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Nomenclature

= Grandeurs caractéristiques des écoulements diphasiques

k indice désignant la phase k

K indice désignant la phase k' # k

I indice désignant I'interface I entre deux phases

X fonction indicatrice de la phase k

ng  vecteur normal & l'interface et extérieur a la phase k
o vecteur vitesse de I'interface

ag fraction volumique de la phase k

Y fraction massique de la phase k

Pk densité de la phase k en kg.m ™3

up  vecteur vitesse de la phase k en m.s™
u,; vecteur vitesse de la phase k a l'interface

1

Pk pression de la phase k en Pa

p,I  Pression de la phase k a l'interface

€k énergie interne spécifique en J.kg™*

ek énergie totale spécifique égale a ), + u? /2

h enthalpie spécifique égale & ey, + pr./pk
Hy  enthalpie totale spécifique égale & hy + u? /2
Sk entropie en J.kg !T™1
Ty température en K
Cyr  chaleur spécifique de la phase k a volume constant
Cpr  chaleur spécifique de la phase k a pression constante
Yk rapport des chaleurs spécifiques de la phase k
T parametre de la loi d’état de type Stiffened-Gas pour la phase k
ak vitesse du son de la phase k en m.s™!
a,1  vitesse du son de la phase k£ & l'interface
M, nombre de Mach relatif & la phase k et égal & ||ugl|/ax
Tk tenseur des contraintes de viscosité en kg.m™ s~
q flux de chaleur sur la phase k en W.m ™2
% ensemble des forces volumiques sur la phase k
I's terme de transfert de masse pour la phase k
F}  forces de frottement sur la phase k & Dinterface
ay, terme de variation de la fraction volumique de la phase k

A coefficient de relaxation des vitesses en kg.m™?s™2
I coefficient de relaxation des pressions en Pa~'s™!
= Grandeurs géométriques et temporelles

Q ensemble ouvert de IR%, d=2 ou 3

x point appartenant au domaine €2

0 bord du domaine 2

t temps
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Nomenclature

uRv

divT

Opérateurs et tenseurs

dérivée partielle en t de la fonction scalaire g

dérivée partielle en ¢ du vecteur u

gradient de la fonction g égal au vecteur de i°®composante 89
x;

0ui
&ri

divergence du vecteur u égale a g
i

produit scalaire des vecteurs u et v égal a E U;V;

?
tenseur d’ordre 2 de coefficients (u ® v);; = u,;v;

87Tij

al’i

divergence du tenseur 7 égale au vecteur de j°composante g

3
norme Lo du vecteur u égale a E u?
\ 7

Jacobien de coefficients (8u) = Ou;
6’0 ij 8vj

Grandeurs liées a la discrétisation
pas de temps

cellule construite autour du neceud ¢
volume de la cellule C;

bord de la cellule C;

ensemble des noeuds voisins du nceud ¢

interface entre les nceuds i et j égale a 0C; N 9C;

vecteur normal moyen lié a U'interface et égal a / ndl
6C7zj

parametre du préconditionneur de Turkel

parametre de décentrage pour 'ordre 2 avec la méthode MUSCL




Introduction Générale

Ce travail porte sur ’étude de modeles et de méthodes numériques pour les écoulements diphasiques
compressibles. L’ensemble de ces problemes en mécanique des fluides est tres vaste et relativement com-
pliqué. Par définition, un écoulement diphasique représente un mélange de deux phases ou la topologie,
la composition et les phénomenes d’échanges sont des parametres qui peuvent constamment varier. De
part leur grande diversité, on les rencontre fréquemment dans les applications industrielles : réacteur
nucléaire, turbo-propulseur, injecteur diphasique... On s’apergoit donc tres vite qu’ils peuvent donner
naissance a des phénomenes treés complexes et que leur modélisation n’est pas aisée. Méme s’il est tou-
jours possible d’écrire des équations locales, la résolution directe semble quasiment inabordable & cause
des petites échelles du probleme et la modélisation des écoulements rencontrés dans l'industrie néces-
site une approche de type homogénéisation [33], [18]. Dans les méthodes Eulériennes que 'on a choisies
d’utiliser pour ce travail, la modélisation consiste a écrire les équations de Navier-Stokes compressibles
pour chacune des phases et & moyenner les bilans de conservation. L’avantage de cette approche est de
s’affranchir d’une description trop locale des équations tout en gardant la possibilité de résoudre des
écoulements ou le comportement des deux phases peut étre tres différent. L’inconvénient majeur est que
ce procédé d’homogénéisation introduit dans le systeme, des termes d’une part tres difficiles & modéliser
et a évaluer et d’autre part délicats a appréhender numériquement a cause de leur nature mathématique.
De plus les phénomenes d’interaction entre phases apparaissent souvent a travers des termes sources qui
peuvent étre fortement non linéaires et représenter une difficulté supplémentaire.

Habituellement, ce procédé d’homogénéisation conduit a des systemes bi-fluides a six équations en une
dimension d’espace, qui sont généralement fermés par une relation d’égalité entre pressions phasiques.
Ces modeles ont fait 'objet de nombreux travaux [15], [32], [24], [40], [3], [43], [13], [31], [63], [20], [21]
et ont été tres utilisés notamment dans les codes de l'industrie nucléaire et pétroliere. On peut citer
par exemple les codes de calculs tridimensionnels RELAP5 [51], [52], TRAC [69], CATHARE [5]. Ces
modeles ont donné des résultats tres probants; cependant il est bien connu que leur caractere non hy-
perbolique a toujours pénalisé dans une certaine mesure les méthodes numériques. En effet il conduit a
des problemes mathématiques potentiellement mal posés, et les schémas numériques qui ne peuvent pas
étre construits en utilisant explicitement les valeurs propres du systeme, deviennent instables en dessous
d’un pas d’espace critique [30]. Aussi depuis les années 80, on a introduit & partir de la méme technique
d’homogénéisation, des modeles & sept équations de type Baer-Nunziato [54], [64]. Ces modeles au lieu
d’étre fermés par une relation algébrique d’égalité des pressions, le sont par une équation topologique
supplémentaire. Leur grand avantage par rapport aux modeles a six équations est qu’ils sont incondition-
nellement hyperboliques. Ces systémes ont été pendant longtemps peu utilisés a cause de leur complexité.
Cependant depuis quelques années, les travaux numériques sur ce type de modeles se sont multipliés et
ont montré que ’hyperbolicité représentait un avantage certain pour les schémas numériques [4], [56]. La
majeure partie de ces travaux [55], [56], [58], [9] s’est cependant concentrée sur des applications toujours
tres compressibles et a grande vitesse. D’un point de vue numérique, ces travaux ont donc pu employer
des schémas explicites en temps.

Ce travail représente une premiere étape dans I'utilisation des modeles a sept équations pour les écou-
lements diphasiques a faible nombre de Mach. En effet dans le cadre des applications nucléaires qui nous
conduisent dans cette these, il est nécessaire de disposer de méthodes numériques qui couvrent I’ensemble
de la gamme des nombres de Mach. Par exemple, les études des circuits de transfert de I’énergie dans les
réacteurs montrent la présence d’écoulements diphasiques, liquide-vapeur, que ce soit en fonctionnement
normal (générateurs de vapeur, condenseurs, échangeurs, cceurs bouillants) ot en situation accidentelle
(tuyaux, injecteurs, coeurs pressurisés). Les situations accidentelles impliquent plutot des écoulements vio-
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lents et fortement transitoires. En revanche les régimes en fonctionnement normal entrent dans la gamme
des écoulements diphasiques a faible nombre de Mach, qui vont poser un certain nombre de problemes
d’analyse numérique et qui sont souvent mal résolus par les algorithmes classiques. C’est dans le but
de résoudre en partie ces problemes que nous avons décidé d’utiliser les modeles hyperboliques a sept
équations. L’intérét n’est pas seulement d’utiliser un seul algorithme pour tous les types d’applications,
mais aussi de pouvoir calculer avec précision les régimes tres lents. Les enjeux principaux dans le cadre
des applications nucléaires, sont 'optimisation des rendements, la prévision des usures et le controle des
accidents. On notera que les écoulements & faible nombre de Mach sont tres répandus dans beaucoup
d’autres applications industrielles et qu’il est donc important d’avoir des méthodes numériques précises
et performantes pour ce type de régime.

La notion de faible nombre de Mach qui représente le rapport entre la vitesse du fluide et la vitesse du
son, apparait lorsque ’on s’intéresse aux écoulements compressibles a faible vitesse. Quand ce parameétre
devient petit, on est confronté a deux types de problemes numériques. D’une part les pas de temps des
schémas explicites deviennent tres petits a cause du critere de stabilité CFL et il est alors nécessaire
d’utiliser des méthodes implicites. Et d’autre part la précision des approximations décentrées se dégrade
fortement. Cette perte de précision n’est pas encore complétement comprise et ce n’est que récemment
qu’on a commencé a s’y intéresser. Cette étude participe a ce travail d’explication et de compréhension.

En ce qui concerne le manque de précision des approximations décentrées pour les écoulements &
faible nombre de Mach, une des solutions consiste a calculer I’écoulement avec des modeles obtenus par
simplifications du modele compressible standard. Néanmoins cela présente deux inconvénients majeurs;
premierement si I’écoulement n’est pas toujours suffisamment lent pour étre calculé avec des modeles
simplifiés et deuxiemement si on veut pouvoir traiter tous les types de régime. Ainsi durant ces derniéres
années, de nombreux travaux ont permis d’analyser les équations limites de ce type d’écoulements [82],
[73], [38], [6], [16], [29], [77], [10], [79] et de construire des schémas numériques plus précis pour ces régimes
spécifiques [16], [29], [72], [10], [79], [28]. L’objectif recherché est de résoudre des écoulements pratique-
ment incompressibles mais dilatables par des solveurs compressibles. La solution que nous avons choisie
pour ce travail repose sur des méthodes de préconditionnement initialement développées pour les calculs
stationnaires [71], [73], [19] que I'on applique ici seulement & réduire la diffusion numérique des schémas.
A Theure actuelle, la situation semble assez bien comprise pour le monophasique tant du point de vue des
équations continues que des modeles discrets. Notre travail constitue une premiere étape pour étendre ce
type d’analyses et de méthodes aux écoulements diphasiques a faible nombre de Mach. 11 s’est focalisé et
articulé sur les trois themes suivants.

(I) Faible nombre de Mach

La nature hyperbolique des modeles bi-fluides auxquels on s’intéresse dans cette étude, incite & utiliser
des schémas décentrés de type Godunov. Le premier volet de cette thése a donc consisté a analyser cette
classe de schémas dans la limite des faibles nombres de Mach. Dans un premier temps nous avons constaté
que les problemes rencontrés sur la plupart des schémas décentrés pour traiter ce type d’écoulements se
retrouvaient pour les schémas de type Godunov. La partie originale dans ce travail a consisté a élucider
cette défaillance d’un point de vue théorique par analyse asymptotique du probleme de Riemann exact,
issu des équations d’Euler [28]. Dans un deuxiéme temps nous avons sélectionné une classe de solveurs
de type VFRoe [44], [8], qui sont des schémas de type Godunov ot le probléeme de Riemann est résolu de
fagon approchée et non exacte. La premiere raison de ce choix a été la possibilité d’adapter les techniques
de préconditionnement sur ce type de solveurs et la deuxieme, que ces schémas étaient relativement bien
adaptés aux modeles hyperboliques a sept équations pour lesquels on ne sait pas résoudre de fagcon exacte
le probleme de Riemann.

(IT) Modeéle réduit a cinq équations

L’analyse du modele diphasique a sept équations dans la limite des faibles nombres de Mach n’est
pas aisé, notamment a cause des termes de relaxation des pressions et des vitesses, qui introduisent des
temps caractéristiques difficiles & mettre en relation avec ceux de la partie hyperbolique. Ainsi nous avons
choisi de faire une étape supplémentaire avant de passer a I’analyse du modele complet dans la limite
faible Mach. Pour cela, nous avons dans un premier temps cherché a réduire ce modele et a développer



un schéma numérique adapté pour des temps de relaxation infiniment petits. Nous avons abouti & un
modele a cinq équations lui aussi hyperbolique. Notre premier apport sur ce théme a été d’introduire une
méthode de réduction originale et rationnelle applicable & des modeles hyperboliques avec termes sources
raides [27]. Ensuite, une analyse mathématique du modele réduit, a révélé une structure assez proche de
celle des équations d’Euler et nous a incité a développer les méthodes de préconditionnement pour ce
modele diphasique réduit ainsi qu’une méthode implicite basée sur les solveurs de type VFRoe. La mise
au point de schémas implicites n’était pas aisée mais nécessaire dans le cadre des écoulements a faible
nombre de Mach.

(III) Modele diphasique complet

Une premiere partie dans I’étude du modele a sept équations a consisté & montrer que d’une certaine
maniere, il contient le modele bi-fluides a six équations. En effet nous montrons que la limite du modele a
sept équations lorsque les temps caractéristiques des termes de relaxation de pression tendent vers zéro,
est un systéme a six équations équivalent aux modeles bi-fluides classiques a six équations. En consé-
quence, un solveur hyperbolique pour les modeles & sept équations couplé a une procédure de relaxation
des pressions constitue une méthode originale de résolution par relaxation des modeles bi-fluides a six
équations. Dans la deuxieme partie, nous proposons pour le modele diphasique complet a sept équations,
une méthode implicite linéarisée, basée sur les solveurs de type VFRoe. Cette méthode implicite repré-
sente un réel intérét en temps de calcul pour les écoulements diphasiques tres lents et notamment pour les
calculs stationnaires. En effet, les méthodes numériques implicites peuvent étre utilisés “sans” restriction
sur les pas de temps. Néanmoins, les termes de relaxation peuvent introduire des temps caractéristiques
limites et 1’association avec la partie hyperbolique n’est pas facile.

Contenu du mémoire

Dans le chapitre 1, on décrit la modélisation Eulérienne des écoulements diphasiques que ’on a choisie
d’utiliser, et qui est typiquement basée sur un procédé d’homogénéisation [33], [18]. Cette modélisation
sous sa forme la plus générale aboutit & des systémes de six équations. Nous montrons comment les re-
lations de fermeture sur ces systémes peuvent aboutir a deux classes de modeles différents ; les modeles
bi-fluides classiques & six équations et les modeles bi-fluides a sept équations de type Baer-Nunziato.

Dans le chapitre 2, nous menons une analyse du schéma de Godunov pour les équations d’Euler via
celle du probleme de Riemann dans la limite des faibles nombres de Mach. Cette analyse nous a permis
d’expliquer de fagon rigoureuse pourquoi les équations discretes ne présentent pas le bon comportement
et ne convergent pas vers les solutions des équations limites continues. A l'issue de cette analyse, nous
proposons aussi deux méthodes pour remédier & ce probleme. La premiere consiste a adapter les tech-
niques inspirées par les travaux de Turkel [19], [72] sur les solveurs de type VFRoe et cela en modifiant
le probleme de Riemann linéarisé et sans changer la formulation générale du schéma. Ces travaux sont
étroitement liés a ceux réalisés sur le schéma de Roe. En effet, une analyse asymptotique dans la limite
des faibles nombres de Mach nous a montré que les équations limites discretes données par les deux
classes de schémas étaient quasiment similaires. La deuxieme méthode consiste a effectuer directement
une correction des flux obtenue par analyse asymptotique du probleme de Riemann. Elle est applicable
au solveur exact.

Dans le chapitre 3, nous réalisons un travail de modélisation théorique pour la résolution de problemes
d’interfaces et diphasiques avec faible déséquilibre cinématique entre phases. Ceci nous a conduit & un
modele réduit a cing équations, qui s’est avéré bien adapté aux problemes de détonation et de calcul
d’interfaces entre fluides compressibles. La modélisation consiste & réduire par analyse asymptotique le
modele diphasique complet proposé par Abgrall et Saurel dans [56], pour aboutir & un systéme réduit.
L’étude mathématique du modele nous a permis de développer un ensemble de techniques numériques
adaptées et tres robustes dans le cadre des écoulements diphasiques a faible nombre de Mach.

Dans le chapitre 4, nous adaptons les techniques de préconditionnement & faible nombre de Mach, au
modele diphasique réduit. Auparavant, on effectue une analyse des équations limites de ce systeme. Celle-
ci nous guide dans la transposition des techniques étudiées au chapitre 2 dans un cadre monophasique
vers des modeles diphasiques.
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Dans le chapitre 5, on montre que le solveur hyperbolique pour le modele a sept équations couplé & une
procédure de relaxation des pressions [56], [58], [42] pour des temps infiniment petits, peut représenter
une méthode numérique alternative pour la résolution des modeles bi-fluides a six équations. Enfin nous
appliquons la méthode implicite basée sur les solveurs de type VFRoe a ce modele diphasique complet.
Cette méthode nécessite le calcul de la matrice Jacobienne du systeme écrit en variables conservatives
ainsi que celui des matrices de passage entre les variables entropiques du solveur explicite et les variables
conservatives.

Les travaux présentés dans ce mémoire ont fait 1’objet des communications suivantes :
Article en revue internationale avec comité de lecture

— H. Guillard et A. Murrone (2001). On the behavior of upwind schemes in the low Mach number
limit : II. Godunov type schemes. Rapport de Recherche INRIA N° /189.

— H. Guillard et A. Murrone (2003). A five equation reduced Model for compressible two phase flow
problems. Rapport de Recherche INRIA N° /778 et soumis au Journal of Computational Physics
20083.

— H. Guillard et A. Murrone (2004). On the behavior of upwind schemes in the low Mach number
limit : II. Godunov type schemes. Computers and Fluids, 33 : 655-675, 2004.
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de Cargese, Corse, France, 26 au 28 Septembre 2001.

— A. Murrone. Introduction aux solveurs de Riemann et aux méthodes de préconditionnement pour les
écoulements compressibles a faible nombre de Mach. 6°FEcole d’Eté du GUT, Porquerolles, France,
23 au 29 Juin 2002.
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— A. Murrone. Un modele réduit a cinq équations pour les problemes d’écoulements diphasiques com-
pressibles. 16°Congreés de Mécanique, Nice, France, 1 au 5 septembre 2003.

— A. Murrone. Low Mach preconditioning for compressible two phase flow problems. Workshop on
Multiphase and Complex Flow Simulation for Industry, Institut d’Etudes Scientifiques de Cargése,
Corse, France, 20 au 24 octobre 2003.



Chapitre 1

Modélisation des écoulements
diphasiques

1l existe deux grandes classes de méthodes de modélisation des écoulements diphasiques : les méthodes
Lagrangiennes et les méthodes Fulériennes. Dans les méthodes Fulériennes que l’on a choisies d’utiliser
pour ce travail, la modélisation des écoulements diphasiques est basée sur un procédé d’homogénéisation
[33], [18]. Ces techniques consistent a considérer les deuz phases comme deux milieux continus distincts
avec interpénétration et a résoudre des équations qui gouvernent les variables d’état moyennes de chacune
des phases. Sous leur forme la plus générale, elles aboutissent a des systémes ouverts, caractérisés par
deuzx vitesses et deux pressions distinctes. Ainsi en une dimension d’espace, ces modéles se composent
d’au moins six équations; deux équations de conservation de la masse, deux équations de quantité de
mouvement, deux équations d’énergie ou de pression, auxquelles il faut rajouter des relations de ferme-
ture.

Le but de ce premier chapitre introductif est de rappeler brievement ’origine physique de ces modéles.
A ’échelle microscopique, les écoulements diphasiques peuvent étre vus comme un ensemble de régions pu-
rement monophasiques, séparées par des interfaces au travers desquelles s’opérent des transferts de masse,
de quantité de mouvement et d’énergie. Pour développer un modéle macroscopique, on écrit d’abord les
équations Fulériennes de bilan valables a l'intérieur de chaque région purement monophasique, puis par un
procédé de moyennes on étend ces équations a tout le domaine et on modélise les transferts aux interfaces.

Sommaire
1.1 Equations de bilan Eulériennes monophasiques . . . ... ... ... .... 7
1.2 Extension des équations a tout le domaine . .. ... ... ... ... ..., 8
1.3 Equations sur les grandeurs moyennes . . . . . . . . . ¢ v v vt e e e 00 .. 9
1.4 Lois de fermeture et modeles bi-fluides a six et sept équations . . . . . .. 13
1.4.1 Modeles bi-fluides a six équations . . . . . . . . . ... 13
1.4.2 Modeles bi-fluides a sept équations de type Baer-Nunziato . . . . . . . . . . .. 15

1.1 Equations de bilan Eulériennes monophasiques

Dans la suite on notera k = 1,2 les indices respectifs a chaque phase. Tout milieu diphasique peut
étre assimilé a un ensemble de régions purement monophasiques, dans lesquelles les équations locales de
la mécanique des fluides s’appliquent, ces régions étant séparées par des interfaces infiniment minces et
supposées sans masse. On écrit les bilans de conservation pour les masses pg, les quantités de mouve-
ment pruk, et les énergies totales prer = prer + pkui/Q avec e (pr, pr) les énergies internes spécifiques
dépendant des densités py et des pressions pg. On obtient ainsi pour chaque phase, le systeme classique
des équations de Navier-Stokes :
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0

T divipw) = 0 (1.1.1)
ot

0

% + div(ppuy @u)  + Vpp+div(=T) = pify (1.1.2)
Opre i _ ) )

% + div(prer +pr)ur  + div(q, — Twur) = pefrour (1.1.3)

ou 7y est le tenseur des contraintes visqueuses, f} lensemble des forces volumiques extérieures s’appli-
quant sur la phase k et g, le flux de chaleur.

1.2 Extension des équations a tout le domaine

Soit © C IR, le domaine spatial de I’écoulement observé, indépendant du temps, avec d un entier
inférieur ou égal a 3. On note Qi (t) C Q le domaine spatial occupé par la phase k dans le domaine d’écou-
lement & U'instant ¢. Le domaine Q(¢) peut étre non connexe et on définit X}, la fonction caractéristique
de la phase k par :

1 si xe Q)

X(@,t) = { 0 sinon (1.2)

Cette fonction discontinue aux interfaces permet d’étendre les équations (1.1) valides & l'intérieur d’une
phase, c’est-a-dire Vr € Q(t), & tout le domaine € de ’écoulement. Rappelons que la fonction X}, vérifie
au sens des distributions les égalités suivantes :

V(Xrg) = XipVg-—gnio (1.3.1)
div(Xpu) = Xpdivu —u.nid (1.3.2)
diV(ka'> = Xpdivy — T.nid (1.3.3)

ol ny, est le vecteur normal & l'interface 0 (t) extérieur a Q(t), g une fonction scalaire, u un vecteur,
7 un tenseur et § la fonction caractéristique de l'interface. Soit o la vitesse de 'interface, on a aussi :

0 dg
5 (Xkg) = Xigr+goms  (14.1)
0 ou
a(Xku) = X’“E +uo.nid (14.2)

Si on pré-multiplie chacune des équations (1.1) relatives & la phase k par la fonction caractéristique X ;
on obtient donc a priori, des équations valides dans tout le domaine y compris aux interfaces (supposées
infiniment minces et sans masse) et quel que soit le temps :

X, ((Z’C + div(pkuk)) = 0 (1.5.1)
0
Xk (pgtuk + div(prur ® ug) + Vpr + diV(—ﬁf)) = Xpprfi (1.5.2)

dpre . . B .
Xk ( [gct ko div(prer + pr)ur + div(qy — Tk.uk)) = Xpprfrur (1.5.3)
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La notion de dérivée au sens des distributions permet d’introduire la fonction caractéristique a 'intérieur
des opérateurs différentiels et les équations (1.5) deviennent :

0 .
&(kak) + dlv(kakuk) + pk(uk — U).nk(s =0 (1.6.1)

0 . . _
a(XkPkuk) + div(Xpprur ® ug) + VXipr + div(—Xp7r)

+pk(uk & uk).nké — pkuk(a.nk)é +pknk5 — fk.nch = kakf}c) (162)

0 . . _
a(kakek) + leXk(Pkek +pk)uk + dlek(qk — Tk.uk)

+pkek(uk — J).nk5 +pkuk.nk5 + (qk — fk.uk).nkd = kakf}é.uk (163)

Les équations (1.6) sont une extension des équations locales (1.1) & tout le domaine de ’écoulement et
sont également valables aux interfaces.

1.3 Equations sur les grandeurs moyennes

Les équations des échanges locaux instantanés (1.6) ne peuvent étre résolues car on ne connait pas
la position de Uinterface qui est distribuée aléatoirement dans le temps et dans ’espace. On écrit donc
les équations en moyenne, ce qui permet de reconstituer deux milieux continus fictifs. On introduit donc
un opérateur de moyenne <.> qui vérifie les propriétés classiques de linéarité <a + b>=<a> + <b>
et <Aa>= A\ <a>, d’idempotence <<a> b>=<a><b> et de commutativité avec les opérateurs de
différentiation.

On peut alors décomposer une variable locale instantanée quelconque a en une valeur moyenne <a>
et une fluctuation a’ qui vérifie <a’>= 0. L’opérateur <.> peut étre défini comme la limite de la moyenne
arithmétique sur un nombre N de réalisations tendant vers I'infini, du phénomene :

. 1
<e>=lim y D e (1.7

Par rapport a des moyennes spatiales, temporelles ou spatio-temporelles, la moyenne statistique est la
seule valable pour des écoulements non homogenes instationnaires. On définit le taux de présence de la
phase k& comme la moyenne de la fonction caractéristique de cette phase :

a d:ef<Xk> (1.8)

Dans la suite du mémoire, on désignera la variable o comme la fraction volumique de la phase k. Cette
dénomination peut s’expliquer si on interprete la moyenne <.> comme une moyenne volumique. En effet

dans ce cas, on aura :
<Vi>

=1 1.9
o = i, 09
ou Vj, C V est le volume occupé par la phase k :
Vi = / XpdV et <Vp>= / apdV (1.10)
1% 1%

On définit la moyenne Eulérienne phasique classique, notée aj, d’une grandeur quelconque aj par la

formule :
<Xpap> . <Xpap>

<Xp> Qg

a, = (1.11)
En décomposant les variables en une valeur moyenne plus une fluctuation : ax = @y +a},, on obtient grace
au théoreme d’idempotence :

<Xyap>=0 (1.12)
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L’examen des équations de bilan montre cependant qu’il est plus pratique de définir, pour les écoulements
compressibles, la moyenne de la vitesse et de I’énergie interne comme une moyenne pondérée par la masse
volumique, appelée moyenne de Favre et qui s’écrit :

~ <Xpprap>

Gy = kPRI (1.13)

APy

Dans ce cas on aura & la place de l'expression (1.12), les relations < Xypppul >= 0 et <Xppre)>= 0
ol u} et €} sont respectivement les fluctuations de la vitesse et de I’énergie interne. On applique alors
Popérateur de moyenne <.> aux équations (1.6) et on obtient le systéme d’équations suivant :

0
a <Xppr> +div <Xpprur> + <pk(uk — U).nk5>: 0 (1.14.1)

ot <Xpprur> +div <Xgprup @ up> +V <Xgpp> +div <— X 7>

+ <pr(ur ® ug).npd> — <prur(o.ng)d> + <pgnpd> — <Tp.npo>=<Xpprpfi> (1.14.2)

0 . . _
a <Xpprer> +div <Xk(pkek +pk)uk> +div <Xk(qk — Tk.’u,k)>

+ <prer(up — 0).npd> + <prug.npd> + <(q;, — Tr.w) . nE0>=<Xikpr f1-wi> (1.14.3)

A Taide des définitions (1.11) et (1.13), I’équation de conservation de la masse (1.14.1) devient :
0 . .
a(akﬁk) + div(axprur)+ <pr(up — 0).nd>=0 (1.15)

Et équation de quantité de mouvement (1.14.2), peut alors s’écrire sous la forme :

0 ~ ) IR _ . - ——
a(akﬁk“k) + div(agprur ® ug) + V(agpy) + div(—ox(Tr — pruy @ uy)) (L.16)

+ <pk(uk X uk).nk6> — <pkuk(a.nk)§> + <p;€n;€5> — <Tp.Mpo>= akpkfz

On notera aussi que les définitions (1.11) et (1.13) entrainent <Xyprer>= aipiexr + akpkugg/Q oll on a
noté €, = £ + /2 'énergie totale moyenne. Et I'équation de conservation de I'énergie (1.14.3) s’écrit
alors sous la forme :

u 2 . ~ u 2
Pty )) + dlv(ak(ﬁkek + py, + Prtty

0 . ~ . _ — - —_— —
E(ak(ﬁkek + Yug) + div(ag (G, — Tr-ur + prHrul — Tp.ul))

+ <pkek(uk — U).nk(5> + <prur.npd> + <(qk — ?k.uk).nk6>= Ozkpkfz.uk
(1.17)
ou Hy, = ex + pr/pi désigne lenthalpie totale spécifique de la phase k et ou pku;;z/Z représente 1’énergie
cinétique turbulente. En introduisant 7/ = —ppuf @ uf et ¢} = ppHpu} — 7w} le flux turbulent de
chaleur prenant en compte I’énergie turbulente de convection et le travail lié a la turbulence, on réécrit
les équations (1.15), (1.16) et (1.17) sous la forme :

0 ) .

ﬁ(akﬁk) + div(agpptr)+ <pk(ur — 0).ndé>=0 (1.18.1)

0, _ - . -~ _ . - | _7

&(akpkuk) + div(agppar @ ur) + V(agdy,) + div(—ag (Tr + 7 )

+ <pr(ur @ ug).npd> — <prug(o.ng)o> + <ppnpd> — <Tp.npd>= arpr f (1.18.2)
prug’ pruy

)ak) + div(on (@ — Ttk + q1))

) + div(ax(prer + Py, +

o (onlPui +
57 Ok (PrCx

+ <pkek(uk — a‘).nk5> + <prur.mnpd> + <(qk - %k.uk).nk§>: akpkf',‘;.uk (1183)



1.3. Equations sur les grandeurs moyennes 11

Le terme I'y = — <pg(ur — 0).nid0> dans I'équation de conservation de la masse (1.15) représente la
densité volumique des apports de masse a la phase k, résultant des échanges aux interfaces. Il vérifie
I’équation de bilan aux interfaces Zizl I'y=0.

On notera respectivement M = — <pg(ur @ ug).npd> + <prur(o.ng)d> — <ppnpd> + <7p.npd>
et By, = — <pger(ur — 0).ngd> — <ppu.ngd> — <(qy — Tr-u).np0> les termes sources de quantité de
mouvement et d’énergie, liés au transfert interfacial. On réécrit alors le systeme sous la forme :

0 ) o~

a(akﬁk) + dlv(akpk,uk) =TI (1191)
o, _ - . _ ~ _ . = | =T

&(@kpkuk) + div(agppar ® ur) + V(agdy) + div(—aw(Tr + 7 )

= M, +akpkf}é (1.19.2)
0 — ~ pku;? . — o~ _ pku;;Z ~ . _ = ~ T
&(ak(pkek + ) + div(ak (prex + Dy, + Jug) + div(ak(qy — Te-uk + qy,))

= F; + akpkf};uk (1193)

On s’intéresse maintenant a la modélisation des termes de transfert I'y, M, E);. Dans tous ces termes
apparait le gradient VX = —nid qui est différent de zéro seulement aux interfaces et qui définit la
position de I'interface & 1’échelle microscopique. Les produits —agngd = ar VX et —up.npd = up. VX
définissent les valeurs de la fonction ap et du vecteur wy aux interfaces, notées a,1 et u,1. Le terme
macroscopique de transfert de quantité de mouvement M peut alors s’écrire sous la forme :

M = — <pp(ug ® ug) npd> + <prug(o.ng)d> — <ppnpd> + <Tp.npd>
M =— <pk(uk — o-)uk.nk5> — <ppnp0> + <Tp.Mp0> (1.20)

My, = M +p Vo + F}.

oll on a posé — <pknk§>d:ef P Vo Le terme Mll; = — <pp(ur — o)uk.nid> représente le transfert
de quantité de mouvement dia au transfert de masse et s’effectuant aux interfaces et FZ =<T.np0>
correspond a la force de frottement interfacial s’exercant sur la phase k. Le terme macroscopique de
transfert d’énergie Ej est alors réécrit sous la forme :

Ey=— <pkek(uk — a).nk(5> — <ppUg.mpo> — <(qk — ?k.uk).nk(5>
Ep =— <pka(uk — o’).nk5> — <pka'.nk5> — <qk.nk§> + <(7‘k.uk).nk§> (1.21)
By =HT ok | pd
k= Mk T PRl + Flaup+ Q1
N , _ def d T 4
olt on a posé <(7g.uy).npd>= Fj.u,. Le terme H; = — <prHi(up — 0).npd> représente le transfert
d’énergie dii au transfert de masse et Q,1 = — <qj,.n0> le transfert de chaleur interfacial. En remplagant

M, et Ej par les expressions (1.20) et (1.21), le systeme (1.19) devient :
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0 . .

&(akﬁk) + div(agpiur) =Tk (1.22.1)
0 _ . . _ o~ ~ _ . — _T

a(akpkuk) + div(akppur ® ug) + V(D) + div(—ag (Tr + 71, )

= M}; —i—kaVak—i—FZ —i—akpkf}; (1.22.2)
0 — o~ pkulk/Q . — ~ _ pku;;Q ~ . — = ~ T

57 (@ (Prn + —57)) + div(an(prer + Pr + Jug) + div(aw (g, — Tr-ur + qy))

— HT day d Qv

= _pklﬁ +Fk~ukI+QkI+akpkfk'uk (1.22.3)

Le procédé d’homogénéisation nous a donc conduit a écrire le systeme (1.22) auquel il faut rajouter les
conditions d’interface moyennées :

2
Y Tp=0 (1.23.1)
k=1

2

ST MY+ p Vo + Fi =0 (1.23.2)
k=1
2

Oa
S HL —prgt Pl + Q=0 (1.233)
k=1

Un tel modele est dit bi-fluides. Néanmoins, cette forme générale constitue un systéme ouvert et nous
verrons les différentes relations de fermeture dans le prochain paragraphe 1.4. Il reste de plus & modéliser
un certain nombre de termes tels que Fk,ﬁk,?k,ﬂ?, Mg,pkl, Fﬁ, T Qs qf,H};,ukI, Q,] et c’est ce que
nous décrivons maintenant.

Commengons par la modélisation de p,. Dans un fluide pur, la pression est fonction de la masse
volumique et de ’énergie interne. Nous ferons I’hypotheése que la pression moyenne suit cette méme loi

d’état : Dy, = Dy, (Dk, Ek)-

On s’intéresse a présent aux termes de transfert interfacial liés au transfert de masse I'y,, M E, H ,5 .
Dans la suite du travail, le transfert de masse n’est pas pris en compte (I'y, = 0) et par conséquent les
termes M g,H}; s’annulent également. Les conditions d’interface & 1’échelle microscopique se résument
a u,] = up =<0 > pour les vitesses. Notons simplement que la modélisation du transfert de masse
est un point qui pose de réelles difficultés et que souvent on utilise les approximations M I,; = u, 'y et
H }; = H,1I'y. Toute la difficulté de la modélisation repose alors sur I’approximation du terme I'y.

Généralement, le terme de transfert de chaleur @,y est considéré comme étant égal a 'expression
arazpi(hi — hg)/T ol hj, désigne 'enthalpie spécifique de saturation de la phase k.

Quand au terme de force de frottement interfacial Fﬁ, son expression dépend extrémement de la
topologie de ’écoulement et il existe un grand nombre de corrélations dans la littérature. La partie prin-
cipale de ce terme est la force de trainée. Pour les écoulements a bulles, on rencontre souvent I’expression
suivante ou C'y est une constante positive :

F = —Crai(1 — ag)pr(ug — up) (1.24)

mais il existe beaucoup d’autres corrélations expérimentales. Dans le cadre des modeles a sept équations,
les travaux [36], [56], [58] justifient, par des criteres physiques, la proportionnalité au différentiel de vitesses
entre phases et on a F'y = A\(up —uy) ol A est un parametre positif de relaxation qui peut tendre vers I'in-
fini dans le cadre des problemes a interfaces ou de détonations dans les matériaux condensés énergétiques.



1.4. Lois de fermeture et modéles bi-fluides a six et sept équations 13

On considere par la suite que les valeurs moyennes définissent les grandeurs moyennes de ’écoulement
et on néglige les termes de turbulence pyu;?/2, 7L, qF.

On supposera aussi que le tenseur des contraintes visqueuses, le flux de chaleur et ’ensemble des forces
volumiques extérieures sont égaux a leurs valeurs moyennes 7, = Tk, q, = G et fr = f1. On obtient
alors le systeme d’équations suivant :

0 .

57 (@kpn) + div(arppuy) =Ty (1.25.1)
0 . . _

E(akpkuk) + div(agprur ® ug) + V(agpr) + div(—ag7r)

= M, +p,1Vay + Fi + appi f} (1.25.2)
0 . . _

a(akpkek) + div(axprer + arpr)ug + div(ag (g, — Te-uk))

_ U Do, d v

= H; T + Firu g+ Qu + arpr frur (1.25.3)

Enfin il reste a traiter de la modélisation des grandeurs interfaciales u,j et p,1 qui représente un point
délicat dans la description des écoulements diphasiques. Il est cependant nécessaire de se donner ces
valeurs pour pouvoir résoudre le systeme d’équations. Le choix des valeurs aux interfaces présente deux
problématiques : d’une part le “meilleur” choix pour ces valeurs peut dépendre des applications et d’autre
part ce choix peut modifier la structure mathématique du systeéme [12]. Nous détaillerons cette modéli-
sation dans le cadre des modeles bi-fluides a six équations décrits au paragraphe 1.4.1 et dans le cadre
des modeles a sept équations de type Baer-Nunziato décrits au paragraphe 1.4.2.

1.4 Lois de fermeture et modeles bi-fluides a six et sept équa-
tions

L’écriture (1.25) correspond & la forme générale des modeles bi-fluides obtenue par la procédure de
moyenne habituelle [33], [18]. Néanmoins dans ce systéme, on compte seulement 6 équations pour 7
inconnues py, ug, e, ag. Ce systéme est ouvert et il faut se donner des relations de fermeture. Nous allons
voir que cela peut aboutir a deux types de modeles qui présentent chacun leurs avantages et inconvénients.

1.4.1 Modeles bi-fluides a six équations

Dans les modeles bi-fluides classiques a six équations, ce probleme est résolu par 'existence d’une
relation entre les pressions p; et pa. L’hypothese des pressions communes est tres répandue [15], [40], [3].
En effet il est physiquement 1égitime de supposer I’égalité des pressions phasiques :

p1L=p2=p (1.26)

et ainsi des lois constitutives de la forme e} = ek (pg, p) pour les énergies internes phasiques.
En I'absence de transfert de masse, les vitesses d’interface sont telles que u,] = uf =<o> et les modeles
bi-fluides classiques a six équations s’écrivent sous la forme :

0 .

a(akpk) + div(agprur) =0 (1.27.1)
0 . . _

&(akpkuk) + div(akprur ® ug) + a Vp + div(—oy7x)

= (p,1 — )V, + F{ + arpr £ (1.27.2)

0 . . _
— (agprer) + div(agprer + arpp)ug + div(ar (g, — Te-ur))

or
(0 v
= —p1g; + Fiur+ Qu + anprfiu (1.27.3)
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La vitesse d’interface est le plus souvent prise comme égale a la vitesse du centre de masse :

2 2
uI = Zakpkuk/ Z APk (1.28)
k=1 k=1

Il reste donc pour fermer totalement le systeme a modéliser la pression p,1 de la phase k& a l'interface.
Dans ce modele, les pressions des deux phases sont égales. Néanmoins la pression d’interface p,1 peut étre
différente de la pression commune p des deux phases, si on considere par exemple des effets de tension
superficielle. On trouve beaucoup de corrélations dans la littérature qui expliquent la régularisation et
Iinterprétation physique de ce terme (p,1 — p)Vay appelé force de pression d’interface. Par exemple, les
travaux présentés dans [41] proposent pour des écoulements & bulles, expression suivante pour 1’écart de
pression :

p—p1=0

(1.29)
P —po1 = Cpla1)p2|luz — us |

ou l'indice 1 dénote la phase gazeuse ou la plus compressible et 'indice 2 le liquide ou le fluide le moins
compressible. La correction de pression utilisée dans le code CATHARE [5] est donnée par :

a1 P10202 ”

2
Ug — U 1.30
orps - aapr 12 1l (1.30)

P—=—PiI=P Dol =
Dans le cas ou I'on considere que p,1 = p, on obtient le modele bi-fluides standard a six équations qui est
strictement non hyperbolique.

Cela présente un inconvénient considérable dans la mise en ceuvre de méthodes numériques adaptées et
stables. Pour rendre le systeme hyperbolique, le terme (p—p,1)Vay de force interfaciale dans les équations
de quantité de mouvement est souvent considéré comme non nul. Ainsi certains auteurs proposent de
toujours prendre en compte 1’écart de pression quelque soit la configuration de ’écoulement de maniere
a rendre le systéme hyperbolique. Par exemple les travaux présentés dans [67], proposent la corrélation :

P —Py1 =D~ Pop = Sarpauz — u||? (1.31)

Celle-ci permet d’assurer I'hyperbolicité du systeme bi-fluides comme on le décrit ci-dessous. On introduit
la vitesse du son a,, d’'un mélange diphasique en déséquilibre cinématique. Cette vitesse peut étre reliée
a la vitesse du son a du mélange ou les deux phases sont en équilibre des vitesses, par la relation :

Qm

1/2
_a (p(a1p2 + ozm)) / (1.32)
p1p2

Ensuite on suppose que l’écart des vitesses entre phases est beaucoup plus petit que la vitesse a et on
introduit le petit parametre :

Uy — U
¢ = luz —wfl (1.33)
Am
On montre alors par une méthode de perturbation par rapport a &, que le systéme est hyperbolique au
premier ordre, en prenant § < dg. Le coefficient §y dans le cas ou la phase 1 est un gaz parfait, s’écrit :

Qa271p
a1 p2a2,

8o = (1.34)

D’autres méthodes pour obtenir I’hyperbolicité du modele bi-fluides ont été introduites. En particulier, on
peut rajouter un autre terme correctif tel que la force de masse ajoutée, liée aux variations de I’écart des
vitesses phasiques et donc a accélération du mouvement relatif des deux phases [83], [17]. Les méthodes
de perturbation fournissent également un moyen pratique pour analyser I’hyperbolicité des modeles et
obtenir des approximations des valeurs propres et des vecteurs propres [40], [14], qui peuvent conduire
au premier ordre d’approximation a un systéeme hyperbolique.
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1.4.2 Modeles bi-fluides a sept équations de type Baer-Nunziato

Dans les modeles de type Baer-Nunziato, I’hypotheése des pressions communes est remplacée par une
équation topologique supplémentaire, sur la fraction volumique ay, de la forme :

% + uI.Vak = dk (135)
ot

ou le terme de production de fraction volumique dj nécessite une modélisation supplémentaire. Baer et
Nunziato ont été les premiers a supposer le terme de production comme étant proportionnel a la différence
des pressions phasiques ax = —u(prr — pr) ol p > 0 est un coefficient qui controle la vitesse & laquelle les
deux phases atteignent ’équilibre des pressions. Dans toute la suite de I’étude, nous conserverons cette
modélisation et nous noterons que ce terme de production entrainera des termes py(prs —pr) de variation
dans les équations de conservation de I’énergie, dus au travail de la pression interfaciale.

Il reste donc a présent, pour fermer complétement le systeme, a modéliser les vitesses et pressions
aux interfaces. Dans le modele original de Baer-Nunziato 1986 [4] et dans [36], py est égale a la pression
de la phase la plus compressible tandis que uy est égale a la vitesse de la phase la moins compressible.
Dans [22], le choix inverse est effectué. Dans [56], la pression d’interface est prise comme une pression de
mélange pr = Zizl agpg et la vitesse d’interface comme celle du centre de masse. Récemment des choix
plus généraux ont été proposés a ’aide d’une analyse obtenue a partir d’une nouvelle méthode d’homogé-
néisation [1]. Ces exemples montrent que beaucoup de choix sont possibles et que la discussion du meilleur
choix reste un sujet tres difficile et encore ouvert. Les travaux présentés dans [12] apportent de nombreux
éléments de réponses a ces questions et montrent en particulier que le choix des valeurs d’interface peut
avoir un effet tres important sur la structure mathématique des ondes et aussi sur I'existence d’entropies
mathématiques.

Finalement les modeles a sept équations de type Baer-Nunziato, sans transfert de masse, s’écrivent
sous la forme :

0 .
a(akpk) + div(akprur) =0 (1.36.1)

0 ) . _
a(akpkuk) + div(aprur @ ug) + V(agpr) + div(—a )

=pVay + Fi + appr (1.36.2)

0 ) , _
a(akpkek) + div(agprer + arpr)ur + div(ag(q, — Te-uk))

= prup-Voy + upp(pr — pi) + Flaup + Q1 + axpe frur - (1.36.3)

% + UI.VOék = —/L(pk/ _pk) (1364)
C’est sur ce modele (1.36) que porte notre étude dans le cadre des écoulements diphasiques. L’avantage
de ce modele a sept équations par rapport au modele bi-fluides classique a six équations, est d’étre incon-
ditionnellement hyperbolique. Cette hyperbolicité est obtenue en raison de I’hypothese de compressibilité
de chaque phase et permet ainsi 'utilisation d’un seul solveur. Le systéeme possede sept valeurs propres
réelles ; uy la vitesse d’interface, uy les ondes matérielles et uy, & ay, les ondes acoustiques de chaque phase
k ou ay, représente la vitesse du son de la phase k.
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Chapitre 2

Comportement des schémas de type
Godunov dans la limite des faibles
nombres de Mach

Etant donné Uhyperbolicité des modéles a sept équations, nous allons utiliser des schémas décentrés
de type Godunov pour leur résolution numérique. Or il est bien connu que les approrimations décentrées
sont imprécises dans la limite des faibles nombres de Mach. Ainsi nous commencerons par étudier le
comportement des schémas de type Godunov dans cette limite et dans un cadre monophasique.

Ce chapitre ! présente une analyse du comportement du schéma de Godunov dans la limite des faibles
nombres de Mach. L’étude du probleme de Riemann montre que la pression a linterface entre deuz cel-
lules contient des ondes acoustiques d’ordre Mach méme si les données initiales sont bien préparées et
ne contiennent que des fluctuations de pression d’ordre Mach au carré. Nous proposons alors de modifier
les fluz calculés par les schémas de type Godunov en résolvant un probleme de Riemann préconditionné
au liew du probleme original. Cette stratégie est appliquée a un solveur de type VFRoe et nous montrons
qu’elle permet de retrouver un bon comportement de la pression.

Une alternative au préconditionnement, basée sur les résultats de l'analyse asymptotique est également
développée. Cette alternative consiste & corriger le flux du schéma de Godunov sans modifier le probléme
de Riemann. Méme si cette alternative est trés proche des techniques de préconditionnement, elle présente
un double intérét. D une part elle est plus facile a mettre en ceuvre et d’autre part elle est développée avec
le schéma original de Godunov c’est-a-dire celui basé sur la résolution du probléme de Riemann ezact.
Des expériences numériques viennent confirmer les résultats théoriques.
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2.1 Introduction . . . . . . . . 0 i i i e e e e e e e e 18
2.2 Leproblemecontinu. . . . . ... . ... ittt 21
2.3 Etude du probleme de Riemann dans la limite des faibles nombres de Mach 25
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1Ce chapitre est issu de : H. Guillard et A. Murrone (2004). On the behavior of upwind schemes in the low Mach number
limit : II. Godunov type schemes. Computers and Fluids, 33 : 655-675, 2004.
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2.1 Introduction

Les écoulements incompressibles sont un cas particulier des écoulements compressibles et en théo-
rie, un solveur compressible devrait étre capable de calculer ce type d’écoulements. Malheureusement,
les expériences numériques montrent que pour un maillage donné, les solutions des équations discretes
régissant les écoulements compressibles ne correspondent pas & une approximation précise des solutions
du modele incompressible (voir [80]). Une premiere analyse de ce probléme est apparue dans [73] et les
questions relatives & ce sujet ont considérablement retenu I’attention [82], [38], [6], [16], [77], [29], [10],
[79] au cours de ces derniéres années. Plusieurs travaux proposent d’expliquer les raisons de ces difficultés
et également de construire des schémas numériques valables pour tout nombre de Mach. Certains de ces
travaux étendent au régime compressible les méthodes numériques utilisées pour le calcul d’écoulements
incompressibles. Des exemples de ce type de méthodes se trouvent par exemple dans [82] ou [6]. D’autres
approches sont basées sur la modification des techniques de capture de choc d’ordre élevé. Ces approches
sont par exemple décrites dans [29], [72], [10] pour le schéma de Roe, dans [16] pour les schémas de type
HLLE et dans [79] pour les schémas de flux. L'ingrédient principal de ces méthodes est l'utilisation des
techniques de préconditionnement, initialement développées pour les calculs stationnaires [71], [73], [19]
et que 'on applique ici, de maniere sélective, uniquement a la viscosité artificielle.

Dans [29], cette technique est examinée pour le solveur de Roe ot le flux numérique entre deux cellules
s’écrit sous la forme suivante :
3F.nLR
dq
ou nyp représente le vecteur normal unitaire a l'interface et ou Aprq = qr, — qr est le saut entre les
valeurs g7, et qr des variables conservatives de part et d’autre de 'interface.

1
®(qr,qr,NLR) = §(F-nLR(QL) + Fnpr(qr) + | |ALRG) (2.1)

En effectuant une analyse asymptotique des équations discretes, on identifie les équations limites du
schéma de Roe et on montre que les solutions limites contiennent des fluctuations de pression d’ordre
O(M,) ot M, est un nombre de Mach de référence. Ainsi, les solutions du solveur compressible de Roe
ne peuvent pas correspondre a des approximations précises dans la limite des faibles nombres de Mach.
En effet quand le nombre de Mach tend vers zéro, on peut montrer pour les équations continues que les
fluctuations de pression sont proportionnelles au nombre de Mach au carré. Plusieurs travaux [73], [77],
[72] montrent que le probleéme est directement lié & la forme du tenseur de viscosité artificielle quand le
nombre de Mach tend vers zéro.

Ici, le méme probleme est étudié pour les schémas de type Godunov. En contraste avec les solveurs
de Roe, le flux considéré ici est de la forme :

®(qr.qr,nLRr) = F.nLR(qLR) (2.2)

ou qr g est la solution d’un probleme de Riemann exact ou approché, entre les états qr, et qg.

La Figure 2.1 montre que ce type de schémas exhibe le méme probleme de manque de précision que
le solveur de Roe. Cette Figure représente une série de simulations numériques sur le méme maillage et
pour le calcul d’écoulements autour d’une aile de NACA0012, ou 'on fait décroitre le nombre de Mach.
Dans ces simulations, la vitesse et la densité a l'infini sont maintenues constantes et égales a 1'unité,
tandis que l'on augmente la pression & infini. Ainsi le nombre de Mach & l'infini décroit. La Figure
trace les isovaleurs de la pression normalisée p — Pmin/Pmax — Pmin- Comme le nombre de Mach décroit,
les résultats se dégradent et les solutions ne convergent pas vers une approximation raisonnable de la
solution incompressible. Les Figures représentent de gauche a droite les résultats obtenus avec le schéma
de Roe ou le flux est de la forme (2.1), et ceux obtenus avec le schéma VFRoe (décrit dans la suite) et le
schéma de Godunov ot les flux sont de la forme (2.2). On voit clairement que les résultats obtenus avec
ces trois différents schémas décentrés, sont quasiment identiques.

Expliquer les raisons de ce comportement dans le cas du schéma de Godunov est particulierement in-
téressant. Pour ce schéma, ’expression du flux n’est pas explicitement connue. Ainsi, il n’est pas possible
d’obtenir directement les ordres de grandeur des différents termes du tenseur de viscosité artificielle.
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Il est donc nécessaire de passer par une étape intermédiaire d’analyse du probleme de Riemann. D’un
point de vue continu, on sait que pour des données initiales bien préparées, les équations limites du sys-
teme compressible tendent vers les solutions du systéme incompressible. D’un point de vue discret, les
travaux précédents montrent que ’on n’aboutit pas a la méme conclusion pour un certain nombre de
classes de schémas décentrés. En effet méme pour des données initiales bien préparées ou les fluctuations
de pression sont d’ordre O(M?), les équations discrétes limites pour ces schémas, aboutissent dans la
limite des faibles nombres de Mach & des solutions ot les fluctuations de pression sont d’ordre O(M.) et
donc a des approximations imprécises des solutions incompressibles.

Un premier point de vue naif, pourrait nous laisser penser que le solveur de Godunov donne des ap-
proximations précises des solutions incompressibles puisque dans ce cas précis, le flux calculé a 'interface
est exact. La figure 2.1 (colonne de droite) montre que ce n’est malheureusement pas le cas.

Roe Mach=0.1 VFRoe Mach=0.1 Godunov Mach=0.1

T \ . f / /\
_/ NI,

PRESSURE : MIN=71.0920 MAX=73.5269 PRESSURE : MIN=71.0920 MAX=73.5254 PRESSURE : MIN=71.0919 MAX=73.5208

Roe Mach=0.01 VFRoe Mach=0.01 Godunov Mach=0.01

\/_\j

A\
\

/

/

l— //\/4/ r/\ﬁ

PRESSURE : MIN=7138.78 MAX=7159.35 PRESSURE : MIN=7138.78 MAX=7159.35 PRESSURE : MIN=7138.78 MAX=7159.35

AN

Roe Mach=0.001| | VFRoe Mach=0.001 Godunov Mach=0.001

=
i el g
" U

PRESSURE : MIN=714244 MAX=714446 PRESSURE : MIN=714244 MAX=714446 PRESSURE : MIN=714244 MAX=714446

FiG. 2.1 — Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage & 3114 noeuds a M, = 0.1
(haut), M. = 0.01 (milieu), M, = 0.001 (bas). Schéma de Roe (gauche), schéma VFRoe
(milieu) et schéma de Godunov (droite).
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La raison pour laquelle le schéma de Godunov n’est pas capable de calculer précisément des écou-
lements proches de la limite incompressible est profondément liée au comportement des solutions des
équations d’Euler dans la limite des faibles nombres de Mach. Le point fondamental & comprendre est
que dans le cas général, quand le nombre de Mach tend vers zéro, il n’y a pas convergence forte des
solutions des équations d’Euler compressibles vers les solutions du systéeme incompressible. D’apres les
travaux de S. Schochet [61] (voir aussi [25]), ce comportement pour des données initiales quelconques, est
assez bien compris pour les équations isentropiques et peut étre résumé comme ci-dessous : les solutions
limites sont formées d’une composante acoustique qui dépend d’une variable rapide t/M, et d’une partie
lente indépendante de cette derniere variable. De plus cette partie lente est solution des équations incom-
pressibles. Si on note g(x,t) les solutions du systéme compressible quand le nombre de Mach tend vers
zéro, celles-ci peuvent s’écrire sous la forme suivante :

q(x,t) = gsiow (T, t) + Gosc(x, t,t/M,) + HO.T (2.3)

ol Gsiow (2, t) Teprésente la solution des équations incompressibles, gos.(,t,t/M,) une composante oscil-
lante décrite par des équations de type acoustique et H.O.T des termes d’ordre supérieur.

Pour des données initiales particulieres (mais non pour le cas général), la composante acoustique
n’est pas présente aux ordres dominants et il y a dans ce cas précis, convergence forte des solutions des
équations d’Euler compressibles vers celles des équations incompressibles. (voir [39] et [37]). Dans la litté-
rature mathématique, ces conditions initiales particulieres sont appelées “données initiales bien préparées”.

Pour le cas non isentropique, la situation est beaucoup moins claire. Si on considere des “données
initiales bien préparées”, les travaux de [60], montrent qu’il y a encore convergence forte des solutions des
équations compressibles vers les solutions incompressibles. Le méme résultat peut étre également établi
pour des données initiales quelconques dans le cas ou 'on considére un domaine spatial non borné [46].
Cependant dans le cas périodique, un certain nombre de questions reste encore sans réponses (voir [47]
pour des résultats plus récents sur ce probleme).

Ce comportement tres complexe des équations explique pourquoi le schéma de Godunov ne donne
pas un calcul précis des écoulements qui tendent vers la limite incompressible. Comme nous le verrons
au paragraphe 2.3, les solutions calculées aux interfaces par le solveur de Riemann, contiennent des com-
posantes acoustiques qui véhiculent des sauts de pression d’ordre 1 par rapport au nombre de Mach.
Ceci est totalement en accord avec les résultats théoriques que nous avons rappelés ci-dessus. En effet
puisque les conditions initiales du probléme de Riemann sont discontinues (et par conséquent ne sont pas
des données initiales bien préparées), on ne peut pas s’attendre & ce que les solutions du probleme de
Riemann ne contiennent pas de composantes acoustiques. Une conséquence directe de ce fait est que le
champ résultant des équations discretes représente un équilibre d’ondes acoustiques au lieu de représenter
un champ vérifiant les équations incompressibles.

Décrivons a présent le plan suivi dans ce chapitre. Au paragraphe 2.2, on rappelle un certain nombre
de résultats sur le comportement des solutions des équations d’Euler dans la limite des faibles nombres de
Mach. Le but de ce paragraphe est de montrer que les solutions des équations du modele incompressible
sont seulement les limites au sens faible, des solutions des équations d’Euler compressibles. Pour cela nous
introduisons un modele linéaire simplifié qui présente le méme comportement que les équations d’Euler et
nous expliquons comment les résultats obtenus peuvent étre étendus aux équations d’Euler non linéaires.

Au paragraphe 2.3, nous étudions les solutions du probleme de Riemann dans la limite des faibles
nombres de Mach. On montre que méme pour des conditions initiales bien préparées, proches d’un champ
incompressible avec uniquement des fluctuations de pression de 'ordre du nombre de Mach au carré,
les solutions du probleme de Riemann exhibent des fluctuations acoustiques de pression de 'ordre du
nombre de Mach. Ce phénomene est une conséquence directe du comportement des solutions des équations
compressibles. Il est simplement diu au fait que la projection des données initiales sur des fonctions
constantes par morceaux, crée des discontinuités artificielles qui générent des ondes de pression d’ordre

O(M,).
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Pour le schéma de Roe, on sait que 'utilisation des techniques de préconditionnement représente un
moyen efficace pour remédier au manque de précision du schéma [29], [77], [72], [10]. Et on aboutit aux
mémes conclusions pour d’autres classes de schémas décentrés comme les schémas de type HLLE [16] ou
ceux de type VFFC [79].

Dans tous ces travaux, le préconditionnement est appliqué seulement a la partie décentrée du schéma
c’est-a-dire sur le tenseur de viscosité artificielle. Une telle stratégie n’est pas directement possible pour
les schémas de type Godunov ol le flux s’exprime sous la forme (2.2). Ainsi au paragraphe 2.4, on ap-
plique directement 1’idée du préconditionnement sur le solveur de Riemann et on résout un probleme
de Riemann préconditionné au lieu du probleme de Riemann original. Cette stratégie est appliquée aux
solveurs de type VFRoe [44] ot le probleme de Riemann est linéarisé. Pour le solveur de Riemann exact,
le préconditionnement n’est pas directement applicable et on propose au paragraphe 2.6 une technique
alternative. Les tests numériques sont tres convaincants et montrent que pour les schémas de type Go-
dunov, le préconditionnement représente aussi un moyen tres efficace de retrouver une bonne précision
pour le calcul d’écoulements a faible nombre de Mach.

2.2 Le probleme continu

Pour faciliter la compréhension du comportement des schémas décentrés dans la limite des faibles
nombres de Mach, on rappelle un certain nombre de résultats pour les équations continues. On com-
mence avec le cas isentropique pour lequel la théorie mathématique est assez complete et on se restreint
au cas périodique. (On notera que si on considere I’espace infini, méme pour des données initiales géné-
rales, on peut montrer des résultats plus forts grace a la disparition a U'infini de ’énergie des composantes
acoustiques. Comme il est prouvé dans [74], les solutions limites des équations compressibles satisfont le
systéme des équations incompressibles bien que la convergence uniforme soit rompue pres de ¢t = 0.)

Les équations d’Euler isentropiques s’écrivent sous la forme :

% + u.Vp + pdive = 0

(2.4)
Ju 1
N + (u.V)u + ;Vp =0

Dans ces équations, u = (u,v) est un champ vectoriel et p un champ scalaire, définis sur IR x T2 ot T? est
un domaine périodique bidimensionnel. La pression p est reliée a la densité p par la loi d’état isentropique
p=A p” ou A est une constante et -y est le rapport des chaleurs spécifiques. Pour ’analyse de ce systeme,
il est pratique de mettre celui-ci sous forme symétrique, en définissant la nouvelle variable :

2 / — 1 /
:ﬁ\/P (P)—g\/P (p) (2.5)

el

En termes de variables (r,u), le systéme (2.4) peut s’écrire sous la forme :

% + u.Vr + Ardivu = 0
(2.6)
%—? + (uw.V)u + ArVr = 0

Définissons alors pr.s une valeur de référence pour le champ de densité et a,.r = \/’yApZe_fl la vitesse du

son de référence. De plus, on notera u,.¢ une valeur de référence pour la vitesse des particules. Le nombre
de Mach de référence est défini comme le rapport M, = w,cf/ares €t on s'intéresse au comportement des
solutions du systeéme (2.6) quand ce parametre tend vers zéro. Pour analyser ce comportement, on peut
déja observer qu’a une constante pres, la variable r correspond a la vitesse du son +/p’(p). Ainsi dans
le systéme (2.6), on remplace le systéme de variables original par les nouvelles variables adimensionnées
suivantes :
r= a'ref(ro + M*Tl)
(2.7)
U = Qref(0+ Mouq)
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ou 7¢ est une constante. Ensuite, on désigne par x,.s une longueur de référence, et on définit une échelle
de temps caractéristique ¢,y égale au temps nécessaire aux particules pour parcourir la longueur z,..y. On
adonc tref = Tref/Ures = Trey/(ares M) et on définit alors les deux variables adimensionnées suivantes :

t=trefT
(2.8)
T = Trefé
Avec ce choix de variables, le systéme (2.6) s’écrit alors sous la forme :
87"1 + \VA +  Ardi + :Y’I“o di 0
- u1.Vr ridivu ivu; =
o7 1 1 1 1 M, 1
(2.9)
o .
7;1 + (u1.V)uy + nVr  + 7\;‘) vV, = 0

D’apres (2.9), on peut s’attendre & ce que pour des échelles de temps tres petites de Pordre de 7 = O(M,,)
(c’est-a-dire de l'ordre de t = ycf/ares), le comportement des solutions de (2.9) soit totalement dominé
par la partie acoustique Jro(divui, Vry)t et que ces solutions de (2.9) soient proches des solutions du
systeme :

or - .
3—01 + Arodivu; = 0
(2.10)
ou -
7691 + ’7TOVT1 =0

avec 0 = 7 /M, (c’est-a-dire 0 = apeft/Tref).

Cependant, comme le noyau de Popérateur linéaire acoustique est non nul d’apres (2.9), on peut
également s’attendre a ce que les composantes des solutions de (2.9) contenues dans le noyau (c’est-a-dire
la partie incompressible de la solution caractérisée par divu; = 0 et Vr; = 0) ne soient pas affectées
par 'opérateur acoustique et soient présentes dans la solution pour de grandes échelles de temps. Ces
composantes obéissent aux équations d’Euler incompressibles :

% + P((u1.V)u1) =0 (2.11)
or
ou P est la projection sur des champ de vecteurs & divergence nulle. Ainsi de maniére générale, d’apres
la structure du systeme (2.9), on s’attend & ce que dans la limite des faibles nombres de Mach, les solu-
tions soient caractérisées par une partie incompressible lente (ot les échelles de temps sont de l'ordre de
Zref [Ure f) et une partie rapide acoustique (ot les échelles de temps sont de l'ordre de Zrcf /e £)-

Comme premiere étape dans I'analyse de ce comportement complexe, on considére un probleme modele
plus simple et obtenu par linéarisation du systéme (2.9) autour de 1'état (r1,u1) = (0,a) ol @ est un
vecteur constant. Par la suite, on posera 4rg = 1 pour simplifier les calculs et le systeme linéaire modele
s’écrit :

% + a.Vr + L divu; = 0
(2.12)
8'1,&1 1
o + a.Vu; + A Vry = 0
On réécrit alors ce systeme linéaire sous la forme :
dq 1
— + H Lg=0 2.13
oy TH1+ 3L (2.13)

ou Hq = a.Vq est un opérateur linéaire d’advection & vitesse constante. En écrivant le systéme (2.13)
dans l’espace de Fourier, les composantes ¢(k) du vecteur g, vérifient :

24(k) . 1

L(k)| g(k) =0 pour ke Z2 (2.14)
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~ 1 .
ou la matrice H (k) + Y L(k) est égale & :
ak ki /M. ko/M,
ki /M, ak 0 (2.15)
k‘Q/M* 0 a.k

avec a.b le produit scalaire euclidien des deux vecteurs a et b. Cette matrice est diagonalisable et ses
vecteurs propres sont donnés par :

1 1 1 0 1
sitk)=—7=| —ki/ k| |, s2k)=7——| —ka |, s3s(k)=—7| ki/| K| (2.16)

VZ\ k) k| LIRS V2 ko k|

tandis que les valeurs propres s’écrivent :

A o=ak— |]\';*|7 Ao=ak, X=ak+ |Mi| (2.17)
Ainsi la solution de (2.14) est donnée par :
5 71 020) = 3 (. 0) = 2 (0, 0)) @R, )
ik, ) = +ﬁ(—k2a1(k,0) ko (k, 0))e= 0K g, (k) (2.18)
0, 0) + 2y (k, 0) + 2 (e, 0))e @RI 1y
V2 |k | | k|

ou 71 (k,0), 1 (k,0),01(k,0) sont les composantes de Fourier correspondant aux données initiales. D’apres
(2.18), on voit que la solution se divise en une partie oscillante rapide qui dépend de la variable rapide
0=1/M, :

. ko ko . —ita.k—kl/M
(P1(k,0) — mul(k, 0) — mvl(k, 0))e—i(@k—IKI/M)7 g (k)

Gosc(k, 7, 7/M,) = + (2.19)

Sl

. ki . ko . )
(71(k,0) + |T1|U1(ki, 0) + |72|U1(k, 0))e—l(a-k+\k|/M*)T53(k)

et une partie lente indépendante de cette variable rapide :

. 1 . . _ia.kr
Gsiow(k, T) = m(*kﬂu(’c, 0) + k101(k,0))e ak s2(k) (2.20)

Dans 'espace de Fourier, le noyau de l'opérateur acoustique linéaire ﬁ(k) est I'espace vectoriel engendré
par le vecteur sz(k) = (0, —ko, k1)!. Cet espace correspond a I’espace physique défini par :

ker L = {(r1,u1);71 = constante, divu; = 0} (2.21)

La partie lente qsow = D p (jslou,(k,t)eik'm est alors la projection de la solution dans cet espace et
représente la composante incompressible de la solution. Elle est solution du “systeme incompressible” :

aqg;low
or

+ Hgsiow =0 (222)
muni de la condition initiale gsjon (7 = 0) = Pg(7 = 0) ol P est la projection sur ker L.

D’aprés 'expression (2.19), il est & noter que g,s. tend vers 0 au sens des distributions, quand M, — 0.
Cependant cette convergence correspond seulement a une convergence au sens faible.
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Ainsi excepté pour une classe spéciale de conditions initiales, la solution contient toujours une composante
oscillante tres rapide qui ne disparait pas quand M, — 0. En général, méme pour de tres faibles nombres
de Mach M,, il faut écrire :

q(x,t) = Gsiow (X, 1) + qosc(@, t,t/M,) (2.23)
On décrit a présent une classe particuliere de conditions initiales pour lesquelles il y a convergence forte
des solutions du systéme compressible vers les solutions du systéme incompressible. Une condition néces-
saire pour que g(x,t) converge au sens fort vers la limite incompressible gg0u (€, ) est que la composante
Gosc(x,t,t/M,) converge au sens fort vers 0. Ceci n’est pas possible excepté dans le cas ol les conditions
initiales sont proches du noyau de L. C’est ce cas précis que nous avons appelé le cas de “données initiales
bien préparées”. Pour les équations d’Euler isentropiques, cette situation a été examinée dans [37] et [39]
tandis que pour les équations non isentropiques, on peut se référer aux travaux de [60].

Pour notre probléme linéaire modele (2.12), le cas de “données initiales bien préparées” peut étre décrit
comme suivant. Il est clair d’aprés (2.18), que si

k1 ko

(71 (k,0) — mﬂl(kvo) - mﬁl(kao)) = O(M,)
(2.24)
R ki ka _
(a0 0) + 1 rin (O, 0) + 1 0n (K, 0)) = O(M.)

alors la composante oscillante de la solution ¢,s. converge vers 0 au sens fort. On a donc convergence
forte de la solution vers la limite incompressible g0, quand M, — 0.

Dans l'espace physique, les deux conditions initiales (2.24) impliquent que les données initiales soient
de la forme suivante :
r1(x,0) = M,ro(x,0)
(2.25)
u1(x,0) = vy (x,0) + M.uz(x,0)
ol r2(x,0) est un scalaire d’ordre O(1), w)(x,0) et uz(x,0) sont deux champs de vecteurs d’ordre O(1)
et le champ o) (i, 0) est tel que divu) = 0.

Revenons & présent aux équations d’Euler isentropiques (2.4). Bien que lanalyse et les techniques
requises pour prouver les résultats précédents soient beaucoup plus complexes que dans le cas du systeme
linéaire, les résultats sont essentiellement les mémes. Les travaux de [61], [25] montrent que dans la limite
des faibles nombres de Mach, la solution peut s’écrire sous la forme :

(@, T) = Gsiow (T, T) + Gosc(®, 7, 7/M,) + O(M,) (2.26)
et peut étre décomposée en une partie acoustique gosc(, 7, 7/M,) qui dépend d’une variable rapide 7/M,
et en une partie lente g0 (, 7). De plus, la partie lente est solution des équations incompressibles :

div(uy) =0 (2.27.1)

0
po(a—Tul +div(uy ®up)) +Vr =0 (2.27.2)

En général ggjon(x, ) correspond seulement & la limite des solutions au sens faible, excepté pour des
“données initiales bien préparées” proches du noyau de L. Comme pour le probleme linéaire modeéle, cette
classe particuliere de conditions initiales est caractérisée par :
71 (113, 0) = M*’I“Q(ib, 0)
(2.28)
ui(x,0) = v (x,0) + M,uz(z,0) avec divuj =0

Et si on revient aux variables originales (p, u), cela implique que les conditions initiales soient de la forme :

p(@,0) = presa?,;(Constante + Mps(, 0))
(2.29)
u(z,0) = apef (0 + Mouq (x,0) + M2us(x,0)) avec divug =0

olt pa(x,0),u1(x,0), us(x,0) sont des fonctions régulieres de classe C*.
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2.3 Etude du probleme de Riemann dans la limite des faibles
nombres de Mach

Nous nous intéressons a présent au calcul d’écoulements proches de la limite incompressible. Comme
nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, si les conditions initiales sont bien préparées et de la
forme (2.29) avec des fluctuations de pression de l'ordre du nombre de Mach au carré, alors il y a
convergence forte des solutions des équations compressibles vers celles des équations incompressibles.
Cependant, méme si les données initiales vérifient cette hypothese, la projection de ces données sur des
fonctions constantes par morceaux, génere des discontinuités artificielles aux interfaces entre deux cellules
de controle. Ces discontinuités correspondent précisément aux données initiales du probleme de Riemann
et en conséquence une contribution acoustique avec des fluctuations de pression de l'ordre du nombre
de Mach sera présente dans la solution du probleme de Riemann. On considére le probleme de Riemann

associé aux équations d’Euler et défini par :

9  OF(q) _,
ot ox
(2.30)
_J g si z<0
q(x,O){qR si >0
avec
p pu_
_ | pu _ | e p
= o et F(q) = o (2.31)
pe (pe +p)u

Afin de comprendre plus facilement la description du probleme de Riemann dans la limite des faibles
nombres de Mach, on rappelle ci-dessous comment résoudre le probleme dans le cas général. Pour plus
de détails sur cette résolution, on pourra par exemple se référer & [66], [26]. La solution est composée de
4 différents états constants qr., ¢}, ¢R, gr connectés par trois ondes qui peuvent étre de gauche a droite,
une 1-détente ou un 1-choc, une discontinuité de contact et une 3-détente ou un 3-choc. Les quatre

configurations possibles sont représentées en Figure 2.2.

t t
contact CO[lti?Ct
l‘l \\
1
1—detente h 3—choc 1—choc \ 3—detente
* ! * * *
qL f qR qL \\ qR
J' \‘
! 1
. . R x 9 ' %R x
Cas (a) Cas (b)
t t
contact contact
l'. "
! 1
1—detente 3 3—detente 1—choc ! 3—hoc
3 ; % % 1 %
4. R 4. i R
f’ "
I i
q : QR X &'y ' R x

Cas (c) Cas (d)

Fi1G. 2.2 — Les quatre cas possibles dans la construction de la solution du probléeme de Rie-
mann : (a) 1-détente, contact, 3-choc, (b) 1-choc, contact, 3-détente, (c) 1-détente, contact,

3-détente, (d) 1-choc, contact, 3-choc.
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A travers une 1-détente, ’entropie, la vitesse tangentielle et la quantité u+2a/(y—1) o a est la vitesse
du son y/vp/p, sont constantes. Ainsi, les états p, u, v, p qui peuvent étre connectés a ’état pr,ur,vr, pr
a travers une 1-détente doivent satisfaire :

D pL 2a 2ar,

£ . = 2.32
,DFY ,02 ’ U+ uL+771 ( )

et
v =y, (2.33)

En combinant les deux équations (2.32), on obtient la courbe d’une 1-détente qui définit dans le plan
(u, p) les états pouvant étre connectés & qr, :

2
o1 (22 avec a=(y—1)/2y et p<py (2.34)
v—1 PL

u=uy, +

De facon similaire, en écrivant que les invariants de Riemann sont constants a travers une 3-détente, on
obtient la courbe d’une 3-détente qui définit tous les états possibles pouvant étre connectés a qg par une

3-détente :
QaR

p
1—(—)%) avec p<pr 2.35
21— (L (2:35)
La prise en compte des courbes (2.34)-(2.35) permet de calculer la solution du probléme pour le cas (c)
de la Figure 2.2. Pour les trois autres cas, il faut tenir compte de la présence d’ondes de choc. En écrivant
les relations de Rankine-Hugoniot :

U =UR —

Apu=0cAp
Apu? +p =oApu
Apuv = aApv (2.36)

A(pe + p)u = cApe
a travers les chocs, on obtient les courbes de 1-choc et 3-choc :

D—DPL

\/TW (1—p?)/pL avec p>pr (2.37)
L

u:uR—l—%\/(l—/ﬂ)/pR avec p > pr (2.38)
VPt 1PR

ot u? = (y —1)/(y + 1). La solution est alors déterminée en cherchant le point d’intersection (u*,p*)
des courbes de détentes et de chocs dans les états q7 et ¢i. D'un point de vue algébrique, cela revient
& chercher le point d’intersection d’une courbe de 1-détente—1-choc partant de (ur,pr) avec une courbe
de 3-détente—3-choc passant par (ug,pr). Excepté le cas particulier du vide, ces courbes admettent un
point d’intersection unique qui permet ensuite de déterminer completement la solution du probleme.

u=uy —

On s’intéresse maintenant a cette solution dans la limite des faibles nombres de Mach. De maniere
plus précise et en accord avec les résultats du paragraphe 2.2, on consideére des conditions initiales (¢r., gr)
proches d’un champ incompressible & densité constante, comme décrites ci-dessous :

pL = pres(po+MZpra+...)
ur, = ref(0+ Myur 1 +...)

2.39
UL:aref(0+M*UL71+...) ( )
pL = ﬂrefagef(po + MZpra+...)
PR = pref(po + MEPR’Q +. )
U,R:aref(O—FM*uR,l—‘r...) (240)

VR = aref(O + M*’URJ + .. )
PR = prefoes(po+ M2pra+...)

OU Pref,Qref €6 My = Uref/arey sont des valeurs de référence pour la densité, la vitesse du son et le
nombre de Mach. Ces conditions initiales correspondent & la projection sur des fonctions constantes par
morceaux, des données “bien-préparées” (2.29) considérées au paragraphe 2.2. On remarquera notamment
que le champ de pression ne contient pas de fluctuations de 'ordre du nombre de Mach M.
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Pour déterminer la solution du probleme de Riemann dans la limite M, — 0, on écrit celle-ci sous la
forme :
p= pref(pO + M.p1 + M*sz + . )
U= Qref(0+ Moug +...)
V= Gres(0+ Movr +...)
p= Pv’efagef(po + M.py+ MZpy +...)

En introduisant ces expressions dans les courbes de détente et de choc (2.34)-(2.35)-(2.37)-(2.38), on
obtient aprés calculs que ces courbes dans la limite M, — 0, dégénérent en droites de pentes +1/,/4popo :

(2.41)

1
1-Détente U =uUp,1 — P1 pour p; <0
v/ YPoPo
1-Ch ! >0
-Lhoc Uy =ur,1 — b1 pour p1
Vv YPoPo
(2.42)
1
3-Détente U1 = URr,1 + p1 pour p; <0
v/ YPopPo
1
3-Choc U = UR1 + p1 pour p; >0

v/ YPopPo

Comme le montre la Figure 2.3, des quatre cas présentés en Figure 2.2, seuls deux cas restent possibles.
Il s’agit des cas; 1-détente-3-détente (pour ur1 —ur,1 >0 ) et 1-choc—-3-choc (pour ur1 —ur1 <0 ).

Uy 3—choc U1
1- detente
1 T
1- detente \[vPo P -1
0Fo A
4 \[¥Pg Py

P :
1 1 P P1>0 Py
\ —
\vPoRy —
) /// URr,1
o
3— detente
1-choc

F1G. 2.3 — Intersection des courbes de détente pour ugi —ur1 > 0 (gauche) et des courbes
de choc pour ugr; —ur,; <0 (droite).

Pour ces deux cas, le calcul du point d’intersection des courbes (2.42) donne :
ur = (ur,1 +ur1)/2

p1 = *\/’YPOPOA?H/Q

avec Au; = Appru; = upr1 — ur,1. Ainsi on voit que méme avec des conditions initiales de la forme
(2.39)-(2.40) ot pr,1 = pr1 = 0, la pression calculée & l'interface contient une fluctuation de 'ordre du
nombre de Mach M, :

(2.43)

M,
P = Presres(po — = v/ TPopoldur + ... (2.44)

En fait, cette fluctuation de pression est purement d’origine acoustique. Les courbes de choc (2.42) sont
les relations de Rankine-Hugoniot pour un systéme acoustique et (2.43) est en fait la solution du probléme
acoustique linéaire défini par 'équation (2.10) ou bien en termes de variables uy,p; par :

9 Ul 0 1/[)0 9 Ul

o + o
D1 Ypo O D1

=0 (2.45)
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Ainsi, le flux calculé a l'interface n’est pas une approximation du “flux incompressible” mais il est aux
ordres dominants le flux issu d’un probléeme acoustique généré par les discontinuités artificielles aux in-
terfaces entre deux cellules.

Afin d’illustrer cette analyse, on compare en Figure 2.4, la solution du probléme de Riemann (2.30)
et 'expression asymptotique (2.43) pour des données initiales de la forme (2.39)-(2.40) définies par :

pr =1L pr = 1.

ur, = 1. ur =1.75 ou 0.25

v, = 1. ot vr = 1.45 (2.46)
pr, = 10001. pr = 10001.85

Le nombre de Mach de référence pour ce cas est de 'ordre de 10~2. En Figure 2.4, la colonne gauche
montre le cas de deux détentes (quand ugr > uy,) tandis que celle de droite illustre le cas de deux chocs
(quand ug < ur). Dans les deux cas, on observe que le saut de pression entre les états gauche et droit
initiaux est trés faible (de Pordre de 0.01%), mais que le saut de vitesse entraine une variation beaucoup
plus grande de la pression a l'interface.
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Fi1G. 2.4 — Comparaison entre le solveur exact de Godunov et ’analyse asymptotique pour
ugp —ur, > 0 (gauche) et pour up —uy, < 0 (droite).

Par analyse du probleme de Riemann dans la limite M, — 0, on peut ainsi conclure que méme si les
données initiales sont proches d’un champ incompressible & densité constante, le champ calculé par un
solveur exact de Godunov, contient apres un pas de temps, des ondes de pression d’origine acoustique
de Uordre de M,. Ces fluctuations sont beaucoup plus grandes que celles présentes dans les composantes
incompressibles. Ces composantes acoustiques restent présentes a travers tous les pas de temps suivants
et 1’état d’équilibre discret (s’il existe) peut étre décrit comme un équilibre d’ondes acoustiques au lieu de
représenter une approximation d’un champ incompressible. En annexe A, figurent les équations limites
discretes du schéma de Godunov dans la limite des faibles nombres de Mach. On remarquera par ailleurs
la similarité de ces équations avec celles obtenues dans [29] par analyse asymptotique du schéma de Roe.
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2.4 L’effet du préconditionnement

Dans le cas du schéma de Roe, il est prouvé dans [29] que pour le calcul d’écoulements vraiment
subsoniques, une nette amélioration de la précision peut étre obtenue en modifiant le flux numérique
(2.1) de la fagon suivante :

8F.nLR

1 _
®(qr,qr,MLR) = §(F~nLR(QL) + F.npr(qr) + PP 3q

|ALRrq) (2.47)
ou P est une matrice de préconditionnement. Dans ce paragraphe, on propose une stratégie similaire pour
remédier au probleme de précision des schémas de type Godunov. Plus précisément, on appliquera cette
technique de préconditionnement & la classe des schémas de type VFRoe, que nous décrivons maintenant.
Les schémas de type VFRoe [44] utilisent un flux de la forme :

®(qr,qr,nrr) = Fnpr(qLr) (2.48)

ou qr, g est un état calculé par résolution d’un probléme de Riemann entre les états gy, qr. Si ce probleme
de Riemann est défini & partir des équations d’Euler non linéaires, le schéma défini par (2.48) correspond
simplement au schéma de Godunov. Cependant d’un point de vue calculatoire, il peut étre intéressant de
définir ce probléeme de Riemann & partir des équations linéarisées entre les deux états (qr,qr) :

(2.49)

~ o qr, si <0
q(“"’o)_{qR si >0

ol < A > est une matrice constante et ol le vecteur ¢ peut étre le vecteur ¢ des variables conservatives
ou tout autre systeme de variables indépendantes. Ici, par exemple, nous utilisons le vecteur des variables
“entropiques” ¢ = (p, u, v, s)! et la matrice < A > est définie par :

<u> y<p> 0 0
| 1/ <p> <u> 0 0
<A>= 0 0 cu> 0 (2.50)
0 0 0 <u>

ou <.>= ((.)r +(.)r)/2 représente la moyenne arithmétique entre les états (.), et (.) 5. Ainsi dans I'ex-
pression du flux (2.48), grr est le vecteur des variables conservatives correspondant & la solution ¢rr en
variables entropiques du probleme de Riemann linéarisé (2.49). Une analyse asymptotique de cette classe
de schémas décentrés, similaire a celle présentée au paragraphe 2.3, aboutit aux mémes conclusions que
dans le cas du schéma de Godunov. Elle montre que la pression sur l'interface est donnée par 1’expression
(2.44) et donc que le champ de pression contient des fluctuations de 'ordre du nombre de Mach.

En s’inspirant des techniques de préconditionnement utilisées pour le schéma de Roe (2.47), on propose
de modifier le flux calculé & I'interface ®(qr,qr, nLr) = F.nrr(qrr) en calculant gr, gz comme la solution
d’un probléme de Riemann préconditionné. Plus spécifiquement, dans ’expression (2.48), on prend ¢rr
comme la solution du probleme préconditionné suivant :

9q 99
—+P<A>_—=0
ot or

~ - qr, si <0
q(“"’o)_{qR si x>0

(2.51)

ol P est la matrice de préconditionnement proposée dans [70] avec 5 un parametre de I'ordre du nombre
de Mach : 8 = M,[3; et 51 = O(1).

B2 0 0 0
0 100

P=| 0 01 o (2.52)
0 00 1
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On propose a présent de montrer que la pression d’interface solution du probleme de Riemann précon-
ditionné (2.51) ne contient plus de fluctuations de l'ordre de M, si le champ initial de pression contient
seulement des fluctuations de I'ordre de M?2. Les états gauche et droit du probléme sont définis par :

pL = pref(pr,o + Mipr1 + M2pra+...)
ur, = Gref(0+ Myur 1 +...)

2.
vL :a/ref(OJV‘M*'ULJ +) ( 53)
PL = prefaze(po+ Mipro+...)
PR = Pref(Pro0 + Mipr1 + M2pro+...)
UR = aref(o‘f'M*URJ +) (254)

VR = aTef(O + M,vp1 + .. )
PR = Pref@iep(po+ MZpro+...)

On remarquera que dans (2.53)-(2.54), nous autorisons la présence de discontinuités de densités d’ordre
O(1) mais que le saut de pression entre les états gauche et droit est bien de I'ordre de M?2.

Pour obtenir une expression explicite de la solution de (2.51), la matrice P < A > est diagonalisée.
Ses valeurs propres sont données par :

(@) =14 6% <u>—VX]/2

A2(q) = A3(q) =< u> (2.55)
M) =1+ 6% <u>+VX]/2

avec X = [(1 - %) <u >]2+462'y < p >/ < p >.Les vecteurs propres & droite ;(¢) (pouri € {1,...,4})
qui vérifient la relation PA(q)r;(§) = Ai(§)r:(q) peuvent étre choisis comme suit :

1 0 0 1
A — 32 <u> M — 3P <u>
Mopeu> 0 0 MopTeUu>
= Py <p> core=1 g | o= | e B2y <p> (2.56)
0 0
0 ! 0 0
De plus, on notera l;(§) (pour ¢ € {1,...,4}) les vecteurs propres a gauche qui vérifient la relation
L[PA)()li(q) = Xi(@)l;(q). Apres normalisation des vecteurs & droite et & gauche pour avoir *1;(¢).r;(q) =
di;, on obtient :
—(M—<u>) 0 0 A— < u>
_ ! Py <p> _ |0 _ |0 _ L By<p>
ll — \/7 0 5 l2 — 0 5 l3 — 1 5 l4 — ﬁ 0 (257)
0 1 0 0

Finalement, si on introduit les coordonnées a;(Arrq) = '1;(§).ArrG du saut Arpq = Gr — G, dans la
base des vecteurs propres r; :
M= <u>)Ap+ 3y <p>Au

a1 \/y (&%)

(2.58)
(M— <u>)Ap+ %y <p>Au

VX

alors la solution de (2.51) est donnée par 4 états constants Gy, ¢r, G, Gr définis par :

as = Avw ay =

qr pour x/t < )\

47 =qr +aim pour A\ < z/t < Ao
aat) = (2.59)
0% =qr — urs pour Mg < x/t < Mg

4R pour Mg > x/t
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La formule (2.59) est obtenue par résolution d’un probléeme de Riemann pour un systéme linéaire hyper-
bolique. On rappelle la méthode de résolution ci-dessous. La solution du probleme dépend seulement de
la variable x/t et se compose dans le plan (x,t) d’états constants séparés par les lignes caractéristiques
(voir Figure 2.5).

A partir des vecteurs propres a droite et a gauche, on écrit le vecteur ¢ dans la base des vecteurs
propres a droite, sous la forme :

g=) air (2.60)
[

Le probleme de Riemann (2.51) peut alors s’écrire :
0 0
5 (Q_ciri) + P < A> (3 airi) =0 (2.61)

ou encore, en utilisant la définition des vecteurs propres :

0 0
(7 O 2.62
atozz(q) g ai(q) =0 (2.62)

On obtient donc : ~ 5
@i(q) = a;(Go(x — Ait))

go=¢qr si x— ANt <0 (263)

go =(qr Si rz— ANt >0

Ainsi la solution peut s’écrire sous la forme :

g(z,t) = Zaz‘((fo(x — Ait))rs

(2.64)
q(z,t) = qr + ai(Go(z — Nit) — qr)rs
Or on cherche la solution sur Uinterface c’est-a-dire en z/t = 0. Cette solution s’écrit :
4(0,t) = qr + ai(Go(—Ait) — Gr)r: (2.65)

Et la solution du probleme de Riemann linéarisé est donc bien donnée par la formule (2.59).

t Aa=2A3
i
11
L

qL qaRr

- X

Fic. 2.5 — Représentation du probléeme de Riemann d’un systéme linéaire hyperbolique.



32 Chapitre 2. Comportement des schémas de type Godunov dans la limite des faibles nombres de Mach

En utilisant les expressions des vecteurs propres a gauche et a droite (2.58)-(2.56), avec les dévelop-
pements asymptotiques (2.53)-(2.54), on obtient les expressions asymptotiques suivantes pour les deux
états G5, @5 (On signale que les valeurs de u et p sont identiques dans les deux états ¢G5, Gr,)

i} <uy > Aps
U = Qe (0 4+ Mu(< up > — U — ——————

f( ( ! 2\/X0 ! <p0>\/X0)

<wup > < p1 > Apy
FME(<uy > — "2 Auy 1 (o) Aus + () Ap) + . 9.

( 2 2\/)T0 2 ( ) 1 <p0>\/)T0 ( )pQ) ) (66)
p* =p fa2 (po+M2(<p2>—ﬁ12rypoAu1+<u1>Ap2)+...)

FYref * /7X0 9 /7X0

ot Xo = (< uy >)?+463ypo/ < po > et (...) symbolise des termes compliqués que nous n’avons pas
explicités ici. Les valeurs des densités et des vitesses tangentielles sont données par :

512PL0 pLo <up > PL.O
05 = pref(pro+ Mepra + M2(pr2 — = Ay + — Aps + —=Aps) +...)
~ ! VX0 2vpov/Xo 27po
vy, =g
(2.67)
B Bipro PR, < U1 > PR,0

P = pref(pro+ Mipri+ MZ(pr2 Aug + Aps) + ...
R f( ( \/)TO ) )

o = B8P2—
2vpov/Xo 2vpo
vp = UR

D’apres Pexpression (2.66), on voit que la pression a 'interface ne contient pas de fluctuations de 'ordre
du nombre de Mach.

Revenons a présent aux expériences numériques que nous avons présentées en introduction. La Figure
2.7 présente le champ de pression pour les trois mémes tests qu’en Figure 2.1 ou l'on fait décroitre le
nombre de Mach. Contrairement aux résultats obtenus avec le flux original, les solutions convergent vers
une unique solution.

Sur la Figure 2.6 sont représentées les fluctuations de pression en fonction du nombre de Mach. Comme
Iimplique l'expression (2.66), les fluctuations de pression sont proportionnelles au nombre de Mach au
carré, en accord avec le comportement des équations continues dans le cas de données initiales bien
préparées.

0.1

0.01 | . 7

0.001 | ]

yPmax

0.0001 | o 1

Pmax-Pmin

—

1e-05 | 1

1e06 L ]

e % oot 0.01 0. 1

MACH

FiG. 2.6 — Fluctuations de pression en fonction du nombre de Mach a ’infini, pour le schéma
VFRoe-Turkel. Pour comparaison la courbe y = 22 est représentée en traits pointillés.
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VFRoe-Turkel ach=0.1

PRESSUR

VFRoe-Turkel Mach=0.01

PRESSURE : MIN=7142.67 MAX¥7143.33

VFRoe-Turkel Mach=0.001

PRESSURE : MIN=714285.5 MAX=714286.2

Fiac. 2.7 — Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage a 3114 noeuds a M, = 0.1
(haut), M, = 0.01 (milieu), M., = 0.001 (bas). Schéma VFRoe-Turkel.
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2.5 Comparaison avec la solution incompressible

On présente ici une série de simulations d’écoulements dans une tuyére dans laquelle le nombre de Mach
tend vers zéro. Les résultats obtenus sont comparés avec ceux donnés par un calcul incompressible. Ce type
de simulations est similaire aux expériences précédentes réalisées autour du profil d’aile de NACA0012.
Puisqu’on cherche des solutions stationnaires, les pas de temps utilisés par la méthode implicite sont
calculés avec un CFL inversement proportionnel au résidu non linéaire de la densité en norme L2 :

CFL =

1
CFLyax = 10° .
Res(p) avec (2.68)

Les solutions discretes stationnaires présentées sont celles obtenues pour un résidu non linéaire de 1072,

Dans ces simulations avec le modeéle compressible, le nombre de Mach M, tend vers zéro et les résultats
obtenus sont comparés avec les solutions des équations d’Euler incompressibles :

divu =0 (2.69.1)

po(% +divlu@u))+Vr=0 (2.69.2)

De plus, ce probleme stationnaire résolu avec le modele compressible, revient en fait & un probléeme encore
plus simple que celui décrit par le systeme (2.69). En effet, il revient & calculer un écoulement station-
naire irrotationnel d’un fluide parfait incompressible. Nous décrivons ci-dessous ce type d’écoulement. On
considere 1’écoulement engendré par un obstacle solide indéformable au sein d’'un fluide parfait incom-
pressible animé d’un champ de vitesse irrotationnel rotu = 0. Dans ce cas, il existe un potentiel ¢ tel que
u = V¢ ; ¢ ne dépendant que de la position x dans le cas stationnaire. Le systéme (2.69) d’une part et
les conditions aux limites d’autre part se traduisent alors par :

P = po (2.70.1)
Ap = 0 (2.70.2)
0
8—2 = 0 paroi (2.70.3)

u = wug entrée-sortie (2.70.4)

qui contient une équation de Poisson, et I’équation d’Euler conduit & :

2 v
v (” + p) _ L (2.71)
2 po Po
de telle sorte que, si les forces extérieures dérivent d’un potentiel Y, on a la relation :
A S (2.72)
— 4+ = —"T=cte .
2 po

Les deux relations (2.71)-(2.72) permettent la détermination de w puis de p, dans la mesure ou p est
connu en un point a l'infini. Ici nous négligerons la gravité et nous avons donc ¥ = 0. De plus on a fixé
po=1kgm ™ et |ug| =1 ms 1.

Les Figures 2.8 et 2.9 montrent les résultats de la pression normalisée p — Pmin/Pmax — Pmin POUr l'état
stationnaire discret calculé, respectivement sur un maillage grossier de 451 nceuds et sur un maillage plus
fin de 3277 nceuds. On présente de gauche a droite les résultats obtenus avec le schéma classique VFRoe
et celui préconditionné VFRoe-Turkel.

La Figure 2.10 montre les résultats de la pression donnés par un calcul incompressible réalisé par une
méthode d’éléments finis pour le systéme (2.70) et sur un maillage de 3244 nceuds. Ce dernier calcul a
été réalisé avec le logiciel GENEPI au CEA Cadarache.
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Les Figures 2.8 et 2.9 montrent clairement que la solution obtenue avec le schéma classique VFRoe,
n’est pas symétrique et ne peut donc pas représenter une approximation raisonnable d’un écoulement
potentiel dont la solution est symétrique par rapport a l'axe de la tuyere. Comme le nombre de Mach
décroit, les résultats du schéma classique se dégradent et les solutions ne convergent pas vers une ap-
proximation raisonnable de la solution incompressible. En revanche les résultats obtenus avec le schéma
préconditionné VFRoe-Turkel, convergent vers une solution unique et symétrique. Aussi quand on com-
pare les solutions données par le schéma préconditionné a celles obtenues avec un modele incompressible,
les différences sont quasiment nulles. Ceci met une nouvelle fois en évidence la nécessité et aussi l'efficacité
du préconditionnement dans la simulation numérique des écoulements a faible nombre de Mach.

‘VFRoe Mach=0.1 VFRoe-Turkel Mach=0.1

gl I~

PRESSURE : MIN=70.6669 MAX=71.8473 PRESSURE : MIN=70.8480 MAX=71.5897

VFRoe Mach=0.01 VFRoe-Turkel Mach=0.01

PRESSURE : MIN=7139.62 MAX=7145.71 PRESSURE : MIN=7142.29 MAX=7143.01

VFRoe Mach=0.001 VFRoe-Turkel Mach=0.001

lela/ || bl

PRESSURE : MIN=714256 MAX=714314 PRESSURE : MIN=714285.2 MAX=714285.9

Fic. 2.8 — Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage a 451 noeuds a M, = 0.1
(haut), M, = 0.01 (milieu), M, = 0.001 (bas). Schéma VFRoe (gauche) et schéma VFRoe-
Turkel (droite).
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VFRoe Mach=0.1 VFRoe-Turkel Mach=0.1

A

PRESSURE : MIN=70.7828 MAX=71.6904 PRESSURE : MIN=70.8202 MAX=71.5779

VFRoe Mach=0.01 VFRoe-Turkel Mach=0.01

PRESSURE : MIN=7141.14 MAX=7144.22 PRESSURE : MIN=7142.26 MAX=7143.01

VEFRoe Mach=0.001 VFRoe-Turkel Mach=0.001

B AN AN

PRESSURE : MIN=714271 MAX=714299 PRESSURE : MIN=714285.2 MAX=714285.9

FiGc. 2.9 — Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage a 3277 noeuds a M, = 0.1
(haut), Mo = 0.01 (milieu), M, = 0.001 (bas). Schéma VFRoe (gauche) et schéma VFRoe-
Turkel (droite).

Fi1Gc. 2.10 — Isovaleurs de la pression pour le calcul incompressible sur un maillage 4 3244
noeuds.
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2.6 Une alternative au préconditionnement

Nous avons vu que la méthode de préconditionnement dans la limite des faibles nombres de Mach pour
les schémas de type Godunov, revenait a modifier le probleme de Riemann. Néanmoins, cette méthode
n’est utilisable que pour les solveurs de Riemann linéarisés (par exemple de type VFRoe). Ici nous pro-
posons une approche légerement différente qui consiste a corriger la solution qrr utilisée pour le calcul
des flux. Cette alternative est appliquée au schéma original de Godunov c’est-a-dire celui basé sur la
résolution exacte du probleme de Riemann.

Dans la limite des faibles nombres de Mach, les flux calculés aux interfaces par le schéma de Go-
dunov sont aux ordres dominants par rapport a M,, des flux issus de problemes acoustiques générés
artificiellement par les discontinuités des solutions discretes sur le maillage. Le premier point essentiel
dans cette nouvelle approche est donc de faire disparaitre toute contribution acoustique que ’on notera
q7%"°. Cependant si I'on se limite a cette modification des valeurs aux interfaces, le flux obtenu est
proche d’un flux centré. Il est alors nécessaire pour stabiliser le schéma de rajouter une contribution
q%% donnant lieu & une viscosité artificielle. Cette contribution sera évaluée en se guidant par I'exemple
du schéma préconditionné. Pour mettre en évidence I'importance de ces modifications, nous allons donc
tester numériquement 'utilisation des flux suivants :

acous

®(qr,qr,nrr) = Fnrr(qr — ¢7%5"°) (2.73.1)

®(qr,qr,nrr) = Fnop(qor — ¢4 + V%) (2.73.2)

ol qrg est la solution du probleme de Riemann exact.

La premiere partie de cette étude consiste a calculer la solution asymptotique du probleme de Riemann
exact. Cette solution permettra de donner I'expression de la composante “acoustique” ¢7%"* malheureu-
sement présente dans la solution. Ensuite on comparera 'état qrr — ¢75"® a la solution asymptotique du
probléme de Riemann préconditionné (2.66)-(2.67) et la différence nous permettra de définir une contri-

bution visqueuse ¢¥%.

On se donne comme conditions initiales du probleme de Riemann, les deux états g, et qr généraux
suivants :
oL = pref(pro + Mupr1 + MZ2pra+...)
ur = aref(() + M*UL,I + .. )

2.74
UL:aref(0+M*UL71+...) ( 7)
pL = Prefafef(po + M.pry+ M2pro+...)
PR = pref(PrRO + Mipr1 + MZ2pro+...)
= Qe M.,
UR a f(0+ UR,1 + ) (275)

VR = Gref(0+ Myvp1+...)
PR = Preflpes(Po + Mipra + MZpro +...)

Pour valider cette approche dans un cadre assez général, on suppose que les conditions initiales admettent
une discontinuité de densité a I'ordre 0. De ce fait on ne sait plus définir exactement I’acoustique associée
au probleme. Ainsi la définition de la contribution acoustique ¢7%"* sera une formule approchée.

Comme au paragraphe 2.3, on introduit ces développements asymptotiques dans les courbes de dé-
tentes et de chocs. Il est aisé de voir que ces courbes sont alors confondues et qu’elles dégénerent en
droites de pentes —1/,/4PopL.o et +1/./7Popr.o- Le point d’intersection donne les valeurs de u* et p*

ur1 + U 1 A
(04 2 (VPROLL T VPROTRL Pl )4 M2 (< up > +(...)) + O(M?)
\/PL0 T /PR, \VYPo \/PL.0 + \/PR,0

= Qref

VPR,0PL,1 t \/PL,OPR, - :
(PRI VRO gt ) + ME(< pa > +ai55 + () + O(ME)

2
P = prefayes(po + M, q
ref ref( m+\/m LRl

(2.76)
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Les valeurs des densités de part et d’autre de la discontinuité de contact sont déduites par écriture des
invariants de Riemann et on obtient :

* acous,p} PL,0+/PL,0 Apl 2 acous,p} 3
pL = Pres(pro+Mu(pra +drgy " + + M (pr2+drgs "+ () + O
L f( ( LR,1 m+\/m7po ( LR,2 ( )) ( )

" ~ous,p’ PR,0+/PRO Ap cous,p*
P = pref(Pro0 + Milpra + aj i " + s+ VP ,ypol) + M2 (pra2 + dies " 4+ (...)) + O(M?)
’ ’ (2.77)

ou (...) symbolise des termes d’ordre 2, qui ne sont pas significatifs et que 'on n’a pas explicités. Les
termes dissipatifs en Au; présents a l'ordre M, dans les expressions de p*, p} , p; sont purement d’origine
acoustique et donc transposés dans ¢7%"°. En revanche les termes en Ap; a l'ordre M, dans les valeurs
de la vitesse et des densités n’ont pas été pris en compte dans la composante acoustique gf%"* car ces

termes disparaissent dans I’hypothese d’un champ initial incompressible ot Ap; = 0.

En conclusion, la contribution acoustique peut s’écrire en revenant aux variables dimensionnées :

acous,p™ __ ’V(pL +PR)PLPR

fr - V2pL + V2pr

qacous,pz _ \/ipL \/prRAu (2 78)
B VAbL +pr) VPL + /PR |

acous,p, _ V2pr VPLPRAU

R T T Ao T ) YPL + VPR

La solution limite obtenue en supprimant la contribution acoustique, s’écrit pour la pression sous la
forme :

P* = presaiep(po + M(0) + M (< pa > +(...)) + O(M) (2.79)

et pour les densités sous la forme :

PLoA/PLO A
DLy b M2 (o + (..)) + O(M?)
\/PL,0 T \/PR,0 VPO

pL = pref(pr,o + Mi(pr1 +
(2.80)

PRO\/PRO  Apy 2 3
R = re o0+ M* + + M* 4+ (... + @ M*
PR = Pref (PR, (PR NN ) (pr2+ (...)) + O(M?)

En supprimant toute contribution acoustique, on perd toute la viscosité sur la pression p* a 'ordre M, et
il en est de méme pour les densités pj , p}, dans le cas de données initiales incompressibles ot Ap; = 0. En
analysant la solution asymptotique du probléme de Riemann préconditionné (2.66), nous avons vu que
des termes purement dissipatifs viennent se rajouter sur la vitesse u* a l'ordre M,. C’est ces termes qui
nous intéressent et qui vont définir I’expression de qzié. Nous avons vu au paragraphe 2.4 que la solution
limite du probléeme de Riemann préconditionné, pour la vitesse, pouvait s’écrire sous la forme :

< u; > Apg

Aup — ——————
2v/Xo < po > VXo

Maintenant on compare cette solution a celle du probleme de Riemann original et exact, dans le cas ou
Apl =0:

W= g (04 My (< ug > — )+ M2(<up > +(...) + O(M3)  (2.81)

U + U
U = e (04 M, (YPRLULL TVPROURL Y 4 yr2 ) s 1(.)) + O(MP) (2.82)
\/PL,0+ /PR

Alors on distingue aisément les termes de viscosité artificielle induits par le préconditionnement, et la
solution u* du systeme préconditionné, s’écrit sous la forme :

vis,u”

U = Grep(0+ Mo (< uqg > +q2§ﬁ*) + M2 (< up > +arrs +(.0)+ O(M3) (2.83)
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V1S

On définit ¢7'5 en revenant aux variables dimensionnées, par I’expression :

vis,u’ <u> Ap

o = S Ay — —— 2.84

on X =(<u >)2 + 2627(171: + pr)/v/PLPR €t [ est proportionnel au nombre de Mach. Cette étude nous
permet alors de proposer les deux corrections suivantes.

Premieére correction : ®(qr,qr,nrr) = F.nrr(qrr — ¢15")

_ V(L +pR)pLor
« V2pL + V2pR
0

v _ V2p /prprAu
g — i = P | - V(L +pr) VPL T /PR (2.85)
0

p
v}{: Vg VPLPRAU
V(pL +pr) VPL+ VPR
0

ol t(p*, u*, pi, v}, Pl v}) est la solution exacte du probleme de Riemann. Il est & noter qu'une correction
similaire a été proposée pour le schéma de Roe dans [68]. Cette derniére consiste & modifier le flux de
Roe comme ci-dessous ot a = y/vp/p représente la vitesse du son :

0

1 aF.nLR < pa > nﬂc A'U,
®(qr,qr,nLR) = §(F-"LR((1L) + F.npr(qr) + |TQ|ALRQ) + Z Za Z nigAu

0

(2.86)

Deuxiéme correction : ®(qr,qr,nrr) = Fnrr(qrr — ¢35 + ¢¥'%)

VL +pr)pLer
* V 2PL + vV 2,0R 0
0 <u> Ap

u V2pr  /PLPRAU VX Au- VprporX

qLr — 4% +aih = Zi - V(oL +pr) VPL VPR |+ 0
! 0 0

p
on V2pr  \/PLPRAU 0

_\/’Y(PL + pr) VPL + /PR
0

(2.87)
Revenons a présent aux calculs d’écoulements a faible nombre de Mach autour d’une aile de NACA0012.

La Figure 2.11 présente le champ de pression pour les deux schémas corrigés et pour le schéma précon-
ditionné VFRoe-Turkel.

La premiere correction donne un résultat acceptable a Mach 0.1 mais en dessous de cette valeur les
résultats se dégradent et le schéma devient oscillant. En particulier, il faut noter que les résultats présen-
tés pour Mach 0.01 et 0.001 correspondent a des calculs qui n’ont pas convergé en temps. En utilisant
la correction (2.85), le résidu se met & osciller autour de la valeur 1072, Comme nous I'avons expliqué
ci-dessus, ceci est dii au manque de viscosité artificielle. On notera que ces oscillations ont déja été ob-
servées pour la correction (2.86) du schéma de Roe présentée dans [68], et nous en expliquons ici les raisons.

En revanche dans les résultats présentés en Figure 2.11 et qui utilisent la deuxiéme correction (2.87),
la valeur d’interface a été corrigée de facon a incorporer une viscosité artificielle équivalente & celle du
schéma préconditionné. La Figure 2.11 montre que les résultats sont comparables a ceux obtenus avec le
schéma, préconditionné.
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Godunov-Correcl Mach=0.1 Godunov-Correc2 Mach=0.1 VFRoe-Turkel fach=0.1

PRESSURE : MIN=71.2279 MAX=71.8611 PRESSURE : MIN=71.2360 MAX=71.8568

Godunov-Correcl Mach=0.01 Godunov-Correc2 Mach=0.01 VFRoe-Turkel Mach=0.01

PRESSURE : MIN=7142.65 MAX=7143.31 PRESSURE : MIN=7142.66 MAX=7143.28 PRESSURE : MIN=7142.67 MAX%:7 143.33

Godunov-Correcl Mach=0.001 Godunov-Correc2 Mach=0.001 VFRoe-Turkel M}ach:OAOOI

/

PRESSURE : MIN=714274 MAX=714336 PRESSURE : MIN=714285.5 MAX=714286. | PRESSURE : MIN=714285.5 MAXE714286.2,

Fiac. 2.11 — Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage & 3114 nceuds & M, = 0.1
(haut), My = 0.01 (milieu), M, = 0.001 (bas). Premiére correction du schéma de Godunov
(gauche), deuxiéme correction (milieu) et schéma VFRoe-Turkel (droite).

En conclusion, nous avons proposé dans ce paragraphe deux corrections des flux du schéma de Go-
dunov qui représentent une alternative au préconditionnement. Si la premiere correction aboutit a un
schéma qui peut devenir oscillant, la deuxiéme donne des résultats comparables a ceux obtenus avec la
méthode préconditionnée. Cette alternative présente le double intérét d’étre moins compliquée que le
préconditionnement a mettre en ceuvre et d’étre possible en gardant un solveur exact de Riemann. En
effet, le probléeme de Riemann n’est pas explicitement modifié dans la mise en ceuvre de cette alternative
au préconditionnement.
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2.7 Conclusion

En menant a bien une analyse asymptotique du schéma de Godunov, nous avons exhibé le mécanisme
qui empéche ce type d’approximations de calculer précisément des écoulements proches du régime in-
compressible. Le probleme vient du fait que la pression calculée a l'interface par le solveur de Riemann
contient des fluctuations de pression de I'ordre du nombre de Mach, méme si les données initiales du
probleme de Riemann ne contiennent que des fluctuations de 'ordre du nombre de Mach au carré. Ce
phénomene est lié au comportement des solutions des équations d’Euler a faible nombre de Mach. Si
les conditions initiales ne sont pas bien préparées, alors, en plus des composantes incompressibles, les
solutions des équations d’Euler contiennent des composantes acoustiques extrémement rapides. Ces der-
nieres sont calculées par les équations discrétes qui prennent en compte les discontinuités artificielles dues
a la projection des données initiales sur des fonctions constantes par morceaux, créant ainsi des ondes
acoustiques aux interfaces entre les cellules.

Comme dans le cas du schéma de Roe [29], cette situation peut étre contrélée en modifiant les flux
du schéma a l’aide des techniques de préconditionnement. Plus précisément, on propose de changer le
probleme de Riemann original en une probleme de Riemann linéarisé et préconditionné. Cette stratégie
est appliquée aux schémas de type VFRoe. On montre alors d’'un point de vue théorique et numérique
que la solution du probléeme de Riemann possede des fluctuations de pression de grandeur correcte. Par
ailleurs pour le schéma de Godunov utilisant le solveur exact de Riemann, on ne peut pas appliquer
directement cette stratégie mais on propose tout de méme une alternative intéressante a ces techniques
de préconditionnement.

Les solveurs compressibles préconditionnés [29], [10], [16], [72], [77] sont capables de traiter la sin-
gularité des équations d’Euler dans la limite des faibles nombres de Mach. Les comparaisons avec les
solveurs incompressibles et les solveurs faible Mach montrent un excellent comportement de ces méthodes
de préconditionnement (voir [78], [49], [50], [59], [77]). Cependant, il nous semble que les raisons de ce bon
comportement restent partiellement incomprises. Comme il est mentionné dans [76], 'effet bénéfique du
préconditionnement sur la précision des solveurs compressibles dans la limite des faibles nombres de Mach
était un effet inattendu. Dans cette étude, en premiere étape dans I’analyse de ces méthodes, nous avons
montré que 'effet principal du préconditionnement consistait & supprimer les fluctuations de pression de
lordre du nombre de Mach sur I'interface. Ainsi d’une certaine maniere, les solveurs préconditionnés ont
pour effet de supprimer les ondes acoustiques indésirables, générées par les discontinuités aux interfaces.
Il resterait a prouver que les flux résultants aboutissent & une bonne approximation du systéme incom-
pressible. Bien que les expériences numériques le montrent assez clairement, la preuve théorique reste a
trouver.
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Chapitre 3

Un modele réduit a cinq équations
pour les écoulements diphasiques
compressibles

Le modéle hyperbolique a sept équations couple les équations de deux fluides compressibles. Par consé-
quent, il met en jeu deux vitesses du son différentes et ’acoustique associée a ce modeéle n’est pas aisée
a calculer. De plus, les paramétres de relaxation induisent des temps caractéristiques qu’il faut mettre en
relation avec ceux des phénomenes acoustiques. Devant toutes ces difficultés, 'analyse du modéle dans
la limite des faibles nombres de Mach ne semble pas aisée et nous avons décidé de réaliser une étape
supplémentaire.

Le point de départ de ce chapitre ? est le modéle a sept équations contenant deux pressions et deuz
vitesses. Ce modele contient des termes sources de relaxation qui conduisent le systéme vers [’équilibre des
pressions et des vitesses. Une analyse asymptotique de ce systéme dans la limite des temps de relaxation
infiniment petits est réalisée et un modeéle réduit a cing équations, inconditionnellement hyperbolique est
établi. Nous étudions les propriétés mathématiques du systéme. Deuzr schémas numériques sont ensuite
proposés pour ce systéeme. Le premier est basé sur un solveur de Riemann linéarisé tandis que le deuziéme
utilise de maniére plus forte la structure du modéle et se base sur la linéarisation des relations caractéris-
tiques. Enfin nous présentons une série d’expériences numériques et des comparaisons avec les résultats
donnés par le modele a deux pressions et deux vitesses, ainsi que des expériences sur des probléemes d’in-
terfaces.
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3.1 Introduction

La modélisation des écoulements diphasiques est typiquement basée sur un processus d’homogénéi-
sation des équations locales monophasiques [33], [18]. Sous leur forme la plus générale, ces techniques
aboutissent a des modeles caractérisés par deux vitesses et deux pressions, auxquels on peut rajouter une
ou plusieurs équations topologiques supplémentaires. Ainsi pour le cas monodimensionnel et non isentro-
pique, un modele de ce type pour les écoulements diphasiques est caractérisé par au moins sept équations
(deux équations de conservation de masse, deux équations pour les quantités de mouvement et deux équa-
tions d’énergie ou de pression, auxquelles vient s’ajouter une équation topologique). Ces modeles sont
connus depuis longtemps [54], [64], [4] mais ont été peu utilisés & cause de leur complexité. Cependant des
travaux récents [56] ont montré que ces modeles possédaient plusieurs avantages par rapport aux modeéles
bi-fluides classiques a six équations. En effet ces modeles sont inconditionnellement hyperboliques, ils sont
capables de décrire des mélanges diphasiques aussi bien que des problemes d’interfaces entre fluides com-
pressibles. Ils permettent de traiter des fluides caractérisés par des thermodynamiques tres différentes car
chaque fluide possede sa propre loi d’état. Cependant quand on s’intéresse a leur modélisation numérique,
elle en résulte complexe a cause du grand nombre d’ondes présentes dans la structure du systéme mais
aussi a travers la sensibilité des résultats par rapport aux procédures de relaxation. Toutes ces difficultés
motivent la recherche de modeles moins cotiteux et donc les travaux présentés dans ce chapitre.

Dans de nombreux cas, les temps relatifs a la mise en équilibre des pressions et des vitesses de chaque
fluide sont assez petits. Ceci permet a priori la construction d’un modele réduit basé sur une analyse
asymptotique du modeéle a sept équations, pour des temps de relaxation infiniment petits. La procédure
de réduction que nous utilisons ici est assez semblable & celle proposée pour les problemes de détonations
dans [35].

Le plan du chapitre est le suivant. Au paragraphe 3.2, on rappelle le modele a sept équations que
nous avons déja présenté au chapitre 1. Ensuite une analyse asymptotique de ce modele est effectuée
dans la limite de temps de relaxation infiniment petits. Le paragraphe 3.3 présente I’étude mathématique
du modele réduit obtenu. On montre en particulier que le systéme est de nouveau inconditionnellement
hyperbolique. Nous étudions aussi sa structure mathématique et montrons qu’elle ne présente que des
champs caractéristiques vraiment non linéaires ou linéairement dégénérés. Enfin nous donnons I’expression
des invariants de Riemann associés aux différents champs. Au paragraphe 3.4, on propose deux méthodes
numériques pour résoudre ce systeme. Elles ne nécessitent aucune hypothese restrictive sur la nature des
fluides. La premiére est basée sur un solveur de Riemann linéarisé de type VFRoe-ncv (voir [8]) écrit en
variables entropiques. La deuxiéme utilise de maniére plus forte la structure mathématique et peut étre
vue comme une extension du solveur acoustique décrit par exemple dans [66] pour les équations d’Euler.
Par rapport aux tests que nous avons effectués, le deuxieme schéma s’est avéré beaucoup plus robuste
pour les écoulements a faible nombre de Mach et spécialement pour les problemes d’interfaces. Enfin
au paragraphe 3.5, nous présentons une série de tests numériques difficiles et des comparaisons avec les
résultats du modele complet a sept équations. Dans tous les cas, les méthodes ont donné des résultats tres
satisfaisants, montrant leur capacité a calculer de tres violentes ondes de choc ainsi que des problemes
d’interfaces.
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3.2 Etablissement du modele

3.2.1 Le modele a sept équations

Le point de départ de cette étude est le modele & sept équations présenté dans [56] qui correspond en
fait & une légere variante du modele original proposé par Baer et Nunziato en 1986 dans [4]. En termes
de variables conservatives (o pg, Ok pr UL, Qg Pr€E, 0i2), ON peut écrire ce systeme sous la forme :

0

Ogtpl +  div(erpru) = 0 (3.1.1)
0
% + div(aiprur @ wy) + Vaipr = prVar + AMuz —uq) (3.1.2)
daypier . Oy
0 + div(aaprer + a1pr)ug = plﬁ + Aug.(u2 —uy) (3.1.3)
5azp2 . .

9 +  div(agpous) = 0 (3.14)
0 U .
% + d1v(a2p2u2 X UQ) + vang = pIVO&g — )\(’ILQ — ’Uq) (315)
30420262 . Oag
5 + div(agpaes + asps)us = _plﬁ —Aug.(uz —uy) (3.1.6)
Oa
67; + UI.VOZQ = ,u(p2 — pl) (317)

Les notations sont classiques. Les variables ayj représentent les fractions volumiques de chaque phase
(a1 + aa = 1), pi les densités phasiques, uy les vecteurs vitesse, pi les pressions et e, = e + u%/2
les énergies totales spécifiques, avec €, les énergies internes spécifiques. D’autre part, py et uy sont
respectivement les valeurs de la pression et de la vitesse aux interfaces entre les deux phases. Dans le
modele original de Baer-Nunziato 1986 [4], py est égale a la pression de la phase la plus compressible
tandis que uj est égale a la vitesse de la phase la moins compressible. Mais nous avons vu que beaucoup
d’autres choix sont possibles et dans la suite de cette thése nous conserverons le choix fait par Abgrall et
Saurel dans [56] ol les vitesses et pressions aux interfaces sont données par les formules suivantes :

2 2 2
uy = Zakpkuk/ Z agpr et pp= Zakpk (3.2)
k=1 k=1 k=1

Nous avons déja signalé au premier chapitre que le choix de ces valeurs pouvait avoir un effet tres
important sur la structure mathématique des ondes présentes dans ce modele et aussi sur la possibilité
d’écrire des inégalités pour les entropies phasiques (voir [12]). Néanmoins, toute I’étude de ce chapitre
repose sur le fait que les vitesses et les pressions des deux phases vont relaxer vers la méme valeur et ceci a
pour conséquence de minimiser 'importance de ces valeurs aux interfaces qui n’influeront alors pas notre
analyse. En fait le systéme (3.1) contient des parametres de relaxation A et ;1 > 0 qui déterminent la vitesse
a laquelle les deux phases vont atteindre 1’équilibre des vitesses et des pressions. Les criteres physiques qui
justifient I'introduction de ces parameétres sont développés par exemple dans [56]. Ici nous nous intéressons
a des situations ou les temps de relaxation sont tres petits par rapport aux autres échelles de temps
caractéristiques du systéme. Ainsi pour réaliser une étude asymptotique, nous poserons A = \°/e et yu =
u®/e ot AV et u® sont d’ordre O(1) et nous analyserons le cas e — 0. Cette analyse pourrait étre réalisée
directement sur la forme (3.1) du systéme écrit en variables conservatives *(agpr, o prt, Ok prer, 2).
Néanmoins, nous avons trouvé plus judicieux de travailler avec les variables entropiques (sy, uk, px, a2)
ou les variables sy, sont les entropies phasiques et d’utiliser alors le systéme sous une forme quasi-linéaire.
L’écriture de ces équations est réalisée ci-dessous. On notera que cette forme des équations sera aussi
utilisée au chapitre 5 pour construire un solveur de type VFRoe pour le systeme (3.1).
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3.2.2 Forme quasi-linéaire du modele en variables entropiques

Par la suite, la dérivée totale ou Lagrangienne d’une quantité ¢ par rapport a la vitesse uy de chaque
phase ou par rapport a la vitesse interfaciale uy, sera notée comme ci-dessous :

D _ 09

= . =1 =1 3.3
Dt at—i—uqu’) pour k ,2 et k (3.3)

En utilisant cette notation ainsi que les équations de quantité de mouvement (3.1.2)-(3.1.5) et les équations
de conservation de masse (3.1.1)-(3.1.4), on en déduit facilement que les équations gouvernant les vitesses
uy, s’écrivent sous la forme :

Diu

ai1py 11%1 +Vaipr = piVog + AMuz —up) (3.4.1)
Dou

Q202 ]2%2 +Vagpy = prVas — AMuz —u1) (3.4.2)

a partir desquelles on obtient les équations pour les énergies cinétiques uz /2 de chaque phase :

Diu?/2

alpllTi/ +ur.Vaipr = prui.Vaog + dup.(uz —uy) (3.5.1)
Dou?/2

OKZPQQTE/ + us.Vagpy = pIUQ.VOéQ — /\Ug.(Ug — ul) (352)

A partir des équations (3.5.1)-(3.5.2), en utilisant e, = e +u?2 /2 et les équations de conservation d’énergie
(3.1.3)-(3.1.6), on obtient celles qui gouvernent 1’évolution des énergies internes spécifiques ey, :

Dqe .

a1p1 l;tl +aipidivuy = py(ug —w1).Vog + ppp(p2 — p1) + A(up — ur).(uz —uy)  (3.6.1)
Does .

Q202 Di + agpadivuy = PI(UI —uy).Vay — NPI(Pz —p1) — )\(UI - U2)~(U2 —up) (3.6.2)

Ensuite, en utilisant I’équation topologique de la fraction volumique (3.1.7), il est facile de voir que les
équations de conservation de masse (3.1.1)-(3.1.4) peuvent se réécrire en termes de densités phasiques py
sous la forme :

D .

oy 11);)1 +aiprdivu; = pr(up —u1).Vog + ppi(p2 —p1) (3.7.1)
Dspy :

2 + agpadivuy = p2(up — uz).Vag — ppa(pz —p1) (3.7.2)

Pour obtenir & présent, les équations décrivant I’évolution des entropies sg, on utilise la relation de Gibbs
qui s’écrit pour chaque phase k :

dey, = Tydsy + %dpk pour k=1,2 (3.8)
k

ou T}, est la température de la phase k. En prenant la dérivée totale de la relation de Gibbs (3.8) et en
multipliant par axpx on obtient la relation :
Dy sg, Dyey  agpr Dipr

01T = — k=12 .
arprTe—p, kPE— on Dt pour ; (3.9)

a partir de laquelle on déduit avec (3.6.1)-(3.6.2)-(3.7.1)-(3.7.2), les équations pour les entropies sy, :

Dis

arp1Ty 7D1t1 = (py —p1)(up —u1).Vai + p(py — p1)(p2 — p1) + Mup —u1).(u2 —uy) (3.10.1)
Dy s

arpaTo——= = (pr — p2)(ug — u2).Vas — u(pr — p2)(p2 — p1) — A(ug — u2).(u2 —u1) (3.10.2)

Dt
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Finalement, pour avoir les équations sur les pressions pi de chaque phase, on écrit les lois d’état sous la
forme implicite pr = px(pk, Sk) et on obtient 'expression suivante pour la différentielle dpy, :

0 0
dpy, = (pk> dpy, + (pk) dsp pour =1,2 (3.11)
apk Sk ask ok
En introduisant & présent les coefficients xx = (0ex/0pk)p, €t £x = (0ck/Opk),, , on écrit la différentielle
des énergies internes spécifiques € sous la forme suivante :
dep = xrdpg + Krdpr, pour k=1,2 (3.12)

En écrivant alors I’égalité entre les relations (3.8) et (3.12), on peut en déduire une expression de dpy
et en la comparant avec (3.11) on obtient les relations classiques qui nous donnent une expression de la
vitesse du son ay et de la température de chaque phase k :

1 T
a2 = <(9pk> - 7(% —xk) et ((’9]%) -k pour k=1,2 (3.13)
Opk ), — Ek Pk sk ), Bk

A partir des relations (3.11)-(3.13) et apres multiplication par la fraction volumique oy, on obtient la
relation :

Dypr ok, pk Dypr | oxTy Disy
D e ) +
Kk Pk

2 Dt ke Dt

a partir de laquelle on déduit avec (3.7.1)-(3.7.2)-(3.10.1)-(3.10.2), les équations gouvernant I’évolution
des pressions pi de chaque phase :

pour k=12 (3.14)

Dip;

2 1. P1,PT P1 P
o %1 Dt +arprajdivu; = /?1(/)? - X1)(UI —u1).Vag + H;l(p? —x1)(p2 — p1)
A
+ (ug —up).(uz — u1) (3.15.1)
R1p1
o) Dop2 + anpoaddivuy = 2P X2)(up — u2).Vag — p22(PL ) (ps — p1)
Dt K2 P K2 ph
S (up — u2).(uz2 — uq) (3.15.2)
2 1 2)-(u2 1 1.

Enfin en introduisant aiI = (p1/pi — xx)/kk la vitesse du son de la phase k aux interfaces ainsi que les
impédances acoustiques Cj = pkai et C1 = pkaiI, le modele & sept équations (3.1) peut se réécrire, en
termes de variables entropiques *(sg, u, pr, @2), sous la forme quasi linéaire :

Dis
arpTh 5; = (pr — p1)(up — w1).Vag + u(pr — p1)(p2 — p1) + Mug —uy).(uz —ug)  (3.16.1)
D252
azpTo—p = = (b — p2)(ug — u2).Vaz — ulpy — p2)(p2 —p1) — AMup —2).(uz —w1)  (3.16.2)
D1u1
o101 Dr + Vaip: = pjVai + Auz — uy) (3.16.3)
Dauy
azp2—p, + Vagps = pyVag — AMug —uy) (3.16.4)
Dip1 L A
a5 + a1 Crdivuy = Cjp(uy — uq).Vay + pCiy(p2 —p1) + Fpl(ul —uy).(uz —uy) (3.16.5)
Dspsy o A
(%) Dt + OégnglV'u,Q = CQI(’LLI — ’U,Q).VOLQ — ,U,Cz]:(pg — pl) - 7(’111]: — ’LLQ).(’U,Q - 'U,l) (3166)
K202
Dy«
122 (s — p1) (3.16.7)

Dt
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3.2.3 Etablissement d’un modéele réduit
Afin de simplifier les notations dans ce paragraphe, on présente simplement le cas monodimensionnel

ou lexpression A(U)0U /Jz peut étre interprétée comme une écriture simplifiée de 2?21 A;(U)OU /0x;.

L’établissement du modele peut étre brievement présenté comme suit. On consideére un systéme hy-
perbolique avec terme source raide :

oU oU R(U)
+ J—

o TAU) == (3.17)

Dans cette équation, le vecteur d’état U = U (z,t) appartient & €2, un sous ensemble ouvert de IR™. On
suppose que le systeme (3.17) est hyperbolique c’est-a-dire que quelque soit U € 0, la matrice A(U) est
diagonalisable dans IR et possede un systeme complet de vecteurs propres.

On s’intéresse au comportement des solutions de (3.17) quand le temps de relaxation € tend vers zéro.
Ainsi, on s’attend & ce que ces solutions soient proches de £ le sous ensemble de RN défini par :

£={U e RY;R(U) =0} (3.18)
L’hypothese suivante est faite :

Hypothése 1 : Le systeme d’équations R(U) = 0 définit implicitement une sous-variété de dimen-
sion n. De plus, pour tout vecteur U € £, on connailt explicitement une paramétrisation M de w un sous
ensemble ouvert de IR"™ dans V un voisinage de U dans €.

On rappelle la définition d’une sous variété définie implicitement et des espaces tangents associés.

Soit ©Q un ouvert de RN et Rq,..., Ry : Q — IR des fonctions de classe C'. Soit £ I’ensemble des
points U tels que :
E={U e RY;R,(U)=0,...,Ry(U) =0} (3.19)

On suppose que parmi les différentielles DRy (U),..., DRy(U), les n premiéres sont indépendantes en
tout point de £. Alors & est une sous-variété de dimension n de IRY.

L’espace vectoriel tangent en V' a & est I’ensemble des vecteurs U = (Uy, ..., Uy) tels que :
N N
OR;y R,
— i=0,... = 2
> G (VI =0, 3 G (VI =0 (320)
j=1 j=1
L’espace affine tangent en V' a £ est 'ensemble des vecteurs U = (Uy,...,Uy) tels que :
N N
O0Ry R,
—(V)(U; = V;)=0,... VU, —V;)=0 3.21
3 G VI =) = 0 3 GV =) (3.21)

<
Il
—_

Dans cette étude, on appelle £ la sous-variété d’équilibre tandis que le difféomorphisme M sera appelé
la Maxwellienne, en référence aux équations de Boltzmann. On note que pour tout w € w la matrice
Jacobienne d My, est une matrice de rang maximum. D’ailleurs, on a les résultats suivants :

Proposition 1 : Les vecteurs colonnes de dMy, forment une base de ker R/ (M (u)).

Preuve : Notons Ty (£) I'espace vectoriel tangent a £ en U. Puisque M est un difféomorphisme de
w dans V' C &, dMy, est une bijection de IR"™ dans Th(q)(E). Ainsi, les vecteurs colonnes de dMy, sont
n vecteurs indépendants et forment une base de Th(qy)(€). Mais comme la sous-variété d’équilibre &€
est définie implicitement par le systéme d’équations (3.18), le résultat peut étre montré, simplement, en
remarquant que Ty (€) est précisément ker R'(M (u)).
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On notera les vecteurs colonnes de dMay, {dMy,,...,dMy}. Notons a présent {I',...,IN~""} une
base de Rng(R'(M(w))) I'image de R'(M(u)) et définissons la matrice S de dimension N x N par :
S =[dMy,,...,dMg, I, ... . TN (3.22)

En vertu de la proposition 1, la matrice S est une matrice inversible. On désignera par P et () les matrices
de dimension n x N et N —n x N, formées respectivement des n premieres et N — n dernieres lignes de
la matrice inverse. Alors on a :

Proposition 2 : Considérons que ker(R'(M(u))) et Rng(R'(M (w))) sont munis de leurs bases respec-
tives {dMy,, ..., dMg} et {I*, ..., IN""} alors dans ces bases, P et () sont respectivement la projection
sur ker(R'(M(u))) dans la direction Rng(R'(M (u))) et la projection sur Rng(R'(M (u))) dans la direction
ker(R'(M(w))).

Preuve : Soient v € IR", w € RN~ pour tout U € RN on écrit :
n ) N—n
U=> vdMj+ > wl (3.23)
j=1 j=1

Alors il est clair que les vecteurs Y27, vIdMj, et Zj\’:—ln w’ I7 sont respectivement la projection sur

ker(R'(M(w))) dans la direction Rug(R'(M(w))) et la projection sur Rng(R'(M(u))) dans la direction
ker(R'(M(w))) du vecteur U. Sous forme matricielle, la relation (3.23) peut s’écrire :

U:S[ v } (3.24)

[Z] 1U[gg} (3.25)

On remarquera les propriétés évidentes suivantes :

de laquelle on déduit :

Proposition 3 : On a

1. P.dMy, = Id(n) ot Id(n) est la matrice identité de dimension n par n

2. PR'(M(u))=0

Preuve : Le premier résultat vient simplement de S~1.5 = Id(N). Et pour prouver le deuxiéme résul-
tat, on notera que pour tout U € IR"™, le vecteur R'(M (u))U appartient & I'image de R'(M(u)).

On notera que 'hypothese 1 est vraiment tres faible. Toutefois, il est important d’insister sur le fait
que cette hypotheése donne simplement la possibilité d’écrire un développement asymptotique formel. En
particulier cette hypothese n’implique ni que le systeme réduit est mathématiquement bien-posé ou hy-
perbolique, ni que le développement asymptotique converge. Des hypotheses plus fortes sont nécessaires
pour établir des résultats de ce type. Pour des résultats plus détaillés sur la réduction de systemes hy-
perboliques avec terme source raide, on pourra se référer aux travaux présentés dans [48].

Maintenant, pour obtenir un modele réduit, on cherche des solutions sous la forme suivante :

U=Mu)+eV (3.26)
En introduisant cette expression dans (3.17) on obtient :
OM (u) OM (u) ,
S A (w) = R (M (). V
(3.27)
ov ov 0A OM(u) 1_, B 9
+5[§ A(M(U))% + [8UZ- Vz]aT — S RI(M(u)(V, V)] = O0()
Ensuite, en vertu de la proposition 3, et en multipliant cette équation par la matrice P, on obtient :
ou Ju
N + P.A(M(u)).dMua =0(e) (3.28)

Enfin, le modele réduit de (3.17) est ainsi obtenu en négligeant les termes d’ordre €.
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3.2.4 Application au modele a sept équations : modele & ordre 0

L’application de 'analyse asymptotique que nous avons présentée, au modele diphasique a sept équa-
tions sous sa forme quasi linéaire (3.16) s’avere assez aisée. Si on pose A = \?/e et = p°/c ot \° et
u sont O(1), ce systeme (3.16) en termes de variables entropiques U = (s1, 82, uy, us, p1, p2, @) 8’écrit
sous la forme :

oU oU  R(U)

5 +AU) - (3.29)
ol la matrice A(U) est donnée par :
w 0 0 0 0 0 (p—pu)(ug —u1)/(caprTy)
0w 0 0 0 0 —(pr — p2)(ug — uz)/(0v2p2T>)
0 0 w 0 1/;p O (1 — p1)/(01p1)
AU)=| 0 0 0 wz 0 1/ps —(p1 — p2)/(@2p2) (3.30)
0O 0 C; O Uy 0 Ciplup —uy)/on
0 0 0 C2 0 U — 2I(UI — ’U,Q)/CYQ
00 0 0 0 0 ug

et ou le vecteur du terme source de relaxation R(U) s’écrit :

10(p1 = p1)(p2 — p1)/(ap1Th) + A°(ug — wr)(uz — ur)/(Q1piTh)
=1 (pp = p2) (P2 — p1)/(a2p2Tn) — NO(up — u2)(uz2 — ur)/(a2p2T)
A (uz —u)/(arpr)
R(U) = —)\O(Uz - ul)/(ang) (331)
pOC (P2 — p1)/en + X0 (up — ur)(ug — ur) /(a1 pikn)
—10Cy1(pa — p1) /a2 — A0(ug — ug)(ug — u1)/(azparsa)
10(pa — p1)

Tl reste alors & identifier la Maxwellienne M (u) et & calculer la Jacobienne d My, et la matrice de projection
P. Soit u = !(sy, s2,u,p,az) € IR®, on définit la Maxwellienne par :

S1
S92
u
u—U=Mu)= U (3.32)
p

p
o

La matrice Jacobienne de cette transformation est donnée par :

100 00
01000
00100

dMy=]0 0 1 0 0 (3.33)
00010
00010
0000 1

On rappelle que I'on a posé Cj, = prai et C,1 = pkail pour les impédances acoustiques ol aj, et a,] sont
respectivement la vitesse du son de la phase k et la vitesse du son de la phase k & 'interface. Dans cette
analyse, les pressions a ’ordre 0 tendent vers une pression commune p. Par conséquent, la valeur de la
pression a l'interface py a l'ordre 0 sera aussi égale a cette valeur p et on en déduit pour les impédances
acoustiques que €1 = C}. La Jacobienne du terme source évaluée sur la Maxwellienne s’écrit donc :

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 —)\0/(011p1) AO/(alpl) 0 0 0
R(M@)=| 0 0 A/(azp2) —A/(aap2) 0 0 0 (3.34)
0 0 0 0 —MOCl/al /JOCl/Oél 0
0 0 0 0 MOOQ/OQ —,LLOCQ/OQ 0
0 0 0 0 —u O 0
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Une base de I'image Rng(R'(M(w))) de cette matrice est donnée par ’ensemble des deux vecteurs :

0 0
0 0
=A%/ (a1p1) 0
I'= PACEY ;P = 0 (3.35)
0 —u’Cr/an
0 ulCs/an
0 —u°
Ensuite, I'inversion de la matrice S = [dMy,, . ..,dMg,, I'*, I?] donne la matrice de projection sur le noyau
ker(R'(M(u))) :
10 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 101 Q202 0 0 0
— aipr +oagpr Q1P+ QP2
pP= . . ' G s (3.36)
a1Cs +aCy a1Cs + aCy
00 0 0 e =L

a1Cs +agCy a1Cs + aCy
La matrice P.A(M (u)).dMy, est donc égale & :

u 0 0 0 0
0 u 0 0 0
1
0 0 u —F 0
P.A(M (u)).dMy, = a1p1+ Q2p2 (3.37)
C1Cs
0 _ 0
a1C2 + CKQCl Y
0 a1a2(02 — 01) 0 u

0102 + a2Cq
Et finalement, on obtient un modele réduit a cing équations écrit en termes de variables entropiques
t :
(817 S2,U, P, a2) .

%il — 0 (3.38.1)
% ~ 0 (3.38.2)
%+%vp —_ 9 (3.38.3)
IDD—];er&zdivu =0 (3.38.4)
Doy _ adeivu (3.38.5)
Dt D k1 Ok’ POy,

ol nous avons introduit la notation D¢/ Dt = d¢/0t + u.V¢, la densité de mélange p définie par :

2
P =2 k=1 YkPk (3.39)
et la vitesse du son moyenne G définie par la formule suivante (qui représente la courbe de la vitesse du
son de Wallis, bien connue dans I’étude des écoulements diphasiques [18]) :

2

{2 =y (3.40)

2
a a
P w1 PkO%
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I1 faut noter cependant que ce systeme (3.38) n’est pas nouveau. En effet, la transformation permettant
de passer des variables *(s1,s2,u,p, az) aux variables (s, s2,u,p,Y2) (oit Yo = aaps/p représente la
fraction massique de la phase 2) est inversible, et on montre que le systéme (3.38) peut aussi s’écrire sous

la forme :
D S1

= — 0 (3.41.1)
% = 0 (3412)
%Jr%vp — 0 (3413)
%]Z+pd2divu = 0 (3.41.4)
%i? — 0 (34L5)

Et ce systéme a déja été obtenu en variables (s1,s2,u, p, Ys) dans [64]. Il a aussi été testé pour des
problemes de détonations dans [81], avec des termes de transfert de masse additionnels.

Pour conclure ce paragraphe, on notera que ce systéme (3.38) peut s’écrire en termes de variables
conservatives *(ayp1, azpa2, pu, pe, az) sous la forme :

3041/)1

304202 .

o + div(agpau) = 0 (3.42.2)
opu )

T +divipuu)+Vp = 0 (3.42.3)
Ope )

E + le(pe + p)u =0 (3424)

2_ 2
902 | w.Vay = a2 iy (3.42.5)
ot D k=1 Ok’ PR,

olt e représente 1'énergie totale spécifique de mélange e = ¢ + u?/2 tandis que I'énergie interne spécifique
de mélange € est donnée par la relation pe = Zi:l g prer (D, pr)-

Remarque : Dans [45] et [2], un modele Eulérien pour la simulation de problemes d’interfaces entre
fluides compressibles a été introduit. Ce modele que 'on appellera par la suite “modele de transport a
cing équations” est trés semblable & (3.42) mis & part que I’équation (3.42.5) gouvernant I’évolution de la
fraction volumique est simplement une équation de transport qui s’écrit :

gz +u.Vas =0 (3.43)
ot
Au regard de 1'équation (3.42.5) et étant donné que pour les problemes d’interfaces, on s’attend a ce
que le produit a;as soit petit, la différence entre les deux modeles semble insignifiante. Cependant nous
proposons de montrer que les propriétés mathématiques sont assez différentes. En particulier le modele
que nous appelons “modele de transport & cing équations” de [45] et [2] n’est pas compatible avec le
fait que les dérivées matérielles des entropies soient nulles. Ceci peut étre compris assez facilement en
observant la forme (3.38) du modele réduit. Mais ceci peut également étre montré en écrivant 1’égalité
des pressions de chaque phase :
p1(s1,p1) = p2(s2, p2) (3.44)

En prenant la dérivée matérielle de cette derniere expression, on obtient :

Opi\ Dsi (Op2)\ Dsy_ (Op2) Dpz  (Op1)  Dpu (3.45)
0s1 o1 Dt 082 s Dt dp2 so Dt Ip1 s1 Dt .
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En utilisant & présent les équations (3.42.1)-(3.42.2), il vient :

Dpk 1 Dakpk Dozk 1 . DOtk
- — = d —_— 3.46
Dt ak[ Dt Pk ] an [k prdivu + py, Dt ] ( )
et on obtient a partir de 1’équation (3.45) :
Op1 Ds, Op Ds, 2 2 1 Pza% Pla% Doy
_ — d = 3.47
(881>p1 Dt 882 02 Dt + (,01(11 p2a2) e ( (65 + Qaq ) Dt ( )

qui montre que I'équation (3.42.5) est une conséquence directe des hypotheses Ds; /Dt = Dsy/Dt = 0. En
revanche, 'hypothése Das/Dt = 0 n’est pas compatible avec ces dernieres relations. En fait, I’équation
(3.47) montre que si 'on a Day/Dt = 0, alors I’évolution des entropies phasiques est régie par :

dp Ds dp Ds .
(831) ﬁtl - (652) 7; = (poa3 — pra?)divu (3.48)
P1 P2

3.2.5 Modeéle a 'ordre ¢

Dans ce paragraphe, nous proposons de poursuivre 'analyse asymptotique du modele a sept équations,
décrite précédemment, jusqu’a l'ordre €. Le but est d’obtenir un modele réduit a cinq équations contenant
une pression p° et une vitesse u® & l'ordre 0, plus éventuellement des termes d’ordre supérieur en O(g)
modélisant un déséquilibre des pressions et des vitesses. On conserve les notations Cj = pka% et Ci1 =
pkail pour les impédances acoustiques, ainsi que Yy = agpi/p pour les fractions massiques. Comme
précédemment, on s’intéresse a des situations ou les temps de relaxations sont infiniment petits par rapport
aux autres temps caractéristiques de 1’écoulement. Ainsi, on pose A = X\°/e et u = p°/e ot AV et u° sont
O(1) et on analyse le cas e — 0. Dans le paragraphe précédent, 'analyse a été réalisée avec le systeme
écrit en variables entropiques U = !(sy, uk, px, a2). Pour poursuivre I’analyse jusqu’a l’ordre €, nous avons
trouvé plus simple de travailler avec le systéme écrit en variables primitives U = (g pk, g, Pk, ) oll
les équations de conservation de masse ne contiennent pas de termes sources. En se référant alors aux
résultats du paragraphe 3.2.2, le modele & sept équations en variables U = (i pg, Uk, Pk, 2), 8’écrit

ou oU R(U)
— +AU)—— = 3.49
ot W) Ox € (849)
ou la matrice A(U) est donnée par :
up 0 ai1p1 0 0 0 0
0 ug 0 Q209 0 0 0
0 0 u 0 1/p1 0  (pr—p1)/(capr)
AU)=| 0 0 0 U2 0 1/p2 —(p1 —p2)/(azp2) (3.50)
0o 0 0 Uy 0 Clup —ur)/on
0 0 0 Cg 0 (5 — QI(UI — ’U,g)/ag
0 0 0 0 0 0 uy
et ol le vecteur du terme source de relaxation R(U) s’écrit :
0
0
A (ug —u1)/(arpr)
R(U) = —A(ug —uy)/(c2p2) (3.51)

pC 12 — p1)/ea + A (ug — ur)(ug — ur)/(arpika)
—pPCo1(p2 — p1)/az — A (up — ug)(uz — u1)/(azpaka)
MO(P2 — 1)

On s’attend & trouver des solutions proches du sous-ensemble de IR7 défini par £ = {U € IR"; R(U) = 0}.
On sait que cet ensemble est une sous variété de dimension 5. De plus, on connailt explicitement une pa-
ramétrisation M de cet équilibre £. En effet, on définira la transformation M : u € R® — U € IR” par
M(u) =1(a2p?, u u’, p¥ p° af) ot w = t(alp?,u’, p¥ al).
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La matrice Jacobienne de la transformation M est donnée par :

100 00
01000
00100

dMy=]0 0 1 0 0 (3.52)
00010
00010
0000 1

On rappelle que 'on a posé Cy, = pka% et C\1 = pkail pour les impédances acoustiques ou ay et a,y sont
respectivement la vitesse du son de la phase k et la vitesse du son de la phase k a I'interface. Dans cette
analyse, les pressions & I'ordre 0 tendent vers une pression commune p°. Par conséquent, la valeur de la
pression a I'interface py a I'ordre O sera aussi égale a cette valeur p? et on en déduit pour les impédances
acoustiques que CISI = C}. La Jacobienne du terme source évaluée sur la Maxwellienne M (u) s’écrit
donc :

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
00 =A%(afp}) A%/ (afp}) 0 0 0
R(M(u) =10 0 X/(a3p3) —A°/(a3p) 0 0 0 (3.53)
0 0 0 0 —pPC?/ad ufC%/ad 0
0 0 0 0 plCY/a  —pC8/ay 0
0 0 0 0 —ud 10 0
Une base de 'image Rng(R'(M(u))) de cette matrice est 'ensemble des deux vecteurs :
0 0
0 0
X0/ (a%09) 0
r=| 2/ |5 1= 0 (3.54)
0 —p°CY/a}
0 piC3 /ol
0 —,uo
Et Pinversion de la matrice S = [dMyy, ..., dMg,, I', I?] donne les matrices de projections P et () respec-
tivement sur le noyau ker(R'(M(u))) et 'image Rng(R/'(M(u))) de l'opérateur :
1 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0
00 Y° Y 0 0 0
P (3.55)
a0 +a3CY  9CY + a§CY
0,0 0,0
00 0 0 Oa1a20 0 ?1a2 T
aiCY + a5C7) a1 CY + ayCT
0y0y0  0y0y0
pYTYy  p Y'Y,
00 -5 3 0 0 0
Q= (3.56)
0 0 0 0 —afah/ o afas/mo

aCY +a§CY  aCY + ajCY
Comme au paragraphe précédent, on cherche donc des solutions de (3.49) sous forme d’un développement
asymptotique : U = M (u) + €V On connait la paramétrisation M (u) = *(alp?, v, u® p° p°, af) mais
il nous faut encore définir le vecteur des fluctuations V.
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Pour cela, nous allons & présent chercher ce vecteur V' = *((ay1p1)!, (capa)t, ud, ud, pt, pd, ad) tel que
V € Rng(R/'(M(u))). On en explique ci-dessous les raisons, qui sont au coeur des développements de type
Chapman-Enskog.

Proposition 1 : Soit U € IRY un vecteur de la forme U = M(u) + eU" + O(e?). 1l existe alors
v € IR" et V € Rng(R'(M(v))) tels que :

U= M) +eV + 0O(e?) (3.57)
Preuve : Notons tout d’abord qu’il existe z € IR" et w € RN ~" tels que :
U, =dMy.z+ Iy_,w (3.58)
Ainsi en utilisant cette décomposition, on obtient :
U = M(u)+eU' 4 O(e?)
U = M(u)+e(dMy.z + In_,w) + O(e?) (3.59)
U = Mu+ez)+ely_,w+ O(?)

et la conclusion de la preuve est alors possible si ’'on considére que 1’espace vectoriel Rng(R' (M (u+¢2)))
correspond simplement & une perturbation d’ordre € de 1’espace Rng(R'(M (u))).

D’apres la proposition 1, on cherche donc V' € Rug(R'(M (u))). Gréace aux matrices de projections P
et @, on décompose le vecteur des fluctuations autour de ’état d’équilibre sous la forme :

5 2

_ . . . v a1 . PV

V—z:ledM{L—kz:leIJ avec [ w } =57V = [ oV } (3.60)
Jj= Jj=

Apres des calculs algébriques, on obtient les expressions suivantes pour la décomposition du vecteur V :

(a1pr)!
(agp2)t
, Ylou% + YQOU%
Yo vidMf, = Youl +vP u2
(Y Copy + agcﬂb)/( 909 + 0‘800)
(a9Cp} + Clpz)/(a?CO +a3C?)
L a?ag(pé p1)/(a)CF + aHCY) + 041

(3.61)

o o

—Y3(u3 — ug)
2321 w’ 7 = Y2 (ud — ul)
_04201 (p3 — p1)/( 109 + a9C?Y)
o CY(p; — p1)/(« 02 + aCy)
L —afaf(ph — Pl)/( CO"‘OCQC?) ]

Et puisque V' € Rng(R'(M(u))), on a alors 2?21 v/ dMj, = 0 qui donne les quatre relations suivantes :

(akpr)t = 0 (3.62.1)

Youl + Yu} = 0 (3.62.2)
CQPl + a201p2 = 0 (3.62.3)

ajaf(p; — pi)

A = 0 (3.624
a0C% +adcy "¢ (3.62.4)



56 Chapitre 3. Un modeéle réduit a cing équations pour les écoulements diphasiques compressibles

On cherche donc des solutions de (3.49) sous forme d’un développement asymptotique : U = M (u)+eV.
En introduisant cette expression dans le systéme (3.49), on obtient & 'ordre 0 :

OM (u) OM (u)

o+ AM(u) == — R'(M(w)).V = 0(e) (3.63)
qui s’écrit sous forme développée :
0
2 (af0) + (e - o)
ou° 00u’ 1 8p A N
o " or R dr  alpd avp i — ) = 0)
3.64

A L A LT 9% J s T o
ot oz * o 0 k
a9 0al
ot = nz - p) = 0e)

En manipulant les équations sur les vitesses et les pressions, on en déduit les termes de relaxation a ’ordre
€:

1. 0p°
Aol —ud) = OY Y= — )= .65.1
(ug —uy) 1 12 (ptl) 8) o (3.65.1)

cY—C9 ol
0.0 1 2

a1t a9CY + a3CY Dz
On peut alors combiner les relations de projection (3.62.1)-(3.62.2)-(3.62.3)-(3.62.4) avec les expressions

(3.65.1)-(3.65.2) des termes de relaxations et on obtient les fluctuations des densités, des vitesses, des
pressions et des fractions volumiques de chaque phase k, a 'ordre € :

POy —p1) = (3.65.2)

(1)) = (aop2)t = 0 (3.66.1)
(pOY0Y0)2 1 1 8]70
alpluy = —afpduy = *%(pﬁ?*pfg)% (3.66.2)

o o (0‘1042) COOO(CO C’g)@iuo
ajCip; = agClpy = 10(a9CY +a3CTY2 Oz (3.66.3)

PR 1 1 e e R

2 ! p0(}C3 + a3CY)? Oz
On veut maintenant utiliser ces résultats pour écrire le modele limite jusqu’a l'ordre € et en variables
conservatives *(ap?, p°u®, p°e?, a3). Pour cela, on revient a la forme quasi-conservative (3.1) du modele
complet & sept équations. On rappelle que p° = Z 1 ap? est la densité de mélange & ordre 0 et que e°
représente 1’énergie totale spécifique de mélange e = €% + (u°)? /2 tandis que I'énergie interne spécifique
de mélange ° est donnée par la relation p%c® = 577 a9 p%9 (p°, p).

(3.66.4)

En utilisant la relation (3.66.1) qui donne (aypx)' = 0, on peut écrire les équations de conservation
de masse jusqu’a I'ordre € sous la forme :
9. 00 9 000 9 001 2 367
57 (xPk) + 5 (akppu) + e (appruy) = O(7) (3.67)
Ensuite, la somme des deux équations de quantité de mouvement donne I’équation suivante pour la
quantité de mouvement globale p°u" :

0 0
ot = (p°u’) + %(PO(UO)Q +€* Z%Pkuk

(3.68)

820010 8201 8210_2
25%(; QPR UL U )JFE%(]; i) JFE%(]; agp”) = 0(e7)
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De méme, en sommant les deux équations de conservation des énergies totales phasiques, on obtient
I’équation gouvernant I’évolution de I’énergie globale p%e® :

B P
50 (P + (0% + ) +€f Zakpkfk +8f Zakpku

0 < 3 0 o =
+687x(2 appheur) + ?%(Z apphug(u®)?) + 5%(2 appheru’) (3.69)

k=1 k=1 k=1

+f—:— Z%P +5— Zakpku +5* Zakp O(e?)

On cherche ensuite a éliminer les termes de dérivées temporelles faisant intervenir les énergies internes
phasiques d’ordre €. Pour cela, on utilise les équations (3.6) gouvernant I’évolution des énergies internes
phasiques, que ’on rappelle ci-dessous :

—(« 5)—1—&(04 epur) + Que  _ (u —u)%
ot kPKEL O kPEELUK kPk o prlur k O (3.70)
+  ppr(Pr — pr) + AMup — ug) (g — ug)
En sommant ces dernieres équations pour les deux phases, on obtient a l'ordre € :
9 o 9 o d o
203 aed) + 22 (S adobetul) + =2 (3 adpbetal)
k=1 k=1 k=1
(3.71)
2
ou® ou’ Oup dal
1,0 0.1 0 k 0,1 0 1,2
=—c app — + appr—— + oapp — ep”(uy —uy)—=— + €A —u
kz_l(kpaerkpkaerkpa) P — ) 52 + e (uh — ul)
En remarquant alors que —ep?(u—ui)Val = —¢ Zk 1p Vag,cette derniére équation peut se réécrire :
82001 820001 320010
57(2 OpPREr) 5%(2 pPRERUE) T 5%(2 RPRERY)
k=1 k=1 k=1
(3.72)

ou® dalul
- —eZ (o G+ et G+ 20250 ) 00

Enfin, en introduisant cette équation (3.72) dans (3.69), on réécrit '’équation d’énergie globale sous la
forme :

2

B 0 0 < 3¢ 0
5P + (00 + P’ + e (Y afpfupu®) + T - (3 e (u°)?)
k=1 k=1
(3.73)

2 2 2 0
+5u0%(z app®) + Euo(%(z aVp) 4 e Z(a%u}caa%) +eX(ug —up)? = O(e?)
k=1 k=1 k=1

Et en remarquant que 3"r_; aQukVp? 4+ A\0(ub —ul)? = 0, d’apres (3.66.2) et (3.65.1), I'équation d’énergie
peut s’écrire sous la forme :

D 000 @ 00, o0, 0N~ 0010 302
E(P e )JF%(P e +pu +5§(Zak/)kuk 587 kZ:: %)?)

0 & -
+eu°%(z aRpE) + EUO%(Z op”) = O(e?)
k=1 k=1

(3.74)
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Enfin, I’équation de fermeture sur la fraction volumique s’écrit :

dal dad 8@2 6@2 % _ 1 2 3.75
Tp begt Hut Tt deuf 52 e 2 — uO(ph — ph) = O(?) (3.75)

Pour simplifier ces équations, on utilise les résultats (3.62) de la projection de V' sur le noyau.
En particulier, la relation (3.62.2) qui s’écrit Zi:l Y uj = 0 entraine Zi:l a9p%ul = 0. De plus, la

vitesse d’interface a été choisie telle que uy = Zizl Yiug. On en déduit que la vitesse d’interface a 'ordre
€ est donc nulle.

En injectant ces deux résultats dans les équations obtenues, le systéme limite jusqu’aux ordres en
O(e?) peut alors s’écrire sous la forme :

0 0 0
S (adef) + 5-(afefu®) + eo—(aloful) = O()

900y, 9 002, 0 9 S 9 S — (2
o7 (") + 5 (0 (u) +p)+eax(;akm)+eax(};aw)—O(e)
(3.76)
g(pon)Jrg(poner Y +5u Za i +EU — Za 2°) )
ot ox kPi) k
dal 8a2 8a2 (“)a% 0/ 1 o 9
5 teg tu g, tew g —H (2= p1) = O0(E)

Et finalement, en introduisant les formules (3.66.2)-(3.66.3)-(3.66.4) obtenues pour les fluctuations des
vitesses, des pressions et de la fraction volumique, on obtient :

0 9 000 e 0 0v-0y-002( L 1. op’ 2
== YVY. i = 7.1
at(alpl) ax(alplu ) 20 9z (PY1Ys) (p(l) )836 O(e*) (3.77.1)
9. 00 9 . 000 e 0 007012, L 1. op° 2
= = — = (VY02 (= = 7.2
8t(04292) + ax(‘%ﬂzu ) 0 O (PY1Ys) (pg )ax O(e*) (3.77.2)
Qoo ﬁ002 0 ii 00 C?—0C% 2 o’ _ 2
B 0 e o0 co—cy \ ou
AR R s ((“M) ax> = 0 (37174)
D% o0 CY—CY ou e DY [(afa)?(C? - C9) ou B )
[T G e e Tl s ,pm( (@0CY + aJCY)? ax> = 06 B775)

ot D°/Dt = /0t + u°.V représente la dérivée totale ou Lagrangienne a I'ordre 0.

Ce modele limite a l'ordre € est intéressant car méme si le vecteur des variables contient une unique
vitesse u° et une unique pression p°, il contient implicitement & travers des termes diffusifs un déséquilibre
des vitesses et des pressions des deux phases. De plus, les termes de diffusion dans les équations de
conservation de quantité de mouvement et d’énergie ont un signe négatif qui donne un effet stabilisant
au systeme. Pour avoir cette méme propriété dans les équations de conservation de la masse, on pourrait
utiliser au lieu des deux équations phasiques, I'’équation phasique donnant (1/p — 1/p%,) > 0 couplée
a I'équation de conservation de la densité de mélange dp/dt + d(p’u’)/0x = 0 qui ne comporte pas de
terme diffusif.
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3.3 Etude mathématique

On réalise ici I’étude mathématique du modéle réduit a cinq équations c’est-a-dire celui obtenu au
paragraphe 3.2.4, en négligeant les termes d’ordre €. Pour des solutions suffisamment régulieres, 1’étude
mathématique du systeme peut étre effectuée sur le systeme écrit a partir de n’importe quel vecteur de
variables indépendantes. Ici nous avons choisi le vecteur ®(sy, s, u,p, Y2) olt Yy, = aypr/p représentent
les fractions massiques et le modele réduit a cinq équations peut s’écrire sous la forme :

%Stl — 0 (3.78.1)
%S: — 0 (3.78.2)
%+%vp — 0 (3.783)
%+p&2divu — 0 (3.78.4)
%3;2 — 0 (3.78.5)

ol p est la densité de mélange et a la vitesse du son, définies dans le paragraphe 3.2.4. D’autre part, il est
clair que le systeme est invariant par rotation. Nous pouvons alors par souci de clarté, mener I'analyse
pour le cas monodimensionnel.

3.3.1 Hyperbolicité

Si on pose q = (s1, s2,u,p, Ys), alors pour des solutions suffisamment régulieres, le systéme (3.78)
s’écrit en une dimension d’espace sous la forme :

dq dq

LA =0 3.79
9+ Ala) 5! (3.79)
ou la matrice A(q) est définie par :
v 0 0 0 0
0 u 0 0 0
Alg)=| 0 0 w 1/p O (3.80)
0 0 pa2 u O
00 0 0 wu

L’équation caractéristique de cette matrice A(q) s’écrit (u — A\)?((u — X\)? — a?) = 0, et on obtient trois

valeurs propres réelles et distinctes données par :

Alg)=u—a
A2(q) = As(q) = Malq) = u (3.81)
As(q) =u+a

ol & est donné par la relation (3.40). Puisque a est réel, toutes les valeurs propres de A(q) le sont
également. L’expression (3.40) dans laquelle 'impédance acoustique moyenne pa? apparait comme une
moyenne harmonique des impédances phasiques implique que la vitesse du son dans un mélange peut
devenir plus petite que les deux vitesses du son des fluides purs. Ce fait est tres bien connu dans la
littérature (voir par exemple [64] ou [18]) et il peut étre également observé expérimentalement.

Les vecteurs propres a droite r;(q) (pour ¢ € {1,...,5}) qui vérifient la relation A(q)r;(q) = Xi(q)ri(q)
peuvent étre choisis comme :
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0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
ri(q) = a ra2(@) =1 0 rs(@) =10 ra(g)=|[ 0 rs(q) =] a
—pa* 0 0 0 pa?
0 0 0 1 0
(3.82)
On notera aussi par l;(q) (pour i € {1,...,5}) les vecteurs propres & gauche qui vérifient la relation

tA(q)li(q) = \i(g)li(q). Apreés normalisation des vecteurs a droite et & gauche pour avoir ‘I;(q).r;(q) =
(Sij, on obtient :

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
l1<q) = 1/2& lg(q) = 0 lg(q) = 0 l4(q) = 0 l5(q) = 1/2&
—1/2pa* 0 0 0 1/2pa*

0 0 0 1 0

(3.83)
Le systéme est alors clairement hyperbolique puisque la matrice A(q) est diagonalisable dans IR et que
ses vecteurs propres engendrent I’espace vectoriel complet JR°. On notera aussi que cette hyperbolicité
est inconditionnelle étant donné que les vitesses du son de chaque fluide sont réelles.

Remarque : Pour le “modele de transport & cing équations” de [45], [2], la vitesse moyenne du son
s’écrit :

2
€0 = &Yia} (3.84)
k=1

ou & = (Oprer/O0pr)p, €t & = Zizl . Ainsi, comme pour la formule (3.40), la vitesse du son du
mélange apparalt comme une moyenne des vitesses du son phasiques. Cependant, les moyennes sont
différentes pour chaque modele. Dans des cas extrémes de fluides réels, les coefficients & peuvent étre
négatifs et la formule (3.84) ne garantit pas que la vitesse du son du mélange reste réelle alors que la
formule (3.40) donne toujours une vitesse du son réelle.

La Figure 3.1 trace pour les deux modeles, la vitesse du son d’'un mélange d’air et d’eau sous pression
atmosphérique. Celles-ci sont tracées par rapport a la fraction volumique d’air dans le mélange et on peut
observer une tres large différence entre les deux systemes.
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FiG. 3.1 — Courbe de la vitesse du son pour un mélange eau-air sous pression atmosphérique.
Modele réduit a4 5 équations (traits pleins) et modéle de transport & 5 équations (traits
pointillés).
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3.3.2 Existence d’une entropie mathématique

Puisque les deux entropies phasiques s1, so vérifient les équations (3.78.1)-(3.78.2), l'existence d’'une
entropie mathématique est évidente. Le choix le plus simple est de définir une entropie de mélange S par :

pS = a1p151 + aopasy = pY151 + pYasa (3.85)
et on a alors :
opS
% + div(pSu) = 0 (3.86)

3.3.3 Structure des ondes

Dans ce paragraphe, on analyse la structure mathématique des ondes présentes dans ce modele réduit.
L’objectif est de montrer que le systeme ne contient que des champs vraiment non linéaires ou linéairement
dégénérés (voir par exemple [23] pour la définition de ces notions). Nous commengons donc par les champs
caractéristiques associés aux ondes u — a et u + a.

Proposition 1 : Les champs caractéristiques associés aux ondes A1(q) = u—a et A\5(g) = v+ a sont
vraiment non linéaires c’est-a-dire que nous avons VgAi(q).r1(q) # 0 et VgAs(q).rs(q) # 0 pour tout
vecteur d’état admissible gq.

Preuve : On peut déduire des valeurs propres (3.81) et des vecteurs propres & droite (3.82) la relation :

Vah(@)r1(2) = Vgrs(a)rs(a) = i + peﬂg—i (3.87)

La démonstration consiste donc & montrer que le terme a -+ pa20da,/dp est toujours non nul et la difficulté
principale réside dans I’évaluation de la partie da/dp. Ainsi réécrivons tout d’abord la densité de mélange
(3.39) en termes de fractions massiques Y, sous la forme :

2

1 Yi
-= — 3.88
)~ L (359

ainsi que la vitesse du son (3.40) sous la forme :
2
Yi

= 3.89
(b ~ 2= (prar)? (3:9)

Considérons a présent la différentiation suivante de la vitesse du son @, pour toute variable ¢ :

5 =% 5 (Gae) 73 (5)] (3:90)

En utilisant cette relation (3.90) pour ¢ = p et en introduisant les expressions (3.88)-(3.89) on obtient :

00 . Llpara (& v 9 ([ XYi
+ 08228 — 4 — pad o 9 Iy
T T T2 o Z(pkakﬁ "op ,;pk

k=1

(3.91)

~ 2

00 a2 a( 1 > a(1>
+pa’ = = a — pa® Yeo (———) = pS Vi (—
area Op @ 2 kzzl Mop \ (prax)? pz “op \ o

k=1
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En introduisant ensuite les coefficients ¢, = (dax/0pg)s, pour chaque phase et en rappelant que la
définition des vitesses du son phasiques implique (dp/dpk)s, = 1/az, on obtient les résultats suivants :

. ooba g 0)? : 1+Pkak1/)k =
a—+ paQ— =a— pa
8]) i Zl pkak Z Pkak
r 2
R o0a . Yie(1+ pra 1
a+pa287p — G- pa® |- 22:%’9’“&’6) + o (3.92)
L k=1 Pr%

5 0d o= Vi1 + pragte)
a+ pa*— =p3a52#
k=1 Pk

dp
En supposant enfin que 9y > 0, c’est-a-dire que la vitesse du son est fonction croissante de la pression, a
entropie constante, on obtient (1 + prartr) > 1 et ceci termine la démonstration.

Remarque : On notera que pour des fluides régis par une loi d’état de type Stiffened-Gas; la condi-
tion ¥ > 0 est équivalente a v > 1 ou 7 est le rapport des chaleurs spécifiques de la phase k .

Examinons a présent le champ caractéristique associé a ’onde u.

Proposition 2 : Le champ caractéristique associé & 'onde A2(q) = A3(q) = A\s(q) = u est linéaire-
ment dégénéré c’est-a-dire que 'on a VgAi(q).ri(q) = 0 (pour i € {2,3,4}) et pour tout vecteur d’état
admissible q.

Preuve : On peut déduire de P’expression des valeurs propres (3.81), la relation :
VgXi(q).ri(q) = (0,0,1,0,0).7;(q) pour ic {2,3,4} (3.93)

En introduisant alors les vecteurs propres & droite (3.82) dans cette relation (3.93), on peut facilement
voir que VgAi(q).ri(q) =0 (pour i € {2,3,4}) et ceci complete la preuve.

3.3.4 Invariants de Riemann

Dans ce paragraphe on propose le calcul des invariants de Riemann du systeme. Commencons par le
calcul des invariants de Riemann w associés & la valeur propre A1(g) = u — a. Le probléme consiste donc
a chercher les fonctions w telles que Vgw.r1(q) = 0. Ainsi, si on recherche w tel que le gradient Vqw soit
colinéaire & tla(q), tl3(q) et tl4(q), on obtient immédiatement que sq, s2 et Y3 sont trois invariants de
Riemann associés & cette onde. Maintenant si on cherche Vqw colinéaire & *(2als) = (0,0,1,1/pa,0), on
en déduit le dernier invariant :

dp
u+ (3.94)

p PG
On note que cette derniere expression pour w est formellement équivalente & l'invariant de Riemann
u + 2a/(y — 1) pour les gaz parfaits dans le cadre des équations d’Euler. Si on résume les résultats

obtenus ; les invariants de Riemann associés a 'onde u — @ sont définis par :

d
{51, s2, Yy, u+/p§ (3.95)
p

Apres des calculs similaires, on en déduit les invariants de Riemann associés a 'onde u + @ :

d
{51, 82, Ya, u—/p§ (3.96)
P

Enfin, il est trivial de montrer que les invariants de Riemann associés a I'onde matérielle v sont donnés
par :
{u »p} (3.97)
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Pour terminer ce paragraphe, notons que si le systeme est écrit en termes de variables conservatives, les
quatre premiéres équations (3.42) sont écrites sous une forme conservative et nous donnent un ensemble
de quatre relations de saut ou de Rankine-Hugoniot, vérifiées par les discontinuités :

Alaipi(u—0)] = 0 (3.98.1)
Alagpa(u—0)] = 0 (3.982)
Alpu(u—o)+p] = 0 (3.98.3)
Alpe(u—o)+pu] = 0 (3.98.4)

avec A¢p = ¢pr — ¢, et o la vitesse de la discontinuité. Cependant, I’équation pour la fraction volumique
a9 ne s’écrit pas sous forme conservative. De ce fait, le systéme doit étre complété ou régularisé pour
permettre connaitre les solutions discontinues admissibles. Comme il est proposé dans [35], des régu-
larisations de ce type peuvent étre obtenues a l’aide d’'un examen précis de la structure des zones de
relaxation ou bien encore par construction de sous modeles des processus physiques intervenant a I'inté-
rieur des zones de discontinuité. On adopte ici une approche plus simple qui laisse la viscosité artificielle
du schéma numérique régulariser le modele.

3.4 Approximation numérique

3.4.1 Schéma de type VFRoe-ncv

Dans ce paragraphe, on propose un schéma numérique quasi conservatif de type volumes finis. La
méthode est basée sur les solveurs de type VFRoe-ncv [8] et donc sur la résolution d’un probléme de
Riemann linéarisé sur chaque interface du maillage. On considere le probleme de Riemann suivant entre
les états (.)r et (g

dq

dq
99 4 94
ar TA<a>)g,

_fgqp st <0
q(x,O)—{qR sio x>0

=0
(3.99)

Nous utiliserons ici le vecteur de variables ¢ = (s1, 82, n, V¢, P, Y2) Ol vy, v; sont respectivement les deux
composantes du vecteur vitesse dans la base locale (1, 7 z) 0l 15 est le vecteur normal unitaire 1ié
a l'interface. On définit alors A(< ¢ >) par :

< vp > 0 0 0 0 0
0 < Uy > 0 0 0 0
_ 0 0 < vy > 0 <1l/p> 0
Al<g>) = 0 0 0 <, > 0 0 (3.100)
0 0 < pa® > 0 < v, > 0
0 0 0 0 0 < vp >

ou < . >= ((.\)r + (.\)r)/2 représente la moyenne arithmétique entre les états (.)r et (.)g. D’apres le
paragraphe 3.3.1 ot on a montré ’hyperbolicité du systéme, on sait que la matrice A(< q >) est diago-
nalisable et on a donc a résoudre un probléme de Riemann pour un systeme linéaire hyperbolique.

On notera r;(< g >) (pour ¢ € {1,...,6}) les vecteurs propres a droite et [;(< q >) les vecteurs
propres a gauche A(< g >), vérifiant I;(< ¢ >).rj(< g >) = §;;. La solution du probléme dépend
uniquement de la variable 2/t et se compose dans le plan (x,t), d’états constants séparés par les lignes
caractéristiques. On s’intéresse ici & la solution sur U'interface c’est-a-dire en x/t = 0.
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La solution approchée sur l'interface, que ’on notera qj  est donnée par la formule :

ap+ Y (< a>)(gr—ay)ri(< a>)

T A <0
ar=4a(; =0.q1.95) = (3.101)
ar— Y 'li(<q>).(qr —qr)ri(< q>)
Ai >0

Dans la suite on notera par Q = ‘(a1 p1, a2p2, pu, pv, pe, az) le vecteur des variables conservatives ou u, v

sont les deux composantes du vecteur vitesse u dans la base globale d’espace, correspondant au vecteur
s . . . t . . * , .

g écrit en variables entropiques *(s1, $2, vn, vt, p, Y2). En particulier Q7 i représentera la solution du pro-

bleme de Riemann linéarisé (3.99), écrite en variables conservatives.

Pour approcher ’équation non conservative :

2_ 2
902 4 wVas = aray AL P2% iy, (3.102)
ot 2 k=1 Ok PR,
on la réécrit sous la forme :
o _ 2
% + div(azu) + B@Q)divu =0 avec B(Q) = —g L (3.103)
t > k=1 O PR,
Le modele réduit a cinq équations est alors mis sous la forme :
o . .
ot + divF(Q) + divuB(Q) =0 (3.104)
ol le vecteur B(Q) = %(0,0,0,0,0, B(Q)).
L’intégration de cette équation sur une cellule C; donne :
00.
Ai% + [ FQ)md+ / B(Q)divud2 =0 pour i€ {l,...,N} (3.105)

ou N est le nombre de cellules et A; 'aire de la cellule C;. On fait alors évoluer les variables @, dans le
temps, suivant I’expression :

ntl_Qn
Gl Y (@ @) =0 (3106)

J€Ev(i)

A

olt v(i) est Pensemble des cellules C; ayant une aréte commune avec C; et ol n;; = [, a0, ndl est le
ij
vecteur moyen normal a Uinterface 9C;; = 0C; N 9C;. En définissant n,; = n;; /||| et

(Un)ij = wijmy; = uignd; + vijmyj (3.107.1)

(vt)ij = ’U,ZJ’I’]f; = 7U¢j77§-!j + Uijnizj (31072)

les composantes normales et tangentielles de la vitesse par rapport a I'interface, on propose I’expression
suivante pour ¥(Q;, Q) :

Y(Q7, Q) = F(QF;)m;; + B(Q})uj;m,; (3.108)
ot Q;; est la solution (3.101) du probleme de Riemann linéarisé entre les états (.); et (.);.

La partie conservative F'(Q;;).n;; peut étre explicitement écrite comme :
F(Q7)my; = "((crprvn)ij, (2p2vn)ij, (puvn)ij + pijn;, (pvvn)s; +pind, ((pe +p)vn)ij, (agvn)i;)
(
tandis que la partie non conservative B (Qf)u;‘]n” est définie par :
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3.4.2 Evolution d’une discontinuité de contact

Comme le montre les travaux présentés dans [57], un point clé pour la simulation des problémes
d’interfaces entre fluides compressibles est la capacité du schéma & calculer une discontinuité de contact
isolé sans faire apparaitre d’oscillations de pression. Dans la suite, on étudie donc la capacité du schéma
que nous avons proposé, a préserver les écoulements a champs de pression et vitesse uniformes. On
considere un écoulement initial ou la pression et la vitesse ont des valeurs uniformes; u;_1 = u; =
Ui+1 = u et p;_1 = p; = piy1 = p. Les autres variables aypy,as peuvent étre discontinues. On notera
Q;_1,Q;,Q; . les vecteurs des variables conservatives dans les cellules {i —1,4,7+ 1}. En supposant par
exemple u > 0, il est facile de voir que la solution du probleme de Riemann linéarisé sur chaque interface
est donnée par :

C2?71/2 =Q,
Qfﬂ/g =Q, (3.111)
Qits2 = Qi
Ainsi la seule cellule ou la variable Q peut évoluer entre les instants ¢ et ¢ + At, est la cellule en aval de
la discontinuité. La valeur de @ dans cette cellule devient :

QZTJ = Q% )\(F(Q:Jrg/z) - F(Q;'kﬂ/z)) )‘B(Qz+1)(u:+3/2 - u:+1/2)
Qi = Qi — MF(Qi1) — F(Q)) = AB(Q74 1) (ui1 — ui) (3.112)

Q?j}l = ZL+1 - A(F(QiJrl) - F(Qz))

avec A = At/A;. Les équations de conservation de la masse peuvent alors s’écrire :

(akpk)?_:_ll = (rpr)ip1 — Mul(owpr)ips — (arpr)i] pour k=12 (3.113)
Et on peut en déduire I’équation d’évolution pour la densité de mélange p = Zi:l Qg Pk, qui s’écrit :
P?j&l = pit1 — Aulpiy — pf] (3.114)
Or d’apres l'équation de conservation de quantité de mouvement, on a :
(pu)i = (pu)fs = Alpfau® +p — pfru® + p]
(3.115)
(pu)i = (pu)fy = M [pyy — o7l
et en combinant cette derniere relation avec (3.114), on obtient :
ui = uly = u (3.116)
Ensuite ’équation de conservation de I’énergie s’écrit :
(pe)ist = (pe)iy — Aul(pe)Pyy — (pe)y] (3.117)

A Taide de I'équation pour la densité de mélange (3.114) et du résultat u/{;' = ul,; = u, on obtient

I’équation suivante ol € représente 1’énergie interne de mélange :

(pe)iit = (pe)iyr — Mul(pe)iyy — (pe)i] (3.118)

En utilisant alors ’équation d’état de type Stiffened-Gas pour chaque phase, on a ’expression suivante
pour I'énergie interne de mélange :

2
_ Z k(P + ek (3.119)
o e —1

En résolvant la pression dans 1’équation (3.118) grace a lexpression (3.119), et en utilisant 1’équation
pour la fraction volumique :

()i = (@2)i1 — Auf(@2)fyy — (a2)7] (3.120)
Il vient :
n+1 _
Piq1 p1+1 =p (3~121)

Ainsi, le résultat garantit que le schéma conservera des champs uniformes de pression et de vitesse sur
les discontinuités de contact bien que celles-ci évoluent sur un profil quelque peu élargi par la diffusion
numérique du schéma.
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3.4.3 Solveur Acoustique

Les résultats du paragraphe précédent montre que le schéma de type VFRoe-ncv que nous avons pro-
posé, préserve les conditions d’interface sur la vitesse et la pression qui doivent rester constantes sur les
discontinuités de contact. Les expériences numériques réalisées montrent effectivement que c’est le cas;
excepté pour les écoulements a tres faible nombre de Mach. Cela peut paraitre tres surprenant puisque la
démonstration du paragraphe précédent est effectuée indépendamment du nombre de Mach. Néanmoins,
celle-ci suppose que les calculs numériques soient faits a partir des formules arithmétiques exactes. En
pratique, on s’apergoit que ce n’est pas le cas et que les erreurs d’arrondis peuvent perturber les résultats.
Un examen précis des résultats montre que les calculs de la vitesse et de la pression aux interfaces sont
tres sensibles aux erreurs d’arrondis pour les écoulements a faible nombre de Mach (voir annexe B).

Ceci est la raison pour laquelle nous développons dans ce paragraphe, un autre solveur de Riemann
ou les calculs de la vitesse et de la pression aux interfaces semblent beaucoup moins sensibles aux erreurs
d’arrondis. Ce deuxiéme schéma numérique utilise de maniere plus forte la structure mathématique du
modele réduit. Il peut étre vu comme une extension du solveur acoustique décrit par exemple dans [66]
pour les équations d’Euler de la dynamique des gaz. Par rapport aux différents tests numériques que nous
avons effectués, ce solveur acoustique s’est avéré beaucoup plus robuste pour la simulation d’écoulements
a faible nombre de Mach et spécialement en présence d’interfaces entre deux fluides. Le principe de
base du solveur consiste en une linéarisation des droites caractéristiques en partant des deux cotés de
la discontinuité de contact. Ensuite, leur intersection donne les valeurs de la vitesse et de la pression a
I'interface. Plus précisément, la premiére étape consiste a transformer le systéme d’équations aux dérivées
partielles en un systeme d’équations différentielles ordinaires et ceci en multipliant les équations du
systeme par les vecteurs propres a gauche de la matrice Jacobienne. On obtient alors le systeme suivant :

dq Oq

t N A — A o = 3.122
li(a)-(5; +Alg)5 ) =0 (3.122)
que 'on peut réécrire immédiatement sous la forme :
9q 9q
t(q).(— (q)=—=) = 3.123

Si on note respectivement g7, g%, les états gauche et droit de part et d’autre de la discontinuité de contact,
la linéarisation de (3.123) en partant de qr, et gr s’écrit :

I5(qr).(qz —qL) =0

(3.124)
"11(qr)-(ar —ar) =0
qui nous donne apres un certain nombre de calculs algébriques :
~ * * _
{ PLG:L(UQ ur) + (PL* pr) =0 (3.125)
prar(ug —ur) — (Pr —Pr) =0
En utilisant alors uj = uy = u* et p} = py = p*, on obtient les expressions suivantes pour u* et p* :
o = prarur + pPrRGRUR PR — DL
pLar + PrAR pLar + prRAR
(3.126)
« _ PRORPL + pLaLpr _ pLALPROR(UR — UL)
prLar + praR pLarL + prOR
Et finalement la solution du probleme de Riemann a l'interface est donnée par :
. X o
qr, S1 ? < up —ay
* 3 ~ T *
qr, s1oup —ar < 7 < u
x
a(1.4..98) = . (3.127)
qr si u* < " < wup-+ag
. R x
dr Sl up t+arp < ;
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Le méme schéma numérique que celui présenté au paragraphe 3.4.1 peut étre utilisé avec ce deuxieme
solveur de Riemann. On notera également que I’expression (3.126) garantit d’un point de vue arithmétique
que le calcul de la pression et de la vitesse sur une discontinuité de contact isolé avec pr, = pr et ur, = ug
redonnera ces valeurs communes. Les résultats du paragraphe (3.4.2) restent ainsi valables si on utilise
ce deuxieme solveur de Riemann.

3.4.4 Formulation décentrée a I'ordre deux : MUSCL

Dans ce paragraphe, nous proposons une extension de type MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for
Conservation Laws) [75] du schéma, précise & 'ordre 2 en espace. La méthode que nous décrivons ci-
dessous est appliquée a des maillages triangulaires non structurés. En suivant la méthode MUSCL, une
maniére d’obtenir une précision spatiale d’ordre 2 consiste & évaluer les termes ¥(U;, U ;) avec des valeurs
extrapolées U;; et U j; sur U'interface 9C;; :

1
Uiy =Ui+ 5(VU)ij4j  (3.128.1)

1
U;;=U; — §(VU)ji.ij (3.128.2)

ot le vecteur U = *(ay p1, aapa, u, p, 1) est choisi comme le vecteur des variables primitives, dans le but
de préserver les conditions d’interface sur la vitesse et la pression, pour le schéma d’ordre 2.

Pour les schémas de type Godunov, ces valeurs extrapolées deviennent les nouvelles conditions initiales
du probleme de Riemann résolu sur linterface et la partie conservative F(U;;).n;; sera entierement
évaluée avec ces nouvelles valeurs extrapolées. En ce qui concerne la partie non conservative, elle s’écrit :

N

Nous proposons alors de calculer (vy,)]; avec les valeurs extrapolées tout en conservant le terme B(Q;') a
I’ordre 1 en espace.

Les gradients nodaux approchés (VU);; et (VU);; sont obtenus en utilisant un $-schéma qui combine
les gradients nodaux centrés et les gradients totalement décentrés :

(VU)i; = (1= B)(VU)S™ dj + B(VU) P ij (3.130)

Le gradient nodal centré au milieu de laréte (VU)ge"t (obtenu pour 3 = 0) est défini par :

(VU)™ij =U; - U, (3.131)

Et le gradient totalement décentré (obtenu pour 3 = 1) est défini a ’aide des triangles amont et aval
associés au segment [S;, ;] (voir Figure 3.2) :

(VU)P" = vUeTy; (3.132)

ot VUCT = Y ker UkVNkT est 'approximation du gradient de type P1 Galerkin sur le triangle T. Les
triangles T;; et Tj; sont définis en Figure 3.2. 3 est le parametre de décentrement inclus dans l'intervalle
[0,1]. Dans les tests numériques proposés par la suite, ce coefficient sera pris égal & 5 =1/2 ou 5 =1/3.

Par ailleurs, le schéma décrit ci-dessus n’est pas monotone. Il peut introduire dans la solution discrete
des extremums locaux qui peuvent ne pas exister dans la solution exacte (c’est-a-dire ne pas avoir de
signification physique), particulierement dans les applications transsoniques et supersoniques.

Pour réduire les oscillations dans la solution numérique, une procédure de limitation de pente LED
(Local Extremum Diminishing) peut étre utilisée méme si elle dégrade quelque peu la précision globale.
Nous décrivons ci-dessous deux procédures classiques que nous utiliserons dans cette these.
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|

Triangles amont et aval

Cellule de controle Cj

F1G. 3.2 — Cellule construite autour du nceud i (gauche). Triangles amont T;; et aval 7);
(droite).

Limiteur de Van Albada-Van Leer : Cette procédure de limitation de pente permet de calculer un
coefficient de décentrement 31" € [0,1] qui donne un bon compromis pour la combinaison des gradients
centrés et totalement décentrés. Elle s’écrit :

1
Uiy = Uy + SLimyan (VO)7, (VOG0 i (3133.1)

1
Uji =U; = 5Limyau ((VU)?Z.’”“, (VU)]C;”) 4§ (3.133.2)

ou

_. _. _. b2
Limygy(a,b) = "a + (1 — B™)b si ab>0 avec fA'm = #, e<<1

Limygqi(a,b) =0 si ab<0

Limiteur de Spekreijse : Cette procédure de limitation de pente utilise le rapport entre les gradients
centrés et totalement décentrés. Elle s’écrit :

L 1 en L]
Uij = Ui+ gLimgper ((VU)ZW,(VU)% t) 47 (3.135.1)

|
Uji = U = 5Limgper ((VU);Q’"”, (VU)ij”t) 4§ (3.135.2)

ou

b+e - _b+e
Li _ . b+e . _ -
imgper(a,b) = max(0, min <2a n 5,rnm (ﬁ +(1 ﬁ)a " 5,2))), e<<1 (3.136)

Ensuite, pour stabiliser le schéma explicite, 'ordre 2 en temps est obtenu en utilisant le schéma de type
Runge et Kutta décrit dans [62], et qui s’écrit pour les variables conservatives Q :

QY = Q" + At y(Q") (3.137.1)
Q® — %Qn + iQﬂ) + im H(QW)  (3.137.2)

Q= %Qn N ;Q@) n % At p(Q®)  (3.137.3)

ou 1 est l'opérateur hyperbolique défini par le schéma de type VFRoe du paragraphe 3.4.1 ou bien par
le solveur de Riemann de type acoustique présenté au paragraphe 3.4.3.
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3.5 Résultats numériques

3.5.1 Problémes multifluides ou d’interfaces : tests de validation
Advection d’interface entre fluides purs

Le premier test de validation proposé est une advection d’interface entre de ’air et de ’eau. Les lois
d’états de lair et de I’eau sont données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas :

p=(y1—1)pie1 — n1m avec y1=14 et m =0 air  (3.138.1)
p = (v2 — 1)p2eay — yame avec Yo =44 et my =6.108 eau (3.138.2)

La longueur du domaine de calcul est égale a 1 metre et 'interface est initialement positionnée en z =
0.5 m. L’eau, de densité ps = 1000 kg.m ™2, se trouve du coté gauche de l'interface tandis que lair, de
densité p; = 50 kg.rrfg7 se trouve du coté droit. Les deux fluides ont méme pression p = 10° Pa et
méme vitesse u = 1000 m.s~! & I'instant ¢ = 0. Une petite proportion d’eau s = 10~% (respectivement
de gaz) est initialement présente du coté du gaz (respectivement du c6té de ’eau). En effet, la méthode
numérique n’est pas adaptée aux cas ag = 0 ou ag = 1. La discrétisation est réalisée sur 1000 cellules de
calcul et le CFL est pris constant égal a 0.6. On utilise le schéma de type VFRoe a l'ordre 1 en espace
et en temps. Les résultats sont montrés a 'instant ¢ = 229us. Dans le but de comparer les résultats avec
ceux d’un autre modele Eulérien, la Figure 3.3 donne les résultats pour la densité de mélange, la pression,
la vitesse et la fraction volumique pour le modele réduit a cing équations et pour le “modele de transport
a cing équations” présenté dans [45] et [2]. Pour ce dernier modele la méthode numérique utilisée est
celle présentée dans [45]. Sur ce cas test trés simple, les deux modeles donnent des résultats quasiment
identiques avec des diffusions numériques comparables et montrent la méme capacité a préserver des
écoulements uniformes en pression et en vitesse.

Tube a choc liquide-gaz

On considére un tube & choc de 1 metre rempli d’eau & haute pression du c6té gauche (x < 0.7) et
d’air a pression atmosphérique du coté droit. Ce cas test représente un probleme classique de tube & choc
avec deux fluides et admet une solution exacte. Les lois d’états sont les mémes que précédemment :

p=(v1—1pier —n1m avec 1 =14 et m =0 air  (3.139.1)
p = (v2 — 1)p2ey — yame avec vy =44 et m =6.108 eau (3.139.2)

Les conditions initiales mettent en jeu une discontinuité de pression entre le c6té gauche ou l'eau est a
p = 10° Pa et le coté droit oi1 I'air est & pression ambiante p = 10° Pa. Comme sur le cas test précédent,
les cOtés gauche et droit ne contiennent pas tout a fait des fluides purs : la fraction volumique du gaz
du coté de l'eau vaut a; = 1072 et inversement la fraction volumique de I'eau du co6té du gaz vaut
as = 1078, On compare & nouveau les résultats du modele réduit & cing équations avec ceux donnés par
le “modele de transport & cing équations” présenté dans [45] et [2]. La Figure 3.4 montre les résultats
numériques des deux modeles pour la densité de mélange, la pression, la vitesse et la fraction volumique
du gaz. Les solutions exactes pour les trois premieres variables sont représentées en traits pleins. Dans
cette simulation, la discrétisation est réalisée sur 1000 cellules avec un CFL égal a 0.6 et les résultats
sont montrés pour l'instant ¢ = 229us. On utilise le schéma de type VFRoe a 'ordre 1 en espace et en
temps. Il faut noter également que dans les premiers pas de temps, le CFL n’est pas égal a 0.6. En effet,
on augmente le CFL par une loi de type CFL = 0.005n ou n représente le nombre d’itérations. Les tests
numériques ont montré que pour calculer des chocs tres violents, le schéma utilisé avec un CFL de 0.6
des les premieres itérations peut conduire a des échecs numériques. On constate que les résultats données
par les deux modeles sont de précision comparable par rapport a la solution exacte.

Bien que pour ce probleme, les densités et les énergies internes phasiques n’aient pas vraiment de sens
physique, il peut étre intéressant de revenir a ces variables mono-fluide et de regarder les résultats de
la Figure 3.5. Si pour les variables de mélange, les deux modeles donnent des résultats tres similaires,
il est clair que le comportement des deux modeles est tres différent quand on regarde les résultats pour
les quantités phasiques. On notera enfin que les résultats du modele réduit a cing équations pour ces
variables, comparés a ceux du modele de transport a cing équations, sont beaucoup plus proches de ceux
donnés par le modele complet & sept équations (Comparer la Figure 3.5 (gauche) avec par exemple la
Figure 7 de [506]).
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3.5.2 Problemes diphasiques : comparaison avec le modele a sept équations
Premier probleme diphasique

Cette deuxieme série d’expériences présente des problemes d’écoulements diphasiques (et non plus des
problemes d’interface) ol les deux phases sont simultanément présentes au méme endroit. Le premier
test reprend le méme probleme que précédemment excepté le fait que la fraction volumique de gaz est
constante dans tout le domaine et égale a ai; = 0.5. Les lois d’états des deux fluides sont une nouvelle fois
données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas, avec p; = 50 kg.m > et py = 1000 kg.m > :

p=(y1—1)p1e1 —m avec v1=14 et m =0 air  (3.140.1)
p = (72 — 1)p2ga — Y22 avec Yo =4.4 et m =6.108 eau (3.140.2)

Du coté gauche (z < 0.5) la pression est égale & 10° Pa tandis quelle est égale a 10° Pa du coté
droit. La vitesse initiale de I’écoulement a l'instant ¢ = 0 est nulle. On garde la méme discrétisation que
précédemment et une loi de CFL identique. On utilise une nouvelle fois le schéma de type VFRoe a 1’ordre
1 en espace et en temps. Les résultats sont montrés a l'instant ¢ = 200us. On compare en Figure 3.6,
les résultats obtenus avec le modele réduit et ceux donnés par le modele complet a sept équations. La
méthode numérique utilisée pour résoudre le modele & sept équations est celle présentée dans [56], excepté
pour les procédures de relaxation qui sont celles présentées dans [42]. Les résultats sont trés proches et
ceci confirme que le modele réduit a cinq équations est une bonne approximation du modele complet a
sept équations pour des temps de relaxation infiniment petits. En particulier, on observe que méme si
la composition initiale du mélange est constante, elle évolue dans le temps et dans ’espace et de fagon
quasiment identique pour les deux modeles.

Deuxiéme probléme diphasique

On considere a présent le méme probleme que ci-dessus ou 'on change la composition initiale du
mélange. On modifie également la position initiale de la discontinuité ainsi que la valeur de la densité
phasique du gaz prise égale & p; =1 kg.m 3. Les condition initiales sont alors données par :

pr=1kgm™? si x < 0.7 py=1kgm™® sinon

pa =1000 kgm™ si x < 0.7 py=1000 kgm™®  sinon

p=10° Pa si x < 07 p=10°Pa sinon (3.141)
u=0m.s! si x < 07 u=0ms! sinon
a; =0.2 si x < 0.7 a3 =028 sinon

On présente les résultats & 'instant ¢ = 200us (voir Figure 3.7). On garde les mémes parametres de calcul
que ci-dessus, pour le maillage, le schéma et le CFL. Les courbes de pression et de vitesse obtenues pour
les deux modeles sont identiques mais on peut noter quelques différences sur les courbes de la fraction
volumique et de la densité de mélange. En particulier, les valeurs de la densité et de la fraction volumique
apres le choc sont quelque peu différentes pour les deux modeles. Le modele a sept équations donne une
oscillation pres de la discontinuité de contact, qui n’est pas présente dans les résultats du modele réduit.
Actuellement, nous ne connaissons pas les raisons exactes de ces différences. Des tests supplémentaires
ont été faits en changeant le solveur hyperbolique et les procédures de relaxation pour la résolution
du modele complet & sept équations. Ils ont donné les mémes résultats. De ce fait, il semble que les
différences observées ne soient pas purement numériques et qu’elles viennent vraiment de la solution du
modele complet.
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F1G. 3.6 — Modéle réduit & 5 équations (gauche) et modéle complet & 7 équations (droite).

Premier probleme diphasique. Variables de mélange. Solutions calculées sur un maillage de
1000 nceuds (symboles).
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F1c. 3.7 — Modéle réduit & 5 équations (gauche) et modéle complet & 7 équations (droite).
Deuxiéme probléme diphasique. Variables de mélange. Solutions calculées sur un maillage
de 1000 noeuds (symboles).
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Propagation des ondes de choc dans les alliages

On souhaite a présent évaluer la capacité du modele a capturer correctement des ondes de choc
tres violentes se propageant dans des mélanges diphasiques non réactifs, c’est-a-dire a composition figée.
Pour cela, on considere des alliages métalliques. En effet lors de la propagation d’'une onde de choc
forte, chaque constituant de ’alliage devient compressible. Il est alors possible d’utiliser le modele & cing
équations pour décrire le comportement de cet alliage. Ce genre de test est particulierement important
pour les applications de détonique. Méme si le modele n’admet pas un systeme complet de relations de
Rankine-Hugoniot, il est tout de méme possible de résoudre les équations pour des régimes instationnaires
et de déterminer ainsi des vitesses de choc données par la méthode numérique. Ceci est réalisé en simulant
des impacts de piston sur le mélange diphasique comme le décrit la Figure 3.8.

Choc
> Milieu
diphasique

Vitesse
de piston

YYyvy

Fic. 3.8 — Représentation de I’'impact d’un piston sur un milieu diphasique.

Dans le but d’évaluer la précision des résultats, on les comparera a ceux donnés par le modele a sept
équations ainsi qu’a ceux obtenus expérimentalement. En fait, pour un certain nombre de matériaux, la
relation entre la vitesse du choc et la vitesse d’impact du piston est linéaire. Cette relation intrinseque
aux caractéristiques du matériau que 1’on appelle courbe d’Hugoniot expérimentale, peut étre déterminée
expérimentalement et s’exprime sous la forme :

Us = Qo + SUp (3.142)

ol ag est la vitesse de propagation du son dans le matériau sous conditions atmosphériques, us la vitesse
du choc, u, la vitesse d’impact du piston et s un nombre constant sans dimension. La relation (3.142)
est connue pour un certain nombre de matériau. Ici, nous considérons un alliage d’époxy-spinel. Les lois
d’état respectives des matériaux sont modélisées par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas :

p=(y1—1)pie1 —m avec p; =1185 kg.m_3 =294 et m =3.210° époxy (3.143.1)

p=(v2 — 1)poea — yoma avec pg = 3622 kg.m_3 72 =162 et my=141.10° spinel (3.143.2)

Plusieurs situations d’impact sont simulées en considérant différentes vitesses de conditions limites de
piston et la vitesse du choc est évaluée en fonction de la vitesse matérielle de piston. Ceci permet alors
de déterminer numériquement la courbe (3.142) que I'on compare & la courbe d’Hugoniot expérimentale.

La Figure 3.9 trace les résultats aux différents instants t = 30, 60 et 90 us pour une simulation ou la
vitesse d'impact est de u, = 3000 m.s~! et la proportion d’époxy dans lalliage est de a; = 0.595.

Plusieurs simulations de ce type effectuées pour différentes vitesses de piston, donnent les résultats
présentés en Figure 3.10. Tous les tests ont été faits sur une maillage comportant 1000 cellules et avec
un CFL égal a 0.6, excepté dans les premieres itérations ou CFL = 0.005n. On utilise le schéma de type
VFRoe a l'ordre 1 en espace et en temps. On peut constater un bon accord entre les résultats numériques
et les courbes expérimentales. De plus, la Figure 3.10 présente aussi les résultats obtenus avec le modele
complet a sept équations. La méthode numérique utilisée pour résoudre le modele a sept équations est
celle qui figure dans [56], excepté pour les procédures de relaxation qui correspondent & celles présentées
dans [42].

Par rapport aux données expérimentales, on observe que les résultats du modele réduit a cinq équations
présentent une précision “comparable” a celle donnée par la résolution du modele complet.
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Fic. 3.9 - Modéele réduit a 5 équations pour le probleme d’Hugoniot. Variables de mélange
et phasiques pour une vitesse d’impact de 3000 m.s~!. Solutions calculées sur un maillage
de 1000 nceuds.
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F1G. 3.10 — Modéle réduit & 5 équations (traits pleins) et modéle & 7 équations de [56] (traits
pointillés) pour le probléme d’Hugoniot. Vitesse du choc en fonction de I’'impact. Solutions
calculées sur un maillage de 1000 noeuds. Résultats expérimentaux (symboles).

Sur ce type de cas test, un meilleur accord a été obtenu dans [9] en résolvant un modele & 7 équations
avec une méthode numérique adaptée aux ondes de choc dans les milieux diphasiques. Comme l'illustre la
figure 3.11, la méthode décrite dans [9] produit des résultats en tres bon accord avec l’expérience, au prix
toutefois d'une complexité supérieure puisque le modele fait intervenir deux vitesses et deux pressions.
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F1G. 3.11 — Modele a 7 équations résolu avec la méthode des équations discrétes [9] (traits
pointillés) pour le probléme d’Hugoniot. Vitesse du choc en fonction de I’'impact. Solutions
calculées sur un maillage de 1000 noeuds. Résultats expérimentaux (symboles).
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3.5.3 Cas test bidimensionnels

Nous terminons cette série d’expériences numériques par deux probléemes bidimensionnels. Pour ces
deux derniers tests, on utilise le schéma d’ordre 2 en espace de type MUSCL avec un coefficient d’interpo-
lation 3 = 1/2 et le limiteur de Van Albada-Van Leer. L’ordre 2 en temps est obtenu par une discrétisation
de type Runge et Kutta non linéaire en 3 étapes. Ces procédures ont été décrites au paragraphe 3.4.4.

Premier cas test bidimensionnel : chute d’une goutte

Comme le décrit la Figure 3.12, ce premier test montre la chute d’une goutte de densité p = 4 kg.m >

sous leffet de la gravité. Les deux fluides sont considérés comme des gaz parfaits et les rapports des
chaleurs spécifiques 71, 2 sont donnés en Figure 3.12. La simulation est réalisée dans une boite fermée,
remplie d’air de densité p = 1 kg.m™>. Initialement la goutte contient une quantité ¢ = 10~8 d’air
et inversement l’air contient une quantité ¢ = 10~® du fluide de la goutte. Méme si ce test parait
physiquement tres simple, il présente d’un point de vue numérique plusieurs difficultés. En particulier, le
nombre de Mach relatif & I’écoulement est assez petit (il est initialement nul puis il croit lentement pour
atteindre une valeur de I'ordre de 10~2 en fin de simulation). C’est pour cette raison que nous utilisons ici
le solveur acoustique que nous avons construit au paragraphe 3.4.3 et non pas le solveur de type VFRoe
qui peut conduire a des échecs numériques. La largeur de la boite est égale a un metre tandis que la
hauteur est égale a deux metres. Le maillage est composé de 50 x 100 points. Dans cette simulation, le
CFL est pris constant et égal a 0.8. L’effet de la gravité g est introduit dans le modele a travers deux
termes sources dans I’équation de quantité de mouvement et dans celle de conservation de I’énergie :

dpu

T +divijpu@u)+Vp = pg

(3.144)
0
g + div(pe + p)u = pg.u

Les équations de conservation de la masse ainsi que 1’équation gouvernant I’évolution de la fraction volu-
mique restent inchangées.

La Figure 3.13 trace les isovaleurs de la fraction volumique de la goutte aux instants t=0s, 0.1 s
, 015 s, 0.2 s, 0.25 s, 0.3 s, 0.35 s, 0.4 s. Bien que des résultats vraiment précis nécessiteraient un
maillage beaucoup plus fin (ou une procédure de maillage adaptatif pour suivre l'interface), les résultats
obtenus sur ce maillage sont déja tres prometteurs. En particulier, la diffusion numérique n’empéche pas
le développement d’instabilités au niveau de l'interface et le champ de fraction volumique reste borné.
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FiG. 3.12 — Données initiales du premier cas test bidimensionnel : chute d’une goutte.
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TEMPS = 0s TEMPS = 0.
ALPHA, MIN = 1e-08, MAX = 1-1e-08 ALPHA, MIN =9.56116¢-09, MAX =/0.999984
TEMPS = 0.15s TEMPS = 0.2s

ALPHA, MIN =9.39081¢-09, MAX =/0.998144 ALPHA, MIN = 8.76456¢-09, MAX =|0.976372

TEMPS = 0.25s TEMPS = 0.3s

ALPHA, MIN = 8.69945¢-09, MAX =0.922025 ALPHA, MIN =9.38467¢-09, MAX =0.84449

TEMPS = 0.35s TEMPS =

ALPHA, MIN =8.79051e-09, MAX =|0.741326 ALPHA, |MIN = 8.95337¢-09, MAX =/0.655994

FiG. 3.13 — Isovaleurs de la fraction volumique pour le premier cas test bidimensionnel :
chute d’une goutte.
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Deuxiéme cas test bidimensionnel

Ce deuxieme probleme bidimensionnel représente I’évolution d’une sphere de fluide léger entourée par
une enveloppe de fluide lourd. Ce test a déja été considéré dans [45]. Dans ce test, la gravité n’est pas prise
en compte. La configuration initiale du probléme est représentée en Figure 3.14. Les deux fluides sont
considérés comme des gaz parfaits et les rapports des chaleurs spécifiques 71, 2 sont donnés en Figure
3.14. Initialement, le fluide lourd contient une quantité ¢ = 1078 de fluide léger et inversement, le fluide
léger contient une quantité ¢ = 10~® de fluide lourd. Pour ce test, on utilise un maillage treés fin de 400 x
400 points. Comme précédemment, on utilise le solveur acoustique avec un schéma explicite d’ordre 2 en
espace et en temps. Le coefficient d’interpolation spatiale est pris égal & 3 = 1/2 et le limiteur de pente est
toujours celui de Van Albada-Van Leer. Le calcul est réalisé avec un CFL constant égal a 0.8. Le maillage
non structuré est en drapeaux anglais et revient donc a un maillage régulier. En raison de cette structure
quasi cartésienne, les arcs de cercle vont contenir des imperfections. Ces dernieres couplées aux ondes de
choc dans les directions normales aux interfaces, sont suffisantes pour amorcer le phénomene d’instabilités
hydrodynamiques. La Figure 3.15 montre les isovaleurs de la fraction volumique aux instants t = 0, 1.58
ms, 2.63 ms. On observe clairement le développement intense d’instabilités de type Richtmyer-Meshkov,
produisant un mélange des fluides lourd et léger. On notera que les résultats obtenus avec le modele
réduit a cing équations ne sont pas totalement identiques & ceux obtenus avec le modele de transport a
cinq équations dans [45]. Néanmoins, ils restent comparables & ceux-ci.
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F1G. 3.14 — Données initiales du deuxiéme cas test bidimensionnel.
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TEMPS =0s TEMPS = 1.58ms

ALPHA, MIN = le-08, MAX = 1-1e-08

TEMPS = 2.63ms

ALPHA, MIN = 1.86011e-08, MAX = 1-1e-08

FiG. 3.15 — Isovaleurs de la fraction volumique pour le deuxiéme cas test bidimensionnel. En
bas a droite on a effectué un zoom du champ de fraction volumique.
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3.6 Conclusion

En conclusion, nous avons établi un modele réduit & cing équations (1-pression et 1-vitesse) en effec-
tuant une analyse asymptotique du modele & sept équations (2-pressions et 2-vitesses), pour des temps
de relaxation des pressions et des vitesses infiniment petits. Bien que ce modele ne puisse pas se mettre
sous forme conservative, nous avons analysé sa structure mathématique et montré qu’elle était trés proche
de celle des équations d’Euler monophasiques. Ce modele représente une alternative trés intéressante a
I'utilisation du modele diphasique complet & sept équations. En effet ce modele est moins cotiteux, il
est plus simple & implémenter et il ne nécessite plus l'utilisation de procédures de relaxation. De plus, il
s’étend facilement au problemes multiphasiques avec un nombre arbitraire de matériaux. Par exemple,
dans le cas tridimensionnel et pour un nombre k de matériaux différents, le modele complet nécessitera
6k — 1 variables, alors que le modele réduit nécessitera 2k + 3 variables.

D’un point de vue numérique, nous avons proposé deux solveurs pour la résolution du modele réduit.
Le premier est un solveur de type VFRoe-ncv et il est basé sur la résolution d’un probleme de Riemann
linéarisé. Le deuxieme que nous avons appelé solveur acoustique, utilise de maniere plus approfondie la
structure mathématique du systéme et se base sur la linéarisation des lignes caractéristiques correspon-
dant aux ondes acoustiques. Ce deuxieéme solveur s’est révélé beaucoup plus robuste et notamment pour
les problemes d’interfaces entre deux fluides ou celles-ci bougent a faible vitesse ou a faible nombre de
Mach.

Les résultats numériques montrent que le modele réduit a cinq équations est capable de calculer pré-
cisément des problémes d’interfaces entre fluides compressibles ainsi que certains problémes diphasiques
(avec la présence simultanée des deux phases en un méme point d’espace) ott le déséquilibre des pressions
et des vitesses n’est pas trop important.
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Chapitre 4

Préconditionnement pour les
écoulements diphasiques a faible
nombre de Mach

Comme nous l’avons vu pour les équations monophasiques dans le chapitre 2, la simulation des écou-
lements a faible nombre de Mach continue d’étre un point délicat pour les solveurs compressibles et un
algorithme général n’a pas encore été trouvé. Pour les écoulements a faible vitesse, les schémas décentrés
présentent un manque de précision et il est nécessaire d’utiliser des techniques de préconditionnement
pour retrouver des résultats corrects.

Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre l’analyse des équations continues et les techniques de pré-
conditionnement aux écoulements diphasiques a partir du modeéle réduit a cing équations que nous avons
développé dans le chapitre 3.
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4.1 Introduction

D’un point de vue théorique, si la situation commence a étre bien comprise pour les équations de
Navier-stokes monophasiques, le sujet de ce chapitre est d’étendre I’analyse du comportement des schémas
décentrés aux écoulements compressibles diphasiques. Le point de départ est le modele a cinq équations
(1-vitesse et 1-pression) pour les écoulements diphasiques, proposé dans le chapitre 3. Sa structure ma-
thématique est tres proche de celle des équations d’Euler monophasiques. Cette raison ainsi que ’analyse
asymptotique menée au paragraphe 4.2, nous ont fortement motivé et guidé pour adapter les techniques
de préconditionnement faible Mach présentées dans le chapitre 2, aux problemes diphasiques.

Dans le paragraphe 4.2, nous présentons une analyse asymptotique du modele dans la limite des faibles
nombres de Mach. Le but est de montrer que les solutions limites quand le nombre de Mach tend vers
zéro, vérifient les équations incompressibles et que la situation est vraiment tres proche de celle étudiée
pour les équations d’Euler monophasiques. Dans le paragraphe 4.3, nous calculons la matrice Jacobienne

85



86 Chapitre 4. Préconditionnement pour les écoulements diphasiques a faible nombre de Mach

du systéeme et nous en donnons les éléments de diagonalisation. Nous savons déja que le modele est in-
conditionnellement hyperbolique mais le but est d’étudier la forme conservative du modele qui est utilisée
dans ’écriture du schéma numérique implicite. En s’inspirant du travail présenté dans le chapitre 2 pour
les équations d’Euler, le paragraphe 4.4 présente une adaptation des techniques de préconditionnement
proposées par Turkel [70] sur la forme “entropique” du modele. Les matrices de passage des variables
entropiques aux variables conservatives sont calculées car elles sont utilisées dans le schéma numérique.
Ensuite, dans le paragraphe 4.5, nous proposons un schéma numérique implicite basé sur un solveur de
type VFRoe-ncv [8] associé & la forme préconditionnée du modele. Enfin, dans le paragraphe 4.6, une
série d’expériences numériques montrant ’effet du préconditionnement est présentée.

4.2 Le probleme continu

Le but de ce paragraphe est de mener une analyse asymptotique du modele réduit et d’en écrire
les équations limites quand le nombre de Mach tend vers zéro. Ainsi on rappelle la situation pour les
équations d’Euler : si le champ initial de pression ne présente que des fluctuations de 'ordre du nombre
de Mach au carré p(x,0) = p° + M2p?(x) et si le champ de vitesse est proche d’un champ & divergence
nulle : u(x,0) = u’(x) + M,u' (x) avec divu’ = 0, alors les solutions des équations compressibles restent
bornées quand le nombre de Mach tend vers zéro et elles vérifient les équations incompressibles.

Ainsi nous proposons de montrer un résultat similaire pour les équations du modele réduit diphasique.
En termes de variables conservatives *(ayp1, asp2, pu, pe, ay) , ce systéme s’écrit sous la forme :

80(;1tp1 + div(a1p1u) =0 (4.1.1)
Oazpo . B

T + div(azpou) = 0 (4.1.2)
Jpu .

e +div(pu®@u)+Vp = 0 (4.1.3)
dpe .

o + div(pe + p)u =0 (4.1.4)
D) 2 9

g +u.Voq = alagwdivu (4.1.5)
ot D1 Ok PO,

Les variables oy, représentent les fractions volumiques, py les densités, u le vecteur vitesse et p la pression.
Ensuite, p = Zizl agpi représente la densité de mélange et e = ¢ + u?/2 est 'énergie totale spécifique
¢ dans laquelle ’énergie interne spécifique est définie par la relation pe = Zizl gk peer (D, Pr)-

On étudie a présent de maniere formelle la limite du modele. Pour simplifier les calculs, le systeme
(4.1) sera écrit en remplagant 1’équation de conservation de ’énergie (4.1.4) par I’équation d’évolution de
la pression qui s’écrit :

9p

En +u.Vp + pa*divu = 0 (4.2)

Dans cette derniére équation, nous avons introduit la vitesse du son moyennée a dont on rappelle la
formule :
2

% S L (4.3)

2
a
i1 PkO%

La premieére étape consiste & adimensionner les équations. Soit p(x,0), u(x,0) et p(x,0), les valeurs
initiales de la densité de mélange, du champ de vitesse et de la pression. On définit les valeurs de référence
suivantes pour les différentes variables : pe; = max[p(z,0)], uZ,; = max[u’(x,0)] et dre; = max[a(z,0)].
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En introduisant les nouvelles variables adimensionnées :

~ Pk ~ u ~ p
Pk = u = p= D)
Pref Uref prefaref
(4.4)
~ ~ T ~ turef
ap = Qg = t=
§ref 5ref

oll Oref est une longueur de référence, on obtient les équations adimensionnées :

-
Cgtpl + div( @) = 0 (4.5.1)
0dia P2 P B
ot + div(Gepatt) =0 (4.5.2)
opi 1
% FAV(pE O E) + 35V = 0 (4.5.3)
(')it) AV + paldiva - 0 (4.5.4)
96 s -2~ =2
A = 18y 22PN Givg (4.5.5)
ot > k=1 Ok Py,

ol M, = Uyey/ares est le nombre de Mach représentatif.

Nous cherchons & présent des solutions du systéme (4.5) sous la forme d’un développement asympto-
tique par rapport au nombre de Mach :

() =%+ M)+ MO+ O(M) (4.6)

En introduisant ces expressions dans les équations (4.5) et en regroupant les termes de méme puissance
de M, ; a Pordre 1/M? et 1/M.,, I'’équation de quantité de mouvement (4.5.3) donne :
(Dans la suite de I'analyse, nous avons omis le ~pour simplifier les écritures)

vl =0 (4.7.1)
Vpt=0 (4.7.2)

En introduisant alors les résultats (4.7.1)-(4.7.2), Uordre 0 du systéme (4.5) peut s’écrire :

80:97(11/)(1) + div(a?pu) =0 (4.8.1)
80;)8:8 + div(adp0u) - 0 (4.8.2)
8p;?0 N div(pouo ou’)+Vp: = 0 (4.8.3)
%Zf + p°(a%)diva® =0 (4.8.4)
9oy + 0 Vol - agagpgg“g)2 — AL g0 (4.8.5)
ot D1 Py (a])?

Les équations a l'ordre 1/Mf et 1/M, impliquent que le champ de pression soit constant en espace
jusqu’aux fluctuations & l’ordre M2. Ainsi on peut écrire :

pla,t) = p°(t) + M2p*(x,t) (4.9)
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En présence d’un domaine ouvert, la pression thermodynamique p® sera imposée et égale & la pression
extérieure. Pour des raisons de simplicité dans I’analyse, nous supposerons que la pression extérieure est
stationnaire. Ainsi la pression p" restera constante en espace et en temps :

dpEzt dpo
=L _ 4.10
dt dt ( )

Nous déduisons ainsi que 1’équation de pression (4.8.4) dégénere en :
divu® =0 (4.11)

En introduisant cette relation (4.11) dans les équations de conservation de la masse (4.8.1)-(4.8.2) et dans

I’équation de la fraction volumique (4.8.5), on obtient :
dal
ot

on

m +u’Vp) =0 et

+u’.Val =0 (4.12)

Supposant par simplicité que tous les chemins de particules viennent de régions avec les mémes densités
phasiques, on en conclut que p = Cte.

Ainsi, la limite du modele se réduit au systeme d’équations suivant qui peut étre vu comme les
équations incompressibles pour chaque phase :

p1 = Cte (4.13.1)
p2 = Cte (4.13.2)
Ju 1

— 4 di =0 (4.13.3
5 + 1v(u®u)+p(a1)Vp ( )
divu = 0 (4.13.4)
Oa

87751 +u.Va; =0 (4.13.5)

ot la densité de mélange p(ay) dépend seulement de la fraction volumique « qui est simplement advectée
a la vitesse u de 1’écoulement. Ce systéme limite (4.13) peut étre compris comme une extension des
équations incompressibles monophasiques :

p(% +divlu@u)+Vr=0  (4.14.1)

div(u) =0 (4.14.2)

pour les écoulements diphasiques, ol p serait régie par des densités phasiques constantes plus une équation
de transport de la fraction volumique. Ainsi on espére pouvoir adapter efficacement les techniques de
préconditionnement faible Mach du monophasique.

4.3 Matrice Jacobienne

Le sujet de ce paragraphe est de calculer la matrice Jacobienne du modele (4.1) et le premier point
consiste a calculer la différentielle de la pression en termes de variables conservatives. Supposons alors que
les lois d’états thermodynamiques des deux phases soient telles que prer, = prer(pr, p) et introduisons les
coefficients 0y = (Oprer/Opk)p €t &k = (Oprer/Op),, . La différentielle d(prer) peut alors s’écrire :

d(prer) = Ondpr + Epdp  pour k=1,2 (4.15)
L’utilisation de la relation de Gibbs permet d’écrire pour chaque phase k :

dey, = Tidsy + ];—l;dpk pour k=12 (4.16)
k
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o T}, est la température de la phase k. En introduisant hy = €, +p/pr qui représente I’enthalpie spécifique
de chaque phase, la relation (4.16) de Gibbs peut se réécrire sous la forme :

d(prer) = prTrdsk + hipdpr, pour k=1,2 (4.17)

En écrivant alors ’égalité de (4.17)-(4.15), on obtient les relations classiques suivantes, qui seront utilisées

par la suite :
Op hy — Op P Ty
a? = () = et ( = our k=1,2 4.18

k Opk & Osi ) &k P (4.18)

ol aj, représentent les vitesses du son phasiques.

Revenons maintenant au calcul de la différentielle de la pression. En utilisant la définition de I’énergie
interne de mélange pe = Zi:l apprer et en sommant les différentielles (4.15) pour chacune des phases,
on obtient apres quelques calculs :

2
Zakfkdp = Z(Skd Ozkpk + d p5 Z PkEKL — pk(sk dozk (4.19)
k=1 k=1 k=1

L’introduction du parametre £ = Zi:l arér et de la relation d(pe) = u?/2 Zi=1 d(agpr) —uw.d(pu) +
d(pe), permet d’obtenir la différentielle de la pression exprimée en termes de variables conservatives :

dp =3 1 (5 = Gd(awpn) = Fdlpw) + £d(pe) + Llpaler = 62) = prler —Gi)don (420)

Ainsi en notant Q = *(a1p1, azpa, pu, pv, pe, 1) le vecteur des variables conservatives oit u,v sont les

deux composantes du vecteur vitesse u, pour des solutions suffisamment régulieres, le systeme (4.1) peut
s’écrire en deux dimensions d’espace sous la forme :

2 4@+ B@)

o =0 (4.21)

dy
Or le but de ce paragraphe est de calculer, pour tout vecteur normalisé n = *(n,,17,), la matrice D.(Q)
ainsi que les éléments permettant sa diagonalisation :

Dc(Q) = Ac(Q)% + BC(Q)ny (422)

Considérons alors la matrice de rotation 6 qui permet de passer du vecteur @ dans la base globale d’espace
au vecteur Q = 0Q = (a1 p1, az2p2, pun, pus, pe, oy ) dans la base locale (1, 7%). vy, v; sont respectivement
les composantes normales et tangentielles du vecteur vitesse et sont données par les relations :

v, =u.n  (4.23.1)

v =unt  (4.23.2)

Apres calculs, la matrice D.(Q) peut s’écrire sous la forme :

Y2 Un - 1/1 Un Y1 Nz Y1 Ty 0 0
_Y2vn Ylvn Yan Y27]y 0 0
1 1 Ne
Bln:v — UUp, 3277$ — UUp (1 - E)U% + Un (1 - E)Uﬁx — Ut z M"]a;
1 1 n (4.24)
Blny — VVp B277y — VVp (1 - g)u’?y + vy (1 - g)vny + Un zy Mny
UV, VUp, 1
(By — H)v, (B2— H)v, Hnm—T Hny, — ¢ (1—1—5)1) M,

—Avn/p —Avn/p Anz/p Any/p 0 Uy,
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ou les variables Y, = aypi/p représentent les fractions massiques et H = Zi:l YiHr = e+ p/p est
'enthalpie spécifique totale de mélange avec Hy = hy +u?/2 les enthalpies spécifiques totales phasiques.
D’autre part, les coefficients By, M, A de la matrice sont définis par :

1 u?
By = 5(7 —0k) powr k=12 (4.25.1)
1
M = E(P2(€2 —303) — pi(e1 — 61))  (4.25.2)
2_ 9
A = 041062%%—;)2%2 (4.25.3)
Ek:l Ak Pray,

La matrice D.(Q) est diagonalisable dans IR et ses trois valeurs propres sont données par :

/\1 (Q) = Unp — fl
M(Q) = 3(Q) = M(Q) = A5(Q) = vy, (4.26)
>\6(Q) =v,+a

ou la vitesse du son a est définie par 1’expression suivante :

pa? =

A

2
Z akfkpkai +MA (427)
k=1

Cette expression est évidemment équivalente & I'expression (4.3) donnée au paragraphe 4.2. En effet, si
on utilise (4.25.2)-(4.25.3) ainsi que 1’égalité paes — p1e1 = pa2ha — prhy seulement valable parce que les
deux phases ont la méme pression, on obtient :

1< 1 p1a3 — p2aj
pa® = =Y arbiprai + 2 (pa(ha — 62) — pr(h1 — 61))r oy Ty ———2 (4.28)
= ¢ k=1 Ok’ PE A}
Et en utilisant la relation (4.18) pour les vitesses du son phasiques ai = (h — 0k) /&, il vient :
1 2 1 plaf — pgag
pd2 - — Zakfkpkai + 7(§2p2a§ — 51,01&%)0[10[22—2 (429)
¢ k=1 ¢ k=1 Ok’ PEA}

Puis apres un certain nombre de calculs algébriques, on obtient ’expression suivante clairement équiva-
lente & la formule harmonique (4.3) donnée au paragraphe 4.2 :

2. 2
p1aip2a3

~2
pa- = 22 3
k=1 Ok’ PL Ay

(4.30)

Les vecteurs propres & droite r;(Q) (pour i € {1,...,6}), vérifiant la relation D.(Q)r;(Q) = X;(Q)r:(Q),
peuvent étre choisis comme :

Y, 1 0
Ys 0 1
| u—an, _ U ] B U
r(Q) = v —an, r2(Q) = v r3(Q) = v
H —av, u2/2—|—(51 u2/2+§2
Alp 0 0
(4.31)
0 0 Y;
0 0 Ys
| | oo | utan
r4(Q) = e 7”5(@) = 0 TG(Q) - v+ 5”7y
Ut —M¢ H +av,
0 1 Alp
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On notera aussi 1;(Q) (pour ¢ € {1,...,6}) les vecteurs propres & gauche qui vérifient la relation
'D(Q):(Q) = \(Q)1;(Q). Apres normalisation des vecteurs propres & droite et & gauche pour avoir
,(Q).rj(Q) = d;;, on obtient :

By + av, i’ - Y1 B, ~Ys2B;
By + av, —Y1 B, a® — YoBs
1| —we—an, _ Yiu/é _ You/é
hQ=gz | i am | 2@=2| v | 5@=z| v
1/¢ ~Y1/¢ REA
M -1 M ~YoM
—uy —ADB; B, —av,
—U¢ _AB2 BQ — &Un
| 1 Au/¢ _ | w/Stan.
14(Q) = 77:’ 15(Q) = 062 Av /€ (@) = 262 | —v/&+any,
0 —A/E 1/€
0 pa® — AM M

(4.32)

4.4 Préconditionnement

Le but de ce paragraphe est d’utiliser les techniques de préconditionnement pour le modele diphasique
réduit. Il existe différents préconditionneurs et on choisit dans cette étude celui proposé par Turkel dans
[70], qui est formulé en termes de variables entropiques dans le cas des équations d’Euler. En conséquence,
on utilisera la forme entropique du modele donnée dans le chapitre précédent. En termes de variables
q =t(p,u,v,s1,82,Y1), le systéme s’écrit sous la forme :

Dp

E+p&2divu = 0 (4.33.1)
%"Z+%vp — 0 (4.33.2)
%S; — 0 (4.333)
% = 0 (4.33.4)
% — 0 (4.335)

ol nous avons introduit la notation D/Dt = 9/0t + u.V. Ensuite, le probleme de Riemann dans la base
locale (N, g, N1R) avec (.)r et (.)g comme conditions initiales, peut s’écrire sous la forme :
0q .. 0q
— 4+ A(@—=0
+Ac(@) 5
(4.34)

~ o qL si <0
q(:z:,O){ gqrp si x>0

olt ¢ = 0q = t(p,vn,vs, 81, 82, Y1) et Pexpression de la matrice A.(q) est évidente.

En s’inspirant des techniques que nous avons développées pour les équations d’Euler, le probleme
de Riemann original (4.34) va étre changé en un probléme de Riemann linéarisé (méthode VFRoe) et
préconditionné :

0q -
5 TEeB)Ac(<a>)

- | q, st z<0
‘I(”C’O)_{QR s 2>0

oq
%—O

(4.35)
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ou < .>= ((.)r + (.)r)/2 symbolise la moyenne arithmétique entre les états (.)1 et (.)g et ou P.(8) =
diag(8%,1,1,1,1,1) correspond & la matrice de préconditionnement avec 3 un petit parametre de 'ordre
du nombre de Mach. Ensuite la matrice P.(8)A.(q) est donnée par :

B%v, B%pa®> 0 0 0 0

1/p Un, 0O 0 0 O

- 0 0 v, 0 0 0
Pe(B)Ac(q) = 0 0 0 w, 0 0 (4.36)

0 0 0O 0 v, O

0 0 0 0 0 w,

Puisque ’équation caractéristique de cette matrice s’écrit (v, — A\)*(A2 — (1 + %) v\ + 32 (v2 —a?)) = 0,
on obtient trois valeurs propres réelles distinctes :

M (@) = 5[0+ B, — VE]
A2(q) = A3(q) = Aa(@) = As(q) = vn (4.37)

A6 (q) = %[(1 + 8%, + VX]

dans lesquelles on a introduit le parametre X = [(1 — ?) n] +43%4*. Les vecteurs propres a droite ;(q)
(pour i € {1,...,6}), qui vérifient la relation P.(3)A.(q)r:(q@) = Ai(@)ri(q) peuvent étre choisis comme :

1

s 8 |
2,52
i B b _ 1 _ 0
ri(q) = 0 r(a) = | r3(@) = |
0 0 0
0 0 0
(4.38)
0 0 !
0 0 A
N 0 _ 0 N B2 pa>
ra@) =1 rs(@) = | 6(q) = 8
1 (1) 0
0 0
avec r = A\ — v, et s = A\g — v,. Les vecteurs propres a gauche [;(q) (pour i € {1,...,6}) qui vérifient
"Pe(B)Ac(@)li(q) = Ni(a)li(q) et "li(q).7j(q) = dij, sont alors donnés par :
T 0 0
8% 0 0
- -1 0 - 1 - 0
hig) = N5 0 l2(q) = 0 Is(q) = 1
0 0 0
0 0 0
(4.39)
0 0 S
0 0 B%pa’
- 0 - 0 - 1 0
@)= | @)= | le(q) = X 0
1 0 0
0 1 0

—~~

En conclusion, la matrice P.(3)A.(q) est diagonalisable dans IR et la procédure de résolution du probléme
de Riemann revient a celle d’'un probleme hyperbolique linéaire.
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La solution approchée sur Uinterface c’est-a-dire en z/t = 0 est donnée en termes de variables entro-
piques par la formule :

o 1. - . N ~ N - - ~
dir = 5[‘1L + qp + [relsgnldiag( A\ ) (< @ >)'[Ik]AGLr] ot Aqrp=qr —qg (4.40)

Les colonnes de la matrice [rg] sont les vecteurs propres a droite (4.38). La matrice *[l;] est la matrice
dont les lignes sont les transposés des vecteurs propres & gauche (4.39). Dans la suite de ce chapitre et
plus particulierement pour 1’écriture du schéma implicite, nous aurons besoin de revenir a la solution
Q7 r exprimée en variables conservatives. Pour cela, il sera nécessaire de se donner les deux matrices
R =0q/0Q et R~ = 0Q/dq de passage des variables conservatives @ & celles entropiques q. Ici nous
proposons de calculer ces deux matrices qui seront ensuite utilisées dans le schéma implicite. On commence
alors par le calcul de la matrice R telle que dg = RdQ. En se reportant au paragraphe 4.3, nous avons
déja :
2

u 1
dp = Z Bid(agpr) — E.d(pu) + gd(pe) + Mday (4.41)
k=1
Il est & présent facile de voir que la différentielle de la vitesse w s’écrit :
u o 1
du = —— Z d(agpr) + —d(pu) (4.42)
P4 P

Pour ensuite calculer les différentielles des entropies phasiques s, on utilise la relation ppTxdsy = &pdp —
&paidpy qui est une conséquence de (4.15)-(4.17)-(4.18). En introduisant la différentielle dp dans cette
derniere relation, on obtient :

2
&k &pai &ru
dsy = Brd(« — d(o — dipuw) +
g Pkakz::l kd(apr) agpr Ty (cpr) P Tk (pu)

&k
EpeTy

&M
daq +
T Ty

d(pe) +

(4.43)
Finalement, en utilisant la définition des fractions massiques pYy = agpk, on obtient la relation :

Y: Y;
dy, = fd(alpl) - id(agpg) (4.44)

qui termine le calcul de la matrice R donnée par :

By B, —u/§ —v/§ 1/€ M
—u/p —u/p 1/p 0 0 0
—v/p —v/p 0 1/p 0 0
&i(1Bi —ai) 182 C Gu & &1 §162aipaa3 (4.45)
arpr11y p1Th EpmTh EnmTi EpiTh EanThpa?
§2B1 £(a2B2—a3)  &u & S —&i&epraias
p2Ts agp2Th EpaTh EpaTy  EpoTy EanTopa?
Ya/p ~Yi/p 0 0 0 0

La matrice inverse R~! telle que dQ = R~ 'dq peut étre obtenue en suivant le méme genre de calculs
que précédemment ou bien en inversant la matrice R. Les détails du calcul ne seront pas explicités. Cette
matrice R~! s’écrit :
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Y, g Ty aranpTh p?
= 0 0 T2 I —
a §rai §a0a3 P2
Y, aragpaly a3 paTy p?
= 0 0 T T2 -
a §1ai 205 P1
U o pTiu aspThu uou
= r 0 - 2 - 2 P
a &rag &a0a5 P2 p1
(4.46)

aypTiv o pTov 9,V v
= 0 - 2 - 2 p(———
a &iay &a3 p2 P

pH pH o H1  Ha

= T _ = T _ = A
2 puopv ali(p flaf) azTs(p2 52&;) p~( F—

araeTy Ty p?

52 0 0 2 - 2

pa §1a1 §2a;5 p1p2

Les matrices R = 0q/0Q et R~! = 0Q/0q sont singuli¢res en oy = 0 et ai = 1. En pratique, dans les
simulations numériques, un fluide pur k sera représenté par ap = 1 — € avec € un petit parametre.
Pour terminer ce paragraphe, nous proposons de donner I'expression des produits matriciels T' = [l ] R0
et T—1 = 01 R~![ry] qui sont utilisés dans le schéma implicite. On rappelle que la matrice 6 est la matrice
de passage de la base globale d’espace dans la base locale (1 g, niR) de l'interface.

—rB1 + B%4%v, —rBs+ f%av, ru/€ — B2a%n, rv/€ — 32a’n, —r —rM
VX VX VX VX VX¢ VX
—vt/p —ve/p —ny/p Nz/p 0 0
&1(a1B1 — ai) §1B2 —&iu —&iv & &ieaipaal
- arp1Th p111 EpmTh Epi T EpTh a1 Tiépa?
& By §a(a2By — a3) —&au —&v & &1&apraial
p21% azp21> Ep2Tn Ep2Th Ep2Tn axT2Epa?
Ya/p -Yi/p 0 0 0 0
sB1 — 3%a%v, sBy — 3%a%v, —su/é 4+ B2a®n, —sv/E+ B2an, s sM
VX VX VX VX VXe¢ VX
ﬁ 0 _OﬁplTl _061042P1T2 li ﬁ
a? rai §203 P2 a?
Yo 0 _a1aep2Th 7Oé§p2T2 7&2 Yo
a’ rat §203 p1 a’
Mne — oy o _aapTiu _azpTou 2 U uy o Aene — BPoemy
) B2a2 Y 10} &203 p2  p1 B%a?
71—
A7y + B2uine o ~aapTiv _ azpTh 2L A6y + B20ine
B%a? ‘ 35 §203 p2  p1 B%a?
H su pH pH 2 Hy H»> H ru
s T _ P T _ M1 M2 o
az  B2a? pUL arTi(p 51(1%) azTa(p2 &a%) p( 02 o1 ) a2 a2
0 oclochl _oz1oz2T2 p2 A
de fla% 520,% p1P2 pfl?

(4.47)

(4.48)
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4.5 Approximation numérique

Dans de nombreux calculs instationnaires et évidemment dans le cas de calculs stationnaires, il n’est
pas nécessaire de calculer en détail les phénomenes acoustiques. Ainsi nous proposons de construire une
méthode numérique implicite qui pourra étre utilisée avec de “grands” pas de temps, ce qui représente
un avantage certain pour le calcul d’écoulements a faible nombre de Mach. Malheureusement, le systeme
diphasique ne s’écrit pas sous une forme totalement conservative & cause de I’équation gouvernant la
fraction volumique :

ooy p202 — pra?
2 — p1ay .
o +uVa; = ajay —5———divu (4.49)
De ce fait, la mise au point d’un schéma implicite présente des difficultés. On réécrira cette équation sous
la forme :

o _ 2
gu div(ayu) + B(Q)divu =0 avec B(Q) = #WQQ (4.50)
ot k=1 Ok PO,
et on peut écrire le modele sous la forme :
0
an + divF(Q) + (divi) B(Q) = 0 (4.51)

ott le vecteur B(Q) = %(0,0,0,0,0, B(Q)). L’intégration de cette équation sur une cellule de controle C;
donne :
aQ

8 t aC;

F(Q).ndl —l—/ B(Q)divudQ =0 pour i€ {l,...,N} (4.52)

ou IV est le nombre de cellules et A; le volume de la cellule C;. Nous proposons de faire évoluer la variable
Q) par le schéma rétrograde suivant d’ordre 1 en temps :

ntl_Qn
LS Imyle@i @ =0 (459

jev(i)

A;
ou v(i) symbolise I'ensemble des cellules C; voisines & C; et ou n,; f sc.. mdl est le vecteur normal
ij
moyenné a l'interface 9C;; = 0C; N 9C;.

En linéarisant la fonction ¢(Q?+1, Q?‘H), grace a un développement de Taylor a l'ordre 1 en temps,
Iéquation (4.53) devient :

ntl_Qn
A28 S gl L@ Q)
Jeuty (4.54)
Q@ -l + @R Q@ - @) =0
0Q, "’ 0Q; "’ J
Ensuite, on définit n,; = n;;/||n;j]| et on propose alors I’expression suivante pour ¥(Q;, Q) :

ou ij est la solution en variables conservatives du probleme de Riemann préconditionné entre les états
()i et (.);. Cela correspond précisément au solveur de type VFRoe-ncv [8] que nous avons proposé dans
le chapitre 3 pour un schéma explicite en temps.

On utilisera les approximations suivantes des dérivées de 1 par rapport aux états Q, et Q; :

o ny aF(Q )771 n au;‘k""h]‘ 8Q:
50, (Q,QF) ~ [TZJ B(Qi)ﬁ]acz;{ (4.56.1)
o ny  (OF(Qi;) My oy Ousmy; 0Q7
6Q (Q Q]) = [T:]? “FB(QZ) aém ]an (4.56.2)



96 Chapitre 4. Préconditionnement pour les écoulements diphasiques a faible nombre de Mach

Si on se réfere alors aux résultats du paragraphe 4.4, la solution du probléeme de Riemann préconditionné
en variables entropiques f]fj est donnée par la formule (4.40) :

1. . - . . - - .
=[@; + @; + [rlsgn[diag(\) (< @ >)I'[l]AG,;] ou Agy; = q; — q; (4.57)

‘~1ij2

ot < g >=(q; +q;)/2 avec q le vecteur des variables entropiques.

Or on a besoin de calculer les dérivées par rapport a Q; et Q; de la solution Q;‘j en variables
conservatives. L’approximation suivante sera faite pour la valeur de Q;‘j :

Qi =~ 5 [Q +Q, + 07 R [rglsmnlding(\e) (< @ >)) [ RIAQ, (4.58)

olt et 6~ sont les matrices de rotation définies au paragraphe 4.3 et ot R = 9q/0Q et R~ = 0Q/dq
sont les matrices de passage des variables conservatives @ & celles entropiques q.

En rappelant que lon a posé T = ![Ix]RO et T~ = 0~ R~1[r;], on réécrit (4.58) sous la forme :

* 1 — . ~
Q;; ~ 5 [Qi +Q, +T 1sgn[d1ag(/\k)(< q >)]TAQz‘j] (4.59)
On en déduit alors les expressions approchées suivantes :

0Qi; 1 . N

Bg'z ~ 5[Ial—i— T~ 'sgn[diag(\x)(< @ >)]T] (4.60.1)

Qi 1 _ . i

anZ ~ 5[Id — T~ 'sgn[diag(\x)(< @ >)|T] (4.60.2)

J

ou Id est la matrice identité.

En définitive, le schéma implicite rétrograde du premier ordre peut s’écrire :

QnJrl
A + Z ”nl] H ’Lj) T’z_] + B(Q?)u;nz]
JEv(3)
+3 [W + By 2 ag"”nfd + T sgnfdiag(M) (< @ >)ITHQI — Q) (4.61)
¥ 17
oF 0
i[%}j’“ +B(Q)) gg:”wd T sgaldiag(\)(< @ >)IT)Q)H - Q))] =0

Remarque : Nous avons détaillé la méthode implicite pour le schéma préconditionné mais elle s’applique
également au schéma original en considérant le cas particulier § =1 c’est-a-~dire P(3) = Id.
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4.6 Reésultats numériques

4.6.1 Méthode implicite
Calcul d’écoulements diphasiques dans une tuyére, a grand nombre de Mach

Ce premier test consiste a montrer que le schéma implicite que nous avons proposé s’applique également
aux écoulements transsoniques ou supersoniques. Dans cette simulation, le mélange diphasique d’eau et
d’air (@™ = 0.5, p° = 1 kg.m >, p5° = 1000 kg.m~*) entre dans la tuyere avec une vitesse horizontale
imposée u™ =1 m.s~! et un nombre de Mach égal & M, = 0.5. En fin de calcul, la solution stationnaire
indique un nombre de Mach maximum égal a 1.8. La pression initiale est déduite du nombre de Mach
M, = 0.5 et des valeurs de a™, pi°, u*°. Les lois d’états de I'air et de ’eau sont les suivantes :

p= (71— 1)p1e1 — mm avec v =14 et m =0 air  (4.62.1)
p = (v2 — 1)paga — yomma avec o =44 et my =6.108 eau (4.62.2)

On utilise le schéma implicite classique (sans préconditionnement) et une discrétisation d’ordre 1 en
espace et en temps. Les pas de temps utilisés par la méthode implicite sont calculés avec un CFL inver-
sement proportionnel au résidu non linéaire de la densité en norme L2. La valeur maximale utilisée est
CFLpax = 10%. Les solutions discrétes stationnaires présentées en Figure 4.1 sont celles obtenues pour
un résidu non linéaire de 1076,

La Figure 4.1 trace les isovaleurs de la pression (en haut & gauche), de la densité (en haut & droite),
du nombre de Mach (en bas a gauche) et de la fraction volumique de gaz (en bas & droite).

Schema Classique, Mach=0.5 Schema Classique, Mach=0.5

PRESSURE, MIN =154.341, MAX = 810.453 RHO, MIN =248.76, MAX = 525.495

Schema Classique, Mach=0.5 Schema Classique, Mach=0.5

Y

MACH, MIN = 0.387005, MAX = 1.80658 ALPHA, MIN =0.475023, MAX =0.751485

FiG. 4.1 — Isovaleurs des variables de mélange sur un maillage 4 3277 noeuds a M., = 0.5.
Schéma implicite classique.
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Chute d’une goutte

Ce deuxieme test reprend la chute de la goutte présentée au chapitre 3 et calculée avec la méthode
explicite. On réalise ici le méme calcul avec la méthode implicite non préconditionnée. Ce calcul né-
cessite 14624 itérations explicites & cause des faibles nombres de Mach de l'ordre de 1072, On propose
donc de montrer, sur ce test a faible nombre de Mach que la méthode implicite peut étre trés avantageuse.

Le calcul implicite a été réalisé avec des pas de temps calculés avec une rampe CFL = 0.1n ou n
correspond au nombre d’itérations et jusqu'a CFL,.x = 40. L’ordre 2 en espace est réalisé avec la méme
stratégie MUSCL (3 = 1/2) que pour le calcul explicite, mais le schéma reste & I'ordre 1 en temps. Cette
méthode est stable en implicite contrairement au schéma explicite qui nécessite de ’ordre 2 en temps. Les
Figures 4.2-4.3 présentent simultanément les résultats de la méthode implicite (gauche) et de la méthode

explicite (droite).

Les résultats obtenus avec les deux méthodes (explicite et implicite) sont assez proches. Néanmoins,
on notera que les résultats de la méthode implicite sont un peu moins diffusés. En effet, on a apax =~ 0.75
en fin de simulation pour le calcul implicite alors que amax =~ 0.65 pour le calcul explicite. Cela peut
paraitre a priori surprenant puisque que sur un pas de temps, le schéma explicite est en théorie moins
diffusif que le schéma implicite. Néanmoins, comme la méthode implicite permet d’utiliser des grands pas
de temps, le calcul est réalisé avec beaucoup moins d’itérations (495 itérations implicites contre 14624
itérations explicites). Et sur ce cas test, le schéma implicite donne une solution moins diffusée.

Par ailleurs, le cout du temps de simulation a été divisé par un facteur 10 ce qui représente un avantage
considérable d’autant plus que la solution obtenue par la méthode implicite est plus précise!

On notera que Dinitialisation de la fraction volumique d’air dans la goutte était de a; = 10~® pour
le calcul explicite du chapitre 3. Ici elle vaut o; = 1073, La raison de ce choix provient du fait que
linitialisation & a; = 1078 pour le calcul implicite peut générer des problemes dans la résolution du
systéme linéaire (dus & la présence de termes en 1/a; dans la matrice implicite). Néanmoins, on notera
que linitialisation purement artificielle & a; = 1078 ou oy = 1073, ne change pas les résultats. (Comparer
la colonne droite de la Figure 4.2-4.3 & la Figure 3.13 du chapitre 3)
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TEMPS =|0s TEMPS =(0s
ALPHA, MIN =0.001, MAX =0.999 ALPHA, MIN =0.001, MAX =0.999
TEMPS =|0. TEMPS =|0.

ALPHA, MIN =0.000999893, MAX + 0.998911 ALPHA, MIN =0.000999897, MAX = 0.998984

TEMPS =|0.15s TEMPS =|0.15s

ALPHA, MIN =0.000999885, MAX = 0.991759 ALPHA, MIN = 0.000999805, MAX + 0.997142

TEMPS =(0.2s TEMPS =(0.2s

ALPHA, MIN =0.000999884, MAX = 0.935795 ALPHA, MIN =0.000999901, MAX = 0.975631

Fic. 4.2 — Isovaleurs de la fraction volumique pour la chute d’une goutte a t=0s,0.1s,0.15 s
et 0.2 s. Schéma implicite classique (gauche) et schéma explicite (droite).
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TEMPS =|0.25s TEMPS =|0.25s

ALPHA, MIN =0.000999884, MAX # 0.817488 ALPHA, MIN =0.000999855, MAX 7 0.921174

TEMPS =|0.3s TEMPS =|0.3s

ALPHA, MIN =0.0009998384, MAX = 0.791905 ALPHA, MIN =0.000999821, MAX # 0.844543

TEMPS =|0.35s TEMPS =|0.

ALPHA, MIN =0.000999883, MAX = 0.772531 ALPHA, MIN =0.000999915, MAX  0.741155

TEMPS =|0.4s TEMPS =

ALPHA, MIN =0.000999882, MAX = 0.7485 ALPHA, MIN =0.000999897, MAX = 0.657599

Fi1G. 4.3 — Isovaleurs de la fraction volumique pour la chute d’une goutte a t= 0.25 s, 0.3 s,
0.35 s et 0.4 s. Schéma implicite classique (gauche) et schéma explicite (droite).
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4.6.2 Schéma préconditionné
Calcul d’écoulements diphasiques dans une tuyere, a faible nombre de Mach

Ce premier test présente une série de simulations d’écoulements diphasiques dans une tuyere ou le
nombre de Mach tend vers zéro et ou 'on veut tester 'effet bénéfique du préconditionnement. Ce type
de simulations est similaire aux expériences réalisées dans le cadre monophasique. On utilise le schéma
implicite en temps et une discrétisation d’ordre 1 en espace. Les pas de temps utilisés par la méthode
implicite sont calculés avec un CFL inversement proportionnel au résidu non linéaire de la densité en
norme L2 :

1
FL=—— FLax = 10° .
C Res(0) avec C 0 (4.63)

Les solutions discretes stationnaires présentées sont celles obtenues pour un résidu non linéaire de 1077,

Dans ces simulations, le mélange diphasique d’eau et d’air (o> = 0.5, p° = 1 kg.mf?’, pse =
1000 kg.m_3) entre dans la tuyere avec une vitesse horizontale imposée u™ = 1 m.s~!. Les lois d’états
de Pair et de I'eau sont données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas :

p=(y—1)pie1 — 1m avec 1 =14 et mm =0 air  (4.64.1)
p = (72 — 1)paga — Yom2 avec 7y =44 et m =6.108 eau (4.64.2)

Le nombre de Mach représentatif de I’écoulement est défini par :

[\

M? = EZ:; - (&010)2 (4.65)

[ V)

et on fait tendre M, vers zéro a travers trois simulations respectivement a M, = 0.1, M, = 0.01 et
M, = 0.001.

La pression imposée en entrée-sortie est donc solution de I'équation du second degré M2 —1/(a>)? = 0
qui s’écrit, en utilisant les lois d’états de type Stiffened-Gas pour les deux fluides :

00 1—a>®
M2 — (a®p° + (1 — a™ °°< a + ):0 4.66
( P1 ( )p2 ) ’Y1(p°°+7T1) ’72(p00+772) ( )

La Figure 4.4 montre les résultats de la pression normalisée p — Pmin/Pmax — Pmin pour I'état stationnaire
discret calculé. La Figure 4.5 montre les résultats de la pression sur les bords inférieur et supérieur de la
tuyere. On présente de gauche a droite les résultats obtenus avec le schéma classique et préconditionné.

La Figure 4.5 sur laquelle sont présentés les profils de pression sur les bords de la tuyére montre
clairement que la solution obtenue avec le schéma classique n’est pas symétrique et ne peut donc pas
étre une approximation raisonnable d’un écoulement potentiel qui lui est symétrique par rapport a ’axe
géométrique de la tuyere. De plus, on notera que les fluctuations de pression sont beaucoup plus grandes
dans le cas du schéma classique (ol elles sont de I'ordre de M,.) que dans celui du schéma préconditionné
(ot elles sont de I'ordre de M?). Cela montre qu’il n’est pas possible d’approcher précisément la solution
incompressible sans préconditionnement. Ainsi les deux premieéres colonnes de la Figure 4.5 présentent
les résultats de la méthode classique et préconditionnée avec les mémes échelles de tracé pour la pression
sur I'axe des y. On constate que pour le calcul & M, = 1072, on ne percoit presque plus les fluctuations
de pression quand on utilise le préconditionnement. La troisiéme colonne de cette Figure présente alors
les résultats du schéma préconditionné avec une adaptation d’échelle.

Comme le nombre de Mach décroit, la Figure 4.4 montre que les résultats du schéma classique se
dégradent de plus en plus et que les solutions ne convergent pas vers une approximation raisonnable de
la solution incompressible. En revanche, les résultats obtenus avec le schéma préconditionné convergent
vers une solution unique et symétrique dans laquelle les fluctuations de pression sont beaucoup plus
petites. Ceci met en évidence la nécessité mais aussi efficacité du préconditionnement dans la simulation
numérique des écoulements diphasiques a faible nombre de Mach.
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Schema Classique, Mach=0.1 Schema Preconditionne, Mach=0.1

Schema Classique, Mach=0.01 Schema Preconditionne, Mach=0.01

Sy |

Schema Classique, Mach=0.001 Schema Preconditionne, Mach=0.001

FiG. 4.4 — Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage a 3277 noeuds a M, =
0.1 (haut), M. = 0.01 (milieu), M, = 0.001 (bas). Schéma classique (gauche) et schéma
préconditionné (droite).
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18000 Schema Classique Mach=0.1 - Bord superleur' 18000 Schema Precondmonne Mach 0,1 - bord superieur 18000 Schema Preconditionnd MachL0.1 - Bord superieur'
17950 Sthema Classique Mach=0.1 - bord inferieur 17950 Schem - bord inferieur 17050 Schema Mach=0.1 - bord inferieur
17900 17900 17900
17850 17850 17850
S7800 Si7800 G800 —
247750 27750 27750
2 2 3
& 7700 87700
17700 & & 7
17650 ; 17650 17650 ;
17600 17600 17600
17550 17550 17550
17500 04 o8 12 16 2 24 28 32 35 4 | °0° 04 08 12 16 24 28 82 36 4 % 04 08 12 16 24 28 32 36 4
x(m) x(m) x(m)

17906 sglloma Clzssiquo Math=0,01 - bord supériour ' 1.79¢6 SghomalPrecohditonino Vach=0.01 - bold eupbrieur 1789386 | g uh oma Pracohdiliorine Mah=0.01 - bord supbrieur ——
| 7898266 ema Classique Mech=001 - bord nferieur 1 7808206 h=0.01 - bord inferieur | 7802506 chema Preconditionne Mach=0,01 - bord inferieur
1.7896406 : 1.7896406 1.789206
1.78946¢6 1.78946¢6 1.78915¢6

& 1.7892806 | === § 17802806 g 1780106 !
£ 1789166 £ 1789166 £ 1.7890506 5
F F 3 : ]
8 £ 1.7839206 8 178906 i
2 1.78892¢6 2 1788920 & o {
1.78874e6 v 1.78874¢6 1.78895¢6 |
1.78856e6 ¢ 1.78856¢6 1.788906
1.78838¢6 1.78838¢6 1.78885¢6
1788298 o8 T2 16 24 28 32 36 178826 208 12 16 2 24 28 32 36 178888 ;G408 12 16 24 28 32 36 4
xm) x(m) x(m)
19257608 Schdma Classigue Mach=0.061 - bord supérieur 19257608 — g ma ProconGilonto Mach=0.001 - bofd superieur ! Sclema Precontitionne Mach=0.001 - bord supérieur
| e257468 Schiema Classiaie Mach=0.001 - bord inferieur 1 ops7aeg  SchemaF Mach=0.001 - bord inferieur 1 opseaases | Sehema Precondifionne Mach-0.001 - bord inierieur
1.9257368 1.9257368 1
1.92571e8 1.92571e8 1.9256885¢8
§ 192578 § 1.9257c8 &
£ 1.9256808 £ 1.9256808 - - £9256875¢8
2 F 3
2 2 2
2 1.9256608 2 1.9256608 P 925687068
o o &
1.92565¢8 1.92565¢8 1
1.9256308 1.9256368 1
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Fic. 4.5
Mo

= 0.1 (haut),

préconditionné (milieu)-(droite).

Profils de pression sur les bords de la tuyére, sur un maillage a 3277 noeuds a
Mo = 0.01 (milieu),

M+, = 0.001 (bas). Schéma classique (gauche) et schéma
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Ascension d’une bulle d’air dans de 1’eau

Ce deuxieéme test montre I'ascension d'une bulle d’air sous l'effet de la gravité (¢ = 10 m.s~2) dans
une boite remplie d’eau. Les lois d’états de l'air et de I’eau sont données par les formulations suivantes
de type Stiffened-Gas :

p=(y1—1)pre1 — 1m avec 1 =14 et m =0 air  (4.67.1)
p = (v2 — 1)p2eg — yomma avec 7y =44 et my =6.108 eau (4.67.2)

Initialement la bulle est au repos et le champ de pression est hydrostatique. La boite est un carré dont la
longueur des cotés est égale a deux metres. Le maillage le plus grossier est composé de 100 x 100 points
et le maillage le plus fin de 400 x 400 points. Bien que ce test semble assez simple, il présente plusieurs
difficultés quand on s’intéresse a sa simulation numérique. En particulier le nombre de Mach durant la
simulation est faible (il va partir de zéro pour atteindre lentement une valeur d’environ 107! en fin de
calcul) et le rapport de densité entre les deux fluides est égal & 1000. Sur ce test, nous proposons de
montrer 'effet du préconditionnement étant données les faibles vitesses de 1’écoulement, celui-ci étant
quasiment incompressible.

Sur ce probleme d’interface tres difficile, il n’a pas été possible d’utiliser la méthode implicite. En effet
la bulle étant initialement au repos, toutes les vitesses sont nulles et le parametre de préconditionnement
0B est donc égal a zéro. Ceci peut conduire & des échecs numériques déja constatés dans le cadre mono-
phasique. Ainsi nous avons utilisé le préconditionnement avec la méthode explicite et malheureusement,
cela peut rendre le schéma assez instable (voir Figure 4.7 en bas & droite) et donc diminuer Ueffet d’amé-
lioration de la précision.

Les différentes simulations ont donc été réalisées avec le schéma explicite en temps de type Runge et
Kutta non linéaire (3.112) en trois étapes et une discrétisation spatiale d’ordre 2 (3 = 1/2). Le CFL est
constant et égal & 0.8. Le calcul sur le maillage le plus fin (Figure 4.8) a nécessité environ 50000 itérations

et les calculs sur le maillage le plus grossier (Figure 4.6 et Figure 4.7) ont nécessité environ 12000 itérations.

La Figure 4.6 montre les résultats du champ de fraction volumique aux instants t=0s, 0.15 s, 0.35 s,
0.55 s, 0.75 s, 1.0 s pour le schéma classique tandis que la Figure 4.7 montre les résultats du schéma
préconditionné aux mémes instants. On peut clairement observer des différences entre les résultats.

On notera qu’il est difficile sur ce test d’évaluer la qualité des solutions calculées car la modélisation
n’inclut pas la viscosité des fluides et les effets de tension superficielle.

Néanmoins, pour tester ’effet du préconditionnement, nous avons simulé avec le schéma classique, le
méme écoulement (voir Figure 4.8) sur un maillage beaucoup plus fin composé de 400 x 400 points.

En effet nous savons que l'effet principal du préconditionnement est de passer d’une erreur de tron-
cature en O(h/M,) pour les schémas classiques, a une erreur en O(h) indépendante du nombre de Mach
pour les schémas préconditionnés. La Figure 4.9, trace la norme L2 de I'erreur par rapport a la solution
du calcul sur le maillage le plus fin.

N

lerreur(¢)[| = | D) — ¢/ (i)]2 (4.68)

i=1

Si nous observons les résultats pour la fraction volumique, 'effet bénéfique du préconditionnement n’ap-
parait pas de fagon évidente. La principale raison peut étre le fait que nous avons utilisé le précondition-
nement avec la méthode explicite et que le schéma est devenu instable. En revanche, I’amélioration sur
la précision du champ de pression discret est assez bien mise en évidence.

En conclusion, 'effet bénéfique du préconditionnement sur la précision du schéma n’a pas été clai-
rement mis en évidence sur ce probleme d’interface tres difficile. La principale raison pourrait provenir
du fait que nous n’ayons pas réussi a utiliser la méthode implicite a cause des vitesses initiales nulles
conduisant a 3 = 0 dans le préconditionneur.
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TEMPS = 0s

TEMPS =0.15s

TEMPS = 0.35s

ALPHA, MIN =0.01, MAX =0.99

ALPHA, MIN =0.00956781, MAX = 0.990016

ALPHA, MIN =0.00965549, MAX = 0.987486

TEMPS = 0.55s

TEMPS = 0.75s

TEMPS = 1s

ALPHA, MIN =0.00944952, MAX = 0.958692

ALPHA, MIN =0.00945181, MAX = 0.906225

ALPHA, MIN =0.00939988, MAX = 0.846874

Fic. 4.6 — Isovaleurs de la fraction volumique, pour le schéma classique et sur un maillage

de 100 x 100 nocuds.

TEMPS = 0s

TEMPS =0.15s

TEMPS = 0.35s

ALPHA, MIN =0.01, MAX =0.99

ALPHA, MIN =0.00744712, MAX = 0.990017

ALPHA, MIN =0.00966525, MAX = 0.983308

TEMPS = 0.55s

TEMPS = 0.75s

TEMPS = 1s

ALPHA, MIN =0.00955689, MAX =0.95638

ALPHA, MIN =0.0095161, MAX = 0.886937

ALPHA, MIN =0.00943452, MAX = 0.573855

Fic. 4.7 — Isovaleurs de la fraction volumique, pour le schéma préconditionné et sur

maillage de 100 x 100 noeuds.

un
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TEMPS = 0s TEMPS = 0.15s TEMPS = 0.35s

O ®,

ALPHA, MIN =0.01, MAX =0.99 ALPHA, MIN =0.009567, MAX = 0.990033 ALPHA, MIN =0.00964767, MAX = 0.99006

TEMPS = 0.55s TEMPS = 0.75s TEMPS = 1s

ALPHA, MIN =0.00935394, MAX = 0.99003 ALPHA, MIN = 0.00944244, MAX = 0.989952 ALPHA, MIN =0.00937227, MAX =0.989832

Fi1G. 4.8 — Isovaleurs de la fraction volumique, pour le schéma classique et sur un maillage
de 400 x 400 nocuds.
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F1G. 4.9 - Norme L2 de ’erreur sur la fraction volumique (gauche) et sur la pression (droite).
Schéma classique (traits pleins) et schéma préconditionné (traits pointillés).
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de préconditionnement ainsi qu’un schéma implicite
en temps pour un modele réduit diphasique a cing équations. Nous avons montré théoriquement et aussi a
travers des expériences numériques que cela représente un véritable intérét aussi bien du point de vue des
temps de calculs que de la précision pour le calcul d’écoulements diphasiques a faible nombre de Mach.
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Chapitre 5

Etude du modele diphasique a sept
équations

Dans ce chapitre, nous proposons de montrer que les modéles a sept équations de type Baer-Nunziato,
dans la limite des temps de relazation des pressions infiniment petits, tendent vers les modéles bi-fluides
d siz équations ot les pressions des deuzr phases sont prises comme €gales.

FEnsuite, nous construisons pour le modele a sept équations, un schéma implicite basé sur un solveur
hyperbolique de type VFRoe et une méthode de splitting des opérateurs. Le schéma repose sur une formu-
lation de type volumes finis et en maillages non structurés.
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5.1 Introduction

La premiere partie de ce chapitre présente une étude des modeles a sept équations relaxés en pression.
Nous prouvons que d’une certaine maniere, le modele a sept équations contient le modele bi-fluides a
six équations. En effet, nous montrons dans le paragraphe 5.2 que la limite du modele a sept équations
lorsque les temps caractéristiques de relaxation des pressions tendent vers zéro, est un systéeme a six
équations équivalent aux modeles bi-fluides classiques a six équations. En conséquence, un solveur hyper-
bolique pour les modeles a sept équations couplé & une procédure de relaxation des pressions, constitue
une méthode originale et stable de résolution par relaxation des modeles bi-fluides a six équations.

Dans une deuxieme partie, nous nous intéressons a la résolution numérique des modeles a sept équa-
tions par des méthodes implicites en temps. Les travaux [55], [56], [58], [9] proposent pour la résolu-
tion numérique du modele & sept équations, une méthode de splitting d’opérateurs de type Strang [65].
Néanmoins, ces travaux utilisent des schémas explicites et 'opérateur de la partie hyperbolique impose
CFL < 1. Pour des applications a faible nombre de Mach, cette condition de stabilité conduit a des pas
de temps tres petits et la convergence des schémas est fortement ralentie. Nous proposons donc d’étudier
une méthode de splitting d’opérateurs ou le pas hyperbolique est résolu par une méthode implicite.

109
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Le paragraphe 5.3 présente donc une méthode implicite linéarisée basée sur les solveurs de type VFRoe-
ncv, appliquée aux modeles bi-fluides a sept équations de type Baer-Nunziato. Le but de cette démarche
est de calculer des écoulements diphasiques compressibles a faible nombre de Mach pour lesquels les
schémas explicites sont trop coliteux en nombre de pas de temps (At — 0). Pour cette raison, les schémas
implicites paraissent plus adaptés, notamment pour les calculs diphasiques stationnaires. Le point clé de
la méthode implicite développée repose sur ’hyperbolicité inconditionnelle du modéele.

5.2 Relaxation des pressions et modeles a six équations

Dans ce paragraphe, on propose de montrer que les équations du modele a sept équations, pour des
temps de relaxation des pressions infiniment petits, tendent vers celles du modele bi-fluides classique a
six équations ou la relation de fermeture est donnée par I’égalité des pressions phasiques. Pour réaliser
cette étude, on utilise le formalisme de réduction de systemes hyperboliques avec termes sources raides
présenté au chapitre 3.

En l’absence de transfert de masse, de flux de chaleur et de forces extérieures, le modele & sept
équations peut s’écrire en termes de variables primitives U = (g pr, uk, pi, 2) sous la forme :

O pi,

ot +div(agprur) = 0 (5.1.1)

Dkuk 1 1 Fg
+ —V = — — Vai + 5.1.2

Dt Pk Pr QP (i1 = pe)Vou Qg Pk ( )

Dy:pi . Ci1 Ch1 Fz.(ul — uy)
= —= — . — ’r— —_— 1.

o T Crdivuy ” (up — uk)-Vag + p o (prr — i) + npEE (5.1.3)
Oa
87152 +up.Vay = u(p2 —p1) (5.1.4)

ou on a introduit les coefficients xi = (Oek/0pk)p, €t ki = (0ek/Opk)p, €t o0t Dyop/ Dt = 0 /0t +uy. V.
On rappelle que I'on a posé Cy, = prai et C= pkaiI pour les impédances acoustiques ol ay et a,y sont
respectivement la vitesse du son de la phase k et la vitesse du son de la phase k a I'interface.

On s’intéresse a des situations ou les temps de relaxation des pressions sont petits par rapport aux
autres temps caractéristiques de 1’écoulement. Ainsi, on pose p = u°/e ot u° est O(1) et on analyse le cas
e — 0. Par la suite, on ne prend pas en compte les termes liés aux forces de frottements FZ = Mup —uy)
qui n’appartiennent pas a la partie hyperbolique et qui n’ont pas d’influence sur notre analyse. On écrit
alors le systeme sous la forme :

ou oU R(U)
5 AU) - e (5.2)
La matrice A(U) est donnée par :
Ul 0 a1p1 0 0 0 0
0 U 0 Q2 P2 0 0 0
0 0 w0 1/;t 0  (pg—p1)/(a1p1)
AU)=| 0 0 0 w0 1/p2 —(pyy —p2)/(a2p2) (5.3)
0 0 Cl 0 Uq 0 ClI(uI —ul)/al
0 0 0 02 0 (15) — QI(UI — Ug)/OéQ
0 0 0 0 0 0 uy
tandis que le vecteur du terme source de relaxation R(U) s’écrit :
0
0
0
R(U) = (5.4)

MOC1I(p2 —p1)/oa
_,LLOCQI(pQ - pl)/Oéz
1 (p2 — p1)
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On cherche des solutions proches de & le sous-ensemble de IR7 défini par £ = {U € R"; R(U) = 0}.
Cet ensemble est une sous variété de dimension 6, définie implicitement. De plus, on en connait expli-
citement une paramétrisation M. En effet, on définit la transformation M : v € R® — U € IR” par
M(u) = *(a1p1, ap2, ur, ug, p,p, a2) ot u = *(@1p1, aapa, ur, Uz, p, 2).

D’apres les résultats du chapitre 3, si on cherche des solutions sous la forme U = M (u) 4+ ¢V, le
systeme limite a l'ordre 0 s’écrit alors :

ou ou
5y T+ PAM(w).dMy 5 =0 (5.5)

I1 est donc nécessaire de calculer la matrice P.A(M (u)).dMy, pour obtenir le systéme réduit en variables
u = "(a1p1, agpa, ur, uz, p, az).

La matrice Jacobienne de la transformation M est donnée par :

100000
010000
001000

dMy=]0 0 0 1 0 0 (5.6)
0000710
0000710
00000 1

Et la Jacobienne du terme source évaluée sur la Maxwellienne M (u) s’écrit :

00 00 0 0 0
00 00 0 0 0
00 0O 0 0 0
R(M@)=] 00 0 0 0 0 0 (5.7)
000 0 —pCy/an pCiyfar 0
000 0 pCy/ag —p°Chy/as 0
00 00 —u uo 0
Une base de I'image Rng(R'(M (w))) de cette matrice est définie par le vecteur :
0
0
0
I' = 0 (5.8)
—Ci1/a
Cyp/as
-1
Et linversion de la matrice S = [dMy,,...,dMg,, I'] donne la matrice de projection P sur le noyau
ker(R'(M(w))) de Popérateur R(U) :
1 0 0 O 0 0 0
01 00 0 0 0
0 010 0 0 0
P=|o0o0 0 1 0 0 0 (5.9)
00 0 0 alCQI aQCll
041021 + 042011 041021 + 042011
000 0 —Q Q2

a1021 + OéQClI a102I + 042011
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Apres des calculs algébriques, on obtient donc 'expression du produit P.A(M (u)).dMy, :

(751 0 Q101 0 0 0
0 U 0 Q209 0 0
0 0 uy 0 1/p;m (p11 —p)/(a1p1)
0 0 0 U 1/p2 —(po1 — 1)/ (2p2) (5.10)
0 0 04101021 04202011 a1021u1 + OégClIUQ 011021(u2 — u1)
alcﬂ + CYQClI a1021 + CYQClI 041021 + 042011 alCQI + 042011
0 0 —opaCy ap00Cy ayas(ug —uy) a1 Coqug + aCyuy
OZ1C2I + 0‘2011 olezI + OZQCII a1021 + 052011 a1021 + 062011

Et le systeme réduit a six équations peut s’écrire :

daygpy,

ot +div(agprur) = 0 (5.11.1)
Druy, 1 1

+ —V = — —p)Va 5.11.2

Dt e ¥ Qg Pk (i1 = p)Vou ( )

0
(Oélcﬂ + 042011)87]; + (alCﬂul + ()420ﬂU2).Vp

+ (alClCQIdivul + (XQCQClIdiV’u,Q) + ClICQI(u2 — ul).vag =0 (5.11.3)

0
(041021 + 062011)7 + (01102111,2 + OthlI’u,l).VOLQ

+ Oélag(CQdiV’LLQ — OldiV’llq) + (110(2(1,&2 — ul).Vp =0 (5114)

A noter que si on considere que p,; = p, on a aussi C;1 = Cj et les équations (5.11.3)-(5.11.4) pour la
pression et la fraction volumique peuvent alors s’écrire plus simplement sous la forme :

0
(04102 + aQCl)a—lZ + (a102u1 + a2C1u2).Vp + C’ngdiv(alul =+ OéQUQ) =0
(5.12)

0
% + agCldiV(alul) + alcgdiV(CYQ’U,Q) + alag(uz — ul).Vp =0

Maintenant, on cherche a réécrire ce systeme en variables conservatives t(akpk, QE PRy, Qpprer), dans le
but de montrer que ce systéme d’équations (5.11) est équivalent au systéme bi-fluides & six équations.

(a102 + 04201)

D’apres les équations de conservation de la masse (5.11.1) et les équations pour les vitesses (5.11.2),
on retrouve les équations classiques de conservation de quantité de mouvement :
Oaypruy
ot

Ensuite, on cherche & combiner 1'équation de pression (5.11.3) et celle de la fraction volumique (5.11.4)
afin d’obtenir deux équations de conservation d’énergie.

+div(arprur ® ur) + o Vp = (p,1 — p)Vau + FZ (5.13)

Aussi, remarquons que les deux équations (5.11.3)-(5.11.4) entrainent :

-ka CkI Ekak .
+ 5= + div = 5.14
Dt QO Dt Ck Ve 0 ( )

En rappelant que dey, = xxdpr + krdp, on peut alors écrire :

Dyey Dy.px, Dyp
akpkﬁ = akPkaTi + akﬂkﬁkﬁ (5~15)
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Et on obtient les équations pour les énergies internes sous la forme :

Oogprer
ot

. Dy py, Dyp
d = — 5.16
+ div(axprerur) = arprXe Di + apprki Dt (5.16)

En utilisant les équations (5.14) ainsi que les relations pour les vitesses du son a? = (p/ps — xx)/kk €t
aiI = (p1/pi — X&)/Kk, on obtient aprés des calculs algébriques :

Dyoy,

Oaypre
Naadidadd + div(agprerur) = —agpdivuy, — PR (5.17)

ot

D’apres les équations sur les vitesses (5.11.2), on obtient les équations pour les énergies cinétiques :

aakpku%/Q

T + apur.Vp + (p — pp)ur.-Vog, =0 (5.18)

Et en ajoutant ces deux derniéres équations (5.17)-(5.18), on obtient finalement les équations de conser-
vation des énergies totales :

0 0
% + div(akprer + arp)ur = —ka% (5.19)

Ainsi, le modele réduit a six équations s’écrit en variables conservatives sous la forme :

Oayp

ot + div(akpkuk) =0 (5201)
0
% +div(arprur @ ur) + o Vp = (p,1 — p)Vay, + F{ (5.20.2)
Oaprey . _ Aoy, d
o + div(agprer + arp)u, = _pklﬁ + F.ug (5.20.3)

ot le terme day, /0t dans Iéquation (5.20.3), s’exprime & partir de ’équation (5.11.4).

Cette forme est bien la forme générale (1.27) des modeles bi-fluides classiques a six équations, donnée
au chapitre 1. Ainsi, les modeles a sept équations de type Baer-Nunziato relaxés en pressions dégénerent
sur les modeles bi-fluides a six équations.

Néanmoins, il reste a montrer que I’hypothese d’égalité des pressions phasiques p; = po entraine
I'équation de la fraction volumique (5.11.4), pour avoir I’équivalence entre le modele (5.20) et le modele
(5.1) quand pu = u°/e avec ¢ — 0.

Pour cela, écrivons la relation d’égalité des pressions phasiques :

p1(p1,€1) = p2(p2,€2) (5.21)
En dérivant cette relation (5.21), on obtient :
Opr) Oe (Op2)\ D=2 (Opa Op2  (Op1)  Op (5.22)
861 o1 ot 862 2 ot 6[)2 €5 ot 6/)1 €1 ot '
Ensuite, on réécrit dex, = xxdpr + kidpy sous la forme dpy, = (1/kk)dex — (X /kx)dpr et la relation (5.22)
peut alors se mettre sous la forme :
1 0e1 1 0s2  x19p1 x20p2

TR T T (52

Les équations de conservation de masse (5.20.1) nous donnent les expressions suivantes pour les dérivées
des densités phasiques :
i
ot

. & Dy
= —div(prur) — 27 i

(5.24)
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Et les équations (5.17) nous donnent 1’évolution des énergies internes phasiques :

Oey, D . Pl Drou
— = —u,.Vep, — —d 5.25
5 uy.Veyg o ivuy — v Dt ( )
En utilisant les expressions (5.24)-(5.25) dans 1’équation (5.23), on obtient alors :
D .. 1 Din 1 Dol Dacvo
~ew Ve, — 24 . Vey + Ldi
m[ tve p1 A arpr Dt Dt | T [u2 2t P2 vus azpy Dt D |
(5.26)
P1 Dl()él P2 D2a2

X div(pru) -

X2 ..
= — —_— d —_—
K1 (65} Dt } + Hg[ lV(pQUQ) + (%)

Dt}

On rappelle que C,1 = pkail oll aiI = (pr/pi — X&)/ k- En utilisant cette derniere relation, on obtient :

Cor Dacs  Chp Din
(6%} Dt aq Dt

(5.27)
1 1 . .
+—[—u1.Vey — —dlvul + x1div(pruq)] + —[ue.Ves + 2dlvu2 — x2div(pausg)] =0
K1 P1 K2 P2
qui peut se réécrire en remplacant oy par 1 — as, sous la forme :
8042
(a1021 + QQClI)ﬁ + (04102111,2 + OtzClI’u,l).Vag
(5.28)
a1 . . [e%Ye% . .
L2 . Ve, — £dlvul + x1div(prug)] + ——2[us.Ves + 2dlqu — x2div(pousz)] =0
K1 P1 K2 P2

En introduisant les impédances acoustiques phasiques Cy, = prai ol a3 = (p/p? — xx)/ Kk, on obtient :

da
(OtlcQI + 042011)87; + (OqCQIUQ + CYQCI]:Ul).VO[Q
—I-Oéloég(CQdiVUQ — C’ldivul) + a1az

(0%
- (—uy.Ver + Xlul.Vpl) + ; 2 (ug.Ves — xaue.Vps) =0

1 2
(

5.29)

Et finalement, en utilisant le fait que dp = (1/kk)der, — (X /KK)dpk, on obtient I’équation suivante pour
I’évolution de la fraction volumique :

Jda
((11021 + 042011)87; + (a102IU2 + OnglIul).VOéQ
(5.30)

+ alag(ngiqu — C’ldivul) + 051042(’(,&2 — ul).Vp =0

Cette équation est bien égale a I’équation (5.11.4) et ceci acheéve la preuve que l'on a bien équivalence
entre le modele (5.20) et le modele (5.1) quand p = u°/e ott u° est O(1) et € — 0.

En conclusion, un solveur hyperbolique pour le modele a sept équations couplé a une procédure de
relaxation des pressions [56], [58], [42], peut représenter une méthode numérique alternative pour la
résolution des modeles bi-fluides a six équations. Ceci est trés intéressant car la non hyperbolicité du
modele a six équations ne pose plus de difficultés pour la méthode numérique.
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5.3 Implicitation des solveurs de type VFRoe pour le modele a
sept équations

La mise au point de méthodes numériques explicites pour le modele a sept équations a été largement
exploitée pour les schémas de type Godunov [56], [58], [9]. Or dans cette theése, on s’intéresse aux appli-
cations a faible nombre de Mach pour lesquelles les schémas explicites sont tres peu performants. Nous
proposons donc pour le modele a sept équations, une méthode numérique implicite en temps a partir d’un
solveur de type VFRoe-ncv [8]. Le modele & sept équations comporte une partie hyperbolique plus des
termes de relaxation. Ici, 'implicitation concerne la partie hyperbolique.

Pour parvenir a formuler ce schéma implicite, plusieurs étapes sont nécessaires. Dans le paragraphe
5.3.1, on calcule la Jacobienne du modele formulé en variables conservatives (o pr, Qg prtg, Ok prer, 2),
qui va étre utilisée dans la phase mathématique (ou phase implicite). Dans le paragraphe 5.3.2; on résout
le probléeme de Riemann en variables entropiques *(pg, uy, Sg, a2). Cette solution sert ensuite au calcul
des flux explicites dans la méthodologie des solveurs de type VFRoe-ncv ou plus généralement dans le
cadre des schémas de type Godunov. Cette phase physique (ou phase explicite) consiste & déterminer
les termes de flux assemblant le méme second membre que pour un schéma explicite. Le paragraphe
suivant 5.3.3 présente le calcul des matrices de passage des variables conservatives a celles entropiques,
nécessaires a la construction de la méthode numérique. Puis le paragraphe 5.3.4 explique I'implicitation du
schéma a partir des résultats précédents. Enfin le paragraphe 5.3.5 présente une série de deux simulations
numériques. La premieére utilise le schéma explicite, pour le cas test de Ransom [53] et sert a “valider”
la phase explicite du schéma proposé. La deuxieme présente un calcul d’écoulement diphasique a faible
nombre de Mach et montre I'intérét du schéma implicite en temps.

5.3.1 Matrice Jacobienne

Dans ce paragraphe, on calcule la matrice Jacobienne du modele a sept équations formulé en variables
conservatives t(akpk, QR PLUE, Ok PRek, A1), qui s’écrit en deux dimensions d’espace sous la forme :

0Q 0Q Q
ot + A(Q) 7~ + Bc(Q)afy =

I RO\, Q) (5.31)

ot R(A, i, Q) représente le vecteur des termes sources de relaxation. Ces termes ne sont pas différentiels
et n’appartiennent pas a la partie hyperbolique. Ils ne seront pas pris en compte dans la méthode implicite.

Le but de ce paragraphe est de calculer et de diagonaliser la matrice D.(Q) = Ac.(Q)n + B.(Q)ny
pour tout vecteur normé n = (1, 7,). Et la principale difficulté consiste & calculer les différentielles de
pression dpy. On fait 'hypothese que les équations d’état de chaque phase peuvent s’écrire implicitement
prek = PreEr(pk,pr) et on introduit donc les coefficients 0, = (Oprer/Opr)p et & = (Oprer/Op),,- On
peut ainsi écrire la différentielle d(prey) sous la forme :

d(prer) = Ordpy + &rdpr, pour k=1,2 (5.32)
Ensuite, on utilise la relation de Gibbs pour chacune des deux phases k :

dey, = Tydsy, + };—gdpk pour k=12 (5.33)
k

ou T}, et sy, sont respectivement la température et ’entropie de la phase k. En introduisant hy = i +pr/ px
qui représente l'enthalpie spécifique, la relation de Gibbs peut se réécrire sous la forme :

d(prer) = piTrdsk + hipdpr, pour k=1,2 (5.34)

Maintenant en écrivant I’égalité entre (5.34)-(5.32), on obtient les relations bien connues :

hy, — 6 T
aﬁz(ap’f> L (3‘”’“) =Pk our k=1,2 (5.35)
Sk Pk

Ak &k Dsy. &k
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ou ay, sont les vitesses du son phasiques. Les différentielles de pression pour chaque phase s’écrivent alors
sous la forme :

k k d( kOkuk) + 7d( Pk ) — 7(0 L — pk5 )d (5 36)
ala o e k e} .
akfk ak&k ¥ F akfk F F F

Pour simplifier les écritures, on introduit les notations suivantes :

1 u? 1
Be= (7" —0k) et My=——(prer — prdr) (5.37)
§e 2 &k
Les matrices A.(Q) et B.(Q) sont alors obtenues en utilisant ces résultats et la matrice D.(Q) s’écrit :
0 Ne Ny 0 000 0 0
Pina —Uhur (1= —Juane +Ur (1= —)vine + V1 = 00 0 0 (M —App)n.
§1 §1 f1
1 1 ©
Giny —Uivn (1 — {)’U/l"]y +V (1-— ?)Ul"]y + Uy % 0 0 0 0 (M —App)n
1 1 1
u u 1
(B — HOU,  Hin, — 2’“1 Hiny, — 2”1 (1+ f—)u1 00 0 0 Ml—A@pUy
1 1 1
0 0 0 O 0 N Ny 0 0
1 1 .
0 0 0 0 Pone—Uzuz (1 - *)UQUI + Uz (1 — *)Uz?]z + Vs i —(M2 — Aph)nz
§2 52 52
1 1 B
0.0 0 0 fany—Uvz (1= Juamy+Ve (L= )y +Ue I —(Ms — Apy,)ny
&2 &2 &2
U U 1
00 0 0 (62— Ho)Us  Hompw— o2 Homy — 22 (14 —)Us —(Malhe — A(pU)1,)
§2 &2 &2
0 0 0 O 0 0 0 0 ur

(5.38)
ot = u.m et V = u.n* sont respectivement les vitesses normales et tangentielles dans le repere d’espace
(m, nL) et ot on a introduit Hy = ex, + pi/pr pour les enthalpies spécifiques totales ainsi que les notations
suivantes :

AUy, = Up — Uy,
Apy, = p1 — Pk (5.39)

A(pU)1,, = i — prlh

Par des calculs algébriques, on obtient les sept valeurs propres de la matrice :

M(Q) =Uy

A2(Q) = A3(Q) = Uh

A(Q) = A5(Q) = Uy

Ae(Q) =l —ay (5.40)
M(Q) =t +a

X8(Q) =Ux —ay

)\Q(Q) = UQ + a9
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Les vecteurs propres & droite 7;(Q) (pour i € {1,...,9}) qui vérifient la relation D.(Q)r;(Q) =

Ai(Q)ri(Q) peuvent

étre choisis comme ci-dessous :

—&202D 1
—&202 D1 (AU M + u) Uy
—&a09 D1 (AU My + V1) vy

—&a02(D1(Hy + Uy AU, ) + E10107) ul/2+ 6
m(Q) = §101D r2(Q) 0 r3(Q) =
flong(AUhnx + UQ) 0
ﬁlang(AZ/Ihny + ’02) 0
o1 (DQ(HQ + Z/IQAZ/{IQ) + 5202]31) 0
§1018202 0
0 0 1
0 0 Uy — a1z
0 0 U1 — a17)y
0 0 H1 —Z/[l(ll
r(Q) = 1 r5(Q) = 0 r6(Q) = 0
Ug —1y 0
V2 Nz 0
u§/2 + o Vs 0
0 0 0
1 0 0
Ul + 11y 0 0
v+ ainy 0 0
H1 —|—Z/11a1 0 0
r7(Q) = 0 rs(Q) = 1 r9(Q) = 1

0 U — ANy U2 + 2Ny

0 Uy — a2y Vo + asmy

0 Hy — Usas Hy 4+ Usas

0 0 0

—n,
N
Vi

o o oo

(5.41)

On notera aussi par [;(Q) (pour i € {1,...,9}) les vecteurs propres a gauche qui vérifient la relation
'D(Q);(Q) = Mi(Q)1;(Q). Apres normalisation des vecteurs pour avoir */;(Q).r;(Q) = d;;, on obtient :

0 -0 + a%
O u1/§1
0 01/51
1 0 1 _1/51
h(Q) = 1016200 8 Q) = P 8
0 0
0 0
1 —Pl/fl
0 0
0 0
0 0
0 0
14(Q) = ig —B2 + a3 Q)= )V l6(Q)
@2 U2/§2 —My
’1)2/52 M
~1/& 0
p1/&2 0

13(Q)

I
oooooo§$<
< =

B1 —Uiay
—u1/&1 + a1ng
—v1 /& + any

1/&
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B —Uiax 0 0
—uy /& + ain. 0 0
—v1/& + a1y 0 0
1/& 0 0
- 1 0 _ 1 Ba + Usas _ 1 8o — Uszas
H(Q) = 242 0 5(Q) = 202 | —u2/& —ame b(Q) = 202 | —u2/& + asne
0 —v2/&a — azny —v2 /&2 + agny
0 1/& 1/&
oy pr + Diay _UJPI—DQCQ _0§p1+D2a2
§1oy 205 &205

(5.42)
ol on a introduit pour ’écriture des vecteurs [;(Q), les notations suivantes en plus des précédentes :

oif =Up — Uy, £ a
op =ofo, = (U —U)? —a (5.43)

Dy, = p1 — & (Mg — (p1 — Px))

Ceci termine la diagonalisation de la matrice Jacobienne du modele a sept équations écrit en variables
conservatives et en deux dimensions d’espace.

5.3.2 Probleme de Riemann approché

Dans cette partie, on présente la résolution du probleme de Riemann approché pour le modele écrit
en variables entropiques q = !(py, ur, Sk, 1). On trouve cette écriture sous forme quasi-linéaire dans le
chapitre 3. Et le probleme de Riemann linéarisé, associé a la partie hyperbolique, s’écrit dans la base
locale d’espace (1., M), sous la forme :

%4
ot

~ o qL si <0
q(m,O)—{ gr si z>0

9q

oz "

+ A (< q>)
(5.44)

ol ¢ = 0q = *(pr, Uk, Vk, Sk, 2) et avec 0 la matrice de rotation qui permet de passer du repére global
d’espace dans le repere local (1, z,NLg)- La matrice A.(q) est donnée par :

W G0 0 0 0 0 0  —(Cp /o)Al
I/pr Uy 0 0 0 0 0 O —Apr, /(a1p1)
0 0 U 0 0 0 0 0 0

0 0 0 ¢ 0 0 0 0 —AppAUy/(apTh)

A(q) = 0 0 0 0 U C 0 0 (Cp,/a2) AU, (5.45)
0 0 0 0 1//)2 UQ 0 0 ApIQ/(Ong)
0 0 0 O 0 0 Uy, O 0

0 0 0 0 0 0 0 U Ap,AU,/(aspTy)

0 0 0 O 0 0 0 O ur

ou on a introduit les notations Cy = pkai et C\1 = pkaiI. Les valeurs propres de la matrice sont évidem-
ment les mémes que précédemment et on gardera les mémes notations.
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En variables entropiques, les vecteurs propres & droite r;(§) (pour ¢ € {1, ...,9}) qui vérifient la relation
Ae(@)ri(@) = Xi(@)r:(q) ont une forme beaucoup plus simple qu’en variables conservatives ; ils s’écrivent :

70[20'2(CIIAZ/[121 + aEAle) 0 0
—(a02/p1)(Cr, + Apyy) AUL, 0 0
0 1 0
7&20201Ap11/(p1T1) 0 1
r1(q) = o101 (CIQAUfQ + a%ApIQ) ro(@) =1 0 r3(@)=1| 0
(a101/p2)(C1y + Appy) AU, 0 0
0 0 0
alalagApIQ/(png) 0 0
1010202 0 0
0 0 Ch
0 O —aq
0 0 0
0 0 0
ra(@)=|[ 0 rs5(@)= | 0 re(q) = 0 (5.46)
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 0
Ch 0 0
ay 0 0
0 0 0
0 0 0
r7(@) =1 0 rs(q) = Co ro(q@) = | Co
0 —as9 a9
0 0 0
0 0 0
0 0 0

On notera aussi par [;(q) (pour i € {1,...,9}) les vecteurs propres & gauche qui vérifient la relation
PAc(@)1;(@) = Xi(@)li(q). Apres normalisation des vecteurs pour avoir 1;(q).r;(§) = d;;, on obtient :

0 0 8
0 0 0
0 1 1
1 0 0 0
l1(~) = 0 lQ(ij) = 0 lg(q) =
1010202 0 0 0
0
0 0
0
| 0 Ay
arp1Ty
0 0 1/(2Ch)
0 ~1/(2a1)
0
0 0 0
0 0 0
- 0 0
la@)=| 0 I5(q) = 0 l6(q) = 0
0 0 0
L 1 0
0
0 Apry Cp AU, — a1 Appy

_OégpgTQ 20(1010’1’_
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1/(2¢4) 0 0
1/(2a,) 0 0
0 0 0
0 0 0
B 0 } 1/(2C, } 1/(2C,
(@) = 0 (@) = e (@) = !
0 0 0
0 0 0
Cr, AUy, + a1Apyy _ CAUp, — axApy, _ O AU, + axApy,
2011010’1_ 20&2020'; 2042020'2_
(5.47)

Et la solution du probléeme de Riemann approché, a Uinterface, est donnée par ’expression :

. 1. N . - _ . ~ ~ _
drr = §[qL + qp + [rr)sgn[diag(A\r) (< @ >)'[lk]AGLr] ot Aqrr =Gy —qg (5.48)

ou < g >=(qr, + qr)/2 avec q le vecteur des variables entropiques. La matrice [r] est la matrice dont
les colonnes sont les vecteurs propres a droite. La matrice ‘[lx] est la matrice dont les lignes sont les
transposés des vecteurs propres a gauche.

Dans la suite de ce chapitre et plus particulierement pour 1’écriture du schéma implicite, nous aurons
besoin de revenir & la solution Q7 exprimée en variables conservatives. Pour cela, il sera nécessaire de
se donner les deux matrices R = 9q/0Q et R™! = 0Q/0q de passage des variables conservatives Q &
celles entropiques q. Nous proposons donc de calculer ces deux matrices dans le paragraphe suivant.

5.3.3 Matrices de passage

Dans ce paragraphe, on calcule les matrices R = 9q/0Q et R~! = 0Q/dq de passage entre la forme
quasi-conservative et la forme “entropique” du modele. Ces matrices sont ensuite utilisées dans le schéma
implicite. On commence par le calcul de la matrice R telle que dg = RdQ. Si on se réfere aux résultats
du paragraphe 5.3.1, on a déja :

u 1
ardpr = Brd(agpr) — ?:.d(cvkpkuk) + ad(akpkek) + Mypdoy, (5.49)

De plus, il est facile de voir que la différentielle des vitesses s’écrit :
U 1
duy, = ———d(agpr) + ——d(arprur) (5.50)
Qg Pk O Pk

Ensuite pour calculer la différentielle des entropies s, on utilise la relation pxTrdsy = {rdpy —§kaidpk qui
est une conséquence de (5.32)-(5.34)-(5.35). En introduisant dpy dans cette derniére relation, on obtient :

arprTrdsy = & (Br — aq)d(arpr) — we-d(awprur) + d(agprer) + & (M, + praj)day, (5.51)

qui peut se réécrire en remarquant que My, + prai = py :

apprTrdsy = §k(Bk — ai)d(akpk) — uk.d(akpkuk) + d(akpkek) + prday, (5.52)
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Et ceci complete le calcul de la matrice R donnée par :

b - - ! 0 0 0 0 M
(6%} Oélfl Oélfl 01151 aq
1
_u 0 0 0 0 0 0 0
aip1 a1p1
— 0 ! 0 0 0 0 0 0
a1p1 a1p1
H(Bi—al)  w n 1 0 0 0 0 1
ar1p1Th ar1p1 Ty aipTiy aipiTh a1p1Ty
0 0 0 0 ] —— N ! M
Qa2 ) D) 282 Q2
0 0 0 0 — ! 0 0 0
Q202 Q202
0 0 0 0 2 0 ! 0 0
Q2p2 Qa2p2
0 0 0 0 L2(B2—a3) v 1 P2
azpaTh azp2Ts asp2T>  aopTs azp2Th
0 0 0 0 0 0 0 0 1
(5.53)

La matrice inverse R~! telle que dQ = R~ 'dq peut étre obtenue en suivant le méme genre de calculs ou
bien en inversant la matrice R. Elle s’écrit :

_aipiTh

a1
— 0 0 0 0 0 0
a3 §iai ~
a1u ai1p1Tiug
« 0 - 0 0 0 0 u
2 11 €10 pP1UL
11 _aipiTiv
a% 0 a1p1 7516@ 0 0 0 0 pP1V1
o Hq a1p1Ti(Ee + 01)
aipiu; o pv; ———————— % 0 0 0 0 e
p 1P1U1 10101 €12 pi1e1
o oazp2T>
0 0 0 0 — 0 0 — —
a3 §203 P2
QU2 azp2Thus
0 0 0 0 5 Qa2 0 - —pau2
as §20a;3
Qa2 azp2THhvs
0 0 0 0 3 0 Qa2 02 Y 3 —pP20V2
a2 £2a2
as H: o p2To(Eeo + 6
0 0 0 0 2 3 2 Q202U2 Q2 P22 —M;Q) —p2€2
az §20a;5
0 0 0 0 0 0 0 0 1

(5.54)
Les matrices R = 0q/0Q et R~! = 0Q/dq sont singulieres pour oy = 0 et aj, = 1. En pratique pour les
simulations numériques, un fluide pur k est représenté par ap = 1 — € avec € un petit parametre et ces
matrices sont donc toujours définies.
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5.3.4 Approximation numérique

On s’intéresse maintenant a la résolution numérique du modele & sept équations, qui s’écrit en termes
de variables conservatives !(agpr, Ok pr UL, Qg prer, 01 ) sous la forme :
oQ 0Q oQ

Cette résolution numérique se fait principalement en 3 étapes : une premiere étape consistant a résoudre
le systéme par un solveur hyperbolique non conservatif adapté au cas multiphasique, une étape éventuelle
de relaxation des vitesses pour les interfaces (si la vitesse est différente pour chacune des phases) et une
étape de relaxation instantanée des pressions pour les conditions de pressions aux interfaces. La résolution
de ce systeme nécessite un solveur pour la partie hyperbolique et deux procédures de relaxation pour le
calcul des termes sources. En suivant les techniques de splitting de Strang [65], on écrit :

Q= LALMQ) (5.56)
ou Lﬁt représente 'opérateur de résolution de la partie hyperbolique du systeme :

9Q 122, BC(Q)%—"; -

o o 0 (5.57)

et ol L2 est 'opérateur d’intégration des termes sources.

Cet opérateur s’écrit sous la forme suivante pour les vitesses :

0
a—? =R,(\,Q) avec R,(\,Q)= "(0,\(us —uy), Aug(ug — u1),0, =A(ug — u1), —Aup(uz — u1),0)
(5.58)
et sous la forme suivante pour les pressions :
oQ
5 = B, Q) avec Ry(p,Q) = (0,0, ppr(p2 — p1), 0,0, —upy(p2 — p1), —p(p2 — 1)) (5:59)

Pour des détails sur les procédures de relaxation, on pourra se référer & [56], [42]. Ici, on focalisera le
travail sur 'opérateur hyperbolique Lﬁt. Pour cela, on réécrit la partie hyperbolique sous la forme :
0Q

S+ divF(Q) + H(Q)Var =0 (5.60)

ol on a séparé la partie conservative divF(Q) et les produits non conservatifs H(Q)Va;. Le vecteur
H(Q) est donné par :

H(Q) = t<0a —P1, — P17, OvaapIuIa UI) (561)
L’intégration de cette équation sur une cellule de contrdle C; donne :
00,
A; acil + F(Q).ndl +/ H(Q)VandQ=0 pour i€ {l,...,N} (5.62)
ac; C;

ou N est le nombre de cellules et A; représente le volume de la cellule C;. Nous proposons alors de faire
évoluer la variable Q, par le schéma rétrograde suivant d’ordre 1 en temps :

ntl_Qn
LS @@ =0 (5.63)

jev(?)

A;

ol v(i) symbolise I'ensemble des cellules C; voisines & C; et ou n,;; = fac-- ndl est le vecteur normal
ij
moyenné a l'interface 0C;; = 9C; N 9C;.

n+1

En linéarisant la fonction ¥ (Q;

I’équation (5.63) devient :

QM - Q7
At

7Q}H'l) grace a un développement de Taylor a l'ordre 1 en temps,

A, w3 gl [w(QR Q)

JEv(i)
oY oY

n n n+1 n n n n+1 n _
+ 3T3i( inj)(Qi+ —Qi)‘f'aT?j( inj)(Qj+ -Q7)]=0

(5.64)
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Ensuite, on définit n,; = n;;/||n;|| et on propose alors I'expression suivante pour ¥ (Q;, Q;) :

¥(Q,,Q;) = F(Qi;)m;; + H(Q;)ai ;;m;; (5.65)

ou Q;‘j est la solution en variables conservatives du probleme de Riemann en variables entropiques entre
les états (.); et (.);.

On utilisera les approximations suivantes des dérivées de 1 par rapport aux états Q, et Q; :

M n ony o (OF Qi) My w001 0Q;
8Qi(Qi,Qj)f[ 8Q]jj J+H(Qi)aQr]?nij] 8Q;{ (5.66.1)
N an - aF(Q;‘kj)'nij H(O" aaiij - aer
9Q, Q. QF) ~ [78% +H(Q) 50, ;] Q) (5.66.2)

Ensuite si on se réfere aux résultats du paragraphe 5.3.2, la solution du probleme de Riemann approché
en variables entropiques fﬁj est donnée par la formule :

1

(1:]' =g + q; + [rx]sgn[diag(A\x)(< q >)}t[lk]A‘~1ij} (5.67)

[\

ot Ag;; = (q; — q;) et <@ >=(q; +q;)/2. Or on a besoin de calculer les dérivées par rapport a Q; et
Q; de la solution Q;‘j en variables conservatives.

Et pour cela, nous ferons I'approximation suivante pour Q;kj :

[Q: +Q; + 07" R [r]sgnldiag(A\e ) (< @ >)]' [ls]| RIAQ,;] (5.68)

N | =

Q:j =

olt f et 0~! sont les matrices de rotation de la base globale d’espace dans la base locale et ol R = dq/0Q
et R~1 = 0Q/0q sont les matrices de passage des variables conservatives Q & celles entropiques g.

On en déduit alors les expressions approchées suivantes :

o0Qr.

agi{ ~ %[Id—k 0~ R~ [r]sgn[diag(A\x) (< @ >)]*[l]RE] (5.69.1)

gg::{ ~ %[Id — 07 Ry sgn[diag(\e) (< @ >)]'[Ix]RO]  (5.69.2)
J

ou Id est la matrice identité.

Et en définitive, le schéma implicite du premier ordre peut s’écrire :

ntl_Qn
A0S @)+ H@ ek g
jev(i)
OF(Q:).m,,; oo ..
+;[%:"” +H(Q7) 32’5 n3;]11d + 6~ R~ [ri]sgnldiag(\) (< @ >) (] RO(QF T — Q)

+1[8F(Q:g*)77w + n 80@[ 1]
20 0Qy; 0Q3;

(5.70)
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5.3.5 Résultats numériques
Le probleme de Ransom

Ce test qui est dit & Ransom [53], consiste en un tube vertical de 12 meétres, qui contient une colonne
d’eau, entourée par de 'air. En haut du tube, les fractions volumiques et la vitesse du liquide sont données,
tandis que la vitesse du gaz est nulle. Le bas du tuyau est ouvert et sous conditions atmosphériques.
Sous leffet de la gravité, un affinement du jet s’effectue. Plusieurs étapes du phénomene sont décrites
schématiquement en Figure 5.1.

Entrce g

Sortic g

Conditions Initiales Etat intermediaire  Etat stationnaire

Fic. 5.1 — Schéma représentatif du probleme de Ransom.

Les conditions initiales du probleme sont décrites ci-dessous :

liquide gaz

pr = 1000 kg.m ™3 p, =1 kg.m™?

p; = 10° Pa py = 10° Pa (5.71)
u; = 10 m.s~! ug =0 m.s~ !

a;=0.8 ag = 0.2

Les conditions aux limites aux extrémités sont :

liquide gaz
2 _ -1 _ —1
haut (entrée) wu; = 10 m.s ug =0 m.s (5.72)
a; =0.8 ag=0.2

bas (sortie)  p =10° Pa  p, = 10° Pa

Et les autres variables de I’écoulement sont données par la solution du probleme de Riemann sur les bords
du domaine. Sous I’hypothese d’incompressibilité du liquide et en admettant que les variations de pression
du gaz sont négligeables, on peut écrire la solution exacte (voir par exemple [11]) pour I’évolution de la
fraction volumique de gaz :

1—a%)u 2
1- oy siox<ult+ g
V29z + (u)? 2
ay = (5.73)
tQ
0.2 siox>ult+ %

ol ag est la fraction volumique initiale de gaz, u? la vitesse initiale du liquide et g I’accélération de la
pesanteur.
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Pour la simulation numérique, les lois d’état de l'air et de I'eau sont données par les formulations
suivantes de type Stiffened-Gas :

p= (Vg — 1)pgeg — VgTq avec Y, =14 et m, =0 air  (5.74.1)

p= (v —Dpie —yim avec vy =4.4 et m =6.10% eau (5.74.2)

Pour ce probleme, il n’y a pas de relaxation des vitesses parce que chaque phase possede sa propre vitesse.
La comparaison avec la solution exacte est présentée en Figure 5.2. On utilise le schéma explicite VFRoe,
pour différents maillages et a l'ordre 1 puis 2 en espace et en temps. Pour 'ordre 2, on utilise la méthode
Runge et Kutta non linéaire (3.112) et un coefficient 3 = 1/2 pour I'extrapolation de type MUSCL. Le
CFL est constant et égal a 0.6.

045

T T
7 Eq. Model/Explicit/Order 1/100 pts
7 Eq. Model/Explicit’Order 2/100 pts
7 Eq. Model/Explicit/Order 1/200 pts
7 Eq. Model/Explicit/Order 2/200 pts

7 Eq. Model/Explicit/Order 1/1000 pts

7 Eq. Model/Explicit/Order 2/1000 pts

Exact Solution -~ -

04

035 / \ :
/ B 000005,

f & W‘
###H*'* "
o+

025 - et

O mO*% X+

0.3

Gas Volume fraction

02

0.15

Fia. 5.2 — Résultats numériques du modeéle a sept équations pour le cas test de Ransom.

Les résultats présentés en Figure 5.2, montre que 'on se rapproche de la solution exacte quand on
procede a un raffinement le maillage ou quand on utilise un schéma d’ordre supérieur en espace et en
temps. On constate également qu’aucune oscillation n’apparait, ce qui montre le bon comportement de
la méthode numérique.

Ecoulements diphasiques en tuyeére

Ce deuxiéme test présente le calcul d’un écoulement diphasique (eau-air) & faible vitesse dans une
tuyere. Dans cette simulation, le mélange diphasique (o™ = 0.5, pf° =1 kg.m >, ps° = 1000 kg.m>)
entre dans la tuyere avec une vitesse horizontale imposée u> = 10 m.s~! et une pression imposée de
100 atm. Les lois d’états sont données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas :

p= (71— 1)p1e1 — mm avec 1 =14 et mm =0 air  (5.75.1)

p = (y2 — 1)pac2 — Y272 avec Yo =44 et my =6.108 eau (5.75.2)

Les nombres de Mach représentatifs de I’écoulement sont définis par M° = 10/a(° et sont de l'ordre
de 2.103 pour 'air et 6.1072 pour I’eau. Ainsi, malgré une pression de 100 atm qui semble élevée, on
a bien un écoulement a faible nombre de Mach pour les deux phases. La Figure 5.3 présente les profils
des différentes variables sur les bords de la tuyere. On utilise le schéma implicite & I'ordre 1 en espace
et en temps. Les pas de temps utilisés par la méthode implicite sont calculés avec un CFL inversement
proportionnel au résidu non linéaire de la densité en norme L2 :

1
FL=_—— FLuax = 10°
C Res(0) avec CFLpax = 10 (5.76)

Les solutions discrétes stationnaires présentées sont celles obtenues pour un résidu non linéaire de 10~°.
D’autre part, on utilise les procédures de relaxation pour les vitesses et les pressions, décrites dans [42].
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FiG. 5.3 — Résultats de la méthode implicite pour le modele a 7 équations relaxé en vitesses
et en pressions, pour le calcul d’écoulements diphasiques dans une tuyére et sur un maillage
a 3277 nceuds.
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Enfin, nous avons réalisé ce méme cas test avec la méthode explicite, afin de montrer I'intérét du schéma
implicite. La Figure 5.4 présente les courbes de convergence vers I’état stationnaire, respectivement avec
le schéma implicite et explicite en temps. Avec la méthode explicite (CFL = 0.8), le résidu est encore
de l'ordre de 10™* au bout de 2 H 20 mn de temps CPU de calcul alors qu’avec la méthode implicite,
il a convergé & 1072 en seulement 0 H 16 mn. Ceci montre clairement qu’il est nécessaire d’utiliser des
méthodes implicites pour ce type de calculs.

’ Méthode \ Implicite \ Explicite ‘
Itérations 201 100000
Résidu 107° 4.4.1074
Temps physique | 14.84 s 0.43 s
Temps CPU 0OH 16 mn | 2 H 20 mn

R S 7 Eq. Model - [mplicit  +
0.1 Tl 7 Eq. Model - Explicit —

0.001

0.0001 %
T
+
N

1e-05

Residual

1e-06

1e-07 z
1e-08 +
1e-09
1e-10 !
& 1 10 100 1000 10000 10000
lterations

F1G. 5.4 — Convergence itérative de la méthode implicite (traits pointillés) et explicite (traits
pleins) pour le modéle & 7 équations relaxé en vitesses et en pressions, pour le calcul
d’écoulements diphasiques dans une tuyére et sur un maillage & 3277 nceuds.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode numérique implicite pour résoudre la partie hyper-
bolique du modele a sept équations. Cette méthode est basée sur la linéarisation des flux calculés par des
solveurs de type VFRoe et repose sur une formulation de type volumes finis en maillages non structurés.
De plus, le schéma n’utilise aucune hypothese sur les lois d’état des fluides. Pour toutes ces raisons, cette
méthode qui n’était pas aisée a mettre en ceuvre, nous a semblé tres intéressante pour la résolution des
écoulements diphasiques.

D’autre part, nous avons montré que les modeles a sept équations, dans la limite des temps de
relaxation des pressions infiniment petits, dégénerent sur les modeles bi-fluides classiques a six équations.
Ainsi la méthode implicite que nous proposons pour le modele a sept équations, couplée a une procédure
de relaxation des pressions, représente une méthode originale de résolution par relaxation du modele a
six équations. Cette méthode sera a priori plus stable que la résolution directe du modele a six équations,
ou on perd I'hyperbolicité inconditionnelle.
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Conclusions et Perspectives

Ce travail apporte un certain nombre d’éléments théoriques et d’outils numériques adaptés, pour la
compréhension et la simulation des écoulements diphasiques a partir de modeles a sept équations de type
Baer-Nunziato.

Le premier point théorique fondamental développé dans cette theése est 'explication rigoureuse du
mangque de précision des schémas décentrés de type Godunov pour le calcul d’écoulements a faible nombre
de Mach. Le deuxiéme point est une méthode originale de réduction de systemes hyperboliques avec termes
sources raides, basée sur I’analyse asymptotique. Cette méthode nous a permis ’établissement d’un mo-
dele réduit a cing équations, qui s’est montré tres bien adapté a la résolution de problemes de détonation
ou de problemes d’interfaces entre fluides compressibles. A partir de 1&, on propose deux outils essentiels
pour le calcul des écoulements diphasiques a faible nombre de Mach. Le premier est une méthode de pré-
conditionnement qui permet de retrouver une bonne précision quand on tend vers des régimes quasiment
incompressibles, et que ’on applique au modele diphasique réduit a cinq équations. Le deuxiéme est une
méthode implicite pour les solveurs de type VFRoe et que I'on applique aussi bien au modele réduit qu’au
modele diphasique complet a sept équations. On montre que ces méthodes implicites sont presque indis-
pensables pour ce type de calculs et qu’elles représentent un gain considérable en temps de simulation.
Enfin, nous avons également montré qu’'un solveur hyperbolique pour les modeéles & sept équations couplé
a une procédure de relaxation des pressions, représente une méthode originale de résolution par relaxation
des modeles & six équations. Tous les outils numériques sont développés dans le cas multidimensionnel et
pour des méthodes de type volumes finis en maillages non structurés.

Les perspectives ouvertes par ce travail me semblent étre de deux types.

Premierement, pour I’approximation des problemes multi-fluides, nous avons mis au point une modéli-
sation basée sur un systéme a cing équations (en 1-D) dont la structure mathématique est particulierement
claire et intéressante. L’approximation numérique de ce modele s’avere robuste et satisfaisante aussi bien
pour des problemes treés compressibles que pour des problemes proches de I'incompressible. Pour ces der-
niers, 'analyse asymptotique nous a permis de proposer des méthodes de préconditionnement donnant
des résultats de bonne précision. Ce modele ainsi que la méthode numérique que nous avons proposés
semblent donc bien adaptés a la simulation directe de problémes & interfaces entre milieux compressibles
ou incompressibles/compressibles. Il resterait & enrichir ce modele en y incluant une physique complé-
mentaire, pour permettre le calcul de changements de phase, ou la simulation de phénomenes faisant
intervenir la tension superficielle. Ceci devrait étre possible sans modifier la partie hyperbolique du sys-
teme. En effet, le transfert de masse consisterait a rajouter deux termes sources dans chaque équation de
conservation de masse. Ensuite, la tension superficielle pourrait étre modélisée en utilisant la théorie du
second gradient [34] ou une variation du modele de Brackbill [7]. L’inclusion de ces différents phénomenes
dans le modele, pourrait donc étre effectuée sans modification majeure de la méthode numérique que
nous avons proposée dans cette these. En conséquence, en rajoutant ces modélisations, on aurait enrichi
le modele du point de vue de la physique, tout en gardant 'efficacité de la méthode numérique proposée.
D’autre part, toutes les méthodes numériques ont été développées en (2-D), mais I'extension au cas (3-D)
semble assez aisée. En effet, tous les schémas sont basés sur des solveurs de Riemann aux interfaces du
maillage, et le passage en (3-D) nécessite seulement de rajouter une composante tangentielle dans la
formulation du solveur. Le dernier point serait de développer une version parallele du code en utilisant les
librairies de passage MPI. En effet, le calcul détaillé de phénomenes trés complexes nécessite 1'utilisation
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de maillages (3-D) tres fins, qui dépasseraient les capacités d’un seul ordinateur. Ces améliorations du
point de vue physique, couplées a la méthode numérique, devraient permettre de calculer des phénomenes
tres complexes. Je serai par exemple tres intéressé par ’application de ce modele a la simulation directe
de problemes de cavitation dans les turbo-propulseurs.

Deuxiéemement, cette thése a également montré que l'utilisation des modeles & sept équations de
type Baer-Nunziato pouvait étre une alternative séduisante a l'utilisation des modeles bi-fluides a six
équations. En effet, il est bien connu que 'approximation numérique de ces modeles non hyperboliques
peut s’avérer délicate. L’utilisation des modeles a sept équations associée a une procédure de relaxation
des pressions peut donc constituer une autre approche numérique plus robuste et stire d'un point de vue
mathématique. Les travaux précédents [4], [56] avaient montré que c’était le cas pour des problémes treés
compressibles. Le travail réalisé dans cette theése montre que ces conclusions s’étendent aussi pour des
écoulements & faible vitesse. Il resterait cependant a valider cette approche sur d’autres cas test que ceux
qui on été présentés dans cette these et a réaliser une étude et une comparaison plus exhaustive avec les
résultats donnés par les modeles a six équations. Enfin, d’un point de vue théorique, il resterait aussi &
étudier le comportement du modele a sept équations dans la limite des faibles nombres de Mach. Cette
étude n’est cependant pas aisée car le comportement peut dépendre de la modélisation des termes de
relaxation des pressions et des vitesses. D’un point de vue numérique, I’approximation de ce modele a
été réalisée en utilisant des techniques de splitting associées a des procédures de relaxation vers 1’état
d’équilibre. Il pourrait étre intéressant de coupler la relaxation et le solveur hyperbolique en une seule
étape en choisissant des coefficients de relaxation basés sur les pas de temps utilisés. Cette autre approche
est possible avec les schémas implicites que nous avons proposés alors qu’elle n’était pas envisageable avec
des schémas explicites.
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Annexe A

Equations discretes limites du
schéma de Godunov

Ici, nous considérons comme au paragraphe 2.3 du chapitre 2, la solution limite du probleme de Rie-
mann (2.30) dans le but d’identifier le systeme limite vérifié par les inconnues discretes. Au paragraphe
2.3, nous avons montré que méme pour des “données initiales bien préparées” de la forme (2.39-2.40), la
solution calculée aprés le premier pas de temps contient des ondes de pression d’ordre M,. Ainsi, nous
devons considérer des données initiales plus générales que (2.39-2.40), c’est-a-dire des données initiales
correspondant toujours a des écoulements a faible nombre de Mach mais ne correspondant plus au cas
initial bien préparé. De plus, les équations d’Euler incompressibles permettant la présence de disconti-
nuités de densité, nous considérons également la possibilité d’avoir des discontinuités de densité d’ordre
O(1). Ainsi les deux états ¢z, et gr sont supposés de la forme suivante :

pL = pref(pro+ Mupri+ MZpro+...)
uy, = aref(() + M*ULJ + M*Q'U,L’Q +.. )

Al
’ULZCLTef(O-l-M*’ULJ —|—M*2UL,2+...) ( )
PL = prefates(po+ Mipry + M2pro+...)
et
PR = pPref(pro + Mupri1 + M2pro+...)
uR:aref(O—i—M*uR,l +M*2U,R72+...) (AQ)

VR = a,.ef(O + M*’URJ + ME’URQ + .. )
PR = prefaier(po + Mupra + MZpra+...)

En introduisant ces développements asymptotiques dans les courbes de chocs et de détentes, il est facile de

voir que celles-ci dégénerent en droites de pentes —1/ VPopLo et +1 / VPoPR.o- Cependant, puisque pr, 1
et pr,1 sont non nuls, les quatre cas de la Figure 2.2 dans la construction du probleme de Riemann sont
possibles. De plus, & cause des discontinuités de densité d’ordre O(1), les vitesses du son de part et d’autre
de la discontinuité de contact sont différentes. Néanmoins, dans les quatre cas possibles, I'intersection des
courbes de chocs et de détentes donne :

V/PL,ouL,1 + \/PROUR, 1 A
= e (0 M (VL T VPROBR Pl ypm2.)
VPL,o+ +\/PRO VYPo \/PL,0 + \/PR,O

VPR,0PL1+ \/PLOPR,1 V/PL,0PR,0
( — VAP0 ——Auy) + M2 ...)
\/PL,o+ /PR VPLO T /PR,
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u

(A.3)

*

P* = prefaies(po + M.
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ot A(.) = Arr(.) = (.)r — (-)1- Les valeurs des densités et des vitesses tangentielles de part et d’autre
de la discontinuité de contact sont données par :

VPLoPRO  Aw N PL,0\/PLO Apl)Jer )
VPL,o++/PRrROA\YPO  /PL0 T \/PRO VPO *'

pi = pres(pro+ Mc(pri — pro

vy =L

(A4)

VPLOPRO  Aug . PR,04/PR,0 Apl) S
VPLo +\/PRO\/YP0O  /PLO T \/PRO VPO

Pr = pPref(Pro + Mi(pr1 — PRO

VR = UR
On considere maintenant 'application du schéma de Godunov sur un domaine cartésien et par la méthode
des volumes finis. Pour des raisons de simplicité, on considére que la grille cartésienne est réguliere et
que la taille de maille est constante et égale & § dans les deux directions. © = (i, j) représente les indices
du nceud dont les coordonnées sont (id, jd) et on note V(¢) = {(i — 1,4), (i +1,5),(i,5 — 1), (i, + 1)} ou
V(i) = {N, S, E,W} pour désigner les voisins du neeud 4. Le volume de contréle associé au noeud 4 est
C; = (1 —1/2)0, (i +1/2)0] x [(j — 1/2)6, (j + 1/2)d]. Et on note m le vecteur normal extérieur a 9C;
défini par :

n

szﬂCl

1)
Quand on atteint un régime stationnaire, I’application du schéma de type volumes finis au premier ordre,
donne I’équation semi-discrete suivante :

n; = (A.5)

Z ﬁ(qil)‘"il =0 (AG)
lev@)

oll g;; représente la valeur de I’état aux interfaces entre les cellules ¢ et I. En suivant I'analyse que nous
avons faite pour trouver la solution asymptotique du probleme de Riemann, on écrit ces valeurs aux
interfaces sous la forme :

Pil = Pref ( p2l+ M*P%I‘F pril +...)
Uil = Qrey ( 0+ M*u%l—k Mfu%l +...)

(A7)
Vil = Qref ( 0+ M*Uzl-l—i- M*Q’U,%l 4+ ... )

Pyt = prefaley (Pt Mapl+ MIph+...)

Ensuite, le flux évalué sur cet état peut s’écrire suivant le développement (ici u;j,v;; représentent res-
pectivement les vitesses normales et tangentielles aux interfaces) :

(F(aip)mip)1 = presares (Mupljuiy + O(M2) )

(Flgg)mg1)2 = presae; (00 + Maply + M2(p2) (ub))? +p2)) + O(M?) )

(A.8)
(ﬁ(Qil)-nil)3 = prefagef(prglU%lU%l + O(Mf) )

— - ’)/
(F(q,,’l)n,,’l)zl = Prefafef(M*ﬁpglu%l + O(ME) )
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D’apres 'expression (A.3) de la pression a 'interface, on obtient facilement que pgl = p° Vil. Ensuite
Iordre 0 de ’équation de quantité de mouvement dégénere en :

P’y mg =0 (A.9)
lev(s)
mais 'ordre M, des équations de quantité de mouvement s’écrit :
Z p%lnil =0 (A.lO)
lev@)

ott la valeur de p}; est donnée dans (A.3). Ceci donne pour la composante horizontale de 1’équation de
quantité de mouvement :

VP +Vo%py 0%k Pk
- +
N RV NIRRT

N N
S - R SN
NIRRT N RV

Et on obtient une expression similaire pour la composante verticale de ’équation de quantité de mouve-
ment. D’aprés (A.11), il est clair que la composante p' ne disparait pas dés que le champ de vitesse n’est
pas uniforme. On notera également que ’équation (A.11) est quasiment identique & 1’équation obtenue
pour la discrétisation avec le schéma de Roe [29].

(A.11)

— 1
= ( AEiu
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Annexe B

Accumulation d’erreurs d’arrondis

Nous comparons ici la robustesse des deux solveurs que nous avons proposés pour le modele réduit
a cinq équations, dans la limite des faibles nombres de Mach. Les écoulements & faible nombre de Mach
peuvent, d’un point de vue numérique, faire apparaitre des problemes d’erreurs d’arrondis. Les différents
tests que nous avons effectués, ont montré que le solveur acoustique était beaucoup plus robuste que
celui de type VFRoe, pour le calcul d’écoulements a faible nombre de Mach et notamment pour le calcul
d’interface entre fluides purs de natures tres différentes. Nous proposons ici de montrer sur un probléeme
d’advection d’interface, que I'accumulation d’erreurs d’arrondis est plus importante pour le solveur de
type VFRoe que pour le solveur acoustique.

On se place sur une interface entre deux fluides purs et on a montré d’un point de vue théorique, que
les deux solveurs préservaient les conditions d’interface. Localement, ceci peut se traduire par le fait que
sil'on a ur, = ug et pr, = pg, alors la solution calculée a l'interface doit étre telle que u* = ur, = ug et

p* =pr = Pr.

On rappelle les formules du solveur VFRoe :

u*:UL+uR_ Ap
2 2 < pa >
(B.1)
« _bL+pr < pa>Au
-2 2

ol p est la densité de mélange, a la vitesse du son et ou < . > représente la moyenne arithmétique entre
les deux états L et R.

Et les formules du solveur acoustique sont données par :

- PLOLUL + PRORUR PR~ PL
pLGr + prRAR pLar + praR

(B.2)

o= PRARPL + pLALPR  PLALPRAR(UR — UL)
pLAL + PRAR prar + praR

Théoriquement on a Au = 0 et Ap = 0 et on a bien u* = u;, = ug et p* = p;, = pr. Informatiquement,
les termes Au = 0 et Ap = 0 sont nuls aux erreurs machines pres que l'on notera e, et e, et qui sont
d’autant plus importantes que le nombre de Mach diminue.

En introduisant ces erreurs dans les formules du solveur VFRoe, on obtient :

* A €p
w=uL 2 < pa >
(B.3)
p < pa> ey
p —pL+2 5
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et pour le solveur acoustique :

0= PROREw Ep
pLar + praR  pLGL + PRAR
(B.4)
« Lare LG PRARE
" =pL + 14 D _ P P u

prar + prar  prar + prar

De plus, on a constaté que les problemes apparaissaient pour le solveur VFRoe d’autant plus que les
fluides de part et d’autre de l'interface étaient de natures différentes. En particulier, on suppose donc que
le fluide du c6té R est un fluide lourd de densité py dans lequel la vitesse du son aq est tres élevée. En
revanche du coté L, on a un fluide beaucoup plus léger et dans lequel la vitesse du son est plus petite.
Par conséquent on posera pray = Tpgag ou T est un petit parametre. Pour exemple, une interface entre
de l’eau et de lair, & pression atmosphérique, donne un parametre 7 de ’ordre de 1074,

Pour le solveur VFRoe, il nous faut approcher le terme < pa > donné par :

(B.5)

Or pour une interface entre fluides purs, on a < Y}, >~ 1/2 et on obtient donc :

1 \/ 1/22+ 1/2 1 (B5)

<pa> \ (tpoao)® = (poao)?® ~ Tv2poao
Ainsi, on obtient les approximations suivantes pour les formules de u* p*, données par le solveur VFRoe :

. Jr1(Te:u Ep )
uv=ur+—(— - ————
Err 2v/2poag

57pip0a0€)
21 V2

Pour les formules du solveur acoustique, on approchera le terme prar + prar par pgag et on obtient :

(B.7)

*

p" =pr +7(

1
u =up + —(Te, —
T pod (B.8)

p* = pr + 7(ep — poaocu)

Si on compare les formules pour la vitesse u* et la pression p* obtenues pour les deux solveurs, on a :

Teu % o T
2 2\/§p0a0 “ Loao ( )
B.9
€p  Poao

Eu > T(Ep — PoaoE
27 \/i u ( P £oao u)
Si on considere 7¢, /2 ~ T£,/V/2 ~ T¢,, dans ces formules (B.9), en notant respectivement O, et O, les
erreurs des solveurs sur la vitesse u* et la pression p*, on peut écrire :

1
0. (VFRoe) ~ =0, (Acous)
T
(B.10)
1
Op(VFRoe) ~ — Op(Acous)
T

Le parametre 7 < 1 étant petit, ceci prouve qu’a chaque pas de temps, l'erreur est plus importante
pour le solveur VFRoe que pour le solveur acoustique. Ceci explique pourquoi, les tests numériques
nous indiquaient que le solveur acoustique était plus robuste. En fait, quand on veut traiter la simulation
numérique des écoulements & tres faible nombre de Mach (en dessous de la valeur 10~3), il est plus prudent
d’adimensionner certaines variables et notamment la pression, si I’on veut éviter les échecs numériques
liés aux accumulations d’erreurs d’arrondis.
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