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diphasiques à faible nombre de Mach

THÈSE
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Spécialité Mécanique Energétique

par

Angelo MURRONE

Composition du jury

Président : Roger Martin

Directeur : Hervé Guillard
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de cette thèse. Sa perspicacité ainsi que sa très grande expérience des modèles et méthodes numériques
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1.4.2 Modèles bi-fluides à sept équations de type Baer-Nunziato . . . . . . . . . . . . . . 15
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3.5.1 Problèmes multifluides ou d’interfaces : tests de validation . . . . . . . . . . . . . . 69
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(haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma de Roe (gauche), schéma
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Nomenclature

⇒ Grandeurs caractéristiques des écoulements diphasiques

k indice désignant la phase k
k′ indice désignant la phase k′ 6= k
I indice désignant l’interface I entre deux phases
Xk fonction indicatrice de la phase k
nk vecteur normal à l’interface et extérieur à la phase k
σ vecteur vitesse de l’interface
αk fraction volumique de la phase k
Yk fraction massique de la phase k
ρk densité de la phase k en kg.m−3

uk vecteur vitesse de la phase k en m.s−1

ukI vecteur vitesse de la phase k à l’interface
pk pression de la phase k en Pa
pkI pression de la phase k à l’interface
εk énergie interne spécifique en J.kg−1

ek énergie totale spécifique égale à εk + u2
k/2

hk enthalpie spécifique égale à εk + pk/ρk

Hk enthalpie totale spécifique égale à hk + u2
k/2

sk entropie en J.kg−1T−1

Tk température en K
Cvk chaleur spécifique de la phase k à volume constant
Cpk chaleur spécifique de la phase k à pression constante
γk rapport des chaleurs spécifiques de la phase k
πk paramètre de la loi d’état de type Stiffened-Gas pour la phase k
ak vitesse du son de la phase k en m.s−1

akI vitesse du son de la phase k à l’interface
Mk nombre de Mach relatif à la phase k et égal à ‖uk‖/ak

τ̄k tenseur des contraintes de viscosité en kg.m−3s−1

qk flux de chaleur sur la phase k en W.m−2

fv
k ensemble des forces volumiques sur la phase k

Γk terme de transfert de masse pour la phase k
F d

k forces de frottement sur la phase k à l’interface
α̇k terme de variation de la fraction volumique de la phase k
λ coefficient de relaxation des vitesses en kg.m−2s−2

µ coefficient de relaxation des pressions en Pa−1s−1

⇒ Grandeurs géométriques et temporelles

Ω ensemble ouvert de IRd, d=2 ou 3
x point appartenant au domaine Ω
∂Ω bord du domaine Ω
t temps
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2 Nomenclature

⇒ Opérateurs et tenseurs

∂g

∂t
dérivée partielle en t de la fonction scalaire g

∂u

∂t
dérivée partielle en t du vecteur u

∇g gradient de la fonction g égal au vecteur de iecomposante
∂g

∂xi

divu divergence du vecteur u égale à
∑

i

∂ui

∂xi

u.v produit scalaire des vecteurs u et v égal à
∑

i

uivi

u⊗ v tenseur d’ordre 2 de coefficients (u⊗ v)ij = uivj

divτ̄ divergence du tenseur τ̄ égale au vecteur de jecomposante
∑

i

∂τ̄ij
∂xi

‖u‖ norme L2 du vecteur u égale à
√∑

i

u2
i

∂u

∂v
Jacobien de coefficients

(
∂u

∂v

)
ij

=
∂ui

∂vj

⇒ Grandeurs liées à la discrétisation

∆t pas de temps

Ci cellule construite autour du nœud i

Ai volume de la cellule Ci

∂Ci bord de la cellule Ci

v(i) ensemble des nœuds voisins du nœud i

∂Cij interface entre les nœuds i et j égale à ∂Ci ∩ ∂Cj

nij vecteur normal moyen lié à l’interface et égal à
∫

∂Cij

ndl

β paramètre du préconditionneur de Turkel

β̄ paramètre de décentrage pour l’ordre 2 avec la méthode MUSCL



Introduction Générale

Ce travail porte sur l’étude de modèles et de méthodes numériques pour les écoulements diphasiques
compressibles. L’ensemble de ces problèmes en mécanique des fluides est très vaste et relativement com-
pliqué. Par définition, un écoulement diphasique représente un mélange de deux phases où la topologie,
la composition et les phénomènes d’échanges sont des paramètres qui peuvent constamment varier. De
part leur grande diversité, on les rencontre fréquemment dans les applications industrielles : réacteur
nucléaire, turbo-propulseur, injecteur diphasique. . . On s’aperçoit donc très vite qu’ils peuvent donner
naissance à des phénomènes très complexes et que leur modélisation n’est pas aisée. Même s’il est tou-
jours possible d’écrire des équations locales, la résolution directe semble quasiment inabordable à cause
des petites échelles du problème et la modélisation des écoulements rencontrés dans l’industrie néces-
site une approche de type homogénéisation [33], [18]. Dans les méthodes Eulériennes que l’on a choisies
d’utiliser pour ce travail, la modélisation consiste à écrire les équations de Navier-Stokes compressibles
pour chacune des phases et à moyenner les bilans de conservation. L’avantage de cette approche est de
s’affranchir d’une description trop locale des équations tout en gardant la possibilité de résoudre des
écoulements où le comportement des deux phases peut être très différent. L’inconvénient majeur est que
ce procédé d’homogénéisation introduit dans le système, des termes d’une part très difficiles à modéliser
et à évaluer et d’autre part délicats à appréhender numériquement à cause de leur nature mathématique.
De plus les phénomènes d’interaction entre phases apparaissent souvent à travers des termes sources qui
peuvent être fortement non linéaires et représenter une difficulté supplémentaire.

Habituellement, ce procédé d’homogénéisation conduit à des systèmes bi-fluides à six équations en une
dimension d’espace, qui sont généralement fermés par une relation d’égalité entre pressions phasiques.
Ces modèles ont fait l’objet de nombreux travaux [15], [32], [24], [40], [3], [43], [13], [31], [63], [20], [21]
et ont été très utilisés notamment dans les codes de l’industrie nucléaire et pétrolière. On peut citer
par exemple les codes de calculs tridimensionnels RELAP5 [51], [52], TRAC [69], CATHARE [5]. Ces
modèles ont donné des résultats très probants ; cependant il est bien connu que leur caractère non hy-
perbolique a toujours pénalisé dans une certaine mesure les méthodes numériques. En effet il conduit à
des problèmes mathématiques potentiellement mal posés, et les schémas numériques qui ne peuvent pas
être construits en utilisant explicitement les valeurs propres du système, deviennent instables en dessous
d’un pas d’espace critique [30]. Aussi depuis les années 80, on a introduit à partir de la même technique
d’homogénéisation, des modèles à sept équations de type Baer-Nunziato [54], [64]. Ces modèles au lieu
d’être fermés par une relation algébrique d’égalité des pressions, le sont par une équation topologique
supplémentaire. Leur grand avantage par rapport aux modèles à six équations est qu’ils sont incondition-
nellement hyperboliques. Ces systèmes ont été pendant longtemps peu utilisés à cause de leur complexité.
Cependant depuis quelques années, les travaux numériques sur ce type de modèles se sont multipliés et
ont montré que l’hyperbolicité représentait un avantage certain pour les schémas numériques [4], [56]. La
majeure partie de ces travaux [55], [56], [58], [9] s’est cependant concentrée sur des applications toujours
très compressibles et à grande vitesse. D’un point de vue numérique, ces travaux ont donc pu employer
des schémas explicites en temps.

Ce travail représente une première étape dans l’utilisation des modèles à sept équations pour les écou-
lements diphasiques à faible nombre de Mach. En effet dans le cadre des applications nucléaires qui nous
conduisent dans cette thèse, il est nécessaire de disposer de méthodes numériques qui couvrent l’ensemble
de la gamme des nombres de Mach. Par exemple, les études des circuits de transfert de l’énergie dans les
réacteurs montrent la présence d’écoulements diphasiques, liquide-vapeur, que ce soit en fonctionnement
normal (générateurs de vapeur, condenseurs, échangeurs, cœurs bouillants) où en situation accidentelle
(tuyaux, injecteurs, cœurs pressurisés). Les situations accidentelles impliquent plutôt des écoulements vio-
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4 Introduction Générale

lents et fortement transitoires. En revanche les régimes en fonctionnement normal entrent dans la gamme
des écoulements diphasiques à faible nombre de Mach, qui vont poser un certain nombre de problèmes
d’analyse numérique et qui sont souvent mal résolus par les algorithmes classiques. C’est dans le but
de résoudre en partie ces problèmes que nous avons décidé d’utiliser les modèles hyperboliques à sept
équations. L’intérêt n’est pas seulement d’utiliser un seul algorithme pour tous les types d’applications,
mais aussi de pouvoir calculer avec précision les régimes très lents. Les enjeux principaux dans le cadre
des applications nucléaires, sont l’optimisation des rendements, la prévision des usures et le contrôle des
accidents. On notera que les écoulements à faible nombre de Mach sont très répandus dans beaucoup
d’autres applications industrielles et qu’il est donc important d’avoir des méthodes numériques précises
et performantes pour ce type de régime.

La notion de faible nombre de Mach qui représente le rapport entre la vitesse du fluide et la vitesse du
son, apparâıt lorsque l’on s’intéresse aux écoulements compressibles à faible vitesse. Quand ce paramètre
devient petit, on est confronté à deux types de problèmes numériques. D’une part les pas de temps des
schémas explicites deviennent très petits à cause du critère de stabilité CFL et il est alors nécessaire
d’utiliser des méthodes implicites. Et d’autre part la précision des approximations décentrées se dégrade
fortement. Cette perte de précision n’est pas encore complètement comprise et ce n’est que récemment
qu’on a commencé à s’y intéresser. Cette étude participe à ce travail d’explication et de compréhension.

En ce qui concerne le manque de précision des approximations décentrées pour les écoulements à
faible nombre de Mach, une des solutions consiste à calculer l’écoulement avec des modèles obtenus par
simplifications du modèle compressible standard. Néanmoins cela présente deux inconvénients majeurs ;
premièrement si l’écoulement n’est pas toujours suffisamment lent pour être calculé avec des modèles
simplifiés et deuxièmement si on veut pouvoir traiter tous les types de régime. Ainsi durant ces dernières
années, de nombreux travaux ont permis d’analyser les équations limites de ce type d’écoulements [82],
[73], [38], [6], [16], [29], [77], [10], [79] et de construire des schémas numériques plus précis pour ces régimes
spécifiques [16], [29], [72], [10], [79], [28]. L’objectif recherché est de résoudre des écoulements pratique-
ment incompressibles mais dilatables par des solveurs compressibles. La solution que nous avons choisie
pour ce travail repose sur des méthodes de préconditionnement initialement développées pour les calculs
stationnaires [71], [73], [19] que l’on applique ici seulement à réduire la diffusion numérique des schémas.
A l’heure actuelle, la situation semble assez bien comprise pour le monophasique tant du point de vue des
équations continues que des modèles discrets. Notre travail constitue une première étape pour étendre ce
type d’analyses et de méthodes aux écoulements diphasiques à faible nombre de Mach. Il s’est focalisé et
articulé sur les trois thèmes suivants.

(I) Faible nombre de Mach

La nature hyperbolique des modèles bi-fluides auxquels on s’intéresse dans cette étude, incite à utiliser
des schémas décentrés de type Godunov. Le premier volet de cette thèse a donc consisté à analyser cette
classe de schémas dans la limite des faibles nombres de Mach. Dans un premier temps nous avons constaté
que les problèmes rencontrés sur la plupart des schémas décentrés pour traiter ce type d’écoulements se
retrouvaient pour les schémas de type Godunov. La partie originale dans ce travail a consisté à élucider
cette défaillance d’un point de vue théorique par analyse asymptotique du problème de Riemann exact,
issu des équations d’Euler [28]. Dans un deuxième temps nous avons sélectionné une classe de solveurs
de type VFRoe [44], [8], qui sont des schémas de type Godunov où le problème de Riemann est résolu de
façon approchée et non exacte. La première raison de ce choix a été la possibilité d’adapter les techniques
de préconditionnement sur ce type de solveurs et la deuxième, que ces schémas étaient relativement bien
adaptés aux modèles hyperboliques à sept équations pour lesquels on ne sait pas résoudre de façon exacte
le problème de Riemann.

(II) Modèle réduit à cinq équations

L’analyse du modèle diphasique à sept équations dans la limite des faibles nombres de Mach n’est
pas aisé, notamment à cause des termes de relaxation des pressions et des vitesses, qui introduisent des
temps caractéristiques difficiles à mettre en relation avec ceux de la partie hyperbolique. Ainsi nous avons
choisi de faire une étape supplémentaire avant de passer à l’analyse du modèle complet dans la limite
faible Mach. Pour cela, nous avons dans un premier temps cherché à réduire ce modèle et à développer
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un schéma numérique adapté pour des temps de relaxation infiniment petits. Nous avons abouti à un
modèle à cinq équations lui aussi hyperbolique. Notre premier apport sur ce thème a été d’introduire une
méthode de réduction originale et rationnelle applicable à des modèles hyperboliques avec termes sources
raides [27]. Ensuite, une analyse mathématique du modèle réduit, a révélé une structure assez proche de
celle des équations d’Euler et nous a incité à développer les méthodes de préconditionnement pour ce
modèle diphasique réduit ainsi qu’une méthode implicite basée sur les solveurs de type VFRoe. La mise
au point de schémas implicites n’était pas aisée mais nécessaire dans le cadre des écoulements à faible
nombre de Mach.

(III) Modèle diphasique complet

Une première partie dans l’étude du modèle à sept équations a consisté à montrer que d’une certaine
manière, il contient le modèle bi-fluides à six équations. En effet nous montrons que la limite du modèle à
sept équations lorsque les temps caractéristiques des termes de relaxation de pression tendent vers zéro,
est un système à six équations équivalent aux modèles bi-fluides classiques à six équations. En consé-
quence, un solveur hyperbolique pour les modèles à sept équations couplé à une procédure de relaxation
des pressions constitue une méthode originale de résolution par relaxation des modèles bi-fluides à six
équations. Dans la deuxième partie, nous proposons pour le modèle diphasique complet à sept équations,
une méthode implicite linéarisée, basée sur les solveurs de type VFRoe. Cette méthode implicite repré-
sente un réel intérêt en temps de calcul pour les écoulements diphasiques très lents et notamment pour les
calculs stationnaires. En effet, les méthodes numériques implicites peuvent être utilisés “sans” restriction
sur les pas de temps. Néanmoins, les termes de relaxation peuvent introduire des temps caractéristiques
limites et l’association avec la partie hyperbolique n’est pas facile.

Contenu du mémoire

Dans le chapitre 1, on décrit la modélisation Eulérienne des écoulements diphasiques que l’on a choisie
d’utiliser, et qui est typiquement basée sur un procédé d’homogénéisation [33], [18]. Cette modélisation
sous sa forme la plus générale aboutit à des systèmes de six équations. Nous montrons comment les re-
lations de fermeture sur ces systèmes peuvent aboutir à deux classes de modèles différents ; les modèles
bi-fluides classiques à six équations et les modèles bi-fluides à sept équations de type Baer-Nunziato.

Dans le chapitre 2, nous menons une analyse du schéma de Godunov pour les équations d’Euler via
celle du problème de Riemann dans la limite des faibles nombres de Mach. Cette analyse nous a permis
d’expliquer de façon rigoureuse pourquoi les équations discrètes ne présentent pas le bon comportement
et ne convergent pas vers les solutions des équations limites continues. A l’issue de cette analyse, nous
proposons aussi deux méthodes pour remédier à ce problème. La première consiste à adapter les tech-
niques inspirées par les travaux de Turkel [19], [72] sur les solveurs de type VFRoe et cela en modifiant
le problème de Riemann linéarisé et sans changer la formulation générale du schéma. Ces travaux sont
étroitement liés à ceux réalisés sur le schéma de Roe. En effet, une analyse asymptotique dans la limite
des faibles nombres de Mach nous a montré que les équations limites discrètes données par les deux
classes de schémas étaient quasiment similaires. La deuxième méthode consiste à effectuer directement
une correction des flux obtenue par analyse asymptotique du problème de Riemann. Elle est applicable
au solveur exact.

Dans le chapitre 3, nous réalisons un travail de modélisation théorique pour la résolution de problèmes
d’interfaces et diphasiques avec faible déséquilibre cinématique entre phases. Ceci nous a conduit à un
modèle réduit à cinq équations, qui s’est avéré bien adapté aux problèmes de détonation et de calcul
d’interfaces entre fluides compressibles. La modélisation consiste à réduire par analyse asymptotique le
modèle diphasique complet proposé par Abgrall et Saurel dans [56], pour aboutir à un système réduit.
L’étude mathématique du modèle nous a permis de développer un ensemble de techniques numériques
adaptées et très robustes dans le cadre des écoulements diphasiques à faible nombre de Mach.

Dans le chapitre 4, nous adaptons les techniques de préconditionnement à faible nombre de Mach, au
modèle diphasique réduit. Auparavant, on effectue une analyse des équations limites de ce système. Celle-
ci nous guide dans la transposition des techniques étudiées au chapitre 2 dans un cadre monophasique
vers des modèles diphasiques.
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Dans le chapitre 5, on montre que le solveur hyperbolique pour le modèle à sept équations couplé à une
procédure de relaxation des pressions [56], [58], [42] pour des temps infiniment petits, peut représenter
une méthode numérique alternative pour la résolution des modèles bi-fluides à six équations. Enfin nous
appliquons la méthode implicite basée sur les solveurs de type VFRoe à ce modèle diphasique complet.
Cette méthode nécessite le calcul de la matrice Jacobienne du système écrit en variables conservatives
ainsi que celui des matrices de passage entre les variables entropiques du solveur explicite et les variables
conservatives.

Les travaux présentés dans ce mémoire ont fait l’objet des communications suivantes :

Article en revue internationale avec comité de lecture

– H. Guillard et A. Murrone (2001). On the behavior of upwind schemes in the low Mach number
limit : II. Godunov type schemes. Rapport de Recherche INRIA No 4189.

– H. Guillard et A. Murrone (2003). A five equation reduced Model for compressible two phase flow
problems. Rapport de Recherche INRIA No 4778 et soumis au Journal of Computational Physics
2003.

– H. Guillard et A. Murrone (2004). On the behavior of upwind schemes in the low Mach number
limit : II. Godunov type schemes. Computers and Fluids, 33 : 655-675, 2004.

Communications lors de conférences

– A. Murrone. On the behavior of Godunov type schemes in the low Mach number limit. Trends in
Numerical and Physical Modeling for Industrial Multiphase Flows, Institut d’Etudes Scientifiques
de Cargèse, Corse, France, 26 au 28 Septembre 2001.

– A. Murrone. Introduction aux solveurs de Riemann et aux méthodes de préconditionnement pour les
écoulements compressibles à faible nombre de Mach. 6eEcole d’Eté du GUT, Porquerolles, France,
23 au 29 Juin 2002.

– A. Murrone. A five equation reduced Model for compressible two phase flow problems. 15eSéminaire
de Mécanique des Fluides, CEA Saclay, France, 28 au 30 Janvier 2003.

– A. Murrone. Low Mach preconditioning for compressible two phase flow problems. Séminaire CEA-
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Chapitre 1

Modélisation des écoulements
diphasiques

Il existe deux grandes classes de méthodes de modélisation des écoulements diphasiques : les méthodes
Lagrangiennes et les méthodes Eulériennes. Dans les méthodes Eulériennes que l’on a choisies d’utiliser
pour ce travail, la modélisation des écoulements diphasiques est basée sur un procédé d’homogénéisation
[33], [18]. Ces techniques consistent à considérer les deux phases comme deux milieux continus distincts
avec interpénétration et à résoudre des équations qui gouvernent les variables d’état moyennes de chacune
des phases. Sous leur forme la plus générale, elles aboutissent à des systèmes ouverts, caractérisés par
deux vitesses et deux pressions distinctes. Ainsi en une dimension d’espace, ces modèles se composent
d’au moins six équations ; deux équations de conservation de la masse, deux équations de quantité de
mouvement, deux équations d’énergie ou de pression, auxquelles il faut rajouter des relations de ferme-
ture.

Le but de ce premier chapitre introductif est de rappeler brièvement l’origine physique de ces modèles.
A l’échelle microscopique, les écoulements diphasiques peuvent être vus comme un ensemble de régions pu-
rement monophasiques, séparées par des interfaces au travers desquelles s’opèrent des transferts de masse,
de quantité de mouvement et d’énergie. Pour développer un modèle macroscopique, on écrit d’abord les
équations Eulériennes de bilan valables à l’intérieur de chaque région purement monophasique, puis par un
procédé de moyennes on étend ces équations à tout le domaine et on modélise les transferts aux interfaces.

Sommaire
1.1 Equations de bilan Eulériennes monophasiques . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Extension des équations à tout le domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Equations sur les grandeurs moyennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Lois de fermeture et modèles bi-fluides à six et sept équations . . . . . . . 13

1.4.1 Modèles bi-fluides à six équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4.2 Modèles bi-fluides à sept équations de type Baer-Nunziato . . . . . . . . . . . . 15

1.1 Equations de bilan Eulériennes monophasiques

Dans la suite on notera k = 1, 2 les indices respectifs à chaque phase. Tout milieu diphasique peut
être assimilé à un ensemble de régions purement monophasiques, dans lesquelles les équations locales de
la mécanique des fluides s’appliquent, ces régions étant séparées par des interfaces infiniment minces et
supposées sans masse. On écrit les bilans de conservation pour les masses ρk, les quantités de mouve-
ment ρkuk, et les énergies totales ρkek = ρkεk + ρku

2
k/2 avec εk(ρk, pk) les énergies internes spécifiques

dépendant des densités ρk et des pressions pk. On obtient ainsi pour chaque phase, le système classique
des équations de Navier-Stokes :
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∂ρk

∂t
+ div(ρkuk) = 0 (1.1.1)

∂ρkuk

∂t
+ div(ρkuk ⊗ uk) + ∇pk + div(−τ̄k) = ρkf

v
k (1.1.2)

∂ρkek

∂t
+ div(ρkek + pk)uk + div(qk − τ̄k.uk) = ρkf

v
k.uk (1.1.3)

où τ̄k est le tenseur des contraintes visqueuses, fv
k l’ensemble des forces volumiques extérieures s’appli-

quant sur la phase k et qk le flux de chaleur.

1.2 Extension des équations à tout le domaine

Soit Ω ⊂ IRd, le domaine spatial de l’écoulement observé, indépendant du temps, avec d un entier
inférieur ou égal à 3. On note Ωk(t) ⊂ Ω le domaine spatial occupé par la phase k dans le domaine d’écou-
lement à l’instant t. Le domaine Ωk(t) peut être non connexe et on définit Xk la fonction caractéristique
de la phase k par :

Xk(x, t) =
{

1 si x ∈ Ωk(t)
0 sinon (1.2)

Cette fonction discontinue aux interfaces permet d’étendre les équations (1.1) valides à l’intérieur d’une
phase, c’est-à-dire ∀x ∈ Ωk(t), à tout le domaine Ω de l’écoulement. Rappelons que la fonction Xk vérifie
au sens des distributions les égalités suivantes :

∇(Xkg) = Xk∇g − gnkδ (1.3.1)

div(Xku) = Xkdivu− u.nkδ (1.3.2)

div(Xk τ̄) = Xkdivτ̄ − τ̄ .nkδ (1.3.3)

où nk est le vecteur normal à l’interface ∂Ωk(t) extérieur à Ωk(t), g une fonction scalaire, u un vecteur,
τ̄ un tenseur et δ la fonction caractéristique de l’interface. Soit σ la vitesse de l’interface, on a aussi :

∂

∂t
(Xkg) = Xk

∂g

∂t
+ gσ.nkδ (1.4.1)

∂

∂t
(Xku) = Xk

∂u

∂t
+ uσ.nkδ (1.4.2)

Si on pré-multiplie chacune des équations (1.1) relatives à la phase k par la fonction caractéristique Xk ;
on obtient donc a priori, des équations valides dans tout le domaine y compris aux interfaces (supposées
infiniment minces et sans masse) et quel que soit le temps :

Xk

(
∂ρk

∂t
+ div(ρkuk)

)
= 0 (1.5.1)

Xk

(
∂ρkuk

∂t
+ div(ρkuk ⊗ uk) +∇pk + div(−τ̄k)

)
= Xkρkf

v
k (1.5.2)

Xk

(
∂ρkek

∂t
+ div(ρkek + pk)uk + div(qk − τ̄k.uk)

)
= Xkρkf

v
k.uk (1.5.3)
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La notion de dérivée au sens des distributions permet d’introduire la fonction caractéristique à l’intérieur
des opérateurs différentiels et les équations (1.5) deviennent :

∂

∂t
(Xkρk) + div(Xkρkuk) + ρk(uk − σ).nkδ = 0 (1.6.1)

∂

∂t
(Xkρkuk) + div(Xkρkuk ⊗ uk) +∇Xkpk + div(−Xk τ̄k)

+ρk(uk ⊗ uk).nkδ − ρkuk(σ.nk)δ + pknkδ − τ̄k.nkδ = Xkρkf
v
k (1.6.2)

∂

∂t
(Xkρkek) + divXk(ρkek + pk)uk + divXk(qk − τ̄k.uk)

+ρkek(uk − σ).nkδ + pkuk.nkδ + (qk − τ̄k.uk).nkδ = Xkρkf
v
k.uk (1.6.3)

Les équations (1.6) sont une extension des équations locales (1.1) à tout le domaine de l’écoulement et
sont également valables aux interfaces.

1.3 Equations sur les grandeurs moyennes

Les équations des échanges locaux instantanés (1.6) ne peuvent être résolues car on ne connâıt pas
la position de l’interface qui est distribuée aléatoirement dans le temps et dans l’espace. On écrit donc
les équations en moyenne, ce qui permet de reconstituer deux milieux continus fictifs. On introduit donc
un opérateur de moyenne <.> qui vérifie les propriétés classiques de linéarité <a + b>=<a> + <b>
et <λa>= λ <a>, d’idempotence <<a> b>=<a><b> et de commutativité avec les opérateurs de
différentiation.

On peut alors décomposer une variable locale instantanée quelconque a en une valeur moyenne <a>
et une fluctuation a′ qui vérifie <a′>= 0. L’opérateur <.> peut être défini comme la limite de la moyenne
arithmétique sur un nombre N de réalisations tendant vers l’infini, du phénomène :

<a>= lim
N→∞

1
N

∑
N

a (1.7)

Par rapport à des moyennes spatiales, temporelles ou spatio-temporelles, la moyenne statistique est la
seule valable pour des écoulements non homogènes instationnaires. On définit le taux de présence de la
phase k comme la moyenne de la fonction caractéristique de cette phase :

αk
def= <Xk> (1.8)

Dans la suite du mémoire, on désignera la variable αk comme la fraction volumique de la phase k. Cette
dénomination peut s’expliquer si on interprète la moyenne <.> comme une moyenne volumique. En effet
dans ce cas, on aura :

αk = lim
V→0

<Vk>

V
(1.9)

où Vk ⊂ V est le volume occupé par la phase k :

Vk =
∫

V

XkdV et <Vk>=
∫

V

αkdV (1.10)

On définit la moyenne Eulérienne phasique classique, notée ak, d’une grandeur quelconque ak par la
formule :

ak =
<Xkak>

<Xk>
=
<Xkak>

αk
(1.11)

En décomposant les variables en une valeur moyenne plus une fluctuation : ak = ak +a′k, on obtient grâce
au théorème d’idempotence :

<Xka
′
k>= 0 (1.12)
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L’examen des équations de bilan montre cependant qu’il est plus pratique de définir, pour les écoulements
compressibles, la moyenne de la vitesse et de l’énergie interne comme une moyenne pondérée par la masse
volumique, appelée moyenne de Favre et qui s’écrit :

ãk =
<Xkρkak>

αkρk

(1.13)

Dans ce cas on aura à la place de l’expression (1.12), les relations <Xkρku
′′
k>= 0 et <Xkρkε

′′
k>= 0

où u′′k et ε′′k sont respectivement les fluctuations de la vitesse et de l’énergie interne. On applique alors
l’opérateur de moyenne <.> aux équations (1.6) et on obtient le système d’équations suivant :

∂

∂t
<Xkρk> +div <Xkρkuk> + <ρk(uk − σ).nkδ>= 0 (1.14.1)

∂

∂t
<Xkρkuk> +div <Xkρkuk ⊗ uk> +∇ <Xkpk> +div <−Xk τ̄k>

+ <ρk(uk ⊗ uk).nkδ> − <ρkuk(σ.nk)δ> + <pknkδ> − <τ̄k.nkδ>=<Xkρkf
v
k> (1.14.2)

∂

∂t
<Xkρkek> +div <Xk(ρkek + pk)uk> +div <Xk(qk − τ̄k.uk)>

+ <ρkek(uk − σ).nkδ> + <pkuk.nkδ> + <(qk − τ̄k.uk).nkδ>=<Xkρkf
v
k.uk> (1.14.3)

A l’aide des définitions (1.11) et (1.13), l’équation de conservation de la masse (1.14.1) devient :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkũk)+ <ρk(uk − σ).nkδ>= 0 (1.15)

Et l’équation de quantité de mouvement (1.14.2), peut alors s’écrire sous la forme :

∂

∂t
(αkρkũk) + div(αkρkũk ⊗ ũk) +∇(αkpk) + div(−αk(τ̄k − ρku′′k ⊗ u′′k))

+ <ρk(uk ⊗ uk).nkδ> − <ρkuk(σ.nk)δ> + <pknkδ> − <τ̄k.nkδ>= αkρkf
v
k

(1.16)

On notera aussi que les définitions (1.11) et (1.13) entrâınent <Xkρkek>= αkρkẽk + αkρku
′′2
k /2 où on a

noté ẽk = ε̃k + ũ2
k/2 l’énergie totale moyenne. Et l’équation de conservation de l’énergie (1.14.3) s’écrit

alors sous la forme :

∂

∂t
(αk(ρkẽk +

ρku
′′2
k

2
)) + div(αk(ρkẽk + pk +

ρku
′′2
k

2
)ũk) + div(αk(qk − τ̄k.ũk + ρkHku′′k − τ̄k.u′′k))

+ <ρkek(uk − σ).nkδ> + <pkuk.nkδ> + <(qk − τ̄k.uk).nkδ>= αkρkf
v
k.uk

(1.17)
où Hk = ek + pk/ρk désigne l’enthalpie totale spécifique de la phase k et où ρku

′′2
k /2 représente l’énergie

cinétique turbulente. En introduisant τ̄T
k = −ρku′′k ⊗ u′′k et qT

k = ρkHku′′k − τ̄k.u′′k le flux turbulent de
chaleur prenant en compte l’énergie turbulente de convection et le travail lié à la turbulence, on réécrit
les équations (1.15), (1.16) et (1.17) sous la forme :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkũk)+ <ρk(uk − σ).nkδ>= 0 (1.18.1)

∂

∂t
(αkρkũk) + div(αkρkũk ⊗ ũk) +∇(αkpk) + div(−αk(τ̄k + τ̄T

k ))

+ <ρk(uk ⊗ uk).nkδ> − <ρkuk(σ.nk)δ> + <pknkδ> − <τ̄k.nkδ>= αkρkf
v
k (1.18.2)

∂

∂t
(αk(ρkẽk +

ρku
′′2
k

2
)) + div(αk(ρkẽk + pk +

ρku
′′2
k

2
)ũk) + div(αk(qk − τ̄k.ũk + qT

k ))

+ <ρkek(uk − σ).nkδ> + <pkuk.nkδ> + <(qk − τ̄k.uk).nkδ>= αkρkf
v
k.uk (1.18.3)
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Le terme Γk = − <ρk(uk − σ).nkδ> dans l’équation de conservation de la masse (1.15) représente la
densité volumique des apports de masse à la phase k, résultant des échanges aux interfaces. Il vérifie
l’équation de bilan aux interfaces

∑2
k=1 Γk = 0.

On notera respectivement Mk = − <ρk(uk ⊗ uk).nkδ> + <ρkuk(σ.nk)δ> − <pknkδ> + <τ̄k.nkδ>
et Ek = − <ρkek(uk −σ).nkδ> − <pkuk.nkδ> − <(qk − τ̄k.uk).nkδ> les termes sources de quantité de
mouvement et d’énergie, liés au transfert interfacial. On réécrit alors le système sous la forme :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkũk) = Γk (1.19.1)

∂

∂t
(αkρkũk) + div(αkρkũk ⊗ ũk) +∇(αkpk) + div(−αk(τ̄k + τ̄T

k ))

= Mk + αkρkf
v
k (1.19.2)

∂

∂t
(αk(ρkẽk +

ρku
′′2
k

2
)) + div(αk(ρkẽk + pk +

ρku
′′2
k

2
)ũk) + div(αk(qk − τ̄k.ũk + qT

k ))

= Ek + αkρkf
v
k.uk (1.19.3)

On s’intéresse maintenant à la modélisation des termes de transfert Γk,Mk, Ek. Dans tous ces termes
apparâıt le gradient ∇Xk = −nkδ qui est différent de zéro seulement aux interfaces et qui définit la
position de l’interface à l’échelle microscopique. Les produits −aknkδ = ak∇Xk et −uk.nkδ = uk.∇Xk

définissent les valeurs de la fonction ak et du vecteur uk aux interfaces, notées akI et ukI. Le terme
macroscopique de transfert de quantité de mouvement Mk peut alors s’écrire sous la forme :

Mk = − <ρk(uk ⊗ uk).nkδ> + <ρkuk(σ.nk)δ> − <pknkδ> + <τ̄k.nkδ>

Mk = − <ρk(uk − σ)uk.nkδ> − <pknkδ> + <τ̄k.nkδ>

Mk = MΓ
k + pkI∇αk + F d

k

(1.20)

où on a posé − <pknkδ>
def= pkI∇αk. Le terme MΓ

k = − <ρk(uk − σ)uk.nkδ> représente le transfert
de quantité de mouvement dû au transfert de masse et s’effectuant aux interfaces et F d

k =<τ̄k.nkδ>
correspond à la force de frottement interfacial s’exerçant sur la phase k. Le terme macroscopique de
transfert d’énergie Ek est alors réécrit sous la forme :

Ek = − <ρkek(uk − σ).nkδ> − <pkuk.nkδ> − <(qk − τ̄k.uk).nkδ>

Ek = − <ρkHk(uk − σ).nkδ> − <pkσ.nkδ> − <qk.nkδ> + <(τ̄k.uk).nkδ>

Ek = HΓ
k − pkI

∂αk

∂t
+ F d

k.ukI +QkI

(1.21)

où on a posé <(τ̄k.uk).nkδ>
def= F d

k.ukI. Le terme HΓ
k = − <ρkHk(uk − σ).nkδ> représente le transfert

d’énergie dû au transfert de masse et QkI = − <qk.nkδ> le transfert de chaleur interfacial. En remplaçant
Mk et Ek par les expressions (1.20) et (1.21), le système (1.19) devient :
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∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkũk) = Γk (1.22.1)

∂

∂t
(αkρkũk) + div(αkρkũk ⊗ ũk) +∇(αkpk) + div(−αk(τ̄k + τ̄T

k ))

= MΓ
k + pkI∇αk + F d

k + αkρkf
v
k (1.22.2)

∂

∂t
(αk(ρkẽk +

ρku
′′2
k

2
)) + div(αk(ρkẽk + pk +

ρku
′′2
k

2
)ũk) + div(αk(qk − τ̄k.ũk + qT

k ))

= HΓ
k − pkI

∂αk

∂t
+ F d

k.ukI +QkI + αkρkf
v
k.uk (1.22.3)

Le procédé d’homogénéisation nous a donc conduit à écrire le système (1.22) auquel il faut rajouter les
conditions d’interface moyennées :

2∑
k=1

Γk = 0 (1.23.1)

2∑
k=1

MΓ
k + pkI∇αk + F d

k = 0 (1.23.2)

2∑
k=1

HΓ
k − pkI

∂αk

∂t
+ F d

k.ukI +QkI = 0 (1.23.3)

Un tel modèle est dit bi-fluides. Néanmoins, cette forme générale constitue un système ouvert et nous
verrons les différentes relations de fermeture dans le prochain paragraphe 1.4. Il reste de plus à modéliser
un certain nombre de termes tels que Γk, pk, τ̄k, τ̄

T
k ,M

Γ
k , pkI,F

d
k,f

v
k, qk, q

T
k ,H

Γ
k ,ukI, QkI et c’est ce que

nous décrivons maintenant.

Commençons par la modélisation de pk. Dans un fluide pur, la pression est fonction de la masse
volumique et de l’énergie interne. Nous ferons l’hypothèse que la pression moyenne suit cette même loi
d’état : pk = pk(ρk, ε̃k).

On s’intéresse à présent aux termes de transfert interfacial liés au transfert de masse Γk,M
Γ
k ,H

Γ
k .

Dans la suite du travail, le transfert de masse n’est pas pris en compte (Γk = 0) et par conséquent les
termes MΓ

k ,H
Γ
k s’annulent également. Les conditions d’interface à l’échelle microscopique se résument

à ukI = uI =<σ> pour les vitesses. Notons simplement que la modélisation du transfert de masse
est un point qui pose de réelles difficultés et que souvent on utilise les approximations MΓ

k = ukIΓk et
HΓ

k = HkIΓk. Toute la difficulté de la modélisation repose alors sur l’approximation du terme Γk.

Généralement, le terme de transfert de chaleur QkI est considéré comme étant égal à l’expression
α1α2ρk(hs

k − hk)/τ où hs
k désigne l’enthalpie spécifique de saturation de la phase k.

Quand au terme de force de frottement interfacial F d
k, son expression dépend extrêmement de la

topologie de l’écoulement et il existe un grand nombre de corrélations dans la littérature. La partie prin-
cipale de ce terme est la force de trâınée. Pour les écoulements à bulles, on rencontre souvent l’expression
suivante où Cf est une constante positive :

F d
k = −Cfαk(1− αk)ρk(uk − uk′) (1.24)

mais il existe beaucoup d’autres corrélations expérimentales. Dans le cadre des modèles à sept équations,
les travaux [36], [56], [58] justifient, par des critères physiques, la proportionnalité au différentiel de vitesses
entre phases et on a F d

k = λ(uk′−uk) où λ est un paramètre positif de relaxation qui peut tendre vers l’in-
fini dans le cadre des problèmes à interfaces ou de détonations dans les matériaux condensés énergétiques.
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On considère par la suite que les valeurs moyennes définissent les grandeurs moyennes de l’écoulement
et on néglige les termes de turbulence ρku

′′2
k /2, τ̄T

k , qT
k .

On supposera aussi que le tenseur des contraintes visqueuses, le flux de chaleur et l’ensemble des forces
volumiques extérieures sont égaux à leurs valeurs moyennes τ̄k = τ̄k, qk = qk et fv

k = fv
k. On obtient

alors le système d’équations suivant :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkuk) = Γk (1.25.1)

∂

∂t
(αkρkuk) + div(αkρkuk ⊗ uk) +∇(αkpk) + div(−αk τ̄k)

= MΓ
k + pkI∇αk + F d

k + αkρkf
v
k (1.25.2)

∂

∂t
(αkρkek) + div(αkρkek + αkpk)uk + div(αk(qk − τ̄k.uk))

= HΓ
k − pkI

∂αk

∂t
+ F d

k.ukI +QkI + αkρkf
v
k.uk (1.25.3)

Enfin il reste à traiter de la modélisation des grandeurs interfaciales ukI et pkI qui représente un point
délicat dans la description des écoulements diphasiques. Il est cependant nécessaire de se donner ces
valeurs pour pouvoir résoudre le système d’équations. Le choix des valeurs aux interfaces présente deux
problématiques : d’une part le “meilleur” choix pour ces valeurs peut dépendre des applications et d’autre
part ce choix peut modifier la structure mathématique du système [12]. Nous détaillerons cette modéli-
sation dans le cadre des modèles bi-fluides à six équations décrits au paragraphe 1.4.1 et dans le cadre
des modèles à sept équations de type Baer-Nunziato décrits au paragraphe 1.4.2.

1.4 Lois de fermeture et modèles bi-fluides à six et sept équa-
tions

L’écriture (1.25) correspond à la forme générale des modèles bi-fluides obtenue par la procédure de
moyenne habituelle [33], [18]. Néanmoins dans ce système, on compte seulement 6 équations pour 7
inconnues ρk,uk, ek, αk. Ce système est ouvert et il faut se donner des relations de fermeture. Nous allons
voir que cela peut aboutir à deux types de modèles qui présentent chacun leurs avantages et inconvénients.

1.4.1 Modèles bi-fluides à six équations

Dans les modèles bi-fluides classiques à six équations, ce problème est résolu par l’existence d’une
relation entre les pressions p1 et p2. L’hypothèse des pressions communes est très répandue [15], [40], [3].
En effet il est physiquement légitime de supposer l’égalité des pressions phasiques :

p1 = p2 = p (1.26)

et ainsi des lois constitutives de la forme εk = εk(ρk, p) pour les énergies internes phasiques.
En l’absence de transfert de masse, les vitesses d’interface sont telles que ukI = uI =<σ> et les modèles
bi-fluides classiques à six équations s’écrivent sous la forme :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkuk) = 0 (1.27.1)

∂

∂t
(αkρkuk) + div(αkρkuk ⊗ uk) + αk∇p+ div(−αk τ̄k)

= (pkI − p)∇αk + F d
k + αkρkf

v
k (1.27.2)

∂

∂t
(αkρkek) + div(αkρkek + αkp)uk + div(αk(qk − τ̄k.uk))

= −pkI
∂αk

∂t
+ F d

k.uI +QkI + αkρkf
v
k.uk (1.27.3)
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La vitesse d’interface est le plus souvent prise comme égale à la vitesse du centre de masse :

uI =
2∑

k=1

αkρkuk/
2∑

k=1

αkρk (1.28)

Il reste donc pour fermer totalement le système à modéliser la pression pkI de la phase k à l’interface.
Dans ce modèle, les pressions des deux phases sont égales. Néanmoins la pression d’interface pkI peut être
différente de la pression commune p des deux phases, si on considère par exemple des effets de tension
superficielle. On trouve beaucoup de corrélations dans la littérature qui expliquent la régularisation et
l’interprétation physique de ce terme (pkI − p)∇αk appelé force de pression d’interface. Par exemple, les
travaux présentés dans [41] proposent pour des écoulements à bulles, l’expression suivante pour l’écart de
pression :  p− p1I = 0

p− p2I = Cp(α1)ρ2‖u2 − u1‖2
(1.29)

où l’indice 1 dénote la phase gazeuse ou la plus compressible et l’indice 2 le liquide ou le fluide le moins
compressible. La correction de pression utilisée dans le code CATHARE [5] est donnée par :

p− p1I = p− p2I =
α1ρ1α2ρ2

α1ρ2 + α2ρ1
‖u2 − u1‖2 (1.30)

Dans le cas où l’on considère que pkI = p, on obtient le modèle bi-fluides standard à six équations qui est
strictement non hyperbolique.

Cela présente un inconvénient considérable dans la mise en œuvre de méthodes numériques adaptées et
stables. Pour rendre le système hyperbolique, le terme (p−pkI)∇αk de force interfaciale dans les équations
de quantité de mouvement est souvent considéré comme non nul. Ainsi certains auteurs proposent de
toujours prendre en compte l’écart de pression quelque soit la configuration de l’écoulement de manière
à rendre le système hyperbolique. Par exemple les travaux présentés dans [67], proposent la corrélation :

p− p1I = p− p2I = δα1ρ2‖u2 − u1‖2 (1.31)

Celle-ci permet d’assurer l’hyperbolicité du système bi-fluides comme on le décrit ci-dessous. On introduit
la vitesse du son am d’un mélange diphasique en déséquilibre cinématique. Cette vitesse peut être reliée
à la vitesse du son â du mélange où les deux phases sont en équilibre des vitesses, par la relation :

am = â

(
ρ(α1ρ2 + α2ρ1)

ρ1ρ2

)1/2

(1.32)

Ensuite on suppose que l’écart des vitesses entre phases est beaucoup plus petit que la vitesse â et on
introduit le petit paramètre :

ξ =
‖u2 − u1‖

am
� 1 (1.33)

On montre alors par une méthode de perturbation par rapport à ξ, que le système est hyperbolique au
premier ordre, en prenant δ < δ0. Le coefficient δ0 dans le cas où la phase 1 est un gaz parfait, s’écrit :

δ0 =
α2γ1p

α1ρ2a2
m

(1.34)

D’autres méthodes pour obtenir l’hyperbolicité du modèle bi-fluides ont été introduites. En particulier, on
peut rajouter un autre terme correctif tel que la force de masse ajoutée, liée aux variations de l’écart des
vitesses phasiques et donc à l’accélération du mouvement relatif des deux phases [83], [17]. Les méthodes
de perturbation fournissent également un moyen pratique pour analyser l’hyperbolicité des modèles et
obtenir des approximations des valeurs propres et des vecteurs propres [40], [14], qui peuvent conduire
au premier ordre d’approximation à un système hyperbolique.
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1.4.2 Modèles bi-fluides à sept équations de type Baer-Nunziato

Dans les modèles de type Baer-Nunziato, l’hypothèse des pressions communes est remplacée par une
équation topologique supplémentaire, sur la fraction volumique αk de la forme :

∂αk

∂t
+ uI.∇αk = α̇k (1.35)

où le terme de production de fraction volumique α̇k nécessite une modélisation supplémentaire. Baer et
Nunziato ont été les premiers à supposer le terme de production comme étant proportionnel à la différence
des pressions phasiques α̇k = −µ(pk′ − pk) où µ > 0 est un coefficient qui contrôle la vitesse à laquelle les
deux phases atteignent l’équilibre des pressions. Dans toute la suite de l’étude, nous conserverons cette
modélisation et nous noterons que ce terme de production entrâınera des termes µpI(pk′−pk) de variation
dans les équations de conservation de l’énergie, dus au travail de la pression interfaciale.

Il reste donc à présent, pour fermer complètement le système, à modéliser les vitesses et pressions
aux interfaces. Dans le modèle original de Baer-Nunziato 1986 [4] et dans [36], pI est égale à la pression
de la phase la plus compressible tandis que uI est égale à la vitesse de la phase la moins compressible.
Dans [22], le choix inverse est effectué. Dans [56], la pression d’interface est prise comme une pression de
mélange pI =

∑2
k=1 αkpk et la vitesse d’interface comme celle du centre de masse. Récemment des choix

plus généraux ont été proposés à l’aide d’une analyse obtenue à partir d’une nouvelle méthode d’homogé-
néisation [1]. Ces exemples montrent que beaucoup de choix sont possibles et que la discussion du meilleur
choix reste un sujet très difficile et encore ouvert. Les travaux présentés dans [12] apportent de nombreux
éléments de réponses à ces questions et montrent en particulier que le choix des valeurs d’interface peut
avoir un effet très important sur la structure mathématique des ondes et aussi sur l’existence d’entropies
mathématiques.

Finalement les modèles à sept équations de type Baer-Nunziato, sans transfert de masse, s’écrivent
sous la forme :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkuk) = 0 (1.36.1)

∂

∂t
(αkρkuk) + div(αkρkuk ⊗ uk) +∇(αkpk) + div(−αk τ̄k)

= pI∇αk + F d
k + αkρkf

v
k (1.36.2)

∂

∂t
(αkρkek) + div(αkρkek + αkpk)uk + div(αk(qk − τ̄k.uk))

= pIuI.∇αk + µpI(pk′ − pk) + F d
k.uI +QkI + αkρkf

v
k.uk (1.36.3)

∂αk

∂t
+ uI.∇αk = −µ(pk′ − pk) (1.36.4)

C’est sur ce modèle (1.36) que porte notre étude dans le cadre des écoulements diphasiques. L’avantage
de ce modèle à sept équations par rapport au modèle bi-fluides classique à six équations, est d’être incon-
ditionnellement hyperbolique. Cette hyperbolicité est obtenue en raison de l’hypothèse de compressibilité
de chaque phase et permet ainsi l’utilisation d’un seul solveur. Le système possède sept valeurs propres
réelles ; uI la vitesse d’interface, uk les ondes matérielles et uk±ak les ondes acoustiques de chaque phase
k où ak représente la vitesse du son de la phase k.
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Chapitre 2

Comportement des schémas de type
Godunov dans la limite des faibles
nombres de Mach

Etant donné l’hyperbolicité des modèles à sept équations, nous allons utiliser des schémas décentrés
de type Godunov pour leur résolution numérique. Or il est bien connu que les approximations décentrées
sont imprécises dans la limite des faibles nombres de Mach. Ainsi nous commencerons par étudier le
comportement des schémas de type Godunov dans cette limite et dans un cadre monophasique.

Ce chapitre 1 présente une analyse du comportement du schéma de Godunov dans la limite des faibles
nombres de Mach. L’étude du problème de Riemann montre que la pression à l’interface entre deux cel-
lules contient des ondes acoustiques d’ordre Mach même si les données initiales sont bien préparées et
ne contiennent que des fluctuations de pression d’ordre Mach au carré. Nous proposons alors de modifier
les flux calculés par les schémas de type Godunov en résolvant un problème de Riemann préconditionné
au lieu du problème original. Cette stratégie est appliquée à un solveur de type VFRoe et nous montrons
qu’elle permet de retrouver un bon comportement de la pression.

Une alternative au préconditionnement, basée sur les résultats de l’analyse asymptotique est également
développée. Cette alternative consiste à corriger le flux du schéma de Godunov sans modifier le problème
de Riemann. Même si cette alternative est très proche des techniques de préconditionnement, elle présente
un double intérêt. D’une part elle est plus facile à mettre en œuvre et d’autre part elle est développée avec
le schéma original de Godunov c’est-à-dire celui basé sur la résolution du problème de Riemann exact.
Des expériences numériques viennent confirmer les résultats théoriques.
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2.1 Introduction

Les écoulements incompressibles sont un cas particulier des écoulements compressibles et en théo-
rie, un solveur compressible devrait être capable de calculer ce type d’écoulements. Malheureusement,
les expériences numériques montrent que pour un maillage donné, les solutions des équations discrètes
régissant les écoulements compressibles ne correspondent pas à une approximation précise des solutions
du modèle incompressible (voir [80]). Une première analyse de ce problème est apparue dans [73] et les
questions relatives à ce sujet ont considérablement retenu l’attention [82], [38], [6], [16], [77], [29], [10],
[79] au cours de ces dernières années. Plusieurs travaux proposent d’expliquer les raisons de ces difficultés
et également de construire des schémas numériques valables pour tout nombre de Mach. Certains de ces
travaux étendent au régime compressible les méthodes numériques utilisées pour le calcul d’écoulements
incompressibles. Des exemples de ce type de méthodes se trouvent par exemple dans [82] ou [6]. D’autres
approches sont basées sur la modification des techniques de capture de choc d’ordre élevé. Ces approches
sont par exemple décrites dans [29], [72], [10] pour le schéma de Roe, dans [16] pour les schémas de type
HLLE et dans [79] pour les schémas de flux. L’ingrédient principal de ces méthodes est l’utilisation des
techniques de préconditionnement, initialement développées pour les calculs stationnaires [71], [73], [19]
et que l’on applique ici, de manière sélective, uniquement à la viscosité artificielle.

Dans [29], cette technique est examinée pour le solveur de Roe où le flux numérique entre deux cellules
s’écrit sous la forme suivante :

Φ(qL, qR,nLR) =
1
2
(F .nLR(qL) + F .nLR(qR) + |∂F .nLR

∂q
|∆LRq) (2.1)

où nLR représente le vecteur normal unitaire à l’interface et où ∆LRq = qL − qR est le saut entre les
valeurs qL et qR des variables conservatives de part et d’autre de l’interface.

En effectuant une analyse asymptotique des équations discrètes, on identifie les équations limites du
schéma de Roe et on montre que les solutions limites contiennent des fluctuations de pression d’ordre
O(M∗) où M∗ est un nombre de Mach de référence. Ainsi, les solutions du solveur compressible de Roe
ne peuvent pas correspondre à des approximations précises dans la limite des faibles nombres de Mach.
En effet quand le nombre de Mach tend vers zéro, on peut montrer pour les équations continues que les
fluctuations de pression sont proportionnelles au nombre de Mach au carré. Plusieurs travaux [73], [77],
[72] montrent que le problème est directement lié à la forme du tenseur de viscosité artificielle quand le
nombre de Mach tend vers zéro.

Ici, le même problème est étudié pour les schémas de type Godunov. En contraste avec les solveurs
de Roe, le flux considéré ici est de la forme :

Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR) (2.2)

où qLR est la solution d’un problème de Riemann exact ou approché, entre les états qL et qR.

La Figure 2.1 montre que ce type de schémas exhibe le même problème de manque de précision que
le solveur de Roe. Cette Figure représente une série de simulations numériques sur le même maillage et
pour le calcul d’écoulements autour d’une aile de NACA0012, où l’on fait décrôıtre le nombre de Mach.
Dans ces simulations, la vitesse et la densité à l’infini sont maintenues constantes et égales à l’unité,
tandis que l’on augmente la pression à l’infini. Ainsi le nombre de Mach à l’infini décrôıt. La Figure
trace les isovaleurs de la pression normalisée p − pmin/pmax − pmin. Comme le nombre de Mach décrôıt,
les résultats se dégradent et les solutions ne convergent pas vers une approximation raisonnable de la
solution incompressible. Les Figures représentent de gauche à droite les résultats obtenus avec le schéma
de Roe où le flux est de la forme (2.1), et ceux obtenus avec le schéma VFRoe (décrit dans la suite) et le
schéma de Godunov où les flux sont de la forme (2.2). On voit clairement que les résultats obtenus avec
ces trois différents schémas décentrés, sont quasiment identiques.

Expliquer les raisons de ce comportement dans le cas du schéma de Godunov est particulièrement in-
téressant. Pour ce schéma, l’expression du flux n’est pas explicitement connue. Ainsi, il n’est pas possible
d’obtenir directement les ordres de grandeur des différents termes du tenseur de viscosité artificielle.
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Il est donc nécessaire de passer par une étape intermédiaire d’analyse du problème de Riemann. D’un
point de vue continu, on sait que pour des données initiales bien préparées, les équations limites du sys-
tème compressible tendent vers les solutions du système incompressible. D’un point de vue discret, les
travaux précédents montrent que l’on n’aboutit pas à la même conclusion pour un certain nombre de
classes de schémas décentrés. En effet même pour des données initiales bien préparées où les fluctuations
de pression sont d’ordre O(M2

∗ ), les équations discrètes limites pour ces schémas, aboutissent dans la
limite des faibles nombres de Mach à des solutions où les fluctuations de pression sont d’ordre O(M∗) et
donc à des approximations imprécises des solutions incompressibles.

Un premier point de vue näıf, pourrait nous laisser penser que le solveur de Godunov donne des ap-
proximations précises des solutions incompressibles puisque dans ce cas précis, le flux calculé à l’interface
est exact. La figure 2.1 (colonne de droite) montre que ce n’est malheureusement pas le cas.

Fig. 2.1 – Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage à 3114 nœuds à M∞ = 0.1
(haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma de Roe (gauche), schéma VFRoe
(milieu) et schéma de Godunov (droite).
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La raison pour laquelle le schéma de Godunov n’est pas capable de calculer précisément des écou-
lements proches de la limite incompressible est profondément liée au comportement des solutions des
équations d’Euler dans la limite des faibles nombres de Mach. Le point fondamental à comprendre est
que dans le cas général, quand le nombre de Mach tend vers zéro, il n’y a pas convergence forte des
solutions des équations d’Euler compressibles vers les solutions du système incompressible. D’après les
travaux de S. Schochet [61] (voir aussi [25]), ce comportement pour des données initiales quelconques, est
assez bien compris pour les équations isentropiques et peut être résumé comme ci-dessous : les solutions
limites sont formées d’une composante acoustique qui dépend d’une variable rapide t/M∗ et d’une partie
lente indépendante de cette dernière variable. De plus cette partie lente est solution des équations incom-
pressibles. Si on note q(x, t) les solutions du système compressible quand le nombre de Mach tend vers
zéro, celles-ci peuvent s’écrire sous la forme suivante :

q(x, t) = qslow(x, t) + qosc(x, t, t/M∗) +H.O.T (2.3)

où qslow(x, t) représente la solution des équations incompressibles, qosc(x, t, t/M∗) une composante oscil-
lante décrite par des équations de type acoustique et H.O.T des termes d’ordre supérieur.

Pour des données initiales particulières (mais non pour le cas général), la composante acoustique
n’est pas présente aux ordres dominants et il y a dans ce cas précis, convergence forte des solutions des
équations d’Euler compressibles vers celles des équations incompressibles. (voir [39] et [37]). Dans la litté-
rature mathématique, ces conditions initiales particulières sont appelées“données initiales bien préparées”.

Pour le cas non isentropique, la situation est beaucoup moins claire. Si on considère des “données
initiales bien préparées”, les travaux de [60], montrent qu’il y a encore convergence forte des solutions des
équations compressibles vers les solutions incompressibles. Le même résultat peut être également établi
pour des données initiales quelconques dans le cas où l’on considère un domaine spatial non borné [46].
Cependant dans le cas périodique, un certain nombre de questions reste encore sans réponses (voir [47]
pour des résultats plus récents sur ce problème).

Ce comportement très complexe des équations explique pourquoi le schéma de Godunov ne donne
pas un calcul précis des écoulements qui tendent vers la limite incompressible. Comme nous le verrons
au paragraphe 2.3, les solutions calculées aux interfaces par le solveur de Riemann, contiennent des com-
posantes acoustiques qui véhiculent des sauts de pression d’ordre 1 par rapport au nombre de Mach.
Ceci est totalement en accord avec les résultats théoriques que nous avons rappelés ci-dessus. En effet
puisque les conditions initiales du problème de Riemann sont discontinues (et par conséquent ne sont pas
des données initiales bien préparées), on ne peut pas s’attendre à ce que les solutions du problème de
Riemann ne contiennent pas de composantes acoustiques. Une conséquence directe de ce fait est que le
champ résultant des équations discrètes représente un équilibre d’ondes acoustiques au lieu de représenter
un champ vérifiant les équations incompressibles.

Décrivons à présent le plan suivi dans ce chapitre. Au paragraphe 2.2, on rappelle un certain nombre
de résultats sur le comportement des solutions des équations d’Euler dans la limite des faibles nombres de
Mach. Le but de ce paragraphe est de montrer que les solutions des équations du modèle incompressible
sont seulement les limites au sens faible, des solutions des équations d’Euler compressibles. Pour cela nous
introduisons un modèle linéaire simplifié qui présente le même comportement que les équations d’Euler et
nous expliquons comment les résultats obtenus peuvent être étendus aux équations d’Euler non linéaires.

Au paragraphe 2.3, nous étudions les solutions du problème de Riemann dans la limite des faibles
nombres de Mach. On montre que même pour des conditions initiales bien préparées, proches d’un champ
incompressible avec uniquement des fluctuations de pression de l’ordre du nombre de Mach au carré,
les solutions du problème de Riemann exhibent des fluctuations acoustiques de pression de l’ordre du
nombre de Mach. Ce phénomène est une conséquence directe du comportement des solutions des équations
compressibles. Il est simplement dû au fait que la projection des données initiales sur des fonctions
constantes par morceaux, crée des discontinuités artificielles qui génèrent des ondes de pression d’ordre
O(M∗).
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Pour le schéma de Roe, on sait que l’utilisation des techniques de préconditionnement représente un
moyen efficace pour remédier au manque de précision du schéma [29], [77], [72], [10]. Et on aboutit aux
mêmes conclusions pour d’autres classes de schémas décentrés comme les schémas de type HLLE [16] ou
ceux de type VFFC [79].

Dans tous ces travaux, le préconditionnement est appliqué seulement à la partie décentrée du schéma
c’est-à-dire sur le tenseur de viscosité artificielle. Une telle stratégie n’est pas directement possible pour
les schémas de type Godunov où le flux s’exprime sous la forme (2.2). Ainsi au paragraphe 2.4, on ap-
plique directement l’idée du préconditionnement sur le solveur de Riemann et on résout un problème
de Riemann préconditionné au lieu du problème de Riemann original. Cette stratégie est appliquée aux
solveurs de type VFRoe [44] où le problème de Riemann est linéarisé. Pour le solveur de Riemann exact,
le préconditionnement n’est pas directement applicable et on propose au paragraphe 2.6 une technique
alternative. Les tests numériques sont très convaincants et montrent que pour les schémas de type Go-
dunov, le préconditionnement représente aussi un moyen très efficace de retrouver une bonne précision
pour le calcul d’écoulements à faible nombre de Mach.

2.2 Le problème continu

Pour faciliter la compréhension du comportement des schémas décentrés dans la limite des faibles
nombres de Mach, on rappelle un certain nombre de résultats pour les équations continues. On com-
mence avec le cas isentropique pour lequel la théorie mathématique est assez complète et on se restreint
au cas périodique. (On notera que si on considère l’espace infini, même pour des données initiales géné-
rales, on peut montrer des résultats plus forts grâce à la disparition à l’infini de l’énergie des composantes
acoustiques. Comme il est prouvé dans [74], les solutions limites des équations compressibles satisfont le
système des équations incompressibles bien que la convergence uniforme soit rompue près de t = 0.)

Les équations d’Euler isentropiques s’écrivent sous la forme :

∂ρ

∂t
+ u.∇ρ + ρdivu = 0

∂u

∂t
+ (u.∇)u +

1
ρ
∇p = 0

(2.4)

Dans ces équations, u = (u, v) est un champ vectoriel et ρ un champ scalaire, définis sur IR×T 2 où T 2 est
un domaine périodique bidimensionnel. La pression p est reliée à la densité ρ par la loi d’état isentropique
p = A ργ où A est une constante et γ est le rapport des chaleurs spécifiques. Pour l’analyse de ce système,
il est pratique de mettre celui-ci sous forme symétrique, en définissant la nouvelle variable :

r̃ =
2

γ − 1

√
p′(ρ) =

1
γ̃

√
p′(ρ) (2.5)

En termes de variables (r,u), le système (2.4) peut s’écrire sous la forme :

∂r

∂t
+ u.∇r + γ̃rdivu = 0

∂u

∂t
+ (u.∇)u + γ̃r∇r = 0

(2.6)

Définissons alors ρref une valeur de référence pour le champ de densité et aref =
√
γAργ−1

ref la vitesse du
son de référence. De plus, on notera uref une valeur de référence pour la vitesse des particules. Le nombre
de Mach de référence est défini comme le rapport M∗ = uref/aref et on s’intéresse au comportement des
solutions du système (2.6) quand ce paramètre tend vers zéro. Pour analyser ce comportement, on peut
déjà observer qu’à une constante près, la variable r correspond à la vitesse du son

√
p′(ρ). Ainsi dans

le système (2.6), on remplace le système de variables original par les nouvelles variables adimensionnées
suivantes :

r = aref (r0 +M∗r1)

u = aref (0 +M∗u1)
(2.7)



22 Chapitre 2. Comportement des schémas de type Godunov dans la limite des faibles nombres de Mach

où r0 est une constante. Ensuite, on désigne par xref une longueur de référence, et on définit une échelle
de temps caractéristique tref égale au temps nécessaire aux particules pour parcourir la longueur xref . On
a donc tref = xref/uref = xref/(arefM∗) et on définit alors les deux variables adimensionnées suivantes :

t = trefτ

x = xrefξ
(2.8)

Avec ce choix de variables, le système (2.6) s’écrit alors sous la forme :

∂r1
∂τ

+ u1.∇r1 + γ̃r1divu1 +
γ̃r0
M∗

divu1 = 0

∂u1

∂τ
+ (u1.∇)u1 + γ̃r1∇r1 +

γ̃r0
M∗

∇r1 = 0

(2.9)

D’après (2.9), on peut s’attendre à ce que pour des échelles de temps très petites de l’ordre de τ = O(M∗)
(c’est-à-dire de l’ordre de t = xref/aref ), le comportement des solutions de (2.9) soit totalement dominé
par la partie acoustique γ̃r0(divu1,∇r1)t et que ces solutions de (2.9) soient proches des solutions du
système :

∂r1
∂θ

+ γ̃r0divu1 = 0

∂u1

∂θ
+ γ̃r0∇r1 = 0

(2.10)

avec θ = τ/M∗ (c’est-à-dire θ = aref t/xref ).

Cependant, comme le noyau de l’opérateur linéaire acoustique est non nul d’après (2.9), on peut
également s’attendre à ce que les composantes des solutions de (2.9) contenues dans le noyau (c’est-à-dire
la partie incompressible de la solution caractérisée par divu1 = 0 et ∇r1 = 0) ne soient pas affectées
par l’opérateur acoustique et soient présentes dans la solution pour de grandes échelles de temps. Ces
composantes obéissent aux équations d’Euler incompressibles :

∂u1

∂τ
+ P ((u1.∇)u1) = 0 (2.11)

où P est la projection sur des champ de vecteurs à divergence nulle. Ainsi de manière générale, d’après
la structure du système (2.9), on s’attend à ce que dans la limite des faibles nombres de Mach, les solu-
tions soient caractérisées par une partie incompressible lente (où les échelles de temps sont de l’ordre de
xref/uref ) et une partie rapide acoustique (où les échelles de temps sont de l’ordre de xref/aref ).

Comme première étape dans l’analyse de ce comportement complexe, on considère un problème modèle
plus simple et obtenu par linéarisation du système (2.9) autour de l’état (r1,u1) = (0,a) où a est un
vecteur constant. Par la suite, on posera γ̃r0 = 1 pour simplifier les calculs et le système linéaire modèle
s’écrit :

∂r1
∂τ

+ a.∇r +
1
M∗

divu1 = 0

∂u1

∂τ
+ a.∇u1 +

1
M∗

∇r1 = 0

(2.12)

On réécrit alors ce système linéaire sous la forme :

∂q

∂τ
+Hq +

1
M∗

Lq = 0 (2.13)

où Hq = a.∇q est un opérateur linéaire d’advection à vitesse constante. En écrivant le système (2.13)
dans l’espace de Fourier, les composantes q̂(k) du vecteur q, vérifient :

∂q̂(k)
∂τ

+ i

[
Ĥ(k) +

1
M∗

L̂(k)
]
q̂(k) = 0 pour k ∈ Z2 (2.14)
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où la matrice Ĥ(k) +
1
M∗

L̂(k) est égale à :

 a.k k1/M∗ k2/M∗
k1/M∗ a.k 0
k2/M∗ 0 a.k

 (2.15)

avec a.b le produit scalaire euclidien des deux vecteurs a et b. Cette matrice est diagonalisable et ses
vecteurs propres sont donnés par :

s1(k) =
1√
2

 1
−k1/ | k |
−k2/ | k |

 , s2(k) =
1
| k |

 0
−k2

k1

 , s3(k) =
1√
2

 1
k1/ | k |
k2/ | k |

 (2.16)

tandis que les valeurs propres s’écrivent :

λ1 = a.k − | k |
M∗

, λ2 = a.k, λ3 = a.k +
| k |
M∗

(2.17)

Ainsi la solution de (2.14) est donnée par :

q̂(k, τ) =



1√
2
(r̂1(k, 0)− k1

| k |
û1(k, 0)− k2

| k |
v̂1(k, 0))e−i(a.k−|k|/M∗)τs1(k)

+
1
| k |

(−k2û1(k, 0) + k1v̂1(k, 0))e−ia.kτs2(k)

+
1√
2
(r̂1(k, 0) +

k1

| k |
û1(k, 0) +

k2

| k |
v̂1(k, 0))e−i(a.k+|k|/M∗)τs3(k)

(2.18)

où r̂1(k, 0), û1(k, 0), v̂1(k, 0) sont les composantes de Fourier correspondant aux données initiales. D’après
(2.18), on voit que la solution se divise en une partie oscillante rapide qui dépend de la variable rapide
θ = τ/M∗ :

q̂osc(k, τ, τ/M∗) =
1√
2



(r̂1(k, 0)− k1

| k |
û1(k, 0)− k2

| k |
v̂1(k, 0))e−i(a.k−|k|/M∗)τs1(k)

+

(r̂1(k, 0) +
k1

| k |
û1(k, 0) +

k2

| k |
v̂1(k, 0))e−i(a.k+|k|/M∗)τs3(k)

(2.19)

et une partie lente indépendante de cette variable rapide :

q̂slow(k, τ) =
1
| k |

(−k2û1(k, 0) + k1v̂1(k, 0))e−ia.kτs2(k) (2.20)

Dans l’espace de Fourier, le noyau de l’opérateur acoustique linéaire L̂(k) est l’espace vectoriel engendré
par le vecteur s2(k) = (0,−k2, k1)t. Cet espace correspond à l’espace physique défini par :

ker L = {(r1,u1); r1 = constante,divu1 = 0} (2.21)

La partie lente qslow =
∑
k q̂slow(k, t)eik.x est alors la projection de la solution dans cet espace et

représente la composante incompressible de la solution. Elle est solution du “système incompressible” :

∂qslow

∂τ
+Hqslow = 0 (2.22)

muni de la condition initiale qslow(τ = 0) = Pq(τ = 0) où P est la projection sur ker L.

D’après l’expression (2.19), il est à noter que qosc tend vers 0 au sens des distributions, quand M∗ → 0.
Cependant cette convergence correspond seulement à une convergence au sens faible.
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Ainsi excepté pour une classe spéciale de conditions initiales, la solution contient toujours une composante
oscillante très rapide qui ne disparâıt pas quand M∗ → 0. En général, même pour de très faibles nombres
de Mach M∗, il faut écrire :

q(x, t) = qslow(x, t) + qosc(x, t, t/M∗) (2.23)

On décrit à présent une classe particulière de conditions initiales pour lesquelles il y a convergence forte
des solutions du système compressible vers les solutions du système incompressible. Une condition néces-
saire pour que q(x, t) converge au sens fort vers la limite incompressible qslow(x, t) est que la composante
qosc(x, t, t/M∗) converge au sens fort vers 0. Ceci n’est pas possible excepté dans le cas où les conditions
initiales sont proches du noyau de L. C’est ce cas précis que nous avons appelé le cas de “données initiales
bien préparées”. Pour les équations d’Euler isentropiques, cette situation a été examinée dans [37] et [39]
tandis que pour les équations non isentropiques, on peut se référer aux travaux de [60].

Pour notre problème linéaire modèle (2.12), le cas de“données initiales bien préparées”peut être décrit
comme suivant. Il est clair d’après (2.18), que si

(r̂1(k, 0)− k1

| k |
û1(k, 0)− k2

| k |
v̂1(k, 0)) = O(M∗)

(r̂1(k, 0) +
k1

| k |
û1(k, 0) +

k2

| k |
v̂1(k, 0)) = O(M∗)

(2.24)

alors la composante oscillante de la solution qosc converge vers 0 au sens fort. On a donc convergence
forte de la solution vers la limite incompressible qslow quand M∗ → 0.

Dans l’espace physique, les deux conditions initiales (2.24) impliquent que les données initiales soient
de la forme suivante :  r1(x, 0) = M∗r2(x, 0)

u1(x, 0) = u′1(x, 0) +M∗u2(x, 0)
(2.25)

où r2(x, 0) est un scalaire d’ordre O(1), u′1(x, 0) et u2(x, 0) sont deux champs de vecteurs d’ordre O(1)
et le champ u′1(x, 0) est tel que divu′1 = 0.

Revenons à présent aux équations d’Euler isentropiques (2.4). Bien que l’analyse et les techniques
requises pour prouver les résultats précédents soient beaucoup plus complexes que dans le cas du système
linéaire, les résultats sont essentiellement les mêmes. Les travaux de [61], [25] montrent que dans la limite
des faibles nombres de Mach, la solution peut s’écrire sous la forme :

q(x, τ) = qslow(x, τ) + qosc(x, τ, τ/M∗) +O(M∗) (2.26)

et peut être décomposée en une partie acoustique qosc(x, τ, τ/M∗) qui dépend d’une variable rapide τ/M∗
et en une partie lente qslow(x, τ). De plus, la partie lente est solution des équations incompressibles :

div(u1) = 0 (2.27.1)

ρ0(
∂

∂τ
u1 + div(u1 ⊗ u1)) +∇π = 0 (2.27.2)

En général qslow(x, τ) correspond seulement à la limite des solutions au sens faible, excepté pour des
“données initiales bien préparées” proches du noyau de L. Comme pour le problème linéaire modèle, cette
classe particulière de conditions initiales est caractérisée par : r1(x, 0) = M∗r2(x, 0)

u1(x, 0) = u′1(x, 0) +M∗u2(x, 0) avec divu′1 = 0
(2.28)

Et si on revient aux variables originales (p,u), cela implique que les conditions initiales soient de la forme :
p(x, 0) = ρrefa

2
ref (Constante +M2

∗p2(x, 0))

u(x, 0) = aref (0 +M∗u1(x, 0) +M2
∗u2(x, 0)) avec divu1 = 0

(2.29)

où p2(x, 0),u1(x, 0),u2(x, 0) sont des fonctions régulières de classe C1.
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2.3 Etude du problème de Riemann dans la limite des faibles
nombres de Mach

Nous nous intéressons à présent au calcul d’écoulements proches de la limite incompressible. Comme
nous l’avons vu dans le paragraphe précédent, si les conditions initiales sont bien préparées et de la
forme (2.29) avec des fluctuations de pression de l’ordre du nombre de Mach au carré, alors il y a
convergence forte des solutions des équations compressibles vers celles des équations incompressibles.
Cependant, même si les données initiales vérifient cette hypothèse, la projection de ces données sur des
fonctions constantes par morceaux, génère des discontinuités artificielles aux interfaces entre deux cellules
de contrôle. Ces discontinuités correspondent précisément aux données initiales du problème de Riemann
et en conséquence une contribution acoustique avec des fluctuations de pression de l’ordre du nombre
de Mach sera présente dans la solution du problème de Riemann. On considère le problème de Riemann
associé aux équations d’Euler et défini par :

∂q

∂t
+
∂F (q)
∂x

= 0

q(x, 0) =
{
qL si x < 0
qR si x > 0

(2.30)

avec

q =


ρ
ρu
ρv
ρe

 et F (q) =


ρu
ρu2 + p
ρuv
(ρe+ p)u

 (2.31)

Afin de comprendre plus facilement la description du problème de Riemann dans la limite des faibles
nombres de Mach, on rappelle ci-dessous comment résoudre le problème dans le cas général. Pour plus
de détails sur cette résolution, on pourra par exemple se référer à [66], [26]. La solution est composée de
4 différents états constants qL, q∗L, q

∗
R, qR connectés par trois ondes qui peuvent être de gauche à droite,

une 1-détente ou un 1-choc, une discontinuité de contact et une 3-détente ou un 3-choc. Les quatre
configurations possibles sont représentées en Figure 2.2.

Fig. 2.2 – Les quatre cas possibles dans la construction de la solution du problème de Rie-
mann : (a) 1-détente, contact, 3-choc, (b) 1-choc, contact, 3-détente, (c) 1-détente, contact,
3-détente, (d) 1-choc, contact, 3-choc.
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A travers une 1-détente, l’entropie, la vitesse tangentielle et la quantité u+2a/(γ−1) où a est la vitesse
du son

√
γp/ρ, sont constantes. Ainsi, les états ρ, u, v, p qui peuvent être connectés à l’état ρL, uL, vL, pL

à travers une 1-détente doivent satisfaire :

p

ργ
=
pL

ργ
L

; u+
2a
γ − 1

= uL +
2aL

γ − 1
(2.32)

et
v = vL (2.33)

En combinant les deux équations (2.32), on obtient la courbe d’une 1-détente qui définit dans le plan
(u, p) les états pouvant être connectés à qL :

u = uL +
2aL

γ − 1
(1− (

p

pL
)α) avec α = (γ − 1)/2γ et p < pL (2.34)

De façon similaire, en écrivant que les invariants de Riemann sont constants à travers une 3-détente, on
obtient la courbe d’une 3-détente qui définit tous les états possibles pouvant être connectés à qR par une
3-détente :

u = uR −
2aR

γ − 1
(1− (

p

pR
)α) avec p < pR (2.35)

La prise en compte des courbes (2.34)-(2.35) permet de calculer la solution du problème pour le cas (c)
de la Figure 2.2. Pour les trois autres cas, il faut tenir compte de la présence d’ondes de choc. En écrivant
les relations de Rankine-Hugoniot : 

∆ρu = σ∆ρ
∆ρu2 + p = σ∆ρu
∆ρuv = σ∆ρv
∆(ρe+ p)u = σ∆ρe

(2.36)

à travers les chocs, on obtient les courbes de 1-choc et 3-choc :

u = uL −
p− pL√
p+ µ2pL

√
(1− µ2)/ρL avec p > pL (2.37)

u = uR +
p− pR√
p+ µ2pR

√
(1− µ2)/ρR avec p > pR (2.38)

où µ2 = (γ − 1)/(γ + 1). La solution est alors déterminée en cherchant le point d’intersection (u∗, p∗)
des courbes de détentes et de chocs dans les états q∗L et q∗R. D’un point de vue algébrique, cela revient
à chercher le point d’intersection d’une courbe de 1-détente–1-choc partant de (uL, pL) avec une courbe
de 3-détente–3-choc passant par (uR, pR). Excepté le cas particulier du vide, ces courbes admettent un
point d’intersection unique qui permet ensuite de déterminer complètement la solution du problème.

On s’intéresse maintenant à cette solution dans la limite des faibles nombres de Mach. De manière
plus précise et en accord avec les résultats du paragraphe 2.2, on considère des conditions initiales (qL, qR)
proches d’un champ incompressible à densité constante, comme décrites ci-dessous :

ρL = ρref (ρ0 +M2
∗ρL,2 + . . . )

uL = aref (0 +M∗uL,1 + . . . )
vL = aref (0 +M∗vL,1 + . . . )
pL = ρrefa

2
ref (p0 +M2

∗pL,2 + . . . )

(2.39)

ρR = ρref (ρ0 +M2
∗ρR,2 + . . . )

uR = aref (0 +M∗uR,1 + . . . )
vR = aref (0 +M∗vR,1 + . . . )
pR = ρrefa

2
ref (p0 +M2

∗pR,2 + . . . )

(2.40)

où ρref , aref et M∗ = uref/aref sont des valeurs de référence pour la densité, la vitesse du son et le
nombre de Mach. Ces conditions initiales correspondent à la projection sur des fonctions constantes par
morceaux, des données “bien-préparées” (2.29) considérées au paragraphe 2.2. On remarquera notamment
que le champ de pression ne contient pas de fluctuations de l’ordre du nombre de Mach M∗.
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Pour déterminer la solution du problème de Riemann dans la limite M∗ → 0, on écrit celle-ci sous la
forme :

ρ = ρref (ρ0 +M∗ρ1 +M2
∗ρ2 + . . . )

u = aref (0 +M∗u1 + . . . )
v = aref (0 +M∗v1 + . . . )
p = ρrefa

2
ref (p0 +M∗p1 +M2

∗p2 + . . . )

(2.41)

En introduisant ces expressions dans les courbes de détente et de choc (2.34)-(2.35)-(2.37)-(2.38), on
obtient après calculs que ces courbes dans la limite M∗ → 0, dégénèrent en droites de pentes ±1/

√
γp0ρ0 :

1-Détente u1 = uL,1 −
1

√
γp0ρ0

p1 pour p1 < 0

1-Choc u1 = uL,1 −
1

√
γp0ρ0

p1 pour p1 > 0

3-Détente u1 = uR,1 +
1

√
γp0ρ0

p1 pour p1 < 0

3-Choc u1 = uR,1 +
1

√
γp0ρ0

p1 pour p1 > 0

(2.42)

Comme le montre la Figure 2.3, des quatre cas présentés en Figure 2.2, seuls deux cas restent possibles.
Il s’agit des cas ; 1-détente–3-détente (pour uR,1 − uL,1 > 0 ) et 1-choc–3-choc (pour uR,1 − uL,1 < 0 ).

Fig. 2.3 – Intersection des courbes de détente pour uR,1 − uL,1 > 0 (gauche) et des courbes
de choc pour uR,1 − uL,1 < 0 (droite).

Pour ces deux cas, le calcul du point d’intersection des courbes (2.42) donne :

u1 = (uL,1 + uR,1)/2

p1 = −√γp0ρ0∆u1/2
(2.43)

avec ∆u1 = ∆RLu1 = uR,1 − uL,1. Ainsi on voit que même avec des conditions initiales de la forme
(2.39)-(2.40) où pL,1 = pR,1 = 0, la pression calculée à l’interface contient une fluctuation de l’ordre du
nombre de Mach M∗ :

p = ρrefa
2
ref (p0 −

M∗

2
√
γp0ρ0∆u1 + . . . (2.44)

En fait, cette fluctuation de pression est purement d’origine acoustique. Les courbes de choc (2.42) sont
les relations de Rankine-Hugoniot pour un système acoustique et (2.43) est en fait la solution du problème
acoustique linéaire défini par l’équation (2.10) ou bien en termes de variables u1, p1 par :

∂

∂t

 u1

p1

+

 0 1/ρ0

γp0 0

 ∂

∂x

 u1

p1

 = 0 (2.45)
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Ainsi, le flux calculé à l’interface n’est pas une approximation du “flux incompressible” mais il est aux
ordres dominants le flux issu d’un problème acoustique généré par les discontinuités artificielles aux in-
terfaces entre deux cellules.

Afin d’illustrer cette analyse, on compare en Figure 2.4, la solution du problème de Riemann (2.30)
et l’expression asymptotique (2.43) pour des données initiales de la forme (2.39)-(2.40) définies par :

ρL = 1.
uL = 1.
vL = 1.
pL = 10001.

et


ρR = 1.
uR = 1.75 ou 0.25
vR = 1.45
pR = 10001.85

(2.46)

Le nombre de Mach de référence pour ce cas est de l’ordre de 10−2. En Figure 2.4, la colonne gauche
montre le cas de deux détentes (quand uR > uL) tandis que celle de droite illustre le cas de deux chocs
(quand uR < uL). Dans les deux cas, on observe que le saut de pression entre les états gauche et droit
initiaux est très faible (de l’ordre de 0.01%), mais que le saut de vitesse entrâıne une variation beaucoup
plus grande de la pression à l’interface.

Fig. 2.4 – Comparaison entre le solveur exact de Godunov et l’analyse asymptotique pour
uR − uL > 0 (gauche) et pour uR − uL < 0 (droite).

Par analyse du problème de Riemann dans la limite M∗ → 0, on peut ainsi conclure que même si les
données initiales sont proches d’un champ incompressible à densité constante, le champ calculé par un
solveur exact de Godunov, contient après un pas de temps, des ondes de pression d’origine acoustique
de l’ordre de M∗. Ces fluctuations sont beaucoup plus grandes que celles présentes dans les composantes
incompressibles. Ces composantes acoustiques restent présentes à travers tous les pas de temps suivants
et l’état d’équilibre discret (s’il existe) peut être décrit comme un équilibre d’ondes acoustiques au lieu de
représenter une approximation d’un champ incompressible. En annexe A, figurent les équations limites
discrètes du schéma de Godunov dans la limite des faibles nombres de Mach. On remarquera par ailleurs
la similarité de ces équations avec celles obtenues dans [29] par analyse asymptotique du schéma de Roe.
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2.4 L’effet du préconditionnement

Dans le cas du schéma de Roe, il est prouvé dans [29] que pour le calcul d’écoulements vraiment
subsoniques, une nette amélioration de la précision peut être obtenue en modifiant le flux numérique
(2.1) de la façon suivante :

Φ(qL, qR,nLR) =
1
2
(F .nLR(qL) + F .nLR(qR) + P−1|P ∂F .nLR

∂q
|∆LRq) (2.47)

où P est une matrice de préconditionnement. Dans ce paragraphe, on propose une stratégie similaire pour
remédier au problème de précision des schémas de type Godunov. Plus précisément, on appliquera cette
technique de préconditionnement à la classe des schémas de type VFRoe, que nous décrivons maintenant.
Les schémas de type VFRoe [44] utilisent un flux de la forme :

Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR) (2.48)

où qLR est un état calculé par résolution d’un problème de Riemann entre les états qL, qR. Si ce problème
de Riemann est défini à partir des équations d’Euler non linéaires, le schéma défini par (2.48) correspond
simplement au schéma de Godunov. Cependant d’un point de vue calculatoire, il peut être intéressant de
définir ce problème de Riemann à partir des équations linéarisées entre les deux états (qL, qR) :

∂q̃

∂t
+ < A >

∂q̃

∂x
= 0

q̃(x, 0) =
{
q̃L si x < 0
q̃R si x > 0

(2.49)

où < A > est une matrice constante et où le vecteur q̃ peut être le vecteur q des variables conservatives
ou tout autre système de variables indépendantes. Ici, par exemple, nous utilisons le vecteur des variables
“entropiques” q̃ = (p, u, v, s)t et la matrice < A > est définie par :

< A >=


< u > γ < p > 0 0

1/ < ρ > < u > 0 0
0 0 < u > 0
0 0 0 < u >

 (2.50)

où < . >= ((.)L +(.)R)/2 représente la moyenne arithmétique entre les états (̃.)L et (̃.)R. Ainsi dans l’ex-
pression du flux (2.48), qLR est le vecteur des variables conservatives correspondant à la solution q̃LR en
variables entropiques du problème de Riemann linéarisé (2.49). Une analyse asymptotique de cette classe
de schémas décentrés, similaire à celle présentée au paragraphe 2.3, aboutit aux mêmes conclusions que
dans le cas du schéma de Godunov. Elle montre que la pression sur l’interface est donnée par l’expression
(2.44) et donc que le champ de pression contient des fluctuations de l’ordre du nombre de Mach.

En s’inspirant des techniques de préconditionnement utilisées pour le schéma de Roe (2.47), on propose
de modifier le flux calculé à l’interface Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR) en calculant qLR comme la solution
d’un problème de Riemann préconditionné. Plus spécifiquement, dans l’expression (2.48), on prend qLR

comme la solution du problème préconditionné suivant :

∂q̃

∂t
+ P < A >

∂q̃

∂x
= 0

q̃(x, 0) =
{
q̃L si x < 0
q̃R si x > 0

(2.51)

où P est la matrice de préconditionnement proposée dans [70] avec β un paramètre de l’ordre du nombre
de Mach : β = M∗β1 et β1 = O(1).

P =


β2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.52)
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On propose à présent de montrer que la pression d’interface solution du problème de Riemann précon-
ditionné (2.51) ne contient plus de fluctuations de l’ordre de M∗ si le champ initial de pression contient
seulement des fluctuations de l’ordre de M2

∗ . Les états gauche et droit du problème sont définis par :

ρL = ρref (ρL,0 +M∗ρL,1 +M2
∗ρL,2 + . . . )

uL = aref (0 +M∗uL,1 + . . . )
vL = aref (0 +M∗vL,1 + . . . )
pL = ρrefa

2
ref (p0 +M2

∗pL,2 + . . . )

(2.53)

ρR = ρref (ρR,0 +M∗ρR,1 +M2
∗ρR,2 + . . . )

uR = aref (0 +M∗uR,1 + . . . )
vR = aref (0 +M∗vR,1 + . . . )
pR = ρrefa

2
ref (p0 +M2

∗pR,2 + . . . )

(2.54)

On remarquera que dans (2.53)-(2.54), nous autorisons la présence de discontinuités de densités d’ordre
O(1) mais que le saut de pression entre les états gauche et droit est bien de l’ordre de M2

∗ .

Pour obtenir une expression explicite de la solution de (2.51), la matrice P < A > est diagonalisée.
Ses valeurs propres sont données par :

λ1(q̃) = [(1 + β2) < u > −
√
X]/2

λ2(q̃) = λ3(q̃) =< u >

λ4(q̃) = [(1 + β2) < u > +
√
X]/2

(2.55)

avecX = [(1− β2) < u >]
2
+4β2γ < p > / < ρ >. Les vecteurs propres à droite ri(q̃) (pour i ∈ {1, . . . , 4})

qui vérifient la relation PA(q̃)ri(q̃) = λi(q̃)ri(q̃) peuvent être choisis comme suit :

r1 =


1

λ1 − β2 < u >

β2γ < p >
0
0

 , r2 =


0
0
0
1

 , r3 =


0
0
1
0

 , r4 =


1

λ4 − β2 < u >

β2γ < p >
0
0

 (2.56)

De plus, on notera li(q̃) (pour i ∈ {1, . . . , 4}) les vecteurs propres à gauche qui vérifient la relation
t[PA](q̃)li(q̃) = λi(q̃)li(q̃). Après normalisation des vecteurs à droite et à gauche pour avoir tli(q̃).rj(q̃) =
δij , on obtient :

l1 =
1√
X


−(λ1− < u >)
−β2γ < p >

0
0

 , l2 =


0
0
0
1

 , l3 =


0
0
1
0

 , l4 =
1√
X


λ4− < u >
β2γ < p >

0
0

 (2.57)

Finalement, si on introduit les coordonnées αi(∆RLq̃) = tli(q̃).∆RLq̃ du saut ∆RLq̃ = q̃R − q̃L dans la
base des vecteurs propres ri :

α1 = − (λ1− < u >)∆p+ β2γ < p > ∆u√
X

α2 = ∆S

α3 = ∆v α4 =
(λ4− < u >)∆p+ β2γ < p > ∆u√

X

(2.58)

alors la solution de (2.51) est donnée par 4 états constants q̃L, q̃∗L, q̃
∗
R, q̃R définis par :

q̃(x, t) =



q̃L pour x/t < λ1

q̃∗L = q̃L + α1r1 pour λ1 < x/t < λ2

q̃∗R = q̃R − α4r4 pour λ2 < x/t < λ4

q̃R pour λ4 > x/t

(2.59)
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La formule (2.59) est obtenue par résolution d’un problème de Riemann pour un système linéaire hyper-
bolique. On rappelle la méthode de résolution ci-dessous. La solution du problème dépend seulement de
la variable x/t et se compose dans le plan (x, t) d’états constants séparés par les lignes caractéristiques
(voir Figure 2.5).

A partir des vecteurs propres à droite et à gauche, on écrit le vecteur q̃ dans la base des vecteurs
propres à droite, sous la forme :

q̃ =
∑

i

αiri (2.60)

Le problème de Riemann (2.51) peut alors s’écrire :

∂

∂t
(
∑

i

αiri) + P < A >
∂

∂x
(
∑

i

αiri) = 0 (2.61)

ou encore, en utilisant la définition des vecteurs propres :

∂

∂t
αi(q̃) + λi

∂

∂x
αi(q̃) = 0 (2.62)

On obtient donc : 
αi(q̃) = αi(q̃0(x− λit))

q̃0 = q̃L si x− λit < 0

q̃0 = q̃R si x− λit > 0

(2.63)

Ainsi la solution peut s’écrire sous la forme :

q̃(x, t) =
∑

i

αi(q̃0(x− λit))ri

q̃(x, t) = q̃L + αi(q̃0(x− λit)− q̃L)ri

(2.64)

Or on cherche la solution sur l’interface c’est-à-dire en x/t = 0. Cette solution s’écrit :

q̃(0, t) = q̃L + αi(q̃0(−λit)− q̃L)ri (2.65)

Et la solution du problème de Riemann linéarisé est donc bien donnée par la formule (2.59).

Fig. 2.5 – Représentation du problème de Riemann d’un système linéaire hyperbolique.
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En utilisant les expressions des vecteurs propres à gauche et à droite (2.58)-(2.56), avec les dévelop-
pements asymptotiques (2.53)-(2.54), on obtient les expressions asymptotiques suivantes pour les deux
états q̃∗L, q̃

∗
R : (On signale que les valeurs de u et p sont identiques dans les deux états q̃∗L, q̃

∗
R)

u∗ = aref (0 +M∗(< u1 > −
< u1 >

2
√
X0

∆u1 −
∆p2

< ρ0 >
√
X0

)

+M2
∗ (< u2 > −

< u1 >

2
√
X0

∆u2 + (. . . )∆u1 +
< ρ1 > ∆p2

< ρ0 >
√
X0

+ (. . . )∆p2) + . . . )

p∗ = ρrefa
2
ref (p0 +M2

∗ (< p2 > −
β2

1γp0√
X0

∆u1 +
< u1 >

2
√
X0

∆p2) + . . . )

(2.66)

où X0 = (< u1 >)2 + 4β2
1γp0/ < ρ0 > et (. . . ) symbolise des termes compliqués que nous n’avons pas

explicités ici. Les valeurs des densités et des vitesses tangentielles sont données par :

ρ∗L = ρref (ρL,0 +M∗ρL,1 +M2
∗ (ρL,2 −

β2
1ρL,0√
X0

∆u1 +
ρL,0 < u1 >

2γp0

√
X0

∆p2 +
ρL,0

2γp0
∆p2) + . . . )

v∗L = vL

ρ∗R = ρref (ρR,0 +M∗ρR,1 +M2
∗ (ρR,2 −

β2
1ρR,0√
X0

∆u1 +
ρR,0 < u1 >

2γp0

√
X0

∆p2 −
ρR,0

2γp0
∆p2) + . . . )

v∗R = vR

(2.67)

D’après l’expression (2.66), on voit que la pression à l’interface ne contient pas de fluctuations de l’ordre
du nombre de Mach.

Revenons à présent aux expériences numériques que nous avons présentées en introduction. La Figure
2.7 présente le champ de pression pour les trois mêmes tests qu’en Figure 2.1 où l’on fait décrôıtre le
nombre de Mach. Contrairement aux résultats obtenus avec le flux original, les solutions convergent vers
une unique solution.

Sur la Figure 2.6 sont représentées les fluctuations de pression en fonction du nombre de Mach. Comme
l’implique l’expression (2.66), les fluctuations de pression sont proportionnelles au nombre de Mach au
carré, en accord avec le comportement des équations continues dans le cas de données initiales bien
préparées.

Fig. 2.6 – Fluctuations de pression en fonction du nombre de Mach à l’infini, pour le schéma
VFRoe-Turkel. Pour comparaison la courbe y = x2 est représentée en traits pointillés.
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Fig. 2.7 – Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage à 3114 nœuds à M∞ = 0.1
(haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma VFRoe-Turkel.
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2.5 Comparaison avec la solution incompressible

On présente ici une série de simulations d’écoulements dans une tuyère dans laquelle le nombre de Mach
tend vers zéro. Les résultats obtenus sont comparés avec ceux donnés par un calcul incompressible. Ce type
de simulations est similaire aux expériences précédentes réalisées autour du profil d’aile de NACA0012.
Puisqu’on cherche des solutions stationnaires, les pas de temps utilisés par la méthode implicite sont
calculés avec un CFL inversement proportionnel au résidu non linéaire de la densité en norme L2 :

CFL =
1

Res(ρ)
avec CFLmax = 106 (2.68)

Les solutions discrètes stationnaires présentées sont celles obtenues pour un résidu non linéaire de 10−9.

Dans ces simulations avec le modèle compressible, le nombre de Mach M∗ tend vers zéro et les résultats
obtenus sont comparés avec les solutions des équations d’Euler incompressibles :

divu = 0 (2.69.1)

ρ0(
∂u

∂t
+ div(u⊗ u)) +∇π = 0 (2.69.2)

De plus, ce problème stationnaire résolu avec le modèle compressible, revient en fait à un problème encore
plus simple que celui décrit par le système (2.69). En effet, il revient à calculer un écoulement station-
naire irrotationnel d’un fluide parfait incompressible. Nous décrivons ci-dessous ce type d’écoulement. On
considère l’écoulement engendré par un obstacle solide indéformable au sein d’un fluide parfait incom-
pressible animé d’un champ de vitesse irrotationnel rotu = 0. Dans ce cas, il existe un potentiel φ tel que
u = ∇φ ; φ ne dépendant que de la position x dans le cas stationnaire. Le système (2.69) d’une part et
les conditions aux limites d’autre part se traduisent alors par :

ρ = ρ0 (2.70.1)

∆φ = 0 (2.70.2)

∂φ

∂n
= 0 paroi (2.70.3)

u = u0 entrée-sortie (2.70.4)

qui contient une équation de Poisson, et l’équation d’Euler conduit à :

∇
(
u2

2
+

p

ρ0

)
=
fv

ρ0
(2.71)

de telle sorte que, si les forces extérieures dérivent d’un potentiel Υ, on a la relation :

u2

2
+

p

ρ0
−Υ = cte (2.72)

Les deux relations (2.71)-(2.72) permettent la détermination de u puis de p, dans la mesure où p est
connu en un point à l’infini. Ici nous négligerons la gravité et nous avons donc Υ = 0. De plus on a fixé
ρ0 = 1 kg.m−3 et ‖u0‖ = 1 m.s−1.

Les Figures 2.8 et 2.9 montrent les résultats de la pression normalisée p−pmin/pmax−pmin pour l’état
stationnaire discret calculé, respectivement sur un maillage grossier de 451 nœuds et sur un maillage plus
fin de 3277 nœuds. On présente de gauche à droite les résultats obtenus avec le schéma classique VFRoe
et celui préconditionné VFRoe-Turkel.

La Figure 2.10 montre les résultats de la pression donnés par un calcul incompressible réalisé par une
méthode d’éléments finis pour le système (2.70) et sur un maillage de 3244 nœuds. Ce dernier calcul a
été réalisé avec le logiciel GENEPI au CEA Cadarache.
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Les Figures 2.8 et 2.9 montrent clairement que la solution obtenue avec le schéma classique VFRoe,
n’est pas symétrique et ne peut donc pas représenter une approximation raisonnable d’un écoulement
potentiel dont la solution est symétrique par rapport à l’axe de la tuyère. Comme le nombre de Mach
décrôıt, les résultats du schéma classique se dégradent et les solutions ne convergent pas vers une ap-
proximation raisonnable de la solution incompressible. En revanche les résultats obtenus avec le schéma
préconditionné VFRoe-Turkel, convergent vers une solution unique et symétrique. Aussi quand on com-
pare les solutions données par le schéma préconditionné à celles obtenues avec un modèle incompressible,
les différences sont quasiment nulles. Ceci met une nouvelle fois en évidence la nécessité et aussi l’efficacité
du préconditionnement dans la simulation numérique des écoulements à faible nombre de Mach.

Fig. 2.8 – Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage à 451 nœuds à M∞ = 0.1
(haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma VFRoe (gauche) et schéma VFRoe-
Turkel (droite).
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Fig. 2.9 – Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage à 3277 nœuds à M∞ = 0.1
(haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma VFRoe (gauche) et schéma VFRoe-
Turkel (droite).

Fig. 2.10 – Isovaleurs de la pression pour le calcul incompressible sur un maillage à 3244
nœuds.
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2.6 Une alternative au préconditionnement

Nous avons vu que la méthode de préconditionnement dans la limite des faibles nombres de Mach pour
les schémas de type Godunov, revenait à modifier le problème de Riemann. Néanmoins, cette méthode
n’est utilisable que pour les solveurs de Riemann linéarisés (par exemple de type VFRoe). Ici nous pro-
posons une approche légèrement différente qui consiste à corriger la solution qLR utilisée pour le calcul
des flux. Cette alternative est appliquée au schéma original de Godunov c’est-à-dire celui basé sur la
résolution exacte du problème de Riemann.

Dans la limite des faibles nombres de Mach, les flux calculés aux interfaces par le schéma de Go-
dunov sont aux ordres dominants par rapport à M∗, des flux issus de problèmes acoustiques générés
artificiellement par les discontinuités des solutions discrètes sur le maillage. Le premier point essentiel
dans cette nouvelle approche est donc de faire disparâıtre toute contribution acoustique que l’on notera
qacous
LR . Cependant si l’on se limite à cette modification des valeurs aux interfaces, le flux obtenu est

proche d’un flux centré. Il est alors nécessaire pour stabiliser le schéma de rajouter une contribution
qvis
LR donnant lieu à une viscosité artificielle. Cette contribution sera évaluée en se guidant par l’exemple

du schéma préconditionné. Pour mettre en évidence l’importance de ces modifications, nous allons donc
tester numériquement l’utilisation des flux suivants :

Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR − qacous
LR ) (2.73.1)

Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR − qacous
LR + qvis

LR) (2.73.2)

où qLR est la solution du problème de Riemann exact.

La première partie de cette étude consiste à calculer la solution asymptotique du problème de Riemann
exact. Cette solution permettra de donner l’expression de la composante “acoustique” qacous

LR malheureu-
sement présente dans la solution. Ensuite on comparera l’état qLR− qacous

LR à la solution asymptotique du
problème de Riemann préconditionné (2.66)-(2.67) et la différence nous permettra de définir une contri-
bution visqueuse qvis

LR.

On se donne comme conditions initiales du problème de Riemann, les deux états qL et qR généraux
suivants :

ρL = ρref (ρL,0 +M∗ρL,1 +M2
∗ρL,2 + . . . )

uL = aref (0 +M∗uL,1 + . . . )
vL = aref (0 +M∗vL,1 + . . . )
pL = ρrefa

2
ref (p0 +M∗pL,1 +M2

∗pL,2 + . . . )

(2.74)

ρR = ρref (ρR,0 +M∗ρR,1 +M2
∗ρR,2 + . . . )

uR = aref (0 +M∗uR,1 + . . . )
vR = aref (0 +M∗vR,1 + . . . )
pR = ρrefa

2
ref (p0 +M∗pR,1 +M2

∗pR,2 + . . . )

(2.75)

Pour valider cette approche dans un cadre assez général, on suppose que les conditions initiales admettent
une discontinuité de densité à l’ordre 0. De ce fait on ne sait plus définir exactement l’acoustique associée
au problème. Ainsi la définition de la contribution acoustique qacous

LR sera une formule approchée.

Comme au paragraphe 2.3, on introduit ces développements asymptotiques dans les courbes de dé-
tentes et de chocs. Il est aisé de voir que ces courbes sont alors confondues et qu’elles dégénèrent en
droites de pentes −1/√γp0ρL,0 et +1/√γp0ρR,0. Le point d’intersection donne les valeurs de u∗ et p∗ :

u∗ = aref (0 +M∗(
√
ρL,0uL,1 +√

ρR,0uR,1
√
ρL,0 +√

ρR,0
− 1
√
γp0

∆p1√
ρL,0 +√

ρR,0
) +M2

∗ (< u2 > +(. . . )) +O(M3
∗ )

p∗ = ρrefa
2
ref (p0 +M∗(

√
ρR,0pL,1 +√

ρL,0pR,1
√
ρL,0 +√

ρR,0
+ qacous,p∗

LR,1 ) +M2
∗ (< p2 > +qacous,p∗

LR,2 + (. . . )) +O(M3
∗ )

(2.76)
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Les valeurs des densités de part et d’autre de la discontinuité de contact sont déduites par écriture des
invariants de Riemann et on obtient :

ρ∗L = ρref (ρL,0 +M∗(ρL,1 + q
acous,ρ∗L
LR,1 +

ρL,0
√
ρL,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆p1

γp0
) +M2

∗ (ρL,2 + q
acous,ρ∗L
LR,2 + (. . . )) +O(M3

∗ )

ρ∗R = ρref (ρR,0 +M∗(ρR,1 + q
acous,ρ∗R
LR,1 +

ρR,0
√
ρR,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆p1

γp0
) +M2

∗ (ρR,2 + q
acous,ρ∗R
LR,2 + (. . . )) +O(M3

∗ )

(2.77)
où (. . . ) symbolise des termes d’ordre 2, qui ne sont pas significatifs et que l’on n’a pas explicités. Les
termes dissipatifs en ∆u1 présents à l’ordre M∗ dans les expressions de p∗, ρ∗L, ρ

∗
R sont purement d’origine

acoustique et donc transposés dans qacous
LR . En revanche les termes en ∆p1 à l’ordre M∗ dans les valeurs

de la vitesse et des densités n’ont pas été pris en compte dans la composante acoustique qacous
LR car ces

termes disparaissent dans l’hypothèse d’un champ initial incompressible où ∆p1 = 0.

En conclusion, la contribution acoustique peut s’écrire en revenant aux variables dimensionnées :

qacous,p∗

LR = −
√
γ(pL + pR)ρLρR√

2ρL +
√

2ρR
∆u

q
acous,ρ∗L
LR = −

√
2ρL√

γ(pL + pR)

√
ρLρR∆u

√
ρL +

√
ρR

q
acous,ρ∗R
LR = −

√
2ρR√

γ(pL + pR)

√
ρLρR∆u

√
ρL +

√
ρR

(2.78)

La solution limite obtenue en supprimant la contribution acoustique, s’écrit pour la pression sous la
forme :

p∗ = ρrefa
2
ref (p0 +M∗(0) +M2

∗ (< p2 > +(. . . )) +O(M3
∗ ) (2.79)

et pour les densités sous la forme :

ρ∗L = ρref (ρL,0 +M∗(ρL,1 +
ρL,0

√
ρL,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆p1

γp0
) +M2

∗ (ρL,2 + (. . . )) +O(M3
∗ )

ρ∗R = ρref (ρR,0 +M∗(ρR,1 +
ρR,0

√
ρR,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆p1

γp0
) +M2

∗ (ρR,2 + (. . . )) +O(M3
∗ )

(2.80)

En supprimant toute contribution acoustique, on perd toute la viscosité sur la pression p∗ à l’ordre M∗ et
il en est de même pour les densités ρ∗L, ρ

∗
R dans le cas de données initiales incompressibles où ∆p1 = 0. En

analysant la solution asymptotique du problème de Riemann préconditionné (2.66), nous avons vu que
des termes purement dissipatifs viennent se rajouter sur la vitesse u∗ à l’ordre M∗. C’est ces termes qui
nous intéressent et qui vont définir l’expression de qvis

LR. Nous avons vu au paragraphe 2.4 que la solution
limite du problème de Riemann préconditionné, pour la vitesse, pouvait s’écrire sous la forme :

u∗ = aref (0 +M∗(< u1 > −
< u1 >

2
√
X0

∆u1 −
∆p2

< ρ0 >
√
X0

) +M2
∗ (< u2 > +(. . . )) +O(M3

∗ ) (2.81)

Maintenant on compare cette solution à celle du problème de Riemann original et exact, dans le cas où
∆p1 = 0 :

u∗ = aref (0 +M∗(
√
ρL,0uL,1 +√

ρR,0uR,1
√
ρL,0 +√

ρR,0
) +M2

∗ (< u2 > +(. . . )) +O(M3
∗ ) (2.82)

Alors on distingue aisément les termes de viscosité artificielle induits par le préconditionnement, et la
solution u∗ du système préconditionné, s’écrit sous la forme :

u∗ = aref (0 +M∗(< u1 > +qvis,u∗

LR,1 ) +M2
∗ (< u2 > +qvis,u∗

LR,2 + (. . . )) +O(M3
∗ ) (2.83)
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On définit qvis
LR en revenant aux variables dimensionnées, par l’expression :

qvis,u∗

LR = −< u >

2
√
X

∆u− ∆p√
ρLρRX

(2.84)

où X = (< u >)2 + 2β2γ(pL + pR)/
√
ρLρR et β est proportionnel au nombre de Mach. Cette étude nous

permet alors de proposer les deux corrections suivantes.

Première correction : Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR − qacous
LR )

qLR − qacous
LR =


p∗

u∗

ρ∗L
v∗L
ρ∗R
v∗R

−



−
√
γ(pL + pR)ρLρR√

2ρL +
√

2ρR
∆u

0

−
√

2ρL√
γ(pL + pR)

√
ρLρR∆u

√
ρL +

√
ρR

0

−
√

2ρR√
γ(pL + pR)

√
ρLρR∆u

√
ρL +

√
ρR

0


(2.85)

où t(p∗, u∗, ρ∗L, v
∗
L, ρ

∗
R, v

∗
R) est la solution exacte du problème de Riemann. Il est à noter qu’une correction

similaire a été proposée pour le schéma de Roe dans [68]. Cette dernière consiste à modifier le flux de
Roe comme ci-dessous où a =

√
γp/ρ représente la vitesse du son :

Φ(qL, qR,nLR) =
1
2
(F .nLR(qL) + F .nLR(qR) + |∂F .nLR

∂q
|∆LRq) +


0
< ρa > nx

LR∆u
< ρa > ny

LR∆u
0

 (2.86)

Deuxième correction : Φ(qL, qR,nLR) = F .nLR(qLR − qacous
LR + qvis

LR)

qLR − qacous
LR + qvis

LR =


p∗

u∗

ρ∗L
v∗L
ρ∗R
v∗R

−



−
√
γ(pL + pR)ρLρR√

2ρL +
√

2ρR
∆u

0

−
√

2ρL√
γ(pL + pR)

√
ρLρR∆u

√
ρL +

√
ρR

0

−
√

2ρR√
γ(pL + pR)

√
ρLρR∆u

√
ρL +

√
ρR

0


+



0

−< u >

2
√
X

∆u− ∆p√
ρLρRX

0
0
0
0


(2.87)

Revenons à présent aux calculs d’écoulements à faible nombre de Mach autour d’une aile de NACA0012.
La Figure 2.11 présente le champ de pression pour les deux schémas corrigés et pour le schéma précon-
ditionné VFRoe-Turkel.

La première correction donne un résultat acceptable à Mach 0.1 mais en dessous de cette valeur les
résultats se dégradent et le schéma devient oscillant. En particulier, il faut noter que les résultats présen-
tés pour Mach 0.01 et 0.001 correspondent à des calculs qui n’ont pas convergé en temps. En utilisant
la correction (2.85), le résidu se met à osciller autour de la valeur 10−3. Comme nous l’avons expliqué
ci-dessus, ceci est dû au manque de viscosité artificielle. On notera que ces oscillations ont déjà été ob-
servées pour la correction (2.86) du schéma de Roe présentée dans [68], et nous en expliquons ici les raisons.

En revanche dans les résultats présentés en Figure 2.11 et qui utilisent la deuxième correction (2.87),
la valeur d’interface a été corrigée de façon à incorporer une viscosité artificielle équivalente à celle du
schéma préconditionné. La Figure 2.11 montre que les résultats sont comparables à ceux obtenus avec le
schéma préconditionné.



40 Chapitre 2. Comportement des schémas de type Godunov dans la limite des faibles nombres de Mach

Fig. 2.11 – Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage à 3114 nœuds à M∞ = 0.1
(haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Première correction du schéma de Godunov
(gauche), deuxième correction (milieu) et schéma VFRoe-Turkel (droite).

En conclusion, nous avons proposé dans ce paragraphe deux corrections des flux du schéma de Go-
dunov qui représentent une alternative au préconditionnement. Si la première correction aboutit à un
schéma qui peut devenir oscillant, la deuxième donne des résultats comparables à ceux obtenus avec la
méthode préconditionnée. Cette alternative présente le double intérêt d’être moins compliquée que le
préconditionnement à mettre en œuvre et d’être possible en gardant un solveur exact de Riemann. En
effet, le problème de Riemann n’est pas explicitement modifié dans la mise en œuvre de cette alternative
au préconditionnement.
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2.7 Conclusion

En menant à bien une analyse asymptotique du schéma de Godunov, nous avons exhibé le mécanisme
qui empêche ce type d’approximations de calculer précisément des écoulements proches du régime in-
compressible. Le problème vient du fait que la pression calculée à l’interface par le solveur de Riemann
contient des fluctuations de pression de l’ordre du nombre de Mach, même si les données initiales du
problème de Riemann ne contiennent que des fluctuations de l’ordre du nombre de Mach au carré. Ce
phénomène est lié au comportement des solutions des équations d’Euler à faible nombre de Mach. Si
les conditions initiales ne sont pas bien préparées, alors, en plus des composantes incompressibles, les
solutions des équations d’Euler contiennent des composantes acoustiques extrêmement rapides. Ces der-
nières sont calculées par les équations discrètes qui prennent en compte les discontinuités artificielles dues
à la projection des données initiales sur des fonctions constantes par morceaux, créant ainsi des ondes
acoustiques aux interfaces entre les cellules.

Comme dans le cas du schéma de Roe [29], cette situation peut être contrôlée en modifiant les flux
du schéma à l’aide des techniques de préconditionnement. Plus précisément, on propose de changer le
problème de Riemann original en une problème de Riemann linéarisé et préconditionné. Cette stratégie
est appliquée aux schémas de type VFRoe. On montre alors d’un point de vue théorique et numérique
que la solution du problème de Riemann possède des fluctuations de pression de grandeur correcte. Par
ailleurs pour le schéma de Godunov utilisant le solveur exact de Riemann, on ne peut pas appliquer
directement cette stratégie mais on propose tout de même une alternative intéressante à ces techniques
de préconditionnement.

Les solveurs compressibles préconditionnés [29], [10], [16], [72], [77] sont capables de traiter la sin-
gularité des équations d’Euler dans la limite des faibles nombres de Mach. Les comparaisons avec les
solveurs incompressibles et les solveurs faible Mach montrent un excellent comportement de ces méthodes
de préconditionnement (voir [78], [49], [50], [59], [77]). Cependant, il nous semble que les raisons de ce bon
comportement restent partiellement incomprises. Comme il est mentionné dans [76], l’effet bénéfique du
préconditionnement sur la précision des solveurs compressibles dans la limite des faibles nombres de Mach
était un effet inattendu. Dans cette étude, en première étape dans l’analyse de ces méthodes, nous avons
montré que l’effet principal du préconditionnement consistait à supprimer les fluctuations de pression de
l’ordre du nombre de Mach sur l’interface. Ainsi d’une certaine manière, les solveurs préconditionnés ont
pour effet de supprimer les ondes acoustiques indésirables, générées par les discontinuités aux interfaces.
Il resterait à prouver que les flux résultants aboutissent à une bonne approximation du système incom-
pressible. Bien que les expériences numériques le montrent assez clairement, la preuve théorique reste à
trouver.
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Chapitre 3

Un modèle réduit à cinq équations
pour les écoulements diphasiques
compressibles

Le modèle hyperbolique à sept équations couple les équations de deux fluides compressibles. Par consé-
quent, il met en jeu deux vitesses du son différentes et l’acoustique associée à ce modèle n’est pas aisée
à calculer. De plus, les paramètres de relaxation induisent des temps caractéristiques qu’il faut mettre en
relation avec ceux des phénomènes acoustiques. Devant toutes ces difficultés, l’analyse du modèle dans
la limite des faibles nombres de Mach ne semble pas aisée et nous avons décidé de réaliser une étape
supplémentaire.

Le point de départ de ce chapitre 2 est le modèle à sept équations contenant deux pressions et deux
vitesses. Ce modèle contient des termes sources de relaxation qui conduisent le système vers l’équilibre des
pressions et des vitesses. Une analyse asymptotique de ce système dans la limite des temps de relaxation
infiniment petits est réalisée et un modèle réduit à cinq équations, inconditionnellement hyperbolique est
établi. Nous étudions les propriétés mathématiques du système. Deux schémas numériques sont ensuite
proposés pour ce système. Le premier est basé sur un solveur de Riemann linéarisé tandis que le deuxième
utilise de manière plus forte la structure du modèle et se base sur la linéarisation des relations caractéris-
tiques. Enfin nous présentons une série d’expériences numériques et des comparaisons avec les résultats
donnés par le modèle à deux pressions et deux vitesses, ainsi que des expériences sur des problèmes d’in-
terfaces.
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3.1 Introduction

La modélisation des écoulements diphasiques est typiquement basée sur un processus d’homogénéi-
sation des équations locales monophasiques [33], [18]. Sous leur forme la plus générale, ces techniques
aboutissent à des modèles caractérisés par deux vitesses et deux pressions, auxquels on peut rajouter une
ou plusieurs équations topologiques supplémentaires. Ainsi pour le cas monodimensionnel et non isentro-
pique, un modèle de ce type pour les écoulements diphasiques est caractérisé par au moins sept équations
(deux équations de conservation de masse, deux équations pour les quantités de mouvement et deux équa-
tions d’énergie ou de pression, auxquelles vient s’ajouter une équation topologique). Ces modèles sont
connus depuis longtemps [54], [64], [4] mais ont été peu utilisés à cause de leur complexité. Cependant des
travaux récents [56] ont montré que ces modèles possédaient plusieurs avantages par rapport aux modèles
bi-fluides classiques à six équations. En effet ces modèles sont inconditionnellement hyperboliques, ils sont
capables de décrire des mélanges diphasiques aussi bien que des problèmes d’interfaces entre fluides com-
pressibles. Ils permettent de traiter des fluides caractérisés par des thermodynamiques très différentes car
chaque fluide possède sa propre loi d’état. Cependant quand on s’intéresse à leur modélisation numérique,
elle en résulte complexe à cause du grand nombre d’ondes présentes dans la structure du système mais
aussi à travers la sensibilité des résultats par rapport aux procédures de relaxation. Toutes ces difficultés
motivent la recherche de modèles moins coûteux et donc les travaux présentés dans ce chapitre.

Dans de nombreux cas, les temps relatifs à la mise en équilibre des pressions et des vitesses de chaque
fluide sont assez petits. Ceci permet a priori la construction d’un modèle réduit basé sur une analyse
asymptotique du modèle à sept équations, pour des temps de relaxation infiniment petits. La procédure
de réduction que nous utilisons ici est assez semblable à celle proposée pour les problèmes de détonations
dans [35].

Le plan du chapitre est le suivant. Au paragraphe 3.2, on rappelle le modèle à sept équations que
nous avons déjà présenté au chapitre 1. Ensuite une analyse asymptotique de ce modèle est effectuée
dans la limite de temps de relaxation infiniment petits. Le paragraphe 3.3 présente l’étude mathématique
du modèle réduit obtenu. On montre en particulier que le système est de nouveau inconditionnellement
hyperbolique. Nous étudions aussi sa structure mathématique et montrons qu’elle ne présente que des
champs caractéristiques vraiment non linéaires ou linéairement dégénérés. Enfin nous donnons l’expression
des invariants de Riemann associés aux différents champs. Au paragraphe 3.4, on propose deux méthodes
numériques pour résoudre ce système. Elles ne nécessitent aucune hypothèse restrictive sur la nature des
fluides. La première est basée sur un solveur de Riemann linéarisé de type VFRoe-ncv (voir [8]) écrit en
variables entropiques. La deuxième utilise de manière plus forte la structure mathématique et peut être
vue comme une extension du solveur acoustique décrit par exemple dans [66] pour les équations d’Euler.
Par rapport aux tests que nous avons effectués, le deuxième schéma s’est avéré beaucoup plus robuste
pour les écoulements à faible nombre de Mach et spécialement pour les problèmes d’interfaces. Enfin
au paragraphe 3.5, nous présentons une série de tests numériques difficiles et des comparaisons avec les
résultats du modèle complet à sept équations. Dans tous les cas, les méthodes ont donné des résultats très
satisfaisants, montrant leur capacité à calculer de très violentes ondes de choc ainsi que des problèmes
d’interfaces.
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3.2 Etablissement du modèle

3.2.1 Le modèle à sept équations

Le point de départ de cette étude est le modèle à sept équations présenté dans [56] qui correspond en
fait à une légère variante du modèle original proposé par Baer et Nunziato en 1986 dans [4]. En termes
de variables conservatives t(αkρk, αkρkuk, αkρkek, α2), on peut écrire ce système sous la forme :

∂α1ρ1

∂t
+ div(α1ρ1u1) = 0 (3.1.1)

∂α1ρ1u1

∂t
+ div(α1ρ1u1 ⊗ u1) +∇α1p1 = pI∇α1 + λ(u2 − u1) (3.1.2)

∂α1ρ1e1
∂t

+ div(α1ρ1e1 + α1p1)u1 = pI
∂α2

∂t
+ λuI.(u2 − u1) (3.1.3)

∂α2ρ2

∂t
+ div(α2ρ2u2) = 0 (3.1.4)

∂α2ρ2u2

∂t
+ div(α2ρ2u2 ⊗ u2) +∇α2p2 = pI∇α2 − λ(u2 − u1) (3.1.5)

∂α2ρ2e2
∂t

+ div(α2ρ2e2 + α2p2)u2 = −pI
∂α2

∂t
− λuI.(u2 − u1) (3.1.6)

∂α2

∂t
+ uI.∇α2 = µ(p2 − p1) (3.1.7)

Les notations sont classiques. Les variables αk représentent les fractions volumiques de chaque phase
(α1 + α2 = 1), ρk les densités phasiques, uk les vecteurs vitesse, pk les pressions et ek = εk + u2

k/2
les énergies totales spécifiques, avec εk les énergies internes spécifiques. D’autre part, pI et uI sont
respectivement les valeurs de la pression et de la vitesse aux interfaces entre les deux phases. Dans le
modèle original de Baer-Nunziato 1986 [4], pI est égale à la pression de la phase la plus compressible
tandis que uI est égale à la vitesse de la phase la moins compressible. Mais nous avons vu que beaucoup
d’autres choix sont possibles et dans la suite de cette thèse nous conserverons le choix fait par Abgrall et
Saurel dans [56] où les vitesses et pressions aux interfaces sont données par les formules suivantes :

uI =
2∑

k=1

αkρkuk/
2∑

k=1

αkρk et pI =
2∑

k=1

αkpk (3.2)

Nous avons déjà signalé au premier chapitre que le choix de ces valeurs pouvait avoir un effet très
important sur la structure mathématique des ondes présentes dans ce modèle et aussi sur la possibilité
d’écrire des inégalités pour les entropies phasiques (voir [12]). Néanmoins, toute l’étude de ce chapitre
repose sur le fait que les vitesses et les pressions des deux phases vont relaxer vers la même valeur et ceci a
pour conséquence de minimiser l’importance de ces valeurs aux interfaces qui n’influeront alors pas notre
analyse. En fait le système (3.1) contient des paramètres de relaxation λ et µ > 0 qui déterminent la vitesse
à laquelle les deux phases vont atteindre l’équilibre des vitesses et des pressions. Les critères physiques qui
justifient l’introduction de ces paramètres sont développés par exemple dans [56]. Ici nous nous intéressons
à des situations où les temps de relaxation sont très petits par rapport aux autres échelles de temps
caractéristiques du système. Ainsi pour réaliser une étude asymptotique, nous poserons λ = λ0/ε et µ =
µ0/ε où λ0 et µ0 sont d’ordre O(1) et nous analyserons le cas ε→ 0. Cette analyse pourrait être réalisée
directement sur la forme (3.1) du système écrit en variables conservatives t(αkρk, αkρkuk, αkρkek, α2).
Néanmoins, nous avons trouvé plus judicieux de travailler avec les variables entropiques t(sk,uk, pk, α2)
où les variables sk sont les entropies phasiques et d’utiliser alors le système sous une forme quasi-linéaire.
L’écriture de ces équations est réalisée ci-dessous. On notera que cette forme des équations sera aussi
utilisée au chapitre 5 pour construire un solveur de type VFRoe pour le système (3.1).
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3.2.2 Forme quasi-linéaire du modèle en variables entropiques

Par la suite, la dérivée totale ou Lagrangienne d’une quantité φ par rapport à la vitesse uk de chaque
phase ou par rapport à la vitesse interfaciale uI, sera notée comme ci-dessous :

Dkφ

Dt
=
∂φ

∂t
+ uk.∇φ pour k = 1, 2 et k = I (3.3)

En utilisant cette notation ainsi que les équations de quantité de mouvement (3.1.2)-(3.1.5) et les équations
de conservation de masse (3.1.1)-(3.1.4), on en déduit facilement que les équations gouvernant les vitesses
uk s’écrivent sous la forme :

α1ρ1
D1u1

Dt
+∇α1p1 = pI∇α1 + λ(u2 − u1) (3.4.1)

α2ρ2
D2u2

Dt
+∇α2p2 = pI∇α2 − λ(u2 − u1) (3.4.2)

à partir desquelles on obtient les équations pour les énergies cinétiques u2
k/2 de chaque phase :

α1ρ1
D1u

2
1/2

Dt
+ u1.∇α1p1 = pIu1.∇α1 + λu1.(u2 − u1) (3.5.1)

α2ρ2
D2u

2
2/2

Dt
+ u2.∇α2p2 = pIu2.∇α2 − λu2.(u2 − u1) (3.5.2)

A partir des équations (3.5.1)-(3.5.2), en utilisant ek = εk+u2
k/2 et les équations de conservation d’énergie

(3.1.3)-(3.1.6), on obtient celles qui gouvernent l’évolution des énergies internes spécifiques εk :

α1ρ1
D1ε1
Dt

+ α1p1divu1 = pI(uI − u1).∇α1 + µpI(p2 − p1) + λ(uI − u1).(u2 − u1) (3.6.1)

α2ρ2
D2ε2
Dt

+ α2p2divu2 = pI(uI − u2).∇α2 − µpI(p2 − p1)− λ(uI − u2).(u2 − u1) (3.6.2)

Ensuite, en utilisant l’équation topologique de la fraction volumique (3.1.7), il est facile de voir que les
équations de conservation de masse (3.1.1)-(3.1.4) peuvent se réécrire en termes de densités phasiques ρk

sous la forme :

α1
D1ρ1

Dt
+ α1ρ1divu1 = ρ1(uI − u1).∇α1 + µρ1(p2 − p1) (3.7.1)

α2
D2ρ2

Dt
+ α2ρ2divu2 = ρ2(uI − u2).∇α2 − µρ2(p2 − p1) (3.7.2)

Pour obtenir à présent, les équations décrivant l’évolution des entropies sk, on utilise la relation de Gibbs
qui s’écrit pour chaque phase k :

dεk = Tkdsk +
pk

ρ2
k

dρk pour k = 1, 2 (3.8)

où Tk est la température de la phase k. En prenant la dérivée totale de la relation de Gibbs (3.8) et en
multipliant par αkρk on obtient la relation :

αkρkTk
Dksk

Dt
= αkρk

Dkεk

Dt
− αkpk

ρk

Dkρk

Dt
pour k = 1, 2 (3.9)

à partir de laquelle on déduit avec (3.6.1)-(3.6.2)-(3.7.1)-(3.7.2), les équations pour les entropies sk :

α1ρ1T1
D1s1
Dt

= (pI − p1)(uI − u1).∇α1 + µ(pI − p1)(p2 − p1) + λ(uI − u1).(u2 − u1) (3.10.1)

α2ρ2T2
D2s2
Dt

= (pI − p2)(uI − u2).∇α2 − µ(pI − p2)(p2 − p1)− λ(uI − u2).(u2 − u1) (3.10.2)
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Finalement, pour avoir les équations sur les pressions pk de chaque phase, on écrit les lois d’état sous la
forme implicite pk = pk(ρk, sk) et on obtient l’expression suivante pour la différentielle dpk :

dpk =
(
∂pk

∂ρk

)
sk

dρk +
(
∂pk

∂sk

)
ρk

dsk pour k = 1, 2 (3.11)

En introduisant à présent les coefficients χk = (∂εk/∂ρk)pk
et κk = (∂εk/∂pk)ρk

, on écrit la différentielle
des énergies internes spécifiques εk sous la forme suivante :

dεk = χkdρk + κkdpk pour k = 1, 2 (3.12)

En écrivant alors l’égalité entre les relations (3.8) et (3.12), on peut en déduire une expression de dpk

et en la comparant avec (3.11) on obtient les relations classiques qui nous donnent une expression de la
vitesse du son ak et de la température de chaque phase k :

a2
k =

(
∂pk

∂ρk

)
sk

=
1
κk

(
pk

ρk
2
− χk) et

(
∂pk

∂sk

)
ρk

=
Tk

κk
pour k = 1, 2 (3.13)

A partir des relations (3.11)-(3.13) et après multiplication par la fraction volumique αk, on obtient la
relation :

αk
Dkpk

Dt
=
αk

κk
(
pk

ρk
2
− χk)

Dkρk

Dt
+
αkTk

κk

Dksk

Dt
pour k = 1, 2 (3.14)

à partir de laquelle on déduit avec (3.7.1)-(3.7.2)-(3.10.1)-(3.10.2), les équations gouvernant l’évolution
des pressions pk de chaque phase :

α1
D1p1

Dt
+ α1ρ1a

2
1divu1 =

ρ1

κ1
(
pI
ρ2
1

− χ1)(uI − u1).∇α1 + µ
ρ1

κ1
(
pI
ρ2
1

− χ1)(p2 − p1)

+
λ

κ1ρ1
(uI − u1).(u2 − u1) (3.15.1)

α2
D2p2

Dt
+ α2ρ2a

2
2divu2 =

ρ2

κ2
(
pI
ρ2
2

− χ2)(uI − u2).∇α2 − µ
ρ2

κ2
(
pI
ρ2
2

− χ2)(p2 − p1)

− λ

κ2ρ2
(uI − u2).(u2 − u1) (3.15.2)

Enfin en introduisant a2
kI = (pI/ρ

2
k − χk)/κk la vitesse du son de la phase k aux interfaces ainsi que les

impédances acoustiques Ck = ρka
2
k et CkI = ρka

2
kI, le modèle à sept équations (3.1) peut se réécrire, en

termes de variables entropiques t(sk,uk, pk, α2), sous la forme quasi linéaire :

α1ρ1T1
D1s1
Dt

= (pI − p1)(uI − u1).∇α1 + µ(pI − p1)(p2 − p1) + λ(uI − u1).(u2 − u1) (3.16.1)

α2ρ2T2
D2s2
Dt

= (pI − p2)(uI − u2).∇α2 − µ(pI − p2)(p2 − p1)− λ(uI − u2).(u2 − u1) (3.16.2)

α1ρ1
D1u1

Dt
+∇α1p1 = pI∇α1 + λ(u2 − u1) (3.16.3)

α2ρ2
D2u2

Dt
+∇α2p2 = pI∇α2 − λ(u2 − u1) (3.16.4)

α1
D1p1

Dt
+ α1C1divu1 = C1I(uI − u1).∇α1 + µC1I(p2 − p1) +

λ

κ1ρ1
(uI − u1).(u2 − u1) (3.16.5)

α2
D2p2

Dt
+ α2C2divu2 = C2I(uI − u2).∇α2 − µC2I(p2 − p1)−

λ

κ2ρ2
(uI − u2).(u2 − u1) (3.16.6)

DIα2

Dt
= µ(p2 − p1) (3.16.7)
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3.2.3 Etablissement d’un modèle réduit

Afin de simplifier les notations dans ce paragraphe, on présente simplement le cas monodimensionnel
ou l’expression A(U)∂U/∂x peut être interprétée comme une écriture simplifiée de

∑d
j=1Aj(U)∂U/∂xj .

L’établissement du modèle peut être brièvement présenté comme suit. On considère un système hy-
perbolique avec terme source raide :

∂U

∂t
+A(U)

∂U

∂x
=
R(U)
ε

(3.17)

Dans cette équation, le vecteur d’état U = U(x, t) appartient à Ω, un sous ensemble ouvert de IRN . On
suppose que le système (3.17) est hyperbolique c’est-à-dire que quelque soit U ∈ Ω, la matrice A(U) est
diagonalisable dans IR et possède un système complet de vecteurs propres.

On s’intéresse au comportement des solutions de (3.17) quand le temps de relaxation ε tend vers zéro.
Ainsi, on s’attend à ce que ces solutions soient proches de E le sous ensemble de IRN défini par :

E = {U ∈ IRN ;R(U) = 0} (3.18)

L’hypothèse suivante est faite :

Hypothèse 1 : Le système d’équations R(U) = 0 définit implicitement une sous-variété de dimen-
sion n. De plus, pour tout vecteur U ∈ E , on connâıt explicitement une paramétrisation M de ω un sous
ensemble ouvert de IRn dans V un voisinage de U dans E .

On rappelle la définition d’une sous variété définie implicitement et des espaces tangents associés.

Soit Ω un ouvert de IRN et R1, . . . , RN : Ω → IR des fonctions de classe C1. Soit E l’ensemble des
points U tels que :

E = {U ∈ IRN ;R1(U) = 0, . . . , RN (U) = 0} (3.19)

On suppose que parmi les différentielles DR1(U), . . . , DRN (U), les n premières sont indépendantes en
tout point de E . Alors E est une sous-variété de dimension n de IRN .

L’espace vectoriel tangent en V à E est l’ensemble des vecteurs U = (U1, . . . , UN ) tels que :

N∑
j=1

∂R1

∂Uj
(V )Uj = 0, . . . ,

N∑
j=1

∂Rn

∂Uj
(V )Uj = 0 (3.20)

L’espace affine tangent en V à E est l’ensemble des vecteurs U = (U1, . . . , UN ) tels que :

N∑
j=1

∂R1

∂Uj
(V )(Uj − Vj) = 0, . . . ,

N∑
j=1

∂Rn

∂Uj
(V )(Uj − Vj) = 0 (3.21)

Dans cette étude, on appelle E la sous-variété d’équilibre tandis que le difféomorphisme M sera appelé
la Maxwellienne, en référence aux équations de Boltzmann. On note que pour tout u ∈ ω la matrice
Jacobienne dMu est une matrice de rang maximum. D’ailleurs, on a les résultats suivants :

Proposition 1 : Les vecteurs colonnes de dMu forment une base de ker R′(M(u)).

Preuve : Notons TU (E) l’espace vectoriel tangent à E en U . Puisque M est un difféomorphisme de
ω dans V ⊂ E , dMu est une bijection de IRn dans TM(u)(E). Ainsi, les vecteurs colonnes de dMu sont
n vecteurs indépendants et forment une base de TM(u)(E). Mais comme la sous-variété d’équilibre E
est définie implicitement par le système d’équations (3.18), le résultat peut être montré, simplement, en
remarquant que TM(u)(E) est précisément ker R′(M(u)).
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On notera les vecteurs colonnes de dMu, {dM1
u, . . . , dM

n
u}. Notons à présent {I1, . . . , IN−n} une

base de Rng(R′(M(u))) l’image de R′(M(u)) et définissons la matrice S de dimension N x N par :

S = [dM1
u, . . . , dM

n
u, I

1, . . . , IN−n] (3.22)

En vertu de la proposition 1, la matrice S est une matrice inversible. On désignera par P et Q les matrices
de dimension n x N et N − n x N , formées respectivement des n premières et N − n dernières lignes de
la matrice inverse. Alors on a :

Proposition 2 : Considérons que ker(R′(M(u))) et Rng(R′(M(u))) sont munis de leurs bases respec-
tives {dM1

u, . . . , dM
n
u} et {I1, . . . , IN−n}, alors dans ces bases, P et Q sont respectivement la projection

sur ker(R′(M(u))) dans la direction Rng(R′(M(u))) et la projection sur Rng(R′(M(u))) dans la direction
ker(R′(M(u))).

Preuve : Soient v ∈ IRn, w ∈ IRN−n, pour tout U ∈ IRN on écrit :

U =
n∑

j=1

vjdM j
u +

N−n∑
j=1

wjIj (3.23)

Alors il est clair que les vecteurs
∑n

j=1 v
jdM j

u et
∑N−n

j=1 wjIj sont respectivement la projection sur
ker(R′(M(u))) dans la direction Rng(R′(M(u))) et la projection sur Rng(R′(M(u))) dans la direction
ker(R′(M(u))) du vecteur U . Sous forme matricielle, la relation (3.23) peut s’écrire :

U = S

[
v
w

]
(3.24)

de laquelle on déduit : [
v
w

]
= S−1U =

[
PU
QU

]
(3.25)

On remarquera les propriétés évidentes suivantes :

Proposition 3 : On a
1. P.dMu = Id(n) où Id(n) est la matrice identité de dimension n par n
2. P.R′(M(u)) = 0
Preuve : Le premier résultat vient simplement de S−1.S = Id(N). Et pour prouver le deuxième résul-

tat, on notera que pour tout U ∈ IRn, le vecteur R′(M(u))U appartient à l’image de R′(M(u)).

On notera que l’hypothèse 1 est vraiment très faible. Toutefois, il est important d’insister sur le fait
que cette hypothèse donne simplement la possibilité d’écrire un développement asymptotique formel. En
particulier cette hypothèse n’implique ni que le système réduit est mathématiquement bien-posé ou hy-
perbolique, ni que le développement asymptotique converge. Des hypothèses plus fortes sont nécessaires
pour établir des résultats de ce type. Pour des résultats plus détaillés sur la réduction de systèmes hy-
perboliques avec terme source raide, on pourra se référer aux travaux présentés dans [48].

Maintenant, pour obtenir un modèle réduit, on cherche des solutions sous la forme suivante :

U = M(u) + εV (3.26)

En introduisant cette expression dans (3.17) on obtient :

∂M(u)
∂t

+A(M(u))
∂M(u)
∂x

−R′(M(u)).V

+ε[
∂V

∂t
+A(M(u))

∂V

∂x
+ [

∂A

∂U i
V i]

∂M(u)
∂x

− 1
2
R′′(M(u))(V ,V )] = O(ε2)

(3.27)

Ensuite, en vertu de la proposition 3, et en multipliant cette équation par la matrice P , on obtient :

∂u

∂t
+ P.A(M(u)).dMu

∂u

∂x
= O(ε) (3.28)

Enfin, le modèle réduit de (3.17) est ainsi obtenu en négligeant les termes d’ordre ε.
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3.2.4 Application au modèle à sept équations : modèle à l’ordre 0

L’application de l’analyse asymptotique que nous avons présentée, au modèle diphasique à sept équa-
tions sous sa forme quasi linéaire (3.16) s’avère assez aisée. Si on pose λ = λ0/ε et µ = µ0/ε où λ0 et
µ0 sont O(1), ce système (3.16) en termes de variables entropiques U = t(s1, s2, u1, u2, p1, p2, α2) s’écrit
sous la forme :

∂U

∂t
+A(U)

∂U

∂x
=
R(U)
ε

(3.29)

où la matrice A(U) est donnée par :

A(U) =



u1 0 0 0 0 0 (pI − p1)(uI − u1)/(α1ρ1T1)
0 u2 0 0 0 0 −(pI − p2)(uI − u2)/(α2ρ2T2)
0 0 u1 0 1/ρ1 0 (pI − p1)/(α1ρ1)
0 0 0 u2 0 1/ρ2 −(pI − p2)/(α2ρ2)
0 0 C1 0 u1 0 C1I(uI − u1)/α1

0 0 0 C2 0 u2 −C2I(uI − u2)/α2

0 0 0 0 0 0 uI


(3.30)

et où le vecteur du terme source de relaxation R(U) s’écrit :

R(U) =



µ0(pI − p1)(p2 − p1)/(α1ρ1T1) + λ0(uI − u1)(u2 − u1)/(α1ρ1T1)
−µ0(pI − p2)(p2 − p1)/(α2ρ2T2)− λ0(uI − u2)(u2 − u1)/(α2ρ2T2)

λ0(u2 − u1)/(α1ρ1)
−λ0(u2 − u1)/(α2ρ2)

µ0C1I(p2 − p1)/α1 + λ0(uI − u1)(u2 − u1)/(α1ρ1κ1)
−µ0C2I(p2 − p1)/α2 − λ0(uI − u2)(u2 − u1)/(α2ρ2κ2)

µ0(p2 − p1)


(3.31)

Il reste alors à identifier la Maxwellienne M(u) et à calculer la Jacobienne dMu et la matrice de projection
P . Soit u = t(s1, s2, u, p, α2) ∈ IR5, on définit la Maxwellienne par :

u→ U = M(u) =



s1
s2
u
u
p
p
α2


(3.32)

La matrice Jacobienne de cette transformation est donnée par :

dMu =



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


(3.33)

On rappelle que l’on a posé Ck = ρka
2
k et CkI = ρka

2
kI pour les impédances acoustiques où ak et akI sont

respectivement la vitesse du son de la phase k et la vitesse du son de la phase k à l’interface. Dans cette
analyse, les pressions à l’ordre 0 tendent vers une pression commune p. Par conséquent, la valeur de la
pression à l’interface pI à l’ordre 0 sera aussi égale à cette valeur p et on en déduit pour les impédances
acoustiques que CkI = Ck. La Jacobienne du terme source évaluée sur la Maxwellienne s’écrit donc :

R′(M(u)) =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −λ0/(α1ρ1) λ0/(α1ρ1) 0 0 0
0 0 λ0/(α2ρ2) −λ0/(α2ρ2) 0 0 0
0 0 0 0 −µ0C1/α1 µ0C1/α1 0
0 0 0 0 µ0C2/α2 −µ0C2/α2 0
0 0 0 0 −µ0 µ0 0


(3.34)
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Une base de l’image Rng(R′(M(u))) de cette matrice est donnée par l’ensemble des deux vecteurs :

I1 =



0
0

−λ0/(α1ρ1)
λ0/(α2ρ2)

0
0
0


; I2 =



0
0
0
0

−µ0C1/α1

µ0C2/α2

−µ0


(3.35)

Ensuite, l’inversion de la matrice S = [dM1
u, . . . , dM

5
u, I

1, I2] donne la matrice de projection sur le noyau
ker(R′(M(u))) :

P =



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0

α1ρ1

α1ρ1 + α2ρ2

α2ρ2

α1ρ1 + α2ρ2
0 0 0

0 0 0 0
α1C2

α1C2 + α2C1

α2C1

α1C2 + α2C1
0

0 0 0 0
−α1α2

α1C2 + α2C1

α1α2

α1C2 + α2C1
1


(3.36)

La matrice P.A(M(u)).dMu est donc égale à :

P.A(M(u)).dMu =



u 0 0 0 0

0 u 0 0 0

0 0 u
1

α1ρ1 + α2ρ2
0

0 0
C1C2

α1C2 + α2C1
u 0

0 0
α1α2(C2 − C1)
α1C2 + α2C1

0 u



(3.37)

Et finalement, on obtient un modèle réduit à cinq équations écrit en termes de variables entropiques
t(s1, s2,u, p, α2) :

Ds1
Dt

= 0 (3.38.1)

Ds2
Dt

= 0 (3.38.2)

Du

Dt
+

1
ρ
∇p = 0 (3.38.3)

Dp

Dt
+ ρâ2divu = 0 (3.38.4)

Dα2

Dt
= α1α2

ρ1a
2
1 − ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

divu (3.38.5)

où nous avons introduit la notation Dφ/Dt = ∂φ/∂t+ u.∇φ, la densité de mélange ρ définie par :

ρ =
∑2

k=1 αkρk (3.39)

et la vitesse du son moyenne â définie par la formule suivante (qui représente la courbe de la vitesse du
son de Wallis, bien connue dans l’étude des écoulements diphasiques [18]) :

1
ρâ2

=
2∑

k=1

αk

ρka2
k

(3.40)
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Il faut noter cependant que ce système (3.38) n’est pas nouveau. En effet, la transformation permettant
de passer des variables t(s1, s2,u, p, α2) aux variables t(s1, s2,u, p, Y2) (où Y2 = α2ρ2/ρ représente la
fraction massique de la phase 2) est inversible, et on montre que le système (3.38) peut aussi s’écrire sous
la forme :

Ds1
Dt

= 0 (3.41.1)

Ds2
Dt

= 0 (3.41.2)

Du

Dt
+

1
ρ
∇p = 0 (3.41.3)

Dp

Dt
+ ρâ2divu = 0 (3.41.4)

DY2

Dt
= 0 (3.41.5)

Et ce système a déjà été obtenu en variables t(s1, s2,u, ρ, Y2) dans [64]. Il a aussi été testé pour des
problèmes de détonations dans [81], avec des termes de transfert de masse additionnels.

Pour conclure ce paragraphe, on notera que ce système (3.38) peut s’écrire en termes de variables
conservatives t(α1ρ1, α2ρ2, ρu, ρe, α2) sous la forme :

∂α1ρ1

∂t
+ div(α1ρ1u) = 0 (3.42.1)

∂α2ρ2

∂t
+ div(α2ρ2u) = 0 (3.42.2)

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) +∇p = 0 (3.42.3)

∂ρe

∂t
+ div(ρe+ p)u = 0 (3.42.4)

∂α2

∂t
+ u.∇α2 = α1α2

ρ1a
2
1 − ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

divu (3.42.5)

où e représente l’énergie totale spécifique de mélange e = ε+u2/2 tandis que l’énergie interne spécifique
de mélange ε est donnée par la relation ρε =

∑2
k=1 αkρkεk(p, ρk).

Remarque : Dans [45] et [2], un modèle Eulérien pour la simulation de problèmes d’interfaces entre
fluides compressibles a été introduit. Ce modèle que l’on appellera par la suite “modèle de transport à
cinq équations” est très semblable à (3.42) mis à part que l’équation (3.42.5) gouvernant l’évolution de la
fraction volumique est simplement une équation de transport qui s’écrit :

∂α2

∂t
+ u.∇α2 = 0 (3.43)

Au regard de l’équation (3.42.5) et étant donné que pour les problèmes d’interfaces, on s’attend à ce
que le produit α1α2 soit petit, la différence entre les deux modèles semble insignifiante. Cependant nous
proposons de montrer que les propriétés mathématiques sont assez différentes. En particulier le modèle
que nous appelons “modèle de transport à cinq équations” de [45] et [2] n’est pas compatible avec le
fait que les dérivées matérielles des entropies soient nulles. Ceci peut être compris assez facilement en
observant la forme (3.38) du modèle réduit. Mais ceci peut également être montré en écrivant l’égalité
des pressions de chaque phase :

p1(s1, ρ1) = p2(s2, ρ2) (3.44)
En prenant la dérivée matérielle de cette dernière expression, on obtient :(

∂p1

∂s1

)
ρ1

Ds1
Dt

−
(
∂p2

∂s2

)
ρ2

Ds2
Dt

=
(
∂p2

∂ρ2

)
s2

Dρ2

Dt
−
(
∂p1

∂ρ1

)
s1

Dρ1

Dt
(3.45)
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En utilisant à présent les équations (3.42.1)-(3.42.2), il vient :

Dρk

Dt
=

1
αk

[
Dαkρk

Dt
− ρk

Dαk

Dt
] = − 1

αk
[αkρkdivu+ ρk

Dαk

Dt
] (3.46)

et on obtient à partir de l’équation (3.45) :(
∂p1

∂s1

)
ρ1

Ds1
Dt

−
(
∂p2

∂s2

)
ρ2

Ds2
Dt

+ (ρ1a
2
1 − ρ2a

2
2)divu = (

ρ2a
2
2

α2
+
ρ1a

2
1

α1
)
Dα2

Dt
(3.47)

qui montre que l’équation (3.42.5) est une conséquence directe des hypothèses Ds1/Dt = Ds2/Dt = 0. En
revanche, l’hypothèse Dα2/Dt = 0 n’est pas compatible avec ces dernières relations. En fait, l’équation
(3.47) montre que si l’on a Dα2/Dt = 0, alors l’évolution des entropies phasiques est régie par :(

∂p1

∂s1

)
ρ1

Ds1
Dt

−
(
∂p2

∂s2

)
ρ2

Ds2
Dt

= (ρ2a
2
2 − ρ1a

2
1)divu (3.48)

3.2.5 Modèle à l’ordre ε

Dans ce paragraphe, nous proposons de poursuivre l’analyse asymptotique du modèle à sept équations,
décrite précédemment, jusqu’à l’ordre ε. Le but est d’obtenir un modèle réduit à cinq équations contenant
une pression p0 et une vitesse u0 à l’ordre 0, plus éventuellement des termes d’ordre supérieur en O(ε)
modélisant un déséquilibre des pressions et des vitesses. On conserve les notations Ck = ρka

2
k et CkI =

ρka
2
kI pour les impédances acoustiques, ainsi que Yk = αkρk/ρ pour les fractions massiques. Comme

précédemment, on s’intéresse à des situations où les temps de relaxations sont infiniment petits par rapport
aux autres temps caractéristiques de l’écoulement. Ainsi, on pose λ = λ0/ε et µ = µ0/ε où λ0 et µ0 sont
O(1) et on analyse le cas ε → 0. Dans le paragraphe précédent, l’analyse a été réalisée avec le système
écrit en variables entropiques U = t(sk, uk, pk, α2). Pour poursuivre l’analyse jusqu’à l’ordre ε, nous avons
trouvé plus simple de travailler avec le système écrit en variables primitives U = t(αkρk, uk, pk, α2) où
les équations de conservation de masse ne contiennent pas de termes sources. En se référant alors aux
résultats du paragraphe 3.2.2, le modèle à sept équations en variables U = t(αkρk, uk, pk, α2), s’écrit :

∂U

∂t
+A(U)

∂U

∂x
=
R(U)
ε

(3.49)

où la matrice A(U) est donnée par :

A(U) =



u1 0 α1ρ1 0 0 0 0
0 u2 0 α2ρ2 0 0 0
0 0 u1 0 1/ρ1 0 (pI − p1)/(α1ρ1)
0 0 0 u2 0 1/ρ2 −(pI − p2)/(α2ρ2)
0 0 C1 0 u1 0 C1I(uI − u1)/α1

0 0 0 C2 0 u2 −C2I(uI − u2)/α2

0 0 0 0 0 0 uI


(3.50)

et où le vecteur du terme source de relaxation R(U) s’écrit :

R(U) =



0
0

λ0(u2 − u1)/(α1ρ1)
−λ0(u2 − u1)/(α2ρ2)

µ0C1I(p2 − p1)/α1 + λ0(uI − u1)(u2 − u1)/(α1ρ1κ1)
−µ0C2I(p2 − p1)/α2 − λ0(uI − u2)(u2 − u1)/(α2ρ2κ2)

µ0(p2 − p1)


(3.51)

On s’attend à trouver des solutions proches du sous-ensemble de IR7 défini par E = {U ∈ IR7;R(U) = 0}.
On sait que cet ensemble est une sous variété de dimension 5. De plus, on connâıt explicitement une pa-
ramétrisation M de cet équilibre E . En effet, on définira la transformation M : u ∈ IR5 → U ∈ IR7 par
M(u) = t(α0

kρ
0
k, u

0, u0, p0, p0, α0
2) où u = t(α0

kρ
0
k, u

0, p0, α0
2).
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La matrice Jacobienne de la transformation M est donnée par :

dMu =



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


(3.52)

On rappelle que l’on a posé Ck = ρka
2
k et CkI = ρka

2
kI pour les impédances acoustiques où ak et akI sont

respectivement la vitesse du son de la phase k et la vitesse du son de la phase k à l’interface. Dans cette
analyse, les pressions à l’ordre 0 tendent vers une pression commune p0. Par conséquent, la valeur de la
pression à l’interface pI à l’ordre 0 sera aussi égale à cette valeur p0 et on en déduit pour les impédances
acoustiques que C0

kI = C0
k . La Jacobienne du terme source évaluée sur la Maxwellienne M(u) s’écrit

donc :

R′(M(u)) =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −λ0/(α0

1ρ
0
1) λ0/(α0

1ρ
0
1) 0 0 0

0 0 λ0/(α0
2ρ

0
2) −λ0/(α0

2ρ
0
2) 0 0 0

0 0 0 0 −µ0C0
1/α

0
1 µ0C0

1/α
0
1 0

0 0 0 0 µ0C0
2/α

0
2 −µ0C0

2/α
0
2 0

0 0 0 0 −µ0 µ0 0


(3.53)

Une base de l’image Rng(R′(M(u))) de cette matrice est l’ensemble des deux vecteurs :

I1 =



0
0

−λ0/(α0
1ρ

0
1)

λ0/(α0
2ρ

0
2)

0
0
0


; I2 =



0
0
0
0

−µ0C0
1/α

0
1

µ0C0
2/α

0
2

−µ0


(3.54)

Et l’inversion de la matrice S = [dM1
u, . . . , dM

5
u, I

1, I2] donne les matrices de projections P et Q respec-
tivement sur le noyau ker(R′(M(u))) et l’image Rng(R′(M(u))) de l’opérateur :

P =



1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 Y 0
1 Y 0

2 0 0 0

0 0 0 0
α0

1C
0
2

α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1

α0
2C

0
1

α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1

0

0 0 0 0
−α0

1α
0
2

α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1

α0
1α

0
2

α1C0
2 + α0

2C
0
1

1


(3.55)

Q =


0 0 −ρ

0Y 0
1 Y

0
2

λ0

ρ0Y 0
1 Y

0
2

λ0
0 0 0

0 0 0 0
−α0

1α
0
2/µ0

α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1

α0
1α

0
2/µ0

α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1

0

 (3.56)

Comme au paragraphe précédent, on cherche donc des solutions de (3.49) sous forme d’un développement
asymptotique : U = M(u) + εV . On connâıt la paramétrisation M(u) = t(α0

kρ
0
k, u

0, u0, p0, p0, α0
2) mais

il nous faut encore définir le vecteur des fluctuations V .
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Pour cela, nous allons à présent chercher ce vecteur V = t((α1ρ1)1, (α2ρ2)1, u1
1, u

1
2, p

1
1, p

1
2, α

1
2) tel que

V ∈ Rng(R′(M(u))). On en explique ci-dessous les raisons, qui sont au cœur des développements de type
Chapman-Enskog.

Proposition 1 : Soit U ∈ IRN un vecteur de la forme U = M(u) + εU1 + O(ε2). Il existe alors
v ∈ IRn et V ∈ Rng(R′(M(v))) tels que :

U = M(v) + εV +O(ε2) (3.57)

Preuve : Notons tout d’abord qu’il existe z ∈ IRn et w ∈ IRN−n tels que :

U1 = dMu.z + IN−nw (3.58)

Ainsi en utilisant cette décomposition, on obtient :

U = M(u) + εU1 +O(ε2)

U = M(u) + ε(dMu.z + IN−nw) +O(ε2)

U = M(u+ εz) + εIN−nw +O(ε2)

(3.59)

et la conclusion de la preuve est alors possible si l’on considère que l’espace vectoriel Rng(R′(M(u+εz)))
correspond simplement à une perturbation d’ordre ε de l’espace Rng(R′(M(u))).

D’après la proposition 1, on cherche donc V ∈ Rng(R′(M(u))). Grâce aux matrices de projections P
et Q, on décompose le vecteur des fluctuations autour de l’état d’équilibre sous la forme :

V =
5∑

j=1

vjdM j
u +

2∑
j=1

wjIj avec
[
v
w

]
= S−1V =

[
PV
QV

]
(3.60)

Après des calculs algébriques, on obtient les expressions suivantes pour la décomposition du vecteur V :

∑5
j=1 v

jdM j
u =



(α1ρ1)1

(α2ρ2)1

Y 0
1 u

1
1 + Y 0

2 u
1
2

Y 0
1 u

1
1 + Y 0

2 u
1
2

(α0
1C

0
2p

1
1 + α0

2C
0
1p

1
2)/(α

0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 )

(α0
1C

0
2p

1
1 + α0

2C
0
1p

1
2)/(α

0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 )

α0
1α

0
2(p

1
2 − p1

1)/(α
0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 ) + α1

2



∑2
j=1w

jIj =



0
0

−Y 0
2 (u1

2 − u1
1)

Y 0
1 (u1

2 − u1
1)

−α0
2C

0
1 (p1

2 − p1
1)/(α

0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 )

α0
1C

0
2 (p1

2 − p1
1)/(α

0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 )

−α0
1α

0
2(p

1
2 − p1

1)/(α
0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 )



(3.61)

Et puisque V ∈ Rng(R′(M(u))), on a alors
∑5

j=1 v
jdM j

u = 0 qui donne les quatre relations suivantes :

(αkρk)1 = 0 (3.62.1)

Y 0
1 u

1
1 + Y 0

2 u
1
2 = 0 (3.62.2)

α0
1C

0
2p

1
1 + α0

2C
0
1p

1
2 = 0 (3.62.3)

α0
1α

0
2(p

1
2 − p1

1)
α0

1C
0
2 + α0

2C
0
1

+ α1
2 = 0 (3.62.4)
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On cherche donc des solutions de (3.49) sous forme d’un développement asymptotique : U = M(u)+εV .
En introduisant cette expression dans le système (3.49), on obtient à l’ordre 0 :

∂M(u)
∂t

+A(M(u))
∂M(u)
∂x

−R′(M(u)).V = O(ε) (3.63)

qui s’écrit sous forme développée :
∂

∂t
(α0

kρ
0
k) +

∂

∂x
(α0

kρ
0
ku

0) = O(ε)

∂u0

∂t
+ u0 ∂u

0

∂x
+

1
ρ0

k

∂p0

∂x
− λ0

α0
kρ

0
k

(u1
k′ − u1

k) = O(ε)

∂p0

∂t
+ u0 ∂p

0

∂x
+ C0

k

∂u0

∂x
− µ0C0

k

α0
k

(p1
k′ − p1

k) = O(ε)

∂α0
2

∂t
+ u0 ∂α

0
2

∂x
− µ0(p1

2 − p1
1) = O(ε)

(3.64)

En manipulant les équations sur les vitesses et les pressions, on en déduit les termes de relaxation à l’ordre
ε :

λ0(u1
2 − u1

1) = ρ0Y 0
1 Y

0
2 (

1
ρ0
1

− 1
ρ0
2

)
∂p0

∂x
(3.65.1)

µ0(p1
2 − p1

1) = α0
1α

0
2

C0
1 − C0

2

α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1

∂u0

∂x
(3.65.2)

On peut alors combiner les relations de projection (3.62.1)-(3.62.2)-(3.62.3)-(3.62.4) avec les expressions
(3.65.1)-(3.65.2) des termes de relaxations et on obtient les fluctuations des densités, des vitesses, des
pressions et des fractions volumiques de chaque phase k, à l’ordre ε :

(α1ρ1)1 = (α2ρ2)1 = 0 (3.66.1)

α0
1ρ

0
1u

1
1 = −α0

2ρ
0
2u

1
2 = − (ρ0Y 0

1 Y
0
2 )2

λ0
(

1
ρ0
1

− 1
ρ0
2

)
∂p0

∂x
(3.66.2)

α0
1C

0
2p

1
1 = −α0

2C
0
1p

1
2 = − (α0

1α
0
2)

2C0
1C

0
2 (C0

1 − C0
2 )

µ0(α0
1C

0
2 + α0

2C
0
1 )2

∂u0

∂x
(3.66.3)

α1
2 = −α1

1 = − (α0
1α

0
2)

2(C0
1 − C0

2 )
µ0(α0

1C
0
2 + α0

2C
0
1 )2

∂u0

∂x
(3.66.4)

On veut maintenant utiliser ces résultats pour écrire le modèle limite jusqu’à l’ordre ε et en variables
conservatives t(α0

kρ
0
k, ρ

0u0, ρ0e0, α0
2). Pour cela, on revient à la forme quasi-conservative (3.1) du modèle

complet à sept équations. On rappelle que ρ0 =
∑2

k=1 α
0
kρ

0
k est la densité de mélange à l’ordre 0 et que e0

représente l’énergie totale spécifique de mélange e0 = ε0 + (u0)2/2 tandis que l’énergie interne spécifique
de mélange ε0 est donnée par la relation ρ0ε0 =

∑2
k=1 α

0
kρ

0
kε

0
k(p0, ρ0

k).

En utilisant la relation (3.66.1) qui donne (αkρk)1 = 0, on peut écrire les équations de conservation
de masse jusqu’à l’ordre ε sous la forme :

∂

∂t
(α0

kρ
0
k) +

∂

∂x
(α0

kρ
0
ku

0) + ε
∂

∂x
(α0

kρ
0
ku

1
k) = O(ε2) (3.67)

Ensuite, la somme des deux équations de quantité de mouvement donne l’équation suivante pour la
quantité de mouvement globale ρ0u0 :

∂

∂t
(ρ0u0) +

∂

∂x
(ρ0(u0)2 + p0) + ε

∂

∂t
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
ku

1
k)

+2ε
∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
ku

1
ku

0) + ε
∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kp

1
k) + ε

∂

∂x
(

2∑
k=1

α1
kp

0) = O(ε2)

(3.68)
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De même, en sommant les deux équations de conservation des énergies totales phasiques, on obtient
l’équation gouvernant l’évolution de l’énergie globale ρ0e0 :

∂

∂t
(ρ0e0) +

∂

∂x
(ρ0e0 + p0)u0 + ε

∂

∂t
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
kε

1
k) + ε

∂

∂t
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
ku

1
ku

0)

+ε
∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
kε

0
ku

1
k) +

3ε
2
∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
ku

1
k(u0)2) + ε

∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kρ

0
kε

1
ku

0)

+ε
∂

∂x
(

2∑
k=1

α1
kp

0u0) + ε
∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kp

1
ku

0) + ε
∂

∂x
(

2∑
k=1

α0
kp

0u1
k) = O(ε2)

(3.69)

On cherche ensuite à éliminer les termes de dérivées temporelles faisant intervenir les énergies internes
phasiques d’ordre ε. Pour cela, on utilise les équations (3.6) gouvernant l’évolution des énergies internes
phasiques, que l’on rappelle ci-dessous :

∂

∂t
(αkρkεk) +

∂

∂x
(αkρkεkuk) + αkpk

∂uk

∂x
= pI(uI − uk)

∂αk

∂x

+ µpI(pk′ − pk) + λ(uI − uk)(uk′ − uk)

(3.70)

En sommant ces dernières équations pour les deux phases, on obtient à l’ordre ε :

ε
∂

∂t
(

2∑
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α0
kρ

0
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1
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∂
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∂x
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2 − u1
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2

∂x
+ ελ0(u1

2 − u1
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(3.71)

En remarquant alors que−εp0(u1
2−u1

1)∇α0
2 = −ε

∑2
k=1 p

0u1
k∇α0

k, cette dernière équation peut se réécrire :

ε
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0
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2 − u1
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(3.72)

Enfin, en introduisant cette équation (3.72) dans (3.69), on réécrit l’équation d’énergie globale sous la
forme :

∂
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(3.73)

Et en remarquant que
∑2

k=1 α
0
ku

1
k∇p0 +λ0(u1

2−u1
1)

2 = 0, d’après (3.66.2) et (3.65.1), l’équation d’énergie
peut s’écrire sous la forme :
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(3.74)
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Enfin, l’équation de fermeture sur la fraction volumique s’écrit :

∂α0
2

∂t
+ ε

∂α1
2

∂t
+ u0 ∂α

0
2

∂x
+ εu1

I
∂α0

2

∂x
+ εu0 ∂α

1
2

∂x
− µ0(p1

2 − p1
1) = O(ε2) (3.75)

Pour simplifier ces équations, on utilise les résultats (3.62) de la projection de V sur le noyau.

En particulier, la relation (3.62.2) qui s’écrit
∑2

k=1 Y
0
k u

1
k = 0 entrâıne

∑2
k=1 α

0
kρ

0
ku

1
k = 0. De plus, la

vitesse d’interface a été choisie telle que uI =
∑2

k=1 Ykuk. On en déduit que la vitesse d’interface à l’ordre
ε est donc nulle.

En injectant ces deux résultats dans les équations obtenues, le système limite jusqu’aux ordres en
O(ε2) peut alors s’écrire sous la forme :
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(3.76)

Et finalement, en introduisant les formules (3.66.2)-(3.66.3)-(3.66.4) obtenues pour les fluctuations des
vitesses, des pressions et de la fraction volumique, on obtient :

∂
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où D0/Dt = ∂/∂t+ u0.∇ représente la dérivée totale ou Lagrangienne à l’ordre 0.

Ce modèle limite à l’ordre ε est intéressant car même si le vecteur des variables contient une unique
vitesse u0 et une unique pression p0, il contient implicitement à travers des termes diffusifs un déséquilibre
des vitesses et des pressions des deux phases. De plus, les termes de diffusion dans les équations de
conservation de quantité de mouvement et d’énergie ont un signe négatif qui donne un effet stabilisant
au système. Pour avoir cette même propriété dans les équations de conservation de la masse, on pourrait
utiliser au lieu des deux équations phasiques, l’équation phasique donnant (1/ρ0

k − 1/ρ0
k′) > 0 couplée

à l’équation de conservation de la densité de mélange ∂ρ/∂t + ∂(ρ0u0)/∂x = 0 qui ne comporte pas de
terme diffusif.
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3.3 Etude mathématique

On réalise ici l’étude mathématique du modéle réduit à cinq équations c’est-à-dire celui obtenu au
paragraphe 3.2.4, en négligeant les termes d’ordre ε. Pour des solutions suffisamment régulières, l’étude
mathématique du système peut être effectuée sur le système écrit à partir de n’importe quel vecteur de
variables indépendantes. Ici nous avons choisi le vecteur t(s1, s2,u, p, Y2) où Yk = αkρk/ρ représentent
les fractions massiques et le modèle réduit à cinq équations peut s’écrire sous la forme :

Ds1
Dt

= 0 (3.78.1)

Ds2
Dt

= 0 (3.78.2)

Du

Dt
+

1
ρ
∇p = 0 (3.78.3)

Dp

Dt
+ ρâ2divu = 0 (3.78.4)

DY2

Dt
= 0 (3.78.5)

où ρ est la densité de mélange et â la vitesse du son, définies dans le paragraphe 3.2.4. D’autre part, il est
clair que le système est invariant par rotation. Nous pouvons alors par souci de clarté, mener l’analyse
pour le cas monodimensionnel.

3.3.1 Hyperbolicité

Si on pose q = t(s1, s2, u, p, Y2), alors pour des solutions suffisamment régulières, le système (3.78)
s’écrit en une dimension d’espace sous la forme :

∂q

∂t
+A(q)

∂q

∂x
= 0 (3.79)

où la matrice A(q) est définie par :

A(q) =


u 0 0 0 0
0 u 0 0 0
0 0 u 1/ρ 0
0 0 ρâ2 u 0
0 0 0 0 u

 (3.80)

L’équation caractéristique de cette matrice A(q) s’écrit (u − λ)3((u − λ)2 − â2) = 0, et on obtient trois
valeurs propres réelles et distinctes données par : λ1(q) = u− â

λ2(q) = λ3(q) = λ4(q) = u
λ5(q) = u+ â

(3.81)

où â est donné par la relation (3.40). Puisque â est réel, toutes les valeurs propres de A(q) le sont
également. L’expression (3.40) dans laquelle l’impédance acoustique moyenne ρâ2 apparâıt comme une
moyenne harmonique des impédances phasiques implique que la vitesse du son dans un mélange peut
devenir plus petite que les deux vitesses du son des fluides purs. Ce fait est très bien connu dans la
littérature (voir par exemple [64] ou [18]) et il peut être également observé expérimentalement.

Les vecteurs propres à droite ri(q) (pour i ∈ {1, . . . , 5}) qui vérifient la relation A(q)ri(q) = λi(q)ri(q)
peuvent être choisis comme :
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r1(q) =


0
0
â

−ρâ2

0

 r2(q) =


1
0
0
0
0

 r3(q) =


0
1
0
0
0

 r4(q) =


0
0
0
0
1

 r5(q) =


0
0
â
ρâ2

0


(3.82)

On notera aussi par li(q) (pour i ∈ {1, . . . , 5}) les vecteurs propres à gauche qui vérifient la relation
tA(q)li(q) = λi(q)li(q). Après normalisation des vecteurs à droite et à gauche pour avoir tli(q).rj(q) =
δij , on obtient :

l1(q) =


0
0

1/2â
−1/2ρâ2

0

 l2(q) =


1
0
0
0
0

 l3(q) =


0
1
0
0
0

 l4(q) =


0
0
0
0
1

 l5(q) =


0
0

1/2â
1/2ρâ2

0


(3.83)

Le système est alors clairement hyperbolique puisque la matrice A(q) est diagonalisable dans IR et que
ses vecteurs propres engendrent l’espace vectoriel complet IR5. On notera aussi que cette hyperbolicité
est inconditionnelle étant donné que les vitesses du son de chaque fluide sont réelles.

Remarque : Pour le “modèle de transport à cinq équations” de [45], [2], la vitesse moyenne du son
s’écrit :

ξâ2 =
2∑

k=1

ξkYka
2
k (3.84)

où ξk = (∂ρkεk/∂pk)ρk
et ξ =

∑2
k=1 αkξk. Ainsi, comme pour la formule (3.40), la vitesse du son du

mélange apparâıt comme une moyenne des vitesses du son phasiques. Cependant, les moyennes sont
différentes pour chaque modèle. Dans des cas extrêmes de fluides réels, les coefficients ξk peuvent être
négatifs et la formule (3.84) ne garantit pas que la vitesse du son du mélange reste réelle alors que la
formule (3.40) donne toujours une vitesse du son réelle.
La Figure 3.1 trace pour les deux modèles, la vitesse du son d’un mélange d’air et d’eau sous pression
atmosphérique. Celles-ci sont tracées par rapport à la fraction volumique d’air dans le mélange et on peut
observer une très large différence entre les deux systèmes.

Fig. 3.1 – Courbe de la vitesse du son pour un mélange eau-air sous pression atmosphérique.
Modèle réduit à 5 équations (traits pleins) et modèle de transport à 5 équations (traits
pointillés).
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3.3.2 Existence d’une entropie mathématique

Puisque les deux entropies phasiques s1, s2 vérifient les équations (3.78.1)-(3.78.2), l’existence d’une
entropie mathématique est évidente. Le choix le plus simple est de définir une entropie de mélange S par :

ρS = α1ρ1s1 + α2ρ2s2 = ρY1s1 + ρY2s2 (3.85)

et on a alors :
∂ρS

∂t
+ div(ρSu) = 0 (3.86)

3.3.3 Structure des ondes

Dans ce paragraphe, on analyse la structure mathématique des ondes présentes dans ce modèle réduit.
L’objectif est de montrer que le système ne contient que des champs vraiment non linéaires ou linéairement
dégénérés (voir par exemple [23] pour la définition de ces notions). Nous commençons donc par les champs
caractéristiques associés aux ondes u− â et u+ â.

Proposition 1 : Les champs caractéristiques associés aux ondes λ1(q) = u− â et λ5(q) = u+ â sont
vraiment non linéaires c’est-à-dire que nous avons ∇qλ1(q).r1(q) 6= 0 et ∇qλ5(q).r5(q) 6= 0 pour tout
vecteur d’état admissible q.

Preuve : On peut déduire des valeurs propres (3.81) et des vecteurs propres à droite (3.82) la relation :

∇qλ1(q).r1(q) = ∇qλ5(q).r5(q) = â+ ρâ2 ∂â

∂p
(3.87)

La démonstration consiste donc à montrer que le terme â+ ρâ2∂â/∂p est toujours non nul et la difficulté
principale réside dans l’évaluation de la partie ∂â/∂p. Ainsi réécrivons tout d’abord la densité de mélange
(3.39) en termes de fractions massiques Yk, sous la forme :

1
ρ

=
2∑

k=1

Yk

ρk
(3.88)

ainsi que la vitesse du son (3.40) sous la forme :

1
(ρâ)2

=
2∑

k=1

Yk

(ρkak)2
(3.89)

Considérons à présent la différentiation suivante de la vitesse du son â, pour toute variable φ :

∂â

∂φ
= −â

[
(ρâ)2

2
∂

∂φ

(
1

(ρâ)2

)
− ρ

∂

∂φ

(
1
ρ

)]
(3.90)

En utilisant cette relation (3.90) pour φ = p et en introduisant les expressions (3.88)-(3.89) on obtient :

â+ ρâ2 ∂â

∂p
= â− ρâ3

[
(ρâ)2

2
∂

∂p

(
2∑

k=1

Yk

(ρkak)2

)
− ρ

∂

∂p

(
2∑

k=1

Yk

ρk

)]

â+ ρâ2 ∂â

∂p
= â− ρâ3

[
(ρâ)2

2

2∑
k=1

Yk
∂

∂p

(
1

(ρkak)2

)
− ρ

2∑
k=1

Yk
∂

∂p

(
1
ρk

)] (3.91)
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En introduisant ensuite les coefficients ψk = (∂ak/∂pk)sk
pour chaque phase et en rappelant que la

définition des vitesses du son phasiques implique (∂ρk/∂pk)sk
= 1/a2

k, on obtient les résultats suivants :

â+ ρâ2 ∂â

∂p
= â− ρâ3

[
−(ρâ)2

2∑
k=1

Yk(1 + ρkakψk)
ρ3

ka
4
k

+ ρ
2∑

k=1

Yk

(ρkak)2

]

â+ ρâ2 ∂â

∂p
= â− ρâ3

[
−(ρâ)2

2∑
k=1

Yk(1 + ρkakψk)
ρ3

ka
4
k

+
1
ρâ2

]

â+ ρâ2 ∂â

∂p
= ρ3â5

2∑
k=1

Yk(1 + ρkakψk)
ρ3

ka
4
k

(3.92)

En supposant enfin que ψk > 0, c’est-à-dire que la vitesse du son est fonction croissante de la pression, à
entropie constante, on obtient (1 + ρkakψk) > 1 et ceci termine la démonstration.

Remarque : On notera que pour des fluides régis par une loi d’état de type Stiffened-Gas ; la condi-
tion ψk > 0 est équivalente à γk > 1 où γk est le rapport des chaleurs spécifiques de la phase k .

Examinons à présent le champ caractéristique associé à l’onde u.

Proposition 2 : Le champ caractéristique associé à l’onde λ2(q) = λ3(q) = λ4(q) = u est linéaire-
ment dégénéré c’est-à-dire que l’on a ∇qλi(q).ri(q) = 0 (pour i ∈ {2, 3, 4}) et pour tout vecteur d’état
admissible q.

Preuve : On peut déduire de l’expression des valeurs propres (3.81), la relation :

∇qλi(q).ri(q) = (0, 0, 1, 0, 0).ri(q) pour i ∈ {2, 3, 4} (3.93)

En introduisant alors les vecteurs propres à droite (3.82) dans cette relation (3.93), on peut facilement
voir que ∇qλi(q).ri(q) = 0 (pour i ∈ {2, 3, 4}) et ceci complète la preuve.

3.3.4 Invariants de Riemann

Dans ce paragraphe on propose le calcul des invariants de Riemann du système. Commençons par le
calcul des invariants de Riemann ω associés à la valeur propre λ1(q) = u− â. Le problème consiste donc
à chercher les fonctions ω telles que ∇qω.r1(q) = 0. Ainsi, si on recherche ω tel que le gradient ∇qω soit
colinéaire à tl2(q), tl3(q) et tl4(q), on obtient immédiatement que s1, s2 et Y2 sont trois invariants de
Riemann associés à cette onde. Maintenant si on cherche ∇qω colinéaire à t(2âl5) = (0, 0, 1, 1/ρâ, 0), on
en déduit le dernier invariant :

u+
∫

p

dp

ρâ
(3.94)

On note que cette dernière expression pour ω est formellement équivalente à l’invariant de Riemann
u + 2a/(γ − 1) pour les gaz parfaits dans le cadre des équations d’Euler. Si on résume les résultats
obtenus ; les invariants de Riemann associés à l’onde u− â sont définis par :

{ s1, s2, Y2, u+
∫

p

dp

ρâ
} (3.95)

Après des calculs similaires, on en déduit les invariants de Riemann associés à l’onde u+ â :

{ s1, s2, Y2, u−
∫

p

dp

ρâ
} (3.96)

Enfin, il est trivial de montrer que les invariants de Riemann associés à l’onde matérielle u sont donnés
par :

{ u, p } (3.97)
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Pour terminer ce paragraphe, notons que si le système est écrit en termes de variables conservatives, les
quatre premières équations (3.42) sont écrites sous une forme conservative et nous donnent un ensemble
de quatre relations de saut ou de Rankine-Hugoniot, vérifiées par les discontinuités :

∆[α1ρ1(u− σ)] = 0 (3.98.1)

∆[α2ρ2(u− σ)] = 0 (3.98.2)

∆[ρu(u− σ) + p] = 0 (3.98.3)

∆[ρe(u− σ) + pu] = 0 (3.98.4)

avec ∆φ = φR − φL et σ la vitesse de la discontinuité. Cependant, l’équation pour la fraction volumique
α2 ne s’écrit pas sous forme conservative. De ce fait, le système doit être complété ou régularisé pour
permettre connâıtre les solutions discontinues admissibles. Comme il est proposé dans [35], des régu-
larisations de ce type peuvent être obtenues à l’aide d’un examen précis de la structure des zones de
relaxation ou bien encore par construction de sous modèles des processus physiques intervenant à l’inté-
rieur des zones de discontinuité. On adopte ici une approche plus simple qui laisse la viscosité artificielle
du schéma numérique régulariser le modèle.

3.4 Approximation numérique

3.4.1 Schéma de type VFRoe-ncv

Dans ce paragraphe, on propose un schéma numérique quasi conservatif de type volumes finis. La
méthode est basée sur les solveurs de type VFRoe-ncv [8] et donc sur la résolution d’un problème de
Riemann linéarisé sur chaque interface du maillage. On considère le problème de Riemann suivant entre
les états (.)L et (.)R :

∂q

∂t
+A(< q >)

∂q

∂x
= 0

q(x, 0) =
{
qL si x < 0
qR si x > 0

(3.99)

Nous utiliserons ici le vecteur de variables q = t(s1, s2, vn, vt, p, Y2) où vn, vt sont respectivement les deux
composantes du vecteur vitesse dans la base locale (ηLR,η

⊥
LR) où ηLR est le vecteur normal unitaire lié

à l’interface. On définit alors A(< q >) par :

A(< q >) =


< vn > 0 0 0 0 0

0 < vn > 0 0 0 0
0 0 < vn > 0 < 1/ρ > 0
0 0 0 < vn > 0 0
0 0 < ρâ2 > 0 < vn > 0
0 0 0 0 0 < vn >

 (3.100)

où < . >= ((.)L + (.)R)/2 représente la moyenne arithmétique entre les états (.)L et (.)R. D’après le
paragraphe 3.3.1 où on a montré l’hyperbolicité du système, on sait que la matrice A(< q >) est diago-
nalisable et on a donc à résoudre un problème de Riemann pour un système linéaire hyperbolique.

On notera ri(< q >) (pour i ∈ {1, . . . , 6}) les vecteurs propres à droite et li(< q >) les vecteurs
propres à gauche A(< q >), vérifiant tli(< q >).rj(< q >) = δij . La solution du problème dépend
uniquement de la variable x/t et se compose dans le plan (x, t), d’états constants séparés par les lignes
caractéristiques. On s’intéresse ici à la solution sur l’interface c’est-à-dire en x/t = 0.
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La solution approchée sur l’interface, que l’on notera q∗LR est donnée par la formule :

q∗LR = q(
x

t
= 0, qL, qR) =


qL +

∑
λi<0

tli(< q >).(qR − qL)ri(< q >)

qR −
∑
λi>0

tli(< q >).(qR − qL)ri(< q >)
(3.101)

Dans la suite on notera par Q = t(α1ρ1, α2ρ2, ρu, ρv, ρe, α2) le vecteur des variables conservatives où u, v
sont les deux composantes du vecteur vitesse u dans la base globale d’espace, correspondant au vecteur
q écrit en variables entropiques t(s1, s2, vn, vt, p, Y2). En particulier Q∗

LR représentera la solution du pro-
blème de Riemann linéarisé (3.99), écrite en variables conservatives.

Pour approcher l’équation non conservative :

∂α2

∂t
+ u.∇α2 = α1α2

ρ1a
2
1 − ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

divu (3.102)

on la réécrit sous la forme :

∂α2

∂t
+ div(α2u) +B(Q)divu = 0 avec B(Q) =

−α2ρ1a
2
1∑2

k=1 αk′ρka2
k

(3.103)

Le modèle réduit à cinq équations est alors mis sous la forme :

∂Q

∂t
+ divF (Q) + divuB(Q) = 0 (3.104)

où le vecteur B(Q) = t(0, 0, 0, 0, 0, B(Q)).

L’intégration de cette équation sur une cellule Ci donne :

Ai
∂Qi

∂t
+
∫

∂Ci

F (Q).ndl +
∫

Ci

B(Q)divudΩ = 0 pour i ∈ {1, . . . , N} (3.105)

où N est le nombre de cellules et Ai l’aire de la cellule Ci. On fait alors évoluer les variables Qi dans le
temps, suivant l’expression :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

‖nij‖ψ(Qn
i ,Q

n
j ) = 0 (3.106)

où v(i) est l’ensemble des cellules Cj ayant une arête commune avec Ci et où nij =
∫

∂Cij
ndl est le

vecteur moyen normal à l’interface ∂Cij = ∂Ci ∩ ∂Cj . En définissant ηij = nij/‖nij‖ et
(vn)ij = uij .ηij = uijη

x
ij + vijη

y
ij (3.107.1)

(vt)ij = uij .η
⊥
ij = −uijη

y
ij + vijη

x
ij (3.107.2)

les composantes normales et tangentielles de la vitesse par rapport à l’interface, on propose l’expression
suivante pour ψ(Qn

i ,Q
n
j ) :

ψ(Qn
i ,Q

n
j ) = F (Q∗

ij).ηij +B(Qn
i )u∗ij .ηij (3.108)

où Q∗
ij est la solution (3.101) du problème de Riemann linéarisé entre les états (.)i et (.)j .

La partie conservative F (Q∗
ij).ηij peut être explicitement écrite comme :

F (Q∗
ij).ηij = t((α1ρ1vn)∗ij , (α2ρ2vn)∗ij , (ρuvn)∗ij + p∗ijη

x
ij , (ρvvn)∗ij + p∗ijη

y
ij , ((ρe+ p)vn)∗ij , (α2vn)∗ij)

(3.109)
tandis que la partie non conservative B(Qn

i )u∗ij .ηij est définie par :

B(Qn
i )u∗ij .ηij = t(0, 0, 0, 0, 0, B(Qn

i )(vn)∗ij) (3.110)
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3.4.2 Evolution d’une discontinuité de contact

Comme le montre les travaux présentés dans [57], un point clé pour la simulation des problèmes
d’interfaces entre fluides compressibles est la capacité du schéma à calculer une discontinuité de contact
isolé sans faire apparâıtre d’oscillations de pression. Dans la suite, on étudie donc la capacité du schéma
que nous avons proposé, à préserver les écoulements à champs de pression et vitesse uniformes. On
considère un écoulement initial où la pression et la vitesse ont des valeurs uniformes ; ui−1 = ui =
ui+1 = u et pi−1 = pi = pi+1 = p. Les autres variables αkρk, α2 peuvent être discontinues. On notera
Qi−1,Qi,Qi+1 les vecteurs des variables conservatives dans les cellules {i− 1, i, i+ 1}. En supposant par
exemple u > 0, il est facile de voir que la solution du problème de Riemann linéarisé sur chaque interface
est donnée par : 

Q∗
i−1/2 = Qi−1

Q∗
i+1/2 = Qi

Q∗
i+3/2 = Qi+1

(3.111)

Ainsi la seule cellule où la variable Q peut évoluer entre les instants t et t+ ∆t, est la cellule en aval de
la discontinuité. La valeur de Q dans cette cellule devient :

Qn+1
i+1 = Qn

i+1 − λ(F (Q∗
i+3/2)− F (Q∗

i+1/2))− λB(Qn
i+1)(u

∗
i+3/2 − u∗i+1/2)

Qn+1
i+1 = Qn

i+1 − λ(F (Qi+1)− F (Qi))− λB(Qn
i+1)(ui+1 − ui)

Qn+1
i+1 = Qn

i+1 − λ(F (Qi+1)− F (Qi))

(3.112)

avec λ = ∆t/Ai. Les équations de conservation de la masse peuvent alors s’écrire :

(αkρk)n+1
i+1 = (αkρk)n

i+1 − λu[(αkρk)n
i+1 − (αkρk)n

i ] pour k = 1, 2 (3.113)

Et on peut en déduire l’équation d’évolution pour la densité de mélange ρ =
∑2

k=1 αkρk, qui s’écrit :

ρn+1
i+1 = ρn

i+1 − λu[ρn
i+1 − ρn

i ] (3.114)

Or d’après l’équation de conservation de quantité de mouvement, on a :

(ρu)n+1
i+1 = (ρu)n

i+1 − λ[ρn
i+1u

2 + p− ρn
i u

2 + p]

(ρu)n+1
i+1 = (ρu)n

i+1 − λu2[ρn
i+1 − ρn

i ]
(3.115)

et en combinant cette dernière relation avec (3.114), on obtient :

un+1
i+1 = un

i+1 = u (3.116)

Ensuite l’équation de conservation de l’énergie s’écrit :

(ρe)n+1
i+1 = (ρe)n

i+1 − λu[(ρe)n
i+1 − (ρe)n

i ] (3.117)

A l’aide de l’équation pour la densité de mélange (3.114) et du résultat un+1
i+1 = un

i+1 = u, on obtient
l’équation suivante où ε représente l’énergie interne de mélange :

(ρε)n+1
i+1 = (ρε)n

i+1 − λu[(ρε)n
i+1 − (ρε)n

i ] (3.118)

En utilisant alors l’équation d’état de type Stiffened-Gas pour chaque phase, on a l’expression suivante
pour l’énergie interne de mélange :

ρε =
2∑

k=1

αk(p+ γkπk)
γk − 1

(3.119)

En résolvant la pression dans l’équation (3.118) grâce à l’expression (3.119), et en utilisant l’équation
pour la fraction volumique :

(α2)n+1
i+1 = (α2)n

i+1 − λu[(α2)n
i+1 − (α2)n

i ] (3.120)

Il vient :
pn+1

i+1 = pn
i+1 = p (3.121)

Ainsi, le résultat garantit que le schéma conservera des champs uniformes de pression et de vitesse sur
les discontinuités de contact bien que celles-ci évoluent sur un profil quelque peu élargi par la diffusion
numérique du schéma.
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3.4.3 Solveur Acoustique

Les résultats du paragraphe précédent montre que le schéma de type VFRoe-ncv que nous avons pro-
posé, préserve les conditions d’interface sur la vitesse et la pression qui doivent rester constantes sur les
discontinuités de contact. Les expériences numériques réalisées montrent effectivement que c’est le cas ;
excepté pour les écoulements à très faible nombre de Mach. Cela peut parâıtre très surprenant puisque la
démonstration du paragraphe précédent est effectuée indépendamment du nombre de Mach. Néanmoins,
celle-ci suppose que les calculs numériques soient faits à partir des formules arithmétiques exactes. En
pratique, on s’aperçoit que ce n’est pas le cas et que les erreurs d’arrondis peuvent perturber les résultats.
Un examen précis des résultats montre que les calculs de la vitesse et de la pression aux interfaces sont
très sensibles aux erreurs d’arrondis pour les écoulements à faible nombre de Mach (voir annexe B).

Ceci est la raison pour laquelle nous développons dans ce paragraphe, un autre solveur de Riemann
où les calculs de la vitesse et de la pression aux interfaces semblent beaucoup moins sensibles aux erreurs
d’arrondis. Ce deuxième schéma numérique utilise de manière plus forte la structure mathématique du
modèle réduit. Il peut être vu comme une extension du solveur acoustique décrit par exemple dans [66]
pour les équations d’Euler de la dynamique des gaz. Par rapport aux différents tests numériques que nous
avons effectués, ce solveur acoustique s’est avéré beaucoup plus robuste pour la simulation d’écoulements
à faible nombre de Mach et spécialement en présence d’interfaces entre deux fluides. Le principe de
base du solveur consiste en une linéarisation des droites caractéristiques en partant des deux côtés de
la discontinuité de contact. Ensuite, leur intersection donne les valeurs de la vitesse et de la pression à
l’interface. Plus précisément, la première étape consiste à transformer le système d’équations aux dérivées
partielles en un système d’équations différentielles ordinaires et ceci en multipliant les équations du
système par les vecteurs propres à gauche de la matrice Jacobienne. On obtient alors le système suivant :

tli(q).(
∂q

∂t
+A(q)

∂q

∂x
) = 0 (3.122)

que l’on peut réécrire immédiatement sous la forme :

tli(q).(
∂q

∂t
+ λi(q)

∂q

∂x
) = 0 (3.123)

Si on note respectivement q∗L, q∗R, les états gauche et droit de part et d’autre de la discontinuité de contact,
la linéarisation de (3.123) en partant de qL et qR s’écrit :

tl5(qL).(q∗L − qL) = 0

tl1(qR).(q∗R − qR) = 0
(3.124)

qui nous donne après un certain nombre de calculs algébriques :{
ρLâL(u∗L − uL) + (p∗L − pL) = 0
ρRâR(u∗R − uR)− (p∗R − pR) = 0 (3.125)

En utilisant alors u∗L = u∗R = u∗ et p∗L = p∗R = p∗, on obtient les expressions suivantes pour u∗ et p∗ :
u∗ =

ρLâLuL + ρRâRuR

ρLâL + ρRâR
− pR − pL

ρLâL + ρRâR

p∗ =
ρRâRpL + ρLâLpR

ρLâL + ρRâR
− ρLâLρRâR(uR − uL)

ρLâL + ρRâR

(3.126)

Et finalement la solution du problème de Riemann à l’interface est donnée par :

q(
x

t
, qL, qR) =



qL si
x

t
< uL − âL

q∗L si uL − âL <
x

t
< u∗

q∗R si u∗ <
x

t
< uR + âR

qR si uR + âR <
x

t

(3.127)
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Le même schéma numérique que celui présenté au paragraphe 3.4.1 peut être utilisé avec ce deuxième
solveur de Riemann. On notera également que l’expression (3.126) garantit d’un point de vue arithmétique
que le calcul de la pression et de la vitesse sur une discontinuité de contact isolé avec pL = pR et uL = uR

redonnera ces valeurs communes. Les résultats du paragraphe (3.4.2) restent ainsi valables si on utilise
ce deuxième solveur de Riemann.

3.4.4 Formulation décentrée à l’ordre deux : MUSCL

Dans ce paragraphe, nous proposons une extension de type MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for
Conservation Laws) [75] du schéma, précise à l’ordre 2 en espace. La méthode que nous décrivons ci-
dessous est appliquée à des maillages triangulaires non structurés. En suivant la méthode MUSCL, une
manière d’obtenir une précision spatiale d’ordre 2 consiste à évaluer les termes ψ(U i,U j) avec des valeurs
extrapolées U ij et U ji sur l’interface ∂Cij :

U ij = U i +
1
2
(∇U)ij .ij (3.128.1)

U ji = U j −
1
2
(∇U)ji.ij (3.128.2)

où le vecteur U = t(α1ρ1, α2ρ2,u, p, α1) est choisi comme le vecteur des variables primitives, dans le but
de préserver les conditions d’interface sur la vitesse et la pression, pour le schéma d’ordre 2.

Pour les schémas de type Godunov, ces valeurs extrapolées deviennent les nouvelles conditions initiales
du problème de Riemann résolu sur l’interface et la partie conservative F (U∗

ij).ηij sera entièrement
évaluée avec ces nouvelles valeurs extrapolées. En ce qui concerne la partie non conservative, elle s’écrit :

B(Qn
i )u∗ij .ηij = t(0, 0, 0, 0, 0, B(Qn

i )(vn)∗ij) (3.129)

Nous proposons alors de calculer (vn)∗ij avec les valeurs extrapolées tout en conservant le terme B(Qn
i ) à

l’ordre 1 en espace.

Les gradients nodaux approchés (∇U)ij et (∇U)ji sont obtenus en utilisant un β̄-schéma qui combine
les gradients nodaux centrés et les gradients totalement décentrés :

(∇U)ij = (1− β̄)(∇U)Cent
ij .ij + β̄(∇U)Upw

ij .ij (3.130)

Le gradient nodal centré au milieu de l’arête (∇U)Cent
ij (obtenu pour β̄ = 0) est défini par :

(∇U)Cent
ij .ij = U j −U i (3.131)

Et le gradient totalement décentré (obtenu pour β̄ = 1) est défini à l’aide des triangles amont et aval
associés au segment [Si, Sj ] (voir Figure 3.2) :

(∇U)Upw
ij = ∇UGTij (3.132)

où ∇UGT =
∑

k∈T Uk∇NT
k est l’approximation du gradient de type P1 Galerkin sur le triangle T. Les

triangles Tij et Tji sont définis en Figure 3.2. β̄ est le paramètre de décentrement inclus dans l’intervalle
[0, 1]. Dans les tests numériques proposés par la suite, ce coefficient sera pris égal à β̄ = 1/2 ou β̄ = 1/3.

Par ailleurs, le schéma décrit ci-dessus n’est pas monotone. Il peut introduire dans la solution discrète
des extremums locaux qui peuvent ne pas exister dans la solution exacte (c’est-à-dire ne pas avoir de
signification physique), particulièrement dans les applications transsoniques et supersoniques.

Pour réduire les oscillations dans la solution numérique, une procédure de limitation de pente LED
(Local Extremum Diminishing) peut être utilisée même si elle dégrade quelque peu la précision globale.
Nous décrivons ci-dessous deux procédures classiques que nous utiliserons dans cette thèse.
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Fig. 3.2 – Cellule construite autour du nœud i (gauche). Triangles amont Tij et aval Tji

(droite).

Limiteur de Van Albada-Van Leer : Cette procédure de limitation de pente permet de calculer un
coefficient de décentrement β̄lim ∈ [0, 1] qui donne un bon compromis pour la combinaison des gradients
centrés et totalement décentrés. Elle s’écrit :

U ij = U i +
1
2
Limvavl

(
(∇U)Upw

ij , (∇U)Cent
ij

)
.ij (3.133.1)

U ji = U j −
1
2
Limvavl

(
(∇U)Upw

ji , (∇U)Cent
ji

)
.ij (3.133.2)

où

Limvavl(a, b) = β̄lima+ (1− β̄lim)b si ab > 0 avec β̄lim =
b2 + ε

a2 + b2 + 2ε
, ε << 1

Limvavl(a, b) = 0 si ab < 0

(3.134)

Limiteur de Spekreijse : Cette procédure de limitation de pente utilise le rapport entre les gradients
centrés et totalement décentrés. Elle s’écrit :

U ij = U i +
1
2
Limspek

(
(∇U)Upw

ij , (∇U)Cent
ij

)
.ij (3.135.1)

U ji = U j −
1
2
Limspek

(
(∇U)Upw

ji , (∇U)Cent
ji

)
.ij (3.135.2)

où

Limspek(a, b) = max(0,min
(

2
b+ ε

a+ ε
,min

(
β̄ + (1− β̄)

b+ ε

a+ ε
, 2
))

), ε << 1 (3.136)

Ensuite, pour stabiliser le schéma explicite, l’ordre 2 en temps est obtenu en utilisant le schéma de type
Runge et Kutta décrit dans [62], et qui s’écrit pour les variables conservatives Q :

Q(1) = Qn + ∆t ψ(Qn) (3.137.1)

Q(2) =
3
4
Qn +

1
4
Q(1) +

1
4
∆t ψ(Q(1)) (3.137.2)

Qn+1 =
1
3
Qn +

2
3
Q(2) +

2
3
∆t ψ(Q(2)) (3.137.3)

où ψ est l’opérateur hyperbolique défini par le schéma de type VFRoe du paragraphe 3.4.1 ou bien par
le solveur de Riemann de type acoustique présenté au paragraphe 3.4.3.
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3.5 Résultats numériques

3.5.1 Problèmes multifluides ou d’interfaces : tests de validation

Advection d’interface entre fluides purs

Le premier test de validation proposé est une advection d’interface entre de l’air et de l’eau. Les lois
d’états de l’air et de l’eau sont données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas :{

p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (3.138.1)
p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (3.138.2)

La longueur du domaine de calcul est égale à 1 mètre et l’interface est initialement positionnée en x =
0.5 m. L’eau, de densité ρ2 = 1000 kg.m−3, se trouve du côté gauche de l’interface tandis que l’air, de
densité ρ1 = 50 kg.m−3, se trouve du côté droit. Les deux fluides ont même pression p = 105 Pa et
même vitesse u = 1000 m.s−1 à l’instant t = 0. Une petite proportion d’eau α2 = 10−8 (respectivement
de gaz) est initialement présente du côté du gaz (respectivement du côté de l’eau). En effet, la méthode
numérique n’est pas adaptée aux cas α2 = 0 ou α2 = 1. La discrétisation est réalisée sur 1000 cellules de
calcul et le CFL est pris constant égal à 0.6. On utilise le schéma de type VFRoe à l’ordre 1 en espace
et en temps. Les résultats sont montrés à l’instant t = 229µs. Dans le but de comparer les résultats avec
ceux d’un autre modèle Eulérien, la Figure 3.3 donne les résultats pour la densité de mélange, la pression,
la vitesse et la fraction volumique pour le modèle réduit à cinq équations et pour le “modèle de transport
à cinq équations” présenté dans [45] et [2]. Pour ce dernier modèle la méthode numérique utilisée est
celle présentée dans [45]. Sur ce cas test très simple, les deux modèles donnent des résultats quasiment
identiques avec des diffusions numériques comparables et montrent la même capacité à préserver des
écoulements uniformes en pression et en vitesse.

Tube à choc liquide-gaz

On considère un tube à choc de 1 mètre rempli d’eau à haute pression du côté gauche (x < 0.7) et
d’air à pression atmosphérique du côté droit. Ce cas test représente un problème classique de tube à choc
avec deux fluides et admet une solution exacte. Les lois d’états sont les mêmes que précédemment :{

p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (3.139.1)
p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (3.139.2)

Les conditions initiales mettent en jeu une discontinuité de pression entre le côté gauche où l’eau est à
p = 109 Pa et le côté droit où l’air est à pression ambiante p = 105 Pa. Comme sur le cas test précédent,
les côtés gauche et droit ne contiennent pas tout à fait des fluides purs : la fraction volumique du gaz
du côté de l’eau vaut α1 = 10−8 et inversement la fraction volumique de l’eau du côté du gaz vaut
α2 = 10−8. On compare à nouveau les résultats du modèle réduit à cinq équations avec ceux donnés par
le “modèle de transport à cinq équations” présenté dans [45] et [2]. La Figure 3.4 montre les résultats
numériques des deux modèles pour la densité de mélange, la pression, la vitesse et la fraction volumique
du gaz. Les solutions exactes pour les trois premières variables sont représentées en traits pleins. Dans
cette simulation, la discrétisation est réalisée sur 1000 cellules avec un CFL égal à 0.6 et les résultats
sont montrés pour l’instant t = 229µs. On utilise le schéma de type VFRoe à l’ordre 1 en espace et en
temps. Il faut noter également que dans les premiers pas de temps, le CFL n’est pas égal à 0.6. En effet,
on augmente le CFL par une loi de type CFL = 0.005n où n représente le nombre d’itérations. Les tests
numériques ont montré que pour calculer des chocs très violents, le schéma utilisé avec un CFL de 0.6
dès les premières itérations peut conduire à des échecs numériques. On constate que les résultats données
par les deux modèles sont de précision comparable par rapport à la solution exacte.

Bien que pour ce problème, les densités et les énergies internes phasiques n’aient pas vraiment de sens
physique, il peut être intéressant de revenir à ces variables mono-fluide et de regarder les résultats de
la Figure 3.5. Si pour les variables de mélange, les deux modèles donnent des résultats très similaires,
il est clair que le comportement des deux modèles est très différent quand on regarde les résultats pour
les quantités phasiques. On notera enfin que les résultats du modèle réduit à cinq équations pour ces
variables, comparés à ceux du modèle de transport à cinq équations, sont beaucoup plus proches de ceux
donnés par le modèle complet à sept équations (Comparer la Figure 3.5 (gauche) avec par exemple la
Figure 7 de [56]).
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Fig. 3.3 – Modèle réduit à 5 équations (gauche) et modèle de transport à 5 équations (droite).
Advection d’interface. Variables de mélange. Solutions calculées sur un maillage de 1000
nœuds (symboles).
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Fig. 3.4 – Modèle réduit à 5 équations (gauche) et modèle de transport à 5 équations (droite).
Tube à choc liquide-gaz. Variables de mélange. Solutions calculées sur un maillage de 1000
nœuds (symboles) et solutions exactes (traits pleins).
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Fig. 3.5 – Modèle réduit à 5 équations (gauche) et modèle de transport à 5 équations (droite).
Tube à choc liquide-gaz. Variables phasiques. Solutions calculées sur un maillage de 1000
nœuds (symboles).
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3.5.2 Problèmes diphasiques : comparaison avec le modèle à sept équations

Premier problème diphasique

Cette deuxième série d’expériences présente des problèmes d’écoulements diphasiques (et non plus des
problèmes d’interface) où les deux phases sont simultanément présentes au même endroit. Le premier
test reprend le même problème que précédemment excepté le fait que la fraction volumique de gaz est
constante dans tout le domaine et égale à α1 = 0.5. Les lois d’états des deux fluides sont une nouvelle fois
données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas, avec ρ1 = 50 kg.m−3 et ρ2 = 1000 kg.m−3 : p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (3.140.1)

p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (3.140.2)

Du côté gauche (x < 0.5) la pression est égale à 109 Pa tandis qu’elle est égale à 105 Pa du côté
droit. La vitesse initiale de l’écoulement à l’instant t = 0 est nulle. On garde la même discrétisation que
précédemment et une loi de CFL identique. On utilise une nouvelle fois le schéma de type VFRoe à l’ordre
1 en espace et en temps. Les résultats sont montrés à l’instant t = 200µs. On compare en Figure 3.6,
les résultats obtenus avec le modèle réduit et ceux donnés par le modèle complet à sept équations. La
méthode numérique utilisée pour résoudre le modèle à sept équations est celle présentée dans [56], excepté
pour les procédures de relaxation qui sont celles présentées dans [42]. Les résultats sont très proches et
ceci confirme que le modèle réduit à cinq équations est une bonne approximation du modèle complet à
sept équations pour des temps de relaxation infiniment petits. En particulier, on observe que même si
la composition initiale du mélange est constante, elle évolue dans le temps et dans l’espace et de façon
quasiment identique pour les deux modèles.

Deuxième problème diphasique

On considère à présent le même problème que ci-dessus où l’on change la composition initiale du
mélange. On modifie également la position initiale de la discontinuité ainsi que la valeur de la densité
phasique du gaz prise égale à ρ1 = 1 kg.m−3. Les condition initiales sont alors données par :

ρ1 = 1 kg.m−3 si x < 0.7 ρ1 = 1 kg.m−3 sinon

ρ2 = 1000 kg.m−3 si x < 0.7 ρ2 = 1000 kg.m−3 sinon

p = 109 Pa si x < 0.7 p = 105 Pa sinon

u = 0 m.s−1 si x < 0.7 u = 0 m.s−1 sinon

α1 = 0.2 si x < 0.7 α1 = 0.8 sinon

(3.141)

On présente les résultats à l’instant t = 200µs (voir Figure 3.7). On garde les mêmes paramètres de calcul
que ci-dessus, pour le maillage, le schéma et le CFL. Les courbes de pression et de vitesse obtenues pour
les deux modèles sont identiques mais on peut noter quelques différences sur les courbes de la fraction
volumique et de la densité de mélange. En particulier, les valeurs de la densité et de la fraction volumique
après le choc sont quelque peu différentes pour les deux modèles. Le modèle à sept équations donne une
oscillation près de la discontinuité de contact, qui n’est pas présente dans les résultats du modèle réduit.
Actuellement, nous ne connaissons pas les raisons exactes de ces différences. Des tests supplémentaires
ont été faits en changeant le solveur hyperbolique et les procédures de relaxation pour la résolution
du modèle complet à sept équations. Ils ont donné les mêmes résultats. De ce fait, il semble que les
différences observées ne soient pas purement numériques et qu’elles viennent vraiment de la solution du
modèle complet.
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Fig. 3.6 – Modèle réduit à 5 équations (gauche) et modèle complet à 7 équations (droite).
Premier problème diphasique. Variables de mélange. Solutions calculées sur un maillage de
1000 nœuds (symboles).
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Fig. 3.7 – Modèle réduit à 5 équations (gauche) et modèle complet à 7 équations (droite).
Deuxième problème diphasique. Variables de mélange. Solutions calculées sur un maillage
de 1000 nœuds (symboles).
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Propagation des ondes de choc dans les alliages

On souhaite à présent évaluer la capacité du modèle à capturer correctement des ondes de choc
très violentes se propageant dans des mélanges diphasiques non réactifs, c’est-à-dire à composition figée.
Pour cela, on considère des alliages métalliques. En effet lors de la propagation d’une onde de choc
forte, chaque constituant de l’alliage devient compressible. Il est alors possible d’utiliser le modèle à cinq
équations pour décrire le comportement de cet alliage. Ce genre de test est particulièrement important
pour les applications de détonique. Même si le modèle n’admet pas un système complet de relations de
Rankine-Hugoniot, il est tout de même possible de résoudre les équations pour des régimes instationnaires
et de déterminer ainsi des vitesses de choc données par la méthode numérique. Ceci est réalisé en simulant
des impacts de piston sur le mélange diphasique comme le décrit la Figure 3.8.

Fig. 3.8 – Représentation de l’impact d’un piston sur un milieu diphasique.

Dans le but d’évaluer la précision des résultats, on les comparera à ceux donnés par le modèle à sept
équations ainsi qu’à ceux obtenus expérimentalement. En fait, pour un certain nombre de matériaux, la
relation entre la vitesse du choc et la vitesse d’impact du piston est linéaire. Cette relation intrinsèque
aux caractéristiques du matériau que l’on appelle courbe d’Hugoniot expérimentale, peut être déterminée
expérimentalement et s’exprime sous la forme :

us = a0 + sup (3.142)

où a0 est la vitesse de propagation du son dans le matériau sous conditions atmosphériques, us la vitesse
du choc, up la vitesse d’impact du piston et s un nombre constant sans dimension. La relation (3.142)
est connue pour un certain nombre de matériau. Ici, nous considérons un alliage d’époxy-spinel. Les lois
d’état respectives des matériaux sont modélisées par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas : p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec ρ1 = 1185 kg.m−3 γ1 = 2.94 et π1 = 3.2.109 époxy (3.143.1)

p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec ρ2 = 3622 kg.m−3 γ2 = 1.62 et π2 = 141.109 spinel (3.143.2)

Plusieurs situations d’impact sont simulées en considérant différentes vitesses de conditions limites de
piston et la vitesse du choc est évaluée en fonction de la vitesse matérielle de piston. Ceci permet alors
de déterminer numériquement la courbe (3.142) que l’on compare à la courbe d’Hugoniot expérimentale.

La Figure 3.9 trace les résultats aux différents instants t = 30, 60 et 90 µs pour une simulation où la
vitesse d’impact est de up = 3000 m.s−1 et la proportion d’époxy dans l’alliage est de α1 = 0.595.

Plusieurs simulations de ce type effectuées pour différentes vitesses de piston, donnent les résultats
présentés en Figure 3.10. Tous les tests ont été faits sur une maillage comportant 1000 cellules et avec
un CFL égal à 0.6, excepté dans les premières itérations où CFL = 0.005n. On utilise le schéma de type
VFRoe à l’ordre 1 en espace et en temps. On peut constater un bon accord entre les résultats numériques
et les courbes expérimentales. De plus, la Figure 3.10 présente aussi les résultats obtenus avec le modèle
complet à sept équations. La méthode numérique utilisée pour résoudre le modèle à sept équations est
celle qui figure dans [56], excepté pour les procédures de relaxation qui correspondent à celles présentées
dans [42].

Par rapport aux données expérimentales, on observe que les résultats du modèle réduit à cinq équations
présentent une précision “comparable” à celle donnée par la résolution du modèle complet.
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Fig. 3.9 – Modèle réduit à 5 équations pour le problème d’Hugoniot. Variables de mélange
et phasiques pour une vitesse d’impact de 3000 m.s−1. Solutions calculées sur un maillage
de 1000 nœuds.
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Fig. 3.10 – Modèle réduit à 5 équations (traits pleins) et modèle à 7 équations de [56] (traits
pointillés) pour le problème d’Hugoniot. Vitesse du choc en fonction de l’impact. Solutions
calculées sur un maillage de 1000 nœuds. Résultats expérimentaux (symboles).

Sur ce type de cas test, un meilleur accord a été obtenu dans [9] en résolvant un modèle à 7 équations
avec une méthode numérique adaptée aux ondes de choc dans les milieux diphasiques. Comme l’illustre la
figure 3.11, la méthode décrite dans [9] produit des résultats en très bon accord avec l’expérience, au prix
toutefois d’une complexité supérieure puisque le modèle fait intervenir deux vitesses et deux pressions.

Fig. 3.11 – Modèle à 7 équations résolu avec la méthode des équations discrètes [9] (traits
pointillés) pour le problème d’Hugoniot. Vitesse du choc en fonction de l’impact. Solutions
calculées sur un maillage de 1000 nœuds. Résultats expérimentaux (symboles).
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3.5.3 Cas test bidimensionnels

Nous terminons cette série d’expériences numériques par deux problèmes bidimensionnels. Pour ces
deux derniers tests, on utilise le schéma d’ordre 2 en espace de type MUSCL avec un coefficient d’interpo-
lation β̄ = 1/2 et le limiteur de Van Albada-Van Leer. L’ordre 2 en temps est obtenu par une discrétisation
de type Runge et Kutta non linéaire en 3 étapes. Ces procédures ont été décrites au paragraphe 3.4.4.

Premier cas test bidimensionnel : chute d’une goutte

Comme le décrit la Figure 3.12, ce premier test montre la chute d’une goutte de densité ρ = 4 kg.m−3

sous l’effet de la gravité. Les deux fluides sont considérés comme des gaz parfaits et les rapports des
chaleurs spécifiques γ1, γ2 sont donnés en Figure 3.12. La simulation est réalisée dans une bôıte fermée,
remplie d’air de densité ρ = 1 kg.m−3. Initialement la goutte contient une quantité ε = 10−8 d’air
et inversement l’air contient une quantité ε = 10−8 du fluide de la goutte. Même si ce test parâıt
physiquement très simple, il présente d’un point de vue numérique plusieurs difficultés. En particulier, le
nombre de Mach relatif à l’écoulement est assez petit (il est initialement nul puis il crôıt lentement pour
atteindre une valeur de l’ordre de 10−2 en fin de simulation). C’est pour cette raison que nous utilisons ici
le solveur acoustique que nous avons construit au paragraphe 3.4.3 et non pas le solveur de type VFRoe
qui peut conduire à des échecs numériques. La largeur de la bôıte est égale à un mètre tandis que la
hauteur est égale à deux mètres. Le maillage est composé de 50 x 100 points. Dans cette simulation, le
CFL est pris constant et égal à 0.8. L’effet de la gravité g est introduit dans le modèle à travers deux
termes sources dans l’équation de quantité de mouvement et dans celle de conservation de l’énergie :

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) +∇p = ρg

∂ρe

∂t
+ div(ρe+ p)u = ρg.u

(3.144)

Les équations de conservation de la masse ainsi que l’équation gouvernant l’évolution de la fraction volu-
mique restent inchangées.

La Figure 3.13 trace les isovaleurs de la fraction volumique de la goutte aux instants t= 0 s, 0.1 s
, 0.15 s, 0.2 s, 0.25 s, 0.3 s, 0.35 s, 0.4 s. Bien que des résultats vraiment précis nécessiteraient un
maillage beaucoup plus fin (ou une procédure de maillage adaptatif pour suivre l’interface), les résultats
obtenus sur ce maillage sont déjà très prometteurs. En particulier, la diffusion numérique n’empêche pas
le développement d’instabilités au niveau de l’interface et le champ de fraction volumique reste borné.

Fig. 3.12 – Données initiales du premier cas test bidimensionnel : chute d’une goutte.
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Fig. 3.13 – Isovaleurs de la fraction volumique pour le premier cas test bidimensionnel :
chute d’une goutte.



3.5. Résultats numériques 81

Deuxième cas test bidimensionnel

Ce deuxième problème bidimensionnel représente l’évolution d’une sphère de fluide léger entourée par
une enveloppe de fluide lourd. Ce test a déjà été considéré dans [45]. Dans ce test, la gravité n’est pas prise
en compte. La configuration initiale du problème est représentée en Figure 3.14. Les deux fluides sont
considérés comme des gaz parfaits et les rapports des chaleurs spécifiques γ1, γ2 sont donnés en Figure
3.14. Initialement, le fluide lourd contient une quantité ε = 10−8 de fluide léger et inversement, le fluide
léger contient une quantité ε = 10−8 de fluide lourd. Pour ce test, on utilise un maillage très fin de 400 x
400 points. Comme précédemment, on utilise le solveur acoustique avec un schéma explicite d’ordre 2 en
espace et en temps. Le coefficient d’interpolation spatiale est pris égal à β̄ = 1/2 et le limiteur de pente est
toujours celui de Van Albada-Van Leer. Le calcul est réalisé avec un CFL constant égal à 0.8. Le maillage
non structuré est en drapeaux anglais et revient donc à un maillage régulier. En raison de cette structure
quasi cartésienne, les arcs de cercle vont contenir des imperfections. Ces dernières couplées aux ondes de
choc dans les directions normales aux interfaces, sont suffisantes pour amorcer le phénomène d’instabilités
hydrodynamiques. La Figure 3.15 montre les isovaleurs de la fraction volumique aux instants t = 0, 1.58
ms, 2.63 ms. On observe clairement le développement intense d’instabilités de type Richtmyer-Meshkov,
produisant un mélange des fluides lourd et léger. On notera que les résultats obtenus avec le modèle
réduit à cinq équations ne sont pas totalement identiques à ceux obtenus avec le modèle de transport à
cinq équations dans [45]. Néanmoins, ils restent comparables à ceux-ci.

Fig. 3.14 – Données initiales du deuxième cas test bidimensionnel.
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Fig. 3.15 – Isovaleurs de la fraction volumique pour le deuxième cas test bidimensionnel. En
bas à droite on a effectué un zoom du champ de fraction volumique.
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3.6 Conclusion

En conclusion, nous avons établi un modèle réduit à cinq équations (1-pression et 1-vitesse) en effec-
tuant une analyse asymptotique du modèle à sept équations (2-pressions et 2-vitesses), pour des temps
de relaxation des pressions et des vitesses infiniment petits. Bien que ce modèle ne puisse pas se mettre
sous forme conservative, nous avons analysé sa structure mathématique et montré qu’elle était très proche
de celle des équations d’Euler monophasiques. Ce modèle représente une alternative très intéressante à
l’utilisation du modèle diphasique complet à sept équations. En effet ce modèle est moins coûteux, il
est plus simple à implémenter et il ne nécessite plus l’utilisation de procédures de relaxation. De plus, il
s’étend facilement au problèmes multiphasiques avec un nombre arbitraire de matériaux. Par exemple,
dans le cas tridimensionnel et pour un nombre k de matériaux différents, le modèle complet nécessitera
6k − 1 variables, alors que le modèle réduit nécessitera 2k + 3 variables.

D’un point de vue numérique, nous avons proposé deux solveurs pour la résolution du modèle réduit.
Le premier est un solveur de type VFRoe-ncv et il est basé sur la résolution d’un problème de Riemann
linéarisé. Le deuxième que nous avons appelé solveur acoustique, utilise de manière plus approfondie la
structure mathématique du système et se base sur la linéarisation des lignes caractéristiques correspon-
dant aux ondes acoustiques. Ce deuxième solveur s’est révélé beaucoup plus robuste et notamment pour
les problèmes d’interfaces entre deux fluides où celles-ci bougent à faible vitesse ou à faible nombre de
Mach.

Les résultats numériques montrent que le modèle réduit à cinq équations est capable de calculer pré-
cisément des problèmes d’interfaces entre fluides compressibles ainsi que certains problèmes diphasiques
(avec la présence simultanée des deux phases en un même point d’espace) où le déséquilibre des pressions
et des vitesses n’est pas trop important.
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Chapitre 4

Préconditionnement pour les
écoulements diphasiques à faible
nombre de Mach

Comme nous l’avons vu pour les équations monophasiques dans le chapitre 2, la simulation des écou-
lements à faible nombre de Mach continue d’être un point délicat pour les solveurs compressibles et un
algorithme général n’a pas encore été trouvé. Pour les écoulements à faible vitesse, les schémas décentrés
présentent un manque de précision et il est nécessaire d’utiliser des techniques de préconditionnement
pour retrouver des résultats corrects.

Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre l’analyse des équations continues et les techniques de pré-
conditionnement aux écoulements diphasiques à partir du modèle réduit à cinq équations que nous avons
développé dans le chapitre 3.
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4.1 Introduction

D’un point de vue théorique, si la situation commence à être bien comprise pour les équations de
Navier-stokes monophasiques, le sujet de ce chapitre est d’étendre l’analyse du comportement des schémas
décentrés aux écoulements compressibles diphasiques. Le point de départ est le modèle à cinq équations
(1-vitesse et 1-pression) pour les écoulements diphasiques, proposé dans le chapitre 3. Sa structure ma-
thématique est très proche de celle des équations d’Euler monophasiques. Cette raison ainsi que l’analyse
asymptotique menée au paragraphe 4.2, nous ont fortement motivé et guidé pour adapter les techniques
de préconditionnement faible Mach présentées dans le chapitre 2, aux problèmes diphasiques.
Dans le paragraphe 4.2, nous présentons une analyse asymptotique du modèle dans la limite des faibles
nombres de Mach. Le but est de montrer que les solutions limites quand le nombre de Mach tend vers
zéro, vérifient les équations incompressibles et que la situation est vraiment très proche de celle étudiée
pour les équations d’Euler monophasiques. Dans le paragraphe 4.3, nous calculons la matrice Jacobienne
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du système et nous en donnons les éléments de diagonalisation. Nous savons déjà que le modèle est in-
conditionnellement hyperbolique mais le but est d’étudier la forme conservative du modèle qui est utilisée
dans l’écriture du schéma numérique implicite. En s’inspirant du travail présenté dans le chapitre 2 pour
les équations d’Euler, le paragraphe 4.4 présente une adaptation des techniques de préconditionnement
proposées par Turkel [70] sur la forme “entropique” du modèle. Les matrices de passage des variables
entropiques aux variables conservatives sont calculées car elles sont utilisées dans le schéma numérique.
Ensuite, dans le paragraphe 4.5, nous proposons un schéma numérique implicite basé sur un solveur de
type VFRoe-ncv [8] associé à la forme préconditionnée du modèle. Enfin, dans le paragraphe 4.6, une
série d’expériences numériques montrant l’effet du préconditionnement est présentée.

4.2 Le problème continu

Le but de ce paragraphe est de mener une analyse asymptotique du modèle réduit et d’en écrire
les équations limites quand le nombre de Mach tend vers zéro. Ainsi on rappelle la situation pour les
équations d’Euler : si le champ initial de pression ne présente que des fluctuations de l’ordre du nombre
de Mach au carré p(x, 0) = p0 +M2

∗p
2(x) et si le champ de vitesse est proche d’un champ à divergence

nulle : u(x, 0) = u0(x)+M∗u
1(x) avec divu0 = 0, alors les solutions des équations compressibles restent

bornées quand le nombre de Mach tend vers zéro et elles vérifient les équations incompressibles.

Ainsi nous proposons de montrer un résultat similaire pour les équations du modèle réduit diphasique.
En termes de variables conservatives t(α1ρ1, α2ρ2, ρu, ρe, α1) , ce système s’écrit sous la forme :

∂α1ρ1

∂t
+ div(α1ρ1u) = 0 (4.1.1)

∂α2ρ2

∂t
+ div(α2ρ2u) = 0 (4.1.2)

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) +∇p = 0 (4.1.3)

∂ρe

∂t
+ div(ρe+ p)u = 0 (4.1.4)

∂α1

∂t
+ u.∇α1 = α1α2

ρ2a
2
2 − ρ1a

2
1∑2

k=1 αk′ρka2
k

divu (4.1.5)

Les variables αk représentent les fractions volumiques, ρk les densités, u le vecteur vitesse et p la pression.
Ensuite, ρ =

∑2
k=1 αkρk représente la densité de mélange et e = ε + u2/2 est l’énergie totale spécifique

ε dans laquelle l’énergie interne spécifique est définie par la relation ρε =
∑2

k=1 αkρkεk(p, ρk).

On étudie à présent de manière formelle la limite du modèle. Pour simplifier les calculs, le système
(4.1) sera écrit en remplaçant l’équation de conservation de l’énergie (4.1.4) par l’équation d’évolution de
la pression qui s’écrit :

∂p

∂t
+ u.∇p+ ρâ2divu = 0 (4.2)

Dans cette dernière équation, nous avons introduit la vitesse du son moyennée â dont on rappelle la
formule :

1
ρâ2

=
2∑

k=1

αk

ρka2
k

(4.3)

La première étape consiste à adimensionner les équations. Soit ρ(x, 0), u(x, 0) et p(x, 0), les valeurs
initiales de la densité de mélange, du champ de vitesse et de la pression. On définit les valeurs de référence
suivantes pour les différentes variables : ρref = max[ρ(x, 0)], u2

ref = max[u2(x, 0)] et âref = max[â(x, 0)].
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En introduisant les nouvelles variables adimensionnées :

ρ̃k =
ρk

ρref
ũ =

u

uref
p̃ =

p

ρrefa2
ref

α̃k = αk x̃ =
x

δref
t̃ =

turef

δref

(4.4)

où δref est une longueur de référence, on obtient les équations adimensionnées :

∂α̃1ρ̃1

∂t
+ div(α̃1ρ̃1ũ) = 0 (4.5.1)

∂α̃2ρ̃2

∂t
+ div(α̃2ρ̃2ũ) = 0 (4.5.2)

∂ρ̃ũ

∂t
+ div(ρ̃ũ⊗ ũ) +

1
M2
∗
∇p̃ = 0 (4.5.3)

∂p̃

∂t
+ ũ.∇p̃+ ρ̃˜̂a2divũ = 0 (4.5.4)

∂α̃1

∂t
+ ũ.∇α̃1 = α̃1α̃2

ρ̃2ã
2
2 − ρ̃1ã

2
1∑2

k=1 α̃k′ ρ̃kã2
k

divũ (4.5.5)

où M∗ = uref/aref est le nombre de Mach représentatif.

Nous cherchons à présent des solutions du système (4.5) sous la forme d’un développement asympto-
tique par rapport au nombre de Mach :

(̃.) = (̃.)0 +M∗(̃.)1 +M2
∗ (̃.)2 +O(M3

∗ ) (4.6)

En introduisant ces expressions dans les équations (4.5) et en regroupant les termes de même puissance
de M∗ ; à l’ordre 1/M2

∗ et 1/M∗, l’équation de quantité de mouvement (4.5.3) donne :
(Dans la suite de l’analyse, nous avons omis le˜pour simplifier les écritures) ∇p0 = 0 (4.7.1)

∇p1 = 0 (4.7.2)

En introduisant alors les résultats (4.7.1)-(4.7.2), l’ordre 0 du système (4.5) peut s’écrire :

∂α0
1ρ

0
1

∂t
+ div(α0

1ρ
0
1u

0) = 0 (4.8.1)

∂α0
2ρ

0
2

∂t
+ div(α0

2ρ
0
2u

0) = 0 (4.8.2)

∂ρ0u0

∂t
+ div(ρ0u0 ⊗ u0) +∇p2 = 0 (4.8.3)

∂p0

∂t
+ ρ0(â0)2divu0 = 0 (4.8.4)

∂α0
1

∂t
+ u0.∇α0

1 = α0
1α

0
2

ρ0
2(a

0
2)

2 − ρ0
1(a

0
1)

2∑2
k=1 α

0
k′ρ0

k(a0
k)2

divu0 (4.8.5)

Les équations à l’ordre 1/M2
∗ et 1/M∗ impliquent que le champ de pression soit constant en espace

jusqu’aux fluctuations à l’ordre M2
∗ . Ainsi on peut écrire :

p(x, t) = p0(t) +M2
∗p

2(x, t) (4.9)
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En présence d’un domaine ouvert, la pression thermodynamique p0 sera imposée et égale à la pression
extérieure. Pour des raisons de simplicité dans l’analyse, nous supposerons que la pression extérieure est
stationnaire. Ainsi la pression p0 restera constante en espace et en temps :

dpExt

dt
=
dp0

dt
= 0 (4.10)

Nous déduisons ainsi que l’équation de pression (4.8.4) dégénère en :

divu0 = 0 (4.11)

En introduisant cette relation (4.11) dans les équations de conservation de la masse (4.8.1)-(4.8.2) et dans
l’équation de la fraction volumique (4.8.5), on obtient :

∂ρ0
k

∂t
+ u0.∇ρ0

k = 0 et
∂α0

1

∂t
+ u0.∇α0

1 = 0 (4.12)

Supposant par simplicité que tous les chemins de particules viennent de régions avec les mêmes densités
phasiques, on en conclut que ρ0

k = Cte.

Ainsi, la limite du modèle se réduit au système d’équations suivant qui peut être vu comme les
équations incompressibles pour chaque phase :

ρ1 = Cte (4.13.1)

ρ2 = Cte (4.13.2)

∂u

∂t
+ div(u⊗ u) +

1
ρ(α1)

∇p = 0 (4.13.3)

divu = 0 (4.13.4)

∂α1

∂t
+ u.∇α1 = 0 (4.13.5)

où la densité de mélange ρ(α1) dépend seulement de la fraction volumique α1 qui est simplement advectée
à la vitesse u de l’écoulement. Ce système limite (4.13) peut être compris comme une extension des
équations incompressibles monophasiques :

ρ(
∂u

∂t
+ div(u⊗ u)) +∇π = 0 (4.14.1)

div(u) = 0 (4.14.2)

pour les écoulements diphasiques, où ρ serait régie par des densités phasiques constantes plus une équation
de transport de la fraction volumique. Ainsi on espère pouvoir adapter efficacement les techniques de
préconditionnement faible Mach du monophasique.

4.3 Matrice Jacobienne

Le sujet de ce paragraphe est de calculer la matrice Jacobienne du modèle (4.1) et le premier point
consiste à calculer la différentielle de la pression en termes de variables conservatives. Supposons alors que
les lois d’états thermodynamiques des deux phases soient telles que ρkεk = ρkεk(ρk, p) et introduisons les
coefficients δk = (∂ρkεk/∂ρk)p et ξk = (∂ρkεk/∂p)ρk

. La différentielle d(ρkεk) peut alors s’écrire :

d(ρkεk) = δkdρk + ξkdp pour k = 1, 2 (4.15)

L’utilisation de la relation de Gibbs permet d’écrire pour chaque phase k :

dεk = Tkdsk +
pk

ρ2
k

dρk pour k = 1, 2 (4.16)
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où Tk est la température de la phase k. En introduisant hk = εk+p/ρk qui représente l’enthalpie spécifique
de chaque phase, la relation (4.16) de Gibbs peut se réécrire sous la forme :

d(ρkεk) = ρkTkdsk + hkdρk pour k = 1, 2 (4.17)

En écrivant alors l’égalité de (4.17)-(4.15), on obtient les relations classiques suivantes, qui seront utilisées
par la suite :

a2
k =

(
∂p

∂ρk

)
sk

=
hk − δk
ξk

et
(
∂p

∂sk

)
ρk

=
ρkTk

ξk
pour k = 1, 2 (4.18)

où ak représentent les vitesses du son phasiques.

Revenons maintenant au calcul de la différentielle de la pression. En utilisant la définition de l’énergie
interne de mélange ρε =

∑2
k=1 αkρkεk et en sommant les différentielles (4.15) pour chacune des phases,

on obtient après quelques calculs :

2∑
k=1

αkξkdp = −
2∑

k=1

δkd(αkρk) + d(ρε)−
2∑

k=1

(ρkεk − ρkδk)dαk (4.19)

L’introduction du paramètre ξ =
∑2

k=1 αkξk et de la relation d(ρε) = u2/2
∑2

k=1 d(αkρk) − u.d(ρu) +
d(ρe), permet d’obtenir la différentielle de la pression exprimée en termes de variables conservatives :

dp =
2∑

k=1

1
ξ
(
u2

2
− δk)d(αkρk)− u

ξ
.d(ρu) +

1
ξ
d(ρe) +

1
ξ
(ρ2(ε2 − δ2)− ρ1(ε1 − δ1))dα1 (4.20)

Ainsi en notant Q = t(α1ρ1, α2ρ2, ρu, ρv, ρe, α1) le vecteur des variables conservatives où u, v sont les
deux composantes du vecteur vitesse u, pour des solutions suffisamment régulières, le système (4.1) peut
s’écrire en deux dimensions d’espace sous la forme :

∂Q

∂t
+Ac(Q)

∂Q

∂x
+Bc(Q)

∂Q

∂y
= 0 (4.21)

Or le but de ce paragraphe est de calculer, pour tout vecteur normalisé η = t(ηx, ηy), la matrice Dc(Q)
ainsi que les éléments permettant sa diagonalisation :

Dc(Q) = Ac(Q)ηx +Bc(Q)ηy (4.22)

Considérons alors la matrice de rotation θ qui permet de passer du vecteurQ dans la base globale d’espace
au vecteur Q̃ = θQ = t(α1ρ1, α2ρ2, ρvn, ρvt, ρe, α1) dans la base locale (η,η⊥). vn, vt sont respectivement
les composantes normales et tangentielles du vecteur vitesse et sont données par les relations :

vn = u.η (4.23.1)

vt = u.η⊥ (4.23.2)

Après calculs, la matrice Dc(Q) peut s’écrire sous la forme :

Y2vn −Y1vn Y1ηx Y1ηy 0 0

−Y2vn Y1vn Y2ηx Y2ηy 0 0

B1ηx − uvn B2ηx − uvn (1− 1
ξ
)uηx + vn (1− 1

ξ
)vηx − vt

ηx

ξ
Mηx

B1ηy − vvn B2ηy − vvn (1− 1
ξ
)uηy + vt (1− 1

ξ
)vηy + vn

ηy

ξ
Mηy

(B1 −H)vn (B2 −H)vn Hηx −
uvn

ξ
Hηy −

vvn

ξ
(1 +

1
ξ
)vn Mvn

−Avn/ρ −Avn/ρ Aηx/ρ Aηy/ρ 0 vn



(4.24)
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où les variables Yk = αkρk/ρ représentent les fractions massiques et H =
∑2

k=1 YkHk = e + p/ρ est
l’enthalpie spécifique totale de mélange avec Hk = hk +u2/2 les enthalpies spécifiques totales phasiques.
D’autre part, les coefficients Bk,M,A de la matrice sont définis par :

Bk =
1
ξ
(
u2

2
− δk) pour k = 1, 2 (4.25.1)

M =
1
ξ
(ρ2(ε2 − δ2)− ρ1(ε1 − δ1)) (4.25.2)

A = α1α2
ρ1a

2
1 − ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

(4.25.3)

La matrice Dc(Q) est diagonalisable dans IR et ses trois valeurs propres sont données par : λ1(Q) = vn − â
λ2(Q) = λ3(Q) = λ4(Q) = λ5(Q) = vn

λ6(Q) = vn + â
(4.26)

où la vitesse du son â est définie par l’expression suivante :

ρâ2 =
1
ξ

2∑
k=1

αkξkρka
2
k +MA (4.27)

Cette expression est évidemment équivalente à l’expression (4.3) donnée au paragraphe 4.2. En effet, si
on utilise (4.25.2)-(4.25.3) ainsi que l’égalité ρ2ε2 − ρ1ε1 = ρ2h2 − ρ1h1 seulement valable parce que les
deux phases ont la même pression, on obtient :

ρâ2 =
1
ξ

2∑
k=1

αkξkρka
2
k +

1
ξ
(ρ2(h2 − δ2)− ρ1(h1 − δ1))α1α2

ρ1a
2
1 − ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

(4.28)

Et en utilisant la relation (4.18) pour les vitesses du son phasiques a2
k = (hk − δk)/ξk, il vient :

ρâ2 =
1
ξ

2∑
k=1

αkξkρka
2
k +

1
ξ
(ξ2ρ2a

2
2 − ξ1ρ1a

2
1)α1α2

ρ1a
2
1 − ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

(4.29)

Puis après un certain nombre de calculs algébriques, on obtient l’expression suivante clairement équiva-
lente à la formule harmonique (4.3) donnée au paragraphe 4.2 :

ρâ2 =
ρ1a

2
1ρ2a

2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

(4.30)

Les vecteurs propres à droite ri(Q) (pour i ∈ {1, . . . , 6}), vérifiant la relation Dc(Q)ri(Q) = λi(Q)ri(Q),
peuvent être choisis comme :

r1(Q) =


Y1

Y2

u− âηx

v − âηy

H − âvn

A/ρ

 r2(Q) =


1
0
u
v

u2/2 + δ1
0

 r3(Q) =


0
1
u
v

u2/2 + δ2
0



r4(Q) =


0
0
−ηy

ηx

vt

0

 r5(Q) =


0
0
0
0

−Mξ
1

 r6(Q) =


Y1

Y2

u+ aηx

v + âηy

H + âvn

A/ρ



(4.31)



4.4. Préconditionnement 91

On notera aussi li(Q) (pour i ∈ {1, . . . , 6}) les vecteurs propres à gauche qui vérifient la relation
tDc(Q)li(Q) = λi(Q)li(Q). Après normalisation des vecteurs propres à droite et à gauche pour avoir
tli(Q).rj(Q) = δij , on obtient :

l1(Q) =
1

2â2


B1 + âvn

B2 + âvn

−u/ξ − âηx

−v/ξ − âηy

1/ξ
M

 l2(Q) =
1
â2


â2 − Y1B1

−Y1B2

Y1u/ξ
Y1v/ξ
−Y1/ξ
−Y1M

 l3(Q) =
1
â2


−Y2B1

â2 − Y2B2

Y2u/ξ
Y2v/ξ
−Y2/ξ
−Y2M



l4(Q) =


−vt

−vt

−ηy

ηx

0
0

 l5(Q) =
1
ρâ2


−AB1

−AB2

Au/ξ
Av/ξ
−A/ξ

ρâ2 −AM

 l6(Q) =
1

2â2


B1 − âvn

B2 − âvn

−u/ξ + âηx

−v/ξ + âηy

1/ξ
M


(4.32)

4.4 Préconditionnement

Le but de ce paragraphe est d’utiliser les techniques de préconditionnement pour le modèle diphasique
réduit. Il existe différents préconditionneurs et on choisit dans cette étude celui proposé par Turkel dans
[70], qui est formulé en termes de variables entropiques dans le cas des équations d’Euler. En conséquence,
on utilisera la forme entropique du modèle donnée dans le chapitre précédent. En termes de variables
q = t(p, u, v, s1, s2, Y1), le système s’écrit sous la forme :

Dp

Dt
+ ρâ2divu = 0 (4.33.1)

Du

Dt
+

1
ρ
∇p = 0 (4.33.2)

Ds1
Dt

= 0 (4.33.3)

Ds2
Dt

= 0 (4.33.4)

DY1

Dt
= 0 (4.33.5)

où nous avons introduit la notation D/Dt = ∂/∂t+ u.∇. Ensuite, le problème de Riemann dans la base
locale (ηLR,η

⊥
LR) avec (.)L et (.)R comme conditions initiales, peut s’écrire sous la forme :

∂q̃

∂t
+Ae(q̃)

∂q̃

∂x
= 0

q̃(x, 0) =
{
q̃L si x < 0
q̃R si x > 0

(4.34)

où q̃ = θq = t(p, vn, vt, s1, s2, Y1) et l’expression de la matrice Ae(q̃) est évidente.

En s’inspirant des techniques que nous avons développées pour les équations d’Euler, le problème
de Riemann original (4.34) va être changé en un problème de Riemann linéarisé (méthode VFRoe) et
préconditionné :

∂q̃

∂t
+ Pe(β)Ae(< q̃ >)

∂q̃

∂x
= 0

q̃(x, 0) =
{
q̃L si x < 0
q̃R si x > 0

(4.35)
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où < . >= ((.)L + (.)R)/2 symbolise la moyenne arithmétique entre les états (.)L et (.)R et où Pe(β) =
diag(β2, 1, 1, 1, 1, 1) correspond à la matrice de préconditionnement avec β un petit paramètre de l’ordre
du nombre de Mach. Ensuite la matrice Pe(β)Ae(q̃) est donnée par :

Pe(β)Ae(q̃) =


β2vn β2ρâ2 0 0 0 0
1/ρ vn 0 0 0 0
0 0 vn 0 0 0
0 0 0 vn 0 0
0 0 0 0 vn 0
0 0 0 0 0 vn

 (4.36)

Puisque l’équation caractéristique de cette matrice s’écrit (vn− λ)4(λ2− (1 + β2)vnλ+ β2(v2
n− â2)) = 0,

on obtient trois valeurs propres réelles distinctes :

λ1(q̃) =
1
2
[(1 + β2)vn −

√
X]

λ2(q̃) = λ3(q̃) = λ4(q̃) = λ5(q̃) = vn

λ6(q̃) =
1
2
[(1 + β2)vn +

√
X]

(4.37)

dans lesquelles on a introduit le paramètre X = [(1− β2)vn]
2
+4β2â2. Les vecteurs propres à droite ri(q̃)

(pour i ∈ {1, . . . , 6}), qui vérifient la relation Pe(β)Ae(q̃)ri(q̃) = λi(q̃)ri(q̃) peuvent être choisis comme :

r1(q̃) =



1
−s

β2ρâ2

0
0
0
0


r2(q̃) =


0
0
1
0
0
0

 r3(q̃) =


0
0
0
1
0
0



r4(q̃) =


0
0
0
0
1
0

 r5(q̃) =


0
0
0
0
0
1

 r6(q̃) =



1
−r

β2ρâ2

0
0
0
0



(4.38)

avec r = λ1 − vn et s = λ6 − vn. Les vecteurs propres à gauche li(q) (pour i ∈ {1, . . . , 6}) qui vérifient
tPe(β)Ae(q̃)li(q) = λi(q)li(q) et tli(q).rj(q) = δij , sont alors donnés par :

l1(q̃) =
−1√
X


r

β2ρâ2

0
0
0
0

 l2(q̃) =


0
0
1
0
0
0

 l3(q̃) =


0
0
0
1
0
0



l4(q̃) =


0
0
0
0
1
0

 l5(q̃) =


0
0
0
0
0
1

 l6(q̃) =
1√
X


s

β2ρâ2

0
0
0
0



(4.39)

En conclusion, la matrice Pe(β)Ae(q̃) est diagonalisable dans IR et la procédure de résolution du problème
de Riemann revient à celle d’un problème hyperbolique linéaire.
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La solution approchée sur l’interface c’est-à-dire en x/t = 0 est donnée en termes de variables entro-
piques par la formule :

q̃∗LR =
1
2
[q̃L + q̃R + [rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]∆q̃LR] où ∆q̃LR = q̃L − q̃R (4.40)

Les colonnes de la matrice [rk] sont les vecteurs propres à droite (4.38). La matrice t[lk] est la matrice
dont les lignes sont les transposés des vecteurs propres à gauche (4.39). Dans la suite de ce chapitre et
plus particulièrement pour l’écriture du schéma implicite, nous aurons besoin de revenir à la solution
Q∗

LR exprimée en variables conservatives. Pour cela, il sera nécessaire de se donner les deux matrices
R = ∂q/∂Q et R−1 = ∂Q/∂q de passage des variables conservatives Q à celles entropiques q. Ici nous
proposons de calculer ces deux matrices qui seront ensuite utilisées dans le schéma implicite. On commence
alors par le calcul de la matrice R telle que dq = RdQ. En se reportant au paragraphe 4.3, nous avons
déjà :

dp =
2∑

k=1

Bkd(αkρk)− u
ξ
.d(ρu) +

1
ξ
d(ρe) +Mdα1 (4.41)

Il est à présent facile de voir que la différentielle de la vitesse u s’écrit :

du = −u
ρ

2∑
k=1

d(αkρk) +
1
ρ
d(ρu) (4.42)

Pour ensuite calculer les différentielles des entropies phasiques sk, on utilise la relation ρkTkdsk = ξkdp−
ξka

2
kdρk qui est une conséquence de (4.15)-(4.17)-(4.18). En introduisant la différentielle dp dans cette

dernière relation, on obtient :

dsk =
ξk
ρkTk

2∑
k=1

Bkd(αkρk)− ξka
2
k

αkρkTk
d(αkρk)− ξku

ξρkTk
.d(ρu) +

ξk
ξρkTk

d(ρe) +
ξkM

ρkTk
dα1 +

ξka
2
k

αkTk
dαk

(4.43)
Finalement, en utilisant la définition des fractions massiques ρYk = αkρk, on obtient la relation :

dY1 =
Y2

ρ
d(α1ρ1)−

Y1

ρ
d(α2ρ2) (4.44)

qui termine le calcul de la matrice R donnée par :

B1 B2 −u/ξ −v/ξ 1/ξ M

−u/ρ −u/ρ 1/ρ 0 0 0

−v/ρ −v/ρ 0 1/ρ 0 0

ξ1(α1B1 − a2
1)

α1ρ1T1

ξ1B2

ρ1T1
− ξ1u

ξρ1T1
− ξ1v

ξρ1T1

ξ1
ξρ1T1

ξ1ξ2a
2
1ρ2a

2
2

ξα1T1ρâ2

ξ2B1

ρ2T2

ξ2(α2B2 − a2
2)

α2ρ2T2
− ξ2u

ξρ2T2
− ξ2v

ξρ2T2

ξ2
ξρ2T2

−ξ1ξ2ρ1a
2
1a

2
2

ξα2T2ρâ2

Y2/ρ −Y1/ρ 0 0 0 0



(4.45)

La matrice inverse R−1 telle que dQ = R−1dq peut être obtenue en suivant le même genre de calculs
que précédemment ou bien en inversant la matrice R. Les détails du calcul ne seront pas explicités. Cette
matrice R−1 s’écrit :
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Y1

â2
0 0 −α

2
1ρ1T1

ξ1a2
1

−α1α2ρ1T2

ξ2a2
2

ρ2

ρ2

Y2

â2
0 0 −α1α2ρ2T1

ξ1a2
1

−α
2
2ρ2T2

ξ2a2
2

−ρ
2

ρ1

u

â2
ρ 0 −α1ρT1u

ξ1a2
1

−α2ρT2u

ξ2a2
2

ρ2(
u

ρ2
− u

ρ1
)

v

â2
0 ρ −α1ρT1v

ξ1a2
1

−α2ρT2v

ξ2a2
2

ρ2(
v

ρ2
− v

ρ1
)

H

â2
ρu ρv α1T1(ρ1 −

ρH

ξ1a2
1

) α2T2(ρ2 −
ρH

ξ2a2
2

) ρ2(
H1

ρ2
− H2

ρ1
)

A

ρâ2
0 0

α1α2T1

ξ1a2
1

−α1α2T2

ξ2a2
2

ρ2

ρ1ρ2



(4.46)

Les matrices R = ∂q/∂Q et R−1 = ∂Q/∂q sont singulières en αk = 0 et αk = 1. En pratique, dans les
simulations numériques, un fluide pur k sera représenté par αk = 1− ε avec ε un petit paramètre.
Pour terminer ce paragraphe, nous proposons de donner l’expression des produits matriciels T = t[lk]Rθ
et T−1 = θ−1R−1[rk] qui sont utilisés dans le schéma implicite. On rappelle que la matrice θ est la matrice
de passage de la base globale d’espace dans la base locale (ηLR,η

⊥
LR) de l’interface.

T =



−rB1 + β2â2vn√
X

−rB2 + β2â2vn√
X

ru/ξ − β2â2ηx√
X

rv/ξ − β2â2ηy√
X

−r√
Xξ

−rM√
X

−vt/ρ −vt/ρ −ηy/ρ ηx/ρ 0 0

ξ1(α1B1 − a2
1)

α1ρ1T1

ξ1B2

ρ1T1

−ξ1u

ξρ1T1

−ξ1v

ξρ1T1

ξ1

ξρ1T1

ξ1ξ2a
2
1ρ2a

2
2

α1T1ξρâ2

ξ2B1

ρ2T2

ξ2(α2B2 − a2
2)

α2ρ2T2

−ξ2u

ξρ2T2

−ξ2v

ξρ2T2

ξ2

ξρ2T2

ξ1ξ2ρ1a
2
1a

2
2

α2T2ξρâ2

Y2/ρ −Y1/ρ 0 0 0 0

sB1 − β2â2vn√
X

sB2 − β2â2vn√
X

−su/ξ + β2â2ηx√
X

−sv/ξ + β2â2ηy√
X

s√
Xξ

sM√
X


(4.47)

T−1 =



Y1

â2
0 −α2

1ρ1T1

ξ1a2
1

−α1α2ρ1T2

ξ2a2
2

ρ2

ρ2

Y1

â2

Y2

â2
0 −α1α2ρ2T1

ξ1a2
1

−α2
2ρ2T2

ξ2a2
2

−ρ2

ρ1

Y2

â2

λ1ηx − β2vtηy

β2â2
−ρηy −α1ρT1u

ξ1a2
1

−α2ρT2u

ξ2a2
2

ρ2(
u

ρ2
− u

ρ1
)

λ6ηx − β2vtηy

β2â2

λ1ηy + β2vtηx

β2â2
ρηx −α1ρT1v

ξ1a2
1

−α2ρT2v

ξ2a2
2

ρ2(
v

ρ2
− v

ρ1
)

λ6ηy + β2vtηx

β2â2

H

â2
− su

β2â2
ρvt α1T1(ρ1 −

ρH

ξ1a2
1

) α2T2(ρ2 −
ρH

ξ2a2
2

) ρ2(
H1

ρ2
− H2

ρ1
)

H

â2
− ru

β2â2

A

ρâ2
0

α1α2T1

ξ1a2
1

−α1α2T2

ξ2a2
2

ρ2

ρ1ρ2

A

ρâ2


(4.48)
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4.5 Approximation numérique

Dans de nombreux calculs instationnaires et évidemment dans le cas de calculs stationnaires, il n’est
pas nécessaire de calculer en détail les phénomènes acoustiques. Ainsi nous proposons de construire une
méthode numérique implicite qui pourra être utilisée avec de “grands” pas de temps, ce qui représente
un avantage certain pour le calcul d’écoulements à faible nombre de Mach. Malheureusement, le système
diphasique ne s’écrit pas sous une forme totalement conservative à cause de l’équation gouvernant la
fraction volumique :

∂α1

∂t
+ u.∇α1 = α1α2

ρ2a
2
2 − ρ1a

2
1∑2

k=1 αk′ρka2
k

divu (4.49)

De ce fait, la mise au point d’un schéma implicite présente des difficultés. On réécrira cette équation sous
la forme :

∂α1

∂t
+ div(α1u) +B(Q)divu = 0 avec B(Q) =

−α1ρ2a
2
2∑2

k=1 αk′ρka2
k

(4.50)

et on peut écrire le modèle sous la forme :

∂Q

∂t
+ divF (Q) + (divu)B(Q) = 0 (4.51)

où le vecteur B(Q) = t(0, 0, 0, 0, 0, B(Q)). L’intégration de cette équation sur une cellule de contrôle Ci

donne :
Ai
∂Qi

∂t
+
∫

∂Ci

F (Q).ndl +
∫

Ci

B(Q)divudΩ = 0 pour i ∈ {1, . . . , N} (4.52)

où N est le nombre de cellules et Ai le volume de la cellule Ci. Nous proposons de faire évoluer la variable
Qi par le schéma rétrograde suivant d’ordre 1 en temps :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

‖nij‖ψ(Qn+1
i ,Qn+1

j ) = 0 (4.53)

où v(i) symbolise l’ensemble des cellules Cj voisines à Ci et où nij =
∫

∂Cij
ndl est le vecteur normal

moyenné à l’interface ∂Cij = ∂Ci ∩ ∂Cj .

En linéarisant la fonction ψ(Qn+1
i ,Qn+1

j ), grâce à un développement de Taylor à l’ordre 1 en temps,
l’équation (4.53) devient :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+

∑
j∈v(i)

‖nij‖ [ ψ(Qn
i ,Q

n
j )

+
∂ψ

∂Qi

(Qn
i ,Q

n
j )(Qn+1

i −Qn
i ) +

∂ψ

∂Qj

(Qn
i ,Q

n
j )(Qn+1

j −Qn
j ) ] = 0

(4.54)

Ensuite, on définit ηij = nij/‖nij‖ et on propose alors l’expression suivante pour ψ(Qi,Qj) :

ψ(Qi,Qj) = F (Q∗
ij).ηij +B(Qi)u

∗
ij .ηij (4.55)

où Q∗
ij est la solution en variables conservatives du problème de Riemann préconditionné entre les états

(.)i et (.)j . Cela correspond précisément au solveur de type VFRoe-ncv [8] que nous avons proposé dans
le chapitre 3 pour un schéma explicite en temps.

On utilisera les approximations suivantes des dérivées de ψ par rapport aux états Qi et Qj :
∂ψ

∂Qi

(Qn
i ,Q

n
j ) ' [

∂F (Q∗
ij).ηij

∂Q∗
ij

+B(Qn
i )
∂u∗ij .ηij

∂Q∗
ij

]
∂Q∗

ij

∂Qn
i

(4.56.1)

∂ψ

∂Qj

(Qn
i ,Q

n
j ) ' [

∂F (Q∗
ij).ηij

∂Q∗
ij

+B(Qn
i )
∂u∗ij .ηij

∂Q∗
ij

]
∂Q∗

ij

∂Qn
j

(4.56.2)
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Si on se réfère alors aux résultats du paragraphe 4.4, la solution du problème de Riemann préconditionné
en variables entropiques q̃∗ij est donnée par la formule (4.40) :

q̃∗ij =
1
2
[q̃i + q̃j + [rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]∆q̃ij ] où ∆q̃ij = q̃i − q̃j (4.57)

où < q̃ >= (q̃i + q̃j)/2 avec q̃ le vecteur des variables entropiques.

Or on a besoin de calculer les dérivées par rapport à Qi et Qj de la solution Q∗
ij en variables

conservatives. L’approximation suivante sera faite pour la valeur de Q∗
ij :

Q∗
ij '

1
2
[
Qi +Qj + θ−1R−1[rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]Rθ∆Qij

]
(4.58)

où θ et θ−1 sont les matrices de rotation définies au paragraphe 4.3 et où R = ∂q/∂Q et R−1 = ∂Q/∂q
sont les matrices de passage des variables conservatives Q à celles entropiques q.

En rappelant que l’on a posé T = t[lk]Rθ et T−1 = θ−1R−1[rk], on réécrit (4.58) sous la forme :

Q∗
ij '

1
2
[
Qi +Qj + T−1sgn[diag(λk)(< q̃ >)]T∆Qij

]
(4.59)

On en déduit alors les expressions approchées suivantes :
∂Q∗

ij

∂Qn
i

' 1
2
[Id+ T−1sgn[diag(λk)(< q̃ >)]T ] (4.60.1)

∂Q∗
ij

∂Qn
j

' 1
2
[Id− T−1sgn[diag(λk)(< q̃ >)]T ] (4.60.2)

où Id est la matrice identité.

En définitive, le schéma implicite rétrograde du premier ordre peut s’écrire :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

‖nij‖[F (Q∗
ij).ηij +B(Qn

i )u∗ij .ηij

+
1
2
[
∂F (Q∗

ij).ηij

∂Q∗
ij

+B(Qn
i )
∂u∗ij .ηij

∂Q∗
ij

][Id+ T−1sgn[diag(λk)(< q̃ >)]T ](Qn+1
i −Qn

i )

+
1
2
[
∂F (Q∗

ij).ηij

∂Q∗
ij

+B(Qn
i )
∂u∗ij .ηij

∂Q∗
ij

][Id− T−1sgn[diag(λk)(< q̃ >)]T ](Qn+1
j −Qn

j )] = 0

(4.61)

Remarque : Nous avons détaillé la méthode implicite pour le schéma préconditionné mais elle s’applique
également au schéma original en considérant le cas particulier β = 1 c’est-à-dire P (β) = Id.
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4.6 Résultats numériques

4.6.1 Méthode implicite

Calcul d’écoulements diphasiques dans une tuyère, à grand nombre de Mach

Ce premier test consiste à montrer que le schéma implicite que nous avons proposé s’applique également
aux écoulements transsoniques ou supersoniques. Dans cette simulation, le mélange diphasique d’eau et
d’air (α∞ = 0.5, ρ∞1 = 1 kg.m−3, ρ∞2 = 1000 kg.m−3) entre dans la tuyère avec une vitesse horizontale
imposée u∞ = 1 m.s−1 et un nombre de Mach égal à M∗ = 0.5. En fin de calcul, la solution stationnaire
indique un nombre de Mach maximum égal à 1.8. La pression initiale est déduite du nombre de Mach
M∗ = 0.5 et des valeurs de α∞, ρ∞k , u

∞. Les lois d’états de l’air et de l’eau sont les suivantes :{
p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (4.62.1)
p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (4.62.2)

On utilise le schéma implicite classique (sans préconditionnement) et une discrétisation d’ordre 1 en
espace et en temps. Les pas de temps utilisés par la méthode implicite sont calculés avec un CFL inver-
sement proportionnel au résidu non linéaire de la densité en norme L2. La valeur maximale utilisée est
CFLmax = 106. Les solutions discrètes stationnaires présentées en Figure 4.1 sont celles obtenues pour
un résidu non linéaire de 10−6.

La Figure 4.1 trace les isovaleurs de la pression (en haut à gauche), de la densité (en haut à droite),
du nombre de Mach (en bas à gauche) et de la fraction volumique de gaz (en bas à droite).

Fig. 4.1 – Isovaleurs des variables de mélange sur un maillage à 3277 nœuds à M∞ = 0.5.
Schéma implicite classique.
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Chute d’une goutte

Ce deuxième test reprend la chute de la goutte présentée au chapitre 3 et calculée avec la méthode
explicite. On réalise ici le même calcul avec la méthode implicite non préconditionnée. Ce calcul né-
cessite 14624 itérations explicites à cause des faibles nombres de Mach de l’ordre de 10−2. On propose
donc de montrer, sur ce test à faible nombre de Mach que la méthode implicite peut être très avantageuse.

Le calcul implicite a été réalisé avec des pas de temps calculés avec une rampe CFL = 0.1n où n
correspond au nombre d’itérations et jusqu’à CFLmax = 40. L’ordre 2 en espace est réalisé avec la même
stratégie MUSCL (β̄ = 1/2) que pour le calcul explicite, mais le schéma reste à l’ordre 1 en temps. Cette
méthode est stable en implicite contrairement au schéma explicite qui nécessite de l’ordre 2 en temps. Les
Figures 4.2-4.3 présentent simultanément les résultats de la méthode implicite (gauche) et de la méthode
explicite (droite).

Les résultats obtenus avec les deux méthodes (explicite et implicite) sont assez proches. Néanmoins,
on notera que les résultats de la méthode implicite sont un peu moins diffusés. En effet, on a αmax ' 0.75
en fin de simulation pour le calcul implicite alors que αmax ' 0.65 pour le calcul explicite. Cela peut
parâıtre a priori surprenant puisque que sur un pas de temps, le schéma explicite est en théorie moins
diffusif que le schéma implicite. Néanmoins, comme la méthode implicite permet d’utiliser des grands pas
de temps, le calcul est réalisé avec beaucoup moins d’itérations (495 itérations implicites contre 14624
itérations explicites). Et sur ce cas test, le schéma implicite donne une solution moins diffusée.

Par ailleurs, le coût du temps de simulation a été divisé par un facteur 10 ce qui représente un avantage
considérable d’autant plus que la solution obtenue par la méthode implicite est plus précise !

On notera que l’initialisation de la fraction volumique d’air dans la goutte était de α1 = 10−8 pour
le calcul explicite du chapitre 3. Ici elle vaut α1 = 10−3. La raison de ce choix provient du fait que
l’initialisation à α1 = 10−8 pour le calcul implicite peut générer des problèmes dans la résolution du
système linéaire (dus à la présence de termes en 1/α1 dans la matrice implicite). Néanmoins, on notera
que l’initialisation purement artificielle à α1 = 10−8 ou α1 = 10−3, ne change pas les résultats. (Comparer
la colonne droite de la Figure 4.2-4.3 à la Figure 3.13 du chapitre 3)
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Fig. 4.2 – Isovaleurs de la fraction volumique pour la chute d’une goutte à t= 0 s, 0.1 s, 0.15 s
et 0.2 s. Schéma implicite classique (gauche) et schéma explicite (droite).
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Fig. 4.3 – Isovaleurs de la fraction volumique pour la chute d’une goutte à t= 0.25 s, 0.3 s,
0.35 s et 0.4 s. Schéma implicite classique (gauche) et schéma explicite (droite).
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4.6.2 Schéma préconditionné

Calcul d’écoulements diphasiques dans une tuyère, à faible nombre de Mach

Ce premier test présente une série de simulations d’écoulements diphasiques dans une tuyère où le
nombre de Mach tend vers zéro et où l’on veut tester l’effet bénéfique du préconditionnement. Ce type
de simulations est similaire aux expériences réalisées dans le cadre monophasique. On utilise le schéma
implicite en temps et une discrétisation d’ordre 1 en espace. Les pas de temps utilisés par la méthode
implicite sont calculés avec un CFL inversement proportionnel au résidu non linéaire de la densité en
norme L2 :

CFL =
1

Res(ρ)
avec CFLmax = 106 (4.63)

Les solutions discrètes stationnaires présentées sont celles obtenues pour un résidu non linéaire de 10−9.

Dans ces simulations, le mélange diphasique d’eau et d’air (α∞ = 0.5, ρ∞1 = 1 kg.m−3, ρ∞2 =
1000 kg.m−3) entre dans la tuyère avec une vitesse horizontale imposée u∞ = 1 m.s−1. Les lois d’états
de l’air et de l’eau sont données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas :{

p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (4.64.1)
p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (4.64.2)

Le nombre de Mach représentatif de l’écoulement est défini par :

M2
∗ =

(u∞)2

(â∞)2
=

1
(â∞)2

(4.65)

et on fait tendre M∗ vers zéro à travers trois simulations respectivement à M∗ = 0.1, M∗ = 0.01 et
M∗ = 0.001.

La pression imposée en entrée-sortie est donc solution de l’équation du second degré M2
∗−1/(â∞)2 = 0

qui s’écrit, en utilisant les lois d’états de type Stiffened-Gas pour les deux fluides :

M2
∗ − (α∞ρ∞1 + (1− α∞)ρ∞2 )

(
α∞

γ1(p∞ + π1)
+

1− α∞

γ2(p∞ + π2)

)
= 0 (4.66)

La Figure 4.4 montre les résultats de la pression normalisée p− pmin/pmax− pmin pour l’état stationnaire
discret calculé. La Figure 4.5 montre les résultats de la pression sur les bords inférieur et supérieur de la
tuyère. On présente de gauche à droite les résultats obtenus avec le schéma classique et préconditionné.

La Figure 4.5 sur laquelle sont présentés les profils de pression sur les bords de la tuyère montre
clairement que la solution obtenue avec le schéma classique n’est pas symétrique et ne peut donc pas
être une approximation raisonnable d’un écoulement potentiel qui lui est symétrique par rapport à l’axe
géométrique de la tuyère. De plus, on notera que les fluctuations de pression sont beaucoup plus grandes
dans le cas du schéma classique (où elles sont de l’ordre de M∗) que dans celui du schéma préconditionné
(où elles sont de l’ordre de M2

∗ ). Cela montre qu’il n’est pas possible d’approcher précisément la solution
incompressible sans préconditionnement. Ainsi les deux premières colonnes de la Figure 4.5 présentent
les résultats de la méthode classique et préconditionnée avec les mêmes échelles de tracé pour la pression
sur l’axe des y. On constate que pour le calcul à M∗ = 10−3, on ne perçoit presque plus les fluctuations
de pression quand on utilise le préconditionnement. La troisième colonne de cette Figure présente alors
les résultats du schéma préconditionné avec une adaptation d’échelle.

Comme le nombre de Mach décrôıt, la Figure 4.4 montre que les résultats du schéma classique se
dégradent de plus en plus et que les solutions ne convergent pas vers une approximation raisonnable de
la solution incompressible. En revanche, les résultats obtenus avec le schéma préconditionné convergent
vers une solution unique et symétrique dans laquelle les fluctuations de pression sont beaucoup plus
petites. Ceci met en évidence la nécessité mais aussi l’efficacité du préconditionnement dans la simulation
numérique des écoulements diphasiques à faible nombre de Mach.
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Fig. 4.4 – Isovaleurs de la pression normalisée, sur un maillage à 3277 nœuds à M∞ =
0.1 (haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma classique (gauche) et schéma
préconditionné (droite).
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Fig. 4.5 – Profils de pression sur les bords de la tuyère, sur un maillage à 3277 nœuds à
M∞ = 0.1 (haut), M∞ = 0.01 (milieu), M∞ = 0.001 (bas). Schéma classique (gauche) et schéma
préconditionné (milieu)-(droite).
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Ascension d’une bulle d’air dans de l’eau

Ce deuxième test montre l’ascension d’une bulle d’air sous l’effet de la gravité (g = 10 m.s−2) dans
une bôıte remplie d’eau. Les lois d’états de l’air et de l’eau sont données par les formulations suivantes
de type Stiffened-Gas :{

p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (4.67.1)
p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (4.67.2)

Initialement la bulle est au repos et le champ de pression est hydrostatique. La bôıte est un carré dont la
longueur des côtés est égale à deux mètres. Le maillage le plus grossier est composé de 100 x 100 points
et le maillage le plus fin de 400 x 400 points. Bien que ce test semble assez simple, il présente plusieurs
difficultés quand on s’intéresse à sa simulation numérique. En particulier le nombre de Mach durant la
simulation est faible (il va partir de zéro pour atteindre lentement une valeur d’environ 10−1 en fin de
calcul) et le rapport de densité entre les deux fluides est égal à 1000. Sur ce test, nous proposons de
montrer l’effet du préconditionnement étant données les faibles vitesses de l’écoulement, celui-ci étant
quasiment incompressible.

Sur ce problème d’interface très difficile, il n’a pas été possible d’utiliser la méthode implicite. En effet
la bulle étant initialement au repos, toutes les vitesses sont nulles et le paramètre de préconditionnement
β est donc égal à zéro. Ceci peut conduire à des échecs numériques déja constatés dans le cadre mono-
phasique. Ainsi nous avons utilisé le préconditionnement avec la méthode explicite et malheureusement,
cela peut rendre le schéma assez instable (voir Figure 4.7 en bas à droite) et donc diminuer l’effet d’amé-
lioration de la précision.

Les différentes simulations ont donc été réalisées avec le schéma explicite en temps de type Runge et
Kutta non linéaire (3.112) en trois étapes et une discrétisation spatiale d’ordre 2 (β̄ = 1/2). Le CFL est
constant et égal à 0.8. Le calcul sur le maillage le plus fin (Figure 4.8) a nécessité environ 50000 itérations
et les calculs sur le maillage le plus grossier (Figure 4.6 et Figure 4.7) ont nécessité environ 12000 itérations.

La Figure 4.6 montre les résultats du champ de fraction volumique aux instants t= 0 s, 0.15 s , 0.35 s,
0.55 s, 0.75 s, 1.0 s pour le schéma classique tandis que la Figure 4.7 montre les résultats du schéma
préconditionné aux mêmes instants. On peut clairement observer des différences entre les résultats.

On notera qu’il est difficile sur ce test d’évaluer la qualité des solutions calculées car la modélisation
n’inclut pas la viscosité des fluides et les effets de tension superficielle.

Néanmoins, pour tester l’effet du préconditionnement, nous avons simulé avec le schéma classique, le
même écoulement (voir Figure 4.8) sur un maillage beaucoup plus fin composé de 400 x 400 points.

En effet nous savons que l’effet principal du préconditionnement est de passer d’une erreur de tron-
cature en O(h/M∗) pour les schémas classiques, à une erreur en O(h) indépendante du nombre de Mach
pour les schémas préconditionnés. La Figure 4.9, trace la norme L2 de l’erreur par rapport à la solution
du calcul sur le maillage le plus fin.

‖erreur(φ)‖ =
1
N

√√√√ N∑
i=1

[φ(i)− φref (i)]2 (4.68)

Si nous observons les résultats pour la fraction volumique, l’effet bénéfique du préconditionnement n’ap-
parâıt pas de façon évidente. La principale raison peut être le fait que nous avons utilisé le précondition-
nement avec la méthode explicite et que le schéma est devenu instable. En revanche, l’amélioration sur
la précision du champ de pression discret est assez bien mise en évidence.

En conclusion, l’effet bénéfique du préconditionnement sur la précision du schéma n’a pas été clai-
rement mis en évidence sur ce problème d’interface très difficile. La principale raison pourrait provenir
du fait que nous n’ayons pas réussi à utiliser la méthode implicite à cause des vitesses initiales nulles
conduisant à β = 0 dans le préconditionneur.



4.6. Résultats numériques 105

Fig. 4.6 – Isovaleurs de la fraction volumique, pour le schéma classique et sur un maillage
de 100 x 100 nœuds.

Fig. 4.7 – Isovaleurs de la fraction volumique, pour le schéma préconditionné et sur un
maillage de 100 x 100 nœuds.
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Fig. 4.8 – Isovaleurs de la fraction volumique, pour le schéma classique et sur un maillage
de 400 x 400 nœuds.

Fig. 4.9 – Norme L2 de l’erreur sur la fraction volumique (gauche) et sur la pression (droite).
Schéma classique (traits pleins) et schéma préconditionné (traits pointillés).
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de préconditionnement ainsi qu’un schéma implicite
en temps pour un modèle réduit diphasique à cinq équations. Nous avons montré théoriquement et aussi à
travers des expériences numériques que cela représente un véritable intérêt aussi bien du point de vue des
temps de calculs que de la précision pour le calcul d’écoulements diphasiques à faible nombre de Mach.
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Chapitre 5

Etude du modèle diphasique à sept
équations

Dans ce chapitre, nous proposons de montrer que les modèles à sept équations de type Baer-Nunziato,
dans la limite des temps de relaxation des pressions infiniment petits, tendent vers les modèles bi-fluides
à six équations où les pressions des deux phases sont prises comme égales.

Ensuite, nous construisons pour le modèle à sept équations, un schéma implicite basé sur un solveur
hyperbolique de type VFRoe et une méthode de splitting des opérateurs. Le schéma repose sur une formu-
lation de type volumes finis et en maillages non structurés.
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5.1 Introduction

La première partie de ce chapitre présente une étude des modèles à sept équations relaxés en pression.
Nous prouvons que d’une certaine manière, le modèle à sept équations contient le modèle bi-fluides à
six équations. En effet, nous montrons dans le paragraphe 5.2 que la limite du modèle à sept équations
lorsque les temps caractéristiques de relaxation des pressions tendent vers zéro, est un système à six
équations équivalent aux modèles bi-fluides classiques à six équations. En conséquence, un solveur hyper-
bolique pour les modèles à sept équations couplé à une procédure de relaxation des pressions, constitue
une méthode originale et stable de résolution par relaxation des modèles bi-fluides à six équations.

Dans une deuxième partie, nous nous intéressons à la résolution numérique des modèles à sept équa-
tions par des méthodes implicites en temps. Les travaux [55], [56], [58], [9] proposent pour la résolu-
tion numérique du modèle à sept équations, une méthode de splitting d’opérateurs de type Strang [65].
Néanmoins, ces travaux utilisent des schémas explicites et l’opérateur de la partie hyperbolique impose
CFL < 1. Pour des applications à faible nombre de Mach, cette condition de stabilité conduit à des pas
de temps très petits et la convergence des schémas est fortement ralentie. Nous proposons donc d’étudier
une méthode de splitting d’opérateurs où le pas hyperbolique est résolu par une méthode implicite.

109
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Le paragraphe 5.3 présente donc une méthode implicite linéarisée basée sur les solveurs de type VFRoe-
ncv, appliquée aux modèles bi-fluides à sept équations de type Baer-Nunziato. Le but de cette démarche
est de calculer des écoulements diphasiques compressibles à faible nombre de Mach pour lesquels les
schémas explicites sont trop coûteux en nombre de pas de temps (∆t→ 0). Pour cette raison, les schémas
implicites paraissent plus adaptés, notamment pour les calculs diphasiques stationnaires. Le point clé de
la méthode implicite développée repose sur l’hyperbolicité inconditionnelle du modèle.

5.2 Relaxation des pressions et modèles à six équations

Dans ce paragraphe, on propose de montrer que les équations du modèle à sept équations, pour des
temps de relaxation des pressions infiniment petits, tendent vers celles du modèle bi-fluides classique à
six équations où la relation de fermeture est donnée par l’égalité des pressions phasiques. Pour réaliser
cette étude, on utilise le formalisme de réduction de systèmes hyperboliques avec termes sources raides
présenté au chapitre 3.

En l’absence de transfert de masse, de flux de chaleur et de forces extérieures, le modèle à sept
équations peut s’écrire en termes de variables primitives U = t(αkρk,uk, pk, α2) sous la forme :

∂αkρk

∂t
+ div(αkρkuk) = 0 (5.1.1)

Dkuk

Dt
+

1
ρk
∇pk =

1
αkρk

(pkI − pk)∇αk +
F d

k

αkρk
(5.1.2)

Dkpk

Dt
+ Ckdivuk =

CkI
αk

(uI − uk).∇αk + µ
CkI
αk

(pk′ − pk) +
F d

k.(uI − uk)
αkρkκk

(5.1.3)

∂α2

∂t
+ uI.∇α2 = µ(p2 − p1) (5.1.4)

où on a introduit les coefficients χk = (∂εk/∂ρk)pk
et κk = (∂εk/∂pk)ρk

et où Dkφ/Dt = ∂φ/∂t+uk.∇φ.
On rappelle que l’on a posé Ck = ρka

2
k et CkI = ρka

2
kI pour les impédances acoustiques où ak et akI sont

respectivement la vitesse du son de la phase k et la vitesse du son de la phase k à l’interface.

On s’intéresse à des situations où les temps de relaxation des pressions sont petits par rapport aux
autres temps caractéristiques de l’écoulement. Ainsi, on pose µ = µ0/ε où µ0 est O(1) et on analyse le cas
ε→ 0. Par la suite, on ne prend pas en compte les termes liés aux forces de frottements F d

k = λ(uk′−uk)
qui n’appartiennent pas à la partie hyperbolique et qui n’ont pas d’influence sur notre analyse. On écrit
alors le système sous la forme :

∂U

∂t
+A(U)

∂U

∂x
=
R(U)
ε

(5.2)

La matrice A(U) est donnée par :

A(U) =



u1 0 α1ρ1 0 0 0 0
0 u2 0 α2ρ2 0 0 0
0 0 u1 0 1/ρ1 0 (p1I − p1)/(α1ρ1)
0 0 0 u2 0 1/ρ2 −(p2I − p2)/(α2ρ2)
0 0 C1 0 u1 0 C1I(uI − u1)/α1

0 0 0 C2 0 u2 −C2I(uI − u2)/α2

0 0 0 0 0 0 uI


(5.3)

tandis que le vecteur du terme source de relaxation R(U) s’écrit :

R(U) =


0
0
0

µ0C1I(p2 − p1)/α1

−µ0C2I(p2 − p1)/α2

µ0(p2 − p1)

 (5.4)
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On cherche des solutions proches de E le sous-ensemble de IR7 défini par E = {U ∈ IR7;R(U) = 0}.
Cet ensemble est une sous variété de dimension 6, définie implicitement. De plus, on en connâıt expli-
citement une paramétrisation M . En effet, on définit la transformation M : u ∈ IR6 → U ∈ IR7 par
M(u) = t(α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p, p, α2) où u = t(α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p, α2).

D’après les résultats du chapitre 3, si on cherche des solutions sous la forme U = M(u) + εV , le
système limite à l’ordre 0 s’écrit alors :

∂u

∂t
+ P.A(M(u)).dMu

∂u

∂x
= 0 (5.5)

Il est donc nécessaire de calculer la matrice P.A(M(u)).dMu pour obtenir le système réduit en variables
u = t(α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p, α2).

La matrice Jacobienne de la transformation M est donnée par :

dMu =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


(5.6)

Et la Jacobienne du terme source évaluée sur la Maxwellienne M(u) s’écrit :

R′(M(u)) =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −µ0C1I/α1 µ0C1I/α1 0
0 0 0 0 µ0C2I/α2 −µ0C2I/α2 0
0 0 0 0 −µ0 µ0 0


(5.7)

Une base de l’image Rng(R′(M(u))) de cette matrice est définie par le vecteur :

I1 =



0
0
0
0

−C1I/α1

C2I/α2

−1


(5.8)

Et l’inversion de la matrice S = [dM1
u, . . . , dM

6
u, I

1] donne la matrice de projection P sur le noyau
ker(R′(M(u))) de l’opérateur R(U) :

P =



1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0
α1C2I

α1C2I + α2C1I

α2C1I
α1C2I + α2C1I

0

0 0 0 0
−α1α2

α1C2I + α2C1I

α1α2

α1C2I + α2C1I
1



(5.9)
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Après des calculs algébriques, on obtient donc l’expression du produit P.A(M(u)).dMu :

u1 0 α1ρ1 0 0 0

0 u2 0 α2ρ2 0 0

0 0 u1 0 1/ρ1 (p1I − p)/(α1ρ1)

0 0 0 u2 1/ρ2 −(p2I − p)/(α2ρ2)

0 0
α1C1C2I

α1C2I + α2C1I

α2C2C1I
α1C2I + α2C1I

α1C2Iu1 + α2C1Iu2

α1C2I + α2C1I

C1IC2I(u2 − u1)
α1C2I + α2C1I

0 0
−α1α2C1

α1C2I + α2C1I

α1α2C2

α1C2I + α2C1I

α1α2(u2 − u1)
α1C2I + α2C1I

α1C2Iu2 + α2C1Iu1

α1C2I + α2C1I



(5.10)

Et le système réduit à six équations peut s’écrire :

∂αkρk

∂t
+ div(αkρkuk) = 0 (5.11.1)

Dkuk

Dt
+

1
ρk
∇p =

1
αkρk

(pkI − p)∇αk (5.11.2)

(α1C2I + α2C1I)
∂p

∂t
+ (α1C2Iu1 + α2C1Iu2).∇p

+ (α1C1C2Idivu1 + α2C2C1Idivu2) + C1IC2I(u2 − u1).∇α2 = 0 (5.11.3)

(α1C2I + α2C1I)
∂α2

∂t
+ (α1C2Iu2 + α2C1Iu1).∇α2

+ α1α2(C2divu2 − C1divu1) + α1α2(u2 − u1).∇p = 0 (5.11.4)

A noter que si on considère que pkI = p, on a aussi CkI = Ck et les équations (5.11.3)-(5.11.4) pour la
pression et la fraction volumique peuvent alors s’écrire plus simplement sous la forme :

(α1C2 + α2C1)
∂p

∂t
+ (α1C2u1 + α2C1u2).∇p+ C1C2div(α1u1 + α2u2) = 0

(α1C2 + α2C1)
∂α2

∂t
+ α2C1div(α1u1) + α1C2div(α2u2) + α1α2(u2 − u1).∇p = 0

(5.12)

Maintenant, on cherche à réécrire ce système en variables conservatives t(αkρk, αkρkuk, αkρkek), dans le
but de montrer que ce système d’équations (5.11) est équivalent au système bi-fluides à six équations.

D’après les équations de conservation de la masse (5.11.1) et les équations pour les vitesses (5.11.2),
on retrouve les équations classiques de conservation de quantité de mouvement :

∂αkρkuk

∂t
+ div(αkρkuk ⊗ uk) + αk∇p = (pkI − p)∇αk + F d

k (5.13)

Ensuite, on cherche à combiner l’équation de pression (5.11.3) et celle de la fraction volumique (5.11.4)
afin d’obtenir deux équations de conservation d’énergie.

Aussi, remarquons que les deux équations (5.11.3)-(5.11.4) entrâınent :

Dkp

Dt
+
CkI
αk

Dkαk

Dt
+ Ckdivuk = 0 (5.14)

En rappelant que dεk = χkdρk + κkdp, on peut alors écrire :

αkρk
Dkεk

Dt
= αkρkχk

Dkρk

Dt
+ αkρkκk

Dkp

Dt
(5.15)
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Et on obtient les équations pour les énergies internes sous la forme :

∂αkρkεk

∂t
+ div(αkρkεkuk) = αkρkχk

Dkρk

Dt
+ αkρkκk

Dkp

Dt
(5.16)

En utilisant les équations (5.14) ainsi que les relations pour les vitesses du son a2
k = (p/ρ2

k − χk)/κk et
a2

kI = (pI/ρ
2
k − χk)/κk, on obtient après des calculs algébriques :

∂αkρkεk

∂t
+ div(αkρkεkuk) = −αkpdivuk − pkI

Dkαk

Dt
(5.17)

D’après les équations sur les vitesses (5.11.2), on obtient les équations pour les énergies cinétiques :

∂αkρku
2
k/2

∂t
+ αkuk.∇p+ (p− pkI)uk.∇αk = 0 (5.18)

Et en ajoutant ces deux dernières équations (5.17)-(5.18), on obtient finalement les équations de conser-
vation des énergies totales :

∂αkρkek

∂t
+ div(αkρkek + αkp)uk = −pkI

∂αk

∂t
(5.19)

Ainsi, le modèle réduit à six équations s’écrit en variables conservatives sous la forme :

∂αkρk

∂t
+ div(αkρkuk) = 0 (5.20.1)

∂αkρkuk

∂t
+ div(αkρkuk ⊗ uk) + αk∇p = (pkI − p)∇αk + F d

k (5.20.2)

∂αkρkek

∂t
+ div(αkρkek + αkp)uk = −pkI

∂αk

∂t
+ F d

k.uI (5.20.3)

où le terme ∂αk/∂t dans l’équation (5.20.3), s’exprime à partir de l’équation (5.11.4).

Cette forme est bien la forme générale (1.27) des modèles bi-fluides classiques à six équations, donnée
au chapitre 1. Ainsi, les modèles à sept équations de type Baer-Nunziato relaxés en pressions dégénèrent
sur les modèles bi-fluides à six équations.

Néanmoins, il reste à montrer que l’hypothèse d’égalité des pressions phasiques p1 = p2 entrâıne
l’équation de la fraction volumique (5.11.4), pour avoir l’équivalence entre le modèle (5.20) et le modèle
(5.1) quand µ = µ0/ε avec ε→ 0.

Pour cela, écrivons la relation d’égalité des pressions phasiques :

p1(ρ1, ε1) = p2(ρ2, ε2) (5.21)

En dérivant cette relation (5.21), on obtient :(
∂p1

∂ε1

)
ρ1

∂ε1
∂t

−
(
∂p2

∂ε2

)
ρ2

∂ε2
∂t

=
(
∂p2

∂ρ2

)
ε2

∂ρ2

∂t
−
(
∂p1

∂ρ1

)
ε1

∂ρ1

∂t
(5.22)

Ensuite, on réécrit dεk = χkdρk +κkdpk sous la forme dpk = (1/κk)dεk− (χk/κk)dρk et la relation (5.22)
peut alors se mettre sous la forme :

1
κ1

∂ε1
∂t

− 1
κ2

∂ε2
∂t

=
χ1

κ1

∂ρ1

∂t
− χ2

κ2

∂ρ2

∂t
(5.23)

Les équations de conservation de masse (5.20.1) nous donnent les expressions suivantes pour les dérivées
des densités phasiques :

∂ρk

∂t
= −div(ρkuk)− ρk

αk

Dkαk

Dt
(5.24)
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Et les équations (5.17) nous donnent l’évolution des énergies internes phasiques :

∂εk

∂t
= −uk.∇εk −

p

ρk
divuk −

pkI
αkρk

Dkαk

Dt
(5.25)

En utilisant les expressions (5.24)-(5.25) dans l’équation (5.23), on obtient alors :

1
κ1

[−u1.∇ε1 −
p

ρ1
divu1 −

p1I
α1ρ1

D1α1

Dt
] +

1
κ2

[u2.∇ε2 +
p

ρ2
divu2 +

p2I
α2ρ2

D2α2

Dt
]

=
χ1

κ1
[−div(ρ1u1)−

ρ1

α1

D1α1

Dt
] +

χ2

κ2
[div(ρ2u2) +

ρ2

α2

D2α2

Dt
]

(5.26)

On rappelle que CkI = ρka
2
kI où a2

kI = (pI/ρ
2
k − χk)/κk. En utilisant cette dernière relation, on obtient :

C2I
α2

D2α2

Dt
−
C1I
α1

D1α1

Dt

+
1
κ1

[−u1.∇ε1 −
p

ρ1
divu1 + χ1div(ρ1u1)] +

1
κ2

[u2.∇ε2 +
p

ρ2
divu2 − χ2div(ρ2u2)] = 0

(5.27)

qui peut se réécrire en remplaçant α1 par 1− α2, sous la forme :

(α1C2I + α2C1I)
∂α2

∂t
+ (α1C2Iu2 + α2C1Iu1).∇α2

+
α1α2

κ1
[−u1.∇ε1 −

p

ρ1
divu1 + χ1div(ρ1u1)] +

α1α2

κ2
[u2.∇ε2 +

p

ρ2
divu2 − χ2div(ρ2u2)] = 0

(5.28)

En introduisant les impédances acoustiques phasiques Ck = ρka
2
k où a2

k = (p/ρ2
k − χk)/κk, on obtient :

(α1C2I + α2C1I)
∂α2

∂t
+ (α1C2Iu2 + α2C1Iu1).∇α2

+α1α2(C2divu2 − C1divu1) +
α1α2

κ1
(−u1.∇ε1 + χ1u1.∇ρ1) +

α1α2

κ2
(u2.∇ε2 − χ2u2.∇ρ2) = 0

(5.29)
Et finalement, en utilisant le fait que dp = (1/κk)dεk − (χk/κk)dρk, on obtient l’équation suivante pour
l’évolution de la fraction volumique :

(α1C2I + α2C1I)
∂α2

∂t
+ (α1C2Iu2 + α2C1Iu1).∇α2

+ α1α2(C2divu2 − C1divu1) + α1α2(u2 − u1).∇p = 0

(5.30)

Cette équation est bien égale à l’équation (5.11.4) et ceci achève la preuve que l’on a bien équivalence
entre le modèle (5.20) et le modèle (5.1) quand µ = µ0/ε où µ0 est O(1) et ε→ 0.

En conclusion, un solveur hyperbolique pour le modèle à sept équations couplé à une procédure de
relaxation des pressions [56], [58], [42], peut représenter une méthode numérique alternative pour la
résolution des modèles bi-fluides à six équations. Ceci est très intéressant car la non hyperbolicité du
modèle à six équations ne pose plus de difficultés pour la méthode numérique.
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5.3 Implicitation des solveurs de type VFRoe pour le modèle à
sept équations

La mise au point de méthodes numériques explicites pour le modèle à sept équations a été largement
exploitée pour les schémas de type Godunov [56], [58], [9]. Or dans cette thèse, on s’intéresse aux appli-
cations à faible nombre de Mach pour lesquelles les schémas explicites sont très peu performants. Nous
proposons donc pour le modèle à sept équations, une méthode numérique implicite en temps à partir d’un
solveur de type VFRoe-ncv [8]. Le modèle à sept équations comporte une partie hyperbolique plus des
termes de relaxation. Ici, l’implicitation concerne la partie hyperbolique.

Pour parvenir à formuler ce schéma implicite, plusieurs étapes sont nécessaires. Dans le paragraphe
5.3.1, on calcule la Jacobienne du modèle formulé en variables conservatives t(αkρk, αkρkuk, αkρkek, α2),
qui va être utilisée dans la phase mathématique (ou phase implicite). Dans le paragraphe 5.3.2, on résout
le problème de Riemann en variables entropiques t(pk,uk, sk, α2). Cette solution sert ensuite au calcul
des flux explicites dans la méthodologie des solveurs de type VFRoe-ncv ou plus généralement dans le
cadre des schémas de type Godunov. Cette phase physique (ou phase explicite) consiste à déterminer
les termes de flux assemblant le même second membre que pour un schéma explicite. Le paragraphe
suivant 5.3.3 présente le calcul des matrices de passage des variables conservatives à celles entropiques,
nécessaires à la construction de la méthode numérique. Puis le paragraphe 5.3.4 explique l’implicitation du
schéma à partir des résultats précédents. Enfin le paragraphe 5.3.5 présente une série de deux simulations
numériques. La première utilise le schéma explicite, pour le cas test de Ransom [53] et sert à “valider”
la phase explicite du schéma proposé. La deuxième présente un calcul d’écoulement diphasique à faible
nombre de Mach et montre l’intérêt du schéma implicite en temps.

5.3.1 Matrice Jacobienne

Dans ce paragraphe, on calcule la matrice Jacobienne du modèle à sept équations formulé en variables
conservatives t(αkρk, αkρkuk, αkρkek, α1), qui s’écrit en deux dimensions d’espace sous la forme :

∂Q

∂t
+Ac(Q)

∂Q

∂x
+Bc(Q)

∂Q

∂y
= R(λ, µ,Q) (5.31)

où R(λ, µ,Q) représente le vecteur des termes sources de relaxation. Ces termes ne sont pas différentiels
et n’appartiennent pas à la partie hyperbolique. Ils ne seront pas pris en compte dans la méthode implicite.

Le but de ce paragraphe est de calculer et de diagonaliser la matrice Dc(Q) = Ac(Q)ηx + Bc(Q)ηy

pour tout vecteur normé η = (ηx, ηy). Et la principale difficulté consiste à calculer les différentielles de
pression dpk. On fait l’hypothèse que les équations d’état de chaque phase peuvent s’écrire implicitement
ρkεk = ρkεk(ρk, pk) et on introduit donc les coefficients δk = (∂ρkεk/∂ρk)p et ξk = (∂ρkεk/∂p)ρk

. On
peut ainsi écrire la différentielle d(ρkεk) sous la forme :

d(ρkεk) = δkdρk + ξkdpk pour k = 1, 2 (5.32)

Ensuite, on utilise la relation de Gibbs pour chacune des deux phases k :

dεk = Tkdsk +
pk

ρ2
k

dρk pour k = 1, 2 (5.33)

où Tk et sk sont respectivement la température et l’entropie de la phase k. En introduisant hk = εk+pk/ρk

qui représente l’enthalpie spécifique, la relation de Gibbs peut se réécrire sous la forme :

d(ρkεk) = ρkTkdsk + hkdρk pour k = 1, 2 (5.34)

Maintenant en écrivant l’égalité entre (5.34)-(5.32), on obtient les relations bien connues :

a2
k =

(
∂pk

∂ρk

)
sk

=
hk − δk
ξk

et
(
∂pk

∂sk

)
ρk

=
ρkTk

ξk
pour k = 1, 2 (5.35)
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où ak sont les vitesses du son phasiques. Les différentielles de pression pour chaque phase s’écrivent alors
sous la forme :

dpk =
1

αkξk
(
u2

k

2
− δk)d(αkρk)− uk

αkξk
.d(αkρkuk) +

1
αkξk

d(αkρkek)− 1
αkξk

(ρkεk − ρkδk)dαk (5.36)

Pour simplifier les écritures, on introduit les notations suivantes :

βk =
1
ξk

(
u2

k

2
− δk) et Mk = − 1

ξk
(ρkεk − ρkδk) (5.37)

Les matrices Ac(Q) et Bc(Q) sont alors obtenues en utilisant ces résultats et la matrice Dc(Q) s’écrit :

0 ηx ηy 0 0 0 0 0 0

β1ηx − U1u1 (1− 1

ξ1
)u1ηx + U1 (1− 1

ξ1
)v1ηx + V1

ηx

ξ1
0 0 0 0 (M1 −∆pI1)ηx

β1ηy − U1v1 (1− 1

ξ1
)u1ηy + V1 (1− 1

ξ1
)v1ηy + U1

ηx

ξ1
0 0 0 0 (M1 −∆pI1)ηy

(β1 −H1)U1 H1ηx −
U1u1

ξ1
H1ηy −

U1v1

ξ1
(1 +

1

ξ1
)U1 0 0 0 0 M1U1 −∆(pU)I1

0 0 0 0 0 ηx ηy 0 0

0 0 0 0 β2ηx − U2u2 (1− 1

ξ2
)u2ηx + U2 (1− 1

ξ2
)v2ηx + V2

ηx

ξ2
−(M2 −∆pI2)ηx

0 0 0 0 β2ηy − U2v2 (1− 1

ξ2
)u2ηy + V2 (1− 1

ξ2
)ηy + U2

ηx

ξ2
−(M2 −∆pI2)ηy

0 0 0 0 (β2 −H2)U2 H2ηx −
U2u2

ξ2
H2ηy −

U2v2

ξ2
(1 +

1

ξ2
)U2 −(M2U2 −∆(pU)I2)

0 0 0 0 0 0 0 0 UI


(5.38)

où U = u.η et V = u.η⊥ sont respectivement les vitesses normales et tangentielles dans le repère d’espace
(η,η⊥) et où on a introduit Hk = ek +pk/ρk pour les enthalpies spécifiques totales ainsi que les notations
suivantes : 

∆UIk = UI − Uk

∆pIk = pI − pk

∆(pU)Ik = pIUI − pkUk

(5.39)

Par des calculs algébriques, on obtient les sept valeurs propres de la matrice :

λ1(Q) = UI

λ2(Q) = λ3(Q) = U1

λ4(Q) = λ5(Q) = U2

λ6(Q) = U1 − a1

λ7(Q) = U1 + a1

λ8(Q) = U2 − a2

λ9(Q) = U2 + a2

(5.40)
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Les vecteurs propres à droite ri(Q) (pour i ∈ {1, ..., 9}) qui vérifient la relation Dc(Q)ri(Q) =
λi(Q)ri(Q) peuvent être choisis comme ci-dessous :

r1(Q) =



−ξ2σ2D1

−ξ2σ2D1(∆UI1ηx + u1)
−ξ2σ2D1(∆UI1ηy + v1)

−ξ2σ2(D1(H1 + U1∆UI1) + ξ1σ1pI)
ξ1σ1D2

ξ1σ1D2(∆UI2ηx + u2)
ξ1σ1D2(∆UI2ηy + v2)

ξ1σ1(D2(H2 + U2∆UI2) + ξ2σ2pI)
ξ1σ1ξ2σ2


r2(Q) =



1
u1

v1
u2

1/2 + δ1
0
0
0
0
0


r3(Q) =



0
−ηy

ηx

V1

0
0
0
0
0



r4(Q) =



0
0
0
0
1
u2

v2
u2

2/2 + δ2
0


r5(Q) =



0
0
0
0
0
−ηy

ηx

V2

0


r6(Q) =



1
u1 − a1ηx

v1 − a1ηy

H1 − U1a1

0
0
0
0
0



r7(Q) =



1
u1 + a1ηx

v1 + a1ηy

H1 + U1a1

0
0
0
0
0


r8(Q) =



0
0
0
0
1

u2 − a2ηx

v2 − a2ηy

H2 − U2a2

0


r9(Q) =



0
0
0
0
1

u2 + a2ηx

v2 + a2ηy

H2 + U2a2

0


(5.41)

On notera aussi par li(Q) (pour i ∈ {1, ..., 9}) les vecteurs propres à gauche qui vérifient la relation
tDc(Q)li(Q) = λi(Q)li(Q). Après normalisation des vecteurs pour avoir tli(Q).rj(Q) = δij , on obtient :

l1(Q) =
1

ξ1σ1ξ2σ2



0
0
0
0
0
0
0
0
1


l2(Q) =

1
a2
1



−β1 + a2
1

u1/ξ1
v1/ξ1
−1/ξ1

0
0
0
0

−pI/ξ1


l3(Q) =



−V1

−ηy

ηx

0
0
0
0
0
0



l4(Q) =
1
a2
2



0
0
0
0

−β2 + a2
2

u2/ξ2
v2/ξ2
−1/ξ2
pI/ξ2


l5(Q) =



0
0
0
0
−V2

−ηy

ηx

0
0


l6(Q) =

1
2a2

1



β1 − U1a1

−u1/ξ1 + a1ηx

−v1/ξ1 + a1ηy

1/ξ1
0
0
0
0

σ+
1 pI −D1a1

ξ1σ
+
1
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l7(Q) =
1

2a2
1



β1 − U1a1

−u1/ξ1 + a1ηx

−v1/ξ1 + a1ηy

1/ξ1
0
0
0
0

σ−1 pI +D1a1

ξ1σ
−
1


l8(Q) =

1
2a2

2



0
0
0
0

β2 + U2a2

−u2/ξ2 − a2ηx

−v2/ξ2 − a2ηy

1/ξ2

−
σ+

2 pI −D2a2

ξ2σ
+
2


l9(Q) =

1
2a2

2



0
0
0
0

β2 − U2a2

−u2/ξ2 + a2ηx

−v2/ξ2 + a2ηy

1/ξ2

−
σ−2 pI +D2a2

ξ2σ
−
2


(5.42)

où on a introduit pour l’écriture des vecteurs li(Q), les notations suivantes en plus des précédentes :
σ±k = UI − Uk ± ak

σk = σ+
k σ

−
k = (UI − Uk)2 − a2

k

Dk = pI − ξk(Mk − (pI − pk))

(5.43)

Ceci termine la diagonalisation de la matrice Jacobienne du modèle à sept équations écrit en variables
conservatives et en deux dimensions d’espace.

5.3.2 Problème de Riemann approché

Dans cette partie, on présente la résolution du problème de Riemann approché pour le modèle écrit
en variables entropiques q = t(pk,uk, sk, α1). On trouve cette écriture sous forme quasi-linéaire dans le
chapitre 3. Et le problème de Riemann linéarisé, associé à la partie hyperbolique, s’écrit dans la base
locale d’espace (ηLR,η

⊥
LR), sous la forme :

∂q̃

∂t
+Ae(< q̃ >)

∂q̃

∂x
= 0

q̃(x, 0) =
{
q̃L si x < 0
q̃R si x > 0

(5.44)

où q̃ = θq = t(pk,Uk,Vk, sk, α2) et avec θ la matrice de rotation qui permet de passer du repère global
d’espace dans le repère local (ηLR,η

⊥
LR). La matrice Ae(q̃) est donnée par :

Ae(q̃) =



U1 C1 0 0 0 0 0 0 −(CI1/α1)∆UI1

1/ρ1 U1 0 0 0 0 0 0 −∆pI1/(α1ρ1)

0 0 U1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 U1 0 0 0 0 −∆pI1∆UI1/(α1ρ1T1)

0 0 0 0 U2 C2 0 0 (CI2/α2)∆UI2

0 0 0 0 1/ρ2 U2 0 0 ∆pI2/(α2ρ2)

0 0 0 0 0 0 U2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 U2 ∆pI2∆UI2/(α2ρ2T2)

0 0 0 0 0 0 0 0 UI



(5.45)

où on a introduit les notations Ck = ρka
2
k et CkI = ρka

2
kI. Les valeurs propres de la matrice sont évidem-

ment les mêmes que précédemment et on gardera les mêmes notations.
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En variables entropiques, les vecteurs propres à droite ri(q̃) (pour i ∈ {1, ..., 9}) qui vérifient la relation
Ae(q̃)ri(q̃) = λi(q̃)ri(q̃) ont une forme beaucoup plus simple qu’en variables conservatives ; ils s’écrivent :

r1(q̃) =



−α2σ2(CI1∆U
2
I1 + a2

1∆pI1)
−(α2σ2/ρ1)(CI1 + ∆pI1)∆UI1

0
−α2σ2σ1∆pI1/(ρ1T1)

α1σ1(CI2∆U
2
I2 + a2

2∆pI2)
(α1σ1/ρ2)(CI2 + ∆pI2)∆UI2

0
α1σ1σ2∆pI2/(ρ2T2)

α1σ1α2σ2


r2(q̃) =



0
0
1
0
0
0
0
0
0


r3(q̃) =



0
0
0
1
0
0
0
0
0



r4(q̃) =



0
0
0
0
0
0
1
0
0


r5(q̃) =



0
0
0
0
0
0
0
1
0


r6(q̃) =



C1

−a1

0
0
0
0
0
0
0



r7(q̃) =



C1

a1

0
0
0
0
0
0
0


r8(q̃) =



0
0
0
0
C2

−a2

0
0
0


r9(q̃) =



0
0
0
0
C2

a2

0
0
0



(5.46)

On notera aussi par li(q̃) (pour i ∈ {1, ..., 9}) les vecteurs propres à gauche qui vérifient la relation
tAe(q̃)li(q̃) = λi(q̃)li(q̃). Après normalisation des vecteurs pour avoir tli(q̃).rj(q̃) = δij , on obtient :

l1(q̃) =
1

α1σ1α2σ2



0
0
0
0
0
0
0
0
1


l2(q̃) =



0
0
1
0
0
0
0
0
0


l3(q̃) =



0
0
0
1
0
0
0
0

∆pI1
α1ρ1T1



l4(q̃) =



0
0
0
0
0
0
1
0
0


l5(q̃) =



0
0
0
0
0
0
0
1

−
∆pI2
α2ρ2T2


l6(q̃) =



1/(2C1)
−1/(2a1)

0
0
0
0
0
0

CI1∆UI1 − a1∆pI1
2α1C1σ

+
1
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l7(q̃) =



1/(2C1)
1/(2a1)

0
0
0
0
0
0

CI1∆UI1 + a1∆pI1
2α1C1σ

−
1


l8(q̃) =



0
0
0
0

1/(2C2)
−1/(2a2)

0
0

−
CI2∆UI2 − a2∆pI2

2α2C2σ
+
2


l9(q̃) =



0
0
0
0

1/(2C2)
1/(2a2)

0
0

−
CI2∆UI2 + a2∆pI2

2α2C2σ
−
2


(5.47)

Et la solution du problème de Riemann approché, à l’interface, est donnée par l’expression :

q̃∗LR =
1
2
[q̃L + q̃R + [rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]∆q̃LR] où ∆q̃LR = q̃L − q̃R (5.48)

où < q̃ >= (q̃L + q̃L)/2 avec q̃ le vecteur des variables entropiques. La matrice [rk] est la matrice dont
les colonnes sont les vecteurs propres à droite. La matrice t[lk] est la matrice dont les lignes sont les
transposés des vecteurs propres à gauche.

Dans la suite de ce chapitre et plus particulièrement pour l’écriture du schéma implicite, nous aurons
besoin de revenir à la solution Q∗

LR exprimée en variables conservatives. Pour cela, il sera nécessaire de
se donner les deux matrices R = ∂q/∂Q et R−1 = ∂Q/∂q de passage des variables conservatives Q à
celles entropiques q. Nous proposons donc de calculer ces deux matrices dans le paragraphe suivant.

5.3.3 Matrices de passage

Dans ce paragraphe, on calcule les matrices R = ∂q/∂Q et R−1 = ∂Q/∂q de passage entre la forme
quasi-conservative et la forme “entropique” du modèle. Ces matrices sont ensuite utilisées dans le schéma
implicite. On commence par le calcul de la matrice R telle que dq = RdQ. Si on se réfère aux résultats
du paragraphe 5.3.1, on a déjà :

αkdpk = βkd(αkρk)− uk

ξk
.d(αkρkuk) +

1
ξk
d(αkρkek) +Mkdαk (5.49)

De plus, il est facile de voir que la différentielle des vitesses s’écrit :

duk = − uk

αkρk
d(αkρk) +

1
αkρk

d(αkρkuk) (5.50)

Ensuite pour calculer la différentielle des entropies sk, on utilise la relation ρkTkdsk = ξkdpk−ξka2
kdρk qui

est une conséquence de (5.32)-(5.34)-(5.35). En introduisant dpk dans cette dernière relation, on obtient :

αkρkTkdsk = ξk(Bk − a2
k)d(αkρk)− uk.d(αkρkuk) + d(αkρkek) + ξk(Mk + ρka

2
k)dαk (5.51)

qui peut se réécrire en remarquant que Mk + ρka
2
k = pk :

αkρkTkdsk = ξk(Bk − a2
k)d(αkρk)− uk.d(αkρkuk) + d(αkρkek) + pkdαk (5.52)
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Et ceci complète le calcul de la matrice R donnée par :



β1

α1
− u1

α1ξ1
− v1

α1ξ1

1

α1ξ1
0 0 0 0

M1

α1

− u1

α1ρ1

1

α1ρ1
0 0 0 0 0 0 0

− v1

α1ρ1
0

1

α1ρ1
0 0 0 0 0 0

ξ1(β1 − a2
1)

α1ρ1T1
− u1

α1ρ1T1
− v1

α1ρ1T1

1

α1ρ1T1
0 0 0 0

p1

α1ρ1T1

0 0 0 0
β2

α2
− u2

α2ξ2
− v2

α2ξ2

1

α2ξ2
−M2

α2

0 0 0 0 − u2

α2ρ2

1

α2ρ2
0 0 0

0 0 0 0 − v2

α2ρ2
0

1

α2ρ2
0 0

0 0 0 0
ξ2(β2 − a2

2)

α2ρ2T2
− u2

α2ρ2T2
− v2

α2ρ2T2

1

α2ρ2T2
− p2

α2ρ2T2

0 0 0 0 0 0 0 0 1


(5.53)

La matrice inverse R−1 telle que dQ = R−1dq peut être obtenue en suivant le même genre de calculs ou
bien en inversant la matrice R. Elle s’écrit :



α1

a2
1

0 0 −α1ρ1T1

ξ1a2
1

0 0 0 0 ρ1

α1u1

a2
1

α1ρ1 0 −α1ρ1T1u1

ξ1a2
1

0 0 0 0 ρ1u1

α1v1

a2
1

0 α1ρ1 −α1ρ1T1v1

ξ1a2
1

0 0 0 0 ρ1v1

α1H1

a2
1

α1ρ1u1 α1ρ1v1 −α1ρ1T1(Ec1 + δ1)

ξ1a2
1

0 0 0 0 ρ1e1

0 0 0 0
α2

a2
2

0 0 −α2ρ2T2

ξ2a2
2

−ρ2

0 0 0 0
α2u2

a2
2

α2ρ2 0 −α2ρ2T2u2

ξ2a2
2

−ρ2u2

0 0 0 0
α2v2

a2
2

0 α2ρ2 −α2ρ2T2v2

ξ2a2
2

−ρ2v2

0 0 0 0
α2H2

a2
2

α2ρ2u2 α2ρ2v2 −α2ρ2T2(Ec2 + δ2)

ξ2a2
2

−ρ2e2

0 0 0 0 0 0 0 0 1


(5.54)

Les matrices R = ∂q/∂Q et R−1 = ∂Q/∂q sont singulières pour αk = 0 et αk = 1. En pratique pour les
simulations numériques, un fluide pur k est représenté par αk = 1 − ε avec ε un petit paramètre et ces
matrices sont donc toujours définies.
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5.3.4 Approximation numérique

On s’intéresse maintenant à la résolution numérique du modèle à sept équations, qui s’écrit en termes
de variables conservatives t(αkρk, αkρkuk, αkρkek, α1) sous la forme :

∂Q

∂t
+Ac(Q)

∂Q

∂x
+Bc(Q)

∂Q

∂y
= R(λ, µ,Q) (5.55)

Cette résolution numérique se fait principalement en 3 étapes : une première étape consistant à résoudre
le système par un solveur hyperbolique non conservatif adapté au cas multiphasique, une étape éventuelle
de relaxation des vitesses pour les interfaces (si la vitesse est différente pour chacune des phases) et une
étape de relaxation instantanée des pressions pour les conditions de pressions aux interfaces. La résolution
de ce système nécessite un solveur pour la partie hyperbolique et deux procédures de relaxation pour le
calcul des termes sources. En suivant les techniques de splitting de Strang [65], on écrit :

Qn+1
i = L∆t

s L∆t
h Qn

i (5.56)

où L∆t
h représente l’opérateur de résolution de la partie hyperbolique du système :

∂Q

∂t
+Ac(Q)

∂Q

∂x
+Bc(Q)

∂Q

∂y
= 0 (5.57)

et où L∆t
s est l’opérateur d’intégration des termes sources.

Cet opérateur s’écrit sous la forme suivante pour les vitesses :

∂Q

∂t
= Rv(λ,Q) avec Rv(λ,Q) = t(0, λ(u2 − u1), λuI(u2 − u1), 0,−λ(u2 − u1),−λuI(u2 − u1), 0)

(5.58)
et sous la forme suivante pour les pressions :

∂Q

∂t
= Rp(µ,Q) avec Rp(µ,Q) = t(0, 0, µpI(p2 − p1), 0, 0,−µpI(p2 − p1),−µ(p2 − p1)) (5.59)

Pour des détails sur les procédures de relaxation, on pourra se référer à [56], [42]. Ici, on focalisera le
travail sur l’opérateur hyperbolique L∆t

h . Pour cela, on réécrit la partie hyperbolique sous la forme :

∂Q

∂t
+ divF (Q) +H(Q)∇α1 = 0 (5.60)

où on a séparé la partie conservative divF (Q) et les produits non conservatifs H(Q)∇α1. Le vecteur
H(Q) est donné par :

H(Q) = t(0,−pI,−pIuI, 0, pI, pIuI,uI) (5.61)

L’intégration de cette équation sur une cellule de contrôle Ci donne :

Ai
∂Qi

∂t
+
∫

∂Ci

F (Q).ndl +
∫

Ci

H(Q)∇α1dΩ = 0 pour i ∈ {1, . . . , N} (5.62)

où N est le nombre de cellules et Ai représente le volume de la cellule Ci. Nous proposons alors de faire
évoluer la variable Qi par le schéma rétrograde suivant d’ordre 1 en temps :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

‖nij‖ψ(Qn+1
i ,Qn+1

j ) = 0 (5.63)

où v(i) symbolise l’ensemble des cellules Cj voisines à Ci et où nij =
∫

∂Cij
ndl est le vecteur normal

moyenné à l’interface ∂Cij = ∂Ci ∩ ∂Cj .

En linéarisant la fonction ψ(Qn+1
i ,Qn+1

j ) grâce à un développement de Taylor à l’ordre 1 en temps,
l’équation (5.63) devient :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+

∑
j∈v(i)

‖nij‖ [ ψ(Qn
i ,Q

n
j )

+
∂ψ

∂Qi

(Qn
i ,Q

n
j )(Qn+1

i −Qn
i ) +

∂ψ

∂Qj

(Qn
i ,Q

n
j )(Qn+1

j −Qn
j ) ] = 0

(5.64)
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Ensuite, on définit ηij = nij/‖nij‖ et on propose alors l’expression suivante pour ψ(Qi,Qj) :

ψ(Qi,Qj) = F (Q∗
ij).ηij +H(Qi)α

∗
1,ijηij (5.65)

où Q∗
ij est la solution en variables conservatives du problème de Riemann en variables entropiques entre

les états (.)i et (.)j .

On utilisera les approximations suivantes des dérivées de ψ par rapport aux états Qi et Qj :
∂ψ

∂Qi

(Qn
i ,Q

n
j ) ' [

∂F (Q∗
ij).ηij

∂Q∗
ij

+H(Qn
i )
∂α∗1,ij

∂Q∗
ij

ηij ]
∂Q∗

ij

∂Qn
i

(5.66.1)

∂ψ

∂Qj

(Qn
i ,Q

n
j ) ' [

∂F (Q∗
ij).ηij

∂Q∗
ij

+H(Qn
i )
∂α∗1,ij

∂Q∗
ij

ηij ]
∂Q∗

ij

∂Qn
j

(5.66.2)

Ensuite si on se réfère aux résultats du paragraphe 5.3.2, la solution du problème de Riemann approché
en variables entropiques q̃∗ij est donnée par la formule :

q̃∗ij =
1
2
[q̃i + q̃j + [rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]∆q̃ij ] (5.67)

où ∆q̃ij = (q̃i − q̃j) et < q̃ >= (q̃i + q̃j)/2. Or on a besoin de calculer les dérivées par rapport à Qi et
Qj de la solution Q∗

ij en variables conservatives.

Et pour cela, nous ferons l’approximation suivante pour Q∗
ij :

Q∗
ij '

1
2
[
Qi +Qj + θ−1R−1[rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]Rθ∆Qij

]
(5.68)

où θ et θ−1 sont les matrices de rotation de la base globale d’espace dans la base locale et où R = ∂q/∂Q
et R−1 = ∂Q/∂q sont les matrices de passage des variables conservatives Q à celles entropiques q.

On en déduit alors les expressions approchées suivantes :
∂Q∗

ij

∂Qn
i

' 1
2
[Id+ θ−1R−1[rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]Rθ] (5.69.1)

∂Q∗
ij

∂Qn
j

' 1
2
[Id− θ−1R−1[rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]Rθ] (5.69.2)

où Id est la matrice identité.

Et en définitive, le schéma implicite du premier ordre peut s’écrire :

Ai
Qn+1

i −Qn
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

‖nij‖[F (Q∗
ij).ηij +H(Qn

i )α∗1,ijηij

+
1
2
[
∂F (Q∗

ij).ηij

∂Q∗
ij

+H(Qn
i )
∂α∗1,ij

∂Q∗
ij

ηij ][Id+ θ−1R−1[rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]Rθ](Qn+1
i −Qn

i )

+
1
2
[
∂F (Q∗

ij).ηij

∂Q∗
ij

+H(Qn
i )
∂α∗1,ij

∂Q∗
ij

ηij ][Id− θ−1R−1[rk]sgn[diag(λk)(< q̃ >)]t[lk]Rθ](Qn+1
j −Qn

j )] = 0

(5.70)
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5.3.5 Résultats numériques

Le problème de Ransom

Ce test qui est dû à Ransom [53], consiste en un tube vertical de 12 mètres, qui contient une colonne
d’eau, entourée par de l’air. En haut du tube, les fractions volumiques et la vitesse du liquide sont données,
tandis que la vitesse du gaz est nulle. Le bas du tuyau est ouvert et sous conditions atmosphériques.
Sous l’effet de la gravité, un affinement du jet s’effectue. Plusieurs étapes du phénomène sont décrites
schématiquement en Figure 5.1.

Fig. 5.1 – Schéma représentatif du problème de Ransom.

Les conditions initiales du problème sont décrites ci-dessous :

liquide gaz
ρl = 1000 kg.m−3 ρg = 1 kg.m−3

pl = 105 Pa pg = 105 Pa
ul = 10 m.s−1 ug = 0 m.s−1

αl = 0.8 αg = 0.2

(5.71)

Les conditions aux limites aux extrémités sont :

liquide gaz
haut (entrée) ul = 10 m.s−1 ug = 0 m.s−1

αl = 0.8 αg = 0.2
bas (sortie) pl = 105 Pa pg = 105 Pa

(5.72)

Et les autres variables de l’écoulement sont données par la solution du problème de Riemann sur les bords
du domaine. Sous l’hypothèse d’incompressibilité du liquide et en admettant que les variations de pression
du gaz sont négligeables, on peut écrire la solution exacte (voir par exemple [11]) pour l’évolution de la
fraction volumique de gaz :

αg =


1−

(1− α0
g)u

0
l√

2gx+ (u0
l )2

si x < u0
l t+

gt2

2

0.2 si x > u0
l t+

gt2

2

(5.73)

où α0
g est la fraction volumique initiale de gaz, u0

l la vitesse initiale du liquide et g l’accélération de la
pesanteur.
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Pour la simulation numérique, les lois d’état de l’air et de l’eau sont données par les formulations
suivantes de type Stiffened-Gas : p = (γg − 1)ρgεg − γgπg avec γg = 1.4 et πg = 0 air (5.74.1)

p = (γl − 1)ρlεl − γlπl avec γl = 4.4 et πl = 6.108 eau (5.74.2)

Pour ce problème, il n’y a pas de relaxation des vitesses parce que chaque phase possède sa propre vitesse.
La comparaison avec la solution exacte est présentée en Figure 5.2. On utilise le schéma explicite VFRoe,
pour différents maillages et à l’ordre 1 puis 2 en espace et en temps. Pour l’ordre 2, on utilise la méthode
Runge et Kutta non linéaire (3.112) et un coefficient β̄ = 1/2 pour l’extrapolation de type MUSCL. Le
CFL est constant et égal à 0.6.

Fig. 5.2 – Résultats numériques du modèle à sept équations pour le cas test de Ransom.

Les résultats présentés en Figure 5.2, montre que l’on se rapproche de la solution exacte quand on
procède à un raffinement le maillage ou quand on utilise un schéma d’ordre supérieur en espace et en
temps. On constate également qu’aucune oscillation n’apparâıt, ce qui montre le bon comportement de
la méthode numérique.

Ecoulements diphasiques en tuyère

Ce deuxième test présente le calcul d’un écoulement diphasique (eau-air) à faible vitesse dans une
tuyère. Dans cette simulation, le mélange diphasique (α∞ = 0.5, ρ∞1 = 1 kg.m−3, ρ∞2 = 1000 kg.m−3)
entre dans la tuyère avec une vitesse horizontale imposée u∞ = 10 m.s−1 et une pression imposée de
100 atm. Les lois d’états sont données par les formulations suivantes de type Stiffened-Gas : p = (γ1 − 1)ρ1ε1 − γ1π1 avec γ1 = 1.4 et π1 = 0 air (5.75.1)

p = (γ2 − 1)ρ2ε2 − γ2π2 avec γ2 = 4.4 et π2 = 6.108 eau (5.75.2)

Les nombres de Mach représentatifs de l’écoulement sont définis par M∞
k = 10/a∞k et sont de l’ordre

de 2.10−3 pour l’air et 6.10−3 pour l’eau. Ainsi, malgré une pression de 100 atm qui semble élevée, on
a bien un écoulement à faible nombre de Mach pour les deux phases. La Figure 5.3 présente les profils
des différentes variables sur les bords de la tuyère. On utilise le schéma implicite à l’ordre 1 en espace
et en temps. Les pas de temps utilisés par la méthode implicite sont calculés avec un CFL inversement
proportionnel au résidu non linéaire de la densité en norme L2 :

CFL =
1

Res(ρ)
avec CFLmax = 106 (5.76)

Les solutions discrètes stationnaires présentées sont celles obtenues pour un résidu non linéaire de 10−9.
D’autre part, on utilise les procédures de relaxation pour les vitesses et les pressions, décrites dans [42].
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Fig. 5.3 – Résultats de la méthode implicite pour le modèle à 7 équations relaxé en vitesses
et en pressions, pour le calcul d’écoulements diphasiques dans une tuyère et sur un maillage
à 3277 nœuds.
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Enfin, nous avons réalisé ce même cas test avec la méthode explicite, afin de montrer l’intérêt du schéma
implicite. La Figure 5.4 présente les courbes de convergence vers l’état stationnaire, respectivement avec
le schéma implicite et explicite en temps. Avec la méthode explicite (CFL = 0.8), le résidu est encore
de l’ordre de 10−4 au bout de 2 H 20 mn de temps CPU de calcul alors qu’avec la méthode implicite,
il a convergé à 10−9 en seulement 0 H 16 mn. Ceci montre clairement qu’il est nécessaire d’utiliser des
méthodes implicites pour ce type de calculs.

Méthode Implicite Explicite
Itérations 201 100000
Résidu 10−9 4.4.10−4

Temps physique 14.84 s 0.43 s
Temps CPU 0 H 16 mn 2 H 20 mn

Fig. 5.4 – Convergence itérative de la méthode implicite (traits pointillés) et explicite (traits
pleins) pour le modèle à 7 équations relaxé en vitesses et en pressions, pour le calcul
d’écoulements diphasiques dans une tuyère et sur un maillage à 3277 nœuds.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode numérique implicite pour résoudre la partie hyper-
bolique du modèle à sept équations. Cette méthode est basée sur la linéarisation des flux calculés par des
solveurs de type VFRoe et repose sur une formulation de type volumes finis en maillages non structurés.
De plus, le schéma n’utilise aucune hypothèse sur les lois d’état des fluides. Pour toutes ces raisons, cette
méthode qui n’était pas aisée à mettre en œuvre, nous a semblé très intéressante pour la résolution des
écoulements diphasiques.

D’autre part, nous avons montré que les modèles à sept équations, dans la limite des temps de
relaxation des pressions infiniment petits, dégénèrent sur les modèles bi-fluides classiques à six équations.
Ainsi la méthode implicite que nous proposons pour le modèle à sept équations, couplée à une procédure
de relaxation des pressions, représente une méthode originale de résolution par relaxation du modèle à
six équations. Cette méthode sera à priori plus stable que la résolution directe du modèle à six équations,
où on perd l’hyperbolicité inconditionnelle.
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Conclusions et Perspectives

Ce travail apporte un certain nombre d’éléments théoriques et d’outils numériques adaptés, pour la
compréhension et la simulation des écoulements diphasiques à partir de modèles à sept équations de type
Baer-Nunziato.

Le premier point théorique fondamental développé dans cette thèse est l’explication rigoureuse du
manque de précision des schémas décentrés de type Godunov pour le calcul d’écoulements à faible nombre
de Mach. Le deuxième point est une méthode originale de réduction de systèmes hyperboliques avec termes
sources raides, basée sur l’analyse asymptotique. Cette méthode nous a permis l’établissement d’un mo-
dèle réduit à cinq équations, qui s’est montré très bien adapté à la résolution de problèmes de détonation
ou de problèmes d’interfaces entre fluides compressibles. A partir de là, on propose deux outils essentiels
pour le calcul des écoulements diphasiques à faible nombre de Mach. Le premier est une méthode de pré-
conditionnement qui permet de retrouver une bonne précision quand on tend vers des régimes quasiment
incompressibles, et que l’on applique au modèle diphasique réduit à cinq équations. Le deuxième est une
méthode implicite pour les solveurs de type VFRoe et que l’on applique aussi bien au modèle réduit qu’au
modèle diphasique complet à sept équations. On montre que ces méthodes implicites sont presque indis-
pensables pour ce type de calculs et qu’elles représentent un gain considérable en temps de simulation.
Enfin, nous avons également montré qu’un solveur hyperbolique pour les modèles à sept équations couplé
à une procédure de relaxation des pressions, représente une méthode originale de résolution par relaxation
des modèles à six équations. Tous les outils numériques sont développés dans le cas multidimensionnel et
pour des méthodes de type volumes finis en maillages non structurés.

Les perspectives ouvertes par ce travail me semblent être de deux types.

Premièrement, pour l’approximation des problèmes multi-fluides, nous avons mis au point une modéli-
sation basée sur un système à cinq équations (en 1-D) dont la structure mathématique est particulièrement
claire et intéressante. L’approximation numérique de ce modèle s’avère robuste et satisfaisante aussi bien
pour des problèmes très compressibles que pour des problèmes proches de l’incompressible. Pour ces der-
niers, l’analyse asymptotique nous a permis de proposer des méthodes de préconditionnement donnant
des résultats de bonne précision. Ce modèle ainsi que la méthode numérique que nous avons proposés
semblent donc bien adaptés à la simulation directe de problèmes à interfaces entre milieux compressibles
ou incompressibles/compressibles. Il resterait à enrichir ce modèle en y incluant une physique complé-
mentaire, pour permettre le calcul de changements de phase, ou la simulation de phénomènes faisant
intervenir la tension superficielle. Ceci devrait être possible sans modifier la partie hyperbolique du sys-
tème. En effet, le transfert de masse consisterait à rajouter deux termes sources dans chaque équation de
conservation de masse. Ensuite, la tension superficielle pourrait être modélisée en utilisant la théorie du
second gradient [34] ou une variation du modèle de Brackbill [7]. L’inclusion de ces différents phénomènes
dans le modèle, pourrait donc être effectuée sans modification majeure de la méthode numérique que
nous avons proposée dans cette thèse. En conséquence, en rajoutant ces modélisations, on aurait enrichi
le modèle du point de vue de la physique, tout en gardant l’efficacité de la méthode numérique proposée.
D’autre part, toutes les méthodes numériques ont été développées en (2-D), mais l’extension au cas (3-D)
semble assez aisée. En effet, tous les schémas sont basés sur des solveurs de Riemann aux interfaces du
maillage, et le passage en (3-D) nécessite seulement de rajouter une composante tangentielle dans la
formulation du solveur. Le dernier point serait de développer une version parallèle du code en utilisant les
librairies de passage MPI. En effet, le calcul détaillé de phénomènes très complexes nécessite l’utilisation
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de maillages (3-D) très fins, qui dépasseraient les capacités d’un seul ordinateur. Ces améliorations du
point de vue physique, couplées à la méthode numérique, devraient permettre de calculer des phénomènes
très complexes. Je serai par exemple très intéressé par l’application de ce modèle à la simulation directe
de problèmes de cavitation dans les turbo-propulseurs.

Deuxièmement, cette thèse a également montré que l’utilisation des modèles à sept équations de
type Baer-Nunziato pouvait être une alternative séduisante à l’utilisation des modèles bi-fluides à six
équations. En effet, il est bien connu que l’approximation numérique de ces modèles non hyperboliques
peut s’avérer délicate. L’utilisation des modèles à sept équations associée à une procédure de relaxation
des pressions peut donc constituer une autre approche numérique plus robuste et sûre d’un point de vue
mathématique. Les travaux précédents [4], [56] avaient montré que c’était le cas pour des problèmes très
compressibles. Le travail réalisé dans cette thèse montre que ces conclusions s’étendent aussi pour des
écoulements à faible vitesse. Il resterait cependant à valider cette approche sur d’autres cas test que ceux
qui on été présentés dans cette thèse et à réaliser une étude et une comparaison plus exhaustive avec les
résultats donnés par les modèles à six équations. Enfin, d’un point de vue théorique, il resterait aussi à
étudier le comportement du modèle à sept équations dans la limite des faibles nombres de Mach. Cette
étude n’est cependant pas aisée car le comportement peut dépendre de la modélisation des termes de
relaxation des pressions et des vitesses. D’un point de vue numérique, l’approximation de ce modèle a
été réalisée en utilisant des techniques de splitting associées à des procédures de relaxation vers l’état
d’équilibre. Il pourrait être intéressant de coupler la relaxation et le solveur hyperbolique en une seule
étape en choisissant des coefficients de relaxation basés sur les pas de temps utilisés. Cette autre approche
est possible avec les schémas implicites que nous avons proposés alors qu’elle n’était pas envisageable avec
des schémas explicites.
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[25] E. Grenier. Oscillatory perturbations of the Navier-Stokes equations. J. Math. Pures. Appl., 76 :477–
498, 1997.

[26] H. Guillard and R. Abgrall. Modélisation numérique des fluides compressibles, volume 5 of SERIES
IN APPLIED MATHEMATICS. Gauthier-Villars-North Holland, Paris, 2001.

[27] H. Guillard and A. Murrone. A five equation reduced model for compressible two phase flow problems.
Technical Report 4778, INRIA, 2003.

[28] H. Guillard and A. Murrone. On the behavior of upwind schemes in the low Mach number limit :
II. Godunov type schemes. Computers and Fluids, 33 :655–675, 2004.

[29] H. Guillard and C. Viozat. On the behavior of upwind schemes in the low Mach number limit.
Computers and fluids, 28 :63–96, 1999.

[30] K. Halaoua. Quelques Solveurs pour les opérateurs de convection et leur application à la mécanique
des fluides diphasiques. PhD thesis, ENS Cachan, 1998.

[31] T. Hibiki and M. Ishii. One-group interfacial area transport of bubbly flows in vertical round tubes.
International Journal of Heat and Mass Transfer, 43 :2711–2726, 2000.

[32] M. Hishii and K. Mishima. Two-fluid model and hydrodynamic constitutive relations. Nucl. Eng.
Des., 82 :107–126, 1984.

[33] M. Ishii. Thermo-Fluid Dynamic Theory of Two-Phase Flow., volume 22 of Direction des études et
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Annexe A

Equations discrètes limites du
schéma de Godunov

Ici, nous considérons comme au paragraphe 2.3 du chapitre 2, la solution limite du problème de Rie-
mann (2.30) dans le but d’identifier le système limite vérifié par les inconnues discrètes. Au paragraphe
2.3, nous avons montré que même pour des “données initiales bien préparées” de la forme (2.39-2.40), la
solution calculée après le premier pas de temps contient des ondes de pression d’ordre M∗. Ainsi, nous
devons considérer des données initiales plus générales que (2.39-2.40), c’est-à-dire des données initiales
correspondant toujours à des écoulements à faible nombre de Mach mais ne correspondant plus au cas
initial bien préparé. De plus, les équations d’Euler incompressibles permettant la présence de disconti-
nuités de densité, nous considérons également la possibilité d’avoir des discontinuités de densité d’ordre
O(1). Ainsi les deux états qL et qR sont supposés de la forme suivante :

ρL = ρref (ρL,0 +M∗ρL,1 +M2
∗ρL,2 + . . . )

uL = aref (0 +M∗uL,1 +M2
∗uL,2 + . . . )

vL = aref (0 +M∗vL,1 +M2
∗ vL,2 + . . . )

pL = ρrefa
2
ref (p0 +M∗pL,1 +M2

∗pL,2 + . . . )

(A.1)

et

ρR = ρref (ρR,0 +M∗ρR,1 +M2
∗ρR,2 + . . . )

uR = aref (0 +M∗uR,1 +M2
∗uR,2 + . . . )

vR = aref (0 +M∗vR,1 +M2
∗ vR,2 + . . . )

pR = ρrefa
2
ref (p0 +M∗pR,1 +M2

∗pR,2 + . . . )

(A.2)

En introduisant ces développements asymptotiques dans les courbes de chocs et de détentes, il est facile de
voir que celles-ci dégénèrent en droites de pentes −1/√γp0ρL,0 et +1/√γp0ρR,0. Cependant, puisque pL,1

et pR,1 sont non nuls, les quatre cas de la Figure 2.2 dans la construction du problème de Riemann sont
possibles. De plus, à cause des discontinuités de densité d’ordre O(1), les vitesses du son de part et d’autre
de la discontinuité de contact sont différentes. Néanmoins, dans les quatre cas possibles, l’intersection des
courbes de chocs et de détentes donne :

u∗ = aref (0 +M∗(
√
ρL,0uL,1 +√

ρR,0uR,1
√
ρL,0 +√

ρR,0
− 1
√
γp0

∆p1√
ρL,0 +√

ρR,0
) +M2

∗ . . . )

p∗ = ρrefa
2
ref (p0 +M∗(

√
ρR,0pL,1 +√

ρL,0pR,1
√
ρL,0 +√

ρR,0
−√γp0

√
ρL,0ρR,0

√
ρL,0 +√

ρR,0
∆u1) +M2

∗ . . . )

(A.3)
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où ∆(.) = ∆RL(.) = (.)R − (.)L. Les valeurs des densités et des vitesses tangentielles de part et d’autre
de la discontinuité de contact sont données par :

ρ∗L = ρref (ρL,0 +M∗(ρL,1 − ρL,0

√
ρL,0ρR,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆u1√
γp0

+
ρL,0

√
ρL,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆p1

γp0
) +M2

∗ . . . )

v∗L = vL

ρ∗R = ρref (ρR,0 +M∗(ρR,1 − ρR,0

√
ρL,0ρR,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆u1√
γp0

+
ρR,0

√
ρR,0

√
ρL,0 +√

ρR,0

∆p1

γp0
) +M2

∗ . . . )

v∗R = vR

(A.4)

On considère maintenant l’application du schéma de Godunov sur un domaine cartésien et par la méthode
des volumes finis. Pour des raisons de simplicité, on considère que la grille cartésienne est régulière et
que la taille de maille est constante et égale à δ dans les deux directions. i = (i, j) représente les indices
du nœud dont les coordonnées sont (iδ, jδ) et on note V(i) = {(i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)} ou
V(i) = {N,S,E,W} pour désigner les voisins du nœud i. Le volume de contrôle associé au nœud i est
Ci = [(i − 1/2)δ, (i + 1/2)δ] × [(j − 1/2)δ, (j + 1/2)δ]. Et on note n le vecteur normal extérieur à ∂Ci
défini par :

nil =

∫
Ci∩Cl

n

δ
(A.5)

Quand on atteint un régime stationnaire, l’application du schéma de type volumes finis au premier ordre,
donne l’équation semi-discrète suivante : ∑

l∈V(i)

~F (qil).nil = 0 (A.6)

où qil représente la valeur de l’état aux interfaces entre les cellules i et l. En suivant l’analyse que nous
avons faite pour trouver la solution asymptotique du problème de Riemann, on écrit ces valeurs aux
interfaces sous la forme :

ρil = ρref ( ρ0
il+ M∗ρ

1
il+ M2

∗ρ
2
il + . . . )

uil = aref ( 0+ M∗u
1
il+ M2

∗u
2
il + . . . )

vil = aref ( 0+ M∗v
1
il+ M2

∗ v
2
il + . . . )

pil = ρrefa
2
ref ( p0

il+ M∗p
1
il+ M2

∗p
2
il + . . . )

(A.7)

Ensuite, le flux évalué sur cet état peut s’écrire suivant le développement (ici uil, vil représentent res-
pectivement les vitesses normales et tangentielles aux interfaces) :

(~F (qil).nil)1 = ρrefaref (M∗ρ
0
ilu

1
il +O(M2

∗ ) )

(~F (qil).nil)2 = ρrefa
2
ref (p0

il +M∗p
1
il +M2

∗ (ρ0
il(u

1
il)

2 + p2
il) +O(M3

∗ ) )

(~F (qil).nil)3 = ρrefa
2
ref (M2

∗ρ
0
ilu

1
ilv

1
il +O(M3

∗ ) )

(~F (qil).nil)4 = ρrefa
3
ref (M∗

γ

γ − 1
p0
ilu

1
il +O(M2

∗ ) )

(A.8)
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D’après l’expression (A.3) de la pression à l’interface, on obtient facilement que p0
il = p0 ∀il. Ensuite

l’ordre 0 de l’équation de quantité de mouvement dégénère en :

p0
∑
l∈V(i)

nil = 0 (A.9)

mais l’ordre M∗ des équations de quantité de mouvement s’écrit :∑
l∈V(i)

p1
ilnil = 0 (A.10)

où la valeur de p1
il est donnée dans (A.3). Ceci donne pour la composante horizontale de l’équation de

quantité de mouvement :

−
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W p1
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√
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√
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Ep
1
i +

√
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i
p1
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+
√
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E
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√
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i
ρ0

E√
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+
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ρ0

E

∆Eiu
1 −

√
ρ0
i
ρ0

W√
ρ0
i

+
√
ρ0

W

∆iWu1)

(A.11)

Et on obtient une expression similaire pour la composante verticale de l’équation de quantité de mouve-
ment. D’après (A.11), il est clair que la composante p1 ne disparâıt pas dès que le champ de vitesse n’est
pas uniforme. On notera également que l’équation (A.11) est quasiment identique à l’équation obtenue
pour la discrétisation avec le schéma de Roe [29].
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Annexe B

Accumulation d’erreurs d’arrondis

Nous comparons ici la robustesse des deux solveurs que nous avons proposés pour le modèle réduit
à cinq équations, dans la limite des faibles nombres de Mach. Les écoulements à faible nombre de Mach
peuvent, d’un point de vue numérique, faire apparâıtre des problèmes d’erreurs d’arrondis. Les différents
tests que nous avons effectués, ont montré que le solveur acoustique était beaucoup plus robuste que
celui de type VFRoe, pour le calcul d’écoulements à faible nombre de Mach et notamment pour le calcul
d’interface entre fluides purs de natures très différentes. Nous proposons ici de montrer sur un problème
d’advection d’interface, que l’accumulation d’erreurs d’arrondis est plus importante pour le solveur de
type VFRoe que pour le solveur acoustique.

On se place sur une interface entre deux fluides purs et on a montré d’un point de vue théorique, que
les deux solveurs préservaient les conditions d’interface. Localement, ceci peut se traduire par le fait que
si l’on a uL = uR et pL = pR, alors la solution calculée à l’interface doit être telle que u∗ = uL = uR et
p∗ = pL = pR.

On rappelle les formules du solveur VFRoe :

u∗ =
uL + uR

2
− ∆p

2 < ρâ >

p∗ =
pL + pR

2
− < ρâ > ∆u

2

(B.1)

où ρ est la densité de mélange, â la vitesse du son et où < . > représente la moyenne arithmétique entre
les deux états L et R.

Et les formules du solveur acoustique sont données par :

u∗ =
ρLâLuL + ρRâRuR

ρLâL + ρRâR
− pR − pL

ρLâL + ρRâR

p∗ =
ρRâRpL + ρLâLpR

ρLâL + ρRâR
− ρLâLρRâR(uR − uL)

ρLâL + ρRâR

(B.2)

Théoriquement on a ∆u = 0 et ∆p = 0 et on a bien u∗ = uL = uR et p∗ = pL = pR. Informatiquement,
les termes ∆u = 0 et ∆p = 0 sont nuls aux erreurs machines près que l’on notera εu et εp et qui sont
d’autant plus importantes que le nombre de Mach diminue.

En introduisant ces erreurs dans les formules du solveur VFRoe, on obtient :

u∗ = uL +
εu

2
− εp

2 < ρâ >

p∗ = pL +
εp

2
− < ρâ > εu

2

(B.3)
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et pour le solveur acoustique :

u∗ = uL +
ρRâRεu

ρLâL + ρRâR
− εp

ρLâL + ρRâR

p∗ = pL +
ρLâLεp

ρLâL + ρRâR
− ρLâLρRâRεu

ρLâL + ρRâR

(B.4)

De plus, on a constaté que les problèmes apparaissaient pour le solveur VFRoe d’autant plus que les
fluides de part et d’autre de l’interface étaient de natures différentes. En particulier, on suppose donc que
le fluide du côté R est un fluide lourd de densité ρ0 dans lequel la vitesse du son a0 est très élevée. En
revanche du côté L, on a un fluide beaucoup plus léger et dans lequel la vitesse du son est plus petite.
Par conséquent on posera ρLaL = τρ0a0 où τ est un petit paramètre. Pour exemple, une interface entre
de l’eau et de l’air, à pression atmosphérique, donne un paramètre τ de l’ordre de 10−4.

Pour le solveur VFRoe, il nous faut approcher le terme < ρâ > donné par :

1
< ρâ >

=

√√√√ 2∑
k=1

< Yk >

< ρkak >2
(B.5)

Or pour une interface entre fluides purs, on a < Yk >' 1/2 et on obtient donc :

1
< ρâ >

=

√
1/2

(τρ0a0)2
+

1/2
(ρ0a0)2

' 1
τ
√

2ρ0a0

(B.6)

Ainsi, on obtient les approximations suivantes pour les formules de u∗ p∗, données par le solveur VFRoe :

u∗ = uL +
1
τ

(
τεu

2
− εp

2
√

2ρ0a0

)

p∗ = pL + τ(
εp

2τ
− ρ0a0√

2
εu)

(B.7)

Pour les formules du solveur acoustique, on approchera le terme ρLâL + ρRâR par ρ0a0 et on obtient :

u∗ = uL +
1
τ

(τεu −
τεp

ρ0a0
)

p∗ = pL + τ(εp − ρ0a0εu)

(B.8)

Si on compare les formules pour la vitesse u∗ et la pression p∗ obtenues pour les deux solveurs, on a :
τεu

2
− εp

2
√

2ρ0a0

� τεu −
τεp

ρ0a0

εp

2τ
− ρ0a0√

2
εu � τ(εp − ρ0a0εu)

(B.9)

Si on considère τεu/2 ' τεu/
√

2 ' τεu, dans ces formules (B.9), en notant respectivement Ou et Op les
erreurs des solveurs sur la vitesse u∗ et la pression p∗, on peut écrire :

Ou(VFRoe) ' 1
τ
Ou(Acous)

Op(VFRoe) ' 1
τ2
Op(Acous)

(B.10)

Le paramètre τ � 1 étant petit, ceci prouve qu’à chaque pas de temps, l’erreur est plus importante
pour le solveur VFRoe que pour le solveur acoustique. Ceci explique pourquoi, les tests numériques
nous indiquaient que le solveur acoustique était plus robuste. En fait, quand on veut traiter la simulation
numérique des écoulements à très faible nombre de Mach (en dessous de la valeur 10−3), il est plus prudent
d’adimensionner certaines variables et notamment la pression, si l’on veut éviter les échecs numériques
liés aux accumulations d’erreurs d’arrondis.
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limite des faibles nombres de Mach. Nous expliquons de manière rigoureuse les raisons pour lesquelles
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