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tique. Sans l’enthousiasme manifesté par Fabrice Legendre et Sylvie Poissonnet, ce travail
n’aurait pas pu voir le jour et je n’aurais pas été initié aux joies procurées par le côté
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De retour en France, j’ai découvert au SRMP une atmosphère de travail tout aussi
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2 Modèle atomique de diffusion 25

2.1 Algorithme de Monte Carlo cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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C Distribution de taille des amas 189

Bibliographie 191



vi Table des matières



Table des figures

1.1 Structure DO23 et L12 de Al3Zr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.8 Précipité en forme de bâtonnet présentant un contraste longitudinal. . . . . 19
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2.2 Énergies de formation des composés utilisés dans l’ajustement de ω

(2)
ZrSc. . . 37
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Introduction

L’addition d’éléments de transition comme le manganèse, le chrome, le zirconium ou
le scandium aux alliages d’aluminium conduit à la formation de fins précipités ordonnés
qui confèrent à l’alliage une sensibilité plus faible à la recristallisation, propriété géné-
ralement recherchée dans la conception d’alliages performants. Comme ce pouvoir anti-
recristallisant est d’autant plus fort que la densité des précipités est importante et leur
taille petite ainsi que le montre le modèle de Zener, l’optimisation des caractéristiques
technologiques d’un alliage passe par un contrôle précis de l’état de précipitation. Ceci
nécessite bien entendu une meilleure compréhension des mécanismes de la précipitation
et ce dès l’échelle atomique. Cependant, cette échelle ne se révèle pas forcément la plus
adaptée à une démarche d’optimisation entrant dans un processus industriel. Il est donc
important d’adopter une approche plus globale où modèles à l’échelle atomique ainsi que
mésoscopique s’entrecroisent et viennent réciproquement s’enrichir.

Parmi les éléments de transition, le zirconium et le scandium sont ceux dont l’addition
conduit au pouvoir anti-recristallisant le plus important, en particulier lors de l’addition
simultanée de ces deux éléments. Une meilleure compréhension de la cinétique de précipi-
tation des alliages Al-Zr-Sc présente donc un véritable enjeu technologique. En particulier,
dans le cadre de l’alliage ternaire, beaucoup reste à faire afin d’aboutir à une représen-
tation plus précise du chemin de précipitation et de mieux comprendre par exemple les
paramètres gouvernant la composition, la taille et la densité des précipités. Ce système
présente également un intérêt d’un point de vue théorique. En effet, de par leur relative
simplicité, les deux alliages binaires Al-Zr et Al-Sc peuvent être considérés comme des
systèmes modèles pour les alliages à tendance à l’ordre, permettant ainsi une confronta-
tion détaillée entre simulations atomiques et modèles mésoscopiques qui ne peut être que
bénéfique pour l’ensemble des alliages de ce type. Cette étude approfondie d’un système
simple mais néanmoins concret constitue en fait une étape obligatoire dans une démarche
plus générale de modélisation de la précipitation dans les alliages à durcissement struc-
tural. En outre, l’étude de la précipitation pour l’alliage ternaire permet de développer
ces mêmes modèles mésoscopiques dans le cas où les précipités qui se forment sont de
stœchiométrie non connue a priori résultant d’un compromis entre thermodynamique et
cinétique.

Au niveau atomique, les simulations Monte Carlo cinétique constituent l’outil de choix
pour l’étude de la précipitation. Moyennant une prise en compte précise des mécanismes
physiques gouvernant l’évolution du système, la diffusion par un mécanisme d’échange
lacunaire dans le cas des alliages d’aluminium, ces simulations permettent de prédire les
chemins cinétiques de précipitation. Ces prédictions deviennent précieuses dans le cas de
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l’alliage ternaire où peu d’informations sont disponibles sur la cinétique de précipitation
alors que la diversité des chemins cinétiques accessibles est nettement plus importante
que pour un alliage binaire. Cependant, ces simulations se heurtent rapidement au pro-
blème du temps de calcul nécessaire pour obtenir une cinétique de précipitation, problème
qui devient rédhibitoire dès que l’on s’intéresse à des sursaturations pas trop élevées. En
particulier, les sursaturations des alliages d’intérêt technologique sont trop faibles pour
pouvoir être abordées directement par cette technique. Ceci ne constitue pas une limite
aussi stricte pour les modèles mésoscopiques de la précipitation reposant sur une descrip-
tion par classe comme la dynamique d’amas ou les modèles de type Kampmann-Wagner
qui permettent d’aborder une gamme beaucoup plus large de sursaturations et de temps
de recuit. En contrepartie, ces modèles nécessitent des paramètres d’entrée qui ne sont
pas toujours disponibles et les hypothèses sur lesquelles ils reposent sont difficilement
vérifiables expérimentalement. En outre, leur pouvoir de prédiction est nettement moins
important que celui des simulations atomiques puisque le scénario de la cinétique de pré-
cipitation doit être connu avant d’être modélisé. Une approche utilisant les deux échelles,
atomique et mésoscopique, prend dès lors tout son intérêt puisqu’il est possible de tirer
parti des simulations Monte Carlo pour fournir les informations nécessaires aux modèles
mésoscopiques de la précipitation et étendre ainsi le domaine de sursaturation et de temps
de recuit qui peut être étudié tandis que ces modèles mésoscopiques fournissent un angle
de vue permettant d’exploiter de façon détaillée les simulations atomiques.

Dans cette étude, nous nous intéressons principalement au stade de germination, c’est-
à-dire aux tout premiers instants de la cinétique de précipitation. En effet, les stades de
croissance et de coalescence qui suivent sont généralement mieux compris si bien que leur
modélisation au niveau mésoscopique ne pose pas réellement de problème. Ceci n’est pas
aussi vrai pour la germination où nombre de questions demeurent, concernant la descrip-
tion thermodynamique à adopter pour les amas sous-critiques présents dans la solution
solide par exemple. Comme l’ensemble des modèles mésoscopiques de la précipitation soit
reposent sur la théorie classique de germination soit aboutissent à celle-ci, la démarche
adoptée est une confrontation entre simulations Monte Carlo et théorie classique de ger-
mination. Ce type d’approche déjà réalisée pour des systèmes à tendance à la démixtion
conduit à un bon accord entre les deux échelles de modélisation. Un aspect original de
notre étude est de montrer que pour des systèmes à tendance à l’ordre comme Al-Zr ou
Al-Sc, il est nécessaire d’employer des outils de physique statistique plus perfectionnés
que les approximations thermodynamiques couramment utilisées à l’échelle mésoscopique
afin d’obtenir un accord tout aussi bon. Riche de ces enseignements sur la cinétique de
précipitation dans les systèmes binaires, notre travail a consisté également à développer le
même type d’approche mêlant les deux niveaux de modélisation pour étudier la cinétique
de précipitation dans un système ternaire.

Le premier chapitre de cette étude présente plus en détail les données expérimentales
disponibles sur la cinétique de précipitation dans les alliages Al-Zr-Sc. Comme il s’avère
que la précipitation est plus complexe dans les alliages binaires Al-Zr tandis qu’elle est
relativement bien comprise dans Al-Sc, une étude expérimentale a été entreprise dans le
but d’aboutir à une meilleure compréhension de la cinétique de précipitation des alliages
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Al-Zr.
Dans le second chapitre, un modèle atomique est construit pour le système Al-Zr-Sc.

Ce modèle se veut aussi représentatif que possible du comportement thermodynamique
et cinétique de ces alliages. C’est pourquoi, lorsque les données expérimentales sont man-
quantes, nous utilisons les calculs ab initio pour enrichir notre connaissance de l’alliage.
Ce modèle atomique est ensuite utilisé dans les simulations Monte Carlo pour étudier
aussi bien la précipitation que la diffusion dans la solution solide.

Dans le troisième chapitre, nous déduisons de ce modèle atomique les grandeurs méso-
scopiques équivalentes nécessaires pour la théorie classique de germination, en introduisant
différents niveaux d’approximations de physique statistique. Une comparaison pour les al-
liages binaires Al-Zr et Al-Sc entre les prédictions de cette théorie et les résultats des
simulations Monte Carlo montre que la théorie classique de germination est tout à fait
adaptée pour décrire le stade de germination, pour peu qu’un soin particulier soit apporté
au calcul des paramètres d’entrée. À cette occasion, nous examinons plus en détail la
validité de l’approximation capillaire sur laquelle repose cette théorie et comment cette
approximation peut être améliorée.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons plus particulièrement à la cinétique
de précipitation dans l’alliage ternaire Al-Zr-Sc, les simulations Monte Carlo permettant
de mieux comprendre le chemin cinétique de précipitation. À partir de ces simulations,
nous verrons comment il est possible d’étendre la théorie classique de germination afin
de traiter la germination dans un alliage ternaire où les précipités qui se forment sont de
composition non connue a priori.

Enfin, le cinquième chapitre constitue un développement théorique de la méthode
Monte Carlo cinétique afin d’aller au-delà d’un simple modèle énergétique de paire, le
seul utilisé jusqu’à présent avec un mécanisme cinétique d’échange lacunaire. Le but est
de prendre en compte des interactions effectives pour des amas contenant plus de deux
sites atomiques afin de mieux décrire les effets d’ordre à courte distance tout en conser-
vant une description cinétique reposant sur la diffusion lacunaire. Nous verrons sur deux
systèmes modèles s’apparentant aux alliages Al-Zr et Al-Sc l’apport de la prise en compte
de ces interactions de multiplet sur les cinétiques de précipitation.

Les résultats de ce travail sont partiellement publiés dans les références 1 et 2, la
référence 3 décrivant quant à elle une étude antérieure sur laquelle repose en partie ce
travail.
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Chapitre 1

Précipitation dans les alliages
Al-Zr-Sc

Les personnages de ce roman étant réels, toute ressemblance
avec des individus imaginaires serait fortuite.

Raymond Queneau, Le dimanche de la vie

La plupart des alliages d’aluminium destinés à être déformés à chaud contiennent
des éléments de transition comme le manganèse, le chrome, le zirconium ou le scandium
en faible quantité dans le but de retarder la recristallisation des demi-produits lors de
leur mise en forme à chaud ou lors de la mise en solution ultérieure des éléments d’al-
liage majeurs. Tous ces éléments ont pour trait commun d’avoir une faible solubilité dans
l’aluminium et de conduire à la précipitation de composés ordonnés appelés dispersöıdes,
précipitation qui est responsable des propriétés anti-recristallisantes et qui conduit égale-
ment à un effet durcissant.

Parmi ces éléments de transition, le zirconium et le scandium présentent un des effets
durcissants et pouvoirs anti-recristallisants les plus importants dus à une distribution
abondante de fins précipités Al3Zr et Al3Sc cohérents avec la matrice d’aluminium tant
que la structure reste non recristallisée. Cet effet peut encore être amélioré par l’addition
combinée de ces deux éléments, les précipités ainsi obtenus étant alors moins sensibles à
la coalescence et conduisant donc à des alliages résistant mieux à l’adoucissement.

Ce chapitre se propose de faire le point sur l’ensemble des données expérimentales
existant dans la littérature sur les alliages Al-Zr-Sc, en présentant tout d’abord le com-
portement thermodynamique de ces alliages puis leurs cinétiques de précipitation. Comme
la cinétique de précipitation dans le système binaire Al-Zr se révèle plus complexe que
dans le binaire Al-Sc, une étude expérimentale a été entreprise afin de mieux comprendre
la précipitation de Al3Zr.
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1.1 Comportement thermodynamique de Al-Zr-Sc

Avant d’étudier à proprement parler la cinétique de précipitation dans les alliages
Al-Zr-Sc, il nous faut faire le point sur ce qui est connu de leur comportement thermody-
namique de façon notamment à définir les structures stables et métastables qui peuvent
précipiter ainsi que les domaines de stabilité de la solution solide. Ce paragraphe présente
donc une étude bibliographique du comportement thermodynamique des alliages d’alumi-
nium, tout d’abord pour les deux systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc, puis pour le système
ternaire Al-Zr-Sc.

1.1.1 Binaire Al-Zr

Composés Al3Zr

δ

δ

Al

Zr

Al

Zr

c

a

Fig. 1.1 : Structure DO23 (à gauche) et L12 (à droite) de Al3Zr.

Le composé le plus riche en aluminium du diagramme de phase Al-Zr est Al3Zr. Ce
composé possède une structure stable DO23, structure tétragonale centrée basée sur la
maille c.f.c. avec 8 atomes par maille élémentaire (Fig. 1.1). Les positions de certains
atomes peuvent relaxer par rapport aux positions correspondant au réseau c.f.c. . Ainsi que
le montrent les calculs ab initio [3–5], ce sont ces relaxations qui confèrent sa stabilité à la
structure DO23 par rapport aux autres structures (L12 et DO22) possibles de Al3Zr. Cette
structure DO23 a un paramètre de maille a = 4.001 Å [4] à comparer avec a = 4.032 Å
pour Al et un rapport de tétragonalité c/a = 4.31. Du fait de ce rapport c/a notablement
supérieur à 4, un précipité Al3Zr cohérent avec la matrice d’aluminium sera donc soumis
à de fortes contraintes élastiques.

Le composé Al3Zr possède une structure métastable L12 (Fig. 1.1). Cette structure,
également basée sur la maille c.f.c., est cubique simple, les atomes Zr occupant un des 4
sous-réseaux de la maille c.f.c. . Le paramètre de maille de cette structure est a = 4.093 Å
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[6] et dévie donc seulement faiblement de celui de l’aluminium. Par conséquent, les effets
élastiques dus à la cohérence des précipités Al3Zr avec la matrice d’aluminium sont faibles
et ne vont se manifester que pour les plus gros précipités.

Limite de solubilité stable
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Fig. 1.2 : Limites de solubilité stable [7] et métastable [3] de Zr dans l’aluminium et
agrandissement du diagramme d’équilibre autour du péritectique. Les symboles corres-
pondent aux mesures expérimentales de la limite métastable [8, 9].

La limite de solubilité du zirconium dans l’aluminium est très basse (Fig. 1.2), la valeur
maximale étant 0.083 at.% à la température du péritectique (T = 660.8◦C). Cette limite
de solubilité a été déterminée expérimentalement par Fink et Willey [10] pour les phases
solide et liquide et le diagramme d’équilibre couramment admis [7] utilise ces données ex-
périmentales. Cette même limite de solubilité a également été mesurée expérimentalement
par Glazov et al. [11], Drits et al. [12] ainsi que Kuznetov et al. [13]. Les limites obtenues
dans ces dernières études sont sensiblement plus élevées que les mesures de Fink et Willey.

Limite de solubilité métastable

Lorsque la solution solide est en équilibre non pas avec la structure stable DO23 du
composé Al3Zr mais avec la structure L12, la concentration du zirconium dans la solu-
tion solide est égale à la limite de solubilité métastable. Deux données expérimentales
concernant cette limite de solubilité existent :

– Ceresara et al. [8] utilisent des mesures de résistivité basse température sur un
alliage de concentration nominale x0

Zr = 0.05 at.% et obtiennent une concentration
maximale de la solution solide de 0.049 at.% à 350◦C.
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– Zedalis et Fine [9] déduisent la limite de solubilité de mesures du paramètre de
maille de la solution solide en équilibre avec les structures DO23 et L12 de Al3Zr et
obtiennent xZr = 0.008 at.% pour la limite de solubilité métastable à 425◦C.

Ces deux mesures expérimentales sont clairement incohérentes entre elles (Fig. 1.2). On
peut sans risque supposer que la limite métastable mesurée par Ceresara et al. est beau-
coup trop élevée. Par contre, celle mesurée par Zedalis et Fine semble plus raisonnable
bien que trop basse par rapport aux différentes modélisations thermodynamiques exis-
tantes [3, 7, 14,15].

En effet, la limite de solubilité métastable a été estimée par différents auteurs. Tous
obtiennent cette limite métastable en adoptant tout d’abord un modèle thermodynamique
pour la solution solide et pour la structure DO23 de Al3Zr reproduisant les différentes
mesures expérimentales [10–13] de la limite de solubilité stable. Une différence d’enthalpie
∆H entre les structures DO23 et L12 de Al3Zr est ensuite calculée. Quant à l’entropie
de vibration, elle est supposée égale entre ces deux structures, ce qu’un calcul ab initio
confirme [3].

– Saunders [14,15] calcule cette différence ∆H en déduisant l’enthalpie de la structure
L12 grâce à une interprétation sur réseau rigide de l’enthalpie de la solution solide.
Il obtient ainsi une limite de solubilité métastable xZr = 0.3 at.% à la température
du péritectique.

– Murray et al. [7] calculent cette différence d’enthalpie en la supposant de nature
purement élastique et due à la cohérence de la structure L12 avec la matrice. En
utilisant les constantes élastiques de l’aluminium pur et une estimation de la dépen-
dance avec la composition du paramètre de maille, ils obtiennent ∆H = 21 meV/at.
Cette modélisation conduit à une limite de solubilité métastable xZr = 0.21 at.% à
la température du péritectique.

– Nous avons calculé ab initio cette même différence d’enthalpie [3] et obtenu ∆H =
23 meV/at, cette valeur étant égale à celle mesurée par calorimétrie [6]. Cette
différence d’enthalpie conduit à une limite de solubilité métastable un peu plus
grande que celle donnée par Murray et al. et plus basse que celle de Saunders :
xZr = 0.275 at.% à la température du péritectique (Fig. 1.2).

Ces trois modélisations thermodynamiques aboutissent toutes à une limite de solubilité
métastable somme toute très similaire. Notre approche ab initio montre donc que les
modèles approchés mis en place par Saunders ainsi que Murray et al. conduisent à des
estimations raisonnables de cette limite. Par contre, au vu de ces différentes modélisations
thermodynamiques, il semble clairement que la validité des mesures expérimentales soit
à remettre en question : la limite de solubilité métastable mesurée par Zedalis et Fine [9]
apparâıt trop faible et celle de Ceresara et al. [8] trop élevée.

Il existe différentes observations expérimentales de la précipitation de la structure L12

de Al3Zr. Ces observations correspondant à différents couples concentration en zirconium
– température de recuit permettent de vérifier la cohérence de la limite de solubilité
métastable calculée.

Robson et Prangnell [16] observent la précipitation de Al3Zr sur un alliage 7050 de
composition nominale en zirconium, x0

Zr = 0.038 at.%. Cet alliage présente une forte
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ségrégation du zirconium. Ainsi, à l’intérieur d’un même grain, les auteurs ont mesuré
une concentration de zirconium allant de 0.015 at.% dans les zones interdendritiques
à 0.044 at.% au centre des dendrites. Pour des températures de recuit allant jusqu’à
550◦C, ils observent l’apparition de précipités de morphologie sphérique supposés avoir la
structure métastable L12, ces précipités prenant à 500 et 550◦C pour des temps de recuit
suffisamment longs une forme cubique supposée due à l’apparition de la structure DO23.
Cette étude semble donc montrer qu’à la concentration xZr = 0.044 at.% la température
du solvus métastable est supérieure à 550◦C. Cette température est beaucoup trop élevée
comparée à celle prédite par les différents modèles thermodynamiques présentés ci dessus.
Un tel désaccord est dû en fait à la présence d’éléments d’alliage dans l’échantillon utilisé
par Robson et Prangnell qui augmente la stabilité relative de la structure L12 de Al3Zr par
rapport à la solution solide, ce que confirme un calcul thermodynamique de la limite de
solubilité métastable effectué par ces mêmes auteurs en tenant compte de tous les éléments
d’addition présents dans l’alliage 7050 étudié [17]. En outre, à cause de la ségrégation du
zirconium, il est difficile de vraiment savoir pour quelle concentration les précipités L12

apparaissent.
Ryum [18] observe l’apparition à T = 500◦C de précipités Al3Zr identifiés comme

possédant la structure L12 pour un alliage de composition nominale x0
Zr = 0.15 at.%, de

même pour Nes [19] à T = 460◦C et x0
Zr = 0.053 at.%, Zedalis et Fine [9] à T = 600◦C et

x0
Zr = 0.23 at.%, et Vecchio et Williams [20] à T = 540◦C et x0

Zr = 0.148 at.%. Ces quatre
observations sont cohérentes avec les différents modèles thermodynamiques précédents
et semblent apporter une information importante, le couple concentration – température
étant proche du solvus métastable. Bien que ces alliages soient riches en zirconium, voire
hyper-péritectiques, il n’est fait aucune mention d’une quelconque ségrégation du zirco-
nium. Dans ces différentes études la solution solide sursaturée initiale est obtenue par
trempe rapide (généralement par le biais d’un moule en cuivre refroidi par eau), ce qui
est supposé suffisant pour lui assurer une distribution homogène du zirconium.

Il apparâıt donc qu’aucune observation expérimentale n’est véritablement en désac-
cord avec la limite de solubilité métastable prédite par les différents modèles thermo-
dynamiques. Afin de pouvoir tester plus en avant la validité de ces modèles, il faudrait
également disposer de points expérimentaux pour lesquels on est sûr que la structure L12

de Al3Zr ne peut pas apparâıtre. La limite de solubilité métastable que nous considérerons
dans la suite de cette étude est celle que nous avons obtenue grâce à une approche ab
initio correspondant à la référence 3.

1.1.2 Binaire Al-Sc

Al3Sc est le composé le plus riche en aluminium observé dans le système Al-Sc. Ce
composé possède la structure stable L12 : les calculs ab initio montrent que les autres
structure possibles de ce même composé ont des énergies de formation plus grandes (cf.
annexe A). Le paramètre de maille de cette structure L12 est a = 4.105 Å. Là encore,
ce paramètre de maille est très proche de celui de l’aluminium ce qui explique que les
précipités observés expérimentalement soient cohérents avec la matrice pour les petites
tailles.

La limite de solubilité du scandium dans l’aluminium a été déterminée expérimentale-
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Fig. 1.3 : Limite de solubilité de Sc dans l’aluminium [21] et agrandissement du
diagramme d’équilibre autour de l’eutectique.

ment par Willey [21] et Fujikawa et al. [22,23], la modélisation thermodynamique de cette
limite effectuée par Murray [21] étant basée sur ces mesures. Tout comme pour le zirco-
nium, cette limite de solubilité est faible (Fig. 1.3), la valeur maximale étant 0.238 at.%
à la température de l’eutectique, T = 660◦C. Une modélisation thermodynamique du
système Al-Sc a également été réalisée par Cacciamani et al. [24]. En ce qui concerne le
côté riche en aluminium du diagramme d’équilibre, leurs résultats diffèrent peu de ceux
de Murray : la température obtenue pour l’eutectique, T = 656.5◦C, est sensiblement plus
basse, la concentration en scandium de la solution solide étant alors égale à 0.25 at.% et
celle de la phase liquide à 0.34 at.%.

1.1.3 Ternaire Al-Zr-Sc

Peu de données expérimentales concernant la thermodynamique du ternaire sont dis-
ponibles. Pour les alliages ternaires riches en aluminium, Yelagin et al. [25] ont observé en
microscopie électronique à transmission l’existence d’un composé ternaire Al3ZrxSc1−x de
même structure L12 que les structures stable de Al3Sc et métastable de Al3Zr. Toropova
et al. [26] ont ensuite montré que le sous-réseau majoritaire de cette structure L12 est
exclusivement occupé par les atomes Al, les atomes Zr et Sc se trouvant sur le sous-réseau
minoritaire. Le remplissage en Zr de ce sous-réseau peut aller jusqu’à x = 0.5 [26, 27].
Harada et Dunand [27] ont montré que la substitution des atomes Sc du composé Al3Sc
par des atomes Zr conduit à une diminution du paramètre de maille, celui-ci étant respec-
tivement égal à 4.103, 4.095 et 4.092 Å pour les compositions respectives x = 0, 0.25 et
0.5. Le paramètre de maille de ce composé est donc très proche de celui de l’aluminium
et ce d’autant plus que sa concentration en zirconium est importante.

Un composé ternaire Al3Zr1−yScy de structure DO23 peut également se former par
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substitution par Sc des atomes Zr de la structure stable de Al3Zr [26, 27]. La solubilité
maximale du scandium observée est y = 0.13− 0.20 [27].

Fig. 1.4 : Sections isothermes du diagramme d’équilibre de Al-Zr-Sc à 550◦C (ligne
pointillée) et à 600◦C (ligne continue) d’après Toropova et al. [28].

Concernant le diagramme d’équilibre, Davydov et al. [29] ont montré que la solubilité
maximale dans la solution solide est obtenue pour des fractions atomiques de Sc et Zr
égales, les systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc conduisant quant à eux aux solubilités mi-
nimales. Ces observations sur la limite de solubilité dans la solution solide ternaire sont
confirmées par les sections isothermes du diagramme de phases obtenues à 550 et 600◦C
par Toropova et al. [28] (Fig. 1.4). Ces sections montrent l’existence de deux domaines
biphasés, un large pour xZr/(xZr + xSc) . 0.5 correspondant à l’équilibre entre la solution
solide et la structure L12 et un plus réduit pour xZr/(xZr + xSc) ∼ 1 correspondant à
l’équilibre entre la solution solide et la structure DO23. Pour les valeurs intermédiaires du
rapport xZr/(xZr +xSc), on observe un domaine triphasé où la solution solide coexiste avec
les structures L12 et DO23.

1.2 Cinétiques de précipitation

Ayant décrit le comportement thermodynamique des alliages Al-Zr-Sc, nous pouvons
présenter les différentes études expérimentales existant sur les cinétiques de précipitation
de Al3Zr, Al3Sc et Al3ZrxSc1−x. Ces études permettent soit de caractériser directement la
cinétique de précipitation principalement grâce à la microscopie électronique en transmis-
sion, soit d’en suivre les effets sur les propriétés de l’alliage, en particulier la résistance
mécanique qui est directement liée à la densité de précipités et à leur taille.



12 Chapitre 1. Précipitation dans les alliages Al-Zr-Sc

L’exploitation de ces données expérimentales autorise ensuite le test des différents
modèles mésoscopiques de la précipitation et peut également fournir à ces modèles les
paramètres d’entrée qui leur sont nécessaires. Ainsi, la mesure du nombre de précipités
au tout début de la cinétique de précipitation permet de calculer un taux de germina-
tion et un temps d’incubation qui peuvent ensuite être confrontés aux prédictions de la
théorie classique de germination pour en déduire par exemple une énergie libre d’inter-
face précipité / matrice [30]. Quant à l’évolution de la taille des précipités, les mesures
expérimentales de celle-ci au cours du stade de coalescence permettent d’obtenir soit le
coefficient de diffusion du soluté, soit l’énergie libre d’interface par le biais de la théorie
de Lifshitz-Slyozov-Wagner [9, 23,31,32], la validité de cette théorie pouvant être vérifiée
expérimentalement sur les distributions de taille des précipités. Il est également possible
d’exploiter ces cinétiques expérimentales de précipitation afin de tester des modèles plus
détaillés de la cinétique de précipitation comme celui de Kampmann-Wagner [16, 17, 33]
donnant accès à la variation de la densité et de la taille des précipités sur l’ensemble de
la cinétique.

1.2.1 Cinétique de précipitation de Al3Zr

Une addition de zirconium à un alliage d’aluminium conduit à la formation de deux
types de précipités, des précipités sphériques et des précipités en forme de bâtonnet
[9,16,18–20,34,35]. Ces derniers présentent un contraste composé de deux lignes parallèles
suivant la direction longue du précipité. En outre, certains de ces bâtonnets se révèlent en
fait composés de plusieurs précipités individuels plus ou moins parallélépipédiques. Pour
un alliage sub-péritectique, l’ensemble des précipités se répartit de façon inhomogène, la
germination ayant lieu sur les dislocations ou les joints de grain. Les précipités sphériques
semblent se former préférentiellement dans les zones enrichies en zirconium, soit à cœur
de dendrite car le système Al-Zr est péritectique, et les précipités en forme de bâtonnets
plutôt dans les zones moins sursaturées [16]. Pour les alliages de composition nominale
supérieure à celle du péritectique, il semble que la germination des précipités sphériques
soit homogène et que ces précipités s’alignent ensuite pour aller jusqu’à former des bâ-
tonnets tout en s’auto-organisant en éventail [34,35]. Il faut noter également que pour ces
fortes sursaturations, la précipitation peut devenir discontinue lorsque la température de
revenu est basse [35].

Les deux types de précipité, sphères et bâtonnets, ont la composition Al3Zr et pos-
sèdent la structure métastable L12. Une ambigüıté demeure quant à savoir si ces précipités
sont cohérents ou non : Ryum [18] observe dans un alliage hyper-péritectique des préci-
pités parfaitement cohérents pour ces deux classes et il explique le contraste observé
sur les bâtonnets par une interaction avec le champ élastique associé à la cohérence des
précipités. Cependant cette hypothèse est quelque peu surprenante car il n’observe pas
d’orientation particulière des bâtonnets qui devrait aller de pair avec leur cohérence. Au
contraire, Nes [19] ainsi que Zedalis et Fine [9] observent dans un alliage sub-péritectique
que ces bâtonnets s’orientent de façon à ce que leur dimension longitudinale corresponde
à la direction [100] de la matrice. Ils trouvent que les deux types de précipités, aussi bien
les bâtonnets que les sphères, sont incohérents. La perte de cohérence des précipités est
estimée avoir lieu pour un rayon de l’ordre de 15 nm. Le contraste observé sur les bâton-
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nets s’explique alors par la présence de dislocations à l’interface qui s’enroulent en hélice
autour des précipités, le vecteur de Burgers associé formant un angle de 45◦ par rapport
à la direction [100] correspondant à la dimension longitudinale des bâtonnets. La forme
de ces précipités s’expliquerait par une croissance préférentielle des précipités suivant une
direction [100] associée avec une montée des dislocations à l’interface [9, 19].

La structure stable DO23 est observée pour des temps de revenu plus longs et seulement
lorsque l’alliage est suffisamment sursaturé [9, 18, 34, 35]. Les précipités obtenus ont une
forme de lentille et sont en épitaxie avec la matrice [34, 35]. Zedalis et Fine [9] estiment
que la transition entre les deux structures de Al3Zr s’effectue lorsque les précipités L12 ont
un rayon supérieur à 16 nm, ceci dans un alliage de composition nominale x0

Zr = 0.22 at.%
à 450◦C. La transition entre les précipités de structure L12 et ceux de structure DO23

n’est pas clairement définie : Zedalis et Fine proposent un mécanisme reposant sur un
cisaillement des précipités par les dislocations qui conduirait à la création d’une paroi
d’antiphase, la structure du précipité s’apparentant alors à une structure DO23 imparfaite.
Un autre scénario de transition entre structures L12 et DO23 a également été proposé par
Proville et Finel [36] à partir d’une modélisation en champ de phase où ils observent
une germination initiale des précipités L12 puis une germination de la structure DO23

à l’interface entre les précipités L12 et la matrice d’aluminium. Néanmoins, il n’existe
pas d’observation expérimentale indiquant qu’un tel scénario est possible et, comme les
dislocations n’ont pas été introduites dans cette modélisation, il n’est pas possible non
plus de rejeter le scénario proposé par Zedalis et Fine au vu des résultats de cette étude
théorique.

Robson et Prangnell [16, 17] ont confronté leurs mesures expérimentales de l’évolution
de la densité et de la taille des précipités L12 avec les prédictions d’un modèle de type
Kampmann-Wagner [37], l’accord entre les données expérimentales et celles issues du
modèle étant très bon. De cette confrontation, ils en déduisent une énergie d’interface
Al3Zr / solution solide d’aluminium σ̄ = 100 mJ.m−2. Cette même énergie d’interface
avait été déduite par Zedalis et Fine de la mesure expérimentale des tailles de précipités
L12 au cours du stade de coalescence, la valeur obtenue (σ̄ = 4 J.m−2) apparaissant
clairement trop élevée sans que les auteurs ne parviennent à en expliquer la raison.

1.2.2 Cinétique de précipitation de Al3Sc

Une addition de scandium à un alliage d’aluminium conduit à un des effets durcissants
les plus forts, la température de revenu pour laquelle l’effet durcissant maximal est observé
étant de façon générale plus élevée que pour les autres éléments d’addition et variant de
300 à 350◦C suivant la composition de l’alliage [23, 28, 38, 39]. Les alliages ainsi obtenus
présentent en outre une bonne résistance à l’adoucissement.

Les observations en MET montrent que cet effet durcissant est dû à la décomposi-
tion de la solution solide sursaturée conduisant à la précipitation du composé Al3Sc de
structure L12 [23, 30–32,38, 40]. L’effet durcissant s’explique alors par le fait que ces pré-
cipités bloquent les dislocations, la déformation plastique s’exécutant par le mécanisme
de contournement d’Orowan [39].
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Les précipités obtenus sont généralement sphériques avec un rayon de l’ordre de 10 nm
variant bien entendu suivant la sursaturation et le traitement de revenu considérés. Ils sont
distribués de façon homogène, du moins tant que la sursaturation en scandium n’est pas
trop faible, et restent cohérents avec la matrice même pour les temps de revenu les plus
longs. Marquis et Seidman [32] ont évalué le rayon des précipités pour lequel la perte
de cohérence intervient comme étant égal à 16 nm, valeur en accord avec les différentes
observations expérimentales.

Ces précipités germent directement avec la structure L12, en particulier on n’observe
pas de zone de Guinier-Preston ni de structure métastable intermédiaire [23,40]. Marquis
et Seidman [32] ont montré que pendant les premiers stades de la précipitation les pré-
cipités sont facettés suivant les directions {100}, {110} et {111} avant de s’arrondir au
cours de leur croissance pour conduire à la forme sphérique plus généralement observée.
Quant aux gros précipités obtenus pour les temps de revenu plus importants, ils sont de
forme cubique avec des facettes dans les directions {100} tout en restant cohérents avec
la matrice. Notons enfin que Drits et al. [38] ont observé une croissance préférentielle des
précipités dans les directions {110} conduisant à des formes en étoile.

Lorsque la sursaturation de la solution solide en scandium est faible, la force motrice
de germination diminue si bien que la précipitation devient hétérogène, les précipités
germant alors sur les joints de grain [31, 39] ou plus couramment sur les dislocations
[31–33]. Les précipités présentent alors des corolles leur conférant une forme de chou-fleur
sans orientation particulière par rapport à la matrice. Les précipités isolés ainsi obtenus
semblent se séparer en deux pour les temps de recuit les plus longs. Certains précipités
s’organisent également sous forme de réseau. Ils ont alors tendance à être cubiques ou se
présentent même sous forme de bâtonnet.

Hyland [30] a mesuré la densité de précipité apparaissant au cours du stade de germina-
tion, celle-ci étant homogène, ce qui lui permet ensuite de déduire du taux de germination
et du temps d’incubation associé une énergie libre d’interface Al3Sc / solution solide,
σ̄ = 94±23 mJ.m−2. Quant au stade de coalescence, les distributions de taille des précipi-
tés qui ont été observées par divers auteurs [31,32,39] sont en accord avec celles données
par la théorie de Lifshitz-Slyozov-Wagner [37]. Les énergies d’interface associées varient,
dépendant en particulier de la valeur du coefficient de diffusion utilisé pour le scandium :
Jo et Fujikawa [23] obtiennent σ̄ = 53±9 mJ.m−2, Novotny et Ardell [31] σ̄ = 105 mJ.m−2

et Marquis et Seidman [32] σ̄ = 200 mJ.m−2. Enfin, Robson et al. [33] ont reproduit les
cinétiques expérimentales de Al3Sc à l’aide d’un modèle de type Kampmann-Wagner [37],
ce modèle faisant intervenir une énergie d’interface variant de 57 à 200 mJ.m−2 entre les
petits et les gros précipités afin de pouvoir reproduire à la fois les stades de germina-
tion et de coalescence. En outre, ce modèle parvient à reproduire la compétition entre
précipitation homogène et hétérogène.

1.2.3 Cinétique de précipitation dans le ternaire Al-Zr-Sc

Une addition de zirconium à un alliage Al-Sc a pour effet d’augmenter l’effet durcissant
et de stabiliser celui-ci en diminuant la vitesse d’adoucissement [29, 41–43]. Le pouvoir
anti-recristallisant du scandium sur l’aluminium s’améliore également avec une addition
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de zirconium [44]. Cet effet du zirconium sur les alliages Al-Sc s’explique par le fait que
l’addition de zirconium conduit à la formation d’une distribution plus dense de précipités
plus fins et réduit la coalescence de ces précipités. Ceux-ci correspondent à la structure L12

de Al3ZrxSc1−x. Tout comme Al3Sc, ces précipités se répartissent de façon homogène et
sont globalement sphériques. Ils présentent tout de même des facettes dans les directions
{100} et {110} mais ces facettes sont moins prononcées que pour Al3Sc [43].

1.3 Étude expérimentale de la précipitation de Al3Zr :

premiers résultats

Si la cinétique de précipitation dans les alliages Al-Sc est relativement bien décrite, ceci
n’est pas aussi vrai pour Al-Zr. De par la compétition entre précipitation de la structure
stable DO23 et structure métastable L12 et les différentes morphologies des précipités
Al3Zr, ce système est plus compliqué. C’est pourquoi nous avons entrepris une nouvelle
étude expérimentale de la cinétique de précipitation de Al3Zr. Un des objectifs est de
caractériser plus précisément la cinétique de précipitation de la structure métastable L12

de Al3Zr en déterminant si possible les distributions de taille de précipité ou au moins
leur rayon moyen afin de pouvoir confronter ensuite les modèles de précipitation avec ces
données expérimentales. Il serait également intéressant de parvenir à comprendre l’origine
physique de la forme en bâtonnet observée pour certains précipités L12 [9,16,18–20,34,35]
et la façon dont la structure DO23 apparâıt.

Pour ce faire, à partir de deux échantillons fournis par Pechiney CRV, nous avons tenté
d’obtenir un état initial parfaitement homogène. En effet, un des problèmes des études
expérimentales de la cinétique de précipitation de Al3Zr réside dans la forte ségrégation
du zirconium qui ne permet pas de connâıtre avec certitude la composition locale en zir-
conium et donc de relier celle-ci à l’état de précipitation observé [16,18]. À partir de l’état
homogénéisé, différents traitements de revenu sont réalisés afin de faire précipiter si pos-
sible la structure L12 de Al3Zr. L’état de précipitation est ensuite étudié par microscopie
électronique en transmission, cette caractérisation ayant été réalisée par Yann Le Bouar
(LEM / CNRS-ONERA).

1.3.1 Processus expérimental

La composition nominale des deux échantillons étudiés est donnée dans le tableau 1.1.
Outre le zirconium, les principaux éléments non négligeables sont le silicium et le fer.
Nes [19], comparant ses observations avec celles de Ryum [18] et celles de Sundberg et
al. [45], conclut que la présence de fer ne modifie pas la cinétique de précipitation de
Al3Zr. Par contre, en ce qui concerne le silicium, Sato et al. [46] ont montré que celui-ci
favorise la germination de la structure L12, le silicium étant soluble dans cette structure
où il se substitue aux atomes Al.

Les teneurs en zirconium de ces deux alliages étant supérieures à la concentration du
péritectique (0.033 at.%), normalement des composés primaires Al3Zr se sont déjà formés
lors de la solidification (cf. chemin de refroidissement Fig. 1.5). Ceci ne constitue pas
vraiment un problème tant que la concentration en zirconium de la solution solide est
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Tab. 1.1 : Composition des deux échantillons d’alliage d’aluminium obtenue par spec-
trométrie d’émission par étincelle (résultats fournis par l’Unité Études Analytiques -
Pechiney CRV).

Éch. Zr Si Fe Cu Mn Mg Cr Zn Ga V B Ti
% % % ppm ppm ppm ppm ppm ppm ppm ppm ppm

n◦12 0.28 0.073 0.10 30 18 47 13 <30 77 21 <2 17
n◦13 0.30 0.059 0.092 <23 16 36 12 <30 70 23 2 16

(a) Composition massique.

Éch. Zr Si Fe
% % %

n◦12 0.083 0.070 0.048
n◦13 0.089 0.057 0.045

(b) Composition atomique des
principaux éléments.
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Fig. 1.5 : Schéma du traitement thermique suivi dans le diagramme d’équilibre :
(1) trempe des échantillons, (2) recuit d’homogénéisation à 626◦C, (3) revenus de
précipitation à 450 et 500◦C.
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homogène et bien entendu connue, c’est-à-dire tant qu’il n’y a pas de macro-ségrégation
du zirconium dans l’échantillon. Dans le cas où la solidification a été suffisamment rapide
pour empêcher cette macro-ségrégation, l’homogénéisation devrait être possible en se pla-
çant à des températures légèrement inférieures à la température péritectique. Il faut noter
que pour ces deux échantillons, la teneur en zirconium est également supérieure ou au
moins égale à la solubilité maximale dans la solution solide (0.083 at.% à T = 660.8◦C).
Tout traitement d’homogénéisation fera donc apparâıtre des précipités Al3Zr. Cependant,
on s’attend à ce que les précipités apparaissant lors de ce traitement de recuit soient
suffisamment gros et aient donc une densité volumique suffisamment faible pour ne pas
affecter les résultats sur les distributions de taille des précipités formés lors d’un second
traitement thermique à une température plus basse. La concentration attendue en zirco-
nium de la solution solide en équilibre avec ces précipités est la limite de solubilité à la
température où le traitement de recuit est effectué.

C’est cet état biphasé (solution solide homogène / précipités Al3Zr grossiers) que
nous avons tenté d’obtenir. Dans ce but, les échantillons n◦12 et n◦13 ont été placés
durant 259 heures à 626◦C sous vide secondaire (étape 2 sur la figure 1.5). D’après le
diagramme d’équilibre du système Al-Zr [7], la concentration en zirconium de la solution
solide attendue après ce traitement thermique est 0.06 at.%, et ce, bien sûr, pour les deux
échantillons.

À partir de ces échantillons homogénéisés, nous avons effectué différents revenus de
précipitation : 20 h et 100 h à 500◦C ainsi que 68 h et 271 h à 450◦C (étape 3 sur la figure
1.5).

1.3.2 Caractérisation de l’état brut de trempe

L’observation en microscopie optique ainsi qu’au MEB des échantillons 12 et 13 bruts
d’élaboration a révélé la présence d’une seconde phase constituée de bâtonnets de ∼
20 × 5 µm imbriqués les uns dans les autres. L’analyse à la sonde électronique a montré
qu’il s’agit de composés Al3Zr formés donc au cours de la solidification. L’espacement
entre ces composés est de l’ordre du millimètre et donc la densité associée est faible.

Aux plus forts grossissements apparaissent des précipités plus ou moins sphériques
d’environ 1 à 10 µm de diamètre (Fig. 1.6). Les cartographies effectuées à la sonde élec-
tronique permettent d’étudier la composition des plus gros précipités (taille supérieure
à 5 µm). Ces gros précipités contiennent principalement du fer avec parfois du cuivre,
ces précipités étant présents aussi bien à cœur de l’échantillon qu’à la surface des lingots.
Dans le cas de l’échantillon 12, on trouve également de gros précipités riches en zirconium,
ces précipités se trouvant presque exclusivement à la surface des lingots et étant très peu
nombreux au cœur même de l’échantillon : le système Al-Zr étant péritectique, les préci-
pités se forment dans les zones solidifiées en premier. La solidification de l’échantillon 12
n’a donc pas été suffisamment rapide pour empêcher une macro-ségrégation du zirconium.
Quant aux précipités plus petits, la résolution spatiale de la sonde électronique (∼ 1 µm)
ne permet pas de déterminer s’il s’agit de précipités riches en fer ou riches en zirconium.

Une analyse quantitative en sonde fixe a été effectuée en plusieurs points de l’échan-
tillon 12 qui semblaient ne contenir aucun précipité aux électrons rétrodiffusés. Cette ana-
lyse révèle de fortes hétérogénéités de répartition du zirconium, la concentration variant
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entre 0 et 0.3% en poids. Les concentrations proches de 0 mesurées en plusieurs points
montrent que par endroit la matrice est appauvrie en zirconium, cet appauvrissement
étant à relier avec la présence de nombreux précipités à la surface de l’échantillon.

La même analyse en sonde fixe effectuée sur l’échantillon 13 a montré que la composi-
tion locale en zirconium est homogène et est de l’ordre de 0.3% en poids, en accord avec
les analyses chimiques. À la différence de l’échantillon n◦12, nous n’avons pas observé de
zone appauvrie en zirconium.

1.3.3 Caractérisation de l’état après homogénéisation

Fig. 1.6 : Observation au MEB de l’échantillon 12 brut de trempe (à gauche) et après
le traitement d’homogénéisation (à droite) (images : Patrick Bonnaillie).

Nous avons observé les échantillons 12 et 13 après les avoir homogénéisés pendant 259
heures à 626◦C. Les gros précipités présents dans les échantillons bruts et détectés à la
microsonde électronique sont toujours présents après ce traitement d’homogénéisation. En
particulier, pour l’échantillon 12, on retrouve à la surface du lingot les précipités riches
en zirconium. Ceci est normal puisque, à la température à laquelle le recuit a été effectué,
la concentration nominale de l’alliage est supérieure à la limite de solubilité. De même,
les précipités contenant du fer sont toujours présents après le traitement thermique, ceci
aussi bien à cœur qu’à la surface des échantillons 12 et 13. Là encore, cette observation est
en accord avec le diagramme d’équilibre : la solubilité maximale du fer dans l’aluminium
est 0.06% en poids et on s’attend à obtenir des précipités Al3Fe [47,48].

Quant aux précipités plus petits (taille de l’ordre de 1 µm voire plus petite), leur densité
est plus élevée que pour les échantillons bruts (Fig. 1.6). Ces précipités se présentent
sous une forme allongée et non plus aussi arrondie qu’avant le traitement thermique. Ces
bâtonnets sont fortement orientés semblant indiquer l’existence d’interactions élastiques
entre les précipités.
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1.3.4 Caractérisation de l’état précipité après revenu

Après les différents revenus de précipitation effectués, 68 et 271 heures à 450◦C ainsi
que 20 et 100 heures à 500◦C, les échantillons ont été caractérisés au MET. Pour tous les
échantillons, quel que soit le traitement de revenu considéré, deux types de précipités se
distinguent (Fig. 1.7 et 1.8) : quelques précipités en forme de bâtonnet ou de plaque et
des précipités sphériques.

Les dimensions des précipités en forme de bâtonnet sont de l’ordre de 500 nm pour la
longueur et 50 nm pour la largeur si bien qu’il n’est pas possible de les confondre avec
les quelques précipités apparus au cours du recuit précédent d’homogénéisation qui sont

Fig. 1.7 : Observation au MET de l’échantillon 13 après un traitement de revenu de
20 heures à 500◦C (champ clair).

Fig. 1.8 : Précipité en forme de bâtonnet présentant un contraste longitudinal et
précipités sphériques observés au MET dans l’échantillon 12 après un traitement de
revenu de 68 heures à 450◦C (champ sombre).
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Fig. 1.9 : Précipité DO23 observé au MET dans l’échantillon 13 après un traitement
de revenu de 271 heures à 450◦C (figure de diffraction [100] et champ clair).

de plus grande dimension. Les figures de diffraction obtenues pour les plus gros de ces
bâtonnets indiquent qu’ils possèdent une structure DO23 et qu’ils sont en épitaxie avec
la matrice (Fig. 1.9). Cependant, il semble que tous les bâtonnets n’aient pas forcément
cette structure DO23. En effet, le contraste longitudinal remarqué par Ryum [18], Nes [19]
ainsi que Zedalis et Fine [9] n’est visible que sur les bâtonnets les plus fins. Ainsi, le
précipité présent en bas à droite sur la figure 1.7 ne présente pas ce contraste alors qu’il
existe pour tous les autres bâtonnets dont la forme est plus fine. Tout pousse donc à
croire que ces précipités plus fins possèdent une structure L12, les études antérieures
[9,18,19] ayant montré que cette structure correspond aux précipités en forme de bâtonnet
présentant ce contraste longitudinal. Cependant, ce point reste à confirmer : il faudrait
réaliser un cliché complet de diffraction également pour ces bâtonnets plus fins, la tache
de diffraction utilisée pour effectuer les images en champ sombre ne permettant pas de
trancher entre les structures L12 et DO23. Notons enfin que, gros ou petits, ces précipités
en forme de bâtonnet possèdent les mêmes relations d’orientation par rapport à la matrice,
l’axe longitudinal correspondant à la direction [100] de la matrice, et que les dislocations
présentes à l’interface indiquent qu’ils ne sont pas cohérents.

Quant aux précipités sphériques, les clichés de diffraction indiquent qu’ils ont une
structure L12 (Fig. 1.10), l’orientation du réseau L12 correspondant au réseau c.f.c. de la
matrice. Leur rayon moyen varie de 10 à 30 nm suivant le traitement de revenu considéré.
Pour la plupart de ces précipités, aucun contraste élastique n’est observé. Par conséquent,
la majorité d’entre eux seraient semi-cohérent ce qui explique la présence de dislocations
à l’interface avec la matrice (Fig. 1.11). Ces précipités sont alignés les uns par rapport aux
autres mais leur direction d’alignement est quelconque. Il est parfois difficile de distinguer
l’alignement de ces précipités sphériques avec les précipités en forme de bâtonnet, une
transition entre les deux types de précipités semblant avoir lieu (Fig. 1.11). Cependant,
pour que cette transition soit réalisable, il faudrait que les précipités sphériques s’alignent
uniquement suivant les directions [100] de la matrice afin de conduire à l’orientation ob-
servée sur les bâtonnets. Le fait que ces précipités sont fortement alignés, particulièrement
visible sur la figure 1.12, indique que ceux-ci se sont formés sur les dislocations et qu’on
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Fig. 1.10 : Précipités L12 observés au MET dans l’échantillon 13 après un traitement
de revenu de 271 heures à 450◦C (figure de diffraction [100], champ clair et champ
sombre).

Fig. 1.11 : Précipités sphériques observés au MET dans l’échantillon 12 après un
traitement de revenu de 271 heures à 450◦C (champ clair).
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Fig. 1.12 : Alignement des précipités sphériques observés au MET dans l’échantillon
12 après un traitement de revenu de 271 heures à 450◦C (champ clair).

est en présence de précipitation hétérogène et non pas homogène. Ces différentes obser-
vations sont en accord avec celles de Nes [19] ainsi que Robson et Prangnell [16] qui pour
des sursaturations similaires observent une précipitation hétérogène.

Tab. 1.2 : Rayon moyen et écart type mesurés sur les distributions de précipités
sphériques pour les différents échantillons et les différents revenus.

Temps Température Rayon

Éch. n◦12 Éch. n◦13
68 h 450◦C 24.8± 3.3 nm 12.8± 2.5 nm

271 h 450◦C 34.1± 10.1 nm 18.3± 4.8 nm

20 h 500◦C 31.6± 6.6 nm
100 h 500◦C 26.6± 4.6 nm

Les rayons moyens des précipités sphériques ont été mesurés pour les différents trai-
tements de revenu (Tab. 1.2) ainsi que la distribution de taille de ces précipités pour
l’échantillon 12 recuit 271 heures à 450◦C (Fig. 1.13). On remarque tout d’abord que le
rayon moyen des précipités est clairement défini, la distribution de taille ne s’étalant pas
beaucoup et les écarts types mesurés étant raisonnables.

Les rayons mesurés à 450◦C sur les deux échantillons sont en désaccord : les précipités
observés dans l’échantillon n◦12 sont deux fois plus gros que ceux du n◦13 alors que ces
deux échantillons ont des compositions nominales très voisines (Tab 1.1). En particulier, la
légère différence de composition en silicium de ces deux échantillons ne peut pas expliquer
cette différence de taille des précipités : le silicium favorisant la germination des précipités
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Fig. 1.13 : Distribution de taille des précipités sphériques pour l’échantillon 12 recuit
271h à 450◦C. ∼200 précipités ont été analysés pour construire la distribution.

L12 [46], la différence de concentration en silicium, pour peu qu’elle ait une influence, de-
vrait alors conduire à des précipités de plus petite taille et à une densité plus importante
dans l’échantillon n◦12. Une hypothèse plus plausible permettant d’expliquer cette diffé-
rence de taille des précipités entre les deux échantillons est l’état initial de l’échantillon
n◦12. En effet, l’analyse à la microsonde indiquait la présence d’une macro-ségrégation
du zirconium dans cet échantillon, le cœur apparaissant appauvri par rapport aux bords.
Les précipités observés dans cet échantillon correspondraient alors à une solution solide
de composition initiale inférieure à celle supposée, soit 0.06 at.%. La force motrice de
germination étant moins importante, la densité de précipité serait alors plus faible et les
précipités crôıtraient plus vite. Cependant, pour vérifier cette hypothèse, il faudrait éga-
lement avoir accès à la mesure de la densité de précipité que nous ne connaissons pas :
ceci nécessite de connâıtre l’épaisseur de l’échantillon, grandeur difficilement mesurable
au MET.

L’autre point surprenant est l’évolution de la taille des précipités dans l’échantillon
n◦13 à 500◦C puisque celle-ci diminue sensiblement entre un revenu de 20 h et un de 100 h.
Rappelons que seuls les précipités sphériques sont pris en compte dans la mesure de ce
rayon moyen. Il se pourrait donc que ces précipités disparaissent aux temps de recuit les
plus longs au profit des précipités en forme de bâtonnet. Pour vérifier cette hypothèse, il
faudrait tout d’abord connâıtre le rayon moyen des précipités pour un plus grand nombre
de temps de revenus et également connâıtre la taille moyenne des précipités en forme de
bâtonnet, ce dernier point étant délicat à cause de la faible densité de ces précipités.

Enfin, il est possible de comparer nos résultats avec ceux de Nes [19] puisque la com-
position nominale de l’alliage qu’il a étudié (x0

Zr = 0.053 at.%) est très proche ainsi que la
température à laquelle les revenus ont été réalisés (T = 460◦C). Les rayons des précipités
qu’il observe à 68 et 271 h sont respectivement de l’ordre de 35 et 55 nm. Ces précipités
sont donc plus gros que ceux que nous avons observés, même dans l’échantillon n◦12.
La différence pourrait provenir en partie de la présence dans nos échantillons d’éléments
d’alliage autres que le zirconium, en particulier le silicium, qui en favorisant la germina-
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tion conduirait à une densité plus importante de précipités plus petits. Il faut également
noter que les alliages étudiés par Nes n’ont pas été homogénéisés avant le revenu de pré-
cipitation. Par conséquent, il se pourrait qu’il y ait une ségrégation du zirconium non
mentionnée par Nes et, en effet, les tailles de précipité mesurées par Nes sont plus proches
de celles mesurées dans l’échantillon n◦12 où tout semble indiquer qu’il y ait ségrégation
du zirconium. En outre, ce traitement d’homogénéisation modifie obligatoirement la den-
sité de défaut, dislocations ainsi que joints de grain et de sous-grain. Or, la précipitation
étant hétérogène, cette densité de défaut influe forcément sur l’état de précipitation.

1.4 Conclusions

Le scandium et le zirconium sont des éléments d’addition pour les alliages d’alumi-
nium assez similaires, tous deux pouvant conduire à la précipitation de fines particules
sphériques Al3Sc et Al3Zr sans oublier Al3ZrxSc1−x dans le cas du ternaire. Ces particules
de structure L12 restent cohérentes avec la matrice tant qu’elles ne sont pas trop grosses,
la perte de cohérence étant estimée avoir lieu pour des rayons de l’ordre de 15 nm. Ce
sont ces particules qui confèrent un caractère durcissant et anti-recristallisant aux addi-
tions de scandium et de zirconium. Les meilleures propriétés sont obtenues pour l’addition
combinée de ces deux éléments : la distribution de précipités est alors plus dense et les
particules sont de plus petite taille et résistent mieux à la coalescence.

La cinétique de précipitation est globalement bien comprise dans le cas du système
Al-Sc. Tant que la sursaturation de la solution solide n’est pas trop faible, elle est homo-
gène et l’évolution des précipités sphériques respecte les stades classiques de germination,
croissance et coalescence avec une perte de cohérence dès que les particules deviennent
trop grosses. Une faible addition de zirconium à un alliage Al-Sc ne modifie pas fonda-
mentalement le déroulement de cette cinétique de précipitation.

Par contre, pour le système binaire Al-Zr, cette même cinétique apparâıt plus compli-
quée. Tout d’abord, la structure L12 de Al3Zr étant métastable, des précipités possédant
la structure stable DO23 peuvent également se former. En outre, aux concentrations consi-
dérées, i.e. inférieures ou de l’ordre de la concentration du péritectique, la précipitation
de Al3Zr est hétérogène : les précipités germent presque exclusivement sur les dislocations
ainsi que les joints de grain et de sous-grain. Enfin, un degré de complexité supplémentaire
est introduit avec l’apparition de précipités en forme de bâtonnet. Ceux-ci s’orientent sui-
vant les directions [100] de la matrice d’aluminium et les plus fins d’entre eux possèdent la
même structure L12 que les précipités sphériques. La transition entre sphères et bâtonnets
n’est pas clairement définie, certains de ces bâtonnets semblant se former à partir d’un
alignement de plusieurs petits précipités. L’étude expérimentale que nous avons entreprise
est en accord avec ces différents aspects de la cinétique de précipitation de Al3Zr. Cepen-
dant elle nécessite d’être poursuivie afin d’éclaircir les mécanismes physiques gouvernant
la forme des précipités et également la transition entre les structures L12 et DO23 de Al3Zr
et d’obtenir une vraie statistique des distributions de taille et de leur évolution en fonction
du temps de revenu.



Chapitre 2

Modèle atomique de diffusion

Mais je me rappelai alors que j’avais surtout étudié la géographie,
l’histoire, le calcul et la grammaire et je dis au petit bonhomme (avec un
peu de mauvaise humeur) que je ne savais pas dessiner. Il me répondit :
« Ça ne fait rien. Dessine-moi un mouton. »
Comme je n’avais jamais dessiné un mouton je refis, pour lui, l’un des
seuls dessins dont j’étais capable. Celui du boa fermé. Et je fus stupéfait
d’entendre le petit bonhomme me répondre :
« Non ! Non ! Je ne veux pas d’un éléphant dans un boa. Un boa c’est
très dangereux, et un éléphant c’est très encombrant. Chez moi c’est tout
petit. J’ai besoin d’un mouton. Dessine-moi un mouton. »
Alors j’ai dessiné.
Il regarda attentivement, puis :
« Non ! Celui-là est déjà très malade. Fais-en un autre. »
Je dessinai :
Mon ami sourit gentiment, avec indulgence :
« Tu vois bien... ce n’est pas un mouton, c’est un bélier. Il a des
cornes... »
Je refis donc encore mon dessin :
Mais il fut refusé comme les précédents :
« Celui-là est trop vieux. Je veux un mouton qui vive longtemps. »
Alors, faute de patience, comme j’avais hâte de commencer le démontage
de mon moteur, je griffonnai ce dessin-ci :
Et je lançai :
« Ça c’est la caisse. Le mouton que tu veux est dedans. »
Mais je fus bien surpris de vois s’illuminer le visage de mon jeune juge :
« C’est tout à fait comme ça que je le voulais ! Crois-tu qu’il faille beau-
coup d’herbe à ce mouton ? »

Antoine de Saint-Exupéry

25
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Les simulations de Monte Carlo cinétique sont un outil bien adapté pour étudier les
cinétiques de transformation de phase à l’échelle atomique [49,50], particulièrement dans
le cas où les précipités qui se forment restent cohérents avec la matrice puisqu’il est alors
possible d’étudier la cinétique de précipitation à l’aide d’un modèle atomique sur réseau
rigide autorisant des temps simulés compatibles avec ceux correspondant à un chemin
complet de précipitation et ceci pour des volumes de quelques millions d’atomes, soit
pour un volume de matière correspondant à un cube d’arête ∼ 50 nm.

Grâce à la prise en compte des mécanismes atomiques qui gouvernent l’évolution du
système, que ce soit la diffusion par lacunes [51,52] ou interstitiels [53–55] ou bien encore
les sauts balistiques produits lors d’une irradiation [51], les simulations de Monte Carlo
cinétique permettent de reproduire et également de prédire une large variété de comporte-
ments cinétiques à une échelle mésoscopique. Ainsi, lors de la cinétique de décomposition
d’une solution solide métastable, un mécanisme d’échange lacunaire peut conduire à la
migration ou non de petits amas de solutés. Cette migration peut alors modifier le stade de
germination en jouant sur le temps d’incubation et le taux de germination [56,57] ainsi que
piloter le mécanisme de coalescence des précipités, phénomène d’évaporation-condensation
de monomères ou bien de coagulation [58, 59]. Ce mécanisme lacunaire peut également
expliquer la différence de morphologie des interfaces précipités/matrices, celle-ci évoluant
entre interfaces diffuses et abruptes suivant les cas [58]. Concernant les cinétiques de pré-
cipitation dans un ternaire, les simulations de Monte Carlo cinétique peuvent prédire la
formation de composés transitoires [53, 54], composés dont l’existence ne peut pas tou-
jours être supposée a priori. Enfin, le ralentissement de la cinétique de précipitation par
addition d’impuretés peut également être modélisé [56] celui-ci pouvant être dû à l’échelle
atomique à un piégeage des lacunes par l’élément d’addition. Une richesse supplémentaire
des phénomènes physiques qu’il est possible d’étudier peut être obtenue par l’introduc-
tion de sources et de puits de défauts représentatifs des dislocations et des joints de grains
permettant, par exemple, d’étudier les différents états stationnaires atteints sous irradia-
tion [55]. La ségrégation des différentes espèces atomiques sur ces défauts étendus peut
également être prise en compte afin d’étudier la compétition entre précipitation homogène
et hétérogène [60].

À partir d’une modélisation simple à l’échelle atomique des différents phénomènes
physiques, les simulations de Monte Carlo cinétique apportent donc toute une richesse
d’informations. La principale limite de l’emploi de ces simulations pour l’étude des trans-
formations de phase réside dans le modèle atomique sur réseau rigide utilisé qui impose
de se limiter à la précipitation cohérente et conduit à la non prise en compte des ef-
fets élastiques. En effet, si théoriquement rien n’empêche d’utiliser l’algorithme de Monte
Carlo cinétique avec un potentiel empirique afin de prendre en compte les relaxations des
atomes, la lourdeur des calculs fait que ce type d’approche se limite pour l’instant à l’étude
des propriétés de diffusion et qu’on est encore loin de pouvoir simuler un chemin complet
de précipitation [61]. Dans cette étude de la cinétique de précipitation dans les alliages
Al-Zr-Sc, nous nous limitons donc aux premiers instants de la cinétique de précipitation
où les précipités ont la structure L12 et sont cohérents avec la matrice. En particulier,
nous ne considérons pas la structure DO23 de Al3Zr qui apparâıt pour des temps de recuit
plus longs, la compétition entre la précipitation de cette structure et celle de la structure
L12 étant pilotée par les effets élastiques et nécessitant la prise en compte de la perte de
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cohérence des précipités.
Dans ce chapitre, après avoir présenté le formalisme général des simulations Monte

Carlo, nous construisons un modèle atomique adapté au système ternaire Al-Zr-Sc. Ce
modèle atomique est ensuite implémenté dans l’algorithme de Monte Carlo cinétique pour
obtenir d’une part des cinétiques de précipitation et également étudier la diffusion dans
les solutions solides d’aluminium, ceci principalement dans le but de vérifier les hypo-
thèses cinétiques utilisées par les modèles mésoscopiques comme la théorie classique de
germination. Les comparaisons des résultats des simulations Monte Carlo avec ces mo-
dèles mésoscopiques pour la précipitation dans les binaires et ternaires feront l’objet des
chapitres suivants.

2.1 Algorithme de Monte Carlo cinétique

Comme toute simulation Monte Carlo, les simulations Monte Carlo cinétique consistent
à générer une châıne de configurations possibles pour le système étudié. Cependant, dans
le cas d’un algorithme cinétique, cette châıne est générée de façon à correspondre à un
chemin cinétique ayant un sens physique alors que dans le cas d’un algorithme thermo-
dynamique on cherche seulement à faire converger le système vers son état d’équilibre
thermodynamique et à échantillonner cet état d’équilibre pour en déduire des moyennes
thermodynamiques.

Partant d’un état initial connu, l’algorithme de Monte Carlo cinétique revient donc à
générer des trajectoires dans l’espace des phases de façon à ce que l’ensemble de ces trajec-
toires reproduit l’évolution moyenne du système ainsi que les fluctuations autour de cette
évolution moyenne. Les probabilités associées aux différentes configurations définissant
chacune de ces trajectoires doivent respecter l’équation mâıtresse

dρ(C, t)

dt
=
∑
C′
{ρ(C ′, t)WC′→C − ρ(C, t)WC→C′}, (2.1)

où nous avons défini ρ(C, t) comme la probabilité d’observer le système dans la configura-
tion C à l’instant t connaissant la distribution des probabilités à l’instant initial et WC→C′

comme la probabilité de passer de la configuration C à C ′ par unité de temps. Implici-
tement, nous avons imposé que le processus d’évolution est sans mémoire. L’ensemble
des configurations générées de façon à respecter cette équation mâıtresse constitue une
châıne de Markov. Une ambigüıté demeure tout de même quant à la façon dont l’ensemble
de ces trajectoires doit être considéré puisqu’une moyenne d’ensemble sur les différentes
trajectoires Monte Carlo obtenues conduit à un système « gris ».

Afin que le système converge vers son état d’équilibre thermodynamique, il faut im-
poser que les lois de probabilité WC→C′ vérifient la condition de bilan détaillé

ρ̄(C)WC→C′ = ρ̄(C ′)WC′→C, (2.2)

ρ̄(C) étant la probabilité à l’équilibre thermodynamique d’observer le système dans la
configuration C. Le bilan détaillé constitue en fait une condition suffisante mais pas forcé-
ment nécessaire. Il impose l’absence de flux à l’équilibre entre les différentes configurations
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du système : à l’équilibre, il y a autant de transitions de la configurations C vers C ′ que de
C ′ vers C . Dans le cas qui nous intéresse, i.e. un système à nombre d’atomes, volume et
température constants correspondant à l’ensemble canonique {N, V, T}, cette probabilité
est donnée par la statistique de Boltzmann,

ρ̄(C) =
1

Z
exp (−EC/kT ), (2.3)

où EC est l’énergie du système dans sa configuration C. Z, la fonction de partition du
système, est une constante de normalisation qui se définit comme

Z =
∑
C

exp (−EC/kT ). (2.4)

La mise en œuvre de l’algorithme de Monte Carlo cinétique nécessite donc tout d’abord
de définir l’ensemble des configurations accessibles au système et également de connâıtre
pour chacune de ces configurations l’énergie associée. Plusieurs choix de probabilités de
transition vérifiant le bilan détaillé sont alors possibles. Néanmoins, de façon à obtenir une
trajectoire dans l’espace des phases correspondant à une évolution physique du système
et non pas seulement une trajectoire convergeant vers l’équilibre thermodynamique, il est
important de choisir cette loi de probabilité de façon à reproduire le mécanisme physique
qui à l’échelle atomique gouverne l’évolution du système. Pour les alliages substitution-
nels, catégorie dans laquelle entrent les alliages Al-Zr-Sc, la cinétique est contrôlée au
niveau atomique par la diffusion des lacunes. On passe donc d’une configuration C à une
configuration C ′ par échange d’une lacune avec un de ses voisins, échange qui se limite en
général aux atomes premiers voisins de la lacune. Suivant la théorie de l’état activé [62],
la fréquence à laquelle un tel échange a lieu est une grandeur thermiquement activée et
peut donc s’écrire sous la forme1

WC→C′ = ν0
C→C′ exp

(
−Eact

C→C′/kT
)
, (2.5)

ν0
C→C′ étant la fréquence d’essai et Eact

C→C′ l’énergie d’activation associée à la transition.
L’énergie d’activation est la différence d’énergie entre la configuration initiale C et la po-
sition de col, c’est-à-dire la configuration où le système est à son maximum d’énergie au
cours de la transition pour aller de C à C ′. Quant à la fréquence d’essai, dans l’approxi-
mation quasi-harmonique [63], c’est le rapport des fréquences propres de vibration des
atomes dans la configuration initiale et en position de col. Pour un système comprenant
N atomes, il y a seulement 3N − 3 fréquences propres à considérer pour l’état initial car
les fréquences associées au centre de masse du système sont sans influence et 3N − 4 fré-
quences en position de col car il faut en outre omettre la fréquence associée à la direction
de saut.

Ces fréquences de transition étant définies, une châıne de Markov, i.e. une série de
configurations « solution » de l’équation mâıtresse 2.1, peut être obtenue en appliquant
soit l’algorithme de Metropolis [64], soit l’algorithme à temps de résidence [65].

1Comme toute transition entre deux configurations quelconques C et C′ peut se décomposer en une
succession de transitions faisant intervenir l’échange d’une lacune avec un de ses atomes premiers voisins
(condition d’ergodicité vérifiée), les fréquences de transition WC→C′ peuvent formellement être obtenues
à partir des fréquences de saut des lacunes.
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Algorithme de Metropolis

À partir d’une configuration initiale C, une configuration C ′ vers laquelle une transition
est physiquement possible est choisie de façon aléatoire. Pour un mécanisme d’échange
lacunaire, cela revient donc à choisir une lacune et un atome voisin avec lequel cette
lacune peut s’échanger. La probabilité PC→C′ d’effectuer cette transition est calculée en
multipliant la fréquence WC→C′ par l’intervalle de temps τ associé à un pas Monte Carlo,
cet intervalle de temps étant une constante choisie a priori. Un nombre aléatoire est alors
tiré dans l’intervalle [0 : 1[ et suivant que ce nombre est inférieur ou supérieur à PC→C′ la
transition est effectuée ou non. Dans tous les cas, le temps est incrémenté de l’intervalle
τ et la procédure est répétée.

Cet algorithme présente l’inconvénient de devoir choisir a priori l’incrément de temps
τ associé à chaque pas Monte Carlo. Celui-ci doit être choisi de façon à ce que pour toutes
les transitions réalisables par le système les probabilités PC→C′ = τWC→C′ soient inférieures
à 1. Cependant le choix d’une valeur trop petite pour τ est à prohiber également car les
probabilités de transition deviennent alors si faibles que tous les essais de transition sont
rejetés et l’algorithme devient inefficace.

Algorithme à temps de résidence

Partant d’une configuration initiale C, les fréquences de transition WC→C′ pour l’en-
semble des configurations C ′ atteignables à partir de C sont calculées. L’inverse de la
somme de ces fréquences de transition, τC = 1/

∑
C′ WC→C′ , correspond au temps moyen

passé par le système dans la configuration C. Le temps de la simulation est alors incré-
menté de cet intervalle de temps 2. La configuration suivante C ′ adoptée par le système est
choisie suivant la loi de probabilité PC→C′ = τCWC→C′ . De façon pratique, les différentes
configurations atteignables étant repérées par un indice c, un nombre aléatoire g est tiré
dans l’intervalle [0 : 1[ et la configuration C ′ pour laquelle s’effectue la transition est celle
vérifiant

C′−1∑
c=1

PC→c ≤ g <
C′∑

c=1

PC→c. (2.6)

Par rapport à l’algorithme de Metropolis, l’algorithme à temps de résidence assure qu’à
chaque pas Monte Carlo une transition vers une configuration différente est effectuée. En
contrepartie, il présente l’inconvénient de devoir calculer toutes les fréquences de transition
possibles à chaque pas. Dans le cas du mécanisme d’échange lacunaire que nous utilisons,
ceci n’est guère pénalisant puisqu’il y a très peu de transitions possibles à partir d’une
configuration donnée : au maximum, le nombre de lacunes présentes dans le système
multiplié par le nombre de premiers voisins. Dans le cas d’un mécanisme de diffusion par
interstitiels ou par dumbbells, il y a beaucoup plus de transitions à dénombrer et donc
de fréquences à calculer pour chaque configuration. Néanmoins, l’algorithme à temps de
résidence reste tout de même bien adapté [53–55].

2Idéalement, l’incrément de temps δt correspondant à cette configuration devrait être choisi suivant
la loi de probabilité P (t) = exp (−δt/τC). Néanmoins, cela n’apporte pas de différence significative si à la
place la valeur moyenne τC de cette distribution de Poisson est considérée pour incrémenter le temps [66].
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Il faut noter que ces deux algorithmes sont tout à fait équivalents [66–68]. Comme
proposé par Adam et al. [66], il est même possible de tirer parti des avantages de chacun
afin de construire un algorithme constamment aussi rapide que le meilleur des deux.

2.2 Modèle atomique

Afin d’appliquer la technique de Monte Carlo cinétique à l’étude de la précipitation
de Zr et Sc dans l’aluminium, il nous faut tout d’abord construire un modèle atomique,
c’est-à-dire définir un ensemble de configurations possibles pour un nombre fixé d’atomes
de type Al, Zr et Sc et associer à chacune de ces configurations une énergie. Pour ce faire,
nous utilisons un modèle sur réseau rigide dont les paramètres énergétiques sont déduits
de grandeurs aussi bien expérimentales que de calculs ab initio que nous avons effectués.
Un modèle cinétique est ensuite construit afin de donner les fréquences de transition
entre ces différentes configurations, ce modèle étant choisi de façon à être représentatif du
mécanisme de diffusion lacunaire responsable de l’évolution cinétique de l’alliage.

2.2.1 Description thermodynamique

Le système étudié est un alliage ternaire aluminium-zirconium-scandium possédant en
outre des lacunes (V). La solution solide d’aluminium a une structure cubique à faces
centrées (c.f.c.) et les composés dont nous voulons étudier la précipitation, Al3Zr, Al3Sc
et Al3ZrxSc1−x, sont de structure L12. Cette structure est également basée sur un réseau
sous-jacent c.f.c. : les atomes Al occupent les centres des faces du cube tandis que les
atomes Zr et Sc occupent les coins (Fig. 1.1). L’ensemble des configurations du système
peut donc être décrit à l’aide d’un modèle sur réseau rigide, les atomes étant astreints à
résider sur les nœuds d’un réseau cristallin c.f.c. . Ce modèle est d’autant mieux adapté
au système Al-Zr-Sc que les structures qui précipitent ont des paramètres de maille très
voisins de celui de l’aluminium si bien que les précipités restent cohérents avec la matrice
jusqu’à ce qu’ils atteignent des rayons de l’ordre de 10 nm (§1). Par conséquent les effets
de relaxation élastique ainsi que de perte de cohérence peuvent être négligés au début de
la cinétique de précipitation.

En chacun des sites de ce réseau sont définis les nombres d’occupation pi
n, pi

n étant
égal à 1 si un atome de type i occupe le site n et à 0 sinon. La configuration du sys-
tème est donc définie par ces nombres d’occupation pour l’ensemble des sites du réseau
ainsi que l’ensemble des espèces atomiques présentes. Les énergies associées à ces diffé-
rentes configurations sont obtenues grâce à un modèle d’Ising : les atomes interagissent
entre les différents sites du réseau à travers des énergies effectives de paire. Nous ver-
rons dans le chapitre 5 qu’il est possible d’utiliser des énergies effectives pour des amas
autres que des paires (modèle d’Ising généralisé), par exemple pour les triangles ou tétra-
èdres de sites premiers voisins, mais pour l’instant nous nous limitons à des paires. Nous
considérons des interactions effectives pour les paires de premiers et seconds voisins et
supposons qu’au-delà les interactions sont nulles. Il s’agit du modèle thermodynamique le
plus simple à l’échelle atomique permettant de simuler la précipitation de Al3X dans la
structure L12 à partir d’une solution solide c.f.c. sursaturée. En effet, il n’est pas possible
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d’utiliser des interactions effectives seulement entre les premiers voisins car dans ce cas
la structure L12 qui précipite présente des écarts importants à la stœchiométrie [69] et le
modèle énergétique n’est alors pas représentatif du système Al-Zr-Sc. Ceci n’est plus le cas
lorsque des interactions effectives entre les seconds voisins sont incluses dans le modèle :
les développements basse température nous permettront d’ailleurs de montrer que tout le
comportement thermodynamique du système est piloté par ces interactions. Quant aux
interactions au-delà des seconds voisins, nous verrons d’après les résultats de nos calculs
ab initio qu’elles peuvent être négligées.

Dans le modèle thermodynamique ainsi défini, l’énergie d’une configuration caractéri-
sée par les nombres d’occupation {pi

n} est donc donnée par

E =
1

2Ns

∑
n,m
i,j

ε
(1)
ij pi

np
j
m +

1

2Ns

∑
r,s
i,j

ε
(2)
ij pi

rp
j
s, , (2.7)

où les première et seconde sommes concernent l’ensemble des sites formant une paire res-
pectivement de premiers et seconds voisins. Ns est le nombre de sites du réseau. ε

(1)
ij et ε

(2)
ij

sont les énergies effectives d’une paire respectivement de premiers et seconds voisins dans
la configuration {i, j}. L’ensemble des énergies effectives correspondant aux différentes
configurations que peut prendre une paire dans le système Al-Zr-Sc-V est présenté dans
le tableau 2.1. Certaines de ces interactions dépendent de la température : ceci traduit
simplement le fait que les interactions entre atomes peuvent avoir une contribution prove-
nant de l’entropie de vibration, la prise en compte de cette contribution étant nécessaire
pour reproduire de façon quantitative le comportement thermodynamique des alliages Al-
Zr-Sc. Dans les paragraphes suivants, nous détaillons comment ces interactions ont été
obtenues, tout d’abord pour les systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc. Puis nous introduisons
les interactions spécifiques au système ternaire Al-Zr-Sc. Enfin, au moment de décrire
le comportement cinétique de l’alliage à l’échelle atomique, nous incluons également des
interactions entre la lacune et les différents atomes.

Tab. 2.1 : Énergies effectives de paire premiers et seconds voisins non nulles (en eV).

ε
(1)
AlAl = −0.560

ε
(1)
AlZr = −0.979 + 24.4× 10−6T

ε
(1)
AlSc = −0.759 + 21.0× 10−6T

ε
(1)
ZrZr = −1.045

ε
(1)
ScSc = −0.650

ε
(1)
ZrSc = −0.611

ε
(1)
AlV = −0.222

ε
(1)
ZrV = −0.350

ε
(1)
ScV = −0.757

ε
(1)
VV = −0.084

ε
(2)
AlZr = +0.101− 22.3× 10−6T

ε
(2)
AlSc = +0.113− 33.4× 10−6T

ε
(2)
ZrSc = −0.003
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Paramètres thermodynamiques pour les binaires Al-Zr et Al-Sc

Énergies d’ordre Dans le modèle énergétique choisi (Éq. 2.7), la thermodynamique
des binaires Al-X (X ≡ Zr ou Sc) ne dépend que des deux énergies d’ordre 3

ω
(1)
AlX = ε

(1)
AlX −

1

2
ε
(1)
AlAl −

1

2
ε
(1)
XX, (2.8a)

ω
(2)
AlX = ε

(2)
AlX −

1

2
ε
(2)
AlAl −

1

2
ε
(2)
XX. (2.8b)

Nous ajustons l’énergie d’ordre aux premiers voisins, ω
(1)
AlX, de façon à parfaitement re-

produire l’énergie libre de formation4 des structures L12 de Al3Zr et Al3Sc, soit ∆F (Al3X) =

3ω
(1)
AlX. Pour ce faire, nous utilisons pour Al3Zr l’énergie libre de formation calculée ab ini-

tio provenant de la référence 3 (enthalpie et entropie de vibration calculées par la méthode
FP-LMTO dans l’approximation LDA). Quant à Al3Sc, nous avons calculé la contribu-
tion enthalpique avec la méthode FP-LMTO dans l’approximation GGA, le résultat de
ce calcul étant identique à la mesure par calorimétrie réalisée par Cacciamani et al. [24]
(cf. annexe A), et pour la partie entropique nous utilisons la valeur provenant des réfé-
rences 70 et 71 (calcul pseudopotentiel en LDA). Les énergies de formation utilisées pour
paramétrer les énergies d’ordre aux premiers voisins sont donc

∆F (Al3Zr, L12) = −0.530 + 73.2× 10−6T eV,

∆F (Al3Sc, L12) = −0.463 + 62.9× 10−6T eV.

Quant à ω
(2)
AlX, l’énergie d’ordre aux seconds voisins, elle est ajustée de façon à repro-

duire la limite de solubilité résultant de l’équilibre entre la solution solide et la structure
L12 du composé Al3X, soit la limite de solubilité métastable dans le cas de Zr et stable pour
Sc (§1.1). Grâce aux développements basse température [69], on peut montrer que cette li-
mite de solubilité dépend uniquement de l’énergie d’ordre aux seconds voisins (§3.1.3). En
considérant les états excités jusqu’au troisième niveau énergétique, l’expression de cette
limite est

xeq
X = exp

(
−6ω

(2)
AlX/kT

)
+ 6 exp

(
−10ω

(2)
AlX/kT

)
− 16 exp

(
−12ω

(2)
AlX/kT

)
. (2.9)

Cette expression est donc utilisée pour déduire l’énergie d’ordre aux seconds voisins à
partir des limites de solubilité. Un calcul CVM (Cluster Variation Method) effectué dans
l’approximation tétraèdre-octaèdre [72,73] permet de vérifier que ces expressions sont va-
lables dans tout le domaine de température qui nous intéresse, i.e. jusqu’à la température
de fusion de la solution solide riche en aluminium (T fus ∼ 660◦C).

Pour Al-Zr, nous utilisons la limite de solubilité métastable de Zr dans Al obtenue à
l’aide de calculs ab initio [3]. Quant à la limite de solubilité de Sc elle est issue de la réfé-
rence 21. Ces deux limites de solubilité, représentées sur la figure 2.1, sont respectivement

3Ceci n’est vrai que tant que la concentration de lacune reste négligeable devant les concentrations
des espèces atomiques.

4Les états de référence utilisés pour définir cette énergie de formation sont les structures c.f.c. des
éléments purs.
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Fig. 2.1 : Limites de solubilité de Zr et Sc dans Al obtenues avec le jeu de paramètres
par la méthode de variation des amas dans l’approximation tétraèdre-octaèdre (CVM)
comparées aux données de référence : références 7 et 3 pour les limites de solubilité
stable et métastable de Zr et référence 21 pour la limite de solubilité de Sc. Seule la
partie du diagramme de phases correspondant à la solution solide a été représentée
(T . 660◦C).
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données par les relations

xZr = exp
(
(−0.620 + 155× 10−6T ) eV/kT

)
,

xSc = exp
(
(−0.701 + 230× 10−6T ) eV/kT

)
.

Il est important de noter que ces limites de solubilité ont été trouvées comme étant
cohérentes avec les calculs ab initio [3, 71] et donc avec les énergies libres de formation
de Al3Zr et Al3Sc utilisées précédemment pour paramétrer l’énergie d’ordre aux premiers
voisins.
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Fig. 2.2 : Dépendance avec l’indice de voisinage r/rnn des énergies d’ordre ω(n) obte-
nues par un développement en amas et comparées avec celles retenues pour cette étude
(Tab. 2.1). Le développement en amas pour Al-Zr provient de la référence 3 et celui
pour Al-Sc est présenté dans l’annexe A. Seule la partie enthalpique des interactions
est considérée. Les interactions obtenues par Hoshino et al. [74] ont été calculées avec
la méthode KKR.

Nous pouvons comparer les énergies d’ordre obtenues grâce à cette procédure d’ajus-
tement avec celles données par un développement en amas. Pour Al-Zr, le développement
utilisé est celui provenant de la référence 3 tandis que pour Al-Sc le développement en
amas est présenté dans l’annexe A. Dans les deux cas, ce développement en amas considère
des interactions au-delà des seconds voisins et pour des amas comportant 2, 3 ou 4 sites.
Il est ajusté sur une base de résultats de calculs ab initio couvrant tout le domaine de
concentration des systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc. Par conséquent, l’obtention d’inter-
actions au travers de ce développement semble plus rigoureuse que l’approche présentée
précédemment. Néanmoins, les énergies d’ordre retenues dans notre étude pour modéliser
la précipitation de Al3Zr et Al3Sc sont en accord qualitatif avec celles données par le
développement en amas (Fig. 2.2) : dans les deux cas, on obtient une tendance à l’ordre
aux premiers voisins et une tendance à la démixtion aux seconds voisins. Cette différence
des énergies d’ordre entre premiers et seconds voisins a également été obtenue par Ho-
shino et al. [74] grâce à des calculs ab initio basés sur la méthode de la fonction de Green
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de Kohn-Korringa-Rostoker (KKR). En outre, par rapport aux interactions données par
le développement en amas, il apparâıt raisonnable de considérer nulles les interactions
au-delà des seconds voisins (Fig. 2.2).

L’énergie d’ordre que nous avons retenue pour les premiers voisins est surestimée par
rapport au développement en amas. Ceci est dû au fait que nous ne considérons pas
d’interaction pour le triangle et le tétraèdre de premiers voisins mais que nous préférons
faire porter toute l’interaction sur la paire de premiers voisins. Du coup, l’interaction
obtenue est très proche de celle calculée par la méthode KKR qui fait également porter
toute l’interaction entre premiers voisins sur la paire. Quant à l’énergie d’ordre pour les
seconds voisins, l’accord avec le développement en amas très bon pour le système Al-
Zr l’est moins pour Al-Sc. Ceci provient probablement du fait que seule la relaxation
du volume de la maille élémentaire a été considérée et que les relaxations des positions
atomiques ont été négligées dans le développement en amas réalisé pour le système Al-Sc
(cf. annexe A) alors que toutes ces relaxations étaient considérées pour Al-Zr [3]. La prise
en compte de l’ensemble des relaxations dans un développement en amas apparâıt donc
nécessaire pour conduire à une description thermodynamique et notamment une limite de
solubilité correcte.

Énergies effectives Cette procédure d’ajustement nous a donc permis d’obtenir les
énergies d’ordre. Bien que le comportement thermodynamique dépende uniquement de
ces paramètres, il nous faut construire un jeu d’interactions de paire compatible avec ces
énergies d’ordre, ces interactions étant nécessaires pour le modèle atomique de diffusion.

Dans un premier temps, les énergies effectives des paires homo-atomiques sont obte-
nues par le biais des énergies de cohésion des éléments purs en supposant que ces énergies
effectives sont nulles pour les paires de seconds voisins, i.e. ε

(2)
AlAl = ε

(2)
ZrZr = ε

(2)
ScSc = 0.

Cette hypothèse est nécessaire car nous ne disposons pas d’information supplémentaire
permettant de répartir l’énergie de cohésion entre premiers et seconds voisins. L’énergie de
cohésion est alors simplement donnée par Ecoh(Al) = −6ε

(1)
AlAl. Nous utilisons les énergies

de cohésion expérimentales provenant de la référence 75, à savoir Ecoh(Al) = 3.36 eV,
Ecoh(Zr) = 6.27 eV et Ecoh(Sc) = 3.90 eV. Les énergies effectives hétéro-atomiques
peuvent ensuite être calculées grâce aux énergies d’ordre obtenues précédemment et les
relations 2.8.

Nous disposons donc à présent de toutes les énergies effectives de paire intervenant
dans les systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc, la valeur de ces interactions étant donnée dans
le tableau 2.1. Il nous faut maintenant généraliser ce modèle énergétique afin de pouvoir
également étudier le système ternaire Al-Zr-Sc.

Paramètres thermodynamiques spécifiques au ternaire Al-Zr-Sc

Les seuls paramètres thermodynamiques manquants pour le système ternaire Al-Zr-Sc
sont les énergies effectives de paire entre les atomes Zr et Sc en position de premiers et
seconds voisins, ε

(1)
ZrSc et ε

(2)
ZrSc.

Comme nous l’avons vu au chapitre 1.1.3, peu de données expérimentales concernant
la thermodynamique du ternaire sont disponibles. Les principales informations montrent
que le zirconium peut se substituer aux atomes Sc de Al3Sc pour former un composé
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stable Al3ZrxSc1−x de structure L12 pour des compositions allant jusqu’à x ∼ 1/2. Le
scandium est également soluble dans la structure DO23 de Al3Zr, mais dans des pro-
portions moindres. Néanmoins, comme nous nous intéressons aux premiers stades de la
précipitation, là où les deux composés Al3Zr et Al3Sc possèdent la structure L12, nous ne
considérerons pas par la suite cette structure DO23 pour le composé ternaire tout comme
nous l’avons omise pour le composé stœchiométrique Al3Zr.

Pour pallier ce manque de données expérimentales sur la thermodynamique du ternaire,
nous effectuons des calculs ab initio avec la méthode FP-LMTO [76–79] (Full-Potential
Linear-Muffin-Tin-Orbital) dans l’approximation GGA [80] (Generalized Gradient Ap-
proximation) afin de calculer les énergies de formation d’un certain nombre de composés
ordonnés. Le but est d’utiliser ensuite cette base de données pour en déduire une es-
timation des interactions ε

(1)
ZrSc et ε

(2)
ZrSc en ajustant dessus un modèle d’Ising avec des

interactions de paire pour les premiers et seconds voisins. Les détails techniques de ces
calculs ab initio sont analogues à ceux utilisés pour Al-Zr [3] et pour Al-Sc (cf. annexe
A). L’approche utilisée est plus qualitative que quantitative, le but étant principalement
de voir s’il y a répulsion ou attraction entre les atomes Zr et Sc et d’obtenir une interac-
tion ayant un sens physique et reproduisant la stabilité de la structure L12 du composé
Al3ZrxSc1−x.

Un soin plus particulier a été apporté au calcul de l’interaction aux seconds voisins
car, tout comme dans le cas des systèmes binaires, le comportement thermodynamique
du ternaire dépend presque exclusivement de cette interaction et la valeur exacte de ε

(1)
ZrSc

a très peu de conséquence. Ceci est dû au fait que l’énergie d’ordre entre Zr et Sc aux
premiers voisins est répulsive, tandis que pour les seconds voisins elle est attractive. Grâce
aux développements basse température [69], nous montrerons plus tard que seules les
interactions concernant les positions de seconds voisins interviennent alors dans le calcul
des différentes grandeurs thermodynamiques. Par conséquent, il est important d’estimer
correctement ε

(2)
ZrSc tandis que la valeur exacte de ε

(1)
ZrSc n’est pas aussi cruciale, les atomes

Zr et Sc n’étant quasiment jamais en position de premiers voisins.

Afin d’obtenir l’énergie d’ordre aux seconds voisins ω
(2)
ZrSc = ε

(2)
ZrSc− 1/2 ε

(2)
ZrZr− 1/2 ε

(2)
ScSc,

nous avons fait un ajustement de l’énergie de 9 structures Al3ZrxSc1−x différentes, toutes
construites à partir de la structure L12 : le sous-réseau majoritaire est uniquement occupé
par des atomes Al tandis que le minoritaire est occupé par des atomes Zr ou Sc. L’ensemble
de ces structures est présenté sur la figure 2.3. Pour chacun de ces composés Al3ZrxSc1−x,
l’énergie peut s’écrire comme la somme pondérée par x et (1−x) des énergies des structures
L12 de Al3Zr et Al3Sc plus une correction due à l’interaction aux seconds voisins entre les
atomes Zr et Sc. En particulier, l’interaction aux premiers voisins entre les atomes Zr et
Sc n’intervient pas. Pour calculer ab initio ces énergies, les volumes sont relaxés mais pas
la forme de la maille élémentaire ni les positions atomiques, cette relaxation n’étant pas
faisable facilement avec un code FP-LMTO car il n’y a pas de calcul des forces permettant
de guider la minimisation de l’énergie. Tous les composés ont une énergie légèrement plus
basse que la moyenne pondérée des énergies de Al3Zr et Al3Sc (Tab. 2.2). Il existe donc une
interaction légèrement attractive entre deux atomes Zr et Sc en position de seconds voisins.
Cette stabilisation des composés ordonnés Al3ZrxSc1−x avait déjà été montrée par Xu et
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Tab. 2.2 : Énergies de formation des composés Al3ZrxSc1−x utilisés dans l’ajustement
de l’énergie d’ordre aux seconds voisins ω

(2)
ZrSc. Les états de référence utilisés pour définir

ces énergies de formation sont les structures L12 des composés binaires Al3Zr et Al3Sc :
∆E(Al3ZrxSc1−x) = E(Al3ZrxSc1−x) − xE(Al3Zr) − (1 − x)E(Al3Sc). Les différentes
énergies sont calculées au volume d’équilibre V0 des composés considérés. Les structures
de ces différents composés sont définies sur la figure 2.3.

V0 (Å3/at.) ∆E (meV/at.)
ab initio ab initio Ising

Al3Zr L12 16.89 0. 0.
Al3Zr 3

4
Sc 1

4
L12α 17.01 −1.90 −4.15

L12δ 17.01 −4.35 −4.15
L12ε 17.01 −2.45 −2.76

Al3Zr 1
2
Sc 1

2
L12a 17.09 −5.44 −8.30

L12b 17.11 −8.16 −5.58
L12c 17.10 −4.22 −2.72

Al3Zr 1
4
Sc 3

4
L12α 17.19 −3.26 −4.15

L12δ 17.18 −6.67 −4.15
L12ε 17.19 −5.17 −2.76

Al3Sc L12 17.28 0. 0.

Freeman [81] qui avaient calculé ab initio (calcul ASA-LMTO dans l’approximation LDA)
l’énergie de formation de Al3Zr 1

2
Sc 1

2
pour la structure L12c. L’énergie qu’ils obtiennent

(∆E = −31 meV/at) est nettement plus basse que celle que nous avons calculée (∆E =
−4.22 meV/at). Ceci provient sans doute de l’approximation de potentiel sphérique utilisée
dans leur calcul : pour obtenir des résultats quantitatifs, il est nécessaire de considérer
également les composantes non sphériques du potentiel (calcul FP-LMTO) comme nous
l’avons fait.

Il est intéressant de remarquer que les volumes d’équilibre prédits par les calculs ab
initio (Tab 2.2) sont en bon accord avec ceux mesurés par Harada et Dunand [27], à
savoir respectivement 17.27, 17.17 et 17.13 Å3 pour les composés Al3Sc, Al3Zr 1

4
Sc 3

4
et

Al3Zr 1
2
Sc 2

2
. Tous ces composés ordonnés ont des volumes atomiques très proches de celui

de l’aluminium (16.59 Å3), ce qui montre que, pour le ternaire également, l’hypothèse de
réseau rigide utilisée afin de modéliser la thermodynamique du système apparâıt pleine-
ment justifiée.

La projection de cette base de données d’énergies de formation sur un modèle d’Ising de
façon à reproduire au mieux les calculs ab initio nous donne l’interaction effective ε

(2)
ZrSc =

−2.77 meV. Cette interaction, égale à l’énergie d’ordre à cause du choix ε
(2)
ZrZr = ε

(2)
ScSc = 0,

est très faible. Ceci indique qu’énergétiquement il n’y a pas beaucoup de différence entre
une paire de seconds voisins hétéro-atomique Zr-Sc et une paire homo-atomique Zr-Zr
ou Sc-Sc, la première étant juste légèrement plus stable. La prise en compte de cette
interaction en la considérant non nulle améliore sensiblement l’accord entre les calculs ab
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initio et le modèle d’Ising (Tab. 2.2) puisque sans elle toutes les énergies de formation
données par le modèle d’Ising seraient nulles. L’accord pourrait encore être amélioré en
considérant des interactions allant au-delà des seconds voisins et pour des amas autres
que des paires. Néanmoins, les énergies effectives associées sont encore plus faibles que
ε
(2)
ZrSc et ne changent donc pas fondamentalement le comportement thermodynamique du

système ternaire Al-Zr-Sc. C’est pourquoi nous ne les avons pas prises en compte.

Un autre ensemble de 8 composés ordonnés est utilisé pour ajuster l’énergie effective
aux premiers voisins ε

(1)
ZrSc (Fig. 2.4). Les structures de ces composés sont choisies de

façon à ne pas faire intervenir l’interaction aux seconds voisins entre les atomes Zr et
Sc. Les énergies sont calculées au volume d’équilibre de Al obtenu par calcul ab initio
(V0 = 16.53 Å3), aucune relaxation n’étant autorisée. Ce choix est fait car, comme nous

l’avons écrit précédemment, la valeur de l’interaction ε
(1)
ZrSc n’est pas aussi cruciale et le

fait de n’effectuer aucune relaxation conduit à un calcul ab initio beaucoup plus rapide.
L’ajustement d’un modèle d’Ising sur l’ensemble de ces énergies fournit l’énergie d’ordre
ω

(1)
ZrSc = 237 meV correspondant à l’interaction effective ε

(1)
ZrSc = −611 meV. La prise

en compte de cette interaction permet de raisonnablement reproduire les énergies de
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Fig. 2.3 : Composés ordonnés utilisés dans l’ajustement de l’énergie d’ordre aux se-
conds voisins ω

(2)
ZrSc.
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(d) Al4Zr3Sc cF32-α

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

(e) Al4Zr3Sc cF32-β
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(f) Al2ZrSc cF32-a
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(g) Al2ZrSc cF32-b
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Fig. 2.4 : Composés ordonnés utilisés dans l’ajustement de l’énergie d’ordre ω
(1)
ZrSc.
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Tab. 2.3 : Énergies de formation ∆Eform calculées ab initio et données par le modèle
d’Ising pour les structures utilisées dans l’ajustement de l’énergie d’ordre aux premiers
voisins ω

(1)
ZrSc. Les états de références utilisés pour définir ces énergies de formation

sont les structures c.f.c. de Al, Zr et Sc à leurs volumes d’équilibre, ceci afin d’être
cohérent avec les énergies de cohésion utilisées pour paramétrer ε

(1)
AlAl, ε

(1)
ZrZr et ε

(1)
ScSc.

Par contre, les énergies des différents composés sont calculées au volume d’équilibre de
Al (V0 = 16.53Å3). Tous ces composés sont définis sur la figure 2.4.

∆Eform (meV/at.)
ab initio Ising

Al6ZrSc cF32 −238 −193
Al4ZrSc −184 −211
Al5Zr2Sc cF32 −141 −152
Al5ZrSc2 cF32 −136 −121
Al4Zr3Sc cF32-α 5 −23
Al4Zr3Sc cF32-β 15 −23
Al2ZrSc cF32-a 12 62
Al4Zr2Sc2 cF32-b 39 62
Al4ZrSc3 cF32-α 23 29
Al4ZrSc3 cF32-β 56 29

formation calculées ab initio de l’ensemble des composés ordonnés (Tab. 2.2). L’énergie
d’ordre associée étant largement positive, l’interaction entre un atome Zr et un Sc en
position de premiers voisins est donc fortement répulsive.

Les calculs ab initio nous ont donc permis d’obtenir les deux interactions manquantes
pour modéliser le comportement thermodynamique du système ternaire Al-Zr-Sc. Comme
nous le verrons plus tard au paragraphe 4.2 où nous étudierons plus en détail la thermody-
namique du système ternaire, les interactions ainsi obtenues conduisent bien à l’existence
d’un composé Al3ZrxSc1−x de structure L12 où les atomes sur le sous-réseau minoritaire
peuvent être indifféremment des atomes Zr ou Sc. À 0 K, il existe cependant une structure
plus stable : il s’agit de la structure L12a de Al3Zr 1

2
Sc 1

2
(Fig. 2.3) qui autorise à n’avoir

que des liaisons seconds voisins du type Zr-Sc, les plus favorables énergétiquement. Mais
cette structure se déstabilise avec une augmentation de la température au profit du com-
posé partiellement ordonné Al3ZrxSc1−x de structure L12, la transition ayant lieu pour
T ∼ 70 K. Aux températures qui nous intéressent, c’est-à-dire supérieures à la tem-
pérature ambiante, le modèle énergétique obtenu pour Al-Zr-Sc conduit donc bien à la
précipitation du composé Al3ZrxSc1−x observé expérimentalement.
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2.2.2 Description cinétique

Nous disposons donc à présent d’un jeu d’interactions permettant de décrire la thermo-
dynamique des alliages Al-Zr-Sc au niveau atomique. À partir de ce modèle énergétique,
le comportement cinétique de la solution solide est décrit à l’aide d’un mécanisme lacu-
naire thermiquement activé. Il nous faut donc tout d’abord inclure des lacunes dans la
description thermodynamique de Al-Zr-Sc puis décrire les lois permettant d’obtenir les
fréquences d’échange entre la lacune et ses premiers voisins.

Interactions avec la lacune

Nous introduisons dans le modèle thermodynamique précédent (Éq. 2.7) des interac-
tions avec la lacune, ces interactions permettant de considérer les relaxations aussi bien
électroniques qu’atomiques autour de la lacune. Sans elles, l’énergie de formation de la
lacune Efor

V dans un métal pur serait nécessairement égale à son énergie de cohésion,
ce qui est en désaccord avec les données expérimentales. Ceci pourrait conduire à une
mauvaise répartition des lacunes entre les différentes phases et par ce biais modifier les
distributions de taille des précipités [57] ou également faire basculer le mécanisme de coa-
lescence des précipités d’un mécanisme de condensation et évaporation des monomères à
un mécanisme de coagulation [58,59]. En outre, ces interactions avec la lacune permettent
de correctement reproduire l’énergie de liaison entre la lacune et le soluté, cette dernière
grandeur influant également sur la cinétique. Il est par exemple possible d’obtenir un ra-
lentissement de la cinétique de précipitation par un piégeage de la lacune dû à l’addition
d’une impureté [56]. Les interactions entre lacunes et atomes sont donc nécessaires afin
d’obtenir une description cinétique la plus correcte possible. Seules des énergies effectives
avec les premiers voisins de la lacune sont introduites dans le modèle thermodynamique,
ces énergies étant supposées nulles au-delà.

Pour Al et Zr, les énergies effectives ε
(1)
AlV et ε

(1)
ZrV sont obtenues à partir des énergies de

formation de la lacune dans Al [82], Efor
V (Al) = 0.69 eV, et Zr [83], Efor

V (Zr) = 2.07 eV,
grâce à la relation

Efor
V (A) = 12ε

(1)
AV − 6ε

(1)
AA. (2.10)

Cette énergie de formation de la lacune correspond dans le cas de Zr à la structure
hexagonale compacte et non à la structure c.f.c. . Comme ces structures, ayant le même
environnement premiers voisins, sont très semblables, nous supposons que cette énergie de
formation est la même dans les deux structures. Il est ensuite possible de la corriger pour
tenir compte de la différence de volume d’équilibre entre Al et Zr. La correction apportée
sur Efor

V (Zr) est de ∼ 10% et ne change pas véritablement l’interaction physique entre la
lacune et les atomes Zr. Nous choisissons donc de négliger une telle correction.

Pour Sc, l’énergie effective ε
(1)
ScV est déduite de la mesure expérimentale [84] de l’énergie

de liaison lacune - impureté Sc dans l’aluminium5,

Ebin
ScV(Al) = ε

(1)
AlV + ε

(1)
AlSc − ε

(1)
ScV − ε

(1)
AlAl = +0.35 eV à 650 K. (2.11)

5Il n’est pas possible de comparer l’interaction ainsi obtenue avec celle déduite de l’énergie de formation
de la lacune dans le scandium, aucune valeur expérimentale n’ayant été trouvée pour cette grandeur dans
la littérature.
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Pour le zirconium, nous ne disposons pas de la valeur expérimentale de Ebin
ZrV dans l’alu-

minium6, c’est pourquoi nous avons utilisé l’énergie de formation de la lacune dans Zr pur
pour paramétrer ε

(1)
ZrV. En procédant ainsi, nous obtenons une énergie de liaison lacune -

impureté Zr fortement négative (Ebin
ZrV = −0.276 eV à 650 K) ce qui est en accord avec

l’observation expérimentale [82, 86] concluant qu’il n’y a pas d’attraction (et donc peut-
être répulsion) entre la lacune et Zr dans l’aluminium. Cette répulsion avec la lacune dans
le cas de l’impureté Zr et cette attraction dans le cas de Sc semblent liées à la différence
d’énergie de cohésion entre ces deux espèces, Zr ayant une énergie de cohésion beaucoup
plus importante que Sc. Cela pourrait expliquer pourquoi la diffusion de Zr est si lente
dans l’aluminium comparée à celle de Sc.

Cette même énergie de liaison avec la lacune dans l’aluminium a été calculée ab initio
pour tous les éléments de transition [74]. Les auteurs obtiennent une interaction répulsive
aussi bien dans le cas de Zr que de Sc, en contradiction donc avec la donnée expérimentale
que nous avons utilisée pour obtenir l’interaction Sc-V. Le désaccord pourrait provenir
des approximations utilisées dans ce calcul ab initio utilisant la méthode de la fonction de
Green de Kohn-Korringa-Rostoker, en particulier la non prise en compte des relaxations
atomiques et la considération dans le calcul uniquement des atomes premiers voisins du
complexe soluté-lacune.

Nous utilisons également la valeur expérimentale de l’énergie de liaison de la bi-lacune
dans l’aluminium, Ebin

2V = 0.2 eV [82], afin d’obtenir l’interaction lacune-lacune, ε
(1)
VV =

2ε
(1)
AlV − ε

(1)
AlAl −Ebin

2V . Sans cette interaction (ε
(1)
VV = 0), l’énergie de liaison de la bi-lacune

serait trop basse, les bi-lacunes n’étant alors pas aussi stables qu’elles semblent l’être
expérimentalement. Cependant, de récents calculs ab initio [87, 88] ont montré que les
bi-lacunes seraient en fait instables dans l’aluminium, le comportement non Arrhenien
observé expérimentalement pour la concentration de lacune dans l’aluminium étant dû à
la contribution anharmonique des vibrations atomiques et non à la présence de bi-lacunes.
Comme nos bôıtes de simulation ne contiennent pas plus d’une lacune, ceci n’influence
pas nos simulations de Monte Carlo cinétique et nous avons donc gardé l’interaction entre
deux lacunes telle que choisie initialement. Par contre, cette interaction aura une influence
si nous sommes obligés d’introduire plus d’une lacune dans la bôıte de simulation afin de
considérer un effet de piégeage de la lacune par les précipités, ou également si nous utilisons
le même jeu de paramètres pour construire une approximation en champ moyen de notre
modèle cinétique. Il faudra alors revoir le paramétrage de cette interaction.

6En réalité, Özbilen et Flower [85] ont déduit de mesures de résistivité une énergie de liaison Ebin
ZrV =

0.24 ± 0.02 eV correspondant à une attraction entre la lacune et les atomes Zr. Cependant, les alliages
étudiés ayant une composition nominale en zirconium supérieure à la limite de solubilité, le zirconium
précipite et sa composition dans la solution solide varie avec la température de trempe. L’influence sur la
résistivité de cette variation de la composition en Zr n’a pas été prise en compte alors qu’elle n’a pas de
raison d’être moins importante que l’influence provenant d’un possible piégeage des lacunes sur le soluté.
Cette valeur expérimentale apparâıt par conséquent douteuse. Notons que Simon [86] en étudiant des
alliages moins concentrés n’a pas été gêné par une possible variation de la concentration en zirconium de
la solution solide et déduit alors de ses mesures de résistivité qu’il n’y a pas de piégeage des lacunes sur
les atomes Zr.
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Barrières de migration

La cinétique de l’alliage est décrite grâce au saut d’une lacune avec un de ses douze
atomes premiers voisins. La fréquence d’échange de la lacune avec un voisin de type A
(A ≡ Al, Zr ou Sc) est une grandeur thermiquement activée,

WA−V = νA exp

(
−Eact

A

kT

)
, (2.12)

où νA est la fréquence d’attaque de l’atome de type A et Eact
A est la barrière d’énergie

à franchir pour amener un atome A de sa position stable à la position de col. Eact
A est

obtenue comme la différence entre la contribution esp
A de l’atome A à l’énergie en position

de col et la somme des liaisons à couper pour réaliser l’échange entre la lacune et l’atome
A [89],

Eact
A = esp

A −
∑

j

ε
(1)
Vj −

∑
j 6=V

ε
(1)
Aj −

∑
j

ε
(2)
Aj . (2.13)

La contribution de l’atome A à l’énergie en position de col, esp
A , peut dépendre de l’en-

vironnement autour de la position de col, tout comme la fréquence d’attaque νA [57, 61].
Cependant, comme nous ne disposons pas de suffisamment d’information pour savoir si
c’est le cas ou non dans Al-Zr-Sc, nous avons considéré ces deux paramètres comme ne
dépendant que de l’espèce atomique qui s’échange avec la lacune.

Pour décrire la cinétique du ternaire Al-Zr-Sc, nous devons donc ajuster six para-
mètres : les contributions aux énergies en position de col esp

Al, esp
Zr et esp

Sc, ainsi que les
fréquences d’attaque νAl, νZr et νSc. Ces grandeurs sont ajustées de façon à reproduire les
valeurs expérimentales du coefficient d’auto-diffusion de l’aluminium [90] et des coefficients
de diffusion des impuretés Zr [90,91] et Sc [92] dans Al,

DAl∗ = 0.173× 10−4 exp (−1.30 eV/kT ) m2.s−1,

DZr∗ = 728× 10−4 exp (−2.51 eV/kT ) m2.s−1,

DSc∗ = 5.31× 10−4 exp (−1.79 eV/kT ) m2.s−1.

Les variations avec la température de ces coefficients sont représentées sur la figure 2.5.

Tab. 2.4 : Paramètres cinétiques : contributions à l’énergie en position de col et fré-
quences d’attaque des différents types d’atome.

esp
Al = −8.219 eV

esp
Zr = −11.464 eV

esp
Sc = −9.434 eV

νAl = 1.36× 1014 Hz
νZr = 9× 1016 Hz
νSc = 4× 1015 Hz

L’ajustement des paramètres cinétiques est effectué grâce au modèle à « 5 fréquences
de saut » [93–95]. Ce modèle permet de relier le coefficient de diffusion de traceur à
dilution infinie pour un réseau c.f.c. aux fréquences d’échange de la lacune avec ses voisins
lorsqu’elles ne dépendent que de leur environnement premier voisin. Ceci n’est pas tout
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Fig. 2.5 : Diagramme d’Arrhenius du coefficient DAl∗ d’auto-diffusion de l’aluminium
et des coefficients de diffusion DZr∗ et DSc∗ des impuretés Zr et Sc dans Al.
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Fig. 2.6 : Définition des différentes fréquences d’échange de la lacune pour le modèle
à « 5 fréquences de saut ». Les traits épais repèrent les sites premiers voisins du soluté
et les traits pointillés les seconds voisins.

à fait le cas dans notre modèle atomique puisqu’il y a une interaction non nulle aux
seconds voisins entre les atomes de soluté et le solvant. De ce fait, la lacune possède deux
fréquences différentes pour s’échapper d’un site premier voisin de l’impureté (Fig. 2.6) :
W3′ si le site d’arrivée est second voisin de l’impureté (2/7 des cas) et W3 si le site
d’arrivée est quelconque (5/7 des cas). De même, la fréquence de saut de la lacune dans
le solvant pur se dédouble en W0′ et W0 suivant que le site d’arrivée est second voisin de
l’impureté ou quelconque. Cette différence intervient au niveau du calcul du facteur de
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corrélation fX∗ de la diffusion du soluté et, comme nous n’en avons pas tenu compte dans
l’application du modèle, ceci explique pourquoi le coefficient de diffusion donné par ce
modèle diffère parfois légèrement de celui extrapolé des simulation Monte Carlo (§2.4.1),
cette faible différence étant facilement prise en compte en renormalisant les échelles de
temps des simulations (§2.3.4). Une expression exacte du coefficient de diffusion dans le
cas de fréquences d’échange dépendant de l’environnement premier et second voisin de
la lacune a été obtenue par Okamura et Allnatt [96]. Cependant, dans le cadre d’une
procédure d’ajustement des paramètres cinétiques du modèle atomique, nous préférons
utiliser l’expression plus simple donnée par le modèle à 5 fréquences de saut.

Avec ces limites du modèle à « 5 fréquences de saut » en tête, le coefficient de diffusion
du soluté peut alors s’écrire sous la forme

DX∗ = a2fX∗ exp
(
−(Efor

V − Ebin
XV)/kT

)
W2(T ), (2.14)

W2(T ) étant la fréquence d’échange entre la lacune et le soluté (Fig. 2.6) et a = 4.032 Å
le paramètre de maille de l’aluminium. Dans le modèle atomique présenté précédemment,
ce coefficient de diffusion s’exprime en fonction des paramètres cinétiques par

DX∗ = a2fX∗νX exp
(
−(esp

X − 5ε
(1)
AlAl − 12ε

(1)
AlX − 6ε

(2)
AlX)/kT

)
. (2.15)

Lors de la procédure d’ajustement, le facteur de corrélation fX∗ a été supposé comme étant
égal à 1 et nous avons vérifié a posteriori que cette hypothèse est raisonnable. Quant au
coefficient de diffusion du solvant, il est donné par

DAl∗ = a2f0 exp
(
−Efor

V /kT
)

W0(T )

= a2f0νAl exp
(
−(esp

Al − 17ε
(1)
AlAl)/kT

)
,

(2.16)

avec f0 = 0.78145 pour un réseau c.f.c. .
Les paramètres cinétiques obtenus par le biais de cette procédure d’ajustement sont

présentés dans le tableau 2.4. Nous disposons ainsi d’un modèle atomique complet repro-
duisant de façon quantitative le comportement thermodynamique des alliages Al-Zr-Sc,
en particulier les limites de solubilité de Zr et Sc dans Al et les énergies de formation des
composés ordonnés, ainsi que leur comportement cinétique, les coefficients de diffusion des
différentes espèces atomiques étant correctement reproduits. Nous allons à présent voir
comment ce modèle atomique est utilisé pour étudier les cinétiques de précipitation.

2.3 Simulations de Monte Carlo cinétique

Le modèle atomique a été implémenté dans les simulations de Monte Carlo cinétique
en utilisant l’algorithme à temps de résidence. Pour pouvoir être utilisé pour étudier les
cinétiques de précipitation de Zr et Sc dans l’aluminium, il nous faut avant tout définir les
grandeurs physiques qui pourront être « mesurées » au cours de ces simulations et seront
utiles au suivi de l’évolution de la précipitation. En outre, l’échelle de temps déduite
de l’algorithme à temps de résidence nécessite d’être adaptée pour tenir compte de la
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différence de concentration de lacune dans les simulations avec celle expérimentale ainsi
que des effets de piégeage de la lacune sur le soluté. Enfin, comme les solutés Zr et Sc
diffusent beaucoup moins vite que le solvant Al, l’algorithme doit nécessairement être
accéléré afin de pouvoir être utilisé pour simuler des temps de recuit suffisamment longs
et également des solutions solides pas trop fortement sursaturées.

2.3.1 Cinétiques de précipitation

Afin de pouvoir suivre la cinétique de précipitation, nous devons définir un certain
nombre de grandeurs permettant de mesurer de manière quantitative l’évolution de la
décomposition d’une solution solide sursaturée. Pour ce faire, nous utilisons les paramètres
d’ordre à courte distance et nous arrêtons un critère permettant de déterminer si un atome
appartient ou non à la phase précipitée de structure L12.

Les paramètres d’ordre à courte distance de Warren-Cowley [69] permettent de suivre
l’évolution globale des cinétiques de précipitation au cours des simulations Monte Carlo. Ils
peuvent être définis aussi bien pour les premiers voisins que pour les seconds. Néanmoins,
le paramètre d’ordre à courte distance correspondant aux atomes premiers voisins évolue
trop rapidement pour être vraiment significatif de l’état de précipitation dans la bôıte
de simulation : à cause de la très forte répulsion entre atomes de soluté en position de
premiers voisins, dans les tout premiers instants de la simulation, les atomes de soluté
s’entourent d’atomes Al et une fois cet équilibre local atteint pour les atomes premiers
voisins le paramètre d’ordre à courte distance correspondant n’évolue plus. Au contraire,
le paramètre d’ordre à courte distance pour les seconds voisins évolue tout au long de la
cinétique de précipitation. Pour une solution solide de composition nominale x0

X (X ≡ Sc
ou/et Zr), ce paramètre d’ordre peut être défini par

α2
X =

〈
pX

n

〉
X,2

− x0
X

1− x0
X

, (2.17)

〈
pX

n

〉
X,2

correspondant à la moyenne des nombres d’occupation pX
n sur tous les sites seconds

voisins d’un atome de soluté. Pour une solution parfaitement aléatoire (état initial des
simulations) α2

X = 0, tandis que pour la structure L12 α2
X = 1.

Ce paramètre d’ordre à courte distance permet donc de suivre l’évolution de la ciné-
tique de précipitation mais il n’autorise pas réellement à quantifier celle-ci en termes de
nombre de précipités à apparâıtre, de taille moyenne des précipités et d’appauvrissement
de la solution solide. Pour pouvoir le faire, il nous faut tout d’abord nous donner une règle
permettant pour chaque atome de décider si celui-ci appartient à la solution solide ou à un
précipité. Comme d’après les diagrammes de phases, la stœchiométrie de la phase L12 qui
précipite correspond presque parfaitement à Al3ZrxSc1−x, nous nous contentons d’imposer
un critère pour les atomes de soluté et pour chaque soluté appartenant à un précipité L12

nous considérons que trois atomes Al appartiennent au même précipité. Les atomes Zr et
Sc sont considérés comme appartenant à un amas de structure L12 si tous leurs premiers
voisins sont des atomes Al et au moins un de leurs seconds voisins est un atome de soluté.
Ce critère s’applique aux dimères et plus gros amas. Tous les atomes qui n’appartiennent
pas à de tels amas sont considérés comme étant des monomères. En outre, seulement les
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(a) t = 24 ms (b) t = 60 ms

(c) t = 151 ms (d) t = 366 ms

Fig. 2.7 : Simulation Monte Carlo de la précipitation de Al3Sc pour une solution
solide d’aluminium sursaturée de composition nominale x0

Sc = 0.5 at.% à T = 500◦C.
La bôıte de simulation comporte 8× 106 sites. Seuls les atomes Sc appartenant à des
précipités L12 stables sont représentés, la taille critique utilisée étant n∗Sc = 13. Les
atomes en rouge (sombres) ont 6 atomes Sc en position de seconds voisins et ceux en
jaune (clairs) en ont un seul.
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Fig. 2.8 : Cinétique de précipitation de Al3Sc pour une solution solide d’aluminium
de composition nominale x0

Sc = 0.5 at.% à T = 500◦C correspondant à la simulation
représentée Fig. 2.7 : de bas en haut, évolution en fonction du temps du nombre Np

de précipités présents dans la bôıte (normalisé par la taille Ns de la bôıte), de la taille
moyenne < nSc >p de ces précipités, de la concentration xSc en Sc de la solution solide
et du paramètre d’ordre à courte distance α2

Sc pour les seconds voisins. La taille critique
utilisée pour différencier les précipités des amas sous-critiques est n∗Sc = 13.
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amas L12 plus grands qu’une certaine taille critique n∗X sont considérés comme étant des
précipités. Cette taille critique, prise égale à celle donnée par la théorie classique de ger-
mination, sera plus clairement définie au chapitre 3.4. Les amas plus petits que cette taille
critique ne sont pas stables et ils se redissolvent. Par conséquent, les atomes appartenant
à de tels amas sont considérés comme appartenant à la solution solide. Avec ces critères,
nous pouvons donc mesurer au cours des simulations Monte Carlo le nombre de préci-
pités stables ainsi que leur taille moyenne. Quant à la solution solide, sa concentration
instantanée est alors définie par

xX =

n∗X∑
nX=1

nXCnX
, (2.18)

CnX
étant le nombre d’amas L12 qui contiennent nX atomes de soluté normalisé par le

nombre de sites du réseau, i.e. la probabilité instantanée d’observer un tel amas dans la
bôıte de simulation.

Avec ces critères, il est à présent possible de suivre l’évolution de la cinétique de pré-
cipitation au cours des simulations Monte Carlo. Ainsi, la figure 2.7 représente l’ensemble
des atomes de scandium appartenant à la phase précipitée à différents instants de la ci-
nétique de précipitation d’une solution solide de composition nominale x0

Sc = 0.5 at.% à
T = 500◦C. Dans un premier temps le nombre d’amas présents dans la bôıte de simu-
lation augmente puis ces amas croissent. Ceci apparâıt plus clairement sur la figure 2.8
qui représente pour cette même simulation l’évolution du nombre de précipités et de leur
taille. On distingue un premier stade de germination où la densité de précipité augmente
linéairement. La pente de la droite associée permet de mesurer le flux stationnaire de
germination. Puis vient un stade de croissance où cette même densité reste à peu près
constante tandis que la taille des amas augmente et enfin un stade de coalescence où cette
densité chute, les amas continuant à crôıtre. Tout au cours de cette cinétique, la concen-
tration de la solution solide diminue tandis que le paramètre d’ordre à courte distance
α2

Sc augmente. Quelles que soient la sursaturation et la température considérées pour les
systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc, ce scénario demeure inchangé, seuls les amplitudes des
variations et les intervalles de temps associés évoluant. Par contre, la cinétique de préci-
pitation devient beaucoup plus riche dès qu’il s’agit du ternaire et nous y consacrerons un
chapitre entier ultérieurement.

2.3.2 Échelle de temps et piégeage de la lacune

Dans l’algorithme à temps de résidence que nous utilisons, l’incrément de temps corres-
pondant à un pas Monte Carlo est obtenu en prenant l’inverse de la somme des fréquences
de transition pour l’ensemble des événements réalisables, c’est-à-dire dans le cas d’un mé-
canisme cinétique d’échange lacunaire la somme des fréquences d’échange de la lacune
avec ses douze premiers voisins. L’échelle de temps correspondant à une simulation est
ensuite obtenue en sommant l’ensemble de ces incréments de temps. Néanmoins, nous
imposons à la bôıte de simulation de ne contenir qu’une seule lacune. La concentration
de lacune dans nos simulations est donc fixe et diffère de la concentration expérimentale
ce qui fausse les échelles de temps obtenues.
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Il est possible d’effectuer des simulations Monte Carlo avec une concentration variable
de lacunes en introduisant dans la bôıte de simulation une source et un puits de lacune [53,
54] de façon à ce que le nombre de lacunes présentes dans la bôıte de simulation s’adapte
automatiquement à la concentration réelle. Ceci peut être intéressant afin de reproduire
les effets dus aux cinétiques de formation de défauts lorsque leurs concentrations évoluent
sur des temps du même ordre de grandeur que ceux de la précipitation. L’introduction
d’une source et d’un puits de lacune devient également nécessaire lorsque les lacunes sont
piégées à l’intérieur des précipités car dans ce cas il n’y a plus de lacune présente dans la
solution solide pour faire évoluer le système.

Ceci n’est pas le cas ici : même s’il y a une forte attraction entre la lacune et Sc, la
lacune ne diffuse pas à l’intérieur des précipités. Le seul effet de fixer la concentration de
lacune à une valeur différente de la concentration expérimentale est de modifier les échelles
de temps. Par rapport aux températures considérées (T ≥ 450◦C) et aux tailles de bôıte
utilisées (Ns = 1003 ou 2003), la concentration CMC

V de lacune dans nos simulations
Monte Carlo est plus faible que la concentration de lacune expérimentale, Cexp

V . De ce
fait, la diffusion de tous les atomes dans nos simulations s’en trouve ralentie. Afin de
corriger ce ralentissement de la cinétique, il nous faut multiplier les échelles de temps par
un facteur correctif égal au rapport CMC

V /Cexp
V . En outre, la concentration expérimentale

connue est la concentration de lacunes dans l’aluminium pur Cexp
V (Al). Par conséquent,

la concentration de lacunes calculée dans les simulations Monte Carlo pour renormaliser
l’échelle de temps doit également correspondre à celle dans l’aluminium pur. Pour les
solutions faiblement concentrées en soluté, on peut considérer que cette concentration est
donnée par CMC

V (Al) = 1/ [Ns(1− 13x0
X)] si on suppose que tous les sites qui ne sont pas

occupés par un atome de soluté ou bien ne sont pas premiers voisins d’un atome de soluté
correspondent à de l’aluminium pur. Cette définition de la concentration de lacune dans
l’aluminium pur n’est formellement correcte que pour une solution solide aléatoire dans la
limite diluée. Cependant, les concentrations des solutions solides que nous avons étudiées
étant suffisamment faibles, nous avons supposé que cette expression restait valable pour
des solutions solides faiblement concentrées. L’incrément de temps « réel » correspondant
à un événement Monte Carlo est donc donné par

∆t =
1

Ns(1− 13x0
X)Cexp

V (Al)

1∑12
A=1 WA−V

, (2.19)

WA−V étant la fréquence d’échange de la lacune avec un de ses douze voisins (Éq. 2.12).
Afin de tenir compte du piégeage de la lacune par les atomes de soluté, l’échelle de

temps est obtenue en sommant seulement les incréments de temps correspondant à des
configurations où la lacune se trouve dans l’aluminium pur, c’est-à-dire où la lacune a
uniquement des atomes Al comme premiers voisins. Cette méthode est équivalente à celle
employée par Le Bouar et Soisson [57] qui calculent la fraction du temps passé par la
lacune dans le solvant puis multiplient par cette fraction l’échelle de temps obtenue par
sommation de tous les incréments de temps.

Nous avons vérifié que cette concentration effective de lacunes dans les simulations
Monte Carlo différente de la valeur physique n’affecte pas les cinétiques de précipitation
obtenues en effectuant des simulations pour des tailles de bôıte différentes et donc pour
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Fig. 2.9 : Influence de la taille de bôıte Ns et donc de la concentration de lacune
CMC

V sur la cinétique de précipitation de Al3Zr au cours d’une simulation Monte Carlo
d’un recuit à 450◦C pour une solution solide d’aluminium de concentration nominale
x0

Zr = 0.5 at.%.

des valeurs différentes de CMC
V . Ainsi, pour le recuit d’une solution solide de concentra-

tion nominale x0
Zr = 0.5 at.% à 450◦C, nous avons effectué deux simulations avec une

bôıte contenant 1003 sites et une avec une bôıte contenant 2003 sites. Aux fluctuations
près, les cinétiques de précipitation obtenues pour chaque simulation sont tout à fait simi-
laires (Fig. 2.9) indiquant ainsi que, comme prévu, la concentration de lacune n’a d’autre
influence que de jouer sur l’échelle de temps. De même pour le système Al-Sc, où l’inter-
action soluté-lacune est attractive, les cinétiques ne sont aucunement modifiées lorsque
les simulations sont effectuées sur des tailles de bôıte différentes.
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2.3.3 Solutions solides diluées

Les systèmes étudiés par simulations Monte Carlo sont des solutions solides faiblement
concentrées, la concentration maximale que nous avons considérée étant x0

X = 2 at.%.
Il est possible de tirer parti de cette spécificité pour accélérer l’algorithme de Monte
Carlo cinétique [97]. En effet, pour la plupart des configurations, la lacune se trouve dans
l’aluminium pur, c’est-à-dire que ses fréquences d’échange avec ses douze premiers voisins
ne sont pas influencées par la présence de soluté. Elles sont donc connues a priori puisque
toutes égales à la fréquence d’échange de la lacune dans l’aluminium pur. Par conséquent,
elles n’ont pas besoin d’être calculées, tout comme l’incrément de temps correspondant
à cette configuration. Quant au mouvement de la lacune dans une telle configuration, il
s’apparente à une marche aléatoire.

Dans le modèle cinétique présenté précédemment, ceci est le cas si l’ensemble des
douze premiers voisins de la lacune sont des atomes Al et si aucun de ces douze atomes
n’a d’atome de soluté en position de premiers ou seconds voisins. Les sites correspondant
à de telles configurations peuvent être détectés en début de configuration et les tableaux
correspondant nécessitent d’être réactualisés seulement lorsque la lacune s’échange avec
un atome de soluté. Pour des concentrations 0.5 at.% ≤ x0

X ≤ 1 at.%, l’algorithme est
ainsi accélérée d’un facteur ∼ 2. Ceci nous permet donc de simuler plus facilement des
faibles sursaturations de la solution solide.

2.3.4 Renormalisation des échelles de temps

Afin d’accélérer la cinétique de précipitation, nous avons augmenté les coefficients de
diffusion de Zr et Sc en prenant une valeur plus grande pour les fréquence d’attaque νZr

et νSc que celles déduites de notre procédure d’ajustement (Tab 2.4). Ceci peut être fait
tant que les effets de corrélation avec la lacune sur la diffusion du soluté ne deviennent pas
trop importants. Au-delà d’une certaine valeur, le gain obtenu sur la fréquence d’échange
entre le soluté et la lacune est annulé par le facteur de corrélation qui tend vers 0 si bien
que le coefficient de diffusion n’augmente plus.

Cette augmentation des fréquences d’attaque et donc des coefficients de diffusion de
Zr et Sc a pour effet de modifier l’échelle de temps. On en tient compte en multipliant le
temps des simulations Monte Carlo par le rapport du coefficient de diffusion mesuré dans
les simulations avec celui expérimental, DMC

X∗ /Dexp
X∗ . Nous avons vérifié que cette fréquence

d’attaque n’avait pas d’autre effet en effectuant quelques simulations pour les systèmes
binaires Al-Zr et Al-Sc avec les coefficients de diffusion accélérés et réels. Une fois les
échelles de temps renormalisées à leurs valeurs correctes, on n’observe aucune différence
entre les deux cinétiques. Ceci apparâıt clairement sur la figure 2.10 où deux cinétiques
de précipitation d’une solution solide à 450◦C de composition nominale x0

Zr = 1 at.% sont
comparées. L’une a été obtenue avec la fréquence d’attaque νZr = 9× 1016 Hz déduite de
notre procédure d’ajustement et la seconde avec la fréquence νMC

Zr = 2 × 1020 Hz. Dans
le premier cas, le facteur de corrélation et le coefficient de diffusion de Zr obtenus grâce
au modèle à « 5 fréquences de saut » sont fZr∗ = 0.998 et DZr∗ = 2.34 × 10−19 m2/s, et
dans le second cas fZr∗ = 0.158 et DZr∗ = 1.66× 10−16 m2/s. La cinétique a donc pu être
accéléré d’un facteur 700 sans que le résultat en soit modifié.
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Fig. 2.10 : Influence de la fréquence d’attaque νZr sur la cinétique de précipitation de
Al3Zr au cours d’une simulation Monte Carlo d’un recuit à 450◦C pour une solution
solide d’aluminium de concentration nominale x0

Zr = 1 at.%. La fréquence d’attaque
νZr = 2 × 1020 Hz conduit au coefficient de diffusion DZr∗ = 1.66 × 10−16 m2/s et
νZr = 9× 1016 Hz à DZr∗ = 2.34× 10−19 m2/s.

Pour les simulations dans le système ternaire Al-Zr-Sc, il est possible également d’accé-
lérer les cinétiques de précipitation en augmentant les coefficients de diffusion de Zr et Sc
via les fréquences d’attaque νZr et νSc. Néanmoins, il faut faire attention à accélérer autant
le zirconium que le scandium, c’est-à-dire qu’il faut veiller à avoir les rapports DMC

Zr∗ /Dexp
Zr∗

et DMC
Sc∗ /Dexp

Sc∗ égaux. Si c’est le cas, là encore il suffit de multiplier les échelles de temps
déduites des simulations Monte Carlo par ce facteur unique pour obtenir le temps réel.
Les cinétiques s’en trouvent inchangées.
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2.4 Diffusion dans la solution solide

Avant d’utiliser les simulations Monte Carlo pour étudier plus en détail dans les deux
prochains chapitres la cinétique de précipitation dans les alliages Al-Zr-Sc, nous nous in-
téressons à la diffusion dans la solution solide. Ceci permet de vérifier dans un premier
temps que les coefficients de diffusion à dilution infinie déduits du modèle atomique corres-
pondent bien aux valeurs expérimentales bien que le modèle à « cinq fréquences de saut »
utilisé dans la procédure d’ajustement soit approché de par la portée des interactions. En
outre, le zirconium et le scandium possédant une interaction différente avec la lacune, il
est intéressant de regarder si cela conduit à des propriétés de diffusion distinctes. Enfin, la
rationalisation des simulations Monte Carlo à l’aide de la théorie classique de germination
et la construction d’un modèle mésoscopique pour la précipitation nécessite de caracté-
riser la diffusion dans la solution solide. Il nous faut ainsi vérifier une des hypothèses
principales de la théorie classique de germination, à savoir que la diffusion des monomères
est prépondérante. Se pose également la question de savoir si la croissance des précipités
peut être supposée limitée par la diffusion à longue distance du soluté et s’il est justifié
alors d’utiliser le coefficient de diffusion d’impureté pour modéliser cette croissance quand
on sait que les coefficients de diffusion varient avec la composition locale, en particulier le
long d’un gradient de concentration.

Pour chaque système binaire Al-X (X≡Zr ou Sc), afin de caractériser la diffusion dans
la solution solide, 5 grandeurs cinétiques dépendant chacune de la composition xX de la
solution solide doivent être définies : les coefficients de diffusion de traceur DAl∗(xX) et
DX∗(xX) ainsi que les coefficients phénoménologiques d’Onsager LAlAl(xX), LAlX(xX) et
LXX(xX). Nous allons étudier dans cette partie comment ces grandeurs cinétiques évoluent
avec la concentration et comment elles rendent compte de la diffusion dans la solution
solide.

2.4.1 Coefficients de diffusion de traceur

Le coefficient de diffusion de traceur permet de relier le flux JX∗ des atomes à leur
gradient de concentration, chaque atome étant considéré comme distinct,

JX∗ = −DX∗∇xX∗ . (2.20)

D’un point de vue pratique, pour pouvoir être mesuré, il nécessite donc d’utiliser des
marqueurs X∗ parmi les atomes X afin de suivre le mouvement individuel de chaque
atome et non le mouvement collectif des atomes X.

Ces coefficients de diffusion de traceur sont facilement mesurables au cours de simu-
lations Monte Carlo pour une solution solide à l’équilibre en utilisant la relation d’Ein-
stein [93]

DX∗ =

〈
∆ri

2
〉

X

6∆t
, (2.21)

où ∆ri
2 est le carré du déplacement de l’atome i pendant l’intervalle de temps ∆t et〈

∆ri
2
〉

X
est la moyenne de ce déplacement réalisée sur l’ensemble des atomes de type X.

Nous avons mesuré pour différentes températures les variations avec la composition de
la solution solide de ces coefficients de diffusion de traceur (Fig. 2.11). L’extrapolation des
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Fig. 2.11 : Variation avec la concentration de la solution solide des différents co-
efficients de diffusion des impuretés Zr et Sc mesurés à 450◦C. DZr∗ et DSc∗ sont les
coefficients de diffusion de traceurs mesurés dans les simulations Monte Carlo, sauf ceux
à concentration nulle obtenus grâce au modèle à « 5 fréquences de saut ». ΦZrDZr∗ et
ΦScDSc∗ sont les coefficients de diffusion intrinsèque associés par la relation de Darken
(Éq. 2.28). Quant aux coefficients de diffusion intrinsèque DZr et DSc, ils sont obtenus
à partir des mesures de la matrice d’Onsager (Éq. 2.27).
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résultats des simulations Monte Carlo à concentration nulle permet bien de retrouver le
coefficient de diffusion donné par le modèle à 5 fréquences de saut : à T = 450◦C, l’accord
est parfait pour DZr∗ et un peu moins bon pour DSc∗ , sûrement à cause de la non prise
en compte des interactions seconds voisins dans le modèle à 5 fréquences de saut (§2.2.2).
La valeur des coefficients de diffusion de traceur diminue lorsque la concentration xX

augmente, une addition d’élément d’alliage ralentissant aussi bien la diffusion du soluté
que du solvant. Ceci est vrai pour les deux systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc, bien que
l’interaction soluté-lacune soit répulsive dans le premier cas et attractive dans le second.
Dans le domaine de concentrations étudiées (xX ≤ 0.5 at.% à T = 450◦C), DAl∗ et DX∗

varient linéairement avec la concentration. Cette variation linéaire pour la diffusion du
solvant peut être obtenue par le modèle à 5 fréquences de saut [98,99]. Quant à la diffusion
du soluté, afin de pouvoir calculer cette dépendance linéaire, il est nécessaire d’utiliser des
modèles allant au-delà du modèle à 5 fréquences de saut qui font appel à des fréquences
d’échange supplémentaires pour la lacune [100,101].

2.4.2 Matrice d’Onsager

Les coefficients d’Onsager, ou matrice de mobilité, permettent de relier les flux des
espèces atomiques aux gradients de potentiels chimiques [93,102]

JAl = −LAlAl∇µ′Al/kT − LAlX∇µ′X/kT (2.22a)

JX = −LAlX∇µ′Al/kT − LXX∇µ′X/kT. (2.22b)

Les potentiels chimiques intervenant dans ces relations sont les potentiels chimiques rela-
tifs à celui des lacunes, i.e. µ′Al = µAl − µV et µ′X = µX − µV. Pour exprimer ces flux de
diffusion, nous avons utilisé la relation de réciprocité d’Onsager, LAlX = LXAl.

Au contraire des coefficients de diffusion de traceur, cette matrice de mobilité traduit
le mouvement collectif des atomes puisqu’elle permet d’obtenir le flux global de l’en-
semble des atomes d’une espèce et non les flux associés à chaque atome. C’est pourquoi
ces coefficients d’Onsager sont ceux qui permettent réellement de modéliser la diffusion
à une échelle mésoscopique. Ils peuvent être utilisés dans des codes de modélisation des
milieux continus comme DICTRA [103] afin d’étudier des problèmes technologiques fai-
sant intervenir la diffusion (modélisation des phénomènes de précipitation, solidification,
homogénéisation, ...).

La matrice de mobilité correspondant au modèle atomique présenté précédemment
peut être mesurée par simulation Monte Carlo tout comme nous l’avons fait pour les
coefficients de diffusion de traceur. Pour ce faire, on utilise une généralisation de la relation
d’Einstein due à Allnatt [93,104],

LAB =
〈∆RA ·∆RB〉

6∆t
, A,B = Al, X, (2.23)

le signe 〈· · · 〉 indiquant une moyenne thermodynamique d’ensemble. ∆RA est la somme
des déplacements ∆ri de l’ensemble des atomes i de type A pendant l’intervalle de temps
∆t,

∆RA =
∑
i∈A

∆ri. (2.24)
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Fig. 2.12 : Coefficients phénoménologiques d’Onsager mesurés par simulation Monte
Carlo et comparés aux résultats du modèle à « 5 fréquences de saut » dans des solutions
solides Al-Sc (à gauche) et Al-Zr (à droite) à T = 450◦C.
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Il apparâıt clairement dans la définition 2.23 que les coefficients phénoménologiques d’On-
sager expriment le mouvement collectif des atomes, l’ensemble des atomes d’un même type
étant vu comme une seule espèce.

À dilution infinie, les coefficients phénoménologiques d’Onsager sont reliés aux coeffi-
cients de diffusion de traceur par les relations

DAl∗ = f0 lim
xX→0

LAlAl, (2.25a)

DX∗ = lim
xX→0

LXX/xX (2.25b)

avec f0 = 0.78145 pour un réseau c.f.c. . Ces relations sont bien vérifiées numériquement
par nos différentes mesures de D∗

Al et D∗
X d’une part et LAlAl, LAlX et LXX d’autre part.

Là encore, les éléments Zr et Sc ont un comportement cinétique très semblable. Une
addition de ces éléments diminue la valeur de LAlAl par rapport à sa valeur limite à dilution
infinie, l’écart variant linéairement avec la concentration. Cette variation linéaire est sur-
estimée par le modèle à 5 fréquences de saut, sûrement à cause de la non prise en compte
des interactions seconds voisins. Quant au coefficient LXX, il s’écarte du comportement
linéaire prédit par le modèle à 5 fréquences de saut en prenant une valeur plus basse :
dans le domaine de concentration étudié, il présente un comportement quadratique, le
coefficient d’ordre 2 étant négatif. Enfin, il est intéressant de noter que LAlX, le terme non
diagonal de la matrice d’Onsager, est du même ordre de grandeur que le coefficient LXX

bien que généralement il soit considéré comme nul [105] par manque d’information sur
le comportement cinétique de la solution solide. Le modèle à 5 fréquences de saut prédit
bien l’ordre de grandeur de ce coefficient bien qu’il le surestime.

Il est également possible de déduire ces coefficients phénoménologiques du modèle ato-
mique en utilisant une approche champ moyen [89,106,107], cette approche, au contraire
du modèle à 5 fréquences de saut, permettant également de traiter le cas d’alliages concen-
trés. Afin d’obtenir la matrice complète d’Onsager et pas seulement les termes diagonaux,
il est nécessaire d’utiliser une théorie de champ moyen auto-cohérente qui impose les
mêmes conditions d’état stationnaire aux probabilités de point et de paire [108]. Pour que
cette approche devienne quantitative, il faut aller au-delà de l’approximation de Bragg-
Williams en utilisant plutôt la méthode de variation des amas (CVM), notamment afin
de correctement décrire la probabilité d’avoir une lacune à côté d’un soluté [109].

2.4.3 Coefficient de diffusion intrinsèque

Généralement, les flux de diffusion ne sont pas reliés aux gradients de potentiels chi-
miques (Éq. 2.22) mais aux gradients de concentration via la première loi de Fick

JX = −DX∇xX. (2.26)

Le coefficient DX apparaissant dans cette relation est le coefficient de diffusion intrinsèque
à ne pas confondre avec le coefficient de traceur DX∗ , ces deux coefficients étant formel-
lement égaux seulement dans la limite xX = 0. Au contraire des coefficients de diffusion
de traceur et de la matrice de mobilité d’Onsager, ce coefficient ne peut pas être mesuré
directement au cours des simulations Monte Carlo. Il est simplement possible d’imaginer
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des expériences numériques faisant intervenir ce coefficient dans la résolution du problème
de diffusion associé comme nous le verrons au paragraphe 2.4.4 avec la simulation de la
croissance d’un précipité plan.

Comme les lacunes diffusent et donc s’équilibrent beaucoup plus vite que les espèces
atomiques, on suppose généralement qu’elles sont à l’équilibre (∇µV = 0), ce qui semble
raisonnable pour des cinétiques de précipitation. Il est alors possible d’exprimer ce coef-
ficient de diffusion intrinsèque à partir de la matrice d’Onsager [93],

DX = φX

(
1

xX

LXX −
1

1− xX

LAlX

)
, (2.27)

où nous avons défini le coefficient thermodynamique φX = xX/kT ∂µX/∂xX. Ce coeffi-
cient, égal à 1 à dilution infinie, est très sensible, comme nous le verrons plus loin, à
l’approximation thermodynamique utilisée pour le calculer. Dans cette partie de l’étude,
nous avons utilisé pour l’estimer un calcul CVM dans l’approximation tétraèdre-octaèdre,
cette approche thermodynamique étant la meilleure à notre disposition.

Les variations de ce coefficient de diffusion intrinsèque avec la concentration en élé-
ments d’addition sont représentées sur la figure 2.11 pour les deux systèmes binaires Al-Zr
et Al-Sc à T = 450◦C. On vérifie bien que ce coefficient tend vers le coefficient de diffu-
sion de traceur à dilution infinie mais que de façon générale il en diffère. Si le terme non
diagonal LAlX est omis dans la définition 2.27 du coefficient de diffusion intrinsèque, on
n’observe aucune différence sur la valeur obtenue : bien que ce coefficient soit du même
ordre de grandeur que LXX, les concentrations étudiées sont trop faibles pour qu’il ait une
quelconque influence.

La figure 2.11 fait apparâıtre une relation entre le coefficient de diffusion intrinsèque
et celui de traceur,

DX = φXDX∗ , (2.28)

ce qui correspond à l’équation de Darken [93, 110]. Cette approximation est relativement
bonne pour les faibles concentrations étudiées. Dans ce domaine de concentrations, la
principale différence entre le coefficient de diffusion intrinsèque et celui de traceur est
donc de nature thermodynamique et intégrée dans le coefficient thermodynamique φX.
Pour que cette relation soit vérifiée dans le cas où la contribution du terme de mobilité
non diagonal LAlX au coefficient de diffusion intrinsèque est négligeable (Éq. 2.27), il est
nécessaire que le facteur de corrélation fXX pour la diffusion intrinsèque de X et le facteur
de corrélation fX∗ pour la diffusion du traceur X∗ soient égaux [93], ce que nous avons
vérifié par la suite et peut s’interpréter en terme d’absence de migration des petits amas
de soluté (§2.4.5).

2.4.4 Croissance de précipités

Afin de tester que les coefficients de diffusion ainsi définis reproduisent bien le com-
portement cinétique de la solution solide correspondant à notre modèle atomique, nous
avons effectué des simulations Monte Carlo pour des couples de diffusion entre une solu-
tion solide sursaturée en Sc et un précipité Al3Sc. Ces simulations rendent donc compte
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de la croissance de précipités plans et de l’appauvrissement de la solution solide qui l’ac-
compagne.

Le système initial consiste en une dizaine de plans Al3Sc de structure L12 mis en
contact avec des plans d’une solution solide aléatoire de concentration nominale x0

Sc. La
bôıte de simulation utilisée comporte 2563 sites et est tri-périodique. À chaque instant,
la concentration en chacun des plans perpendiculaires à la direction d’inhomogénéité est
mesurée afin d’obtenir le profil de concentration. Les simulations ont été réalisées pour
trois directions différentes de l’interface, [100], [110] et [111], et aucune différence n’a été
observée suivant la direction choisie. Plusieurs sursaturations de la solution solide ont été
également simulées. Néanmoins, si la solution solide est trop sursaturée, de nouveaux pré-
cipités germent au centre de la bôıte et on ne se trouve donc plus dans des conditions de
croissance pure d’un précipité plan. Ainsi, à T = 450◦C, les couples de diffusion pour les-
quels la concentration de la solution solide est supérieure ou égale à 0.3 at.% font intervenir
la germination de nouveaux précipités et ne sont donc pas directement exploitables.
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Fig. 2.13 : Modélisation de la cinétique d’évolution du profil de concentration d’un
couple de diffusion dans l’approximation des gradients de concentration linéarisés.

Les modèles de croissance de précipités [111] prédisent l’évolution de ce même profil
de concentration. Ces modèles supposent qu’à l’interface entre le précipité et la solution
solide la concentration est celle d’équilibre, xeq

Sc, ce que nous avons toujours vérifié au cours
des simulations Monte Carlo. Ils sont basés sur une résolution simplifiée des équations de
diffusion faisant appel à la linéarisation des gradients de concentration [112] (Fig. 2.13).
En écrivant les équations d’égalité des flux de concentration à l’interface ainsi que de
conservation de la matière entre le précipité et la matrice, on obtient la distance sur
laquelle à l’instant t le gradient de concentration se manifeste dans la solution solide

L = 2

√
xp

Sc − x0
Sc

xp
Sc − xeq

Sc

√
Dt, (2.29)

où xp
Sc = 1/4 est la composition du précipité Al3Sc qui crôıt. Quant à l’interface, celle-ci
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avance de la distance

δl =
x0

Sc − xeq
Sc√

(xp
Sc − x0

Sc)(x
p
Sc − xeq

Sc)

√
Dt. (2.30)

Aux concentrations considérées, cette distance reste suffisamment faible devant L pour
pouvoir être négligée par la suite.

La bôıte de simulation étant périodique, elle contient en fait deux interfaces si bien
qu’il y a deux gradients de concentration qui se développent dans la solution solide. Les
équations 2.29 et 2.30 sont valables tant que ces deux gradients sont indépendants, c’est-
à-dire jusqu’à un temps tmax où la distance L devient égale à Lmax, la moitié de la distance
séparant les deux interfaces. Au-delà, ce n’est plus la distance sur laquelle se manifestent
les gradients de concentration qui évolue mais la concentration maximale de la solution
solide au centre du couple de diffusion suivant la loi

xmax
Sc = xeq

Sc + 2(x0
Sc − xeq

Sc) exp

[
−2

D(t− tmax)

(Lmax)2

xp
Sc − x0

Sc

xp
Sc − xeq

Sc

]
. (2.31)

Ce modèle décrivant l’évolution du profil de concentration dans la solution solide a été
comparé aux résultats des simulations Monte Carlo (Fig. 2.14) en utilisant en paramètre
d’entrée différents coefficients de diffusion : le coefficient de diffusion de traceur à dilution
infinie, DSc∗ = 1.8×10−6 m2/s, ainsi que le coefficient de diffusion intrinsèque calculé pour
la composition initiale de la solution solide, DSc = 1.3 × 10−6 m2/s. Durant les premiers
instants de la cinétique de croissance, on observe peu de différence entre les deux profils,
les deux étant en bon accord avec les simulations Monte Carlo. Par contre, à partir du
moment où les deux gradients se sont rejoints, la différence entre les deux profils est plus
marquée. Ceci provient de la dépendance exponentielle du profil par rapport au coefficient
de diffusion dans cette partie de la cinétique (Éq. 2.31). Curieusement, le profil obtenu
avec le coefficient de diffusion de traceur à dilution infinie reproduit mieux le profil des
simulations Monte Carlo que celui obtenu avec le coefficient de diffusion intrinsèque. Il
ne faut pas conclure trop vite pour autant que ce dernier n’est pas adapté pour décrire
le comportement cinétique de la solution solide. Dans le modèle de croissance présenté
précédemment, un seul coefficient de diffusion apparâıt alors que la concentration de la
solution solide évoluant il faudrait en fait prendre en compte les variations de ce coefficient
de diffusion. Les deux valeurs que nous avons considérées sont en fait les deux valeurs
extrêmes. Pour modéliser la croissance de précipités dans une solution solide faiblement
sursaturée, le coefficient de diffusion de traceur à dilution infinie semble donc être bien
adapté, l’emploi d’un coefficient de diffusion intrinsèque dépendant de la concentration
nécessitant une résolution beaucoup plus complexe des équations de la diffusion.

2.4.5 Diffusion des petits amas

Nous avons vérifié que seuls les monomères de soluté diffusent dans la solution solide et
qu’il n’y a pas de migration des petits amas. En effet, le modèle atomique de diffusion par
mécanisme lacunaire peut conduire à la migration des petits amas [56–59] ce qui affecte les
cinétiques de précipitation observées. La distribution de taille des amas peut s’en trouver
modifiée [57] et le mécanisme de coalescence (évaporation-condensation des monomères
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Fig. 2.14 : Évolution du profil de concentration d’une solution solide sursaturée
(x0

Sc = 0.2 at.%) à T = 450◦C en contact avec un précipité plan Al3Sc. Les points
ont été obtenus par mesure au cours de simulations Monte Carlo et les lignes en résol-
vant les équations de diffusion dans l’approximation des gradients linéarisés (Fig. 2.13)
avec différentes valeurs pour le coefficient de diffusion : DSc∗ = 1.8 × 10−6 m2/s est
le coefficient de diffusion de traceur à dilution infinie et DSc = 1.3 × 10−6 m2/s le
coefficient de diffusion intrinsèque à x0

Sc = 0.2 at.%.
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ou coagulation des amas) est directement piloté par ce phénomène de migration des petits
amas [58,59].

Afin de voir si les modèles atomiques adoptés pour Al-Zr et Al-Sc conduisent ou non
à la migration des petits amas, nous avons tenté de mesurer les coefficients de diffusion
associés à ces amas. Pour cela, nous avons effectué des simulations Monte Carlo pour des
bôıtes contenant N atomes de soluté X (2 ≤ N ≤ 4) et au cours de ces simulations nous
avons mesuré le coefficient de diffusion DG du centre de gravité G de ces N atomes. Dans
tous les cas, que le soluté considéré soit Zr ou Sc, on observe que DG est égal au coefficient
de diffusion du monomère divisé par le nombre N d’atomes de soluté considéré, ce qui
implique la relation suivante〈(

N∑
n=1

∆rXn

)2〉
=

N∑
n=1

〈
∆rXn

2
〉
, (2.32)

où 〈· · · 〉 indique une moyenne thermodynamique d’ensemble et ∆rXn est le déplacement
de l’atome Xn effectué pendant un intervalle de temps donné. Cette relation ne peut être
satisfaite que s’il n’y a pas de corrélation entre les déplacements des N atomes de soluté,
ce qui revient à dire que l’amas composé de ces N atomes ne diffuse pas.

La relation 2.32 correspond formellement à l’égalité entre le facteur de corrélation
fXX pour la diffusion intrinsèque de X et le facteur de corrélation fX pour la diffusion
du traceur X [93, 104]. Comme nous l’avons vu précédemment (§2.4.3), l’égalité entre
ces deux facteurs de corrélation explique également pourquoi l’approximation de Darken
(Éq. 2.28) permettant de relier le coefficient de diffusion intrinsèque au coefficient de
diffusion de traceur donne de bons résultats.

Le modèle de Manning [113] permet de prédire les valeurs de ces facteurs de corrélation.
Il montre que dans le cas où la diffusion du solvant est beaucoup plus rapide que celle
du soluté (DAl � DX) alors fXX ∼ fX, ce qui est le cas aussi bien pour le système Al-Zr
que Al-Sc. La mobilité des petits amas n’est donc pas pilotée par l’interaction lacune-
soluté mais par un paramètre purement cinétique, le rapport des coefficients de diffusion
de traceur.

Roussel et Bellon [58] d’une part et Athènes et al. [59] d’autre part ont proposé un
autre critère pour déterminer s’il y a migration ou non des petits amas. Ce critère est
basé sur le signe du paramètre d’asymétrie, a∗ = (εAlAl − εXX)/(εAlAl + εXX − 2εAlX).
Pour a∗ > 0, ils prédisent une migration des petits amas et pour a∗ < 0 une diffusion
uniquement des monomères. Ce facteur d’asymétrie est positif aussi bien pour Al-Zr que
Al-Sc ce qui signifierait qu’il doit y avoir diffusion des petits amas. Néanmoins, ce critère
a été construit dans le cas d’un modèle atomique ne comportant pas d’interaction entre
la lacune et les atomes et avec des interactions limitées aux atomes premiers voisins. En
outre, il s’applique aux cas d’un système à tendance à la démixtion et non à tendance
à l’ordre. Par conséquent, il ne semble pas pouvoir être appliqué directement à notre
modèle atomique mais nécessiterait d’être enrichi auparavant. Cependant, ce critère ne
semble pertinent que dans le cas où solvant et soluté diffusent à des vitesses similaires.
Lorsque les coefficients de diffusion sont très différents, comme c’est le cas aussi bien
dans le système Al-Zr que dans Al-Sc, on obtient directement fXX ' fX, et ce quelle
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que soit l’interaction soluté-lacune et donc indépendamment de la valeur d’un quelconque
paramètre a∗ généralisé.

2.5 Conclusions

Un modèle atomique a donc été construit dans ce chapitre pour étudier la cinétique de
précipitation dans les alliages Al-Zr-Sc. Ce modèle, basé sur un réseau rigide avec des in-
teractions allant jusqu’aux seconds voisins et un mécanisme cinétique d’échange lacunaire,
se veut aussi quantitatif que possible. Tout d’abord, du point de vue thermodynamique,
les limites de solubilité de Zr et Sc dans l’aluminium sont correctement reproduites ainsi
que les énergies de formation des composés ordonnés Al3Zr et Al3Sc. Quant aux inter-
actions spécifiques au système ternaire, le manque d’information expérimentale existant
pour les ajuster a été compensé par des calculs ab initio, les énergies effectives ainsi ob-
tenues conduisant bien à la stabilité d’un composé Al3ZrxSc1−x partiellement ordonné de
structure L12.

Du point de vue cinétique, ce modèle atomique reproduit correctement les coefficients
de diffusion des différentes espèces chimiques à dilution infinie. Une étude détaillée de la
diffusion dans la solution solide nous a permis de montrer qu’il n’y a pas de différence de
comportement entre le zirconium et le scandium bien que ces deux solutés interagissent
différemment avec la lacune. En outre, plusieurs informations importantes par la suite
pour la modélisation à l’échelle mésoscopique de la cinétique de précipitation ont pu être
obtenues :

– Dans la solution solide, seuls les monomères diffusent tandis que les amas plus gros
restent immobiles. Un critère a pu être défini à partir des différents facteurs de
corrélation de la diffusion afin de déterminer dans le cas général si la migration des
petits amas est susceptible ou non d’être observée.

– La croissance des précipités est contrôlée par la diffusion à longue distance du soluté.
– L’emploi du coefficient de diffusion de traceur conduit à une modélisation correcte

de cette cinétique de croissance.
Ce modèle atomique est plus amplement utilisé dans les deux prochains chapitres tout

d’abord pour étudier le stade de germination de Al3Zr et Al3Sc en effectuant une com-
paraison détaillée avec la théorie classique de germination puis pour étudier les différents
chemins cinétiques de précipitation dans l’alliage ternaire Al-Zr-Sc.



Chapitre 3

Germination dans les binaires Al-Zr
et Al-Sc

Entre tes doigts
L’argile prend forme
L’homme de demain sera
Hors norme
Un peu de glaise
Avant la fournaise
Qui me durcira

Je n’étais qu’une ébauche
Au pied de la falaise
Un extrait de roche
Sous l’éboulis
Dans ma cité lacustre
À broyer des fadaises

Malaxe
Le cœur de l’automate
Malaxe malaxe
Les omoplates
Malaxe
Le thorax

Alain Bashung

Les simulations Monte Carlo cinétique effectuées dans les systèmes binaires repré-
sentent un cas d’étude idéal pour une confrontation avec les modèles mésoscopiques de la
précipitation et plus particulièrement la théorie classique de germination [37,111,114,115].
En effet, du fait que le système étudié est connu précisément, ces simulations permettent
de comprendre à la fois la façon dont ces modèles doivent être paramétrés et également
la validité des hypothèses sur lesquelles ils reposent. Afin d’effectuer cette confrontation,
il nous faut donc déduire du modèle atomique les paramètres mésoscopiques équivalents
utilisés par ces différents modèles et en particulier l’énergie libre de formation d’un amas
de structure L12 immergé dans une solution solide de composition donnée. Ceci peut être
fait en utilisant l’approximation capillaire [111] qui décompose cette énergie libre de for-
mation en une contribution volumique, la force motrice de germination, et une seconde
contribution correspondant au coût énergétique engendré par la présence de l’interface
entre la solution solide et le précipité L12.

Avant de calculer ces grandeurs mésoscopiques, force motrice de germination et éner-
gie libre d’interface, nous présentons les différentes approximations thermodynamiques qui
peuvent être utilisées : champ moyen de point (Bragg-Williams) ou méthode de variation
des amas ainsi que développements basse température. Les prédictions de la théorie clas-
sique de germination sont ensuite confrontées aux résultats des simulations Monte Carlo
cinétique. Enfin, un calcul direct de l’énergie libre de formation des amas est réalisé afin
de tester la validité de l’approximation capillaire et également de voir comment les effets
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de frustration entre amas peuvent être incorporés dans cette approximation.

3.1 Différentes approximations thermodynamiques

Afin de calculer les grandeurs mésoscopiques correspondant au modèle atomique pré-
senté au chapitre 2, plusieurs approximations thermodynamiques sont utilisées : l’approxi-
mation de Bragg-Williams, la méthode de variation des amas ainsi que les développements
basse température. Ce chapitre présente ces différentes techniques ainsi que les expressions
obtenues pour certaines grandeurs thermodynamiques comme les énergies libres ou les po-
tentiels chimiques lorsque ces expressions sont analytiques. Certaines de ces techniques
utilisent l’ensemble canonique et d’autres l’ensemble semi-grand canonique suivant que la
variable de contrôle est la concentration des différentes espèces atomiques ou leur potentiel
chimique. Les relations permettant de passer d’un ensemble à l’autre sont présentées dans
l’annexe B.

3.1.1 Approximation de Bragg-Williams

L’approximation de Bragg-Williams est une approximation de champ moyen de point,
c’est-à-dire qu’elle considère les interactions entre les différents sites du réseau à travers
leurs occupations moyennes et néglige tout effet de corrélation entre ces occupations [69].
Par conséquent, il n’y a pas d’effet d’ordre à courte distance introduit dans le modèle
dans une phase homogène. Cette approximation conduit à des expressions simples pour
l’énergie libre de la solution solide et également celle de la structure L12.

Solution solide

Dans l’approximation de Bragg-Williams, l’énergie libre d’une solution solide A-B de
composition x en élément B est

F (x) =(1− x)UA + xUB + x(1− x)
(
12ω(1) + 6ω(2)

)
+ kT [x log (x) + (1− x) log (1− x)] ,

(3.1)

où UA = 6ε
(1)
AA + 3ε

(2)
AA et UB = 6ε

(1)
BB + 3ε

(2)
BB sont les énergies respectives des éléments

purs A et B sur le réseau c.f.c. considéré1. On déduit de cette expression de l’énergie libre
les potentiels chimiques µA et µB des espèces A et B en considérant le potentiel chimique

1Ces termes n’ont aucune influence sur la thermodynamique du binaire A-B et on peut donc considérer
UA = UB = 0.
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d’alliage µ ainsi que l’énergie libre grand canonique A,

µ(x) =
1

2
(µB(x)− µA(x)) =

1

2

dF (x)

dx
(3.2a)

=
1

2
(UB − UA) + (1− 2x)(6ω(1) + 3ω(2)) +

1

2
kT log

(
x

1− x

)
,

A(x) =
1

2
(µA(x) + µB(x)) = F (x) +

1− 2x

2

dF (x)

dx
(3.2b)

=
1

2
(UA + UB) + 6ω(1) + 3ω(2) +

1

2
kT log [x(1− x)].

Ceci nous donne les expressions suivantes pour les potentiels chimiques

µA(x) = UA + x2
(
12ω(1) + 6ω(2)

)
+ kT log (1− x) (3.3a)

= µid
A (x) + x2

(
12ω(1) + 6ω(2)

)
,

µB(x) = UB + (1− x)2
(
12ω(1) + 6ω(2)

)
+ kT log (x) (3.3b)

= µid
B(x) + (1− x)2

(
12ω(1) + 6ω(2)

)
,

où µid
A (x) et µid

B(x) sont les potentiels chimiques donnés par un modèle de solution solide
idéale, c’est-à-dire pour des énergies d’ordre nulles.

Structure L12

La structure L12 est définie par deux sous-réseaux de concentration x1 et x2 en élément
B et de stœchiométries respectives 3/4 et 1/4. À partir de ces deux concentrations peuvent
être définis une concentration moyenne x = (3x1 + x2)/4 ainsi qu’un paramètre d’ordre
ζ = x1 − x2. L’énergie libre de la structure L12 est alors donnée dans l’approximation de
Bragg-Williams par l’expression

F (x, ζ) =(1− x)UA + xUB + x(1− x)
(
12ω(1) + 6ω(2)

)
+ ζ2

(
3

4
ω(1) − 9

8
ω(2)

)
+

3

4
kT

[(
x +

1

4
ζ

)
log

(
x +

1

4
ζ

)
+

(
1− x− 1

4
ζ

)
log

(
1− x− 1

4
ζ

)]
+

1

4
kT

[(
x− 3

4
ζ

)
log

(
x− 3

4
ζ

)
+

(
1− x +

3

4
ζ

)
log

(
1− x +

3

4
ζ

)]
.

(3.4)

En l’absence d’ordre, ζ = 0, on retrouve l’expression 3.1 de l’énergie libre de la solution
solide. Quant à l’énergie libre de formation de la structure stœchiométrique A3B (x = 1/4
et ζ = −1), celle-ci est bien égale à ∆F = 3ω(1), expression utilisée précédemment (§2.2.1)
dans la procédure d’ajustement du modèle atomique.

Pour une structure L12 de composition x donnée, le paramètre d’ordre ζ(x) associé
est celui minimisant la fonction 3.4. Cette minimisation ne peut pas être réalisée de façon
analytique mais doit être résolue numériquement. Le paramètre d’ordre devient donc une
fonction implicite de la concentration x. Les potentiels chimiques des espèces A et B
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sont toujours définis à l’aide de la dérivée de l’énergie libre F (x, ζ) par rapport à la
concentration x (Éq. B.2) en tenant à présent compte de la relation

dF (x, ζ)

dx
=

∂F (x, ζ)

∂x
+

∂F (x, ζ)

∂ζ

∂ζ(x)

∂x
. (3.5)

On ne dispose donc plus d’expression analytique de ces potentiels comme c’était le cas
dans la solution solide.

Équilibre

L’équilibre thermodynamique entre la solution solide et la structure L12 est calculé en
considérant la fonction énergie libre grand canonique A(x) = F (x)−µ(2x− 1). Pour cha-
cune des phases, cette fonction est minimisée à un potentiel chimique d’alliage µ donné. Le
potentiel d’équilibre est celui pour lequel les minima de A sont les mêmes pour la solution
solide et la structure L12, les concentrations et paramètre d’ordre d’équilibre étant ceux
réalisant ces minima. Cette procédure pour rechercher l’équilibre thermodynamique est
une façon simple numériquement d’imposer l’égalité des potentiels chimiques des espèces
A et B dans les deux phases considérées.

Une expression analytique de la limite de solubilité xeq peut être obtenue dans la limite
d’une solution solide diluée et en supposant la structure L12 parfaitement stœchiométrique.
L’énergie libre grand canonique de la structure L12 s’écrit alors

A =
3

4
UA +

1

4
UB + 3ω(1) +

1

2
µ, (3.6)

tandis que celle de la solution solide est donnée par l’équation 3.2b. Au potentiel d’alliage
d’équilibre, ces deux fonctions doivent être égales. Compte tenu de l’expression 3.2a de ce
potentiel d’alliage dans la solution solide, il nous faut résoudre l’équation

3ω(1) +
1

2
(1− 2x)(6ω(1) + 3ω(2)) +

1

4
kT log

(
x

1− x

)
= 6ω(1) + 3ω(2) +

1

2
kT log [x(1− x)].

(3.7)

Cette équation se résout simplement dans la limite diluée (x � 1). La limite de solubilité
ainsi obtenue est alors donnée par

xeq = exp
(
−6ω(2)/kT

)
. (3.8)

La limite de solubilité obtenue numériquement sans supposer la solution solide diluée
ni la phase A3B stœchiométrique diffère très peu de celle donnée par cette expression
analytique, que ce soit pour la limite de Sc ou de Zr dans Al et ce sur tout le domaine de
température étudié (T < 660◦C).

3.1.2 Méthode de variation des amas

La méthode de variation des amas (ou CVM pour Cluster Variation Method) [72, 73]
apparâıt comme l’extension naturelle de l’approximation de Bragg-Williams, ces deux
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techniques étant des approximations de champ moyen. Si l’approximation de Bragg-
Williams néglige toute corrélation entre les sites, ceci n’est plus vrai pour la CVM qui
décrit correctement ces corrélations à l’intérieur d’un amas maximal et les néglige au-delà.
Cette technique apparâıt désormais comme la technique de choix [116, 117] afin d’obte-
nir une description thermodynamique la plus correcte possible lorsque la description des
interactions atomiques est fondée sur le modèle d’Ising. Dans cette partie, nous nous
contenterons de présenter le formalisme général de la CVM, des études très détaillées
existant par ailleurs dans la littérature [117,118].

Énergie libre et principe variationnel

Une structure quelconque, à l’équilibre thermodynamique, est définie par sa matrice
densité de probabilité ρ̄(C), celle-ci étant la probabilité d’observer le réseau dans la confi-
guration C. L’ensemble des grandeurs thermodynamiques peut ensuite être calculé à partir
de cette matrice densité et en particulier l’énergie libre du système qui est donnée par

F = Tr [ρ̄(C)EC] + kT Tr [ρ̄(C) log (ρ̄(C))]

= 〈EC〉ρ̄ + kT 〈log (ρ̄)〉ρ̄ ,
(3.9)

où l’opérateur Tr indique une somme sur l’ensemble des configurations C du réseau si
bien que 〈· · · 〉ρ̄ correspond à une moyenne sur ces configurations en utilisant la loi de
probabilité ρ̄(C).

La difficulté de la tâche pour calculer les grandeurs thermodynamiques ne réside pas
dans la connaissance de la loi de probabilité ρ̄(C), celle-ci étant donnée comme nous l’avons
vu au §2.1 par la statistique de Boltzmann (Éq. 2.3 et 2.4), mais dans la nécessité de réa-
liser une moyenne par rapport à cette loi de probabilité sur l’ensemble des configurations
du réseau. Une première solution est d’effectuer cette moyenne en ne considérant que les
configurations qui ont un poids statistique non négligeable. C’est ce principe qui est mis
en œuvre dans l’algorithme de Metropolis pour effectuer des moyennes thermodynamiques
par simulations Monte Carlo. Une autre solution sur laquelle est fondée la CVM consiste
à simplifier la loi de probabilité ρ̄(C) de façon à ce que le calcul de la moyenne 〈· · · 〉ρ̄
devienne réalisable. Le principe variationnel permet de montrer que sous certaines condi-
tions concernant le choix de cette loi de probabilité on obtient une limite supérieure de
l’énergie libre du système.

Considérant une matrice densité de probabilité d’essai ρ(C), on peut construire une
fonctionnelle de cette matrice densité qui s’apparente à l’énergie libre,

F [ρ] = Tr [ρ(C)EC] + kT Tr [ρ(C) log (ρ(C))]. (3.10)

Pourvu que la loi de probabilité soit choisie de façon à respecter l’égalité Tr [ρ] = 1,
le principe variationnel assure que l’énergie libre ainsi calculée est supérieure à l’énergie
libre exacte du système, F [ρ] ≥ F ex, l’énergie libre exacte n’étant atteinte que pour la
densité de probabilité exacte du système (Éq. 2.3 et 2.4). On obtient donc la définition
variationnelle suivante de l’énergie libre du système

F ex = min
ρ
{F [ρ] , Tr (ρ) = 1}. (3.11)



70 Chapitre 3. Germination dans les binaires Al-Zr et Al-Sc

Tout l’art de la CVM réside dans le choix des densités de probabilité d’essai ρ pour que
celles-ci soient le plus physique possible et que la minimisation 3.11 soit réalisable.

Amas maximal

L’approximation CVM consiste à choisir un amas maximal et à factoriser la matrice
densité du système par rapport à la matrice densité ρα de cet amas α ainsi que les matrices
ρβ de tous les amas β inclus dans α, ρβ donnant la probabilité d’observer l’amas β dans
chacune de ses configurations :

ρ =
∏
β⊂α

ρβ
aβ (3.12)

Les entiers aβ apparaissant dans cette définition rendent compte du recouvrement entre
les différents amas pour construire la matrice densité ρ du système. Toutes les corrélations
existant à l’intérieur de l’amas maximal choisi sont donc traitées de façon exacte et celles
externes ne sont pas prises en compte.

L’expression de l’entropie associée à la fonctionnelle F [ρ] définie par l’équation 3.10
s’écrit pour ces matrices densité

S[ρ] = −k
∑
β⊂α

aβ

∑
Cβ

ρβ(Cβ) log (ρβ(Cβ)), (3.13)

la seconde somme s’effectuant sur l’ensemble des configurations Cβ que peut prendre l’amas
β.

L’ensemble des matrices densité d’essai étant ainsi défini par le choix de cet amas
maximal2, il ne reste plus qu’à effectuer la minimisation de la fonctionnelle énergie libre
3.10. Cette minimisation doit être effectuée tout en respectant les différentes contraintes
associées aux matrices densité de probabilité, à savoir

Trβ [ρβ] =
∑
Cβ

ρβ = 1, (3.14a)

Trγ [ρα] =
∑
Cγ

ρα = ρβ, γ ∪ β = α, γ ∩ β = ∅. (3.14b)

La première égalité impose à la loi de probabilité associée à un amas d’être normée à un.
Quant à la seconde égalité, elle traduit le fait que la loi de probabilité associée à un amas
β peut être obtenue à partir de celles d’amas plus gros contenant β par sommation sur
toutes les configurations du complémentaire de β.

Cette minimisation de F [ρ] peut être effectuée en utilisant la méthode de l’itération
naturelle proposée par Kikuchi [119]. Cependant, dès que l’amas maximal utilisé aug-
mente et que la symétrie de la structure étudiée diminue, le nombre de variables ρα et
d’équations associées devient important si bien qu’il est nécessaire d’utiliser une méthode
de minimisation plus robuste que l’itération naturelle. Il est possible de faire un change-
ment de variables de façon à s’affranchir des contraintes 3.14 et le choix des fonctions de
corrélations associées aux différents amas s’impose alors [73].

2Il est également possible de choisir plusieurs amas maximaux.
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Il est intéressant de remarquer que l’approximation de Bragg-Williams n’est en fait
qu’un cas particulier de la CVM où l’amas maximal choisi n’est autre qu’un site atomique.
De ce fait, dans cette approximation, les seules probabilités qui interviennent sont celles
rattachées aux différents sites du réseau, c’est-à-dire les concentrations en chacun de ces
sites.

Application au réseau c.f.c.

(a) Tétraèdre (b) Octaèdre

Fig. 3.1 : Définition du tétraèdre et de l’octaèdre utilisés pour la CVM.

Dans le cas d’un réseau c.f.c., la première approximation CVM à avoir été utilisée est
celle correspondant au tétraèdre de premiers voisins comme amas maximal (Fig. 3.1a)
[72]. Cette approximation est très bien adaptée lorsque les interactions sont limitées aux
premiers voisins et permet alors d’obtenir des résultats présentant un accord quantitatif
nettement meilleur que la simple approximation de Bragg-Williams avec les calculs de
référence que sont les simulations Monte Carlo thermodynamique et les développements
haute température [116]. Néanmoins, dans le cadre de notre modèle atomique présentant
des interactions allant jusqu’aux seconds voisins, cette approximation de la CVM ne peut
pas être directement utilisée car la paire de seconds voisins n’est pas incluse dans l’amas
maximal. Il faut alors passer à l’approximation suivante en utilisant deux amas maximaux,
le même tétraèdre de premiers voisins ainsi que l’octaèdre reliant tous les sites premiers et
seconds voisins entre eux (Fig. 3.1b) [73]. Là encore, l’accord quantitatif avec les calculs
de référence est très bon [120].

3.1.3 Développements basse température

Afin de calculer les propriétés thermodynamiques du système binaire Al-Zr ou Al-
Sc, il est également possible d’utiliser des développements basse température [69]. Cette
méthode consiste à développer la fonction de partition Z du système autour d’un état de
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référence en ne gardant dans la série que les contributions principales, c’est-à-dire celles
des états excités de plus basse énergie.

Solution solide

Pour une solution solide A-B riche en A, cet état de référence est l’état A pur d’énergie
libre grand canonique A0 = UA + µ = 6ε

(1)
AA + 3ε

(2)
AA + µ et les états excités correspondent

à la transformation d’atomes A en atomes de soluté B. Ainsi, le premier état excité est
obtenu par inversion d’un seul atome A en atome B. L’énergie d’excitation correspondante
se déduit en considérant les 12 liaisons entre premiers voisins et les 6 entre seconds voisins
qu’il faut modifier, sans oublier le potentiel chimique de l’atome lui-même, ce qui donne

∆E1 = 12(ε
(1)
AB − ε

(1)
AA) + 6(ε

(2)
AB − ε

(2)
AA)− µB + µA

= UB − UA − µB + µA + 12ω(1) + 6ω(2)

= 6ω(2) − 2δµ,

(3.15)

où nous avons écrit le potentiel d’alliage sous la forme µ = (µB −µA)/2 = (UB −UA)/2 +
6ω(1) + δµ. Le nombre d’états excités de ce type est égal au nombre de sites Ns du réseau.

Le deuxième état excité correspond à l’inversion de deux atomes en position de seconds
voisins puisqu’une liaison de type B-B énergétiquement favorable est alors créée. Il existe
3Ns possibilités différentes pour effectuer cette inversion. Si on considère l’inversion de
deux atomes en position quelconque, c’est-à-dire ni premiers ni seconds voisins, on obtient
alors le troisième état excité. Les énergies ∆E2 et ∆E3 correspondantes sont présentées
dans le tableau 3.1.

En considérant ces trois premiers états excités, la fonction de partition des Ns sites
atomiques s’écrit

Z = e−βNsA0

(
1 + Nse

−β∆E1 + 3Nse
−β∆E2 +

1

2
Ns(Ns − 19)e−β∆E3 + · · ·

)
, (3.16)

avec β = 1/kT . L’énergie libre grand canonique A = (µA +µB)/2 s’obtient ensuite grâce à
sa définition A = −kT/Ns log (Z) et en appliquant le théorème des amas connexes (linked
cluster theorem) : dans le développement limité de log (Z), seuls les termes proportionnels
au nombre de sites Ns doivent être gardés. En considérant les trois premiers état excités,
on obtient donc

A = A0 − kT e−β∆E1 − 3kT e−β∆E2 +
19

2
kT e−β∆E3 + · · · . (3.17)

De façon plus générale, cette énergie libre grand canonique s’écrit sous la forme

A(µ) = UA + µ− kT
∑
i,n

gi,n exp (−∆Ei,n(µ)/kT ), (3.18)

où ∆Ei,n(µ) est l’énergie de l’état excité i mettant en jeu n atomes et gi,n la dégénérescence
associée, i.e. le nombre d’excitations à considérer pour chaque site. Les énergies et dégéné-
rescences des sept premiers états excités pour la solution solide sont présentées dans le
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Tab. 3.1 : Coefficients du développement basse température pour la solution solide
correspondant aux sept premiers états excités. Le potentiel d’alliage est écrit sous la
forme µ = (UB − UA)/2 + 6ω(1) + δµ.

i n ∆Ei,n(µ) gi,n

1 1 6ω(2) − 2δµ 1
2 2 10ω(2) − 4δµ 3
3 2 12ω(2) − 4δµ −19/2
4 3 14ω(2) − 6δµ 15
5 4 16ω(2) − 8δµ 3

3 16ω(2) − 6δµ −96
6 4 18ω(2) − 8δµ 83

3 18ω(2) − 6δµ −774
7 5 20ω(2) − 10δµ 48

4 + 20ω(2) − 8δµ −453/2− 663

tableau 3.1. Les états excités concernent des groupes d’atomes isolés ou alors en position de
seconds voisins mais aucun en position de premiers voisins. En effet, deux atomes de soluté
en position de premiers voisins constituent une excitation de beaucoup plus forte énergie.
Certains de ces groupes d’atomes sont connexes et peuvent donc être vus comme un amas
ayant la structure L12 au sens où nous l’avons défini dans le précédent chapitre pour
exploiter les simulations de Monte Carlo cinétique (§2.3.1). Quant aux groupes d’atomes
non connexes, ils traduisent en fait les effets de frustration existant entre les amas. Ces
derniers conduisent à des dégénérescences gi,n négatives appelées « contre termes ».

La concentration x en soluté B est obtenue en considérant la dérivée de l’énergie libre
grand canonique A par rapport au potentiel d’alliage µ :

x(µ) =
1

2

(
1− ∂A(µ)

∂µ

)
=
∑
i,n

ngi,n exp (−∆Ei,n(µ)/kT ) (3.19)

Quant aux potentiels chimiques des espèces A et B, ils sont définis par les relations

µA(µ) = A(µ)− µ et µB(µ) = A(µ) + µ (3.20)

Structure L12

Un développement basse température peut également être effectué pour calculer l’éner-
gie libre grand canonique de la structure L12. L’état de référence est désormais le composé
A3B parfaitement ordonné. Afin de pouvoir calculer la concentration sur chacun des deux
sous-réseaux de la structure L12, deux potentiels différents sont introduits : µ1 pour le sous-
réseau majoritaire et µ2 pour le minoritaire. Ces potentiels sont bien évidemment égaux,
µ1 = µ2 = µ, leur introduction étant nécessaire seulement afin d’obtenir les concentrations
x1 et x2 à partir des différentes dérivées de l’énergie libre grand canonique. Comme nous
nous intéressons principalement à la structure L12 en équilibre avec la solution solide, le
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développement limité de la fonction de partition doit être effectué pour un potentiel µ
proche de celui d’équilibre. À ce potentiel, les trois premiers états excités concernent tous
l’inversion d’atomes B sur le sous-réseau minoritaire, l’inversion d’un atome A sur le sous-
réseau majoritaire étant trop coûteuse énergétiquement. À l’ordre 3 du développement
basse température, l’énergie libre grand canonique de la structure L12 s’écrit alors

A(µ1, µ2) =
3

4
UA +

1

4
UB + 3ω(1) +

3

4
µ1 −

1

4
µ2 −

1

4
kT exp

(
−6ω(2) + 2δµ2

kT

)
− 3

4
kT exp

(
−10ω(2) + 4δµ2

kT

)
+

7

8
kT exp

(
−12ω(2) + 4δµ2

kT

)
+ · · ·

(3.21)

Les concentrations sur chacun des sous-réseaux sont données par les relations

x1(µ1, µ2) =
1

2

(
1− 4

3

∂A(µ1, µ2)

∂µ1

)
et x2(µ1, µ2) =

1

2

(
1− 4

∂A(µ1, µ2)

∂µ2

)
. (3.22)

Quant aux potentiels chimiques, ils sont obtenus à partir de l’énergie libre grand canonique
A et le potentiel d’alliage µ en utilisant les mêmes expressions que pour la solution solide
(Éq. 3.20).

Équilibre

À l’équilibre entre la solution solide et la structure L12, les potentiels chimiques des
espèces sont identiques dans les différentes phases, c’est-à-dire que pour un même potentiel
chimique d’alliage µ les énergies libres grand canonique A doivent être identiques. En
considérant les développements basse température jusqu’au troisième niveau d’excitation
pour la solution solide et la structure L12, on obtient alors le potentiel d’alliage à l’équilibre

δµeq =
3

2
kT

[
exp (−6ω(2)/kT ) + 3 exp (−10ω(2)/kT )− 13

2
exp (−12ω(2)/kT )

]
(3.23)

La limite de solubilité correspondante est

xeq = exp
(
−6ω(2)/kT

)
+ 6 exp

(
−10ω(2)/kT

)
− 16 exp

(
−12ω(2)/kT

)
. (3.24)

La limite de solubilité ainsi obtenue ne fait intervenir que l’énergie d’ordre aux seconds
voisins et non celle aux premiers voisins. Ceci est une conséquence de l’ordre à courte
distance pour un jeu d’énergies d’ordre vérifiant ω(1) < 0 et ω(2) > 0. Avec de telles
interactions, toute paire de premiers voisins formée de deux atomes de soluté est trop
coûteuse énergétiquement si bien qu’un atome de soluté dans la solution solide voit tous
ses premiers voisins être des atomes A. Il a donc le même voisinage aux premiers voisins
que dans la phase L12 qui précipite.

La limite de solubilité obtenue précédemment dans l’approximation de Bragg-Williams
dans la limite diluée correspond au premier terme du développement basse température
(Éq. 3.8 et 3.24). Ceci montre que l’approximation de Bragg-Williams ne peut être quan-
titative que tant que le terme exp

(
−10ω(2)/kT

)
est négligeable. Ce second terme du

développement basse température prend en compte les effets d’ordre à courte distance
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puisqu’il correspond à l’interaction de deux atomes de soluté en position de seconds voi-
sins tandis que le premier terme du développement ne considère qu’un seul atome de soluté
baignant dans le solvant pur. En ce qui concerne la limite de solubilité, l’approximation
de Bragg Williams ne peut donc donner un résultat correct que tant que les effets d’ordre
à courte distance sont négligeables.

Ensemble canonique

Les développements basse température permettent donc de calculer les différentes gran-
deurs thermodynamiques dans l’ensemble semi-grand canonique, c’est-à-dire en imposant
le potentiel d’alliage µ. La concentration x est alors une fonction dépendant de µ. Néan-
moins, il est généralement plus facile d’avoir des expressions dans l’ensemble canonique
car la grandeur qui est imposée n’est couramment pas le potentiel d’alliage mais la concen-
tration. C’est par exemple le cas lorsqu’on désire connâıtre le comportement thermody-
namique d’une solution solide sursaturée, donc de concentration connue, pour calculer
la force motrice de germination. Le passage de l’ensemble semi-grand canonique à l’en-
semble canonique est possible de façon analytique pour les expressions obtenues avec un
développement basse température allant jusqu’au troisième état d’excitation, la résolu-
tion devenant numérique au-delà. À l’ordre 3 du développement basse température, les
expressions des potentiels chimiques sont les suivantes

µA(x) = UA − kT q (x)− 3kT [q (x)]2 exp
(
2ω(2)/kT

)
, (3.25a)

µB(x) = UB + 12ω(1) + 6ω(2) − kT q (x)

−3kT [q (x)]2 exp
(
2ω(2)/kT

)
+ kT log [q (x)], (3.25b)

où nous avons défini la fonction

q (x) =
2x

1 +
√

1 + 4x [6 exp (2ω(2)/kT )− 19]
. (3.26)

Afin de voir la différence avec les potentiels obtenus dans l’approximation de Bragg-
Williams, il est intéressant d’effectuer un développement limité des expressions 3.25 par
rapport à la concentration. On obtient les expressions suivantes

µA(x) = UA − kTx + kT
[
3 exp

(
2ω(2)/kT

)
− 19

]
x2 (3.27a)

= µid
A (x) + kT

[
3 exp

(
2ω(2)/kT

)
− 37

2

]
x2,

µB(x) = UB + 12ω(1) + 6ω(2) + kT log (x) + kT
[
18− 6 exp

(
2ω(2)/kT

)]
x

+kT

[
1045

2
− 399 exp

(
2ω(2)/kT

)
+ 54 exp

(
4ω(2)/kT

)]
x2 (3.27b)

= µid
B(x) + kT

[
18− 6 exp

(
2ω(2)/kT

)]
x

+kT

[
1045

2
− 399 exp

(
2ω(2)/kT

)
+ 54 exp

(
4ω(2)/kT

)]
x2,

où µid
A (x) = UA + kT log (1− x) et µid

B(x) = UB + kT log (x) sont les potentiels chimiques
dans une solution solide idéale, c’est-à-dire pour des énergies d’ordre nulles.
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Les corrections apportées par les développements basse température à un modèle de
solution solide idéale diffèrent de celles obtenues dans l’approximation de Bragg-Williams
(Éq. 3.3). Une première différence est que les variations avec la concentration des potentiels
ne dépendent que de l’énergie d’ordre aux seconds voisins tandis que dans l’approximation
de Bragg-Williams ces variations font également intervenir l’énergie d’ordre aux premiers
voisins. Il faut également noter que le développement basse température apporte une
correction négative au potentiel µB par rapport à un modèle de solution solide idéale3

tandis que l’approximation de Bragg-Williams, du fait qu’elle englobe les interactions
premiers et seconds voisins dans un paramètre global Ω = 12ω(1) + 6ω(2) ≥ 0, apporte
une correction positive. Nous allons voir par la suite quelles sont les conséquences de
ces erreurs sur les corrections apportées par l’approximation de Bragg-Williams pour
différentes grandeurs mésoscopiques pertinentes pour la cinétique de précipitation.

3.2 Potentiels chimiques et grandeurs mésoscopiques

associées

Nous utilisons à présent les différentes approximations thermodynamiques développées
au paragraphe précédent afin de calculer les grandeurs mésoscopiques intervenant dans
la modélisation de la précipitation. Dans un premier temps, nous ne considérons que les
grandeurs se déduisant directement des potentiels chimiques, à savoir la force motrice de
germination et le facteur thermodynamique intervenant dans le calcul du coefficient de
diffusion intrinsèque. Le calcul de l’énergie libre d’interface, autre grandeur mésoscopique
d’intérêt pour la précipitation, sera abordé au paragraphe suivant.

3.2.1 Force motrice de germination

Dans le cas de la précipitation de Al3X à partir d’une solution solide de composition
nominale x0

X et de composition d’équilibre xeq
X en soluté X (X ≡ Zr ou Sc), la force motrice

de germination est définie par [111,115]

∆Gnuc(x0
X) =

3

4

(
µAl(x

eq
X )− µAl(x

0
X)
)

+
1

4

(
µX(xeq

X )− µX(x0
X)
)
. (3.28)

Pour établir cette expression, nous avons supposé que les précipités de structure L12

restent proches de leur stœchiométrie Al3X, ce qui est vrai dans le domaine de température
que nous considérons.

Les différentes approximations thermodynamiques présentées précédemment peuvent
être utilisées pour calculer les potentiels chimiques entrant dans l’expression de cette force
motrice de germination. L’approximation la plus simple est un modèle de solution solide
idéale. On utilise alors l’expression des potentiels chimiques obtenue dans l’approximation
de Bragg-Williams et on ne considère que le terme entropique, ce qui conduit à

∆Gnuc
id (x0

X) =
3

4
kT log

(
1− xeq

X

1− x0
X

)
+

1

4
kT log

(
xeq

X

x0
X

)
. (3.29)

3Cette correction est donnée par le terme linéaire avec la concentration x et à basse température
18 � 6 exp

(
2ω(2)/kT

)
.
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L’expression exacte de ∆Gnuc, c’est-à-dire en incluant également le terme enthalpique,
peut être obtenue dans l’approximation de Bragg-Williams en utilisant les expressions
complètes des potentiels chimiques (Éq. 3.3),

∆Gnuc
BW (x0

X) =∆Gnuc
id (x0

X)

+
(
12ω(1) + 6ω(2)

) [3

4

(
xeq

X
2 − x0

X
2
)

+
1

4

(
(1− xeq

X )2 − (1− x0
X)2
)]

.
(3.30)

Enfin, cette force motrice de germination peut être obtenue de façon encore plus précise
soit en effectuant un calcul CVM, soit en utilisant les développements basse température.
Dans ces deux cas, il n’y a pas d’expression analytique de ∆Gnuc, à moins de se restreindre
pour les développements basse température au troisième état excité.
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Fig. 3.2 : Force motrice de germination de Al3Zr calculée à T = 450◦C pour différentes
approximations thermodynamiques.

Les variations de la force motrice de germination avec la sursaturation de la solution
solide sont représentées sur la figure 3.2 pour une solution solide Al-Zr à la température
T = 450◦C. Pour de faibles sursaturations (x0

Zr < 0.3 at.%), les différents modèles pré-
disent une force motrice de germination similaire. Ceci indique donc que dans ce domaine
de concentration la part entropique est prépondérante par rapport à la part enthalpique de
∆Gnuc et que l’approximation de Bragg-Williams est tout à fait satisfaisante pour estimer
cette contribution entropique.

Pour les plus fortes sursaturations, considérant que le calcul CVM constitue la réfé-
rence, il apparâıt que les approximations de solution solide idéale et régulière surestiment
fortement la force motrice de germination, le calcul Bragg-Williams donnant même un
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résultat plus éloigné que celui obtenu avec un modèle de solution solide idéale. Ceci est
directement relié à la correction apportée par les énergies d’ordre dans l’approximation de
Bragg-Williams aux potentiels chimiques (§3.1) : du fait que cette correction englobe les
énergies d’ordre premiers et seconds voisins dans un seul paramètre, elle est du mauvais
signe si bien qu’en définitive il est normal que le modèle de solution solide régulière soit
moins bon que celui de solution solide idéale.

Le fait que, dans un système à tendance à l’ordre, l’approximation de Bragg-Williams
conduise à des grandeurs thermodynamiques assez éloignées de leur valeur correcte est
déjà connu, ceci étant vrai en particulier pour les diagrammes d’équilibre aux plus hautes
températures [69]. Cependant, aux températures que nous considérons (T < 660◦C), la
limite de solubilité prédite par cette approximation (Éq. 3.8) diffère très peu de la li-
mite exacte par rapport aux interactions atomiques. Pour s’en convaincre, il suffit de
remarquer que le second terme du développement basse température de cette limite de
solubilité (Éq. 3.24) reste très petit. Néanmoins, même à ces températures, l’approxima-
tion de Bragg-Williams ne parvient pas à correctement prédire la valeur d’une grandeur
thermodynamique hors équilibre comme la force motrice de germination.

Quant aux développements basse température, au premier ordre ils sont équivalents au
modèle de solution solide idéale, mais lorsque les degrés d’excitation supérieurs sont inclus,
la force motrice ainsi calculée se rapproche de celle obtenue en CVM, les deux grandeurs
étant égales sur tout le domaine de concentration considéré (x0

Zr ≤ 1.5 at.% à T = 450◦C)
pour l’ordre 7. Il est intéressant de noter que le développement à l’ordre 3 qui possède un
développement analytique (§3.1.3) est déjà en très bon accord avec le calcul CVM. Tous
ces degrés d’excitation ne concernent que les seconds voisins. Par conséquent, cela montre
que l’énergie d’ordre aux premiers voisins ne doit pas intervenir dans le calcul de la force
motrice de germination, soulignant ainsi clairement l’erreur commise par l’approximation
de Bragg-Williams.

3.2.2 Coefficient thermodynamique pour la diffusion intrinsèque

Une autre grandeur thermodynamique d’intérêt pour modéliser à une échelle mésosco-
pique les cinétiques de précipitation est le facteur thermodynamique ΦX = xX/kT ∂µX/∂xX

qui permet d’obtenir les coefficients de diffusion intrinsèque à partir de la matrice de mo-
bilité d’Onsager (Éq. 2.27 §2.4.3) ou à défaut à partir des coefficients de diffusion de
traceur en utilisant l’approximation de Darken (Éq 2.28) ou mieux, l’approximation de
Manning [113]. Là encore, les différentes approximations thermodynamiques présentées
précédemment peuvent être utilisées pour calculer la dérivée du potentiel chimique en-
trant dans l’expression de ΦX (Fig. 3.3). Dans un modèle de solution solide idéale, ce
coefficient thermodynamique est constant et égal à 1. Si on veut aller au-delà de cette
approximation et inclure un effet des interactions atomiques en utilisant l’approximation
de Bragg-Williams, on obtient alors un coefficient qui devient plus grand que 1 à me-
sure que la concentration de la solution solide augmente, ceci étant toujours dû au fait
que la correction apportée par l’approximation de Bragg-Williams au potentiel µX est
positive. Par contre, si on évalue cette même grandeur avec un calcul CVM, on obtient
un coefficient plus petit que 1, résultat vers lequel convergent les développements basse
température à mesure que les différents niveaux d’excitation sont inclus. Là aussi donc,
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Fig. 3.3 : Coefficient thermodynamique φSc = xSc/kT ∂µSc/∂xSc obtenu à T = 500◦C
par différentes approximations thermodynamiques.

les effets d’ordre doivent être correctement pris en compte afin d’obtenir, par rapport à
un modèle de solution solide idéale, une correction qui ait un sens physique.

3.3 Énergies libres d’interface

L’énergie libre d’interface entre le précipité Al3X de structure L12 et la solution solide
constitue un autre paramètre d’entrée nécessaire aux modèles mésoscopiques de préci-
pitation comme la théorie classique de germination. Nous déduisons cette grandeur du
modèle énergétique atomique en procédant en deux étapes : tout d’abord, nous calculons
cette énergie libre pour des interfaces planes, et ce pour différentes orientations, puis nous
en déduisons une énergie libre équivalente correspondant à une interface isotrope telle
qu’utilisée dans les modèles mésoscopiques.

3.3.1 Interfaces planes

Les énergies d’interface entre la solution solide supposée à l’équilibre au voisinage de
l’interface et les précipités L12 sont calculées pour différentes orientations de l’interface :
[100], [110] et [111]. Si les structures sont stœchiométriques, Al / Al3X, un simple calcul
de liaisons coupées conduit à l’égalité

σ100 =
1√
2
σ110 =

1√
3
σ111 =

ω(2)

a2
. (3.31)
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[100]

L12c.f.c. c.f.c.

Fig. 3.4 : Système périodique considéré pour obtenir l’énergie d’interface [100] entre
Al3X et Al.

Pour aboutir à cette relation, il est nécessaire de considérer pour les directions [100] et
[110] un système périodique comportant en fait deux interfaces (Fig. 3.4). En effet, la
structure L12 est constituée suivant ces deux directions d’une alternance de plans de
type Al pur et de plans mixtes Al-X. Se pose alors le problème de définir un état de
référence pour le plan de type Al situé juste à l’interface : ce plan doit-il être considéré
comme appartenant à la structure L12 ou à la phase Al pur ? Ce problème se résout en
considérant deux interfaces puisqu’apparaissent alors deux de ces plans ambigus quant
à leur état de référence. Comme la structure L12 est stœchiométrique, un de ces plans
appartient obligatoirement au composé Al3X et le second à la phase Al pur. Quant à
l’interface [111], le problème ne se pose pas puisque la structure L12 est composée d’une
alternance de plans respectant tous la stœchiométrie Al3X.

À température finie, il faut tenir compte du fait que la concentration en soluté de la
solution solide n’est pas nulle et que la stœchiométrie des précipités L12 diffère de Al3X.
En outre, afin de minimiser le coût énergétique engendré par la présence de l’interface, les
concentrations et paramètres d’ordre des plans proches de cette interface peuvent différer
de ceux en volume, si bien qu’en définitive les énergies libres d’interface obtenues sont
plus basses que celles données par le modèle de liaisons coupées (Éq. 3.31). Plusieurs
approximations thermodynamiques peuvent être utilisées pour calculer ces énergies libres
d’interface en tenant compte des effets de relaxation. Nous avons utilisé l’approximation
de Bragg-Williams pour calculer σ100, σ110 et σ111 et les développements basse température
pour vérifier la valeur de σ100, les énergies σ110 et σ111 ne pouvant pas être obtenues par
cette technique comme nous le verrons par la suite.

Bragg-Williams

L’énergie libre d’interface entre la solution solide et la structure L12 est calculée en
considérant un empilement de Np + 4 plans. Sur chacun de ces plans n sont définis deux
sous-réseaux auxquels correspondent les vecteurs concentration Xn et stœchiométrie Sn

de dimension 2. L’énergie libre grand canonique des Np plans intermédiaires peut s’écrire
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dans l’approximation de Bragg-Williams sous la forme

A =Np(H0 + µ) +
∑

3≤n≤Np+2

{
(τ + 12ω(1) + 6ω(2) − 2µ)Sn.Xn

−
∑

−2≤i≤2

Xn.Ωi.Xn+i + kTSn (Xn log Xn + (1−Xn) log (1−Xn))
}

.
(3.32)

La matrice Ωi décrit les interactions entre un plan n et le plan n + i. Comme nous
nous intéressons seulement aux interfaces [100], [110] et [111] et comme notre modèle
énergétique ne contient des interactions que pour les atomes premiers et seconds voisins,
il est suffisant de considérer −2 ≤ i ≤ 2. Ces matrices d’interaction sont exprimées dans
le tableau 3.2 pour chacune des trois orientations de l’interface. Quant à H0, l’énergie de
référence, et τ , la « polarisation », pour toutes les orientations d’interface considérées ces
paramètres ont les expressions suivantes4

H0 = 6ε
(1)
BB + 3ε

(2)
BB et τ = 6(ε

(1)
AA − ε

(1)
BB) + 3(ε

(2)
AA − ε

(2)
BB). (3.33)

Tab. 3.2 : Définition des vecteurs stœchiométrie S et des matrices d’interaction Ωi

pour différentes orientations d’interface.

Direction [100] [110] [111]

S
(

1/2
1/2

) (
1/2
1/2

) (
1/4
3/4

)

Ω0

(
2ω(2) 2ω(1)

2ω(1) 2ω(2)

) (
ω(2) ω(1)

ω(1) ω(2)

) (
0 3ω(1)/2

3ω(1)/2 3ω(1)

)

Ω1 = Ω−1

(
ω(1) ω(1)

ω(1) ω(1)

) (
ω(1) ω(1)

ω(1) ω(1)

) (
3ω(2)/4 3ω(1)/4
3ω(1)/4 3ω(1)/2 + 9ω(2)/4

)

Ω2 = Ω−2

(
ω(2)/2 0

0 ω(2)/2

) (
ω(2) ω(1)/2

ω(1)/2 ω(2)

)
0

Pour une température donnée, l’énergie libre d’interface est obtenue en calculant tout
d’abord l’équilibre thermodynamique entre la solution solide et la structure L12 (§3.1.1),
en particulier le potentiel chimique d’alliage µeq, l’énergie libre grand canonique Aeq et
les compositions des différentes phases. Les vecteurs concentration X1 et X2 sont choisis
en accord avec la concentration de la solution solide d’équilibre, et les vecteurs XNp+3

4Ces termes n’ont pas d’influence sur le résultat et on peut donc supposer H0 = τ = 0 pourvu qu’on
ait supposé également UA = UB = 0 dans le calcul d’équilibre thermodynamique effectué pour déterminer
µeq et Aeq.
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et XNp+4 avec les concentrations des deux sous-réseaux de la structure L12. L’énergie
libre grand canonique de l’empilement de plans est ensuite minimisée par rapport aux
vecteurs concentration Xn des plans 3 ≤ n ≤ Np + 2. L’énergie libre d’interface est alors
la différence entre ce minimum et Np fois l’énergie libre grand canonique Aeq.

Les profils de concentration ainsi obtenus sont représentés sur la figure 3.5 pour une
interface entre Al3Zr et la solution solide à 600◦C. Les effets de relaxation se manifestent
sur 2 à 4 plans de par et d’autre de l’interface, les variations sur la concentration et le
paramètre d’ordre étant faibles pour l’orientation [100] et beaucoup plus importantes pour
les orientations [110] et [111].

Afin de vérifier les profils de concentration obtenus dans l’approximation de Bragg-
Williams, nous avons effectué des simulations Monte Carlo pour obtenir ces mêmes profils.
Il s’agit de simulations avec échange direct entre premiers et seconds voisins et non de
simulations Monte Carlo cinétique avec échange avec une lacune. En effet, le but n’est pas
d’obtenir le chemin cinétique conduisant à la relaxation de l’interface mais directement la
configuration d’équilibre afin d’échantillonner celle-ci pour en déduire le profil d’équilibre.
Ces simulations ont été effectuées à nombre d’atomes constant, c’est-à-dire dans l’ensemble
canonique, les compositions de la solution solide et de la structure L12 étant initialement
fixées aux compositions d’équilibre à la température étudiée. Les profils ainsi « mesurés »
sont un peu plus étalés que ceux obtenus dans l’approximation de Bragg-Williams, surtout
pour les orientations [110] et [111] (Fig. 3.5) : l’approximation de Bragg-Williams sous-
estime les effets de relaxation. Il faut noter également que pour l’interface [111] cette
approximation semble conduire à un artefact puisque le plan médian de concentration et
de paramètre d’ordre valant la moitié de ceux des structure massives n’est pas observé
dans les simulations Monte Carlo.

Les énergies libres d’interface obtenues dans l’approximation de Bragg-Williams véri-
fient σ100 < σ110 < σ111 (Fig. 3.6). Cependant, comme les effets de relaxation sont faibles
pour l’orientation [100] et plus importants pour les deux autres orientations, la différence
entre ces énergies libres d’interface diminue avec la température. Ceci implique que les
précipités L12 adoptent une forme plus isotrope à haute température. La construction
de Wulff [111, 114] permet de prédire la forme d’équilibre des précipités correspondant à
cette énergie d’interface. À basse température, les précipités doivent être facettés suivant
les directions [100]. Les facettes suivant les directions [110] et [111] existent mais sont pe-
tites (Fig. 3.7a). Par contre, ces dernières deviennent plus importantes aux températures
plus élevées (Fig. 3.7b). Les formes des précipités observées pour les plus gros d’entre
eux au cours des simulations Monte Carlo cinétique sont en accord avec ces prédictions
(Fig. 3.7) : à basse température, les gros précipités sont des parallélépipèdes rectangles
avec des interfaces marquées suivant les directions [100], tandis qu’à haute température les
interfaces ne sont pas aussi tranchées. Marquis et Seidman [32] ont observé en microscopie
électronique haute résolution des précipités Al3Sc présentant des facettes [100], [110] et
[111] à T = 300◦C, les facettes [100] tendant à disparâıtre pour des températures plus
élevées. Cette caractéristique est donc bien représentée par notre modèle atomique, bien
qu’expérimentalement la contribution des facettes [100] par rapport aux autres directions
soit moins importante.

Asta et al. [121] ont utilisé des calculs ab initio et un développement en amas afin
d’obtenir les mêmes énergies libres d’interface dans le système Al-Sc. Les valeurs ainsi
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Fig. 3.5 : Profils d’équilibre pour la concentration xZr et le paramètre d’ordre ζ =
x1

Zr − x2
Zr perpendiculairement à une interface entre Al3Zr et une solution solide à

T = 600◦C pour les orientations [100], [110] et [111].
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Fig. 3.6 : Dépendance avec la température de l’énergie libre d’interface entre la solu-
tion solide et Al3Zr ainsi qu’entre la solution solide et Al3Sc obtenue dans l’approxima-
tion de Bragg-Williams pour les interfaces d’orientations [100], [110] et [111], et pour
l’interface isotrope associée par construction de Wulff.

calculées sont plus grandes que celles déduites de notre modèle atomique : a2σ100 varie de
167 à 157 meV entre 0 K et la température de fusion de l’aluminium et a2σ111 de 233 à
178 meV. La différence entre ces valeurs et les nôtres pourrait provenir de la portée des
interactions, limitée aux seconds voisins dans notre modèle atomique. Ces interactions
à courte portée expliquent également pourquoi les énergies libres d’interface que nous
obtenons décroissent plus rapidement avec la température, en particulier pour l’orienta-
tion [111] [122] : dans notre modèle atomique, la différence a2σ111 −

√
3ω(2) présente une

dérivée non nulle par rapport à la température pour T = 0 K, signe d’une entropie rési-
duelle à température nulle, tandis qu’avec des interactions à plus longue portée σ111 tend
asymptotiquement vers sa limite à température nulle [121].

Hyland et al. [123] ont également calculé ces énergies libres d’interface pour Al-Sc en
utilisant un potentiel empirique. Cependant, les valeurs qu’ils obtiennent (a2σ100 = 33,
a2σ110 = 52 et a2σ111 = 67 meV à 0 K) sont vraiment basses comparées à celles que nous
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(a) T = 450◦C

(b) T = 600◦C

Fig. 3.7 : Précipités Al3Sc observés au cours des simulations Monte Carlo et construc-
tions de Wulff associées obtenues à partir des énergies libres d’interface calculées dans
l’approximation de Bragg-Williams pour les températures correspondantes. Pour les si-
mulations Monte Carlo, seuls les atomes Sc sont représentés. Leur couleur correspond
au nombre d’atomes Sc qu’ils ont en position de seconds voisins. Pour des interfaces
[100], [110] et [111] dans un modèle de liaisons coupées, ce nombre de voisins est res-
pectivement égal à 5, 4 et 3.
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avons calculées. Bien entendu, une partie du désaccord pourrait provenir des relaxations
des positions atomiques qui sont incluses dans leur étude et non dans la nôtre, mais cela
semble plutôt indiquer que le potentiel empirique utilisé n’est pas vraiment adapté pour
décrire les propriétés de l’interface entre les précipités et la solution solide.

Développements basse température

L’énergie libre d’interface σ100 peut également être obtenue grâce aux développements
basse température. Cette technique a déjà été utilisée pour étudier les interfaces entre
différentes structures ayant un réseau sous-jacent c.f.c., en particulier Le Bouar et al. [124]
ont étudié les parois d’antiphase, toutes de direction [100], entre les structures L12 et L10

dans les alliages Co-Pt, tandis que Hyland et al. [123] ainsi que Asta et al. [121] ont utilisé
cette technique pour obtenir les énergies d’interface présentées précédemment. Cependant,
dans ces deux dernières études, les séries définissant les développements sont tronquées
non pas en considérant toutes les excitations jusqu’à un certain niveau d’énergie, mais
toutes les excitations mettant en jeu au plus deux atomes. S’il est vrai, comme nous
allons le voir par la suite, que pour l’interface [100] le résultat en est inchangé, cela n’est
clairement plus le cas pour l’interface [110] car le problème de dégénérescence infinie que
nous avons rencontré pour le premier état excité disparâıt alors. Quant à l’interface [111],
nous montrerons que les développements basse température ne permettent pas de calculer
l’énergie libre associée lorsque les interactions sont limitées aux seconds voisins.

Interface [100] Les différents états excités d’énergie ∆Ei,n . 6ω(2) pour l’interface
[100] sont donnés dans le tableau 3.3, la géométrie de cette interface étant définie sur la
figure 3.8. Toutes ces excitations concernent au plus deux atomes si bien qu’à cet ordre du
développement la méthode utilisée par Hyland et al. [123] et Asta et al. [121] conduit au
même résultat. En considérant les développements limités au même ordre (∆Ei,n . 6ω(2))

de l’énergie libre grand canonique, soit de la structure L12 (Éq. 3.21), soit de la solution
solide (Éq. 3.18), calculée au potentiel d’équilibre, on obtient l’énergie libre d’interface

a2σ100 = ω(2) − 2kT exp (−4ω(2)/kT )− kT exp (−6ω(2)/kT ). (3.34)

L’énergie libre d’interface ainsi obtenue est légèrement plus basse que celle calculée
dans l’approximation de Bragg-Williams (Fig. 3.9). Le développement basse température
confirme donc que l’approximation de Bragg-Williams aurait tendance à surestimer les
énergies libres d’interface, cette surestimation provenant du fait que les plans adjacents
à l’interface sont insuffisamment relaxés. En effet, le profil de concentration calculé avec
ce développement basse température (Tab. 3.4) est plus proche de celui observé au cours
des simulations Monte Carlo que celui obtenu dans l’approximation de Bragg-Williams
(Fig. 3.5), l’appauvrissement en soluté du composé L12 et l’enrichissement de la solution
solide proche de l’interface étant mieux décrit par le développement basse température.
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0-1-2-3 1 2 3

[100]

Fig. 3.8 : Interface [100] entre Al3X et Al. Les plans d’indice négatif correspondent à
la structure Al3X et ceux d’indice positif à Al.

Tab. 3.3 : Coefficients du développement basse température pour l’interface [100]
entre la solution solide et la structure L12 correspondant aux deux premiers états
excités.

i Plan ∆Ei,n(µ) gi,n

1 n = 1 4ω(2) − 2δµ 1/2
n = −1 4ω(2) + 2δµ 1/2

2 n = 1 6ω(2) − 4δµ 1

n ≥ 1 6ω(2) − 2δµ Np − 1/2
n ≤ −3 6ω(2) + 2δµ (Np − 1) /4

n = −1 6ω(2) + 4δµ 1

Tab. 3.4 : Profil de concentration pour l’interface [100] entre la structure L12 et la
solution solide correspondant au développement basse température du tableau 3.3. Les
indices des différents plans sont définis sur la figure 3.8.

Plan x1
X x2

X

n ≤ −3 et impair 1− exp (−6ω(2)/kT ) 0
n ≤ −2 et pair 0 0
n = −1 1− exp (−4ω(2)/kT )− 4 exp (−6ω(2)/kT ) 0
n = 0 0 0
n = 1 exp (−4ω(2)/kT ) + 4 exp (−6ω(2)/kT ) exp (−6ω(2)/kT )
n ≥ 2 exp (−6ω(2)/kT ) exp (−6ω(2)/kT )
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Fig. 3.9 : Variation avec la température de l’énergie libre d’interface σ100 entre Al3Zr
et la solution solide calculée dans l’approximation de Bragg-Williams ainsi qu’avec un
développement basse température (Éq. 3.34). Seule la contribution différant de l’énergie
d’interface obtenue avec un modèle de liaisons coupées (a2σ100 = ω(2)) est représentée.

Interface [110] Pour calculer l’énergie de l’interface [110] avec un développement basse
température se pose le problème de définir un état de référence par rapport auquel effec-
tuer le développement. En effet, une interface [110] peut être, soit complètement plane,
soit rugueuse en présentant une succession de plans [110] perpendiculaires les uns aux
autres, tel un escalier. Indépendamment de la longueur de la marche choisie, toutes ces
configurations conduisent à l’énergie d’interface σ110 =

√
2ω(2)/a2. L’état fondamental à

0 K de cette interface est donc infiniment dégénéré. Généralement, dans ces cas-là, la
dégénérescence est levée en considérant les premiers états excités pour chacune des confi-
gurations, l’une d’entre elles étant stabilisée à température non nulle grâce à l’entropie de
configuration [124]. Cependant, dans le cas de cette interface, le premier état excité est
lui aussi infiniment dégénéré. Ceci peut être assez facilement vu dans le cas où l’interface
est dans sa configuration plane (Fig. 3.10) : l’inversion d’un atome de soluté X en atome
Al sur le plan −1 coûte au premier ordre la même énergie que l’inversion de n atomes
de soluté seconds voisins sur ce même plan, l’énergie d’excitation associée étant égale à
∆E = 2ω(2) + 2nδµ. Il en va de même pour les atomes de solvant sur le plan +1 seconds
voisins d’un atome de soluté (en gris sur la figure 3.10). Ceci n’est pas particulier à cette
configuration de l’interface [110] : on se heurte au même problème pour les configura-
tions en escalier, une dégénérescence infinie du premier état excité ayant lieu en chaque
angle de l’escalier. Par conséquent, il n’est pas possible d’utiliser le formalisme des dé-
veloppements basse température pour calculer les propriétés thermodynamiques de cette
interface. Au vu des profils de concentration obtenus par simulation Monte Carlo pour
cette interface (Fig. 3.5b), ceci n’est pas vraiment surprenant : la relaxation des plans
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0-1-2-3 1 2 3

[110]

Fig. 3.10 : Interface [110] entre Al3X et Al. Les plans d’indice négatif correspondent
à la structure Al3X et ceux d’indice positif à Al.

adjacents à l’interface est beaucoup trop importante pour n’être qu’une perturbation de
l’état fondamental.

Interface [111] Quant à l’interface [111], le premier état excité de l’interface plane
(Fig. 3.11) a une énergie nulle : au terme proportionnel à δµ près, l’inversion d’un atome
de soluté sur le plan −1 ne coûte pas d’énergie, de même pour l’inversion sur le plan +1
d’un atome de solvant second voisin d’un atome de soluté. Ceci pourrait indiquer que
cette configuration plane de l’interface ne constitue pas l’état fondamental et qu’il faut
introduire des rugosités tout comme nous avons tenté de le faire pour l’interface [110].
Nous avons donc considéré une interface en terrasse (Fig. 3.12) constituée de plans [100]
perpendiculaires les uns aux autres. Quelle que soit la superficie choisie pour les terrasses,
l’énergie obtenue est σ111 =

√
3ω(2)/a2 et donc l’état fondamental est infiniment dégé-

néré. En outre, tout comme pour la configuration plane de l’interface, ces configurations
en terrasse présentent un premier état excité d’énergie nulle, celui-ci correspondant aux
atomes repérés par une flèche sur la figure 3.12. Cette interface ne peut donc pas être
étudiée par des développements basse température, ce qui, encore une fois, n’est pas vrai-
ment étonnant au vu des profils de concentration obtenus par simulation Monte Carlo :
les variations de concentration et de paramètre d’ordre au voisinage de l’interface sont
là encore sûrement trop importantes pour que le formalisme des développements basse
température soit adapté (Fig. 3.5c).

Asta et al. [121] sont néanmoins parvenus à utiliser les développements basse tempé-
rature pour calculer l’énergie d’interface entre Al3Sc et Al dans la direction [111]. L’utili-
sation d’interactions allant au-delà des seconds voisins leur permet d’éviter ce problème
d’énergie d’excitation nulle. Ceci indiquerait donc que l’entropie de configuration de cette
interface est contrôlée par des interactions à plus longue distance que les seconds voisins.
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[111]
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Fig. 3.11 : Interface plane [111] entre Al3X et Al. Les plans d’indice négatif corres-
pondent à la structure Al3X et ceux d’indice positif à Al.

Fig. 3.12 : Structure en terrasse possible pour l’interface [111]. Seuls les plans [100]
du précipité en contact avec la solution solide sont représentés. Les flèches indiquent
les atomes ayant une énergie d’excitation nulle.
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3.3.2 Interfaces isotropes

Fig. 3.13 : Patron de la construction de Wulff obtenue à partir des énergies libres
d’interface Al3Sc / Al calculées à T = 600◦C dans l’approximation de Bragg-Williams.

L’énergie libre d’interface σ̄ utilisée dans les modèles mésoscopiques de précipitation
comme la théorie classique de germination ou la dynamique d’amas est une énergie libre
isotrope correspondant au coût énergétique nécessaire à la création d’une interface pour
un précipité sphérique. La construction de Wulff [111,114], en déterminant la forme réelle
des précipités correspondant aux énergies σ100, σ110 et σ111, nous permet de calculer les dif-
férentes contributions à l’énergie libre d’interface et d’en déduire une énergie libre effective
d’interface isotrope σ̄.

Les précipités présentent des facettes dans les directions [100], [110] et [111] si les
conditions suivantes sont vérifiées :

√
2

2
σ100 < σ110 <

√
2σ100, (3.35a)

√
6

3
σ110 < σ111 < 2

√
6

3
σ110 −

√
3

3
σ100. (3.35b)

Pour les systèmes Al-Zr et Al-Sc, ceci est le cas à toute température. La forme de ces
différentes facettes est représentée sur la figure 3.13. À un facteur d’échelle près, l’aire de
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chacune d’entre elles est proportionnelle aux coefficients :

Γ100 = 4(σ100 −
√

2σ110)
2 − 2(σ100 − 2

√
2σ110 +

√
3σ111)

2, (3.36a)

Γ110 = 2
√

2(−2σ100 +
√

2σ110)(
√

2σ110 −
√

3σ111), (3.36b)

Γ111 =
3

2

(√
3(−σ2

100 − 2σ2
110 + σ2

111) + σ100(4
√

6σ110 − 6σ111)
)

. (3.36c)

σ̄ est ensuite défini de façon à ce qu’un précipité sphérique de même volume que le précipité
réel facetté ait également la même énergie libre d’interface, ce qui nous donne la relation

σ̄ =

(
1

4π
(6σ100Γ100 + 12σ110Γ110 + 8σ111Γ111)

)1/3

. (3.37)

On obtient ainsi une énergie libre d’interface isotrope supérieure au minimum σ100 (Fig. 3.6).
Le rapport entre σ̄ et σ100 est légèrement inférieur à (6/π)1/3, ce rapport correspondant
à un précipité cubique facetté seulement dans les directions [100]. Il est intéressant de
noter que la contribution à σ̄ de σ110 et σ111 augmente avec la température, la forme du
précipité se rapprochant d’une sphère.

Robson et Prangnell [16, 17] ont obtenu une énergie libre d’interface Al/Al3Zr σ̄ =
100 mJ.m−2 à 500◦C à partir des cinétiques expérimentales de précipitation. Cette valeur
est égale à l’énergie libre d’interface isotrope que nous avons calculée. Par contre, la valeur
utilisée par Proville et Finel [36], σ̄ = 10 mJ.m−2, dans leur étude en champ de phase de
la cinétique de précipitation de Al3Zr semble trop faible.

Hyland [30] a déduit de ses mesures expérimentales du taux de germination de Al3Sc
ainsi que des temps d’incubation une énergie libre d’interface Al/Al3Sc σ̄ = 94±23 mJ.m−2

entre 290 et 350◦C. Cette valeur expérimentale est légèrement plus basse que celle que
nous avons obtenue (σ̄ = 114 mJ.m−2). Cependant, elle doit surtout être vue comme
un ordre de grandeur car les mesures expérimentales des taux de germination et des
temps d’incubation sont difficiles à obtenir, le problème principal étant d’être sûr que la
résolution est suffisante pour pouvoir détecter tous les germes sur-critiques. En outre, le
coefficient de diffusion de Sc utilisé par Hyland diffère de celui récemment mesuré grâce à
la technique des traceurs radioactifs, ce qui influence également la valeur de l’énergie libre
d’interface déduite des observations expérimentales. Par conséquent, l’accord entre cette
valeur expérimentale et la valeur théorique déduite de notre modèle atomique apparâıt
pleinement satisfaisant, d’autant plus que les valeurs expérimentales de cette même énergie
libre d’interface déduites des cinétiques de coalescences présentent des écarts beaucoup
plus importants : Jo et Fujikawa [23] obtiennent σ̄ = 53±9 mJ.m−2, Novotny et Ardell [31]
σ̄ = 105 mJ.m−2 et Marquis et Seidman [32] σ̄ = 200 mJ.m−2.

La construction de Wulff combinée à l’approximation de Bragg-Williams est donc un
bon moyen pour obtenir une énergie libre d’interface isotrope et le modèle atomique adopté
semble tout à fait réaliste pour décrire les interfaces entre la solution solide et les précipités
Al3Zr et Al3Sc.
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3.4 Théorie classique de germination

La comparaison entre les simulations Monte Carlo et la théorie classique de germi-
nation peut aisément s’effectuer pour deux grandeurs, la distribution de taille des amas
dans la solution solide et le flux stationnaire de germination. Dans le but de valider la
démarche utilisée par des modèles mésoscopiques plus compliqués comme la dynamique
d’amas [125] ou les modèles de type Kampmann-Wagner [37], il est important de vérifier
que l’accord obtenu pour ces deux grandeurs est correct déjà dans le cadre de la théo-
rie classique de germination. En effet, ces différents modèles utilisent la même hypothèse
concernant la distribution de taille des amas dans la solution solide, soit de façon ex-
plicite comme la dynamique d’amas qui a recours à cette hypothèse pour relier les taux
d’émission aux taux d’adsorption de monomères sur les amas, soit implicitement pour les
modèles de type Kampmann-Wagner puisque ceux-ci utilisent directement les résultats de
la théorie classique de germination. Nous avons donc vérifié dans les simulations Monte
Carlo que cette distribution stationnaire existe et que la loi de probabilité utilisée pour
la décrire est correcte. Quant au flux stationnaire de germination, son expression donnée
par la théorie classique de germination est directement utilisée dans les modèles de type
Kampmann-Wagner tandis qu’il s’agit d’un résultat de la dynamique d’amas dans le cas
où les stades de germination et de croissance sont bien distincts.

Récemment, plusieurs études ont montré que la théorie classique de germination re-
produit raisonnablement bien les résultats des simulations de Monte Carlo cinétique
[56, 126–130]. Ces études concernent la décomposition d’une solution solide métastable
pour un système à tendance à la démixtion, soit sur une surface [126], soit en volume
[56,127], ou encore au cours d’une cinétique d’électrodéposition sur une surface [129,130].
Dans ce chapitre, nous étendons donc le domaine de comparaison entre simulations de
Monte Carlo cinétique et théorie classique de germination au cas d’un système à tendance
à l’ordre et allons au-delà de la simple approximation de Bragg-Williams généralement
utilisée pour calculer les grandeurs mésoscopiques en introduisant la méthode de variation
des amas et les développements basse température. La confrontation entre simulations ato-
miques et théorie classique de germination est effectuée pour les deux systèmes binaires
Al-Zr et Al-Sc. En effet, ces systèmes très similaires du point de vue thermodynamique
ont un comportement cinétique quelque peu différent puisque l’interaction de la lacune
avec le zirconium est répulsive tandis qu’elle est attractive avec le scandium. Il est donc
intéressant de vérifier que la confrontation, en particulier pour le flux stationnaire de
germination, aboutit aux mêmes conclusions pour ces deux systèmes.

3.4.1 Distribution de taille des amas

Dans l’approximation capillaire utilisée par la théorie classique de germination, l’éner-
gie libre de formation d’un amas contenant n atomes est la somme d’une contribution
volumique et d’une contribution provenant de l’interface,

∆Gn(x0
X) = n∆Gnuc(x0

X) +

(
9π

4

)1/3

n2/3a2σ̄. (3.38)
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Pour une solution solide sursaturée, la force motrice de germination ∆Gnuc(x0
X) est néga-

tive, la contribution de l’interface étant quant à elle positive, si bien que l’énergie libre de
formation ∆Gn(0

X) présente un maximum pour la taille critique

n∗ = 4n∗X = −2π

3

(
a2σ̄

∆Gnuc(x0
X)

)3

, (3.39)

correspondant à un rayon critique

r∗ = −a
a2σ̄

2∆Gnuc(x0
X)

. (3.40)

Les amas plus petits que cette taille critique, ayant une probabilité plus grande de se
redissoudre dans la solution solide que de crôıtre, sont instables tandis que les amas plus
grands ont une probabilité plus importante de crôıtre, leur énergie libre diminuant alors
avec leur taille. C’est cette taille critique qui a été utilisée dans les simulations Monte Carlo
cinétique afin de distinguer les amas instables appartenant à la solution solide des amas
stables qui peuvent être considérés comme faisant partie de la phase précipitée (§2.3.1).

Connaissant l’énergie libre de formation d’un amas de taille n, la probabilité d’avoir
un tel amas dans une solution solide est [115,131]

Cn ∼
Cn

1−
∑

j Cj

= exp (−∆Gn/kT ). (3.41)

Cette expression est formellement correcte dans la limite d’une solution solide diluée (cf.
annexe C). Pour de telles solutions solides, la somme sur tous les amas des probabilités
Cj apparaissant au dénominateur est négligeable devant 1 ce qui explique que seul le
numérateur Cn soit généralement considéré. Pour établir cette relation, il faut supposer
que chaque amas occupe un seul site du réseau et que les amas n’interagissent pas entre
eux, c’est-à-dire qu’il n’y a pas d’effet de frustration entre les amas. Nous verrons au
paragraphe 3.5 comment ces effets de frustration peuvent être pris en compte. Notons
enfin qu’aucun préfacteur n’apparâıt devant l’exponentielle. En effet, cette expression est
parfois utilisée avec la concentration nominale comme préfacteur sans aucune justifica-
tion véritablement physique [127, 132, 133]. Nous verrons que l’expression 3.41 parvient
parfaitement à reproduire les distributions de taille observées au cours des simulations
Monte Carlo, sans qu’il soit nécessaire d’introduire un quelconque préfacteur dès lors que
les paramètres entrant dans l’expression de l’énergie libre de formation ∆Gn sont correc-
tement calculés. En outre, les développements basse-température aboutissent à la même
expression de la distribution de taille (§3.5).

Les modèles mésoscopiques de la précipitation étendent le domaine de validité de
cette loi de probabilité pour la distribution de taille des amas au-delà des solutions solides
diluées pour aller jusqu’aux solutions solides sursaturées. L’expression 3.41 n’est alors
supposée vérifiée que pour les amas de taille inférieure à la taille critique, n ≤ n∗, évitant
ainsi un problème de divergence pour Cn due à la décroissance de ∆Gn au-delà de la taille
critique. Comme ce critère correspond à celui choisi pour discriminer la solution solide
des amas stables dans les simulations Monte Carlo, nous nous attendons donc à ce que les
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distributions de taille d’amas observées dans la solution solide au cours de ces simulations
vérifient la relation 3.41.

Dans un premier temps nous allons comparer les distributions de taille observées dans
les simulations Monte Carlo avec celles prédites par la théorie classique en utilisant la
force motrice de germination calculée avec la CVM (§3.2.1) et l’énergie libre d’interface
isotrope déduite de la construction de Wulff utilisant les calculs d’interface plane dans
l’approximation de Bragg-Williams (§3.3). Les comparaisons avec les résultats obtenus
en utilisant d’autres approximations thermodynamiques pour calculer la force motrice de
germination viendront dans un second temps.
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Fig. 3.14 : Influence de la concentration nominale x0
Zr sur la distribution de taille des

amas dans une solution solide à T = 500◦C. La limite de solubilité à cette tempéra-
ture est xeq

Zr = 0.0548 at.%. Les symboles correspondent aux simulations Monte Carlo
cinétique et les lignes aux prédictions de la théorie classique de germination quand la
CVM est utilisée pour calculer la force motrice de germination.

Pour une solution solide stable (x0
X < xeq

X ), toutes les contributions énergétiques entrant

dans la définition de ∆Gn (Éq. 3.38) sont positives et par conséquent la taille critique n’est
pas définie, tout amas étant instable. La distribution donnée par la relation 3.41 doit alors
être vérifiée pour toutes les tailles d’amas. La comparaison avec les simulations Monte
Carlo montre un très bon accord (Fig. 3.14). Cette comparaison ne peut être effectuée
que pour les petits amas car la probabilité d’observer des amas de grande taille au cours des
simulations est trop faible pour pouvoir être mesurée en un temps de calcul raisonnable. Il
faut remarquer que pour une solution solide dont la concentration nominale est égale à la
limite de solubilité (x0

X = xeq
X ) la distribution de taille est toujours correctement prédite par

l’équation 3.41. À cette concentration, la force motrice de germination est nulle si bien que
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la seule contribution énergétique restante est celle de l’interface. Il est d’ailleurs possible
d’utiliser la distribution de taille mesurée au cours des simulations Monte Carlo pour
déterminer l’énergie libre d’interface lorsque celle-ci n’est pas connue [127]. Dans notre
cas, cette énergie libre d’interface a été obtenue grâce aux calculs d’interfaces planes dans
l’approximation de Bragg-Williams couplés ensuite à la construction de Wulff. Le fait que
les distributions de taille dans la solution solide soient correctement reproduites pour une
sursaturation nulle montre donc que cette approche est pleinement satisfaisante et l’emploi
du paramètre σ̄ ainsi obtenu dans l’approximation capillaire pour décrire le comportement
thermodynamique des amas dans la solution solide est tout à fait correct. En particulier,
bien que les amas considérés individuellement ne soient pas sphériques, l’approximation
capillaire marche remarquablement bien et ce même pour les petits amas. Ceci s’explique
par le fait que la forme moyenne de ces amas est correctement prise en compte par la
construction de Wulff.

Pour une solution solide faiblement sursaturée (par exemple, x0
Zr = 0.2 ou 0.5 at.% à

T = 500◦C sur la figure 3.14), un état stationnaire est observé au cours des simulations
Monte Carlo : le temps de calcul nécessaire pour avoir une probabilité non négligeable
d’observer un amas L12 stable dans la bôıte de simulation est trop élevé si bien que la
solution solide demeure dans son état métastable. L’accord avec la distribution donnée par
l’équation 3.41 est toujours bon, la comparaison s’effectuant désormais seulement pour les
amas plus petits que la taille critique.

Pour les sursaturations plus élevées, la concentration xX de la solution solide diminue à
mesure que des précipités se forment (cf. cinétique de précipitation, Fig. 2.8). De ce fait, la
valeur absolue de la force motrice de germination diminue au cours du temps ce qui conduit
à une augmentation de la taille critique. Il faut donc à présent recalculer à chaque instant
la concentration de la solution solide ainsi que la taille critique correspondante, ceci de
façon auto-cohérente : l’obtention de la concentration instantanée par sommation sur tous
les amas plus petits que la taille critique (Éq. 2.18) doit être en accord avec le calcul de
cette même taille critique à partir de la force motrice de germination correspondant à cette
concentration (Éq. 3.39). Cette valeur instantanée de la concentration est ensuite utilisée
dans l’équation 3.41 afin d’obtenir la distribution de taille des amas correspondante et de la
comparer avec celles observées à différents instants des simulations Monte Carlo cinétique
(Fig. 3.15). On voit que de cette façon on arrive parfaitement à reproduire l’évolution
de la distribution de taille. L’équation 3.41 est donc non seulement bien adaptée pour
prédire la distribution de taille dans la solution solide pendant le stade de germination
mais également pendant le stade de croissance, cette distribution pouvant être considérée
comme stationnaire à chaque instant.

Comme nous l’avons vu précédemment (§3.2.1), plusieurs approximations thermodyna-
miques peuvent être utilisées pour calculer la force motrice de germination, ces différentes
approximations conduisant à des résultats différents pour les plus fortes sursaturations de
la solution solide (Fig. 3.2). Par conséquent, les distributions de taille d’amas prédites en
utilisant les différentes expressions ainsi obtenues pour ∆Gnuc diffèrent également. Si on
compare avec les distributions de taille stationnaires observées au cours des simulations
Monte Carlo cinétique, on s’aperçoit que le modèle de solution solide idéale ainsi que
l’approximation de Bragg-Williams échouent dans leurs prédictions de la distribution de
taille (Fig. 3.16). La taille critique n∗X est sous-estimée (n∗X = 4 ou 5 au lieu de 8) et cor-
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Fig. 3.15 : Évolution avec le temps de la distribution de taille des amas dans une
solution solide de concentration nominale x0

Zr = 1 at.% à T = 450◦C. Les symboles
correspondent aux simulations Monte Carlo cinétique et les lignes aux prédictions
de la théorie classique de germination quand la CVM est utilisée pour calculer la
force motrice de germination avec les concentrations instantanées et les tailles critiques
suivantes : xZr = 1, 0.7, 0.27, et 0.15 at.% et n∗Zr = 7, 8, 18, et 41 aux temps respectifs
t = 2, 36, 533, et 3290 s.

respond à une taille appartenant à la distribution stationnaire tandis que les probabilités
pour chaque taille sont trop élevées par rapport à celles observées dans les simulations.
On ne retrouve donc pas le bon accord obtenu lorsque la CVM est utilisée pour calculer la
force motrice de germination. Quant aux développements basse température, ils donnent
également un très bon accord ce qui est normal puisqu’ils conduisent à la même force
motrice de germination que la CVM lorsque les sept premiers états excités sont inclus
dans le calcul des potentiels chimiques. Ceci confirme donc que le modèle de solution
solide idéale et l’approximation de Bragg-Williams ne sont pas adaptés dans le cadre de
notre modèle atomique pour calculer la force motrice de germination, l’erreur faite sur
ce calcul se répercutant immédiatement sur la prédiction des distributions de taille et
toute autre grandeur mésoscopique associée. En particulier, le fait que la force motrice
de germination prédite par l’approximation de Bragg-Williams soit moins bonne que celle
donnée par le modèle de solution solide idéale se voit sur les distributions de taille, celles
obtenues avec cette première approximation étant les plus éloignées de celles observées au
cours des simulations.

L’approximation de Bragg-Williams ou le modèle de solution solide idéale conduisent à
de mauvaises prédictions des distributions de taille des amas dans la solution solide à cause
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Fig. 3.16 : Distribution de tailles des amas dans une solution solide d’aluminium
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Sc = 0.75 at.% à T = 500◦C. Les symboles correspondent aux
simulations Monte Carlo cinétique et les lignes aux prédictions de la théorie classique
de germination pour différentes approximations de la force motrice de germination.

de la tendance à l’ordre des deux systèmes étudiés, tendance qui doit être correctement
prise en compte dans le calcul de la force motrice de germination (§3.2.1). Pour des
systèmes à tendance à la démixtion, ces approximations conduisent à des distributions de
taille correctes : sur un système modèle démixtant sur un réseau cubique centré, Soisson
et Martin [56] ont montré que les distributions de taille des amas dans la solution solide
mesurées au cours des simulations Monte Carlo sont correctement reproduites par la
théorie classique même lorsque la force motrice de germination est calculée avec un simple
modèle de solution solide idéale.

3.4.2 Flux stationnaire de germination

Nous avons également comparé le flux stationnaire de germination mesuré dans les
simulations Monte Carlo cinétique avec celui de la théorie classique de germination [115]
donné par l’expression

Jst = NsZβ∗ exp (−∆G∗/kT ). (3.42)

Ns est le nombre de sites de germination et correspond donc au nombre de sites atomiques.
∆G∗, la barrière de germination, est l’énergie libre d’un germe correspondant à la taille
critique n∗, soit

∆G∗ = ∆Gn∗ =
π

3

(a2σ̄)3

(∆Gnuc)2
. (3.43)
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Z, le facteur de Zeldovitch, a été introduit par Becker et Döring afin de décrire les fluc-
tuations de taille des germes autour de la taille critique n∗ et en particulier la probabilité
non nulle qu’a un germe sur-critique de se redissoudre. L’expression initiale du flux de
germination due à Volmer et Weber ne tenait pas compte de cette probabilité et condui-
sait à une surestimation du flux de germination. Le facteur de Zeldovitch se déduit de la
dérivée seconde de l’énergie libre de formation des amas,

Z =

√
− 1

2πkT

∂2∆Gn

∂n2

∣∣∣∣
n=n∗

=
(∆Gnuc)2

2π(a2σ̄)3/2
√

kT
. (3.44)

Quant au taux de condensation β∗ correspondant à un amas de taille critique, nous sup-
posons pour l’obtenir que la cinétique est contrôlée par la diffusion à longue distance du
soluté, hypothèse que nous avons vérifiée précédemment pour la croissance d’un précipité
plan (§2.4.4) et que nous supposons également valide au cours de l’étape de germination.
Les précipités étant considérés sphériques, ce taux de condensation est alors donné par

β∗ = 4πr∗
DX

Ω

x0
X

xp
X

, (3.45)

où Ω = a3/4 est le volume atomique et xp
X = 1/4 la composition du précipité qui germe5.

En tenant compte de l’expression 3.40 de la taille critique, on obtient finalement

β∗ = −32π
a2σ̄

∆Gnuc

DX

a2
x0

X. (3.46)

Cette expression tient compte du fait que pour chaque atome de soluté adsorbé par l’amas
il faut également considérer trois atomes de solvant si bien que les amas croissent en fait
d’une taille n = 4nX à une taille n + 4 = 4(nX + 1). La concentration apparaissant
dans cette expression du taux de condensation est la concentration nominale et non pas
la concentration des monomères, car bien que seuls les monomères diffusent ceux-ci se
déplacent sous l’influence du gradient de concentration globale, gradient qui explique la
présence du terme x0

X dans cette expression [112]. Enfin, le coefficient de diffusion utilisé
est le coefficient de traceur à dilution infinie car celui-ci reproduit mieux la croissance
d’un précipité que le coefficient de diffusion intrinsèque (§2.4.4).

Pour effectuer la comparaison avec les simulations Monte Carlo pour le flux de germina-
tion, nous avons bien entendu utilisé la CVM pour estimer la force motrice de germination
apparaissant dans les expressions des différentes quantités nécessaires au calcul de Jst. En
effet, l’expression 3.42 du flux stationnaire de germination est obtenue en supposant que

5Cette expression du taux de condensation est obtenue dans l’hypothèse d’une interface immobile.
Sans cette hypothèse, on obtient [112]

β∗ = 4πr∗
DX

Ω
x0

X

xp
X − xi

X

,

où xi
X est égale à la concentration d’équilibre de la solution solide à l’interface. Même en prenant en

compte l’effet Gibbs-Thomson, cette concentration est négligeable devant xp
X si bien que cette expression

du taux de condensation est équivalente à 3.45.
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la distribution de taille des amas dans la solution solide vérifie la relation 3.41 et étend
même cette relation autour de la taille critique pour obtenir le facteur de Zeldovitch. De
ce fait, l’erreur observée6 avec les modèles de solution solide idéale ou régulière se reporte
directement sur l’estimation de Jst. Par contre, lorsque la CVM est utilisée, on obtient
un accord raisonnable avec les simulations (Fig. 3.17), ceci pour différentes températures
et différentes sursaturations dans les systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc. Pour les faibles
concentrations (x0

X ≤ 1 at.%), l’accord est vraiment bon et se détériore un peu au-delà.
Cependant, les valeurs relatives de Jst correspondant à une même concentration mais à
différentes températures sont correctes. Ainsi, pour x0

X = 1 at.%, la théorie classique de
germination reproduit bien le fait que le flux de germination est plus élevé à 550 qu’à 500
ou 600◦C. Ceci montre donc que les hypothèses cinétiques utilisées par la théorie classique
de germination s’appliquent aussi bien à la précipitation de Al3Zr qu’à celle de Al3Sc, bien
que, du fait de leur interaction lacune-soluté opposée, on pouvait s’attendre à ce que les
systèmes Al-Zr et Al-Sc présentent un comportement cinétique différent.

Le même type d’accord entre flux de germination mesuré au cours des simulations
Monte Carlo et flux prédit par la théorie classique de germination a été observé par Sois-
son et Martin [56] ainsi que par Shneidman et al. [127] pour des cinétiques de précipitation
en volume, et également par Berthier et al. [129,130] pour la cinétique d’électrodéposition
sur une surface. Dans toutes ces études, le système présentait toujours une tendance à
la démixtion. Le présent chapitre permet donc de conclure que la théorie classique de
germination parvient tout aussi bien à prédire le flux stationnaire de germination dans
le cas d’un système à tendance à l’ordre pourvu qu’un soin particulier tenant compte de
cette spécificité ait été pris pour calculer la force motrice de germination, ce que l’approxi-
mation de Bragg-Williams en particulier ne parvient pas à faire. Cette approximation est
reconnue pour être moins bonne dans le cas d’un système à tendance à l’ordre par rap-
port à un système à tendance à la démixtion, notamment dans le cas du réseau c.f.c.
à cause des frustrations existant entre premiers voisins [69]. Au vu des résultats obte-
nus pour le flux de germination, il apparâıt que cette inaptitude de l’approximation de
Bragg-Williams à être pleinement représentative d’un système à tendance à l’ordre ne se
manifeste pas uniquement pour le calcul des diagrammes de phases aux plus hautes tem-
pératures mais également dans l’estimation de grandeurs cinétiques pour des températures
intermédiaires.

3.5 Au-delà de l’approximation capillaire

Comme nous venons juste de le voir, l’emploi dans la théorie classique de germination
de l’approximation capillaire pour estimer l’énergie libre de formation des amas conduit
à un accord raisonnable avec les simulations Monte Carlo pour les distributions de taille
d’amas dans la solution solide ainsi que pour les flux de germination. Néanmoins, il est
légitime de se demander si l’accord ne pourrait pas être amélioré en allant au-delà de
l’approximation capillaire. En effet, celle-ci peut parâıtre grossière dans la mesure où elle

6Par exemple, pour les sursaturations et températures considérées dans cette étude, le modèle de
solution solide idéale conduit à une probabilité Cn∗ pour l’amas de taille critique 10 à 40 fois plus grande
que celle donnée par la CVM.
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suppose les amas sphériques alors que la construction de Wulff montre qu’ils sont facettés.
Concernant une cinétique d’électrodéposition, Berthier et al. [129,130] ont d’ailleurs mon-
tré qu’il est nécessaire de calculer exactement l’énergie libre de formation des amas pour
que la théorie classique de germination conduise à des prédictions correctes. En outre,
la loi de probabilité donnant la distribution de taille des amas suppose que les amas
n’interagissent pas ce qui peut sembler déraisonnable pour les plus fortes sursaturations.
Dans ce chapitre, nous allons donc nous affranchir de cette approximation capillaire en
calculant directement l’énergie libre de formation des amas afin de voir les différences que
cela implique sur les prédictions de la théorie classique de germination. Nous montrerons
également comment les effets de frustration entre amas peuvent être pris en compte et
quelle est leur influence sur la description thermodynamique de la solution solide.

3.5.1 Calcul direct

Au lieu d’utiliser l’approximation capillaire pour obtenir l’énergie libre de formation
des amas, il est possible de calculer directement cette quantité. Ceci peut être fait en
utilisant un algorithme Monte Carlo afin d’échantillonner la différence d’énergie libre
entre un amas de taille n et un amas de taille n + 1 à une température fixée comme
proposé par Perini et al. [134–136]. Il est également possible d’obtenir une expression
analytique de la fonction de partition de chaque amas et d’en dériver ensuite toutes les
grandeurs thermodynamiques comme l’énergie libre du système [129,130]. Bien qu’elle soit
limitée aux petites tailles d’amas, nous avons préféré utiliser cette dernière méthode, celle-
ci présentant l’avantage de conduire à un développement analytique exploitable ensuite à
toute température et également de présenter de fortes analogies avec les développements
basse température, ce qui nous permettra ensuite d’inclure les effets de frustration entre
amas.

Un amas de structure L12 contenant nX atomes de soluté X peut avoir différentes confi-
gurations que nous regroupons par classe α d’énergie HnX,α = nX

(
12ω(1) + UX − UAl

)
+

δHnX
. Les énergies sont définies par rapport à l’état de référence Al pur et par conséquent

HnX,α est la différence d’énergie due à la présence d’un amas dans un réseau Al pur7. Par
exemple, pour un amas contenant 4 atomes, deux classes d’énergie sont définies :

– Les 4 atomes de soluté peuvent former un carré et créer ainsi 4 liaisons seconds
voisins de type X-X, conduisant à δH4,1 = 16ω(2). En chaque site du réseau, il y a 3
configurations différentes respectant cette géométrie.

– Les 4 atomes de soluté peuvent également s’organiser en châıne et ne créer que 3 liai-
sons seconds voisins de type X-X (δH4,1 = 18ω(2)). On dénombre 83 configurations
différentes donnant ce type d’amas en chaque site du réseau.

L’énergie libre d’un amas de taille nX est ensuite définie à partir de sa fonction de partition

7Cependant, les énergies des composés purs UX = 6ε
(1)
XX + 3ε

(2)
XX et UAl = 6ε

(1)
AlAl + 3ε

(2)
AlAl sont sans

influence et conduisent simplement à un changement de référence pour les potentiels chimiques.
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par

GnX
= −kT log

(∑
α

DnX,α exp (−HnX,α/kT )

)

= nX

(
12ω(1) + UX − UAl

)
− kT log

(∑
α

DnX,α exp (−δHnX,α/kT )

)
.

(3.47)

Tab. 3.5 : Dégénérescences DnX,α correspondant aux différentes classes α d’énergie
HnX,α = nX

(
12ω(1) + UX − UAl

)
+ δHnX pour les amas de taille 1 ≤ nX ≤ 9.

nX α δHnX,α DnX,α

1 1 6ω(2) 1

2 1 10ω(2) 3

3 1 14ω(2) 15

4 1 16ω(2) 3
4 2 18ω(2) 83

5 1 20ω(2) 48
5 2 22ω(2) 486

6 1 22ω(2) 18
6 2 24ω(2) 496
6 3 26ω(2) 2967

nX α δHnX,α DnX,α

7 1 24ω(2) 8
7 2 26ω(2) 378
7 3 28ω(2) 4368
7 4 30ω(2) 18746

8 1 24ω(2) 1
8 2 28ω(2) 306
8 3 30ω(2) 4829
8 4 32ω(2) 35926
8 5 34ω(2) 121550

9 1 28ω(2) 24
9 2 30ω(2) 159
9 3 32ω(2) 5544
9 4 34ω(2) 51030
9 5 36ω(2) 289000
9 6 38ω(2) 803000

Les dégénérescences DnX,α correspondent au nombre de configurations distinctes que
peut prendre un amas pour une même énergie HnX,α. Elles sont donc la manifestation de
l’entropie de configuration associée aux amas. Ces dégénérescences peuvent être calculées
en générant tous les amas de taille nX, ceci étant fait de façon aléatoire, puis en repérant
les différentes classes α d’énergie et en dénombrant pour chacune d’entre elles le nombre
de configurations différentes observées. Les dégénérescences ainsi obtenues sont présentées
dans le tableau 3.5 pour tous les amas contenant au plus 9 atomes de soluté. Pour les
plus gros amas, la dégénérescence associée aux différentes classes devient trop grande pour
être dénombrable. Il faut noter que le même critère a été utilisé pour définir les amas L12

dans ce dénombrement et dans les simulations Monte Carlo et qu’en particulier les défauts
d’antisite sur le sous-réseau majoritaire n’ont pas été autorisés. Ceci n’impose pas une trop
grande restriction car ces défauts, ayant une énergie d’excitation importante, conduisent



104 Chapitre 3. Germination dans les binaires Al-Zr et Al-Sc

à des contributions négligeables dans la fonction de partition. Quant au sous-réseau mi-
noritaire, les défauts d’antisite ne peuvent pas être pris en compte car ils conduisent alors
à un changement de taille de l’amas.

L’énergie de formation de l’amas apparaissant dans l’expression 3.41 de la distribution
de taille est l’énergie de formation à partir de la solution solide,

∆GnX
(x0

X) = GnX
− 2nXµ(x0

X)

= −kT log

(∑
α

DnX,α exp (−δHnX,α/kT )

)
− 2nXδµ(x0

X),
(3.48)

µ(x0
X) = (µX(x0

X)− µAl(x
0
X)) /2 = (UX − UAl) /2 + 6ω(1) + δµ(x0

X) étant le potentiel chi-
mique d’alliage, c’est-à-dire le multiplicateur de Lagrange qui impose que la concentra-
tion nominale de la solution solide soit égale à celle obtenue par sommation sur les amas
(Éq. 2.18).

La probabilité d’observer un amas de taille nX est donc finalement donnée par

CnX
=
∑

α

DnX,α exp (− (δHnX,α − 2nXδµ) /kT ). (3.49)

Si on compare la distribution de taille des amas ainsi déduite d’un calcul direct de
l’énergie libre de formation des amas avec celles obtenues en utilisant l’approximation
capillaire, la force motrice de germination étant calculée en CVM, on n’obtient pas de
grosse différence. Pour les plus hautes températures étudiées (T = 600◦C), le calcul direct
reproduit tout de même un peu mieux les distributions de taille observées dans les simula-
tions Monte Carlo cinétique (Fig. 3.18), ceci étant dû, comme nous le verrons un peu plus
loin dans ce chapitre, à une estimation de l’énergie libre d’interface par la construction
de Wulff légèrement moins bonne aux plus hautes températures. Néanmoins, de façon
générale, l’approximation capillaire apparâıt comme pleinement satisfaisante pour décrire
le comportement thermodynamique des amas dans la solution solide bien qu’elle puisse
être améliorée.

La comparaison peut également être effectuée pour le flux stationnaire de germination
(Fig. 3.19). Par rapport aux flux mesurés dans les simulations, on n’obtient pas d’améliora-
tion en passant de l’approximation capillaire au calcul direct de l’énergie libre de formation
des amas. Pour les faibles sursaturations, les deux modèles présentent un accord raison-
nable avec les simulations tandis que pour les plus fortes sursaturations des désaccords
apparaissent. Le calcul direct conduit à un flux de germination légèrement inférieur à celui
donné par l’approximation capillaire. Ceci est principalement dû à la différence de taille
critique, n∗X étant en général plus petit de 1 atome dans le cadre du calcul direct qu’avec
l’approximation capillaire. Comme le calcul direct améliore l’accord sur les distributions
de taille des amas, la légère divergence observée sur le flux de germination pour les plus
fortes sursaturations ne doit pas provenir d’une mauvaise description du comportement
thermodynamique des amas mais plutôt des limites intrinsèques de la théorie classique de
germination. Pour ces sursaturations, les stades de germination et de croissance ne sont
pas aussi bien séparés qu’aux plus faibles concentrations alors que la théorie classique
suppose que le stade de germination peut être isolé du reste de la cinétique. En outre,
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Fig. 3.18 : Distribution de taille des amas dans deux solutions solides de concentration
nominale x0

Zr = 0.08 et 0.24 at.% à 600◦C. La limite de solubilité à cette température est
xeq

Zr = 0.16 at.%. Les symboles correspondent aux simulations Monte Carlo cinétique et
les lignes aux prédictions de la théorie classique de germination (Éq. 3.41). Pour évaluer
l’énergie libre de formation des amas, nous avons utilisé l’approximation capillaire
(ligne continue), la force motrice de germination étant obtenue avec la CVM, et le
calcul direct donné par l’équation 3.49 (ligne pointillée).

cette théorie n’est formellement correcte que dans un ensemble grand canonique et ne
prend donc pas en compte un quelconque appauvrissement de la solution solide au cours
du stade de germination, appauvrissement qui n’est plus forcément négligeable dans le do-
maine des fortes sursaturations. La dynamique d’amas [125, 137, 138] pourrait permettre
de vérifier si l’erreur provient de l’un de ces deux points, puisque, basée sur les mêmes
équations, elle n’utilise pas ces hypothèses pour les résoudre. Il se pourrait également que
pour ces concentrations il y ait recouvrement des différents champs de diffusion si bien
que l’expression utilisée pour le taux de condensation (Éq. 3.46) ne serait plus correcte,
sans oublier le fait que cette expression établie par rapport à un précipité sphérique pose
question quant à sa validité lorsque le germe critique devient petit.

3.5.2 Des développements basse température à une description
en amas

L’expression 3.49 de la distribution de taille obtenue par ce calcul direct de l’énergie
libre de formation des amas est très similaire aux différentes expressions établies avec
les développements basse température (§3.1.3). Ceci n’est pas réellement surprenant, les
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Fig. 3.19 : Influence de la concentration nominale et de la température sur le flux
de germination stationnaire Jst de Al3Zr. Les symboles correspondent aux simulations
Monte Carlo et les lignes aux prédictions de la théorie classique de germination. Pour
évaluer l’énergie libre de formation des amas, nous avons utilisé l’approximation capil-
laire (ligne continue), la force motrice de germination étant obtenue avec la CVM, et
le calcul direct donné par l’équation 3.49 (ligne pointillée).

formalismes étant similaires : dans les deux cas, pour un amas donné, il faut dénombrer
les configurations distinctes. La principale différence entre les deux approches réside dans
le fait que les développements basse température sont basés sur une hiérarchisation par
niveau d’excitation, tandis que dans le cas du calcul direct la hiérarchisation s’effectue
selon la taille des amas. En outre, dans cette seconde approche, aucune interaction entre
amas n’est considérée. Cependant, il est possible de s’inspirer des développements basse
température pour les introduire.

En effet, si on considère la concentration de la solution solide exprimée à l’aide du
développement basse température à l’ordre 7 (Éq. 3.19), on s’aperçoit qu’il est possible
de séparer les différents termes apparaissant dans le développement limité suivant que les
excitations mises en jeu concernent un amas de 1, 2, · · · 5 atomes ou une combinaison de
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ces amas. On peut ainsi définir pour chacun de ces amas les concentrations suivantes

C1(µ) = e−(6ω(2)−2δµ)/kT − 19 e−(12ω(2)−4δµ)/kT − 96 e−(16ω(2)−6δµ)/kT

−2322 e−(18ω(2)−6δµ)/kT − 663 e−(20ω(2)−8δµ)/kT , (3.50a)

C2(µ) = 3 e−(10ω(2)−4δµ)/kT − 96 e−(16ω(2)−6δµ)/kT

−453 e−(20ω(2)−8δµ)/kT , (3.50b)

C3(µ) = 15 e−(14ω(2)−6δµ)/kT − 663 e−(20ω(2)−8δµ)/kT , (3.50c)

C4(µ) = 3 e−(16ω(2)−8δµ)/kT + 83 e−(18ω(2)−8δµ)/kT , (3.50d)

C5(µ) = 48 e−(20ω(2)−10δµ)/kT . (3.50e)

La concentration nominale de la solution solide est alors donnée par

xX(µ) =
∑
nX

nXCnX
(µ). (3.51)

On retrouve ainsi le formalisme de description de la solution solide par classe d’amas de
différentes tailles utilisé précédemment, les expressions des concentrations des amas étant
similaires. Pour chacune de ces concentrations, les contributions principales, de dégéné-
rescence positives, sont identiques dans les deux approches. Dans le développement basse
température, ces contributions correspondent à un état excité mettant en jeu un groupe
d’atomes connectés, ce groupe définissant l’amas de structure L12 correspondant. Or ce
sont ces amas que nous avons dénombrés lors du calcul direct de l’énergie libre des amas.
Il est donc logique de retrouver les mêmes contributions dans les deux formalismes. Par
contre, le développement basse température fait également apparâıtre des contributions
de dégénérescence négative, appelées « contre-termes ». Ces contributions correspondent
à des états excités mettant en jeu des groupes d’atomes non connexes pouvant être vus
comme plusieurs amas. Elles permettent donc de décrire les interactions entre les amas.
Ainsi, pour chacune des concentrations d’amas, la première contribution négative est due
à l’interaction avec les monomères de la solution solide, la seconde contribution négative
à l’interaction avec les dimères, etc... Dès lors, il apparâıt que lors du calcul direct de
l’énergie libre de formation des amas nous n’avons pris en compte que les états excités de
groupes d’atomes connexes, ces états étant les contributions principales pour les concen-
trations des différentes classes de taille. Par contre, la concentration nominale calculée
par sommation sur toutes les classes est obtenue à l’aide d’une série dont la convergence
est mal assurée puisque tous les contre-termes ont été négligés dans cette somme. Or cer-
tains de ces contre-termes font intervenir une énergie d’excitation moins élevée que celle
associée à un groupe d’atomes connexe. Ainsi, nous avons négligé l’interaction entre deux
monomères mais pris en compte la contribution des trimères bien que dans le développe-
ment basse température la première contribution corresponde à l’ordre 3 et la seconde à
l’ordre 4.

Dès lors, il est possible d’utiliser les développements basse température afin d’enrichir
le formalisme du calcul direct de l’énergie libre de formation des amas en prenant par-
tiellement en compte les interactions entre les amas. Pour chaque classe de taille d’amas,
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Tab. 3.6 : Dégénérescences DnX,α correspondant aux différentes classes d’amas L12

qui contiennent nX X atomes et possèdent l’énergie libre ∆GnX,α(µ) pour les tailles
1 ≤ nX ≤ 9. Le potentiel d’alliage est défini par µ = (UX−UA)/2+6ω(1)+δµ. Pour une
classe de taille nX donnée, α permet de trier les différentes contributions par niveau
d’excitation. Les classes d’énergie α en italique indiquent une contribution qui devrait
être négligée devant le troisième contre-terme.

Terme principal 1er contre-terme 2nd contre-terme
nX α ∆GnX,α(µ) DnX,α α ∆GnX,α(µ) DnX,α α ∆GnX,α(µ) DnX,α

1 1 6ω(2) − 2δµ 1 2 12ω(2) − 4δµ −19 3 16ω(2) − 6δµ −96

2 1 10ω(2) − 4δµ 3 2 16ω(2) − 6δµ −96 3 20ω(2) − 8δµ −453

3 1 14ω(2) − 6δµ 15 2 20ω(2) − 8δµ −663 3 24ω(2) − 10δµ −3042

4 1 16ω(2) − 8δµ 3 3 22ω(2) − 10δµ −159 5 26ω(2) − 12δµ −702
4 2 18ω(2) − 8δµ 83 4 24ω(2) − 10δµ −4670 6 28ω(2) − 12δµ −21063

5 1 20ω(2) − 10δµ 48 3 26ω(2) − 12δµ −3096 5 30ω(2) − 14δµ −13584
5 2 22ω(2) − 10δµ 486 4 28ω(2) − 12δµ −33162 6 32ω(2) − 14δµ −147780

6 1 22ω(2) − 12δµ 18 4 28ω(2) − 14δµ −1308 6 32ω(2) − 16δµ −5622
6 2 24ω(2) − 12δµ 496 5 30ω(2) − 14δµ −37772 8 34ω(2) − 16δµ −164784
6 3 26ω(2) − 12δµ 2967 7 32ω(2) − 14δµ −237876 9 36ω(2) − 16δµ −1050345

7 1 24ω(2) − 14δµ 8 4 30ω(2) − 16δµ −640 7 34ω(2) − 18δµ −2712
7 2 26ω(2) − 14δµ 378 6 32ω(2) − 16δµ −31794 9 36ω(2) − 18δµ −136416
7 3 28ω(2) − 14δµ 4368 8 34ω(2) − 16δµ −383880 11 38ω(2) − 18δµ −1665984
7 5 30ω(2) − 14δµ 18748 10 36ω(2) − 16δµ −1726492 12 40ω(2) − 18δµ −7567752

8 1 24ω(2) − 16δµ 1 3 30ω(2) − 18δµ −86 6 34ω(2) − 20δµ −357
8 2 28ω(2) − 16δµ 306 7 34ω(2) − 18δµ −28050 10 38ω(2) − 20δµ −118776
8 4 30ω(2) − 16δµ 4842 9 36ω(2) − 18δµ −463224 12 40ω(2) − 20δµ −1982814
8 5 32ω(2) − 16δµ 35949 11 38ω(2) − 18δµ −3582898 14 42ω(2) − 20δµ −15476497
8 7 34ω(2) − 16δµ 121665 13 40ω(2) − 18δµ −12651298 15 44ω(2) − 20δµ −55123677

9 1 28ω(2) − 18δµ 24 4 34ω(2) − 20δµ −2328 8 38ω(2) − 22δµ −9696
9 2 30ω(2) − 18δµ 159 6 36ω(2) − 20δµ −15813 11 40ω(2) − 22δµ −66204
9 3 32ω(2) − 18δµ 5544 9 38ω(2) − 20δµ −572136 13 42ω(2) − 22δµ −2420880
9 5 34ω(2) − 18δµ 51030 12 40ω(2) − 20δµ −5476626 15 44ω(2) − 22δµ −23379084
9 7 36ω(2) − 18δµ 288696 14 42ω(2) − 20δµ −32180148 17 46ω(2) − 22δµ −138431292
9 9 38ω(2) − 18δµ 807338 16 44ω(2) − 20δµ −93539370 18 48ω(2) − 22δµ −
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on peut considérer non seulement la contribution des différentes configurations de l’amas
comme nous l’avons fait dans la partie 3.5.1, mais également les deux premiers contre-
termes associés provenant de l’interaction avec les monomères et les dimères. Le premier
contre-terme est obtenu en dénombrant pour chaque configuration possible de l’amas de
taille nX le nombre de sites exclus pour le monomère soit parce que cela conduirait alors
à un amas de taille nX + 1, soit parce que les sites sont déjà occupés par des atomes de
soluté. Quant au second contre-terme, il faut dénombrer le nombre de paires de seconds
voisins qui sont interdites.

La concentration d’amas de taille nX peut toujours s’écrire sous la forme

CnX
(µ) =

∑
α

DnX,α exp (−∆GnX,α(µ)/kT ), (3.52)

où pour chaque classe de taille nX et de niveau d’énergie α nous avons défini l’énergie
libre ∆GnX,α et la dégénérescence DnX,α. Les valeurs de ces grandeurs pour des amas de
taille 1 ≤ nX ≤ 9 sont présentées dans le tableau 3.6. Dans le cas des classes d’énergie
correspondant à l’amas isolé, l’énergie libre de formation est simplement reliée à l’énergie
de l’amas compact (Tab. 3.5) par ∆GnX,α(µ) = δHnX,α − 2nXδµ, les dégénérescences
étant quant à elles bien entendu égales. La principale différence due à la prise en compte
des interactions avec les monomères et dimères est qu’il n’est plus possible désormais de
factoriser la contribution du potentiel chimique µ puisque les contre-termes associés aux
différentes formes possibles d’amas font intervenir un nombre d’atomes différent de la
contribution principale.

À partir de la concentration CnX
, on définit l’énergie libre grand canonique de la classe

d’amas de taille nX par

AnX
(µ) = −2

∫ µ

−∞
CnX

(µ) dµ, (3.53)

de façon à ce que la concentration d’amas de taille n soit égale à la moitié de la dérivée par
rapport au potentiel d’alliage µ de cette fonction. L’énergie libre grand canonique totale
du système est ensuite définie par

A(µ) = UA + µ +
∑
nX

nXAnX
(µ). (3.54)

Ces définitions assurent que la concentration en soluté obtenue par sommation sur tous
les amas est cohérente avec celle obtenue par dérivation de l’énergie libre grand canonique,

xX =
∑
nX

nXCnX
=

1

2

(
1− ∂A(µ)

∂µ

)
. (3.55)

L’énergie libre grand canonique A(µ) ainsi construite est identique à celle obtenue par des
développements basse température (Éq. 3.18), sauf que la sommation n’est plus effectuée
par niveau d’énergie croissant mais par taille d’amas croissante, si bien que la convergence
de la série est moins bien contrôlée.
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3.5.3 Approximation capillaire

Force motrice de germination

À partir de l’énergie libre grand canonique ainsi construite, il est possible de calculer
une force motrice de germination de Al3X en utilisant la définition 3.20 des potentiels
chimiques des espèces Al et X. Pour une solution solide maintenue au potentiel d’alliage
µ, on obtient

∆Gnuc(µ) =
3

4
(µAl(µ

eq)− µAl(µ)) +
1

4
(µX(µeq)− µX(µ))

=A(µeq)−A(µ)− 1

2
(µeq − µ).

(3.56)
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Fig. 3.20 : Force motrice de germination ∆Gnuc pour une solution solide Al-Zr à
T = 450◦C obtenue par un calcul direct de l’énergie libre de formation des amas en
prenant en compte ou non les effets de frustration entre amas et comparée au résultat
d’un calcul CVM.

Si on compare la force motrice de germination ainsi obtenue à un calcul CVM (Fig. 3.20),
on s’aperçoit que le fait d’inclure les effets de frustration entre amas améliore l’accord.
Sans ces effets de frustration, le calcul direct de l’énergie libre de formation conduit à une
sous-estimation de la valeur absolue de la force motrice de germination. Cependant, même
en considérant pour chaque amas les deux premiers contre-termes, c’est-à-dire l’interaction
avec le monomère et le dimère, la force motrice de germination est toujours légèrement
sous-estimée par rapport au résultat du calcul CVM pour les fortes sursaturations. Ceci
provient du fait que l’énergie libre grand canonique utilisée pour calculer cette force mo-
trice de germination est obtenue à partir d’une série où certains termes non négligeables
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devant d’autres ont été omis. Ainsi l’interaction entre trois monomères n’a pas été consi-
dérée bien que sa contribution soit du même ordre que celle d’un des deux 4-mères. Si on
ne considère pas toutes ces contributions qui auraient dû être négligées on obtient alors
le développement basse température à l’ordre 7 qui lui sous-estime légèrement |∆Gnuc|
(Fig. 3.2).

Énergie libre d’interface

En partant de l’expression de la probabilité d’avoir un amas de taille nX donnée par
l’approximation capillaire (Éq. 3.38 et 3.41), il est possible de définir pour chaque classe
d’amas de taille nX une énergie libre d’interface,

a2σnX
(µ) = −

(
36πnX

2
)−1/3

[kT log (CnX
(µ)) + 4nX∆Gnuc(µ)] . (3.57)

De façon à correctement déterminer l’énergie libre d’interface σnX
, il faut s’assurer

que cette série qui la définit ne contient aucun terme qui aurait dû être négligé. Dans
le calcul de la concentration CnX

, nous n’avons pas considéré le troisième contre-terme,
i.e. l’interaction avec deux monomères isolés. Cette interaction a une énergie d’excitation
plus élevée de 12ω(2)−4δµ par rapport à la contribution principale. Par conséquent, pour
définir σnX

, il faut négliger dans CnX
toutes les contributions qui ont une énergie plus

grande que 12ω(2) par rapport à l’état de plus basse énergie : ce sont les états dont le niveau
d’énergie α est indiqué en italique dans le tableau 3.6. De même, dans le calcul de ∆Gnuc,
tous les termes correspondant à une énergie d’excitation supérieure à 12ω(2) doivent être
négligés, c’est-à-dire qu’il ne faut pas aller au-delà de l’ordre deux du développement basse
température pour calculer ∆Gnuc.

L’énergie libre d’interface ainsi définie dépend non seulement de la taille de l’amas
considérée, mais également du potentiel d’alliage µ de la solution solide. Ceci provient
de la prise en compte des interactions entre les différents amas avec les monomères et
dimères, i.e. des premiers et seconds contre-termes. Sans ces contre-termes, la contribu-
tion du potentiel chimique dans log (CnX

(µ)) peut se factoriser car tous les états excités
considérés concernent le même nombre d’atomes et cette contribution s’annule alors avec
celle provenant de la force motrice de germination ∆Gnuc(µ). On obtient l’énergie libre
d’interface suivante :

a2σnX
= −kT

(
36πnX

2
)−1/3

log

(∑
α

DnX,α exp (−δHnX,α/kT )

)
. (3.58)

Sans les effets de frustration entre amas, l’énergie libre d’interface associée à chaque amas
ne dépend donc pas de la concentration de la solution solide dans laquelle les amas sont
plongés. On retrouve donc l’hypothèse utilisée par l’approximation capillaire, à savoir que
l’énergie libre d’interface est une propriété intrinsèque de l’amas. L’énergie libre d’inter-
face ainsi définie diminue avec la taille de l’amas (Fig. 3.21), les variations devenant plus
importantes à mesure que la température augmente. Perini et al. [134–136] ont montré
que cette dépendance de l’énergie d’interface avec la taille de l’amas peut être prise en
compte dans l’approximation capillaire en ajoutant au développement 3.38 de l’énergie
libre de formation des amas des termes correspondant aux contributions des arêtes et des
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Fig. 3.21 : Variation avec la taille de l’amas nZr de l’énergie libre d’interface entre
la solution solide et Al3Zr. Les symboles correspondent à l’énergie σnZr obtenue par le
calcul direct sans la prise en compte des effets de frustration entre amas (Éq. 3.58) et les
lignes à σ̄, c’est-à-dire à la construction de Wulff combinée avec les calculs d’interfaces
planes effectués dans l’approximation de Bragg-Williams.

coins. Cependant, le domaine de tailles 1 ≤ nX ≤ 9 sur lequel nous avons calculé σnX
est

trop restreint pour pouvoir faire un ajustement d’une telle extension de l’approximation
capillaire. Néanmoins, une limite asymptotique peut être dégagée pour les grandes tailles
d’amas et comparée pour différentes températures avec l’énergie σ̄ déduite de la construc-
tion de Wulff. Cette limite asymptotique est plus petite que σ̄, l’écart augmentant avec la
température (Fig. 3.21). Ceci est naturel car la construction de Wulff prédit la forme de
l’amas coûtant le moins d’énergie. En l’utilisant pour définir une énergie libre d’interface
isotrope nous négligeons donc une partie de l’entropie de configuration. En outre, nous
avons vu que l’approximation de Bragg-Williams employée pour calculer les énergies libres
d’interface plane utilisée par la construction de Wulff sous-estime les relaxations de ces
interfaces (§3.3.1), ce qui explique également pourquoi la valeur de σ̄ est légèrement trop
élevée.

Lorsque les effets de frustration entre amas sont pris en compte, l’énergie libre d’in-
terface associée à chaque taille augmente avec la concentration de la solution solide
(Fig. 3.22). Pour une solution solide Al-Zr à T = 450◦C, l’élévation d’énergie due aux
effets de frustration entre une solution solide à la concentration d’équilibre et une solution
solide de concentration nominale xZr = 1 at.% est de 1 à 2 meV suivant la taille de l’amas
considérée. Par contre, pour nZr = 8 il n’y a presque pas de variation avec la concentration
de l’énergie libre d’interface de l’amas. Ceci provient du fait que cet amas possède une
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Fig. 3.22 : Dépendance avec la taille nZr de l’amas de l’énergie libre d’interface entre
la solution solide et Al3Zr pour différentes concentrations de la solution solide à T =
450◦C. Seule l’interaction avec le monomère est considérée sur la figure de gauche
tandis que les interactions avec le monomère et le dimère sont considérées sur la figure
de droite.

forme compacte, un cube, ayant une énergie d’excitation nettement plus basse que les
autres classes et une dégénérescence associée minimale puisqu’égale à 1 si bien que cette
classe prédomine dans σnZr

.

3.5.4 Influence sur la cinétique de précipitation

Si on considère à présent l’influence de ces effets de frustration sur les distributions
de taille d’amas dans la solution solide, on s’aperçoit que les distributions ne sont pra-
tiquement pas modifiées par la prise en compte des frustrations (Fig. 3.23). Pour les
solutions solides fortement sursaturées, les effets de frustration diminuent très faiblement
la concentration des monomères au profit des amas plus gros, mais la variation est quasi-
ment négligeable. Par conséquent, pour déterminer les distributions de taille, il suffit de
considérer la contribution des différentes configurations de l’amas (dégénérescences posi-
tives) comme nous l’avons fait au chapitre 3.5.1 et les interactions entre amas conduisant
à des contributions de dégénérescence négative peuvent être négligées.

Bien qu’ils ne modifient pas réellement l’énergie de formation des différents amas
puisque les concentrations associées sont inchangées, ces effets de frustration entrâınent
une répartition différente de l’énergie libre de formation des amas entre contribution volu-
mique, i.e. force motrice de germination, et contribution de l’interface. La prise en compte
des frustrations entre amas permet de retrouver une force motrice de germination proche
de celle donnée par un calcul de champ moyen en CVM et également par des dévelop-
pements basse température. Par conséquent, lorsque cette force motrice de germination
est utilisée dans l’approximation capillaire pour déterminer l’énergie libre de formation
des amas, l’énergie libre d’interface qui doit lui être associée n’est pas celle calculée pour
une interface entre le précipité et la solution solide à l’équilibre mais entre le précipité
et la solution solide sursaturée. Cependant, cet effet de la sursaturation de la solution
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Fig. 3.23 : Variation avec la concentration nominale xZr des concentrations de mono-,
di-, tri- et 4-mère pour une solution solide à T = 450◦C.

solide sur l’énergie libre d’interface ne doit être important que pour des sursaturations
plus grandes que celles que nous avons considérées dans cette étude car dans tous les cas
les distributions de taille obtenues en utilisant une énergie libre d’interface calculée dans
une solution solide à l’équilibre présentent un bon accord avec les simulations Monte Carlo
(§3.5.1).

Puisque les distributions de taille sont inchangées par la prise en compte ou non des
effets de frustration, il en est de même du flux stationnaire de germination. En effet, celui-
ci dépend de l’énergie libre de formation des amas seulement à travers la distribution de
taille des amas et plus particulièrement de la valeur de cette distribution et de la dérivée
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seconde à la taille critique.

3.6 Conclusions

La comparaison entre théorie classique de germination et simulations de Monte Carlo
cinétique a permis de montrer que l’approximation capillaire et la description de la distri-
bution de taille des amas dans la solution solide utilisées par cette théorie sont correctes
de même que le flux de germination qui est prédit.

Cependant, pour obtenir ce bon accord, il est nécessaire de prendre en compte dans
le calcul de la force motrice de germination la tendance à l’ordre des alliages Al-Zr et
Al-Sc. Comme l’approximation de Bragg-Williams et le modèle de solution solide idéale
néglige cette spécificité, ces deux approximations thermodynamiques conduisent à une
force motrice de germination qui n’est pas correcte ce qui se répercute directement sur les
distributions de taille et les flux de germination prédits par la théorie classique de germi-
nation. Par contre, la CVM et les développements basse température tiennent compte de
la tendance à l’ordre si bien que les résultats obtenus avec l’une ou l’autre de ces deux
techniques sont tout à fait corrects. Il faut noter que les développements basse tempé-
rature se montrent particulièrement intéressants puisqu’ils conduisent à des expressions
analytiques qui peuvent ensuite être facilement utilisées dans des modèles mésoscopiques
de la précipitation.

Quant à l’énergie libre d’interface, l’utilisation de la construction de Wulff pour iden-
tifier une énergie isotrope correspondant à un précipité sphérique avec l’énergie réelle de
l’interface du précipité facetté permet de raisonnablement estimer ce paramètre.

Nous avons vu qu’il est possible d’aller au-delà de l’approximation capillaire afin de
prendre en compte les frustrations entre amas. Ceci confirme alors la validité du calcul de
la force motrice de germination avec la CVM et des développements basse température.
L’énergie libre d’interface qui est obtenue dépend désormais de la sursaturation de la
solution solide. Cependant, les changements sont trop subtils pour que nous ayons pu
en détecter une quelconque influence sur les cinétiques de précipitation dans le système
étudié.
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Chapitre 4

Ternaire Al-Zr-Sc

Légende

Deux amants sont devenus des arbres
Pour avoir oublié le temps
Leurs pieds ont poussé dans la terre
Leurs bras sont devenus des branches
Toutes ces graines qui s’envolent
Ce sont leurs pensées emmêlées
La pluie ni le vent ni le gel
Ne pourront pas les séparer
Ils ne forment qu’un seul tronc
Dur et veiné comme du marbre
Et sur leurs bouches réunies
Le chèvrefeuille a fait son nid

Marcel Béalu

Le modèle atomique développé au chapitre 2 a été utilisé pour étudier la cinétique de
précipitation de Al3ZrxSc1−x en effectuant des simulations Monte Carlo dans le ternaire
Al-Zr-Sc. Les cinétiques de précipitation dans un système ternaire se révèlent d’une très
grande richesse justifiant pleinement une étude au niveau atomique. Afin d’illustrer ce
propos, trois études antérieures peuvent être citées en guise d’exemple. Tout d’abord,
Soisson et Martin [56] ont montré que l’addition d’une impureté dans un alliage à tendance
à la démixtion peut avoir pour conséquence de ralentir la cinétique par un piégeage de la
lacune ou également de conduire à une distribution plus importante de précipités plus fins
en favorisant le stade de germination par une forte attraction entre l’impureté et le soluté.
Ensuite, modélisant la précipitation des carbures de niobium dans la ferrite, Gendt [53] a
pu mettre en évidence grâce aux simulations Monte Carlo que le chemin cinétique, à cause
de la très forte mobilité du carbone, peut passer par la formation d’un composé transitoire,
un carbure de fer, ce qui a pour principal effet de retarder la précipitation de NbC. Enfin,
concernant la précipitation dans les superalliages Ni-Cr-Al, Schmuck-Pareige [139–141]
a montré que la formation des précipités γ′, précipités de composition (NiCr)3(AlCr) et

117
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de structure L12, a lieu à partir de petites zones enrichies en aluminium développant un
ordre à longue distance de type L12, le champ de composition du chrome n’évoluant que
dans un second temps.

Ces simulations à l’échelle atomique sont donc source de précieuses informations sur
la cinétique de précipitation. Pour les alliages ternaires Al-Zr-Sc, elles permettent de
connâıtre la composition des précipités, notamment au cours des différents régimes de
la cinétique de précipitation que sont la germination, la croissance et la coalescence. Les
effets sur la cinétique de précipitation de Al3Sc d’une addition de zirconium peuvent ainsi
être mieux compris, cette addition conduisant expérimentalement à des précipités plus
nombreux et plus petits (§1.2.3). Ces simulations atomiques, de par la richesse des rensei-
gnements qu’elles apportent, constituent donc une étape nécessaire dans la construction
à une échelle supérieure d’un modèle pour la cinétique de précipitation aussi réaliste que
possible. Dans cette optique, nous nous intéressons plus particulièrement au stade de ger-
mination afin de voir comment la théorie classique de germination peut être adaptée au
cas d’un système ternaire conduisant à la précipitation d’un composé de stœchiométrie
variable. Le but est donc d’obtenir un modèle mésoscopique prédisant la composition des
germes ainsi que le flux de germination. Pour ce faire, il nous faudra tout d’abord décrire
au niveau mésoscopique le comportement thermodynamique de la solution solide et du
composé Al3ZrxSc1−x correspondant au modèle atomique, tout comme nous l’avons fait
précédemment pour les deux systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc.

4.1 Résultats des simulations atomiques

Des simulations Monte Carlo des cinétiques de précipitation dans l’alliage ternaire Al-
Zr-Sc ont été réalisées à deux températures, T = 450 et 550◦C, et différentes compositions
de la solution solide. Toutes ces simulations ont été effectuées dans une bôıte contenant
2003 sites, un de ces sites étant occupé par une lacune. Outre l’évolution au cours de la
cinétique de la densité de précipités et de leur taille ainsi que des différentes concentrations
de la solution solide, les simulations Monte Carlo donnent un accès direct à la connaissance
de la composition des précipités. Il est alors intéressant d’examiner si cette composition
est homogène au sein d’un même précipité, si elle varie avec la taille des précipités et
comment elle évolue au cours de la cinétique.

4.1.1 Composition des précipités

Afin de déterminer quelle est la composition des précipités se formant au cours des
simulations Monte Carlo, nous en avons isolé un certain nombre et tracé pour chacun
un profil radial de concentration (Fig. 4.1, 4.2 et 4.3). Il apparâıt alors clairement que
les précipités sont bien ternaires de type Al3ZrxSc1−x. En particulier, on n’observe pas de
précipités Al6ZrSc parfaitement ordonnés avec la structure L12a, ni de précipités purement
binaires Al3Zr et Al3Sc. Le modèle énergétique adopté conduit donc bien à la précipitation
d’un composé Al3ZrxSc1−x de structure L12 où le sous-réseau minoritaire est désordonné,
en accord avec les différentes observations expérimentales effectuées dans le système Al-
Zr-Sc [26–28].
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Fig. 4.1 : Profil radial de concentration d’un précipité Al3ZrxSc1−x observé au cours
d’une simulation Monte Carlo pour une solution solide d’aluminium de composition
nominale x0

Zr = 0.5 at.% et x0
Sc = 0.1 at.% maintenue pendant 0.41 s à 550◦C. Le

précipité contient 100 atomes Zr/Sc.
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Fig. 4.2 : Profil radial de concentration d’un précipité Al3ZrxSc1−x observé au cours
d’une simulation Monte Carlo pour une solution solide d’aluminium de composition
nominale x0

Zr = 0.5 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% maintenue pendant 0.59 s à 550◦C. Le

précipité contient 1113 atomes Zr/Sc.
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Fig. 4.3 : Profil radial de concentration d’un précipité Al3ZrxSc1−x observé au cours
d’une simulation Monte Carlo pour une solution solide d’aluminium de composition
nominale x0

Zr = 0.1 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% maintenue pendant 1.21 s à 550◦C. Le

précipité contient 2561 atomes Zr/Sc.

Le scandium diffusant beaucoup plus vite que le zirconium, on pouvait s’attendre à ce
que le noyau des précipités apparu au cours du stade de germination soit très proche de la
composition Al3Sc mais ce n’est pas véritablement le cas. De façon générale, le noyau des
précipités a tendance à être plus riche en zirconium que les couches périphériques, ce qui se
voit bien dans le cas du précipité formé dans une solution solide de composition nominale
x0

Zr = 0.1 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% à T = 550◦C (Fig. 4.3). Les tout premiers instants

de formation du précipité semblent donc contrôlés non seulement par le comportement
cinétique du système Al-Zr-Sc mais également par son comportement thermodynamique.

Quant aux premières couches périphériques des précipités, celles apparues au début
de la croissance, elles sont plus riches en scandium que le cœur des précipités. La dif-
férence des coefficients de diffusion (DSc � DZr) contrôle donc la composition de ces
couches. Pour les couches périphériques les plus extrêmes, celles qui correspondent à la fin
du stade de croissance ou au début de la coalescence, on constate un enrichissement en
zirconium. Celui-ci correspond en fait à un appauvrissement de la solution solide en scan-
dium, la majeure partie ayant été consommée dans les premiers instants de la cinétique
de précipitation si bien que les précipités croissent alors principalement par adsorption de
zirconium.

4.1.2 Distribution des précipités

Le suivi de la composition et de la taille de tous les amas présents dans la bôıte de
simulation (Fig. 4.4) nous apporte également des informations intéressantes. On remarque
tout d’abord que les très petits amas, ceux qui peuvent être probablement considérés
comme sous-critiques, peuvent avoir toutes les compositions entre les deux stœchiométries
extrêmes, Al3Zr et Al3Sc. Cette même diversité de la composition des amas sous-critiques
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Fig. 4.4 : Projection dans le plan xZr, nX de la distribution des précipités pour une
solution solide à T = 550◦C de composition nominale x0

Zr = 0.5 at.% et x0
Sc = 0.5 at.%

à différents instants de la cinétique de précipitation.

avait également été notée par Gendt [53] concernant la précipitation des carbures de
niobium dans la ferrite.

Concernant les amas sur-critiques, de façon générale, il apparâıt clairement que les
plus petits amas, ceux qui viennent juste de germer, sont plus riches en zirconium que les
gros amas. Ces petits amas évoluent pour ensuite crôıtre principalement par adsorption
de Sc ce qui correspond à la trâınée de la distribution du côté des concentrations riches
en Sc. Enfin, concernant l’évolution temporelle de la distribution, l’appauvrissement de la
solution solide conduit à un décalage pour les temps longs de l’ensemble de la distribution
vers les compositions un peu plus riches en zirconium.

L’examen de ces distributions de la composition et de la taille des amas nous conduit
donc aux mêmes conclusions que l’observation précédente des profils de concentration. Les
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petits précipités qui viennent juste de germer et n’ont pas encore eu le temps de crôıtre
sont plus riches en zirconium que les plus gros précipités. Ceci est en accord avec le fait
que les noyaux des précipités observés précédemment sont plus riches en zirconium et
indique, comme nous le montrerons au chapitre 4.3.2, un stade de germination fortement
influencé par le comportement thermodynamique du ternaire Al-Zr-Sc. Quant au stade
de croissance, il est principalement contrôlé par le comportement cinétique, la diffusion
plus rapide du scandium conduisant à un enrichissement préférentiel des précipités en
Sc jusqu’à atteindre un appauvrissement en Sc de la solution solide suffisant pour que
l’adsorption du zirconium ne soit plus négligeable.

4.1.3 Cinétique de précipitation
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Fig. 4.5 : Cinétique de précipitation d’une solution solide d’aluminium de composition
nominale x0

Zr = 0.5 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% à T = 550◦C. De haut en bas : composi-

tion en Zr et Sc des précipités, composition de la solution solide, taille moyenne des
précipités et densité de précipités. La taille critique choisie est n∗X = 12.

Pour la cinétique de précipitation d’une solution solide de composition nominale x0
Zr =
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0.5 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% à T = 550◦C représentée sur la figure 4.5, on voit clairement

que pendant le stade de germination, stade où le nombre de précipités augmente, les
précipités sont plus riches en Zr qu’au cours de la suite de la cinétique de précipitation.
Apparâıt ensuite une première étape de croissance-coalescence (t ≤ 0.1 s) au cours de
laquelle la solution solide s’appauvrit rapidement en scandium si bien que la composition
en Sc des précipités augmente. Après, une seconde étape intervient : la concentration de
la solution solide en Sc diminue moins vite et les précipités croissent principalement par
adsorption de zirconium si bien que leur composition en Zr recommence à augmenter.
Le zirconium diffusant nettement moins vite, la cinétique de précipitation s’en trouve
ralentie. En particulier, la coalescence qui se manifeste par la diminution du nombre de
précipités est nettement moins rapide qu’au cours du stade précédent.

4.1.4 Influence de l’addition de Zr et Sc
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Fig. 4.6 : Cinétiques de précipitations à T = 450◦C : variation du nombre de précipités
Np (haut) et de leur taille moyenne < nX > (bas) avec les concentrations de Zr et Sc. La
taille critique choisie pour distinguer les précipités des amas sous-critiques est n∗X = 6.

Si maintenant on s’intéresse à l’influence de l’addition soit de Zr soit de Sc sur la
cinétique de précipitation (Fig. 4.6), on s’aperçoit que ces deux éléments ont des effets
différents.

À concentration constante de scandium, une addition de Zr conduit à une augmenta-
tion du nombre de précipités et à une diminution de leur taille. De façon plus précise, le
nombre maximal de précipités qui germent augmente et par contre la durée du stade de
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germination n’est pas modifiée. Comme les précipités croissent ensuite principalement par
adsorption de scandium, il est logique d’obtenir de plus petits précipités, le nombre de
germes à faire crôıtre étant plus important pour une même quantité de scandium dans la
solution solide. Les simulations sont donc en accord avec les observations expérimentales
de la cinétique de précipitation dans le ternaire Al-Zr-Sc, en particulier avec les travaux
de Yelagin et al. [25] ainsi que ceux de Fuller et al. [43] qui observent qu’une addition
de zirconium à un alliage Al-Sc conduit à une distribution plus nombreuse de précipités,
ces précipités étant plus petits. On retrouve en fait l’effet cinétique déjà remarqué par
Soisson et Martin [56] provoqué par l’addition d’une impureté présentant une interaction

attractive avec le soluté, ce qui est le cas ici puisque ω
(2)
ZrSc < 0.

Par contre, à concentration de zirconium constante, une addition de Sc conduit à une
augmentation du nombre de précipités et également à une augmentation de la taille de
ces précipités. Avec l’addition de scandium, l’étape de germination devient de plus en
plus rapide et le nombre de précipités qui germent augmente. Cependant, cette augmen-
tation n’est pas suffisante pour consommer le surplus de scandium dans la solution solide
si bien qu’on observe également une cinétique de croissance et de coalescence plus rapide
conduisant donc au final à de plus gros précipités. Dans ce cas, il faut donc également
tenir compte du comportement cinétique de l’impureté, la simple prise en compte de l’in-
teraction soluté-impureté n’étant pas suffisante pour pouvoir conclure sur la modification
de la cinétique de précipitation.

4.2 Comportement thermodynamique

Si l’étape de croissance et de coalescence des précipités se comprend aisément en consi-
dérant la différence de coefficient de diffusion du zirconium et du scandium dans l’alumi-
nium conduisant à un enrichissement préférentiel en scandium des précipités et, aux temps
les plus longs, l’appauvrissement en scandium de la solution solide rendant la croissance
des précipités par adsorption de zirconium non négligeable, il en va autrement du stade
de germination. Pour être pleinement compris, celui-ci nécessite de considérer également
le comportement thermodynamique du système Al-Zr-Sc. Avant de modéliser cette étape
de germination, nous nous attachons donc à construire une description thermodynamique
aussi quantitative que possible pour la solution solide et le composé Al3ZrxSc1−x.

4.2.1 Solution solide

Comme nous l’avons vu au chapitre 3 l’approximation de Bragg Williams conduit à une
mauvaise description du comportement thermodynamique de la solution solide. Concer-
nant les cinétiques de précipitation, la principale conséquence est que la force motrice
de germination obtenue avec cette approximation est fausse si bien que les distributions
stationnaires de taille d’amas dans la solution solide ne sont pas correctement prédites.
Bien que cette approximation thermodynamique soit la plus facile à mettre en œuvre
pour le système ternaire, il nous faut la laisser de côté car son emploi conduirait aux
mêmes erreurs. D’un autre côté, la CVM constitue l’outil idéal pour obtenir une des-
cription quantitative de la solution solide. Mais le formalisme s’alourdit considérablement
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lorsqu’il est appliqué au ternaire, c’est pourquoi nous avons préféré ne pas utiliser cette
technique. Finalement, pour étudier le système ternaire, les développements basse tem-
pérature constituent un compromis intéressant puisque, tout comme l’approximation de
Bragg-Williams, ils permettent d’avoir une approche analytique et reproduisent les résul-
tats de la CVM sur un domaine de sursaturation d’autant plus grand que les développe-
ments sont poussés loin. Dans cette étude, nous nous sommes contentés de considérer ces
développements basse température jusqu’au second état excité. Ceci permet de considé-
rer les effets d’ordre entre atomes seconds voisins, effets d’ordre qui manquent dans un
modèle de solution solide idéale et ne sont pas correctement traités dans l’approximation
de Bragg-Williams.

Ensemble semi-grand canonique

Dans l’ensemble semi-grand canonique, le comportement thermodynamique de la solu-
tion solide ternaire Al-Zr-Sc est piloté par les deux potentiels d’alliage λZr et λSc, ceux-ci
étant reliés à la différence des potentiels chimiques respectivement de Zr et Sc par rapport
à celui de Al,

λZr =
1

2
(µZr − µAl) =

1

2
(UZr − UAl) + 6ω

(1)
AlZr + δλZr, (4.1a)

λSc =
1

2
(µSc − µAl) =

1

2
(USc − UAl) + 6ω

(1)
AlSc + δλSc. (4.1b)

L’énergie libre grand canonique de la solution solide du côté riche en Al s’obtient en
considérant le développement limité du logarithme de la fonction de partition pour un
état de référence qui est l’aluminium pur. Cette énergie libre s’écrit alors sous la forme

A(λZr, λSc) = UAl + λZr + λSc − kT
∑
i,α

gi,α exp (−∆Ei,α(λZr, λSc)/kT ), (4.2)

où ∆Ei,α(λZr, λSc) est l’énergie de l’état excité (i, α) et gi,α la dégénérescence, c’est-à-dire
le nombre d’états excités pour chaque site du réseau cristallin. Le premier niveau excité
correspond à l’inversion d’un atome Al soit en Zr soit en Sc, et le second niveau excité à
l’inversion d’une paire de seconds voisins Al-Al en paire Zr-Zr, Sc-Sc ou Zr-Sc. Les énergies
et dégénérescences correspondantes sont données dans le tableau 4.1.

Les dérivées de l’énergie libre grand canonique par rapport aux potentiels d’alliage
permettent d’obtenir les concentrations en Zr et Sc de la solution solide, soit

xZr(λZr, λSc) = exp
(
−(6ω

(2)
AlZr − 2δλZr)/kT

)
+ 6 exp

(
−(10ω

(2)
AlZr − 4δλZr)/kT

)
+6 exp

(
−(5ω

(2)
AlZr + 5ω

(2)
AlSc + ω

(2)
ZrSc − 2δλZr − 2δλSc)/kT

)
, (4.3a)

xSc(λZr, λSc) = exp
(
−(6ω

(2)
AlSc − 2δλSc)/kT

)
+ 6 exp

(
−(10ω

(2)
AlSc − 4δλSc)/kT

)
+6 exp

(
−(5ω

(2)
AlZr + 5ω

(2)
AlSc + ω

(2)
ZrSc − 2δλZr − 2δλSc)/kT

)
. (4.3b)
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Tab. 4.1 : Coefficients du développement basse température pour la solution solide
ternaire correspondant aux deux premiers états excités.

i α ∆Ei,α(λZrλSc) gi,α

1 1 6ω
(2)
AlZr − 2δλZr 1

1 2 6ω
(2)
AlSc − 2δλSc 1

2 1 10ω
(2)
AlZr − 4δλZr 3

2 2 10ω
(2)
AlSc − 4δλSc 3

2 3 5ω
(2)
AlZr + 5ω

(2)
AlSc + ω

(2)
ZrSc − 2δλSc − 2δλZr 6

Quant aux potentiels chimiques des différentes espèces, ils se déduisent des relations

µAl(λZr, λSc) = A(λZr, λSc)− λZr − λSc, (4.4a)

µZr(λZr, λSc) = A(λZr, λSc) + λZr − λSc, (4.4b)

µSc(λZr, λSc) = A(λZr, λSc)− λZr + λSc. (4.4c)

Ensemble canonique

Les développements basse température permettent donc d’exprimer les différentes
grandeurs thermodynamiques en fonction des potentiels d’alliage λZr et λSc. Néanmoins,
il est plus pratique de tout exprimer en fonction des concentrations xZr et xSc puisque ce
sont les grandeurs imposées en général au système. Ce changement de variable est néces-
saire pour calculer par exemple la force motrice de germination associée à une solution
solide de composition connue. Ceci peut être fait en inversant le système d’équations 4.3
de façon à exprimer λZr et λSc en fonction de xZr et xSc. Cependant, cette inversion n’est
pas réalisable analytiquement. Il nous faut donc chercher une solution approchée. C’est
pourquoi nous avons supposé que les expressions des potentiels d’alliage λZr et λSc sont
inchangées par rapport à celles obtenues dans les systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc pour
un développement basse température au même niveau d’excitation. On obtient alors

δλZr(xZr) = 3ω
(2)
AlZr +

1

2
kT log [qZr (xZr)], (4.5a)

δλSc(xSc) = 3ω
(2)
AlSc +

1

2
kT log [qSc (xSc)], (4.5b)

où nous avons défini pour chaque élément Zr et Sc la fonction

qX (x) =
2x

1 +

√
1 + 24x exp (2ω

(2)
AlX/kT )

. (4.6)

En réinjectant ensuite la solution ainsi obtenue dans le système d’équations 4.4, on
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obtient les expressions suivantes pour les différents potentiels chimiques

µAl(xZr, xSc) = UAl − kT qZr (xZr)− kT qSc (xSc)

−3kT [qZr (xZr)]
2 exp

(
2ω

(2)
AlZr/kT

)
− 3kT [qSc (xSc)]

2 exp
(
2ω

(2)
AlSc/kT

)
−6kT qZr (xZr) qSc (xSc) exp

(
(ω

(2)
AlZr + ω

(2)
AlSc − ω

(2)
ZrSc)/kT

)
, (4.7a)

µZr(xZr, xSc) = µAl(xZr, xSc) + UZr − UAl + 12ω
(1)
AlZr + 6ω

(2)
AlZr + kT log [qZr (xZr)], (4.7b)

µSc(xZr, xSc) = µAl(xZr, xSc) + USc − UAl + 12ω
(1)
AlSc + 6ω

(2)
AlSc + kT log [qSc (xSc)]. (4.7c)

Malgré notre hypothèse simplificatrice utilisée pour inverser le système d’équations 4.3 les
potentiels chimiques µZr et µSc obtenus au final dépendent des concentrations des deux
éléments en solution. En outre, quand une de ces concentrations est nulle, on retrouve
bien alors les expressions des potentiels chimiques obtenues dans le système binaire cor-
respondant.

4.2.2 Composé Al3ZrxSc1−x

Pour modéliser le comportement thermodynamique du composé Al3ZrxSc1−x il nous
faut tenir compte du fait que ce composé n’est que partiellement ordonné. En effet, le
sous-réseau majoritaire de la structure L12 est parfaitement ordonné car occupé seule-
ment par des atomes Al, tandis que le sous-réseau minoritaire est désordonné, les atomes
Zr et Sc se répartissant aléatoirement sur les sites de ce sous-réseau. Les développements
basse température sont la technique de choix pour calculer les propriétés thermodyna-
miques d’un composé ordonné puisqu’il est alors possible d’effectuer un développement
limité de l’énergie libre par rapport à un état de référence. Dans le cas de Al3ZrxSc1−x,
il n’est pas possible de définir un tel état de référence, la composition du sous-réseau
minoritaire variant du Zr pur au Sc pur. L’approximation de Bragg-Williams étant adap-
tée aux systèmes complètement désordonnés semble donc la mieux à même de saisir la
thermodynamique de ce sous-réseau. Nous nous proposons donc de combiner ces deux
approximations afin de décrire au mieux le comportement thermodynamique du composé
Al3ZrxSc1−x tout en gardant une approche analytique. Avant de calculer les potentiels
chimiques des différents éléments dans ce composé, nous recherchons la température à
partir de laquelle ce composé peut être supposé stable.

Transition ordre-désordre

Les énergies effectives servant à modéliser le comportement thermodynamique du sys-
tème ternaire Al-Zr-Sc conduisent à la stabilité à 0 K d’un composé parfaitement ordonné
de structure L12a (Fig. 4.7) [142]. Cette structure autorise à n’avoir pour les atomes de
soluté que des liaisons seconds voisins de type Zr-Sc, liaisons les plus stables énergétique-
ment. Elle se déstabilise avec une augmentation de la température au profit du composé
Al3ZrxSc1−x de structure L12 observé expérimentalement. La température de transition
entre ces deux structures correspond en fait à la température à laquelle le sous-réseau sur
lequel résident les atomes de soluté se désordonne et peut être estimée grâce à l’approxi-
mation de Bragg-Williams. Si on suppose que le composé Al6ZrSc de structure L12a reste
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Fig. 4.7 : Définition de la structure L12a du composé Al6ZrSc.

parfaitement ordonné, son énergie libre est alors simplement donnée par

F (Al6ZrSc, L12a) =
1

2
F (Al3Zr, L12) +

1

2
F (Al3Sc, L12) +

3

4
ω

(2)
ZrSc. (4.8)

Quant à l’énergie libre du composé Al3ZrxSc1−x, nous supposons pour l’estimer que le sous-
réseau majoritaire reste occupé uniquement par des atomes Al et qu’il n’y a pas d’effet
d’ordre entre Zr et Sc sur le sous-réseau minoritaire (approximation de Bragg-Williams).
Elle est alors donnée par

F (x) =F (Al3ZrxSc1−x)

=xF (Al3Zr, L12) + (1− x)F (Al3Sc, L12) +
3

2
x(1− x)ω

(2)
ZrSc

+
1

4
kT [x log (x) + (1− x) log (1− x)] .

(4.9)

La température de transition T t est obtenue lorsque pour la même composition (x = 1/2),
le composé partiellement ordonné Al3ZrxSc1−x a la même énergie libre que le composé
ordonné Al6ZrSc, d’où

T t = − 3ω
(2)
ZrSc

2k log (2)
∼ 70 K. (4.10)

Le composé Al6ZrSc se désordonne donc sur le sous-réseau minoritaire de la structure L12

à une température très basse. Par conséquent, à température ambiante et au-delà, une
solution solide sursaturée en Zr et Sc conduit à la précipitation d’un composé partiellement
ordonné Al3ZrxSc1−x, en accord avec les différentes observations expérimentales et les
simulations de Monte Carlo cinétique.

Potentiels chimiques

La seule variable intensive définissant le composé Al3ZrxSc1−x est la composition x en
zirconium et scandium. Il n’est donc pas possible d’obtenir plus de deux relations définis-
sant les potentiels chimiques à partir de l’énergie libre et de ses dérivées. En particulier,
comme la concentration en aluminium est fixe, le potentiel chimique de Al ne peut pas
être déduit de l’expression 4.9 de l’énergie libre. Ceci ne constitue pas réellement un pro-
blème pour calculer la force motrice de germination puisque seules deux combinaisons
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linéaires, 3µAl +µZr et 3µAl +µSc, interviennent. Ces deux grandeurs s’obtiennent à partir
de l’énergie libre 4.9 grâce aux équations

3µAl + µZr = 4F (x) + 4(1− x)
dF (x)

dx
(4.11a)

= 4F (Al3Zr, L12) + 6(1− x)2ω
(2)
ZrSc + kT log (x),

3µAl + µSc = 4F (x)− 4x
dF (x)

dx
(4.11b)

= 4F (Al3Sc, L12) + 6x2ω
(2)
ZrSc + kT log (1− x).

Afin d’évaluer les énergies libres des deux composés binaires Al3Zr et Al3Sc entrant dans
ces expressions des potentiels chimiques, nous utilisons les développements basse tempéra-
ture mis en œuvre au chapitre 3.1.3 pour les systèmes binaires. De cette façon, le modèle
thermodynamique développé pour le composé ternaire Al3ZrxSc1−x est cohérent avec celui
des systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc. En particulier, on retrouve les mêmes expressions
pour les potentiels chimiques et la force motrice de germination que celles obtenues dans
les systèmes binaires lorsque x tend vers 0 ou 1. Les développements basse température
sont effectués jusqu’au deuxième niveau d’excitation de façon à avoir la même précision
pour le précipité et pour la solution solide. L’énergie libre du composé Al3X (X≡Zr ou Sc)
s’obtient à partir de l’énergie libre grand canonique et le potentiel d’alliage µ grâce à la
relation A = F +(1−2xp

X)µ en tenant compte du fait que la concentration du précipité est
xp

X = 1/4. Ces grandeurs sont calculées à l’équilibre thermodynamique entre le composé
Al3X et la solution solide Al-X, le potentiel d’alliage étant donc donné par la relation 3.23.
En utilisant le développement basse température jusqu’au second état excité du composé
L12 (Éq. 3.21), on obtient finalement l’énergie libre suivante

F (Al3X, L12) =
[
3UAl + UX + 12ω(1) − kT exp

(
−6ω(2)/kT

)
−3kT exp

(
−10ω(2)/kT

)]
/4.

(4.12)

Finalement, les potentiels chimiques dans le composé ternaire Al3ZrxSc1−x sont donnés
par

3µAl + µZr = 3UAl + UZr + 12ω
(1)
AlZr + 6(1− x)2ω

(2)
ZrSc + kT log (x),

−kT exp
(
−6ω

(2)
AlZr/kT

)
− 3kT exp

(
−10ω

(2)
AlZr/kT

)
, (4.13a)

3µAl + µSc = 3UAl + USc + 12ω
(1)
AlSc + 6x2ω

(2)
ZrSc + kT log (1− x)

−kT exp
(
−6ω

(2)
AlSc/kT

)
− 3kT exp

(
−10ω

(2)
AlSc/kT

)
. (4.13b)

4.3 Théorie classique de germination

Nous disposons à présent des différentes descriptions thermodynamiques nécessaires
à la construction d’un modèle mésoscopique de la germination dans le système ternaire
Al-Zr-Sc. Tout comme nous l’avons fait pour les systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc, nous
vérifions tout d’abord que ces différentes approximations thermodynamiques permettent
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de reproduire les distributions de taille des amas observées dans la solution solide au cours
des simulations Monte Carlo. Puis nous comparons les flux stationnaires de germination
ainsi que les compositions des germes prédits par la théorie classique de germination
adaptée au système ternaire avec les résultats des simulations atomiques.

4.3.1 Approximation capillaire

Nous avons montré dans le cas des systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc que l’approximation
capillaire est très bien adaptée pour décrire le comportement thermodynamique des amas,
mêmes des plus petits. Par conséquent, nous utilisons cette même approximation dans
le cas du système ternaire. L’énergie libre de formation ∆Gn d’un amas Al3ZrxSc1−x

comprenant n atomes se décompose donc en une contribution volumique, la force motrice
de germination ∆Gnuc, et une contribution σ̄ provenant de l’interface, ces différentes
contributions dépendant désormais de la stœchiométrie de l’amas,

∆Gn(x0
Zr, x

0
Sc, x) = n∆Gnuc(x0

Zr, x
0
Sc, x) +

(
9π

4

)1/3

n2/3a2σ̄(x). (4.14)

Force motrice de germination
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Fig. 4.8 : Variation de la force motrice de germination avec la composition x du
précipité Al3ZrxSc1−x pour différentes concentrations nominales de la solution solide
à T = 450◦C.

Le composé Al3ZrxSc1−x qui précipite n’est pas forcément celui d’équilibre et donc il
n’est plus possible de calculer la force motrice de germination en considérant la différence
de potentiels chimiques dans la solution solide d’équilibre et la solution sursaturée comme
nous l’avons fait pour les systèmes binaires. Il faut revenir à la définition initiale de la
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force motrice de germination et considérer la différence entre les potentiels chimiques
dans la solution solide sursaturée et dans le composé qui précipite, celui-ci ayant une
composition variable. La force motrice de germination dépend donc non seulement des
concentrations nominales x0

Zr et x0
Sc de la solution solide mais également du paramètre x

fixant les compositions en Zr et Sc du précipité. On obtient alors

∆Gnuc(x0
Zr, x

0
Sc, x) =

1

4
{x [3µp

Al(x) + µp
Zr(x)] + (1− x) [3µp

Al(x) + µp
Sc(x)]

− x
[
3µss

Al(x
0
Zr, x

0
Sc) + µss

Zr(x
0
Zr, x

0
Sc)
]

−(1− x)
[
3µss

Al(x
0
Zr, x

0
Sc) + µss

Sc(x
0
Zr, x

0
Sc)
]}

,

(4.15)

où µss
Al(x

0
Zr, x

0
Sc), µss

Zr(x
0
Zr, x

0
Sc) et µss

Sc(x
0
Zr, x

0
Sc) sont les potentiels chimiques des différentes

espèces dans la solution solide donnés par le développement basse température (Éq. 4.7)
et µp

Al(x), µp
Zr(x) et µp

Sc(x) les potentiels chimiques dans le précipité obtenus par l’approxi-

mation de Bragg-Williams combinée aux développements basse température (Éq. 4.13).
Le fait que le sous-réseau majoritaire du composé L12 puisse être considéré comme par-
faitement ordonné et occupé uniquement par des atomes Al tandis que le sous-réseau
minoritaire est uniquement occupé par les atomes Zr et Sc nous a permis d’exprimer la
force motrice non pas réellement en fonction des potentiels chimiques, ceux-ci n’étant
pas tous définis dans le précipité avec les approximations thermodynamiques choisies,
mais en fonction des combinaisons 3µAl + µZr et 3µAl + µSc qui, comme nous l’avons vu
précédemment, sont elles bien définies.

Les variations avec la composition x du précipité Al3ZrxSc1−x de la force motrice de
germination ainsi obtenue sont représentées sur la figure 4.8 pour différentes sursaturations
de la solution solide. Il apparâıt clairement que la germination d’un composé ternaire
Al3ZrxSc1−x est toujours favorisée par rapport à la germination de deux composés binaires
Al3Zr et Al3Sc, ∆Gnuc(Al3ZrxSc1−x) se trouvant toujours en dessous de l’extrapolation
linéaire x∆Gnuc(Al3Zr) + (1− x)∆Gnuc(Al3Sc). L’addition d’un élément ternaire dans la
solution solide stabilise donc le précipité, que ce soit Sc par rapport à Al3Zr ou Zr par
rapport à Al3Sc.

Énergie libre d’interface

Les deux composés binaires Al3Zr et Al3Sc ayant des énergies libres d’interface très
proches (Fig. 3.6), nous considérons une simple interpolation entre ces deux valeurs limites
dans le cas du ternaire. L’énergie libre d’interface d’un amas Al3ZrxSc1−x est donc donnée
par la relation

σ̄(x) = xσ̄(Al3Zr) + (1− x)σ̄(Al3Sc), (4.16)

où σ̄(Al3Zr) et σ̄(Al3Sc) sont les énergies libres d’interface obtenues grâce à la construction
de Wulff à partir des énergies libres d’interfaces planes calculées dans l’approximation de
Bragg-Williams (§3.3).
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Distribution de taille des amas

Ayant ainsi défini l’énergie libre de formation d’un amas Al3ZrxSc1−x, la probabilité
d’avoir un amas de taille n et de composition en Zr et Sc fixée par le paramètre x est

Cn(x) = exp (−∆Gn(x)/kT ), (4.17)

où l’énergie libre de formation ∆Gn(x) est donnée par l’équation 4.14. Tout comme dans
le cas d’un système binaire, cette relation n’est formellement correcte que dans la limite
diluée et nécessite donc pour être établie de supposer que la solution solide est stable
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Fig. 4.9 : Distribution de taille des amas Al3ZrxSc1−x en fonction de leur composition
pour deux solutions solides de différentes concentrations nominales à T = 550◦C.
Les symboles correspondent aux simulations Monte Carlo cinétique et les lignes aux
prédictions de la théorie classique de germination (Éq. 4.17).
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et non pas sursaturée. Cependant, là encore, nous l’étendons au cas des solutions solides
sursaturées en supposant que cette relation reste valable jusqu’à la taille critique séparant
les amas appartenant à la solution solide stationnaire des amas stables qui peuvent crôıtre.
Cependant, il n’est plus possible de définir une taille critique unique comme nous l’avons
fait pour le binaire, cette taille critique n∗(x) dépendant à présent de la composition du
précipité. Nous verrons par la suite comment il est possible de calculer cette taille critique
dans les deux cas limites où la cinétique est contrôlée par la diffusion du scandium ou
du zirconium. Le calcul de cette taille critique dans le cas général s’avère beaucoup plus
compliqué. En particulier, il n’est pas possible d’obtenir cette taille critique en considérant
pour chaque composition x du précipité la taille pour laquelle la dérivée (∂∆Gn/∂n)x

s’annule car la direction de déstabilisation des germes dans le plan (nZr, nSc) ne correspond
pas forcément à une ligne d’isoconcentration [143].

Les distributions de taille mesurées au cours des simulations Monte Carlo pour des so-
lutions solides stationnaires faiblement sursaturées sont comparées sur la figure 4.9 à celles
données par l’équation 4.17 pour différentes compositions x du composé Al3ZrxSc1−x. On
note tout d’abord que les concentrations des amas binaires purs, Al3Zr (x = 1) et Al3Sc
(x = 0), sont correctement prédites. Ceci indique donc que les développements basse tem-
pérature utilisés pour calculer les potentiels chimiques dans la solution solide et dans les
deux composés binaires donnent une description thermodynamique correcte. Concernant
les amas qui peuvent véritablement être considérés comme ternaires (0.2 < x < 0.8),
l’accord entre les simulations et la théorie classique de germination n’est pas trop mau-
vais également, bien que cette dernière surestime légèrement les différentes concentrations
d’amas. La combinaison des développements basse température avec l’approximation de
Bragg Williams pour calculer la force motrice de germination de ces composés partielle-
ment désordonnés semble donc raisonnable ainsi que l’extrapolation linéaire de l’énergie
libre d’interface, mais cette approche conduit néanmoins à une stabilisation un peu trop
forte des amas Al3Zr et Al3Sc par ajout d’un second élément d’alliage.

4.3.2 Flux de germination

Cinétique contrôlée par la diffusion de Sc

Le scandium diffusant beaucoup plus rapidement que le zirconium, il est légitime de
penser que la cinétique est principalement contrôlée par le scandium et ce dès le stade
de germination. Il est possible de tirer parti de cette caractéristique physique du système
ternaire afin de construire un modèle mésoscopique, extension de la théorie classique de
germination, conduisant à la prédiction du flux de germination et de la stœchiométrie des
germes sur-critiques. Ce modèle doit s’appliquer aux solutions solides faiblement sursatu-
rées en zirconium par rapport à la sursaturation en scandium et doit donc permettre non
seulement de retrouver les résultats obtenus dans le cas du système binaire Al-Sc mais
également de traiter l’influence sur la germination d’une addition de zirconium.

Il est possible d’exprimer le flux de germination en fonction de la composition x des
germes Al3ZrxSc1−x considérés. Tout comme dans le cas d’un système binaire, ce flux de
germination s’exprime sous la forme

Jst(x) = Ns Z(x) β∗(x) exp (−∆G∗(x)/kT ). (4.18)
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Le taux de condensation β∗(x), le facteur de Zeldovitch Z(x) et la barrière d’activation
∆G∗(x) dépendent à présent de la composition x du germe considéré. Avant de pouvoir
calculer ces différentes quantités, il nous faut définir une taille critique n∗(x). Il sera alors
possible d’obtenir pour une solution solide sursaturée de composition donnée un unique
flux de germination ainsi qu’une composition des germes critiques, le choix le plus naturel
étant de considérer le maximum de la fonction Jst(x).
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Fig. 4.10 : Distribution de taille stationnaire des amas Al3ZrxSc1−x en fonction des
nombres d’atomes nZr et nSc qu’ils contiennent pour une solution solide de composition
nominale x0

Zr = 0.1 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% à T = 550◦C. Les symboles correspondent

aux simulations Monte Carlo cinétique et les lignes aux prédictions de la théorie clas-
sique de germination (Éq. 4.17).

La distribution de taille des amas dans la solution solide stationnaire obéit à la loi
de probabilité donnée par l’équation 4.17. Cette loi ne s’applique que tant qu’une petite
variation du nombre d’atomes définissant l’amas ne conduit pas à la croissance infinie de
cet amas, c’est-à-dire tant que les dérivées ∂∆Gn(x)/∂nZr et ∂∆Gn(x)/∂nSc sont posi-
tives, ce critère définissant ainsi la limite entre la solution solide stationnaire et les germes
sur-critiques. L’hypothèse d’une cinétique de germination contrôlée par la diffusion de Sc
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consiste à supposer a priori que le germe critique est déstabilisé par adsorption d’un atome
Sc et négliger donc la déstabilisation par adsorption d’atomes Zr. Par conséquent, les dis-
tributions de taille dans la solution solide doivent être examinées non pas en fonction du
nombre total n d’atomes et de la composition x des amas comme nous l’avons fait sur
la figure 4.9 mais plutôt en fonction des nombres nZr et nSc d’atomes Zr et Sc contenus
dans l’amas. Les germes critiques se définissent alors en fonction des courbes donnant la
variation en fonction de nSc de la probabilité d’observer un amas dans la solution solide
pour un nombre constant d’atomes Zr contenus dans l’amas. Une distribution examinée
sous cet angle est représentée sur la figure 4.10 pour une solution solide stationnaire de
composition x0

Zr = 0.1 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% à T = 550◦C. L’accord entre les distri-

butions mesurées au cours des simulation Monte Carlo et celles données par l’équation
4.17 est bon dans le cas des amas ne contenant pas de zirconium (nZr = 0). Par contre, à
mesure que le nombre d’atomes Zr contenus dans l’amas augmente, l’accord se dégrade,
le modèle thermodynamique surestimant les probabilités de ces amas, et ce d’autant plus
que le nombre d’atomes Sc contenus dans l’amas augmente. On retrouve donc sur cette
figure les limites du modèle thermodynamique déjà visibles sur les distributions de taille
représentées à concentration constante (Fig. 4.9) : le comportement thermodynamique
des amas ternaires est moins bien décrit que celui des amas purement binaires, Al3Zr et
Al3Sc.

Pour chaque classe d’amas définie par son nombre nZr d’atomes Zr, la taille critique
correspond au minimum de la distribution C(nZr, nSc) ou identiquement au maximum
de l’énergie libre de formation ∆Gn(x). La dérivée de cette énergie libre par rapport au
nombre d’atomes Sc calculée à nombre d’atomes Zr constant doit s’annuler pour cette
taille critique qui est donc déterminée par l’équation(

∂∆Gn(x)

∂nSc

)
nZr

= 0. (4.19)

L’énergie libre de formation des amas étant calculée dans l’approximation capillaire (Éq.
4.14), la taille critique est donnée par

n∗(x) =
9π

4

(
2/3 a2σ̄ − x a2∂σ̄/∂x

x ∂∆Gnuc/∂x−∆Gnuc

)3

, (4.20)

ce qui compte tenu du modèle thermodynamique choisi pour calculer la force motrice de
germination ∆Gnuc et l’énergie libre d’interface σ̄ conduit à

n∗(x) =
16π

3

(
(2 + x) a2σ̄(Al3Sc)− x a2σ̄(Al3Zr)

µss
Sc + 3 µss

Al − µp
Sc(x)− 3 µp

Al(x)

)3

. (4.21)

Nous obtenons ainsi une taille critique dépendant de la composition du germe Al3ZrxSc1−x.
Dans la limite d’un germe Al3Sc (x = 0), on retrouve l’expression de la taille critique ob-
tenue dans le système binaire Al-Sc (Éq. 3.39), l’expression 4.20 décrivant juste l’influence
sur n∗ de l’addition d’un second élément d’alliage. Les variations de cette taille critique
avec x sont représentées sur la figure 4.11 pour une solution solide de composition nomi-
nale x0

Zr = 0.1 at.% et x0
Sc = 0.5 at.% à T = 550◦C correspondant aux distributions de
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taille de la figure 4.10. La présence de zirconium dans le germe critique abaisse la taille
de celui-ci, n∗ diminuant lorsque x augmente, ce qui a pour effet de diminuer la barrière
d’activation ∆G∗ correspondant à l’énergie libre de formation de ce germe critique. La
germination d’un composé ternaire se trouve donc favorisée thermodynamiquement par
rapport à la germination de Al3Sc.
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Fig. 4.11 : Variation avec la composition x du précipité Al3ZrxSc1−x de la taille
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Pour calculer le flux de germination, il faut également tenir compte de la probabilité
de retour des germes sur-critiques, cette probabilité étant prise en compte par le facteur
de Zeldovitch. Ce facteur doit être défini par rapport à la direction de déstabilisation du
germe et, par conséquent, il est obtenu en considérant la dérivée seconde de l’énergie libre
de formation ∆Gn par rapport au nombre d’atomes Sc à nombre d’atomes Zr constant,
cette dérivée étant calculée pour la taille critique. Ceci conduit à la définition

Z(x) =

√
− 1

32πkT

(
∂2∆Gn

∂nSc
2

)
nZr

=

√√√√ 1

2πkT

{(
9π

4n∗4

)1/3(
2

9
a2σ̄ − 2

3
xa2

∂σ̄

∂x
− x2a2

∂2σ̄

∂x2

)
− x2

n∗
∂2∆Gnuc

∂x2

}
,

(4.22)

ce qui avec le modèle thermodynamique adopté donne

Z(x) =
1√

2πkT

{(
2π

81n∗4

)1/3 [
(1 + 2x) a2σ̄(Al3Sc)− 2x a2σ̄(Al3Zr)

]
+

x2

4n∗

(
12ω

(2)
ZrSc −

kT

x(1− x)

)}1/2

.

(4.23)

Dans la limite x = 0 correspondant au composé Al3Sc, on retrouve la même expression
que celle obtenue dans le système binaire Al-Sc (Éq. 3.44). Pour les petites valeurs de x
correspondant aux composés Al3ZrxSc1−x contenant peu de zirconium Z(x) diffère peu
de la valeur obtenue pour Al3Sc (Fig. 4.11). Mais lorsque la composition en zirconium
du précipité augmente plus notablement, le facteur de Zeldovitch chute pour s’annuler.
Au-delà de la composition pour laquelle Z est nul, il n’est plus possible en fait de définir
un minimum de l’énergie libre de formation des amas en imposant un nombre d’atomes
Zr fixe.

Enfin, il nous faut considérer le taux de condensation β∗ correspondant à l’adsorption
d’atomes Sc sur le germe critique. Ce phénomène étant supposé limité par la diffusion à
longue distance, on obtient

β∗ = 4πr∗
DSc

Ω

x0
Sc

xp
Sc

, (4.24)

avec Ω = a3/4 et xp
Sc = (1− x)/4. Finalement, le taux de condensation s’exprime par

β∗(x) = 32π

(
3n∗

2π

)1/3
DSc

a2

x0
Sc

1− x
. (4.25)

Ce taux de condensation dépend de x de façon directe car il tient compte de la concen-
tration en scandium du germe critique, mais également de façon indirecte à travers la
taille critique. Cependant, ses variations avec la composition du précipité ne sont pas très
importantes (Fig. 4.11).

Nous disposons à présent de toutes les grandeurs physiques nécessaires au calcul du
flux de germination Jst(x) en fonction de la composition des précipités. Étant données la
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compétition dans l’expression 4.18 entre ces différentes quantités et leurs variations avec
la composition x du germe critique, le flux stationnaire de germination présente un maxi-
mum pour une composition x donnée (Fig. 4.11). La valeur pour laquelle ce maximum
se réalise est fortement influencée par le comportement de la barrière d’activation ∆G∗,
celle-ci apparaissant dans l’expression du flux de germination au sein d’une exponentielle.
Le comportement cinétique du système Al-Zr-Sc a une forte influence sur l’étape de germi-
nation en imposant la direction de déstabilisation des germes critiques mais néanmoins le
comportement thermodynamique garde toute son importance à travers cette barrière d’ac-
tivation conduisant à d’importantes variations du flux de germination avec la composition
des germes.
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Fig. 4.12 : Variation du flux stationnaire de germination Jst avec la concentration
en zirconium pour différentes concentrations en scandium de la solution solide dans
l’hypothèse d’une cinétique de germination contrôlée par la diffusion du scandium.

Afin de comparer les résultats de ce modèle de germination avec les simulations Monte
Carlo, nous identifions pour chaque composition de la solution solide le flux stationnaire
de germination avec le maximum de la fonction Jst(x) et la composition des germes avec
la valeur x pour laquelle ce maximum se réalise. La taille critique n∗ utilisée pour me-
surer le flux de germination dans les simulations Monte Carlo est celle correspondant à
ce maximum. Les variations avec la concentration en zirconium de la solution solide du
flux de germination ainsi obtenu pour différentes sursaturations en scandium et différentes
températures sont représentées sur la figure 4.12. Lorsque la solution solide est fortement
sursaturée en scandium, x0

Sc = 0.5 at.% à T = 450 ou 550◦C par exemple, le modèle méso-
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tration en zirconium pour différentes concentrations en scandium de la solution solide
dans l’hypothèse d’une cinétique de germination contrôlée par la diffusion du scandium.

scopique parvient à reproduire les variations du flux de germination avec la concentration
en zirconium de la solution solide tant que celle-ci n’est pas trop importante. L’estimation
par le modèle mésoscopique du flux de germination se détériore lorsque la solution solide
devient autant sursaturée en scandium et zirconium. Quant aux solutions solides faible-
ment sursaturées en scandium, le domaine de concentrations en zirconium où le modèle
mésoscopique et les simulations Monte Carlo concordent est encore plus restreint. Ainsi,
pour une solution solide de concentration nominale x0

Sc = 0.2 at.% à T = 450◦C, le modèle
mésoscopique surestime le flux de germination d’un ordre de grandeur dès que la solution
solide contient 0.1 at.% de zirconium.

Afin de comprendre pourquoi le modèle mésoscopique semble limité aux fortes sursa-
turations en scandium, il est intéressant d’effectuer la comparaison avec les simulations
Monte Carlo également sur la composition des germes (Fig. 4.13). Il apparâıt alors que le
modèle surestime toujours la composition en Zr des germes. Ceci peut parâıtre surprenant
car en supposant a priori que la cinétique de germination est contrôlée par la diffusion du
scandium, on s’attendait plutôt à ce que le modèle prédise une composition des germes
trop importante en scandium par rapport aux simulations Monte Carlo. Là encore, il
semble que le modèle thermodynamique utilisé conduise à une trop forte stabilité des
amas L12 par addition d’un second élément d’alliage, en l’occurrence dans ce cas une trop
forte stabilisation de Al3Sc par addition de Zr. Plus que l’approche cinétique développée
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pour modéliser le stade de germination, il semble que ce soient les approximations ther-
modynamiques utilisées pour traiter le système Al-Zr-Sc qui doivent être améliorées pour
obtenir un meilleur accord avec les simulations Monte Carlo.

Une autre source d’erreur pourrait provenir de l’expression utilisée pour exprimer le
taux de condensation (Éq. 4.24 et 4.25). En effet, nous avons utilisé la même expression
que celle obtenue dans le cas d’un alliage binaire, mais pour un ternaire, le problème est
peut-être un peu plus compliqué. L’interface peut toujours être considérée à l’équilibre,
mais du fait de la composition variable du précipité en zirconium et en scandium, cet
équilibre local n’entrâıne pas forcément l’égalité des concentrations en soluté à l’interface
avec celles d’équilibre mais plutôt une égalité sur les potentiels chimiques. Pour peu que
l’effet soit détectable, la résolution correcte du problème de diffusion pourrait donner une
valeur plus basse pour le taux de condensation et donc conduire à un flux de germination
en meilleur accord avec les simulations Monte Carlo. Néanmoins, ce dernier point reste à
vérifier.

Cinétique contrôlée par la diffusion de Zr

Il est également possible de se placer dans le cas d’une cinétique de germination contrô-
lée par la diffusion du zirconium. Bien entendu, le zirconium diffusant beaucoup moins
vite que le scandium, une telle hypothèse sur la cinétique n’est pas adaptée pour des so-
lutions solides avec des sursaturations équivalentes en zirconium et scandium. Par contre,
il est tout de même possible de considérer l’influence d’une faible addition de scandium
sur la cinétique de germination d’une solution solide sursaturée en zirconium.

Le développement du modèle est identique au cas précédent, les différentes dérivées de
l’énergie libre de formation des amas étant à présent considérées par rapport au nombre
d’atomes de zirconium contenus dans l’amas et pour un nombre d’atomes de scandium
constant. On obtient ainsi pour la taille critique l’expression suivante

n∗(x) =
16π

3

(
(3− x) a2σ̄(Al3Zr)− (1− x) a2σ̄(Al3Sc)

µss
Zr + 3 µss

Al − µp
Zr(x)− 3 µp

Al(x)

)3

, (4.26)

et pour le facteur de Zeldovitch

Z(x) =
1√

2πkT

{(
2π

81n∗4

)1/3 [
(3− 2x) a2σ̄(Al3Zr)− (2− 2x) a2σ̄(Al3Sc)

]
+

(1− x)2

4n∗

(
12ω

(2)
ZrSc −

kT

x(1− x)

)}1/2

.

(4.27)

Quant au taux de condensation, il est obtenu en considérant la diffusion à longue distance
du zirconium, ce qui donne

β∗(x) = 32π

(
3n∗

2π

)1/3
DZr

a2

x0
Zr

x
. (4.28)

Là encore, le modèle conduit bien à une augmentation du flux de germination lorsqu’on
ajoute un peu de scandium à un alliage Al-Zr. La comparaison avec les simulations Monte
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Fig. 4.14 : Variation du flux stationnaire de germination Jst avec la concentration
en scandium pour différentes concentrations en zirconium de la solution solide dans
l’hypothèse d’une cinétique de germination contrôlée par la diffusion du zirconium.

Carlo montre qu’il parvient à raisonnablement prédire le flux de germination pour les
fortes sursaturations en zirconium (x0

Zr = 0.5 at.% à 450◦C) mais qu’il n’est pas adapté
quand la sursaturation en zirconium devient plus faible (x0

Zr = 0.2 at.% à 450◦C) ou du
même ordre de grandeur que celle en scandium.

Cas général

Il est possible d’étendre la théorie classique de germination aux systèmes à plusieurs
composants sans nécessairement se placer dans un des deux cas traités précédemment
[143, 144]. Appliquée au cas de la précipitation de Al3ZrxSc1−x, la méthode consiste à
rechercher sur la surface définie par l’énergie libre de formation des amas, ∆Gn(x), une
position de col dans l’espace {nZr, nSc}, cette position de col, si elle existe, définissant
ainsi un germe critique (n∗Zr, n

∗
Sc). Le flux stationnaire de germination est ensuite obtenu

en considérant la probabilité d’observer un tel germe telle que donnée par l’équation
4.17 ainsi qu’un taux de condensation effectif, ce dernier étant calculé à partir des taux
de condensation βZr et βSc de façon à correspondre à la croissance du germe critique
dans la direction de déstabilisation, c’est-à-dire suivant la ligne de plus grande pente
traduisant l’existence d’un minimum pour la position de col. Cette procédure devrait
permettre de traiter tous les cas et non pas seulement ceux où on peut supposer que
la cinétique est pilotée par un des deux éléments, soit parce qu’il diffuse beaucoup plus
vite que le second, soit parce que sa concentration nominale dans la solution solide est
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prédominante. Cependant, comme nous l’avons déjà souligné auparavant, les différentes
approximations thermodynamiques utilisées conduisent probablement à une trop forte
stabilisation des précipités par addition d’élément ternaire. C’est sans doute la principale
raison pour laquelle l’approche développée précédemment ne reproduit pas aussi bien
qu’elle le devrait les variations du flux de germination et de la composition des germes
observées au cours des simulations Monte Carlo. Avant d’améliorer le modèle cinétique
utilisé pour la germination, il semblerait donc plus judicieux de travailler sur les différentes
approximations thermodynamiques employées.

4.4 Conclusions

Les simulations Monte Carlo nous ont permis de montrer qu’une addition de zirconium
à un alliage Al-Sc conduit à une densité de précipités plus importante, ces précipités étant
plus petits, tandis qu’une addition de scandium à un alliage Al-Zr conduit à des précipités
également plus nombreux mais par contre plus gros. L’augmentation dans les deux cas de
la densité de précipités s’explique par le fait qu’une addition aussi bien de zirconium que
de scandium favorise la germination. Par contre une addition de scandium va également
favoriser l’étape de croissance : du fait de la différence de coefficient de diffusion, la
croissance des précipités par adsorption de scandium est prépondérante devant celle par
adsorption de zirconium, tant que la solution solide contient suffisamment de scandium
évidemment. Ceci explique donc pourquoi la taille des précipités obtenus augmente à
mesure qu’on ajoute du scandium tandis qu’elle diminue avec une addition de zirconium.
Dans ce dernier cas, les atomes de scandium restant en solution à la fin de la germination
et donc disponibles pour la croissance des précipités sont moins nombreux du fait de
l’augmentation de la densité de précipités.

Si l’influence de Zr et Sc sur la croissance se rationalise aisément en considérant seule-
ment le comportement cinétique différent de ces deux éléments, il est nécessaire pour
toute analyse de la germination d’intégrer également le comportement thermodynamique
du système Al-Zr-Sc. On montre alors que la composition des précipités qui germent est
principalement fixée par la barrière de germination et donc par un facteur thermodyna-
mique. Une fois cette contribution prise en compte, on parvient alors à prédire l’aug-
mentation du flux de germination avec l’addition d’un des deux solutés. Cependant, pour
que cette approche mésoscopique soit pleinement quantitative, il serait probablement né-
cessaire d’utiliser des approximations thermodynamiques plus performantes, notamment
pour le précipité où un calcul CVM semble nécessaire.



Chapitre 5

Au-delà
des interactions de paire

Conversations

Le porte-monnaie :
Je suis d’une incontestable utilité c’est un fait

Le porte-parapluie :
D’accord mais tout de même il faut bien reconnâıtre
Que si je n’existais pas il faudrait m’inventer

Le porte-drapeau :
Moi je me passe de commentaires
Je suis modeste et je me tais
D’ailleurs je n’ai pas le droit de parler

Le porte-bonheur :
Moi je porte bonheur parce que c’est mon métier

Les trois autres (hochant la tête) :
Jolie mentalité !

Jacques Prévert

Les simulations de Monte Carlo cinétiques basées sur un mécanisme cinétique d’échange
lacunaire se contentent généralement de décrire les interactions entre atome à l’aide d’in-
teractions de paires [2, 49, 50, 56–59] comme nous l’avons fait dans le modèle atomique
développé au chapitre 2. Cependant, afin de pouvoir mieux décrire le comportement ther-
modynamique d’un système donné, il est parfois nécessaire d’inclure des interactions pour
des amas contenant plus de 2 sites [116, 145], ces interactions de multiplet traduisant
en fait la dépendance des interactions de paire avec leur environnement local. La prise
en compte de telles interactions permet généralement d’expliquer la stabilité relative de
différentes phases et également de reproduire la topologie non symétrique de la plupart
des diagrammes de phases. En outre, ces interactions peuvent permettre de comprendre
les différentes formes observées pour des précipités dans des alliages [146] et également
de prédire des énergies d’interface cohérente en très bon accord avec des calculs ab initio
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réalisés sur des super-cellules [121]. Il est intéressant de remarquer que dans des approches
thermodynamiques quantitatives comme Calphad [147], les énergies de formation des so-
lutions solides sont généralement décrites à l’aide de polynômes de Redlich Kister et donc
à l’aide de modèles énergétiques allant au-delà du modèle de solution solide régulière,
ceci correspondant à l’échelle atomique à des interactions allant au-delà des paires. Il
est d’ailleurs possible d’utiliser les coefficients de ces polynômes afin d’en déduire des
interactions de multiplet [106,107].

Ces interactions de multiplet permettent donc d’améliorer la description thermodyna-
mique des alliages. Néanmoins, les études Monte Carlo cinétique réalisées avec un modèle
énergétique comportant des interactions pour des amas autres que les paires sont basées
sur un mécanisme d’échange direct entre les atomes et ne prennent donc pas en compte
le mécanisme lacunaire qui fait évoluer le système [148]. Dans cette partie de la thèse,
nous nous intéressons à la façon dont ces interactions de multiplet peuvent être prises en
compte dans un algorithme de Monte Carlo cinétique basé sur un mécanisme d’échange
lacunaire et aux changements observés alors sur les cinétiques de précipitation par rapport
à un simple modèle énergétique de paire. Cette étude est réalisée sur les systèmes binaires
Al-Zr et Al-Sc. Cependant, nous ne nous sommes pas astreints à reproduire fidèlement
les propriétés thermodynamiques de ces systèmes et notamment les limites de solubilité
comme nous l’avons fait au chapitre 2 mais nous avons plutôt préféré mettre en place une
approche ab initio permettant de reproduire les traits caractéristiques de ces systèmes
sans pour autant conduire à un modèle quantitatif. Une approche ab initio peut bien
entendu être quantitative, pour preuve le calcul des limites de solubilité de Zr [3] et de
Sc [70,71] dans l’aluminium, mais cela nécessite de considérer les effets de relaxation des
atomes ainsi que les contributions énergétiques dues aux vibrations du réseau cristallin.
L’effort de calcul afin de paramétrer le modèle est alors très important et comme l’objet de
ce chapitre n’est pas d’étudier une nouvelle fois les cinétiques de précipitation des alliages
Al-Zr et Al-Sc mais, dans un esprit plus théorique, d’étudier les changements de la ciné-
tique dus à la prise en compte d’interactions de multiplet, nous utilisons principalement
les calculs ab initio pour dégager les grandes tendances physiques de ces deux systèmes,
cette approche ayant pour intérêt de faire apparâıtre assez naturellement ces interactions
de multiplet. Cette étude est menée en parallèle pour les deux systèmes Al-Zr et Al-Sc
car ceci nous permet de comparer les effets sur la cinétique de précipitation provenant des
interactions de multiplet dans un cas où il y a répulsion entre la lacune et le soluté et un
autre cas où il y a attraction.

5.1 Multiplets et Monte Carlo cinétique

Les interactions de multiplet s’introduisent naturellement dans les développements en
amas (Cluster Expansion) [149] et il est plus aisé de passer par ce formalisme pour inclure
correctement de telles interactions dans un modèle cinétique. Ceci provient principalement
du fait que les développements en amas permettent alors de hiérarchiser les différentes
énergies effectives en contributions principales dues à l’interaction entre deux atomes et
corrections énergétiques à apporter pour prendre en compte les effets d’ordre local. En
outre, ces développements en amas présentent l’avantage de considérer un jeu minimal
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de variables, les interactions étant indépendantes, ce qui facilite grandement la procédure
d’ajustement.

Néanmoins, la description des différentes configurations possibles du réseau cristallin
diffère alors de celle plus couramment utilisée dans l’algorithme de Monte Carlo cinétique.
En effet, les développements en amas sont basés sur le modèle d’Ising et décrivent les diffé-
rentes configurations grâce à des variables apparentées à des spins, tandis que les modèles
atomiques utilisés dans les simulations de Monte Carlo cinétique, comme celui présenté au
chapitre 2, reposent sur une description des différentes configurations du système utilisant
les nombres d’occupation (modèle de gaz sur réseau). Ces deux descriptions étant équiva-
lentes, il est possible d’utiliser la correspondance existant entre elles pour introduire des
interactions de multiplet dans un algorithme de Monte Carlo cinétique.

Nous allons donc montrer comment à partir d’un développement en amas des interac-
tions effectives pour les tétraèdres de premiers voisins peuvent être obtenues en insistant
plus particulièrement sur les différentes contributions énergétiques mises en jeu dans ces
interactions. Ceci nous permet ensuite d’inclure des lacunes dans la description thermo-
dynamique et de généraliser le modèle cinétique de liaisons coupées au-delà d’un simple
modèle d’interactions de paire.

5.1.1 Du modèle d’Ising au modèle de gaz sur réseau

Modèle d’Ising généralisé

Dans le modèle d’Ising, les différentes configurations d’un réseau de Ns sites sont
décrites grâce au vecteur σ = {σ1, σ2, . . . , σNs} où la variable de spin σn prend la valeur
+1 ou −1 suivant que le site n est occupé par un atome de type A ou B. Toute structure
est ensuite définie par sa matrice densité ρ̄(σ) qui donne la probabilité thermodynamique
d’observer la structure dans la configuration définie par le vecteur σ.

Pour chaque amas de N sites α = {n1, n2, . . . , nN}, il est possible de définir la fonction
de corrélation

ζα = Tr

[
ρ̄
∏
n∈α

σn

]
=
∑

σ

[
ρ̄(σ)

∏
n∈α

σn

]
, (5.1)

la somme s’effectuant sur les 2Ns configurations possibles du réseau. Les amas équivalents
par translation ou opération de symétrie appartenant au groupe de point de la structure
considérée ont la même fonction de corrélation. On définit la dégénérescence Dα comme
le nombre d’amas qui sont ainsi équivalents divisé par le nombre de sites Ns. Il est alors
possible de démontrer que l’énergie, comme toute autre fonction dépendant uniquement
de la configuration du réseau, peut s’écrire sous la forme [149]

E =
∑

α

DαJαζα, (5.2)

la somme s’effectuant sur toutes les classes d’amas non équivalentes. L’interaction Jα asso-
ciée à l’amas α est indépendante de la structure considérée : seuls Dα et ζα en dépendent.

Le développement en amas défini par l’équation 5.2 comporte dans la limite thermody-
namique une somme infinie puisqu’il y a autant de fonctions de corrélation indépendantes
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que de configurations possibles, i.e. 2Ns pour un réseau de Ns sites sans symétrie particu-
lière. On est donc obligé d’utiliser une approximation consistant à tronquer cette somme.
La coupure de la série [116] s’effectue par rapport au nombre de sites contenus dans l’amas,
en supposant que l’énergie ne dépend des effets d’ordre que sur les amas contenant un
petit nombre de sites, et également par rapport à la distance séparant les différents points
contenus dans l’amas, négligeant ainsi les interactions à longue distance. Ces dernières
sont importantes principalement lorsqu’on veut reproduire des effets élastiques [150] ce
qui n’est pas notre cas ici.

Par la suite, nous allons nous limiter à des interactions allant jusqu’aux seconds voisins.
En effet, que ce soit pour Al-Zr ou Al-Sc, l’amplitude des interactions au-delà des seconds
voisins est nettement moins importante (Fig. 2.2) et il n’est donc pas nécessaire de les
considérer pour représenter qualitativement ces systèmes. Le développement de l’énergie
que nous utilisons comprend des interactions pour les amas suivants : l’amas vide {0}, le
point {1}, les paires de premiers et seconds voisins {2,1} et {2,2}, le triangle de premiers
voisins {3,1} et le tétraèdre de premiers voisins {4,1}. Il s’agit en fait du jeu d’interac-
tions minimal permettant de reproduire un système s’ordonnant sur un réseau c.f.c. pour
former un composé stœchiométrique de structure L12 et également afin de pouvoir traiter
correctement les effets d’ordre entre premiers voisins. En considérant ou pas les interac-
tions pour les amas {3,1} et {4,1} nous pourrons donc voir si ces effets d’ordre ont une
influence sur la cinétique.

Modèle de gaz sur réseau

Comme nous l’avons souligné en introduction, l’intérêt de passer à un modèle de gaz
sur réseau est de pouvoir facilement insérer ensuite des interactions avec la lacune (V)
de façon à généraliser la thermodynamique du système binaire A-B au ternaire A-B-V.
En outre, le modèle de liaisons coupées utilisé pour décrire la cinétique s’exprime plus
aisément dans ce formalisme.

Au lieu de décrire l’état d’un site du réseau par la variable de spin σn on définit les
nombres d’occupation pi

n, cette variable prenant la valeur 1 si un atome de type i occupe
le site n et 0 sinon. Dans un alliage binaire, ces nombres d’occupation sont reliés aux
variables de spin par les relations

pA
n =

1 + σn

2
et pB

n =
1− σn

2
. (5.3)

Nous souhaitons décrire l’énergie à l’aide d’interactions de tétraèdre pour les atomes
premiers voisins et de paire pour les seconds voisins. L’énergie du système s’exprime donc
en fonction des nombres d’occupation comme

E =
1

4!Ns

∑
n,m,p,q
i,j,k,l

ε
(1)
ijklp

i
np

j
mpk

pp
l
q +

1

2Ns

∑
r,s
i,j

ε
(2)
ij pi

rp
j
s, (5.4)

la première somme s’effectuant sur tous les sites (n,m, p, q) formant un tétraèdre de pre-
miers voisins ainsi que toutes les configurations (i, j, k, l) possibles pour ce tétraèdre et la
seconde somme sur tous les sites (r, s) composant une paire de seconds voisins et toutes
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ses configurations (i, j). ε
(1)
ijkl est l’énergie effective d’un tétraèdre de premiers voisins ayant

la configuration (i, j, k, l) et ε
(2)
ij l’énergie effective d’une paire de seconds voisins dans la

configuration (i, j).
Les interactions effectives de tétraèdre de premiers voisins sont au nombre de 5 et

celles de paires de seconds voisins au nombre de 3. Par rapport au développement en amas
correspondant à l’équation 5.2 tronquée il y a donc deux paramètres énergétiques redon-
dants. Par conséquent, plusieurs choix pour définir ces énergies effectives correspondent
au même développement en amas. L’hypothèse la plus naturelle est de considérer que les
interactions aux seconds voisins ne contribuent pas à l’énergie de cohésion des éléments
purs, c’est-à-dire ε

(2)
AA = ε

(2)
BB = 0. Cette hypothèse est sans conséquence sur le comporte-

ment thermodynamique du binaire A-B car celui-ci ne dépend que des énergies d’ordre.
Elle aura juste pour conséquence d’intégrer toutes les interactions avec la lacune sur les
premiers voisins, ce qui semble raisonnable étant donné le peu d’information dont nous
disposons sur ces interactions. Grâce à cette hypothèse, on obtient autant d’interactions
effectives que de coefficients énergétiques dans le développement en amas. En identifiant
l’expression de l’énergie donnée par le développement en amas (Éq. 5.2) avec l’expression
5.4, on parvient à relier ces énergies effectives aux coefficients du développement en amas,
soit pour les premiers voisins,

ε
(1)
AAAA

ε
(1)
AAAB

ε
(1)
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ε
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D0J0 + D2,2J2,2

D1J1

D2,1J2,1

D3,1J3,1

D4,1J4,1

 , (5.5)

et pour les seconds voisins

ε
(2)
AA = 0, ε

(2)
AB = −2

3
D2,2J2,2 et ε

(2)
BB = 0. (5.6)

Décomposition des interactions effectives

= 1/2 + += 1/2 + +

Fig. 5.1 : Décomposition de l’énergie effective d’un tétraèdre de premiers voisins en
une somme d’énergie de paire et de corrections énergétiques dues aux effets d’ordre sur
les triangles et le tétraèdre.

Avant de décrire le modèle cinétique et plus particulièrement la façon dont ces inter-
actions de multiplet doivent être traitées avec un modèle de liaisons coupées, il nous faut
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comprendre le sens de cette interaction affectée au tétraèdre de premiers voisins et plus
particulièrement les différentes contributions énergétiques entrant en jeu. Un tétraèdre de
premiers voisins comporte six paires différentes, chacune de ces paires étant partagées par
deux tétraèdres, et également quatre triangles, chaque triangle n’appartenant qu’à un seul
tétraèdre. Par conséquent, il semble naturel de décomposer l’interaction du tétraèdre en
une somme de contributions provenant des paires, des triangles et du tétraèdre lui-même
(Fig. 5.1) :

ε
(1)
ijkl =

1

2

(
ε
(1)
ij + ε

(1)
ik + ε

(1)
il + ε

(1)
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)
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(
ε̃
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(1)
ijl + ε̃
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(1)
jkl

)
+ ε̃

(1)
ijkl,

(5.7)

où nous avons défini l’énergie effective ε
(1)
ij d’une paire de premiers voisins dans la confi-

guration (i, j) ainsi que les corrections énergétiques ε̃
(1)
ijk et ε̃

(1)
ijkl à apporter pour tenir

compte des effets d’ordre sur les triangles et le tétraèdre de premiers voisins. Avec cette
décomposition de l’énergie effective du tétraèdre, l’équation 5.4 définissant l’énergie du
système pour une configuration donnée devient donc
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ij pi
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j
s.

(5.8)

Comme il ne s’agit que d’une nouvelle expression mathématique permettant de réécrire le
développement en amas de l’énergie, il nous faut avoir égalité entre les deux expressions
5.2 et 5.8 quelle que soit la configuration du réseau considérée, ce qui implique les égalités
suivantes :

D0J0 + D2,2J2,2 =
3

2

(
ε
(1)
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(1)
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(1)
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)
(5.9a)
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(1)
BBBB

)
,

D4,1J4,1 =
1

8

(
ε̃
(1)
AAAA − 4ε̃

(1)
AAAB + 6ε̃

(1)
AABB − 4ε̃

(1)
ABBB + ε̃

(1)
BBBB

)
. (5.9e)

Nous souhaitons que la grandeur ε̃
(1)
ijk soit la correction énergétique due à l’ordre sur les

triangles de premiers voisins. Il faut donc que la contribution de ε̃
(1)
AAA, ε̃

(1)
AAB, ... à J2,1 soit

nulle (second terme du membre de droite de l’équation 5.9c). De cette façon, la différence
d’énergie entre deux structures ayant les mêmes fonctions de corrélation pour la paire de
premiers voisins mais une fonction de corrélation différente pour le triangle de premiers
voisins sera uniquement due à ε̃

(1)
AAA, ε̃

(1)
AAB, ... Pour la même raison, les contributions à J2,1

et J3,1 des interactions ε̃
(1)
AAAA, ε̃

(1)
AAAB, ... doivent être nulles (derniers termes des membres

de droite des équations 5.9c et 5.9d). Nous imposons en outre que les corrections d’ordre
sur les triangles et tétraèdres de premiers voisins ne contribuent pas à l’énergie de cohésion
des éléments purs et par conséquent nous ajoutons les contraintes suivantes

ε̃
(1)
AAA = ε̃

(1)
BBB = 0, (5.10a)

ε̃
(1)
AAAA = ε̃

(1)
BBBB = 0. (5.10b)

Avec ces restrictions, les différentes contributions entrant dans l’énergie effective du
tétraèdre de premiers voisins sont pleinement définies par rapport aux coefficients du
développement en amas. Les énergies effectives de la paire de premiers voisins sont données
par

ε
(1)
AA =

1

6
(D0J0 + D1J1 + D2,1J2,1 + D2,2J2,2 + D3,1J3,1 + D4,1J4,1) (5.11a)

ε
(1)
AB =

1

6
(D0J0 −D2,1J2,1 + D2,2J2,2 + D4,1J4,1) (5.11b)

ε
(1)
BB =

1

6
(D0J0 −D1J1 + D2,1J2,1 + D2,2J2,2 −D3,1J3,1 + D4,1J4,1) , (5.11c)

les corrections énergétiques dues à l’ordre sur les triangles de premiers voisins par

ε̃
(1)
AAB = −ε̃

(1)
ABB = −1

6
D3,1J3,1, (5.12)

et enfin les corrections énergétiques correspondant à l’ordre sur le tétraèdre de premiers
voisins par

ε̃
(1)
AAAB = ε̃

(1)
ABBB = −D4,1J4,1 (5.13a)

ε̃
(1)
AABB = 0. (5.13b)

Bien entendu, toutes ces contributions peuvent être exprimées à partir des interactions
effectives εijkl du tétraèdre de premiers voisins en inversant le système 5.5 afin d’obtenir
les expressions des coefficients du développement en amas en fonction de ces interactions
effectives et de réinjecter ensuite le tout dans les équations 5.11, 5.12 et 5.13.
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5.1.2 Modèle cinétique de liaisons coupées

Maintenant que nous avons traduit les interactions effectives de tétraèdre en interac-
tions effectives de paires corrigées des contributions énergétiques dues aux effets d’ordre
entre premiers voisins, il devient possible de construire un modèle cinétique de la même
façon que nous l’avons fait pour un simple modèle énergétique de paires, i.e. en incorpo-
rant tout d’abord des lacunes dans la description thermodynamique puis en utilisant un
modèle de liaisons coupées pour obtenir les fréquences d’échange des lacunes.

Interactions avec la lacune

Des interactions lacune-atome peuvent facilement être insérées dans le formalisme du
gaz sur réseau, ces interactions ayant pour but d’obtenir une meilleure description des
relaxations électroniques des atomes autour des lacunes. Généralement, très peu d’infor-
mations physiques sont disponibles pour ajuster ces interactions, celles-ci se limitant dans
la plupart des cas aux énergies de formation de la lacune dans les différents corps purs
ou/et aux énergies de liaison lacune-impureté dans le solvant. Par conséquent, avant d’ex-
primer dans notre modèle atomique les différentes grandeurs expérimentales relatives aux
lacunes, il nous faut faire un certain nombre d’hypothèses sur les interactions mettant
en jeu des lacunes afin de limiter le nombre de paramètres qui doivent être déduits des
grandeurs expérimentales. La première hypothèse que nous faisons concernant les lacunes
consiste à supposer que les interactions avec la lacune sont nulles au-delà des premiers voi-
sins. Il ne reste donc plus qu’à déduire des énergies de formation et de liaison de la lacune
les énergies effectives de tétraèdres de premiers voisins pour les configurations contenant
au moins une lacune.

Le calcul de l’énergie de formation de la lacune dans A pur fait intervenir les énergies
effectives des tétraèdres de premiers voisins en configuration AAAV. Il faut tenir compte
du fait qu’une partie de ces énergies correspond aux interactions entre la lacune et les
atomes A mais qu’il y a également une contribution uniquement due aux interactions
A-A. Ceci apparâıt clairement lorsque l’énergie de formation de la lacune est exprimée
en fonction des énergies effectives de paire et des différentes corrections sur les triangles
et tétraèdres de premiers voisins. La lacune appartenant à 12 paires, 24 triangles et 8
tétraèdres différents, on obtient

Efor
V (A) = 12ε

(1)
AV − 6ε

(1)
AA + 24ε̃

(1)
AAV − 16ε̃

(1)
AAA + 8ε̃

(1)
AAAV − 6ε̃

(1)
AAAA

= 8ε
(1)
AAAV − 6ε

(1)
AAAA.

(5.14)

Quant aux énergies de liaison lacune-impureté B ainsi que lacune-lacune dans le solvant
A, celles-ci s’expriment simplement par

Ebin
BV(A) = 2

(
ε
(1)
AAAV + ε

(1)
AAAB − ε

(1)
AAAA − ε

(1)
AABV

)
, (5.15a)

Ebin
VV(A) = 2

(
2ε

(1)
AAAV − ε

(1)
AAAA − ε

(1)
AAVV

)
. (5.15b)

Malgré l’hypothèse consistant à limiter les interactions avec la lacune aux premiers
voisins, nous ne disposons toujours pas de suffisamment d’information pour pouvoir ajus-
ter toutes les interactions faisant intervenir les lacunes. En effet, pour un système A-B-V,
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on trouve dix configurations différentes du tétraèdre de premiers voisins faisant interve-
nir la lacune, ce qui fait autant de paramètres énergétiques à ajuster. Afin de réduire le
nombre de ces paramètres, nous allons supposer que toutes les corrections énergétiques
correspondant aux effets d’ordre sur les triangles et tétraèdres sont nulles pour les confi-
gurations faisant intervenir au moins une lacune, i.e. ε̃

(1)
ijV = 0 et ε̃

(1)
ijkV = 0. Les énergies

de formation de la lacune et de liaison de deux lacunes ont alors la même expression que
dans un simple modèle énergétique de paire, ce qui n’est pas vrai par contre pour l’énergie
de liaison lacune-impureté. Celle-ci fait apparâıtre une contribution des effets d’ordre sur
les triangles et tétraèdres de premiers voisins,

Ebin
BV(A) = ε

(1)
AV + ε

(1)
AB − ε

(1)
AA − ε

(1)
BV + 4ε̃

(1)
AAB + 2ε̃

(1)
AAAB. (5.16)

Dès lors, il est possible de déduire des valeurs connues de Efor
V (A), Efor

V (B) ou Ebin
BV(A)

ainsi que Ebin
VV(A) les énergies effectives de paire ε

(1)
AV, ε

(1)
BV et ε

(1)
VV, puis de remonter aux

énergies effectives de tétraèdre grâce à la relation 5.7 où toutes les corrections énergétiques
sur les triangles et tétraèdres faisant intervenir les lacunes sont prises nulles.

Barrières de migration

Tout comme dans le cadre du modèle d’interactions de paires présenté dans les cha-
pitres précédents, le comportement cinétique de l’alliage est décrit grâce aux sauts ther-
miquement activés des lacunes avec leurs premiers voisins, la fréquence d’échange d’une
lacune avec un atome de type A étant donnée par

WA−V = νA exp

(
−Eact

A

kT

)
. (5.17)

Nous supposons encore que la fréquence d’attaque νA dépend uniquement du type de
l’atome s’échangeant avec la lacune et est donc indépendante du voisinage de cet atome.
Quant à l’énergie d’activation, celle-ci est toujours égale à la différence entre la contribu-
tion esp

A de l’atome A à l’énergie en position de col et la somme des liaisons à couper pour
réaliser l’échange. Il faut faire attention dans le dénombrement de ces liaisons coupées
à ne pas considérer l’ensemble de l’énergie effective des tétraèdres auxquels l’atome et
la lacune qui s’échangent appartiennent, une partie de cette énergie correspondant à des
interactions non affectées par le saut. Afin de se limiter aux liaisons réellement coupées
au cours de l’échange, il ne faut pas considérer les interactions effectives de tétraèdre mais
plutôt les interactions effectives de paire corrigées des effets d’ordre. L’énergie d’activation
de l’échange s’écrit alors

Eact
A = esp

A −
∑

j

ε
(1)
Vj −

∑
j 6=V

ε
(1)
Aj −

1

2

∑
jk

ε̃
(1)
Ajk −

1

3!

∑
jkl

ε̃
(1)
Ajkl −

∑
j

ε
(2)
Aj , (5.18)

les différentes sommes s’effectuant respectivement sur tous les atomes formant une paire
de premiers voisins avec la lacune et l’atome qui s’échangent, ainsi qu’un triangle et un
tétraèdre de premiers voisins avec ce même atome et enfin une paire de seconds voisins.
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Coefficients de diffusion

Le modèle atomique ainsi construit peut être utilisé dans le modèle à « 5 fréquences
de saut » afin de calculer le coefficient de diffusion de traceur B∗ dans le solvant A. Ceci
est nécessaire afin d’ajuster les paramètres cinétiques du modèle atomique sur les valeurs
expérimentales des coefficients de diffusion. En outre, c’est l’occasion de voir quels sont
les effets sur ces coefficients des corrections énergétiques traduisant les effets d’ordre sur
les triangles et tétraèdres de premiers voisins. Rappelons que le coefficient de diffusion du
traceur B∗ dans le solvant A peut s’écrire sous la forme (cf. §2.2.2),

DB∗ = fB∗a2νB exp
(
−Qact

B /kT
)
. (5.19)

L’énergie d’activation est obtenue à partir de l’énergie de formation de la lacune, l’énergie
de liaison entre la lacune et le soluté B et l’énergie d’activation correspondant à l’échange
entre la lacune et le soluté, toutes ces énergies étant calculées dans un solvant A pur. Au
final, l’énergie d’activation est donnée par

Qact
B = esp

B − 5ε
(1)
AA − 12ε

(1)
AB − 6ε

(2)
AB − 24ε̃

(1)
AAB − 8ε̃

(1)
AAAB. (5.20)

La prise en compte d’interactions de multiplet modifie donc l’énergie d’activation de
l’hétéro-diffusion par rapport à un simple modèle de paires, une contribution caractéris-
tique des effets d’ordre au niveau des premiers voisins apparaissant. Quant au coefficient
d’auto-diffusion, ce dernier demeure inchangé par ces interactions de multiplet.

5.2 Paramètres du modèle pour Al-Zr et Al-Sc

Nous avons utilisé le modèle atomique présenté précédemment pour décrire des sys-
tèmes modèles représentatifs de Al-Zr et Al-Sc. Au contraire du modèle de paire construit
au chapitre 2, nous ne nous sommes pas astreints à reproduire exactement le comporte-
ment thermodynamique de ces deux systèmes binaires mais seulement les grands traits ca-
ractéristiques, c’est-à-dire principalement l’amplitude et le signe de leurs énergies d’ordre
pour les premiers et seconds voisins conduisant à la précipitation d’un composé L12. Pour
ce faire, nous utilisons des calculs ab initio qui permettent aisément d’obtenir les éner-
gies effectives des tétraèdres de premiers voisins et des paires de seconds voisins pour les
deux systèmes étudiés. Les paramètres nécessaires à la description cinétique sont ensuite
incorporés au modèle atomique en exploitant les données expérimentales disponibles.

5.2.1 Paramètres thermodynamiques

Tous les paramètres énergétiques définissant le comportement thermodynamique des
systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc sont déduits de calculs ab initio grâce à la technique des
développements en amas. Cette méthode consiste à ajuster les paramètres énergétiques
d’un modèle d’Ising généralisé afin de reproduire au mieux les énergies de formation d’un
nombre fini de composés ordonnés, ces énergies étant calculées ab initio.
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Tab. 5.1 : Énergies de formation ∆Eform obtenues par calcul ab initio (FP-LMTO)
et données par le développement en amas (CE) pour différents composés du système
Al-Zr reposant sur un réseau c.f.c. parfait de paramètre de maille a = aAl = 4.044 Å.
Ces énergies de formation sont définies par rapport aux structures c.f.c. des éléments
purs Al et Zr.

Symbole Structure ∆Eform (eV/at.)
de Pearson type FP-LMTO CE

Al (fcc) cF4 Cu 0. 0.
Al4Zr (D1a) tI10 MoNi4 −0.421 −0.491
Al3Zr (L12) cP4 Cu3Au −0.728 −0.671
Al3Zr (DO22) tI8 Al3Ti −0.617 −0.643
Al3Zr (DO23) tI16 Al3Zr −0.690 −0.657
Al2Zr (β) tI6 MoSi2 −0.513 −0.482
AlZr (L10) tP4 AuCu −0.803 −0.780
AlZr (L11) hR32 CuPt −0.448 −0.466
AlZr (CH40) tI8 NbP −0.643 −0.723
AlZr (D4) cF32 ?a −0.489 −0.414
AlZr (Z2) tP8 ?a −0.345 −0.333
Zr2Al (β) tI6 MoSi2 −0.443 −0.482
Zr3Al (L12) cP4 Cu3Au −0.640 −0.603
Zr3Al (DO22) tI8 Al3Ti −0.570 −0.574
Zr3Al (DO23) tI16 Al3Zr −0.603 −0.589
Zr4Al (D1a) tI10 MoNi4 −0.390 −0.437
Zr (fcc) cF4 Cu 0. 0.

aLa description des structures D4 et Z2 peut être trouvée dans la référence 151.

Tab. 5.2 : Coefficients du développement en amas de l’énergie de formation pour le
système binaire Al-Zr sur un réseau c.f.c. de paramètre de maille a = aAl = 4.044 Å.

JαAmas Dα (eV/at.)
{0} 1 −4.853
{1} 1 0.933
{2,1} 6 97.5× 10−3

{2,2} 3 −28.4× 10−3

{3,1} 8 4.2× 10−3

{4,1} 2 13.1× 10−3
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Tab. 5.3 : Énergies de formation ∆Eform obtenues par calcul ab initio (FP-LMTO)
et données par le développement en amas (CE) pour différents composés du système
Al-Sc reposant sur un réseau c.f.c. parfait de paramètre de maille a = aAl = 4.044 Å.
Ces énergies de formation sont définies par rapport aux structures c.f.c. des éléments
purs Al et Sc.

Symbole Structure ∆Eform (eV/at.)
de Pearson type FP-LMTO CE

Al (fcc) cF4 Cu 0. 0.
Al4Sc (D1a) tI10 MoNi4 −0.346 −0.410
Al3Sc (L12) cP4 Cu3Au −0.651 −0.577
Al3Sc (DO22) tI8 Al3Ti −0.507 −0.545
Al3Sc (DO23) tI16 Al3Zr −0.566 −0.561
Al2Sc (β) tI6 MoSi2 −0.422 −0.405
AlSc (L10) tP4 AuCu −0.702 −0.671
AlSc (L11) hR32 CuPt −0.356 −0.337
AlSc (CH40) tI8 NbP −0.513 −0.607
AlSc (D4) cF32 ?a −0.324 −0.311
AlSc (Z2) tP8 ?a −0.316 −0.272
Sc2Al (β) tI6 MoSi2 −0.435 −0.405
Sc3Al (L12) cP4 Cu3Au −0.481 −0.481
Sc3Al (DO22) tI8 Al3Ti −0.437 −0.449
Sc3Al (DO23) tI16 Al3Zr −0.473 −0.465
Sc4Al (D1a) tI10 MoNi4 −0.328 −0.334
Sc (fcc) cF4 Cu 0. 0.

aLa description des structures D4 et Z2 peut être trouvée dans la référence 151.

Tab. 5.4 : Coefficients du développement en amas de l’énergie de formation pour le
système binaire Al-Sc sur un réseau c.f.c. de paramètre de maille a = aAl = 4.044 Å.

JαAmas Dα (eV/at.)
{0} 1 −3.656
{1} 1 0.171
{2,1} 6 83.9× 10−3

{2,2} 3 −32.1× 10−3

{3,1} 8 6.0× 10−3

{4,1} 2 6.4× 10−3
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Calculs ab initio et développement en amas

Nous avons utilisé la méthode FP-LMTO (Full-Potential Linear-Muffin-Tin-Orbital)
[76–78] dans la version développée par Methfessel et Van Schilfgaarde [79] pour calculer
les énergies de formation de plusieurs composés ordonnés dans les systèmes Al-Zr et
Al-Sc, tous ces composés étant basés sur un réseau c.f.c.. Ces calculs ont été effectués
dans l’approximation GGA (Generalized Gradient Approximation) [152,153] en utilisant
la paramétrisation de Perdew et al. [80]. Les énergies des composés ordonnés ont été
calculées sans autoriser la relaxation, ni de la forme des cellules primitives, ni des positions
atomiques à l’intérieur de ces cellules, et pour un paramètre de maille du réseau c.f.c. égal
à celui d’équilibre de l’aluminium pur. En effet, nous souhaitons principalement décrire le
comportement thermodynamique de la solution solide du côté riche en aluminium ainsi
que des précipités Al3Zr et Al3Sc de structure L12. Ces précipités ont un paramètre de
maille proche de celui de l’aluminium et, en outre, durant les premiers instants de la
cinétique de précipitation, ils sont cohérents avec la matrice. C’est pourquoi nous avons
fait le choix d’utiliser le paramètre de maille d’équilibre de l’aluminium pour calculer les
énergies des structures servant ensuite à ajuster le modèle énergétique. L’ensemble des
énergies ainsi calculées est présenté dans les tableaux 5.1 pour Al-Zr et 5.3 pour Al-Sc. Le
fait de contraindre les composés à adopter un réseau c.f.c. parfait et un paramètre de maille
égal à celui de l’aluminium favorise la structure L12 de Al3Zr et Al3Sc, cette structure
ayant alors une énergie de formation nettement plus basse que les autres structures des
mêmes composés. En particulier, dans ces conditions, la structure DO23 de Al3Zr n’est pas
stable alors qu’elle l’est lorsque les énergies de formation sont calculées pour des structures
complètement relaxées. Cette façon de procéder permet donc d’étudier la cinétique de
précipitation de la structure L12 de Al3Zr sans être gêné par la structure DO23.

La base de données ainsi construite grâce aux calculs ab initio permet de réaliser un
développement en amas de l’énergie des composés binaires pour les systèmes Al-Zr et Al-
Sc. Les coefficients de ce développement sont obtenus en utilisant la méthode inverse de
Connolly-Williams [154], c’est-à-dire tout simplement en faisant un ajustement moindres
carrés pour que le développement défini par l’équation 5.2 reproduise au mieux les énergies
calculées ab initio. Outre les interactions des amas {0} et {1} qui se déduisent directement
des énergies de cohésion des corps purs, il y a donc 4 interactions différentes à ajuster
pour chaque système correspondant aux paire, triangle et tétraèdre de premiers voisins
ainsi qu’à la paire de seconds voisins, cet ajustement se faisant par rapport aux énergies
de formation de 15 structures différentes.

Les coefficients énergétiques ainsi obtenus sont présentés dans les tableaux 5.2 et 5.4.
Au vu des valeurs obtenues, il est clair que les systèmes Al-Zr et Al-Sc sont très proches.
Hormis les interactions associées aux amas {0} et {1} qui sont sans influence sur la ther-
modynamique des systèmes binaires, les coefficients énergétiques sont du même ordre de
grandeur et de même signe pour les deux systèmes. On retrouve le fait qu’il y a attraction
entre les atomes Al et X (X≡Zr ou Sc) en position de premiers voisins et répulsion en se-
conds voisins. Quant aux interactions correspondant aux triangle et tétraèdre de premiers
voisins, elles sont plus petites que l’interaction de paire et tendent à renforcer celle-ci du
côté riche en Al des binaires.

Comparant les énergies de formation calculées ab initio avec celles données par le dé-
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veloppement en amas (Tab. 5.1 et 5.3), on voit que l’erreur faite par le développement
en amas peut être assez importante : pour Al-Zr, l’erreur maximale est 79 meV/at. et
l’erreur moyenne 41 meV/at., tandis que pour Al-Sc, l’erreur maximale est 94 meV/at.
et l’erreur moyenne 38 meV/at. . Le développement de l’énergie aurait pu bien entendu
être amélioré en considérant plus d’amas ou également en utilisant un développement à la
fois dans l’espace réel et l’espace réciproque [150]. Néanmoins, ceci n’aurait pas changé les
principales caractéristiques physiques des systèmes Al-Zr et Al-Sc, i.e. les effets d’ordre à
courte distance correspondant aux interactions de paire ni la dépendance avec l’environ-
nement local des énergies de paire donnée par les interactions associées aux triangle et
tétraèdre de premiers voisins. C’est pourquoi nous préférons garder le modèle thermody-
namique aussi simple que possible, ceci étant par ailleurs nécessaire afin d’avoir un temps
de calcul raisonnable pour les simulations Monte Carlo cinétique.

Diagrammes d’équilibre
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Fig. 5.2 : Influence des effets d’ordre associés au tétraèdre de premiers voisins sur
les diagrammes de phases calculés en CVM (tétraèdre-octaèdre) pour les interactions
retenues pour Al-Zr et Al-Sc.

Nous avons utilisé la CVM [72] dans l’approximation tétraèdre-octaèdre [73] afin de
calculer les diagrammes de phases correspondant aux paramètres énergétiques ainsi obte-
nus et résumés dans les tableaux 5.2 et 5.4, le but principal étant de voir quel effet ont
les interactions J3,1 et J4,1 associées au triangle et au tétraèdre de premiers voisins. Sans
ces interactions (J3,1 = J4,1 = 0), les diagrammes d’équilibre obtenus sont symétriques
(Fig. 5.2), la principale conséquence de ces interactions étant de renforcer la stabilité des
composés Al3Zr et Al3Sc. Cependant, ces interactions n’ont d’influence que pour des tem-
pératures T & 2000 K : pour les températures inférieures, les diagrammes de phases sont
inchangés si on considère seulement les interactions de paire ou si on inclut également
des interactions pour le triangle et le tétraèdre de premiers voisins. Au moins pour les
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Fig. 5.3 : Limites de solubilité de Zr et Sc dans Al calculées en CVM (tétraèdre-
octaèdre) et avec un développement basse température (ordre 3).

équilibres entre la solution solide c.f.c. et les structures L12, les développements basse
température nous permettent de comprendre pourquoi les interactions de multiplet n’ont
pas d’influence. En effet, si on compare les limites de solubilité obtenues en CVM avec
celles données par les développements basse température en allant jusqu’au troisième ni-
veau d’états excités, on obtient un accord parfait dans le domaine des basses températures
(Fig. 5.3). La limite de solubilité obtenue grâce à ces développements basse température
fait uniquement intervenir l’interaction de paire entre seconds voisins (Éq. 3.24). Cette
limite de solubilité ne dépendant pas des interactions concernant les premiers voisins, il
est donc normal que l’interaction correspondant au triangle et au tétraèdre de premiers
voisins soit sans influence sur elle.

Les limites de solubilité obtenues avec ces interactions sont beaucoup plus élevées
que les limites expérimentales que nous avons modélisées au chapitre 2. Ceci provient
principalement du fait que le développement en amas a été effectué pour reproduire les
énergies des différents composés avec un paramètre de maille égal à celui de l’aluminium
et non à leur volume d’équilibre. Ceci tend à déstabiliser tous ces composés ordonnés, en
particulier les structures L12 de Al3Zr et Al3Sc, au profit de la solution solide. En outre,
que ce soit pour Al3Zr ou Al3Sc, l’erreur faite par le développement en amas sur l’énergie de
la structure L12 conduit également à une déstabilisation de celle-ci. Rappelons de nouveau
que pour être vraiment quantitative une telle approche ab initio devrait s’appuyer sur un
développement en amas incorporant plus d’interactions, prendre en compte les relaxations
atomiques et considérer la contribution de l’énergie libre de vibration [3,70,71].

5.2.2 Interactions avec la lacune

Afin d’obtenir une description énergétique complète, il nous reste à présent à ajouter
des interactions avec la lacune dans le modèle atomique. Pour paramétrer ces interac-
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tions, nous avons utilisé les mêmes grandeurs que pour le modèle de paire utilisé dans les
chapitres précédents (§2), à savoir :

– L’énergie de formation de la lacune dans l’aluminium [82], Efor
V (Al) = 0.69 eV.

– L’énergie de formation de la lacune dans le zirconium pour la structure hexagonale
compacte [83], Efor

V (Zr) = 2.07 eV. Nous avons en outre tenu compte du fait que
cette valeur est calculée au volume d’équilibre de Zr et qu’il est donc plus correct
de déduire l’interaction ε

(1)
ZrV de l’enthalpie de formation Hfor

V = Efor
V + PδΩfor

V ,

δΩfor
V = −1.164 Å3 étant le volume de formation de la lacune dans l’aluminium pur

[82] et P la pression à imposer au zirconium pour qu’il adopte le volume d’équilibre
de l’aluminium. Cette pression est calculée à partir du module d’incompressibilité
B = 91 GPa de Zr c.f.c. et des volumes d’équilibre de Al et Zr, Ω0

Al = 16.53 Å3

et Ω0
Zr = 23.36 Å3, ces trois quantités étant obtenues par le biais des calculs FP-

LMTO. En définitive, l’enthalpie de formation obtenue est Hfor
V (Zr) = 1.88 eV. La

correction élastique prenant en compte la différence des paramètres de maille entre
Al et Zr est donc de l’ordre de 10%.

– L’énergie de liaison lacune-impureté Sc dans l’aluminium [84], Ebin
ScV(Al) = 0.35 eV.

En combinant ces données avec les expressions 5.14 et 5.16 des énergies de formation
de la lacune et de liaison lacune-impureté, on obtient les interactions effectives de paires

Tab. 5.5 : Énergies effectives ε
(1)
ijkl du tétraèdre de premiers voisins et ε

(2)
ij de la paire

de seconds voisins pour le système Al-Zr-V. Le jeu de paramètres avec les effets d’ordre
est celui pour lequel les coefficients J3,1 et J4,1 du développement en amas sont donnés
par le tableau 5.2 et le jeu sans effets d’ordre correspond à J3,1 = J4,1 = 0.

Configuration Énergies effectives ε
(1)
ijkl (eV)

ijkl avec effets sans effets
d’ordre d’ordre

Al Al Al Al −1.680 −1.680
Al Al Al Zr −2.257 −2.214
Al Al Zr Zr −2.554 −2.554
Al Zr Zr Zr −2.707 −2.698
Zr Zr Zr Zr −2.647 −2.647
Al Al Al V −1.174 −1.174
Al Al Zr V −1.567 −1.561
Al Zr Zr V −1.748 −1.754
Zr Zr Zr V −1.751 −1.751
Al Al V V −0.725 −0.725
Al Zr V V −0.965 −0.965
Zr Zr V V −1.011 −1.011
Al V V V −0.334 −0.334
Zr V V V −0.427 −0.427
V V V V 0. 0.

ε2
AlAl = 0

ε2
AlZr = 0.057 meV

ε2
ZrZr = 0

ε2
AlV = 0

ε2
ZrV = 0

ε2
VV = 0
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Tab. 5.6 : Énergies effectives ε
(1)
ijkl du tétraèdre de premiers voisins et ε

(2)
ij de la paire

de seconds voisins pour le système Al-Sc-V. Le jeu de paramètres avec les effets d’ordre
est celui pour lequel les coefficients J3,1 et J4,1 du développement en amas sont donnés
par le tableau 5.4 et le jeu sans effets d’ordre correspond à J3,1 = J4,1 = 0.

Configuration Énergies effectives ε
(1)
ijkl (eV)

ijkl avec effets sans effets
d’ordre d’ordre

Al Al Al Al −1.680 −1.680
Al Al Al Sc −1.937 −1.901
Al Al Sc Sc −1.954 −1.954
Al Sc Sc Sc −1.828 −1.839
Sc Sc Sc Sc −1.556 −1.556
Al Al Al V −1.174 −1.174
Al Al Sc V −1.606 −1.598
Al Sc Sc V −1.873 −1.854
Sc Sc Sc V −1.943 −1.943
Al Al V V −0.725 −0.725
Al Sc V V −1.353 −1.353
Sc Sc V V −1.813 −1.813
Al V V V −0.334 −0.334
Sc V V V −1.165 −1.165
V V V V 0. 0.

ε2
AlAl = 0

ε2
AlSc = 0.064 meV

ε2
ScSc = 0

ε2
AlV = 0

ε2
ScV = 0

ε2
VV = 0

suivantes

ε
(1)
AlV = −0.222 eV, ε

(1)
ZrV = −0.285 eV et ε

(1)
ScV = −0.777 eV.

Il est possible également d’utiliser l’énergie de liaison de deux lacunes dans l’aluminium
afin d’ajuster l’interaction ε

(1)
VV, néanmoins, comme toutes les simulations Monte Carlo

sont effectuées avec une seule lacune et étant donné le doute qui plane sur la valeur expé-
rimentale de cette énergie de liaison (§2.2.2), nous préférons considérer cette interaction

comme nulle : ε
(1)
VV = 0.

Nous disposons à présent de toutes les données nécessaires pour construire les interac-
tions effectives pour les tétraèdres de premiers voisins en utilisant la correspondance 5.5
entre les coefficients du développement en amas et ces interactions ainsi que la décom-
position 5.7 de ces interactions. Rappelons que tous les effets d’ordre mettant en jeu une
ou plusieurs lacunes ont une contribution énergétique nulle. Les interactions ainsi obte-
nues sont présentées dans les tableaux 5.5 pour le système Al-Zr et 5.6 pour Al-Sc. Pour
chaque système, deux jeux d’interactions sont construits suivant que les effets d’ordre sur
les triangles et tétraèdres sont considérés ou non (J3,1 = J4,1 = 0).
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Tab. 5.7 : Paramètres cinétiques correspondant à une description thermodynamique
des systèmes binaires Al-Zr et Al-Sc avec ou sans les corrections énergétiques tenant
compte des effets d’ordre sur les triangles et tétraèdres de premiers voisins.

avec effets sans effets
d’ordre d’ordre

esp
Al −8.219 eV −8.219 eV

esp
Zr −11.286 eV −10.942 eV

esp
Sc −9.402 eV −9.109 eV

a2νAl 2.22× 10−5 m2.s−1 2.22× 10−5 m2.s−1

a2νZr 7.28× 10−2 m2.s−1 7.28× 10−2 m2.s−1

a2νSc 5.31× 10−4 m2.s−1 5.31× 10−4 m2.s−1

5.2.3 Paramètres cinétiques

Enfin, les paramètres purement cinétiques, i.e. les contributions aux énergies en po-
sition de col esp

A et les fréquences d’attaque νA, sont ajustés de façon à reproduire les
coefficients de diffusion expérimentaux [90–92],

DAl∗ = 0.173× 10−4 exp (−1.30 eV/kT ) m2.s−1,

DZr∗ = 728× 10−4 exp (−2.51 eV/kT ) m2.s−1,

DSc∗ = 5.31× 10−4 exp (−1.79 eV/kT ) m2.s−1.

Afin d’obtenir les mêmes coefficients de traceur DZr∗ et DSc∗ suivant que les effets d’ordre
sur les triangles et tétraèdres sont considérés ou non, il nous faut avoir des contributions
aux énergies en position de col esp

Zr et esp
Sc différentes suivant le jeu de paramètres considéré

de façon à compenser le terme dû à ces effets d’ordre apparaissant dans l’énergie d’ac-
tivation de la diffusion de l’impureté (Éq. 5.20). Les différentes valeurs des paramètres
cinétiques ainsi obtenus sont données dans le tableau 5.7.

Nous disposons donc à présent pour chaque système Al-Zr et Al-Sc de deux modèles
atomiques, tenant compte ou non des effets d’ordre sur les triangles et tétraèdres de
premiers voisins. Pour des températures T . 2000 K, ces deux modèles semblent équiva-
lents : ils conduisent aux mêmes limites de solubilité et également aux mêmes coefficients
de diffusion.

5.3 Grandeurs mésoscopiques

Avant de regarder quels effets sur les cinétiques de précipitation ont ces énergies ef-
fectives de tétraèdres qui étendent donc le modèle atomique au-delà d’un simple modèle
d’interactions de paires, nous calculons les différentes grandeurs mésoscopiques servant
de paramètres d’entrée à la théorie classique de germination, à savoir les coefficients de
diffusion dans la solution solide, la force motrice de germination et les énergies libres
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d’interface. Le but est de voir si déjà pour ces grandeurs, il est possible de détecter une
influence de ces contributions énergétiques traduisant les effets d’ordre au niveau des pre-
miers voisins. Ceci nous permettra en outre d’examiner ensuite les simulations Monte
Carlo cinétique sous l’angle de la théorie classique de germination, cette dernière étant,
comme nous l’avons vu au chapitre 3, un bon outil pour rationaliser ces simulations.

5.3.1 Diffusion

Afin de voir quelle influence sur la diffusion dans la solution solide ont ces interactions
de multiplets, nous avons mesuré au cours de simulations Monte Carlo les coefficients
phénoménologiques d’Onsager, ces coefficients permettant de caractériser la diffusion en
reliant les flux de diffusion des différentes espèces aux gradients de potentiel chimique
(§2.4.2).
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Fig. 5.4 : Variation avec la concentration de la solution solide des coefficients d’Onsa-
ger LAlAl et LZrZr avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins
à T = 1000 et 900 K.

Pour le système Al-Zr, les variations avec la concentration x0
Zr des coefficients LAlAl

et LZrZr sont représentées sur la figure 5.4 pour deux températures différentes, T = 900
et 1000 K. Le terme non diagonal LAlZr n’est pas représenté car à ces températures la
dispersion des mesures Monte Carlo est trop importante pour obtenir une valeur précise
de sa moyenne thermodynamique : dans le domaine de concentrations étudiées, on peut
simplement déduire des simulations que LAlZr/CV = 0 ± 10−12 m2.s−1 à T = 1000 K et
LAlZr/CV = 0 ± 10−13 m2.s−1 à T = 900 K. Ce coefficient est donc nettement plus petit
que les deux éléments diagonaux de la matrice d’Onsager.

Les coefficients d’Onsager ont été calculés pour des concentrations en zirconium cor-
respondant au domaine de stabilité de la solution solide mais également au domaine où
la solution solide est métastable, la limite entre les deux régions étant donnée par le cal-
cul CVM de la limite de solubilité (§5.2.1). Pour les mesures effectuées dans le domaine
métastable, les moyennes thermodynamiques ont été échantillonnées durant le stade d’in-
cubation, c’est-à-dire tant qu’il n’y a pas de précipité stable présent dans la bôıte de
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simulation. Ceci conduit à une définition ambiguë des moyennes thermodynamiques puis-
qu’elles sont calculées sur un système non pas dans un état véritablement stationnaire
mais évoluant d’un état métastable à un état stable. Cependant, le but premier de cette
partie étant de voir quelle est l’influence sur la diffusion des effets d’ordre correspondant
à des interactions effectives de tétraèdres, il est tout de même possible de comparer les
coefficients d’Onsager ainsi mesurés avec les différents jeux de paramètres tant que les me-
sures sont effectuées dans les mêmes conditions et en particulier sur les mêmes intervalles
de temps.

Il apparâıt clairement sur les figures 5.4 que les deux jeux de paramètres, avec ou sans
prise en compte des effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins, reproduisent les
mêmes coefficients de diffusion à dilution infinie, ceux-ci étant donnés par les limites

DAl∗ = f0 lim
xZr→0

LAlAl, (5.21a)

DZr∗ = lim
xZr→0

LZrZr/xZr. (5.21b)

En outre, pour les concentrations non nulles en soluté, on n’observe presque pas de diffé-
rence sur les valeurs de LAlAl et LZrZr suivant que ces effets d’ordre sont considérés ou non.
À T = 1000 K, le coefficient LZrZr est légèrement plus faible dans le domaine métastable
de la solution solide avec des interactions de tétraèdre mais la différence est vraiment
minime.
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Fig. 5.5 : Variation avec la concentration de la solution solide des coefficients d’Onsa-
ger LAlAl et LScSc avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins
à T = 1000 K.

Quant au système Al-Sc (Fig. 5.5), là encore le terme non diagonal LAlSc de la matrice
d’Onsager peut être considéré comme négligeable devant les deux autres coefficients. On
observe une légère différence sur les coefficients LAlAl et LScSc suivant que les effets d’ordre
sur les tétraèdres sont considérés ou non. À dilution infinie, cette différence conduit à des
valeurs distinctes de la pente de LScSc et donc du coefficient de diffusion DSc∗ . Cependant,
il s’agit d’un écart très faible puisqu’avec les énergies effectives de tétraèdres on obtient
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DSc∗ = 3.7×10−13 m2.s−1 et avec les énergies effectives de paires DSc∗ = 4.1×10−13 m2.s−1.
Cette différence provient du facteur de corrélation fSc∗ que nous avons supposé égal à 1
dans la procédure d’ajustement alors qu’avec les énergies effectives de tétraèdres on obtient
fSc∗ = 0.845 et avec les énergies effectives de paires fSc∗ = 0.910.
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Fig. 5.6 : Variation avec la concentration de la solution solide des coefficients d’On-
sager LAlAl, LAlZr et LZrZr avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers
voisins à T = 3000 K.

Dans le domaine de températures où les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers
voisins sont sans influence sur le diagramme de phases, on n’observe donc pas de différence
flagrante sur le comportement cinétique de la solution solide suivant que ces effets d’ordre
sont considérés ou non. Bien entendu les deux jeux de paramètres reproduisent les mêmes
coefficients de diffusion, en particulier DZr∗ et DSc∗ . Cependant la répartition de l’énergie
d’activation du coefficient de diffusion entre énergie de liaison lacune-soluté et énergie de
saut du soluté est différente suivant le jeu de paramètres utilisé (§5.2.3), ce qui aurait pu
conduire à une différence sur les grandeurs cinétiques caractéristiques de la diffusion, mais
ce n’est pas le cas ici.

Afin d’obtenir une différence de comportement cinétique, il faut considérer des tempé-
ratures beaucoup plus hautes, là où les effets d’ordre modifient le comportement thermo-
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dynamique de la solution solide. Ainsi, à T = 3000 K, l’ensemble des coefficients d’Onsager
pour le système Al-Zr est plus faible lorsque les effets d’ordre sont considérés que sans
(Fig. 5.6). À cette température, ces effets d’ordre ont pour conséquence thermodynamique
de conduire à une stabilisation de la structure ordonnée L12, ce qui semble correspondre
du point de vue cinétique à un ralentissement de la diffusion des différentes espèces chi-
miques dans la solution solide. Notons au passage qu’à présent le terme non diagonal LAlZr

ne peut plus être considéré comme négligeable devant les autres coefficients.

5.3.2 Force motrice de germination
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Fig. 5.7 : Force motrice de germination de Al3Zr (à gauche) et Al3Sc (à droite) pour
différentes sursaturations de la solution solide à T = 1000 K calculée avec la CVM
(tétraèdre-octaèdre) avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins.

Nous avons utilisé la CVM dans l’approximation tétraèdre-octaèdre afin de calculer
la force motrice de germination ∆Gnuc. Aux températures considérées, il n’est pas pos-
sible d’utiliser les développements basse température pour calculer cette force motrice de
germination comme nous l’avons fait avec le modèle atomique développé au chapitre 2.2
car pour des concentrations de la solution solide s’éloignant de la limite de solubilité le
potentiel d’alliage µ devient très vite du même ordre de grandeur que l’énergie d’ordre
ω(2) si bien que le développement limité de la fonction de partition en fonction de ces
énergies d’ordre n’est plus correct.

À T = 1000 K ainsi que pour des températures inférieures, on ne note pas de différence
pour le système Al-Zr sur les variations de ∆Gnuc avec la sursaturation de la solution
solide suivant que les effets d’ordre sont inclus ou non dans la description énergétique
(Fig. 5.7a). Par contre, à T = 1000 K, la force motrice de germination calculée pour Al-Sc
est légèrement plus importante pour les plus fortes concentrations quand ces effets d’ordre
sont inclus (Fig. 5.7b), la différence étant de l’ordre de 1 meV. Là encore, pour que les
effets d’ordre engendrent de véritables changements sur la force motrice de germination,
il faut considérer des températures plus élevées.
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5.3.3 Énergies libres d’interface

Nous nous sommes ensuite intéressés à détecter une possible influence des effets d’ordre
associés aux tétraèdres de premiers voisins sur les énergies libres d’interface entre la solu-
tion solide et les précipités Al3X en structure L12. Rappelons qu’à 0 K, pour des interfaces
planes, ces énergies ne dépendent pas des interactions aux premiers voisins et sont sim-
plement reliées à l’énergie d’ordre aux seconds voisins par la relation

σ100 =
1√
2
σ110 =

1√
3
σ111 =

ω(2)

a2
. (5.22)

À température nulle, il ne peut donc pas y avoir d’influence des contributions énergétiques
traduisant les effets d’ordre sur les premiers voisins. Pour voir si cela reste vrai à tem-
pérature non nulle, nous avons effectué des simulations Monte Carlo afin de relaxer les
profils de concentration perpendiculairement à des interfaces d’orientation [100], [110] et
[111]. Ces simulations sont effectuées avec un mécanisme d’échange direct entre premiers
et seconds voisins et non avec un algorithme cinétique utilisant un mécanisme d’échange
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Fig. 5.8 : Profils d’équilibre obtenus par simulation Monte Carlo pour la concentration
xZr et le paramètre d’ordre ζZr = x1

Zr − x2
Zr perpendiculairement à une interface [111]

entre Al3Zr et une solution solide à T = 1000 K avec ou sans les effets d’ordre sur les
tétraèdres de premiers voisins.
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Fig. 5.9 : Dépendance avec la température de l’énergie libre d’interface entre la solu-
tion solide et Al3Zr ainsi qu’entre la solution solide et Al3Sc obtenue dans l’approxi-
mation de Bragg-Williams pour les interfaces d’orientation [100], [110] et [111] et pour
l’interface isotrope associée par construction de Wulff.

lacunaire. Il n’y a donc pas de prise en compte d’une éventuelle influence des lacunes sur
les profils d’équilibre à l’interface.

Pour Al-Zr, à T = 1000 K, les profils de concentration ainsi obtenus sont similaires que
les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins soient considérés ou non (Fig. 5.8),
ceci étant vrai pour les trois orientations d’interface considérées, [100], [110] et [111]. À ces
températures, les énergies associées aux effets d’ordre sur les premiers voisins ne semblent
donc pas influencer les interfaces et par conséquent les énergies libres d’interface asso-
ciées ne devraient pas en dépendre. Notons que les interfaces obtenues sont beaucoup
plus diffuses que celles observées précédemment avec le modèle énergétique du chapitre 2
(§3.3.1). Ceci provient du fait que les énergies d’ordre sont moins grandes et les tempé-
ratures considérées plus élevées si bien que la contribution de l’entropie de configuration
est plus grande.

Nous avons également utilisé l’approximation de Bragg-Williams afin de calculer l’éner-
gie libre d’interface σ100 avec ou sans les corrections énergétiques correspondant aux effets
d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins. L’énergie libre obtenue est la même dans
les deux cas pour des températures T ≤ 1500 K. En accord avec les conclusions tirées des
profils de concentration obtenus par simulations Monte Carlo, l’approximation de Bragg-
Williams montre que ces effets d’ordre sont sans influence sur l’énergie libre d’interface, au
moins pour l’orientation [100]. Pour les deux autres orientations, [110] et [111], nous nous
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sommes contentés de calculer les énergies libres d’interface avec le modèle énergétique de
paires, i.e. sans ces effets d’ordre. Les énergies ainsi obtenues sont présentées sur la figure
5.9 pour les systèmes Al-Zr et Al-Sc. Nous utilisons ensuite à nouveau la construction de
Wulff (§3.3.2) afin de déduire de ces énergies libres d’interfaces planes une énergie libre
isotrope σ̄ correspondant à une interface sphérique, énergie qui sera utilisée par la suite
dans la théorie classique de germination.

5.4 Précipitation de Al3Zr et Al3Sc

Pour des températures suffisamment basses, la prise en compte d’interactions effectives
de tétraèdres ne modifie donc pas les paramètres servant à modéliser la précipitation de
Al3Zr et Al3Sc à une échelle mésoscopique, à savoir les coefficients de diffusion dans la
solution solide, la force motrice de germination et l’énergie libre d’interface. Nous allons
à présent vérifier à l’échelle atomique si les cinétiques de précipitation sont modifiées ou
non par ces effets d’ordre en considérant des simulations Monte Carlo de la cinétique de
précipitation de Al3Zr et Al3Sc pour différentes sursaturations de la solution solide aux
températures T = 1000 et 900 K.

5.4.1 Cinétiques de précipitation
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Fig. 5.10 : Évolution en fonction du temps du paramètre d’ordre à courte distance
α2

Zr pour les seconds voisins pour différentes solutions solides Al-Zr à T = 1000 K avec
ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins.

Le paramètre d’ordre à courte distance pour les seconds voisins, α2
X, défini au §2.3.1,

est la grandeur permettant de caractériser le plus simplement possible la cinétique de
précipitation au cours des simulations atomiques. Ce paramètre évolue tout au long de la
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Fig. 5.11 : Cinétique de précipitation de Al3Zr à T = 1000 K pour une solution solide
de composition nominale x0

Zr = 8 at.% avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres
de premiers voisins. De bas en haut : évolution en fonction du temps du nombre Np

de précipités présents dans la bôıte (normalisé par la taille Ns de la bôıte), de la taille
moyenne < nZr >p de ces précipités et de la concentration xZr de la solution solide.
La taille critique utilisée pour différencier les précipités des amas sous-critiques est
n∗Zr = 10.

cinétique entre ses deux valeurs extrêmes, α2
X = 0 pour la solution solide aléatoire choisie

comme état initial et α2
X = 1 pour la structure L12. Il est donc intéressant de comparer

son évolution pour les deux jeux de paramètres, avec ou sans effet d’ordre.

Pour le système Al-Zr, les effets d’ordre n’ont pas d’influence sur l’évolution du pa-
ramètre d’ordre α2

Zr pour les faibles sursaturations (Fig. 5.10a) : avec ou sans correction
énergétique sur les tétraèdres, la cinétique de précipitation est la même. Ceci n’est plus vrai
lorsque des sursaturations plus élevées sont considérées, passant par exemple de x0

Zr = 4.5
à 8 at.% à T = 1000 K. La prise en compte de ces effets d’ordre conduit alors à une
cinétique de précipitation légèrement plus lente (Fig. 5.10b).

Cette cinétique de précipitation sensiblement plus lente avec la prise en compte des
effets d’ordre pour les fortes sursaturations s’observe également sur l’évolution du nombre
de précipités et de leur taille moyenne (Fig. 5.11). Dans le stade de coalescence en particu-
lier, à un instant donné, la densité de précipités est plus importante avec ces effets d’ordre
et la taille de ces précipités plus petite. La coalescence des précipités est donc ralentie.
Les simulations avec ou sans ces effets d’ordre semblent ne différer que d’un facteur mul-
tiplicatif sur l’échelle de temps, les interactions de tétraèdres ralentissant la cinétique de
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précipitation sans véritablement la modifier. Bien que ceci soit cohérent avec les mesures
des coefficients d’Onsager effectuées dans la solution solide (§5.3.1), la différence obser-
vée sur la valeur de LZrZr n’est pas suffisante pour expliquer un tel ralentissement de la
cinétique de précipitation.
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Fig. 5.12 : Évolution en fonction du temps du paramètre d’ordre à courte distance
α2

Sc pour les seconds voisins pour différentes solutions solides Al-Sc à T = 1000 K avec
ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins.

La même influence des effets d’ordre est obtenue sur le système Al-Sc. Leur effet se fait
principalement ressentir aux plus fortes sursaturations : la prise en compte de ces effets
d’ordre entrâıne alors une cinétique de précipitation sensiblement plus lente ce qui peut
se voir sur l’évolution du paramètre d’ordre α2

Sc (Fig. 5.12).
Cette cinétique de précipitation sensiblement plus lente avec la prise en compte des

effets d’ordre se caractérise par une croissance ralentie des précipités. En effet, que ces
effets d’ordre soient considérés ou non, la densité de précipités reste identique. Par contre,
à un instant donné, la taille moyenne de ces précipités est légèrement plus petite avec la
prise en compte de ces effets d’ordre (Fig. 5.13).

Récapitulatif

Les interactions de tétraèdre conduisent donc au même effet pour les deux systèmes
considérés, Al-Zr et Al-Sc. La prise en compte de ces interactions ralentit sensiblement
les cinétiques de précipitation pour les plus fortes sursaturations, le changement se mani-
festant au cours du stade de croissance-coalescence.

Les paramètres énergétiques J3,1 et J4,1 traduisant ces effets d’ordre sont similaires
pour les deux binaires Al-Zr et Al-Sc. Par contre, l’interaction entre le soluté et la lacune
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Fig. 5.13 : Cinétique de précipitation de Al3Sc à T = 1000 K pour une solution
solide de composition nominale x0

Sc = 3.5 at.% avec ou sans les effets d’ordre sur les
tétraèdres de premiers voisins. De bas en haut : évolution en fonction du temps du
nombre Np de précipités présents dans la bôıte (normalisé par la taille Ns de la bôıte),
de la taille moyenne < nSc >p de ces précipités et de la concentration xSc de la solution
solide. La taille critique utilisée pour différencier les précipités des amas sous-critiques
est n∗Sc = 38.

différencie ces deux systèmes : cette interaction est répulsive pour Zr et attractive pour
Sc. Cette interaction différente avec la lacune ne semble donc pas modifier l’influence des
effets d’ordre sur la cinétique de précipitation.

5.4.2 Distribution de taille des amas

Afin d’aller plus en avant dans la compréhension de l’influence des effets d’ordre sur
la cinétique de précipitation de Al3Zr et Al3Sc, nous avons comparé les distributions
stationnaires de taille des amas dans des solutions solides faiblement sursaturées obtenues
avec ou sans les effets d’ordre. Ces distributions observées au cours des simulations Monte
Carlo sont également comparées à celles utilisées dans la théorie classique de germination.
Pour estimer l’énergie libre de formation des amas, nous avons employé l’approximation
capillaire en utilisant la CVM pour calculer la force motrice de germination (§5.3.2) et
l’approximation de Bragg-Williams couplée à la construction de Wulff pour l’énergie libre
d’interface (§5.3.3).

Pour Al-Zr, les distributions de taille stationnaires observées au cours des simulations
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Fig. 5.14 : Distribution de taille des amas dans une solution solide de concentration
nominale x0

Zr = 4.5 at.% à T = 1000 K avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres
de premiers voisins. Les symboles correspondent aux simulations Monte Carlo cinétique
et la ligne continue aux prédictions de la théorie classique de germination (les courbes
avec ou sans les effets d’ordre sont confondues.). La taille critique correspondante est
nZr∗ = 46.

Monte Carlo sont identiques, que les contributions énergétiques des effets d’ordre sur les
tétraèdres de premiers voisins soient considérées ou non (Fig. 5.14). Ceci tendrait donc à
montrer que ces effets d’ordre ne modifient nullement le comportement thermodynamique
des amas L12 et donc que le ralentissement des cinétiques de précipitation observé quand
ces effets d’ordre sont considérés aurait une explication purement cinétique. Les distribu-
tions de taille mesurées au cours des simulations Monte Carlo diffèrent sensiblement de
celles prédites par la théorie classique de germination, en particulier dans le domaine des
petites tailles. Ceci pourrait provenir du fait que l’approximation capillaire telle que nous
l’utilisons, i.e. avec seulement une contribution volumique et un terme d’interface, n’est
plus aussi bien adaptée à notre modèle énergétique. Pour obtenir un meilleur accord, il
faudrait probablement aller au-delà en considérant les termes suivants dans le développe-
ment de l’énergie de formation des amas, traduisant les contributions des arêtes et des
coins [135]. Néanmoins, pour les grandes tailles, l’accord avec les simulations Monte Carlo
est nettement meilleur si bien que la taille critique n∗Zr ainsi que la probabilité associée
Cn∗Zr

sont correctement prédites par l’approximation capillaire.

Pour le système Al-Sc, aucune différence sur les distributions de taille stationnaires
n’est observée non plus suivant que les effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins
sont pris en compte ou non dans le modèle atomique (Fig. 5.15). Pour ce système égale-
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Fig. 5.15 : Distribution de taille des amas dans une solution solide de concentration
nominale x0

Sc = 3 at.% à T = 1000 K avec ou sans les effets d’ordre sur les tétraèdres de
premiers voisins. Les symboles correspondent aux simulations Monte Carlo cinétique
et les lignes aux prédictions de la théorie classique de germination. La taille critique
correspondante est nSc∗ = 56 pour les interactions de tétraèdres et 59 pour les paires.

ment, ces effets d’ordre ne modifient donc nullement le comportement thermodynamique
de l’assemblée d’amas. En particulier, la différence obtenue sur la force motrice de germi-
nation suivant que ces effets d’ordre sont considérés ou non (§5.3.2) ne se retrouve pas sur
les distributions de taille observées au cours des simulations de Monte Carlo cinétique.

Les distributions de taille prédites par la théorie classique de germination diffèrent à
présent plus de celles mesurées au cours des simulations Monte Carlo, en particulier pour
les tailles voisines de la taille critique (n∗Sc . 60 sur la figure 5.15). L’approximation capil-
laire semble clairement ne plus fonctionner aussi bien que dans le cas de Al-Zr pour prédire
le comportement thermodynamique de l’assemblée d’amas. Ceci pourrait provenir de la
forte attraction entre le scandium et la lacune qui viendrait perturber le comportement
thermodynamique des amas.

5.4.3 Flux stationnaire de germination

Nous avons enfin comparé le flux stationnaire de germination mesuré avec les deux jeux
de paramètres et également celui donné par la théorie classique de germination (Fig. 5.16).
Que ce soit pour Al-Zr ou Al-Sc, le léger ralentissement de la cinétique de précipitation
notée précédemment pour les plus fortes sursaturations n’est pas observable sur le flux
stationnaire de germination, les interactions de tétraèdres et de paires conduisant à peu
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Fig. 5.16 : Variation avec la concentration de la solution solide du flux stationnaire de
germination Jst de Al3Zr (en haut) et Al3Sc (en bas) avec ou sans les effets d’ordre sur
les tétraèdres de premiers voisins. Les symboles correspondent aux simulations Monte
Carlo cinétique et les lignes aux prédictions de la théorie classique de germination.

près au même flux. Ceci confirme donc nos observations précédentes, à savoir que pour ces
deux systèmes la prise en compte des effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins
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conduit à une cinétique de précipitation plus lente dans le stade de croissance-coalescence,
le stade de germination quant à lui n’étant pas modifié.

L’accord entre le flux mesuré au cours de simulations Monte Carlo et celui prédit par
la théorie classique de germination est raisonnable. Cependant, pour Al-Sc, la prédiction
par la théorie classique de ce flux de germination est moins bonne aux plus faibles sursa-
turations. Ceci est directement relié au fait que, dans le cas de Al-Sc, cette même théorie
prédit des distributions trop faibles pour les plus grandes tailles d’amas : à ces faibles
sursaturations, la taille critique est grande et la théorie classique de germination sous-
estime la probabilité associée et par conséquent le flux de germination. Nous avons vérifié
qu’il n’y a pas mobilité des petits amas en mesurant le facteur de corrélation fScSc de la
diffusion intrinsèque du scandium ainsi que le facteur de corrélation fSc∗ de la diffusion du
traceur Sc∗. Dans les deux cas, que les effets d’ordre soient considérés ou non, on obtient
fScSc = fSc∗ ce qui indique donc qu’il n’y a pas de migration des petits amas (§2.4.5) et
donc que la différence observée sur le flux de germination aux plus faibles sursaturations
entre les résultats des simulations Monte Carlo et les prédictions de la théorie classique
de germination ne provient pas de là mais est directement reliée à la prédiction de la
distribution de taille des amas dans la solution solide.

5.5 Conclusions

Le modèle atomique basé sur un mécanisme d’échange lacunaire et utilisé dans les
simulations Monte Carlo cinétiques a pu être généralisé afin d’aller au-delà d’un modèle
d’interactions de paires et incorporer des interactions de multiplets, ces interactions tra-
duisant la dépendance des énergies effectives de paire avec leur environnement local et
donc les contributions énergétiques des effets d’ordre. Nous avons montré qu’avec de telles
interactions un soin particulier doit être apporté pour inclure correctement des lacunes
dans la description énergétique du système et également dans le modèle cinétique de
liaisons coupées. Ce modèle atomique a été appliqué au cas d’un réseau c.f.c. avec des
interactions effectives pour les tétraèdres de premiers voisins et les paires de seconds voi-
sins afin d’étudier la cinétique de précipitation dans deux systèmes binaires représentatifs
de Al-Zr et Al-Sc. Les paramètres purement thermodynamiques ont été obtenus à partir
de calculs ab initio et les paramètres cinétiques à partir des grandeurs expérimentales
disponibles.

Pour des températures suffisamment basses, ces interactions de multiplets ne modi-
fient nullement le comportement thermodynamique des systèmes binaires considérés, les
diagrammes de phases par exemple étant inchangés ainsi que la force motrice de germi-
nation associée aux solutions solides sursaturées. À ces températures, le comportement
cinétique de la solution solide ne semble pas non plus être influencé par la prise en compte
de ces effets d’ordre puisqu’aucun changement important sur la matrice d’Onsager n’est
observé. Pour obtenir un comportement cinétique différent suivant que ces effets d’ordre
sont considérés ou non il faut aller à des températures beaucoup plus élevées, là où une
modification du comportement thermodynamique est également observée.

Aux plus basses températures, les cinétiques de précipitation ne sont que faiblement
influencées par ces interactions de multiplet. Que ce soit pour la précipitation de Al3Zr,
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cas où il y a répulsion entre la lacune et le soluté, ou la précipitation de Al3Sc, cas où il
y a attraction, la cinétique de précipitation se trouve simplement légèrement ralentie par
la prise en compte de ces effets d’ordre pour les plus fortes sursaturation, ralentissement
qui se manifeste dans le stade de croissance-coalescence. Le stade de germination quant à
lui n’est pas affecté par ces interactions : les distributions de taille stationnaires des amas
dans la solution solide ne sont pas modifiées par ces effets d’ordre ni le flux stationnaire
de germination.

La comparaison entre les résultats des simulations Monte Carlo cinétique et les pré-
dictions de la théorie classique de germination ne présente pas un aussi bon accord qu’au
chapitre 3 : les distributions de taille ne sont pas aussi bien prédites, en particulier pour le
système Al-Sc où cette erreur se reporte aux plus faibles sursaturations sur le flux de ger-
mination prédit. Ceci provient en grande partie du fait que l’écart entre les énergies mises
en jeu et les températures étudiées est moins grand, l’entropie de configuration des amas
ayant donc une contribution plus importante. Ceci se manifeste au niveau des interfaces
qui sont relativement diffuses puisque nous avons vu que les interfaces planes s’étalent
sur ∼ 10 plans atomiques. En outre, dans le cas du système Al-Sc, l’interaction attractive
entre le soluté et la lacune pourrait modifier le comportement thermodynamique des amas
puisqu’il doit y avoir un enrichissement de lacunes à l’interface précipité / matrice.
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Conclusion

Le but principal de cette étude était de modéliser la cinétique de précipitation dans
les alliages Al-Zr-Sc, une étude à l’échelle atomique apparaissant nécessaire pour mieux
comprendre cette cinétique, notamment dans le cas de l’alliage ternaire à cause de la
grande variété des chemins cinétiques envisageables, sans perdre de vue qu’une modélisa-
tion à une échelle mésoscopique est également souhaitable afin de couvrir un plus large
domaine de sursaturations et de temps de recuit. Nous avons donc adopté une approche
confrontant simulations à l’échelle atomique et modèles mésoscopiques de la cinétique de
précipitation. Pour ce faire, plusieurs techniques complémentaires ont été mises en œuvre.

Les calculs ab initio : Grâce à ces calculs, il nous a été possible de compléter les don-
nées expérimentales utilisées pour paramétrer le modèle atomique et obtenir ainsi
une description des alliages Al-Zr-Sc la plus correcte possible. Ces calculs ont été
particulièrement précieux pour obtenir les interactions spécifiques à l’alliage ternaire.
Les paramètres énergétiques obtenus conduisent à la précipitation d’une structure
Al3ZrxSc1−x partiellement ordonnée suivant la structure L12, en accord avec les di-
verses observations expérimentales.

Les simulations de Monte Carlo cinétique : Ces simulations reproduisent la préci-
pitation de Al3Zr et Al3Sc en respectant les différents stades classiques que sont la
germination, la croissance et la coalescence. Quant à la cinétique de précipitation
dans l’alliage ternaire, ces simulations nous ont permis de montrer que la germina-
tion est contrôlée par les deux solutés alors que seul le scandium pilote le stade de
croissance. Ce constat permet de rationaliser les cinétiques expérimentales de préci-
pitation des alliages Al-Sc auxquels du zirconium est ajouté : en favorisant le stade
de germination, cette addition de zirconium conduit à une distribution plus dense
de précipités qui va de pair avec un appauvrissement en scandium de la solution
solide plus important au cours du stade de germination ; au final, il reste moins de
scandium disponible pour la croissance des précipités, si bien que ceux-ci sont plus
petits.

La théorie classique de germination : En constituant le modèle mésoscopique de pré-
cipitation le plus simple qui puisse être confronté aux simulations Monte Carlo, la
théorie classique de germination nous a permis de vérifier les différentes hypothèses
employées par ces différents modèles ainsi que la validité des paramètres d’entrée
généralement utilisés. En outre, la théorie classique de germination nous a fourni un
angle d’étude permettant de rationaliser plus aisément les résultats des simulations
Monte Carlo.
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La physique statistique : Différentes techniques de physique statistique ont été em-
ployées pour déduire du modèle atomique les paramètres mésoscopiques nécessaires
à la théorie classique de germination. Parmi ces approximations, le modèle de so-
lution solide idéale et l’approximation de Bragg-Williams sont couramment utilisés
dans les modèles mésoscopiques de précipitation. Par contre, ce n’est pas le cas des
autres approximations thermodynamiques que nous avons mises en œuvre : la mé-
thode de variation des amas ou CVM et les développements basse température. Ces
deux approximations se distinguent des précédentes par le fait qu’elles prennent en
compte la tendance à l’ordre existant même dans un système homogène et reposent
donc sur des bases physiques plus solides.

Principaux résultats

Modèles mésoscopiques
Grâce à la comparaison entre les résultats des simulations atomiques et les prédic-

tions de la théorie classique de germination, nous avons pu montrer la validité des dif-
férentes hypothèses employées par les modèles mésoscopiques de la précipitation. Ainsi,
l’approximation capillaire utilisée pour décrire le comportement thermodynamique des
amas sous-critiques présents dans la solution solide se révèle entièrement justifiée. Quant
à la description cinétique, la pertinence du flux de germination prédit par la théorie clas-
sique de germination nous permet de conclure que l’hypothèse d’une croissance des amas
contrôlée par la diffusion à longue distance du soluté et reposant uniquement sur la mi-
gration des monomères est parfaitement adaptée au système étudié.

Alliage à tendance à l’ordre
Une conclusion importante apportée par cette confrontation entre les différentes échelles

de modélisation est que, pour des alliages à tendance à l’ordre comme Al-Zr ou Al-Sc, il
est nécessaire de tenir compte de cette spécificité des interactions atomiques dans le calcul
des grandeurs d’entrée des modèles mésoscopiques. C’est la raison pour laquelle l’emploi
de l’approximation de Bragg-Williams pour calculer la force motrice de germination se
révèle incorrect. Une façon simple de tenir compte de cette tendance à l’ordre est d’utiliser
les développements basse température. Il est alors possible de généraliser l’approche déve-
loppée dans cette étude à d’autres alliages à tendance à l’ordre en utilisant au maximum
les informations qui peuvent être déduites de l’échelle atomique : les développements basse
température permettent d’obtenir aisément à partir de la limite de solubilité une énergie
d’ordre aux seconds voisins, seule grandeur énergétique véritablement pertinente pour ce
type d’alliage, à partir de laquelle une force motrice de germination peut être calculée tou-
jours grâce à cette même technique. L’approche ainsi proposée possède toute la simplicité
requise à une démarche générale, puisqu’elle est analytique, et permet d’aller au-delà du
modèle de solution solide idéale, valable uniquement aux plus faibles sursaturations, sans
reproduire les erreurs de l’approximation de Bragg-Williams.

Couplage entre interface et niveau de sursaturation
Un autre résultat intéressant est que l’approximation capillaire et son emploi pour

décrire le comportement thermodynamique des amas sous-critiques demeurent justifiés
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même aux plus fortes sursaturations lorsque les effets de frustration entre amas appa-
raissent. La forme globale de cette approximation reste inchangée mais par contre l’énergie
libre d’interface associée dépend désormais de la concentration nominale de la solution
solide. Ceci souligne à nouveau la robustesse des hypothèses sur lesquelles sont fondés les
modèles mésoscopiques de précipitation mais également le soin qui doit être apporté dans
le calcul de leurs paramètres d’entrée.

Alliage ternaire

Les simulations Monte Carlo nous ont conduits à proposer un schéma de modélisation
pour l’échelle mésoscopique permettant d’étudier la germination dans les alliages ternaires
Al-Zr-Sc. Ainsi, une généralisation de la théorie classique de germination a été construite
afin de prendre en compte la composition variable des précipités qui germent. Cette dé-
marche parvient à reproduire l’accroissement de la germination par addition respective
de zirconium et de scandium à un alliage binaire Al-Sc ou Al-Zr. Cependant, pour qu’elle
devienne réellement quantitative, il faudrait probablement améliorer les approximations
thermodynamiques utilisées afin d’atteindre le même niveau de précision que pour les
systèmes binaires.

Dans un second temps, un traitement non approché des équations gouvernant l’évolu-
tion des différentes classes d’amas est envisageable afin d’obtenir le flux de germination
et la composition des germes dans le cas général et non pas uniquement dans le cas où la
proportion d’un des deux solutés est petite devant l’autre.

Interactions de multiplets

Le modèle atomique a pu être enrichi afin de prendre en compte des interactions
de multiplets tout en conservant un mécanisme cinétique d’échange lacunaire. Le but
de ces interactions est de traduire la dépendance de simples interactions de paires avec
leur environnement local et par là même d’améliorer la description thermodynamique.
Ces interactions sont généralement introduites dans les études ab initio ou, sous une
forme déguisée, dans des approches de type Calphad afin de reproduire au mieux diverses
grandeurs thermodynamiques, en particulier les diagrammes de phases. D’un point de
vue théorique, notre étude montre que le même niveau de description des interactions
atomiques peut être conservé dans une étude cinétique sans que ce soit au détriment de
la description du mécanisme cinétique.

Nous avons étudié les changements associés à de telles interactions de multiplets sur
deux systèmes modèles se différenciant principalement par leur comportement cinétique.
Que ce soit pour un système s’apparentant à Al-Zr, cas où il y a répulsion entre le soluté
et la lacune, ou pour un système s’apparentant à Al-Sc, cas où il y a attraction entre le
soluté et la lacune, la prise en compte de ces interactions a très peu d’effet, la cinétique de
précipitation obtenue étant légèrement plus lente aux plus fortes sursaturations. Pour que
cette prise en compte des effets d’ordre sur les tétraèdres de premiers voisins modifient la
cinétique de précipitation, il faudrait probablement étudier un système où le domaine de
stabilité de la solution solide autorise des concentrations en soluté plus élevées.
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Perspectives à plus long terme

Afin d’aller plus en avant dans la modélisation de la cinétique de précipitation dans les
alliages Al-Zr-Sc, deux traits caractéristiques de cette cinétique révélés par les différentes
études expérimentales, y compris par l’étude que nous avons initiée, nécessitent d’être
considérés.

Contributions élastiques

Ces études montrent une grande diversité des formes existant pour les précipités Al3Zr,
ceux-ci pouvant être soit sphériques, soit en forme de bâtonnet, sans oublier qu’une tran-
sition de la structure métastable L12 vers la structure stable DO23 a lieu à partir d’une
certaine taille. Pour étudier à l’échelle atomique ces différentes manifestations des contri-
butions élastiques, il est nécessaire de relâcher la contrainte de réseau rigide. Ceci nécessite
de développer un potentiel empirique représentatif de l’alliage considéré. Nous avons tenté
de générer un tel potentiel de type EAM (Embedded Atom Method) pour l’alliage Al-Zr
dans le but principal de pouvoir étudier la compétition entre les structures DO23 et L12

de Al3Zr. Néanmoins, aucun potentiel empirique satisfaisant n’a pu être généré : il semble
qu’en l’état actuel la description des interactions atomiques conduisant à la stabilisation
de la structure DO23 par rapport à la structure L12 soit hors de portée des potentiels
empiriques. Tout un travail théorique de développement de ces potentiels pour les alliages
apparâıt nécessaire avant de pouvoir aborder une telle problématique. En outre, il ne faut
pas perdre de vue que l’emploi de tels potentiels dans un algorithme de Monte Carlo ciné-
tique ne permet pas, vu la lourdeur des calculs, d’envisager la simulation d’une cinétique
complète de précipitation.

Une voie alternative permettant de modéliser de tels effets élastiques à une échelle ato-
mique sans passer par la construction d’un potentiel empirique consisterait à s’inspirer de
la façon dont les contributions élastique sont traitées dans la méthode de champ de phase
afin d’inclure ces mêmes contributions sur un modèle de réseau rigide. Une telle approche,
principalement qualitative dans un premier temps, pourrait permettre ainsi d’étudier la
compétition entre la précipitation des structures stable et métastable de Al3Zr.

Compétition entre germination homogène et hétérogène

Un autre aspect révélé par les différentes études expérimentales et confirmé par notre
travail est la compétition entre germination homogène et hétérogène. En particulier, la
germination homogène de Al3Zr est rarement observée, ce que confirment les observa-
tions MET que nous avons réalisées. Il est envisageable d’étendre le modèle atomique
afin d’étudier cette compétition entre précipitation homogène et hétérogène. Dans un pre-
mier temps, ceci ne peut être effectué que d’une façon assez théorique, la représentation
d’un joint de grains ou d’une dislocation sur lesquels les précipités vont pouvoir se former
étant très schématique avec un modèle sur réseau rigide. Néanmoins, cette approche à
l’échelle atomique peut se révéler intéressante afin de valider les différentes hypothèses
utilisées par les modèles mésoscopiques rendant compte de cette compétition entre préci-
pitation homogène et hétérogène et également afin d’enrichir la description de la cinétique
de précipitation par ces modèles tout comme nous l’avons fait dans cette étude pour la
précipitation homogène. Une fois consolidées les bases physiques sur lesquelles ces mo-
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dèles mésoscopiques reposent, il deviendrait alors envisageable d’avoir une approche plus
quantitative.
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Annexe A

Interactions entre Al et Sc

Afin d’estimer la portée des interactions entre les atomes Al et Sc et de vérifier ainsi que
nous avons le droit de considérer que les atomes n’interagissent pas au-delà des seconds
voisins, nous calculons ab initio les énergies de formation d’un ensemble de composés
ordonnés dans le système Al-Sc, les structures de ces composés étant toutes basées sur
un réseau c.f.c. . Un développement en amas de ces énergies est ensuite effectué pour
en déduire un jeu d’interactions dans un modèle d’Ising généralisé. La méthode est donc
similaire à celle appliquée précédemment au système Al-Zr dans la référence 3.

A.1 Calculs ab initio

Les calculs ab initio sont réalisés à l’aide de la méthode FP-LMTO (Full-Potential
Linear-Muffin-Tin-Orbital) [76–78] avec le programme développé par Methfessel et Van
Schilfgaarde [79]. Ces calculs sont effectués dans l’approximation GGA (Generalized Gra-
dient Approximation) [152,153] en utilisant la paramétrisation de Perdew et al. [80] pour
la fonction d’échange et corrélation. Hormis l’approximation choisie pour calculer ce terme
d’échange et corrélation, les détails des calculs sont similaires à ceux réalisés sur le système
Al-Zr [3].

Pour obtenir l’énergie de formation des différents composés ordonnés, seuls les volumes
sont relaxés : aucune relaxation des mailles élémentaires par rapport au réseau c.f.c. sous-
jacent ni des positions atomiques n’est autorisée. L’ensemble des résultats de ces calculs
est présenté dans le tableau A.1, les énergies de formation étant exprimées par rapport
aux éléments purs Al et Sc sur un réseau c.f.c. .

Pour les différentes structures du composé Al3Sc, nous effectuons également un calcul
d’énergie de formation en autorisant la relaxation de tous les degrés de liberté (forme de la
cellule primitive et positions atomiques) dans le but de vérifier que les structures DO22 et
DO23 ne se stabilisent pas par un effet de relaxation comme c’est le cas pour Al3Zr [3–5].
On obtient bien alors que la structure L12 est la plus stable, les énergies de formation des
structures DO22 et DO23 complètement relaxées étant plus élevées (Tab. A.2). Pour la
structure L12, l’accord avec l’énergie de formation mesurée par calorimétrie par Caccia-
mani et al. [24] est excellent. Celui-ci n’était pas aussi bon pour les énergies calculées par
Asta et Ozolins [70] en utilisant la méthode des pseudopotentiels. C’est pourquoi nous
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Tab. A.1 : Volume d’équilibre V0, module d’incompressibilité B et énergie de forma-
tion ∆Eform obtenus par calcul ab initio (FP-LMTO) et énergie de formation donnée
par le développement en amas (CE) pour différents composés du système Al-Sc. Ces
énergies de formation sont définies par rapport aux structures c.f.c. des éléments purs
Al et Sc.

Symbole Structure V0 B ∆Eform (eV/at.)

de Pearson type (Å3/at.) (GPa) FP-LMTO CE
Al (c.f.c.) cF4 Cu 16.53 73 0. 0.
Al4Sc (D1a) tI10 MoNi4 17.76 74 −0.211 −0.238
Al3Sc (L12) cP4 Cu3Au 17.28 81 −0.463 −0.433
Al3Sc (DO22) tI8 Al3Ti 17.85 78 −0.337 −0.350
Al3Sc (DO23) tI16 Al3Zr 17.63 79 −0.388 −0.385
Al2Sc (β) tI6 MoSi2 18.67 72 −0.227 −0.248
AlSc (L10) tP4 AuCu 19.52 76 −0.451 −0.451
AlSc (L11) hR32 CuPt 20.59 64 −0.190 −0.186
AlSc (CH40) tI8 NbP 19.91 69 −0.287 −0.284
AlSc (D4) cF32 ?a 20.56 63 −0.149 −0.153
AlSc (Z2) tP8 ?a 20.42 65 −0.133 −0.133
Sc2Al (β) tI6 MoSi2 21.52 65 −0.269 −0.248
Sc3Al (L12) cP4 Cu3Au 21.76 64 −0.280 −0.308
Sc3Al (DO22) tI8 Al3Ti 21.82 62 −0.232 −0.225
Sc3Al (DO23) tI16 Al3Zr 21.78 62 −0.259 −0.261
Sc4Al (D1a) tI10 MoNi4 22.44 59 −0.165 −0.138
Sc (c.f.c.) cF4 Cu 24.60 52 0. 0.

aLa description des structures D4 et Z2 se trouve dans la référence 151.
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Tab. A.2 : Propriétés des différentes structures de Al3Sc complètement relaxées ob-
tenues par calcul ab initio ou expérimentalement : volume d’équilibre V0, module d’in-
compressibilité B, rapport de tétragonalité c/a de la maille et énergie de formation
∆Eform. L’état de référence utilisé pour le scandium est la structure stable hexago-
nale compacte.

V0 B c/a ∆Eform

(Å3/at.) (GPa) (eV/at.)
L12 FP-LMTO 17.28 81 −0.453

Pseudopotentiela (norme conservée) 16.1 96 −0.523
Pseudo potentiela (ultra-doux) 16.5 94 −0.497
Exp. 17.29b 91c −0.451± 0.02d

DO22 FP-LMTO 17.87 80 1.097 −0.363

DO23 FP-LMTO 17.64 80 1.067 −0.405

aRef. 70, bRef. 155, cRef. 156, dRef. 24

avons préféré retenir notre valeur dans la procédure d’ajustement du modèle atomique
(§2.2.1). Quant au volume d’équilibre de cette même structure, là encore, la valeur que
nous obtenons est en nettement meilleur accord avec la valeur expérimentale. Ceci provient
simplement du fait que nous avons utilisé l’approximation GGA pour le terme d’échange
et corrélation tandis que Asta et Ozolins utilisent l’approximation LDA (Local Density
Approximation), cette dernière étant connue pour sous-estimer les volumes d’équilibre.

A.2 Développement en amas

À partir de cet ensemble d’énergies calculées ab initio pour différents composés ordon-
nés, nous réalisons un développement en amas 1 [149]. Les amas retenus pour effectuer ce
développement de l’énergie sont les paires allant des premiers jusqu’aux huitièmes voisins,
{2,1} · · · {2,8}, ainsi que le triangle et le tétraèdre de premiers voisins, {3,1} et {4,1},
soit en tout 10 amas différents. Les coefficients énergétiques associés sont obtenus grâce
à la méthode de Connolly-Williams [154], c’est-à-dire par un ajustement moindre carré
de l’énergie de formation donnée par le développement sur les énergies calculées ab initio
pour les 15 composés ordonnés du tableau A.1. Les valeurs des coefficients énergétiques
ainsi obtenus sont présentées dans le tableau A.3 : il apparâıt clairement que l’amplitude
des interactions entre atomes premiers et seconds voisins est prédominante par rapport
aux interactions à plus longue portée. Les énergies prédites par ce développement pour
les différents composés du binaire Al-Sc ne sont évidemment pas identiques à celles direc-
tement calculées ab initio (Tab. A.1), le développement en amas étant tronqué et donc
approximé. Néanmoins, celui-ci parvient à rendre compte qualitativement des variations

1Un résumé du formalisme des développements en amas est donné au §5.1.1.
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Tab. A.3 : Coefficients du développement en amas de l’énergie de formation pour le
système binaire Al-Sc.

JαAmas Dα (meV/at)
{2,1} 6 46.66
{2,2} 3 −27.22
{2,3} 12 7.82
{2,4} 6 −6.71
{2,5} 12 0.16
{2,6} 4 −2.69
{2,7} 24 −1.56
{2,8} 3 −5.49
{3,1} 8 7.80
{4,1} 2 8.14

d’énergie d’une structure à l’autre. Les coefficients associés à ce développement de l’énergie
semblent donc bien représentatifs des interactions entre atomes Al et Sc.
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D’un ensemble à l’autre

Suivant les cas, il est plus facile de calculer les différentes grandeurs thermodynamiques
à concentrations imposées ou à potentiels chimiques imposés, c’est-à-dire dans l’ensemble
canonique ou l’ensemble semi-grand canonique, le nombre de sites cristallins considérés
étant quant à lui toujours constant. Cette annexe se propose de faire le point entre les
relations existant pour passer d’un ensemble à l’autre. Pour ce faire, nous considérons
un système binaire homogène de même symétrie que le réseau cristallin sous-jacent, la
généralisation à une symétrie autre, L12 par exemple, ou à un système ternaire étant
immédiate.

Ensemble canonique

L’énergie libre d’une assemblée de NA atomes A et NB atomes B peut s’écrire sous
la forme F(NA, NB) = NsF (x) où Ns = NA + NB est le nombre de sites considérés et
x = NB/(NA + NB) la fraction d’atomes B. Les potentiels chimiques des espèces A et B
sont alors définis par

µA =

(
∂F

∂NA

)
NB

et µB =

(
∂F

∂NB

)
NA

. (B.1)

En considérant les dérivées de l’énergie libre par rapport au nombre de sites Ns et la
fraction atomique xB, ces définitions conduisent aux relations

µA(x) = F (x)− x
dF (x)

dx
, (B.2a)

µB(x) = F (x) + (1− x)
dF (x)

dx
. (B.2b)

Ensemble semi-grand canonique

À partir des potentiels chimiques µA et µB, il est possible de définir l’énergie libre
grand canonique A et le potentiel d’alliage µ par

A =
1

2
(µA + µB) et µ =

1

2
(µB − µA) . (B.3)
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En tenant compte des relations B.2, ces grandeurs s’expriment en fonction de l’énergie
libre F (x) et de sa dérivée par rapport à la fraction atomique x :

A = F (x) + (1− 2x)
1

2

dF (x)

dx
= F (x) + (1− 2x)µ, (B.4a)

µ =
1

2

dF (x)

dx
. (B.4b)

Grâce à l’équation B.4a, il est possible d’exprimer la fraction atomique x à partir de
l’énergie libre grand canonique A et du potentiel d’alliage µ. On obtient

x(µ) =
1

2

(
1− dA(µ)

dµ

)
. (B.5)



Annexe C

Distribution de taille des amas

La loi de probabilité donnant la distribution de taille des amas sous-critiques dans
la solution solide peut être établie facilement dans le cas d’une solution solide diluée
[131,157]. Considérant une assemblée d’amas comportant Nn amas de taille n et d’énergie
libre1 Gn, l’énergie libre totale peut s’écrire sous la forme

G =
∞∑

n=1

NnGn + kT log (Ω), (C.1)

où Ω est le nombre de configurations possibles pour l’assemblée d’amas. Ce nombre peut
être estimé aisément si on suppose que chaque amas occupe un seul site et si on néglige
les sites exclus autour de chaque amas. On obtient alors

Ω =
Ns!

N1! (Ns −N1)!

(Ns −N1)!

N2! (Ns −N1 −N2)!
· · · , (C.2)

le premier facteur correspondant aux nombres de façons de disposer les N1 monomères
sur les Ns sites du réseau, le second facteur aux dimères, et ainsi de suite. Ce nombre de
configurations possibles s’écrit sous la forme plus compacte

Ω =
Ns!

(Ns −
∑∞

n=1 Nn)
∏∞

n=1 Nn!
. (C.3)

La concentration de chaque classe de taille étant définie par Cn = Nn/Ns, la formule de
Stirling conduit alors à l’estimation suivante de l’énergie libre du système

G = Ns

{
∞∑

n=1

CnGn + kT

[(
1−

∞∑
n=1

Cn

)
log

(
1−

∞∑
n=1

Cn

)
+

∞∑
n=1

Cn log (Cn)

]}
. (C.4)

Les concentrations Cn sont obtenues en minimisant l’énergie libre G = G/Ns tout en
respectant la contrainte que la concentration de soluté doit être égale à une valeur fixée

1Cette énergie libre est celle définie par l’équation 3.47 et que nous avons pu calculer exactement dans
le cas d’amas de structure L12 contenant au plus 9 atomes (§3.5.1), à ne pas confondre avec l’énergie
libre de formation des amas donnée par l’équation 3.48 et qui peut être estimée grâce à l’approximation
capillaire.
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x, c’est-à-dire
∞∑

n=1

nCn = x. (C.5)

Cette minimisation sous contrainte s’effectue plus aisément en considérant l’énergie libre
grand canonique

A = G + (1− 2
∞∑

n=1

nCn)µ, (C.6)

où nous avons introduit un multiplicateur de Lagrange µ. Celui-ci est directement relié à
la différence de potentiels chimiques entre le solvant A et le soluté B, µ = (µB − µA)/2
(cf. annexe B). Il nous faut donc résoudre le système d’équations

∂A
∂Cn

= 0, (C.7)

dont la solution vérifie

Cn

1−
∑∞

j=1 Cj

= exp

(
−Gn − 2nµ

kT

)
. (C.8)

∆Gn = Gn − 2nµ est l’énergie libre de formation des amas à partir d’une solution
solide portée au potentiel d’alliage µ. Il s’agit de la grandeur directement estimée par
l’approximation capillaire. Ce raisonnement étant valable dans la limite diluée, la somme
apparaissant dans le membre de gauche de l’équation C.8 est négligeable devant 1, si bien
qu’au final on obtient

Cn = exp (−∆Gn/kT ). (C.9)
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[34] Izumi O. et Oelschlägel D. On the decomposition of a highly supersaturated
Al-Zr solid solution. Scripta Metall. 3 (1969), p. 619.
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[68] Athènes M. Parallel Monte Carlo simulations using a residence weight algorithm.
Phys. Rev. E 66 (2002), p. 016701.

[69] Ducastelle F. Order and Phase Stability in Alloys (North-Holland, Amsterdam,
1991).

[70] Asta M. et Ozolins V. Structural, vibrational, and thermodynamic properties of
Al-Sc alloys and intermetallic compounds . Phys. Rev. B 64 (2001), p. 094104.

[71] Ozolins V. et Asta M. Large vibrational effects upon calculated phase boundaries
in Al-Sc. Phys. Rev. Lett. 86 (2001), p. 448.

[72] Kikuchi R. A theory of cooperative phenomena. Phys. Rev. 81 (1951), p. 988.

[73] Sanchez J.M. et de Fontaine D. The fcc Ising model in the cluster variation
approximation. Phys. Rev. B 17 (1978), p. 2926.

[74] Hoshino T., Zeller R. et Dederichs P.H. Local-density-functional calculations
for defect interactions in Al . Phys. Rev. B 53 (1996), p. 8971.

[75] Hultgren R., Desai P.D., Hawkins D.T., Gleiser M., Kelley K.K. et Wag-
man D.D. Selected Values of the Thermodynamic Properties of the Elements (Am.
Soc. Metals, Metals Park, Ohio, 1973).

[76] Andersen O.K. Linear methods in band theory . Phys. Rev. B 12 (1975), p. 3060.

[77] Methfessel M. Elastic constants and phonon frequencies of Si calculated by a fast
full-potential LMTO method . Phys. Rev. B 38 (1988), p. 1537.

[78] Methfessel M., Rodriguez C.O. et Andersen O.K. Fast full-potential calcula-
tions with a converged basis of atom-centered linear muffin-tin orbitals : Structural
and dynamic properties of silicon. Phys. Rev. B 40 (1989), p. 2009.

[79] Methfessel M. et van Schilfgaarde M. Derivation of force theorem in density-
functional theory : Application to the full-potential LMTO method . Phys. Rev. B
48 (1993), p. 4937.

[80] Perdew J.P., Burke K. et Ernzerhof M. Generalized gradient approximation
made simple. Phys. Rev. Lett. 77 (1996), p. 3865.

[81] Xu J.H. et Freeman A.J. Phase stability and electronic structures of ScAl3 and
ZrAl3 and of Sc-stabilized cubic ZrAl3 precipitates . Phys. Rev. B 41 (1990), p.
12553.

[82] Ehrhart P., Jung P., Schultz H. et Ullmaier H. Atomic defects in metals .
Dans Landolt-Börnstein, New Series, Group III (édité par Ullmaier H.) (Springer-
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