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Chapitre 1

Introduction générale

Si la manipulation d’atomes neutres par la lumiére s’eselifppée depuis une tren-
taine d’années [1, 2], I'étude de leur interaction avec desmps optiques confinés au
voisinage d’'une surface est un domaine relativement réGéest en 1982 que R.J. Cook
et R.K. Hill [3] décrivent le principe du miroir atomique : daisceau d’atomes peut étre
dévié par une onde évanescente se propageant a la surfacpridome si la fréquence
du rayonnement est Iégérement supérieure (de I'ordre dgupeelargeurs de raie) a la
fréquence de transition des particules. Elles subisserd ahe force dite "dipolaire”, qui
résulte de I'interaction du gradient de I'intensité lumise avec le dipole atomique induit
par le champ électrique.

SN
\

FIG. 1.1 — Principe du miroir atomique.

Le premier miroir atomique a été réalisé expérimentalerpani.l. Balykin et V.S.
Lethokov en 1987 [4, 5]. Suite a ce premier succes, de nomlatispositifs de manipu-
lation d’atomes ont été développés sur le méme principes Bsannées 1990, plusieurs
équipes proposent et démontrent expérimentalement lageid’atomes par une onde
évanescente confinée au voisinage de la paroi d’'une fibrgueptireuse de diametre
micronique [6, 7, 8]. Ce domaine s’est également enrichiteelsniques de refroidisse-
ment des atomes neutres développées des le début des aB@édg,19, 10, 11], pour
lesquelles S. Chu, C. Cohen-Tannoudji et W.D. Phillips egurle prix Nobel en 1998
[12, 13, 14]. Ainsi, I'utilisation de plusieurs champs égapents, combinée avec les tech-
niques de refroidissement, permettent de réaliser degepidg surface contenant une
population dense d’atomes froids [15, 16, 17, 18]. C'estigltdment une voie utilisée
pour I'étude de la condensation de Bose-Einstein.

Un des principaux domaines de recherche en optique atordayuseles années 1990
est la diffraction d’atomes neutres. Les premieres expéee ont été réalisées en trans-
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mission a travers des réseaux optiques a ondes statiosraitenus par superposition de
deux faisceaux laser se propageant en sens oppose [19, 2Q] Zigure 1.2-a). En 1988,
D.E. Prichardet al. réalisent la diffraction d’'un faisceau atomique avec ura@smaté-
riel [23]. Puis, suite aux observations de déviations diee par une onde évanescente,
J.V. Hajnal et G.I. Opat ont proposé en 1989 de faire interfdeux ondes de surface
de maniére a créer un réseau de diffraction en réflexion [2&}périence a été réalisée
guelques mois plus tard par les auteurs [25]. Ces réseaigqueptde surface ont depuis
fait 'objet de nombreuses études théoriques et expéraenf26, 27].

Un enjeu important de la diffraction est la création d’unpdisitif permettant la sé-
paration d’'un faisceau atomique incident en deux faiscealnérents (séparatrice ato-
mique). L'objectif est la réalisation d’interférometres grande précision qui permet-
traient d’effectuer des mesures expérimentales extrémiefines dans le domaine de la
mécanique quantique ou de la relativité générale [28, 26%. interféromeétres tels que
celui représenté sur la figure 1.2-b sont d’autant plus prgwe la surface délimitée par
les deux bras est grande. Ainsi, une question importanté Bagigmentation de I'angle
de séparation des faisceaux. Une solution consiste a damiaypériode, mais celle des
réseaux qui utilisent des ondes stationnaires est limitEedemi-longueur d’onde du
champ électromagnétique.

hw hw

(b)
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FIG. 1.2 — (a) Réseau de diffraction en transmission. (b) laterhétre a bras séparés
sensible a la gravité.

Cette limite semble infranchissable dans le cas des résgatransmission, obtenus
par superposition cohérente d’ondes propageantes libreeffet, il est connu que le
champ électromagnétique varie alors spatialement sur cimellé dont la valeur mini-
male est une fraction de la longueur d’onde (limite de diffian). En revanche, si cette
limite concerne les ondes électromagnétiques libres plantde d’une onde évanescente
peut varier sur une distance beaucoup plus courte. De nosgs@xpériences et études
théoriques ont en effet montré que des objets de dimensitmbagueur d’'onde étaient
capables de confiner la lumiére dans leur voisinage immg&atL’ amplitude du champ
électromagnétique varie alors sur une échelle bien infégia la longueur d’'onde. C’est
I'optique de champ proche qui étudie 'ensemble des phénemeéptiques associés au
confinement de la lumiére par des objets déposés sur uneeurfa

Ainsi, A. Robertset al. ont proposé en 1996 de déposer sur le prisme un réseau mate-
riel de période sub-longueur d’onde [31, 32]. L'onde deacefest alors confinée par les
nanostructures : il en résulte une modulation périodiqu&adeplitude du champ électro-
magnétique, de période identique a celle du réseau matdriglutre point de vue est de
dire que I'onde évanescente est diffractée par le réseaardsstructures : la modulation
provient alors de la superposition cohérente des différertres de diffraction.



@ (b)

FIG. 1.3 — (a) Diffraction d’atomes par une onde évanescentestarcturée. (b) Enton-

noir atomique composé de deux anneaux résonants. Les atmmesoncentrés radia-
lement par I'action de forces dipolaires. Le mode d’exmtatdes anneaux n'a pas été
représenté.

Une part importante de ce mémoire de these est consacré&edelthéorique d’'une
expeérience de diffraction d’atomes froids par un tel résgatique (figure 1.3-a). L'uti-
lisation d’atomes froids permet d’augmenter significatieait 'angle de diffraction en
diminuant leur longueur d’onde de de Broglie. Dans la preengartie, nous étudions en
détail la structure tridimensionnelle du champ proche mibtear couplage d’'une onde
évanescente avec un réseau matériel sub-longueur d’omdienensionnel ou bidimen-
sionnel. Nous commencons par décomposer le champ élegnaétigue sur 'ensemble
de ses composantes diffractées. Une étude portant uniguenneles vecteurs d’ondes
des harmoniques du rayonnement permet de comprendre cdrtarstructure spatiale
du champ se modifie en fonction des parameétres du réseau atgdernétrie d’illumi-
nation. Cette partie se termine par I'exposé d’'un algoréhie calcul exact du champ
proche diffracté par un objet périodique, puis par un catcuhérique de l'intensité élec-
trique dans plusieurs configurations expérimentales.

Dans la deuxieme partie est abordée I'étude de la diffra@tomique par le champ
optique précédent. Nous commencons par la descriptionimterfction atome-champ
au moyen des équations de Bloch optiques. Deux modelesud#ust interne atomique
sont envisagés. La description la plus simple ne prend eptgue deux niveaux. Dans
ce cas, et sous certaines hypotheses, le potentiel d'otitemeest un scalaire proportion-
nel a l'intensité du champ optique. Puis, afin d’étudierfltience de la polarisation du
champ proche sur la diffraction, nous introduirons un sdaondéle prenant en compte
la structure fine de I'atome. Nous poursuivrons par une gegam analytique de la dif-
fraction atomique qui nous permettra de dégager et d’indéeples parametres pertinents
intervenant dans le processus de diffraction. Cette étsideoeplétée par I'exposé d’'un
algorithme de propagation de paquets d’ondes. Cet algogithst appliqué a I'étude de la
diffraction atomique par un réseau uni- ou bidimensionhé&®résultats sont comparés
aux calculs analytiques.

Dans la derniere partie de ce mémoire, nous nous intéressarone autre applica-
tion de I'optique de champ proche a la manipulation d’atomadilisation de champs
optiques confinés pour la nanolithographie. Le principesesur la création d’'un enton-
noir atomique permettant la déposition d’atomes dans uib ya#time sur une surface,
de maniere a créer une nanostructure de forme arbitrairprémier dispositif a été pro-
posé en 1996 puis réalisé en 2001 par M. Oletisal. [33, 34]. Il consiste en un miroir



atomigue conique (axicon) percé d’un trou a son extrémies @omes froids effectuent
plusieurs rebonds dans I'onde évanescente, et sont cenghrila gravitation jusqu’au
trou de sortie, par lequel ils s’échappent en une fine colonne

La géométrie a laquelle nous nous intéressons est dif&(eoir figure 1.3-b). Le
principe est de concentrer un faisceau d’atomes froids etedhore au moyen de forces
dipolaires, proportionnelles au gradient de I'intensitéayonnement. Afin d’obtenir des
gradients importants, I'utilisation d’anneaux diélegtrés de section sub-longueur d’onde
est envisagée. Ces structures se comportent comme dessdaaiiry-Pérot et exaltent le
champ électrique lorsque la longueur d’onde du champ d&eh obéit a une condition
de résonance spécifique. Lorsque plusieurs anneaux squigesples résonances indivi-
duelles sont alors remplacées par des résonances cakea® longueurs d’'onde modi-
fiées.

Il s’agit principalement dans ce mémoire d’étudier difféisearrangements de ces
résonateurs dans le but de trouver une configuration ogighkalchamp permettant la
concentration des atomes. Dans un premier chapitre, nausa#s une méthode numé-
rique exacte fondée sur les fonctions de Green dyadiqudsatnélectromagnétique qui
permet de calculer le champ proche diffracté par une streickel forme quelconque sup-
portée par une surface. Dans une deuxiéme partie, noudirgmns un modéle analytique
simplifié permettant de décrire le spectre ainsi que la gtraanodale d’'un ensemble de
résonateurs annulaires couplés. Ce modele permet d'iéterges cartes de champs et
les spectres calculés numériquement.

Le champ proche optique étant une notion centrale de celfragas commencons
par en donner un bref panorama.

1.1 Notion de champ proche optique

La notion de champ proche désigne une large classe de phaasmie surface ren-
contrés dans beaucoup de domaines de la physique. En méeanigntique, il désigne
par exemple I'extension de la fonction d’'onde électronignedehors des limites phy-
siques d’'un conducteur. En physique du solide, la surfaga dtistal ionique impose
naturellement un champ statique évanescent dans le videdi@érents aspects ont été
exposés en détails par C. Giratlal. dans I'article de revue [35].

En optique, la notion de champ proche peut étre introduitatirpl’'une approche tres
simple exposée par J.J. Greffet dans la référence [36]. Damspére cartésiefOxyz),
considérons une distribution de champ électrique monochtigueE (x,y,z)e '™ dans
le vide, de pulsatiom. Nous allons nous intéresser a son comportement au voesthag
planz= 0, qui pourra représenter par exemple le plan d’un dioptta surface d’'un objet
diffractant. Il obéit a I'équation d’Helmoltz homogéne nddaquelle le temps n’intervient

plus explicitement :

AE(x,Y,2) +§E<x,y,2> =0 (1.2)

ou A est I'opérateur laplacien etest la vitesse de la lumiére dans le vide. Le champ
électrique peut étre décomposé comme une somme d’ondessalon les variables



ety:

E(XY,2) = //E(u,v, 2)e (W dudy (1.2)
En injectant cette décomposition dans 1.1, nous trouvons :
d?E(u,v,2) [w? -
—gz T (?—u —vz) E(u,v,2) =0 (1.3)

Cette expression est une équation différentielle d’'undeseariablez, dans laquelleu
et v interviennent comme des parametres. La solution génésalgne somme de deux
exponentielles complexes de la forme :

~ i i [ 0P
E(u,v,2) = A(u,v)é"?+B(u,v)e™* avec w= ?—uz—v2 (1.4)

Si I'on suppose que le champ se propage uniguement danslzidirz > 0, le terme
B(u,Vv) est nul et par conséquent :

E(xY,2) = //E(u,v, 0) &WFWiWa gy dy (1.5)
Pour calculer les amplitude;f{u,v, 0) dans le plarz= 0, on utilise la formule d’inversion :

E(u,v,0) = 4—;//E(x,y,O)e‘i(“X+Vy)dxdy

Ainsi, on peut déduire de I'expression du champ électriqueuge interface la valeur de
ce champ dans tout le demi-espace0. Ceci est un cas particulier du théoréme de Green
bien connu en optique, fondement des diffractions de Fresmke Fraunhofer en champ
lointain par un objet d’amplitude ou de phase s’interposante trajet d’'une onde plane.

Le point clé de ce raisonnement est que la composaulie vecteur d’onde peut étre
soit réelle soit imaginaire. Cette différence est a la baseeddistinction entre champ
lointain et champ proche :

» west réel si? +v? < w?/c?. Il s'agit des basses fréquences spatiales. Les compo-
santes de Fourier correspondantes se propagent dansckaoaiictu vecteur d’onde
(u,v,w = \/w?/c2 — u2 —v2). Leur amplitude peut alors étre mesurée par un dé-
tecteur placé en champ lointain. Cette méthode nous doroes &t spectre de
Fourier des basses fréquences spatiales du champ élegtriqu

» enrevanche, lorsque +v? > w?/c?, w est imaginaire et le champ s’atténue expo-
nentiellement avec la hautegrsur une distance/4/u? +v2 — w2 /c2. Le champ,
dit évanescent, ne se propage plus que selon la direatior0) paralléle a la sur-
face. Cela signifie que les détails de sa structure (haidgadnces spatiales) sont
confinés au voisinage du plan= 0, et ne peuvent pas étre détectés en champ
lointain.

Le champ proche est la partie du rayonnement qui n’est coéepgse de ces contribu-
tions évanescentes. Il est donc localisé au voisinage defics.



Génération et observation du champ proche. L'optique de champ proche a d’abord
été développée dans le but de dépasser la limite de résoligminstruments d’optique
travaillant en champ lointain. Il est en effet connu que $etvation d’un objet au moyen
d’'un microscope optique classique se heurte a une limit@ési@ution donnée par I'ex-
pression : N

’222nsine

ou n est I'indice du milieu dans lequel se trouve I'échaotilb le demi-angle d’ouverture
du microscope e le diamétre minimal de I'objet observé. Cette relation,rammsous le
nom de critére de Rayleigh, provient du fait que tout pointrse placé au point focal ob-
jet du systeme imageur créé sur I'écran d’observation wietéle largeud. Son origine
physique est la limitation de I'étendue spatiale du chareptédmagnétique par l'instru-
ment lui-méme. Ainsi, I'ordre de grandeur de la résolutiamdnicroscope classique est
la demi-longueur d’'onde.

d=

C’est en 1928 que E. Synge propose d'utiliser la lumiére gesart d’'un trou sub-
longueur d’onde pratiqué dans un écran opaque afin de fasriqe source de lumiére
extrémement localisée [37]. Approchée de la surface a wstardie inférieure a la lon-
gueur d’'onde, elle illumine une portion de I'objet obserué gne dimension de méme
ordre de grandeur. Le champ diffracté, détecté en chamfaloirpermet alors d’accéder
a des détails de I'objet bien en dessous de la limite de résolimposée par le cri-
tere de Rayleigh. Cette expérience a été réalisée beautmifapd dans le domaine des
micro-ondes par E.A. Ash et G. Nicholls en 1972 [38]. IlIs dif¢&ivement obtenu une
résolution de I'ordre d& /60. Cependant, la technologie de I'époque ne permettad@as
réaliser les mémes performances dans le domaine de 'eptigible. Il faudra attendre
1984, apres le développement du microscope a effet tuneetréhique en 1982, pour
que soit créé sur le méme principe le premier microscopgo@ten champ proche par
D. Pohl [39].

Depuis, de multiples méthodes d’observation en champ prooh été développées.
Une amélioration importante a été de remplacer le trou parmpainte métallisée jouant
le méme rble tout en éliminant les défauts liés au contaceéatsonde et I'échantillon.
Aujourd’hui, de nombreux types de microscopes se distingggeivant le mode d'illu-
mination, le type de la pointe, le mode de collection. Il neg#t’ pas ici de faire une
énumeration de tous les systémes de microscopes optiqubsug proche. Pour illus-
tration, nous indiquons sur la figure 1.4 deux configurat@assiques de microscopes en
transmission.

La premiére configuration, dite SNOM, pdbcanning Near-field Optical Microscope
repose sur la détection en champ lointain de la lumiere re§®par I'échantillon. L'éclai-
rage se fait dans ce cas par la pointe, I'échantillon coisgamt le champ évanescent en
ondes propagatives. La pointe est la plupart du temps rectaud’'une couche métallique
afin d’avoir une meilleure localisation de la lumiére.

La deuxieme configuration est celle qui se rapproche le pus géométrie étudiée
dans ce mémoire. Elle fait partie de la famille des microssop effet tunnel optique,
analogue électromagnétique du microscope a effet tunaetréhique, et porte le nom
de Photon Scanning Tunnelling Microscoff@STM). La surface sur laquelle est déposée
I’échantillon est ici éclairée en champ lointain par uneeplkhne sous un angle supérieur
al'angle critique de réflexion totale. En surface régne doreeonde évanescente couplée
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FIG. 1.4 — Deux configurations classiques en microscopie optilguchamp proche : (a)
SNOM; (b) PSTM.

avec I'échantillon. La pointe d’observation collecte Igral en convertissant ces modes
localisés en modes propagatifs. Ce type de microscopiedegttoppé pour la premiére
fois simultanément en France et aux Etats-Unis (voir réfg&ee [40, 41, 42]).

Cependant, de nombreuses études ont montré qu’il n'y a p@gsurs de relation di-
recte entre la mesure effectuée et la topographie de l'obgenature de la grandeur
détectée dépend en effet fortement de la configuration édagitparfois également de la
longueur d’onde. E. Devawat al.ont montré en 2000 [43] qu’une pointe métallisée avec
de I'or en configuration PSTM permet de détecter, selon lguenr d’'onde, l'intensité
du champ magnétigue ou bien celle du champ électrique. Atraioe pour une pointe
diélectrique, c’est toujours le champ électrique qui eseécté. De méme, C. Chicanne
et al. [44] et G. Colas des Franet al. [45] ont mis en évidence le fait que, sous cer-
taines conditions expérimentales, c’est la densité lat'@ats photoniques, analogue de
la densité locale d’états électroniques en physique ddesotjui est mise en évidence
en configuration SNOM. De nombreuses recherches sont Echegit orientées vers la
possibilité de remplacer la pointe, dont I'extrémité est'dedre de quelques dizaines de
nanometres, par une molécule unique [46, 47].

Actuellement, I'optique de champ proche et les différemtesroscopies associées
sont devenus un outil privilégié d’étude de nombreux phénms optiques de surface,
ainsi que pour I'excitation de nanoparticules diélectesjou métalliques [48, 49] et de
molécules fluorescentes par des structures sub-longueurded[50, 51, 52]. Dans ce
contexte, I'étude du transport de la lumiére dans des sitregtde section sub-longueur
d’'onde suscite beaucoup d’intérét [53, 54, 55, 56]. Cestaispects de cette nouvelle
discipline vont étre abordés dans la troisieme partie deé@aaire.

La simulation numérique du champ proche optique constitieepart importante de
ce travail de thése, aussi allons-nous présenter brievdeseméthodes les plus fréquem-
ment utilisées dans ce domaine.



Méthodes numériques en optique de champ proche.Depuis I'établissement par J.C.
Maxwell des équations de base de I'électromagnétisme, sposgé d’un outil permet-
tant une description a priori exacte du champ électromagmtégnant dans un systeme
donné. Toutefois, ces équations ne sont solubles que dansmhre restreint de cas
limites ou pour des systemes présentant une symétrie éRagexemple, la théorie sca-
laire de la diffraction établie dés le XVII eme siécle par igags puis par Fresnel a été
justifiee par Sommerfeld a la fin du XIX éme siecle, mais neitgae le champ lointain.
En 1908, G. Mie a établi une théorie permettant de décrirdndanp diffracté par une
du rayon de la pointe du microscope sur les images obteneesusavPSTM [57]. H.A.
Bethe en 1944 [58] a décrit la diffraction de la lumiére pae wuverture sub-longueur
d’onde, dont les prédictions ont été confirmées expérinemiant par E. Betzigt al.en
1993 [59]. Avec I'émergence de la microscopie optique demgharoche, il est devenu
nécessaire de diposer d’outils théoriques précis afin depramdre 'origine des images
acquises [60]. La description précise des phénomenesigieptie champ proche dans le
cadre de géométries complexes passe donc nécessairemiargipaulation numérique.

Dans ce rapide exposé des différentes techniques de calchlbanp proche, nous al-
lons distinguer les méthodes développées dans I'espapeagae, et celles développées
dans I'espace direct. Dans le premier cas, elles s’appiigugquement aux objets pério-
diques, dans le deuxiéme aux objets localisés. Pour fixédées, nous pouvons avoir a
I'esprit la configuration PSTM de la figure 1.4-b, dans latpiéchantillon déposé sur
une surface est couplé a une onde évanescente dans le geroe esobservation.

La méthode de Rayleigh perturbative permet de traiter deérenon exacte des ob-
jets diffractants dont la rugositéa une hauteur suffisamment faible devant la longueur
d’onde (voir figure 1.5-a). Elle repose sur un développerderfourier des champs élec-
trique et magnétiqueet sur I’hypothése que I'on peut appliquer les conditioassiques
de continuité du champ électromagnétique au niveau du ptaremde la rugosité (que
I'on appellehypothése de RayleigjH. ' hypothese de faible amplitude de la rugosité per-
met de linéariser le champ électromagnétique au voisinageedlan. Cette méthode,
comparée avec succes a des techniques dites exactes [Gitlpdaucoup de phénoménes
optiques et a I'avantage d’étre rapide et de demander peuédeoire aux ordinateurs,
contrairement aux méthodes suivantes [62].

La théorie différentielle des réseaux est une méthode exgat sera expliquée en
détail dans la premiere partie. De méme que la méthode deiBhyperturbative, elle
repose sur un développement de Fourier du champ électratiqige, mais également
sur le calcul, par intégration des équations de Maxwell, d¢rioes de réflexion et de
transmission du champ électromagnétique a travers I'éitloan(voir chapitre 3).

Parmi les méthodes travaillant dans I'espace direct, les gbmmunes sont la mé-
thode FDTD (poufFinite Difference Time Doma)ret la méthode des fonctions de Green
dyadiques. La premiére, au départ essentiellemmentadilians le domaine des micro-
ondes, repose sur une discrétisation des équations de Maxmpere et de Maxwell-
Faraday en chaque point d’'un maillage remplissant tout@he zle calcul [63, 64]. Il
s'agit d'une méthode agissant dans le domaine temporet ;peltmet de suivre I'évo-
lution au cours du temps d’une distribution initiale de clparBlle s’adapte aussi bien
a I'étude de la propagation d’'un paquet d’ondes a traversyateme optique qu'a la

'Nous verrons par la suite qu'il s’agit en fait d’un dévelopmat de Rayleigh, dans lequel le champ
n’est développé que dans les directions paralléles au ptgreimde I'objet.
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FIG. 1.5 — (a) Méthode de Rayleigh perturbative. (b) Méthodefolestions de Green.

recherche d’états stationnaires d’un systeme soumis axaitateon continue (voir par
exemple [65]). Cependant cette méthode se heurte au preldémmémoire des ordina-
teurs qui limite le nombre de points de discrétisation. Respl est nécessaire de prendre
en compte des conditions aux limites complexes afin de @desrcomportements a I'in-
fini du champ calculé.

Malgré les importants besoins en mémoire de la méthode detidas de Green(ex-
pliquée au début de la troisieme partie), son principe méineermet de ne pas souffrir
de cet inconvénient [66, 67, 68, 69]. Le point de départ estoasidérer I'objet diffrac-
tant comme un ensemble d’éléments polarisables couplésamopcainsi qu’'a I'ensemble
de la structure (voir figure 1.5-b). Une équation spécifigite die Lippmann-Schwinger
permet de décrire le champ diffracté en un point de I'espacente la superposition du
champ émis par chaque élément : il s’agit en fait d’'une gdiséteon du principe de
Huygens-Fresnel au cas de I'optique de champ proche. Tqubldéme est de calculer
le champ interne a chaque cellule. Cette méthode permetrégat d’inclure dans le sys-
téeme des constituants microscopiques tels que des atontkes guolécules.

Une deuxiéme thématigue que nous avons développée estd@tibn d’atomes avec
le champ proche optique. Voyons-en a présent les grandesslig

1.2 Diffraction d’atomes neutres

Le principe de la diffraction d’atomes neutres repose sagquisition par I'atome
d’'un nombre entier d'impulsions fournies par une strucfpdodique. La direction de
propagation de la particule est alors modifiée d’'un anglentiié, et les atomes sont
répartis de maniére cohérente dans ces différentes dinscti

Cette structure peut étre de différente nature. Les p#&tdateragissent en général
avec un réseau de champ électromagnétique non résonart'éafiter la perte de cohé-
rence due a I'émission spontanée (voir chapitre 4). D'autréthodes ont cependant été
développées. D.W. Keitht al. [23] ont notamment montré expérimentalement en 1988,
bien apres les premiers interférometres a ondes stati@sngptiques, que la diffraction
atomique pouvait étre effectuée avec un réseau matérfehdtionnait en transmission,
un faisceau supersonique d’atomes ou de molécules de sadivensant un réseau de

2Egalement appeléRirect Space Integral Equation Method



lignes paralleles espacées de (. En 1991, ils ont réalisé sur ce méme principe un
interféeromeétre a bras séparés de type Mach-Zhender, agaellent été obtenues des
franges contrastées de 13% [70].

Historiquement, les premiéres expériences mettant eegeéla déviation d’un fais-
ceau d’atomes par une onde stationnaire presque résoratetd de la fin des années
1970 et du début des années 1980 [71, 19].

Du point de vue de la dynamique interne a I'atome, on peuingigsér deux méca-
nismes principaux de diffraction. Le premier, que nous afdbns pas dans ce mémoire,
fait intervenir un changement d’état interne de I'atomeusi®lurs expériences ont mis
en évidence ce processus, appelé résonances doppler narréss accordées en vitesse
[72, 73, 74]. Dans notre cas, il s’agit d’'une interactiorsélgue, au cours de laquelle I'état
interne de I'atome de change pas.

Diffraction sans changement d’état interne : transition Ranan. Dans leur publica-
tion sus-citée [71, 19], E. Arimondat al.ont notamment mis en évidence que la déviation
du faisceau correspond a I'’échange d’un nombre pair d’isipa$ photoniques entre les
atomes et le rayonnement. Il s’agit d’'un processus de diftva élastique, dans lequel
I'énergie cinétique de la particule est conservée.

Ce mécanisme est illustré du point de vue cinématique suglaefil.6-b. Le ré-
seau de diffraction est une onde stationnaire, composééaterns de vecteur d’'onde
+q;. L'atome a une quantité de mouvement initialg, aveck; = 211/Aqg, OUAgp €St Sa
longueur d’onde de de Broglie. Il subit un processus d’gltgmm/émission stimulée de
photons transitant par un état virtuel, d’énergie supégiaicelle de I'état excité.

Supposons que l'atome soit excité par un photon d'impuléign: sa quantité de
mouvement est doriik; + /,q. Deux voies sont alors possibles. Dans la premiére, 'atome
se désexcite par émission stimulée dans la méme onde. llaonstun photon d’impul-
sion kg, et son impulsion finale est inchangée par rapport a sa vagedéplart : I'atome
n'est donc pas diffracté. La deuxieme possibilité faitimemir la deuxieme onde. L'atome
se désexcite alors par émission stimulée en émettant uemplidmpulsion—hqg;. Sa
quantité de mouvement finale est ddikg = ik; + 2hq, et 'atome est dévié.

Notons que si I'atome absorbe d’abord un photesy puis réémet un photoq;,
la variation d’'impulsion est opposée et la quantité de mmerg atomique finale est
hk ¢ = hkj — 2hq,. Limpulsion totale Z:q; absorbée par I'atome est I'impulsion du réseau
a onde stationnaire.
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FiIG. 1.6 — Diffraction sans changement d’état atomique intpergransition Raman dans
une onde stationnaire.

Plus généralement, comme nous le verrons dans ce mémojpepdessus de dif-
fraction peut provenir de linteraction de I'atome avec xigiotons d’'impulsions dif-



férentes en norme, comme indiquée sur la figure 1.7. La \@mige quantité de mou-
vement de I'atome lors de la transition Raman est alors uriphellentier dehAq =
h(q, + hQ —qy) = Q. En projection sur la basgy, e,), les composantes des vecteurs

FIG. 1.7 — Diffraction par transition Raman faisant interveteux photons d’'impulsions
différentes d€iQ.

d’onde atomiques s’écrivent :

Pt x = Pix+nhQ
Prz = \/PR—20PuhQ—PH2QP

(1.6)

La composante de I'impulsion finale se déduit de la composartgar conservation de
I’énergie cinétique. Dans le cas ou les atomes sont en incegleormale sur le réseau et si
leur impulsion est grande devdif, la valeur de I'angle de diffraction e8i;t = Agg/a,
oua= Q/2mest la période du réseau. Dans cette étude, les atomes ppotss étre trés
lents, avec une vitesse de I'ordre de quelques 10 cm/s. Ge@spond a une longueur
d’'onde de de Broglie d&yg ~ 10 nm. Nous allons voir que la période typique du réseau
étudié est 200 nm, ce qui conduit a un angle de diffractionatdrie du degré.

Bien entendu, cette approche cinématique permet uniqueteetéterminer les di-
rections de diffraction. Les amplitudes diffractées darexjuie ordre dépendent de la géo-
métrie compléte du champ.

De méme que la lumiére peut étre diffractée par des réseaatidanant en transmis-
sion ou en réflexion, il a été proposé a la fin des années 198@eeun réseau atomique
en réflexion. L'onde évanescente de Fresnel est a la basendipprdu miroir a atomes.
La modulation du potentiel n’est alors plus obtenue parié@tence de deux ondes libres
mais de deux ondes évanescentes. Nous allons donc danselpsgenter en détail le
réseau de diffraction a onde évanescente stationnaire.

1.3 Diffraction par champ évanescent stationnaire

Contrairement au réseau optique en transmission, le réseaflexion doit assurer le
double réle de "miroir" et de potentiel diffractant. Commens par étudier la réflexion
des atomes.



1.3.1 Fonction miroir

En 1982, R.J. Cook et R.K. Hill proposent d’utiliser 'ondeaéescente qui s’établit
a la surface d’'un prisme éclairé en réflexion totale intemreyme onde plane pour réflé-
chir les atomes [3]. Si la fréquence du rayonnement est mypéra celle de la transition
atomique (on dit que le laser est désaccordé vers le bleu wansition), I'atome voit
un potentiel répulsif proportionnel & I'intensité du chaébectrique’. Il sera repoussé de
la surface si 'amplitude du champ est suffisamment grande.dremiéres réalisations
expérimentales par Balykiet al.en 1987 et 1988 [4, 5] et Hajnat al.en 1989 [24] ont
suivi cette proposition théorique quelques années plds tar

L'onde évanescente de Fresnel est créée a l'interface dendidieux 1 et 3 d’'indice
de réfractiom; > n3 = 1, lorsque la lumiére se propage du milieu le plus réfringéht
vers le milieu le moins réfringent (3). Si I'on considére uramp d’illumination de la
forme Eoeiko‘r éclairant la surface sous un an@l@ar rapport a la normale, I'invariance
du systéme par translation selon le plan du dioptre imposeraervation de la compo-
sante paralléle du vecteur d’onde.

La figure 1.8-a représente la construction de Huygens dunredfoacté. Il y a trans-

() (b)

FIG. 1.8 — Construction de Huygens du rayon réfracté. Dans ceitfigurationn; > ns.
(a) Transmission. (b) Réflexion totale ; on a alegs= AH.

mission dans le vide seulement si la valeur tangeantielleedteur d’'onden1kgsin® ne
dépasse pas sa valeur maximale permise dans le milieu 3p& kgvLa composante
normale du vecteur d’onde transmis s'écrit alkgs= ko\/ 1 — nZsir? . Cette expression
montre queki n’est réelle que si I'angle d'incidence est inférieur a genlimite de ré-
fraction®, = arcsin/n; 4.

Dans le cas contraire, I'onde incidente est totalementatéifiéetk? devient imagi-

3En fait, plusieurs niveaux de complexité sont possibles piéarire la structure interne de I'atome.
Dans le modeéle le plus simple, il ne comporte que deux nivedaxs verrons dans la deuxiéme partie que
le potentiel est dans ce cas proportionnel a I'intensitén@st plus vrai lorsque I'on prend en compte la
structure fine et, a fortiori, hyperfine.

4Dans notre cas ol le milieu d’incidence est du quartz d'iedic= 1,46, cet angle vaut environ 43.



naire : le champ transmis est évanescent. Son expression est

E3(x,2) = Ege ko2gnbosin® qyec kg =koy/nZsirP8—1 € R* (1.7)

Il s’agit donc d’'une onde qui se propage dans la directioalfgde a I'interface. Elle est
caractérisée par sa longueur d’onde de surkagg = 211/n1koSind °. Son amplitude dé-
croit exponentiellement dans la direction perpendical@z

Ainsi, le champEs dans le milieu 3 est caractérisé par deux paramétres :

» tout d’abord le coefficient de décroissangede I'amplitude du champ électrique.
Sur lafigure 1.8-b, nous voyons gkgcorrespond a la distance HA dans le triangle
OHA rectangle en H. L'évolution de la portée = 1/kq en fonction de I'angle
d’incidenced est représentée sur la figure 1.9. Lors§uend versg,, le point H
tend vers A et la portée devient infinie. Elle vaut en revareriviron 127 nm pour
lincidence rasant® = 11/2 6.

No (nm)
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FIG. 1.9 — Evolution de la porté®g en fonction de I'angle d’incidend@

» la valeur du champ électriques enz = 0. Parce gu’elle est une grandeur vecto-
rielle, elle est caractérisée par sa polarisation et sodiaue.
La polarisation est reliée directement a celle du champudiination. Celui-ci
est une combinaison linéaire a coefficients complexes des pelarisations de
base TE (poutransversal électriqueet TM (transversal magnétigyeDans la
premiéere, le champ électrique est perpendiculaire au piacidience. La surface
induisant, par rapport a un espace homogene, une brisuggrddrge uniquement
selon la direction normale au plan du dioptre, le vecteunghélectrique restera
perpendiculaire au plan d’'incidence dans le milieu 3. Dameuxieme mode, c’est
la situation inverse : le champ électrigbg est contenu dans le plan d’incidence.
Dans le milieu 3, il a alors une composante suivant chacumaxks X et Oz
Les champs électriques transmis en mode TE et TM s’écriesipiectivement :

0
i - _ 2n1kocosd
Ex(x,2) = 1 | TrgeMkosinfxg—KoZ  quac Trg = :
3(x,2) =Eg : TE TE= o coP L iKa

5Notons que la composante paralléle du vecteur d’onde esgrisupe a celle obtenue avec une onde
propagative. Cette particularité permet I'excitation dedes électromagnétiques localisés au voisinage
d’une interface, tels que les modes plasmons qui existensarface de milieux conducteurs, inexcitables
par une lumiere totalement propageante (configuratiorsihehann) [75].

6Cette longueur doit étre comparée a la longueur d’onde deaigliB des atomes incidents, de l'ordre
de 10 nm. Cette derniére étant faible devant la portée, rmumes dans un régime ou le comportement de
I'atome sera bien décrit par des méthodes semi-classiqoasne nous le verrons dans la seconde partie.
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Les coefficientsIte et Trm sont les coefficients de Fresnel en transmission, a va-
leurs complexes quarfdl> 6,. L'évolution du module dd=3 en fonction ded est
tracée sur la figure 1.10-a. Il apparait que la transmissibplas importante en
mode TM qu’en mode TE. D’un point de vue expérimental, c’estaun mode
d’éclairage privilégié car une intensité importante eshezchée pour réfléchir des
atomes rapides a des angles d’incidence les plus grandiblessgar rapport a

la surface). Dans le cas d’atomes froids qui est le nétre, l'intérétdésians le
fait de pouvoir faire rebondir les particules le plus loinldesurface et d’étre ainsi
moins sensible aux interactions de van der Waals.
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FIG. 1.10 — (a) Tracé dé¢Ez| en fonction ded, en mode TM (trait plein), et TE (trait
pointillé). (b) Intensité des composantes (trait plein) etE, (trait pointillé).

Point

Si la polarisation du champ transmis en mode TE est simplie, cerrespondant
au mode TM est plus complexe. Elle est polarisée ellipticergrdans le plarOz

et tourne "dans le sens" de propagation de I'onde de sufagda figure 1.10-b
sont tracées les amplitudes des polarisations circulaiegle sens trigopnomé-
trique de rotation) et "-" (sens inverse), quand le vecteubakes oriente le plan
xOz En dessous de I'angle limit, les deux sont égales car la polarisation est
linéaire. Pou® > 6y, il apparait que plus I'angle d’'inciden€eaugmente, plus la
composante rétrograde "-" domine. C’est une propriété iapte pour la suite,
puisque les transitions entre les niveaux internes d’'umateont régies par ces
composantes.

de rebroussement classique et interaction de van der ®éls. Considérons

maintenant la dépendance globale du potentiel, dans leecplui$ simple d’'un atome

’Afin d’augmenter I'amplitude du champ évanescent, plusiexpériences ont été effectuées en ajou-
tant une couche métallique sur le prisme. Cette méthodeqieatiexciter un mode plasmon de surface et
de générer des intensités électriques plus importanteZ 716



a deux niveaux. Le potentiel est alors proportionnel adisité (voir chapitre 4), par
conséquent :

V(X,2) = Voe~ 202 (1.8)

Un atome incident sur la surface ne sera réfléchi que si sagiér@nétique seloa est
inférieure a la hauteur de la barriere de potentielDans une description classique de
I'interaction, les atomes font demi-tour a une altituderléfpar I'égalité du potentiel et
de I'énergie cinétique incidente selon la direction veitgqvoir figure 1.11) :

; 1 Vo
Voe ®0r —EZ = z=_"In(—
0 ¢ “= 2o (Eé')

La distancez est la hauteur de rebroussement classique. Il est supposétaa ce

E
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FIG. 1.11 — Hauteur de rebroussement classique d’'un atomenedaas une onde éva-
nescente.

mémoire quez est suffisamment grand pour pouvoir négliger les interastide van
der Waals. Leur effet est d’abaisser la hauteur de la bardérpotentiel a une valeur
Vm < Vo : les atomes adhéreront alors a la surface pour une énengigqeie plus faible
[78]. D’autre part, 'atome peut passer par effet tunneladrs 'onde évanescente dés
gue son énergie cinétique avoisivig [79]. Dans notre cas, nous aurons toujours des
hauteurs de rebroussement classique supérieures a 20@ i, assure une bonne des-
cription du potentiel par I'expression 1.8.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment ce mératomes peut étre
modifié afin de créer un réseau de diffraction atomique erxiéfie

1.3.2 Fonction réseau

Le schéma 1.12 indique le mode courant d’obtention d'unaésptique de diffrac-
tion fondé sur 'onde évanescente. Il a été proposé en 1989.yaHajnal et G.l. Opat
[24]. Le champ incident sous réflexion totale interne, d’dge E;, est rétroréfléchi
avec une amplitud&, : 'onde de surface est donc partiellement stationnairs. desix
ondes ont des vecteurs d’'onde surfaciques de méme modujaj taplique que la pé-
riodicité du réseau est égale a la demi longeur d’'onde dasaide I'onde évanescente.
Le champ électromagnétique a donc la forme suivante :

E(xy,2) = Eleinlkgxe_KOZ—i— E,e M HXe—Koz

Il peut étre réécrit en introduisant le vecteur d’'onde deaésoptique) = —2n1kg ;



FIG. 1.12 — Onde évanescente partiellement stationnaire gaeéestroréflexion d’'un
champ incident totalement réfléchi sur I'interface.

E(xy,2) = EqdMkXe Koz E,d(mky-2mkp)xg Koz
= EydnkXe oz | g (ko Qg Koz (1.9)

Cette forme permet de faire apparaitre le champ total cormraerhme d’une onde éva-

nescente de vecteur d’'onde de surfapé)‘ et d’'une composante modulante, d’'amplitude
plus faible, dont le vecteur d’onde differe du premier paguantitéQ. Les deux ondes
ont bien entendu des portées identiques. Le potentiel siragmlors comme :

V(r) =Voe 20%{14+ecodQx)} (1.10)
ou le contraste est donné par I'expression :

_ 2|E1(Ep)"|

= —— =7 1.11
£ = EiP+ [Eo2 (11D

Il est important de remarquer que le contraste du potergtehdépendant de la hauteur
z Par la suite, nous désignerons fréquemment ce dispaaitifgppellationonde évanes-
cente stationnaire

Découplage fonction miroir-fonction réseau. En représentation de Fourier, I'expres-
sion 1.9 montre que le champ ne comporte que deux ordresefrteljuences spatiales
different d’un vecteur d’'onde de rése@u Cette grandeur, qui détermine la période du
réseau de diffraction, est reliée de maniére univoque artég@du miroir atomique par la
relation de dispersion :

KG+ K5 = (Q/2)?

En ce sens, les fonctions de réflexion et de diffraction damtcl que nous venons de dé-
crire sont interdépendantes : le fait de fixer la longueund&(imposée par la fréquence
de la transition atomique) et I'angle d’incidence (qui figehauteur de rebroussement)
détermine la période du réseau.

De plus, le motif est de forme simple puisqu’il est unidimensel, et I'orientation
des lignes est perpendiculaire au plan d’incidence de la€ian

Une alternative a cette méthode est de coupler une ondesbanrte de Fresnel avec



un réseau matériel déposé sur la surface. Ce mode originalodelation fut proposé
en premier en 1996 par A. Roberts et et J.E. Murphy [31], quihuis théoriquement en
évidence le fait que l'intensité du champ a la méme périoedereseau. Cette suggestion
a été suivie en 1998 de la réalisation par V.. Baly&iral. d’un potentiel optique modulé
par un réseau de lames métalliques absorbantes [32], doohilmesuré la forme au
moyen d’'un microscope PSTM.

L'intérét d’utiliser des nanostructures pour créer un aésae diffraction en réflexion

repose sur deux principaux points :

» les parametres géométriques du réseau (dimensionnaiiédp, orientation des
axes principaux) ne dépendent que de la structure magédiétiosée sur le prisme.
En particulier, 'angle entre le plan d’incidence de la lénei et les axes du réseau
peut étre choisi arbitrairement;;

» le champ évanescent de surface est a priori plus riche, yrison spectre spatial
est relié a la forme et a I'indice du motif. Par ailleurs, seque peut étre notable-
ment inférieure a la demi-longueur d’onde.

Nous verrons par la suite qu'il est ainsi possible de dé@upk fonctions miroir et

réseau.

Dans le chapitre suivant, nous allons introduire les exgipes générales du champ
électrique diffracté dans le vide et dégager un premierrehkede résultats sur I'évolu-
tion spatiale du potentiel diffractant.






Premiere partie

Champ proche diffracté par une
nanostructure périodique
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L'objet de cette premiére partie est I'étude du champ praliffeacté dans le vide
par un réseau périodique. Le principe de diffraction de faidwe par des réseaux plans
est connu depuis le début du X§X€siecle. Les progres technologiques effectués depuis
les réseaux fabriqués par H.A. Rowland en 1882 a l'aide djuwiate de diamant ont
rapidement permis d’en faire un instrument privilégié @dlgse spectrale de la lumiére.
Les techniques actuelles de fabrication de réseaux paféraphotolithographique per-
mettent d’obtenir des périodes de quelques centaines dengdres. La création de nano-
structures par faisceau d’'ions autorise une plus grandelesae sur la forme des objets
créeés, qui peuvent étre de profil quelconque.

Le principe de diffraction de la lumiére par un réseau mekéle périodd. repose
sur I'échange avec le rayonnement d’une ou plusieurs ingnd$2rt/L)u fournies par
la structure. Lorsque le champ incident est propageantpldifioation de la composante
du vecteur d’'onde parallelewaqui en résulte entraine un changement de la direction de
propagation de la lumiere, par conservation de la fréqudrecquantification de I'impul-
sion du réseau implique une quantification des angles dediibn (voir figure 1.13-a).
De méme, un réseau peut permettre de convertir en lumiepageante des modes élec-
tromagnétiques normalement confinés au voisinage d’'uif@csuiPar exemple, T.W. Eb-
beseret al.ont montré en 1998 [80] qu’un réseau de trous percés dansumgtallique
plasmonique conduit & une transmission exaltée de la lenc@mparée aux prédictions
de la théorie de Bethe [58]. Celle-ci prévoit en effet quedagmission décroit efr /A)?,
our est le rayon du trou, alors que la valeur mesurée, une fomrége a la surface totale
des trous, est 1000 fois plus importante. Ce phénomeéne frewiLg en premiére approxi-
mation, comme le résultat de I'excitation d’'un mode plasrdersurface par la lumiere,
assistée par le réseau. En effet, la relation de disper&iomabde plasmon de surface ne
permet pas I'excitation directe par un faisceau propageassique (voir figure 1.13-b).
Un autre exemple plus étonnant a été, sur un principe shajlbobtention en 2002 par
J.J. Greffeet al. d’'un rayonnement thermique cohérent dans I'infrarougeegsans au-
cune excitation extérieure [81].
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FIG. 1.13 — (a) Diffraction d’'une onde propageante par un rés@guExcitation d’'un
mode plasmon de surface assistée par un réseau.

Dans le cas qui nous intéresse, nous utilisons le réseaunpmdwler périodiquement
I'intensité d’'une onde évanescente, de maniere a créer roirmiomique diffractant. Ce



mode original d’obtention de la modulation a été suggéréremier par A. Roberts et
J.E. Murphy en 1996 [31]. lls ont mis théoriquement en évigele fait que I'intensité
du champ possede la méme période que le réseau. LintéBugkser des réseaux sub-
longueur d’onde afin de transférer aux atomes des impulgilussgrandes que celles
fournies par deux ondes évanescentes contrapropageantassi d’augmenter I'angle
de diffraction. En 1998, V.I. Balykiret al. ont fabriqué un champ optique modulé par
un réseau de lames métalliques absorbantes [32]. lIs llsite cartographié avec un
microscope a effet tunnel optique (PSTM). Néanmoins, laopdérde leur réseau était
bien au-dessus de la longueur d’'onde ().

L'intérét principal de I'utilisation d’'un réseau nanostturé pour étudier la diffraction
atomique réside dans le découplage entre la période dutbtenla longueur d’'onde
du laser : la période du réseau n’est alors plus limitée quepaerformances technolo-
giques. Nous allons voir cependant que l'intérét majeureteeanéthode n’est pas dans
'augmentation de I'angle de diffraction, qui reste minirh@ diminution de la période
joue méme en notre défaveur : le gain pour le photon en impulsaralléle se paie dans
la direction verticale par une diminution de la portée de taloiation de I'onde, donc par
un effet diffractant a priori plus faible.

En fait, la nanostructure fixe non seulement la période ngaseéent I'orientation
du réseau. On gagne donc deux degrés de liberté supplénesntas premier sur la lon-
gueur d’onde, qui peut étre choisie en fonction des caiatitgres atomiques sans affec-
ter I'angle de diffraction; le deuxiéme sur l'orientation thisceau incident par rapport
au réseau. Nous allons voir que ce parameétre influence de&reamportante la structure
spatiale du champ diffracté.

Cette premiere partie est organisée en deux chapitres. |IB@memier, nous établis-
sons I'expression générale des champs électrique et niqg@éobus la forme d’'un déve-
loppement en série de Fourier. Nous dégageons l'influent® piériode et de I'orienta-
tion du plan d’incidence par rapport au réseau sur la vanaterticale du champ. Dans
le deuxieme chapitre, nous présentons la théorie diff@léntes réseaux, a la base d’'un
algorithme de calcul exact du champ proche diffracté parstineture périodique. Nous
appliguons cette méthode a une étude quantitative du chdfrgct® par un réseau uni-
dimensionnel puis par un réseau bidimensionnel.



Chapitre 2

Propriétés generales

2.1 Présentation du probléme

Etudions le champ diffracté par un réseau matériel dépasénsprisme diélectrique.
Le prisme est le milieu d’entrée de la lumiére, et son indee $10tén;. Le motif du
réseau, de forme a priori arbitraire, est constitué d’uréniat d’indicen,!. L'axe Ozest
orienté vers l'intérieur du prisme, et la référerce 0 est le plan passant par la surface
externe du réseau. Le milieu de sortie, d’'indmgeest donc le demi-espaee< 0 (Figure
2.1).

FIG. 2.1 — Le réseau de diffraction est déposé sur la surface mtisme. Les milieux
d’entrée et de sortie sont respectivement les demi-espacéetz < 0.

Nous nous limitons a la réponse linéaire du milieu. Par oqusét, tout champ in-
cident pouvant étre décomposé par transformation de Foemieune somme d’ondes
planes de fréquence spatiddg le champ électrique incident est supposé de la forme
Ei(r) = Eo@™KoT | Le vecteur d’ondéko a pour modulég = 217/A, oA est la longueur
d’onde. Sa direction est repérée par I'angle azim@tat I'angle polaired. Il s’écrit en
projection sur la baseey, ey, €,) (figures 2.2) :

kvo = —kosinBcosp
kyo = —KkosinBsin¢ (2.1)
kzo = —kocosH

On introduit également la notatid{ﬂ = kx o0& + Ky, 08y pour la composante du vecteur

IDans notre cas le prisme est en siling<£ 1,46), et le motif en dioxyde de titane (TiQn, = 2,1). Ce
dernier a été choisi pour son fort contraste d’indice avesilige, ce qui favorise le confinement du champ
par les nanostructures (cf. chapitre 8).
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d’onde qui se projette sur le pladkky. De méme, nous identifierons dans la suite la
composante paralléle du vecteur positiquar| = xey + yey.

On appelle "zone modulée" I'espace compris entre les ptand) etz = h, dans
lagquelle est contenu le réseau de diffraction. L'indiceéfeaction y dépend des coordon-
nées de I'espace, et sera naté z). Il s’agit d’'une fonction périodique de la varialle
qui vautny lorsque(l,z) désigne un point du motif. Il peut éventuellement dépendrz d
afin de décrire des profils complexes du réeau

(@) (b)

FIG. 2.2 — (a) Réseau de diffraction unidimensionnel. (b) Ré&édimensionnel.

Réseaux réciproques 1D et 2D. Nous allons nous intéresser dans ce mémoire a deux
types de réseau. Le premier est unidimensionnel, commguédiur la figure 2.2-a. Sa
période selon I'axe est notéd.. Remarquons que lorsque I'anglieest nul, le plan d’in-
cidence du laser est orthogonal aux lignes de la structunecohtraire, il est parallele
pourd = 11/2. Nous verrons dans la suite que I'orientation du vecteondé du champ
incident joue un réle important sur la forme du champ difiteaSur la figure 2.2-b est
représenté un réseau bidimensionnel de périodicité sebly respectivemenity et Ly.
Etant donné que nous allons travailler aussi bien dansd@sgirect qu’en représentation
de Fourier, il est indispensable d’introduire des maintémes vecteurs du réseau réci-
progueQ,. Chaque fois que cela sera possible, nous adopterons usgondndicielle
commune pour les cas a une et deux dimensions, en désigmanspd un seul indice

m, de telle sorte qu®, = Q, = mZT”eX, soit le couple d’'indicg§m,n) en deux dimen-
sions :Q, = Qmp = mf—;‘amt nf—;‘q,. Nous utiliserons cette notation a chaque fois que les
expressions développées dans la suite seront indifféretrapplicables a chacune de ces
situations.

2.2 Expression des champs

Compte tenu de la périodicité de la structure, on peut édares tout I'espace les
champs électromagnétiques sous la forme d’'un développeatedfourier suivant les co-
ordonnées ety :

E(x,y,2 =5, E(v,z)eikV'I

H(XY,2 =5y H(v,z)eikV'I (22)

2Dans notre cas, le motif est a flancs raides, et 'indice nexégue de la coordonnée



ky = nlk +Qy

Cette expression traduit le fait que la lumiére incidentet gequérir des quantas d’'im-
pulsionsQ, par interaction avec le réseau. Nous désignerons dangéalesichamp&

et H par la notation communE chaque fois que ces deux champs vérifieront la méme
forme d’équation.

Expression de Kv,z) dans les milieux 1 et 3. Les milieux d’entrée et de sortie étant
homogeénes, les champs obéissent a I'équation d’'onde :

AFO (1) +n2k3F(r) =0 avecr =1,3. (2.3)

On peut noter que cette équation n’est pas valable dans k& modulée a cause des
discontinuités d’indice entre les plots et le vide. Aprésstitution dans cette relation des
expressions développées 2.2, on obtient I'équation stévan

02F (v, 2)

szt (n?ké —ky?)F(v,2) =0

Chacune des composantes de Fourier du champ obéit a I'équdiielmholtz homo-
gene. Les solutions sont la superposition d'ondes “moasidninotéesu) et “descen-
dantes" (notéed) :

F(r) (V7 Z) — F(rvu) (V)eiy\<lr>z + F(rvd) (V)e_iy\()r)z

ou y\(,r), la composante du vecteur d’'onde, obéit a la relation de dispersion :

Y24 k2 = i3 (2.4)

Suivant la valeur de la composante parallgjela composantq\(,r) peut étre soit réelle,
auquel cas l'ordre sera propagatif, soit imaginaire pur, et I'ordresera évanescent. Le
champ électromagnétique s’écrit donc de maniére généaale lés milieux d’entrée et
de sortie :

FOxy2) = 3 [FO e 24 Fd()e ') gkl (2.5)

Y

Cette écriture générale des champs porte le nom de dévelgppee Rayleigh.

Conditions aux limites. Nous pouvons maintenant simplifier 'expression des champs
en tenant compte des conditions aux limites spécifiques albigme. Dans un premier
temps, observons que l'interface est éclairée par un faisieeser monochromatique pro-
venant de+c. Il s’ensuit que I'unique onde descendante existant damsilieu 1 est
I'ordre v = 0. Ce champ incident est réfléchi par I'interface et doncakté dans tous les
ordres de Fourier :

FO(xy2) = Foe'k°r+ZF1” e 2o (2.6)



De méme, les seules ondes se propageant dans le vide scemdimsies, puisqu’aucune
source de lumiére n’est présente-en. Le champ dans le milieu 3 sera donc de la forme :

FOxy2 = FRIv)e gk @.7)
Vv

Caractére évanescent des ondes partiellesEn pratique, I'angle d’incidence de la lu-
miere dans le verre est supérieur a I'angle limite de réfsacPar conséquent, I'onde non
modulée dans le milieu de sortie, qui s’identifie a I'ordreozée diffraction, est évanes-

cente, de coefficient de décroissarge= ko, / nfsine2 —1.

Pour un réseau sub-longueur d’onde, nous allons voir quegdes ondes partielles
diffractées sont évanescentes sauf au plus une, ce quisiguey, sera en général ima-
ginaire pur3. La grandeur pertinente est donc le coefficient de décmissde I'onde
Ky = Yv/I, qui est relié & la composante paralléle du vecteur d’onde pa

Kv:\/kxzz_k%

Ainsi, pour un réseau unidimensionnel, les différente$§es sont données par I'expres-
sion :

2
K = 27“\/<nlsin6)cosq> + m%) + (nysin@sing)? — 1

tandis que pour un réseau bidimensionnel nous avons :

2 2
Kmn = 27”\/<nlsinecosq> + mLA) + <nlsinesin¢ + nLA) -1

X y

D’un point de vue général, quand I'ordveaugmente, la valeur du coefficient de décrois-
sancek, augmente et la portée de I'ordvalécroit. La conséquence en est que les hautes
fréquences spatiales sont filtrées avec la hauteur d’clsenv A grande distance, seul
I'ordre O subsiste : le champ se comporte uniquement comnneinair. A distance inter-
médiaire, seuls les ordres de plus grande portée sont arprendompte : ce sont ceux-la
qui vont dominer la structure du champ.

Un exemple est donné figure 2.3. Le champ est tracé au-dessugdeau unidimen-
sionnel en TiQ pour trois hauteurs de calcul. Le motif est un ruban de preddangulaire
de largeur 100 nm et de hauteur 50 nm. La périodé es250 nm. Le champ incident a
une longueur d’onde de= 850 nm et fait un anglé = 60° avec la normale a I'interface.
Il est de plus en incidence perpendiculaire par rapport emes (p= 0°). Ces figures
montrent clairement que I'allure du champ évolue constiléraent avec la hauteur. En
effet, le spectre est tres structuré juste a la surface davésomme le montrent les pics
étroits apparaissant sur les flancs du motif. Cependangjui$a hauteur d’observation
augmente, ces contributions de tres courte portée disgarai pour laisser rapidement
place a un champ d’allure quasi sinusoidale. Nous pouvoais@gnt remarquer que le
contraste du champ diminue avec la hauteur. En effet, |&eale I'ordre 0 est dans cet
exemple plus grande que celle des autres ordres de Fourier.

3De plus, d’un point de vue expérimental, les ondes propageaans le mileu 3 sont défavorables car
le temps d’interaction avec les atomes est trés grand, dengligue une émission spontanée importante.
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FIG. 2.3 — Intensité relative du champ électrique calculée essals d’un réseau unidi-
mensionnel en fonction de la hauteur : (a) 0 nm, (b) 100 nnB@0)nm. En (b) et (c), le
potentiel est quasi-sinusoidal et les contrastes sonecdgpment de 7% et 0,2%.

De plusky dépend non seulement Benais aussi d¢, ce qui differe du cas de I'onde
évanescente stationnaire. Ainsi, pour des ordres de Faqigvalents (par exemptem
pour un réseau unidimensionnel, mais égalenf@ntm) et (+m,0) pour le réseau bidi-
mensionnel), le poids respectif des différentes harm@sya dépendre de I'orientation
du plan d’incidence de la lumiere par rapport au réseau.

Sur la figure 2.4 est représentée l'intensité du champ é&eeta 50 nm et 200 nm au-
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FIG. 2.4 — Intensité relative du champ électrique calculée essas d'un réseau bidi-
mensionnel & = 50 nm (gauche) et = 200 nm (droite). Plus la couleur est claire, plus
I'intensité relative est intense. Elle varie de a 1,0 a 1 &rpe- 50 nm, et de 0,175 a 0,183
az=200nm.

dessus d'un plot parallélépipédique appartenant a unudsiéémensionnel de maille
carrée, de période 250 nm. Dans le premier cas, pres dugldiaimp est bien contrasté
dans les deux directions. Dans le deuxieme, a plus granténdes le contraste est beau-
coup plus faible dans la direction y. Nous verrons dans lee guie cela provient d’'un
filtrage plus fort de la composante (1,0) que de la compog@arite

Ainsi, I'évolution du champ électromagnétique dans I'espast déterminée de deux

manieres :

» tout d’abord le spectre du champ électrique. En plus de sandimce en longueur
d’onde, il contient toute I'information sur la nature dueés diffractant : indice,
périodicité, mais également forme du motif et hauteur deaésCet aspect sera
étudié dans le deuxieme chapitre d’'un point de vue numérique



» ensuite, I'évolution seloz du champ électromagnétique est dominée par la dé-
croissance exponentielle de I'amplitude des harmoniqicedr v. Plus la hauteur
d’observation augmente, plus le spectre du champ s’appamdétails fins. C’est
pour cette raison que I'on considere la hauteur d’obsematomme I'équivalent
d’'un filtre passe-bas.

Nous allons maintenant étudier plus exhaustivement le ooteiment des portées en
fonction de divers parametres.

2.3 Etude des portées des différentes harmoniques

La portée d’'un ordre de Fourierdépend, comme nous l'avons vu, de la longueur
d'ondeA du champ incident, des angl@t ¢ ainsi que de la période, ;. Nous allons
considérer par la suite que les parameétres caractéristijuehamp incidern et 6 sont
fixés. Afin de mieux voir I'influence des deux paramétres ra@stzaractérisant la nano-
structure, il est possible d’introduire une représentegi@phique simple de la relation de
dispersion 2.4 .

Réseau 1D. Considérons dans un premier temps le cas d’un réseau umisiomael. La
figure 2.5-a illustre graphiquement la relation de dispersians I'espace réciproque. Le
réseau y est représenté par un ensemble de points suxlapent pour abscisse2rt/L.
Nous allons noter ces points,Al'origine du repére étant # Les vecteurs réciproques
du réseau sont ain§,, = mm.

La projection du vecteur d’onde sur le plaxy@st représentée par le vect@\_Afo =
nlkp). Lorsque I'angle polairg varie, le point A, représentatif de I'onde incidente, dé-
crit un cercle autour de A Les vecteurs d’ond&,, correspondent donc aux vecteurs
nlkp)‘f‘ Qm= mO‘f‘Mm = mm-

Rappelons la relation de dispersion :
Ve +k3=k3 < k3=k3+K3 avec Km=Ym/i

Tragons autour de chaque poing,Ain cercle de rayokg et introduisons i, point de
contact entre le cercle de centrg, &t sa tangeante passant par A. Dans le cas qui nous
intéresse, le réseau est de période trés inférieure a ladomgl’'onde (/L > ko) et les
différents disques ne s’interpénétrent pas. La relatiaigfgersion n’est alors rien d’autre
gue le théoréme de Pythagore écrit dans le triangle reeta§lH,. Le coefficient de
décroissance de chaqgue harmoniggeorrespond donc a la distance AH

Cette représentation a I'avantage de montrer de quelleare@voluent les différentes
portées de chaque harmoniques en fonctiog @tL. Les valeurs den pour lesquelles
les longueurs Ak sont les plus courtes correspondent aux ordres dominaanaegdis-
tance : ce sont ceux qui interviendront majoritairemensdarprocessus de diffraction.

Quelques remarques :

» la figure 2.5-a est tracée pour des parametres typiquesld'dfigcidence et de
période. Lorsqueé varie de 0 a &, le point A décrit un cercle ne traversant jamais
un des disques de raydp : tous les ordres de Fourier sont donc évanescents. Les
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FIG. 2.5 — (a) Représentation graphique de la relation de digpeR.4 pour un systeme a
une dimension. Le traceé a été effectué pour les paramepiegigs ¢ = 60°, A =850 nm,
ny = 1,46 etL = 250 nm. (b) En augmentant la périodeu I'angle d’incidencé® (angle
plus rasant), les paramétres d’illumination peuvent &segue I'ordre 1 devient radiatif :
A1 se trouve alors dans le cercle grisé de centrdé\point H; n’est donc pas défini.

ordres dominant a longue distance seront toujours +1 etafise cas particulier
ou ¢ = 1/2, A se trouve sur 'axék, et les portées des ordreset —m sont
dégénérées par symétrie;

» considérons maintenant la figure 2.5-b. Dans ce cas, A sedans le cercle de
centre A, ce qui signifie que I'ordre +1 de diffraction est radiatiecTillustre le
fait qu’'une onde incidente sur une surface a un angle supé&idangle de ré-
flexion totale interne peut étre transmise si elle interagic un réseau de période
suffisamment grande : la composante parallele du vectendd ecident néces-
saire pour satisfaire la relation de dispersion est foupaiele réseau. La valeur
minimale de la période pour retrouver la transmission seutafacilement :

A
Lt — A A
nisin6+1

Pour = 60°, Ly = 3757 nm :L sera ultérieurement fixée a 250 nm, ce qui assure
donc que tous les ordres diffractés sont évanescents.

Réseau 2D. Cette méthode graphique s’étend simplement a deux dimensimnsidé-
rons pour cela le réseau réciproque associé, de peériodititg et 2r/Ly, ainsi que les
disques de rayoky centrés autour de chacun des poingg,ALa figure 2.6 est tracée pour
les mémes parametres que ceux utilisés dans la figure 2rbemnsidérant un réseau a
maille carrée.

Du fait de la symétrie du réseau par rapport aux deux @xa=t Oy, il suffit d’étudier
I'évolution du champ électromagnétique pour les valeurg demprises entre O et/2.

Au sens strict, les deux harmoniques dominants a grandendistorrespondent alors
aux ordres (Gf 1) et (1,0). Cependant, la proximité des points;A complique la situa-
tion. A des distances intermédiaires correspondant autetieside rebroussement ato-
miques, il est possible que ces ordres ne soient pas suffieatéteints pour ne pas en
tenir compte dans I'expression du champ, comme nous akovait par la suite.

Ainsi, pour comprendre la structure du champ diffracté paréseau 1D ou 2D a
une distance suffisamment grande de la surface, il suffit deaitre les amplitudes des
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FIG. 2.6 — Représentation graphique de la relation de dispefsibpour un réseau bidi-
mensionnel. Le tracé a été effectué pour les paramétrearguiyg = 60°, A = 850 nm,
Ny = 1,46 etLy = Ly = 250 nm.

composantes spectrales de portée la plus longue. Noussgran la suite que ces seuls
harmoniques suffisent a décrire la diffraction atomiquesdas cas expérimentalement
accessibles. Tout le probleme est de savoir a quels ordi@siter. Avant d’étudier ce
probleme dans deux cas spécifiques, nous allons calculerfeefdu champ a grande
distance.

2.3.1 Expression de l'intensité a grande distance

Nous verrons par la suite que le potentiel d’'interaction 'doine avec le champ
optique est, dans le cas d’un atome a deux niveaux, propogia I'éclairemen(E|2. En
ne tenant compte que des harmoniques de plus longue pa@iedies pawn’, le champ
électrique s’écrit :

el ; [
E(I’) — Eoeln]_ko~| e—KoZ+ Z Ev/el(n1k0+QV/)'|e—KV/Z+ L. (28)

)

Nous nous placons dans la situation ou la portée la plus egucelle de I'ordre 0. Les
ordres diffractés décroissent donc plus rapidement enirdelque I'onde évanescente
non modulée. Nous pouvons ainsi supposer qu'ils sont soffrsent filtrés a la hautear
pour considérer que leur amplitude est faible devant cal€addre 0. Effectuons alors
un développement limité de I'éclairement & I'ordre 1 pap@p|E|, exp(—Ky/2) :

IE2(r) = |Eo|2%e 202 4 > {EV/ : E(’Sein"le‘(K°+KV’)Z+C.C.} T (2.9)
\Y)
ouC.C. indique le complexe conjugué de la quantité précédenteduaitsons la notation
2E, - E;;/E% = &y eXpi@y. Le calcul numérique montre que, pour lagamme de paramétres
explorée, la phase de ce nombre complexe est toujours eéble Nous la considérerons
nulle par la suite. La formule 2.9 s’écrit alors :

IE2(r) ~ \Eo|2e_2"02{1+ S &v(z)cogQy - |)} (2.10)



§,(2) = g k0 Kv)Z (2.11)

Cette expression généralise celle du potentiel évanestaidnnaire 1.10. Outre le fait
que plusieurs harmonigues sont pris en compte, nous voymiegontraste,, de I'har-
moniquev’ est une fonction exponentielle de la distamndeour les parametres de la figure
2.6, on aura toujounsy > Ky, doncg, est une fonction décroissante.

2.3.2 Deux exemples

Nous allons maintenant introduire les deux géométriesinngdsionnelles et bidi-
mensionnelles qui nous serviront dans ce mémoire a étwdifftaction atomique par
un potentiel optiqgue nanostructuré.

2.3.2.1 Réseau unidimensionnel

La géométrie que nous introduisons dans ce paragrapheastectie telle maniére
gue le champ évanescent a grande distance puisse s'ideatifipotentiel évanescent
stationnaire pour une valeur donnéedddl sera alors possible par la suite de faire une
comparaison quantitative de leurs caractéristiques fspées.

Forme du champ a grande distance. Considérons un réseau unidimensionnel tel que
représenté dans I'espace réciproque sur la figure 2.7 . Qegajt I'angle d’incidencé

du laser sur le réseau, les ordfesdominent a grande distance par rapport aux ordres plus
élevés. Compte tenu de la symétrie par rapport a I'gxé 8uffit d’étudier la forme du
champ poutp € [0,11/2]. En particulier, les deux ordreisl sont dégénérés po@ir= 11/2.

Si I'on néglige la contribution des harmoniques de porté&s pburte, on a :

E(x,y,2) = Eoeinlklf‘)'le_KOZ—f— E+1ei(n1kl|)+2T’Tex)-|e—K+1z+ E_lei(nlkll)—zf‘ex)le—mlz

et
oKz ~ 21 ~ 21
V(X,Y,z) = Voe 0“3 1+£,1(z)cos X +£&_1(z)cos X (2.12)
avec
§,1(2) =g g0 )2 ot E_4(z) =g_qelkoTK0)2 (2.13)

Pour gue la dépendance edu potentiel soit identique a celle de I'onde évanesceate st
tionnaire (équation 1.10), le contraste doit étre indépanhde la hauteur. Cela signifie
que la portée de I'ordre 1 doit étre identique a celle de fef C’est en effet le cas si le
point A représentant I'origine du vecteuikg se trouve sur la médiatrice M du segment
[ApA1]. Pour que cette situation puisse se produire, la périédititréseau doit veérifier
/L < nlkg. De plus, une deuxiéme contrainte provient du fait que ferti ne doit pas

étre radiatif, ce qui impose I'inégalité|2r/L — nlkg\ > ko. Pour un angle d’incidence
0 = 60 et un indicen; = 1,46, les deux valeurs extrémes de la péribd®nt 346 nm et
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FIG. 2.7 — (a) Au point d’intersection entre M et le cercle de cerfy et de diametre

nlkg, la portée de I'ordre zéro est égale a celle de I'ordre 1. ¢oir B = 11/2, les portées
des ordrest1 sont égales.

381 nm.

Dans le cas ol < n/nlkg, la portée de I'ordre 1 est strictement supérieure a celle de
I'ordre 0. L'expression 2.12 montre que le contraste agsomit exponentiellement, au
moins a courte distance. Cette situation est défavorahlelpdiffraction atomique, car
un trop fort contraste implique une diffraction dans des@sdrop élevés : la population
incidente est alors répartie dans un grand nombre de dirs;tce qui n’a aucun intérét
en pratique, étant donné le faible peuplement de chaque.ordr

Nous allons donc fixer la période de la nanostructure a lauvdlgs = n/nlkg de
'onde évanescente stationnaire pour le méme angle dénciel0. Dans ce cas, pour
¢ = 0, la portée du contraste de I'ordre un est infinie, et le gaksidentifie a grande
distance au potentiel évanescent stationnaire.

Filtrage du champ avec la hauteurz. La figure 2.8 représente, en échelle logarith-
mique décimale, les facteurs éxpKmzp) pour une hauteury de 200 nm, en fonction de
I'angle ¢ et pour les deux périodicités= Lot = 336 nm (trait plein) eL = 250 nm (trait
pointillé). L'altitude zy correspond typiquement a la hauteur de rebroussemeniotlass
de I'atome dans I'onde non modulée. L'angle d’'incidefaest fixé a 60. Pour les deux
valeurs dd., on retrouve la dégénérescence des ordiresa ¢ = 11/2. En revanche, une
particularité supplémentaire dans le tas Les est la dégénérescence des ordrest
1—mlorsqued vaut 0. Il apparait que I'ordre -1 est toujours négligealaeatht I'ordre
+1 sauf quand dépasset/3. L'ordre 2 de diffraction sera vraisemblablement tougour
négligeable.

Ainsi, méme si nous ne connaissons pas la forme exacte diuesdachamp diffracté,
il est tres probable que pour des hauteurs supérieures an20@sseuls ordres 0 etl
dominent la structure du champ. Avant de compléter cetdegtlans le chapitre suivant,
par le calcul des coefficients de Fourier en fonction de @fiés parametres, intéressons
nous a un réseau de diffraction 2D.



loglexp(-Kmz)]

FIG. 2.8 — Tracé en échelle logarithmique décimale des faceus-kmz), a l'altitude
Zp = 200 nm, poull = Le¢ (trait plein), et poul. = 250 nm (trait pointillé).

2.3.2.2 Réseau bidimensionnel

Le réseau etudié ici est a maille carrée, de période Ly = 250 nm. Il est éclaire
sous réflexion totale, avéc= 60°.

Le champ s’écrit, & grande distance et en ne tenant compteegidarmoniques
(0,+1) et (1,0) :

V(xYy,2) = Ve %Koz {1 +£10(2) cos(zfnx+ (pl,o) +£0-1(2) cos<2TT[y+ (po,_l)

- 211
+£0.1(2) cos<fy+ cpo71) } (2.14)
avec

€10(2) = 81706("0—'(1.0)2
£, 1(2) =eg_qeloko-1)2 (2.15)
§o71(2) — 50716‘('(0_"0.1)2

Sur la figure 2.9 sont représentés deux exemples d’orientdti champ incident, corres-
pondant a une illumination parallél$ & 0) a I'axeOx ou une illumination "diagonale"
(¢ = 1t/4). Dans le cas paralléle, I'ordre de Fourier non nul dontdetée est la plus
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FIG. 2.9 — Deux exemples d’illumination d’'un réseau bidimensi : (a) incidence pa-
rallele aOx; (b) incidence diagonale.

longue esv = (0,1). Ainsi, & grande distance, le champ sera composé essem@zit du
mode fondamental, non modulé, et du premier harmonique $ake x : on s’attend a ce
que le champ sottini-dimensionnelpériodique selox de période L, bien que le réseau



matériel sous-jacent soit bidimensionnel. Dans le casodialy la symétrie de I'éclaire-
ment par rapport a 'ax& = y impose au contraire deux ordres dégénérés dominant a
longue portée, a savoir les harmoniques (0,1) et (1,0), guépendent respectivement
que dex et dey. En conséquence, le champ conserve son caractere bidoneabméme

a grande distance.

Sur les figures 2.10-a et 2.10-b sont indiqués en échellegitbgaque décimale les

différents facteurs eXfxo — Ky)z)] pour une hauteur de 200 nm (trait plein) et 300 nm
(trait pointillé) en fonction de I'anglé. Ces diagrammes, plus complexes que les preé-

0 /8 rr(4 0 /8 n(4

(a) (b)

FIG. 2.10 — Evolution des facteurs I@xp(ko — Kmn)Zo] en fontion dep pour : (a)zp =
200 nm, (b)zo = 300 nm.

cédents, montrent que la prise en compte des seules cong®$§ai) et (1,0) n'est pas
toujours suffisante. Pour un atome dont le point de rebroussese trouve vers 300 nm,
cette approximation parait correcte vérs= 11/4 puisque les autres contributions sont
plus atténuées d’'un facteur 10. Pduk 11/8, cette séparation semble plus délicate : en
particulier pourp = 0, les ordreg+1, 0) sont difficilement séparables des ordfed, 1).
Dans le cas d’atomes plus rapides - dont le point de rebrmessese situe vers 200 nm -
cette approximation est discutable quel que §oit

A ce niveau de description, la seule discussion des portedifiérents harmoniques
ne suffit pas a donner une description correcte du champ. Wotens dans la partie sui-
vante une méthode numérique permettant de calculer lestadgd de Fourier de maniére
exacte a la surface de la nanostructure et donc dans topates

2.4 Conclusion

Ce chapitre avait tout d’abord pour objectif d’'introduies différentes expressions des
champs électrique et magnétique dans les milieux d’entréle sortie du réseau. Nous
avons vu qu'’ils sont complétement évanescents dans le vigdldgs parametres typiques
utilisés dans ce mémoire. Le champ diffracté s’écrit comme superposition d’ondes
planes de vecteur d’onde surfacique quantifié. Plus la &écgl spatiale de I'onde est
grande, plus sa longueur de décroissanceest courte : les hautes fréquences du champ
sont donc filtrées avec la hauteur.



Ainsi, le comportement de la lumiere a grande distance asirdopar les ordres de
Fourier de plus grande portée, laquelle dépend de la pénaile également de I'orien-
tation du plan d’incidence par rapport au réseau. La prisecempte de ces seuls har-
moniques permet de calculer une expression asymptotiquetdmtiel d’'interaction de
I'atome avec le champ optique.

Nous avons finalement introduit deux réseaux particulleggpremier est unidimen-
sionnel : le champ diffracté a grande distance s’identifiglai obtenu par la simple super-
position de deux ondes évanescentes contrapropageaatEsc@ncidence ne se produit
que sile plan d’incidence de la lumiére est perpendicutairelignes du réseau. La portée
du contraste du potentiel est alors infinie. Lorsque l'iecice n’est plus perpendiculaire,
cette quantité est finie et la modulation reste localiséeddsinage des nanostructures.
L'étude du deuxieme, bidimensionnel, a permis d’étudieffét du filtrage du champ en
fonction de I'angle polaire du vecteur d’'onde incident. Ces deux exemples illustrent le
découplage entre le miroir et le réseau.

Dans le chapitre suivant, nous allons exposer la méthodaldel @xacte du champ
diffracté par un réseau périodigue uni- ou bidimensionnel.






Chapitre 3

Théorie différentielle des réseaux

Le calcul exact du champ électromagnétique diffracté paédeau passe par la ré-
solution des équations de Maxwell dans tout I'espace. Lahouét utilisée dans cette
premiére partie est nommée Théorie Différentielle des &és¢ouDifferential Theory
of Gratings désignée dans la suite par DTG). |l s’agit d’une théorietxae nécessitant
aucune approximation. Dans le cadre de I'optique de chaoqghpt elle a été développée
par R. Petit, M. Neviére, P. Vincent et D. Maystre dans le€aarl980 [82, 83]. Un ex-
posé trés complet de cette méthode est présenté dans laléhdsan-Claude Weeber [84].

L'expression générale des champs dans les demi-espacegéoes 1 et 3 a été éta-
blie dans le chapitre précédent. Nous avons vu qu'’ils s/éntisous la forme d’'un dé-
veloppement de Rayleigh. Ainsi, la connaissance des cieefficde Fourier a la surface
du réseau suffit a pouvoir évaluer les champs électrique ghétgue en tout point du
milieu de sortie. La méthode DTG permet de calculer numeériugnt ces coefficients. Le
principe est d’établir un systeme d’équations différdiggevalables dans la zone modu-
l€e, et d’intégrer ce systeme entre les catesO etz = h. Cependant, la difficulté réside
dans I'existence en= h d’'un champ d’expression inconnue réfléchi par le réseauldans
milieu d’entrée. Lintégration directe de ce systéme adrava zone modulée a partir de
I'expression du seul champ incident est donc impossible.

L'alternative est de raisonner en sens contraire. On s@pg@edord ere = h I'exis-
tence d’'un champ électrigue ou magnétique ne comportanhguseule composante de
Fourier spatiale. Lintégration numérique rétrograde décpdent systéme permet alors
de déduire les amplitudes des champs incident et réfléclsildamilieu d’entrée corres-
pondant spécifiquement a ce champ harmonique de sortienRasion, on déduit les
matrices de transmission et de réflexion du réseau de diffrac

Sur la figure 3.1 sont rappelées les notations déja intresldians la premiere partie.
La polarisation du champ devant étre prise en compte, oaduir un troisieme angle
O qui repéere l'orientation du vecteur de polarisation du chaiectrique par rapport au
plan (Oxy). Dans le cas particulier de la polarisation TE, I'anglest nul ; il vautrt/2 en
polarisation TM. Les coordonnées cartésiennes du changeimcsur le plarz = h sont
alors:

Exo = Eo(sing cosd— cosBcospsind)
Eyo = Eo(—cosBsin¢sind— cosp cosd) (3.1)
Ezo = EosinBsind

45



milieu 1

milieu 3

FIG. 3.1 — Principaux parametres du champ incident et du réseau.

On obtient les composantes du champ magnétique en utilisguoiation de Maxwell-
Ampereld x E = —iwoH :

Hxo = Eo(nikyoEz0+ nikzoEy0) /(koZo)
Hyo = Eo(—nN1kz0Ex0—NikyoEz0)/(koZo) (3.2)
Hzo = Eo(nikyoEy,0 — NikyoExo) /(KoZo)

ouZp = +/Ho/€o représente I'impédance du vide.

3.1 Expression du champ dans tout I'espace

Commencons par rappeler I'expression des chabes H dans les demi-espaces
homogenes 1 et 3. Nous avons vu dans la précédente partie @pdissent au dévelop-
pement en série de Fourier :

FO(xy,2) = FoeKoT 15, FLU (y)ghi 2k -
FO(xy,2) =3, Fe(v)e W zgk (33)

avec

ky = nlkl‘)‘f‘Qv

ke = yW24k2 r=1.2

Chaque champ est donc la superposition d’ondes progressivévanescentes vers
lesz> 0 ouz < 0. Cette distinction n’est possible que dans des espacesdwnas,
puisque ce sont les vecteurs propres de I'équation de PoiBsms la zone modulée, on
ne peut pas séparer ondes montantes et descendantes, ofamie électromagnétique
peut néanmoins étre développé en série de Fourier sxivRgtselon :

)(x,Y,2) ZF vze'kI

Les coefficients de Fourier dépendent donc toujours de
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Composantes principales. Dans les demi-espaces homogénes 1 et 3, nous allons mon-
trer que les coefficients de Fourier Heou H peuvent étre exprimés en fonction unique-
ment de deux composantes, appelées composantes priscipalesidérons en effet les
équations de Maxwell :

OxE = iwuH (3.4)
OxH = —iwegn’E (3.5)

Si la constante diélectrique est indépendante de la positaus pouvons appliquer 'opé-
rateur rotationnel a ces deux relations et en déduire pggiion sur la baséey, e, €;) :

—n?kGEx a;/EZX _ iwpo% _ g)z(—aE)y/ (3.6)
—n?kZHy — 6;I/-2|x = —iwa% — gi—g; (3.7)
E, — w'—s {% — aa—w (3.8)

Eninjectant les développements de Fourier 3.3 dans cesgsiieest possible d’exprimer
les composantd etF, uniguement en fonction dé§. Les composantes principales sont
dans ce caky etHy. Pour chaque ordre de Fourier nous avons dans le milieu tle sor

3),4(3 3),3) =3
Q) — K2y (V) ~kAKVE(v) (3.10)
X - 3 .
36—k
3)=(3 3),,(3 3
W) = 8 ) ki v (3.12)

33—k

On obtiendrait des expressions semblables (r) et Hy(v) a partir de 3.8 et 3.9. De
méme les composante®tz du champ réfléchi dans le verre sont obtenues en changeant

3enl etK\(f) en—K\(,l).

Ainsi, le champ électromagnétique dans les milieux d’eng€de sortie sera uni-
quement décrit par les coefficients de FouEgfv) etHy(v). Le principe de la méthode
différentielle des réseaux est d’établir une relationding entre les composantes princi-
pales du champ en entrée et en sortie du réseau. Pour celdevauns établir un systeme
d’équations différentielles décrivant I'évolution du amadans la zone modulée.

3.2 Equations de propagation dans la zone modulée

Le calcul du champ repose donc sur les deux équations de Masegtorielles :

OxE = iwpoH (3.12)
OxH = —iwgl,2)E (3.13)



En éliminant de ce systéeme les composanthschamp électromagnétique, on montre
que les composantes paralleles des champs obéissent aatioagudifférentielles cou-
plées :

( aEx . oH aHx .
T [ -
0E . oH .
%= —iotoH+ 3 | (G - %) /(~icogon?)
% = —iwsonZEy+a%( <%—"a—'§7> /(—iwpo)
dH : 0E,  9E, :
o= iweEct § [ (5 - %) /(~ioww)|

\

Pour expliciter le systeme d’équations, nous devons égaledévelopper la constante
diélectrique en série de Fourier. Réécrivons-la dans umipréemps sous la forme :

n(1,2) = 3, + (N5 — n3,)P(1,2)

ol nyy, représente l'indice entre les plots,Reest la fonction indicatrice des plots définie
par :

[ 1 si (lLzeV
P(I,z)_{ 0 si (Il7gV (3.14)
Elle peut étre développée en série de Fourier :
= 3 B(v,2¢ (3.15)
Y

La fonctionP dépend en général deexcepté dans le cas ou le motif du réseau est a
flancs raides, comme dans ce mémoire de thése. Ainsi, leurésaat composé de plots
parallélépidédigues de dimensianselonx etb selony, on a :

P(m,n) = sinc(m) smc(nnb) (3.16)
Lx L,

Apres introduction du développement 3.16 dans 3.14, oreoblke systeme d’équa-
tions différentielles couplées suivant :

( 2 K2 K mk
Ed = ('koZo + —rizk"[):;) Hy? (mn.2) - Zeoae i (mn,2)

"?b) qu~(m* pvn*q7z)(kpoy (p,0,2) — kquX (p,q, ))

2
2
d5¥(mn2) mnz = ( ikoZo — ZOKV"‘) HiZ (myn, z) + Z0%mkn H§ )(mn,2)

ikgn2 ikon3,,

+5°.{0— 5% >zpq B(m—p.n-a.2) (kepHy” (.6,2) ~ kyaHi (P.02)) (3.17)
dH{? d( 2 _ (_ ufg?o B .k%:qu) <2)(m n. z)+ kxm;)(/jn EP(mn,2)

_IkZ? (n2 n2b) qu (m p,n—q, Z) (p,q, )

(2)
dHy~(mnz) — {Y_m + 'k%22b> E(z)(m n Z) k><ml£(y)n E§2)(m, n,z)

z ikoZo

iko

\ +72 (M%) SpaP 5(m-p,n—0a,2E7 (p,q,2)

Tous les ordres de Fourier des champs sont couplés par leipnd8 qui intervient dans
les équations de propagation. Ce systeme est intégré eatpains de cote= 0 (sortie)
etz=h (entrée). Cependant, pour relier les champs dans les zai&salceux de la zone



modulée, nous avons besoin de relations de passage.

Conditions aux interfaces. Enz= 0 la continuité des champs suffit a calculer les com-
posantes tangeantielles HeetH dans la zone 2. Il faut auparavant relll‘érl) et Hﬁl) aux
composantes principales au moyen des équations 3.10 et 3.11

En entrée du prisme, il faut exprimer, a partir des compesadé Fourier tangean-
tielles deE(? (h) etH? (h) et de leur dérivée en les composantes principales montantes
et descendantes du champ dans le demi-espaceEg(,.lte’( Hy(l) s'écriventerz=nh:

E3(,1) (m,n,h) = Ef,z) (m,n,h) =

£ (m,n) @M 4 £ (m ) e (3.18)
HyY (mnh) = By (mn,h) =
HYLY (m, ) @¥in 1 HD (m, ) e-vieh (3.19)

Les expressions 3.17 sont également valables dans le pastoadition de remplacep
parny, (ce qui annule la sommation sur les ordfpsq)) etny, parn;. La continuité des
composantes tangeantielles des champs permet alors daitteria valeur de la dérivée
verticale des composantes principalezenh dans le milieu 1. On notera qu’elles n’ont
aucune raison d’étre continues. Nous avons alors :

(1) . :

a8 Eyz (m,n,h) = iyinh {E&w (m.n) e — £ (m ) e"Vgnl-r)"} (3.20)
(1) _ .

dlg’; (m,n, h) = iykoh {Hy(l’”)(m, n) gvinn _ HY Y (m,n) e"VEnlv)”} (3.21)

d’ou I'on déduit par combinaison avec 3.19 la valeur des awsaptes principales inci-
dentes et réfléchies :

1 i del!
S mn) = <E§2><m,n, W+ 95 m n,h>> 322)
Ymn
(L) 1 @ i dg”
mn

Nous allons maintenant décrire I'algorithme de calcul danch diffracté.

3.3 Les differentes étapes de la méthode DTG

Nous avons désormais tous les outils pour calculer les chaéfféchis et transmis
par le réseau de diffraction. Le calcul ne pouvant étre effepour un nombre infini
d’harmoniques, les développements en série de Fourietrsmafués a I'ordré enky et



al'ordreN enky,. Considérons les vecteurs contenant les harmoniquEg eleHy,

Ey(r.n, n)
Fy= ; (3.24)
Hy(m,n)

Il comporte MN composantes. La base dans laquelle s’exptfipeorrespond aViN
excitations électriques &N excitations magnétiques de fréquence spatiale déterminée
(K,v). L'algorithme est alors divisé en trois parties :

» on impose dans le milieu 3 une excitation correspondant éuchde ces vecteurs
de base. Il y a donc®N conditions initiales différentes. Les conditions aux tiesi
enz= 0 permettent de calculer le\ composantesy associées dans la zone
modulée, ce qui donne les conditions initiales permettamégration de 3.17;

» ce champ est propagé au travers de la zone source de z=0 a izirttégaation
des équations 3.17. Celle-ci est effectuée en utilisanmétbode de Runge-Kutta
d’ordre 4;

» enz=h, les composantes descendantes et montantes du champ daifisuel
sont calculées a partir des équations 3.23. Pour chacurexdiégtions de base, on

déduit donc deux vecteu|='§(17u) et Fy(Ld). Au final, 'ensemble de ces vecteurs se
présente sous la forme de deux matrickd\2x 2MN définies par :

Egll,u) M () E§/3’d) E§/1,d) (3,d)
H (1,U) H (3>d) H (1>d)

E )
— M@, [ sa) ] (3.25)

y y y y

Nous avons indiqué par I'exposafit) que les excitations €lémentaires dans le milieu 3
correspondent a des champs se propageant vers les z négatifs

Matrices R(@ et T,  Au niveau de l'interface entre le prisme et les nanostrestusn
peut introduire les matrices de réflexiBff) et de transmissiof(?), définies par :

1, 1d 3d 1d
E>(’ ! —R@. E>(’ ! E§’ ! — T, E>(’ : (3.26)

En comparant ces relations avec les expressions 3.25 dtaipuer (9 est directement

linverse deM (@9 tandis quer (@ est un produit matriciel :
1
T — (M (dvd>) (3.27)
RO — M. (W <d7d>>‘1 _ Md) 7@ (3.28)

Nous pouvons ainsi calculer les champs transmis et réfl@elnile réseau pour n’importe
quelle polarisation du champ incident.

Matrices R et T, Dans la suite, nous allons également avoir besoin des st
réflexion et de transmission d’'un champ provenantaed), c’est-a-dire se propageant



du vide vers le réseau. Il est donc transmis dans le milieuréfiéchi dans le milieu 3.

Ce calcul pourrait se faire de maniere semblable a la méthodeient d’étre exposée,

mais en inversant le réle des milieux d’entrée et de sortgpe@dant, il est possible de
généraliser la méthode précédente de maniere a incluresce ca

Réécrivons I'expression générale du chaitp) du chapitre 2 sans tenir compte des
conditions aux limites. Il s’écrit :

EQ(xy2) = Y |ECU )" ERD(v)e 2| gkl (3.29)

Vv

Nous pouvons donc compléter la base des excitations (i§agipour le calcul de@
et T(@ par 2MN excitations (u). Ainsi, les composantes principale&tf sont décrites
dans I'espace de Fourier par le supervecteuvidl€omposantes :

)
) (3.30)
)

Pour chacune de ces nouvelles excitatiBft$ ou HYW élémentaires, on peut & nouveau
calculer par intégration a travers la zone modulée les changmtant et descendant dans
le milieu 1. Ainsi, le supervecteur des composantes prategpdu chamfEV est relié
linéairement au champ d’excitation par :

Fg,l’u) B { VTR VICE) } | F§3,u) (3.31)
FL MW (dd) F3 :

ot M U9 et M(49) sont les matrices calculées précédemment. Lors du calsuhaie-

velles matricegvl WY et M (@Y il faut toutefois faire attention a adapter les conditions

aux limites a I'interface = h en effectuant le changemevﬁ)n — —yﬁﬁ)n.

On déduit alors I'expression des matrices de réfle8h et de transmissiom“) en

imposant la condition a I’infinF§,1’d) = 0, qui traduit 'absence de champ provenant de
z= +oo dans le milieu 1 lorsque I'illumination se fait a partir duli@u 3 :
F)(/Lu) — M(u,u) F§/37u) +M (u,d) F)(/37d)
0 = MOEYEEY L MEDESED
d’ou on déduit :
FRY _ ROEEY  , R@__ <M (d,d>) YICD

F§/37u) — TOEBW @) W g ud) <M(d7d))_1M(d7u)



3.4 La méthode des réeflexions multiples

Domaine d’applicabilité de I'algorithme. De nombreuses études ont été effectuées de
maniere a préciser le domaine de validité de la méthode quevenons de décrire. Dif-
férents parametres interviennent : nature du matériaarigation, hauteur et période vis
avis de la longueur d'onde. Cette méthode est en partidnbgte a traiter la diffraction
par des réseaux métalliques en polarisation TM [85]. Enigdrié convergence est bonne
dans le cas de réseaux de faible hauteur devant la longusndealet devant la période.
Les instabilités numériques qui apparaissent lorsquedtn de cette gamme de para-
metres proviennent de la présence de composantes ands@emtes (dont I'amplitude
augmente exponentiellement avec la distance) dans la zodelée. L'intégration de ces
contributions pour des ordres de Fourier élevés conduitdlivergence de leur amplitude
d’autant plus importante que la période est faible et ladaumportante. L'inversion des
matrices mal conditionnées ainsi obtenues est instableééngoement. Afin de pouvoir
augmenter suffisamment le nombre d’harmoniques pour dtieia convergence, il est
nécessaire d’adapter I'algorithme.

Un certain nombre de méthodes alternatives ont été propaxée de calculer le
champ pour des hauteurs et des périodes arbitraires. Méeidegt F. Montiel ont dé-
veloppé en 1994 une procédure qui permet de traiter desédeat le rapporh/d est
supérieur a I'unité [86]. Nous avons choisi d’'implémenteeunéthode simplifiée utili-
sant le méme principe, dite des réflexions multiples [87].

z A
milieu 1
Fo© F,0
z=h 4
. d
R - Fo~_ Ry, F,0 RYSF,O
Zg -------- - FO(Z)%F @Ry NF@.
m
Zg ---mene- - Fo® \RE, Fo Fad\o
e =N; N =4 \Tg \
0 \ ' -
Fo® F )
milieu 3

FIG. 3.2 — Méthode des réflexions multiples.

Le principe est de subdiviser la zone modulé&gtranches de méme épaisseur (voir
figure 3.2). Nous introduisons artificiellement une couattermédiaire infiniment fine,
d’indice égal a I'indice du milieu de sortie. Son épaissaangnulle, elle n’a aucune



incidence sur le résultat final. Nous noterapda cote de 1d!M€ couche intermédiaire
entre les tranchedg — 1 etic, la cbtez; correspondant a= 0.

Le champ transmis est obtenu en sommant les champs émedgdartone modulée
aprées avoir subit,1.., Nr réflexions entre les tranches. Un exemple est donné sur ke figu
3.2 pour\; = 4. La premiére tranche est caractérisée par les mafriteg, RY etRY, et
lesN; — 1 suivantes pary, TS, R} et RY, dont le calcul se fait par la théorie différentielle
des réseaux en remplacamtparns.

Description de I'algorithme. Considérons le supervectelig(1) = T$ Fo(0) ne com-
portant que les composantes principales du champ incidestld verre sur le réseau. Les
valeurs du champ transmis directement a travers les trarsthigantes sans avoir subi de
réflexion sont données par la relation de récurréfiti + 1) = T3 Fo(ic). Le champ cor-
respondant en sortie du réseau est dajis) = [TSNe~1TFq(1). C'est lnitialisation du
calcul.

La premiére itération consiste a calculer en chagijuamplitude du champ apres une
seule réflexion. En particulieFo(Nc) se réfléchit sur la derniére couche, déne¢N;) =
RgFo(Nc). Les contributions aux cétes,, ic = Nc — 1,...,2 vont se déduire de la rela-
tion de récurrenc&q(ic) = RgFo(iC) + T5Fo(ic+ 1). Nous remarquons que ce champ se
propage vers lescroissants. lls vont apporter une contribution au champakfidans le
milieu 1 :F1(1) = TYF1(2).

Le deuxieme pas s’effectue de maniere semblable. Le clra®) se réfléchit sur la
premiéere couche F2(2) = RjF1(2); le calcul des contributions a la sortie des couches
ic =3,...,N; se fait a nouveau par récurrenc€z(ic) = R5Fi(ic) +T%F2(ic— 1). Ces

champs ajoutent une contribution a la composante transriigs) = T F2(Nc).
Ainsi, la méthode de calcul est la suivante :
» initialisation du champ en chacune des c&ges
(1d)
Ey (mv n)
Fo(1) = : { Fo(2) =TiRo(1)
(1d) ' FO('C) :TzFo(lc—l), |C:1,,Nc,s
Hy™™ (m,n)

Dans notre cas, la seule composante de Fourier du champirnaera I'ordre 0.
» puisNg/2 itérations du schéma suivant :

Fop-1(Ne) = RIF2p 2(Nc)
Fap1(ic) = RIF2p 2(ic) + ToF2p 2(ic+1), ic=Nc—1,...,2

F2p(2) = RiFzp-1(2)
F2p(|c) = R3F2p_1(|c)+TgF2p_1(|C—l>, iC:37"'vNC

Fap(S) = T9F2p(Nc)



» au final, le champ total transmis @&8) = Fo(s) +F2(S) + - - - +Fng_2(S) + Fng(9).

Convergence de l'algorithme. Le calcul doit donc étre optimisé en fonction de plu-
sieurs parametres. Le premier est le nombre d’harmonidizesonvergence n’est pas
atteinte en méme temps pour tous les ordres, les bassesrigEgiconvergeant en pre-
mier. Dans le probleme spécifique auquel nous nous intéresselui de la diffraction
d’atomes, nous n’avons pas besoin de connaitre la formeéeegdaachamp pour toute va-
leur dez, puisque I'atome rebondit a une distance typique de 200 rdeasus des plots,
ce qui sélectionne un faible nombre de coefficients de FoB8&ule la convergence des
premiers ordres de diffraction, ceux de plus grande poniges intéresse.

En une dimension, il est possible de prendre en compte urd grambre d’harmo-
nigues, ce qui permet d’avoir un champ trés bien convergéerginz=0. Ceci est cepen-
dant impossible en deux dimensions, le nombre d’harmosigugmentant commnid? :
nous nous sommes donc limités aux ordre®) et (0,1). Les valeurg = N = 31 suf-
fisent pour les parametres géométriques précisés dansgdirenaécédent. Nous avons
prisM = 61 pour le réseau unidimensionnel. La convergence en fomdti nombre de
réflexionNg est trés rapide, de méme que celleNdeNous avons choidi. = Nr = 30.
Le temps de calcul en 1D est de I'ordre de la minute, en revaitditeint rapidement
plusieurs heures (environ 3 pour les parametres choisigPen

Ainsi, I'implémentation de cette méthode a permis d’éteridrcalcul du champ a des
hauteurs de plots de 50 nm, ce qui correspond au cinquiene pribdicité. Au-dela,
des problemes de divergence subsistent.

3.5 Composantes normales du champ électromagnétique

La derniere étape du calcul est un changement de base. Daas tgnéral, la des-
cription de l'interaction de I'atome a plusieurs niveaurale champ électromagnétique
fait intervenir les composantes normalessddans ce paragraphe, nous établissons leur
expression en fonction des composantes cartésiennes iy électrique.

L'axe de quantification choisi est le vecteur unitaire deapshtion TE, perpendicu-
laire au plan d’incidence. Cette composante joue en effddlarprivilégié puisque qu’elle
n'est pas présente dans I'onde évanescente non pertunb@ée@seau. Nous verrons que
son intensité dans le champ diffracté est toujours beauptugpfaible que lintensité
totale. Les vecteurs de polarisatien, e, etey sont définis par :

& = Kxg (3.32)
e = F(Rtie)/V2 (3:33)

OUK = kg/kg est le vecteur unitaire de méme sens que le vecteur d'onderfées. La
matrice de passad®, de la basé€k,e;, &) a la basde_,ep, e, ) estdonc:

1/v2 0 —1/v2
Pn=| —i/v2 0 —i/V2 (3.34)
0o 1 o0

De méme, le passage de la béseey, ;) a la bas€k, e, ) se fait par une matrice de



. “HE -

rotationP; :

—cosp O —sind
P,=| —sing O cosh (3.35)
0 1 0

Alors la matrice de passage en(eg, e, €,) et(e_, ep, e ) estP; - Py, et les composantes
normales du champ s’expriment en fonction des composaat&sEnnes comme :

Em Ex 1 IE; — [Excosp + Eysind]
Eo | =(P-Pn) ' | E 5| V2(Eycosh —Ecsing) (3.36)
Ep E, IEz+ Excosp + Eysing

3.6 Reésultats numeériques

Nous allons présenter des résultats concernant, dans onepttemps, le champ dif-
fracté par une structure unidimensionnelle et, dans unidmetemps, par une structure
bidimensionnelle.

3.6.1 Etude de l'intensité diffractée par un réseau 1D.

Ces résultats ont été obtenus avec un réseau de périgdsous incidencé = 60°.
Le motif a une largeur de 100 nm, et une hauteur de 50 nm. SgueefB.3 est tracée, en
échelle logarithmique décimale, I'intensité de chacunatesficients de Fourier 2= 0.
La courbe est symétrique podir= 11/2. Lorsqued diminue, les composantes d’ordre
positif sont plus intenses, mais globalement I'allure decsge évolue peu. Nous pouvons
observer que I'enveloppe est proche de celle d’un sinusrardn peut en effet montrer
dans I'approximation de Born (voir annexe A), c'est-a-gliocair les faibles hauteutspar
rapport a la longueur d’onde, que le spectre est modulé pgeaiaformée de Fourier en
X, y du profil d’indice.

2log(|E/E,|)

-10 =5 5 10

]
0
m
FIG. 3.3 —Intensité diffractée sur chaque composante de Fauriéchelle logarithmique.
Trait plein :¢ = 0, trait interrompu h = 11/4, trait pointillé :¢ = 11/2.

Il est également intéressant de comparer les contributieasomposantes normales
du champ. Sur la figure 3.4-a ont été tracées les valgqm) = 2\E§7pEE(_m)\/\EO\2
ou p = + etm= £1. Cette grandeur, lorsqu’elle est faible devant 1, s’idienavec le
contraste de la composargelu coefficient d’ordren de Fourier. Nous pouvons constater
quee; (+1) se démarque nettement des autres contributions. En affetdg tend vers



0, sa valeur tend vers 1,7, ce qui correspond a un contra®@®%deNous reviendrons sur
ce point important lors de I'étude de la diffraction atomeqar le réseau 1D.
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© |
S
-
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0
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(@) (b) (c)

FIG. 3.4 — (a) Contraste pour I'ordre -1 : le trait plein représda composante -, le trait
interrompu la composante +. (b) Idem pour I'ordre +1. (¢) ldtion de 'intensité relative
de la composantgg en fonction de I'anglé az = 200 nm.

Enfin, le tracé de la figure 3.4-c montre I'évolution [#|? avecd. Rappelons que
c’est elle qui régit le transfert de population entre lesxdétats fondamentaux lorsque
I'on prend en compte la structure fine. Cette composantaletoient absente du champ
incident, est créée uniquement par la diffraction. Sa valeste donc en général faible
devant l'intensité des composantes + et -. Nous pouvonsndepe voir qu’elle passe
par un maximum poud ~ 23° ou elle atteint environ 0,004, ce qui correspond a 2% de
I'intensité totale. Nous verrons dans la partie suivantigien est la conséquence sur le
transfert de population. Ce phénomene illustre de mané&nérgle qu’il y a création de
composantes de polarisation dans le champ proche.

3.6.2 Quelques résultats en deux dimensions

Pour un réseau bidimensionnel, nous avons vu que les palesipontributions a I'in-
tensité proviennent des ordré3 1) et (1,0) de Fourier. Le champ a grande distance est
une superposition de ces deux ondes, donnant lieu a un @bterodulé dans les deux
directionsx ety. A nouveau nous étudions I'évolution des différentes daératiques de
I'intensité en fonction de I'anglé. Tous les calculs ont été effectués pour une périodicité
identique erx et eny deLy = Ly = 250 nm. L'angle d'incidence du faisceau st 60,
les plots sont a base carrée de @té 100 nm et de hautetr= 50 nm.

La figure 3.5 présente plusieurs cartes de l'intensité ettra@on évolution en fonc-
tion de I'angle polairep et de I'altitudez. La premiere hauteur est proche de la surface
des plots diélectriques, la seconde correspond a une malgteebroussement typique de
I'atome. Les effets dus a la différence de coefficients dealgsance entre les deux ordres
sont ici aisément identifiables. Quel que soit I'angle, larab est bien localisé au-dessus
du plot a 50 nm. Les valeurs minimales {,0) et maximales£ 1,4) de l'intensité rela-
tive dépendent peu de I'angle polaie En revanche, le comportement est trés différent
a 200 nm. En effet, poup = 0°, le champ est beaucoup plus contrasté dans la direction
y que dans la directior, ce qui est une conséquence de la décroissance plus rapide de
I'ordre (1,0) par rapport & I'ordré0, 1) (voir chapitre précédent). Le champ devient pro-
gressivement unidimensionnel quaraligmente, la modulation étant dans la direction de
la composante parallele du vecteur d’onde incident. Qgaagigmente progressivement,



TaB. 3.1 — Evolution de l'intensité moyenne a 200 nm en fonctierpcpour les trois

composantes normalés , Eg etE, .

b=0"] ¢=222] ¢=4%5
- 0,17 0,17 0,17
0| 0,810°|0,1810%|0,1710*
+]0,85102|0,85102 | 0,8510°7?

cette différence de contraste s’atténue. &,48 champ est parfaitement symétrique par
rapport a I'axey = x : cela correspond a I'égalité des coefficiexgg etky o.
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x(um) X(um) X(um)
FiG. 3.5 — Evolution de lintensité relative du champ en fonetite I'angled a 50 et

200 nm.

La table 3.1 montre I'évolution de l'intensité moyenne desst composantes nor-
males & 200 nm en fonction de En plus du peu d’évolution diE_|? et |E.|?, elle
montre clairement que la composafigcréée par le processus de diffraction du champ
incident reste négligeable par rapport a l'intensité mogetotale. En effet, elle ne dé-
passe pas,Q%. Cette valeur est 20 fois plus faible que celle obtenue averéseau
unidimensionnel. On peut attribuer cette écart a la difféeede quantité de matiere entre
les deux objets diélectriques, sachant que la création mig@asantes de polarisation est
d’autant plus efficace que le volume du réseau est impoAamgi, nous nous attendons a
ce que le transfert de population entre les deux niveauxaimthtaux soit encore moins
important dans la diffraction par un réseau 2D.

Enfin, I'évolution du contraste enety pour chacune des composantes + et - du champ
est indiquée en fonction dig dans les tables 3.2 et 3.3. Il apparait qu’'enfre45, le
contraste de la composante - reste de I'ordre de 0,1% dadsuegirections, tandis que
celui de la composante + évolue beaucoup plus fortemerdn&eil passe de 25% a 5%



TAB. 3.2 — Evolution du contraste selon I'axé 200 nm en fonction dé pour les deux

composantek_ etE,.

TaB. 3.3 — Evolution du contraste selon I'axé& 200 nm en fonction dé pour les deux

composantek_ etE, .

& 0=0" | 0=22 | p =45
- | 0,3%| 0,7%| 0,8%
+ | 25%| 16% 5 %

g | 0=0|90=22 | p =45
-1 0,3%| 05%| 0,8%
+1033%| 12%| 5%

et selony, il est de I'ordre du %.

Le comportement du contraste enfre= 45° et $ = 90° se déduit des valeurs pré-
cédentes en changeapnen 90 — ¢ et en échangeant le role desty. Ainsi, quels que
soient I'angle d’indidence et la direction, le contrastel@leomposant&  ne dépasse
jamais 1% et celui d&, passe de 0,3% a 25%. De méme que pour le cas unidimension-
nel, on s’attend a un changement important du comporteneelat diffraction suivant le
sous-niveau Zeeman de I'atome incident sur le réseau dadditin.

3.7 Conclusion

Les points essentiels a retenir de cette étude de I'inted#ftactée par un réseau uni-
ou bidimensionnel peuvent étre regroupés en deux catégorie

» d’abord 'effet de filtrage des hautes fréquences spatthlehamp avec la hauteur.
Il est relié uniguement a la géométrie du réseau (péria@ieit a I'orientation du
faisceau incident par rapport a la surface et au réseaug(azghutald et angle
polaired). Nous rappelons qu'il provient de la dépendance, via it de dis-
persion du champ dans le vide, de la composante parallélectew d’onde de
la composante de Fourier diffractée et de sa portée Blous avons vu que plus
I'ordre augmente, plus I'amplitude de I'onde décroit ramebnt. Cet effet déter-
mine la forme du champ a grande distance, dans lequel ne dahtjo’un ou deux
des harmoniques de plus longue portée. Dans le cas du résieauensionnel, le
champ est bien décrit par les ordee$. Une étude des coefficients de décroissance
pour le réseau bidimensionnel en fonction de I'angle pelgiia montré que pour
¢ = 0, 'ordre dominant es(0, 1) et la modulation est la plus importante dans la
direction du vecteur d’'onde du champ incident. Ppur 11/4, les portées des deux
ordres(0,1) et (1,0) sont dégénérées et le champ reste parfaitement bidimension
nel quelle que soit la hauteur.

» ensuite, les points concernant le spectre de Fourier dauokates composantes
normales du champ. Globalement, le poids des différenteposantes diffractées
respecte celui du champ initial : quel que doite poids de la composante - est su-



périeur a celui de la composante +. La composante 0, totatabsente du champ
initial, provient entierement de la diffraction de I'ondecidente, et sa contribu-
tion reste faible. La création de composantes de polavis&ist donc limitée. En
conséquence, lors du processus de diffraction atomiquegrisfert de population
entre les deux sous-niveaux Zeeman doit rester faible. Ceegsort également
de I'étude numérique du champ est que le contraste de chaesneomposantes
normales du champ électrique varie de maniére trés différavecd. Dans les
deux cas, 1D et 2D, le contraste de la composante + est plustampque celui de
la composante -, et ce quel que soit I'angle d’incidencer Roréseau unidimen-
sionnel, il est maximal quand le champ est en incidence péipelaire au réseau.
Dans le cas bidimensionnel, il est maximal quand le vecteundd est paralléle a
I'axe Ox ou a I'axeQy. Les atomes préparés dans des sous-niveaux Zeeman dis-
tincts vont donc voir des potentiels tres différents. Ainsius pouvons déja prévoir
que la diffraction va dépendre de maniére importante du membantiquens.

Puisque le champ optique est désormais bien caractéris€pooavons aborder I'étude
théorique et numérique de la propagation d’'un atome froildé@gum dans un champ éva-
nescent nanostructuré. Nous verrons quelle est la signdéas différents points évoqués
sur les populations diffractées dans les différents ordres
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Chapitre 4

L'interaction atome-champ

Le probleme de I'interaction d’'un atome avec la lumiere net @re traité comple-
tement que dans le cadre de I'électrodynamique quantigaes Bette description, le
rayonnement lui-méme est une composante du systeme éggiéndant, contrairement
a I'atome qui peut étre décrit la plupart du temps par un nertifmité d’états internes, le
champ électromagnétique peut en comprendre un nombrert&ted gceci rend la réso-
lution exacte délicate. Deux régimes limites sont enviabtgs [88]. Dans un premier, le
nombre de degrés de liberté du rayonnement est trés grdedegips caractéristique des
fluctuations est trés petit devant le temps d’évolution datiqules. On peut alors faire
I'hnypothése raisonnable que le rayonnement se comporteneaim réservoir, c’est-a-dire
qgue son état n'est pas modifié par l'interaction avec la matiéévolution du systeme
matériel est décrite par une "équation pilote" spécifique eégime. Dans ce cas, |'objet
d’étude n’est pas la fonction d’onde mais I'opérateur déngui permet une description
macroscopique de I'évolution d’'une population d’atomeéssnhotamment dans ce cadre
gu’est décrit le phénomeéne d’émission spontanée, réslitabuplage de I'atome avec
les modes du vide électromagnétique.

Dans le probleme qui nous intéresse, I'atome est couplé ederment avec le vide,
mais également avec un champ électromagnétique de faiigleulaspectrale, dont le
temps de cohérence est trés grand devant les temps catiqiés associés au systeme
atomique. Le traitement complet au moyen de I'équationt@ifdest donc pas possible.
On peut cependant étudier le couplage de I'atome avec lengynent cohérent au moyen
de I'équation de Schrddinger, mais sans prendre en congtadsion spontanée. C'est
dans ce cadre qu’est utilisé le formalisme des équationsabdBptiques. Il s’agit de trai-
ter chaque couplage indépendamment I'un de l'autre, ebdtaj les deux contributions
aux équations d’évolution de la matrice densité. Ce vasteilte est expliqué de maniéere
détaillée dans de nombreux ouvrages [88, 89]. Il permetaitetrun large spectre de phé-
nomenes physiques, de la manipulation d’atomes par foipetatdes aux méthodes de
refroidissement doppler et sub-doppler.

En 1979, R.J. Cook a exposé un calcul des forces agissanhsatiome se dépla-
cant dans un champ optique fondé sur le théoréme d’Erhestféet équations de Bloch
optiques [90]. Le formalisme exposé ici est tres similaireete approche. Il s'inspire
d’un cours beaucoup plus général de Claude Cohen-Tanraaijié lors d’un congres a
I'Ecole de Physique des Houches en 1990 [91].

Nous allons nous limiter & une description semi-classiquiéadome. Cela signifie
gu’il sera bien localisé a la fois dans I'espace des postetrdans I'espace des impul-
sions . Cette double localisation ne respecte I'inégalledenberg que si la relation de
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compatibilité suivante est remplie :

kg

™ <r
Dans le cas de I'atome de Cesiul £ 132 umaj (6S;, — 6P3/,) ~ 852 nm), le premier
terme est de I'ordre de 2 MHz, et le taux d’émission spontaieég0 MHz.

Nous allons de plus supposer que I'atome est suffisammenpdem pouvoir consi-
dérer que ses variables internes sont dans leur état statienLe temps caractéristique
du régime transitoire étan/[L, la distance parcourue pendant cette durée doit étre faible
devant la longueur d’onde. Cette condition s’écnip/I" < A, ou Vg est la vitesse de la
particule. Poung ~ 20 cm/s, le membre de gauche est de I'ordre du nanomeétree: cett
inégalité est par conséquent bien vérifiée.

Dans un premier temps, nous allons présenter un modelemkadodeux niveaux,
dans lequel la nature vectorielle de la lumiére ne sera i @n compte. Cet aspect sera
étudié dans une deuxiéme section avec un modéle plus comgtietnt en jeu la structure
fine de I'atome.

4.1 Le modele de 'atome a deux niveaux

Dans un premier temps nous étudions l'interaction d’'un at@rdeux niveaux de
masseM avec un champ optique monochromatique. Le niveau fondahemtn dégé-
néré et d’énergie nulle, est ngté) et le niveau excité, d'énergieuy, est notéde). Nous
sommes dans le cas d’'une excitation quasi-résonante, gpuglle(w — wp) < wp.

e>

Wo W

If >

FIG. 4.1 — La fréquence de transition entre le niveau fondarh¢htaet le niveau excité
|e) estux. La fréquence du champ incident est

4.1.1 Expression de I’hnamiltonien

L'atome isolé est décrit par la somme d’un hamiltonien imeme faisant intervenir
que les degrés internes de liberté, et d’une contributidereg, composée de I'énergie
cinétique du centre de gravité de I'atome :

-2

A A . P
Ho = H& 4 RNt — o7+ 1o%l€) (el (4.1)

Le champ électromagnétique de pulsatiogs’écrit :

E(r,t) = E(r)e " + E*(r)d“! (4.2)



Le vecteurE(r) peut lui-méme étre décomposé en :

E(r) = (r)e(r)e®l

£ (r) désignant I'amplitude réelle du cham(r) sa phase e(r) le vecteur unitaire de
polarisation. Dans la limite ou la taille de 'atome est faidevant I'échelle de variation
spatiale du champ électromagnétique, I'interaction atohremp proche est décrite par
I’'hamiltonien dipolaire électrique [92] :

Ve = —d.E(r,t) (4.3)
oud est I'opérateur moment dipolaire. Il s'écrit dans la bag, | f)} :
d = dre[| f)(el + [e)(f]] (4.4)

ou nous avons introduit le moment de transitigg, supposé réel, entre les étgits et |e).
En introduisant la fréquence de Rabir) définie parQ(r)e®") = —z (r)e(r) - de/A,
I’'hnamiltonien s’écrit :

2

H= ;M+hwo|e><e|+h9() (=) e @O [1f) el +[e)(f]]  (4.5)

Fréquence de Rabi et réle de la polarisation. Dans la définition de la fréquence de
Rabi intervient le produit scalairg(r) - dfe entre le vecteur unitaire de polarisation du
champ électrique et I'élément de matrice réduit de I'omiratnoment dipolaire. Nous
allons fixer ce terme a 1, car I'étude de I'effet de la polditgesur la diffraction atomique
sera effectuée avec un modéle plus complet de la structimmende I'atome prenant en
compte la structure fine. Nous verrons par la suite que ceftieaimation est rigoureuse
si 'on considére une transitidB— P. La fréquence de Rabi est donc proportionnelle a
I'amplitude du champ électrique.

Approximation de I'onde tournante. L'approximation de I'onde tournante consiste a
négliger les termes anti-résonants dans I'hamiltonien@oBsidérons en effet I'opérateur
dipolaire électrique :

Voe = hQ(r)e®N=N e\ (f| 4 rQ(r)e  (PM-W) £y g
+hQ(r)PN =) £ (g 4+ hQ(r)e (PN~ g (£ (4.6)

Les quatre termest'“ |a) (b| peuvent étre réécrits en représentation d'interactios tan
base des états internes de I'atome. Introduisons pour’oekrateur d’évolution tempo-
relle :

N 1 0
En appliquant le changement de représentadpe: (U;)"WU, les différents termes de
couplage se réécrivent :

e e)(f| — @ Me(f, &¥f)(e] — O WN|f)e
e (f| — etOlle(f], e'¥|f)(e — el@r@Nf)g



Les deux premiers oscillent a la fréquenge wy, les deux derniers a la fréquenog +
w = 20y. L'approximation de I'onde tournante consiste a négligecantribution non-
résonante des termes de fréquence double de celle de ldidmatomique, qui oscillent
beaucoup plus vite que les temps caractéristiques atomifjeeterme d’interaction se
simplifie donc pour donner :

- hQ(r
VbE = 2()

(@M= (f| 4 g (PM-N)|£) (¢ (4.7)

4.1.2 Equations de Bloch optiques.

Nous allons maintenant établir les équations de Bloch agli@giobéissent les com-
posantes de I'opérateur dengité- | ) (@|. Dans le cas d’un atome a deux niveamest
représenté par une matricex2 dans la base des états internes :

o= ( Off Ote ) (4.8)
Oef Oee

ou Oy = (ao|b). Les éléments diagonawg s et 0ee SONt les populations de I'état fon-

damental et de I'état excité. Les éléments hors-diagonaiixappelés cohérences. Nous
verrons dans la suite gu’ils sont reliés en particulier aalewr moyenne de la force exer-
cée par le champ sur I'atome.

4.1.2.1 Equations de Bloch pour I'atome & deux niveaux

Pour trouver I'équation d’évolution de, considérons les opérateutsy, définis par
Map = |a)(b|. Leur valeur moyenne est directement reliée aux élémeritsrdatrice den-
sité par(Map) = (@la)(b|@) = opa’, et leur évolution temporelle est régie par I'équation :

d<nab>

ih at

= ([Map, H]) = ([Mab, Ho +VaL]) (4.9)
car les opérateutd 5, commutent ave®?/2M.

Comme précisé dans I'introduction, ces équations ne premmecompte que le cou-
plage de I'atome avec le champ incident. Nous allons maamteajouter I'effet du cou-
plage avec les modes du vide, calculé avec le formalismegghuéral de I'équation pilote
en considérant le vide comme un réservoir :

d<nab>

in
ST

= ([Man,H]) = ([Map, Ho+VAL]>+ih<d<be>) (4.10)
sp

Le calcul complet des termes supplémentaires dus a I'éonispiontanée dépasse le cadre
de ce mémoire. Il est exposé en détail dans la référencel[88}.cependant possible d’en
donner une justification partielle en rappelant que la d&étsion de I'atome par émis-
sion spontanée d’'un photon est un processus aléatoire. i@pread alors intuitivement
gu’en I'absence de champ extérieur, la population de I&taité doit décroitre exponen-

10n rappelle que la valeur moyenne d’un opératest(o) = Trpo.



tiellement avec le temps jusqu’a s'annuler, ce que tradugidme :

dOee
=T
(G, 1o

Il y a donc un transfert de population de I'état excité veésat fondamental, ce qui se
traduit par un peuplement de I'état fondamental a la méness#t :

dofs)
(%G )sp‘ FOee

De plus, I'émission spontanée est responsable d’'une ddation des étatse) et |f).
Elles obéissent donc également a une loi de décroissanoaenxtielle :

dOef . r
( dt )Sp__EGEf

La justification du taux de variation €ry2 est plus délicate, nous nous contenterons donc
de 'admettre [88]. Nous obtenons alors le systeme d’éqnatilifférentielles :

Off = iQe_(iwt_q)(r))O'fe—iQei(u_qJ(r))Gef—i—rGee
(.)-ee — —|Qe_l(u_cp(r))o-fe+|Qel(wt_cp(r))0-ef—rcee (4 11)
Ofe = iUpOfe— iQe'(m__q)(r)) [Uee— O-ff] - %Ufe .
Oef = —itx0es +iQe (1—®M) [Uee— cfff] — 50t
Si I'on effectue maintenant le changement de variable :
Gt = €@=2(N)g
Oce=0Oce €t Off =0¢f
le systeme d’équations précédent devient :
6’ff =iQ0te—1Q0et+ NGee
.6-ee — —lQa-fe—f—lQa-ef—ra-ee (4 12)
Gte =—i(0L —P(r))Gre—iQ [Gee— G| —re
Get =i(0—®(r))0ef+Q[Gee— Off] — 50ef

oud = w— u) est le désaccord entre la pulsation du faisceau incidertletae la tran-
sition atomique. Nous introduisons maintenant les comtesadu vecteur de Bloch dé-
finies par :

u = —%(Eﬁe‘f' Oef)
vV = ?(O'fe—o'ef) (4.13)
W = Q(aee—aff>

Notons gue les populations des états fondamentaux et gxité reliées par I'équation
Ocet Ot = 1. Lestermesi etv représentent respectivement les parties réelle et imiagina
de la cohérence entre les niveaux fondamentaux et exa@ardistquewn est simplement



la demi-différence entre les populations. Ces composaii@issent aux équations :

v -rj2 s-9 0 u 0
V= -6-9 -r/2 -2q v |+ o (4.14)
W 0 20 T w —r/2

avec® = 9P /ot + (vo- 0)® = (vo- 0)P car, 'onde étant cohérente, la phase est indé-
pendante du temps. Ce terme, responsable de I'effet Dogpler négligé par la suite car
les atomes sont lents : leur vitesse typigques 20 cm/s) conduit a un décalage Doppler
de l'ordre du MHz a la longueur d’onde de 850 nm, ce qui estfadde comparé au
désaccor® ~ 10 GHz.

Comme nous l'avons précisé en introduction, nous suppagambatome évolue suf-
fisamment lentement dans le champ proche pour que I'on plassensidérer a I'état
stationnaire a tout instant de son évolution. Les valeurs getw sont alors :

d s
T R (4.15)
N s
= a0is (410
1
= — 4.17
Wt 2(1+59) (4.17)
ousest le paramétre de saturation :
20?2
=———— 4.18
ST /4 (4.18)

Lorsques devient trés grandys: tend vers O : les populations des étaset | f) tendent
toutes les deux vers 1/2. La plupart des expériences deadtifin atomique est en fait
effectuée dans le régime inverse, de faible saturationgspondant & un grand désaccord
devant la pulsation de Rabi. On peut alors négliger I'éraisSpontanée, ainsi que la
population de I'état excité devant celle de I'état fondetakn

A partir de maintenant, nous allons nous placer dans cep@gimation. Plus préci-
sément, nous supposerans> Q, I'.

4.1.2.2 Expression de la force et du potentiel

Réponses dissipative et réactive. Pour donner un sens physiquéset vg;, calculons
la valeur moyenne de I'opérateur moment dipolaire a I'éatiannaire. Elle s’exprime
comme :

(d)st = def(Mef+Mte)st = ZdefRe[Oztf} (4.19)
Or:
Ust+ Vs = oSe (@=*N) - - Re [Gzﬂ = Ustcog it — D(r)) — Vgt Sin(wt — D(r))

donc:
(d)st = 2de[ustcOg wt — DP(r)) — Vgt Sin(wt — P(r))]



Ainsi, il apparait que la composante en phase avec le chacigeint est proportionnelle
a Ugt, tandis que la partie en quadrature est proportionnelig &ette derniere entraine
donc un retard de phase entre le moment dipolaire et le chgrpprda, une dissipation
d’énergie : c’est la réponse dissipative. La premiere caapte est la réponse réactive.

L'opérateur force exercée sur 'atome se calcule a partipatientiel d’interaction
dipolaire?. Son gradient s’écrit, en I'absence d’émission spontanée,

E(r) = —hle)(fle et [Q(r)é“’“)] +he

La force totale est la valeur moyenne de cet opérateur, xghisree comme :

F(r) = (F(1) = ~26Q(0) u)a(r) + WOB(r)] .20
avec .
10
“0 = o
Br) = © ()

Par extension des résultats obtenus sur I'opérateur modigoitire, on appelle force
dissipative (a I'origine de la pression de radiation) la posante proportionnellewg; :

Faiss(r) = —2hQ(r)vstB(r) (4.21)
s
= —51 B0 (4.22)

Elle est proportionnelle au taux d’émission spontanég forte saturation, la force dissi-
pative tend vers la valeur maximald /2:B(r), d’ou le nom de "paramétre de saturation”
donné . En revanche, a faible saturation :

2
Faise 1) = ~ 5 SHB(F) =~ 2 B(r) 4.23)

Elle varie donc commé(r) /&%, ot (r) est l'intensité du champ électromagnétique en
L'action de cette force doit étre minimisée dans les expégs de diffraction puisqu’elle
est a l'origine d’'une perte de cohérence : on travaille dofailde saturation.

La composante réactive est la partie proportionnellg.&lle s’écrit :

10} 2
- _h662+292+r2/4 (4.25)

Elle est proportionnelle au désaccarddonc la direction de la force va dépendre de la
valeur de la fréquence du champ incident par rapport a cella ttansition. Cette force,

2A l'interaction de I'atome avec le vide correspond égalemgropérateur de force. On peut cependant
montrer que sa valeur moyenne est nulle en raison de l'igigtie I'émission spontanée.



au contraire de la précédente, dérive d’'un potentiel sedlHir ) :

U(r)= %Sln[lJrs(r)] (4.26)

Dans la limite des faibles saturations, le potentiel et tadaleviennent :

ur) =~ ?s(r):ng(r) (4.27)
Freac(r) =~ —ngm—% (4.28)

On se place donc expérimentalement a faible saturationerapt une intensité impor-
tante pour maximisefe5c €t en augmentant le désaccord pour réduire I'émission spon-
tanée a un niveau acceptable.

La direction de la force dépend du signe du désaccord. Lesszd@ champ intense
seront attractives si le désaccord est négatif, et rémgsians le cas contraire. Dans notre
situation, la fréquence du laser doit étre supérieure & dellla transition atomique pour
gue les atomes soient focalisés dans les zones de chamg, fagbtui réduit d’autant
I’émission spontanée.

Hamiltonien effectif. Ce calcul nous a donc permis d’établir une expression appsoc
du potentiel vu par un atome a deux niveaux interagissarmt @vehamp optique. L'ex-
pression 4.27 est valable dans le cas d’'un atome suffisamemqour pouvoir négliger
I'effet Doppler et considérer que I'état interne de I'atoereun point de sa trajectoire est
identique a celui d’un atome au repos au méme point. De mugdaccord = w— wy
doit étre grand devant la fréquence de Rabi et le taux d’'éomspontanée, de maniére
a négliger la population de I'état excitée devant celle d&at fondamental ainsi que la
perte de cohérence par émission spontanée. Ces appraispérmettent de remplacer
I’'hamiltonien de départ 4.5 par un hamiltonien effectif ripendant que des degrés de
liberté externes de I'atome, a savoir les opérateurs positi impulsion :
2
Het(r) = —%A+ggz(r) (4.29)

Ce modele est souvent appelé modéle de I'atome & un nivaalstit d’'une descrip-
tion scalaire de I'interaction dans laquelle 'atome rektes son unique état fondamental.
Nous utiliserons ce modele dans le chapitre 4 portant suappeoche analytique de la
diffraction.

Il est cependant insuffisant pout traiter I'effet de la pisiation du champ. Nous allons
donc introduire dans la prochaine section un modéle plusptema mettant en jeu la
structure fine de I'atome.

4.2 Prise en compte de la structure fine

Nous avons vu précédemment que la polarisation du chamgeimicsubissait des
changements importants dans la zone de champ proche, netgmnfonction de I'orien-
tation du plan d’incidence par rapport au réseau. En modlemination TM, I'onde in-
cidente est principalement polarisge, avec une composante. plus faible. Rappellons



gue I'axe de quantification est le vecteur normal au plancitience, comme indiqué sur

la figure 4.2-b. Si I'interaction avec le réseau diélecteiaqne modifie pas sensiblement
ces proportions, le contraste évolue de maniere plus i@ptpour la polarisatiok .

que pour la polarisatioB_. De plus, nous avons mis en évidence la création d’'une com-
posante de polarisation TE, inexistante dans le champlinégt de faible intensité par
rapport aux autres contributions, mais de I'ordre de 1% dartsins cas.

Afin de mettre en évidence le role de la polarisation du chaamsda diffraction
atomique, nous allons etudier une transit8pp — Ps/,. Sur la figure 4.2-a sont indiquées
les différents sous-niveaux de structure fine de I'atomes dazone asymptotique, ainsi
que les modules des coefficients de Clebsch-Gordan pouuelieansition.

-3/2 -1/2 1/2 3/2

P2

f3 1 3 ~a

1 \3 1 )
ki

\ E°\4

Sii2 / Ho

-1/2 1/2 Uo

€Y (b)

FIG. 4.2 — (a) Structure de la transiti®,, — P3/». (b) Laxe de quantificationip est
perpendiculaire au plan d’incidence.

Le but de cette section est de calculer I'expression du pieteffectif auquel est sou-
mis I'atome. De méme que dans le modéle précédent, l'irttedsichamp sera supposée
suffisamment faible pour pouvoir négliger la population éliegs excités. Il est alors pos-
sible de procéder a une élimination adiabatique des nivBggxpermettant I'expression
du potentiel d’'interaction sous la forme d’une matrice 2 s’appliquant uniquement aux
niveaux fondamentaux. Nous proposons une version singlifiecalcul exposé dans le
cours de C. Cohen-Tannoudji [91], dans laquelle, & la lueniler paragraphe précédent,
nous négligeons directement I'émission spontanée.

Equations de Bloch. Notons|J,m;) les états internes de I'atome. Ces notations seront
simplifiées erjm;) pour les états fondamentaux et) pour les états excités quand il n’y
aura pas d’ambiguité. On définit les projecteurs sur les-espaced; = 1/2 etJ. = 3/2
respectivement par :

1/2

Pr = > |mp){my
mf:—1/2
3/2

Pe = Z [me) (Me|
me=—3/2

L'opérateur densité s’écrit alors :

0= |P)(W| =0¢f + Ofe+ Oct+ Oee



avecog, = P,0R,, eta, b= f, e. Lesog, ne sont plus des scalaires mais, cononees
opérateurs. lls sont représentés dans la base des étatespar des matricéJ, + 1) x
(2Jp+1). Lopérateur densité se présente dans la méme base sousiadune matrice
20 +Je+1) x2(Js +Je+1):

fo\ Ofe

o= 4.30
Oef Oee ( )

De méme I'opérateur moment dipolaire s’édri=d, +d_ ou:
d, = P.dP; d_ = PsdP (4.31)

Les quantitésl, etd_ sont donc respectivement des opérateurs de "montée” eede "d
cente" : par exemplal ;. décrit le passage de I'atome d’'un nivéay ) a un niveaudme).

Le champ électrique s’écri(r,t) = E*(r)e '™+ E~(r)é“, avecE~ = [E*]*. En
utilisant I'approximation de I'onde tournante, c’est+éeden négligeant les termes anti-
résonants dans le potentiel dipolaire électriue —d - E(r,t), on obtient :

V=—d,  -Ef(re’™—d_.E~(r)e¥ (4.32)
Les opérateurs correspondant a la fréquence de Rabi damslfdaera un niveau sont :
hGE(r) = d* - EE(r) (4.33)

Les équations régissant I'évolution dg, au cours du temps s’écrivent alors :

. i /d
ihOap = PahtpPe+V, 0]P, — 7 <aoab) (4.34)
sp

L’émission spontanée doit étre décrite de maniere plus toa@fin de tenir compte de la
multiplicité des niveaux atomiques. En effet, si la probhde désexcitation est la méme
pour tous les niveaux (qui émettent dans le vide), celle tterieer dans un état fonda-
mental donné dépend du recouvrement entre les états ngitafinaux. Ce terme n’est
pas développé dans ce mémoire, étant donné que nous allgligen&émission sponta-
née dans la suite. Il suffit de savoir qioe ¢ /dt)sp est proportionnel au taux d’émission
spontanéé . Pour chacune des composantes de I'opérateur densitédbdpement de
4.34 donne:

Oce = —TOeeti[G™(r)Tte—0TetG (r)] (4.35)
Gef = —(F/2—i8)8ei+i[GT(r)otf —0eeG T (r)] (4.36)
Off = (%fo)seri[G‘(r)&ef—6feG+(r)] (4.37)

OU On a pos@e; = exp(iuwt)Oet €t Tte = €XP(—itt)Ote.

Elimination adiabatique des états excités. Dans la limite de faible saturation, le temps
caractéristique d’évolution de I'état fondamental estioeap plus long que celui de I'état



excité. De ce fait, les cohérences vont suivre instantanttes variations dey¢. Ceci
permet de négligede s etGeedevant Ge etl Gee dans 4.36 et 4.35. On peut alors extraire
des équations de Bloch les expressions des cohérencegetpldations de I'état excité :

~ 1 _
2
1 _
Oce = G (r)ort G (r) (4.40)
P+

Cette derniere égquation montre que les états excités somtogenne plus faiblement
peuplés que I'état fondamental d’un rapport de I'ordre[@ér)/8]2. Ainsi, quand le
désaccord devient grand devant la pulsation de Rabi et feda@mission spontanée,
c’est-a-dire a faible saturation, les atomes restent ntaj@ment dans I'état fondamen-
tal. Considérant maintenant cette limite, nous pouvorecaferl” = 0 dans les expres-
sions des cohérences et négliger le terme d’émission spEntians 4.37. La population
de I'état fondamental obeit alors a I'expression suivante :

. h

ihOfs :S[G+(r)G‘(r),off] (4.41)
Par comparaison avec I'équation d’évolution 4.34, cettaidee relation décrit I'évolu-
tion temporelle de la matrice densité réduite aux deux sétalls fondamentaux : nous
avons éliminé adiabatiquement les états excités. Tout seepdonc comme si I'atome
etait décrit par les deux etat§; », +-1/2), tout en étant soumis au potentiel effectif :

h
Vet = 8G*(r) G (r) (4.42)
Cet opérateur est une matricex2. L'atome sera donc décrit par le spineur a deux com-

posantes :

W_1/2(r) }
W(r,t) = 4.43
0= Wy/2(1) 449
qui obéit a I'équation de Schrédinger dépendante du temps :

h2 0

Nous allons maintenant calculer explicitem&f@ts en fonction des composantes nor-
males du champ pour la transiti&y, — Ps/».

Calcul explicite deVetf. Le potentiel effectif s’écrit matriciellement :

1 [ Voyjz—1/2(r)  Voyy21/2(r)
TR 7 7 4.45
et =75 Vijz,-1/2(1)  V-o1/2,-1/2(F) (49



avec :

3/2
Vi, = > {me|d-E|me) (med - ET[m) (4.46)
Me=—3/2

Ces composantes se développent en fonction des coeffide@kbsch-Gordan :

d? .
Vi, = 75 > Eq (N[Eq (N](1/2,m¢;1,0]3/2,me) (3/2,me|1/2,my; 1,)
Me,q.of
ou d est le moment réduit de la transiti®, — P3/,. Le potentiel effectif s’exprime
aprés calcul comme:

dgp 3IE_(N)[*+2/Eq(N)P+[E (N)[? ﬁiE—EE)W-EiEO

Ver(r) ; E (1) +20E0(1) P43E (1)

— =P (4.47)
hd | 2{E,E;+E'Ep}

Puisque les différentes composantes normales du champpendérées par les coef-
ficients de Clebsch-Gordan, lesquels dépendent du soaatnXeemann, les éléments
diagonaux ne sont pas identiques poye= —1/2 etms = +1/2, mais sont cependant sy-
métriques par échange & enE_. En patrticulier, le rapport entre les deux coefficients
des composantes + et - est trois. On comprend donc que ladfiffn va étre trés sensible
au nombre quantiquey si les composantds, etE_ sont tres différentes, comme nous
le verrons dans le traitement numérique de la diffraction.

De plus, la composant® intervient dans les éléments hors-diagonau¥ gg : c’est
elle qui induit le transfert de population entre les deuxeaiwx fondamentaux, comme
prévu par les regles de sélection usuelles (c’est le pendippompage optique).

4.3 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre deux modeles de structerse atomique. Dans
le premier, dit de I'atome a un niveau, nous aboutissons @eseription scalaire de I'in-
teraction, le potentiel étant simplement proportionnelradnsité du champ électrique.
Nous utiliserons ce résultat lors du prochain chapitre daesétude analytique de la dif-
fraction. Ce modele simplifié ne permettant pas la prise empte de I'évolution de la
polarisation dans le champ proche, nous avons ensuitalintren niveau de complexité
supplémentaire en considérant une transition entre lesrdeeaux de structure fing,
et P3,. L'élimination adiabatique des états excités conduit adeeeription de I'atome
par un spineur a deux composantes, soumis a un potentietieffatriciel ne couplant
gue les deux sous-niveaux Zeeman de |'état fondamental.dciélmsera utilisé dans le
sixieme chapitre dans lequel nous calculerons numériguele®probabilités de diffrac-
tion.

Nous allons maintenant voir deux méthodes d’approximatiermettant d’étudier
analytiquement la diffraction atomique.

3Si I'on ne prend pas en compte la structure fine en ne consitiguaune transitiors — P, le potentiel
effectif est un scalaire. De plus, tous les coefficients d=h&th-Gordan valent 1 : il est alors facile de
montrer que la somme sur les composantes normales se réohidmsité du champ électrique. On retrouve
ainsi le terme d’interaction calculé avec le modéle de s un niveau.



Chapitre 5

Traitement analytique

Il existe peu de méthodes strictement analytiques perntéiaude de la diffraction
atomique par des réseaux optiques. Pour les réseaux emisaitm, I'approximation de
Raman-Nath est applicable tant que I'énergie cinétiquestrarsale de I'atome est faible
devant le potentiel ainsi que son énergie cinétique véeti®s, 22, 21]. Cette approche
ne permet pas de décrire la diffraction en réflexion puisguwemposante perpendiculaire
de la vitesse s’annule au point de rebroussement. Ainsiéthode standard décrit le phé-
nomene de diffraction au moyen du formalisme des étatslBalpil6, 94, 27]. Cependant,
si elle en permet une bonne description qualitative, unkiétian précise des amplitudes
de diffraction passe par le calcul numérique. Nous préserntm deux méthodes appro-
chées permettant d’avoir une expression analytique deamsations dans le cas ou le
potentiel est faiblement modulé.

La premiéere est une application directe de I'approximatienBorn en mécanique
quantique. A partir de I'expression exacte des états psogeel’onde évanescente non
modulée [95, 96], on calcule le taux de transition dans lemers ordres de diffraction.
Elle est cependant limitée a la description des ordrés

Un moyen d’étendre le domaine de validité s'inspire desgiratie®s de chemin de
Feynman [97]. Cette approche est trés similaire a celle @pl pour décrire la dif-
fraction d’'une onde électromagnétique par un réseau deephee, comme dans le cas
d’'une onde acoustique [98]. En effet, toujours en consittéeamodulation de I'onde
comme une perturbation, il est possible d’assimiler laettmjire classique de I'atome a
sa trajectoire dans I'onde évanescente non perturbéei-€elacumule alors une phase
dépendante de sa position latérale initiale, ce qui ergnane modulation du front d’'onde
et donc le processus de diffraction.

Dans deux articles parus en 1994 [99, 100], C. Heekell. ont appliqué ces deux
méthodes a I'étude de la diffraction par un réseau péri@dadpienu en superposant deux
ondes évanescentes contrapropageantes [24]. Nous adlnsgd chapitre étendre les ré-
sultats obtenus au cas du potentiel diffractant nanostréicRappelons que la différence
réside dans le découplage miroir/réseau provenant eskemtent du fait que les nano-
structures fixent a la fois la périodicité et I'orientation tEBseau. Nous avons alors un
degré supplémentaire de liberté dans I'orientation du plarcidence par rapport aux
nanostructures, qui agit sur la hauteur de localisatiomaeddulation du potentiel.

Dans un premier temps nous allons exposer la théorie pativelfondée sur I'ap-
proximation de Born. Appliquée d’'une part au potentiel @sent stationnaire, et d’autre
part au potentiel nanostructuré, elle nous permettra dagg¥gin ensemble de parametres
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sans dimension décrivant les principales propriétés diffaation indépendamment des
parameétres expérimentaux. Son domaine de validité ne pamhele décrire que les
ordres+1, nous étendrons dans un deuxiéme temps ces résultats an @y approxi-
mation du réseau de phase mince, ce qui nous permettra id@€ladiiffraction dans des
ordres plus élevés.

Dans ces deux méthodes, on considére la partie modulantetdatigl comme une
perturbation.

5.1 Potentiel perturbatif

Un atome a un niveau évoluant pres de la surface est sounaistéofi d’'un potentiel
optique scalaire composé de deux termes :
» une partie purement répulsive formée de I'onde évanesnentmodulée Ve 2<0Z,
C’est elle qui joue le réle de miroir (voir chapitre 1). Rajpes que, dans une
description classique de l'interaction, les atomes sdiéaléis a la hauteur de re-

oUEZ' est I'énergie cinétique selon la direction perpendicelaita surface.

» la partie diffractive formée de la modulation du potentiébus avons vu qu’elle
était d'amplitude plus faible que la partie répulsive d’acteur égal au contraste
de I'onde a la hautewr Elle s’exprime dans le cas général et au premier ordre en
fonction du contraste par :

Vi(x,2) = e‘ZKOZZ Ev(2)cogQy-1+@y) avec Ey(z)=gye kv o2
\Y

Cette expression est générale pour les potentiels optjggrésdiques de surface,
et permet aussi bien de décrire le potentiel évanesceidrsiaire que le potentiel
nanostructuré.

Dans le cas de I'onde évanescente stationnaire, il prerutrzefsimple :

Vi(x,2) = ge~20?cog Ny ko sind x)

Ainsi, quelque soit l'altitudez, le contraste a toujours la méme valeuron peut
donc dire gu’il a une portée infinie.

La situation est plus complexe pour le potentiel nanoatnécDans le cas ou celui-
ci est bien approximé par la prise en compte du seul harmenifu(voir chapitre
2), il s’écrit simplement :

= 21
Vi(x,z) = s:(z)e—zKozcos(T x) avec ¢€(z)= g elko—K1)z

Le contraste est une fonction exponentiellement décnoissavec I'altitudez, de
longueur de décroissancé(ki —Kp). A la hauteur de rebroussement classique, il
prend la valeur particuliere :

Vo ] (Ko—K1)/2

ola)=¢ [Eé‘



Il dépend donc du rapport de I'énergie cinétique et de lawaleaximale du po-
tentiel par une loi de puissance. Nous allons voir dans I swi'il joue un role
important dans le processus de diffraction atomique paés@au nanostructure.

Le potentiel total est donc la somme de ces deux termes. liftwanien de la particule
se met sous la forme :
h2A
H=Ho+Vi  avec Ho=——— +\Voe X0
2m
La base des deux méthodes présentées dans ce chapitre estament perturbatif de
V.

5.2 Diffraction dans I'approximation de Born

La méthode présentée dans ce paragraphe repose sur ungioésidé I'équation de
Schrodinger utilisant le formalisme des fonctions de Grees détails de cette théorie ne
seront pas développés dans ce mémoire, mais I'exposé dosepteuve dans la thése de
C. Henkel [101]. Dans I'approximation de Born, la diffrawntiest décrite comme une tran-
sition entre deux états propres du potentiel évanescentmumulé, que nous explicitons
dans le paragraphe suivant.

5.2.1 Etats propres du potentiel non modulé et paramétres s di-
mension

Les états propres d’'un atome dans une onde évanescente dafémont été calculés
analytiquement par J.M. Jackson et N.F. Mott [96] en 193Ar@&and et J.R. Manson ont
ensuite utilisé ces résultats afin d’étudier la diffractibatomes neutres par le potentiel
évanescent structuré régnant a la surface d’un cristal [95]

En I'absence de modulation, le potentiel ne dépend pas ded@munées transverses,
par consequent la composante paralléle a la surface dwvettede atomique incident
kLest conservée. Les fonctions et énergies proprespdent donc labellés uniqguement
par la composante verticalk'gZ ;

K
ka2 T 2m
ki ,Sinh(TkK, ,/Ko)
0, (2 = \/a’Z - 22— Kii o () (5.1)
Y — Vzm\be—KoZ
hKo

ou Kix est la fonction de Bessel modifiée de deuxieme espéce etrd’oréginaire. La
normalisation des fonctiorg; (I,2) est:

—+o00

 d2g4(2[p(2)]" = Tdlla ko) 52)
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Lois d’échelle. Dans ces expressior1é;‘,7Z apparait uniqguement dans le rappkm/Ko.

Il est donc possible d'introduire un premier paramétre shmensionP = pgl/hko =
kilz/Ko, appelé par la suite impulsion réduite. Il permet de mettré&édence le rble
particulier de la quantitékg, homogéne a une impulsion. Son interprétation n’est pas
immédiate et nous reviendrons dessus plus loin.

Toutefois, I'impulsion réduite est aussi, & pres, le quotient de la portée de I'onde
évanescente et de la longueur d’'onde de de Broglie atontidjealémarque ainsi la limite
entre le régime semi-classique et le régime quantique. Homss déja vu dans la partie
précédente que le régime semi-classique correspond au téslwelle caractéristique de
la fonction d’onde atomique est faible devant I'échelle ddation spatiale du potentiel,
ici 1/Ko. Cela se traduit par I'inégalitéggko = 1/P, < 1.

Un ordre de grandeur de I'impulsion réduRepeut étre estimé pour des parameétres
typiques correspondant a une hauteur de chute de 3 mm ausdésda surface et un
angle d’'incidence de I'onde électromagnétiqueédde 60°. On trouve alor$ ~ 90> 1.
Nous sommes donc bien dans le régime semi-classique.

Un deuxiéme paramétre sans dimension apparait dans I'ergiynde la fonction de
Besseln = %OVO. Il exprime a nouveau le rapport de deux quantités de mouneme
respectivement associées a la variation verticale de ¢annescente et a l'intensité
maximale du potentiel. L'énergie cinétique perpendicelaicidente de I'atome ne pou-
vant étre supérieure a la hautédy du potentiel réfléchissant/2m\g est I'impulsion
maximale que peut avoir 'atome : au-dela, il adhére a laaserfPar conséquemg,est
I'impulsion relative maximale de I'atomelci encore, nous renvoyons a la suite pour
l'interprétation defiky.

Nous pouvons a nouveau faire une estimation numérique @& supposant que I'in-
tensité du laser est de 800 mW/rhet le désaccord de 10 GHz, on trouye: 460.

En tenant compte de ces deux parametres, la fonction d’ancéesrit :

KoPsinh(TtP)

—— Kip (ne™%%) (5.3)

o(l.2) =

Nous allons maintenant calculer la probabilité de tramsiéintre un état initial de moment
P, et un état final de momeR%.

5.2.2 Amplitude diffractée

On montre dans le cadre de I'approximation de Born que laghitiké de transition
entre deux états d'impulsion rédufeet Ps est donnée par I'expression [101] :

f VO

2 n 2
P=¢€ ﬁK 9p)| (5.4)

Elle est naturellement proportionnelle au carré de I'éldéingde matrice du potentiel pris
entre les deux fonctions d’ondes initiale et finale. Puiskpgproximation de Born est

I s’agit bien entendu d’'un paramétre non réaliste car lésractions de van der Waals ne sont pas
prises en compte. Dans le cas contraire, cette quantiténmaéiest plus faible d’une part parce que la
hauteur de la barriére de potentiel est abaissée a une Valeu¥p, et d’autre part car I'atome peut passer
par effet tunnel a travers I'onde évanescente dés que sogi€éométique avoisingy, [78, 79].



valable dans le seul cas ou I'état atomique de départ est pdifiépar l'interaction avec
le champ, I'expression 5.4 n’est applicable qoia= +1. Nous verrons en effet dans la
deuxieme partie de ce chapitre que I'ordre deux n’est pesigh@ficativement que si la
probabilité de transition dans les ordee$ atteint plusieurs dizaines de %.

Nous allons maintenant comparer les deux cas du potentiakéeent stationnaire et
nanostructuré.

5.2.2.1 Onde évanescente stationnaire

Considérons d’abord le potentiel évanescent stationrlagréerme perturbateur a la
forme simple suivante :
Vi(x,2) = eVoe~ 20Zcogq 2gx)

avecq = nlkg.
La probabilité de transition est proportionnelle au camred’édlément de matrice du
potentiel, qui s’écrit :

(op V1(X,2)|@p) = K—ﬁ/dz\/ﬂsinh(m)\/ﬂ sinh (1P ) Kip, (Y (2))K_ip, (Y (2)) &~ 202

Y@@ = ne™

Le calcul se fait dans un premier temps en effectuant le draegt de variable =
ne %z, La dépendance particuliére du potentiel diffractanteim)? permet d’éliminer
le paramétrey, qui apparait a la fois en facteur de I'élément de matrices @ash et a I'in-
térieur de l'intégrale. La nouvelle intégrale s’évalueralau moyen des formules [102] :

/Owdeu(x)K\,(x)x‘A = r?f__;)r(1_)\;H+V)I’(l_)\;“_v)><

r(l—)\—u—v)r<1—)\—u+v) (5.5)

2 2
F(L+iy)r(1—iy) = Wﬂyny)

our (2) est la fonction gamma d’Euler, dont une expression intégrat

M(z) = / t7letdt
0

Finalement, les populations diffractées dans les orglflesnt pour expression :

2

PSS %Sinh(np,)sink(ﬂPf) {

(R+Pr)(R—Pr) 2

Sinh(Z(P+ Pr)) sinh( (R, — Py)) (5.6)

ou "oes désigne I'onde évanescente stationnaire.

Limite semi-classique. Etant donné que les atomes sont lachés a une hauteur impor-
tante, leur longueur d’onde de de Broglie, de I'ordre de que$ nanometres, est pe-
tite devant I'extension verticale du potentiel. Nous sorardenc dans le régime semi-



classique, ol etPs sont grandes devant 'unfté. Il est alors possible de remplacer les
sinus hyperboliques par des exponentielles, pour obtprisasimplification :

2
€ P — PR
?gis = _(F)I+Pf)2[3§es< I)

16 2
BoedX) =

T™X
sinh(Tx)

Nous pouvons faire les commentaires suivant :

» la probabilité varie comme le carré du contraste, et augengoproximativement
avec le carré de l'impulsion incidente ;

» elle est modulée par un terme décroissant, la fon@lige représentée sur la figure
5.1. Par sa dépendance en sinus hyperbolique, elle tenai@xipellement vers 0
pour les grandes valeurs geDe plus, elle intervient au carré dans I'expression de
P9¢s il est donc intéressant de noter que la demi-large@2ggest d’environ 1/2.

L'argument de cette fonction est la demi-différence desuisipns réduites finale

B 1
oes
0.8
0.6
0.4
0.2
1 2 3 4
X

FIG. 5.1 — Fonctioreed X) = ==/

sinh(T)

et initiale. La figure 5.2 montre 'augmentation de cettergité avec l'inclinaison
du vecteur d’onde atomique incident, caractérisé par ladincidence atomique
0. Ainsi, Boesest un "facteur d’obliquité”, qui traduit le fait que la d#ttion est
moins efficace pour les grandes valeur®geDu point de vue du potentiel diffrac-
tant, cela provient du fait que les transferts horizontauweeticaux d’impulsions
ne sont pas assurés par la méme quantité. En effet, si I'ategoé une impul-
sion de surfacéq de la part du réseau, la conservation de I'énergie cinétigue
I'atome implique également une modification de son impulsoz (figure 5.2).
Or, le spectre vertical du potentiel est une lorentziennameur finiehkg : 'onde
ne peut donc pas fournir d'impulsion supérieure a quelduesdans la direc-
tion perpendiculaire. Par conséquent, un grand angleidénce impliquant une
grande modification d&, la diffraction sera d’autant moins efficace g@est
important. Ceci est donc une premiére interprétatiohde

2|l s’agit de la composante verticale de I'impulsion réduntiéiale. Pour les paramétres considérés, elle
reste importante sauf pour les angles rasants, auquelleameel s’approcher de I'unité. La valeur critique
de I'angle d'incidence pouk'|/ko = 90, définie paP = 1, est 0,3.

SEtant donné que I'angle de diffraction en incidence nornestede I'ordre du degré, la composante
verticale de I'impulsion réduite reste toujours sensit#atia méme dans les états initiaux et finaux, sauf
en incidence rasante.



FIG. 5.2 — (a)hA; est la variation d'impulsion verticale en incidence noredb) hA,
représente la méme quantité en incidence rasant8, oeprésente I'angle d’incidence
atomique sur le réseau. OriA, > hi;.

» enfin, nous avons remarqué que la population diffractée perdépas de l'inten-
sité du champ. Cette propriété est spécifiqgue au potent@ledcent stationnaire.
Techniguement, la dépendancergdisparait dans le calcul de la probabilité avec
le changement de variable= nexp(—koz). Physiquement, cela provient de la
dépendance verticale du potentiel total en(ex@koz). Elle implique qu’une mo-
dification de l'intensité ne fait que déplacer le point derogissement classique.
Etant donné qu'’il n’y a pas d’évolution de la modulation aZe(e est constant),
la probabilité de diffraction n’est pas changée.

Cas de l'incidence non-rasante. Pour les angles d’incidence que nous allons considé-
rer, c'est-a-dire au plus quelques dizaines de degrés, pmusons négliger la variation
d’'impulsion verticale au cours de la transition. Un dévelment limité de I'impulsion
réduite finale estP; ~ P + 2qtanB,/Ko. Par conséquent, tant qugtand, /Ko < P, on
peut effectuer les approximatioRs+ P+ ~ 2P, et P; — P = +-2qtan6,/Ko. La probabi-

lité de diffraction peut donc étre réécrite :

2955 [*P Boed )] 57)

Un nouveau parametre sans dimension a été introdiuitll: s’écrit W = QX, ouQ = 2q
est le vecteur d’'onde du potentiel, Xt= v; xT = tanB,/2Ko est la distance horizontale
parcourue par la particule pendant la durée d’interactioir figure 5.3). Ainsi,WY est la
variation de phase du potentiel vue par I'atome pendantag@t tans I'onde évanescente.
QuandW¥ =~ m, la diffraction s’annule.

La demi-largeur deBZ.. est, rappelons-le¥, ~ 1/2. En effectuant I'approxima-
tion des petits angles d’'incidenég pour I'atome, on trouve la valeur correspondante

9%/2 = Ko/2q, valant, pour une longueur d'onde de 850 nm et un angle diemaie du
faisceau laser incident de §QL6° environ. Ainsi, plus le potentiel est dur, c’est-a-dire

localisé prés de la surface, et plus la période est grandg )’ ptceptance angulaiﬁ/2
du réseau sera importante.

Ce premier paragraphe nous a permis tout d’abord d’intredatid’interpréter les pa-
rametres sans dimension pertinents pour décrire la diffrapar une onde évanescente
stationnaire, a savol, € et W. Nous avons aussi dégagé la loi de variation des ampli-



FIG. 5.3 — Largument de Boesest le produit du vecteur d’'onde du potentigE 2q et
de la distance horizontale typique parcourue par I'atonmelget la durée du rebona .2

tudes de diffraction({ (¢P)?) et de I'acceptance angulaire,%l(2 ~ Ko/2q). Nous allons
maintenant comparer ces résultats a ceux du potentiel 18stracturé.

5.2.2.2 Potentiel évanescent nanostructuré

Il s’agit d’étudier dans cette partie I'effet d'une difféx@e de portée entre le poten-
tiel évanescent et le potentiel modulant. Cette différedégend de I'angle polairg du
vecteur d’'onde incident, que I'on peut choisir librememissenodifier la période du po-
tentiel : cela illustre le découplage entre les fonctiongdir' et "réseau”. On rappelle
que la période du réseau de nanostructures est choisiezégelle de I'onde stationnaire,
c’est-a-dire telle qué. = Les. Ce choix facilite la comparaison avec le cas précédent,
puisque le potentiel nanostructuré s’identifie au potégtranescent stationnaire quand
le plan d’incidence de la lumiere est perpendiculaire agrds du réseau. Le potentiel
nanostructuré et le constraste ont la forme (voir paragr&ph) :

Vi =Voe 2% (2)cog20x)  &(z) = eelkoKu)Z (5.8)

Le contraste est constant pape= 0 (K1 = Kg) et décroit exponentiellement avec la dis-
tance poup > 0 (K1 > Kp).

L'élément de matrice du potentiel perturbateur s’exprina@ntenant comme :

(@p; [Va|p) =

/+°° \/PST\/WKP K_ip, (Y(Z))e_(KO+K1)Z

Nous pouvons a nouveau calculer ce terme de maniere exaatdissnt la formule 5.5
pour trouver une expression un peu plus compliquée :

nano _
P:I:l -

%rZ(Ha)sinh(np.)sinh(npfm2<l—ﬂ>4a\5(YA,YA*)\4|B(YZ,Y;)\4 (5.9)

avec:
K1
Ko



oa+1+i(Pf—P
vy — +1+i(Ps—R)
(

a+1+i(Ps+PR)
2

Dans cette équation apparBitla fonction beta d’Euler définie pér.

M(z)l (z)

B =
(21722) r(21—|-22>

Nous avons introduit le nouveau parametre sans dimensigui exprime le rapport entre
la portée de I'ordre O et celle de I'ordre 1. Les variationsidrir I'intervalle [071/2] sont
indiquées sur la figure 5.4.

a(¢)

3,0
2,0

10

0 : : [0]
0 /4 /2

FIG. 5.4 — Variations det en fonction dep pourL = Lef et0 = 60°.

Cette formule 5.9 généralise celle obtenue avec I'ondees@mte stationnaire. On
pourra vérifier que I'expression 5.6 se retrouve a partir @eeh considérant la limite
¢ =0 = a =1 eten utilisant la relatioB(1+ix, 1 —ix) = Tx/ sinh(Tx) [102].

Expression des populations. Comme précédemment, nous pouvons passer a la limite
semi-classique et nous limiter & des angles non rasantoptemir :

2
pano _ {sl(za)Pé(a,w)} (5.10)

avec .
B(a,W) = 2“—18(0‘7“+iw,°‘7ﬂ—iw)
WY = 2qtanB;/2Ko

w - o[

L'expression 5.10 de la population diffractée par un pasdnanostructuré a maintenant
une forme tout a fait comparable a celle obtenue pour une évateescente stationnnaire
5.7, qu’elle généralise. Nous pouvons donc I'étudier pludétails.

“4En utilisant la propriét€ (z*) = *(z), nous voyons que la fonction d’EulBra, dans ce cadre, la forme
particuliereB(z,z*) = |I'(2)|?/I' (20(2)) : il s’agit donc bien d’une fonction réelle.



Influence du contraste. C’est le contraste au niveau du point de rebroussement
classique qui joue un réle dans la diffraction. Il s’agit cdantrastec enz = 0 diminué
de la quantitéP/n)%~* qui traduit le fait que la modulation a une portée plus faible
que le potentiel réfléchissant. On retrouve d’ailleurs taagion de I'onde évanescente
stationnaire, dans lequel ils ont la méme portée, avecl (¢ = 0).

Dans le cas général ou le plan d’incidence de la lumiére a testation quelconque,
la modulation est confinée au voisinage de la surface. Apwiy une impulsion trop
faible, le point de rebroussement sera trop élevé et I'atoergera pas diffracté.

Facteur d'obliquité. Le facteur3ees qui ne dépendait que du transfert d'impulsion
vertical, est généralisé par la foncti@ qui dépend du rapport et de la variation de
phase transversale du potentiélue par 'atome pendant I'interaction. Sur la figure 5.5
sont représentées les variations&len fonction de pour différentes valeurs de. La
courbe en trait plein correspondia= 1, elle coincide donc aveiyes

1,0
0,8
0,6
0,4

0,2
)

T 32 oM

FiG. 5.5 — Tracé de la fonctioR en fonction dé¥ pour :¢ = O (trait plein),¢ = 11/4 (trait
pointillé long) ety = 11/2 (trait pointillé court).

On peut distinguer deux zones en fonction de la piksBourW¥ < /4, le facteur
d'obliquité décroit quan@g augmente. Au contraire, pot# > 11/4, sa valeur augmente.
Pour donner un sens physique a ce résultat, nous allons cengpantitativement les po-
pulations diffractées avec les deux potentiels en inciderrmale ainsi qu’en incidence
oblique. Cette comparaison va étre effectuée a contraatea@gooint de rebroussement
classique.

» enincidence normale, le rapport des deux populationsadiffies est :

20295 A’

avec 2/0a+1
(%)
Ala)=20"1_—~ 2~
(c) Ma+1)
La facteurA(a) est représenté en fonction de I'angle poldirsur la figure 5.6-a.
Il a été tracé pouk = Lt (courbe pleine) et = 250 nm (courbe interrompue).

Ce facteur est toujours inférieur a 1 pgur- 0. Cela signifie que, a contraste égal

5Nous avons en effet vu dans la premiére partie que les ctegrealculés autour d’une valeur typique
de point de rebroussement étaient de 'ordre de ceux wipséir faire diffracter des atomes avec un ré-
seau évanescent stationnaire. Cela provient du treés fettd# confinement du champ au voisinage des
nanostructures, qui implique des contrastes importaneidges 10%) ea= 0).
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FIG. 5.6 — (a) Facteur d&(a) = 2°~1r2(241) /I (o + 1) tracé en fonction de I'angle
polaire@, pour un angle d’incidence d&= 60°. La courbe en trait plein est tracée pour
L = 1t/n1koSing, celle en trait interrompu pour= 250 nm. (b) Courbe représentative de
Wy /5(a) (trait plein) et demi-largeur dBoes(en pointilles).

a z, la population diffractée par le potentiel nanostructisgreoins importante
que celle diffractée par le potentiel stationnaire. D’antErprétation suivante : le
contraste diminue d’autant plus avec la distanceaest grand. Dans une image
semi-classique, la modulation de la phase accumulée pam&est moins grande,
ce qui diminue la population dans les ordtes.

» lorsque I'angle d’incidence des atomes augmente, lesudec@obliquité dimi-
nuent I'efficacité de la diffraction. Sur la figure 5.6-b esprésentée la demi-
largeur¥, , de B2 en fonction den. Cette quantité augmente de maniére quasi-
linéaire avea, et elle est supérieure a celle @& Ceci provient a nouveau de la
faiblesse de la portée du potentiel modulant par rappoitéde potentiel non per-
turbée. En effet, comme indiqué dans [103], c’est la largpectrale du potentiel
modulant qui va déterminer la valeur maximale du transfémllsion vertical.
Dans le cas de I'onde évanescente stationnaire, cell¢-ded'®rdre Zikg, mais ici
elle vauti(ko + K1) > 2hKo. Par conséquent, la partie réfléchissante du potentiel
peut transférer a I'atome une impulsion verticale plus irntgode. La diffraction
reste donc efficace pour un angle d’'incidence plus grand.dBsémuence, l'ac-
ceptance angulaire d’'un réseau de diffraction fondé saotefaction d’'une onde
évanescente avec une nanostructure périodique est pldeggae celle des re-
seaux classiques utilisant une onde rétroréfléchie.

Ces deux facteurs permettent d’expliquer les deux régirhesreés sur la figure 5.5. Si
W < 11/4, la diminution de I'accumulation de phase due a la décaoiss plus rapide du
contraste diminue I'effet de diffraction. Mais ¥l > 11/4, cet effet est compensé par la
capacité qu’'a le potentiel de transférer des impulsionsoates plus importantes qu’un
potentiel évanescent stationnaire.

Conclusion

Cette premiére approche analytique de la propagationmdetadans un champ op-
tique périodique nous a permis de dégager les parametreslisa@nsion pertinents pour



décrire le processus de diffraction. La principale coriclusle ce paragraphe est que, si
la diffraction par un réseau nanostructuré est moins e#fiescincidence normale, toutes
choses égales par ailleurs, elle autorise toutefois ddssadincidence atomiques plus

importants par rapport a la normale a la surface.

L'approximation de Born n’est valable que pour les faiblepydations diffractées
dans les ordres-1 . La méthode que nous allons maintenant voir permet d’étcled
résultats précédents aux phases accumulées plus imgsrtetrde décrire des ordres de
diffraction supérieurs a 1.

5.3 Approximation du réseau de phase mince

Nous allons faire un raisonnement analogue a l'optique omsidérant la trajectoire
de I'atome comme un rayon lumineux. On peut supposer qugda st faiblement dévié
par la modulation du potentiel : la diffraction provient@al’une accumulation de phase
le long de la trajectoire dépendante de la position initigéa particule.

Formellement, cette méthode est dérivée des intégralebeatric de Feynman [97,
104]. Elle a été appliquée au potentiel stationnaire par €hkel, J.Y. Courtois et A.
Aspect [100]. C’est une approche semi-classique, qui §gppdonc a un atome dont la
longueur d’'onde de de Broglie est suffisamment petite pozhrd#tillonner" précisément
le potentiel diffractant® > 1). Dans cette limite, il est possible de décrire la fonction
d’onde de I'atome comme une superposition d'ondes planasldgphase est I'action
calculée sur la trajectoidassiquede la particule. La description classique du mouvement
de I'atome se fait au moyen de la mécanique lagrangienneadgrangien de la particule
est:

L(r,ft)y=T-V

ou T est I'énergie cinétique de la particule,\ét’énergie potentielle. La résolution des
équations de Lagrange permet de trouver les équations duemant{r (t),f(t)}. La
fonction d’onde dans le formalisme WKB s’écrit alors :

Y(re,te) = exp{%s(rf,tdpi,ti)} (5.11)

ts
s(re,telp,ti) = piri+ t dt (rep,fer,t) (5.12)

{
Le principal inconvénient de cette méthode par rapport affieadtion d’atomes est que
la trajectoire classique dans le potentiel complet n’est gannue analytiquement. Le
calcul de la fonction d’onde par la méthode WKB n’est doncliapple que par intégra-
tion numérique des équations de Lagrange. Pour résoudmbkime, on approxime la
trajectoire réelle par la trajectoire de la particule daosde évanescente non modulée,
connue analytiquement. Nous reprenons brievement lfarsigs-cité et son application
au potentiel évanescent stationnaire.

5.3.1 Présentation de I'approximation du réseau de phase mte

A nouveau, le terme modulant est traité perturbativemeatc@tribution dans le
lagrangien est isolée de maniére a écrire :

£(r,F,t) = £o(r,f,t) —Va(r)



Notons{ro(t),fo(t)} la trajectoire de I'atome dans le potentiel non perturbéis\allons
approximer I'expression 5.11 en calculant I'action non gasla trajectoire exacte mais
sur celle parcourue par I'atome dans le champ non modulé.

Pour effectuer perturbativement le calcul, on développhéese et I'action en fonction
du paramétre perturbatf ici le contraste de I'intensité :

r=ro+e&ri+&ro+-- (5.13)
S =So+EeS1+E%50+ - (5.14)

En injectant le développement den e dans l'actions, nous pouvons calculey, $1 et
So.

So = Pj-rfo+ 'tfdtLo(l’o(t),ll’o(t)) (5.15)
s1 = — t'tfdtvl(ro(t)) (5.16)
Sp = —% t_tfdtrl-Dvl(ro(t)) (5.17)

Le premier termesg représente I'action de la particule dans I'onde évanesagot mo-
dulée. Le termes; est responsable de la diffraction au premier ordre, et sepité sim-
plement l'intégrale du potentiel perturbateur sur la tty@e de référence. Pour que I'ap-
proximation soit valable, il faut que le terme d’ordre deok ségligeable devarit.

Domaine de validité. Cette condition s’exprime comme :
1, 4
= \/ r- Vi < Fi (5.18)
t

Un majorant de cette expression peut étre estimé en obseywas | dt{JV; correspond
au transfert d'impulsion lors de I'interaction, tandis delg | est majoré par I'écart maxi-
mal entre les deux trajectoires en sortie de la zone d’iotiera On a donc :

1
EA Pmad max <K I

Ainsi, pour décrire la diffraction jusqu’a I'ordnayay, il faudra que I'écart entre les trajec-

toires réelle et non perturbée Vérifirmax< 2L /Nmay OUL est la période du potentiel. Il

est plus facile de transposer cette inégalité dans le dankas impulsions en faisant in-

tervenir le temps d’interaction= m/p;2Ko et en remarquant qUE max=~ Apmaxt.- Nous

obtenons alors : )
Apmax << h
4KoPi

En tenant compte d&pmax~ h2T1T/L, et avecp; = 211/A, ce critéere s’écrit :

5 TiAB
nmaxm <1
Une estimation de ce parametre donne 0,1 pour le membre daeakinsi, la méthode
semble limitée a un ou deux ordres de diffraction. Cependartomparaison avec la



simulation numérique montrera qu’elle est valable au-del&ette limite. Ceci provient
du fait que ce critere est un majorant de 'erreur.

Expression des amplitudes de diffraction. On montre que la composante de la fonc-
tion d’'onde diffractée sur I'état de momept?) = p{) + ni2m/L e, est simplement la
transformée de Fourier de I'état final. La probabilité dengrion est alors le carré de
cette composante :

1 L i n(n
7y = |an|? aveca, = E/o dx(r 1) 7P (5.19)

Nous allons maintenant appliquer ce formalisme aux pakEnéivanescents stationnaires
et nanostructurés.

5.3.2 Calcul des amplitudes de diffraction
Les trajectoires non perturbées sont les solutions dediégsale Lagrange pour le
lagrangiencg = mTr —\pe %0Z_E|les s'écrivent :
Xo(t) =x -+t

2(t) =—5cIn {zfnﬁ@osecﬁ(t /2@} =—In [gsecm /2r)] (5.20)

Le paramétra = m/2kop; ; représente 'ordre de grandeur du temps que I'atome passe
dans 'onde.

Dans un premier temps, nous rappellerons de nouveau ldgatésiablis par C. Hen-
kel et al. sur le potentiel évanescent stationnaire. Puis nous exaaria comment s’ap-
plique I'approximation de phase mince a I'atome évoluansda potentiel nanostructuré,
en ne considérant dans un premier temps qu’un seul ordrelardadu

5.3.2.1 Onde évanescente stationnaire

Le terme d’ordre un de I'action s’écrit :

+0o0
S1 = —Vo/ dt e 2% cog 20x9(t))

2
pi7z

t])%secﬁ(t/ﬁ)

+0o0 .
= — | _ dtcos2qx + pr'{]x

La fonction sécante hyperbolique étant paire, cette egmmesen développant le cosinus,
se simplifie en :

2
S1=— pi7z

= (5.21)

[+ cos(2g8xt)
cos(qu)/o cosH(t/21)

Cette intégrale se calcule en utilisant les formules [105] :

tocogax)dx 272 _ /v ia v ia
| e = o ) () 5:22)




Ty

ce qui permet d’obtenir I'expression du premier ordre detian :
51 = —Poegtand q/Ko) %Z cos2g%) (5.23)

oUBeesest la fonction d’obliquité précédemment définie. Par fiamnsation de Fourier en
Xi, nous arrivons finalement a I'expression des amplitudeg#filaation dans les différents
ordresn :

Pp=J2 (sBoes(tan 0q/ Ko)%)z) (5.24)
ou Jy est la fonction de Bessel d’ordre Ces fonctions sont représentées sur la figure
5.7-a pour les 5 premiers ordPe€es formes de courbes de diffraction sont bien connues
en optique. Elles décrivent par I'exemple la diffractiommé onde plane par une onde
acoustique [98]. En fonction des parametres rédriet W, la probabilité de transition
vers le niveaun se réécrit :

Pp = J2(EP Boed W)) (5.25)

L'argument dépend linéairement éeet dec. Une propriété classique des fonctions de
Bessel est que le premier maximum3igy) est atteint pouy ~ m. Par conséquent, pour
un atome en incidence normale sur le réseau, ayant une iimpedsiuite® = 100, I'ordre

1 de diffraction sera peuplé au maximum pour un contrastele Ceci montre bien que
le potentiel modulant n’a pas besoin d’étre trés contrasteé produire des effets de dif-
fraction notables. Un contraste 10 fois supérieur dispaitsies atomes dans 20 ordres
(10 dans chaque direction), ce qui est inutilisable si I'entvfabriquer une séparatrice
atomique. En revanche, pour des parametres bien choigieplalation diffractée peut
étre maximale dans les ordred et atteindre environ 60%, c’est-a-dire plus de la moitié
de la population initiale.

Sur la figure 5.7-b sont représentés les premiers ordredfdemction pour différentes
valeurs de la phasé. Nous avons supposé que I'angle d’'incidence du laser danslz
(n1 = 1,46) était de 60. La portée de I'onde évanescente est alors de 176 nm, celle du
potentiel de 88 nm. Les atomes sont supposés étre lachés ad@ haraurface, ce qui cor-
respond a une longueur d’'onde de de Broglie de 12,5 nm eraati@u niveau de la zone
d’interaction. Leur impulsion réduite moyenne esRle 88. Le temps d’interactionest
de 0,36ps. L'intensité du laser est de 800 mW/rfirfe contraste de = 0,05. La hauteur
de rebroussement est ge= 290 nm, I'impulsion réduite maximale est ge= 463. Cette
figure montre qu’en incidence normale de nombreux canauxfilaations sont ouverts,
le paquet d’ondes est donc diffracté dans de nombreusegidire. Lorsque I'on aug-
mente I'angle d’incidence des atomes, de telle maniére ajpbdse varie de 0 at/2,
les différents ordres se dépeuplent jusqu’a ce que la réfiesait quasiment spéculaire.

8]| est facilement vérifiable que les expressions des pojpulsitifiractées dans I'ordre 1 calculées avec
la méthode perturbative sont retrouvées a partir de 5.24fectgant le développement limité au premier
ordred?, (y) ~ y2/4.
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FIG. 5.7 — (a) Fonctions de Bessel d’'ordre 0 a 4. (b) Populatifiradtée dans les ordres
0 a 3 par une onde évanescente stationnaire, en fonctiomygrilsion, pour un contraste
de 0,05 et pour différentes valeurs de la phase transvétsale

Ainsi, le seul changement important par rapport a I'appr@tion de Born est que la
population diffractée dans I'ordireest maintenant proportionnelle au carré de la fonction
de Bessel,. Nous allons maintenant appliquer la théorie du réseau deemince au
potentiel nanostructuré.

5.3.2.2 Potentiel nanostructuré

Le terme d’ordre un de 'action est :

+oo +1)/2
s1 = Vo / dt [e—2K020<‘>}(a ! cos(29x%(t))
400 ' a+1
= -\ dtcos(Zq[th%t]) [Esecf{t/ZT)]

En utilisant a nouveau la relation 5.22, on trouve, en famcties parameétres réduits :

p1o-t 1 1
1= — H Pza—ls[a; +iw, —NJ} cos(2qx)

Et apres transformation de Fourierxn

P = J2 (e1(z)P B(a, W) (5.26)
ou’:
N 1 . 1 . p1o-1
B(a,W)=2"1B %HW,%—W et €1(z) =¢1 {ﬁ}

’0On vérifiera de nouveau la coincidence de ce résultat aveplalgtion prédite par la méthode pertur-
bative dans la limiter,; — 0.



Dépendance em). Nous avons déja montré que le terfie/n)®—* intervenait dans
I'expression du contraste du potentiel a la hauteur du mmebroussement. Mais nous
pouvons également considérer globalement la dépendamogelsion, qui est implicite-
ment une dépendance en énergie. Examinons le comportemé&ntldfraction vis-a-vis
de I'énergie cinétique incidente. Pour les faibles valelefS;, nous pouvons effectuer un
développement a I'ordre deux de I'ordre O :

Jox) 21— %AZES‘
OUA est une constante de proportionnalité. La dérivée de |lagpibite est proportionnelle
aE2~1, elle diverge donc poux = 1, c’est-a-dire quand la portée du contraste est infinie.
Ainsi, pour le potentiel évanescent stationnaire, la diffion se produit des que I'énergie
incidente est non nulle, puisque I'atome voit tout de swutebdulation de I'onde. Dans
le cas du potentiel nanostructuré, le contraste est nuhfnlij par conséquent une faible
énergie incidente ne suffit pas a faire diffracter I'atomeddit approcher la surface a
moins de quelques/1k1 — Kg) pour percevoir la modulation du potentiel.

Facteur d’obliquité. Contrairement a ce que nous avons vu dans lI'approximation de
Born, la fonction d’obliquité n’agit pas directement suplapulation diffractée mais uni-
guement sur la phase accumulée par I'atome tout au long dajsetbire. Quand I'angle
d’incidence de I'atome sur le potentiel augmente, les tasig,eset B diminuent la phase
accumulée et annulent progressivement la probabilité ffimction. Ces fonctions sont
représentées figure 5.5.

FIG. 5.8 — Interprétation de la disparition de la diffraction g angle d’'incidence
atomiqued, dans I'approximation du réseau de phase mince.

L'explication donnée dans le cadre de I'approche pertivbateut étre transposée au
modele présent. Considérons deux trajectoires atomiqre®itts de départ différents,
comme indiqué sur la figure 5.8. En incidence normale, chades trajectoires voie un
champ exponentiel d’amplitude différente a cause de I'tatchn du potentiel dans la di-
rectionx et ainsi accumule une phase différente : le front d’'onde estuié, signe d’'une
superposition d’ondes planes émergentes de directionsogagation distinctes. Pour un
angle d’'incidence plus grand, les atomes vont voir en plesvaniation sinusoidale et
Si I'angle d’incidenced, est suffisamment faible pour que chacune des deux trajestoir
ne voit qu’une petite partie de la modulation, la phase actéensera encore différente.



Mais a partir du moment ou elles traversent plusieurs péspld modulation est moyen-
née a une valeur identique pour les deux particules. Danas;dacphase accumulée est
indépendante de la trajectoire atomique et la diffracties@&produit plus. Cet effet, bien
connu en diffraction atomique et observé expérimentaléneshresponsable de la dispa-
rition de la diffraction en incidence rasante.

La différence avec le potentiel stationnaire est qu’icidatcaste est nul au-dessus de
quelques 1(k1 —Kp). Si I'effet de moyenne se produit dans les deux cas, il a liewse
portion plus faible de la trajectoire dans le cas nanosirédaitant donné que le contraste
est localisé plus prés de la surface. Par conséquent, larilisp de la diffraction se
produira pour un angle plus élevé. On retrouve donc le fatl@cceptance angulaire est
augmentée avec un contraste de portée finie.
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FIG. 5.9 — Tracés des ordres zéro a deux de diffraction, en fumde I'angle d’'incidence
¢ de I'onde sur le réseau, et de la variation de phse

Courbes de diffraction. Sur la figure 5.9 sont représentés les premiers ordres de dif-
fraction en fonction de I'angle polaige du champ incident, pour les mémes parametres
que précédemment. La périodicité choisielest L,e¢. On retrouve les courbes du po-
tentiel stationnaire poup = 0. Quand l'angle polairg varie, I'allure des courbes de
diffraction change énormément. En particulier, pour uiéaje paralléle, et pour I'im-
pulsion moyennd =~ 90, la réflexion est quasi spéculaire. Entre ces deux valgest
possible de maximiser la population diffractée dans l'ertlrce qui est a peu pres le cas
pourd = T1/6, en incidence normale.

Lorsque I'on augmente I'angle d’incidence, ce qui reviemtuggmenter la phase,
la diffraction disparait peu a peu, a cause de I'effet de mogedécrit plus haut. Pour
W =11/2, ce qui correspond a peu preBa= 44°, la réflexion est spéculaire quel que soit
a.



Nous avons vu que, outre le degré de liberté supplémenitaies réseaux nanostruc-
turés permettent une plus grande souplesse sur le dessiotdu®@m peut se demander
en particulier comment ces résultats s’étendent-ils a seaé bidimensionnel ?

5.3.3 Extension a deux dimensions

Considérons le potentiel obtenu par interaction d’un fascincident avec un ré-
seau de nanostructures bidimensionnel. Nous avons vu damerhiére partie que pour
¢ € [0,1/2], les deux ordres de plus longue portée sont (1,0) et (0,&h &ie la descrip-
tion du champ électrique par ces uniques harmoniques ssiafpproximative, nous ver-
rons que la description de la diffraction qui en résulte agb@n accord avec les courbes
obtenues par simulation numérique. En ne considérant queerex contributions, le po-
tentiel modulant s’écrit :

V1(X,Y,2) = Vo € 20Z[&; o(2) cog2gx) + £0.1(2) cog2qy)] (5.27)
avec :
£1,0(2) = €160 K102 gt Egq(2) = gg1ek0 K012 (5.28)
La linéarité de I'action par rapport au potentiel conduitmgdiatement a :

51=—hP{€10(z)B[a10, Wx cOY20%) +€0.1(z)Bloo1, Wyl cog2qy)}  (5.29)

avecW, = qp*/p’ko et Wy = qp’/p’ko. La fonction d’onde émergente se factorise en un
produit de deux exponentielles deety;. Les populations diffractées sont donc données
par le produit des populations diffractées indépendamiuhems chaque direction :

Pmn =I5y (610(z)P B[a10, W) 3% (E01(2)P Blog.1, Wy))) (5.30)

Il N’y a donc pas de nouveauté qualitative par rapport a cengue avons étudié en une
dimension.

5.4 Conclusion

Nous avons présenté deux méthodes d’approximation patertta diffraction ato-
mique par un miroir atomique modulé localisé prés d’'uneamfLa premiere méthode
fondée sur le traitement de I'équation de Schrddinger dapgioximation de Born ne
permet que de décrire les populations des ordiesCependant, ce premier modele nous
a donné l'occasion de mettre en évidence les paramétréagrgg intervenant dans le
processus de diffraction, a savoir :

» le contraste & la hauteur de rebrousseraény,

» I'impulsion réduiteP exprimant le rapport entre la quantité de mouvement isitial
de I'atome et I'impulsion associée a la décroissance exgi@ile du potentiel non-
modulé. Pour notre gamme de paramétRes; 1 : nous sommes dans un régime
semi-classigue. Quand augmente, I'atome pénétre plus profondément dans le
potentiel et la phase accumulée augmente, par conségeemties de diffraction
plus élevés sont plus peuplés,



» la variation de phas® du potentiel vue par I'atome pendant la durée du rebond.
Elle intervient dans le facteur d’obliquité qui traduit lsarition de la diffraction
quand I'angle d’'incidence atomique augmente. En inciderocmale¥ = 0. Plus
cette phase est grande, moins la diffraction est efficace,

» le rapporta des coefficients de décroissance des ordres 0 et 1 de 'orsiefdee.
Plus ce paramétre augmente, plus la modulation a une pantgte et plus I'ac-
ceptance angulaire est importante.

L'intérét de la méthode de diffraction atomique par un résatique nanostructuré
qui est proposée dans ce mémoire repose sur trois pointdé@omptaires. Tout d’abord
I'existence d’un "réservoir de contraste" au niveau de tfase : le confinement du champ
par les nanostrucures induit une modulation importantéintehsité au voisinage de la
surface. Ainsi, méme si le contraste décroit exponentneld avec la distance, sa valeur
au niveau du point de rebroussement reste largement stfipanr que la diffraction
existe. Ensuite le découplage miroir/réseau, traduisafdit que période et orientation
du réseau sont fixés indépendamment des paramétres du cheiognt. Le parametre
a peut étre alors réglé de maniere a maximiser la populatifiraciiée dans un ordre.
De plus, la portée plus courte de la modulation permet desfigaer plus d’impulsion
verticale a I'atome et ainsi d'augmenter I'acceptance &gudu dispositif.

Enfin, la souplesse sur la réalisation du motif rend possibdeéation de réseaux de
diffraction bidimensionnels.

Cependant, le modeéle de I'atome a un niveau sous-jacentGak®gs ne permet pas
de prendre en compte les effets dis spécifiquement a la gatian de la lumiere. Leur
importance a été clairement mise en évidence par plusigpésiences : si le modele a un
niveau prédit une disparition de la diffraction pour deslasgl’incidence atomique dé-
passant 5Q il est incapable d’expliquer les résultats obtenus a Mtheuse [106], a Orsay
[107] et a Bonn [108] démontrant expérimentalement I'exise de la diffraction en in-
cidence rasante. Des études théoriques ont montreé la itéasprendre en compte une
structure atomique interne comportant plusieurs niveanogdmentaux pour expliquer ce
résultat [109, 27].

La partie suivante n’a pas pour objectif de compléter cedestires raffinées. Toute-
fois, en regard de ce probléme lié a la structure interne eses et des cartes détaillées
des champs que nous avons obtenues dans la premiére pausenous sommes inté-
ressés a une description plus réaliste des expériencessdiles dans notre laboratoire.
Cette étude est abordée par la simulation numérique.



Chapitre 6

Traitement numérique

Le principe est de résoudre I'équation de Schrodinger digrge du temps en pro-
pageant, au moyen d’un opérateur d’évolution temporehie, fonction d’onde initiale.
Cette méthode a déja été utilisée par C. M. Savage, D. Gotdo@eRalph [110] afin de
retrouver les résonances Doppler observées par Steelakeen 1994 [74]. L'excellent
accord avec les résultats expérimentaux avait été obtersupssametre libre, ce qui dé-
montrait la fiabilité de la méthode. D’autres techniquesaleut sont détaillées dans les
références [111] et [112].

Nous commencerons par présenter la méthode de calcul rquaétes amplitudes de
diffractions, puis nous exposerons les résultats des ations numériques [113], com-
parés ensuite avec les calculs analytiques détaillés daestie précédente.

6.1 Meéthode de calcul

Rappelons dans un premier temps que I'on étudie la difvactiun atome de Césium
entre deux états de structure fig, etPs 5. A faible paramétre de saturation il est pos-
sible d’éliminer adiabatiguement les états excités, etedalus considérer que I'évolution
des composantes de I'atome sur les deux états fondamemtauxt-1/2. Le potentiel
effectif correspondant s’écrit :

Vett(r) =
d2 [ 3\E,(I’)|2+2\E%(I’)\2+\E+(r)\2 %{|

V2 {E, (NES(r) +E~ (1)Eo(r)}

La méthode utilisée est basée sur une résolution directéégeation de Schrédinger
dépendante du temps :

hZA W_1/2(r) W) | 0 Wogya(r)
[ We/ar) ]*VE” [ We/ar) }"h t{ Wa/a(r) ] (©:2)

Le potentiel diffractant étudié décroit exponentielletrearec la distance, il est donc
localisé au voisinage de la surface dans une couche domtidsggur est de I'ordre de
quelques 1kg. Cette région sera appelée "zone d'interaction”. Au detéisrpouvons
considérer que le potentiel est nul et que I'atome évolueritent dans la "zone asymp-
totique" (figure 6.1).

N

r)+E*(r)Eg (r)}] 6.1)
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Le principe est de propager a travers la zone d’interacti@fanction d’'onde initiale,
se trouvant au départ dans la zone asymptotique. Cettegatipa se fait au moyen d’'un
opérateur d’évolution temporelle approché : 'opératganétriguement partagé.

zone
asymptotique

quelques | S zONE
1Ko d'interaction

FIG. 6.1 — La décroissance exponentielle du potentiel pernsgigaration de I'espace en
une zone d’interaction et une zone asymptotique.

Lopérateur symeétriquement partagé. Le spineur de I'état final peut étre exprimé en
fonction du spineur de I'état initial au moyen d’'un opératdi¢volution temporelldJ :
W(ts) = U(ts,t)W(t). Pour un hamiltoniem indépendant du temps, son expression est
connue. Il s’écrit :

U(t,tg) = e—iH(t—to)/ﬁ _ e_i[T‘i‘Veff](t—to)/h 6.3)

Cependant, cet opérateur est difficile a évaluer car les osampies d’énergie cinétique
et potentielle ne commutent pas. Pour une application aralation numerique, il est
indispensable de le remplacer par un autre opéraiéuty) plus facilement calculable.
Ce ne sera bien entendu qu'une approximation de 6.3, d'eptas précise quét — to|
sera petit. Le principe est alors d’appliquer N foisa la fonction d’onde de départ pour
un pas de tempAt donné :

W(NAL) = 0(At) x - x U(at) W(0) (6.4)

N fois

Que prendre comme approximationd®@ Une premiére idée serait d’écrivéty+ At, tg) ~

e Tat/hg-Verilt/h Ces deux opérateurs sont identiques jusqu’au premiee @it
L'inconvénient en est que le membre de droite n’est pas higuunai : un algorithme utili-
sant cet opérateur ne conserverait pas la norme de la fardébade.

A.D. Bandrauk et H. Shen [114] ont montré que I'opérateuvalétion 6.3 pouvait
étre décomposé en un produit séparé d’exponentiellék enVe¢¢, et ce, a n'importe
quel ordre er\t. Cette décomposition se fait a I'ordneselon le schéma récursif suivant :

e/\(A-i—B) — 52n+1()\>+o()\2n+1),
avec .

Sonei(A) = Son_1[ASonr1]Son—1[A (1 — 2%9n+1) | Son—1[ASon+1),
2(son+1) 1+ (1—255001) 1 =0
S = eAA/ZeABeAA/Z



L'avantage de cette décomposition est que, cette foisétateur approch®,,, 1 est uni-
taire, c’est-a-dire qu'il vérifiaSQnJrl(SgnJrl)T = 1. Dans le cas présent, nous adopterons
comme propagateur le premier terme de la série :

Ss(At) = o i 18t/ 2h iV At/ng-iTat/2n

qui s’identifie avec 6.3 jusqu’a I'ordre 2 &kt. C’est I'opérateur partagé, bien connu en
physique moléculaire, optique et physique atomique.

L’'avantage de cette forme, outre sa précision, vient dudfaé I'on peut traiter la
propagation uniquement par des multiplications d’exptie#tes calculables de maniére
exacte. L'évaluation de~ VA" ne pose en effet aucun probléme dans I'espace direct ,
tandis que celle de~'T2t/2 se fait dans 'espace de FourferLe schéma 6.4 devient :

W(NAt) =
e iTat/2h o o= iVAt/hg—iTO/R o o=iTA/R o o=V D/ hg—iTA/2R W(0) (6.5)

Entre deux multiplications, la fonction d’onde subit unansformée de Fourier directe
ou inverse. La figure 6.2 résume les différentes opératienesoulant pendant le calcul.

1

- -1 ~ TF
¥ Tiel®y=iby e Viwz _TF s T o s

TF—1 n=1 ,N—1 TF

TV |w>

FIG. 6.2 — Schéma de principe de I'algorithme de propagatio@ bas |'opérateur par-
tagé, aved, = e i TAY2h T, = Tl etVi, = e~ VAR | a propagation se fait eN
pas de temps.

Paquet d’ondes initial. La fonction d’onde initiale est parfaitement uniforme dées
directionx ety, et gaussienne dans la direction z, de largeuC’est donc une superposi-
tion d’'ondes monochromatiques, que I'on pourra séparefia ¢t calcul par transforma-
tion de Fourier. De plus, elle est animée d’'un mouvementalestation uniforme selon

le vecteur d’ondek}, = pinc/h. La direction de ce vecteur sera repérée par I'angle d'in-
cidenced, et I'angle polaired,, analogues des angléset ¢ décrivant le vecteur d’onde
du champ lumineux incident sur le réseau matériel de diffyracLes composantes &g
s’expriment comme :

Kix = k;SinBacosha
kj%y :k:,isineasinq)a (6.6)
kh, = K;COSBa

ILe potentiel effectif étant non diagonal, le calcul de I'ergntielle passe au préalable par sa diagona-
lisation. L'opérateufl est déja diagonal dans I'espace de Fourier.



Le paquet d’ondes incident est donc :

1 | Aexp —% exp(—i (K X+ Khyy+ K, ,2)

Y(R,tg) = (6.7)

N | Bexp —%‘f exp(—i (K X+ Khyy + K, ,2)
ou 2 est la constante de normalisation fAeB sont les amplitudes associées a chacun
des états fondamentaux. Dans les calculs, nous allonsdéwassuccessivement les deux
couples(A,B) = (1,0) et (A,B) = (0,1). L'équation de Schrodinger étant linéaire par
rapport a¥, on obtiendra I'état final d’'une combinaison linéaire desxdgous-niveaux
Zeemann par la méme combinaison linéaire de ces deux états fin

Calcul des amplitudes de diffraction. La derniere opération est la projection de la
fonction d’'onde sur les ondes planes de vecteur d’c(ké@ur Qv —kf.ﬂ), puis le calcul
de la probabilité de transition. Le module carré de I'anoplé de I'état final dans I'ordre
V pour une énergie est [115]:

_

2
‘b\)?ms‘z — i /e_l[ka,zz+(ka+Qv)'l] Ll_jrfns(r)dr (68)
a,z

La composante verticaky , du vecteur d’onde diffracté dans I'ordveest donnée par la
relation de conservation de I'énergie :

B, = \/2ME — R2(Ks+ Q)2 (6.9)

La probabilité de diffraction dans I'ordre est alors exprimée en fonction de I'énergie
par :

by, 1722+ By 112/
stN’ |bv’,ms|2

P(V,E) = (6.10)

Discrétisation. Le calcul de propagation est effectué dans un volume papifgdique
de dimensiongy x Ly x H. Il ne contient donc qu’une seule période du potentiel. L& ha
teurH de calcul est suffisamment grande pour contenir la zoneedlantion, de hauteur
quelques 1Ko, et la zone asymptotique. Le volume est discrétis@éenn; x ny points
suivant les directions, y etz Cette grille étant décomposée en série de Fourier, laleellu
élémentaire est naturellement répliquée périodiquemams tes trois dimensions. Cela
implique que le paquet d’'onde ne doit pas sortir de la grilesdla directiorOz auquel
cas il revient a I'intérieur par le coté opposé.

Le nombre de points de discrétisation dépend de la dimenaiid@ du probleme et
de la mémoire de la machine utilisée. Ces contraintes vam éntendu influencer la
gamme des parameétres accessibles. En particulier, lel egtbien plus facile dans le
cas unidimensionnel. La grille contient alansx ng points, ce qui autorise des tailles
importantes et des dicrétisations fines. En revanche, éaresl bidimensionnel, la grille
contientn; fois plus de points, ce qui rend la simulation plus délicasg,nous sommes
alors confrontés a un probléme de temps de calcul et de tadlfaoire.



Les points de discrétisation de I'espace réciproque ont goardonnées :

21 n; n;
X = KX - =141 2
21 n; n;
y o= K . = |
K, kat+m"Ly’ pour my 2+1, =
21 N Nk
z
= h - X41... X
K, mZH, pour my 2+ S

On adonc accesrg, /2 ordres de diffraction positifs @,; /2 ordres negatifs par dimen-
sion. Le spineur du paquet d'ondes initial a la forme suwant

ni/2 nj/2 ng/2

nlnjnk Zh Z Z LIJ (M, Ty, Me)

Z7Himy=—F +1m=

X exp {—Zru' (mxp X Moy r—éz)] (6.11)
L L, | H

WY(p,q,r) =

avecdx = Lyx/n;j, dy = Ly/nj etdz = H/n et ol les coefficients de Fourier du spin&ur
sont donnés par I'expression :

. n Njong
Pim,m,m;) = 5 > 5 ¥(par)
p=1g=1r=1
X EXP {m (mxpéx L Myaoy mzréz” (6.12)
Ly Ly H

Ordre de grandeur des parameétres de discrétisation. Plusieurs paramétres sont a

ajuster lors de la simulation :

» tout d’abord, la largewv, de I'onde incidente. Elle détermine la fenétre d’énergie
a laquelle la simulation donne acces. Il ne s’agit pas dertela réelle du pa-
quet d’'ondes, mais d’'une largeur uniqguement mathématiguagttant en un seul
calcul d’avoir accés aux populations diffractées pour ugdapectre d’énergie in-
cidente. Ici, nous nous sommes limités a une impulsion mabarde 200, ce qui
correspond a une largeur d’environ 5 nm pour une hauteur de ae 10 mm.
Cette hauteur n’est pas la hauteur de chute réelle mais wteungermettant de
centrer le spectre dans I'intervalle d'impulsions choisi;

» puis, le pas verticadz : il détermine la largeur de la fenétre d’énergie que I'ontpeu
analyser. L'énergie cinétique initiale du paquet d’ondeslait pas étre supérieure
ah?41? /2mdz°. La valeur choisie esiz=2 nm;

» ensuite, les pas horizontadx etdy. lIs déterminent les ordres maximaux auxquels
nous avons acces numériquement. Plus précisément, poumnuioren de points
enx ouy, 'atome incident ne doit pas étre diffracté dans des ordopgrieurs a
n/2 ou inférieurs &-n/2, sinon il y a repliement du spectre de la fonction d’onde.
Pour un contraste en= 0 de 0,3 et une impulsion de 100, I'ordre peuplé le plus
grand est, d’aprés I'approximation du réseau de phase prige 100= 30. Nous
avons pris 64 points de discrétisations.

De plus, compte tenu de I'effet de moyenne en incidence nanaile, il est inutile
de prendre autant de pointsegu’eny quandd, # 0, ce qui permet de réduire la



mémoire utilisée ;
» enfin, le pas de temps&. Un incrément de temps de 0,005 a donné une bonne
convergence des résultats. Cela implique un nombre dibésN ~ 1000.

En résumé, le calcul de diffraction se fait en deux étapes :
» propagation du paquet d’'ondes initial de la zone asympiet#j travers la zone
d’interaction en appliquant N fois I'opérateur partagé,
» tranformée de Fourier de la fonction d’onde finale et progecsur les états de
diffraction.
Nous allons maintenant appliquer cette méthode au calcet D de la diffraction.

6.2 Reésultats numériques

Nous allons présenter maintenant les résultats des siongatumériques concernant
la diffraction d’atomes froids par un réseau optique unisidimensionnel. Les para-
meétres communs a ces deux géométries sont :

» I'angle d’'incidence du laser sur les nanostructures, quice$ixé a 0 = 60°. La

portée de I'onde incidente est alors de 175 nm;

» la puissance du laser incident, de 800 mW#Anm

» la hauteur de chute typique des atomes, dont I'ordre de grarest 3 mm. L'im-

pulsion réduite correspondante de la particule est de 88aligeur de rebrousse-
ment varie, selon la valeur des, de 200 nm a 500 nm, ce qui est suffisamment
haut pour ne pas avoir a tenir compte des interactions deaWaals.

6.2.1 Diffraction par un réseau unidimensionnel

Afin d’interpréter les résultats des calculs de diffractibrest nécessaire d’étudier
I'allure du champ électrique et de ses différentes compgesamrmales a la hauteur de
rebroussement des atomes.

Champ 1D et potentiel vu par I'atome. Sur la figure 6.3 sont tracés les carrés des
amplitudes dé&;, pourl =0, &, en fonction de I'angle polairg et a une hauteur moyenne
de rebroussement = 200 nm. Ces courbes sont quasiment sinusoidales, ce gtfiesign
que la majorité des harmoniques tels gue> 1 a été filtrée a cette distance.

» la composante perpendiculaire au plan d’incidence, abskntonde évanescente
non couplée aux nanostructures, reste toujours de plgs@dres de grandeurs
plus faible que les deux composantes et E_. En particulier, lorsque le plan
d’incidence est perpendiculaire aux lignes du réseat (1/2), le systéme est in-
variant par translation parallele au vecteur de polansati La composante TE
du champ électrique incident est donc conservée et redeedaris le champ dif-
fract€. Elle est la plus importante autour de= 11/4; sa valeur moyenne vaut
alors en amplitude 0,6 % de celle He?3;

» le contraste de la composartie évolue de 2% a presque 100% quandarie de
0 am/2. Comparativement, le contraste de la composEnté&volue peu. Ainsi,

2La faible intensité résiduelle provient de la précision’dedinateur.
3Nous avons vu dans la premiére partie que I'amplitude dengposanteEy était maximale poud ~
23°. Son intensité valait alors 2% de I'intensité totale.



les potentiels vus par des atomes dans I'état de structendin-1/2 etmg =+1/2
privilégiant respectivement les composantes -1 et +1 dmplelectrique, une par-
ticule préparée dans I'état +1/2 devrait peupler un pluadyreombre d’ordres de
diffraction qu’un atome initialement dans I'état -1/2.
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FIG. 6.3 — Composantes normales du champ en fonctign de

Sur la figure 6.4 sont représentés les éléments diagonaux rdattice de potentiel
effectif en fonction de I'angle polairg. Ils représentent les potentiels vus par chacun des
niveaux en I'absence de la composante de coupagmntre les deux niveaux fondamen-
taux. Les contrastes associés a chaque courbe apparaigssta table 6.1. Globalement,
le contraste augmente quadroit. Il atteint de plus des valeurs qui ne sont plus négli-
geagles devant 1 pogr= 11/2.
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FiG. 6.4 — Eléments diagonaux de la matrice du potentiel en ifamale I'angle
az=200 nm :V_(x) = (3|E_(X)|> + 2|Eo(X)|? + |E+(X)|?)/3 et V. (X) = ([E_(X)|? +
2|Eo(x)|*+3[E+(¥)[%)/3.

Courbes de diffraction. Les probabilités de transitions dans les premiers ordres de
diffraction ont été calculées numériquement pour chacsrirdés angles polaires d’éclai-



TAB. 6.1 — Evolution du contraste & 200 nm en fonction de I'aggé dems.

m=-1/2 | mg=-1/2
¢=0° 2.1 % 2.2%
¢ =45 6.7 % 8. %
b =90° 12 % 33 %

rage¢ = 0, 11/4 et1t/2 et pour un atome se trouvant successivement dans chacétatkes
de structure finens = +1/2. Les particules tombent en incidence normale sur le réseau
(62 =0).

Ces simulations ont montré que le transfert de populatitre ées deux états fonda-
mentaux est négligeable. En particulier, un calopa23° a permis d’estimer une valeur
maximale de ce transfert, pour la configuration expérimieraidiée, de I'ordre de 0,5%
de la population totale.

Le potentiel utilisé pour le calcul des courbes de diff@ttprésentées sur la figure
6.5-a comprend tous les harmoniques du potentiel calcaléadrtie bruitée correspon-
dant aux impulsions réduites de 0 a 30 n’est pas numériqueocoernergée : elle est
formée des composantes les plus lentes du paquet d’'onde® gont pas encore sorties
de la zone d'interaction. Ces courbes sont comparées augssipns analytiques obte-
nues dans I'approximation du réseau de phase mince au hap(figure 6.5-b), dans
lesquelles seul 'harmoniqua = 1 a été utilisé. Pour calculer 'argument des fonctions
de Bessel, les contrastes et les amplitudes ont été estipaésrades potentiels calculés a
200 nm : cette technique permet d’éviter de prendre en coleptearmoniqueBn| > 1.

L'accord entre les populations simulées et analytiqueb@st et ce, jusqu’a un con-
traste de 0,12. En revanche, pour un atome dans héfat +1/2 tombant en incidence
normale sur un réseau éclairé perpendiculairement avedifpn= 11/2), les courbes ana-
lytique et théorique sont nettement différentes (le catérdu potentiel pouns = +1/2
a 200 nm est alors de 33%). Le calcul effectué en utilisappfaximation du réseau de
phase mince n’est clairement plus valable. De plus, noug@muconstater que le phéno-
meéne prédominant est un échange de population entre lemumigeet+1, la population
de I'ordre 0 étant minimale quand la population de I'ordrestlneaximale. Ce phénoméne
s’apparente aux oscillations de Stiickelberg.

D’autres simulations ont également été realisées en neupream compte que les
ordres de Fourier de plus longue portée du champ électrfgue, un angle polaire de
¢ = 45°. Les figures 6.6-a et 6.6-b montrent que la diffraction eshldécrite par les
deux harmoniquesh= +1 du champ électrique.

En effet I'erreur sur les populations reste faible lorsqoe tient compte a la fois
des ordres -1 et +1, et ce, sur toute la gamme d’impulsionstesd Les pics "montant”
correspondent aux annulations des fonctions de Bessal lggquels la population dif-
fractée est faible. En revanche I'écart est plus grand qoande prend en compte que
I'ordre de plus grande portée +1. L'erreur peut atteindréo Jdbur des impulsions ré-

“Dans le cas particulier ou le plan d'incidence est parabébe lignes ¢ = 11/2), les deux ordres-1
sont dégénérés : ils ont donc le méme contraste et la ménméepOm en tient compte dans I'approximation
du réseau de phase mince en multipliant le contraste deddrgar deux.
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FIG. 6.5 — (a) Probabilité®, dans les premiers ordresissues de la simulation numé-
rique, tracées en fonction de I'impulsion réduite(b) Courbes analytiques tracées dans
I'approximation du réseau de phase mince.

duites supérieures a 150. Cela s’explique en observant lgad’@atome va vite, plus il
entre profondément dans le potentiel, ou I'ordre -1 n’estgrecore éteint.
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FIG. 6.6 — Pour un angle polaige = 45° est tracé, en fonction de I'impulsion réduite
P, I'écart relatif entre la population calculée en prenantempte tous les harmoniques
du champ électrique et la population calculée en se limaantiniquement les ordres

m= +1 (courbe du bas), uniquement I'ordre= +1 (courbe du haut); Les deux cadres
correspondent a : (a) I'ordre 0 de diffraction ; (b) I'ordreéd diffraction.

Ces courbes permettent de confirmer que I'on peut maxinagaspulation diffractée
dans les premiers ordres de diffraction pour une impulsigiale donnée en ne modifiant
gue I'angle polaire du faisceau incident sur le réseau deadtfon. La figure 6.5-a montre
que, pour une hauteur de chute de 5 mm envif®nz(112), 'angle polairep = 45°
maximise la population diffractée dans les ordtels



6.2.2 Diffraction par un réseau bidimensionnel

Dans cette partie, nous n'allons étudier que la diffractimm atome se trouvant dans
I'état de structure finens = +1/2. En effet, le potentiel vu dans le niveaul/2 pour
une intensité de 800 mW/nfhest beaucoup moins contrasté que celui créé par un réseau
unidimensionnel, et les effets de diffraction ne se sonteassignificatifs.

Courbes de diffraction et contraste du potentiel. Les courbes de diffraction calcu-
lées pour un atome dans I'état = 1/2 sont indiquées sur la figure 6.7. Les figures du
haut indiquent les probabilités de diffraction parallegemaOx, et celles du bas les pro-
babilités de diffraction parallelement@y. Encore une fois, les valeurs des probabilités
correspondant & € [0,50] ne sont pas numériqguement convergées a cause de la faible
vitesse de ces composantes. Ces courbes sont a comparalewrs \des contrastes de
chacun des ordres de plus longue portée reportés dans d¢att@bINotons que lorsque

¢ =0, la dégénérescence respectivement des offred ) et(1,+1) est prise en compte

en multipliant les contrastes correspondant par un fa@eur
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FIG. 6.7 — Probabilités de diffraction issues de la simulatiomérique, tracées en fonc-
tion de l'impulsion réduité® pour un atome dans I'états = +1/2. Les courbes du haut
représentent la diffraction parallelement dans les ordres (0,0) (trait plein), (1,0) (trait
interrompu), (2,0) (trait pointill€). Les courbes du bagrespondent a la direction pour
les ordres (0,1) et (0,2).

Nous pouvons faire plusieurs observations :

» ladiffraction est plus efficace dans la directioque dans la directioppour¢ = 0°

et ¢ = 22°. Ceci s’explique naturellement par le fait que, pour cesxdeleurs

de I'angle polairep, 'harmonique de plus longue portée du champ électrique est
I'ordre (1,0) : le potentiel est donc plus contrasté dansidaction x que dans la
directiony. La table 6.2 indique un facteur 1&g= 200 nm entre&y o eteg 1, €11.
Pour¢ = 45°, les harmonique$0,1) et (1,0) sont dégénérés, et les populations
diffractées erx ety sont identiques;

aimpulsion réduit® fixée, I'effet de diffraction diminue dans tous les ordf@an)
paralleles &0x quand¢$ augmente. Ceci se comprend aisément en examinant la
table 6.2 : quana, augmente, le contraste de I'ordre domin&htO) diminue,
donc la probabilité de diffraction diminue également. Gdteest amplifié par la
diminution en paralléle de la portée de I'ordre (1,0). Omt®un résultat contraire



TAB. 6.2 — Evolution du contraste & 200 nm du potentiel vu par omatdans I'état +1/2,
pour les ordres de Fourier de plus grande portée. Les factaultiplicatifs 2 ap = 0°
tiennent compte de la dégénérescence des ofdreisn).

Lo 1 (1,1) |Elfoy
=0 [3,8%]|2x0,23%]|2x0,15%]| 6,5107
$»=22103%| 06% 0,28% |6,51072
$b=45|15%| 15% 0,36% |6,51072

dans la directiorOy, ou la probabilité de diffraction augmente : ceci s’expéqu
par 'augmentation simultanée du contraste et de la poedéhdrmonique(0, 1)
quand¢ varie de 0 at/4;

» la décroissance des propabilités de diffraction parafié@x quand I'impulsion
réduite augmente est plus rapide que celle obtenue avesesurénidimensionnel.
Ceci est une conséquence de I'ouverture des canaux dectidfrgperpendiculaires
(c’est-a-dire suivanDy) quand I'énergie incidente est plus grande : plus nombreux
sont les canaux ouverts, plus la population est répartie dargrand nombre de
directions différentes. Ainsi, & = 45°, les probabilités de diffraction dans les
directionsx et y étant identiques, la population est également répartie tm
ordres (0,1) et (1,0), ou elle est de I'ordre de 10% de la @ initiale. Cette
valeur est inférieure a celle obtenue avec un réseau umdiarnel, avec lequel
on obtenait 30%.

Comparaisons avec les calculs analytiques.Nous comparons dans ce paragraphe les
résultats de ces simulations numériques avec les expnesanalytiques des probabilités
calculées dans le cadre de I'approximation du réseau de phiaice.

Sur la figure 6.8 sont indiquées les courbes analytiqueshobgeen ne prenant en
compte que les ordres de plus longue po(tE@) et (0,1). L'accord avec le calcul nu-
mérique est bon méme si la diffraction est légerement saréstanalytiquement. Les
différences les plus flagrantes apparaissent pour les sigmgl réduites élevées. En parti-
culier, sur I'ordre (1,0) de la figure 6.7, nous pouvons vaie ¢a population ne s’annule
jamais, contrairement a ce que prévoit le calcul analytagpia figure 6.8.

Sur la figure 6.9 sont tracées les populations (0,0), (1,®),&} pourd = 0°. Elles ont
été calculées numériquement dans deux cas : en prenanesobigrinoniques du champ
électriqgue en compte (trait plein) et en sélectionnanficigilement uniqguement les har-
moniques(0,1) et (1,0) (trait pointillé). Les courbes sont similaires excepté&gusent
pour des impulsions réduites de I'ordre de 200 : si 'on neg@gren compte que les ordres
(0,1) et (1,0), les probabilités de transition s’annulemtipdes valeurs précises de I'im-
pulsion réduité?. En revanche, on observe pour ces valeurs des décollementsdrbes
si I'on tient compte de tous les ordres de Fourier du chamgirédele. Ces décollements
traduisent donc un excés de population diffractée provetauiinteraction des atomes
avec I'narmoniquél, 1) du champ électrique.

Incidence oblique. Sur la figure 6.10 sont tracées les populations diffractées tes
directionsOx et Oy pour un angle d’incidence atomiqiig = 40° et un angle polaire
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FIG. 6.8 — Courbes de diffraction dans la directioralculées analytiquement pape= 0°
a partir de I'approximation des réseaux de phase mince, éenant compte que des
harmoniques de plus longue portée0) et (0,1) du champ électrique. L'ordre 0 est en

trait plein, I'ordre 1 en trait interrompu, I'ordre 2 en traiointillé.
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FIG. 6.9 — Comparaison @ = 0°, pour les ordres (0,0), (1,0) et (0,1) de diffraction ato-
mique, des populations calculées numériquement en premactmpte tous les harmo-
niques du champ (trait plein) ou uniquement les harmonigiesl) et (+1,0).
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FIG. 6.10 — Courbes de diffraction calculées numériquement powangle polaire) =
45° et pour un angle d’incidence atomigBg= 40°. L'ordre 0 est en trait plein, I'ordre
1 en trait interrompu, I'ordre 2 en trait pointillé. (a) Didiction dans la directio®x. (b)
Diffraction dans la directio®y.



de la lumierep = 45°. La diffraction est nettement asymétrique, en raison déet'ele
moyenne du potentiel décrit dans le chapitre 5.

Dans la direction de propagation des atomes, la populatos tés ordres non spé-
culaires est trés faible : elle vaut au maximum 2% dans I®f£dr0). En revanche, dans
la directionQy, la population diffractée dans 'ordre (0,1) atteint icepque 30%. Elle
est donc plus importante en incidence oblique gu’en in@dearormale, ou elle vaut au
maximum 10%.

Cette dissymétrie s’interpréte bien dans le cadre de l@ppration du réseau de
phase mince. En effet, si le mouvement des atomes selonreOxaest bien une tra-
jectoire oblique, ce méme mouvement vu en projection sulale@yzest une trajectoire
rectiligne. Ainsi, vis a vis de la modulation grdu potentiel, tout se passe comme si les
atomes étaient en incidence normale : la diffraction y estdres efficace.

Nous pouvons observer de plus que la population de I'ordréfiexion spéculaire)
n'est presque pas modifiée par rapport a celle calcul@g-a 0. Par conséquent, il y
a eu un transfert de la population diffractéeedans la direction orthogonale: les
atomes diffractent méme en incidence oblique importankn particulier, si I'on choi-
sit une impulsion réduite d8 ~ 175 selonz, la norme de I'impulsion vectorielle est
|P| =175/ cos40 = 228, ce qui correspond & une hauteur de chute de 20 mm dags notr
modele. La population diffractée dans les deux ord@es1) est d’environ 60% au total.
Ce taux important pourrait permettre de réaliser a particeldispositif une séparatrice
atomique de grand angle de diffraction, élément clé d’'uarfatométre atomique.

6.3 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre un algorithme de calsybdjgulations atomiques
diffractées par un réseau optique. Cet algorithme est fendéne résolution de I'équation
de Schrodinger dépendante du temps au moyen d’'un opérdéxaudion temporelle
approché : I'opérateur symétriguement partagé. La fonationde initiale est propagée
au travers de la zone d’interaction, puis projetée sur ks @ropres de diffraction.

Grace a cette méthode, nous avons étudié numériqguemefffréectibn par deux ré-
seaux 1D et 2D, sans approximation sur la forme du champriéjeet c’est-a-dire en
considérant 'ensemble de son spectre. De plus, nous audesip compte d’un éventuel
couplage entre les deux niveaux de structure fige= +1/2, induit par la composante
TE de polarisation du champ électrique. Ces calculs ont igetenvérifier que des popu-
lations importantes (de I'ordre de 60 %) pouvaient étremlrds dans les premiers ordres
de diffraction. L'avantage par rapport au réseau a ondeedeamte stationnaire est que
ces populations peuvent étre ajustées en jouant sur ltatien du plan d’incidence de la
lumiére par rapport au réseau.

En ce qui concerne le couplage entre les deux niveaux fonadaome nous avons
vu que le transfert de population était inférieur a 1% de lputation initiale dans tous
les cas. Ainsi, le potentiel d’interaction entre 'atomdeesthamp est bien décrit par un
modéle scalaire. Cependant, les populations diffract@estees différentes suivant que
I'on considere un atome dans I'un ou l'autre des états foreataux. Elle est, en générale,
plus importante pour un atome dans I'état= +1/2, car I'intensité moyenne du champ
est plus faible (donc I'atome péneétre plus profondémens dpotentiel) et le contraste

SCependant, plus on augmente I'angle d’incidence atoméguelus la projection de I'impulsion sur
I'axe Ozest faible, ce qui diminue la diffraction, comme nous I'asau dans le chapitre 5.



plus fort.

La comparaison entre les courbes calculées numériquernantlytiquement dans
I'approximation du réseau de phase mince a montré un borrchestre les deux ap-
proches. Plus précisément, pour le réseau unidimensioomei’'observe pas de diffé-
rence flagrante, quels que soient I'orientation du plancitience de la lumiére ou le
sous-niveau Zeeman de I'atome, sauf dans la situation catémfiel est le plus contrasté
(dans le cas otns = +1/2 etd = 0°, le contraste & 200 nm est de 33%). Cet accord per-
met de vérifier d’'une part I'applicabilité de I'approximaii du réseau de phase mince au
potentiel nanostructuré, dont le contraste évolue fortegmeec la hauteur, et d’autre part,
I'hnypothése selon laquelle la diffraction des atomes e= liécrite par I'harmonique de
plus grande portée.

En revanche, les simulations effectuées sur le réseau éidiimnnel montrent un
désaccord plus net pour les grandes impulsions réduitess Alans vu que, si la diffrac-
tion est bien rendue par la prise en compte uniquement deshnagues (0,1) et (1,0) du
champ électrique, de lIégéres différences étaient inttesipiar I'harmonique (1,1). Ainsi,
cette composante de Fourier du champ électrique ouvre weaawanal de diffraction
dont la contribution s’ajoute aux précédentes.



Chapitre 7

Conclusion sur la diffraction atomique

Les deux premieres parties visaient a étudier la diffractioréflexion d’atomes froids
par un champ optique diffractant. La réflexion des atomesssirée par l'interaction
avec une onde évanescente de Fresnel dont la fréquencesastaléée vers le bleu de la
transition atomique. La modulation du potentiel est obégpar diffraction de cette onde
évanescente avec un réseau sub-longueur d’'onde de nawssudiélectriques a haut
indice de réfraction.

L'intérét principal de cette méthode, par rapport aux régeade diffraction a onde
évanescente partiellement stationnaire, est de décdagfi@nction miroir de la fonction
réseau. Ainsi, la période de la modulation, identique a&ail la nanostructure, est indé-
pendante de la longueur d’onde : elle n’est donc plus liéef@tpence de la transition
atomique. De plus, l'orientation du réseau est indépermrddatcelle du plan d’incidence
de la lumiére : I'angle polaire du faisceau incident deviemtparametre de réglage de

I’évolution verticale du champ électrique. Un autre intééside dans la possibilité de
graver des réseaux de motif arbitraire, aussi bien unidéimvenels que bidimensionnels.

Dans 'espace des vecteurs d’ondes, cette double diffirmttimiere/nanostructure et
atome/onde nanostructurée fait intervenir trois quastiig = 21/A, vecteur d’'onde du
champ électriquel) = 211/L, vecteur d’'onde du réseau de nanostructurds, €t21/Ayg,
vecteur d’onde de I'atome incident sur le réseau de diffvactaractérisé par sa longueur
d’onde de de Broglidyg. Elles vérifient I'inégalité kg < Q < k, et permettent d’expli-
quer la cinématique de la diffraction, c’est-a-dire le d@ment en impulsion de I'objet
diffracté.

Dans un premier temps, nous avons étudié la diffraction dmghélectrique incident
par le réseau de nanostructures. Le réseau de diffraction #és sub-longueur d’onde
(ko < Q), le changement d'impulsion du photon ne permet que de desecomposantes
diffractées évanescentes : tout le potentiel optique estik® dans une région proche de
la surface dont I'extension verticale est de quelques psrtie I'onde incidente. Nous
avons également vu que, plus la fréquence spatiale du phidfoarcté est grande, plus
il est localisé prés de la surface. En conséquence, a desckst de I'ordre de quelques
centaines de nanometres, typiques de la hauteur de rebroessdes atomes, le champ
diffracté est bien décrit par la prise en compte des seulaposantes spectrales de plus
grande fréquence spatiale. Pour le réseau unidimensijocelal se traduit par la prise
en compte de I'onde non modulée et de I'harmonique 1 du changx (éventuellement
I’'harmonique -1) ; dans le cas du réseau bidimensionnelpoeles deux harmoniques
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(1,0) et (0,1) qui entrent principalement en compte (comégléventuellement de I'har-
monique (1,1)). L'angle polairg, en modifiant les rapports, /Ko, permet une plus ou
moins grande localisation de la modulation.

La dynamique de la diffraction de la lumiere dépend non seefe des parameétres
d’illumination mais également de la période du réseau eaderme, de I'indice et de la
hauteur du motif. Cet aspect a été étudié d’'un point de vueénigore, en utilisant un al-
gorithme fondé sur la théorie différentielle des réseawbus\avons vu en particulier que
le contraste du potentiel, bien qu'atténué exponentiadlgravec la distance, gardait des
valeurs non-négligeables a des hauteurs de quelquesrastis nanometres. De plus, la
polarisation initiale du champ incident (TM) est modifiée [iateraction avec les nano-
structures. En particulier une petite composante de paléon TE est créée.

Dans la deuxieme partie, nous avons étudié la diffractiomajue par le potentiel
optique nanostructuré a des angles non rasants. D’'un peinud cinématique, nous
sommes dans le cas opposé a celui étudié dans la premigee:garvecteur d’'onde de
I'atome est peu modifié par I'interaction avec le réseau.e@dpnt, le fait que les atomes
sont supposés froids conduit a un angle de diffraction ingmdde I'ordre du degré.

La dynamique de la diffraction a été étudiée dans un preraeps$ analytiquement,
puis numériqguement. Nous avons vu que la probabilité deadifbn dans chacun des
ordres est décrite d’'une part par le contraste (c’est-@ididynamique de la diffraction
de la lumiére) au voisinage de la hauteur de rebroussenas#iglie mais également par
les portées des harmoniques dominants a grande distaest-gedire la cinématique).
La modification de I'orientation du plan d’incidence parpap au réseau permet de ré-
gler le rapport des portées, et ainsi de localiser plus ousrlaimodulation. Nous avons
VU que cela se traduisait d’abord par une grande plage datieens des probabilités de
diffraction, mais également par une augmentation de ljgtacee angulaire du réseau. La
prise en compte de tout le spectre du champ diffracté airsidiqun modéle interne de
I'atome incluant la structure fine a montré que les écartsgmport au modele analytique
étaient faibles, la diffraction étant donc bien décriteypamodele scalaire. De plus, nous
avons montré que, pour une impulsion réduite fixée par lesnpetres expérimentaux,
la diffraction pouvait étre maximisée dans les premiergasdaussi bien en incidence
normale (réseau 1D ou 2D), qu’en incidence oblique (réségu 2

Ainsi, la réalisation expérimentale d’un tel dispositif défraction d’atomes froids
devrait conduire a des résultats observables. Cependdtet &tude, qui ne portait que sur
un réseau parfaitement périodique et exempt de défauta dae complétée par une étude
de l'incertitude expérimentale liée a la fabrication desowructures, essentiellement
sur la dispersion en forme des motifs et la non régularitéagetiode. La conséquence
principale de 'introduction d’'un défaut localisé est lé@ation de composantes radiatives :
celles-ci doivent étre de faible intensité afin de ne paspgeet de maniere importante la
diffraction.



Troisieme partie

Champ proche diffracté par des
nanostructures localisées : application
au guidage
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Dans le cadre de la création de nanostructures de formeaambitéposées sur une
surface, nous nous sommes intéressés a la possibilité dertogr de maniere controlée
un nombre restreint d’atomes dans un petit volume de I'espdélément clé du sys-
téeme envisagé est un entonnoir atomique, champ procheuepsiotenu par interaction
d’'un faisceau laser avec des nanostructures spécifiquasietusé de maniere a créer
une lentille convergente. Concrétement, le dispositifrpatiétre intégré sur le bras de
levier d’'un microscope a force atomique, comme indiquéatigure 7.1-a. Les atomes,
refroidis au voisinage du systeme, sont concentrés parutten dipolaire avec I'enton-
noir de champ. Afin d’obtenir un effet maximal, il est imparta’avoir de forts gradients
d’intensité paralléle a la surface, puisque c’est la coraptes paralléle de la force qui
concentre le faisceau atomique.

L!
champ optique
focalis?t‘
[ Y .
~\ \® B : / nanostructures
bras AFM
\\ /\/‘
a) b)

FIG. 7.1 — a) Principe de I'entonnoir atomique. b) Trajet de loswgyL’ d’'une onde de
longueur d’'onde\ dans un résonateur.

Comment créer le champ focalisant? Le principe repose suprlepriétés de réso-
nance d’une cavité circulaire guidante. De comportementi@re a celui d’'une cavité
Fabry-Pérot, elle ne guide que les ondes dont la longueundd @béit a une condition
de résonance spécifique. Si I'on considére I'exemple ur@dsionnel d’'une onde de lon-
gueur d’onde\ se réfléchissant entre deux miroirs parfaitement métatiglistants de,
la condition de résonance sem = 2nL, me N, n étant l'indice du guide. De maniere
plus générale, une onde effectuant un trajet fermé de langii@e pourra exister que Si
elle garde la méme phase en un point aprés un tour, c’eseadiss = L', oUAg¢ €St sa
longueur d’ondeffectivedans le guide (voir figure 7.1-b). A la résonance, le champ-éle
tromagnétique est amplifié d’un coefficient dépendant dietaale qualité, mais pouvant
atteindre plusieurs milliers. On a donc une augmentatidiirdensité et de son gradient.
Par conséquent, nous avons choisi d’étudier le champ éamrgain anneau résonant,
mais également d’assemblages de plusieurs structuredaddes) de maniere a envisa-
ger plusieurs géométries de potentiel. La physique du pnoblest alors enrichie par le
fait que les résonances individuelles de ces systemesesnptacées par des résonances
d’ensemble, a des longueurs d’onde différentes.

Les anneaux résonants de dimensions micrométriques smid€tepuis une dizaine
d’années notamment pour leurs nombreuses applicatiosdeldomaine des télécommu-
nications. Le principal intérét de ces objets réside damstéglle, qui permet d’optimiser
considérablement des paramétres importants en traitainesiginal tels que la finesse et
le facteur de qualité des résonateurs. Ainsi, I'écart feddiel entre deux modes succes-
sifs, ou intervalle spectral libre, ne peut étre augmentérgraccourcissant le trajéf



parcouru par I'onde dans la cavité. L'obstacle majeur darguiidage par des structures
annulaires sont les pertes radiatives dues a la courbuéé [Tés pertes, qui proviennent
du fait que I'on cherche a infléchir le trajet d’'une onde pldoat la trajectoire naturelle
est la ligne droite, deviennent rapidement importantesidwan réduit le diametre d’'une
cavité de faible confinement (c’est-a-dire de faible cataa’indice). Elles limitent alors
le diamétre a quelques millimétres pour les matériaux gsuehduisant a des fenétres de
filtrages trop faibles pour les signaux optiques utiliséssda transport de I'information.
En revanche, elles deviennent négligeables lorsque lenamént est fort (C’est le cas par
exemple des matériaux diélectriques d’indice optiqueétmmme le dioxyde de titane
TiO2), et il est alors possible de créer des anneaux résonant$eddiametre atteint le
micrometre, ce qui permet d’avoir des intervalles spestides de I'ordre de 10 THz.
D’autres sources de pertes sur lesquelles nous reviengesria suite limitent alors les
performances de ces résonateurs.

En 1982, H.J. Shawt al.[117] ont mis en évidence les propriétés de résonance d’une
cavité formée d’une boucle de fibre optigue monomodale figueur de la cavité était de
trois metres!). Le champ aprés un tour était réinjecté aotp# départ au moyen d’'un
coupleur unidirectionnel. Il était également proposé deidgle couplage des champs au
niveau de la jonction par un modeéle matriciel. Celui-ci avsou été repris par la suite pour
étudier théoriguement la mise en association de plusieudeg d’ondes [118, 119, 120].
Il s’agit d’'une description spatiale de l'interaction desdes, qui s’oppose a une méthode
introduite plus tard par B.E. Littlet al. [65, 121] et qui se place dans le domaine tem-
porel. Ces deux méthodes ont permis I'étude du couplageuséepks résonateurs, dans
le but de créer des filtres appliqués au traitement de sigaaxiiréquences optiques. La
comparaison de ces modeéles analytiques avec des simslatiomériques de différences
finies a permis d’en valider les résultats, tout en montraetlgs études préliminaires a
la synthése de filtres pouvait étre réalisées avec des mdgeracul limités.

Cependant, le traitement numérique de ces structuresretit mmplexe par le fait
gue les guides sont tridimensionnels. Les méthodes utilisa différences finies sont, la
plupart du temps, lourdes a mettre en place en trois dimessiocest donc souvent sup-
poseé que les systemes sont invariants dans une directiesgade (guides cylindriques).
Une méthode alternative a été proposée en 1998 par M.K. €BirfeHo [116], dans la-
quelle la troisieme dimension est traitée de maniére appatie, et permet de rendre
compte de phénomeénes spécifiques comme les pertes raslidding le substrat.

Dans notre cas, il est indispensable de connaitre la foidimnsionnelle précise du
champ électromagnétique dans tout I'espace afin d’étre samaee simuler la trajectoire
des atomes. Nous allons donc utiliser une méttradziitio, qui permet de résoudre de
maniere précise les équations de Maxwell pour calculeraenghdiffracté par une struc-
ture complexe. Cette méthode est fondée sur les fonctio@relen dyadiques associées
au champ électromagnétique et a déja été appliquée a I'daidesonateurs métalliques
dans le domaine micro-ondes par P. Gay-Balmaz et O.J.FirMa&2]. Elle sera décrite
en détails dans le premier chapitre de cette partie. De pfusd’orienter nos calculs,
nous avons besoin d’'une théorie capable de décrire le caement modal d’ensembles
de résonateurs annulaires couplés. Nous présenteronsldosaine deuxiéme partie un
modele simplifié, utilisant le formalisme du couplage sgates modes introduit par H.J.
Shawet al. Les résultats seront alors comparés a la simulation nuomedg champ.

Nous allons tout d’abord exposer la méthode des fonctiorGrden et I'algorithme
de calcul du champ proche optique.



Chapitre 8

Formalisme des fonctions de Green

Nous présentons dans ce chapitre une méthode classiquécdudschamp proche
optique. Elle permet la description d’une large classe dmpménes optiques, de la si-
mulation des images SNOM ou PSTM a I'étude de l'interacticatiame-rayonnement,
telle que la fluorescence d’'une molécule en champ confinég3051]. Le traitement
numérique du champ proche se heurte a la difficulté qu’auappsoximation n’est vrai-
ment valable pour aborder des systemes dont la taille esienfe a la longueur d’onde.
Il est donc nécessaire de résoudre de la maniéere la plussgassible les équations de
Maxwell afin de s’adapter a la géométrie complexe des systétuelies.

Cette méthode utilise les fonctions de Green dyadiqueso@tedes tenseurs de rang
deux, qui tiennent compte de la nature vectorielle du chaegrémagnétique. Le for-
malisme est semblable a celui utilisé en physique quan{itj2@]. Le principe est de
considérer la matiére illuminée par le champ incident conamensemble d’éléments
polarisables en interaction. Dans cette approche, chaejlidecde matiére est sous I'in-
fluence non seulement du champ incident mais également dapcteyonné par I'en-
semble des autres cellules de la structure. Il s’agit dooo @grobléme auto-cohérent.
L'intérét de la méthode réside dans le fait que seule la meatigfractante est discrétisée
(au contraire des méthodes utilisant par exemple les élgnfiais), et qu’il N’y a pas a
résoudre de probleme de conditions aux limites.

Dans un premier temps nous décrirons le formalisme desifosctle Green dya-
diques et des équations intervenant dans la procédureald.dalmplémentation numé-
rique sera exposée dans une deuxieme partie. Nous achgVemrapitre par un certain
nombre d’exemples empruntés au domaine de 'optique i@é&gr

8.1 Fonctions de Green en électromagnétisme

Cette partie est inspirée d’un cours extrait du livre de Dugzm et C. Bainier [36].

Nous décrivons des milieux linéaires par rapport au charapt@magnétique. On
peut donc se placer dans I'espace de Fourier pour la variabiporelle et considérer
toutes les grandeurs physiques comme des fonctions hayomemdd. Par conséquent la
représentation complexe des fonctions scalaires et veliésrsera adoptée, chacune de
ces grandeurs étant par convention de la forMgr,t) = W(r, w)e '™,

Nous allons tout d’abord introduire la notion de fonction@een associée a une
équation aux dérivées partielles.
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8.1.1 Notion de fonction de Green

Considérons une équation aux dérivées partielles linédimmogene du type :

of(r)=g(r) (8.1)

ou o0 est un opérateur différentiel linéaire @tun terme source, fonction connue de la
variable d’espace. La solutionf dépend naturellement dg L'intérét de la fonction de
Green est qu’elle donne une relation explicite entre ces éenctions. Elle est définie
par I'équation différentielle :

oG (r,r'y=28(r—r") (8.2)

'opérateuro agissant sur. Il s’agit donc de la réponse du systéme a une excitation
élémentaire localisée enl.

Décomposons alors le terme sougcen une somme pondérée de sources élémen-
taires :

a(r) :/dr’{)(r —rg(r) (8.3)

L'opérateurO étant linéaire, la réponse a la somme de plusieurs termesesoest simple-
ment la somme des réponses a chaque source considéréendadpeent. Une solution
particuliere de I'équation 8.1 s’écrit alors :

h(r) = /dr’g(r,r’)g(r’) (8.4)

Pour le vérifier, il suffit d’appliquer I'opérateur a la fonctionh :

one) = o fageror
- /dr'(og—;(r,r’))g(r’)

= /dr’é(r—r’)g(r’)
g(r) (8.5)

Ainsi, la fonctionh est bien une solution particuliere de I'équation différelie: 8.1.

Un point délicat de ce calcul est la permutation de I'opénateavec l'intégrale. Cette
opération ne peut étre effectuée que sil'intégrand estargewnt, et peut entrainer dans le
cas contraire I'apparition de termes supplémentairespo®nous le verrons dans la suite.

La notion de fonction de Green peut étre généralisée aux cisiguivants :

» silesfonctions considérées sont vectorielles, I'équaditiérentielle a résoudre est
de la formeO-W(r) = V(r) ou O est un opérateur différentiel tensoriel Ve(r)
etV (r) des vecteurs fonctions de la variabld_a fonction de Green associée est
alors elle-méme tensorielle. Elle est dite "dyadique"daes qu’elle se présente
sous la forme d’un opérateur tensoriel de rang deux.

!Remarquons qu'il 'y a pas unicité de la fonction de Green particulier, pourg donnée, toute
fonction du typeg (r,r’) +H(r,r’) vérifie également 8.2 &iH (r,r’) = 0.



» le terme source peut dépendre lui-méme de la granflaecherchée : cela re-
vient a remplacer dans 8.1 la fonctigrpar la relation de compositiogo f(r).
La nouvelle équation différentielle est doad (r) = go f(r). La solutionh défi-
nie par 8.3 est alors toujours valable, a condition de receplg par le nouveau
terme source h(r) = [dr'g (r,r’)(go h)(r’). Cependanth est donnée cette fois
de maniéere implicite par une équation auto-cohérente.

Exemple en électrostatique : I'équation de Poisson. Considérons tout d’abord une
distribution de charges indépendante du terpfrs. Le potentielg(r) électrostatique
gu’elle crée dans tout I'espace vérifie I'équation de Paisso

r
ag(r) = — P (8.6)
€0
ou gg est la constante diélectrique du vide. La fonction de Gresonaée est la solution
de I'équation différentielle :

AG (r,r') =38(r—r’) (8.7)

dont une forme est :

1

Amr —r/| (8:8)

G(r—r)=
La solution@(r) ainsi obtenue est I'expression classique du potentietrégatique créé
dans tout I'espace par une distribution de charges :

(9
(p(r)_/dr Tl (8.9)

Cas dépendant du temps : I'équation d’Helmholtz. Une onde scalaire ou vectorielle
se propageant dans un milieu homogéne en présence de solbédes I'équation :

1 02
(A—gﬁ)tp(r,t) = —47tf (r,t) (8.10)

ouc est la vitesse de propagation de I'onde dans le milieu. Estrélmagnétismea(r,t)
peut représenter le potentiel scalaire du champ électroétagie. Le terme sourcEr)
est alors proportionnel a la densité de charge.en

Cette équation étant linéaire, nous pouvons décompigset) et f (r,t) par transfor-
mation de Fourier suren une somme de composantes monochromatiques de fréquence
W'

+oo , - |
Lp(r7w/)e_ldtdw/ f(r,t) = f(r7w/)e_|dtdw/

W =—= [ =/

En injectant ces développements dans I'équation 8.10 goues projettant sur la fonction
exp(—iwt), 'équation de propagation prend alors la forme d’une égoal’Helmholtz
inhomogeéne :

(A+K2)P(r,w) = —4mf(r,w), avec k=w/c (8.11)



Deux fonctions de Green sont [124] :

eHikIr |

GH(rr) = T (8.12)

Avec la conventiore 't choisie pour la dépendance temporel}é) s’appelle la fonc-
tion de Green "retardée”, tandis qgé~) est la fonction de Green "avancée". Ces fonc-
tions permettent d’obtenir les expressions des potentéédsdés ou avanceés en électro-
magnétisme [124].

Le choix de I'une ou de l'autre peut étre délicat et dépendcdeslitions aux limites
temporelles du probléme considéré. Dans nombre de cas,rmsidéoe que les sources
sont "allumées" & — —oo, en particulier qguand on ne s’intéresse pas aux régimes tran
sitoires. On comprend intuitivement que c’est la fonctienGreen retardé&(t) qui est
alors adaptée au probleme. Cette fonction scalaire estteliment reliée a la fonction de
Green dyadique utilisée en optique du champ proche, comme altons le voir dans le
paragraphe suivant.

8.1.2 Fonction de Green dyadique pour un milieu diélectrige li-
néaire, homogéne et isotrope

Nous allons maintenant calculer I'expression de la fomctle Green dyadique d’un
milieu linéaire, homogene, isotrope et non magnétiqueuicd| appelé dans la suite mi-
lieu de référence, sera caractérisé par sa permittivitd ad&réquentielle(w) et sa den-
sité de polarisatioRy = €(W)E(r, w).

Afin de donner un sens physique a cette fonction de Green, dewans introduire
une source de champ électromagnétique. Celle-ci est migsspar un objet de forme
quelconque, caractérisé par une densité de polarisatioomposante de Fouri€¥ (r, w)
et une permittivité absolug (r, w). Nous introduisons également le volumieoccupé par
I'objet. A I'extérieur dev’ la fonctionP; est nulle.

Py &(W)

FIG. 8.1 — Objet source plongé dans un milieu diélectrique dmjtvité absolues(w).

L’évolution du champ électromagnétique en fonction der est décrit dans ce milieu
matériel par les quatre équations de Maxwell :

Ox E(r,w) iwB(r,w) (8.13)
O-H(r,w) = 0 (8.14)
gL -E(r,w) = p(r,w) (8.15)
OxH(r,w) = j(r,w —iwgw)E(r,w) (8.16)



avecH(r,w) = B(r,w)/Ho. Les termes de sources dans ces équations prennent la forme
des quantitép etj associées respectivement aux exces de charges liées eidi die
courant liés par rapport au milieu de référence. Un dévelommt multipolaire de ces
grandeurs donne au premier ordre :

p(r,w) = —0-P(r,w) (8.17)
jrw = —iwP(r,w) (8.18)

Ici, P représente I'écart entre la polarisation de I'objet et dliemide référence. Cette
fonction est définie par :

[0 si re¢v
P(r,0) = { P1(r,w) —Po(r,w) = x(r,wE(r,w) si rewv (8.19)
avecx(r,w) = €1(r,w) — g(w). C'est donc une fonction implicitement dépendante du
champ électrique. On peut réécrire les équations de MaxendHhisant apparaitie :

OxE(r,w) =iwB(r,w) (8.20)
O-H(r,w)=0 (8.21)
(w0 -E(r,w) =—-0-P(r,w) (8.22)
OxH(r,w) +iwgw)E(r,w) = —iwP(r, w) (8.23)

Ainsi, dans le volume’, tout se passe comme dans le milieu de référence, avecresster
sources supplémentaireswP et —[1- P.

Equation de propagation du champ électrique. En appliquant I'opérateur rotationnel
a I'équation de Maxwell-Faraday 8.20 on aboutit a I'équatitonde :

Ox (OxE(r,w) = iok[—iwP(r,w)—ingw)E(r,w)]
g0 x (O x E(r,w)) —e(wKE(r,w) = KP(r,w) (8.24)

avecky = w/c. Si maintenant nous introduisons I'opérateur différdntiesiblement li-
néaire :

0 = glx(Ox-)—e(wWk
(8.25)
I’équation 8.24 peut étre mise sous la forme :
0E(r,w) = K3P(r, w) (8.26)

Fonction de Green dyadique du milieu de référence. Il est alors possible de définir
une fonction de Green dyadiq®g agissant sur le vecteur champ électrique par :

1 00
0So(r,r',w) =k23(r—r')1 avec 1=|0 1 0 (8.27)
0 1

1
0



ou l'opérateuro agit sur la variable. Considérons le champ défini par :
E(r,w) :/dr’So(r,r’,w)P(r’,w) (8.28)

Par un calcul similaire a 8.5, on vérifiera aisément que latfon 8.28 est bien une solu-
tion particuliére de I'équation de propagation du champtélgue. La solution générale
de 8.24 est donc :

E(r,w) = Eo(r,oo)+/dr’so(r,r’ L, W)P(r’, w) (8.29)

ou Eg(r,w) est la solution générale de I'équation homogéne. Un autirg pe vue est
de considéreEp(r,w) comme le champ incident, gtdr’'Sy(r,r' ,w)P(r’,w) comme le
champ diffracté par la structure.

Cette expression est exacte dans le cas ou le champ électistjgvalué en un poiek-
térieura I'objet diffractant. On a alors le droit de permuter fonotde Green et intégrale
dans le calcul 8.5. Nous allons revenir dans la suite de ¢s&f@u cas otic 7.

La signification physique du tenseur de Green est illustnééadfigure 8.2. Considé-
rons un dipdle élémentaimg, placé errg, oscillant & la fréquence/2m. Alors le terme
de polarisation est une fonction de Dirac centréegret le dipble crée en un pointde
I'espace un champ égal a :

E(r,) = So(r,r0,®) - Po

FIG. 8.2 — Signification physique du tenseur de Green, dans lé'eéasnilieu homogene.

Le tenseurSy traduit donc la propagation du champ dans le vide, direat¢me la
positionrg a la positionr. Cet exemple nous montre de plus digr,ro,w) n'est rien
d’autre que le champ rayonné erpar un dipdle placé eng. Nous allons maintenant
calculer explicitemeny.

Relation entre S(r,r ,w) et la fonction de Green scalaireg (*). Une méthode trés
simple de calcul de ce tenseur est détaillée dans la ré@2&]. Nous repartons de
I’équation définissant le tenseur de Green :

g0l x (O x So(r,r’,w)) —e(W)k3So(r,r',w) = k3d(r —r')1 (8.30)



Puisque la divergence d’un rotationnel est nulle, le prostalaire de I'opérateur avec
les deux membres de I'équation précédente donne :

—g(w)0-S(r,r',w) =B (r—r")1 (8.31)

De plus, en utilisant 'identité] x (O x W) = 0O (0O-W) — AW, nous pouvons mettre
I’équation 8.30 sous une deuxieéme forme :

0-0So(r,r’,w)) — (A+ s—tkés(w))so(r, rw = a—lokéé(r -1 (8.32)

En combinant les deux relations 8.31 et 8.32, on trouveritide :

2
(A + %))ké) =— (Ti))m] + s—k‘;) 3(r—r')1 (8.33)

Dans cette expressioill) représente I'opérateur différentiel tensoriel défini par :

M = | 0%/oydx 0%/0y*> 02/dyoz

0%/0x%  0%/0xdy 0%/0x0z
32/020x 02/920y 0%/97

Rappelons maintenant la définition de la fonction de Grealase de I'équation de Hel-
moltz :

e(®)

. K3)G ) (r,r' w) = —4nr —r') (8.34)
0

(A+

Nous pouvons alors remplacer la fonction de Dirac par somesspon en fonction de
G *). En combinant cette expression avec I'expression 8.34btiaru :

Q 1f 1 o Ko ol —
(A+ %) ) 5 )D]] +801 G So(r, r,w)| =0 (8.35)
Une expression possible de la fonction de Gr8gast donc :
lw) = L _2 1 (+)
So(r,r'yw) = yo= 1+ @ )D Ol g
B k% 1 gk(@)|r =1
= 4T[{ +e(oo)m] 7“_” (8.36)
ouk(w) = /€(w)/eoko est le vecteur d’'onde dans le milieu de référence.

Expression analytique. Le développement de 8.36 fait apparaitre trois tenseurs
et T3, fonctions de la différencB =r —r’. lls décrivent les effets de champ proche (
et T3) et de champ lointain(y) :

eik(oo)R
41e(w)

So(R, ) = [-K*(w) T1(R) —ik(w)T2(R) + Ta(R)] (8.37)



avec :

T1i(R) = LRF;IRZ (8.38)
T2(R) = % (8.39)
T3(R) = LRR; Liy (8.40)

Ainsi que nous 'avons fait remarquer dans la premiére @arts tenseurs sont de portées
différentes. En champ lointain, selij, qui décroit comme /R, subsiste. Dans la limite
des faibles distances devant la longueur d’'onde, c’esteala limite électrostatique, le
terme dominant est3. Comme cela a été dit plus haut, on reconnait le champ rayonné
par un dipdle électrostatique et sa dépendance/BA. Entre ces deux régimes extrémes
apparait un terme supplémentaire, de décroissance irdi@ineéen YR?, qui avecTs
décrit la zone de champ proche.

Terme de dépolarisation. Les trois tenseur3 1, T, et T3 sont singuliers efR = 0.
Ceci ne pose aucun probleme lorsque le champ est calculéhensdde la zone source.
Cependant, une difficulté déja signalée survient lorsqueilet d’évaluation se trouve a
I'intérieur de 7. Notamment, la version discrétisée de I'équation 8.29atdydans une
celluleenrj c v .

E(rj,w) = Eo(rj,w)f;vi So(rj,ri,w)P(ri,w) +VvjSo(rj,rj,w)P(rj,w) (8.41)
iZ]

ouv; est le volume de la i-eme cellule de discrétisation. Le dauei terme de la somme
dans le membre de droite converge, mais pas le troisiemd, @anporteSy(rj,rj, w).
Plus généralement ce probleme est lié a la divergence dédtiand dans I'équation de
Lippmann-Schwinger, qui rend délicate la permutation oiedgrale et de I'opérateur.
Une procédure de renormalisation est alors nécessaire.

Cette opération s’explique simplement a partir du calcutidamp de dépolarisation
régnant au centre d’'un élément volumique uniformémentriz@laConsidérons un vo-
lume sphérique entourant le point Nous pouvons supposer legitimement celui-ci suffi-
samment faible pour pouvoir y négliger les variation®@e w). Le potentiel a I'intérieur
de la sphére est alors :

yP(rj)-(r=r') _P(rj)-(r—rj)
V(r)N/|I”—I’j<R R =

Le calcul de cette intégrale est détaillé dans [124]. Le ghast donné par le gradient de
cette expression :

P(rj
E() =~V (0)lror, =~
Si I'on effectue le calcul d& en permutant I'intégrale et le gradient, le résultat dieerg
Le champ électrique régnant dans la sphére s’appelle leghardépolarisation.
Dans le cas présent, le volume de discrétisation est de fparadlélépipédique. Or
le champ de dépolarisation dépend fortement de la forme tie cellule, mais il sera
en général de la forme /e(w) ou L est une matrice & 3 a coefficients constants. On



peut montrer en particulier que pour une cellule cubiqueratrouve le méme terme
L = (1/3)1 que pour un volume sphérique. On trouvera plus de précisonse point
dans la référence [126].

Ainsi, dans I'expression 8.41, il faut remplacer le termeedjent par le champ de
dépolarisation. Elle se réécrit donc :

P(rj)
3e(w)

E(rj,w) =Eo(rj,w)+ Zvi So(rj,ri,w)P(ri, w) —
7]
Nous pouvons inclure directement ce résultat dans I'esasdu tenseur de Green en
ajoutant un terme supplémentaire :

gk(w)R 3(R)

So(R,w) = [—k(0)?T1(R) —ik()T2(R) + T3(R)] - anew)  3e(w)

(8.42)

8.1.3 Equation de Lippmann-Schwinger

Nous avons mentionné dans la section précédente que lasptilam volumique est
proportionnelle au champ électrique macroscopique. EplagantP par son expression
8.19 en fonction d& dans I'équation 8.29 on trouve :

E(r, ) :Eo(r,w)+/Vdr’So(r,r’ L)X (r, WE(r, o) (8.43)

Cette expression porte le nom d’équation de Lippmann-Suievi Elle est auto-cohérente,
le champ inconnu apparaissant a la fois dans les membresidieeget de droite. Elle peut
étre vue comme une généralisation du principe de HuygessaEl, puisque le champ en
un pointr est la superposition de tous les champs dipolaires émigpaellules élémen-
taires constituant I'objet, eux-mémes soumis a l'influetheehamp électrique macrosco-
pique (le lecteur intéressé par la généralisation du grende Huygens-Fresnel dans le
champ proche optique pourra consulter la référence [127]).

L’'autre point important est que, la susceptibilité étarltena I'extérieur dev’, l'inté-
grale porte sur un volume fini. Il suffit donc de connaitre larop a 'intérieur de I'objet
pour pouvoir le calculer partout dans I'espace.

Qu’en est-il des expérimentations généralement effesteieeptique de champ proche,
et cette méthode est-elle adaptée ? L'échantillon éudégegsgoit en configuration SNOM
ou PSTM, est toujours déposé sur une surface (voir figure Be3ghamp d’illumination
est de différents types. Il peut provenir, comme en mode PSIeMa réflexion totale
d’'un champ incident sur l'interface verre-air. Il s’agibed d’une onde évanescente, de
décroissance exponentielle avec la hauteur.

Pour traiter ce probléme avec la méthode des propagatewgisues aménagements
doivent étre effectués. En effet, dans le cas ou le systeffraaiant est composé de
I'objet et du demi-espace inférieur, le champ de référetaeat €onde plane incidente se
propageant dans le prisme, il faudrait, en toute riguesgrétiser un demi-espace infini,
ce qui n’est bien entendu pas envisageable.

Il est en fait plus judicieux de changer de systeme de référean cherchant la fonc-
tion de Green décrivant la réponse optique d’un demi-espaogatiere. Nous allons donc
introduire le propagateur de surface.



g(w)

FIG. 8.3 — Systéme dépose sur la surface d’un prisme de peritditiivsolues(w).

8.1.4 Tenseur de Green surfacique

Reprenons I'exemple introduit précédemment pour explitasignification du ten-
seur de susceptibilité d’'un milieu homogene. Cette foiglipdle est placé dans le vide
(e(w) = €p) a une distancé de la surface d'un milieu de permittivité absole(figure
8.4). Le champ rayonné par la source peut emprunter dewtdrdjstincts pour aller
derg ar. Au champ rayonné par le dipble empruntant le trajet 1, t@an le tenseur
So(r,ro,w), doit étre ajoutée la contribution du champ réfléchi par Idase. Celle-ci
nous donnera I'expression du propagateur de suage(r,ro, w).

Bien que cette contributio8s,  ne soit pas calculable analytiquement dans I'espace
direct & cause des effets de retard, nous pouvons en dormexpression simple dans la
limite électrostatique (pour une étude détaillée de I'imfice du retard dans le propagateur
de surface, voir la référence [128]). Pour calculer ce pyafeur, nous évaluons le champ

E(r)

FIG. 8.4 — Champ électrique rayonné par un dipble en présenoe gurface.

créé parmg en un pointr = (X,Y,z). Pour cela, nous devons supposer que le dipdle se
trouve a une distance suffisamment faible devant la longlieande pour pouvoir négliger

le retard dd a la propagation du signal. On peut alors apgliguthéorie des images en
électrostatique. Le champ réfléchi par la surface est créle plipdle image dg, situé
enrim = (XY, —2z), défini par :

-1 0 O

_87% 1 5 1 0/.p, (8.44)
&t€ | 9 o 1

Pim(®)

On propage alors ce terme au moyen de la contribution éitatrqueT 3 du tenseur du



vide jusqu’err :

-1 0 O

Kol =T im| _
¢ BZf ) g 1 0.p, (845)

Esurt(r,w) = T3a(r,rNm,w)
41 €1+¢&g o 0 1

Par conséquent, le tenseur de Green de surface dans ladietteostatique est :

=1 0 O jkr—r,
£1—¢€ goll =Fim|
Ssurf(r,ro,w) = T3(r, fim, W) - 1750 0O -1 00— (8.46)
€&1+¢&o 0 0 1 4T[EO

L'équation de Lippmann-Schwinger 8.43 devient donc :
E(r,w) :Eo(r,w)+/ dr’ [So(r, 1, ) + Ssurt(r,r', @) | X(r', WE(r',w)  (8.47)
v

Nous noteron$ = S + Sqrf. Dans cette derniére expression, le nouveau champ de ré-
férencekg doit tenir compte de la surface : il s’agit donc de I'onde inel@u-dessus de

la surface du systeme de référence. Sa forme dépend derbgeale I'échantillon. En
particulier, si I'interface est illuminée par une onde @ale chamkg est 'onde évanes-
cente de Fresnel déja mentionnée dans le chapitre 1. Daa€uade, nous allons utiliser

un mode d’éclairage plus complexe, que nous détaillerons ldasuite.

Nous venons de voir comment un changement de systéme derédéémodifie le
tenseur de Green. En présence d’une surface plane, il taiteaun terme supplémentaire
afin de vérifier les conditions aux limites a l'interface. @epagateurs plus complexes
ont été calculés par M. Paulus et O.J.F. Martin pour déce rdilieux de références
stratifies [129, 130].

De facon plus générale, il existe une relation entre lesagateurs de différents sys-
témes. Cette équation issue de la physique des milieux osgdest appelée équation de
Dyson.

8.1.5 Changement de milieu de référence et équation de Dyson

Nous allons montrer dans ce paragraphe de quelle manigreatién de Dyson peut
étre a la base d'un algorithme général pour le calcul des phatectromagnétiques.

Forme résolue de I'équation de Lippmann-Schwinger. Rappelons que I'équation de
Lippmann-Schwinger est la forme intégrale associée a #gqgu différentielle suivante :

OE(r,w) = X(r,w)k3E(r, w) (8.48)

C’est a partir d’'une équation similaire que nous avons punitdé fonction de Green
dyadiqueSy comme solution de Sy = k%é(r —r")1. Nous pouvons changer de point de
vue en considérant la solution générale 8.43, somme du ctidorg) se propageant dans
le milieu de référence et du champ diffracté, comme la smiltbre du systeme complet.
Ainsi, a I'expression

[0 —KX(r,w)] E(r,w)=0 (8.49)



est associée la nouvelle fonction de Graén,r’, w), définie par :
[0 —Kax(r,w)1] s(r,r',w) =k38(r —r')1 (8.50)

Considérons alors le champ :
E(r,w) = Eo(r,w)+/dr’5(r,r’,w)x(r’,w)Eo(r’,w) (8.51)
Appliquons-lui 'opérateur. = 0 — k3x(w)1:

LE(r,0) = LEo(r,w)+L/dr’5(r,r’,w)x(r’,w)Eo(r’,w)
— LEo(r,w)+/dr’LS(r,r’,w)x(r’,w)Eo(r’,co)

= LEo(r,w)+/dr’k§6(r—r’)x(r’,w)Eo(r’,w)

= [O —k(%X(I'/,(JO)l] Eo(l’,(x)) —l—k(%X(r/,(A))Eo(l',(D)
= O0Ep(r,w)=0

Ainsi, cette solution obéit également a I'’équation d’onide. plus, elle tend vers la
méme limiteEy(r, w), quandy(r,w) — 0, que la solution définie par 8.43, elle représente
donc la méme fonction. L'équation 8.51 a pour avantage delure fpire intervenir le
champ inconnu dans le membre de droite : c’est une formeugsuiE de I'équation de
Lippamnn-Schwinger. Il s’agit alors de calculer le tengriGreen complet qui, lui, n’est
plus connu explicitement. Ce calcul se fait au moyen de Béign équivalente a celle de
Lippmann-Schwinger pour les fonctions de Green, I'équratie Dyson.

Equation de Dyson. Les deux fonctions de Green précédemment définies obéamsent
équations :

0S = K (8.52)
[0 —Kéx1]s = K& (8.53)

Nous pouvons donc exprimer la fonction de Gr&en kgo—lé. En multipliant? 8.53 par
S, on déduit I'équation de Dyson :

5 =S+sXS (8.54)

ou encore, sous sa forme intégrale :
s(r,r' w) :S(r,r’,co)+/dr”j(r,r”,co)x(r”,w)S(r”,r’,oo) (8.55)

Cette expression établit la relation entre le propagatawgydteme de référence et celui
du systeme complet, et elle relie de maniére plus générabe fdections de Green de
deux systemes différant d’un terme de susceptibylité

Le tenseuts est également utilisé pour exprimer la densité locale tséta champ
électromagnétique, proportionnelle a la partie imagade la trace dg. C’est I'équi-

2Au sens ol {A x B](r,r') = [dr”A(r,r")B(r",r).



valent électromagnétique de la densité locale d’'état$rélaques en physique du solide.
Cette grandeur intervient notamment dans le taux de fluenegcd’'une molécule placée
dans le champ proche. Elle peut étre imagée, sous certane#ions expérimentales,
lorsque I'on sonde le voisinage d’'une structure en mode SNBW

L'équation de Dyson constitue le pivot de la procédure niooérgue nous allons
détailler maintenant.

8.2 Implémentation numérique

L’équation de Lippmann-Schwinger sous sa forme discretss :

E(r,w) = Eo(r,w) + ZvjS(r,rj,w)x(rj,w)E(rj,co) (8.56)
]

Cette écriture suggére un calcul en deux étapes. Premieteévaluation du champ in-
terne a I'objet, par inversion de I'équation auto-cohéseaaihsi obtenue, puis projection
du champ interne a I'extérieur au moyen de 8.56. Examinois peemiere étape.

En un pointr; de I'objet, le champ électrique est :

E(ri,w) = Eo(rj,w) + zvj5(ri,r,-,w)x(r,-,w)E(r,-,w) (8.57)
]

Pour calculeE(r;), on fait intervenir la matricé définie par :
Z 6”1 Vi s ﬂﬂj,()l))X(l’j,(A))} E(rj7w):E0(rivw>
]

ZMijE(I’j,w) = Eop(ri,w) (8.58)
J

Il faut donc inverser une matricéN3x 3N, N étant le nombre de cellules de discrétisation.
Elle a la forme suivante :

1-X(ry,w)s(ry,ry,0) —x(rz2,w)s(ry,r2, w)
M=| —x(ri,w)s(rz,ri,w)
: 1_X(rN70‘))5(rN7rNaw)

Pour s’adapter a des géométries complexes et effectuerlom caimérique stable et

précis, il est difficile d’inverser directement la matribe avec une garantie de bonne
précision. En effet, 'ordre de grandeur du nombre de cedlilarie de 3000 a 10000.
Cela conduit a des matrices 300080000 qu'il faut traiter en mode "nombre complexe”
avec 'option double précision.

Pour ce type de résolution, des 1995, O.J.F. Martin, C. GietwrA. Dereux [68] ont
proposé une méthode itérative reposant sur la résolutibéaieation de Dyson. Le but est
de calculer le propagateur du systeme complet, d’en délbualeamp interne a la struc-
ture, puis de le propager a I'extérieur au moyen de I'équati® Lippmann-Schwinger
8.43.



Calcul du propagateur du systeme complet. Partant de I'expression connue du ten-
seur de Green associé a une surface, nous allons cons&rigteitture cellule par cel-
lule, en calculant itérativement le nouveau propagateso@s au moyen de I'équation de
Dyson.

Supposons donc que le systeme soit celui représenté suata 8. Il est discrétisé
enN cellules de volume;. Nous cherchons a résoudre I'équation :

N
S(ri,rj,w) =S(ri,rj,w) + > VieS(ri,r, @)X (e, w)s (Ne, 1j, ) (8.59)
=1

Prenons pour hypothése que le propagas&trt) (ri,rj,w) estconnu pour tous les couples
de points(i, j) € [1,N]2. Nous introduisons la-iéme cellule emy, et nous allons calculer
le tenseur de GreenricellulesS™.

L'équation de Dyson reliant les deux propagateurs est :

S(ri,ri,w) =SV (rirj, @) +va S (r, i, @)X (rn, @) S (rn,rj,w)  (8.60)
Il faut dans un premier temps calculer la "téte de colorﬁi@'(rn,rj,w), Vje[1,N]:

S (rn,ri,0) = SV (rn,rj,w) +vn SV (rn, rn, @)X (r, @) S (rn,rj,w)  (8.61)
ce qui nécessite d’inverser une matrice 3:

-1
S(n)(rl’hrj?w) = 1_Vns(n_1)(rn7rmw)X(rn:w)} S(n_1)<rn7rn70~)) (862)

en introduisant bien entendu le terme de dépolarisatiors Sé{ﬁl)(rl,rl,w) en dé-
but de procédure. Une fois connus, les élémé}%(rn,r,-,w) permettent le calcul de
S™(ri,rj,w) pour touti € [1,N] par 8.55.

FIG. 8.5 -

On renouvelle cette opération jusqu’a connaitre le projgaga = S(N)(ri,rj,w).
Ainsi, 'inversion d’'une matrice R x 3N, qui peut étre instable lorsque la matrice est mal
conditionnée, est remplacée par I'inversionNlenatrices 3x 3.

Calcul du champ interne. Le champ interne se calcule directement a partir de I'équa-
tion de Lippmann-Schwinger résolue En

E(ri,w) = Eo(ri, @) + 5 vi S™ (ri, rj, w)x(rj, w)Eo(rj, ) (8.63)
]



Calcul du champ dans tout 'espace. On obtient le champ en tout point de I'espace en
propageant le champ interne au moyen du tenseur de Greefétenee :

E(r,w) = Eo(r,w)+ 3 vj S(r,rj,w)x(rj, w)E(rj,w) (8.64)
]

Le champ d’illumination peut étre de plusieurs formes. Pone expérience de type
PSTM,Eq est approximé par une onde plane. Il s'agit donc d’'une ondedscente enet
propagative dans une direction parallele a la surfacee©eitle évanescente est frustrée
par la pointe sonde qui la transforme en lumiére capable geopager dans la direction
Oz Lutilisation d’'un tel champ optique n’est pas envisagegtour adresser un guide
de section sub-longueur d’'onde. Une solution proposéeqaar-Claude Weeber (Labo-
ratoire de Physique de I'Université de Bourgogne) consistiliser un faisceau gaussien
focalisé a la réflexion totale : il est évanescent dans lésdicections spatiales et permet
la conversion de I'onde en modes propagatifs de la méme neagpiee le fait la pointe du
microscope optique avec I'onde évanescente classiques Bltans maintenant donner
les équations de ce champ optique particulier.

8.2.1 Faisceau gaussien focalisé.

Rappelons pour commencer I'expression de I'onde évantspme. Une onde élec-
tromagnétique, se propageant dans un milieu d’indi¢éncidente sur une interface avec
le vide selon un angl® avec la normale est totalement réfléchid sst supérieur a la
valeur limite@, = arcsin(1/n;). Le vecteur d’onde du champ transmis posséde alors une

composante verticale complexe et s'ékrit (nlkg, iKo) avecko = Koy /nf sin(0)2—1.

En plus des degrés de liberté correspondant a I'orientaliofaisceau par rapport a
I'interface et a I'objet @ et ), la nature vectorielle du champ électrique nécessiterde te
compte de la polarisation de la lumiere. On distingue alessdeux modes TE (champ
électrigue perpendiculaire au plan d’incidence) et TM (ohanagnétique perpendicu-
laire au plan d’incidence). Pour ces deux polarisationsde évanescente correspondante
s’écrit :

0
T 2n1kgcosd
E — 1 T em]_kol Koz T _ ;
(r,w)=Eo : TE e avec Tre= o
et
iKO . | 5
E(r,0) =Eo 0 Truekole oz avec Try = Nikg o)
Ny sin® kocosB +in1Kg

Le calcul présenté dans le paragraphe suivant s’appuiestiravaux de D. Van Labeke
[131] et J.C. Weeber [132].

Faisceau gaussien focalisé.L'expression analytique des composantes de Fourier spa-
tiales d’'un faisceau monochromatique gaussien sont cenmuoteoduisons pour cela la
base dont 'axel est parallele a la direction de propagation du faisceau fignire 8.6)

et dont I'axex’ est paralléle au plan d’incidence :



FIG. 8.6 — Faisceau focalisé gaussien incident sur une intevfage-vide.

oo oo .
Eo(X.Y,Z,w) = / du  dvA(uv)elx e (8.65)

w = (ngk3—u?—v?)Y?
L'amplitude de chacune des composantes de Fourier est :

Ao(u,v) = Tage U/
Ay = dayxAo(u,v)
Ay = ayAo(u,v)

Ar = T(UACHVA)

Dans ces expressior% détermine l'aire de focalisation du faisceau incidemt €st le

rayon de ceinture). Les parameti@g et oy déterminent la polarisatioh du faisceau
incident : ils valent respectivement 1 et O pour une polédealE et 1 et O pour la
polarisation TM.

Le champEg est exprimé dans le repére initial aprés rotation des coamesA, et
Ay d’'un angler/2—96:

EO(X, Y,Z, w) — /+00 d u/+°0 dVA(U, V)e' [kX(X_XO)+ky(y_y0)+kz(z_20)}

Ac — ax/[cos(e)—VEvsin(B)]Ao(u,v)—ayv—\\llsin(e)Ao(u,v)

Ay = ayAg(u,v)
~1
1z

k« = cogB)u+sin@)w, ky=vVv, k= (n%k% - kf - k;Z/)l/z

Les coordonnées, Yo, Zp) définissent le point de focalisation du faisceau, qui eseéga
ment le centre du repérg., y, z).

Nous allons maintenant calculer le champ transmis en déasamp chacune des com-

3En fait, le faisceau gaussien n’étant pas une onde trares\iarsotion de polarisation ne peut pas lui
étre appliquée de maniere rigoureuse. On peut tout de méfinér dée polarisation en ne tenant compte
que des composantEg etE, car la composante, reste faible.



posantes de Fourier d& en leurs contributions TE et TM de la maniére suivante :

AH(U,V> = Atet+AtwMm (8.66)
1

Arg = k2+k§ (KyAx — KAy [KyUx — kU] (8.67)

Aty = k§ (kyAx -+ KeAy ) [kylix + KUy ] (8.68)

Les composantes transmises sont alors :

T T T
Al = AtetATm
Ate = TreAte
Atm = TrmATm

Le champ transmis a donc la forme :

AT — 1 KeTrm+ K Tre  kdoy(Trm— TrE)
| K+K2 | kaky(Trm+Tre)  KTre+ K Trm

Eg(rw) = / au / dVAT (u, V)€l Holyy0) Ha(z-20)]

G = (-1 —K)Y?

On déduit la composan#, de I'expression 8.66.

Pour pouvoir calculer numériquement ce champ, il est néoess effectuer une tron-
cature des intégrales suetv, ce qui revient a limiter le nombre de composantes de Fou-
rier dans le spectre du champ transmis. L'onde se déplagastld sens descroissant,
nous pouvons éliminer les composantes telles|quer| > nikocosb. L'expression finale
du faisceau gaussien focalisé est donc :

Ao(u,v)

EOT(r7w) — /nlkocos{e) du/nlkocos{e) dvA (u V)e'[kX(X_XO)+ky(y_yO)+k3z(z_20)] (869)
—n1kocog0) —n1kgcogB) I

Sur la figure 8.7 est représentée la variation d’intensgétgtjue dans le plan d’in-
cidence du faisceau. L'angle d’inciden@eraut 50, la longueur d’'ondé = 633 nm, la
polarisation est TM. Le milieu inférieur est de la siliag & 1,46), le milieu supérieur
le vide. Bien que le faisceau incident soit centré a I'origitu repére, le faisceau réfléchi
émerge d’un point situé en aval. Ceci illustre I'effet Gdtéaschen, provenant du fait
que les coefficients de réflexion sont complexes. La phasesleaefficients ajoute une
hauteur effectivé a l'interface, a laquelle le faisceau gaussien semble étiéchi.

8.2.2 Moyens de calcul et exemples

Les simulations ont toutes été effectuées a I'aide des nsogkués par le service
CALcul en MlIdi-Pyrénée (CALMIP), du Centre Interuniveesie de Calcul de Toulouse.
Ce centre héberge un super calculateur "magellan”, SGIrC#@P0, et fournit le nombre
de processeurs et la mémoire nécessaire a ce type de calculs.

La mémoire demandée par ces simulations augmente rapitlaueenria taille de I'ob-
jet. Lélément principal du programme étant la matrice @elsage du tenseur de Green,
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FIG. 8.7 — (a) Faisceau gaussien focalisé en coupe verticale keplan d’incidence de
la lumiere. Lintensité est normalisée par rapport a I'imiée électrique au point focal
(X0, Y0,20) du faiseau. Cette figure est extraite de la référence [132]@eWeebeet al.
(b) Effet Goos-Hanschen.

elle est proportionnelle au carré du nombre de cellules stétisation.

Exemple : guidage de la lumiére par un guide diélectrique ligaire. \oici tout d’a-
bord I'exemple le plus simple de guide sub-longueur d’ontieguide linéaire diélec-
trique. Celui présenté sur la figure 8.8 a une largeur de 2Q@nehauteur de 150 nm et
fait 5 microns de long. Ses dimensions transverses d’ucédrade longueur d’onde en
font un guide monomode.

Le calcul a été effectué a 200 nanometres de la surface, @aitrbau-dessus du
guide, et pour une longueur d’'onde de- 633 nm. Le guide est adressé a son extrémité
gauche par un faisceau gaussien focalisé. La structuredisété&tisée en 1200 cellules
de 50x 50 x 50 nnt et le temps de calcul était de I'ordre de quelques minuted puo-
cesseurs CALmip. Nous pouvons observer des ondes statiesimai correspondent a

l'interférence entre le mode incident et sa partie réfléenidout de guide. Un exemple

0 2000 4000
x(nm)

FIG. 8.8 — Intensité du champ électrique calculée 50 nm au-d&bsn guide diélectrique
en TiO, de 5 micrometres de longueur.

de réalisation expérimentale est donné figure 8.9. Le gualeld et la mesure du champ
optique ont été effectués dans I'équipe d’optique submiguee de I'université de Bour-
gogne.

Adressage d’une structure diélectrique courbe. Les guides linéaires peuvent servir a
conduire le champ électrique d’un point a un autre de la sarfi®@ maniére a adresser une
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FIG. 8.9 — Intensité du champ électrique mesurée au-dessugydide diélectrique en
TiO5 (résultat PSTM LPUB/CNRS Dijon).

seconde structure (qui peut étre un autre guide, un résonate molécule ...). Il peut
étre alors utile de courber la trajectoire de la lumiére. Neoyons sur cet exemple un
dispositif coupleur dans lequel le champ, injecté a I'axité gauche du guide inférieur au
moyen d’un faisceau gaussien focalisé, effectue un deumighd@ce a la portion d’anneau
couplée au guide d’entrée, et atteint I'extrémité gauchgudde supérieur. Pour simuler
le champ de la figure 8.10, il a fallu discretiser le motif e72tellules de 66& 60 x 60

nme et le temps de calcul était de 6h30 monoprocesseur. De séllegures permettant de

y(nm)

1000 2000 3000

0
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FIG. 8.10 — Deux guides d’ondes linéaires de dimensionsx18000x 180 (en nano-
meétres) sont couplés a trois quarts de cercle. La longuendd’est de 620 nm, I'intensité
électrique en sortie est 4 fois celle du faisceau d’entrée.

faire effectuer un virage a la lumiére ont été réaliséesrmaxgitalement dans le domaine
micro-onde [133]. Un résultat similaire a été obtenu égalena Dijon dans le domaine
visible en utilisant les modes de galerie d’'un microdisqigéedtrique [134].

8.3 Conclusion

Nous avons présenté la théorie des fonctions de Green dyeslan électromagné-
tisme. Celle-ci permet de développer un algorithme de tablpable de décrire le champ
diffracté par un ou plusieurs objets diélectriques. Cedritigme repose sur I'équation de
Dyson, reliant les fonctions de Green de deux systemegsadiiffe. Elle permet la construc-
tion cellule par cellule de I'objet diffractant et paradiélent le calcul itératif du tenseur de
Green. Le champ électrique est ensuite calculé dans tepiE au moyen de I'équation
de Lippmann-Schwinger. Une autre application est le calesl densités locales d’états
photoniques, intervenant autant en observation (configmr&NOM), que pour des pro-
blemes plus spécifigues comme le comportement d’'une meldludrescente dans le



champ proche optique.

C’est actuellement, pour les objets localisés, la seuléoakt exacte permettant de
s’affranchir des probléemes de conditions aux limites, gmés dans tout calcul de diffé-
rences finies, et s’adaptant a n'importe quelle géométtle.d@mande cependant une
discrétisation en volume des objets diffractant, conduiaaine mémoire et un temps de
calcul rapidement important.

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer cette naéthd’étude de résonateurs
diélectriques annulaires. Les résultats des simulatierens comparés a une meéthode
analytique simple d’étude d’ensemble de cavités couplées.



Chapitre 9

Etude d’un ensemble d’anneaux couplés

Nous étudions dans cette partie la propagation de la lurdeme un ensemble d’an-
neaux couplés. Pour cela, nous allons comparer les pr@akctiun modele analytique,
reposant sur une description simple de ces systemes, aveartes de champ calculées
par la méthode des fonctions de Green.

Dans le guidage de la lumiere par un guide diélectrique lgin@y deux phénomenes
physiques coexistent :

» le confinement latéral de la lumiére induit une quantificaties composantes
transversales du vecteur d’onde. Ces objets présentenuaia infinité de modes
transverses distincts. Les guides que nous allons étudtenr® largeur et une
hauteur sub-longueur d’onde (voir figure 9.1), et pourrdrég éonsidérés comme
monomodes : c’est donc une onde approximativement gaumesan se propage
dans I'anneau. Dans le modele analytique, nous ne prenérolgempte que sa
variation longitudinale. Pour décrire le point de contaufre deux guides, nous
utiliserons le modeéle du couplage spatial utilisé par Hhaw&t al.en 1982 [117].

» la résonance, due au fait que la lumiére parcourt une tmjectermée dans le
guide, de la méme maniere que dans un résonateur Fabry-Péuntqu’un mode
puisse s’établir dans un anneau unique, il doit y avoir un brenentier de lon-
gueurs d’onde effectives sur le périmetre. Celle-ci esteégda longueur d’onde
dans le vide divisée par un indice effectif, différent deucdlu matériau. Dans un
guide annulaire il dépend de la fréquence, mais égalemenatydn de la cavité : la
courbure induit une dispersion. Il sera en général pluddajbe sa valeur usuelle
[116].

Le modéle analytique utilisé permet de comprendre d’'unée qguanment les modes
individuels d’'un seul anneau se recombinent de maniéremaeioun mode collectif et
d’autre part d’interpréter les spectres calculés par sitrarl numérique. Il s’agit d'une
approche cinématique : elle ne permet pas de prévoir I'siiemles résonances, qui est
déterminée, entre autre, par les pertes, non prises en ealaps le modeéle.

Celles-ci ont plusieurs origines. Les pertes d’absorppi@mviennent de la dissipation
d’énergie dans le materiau, négligeable pour le;Tadx fréquences optiques. En outre,
nous avons déja mentionné que les pertes dues a la courbgrediusont négligeables
pour les forts contrastes d'indice, et ce, jusqu’a des ray@s petits. Il existe également
les pertes dues a la diffusion de la lumiére par la rugositguide, a priori inexistante
dans notre modele, et les pertes de fuite dans le substratd€aieres interviennent
lorsque I'indice effectif du guide est inférieur a celui dipport. Une partie du champ y
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est alors réfractée. Dans la simulation numérique sont doses en compte les pertes de
courbure et les pertes de fuite.

1500 nm
200 nm _I 150 nm

n=1.5

FIG. 9.1 — Paramétres géométrigues et physiques du guide @enula

Nous allons nous intéresser successivement aux résondecgsuctures de com-
plexité croissante, afin de mettre en évidence des phén@meaétativement nouveaux.
Tout d’abord, nous rappellerons la quantification des mdaegitudinaux pour un an-
neau seul. Ensuite, le couplage de deux anneaux entraimeneal est bien connu en
physique moléculaire, un dédoublement des pics de réserdiaatant plus grand que
le couplage est fort. Trois anneaux permettent I'obtendi@istructures non alignées que
nous montrerons étre semblables a la structure linéairesyndante. En revanche, avec
guatre anneaux apparaissent des structures isomeremtieinent différentes. En nous
intéressant a un cas particulier, nous montrerons que les skns de rotation peuvent
étre couplés I'un avec l'autre, ce qui léve une dégénérescdibus donnons dans I'an-
nexe C un programme écrit en langage Mathematica permdtargiter n’importe quelle
structure orientable. Commencons donc par étudier les sbda anneau isolé.

9.1 Fréquences propres d’'un anneau

Nous retrouvons ici le résultat classique de la quantificaties modes d’un anneau
et présentons la méthode générale qui nous servira poutrlesuses plus complexes.
Considérons un anneau diélectrique de rayon unité dansllsgqyropage une onde pro-
gressive de longueur d’onde effectideSi on oriente 'anneau dans le sens trigopnomé-
triqgue, deux champs de vecteur d’oride 217/A peuvent se propager : un chammlans
le sens direct et un chantpdans le sens indirect :

E(0) = Ad

F(B) = Be'® k=2m/A
oU A et B sont deux amplitudes arbitraires des champs. EtudionsaepE et plagons
arbitrairement un point sur cet anneau. Nous nofgfhie champ entrant dans ce point et

ES le champ sortant. Ces deux ondes sont reliées par deux @uglati
La premiére traduit le couplage entre la sortie et I'enttégéerit :

ES = (oE®, aveccp =1



Dans le cas présent la matricg se réduit bien entendu a I'unité. Dans la suite, la dimen-
sion de cette matrice évoluera en fonction d’'un nombre sapisde points de couplage.
La deuxiéme équation est la relation de phase entre I'entri@esortie :

ES = ¢2KES = 3,ES, avecsg = €K

Dans la suite, nous poserols= €2, Aprés élimination du champ d’entré#®, nous
obtenons finalement :

E®= CoBoE® & (1—CoBo)E®=0

Cette équation n’a de solutions non nulles que sildetcp8p) = 0 soit 1— X = 0, c’est-
a-direk=m, me N (le vecteur d’ondé doit étre positif car le sens de rotation de I'onde
est fixé). Ainsi, pour qu’'un mode puisse s’établir dans cetean, la phase accumulée
pendant un tour doit étre un multiple entier de Rans le cas contraire, le champ interfére
destructivement avec lui-méme apres chaque tour.

ES

Ee

Nous aurions pu faire un raisonnement identique poupour chaquen, il y a donc
deux modes dégénéreés, correspondant a chacun des senatide rétans la suite, nous
noterons symboliguement™ et O™ ces deux modes qui correspondent a la méme lon-
gueur d’onde, en omettantiequand il N’y aura pas d’ambiguité. Voyons maintenant les

m-1 m m+1 kR
résultats obtenus par la simulation numeérique.

Calcul numérigue pour un anneau. La géométrie étudiée est celle de la figure 9.1.
Nous avons envisagé deux modes d’'adressage de ce systénsanipde. Le premier,
indiqué sur la figure 9.2-a, se fait au moyen d’un guide lireéaitermédiaire reliant le
faisceau gaussien a I'anneau. Ici, c’est le champ évanes&mordant” des parois laté-
rales du guide qui excite le résonateur. Ce systeme peritétidressage simultané de
plusieurs anneaux individuels. Lintérét est égalemerréadre en considération le cas
plus réaliste, dans le cadre de dispositifs optiques ia& g source et résonateur ne sont
pas nécessairement placés au méme endroit.

Cependant, pour réaliser une étude purement modale dergesists, cet intermédiaire
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(@) (b)

FIG. 9.2 — (a) Adressage d’'un guide annulaire au moyen d’un dindaire. (b) Adres-
sage direct d'un anneau par faisceau gaussien focalisé.

estinutile. Il est en effet tout a fait possible d’exciteriheau directement avec le faisceau
gaussien focalisé, en utilisant sa partie latérale, oudeeve d’'onde s’aligne tangeantiel-
lement avec le guide (voir figure 9.2-b).

Adressage par un guide linéaire. Toutes les intensités mentionnées dans la suite
sont normalisées par rapport a l'intensité du faisceaugiangu point focalxo, Yo, 2o)
(voir paragraphe 8.2.1).

Sur lafigure 9.3 est tracé le spectre de 'anneau adressé guaide linéaire. Il apparait
deux résonances sur la gamme de longueurs d’'onde explanéxdinen du nombre de
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FIG. 9.3 — Spectre d’'un anneau adressé par un guide linéairetet dia champ a la
longueur d’onde de résonance 532 nm. La fleche indique laiposie la mesure de
I'intensité pour le tracé du spectre.

ventres visibles sur la circonférence indique qu’'a 532 nestde moden = 21 qui est
excité, tandis que le mode= 20 apparait a 548 nm. Nous pouvons alors calculer les
longueurs d’ondes effectives pour ces deux modes, qui sspectivement de 449 nm et
de 471 nm.

Le dernier pic tres élargi localisé autour de 568 nm cormnedf@u dernier mode pou-
vant pénétrer dans le guide. Si I'on observe sa structurdasfigure 9.4, nous nous
apercevons que I'onde ne fait pas un tour complet, les peatiatives étant alors trop
importantes. Au-dela de 570 nm, le champ ne pénetre pluslaatsicture.
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FIG. 9.4 — Excitation au voisinage du dernier mode du guide.

Adressage direct. Comparons maintenant les spectres des figures 9.3 et 9.5. On
remarqgue tout d’abord que les pics sont trés légéremenigdaeas les grandes longueurs
d’'onde dans le cas de I'adressage direct. Les amplitudeésesomoyenne plus élevées,
ce qui s’explique par le fait que les seules pertes d’intérgans ce cas sont radiatives :
elles sont réparties sur toute la circonférence de I'anneaur I'adressage par un guide
linéaire, lalumiére, aprés avoir fait un tour de cavité tpessortir a nouveau par couplage
avec le guide d’adressage, pour étre rayonnée a son exdré@mitjui augmente donc les
pertes radiatives et diminue l'intensité a la résonance.
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FIG. 9.5 — Spectre d’'un anneau adressé directement.

Les deux modes calculés par adressage direct ont des studitférentes. En effet,
le second a 551 nm possede une forte modulation de son irgt€éosntraste de 30%),
au contraire du premier a 533 nm. Cet effet n’est pour I'inlspas totalement expliqué.
Il peut provenir du mode d’adressage par faisceau gaussiefaitjintervenir certaines
composantes ayant des vecteurs d’onde orientés verefamlu dispositif. Des études
numeérigues complémentaires devront étre effectuées peifier ce point avec en com-
plément une étude expérimentale d’adressage de résoaateuaire par couplage direct.

Nous voyons donc que, sur cette structure simple, il y a umadadéquation entre
les approches analytique et numérique. Nous allons vointeant comment la méthode

présentée sur un cas élémentaire se généralise a un systésmaemplexe, en présentant
dans un premier temps le modele utilisé pour décrire le amygpéntre deux annneaux.

9.2 Description du couplage - orientabilité

Tout d’abord, décrivons l'influence réciproque de deux anmeapprocheés.



Matrice de couplage. Dans leur article de 1982, Shast al. décrivent le couplage a
la jonction entre deux guides monomodes par une matric@ 20U apparaissemt le
coefficient de "réflexion" sur le point de contact, qui relf@mp transmis et champ in-
cident dans une méme branchet & coefficient de "transmission” a travers le point de
contact, qui décrit le passage de I'onde d’'une branche &&alues champs de sortie de

la jonction €S, E®) sont reliés linéairement aux champs d’entfé€,(E®) par I'équation
matricielle :

E’S roit E'®
‘ES :[it r” E® ®1

Les deux coefficients vérifienf +t2 = 1, qui traduit la conservation de I'énergie au
niveau d’une seule entrée; le coefficieprovient de la conservation globale de I'énergie
dans les deux branches.

Orientabilité d’'un systeme. Le couplage est unidirectionnel et n’introduit pas de champ
rétro-réfléchi dans une branche. On peut donc orienter esmmgaht un systéme d’anneaux
puisqu’un sens de propagation de la lumiére dans la brarelyaache impose le sens
de propagation opposé dans la branche de droite. Par exgroplele systéme composé
de deux résonateurs présenté figure 9.6-a, le sens direatiadien choisi dans le premier
anneau conduit naturellement a choisir le sens indirect ladeuxieme anneau.

@) (b)

FIG. 9.6 — Systeme ramifié d’anneaux.

Une méthode similaire peut étre utilisée afin d’orientemporte quel systéme ramifié
ou linéaire. Le choix d’'un sens de rotation du champ danspoite lequel de ces anneaux
permet en effet d’orienter de proche en proche la chainereniomme sur la figure 9.6-b.

De plus, le choix d’orientation dans I'ensemble de la chatamt subordonnée de
maniere univoque a celui d’'un seul anneau, il existera, phague mode propre, un
mode dégénéré correspondant a I'orientation contraigealtionc d’ores et déja dans ce



type de systeme la méme dégénérescence "d’orientatioppauein anneau seul, chaque
mode étant au minimum dégénéré deux fois.

Nous verrons plus loin comment traiter les cas d’ensembmedaux formant des
boucles, pour lesquels une telle orientation globale mpasttoujours possible.

Méthode de résolution. Considérons un systeme de plusieurs anneaux compriinant
points de couplage. Puisque le systéme est orientable anwoss deux champs entrant et
deux champs sortant par jonction, sal thconnues. Cependant, chaque champ entrant
dans une jonction provenant lui-méme d’'une autre joncties,derniers dépendent des
champs sortant par des relations de phase. Il n'y a donc eguaiN inconnues. Dans

la suite nous allons systématiquement regrouper les chaamppnctions, et écrire le
vecteur des champs inconnus génériqguement sous la forme :

i
E’
E=E°=| :
i)
En

Alors, la matrice de couplage est diagonale par blocs :

N = .ol c::{.r "} 9.2)

N fois
et
ES=cn-E® (9.3)

Des géométries distinctes vont se différencier par lesioelade phase traduisant la pro-
pagation d’un champ sortant d’une jonction jusqu’a la jamtisuivante. L'écriture de
toutes ces relations forme ce que nous appellerons la mateidouclage, notéay. Il
vient alors :

E®= 3y -ES (9.4)

L'élimination deE® entre les équations 9.3 et 9.4 conduit@ay — cn3Bn) - ES =0, ou
1o\ est la matrice identité de dimensioN2Cette équation n’a de solutions non-nulles
que si:

del(].ZN—CNﬂiN) =0 (9.5)

Cette relation dépend du vecteur d’ortdpar I'intermédiaire desy et constitue I'équa-
tion aux vecteurs d’'ondes propres du systéeme. Pour chagquieuved’'onde propre on
trouvera le ou les modes propres qui représentent la distsibde champ dans chaque
branche. Notons par ailleurs gu'’il ne faut pas confondrenlesles propres du systeme



d’anneaux avec les vecteurs propres de la matriggy. En effet, les modedu systeme
d’anneauxsont uniquement constitués des vecteurs progega matricecy 3y pour la
valeur propre 1, a I'exclusion des autres.

Appliguons maintenant cette méthode générale dans le gdsdesimple afin d’étu-
dier I'effet du couplage de deux anneaux identiques sur Edasd’un seul anneau.

9.3 Systeme de deux anneaux couplés

Considérons la paire d’anneaux orientés de la figure 9.7champs de sortie sont
reliés aux champs d’entrée par :

E} 2
EF
FiG. 9.7 — Structure & deux anneaux.

E/S
‘ 1 - Cl .

E;

Ele [rit]|E®
ES — { it r H ES (9.6)

L’équation de bouclage est :

(9.7)

Ej°
‘ ES | 0 €7 ||E}

E;S {eizﬂk 0 } ‘ E;S
Ee :81- — .
2

En appliguant la méthode exposée dans le paragraphe pnéaéales trouvons I'équation
aux valeurs propres suivante (voir équation 9.5) :

det(l; — c181) =0< X2 —2rX +1=0, avecX = 7% (9.8)

Comportement limite. Avant de résoudre cette égquation, examinons les cas linotes
respondanta=0( =1)ett =1 (r =0).
» limite t=0. Les deux anneaux sont alors découplés. N'importe queltdatison

linéaire des modes propres" / O™ de chacun des deux anneaux est également

mode propre du systeme complet.

De plus, le systeme est invariant par I'inversion dont letreeast confondu avec
le point de couplage, c’est-a-dire par la tranformatign— E3, de représentation
matricielle :

P—

01
10
Cela signifie qud® commute ave¢; 81 : ces deux matrices sont donc diagonali-

sables dans une méme base. Ainsi, les valeurs propreé@mt+1 (P2 = 1), tout
mode propre de la chaine, qui est vecteur proprede; pour la valeur propre



1, pourra étre choisi symétrigue ou antisymétriqgue Ra©n peut par exemple
prendre pour base»} + 02,

» limite t=1. Il s’agit de la situation opposée dans laquelle le systeareneaux est
équivalent a une seule boucle, un peu particuliére car é@uibit un déphasage de
/2 a chaque traversée de la jonction. La phase totale accepatd’onde sur un

EF E;

OO )

Ef  E

tour est alors : X TkR+ 2 x 11/2. Cette phase doit étre un multiple entier de &
qui donnek = %(m+ %), m e N. Il y a donc deux fois plus de valeurs propres que
pour un anneau, elles sont déplacées Meélcause du déphasage aux jonctions.

K

m+2 <
m+1 <

m+1/4

m-1/4 (===

mo ———

FIG. 9.8 — Spectre d’'un systéme de deux anneaux couplés, enmoiowict coefficient de
couplagd.

Vecteurs d’ondes propres pour un couplage quelconque. Introduisons I'anglep dé-
fini par r = cosyp, t = sing : la transmission est nulle quargl= 0, et totale quand
@ = 11/2. On peut alors réécrire I'équation aux valeurs propresidégn 9.8) sous la
forme : X —2cog@) + 1/X = 0« 2cog21k) — 2cog@) =0
Les solutions sont donc :
¢

Kk=+—4+m=+
21'[Jr 211

sin(t) me N
"1 k>0

Les différents vecteurs d’ondes propres sont représentiametion de t sur la figure 9.8.

Il'y a donc une levée de dégénérescence des modes induite garplage des deux an-
neaux, d’autant plus grande que le couplage est fort. A ladita= 1, les vecteurs d’onde

propres son§(m-+ 3).



Nous avons effectué la simulation du champ optique guidéupaysteme de deux
anneaux. Les deux guides circulaires sont accolés comnmuindur la figure 9.9-b. Le
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FIG. 9.9 — (a) Spectre simulé de deux anneaux couplés. (b) Lesaleeaux sont en
contact, I'adressage est direct.

spectre de la figure 9.9-a est conforme aux prédictions awlcahalytique puisque cha-
cun des picsn= 20 etm= 21 d’'un seul anneau est scindé en deux. Le demi-écart entre
les deux résonances de= 20 rapporté a I'écart entre deux modes de I'anneau isolé est
de 17%. Le modéele analytique permet d’estimer un couplage, 88. Cette valeur élevée

est naturelle étant donné que les anneaux sont en contact.

Modes propres associés. Il est facile de vérifier que pour chacune des valeurs propres
+ obtenues, le rapport d’amplitudig®/ES est :

Er’/ES =F1

Nous trouvons que les deux modes propres sont soit symeét(mpur la valeur propre
"-" du plus bas vecteur d’'onde, donc de plus basse énemjiegrgisymétrique (pour la
valeur propre "+", associée au vecteur d’'onde le plus étimég d’énergie la plus haute),
conformément aux résultats connus dans le cas de deuwatsailh couplés, ou de I'étude
du couplage des orbitalegle I'hnydrogéne dans la molécule de par la méthode de Hu-
ckel. Nous rappelons toutefois qu’il N’y a qu’une levée edle¢ de la dégénérescence
puisque, comme mentionné précédemment, les deux modaegpmprespondant a des
sens de rotation opposés sont toujours confondus.

Les cartes d’intensité calculées aux longueurs d’onde &8Btrb47,25 nm sont indi-
quées figure 9.10. Elles sont trés similaires excepté damkade contact entre les deux
anneaux (autour de la lig®. Les deux modes "s’attirent” a 535 nm et se repoussent au
contraire a 547,25 nm. Ceci est la signature du caractérétsigme ou anti-symétrique
de chacun des modes. En effet, pour celui de plus basse énkrgst une droite de
symétrie pour les deux anneaux, les champs émanant des tecixi®s y interférent
donc constructivement. Au contraig® est un axe d’antisymeétrie pour I'autre mode, et le
champ s’annule. Sur la figure 9.10 sont également tracéeslges le long des lignes



montrant I'évolution de I'intensité entre les deux résenas. On peut constater qu’ily a
une annulation presque parfaite de celle-ci au niveau dmlzipn.
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FIG. 9.10 — Modes de deux anneaux couplés calculés numériqaggheoupes suivant la
ligneZ. Le mode & = 535 nm est symétrique, celuha= 547,25 nm est antisymétrique.

Les résultats obtenus sur un ensemble de deux anneaux segaot naturellement a
une chaine de trois unités : les trois modes dégénérés daeeh&gpnateur vont se com-
biner pour former trois modes de vecteurs d’onde distitictxiste cependant différentes
géomeétries possibles pour un tel assemblage : quelle ea eshséquence sur le spectre
et les modes propres ?

9.4 Trois anneaux couplés

Pour trois anneaux couplés, un degré de liberté supplémeptt introduit par rap-
port au cas précédent puisqu’il est possible de choisinitemt I'angle Zia entre les deux
points de contact. Il y a maintenant deux jonctions et doratrgichamps inconnus. Par
la suite, nous ne considérerons plus les entrées, et ometteaposans dans la notation
des champs de sortie. Les inconnues et la matrice de bougjegmnt :

E; g2k 0 0 0
E_ E, ot s, — 0o 0 g2nok o
E, 2 0 ¢g7-ak o 0
Es 0 0 0 ¢k

Etude des cas limites.
» pourt =0, les trois anneaux sont découplés. A nouveau, les modesesronm
et Om des anneaux individuels sont modes propres de la chairegemais n’en
respectent pas les symétries. Plagcons-nous dans le casulpartc = 1/2. Nous



pouvons alors constater que la chaine est invariante paeision :

/
{ E1—B de matrice | =

E2<—>Eé

Puisqud 2 = 1, les modes que I'on cherche sont donc & nouveau soit Symeés;
Soit antisymétriques par
Etudions une combinaison de modes correspondampair. Dans ce ca&, et E;
ont des signes identiques, et le vecteur du ch&g¥crit de maniére générale :
(a,b,b,c). Les modes symétriques sont nécessairement de la famgb, a) ; ils
décrivent donc un plan de bage); + 03,02} ou encore{1 +v2 Oz + O3
, 01 —V2 02 + O3}, qui est en fait, comme nous allons le voir, la limite pour
t = 0 de la base calculée pouguelconque. Tout mode antisymétrique est de la
forme (a,0,0,—a). Les modes antisymétriques décrivent donc une droite, sie ba
01— Os.
Pour une valeur impaire de, le champ dans I'anneau 2 change de signe au bout
d’un demi-tour, et le vecteur s’écrit cette foi&; b, —b, ¢). Les modes symétriques
sont alors du type x(O1 + O3), et les modes antisymétriques du type(cd1
+V2 02 — 03) +Y(01 —V2 02 — O3).

» pourt =1, la chaine est équivalente a un anneau de périmétre tioiglfis grand,
comportant quatre déphasagesrgé (voir la figure 9.11). Dans ce cas, la condi-
tion de résonance est 321K + 4 x 1/2 = m2r, ce qui donn&k = m/3;me N.

FIG. 9.11 — Systeme équivalent a trois anneaux couplés, dainsitat = 1.



Valeurs propres pour un couplage quelconque. L'équation 9.5 aux valeurs propres
s'écritici :

(X=1)(1+[t2—2v/1-1t2X+X3) =0 avec X =g

Nous remarquons que celle-ci ne dépend pas de I'angieriroduit précédemment; il
s’ensuit que les vecteurs d’'onde propres sont égalemegpémtlants de. Nous pouvons
comprendre intuitivement ce résultat en remarquant quamge partant d’'un endroit
guelcongue de la chaine va devoir parcourir dans sa totaléun des anneaux traversés
avant de se retrouver a son point de départ. Ainsi, la phasaradée aprés un tour sera
toujours de & par anneau, valeur ne dépendant plusidgne chaine coudée n’est donc
pas fondamentalement différente d’une chaine linéaire.

On peut démontrer ce résultat (cf. annexe B) pour toute ehdiBnneaux ne com-
portant pas de boucle. Plus précisément, il est possiblecidren que les matrices 3
correspondant a des géométries différentes sont toutddataes, de matrice de passage
diagonale et unitaire. Cela signifie que non seulement letspenais également la norme
(I'intensité) des modes propres d’un ensemble d’anneans Baucle sont indépendants
de la forme de la chaine. Ce n’est bien entendu pas le casgmophases des champs.

L'équation aux vecteurs d’onde propres peut étre réécntmteoduisant la phase
définie précédemment. Nous avons alors :

(X —1)(1+2[1—2cod(g/2)]X +X?) =0
dont les solutions sont :

Kom =m

k_17m == 1 21
_cos }(2[1-2co¢(¢/2)]) “m

k+1,m - i

Sur la figure 9.12-a est représenté le spectre de la struttarsque le couplage aug-
mente, I'écart entre les vecteurs d’onde propres s’acegufigu’a ce que I'on retrouve le
spectre limite calculé plus haut.

Le spectre obtenu par simulation numérique est tracé figl@2 @ Seule la levée de
dégénérescence autour du mode a 551 nm de I'anneau isoléepéigentée. Nous trou-
vons bien trois résonances distinctes. La longueur d’ondeicicentral, d’intensité tres
élevée & 10%), est Iégérement décalée par rapport & la valeur attendb®laen. L'écart
entre chague mode est d’environ 5 nm. L'amplitude est engoeefois trés différente
d’une résonance a l'autre.

Sur la figure 9.13 sont représentées les valeurs du modutd@pthase de chacun des
champs pour différentes valeurs du coefficient de transoms$sLes modes sont tracés
dans le cast = 1/2, pourm pair. Sur ces dessins, I'épaisseur du trait est proporiben
a l'intensité dans la branche, tandis que la couleur reptéda phase.

Pour les deux modes extrémes, l'intensite reste égale asllelmanneaux 1 et 3, tandis
qu’elle passe d&/2 a 1 dans I'anneau central. Pour le mg@@am), I'intensité est nulle
dans I'anneau central potir= 0 (mode antisymétrique), et augmente progressivement
jusqu’a 1 pout = 1.

Nous pouvons constater que la base limite guaad respecte bien les symétries de
la chaine.

(9.9)

cos 1 (2[1-2cod(¢/2)]) N { me N
' k>0
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546 548 550 552 554
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(@) (b)

FIG. 9.12 — (a) Spectre d’'une chaine composée de trois anneaaxvdleurs d& ne
dépendent pas de I'angle entre les différents résonat@)rSpectre calculé numérique-
ment.
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.
FIG. 9.13 — Amplitude et phase des différents modes propres, ldacasa = 1/2. Les
modes sont classés par vecteur d’onde propre croissanaudée a droite.
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L’'accord de ces prédictions avec les modes effectivemeehols numériguement est
tres bon. Les trois modes de la figure 9.14 présentent les sxé@amacteristiques que celles
décritent par le modele analytique, a savoir :

» une dissymétrie entre I'intensité de 'anneau central kés€eles anneaux externes,
flagrante pour le deuxieme mode, l'intensité étant presagille dans le deuxieme
anneau;

» les modes extrémes se distinguent par la relation de phaselenanneaux exté-
rieurs et le mode de I'anneau central : pour la longueur déddaglus basse, donc
I'énergie la plus haute, le mode est totalement symétrijueontraire, le mode de
plus grande longueur d’'onde est totalement antisymétriggenodes individuels
se repoussant au niveau de chaque ligne de contact.

A=546nm A=550nm A=553.81m
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FIG. 9.14 — Modes calculés de trois anneaux alignés.

Ainsi, de méme que pour un systeme de deux anneaux couptEmypéage de trois
anneaux donne également lieu a une levée de dégénéreduiencg,e subsiste la dégé-
nérescence d’orientation. Nous avons également vu quetgrsget I'intensité du champ
dans les différentes branches ne dépendent pas de la gi&odeéla chaine, résultat qui
peut étre étendu a toute chaine orientable sans boucle.

Lorsque I'on rajoute un quatrieme anneau, un nouveau degibetté apparait, puis-
gu’il existe, de la méme maniére qu’en chimie, des possisili'isoméries.

9.5 Quatre anneaux couplés : isomerie

Lorsque I'on considére un assemblage de quatre anneasieis ensembles de géo-
métries différentes peuvent étre créés : a) linéaire (noussavu que les chaines courbées
différaient peu des chaines droites), b) ramifiée et c¢) lBau@loir figure 9.15).

Nous pouvons déja dégager quelques similitudes et difféseassentielles entre ces
guatre systemes :

» tous sont orientables, y compris le dernier comme on le wilssfigure 9.15;

» les systémes a) et b) ont le méme nombre d’anneaux et degoagilis auront donc

le méme spectre limite podir= 1. En effet, la phase accumulée serax Zrk +

1Cela se généralise facilement a toute boucle comportanbombre pair d’anneaux
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FIG. 9.15 — Trois isoméres formés de quatre anneaux.

2x 3x 5 =m2r, d’ou

3 meN
k=3(m=3) p°“f{ k>0

Les modes étant, dans les deux cas, tous dégénérés-pdunous nous attendons
donc a ce qu’il n’y ait que peu de différences entre les deextses.

» le dernier systéme contient quatre jonctions et quatreannel differe donc des
deux précédents au moins par le nombre de champs inconnisssitout, dans
la limitet = 1, nous voyons qu’une onde partant d’'un point donné de cermsygst
ne parcourera pas tous les anneaux mais seulement la nooitiéne indiqué sur
la figure suivante :

Par conséquent le spectre sera donné dans cette limitexparkR+ 4 x 11/2 =

m2Tt, d’ou :
m—1 meN
KR=—— pour{ k>0

Chaque mode sera dégénéré deux fois.

Nous allons voir ce que deviennent ces différentes pr@sigbur un couplage quel-
conque. En particulier quelles sont les différences emtsadomeres "trefle” et "chaine
linéaire" ?

Comparaison de a) et b) . Dans ces deux cas, il y a six champs inconnus et les matrices
de couplage sont du typss. Les notations des champs s@ht= (E;, Eo, E5, Es, E5, Es)

pour la chaine eE; = (E1, Es, E2, E), E3, EJ) pour le tréfle (figure 9.16). Les matrices de
bouclages sont tres différentes :



(2R 0 0 0 0 0 ]
0 0o €*R 0 0 0
o kR o0 0 0 0
€1 0 0o 0o o0 €™ o (9.10)
0O 0 o0 € o0 0
|0 0 0 0 0 kR |
et
[ @2kR 0 0 0 0 0 ]
0 0o 0 0 0 g2makR
s_| 0 0 g2mkR 0 0 0
7] o &R g 0 0 0
0 0 0 0 kR 0
0 0 0 d2n(1-(a+B))kR 0 0 |

Comparons maintenant les spectres des deux systemes. Xmssdgja dit que celui
de la chaine linéaire était indépendant de sa forme. Notaasdgns le cas du trefle,
I'équation aux valeurs propres est-1 (r? +3)X +6r2X2 —r(r +3)X3+ X4 = 0 et ne
dépend également pas des anglest 3, pour une raison identique a celle invoquée pour
la chaine linéaire : si nous suivons la structure a partin giaint quelconque, nous re-
passerons par le point de départ apres avoir parcouru pfasianeauxans leur totalité
Par conséquent, ni les longueurs d’ondes, ni les amplitddsexhamps dans les diffé-
rentes branches ne dépendront de la position relative aesmar. Dans ces deux cas, les
valeurs propres n'ont pas d’expression compacte simples Ebnt représentées sur la
figure 9.17. Nous pouvons constater comme prévu que les gmetres sont trés simi-
laires. En revanche, les symétries des deux systemes eamtifférentes, les modes le
sont également, comme nous le voyons sur les figures 9.18%t 9.

Dans la configuration chaine linéaire, le champ dans les dengaux centraux n’est
jamais nul, contrairement a ce que nous avions observé paystéme de trois anneaux.
Cela s’explique par le fait que I'opération d’inversionarthange tous les anneaux, y
compris les deux du centre. Lintensité vaut un sur les dewmeaux extrémes et passe de
¢ = “T‘E ou 1/¢, a 1 quand augmente pour les deux anneaux centraux.

Au contraire, dans la configuration tréfle, seuls les mod@aéeiment symétriques ont
un champ non nul sur 'anneau central&a 0. En revanche, le mode associé a la valeur
propre€?™3 de 'opérateur de rotation a alors une intensité nulle fanrieau central.
L'intensité est partout égale a un quand la transmissiciotde. Ces deux configurations
n'apportent pas de réelle nouveauté par rapport aux deypréasdents. Voyons donc ce
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FIG. 9.17 — Spectre de la chaine d’anneaux (a) et du tréfle (b).
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FIG. 9.18 — Premier et troisieme modes de la chaine peu0,5. Les amplitudes des
anneaux extérieurs valent 1, tandis que celles des annegueurs valent@ (haut)

et@ (bas) dans la limite = 0.
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FIG. 9.19 — Spectre et modes du tréfle pour 0,5. Seuls les modes associés a la valeur
propre 1 et le mode associé a la valeur progf&3 de I'opérateur de rotation ont été
représentés. Pour ce dernier mode, l'intensité du champutsians I'anneau central
pourt = 0, elle vauty/3 pour les deux autres.



gu'’il en est pour la troisieme configuration.

Etude de la boucle. Cette fois, il y a quatre jonctions, donc 8 champs inconnas. L
matrice de couplage est du typg et la matrice de bouclage s’écrit :

E, [0 | 0 gmk/2 7]
E, 0 e|le/2 0
£ gIk/2 0
= 0 3K/
Eq 0 €2
E, 0 d/2 g
E1 gl3rk/2 0 0
L'équation 9.5 aux valeurs propres devient :
(X —1)2(X?+2(2°—1)X —1) =0
dont les solutions sont :
k07m/k(l)7m =m
k.im =—@/m+m, avecmec Netk>0 (9.12)
Kizm =@/m+m

La nouveauté ici est I'existence de deux modes propres éég®grde vecteur d’onde
entier. La structure des champs indique qu’ils correspondealeux sous-ensembles du
systéme de quatre anneaux que la lumiere peut parcouritrsaesser la totalité de la
structure. Ainsi, la propriété trouvée paue 1 montrant que la boucle était décompo-
sable en deux systemes disjoints est valable pourttdu fait qu’il n’y ait pas lumiére
dans deux anneaux provient d’une interférence destruetitre les deux contributions de
deux branches distinctes. Le deuxiéme mode dégénéré esiugidr rotation det/2 du
premier.

FIG. 9.20 — Valeurs propres des anneaux en boucle. Le modeN est dégénéré deux
fois.
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FIG. 9.21 — L'un des deux modes assocign d N est représenté a gauche ; le deuxieme
mode dégénéré est obtenu par rotatiormd® du premier. A droite est dessiné le mode
de plus bas vecteur d’onde. Quand le coefficient de trangmisst nul, les anneaux sont
entierement découplés.

Nous pouvons remarquer pour finir que cet assemblage deecarateaux est un cas
particulier de la configuration plus générale représentétadigure 9.22. Ce systeme est
I'analogue pour la boucle de la chaine courbée. La differassentielle avec la boucle
réguliére est la perte de l'invariance par rotationg2. Dans le cas général, il va 'y avoir
une levée de la dégénérescence des deux nikeaum, m e N précédemment obtenus.

De plus, sil'on suit le parcours de I'onde indiqué sur la f@@r22, la phase accumulée
le long de cette trajectoire est i@a + 1)k, qui dépend de car deux anneaux ne sont
pas parcourus dans leur totalité. Nous perdons donc icolpri@té de symétrie évoquée
précédemment : les valeurs propres et l'intensité dansréesches doivent dépendre de
la géométrie des anneaux.

2n(1/2-a)
FIG. 9.22 — Structure générale pour une boucle de quatre anneaux

Aucune simulation numérique n’a été effectuée étant doamédmoire trop impor-
tante demandée pour traiter ces structures.

Nous venons d’étudier les propriétés de trois isomeresgyateme de quatre anneaux
couplés. Nous avons vu que celui qui se différenciait égattucture "bouclée”, qui
comporte un point de couplage supplémentaire par rappodeux premiers. Un systeme
qui parait plus simple dans cette classe de structure estleléda trois anneaux. Nous
allons voir cependant que le fait qu’elle ne soit pas origletaimplement lui confére des
propriétés plus complexes que le systeme précédent.



9.6 Trois anneaux couplés en boucle

Essayons dans un premier temps d’orienter le systéme $siekm la méthode pré-
sentée plus haut. Si nous imposons le sens de rotation dupatieams un premier anneau
choisi arbitrairement, et que nous orientons les suivamfsrdche en proche, une contra-
diction survient au niveau de la troisieme jonction. Entefie champ réinjecté dans le
premier anneau tourne en sens inverse de la conventioriehoisiépart.

Ce probleme peut étre résolu en considérant que ce systémenegosé de deux
chaines linéaires de trois anneaux orientées en sensicenttaus sommes ainsi conduits
a introduire en plus des champs "E" des paragraphes présddsmchamps "F" tournant
en sens opposé. Ces champs sont couplés comme indiqué guréadi23-a : comme
dans les précédents cas, le chaBjpest couplé &; en A, E, a Ez en B. Cependant,
au point C,E; n’est pas couplé &; mais aF;. Au niveau du point AF] se couple
ak, F) aFs en B, etk aE; en C. Ainsi cette figure est équivalente a six anneaux

E.

E} E% E
O‘ ;C

(@) (b)
FIG. 9.23 — Schémas équivalents pour la boucle de trois anneaux.

couplés, en ne considérant qu'un seul sens de rotation figoire 9.23-b : de facon
générale, a une boucle non-orientablepat2l anneaux on peut associer formellement
une boucle orientable 3p4+ 2 anneaux). Les inconnues sont alors au nombre de 12 :
E = (Ej,Ex, B}, B3, E5, i, F, R, F5, F3, FS,Eq).

2Remarquons toutefois qu'il faut prendre dans le cas présentt/3 dans la matrice de bouclage et
non pas 2t/3 comme le suggére le dessin.
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et I'exposantl désigne la transposition.

Dans la limite = 1, nous retrouvons deux modes dégénérés, correspondandjets
indiqués sur la figure 9.24. Le spectre limite est alots %p— %, p > 1. Ces pics sont
donc toujours deux fois dégénérés, un pour chaque sensationot

FIG. 9.24 — Pout = 1, on retrouve deux modes dégénérés correspondant a deudesen
rotation.

Résolution pour un couplage quelconque. L'équation aux valeurs propres s’écrit :

_1 2 —i2g 212 _ o2mik
O_Z<X—e' )(X—e )lZ—(3+cos(V2(p))X+2X] , avecX = €

7

P

Il existe donc deux valeurs dedégénérées deux fois. L'équatiBs(X) = 0 peut s’écrire
de la maniére suivante :
3+ cog(2¢) = 4cog2TK)

d’ou les solutions :

1 S_l[lJrcos?(p

P2:O<i>k:i§[co > ]+m, me N (9.12)



Les vecteurs d’'onde propres sont donc :

k]_7m: —%—Fm
1+cod
em/kom= —cos (M5 em 019
kam/Ks = icos*l[w}ﬂtm’ © '
3m/*am= 2n 2
Kam= %‘Fm

Leur comportement en fonction du coefficient de transmisekit présenté sur la figure
9.25.

m+1

m+1/2
m+1/6
m-1/6
m-1/2

FIG. 9.25 — Spectre d’'une boucle de trois anneaux. Il y a quatidesyalont deux dégé-
nérés deux fois. Quartd= 1, les valeurs propres de k scé'm— % deux fois dégénérées.

Sur la figure 9.6 sont tracés les différents modes en fondlincoefficient de trans-
mission. Les contributionk (ligne du haut) ef (ligne du bas) ont été séparées pour
plus de clarté. Seuls les modes kdgn, kam et kam ont été représentes. Il apparait que
le troisieme mode a une intensité constante dans toutesasshies. En revanche, pour
les deux premiers, la lumiere ne parcourt pas toute la streigiour les couplages faibles,
mais asymptotiguement, nous retrouvons les trajets quoneant a la figure 9.24. De
plus, la rotation d’angle12/3 est une symétrie du systéeme, et nous pouvons vérifier (c’est
plus facile pourt = 1, attention cependant au passage des champs E aux champs F ..
que le premier mode est associé a la valeur preéBfé?, le deuxiéme & '2'V3 et enfin
le dernier a 1. De plus, il est a noter que I'opération[E n’est pas une opération de
symétrie de la boucle, il n’y a donc aucune raison pour quenkades soient symétriques
ou antisymétriques dans cette opération.

Les six modes sont tracés sur la figure 9.27 dans la repréisenéguivalente a six
anneaux et dans la limite= 0. Il apparait clairement que les deux couples de modes
dégénérés sont constitués d’'un mode et de son image partatienale ‘t/3".

La simulation numérigue de cette structure est plus coneplenois modes sur quatre
ont effectivement été trouvés. Le mode le plus symétriqaeb36 nm) appartient a la
levée de dégénérescence du moude 21 d’'un seul anneau, les deux autres appartenant
au modem = 20. Le mode totalement antisymétrique n’a pas été trouveé.

Les deux modes appartenant aux deux niveaux dégénéréseontabméme allure
que celle prédite par le calcul analytique, a savoir quessgelix anneaux sur trois sont
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FIG. 9.26 — Les modes de trois anneaux.
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FIG. 9.27 — Représentation dépliée des modes de la boucle atmogaux dans la limite
t=0.



illuminés de maniére importante. Cependant, il faut biein goe si le mode numérique
ressemble au mode analytique, c’est en fait une supemposies deux états de base
dégénérés indiqués sur le figure 9.27

A=546m
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FIG. 9.28 — Trois modes ont été trouvés numeériquement.

Nous venons d’étudier une boucle a quatre et trois anneatite derniere s’étant
révélée étre équivalente une boucle de six anneaux. L'éedels systemes de taille plus
importante n’apporterait rien de nouveau. Cependant, pousons nous demander s’il
en existe de plus petits. En effet, les matrigedes deux boucles étudiées avaient la méme
forme :

0 X %o
0 X9
Xl—al 0
5=| ; (0.14)
0 XON
Xl—C(N
I X 1-00 0

A l'inverse, existe-t-il des systémes plus petits de magride bouclage analogues ?
En particulier, gu’en est-il pour celle-ci :

0 0 0 ei2T[O(kR
0 0 d2n(1-a)kR 0
g2n(1-a)kR 0 0 0

Considérons alors la figure 9.29-a : il s’agit d’'un anneaupt®avec lui-méme. Ce sys-
teme élémentaire n’est pas orientable. Il faut a nouveaamyér les deux sens de rota-
tion, comme indiquée sur la figure 9.29-b : le chai@st couplé au chanp et non au
champE. Il y a donc levée de la dégénérescence d’orientation.

Il est intéressant a nouveau de regarder le cas limitd. Le systéme est alors équi-
valent a un anneau de méme rayon, mais comportant deux pleréphasage de/2.
Le spectre complet est indiqué sur la figure 9.30, en fonatioooefficient de couplage.
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FIG. 9.29 — (a) Anneau couplé avec lui-méme, dans leccasTt (b) Représentation
équivalente faisant apparaitre les deux sens de rotatjposes.
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FIG. 9.30 — Spectre d’'un 'anneau couplé avec lui-méme. Il y adede dégénéréscence
progressive quantl augmente, jusqu’a la limite = 1, correspondant a nouveau a un
anneau seul non couplé. Les pics sont alors dégénérés dsux fo

Nous venons d’étudier deux boucles comportant un nombraimdfanneaux. Pour
les décrire, il est obligatoire de prendre en compte les dgientations possibles des
champs dans chacune des branches. En effet, la non-oilgétdb ces systemes fait
gue ces champs vont étre couplés entre eux, conduisant awéeepartielle de la dégé-
nérescence d'orientation. Les dégénérescences subssstamt dues aux symeétries du
systéme.

9.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode simpliededss modes et des
valeurs propres d’'un ensemble de résonateurs annulaupisoCette méthode ne prend
en compte que la structure longitudinale du champ, et néddiglispersion de l'indice
effectif ainsi que toutes les sources de pertes, essentiefit radiatives.

Cette méthode a été appliguée a I'étude de structures deéggesrvariées, de I'en-
semble de deux anneaux aux boucles a trois et quatre anregaugermis de mettre en
évidence les propriétés spécifiques de chacune. Dans waadele couplage permet de
lever la dégénérescence des modes des anneaux individeksci se recombinant de
maniere a respecter les symétries du systéme de départ.

La comparaison avec les résultats d’'un calcul numériquisarit les tenseurs de sus-
ceptibilité du champ a montré un bon accord quand a la forrsentedes. Cependant,
plusieurs points sont difficilement interprétables. Nowss vu que d’une part le nombre
de modes effectivement observés par la simulation n’edioqpgeurs en accord avec celui
prévu par le modele, et que 'amplitude des résonancestditia facteur important d’un



mode a I'autre. Il serait ainsi intéressant de complétae@tide théorique par une étude
expérimentale d’adressage direct par faisceau gaussiahs® de plusieurs anneaux rai-
sonant couplés.

Enfin, la géométrie la plus adaptée semble étre une configuratdeux anneaux,
éclairés de telle maniere que le mode antisymétrique egéefest en effet pour celui-
ci que le gradient de lintensité est le plus important, fisymétrie conduisant a une
annulation rapide du champ entre les deux anneaux.






Chapitre 10

Conclusion géeneérale

Ce travail de thése est organisé en deux themes. Le prenmterquow la manipulation
d’atomes lents par des nanostructures réguliéres et deiseurés simple. A 'opposé,
le deuxieme traite d’un dipositif possible de nanolithqgia permettant la création de
nanostructures de fome complexe. Dans ces deux partiesawons suivi une démarche
similaire, reposant sur I'articulation entre une desariptanalytique et une description
numériqgue des phénomeénes physiques. L'approche anaydiginsi permis d’une part
de comprendre les mécanismes sous-jacents et d’autre’gaenter des calculs numé-
riques souvent complexes et longs a effectuer.

Dans la premiére partie, nous avons donc étudié une expéramdiffraction en ré-
flexion d’atomes lents par des potentiels évanescents maonsés en une ou deux di-
mensions, obtenus en couplant une onde de surface avecaau ridstériel diélectrique
périodique. Ce type de potentiel est harmoniquement ptierque le réseau a ondes
évanescentes stationnaires utilisé pendant les anné@sl®9lus, cette méthode permet
de libérer un degré de liberté, a savoir I'orientation dunpéincidence par rapport au
réseau. Enfin, nous pouvons espérer agir sur la forme desgalat structurer le champ a
courte distance.

L'approche analytique, détaillée dans le chapitre 5, nopermis de dégager les pa-
rametres caractéristiqgues du processus, et notammentttte e évidence I'augmen-
tation de I'acceptance angulaire atomique par rapport ésgaux a ondes stationnaires.
En complétant cette approche par un calcul numérique plmpled, nous avons vu que,
dans la gamme de parametres envisageés, seuls les harmsod&pkis grande fréquence
spatiale interviennent dans le processus de diffraction.

Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié des systemestdilies résonants, com-
posés de plusieurs anneaux couplés de diamétre microhigperoche analytiqgue nous
a permis de comprendre comment les modes des anneaux soéEombinent pour for-
mer les modes collectifs de structures plus complexes. Bewss vu par ailleurs que ces
combinaisons respectent les symétries de la structureqateys

Plusieurs prolongements de ce travail sont possibles. Eyuiceoncerne la diffrac-
tion, la réalisation d’un "réseau a échelettes" atomiquebbe étre une voie prometteuse.
Intuitivement, I'effet d’échelettes provient d’'une dissgtrie du potentiel sur une période.
Un potentiel ne comportant qu’un seul harmonique étantgsatement symétrique, il
faut enrichir le spectre de I'onde de surface a grande distaDeux voies pour cela
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FIG. 10.1 — (a) Motif d’'un réseau a échelettes atomique. (b) gdoendu réseau permet-
tant de favoriser les ordres 1 et 2, de maniere a créer unu@séehelettes de diffraction
atomique.

semblent envisageables. La premiéere est de jouer sur leefardme du motif du ré-
seau matériel, par exemple en créant un motif dissyméticqueme celui indiqué sur
la figure 10.1-a. Le principal obstacle a cette méthode eBltlage des harmoniques
d’ordre |m| > 1 : a grande distance, le potentiel est quasi-sinusoidal; dgmétrique.
L'autre voie, éventuellement complémentaire de la premiest d’essayer de favoriser un
deuxiéme harmonique en jouant sur la géométrie de I'édeaieala période du réseau. Un
exemple de configuration permettant de favoriser I'ordregfaiade distance est indiqué
sur la figure 10.1-b.

En ce qui concerne les anneaux couplés, il serait intéressanme indiqué dans le
chapitre 8, de confronter ces prédictions théoriques a @ssiras expérimentales. Nous
espérons qu’une future collaboration sera possible aggaipe d’Alain Dereux du La-
boratoire de Physique de I'Université de Bourgogne afin deguer a la fabrication de
ces structures puis a la mesure de leur spectre et de leuesnfut le plan numérique, la
suite du projet va essentiellement consister en un caldimensionnel du champ, ainsi
gu’aux simulations de trajectoires atomiques afin de gfiantes effets de focalisation
attendus.
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Annexe A

Diffraction de la lumiere par un réseau
mince

Dans ce mémoire ont été présentés deux algorithmes. Legregpose sur la théorie
différentielle des réseaux (chapitre 3) et s’applique tutlé de structures périodiques;
le deuxiéme utilise la notion de fonction de Green dyadigh@gitre 7) et concerne les
objets localisés. Dans cette derniere méthode, le charinpad@ est décrit par I'équation
de Lippmann-Schwinger :

E(r,w) :Eo(r,wo)+/q/dr’ [So(r,r’, ) + Ssurs(r, ', o) | X(r', ) E(r, @)  (A.1)

OUE(r,w) etEq(r,w) sont respectivement les amplitudes des champs macrosesyiot
tal et non-perturbé, en un pointle I'espace et pour la pulsation Le tenseu(r,r’, w)
est la fonction de Green associée au milieu homogene (frajetla figure A.1), tandis
queSsyr(r,r’,w) est la fonction de Green associée a la réflexion sur la suffiaget 2),
etx(r’,up) la susceptibilité de I'objet diffractant de volume.

E0) x _
e

@

FIG. A.1 — Objet diélectrique plongé dans une onde évanescente.

L’'approximation de Born consiste a assimiler le champ tatahtérieur de I'objet au
champ initial non perturb&p(r,w), ce qui revient a négliger I'interaction d’une cellule
avec I'ensemble de I'échantillon. Appliquée au réseawediéique, cette approximation
permet d’extraire des expressions analytiques des caeeiffscde Fourier du champ dif-
fracté. Dans ce contexte, R. Carmirettal[135] ont montré que I'approximation de Born
est valable dans la limite des faibles hauteurs et des fadalrtrastes d'indice.

Il s’agit donc d’une méthode mixte, combinant les deux apipes étudiées dans cette
thése. En premier lieu, le champ électrique diffracté damnsde obéit au développement

175



de Rayleigh :

E3(xy,2) = ZEiﬁ(me—iK?Zékv' (A.2)

Y

De plus, dans I'équation de Lippmann-Schwinger intervérres deux tenseufy et
Squrf. Afin d’adapter la théorie des fonctions de Green a une stregériodigue, nous
avons besoin des développements de Rayleigh de ces deexitenSette écriture fait
intervenir les deux vecteurs de polarisation de base du phaectrique. Le premier,
caractéristique du mode TE (ou s), est perpendiculaireaugincidence de la lumiére,
et le deuxieme, correspondant au mode TM (ou p), est contamsild plan d’incidence.
Ces vecteurs dépendent de I'ordre de I’'harmonique diffract

Définition et expression des vecteurs de polarisation s et p

Considérons une onde électromagnétiqgue monochromatiape gans le vide de vec-
teur d’ondeky = kllk —we,. L'indice d indique qu’elle voyage vers— —w, qui est le
milieu de sortie du réseau. Le vecteur unitairejui indique la direction de propagation
de I'onde, est défini pat = k!l /kll.

On définit le vecteur unitairepar :

S=KX6€

Il s’agit du vecteur de polarisation du champ correspondanmode transverse élec-

e, pd e,
K | K R 4
N z=0 i ,r, z=C
| s\‘\kd 1 pu | Vs, o7 Kuo
| \ ’
‘ N

FIG. A.2 — Vecteurs de polarisation des modes $ef TM (pU et p%)

trique. Dans ces conditions, la basee,, s) est orthonormée. Le vecteur de polarisation
p% du mode transverse magnétique est alors défini par la nelatio

d_SXkd_

ko

On peut facilement vérifier que I'opérateur idenfitdans I'espace des vecteurs d’ondes
se décompose sous les trois formes équivalentes :

ko (kle,+wk)

1 = eect+e6e+ee
= KK+eg,+Ss
= ss+p9pd+kk

Avec ces notationgjv est I'opérateur tensoriel définit pauv - x = (v-X)u et s’exprime



sous forme matricielle comme :

UxVx  UxVy  UyVy

Considérons maintenant I'onde associée qui serait la réflade la premiére sur le
planz= 0. Dans ce cas, il est évident que le vectegarde la méme expression pour les
deux ondes, mais il n’en est pas de méme pour le vecteur tienitaila polarisation TM.
En effet, si 'on indice "u" 'onde montante, son vecteurmtie étank, = kI K +we, :

P = ko (kle,—wk)

Cas de I'onde évanescente.La composante de vecteur d’onde est alors imaginaire :
w = iK. Les deux vecteurs de polarisation en mode TM deviennent :

pU = kyl(kle,—ikk) (A.3)
p¢ = kl(kle,+ikR) (A.4)

Nous pouvons les décomposer sur la base normale :

p, = —(R+ie)/V2 (A.5)
p. = (R—ig)/V2 (A.6)

lIs s'écrivent :

p? =i(ap_+3py) _ _ i
{p” i(%p_+api) avec a=(x+vx-1)/v2, x=Kkl/kg

Ainsi, lorsque la composante parallele du vecteur d’ondgraante, le vecteur de polari-
sationpd tend vers la polarisation circulaire "-", et le vect@irtend vers la composante
circulaire "+".

Coefficients de Fresnel en réflexion. Avec les notations précédentes, pour une onde se
propageant dans le vide et se réfléchissant sur une intetféeeerre, les coefficients de
Fresnel en polarisation TE et TM s’expriment comme :

W1 —W>o
Skl = A7
K = A7)
Pkl = W1~ €2W2 (A.8)
W1 + E2Wo

L'indice 1 se référe au vide et 2 au verre.

Tenseurs de susceptibilité du champ en représentation de Boer. Dans la référence
[136], J.E. Sipe a montré que I'on peut obtenir une expredsés compacte des tenseurs
de Green du vide et de surface dans I'espace de Fourierelpriment de la maniere



suivante :

) ik§ dk! Kl (r—r)1wiz—2|
So(r,r’, wp) el vy {ss+p p }e‘

/ ik dkl b ikl (r =) rw(z2)
Ss(r,r’, ux) 2] w {r ss+rPpUp }e‘

Expression du champ électrique dans I'approximation de
Born

L’équation de Lippmann-Schwinger dans I'approximatiorBaen s’écrit :
E(r,0) = Eo(r, oo +/dr’ [So(r,r', o) +Ss(r, 1, w0)] X(r', wo)Eo(r', wo)

2 H .
— Eoff, ) +L/ / SS—f—pdpd}eIW'Z_Z,‘
4 {rss+rpp }e"’”” ]e'k (F=T%(r', wo)Eo(r’, o)

Afin de calculer 'amplitude des différents ordres diff@gtnous introduisons le dévelop-
pement de la susceptibilité du réseau :

X(r',wo) = Xo(wo)Pap(X,y)*Dr,L,(XY)
= 1si(xy) € [mlk—a/2,mLy+a/2]®[nLy—b/2,nLy+b/2]

ou Pap(X,y) est la fonction porte a deux dimensions de largawen x et b eny, et
Di,.L,(X,y) est le peigne de Dirac a deux dimensions, de périodigitét Ly. En injec-
tant cette expression dans A.9, on trouve, apres calcuh effectuant I'approximation
h<1/Ky:

€mn =

:—2Lt12(9,5))é—2 (ki) )s C(@) i

L Kmn

[(1-1— r°)SmnSmn+ pm7npm7n +r IDpm7npm7n] €

En une dimension, ce résultat devient :

a - h
= 5112(8.8) 20 A@sing 1) L (L4155 + PP+ TP -0

Km



Annexe B

Invariance du spectre d’'une chaine sans
boucles

Il s’agit ici de montrer que le spectre des vecteurs d’ond@mas d’'une chaine rami-
fiée sans boucle ne dépend pas de la forme du systeme. Cetinstéation a été effectuée
en collaboration avec Olivier Méjane (Laboratoire de Stafue et Probabilités, Univer-
sité Toulouse Ill). La méthode va étre présentée pour lanehdé la figure ci-dessous.
Nous admettrons que le résultat s'étend a toute chaine neartant pas de boucle.
Chaque champ est labellé par deux numéros : I'exposantiadénuméro de la branche

d’appartenance, et I'indice la position de 'anneau suleegl Ainsi, les chaines 1, 2, 3,

4 et 5 comportent respectivementn, p, g etr anneaux. Les fleches indique les sens de
rotation des ondes sortant des points de contact. Il y a denplun x x(p+1) x g xr
jonctions et 2x mx nx x(p+1) x g x r champs inconnus. Pour écrire les matrices de
couplage et de bouclage, nous ordonnons ceux-ci suivant :

A, ER ER ER ER, ER | EL
A, EZ ER E2 EZ, .. E?, EZ
As, B} EF B3 ER, .. .Ef | ES, Bs,
B4, ET, E*, B3, EXY, ... Ef 1, By,

Bs, E, EP E3, ER, ... ,EP® | E?
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Dans cette représentation, la matrice de couplage estrthégpar blocs, elle a la forme :

A EL A E2 A3 --- B3 By Ef Bs EP
7 _ C O Y
0 C
C 0
0 C
C 0
C =
0 C
C 0
0 C
C 0
- 0 C =
avec .
C:{irt Irt }, etr =+v/1—t2

L'expression de la matrice de bouclage est en revanche phaplexe. Elle s’écrit :

Dn A7 O O O

O Dn A2 O 0
0 0 0 Dy Eg
0 0 B 0 DO
avec :
g -
BY
nH =1245
Du= pour {v =m,n,q,r
B\L}l 1 2 9 )
et
0 -
B3 "
0 X
D3 = avec BH= T
83 [ X(l o) 0
p
. O -




XVi X VY2 X VY3

0 0 0
A= . A = . ,Az = ,
0 0 0
n
0 X 0 0 X"s
Es= yEa= . E5 = .
X"ns3 0 ' 0 0

et ol 2toh est, & 21 prés, I'angle entre deux points de couplage de I'anneau rmmé
appartenant a la brancipe De plus, pour les deux anneaux "A" et "B", ou se rejoignent
trois branches différentes, on a les relatigns y> +ys =n1+n2+n3 = 1.

Les blocs diagonaux concernent les anneaux d’'une mémehaaandis que les élé-
ments hors-diagonaux décrivent les jonctions entre |éérdiftes branches.

Déformation de la chaine. La forme de la chaine est complétement déterminée
par les valeurs des angle$, v, nj. Déformer ce systéeme, c’est donc faire varier ces
paramétres. La chaine la plus symétrique correspari-a1/2 ety; = nj=1/3.

\

FiG. B.1 — Chaine droite, correspondant aux parameétyes 1/2 ety; = nj=1/3.

La matriceBg correspondante s’écrira :

D A2 0 0 O
0 D2 AY 0 O
Bo=| A3 0 DS E} O (B.2)
0 0 0 0f EY
0 0 E o DY

Principe de la démonstration. Nous savons que les vecteurs d’ondes propres de ce
systéme sont les solutions de I'équationtetCB] = 0.

Considérons la fonctiom (a\‘,‘,w,nj,k,t) =defl—C(t) B(a\‘,l,yi,r]j,k)]. Nous allons
montrer queF ne dépend en fait que deett : les vecteurs d’ondes solutions de I'équa-



tion ¥ (k,t) = 0 ne dépendront alors plus de la forme de la chaine. Le pendgla
démonstration est de prouver que toutes les matBr(eté,l,yi,r]j,k) sont semblables a
Bo = B(11,21/3,21/3,K) , c’est-a-dire qu'il existe une matridetelle queB = PByP 1.

Nous allons chercher cette matriéesous la forme particuliére :

Lm O O O O
0O L, 0 0 O
P=| 0 0 L, 0 O avec
0 0 0 Ly O
0 0 0 0 L
1
0 I\ :
L'inverse est simplement :
L., o 0 0 o0
0o Lt o o0 o
Pi=| 0 o0 L' 0 o0 avec
0 0 0 Lt o
o o o o Lt
ANt 0 .
L ()= e k)
o= . o € (N) = 0 I/A
0 (AY)

Cette écriture assure qeet P~ commutent ave€. On aura alors :

7 (ab,vi,nj.kt) = defl—C(t)B(ay,yi,n;j. k)]
defP~tP—CP1(al,y,nj,k)BoP(a,yi,nj, k)]
defP~1(1—CBg)P]

—1
det[PI;’ (1—CBy)]

ce qui démontrera I'indépendance gevis-a-vis deal, y; etn;j. Nous allons maintenant
effectuer le calcul explicite de la matri€e



Calculde P. Nous devons résoudre I'équatiBp = P~1BP. Evaluons donc tout d’abord
le produit par bloc®1BP. Il est de la forme :

LmDm (Lm) ™t LmAg (L) ™2 0 0 0

0 LnDn (L)™' LnAz (L)t 0 0

PIBP=| LpAs(Lm)* 0 LpDp (Lp)™ LpEs(Lg) ™ 0
0 0 0 LqDq (Lg) " LqE4(Ly)™?
I 0 0 LrEs (Lp) ™ 0 LDy (Ly) L

LnDn(Ln)™t = DY
LpDp(Lp) " = DY
LqDq (Lg) " = D§
L Dy (Ly)"* = DY
LmA7 (Ly)t = AQ
LoAz (L)t = A
LpAs(Lm) ™" = A
LpEs(Lg) * = EY
LqEa (L)t = E
LiEs(Lp) ™ = Ef

Equations diagonales. Les produits diagonaux du tyjhe Dy (L u) “se développent
en:

XUMA, = XY2 =1 u—1
XA A = XY2 =1, u-1

On vérifie aisément que ces deux équations sont identiqeessdlutionsul“, l=2,...,1
sontdonc:

|- k_1/2
M= [l e 2)

Ainsi, la connaissance d€, permet de caractériser tous les coefficients. Nous n’avons
donc plus que 5 inconnued™, A] AP AT etA].

Equations hors-diagonales. En développant ces expressions, on obtient :
LmA1 (Ln) T=A2  —  XUAP/A]=Xx1/3
LnAz (L)t =A0 X2 A}/AD = X132
LpAs(Lm) '=A%  —  XBAP/AA]=xY3
LpEs (Lg) =A% —  XBAB/AI=x2

l



LqEa(Lr) T =A2 —  X¥AJ/AL=Xx13
LiEs(Lp) T=A? —  XWAp/AD=XY3
Les relationsy; + Y2 + Y3 = N3+ N4+ Ns = 1 assurent la compatibilité de ces équations.
Onadonc:
Ap = XVm/3)\]
AP = x/3ve\m
q_ ywns—1/3
A = XN 130
VD SARION:

OrApIA [ etAl = X¥/3¥2AIM donc les coefficients], AL, A etA] sont tous proportion-
nels @AY, ce qui termine la démonstration.



Annexe C

Programme Mathematica : chaine
orientable

Ce code a été écrit par Renaud Mathevet. Il est présentérite systéme de quatre
anneaux "en tréfle" déja étudié dans le paragraphe 9.5 :

E.

Les notations sont celles utilisées dans le programmentadte:

» cet algorithme ne permet pas de traiter les systemes coampateés dégénéres-
cences, tels que les quatres anneaux "en cercle",

» en plus des entrées principales "nceuds", "anneaux”, "Bb'etil'faut veiller a
rentrer la géométrie du systeme "a la main" dans la dernantéepdu programme
(paragrapheisualisation des modes propres
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Recherche des frequences et modes propres d'un systeme
d’anneaux orientable.

Définition du réseau :
1) nb de noeuds et d’ anneaux;
2) lamatrice B, telle que :
Bij = n° de I’ anneau auquel appartient la branche qui va du
noeudiau noeud j: By, =2 signifie que la branche b,,
relie le noeud 2 au noeud 2 dans I’ anneau 2.
L’ anneau4relielesnoeuds1a2, 2a3et3al.
3) lamatrice ¢, quidonnel’ angle entre les deux extrémités de la
branche : p5, = 2 7 signifie que la branche by, faitun tour : ¢’ estun
anneau complet comme on peut le vérifier car By, # 0 (¢’ est méme
I’anneau 2 car By, = 2).
P12 = Pa3 = w31 = 2/ 3 signifie que les 3 anneaux 1 a 3 sont
disposés régulierement a 120 °les uns des autres autour
del’ anneau 4. La somme des phases doit étre 2 x fois le nombre
d’ anneaux (cf. dessins de la derniére cellule).

noeuds = 3;
anneaux = 4;

1 40
B=[0 2 4];

4 0 3

H wlr O

];

Apply[Plus, Flatten [ _E(f_] ] - anneaux
7

0



b: matrice indiquant si une branche existe ou non;

branches: nb de branches. Dans I’exemple il y a 6 branches: les 3 anneaux1a 3
correspondent aux termes diagonaux, les 3 branches de I’'anneau 4 aux termes
hors—-diagonaux. Il y a autant de champs inconnus que de branches.
nobranche[[i]]: donne les indices de la branche, c’est-a-dire les noeuds extrémes
associés au champ inconnu i (ex e[1] est le champ sur la branche b, , donc
I’anneau 1).

CP=matrice de couplage/propagation des champs inconnus

b=Map[If[#>0, 1, 0] & B, {2}];

b // MatrixForm

branches = Apply[Plus, b // Flatten]
champs = Array|[e, branches]
nobranche = Position[b, 1, 2]

CP = 0 IdentityMatrix[branches];

CP // MatrixForm

1 10
01 1
1 01

6
{e[1l], e[2], e[3], e[4], e[5], e[6]}

({1, 1}, {1, 2}, {2, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {3, 3}}

00 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O
0 0 0 00 O
0 0 0 00 O
0 0 0 00 O
0 0 0 00 O

Les branches qui partent du noeud i sont b;, etb;, : elles sont associées
aux deux coefficients non nuls sur laligne i de B.

Les branches qui arrivent noeudi sontb,,; etb, : elles sontassociées
aux deux coefficients non nuls sur la colonneide B.

departs[i] = {{n°anneaudu lien by, {i, k}}, {n°anneaudu lien by, {i, 1}}},
et inversement pour les arrivées.

departs[i_] :=Map[{#, Flatten[{i, Position[B[[i]], #]1}]1} &, Select[B[[i]], #> 0 &]]
arrivees[i_] :=
Map[{#, Flatten[{Position[Transpose[B] [[i]], #], 1}]} &, Select[Transpose[B][[i]], #> 0 &]]

Table[departs[n], {n, noeuds}]
Table[arrivees[n], {n, noeuds}]

({1, {1, 13}, {4, {1, 2333, {{2, {2, 2}}, {4, {2, 3}}}, {{4, {3, 1}}, {3, {3, 3}}}}

({01, {1, 13}, (4, (3, 1313, ({4, {1, 2}}, {2, {2, 2}}), ({4, {2, 3}}, {3, {3, 3}}}}



Construction de CP pas a pas

arrivees[1]={{1,{1,1}},{4,{1,2}}}

departs[1]={{1,{1,1}},{4,{3,1}}}

signifie que le noeud 1 couple les anneaux 1 et 4 par les extrémités finales de
by, et by (soient S;4 et S;31 les champs associés) et les extrémités initiales de
by, et byo(soient E;4 et E;; les champs associés).

Soit C, =( iil 1:1 ) la matrice de couplage du noeud 1. On a alors
1 1
Ei1\_ S11
(Elz )'Cl ( Sa; )

Ikon
On construit la matrice de phase y, :( S )=¢1 ( 11 ): ( B2 0 )

- - S21 E3; 0 Elk¢n
11 11
et (Elz )'Cl ¥ (E31 )

Puisque nobranche E;; =e[1], E;>=€[2] et E3; =€e[5], 0n a:

e[1] = (C1 ¥1)11€[1]+(C1 Y1), €l5]

e[2] = (Cq Y1)y e[1]+(C Y1), €[5]

soit CPy1 = (Cq ¥1)11, CP15 = (C1 ¥1)12, CP21 = (C1 ¢1)21 €t CPas = (Cy ¥1)5,.

On recommence pour tous les noeuds, ce qui permet de construire CP.

= Dans un premier temps, on ordonne les départs et arrivées: le 1er départ appartient alors au
méme anneau que la premiere arrivée. Nécessairement les seconds aussi!

in = arrivees[1]

out = departs[1]

If[in[[1, 1]] !=out[[1l, 1]], out = Reverse[out]];
in

out

({1, {1, 1}}, {4, {3, 1}}}
({1, {1, 1}, {4, {1, 2}}}
({1, {1, 13}, {4, {3, 1}}}

({1, {1, 13}, {4, {1, 2}}}



= Aux arrivées au noeud (in), on retrouve les champs inconus en début de branche déphasés
par la longueur de la branche.

coeff[mat_, {i_, j_}] :=Part[mat, i, j]
phil = coeff[p, in[[1, 2]]]
phi2 = coeff[p, in[[2, 2]]]

r It EI kphil 0
cy = ( ) . A
It r 0 rI kphi2
cy // MatrixForm
27
27
3

E2Tk7T y  TETTC t

21k

IE?2Ik"t ET3F 1

= On récupere les n°des champs correspondant aux branches de sortie (01,02) et d’entrée
(i1,i2). De plus, o1 et i1 appartiennent au méme anneau, ainsi que 02 et i2 :
chps: 1ere ligne les n° des champs de sortie, 2éme ligne les champs d’entrée, 1ére colonne 1er
anneau, 2eme colonne 2eme anneau.
posCP][][i,j]] donne alors la position dans CP du coefficient (cy);;

ol = Position[nobranche, out[[1, 2]]]

o2 = Position[nobranche, out[[2, 2]]]

il = Position[nobranche, in[[1l, 2]]]

i2 = Position[nobranche, in[[2, 2]]]

chps = Flatten[Transpose[{{ol, o2}, {il, i2}}, {3, 4, 1, 2}], 2]

posCP = Table[{chps[[1, j]l], chps([[2, i]1]}, {3, 2}, {i, 2}]

For[i=1, i<=2, i++, For[j=1, j<=2, j++, CP = ReplacePart[CP, cy[[i, j]], posCP[[i, jI1111
CP // MatrixForm

({13}
({21}
({11}
{{5}}
({1, 2}, {1, 5}}

{({{1, 13, {1, 53}, {{2, 1}, {2, 5}}}

2Tk

E2Tk7y 0 0 0 IE™S t O
IE2Ik7"¢t 0 0 0 E-3° 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0 0



construction de CP directe
coeff[mat_, {i_, j_}] :=Part[mat, i, j]

coefCP[n_] :=Module[{in, out, phil, phi2, cy, chps, posCP},
in = arrivees|[n];
out = departs[n];
If[in[[1, 1]] !=out[[1l, 1]], out = Reverse[out]];
phil = coeff[o, in[[1, 2]]11;
phi2 = coeff[¢, in[[2, 2]]];

r It ETkphil 0
cy = ( ).( . );
It r 0 gIkphi2
chps =

Flatten[Transpose[{{Position[nobranche, out[[1, 2]]], Position[nobranche, out[[2, 2]]]},
{Position[nobranche, in[[1, 2]]], Position[nobranche, in[[2, 2]]]1}}, {3, 4, 1, 2}], 2];
posCP = Table[{chps[[1, j]1], chps[[2, i]11}, {]J, 2}, {i, 2}];
For[i=1, i<=2, i++,
For[j=1, j<=2, j++, CP = ReplacePart[CP, c¥[[i, j]], posCP[[i, 311111;]

action des différents noeuds

CP = 0 IdentityMatrix[branches];
CP // MatrixForm

coefCP[1]

CP // MatrixForm

CP = 0 IdentityMatrix[branches];
coefCP[2]

CP // MatrixForm

CP = 0 IdentityMatrix[branches];
coefCP[3]

CP // MatrixForm

000000
000000
000000
000000
000000
000000
E2TX7r 0 0 0 IE-T-t 0
IE2I%"t 0 0 0 ESTr 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0 0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
0 IEZS t E2IkTyr 0 0 0
0 B r IE!IXTt 0 0 0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 00 E-5"r 0 IE2IF7T¢
0 0 0 TE-" t 0 E2Ikryp




action simultanée de tous le noeuds

CP = 0 IdentityMatrix[branches];

CP // MatrixForm

For[n =1, n <= noeuds, n++, coefCP[n]]
CP // MatrixForm

00000 O
0000 0 O
0000 0 O
0000 0 O
0000 0 O
0000 0 O
E2IKT 0 0 0 IE t 0
TE2TRT ¢ 0 0 0 S 0
0 TE“S" t E2IkTy 0 0 0
0 S TER2IRT g 0 0 0
0 0 0 ET5 r 0 TE2TK7 ¢
0 0 0 TR 0 E2Tk7 ¢
e[1] e[1] e[1] 0
Soitdoncarésoudre| ... |=CP| ... |, ouencore (CP -Id) =
e[6] e[6] e[6] 0

Il n’ existe de solutions non nulles que si det (CP - Id) (k) = 0, dont les solutions k
sont les vecteurs d’ ondes propres du systéme.
21k .. Arg[X]
OnposeraX=E“"*"ett=V1-r2. Ainsik = .
T
Les valeurs propres sont triées par valeur

croissantede k alalimiter - 0.

rglX = E* -> X TR ;

rglr=t ->V1-1r2;

CPX = (CP - IdentityMatrix[branches]) /. rglX /. rglr;
CPX // MatrixForm

det = Det [CPX]

~1+rX 0 0 0 1+/1-r2 x1/3 0
I+1-r2 x -1 0 0 r x1/3 0
0 IV1-r2 xt/3 -1+rX 0 0 0
0 r x/3 I+1-r2 x -1 0 0
0 0 0 r x1/3 -1 I1+1-r2 x
0 0 0 I+/1-1r2 x/3 0 “1+rX

1-3rX-r’X+6r?x*-3rx’-r3x®+x*



Xpropres = Solve[det == 0, X] // Simplify;
Xpropres = Sort [Xpropres, Arg[X /. #1 /. r->0.] <Arg[X/. #2 /. r->0.] &]

{{Xei (3r+r3—\/8+r2 +1r2 /8 + 12 —\/?\/(—l+r2) <4+7r2+r4+3r\/8+r2 +r3 \/8+r2>)},

is

3r+rd 48412 —r2 /8412 —2\/—2—6r2+%r2 (3+r2)2—%(—1+r2)\/8+r2 (3r+1r3) },

{Xe

e

bed
N

{

{Xe

(3r+r3+\/8+r2 —r? /8 +1r2 +\/_§\/(—1+r2) (4+7r2+r4—3r\/8+r2 - r3 \/8+r2))},
(3r+r3—\/8+r2 +12 /8 + 12 +\/?J(—l+r2) (4+7r2+r4+3r\/8+r2 +r3 \/8+r2))}}

S

Tracé des fréquences propres: les tracé du module permet de vérifier que X est
toujours de module 1 donc peut s’écrire E'27k, Attention : le tracé est fait a
couplage croissant, c’est-a-dire r décroissant. Pour les dessins, une levée de
dégénéréscence artificielle est imposée autour de r=1/2.

levdeg[x_/; x<= .4] :

levdeg([x_/; x>= .5] : ;
levdeg[x_/; x< .5&&x> .4] :=1.;

.7

nn
oo

plk = Show[GraphicsArray[{Plot [Evaluate[ (Abs[X /. Xpropres] /. r->1-u)
Table[l+ .1 ((n-1) / (anneaux-1) - .5) levdeg[u], {n, anneaux}]], {u, 0, 1},
i i
PlotStyle -> Table [Dashing[{o .02 *N[—] , 0.02 *N[—] }] , {1, anneaux}] ,
anneaux anneaux
DisplayFunction -> Identity, PlotRange -> {.9, 1. 1}] ,
Arg[X /. Xpropres]
27

Plot[Evaluate[ /. r—>1—u], {u, 0, 1},

PlotStyle -> Table [Dashing[{0.02 *N[—i—], 0.02*N[—i—]}], {i, anneaux}],

anneaux anneaux
DisplayFunction -> Identity] }] ] ’
1.1 E
.3 T
1.05 o 2 ///’//
I ) -
- i o
0.2 04 0.6 0.8 1 06406 0.8 :
| -0.1 ~
. -0.2 R
S
o

Les modes propres s’obtiennent alors pour chaque valeur propre en résolvant le
systéme couplé d’équations avec une valeur imposée.

modepropre[Xp_] :=Join[{e[l] » 1}, Solve|
(CPX /. Xp) .ReplacePart[champs, 1, 1] == Table[0, {i, branches}], Drop[champs, 1]]] // Flatten

modes = Map [modepropre, Xpropres];



plm = Show[GraphicsArray[Table[{Plot [Evaluate[Abs [champs /. modes[[no]] /. r->1-u]
Table[l+ .2 ((n-1) / (branches -1) - .5) levdeg[u], {n, branches}]], {u, 0, 1},

i
PlotStyle -> Table [Hue [ —] , {1, branches}] , DisplayFunction -> Identity,
anneaux

Arg[champs (1-0.001I) /. modes[[no]] /. r->1-u]

PlotRange -> All] , Plot [Evaluate[ 5
7

Table[l+ .2 ((n-1) / (branches -1) - .5) levdeg[u], {n, branches}] ] ,

i
{u, 0, 1}, PlotStyle -> Table[Hue[—-] , {1, branches}] ,
anneaux

DisplayFunction -> Identity, PlotRange -> All] }, {no, anneaux}] ] ] ;

Visualisation des modes propres

El = Circle[{0, 2}, 1, {0, 2x}];
E2 = Circle[{0, 0}, 1, {n/2, 4x/3}];

E3=Circle[{N[—'\/?], -1}, 1, {0, 27} ];
E4 = Circle[{0, 0}, 1, {-2n /3, -/ 3}];

E6 = circle[{N[V3], -1}, 1, {0, 27}];
E5 = Circle[{0, 0}, 1, {-n/3, n/2}]1;
Etot = {E1, E2, E3, E4, E5, E6};

Show[Graphics[Etot], AspectRatio->1/1.093]

= Graphics =

desmodes[no_, refl_] :=
Transpose[{Map[Thickness[.02 #] &, Abs[champs /. modes[[no]] /. r -> refl]], Etot}]

Show [GraphicsArray [

Table [Table[Graphics[{Dashing[{o .04 L, 0.04 L]»] , desmodes[no, ref] },
anneaux anneaux

.98
AspectRatio -> 1/1.093], {no, anneaux}], {ref, 0.01, .99, T}]]]
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