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Chapitre 1

Introduction générale

Si la manipulation d’atomes neutres par la lumière s’est développée depuis une tren-
taine d’années [1, 2], l’étude de leur interaction avec des champs optiques confinés au
voisinage d’une surface est un domaine relativement récent. C’est en 1982 que R.J. Cook
et R.K. Hill [3] décrivent le principe du miroir atomique : unfaisceau d’atomes peut être
dévié par une onde évanescente se propageant à la surface d’un prisme si la fréquence
du rayonnement est légèrement supérieure (de l’ordre de quelques largeurs de raie) à la
fréquence de transition des particules. Elles subissent alors une force dite "dipolaire", qui
résulte de l’interaction du gradient de l’intensité lumineuse avec le dipole atomique induit
par le champ électrique.

E

FIG. 1.1 – Principe du miroir atomique.

Le premier miroir atomique a été réalisé expérimentalementpar V.I. Balykin et V.S.
Lethokov en 1987 [4, 5]. Suite à ce premier succès, de nombreux dispositifs de manipu-
lation d’atomes ont été développés sur le même principe. Dans les années 1990, plusieurs
équipes proposent et démontrent expérimentalement le guidage d’atomes par une onde
évanescente confinée au voisinage de la paroi d’une fibre optique creuse de diamètre
micronique [6, 7, 8]. Ce domaine s’est également enrichi destechniques de refroidisse-
ment des atomes neutres développées dès le début des années 1980 [2, 9, 10, 11], pour
lesquelles S. Chu, C. Cohen-Tannoudji et W.D. Phillips ont reçu le prix Nobel en 1998
[12, 13, 14]. Ainsi, l’utilisation de plusieurs champs évanescents, combinée avec les tech-
niques de refroidissement, permettent de réaliser des pièges de surface contenant une
population dense d’atomes froids [15, 16, 17, 18]. C’est actuellement une voie utilisée
pour l’étude de la condensation de Bose-Einstein.

Un des principaux domaines de recherche en optique atomiquedans les années 1990
est la diffraction d’atomes neutres. Les premières expériences ont été réalisées en trans-

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

mission à travers des réseaux optiques à ondes stationnaires, obtenus par superposition de
deux faisceaux laser se propageant en sens opposé [19, 20, 21, 22] (figure 1.2-a). En 1988,
D.E. Prichardet al. réalisent la diffraction d’un faisceau atomique avec un réseau maté-
riel [23]. Puis, suite aux observations de déviations d’atomes par une onde évanescente,
J.V. Hajnal et G.I. Opat ont proposé en 1989 de faire interférer deux ondes de surface
de manière à créer un réseau de diffraction en réflexion [24].L’expérience a été réalisée
quelques mois plus tard par les auteurs [25]. Ces réseaux optiques de surface ont depuis
fait l’objet de nombreuses études théoriques et expérimentales [26, 27].

Un enjeu important de la diffraction est la création d’un dispositif permettant la sé-
paration d’un faisceau atomique incident en deux faisceauxcohérents (séparatrice ato-
mique). L’objectif est la réalisation d’interféromètres de grande précision qui permet-
traient d’effectuer des mesures expérimentales extrêmement fines dans le domaine de la
mécanique quantique ou de la relativité générale [28, 29]. Les interféromètres tels que
celui représenté sur la figure 1.2-b sont d’autant plus précis que la surface délimitée par
les deux bras est grande. Ainsi, une question importante a été l’augmentation de l’angle
de séparation des faisceaux. Une solution consiste à diminuer la période, mais celle des
réseaux qui utilisent des ondes stationnaires est limitée àla demi-longueur d’onde du
champ électromagnétique.

hω hω
g

(a)
(b)

FIG. 1.2 – (a) Réseau de diffraction en transmission. (b) Interféromètre à bras séparés
sensible à la gravité.

Cette limite semble infranchissable dans le cas des réseauxen transmission, obtenus
par superposition cohérente d’ondes propageantes libres.En effet, il est connu que le
champ électromagnétique varie alors spatialement sur une échelle dont la valeur mini-
male est une fraction de la longueur d’onde (limite de diffraction). En revanche, si cette
limite concerne les ondes électromagnétiques libres, l’amplitude d’une onde évanescente
peut varier sur une distance beaucoup plus courte. De nombreuses expériences et études
théoriques ont en effet montré que des objets de dimensions sub-longueur d’onde étaient
capables de confiner la lumière dans leur voisinage immédiat[30]. L’amplitude du champ
électromagnétique varie alors sur une échelle bien inférieure à la longueur d’onde. C’est
l’optique de champ proche qui étudie l’ensemble des phénomènes optiques associés au
confinement de la lumière par des objets déposés sur une surface.

Ainsi, A. Robertset al.ont proposé en 1996 de déposer sur le prisme un réseau maté-
riel de période sub-longueur d’onde [31, 32]. L’onde de surface est alors confinée par les
nanostructures : il en résulte une modulation périodique del’amplitude du champ électro-
magnétique, de période identique à celle du réseau matériel. Un autre point de vue est de
dire que l’onde évanescente est diffractée par le réseau de nanostructures : la modulation
provient alors de la superposition cohérente des différents ordres de diffraction.
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(a) (b)

E

FIG. 1.3 – (a) Diffraction d’atomes par une onde évanescente nanostructurée. (b) Enton-
noir atomique composé de deux anneaux résonants. Les atomessont concentrés radia-
lement par l’action de forces dipolaires. Le mode d’excitation des anneaux n’a pas été
représenté.

Une part importante de ce mémoire de thèse est consacrée à l’étude théorique d’une
expérience de diffraction d’atomes froids par un tel réseauoptique (figure 1.3-a). L’uti-
lisation d’atomes froids permet d’augmenter significativement l’angle de diffraction en
diminuant leur longueur d’onde de de Broglie. Dans la première partie, nous étudions en
détail la structure tridimensionnelle du champ proche obtenu par couplage d’une onde
évanescente avec un réseau matériel sub-longueur d’onde unidimensionnel ou bidimen-
sionnel. Nous commençons par décomposer le champ électromagnétique sur l’ensemble
de ses composantes diffractées. Une étude portant uniquement sur les vecteurs d’ondes
des harmoniques du rayonnement permet de comprendre comment la structure spatiale
du champ se modifie en fonction des paramètres du réseau et de la géométrie d’illumi-
nation. Cette partie se termine par l’exposé d’un algorithme de calcul exact du champ
proche diffracté par un objet périodique, puis par un calculnumérique de l’intensité élec-
trique dans plusieurs configurations expérimentales.

Dans la deuxième partie est abordée l’étude de la diffraction atomique par le champ
optique précédent. Nous commençons par la description de l’interaction atome-champ
au moyen des équations de Bloch optiques. Deux modèles de structure interne atomique
sont envisagés. La description la plus simple ne prend en compte que deux niveaux. Dans
ce cas, et sous certaines hypothèses, le potentiel d’interaction est un scalaire proportion-
nel à l’intensité du champ optique. Puis, afin d’étudier l’influence de la polarisation du
champ proche sur la diffraction, nous introduirons un second modèle prenant en compte
la structure fine de l’atome. Nous poursuivrons par une description analytique de la dif-
fraction atomique qui nous permettra de dégager et d’interpréter les paramètres pertinents
intervenant dans le processus de diffraction. Cette étude est complétée par l’exposé d’un
algorithme de propagation de paquets d’ondes. Cet algorithme est appliqué à l’étude de la
diffraction atomique par un réseau uni- ou bidimensionnel et les résultats sont comparés
aux calculs analytiques.

Dans la dernière partie de ce mémoire, nous nous intéresserons à une autre applica-
tion de l’optique de champ proche à la manipulation d’atomes: l’utilisation de champs
optiques confinés pour la nanolithographie. Le principe repose sur la création d’un enton-
noir atomique permettant la déposition d’atomes dans un petit volume sur une surface,
de manière à créer une nanostructure de forme arbitraire. Unpremier dispositif a été pro-
posé en 1996 puis réalisé en 2001 par M. Ohtsuet al. [33, 34]. Il consiste en un miroir
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atomique conique (axicon) percé d’un trou à son extrémité. Des atomes froids effectuent
plusieurs rebonds dans l’onde évanescente, et sont conduits par la gravitation jusqu’au
trou de sortie, par lequel ils s’échappent en une fine colonne.

La géométrie à laquelle nous nous intéressons est différente (voir figure 1.3-b). Le
principe est de concentrer un faisceau d’atomes froids en chute libre au moyen de forces
dipolaires, proportionnelles au gradient de l’intensité du rayonnement. Afin d’obtenir des
gradients importants, l’utilisation d’anneaux diélectriques de section sub-longueur d’onde
est envisagée. Ces structures se comportent comme des cavités Fabry-Pérot et exaltent le
champ électrique lorsque la longueur d’onde du champ d’excitation obéit à une condition
de résonance spécifique. Lorsque plusieurs anneaux sont couplés, les résonances indivi-
duelles sont alors remplacées par des résonances collectives, de longueurs d’onde modi-
fiées.

Il s’agit principalement dans ce mémoire d’étudier différents arrangements de ces
résonateurs dans le but de trouver une configuration optimale de champ permettant la
concentration des atomes. Dans un premier chapitre, nous décrivons une méthode numé-
rique exacte fondée sur les fonctions de Green dyadiques du champ électromagnétique qui
permet de calculer le champ proche diffracté par une structure de forme quelconque sup-
portée par une surface. Dans une deuxième partie, nous introduisons un modèle analytique
simplifié permettant de décrire le spectre ainsi que la structure modale d’un ensemble de
résonateurs annulaires couplés. Ce modèle permet d’interpréter les cartes de champs et
les spectres calculés numériquement.

Le champ proche optique étant une notion centrale de ce travail, nous commençons
par en donner un bref panorama.

1.1 Notion de champ proche optique

La notion de champ proche désigne une large classe de phénomènes de surface ren-
contrés dans beaucoup de domaines de la physique. En mécanique quantique, il désigne
par exemple l’extension de la fonction d’onde électroniqueen dehors des limites phy-
siques d’un conducteur. En physique du solide, la surface d’un cristal ionique impose
naturellement un champ statique évanescent dans le vide. Ces différents aspects ont été
exposés en détails par C. Girardet al.dans l’article de revue [35].

En optique, la notion de champ proche peut être introduite à partir d’une approche très
simple exposée par J.J. Greffet dans la référence [36]. Dansun repère cartésien(0xyz),
considérons une distribution de champ électrique monochromatiqueE(x,y,z)e−iωt dans
le vide, de pulsationω. Nous allons nous intéresser à son comportement au voisinage du
planz= 0, qui pourra représenter par exemple le plan d’un dioptre oula surface d’un objet
diffractant. Il obéit à l’équation d’Helmoltz homogène, dans laquelle le temps n’intervient
plus explicitement :

∆E(x,y,z)+
ω2

c2 E(x,y,z) = 0 (1.1)

où ∆ est l’opérateur laplacien etc est la vitesse de la lumière dans le vide. Le champ
électrique peut être décomposé comme une somme d’ondes planes selon les variablesx
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ety :

E(x,y,z) =

Z Z

Ẽ(u,v,z)ei(ux+vy)dudv (1.2)

En injectant cette décomposition dans 1.1, nous trouvons :

d2Ẽ(u,v,z)
dz2 +

(
ω2

c2 −u2−v2
)

Ẽ(u,v,z) = 0 (1.3)

Cette expression est une équation différentielle d’une seule variablez, dans laquelleu
et v interviennent comme des paramètres. La solution générale est une somme de deux
exponentielles complexes de la forme :

Ẽ(u,v,z) = A(u,v)eiwz+B(u,v)e−iwz avec w =

√

ω2

c2 −u2−v2 (1.4)

Si l’on suppose que le champ se propage uniquement dans la directionz > 0, le terme
B(u,v) est nul et par conséquent :

E(x,y,z) =
Z Z

Ẽ(u,v,0) ei(ux+vy+wz)dudv (1.5)

Pour calculer les amplitudesẼ(u,v,0) dans le planz= 0, on utilise la formule d’inversion :

Ẽ(u,v,0) =
1

4π2

Z Z

E(x,y,0)e−i(ux+vy)dxdy

Ainsi, on peut déduire de l’expression du champ électrique sur une interface la valeur de
ce champ dans tout le demi-espacez> 0. Ceci est un cas particulier du théorème de Green
bien connu en optique, fondement des diffractions de Fresnel et de Fraunhofer en champ
lointain par un objet d’amplitude ou de phase s’interposantsur le trajet d’une onde plane.

Le point clé de ce raisonnement est que la composantew du vecteur d’onde peut être
soit réelle soit imaginaire. Cette différence est à la base d’une distinction entre champ
lointain et champ proche :

◮ w est réel siu2+v2 ≤ ω2/c2. Il s’agit des basses fréquences spatiales. Les compo-
santes de Fourier correspondantes se propagent dans la direction du vecteur d’onde
(u,v,w =

√

ω2/c2−u2−v2). Leur amplitude peut alors être mesurée par un dé-
tecteur placé en champ lointain. Cette méthode nous donne accès au spectre de
Fourier des basses fréquences spatiales du champ électrique ;

◮ en revanche, lorsqueu2+v2 > ω2/c2, w est imaginaire et le champ s’atténue expo-
nentiellement avec la hauteurz, sur une distance 1/

√

u2+v2−ω2/c2. Le champ,
dit évanescent, ne se propage plus que selon la direction(u,v,0) parallèle à la sur-
face. Cela signifie que les détails de sa structure (hautes fréquences spatiales) sont
confinés au voisinage du planz = 0, et ne peuvent pas être détectés en champ
lointain.

Le champ proche est la partie du rayonnement qui n’est composée que de ces contribu-
tions évanescentes. Il est donc localisé au voisinage de la surface.
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Génération et observation du champ proche. L’optique de champ proche a d’abord
été développée dans le but de dépasser la limite de résolution des instruments d’optique
travaillant en champ lointain. Il est en effet connu que l’observation d’un objet au moyen
d’un microscope optique classique se heurte à une limite de résolution donnée par l’ex-
pression :

d = 1,22
λ

2nsinθ
où n est l’indice du milieu dans lequel se trouve l’échantillon,θ le demi-angle d’ouverture
du microscope etd le diamètre minimal de l’objet observé. Cette relation, connue sous le
nom de critère de Rayleigh, provient du fait que tout point source placé au point focal ob-
jet du système imageur créé sur l’écran d’observation une tâche de largeurd. Son origine
physique est la limitation de l’étendue spatiale du champ électromagnétique par l’instru-
ment lui-même. Ainsi, l’ordre de grandeur de la résolution d’un microscope classique est
la demi-longueur d’onde.

C’est en 1928 que E. Synge propose d’utiliser la lumière émergeant d’un trou sub-
longueur d’onde pratiqué dans un écran opaque afin de fabriquer une source de lumière
extrêmement localisée [37]. Approchée de la surface à une distance inférieure à la lon-
gueur d’onde, elle illumine une portion de l’objet observé sur une dimension de même
ordre de grandeur. Le champ diffracté, détecté en champ lointain, permet alors d’accéder
à des détails de l’objet bien en dessous de la limite de résolution imposée par le cri-
tère de Rayleigh. Cette expérience a été réalisée beaucoup plus tard dans le domaine des
micro-ondes par E.A. Ash et G. Nicholls en 1972 [38]. Ils ont effectivement obtenu une
résolution de l’ordre deλ/60. Cependant, la technologie de l’époque ne permettait pasde
réaliser les mêmes performances dans le domaine de l’optique visible. Il faudra attendre
1984, après le développement du microscope à effet tunnel électronique en 1982, pour
que soit créé sur le même principe le premier microscope optique en champ proche par
D. Pohl [39].

Depuis, de multiples méthodes d’observation en champ proche ont été développées.
Une amélioration importante a été de remplacer le trou par une pointe métallisée jouant
le même rôle tout en éliminant les défauts liés au contact entre la sonde et l’échantillon.
Aujourd’hui, de nombreux types de microscopes se distinguent suivant le mode d’illu-
mination, le type de la pointe, le mode de collection. Il ne s’agit pas ici de faire une
énumération de tous les systèmes de microscopes optiques dechamp proche. Pour illus-
tration, nous indiquons sur la figure 1.4 deux configurationsclassiques de microscopes en
transmission.

La première configuration, dite SNOM, pourScanning Near-field Optical Microscope,
repose sur la détection en champ lointain de la lumière rayonnée par l’échantillon. L’éclai-
rage se fait dans ce cas par la pointe, l’échantillon convertissant le champ évanescent en
ondes propagatives. La pointe est la plupart du temps recouverte d’une couche métallique
afin d’avoir une meilleure localisation de la lumière.

La deuxième configuration est celle qui se rapproche le plus de la géométrie étudiée
dans ce mémoire. Elle fait partie de la famille des microscopes à effet tunnel optique,
analogue électromagnétique du microscope à effet tunnel électronique, et porte le nom
dePhoton Scanning Tunnelling Microscope(PSTM). La surface sur laquelle est déposée
l’échantillon est ici éclairée en champ lointain par une onde plane sous un angle supérieur
à l’angle critique de réflexion totale. En surface règne doncune onde évanescente couplée
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FIG. 1.4 – Deux configurations classiques en microscopie optique de champ proche : (a)
SNOM ; (b) PSTM.

avec l’échantillon. La pointe d’observation collecte le signal en convertissant ces modes
localisés en modes propagatifs. Ce type de microscopie a étédéveloppé pour la première
fois simultanément en France et aux États-Unis (voir références [40, 41, 42]).

Cependant, de nombreuses études ont montré qu’il n’y a pas toujours de relation di-
recte entre la mesure effectuée et la topographie de l’objet. La nature de la grandeur
détectée dépend en effet fortement de la configuration adoptée et parfois également de la
longueur d’onde. E. Devauxet al.ont montré en 2000 [43] qu’une pointe métallisée avec
de l’or en configuration PSTM permet de détecter, selon la longueur d’onde, l’intensité
du champ magnétique ou bien celle du champ électrique. Au contraire, pour une pointe
diélectrique, c’est toujours le champ électrique qui est détecté. De même, C. Chicanne
et al. [44] et G. Colas des Francset al. [45] ont mis en évidence le fait que, sous cer-
taines conditions expérimentales, c’est la densité localed’états photoniques, analogue de
la densité locale d’états électroniques en physique du solide, qui est mise en évidence
en configuration SNOM. De nombreuses recherches sont actuellement orientées vers la
possibilité de remplacer la pointe, dont l’extrémité est del’ordre de quelques dizaines de
nanomètres, par une molécule unique [46, 47].

Actuellement, l’optique de champ proche et les différentesmicroscopies associées
sont devenus un outil privilégié d’étude de nombreux phénomènes optiques de surface,
ainsi que pour l’excitation de nanoparticules diélectriques ou métalliques [48, 49] et de
molécules fluorescentes par des structures sub-longueurs d’onde [50, 51, 52]. Dans ce
contexte, l’étude du transport de la lumière dans des structures de section sub-longueur
d’onde suscite beaucoup d’intérêt [53, 54, 55, 56]. Certains aspects de cette nouvelle
discipline vont être abordés dans la troisième partie de ce mémoire.

La simulation numérique du champ proche optique constitue une part importante de
ce travail de thèse, aussi allons-nous présenter brièvement les méthodes les plus fréquem-
ment utilisées dans ce domaine.
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Méthodes numériques en optique de champ proche.Depuis l’établissement par J.C.
Maxwell des équations de base de l’électromagnétisme, on dispose d’un outil permet-
tant une description a priori exacte du champ électromagnétique régnant dans un système
donné. Toutefois, ces équations ne sont solubles que dans unnombre restreint de cas
limites ou pour des systèmes présentant une symétrie élevée. Par exemple, la théorie sca-
laire de la diffraction établie dès le XVII ème siècle par Huygens puis par Fresnel a été
justifiée par Sommerfeld à la fin du XIX ème siècle, mais ne décrit que le champ lointain.
En 1908, G. Mie a établi une théorie permettant de décrire le champ diffracté par une
sphère conductrice ou diélectrique, qui a souvent été utilisée afin d’étudier l’influence
du rayon de la pointe du microscope sur les images obtenues avec un PSTM [57]. H.A.
Bethe en 1944 [58] a décrit la diffraction de la lumière par une ouverture sub-longueur
d’onde, dont les prédictions ont été confirmées expérimentalement par E. Betziget al.en
1993 [59]. Avec l’émergence de la microscopie optique de champ proche, il est devenu
nécessaire de diposer d’outils théoriques précis afin de comprendre l’origine des images
acquises [60]. La description précise des phénomènes d’optique de champ proche dans le
cadre de géométries complexes passe donc nécessairement par la simulation numérique.

Dans ce rapide exposé des différentes techniques de calcul du champ proche, nous al-
lons distinguer les méthodes développées dans l’espace réciproque, et celles développées
dans l’espace direct. Dans le premier cas, elles s’appliquent uniquement aux objets pério-
diques, dans le deuxième aux objets localisés. Pour fixer lesidées, nous pouvons avoir à
l’esprit la configuration PSTM de la figure 1.4-b, dans laquelle l’échantillon déposé sur
une surface est couplé à une onde évanescente dans le demi-espace d’observation.

La méthode de Rayleigh perturbative permet de traiter de manière non exacte des ob-
jets diffractants dont la rugositéd a une hauteur suffisamment faible devant la longueur
d’onde (voir figure 1.5-a). Elle repose sur un développementde Fourier des champs élec-
trique et magnétique1 et sur l’hypothèse que l’on peut appliquer les conditions classiques
de continuité du champ électromagnétique au niveau du plan moyen de la rugosité (que
l’on appellehypothèse de Rayleigh). L’hypothèse de faible amplitude de la rugosité per-
met de linéariser le champ électromagnétique au voisinage de ce plan. Cette méthode,
comparée avec succès à des techniques dites exactes [61], décrit beaucoup de phénomènes
optiques et a l’avantage d’être rapide et de demander peu de mémoire aux ordinateurs,
contrairement aux méthodes suivantes [62].

La théorie différentielle des réseaux est une méthode exacte, qui sera expliquée en
détail dans la première partie. De même que la méthode de Rayleigh perturbative, elle
repose sur un développement de Fourier du champ électromagnétique, mais également
sur le calcul, par intégration des équations de Maxwell, de matrices de réflexion et de
transmission du champ électromagnétique à travers l’échantillon (voir chapitre 3).

Parmi les méthodes travaillant dans l’espace direct, les plus communes sont la mé-
thode FDTD (pourFinite Difference Time Domain) et la méthode des fonctions de Green
dyadiques. La première, au départ essentiellemment utilisée dans le domaine des micro-
ondes, repose sur une discrétisation des équations de Maxwell-Ampère et de Maxwell-
Faraday en chaque point d’un maillage remplissant toute la zone de calcul [63, 64]. Il
s’agit d’une méthode agissant dans le domaine temporel : elle permet de suivre l’évo-
lution au cours du temps d’une distribution initiale de champ. Elle s’adapte aussi bien
à l’étude de la propagation d’un paquet d’ondes à travers un système optique qu’à la

1Nous verrons par la suite qu’il s’agit en fait d’un développement de Rayleigh, dans lequel le champ
n’est développé que dans les directions parallèles au plan moyen de l’objet.
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FIG. 1.5 – (a) Méthode de Rayleigh perturbative. (b) Méthode desfonctions de Green.

recherche d’états stationnaires d’un système soumis à une excitation continue (voir par
exemple [65]). Cependant cette méthode se heurte au problème de mémoire des ordina-
teurs qui limite le nombre de points de discrétisation. De plus, il est nécessaire de prendre
en compte des conditions aux limites complexes afin de décrire les comportements à l’in-
fini du champ calculé.

Malgré les importants besoins en mémoire de la méthode des fonctions de Green2 (ex-
pliquée au début de la troisième partie), son principe même lui permet de ne pas souffrir
de cet inconvénient [66, 67, 68, 69]. Le point de départ est deconsidérer l’objet diffrac-
tant comme un ensemble d’éléments polarisables couplés au champ ainsi qu’à l’ensemble
de la structure (voir figure 1.5-b). Une équation spécifique dite deLippmann-Schwinger
permet de décrire le champ diffracté en un point de l’espace comme la superposition du
champ émis par chaque élément : il s’agit en fait d’une généralisation du principe de
Huygens-Fresnel au cas de l’optique de champ proche. Tout leproblème est de calculer
le champ interne à chaque cellule. Cette méthode permet également d’inclure dans le sys-
tème des constituants microscopiques tels que des atomes oudes molécules.

Une deuxième thématique que nous avons développée est l’interaction d’atomes avec
le champ proche optique. Voyons-en à présent les grandes lignes.

1.2 Diffraction d’atomes neutres

Le principe de la diffraction d’atomes neutres repose sur l’acquisition par l’atome
d’un nombre entier d’impulsions fournies par une structurepériodique. La direction de
propagation de la particule est alors modifiée d’un angle quantifié, et les atomes sont
répartis de manière cohérente dans ces différentes directions.

Cette structure peut être de différente nature. Les particules interagissent en général
avec un réseau de champ électromagnétique non résonant, afind’éviter la perte de cohé-
rence due à l’émission spontanée (voir chapitre 4). D’autres méthodes ont cependant été
développées. D.W. Keithet al. [23] ont notamment montré expérimentalement en 1988,
bien après les premiers interféromètres à ondes stationnaires optiques, que la diffraction
atomique pouvait être effectuée avec un réseau matériel. Ilfonctionnait en transmission,
un faisceau supersonique d’atomes ou de molécules de sodiumtraversant un réseau de

2Également appeléeDirect Space Integral Equation Method.
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lignes parallèles espacées de 0,4µm. En 1991, ils ont réalisé sur ce même principe un
interféromètre à bras séparés de type Mach-Zhender, avec lequel ont été obtenues des
franges contrastées de 13% [70].

Historiquement, les premières expériences mettant en évidence la déviation d’un fais-
ceau d’atomes par une onde stationnaire presque résonante datent de la fin des années
1970 et du début des années 1980 [71, 19].

Du point de vue de la dynamique interne à l’atome, on peut distinguer deux méca-
nismes principaux de diffraction. Le premier, que nous n’abordons pas dans ce mémoire,
fait intervenir un changement d’état interne de l’atome. Plusieurs expériences ont mis
en évidence ce processus, appelé résonances doppler ou résonances accordées en vitesse
[72, 73, 74]. Dans notre cas, il s’agit d’une interaction élastique, au cours de laquelle l’état
interne de l’atome de change pas.

Diffraction sans changement d’état interne : transition Raman. Dans leur publica-
tion sus-citée [71, 19], E. Arimondoet al.ont notamment mis en évidence que la déviation
du faisceau correspond à l’échange d’un nombre pair d’impulsions photoniques entre les
atomes et le rayonnement. Il s’agit d’un processus de diffraction élastique, dans lequel
l’énergie cinétique de la particule est conservée.

Ce mécanisme est illustré du point de vue cinématique sur la figure 1.6-b. Le ré-
seau de diffraction est une onde stationnaire, composée de photons de vecteur d’onde
±q1. L’atome a une quantité de mouvement initiale~k i , avecki = 2π/λdB, oùλdB est sa
longueur d’onde de de Broglie. Il subit un processus d’absorption/émission stimulée de
photons transitant par un état virtuel, d’énergie supérieure à celle de l’état excité.

Supposons que l’atome soit excité par un photon d’impulsion~q1 : sa quantité de
mouvement est donc~k i +~q1. Deux voies sont alors possibles. Dans la première, l’atome
se désexcite par émission stimulée dans la même onde. Il émetalors un photon d’impul-
sion~q1 et son impulsion finale est inchangée par rapport à sa valeur de départ : l’atome
n’est donc pas diffracté. La deuxième possibilité fait intervenir la deuxième onde. L’atome
se désexcite alors par émission stimulée en émettant un photon d’impulsion−~q1. Sa
quantité de mouvement finale est donc~k f = ~k i +2~q1 et l’atome est dévié.

Notons que si l’atome absorbe d’abord un photon−q1 puis réémet un photonq1,
la variation d’impulsion est opposée et la quantité de mouvement atomique finale est
~k f = ~k i −2~q1. L’impulsion totale 2~q1 absorbée par l’atome est l’impulsion du réseau
à onde stationnaire.

q −q

hω

(a) (b)

|e>

|f>

hω0
k

i

1 1

FIG. 1.6 – Diffraction sans changement d’état atomique internepar transition Raman dans
une onde stationnaire.

Plus généralement, comme nous le verrons dans ce mémoire, leprocessus de dif-
fraction peut provenir de l’interaction de l’atome avec deux photons d’impulsions dif-
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férentes en norme, comme indiquée sur la figure 1.7. La variation de quantité de mou-
vement de l’atome lors de la transition Raman est alors un multiple entier de~∆q =
~(q1 +~Q−q1) = ~Q. En projection sur la base(ex,ez), les composantes des vecteurs
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FIG. 1.7 – Diffraction par transition Raman faisant intervenirdeux photons d’impulsions
différentes de~Q.

d’onde atomiques s’écrivent :
{

pf ,x = pi,x +n~Q

pf ,z =
√

p2
i,z−2npi,x~Q−n2~2Q2 (1.6)

La composantez de l’impulsion finale se déduit de la composantex par conservation de
l’énergie cinétique. Dans le cas où les atomes sont en incidence normale sur le réseau et si
leur impulsion est grande devant~Q, la valeur de l’angle de diffraction estθdi f f = λdB/a,
oùa= Q/2πest la période du réseau. Dans cette étude, les atomes sont supposés être très
lents, avec une vitesse de l’ordre de quelques 10 cm/s. Ceci correspond à une longueur
d’onde de de Broglie deλdB ≈ 10 nm. Nous allons voir que la période typique du réseau
étudié est 200 nm, ce qui conduit à un angle de diffraction de l’ordre du degré.

Bien entendu, cette approche cinématique permet uniquement de déterminer les di-
rections de diffraction. Les amplitudes diffractées dans chaque ordre dépendent de la géo-
métrie complète du champ.

De même que la lumière peut être diffractée par des réseaux fonctionnant en transmis-
sion ou en réflexion, il a été proposé à la fin des années 1980 de créer un réseau atomique
en réflexion. L’onde évanescente de Fresnel est à la base du principe du miroir à atomes.
La modulation du potentiel n’est alors plus obtenue par interférence de deux ondes libres
mais de deux ondes évanescentes. Nous allons donc dans la suite présenter en détail le
réseau de diffraction à onde évanescente stationnaire.

1.3 Diffraction par champ évanescent stationnaire

Contrairement au réseau optique en transmission, le réseauen réflexion doit assurer le
double rôle de "miroir" et de potentiel diffractant. Commençons par étudier la réflexion
des atomes.
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1.3.1 Fonction miroir

En 1982, R.J. Cook et R.K. Hill proposent d’utiliser l’onde évanescente qui s’établit
à la surface d’un prisme éclairé en réflexion totale interne par une onde plane pour réflé-
chir les atomes [3]. Si la fréquence du rayonnement est supérieure à celle de la transition
atomique (on dit que le laser est désaccordé vers le bleu de latransition), l’atome voit
un potentiel répulsif proportionnel à l’intensité du champélectrique3. Il sera repoussé de
la surface si l’amplitude du champ est suffisamment grande. Les premières réalisations
expérimentales par Balykinet al.en 1987 et 1988 [4, 5] et Hajnalet al.en 1989 [24] ont
suivi cette proposition théorique quelques années plus tard.

L’onde évanescente de Fresnel est créée à l’interface de deux milieux 1 et 3 d’indice
de réfractionn1 > n3 = 1, lorsque la lumière se propage du milieu le plus réfringent(1)
vers le milieu le moins réfringent (3). Si l’on considère un champ d’illumination de la
formeE0eik0·r éclairant la surface sous un angleθ par rapport à la normale, l’invariance
du système par translation selon le plan du dioptre impose laconservation de la compo-
sante parallèle du vecteur d’onde.
La figure 1.8-a représente la construction de Huygens du rayon réfracté. Il y a trans-
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FIG. 1.8 – Construction de Huygens du rayon réfracté. Dans cetteconfigurationn1 > n3.
(a) Transmission. (b) Réflexion totale ; on a alorsκ0 = AH.

mission dans le vide seulement si la valeur tangeantielle duvecteur d’onden1k0sinθ ne
dépasse pas sa valeur maximale permise dans le milieu 3, à savoir k0. La composante

normale du vecteur d’onde transmis s’écrit alorskz
3 = k0

√

1−n2
1sin2θ. Cette expression

montre quekz
3 n’est réelle que si l’angle d’incidence est inférieur à l’angle limite de ré-

fractionθl = arcsin1/n1
4.

Dans le cas contraire, l’onde incidente est totalement réfléchie etkz
3 devient imagi-

3En fait, plusieurs niveaux de complexité sont possibles pour décrire la structure interne de l’atome.
Dans le modèle le plus simple, il ne comporte que deux niveaux. Nous verrons dans la deuxième partie que
le potentiel est dans ce cas proportionnel à l’intensité. Cen’est plus vrai lorsque l’on prend en compte la
structure fine et, a fortiori, hyperfine.

4Dans notre cas où le milieu d’incidence est du quartz d’indicen1 = 1,46, cet angle vaut environ 43,3◦.
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naire : le champ transmis est évanescent. Son expression est:

Ẽ3(x,z) = E3e−κ0zein1k0 sinθx avec κ0 = k0

√

n2
1sin2θ−1 ∈ R+ (1.7)

Il s’agit donc d’une onde qui se propage dans la direction parallèle à l’interface. Elle est
caractérisée par sa longueur d’onde de surfaceλsur f = 2π/n1k0sinθ 5. Son amplitude dé-
croit exponentiellement dans la direction perpendiculaireOz.

Ainsi, le champẼ3 dans le milieu 3 est caractérisé par deux paramètres :
◮ tout d’abord le coefficient de décroissanceκ0 de l’amplitude du champ électrique.

Sur la figure 1.8-b, nous voyons queκ0 correspond à la distance HA dans le triangle
OHA rectangle en H. L’évolution de la portéeΛ0 = 1/κ0 en fonction de l’angle
d’incidenceθ est représentée sur la figure 1.9. Lorsqueθ tend versθl , le point H
tend vers A et la portée devient infinie. Elle vaut en revancheenviron 127 nm pour
l’incidence rasanteθ = π/2 6.
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FIG. 1.9 – Évolution de la portéeΛ0 en fonction de l’angle d’incidenceθ.

◮ la valeur du champ électriqueE3 en z= 0. Parce qu’elle est une grandeur vecto-
rielle, elle est caractérisée par sa polarisation et son amplitude.
La polarisation est reliée directement à celle du champ d’illumination. Celui-ci
est une combinaison linéaire à coefficients complexes des deux polarisations de
base TE (pourtransversal électrique) et TM (transversal magnétique). Dans la
première, le champ électrique est perpendiculaire au plan d’incidence. La surface
induisant, par rapport à un espace homogène, une brisure de symétrie uniquement
selon la direction normale au plan du dioptre, le vecteur champ électrique restera
perpendiculaire au plan d’incidence dans le milieu 3. Dans le deuxième mode, c’est
la situation inverse : le champ électriqueE0 est contenu dans le plan d’incidence.
Dans le milieu 3, il a alors une composante suivant chacun desaxes 0x et 0z.
Les champs électriques transmis en mode TE et TM s’écrivent respectivement :

E3(x,z) = E0





0
1
0



TTEein1k0 sinθxe−κ0z avec TTE =
2n1k0cosθ

n1k0cosθ+ iκ0

5Notons que la composante parallèle du vecteur d’onde est supérieure à celle obtenue avec une onde
propagative. Cette particularité permet l’excitation de modes électromagnétiques localisés au voisinage
d’une interface, tels que les modes plasmons qui existent à la surface de milieux conducteurs, inexcitables
par une lumière totalement propageante (configuration Kretschmann) [75].

6Cette longueur doit être comparée à la longueur d’onde de de Broglie des atomes incidents, de l’ordre
de 10 nm. Cette dernière étant faible devant la portée, nous sommes dans un régime où le comportement de
l’atome sera bien décrit par des méthodes semi-classiques,comme nous le verrons dans la seconde partie.
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et :

E3(x,z) = E0





iκ0

0
n1sinθ



TTMein1k0sinθxe−κ0z avec TTM =
2n1k0cosθ

k0cosθ+ in1κ0

Les coefficientsTTE et TTM sont les coefficients de Fresnel en transmission, à va-
leurs complexes quandθ > θl . L’évolution du module deE3 en fonction deθ est
tracée sur la figure 1.10-a. Il apparaît que la transmission est plus importante en
mode TM qu’en mode TE. D’un point de vue expérimental, c’est donc un mode
d’éclairage privilégié car une intensité importante est recherchée pour réfléchir des
atomes rapides à des angles d’incidence les plus grands possibles (par rapport à
la surface)7. Dans le cas d’atomes froids qui est le nôtre, l’intérêt réside dans le
fait de pouvoir faire rebondir les particules le plus loin dela surface et d’être ainsi
moins sensible aux interactions de van der Waals.
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FIG. 1.10 – (a) Tracé de|E3| en fonction deθ, en mode TM (trait plein), et TE (trait
pointillé). (b) Intensité des composantesE− (trait plein) etE+ (trait pointillé).

Si la polarisation du champ transmis en mode TE est simple, celle correspondant
au mode TM est plus complexe. Elle est polarisée elliptiquement dans le planxOz,
et tourne "dans le sens" de propagation de l’onde de surface.Sur la figure 1.10-b
sont tracées les amplitudes des polarisations circulaires"+" (le sens trigonomé-
trique de rotation) et "-" (sens inverse), quand le vecteur de baseey oriente le plan
xOz. En dessous de l’angle limiteθl , les deux sont égales car la polarisation est
linéaire. Pourθ > θl , il apparaît que plus l’angle d’incidenceθ augmente, plus la
composante rétrograde "-" domine. C’est une propriété importante pour la suite,
puisque les transitions entre les niveaux internes d’un atome sont régies par ces
composantes.

Point de rebroussement classique et interaction de van der Waals. Considérons
maintenant la dépendance globale du potentiel, dans le cas le plus simple d’un atome

7Afin d’augmenter l’amplitude du champ évanescent, plusieurs expériences ont été effectuées en ajou-
tant une couche métallique sur le prisme. Cette méthode permet d’exciter un mode plasmon de surface et
de générer des intensités électriques plus importantes [76, 77].
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à deux niveaux. Le potentiel est alors proportionnel à l’intensité (voir chapitre 4), par
conséquent :

V(x,z) = V0e−2κ0z (1.8)

Un atome incident sur la surface ne sera réfléchi que si son énergie cinétique selonz est
inférieure à la hauteur de la barrière de potentielV0. Dans une description classique de
l’interaction, les atomes font demi-tour à une altitude définie par l’égalité du potentiel et
de l’énergie cinétique incidente selon la direction verticale (voir figure 1.11) :

V0e−2κ0zr = Ez,i
c ⇒ zr =

1
2κ0

ln

(
V0

Ez,i
c

)

La distancezr est la hauteur de rebroussement classique. Il est supposé dans tout ce

V

z

E

0

z
r
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i

E

FIG. 1.11 – Hauteur de rebroussement classique d’un atome entrant dans une onde éva-
nescente.

mémoire quezr est suffisamment grand pour pouvoir négliger les interactions de van
der Waals. Leur effet est d’abaisser la hauteur de la barrière de potentiel à une valeur
Vm < V0 : les atomes adhéreront alors à la surface pour une énergie cinétique plus faible
[78]. D’autre part, l’atome peut passer par effet tunnel à travers l’onde évanescente dès
que son énergie cinétique avoisineVm [79]. Dans notre cas, nous aurons toujours des
hauteurs de rebroussement classique supérieures à 200 nm, ce qui assure une bonne des-
cription du potentiel par l’expression 1.8.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment ce miroir à atomes peut être
modifié afin de créer un réseau de diffraction atomique en réflexion.

1.3.2 Fonction réseau

Le schéma 1.12 indique le mode courant d’obtention d’un réseau optique de diffrac-
tion fondé sur l’onde évanescente. Il a été proposé en 1989 par J.V. Hajnal et G.I. Opat
[24]. Le champ incident sous réflexion totale interne, d’amplitude E1, est rétroréfléchi
avec une amplitudeE2 : l’onde de surface est donc partiellement stationnaire. Les deux
ondes ont des vecteurs d’onde surfaciques de même module, cequi implique que la pé-
riodicité du réseau est égale à la demi longeur d’onde de surface de l’onde évanescente.
Le champ électromagnétique a donc la forme suivante :

E(x,y,z) = E1ein1k‖0xe−κ0z+E2e−in1k‖0xe−κ0z

Il peut être réécrit en introduisant le vecteur d’onde du réseau optiqueQ = −2n1k‖0 :
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E+
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z

E−

V

0

FIG. 1.12 – Onde évanescente partiellement stationnaire crééepar rétroréflexion d’un
champ incident totalement réfléchi sur l’interface.

E(x,y,z) = E1ein1k‖0xe−κ0z+E2ei(n1k‖0−2n1k‖0)xe−κ0z

= E1ein1k‖0xe−κ0z+E2ei(n1k‖0+Q)xe−κ0z (1.9)

Cette forme permet de faire apparaître le champ total comme la somme d’une onde éva-

nescente de vecteur d’onde de surfacen1k‖0 et d’une composante modulante, d’amplitude
plus faible, dont le vecteur d’onde diffère du premier par laquantitéQ. Les deux ondes
ont bien entendu des portées identiques. Le potentiel s’exprime alors comme :

V(r) = V0e−2κ0z{1+ εcos(Qx)} (1.10)

où le contrasteε est donné par l’expression :

ε =
2|E1(E2)

∗|
|E1|2+ |E2|2

(1.11)

Il est important de remarquer que le contraste du potentiel est indépendant de la hauteur
z. Par la suite, nous désignerons fréquemment ce dispositif par l’appellationonde évanes-
cente stationnaire.

Découplage fonction miroir-fonction réseau. En représentation de Fourier, l’expres-
sion 1.9 montre que le champ ne comporte que deux ordres dont les fréquences spatiales
diffèrent d’un vecteur d’onde de réseauQ. Cette grandeur, qui détermine la période du
réseau de diffraction, est reliée de manière univoque à la portée du miroir atomique par la
relation de dispersion :

κ2
0+k2

0 = (Q/2)2

En ce sens, les fonctions de réflexion et de diffraction du potentiel que nous venons de dé-
crire sont interdépendantes : le fait de fixer la longueur d’onde (imposée par la fréquence
de la transition atomique) et l’angle d’incidence (qui fixe la hauteur de rebroussement)
détermine la période du réseau.

De plus, le motif est de forme simple puisqu’il est unidimensionnel, et l’orientation
des lignes est perpendiculaire au plan d’incidence de la lumière.

Une alternative à cette méthode est de coupler une onde évanescente de Fresnel avec
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un réseau matériel déposé sur la surface. Ce mode original demodulation fut proposé
en premier en 1996 par A. Roberts et et J.E. Murphy [31], qui ont mis théoriquement en
évidence le fait que l’intensité du champ a la même période que le réseau. Cette suggestion
a été suivie en 1998 de la réalisation par V.I. Balykinet al.d’un potentiel optique modulé
par un réseau de lames métalliques absorbantes [32], dont ils ont mesuré la forme au
moyen d’un microscope PSTM.

L’intérêt d’utiliser des nanostructures pour créer un réseau de diffraction en réflexion
repose sur deux principaux points :

◮ les paramètres géométriques du réseau (dimensionnalité, période, orientation des
axes principaux) ne dépendent que de la structure matérielle déposée sur le prisme.
En particulier, l’angle entre le plan d’incidence de la lumière et les axes du réseau
peut être choisi arbitrairement ;

◮ le champ évanescent de surface est a priori plus riche, puisque son spectre spatial
est relié à la forme et à l’indice du motif. Par ailleurs, sa période peut être notable-
ment inférieure à la demi-longueur d’onde.

Nous verrons par la suite qu’il est ainsi possible de découpler les fonctions miroir et
réseau.

Dans le chapitre suivant, nous allons introduire les expressions générales du champ
électrique diffracté dans le vide et dégager un premier ensemble de résultats sur l’évolu-
tion spatiale du potentiel diffractant.
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Première partie

Champ proche diffracté par une
nanostructure périodique
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L’objet de cette première partie est l’étude du champ prochediffracté dans le vide
par un réseau périodique. Le principe de diffraction de la lumière par des réseaux plans
est connu depuis le début du XIXèmesiècle. Les progrès technologiques effectués depuis
les réseaux fabriqués par H.A. Rowland en 1882 à l’aide d’unepointe de diamant ont
rapidement permis d’en faire un instrument privilégié d’analyse spectrale de la lumière.
Les techniques actuelles de fabrication de réseaux par transfert photolithographique per-
mettent d’obtenir des périodes de quelques centaines de nanomètres. La création de nano-
structures par faisceau d’ions autorise une plus grande souplesse sur la forme des objets
créés, qui peuvent être de profil quelconque.

Le principe de diffraction de la lumière par un réseau matériel de périodeL repose
sur l’échange avec le rayonnement d’une ou plusieurs impulsions(2π/L)u fournies par
la structure. Lorsque le champ incident est propageant, la modification de la composante
du vecteur d’onde parallèle àu qui en résulte entraine un changement de la direction de
propagation de la lumière, par conservation de la fréquence. La quantification de l’impul-
sion du réseau implique une quantification des angles de diffraction (voir figure 1.13-a).
De même, un réseau peut permettre de convertir en lumière propageante des modes élec-
tromagnétiques normalement confinés au voisinage d’une surface. Par exemple, T.W. Eb-
besenet al.ont montré en 1998 [80] qu’un réseau de trous percés dans un film métallique
plasmonique conduit à une transmission exaltée de la lumière comparée aux prédictions
de la théorie de Bethe [58]. Celle-ci prévoit en effet que la transmission décroit en(r/λ)4,
où r est le rayon du trou, alors que la valeur mesurée, une fois rapportée à la surface totale
des trous, est 1000 fois plus importante. Ce phénomène peut être vu, en première approxi-
mation, comme le résultat de l’excitation d’un mode plasmonde surface par la lumière,
assistée par le réseau. En effet, la relation de dispersion d’un mode plasmon de surface ne
permet pas l’excitation directe par un faisceau propageantclassique (voir figure 1.13-b).
Un autre exemple plus étonnant a été, sur un principe similaire, l’obtention en 2002 par
J.J. Greffetet al.d’un rayonnement thermique cohérent dans l’infrarouge, etce, sans au-
cune excitation extérieure [81].
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FIG. 1.13 – (a) Diffraction d’une onde propageante par un réseau. (b) Excitation d’un
mode plasmon de surface assistée par un réseau.

Dans le cas qui nous intéresse, nous utilisons le réseau pourmoduler périodiquement
l’intensité d’une onde évanescente, de manière à créer un miroir atomique diffractant. Ce



30

mode original d’obtention de la modulation a été suggéré en premier par A. Roberts et
J.E. Murphy en 1996 [31]. Ils ont mis théoriquement en évidence le fait que l’intensité
du champ possède la même période que le réseau. L’intérêt estd’utiliser des réseaux sub-
longueur d’onde afin de transférer aux atomes des impulsionsplus grandes que celles
fournies par deux ondes évanescentes contrapropageantes,et ainsi d’augmenter l’angle
de diffraction. En 1998, V.I. Balykinet al. ont fabriqué un champ optique modulé par
un réseau de lames métalliques absorbantes [32]. Ils l’ont ensuite cartographié avec un
microscope a effet tunnel optique (PSTM). Néanmoins, la période de leur réseau était
bien au-dessus de la longueur d’onde (10µm).

L’intérêt principal de l’utilisation d’un réseau nanostructuré pour étudier la diffraction
atomique réside dans le découplage entre la période du potentiel et la longueur d’onde
du laser : la période du réseau n’est alors plus limitée que par les performances technolo-
giques. Nous allons voir cependant que l’intérêt majeur de cette méthode n’est pas dans
l’augmentation de l’angle de diffraction, qui reste minime. La diminution de la période
joue même en notre défaveur : le gain pour le photon en impulsion parallèle se paie dans
la direction verticale par une diminution de la portée de la modulation de l’onde, donc par
un effet diffractant a priori plus faible.

En fait, la nanostructure fixe non seulement la période mais également l’orientation
du réseau. On gagne donc deux degrés de liberté supplémentaires. Le premier sur la lon-
gueur d’onde, qui peut être choisie en fonction des caractéristiques atomiques sans affec-
ter l’angle de diffraction ; le deuxième sur l’orientation du faisceau incident par rapport
au réseau. Nous allons voir que ce paramètre influence de manière importante la structure
spatiale du champ diffracté.

Cette première partie est organisée en deux chapitres. Dansle premier, nous établis-
sons l’expression générale des champs électrique et magnétique sous la forme d’un déve-
loppement en série de Fourier. Nous dégageons l’influence dela période et de l’orienta-
tion du plan d’incidence par rapport au réseau sur la variation verticale du champ. Dans
le deuxième chapitre, nous présentons la théorie différentielle des réseaux, à la base d’un
algorithme de calcul exact du champ proche diffracté par unestructure périodique. Nous
appliquons cette méthode à une étude quantitative du champ diffracté par un réseau uni-
dimensionnel puis par un réseau bidimensionnel.



Chapitre 2

Propriétés générales

2.1 Présentation du problème

Étudions le champ diffracté par un réseau matériel déposé sur un prisme diélectrique.
Le prisme est le milieu d’entrée de la lumière, et son indice sera notén1. Le motif du
réseau, de forme a priori arbitraire, est constitué d’un matériau d’indicen2

1. L’axe Ozest
orienté vers l’intérieur du prisme, et la référencez= 0 est le plan passant par la surface
externe du réseau. Le milieu de sortie, d’indicen3, est donc le demi-espacez< 0 (Figure
2.1).

0
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n(  ,z)l

3

z

 h

n21

l

n

FIG. 2.1 – Le réseau de diffraction est déposé sur la surface d’unprisme. Les milieux
d’entrée et de sortie sont respectivement les demi-espacesz> h et z< 0.

Nous nous limitons à la réponse linéaire du milieu. Par conséquent, tout champ in-
cident pouvant être décomposé par transformation de Fourier en une somme d’ondes
planes de fréquence spatialek0, le champ électrique incident est supposé de la forme
Ei(r) = E0ein1k0·r . Le vecteur d’ondek0 a pour modulek0 = 2π/λ, oùλ est la longueur
d’onde. Sa direction est repérée par l’angle azimutalθ et l’angle polaireϕ. Il s’écrit en
projection sur la base(ex,ey,ez) (figures 2.2) :







kx,0 = −k0sinθcosϕ
ky,0 = −k0sinθsinϕ
kz,0 = −k0cosθ

(2.1)

On introduit également la notationk‖
0 = kx,0ex + ky,0ey pour la composante du vecteur

1Dans notre cas le prisme est en silice (n1 = 1,46), et le motif en dioxyde de titane (TiO2 , n2 = 2,1). Ce
dernier a été choisi pour son fort contraste d’indice avec lasilice, ce qui favorise le confinement du champ
par les nanostructures (cf. chapitre 8).

31
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d’onde qui se projette sur le planOkxky. De même, nous identifierons dans la suite la
composante parallèle du vecteur positionr par l = xex +yey.

On appelle "zone modulée" l’espace compris entre les plansz = 0 et z = h, dans
laquelle est contenu le réseau de diffraction. L’indice de réfraction y dépend des coordon-
nées de l’espace, et sera notén(l,z). Il s’agit d’une fonction périodique de la variablel,
qui vautn2 lorsque(l,z) désigne un point du motif. Il peut éventuellement dépendre de z
afin de décrire des profils complexes du réseau2.
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FIG. 2.2 – (a) Réseau de diffraction unidimensionnel. (b) Réseau bidimensionnel.

Réseaux réciproques 1D et 2D. Nous allons nous intéresser dans ce mémoire à deux
types de réseau. Le premier est unidimensionnel, comme indiqué sur la figure 2.2-a. Sa
période selon l’axex est notéeL. Remarquons que lorsque l’angleϕ est nul, le plan d’in-
cidence du laser est orthogonal aux lignes de la structure. Au contraire, il est parallèle
pourϕ = π/2. Nous verrons dans la suite que l’orientation du vecteur d’onde du champ
incident joue un rôle important sur la forme du champ diffracté. Sur la figure 2.2-b est
représenté un réseau bidimensionnel de périodicité selonx et y respectivementLx et Ly.
Étant donné que nous allons travailler aussi bien dans l’espace direct qu’en représentation
de Fourier, il est indispensable d’introduire dès maintenant les vecteurs du réseau réci-
proqueQν. Chaque fois que cela sera possible, nous adopterons une notation indicielle
commune pour les cas à une et deux dimensions, en désignant par ν soit un seul indice
m, de telle sorte queQν = Qm = m2π

L ex, soit le couple d’indice(m,n) en deux dimen-
sions :Qν = Qm,n = m2π

Lx
ex +n2π

Ly
ey. Nous utiliserons cette notation à chaque fois que les

expressions développées dans la suite seront indifféremment applicables à chacune de ces
situations.

2.2 Expression des champs

Compte tenu de la périodicité de la structure, on peut écriredans tout l’espace les
champs électromagnétiques sous la forme d’un développement de Fourier suivant les co-
ordonnéesx et y :

E(x,y,z) = ∑ν E(ν,z)eikν·l

H(x,y,z) = ∑ν H(ν,z)eikν·l (2.2)

2Dans notre cas, le motif est à flancs raides, et l’indice ne dépend que de la coordonnéel.
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kν = n1k‖
0 +Qν

Cette expression traduit le fait que la lumière incidente peut acquérir des quantas d’im-
pulsion~Qν par interaction avec le réseau. Nous désignerons dans la suite les champsE
et H par la notation communeF chaque fois que ces deux champs vérifieront la même
forme d’équation.

Expression de F(ν,z) dans les milieux 1 et 3. Les milieux d’entrée et de sortie étant
homogènes, les champs obéissent à l’équation d’onde :

∆F(r)(r)+n2
r k2

0F(r)(r) = 0 avecr = 1,3. (2.3)

On peut noter que cette équation n’est pas valable dans la zone modulée à cause des
discontinuités d’indice entre les plots et le vide. Après substitution dans cette relation des
expressions développées 2.2, on obtient l’équation suivante :

∂2F(r)(ν,z)
∂z2 +

(
n2

r k2
0−kν

2)F(r)(ν,z) = 0

Chacune des composantes de Fourier du champ obéit à l’équation d’Helmholtz homo-
gène. Les solutions sont la superposition d’ondes “montantes” (notéesu) et “descen-
dantes" (notéesd) :

F(r)(ν,z) = F(r,u)(ν)eiγ(r)
ν z+F(r,d)(ν)e−iγ(r)

ν z

oùγ(r)
ν , la composantezdu vecteur d’onde, obéit à la relation de dispersion :

γ(r)2
ν +k2

ν = n2
r k2

0 (2.4)

Suivant la valeur de la composante parallèlekν, la composanteγ(r)
ν peut être soit réelle,

auquel cas l’ordreν sera propagatif, soit imaginaire pur, et l’ordreν sera évanescent. Le
champ électromagnétique s’écrit donc de manière générale dans les milieux d’entrée et
de sortie :

F(r)(x,y,z) = ∑
ν

[

F(r,u)(ν)eiγ(r)
ν z+F(r,d)(ν)e−iγ(r)

ν z
]

eikν·l (2.5)

Cette écriture générale des champs porte le nom de développement de Rayleigh.

Conditions aux limites. Nous pouvons maintenant simplifier l’expression des champs
en tenant compte des conditions aux limites spécifiques du problème. Dans un premier
temps, observons que l’interface est éclairée par un faisceau laser monochromatique pro-
venant de+∞. Il s’ensuit que l’unique onde descendante existant dans lemilieu 1 est
l’ordre ν = 0. Ce champ incident est réfléchi par l’interface et donc diffracté dans tous les
ordres de Fourier :

F(1)(x,y,z) = F0eik0·r +∑
ν

F(1,u)(ν)eiγ(1)
ν zeikν·l (2.6)
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De même, les seules ondes se propageant dans le vide sont descendantes, puisqu’aucune
source de lumière n’est présente en−∞. Le champ dans le milieu 3 sera donc de la forme :

F(3)(x,y,z) = ∑
ν

F(3,d)(ν)e−iγ(3)
ν zeikν·l (2.7)

Caractère évanescent des ondes partielles.En pratique, l’angle d’incidence de la lu-
mière dans le verre est supérieur à l’angle limite de réfraction. Par conséquent, l’onde non
modulée dans le milieu de sortie, qui s’identifie à l’ordre zéro de diffraction, est évanes-

cente, de coefficient de décroissanceκ0 = k0

√

n2
1sinθ2−1.

Pour un réseau sub-longueur d’onde, nous allons voir que toutes les ondes partielles
diffractées sont évanescentes sauf au plus une, ce qui signifie queγν sera en général ima-
ginaire pur3. La grandeur pertinente est donc le coefficient de décroissance de l’onde
κν = γν/i, qui est relié à la composante parallèle du vecteur d’onde par :

κν =
√

k2
ν −k2

0

Ainsi, pour un réseau unidimensionnel, les différentes portées sont données par l’expres-
sion :

κm =
2π
λ

√
(

n1sinθcosϕ +m
λ
L

)2

+(n1sinθsinϕ)2−1

tandis que pour un réseau bidimensionnel nous avons :

κm,n =
2π
λ

√
(

n1sinθcosϕ +m
λ
Lx

)2

+

(

n1sinθsinϕ +n
λ
Ly

)2

−1

D’un point de vue général, quand l’ordreν augmente, la valeur du coefficient de décrois-
sanceκν augmente et la portée de l’ordreν décroit. La conséquence en est que les hautes
fréquences spatiales sont filtrées avec la hauteur d’observation. À grande distance, seul
l’ordre 0 subsiste : le champ se comporte uniquement comme unmiroir. À distance inter-
médiaire, seuls les ordres de plus grande portée sont à prendre en compte : ce sont ceux-là
qui vont dominer la structure du champ.

Un exemple est donné figure 2.3. Le champ est tracé au-dessus d’un réseau unidimen-
sionnel en TiO2 pour trois hauteurs de calcul. Le motif est un ruban de profil rectangulaire
de largeur 100 nm et de hauteur 50 nm. La période estL = 250 nm. Le champ incident a
une longueur d’onde deλ = 850 nm et fait un angleθ = 60◦ avec la normale à l’interface.
Il est de plus en incidence perpendiculaire par rapport aux lignes (φ= 0◦). Ces figures
montrent clairement que l’allure du champ évolue considérablement avec la hauteur. En
effet, le spectre est très structuré juste à la surface du réseau, comme le montrent les pics
étroits apparaissant sur les flancs du motif. Cependant, dèsque la hauteur d’observation
augmente, ces contributions de très courte portée disparaissent, pour laisser rapidement
place à un champ d’allure quasi sinusoïdale. Nous pouvons également remarquer que le
contraste du champ diminue avec la hauteur. En effet, la portée de l’ordre 0 est dans cet
exemple plus grande que celle des autres ordres de Fourier.

3De plus, d’un point de vue expérimental, les ondes propageantes dans le mileu 3 sont défavorables car
le temps d’interaction avec les atomes est très grand, ce quiimplique une émission spontanée importante.
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FIG. 2.3 – Intensité relative du champ électrique calculée au-dessus d’un réseau unidi-
mensionnel en fonction de la hauteur : (a) 0 nm, (b) 100 nm, (c)500 nm. En (b) et (c), le
potentiel est quasi-sinusoïdal et les contrastes sont respectivement de 7% et 0,2%.

De plus,κν dépend non seulement deθ mais aussi deϕ, ce qui diffère du cas de l’onde
évanescente stationnaire. Ainsi, pour des ordres de Fourier équivalents (par exemple±m
pour un réseau unidimensionnel, mais également(0,±m) et (±m,0) pour le réseau bidi-
mensionnel), le poids respectif des différentes harmoniques va dépendre de l’orientation
du plan d’incidence de la lumière par rapport au réseau.
Sur la figure 2.4 est représentée l’intensité du champ électrique à 50 nm et 200 nm au-

x(µm) x(µm)

y
(µ

m
)

||

0
k

FIG. 2.4 – Intensité relative du champ électrique calculée au-dessus d’un réseau bidi-
mensionnel àz= 50 nm (gauche) etz= 200 nm (droite). Plus la couleur est claire, plus
l’intensité relative est intense. Elle varie de à 1,0 à 1,5 pour z= 50 nm, et de 0,175 à 0,183
àz= 200 nm.

dessus d’un plot parallélépipédique appartenant à un réseau bidimensionnel de maille
carrée, de période 250 nm. Dans le premier cas, près du plot, le champ est bien contrasté
dans les deux directions. Dans le deuxième, à plus grande distance, le contraste est beau-
coup plus faible dans la direction y. Nous verrons dans la suite que cela provient d’un
filtrage plus fort de la composante (1,0) que de la composante(0,1).

Ainsi, l’évolution du champ électromagnétique dans l’espace est déterminée de deux
manières :

◮ tout d’abord le spectre du champ électrique. En plus de sa dépendance en longueur
d’onde, il contient toute l’information sur la nature du réseau diffractant : indice,
périodicité, mais également forme du motif et hauteur du réseau. Cet aspect sera
étudié dans le deuxième chapitre d’un point de vue numérique;
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◮ ensuite, l’évolution selonz du champ électromagnétique est dominée par la dé-
croissance exponentielle de l’amplitude des harmoniques d’ordreν. Plus la hauteur
d’observation augmente, plus le spectre du champ s’appauvrit en détails fins. C’est
pour cette raison que l’on considère la hauteur d’observation comme l’équivalent
d’un filtre passe-bas.

Nous allons maintenant étudier plus exhaustivement le comportement des portées en
fonction de divers paramètres.

2.3 Étude des portées des différentes harmoniques

La portée d’un ordre de Fourierν dépend, comme nous l’avons vu, de la longueur
d’ondeλ du champ incident, des anglesθ et ϕ ainsi que de la périodeLx/y. Nous allons
considérer par la suite que les paramètres caractéristiques du champ incidentλ et θ sont
fixés. Afin de mieux voir l’influence des deux paramètres restant, caractérisant la nano-
structure, il est possible d’introduire une représentation graphique simple de la relation de
dispersion 2.4 .

Réseau 1D. Considérons dans un premier temps le cas d’un réseau unidimensionnel. La
figure 2.5-a illustre graphiquement la relation de dispersion dans l’espace réciproque. Le
réseau y est représenté par un ensemble de points sur l’axex ayant pour abscissem2π/L.
Nous allons noter ces points Am, l’origine du repère étant A0. Les vecteurs réciproques
du réseau sont ainsiQm =

−−→
A0Am.

La projection du vecteur d’onde sur le plan 0xy est représentée par le vecteur
−→
AA0 =

n1k‖
0. Lorsque l’angle polaireϕ varie, le point A, représentatif de l’onde incidente, dé-

crit un cercle autour de A0. Les vecteurs d’ondekm correspondent donc aux vecteurs

n1k‖
0 +Qm =

−→
AA0+

−−→
A0Am =

−→
AAm.

Rappelons la relation de dispersion :

γ2
m+k2

m = k2
0 ⇔ k2

m = k2
0+κ2

m avec κm = γm/i

Traçons autour de chaque point Am un cercle de rayonk0 et introduisons Hm, point de
contact entre le cercle de centre Am et sa tangeante passant par A. Dans le cas qui nous
intéresse, le réseau est de période très inférieure à la longueur d’onde (2π/L > k0) et les
différents disques ne s’interpénètrent pas. La relation dedispersion n’est alors rien d’autre
que le théorème de Pythagore écrit dans le triangle rectangle AAmHm. Le coefficient de
décroissance de chaque harmoniqueκm correspond donc à la distance AHm.

Cette représentation a l’avantage de montrer de quelle manière évoluent les différentes
portées de chaque harmoniques en fonction deϕ et L. Les valeurs dem pour lesquelles
les longueurs AHm sont les plus courtes correspondent aux ordres dominant à grande dis-
tance : ce sont ceux qui interviendront majoritairement dans le processus de diffraction.

Quelques remarques :
◮ la figure 2.5-a est tracée pour des paramètres typiques d’angle d’incidence et de

période. Lorsqueϕ varie de 0 à 2π, le point A décrit un cercle ne traversant jamais
un des disques de rayonk0 : tous les ordres de Fourier sont donc évanescents. Les
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FIG. 2.5 – (a) Représentation graphique de la relation de dispersion 2.4 pour un système à
une dimension. Le tracé a été effectué pour les paramètres typiques :ϕ = 60◦, λ = 850 nm,
n1 = 1,46 etL = 250 nm. (b) En augmentant la périodeL ou l’angle d’incidenceθ (angle
plus rasant), les paramètres d’illumination peuvent être tels que l’ordre 1 devient radiatif :
A1 se trouve alors dans le cercle grisé de centre A1, le point H1 n’est donc pas défini.

ordres dominant à longue distance seront toujours +1 et -1. Dans le cas particulier
où ϕ = π/2, A se trouve sur l’axeOky, et les portées des ordresm et −m sont
dégénérées par symétrie ;

◮ considérons maintenant la figure 2.5-b. Dans ce cas, A se trouve dans le cercle de
centre A1, ce qui signifie que l’ordre +1 de diffraction est radiatif. Ceci illustre le
fait qu’une onde incidente sur une surface à un angle supérieur à l’angle de ré-
flexion totale interne peut être transmise si elle interagitavec un réseau de période
suffisamment grande : la composante parallèle du vecteur d’onde incident néces-
saire pour satisfaire la relation de dispersion est fourniepar le réseau. La valeur
minimale de la période pour retrouver la transmission se calcule facilement :

Lt =
λ

n1sinθ+1

Pourθ = 60◦, Lt = 375,7 nm :L sera ultérieurement fixée à 250 nm, ce qui assure
donc que tous les ordres diffractés sont évanescents.

Réseau 2D. Cette méthode graphique s’étend simplement à deux dimensions. Considé-
rons pour cela le réseau réciproque associé, de périodicité2π/Lx et 2π/Ly, ainsi que les
disques de rayonk0 centrés autour de chacun des points Am,n. La figure 2.6 est tracée pour
les mêmes paramètres que ceux utilisés dans la figure 2.5-a, en considérant un réseau à
maille carrée.

Du fait de la symétrie du réseau par rapport aux deux axesOxetOy, il suffit d’étudier
l’évolution du champ électromagnétique pour les valeurs deϕ comprises entre 0 etπ/2.

Au sens strict, les deux harmoniques dominants à grande distance correspondent alors
aux ordres (0,± 1) et (1,0). Cependant, la proximité des points A1,±1 complique la situa-
tion. À des distances intermédiaires correspondant aux hauteurs de rebroussement ato-
miques, il est possible que ces ordres ne soient pas suffisamment éteints pour ne pas en
tenir compte dans l’expression du champ, comme nous allons le voir par la suite.

Ainsi, pour comprendre la structure du champ diffracté par un réseau 1D ou 2D à
une distance suffisamment grande de la surface, il suffit de connaître les amplitudes des
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FIG. 2.6 – Représentation graphique de la relation de dispersion 2.4 pour un réseau bidi-
mensionnel. Le tracé a été effectué pour les paramètres suivant : ϕ = 60◦, λ = 850 nm,
n1 = 1,46 etLx = Ly = 250 nm.

composantes spectrales de portée la plus longue. Nous verrons par la suite que ces seuls
harmoniques suffisent à décrire la diffraction atomique dans les cas expérimentalement
accessibles. Tout le problème est de savoir à quels ordres selimiter. Avant d’étudier ce
problème dans deux cas spécifiques, nous allons calculer la forme du champ à grande
distance.

2.3.1 Expression de l’intensité à grande distance

Nous verrons par la suite que le potentiel d’interaction de l’atome avec le champ
optique est, dans le cas d’un atome à deux niveaux, proportionnel à l’éclairement|E|2. En
ne tenant compte que des harmoniques de plus longue portée, labellés parν′, le champ
électrique s’écrit :

E(r) = E0ein1k
‖
0·le−κ0z+∑

ν′
Eν′e

i(n1k
‖
0+Qν′ )·le−κν′z+ · · · (2.8)

Nous nous plaçons dans la situation où la portée la plus longue est celle de l’ordre 0. Les
ordres diffractés décroissent donc plus rapidement en amplitude que l’onde évanescente
non modulée. Nous pouvons ainsi supposer qu’ils sont suffisamment filtrés à la hauteurz
pour considérer que leur amplitude est faible devant celle de l’ordre 0. Effectuons alors
un développement limité de l’éclairement à l’ordre 1 par rapport |E|ν′ exp(−κν′z) :

|E|2(r) = |E0|2e−2κ0z+∑
ν′

{

Eν′ ·E∗
0eiQν′ ·le−(κ0+κν′)z+C.C.

}

+ · · · (2.9)

oùC.C. indique le complexe conjugué de la quantité précédente. Introduisons la notation
2Eν′ ·E∗

0/E2
0 = εν′ expiφν′. Le calcul numérique montre que, pour la gamme de paramètres

explorée, la phase de ce nombre complexe est toujours négligeable. Nous la considèrerons
nulle par la suite. La formule 2.9 s’écrit alors :

|E|2(r) ≈ |E0|2e−2κ0z

{

1+∑
ν′

ε̃ν′(z)cos(Qν′ · l)
}

(2.10)
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où :

ε̃ν′(z) = εν′e
(κ0−κν′ )z (2.11)

Cette expression généralise celle du potentiel évanescentstationnaire 1.10. Outre le fait
que plusieurs harmoniques sont pris en compte, nous voyons que le contrastẽεν′ de l’har-
moniqueν′ est une fonction exponentielle de la distancez. Pour les paramètres de la figure
2.6, on aura toujoursκ0 ≥ κν, doncε̃ν est une fonction décroissante.

2.3.2 Deux exemples

Nous allons maintenant introduire les deux géométries unidimensionnelles et bidi-
mensionnelles qui nous serviront dans ce mémoire à étudier la diffraction atomique par
un potentiel optique nanostructuré.

2.3.2.1 Réseau unidimensionnel

La géométrie que nous introduisons dans ce paragraphe est choisie de telle manière
que le champ évanescent à grande distance puisse s’identifier au potentiel évanescent
stationnaire pour une valeur donnée deϕ. Il sera alors possible par la suite de faire une
comparaison quantitative de leurs caractéristiques spécifiques.

Forme du champ à grande distance. Considérons un réseau unidimensionnel tel que
représenté dans l’espace réciproque sur la figure 2.7 . Quel que soit l’angle d’incidenceϕ
du laser sur le réseau, les ordres±1 dominent à grande distance par rapport aux ordres plus
élevés. Compte tenu de la symétrie par rapport à l’axe 0y, il suffit d’étudier la forme du
champ pourϕ ∈ [0,π/2]. En particulier, les deux ordres±1 sont dégénérés pourϕ = π/2.
Si l’on néglige la contribution des harmoniques de portée plus courte, on a :

E(x,y,z) = E0ein1k
‖
0·le−κ0z+E+1ei(n1k

‖
0+

2π
L ex)·le−κ+1z+E−1ei(n1k

‖
0− 2π

L ex)·le−κ−1z

et

V(x,y,z) = V0e−2κ0z
{

1+ ε̃+1(z)cos

(
2π
L

x

)

+ ε̃−1(z)cos

(
2π
L

x

)}

(2.12)

avec

ε̃+1(z) = ε+1e(κ0−κ+1)z et ε̃−1(z) = ε−1e(κ0−κ−1)z (2.13)

Pour que la dépendance enz du potentiel soit identique à celle de l’onde évanescente sta-
tionnaire (équation 1.10), le contraste doit être indépendant de la hauteur. Cela signifie
que la portée de l’ordre 1 doit être identique à celle de l’ordre 0. C’est en effet le cas si le

point A représentant l’origine du vecteurn1k‖
0 se trouve sur la médiatrice M du segment

[A0A1]. Pour que cette situation puisse se produire, la périodicité du réseau doit vérifier

π/L < n1k‖0. De plus, une deuxième contrainte provient du fait que l’ordre 1 ne doit pas

être radiatif, ce qui impose l’inégalité :|2π/L−n1k‖0| ≥ k0. Pour un angle d’incidence
θ = 60◦ et un indicen1 = 1,46, les deux valeurs extrêmes de la périodeL sont 346 nm et
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FIG. 2.7 – (a) Au point d’intersection entre M et le cercle de centre A0 et de diamètre

n1k‖0, la portée de l’ordre zéro est égale à celle de l’ordre 1. (b) Pourϕ = π/2, les portées
des ordres±1 sont égales.

381 nm.

Dans le cas oùL < π/n1k‖0, la portée de l’ordre 1 est strictement supérieure à celle de
l’ordre 0. L’expression 2.12 montre que le contraste associé croît exponentiellement, au
moins à courte distance. Cette situation est défavorable pour la diffraction atomique, car
un trop fort contraste implique une diffraction dans des ordres trop élevés : la population
incidente est alors répartie dans un grand nombre de directions, ce qui n’a aucun intérêt
en pratique, étant donné le faible peuplement de chaque ordre.

Nous allons donc fixer la période de la nanostructure à la valeur Lre f = π/n1k‖0 de
l’onde évanescente stationnaire pour le même angle d’incidenceθ. Dans ce cas, pour
ϕ = 0, la portée du contraste de l’ordre un est infinie, et le potentiel s’identifie à grande
distance au potentiel évanescent stationnaire.

Filtrage du champ avec la hauteurz. La figure 2.8 représente, en échelle logarith-
mique décimale, les facteurs exp(−κmz0) pour une hauteurz0 de 200 nm, en fonction de
l’angleϕ et pour les deux périodicitésL = Lre f = 336 nm (trait plein) etL = 250 nm (trait
pointillé). L’altitudez0 correspond typiquement à la hauteur de rebroussement classique
de l’atome dans l’onde non modulée. L’angle d’incidenceθ est fixé à 60◦. Pour les deux
valeurs deL, on retrouve la dégénérescence des ordres±m à ϕ = π/2. En revanche, une
particularité supplémentaire dans le casL = Lre f est la dégénérescence des ordresm et
1−m lorsqueϕ vaut 0. Il apparaît que l’ordre -1 est toujours négligeable devant l’ordre
+1 sauf quandϕ dépasseπ/3. L’ordre 2 de diffraction sera vraisemblablement toujours
négligeable.

Ainsi, même si nous ne connaissons pas la forme exacte du spectre du champ diffracté,
il est très probable que pour des hauteurs supérieures à 200 nm, les seuls ordres 0 et±1
dominent la structure du champ. Avant de compléter cette étude, dans le chapitre suivant,
par le calcul des coefficients de Fourier en fonction de différents paramètres, intéressons
nous à un réseau de diffraction 2D.
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FIG. 2.8 – Tracé en échelle logarithmique décimale des facteursexp(−κmz0), à l’altitude
z0 = 200 nm, pourL = Lre f (trait plein), et pourL = 250 nm (trait pointillé).

2.3.2.2 Réseau bidimensionnel

Le réseau étudié ici est à maille carrée, de périodeLx = Ly = 250 nm. Il est éclairé
sous réflexion totale, avecθ = 60◦.

Le champ s’écrit, à grande distance et en ne tenant compte quedes harmoniques
(0,±1) et (1,0) :

V(x,y,z) = V0e−2κ0z
{

1+ ε̃1,0(z)cos

(
2π
L

x+φ1,0

)

+ ε̃0,−1(z)cos

(
2π
L

y+φ0,−1

)

+ε̃0,1(z)cos

(
2π
L

y+φ0,1

)}

(2.14)

avec






ε̃1,0(z) = ε1,0e(κ0−κ1,0)z

ε̃0,−1(z) = ε0,−1e(κ0−κ0,−1)z

ε̃0,1(z) = ε0,1e(κ0−κ0,1)z
(2.15)

Sur la figure 2.9 sont représentés deux exemples d’orientation du champ incident, corres-
pondant à une illumination parallèle (ϕ = 0) à l’axeOx ou une illumination "diagonale"
(ϕ = π/4). Dans le cas parallèle, l’ordre de Fourier non nul dont la portée est la plus
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FIG. 2.9 – Deux exemples d’illumination d’un réseau bidimensionnel : (a) incidence pa-
rallèle àOx; (b) incidence diagonale.

longue estν = (0,1). Ainsi, à grande distance, le champ sera composé essentiellement du
mode fondamental, non modulé, et du premier harmonique selon l’axex : on s’attend à ce
que le champ soituni-dimensionnel, périodique selonx de période L, bien que le réseau
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matériel sous-jacent soit bidimensionnel. Dans le cas diagonal, la symétrie de l’éclaire-
ment par rapport à l’axex = y impose au contraire deux ordres dégénérés dominant à
longue portée, à savoir les harmoniques (0,1) et (1,0), qui ne dépendent respectivement
que dex et dey. En conséquence, le champ conserve son caractère bidimensionnel même
à grande distance.

Sur les figures 2.10-a et 2.10-b sont indiqués en échelle logarithmique décimale les
différents facteurs exp[(κ0− κν)z)] pour une hauteur de 200 nm (trait plein) et 300 nm
(trait pointillé) en fonction de l’angleϕ. Ces diagrammes, plus complexes que les pré-
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FIG. 2.10 – Évolution des facteurs log[exp(κ0−κm,n)z0] en fontion deϕ pour : (a)z0 =
200 nm, (b)z0 = 300 nm.

cédents, montrent que la prise en compte des seules composantes (0,1) et (1,0) n’est pas
toujours suffisante. Pour un atome dont le point de rebroussement se trouve vers 300 nm,
cette approximation paraît correcte versϕ = π/4 puisque les autres contributions sont
plus atténuées d’un facteur 10. Pourϕ < π/8, cette séparation semble plus délicate : en
particulier pourϕ = 0, les ordres(±1,0) sont difficilement séparables des ordres(±1,1).
Dans le cas d’atomes plus rapides - dont le point de rebroussement se situe vers 200 nm -
cette approximation est discutable quel que soitϕ.

À ce niveau de description, la seule discussion des portées des différents harmoniques
ne suffit pas à donner une description correcte du champ. Nousverrons dans la partie sui-
vante une méthode numérique permettant de calculer les amplitudes de Fourier de manière
exacte à la surface de la nanostructure et donc dans tout l’espace.

2.4 Conclusion

Ce chapitre avait tout d’abord pour objectif d’introduire les différentes expressions des
champs électrique et magnétique dans les milieux d’entrée et de sortie du réseau. Nous
avons vu qu’ils sont complètement évanescents dans le vide pour les paramètres typiques
utilisés dans ce mémoire. Le champ diffracté s’écrit comme une superposition d’ondes
planes de vecteur d’onde surfacique quantifié. Plus la fréquence spatiale de l’onde est
grande, plus sa longueur de décroissance enzest courte : les hautes fréquences du champ
sont donc filtrées avec la hauteur.
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Ainsi, le comportement de la lumière à grande distance est dominé par les ordres de
Fourier de plus grande portée, laquelle dépend de la périodemais également de l’orien-
tation du plan d’incidence par rapport au réseau. La prise encompte de ces seuls har-
moniques permet de calculer une expression asymptotique dupotentiel d’interaction de
l’atome avec le champ optique.

Nous avons finalement introduit deux réseaux particuliers.Le premier est unidimen-
sionnel : le champ diffracté à grande distance s’identifie à celui obtenu par la simple super-
position de deux ondes évanescentes contrapropageantes. Cette coïncidence ne se produit
que si le plan d’incidence de la lumière est perpendiculaireaux lignes du réseau. La portée
du contraste du potentiel est alors infinie. Lorsque l’incidence n’est plus perpendiculaire,
cette quantité est finie et la modulation reste localisée au voisinage des nanostructures.
L’étude du deuxième, bidimensionnel, a permis d’étudier l’effet du filtrage du champ en
fonction de l’angle polaireϕ du vecteur d’onde incident. Ces deux exemples illustrent le
découplage entre le miroir et le réseau.

Dans le chapitre suivant, nous allons exposer la méthode de calcul exacte du champ
diffracté par un réseau périodique uni- ou bidimensionnel.
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Chapitre 3

Théorie différentielle des réseaux

Le calcul exact du champ électromagnétique diffracté par leréseau passe par la ré-
solution des équations de Maxwell dans tout l’espace. La méthode utilisée dans cette
première partie est nommée Théorie Différentielle des Réseaux (ouDifferential Theory
of Gratings, désignée dans la suite par DTG). Il s’agit d’une théorie exacte ne nécessitant
aucune approximation. Dans le cadre de l’optique de champ proche, elle a été développée
par R. Petit, M. Nevière, P. Vincent et D. Maystre dans les années 1980 [82, 83]. Un ex-
posé très complet de cette méthode est présenté dans la thèsede Jean-Claude Weeber [84].

L’expression générale des champs dans les demi-espaces homogènes 1 et 3 a été éta-
blie dans le chapitre précédent. Nous avons vu qu’ils s’écrivent sous la forme d’un dé-
veloppement de Rayleigh. Ainsi, la connaissance des coefficients de Fourier à la surface
du réseau suffit à pouvoir évaluer les champs électrique et magnétique en tout point du
milieu de sortie. La méthode DTG permet de calculer numériquement ces coefficients. Le
principe est d’établir un système d’équations différentielles valables dans la zone modu-
lée, et d’intégrer ce système entre les côtesz= 0 etz= h. Cependant, la difficulté réside
dans l’existence enz= h d’un champ d’expression inconnue réfléchi par le réseau dansle
milieu d’entrée. L’intégration directe de ce système à travers la zone modulée à partir de
l’expression du seul champ incident est donc impossible.

L’alternative est de raisonner en sens contraire. On suppose d’abord enz= h l’exis-
tence d’un champ électrique ou magnétique ne comportant qu’une seule composante de
Fourier spatiale. L’intégration numérique rétrograde du précédent système permet alors
de déduire les amplitudes des champs incident et réfléchi dans le milieu d’entrée corres-
pondant spécifiquement à ce champ harmonique de sortie. Par inversion, on déduit les
matrices de transmission et de réflexion du réseau de diffraction.

Sur la figure 3.1 sont rappelées les notations déjà introduites dans la première partie.
La polarisation du champ devant être prise en compte, on introduit un troisième angle
δ qui repère l’orientation du vecteur de polarisation du champ électrique par rapport au
plan(0xy). Dans le cas particulier de la polarisation TE, l’angleδ est nul ; il vautπ/2 en
polarisation TM. Les coordonnées cartésiennes du champ incident sur le planz= h sont
alors :







Ex,0 = E0(sinϕ cosδ−cosθcosϕ sinδ)
Ey,0 = E0(−cosθsinϕ sinδ−cosϕ cosδ)
Ez,0 = E0sinθsinδ

(3.1)
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b
a

milieu 1

milieu 3

z

k0

x

y

δ

E 0

h

0

FIG. 3.1 – Principaux paramètres du champ incident et du réseau.

On obtient les composantes du champ magnétique en utilisantl’équation de Maxwell-
Ampère∇ ×E = −iωµ0H :







Hx,0 = E0(n1ky,0Ez,0+n1kz,0Ey,0)/(k0Z0)
Hy,0 = E0(−n1kz,0Ex,0−n1kx,0Ez,0)/(k0Z0)
Hz,0 = E0(n1kx,0Ey,0−n1ky,0Ex,0)/(k0Z0)

(3.2)

oùZ0 =
√

µ0/ε0 représente l’impédance du vide.

3.1 Expression du champ dans tout l’espace

Commençons par rappeler l’expression des champsE et H dans les demi-espaces
homogènes 1 et 3. Nous avons vu dans la précédente partie qu’ils obéissent au dévelop-
pement en série de Fourier :

F(1)(x,y,z) = F0e−ik0·r +∑ν F(1,u)(ν)eiγ(1)
ν zeikν·l

F(3)(x,y,z) = ∑ν F(3,d)(ν)e−iγ(3)
ν zeikν·l

(3.3)

avec

kν = n1k‖
0+Qν

n2
r k2

0 = γ(r)2
ν +k2

ν, r = 1,2

Chaque champ est donc la superposition d’ondes progressives ou évanescentes vers
les z > 0 ou z < 0. Cette distinction n’est possible que dans des espaces homogènes,
puisque ce sont les vecteurs propres de l’équation de Poisson. Dans la zone modulée, on
ne peut pas séparer ondes montantes et descendantes, mais lechamp électromagnétique
peut néanmoins être développé en série de Fourier suivantx ety selon :

F(2)(x,y,z) = ∑
ν

F(2)(ν,z)eikν·l

Les coefficients de Fourier dépendent donc toujours dez.
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Composantes principales. Dans les demi-espaces homogènes 1 et 3, nous allons mon-
trer que les coefficients de Fourier deE ou H peuvent être exprimés en fonction unique-
ment de deux composantes, appelées composantes principales. Considérons en effet les
équations de Maxwell :

∇ ×E = iωµ0H (3.4)

∇ ×H = −iω ε0n2E (3.5)

Si la constante diélectrique est indépendante de la position, nous pouvons appliquer l’opé-
rateur rotationnel à ces deux relations et en déduire par projection sur la base(ex,ey,ez) :

−n2k2
0Ex−

∂2Ex

∂y2 = iωµ0
∂Hy

∂z
− ∂2Ey

∂x∂y
(3.6)

−n2k2
0Hx−

∂2Hx

∂y2 = −iωε
∂Ey

∂z
− ∂2Hy

∂x∂y
(3.7)

Ez =
i

ωε

[
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

]

(3.8)

Hz =
−i
ωµ0

[
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

]

(3.9)

En injectant les développements de Fourier 3.3 dans ce système, il est possible d’exprimer
les composantesFx etFz uniquement en fonction desFy. Les composantes principales sont
dans ce casEy et Hy. Pour chaque ordre de Fourier nous avons dans le milieu de sortie :

E(3)
x (ν) =

−k0Z0κ(3)
ν H(3)

y (ν)−k(3)
x,νk(3)

y,ν E(3)
y (ν)

n2
3k2

0−k(3)
y,ν

(3.10)

H(3)
x (ν) =

−k0/Z0n2
3κ(3)

ν E(3)
y (ν)−k(3)

x,νk(3)
y,ν H(3)

y (ν)

n2
3k2

0−k(3)
y,ν

(3.11)

On obtiendrait des expressions semblables pourEz(ν) et Hz(ν) à partir de 3.8 et 3.9. De
même les composantesx et z du champ réfléchi dans le verre sont obtenues en changeant

3 en 1 etκ(3)
ν en−κ(1)

ν .

Ainsi, le champ électromagnétique dans les milieux d’entrée et de sortie sera uni-
quement décrit par les coefficients de FourierEy(ν) et Hy(ν). Le principe de la méthode
différentielle des réseaux est d’établir une relation linéaire entre les composantes princi-
pales du champ en entrée et en sortie du réseau. Pour cela nousdevons établir un système
d’équations différentielles décrivant l’évolution du champ dans la zone modulée.

3.2 Équations de propagation dans la zone modulée

Le calcul du champ repose donc sur les deux équations de Maxwell vectorielles :

∇ ×E = iωµ0H (3.12)

∇ ×H = −iωε(l,z)E (3.13)
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En éliminant de ce système les composanteszdu champ électromagnétique, on montre
que les composantes parallèles des champs obéissent aux équations différentielles cou-
plées :







∂Ex
∂z = iωµ0Hy+ ∂

∂x

[(
∂Hy

∂x − ∂Hx
∂y

)

/(−iωε0n2)
]

∂Ey

∂z = −iωµ0Hx + ∂
∂y

[(
∂Hy

∂x − ∂Hx
∂y

)

/(−iωε0n2)
]

∂Hx
∂z = −iωε0n2Ey + ∂

∂x

[(
∂Ey
∂x − ∂Ex

∂y

)

/(−iωµ0)
]

∂Hy

∂z = iωε0n2Ex + ∂
∂y

[(
∂Ey

∂x − ∂Ex
∂y

)

/(−iωµ0)
]

Pour expliciter le système d’équations, nous devons également développer la constante
diélectrique en série de Fourier. Réécrivons-la dans un premier temps sous la forme :

n2(l,z) = n2
2b +(n2

2−n2
2b)P(l,z)

où n2b représente l’indice entre les plots, etP est la fonction indicatrice des plots définie
par :

P(l,z) =

{
1 si (l,z) ∈V
0 si (l,z) /∈V

(3.14)

Elle peut être développée en série de Fourier :

P(l,z) = ∑
ν

P̃(ν,z)eiQν·l (3.15)

La fonctionP dépend en général dez, excepté dans le cas où le motif du réseau est à
flancs raides, comme dans ce mémoire de thèse. Ainsi, le réseau étant composé de plots
parallélépidédiques de dimensionsa selonx et b selony, on a :

P̃(m,n) = sinc

(
mπa
Lx

)

sinc

(
nπb
Ly

)

(3.16)

Après introduction du développement 3.16 dans 3.14, on obtient le système d’équa-
tions différentielles couplées suivant :







dE
(2)
x (m,n,z)

dz =

(

ik0Z0 +
Z0k2

x,m

ik0n2
2b

)

H(2)
y (m,n,z)− Z0kx,mky,n

ik0n2
2b

H(2)
x (m,n,z)

+
Z0kx,m

ik0

(

1
n2

2
− 1

n2
2b

)

∑p,q P̃(m− p,n−q,z)
(

kx,pH(2)
y (p,q,z)−ky,qH(2)

x (p,q,z)
)

dE(2)
y (m,n,z)

dz =

(

−ik0Z0−
Z0k2

y,m

ik0n2
2b

)

H(2)
x (m,n,z)+

Z0kx,mky,n

ik0n2
2b

H(2)
y (m,n,z)

+
Z0kx,m

ik0

(

1
n2

2
− 1

n2
2b

)

∑p,q P̃(m− p,n−q,z)
(

kx,pH(2)
y (p,q,z)−ky,qH(2)

x (p,q,z)
)

dH
(2)
x (m,n,z)

dz =

(

− kx,m
ik0Z0

− ik0n2
2b

Z0

)

E(2)
y (m,n,z)+

kx,mky,n
ik0Z0

E(2)
x (m,n,z)

− ik0
Z0

(
n2

2−n2
2b

)

∑p,q P̃(m− p,n−q,z)E(2)
y (p,q,z)

dH
(2)
y (m,n,z)

dz =

(

ky,m
ik0Z0

+
ik0n2

2b
Z0

)

E(2)
x (m,n,z)− kx,mky,n

ik0Z0
E(2)

y (m,n,z)

+ ik0
Z0

(
n2

2−n2
2b

)

∑p,q P̃(m− p,n−q,z)E(2)
x (p,q,z)

(3.17)

Tous les ordres de Fourier des champs sont couplés par le produit n2F qui intervient dans
les équations de propagation. Ce système est intégré entre les plans de côtez= 0 (sortie)
etz= h (entrée). Cependant, pour relier les champs dans les zones 1et 3 à ceux de la zone
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modulée, nous avons besoin de relations de passage.

Conditions aux interfaces. Enz= 0 la continuité des champs suffit à calculer les com-

posantes tangeantielles deE etH dans la zone 2. Il faut auparavant relierE(1)
x etH(1)

x aux
composantes principales au moyen des équations 3.10 et 3.11.

En entrée du prisme, il faut exprimer, à partir des composantes de Fourier tangean-
tielles deE(2)(h) etH(2)(h) et de leur dérivée enz, les composantes principales montantes

et descendantes du champ dans le demi-espace 1. OrE(1)
y et H(1)

y s’écrivent enz= h :

E(1)
y (m,n,h) = E(2)

y (m,n,h) =

E(1,u)
y (m,n)eiγ(1)

m,nh +E(1,d)
y (m,n)e−iγ(1)

m,nh (3.18)

H(1)
y (m,n,h) = H(2)

y (m,n,h) =

H(1,u)
y (m,n)eiγ(1)

m,nh +H(1,d)
y (m,n)e−iγ(1)

m,nh (3.19)

Les expressions 3.17 sont également valables dans le prisme, à condition de remplacern2

parn2b (ce qui annule la sommation sur les ordres(p,q)) et n2b parn1. La continuité des
composantes tangeantielles des champs permet alors de connaître la valeur de la dérivée
verticale des composantes principales enz= h dans le milieu 1. On notera qu’elles n’ont
aucune raison d’être continues. Nous avons alors :

dE(1)
y

dz
(m,n,h) = iγ(1)

m,n

[

E(1,u)
y (m,n)eiγ(1)

m,n −E(1,d)
y (m,n)e−iγ(1)

m,n

]

(3.20)

dH(1)
y

dz
(m,n,h) = iγ(1)

m,n

[

H(1,u)
y (m,n)eiγ(1)

m,n −H(1,d)
y (m,n)e−iγ(1)

m,n

]

(3.21)

d’où l’on déduit par combinaison avec 3.19 la valeur des composantes principales inci-
dentes et réfléchies :

E(1,d)
y (m,n) =

1
2

(

E(2)
y (m,n,h)+

i

γ(1)
m,n

dE(1)
y

dz
(m,n,h)

)

(3.22)

E(1,u)
y (m,n) =

1
2

(

E(2)
y (m,n,h)− i

γ(1)
m,n

dE(1)
y

dz
(m,n,h)

)

(3.23)

Nous allons maintenant décrire l’algorithme de calcul du champ diffracté.

3.3 Les différentes étapes de la méthode DTG

Nous avons désormais tous les outils pour calculer les champs réfléchis et transmis
par le réseau de diffraction. Le calcul ne pouvant être effectué pour un nombre infini
d’harmoniques, les développements en série de Fourier sonttronqués à l’ordreM enkx et
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à l’ordreN enky. Considérons les vecteurs contenant les harmoniques deEy et Hy :

Fy =











...
Ey(m,n)

...
Hy(m,n)

...











(3.24)

Il comporte 2MN composantes. La base dans laquelle s’exprimeFy correspond àMN
excitations électriques etMN excitations magnétiques de fréquence spatiale déterminée
(µ,ν). L’algorithme est alors divisé en trois parties :

◮ on impose dans le milieu 3 une excitation correspondant à chacun de ces vecteurs
de base. Il y a donc 2MN conditions initiales différentes. Les conditions aux limites
en z= 0 permettent de calculer les 2MN composantesFx associées dans la zone
modulée, ce qui donne les conditions initiales permettant l’intégration de 3.17 ;

◮ ce champ est propagé au travers de la zone source de z=0 à z=h par intégration
des équations 3.17. Celle-ci est effectuée en utilisant uneméthode de Runge-Kutta
d’ordre 4 ;

◮ en z= h, les composantes descendantes et montantes du champ dans lemilieu 1
sont calculées à partir des équations 3.23. Pour chacune desexcitations de base, on

déduit donc deux vecteursF(1,u)
y et F(1,d)

y . Au final, l’ensemble de ces vecteurs se
présente sous la forme de deux matrices 2MN×2MN définies par :
[

E(1,u)
y

H(1,u)
y

]

= M (u,d) ·
[

E(3,d)
y

H(3,d)
y

] [

E(1,d)
y

H(1,d)
y

]

= M (d,d) ·
[

E(3,d)
y

H(3,d)
y

]

(3.25)

Nous avons indiqué par l’exposant(d) que les excitations élémentaires dans le milieu 3
correspondent à des champs se propageant vers les z négatifs.

Matrices R(d) et T(d). Au niveau de l’interface entre le prisme et les nanostructures, on
peut introduire les matrices de réflexionR(d) et de transmissionT(d), définies par :

[

E(1,u)
y

H(1,u)
y

]

= R(d) ·
[

E(1,d)
y

H(1,d)
y

] [

E(3,d)
y

H(3,d)
y

]

= T(d) ·
[

E(1,d)
y

H(1,d)
y

]

(3.26)

En comparant ces relations avec les expressions 3.25, il apparaît queT(d) est directement
l’inverse deM (d,d), tandis queT(d) est un produit matriciel :

T(d) =
(

M (d,d)
)−1

(3.27)

R(d) = M (u,d) ·
(

M (d,d)
)−1

= M (u,d) ·T(d) (3.28)

Nous pouvons ainsi calculer les champs transmis et réfléchispar le réseau pour n’importe
quelle polarisation du champ incident.

Matrices R(u) et T(u). Dans la suite, nous allons également avoir besoin des matrices de
réflexion et de transmission d’un champ provenant desz< 0, c’est-à-dire se propageant
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du vide vers le réseau. Il est donc transmis dans le milieu 1 etréfléchi dans le milieu 3.
Ce calcul pourrait se faire de manière semblable à la méthodequi vient d’être exposée,
mais en inversant le rôle des milieux d’entrée et de sortie. Cependant, il est possible de
généraliser la méthode précédente de manière à inclure ce cas.

Réécrivons l’expression générale du champE(3) du chapitre 2 sans tenir compte des
conditions aux limites. Il s’écrit :

E(3)(x,y,z) = ∑
ν

[

E(3,u)(ν)eiγ(3)
ν z+E(3,d)(ν)e−iγ(3)

ν z
]

eikν·l (3.29)

Nous pouvons donc compléter la base des excitations (d) utilisée pour le calcul deR(d)

et T(d) par 2MN excitations (u). Ainsi, les composantes principales deE(3) sont décrites
dans l’espace de Fourier par le supervecteur à 4MN composantes :

F(3)
y =









E(3,u)
y

H(3,u)
y

E(3,d)
y

H(3,d)
y









(3.30)

Pour chacune de ces nouvelles excitationsE(u) ou H(u) élémentaires, on peut à nouveau
calculer par intégration à travers la zone modulée les champs montant et descendant dans
le milieu 1. Ainsi, le supervecteur des composantes principales du champE(1) est relié
linéairement au champ d’excitation par :

[

F(1,u)
y

F(1,d)
y

]

=

[
M (u,u) M (u,d)

M (d,u) M (d,d)

]

·
[

F(3,u)
y

F(3,d)
y

]

(3.31)

où M (u,d) et M (d,d) sont les matrices calculées précédemment. Lors du calcul des nou-
velles matricesM (u,u) et M (d,u), il faut toutefois faire attention à adapter les conditions

aux limites à l’interfacez= h en effectuant le changementγ(3)
m,n →−γ(3)

m,n.

On déduit alors l’expression des matrices de réflexionR(u) et de transmissionT(u) en

imposant la condition à l’infiniF(1,d)
y = 0, qui traduit l’absence de champ provenant de

z= +∞ dans le milieu 1 lorsque l’illumination se fait à partir du milieu 3 :

F(1,u)
y = M (u,u)F(3,u)

y +M (u,d)F(3,d)
y

0 = M (d,u)F(3,u)
y +M (d,d)F(3,d)

y

d’où on déduit :

F(3,d)
y = R(d)F(3,u)

y → R(d) = −
(

M (d,d)
)−1

M (d,u)

F(3,u)
y = T(d)F(3,u)

y → T(d) = M (u,u)−M (u,d)
(

M (d,d)
)−1

M (d,u)
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3.4 La méthode des réflexions multiples

Domaine d’applicabilité de l’algorithme. De nombreuses études ont été effectuées de
manière à préciser le domaine de validité de la méthode que nous venons de décrire. Dif-
férents paramètres interviennent : nature du matériau, polarisation, hauteur et période vis
à vis de la longueur d’onde. Cette méthode est en particulierinapte à traiter la diffraction
par des réseaux métalliques en polarisation TM [85]. En général, la convergence est bonne
dans le cas de réseaux de faible hauteur devant la longueur d’onde et devant la période.
Les instabilités numériques qui apparaissent lorsque l’onsort de cette gamme de para-
mètres proviennent de la présence de composantes anti-évanescentes (dont l’amplitude
augmente exponentiellement avec la distance) dans la zone modulée. L’intégration de ces
contributions pour des ordres de Fourier élevés conduit à une divergence de leur amplitude
d’autant plus importante que la période est faible et la hauteur importante. L’inversion des
matrices mal conditionnées ainsi obtenues est instable numériquement. Afin de pouvoir
augmenter suffisamment le nombre d’harmoniques pour atteindre la convergence, il est
nécessaire d’adapter l’algorithme.

Un certain nombre de méthodes alternatives ont été proposées afin de calculer le
champ pour des hauteurs et des périodes arbitraires. M. Nevière et F. Montiel ont dé-
veloppé en 1994 une procédure qui permet de traiter des réseaux dont le rapporth/d est
supérieur à l’unité [86]. Nous avons choisi d’implémenter une méthode simplifiée utili-
sant le même principe, dite des réflexions multiples [87].
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FIG. 3.2 – Méthode des réflexions multiples.

Le principe est de subdiviser la zone modulée enNc tranches de même épaisseur (voir
figure 3.2). Nous introduisons artificiellement une couche intermédiaire infiniment fine,
d’indice égal à l’indice du milieu de sortie. Son épaisseur étant nulle, elle n’a aucune
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incidence sur le résultat final. Nous noteronszic la côte de laiième
c couche intermédiaire

entre les tranchesic−1 et ic, la côtez1 correspondant àz= 0.
Le champ transmis est obtenu en sommant les champs émergeantde la zone modulée

après avoir subit 1, ...,NR réflexions entre les tranches. Un exemple est donné sur la figure
3.2 pourNc = 4. La première tranche est caractérisée par les matricesTu

1, Td
1, Ru

1 etRd
1, et

lesNc−1 suivantes parTu
2, Td

2, Ru
2 etRd

2, dont le calcul se fait par la théorie différentielle
des réseaux en remplaçantn1 parn3.

Description de l’algorithme. Considérons le supervecteurF0(1) = Td
1 F0(0) ne com-

portant que les composantes principales du champ incident dans le verre sur le réseau. Les
valeurs du champ transmis directement à travers les tranches suivantes sans avoir subi de
réflexion sont données par la relation de récurrenceF0(ic+1) = Td

2 F0(ic). Le champ cor-
respondant en sortie du réseau est doncF0(s) = [Td

2]
Nc−1Td

1F0(1). C’est l’initialisation du
calcul.

La première itération consiste à calculer en chaquezic l’amplitude du champ après une
seule réflexion. En particulier,F0(Nc) se réfléchit sur la dernière couche, doncF1(Nc) =
Rd

2F0(Nc). Les contributions aux côteszic, ic = Nc− 1, ...,2 vont se déduire de la rela-
tion de récurrenceF1(ic) = Rd

2F0(ic)+Tu
2F0(ic +1). Nous remarquons que ce champ se

propage vers leszcroissants. Ils vont apporter une contribution au champ réfléchi dans le
milieu 1 : F1(1) = TuF1(2).

Le deuxième pas s’effectue de manière semblable. Le champF1(2) se réfléchit sur la
première couche :F2(2) = Ru

1F1(2) ; le calcul des contributions à la sortie des couches
ic = 3, ...,Nc se fait à nouveau par récurrence :F2(ic) = Ru

2F1(ic) + Td
2F2(ic− 1). Ces

champs ajoutent une contribution à la composante transmise: F2(s) = TdF2(Nc).

Ainsi, la méthode de calcul est la suivante :
◮ initialisation du champ en chacune des côteszic :

F0(1) =












...

E(1,d)
y (m,n)

...

H(1,d)
y (m,n)

...












,

{
F0(2) = Td

1F0(1)

F0(ic) = Td
2F0(ic−1), ic = 1, ...,Nc,s

Dans notre cas, la seule composante de Fourier du champ incident sera l’ordre 0.
◮ puisNR/2 itérations du schéma suivant :

F2p−1(Nc) = Rd
2F2p−2(Nc)

F2p−1(ic) = Rd
2F2p−2(ic)+Tu

2F2p−2(ic+1), ic = Nc−1, ...,2

F2p(2) = Ru
1F2p−1(2)

F2p(ic) = Ru
2F2p−1(ic)+Td

2F2p−1(ic−1), ic = 3, ...,Nc

F2p(s) = Td
2F2p(Nc)
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◮ au final, le champ total transmis estF(3) = F0(s)+F2(s)+ · · ·+FNR−2(s)+FNR(s).

Convergence de l’algorithme. Le calcul doit donc être optimisé en fonction de plu-
sieurs paramètres. Le premier est le nombre d’harmoniques.La convergence n’est pas
atteinte en même temps pour tous les ordres, les basses fréquences convergeant en pre-
mier. Dans le problème spécifique auquel nous nous intéressons, celui de la diffraction
d’atomes, nous n’avons pas besoin de connaître la forme exacte du champ pour toute va-
leur dez, puisque l’atome rebondit à une distance typique de 200 nm au-dessus des plots,
ce qui sélectionne un faible nombre de coefficients de Fourier. Seule la convergence des
premiers ordres de diffraction, ceux de plus grande portée,nous intéresse.

En une dimension, il est possible de prendre en compte un grand nombre d’harmo-
niques, ce qui permet d’avoir un champ très bien convergé même en z=0. Ceci est cepen-
dant impossible en deux dimensions, le nombre d’harmoniques augmentant commeM2 :
nous nous sommes donc limités aux ordres(1,0) et (0,1). Les valeursM = N = 31 suf-
fisent pour les paramètres géométriques précisés dans le chapitre précédent. Nous avons
pris M = 61 pour le réseau unidimensionnel. La convergence en fonction du nombre de
réflexionNR est très rapide, de même que celle deNc. Nous avons choisiNc = NR = 30.
Le temps de calcul en 1D est de l’ordre de la minute, en revanche il atteint rapidement
plusieurs heures (environ 3 pour les paramètres choisis) en2D.

Ainsi, l’implémentation de cette méthode a permis d’étendre le calcul du champ à des
hauteurs de plots de 50 nm, ce qui correspond au cinquième de la périodicité. Au-delà,
des problèmes de divergence subsistent.

3.5 Composantes normales du champ électromagnétique

La dernière étape du calcul est un changement de base. Dans lecas général, la des-
cription de l’interaction de l’atome à plusieurs niveaux avec le champ électromagnétique
fait intervenir les composantes normales deE. Dans ce paragraphe, nous établissons leur
expression en fonction des composantes cartésiennes du champ électrique.

L’axe de quantification choisi est le vecteur unitaire de polarisation TE, perpendicu-
laire au plan d’incidence. Cette composante joue en effet unrôle privilégié puisque qu’elle
n’est pas présente dans l’onde évanescente non perturbée par le réseau. Nous verrons que
son intensité dans le champ diffracté est toujours beaucoupplus faible que l’intensité
totale. Les vecteurs de polarisatione−, e+ et e0 sont définis par :

e0 = κ̂×ez (3.32)

e± = ∓(κ̂± iez)/
√

2 (3.33)

où κ̂ = k‖
0/k‖0 est le vecteur unitaire de même sens que le vecteur d’onde de surface. La

matrice de passagePn de la base(κ̂,ez,e0) à la base(e−,e0,e+) est donc :

Pn =





1/
√

2 0 −1/
√

2
−i/

√
2 0 −i/

√
2

0 1 0



 (3.34)

De même, le passage de la base(ex,ey,ez) à la base(κ̂,ez,e0) se fait par une matrice de
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rotationPr :

Pr =





−cosϕ 0 −sinϕ
−sinϕ 0 cosϕ

0 1 0



 (3.35)

Alors la matrice de passage entre(ex,ey,ez) et (e−,e0,e+) estPr ·Pn, et les composantes
normales du champ s’expriment en fonction des composantes cartésiennes comme :





Em

E0

Ep



= (Pr ·Pn)
−1





Ex

Ey

Ez



=
1√
2





iEz− [Excosϕ +Eysinϕ]√
2(Eycosϕ−Exsinϕ)

iEz+Excosϕ +Eysinϕ



 (3.36)

3.6 Résultats numériques

Nous allons présenter des résultats concernant, dans un premier temps, le champ dif-
fracté par une structure unidimensionnelle et, dans un deuxième temps, par une structure
bidimensionnelle.

3.6.1 Étude de l’intensité diffractée par un réseau 1D.

Ces résultats ont été obtenus avec un réseau de périodeLre f , sous incidenceθ = 60◦.
Le motif a une largeur de 100 nm, et une hauteur de 50 nm. Sur la figure 3.3 est tracée, en
échelle logarithmique décimale, l’intensité de chacun descoefficients de Fourier àz= 0.
La courbe est symétrique pourϕ = π/2. Lorsqueϕ diminue, les composantes d’ordre
positif sont plus intenses, mais globalement l’allure du spectre évolue peu. Nous pouvons
observer que l’enveloppe est proche de celle d’un sinus cardinal. On peut en effet montrer
dans l’approximation de Born (voir annexe A), c’est-à-direpour les faibles hauteursh par
rapport à la longueur d’onde, que le spectre est modulé par latransformée de Fourier en
x, y du profil d’indice.
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FIG. 3.3 – Intensité diffractée sur chaque composante de Fourier en échelle logarithmique.
Trait plein :ϕ = 0, trait interrompu :ϕ = π/4, trait pointillé :ϕ = π/2.

Il est également intéressant de comparer les contributionsdes composantes normales
du champ. Sur la figure 3.4-a ont été tracées les valeursep(m) = 2|E∗

0,pEp(m)|/|E0|2
où p = ± et m= ±1. Cette grandeur, lorsqu’elle est faible devant 1, s’identifie avec le
contraste de la composantep du coefficient d’ordremde Fourier. Nous pouvons constater
quee+(+1) se démarque nettement des autres contributions. En effet, quandϕ tend vers
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0, sa valeur tend vers 1,7, ce qui correspond à un contraste de98%. Nous reviendrons sur
ce point important lors de l’étude de la diffraction atomique par le réseau 1D.

ϕ

e  (−1)

e  (−1)
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FIG. 3.4 – (a) Contraste pour l’ordre -1 : le trait plein représente la composante -, le trait
interrompu la composante +. (b) Idem pour l’ordre +1. (c) Évolution de l’intensité relative
de la composanteE0 en fonction de l’angleϕ àz= 200 nm.

Enfin, le tracé de la figure 3.4-c montre l’évolution de|E0|2 avecϕ. Rappelons que
c’est elle qui régit le transfert de population entre les deux états fondamentaux lorsque
l’on prend en compte la structure fine. Cette composante, totalement absente du champ
incident, est créée uniquement par la diffraction. Sa valeur reste donc en général faible
devant l’intensité des composantes + et -. Nous pouvons cependant voir qu’elle passe
par un maximum pourϕ ≈ 23◦ où elle atteint environ 0,004, ce qui correspond à 2% de
l’intensité totale. Nous verrons dans la partie suivante quelle en est la conséquence sur le
transfert de population. Ce phénomène illustre de manière générale qu’il y a création de
composantes de polarisation dans le champ proche.

3.6.2 Quelques résultats en deux dimensions

Pour un réseau bidimensionnel, nous avons vu que les principales contributions à l’in-
tensité proviennent des ordres(0,1) et (1,0) de Fourier. Le champ à grande distance est
une superposition de ces deux ondes, donnant lieu à un potentiel modulé dans les deux
directionsx et y. À nouveau nous étudions l’évolution des différentes caractéristiques de
l’intensité en fonction de l’angleϕ. Tous les calculs ont été effectués pour une périodicité
identique enx et eny deLx = Ly = 250 nm. L’angle d’incidence du faisceau estθ = 60◦,
les plots sont à base carrée de côtéa = 100 nm et de hauteurh = 50 nm.

La figure 3.5 présente plusieurs cartes de l’intensité et montre son évolution en fonc-
tion de l’angle polaireϕ et de l’altitudez. La première hauteur est proche de la surface
des plots diélectriques, la seconde correspond à une hauteur de rebroussement typique de
l’atome. Les effets dus à la différence de coefficients de décroissance entre les deux ordres
sont ici aisément identifiables. Quel que soit l’angle, le champ est bien localisé au-dessus
du plot à 50 nm. Les valeurs minimales (≈ 1,0) et maximales (≈ 1,4) de l’intensité rela-
tive dépendent peu de l’angle polaireϕ. En revanche, le comportement est très différent
à 200 nm. En effet, pourϕ = 0◦, le champ est beaucoup plus contrasté dans la direction
y que dans la directionx, ce qui est une conséquence de la décroissance plus rapide de
l’ordre (1,0) par rapport à l’ordre(0,1) (voir chapitre précédent). Le champ devient pro-
gressivement unidimensionnel quandzaugmente, la modulation étant dans la direction de
la composante parallèle du vecteur d’onde incident. Quandϕ augmente progressivement,
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TAB. 3.1 – Évolution de l’intensité moyenne à 200 nm en fonction de ϕ pour les trois
composantes normalesE−, E0 etE+.

ϕ = 0◦ ϕ = 22◦ ϕ = 45◦

- 0,17 0,17 0,17
0 0,8 10−6 0,18 10−4 0,17 10−4

+ 0,85 10−2 0,85 10−2 0,85 10−2

cette différence de contraste s’atténue. À 45◦, le champ est parfaitement symétrique par
rapport à l’axey = x : cela correspond à l’égalité des coefficientsκ0,1 et κ1,0.
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FIG. 3.5 – Évolution de l’intensité relative du champ en fonction de l’angleϕ à 50 et
200 nm.

La table 3.1 montre l’évolution de l’intensité moyenne des trois composantes nor-
males à 200 nm en fonction deϕ. En plus du peu d’évolution de|E−|2 et |E+|2, elle
montre clairement que la composanteE0 créée par le processus de diffraction du champ
incident reste négligeable par rapport à l’intensité moyenne totale. En effet, elle ne dé-
passe pas 0,1%. Cette valeur est 20 fois plus faible que celle obtenue avec un réseau
unidimensionnel. On peut attribuer cette écart à la différence de quantité de matière entre
les deux objets diélectriques, sachant que la création de composantes de polarisation est
d’autant plus efficace que le volume du réseau est important.Ainsi, nous nous attendons à
ce que le transfert de population entre les deux niveaux fondamentaux soit encore moins
important dans la diffraction par un réseau 2D.

Enfin, l’évolution du contraste enx ety pour chacune des composantes + et - du champ
est indiquée en fonction deϕ dans les tables 3.2 et 3.3. Il apparaît qu’entre 0◦ et 45◦, le
contraste de la composante - reste de l’ordre de 0,1% dans lesdeux directions, tandis que
celui de la composante + évolue beaucoup plus fortement. Selon x, il passe de 25% à 5%
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TAB. 3.2 – Évolution du contraste selon l’axex à 200 nm en fonction deϕ pour les deux
composantesE− et E+.

εx ϕ = 0◦ ϕ = 22◦ ϕ = 45◦

- 0,3% 0,7% 0,8%
+ 25% 16 % 5 %

TAB. 3.3 – Évolution du contraste selon l’axey à 200 nm en fonction deϕ pour les deux
composantesE− et E+.

εy ϕ = 0◦ ϕ = 22◦ ϕ = 45◦

- 0,3% 0,5% 0,8%
+ 0,33% 1,2 % 5 %

et selony, il est de l’ordre du %.
Le comportement du contraste entreϕ = 45◦ et ϕ = 90◦ se déduit des valeurs pré-

cédentes en changeantϕ en 90◦−ϕ et en échangeant le rôle dex et y. Ainsi, quels que
soient l’angle d’indidence et la direction, le contraste dela composanteE− ne dépasse
jamais 1% et celui deE+ passe de 0,3% à 25%. De même que pour le cas unidimension-
nel, on s’attend à un changement important du comportement de la diffraction suivant le
sous-niveau Zeeman de l’atome incident sur le réseau de diffraction.

3.7 Conclusion

Les points essentiels à retenir de cette étude de l’intensité diffractée par un réseau uni-
ou bidimensionnel peuvent être regroupés en deux catégories :

◮ d’abord l’effet de filtrage des hautes fréquences spatialesdu champ avec la hauteur.
Il est relié uniquement à la géométrie du réseau (périodicité) et à l’orientation du
faisceau incident par rapport à la surface et au réseau (angle azimutalθ et angle
polaireϕ). Nous rappelons qu’il provient de la dépendance, via la relation de dis-
persion du champ dans le vide, de la composante parallèle du vecteur d’onde de
la composante de Fourier diffractée et de sa portée enz. Nous avons vu que plus
l’ordre augmente, plus l’amplitude de l’onde décroît rapidement. Cet effet déter-
mine la forme du champ à grande distance, dans lequel ne dominent qu’un ou deux
des harmoniques de plus longue portée. Dans le cas du réseau unidimensionnel, le
champ est bien décrit par les ordres±1. Une étude des coefficients de décroissance
pour le réseau bidimensionnel en fonction de l’angle polaire ϕ a montré que pour
ϕ = 0, l’ordre dominant est(0,1) et la modulation est la plus importante dans la
direction du vecteur d’onde du champ incident. Pourϕ = π/4, les portées des deux
ordres(0,1) et (1,0) sont dégénérées et le champ reste parfaitement bidimension-
nel quelle que soit la hauteur.

◮ ensuite, les points concernant le spectre de Fourier de chacune des composantes
normales du champ. Globalement, le poids des différentes composantes diffractées
respecte celui du champ initial : quel que soitϕ, le poids de la composante - est su-
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périeur à celui de la composante +. La composante 0, totalement absente du champ
initial, provient entièrement de la diffraction de l’onde incidente, et sa contribu-
tion reste faible. La création de composantes de polarisation est donc limitée. En
conséquence, lors du processus de diffraction atomique, letransfert de population
entre les deux sous-niveaux Zeeman doit rester faible. Ce qui ressort également
de l’étude numérique du champ est que le contraste de chacunedes composantes
normales du champ électrique varie de manière très différente avecϕ. Dans les
deux cas, 1D et 2D, le contraste de la composante + est plus important que celui de
la composante -, et ce quel que soit l’angle d’incidence. Pour le réseau unidimen-
sionnel, il est maximal quand le champ est en incidence perpendiculaire au réseau.
Dans le cas bidimensionnel, il est maximal quand le vecteur d’onde est parallèle à
l’axe Ox ou à l’axeOy. Les atomes préparés dans des sous-niveaux Zeeman dis-
tincts vont donc voir des potentiels très différents. Ainsi, nous pouvons déjà prévoir
que la diffraction va dépendre de manière importante du nombre quantiquems.

Puisque le champ optique est désormais bien caractérisé, nous pouvons aborder l’étude
théorique et numérique de la propagation d’un atome froid deCésium dans un champ éva-
nescent nanostructuré. Nous verrons quelle est la signature des différents points évoqués
sur les populations diffractées dans les différents ordres.
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Deuxième partie

Évolution d’atomes dans un champ
optique

61





Chapitre 4

L’interaction atome-champ

Le problème de l’interaction d’un atome avec la lumière ne peut être traité complè-
tement que dans le cadre de l’électrodynamique quantique. Dans cette description, le
rayonnement lui-même est une composante du système étudié.Cependant, contrairement
à l’atome qui peut être décrit la plupart du temps par un nombre limité d’états internes, le
champ électromagnétique peut en comprendre un nombre très grand : ceci rend la réso-
lution exacte délicate. Deux régimes limites sont envisageables [88]. Dans un premier, le
nombre de degrés de liberté du rayonnement est très grand, etle temps caractéristique des
fluctuations est très petit devant le temps d’évolution des particules. On peut alors faire
l’hypothèse raisonnable que le rayonnement se comporte comme un réservoir, c’est-à-dire
que son état n’est pas modifié par l’interaction avec la matière. L’évolution du système
matériel est décrite par une "équation pilote" spécifique à ce régime. Dans ce cas, l’objet
d’étude n’est pas la fonction d’onde mais l’opérateur densité qui permet une description
macroscopique de l’évolution d’une population d’atomes. C’est notamment dans ce cadre
qu’est décrit le phénomène d’émission spontanée, résultatdu couplage de l’atome avec
les modes du vide électromagnétique.

Dans le problème qui nous intéresse, l’atome est couplé non seulement avec le vide,
mais également avec un champ électromagnétique de faible largeur spectrale, dont le
temps de cohérence est très grand devant les temps caractéristiques associés au système
atomique. Le traitement complet au moyen de l’équation pilote n’est donc pas possible.
On peut cependant étudier le couplage de l’atome avec le rayonnement cohérent au moyen
de l’équation de Schrödinger, mais sans prendre en compte l’émission spontanée. C’est
dans ce cadre qu’est utilisé le formalisme des équations de Bloch optiques. Il s’agit de trai-
ter chaque couplage indépendamment l’un de l’autre, et d’ajouter les deux contributions
aux équations d’évolution de la matrice densité. Ce vaste domaine est expliqué de manière
détaillée dans de nombreux ouvrages [88, 89]. Il permet de traiter un large spectre de phé-
nomènes physiques, de la manipulation d’atomes par forces dipolaires aux méthodes de
refroidissement doppler et sub-doppler.

En 1979, R.J. Cook a exposé un calcul des forces agissant sur un atome se dépla-
çant dans un champ optique fondé sur le théorème d’Erhenfestet les équations de Bloch
optiques [90]. Le formalisme exposé ici est très similaire àcette approche. Il s’inspire
d’un cours beaucoup plus général de Claude Cohen-Tannoudjidonné lors d’un congrès à
l’École de Physique des Houches en 1990 [91].

Nous allons nous limiter à une description semi-classique de l’atome. Cela signifie
qu’il sera bien localisé à la fois dans l’espace des positions et dans l’espace des impul-
sions . Cette double localisation ne respecte l’inégalité d’Heisenberg que si la relation de
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compatibilité suivante est remplie :

~k2
0

M
≪ Γ

Dans le cas de l’atome de Césium (M ≈132 uma,λ(6S1/2→6P3/2)≈852 nm), le premier
terme est de l’ordre de 2 MHz, et le taux d’émission spontanéede 30 MHz.

Nous allons de plus supposer que l’atome est suffisamment lent pour pouvoir consi-
dérer que ses variables internes sont dans leur état stationnaire. Le temps caractéristique
du régime transitoire étant 1/Γ, la distance parcourue pendant cette durée doit être faible
devant la longueur d’onde. Cette condition s’écrit :v0/Γ ≪ λ, où v0 est la vitesse de la
particule. Pourv0 ≈ 20 cm/s, le membre de gauche est de l’ordre du nanomètre : cette
inégalité est par conséquent bien vérifiée.

Dans un premier temps, nous allons présenter un modèle d’atome à deux niveaux,
dans lequel la nature vectorielle de la lumière ne sera pas prise en compte. Cet aspect sera
étudié dans une deuxième section avec un modèle plus completmettant en jeu la structure
fine de l’atome.

4.1 Le modèle de l’atome à deux niveaux

Dans un premier temps nous étudions l’interaction d’un atome à deux niveaux de
masseM avec un champ optique monochromatique. Le niveau fondamental, non dégé-
néré et d’énergie nulle, est noté| f 〉 et le niveau excité, d’énergie~ω0, est noté|e〉. Nous
sommes dans le cas d’une excitation quasi-résonante, pour laquelle(ω−ω0) ≪ ω0.

e

f

ω ω0

FIG. 4.1 – La fréquence de transition entre le niveau fondamental | f 〉 et le niveau excité
|e〉 estω0. La fréquence du champ incident estω.

4.1.1 Expression de l’hamiltonien

L’atome isolé est décrit par la somme d’un hamiltonien interne, ne faisant intervenir
que les degrés internes de liberté, et d’une contribution externe, composée de l’énergie
cinétique du centre de gravité de l’atome :

Ĥ0 = Ĥext+ Ĥ int =
P̂

2

2M
+~ω0|e〉〈e| (4.1)

Le champ électromagnétique de pulsationω s’écrit :

E(r , t) = E(r)e−iωt +E∗(r)eiωt (4.2)
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Le vecteurE(r) peut lui-même être décomposé en :

E(r) = E (r)e(r)eiΦ(r )

E (r) désignant l’amplitude réelle du champ,Φ(r) sa phase ete(r) le vecteur unitaire de
polarisation. Dans la limite où la taille de l’atome est faible devant l’échelle de variation
spatiale du champ électromagnétique, l’interaction atome-champ proche est décrite par
l’hamiltonien dipolaire électrique [92] :

V̂DE = −d̂.E(r , t) (4.3)

où d̂ est l’opérateur moment dipolaire. Il s’écrit dans la base{|e〉, | f 〉} :

d̂ = d f e[| f 〉〈e|+ |e〉〈 f |] (4.4)

où nous avons introduit le moment de transitiond f e, supposé réel, entre les états| f 〉 et |e〉.
En introduisant la fréquence de RabiΩ(r) définie parΩ(r)eiΦ(r ) = −E (r )e(r) ·d f e/~,
l’hamiltonien s’écrit :

Ĥ =
P̂

2

2M
+~ω0|e〉〈e|+~Ω(r)

[

ei(ωt−Φ(r )) +e−i(ωt−Φ(r ))
]

[| f 〉〈e|+ |e〉〈 f |] (4.5)

Fréquence de Rabi et rôle de la polarisation. Dans la définition de la fréquence de
Rabi intervient le produit scalairee(r) · d f e entre le vecteur unitaire de polarisation du
champ électrique et l’élément de matrice réduit de l’opérateur moment dipolaire. Nous
allons fixer ce terme à 1, car l’étude de l’effet de la polarisation sur la diffraction atomique
sera effectuée avec un modèle plus complet de la structure interne de l’atome prenant en
compte la structure fine. Nous verrons par la suite que cette approximation est rigoureuse
si l’on considère une transitionS→ P. La fréquence de Rabi est donc proportionnelle à
l’amplitude du champ électrique.

Approximation de l’onde tournante. L’approximation de l’onde tournante consiste à
négliger les termes anti-résonants dans l’hamiltonien 4.5. Considérons en effet l’opérateur
dipolaire électrique :

V̂DE = ~Ω(r)ei(Φ(r )−ωt)|e〉〈 f |+~Ω(r)e−i(Φ(r )−ωt)| f 〉〈e|
+~Ω(r)ei(Φ(r )−ωt)| f 〉〈e|+~Ω(r)e−i(Φ(r )−ωt)|e〉〈 f | (4.6)

Les quatre termese±iωt |a〉〈b| peuvent être réécrits en représentation d’interaction dans la
base des états internes de l’atome. Introduisons pour cela l’opérateur d’évolution tempo-
relle :

UI (∆t) = exp(−iĤint) =

[
1 0
0 e−iω0∆t

]

En appliquant le changement de représentationŴI = (UI )
†ŴUI , les différents termes de

couplage se réécrivent :

e−iωt |e〉〈 f | → ei(ω0−ω)t |e〉〈 f |, eiωt | f 〉〈e| → ei(ω−ω0)t | f 〉〈e|
eiωt |e〉〈 f | → ei(ω0+ω)t |e〉〈 f |, e−iωt | f 〉〈e| → e−i(ω+ω0)t | f 〉〈e|
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Les deux premiers oscillent à la fréquenceω−ω0, les deux derniers à la fréquenceω0 +
ω≈ 2ω0. L’approximation de l’onde tournante consiste à négliger la contribution non-
résonante des termes de fréquence double de celle de la transition atomique, qui oscillent
beaucoup plus vite que les temps caractéristiques atomiques. Le terme d’interaction se
simplifie donc pour donner :

V̂DE =
~Ω(r)

2

[

ei(Φ(r )−ωt)|e〉〈 f |+e−i(Φ(r )−ωt)| f 〉〈e|
]

(4.7)

4.1.2 Équations de Bloch optiques.

Nous allons maintenant établir les équations de Bloch auxquelles obéissent les com-
posantes de l’opérateur densitéσ = |ψ〉〈ψ|. Dans le cas d’un atome à deux niveaux,σ est
représenté par une matrice 2×2 dans la base des états internes :

σ =

(
σ f f σ f e

σe f σee

)

(4.8)

où σab = 〈a|σ|b〉. Les éléments diagonauxσ f f et σee sont les populations de l’état fon-
damental et de l’état excité. Les éléments hors-diagonaux sont appelés cohérences. Nous
verrons dans la suite qu’ils sont reliés en particulier à la valeur moyenne de la force exer-
cée par le champ sur l’atome.

4.1.2.1 Équations de Bloch pour l’atome à deux niveaux

Pour trouver l’équation d’évolution deσ, considérons les opérateursΠab définis par
Πab = |a〉〈b|. Leur valeur moyenne est directement reliée aux éléments dela matrice den-
sité par〈Πab〉 = 〈φ|a〉〈b|φ〉= σba

1, et leur évolution temporelle est régie par l’équation :

i~
d〈Πab〉

dt
= 〈[Πab,H]〉 = 〈[Πab,H0+VAL]〉 (4.9)

car les opérateursΠab commutent avecP2/2M.

Comme précisé dans l’introduction, ces équations ne prennent en compte que le cou-
plage de l’atome avec le champ incident. Nous allons maintenant ajouter l’effet du cou-
plage avec les modes du vide, calculé avec le formalisme plusgénéral de l’équation pilote
en considérant le vide comme un réservoir :

i~
d〈Πab〉

dt
= 〈[Πab,H]〉 = 〈[Πab,H0+VAL]〉+ i~

(
d〈Πab〉

dt

)

sp
(4.10)

Le calcul complet des termes supplémentaires dus à l’émission spontanée dépasse le cadre
de ce mémoire. Il est exposé en détail dans la référence [88].Il est cependant possible d’en
donner une justification partielle en rappelant que la désexcitation de l’atome par émis-
sion spontanée d’un photon est un processus aléatoire. On comprend alors intuitivement
qu’en l’absence de champ extérieur, la population de l’étatexcité doit décroître exponen-

1On rappelle que la valeur moyenne d’un opérateurO est〈O 〉 = TrρO .
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tiellement avec le temps jusqu’à s’annuler, ce que traduit le terme :
(

dσee

dt

)

sp
= −Γσee

Il y a donc un transfert de population de l’état excité vers l’état fondamental, ce qui se
traduit par un peuplement de l’état fondamental à la même vitesse :

(
dσ f f

dt

)

sp
= Γσee

De plus, l’émission spontanée est responsable d’une décorrélation des états|e〉 et | f 〉.
Elles obéissent donc également à une loi de décroissance exponentielle :

(
dσe f

dt

)

sp
= −Γ

2
σe f

La justification du taux de variation enΓ/2 est plus délicate, nous nous contenterons donc
de l’admettre [88]. Nous obtenons alors le système d’équations différentielles :







σ̇ f f = iΩe−(iωt−Φ(r ))σ f e− iΩei(ωt−Φ(r ))σe f +Γσee

σ̇ee = −iΩe−i(ωt−Φ(r ))σ f e+ iΩei(ωt−Φ(r ))σe f −Γσee

σ̇ f e = iω0σ f e− iΩei(ωt−Φ(r ))
[
σee−σ f f

]
− Γ

2σ f e

σ̇e f = −iω0σe f + iΩe−(iωt−Φ(r ))
[
σee−σ f f

]
− Γ

2σe f

(4.11)

Si l’on effectue maintenant le changement de variable :

σ̂ f e = e−i(ωt−Φ(r ))σ f e

σ̂e f = ei(ωt−Φ(r ))σe f

σ̂ee= σee et σ̂ f f = σ f f

le système d’équations précédent devient :







˙̂σ f f = iΩσ̂ f e− iΩσ̂e f +Γσ̂ee
˙̂σee = −iΩσ̂ f e+ iΩσ̂e f −Γσ̂ee
˙̂σ f e = −i(δL − Φ̇(r))σ̂ f e− iΩ

[
σ̂ee− σ̂ f f

]
−Γσ̂ f e

˙̂σe f = i(δ− Φ̇(r))σ̂e f +Ω
[
σ̂ee− σ̂ f f

]
− Γ

2 σ̂e f

(4.12)

où δ = ω−ω0 est le désaccord entre la pulsation du faisceau incident et celle de la tran-
sition atomique. Nous introduisons maintenant les composantes du vecteur de Bloch dé-
finies par :







u = 1
2(σ̂ f e+ σ̂e f)

v = 1
2i (σ̂ f e− σ̂e f)

w = 1
2(σ̂ee− σ̂ f f )

(4.13)

Notons que les populations des états fondamentaux et excités sont reliées par l’équation
σ̂ee+σ̂ f f = 1. Les termesuetv représentent respectivement les parties réelle et imaginaire
de la cohérence entre les niveaux fondamentaux et excités, tandis quew est simplement
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la demi-différence entre les populations. Ces composantesobéissent aux équations :




u̇
v̇
ẇ



=





−Γ/2 δ− Φ̇ 0
−(δ− Φ̇) −Γ/2 −2Ω

0 2Ω −Γ









u
v
w



+





0
0

−Γ/2



 (4.14)

avecΦ̇ = ∂Φ/∂t +(v0 · ∇ )Φ = (v0 · ∇ )Φ car, l’onde étant cohérente, la phase est indé-
pendante du temps. Ce terme, responsable de l’effet Doppler, sera négligé par la suite car
les atomes sont lents : leur vitesse typique (v0 ≈ 20 cm/s) conduit à un décalage Doppler
de l’ordre du MHz à la longueur d’onde de 850 nm, ce qui est trèsfaible comparé au
désaccordδ≈ 10 GHz.

Comme nous l’avons précisé en introduction, nous supposonsque l’atome évolue suf-
fisamment lentement dans le champ proche pour que l’on puissele considérer à l’état
stationnaire à tout instant de son évolution. Les valeurs deu, v et w sont alors :

ust =
δ

2Ω
s

1+s
(4.15)

vst =
Γ

4Ω
s

1+s
(4.16)

wst = − 1
2(1+s)

(4.17)

oùs est le paramètre de saturation :

s=
2Ω2

δ2 +Γ2/4
(4.18)

Lorsques devient très grand,wst tend vers 0 : les populations des états|e〉 et | f 〉 tendent
toutes les deux vers 1/2. La plupart des expériences de diffraction atomique est en fait
effectuée dans le régime inverse, de faible saturation, correspondant à un grand désaccord
devant la pulsation de Rabi. On peut alors négliger l’émission spontanée, ainsi que la
population de l’état excité devant celle de l’état fondemental.

À partir de maintenant, nous allons nous placer dans cette approximation. Plus préci-
sément, nous supposeronsδ≫ Ω, Γ.

4.1.2.2 Expression de la force et du potentiel

Réponses dissipative et réactive.Pour donner un sens physique àust et vst, calculons
la valeur moyenne de l’opérateur moment dipolaire à l’état stationnaire. Elle s’exprime
comme :

〈d〉st = de f〈Πe f +Π f e〉st = 2de fRe
[

σst
e f

]

(4.19)

Or :

ust + ivst = σst
e fe

−i(ωt−Φ(r )) ⇒ Re
[

σst
e f

]

= ustcos(ωt −Φ(r))−vstsin(ωt−Φ(r ))

donc :
〈d〉st = 2de f[ustcos(ωt −Φ(r))−vstsin(ωt −Φ(r))]
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Ainsi, il apparaît que la composante en phase avec le champ incident est proportionnelle
à ust, tandis que la partie en quadrature est proportionnelle àvst. Cette dernière entraine
donc un retard de phase entre le moment dipolaire et le champ et, par là, une dissipation
d’énergie : c’est la réponse dissipative. La première composante est la réponse réactive.

L’opérateur force exercée sur l’atome se calcule à partir dupotentiel d’interaction
dipolaire2. Son gradient s’écrit, en l’absence d’émission spontanée,:

F̂(r) = −~|e〉〈 f |e−iω0t ∇
[

Ω(r)eiΦ(r )
]

+h.c.

La force totale est la valeur moyenne de cet opérateur, et s’exprime comme :

F(r) = 〈F̂(r)〉 = −2~Ω(r)[u(t)α(r)+v(t)β(r)] (4.20)

avec :

α(r) =
∇Ω (r)
Ω(r)

β(r) = ∇Φ (r)

Par extension des résultats obtenus sur l’opérateur momentdipolaire, on appelle force
dissipative (à l’origine de la pression de radiation) la composante proportionnelle àvst :

Fdiss(r) = −2~Ω(r)vstβ(r) (4.21)

= −Γ
2

s
1+s

~β(r) (4.22)

Elle est proportionnelle au taux d’émission spontanéeΓ. À forte saturation, la force dissi-
pative tend vers la valeur maximale−Γ/2~β(r), d’où le nom de "paramètre de saturation"
donné às. En revanche, à faible saturation :

Fdiss(r) = −Γ
2

s~β(r) = −~Γ
Ω2

δ2 β(r) (4.23)

Elle varie donc commeI(r)/δ2, où I(r) est l’intensité du champ électromagnétique enr .
L’action de cette force doit être minimisée dans les expériences de diffraction puisqu’elle
est à l’origine d’une perte de cohérence : on travaille donc àfaible saturation.

La composante réactive est la partie proportionnelle àust. Elle s’écrit :

Freac(r) = −2~Ω(r)ustα(r) (4.24)

= −~δ
∇Ω 2

δ2 +2Ω2+Γ2/4
(4.25)

Elle est proportionnelle au désaccordδ, donc la direction de la force va dépendre de la
valeur de la fréquence du champ incident par rapport à celle de la transition. Cette force,

2À l’interaction de l’atome avec le vide correspond également un opérateur de force. On peut cependant
montrer que sa valeur moyenne est nulle en raison de l’isotropie de l’émission spontanée.
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au contraire de la précédente, dérive d’un potentiel scalaireU(r) :

U(r) =
~δ
2

ln[1+s(r)] (4.26)

Dans la limite des faibles saturations, le potentiel et la force deviennent :

U(r) ≈ ~δ
2

s(r) =
~

δ
Ω2(r) (4.27)

Freac(r) ≈ −~

δ
∇Ω 2 ∝ − ∇ I

δ
(4.28)

On se place donc expérimentalement à faible saturation en prenant une intensité impor-
tante pour maximiserFreac et en augmentant le désaccord pour réduire l’émission spon-
tanée à un niveau acceptable.

La direction de la force dépend du signe du désaccord. Les zones de champ intense
seront attractives si le désaccord est négatif, et répulsives dans le cas contraire. Dans notre
situation, la fréquence du laser doit être supérieure à celle de la transition atomique pour
que les atomes soient focalisés dans les zones de champ faible, ce qui réduit d’autant
l’émission spontanée.

Hamiltonien effectif. Ce calcul nous a donc permis d’établir une expression approchée
du potentiel vu par un atome à deux niveaux interagissant avec un champ optique. L’ex-
pression 4.27 est valable dans le cas d’un atome suffisammentlent pour pouvoir négliger
l’effet Doppler et considérer que l’état interne de l’atomeen un point de sa trajectoire est
identique à celui d’un atome au repos au même point. De plus, le désaccordδ = ω−ω0

doit être grand devant la fréquence de Rabi et le taux d’émission spontanée, de manière
à négliger la population de l’état excitée devant celle de l’état fondamental ainsi que la
perte de cohérence par émission spontanée. Ces approximations permettent de remplacer
l’hamiltonien de départ 4.5 par un hamiltonien effectif ne dépendant que des degrés de
liberté externes de l’atome, à savoir les opérateurs position et impulsion :

He f f(r) = − ~
2

2m
∆+

~

δ
Ω2(r) (4.29)

Ce modèle est souvent appelé modèle de l’atome à un niveau, car il s’agit d’une descrip-
tion scalaire de l’interaction dans laquelle l’atome restedans son unique état fondamental.
Nous utiliserons ce modèle dans le chapitre 4 portant sur uneapproche analytique de la
diffraction.

Il est cependant insuffisant pout traiter l’effet de la polarisation du champ. Nous allons
donc introduire dans la prochaine section un modèle plus complexe mettant en jeu la
structure fine de l’atome.

4.2 Prise en compte de la structure fine

Nous avons vu précédemment que la polarisation du champ incident subissait des
changements importants dans la zone de champ proche, notamment en fonction de l’orien-
tation du plan d’incidence par rapport au réseau. En mode d’illumination TM, l’onde in-
cidente est principalement polariséeσ−, avec une composanteσ+ plus faible. Rappellons
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que l’axe de quantification est le vecteur normal au plan d’incidence, comme indiqué sur
la figure 4.2-b. Si l’interaction avec le réseau diélectrique ne modifie pas sensiblement
ces proportions, le contraste évolue de manière plus importante pour la polarisationE+

que pour la polarisationE−. De plus, nous avons mis en évidence la création d’une com-
posante de polarisation TE, inexistante dans le champ initial, et de faible intensité par
rapport aux autres contributions, mais de l’ordre de 1% danscertains cas.

Afin de mettre en évidence le rôle de la polarisation du champ dans la diffraction
atomique, nous allons étudier une transitionS1/2 → P3/2. Sur la figure 4.2-a sont indiqués
les différents sous-niveaux de structure fine de l’atome dans la zone asymptotique, ainsi
que les modules des coefficients de Clebsch-Gordan pour chaque transition.

P3/2

S1/2

3
2

3/2−3/2 −1/2 1/2

−1/2 1/2

11
3
2

1
3

(a)

E0

k i

H0
u0

k r

(b)

FIG. 4.2 – (a) Structure de la transitionS1/2 → P3/2. (b) L’axe de quantificationu0 est
perpendiculaire au plan d’incidence.

Le but de cette section est de calculer l’expression du potentiel effectif auquel est sou-
mis l’atome. De même que dans le modèle précédent, l’intensité du champ sera supposée
suffisamment faible pour pouvoir négliger la population desétats excités. Il est alors pos-
sible de procéder à une élimination adiabatique des niveauxP3/2, permettant l’expression
du potentiel d’interaction sous la forme d’une matrice 2×2 s’appliquant uniquement aux
niveaux fondamentaux. Nous proposons une version simplifiée du calcul exposé dans le
cours de C. Cohen-Tannoudji [91], dans laquelle, à la lumière du paragraphe précédent,
nous négligeons directement l’émission spontanée.

Équations de Bloch. Notons|J,mj〉 les états internes de l’atome. Ces notations seront
simplifiées en|mf 〉 pour les états fondamentaux et|me〉 pour les états excités quand il n’y
aura pas d’ambiguïté. On définit les projecteurs sur les sous-espacesJf = 1/2 etJe = 3/2
respectivement par :

Pf =
1/2

∑
mf =−1/2

|mf 〉〈mf |

Pe =
3/2

∑
me=−3/2

|me〉〈me|

L’opérateur densité s’écrit alors :

σ = |ψ〉〈ψ| = σ f f +σ f e+σe f +σee
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avecσab = PaσPb, et a, b = f , e. Lesσab ne sont plus des scalaires mais, commeσ, des
opérateurs. Ils sont représentés dans la base des états internes par des matrices(2Ja+1)×
(2Jb+1). L’opérateur densité se présente dans la même base sous la forme d’une matrice
2(Jf +Je+1)×2(Jf +Je+1) :

σ =







σ f f σ f e

σe f σee







(4.30)

De même l’opérateur moment dipolaire s’écritd = d+ +d− où :

d+ = PedPf d− = Pf dPe (4.31)

Les quantitésd+ et d− sont donc respectivement des opérateurs de "montée" et de "des-
cente" : par exemple,d+ décrit le passage de l’atome d’un niveau|mf 〉 à un niveau|me〉.

Le champ électrique s’écritE(r , t) = E+(r)e−iωt + E−(r)eiωt , avecE− = [E+]∗. En
utilisant l’approximation de l’onde tournante, c’est-à-dire en négligeant les termes anti-
résonants dans le potentiel dipolaire électriqueV = −d ·E(r , t), on obtient :

V = −d+ ·E+(r)e−iωt −d− ·E−(r)eiωt (4.32)

Les opérateurs correspondant à la fréquence de Rabi dans le modèle à un niveau sont :

~G±(r) = d± ·E±(r) (4.33)

Les équations régissant l’évolution deρab au cours du temps s’écrivent alors :

i~σ̇ab = Pa[~ω0Pe+V,σ]Pb−
i
~

(
d
dt

σab

)

sp
(4.34)

L’émission spontanée doit être décrite de manière plus complexe afin de tenir compte de la
multiplicité des niveaux atomiques. En effet, si la probabilité de désexcitation est la même
pour tous les niveaux (qui émettent dans le vide), celle de retomber dans un état fonda-
mental donné dépend du recouvrement entre les états initiaux et finaux. Ce terme n’est
pas développé dans ce mémoire, étant donné que nous allons négliger l’émission sponta-
née dans la suite. Il suffit de savoir que(dσ f f /dt)sp est proportionnel au taux d’émission
spontanéeΓ. Pour chacune des composantes de l’opérateur densité, le développement de
4.34 donne :

σ̇ee = −Γσee+ i[G+(r)σ̃ f e− σ̃e fG
−(r)] (4.35)

˙̃σe f = −(Γ/2− iδ)σ̃e f + i[G+(r)σ f f −σeeG
+(r)] (4.36)

σ̇ f f =

(
d
dt

σ f f

)

sp
+ i[G−(r)σ̃e f − σ̃ f eG

+(r)] (4.37)

où on a posé̃σe f = exp(iωt)σe f et σ̃ f e = exp(−iωt)σ f e.

Élimination adiabatique des états excités. Dans la limite de faible saturation, le temps
caractéristique d’évolution de l’état fondamental est beaucoup plus long que celui de l’état
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excité. De ce fait, les cohérences vont suivre instantanément les variations deσ f f . Ceci
permet de négliger̃̇σe f et ˙̃σeedevantΓσ̃e f etΓσ̃eedans 4.36 et 4.35. On peut alors extraire
des équations de Bloch les expressions des cohérences et despopulations de l’état excité :

σ̃e f = − 1

δ+ i Γ
2

G+(r)σgg (4.38)

σ̃ f e = − 1

δ− i Γ
2

σggG
−(r) (4.39)

σee =
1

δ2 + Γ2

4

G+(r) σ f f G−(r) (4.40)

Cette dernière équation montre que les états excités sont enmoyenne plus faiblement
peuplés que l’état fondamental d’un rapport de l’ordre de[Ω(r)/δ]2. Ainsi, quand le
désaccord devient grand devant la pulsation de Rabi et le taux d’émission spontanée,
c’est-à-dire à faible saturation, les atomes restent majoritairement dans l’état fondamen-
tal. Considérant maintenant cette limite, nous pouvons effectuerΓ = 0 dans les expres-
sions des cohérences et négliger le terme d’émission spontanée dans 4.37. La population
de l’état fondamental obeit alors à l’expression suivante :

i~σ̇ f f =
~

δ
[G+(r) G−(r),σ f f ] (4.41)

Par comparaison avec l’équation d’évolution 4.34, cette dernière relation décrit l’évolu-
tion temporelle de la matrice densité réduite aux deux seulsétats fondamentaux : nous
avons éliminé adiabatiquement les états excités. Tout se passe donc comme si l’atome
était décrit par les deux états|S1/2,±1/2〉, tout en étant soumis au potentiel effectif :

Ve f f =
~

δ
G+(r) G−(r) (4.42)

Cet opérateur est une matrice 2×2. L’atome sera donc décrit par le spineur à deux com-
posantes :

Ψ(r , t) =

[
ψ−1/2(r)
ψ1/2(r)

]

(4.43)

qui obéit à l’équation de Schrödinger dépendante du temps :

−~
2∆

2m
Ψ(r , t)+Ve f f ·Ψ(r , t) = i~

∂
∂t

Ψ(r , t) (4.44)

Nous allons maintenant calculer explicitementVe f f en fonction des composantes nor-
males du champ pour la transitionS1/2 → P3/2.

Calcul explicite deVe f f. Le potentiel effectif s’écrit matriciellement :

Ve f f(r) =
1
~δ

[
V−1/2,−1/2(r) V−1/2,1/2(r)
V1/2,−1/2(r) V−1/2,−1/2(r)

]

(4.45)
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avec :

Vmf ,m′
f
=

3/2

∑
me=−3/2

〈mf |d ·E+∗|me〉〈me|d ·E+|m′
f 〉 (4.46)

Ces composantes se développent en fonction des coefficientsde Clebsch-Gordan :

Vmf ,m′
f
=

d2

~δ ∑
me,q,q′

E+
q′ (r)[E

+
q (r)]∗〈1/2,mf ;1,q|3/2,me〉〈3/2,me|1/2,mf ;1,q′〉

où d est le moment réduit de la transitionS1/2 → P3/2. Le potentiel effectif s’exprime
après calcul comme3 :

Ve f f(r) =
d2

sp

~δ

[
3|E−(r )|2+2|E0(r )|2+|E+(r )|2

3

√
2

3

{
E−E∗

0 +E∗
+E0

}

√
2

3

{
E+E∗

0 +E∗
−E0

} |E−(r )|2+2|E0(r )|2+3|E+(r )|2
3

]

(4.47)

Puisque les différentes composantes normales du champ sontpondérées par les coef-
ficients de Clebsch-Gordan, lesquels dépendent du sous-niveau Zeemann, les éléments
diagonaux ne sont pas identiques pourms =−1/2 etms = +1/2, mais sont cependant sy-
métriques par échange deE+ enE−. En particulier, le rapport entre les deux coefficients
des composantes + et - est trois. On comprend donc que la diffraction va être très sensible
au nombre quantiquems si les composantesE+ et E− sont très différentes, comme nous
le verrons dans le traitement numérique de la diffraction.

De plus, la composanteE0 intervient dans les éléments hors-diagonaux deVe f f : c’est
elle qui induit le transfert de population entre les deux niveaux fondamentaux, comme
prévu par les règles de sélection usuelles (c’est le principe du pompage optique).

4.3 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre deux modèles de structureinterne atomique. Dans
le premier, dit de l’atome à un niveau, nous aboutissons à unedescription scalaire de l’in-
teraction, le potentiel étant simplement proportionnel à l’intensité du champ électrique.
Nous utiliserons ce résultat lors du prochain chapitre dansune étude analytique de la dif-
fraction. Ce modèle simplifié ne permettant pas la prise en compte de l’évolution de la
polarisation dans le champ proche, nous avons ensuite introduit un niveau de complexité
supplémentaire en considérant une transition entre les deux niveaux de structure fineS1/2
et P3/2. L’élimination adiabatique des états excités conduit à unedescription de l’atome
par un spineur à deux composantes, soumis à un potentiel effectif matriciel ne couplant
que les deux sous-niveaux Zeeman de l’état fondamental. Ce modèle sera utilisé dans le
sixième chapitre dans lequel nous calculerons numériquement les probabilités de diffrac-
tion.

Nous allons maintenant voir deux méthodes d’approximationpermettant d’étudier
analytiquement la diffraction atomique.

3Si l’on ne prend pas en compte la structure fine en ne considérant qu’une transitionS→ P, le potentiel
effectif est un scalaire. De plus, tous les coefficients de Clebsch-Gordan valent 1 : il est alors facile de
montrer que la somme sur les composantes normales se réduit àl’intensité du champ électrique. On retrouve
ainsi le terme d’interaction calculé avec le modèle de l’atome à un niveau.



Chapitre 5

Traitement analytique

Il existe peu de méthodes strictement analytiques permettant l’étude de la diffraction
atomique par des réseaux optiques. Pour les réseaux en transmission, l’approximation de
Raman-Nath est applicable tant que l’énergie cinétique transversale de l’atome est faible
devant le potentiel ainsi que son énergie cinétique verticale [93, 22, 21]. Cette approche
ne permet pas de décrire la diffraction en réflexion puisque la composante perpendiculaire
de la vitesse s’annule au point de rebroussement. Ainsi, la méthode standard décrit le phé-
nomène de diffraction au moyen du formalisme des états habillés [26, 94, 27]. Cependant,
si elle en permet une bonne description qualitative, une évaluation précise des amplitudes
de diffraction passe par le calcul numérique. Nous présentons ici deux méthodes appro-
chées permettant d’avoir une expression analytique de ces populations dans le cas où le
potentiel est faiblement modulé.

La première est une application directe de l’approximationde Born en mécanique
quantique. À partir de l’expression exacte des états propres de l’onde évanescente non
modulée [95, 96], on calcule le taux de transition dans les premiers ordres de diffraction.
Elle est cependant limitée à la description des ordres±1.

Un moyen d’étendre le domaine de validité s’inspire des intégrales de chemin de
Feynman [97]. Cette approche est très similaire à celle employée pour décrire la dif-
fraction d’une onde électromagnétique par un réseau de phase mince, comme dans le cas
d’une onde acoustique [98]. En effet, toujours en considérant la modulation de l’onde
comme une perturbation, il est possible d’assimiler la trajectoire classique de l’atome à
sa trajectoire dans l’onde évanescente non perturbée. Celui-ci accumule alors une phase
dépendante de sa position latérale initiale, ce qui entraine une modulation du front d’onde
et donc le processus de diffraction.

Dans deux articles parus en 1994 [99, 100], C. Henkelet al. ont appliqué ces deux
méthodes à l’étude de la diffraction par un réseau périodique obtenu en superposant deux
ondes évanescentes contrapropageantes [24]. Nous allons dans ce chapitre étendre les ré-
sultats obtenus au cas du potentiel diffractant nanostructuré. Rappelons que la différence
réside dans le découplage miroir/réseau provenant essentiellement du fait que les nano-
structures fixent à la fois la périodicité et l’orientation du réseau. Nous avons alors un
degré supplémentaire de liberté dans l’orientation du pland’incidence par rapport aux
nanostructures, qui agit sur la hauteur de localisation de la modulation du potentiel.

Dans un premier temps nous allons exposer la théorie perturbative fondée sur l’ap-
proximation de Born. Appliquée d’une part au potentiel évanescent stationnaire, et d’autre
part au potentiel nanostructuré, elle nous permettra de dégager un ensemble de paramètres
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sans dimension décrivant les principales propriétés de la diffraction indépendamment des
paramètres expérimentaux. Son domaine de validité ne permettant de décrire que les
ordres±1, nous étendrons dans un deuxième temps ces résultats au moyen de l’approxi-
mation du réseau de phase mince, ce qui nous permettra d’étudier la diffraction dans des
ordres plus élevés.

Dans ces deux méthodes, on considère la partie modulante du potentiel comme une
perturbation.

5.1 Potentiel perturbatif

Un atome à un niveau évoluant près de la surface est soumis à l’action d’un potentiel
optique scalaire composé de deux termes :

◮ une partie purement répulsive formée de l’onde évanescentenon modulée :V0e−2κ0z.
C’est elle qui joue le rôle de miroir (voir chapitre 1). Rappelons que, dans une
description classique de l’interaction, les atomes sont réfléchis à la hauteur de re-
broussement classiquezr :

zr =
1

2κ0
ln

(
V0

Ez,i
c

)

où Ez,i
c est l’énergie cinétique selon la direction perpendiculaire à la surface.

◮ la partie diffractive formée de la modulation du potentiel.Nous avons vu qu’elle
était d’amplitude plus faible que la partie répulsive d’un facteur égal au contraste
de l’onde à la hauteurz. Elle s’exprime dans le cas général et au premier ordre en
fonction du contraste par :

V1(x,z) ≈ e−2κ0z∑
ν′

ε̃ν′(z)cos(Qν′ · l +φν′) avec ε̃ν′(z) = εν′e
−(κν′−κ0)z

Cette expression est générale pour les potentiels optiquespériodiques de surface,
et permet aussi bien de décrire le potentiel évanescent stationnaire que le potentiel
nanostructuré.
Dans le cas de l’onde évanescente stationnaire, il prend la forme simple :

V1(x,z) = εe−2κ0zcos(n1k0sinθ x)

Ainsi, quelque soit l’altitudez, le contraste a toujours la même valeurε : on peut
donc dire qu’il a une portée infinie.
La situation est plus complexe pour le potentiel nanostructuré. Dans le cas où celui-
ci est bien approximé par la prise en compte du seul harmonique +1 (voir chapitre
2), il s’écrit simplement :

V1(x,z) = ε̃(z)e−2κ0zcos

(
2π
L

x

)

avec ε(z) = ε1e(κ0−κ1)z

Le contraste est une fonction exponentiellement décroissante avec l’altitudez, de
longueur de décroissance 1/(κ1−κ0). À la hauteur de rebroussement classique, il
prend la valeur particulière :

ε(zr) = ε
[

V0

Ez,i
c

](κ0−κ1)/2
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Il dépend donc du rapport de l’énergie cinétique et de la valeur maximale du po-
tentiel par une loi de puissance. Nous allons voir dans la suite qu’il joue un rôle
important dans le processus de diffraction atomique par un réseau nanostructuré.

Le potentiel total est donc la somme de ces deux termes. L’hamiltonien de la particule
se met sous la forme :

H = H0+V1 avec H0 = −~
2∆

2m
+V0e−2κ0

La base des deux méthodes présentées dans ce chapitre est un traitement perturbatif de
V1.

5.2 Diffraction dans l’approximation de Born

La méthode présentée dans ce paragraphe repose sur une résolution de l’équation de
Schrödinger utilisant le formalisme des fonctions de Green. Les détails de cette théorie ne
seront pas développés dans ce mémoire, mais l’exposé complet se trouve dans la thèse de
C. Henkel [101]. Dans l’approximation de Born, la diffraction est décrite comme une tran-
sition entre deux états propres du potentiel évanescent non-modulé, que nous explicitons
dans le paragraphe suivant.

5.2.1 États propres du potentiel non modulé et paramètres sans di-
mension

Les états propres d’un atome dans une onde évanescente non modulée ont été calculés
analytiquement par J.M. Jackson et N.F. Mott [96] en 1932. G.Armand et J.R. Manson ont
ensuite utilisé ces résultats afin d’étudier la diffractiond’atomes neutres par le potentiel
évanescent structuré régnant à la surface d’un cristal [95].

En l’absence de modulation, le potentiel ne dépend pas des coordonnées transverses,
par conséquent la composante parallèle à la surface du vecteur d’onde atomique incident
k i

aest conservée. Les fonctions et énergies propres deH0 sont donc labellés uniquement
par la composante verticaleki

a,z :

Eki
a,z

=
~

2ki
a,z

2

2m

φki
a,z

(z) =

√

ki
a,zsinh(πki

a,z/κ0)

π
Kiki

a,z/κ0
(Y) (5.1)

Y =

√
2mV0

~κ0
e−κ0z

où Kix est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce et d’ordre imaginaire. La
normalisation des fonctionsφki

a,z
(l,z) est :

Z +∞

−∞
dzφk1(z)[φk2(z)]

∗ = πδ(k1−k2) (5.2)
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Lois d’échelle. Dans ces expressions,ki
a,z apparaît uniquement dans le rapportki

a,z/κ0.
Il est donc possible d’introduire un premier paramètre sansdimensionP = pi

a,z/~κ0 =

ki
a,z/κ0, appelé par la suite impulsion réduite. Il permet de mettre en évidence le rôle

particulier de la quantité~κ0, homogène à une impulsion. Son interprétation n’est pas
immédiate et nous reviendrons dessus plus loin.

Toutefois, l’impulsion réduite est aussi, à 2π près, le quotient de la portée de l’onde
évanescente et de la longueur d’onde de de Broglie atomique.Elle démarque ainsi la limite
entre le régime semi-classique et le régime quantique. Nousavons déjà vu dans la partie
précédente que le régime semi-classique correspond au cas où l’échelle caractéristique de
la fonction d’onde atomique est faible devant l’échelle de variation spatiale du potentiel,
ici 1/κ0. Cela se traduit par l’inégalitéλdBκ0 = 1/Pi ≪ 1.

Un ordre de grandeur de l’impulsion réduiteP peut être estimé pour des paramètres
typiques correspondant à une hauteur de chute de 3 mm au-dessus de la surface et un
angle d’incidence de l’onde électromagnétique deθ = 60◦. On trouve alorsP≈ 90≫ 1.
Nous sommes donc bien dans le régime semi-classique.

Un deuxième paramètre sans dimension apparaît dans l’argumentY de la fonction de
Bessel,η =

√
2mV0
~κ0

. Il exprime à nouveau le rapport de deux quantités de mouvement,
respectivement associées à la variation verticale de l’onde évanescente et à l’intensité
maximale du potentiel. L’énergie cinétique perpendiculaire incidente de l’atome ne pou-
vant être supérieure à la hauteurV0 du potentiel réfléchissant,

√
2mV0 est l’impulsion

maximale que peut avoir l’atome : au-delà, il adhère à la surface. Par conséquent,η est
l’impulsion relative maximale de l’atome1. Ici encore, nous renvoyons à la suite pour
l’interprétation de~κ0.

Nous pouvons à nouveau faire une estimation numérique deη : en supposant que l’in-
tensité du laser est de 800 mW/mm2 et le désaccord de 10 GHz, on trouveη ≈ 460.

En tenant compte de ces deux paramètres, la fonction d’onde se réécrit :

φP(l,z) =

√

κ0Psinh(πP)

π
KiP
(
ηe−κ0z) (5.3)

Nous allons maintenant calculer la probabilité de transition entre un état initial de moment
Pi et un état final de momentPf .

5.2.2 Amplitude diffractée

On montre dans le cadre de l’approximation de Born que la probabilité de transition
entre deux états d’impulsion réduitePi etPf est donnée par l’expression [101] :

P = ε2 η4

PiPf
|〈φPf |

V1(x,z)
V0

|φPi〉|2 (5.4)

Elle est naturellement proportionnelle au carré de l’élément de matrice du potentiel pris
entre les deux fonctions d’ondes initiale et finale. Puisquel’approximation de Born est

1Il s’agit bien entendu d’un paramètre non réaliste car les interactions de van der Waals ne sont pas
prises en compte. Dans le cas contraire, cette quantité maximale est plus faible d’une part parce que la
hauteur de la barrière de potentiel est abaissée à une valeurVm < V0, et d’autre part car l’atome peut passer
par effet tunnel à travers l’onde évanescente dès que son énergie cinétique avoisineVm [78, 79].
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valable dans le seul cas où l’état atomique de départ est peu modifié par l’interaction avec
le champ, l’expression 5.4 n’est applicable qu’àm= ±1. Nous verrons en effet dans la
deuxième partie de ce chapitre que l’ordre deux n’est peuplésignificativement que si la
probabilité de transition dans les ordres±1 atteint plusieurs dizaines de %.

Nous allons maintenant comparer les deux cas du potentiel évanescent stationnaire et
nanostructuré.

5.2.2.1 Onde évanescente stationnaire

Considérons d’abord le potentiel évanescent stationnaire. Le terme perturbateur a la
forme simple suivante :

V1(x,z) = εV0e−2κ0zcos(2qx)

avecq = n1k‖0.
La probabilité de transition est proportionnelle au carré de l’élément de matrice du

potentiel, qui s’écrit :

〈φPf |V1(x,z)|φPi〉 =
κ0

π

Z

dz
√

Pi sinh(πPi)
√

Pf sinh
(
πPf
)
KiPi(Y(z))K−iPf (Y(z))e−2κ0z

Y(z) = ηe−κ0z

Le calcul se fait dans un premier temps en effectuant le changement de variablex =
ηe−κ0z. La dépendance particulière du potentiel diffractant en(x/η)2 permet d’éliminer
le paramètreη, qui apparaît à la fois en facteur de l’élément de matrice dans 5.4 et à l’in-
térieur de l’intégrale. La nouvelle intégrale s’évalue alors au moyen des formules [102] :

Z ∞

0
dxKµ(x)Kν(x)x

−λ =
2−2−λ

Γ(1−λ)
Γ
(

1−λ +µ+ν
2

)

Γ
(

1−λ +µ−ν
2

)

×

Γ
(

1−λ−µ−ν
2

)

Γ
(

1−λ−µ+ν
2

)

(5.5)

Γ(1+ iy)Γ(1− iy) =
πy

sinh(πy)

oùΓ(z) est la fonction gamma d’Euler, dont une expression intégrale est :

Γ(z) =
Z ∞

0
tz−1e−tdt

Finalement, les populations diffractées dans les ordres±1 ont pour expression :

P oes
±1 =

ε2π2

64
sinh(πPi)sinh(πPf )

[
(Pi +Pf )(Pi −Pf )

sinh(π
2(Pi +Pf ))sinh(π

2(Pi −Pf ))

]2

(5.6)

où "oes" désigne l’onde évanescente stationnaire.

Limite semi-classique. Étant donné que les atomes sont lâchés à une hauteur impor-
tante, leur longueur d’onde de de Broglie, de l’ordre de quelques nanomètres, est pe-
tite devant l’extension verticale du potentiel. Nous sommes donc dans le régime semi-
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classique, oùPi et Pf sont grandes devant l’unité2,3. Il est alors possible de remplacer les
sinus hyperboliques par des exponentielles, pour obtenir après simplification :

P oes
±1 =

ε2

16
(Pi +Pf )

2β2
oes

(
Pf −Pi

2

)

βoes(x) =
πx

sinh(πx)

Nous pouvons faire les commentaires suivant :
◮ la probabilité varie comme le carré du contraste, et augmente approximativement

avec le carré de l’impulsion incidente ;
◮ elle est modulée par un terme décroissant, la fonctionβoes, représentée sur la figure

5.1. Par sa dépendance en sinus hyperbolique, elle tend exponentiellement vers 0
pour les grandes valeurs dex. De plus, elle intervient au carré dans l’expression de
Poes
±1 , il est donc intéressant de noter que la demi-largeur deβ2

oesest d’environ 1/2.
L’argument de cette fonction est la demi-différence des impulsions réduites finale

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1
oesβ

x

FIG. 5.1 – Fonctionβoes(x) = πx
sinh(πx) .

et initiale. La figure 5.2 montre l’augmentation de cette quantité avec l’inclinaison
du vecteur d’onde atomique incident, caractérisé par l’angle d’incidence atomique
θa. Ainsi, βoesest un "facteur d’obliquité", qui traduit le fait que la diffraction est
moins efficace pour les grandes valeurs deθa. Du point de vue du potentiel diffrac-
tant, cela provient du fait que les transferts horizontaux et verticaux d’impulsions
ne sont pas assurés par la même quantité. En effet, si l’atomereçoit une impul-
sion de surface~q de la part du réseau, la conservation de l’énergie cinétiquede
l’atome implique également une modification de son impulsion enz (figure 5.2).
Or, le spectre vertical du potentiel est une lorentzienne delargeur finie~κ0 : l’onde
ne peut donc pas fournir d’impulsion supérieure à quelques~κ0 dans la direc-
tion perpendiculaire. Par conséquent, un grand angle d’incidence impliquant une
grande modification dePi , la diffraction sera d’autant moins efficace queθa est
important. Ceci est donc une première interprétation de~κ0.

2Il s’agit de la composante verticale de l’impulsion réduiteinitiale. Pour les paramètres considérés, elle
reste importante sauf pour les angles rasants, auquel cas elle peut s’approcher de l’unité. La valeur critique
de l’angle d’incidence pour|k i |/κ0 = 90, définie parPi = 1, est 0,3◦.

3Étant donné que l’angle de diffraction en incidence normaleest de l’ordre du degré, la composante
verticale de l’impulsion réduite reste toujours sensiblement la même dans les états initiaux et finaux, sauf
en incidence rasante.
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FIG. 5.2 – (a)~∆1 est la variation d’impulsion verticale en incidence normale. (b)~∆2

représente la même quantité en incidence rasante, oùθa représente l’angle d’incidence
atomique sur le réseau. On a~∆2 > ~∆1.

◮ enfin, nous avons remarqué que la population diffractée ne dépend pas de l’inten-
sité du champ. Cette propriété est spécifique au potentiel évanescent stationnaire.
Techniquement, la dépendance enη disparaît dans le calcul de la probabilité avec
le changement de variablex = η exp(−κ0z). Physiquement, cela provient de la
dépendance verticale du potentiel total en exp(−2κ0z). Elle implique qu’une mo-
dification de l’intensité ne fait que déplacer le point de rebroussement classique.
Étant donné qu’il n’y a pas d’évolution de la modulation aveczr (ε est constant),
la probabilité de diffraction n’est pas changée.

Cas de l’incidence non-rasante. Pour les angles d’incidence que nous allons considé-
rer, c’est-à-dire au plus quelques dizaines de degrés, nouspouvons négliger la variation
d’impulsion verticale au cours de la transition. Un développement limité de l’impulsion
réduite finale est :Pf ≈ Pi ±2qtanθa/κ0. Par conséquent, tant que 2qtanθa/κ0 ≪ Pi on
peut effectuer les approximationsPf +Pi±≈ 2Pi etPf −Pi = ±2qtanθa/κ0. La probabi-
lité de diffraction peut donc être réécrite :

P oes
±1 =

[ε
2

Pi βoes(Ψ)
]2

(5.7)

Un nouveau paramètre sans dimension a été introduit :Ψ. Il s’écrit Ψ = QX, où Q = 2q
est le vecteur d’onde du potentiel, etX = vi,xτ = tanθa/2κ0 est la distance horizontale
parcourue par la particule pendant la durée d’interaction (voir figure 5.3). Ainsi,Ψ est la
variation de phase du potentiel vue par l’atome pendant son trajet dans l’onde évanescente.
QuandΨ≈ π, la diffraction s’annule.

La demi-largeur deβ2
oes est, rappelons-le,Ψ1/2 ≈ 1/2. En effectuant l’approxima-

tion des petits angles d’incidenceθa pour l’atome, on trouve la valeur correspondante

θ1/2
a = κ0/2q, valant, pour une longueur d’onde de 850 nm et un angle d’incidence du

faisceau laser incident de 60◦, 16◦ environ. Ainsi, plus le potentiel est dur, c’est-à-dire

localisé près de la surface, et plus la période est grande, plus l’acceptance angulaireθ1/2
a

du réseau sera importante.

Ce premier paragraphe nous a permis tout d’abord d’introduire et d’interpréter les pa-
ramètres sans dimension pertinents pour décrire la diffraction par une onde évanescente
stationnaire, à savoirP, ε et Ψ. Nous avons aussi dégagé la loi de variation des ampli-
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FIG. 5.3 – L’argumentΨ deβoesest le produit du vecteur d’onde du potentielQ = 2q et
de la distance horizontale typique parcourue par l’atome pendant la durée du rebond 2τ.

tudes de diffraction (∝ (εP)2) et de l’acceptance angulaire (θ1/2
a ≈ κ0/2q). Nous allons

maintenant comparer ces résultats à ceux du potentiel 1D nanostructuré.

5.2.2.2 Potentiel évanescent nanostructuré

Il s’agit d’étudier dans cette partie l’effet d’une différence de portée entre le poten-
tiel évanescent et le potentiel modulant. Cette différencedépend de l’angle polaireϕ du
vecteur d’onde incident, que l’on peut choisir librement sans modifier la période du po-
tentiel : cela illustre le découplage entre les fonctions "miroir" et "réseau". On rappelle
que la période du réseau de nanostructures est choisie égaleà celle de l’onde stationnaire,
c’est-à-dire telle queL = Lre f . Ce choix facilite la comparaison avec le cas précédent,
puisque le potentiel nanostructuré s’identifie au potentiel évanescent stationnaire quand
le plan d’incidence de la lumière est perpendiculaire aux lignes du réseau. Le potentiel
nanostructuré et le constraste ont la forme (voir paragraphe 5.1) :

V1 = V0e−2κ0zε̃(z)cos(2qx) ε̃(z) = εe(κ0−κ1)z (5.8)

Le contraste est constant pourϕ = 0 (κ1 = κ0) et décroit exponentiellement avec la dis-
tance pourϕ > 0 (κ1 > κ0).

L’élément de matrice du potentiel perturbateur s’exprime maintenant comme :

〈φPf |V1|φPi〉 =

Z +∞

−∞
dz

√

Pi sinh(πPi)

π

√

Pf sinh
(
πPf
)

π
KiPi(Y(z))K−iPf (Y(z))e−(κ0+κ1)z

Nous pouvons à nouveau calculer ce terme de manière exacte enutilisant la formule 5.5
pour trouver une expression un peu plus compliquée :

Pnano
±1 =

ε2

16π2 Γ2(1+α)sinh(πPi)sinh(πPf )η2(1−α)4α|B
(
Y∆,Y∗

∆
)
|4|B(YΣ,Y∗

Σ ) |4 (5.9)

avec :

α =
κ1

κ0
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Y∆ =
α +1+ i(Pf −Pi)

2

YΣ =
α +1+ i(Pf +Pi)

2

Dans cette équation apparaîtB, la fonction beta d’Euler définie par4 :

B(z1,z2) =
Γ(z1)Γ(z2)

Γ(z1+z2)

Nous avons introduit le nouveau paramètre sans dimensionα, qui exprime le rapport entre
la portée de l’ordre 0 et celle de l’ordre 1. Les variations deα sur l’intervalle [0,π/2] sont
indiquées sur la figure 5.4.
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FIG. 5.4 – Variations deα en fonction deϕ pourL = Lre f et θ = 60◦.

Cette formule 5.9 généralise celle obtenue avec l’onde évanescente stationnaire. On
pourra vérifier que l’expression 5.6 se retrouve à partir de 5.9 en considérant la limite
ϕ = 0 ⇒ α = 1 et en utilisant la relationB(1+ ix,1− ix) = πx/sinh(πx) [102].

Expression des populations. Comme précédemment, nous pouvons passer à la limite
semi-classique et nous limiter à des angles non rasants pourobtenir :

P nano
±1 =

[
ε1(zr)

2
P B̃(α,Ψ)

]2

(5.10)

avec :

B̃(α,Ψ) = 2α−1B

(
α +1

2
+ iΨ,

α +1
2

− iΨ
)

Ψ = 2qtanθa/2κ0

ε̃(zr) = ε
[

P
η

]α−1

L’expression 5.10 de la population diffractée par un potentiel nanostructuré a maintenant
une forme tout à fait comparable à celle obtenue pour une ondeévanescente stationnnaire
5.7, qu’elle généralise. Nous pouvons donc l’étudier plus en détails.

4En utilisant la propriétéΓ(z∗) = Γ∗(z), nous voyons que la fonction d’EulerB a, dans ce cadre, la forme
particulièreB(z,z∗) = |Γ(z)|2/Γ(2ℜ (z)) : il s’agit donc bien d’une fonction réelle.
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Influence du contraste. C’est le contraste au niveau du point de rebroussement
classique qui joue un rôle dans la diffraction. Il s’agit du contrasteε en z = 0 diminué
de la quantité(P/η)α−1 qui traduit le fait que la modulation a une portée plus faible
que le potentiel réfléchissant. On retrouve d’ailleurs la situation de l’onde évanescente
stationnaire, dans lequel ils ont la même portée, avecα = 1 (ϕ = 0).

Dans le cas général où le plan d’incidence de la lumière a une orientation quelconque,
la modulation est confinée au voisinage de la surface. Ainsi,pour une impulsion trop
faible, le point de rebroussement sera trop élevé et l’atomene sera pas diffracté.

Facteur d’obliquité. Le facteurβoes, qui ne dépendait que du transfert d’impulsion
vertical, est généralisé par la fonctionB̃, qui dépend du rapportα et de la variation de
phase transversale du potentielΨ vue par l’atome pendant l’interaction. Sur la figure 5.5
sont représentées les variations deB̃ en fonction deΨ pour différentes valeurs deα. La
courbe en trait plein correspond àα = 1, elle coincide donc avecβoes.
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3π/2ππ/2 2π

0,2
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0,6

0,8

1,0

Ψ

FIG. 5.5 – Tracé de la fonctioñB en fonction deΨ pour :ϕ = 0 (trait plein),ϕ = π/4 (trait
pointillé long) etϕ = π/2 (trait pointillé court).

On peut distinguer deux zones en fonction de la phaseΨ. PourΨ ≤ π/4, le facteur
d’obliquité décroit quandϕ augmente. Au contraire, pourΨ ≥ π/4, sa valeur augmente.
Pour donner un sens physique à ce résultat, nous allons comparer quantitativement les po-
pulations diffractées avec les deux potentiels en incidence normale ainsi qu’en incidence
oblique. Cette comparaison va être effectuée à contraste égal au point de rebroussement
classique5.

◮ en incidence normale, le rapport des deux populations diffractées est :

P nano
±1 /P oes

±1 = A(α)2

avec

A(α) = 2α−1 Γ2(α+1
2 )

Γ(α +1)

La facteurA(α) est représenté en fonction de l’angle polaireϕ sur la figure 5.6-a.
Il a été tracé pourL = Lre f (courbe pleine) etL = 250 nm (courbe interrompue).
Ce facteur est toujours inférieur à 1 pourϕ > 0. Cela signifie que, à contraste égal

5Nous avons en effet vu dans la première partie que les contrastes calculés autour d’une valeur typique
de point de rebroussement étaient de l’ordre de ceux utilisés pour faire diffracter des atomes avec un ré-
seau évanescent stationnaire. Cela provient du très fort effet de confinement du champ au voisinage des
nanostructures, qui implique des contrastes importants (quelques 10%) enz= 0).
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FIG. 5.6 – (a) Facteur deA(α) = 2α−1Γ2(α+1
2 )/Γ(α + 1) tracé en fonction de l’angle

polaireφ, pour un angle d’incidence deθ = 60◦. La courbe en trait plein est tracée pour
L = π/n1k0sinθ, celle en trait interrompu pourL = 250 nm. (b) Courbe représentative de
Ψ1/2(α) (trait plein) et demi-largeur deβoes(en pointillés).

à zr , la population diffractée par le potentiel nanostructuré est moins importante
que celle diffractée par le potentiel stationnaire. D’où l’interprétation suivante : le
contraste diminue d’autant plus avec la distance queα est grand. Dans une image
semi-classique, la modulation de la phase accumulée par l’atome est moins grande,
ce qui diminue la population dans les ordres±1.

◮ lorsque l’angle d’incidence des atomes augmente, les facteurs d’obliquité dimi-
nuent l’efficacité de la diffraction. Sur la figure 5.6-b est représentée la demi-
largeurΨ1/2 de B̃2 en fonction deα. Cette quantité augmente de manière quasi-
linéaire avecα, et elle est supérieure à celle deP oes. Ceci provient à nouveau de la
faiblesse de la portée du potentiel modulant par rapport à celle du potentiel non per-
turbée. En effet, comme indiqué dans [103], c’est la largeurspectrale du potentiel
modulant qui va déterminer la valeur maximale du transfert d’impulsion vertical.
Dans le cas de l’onde évanescente stationnaire, celle-ci est de l’ordre 2~κ0, mais ici
elle vaut~(κ0 + κ1) > 2~κ0. Par conséquent, la partie réfléchissante du potentiel
peut transférer à l’atome une impulsion verticale plus importante. La diffraction
reste donc efficace pour un angle d’incidence plus grand. En conséquence, l’ac-
ceptance angulaire d’un réseau de diffraction fondé sur l’interaction d’une onde
évanescente avec une nanostructure périodique est plus grande que celle des ré-
seaux classiques utilisant une onde rétroréfléchie.

Ces deux facteurs permettent d’expliquer les deux régimes observés sur la figure 5.5. Si
Ψ≤ π/4, la diminution de l’accumulation de phase due à la décroissance plus rapide du
contraste diminue l’effet de diffraction. Mais siΨ ≥ π/4, cet effet est compensé par la
capacité qu’a le potentiel de transférer des impulsions verticales plus importantes qu’un
potentiel évanescent stationnaire.

Conclusion

Cette première approche analytique de la propagation d’atomes dans un champ op-
tique périodique nous a permis de dégager les paramètres sans dimension pertinents pour
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décrire le processus de diffraction. La principale conclusion de ce paragraphe est que, si
la diffraction par un réseau nanostructuré est moins efficace en incidence normale, toutes
choses égales par ailleurs, elle autorise toutefois des angles d’incidence atomiques plus
importants par rapport à la normale à la surface.

L’approximation de Born n’est valable que pour les faibles populations diffractées
dans les ordres±1 . La méthode que nous allons maintenant voir permet d’étendre les
résultats précédents aux phases accumulées plus importantes et de décrire des ordres de
diffraction supérieurs à 1.

5.3 Approximation du réseau de phase mince

Nous allons faire un raisonnement analogue à l’optique, en considérant la trajectoire
de l’atome comme un rayon lumineux. On peut supposer que le rayon est faiblement dévié
par la modulation du potentiel : la diffraction provient alors d’une accumulation de phase
le long de la trajectoire dépendante de la position initialede la particule.

Formellement, cette méthode est dérivée des intégrales de chemin de Feynman [97,
104]. Elle a été appliquée au potentiel stationnaire par C. Henkel, J.Y. Courtois et A.
Aspect [100]. C’est une approche semi-classique, qui s’applique donc à un atome dont la
longueur d’onde de de Broglie est suffisamment petite pour "échantillonner" précisément
le potentiel diffractant (Pi ≫ 1). Dans cette limite, il est possible de décrire la fonction
d’onde de l’atome comme une superposition d’ondes planes dont la phase est l’action
calculée sur la trajectoireclassiquede la particule. La description classique du mouvement
de l’atome se fait au moyen de la mécanique lagrangienne. Le lagrangien de la particule
est :

L (r , ṙ , t) = T −V

où T est l’énergie cinétique de la particule, etV l’énergie potentielle. La résolution des
équations de Lagrange permet de trouver les équations du mouvement{r (t), ṙ(t)}. La
fonction d’onde dans le formalisme WKB s’écrit alors :

ψ(r f , t f ) = exp

[
i
~
S (r f , t f |pi , ti)

]

(5.11)

S (r f , t f |pi , ti) = pir i +

Z t f

ti
dtL (rcl, ṙcl, t) (5.12)

Le principal inconvénient de cette méthode par rapport à la diffraction d’atomes est que
la trajectoire classique dans le potentiel complet n’est pas connue analytiquement. Le
calcul de la fonction d’onde par la méthode WKB n’est donc applicable que par intégra-
tion numérique des équations de Lagrange. Pour résoudre ce problème, on approxime la
trajectoire réelle par la trajectoire de la particule dans l’onde évanescente non modulée,
connue analytiquement. Nous reprenons brièvement l’article sus-cité et son application
au potentiel évanescent stationnaire.

5.3.1 Présentation de l’approximation du réseau de phase mince

À nouveau, le terme modulant est traité perturbativement. Sa contribution dans le
lagrangien est isolée de manière à écrire :

L (r , ṙ , t) = L0(r , ṙ , t)−V1(r)
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Notons{r0(t), ṙ0(t)} la trajectoire de l’atome dans le potentiel non perturbé. Nous allons
approximer l’expression 5.11 en calculant l’action non passur la trajectoire exacte mais
sur celle parcourue par l’atome dans le champ non modulé.

Pour effectuer perturbativement le calcul, on développe laphase et l’action en fonction
du paramètre perturbatifε, ici le contraste de l’intensité :

r = r0 + εr1+ ε2r2+ · · · (5.13)

S = S0+ εS1+ ε2S2+ · · · (5.14)

En injectant le développement der enε dans l’actionS , nous pouvons calculerS0, S1 et
S2 :

S0 = pi · r0+
Z t f

ti
dtL0(r0(t), ṙ0(t)) (5.15)

S1 = −
Z t f

ti
dtV1(r0(t)) (5.16)

S2 = −1
2

Z t f

ti
dt r1 · ∇ V1(r0(t)) (5.17)

Le premier termeS0 représente l’action de la particule dans l’onde évanescente non mo-
dulée. Le termeS1 est responsable de la diffraction au premier ordre, et représente sim-
plement l’intégrale du potentiel perturbateur sur la trajectoire de référence. Pour que l’ap-
proximation soit valable, il faut que le terme d’ordre deux soit négligeable devant~.

Domaine de validité. Cette condition s’exprime comme :

1
2

ε2|
Z t f

ti
r1 · ∇ V1| ≪ ~ (5.18)

Un majorant de cette expression peut être estimé en observant queε
R

dt∇ V1 correspond
au transfert d’impulsion lors de l’interaction, tandis que|εr1| est majoré par l’écart maxi-
mal entre les deux trajectoires en sortie de la zone d’interaction. On a donc :

1
2

∆pmax∆rmax≪ ~

Ainsi, pour décrire la diffraction jusqu’à l’ordrenmax, il faudra que l’écart entre les trajec-
toires réelle et non perturbée vérifie :∆rmax≪ 2L/nmax, oùL est la période du potentiel. Il
est plus facile de transposer cette inégalité dans le domaine des impulsions en faisant in-
tervenir le temps d’interactionτ = m/pi2κ0 et en remarquant que∆rmax≈ ∆pmaxτ. Nous
obtenons alors :

∆p2
max

4κ0pi
≪ ~

En tenant compte de∆pmax≈ ~2π/L, et avecpi = 2π/λ, ce critère s’écrit :

n2
max

πλdB

κ0L2 ≪ 1

Une estimation de ce paramètre donne 0,1 pour le membre de gauche. Ainsi, la méthode
semble limitée à un ou deux ordres de diffraction. Cependant, la comparaison avec la
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simulation numérique montrera qu’elle est valable au-delàde cette limite. Ceci provient
du fait que ce critère est un majorant de l’erreur.

Expression des amplitudes de diffraction. On montre que la composante de la fonc-
tion d’onde diffractée sur l’état de momentp(n) = p(i) + n~2π/Lex est simplement la
transformée de Fourier de l’état final. La probabilité de transition est alors le carré de
cette composante :

Pn = |an|2 avec an =
1
L

Z L

0
dxf ψ(r f )e

− i
~
p(n)·r f (5.19)

Nous allons maintenant appliquer ce formalisme aux potentiels évanescents stationnaires
et nanostructurés.

5.3.2 Calcul des amplitudes de diffraction

Les trajectoires non perturbées sont les solutions des équations de Lagrange pour le
lagrangienL0 = mṙ

2 −V0e−2κ0z. Elles s’écrivent :







x0(t) = xi +
pi,x
m t

z0(t) = − 1
2κ0

ln

[
p2

i,z
2mV0

sech2(t/2τ)
]

= − 1
κ0

ln
[

P
η sech(t/2τ)

] (5.20)

Le paramètreτ = m/2κ0pi,z représente l’ordre de grandeur du temps que l’atome passe
dans l’onde.

Dans un premier temps, nous rappellerons de nouveau les résultats établis par C. Hen-
kel et al. sur le potentiel évanescent stationnaire. Puis nous examinerons comment s’ap-
plique l’approximation de phase mince à l’atome évoluant dans le potentiel nanostructuré,
en ne considérant dans un premier temps qu’un seul ordre modulant.

5.3.2.1 Onde évanescente stationnaire

Le terme d’ordre un de l’action s’écrit :

S1 = −V0

Z +∞

−∞
dt e−2κ0z0(t) cos(2qx0(t))

= −
Z +∞

−∞
dt cos(2q[xi +

pi,x

m
t])

p2
i,z

2m
sech2(t/2τ)

La fonction sécante hyperbolique étant paire, cette expression, en développant le cosinus,
se simplifie en :

S1 = −
p2

i,z

m
cos(2qxi)

Z +∞

0

cos
(
2qpi,x

m t
)

cosh2(t/2τ)
dt (5.21)

Cette intégrale se calcule en utilisant les formules [105] :

Z +∞

0

cos(ax)dx
coshν(βx)

=
2ν−2

βΓ(ν)
Γ
(

ν
2

+
ia
2β

)

Γ
(

ν
2
− ia

2β

)

(5.22)
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Γ[1+ iy]Γ[1− iy] =
πy

sinh(πy)

ce qui permet d’obtenir l’expression du premier ordre de l’action :

S1 = −βoes(tanθ q/κ0)
pi,z

κ0
cos(2qxi) (5.23)

oùβoesest la fonction d’obliquité précédemment définie. Par transformation de Fourier en
xi , nous arrivons finalement à l’expression des amplitudes de diffraction dans les différents
ordresn :

Pn = J2
n

(

εβoes(tan θ q/κ0)
pi,z

κ0

)

(5.24)

où Jn est la fonction de Bessel d’ordren. Ces fonctions sont représentées sur la figure
5.7-a pour les 5 premiers ordres6. Ces formes de courbes de diffraction sont bien connues
en optique. Elles décrivent par l’exemple la diffraction d’une onde plane par une onde
acoustique [98]. En fonction des paramètres réduitsP et Ψ, la probabilité de transition
vers le niveaun se réécrit :

Pn = J2
n (εP βoes(Ψ)) (5.25)

L’argument dépend linéairement deP et deε. Une propriété classique des fonctions de
Bessel est que le premier maximum deJm(y) est atteint poury≈ m. Par conséquent, pour
un atome en incidence normale sur le réseau, ayant une impulsion réduitePi = 100, l’ordre
1 de diffraction sera peuplé au maximum pour un contraste de 0,01. Ceci montre bien que
le potentiel modulant n’a pas besoin d’être très contrasté pour produire des effets de dif-
fraction notables. Un contraste 10 fois supérieur disperserait les atomes dans 20 ordres
(10 dans chaque direction), ce qui est inutilisable si l’on veut fabriquer une séparatrice
atomique. En revanche, pour des paramètres bien choisis, lapopulation diffractée peut
être maximale dans les ordres±1 et atteindre environ 60%, c’est-à-dire plus de la moitié
de la population initiale.

Sur la figure 5.7-b sont représentés les premiers ordres de diffraction pour différentes
valeurs de la phaseΨ. Nous avons supposé que l’angle d’incidence du laser dans lequartz
(n1 = 1,46) était de 60◦. La portée de l’onde évanescente est alors de 176 nm, celle du
potentiel de 88 nm. Les atomes sont supposés être lâchés à 3 mmde la surface, ce qui cor-
respond à une longueur d’onde de de Broglie de 12,5 nm en arrivant au niveau de la zone
d’interaction. Leur impulsion réduite moyenne est dePi ≈ 88. Le temps d’interactionτ est
de 0,36µs. L’intensité du laser est de 800 mW/mm2, le contraste deε = 0,05. La hauteur
de rebroussement est dezr = 290 nm, l’impulsion réduite maximale est deη = 463. Cette
figure montre qu’en incidence normale de nombreux canaux de diffractions sont ouverts,
le paquet d’ondes est donc diffracté dans de nombreuses directions. Lorsque l’on aug-
mente l’angle d’incidence des atomes, de telle manière que la phaseΨ varie de 0 àπ/2,
les différents ordres se dépeuplent jusqu’à ce que la réflexion soit quasiment spéculaire.

6Il est facilement vérifiable que les expressions des populations diffractées dans l’ordre 1 calculées avec
la méthode perturbative sont retrouvées à partir de 5.24 en effectuant le développement limité au premier
ordreJ2

±1(y) ∼ y2/4.
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FIG. 5.7 – (a) Fonctions de Bessel d’ordre 0 à 4. (b) Population diffractée dans les ordres
0 à 3 par une onde évanescente stationnaire, en fonction de l’impulsion, pour un contraste
de 0,05 et pour différentes valeurs de la phase transversaleΨ.

Ainsi, le seul changement important par rapport à l’approximation de Born est que la
population diffractée dans l’ordren est maintenant proportionnelle au carré de la fonction
de BesselJn. Nous allons maintenant appliquer la théorie du réseau de phase mince au
potentiel nanostructuré.

5.3.2.2 Potentiel nanostructuré

Le terme d’ordre un de l’action est :

S1 = −V0

Z +∞

−∞
dt
[

e−2κ0z0(t)
](α+1)/2

cos(2qx0(t))

= −V0

Z +∞

−∞
dt cos(2q[xi +

pi,x

m
t])

[
P
η

sech(t/2τ)
]α+1

En utilisant à nouveau la relation 5.22, on trouve, en fonction des paramètres réduits :

S1 = −~

[
P
η

]α−1

P 2α−1B

[
α +1

2
+ iΨ,

α +1
2

− iΨ
]

cos(2qxi)

Et après transformation de Fourier enxi :

Pn = J2
n

(
ε1(zr)P B̃(α,Ψ)

)
(5.26)

où 7 :

B̃(α,Ψ) = 2α−1B

[
α +1

2
+ iΨ,

α +1
2

− iΨ
]

et ε1(zr) = ε1

[
P
η

]α−1

7On vérifiera de nouveau la coïncidence de ce résultat avec la population prédite par la méthode pertur-
bative dans la limiteP±1 → 0.
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Dépendance enη. Nous avons déjà montré que le terme(P/η)α−1 intervenait dans
l’expression du contraste du potentiel à la hauteur du pointde rebroussement. Mais nous
pouvons également considérer globalement la dépendance enimpulsion, qui est implicite-
ment une dépendance en énergie. Examinons le comportement de la diffraction vis-à-vis
de l’énergie cinétique incidente. Pour les faibles valeursdeEc, nous pouvons effectuer un
développement à l’ordre deux de l’ordre 0 :

J0(x)
0∼ 1− 1

2
A2Eα

c

oùA est une constante de proportionnalité. La dérivée de la probabilité est proportionnelle
àEα−1

c , elle diverge donc pourα = 1, c’est-à-dire quand la portée du contraste est infinie.
Ainsi, pour le potentiel évanescent stationnaire, la diffraction se produit dès que l’énergie
incidente est non nulle, puisque l’atome voit tout de suite la modulation de l’onde. Dans
le cas du potentiel nanostructuré, le contraste est nul à l’infini, par conséquent une faible
énergie incidente ne suffit pas à faire diffracter l’atome. Il doit approcher la surface à
moins de quelques 1/(κ1−κ0) pour percevoir la modulation du potentiel.

Facteur d’obliquité. Contrairement à ce que nous avons vu dans l’approximation de
Born, la fonction d’obliquité n’agit pas directement sur lapopulation diffractée mais uni-
quement sur la phase accumulée par l’atome tout au long de sa trajectoire. Quand l’angle
d’incidence de l’atome sur le potentiel augmente, les facteursβoeset B̃ diminuent la phase
accumulée et annulent progressivement la probabilité de diffraction. Ces fonctions sont
représentées figure 5.5.

1/
(κ

  −
κ 

) 1
0

θa

FIG. 5.8 – Interprétation de la disparition de la diffraction à grand angle d’incidence
atomiqueθa dans l’approximation du réseau de phase mince.

L’explication donnée dans le cadre de l’approche perturbative peut être transposée au
modèle présent. Considérons deux trajectoires atomiques de points de départ différents,
comme indiqué sur la figure 5.8. En incidence normale, chacune des trajectoires voie un
champ exponentiel d’amplitude différente à cause de l’ondulation du potentiel dans la di-
rectionx et ainsi accumule une phase différente : le front d’onde est modulé, signe d’une
superposition d’ondes planes émergentes de directions de propagation distinctes. Pour un
angle d’incidence plus grand, les atomes vont voir en plus une variation sinusoïdale enx.
Si l’angle d’incidenceθa est suffisamment faible pour que chacune des deux trajectoires
ne voit qu’une petite partie de la modulation, la phase accumulée sera encore différente.
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Mais à partir du moment où elles traversent plusieurs périodes, la modulation est moyen-
née à une valeur identique pour les deux particules. Dans ce cas, la phase accumulée est
indépendante de la trajectoire atomique et la diffraction ne se produit plus. Cet effet, bien
connu en diffraction atomique et observé expérimentalement, est responsable de la dispa-
rition de la diffraction en incidence rasante.

La différence avec le potentiel stationnaire est qu’ici le contraste est nul au-dessus de
quelques 1/(κ1−κ0). Si l’effet de moyenne se produit dans les deux cas, il a lieu sur une
portion plus faible de la trajectoire dans le cas nanostructuré étant donné que le contraste
est localisé plus près de la surface. Par conséquent, la disparition de la diffraction se
produira pour un angle plus élevé. On retrouve donc le fait que l’acceptance angulaire est
augmentée avec un contraste de portée finie.
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FIG. 5.9 – Tracés des ordres zéro à deux de diffraction, en fonction de l’angle d’incidence
ϕ de l’onde sur le réseau, et de la variation de phaseΨ.

Courbes de diffraction. Sur la figure 5.9 sont représentés les premiers ordres de dif-
fraction en fonction de l’angle polaireϕ du champ incident, pour les mêmes paramètres
que précédemment. La périodicité choisie estL = Lre f . On retrouve les courbes du po-
tentiel stationnaire pourϕ = 0. Quand l’angle polaireϕ varie, l’allure des courbes de
diffraction change énormément. En particulier, pour un éclairage parallèle, et pour l’im-
pulsion moyenneP≈ 90, la réflexion est quasi spéculaire. Entre ces deux valeurs, il est
possible de maximiser la population diffractée dans l’ordre 1, ce qui est à peu près le cas
pourϕ = π/6, en incidence normale.

Lorsque l’on augmente l’angle d’incidence, ce qui revient àaugmenter la phaseΨ,
la diffraction disparaît peu à peu, à cause de l’effet de moyenne décrit plus haut. Pour
Ψ = π/2, ce qui correspond à peu près àθa = 44◦, la réflexion est spéculaire quel que soit
α.
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Nous avons vu que, outre le degré de liberté supplémentaireϕ, les réseaux nanostruc-
turés permettent une plus grande souplesse sur le dessin du motif. On peut se demander
en particulier comment ces résultats s’étendent-ils à un réseau bidimensionnel ?

5.3.3 Extension à deux dimensions

Considérons le potentiel obtenu par interaction d’un faisceau incident avec un ré-
seau de nanostructures bidimensionnel. Nous avons vu dans la première partie que pour
ϕ ∈ [0,π/2], les deux ordres de plus longue portée sont (1,0) et (0,1). Bien que la descrip-
tion du champ électrique par ces uniques harmoniques soit très approximative, nous ver-
rons que la description de la diffraction qui en résulte est en bon accord avec les courbes
obtenues par simulation numérique. En ne considérant que ces deux contributions, le po-
tentiel modulant s’écrit :

V1(x,y,z) = V0 e−2κ0z[ε̃1,0(z)cos(2qx)+ ε̃0,1(z)cos(2qy)] (5.27)

avec :

ε̃1,0(z) = ε1,0e(κ0−κ1,0)z et ε̃0,1(z) = ε0,1e(κ0−κ0,1)z (5.28)

La linéarité de l’action par rapport au potentiel conduit immédiatement à :

S1 = −~P
{

ε1,0(zr)B̃[α1,0,Ψx]cos(2qxi)+ ε0,1(zr)B̃[α0,1,Ψy]cos(2qyi)
}

(5.29)

avecΨx = qpx
i /pz

i κ0 et Ψy = qpy
i /pz

i κ0. La fonction d’onde émergente se factorise en un
produit de deux exponentielles dexi et yi . Les populations diffractées sont donc données
par le produit des populations diffractées indépendammentdans chaque direction :

Pm,n = J2
|m|
(
ε1,0(zr)P B̃[α1,0,Ψx]

)
J2
|n|
(
ε0,1(zr)P B̃[α0,1,Ψy])

)
(5.30)

Il n’y a donc pas de nouveauté qualitative par rapport à ce quenous avons étudié en une
dimension.

5.4 Conclusion

Nous avons présenté deux méthodes d’approximation pour traiter la diffraction ato-
mique par un miroir atomique modulé localisé près d’une surface. La première méthode
fondée sur le traitement de l’équation de Schrödinger dans l’approximation de Born ne
permet que de décrire les populations des ordres±1. Cependant, ce premier modèle nous
a donné l’occasion de mettre en évidence les paramètres pertinents intervenant dans le
processus de diffraction, à savoir :

◮ le contraste à la hauteur de rebroussementε̃(zr),
◮ l’impulsion réduiteP exprimant le rapport entre la quantité de mouvement initiale

de l’atome et l’impulsion associée à la décroissance exponentielle du potentiel non-
modulé. Pour notre gamme de paramètres,P≫ 1 : nous sommes dans un régime
semi-classique. QuandP augmente, l’atome pénètre plus profondément dans le
potentiel et la phase accumulée augmente, par conséquent les ordres de diffraction
plus élevés sont plus peuplés,
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◮ la variation de phaseΨ du potentiel vue par l’atome pendant la durée du rebond.
Elle intervient dans le facteur d’obliquité qui traduit la disparition de la diffraction
quand l’angle d’incidence atomique augmente. En incidencenormaleΨ = 0. Plus
cette phase est grande, moins la diffraction est efficace,

◮ le rapportα des coefficients de décroissance des ordres 0 et 1 de l’onde desurface.
Plus ce paramètre augmente, plus la modulation a une portée courte et plus l’ac-
ceptance angulaire est importante.

L’intérêt de la méthode de diffraction atomique par un réseau optique nanostructuré
qui est proposée dans ce mémoire repose sur trois points complémentaires. Tout d’abord
l’existence d’un "réservoir de contraste" au niveau de la surface : le confinement du champ
par les nanostrucures induit une modulation importante de l’intensité au voisinage de la
surface. Ainsi, même si le contraste décroît exponentiellement avec la distance, sa valeur
au niveau du point de rebroussement reste largement suffisante pour que la diffraction
existe. Ensuite le découplage miroir/réseau, traduisant le fait que période et orientation
du réseau sont fixés indépendamment des paramètres du champ incident. Le paramètre
α peut être alors réglé de manière à maximiser la population diffractée dans un ordre.
De plus, la portée plus courte de la modulation permet de transférer plus d’impulsion
verticale à l’atome et ainsi d’augmenter l’acceptance angulaire du dispositif.

Enfin, la souplesse sur la réalisation du motif rend possiblela création de réseaux de
diffraction bidimensionnels.

Cependant, le modèle de l’atome à un niveau sous-jacent à cescalculs ne permet pas
de prendre en compte les effets dûs spécifiquement à la polarisation de la lumière. Leur
importance a été clairement mise en évidence par plusieurs expériences : si le modèle à un
niveau prédit une disparition de la diffraction pour des angles d’incidence atomique dé-
passant 50◦, il est incapable d’expliquer les résultats obtenus à Villetaneuse [106], à Orsay
[107] et à Bonn [108] démontrant expérimentalement l’existence de la diffraction en in-
cidence rasante. Des études théoriques ont montré la nécessité de prendre en compte une
structure atomique interne comportant plusieurs niveaux fondamentaux pour expliquer ce
résultat [109, 27].

La partie suivante n’a pas pour objectif de compléter ces études très raffinées. Toute-
fois, en regard de ce problème lié à la structure interne des atomes et des cartes détaillées
des champs que nous avons obtenues dans la première partie, nous nous sommes inté-
ressés à une description plus réaliste des expériences accessibles dans notre laboratoire.
Cette étude est abordée par la simulation numérique.



Chapitre 6

Traitement numérique

Le principe est de résoudre l’équation de Schrödinger dépendante du temps en pro-
pageant, au moyen d’un opérateur d’évolution temporelle, une fonction d’onde initiale.
Cette méthode a déjà été utilisée par C. M. Savage, D. Gordon et T.C. Ralph [110] afin de
retrouver les résonances Doppler observées par Stenlakeet al. en 1994 [74]. L’excellent
accord avec les résultats expérimentaux avait été obtenu sans paramètre libre, ce qui dé-
montrait la fiabilité de la méthode. D’autres techniques de calcul sont détaillées dans les
références [111] et [112].

Nous commencerons par présenter la méthode de calcul numérique des amplitudes de
diffractions, puis nous exposerons les résultats des simulations numériques [113], com-
parés ensuite avec les calculs analytiques détaillés dans la partie précédente.

6.1 Méthode de calcul

Rappelons dans un premier temps que l’on étudie la diffraction d’un atome de Césium
entre deux états de structure fineS1/2 et P3/2. À faible paramètre de saturation il est pos-
sible d’éliminer adiabatiquement les états excités, et de ne plus considérer que l’évolution
des composantes de l’atome sur les deux états fondamentauxms = ±1/2. Le potentiel
effectif correspondant s’écrit :

Ve f f(r) =

d2

~δ

[
3|E−(r )|2+2|E0(r )|2+|E+(r )|2

3

√
2

3

{
E−(r)E∗

0(r)+E∗
+(r)E0(r)

}

√
2

3

{
E+(r)E∗

0(r)+E∗
−(r)E0(r)

} |E−(r )|2+2|E0(r )|2+3|E+(r )|2
3

]

(6.1)

La méthode utilisée est basée sur une résolution directe de l’équation de Schrödinger
dépendante du temps :

−~
2∆

2m

[
ψ−1/2(r)
ψ1/2(r)

]

+Ve f f ·
[

ψ−1/2(r)
ψ1/2(r)

]

= i~
∂
∂t

[
ψ−1/2(r)
ψ1/2(r)

]

(6.2)

Le potentiel diffractant étudié décroît exponentiellement avec la distance, il est donc
localisé au voisinage de la surface dans une couche dont l’épaisseur est de l’ordre de
quelques 1/κ0. Cette région sera appelée "zone d’interaction". Au delà, nous pouvons
considérer que le potentiel est nul et que l’atome évolue librement dans la "zone asymp-
totique" (figure 6.1).

95



96 CHAPITRE 6. TRAITEMENT NUMÉRIQUE

Le principe est de propager à travers la zone d’interaction une fonction d’onde initiale,
se trouvant au départ dans la zone asymptotique. Cette propagation se fait au moyen d’un
opérateur d’évolution temporelle approché : l’opérateur symétriquement partagé.

1/κ0

asymptotique

zone 
d’interaction

zone 

quelques

FIG. 6.1 – La décroissance exponentielle du potentiel permet laséparation de l’espace en
une zone d’interaction et une zone asymptotique.

L’opérateur symétriquement partagé. Le spineur de l’état final peut être exprimé en
fonction du spineur de l’état initial au moyen d’un opérateur d’évolution temporelleU :
Ψ(t f ) = U(t f , ti)Ψ(ti). Pour un hamiltonienH indépendant du temps, son expression est
connue. Il s’écrit :

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/~ = e−i[T+Ve f f ](t−t0)/~ (6.3)

Cependant, cet opérateur est difficile à évaluer car les composantes d’énergie cinétique
et potentielle ne commutent pas. Pour une application à la simulation numérique, il est
indispensable de le remplacer par un autre opérateurŨ(t, t0) plus facilement calculable.
Ce ne sera bien entendu qu’une approximation de 6.3, d’autant plus précise que|t − t0|
sera petit. Le principe est alors d’appliquer N foisŨ à la fonction d’onde de départ pour
un pas de temps∆t donné :

Ψ(N∆t) = Ũ(∆t)×·· ·× Ũ(∆t)
︸ ︷︷ ︸

N fois

Ψ(0) (6.4)

Que prendre comme approximation deU ? Une première idée serait d’écrireU(t0+∆t, t0)≈
e−iT∆t/~e−iVe f f∆t/~. Ces deux opérateurs sont identiques jusqu’au premier ordre en∆t.
L’inconvénient en est que le membre de droite n’est pas hermitique : un algorithme utili-
sant cet opérateur ne conserverait pas la norme de la fonction d’onde.

A.D. Bandrauk et H. Shen [114] ont montré que l’opérateur d’évolution 6.3 pouvait
être décomposé en un produit séparé d’exponentielles enT et Ve f f, et ce, à n’importe
quel ordre en∆t. Cette décomposition se fait à l’ordren selon le schéma récursif suivant :

eλ(A+B) = S2n+1(λ)+O(λ2n+1),

avec :

S2n+1(λ) = S2n−1[λs2n+1]S2n−1[λ(1−2s2n+1)]S2n−1[λs2n+1],

2(s2n+1)
2n−1 +(1−2s2n+1)

2n−1 = 0

S3(λ) = eλA/2eλBeλA/2
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L’avantage de cette décomposition est que, cette fois, l’opérateur approchéS2n+1 est uni-
taire, c’est-à-dire qu’il vérifieS2n+1(S2n+1)

† = 1. Dans le cas présent, nous adopterons
comme propagateur le premier terme de la série :

S3(∆t) = e−iT∆t/2~e−iV∆t/~e−iT∆t/2~

qui s’identifie avec 6.3 jusqu’à l’ordre 2 en∆t. C’est l’opérateur partagé, bien connu en
physique moléculaire, optique et physique atomique.

L’avantage de cette forme, outre sa précision, vient du faitque l’on peut traiter la
propagation uniquement par des multiplications d’exponentielles calculables de manière
exacte. L’évaluation dee−iV∆t/~ ne pose en effet aucun problème dans l’espace direct ,
tandis que celle dee−iT∆t/2~ se fait dans l’espace de Fourier1. Le schéma 6.4 devient :

Ψ(N∆t) =

e−iT∆t/2~ ×e−iV∆t/~e−iT∆t/~ ×·· ·e−iT∆t/~ ×e−iV∆t/~e−iT∆t/2~ Ψ(0) (6.5)

Entre deux multiplications, la fonction d’onde subit une transformée de Fourier directe
ou inverse. La figure 6.2 résume les différentes opérations se déroulant pendant le calcul.

|Ψ>
f

TF−1

|Ψ>T1/2 N

~|Ψ>
n

VTF−1

|Ψ>
n

T V1
~ ~

TF−1

1

~
T1/2

~|Ψ>=|Ψ>
i

|Ψ>
i

TFTF

TFn=1,N−1

FIG. 6.2 – Schéma de principe de l’algorithme de propagation basé sur l’opérateur par-
tagé, avecT1/2 = e−iT∆t/2~, T1 = T2

1/2 et V1/2 = e−iV∆t/~. La propagation se fait enN
pas de temps.

Paquet d’ondes initial. La fonction d’onde initiale est parfaitement uniforme dansles
directionx ety, et gaussienne dans la direction z, de largeurwz. C’est donc une superposi-
tion d’ondes monochromatiques, que l’on pourra séparer à lafin du calcul par transforma-
tion de Fourier. De plus, elle est animée d’un mouvement de translation uniforme selon
le vecteur d’ondek i

a = pinc/~. La direction de ce vecteur sera repérée par l’angle d’in-
cidenceθa et l’angle polaireϕa, analogues des anglesθ et ϕ décrivant le vecteur d’onde
du champ lumineux incident sur le réseau matériel de diffraction. Les composantes dek i

a
s’expriment comme :







ki
a,x = ki

asinθacosϕa

ki
a,y = ki

asinθasinϕa

ki
a,z = ki

acosθa

(6.6)

1Le potentiel effectif étant non diagonal, le calcul de l’exponentielle passe au préalable par sa diagona-
lisation. L’opérateurT est déjà diagonal dans l’espace de Fourier.
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Le paquet d’ondes incident est donc :

Ψ(R, t0) =
1
N




A exp

(

− (z−z0)
2

w2
z

)

exp(−i(ki
a,xx+ki

a,yy+ki
a,zz)

B exp
(

− (z−z0)
2

w2
z

)

exp(−i(ki
a,xx+ki

a,yy+ki
a,zz)



 (6.7)

où N est la constante de normalisation, etA,B sont les amplitudes associées à chacun
des états fondamentaux. Dans les calculs, nous allons considérer successivement les deux
couples(A,B) = (1,0) et (A,B) = (0,1). L’équation de Schrödinger étant linéaire par
rapport àΨ, on obtiendra l’état final d’une combinaison linéaire des deux sous-niveaux
Zeemann par la même combinaison linéaire de ces deux états finaux.

Calcul des amplitudes de diffraction. La dernière opération est la projection de la

fonction d’onde sur les ondes planes de vecteur d’onde(k i,‖
a +Qν, −ki

a,z), puis le calcul
de la probabilité de transition. Le module carré de l’amplitude de l’état final dans l’ordre
ν pour une énergieE est [115] :

|bν,ms|2 =
1

kν
a,z

∣
∣
∣
∣

Z

e−i[kν
a,zz+(ka+Qν)·l] ψ f

ms
(r)dr

∣
∣
∣
∣

2

(6.8)

La composante verticalekν
a,z du vecteur d’onde diffracté dans l’ordreν est donnée par la

relation de conservation de l’énergie :

~kν
a,z =

√

2ME −~2(k i
a +Qν)2 (6.9)

La probabilité de diffraction dans l’ordreν est alors exprimée en fonction de l’énergie
par :

P (ν,E ) =
|bν,−1/2|2+ |bν,+1/2|2

∑ms,ν′ |bν′,ms|2
(6.10)

Discrétisation. Le calcul de propagation est effectué dans un volume parallélépipédique
de dimensionsLx×Ly×H. Il ne contient donc qu’une seule période du potentiel. La hau-
teurH de calcul est suffisamment grande pour contenir la zone d’interaction, de hauteur
quelques 1/κ0, et la zone asymptotique. Le volume est discrétisé enni ×n j ×nk points
suivant les directionsx, y etz. Cette grille étant décomposée en série de Fourier, la cellule
élémentaire est naturellement répliquée périodiquement dans les trois dimensions. Cela
implique que le paquet d’onde ne doit pas sortir de la grille dans la directionOz, auquel
cas il revient à l’intérieur par le côté opposé.

Le nombre de points de discrétisation dépend de la dimensionnalité du problème et
de la mémoire de la machine utilisée. Ces contraintes vont bien entendu influencer la
gamme des paramètres accessibles. En particulier, le calcul est bien plus facile dans le
cas unidimensionnel. La grille contient alorsni × nk points, ce qui autorise des tailles
importantes et des dicrétisations fines. En revanche, dans le cas bidimensionnel, la grille
contientn j fois plus de points, ce qui rend la simulation plus délicate,car nous sommes
alors confrontés à un problème de temps de calcul et de taillemémoire.
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Les points de discrétisation de l’espace réciproque ont pour coordonnées :

kx
mx

= kx
at +mx

2π
Lx

, pour mx = −ni

2
+1, · · · , ni

2

ky
my

= ky
at +my

2π
Ly

, pour my = −n j

2
+1, · · · , n j

2

kz
mz

= mz
2π
H

, pour mz = −nk

2
+1, · · · , nk

2

On a donc accès àni/ j/2 ordres de diffraction positifs etni/ j/2 ordres négatifs par dimen-
sion. Le spineur du paquet d’ondes initial a la forme suivante :

Ψ(p,q, r) =
1

nin jnk

ni/2

∑
mx=− ni

2 +1

n j/2

∑
my=− nj

2 +1

nk/2

∑
mz=− nk

2 +1

Ψ̃(mx,my,mz)

×exp

[

−2πi

(
mxpδx

Lx
+

myqδy

Ly
+

rδz
H

)]

(6.11)

avecδx = Lx/ni , δy = Ly/n j et δz= H/nk et où les coefficients de Fourier du spineurΨ
sont donnés par l’expression :

Ψ̃(mx,my,mz) =
ni

∑
p=1

n j

∑
q=1

nk

∑
r=1

Ψ(p,q, r)

×exp

[

2πi

(
mxpδx

Lx
+

myqδy

Ly
+

mzrδz
H

)]

(6.12)

Ordre de grandeur des paramètres de discrétisation. Plusieurs paramètres sont à
ajuster lors de la simulation :

◮ tout d’abord, la largeurwz de l’onde incidente. Elle détermine la fenêtre d’énergie
à laquelle la simulation donne accès. Il ne s’agit pas de la largeur réelle du pa-
quet d’ondes, mais d’une largeur uniquement mathématique permettant en un seul
calcul d’avoir accés aux populations diffractées pour un large spectre d’énergie in-
cidente. Ici, nous nous sommes limités à une impulsion maximale de 200, ce qui
correspond à une largeur d’environ 5 nm pour une hauteur de chute de 10 mm.
Cette hauteur n’est pas la hauteur de chute réelle mais une hauteur permettant de
centrer le spectre dans l’intervalle d’impulsions choisi ;

◮ puis, le pas verticalδz : il détermine la largeur de la fenêtre d’énergie que l’on peut
analyser. L’énergie cinétique initiale du paquet d’ondes ne doit pas être supérieure
à~

24π2/2mδz2. La valeur choisie estδz= 2 nm ;
◮ ensuite, les pas horizontauxδx etδy. Ils déterminent les ordres maximaux auxquels

nous avons accès numériquement. Plus précisément, pour un nombren de points
en x ou y, l’atome incident ne doit pas être diffracté dans des ordressupérieurs à
n/2 ou inférieurs à−n/2, sinon il y a repliement du spectre de la fonction d’onde.
Pour un contraste enz= 0 de 0,3 et une impulsion de 100, l’ordre peuplé le plus
grand est, d’après l’approximation du réseau de phase mince, 0,3×100= 30. Nous
avons pris 64 points de discrétisations.
De plus, compte tenu de l’effet de moyenne en incidence non normale, il est inutile
de prendre autant de points enx qu’eny quandθa 6= 0, ce qui permet de réduire la



100 CHAPITRE 6. TRAITEMENT NUMÉRIQUE

mémoire utilisée ;
◮ enfin, le pas de temps∆t. Un incrément de temps de 0,005µs a donné une bonne

convergence des résultats. Cela implique un nombre d’itérationsN ≈ 1000.

En résumé, le calcul de diffraction se fait en deux étapes :
◮ propagation du paquet d’ondes initial de la zone asymptotique à travers la zone

d’interaction en appliquant N fois l’opérateur partagé,
◮ tranformée de Fourier de la fonction d’onde finale et projection sur les états de

diffraction.
Nous allons maintenant appliquer cette méthode au calcul 1Det 2D de la diffraction.

6.2 Résultats numériques

Nous allons présenter maintenant les résultats des simulations numériques concernant
la diffraction d’atomes froids par un réseau optique uni- puis bidimensionnel. Les para-
mètres communs à ces deux géométries sont :

◮ l’angle d’incidence du laser sur les nanostructures, qui est ici fixé à θ = 60◦. La
portée de l’onde incidente est alors de 175 nm ;

◮ la puissance du laser incident, de 800 mW/mm2 ;
◮ la hauteur de chute typique des atomes, dont l’ordre de grandeur est 3 mm. L’im-

pulsion réduite correspondante de la particule est de 88. Lahauteur de rebrousse-
ment varie, selon la valeur dems, de 200 nm à 500 nm, ce qui est suffisamment
haut pour ne pas avoir à tenir compte des interactions de van der Waals.

6.2.1 Diffraction par un réseau unidimensionnel

Afin d’interpréter les résultats des calculs de diffraction, il est nécessaire d’étudier
l’allure du champ électrique et de ses différentes composantes normales à la hauteur de
rebroussement des atomes.

Champ 1D et potentiel vu par l’atome. Sur la figure 6.3 sont tracés les carrés des
amplitudes deEl , pourl = 0,±, en fonction de l’angle polaireϕ et à une hauteur moyenne
de rebroussementzr = 200 nm. Ces courbes sont quasiment sinusoïdales, ce qui signifie
que la majorité des harmoniques tels que|m| > 1 a été filtrée à cette distance.

◮ la composante perpendiculaire au plan d’incidence, absente de l’onde évanescente
non couplée aux nanostructures, reste toujours de plusieurs ordres de grandeurs
plus faible que les deux composantesE+ et E−. En particulier, lorsque le plan
d’incidence est perpendiculaire aux lignes du réseau (ϕ = π/2), le système est in-
variant par translation parallèle au vecteur de polarisation s. La composante TE
du champ électrique incident est donc conservée et reste nulle dans le champ dif-
fracté2. Elle est la plus importante autour deϕ = π/4 ; sa valeur moyenne vaut
alors en amplitude 0,6 % de celle deE−3 ;

◮ le contraste de la composanteE+ évolue de 2% à presque 100% quandϕ varie de
0 à π/2. Comparativement, le contraste de la composanteE− évolue peu. Ainsi,

2La faible intensité résiduelle provient de la précision de l’ordinateur.
3Nous avons vu dans la première partie que l’amplitude de la composanteE0 était maximale pourϕ ≈

23◦. Son intensité valait alors 2% de l’intensité totale.
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les potentiels vus par des atomes dans l’état de structure finems =-1/2 etms =+1/2
privilégiant respectivement les composantes -1 et +1 du champ électrique, une par-
ticule préparée dans l’état +1/2 devrait peupler un plus grand nombre d’ordres de
diffraction qu’un atome initialement dans l’état -1/2.
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FIG. 6.3 – Composantes normales du champ en fonction deϕ.

Sur la figure 6.4 sont représentés les éléments diagonaux de la matrice de potentiel
effectif en fonction de l’angle polaireϕ. Ils représentent les potentiels vus par chacun des
niveaux en l’absence de la composante de couplageE0 entre les deux niveaux fondamen-
taux. Les contrastes associés à chaque courbe apparaissentdans la table 6.1. Globalement,
le contraste augmente quandϕ croît. Il atteint de plus des valeurs qui ne sont plus négli-
geagles devant 1 pourϕ = π/2.
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FIG. 6.4 – Éléments diagonaux de la matrice du potentiel en fonction de l’angleϕ
à z = 200 nm :V−(x) = (3|E−(x)|2 + 2|E0(x)|2 + |E+(x)|2)/3 et V+(x) = (|E−(x)|2 +
2|E0(x)|2+3|E+(x)|2)/3.

Courbes de diffraction. Les probabilités de transitions dans les premiers ordres de
diffraction ont été calculées numériquement pour chacun des trois angles polaires d’éclai-
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TAB. 6.1 – Évolution du contraste à 200 nm en fonction de l’angleϕ et dems.

ms = −1/2 ms = −1/2
ϕ = 0◦ 2.1 % 2.2 %
ϕ = 45◦ 6.7 % 8. %
ϕ = 90◦ 12 % 33 %

rageϕ = 0, π/4 etπ/2 et pour un atome se trouvant successivement dans chacun desétats
de structure finems = ±1/2. Les particules tombent en incidence normale sur le réseau
(θa = 0).

Ces simulations ont montré que le transfert de population entre les deux états fonda-
mentaux est négligeable. En particulier, un calcul àϕ = 23◦ a permis d’estimer une valeur
maximale de ce transfert, pour la configuration expérimentale étudiée, de l’ordre de 0,5%
de la population totale.

Le potentiel utilisé pour le calcul des courbes de diffraction présentées sur la figure
6.5-a comprend tous les harmoniques du potentiel calculé. La partie bruitée correspon-
dant aux impulsions réduites de 0 à 30 n’est pas numériquement convergée : elle est
formée des composantes les plus lentes du paquet d’ondes, qui ne sont pas encore sorties
de la zone d’interaction. Ces courbes sont comparées aux expressions analytiques obte-
nues dans l’approximation du réseau de phase mince au chapitre 5 (figure 6.5-b), dans
lesquelles seul l’harmoniquem= 1 a été utilisé4. Pour calculer l’argument des fonctions
de Bessel, les contrastes et les amplitudes ont été estimés àpartir des potentiels calculés à
200 nm : cette technique permet d’éviter de prendre en compteles harmoniques|m| > 1.

L’accord entre les populations simulées et analytiques estbon, et ce, jusqu’à un con-
traste de 0,12. En revanche, pour un atome dans l’étatms = +1/2 tombant en incidence
normale sur un réseau éclairé perpendiculairement aux lignes (ϕ = π/2), les courbes ana-
lytique et théorique sont nettement différentes (le contraste du potentiel pourms = +1/2
à 200 nm est alors de 33%). Le calcul effectué en utilisant l’approximation du réseau de
phase mince n’est clairement plus valable. De plus, nous pouvons constater que le phéno-
mène prédominant est un échange de population entre les niveaux 0 et±1, la population
de l’ordre 0 étant minimale quand la population de l’ordre 1 est maximale. Ce phénomène
s’apparente aux oscillations de Stückelberg.

D’autres simulations ont également été réalisées en ne prenant en compte que les
ordres de Fourier de plus longue portée du champ électrique,pour un angle polaire de
ϕ = 45◦. Les figures 6.6-a et 6.6-b montrent que la diffraction est bien décrite par les
deux harmoniquesm= ±1 du champ électrique.

En effet l’erreur sur les populations reste faible lorsque l’on tient compte à la fois
des ordres -1 et +1, et ce, sur toute la gamme d’impulsions réduites. Les pics "montant"
correspondent aux annulations des fonctions de Bessel, pour lesquels la population dif-
fractée est faible. En revanche l’écart est plus grand quandon ne prend en compte que
l’ordre de plus grande portée +1. L’erreur peut atteindre 10% pour des impulsions ré-

4Dans le cas particulier où le plan d’incidence est parallèleaux lignes (ϕ = π/2), les deux ordres±1
sont dégénérés : ils ont donc le même contraste et la même portée. On en tient compte dans l’approximation
du réseau de phase mince en multipliant le contraste de l’ordre 1 par deux.



6.2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 103

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1
j=

p
�����
2

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1
j=

p
�����
2

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1
j=

p
�����
4

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1
j=

p
�����
4

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1
j=0

50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1
j=0

m  =−1/2s m  =+1/2s m  =−1/2s m  =+1/2s

P
n

P
n

P
n

P
n

P
n

P
n

ϕ=45°

ϕ=0°

ϕ=90°

PP P P

(a) (b)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200

FIG. 6.5 – (a) ProbabilitésPn dans les premiers ordresn issues de la simulation numé-
rique, tracées en fonction de l’impulsion réduiteP. (b) Courbes analytiques tracées dans
l’approximation du réseau de phase mince.

duites supérieures à 150. Cela s’explique en observant que plus l’atome va vite, plus il
entre profondément dans le potentiel, où l’ordre -1 n’est pas encore éteint.
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FIG. 6.6 – Pour un angle polaireϕ = 45◦ est tracé, en fonction de l’impulsion réduite
P, l’écart relatif entre la population calculée en prenant encompte tous les harmoniques
du champ électrique et la population calculée en se limitantà : uniquement les ordres
m= ±1 (courbe du bas), uniquement l’ordrem= +1 (courbe du haut) ; Les deux cadres
correspondent à : (a) l’ordre 0 de diffraction ; (b) l’ordre 1de diffraction.

Ces courbes permettent de confirmer que l’on peut maximiser la population diffractée
dans les premiers ordres de diffraction pour une impulsion initiale donnée en ne modifiant
que l’angle polaire du faisceau incident sur le réseau de diffraction. La figure 6.5-a montre
que, pour une hauteur de chute de 5 mm environ (P ≈ 112), l’angle polaireϕ = 45◦

maximise la population diffractée dans les ordres±1.
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6.2.2 Diffraction par un réseau bidimensionnel

Dans cette partie, nous n’allons étudier que la diffractiond’un atome se trouvant dans
l’état de structure finems = +1/2. En effet, le potentiel vu dans le niveau−1/2 pour
une intensité de 800 mW/mm2 est beaucoup moins contrasté que celui créé par un réseau
unidimensionnel, et les effets de diffraction ne se sont pastrès significatifs.

Courbes de diffraction et contraste du potentiel. Les courbes de diffraction calcu-
lées pour un atome dans l’étatms = 1/2 sont indiquées sur la figure 6.7. Les figures du
haut indiquent les probabilités de diffraction parallèlement àOx, et celles du bas les pro-
babilités de diffraction parallèlement àOy. Encore une fois, les valeurs des probabilités
correspondant àP ∈ [0,50] ne sont pas numériquement convergées à cause de la faible
vitesse de ces composantes. Ces courbes sont à comparer aux valeurs des contrastes de
chacun des ordres de plus longue portée reportés dans la table 6.2. Notons que lorsque
ϕ = 0, la dégénérescence respectivement des ordres(0,±1) et(1,±1) est prise en compte
en multipliant les contrastes correspondant par un facteur2.
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FIG. 6.7 – Probabilités de diffraction issues de la simulation numérique, tracées en fonc-
tion de l’impulsion réduiteP pour un atome dans l’étatms = +1/2. Les courbes du haut
représentent la diffraction parallèlement àx dans les ordres (0,0) (trait plein), (1,0) (trait
interrompu), (2,0) (trait pointillé). Les courbes du bas correspondent à la directiony, pour
les ordres (0,1) et (0,2).

Nous pouvons faire plusieurs observations :
◮ la diffraction est plus efficace dans la directionx que dans la directiony pourϕ = 0◦

et ϕ = 22◦. Ceci s’explique naturellement par le fait que, pour ces deux valeurs
de l’angle polaireϕ, l’harmonique de plus longue portée du champ électrique est
l’ordre (1,0) : le potentiel est donc plus contrasté dans la direction x que dans la
directiony. La table 6.2 indique un facteur 10 àz0 = 200 nm entreε1,0 etε0,1, ε1,1.
Pourϕ = 45◦, les harmoniques(0,1) et (1,0) sont dégénérés, et les populations
diffractées enx et y sont identiques ;

◮ à impulsion réduitePfixée, l’effet de diffraction diminue dans tous les ordres(0,m)
parallèles àOx quandϕ augmente. Ceci se comprend aisément en examinant la
table 6.2 : quandϕ, augmente, le contraste de l’ordre dominant(1,0) diminue,
donc la probabilité de diffraction diminue également. Cet effet est amplifié par la
diminution en parallèle de la portée de l’ordre (1,0). On trouve un résultat contraire
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TAB. 6.2 – Évolution du contraste à 200 nm du potentiel vu par un atome dans l’état +1/2,
pour les ordres de Fourier de plus grande portée. Les facteurs multiplicatifs 2 àϕ = 0◦

tiennent compte de la dégénérescence des ordres(m,±n).

(1,0) (0,1) (1,1) |E|2moy

ϕ = 0◦ 3,8 % 2× 0,23 % 2 × 0,15 % 6,5 10−2

ϕ = 22◦ 0,3 % 0,6 % 0,28 % 6,5 10−2

ϕ = 45◦ 1,5 % 1,5 % 0,36 % 6,5 10−2

dans la directionOy, où la probabilité de diffraction augmente : ceci s’explique
par l’augmentation simultanée du contraste et de la portée de l’harmonique(0,1)
quandϕ varie de 0 àπ/4 ;

◮ la décroissance des propabilités de diffraction parallèleà Ox quand l’impulsion
réduite augmente est plus rapide que celle obtenue avec un réseau unidimensionnel.
Ceci est une conséquence de l’ouverture des canaux de diffraction perpendiculaires
(c’est-à-dire suivantOy) quand l’énergie incidente est plus grande : plus nombreux
sont les canaux ouverts, plus la population est répartie dans un grand nombre de
directions différentes. Ainsi, àϕ = 45◦, les probabilités de diffraction dans les
directionsx et y étant identiques, la population est également répartie dans les
ordres (0,1) et (1,0), où elle est de l’ordre de 10% de la population initiale. Cette
valeur est inférieure à celle obtenue avec un réseau unidimensionnel, avec lequel
on obtenait 30%.

Comparaisons avec les calculs analytiques.Nous comparons dans ce paragraphe les
résultats de ces simulations numériques avec les expressions analytiques des probabilités
calculées dans le cadre de l’approximation du réseau de phase mince.

Sur la figure 6.8 sont indiquées les courbes analytiques obtenues en ne prenant en
compte que les ordres de plus longue portée(1,0) et (0,1). L’accord avec le calcul nu-
mérique est bon même si la diffraction est légèrement surestimée analytiquement. Les
différences les plus flagrantes apparaissent pour les impulsions réduites élevées. En parti-
culier, sur l’ordre (1,0) de la figure 6.7, nous pouvons voir que la population ne s’annule
jamais, contrairement à ce que prévoit le calcul analytiquede la figure 6.8.

Sur la figure 6.9 sont tracées les populations (0,0), (1,0) et(0,1) pourϕ = 0◦. Elles ont
été calculées numériquement dans deux cas : en prenant tous les harmoniques du champ
électrique en compte (trait plein) et en sélectionnant artificiellement uniquement les har-
moniques(0,1) et (1,0) (trait pointillé). Les courbes sont similaires excepté justement
pour des impulsions réduites de l’ordre de 200 : si l’on ne prend en compte que les ordres
(0,1) et (1,0), les probabilités de transition s’annulent pour des valeurs précises de l’im-
pulsion réduiteP. En revanche, on observe pour ces valeurs des décollements des courbes
si l’on tient compte de tous les ordres de Fourier du champ électrique. Ces décollements
traduisent donc un excés de population diffractée provenant de l’interaction des atomes
avec l’harmonique(1,1) du champ électrique.

Incidence oblique. Sur la figure 6.10 sont tracées les populations diffractées dans les
directionsOx et Oy pour un angle d’incidence atomiqueθa = 40◦ et un angle polaire
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FIG. 6.8 – Courbes de diffraction dans la directionx calculées analytiquement pourϕ = 0◦

à partir de l’approximation des réseaux de phase mince, en netenant compte que des
harmoniques de plus longue portée(1,0) et (0,1) du champ électrique. L’ordre 0 est en
trait plein, l’ordre 1 en trait interrompu, l’ordre 2 en trait pointillé.
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FIG. 6.9 – Comparaison àϕ = 0◦, pour les ordres (0,0), (1,0) et (0,1) de diffraction ato-
mique, des populations calculées numériquement en prenanten compte tous les harmo-
niques du champ (trait plein) ou uniquement les harmoniques(0,±1) et (±1,0).
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FIG. 6.10 – Courbes de diffraction calculées numériquement pour un angle polaireϕ =
45◦ et pour un angle d’incidence atomiqueθa = 40◦. L’ordre 0 est en trait plein, l’ordre
1 en trait interrompu, l’ordre 2 en trait pointillé. (a) Diffraction dans la directionOx. (b)
Diffraction dans la directionOy.
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de la lumièreϕ = 45◦. La diffraction est nettement asymétrique, en raison de l’effet de
moyenne du potentiel décrit dans le chapitre 5.

Dans la direction de propagation des atomes, la population dans les ordres non spé-
culaires est très faible : elle vaut au maximum 2% dans l’ordre (1,0). En revanche, dans
la directionOy, la population diffractée dans l’ordre (0,1) atteint ici presque 30%. Elle
est donc plus importante en incidence oblique qu’en incidence normale, où elle vaut au
maximum 10%.

Cette dissymétrie s’interprète bien dans le cadre de l’approximation du réseau de
phase mince. En effet, si le mouvement des atomes selon le plan Oxzest bien une tra-
jectoire oblique, ce même mouvement vu en projection sur le planOyzest une trajectoire
rectiligne. Ainsi, vis à vis de la modulation eny du potentiel, tout se passe comme si les
atomes étaient en incidence normale : la diffraction y est donc très efficace.

Nous pouvons observer de plus que la population de l’ordre 0 (réflexion spéculaire)
n’est presque pas modifiée par rapport à celle calculée àθa = 0. Par conséquent, il y
a eu un transfert de la population diffractée enx dans la direction orthogonaley : les
atomes diffractent même en incidence oblique importante5. En particulier, si l’on choi-
sit une impulsion réduite deP ≈ 175 selonz, la norme de l’impulsion vectorielle est
|P| = 175/cos40◦ = 228, ce qui correspond à une hauteur de chute de 20 mm dans notre
modèle. La population diffractée dans les deux ordres(0,±1) est d’environ 60% au total.
Ce taux important pourrait permettre de réaliser à partir dece dispositif une séparatrice
atomique de grand angle de diffraction, élément clé d’un interféromètre atomique.

6.3 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre un algorithme de calcul des populations atomiques
diffractées par un réseau optique. Cet algorithme est fondésur une résolution de l’équation
de Schrödinger dépendante du temps au moyen d’un opérateur d’évolution temporelle
approché : l’opérateur symétriquement partagé. La fonction d’onde initiale est propagée
au travers de la zone d’interaction, puis projetée sur les états propres de diffraction.

Grâce à cette méthode, nous avons étudié numériquement la diffraction par deux ré-
seaux 1D et 2D, sans approximation sur la forme du champ électrique, c’est-à-dire en
considérant l’ensemble de son spectre. De plus, nous avons pu tenir compte d’un éventuel
couplage entre les deux niveaux de structure finems = ±1/2, induit par la composante
TE de polarisation du champ électrique. Ces calculs ont permis de vérifier que des popu-
lations importantes (de l’ordre de 60 %) pouvaient être obtenues dans les premiers ordres
de diffraction. L’avantage par rapport au réseau à onde évanescente stationnaire est que
ces populations peuvent être ajustées en jouant sur l’orientation du plan d’incidence de la
lumière par rapport au réseau.

En ce qui concerne le couplage entre les deux niveaux fondamentaux, nous avons
vu que le transfert de population était inférieur à 1% de la population initiale dans tous
les cas. Ainsi, le potentiel d’interaction entre l’atome etle champ est bien décrit par un
modèle scalaire. Cependant, les populations diffractées sont très différentes suivant que
l’on considère un atome dans l’un ou l’autre des états fondamentaux. Elle est, en générale,
plus importante pour un atome dans l’étatms = +1/2, car l’intensité moyenne du champ
est plus faible (donc l’atome pénètre plus profondément dans le potentiel) et le contraste

5Cependant, plus on augmente l’angle d’incidence atomiqueθa, plus la projection de l’impulsion sur
l’axe Ozest faible, ce qui diminue la diffraction, comme nous l’avons vu dans le chapitre 5.
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plus fort.
La comparaison entre les courbes calculées numériquement et analytiquement dans

l’approximation du réseau de phase mince a montré un bon accord entre les deux ap-
proches. Plus précisément, pour le réseau unidimensionnel, on n’observe pas de diffé-
rence flagrante, quels que soient l’orientation du plan d’incidence de la lumière ou le
sous-niveau Zeeman de l’atome, sauf dans la situation où le potentiel est le plus contrasté
(dans le cas oùms = +1/2 etϕ = 0◦, le contraste à 200 nm est de 33%). Cet accord per-
met de vérifier d’une part l’applicabilité de l’approximation du réseau de phase mince au
potentiel nanostructuré, dont le contraste évolue fortement avec la hauteur, et d’autre part,
l’hypothèse selon laquelle la diffraction des atomes est bien décrite par l’harmonique de
plus grande portée.

En revanche, les simulations effectuées sur le réseau bidimensionnel montrent un
désaccord plus net pour les grandes impulsions réduites. Nous avons vu que, si la diffrac-
tion est bien rendue par la prise en compte uniquement des harmoniques (0,1) et (1,0) du
champ électrique, de légéres différences étaient introduites par l’harmonique (1,1). Ainsi,
cette composante de Fourier du champ électrique ouvre un nouveau canal de diffraction
dont la contribution s’ajoute aux précédentes.



Chapitre 7

Conclusion sur la diffraction atomique

Les deux premières parties visaient à étudier la diffraction en réflexion d’atomes froids
par un champ optique diffractant. La réflexion des atomes estassurée par l’interaction
avec une onde évanescente de Fresnel dont la fréquence est désaccordée vers le bleu de la
transition atomique. La modulation du potentiel est obtenue par diffraction de cette onde
évanescente avec un réseau sub-longueur d’onde de nanostructures diélectriques à haut
indice de réfraction.

L’intérêt principal de cette méthode, par rapport aux réseaux de diffraction à onde
évanescente partiellement stationnaire, est de découplerla fonction miroir de la fonction
réseau. Ainsi, la période de la modulation, identique à celle de la nanostructure, est indé-
pendante de la longueur d’onde : elle n’est donc plus liée à lafréquence de la transition
atomique. De plus, l’orientation du réseau est indépendante de celle du plan d’incidence
de la lumière : l’angle polaire du faisceau incident devientun paramètre de réglage de
l’évolution verticale du champ électrique. Un autre intérêt réside dans la possibilité de
graver des réseaux de motif arbitraire, aussi bien unidimensionnels que bidimensionnels.

Dans l’espace des vecteurs d’ondes, cette double diffraction lumière/nanostructure et
atome/onde nanostructurée fait intervenir trois quantités : k0 = 2π/λ, vecteur d’onde du
champ électrique,Q= 2π/L, vecteur d’onde du réseau de nanostructures, etka = 2π/λdB,
vecteur d’onde de l’atome incident sur le réseau de diffraction, caractérisé par sa longueur
d’onde de de BroglieλdB. Elles vérifient l’inégalité :k0 < Q≪ ka et permettent d’expli-
quer la cinématique de la diffraction, c’est-à-dire le changement en impulsion de l’objet
diffracté.

Dans un premier temps, nous avons étudié la diffraction du champ électrique incident
par le réseau de nanostructures. Le réseau de diffraction étant très sub-longueur d’onde
(k0 < Q), le changement d’impulsion du photon ne permet que de créerdes composantes
diffractées évanescentes : tout le potentiel optique est localisé dans une région proche de
la surface dont l’extension verticale est de quelques portées de l’onde incidente. Nous
avons également vu que, plus la fréquence spatiale du photondiffracté est grande, plus
il est localisé prés de la surface. En conséquence, à des distances de l’ordre de quelques
centaines de nanomètres, typiques de la hauteur de rebroussement des atomes, le champ
diffracté est bien décrit par la prise en compte des seules composantes spectrales de plus
grande fréquence spatiale. Pour le réseau unidimensionnel, cela se traduit par la prise
en compte de l’onde non modulée et de l’harmonique 1 du champ (avec éventuellement
l’harmonique -1) ; dans le cas du réseau bidimensionnel, ce sont les deux harmoniques
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(1,0) et (0,1) qui entrent principalement en compte (complétés éventuellement de l’har-
monique (1,1)). L’angle polaireϕ, en modifiant les rapportsκν/κ0, permet une plus ou
moins grande localisation de la modulation.

La dynamique de la diffraction de la lumière dépend non seulement des paramètres
d’illumination mais également de la période du réseau et de la forme, de l’indice et de la
hauteur du motif. Cet aspect a été étudié d’un point de vue numérique, en utilisant un al-
gorithme fondé sur la théorie différentielle des réseaux. Nous avons vu en particulier que
le contraste du potentiel, bien qu’atténué exponentiellement avec la distance, gardait des
valeurs non-négligeables à des hauteurs de quelques centaines de nanomètres. De plus, la
polarisation initiale du champ incident (TM) est modifiée par l’interaction avec les nano-
structures. En particulier une petite composante de polarisation TE est créée.

Dans la deuxième partie, nous avons étudié la diffraction atomique par le potentiel
optique nanostructuré à des angles non rasants. D’un point de vue cinématique, nous
sommes dans le cas opposé à celui étudié dans la première partie : le vecteur d’onde de
l’atome est peu modifié par l’interaction avec le réseau. Cependant, le fait que les atomes
sont supposés froids conduit à un angle de diffraction important de l’ordre du degré.

La dynamique de la diffraction a été étudiée dans un premier temps analytiquement,
puis numériquement. Nous avons vu que la probabilité de diffraction dans chacun des
ordres est décrite d’une part par le contraste (c’est-à-dire la dynamique de la diffraction
de la lumière) au voisinage de la hauteur de rebroussement classique mais également par
les portées des harmoniques dominants à grande distance (c’est-à-dire la cinématique).
La modification de l’orientation du plan d’incidence par rapport au réseau permet de ré-
gler le rapport des portées, et ainsi de localiser plus ou moins la modulation. Nous avons
vu que cela se traduisait d’abord par une grande plage de variations des probabilités de
diffraction, mais également par une augmentation de l’acceptance angulaire du réseau. La
prise en compte de tout le spectre du champ diffracté ainsi que d’un modèle interne de
l’atome incluant la structure fine a montré que les écarts parrapport au modèle analytique
étaient faibles, la diffraction étant donc bien décrite parun modèle scalaire. De plus, nous
avons montré que, pour une impulsion réduite fixée par les paramètres expérimentaux,
la diffraction pouvait être maximisée dans les premiers ordres, aussi bien en incidence
normale (réseau 1D ou 2D), qu’en incidence oblique (réseau 2D).

Ainsi, la réalisation expérimentale d’un tel dispositif dediffraction d’atomes froids
devrait conduire à des résultats observables. Cependant, cette étude, qui ne portait que sur
un réseau parfaitement périodique et exempt de défaut, devra être complétée par une étude
de l’incertitude expérimentale liée à la fabrication des nanostructures, essentiellement
sur la dispersion en forme des motifs et la non régularité de la période. La conséquence
principale de l’introduction d’un défaut localisé est la création de composantes radiatives :
celles-ci doivent être de faible intensité afin de ne pas perturber de manière importante la
diffraction.



Troisième partie

Champ proche diffracté par des
nanostructures localisées : application

au guidage
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Dans le cadre de la création de nanostructures de forme arbitraire déposées sur une
surface, nous nous sommes intéressés à la possibilité de concentrer de manière contrôlée
un nombre restreint d’atomes dans un petit volume de l’espace. L’élément clé du sys-
tème envisagé est un entonnoir atomique, champ proche optique obtenu par interaction
d’un faisceau laser avec des nanostructures spécifiques et structuré de manière à créer
une lentille convergente. Concrètement, le dispositif pourrait être intégré sur le bras de
levier d’un microscope à force atomique, comme indiqué sur la figure 7.1-a. Les atomes,
refroidis au voisinage du système, sont concentrés par interaction dipolaire avec l’enton-
noir de champ. Afin d’obtenir un effet maximal, il est important d’avoir de forts gradients
d’intensité parallèle à la surface, puisque c’est la composante parallèle de la force qui
concentre le faisceau atomique.

focalisant

bras AFM

nanostructures

champ optique

a) b)

L’

λeff

FIG. 7.1 – a) Principe de l’entonnoir atomique. b) Trajet de longueurL′ d’une onde de
longueur d’ondeλ dans un résonateur.

Comment créer le champ focalisant ? Le principe repose sur les propriétés de réso-
nance d’une cavité circulaire guidante. De comportement similaire à celui d’une cavité
Fabry-Pérot, elle ne guide que les ondes dont la longueur d’onde obéit à une condition
de résonance spécifique. Si l’on considère l’exemple unidimensionnel d’une onde de lon-
gueur d’ondeλ se réfléchissant entre deux miroirs parfaitement métalliques distants deL,
la condition de résonance seramλ = 2nL, m∈ N, n étant l’indice du guide. De manière
plus générale, une onde effectuant un trajet fermé de longueur L′ ne pourra exister que si
elle garde la même phase en un point après un tour, c’est-à-direnλe f f = L′, oùλe f f est sa
longueur d’ondeeffectivedans le guide (voir figure 7.1-b). À la résonance, le champ élec-
tromagnétique est amplifié d’un coefficient dépendant du facteur de qualité, mais pouvant
atteindre plusieurs milliers. On a donc une augmentation del’intensité et de son gradient.
Par conséquent, nous avons choisi d’étudier le champ émergeant d’un anneau résonant,
mais également d’assemblages de plusieurs structures semblables, de manière à envisa-
ger plusieurs géométries de potentiel. La physique du problème est alors enrichie par le
fait que les résonances individuelles de ces systèmes sont remplacées par des résonances
d’ensemble, à des longueurs d’onde différentes.

Les anneaux résonants de dimensions micrométriques sont étudiés depuis une dizaine
d’années notamment pour leurs nombreuses applications dans le domaine des télécommu-
nications. Le principal intérêt de ces objets réside dans leur taille, qui permet d’optimiser
considérablement des paramètres importants en traitementdu signal tels que la finesse et
le facteur de qualité des résonateurs. Ainsi, l’écart fréquentiel entre deux modes succes-
sifs, ou intervalle spectral libre, ne peut être augmenté qu’en raccourcissant le trajetL′
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parcouru par l’onde dans la cavité. L’obstacle majeur dans le guidage par des structures
annulaires sont les pertes radiatives dues à la courbure [116]. Ces pertes, qui proviennent
du fait que l’on cherche à infléchir le trajet d’une onde planedont la trajectoire naturelle
est la ligne droite, deviennent rapidement importantes quand on réduit le diamètre d’une
cavité de faible confinement (c’est-à-dire de faible contraste d’indice). Elles limitent alors
le diamètre à quelques millimètres pour les matériaux usuels, conduisant à des fenêtres de
filtrages trop faibles pour les signaux optiques utilisés dans le transport de l’information.
En revanche, elles deviennent négligeables lorsque le confinement est fort (c’est le cas par
exemple des matériaux diélectriques d’indice optique élevé comme le dioxyde de titane
TiO2 ), et il est alors possible de créer des anneaux résonants dont le diamètre atteint le
micromètre, ce qui permet d’avoir des intervalles spectraux libres de l’ordre de 10 THz.
D’autres sources de pertes sur lesquelles nous reviendronspar la suite limitent alors les
performances de ces résonateurs.

En 1982, H.J. Shawet al.[117] ont mis en évidence les propriétés de résonance d’une
cavité formée d’une boucle de fibre optique monomodale (la longueur de la cavité était de
trois mètres !). Le champ après un tour était réinjecté au point de départ au moyen d’un
coupleur unidirectionnel. Il était également proposé de décrire le couplage des champs au
niveau de la jonction par un modèle matriciel. Celui-ci a souvent été repris par la suite pour
étudier théoriquement la mise en association de plusieurs guides d’ondes [118, 119, 120].
Il s’agit d’une description spatiale de l’interaction des modes, qui s’oppose à une méthode
introduite plus tard par B.E. Littleet al. [65, 121] et qui se place dans le domaine tem-
porel. Ces deux méthodes ont permis l’étude du couplage de plusieurs résonateurs, dans
le but de créer des filtres appliqués au traitement de signauxaux fréquences optiques. La
comparaison de ces modèles analytiques avec des simulations numériques de différences
finies a permis d’en valider les résultats, tout en montrant que les études préliminaires à
la synthèse de filtres pouvait être réalisées avec des moyensde calcul limités.

Cependant, le traitement numérique de ces structures est rendu complexe par le fait
que les guides sont tridimensionnels. Les méthodes utilisant les différences finies sont, la
plupart du temps, lourdes à mettre en place en trois dimensions, il est donc souvent sup-
posé que les systèmes sont invariants dans une direction de l’espace (guides cylindriques).
Une méthode alternative a été proposée en 1998 par M.K. Chin et S.T. Ho [116], dans la-
quelle la troisième dimension est traitée de manière approximative, et permet de rendre
compte de phénomènes spécifiques comme les pertes radiatives dans le substrat.

Dans notre cas, il est indispensable de connaître la forme tridimensionnelle précise du
champ électromagnétique dans tout l’espace afin d’être en mesure de simuler la trajectoire
des atomes. Nous allons donc utiliser une méthodeab-initio, qui permet de résoudre de
manière précise les équations de Maxwell pour calculer le champ diffracté par une struc-
ture complexe. Cette méthode est fondée sur les fonctions deGreen dyadiques associées
au champ électromagnétique et a déjà été appliquée à l’étudede résonateurs métalliques
dans le domaine micro-ondes par P. Gay-Balmaz et O.J.F. Martin [122]. Elle sera décrite
en détails dans le premier chapitre de cette partie. De plus,afin d’orienter nos calculs,
nous avons besoin d’une théorie capable de décrire le comportement modal d’ensembles
de résonateurs annulaires couplés. Nous présenterons doncdans une deuxième partie un
modèle simplifié, utilisant le formalisme du couplage spatial des modes introduit par H.J.
Shawet al.Les résultats seront alors comparés à la simulation numérique du champ.

Nous allons tout d’abord exposer la méthode des fonctions deGreen et l’algorithme
de calcul du champ proche optique.



Chapitre 8

Formalisme des fonctions de Green

Nous présentons dans ce chapitre une méthode classique du calcul de champ proche
optique. Elle permet la description d’une large classe de phénomènes optiques, de la si-
mulation des images SNOM ou PSTM à l’étude de l’interaction matière-rayonnement,
telle que la fluorescence d’une molécule en champ confiné [50,52, 51]. Le traitement
numérique du champ proche se heurte à la difficulté qu’aucuneapproximation n’est vrai-
ment valable pour aborder des systèmes dont la taille est inférieure à la longueur d’onde.
Il est donc nécessaire de résoudre de la manière la plus exacte possible les équations de
Maxwell afin de s’adapter à la géométrie complexe des systèmes étudiés.

Cette méthode utilise les fonctions de Green dyadiques. Ce sont des tenseurs de rang
deux, qui tiennent compte de la nature vectorielle du champ électromagnétique. Le for-
malisme est semblable à celui utilisé en physique quantique[123]. Le principe est de
considérer la matière illuminée par le champ incident commeun ensemble d’éléments
polarisables en interaction. Dans cette approche, chaque cellule de matière est sous l’in-
fluence non seulement du champ incident mais également du champ rayonné par l’en-
semble des autres cellules de la structure. Il s’agit donc d’un problème auto-cohérent.
L’intérêt de la méthode réside dans le fait que seule la matière diffractante est discrétisée
(au contraire des méthodes utilisant par exemple les éléments finis), et qu’il n’y a pas à
résoudre de problème de conditions aux limites.

Dans un premier temps nous décrirons le formalisme des fonctions de Green dya-
diques et des équations intervenant dans la procédure de calcul. L’implémentation numé-
rique sera exposée dans une deuxième partie. Nous achèverons le chapitre par un certain
nombre d’exemples empruntés au domaine de l’optique intégrée.

8.1 Fonctions de Green en électromagnétisme

Cette partie est inspirée d’un cours extrait du livre de D. Courjon et C. Bainier [36].
Nous décrivons des milieux linéaires par rapport au champ électromagnétique. On

peut donc se placer dans l’espace de Fourier pour la variabletemporelle et considérer
toutes les grandeurs physiques comme des fonctions harmoniques det. Par conséquent la
représentation complexe des fonctions scalaires et vectorielles sera adoptée, chacune de
ces grandeurs étant par convention de la forme :W(r , t) = W(r ,ω)e−iωt .

Nous allons tout d’abord introduire la notion de fonction deGreen associée à une
équation aux dérivées partielles.
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8.1.1 Notion de fonction de Green

Considérons une équation aux dérivées partielles linéaireinhomogène du type :

O f (r) = g(r) (8.1)

où O est un opérateur différentiel linéaire etg un terme source, fonction connue de la
variable d’espacer . La solution f dépend naturellement deg. L’intérêt de la fonction de
Green est qu’elle donne une relation explicite entre ces deux fonctions. Elle est définie
par l’équation différentielle :

O G (r , r ′) = δ(r − r ′) (8.2)

l’opérateurO agissant surr . Il s’agit donc de la réponse du système à une excitation
élémentaire localisée enr ′ 1.

Décomposons alors le terme sourceg en une somme pondérée de sources élémen-
taires :

g(r) =
Z

dr ′δ(r − r ′)g(r ′) (8.3)

L’opérateurO étant linéaire, la réponse à la somme de plusieurs termes sources est simple-
ment la somme des réponses à chaque source considérée indépendamment. Une solution
particulière de l’équation 8.1 s’écrit alors :

h(r) =

Z

dr ′G (r , r ′)g(r ′) (8.4)

Pour le vérifier, il suffit d’appliquer l’opérateurO à la fonctionh :

O h(r) = O
Z

dr ′G (r , r ′)g(r ′)

=
Z

dr ′
(
O G (r , r ′)

)
g(r ′)

=

Z

dr ′δ(r − r ′)g(r ′)

= g(r) (8.5)

Ainsi, la fonctionh est bien une solution particulière de l’équation différentielle 8.1.
Un point délicat de ce calcul est la permutation de l’opérateurO avec l’intégrale. Cette

opération ne peut être effectuée que si l’intégrand est convergent, et peut entraîner dans le
cas contraire l’apparition de termes supplémentaires, comme nous le verrons dans la suite.

La notion de fonction de Green peut être généralisée aux deuxcas suivants :
◮ si les fonctions considérées sont vectorielles, l’équation différentielle à résoudre est

de la formeO ·W(r) = V(r) où O est un opérateur différentiel tensoriel, etW(r)
et V(r) des vecteurs fonctions de la variabler . La fonction de Green associée est
alors elle-même tensorielle. Elle est dite "dyadique" lorsque qu’elle se présente
sous la forme d’un opérateur tensoriel de rang deux.

1Remarquons qu’il n’y a pas unicité de la fonction de Green. Enparticulier, pourG donnée, toute
fonction du typeG (r , r ′)+H(r , r ′) vérifie également 8.2 siOH(r , r ′) = 0.
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◮ le terme source peut dépendre lui-même de la grandeurf recherchée : cela re-
vient à remplacer dans 8.1 la fonctiong par la relation de compositiong◦ f (r).
La nouvelle équation différentielle est doncO f (r) = g◦ f (r ). La solutionh défi-
nie par 8.3 est alors toujours valable, à condition de remplacer g par le nouveau
terme source :h(r) =

R

dr ′G (r , r ′)(g◦h)(r ′). Cependant,h est donnée cette fois
de manière implicite par une équation auto-cohérente.

Exemple en électrostatique : l’équation de Poisson.Considérons tout d’abord une
distribution de charges indépendante du tempsρ(r). Le potentielφ(r) électrostatique
qu’elle crée dans tout l’espace vérifie l’équation de Poisson :

∆φ(r) = −ρ(r)
ε0

(8.6)

où ε0 est la constante diélectrique du vide. La fonction de Green associée est la solution
de l’équation différentielle :

∆G (r , r ′) = δ(r − r ′) (8.7)

dont une forme est :

G (r − r ′) = − 1
4π|r − r ′| (8.8)

La solutionφ(r) ainsi obtenue est l’expression classique du potentiel électrostatique créé
dans tout l’espace par une distribution de charges :

φ(r) =

Z

dr ′
ρ(r ′)

4πε0|r − r ′| (8.9)

Cas dépendant du temps : l’équation d’Helmholtz. Une onde scalaire ou vectorielle
se propageant dans un milieu homogène en présence de sourcesobéit à l’équation :

(∆− 1
c2

∂2

∂t2)ψ(r , t) = −4πf (r , t) (8.10)

oùc est la vitesse de propagation de l’onde dans le milieu. En électromagnétisme,ψ(r , t)
peut représenter le potentiel scalaire du champ électromagnétique. Le terme sourcef (r)
est alors proportionnel à la densité de charge enr .

Cette équation étant linéaire, nous pouvons décomposerψ(r , t) et f (r , t) par transfor-
mation de Fourier surt en une somme de composantes monochromatiques de fréquence
ω′ :

ψ(r , t) =
1√
2π

Z +∞

−∞
ψ(r ,ω′)e−iω′tdω′ f (r , t) =

1√
2π

Z +∞

−∞
f (r ,ω′)e−iω′tdω′

En injectant ces développements dans l’équation 8.10, puisen la projettant sur la fonction
exp(−iωt), l’équation de propagation prend alors la forme d’une équation d’Helmholtz
inhomogène :

(∆+k2)ψ(r ,ω) = −4πf (r ,ω), avec k = ω/c (8.11)
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Deux fonctions de Green sont [124] :

G (±)(r , r ′) =
e±ik|r−r ′|

|r − r ′| (8.12)

Avec la conventione−iωt choisie pour la dépendance temporelle,G (+) s’appelle la fonc-
tion de Green "retardée", tandis queG (−) est la fonction de Green "avancée". Ces fonc-
tions permettent d’obtenir les expressions des potentielsretardés ou avancés en électro-
magnétisme [124].

Le choix de l’une ou de l’autre peut être délicat et dépend desconditions aux limites
temporelles du problème considéré. Dans nombre de cas, on considère que les sources
sont "allumées" àt → −∞, en particulier quand on ne s’intéresse pas aux régimes tran-
sitoires. On comprend intuitivement que c’est la fonction de Green retardéeG(+) qui est
alors adaptée au problème. Cette fonction scalaire est directement reliée à la fonction de
Green dyadique utilisée en optique du champ proche, comme nous allons le voir dans le
paragraphe suivant.

8.1.2 Fonction de Green dyadique pour un milieu diélectrique li-
néaire, homogène et isotrope

Nous allons maintenant calculer l’expression de la fonction de Green dyadique d’un
milieu linéaire, homogène, isotrope et non magnétique. Celui-ci, appelé dans la suite mi-
lieu de référence, sera caractérisé par sa permittivité absolue fréquentielleε(ω) et sa den-
sité de polarisationP0 = ε(ω)E(r ,ω).

Afin de donner un sens physique à cette fonction de Green, nousdevons introduire
une source de champ électromagnétique. Celle-ci est représentée par un objet de forme
quelconque, caractérisé par une densité de polarisation decomposante de FourierP1(r ,ω)
et une permittivité absolueε1(r ,ω). Nous introduisons également le volumeV occupé par
l’objet. À l’extérieur deV la fonctionP1 est nulle.

, ε(ω)

P

P

1

0

FIG. 8.1 – Objet source plongé dans un milieu diélectrique de permittivité absolueε(ω).

L’évolution du champ électromagnétique en fonction det et r est décrit dans ce milieu
matériel par les quatre équations de Maxwell :

∇ ×E(r ,ω) = iωB(r ,ω) (8.13)

∇ ·H(r ,ω) = 0 (8.14)

ε(ω)∇ ·E(r ,ω) = ρ(r ,ω) (8.15)

∇ ×H(r ,ω) = j(r ,ω)− iωε(ω)E(r ,ω) (8.16)
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avecH(r ,ω) = B(r ,ω)/µ0. Les termes de sources dans ces équations prennent la forme
des quantitésρ et j associées respectivement aux excès de charges liées et de densité de
courant liés par rapport au milieu de référence. Un développement multipolaire de ces
grandeurs donne au premier ordre :

ρ(r ,ω) = −∇ ·P(r ,ω) (8.17)

j(r ,ω) = −iωP(r ,ω) (8.18)

Ici, P représente l’écart entre la polarisation de l’objet et du milieu de référence. Cette
fonction est définie par :

P(r ,ω) =

{
0 si r /∈ V
P1(r ,ω)−P0(r ,ω) = χ(r ,ω)E(r ,ω) si r ∈ V (8.19)

avecχ(r ,ω) = ε1(r ,ω)− ε(ω). C’est donc une fonction implicitement dépendante du
champ électrique. On peut réécrire les équations de Maxwellen faisant apparaîtreP :

∇ ×E(r ,ω) = iωB(r ,ω) (8.20)

∇ ·H(r ,ω) = 0 (8.21)

ε(ω)∇ ·E(r ,ω) = −∇ ·P(r ,ω) (8.22)

∇ ×H(r ,ω)+ iωε(ω)E(r ,ω) = −iωP(r ,ω) (8.23)

Ainsi, dans le volumeV , tout se passe comme dans le milieu de référence, avec les termes
sources supplémentaires−iωP et−∇ ·P.

Équation de propagation du champ électrique. En appliquant l’opérateur rotationnel
à l’équation de Maxwell-Faraday 8.20 on aboutit à l’équation d’onde :

∇ × (∇ ×E(r ,ω)) = iωµ0 [−iωP(r ,ω)− iωε(ω)E(r ,ω)]

ε0∇ × (∇ ×E(r ,ω))− ε(ω)k2
0E(r ,ω) = k2

0P(r ,ω) (8.24)

aveck0 = ω/c. Si maintenant nous introduisons l’opérateur différentiel, visiblement li-
néaire :

O = ε0∇ × (∇ ×·)− ε(ω)k2
0

(8.25)

l’équation 8.24 peut être mise sous la forme :

OE(r ,ω) = k2
0P(r ,ω) (8.26)

Fonction de Green dyadique du milieu de référence. Il est alors possible de définir
une fonction de Green dyadiqueS0 agissant sur le vecteur champ électrique par :

OS0(r , r ′,ω) = k2
0δ(r − r ′)1 avec 1 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 (8.27)



120 CHAPITRE 8. FORMALISME DES FONCTIONS DE GREEN

où l’opérateurO agit sur la variabler . Considérons le champ défini par :

E(r ,ω) =
Z

dr ′S0(r , r ′,ω)P(r ′,ω) (8.28)

Par un calcul similaire à 8.5, on vérifiera aisément que la fonction 8.28 est bien une solu-
tion particulière de l’équation de propagation du champ électrique. La solution générale
de 8.24 est donc :

E(r ,ω) = E0(r ,ω)+
Z

dr ′S0(r , r’ ,ω)P(r ′,ω) (8.29)

où E0(r ,ω) est la solution générale de l’équation homogène. Un autre point de vue est
de considérerE0(r ,ω) comme le champ incident, et

R

dr ′S0(r , r’ ,ω)P(r ′,ω) comme le
champ diffracté par la structure.
Cette expression est exacte dans le cas où le champ électrique est évalué en un pointex-
térieurà l’objet diffractant. On a alors le droit de permuter fonction de Green et intégrale
dans le calcul 8.5. Nous allons revenir dans la suite de l’exposé au cas oùr ∈ V .

La signification physique du tenseur de Green est illustrée sur la figure 8.2. Considé-
rons un dipôle élémentairep0 placé enr0, oscillant à la fréquenceω/2π. Alors le terme
de polarisation est une fonction de Dirac centrée enr0, et le dipôle crée en un pointr de
l’espace un champ égal à :

E(r ,ω) = S0(r , r0,ω) ·p0

p
0

r0

E

r

S  (r ,r,   )ω0 0

FIG. 8.2 – Signification physique du tenseur de Green, dans le casd’un milieu homogène.

Le tenseurS0 traduit donc la propagation du champ dans le vide, directement de la
positionr0 à la positionr . Cet exemple nous montre de plus queS0(r , r0,ω) n’est rien
d’autre que le champ rayonné enr par un dipôle placé enr0. Nous allons maintenant
calculer explicitementS0.

Relation entre S0(r , r’ ,ω) et la fonction de Green scalaireG (+). Une méthode très
simple de calcul de ce tenseur est détaillée dans la référence [125]. Nous repartons de
l’équation définissant le tenseur de Green :

ε0∇ × (∇ ×S0(r , r ′,ω))− ε(ω)k2
0S0(r , r ′,ω) = k2

0δ(r − r ′)1 (8.30)
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Puisque la divergence d’un rotationnel est nulle, le produit scalaire de l’opérateur∇ avec
les deux membres de l’équation précédente donne :

−ε(ω)∇ ·S0(r , r ′,ω) = ∇δ (r − r ′)1 (8.31)

De plus, en utilisant l’identité∇ × (∇ ×W) = ∇ · (∇ ·W)−∆W, nous pouvons mettre
l’équation 8.30 sous une deuxième forme :

∇ · ∇ S0(r , r ′,ω))− (∆+
1
ε0

k2
0ε(ω))S0(r , r ′,ω) =

1
ε0

k2
0δ(r − r ′)1 (8.32)

En combinant les deux relations 8.31 et 8.32, on trouve l’identité :

(∆+
ε(ω)

ε0
k2

0)S0 = −
(

1
ε(ω)

∇∇ +
k2

0

ε0

)

δ(r − r ′)1 (8.33)

Dans cette expression,∇∇ représente l’opérateur différentiel tensoriel défini par :

∇∇ =





∂2/∂x2 ∂2/∂x∂y ∂2/∂x∂z
∂2/∂y∂x ∂2/∂y2 ∂2/∂y∂z
∂2/∂z∂x ∂2/∂z∂y ∂2/∂z2





Rappelons maintenant la définition de la fonction de Green scalaire de l’équation de Hel-
moltz :

(∆+
ε(ω)

ε0
k2

0)G
(+)(r , r ′,ω) = −4πδ(r − r ′) (8.34)

Nous pouvons alors remplacer la fonction de Dirac par son expression en fonction de
G (+). En combinant cette expression avec l’expression 8.34, on obtient :

(∆+
ε(ω)

ε0
k2

0)

[
1
4π

{
1

ε(ω)
∇∇ +

k2
0

ε0
1
}

G (+) −S0(r , r ′,ω)

]

= 0 (8.35)

Une expression possible de la fonction de GreenS0 est donc :

S0(r , r ′,ω) =
1
4π

[
k2

0

ε0
1+

1
ε(ω)

∇ · ∇
]

G (+)

=
1
4π

[
k2

0

ε0
1+

1
ε(ω)

∇∇
]

eik(ω)|r−r ′|

|r − r ′| (8.36)

oùk(ω) =
√

ε(ω)/ε0k0 est le vecteur d’onde dans le milieu de référence.

Expression analytique. Le développement de 8.36 fait apparaître trois tenseursT1, T2

et T3, fonctions de la différenceR = r − r ′. Ils décrivent les effets de champ proche (T2

etT3) et de champ lointain (T1) :

S0(R,ω) =
[
−k2(ω)T1(R)− i k(ω)T2(R)+T3(R)

]
· eik(ω)R

4πε(ω)
(8.37)
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avec :

T1(R) =
RR− IR2

R3 (8.38)

T2(R) =
3RR− IR2

R4 (8.39)

T3(R) =
3RR− IR2

R5 (8.40)

Ainsi que nous l’avons fait remarquer dans la première partie, ces tenseurs sont de portées
différentes. En champ lointain, seulT1, qui décroît comme 1/R, subsiste. Dans la limite
des faibles distances devant la longueur d’onde, c’est-à-dire la limite électrostatique, le
terme dominant estT3. Comme cela a été dit plus haut, on reconnaît le champ rayonné
par un dipôle électrostatique et sa dépendance en 1/R3. Entre ces deux régimes extrêmes
apparaît un terme supplémentaire, de décroissance intermédiaire en 1/R2, qui avecT3

décrit la zone de champ proche.

Terme de dépolarisation. Les trois tenseursT1, T2 et T3 sont singuliers enR = 0.
Ceci ne pose aucun problème lorsque le champ est calculé en dehors de la zone source.
Cependant, une difficulté déjà signalée survient lorsque lepoint d’évaluation se trouve à
l’intérieur deV . Notamment, la version discrétisée de l’équation 8.29 devient, dans une
cellule enr j ∈ V :

E(r j ,ω) = E0(r j ,ω)+ ∑
i 6= j

vi S0(r j , r i ,ω)P(r i,ω)+v j S0(r j , r j ,ω)P(r j ,ω) (8.41)

où vi est le volume de la i-ème cellule de discrétisation. Le deuxième terme de la somme
dans le membre de droite converge, mais pas le troisième, caril comporteS0(r j , r j ,ω).
Plus généralement ce problème est lié à la divergence de l’intégrand dans l’équation de
Lippmann-Schwinger, qui rend délicate la permutation de l’intégrale et de l’opérateurO .
Une procédure de renormalisation est alors nécessaire.

Cette opération s’explique simplement à partir du calcul duchamp de dépolarisation
régnant au centre d’un élément volumique uniformément polarisé. Considérons un vo-
lume sphérique entourant le pointr j . Nous pouvons supposer légitimement celui-ci suffi-
samment faible pour pouvoir y négliger les variations deP(r ,ω). Le potentiel à l’intérieur
de la sphère est alors :

V(r) ≈
Z

|r ′−r j |<R
dr ′

P(r j) · (r − r ′)
4πε(ω)|r − r ′|3 =

P(r j) · (r − r j)

3ε(ω)

Le calcul de cette intégrale est détaillé dans [124]. Le champ est donné par le gradient de
cette expression :

E(r j) = −∇ V(r)|r=r j = − P(r j)

3ε(ω)

Si l’on effectue le calcul deE en permutant l’intégrale et le gradient, le résultat diverge.
Le champ électrique régnant dans la sphère s’appelle le champ de dépolarisation.

Dans le cas présent, le volume de discrétisation est de formeparallélépipédique. Or
le champ de dépolarisation dépend fortement de la forme de cette cellule, mais il sera
en général de la formeL/ε(ω) où L est une matrice 3×3 à coefficients constants. On
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peut montrer en particulier que pour une cellule cubique, onretrouve le même terme
L = (1/3)1 que pour un volume sphérique. On trouvera plus de précisionssur ce point
dans la référence [126].

Ainsi, dans l’expression 8.41, il faut remplacer le terme divergent par le champ de
dépolarisation. Elle se réécrit donc :

E(r j ,ω) = E0(r j ,ω)+ ∑
i 6= j

vi S0(r j , r i ,ω)P(r i,ω)− P(r j)

3ε(ω)

Nous pouvons inclure directement ce résultat dans l’expression du tenseur de Green en
ajoutant un terme supplémentaire :

S0(R,ω) =
[
−k(ω)2T1(R)− ik(ω)T2(R)+T3(R)

]
· eik(ω)R

4πε(ω)
− δ(R)

3ε(ω)
(8.42)

8.1.3 Équation de Lippmann-Schwinger

Nous avons mentionné dans la section précédente que la polarisation volumique est
proportionnelle au champ électrique macroscopique. En remplaçantP par son expression
8.19 en fonction deE dans l’équation 8.29 on trouve :

E(r ,ω) = E0(r ,ω)+
Z

V
dr ′S0(r , r’ ,ω)χ(r ,ω)E(r ,ω) (8.43)

Cette expression porte le nom d’équation de Lippmann-Schwinger. Elle est auto-cohérente,
le champ inconnu apparaissant à la fois dans les membres de gauche et de droite. Elle peut
être vue comme une généralisation du principe de Huygens-Fresnel, puisque le champ en
un pointr est la superposition de tous les champs dipolaires émis par les cellules élémen-
taires constituant l’objet, eux-mêmes soumis à l’influencedu champ électrique macrosco-
pique (le lecteur intéressé par la généralisation du principe de Huygens-Fresnel dans le
champ proche optique pourra consulter la référence [127]).

L’autre point important est que, la susceptibilité étant nulle à l’extérieur deV , l’inté-
grale porte sur un volume fini. Il suffit donc de connaître le champ à l’intérieur de l’objet
pour pouvoir le calculer partout dans l’espace.

Qu’en est-il des expérimentations généralement effectuées en optique de champ proche,
et cette méthode est-elle adaptée ? L’échantillon éudié, que ce soit en configuration SNOM
ou PSTM, est toujours déposé sur une surface (voir figure 8.3). Le champ d’illumination
est de différents types. Il peut provenir, comme en mode PSTM, de la réflexion totale
d’un champ incident sur l’interface verre-air. Il s’agit alors d’une onde évanescente, de
décroissance exponentielle avec la hauteur.

Pour traiter ce problème avec la méthode des propagateurs, quelques aménagements
doivent être effectués. En effet, dans le cas où le système diffractant est composé de
l’objet et du demi-espace inférieur, le champ de référence étant l’onde plane incidente se
propageant dans le prisme, il faudrait, en toute rigueur, discrétiser un demi-espace infini,
ce qui n’est bien entendu pas envisageable.

Il est en fait plus judicieux de changer de système de référence, en cherchant la fonc-
tion de Green décrivant la réponse optique d’un demi-espacede matière. Nous allons donc
introduire le propagateur de surface.
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P
1

ε(ω)

FIG. 8.3 – Système déposé sur la surface d’un prisme de permittivité absolueε(ω).

8.1.4 Tenseur de Green surfacique

Reprenons l’exemple introduit précédemment pour expliquer la signification du ten-
seur de susceptibilité d’un milieu homogène. Cette fois, ledipôle est placé dans le vide
(ε(ω) = ε0) à une distanceh de la surface d’un milieu de permittivité absolueε1 (figure
8.4). Le champ rayonné par la source peut emprunter deux trajets distincts pour aller
de r0 à r . Au champ rayonné par le dipôle empruntant le trajet 1, décrit par le tenseur
S0(r , r0,ω), doit être ajoutée la contribution du champ réfléchi par la surface. Celle-ci
nous donnera l’expression du propagateur de surfaceSsur f(r , r0,ω).

Bien que cette contributionSsur f ne soit pas calculable analytiquement dans l’espace
direct à cause des effets de retard, nous pouvons en donner une expression simple dans la
limite électrostatique (pour une étude détaillée de l’influence du retard dans le propagateur
de surface, voir la référence [128]). Pour calculer ce propagateur, nous évaluons le champ

p E(r)

r
1

2

FIG. 8.4 – Champ électrique rayonné par un dipôle en présence d’une surface.

créé parp0 en un pointr = (x,y,z). Pour cela, nous devons supposer que le dipôle se
trouve à une distance suffisamment faible devant la longueurd’onde pour pouvoir négliger
le retard dû à la propagation du signal. On peut alors appliquer la théorie des images en
électrostatique. Le champ réfléchi par la surface est créé par le dipôle image dep0 situé
enr im = (x,y,−z), défini par :

pim(ω) =
ε1− ε0

ε1+ ε0





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ·p0 (8.44)

On propage alors ce terme au moyen de la contribution électrostatiqueT3 du tenseur du
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vide jusqu’enr :

Esur f(r ,ω) = T3(r , r im,ω)
eik0|r−r im|

4πε0
· ε1− ε0

ε1+ ε0





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ·p0 (8.45)

Par conséquent, le tenseur de Green de surface dans la limiteélectrostatique est :

Ssur f(r , r0,ω) = T3(r , r im,ω) · ε1− ε0

ε1 + ε0





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1




eik0|r−r im|

4πε0
(8.46)

L’équation de Lippmann-Schwinger 8.43 devient donc :

E(r ,ω) = E0(r ,ω)+
Z

V
dr ′
[
S0(r , r ′,ω)+Ssur f(r , r ′,ω)

]
χ(r ′,ω)E(r ′,ω) (8.47)

Nous noteronsS= S0 + Ssur f. Dans cette dernière expression, le nouveau champ de ré-
férenceE0 doit tenir compte de la surface : il s’agit donc de l’onde induite au-dessus de
la surface du système de référence. Sa forme dépend de l’éclairage de l’échantillon. En
particulier, si l’interface est illuminée par une onde plane, le champE0 est l’onde évanes-
cente de Fresnel déjà mentionnée dans le chapitre 1. Dans cette étude, nous allons utiliser
un mode d’éclairage plus complexe, que nous détaillerons dans la suite.

Nous venons de voir comment un changement de système de référence modifie le
tenseur de Green. En présence d’une surface plane, il faut ajouter un terme supplémentaire
afin de vérifier les conditions aux limites à l’interface. Despropagateurs plus complexes
ont été calculés par M. Paulus et O.J.F. Martin pour décrire des milieux de références
stratifiés [129, 130].

De façon plus générale, il existe une relation entre les propagateurs de différents sys-
tèmes. Cette équation issue de la physique des milieux condensés est appelée équation de
Dyson.

8.1.5 Changement de milieu de référence et équation de Dyson

Nous allons montrer dans ce paragraphe de quelle manière l’équation de Dyson peut
être à la base d’un algorithme général pour le calcul des champs électromagnétiques.

Forme résolue de l’équation de Lippmann-Schwinger. Rappelons que l’équation de
Lippmann-Schwinger est la forme intégrale associée à l’équation différentielle suivante :

OE(r ,ω) = χ(r ,ω)k2
0E(r ,ω) (8.48)

C’est à partir d’une équation similaire que nous avons pu définir la fonction de Green
dyadiqueS0 comme solution deOS0 = k2

0δ(r − r ′)1. Nous pouvons changer de point de
vue en considérant la solution générale 8.43, somme du champ"libre" se propageant dans
le milieu de référence et du champ diffracté, comme la solution libre du système complet.
Ainsi, à l’expression

[
O −k2

0χ(r ,ω)
]
E(r ,ω) = 0 (8.49)
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est associée la nouvelle fonction de GreenS (r , r ′,ω), définie par :

[
O −k2

0χ(r ,ω)1
]
S (r , r ′,ω) = k2

0δ(r − r ′)1 (8.50)

Considérons alors le champ :

E(r ,ω) = E0(r ,ω)+
Z

dr ′S (r , r ′,ω)χ(r ′,ω)E0(r ′,ω) (8.51)

Appliquons-lui l’opérateurL = O −k2
0χ(ω)1 :

LE(r ,ω) = LE0(r ,ω)+L
Z

dr ′S (r , r ′,ω)χ(r ′,ω)E0(r ′,ω)

= LE0(r ,ω)+

Z

dr ′L S (r , r ′,ω)χ(r ′,ω)E0(r ′,ω)

= LE0(r ,ω)+

Z

dr ′k2
0δ(r − r ′)χ(r ′,ω)E0(r ′,ω)

=
[
O −k2

0χ(r ′,ω)1
]
E0(r ,ω)+k2

0χ(r ′,ω)E0(r ,ω)

= OE0(r ,ω) = 0

Ainsi, cette solution obéit également à l’équation d’onde.De plus, elle tend vers la
même limiteE0(r ,ω), quandχ(r ,ω)→ 0, que la solution définie par 8.43, elle représente
donc la même fonction. L’équation 8.51 a pour avantage de ne plus faire intervenir le
champ inconnu dans le membre de droite : c’est une forme résolue enE de l’équation de
Lippamnn-Schwinger. Il s’agit alors de calculer le tenseurde Green complet qui, lui, n’est
plus connu explicitement. Ce calcul se fait au moyen de l’équation équivalente à celle de
Lippmann-Schwinger pour les fonctions de Green, l’équation de Dyson.

Équation de Dyson. Les deux fonctions de Green précédemment définies obéissentaux
équations :

OS = k2
0 (8.52)

[
O −k2

0χ1
]
S = k2

0δ (8.53)

Nous pouvons donc exprimer la fonction de GreenS= k2
0O

−1δ. En multipliant2 8.53 par
S, on déduit l’équation de Dyson :

S = S+ S χS (8.54)

ou encore, sous sa forme intégrale :

S (r , r ′,ω) = S(r , r ′,ω)+
Z

dr ′′S (r , r ′′,ω)χ(r ′′,ω)S(r ′′, r ′,ω) (8.55)

Cette expression établit la relation entre le propagateur du système de référence et celui
du système complet, et elle relie de manière plus générale deux fonctions de Green de
deux systèmes différant d’un terme de susceptibilitéχ.

Le tenseurS est également utilisé pour exprimer la densité locale d’états du champ
électromagnétique, proportionnelle à la partie imaginaire de la trace deS . C’est l’équi-

2Au sens où :[A×B](r , r ′) =
R

dr ′′A(r , r ′′)B(r ′′, r).
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valent électromagnétique de la densité locale d’états électroniques en physique du solide.
Cette grandeur intervient notamment dans le taux de fluorescence d’une molécule placée
dans le champ proche. Elle peut être imagée, sous certaines conditions expérimentales,
lorsque l’on sonde le voisinage d’une structure en mode SNOM[44].

L’équation de Dyson constitue le pivot de la procédure numérique que nous allons
détailler maintenant.

8.2 Implémentation numérique

L’équation de Lippmann-Schwinger sous sa forme discrétisée est :

E(r ,ω) = E0(r ,ω)+∑
j

v j S (r , r j ,ω)χ(r j ,ω)E(r j ,ω) (8.56)

Cette écriture suggère un calcul en deux étapes. Premièrement, évaluation du champ in-
terne à l’objet, par inversion de l’équation auto-cohérente ainsi obtenue, puis projection
du champ interne à l’extérieur au moyen de 8.56. Examinons cette première étape.

En un pointr i de l’objet, le champ électrique est :

E(r i ,ω) = E0(r i ,ω)+∑
j

v j S (r i , r j ,ω)χ(r j ,ω)E(r j ,ω) (8.57)

Pour calculerE(r i), on fait intervenir la matriceM définie par :

∑
j

[
δi j 1−v j S (r i , r j ,ω)χ(r j ,ω)

]
E(r j ,ω) = E0(r i,ω)

∑
j

M i j E(r j ,ω) = E0(r i,ω) (8.58)

Il faut donc inverser une matrice 3N×3N, N étant le nombre de cellules de discrétisation.
Elle a la forme suivante :

M =






1−χ(r1,ω)S (r1, r1,ω) −χ(r2,ω)S (r1, r2,ω) · · ·
−χ(r1,ω)S (r2, r1,ω)

. . .
... 1−χ(rN,ω)S (rN, rN,ω)






Pour s’adapter à des géométries complexes et effectuer un calcul numérique stable et
précis, il est difficile d’inverser directement la matriceM avec une garantie de bonne
précision. En effet, l’ordre de grandeur du nombre de cellules varie de 3000 à 10000.
Cela conduit à des matrices 30000×30000 qu’il faut traiter en mode "nombre complexe"
avec l’option double précision.

Pour ce type de résolution, dès 1995, O.J.F. Martin, C. Girard et A. Dereux [68] ont
proposé une méthode itérative reposant sur la résolution del’équation de Dyson. Le but est
de calculer le propagateur du système complet, d’en déduirele champ interne à la struc-
ture, puis de le propager à l’extérieur au moyen de l’équation de Lippmann-Schwinger
8.43.
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Calcul du propagateur du système complet. Partant de l’expression connue du ten-
seur de Green associé à une surface, nous allons construire la structure cellule par cel-
lule, en calculant itérativement le nouveau propagateur associé au moyen de l’équation de
Dyson.

Supposons donc que le système soit celui représenté sur la figure 8.5. Il est discrétisé
enN cellules de volumevi . Nous cherchons à résoudre l’équation :

S (r i , r j ,ω) = S(r i , r j ,ω)+
N

∑
k=1

vk S(r i , rk,ω)χ(rk,ω)S (rk, r j ,ω) (8.59)

Prenons pour hypothèse que le propagateurS(n−1)(r i , r j ,ω) est connu pour tous les couples
de points(i, j)∈ [1,N]2. Nous introduisons lan-ième cellule enrn, et nous allons calculer
le tenseur de Green àn cellulesS(n).

L’équation de Dyson reliant les deux propagateurs est :

S(n)(r i , r j ,ω) = S(n−1)(r i , r j ,ω)+vnS(n−1)(r i , rn,ω)χ(rn,ω)S(n)(rn, r j ,ω) (8.60)

Il faut dans un premier temps calculer la "tête de colonne"S(n)(rn, r j ,ω), ∀ j ∈ [1,N] :

S(n)(rn, r j ,ω) = S(n−1)(rn, r j ,ω)+vnS(n−1)(rn, rn,ω)χ(rn,ω)S(n)(rn, r j ,ω) (8.61)

ce qui nécessite d’inverser une matrice 3×3 :

S(n)(rn, r j ,ω) =
[

1−vnS(n−1)(rn, rn,ω)χ(rn,ω)
]−1

S(n−1)(rn, rn,ω) (8.62)

en introduisant bien entendu le terme de dépolarisation dans S(n−1)(r1, r1,ω) en dé-
but de procédure. Une fois connus, les élémentsS(n)(rn, r j ,ω) permettent le calcul de
S(n)(r i , r j ,ω) pour touti ∈ [1,N] par 8.55.

rn

FIG. 8.5 –

On renouvelle cette opération jusqu’à connaître le propagateur S = S(N)(r i , r j ,ω).
Ainsi, l’inversion d’une matrice 3N×3N, qui peut être instable lorsque la matrice est mal
conditionnée, est remplacée par l’inversion deN matrices 3×3.

Calcul du champ interne. Le champ interne se calcule directement à partir de l’équa-
tion de Lippmann-Schwinger résolue enE :

E(r i ,ω) = E0(r i ,ω)+∑
j

v j S(N)(r i , r j ,ω)χ(r j ,ω)E0(r j ,ω) (8.63)
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Calcul du champ dans tout l’espace. On obtient le champ en tout point de l’espace en
propageant le champ interne au moyen du tenseur de Green de référence :

E(r ,ω) = E0(r ,ω)+∑
j

v j S(r , r j ,ω)χ(r j ,ω)E(r j ,ω) (8.64)

Le champ d’illumination peut être de plusieurs formes. Pourune expérience de type
PSTM,E0 est approximé par une onde plane. Il s’agit donc d’une onde évanescente enzet
propagative dans une direction parallèle à la surface. Cette onde évanescente est frustrée
par la pointe sonde qui la transforme en lumière capable de sepropager dans la direction
Oz. L’utilisation d’un tel champ optique n’est pas envisageable pour adresser un guide
de section sub-longueur d’onde. Une solution proposée par Jean-Claude Weeber (Labo-
ratoire de Physique de l’Université de Bourgogne) consisteà utiliser un faisceau gaussien
focalisé à la réflexion totale : il est évanescent dans les trois directions spatiales et permet
la conversion de l’onde en modes propagatifs de la même manière que le fait la pointe du
microscope optique avec l’onde évanescente classique. Nous allons maintenant donner
les équations de ce champ optique particulier.

8.2.1 Faisceau gaussien focalisé.

Rappelons pour commencer l’expression de l’onde évanescente plane. Une onde élec-
tromagnétique, se propageant dans un milieu d’indicen1, incidente sur une interface avec
le vide selon un angleθ avec la normale est totalement réfléchie siθ est supérieur à la
valeur limiteθl = arcsin(1/n1). Le vecteur d’onde du champ transmis possède alors une

composante verticale complexe et s’écritk = (n1k‖
0, iκ0) avecκ0 = k0

√

n2
1sin(θ)2−1.

En plus des degrés de liberté correspondant à l’orientationdu faisceau par rapport à
l’interface et à l’objet (θ etφ), la nature vectorielle du champ électrique nécessite de tenir
compte de la polarisation de la lumière. On distingue alors les deux modes TE (champ
électrique perpendiculaire au plan d’incidence) et TM (champ magnétique perpendicu-
laire au plan d’incidence). Pour ces deux polarisations, l’onde évanescente correspondante
s’écrit :

E(r ,ω) = E0





0
1
0



TTEein1k
‖
0·le−κ0z avec TTE =

2n1k0cosθ
n1k0cosθ+ iκ0

et

E(r ,ω) = E0





iκ0

0
n1sinθ



TTMein1k
‖
0·le−κ0z avec TTM =

2n1k0cosθ
k0cosθ+ in1κ0

Le calcul présenté dans le paragraphe suivant s’appuie sur les travaux de D. Van Labeke
[131] et J.C. Weeber [132].

Faisceau gaussien focalisé.L’expression analytique des composantes de Fourier spa-
tiales d’un faisceau monochromatique gaussien sont connues. Introduisons pour cela la
base dont l’axez′ est parallèle à la direction de propagation du faisceau (voir figure 8.6)
et dont l’axex′ est parallèle au plan d’incidence :
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FIG. 8.6 – Faisceau focalisé gaussien incident sur une interface verre-vide.

E0(x
′,y′,z′,ω) =

Z +∞

−∞
du

Z +∞

−∞
dvA(u,v)ei[ux′+vy′+wz′] (8.65)

w = (n2
1k2

0−u2−v2)1/2

L’amplitude de chacune des composantes de Fourier est :

A0(u,v) = πa0e−a2
0(u

2+v2)/4

Ax′ = αx′A0(u,v)

Ay′ = αy′A0(u,v)

Az′ =
−1
w

(uAx′ +vAy′)

Dans ces expressions,a2
0 détermine l’aire de focalisation du faisceau incident (a0 est le

rayon de ceinture). Les paramètresαx′ et αy′ déterminent la polarisation3 du faisceau
incident : ils valent respectivement 1 et 0 pour une polarisation TE et 1 et 0 pour la
polarisation TM.

Le champE0 est exprimé dans le repère initial après rotation des composantesAx′ et
Az′ d’un angleπ/2−θ :

E0(x,y,z,ω) =
Z +∞

−∞
du

Z +∞

−∞
dvA(u,v)ei[kx(x−x0)+ky(y−y0)+kz(z−z0)]

Ax = αx′[cos(θ)− u
w

sin(θ)]A0(u,v)−αy′
v
w

sin(θ)A0(u,v)

Ay = αy′A0(u,v)

Az =
−1
k1z

(kxAx +kyAy)

kx = cos(θ)u+sin(θ)w, ky = v, k1z = (n2
1k2

0−k2
x −k2

y)
1/2

Les coordonnées(x0,y0,z0) définissent le point de focalisation du faisceau, qui est égale-
ment le centre du repère(x,y,z).

Nous allons maintenant calculer le champ transmis en décomposant chacune des com-

3En fait, le faisceau gaussien n’étant pas une onde transverse, la notion de polarisation ne peut pas lui
être appliquée de manière rigoureuse. On peut tout de même définir une polarisation en ne tenant compte
que des composantesEx′ et Ey′ car la composanteEz′ reste faible.
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posantes de Fourier deE0 en leurs contributions TE et TM de la manière suivante :

A‖(u,v) = ATE +ATM (8.66)

ATE =
1

k2
x +k2

y
(kyAx−kxAy)[kyux−kxuy] (8.67)

ATM =
1

k2
x +k2

y
(kyAx +kxAy)[kyux +kxuy] (8.68)

Les composantes transmises sont alors :

AT
‖ = AT

TE +AT
TM

AT
TE = TTEATE

AT
TM = TTMATM

Le champ transmis a donc la forme :

AT
‖ =

1
k2

x +k2
y

[
k2

xTTM +k2
yTTE kxky(TTM−TTE)

kxky(TTM +TTE) k2
xTTE +k2

yTTM

]

A0(u,v)

ET
0 (r ,ω) =

Z +∞

−∞
du

Z +∞

−∞
dvAT

‖ (u,v)ei[kx(x−x0)+ky(y−y0)+k3z(z−z0)]

k3z = (k2
0−k2

x −k2
y)

1/2

On déduit la composanteAz de l’expression 8.66.
Pour pouvoir calculer numériquement ce champ, il est nécessaire d’effectuer une tron-

cature des intégrales suru etv, ce qui revient à limiter le nombre de composantes de Fou-
rier dans le spectre du champ transmis. L’onde se déplaçant dans le sens desz croissant,
nous pouvons éliminer les composantes telles que|u|, |v|> n1k0cosθ. L’expression finale
du faisceau gaussien focalisé est donc :

ET
0 (r ,ω) =

Z n1k0 cos(θ)

−n1k0 cos(θ)
du

Z n1k0 cos(θ)

−n1k0 cos(θ)
dvAT

‖ (u,v)ei[kx(x−x0)+ky(y−y0)+k3z(z−z0)] (8.69)

Sur la figure 8.7 est représentée la variation d’intensité électrique dans le plan d’in-
cidence du faisceau. L’angle d’incidenceθ vaut 50◦, la longueur d’ondeλ = 633 nm, la
polarisation est TM. Le milieu inférieur est de la silice (n1 = 1,46), le milieu supérieur
le vide. Bien que le faisceau incident soit centré à l’origine du repère, le faisceau réfléchi
émerge d’un point situé en aval. Ceci illustre l’effet Goos-Hänschen, provenant du fait
que les coefficients de réflexion sont complexes. La phase de ces coefficients ajoute une
hauteur effectiveζ à l’interface, à laquelle le faisceau gaussien semble être réfléchi.

8.2.2 Moyens de calcul et exemples

Les simulations ont toutes été effectuées à l’aide des moyens aloués par le service
CALcul en MIdi-Pyrénée (CALMIP), du Centre Interuniversitaire de Calcul de Toulouse.
Ce centre héberge un super calculateur "magellan", SGI Origin 2000, et fournit le nombre
de processeurs et la mémoire nécessaire à ce type de calculs.

La mémoire demandée par ces simulations augmente rapidement avec la taille de l’ob-
jet. L’élément principal du programme étant la matrice de stockage du tenseur de Green,
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(a)

ζ

(b)

FIG. 8.7 – (a) Faisceau gaussien focalisé en coupe verticale selon le plan d’incidence de
la lumière. L’intensité est normalisée par rapport à l’intensité électrique au point focal
(x0,y0,z0) du faiseau. Cette figure est extraite de la référence [132] deJ.C. Weeberet al.
(b) Effet Goos-Hänschen.

elle est proportionnelle au carré du nombre de cellules de discrétisation.

Exemple : guidage de la lumière par un guide diélectrique linéaire. Voici tout d’a-
bord l’exemple le plus simple de guide sub-longueur d’onde :le guide linéaire diélec-
trique. Celui présenté sur la figure 8.8 a une largeur de 200 nm, une hauteur de 150 nm et
fait 5 microns de long. Ses dimensions transverses d’une fraction de longueur d’onde en
font un guide monomode.

Le calcul a été effectué à 200 nanomètres de la surface, soit 50 nm au-dessus du
guide, et pour une longueur d’onde deλ = 633 nm. Le guide est adressé à son extrémité
gauche par un faisceau gaussien focalisé. La structure a étédiscrétisée en 1200 cellules
de 50×50×50 nm3 et le temps de calcul était de l’ordre de quelques minutes sur4 pro-
cesseurs CALmip. Nous pouvons observer des ondes stationnaires qui correspondent à
l’interférence entre le mode incident et sa partie réfléchieen bout de guide. Un exemple

1000

0

−1000

400020000

y
(n

m
)

x(nm)

FIG. 8.8 – Intensité du champ électrique calculée 50 nm au-dessus d’un guide diélectrique
en TiO2 de 5 micromètres de longueur.

de réalisation expérimentale est donné figure 8.9. Le guide d’onde et la mesure du champ
optique ont été effectués dans l’équipe d’optique submicronique de l’université de Bour-
gogne.

Adressage d’une structure diélectrique courbe. Les guides linéaires peuvent servir à
conduire le champ électrique d’un point à un autre de la surface de manière à adresser une



8.3. CONCLUSION 133

FIG. 8.9 – Intensité du champ électrique mesurée au-dessus d’unguide diélectrique en
TiO2 (résultat PSTM LPUB/CNRS Dijon).

seconde structure (qui peut être un autre guide, un résonateur, une molécule ...). Il peut
être alors utile de courber la trajectoire de la lumière. Nous voyons sur cet exemple un
dispositif coupleur dans lequel le champ, injecté à l’extremité gauche du guide inférieur au
moyen d’un faisceau gaussien focalisé, effectue un demi-tour grâce à la portion d’anneau
couplée au guide d’entrée, et atteint l’extrémité gauche duguide supérieur. Pour simuler
le champ de la figure 8.10, il a fallu discretiser le motif en 2175 cellules de 60×60×60
nm3 et le temps de calcul était de 6h30 monoprocesseur. De tellesstructures permettant de

y(
nm

)

x(nm)

FIG. 8.10 – Deux guides d’ondes linéaires de dimensions 180× 4000× 180 (en nano-
mètres) sont couplés à trois quarts de cercle. La longueur d’onde est de 620 nm, l’intensité
électrique en sortie est 4 fois celle du faisceau d’entrée.

faire effectuer un virage à la lumière ont été réalisées expérimentalement dans le domaine
micro-onde [133]. Un résultat similaire a été obtenu également à Dijon dans le domaine
visible en utilisant les modes de galerie d’un microdisque diélectrique [134].

8.3 Conclusion

Nous avons présenté la théorie des fonctions de Green dyadiques en électromagné-
tisme. Celle-ci permet de développer un algorithme de calcul capable de décrire le champ
diffracté par un ou plusieurs objets diélectriques. Cet algorithme repose sur l’équation de
Dyson, reliant les fonctions de Green de deux systèmes différents. Elle permet la construc-
tion cellule par cellule de l’objet diffractant et parallèlement le calcul itératif du tenseur de
Green. Le champ électrique est ensuite calculé dans tout l’espace au moyen de l’équation
de Lippmann-Schwinger. Une autre application est le calculdes densités locales d’états
photoniques, intervenant autant en observation (configuration SNOM), que pour des pro-
blèmes plus spécifiques comme le comportement d’une molécule fluorescente dans le
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champ proche optique.
C’est actuellement, pour les objets localisés, la seule méthode exacte permettant de

s’affranchir des problèmes de conditions aux limites, présents dans tout calcul de diffé-
rences finies, et s’adaptant à n’importe quelle géométrie. Elle demande cependant une
discrétisation en volume des objets diffractant, conduisant à une mémoire et un temps de
calcul rapidement important.

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer cette méthode à l’étude de résonateurs
diélectriques annulaires. Les résultats des simulations seront comparés à une méthode
analytique simple d’étude d’ensemble de cavités couplées.



Chapitre 9

Étude d’un ensemble d’anneaux couplés

Nous étudions dans cette partie la propagation de la lumièredans un ensemble d’an-
neaux couplés. Pour cela, nous allons comparer les prédictions d’un modèle analytique,
reposant sur une description simple de ces systèmes, avec les cartes de champ calculées
par la méthode des fonctions de Green.

Dans le guidage de la lumière par un guide diélectrique circulaire, deux phénomènes
physiques coexistent :

◮ le confinement latéral de la lumière induit une quantification des composantes
transversales du vecteur d’onde. Ces objets présentent ainsi une infinité de modes
transverses distincts. Les guides que nous allons étudier ont une largeur et une
hauteur sub-longueur d’onde (voir figure 9.1), et pourront être considérés comme
monomodes : c’est donc une onde approximativement gaussienne qui se propage
dans l’anneau. Dans le modèle analytique, nous ne prendronsen compte que sa
variation longitudinale. Pour décrire le point de contact entre deux guides, nous
utiliserons le modèle du couplage spatial utilisé par H.J. Shawet al.en 1982 [117].

◮ la résonance, due au fait que la lumière parcourt une trajectoire fermée dans le
guide, de la même manière que dans un résonateur Fabry-Pérot. Pour qu’un mode
puisse s’établir dans un anneau unique, il doit y avoir un nombre entier de lon-
gueurs d’onde effectives sur le périmètre. Celle-ci est égale à la longueur d’onde
dans le vide divisée par un indice effectif, différent de celui du matériau. Dans un
guide annulaire il dépend de la fréquence, mais également durayon de la cavité : la
courbure induit une dispersion. Il sera en général plus faible que sa valeur usuelle
[116].

Le modèle analytique utilisé permet de comprendre d’une part comment les modes
individuels d’un seul anneau se recombinent de manière à former un mode collectif et
d’autre part d’interpréter les spectres calculés par simulation numérique. Il s’agit d’une
approche cinématique : elle ne permet pas de prévoir l’intensité des résonances, qui est
déterminée, entre autre, par les pertes, non prises en compte dans le modèle.

Celles-ci ont plusieurs origines. Les pertes d’absorptionproviennent de la dissipation
d’énergie dans le materiau, négligeable pour le TiO2 aux fréquences optiques. En outre,
nous avons déjà mentionné que les pertes dues à la courbure duguide sont négligeables
pour les forts contrastes d’indice, et ce, jusqu’à des rayons très petits. Il existe également
les pertes dues à la diffusion de la lumière par la rugosité duguide, a priori inexistante
dans notre modèle, et les pertes de fuite dans le substrat. Ces dernières interviennent
lorsque l’indice effectif du guide est inférieur à celui du support. Une partie du champ y

135
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est alors réfractée. Dans la simulation numérique sont doncprises en compte les pertes de
courbure et les pertes de fuite.

200 nm
1500 nm

1500 nm

150 nm

n=2.1

n=1.5

FIG. 9.1 – Paramètres géométriques et physiques du guide annulaire.

Nous allons nous intéresser successivement aux résonancesde structures de com-
plexité croissante, afin de mettre en évidence des phénomènes qualitativement nouveaux.
Tout d’abord, nous rappellerons la quantification des modeslongitudinaux pour un an-
neau seul. Ensuite, le couplage de deux anneaux entraine, comme il est bien connu en
physique moléculaire, un dédoublement des pics de résonance d’autant plus grand que
le couplage est fort. Trois anneaux permettent l’obtentionde structures non alignées que
nous montrerons être semblables à la structure linéaire correspondante. En revanche, avec
quatre anneaux apparaissent des structures isomères qualitativement différentes. En nous
intéressant à un cas particulier, nous montrerons que les deux sens de rotation peuvent
être couplés l’un avec l’autre, ce qui lève une dégénérescence. Nous donnons dans l’an-
nexe C un programme écrit en langage Mathematica permettantde traiter n’importe quelle
structure orientable. Commençons donc par étudier les modes d’un anneau isolé.

9.1 Fréquences propres d’un anneau

Nous retrouvons ici le résultat classique de la quantification des modes d’un anneau
et présentons la méthode générale qui nous servira pour les structures plus complexes.
Considérons un anneau diélectrique de rayon unité dans lequel se propage une onde pro-
gressive de longueur d’onde effectiveλ. Si on oriente l’anneau dans le sens trigonomé-
trique, deux champs de vecteur d’ondek = 2π/λ peuvent se propager : un champE dans
le sens direct et un champF dans le sens indirect :

E(θ) = Aeiθk

F(θ) = Be−iθk, k = 2π/λ

où A et B sont deux amplitudes arbitraires des champs. Étudions le champE et plaçons
arbitrairement un point sur cet anneau. Nous notonsEe le champ entrant dans ce point et
Es le champ sortant. Ces deux ondes sont reliées par deux équations.

La première traduit le couplage entre la sortie et l’entrée et s’écrit :

Es = C0Ee, avecC0 = 1
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Dans le cas présent la matriceC0 se réduit bien entendu à l’unité. Dans la suite, la dimen-
sion de cette matrice évoluera en fonction d’un nombre croissant de points de couplage.

La deuxième équation est la relation de phase entre l’entréeet la sortie :

Ee = ei2πkEs = B0Es, avecB0 = ei2πk

Dans la suite, nous poseronsX = ei2πk. Après élimination du champ d’entréeEe, nous
obtenons finalement :

Es = C0B0Eo ⇔ (1−C0B0)E
s = 0

Cette équation n’a de solutions non nulles que si det(1−C0B0) = 0 soit 1−X = 0, c’est-
à-direk = m, m∈ N (le vecteur d’ondek doit être positif car le sens de rotation de l’onde
est fixé). Ainsi, pour qu’un mode puisse s’établir dans cet anneau, la phase accumulée
pendant un tour doit être un multiple entier de 2π. Dans le cas contraire, le champ interfère
destructivement avec lui-même après chaque tour.

E

E

s

e

Nous aurions pu faire un raisonnement identique pourF : pour chaquem, il y a donc
deux modes dégénérés, correspondant à chacun des sens de rotation. Dans la suite, nous
noterons symboliquement	m et �m ces deux modes qui correspondent à la même lon-
gueur d’onde, en omettant lemquand il n’y aura pas d’ambiguïté. Voyons maintenant les

kRm+1mm−1

résultats obtenus par la simulation numérique.

Calcul numérique pour un anneau. La géométrie étudiée est celle de la figure 9.1.
Nous avons envisagé deux modes d’adressage de ce système très simple. Le premier,
indiqué sur la figure 9.2-a, se fait au moyen d’un guide linéaire intermédiaire reliant le
faisceau gaussien à l’anneau. Ici, c’est le champ évanescent "débordant" des parois laté-
rales du guide qui excite le résonateur. Ce système permettrait l’adressage simultané de
plusieurs anneaux individuels. L’intérêt est également deprendre en considération le cas
plus réaliste, dans le cadre de dispositifs optiques intégrés, où source et résonateur ne sont
pas nécessairement placés au même endroit.
Cependant, pour réaliser une étude purement modale de ces structures, cet intermédiaire
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FIG. 9.2 – (a) Adressage d’un guide annulaire au moyen d’un guidelinéaire. (b) Adres-
sage direct d’un anneau par faisceau gaussien focalisé.

est inutile. Il est en effet tout à fait possible d’exciter l’anneau directement avec le faisceau
gaussien focalisé, en utilisant sa partie latérale, où le vecteur d’onde s’aligne tangeantiel-
lement avec le guide (voir figure 9.2-b).

Adressage par un guide linéaire. Toutes les intensités mentionnées dans la suite
sont normalisées par rapport à l’intensité du faisceau gaussien au point focal(x0,y0,z0)
(voir paragraphe 8.2.1).

Sur la figure 9.3 est tracé le spectre de l’anneau adressé par le guide linéaire. Il apparaît
deux résonances sur la gamme de longueurs d’onde explorée. Un examen du nombre de
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FIG. 9.3 – Spectre d’un anneau adressé par un guide linéaire et carte du champ à la
longueur d’onde de résonance 532 nm. La flèche indique la position de la mesure de
l’intensité pour le tracé du spectre.

ventres visibles sur la circonférence indique qu’à 532 nm, c’est le moden = 21 qui est
excité, tandis que le moden = 20 apparaît à 548 nm. Nous pouvons alors calculer les
longueurs d’ondes effectives pour ces deux modes, qui sont respectivement de 449 nm et
de 471 nm.

Le dernier pic très élargi localisé autour de 568 nm correspond au dernier mode pou-
vant pénétrer dans le guide. Si l’on observe sa structure surla figure 9.4, nous nous
apercevons que l’onde ne fait pas un tour complet, les pertesradiatives étant alors trop
importantes. Au-delà de 570 nm, le champ ne pénètre plus dansla structure.
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FIG. 9.4 – Excitation au voisinage du dernier mode du guide.

Adressage direct. Comparons maintenant les spectres des figures 9.3 et 9.5. On
remarque tout d’abord que les pics sont très légèrement décalés vers les grandes longueurs
d’onde dans le cas de l’adressage direct. Les amplitudes sont en moyenne plus élevées,
ce qui s’explique par le fait que les seules pertes d’intensité dans ce cas sont radiatives :
elles sont réparties sur toute la circonférence de l’anneau. Pour l’adressage par un guide
linéaire, la lumière, après avoir fait un tour de cavité, peut ressortir à nouveau par couplage
avec le guide d’adressage, pour être rayonnée à son extrémité, ce qui augmente donc les
pertes radiatives et diminue l’intensité à la résonance.
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FIG. 9.5 – Spectre d’un anneau adressé directement.

Les deux modes calculés par adressage direct ont des structures différentes. En effet,
le second à 551 nm possède une forte modulation de son intensité (contraste de 30%),
au contraire du premier à 533 nm. Cet effet n’est pour l’instant pas totalement expliqué.
Il peut provenir du mode d’adressage par faisceau gaussien qui fait intervenir certaines
composantes ayant des vecteurs d’onde orientés vers l’arrière du dispositif. Des études
numériques complémentaires devront être effectuées pour clarifier ce point avec en com-
plément une étude expérimentale d’adressage de résonateurannulaire par couplage direct.

Nous voyons donc que, sur cette structure simple, il y a une bonne adéquation entre
les approches analytique et numérique. Nous allons voir maintenant comment la méthode
présentée sur un cas élémentaire se généralise à un système plus complexe, en présentant
dans un premier temps le modèle utilisé pour décrire le couplage entre deux annneaux.

9.2 Description du couplage - orientabilité

Tout d’abord, décrivons l’influence réciproque de deux anneaux rapprochés.
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Matrice de couplage. Dans leur article de 1982, Shawet al. décrivent le couplage à
la jonction entre deux guides monomodes par une matrice 2× 2, où apparaissentr, le
coefficient de "réflexion" sur le point de contact, qui relie champ transmis et champ in-
cident dans une même branche, ett le coefficient de "transmission" à travers le point de
contact, qui décrit le passage de l’onde d’une branche à l’autre. Les champs de sortie de

E

E

E’

E’

t

s s

e e

la jonction (E′s, Es) sont reliés linéairement aux champs d’entrée (E′e, Ee) par l’équation
matricielle :

E′s

Es =

[
r it
it r

]

· E′e

Ee (9.1)

Les deux coefficients vérifientr2 + t2 = 1, qui traduit la conservation de l’énergie au
niveau d’une seule entrée ; le coefficienti provient de la conservation globale de l’énergie
dans les deux branches.

Orientabilité d’un système. Le couplage est unidirectionnel et n’introduit pas de champ
rétro-réfléchi dans une branche. On peut donc orienter simplement un système d’anneaux
puisqu’un sens de propagation de la lumière dans la branche de gauche impose le sens
de propagation opposé dans la branche de droite. Par exemple, pour le système composé
de deux résonateurs présenté figure 9.6-a, le sens direct de rotation choisi dans le premier
anneau conduit naturellement à choisir le sens indirect dans le deuxième anneau.

1
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5

6

21

(a) (b)

FIG. 9.6 – Système ramifié d’anneaux.

Une méthode similaire peut être utilisée afin d’orienter n’importe quel système ramifié
ou linéaire. Le choix d’un sens de rotation du champ dans n’importe lequel de ces anneaux
permet en effet d’orienter de proche en proche la chaîne entière, comme sur la figure 9.6-b.

De plus, le choix d’orientation dans l’ensemble de la chaîneétant subordonnée de
manière univoque à celui d’un seul anneau, il existera, pourchaque mode propre, un
mode dégénéré correspondant à l’orientation contraire. Ily a donc d’ores et déjà dans ce
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type de système la même dégénérescence "d’orientation" quepour un anneau seul, chaque
mode étant au minimum dégénéré deux fois.

Nous verrons plus loin comment traiter les cas d’ensembles d’anneaux formant des
boucles, pour lesquels une telle orientation globale n’estpas toujours possible.

Méthode de résolution. Considérons un système de plusieurs anneaux comprenantN
points de couplage. Puisque le système est orientable, nousaurons deux champs entrant et
deux champs sortant par jonction, soit 4N inconnues. Cependant, chaque champ entrant
dans une jonction provenant lui-même d’une autre jonction,ces derniers dépendent des
champs sortant par des relations de phase. Il n’y a donc en fait que 2N inconnues. Dans
la suite nous allons systématiquement regrouper les champspar jonctions, et écrire le
vecteur des champs inconnus génériquement sous la forme :

E = Es =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Es
1

E
′s
1
...

Es
N

E
′s
N

Alors, la matrice de couplage est diagonale par blocs :

CN =










C
C 0

. . .

0 C
C










︸ ︷︷ ︸

N fois

, où C =

[
r it
it r

]

(9.2)

et

Es = CN ·Ee (9.3)

Des géométries distinctes vont se différencier par les relations de phase traduisant la pro-
pagation d’un champ sortant d’une jonction jusqu’à la jonction suivante. L’écriture de
toutes ces relations forme ce que nous appellerons la matrice de bouclage, notéeBN. Il
vient alors :

Ee = BN ·Es (9.4)

L’élimination deEe entre les équations 9.3 et 9.4 conduit à :(12N − CNBN) ·Es = 0, où
12N est la matrice identité de dimension 2N. Cette équation n’a de solutions non-nulles
que si :

det(12N −CNBN) = 0 (9.5)

Cette relation dépend du vecteur d’ondek par l’intermédiaire deBN et constitue l’équa-
tion aux vecteurs d’ondes propres du système. Pour chaque vecteur d’onde propre on
trouvera le ou les modes propres qui représentent la distribution de champ dans chaque
branche. Notons par ailleurs qu’il ne faut pas confondre lesmodes propres du système
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d’anneaux avec les vecteurs propres de la matriceCNBN. En effet, les modesdu système
d’anneauxsont uniquement constitués des vecteurs propresde la matriceCNBN pour la
valeur propre 1, à l’exclusion des autres.

Appliquons maintenant cette méthode générale dans le cas leplus simple afin d’étu-
dier l’effet du couplage de deux anneaux identiques sur les modes d’un seul anneau.

9.3 Système de deux anneaux couplés

Considérons la paire d’anneaux orientés de la figure 9.7. Leschamps de sortie sont
reliés aux champs d’entrée par :

E’

E

E

E’1

2

1

2

s

e

e

s
1

2

FIG. 9.7 – Structure à deux anneaux.

E′s
1

Es
2

= C1 ·
E′e

1
Ee

2
=

[
r it
it r

]

· E′e
1

Ee
2

(9.6)

L’équation de bouclage est :

E′e
1

Ee
2

= B1 ·
E′s

1
Es

2
=

[
ei2πk 0

0 ei2πk

]

· E′s
1

Es
2

(9.7)

En appliquant la méthode exposée dans le paragraphe précédent, nous trouvons l’équation
aux valeurs propres suivante (voir équation 9.5) :

det(12−C1B1) = 0⇔ X2−2rX +1 = 0, avecX = ei2πk (9.8)

Comportement limite. Avant de résoudre cette équation, examinons les cas limitescor-
respondant àt = 0 (r = 1) ett = 1 (r = 0).

◮ limite t=0 . Les deux anneaux sont alors découplés. N’importe quelle combinaison
linéaire des modes propres	m / �m de chacun des deux anneaux est également
mode propre du système complet.
De plus, le système est invariant par l’inversion dont le centre est confondu avec
le point de couplage, c’est-à-dire par la tranformationEs

1 ↔ Es
2, de représentation

matricielle :

P =

[
0 1
1 0

]

Cela signifie queP commute avecC1B1 : ces deux matrices sont donc diagonali-
sables dans une même base. Ainsi, les valeurs propres deP étant±1 (P2 = 1), tout
mode propre de la chaîne, qui est vecteur propre deC1B1 pour la valeur propre
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1, pourra être choisi symétrique ou antisymétrique parP. On peut par exemple
prendre pour base :	1

m ± �
2
m.

◮ limite t=1 . Il s’agit de la situation opposée dans laquelle le système d’anneaux est
équivalent à une seule boucle, un peu particulière car l’onde subit un déphasage de
π/2 à chaque traversée de la jonction. La phase totale accumulée par l’onde sur un

E2

21

i

i

E’1

E’1 E2

s e

se

tour est alors : 2×πkR+2×π/2. Cette phase doit être un multiple entier de 2π, ce
qui donnek = 1

2(m+ 1
2), m∈ N. Il y a donc deux fois plus de valeurs propres que

pour un anneau, elles sont déplacées de 1/4 à cause du déphasage aux jonctions.

t0 1

k

m+2

m+1

m

m−1

m−2

m+1/4

m−1/4

FIG. 9.8 – Spectre d’un système de deux anneaux couplés, en fonction du coefficient de
couplaget.

Vecteurs d’ondes propres pour un couplage quelconque. Introduisons l’angleφ dé-
fini par r = cosφ, t = sinφ : la transmission est nulle quandφ = 0, et totale quand
φ = π/2. On peut alors réécrire l’équation aux valeurs propres (équation 9.8) sous la
forme :X−2cos(φ)+1/X = 0⇔ 2cos(2πk)−2cos(φ) = 0

Les solutions sont donc :

k = ± φ
2π

+m= ±sin−1(t)
2π

+m,

{
m∈ N
k > 0

Les différents vecteurs d’ondes propres sont représentés en fonction de t sur la figure 9.8.
Il y a donc une levée de dégénérescence des modes induite par le couplage des deux an-
neaux, d’autant plus grande que le couplage est fort. À la limite t = 1, les vecteurs d’onde
propres sont12(m+ 1

2).
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Nous avons effectué la simulation du champ optique guidé parun système de deux
anneaux. Les deux guides circulaires sont accolés comme indiqué sur la figure 9.9-b. Le
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FIG. 9.9 – (a) Spectre simulé de deux anneaux couplés. (b) Les deux anneaux sont en
contact, l’adressage est direct.

spectre de la figure 9.9-a est conforme aux prédictions du calcul analytique puisque cha-
cun des picsm= 20 etm= 21 d’un seul anneau est scindé en deux. Le demi-écart entre
les deux résonances dem= 20 rapporté à l’écart entre deux modes de l’anneau isolé est
de 17%. Le modèle analytique permet d’estimer un couplaget ≈ 0,88. Cette valeur élevée
est naturelle étant donné que les anneaux sont en contact.

Modes propres associés. Il est facile de vérifier que pour chacune des valeurs propres
± obtenues, le rapport d’amplitudeE

′o
1 /Eo

2 est :

E
′o
1 /Eo

2 = ∓1

Nous trouvons que les deux modes propres sont soit symétrique (pour la valeur propre
"-", du plus bas vecteur d’onde, donc de plus basse énergie) soit antisymétrique (pour la
valeur propre "+", associée au vecteur d’onde le plus élevé,donc d’énergie la plus haute),
conformément aux résultats connus dans le cas de deux oscillateurs couplés, ou de l’étude
du couplage des orbitalessde l’hydrogène dans la molécule de H2 par la méthode de Hü-
ckel. Nous rappelons toutefois qu’il n’y a qu’une levée partielle de la dégénérescence
puisque, comme mentionné précédemment, les deux modes propres correspondant à des
sens de rotation opposés sont toujours confondus.

Les cartes d’intensité calculées aux longueurs d’onde 535 nm et 547,25 nm sont indi-
quées figure 9.10. Elles sont très similaires excepté dans lazone de contact entre les deux
anneaux (autour de la ligne∆). Les deux modes "s’attirent" à 535 nm et se repoussent au
contraire à 547,25 nm. Ceci est la signature du caractère symétrique ou anti-symétrique
de chacun des modes. En effet, pour celui de plus basse énergie, ∆ est une droite de
symétrie pour les deux anneaux, les champs émanant des deux structures y interfèrent
donc constructivement. Au contraire,∆ est un axe d’antisymétrie pour l’autre mode, et le
champ s’annule. Sur la figure 9.10 sont également tracées lescoupes le long des lignesΣ,
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montrant l’évolution de l’intensité entre les deux résonateurs. On peut constater qu’il y a
une annulation presque parfaite de celle-ci au niveau de la jonction.
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FIG. 9.10 – Modes de deux anneaux couplés calculés numériquement, et coupes suivant la
ligneΣ. Le mode àλ = 535 nm est symétrique, celui àλ = 547,25 nm est antisymétrique.

Les résultats obtenus sur un ensemble de deux anneaux se prolongent naturellement à
une chaîne de trois unités : les trois modes dégénérés de chaque résonateur vont se com-
biner pour former trois modes de vecteurs d’onde distincts.Il existe cependant différentes
géométries possibles pour un tel assemblage : quelle en est la conséquence sur le spectre
et les modes propres ?

9.4 Trois anneaux couplés

Pour trois anneaux couplés, un degré de liberté supplémentaire est introduit par rap-
port au cas précédent puisqu’il est possible de choisir librement l’angle 2παentre les deux
points de contact. Il y a maintenant deux jonctions et donc quatre champs inconnus. Par
la suite, nous ne considérerons plus les entrées, et omettrons l’exposantsdans la notation
des champs de sortie. Les inconnues et la matrice de bouclageB2 sont :

E =

E′
1

E2

E′
2

E3

etB2 =







ei2πk 0 0 0
0 0 ei2παk 0
0 ei2π(1−α)k 0 0
0 0 0 ei2πk







Étude des cas limites.
◮ pour t = 0, les trois anneaux sont découplés. À nouveau, les modes propres	m

et �m des anneaux individuels sont modes propres de la chaîne entière, mais n’en
respectent pas les symétries. Plaçons-nous dans le cas particulier α = 1/2. Nous
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E

EE’

E’

2

2

3

1

2πα

pouvons alors constater que la chaîne est invariante par l’inversion :

{
E′

1 ↔ E3

E2 ↔ E′
2

de matrice I =







0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0







PuisqueI2 = 1, les modes que l’on cherche sont donc à nouveau soit symétriques,
soit antisymétriques parI .
Étudions une combinaison de modes correspondant àmpair. Dans ce cas,E2 etE′

2
ont des signes identiques, et le vecteur du champE s’écrit de manière générale :
(a,b,b,c). Les modes symétriques sont nécessairement de la forme(a,b,b,a) ; ils
décrivent donc un plan de base{	1 + 	3,�2} ou encore{	1 +

√
2 �2 + 	3

,	1 −
√

2 �2 + 	3}, qui est en fait, comme nous allons le voir, la limite pour
t = 0 de la base calculée pourt quelconque. Tout mode antisymétrique est de la
forme(a,0,0,−a). Les modes antisymétriques décrivent donc une droite, de base
	1 − 	3.
Pour une valeur impaire dem, le champ dans l’anneau 2 change de signe au bout
d’un demi-tour, et le vecteur s’écrit cette fois :(a,b,−b,c). Les modes symétriques
sont alors du type :x(	1 + 	3), et les modes antisymétriques du type :x(	1

+
√

2 �2 − 	3)+y(	1 −
√

2 �2 − 	3).
◮ pourt = 1, la chaîne est équivalente à un anneau de périmètre trois fois plus grand,

comportant quatre déphasages deπ/2 (voir la figure 9.11). Dans ce cas, la condi-
tion de résonance est : 3×2πk+ 4×π/2 = m2π, ce qui donnek = m/3,m∈ N.

2

2

31

E’1

E’2

E2

E3

i

ii

i

FIG. 9.11 – Système équivalent à trois anneaux couplés, dans la limite t = 1.
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Valeurs propres pour un couplage quelconque. L’équation 9.5 aux valeurs propres
s’écrit ici :

(X−1)(1+[t2−2
√

1− t2]X +X2) = 0 avec X = ei2πk

Nous remarquons que celle-ci ne dépend pas de l’angle 2πα introduit précédemment ; il
s’ensuit que les vecteurs d’onde propres sont également indépendants deα. Nous pouvons
comprendre intuitivement ce résultat en remarquant qu’uneonde partant d’un endroit
quelconque de la chaîne va devoir parcourir dans sa totalitéchacun des anneaux traversés
avant de se retrouver à son point de départ. Ainsi, la phase accumulée après un tour sera
toujours de 2πpar anneau, valeur ne dépendant plus deα. Une chaîne coudée n’est donc
pas fondamentalement différente d’une chaîne linéaire.

On peut démontrer ce résultat (cf. annexe B) pour toute chaîne d’anneaux ne com-
portant pas de boucle. Plus précisément, il est possible de montrer que les matricesC B
correspondant à des géométries différentes sont toutes semblables, de matrice de passage
diagonale et unitaire. Cela signifie que non seulement le spectre, mais également la norme
(l’intensité) des modes propres d’un ensemble d’anneaux sans boucle sont indépendants
de la forme de la chaîne. Ce n’est bien entendu pas le cas pour les phases des champs.

L’équation aux vecteurs d’onde propres peut être réécrite en introduisant la phaseφ
définie précédemment. Nous avons alors :

(X−1)(1+2[1−2cos4(φ/2)]X +X2) = 0

dont les solutions sont :






k0,m = m

k−1,m = −cos−1(2[1−2cos4(φ/2)])
2π +m

k+1,m =
cos−1(2[1−2cos4(φ/2)])

2π +m

,

{
m∈ N
k > 0

(9.9)

Sur la figure 9.12-a est représenté le spectre de la structure. Lorsque le couplage aug-
mente, l’écart entre les vecteurs d’onde propres s’accentue jusqu’à ce que l’on retrouve le
spectre limite calculé plus haut.

Le spectre obtenu par simulation numérique est tracé figure 9.12-b. Seule la levée de
dégénérescence autour du mode à 551 nm de l’anneau isolé a étéreprésentée. Nous trou-
vons bien trois résonances distinctes. La longueur d’onde du pic central, d’intensité très
élevée (≈ 104), est légèrement décalée par rapport à la valeur attendue de551nm. L’écart
entre chaque mode est d’environ 5 nm. L’amplitude est encoreune fois très différente
d’une résonance à l’autre.

Sur la figure 9.13 sont représentées les valeurs du module et de la phase de chacun des
champs pour différentes valeurs du coefficient de transmission t. Les modes sont tracés
dans le casα = 1/2, pourm pair. Sur ces dessins, l’épaisseur du trait est proportionnelle
à l’intensité dans la branche, tandis que la couleur représente la phase.

Pour les deux modes extrêmes, l’intensité reste égale à 1 dans les anneaux 1 et 3, tandis
qu’elle passe de

√
2 à 1 dans l’anneau central. Pour le mode(0,m), l’intensité est nulle

dans l’anneau central pourt = 0 (mode antisymétrique), et augmente progressivement
jusqu’à 1 pourt = 1.

Nous pouvons constater que la base limite quandr = 0 respecte bien les symétries de
la chaîne.
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k

0 1 t

m+1

m+1/3

m

m−1/3

m−1

(a)

nmλ(    )

I/I
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1500

2000

548 550 552 554546

(b)

FIG. 9.12 – (a) Spectre d’une chaîne composée de trois anneaux. Les valeurs dek ne
dépendent pas de l’angle entre les différents résonateurs.(b) Spectre calculé numérique-
ment.

k
−1,m

k
0,m

k
+1,m π

π/2

−π/2

−π

0

t=1

t=0

FIG. 9.13 – Amplitude et phase des différents modes propres, dans le casα = 1/2. Les
modes sont classés par vecteur d’onde propre croissant, de gauche à droite.
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L’accord de ces prédictions avec les modes effectivement obtenus numériquement est
très bon. Les trois modes de la figure 9.14 présentent les mêmes caractéristiques que celles
décritent par le modèle analytique, à savoir :

◮ une dissymétrie entre l’intensité de l’anneau central et celles des anneaux externes,
flagrante pour le deuxième mode, l’intensité étant presque nulle dans le deuxième
anneau ;

◮ les modes extrêmes se distinguent par la relation de phase entre les anneaux exté-
rieurs et le mode de l’anneau central : pour la longueur d’onde la plus basse, donc
l’énergie la plus haute, le mode est totalement symétrique.Au contraire, le mode de
plus grande longueur d’onde est totalement antisymétrique, les modes individuels
se repoussant au niveau de chaque ligne de contact.

λ=546nm λ=550nm λ=553.8nm

x
(µ

m
)

y(µm) y(µm)y(µm)

0 0 0−0.2 −0.2 −0.2

5
1
0

0

1
0

1
0

5 5

0 0

FIG. 9.14 – Modes calculés de trois anneaux alignés.

Ainsi, de même que pour un système de deux anneaux couplés, lecouplage de trois
anneaux donne également lieu à une levée de dégénérescence,bien que subsiste la dégé-
nérescence d’orientation. Nous avons également vu que le spectre et l’intensité du champ
dans les différentes branches ne dépendent pas de la géométrie de la chaîne, résultat qui
peut être étendu à toute chaîne orientable sans boucle.

Lorsque l’on rajoute un quatrième anneau, un nouveau degré de liberté apparaît, puis-
qu’il existe, de la même manière qu’en chimie, des possibilités d’isoméries.

9.5 Quatre anneaux couplés : isomérie

Lorsque l’on considère un assemblage de quatre anneaux, plusieurs ensembles de géo-
métries différentes peuvent être créés : a) linéaire (nous avons vu que les chaînes courbées
différaient peu des chaînes droites), b) ramifiée et c) bouclée (voir figure 9.15).

Nous pouvons déjà dégager quelques similitudes et différences essentielles entre ces
quatre systèmes :

◮ tous sont orientables, y compris le dernier comme on le voit sur la figure 9.151 ;
◮ les systèmes a) et b) ont le même nombre d’anneaux et de jonctions, ils auront donc

le même spectre limite pourt = 1. En effet, la phase accumulée sera : 4×2πk+

1Cela se généralise facilement à toute boucle comportant un nombre pair d’anneaux
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a) b)

c)

FIG. 9.15 – Trois isomères formés de quatre anneaux.

2×3× π
2 = m2π, d’où

k =
1
4
(m− 3

2
), pour

{
m∈ N
k > 0

Les modes étant, dans les deux cas, tous dégénérés pourt = 0, nous nous attendons
donc à ce qu’il n’y ait que peu de différences entre les deux spectres.

◮ le dernier système contient quatre jonctions et quatre anneaux. Il diffère donc des
deux précédents au moins par le nombre de champs inconnus. Mais surtout, dans
la limite t = 1, nous voyons qu’une onde partant d’un point donné de ce système
ne parcourera pas tous les anneaux mais seulement la moitié,comme indiqué sur
la figure suivante :

t=1

+=

Par conséquent le spectre sera donné dans cette limite par 2×2πkR+ 4×π/2 =
m2π, d’où :

kR=
m−1

2
, pour

{
m∈ N
k > 0

Chaque mode sera dégénéré deux fois.

Nous allons voir ce que deviennent ces différentes propriétés pour un couplage quel-
conque. En particulier quelles sont les différences entre les isomères "trèfle" et "chaîne
linéaire" ?

Comparaison de a) et b) . Dans ces deux cas, il y a six champs inconnus et les matrices
de couplage sont du typeC3. Les notations des champs sontEc = (E′

1,E2,E′
2,E3,E′

3,E4)
pour la chaîne etEt = (E1,E4,E2,E′

4,E3,E′′
4) pour le trèfle (figure 9.16). Les matrices de

bouclageB sont très différentes :
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E1

3E

3E

3E’

E’22πα

2πβ

E’
E’

E E

1

42E2
E

4

E’’4

4

FIG. 9.16 – Notations des champs pour les isomères trèfle et chaîne.

BC =











ei2πkR 0 0 0 0 0
0 0 eiπkR 0 0 0
0 eiπkR 0 0 0 0
0 0 0 0 eiπkR 0
0 0 0 eiπkR 0 0
0 0 0 0 0 ei2πkR











(9.10)

et

BT =











ei2πkR 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ei2παkR

0 0 ei2πkR 0 0 0
0 ei2πβkR 0 0 0 0
0 0 0 0 ei2πkR 0
0 0 0 ei2π(1−(α+β))kR 0 0











Comparons maintenant les spectres des deux systèmes. Nous avons déjà dit que celui
de la chaîne linéaire était indépendant de sa forme. Notons que dans le cas du trèfle,
l’équation aux valeurs propres est 1− r(r2 + 3)X + 6r2X2− r(r2 + 3)X3 + X4 = 0 et ne
dépend également pas des anglesα et β, pour une raison identique à celle invoquée pour
la chaîne linéaire : si nous suivons la structure à partir d’un point quelconque, nous re-
passerons par le point de départ après avoir parcouru plusieurs anneauxdans leur totalité.
Par conséquent, ni les longueurs d’ondes, ni les amplitudesdes champs dans les diffé-
rentes branches ne dépendront de la position relative des anneaux. Dans ces deux cas, les
valeurs propres n’ont pas d’expression compacte simple. Elles sont représentées sur la
figure 9.17. Nous pouvons constater comme prévu que les deux spectres sont très simi-
laires. En revanche, les symétries des deux systèmes étant très différentes, les modes le
sont également, comme nous le voyons sur les figures 9.18 et 9.19.

Dans la configuration chaîne linéaire, le champ dans les deuxanneaux centraux n’est
jamais nul, contrairement à ce que nous avions observé pour le système de trois anneaux.
Cela s’explique par le fait que l’opération d’inversion interchange tous les anneaux, y
compris les deux du centre. L’intensité vaut un sur les deux anneaux extrêmes et passe de
ϕ = 1+

√
5

2 , ou 1/ϕ, à 1 quandt augmente pour les deux anneaux centraux.
Au contraire, dans la configuration trèfle, seuls les modes totalement symétriques ont

un champ non nul sur l’anneau central àt = 0. En revanche, le mode associé à la valeur
propreei2π/3 de l’opérateur de rotation a alors une intensité nulle sur l’anneau central.
L’intensité est partout égale à un quand la transmission esttotale. Ces deux configurations
n’apportent pas de réelle nouveauté par rapport aux deux casprécédents. Voyons donc ce
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t0 1

k
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m−3/8

(a)
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k
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m−1

m−1/8

m−3/8

(b)

FIG. 9.17 – Spectre de la chaîne d’anneaux (a) et du trèfle (b).

π

π/2

−π/2

−π

0

FIG. 9.18 – Premier et troisième modes de la chaîne pourt = 0,5. Les amplitudes des
anneaux extérieurs valent 1, tandis que celles des anneaux intérieurs valent

√
5+1
2 (haut)

et
√

5−1
2 (bas) dans la limitet = 0.

π

π/2

−π/2

−π

0

FIG. 9.19 – Spectre et modes du trèfle pourt = 0,5. Seuls les modes associés à la valeur
propre 1 et le mode associé à la valeur propreei2π/3 de l’opérateur de rotation ont été
représentés. Pour ce dernier mode, l’intensité du champ estnul dans l’anneau central
pourt = 0, elle vaut

√
3 pour les deux autres.
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qu’il en est pour la troisième configuration.

Étude de la boucle. Cette fois, il y a quatre jonctions, donc 8 champs inconnus. La
matrice de couplage est du typeC4 et la matrice de bouclage s’écrit :

E =

E′
1

E2

E′
2

E3

E′
3

E4

E′
4

E1

etB4 =
















0 · · · 0 eiπk/2

0 eiπk/2

ei3πk/2 0
0

...
0 ei3πk/2

eiπk/2 0
...

0
0 eiπk/2

ei3πk/2 0
ei3πk/2 0 · · · 0
















L’équation 9.5 aux valeurs propres devient :

(X−1)2(X2+2(2t2−1)X−1) = 0

dont les solutions sont :

k0,m/k′0,m = m
k−1,m = −φ/π+m
k+1,m = φ/π+m

, avecm∈ N et k > 0 (9.11)

La nouveauté ici est l’existence de deux modes propres dégénérés, de vecteur d’onde
entier. La structure des champs indique qu’ils correspondent à deux sous-ensembles du
système de quatre anneaux que la lumière peut parcourir sanstraverser la totalité de la
structure. Ainsi, la propriété trouvée pourt = 1 montrant que la boucle était décompo-
sable en deux systèmes disjoints est valable pour toutt. Le fait qu’il n’y ait pas lumière
dans deux anneaux provient d’une interférence destructiveentre les deux contributions de
deux branches distinctes. Le deuxième mode dégénéré est obtenu par rotation deπ/2 du
premier.

t

k

0 1

m+1

m+1/2

m

m−1/2

m−1

FIG. 9.20 – Valeurs propres des anneaux en boucle. Le modem∈ N est dégénéré deux
fois.
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π

π/2

−π/2

−π

0

FIG. 9.21 – L’un des deux modes associés àm∈ N est représenté à gauche ; le deuxième
mode dégénéré est obtenu par rotation deπ/2 du premier. À droite est dessiné le mode
de plus bas vecteur d’onde. Quand le coefficient de transmission est nul, les anneaux sont
entièrement découplés.

Nous pouvons remarquer pour finir que cet assemblage de quatre anneaux est un cas
particulier de la configuration plus générale représentée sur la figure 9.22. Ce système est
l’analogue pour la boucle de la chaîne courbée. La différence essentielle avec la boucle
régulière est la perte de l’invariance par rotation deπ/2. Dans le cas général, il va y avoir
une levée de la dégénérescence des deux niveauxk = m,m∈ N précédemment obtenus.

De plus, si l’on suit le parcours de l’onde indiqué sur la figure 9.22, la phase accumulée
le long de cette trajectoire est : 4π(2α +1)k, qui dépend deα car deux anneaux ne sont
pas parcourus dans leur totalité. Nous perdons donc ici la propriété de symétrie évoquée
précédemment : les valeurs propres et l’intensité dans les branches doivent dépendre de
la géométrie des anneaux.

2πα

2π(1/2−α)

FIG. 9.22 – Structure générale pour une boucle de quatre anneaux.

Aucune simulation numérique n’a été effectuée étant donné la mémoire trop impor-
tante demandée pour traiter ces structures.

Nous venons d’étudier les propriétés de trois isomères d’unsystème de quatre anneaux
couplés. Nous avons vu que celui qui se différenciait était la structure "bouclée", qui
comporte un point de couplage supplémentaire par rapport aux deux premiers. Un système
qui paraît plus simple dans cette classe de structure est la boucle à trois anneaux. Nous
allons voir cependant que le fait qu’elle ne soit pas orientable simplement lui confère des
propriétés plus complexes que le système précédent.
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9.6 Trois anneaux couplés en boucle

Essayons dans un premier temps d’orienter le système suivant selon la méthode pré-
sentée plus haut. Si nous imposons le sens de rotation du champ dans un premier anneau
choisi arbitrairement, et que nous orientons les suivants de proche en proche, une contra-
diction survient au niveau de la troisième jonction. En effet, le champ réinjecté dans le
premier anneau tourne en sens inverse de la convention choisie au départ.

A

B

C

1

3

2

Ce problème peut être résolu en considérant que ce système est composé de deux
chaînes linéaires de trois anneaux orientées en sens contraire. Nous sommes ainsi conduits
à introduire en plus des champs "E" des paragraphes précédents les champs "F" tournant
en sens opposé. Ces champs sont couplés comme indiqué sur la figure 9.23-a : comme
dans les précédents cas, le champE′

1 est couplé àE2 en A, E′
2 à E3 en B. Cependant,

au point C,E′
3 n’est pas couplé àE1 mais àF1. Au niveau du point A,F ′

1 se couple
à F2, F ′

2 à F3 en B, etF ′
3 à E1 en C. Ainsi cette figure est équivalente à six anneaux

1 2 36

54 63

E’ E’

E

3

32

2

1

1

F

F’ F

F’ F

F’

1

1
E 2

E’2 E3

3

A B C

C
A

B C

C

(a)

E

E

FF

F
α

E

(b)

FIG. 9.23 – Schémas équivalents pour la boucle de trois anneaux.

couplés, en ne considérant qu’un seul sens de rotation (voirfigure 9.23-b : de façon
générale, à une boucle non-orientable à 2p+ 1 anneaux on peut associer formellement
une boucle orientable à 4p+ 2 anneaux2). Les inconnues sont alors au nombre de 12 :
E = (E′

1,E2,E′
2,E3,E′

3,F1,F ′
1,F2,F ′

2,F3,F ′
3,E1).

2Remarquons toutefois qu’il faut prendre dans le cas présentα = π/3 dans la matrice de bouclage et
non pas 2π/3 comme le suggère le dessin.
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Matrice de bouclage. Elle s’écrit :

B =















0 · · · 0 ei πkR
3

B̃ 0

B̃T 0
... B̃

...

0 B̃T

0 B̃
ei 5πkR

3 0 · · · 0















où :

B̃ =

[

0 ei πkR
3

ei 5πkR
3 0

]

et l’exposantT désigne la transposition.

Dans la limitet = 1, nous retrouvons deux modes dégénérés, correspondant auxtrajets
indiqués sur la figure 9.24. Le spectre limite est alorsk = 1

3 p− 1
2, p > 1. Ces pics sont

donc toujours deux fois dégénérés, un pour chaque sens de rotation.

i

i
i

i

i
i

FIG. 9.24 – Pourt = 1, on retrouve deux modes dégénérés correspondant à deux sens de
rotation.

Résolution pour un couplage quelconque. L’équation aux valeurs propres s’écrit :

0 =
1
4

(

X−ei2φ
)(

X−e−i2φ
)[

2− (3+cos(2φ))X +2X2]

︸ ︷︷ ︸

P2

2
, avecX = e2πik

Il existe donc deux valeurs dek dégénérées deux fois. L’équationP2(X) = 0 peut s’écrire
de la manière suivante :

3+cos2(2φ) = 4cos(2πk)

d’où les solutions :

P2 = 0⇔ k = ± 1
2π

cos−1
[

1+cos2φ
2

]

+m, m∈ N (9.12)
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Les vecteurs d’onde propres sont donc :

k1,m = −φ
π+m

k2,m/k′2,m = − 1
2πcos−1

[
1+cos2φ

2

]

+m

k3,m/k′3,m = 1
2πcos−1

[
1+cos2 φ

2

]

+m

k4,m = φ
π+m

, m∈ N (9.13)

Leur comportement en fonction du coefficient de transmission est présenté sur la figure
9.25.

t0 1

k

m+1

m+1/2

m+1/6

m−1

m−1/6

m−1/2

FIG. 9.25 – Spectre d’une boucle de trois anneaux. Il y a quatre modes, dont deux dégé-
nérés deux fois. Quandt = 1, les valeurs propres de k sont1

3 p− 1
2, deux fois dégénérées.

Sur la figure 9.6 sont tracés les différents modes en fonctiondu coefficient de trans-
mission. Les contributionsE (ligne du haut) etF (ligne du bas) ont été séparées pour
plus de clarté. Seuls les modes dek2,m, k3,m et k4,m ont été représentés. Il apparaît que
le troisième mode a une intensité constante dans toutes ses branches. En revanche, pour
les deux premiers, la lumière ne parcourt pas toute la structure pour les couplages faibles,
mais asymptotiquement, nous retrouvons les trajets correspondant à la figure 9.24. De
plus, la rotation d’angle 2π/3 est une symétrie du système, et nous pouvons vérifier (c’est
plus facile pourt = 1, attention cependant au passage des champs E aux champs F ...)
que le premier mode est associé à la valeur propreei2π/3, le deuxième àe−i2π/3 et enfin
le dernier à 1. De plus, il est à noter que l’opération E↔F n’est pas une opération de
symétrie de la boucle, il n’y a donc aucune raison pour que lesmodes soient symétriques
ou antisymétriques dans cette opération.

Les six modes sont tracés sur la figure 9.27 dans la représentation équivalente à six
anneaux et dans la limitet = 0. Il apparaît clairement que les deux couples de modes
dégénérés sont constitués d’un mode et de son image par une rotation de "π/3".

La simulation numérique de cette structure est plus complexe. Trois modes sur quatre
ont effectivement été trouvés. Le mode le plus symétrique (λ=536 nm) appartient à la
levée de dégénérescence du modem= 21 d’un seul anneau, les deux autres appartenant
au modem= 20. Le mode totalement antisymétrique n’a pas été trouvé.

Les deux modes appartenant aux deux niveaux dégénérés ont bien la même allure
que celle prédite par le calcul analytique, à savoir que seuls deux anneaux sur trois sont



158 CHAPITRE 9. ÉTUDE D’UN ENSEMBLE D’ANNEAUX COUPLÉS

π

π/2

−π/2

−π

0

π

π/2

−π/2

−π

0

π

π/2

−π/2

−π

0

t=0

t=1

t=0.5

FIG. 9.26 – Les modes de trois anneaux.

+ +

+

++

+

k1

+

+

+

−

−

−

k4

k’2

+

+

+ +

+

+

+

+

−

−

− −

− −

0

0

0 0

0

k k

k’

2 3

3

0

−

−

00

FIG. 9.27 – Représentation dépliée des modes de la boucle à troisanneaux dans la limite
t = 0.
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illuminés de manière importante. Cependant, il faut bien voir que si le mode numérique
ressemble au mode analytique, c’est en fait une superposition des deux états de base
dégénérés indiqués sur le figure 9.27

λ=546 λ=552 λ=536nm nm nm

20−2−4 20−2−4 20−2−4

x(µm) x(µm) x(µm)

x
(µ

m
)

6
4

2
0

FIG. 9.28 – Trois modes ont été trouvés numériquement.

Nous venons d’étudier une boucle à quatre et trois anneaux, cette dernière s’étant
révélée être équivalente une boucle de six anneaux. L’étudede tels systèmes de taille plus
importante n’apporterait rien de nouveau. Cependant, nouspouvons nous demander s’il
en existe de plus petits. En effet, les matricesB des deux boucles étudiées avaient la même
forme :

B =














0 · · · Xα0

0 Xα1

X1−α1 0
...

...
...

0 XαN

X1−αN

X1−α0 · · · 0














(9.14)

À l’inverse, existe-t-il des systèmes plus petits de matrices de bouclage analogues ?
En particulier, qu’en est-il pour celle-ci :

B =







0 0 0 ei2παkR

0 0 ei2π(1−α)kR 0
0 ei2παkR 0 0

ei2π(1−α)kR 0 0 0







(9.15)

Considérons alors la figure 9.29-a : il s’agit d’un anneau couplé avec lui-même. Ce sys-
tème élémentaire n’est pas orientable. Il faut à nouveau mélanger les deux sens de rota-
tion, comme indiquée sur la figure 9.29-b : le champE′ est couplé au champF et non au
champE. Il y a donc levée de la dégénérescence d’orientation.

Il est intéressant à nouveau de regarder le cas limitet = 1. Le système est alors équi-
valent à un anneau de même rayon, mais comportant deux pointsde déphasage deπ/2.
Le spectre complet est indiqué sur la figure 9.30, en fonctiondu coefficient de couplage.
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FIG. 9.29 – (a) Anneau couplé avec lui-même, dans le casα = π. (b) Représentation
équivalente faisant apparaître les deux sens de rotation opposés.
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FIG. 9.30 – Spectre d’un l’anneau couplé avec lui-même. Il y a levée de dégénéréscence
progressive quandt augmente, jusqu’à la limitet = 1, correspondant à nouveau à un
anneau seul non couplé. Les pics sont alors dégénérés deux fois.

Nous venons d’étudier deux boucles comportant un nombre impair d’anneaux. Pour
les décrire, il est obligatoire de prendre en compte les deuxorientations possibles des
champs dans chacune des branches. En effet, la non-orientabilité de ces systèmes fait
que ces champs vont être couplés entre eux, conduisant à une levée partielle de la dégé-
nérescence d’orientation. Les dégénérescences subsistantes sont dues aux symétries du
système.

9.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode simple de calcul des modes et des
valeurs propres d’un ensemble de résonateurs annulaires couplés. Cette méthode ne prend
en compte que la structure longitudinale du champ, et néglige la dispersion de l’indice
effectif ainsi que toutes les sources de pertes, essentiellement radiatives.

Cette méthode a été appliquée à l’étude de structures de géométries variées, de l’en-
semble de deux anneaux aux boucles à trois et quatre anneaux,et a permis de mettre en
évidence les propriétés spécifiques de chacune. Dans tous les cas, le couplage permet de
lever la dégénérescence des modes des anneaux individuels,ceux-ci se recombinant de
manière à respecter les symétries du système de départ.

La comparaison avec les résultats d’un calcul numérique utilisant les tenseurs de sus-
ceptibilité du champ a montré un bon accord quand à la forme des modes. Cependant,
plusieurs points sont difficilement interprétables. Nous avons vu que d’une part le nombre
de modes effectivement observés par la simulation n’est pastoujours en accord avec celui
prévu par le modèle, et que l’amplitude des résonances variait d’un facteur important d’un
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mode à l’autre. Il serait ainsi intéressant de compléter cette étude théorique par une étude
expérimentale d’adressage direct par faisceau gaussien focalisé de plusieurs anneaux rai-
sonant couplés.

Enfin, la géométrie la plus adaptée semble être une configuration à deux anneaux,
éclairés de telle manière que le mode antisymétrique est excité. C’est en effet pour celui-
ci que le gradient de l’intensité est le plus important, l’antisymétrie conduisant à une
annulation rapide du champ entre les deux anneaux.
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Chapitre 10

Conclusion générale

Ce travail de thèse est organisé en deux thèmes. Le premier porte sur la manipulation
d’atomes lents par des nanostructures régulières et de structure très simple. À l’opposé,
le deuxième traite d’un dipositif possible de nanolithoghaphie permettant la création de
nanostructures de fome complexe. Dans ces deux parties, nous avons suivi une démarche
similaire, reposant sur l’articulation entre une description analytique et une description
numérique des phénomènes physiques. L’approche analytique a ainsi permis d’une part
de comprendre les mécanismes sous-jacents et d’autre part d’orienter des calculs numé-
riques souvent complexes et longs à effectuer.

Dans la première partie, nous avons donc étudié une expérience de diffraction en ré-
flexion d’atomes lents par des potentiels évanescents nanostructurés en une ou deux di-
mensions, obtenus en couplant une onde de surface avec un réseau matériel diélectrique
périodique. Ce type de potentiel est harmoniquement plus riche que le réseau à ondes
évanescentes stationnaires utilisé pendant les années 1990. De plus, cette méthode permet
de libérer un degré de liberté, à savoir l’orientation du plan d’incidence par rapport au
réseau. Enfin, nous pouvons espérer agir sur la forme des plots pour structurer le champ à
courte distance.

L’approche analytique, détaillée dans le chapitre 5, nous apermis de dégager les pa-
ramètres caractéristiques du processus, et notamment de mettre en évidence l’augmen-
tation de l’acceptance angulaire atomique par rapport aux réseaux à ondes stationnaires.
En complétant cette approche par un calcul numérique plus complet, nous avons vu que,
dans la gamme de paramètres envisagés, seuls les harmoniques de plus grande fréquence
spatiale interviennent dans le processus de diffraction.

Dans la deuxième partie, nous avons étudié des systèmes diélectriques résonants, com-
posés de plusieurs anneaux couplés de diamètre micronique.L’approche analytique nous
a permis de comprendre comment les modes des anneaux isolés se recombinent pour for-
mer les modes collectifs de structures plus complexes. Nousavons vu par ailleurs que ces
combinaisons respectent les symétries de la structure physique.

Plusieurs prolongements de ce travail sont possibles. En cequi concerne la diffrac-
tion, la réalisation d’un "réseau à échelettes" atomique semble être une voie prometteuse.
Intuitivement, l’effet d’échelettes provient d’une dissymétrie du potentiel sur une période.
Un potentiel ne comportant qu’un seul harmonique étant nécessairement symétrique, il
faut enrichir le spectre de l’onde de surface à grande distance. Deux voies pour cela
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FIG. 10.1 – (a) Motif d’un réseau à échelettes atomique. (b) géométrie du réseau permet-
tant de favoriser les ordres 1 et 2, de manière à créer un réseau à échelettes de diffraction
atomique.

semblent envisageables. La première est de jouer sur la forme même du motif du ré-
seau matériel, par exemple en créant un motif dissymétriquecomme celui indiqué sur
la figure 10.1-a. Le principal obstacle à cette méthode est lefiltrage des harmoniques
d’ordre |m| > 1 : à grande distance, le potentiel est quasi-sinusoïdal, donc symétrique.
L’autre voie, éventuellement complémentaire de la première, est d’essayer de favoriser un
deuxième harmonique en jouant sur la géométrie de l’éclairage et la période du réseau. Un
exemple de configuration permettant de favoriser l’ordre 2 àgrande distance est indiqué
sur la figure 10.1-b.

En ce qui concerne les anneaux couplés, il serait intéressant, comme indiqué dans le
chapitre 8, de confronter ces prédictions théoriques à des mesures expérimentales. Nous
espérons qu’une future collaboration sera possible avec l’équipe d’Alain Dereux du La-
boratoire de Physique de l’Université de Bourgogne afin de procéder à la fabrication de
ces structures puis à la mesure de leur spectre et de leurs modes. Sur le plan numérique, la
suite du projet va essentiellement consister en un calcul tridimensionnel du champ, ainsi
qu’aux simulations de trajectoires atomiques afin de quantifier les effets de focalisation
attendus.
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Annexe A

Diffraction de la lumière par un réseau
mince

Dans ce mémoire ont été présentés deux algorithmes. Le premier repose sur la théorie
différentielle des réseaux (chapitre 3) et s’applique à l’étude de structures périodiques ;
le deuxième utilise la notion de fonction de Green dyadique (chapitre 7) et concerne les
objets localisés. Dans cette dernière méthode, le champ diffracté est décrit par l’équation
de Lippmann-Schwinger :

E(r ,ω) = E0(r ,ω0)+

Z

V
dr ′
[
S0(r , r ′,ω)+Ssur f(r , r ′,ω0)

]
χ(r ′,ω0)E(r ′,ω) (A.1)

oùE(r ,ω) etE0(r ,ω) sont respectivement les amplitudes des champs macroscopiques to-
tal et non-perturbé, en un pointr de l’espace et pour la pulsationω. Le tenseurS0(r , r ′,ω)
est la fonction de Green associée au milieu homogène (trajet1 de la figure A.1), tandis
queSsur f(r , r ′,ω) est la fonction de Green associée à la réflexion sur la surface(trajet 2),
etχ(r ′,ω0) la susceptibilité de l’objet diffractant de volumeV .

(1)

(2)

E(r)

E0

E(r’)

FIG. A.1 – Objet diélectrique plongé dans une onde évanescente.

L’approximation de Born consiste à assimiler le champ totalà l’intérieur de l’objet au
champ initial non perturbéE0(r ,ω), ce qui revient à négliger l’interaction d’une cellule
avec l’ensemble de l’échantillon. Appliquée au réseau diélectrique, cette approximation
permet d’extraire des expressions analytiques des coefficients de Fourier du champ dif-
fracté. Dans ce contexte, R. Carminatiet al [135] ont montré que l’approximation de Born
est valable dans la limite des faibles hauteurs et des faibles contrastes d’indice.

Il s’agit donc d’une méthode mixte, combinant les deux approches étudiées dans cette
thèse. En premier lieu, le champ électrique diffracté dans le vide obéit au développement
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de Rayleigh :

E3(x,y,z) = ∑
ν

E3,(d)
ν e−iκ3

νzeikν·l (A.2)

De plus, dans l’équation de Lippmann-Schwinger interviennent les deux tenseursS0 et
Ssur f. Afin d’adapter la théorie des fonctions de Green à une structure périodique, nous
avons besoin des développements de Rayleigh de ces deux tenseurs. Cette écriture fait
intervenir les deux vecteurs de polarisation de base du champ électrique. Le premier,
caractéristique du mode TE (ou s), est perpendiculaire au plan d’incidence de la lumière,
et le deuxième, correspondant au mode TM (ou p), est contenu dans le plan d’incidence.
Ces vecteurs dépendent de l’ordre de l’harmonique diffracté.

Définition et expression des vecteurs de polarisation s et p

Considérons une onde électromagnétique monochromatique plane dans le vide de vec-
teur d’ondekd = k‖κ̂ −wez. L’indice d indique qu’elle voyage versz→ −∞, qui est le
milieu de sortie du réseau. Le vecteur unitaireκ̂, qui indique la direction de propagation
de l’onde, est défini par̂κ = k‖/k‖.

On définit le vecteur unitaires par :

s= κ̂×ez

Il s’agit du vecteur de polarisation du champ correspondantau mode transverse élec-

ez ez

s
k

κ

ksp

p

d u

κ
z=0z=0

d

u

FIG. A.2 – Vecteurs de polarisation des modes TE (s) et TM (pu et pd)

trique. Dans ces conditions, la base(κ̂,ez,s) est orthonormée. Le vecteur de polarisation
pd du mode transverse magnétique est alors défini par la relation :

pd =
s×kd

k0
= k−1

0 (k‖ez+wκ̂)

On peut facilement vérifier que l’opérateur identité1 dans l’espace des vecteurs d’ondes
se décompose sous les trois formes équivalentes :

1 = exex +eyey +ezez

= κ̂κ̂ +ezez+ss

= ss+pdpd +kk

Avec ces notations,uv est l’opérateur tensoriel définit par :uv ·x = (v ·x)u et s’exprime
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sous forme matricielle comme :

uv =





uxvx uxvy uxvz

uyvx uyvy uyvz

uzvx uzvy uzvz





Considérons maintenant l’onde associée qui serait la réflexion de la première sur le
planz= 0. Dans ce cas, il est évident que le vecteurs garde la même expression pour les
deux ondes, mais il n’en est pas de même pour le vecteur unitaire de la polarisation TM.
En effet, si l’on indice "u" l’onde montante, son vecteur d’onde étantku = k‖ κ̂ +wez :

pu = k−1
0 (k‖ez−wκ̂)

Cas de l’onde évanescente.La composantez de vecteur d’onde est alors imaginaire :
w = iκ. Les deux vecteurs de polarisation en mode TM deviennent :

pu = k−1
0 (k‖ez− iκ κ̂) (A.3)

pd = k−1
0 (k‖ez+ iκ κ̂) (A.4)

Nous pouvons les décomposer sur la base normale :

p+ = −(κ̂ + iez)/
√

2 (A.5)

p− = (κ̂− iez)/
√

2 (A.6)

Ils s’écrivent :
{

pd = i(αp− + 1
α p+)

pu = i( 1
α p− +αp+)

avec α = (x+
√

x2−1)/
√

2, x = k‖/k0

Ainsi, lorsque la composante parallèle du vecteur d’onde augmente, le vecteur de polari-
sationpd tend vers la polarisation circulaire "-", et le vecteurpu tend vers la composante
circulaire "+".

Coefficients de Fresnel en réflexion. Avec les notations précédentes, pour une onde se
propageant dans le vide et se réfléchissant sur une interfacevide-verre, les coefficients de
Fresnel en polarisation TE et TM s’expriment comme :

rs(k‖) =
w1−w2

w1 +w2
(A.7)

r p(k‖) =
w1− ε2w2

w1 + ε2w2
(A.8)

L’indice 1 se réfère au vide et 2 au verre.

Tenseurs de susceptibilité du champ en représentation de Fourier. Dans la référence
[136], J.E. Sipe a montré que l’on peut obtenir une expression très compacte des tenseurs
de Green du vide et de surface dans l’espace de Fourier. Ils s’expriment de la manière
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suivante :

S0(r , r ′,ω0) =
ik2

0

ε0π2

Z

dk‖

w

{

ss+pdpd
}

eik‖·(r−r ′)+w|z−z′|

Ss(r , r ′,ω0) =
ik2

0

ε0π2

Z

dk‖

w

{

rsss+ r ppupd
}

eik‖·(r−r ′)+w(z+z′)

Expression du champ électrique dans l’approximation de
Born

L’équation de Lippmann-Schwinger dans l’approximation deBorn s’écrit :

E(r ,ω0) = E0(r ,ω0)+

Z

V
dr ′
[
S0(r , r ′,ω0)+Ss(r , r ′,ω0)

]
χ(r ′,ω0)E0(r ′,ω0)

= E0(r ,ω0)+
ik2

0

ε0π2

Z

V
dr ′

Z

dk‖

w
[
{

ss+pdpd
}

eiw|z−z′|

+
{

rsss+ r ppupd
}

eiw(z+z′)]eik‖·(r−r ′)χ(r ′,ω0)E0(r ′,ω0)

Afin de calculer l’amplitude des différents ordres diffractés, nous introduisons le dévelop-
pement de la susceptibilité du réseau :

χ(r ′,ω0) = χ0(ω0)Pa,b(x,y)⋆DLx,Ly(x,y)

= 1 si (x,y) ∈ [mLx−a/2,mLx +a/2]⊗ [nLy−b/2,nLy +b/2]

où Pa,b(x,y) est la fonction porte à deux dimensions de largeura en x et b en y, et
DLx,Ly(x,y) est le peigne de Dirac à deux dimensions, de périodicitéLx et Ly. En injec-
tant cette expression dans A.9, on trouve, après calcul, et en effectuant l’approximation
h≪ 1/κν :

em,n =

1
2

t12(θ,δ)
χ0

ε0

(
k0a
L

)2

sinc(
mπa
Lx

)sinc(
nπa
Ly

)
h

κm,n
×

[

(1+ rs)sm,nsm,n+pd
m,npd

m,n+ r ppu
m,npd

m,n

]

·e0

En une dimension, ce résultat devient :

em =
1
2

t12(θ,δ)
χ0

ε0

a
L

k2
0 sinc(

mπa
L

)
h

κm

[

(1+ rs)smsm+pd,mpd,m+ r ppu
mpd

m

]

·e0



Annexe B

Invariance du spectre d’une chaîne sans
boucles

Il s’agit ici de montrer que le spectre des vecteurs d’onde propres d’une chaîne rami-
fiée sans boucle ne dépend pas de la forme du système. Cette démonstration a été effectuée
en collaboration avec Olivier Méjane (Laboratoire de Statistique et Probabilités, Univer-
sité Toulouse III). La méthode va être présentée pour la chaîne de la figure ci-dessous.
Nous admettrons que le résultat s’étend à toute chaîne ne comportant pas de boucle.
Chaque champ est labellé par deux numéros : l’exposant indique le numéro de la branche

1

1E’

E1

1

E5

r−1

1
A

1

3

2

E1

1E’

E1

E
1

1
E’

m−1

m

m−1

2

2

A

A
3

2
E2

1
E’

E
1

3

3

E
1

1
E’

E
1

1
E’

E

E’

E
4

4

4

q

5

r

5

r−1

5

5
E’

E

3

3

p

p

5

4

n

3
B

B
4

B
5

d’appartenance, et l’indice la position de l’anneau sur celle-ci. Ainsi, les chaînes 1, 2, 3,
4 et 5 comportent respectivementm, n, p, q et r anneaux. Les flèches indique les sens de
rotation des ondes sortant des points de contact. Il y a de plus m×n××(p+ 1)×q× r
jonctions et 2×m×n××(p+ 1)×q× r champs inconnus. Pour écrire les matrices de
couplage et de bouclage, nous ordonnons ceux-ci suivant :

A1, E1
1, E′1

1 , E1
2, E′1

2 , ...,E′1
m−1, E1

m,

A2, E2
1, E′2

1 , E2
2, E′2

2 , ...,E′2
n−1, E2

n,

A3, E3
1, E′3

1 , E3
2, E′3

2 , ...,E′3
p−1, E3

p, B3,

B4, E4
1, E′4

1 , E4
2, E′4

2 , ...,E′4
q−1, E4

q,

B5, E5
1, E′5

1 , E5
2, E′5

2 , ...,E′5
r−1, E5

r
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Dans cette représentation, la matrice de couplage est diagonale par blocs, elle a la forme :

C =

A1 · · · E1
m A2 · · · E2

n A3 · · · B3 B4 · · · E4
q B5 · · · E5

r
︷ ︸︸ ︷































C 0
...

0 C
C 0

...
0 C

C 0
...

0 C
C 0

...
0 C

C 0
...

0 C

































avec :

C =

[
r i t
i t r

]

, et r =
√

1− t2

L’expression de la matrice de bouclage est en revanche plus complexe. Elle s’écrit :

B =









Dm A1 0 0 0
0 Dn A2 0 0

A3 0 Dp E3 0
0 0 0 Dq E4

0 0 E5 0 Dr









(B.1)

avec :

Dµ =










0
Bµ

1
. . .

Bµ
ν−1

1










pour

{
µ = 1,2,4,5
ν = m,n,q, r

et

D3 =










0
B3

1
. . .

B3
p

0










avec Bµ
ν =

[

0 Xαµ
ν

X(1−αµ
ν) 0

]
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A1 =








Xγ1

0
...

0








, A2 =








Xγ2

0
...

0








, A3 =








Xγ3

0
...

0








,

E3 =






0
...

Xη3 0




 , E4 =








Xη4

0
...

0








, E5 =






0 Xη5

. . .
0






et où 2παµ
ν est, à 2π près, l’angle entre deux points de couplage de l’anneau numéro ν

appartenant à la brancheµ. De plus, pour les deux anneaux "A" et "B", où se rejoignent
trois branches différentes, on a les relationsγ1 +γ2+γ3 = η1 +η2 +η3 = 1.

Les blocs diagonaux concernent les anneaux d’une même branche, tandis que les élé-
ments hors-diagonaux décrivent les jonctions entre les différentes branches.

Déformation de la chaîne. La forme de la chaîne est complètement déterminée
par les valeurs des anglesαµ

ν, γi , η j . Déformer ce système, c’est donc faire varier ces
paramètres. La chaîne la plus symétrique correspond àαµ

ν = 1/2 etγi = η j = 1/3.

A B

1

m

n

1

1

1

1 p

q

r

2π/3

FIG. B.1 – Chaîne droite, correspondant aux paramètresαµ
ν = 1/2 etγi = η j = 1/3.

La matriceB0 correspondante s’écrira :

B0 =









D0
m A0

1 0 0 0
0 D0

n A0
2 0 0

A0
3 0 D0

p E0
3 0

0 0 0 D0
q E0

4
0 0 E0

5 0 D0
r









(B.2)

Principe de la démonstration. Nous savons que les vecteurs d’ondes propres de ce
système sont les solutions de l’équation det[1−CB] = 0.

Considérons la fonctionF (αµ
ν,γi ,η j ,k, t) = det[1−C(t)B(αµ

ν,γi,η j ,k)]. Nous allons
montrer queF ne dépend en fait que dek et t : les vecteurs d’ondes solutions de l’équa-
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tion F (k, t) = 0 ne dépendront alors plus de la forme de la chaîne. Le principe de la
démonstration est de prouver que toutes les matricesB(αµ

ν,γi,η j ,k) sont semblables à
B0 = B(π,2π/3,2π/3,k) , c’est-à-dire qu’il existe une matriceP telle queB = PB0P−1.

Nous allons chercher cette matriceP sous la forme particulière :

P =









Lm 0 0 0 0
0 Ln 0 0 0
0 0 Lp 0 0
0 0 0 Lq 0
0 0 0 0 Lr









avec

Lµ =






Λµ
1 0

. . .
0 Λµ

ν




 et Λi

j =

[
λ i

j 0
0 λ i

j

]

L’inverse est simplement :

P−1 =









L−1
m 0 0 0 0
0 L−1

n 0 0 0
0 0 L−1

p 0 0
0 0 0 L−1

q 0
0 0 0 0 L−1

r









avec

L−1
µ =






(
Λµ

1

)−1
0

...

0
(
Λµ

ν
)−1




 et

(
Λi

j

)−1
=

[
1/λ i

j 0
0 1/λ i

j

]

Cette écriture assure queP et P−1 commutent avecC. On aura alors :

F (αµ
ν,γi,η j ,k, t) = det[1−C(t)B(αµ

ν,γi,η j ,k)]

= det[P−1P−CP−1(αµ
ν,γi ,η j ,k)B0P(αµ

ν,γi ,η j ,k)]

= det[P−1(1−CB0)P]

= det[PP−1
︸ ︷︷ ︸

1

(1−CB0)]

ce qui démontrera l’indépendance deF vis-à-vis deαµ
ν, γi et η j . Nous allons maintenant

effectuer le calcul explicite de la matriceP.
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Calcul de P. Nous devons résoudre l’équationB0 = P−1BP. Évaluons donc tout d’abord
le produit par blocsP−1BP. Il est de la forme :

P−1BP =










LmDm (Lm)−1 LmA1 (Ln)
−1 0 0 0

0 LnDn (Ln)
−1 LnA2 (L p)

−1 0 0
L pA3 (Lm)−1 0 LpDp (L p)

−1 L pE3
(
Lq
)−1 0

0 0 0 LqDq
(
Lq
)−1 LqE4 (L r)

−1

0 0 Lr E5 (L p)
−1 0 Lr Dr (L r)

−1










Par identification avecB0, on a donc à résoudre les équations :

LmDm (Lm)−1 = D0
m

LnDn (Ln)
−1 = D0

n

L pDp (L p)
−1 = D0

p

LqDq
(
Lq
)−1

= D0
q

L r Dr (L r)
−1 = D0

r

LmA1 (Ln)
−1 = A0

m

LnA2 (L p)
−1 = A0

n

L pA3 (Lm)−1 = A0
p

L pE3
(
Lq
)−1

= E0
p

LqE4 (L r)
−1 = E0

q

L r E5 (L p)
−1 = E0

r

Équations diagonales. Les produits diagonaux du typeLµDµ
(
Lµ
)−1

se développent
en :

Xαµ
l λµ

l /λµ
l+1 = X1/2, l = 1, ..., µ−1

X1−αµ
l λµ

l+1/λµ
l = X1/2, l = 1, ..., µ−1

On vérifie aisément que ces deux équations sont identiques. Les solutionsαµ
l , l = 2, ...,µ

sont donc :

λµ
l =

[

Π l−1
l ′=1Xαµ

l ′−1/2
]

λµ
1

Ainsi, la connaissance deλµ
1 permet de caractériser tous les coefficients. Nous n’avons

donc plus que 5 inconnues :λm
1 , λn

1,λp
1,λq

1 et λr
1.

Équations hors-diagonales. En développant ces expressions, on obtient :

LmA1 (Ln)
−1 = A0

m → Xγ1 λm
1 /λn

1 = X1/3

LnA2 (L p)
−1 = A0

n → Xγ2 λn
1/λp

1 = X1/3

L pA3 (Lm)−1 = A0
p → Xγ3 λp

1/λq
1 = X1/3

L pE3
(
Lq
)−1

= A0
p → Xγ3 λp

p/λq
1 = X1/3
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LqE4 (L r)
−1 = A0

q → Xγ4 λq
1/λr

1 = X1/3

L r E5 (L p)
−1 = A0

r → Xγ5 λr
1/λp

p = X1/3

Les relationsγ1 +γ2 +γ3 = η3 +η4 +η5 = 1 assurent la compatibilité de ces équations.
On a donc :

λn
1 = Xγ1−1/3λm

1

λp
1 = X1/3−γ2 λm

1

λq
1 = Xη3−1/3λp

p

λr
1 = X1/3−η4 λp

p

Or λp
p ∝ λ p

1 etλp
1 = X1/3−γ2 λm

1 , donc les coefficientsλn
1, λp

1, λq
1 etλr

1 sont tous proportion-
nels àλm

1 , ce qui termine la démonstration.



Annexe C

Programme Mathematica : chaîne
orientable

Ce code a été écrit par Renaud Mathevet. Il est présenté ici sur le système de quatre
anneaux "en trèfle" déjà étudié dans le paragraphe 9.5 :

E 1

1

2 3

1

2 3

4

E

E
E

E

E

2

3

4

6

5

Les notations sont celles utilisées dans le programme. Attention :
◮ cet algorithme ne permet pas de traiter les systèmes comportant des dégénéres-

cences, tels que les quatres anneaux "en cercle",
◮ en plus des entrées principales "nœuds", "anneaux", "B" et "ϕ", il faut veiller à

rentrer la géométrie du système "à la main" dans la dernière partie du programme
(paragraphevisualisation des modes propres).
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Recherche des fréquences et modes propres d’un système
d’anneaux orientable.

Définition du réseau :
1L nb de noeuds et d’ anneaux;
2L la matrice B, telle que :
Bij = no de l’ anneau auquel appartient la branche qui va du
noeud i au noeud j : B22 = 2 signifie que la branche b22

relie le noeud 2 au noeud 2 dans l’ anneau 2.
L’ anneau 4 relie les noeuds 1 à 2, 2 à 3 et 3 à 1.
3L la matrice j, qui donne l’ angle entre les deux extrémités de la
branche : j22 = 2 Π signifie que la branche b22 fait un tour : c’ est un
anneau complet comme on peut le vérifier car B22 ¹ 0 Hc’ est même
l’ anneau 2 car B22 = 2L.
j12 = j23 = j31 = 2 Π �3 signifie que les 3 anneaux 1 à 3 sont
disposés régulièrement à 120 °les uns des autres autour
de l’ anneau 4. La somme des phases doit être 2 Π fois le nombre
d’ anneaux  Hcf. dessins de la dernière celluleL.

noeuds = 3;
anneaux = 4;

B =
i
k
jjjjjj
1 4 0

0 2 4

4 0 3

y
{
zzzzzz;

j = 2 Π 

i

k

jjjjjjjjjjjjjj

1
1
����
3

0

0 1
1
����
3

1
����
3

0 1

y

{

zzzzzzzzzzzzzz
;

ApplyAPlus, FlattenA j
���������
2 Π
EE - anneaux

0
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b: matrice indiquant si une branche existe ou non;
branches: nb de branches. Dans l’exemple il y a 6 branches: les 3 anneaux 1 à  3
correspondent aux termes diagonaux, les 3 branches de l’anneau 4 aux termes
hors−diagonaux. Il y a autant de champs inconnus que de branches.
nobranche[[i]]: donne les indices de la branche, c’est−à−dire les noeuds extrèmes
associés au champ inconnu i (ex e[1] est le champ sur la branche b11 , donc
l’anneau 1).
CP=matrice de couplage/propagation des champs inconnus

b = Map@If@# > 0, 1, 0D &, B, 82<D;
b �� MatrixForm
branches = Apply@Plus, b �� FlattenD
champs = Array@e, branchesD
nobranche = Position@b, 1, 2D
CP = 0 IdentityMatrix@branchesD;
CP �� MatrixForm
i
k
jjjjjj
1 1 0

0 1 1

1 0 1

y
{
zzzzzz

6

8e@1D, e@2D, e@3D, e@4D, e@5D, e@6D<
881, 1<, 81, 2<, 82, 2<, 82, 3<, 83, 1<, 83, 3<<
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

Les branches qui partent du noeud i sont bik et bil : elles sont associées
aux deux coefficients non nuls sur la ligne i de B.
Les branches qui arrivent noeud i sont bmi et bnl : elles sont associées
aux deux coefficients non nuls sur la colonne i de B.
departs@iD = 88n°anneaudu lien bik, 8i, k<<, 8n°anneaudu lien bil, 8i, l<<<,
et inversement pour les arrivées.

departs@i_D := Map@8#, Flatten@8i, Position@B@@iDD, #D<D< &, Select@B@@iDD, # > 0 &DD
arrivees@i_D :=

Map@8#, Flatten@8Position@Transpose@BD@@iDD, #D, i<D< &, Select@Transpose@BD@@iDD, # > 0 &DD
Table@departs@nD, 8n, noeuds<D
Table@arrivees@nD, 8n, noeuds<D
8881, 81, 1<<, 84, 81, 2<<<, 882, 82, 2<<, 84, 82, 3<<<, 884, 83, 1<<, 83, 83, 3<<<<
8881, 81, 1<<, 84, 83, 1<<<, 884, 81, 2<<, 82, 82, 2<<<, 884, 82, 3<<, 83, 83, 3<<<<
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Construction de CP pas à pas

arrivees[1]={{1,{1,1}},{4,{1,2}}}
departs[1]={{1,{1,1}},{4,{3,1}}}
signifie que le noeud 1 couple les anneaux 1 et 4 par les extrémités finales de
b11 et b31 Hsoient S11 et S31 les champs associésL et les extrémités initiales de
b11 et b12Hsoient E11 et E12 les champs associésL.

Soit C1 =J r1 it1

it1 r1
N la matrice de couplage du noeud 1. On a alors

J E11
E12
N=C1J S11

S31
N

On construit la matrice de phase Ψ1:J S11
S21
N=Ψ1 J E11

E31
N=ik
jj EI k j11 0

0 EI k j31

y
{
zz

et J E11
E12
N=C1 Ψ1 J E11

E31
N.

Puisque nobranche E11=e[1], E12=e[2] et E31=e[5], on a :
e@1D = HC1  Ψ1L11e[1]+HC1  Ψ1L12  e@5D
e@2D = HC1  Ψ1L21e[1]+HC1  Ψ1L22  e@5D
soit CP11 = HC1  Ψ1L11, CP15 = HC1  Ψ1L12, CP21 = HC1  Ψ1L21 et CP25 = HC1  Ψ1L22.

On recommence pour tous les noeuds, ce qui permet de construire CP.

� Dans un premier temps, on ordonne les départs et arrivées: le 1er départ appartient alors au
même anneau que la première arrivée. Nécessairement les seconds aussi!

in = arrivees@1D
out = departs@1D
If@in@@1, 1DD != out@@1, 1DD, out = Reverse@outDD;
in
out

881, 81, 1<<, 84, 83, 1<<<
881, 81, 1<<, 84, 81, 2<<<
881, 81, 1<<, 84, 83, 1<<<
881, 81, 1<<, 84, 81, 2<<<
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� Aux arrivées au noeud (in), on retrouve les champs inconus en début de branche déphasés
par la longueur de la branche.

coeff@mat_, 8i_, j_<D := Part@mat, i, jD
phi1 = coeff@j, in@@1, 2DDD
phi2 = coeff@j, in@@2, 2DDD
cΨ = J r I t

I t r
N.ik
jjj E

I k phi1 0

0 EI k phi2
y
{
zzz;

cΨ �� MatrixForm
2 Π

2 Π
���������

3

i
k
jjjjj E2 I k Π r I E

2 I k Π

����������������
3 t

I E2 I k Π t E
2 I k Π

����������������
3 r

y
{
zzzzz

� On récupère les n° des champs correspondant aux branches de sortie (o1,o2) et d’entrée
(i1,i2). De plus, o1 et i1 appartiennent au même anneau, ainsi que o2 et i2 :
chps: 1ere ligne les n° des champs de sortie, 2ème ligne les champs d’entrée, 1ère colonne 1er
anneau, 2ème colonne 2eme anneau.
posCP[[i,j]] donne alors la position dans CP du coefficient HcΨLij

o1 = Position@nobranche, out@@1, 2DDD
o2 = Position@nobranche, out@@2, 2DDD
i1 = Position@nobranche, in@@1, 2DDD
i2 = Position@nobranche, in@@2, 2DDD
chps = Flatten@Transpose@88o1, o2<, 8i1, i2<<, 83, 4, 1, 2<D, 2D
posCP = Table@8chps@@1, jDD, chps@@2, iDD<, 8j, 2<, 8i, 2<D
For@i = 1, i <= 2, i++, For@j = 1, j <= 2, j++, CP = ReplacePart@CP, cΨ@@i, jDD, posCP@@i, jDDDDD
CP �� MatrixForm
881<<
882<<
881<<
885<<
881, 2<, 81, 5<<
8881, 1<, 81, 5<<, 882, 1<, 82, 5<<<
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

E2 I k Π r 0 0 0 I E
2 I k Π

����������������
3 t 0

I E2 I k Π t 0 0 0 E
2 I k Π

����������������
3 r 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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construction de CP directe

coeff@mat_, 8i_, j_<D := Part@mat, i, jD

coefCP@n_D := ModuleA8in, out, phi1, phi2, cΨ, chps, posCP<,
in = arrivees@nD;
out = departs@nD;
If@in@@1, 1DD != out@@1, 1DD, out = Reverse@outDD;
phi1 = coeff@j, in@@1, 2DDD;
phi2 = coeff@j, in@@2, 2DDD;
cΨ = J r I t

I t r
N.ik
jjj E

I k phi1 0

0 EI k phi2
y
{
zzz;

chps =

Flatten@Transpose@88Position@nobranche, out@@1, 2DDD, Position@nobranche, out@@2, 2DDD<,
8Position@nobranche, in@@1, 2DDD, Position@nobranche, in@@2, 2DDD<<, 83, 4, 1, 2<D, 2D;
posCP = Table@8chps@@1, jDD, chps@@2, iDD<, 8j, 2<, 8i, 2<D;
For@i = 1, i <= 2, i++,

For@j = 1, j <= 2, j++, CP = ReplacePart@CP, cΨ@@i, jDD, posCP@@i, jDDDDD;E

action des différents noeuds

CP = 0 IdentityMatrix@branchesD;
CP �� MatrixForm
coefCP@1D
CP �� MatrixForm
CP = 0 IdentityMatrix@branchesD;
coefCP@2D
CP �� MatrixForm
CP = 0 IdentityMatrix@branchesD;
coefCP@3D
CP �� MatrixForm

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

E2 I k Π r 0 0 0 I E
2 I k Π

����������������
3 t 0

I E2 I k Π t 0 0 0 E
2 I k Π

����������������
3 r 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 I E
2 I k Π

����������������
3 t E2 I k Π r 0 0 0

0 E
2 I k Π

����������������
3 r I E2 I k Π t 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 E
2 I k Π

����������������
3 r 0 I E2 I k Π t

0 0 0 I E
2 I k Π

����������������
3 t 0 E2 I k Π r

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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action simultanée de tous le noeuds

CP = 0 IdentityMatrix@branchesD;
CP �� MatrixForm
For@n = 1, n <= noeuds, n++, coefCP@nDD
CP �� MatrixForm
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

E2 I k Π r 0 0 0 I E
2 I k Π

����������������
3 t 0

I E2 I k Π t 0 0 0 E
2 I k Π

����������������
3 r 0

0 I E
2 I k Π

����������������
3 t E2 I k Π r 0 0 0

0 E
2 I k Π

����������������
3 r I E2 I k Π t 0 0 0

0 0 0 E
2 I k Π

����������������
3 r 0 I E2 I k Π t

0 0 0 I E
2 I k Π

����������������
3 t 0 E2 I k Π r

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

Soit donc à résoudre

i

k

jjjjjjj

e@1D
...

e@6D

y

{

zzzzzzz = CP 

i

k

jjjjjjj

e@1D
...

e@6D

y

{

zzzzzzz, ou encore HCP - IdL 
i

k

jjjjjjj

e@1D
...

e@6D

y

{

zzzzzzz =

i

k

jjjjjjj

0

...

0

y

{

zzzzzzz.

Il n’ existe de solutions non nulles que si det HCP - IdL HkL = 0, dont les solutions k
sont les vecteurs d’ ondes propres du système.

On posera X = E2 I k Π et t =
"##############

1 - r2 . Ainsi k =
Arg@XD
�����������������������

2 Π
.

Les valeurs propres sont triées par valeur
croissante de k à la limite r ® 0.

rglX = EΑ_
-> X

Α
����������������
2 I k Π ;

rglr = t ->
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 ;

CPX = HCP - IdentityMatrix@branchesDL �. rglX �. rglr;
CPX �� MatrixForm
det = Det@CPXD
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

-1 + r X 0 0 0 I
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 X1�3 0

I
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 X -1 0 0 r X1�3 0

0 I
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 X1�3 -1 + r X 0 0 0

0 r X1�3 I
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 X -1 0 0

0 0 0 r X1�3 -1 I
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 X

0 0 0 I
�!!!!!!!!!!!!!!!
1 - r2 X1�3 0 -1 + r X

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
1 - 3 r X - r3 X + 6 r2 X2 - 3 r X3 - r3 X3 + X4
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Xpropres = Solve@det == 0, XD �� Simplify;
Xpropres = Sort@Xpropres, Arg@X �. #1 �. r -> 0.D < Arg@X �. #2 �. r -> 0.D &D

99X ®
1
�����

4
J3 r + r3 -

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 + r2

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 -

�!!!!
2
"##############################################################################################################################H-1 + r2L I4 + 7 r2 + r4 + 3 r

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 + r3

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 M N=,

9X ®
1
�����

4

i
k
jjjjjj3 r + r3 +

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 - r2

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 - 2$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%-2 - 6 r2 +

1
�����

2
r2 H3 + r2L2 -

1
�����

2
H-1 + r2L �!!!!!!!!!!!!!!!8 + r2 H3 r + r3L y{

zzzzzz=,
9X ®

1
�����

4
J3 r + r3 +

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 - r2

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 +

�!!!!
2
"##############################################################################################################################H-1 + r2L I4 + 7 r2 + r4 - 3 r

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 - r3

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 M N=,

9X ®
1
�����

4
J3 r + r3 -

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 + r2

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 +

�!!!!
2
"##############################################################################################################################H-1 + r2L I4 + 7 r2 + r4 + 3 r

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 + r3

�!!!!!!!!!!!!!!!
8 + r2 M N==

Tracé des fréquences propres: les tracé du module permet de vérifier que X est
toujours de module 1 donc peut s’écrire E

I 2 Π k . Attention : le tracé est fait à
couplage croissant, c’est−à−dire r décroissant. Pour les dessins, une levée de
dégénéréscence artificielle est imposée autour de r=1/2.

levdeg@x_ �; x <= .4D := 0.;
levdeg@x_ �; x >= .5D := 0.;
levdeg@x_ �; x < .5 && x > .4D := 1.;

plk = ShowAGraphicsArrayA9PlotAEvaluate@HAbs@X �. XpropresD �. r -> 1 - uL
Table@1 + .1 HHn - 1L�Hanneaux - 1L - .5L levdeg@uD, 8n, anneaux<DD, 8u, 0, 1<,

PlotStyle -> TableADashingA90.02*NA i
�����������������������
anneaux

E, 0.02*NA i
�����������������������
anneaux

E=E, 8i, anneaux<E,
DisplayFunction -> Identity, PlotRange -> 8.9, 1.1<E,
PlotAEvaluateA Arg@X �. XpropresD����������������������������������������������������

2 Π
�. r -> 1 - uE, 8u, 0, 1<,

PlotStyle -> TableADashingA90.02*NA i
�����������������������
anneaux

E, 0.02*NA i
�����������������������
anneaux

E=E, 8i, anneaux<E,
DisplayFunction -> IdentityE=EE;

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.9

0.95

1.05
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Les modes propres s’obtiennent alors pour chaque valeur propre en résolvant le
système couplé d’équations avec une valeur imposée.

modepropre@Xp_D := Join@8e@1D ® 1<, Solve@
HCPX �. XpL.ReplacePart@champs, 1, 1D == Table@0, 8i, branches<D, Drop@champs, 1DDD �� Flatten

modes = Map@modepropre, XpropresD;
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plm = ShowAGraphicsArrayATableA9PlotAEvaluate@Abs@champs �. modes@@noDD �. r -> 1 - uD
Table@1 + .2 HHn - 1L�Hbranches - 1L - .5L levdeg@uD, 8n, branches<DD, 8u, 0, 1<,

PlotStyle -> TableAHueA i
�����������������������
anneaux

E, 8i, branches<E, DisplayFunction -> Identity,

PlotRange -> AllE, PlotAEvaluateA Arg@champs H1 - 0.001 IL �. modes@@noDD �. r -> 1 - uD
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

2 Π
 

Table@1 + .2 HHn - 1L�Hbranches - 1L - .5L levdeg@uD, 8n, branches<DE,
8u, 0, 1<, PlotStyle -> TableAHueA i

�����������������������
anneaux

E, 8i, branches<E,
DisplayFunction -> Identity, PlotRange -> AllE=, 8no, anneaux<EEE;

Visualisation des modes propres

E1 = Circle@80, 2<, 1, 80, 2 Π<D;
E2 = Circle@80, 0<, 1, 8Π �2, 4 Π �3<D;
E3 = CircleA9NA-

�!!!!
3 E, -1=, 1, 80, 2 Π<E;

E4 = Circle@80, 0<, 1, 8-2 Π �3, -Π �3<D;
E6 = CircleA9NA�!!!!3 E, -1=, 1, 80, 2 Π<E;
E5 = Circle@80, 0<, 1, 8-Π �3, Π �2<D;
Etot = 8E1, E2, E3, E4, E5, E6<;
Show@Graphics@EtotD, AspectRatio -> 1�1.093D

� Graphics �

desmodes@no_, refl_D :=

Transpose@8Map@Thickness@.02 #D &, Abs@champs �. modes@@noDD �. r -> reflDD, Etot<D

ShowAGraphicsArrayA
TableATableAGraphicsA9DashingA90.04*

no
�����������������������
anneaux

, 0.04*
no

�����������������������
anneaux

=E, desmodes@no, refD=,

AspectRatio -> 1�1.093E, 8no, anneaux<E, 9ref, 0.01, .99,
.98
�����������
6
=EEE
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