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Résumé

Nous nous intéressons a la cinétique des électrons dans une atmosphere stellaire, modélisée
comme une couche plan-parallele irradiée sur une face. Les électrons sont caractérisés par leur
fonction de distribution des vitesses (fdv), que l'on cherche & calculer en méme temps que les
autres grandeurs de l'atmosphere. Notre principal objectif est de comprendre le mécanisme de
thermalisation des électrons, qui tend a rapprocher leur fdv de la fonction de Maxwell-Boltzmann.
Cette thermalisation est efficace tant que les collisions élastiques dominent les interactions des
électrons avec le milieu ambiant, une hypotheése universellement admise en théorie des atmospheres
stellaires.

Notre travail se situe dans la ligne tracée par quelques physiciens des plasmas au début des
années 70 : N. Peyraud, J. Oxenius, E.C. Shoub, ... Leurs recherches ont montré le role important
joué par les processus inélastiques (collisionnels ou radiatifs) dans le régime d’équilibre atteint par
les électrons, qui peut s’écarter considérablement de 1’équilibre maxwellien aux hautes énergies.
De tels écarts modifient fortement le calcul des populations atomiques, car les électrons de haute
énergie sont les principaux responsables des transitions collisionnelles subies par les particules
lourdes. Les photons assurent les transitions radiatives, mais leur distribution est également affectée
par les écarts a ’équilibre maxwellien des électrons et des particules lourdes, ce qui a pour effet
d’augmenter ces écarts. C’est donc notre vision complete de I'atmosphere (populations atomiques,
mais aussi densité et température électronique, champ radiatif) qui est modifiée par lexistence
d’un équilibre non maxwellien des électrons.

Le probleme consiste en la résolution couplée de I’équation cinétique des électrons, des équations
de I’équilibre statistique et de I’équation de transfert, pour le calcul de la fdv des électrons, des
populations atomiques et de I'intensité spécifique du champ radiatif. Nous avons résolu ce probleme
dans un plasma d’hydrogene pur en prenant en compte les principaux types d’interaction présents
dans les atmospheres stellaires. L’équation cinétique des électrons a été résolue en calculant son
terme de collision élastique & I'aide d’'un modele BGK longuement justifié dans la these. Pour
résoudre 1’équation de transfert, nous avons utilisé, et surtout développé, les codes de I’équipe
Transfert du CRAL Observatoire de Lyon.

Les résultats confirment largement les idées avancées il y a une trentaine d’années. Aux ar-
guments physiques d’alors s’ajoutent désormais des arguments numériques fondés sur 1'utilisation
de codes a la hauteur de ce probleme complexe. Notre principale contribution se situe au niveau
du terme de collisions élastiques des électrons, qui joue un role crucial dans le résultat final, et
au niveau du transfert de rayonnement, qui a été mal traité jusqu’a présent. Pour fixer les idées
et apprécier 'importance d’un calcul de la fdv électronique, nous comparons trois catégories de
modeles d’atmospheres de mémes parametres initiaux : les premiers sont en ETL, les seconds sont
hors ETL avec électrons thermalisés, et les troisiemes sont hors ETL avec électrons non thermalisés
a priori.

Pour conclure, nous envisageons les applications astrophysiques de ce travail, avec une certaine
prudence compte tenu du caractere hautement idéalisé du probléme résolu.



Abstract

Our work is concerned with the kinetics of electrons in a stellar atmosphere, modelled as a
parallel-plane slab irradiated on one face. Free electrons are characterized by their velocity distri-
bution function : the electron distribution function (edf), which is calculated in addition to other
atmospheric thermodynamical quantities. Our main objective is to understand the mechanism
leading to the thermalisation of electrons, where the edf tends toward the Maxwell-Boltzmann dis-
tribution. It is accepted, in stellar atmospheres theory, that thermalisation of electrons is effective
as long as elastic collisions dominate inelastic interactions of electrons with the plasma.

This thesis follows the way opened by some plasma physicists in the early 70s : N. Peyraud, J.
Oxenius, E. C. Shoub, etc. Their work proved the important role played by inelastic (collisional
or radiative) processes in the equilibrium reached by electrons, whose edf can considerably deviate
from the maxwellian equilibrium at high energies. Such deviations strongly modify atomic popu-
lations calculus, because high energy electrons are mainly involved in heavy particles collisional
transitions. Radiative transitions are involved by photons, whose distribution is also affected by
deviations of electron and heavy particles distributions from the maxwellian equilibrium, then in-
creasing those deviations. Then, our usual vision of an atmosphere is completely modified by the
existence of a non-maxwellian equilibrium of electrons (atomic populations, but also density and
temperature of electrons, or radiative field).

This problem consists in solving some coupled equations : the radiative transfer equation, the
statistical equilibrium equations and the kinetic equation of electrons, to calculate the radiative
field specific intensity, atomic populations and the edf respectively. This problem was solved in this
thesis by using an hydrogen plasma and the main types of interactions found in stellar atmospheres.
The kinetic equation of electrons was solved using a BGK model for elastic collisions, this model
being extensively detailled in the thesis. To solve the radiative transfer equation, we used, and
especially developed, the code from the Transfert team at CRAL Observatoire de Lyon.

Results confirm ideas developed thirty years ago. Physical arguments are now enforced with
numerical computations, precise enough to handle the complexity of this problem. Our main contri-
bution consists in modelling elastic collisions of electrons, which plays a very important role in the
final result, and by correctly solving the radiative transfer equation, which was not the case until
now. To fix ideas about the influence of edf calculation on stellar atmospheres, we compare three
categories of models, all with identical initial parameters : first ones are in LTE (local thermody-
namic equilibrium), then we compute non-LTE models with thermalised electrons, and we relax
the hypothesis of a priori thermalised electrons in a third category.

Finally, astrophysical applications of this work are carefully discussed, considering the highly
idealized nature of problems solved in this thesis.
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Introduction

Il est couramment admis en astrophysique que les électrons sont thermalisés dans les couches
superficielles des étoiles, que nous appelons ici atmospheres. Précisons le vocabulaire : les électrons
sont thermalisés lorsqu’ils ont atteint un état d’équilibre caractérisé par une distribution maxwel-
lienne des vitesses dans l’espace des phases. Quant au terme atmosphere, il doit étre pris dans
un sens tres général : nos atmospheres commencent dans les couches profondes des étoiles, ou le
champ radiatif peut étre décrit dans 'approximation de la diffusion, et s’arrétent sur les couches de
température minimale, avant la remontée chromosphérique dont nous ignorons les effets. S’agissant
du soleil, ce terme désigne donc les régions supérieures de I’enveloppe et la photosphere.

Le point de vue des astrophysiciens s’appuie sur le fait que les collisions élastiques subies
par les électrons, qui tendent a les thermaliser, dominent largement les transitions inélastiques
(collisionnelles ou radiatives), qui perturbent leur équilibre maxwellien [12, 14, 69]. En revanche,
il est désormais bien connu que les électrons ne sont pas thermalisés dans la chromosphere et la
couronne du soleil, modélisées comme des plasmas faiblement collisionnels soumis & un champ de
force extérieur intense : voir par exemple Shoub [102] et la these récente de F. Leblanc [60].

A la fin des années 60, certains physiciens des plasmas avaient déja montré a plusieurs re-
prises l'intérét de calculer la fonction de distribution des vitesses (fdv) des électrons de fagon
auto-consistante dans un plasma collisionnel soumis & un champ électrique : cf. les articles de N.
Peyraud [83] et les références qu’ils contiennent. Ces travaux ont donné naissance & une série d’ar-
ticles importants sur les perturbations a 1’équilibre maxwellien des électrons provoquées par les
collisions inélastiques et les pertes radiatives, dans un plasma éventuellement libre de tout champ
de force extérieur : voir Biberman, Vorob’ev et Yakubov [7], Peyraud [85, 84], Oxenius [75, 76],
Shaw, Mitchner et Kruger[100], ClaaBen [35, 36], Oxenius [77], Shoub [101] et Biberman, Vorob’ev
et Yakubov [9], dans I'ordre chronologique. Ces études concluent & des écarts importants & la max-
wellienne dans la queue des électrons rapides, ce qui peut modifier de facon substantielle le calcul
de la densité électronique, de la température électronique et des populations atomiques.

L’alerte est donnée et le probleme physiquement bien posé. Malheureusement, les calculs numé-
riques ne suivent pas, la résolution couplée de ’équation de transfert (ET), de I'équation cinétique
des électrons (ECE) et des équations décrivant ’équilibre statistique des atomes (ES) étant hors
de portée des moyens de calcul de I’époque. De plus la résolution de ’équation de transfert était
tres difficile, expliquant que les travaux cités ont porté sur des milieux optiquement minces, c’est-
a-dire émissifs mais non absorbants, ou sur des milieux optiquement épais mais en traitant mal le
transfert. C’était admissible dans les plasmas de laboratoire visés par ces études, mais pas dans
les atmospheres stellaires. Malgré cela, les résultats sont magnifiques, car fondés sur des dévelop-
pements analytiques inventifs visant a limiter au mieux la part de calcul de 'ordinateur.

Ces travaux ne sont pourtant pas repris par les astrophysiciens modélisateurs d’atmospheres
stellaires, ce qui provient stirement de la mise a ’écart de la théorie du transfert. Les physiciens
a Dorigine de ce travail orientent leur recherche vers des milieux ionisés ou le transfert est négligé
(haute chromosphere, couronne solaire, etc.).

En 1986 parait I'ouvrage fondamental de Joachim Oxenius : Kinetic Theory of Particles and
Photons, devenu aujourd’hui une référence incontournable [78]. La question des électrons est de
nouveau soulevée (section 6.6), et 'attention du lecteur est attirée sur la nécessité d’aborder le
probleme dans les milieux optiquement épais :

"In the simplest case of a two-level atom with continuum and assuming complete redis-
tribution, one is faced with a system of coupled equations that comprise the radiative
transfer equation, the kinetic equation of the electrons, and the balance equations of the
atomic levels. Owing to the great complexity of this problem, the calculations carried
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out thus far still use unsatisfactory approximations. At present, non-LTE line transfer
with a self-consistent electron distribution function is an unsolved problem.”

Dans le méme temps ou peu apres, J. Oxenius commence une collaboration sur le sujet avec E.
Simonneau, qui est le spécialiste du transfert que l'on sait. Un travail considérable est effectué
pour formuler le probléeme, rechercher les articles importants pour calculer le terme de collisions
élastiques des électrons, etc. Mais cette collaboration exigeait un travail de longue haleine qui n’a
pu étre achevé avant le départ a la retraite de J. Oxenius. C’est donc le groupe Transfert de I’Ob-
servatoire de Lyon qui a hérité de ce dossier important, devenu notre sujet de these. Ce travail a
été dirigé principalement par B. Rutily et J. Bergeat, mais nous avons bénéficié de fagon réguliere
des conseils et des orientations d’E. Simonneau, qui a pris une part active & nos recherches notam-
ment dans la phase finale. Nous avons aussi eu connaissance des notes manuscrites rédigées par J.
Oxenius a la fin des années 80, ce qui a évidemment facilité notre tache et nous permet d’écrire
aujourd’hui que J. Oxenius est aussi a 'origine de ce travail.

Cette these comprend 7 chapitres et 3 annexes.

Les chapitres 1 a 4 formulent le probleme dans une atmosphere stellaire classique, c’est-a-
dire plan-parallele, statique et stationnaire, absorbant, émettant et diffusant la lumiere de facon
isotrope. Ce dernier point n’est possible que si la fdv des électrons est isotrope, ce que nous
avons supposé. La composition chimique est idéalisée, puisque notre atmosphere est constituée
d’hydrogene pur. Il s’agit en effet de formuler le probléeme le plus simplement possible et de disposer
de sections efficaces faciles a calculer et fiables. Ces sections efficaces sont décrites dans I’annexe A.
En dépit de ce contexte limitatif, nous avons tenu a assurer a notre modele la portée la plus générale
possible, en prenant en compte les principaux processus d’interaction rayonnement-matiere présents
dans les étoiles (y compris les transitions free-free), en ne négligeant pas les émissions induites, en
utilisant des sections efficaces récentes et précises pour tout le domaine des énergies utilisées, en
calculant les taux de transition sans approximation, etc. S’agissant des électrons (chapitre 3), le
probleme central a été le calcul du terme de collisions élastiques de ces particules, qui doit étre a
la fois simple et réaliste. Nous avons consacré beaucoup de temps a ’examen de la littérature sur
le sujet et avons finalement opté pour un modele Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) présenté dans
I’annexe B.

Le chapitre 5 indique la fagon dont nous avons résolu le probleme formulé dans les chapitres
précédents. Nous avons rajouté deux équations supplémentaires pour fermer le systéeme a résoudre :
I’équation de conservation de la charge (EC), qui assure la neutralité électrique de ’atmosphere,
et équation de I’équilibre hydrostatique (EH). La clef de notre solution est 1'utilisation de codes
exacts de résolution de I’équation de transfert. Nous avons trouvé ces codes au sein de 1’équipe
Transfert et les avons développés (voir annexe C.3 pour les détails). L’équation cinétique des
électrons est résolue de fagon itérative (pour un champ radiatif et des populations données) et les
équations de 1’équilibre statistique par inversion d’une matrice (N + 1) x (N + 1) pour un modele
atomique a N niveaux. La solution itérative de ’ensemble des équations converge au bout de 20
itérés en moyenne.

Le chapitre 6 présente les résultats numériques obtenus pour un modele a température et masse
volumique constantes, de valeurs proches de celles de la photospheére solaire. L’atmosphere est opti-
quement épaisse a toutes les fréquences pour justifier le choix d’un rayonnement incident planckien
a la température du milieu. Pour ces conditions, nous avons établi un modele d’atmosphere en
équilibre thermodynamique local (ETL), puis un modele hors-ETL, ou non-ETL (NETL) avec
électrons thermalisés, puis un modele NETL avec électrons non thermalisés a priori : modele dit
non équilibre cinétique mazwellien (NECM).

Le chapitre 7 traite des extensions possibles de notre travail et des principales applications
astrophysiques envisagées. Ce chapitre est bref car nous avons conscience que le sujet doit encore
mirir avant que nous puissions examiner son incidence sur la modélisation des atmospheres stel-
laires. Notre these ne fait que confirmer les travaux des années 70, avec des outils numériques
appropriés. Mais elle repose sur des hypotheses trop irréalistes pour que la question des retombées
astrophysiques puisse étre valablement abordée ici.

Enfin, annexe C regroupe des rappels sur les relations de Saha-Boltzmann décrivant une
atmosphere stellaire en ETL, quelques propriétés du plasma considéré dans ce travail, et des déve-
loppements liés & la résolution exacte de 1’équation de transfert.
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Notations

Nous nous baserons sur deux ouvrages utilisés fréquemment dans ce travail : le livre Physique
des plasmas de J.-L. Delcroix et A. Bers [32], et la monographie Kinetic theory of particles and
photons de J. Oxenius [78].

Nous utilisons tout d’abord les regles générales suivantes :

— La nature vectorielle des grandeurs est notée comme suit : v désigne un vecteur ou un

pseudo-vecteur, v un scalaire ou la norme du vecteur v = |v|, v = v/|v| un vecteur normalisé
a I'unité. Aucune notation ne désigne les tenseurs.

— Les diverses moyennes introduites sont : (v) pour une moyenne d’ensemble, éventuellement
indicée (v); pour distinguer une moyenne d’une autre sur la méme quantité, et & pour une
moyenne locale sur une distribution statistique, représentant une grandeur thermodyna-
mique. Par exemple, la moyenne statistique la plus utilisée porte sur la distribution en vitesse
fi de Tespece i : (v™); = [ fi(v)v™dv.

— Le milieu est un plasma partiellement ionisé et éclairé, caractérisé par des indices : i ou j
pour les atomes dans leurs différents états d’excitation interne, k pour les ions dans leurs
différents états d’excitation interne, + pour les protons, e pour les électrons libres et v pour
les photons. Nous utiliserons I'indice a pour décrire tous les types possibles de I’atmosphere.

— Le systéme d’unités utilisé dans toutes les formules est le systéme (SI). Nous utiliserons
les sigles d’unités suivants : la longueur (L), le temps (T) et la masse (M). Nous essaierons
d’exprimer les formules en terme de quantités sans dimension, grace au rapport des grandeurs
sur des constantes adaptées, dans la mesure du possible si cette formulation n’est pas trop
lourde par rapport au systeme (SI).

— Les sigles introduits pour la premiere fois sont entre parentheses et en gras. Ex : (fdv).

— Les équations, figures et tableaux inclus dans le texte sont référencés par leur numéro mis
entre parentheses, précédé par le symbole Fig. pour les figures, Tab. pour les tableaux et
éventuellement par le symbole Eq. pour les équations et expressions mathématiques en cas
d’ambiguité (symbole Egs. si plusieurs équations sont référencées), ce qui donne (1.1) ou (Eq.
1.1.), (Fig. 1.1) et (Tab. 1.1) respectivement.

— les égalités entre expressions sont, outre le signe = d’égalité formelle stricte, les signes =~
(approximation formelle diie & une simplification numérique ou formelle) et ~ (approximation
numérique, ordre de grandeur).

Nous avons regroupé dans le tableau ci-dessous les abbréviations les plus importantes et souvent
utilisées dans ce mémoire :

| Notation | Explication

bb transition atomique lié-1ié (bound-bound)

bf transition atomique lié-libre (bound-free)

EC équation de conservation de la charge

ECE équation cinétique des électrons

ES équations de I'équilibre statistique

ET équation de transfert

ER équation de I’équilibre radiatif

EH équation de ’équilibre hydrostatique (équilibre de pression)

ETL équilibre thermodynamique local (LTE en anglais)

FPL Fokker-Planck-Landau (terme de source différentiel de collisions
élastiques entre particules chargées)
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fdv

fonction de distribution des vitesses (pour toutes les particules).
L’équivalent anglais est edf (electron distribution function)

7o

transition atomique libre-lié (free-bound)

transition atomique libre-libre (free-free)

lpm

libre parcours moyen

Lo

premiére raie de Lyman (transition 1 = 2)

NETL

non-équilibre thermodynamique local

NECM

non-équilibre cinétique maxwellien (électrons non thermalisés)

RCF

redistribution complete en fréquence

sed

section efficace différentielle

sei

tielle)

section efficace intégrée (intégration de la section efficace différen-

Les notations le plus souvent adoptées pour désigner les diverses grandeurs sont rassemblées
dans le tableau ci-dessous, ol la derniére colonne renvoie & la section (sans parenthéses) ou la

formule (entre parentheses) dans laquelle chaque grandeur est définie :

(9, h)

ag
a1
a2
as
a4
a+, a—

B(z,v,v)

produit scalaire des fonctions g et h sur ’espace de Hilbert des
fdv

rayon de Bohr ag = h/amec ~ 0.52917 x 10710 m

coeflicient utilisé & la section 5.4

coeflicient utilisé a la section 5.4

coefficient utilisé a la section 5.4

coefficient utilisé a la section 5.4

coefficients utilisé dans la sei de collisions élastiques e — H
(approximation de Born, calcul quantique)

coefficients du développement de h(v,t) sur une base de fonc-
tions propres de 'opérateur L de Boltzmann

accélération radiative appliquée a un électron par diffusion
Thomson

accélération totale appliquée aux électrons dans 'ECE, liée a
laccélération diie a la gravité ag,q, ou a I'accélération radiative
Qrad

coefficient utilisé dans la sei de collisions élastiques e — H (ap-
proximation de Born)

fonction utilisée dans le terme d’absorption Ky de 'ECE
fonction utilisée dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de 'ECE

fonction utilisée dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de 'ECE

majoration de 'erreur F,,(t)

coefficients du développement de I'opérateur approché L(N)
coefficient d’Einstein pour I’émission spontanée d’'un photon
de fréquence v;; par un atome d’hydrogene

Constante de structure fine o = g2 /4meghc ~ 1/137.039

degré d’ionisation oo = n4 /ng

degré d’ionisation a 'ETL pour une densité ng donnée
polarisibilité dipolaire de I'atome d’hydrogene

angle de déviation utilisé lors de collisions élastiques entre par-
ticules chargées

coefficient 1ié au courant électronique

moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert X
coeflicient utilisé & la section 5.4

champ magnétique

coefficient utilisé dans la sei de collisions élastiques e — H (ap-
proximation de Born)

fonction utilisée dans le terme d’émission E¢s de 'ECE
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distribution de Planck intégrée sur la fréquence

fonction de Planck a la température T’

fonction de Wien a la température T

fonction utilisée dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de 'ECE

fonction utilisée dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de 'ECE

constantes utilisées dans le moment maxwellien M,
coefficient d’Einstein pour ’absorption d’'un photon de fré-
quence v;; par un atome d’hydrogéne

coefficient habituel pour qualifier I’écart des populations ato-
miques a 'ETL

coefficient habituel pour qualifier I’écart des populations ato-
miques a 'ETL

coefficients utilisés dans le modele de sei g

coefficient pour qualifier ’écart des populations atomiques a
ETL

constante utilisée uniquement a la section 3.2.2.1.3

moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert Y
coefficient utilisé a la section 5.4

célérité de la lumiere dans le vide ¢ = 2.99792 x 108 m s~
coefficient utilisé dans la sei de collisions élastiques e — H (ap-
proximation de Born)

distribution quantifiant les collisions inélastiques i — j (excita-
tion collisionnelle ¢ < j, désexcitation collisionnelle ¢ > j, ioni-
sation collisionnelle j = +, recombinaison collisionnelle i = +)
taux de transition ¢ — 7 dit & un processus collisionnel
coefficient d’extinction de 'ET (opacité)

degré d’ionisation x = ny/(ng —n4)

degré d’ionisation & 'ETL x* = n}/(ng — n})

coefficient d’extinction de I'ET (opacité) pour le continuum
coefficient d’extinction de 'ECE

coefficient d’extinction de 1’équation cinétique des particules
de l’espece a

coefficient d’extinction de 'ET pour la raie i < j

opacité de Rosseland

distance interparticulaire moyenne (entre électrons) : d. =
a1/

Largeur Doppler en fréquence, dépendant de la température
variation d’énergie utilisée dans I’étude du modele BGK
moment de l'opérateur approché L(V)

distribution de Dirac

symbole de Kronecker

distribution utilisée par 'ET

charge électrique de ’électron e ~ 1.602 x 10719 C

densité d’énergie cinétique totale du gaz

coefficient d’émission spontanée de 'ET (émissivité), séparé en
processus Eyy, Eypy et Eyy

champ électrique

coefficient d’émission d’électrons dans 'ECE par photoionisa-
tion

coefficient d’émission de I’équation cinétique des particules de
I’espece a

énergie cinétique moyenne d’une particule de I'espece a
énergie de Rydberg, ionisation de I’état fondamental de ’atome
d’hydrogene Ep = a?m.c?/2 ~ 13.6eV

1
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erf(z)
EF

€0

€

Eji
e;‘j

€ j
€p(T)

g (k)

nx (), nv ()
fa(r,v,t)

Fa (I‘, v, t)
Fe,elec

Fe,grav

g9
8,9 8
g

Energie de liaison de 'atome d’hydrogene a 1’état d’énergie 1 :
E; = —Eg/i*

énergie liée aux collisions élastiques e — H

différence d’énergie (positive) entre les états ¢ < j d’un atome :
E;; = E; — F;. Pour 'atome d’hydrogene, E; = E;
coefficient d’émission de 'ET, pour la raie i <> j

coefficient d’émission de ’'ET pour le continuum

erreur relative décrivant la conservation des invariants colli-
sionnels d’ordre n = 0,1,2 d’un modele BGK a fréquence de
collision variable avec la vitesse

fonction exponentielle-intégrale d’ordre &

Méme quantité que E,(t), décrivant la conservation instanta-
née des invariants collisionnels.

énergie utilisée dans le processus d’ionisation collisionnelle
fonction d’erreur usuelle

précision utilisée dans ’étude du modele BGK

énergie de Fermi d'un gaz dégénéré d’électrons ep =
2};:1 (37r2ne)2/3

permittivité du vide, utilisée sous la forme 1/4meq ~ 1077 ¢?
probabilité de destruction des photons utilisée dans 'ET
coefficient utilisé avec 'ET

coefficient utilisé avec 'ET

coefficient utilisé avec 'ET

coefficient utilisé avec 'ET

coefficient utilisé dans les fonction auxiliaires du transfert (an-
nexe C.3)

déphasage de 'onde partielle (s) pour les collisions élastiques
e— H

fonctions auxiliaires du transfert

fonction de distribution simple de I’espece a, normalisée f, =
F,/n, (unités L=3T3)

composante isotrope de la fdv f,(r,v,t) de l'espece a
composante anisotrope de la fdv f,(r,v,t) de 'espece a

fdv d’équilibre générale du modele BGK

fdv d’équilibre du modele BGK décrivant les collisions élas-
tiques i + j = i + j dans I’équation cinétique de I'espece i
forme de Maxwell-Botzmann généralisée (anisotrope) pour la
fdv de 'espece a, de vitesse moyenne u et de température T’
forme de Maxwell-Botzmann isotrope pour la fdv de 'espece
a, de température T’

force d’oscillateur pour la transition radiative bb i — j
coefficient utilisé dans la diffusion Rayleigh

fréquence d’interaction dans un plasma

fréquence de plasma pour les électrons

fréquence de plasma pour les protons

flux vectoriel radiatif du rayonnement (différentiel ou intégré)
flux scalaire radiatif du rayonnement

force appliquée aux particules de 'espece a : F, = mqg,
fonction de distribution simple de I'espéce a (unités L=6T3)
force appliquée aux électrons par le champ électrique, directe-
ment lié & g,

force appliquée aux électrons par le champ de gravitation, di-
rectement lié a g,

champ de gravitation subi par les particules

vitesse relative

densité de quantité de mouvement totale du gaz
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g9(v,)

Sa (r7 v, t)

8kes ke

91(u)
92(u)
gi

gi(vv t)
9vf

écart relatif de la fdv a la fdv d’équilibre utilisé dans ’étude
du modele BGK

fonction auxiliaire du transfert

accélération subie par les particules de 'espece a (champ de
force extérieur et champ auto-consistant) dans les équations
cinétiges, décomposée selon le champ électrique gg clec, ma-
gnétique gq magn, et de gravité gq grav

vitesse relative entre une particule d’espece k avec un électrons
lors d’une collision élastique, de norme g,

fonction utilisée a la section 3.2.2.1.3

fonction utilisée a la section 3.2.2.1.3

poids statistique (degré de dégénerescence) des états liés de
I'atome (hydrogeéne), du proton ou de I’électron libre : g; = 2i?,
g+ =1, ge = 2 (spin)

écart relatif de la fdv f; a la maxwellienne

facteur de Gaunt pour la transition radiative bf

facteur de Gaunt pour la transition radiative ff

coefficient utilisé dans le terme de source FPL

constante de gravitation G ~ 6.67 x 10~!! en unités SI
fonction de Green de 'ET

moment simple d’ordre n par rapport a la deuxieme variable
i’ de la fonction de Green

moment double d’ordre n par rapport a la deuxieéme variable
et d’ordre p par rapport a la quatrieme variable de la fonction
de Green G() (voir section C.3.1)

coefficient utilisé dans le terme de source FPL

coefficient utilisé pour les transitions radiatives bf-fb
constante d’amortissement liée a la diffusion Rayleigh
fréquence caractéristique de l'opérateur approché L(V)
fonction auxiliaire du transfert

coefficient utilisé a la section 3.2.2.1.3

coefficient utilisé a la section 3.2.2.1.3

constante de Planck h ~ 6.625 x 10734 J s

distribution montrant la déviation de la fdv & une maxwel-
lienne, dans un traitement linéarisé

rapport de la fdv des électrons & sa maxwellienne h, = f./fM
constante dérivée de la constante de Planck i = h/2w

échelle de hauteur de ’atmospheére

intensité spécifique du rayonnement

moment d’ordre p par rapport a pu de l'intensité spécifique du
rayonnement I (7, 1)

fonction utilisée pour décrire la diffusion Rayleigh

tenseur diagonal unitaire

intensité de rayonnement entrant par la face interne de ’atmo-
sphere (approximation de la diffusion)

intensité moyenne du rayonnement

intensité moyenne absorbée dans la raie i < j

densité de courant électrique des électrons

constante de Boltzmann k ~ 1.3805 x 10723 JK~!

inverse de la profondeur de thermalisation, utilisé au chapitre
6

norme vecteur d’onde de I’électron utilisé par les collisions élas-
tiques e — H : k = m.v/h

vecteur normal & ’atmospheére plan-paralléle (selon la coordon-
née z) dirigé vers lextérieur de 1'étoile

coefficient d’absorption de I'ET, séparé en processus Ky, Kp¢
et Kff

17

(B.77)

(C.49)
3.1

5.3.1

3.6
ch. 2
(5.30)

(A.43)
(3.15)
(2.17)

(2.20)
(4.28)
(3.150)
ch. 1
(C.45)
Ab54
3.4.3

ch. 2



noyau de l'opérateur L de Boltzmann

coefficient d’absorption d’électrons dans 'ECE par recombi-
naison radiative

coeflicient utilisé dans la diffusion Rayleigh

coefficient d’absorption de ’équation cinétique des particules
de l’espece a

coefficient d’absorption de 'ET, pour la raie i < j

coeflicient d’absorption de I’'ET pour le continuum

constante utilisée dans I’étude du modele BGK

coefficient d’absorption de 'ET, corrigé de I’émission induite
coefficient d’absorption de 'ET, corrigé de ’émission induite,
pour le continuum

opérateur linéarisé de Boltzmann pour les collisions élastiques
entre particules identiques

premiere approximation d’ordre N de 'opérateur L

deuxieme approximation d’ordre N de 'opérateur L

longueur de Debye

longueur de Debye ne tenant compte que des électrons comme
effet d’écran

longueur de Debye tenant compte des électrons et des protons
comme effet d’écran

libre parcours moyen des électrons du fait des collisions élas-
tiques

longueur d’onde thermique de de Broglie pour les électrons
libres

valeurs propres de 'opérateur L de Boltzmann

coefficient utilisé dans les ES et ET

valeurs propres de l'opérateur L de Boltzmann pour les colli-
sions maxwelliennes

longueur d’onde de Rutherford Ag = ¢/vg ~ 91.1nm
logarithme coulombien

masse de ’espece a

masse de P’électron m, ~ 9.109 x 10731 kg

masse du proton m,, ~ 1.673 x 10727 kg, my/me ~ 1836
masse de I’hydrogene ionisé m ~ m,,

masse de ’atome d’hydrogene mg ~ m4 + m. = m,

masse

masse du soleil Mg ~ 2 x 103 kg

moment maxwellien d’ordre p

coordonnée angulaire polaire de 'ET y = cosf

masse réduite du systeme d’un électrons avec une particule de
type i ¢ s = memy/ (me +m:)

masse réduite de 1'électron p, = m./2

masse réduite du proton py = memy /(me +my) & me
vecteur direction des photons, dn est I’élément d’angle solide
autour de n

densité numérique de l’espéce a et locale au point (r,t), ol
a={i,j,k+,e}

densité numérique de Saha de lespece 7 (atomes excités)
densité numérique des électrons (et protons) a 'ETL

densité numérique de I'espece ¢ a 'ETL

densité numérique de particules lourdes : ng = n — ne

densité numérique d’atomes d’hydrogene : ng = >, n;
densité numérique totale de I’atmosphere

fonction associée & la fonction My (u, t)

nombre total de types neutres d’atomes de I'atmosphere
nombre de charges dans la sphére de Debye
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fréquence des photons

fréquence de collision élastique e — H

fréquence de collision élastique e — H

fréquence de collision élastique e — H

fréquence de collisions élastiques des électrons du modele BGK
dans 'ECE

fréquence de collision du modele BGK pour 'espece i
fréquence de relaxation des anisotropies d’ordre [ de la fdv des
électrons par collisions élastiques avec les atomes neutres
fréquence de Rydberg vg = Er/h = ac/dmag ~ 3.2898 X
1015 871

fréquence caractéristique de I'approximation L

fréquence de plasma

fréquence de collision liée au temps t.(v) dans 1’étude du mo-
dele BGK

coefficient utilisé dans la diffusion Rayleigh

fréquence centrale de la raie associée a la transition ¢ = j pour
1<J

fréquence de collision constante du modele BGK

fréquence d’ionisation de I’état d’énergie i de ’atome d’hydro-
géne : vy, = vg /i’

fréquence de collisions élastiques des électrons avec les parti-
cules de I'espece k (détails de v,)

choix des expressions utilisées pour modéliser la fréquence de
collision ve;(v)

fréquence de collision utilisant la fonction R(z)

fréquence de collision utilisant la fonction S(z)

fréquence de collision utilisant la fonction T'(x)

fréquence d’isotropisation du modele BGK

fréquence de mazwellisation du modele BGK

domaine de vitesses utilisé dans ’étude du modele BGK : Q2 =
[0, vec]

angle d’azimuth en coordonnées cylindriques

potentiel lié aux collisions élastiques

invariants collisionnels

profil d’absorption atomique

profil de Lorentz 1ié a la diffusion Rayleigh

fonction liée aux fréquences de collisions élastiques

profil d’absorption atomique moyenné sur la fdv f;

profil d’absorption atomique moyenné de Milne

moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert ® (fonc-
tion résolvante)

fonction auxiliaire du transfert

profil d’émission atomique

profil d’émission atomique moyenné sur la fdv f;

profil d’émission atomique moyenné de Milne

base de fonctions propres de 'opérateur L de Boltzmann
base de fonctions propres de 'opérateur L de Boltzmann pour
des collisions maxwelliennes

fonction utilisée dans Pétude du modele BGK : p(z) =
y(w)/z = 5/70

parametre d’impact correspondant & une déviation de /2 lors
de la collision d’électrons avec une particule chargée électrique-
ment de type i = {e, +} selon la section efficace de Rutherford
quantité de mouvement moyenne de I’espece a : p, = MgUg
albedo de I'atmosphere, utilisé dans 'ET

coefficient utilisé avec 'ET
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coefficient utilisé avec 'ET

pression totale de ’atmosphere stellaire

pression cinétique de 'atmosphere stellaire

pression scalaire de radiation

pression scalaire (intégrée sur les fréquences) de radiation
taux de transition moyen ¢ — j, utilisés et définis dans 'ES
polarisabilité dipolaire de I’atome d’hydrogene dans I’état d’ex-
citation %

polynome de Legendre d’ordre [ en la variable angulaire p =
cos 6

fonction utilisée avec 'ET

notation générale pour les sections efficaces de processus colli-
sionnels

charge électrique d’une particule k

coefficient utilisés dans le modele de sei g,

coefficient utilisé dans la diffusion Rayleigh

coefficient utilisé dans le modele de sei d’ionisation collision-
nelle

vecteur position, décomposé en coordonnées cylindriques r =
(r,0,2)

rayon classique de 1’électron r, = a2ag ~ 2.818 x 107°m
rayon d’approche minimale lors de collisions élastiques entre
particules chargées

rayon de Landau

coefficient utilisé avec 'ET

rayon

fonction liée a la relaxation dans un plasma

fonction auxiliaire du transfert

taux d’émission des électrons par ionisation radiative

taux d’absorption des électrons par recombinaison radiative
taux de transition ¢ — j di a un processus radiatif
redistribution des photons en fréquence dans 'ET

rayon du soleil Rg ~ 7 x 108 m

moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert R
(noyau résolvant)

base de polyndmes de Laguerre-Sonine

densité de masse de 'espece a : pg, = Mg

masse volumique totale de 'atmosphere (densité de masse)
densité solaire a la frontiere interne de l'atmosphere pg ~
2.73 x 107*kgm—3

fonction signe sg(z) = x/|x|

coefficient différentiel (ou intégré) de diffusion de I'ET
constante de Stefan o ~ 5.67 x 10~® en unités SI

notation générale pour les sections efficaces de processus ra-
diatifs

section efficace intégrée de diffusion Rayleigh sur le niveau fon-
damental de I’atome d’hydrogene

coefficient 1ié au courant électronique

coefficient (différentiel ou intégré) de diffusion de 1’équation
cinétique des particules de I'espece a

taux (différentiel ou intégré) de collision élastiques de 'ECE,
détails de >

taux (différentiel ou intégré) de collision inélastiques de 'ECE,
détails de X0

taux (différentiel ou intégré) de transitions radiatives ff de
I'ECE, détails de Xy

coeflicient utilisé par la section efficace de transitions radiatives

Vi
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taux (différentiel ou intégré) de diffusion Thomson de ’ECE,
détails de X

coefficient utilisé par la section efficace de diffusion Thomson
taux (différentiel ou intégré) de diffusion des électrons dans
I'ECE

fonction source du champ radiatif utilisée dans I'ET

fonction liée a la relaxation dans un plasma

terme de source de 'opérateur L de Boltzmann

fonction source du rayonnement issu directement des sources
internes de ’atmosphere

fonction source du champ radiatif de ’'ET dans le continu
composante thermique de la fonction source du champ radiatif
de 'ET

terme de source de collisions de I’équation cinétique de ’espece
a, noté habituellement (0 f,/dt),

terme de source de 'ECE décrivant la création d’électrons a la
vitesse v par des processus inélastiques ou radiatifs

terme de source de ’'ECE décrivant la destruction d’électrons
a la vitesse v par des processus inélastiques ou radiatifs
terme de source de collisions de I’équation cinétique de ’espece
a (modele BGK)

terme de source de collisions de ’équation cinétique des élec-
trons, séparé en processus (élastiques, inélastiques, radiatifs,
interactions détaillées) : Yo, Binel, Lrads Dewcity Ddesexc
Eionisa E7‘~eco’mba beba fo; ZT: Zsca) Eel,ea 2el,—i—a Zel,Ha Eel,iv
S T B B0k Sk Setk ete.

terme de source de I’équation cinétique de ’espece ¢ décrivant
les collisions élastiques i+ j = i + j

terme de source Y.; équivalent par le modele BGK

temps caractéristique utilisé dans I’étude du modele BGK
(temps de fréquence de collision maximale)

temps de référence utilisé dans I’étude du modele BGK
temps de plasma

temps diélectrique de plasma

temps d’interaction élastique entre électrons et particules char-
gées du type i : te; = 1/ve;

temps d’approche de la fdv & la fdv d’équilibre & la précision
relative e

temps d’interaction dans un plasma

température moyenne du gaz

fonction liée a la relaxation dans un plasma

fonction auxiliaire du transfert

température effective de 1’étoile

température de ’espeéce a (énergie cinétique d’agitation)
parametre lié au modele de la fdv tronquée pour le modele
BGK (température)

température de la fdv d’équilibre f; du modele BGK
température de Rydberg, T = Er/k ~ 1.58 x 10° K

angle polaire en coordonnées cylindriques

angle de coupure dans les intégrales de Boltzmann pour décrire
les interactions entre particules chargées

angle de coupure (angle minimum) dans les intégrales de Boltz-
mann pour décrire les interactions entre particules chargées
angle de coupure (angle maximum) dans les intégrales de Boltz-
mann pour décrire les interactions entre particules chargées
facteur de Saha-Boltzmann de température T

coefficient indicateur usuel 1lié & 'ETL, généralisant 6,
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T0L

Umin

Umax

Voo

profondeur optique de I'atmosphere stellaire

temps normalisé utilisé dans 'étude du modele BGK : 7 = t/t,
temps de relaxation de Spitzer

profondeur optique pour le continuum de Balmer v =
0.875vp ~ 104.1 nm

profondeur optique pour la raie La de l'hydrogéne v =
0.75vg ~ 121.5nm

épaisseur optique de ’atmosphere

épaisseur optique pour le continuum de Balmer v = 0.875vg ~
104.1 nm

épaisseur optique pour la raie La de I’hydrogene v = 0.75vg ~
121.5nm

temps d’interaction élastique entre électrons les plus nom-
breux : Tee = 1/Vee(Ve)

vitesse massique moyenne du gaz

vitesse utilisée a la section 3.2.2.1.3

parametre lié au modele de la fdv tronquée pour le modele
BGK (vitesse de coupure)

coefficient utilisé a la section 3.2.2.1.3

vitesse moyenne de ’espece a

vitesse moyenne de la fdv d’équilibre ?j du modele BGK
vecteur vitesse en coordonnées spériques v = (v,0,¢), de
norme v = |v|

vitesse de croisement utilisée dans 1’étude du modele BGK
vitesse de Rutherford vy = (14 = \/2ERr/m. = ac

vitesse utilisée dans le processus d’ionisation collisionnelle
vitesse minimale de la grille de discrétisation en vitesses de la
fdv des électrons pour le traitement numérique vy, = 1004
vitesse maximale de la grille de discrétisation en vitesses de la
fdv des électrons pour le traitement numérique vyax = 2Ug
vitesse maximale utilisée dans les calculs des moments de la
fdv (intégrale sur la vitesse tronquée)

vitesse la plus probable des particules de I’espece a ayant une
distribution isotrope maxwellienne a la température T, : v, =
V2kT, /mg

vitesse associée & la pseudo-température T : U9 = /2kTo/m
potentiel lié aux collisions élastiques e — H

distribution utilisée a la section 3.2.2.1.3, ainsi que les quantités
associée WI5O et WMAX

degré d’anisotropie du rayonnement pénétrant par la frontiere
interne (approximation de la diffusion)

fonction auxiliaire du transfert

fréquence d’un photon pouvant éjecter un électron de vitesse
v lors d’une ionisation radiative

fréquence d’un photon absorbé lors d’une transition radiative
ff qui augmente la vitesse de 1’électron de v & w

fonction auxiliaire du transfert

fonction auxiliaire du transfert

abondance relative (en masse) d’hydrogene dans ’atmosphere
stellaire

fonction auxiliaire du transfert

parametre utilisé dans ’étude du modele BGK : x = u/v
valeur minimum du parametre x > z. dans I’étude du modele
BGK

parametre utilisé dans I’étude du modele BGK : y;(x;) =0
moment d’ordre n de la valeur superficielle de la fonction &,
vitesse réduite utilisée dans I’étude du modele BGK : y = v/v
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fonction utilisée dans I’étude du modele BGK : y(z) = u/vg
fonction utilisée dans I’étude du modele BGK : y;(z) = v; /v
moment d’ordre n de la valeur superficielle de la fonction ®,,
fonction de Heaviside

fonction auxiliaire du transfert

base des harmoniques sphériques

épaisseur géométrique de I’atmosphere plan-paralleéle.

charge effective des ions pour les transitions free-free
coordonnée spatiale de I’atmosphere plan-parallele, nulle a la
surface de I’étoile, s’accroissant en pénétrant dans 1’étoile 0 <
z2< Z

vitesse normalisée utilisée dans I’étude du modele BGK : zo, =
Voo /T

vitesse d’un électron, provenant de ’atome d’hydrogene dans
I’état excité ¢, éjecté par un photon de fréquence v lors d’une
ionisation radiative

vitesse de seuil du processus d’ionisation collisionnelle

vitesse de seuil du processus d’excitation collisionnelle

vitesse d’un électron lors de la collision inélastique i+e = j+e
vitesse émergente d’un des deux électrons lors d’une ionisation
collisionnelle

vitesse émergente d’un électron de vitesse initiale v avant ab-
sorption d’un photon de fréquence v lors d’une transition ra-
diative ff
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Chapitre 1

Le modele

1.1 Atmospheres plan-paralleles, statiques et stationnaires

Nous considérons une atmosphere stellaire présentant la symétrie plan-parallele, la coordonnée
spatiale dans la direction normale au plan de stratification étant notée z. Cette coordonnée varie
entre 0 (& la surface de ’étoile) et Z > 0 (dans les couches profondes). Rappelons que la symétrie
plan-parallele est justifiée quand on cherche a comprendre les propriétés moyennes, dans chaque
plan z = cte, d’une atmospheére de rayon de courbure bien plus grand que le libre parcours moyen
des photons aux fréquences ou 1’étoile rayonne.

On suppose également que 'atmosphere est statique et stationnaire en moyenne. La premiere
hypothese est valable pour les étoiles dont les couches externes sont stables. Elle exclut tout mou-
vement macroscopique de matiere a grande échelle. La seconde hypothése est permise lorsque les
propriétés macroscopiques de I’atmosphere évoluent sur des durées moyennes bien supérieures aux
temps de relaxation des divers types de collisions, ce que nous supposerons (voir la conclusion,
section 7.1.4).

1.2 Les particules

Nous considérons une atmosphére d’hydrogene pur, afin de simplifier a I'extréme la physique
atomique, le calcul des sections efficaces, etc. Précisons que les développements des chapitres 2
a b ne sont pas spécifiques de ce choix et se généralisent aisément & une composition chimique
quelconque.

Notre atmosphere contient donc quatre catégories de particules :

— les photons,

— les électrons libres,

— les protons,
les atomes d’hydrogene.

Les photons sont supposés non polarisés. Leur distribution dans I’espace, en direction et en fré-
quence est spécifiée par 'intensité spécifique I du champ de rayonnement, qui dépend des variables
de position z, de la direction n et de la fréquence v des photons. Cette fonction est solution de
I’équation de transfert écrite au chapitre 2.

La distribution spatiale des électrons libres est spécifiée par leur nombre moyen n. par unité
de volume (densité numérique), qui dépend de la coordonnée z. Leur distribution en la vitesse v
est décrite par leur fdv, que nous noterons f.(v). Nous ne nous intéressons qu’a la composante
isotrope de cette fonction, ce qui revient & supposer que la fdv électronique ne dépend que de
la norme v = |v| de la vitesse électronique. Pour cela, nous séparons la fdv en une composante
isotrope et une composante purement anisotrope f., cette derniere étant définie par son intégrale
nulle sur I’angle solide unité :

fe(z,V) = fo(z,v) + fo(z,V) . (1.1)

Supposer la fdv isotrope revient & poser f. = 0. Cette hypothese simplifie considérablement la
résolution de 1’équation de transfert, de ’équation cinétique des électrons et le calcul des popu-
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lations atomiques'. La fdv des électrons est normalisée & 1'unité, c’est-a-dire vérifie la condition
[ fe(z,v)dv = 1. Précisons la notation dv : dans un repére cartésien (z,y, z), le vecteur v est
décrit par ses composantes (v, vy,v;), et dv = dvydvydv,. Pour extraire la norme de la vitesse,
nous nous placerons systématiquement dans un repere sphérique ou le vecteur v est décrit par ses
composantes (v, 0, ¢). Alors dv = v?sin f dvdfdy. En introduisant le vecteur normalisé v = v /v,
nous définissons la variation élémentaire de ce vecteur par I’angle solide d¥v = sin 0 dfdyp. Puisque
dv = v?dvdv et [ dv = 4m, on obtient :

% folz,0)0? do = 1/4m
/fe(Z,V)dV=1<:> . (1.2)
f47r f_e(Z,V) dv =0

Pour cette fdv f., nous aurons besoin de définir le moment en la vitesse. La définition générale
du moment de la fonction g(v) quelconque (pas forcément scalaire) est :

6D = [ W)1zv)av. (1.3

Les moments les plus utilisés sont la densité de masse p., la vitesse moyenne u., la quan-
tité de mouvement moyenne p., I’énergie cinétique moyenne FE. et la température T, quantités
dépendantes de z et définies par :

1 9 2
Pe = <mene>e = MeNe, Ve = <V>e7 Pe = Mele, FE.= Eme«v_ue) >€7 T. = 3_kEe- (14)
ou m, est la masse de ’électron et k est la constante de Boltzmann. Dans ce cas particulier ou
nous avons séparés la densité électronique n. de la fdv f., la définition de la densité de masse est
évidente, mais la définition d’un tel moment prendra tout son sens lorsque nous examinerons les
propriétés de conservation des moments par les collisions élastiques dans ’équation cinétique des
électrons (chapitre 3 et annexe B).

Pour les besoins du chapitre 3 et de 'annexe B, nous étendons ici les notations (Eq. 1.4) &
toute espece i du gaz en remplagant e par i dans (Eq. 1.4), et nous définissons la densité numérique
totale n, la densité de masse totale p, la densité de quantité de mouvement totale g, la vitesse
massique moyenne du gaz u, la densité d’énergie cinétique totale e, et la température moyenne du
gaz T [78] :

1 3 1
nzzi:ni, pzzi:/)u gzzi:pium u= ;Zi:/h‘ui, ezzi:niEiZ §nkT, T= Ezl:nsz
(1.5)
Nous définissons de plus la densité de particules lourdes nyg :

ng=mn—"Ne. (1.6)

En théorie des atmospheres stellaires, il est universellement admis que les électrons sont therma-
lisés, c’est-a-dire ont une fdv fM donnée par la formule de Maxwell-Boltzmann, de vitesse moyenne
u.(z) et de température T,(z), définis par (1.4), que nous préciserons entre crochets pour définir
completement la fdv lorsque nécessaire :

Pv) = (), T(2)) (V) = (%T())/ exp (‘%)

1 1 (v —u)?
= ———exp|———~""—], 1.7
e (s (17
ol nous avons introduit la vitesse la plus probable des électrons v.(z) = 1/2kT.(z)/m.. Dans notre
cas de fdv isotrope et de vitesse moyenne nulle (en ’absence de mouvements macroscopiques), la
fdv maxwellienne prend la forme :

My o) — M () (s0) = 5 L o v
) = TN 0) = g e (i) (1.9

INous comptons la lever dans les développements consécutifs & cette these afin d’explorer les mécanismes possibles
d’anisotropisation de la distribution des électrons en présence d’un champ radiatif anisotrope ou de gradients de
température élevés (cf. la conclusion, section 7.1.4.4).
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ol cette maxwellienne est normalisée de la méme fagon que la fdv f. : [ fM(z,v)v?dv = 1/47.

Cette hypothese est couramment justifiée par la fréquence élevée des collisions élastiques subies
par ces particules. Comme on I’a dit, notre travail vise essentiellement & confirmer ou infirmer cette
hypotheése dans les couches superficielles des étoiles. Nous laisserons donc de coté la forme (1.8) et
calculerons la fdv des électrons en résolvant une équation cinétique écrite au chapitre 3.

Les particules lourdes sont désignées par le symbole 4+ pour les protons, et par le nombre
quantique principal i = 1,..., N pour les atomes d’hydrogene & ’état 4 2. On introduit la densité
numérique des protons n, et leur fdv normalisée f,, ainsi que leur homologue n; et f; pour les
atomes. On suppose donc qu’un atome est toujours dans un de ses états propres d’énergie, et non
dans une superposition d’états, conformément & Papproche semi-classique que nous adoptons [78].

Les fdv des particules lourdes vérifient des équations cinétiques ayant la forme générale des
équations de la théorie cinétique des gaz. En fait, la dynamique des collisions mettant en jeu ces
particules sera simplifiée de telle sorte qu’elle puisse étre décrite statistiquement en terme des seules
populations n;, ces dernieres étant solutions d’équations de transport écrites au chapitre 4.

Nous supposerons que les collisions entre particules matérielles jouent un role prédominant dans
leur répartition statistique dans ’espace des phases, ce qui est le cas lorsque les équations ciné-
tiques ont des membres de gauche composés de termes séparément négligeables par rapport a leur
terme de collisions élastiques. Une telle hypothese convient aux plasmas collisionnels, c’est-a-dire
stationnaires, faiblement hétérogenes et placés dans un champ de force extérieur peu élevé. Nous
justifierons quantitativement plus loin cette hypothese a propos des électrons libres de 'atmosphere
solaire (section 3.6).

Toutes ces particules (photons compris) interagissent entre elles au cours de bréves collisions
décrites par des sections efficaces supposées connues (cf. section 1.4). Les collisions apparaissent
dans le terme de source de I’équation de transfert, de I’équation cinétique des électrons et des
équations de transport vérifiées par les populations n;.

1.3 Les collisions envisagées

Nous prendrons en compte les interactions suivantes entre particules :

— les transitions bound-bound (bb) d’un atome changeant d’état d’excitation,

les transitions bound-free (bf) et free-bound (fb) d’un atome gagnant ou perdant un électron,
— les transitions free-free (ff) d’un électron en présence d’une particule lourde,

la diffusion des photons sur les électrons libres (diffusion Thomson) ou sur les atomes (diffu-
sion Rayleigh)3,

— les collisions élastiques (supposées binaires) entre particules matérielles.

Les transitions inélastiques peuvent étre collisionnelles ou radiatives. Dans le premier cas, on
supposera que le degré d’ionisation de ’atmosphere est suffisant pour que les collisions inélastiques
soient dominées par les collisions électrons libres-atomes, de sorte que nous puissions ignorer les
collisions entre particules lourdes dans le calcul des taux de collisions inélastiques.

On supposera en outre que les électrons libres sont rapides par rapport aux particules lourdes,
cette hypothese étant justifiée (en moyenne seulement) lorsque ces deux catégories de particules
ont des énergies cinétiques comparables. Ce dernier point provient du fait que nous supposons
que les électrons et les particules lourdes ont la méme température cinétique T', définie par les
relations (Eqs. 1.4, 1.5). L’existence d’une température unique est couramment admise en théorie
des atmospheres stellaires, conjointement a ’existence d’une fdv maxwellienne des électrons : voir
par exemple Mihalas [69, p. 123]. Nous conserverons cette hypothése pour explorer les écarts de
la fdv a la maxwellienne dans le seul but de simplifier la formulation de notre probleme et sa
résolution.

L’hypothese des électrons rapides est également faite dans un but simplificateur, car elle est
certainement irréaliste. Elle interdit la détermination de la fdv électronique aux faibles vitesses,
inférieures typiquement & la vitesse la plus probable des particules lourdes 7, = \/2kT/m,, , ot m,,

2Dans les applications numériques, nous nous limiterons & 2 niveaux d’énergie et un continuum (N = 2). Ce
choix entraine la présence d’une raie de Lyman (La) et 2 continus (Lyman, Balmer).

3D’apres la formule de Thomson, la section efficace de diffusion des photons sur une charge est inversement
proportionnelle au carré de la masse du centre diffuseur. On peut donc ignorer la diffusion des photons sur les
protons dans un milieu contenant autant d’électrons que de protons.
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est la masse d’un proton. Cette vitesse étant petite par rapport a la vitesse la plus probable des
électrons U, = /2kT/m. , qui sert de référence pour la fdv, le domaine des vitesses compris entre
0 et v, est tres restreint par rapport au domaine ol nous calculons la fdv correctement. De plus,
ce domaine est situé pres des vitesses nulles, ou la fdv a peu d’influence sur la plupart des autres
grandeurs rencontrées dans notre probleme (coefficients intégrés sur les vitesses, température, etc.).
Nous verrons au chapitre 6 quelle approximation de la fdv nous retiendrons pour ces tres faibles
vitesses.

La masse élevée des particules lourdes nous permettra également de les supposer stationnaires
dans leurs interactions avec les photons et les électrons libres, les transferts d’impulsion avec ces
deux catégories de particules étant négligés. Cette hypothese et celle des électrons rapides per-
mettent une description statistique des collisions en terme des seules populations ny et n; (c’est-
a-dire sans les fdv).

Les transitions inélastiques radiatives sont les transitions bb et bf-fb. Les premieres sont a
Porigine du processus de diffusion des photons dans les raies spectrales, que nous supposerons
isotrope et avec redistribution compléte en fréquence dans le référentiel du laboratoire (RCF) : les
profils moyens d’absorption et d’émission coincident. Précisons que cette hypotheése suppose que
les profils atomiques coincident, ainsi que les fdv des atomes & 1’état inférieur et supérieur, deux
circonstances rarement réalisées simultanément dans des situations hors-ETL typiques [78, p. 169].

La diffusion vraie des photons sur les électrons libres et les atomes sera supposée isotrope et
monochromatique dans le référentiel du laboratoire. Rappelons que la diffusion Thomson sur les
électrons libres est un cas limite de la diffusion Compton, obtenu lorsque 1’énergie hr du photon
est bien plus faible que I’énergie de I’électron au repos m.c?, une condition largement réalisée
dans une atmosphere stellaire. La fonction de phase est dipolaire (c’est-a-dire en 1 + cos?6) et
la diffusion des photons est monochromatique dans le référentiel de I’électron, comme la diffusion
Rayleigh des photons sur les atomes d’hydrogene. Nous négligeons donc les effets d’anisotropie
de ces deux types de diffusion vraie, parce qu’ils sont généralement faibles dans les atmospheres
stellaires [50, p. 33][113, p. 14]. Nous négligeons également 1’effet Doppler en passant du référentiel
du centre diffuseur au référentiel du laboratoire, ce qui est justifié en dehors des raies spectrales ou
I'intensité spécifique du champ radiatif et les sections efficaces d’interaction rayonnement-matiére
varient lentement avec la fréquence. Ajoutons que la diffusion Rayleigh sur les atomes d’hydrogene
est calculée pour des atomes a I’état fondamental seulement.

1.4 Données atomiques intrinseques

Les données atomiques associées aux processus d’interaction décrits a la section 1.3 com-

prennent :

— les valeurs centrales F; des niveaux d’énergie atomiques et les poids statistiques correspon-
dants g;,

— les forces d’oscillateur f;; associées aux transitions bb de I'atome d’hydrogene (i < j) et les
sections efficaces d’absorption bf et ff, et d’émission fb et ff,

— les sections efficaces de diffusion des photons sur les électrons (diffusion Thomson) et sur les
atomes (diffusion Rayleigh),

— les sections efficaces de collisions entre particules matérielles : collisions élastiques électrons-
électrons, électrons-protons et électrons-atomes, collisions inélastiques électrons-atomes (ex-
citation, ionisation collisionnelle et leur inverse : désexcitation collisionnelle, recombinaison
a trois corps).

Ces données peuvent étre trouvées sur les divers sites de physique atomique mentionnés sur le
site web du GRETA (http://www.obs-nice.fr/stee/transfert/transfert.html). Celles que
nous utiliserons pour les applications numériques de notre travail sont précisées dans 'annexe A
de cette these.

Le tableau (Tab. 1.1) ci-dessous fixe les notations. La colonne de gauche explicite les distri-
butions décrivant chaque transition, qui contiennent la contrainte d’énergie. Celle qui décrit les
collisions élastiques contient également la contrainte d’impulsion. Le passage de ces distributions
aux sections efficaces correspondantes est explicité dans I'annexe A. Les sections efficaces intégrées
(colonne de droite) ne contiennent plus de distribution de Dirac, car dans cette these I'intégration
porte toujours sur les directions et les vitesses émergentes.
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Nous avons utilisé la lettre o pour désigner les sections efficaces relatives aux transitions radia-
tives, et la lettre ¢ pour celles qui décrivent les processus collisionnels.

| Distributions de transition | Sections efficaces intégrées ’

Transitions radiatives
photoexcitation et son inverse (i < j)

profils atomiques ¢;; et ¥; coeflicients d’Einstein B;; et Aj;

photoionisation et son inverse

Uiu,+e(ﬁ7 V§Ve) 0i+(”> = f Uiu,-&-e(ﬁa v Ve) dv,

absorption ff et son inverse

Jieu,ie (Vev ﬁ, V3 V/e) (F7) ('Uea V) = ﬁ f f Uieu,ie (Vea ﬁa v, V{g) d{’edvé
diffusion
Ok k(A V) op(v) = f Ok k(1 , V) di)

Collisions élastiques

Qie,ie(Vz‘,VaV;,Vé) qie(viave) = ff ql‘e,ie(Vi,Ve;V§7Vé) dV/edVg

Collisions inélastiques
excitation et son inverse

Gie je(Ves VL) Gij(ve) = [ ieje(Ves VL) AV,

ionisation collisionnelle et son inverse

2 ~
Qie,—&-ee(ve;vévwle) q¢+(veyvé) = (ﬁ) ff Qie,—&-ee(ve;vlevwé)dvledwle

qiv(ve) = ff Qie,Jree(Ve;V:aaW/e) dvédwé

TAB. 1.1 — Les sections efficaces des processus radiatifs et collisionnels.






Chapitre 2

L’équation de transfert

Le transfert de rayonnement étant au coeur de la dynamique des électrons dans une atmosphere
stellaire, nous commencons par écrire ’équation de transfert en utilisant le formalisme cinétique
développé par Oxenius [78].

2.1 Rappels

2.1.1 Cas général

L’équation de transfert décrit la propagation de ’énergie portée par une radiation de direction
n et de fréquence v le long d’un rayon. Si I désigne l'intensité spécifique de cette radiation, I/c et
In sont la densité (volumique) d’énergie et la densité de flux d’énergie qu’elle transporte. On peut
donc écrire, dans le référentiel fixe du laboratoire, I’équation de type hydrodynamique

101, . 0 . R R .

—E(r, n, v t) + a—.[[(r7 1, v, t)n] = terme de source des photons (1, ) au point (r,t) , (2.1)
c r

qui traduit localement la conservation de ’énergie portée par la radiation considérée [78, 92].

Si on suppose que le milieu interparticulaire est vide de toute matiere, la lumiere s’y propage
en ligne droite & la célérité c. On a donc (9/0r).(In) = n.(01/0r) dans le membre de gauche de
(2.1).

Le terme de source dans le membre de droite comprend une perte d’énergie par absorption et
par diffusion

+oo 2
— {K(r7 n, v t) + / / o(r,n,v, 0,V t) |1+ 2:731(1'7 n’, V/7t):| dﬁ'dl/} I(r,n,v,t) (2.2)
4r Jo v

et un gain par émission et par diffusion

hv c?

+o00
+ {E(r7 n,v,t) +/ / o(r,n’,v n,v, t)WI(r, n' v t) dﬁ'du’} [1 + T I(r,n,v, t)} )
47 JO
(2.3)

Ces expressions font apparaitre les coefficients volumiques d’interaction rayonnement-matiere

qu’introduit la théorie du transfert, a savoir :

— le coefficient d’absorption K, qui caractérise I'aptitude d’une unité de volume de matiere a
absorber les photons qui I'atteignent. Il a la dimension d’une section efficace par unité de
volume (L~1),

— le coefficient d’émission (spontanée) E, ou émissivité. C’est 1’énergie émise par une unité de
volume de matiere par unité de temps, d’angle solide et d’intervalle de fréquence,

— le coefficient différentiel de diffusion o, qui permet de calculer ’énergie diffusée dans chaque
direction et chaque fréquence par une unité de volume de particules irradiées.

On a introduit le facteur correctif habituel pour tenir compte des émissions et des diffusions induites
de photons. Le gain de photons par ces deux processus est proportionnel a 'intensité spécifique du
rayonnement présent, ce qui permet de le traiter comme une absorption négative. En pratique, seul
le gain par émission induite est compté ainsi, car les effets de la diffusion induite sont nuls lorsque

31
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la diffusion est isotrope et monochromatique dans le référentiel du laboratoire, ce que nous avons
supposé a la section 1.3.

Moyennant I'introduction :

— du coefficient d’absorption corrigé de ’émission induite

2
A(r v, ) = K(r 8,0 1) = S B(r ), (2.4)
que l'on supposera positif (pas d’effet laser),
— du coefficient de diffusion intégré
+oo
o(r,n,v,t) = / / o(r,n,v, 0,V t)dd'dv | (2.5)
4w JO
— du coefficient d’extinction (ou opacité)
X(r7 ﬁ’ l/, t) = H(r7 ﬁ’ 1/7 t) +U(r7 ﬁ7 V? t) ) (2'6)
on obtient 'ET sous la forme
101, . .0 . . . .
—E(r, n,v,t) + n.a—l(r, nvt) = —x(r,nvt)I(r,n,vt)+ E(r,n,v,t) (2.7)
c r

+oo
+// o(r,n,v, 0,V ) (r, 0,/ t)dd'dV .
4T JO

Sur le plan mathématique, cette équation pose un probléeme mizte, au sens ou l'inconnue I,
qui est une fonction de 7 variables (3 d’espace, 2 de direction, 1 de fréquence et 1 de temps),
est dérivée par rapport aux coordonnées d’espace-temps et intégrée par rapport aux variables de
direction-fréquence.

Le premier point nécessite que 1’on précise les conditions aux limites et les conditions initiales
du probleme, ce que nous ferons dans le cas particulier qui nous intéresse.

2.1.2 Cas des atmospheres stellaires plan-paralleles et stationnaires

Dans une atmosphere stellaire présentant les symétries évoquées au chapitre 1, 'ET s’écrit sous
une forme simplifiée, que nous allons préciser :

1. Sous I'hypothese de symétrie plan-parallele, les coefficients de 'ET ne dépendent pas des

coordonnées x et y définie dans le plan de stratification mais de la seule coordonnée z définie
dans la direction normale a ce plan. Si les conditions aux limites sont également homogenes
sur chaque plan frontiere, le champ radiatif, et en particulier son intensité spécifique I, ne
dépend que de la profondeur géométrique z dans l’atmosphére. On peut donc remplacer
n.(0I/0r) par — cos 0(0I/0z) dans le membre de gauche de (2.7), olt 0 est 'angle du vecteur
fi avec le vecteur normal au plan de stratification dirigé vers I'extérieur de I'étoile!.
On supposera également que les conditions aux limites de ’atmospheére sont a symétrie axiale
d’axe normal au plan de stratification, c’est-a-dire indépendantes de I’angle d’azimut ¢ autour
de cet axe. La diffusion des photons ayant été supposée isotrope, il en résulte que l'intensité
spécifique I est indépendante de I'angle d’azimut. Elle ne dépend donc finalement que des
variables z, 6 et v. On posera, conformément & 'usage, 1 = cos 6, de sorte que I = I(z, y, V)
avec z € [0, Z], ot Z est la profondeur géométrique de 'atmosphere, p € [—1,+1] et v > 0.

2. Dans une atmosphere statique et stationnaire, les coefficients de 'ET sont indépendants du
temps et le terme OI/0t disparait dans le membre de gauche de (2.7). La variable de temps,
qui n’est plus transformée, disparait : le probléeme devient stationnaire.

Cette simplification est permise lorsqu’on peut négliger le premier terme dans le membre de
gauche de équation de transfert (2.7) par rapport au premier terme situé dans le membre de
droite, ¢’est-a- dire lorsqu’on peut écrire 1/cy < I1/|01/0t|. Interprétant 1/x comme un libre
parcours moyen des photons, cette condition signifie que le temps de parcours moyen des
photons entre deux interactions doit étre bien plus petit que les durées sur lesquelles 1’état

11e signe - provient du fait que P’axe des z est orienté positivement en allant vers l'intérieur de 'étoile, ce qui
évite l'introduction des z négatifs.
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de la matiere évolue de fagon significative. Ce temps de parcours moyen est de 'ordre de
1073 s dans 'atmosphere du soleil, qui a une extension de 'ordre de 2500 km dans le visible.
L’atmospheére pourra donc étre vue comme stationnaire si on s’intéresse a ses propriétés
moyennes sur des durées bien supérieures & 1073 s.

3. Enfin, les coefficients volumiques de I'ET sont isotropes dans un milieu contenant une dis-
tribution isotrope d’électrons libres, ce que nous avons supposé au chapitre précédent. En
effet, 'isotropie de la fdv des électrons entraine celle des coeflicients d’absorption et d’émis-
sion bf, fb et ff, ce que nous vérifierons a la section 2.2. Comme 'absorption et I’émission
bb sont également isotropes lorsque les profils des raies le sont, les coefficients d’absorption
et d’émission de I'ET sont isotropes. Le coefficient intégré de diffusion, défini par (2.5), est
également isotrope puisque la diffusion vraie des photons sur les électrons libres et les atomes
a été supposée isotrope.

Moyennant ces simplifications, ’'ET prend la forme suivante :

oI
—,u&(z, w,v) = —=x(z,0)I(z, p,v) + E(z,v) + o(z,v)J(2,v) , (2.8)
ou 'opacité est donnée par
x(z,v) = k(z,v) +o(z,v), (2.9)
avec )
c
k(z,v) = K(z,v) — WE(ZJ/) , (2.10)

et ou J désigne l'intensité moyenne du champ radiatif définie par la relation (2.20) plus loin.
En factorisant I'opacité dans le membre de droite de ’'ET, on écrit cette derniere sous la forme
habituelle
ol

.u&(znu‘vy) :X(Z,I/) [1(27/171/)78(’271/)} ’ (211)

qui contient la fonction source S du champ radiatif

S(z,v) = +[1—e€(z,v)]J(z,v), (2.12)

_ k(z,v) k(z,v)
e(z,v) = ) e 1ol (2.13)

La fonction source est associée a une variable de profondeur optique 7 définie localement par
dr = x dz. Cette variable décrit de fagon naturelle ’extinction de la lumiere progressant dans un
milieu absorbant et diffusant, la fonction source étant un coefficient d’émission par unité de volume
optique de matiere.

Le parametre de destruction des photons mesure I'aptitude d’une unité de volume de matiere
a absorber un rayonnement incident a une fréquence v. C’est un nombre compris entre 0 et 1, les
bornes étant exclues dans un milieu a la fois absorbant et diffusant (k > 0 et o > 0). Son complé-
ment a 'unité est I’albédo w de I’atmosphere, qui est rarement utilisé en théorie des atmospheres

stellaires (2.0) (2.0)
w(z,v)=1—¢€(z,v) = X(Z:l/) = ") #0(2,1/) . (2.14)

2.1.2.1 Conditions aux limites

Les conditions aux limites de U'intervalle [0, Z] sont les conditions habituelles de la théorie des
atmospheres stellaires : le rayonnement pénétrant par la surface z = 0 est nul et le rayonnement
pénétrant par la face interne z = Z est décrit, aux fréquences ou 1’étoile rayonne, dans I’approxi-
mation de la diffusion. D’ou

I(0,p,v) =0 sip<0, (2.15)

et
I(Z,u,v) =TI (u,v) sip>0, (2.16)
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avec

oB
I*(p,v) = B, (T(Z L (17 2.1
(1.2) = B (T(2) + s 52 (T(2) (217)
B, (T) étant la fonction de Planck de température T'
2hy3 1

(2.18)

L’approximation de la diffusion (2.17, 2.18) ne concerne en principe que le rayonnement péné-
trant par la face z = Z. En fait, elle est encore valable pour le rayonnement qui la quitte, car le
champ radiatif est nécessairement faiblement anisotrope loin de la surface de 1’étoile (c¢f. [69, p.
50]). On connait donc le champ radiatif dans toutes les directions sur la couche z = Z, son intensité
spécifique étant

1(Z,u,v) = B, (T(2)) + —% (T(2))  (-1<p<+1). (2.19)

2.1.3 Les moments de ’intensité spécifique

Les trois premiers moments de l'intensité spécifique, a savoir I'intensité moyenne

I
J(z,v) = 5/ I(z,p,v)du , (2.20)
-1
le flux radiatif, vectoriel
F.(z,v) :/ I(z,n,v)ndn, (2.21)
4
et scalaire
+1
F.(z,v) = 27r/ Iz, pv)pdu , (2.22)
-1
et la pression de radiation (scalaire)
o [t
P,-(Z,V): ?/ I(Zvu'ay),qulj’a (223)
—1

sont des grandeurs fondamentales pour la modélisation des atmospheres stellaires. Ils vérifient les
deux premiers moments de 'ET, obtenus en multipliant cette équation par p™ (m = 0 ou 1) et
en intégrant sur u entre -1 et +1. Puisque 'opacité x et la fonction source S sont isotropes, on
obtient

1 OF.
EE(Z’ v) = x(z,v) [J(z,v) — S(z,v)] (2.24)
et
8813 (z,v) = %x(z, V)Fo(z,v). (2.25)

Sur le plan frontiére interne, ot I'approximation de la diffusion (2.19) est valable pour tout w,
les moments de 'intensité spécifique sont donnés par

J(Z,v) = B, (T(2)), FT<Z,V>:4§@8£” (1(2)), PZv)= 3 0B, (T(Z)) . (226)

2.2 Expression des coefficients volumiques

Les coeflicients volumiques indépendants sont le coefficient d’absorption K, le coefficient d’émis-
sion E et le coefficient de diffusion o. L’opacité x s’en déduit grace aux relations (2.9, 2.10), et
les diverses grandeurs apparues en factorisant Popacité & 1’aide des relations (2.12, 2.13, 2.14). Ces
trois coefficients dépendent de la position et de la fréquence : ils sont calculés en sommant les
contributions de toutes les transitions capables de créer (au sens algébrique) un photon ayant la
fréquence choisie au point considéré.

Le fait d’additionner les contributions individuelles des particules suppose que les effets collectifs
diis aux cohérences de phase du rayonnement ou aux corrélations entre particules sont négligeables.

C’est a cette condition seulement que les sections efficaces peuvent étre considérées comme additives
[30].
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2.2.1 Coefficient d’absorption

Nous séparons la contribution des processus bb, bf et ff :

K(z,v) = Kp(2,v) + Ky (2,v) + Kgf(2,v) . (2.27)

2.2.1.1 Transitions bb

Le coefficient volumique d’absorption bb d’un rayonnement incident de direction-fréquence
(n,v) s’éerit [9] :

Kpp(z,n,v) = Zn, /fzzvaw] ,nv)dv, (2.28)

i<j

ou 0yy,;(z,v,0,v) est la section efficace d'un atome de vitesse v passant de I'état i a 1'état j.
Cette section efficace est exprimée en terme du coefficient d’Einstein B;; et du profil atomique
d’absorption ¢;; dans annexe A (Eq. A.1). En utilisant le profil moyen d’absorption ®;;(z,1,v)
(Eq. A.8), prenant la forme ®;;(z,v) car supposé ici isotrope, on obtient expression classique du
coefficient d’absorption bb

hVZ"
Kyp(z,0) =Y ni(z)T;Bij@ij(@ v), (2.29)

i<j

ol nous avons confondu hv et hrv;; dans le membre de droite, v;; désignant la fréquence centrale
de la raie.

Les coeflicients d’Einstein B;; et les profils d’absorption moyens ®;; sont explicités dans ’annexe
A (section A.1).

2.2.1.2 Transitions bf

Le coefficient d’absorption bf se déduit de la distribution o, 1. décrivant la transition (i,v) +
(0,v) — (+,v) + (e, ve) par la relation [78] :

Ky (= an //fi(z,v)aiu_,_e(ﬁ,y;ve)dvedv. (2.30)

On a remplacé la vitesse relative de I’électron éjecté v, — v par sa vitesse absolue v, ce qui
rend possible I'intégration sur la vitesse v de 'atome et fait disparaitre sa fdv normalisée f;. On
peut également effectuer I'intégration sur la vitesse de I’électron émergent, ce qui fait apparaitre la
section efficace intégrée de photoionisation o4 (1), & cause de (Eq. A.18). Le coefficient d’absorption
bf est alors isotrope et s’écrit

Kyf(z,v) an 2)oi (v (2.31)

Lorsque i désigne un état quelconque de I’atome d’hydrogene, la section efficace intégrée de
photoionisation est donnée par la relation (A.19) et 'expression précédente devient

Ui\ 3
K, ) 2 Y — (l_—i_) '7 5 2.32
br(2,v) Zn z)oirY(v = vig) y gos (i, v) (2.32)
ou Y est la fonction de Heaviside définie par

Y(x) =

~1 >
{ 1 siz>0 7 (2.33)

0 siz<0

et v,y est la fréquence d’ionisation de 1’état i (définie dans la section A.2.1), o4 le coefficient
(A.20) et gps(i,v) le facteur de Gaunt du processus bf.
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2.2.1.3 Transitions ff

Le coefficient d’absorption ff est de nouveau exprimé en terme de la distribution o, ;. associée
a la transition ff (i,v)+ (e,v.)+ (h,v) — (i,v)+ (e, v)) explicitée dans "annexe A (section A.3.1).
Son expression pour des électrons rapides [78] :

Kyf(z,n,v) :Zni(z)ne(z)///fi(z,v)fe(z,ve)veoieme(ve,ﬁ, v;v.) dvedv,dv (2.34)
it

peut étre intégrée sur la vitesse v de la particule lourde, ce qui fait disparaitre sa fdv f;. On peut
également effectuer les intégrations sur la direction de 1’électron incident lorsque la fdv des électrons
est isotrope, et sur la vitesse de I’électron émergent sans restriction. On fait apparaitre ainsi la
section efficace intégrée d’absorption ff o;;(ve, ) définie par (A.31). Le coefficient d’absorption ff
devient isotrope et s’écrit

Ky¢(z,v) =4mne(z an / fe(2,0)05 (ve, V)V2 do . (2.35)

Dans la présentation faite dans 'annexe A (section A.3), les transitions ff se font dans un
potentiel purement coulombien, provoqué par des ions de charge effective Z, et la section efficace
du processus ne dépend pas de ¢ mais seulement de Z. Les transitions ff induites par les atomes
neutres sont négligées (la somme sur les états ¢ dans (2.35) est nulle). En utilisant ’expression
(A.32) de la section efficace intégrée d’absorption ff; on obtient la composante ff du coefficient
d’absorption sous la forme classique

v oo
Kyp(2,v) = d4mng (2)ne(2)Y(v — vp)ofp(ac)? (—R)B/O fe(z,0e)gf ¢ (Ve, V)ve due (2.36)

14

le coefficient oy étant donné par (A.33), la fréquence de plasma v, par (A.34) et la fréquence de
Rydberg v définie a la section A.1 et rappelée en début de ce mémoire dans la rubrique regroupant
les notations. gs¢(ve,v) désigne le facteur de Gaunt du processus ff, qui dépend de Z, ainsi que

O’ff.
2.2.2 Coefficient d’émission

On sépare de nouveau les processus bb, fb et ff :

E(Z,l/) ZEbb(Z,V)—FEfb(Z,Z/)+Eff(Z,U) . (237)

2.2.2.1 Transitions bb

On a, comme pour une absorption bb,

Euwy(z an /fJ 2,V)oji (2, v,0,v)dv , (2.38)

i<j

le coefficient d’émission bb o ;,(z, v, 11, v) étant explicité par la relation (A.2). En remarquant que
le profil moyen d’émission coincide avec le profil moyen d’absorption sous 1'hypothese de RCF
des photons dans chaque raie (dans le référentiel du laboratoire), on obtient I’expression classique
suivante du coefficient d’émission bb :

h ”
Euw(z,v) Zn] l;rj Aji®i(z,v). (2.39)

1<J

De nouveau, on a confondu hv et hy;; dans cette expression. Les coefficients d’Einstein A;; se
déduisent des B;; par la relation de réciprocité (A.6).
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2.2.2.2 Transitions fb
On substitue la relation de réciprocité (A.23) dans 'expression [78] :
Esp(z,0,v) = Zn+(z)ne(z)hV//f+(z,v)fe(z,ve)vecu_e’il,(ve;ﬁ, v)dvedv, (2.40)
et on effectue les deux intégrations vectorielles. Pour une fdv isotrope des électrons, le coefficient

d’émission fb devient isotrope puisqu’il s’écrit

2hv?3
2

Ep(z0) = ns (2)ne(2) o= S Tacriy () fe (2 Gir (v)) (2.41)
i
ol (4 (v) est la vitesse d’un électron éjecté par un photon de fréquence v (Eq. A.14) et T'; désigne
le coefficient (C.4).
Pour un atome d’hydrogene a ’état i, on peut utiliser Pexpression (A.19) de la section efficace
de photoionisation, et le résultat précédent devient

VS V; .
Bz 0) = i (ne() e SV = v )ou T (Z5) g ) (2,6 00) . (242)

2.2.2.3 Transitions ff

L’expression du coefficient d’émission ff selon la distribution de transition oje je, (VL; Ve, b, V)
est la suivante [78] :

Ef¢(z,n,v) :Zhl/nj(z)ne(z)///fj(z,v)fe(z7v’e)vgaie’iey(vé;ve,ﬁ, v)dvedvidv, (2.43)

i+

et elle se simplifie en effectuant I'intégration sur v et en utilisant la relation de réciprocité (A.36).
Lorsque la fdv des électrons est isotrope, les intégrations angulaires peuvent étre effectuées, ce
qui fait apparaitre la section efficace intégrée d’absorption ff définie par (A.31). Le coefficient
d’émission ff devient isotrope et s’écrit :

+o0
E¢f(z,v) = 47rne(z)212—2y3 an(Z)/o fe (2,Crp(ve,v) V304 (Ve v) dve . (2.44)
it

Rappelons que (fy(ve, V) est la vitesse émergente d’un électron de vitesse v, avant absorption
d’un photon de fréquence v, donnée par (A.29).

Si on utilise 'expression (A.32) de la section efficace d’absorption ff;, valable pour un potentiel
purement coulombien, le coefficient d’émission ff devient

2h 3 3 +oo
Eyg(zv) = dmn (2)ne(2)Y (v = vy) 507 (ac)® (2 / fe (2 Crp (vev) g5 (ve, v)ve doe .

(2.45)

2.2.3 Coefficient de diffusion

La diffusion vraie des photons étant isotrope et monochromatique dans le référentiel du labo-
ratoire, le coefficient différentiel de diffusion se déduit du coefficient intégré par la relation

1
o(z,n,v,0' V) = 4—0(2, v)o(v —v'). (2.46)
T
Le coefficient de diffusion intégré décrit la diffusion Thomson des photons sur les électrons libres
et la diffusion Rayleigh des photons sur les atomes d’hydrogene a 1’état 1s, les atomes excités étant
peu nombreux par rapport aux atomes a 1’état fondamental. D’ou

o(z,v) =Y (%m;c - V) ne(z)or + Y(v12 — v)ny1(2)o1(v) , (2.47)

les sections efficaces de diffusion Thomson et Rayleigh étant explicitées par les relations (A.40) et
(A.54). Les fonctions de Heaviside délimitent le domaine de validité en fréquence des deux termes
de (Eq. 2.47).
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2.3 Atmospheres en équilibre thermodynamique local

Nous traitons dans cette section le cas des atmospheres thermalisées, c’est-a-dire dont les élec-
trons libres ont une fdv maxwellienne, et le cas des atmospheres en équilibre thermodynamique
local (ETL), c’est-a-dire dont tous les types de particules ont des fdv maxwelliennes de méme
température et des populations vérifiant les relations d’équilibre de Boltzmann et de Saha.

2.3.1 Atmospheéres thermalisées
Le remplacement de la fdv des électrons par la formule de Maxwell-Boltzmann (Eq. 1.8) permet
d’effectuer des simplifications que nous détaillons par la suite

2.3.1.1 Transitions bb

Les coefficients d’absorption et d’émission sont inchangés, puisqu’ils ne dépendent pas de la fdv
des électrons.
2.3.1.2 Transitions bf-fb

Le coefficient d’absorption bf est inchangé. Le coefficient d’émission fb (2.41) peut étre trans-
formé en remarquant que

P Gos ) = By (T(0) exp (705 ) (2.49

ot ;4 (T(z)) désigne le facteur de Saha-Boltzmann de température T défini dans la note C.1 (Eq.
C.3) et qui vaut :

me N2 (Eip
0,1 (T) = ( %kT) exp ( kT) . (2.49)
Ce coeflicient devient alors
Epy(zv) = ny (2)BY (T(2) 3 01t (2)ris (v) (2.50)
ou BY (T(2)) est la fonction de Wien de température T
w 2hv? hv

et ;4 (2) le coefficient (classique) sans dimension défini dans la note C.1 (Eq. 4.17) et qui vaut :
0it(2) = Tine(2)0iy (T(2)) , (2.52)
ou I'; est le coefficient (Eq. C.4) valant :

=9 (i)g . (2.53)

g4ge \ e
Dans le cas d'une atmosphere d’hydrogene :

Eyy(z.v) = n(2)BY (D) 3 s (Y (v — vig o (”7*)3 s (i,v) - (2.54)

2.3.1.3 Transitions ff

Le coefficient d’émission ff (2.44) se simplifie lorsque la fdv des électrons est maxwellienne, car

hv

ey ) = £ ex0 (i) (2:55)

On a done, par comparaison avec le coefficient d’absorption (2.35),
Eyf(z,v) = Kgp(2,v)B) (T(2)) (2.56)

ce qui exprime la loi de Kirchhoff.
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2.3.2 Atmospheéres en équilibre thermodynamique local

Dans une atmosphere en ETL, les microprocessus collisionnels dominent les microprocessus
radiatifs et sont localement réversibles, ce qui entraine que :

1. les profils atomiques d’émission et d’absorption bb coincident,

2. les fonctions de distribution particulaires sont maxwelliennes pour la méme température, qui
peut varier faiblement,

3. les densités particulaires vérifient localement des relations d’équilibre : loi de Boltzmann sur
Iexcitation et loi de Saha sur l’ionisation.

Le premier point signifie que, dans une raie formée a 'ETL, il y a redistribution complete en
fréquence dans le référentiel de 'atome, et le second point entraine que cela est encore vraie dans
le référentiel du laboratoire.
Nous renvoyons a la note C.1 pour les définitions des coeflicients liés a 'ETL et d’écart a 'ETL.
L’ETL entraine la relation de Kirchhoff aussi bien dans une transition bb
hv

Ep(z,v) = Zni(z)T:BijII)ij (z, V)BIV,VU (T'(2)) = Kyp(z,v)B) (T(z)) (ETL), (2.57)

que dans une transition fb

Epp(z0) = n (2)BY (T(:) Y %oim) — Ky(zv)BY (T(z))  (ETL).  (258)

En additionnant les équations (2.57, 2.58, 2.56) membre & membre, on obtient le résultat bien
connu

E(z,v) = K(z,v)B) (T(2)) (ETL) . (2.59)

La définition (2.10) du coefficient d’absorption corrigé de 1’émission induite devient & 'ETL
k() = [1—exp (V| K(2,0)  (ETL) (2.60)

) - Xp kT(Z) ) ) *

ce qui permet d’écrire la relation de Kirchhoff sous la forme équivalente suivante :
E(z,v) = k(z,v)B, (T(2)) (ETL) . (2.61)

A L’ETL, l'expression (2.12) de la fonction source se simplifie, puisqu’alors E = kB, : la
composante thermique de la fonction source est proportionnelle & la fonction de Planck, le coefficient
de proportionnalité étant € d’apres (2.13). D’ou

S(z,v) =€e(z,v)B, (T(2)) + [1 — e(z,v)] J(z,v) . (2.62)






Chapitre 3

L’équation cinétique des électrons

3.1 Forme générale

Cette équation a la forme des équations cinétiques de la théorie cinétique des gaz (dilués)

0 0 0
{a + Veno +ge(r,ve,t).6—ve} [ne(r,t) fe(r,ve, t)] = Be(r, Ve, t) (3.1)

o gq(r,ve,t) est 'accélération moyenne, en (r,t), d’un électron de vitesse v, et X.(r, ve,t) est
un terme de source décrivant les collisions élastiques, inélastiques et les transitions radiatives des
électrons :

Ee - Zel + Zinel + Z7'ad . (32)

Le but de ce chapitre est de calculer les trois composantes de ce terme dans une atmosphere
stellaire, c’est-a-dire pour les processus décrits a la section 1.3. La référence sur le sujet est la
monographie d’Oxenius [78].

Dans une atmosphere stellaire plan-parallele, statique et stationnaire, la variable de position r
est remplacée par la variable de profondeur géométrique z, et la variable de temps disparait. On
suppose donc que les électrons ont atteint une certaine configuration d’équilibre (pas forcément
maxwellien) qui nous autorise & ignorer la variation temporelle des grandeurs qui les caractérisent
(température, densité, fdv).

Lorsque cet équilibre est atteint, la fdv des électrons vérifie I’équation cinétique suivante :

ife(z,ve) =Y(z,vVe) . (3.3)

[ne(2) ez ve)] + (e vi) -

Ve
Cette équation est compliquée du fait de la dépendance angulaire du membre de gauche. En fait,
nous nous placerons dans un contexte ou les termes du membre de gauche, qui sont les principaux
responsables de I'anisotropie de la fdv des électrons, sont séparément négligeables par rapport au
terme de collisions élastiques situé dans le membre de droite (voir section 3.6). Cela rend admissible
I’hypothese d’isotropie de la fdv des électrons faite ici, qui permettra de simplifier I’écriture du
membre de droite de (3.3). Notamment la dépendance spatiale des fdv et de ¥, ne dépend plus que
des parametres de 'ECE : les densités numériques, les températures, et la dépendance spatiale des
fdv autres que celle des électrons. La dépendance en z de ces parametres est extérieure a 'ECE,
qui est completement locale en z. Nous pourrions alors omettre la dépendance implicite en z dans
la suite de chapitre, comme cela est fait dans I’annexe B, afin d’alléger les notations, mais nous
garderons explicite cette dépendance par homogéneité avec les autres chapitres de ce mémoire.

3.2 Termes de collisions élastiques
Dans une atmosphere d’hydrogene pur, les électrons entrent en collision élastique avec d’autres
électrons, avec des protons ou avec des atomes neutres. Les deux premiers types de collision pré-

sentent I'avantage d’étre décrits par des sections efficaces simples, et 'inconvénient d’étre a longue
portée, au contraire des collisions avec les neutres qui ont des sections efficaces compliquées mais

41
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sont a courte portée. Dans les deux cas, la forme générale du terme de collisions élastiques (Boltz-
mann) va étre modifiée.

Nous décrirons d’abord dans la section 3.2.1 la forme générale du terme de collisions élastiques
(forme de Boltzmann intégrale), qui sera simplifiée dans la section 3.2.2 grace & nos hypotheses
de travail, aux formes particulieres des sections efficaces, etc. Le terme de source aura alors une
forme différentielle, mais sera encore trop compliqué pour étre traité numériquement sous cette
forme. Les collisions élastiques auront une forme différentielle, alors que les collisions inélastiques et
interactions radiatives garderont la forme intégrale de Boltzmann. Résoudre une équation intégro-
différentielle non linéaire est tres difficile numériquement, et nous verrons a la section 3.2.3 la forme
simple apportée par le modele BGK.

3.2.1 Forme générale de Boltzmann

D’apres la théorie cinétique classique des gaz, la forme usuelle terme de collision élastique des
électrons est la forme dite de Boltzmann [29, 27], forme locale dans I’espace et le temps :

Yei(2,ve) = ne(2) [—ael(z,ve)fe(z,ve) + /ael(z,v’e,ve)fe(z,v'e) avl| , (3.4)

ol 04 (2,Ve) est le taux intégré de collision élastique et o(z, ve, v,) dv), le taux différentiel cor-
respondant, de sorte que

ooz, ve) = /oel(z,ve,v’e) vl . (3.5)

Le coefficient différentiel o4 (2, v, v,) a pour écriture générale, d’apres la formule de Boltzmann,
Oet(2, Ve, Vi) = an(z)//fk(z7vk)‘ve — Vie|@re ke (VE,s Ves Vi, Vi) dvidvy (3.6)
k

ou k désigne un électron ou n’'importe quel type de particule lourde (chargée ou non), et ’expression
ke ke (Vi, Ve; Vi, vE) est la distribution de transition élastique contenant les contraintes d’impulsion
et d’énergie (Eq. A.62).

Le taux intégré correspondant s’écrit alors, d’apres (3.5),

Oel(2,Ve) = an(z) / ez, Vi) Ve — Vi|gre (Ve — Vi]) dvi (3.7)
k

ol Gge(|Ve — vi|) est la section efficace intégrée de collision élastique définie par (A.65).
Le terme intégral de (3.4) peut étre calculé en substituant dans le membre de droite de (3.6)
la relation (A.62) explicitant la distribution gge ke(Vi, Ve; Vi, VL), ce qui donne

vale Vv fe v ave = Som) [ [ [ v O gt B ) (39)
/ l ; k /// k k keke,k k k

. 1
X 0 (Vk — i+ 5 (g — gke)) —50(Gke — Ghe) dVidvidv, ,
mg Ike

ol 8re = Ve — Vi, €t g1, = v, — V). De plus gre = |8ke| €t g1, = |8}.|- Effectuons le changement

de variable v — g}, = V. — v}, puis intégrons sur vj, en utilisant la contrainte d’impulsion. On
obtient

Kk
[t = Yomta [ [ g (2 2 e i) (39)
Kk / /
X fe (Z7Ve - _(gke - gke)) le,ke(gkeagke)
my

1
X ——0(Ghe — Gke) AVidgy,
ke
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et apres l'intégration sur gy, :

[oatvivorevois = Yme [ [ 5 (vk Bk — gw) (3.10)
L A7 my
i A A N A/
X fe (Z, Ve — mikgke(gke - gke)) gkeqke(gkea gke) dvidgi,

Insérant ce dernier résultat et expression (3.7) du taux intégré dans (3.4), on obtient le coef-
ficient de diffusion élastique des électrons sous la forme finale suivante :

Baev) = ) Sl / / W {fk (v (@ - gza) (3.11)
X fe (Z,Ve - %gke(gke - g;ce))
— fr(z, Vi) fe(z, Ve)} Gkere(Gkes Bke) AVEAE). -

On vérifie sans difficulté que ce terme de source est nul pour des fdv maxwelliennes des électrons
et des particules de type k (pour une vitesse moyenne et une température identique). La forme
(3.11) ainsi définie n’est valable que lorsque l'intégrale ne diverge pas, ce qui est le cas pour la
plupart des potentiels d’interaction (centrales, sphéres dures, Lennard-Jones, etc.) sauf pour les
interactions coulombiennes, ce qui est le cas des collisions élastiques des électrons avec eux-mémes
ou les ions (protons). Dans ce cas, nous devons exprimer le terme de source de collisions élastiques
sous une autre forme, ce que nous faisons dans la section 3.2.2 suivante.

3.2.2 Forme simplifiée

Dans une atmosphere d’hydrogene pur, les électrons libres entrent en collision avec eux-mémes
(e), avec les protons (+) et avec les atomes neutres d’hydrogene (H), d’ou lécriture :

n (Z) Eel(z7ve) = Eel,e(zave) + 2el,+('Zave) + Eel,H(ZvVe) , (312)

ol nous avons isolé la densité numérique n. des termes détaillés des collisions. Nous n’avons pas
isolé les autres densités afin de pouvoir comparer les termes les uns par rapport aux autres, et
définir correctement la fréquence de collision du modele BGK (en unités s™!, voir section 3.2.3).

Pour les deux premiers termes X (2, Ve) et ei 1 (2, Ve), on connalt parfaitement la section
efficace différentielle d’interaction, mais l'intégrale figurant dans le terme de source diverge parce
que la sed devient infinie pour de petits angles de déviation. Pour empécher cette intégrale de
diverger, la méthode usuelle est de faire une coupure du domaine d’intégration sur les angles,
coupure a un angle minimum de déviation noté 6.. Cette coupure est physiquement justifiée par
Peffet systématique d’écrantage d’une charge par ses voisines, dit de Debye-Hiickel [70]. On admet
que la longueur de corrélation entre deux charges dans un plasma statistique est la longueur de
Debye Ap(z). Cette longueur représente le parametre d’impact maximal de collision élastique entre
deux charges. Si le parametre d’impact est plus grand, les deux charges n’interagissent pas, et il
n’y a pas de déviation. C’est cette valeur du parametre d’impact qui est utilisée en général pour
calculer I'angle de coupure. Toutes les grandeurs utilisées par la suite sont amplement détaillées
dans la note C.2, et nous donnons l’expression de ces termes de source dans la section 3.2.2.1.

Pour le troisieme terme, 'intégrale de la sed ne diverge pas, la forme de Boltzmann est donc
valable, mais elle est compliquée. Il est possible de grandement le simplifier, par exemple en le
linéarisant, car 1’électron entre en collision avec une particule beaucoup plus lourde que lui, ce qui
a une incidence forte sur la dynamique des collisions. Des calculs ont été faits par I. B. Bernstein
a partir de cette constatation [5], et nous les résumons dans la section 3.2.2.2. De plus, la section
efficace est mal connue, et nous avons du la modéliser a ’aide d’une étude détaillée dans I’annexe
A (section A.5.4).
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3.2.2.1 Les collisions des électrons avec les particules chargées

On peut utiliser deux formes pour le terme de source. La premiere est la forme intégrale de
Boltzmann tenant compte de la coupure du parametre d’impact. Comme cette intégrale semble
étre en majeure partie dominée par les collisions lointaines, on a historiquement développé le terme
de Boltzmann pour de faibles collisions, i.e. de faibles déviations, ce qui donne un terme de source
de type Fokker-Planck, mis sous la forme symétrisée de Landau [32, 33, 62]. Nous parlerons alors
de la forme de Fokker-Planck-Landau (FPL).

3.2.2.1.1 La section efficace différentielle de collision
Dans le cas des collisions entre particules chargées électriquement, la sed est connue depuis
longtemps. Le calcul classique donne la formule de Rutherford :

2

2
e 1
ie(9,0) = : 3.13
4ie(9,9) (87r60,ui92> sin®(0/2) (8.13)

ou ¢ désigne ’électron ou le proton, g et 6 ont la méme signification que précédemment, p; est la
masse réduite du systéme e — 4, i.e. . = m./2 et py = memy /(me +my) = me. On remarquera
que la forme exacte de cette section efficace différentielle (au sens de la mécanique quantique), est
vraie pour les électrons et les protons seulement. Pour des ions plus compliqués, ’expression (3.13)
n’est vraie qu’a grande distance, des effets quantiques complexes entrant en jeu a faible distance.
De méme, les effets quantiques d’indiscernabilité entrent en jeu lorsque on considere les collisions
entre électrons, qui modifient I'expression (3.13) (voir section C.2.1).

3.2.2.1.2 La forme de Fokker-Planck-Landau
Le terme de source s’écrit alors :

0 0 0
v [ Gl [ | levaR G v a4

0 m—ea—ve_ml ov;

ol g =ve—V,,g=|gl, le signe : représente la contraction de deux tenseurs en un vecteur, et G;
est un tenseur du deuxieéme ordre défini, dans ce cas des interactions coulombiennes, par :

Yer,i(2,ve) = n4(2)

. 1 [-g®¢
m (x)—B%8 (3.15)

Geilz,8) = Do =1,
ez(zvg) 9 An ¢ g

avec § = g/g, [ est le tenseur unité, et

2

T.i(2) = dr <e

4megme

> InA(z), (3.16)

ot InA(z) est défini dans la note C.2. A(z) est une fonction de z car elle est définie & partir
de la densité et la température électronique, quantités variant avec z. La dépendance selon z
de cette quantité In A(z) n’est jamais explicitée dans la littérature astrophysique habituelle des
atmospheres stellaires, car le milieu étudié fait varier lentement les grandeurs thermodynamiques
sur I’épaisseur de I'atmosphere étudiée (région de la photosphere), et le logarithme népérien écrase
encore plus cette faible variation. Globalement, In A(z) peut étre considérée comme une constante
sur ’épaisseur z de atmosphere, a la précision de 10% pres. Nous gardons toutefois la dépendance
explicite en z par homogénéité des notations.

Cette forme (Eq. 3.14) peut étre simplifiée en supposant que les fdv des électrons et des protons
sont isotropes. Le terme de collisions élastiques s’écrit alors (forme équivalente & la référence [68,
88]) :

Yeri(z,0) = ni(z)rei(z)lga2 {fe(zvv)%/v o filz ) dv' (3:.17)
v dv m; Jo
+% Ll} /OU ’U,4fi(Z,’U/)dU/+’U2 /U+OO v/fi(zavl)dvl] aavfe(z,v)} .

On peut réécrire I’équation (3.17) sous sa forme habituelle en supposant que f; est la maxwel-
lienne fM de température T;(z) (voir Eq. 1.8) :

IYYPURUS S SR G
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ol nous rappelons que v;(z) = 1/2kT;(z)/m; est la vitesse la plus probable de I'espece i. L’équation
(3.17) devient :

Buile) = mE@a( 2L LR () [ + O L o)} o

m; v2 Ov | 92(2) mev 0

ou la fonction R(u), définie avec ces notations par Delcroix [32] (bien qu’il y ait un facteur 2 de
différence noté a la section B.4.2.2), est rappelée ci-dessous :

41 (", .-
_ L —z 2
R(u) \/7_ru2/0 x“e™" dx (3.20)
1 2 e
= ?erf(u) — ﬁ w

et erf est la fonction d’erreur bien connue :

erf(z \/_ / ' (3.21)

Nous indiquons le comportement de la fonction R(u) dans la table (Tab. 3.1) ci-dessous.

U 0 <1 1 >1 | +o00

R(u) | 0 | 4u/3y/7 | 0428 | 1/u2 | 0

TaB. 3.1 — Variations de la fonction R(u).

Le terme de source (3.17) peut encore étre simplifié, i.e. linéarisé, pour les deux limites v — 400
et v — 0. Il sera alors noté, respectivement, 37, ;(2,v) et X5 ;(2,v) :

FTi(z) O felz, v)} , (3.22)

mev OV

%wmmmwa,@@w+

et

Se0) = g 10 o {0 e+ SED D e[ L e

e

L’équation (3.23) peut étre mise sous une forme différente si on prend pour f;(z,0) sa valeur
maxwellienne, i.e. fM(z,0) = 1/7%/253(2). Pour éviter la confusion, nous la noterons ¥5M(z,v) :

el,i

5N (z,0) = 37 13/2 i(2)Tei(2) e L 19 {1)3 [fe(z,v) + kTi(z)ﬁf;(z v)]} . (3.24)

m; v3(z) v2 dv mev Qv

Les formes (3.22) et (3.23) résultent du développement asymptotique aux limites des intégrales
dans (3.17), c’est a dire que seuls les termes dominants du développement en série des intégrales
de f; sont gardés. Ces intégrales sont les moments d’ordre (-1), 0 et 2 de f;. Quelles que soit la
forme de f;, les moments 0 et 2 sont bien définis et correspondent a des quantités conservées, mais
pour le moment (-1), il faut supposer une forme particuliere de f; pour le calculer. En général, on
prend une forme maxwellienne.

Pour (3.22), 'explication usuelle est de dire qu’on suppose les électrons beaucoup plus rapides
que les particules i, ce qui peut étre réaliste lorsque ce sont des protons, mais difficilement pour
des électrons. Dans le dernier cas, cette hypothese est valable lorsqu’on étudie les électrons de la
queue de la fdv qui collisionnent avec les électrons les plus nombreux : ceux ayant une vitesse
thermique [78]. Ainsi Eel +(z,v) sera valable pour des électrons thermiques et plus rapides, alors
que Zel .(2,v) ne sera valable qu’a partir d’électrons suprathermiques. Le probleme de la forme de
fi pour Te calcul du moment d’ordre (-1) ne se pose pas pour (3.22), parce que I'intégrale tend vers
zéro pour v — 0.
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Pour (3.23), on a seulement besoin de connaitre le moment d’ordre (-1) de f;. Nous avons
pris sa valeur maxwellienne. Ensuite, il reste f;(z,0) en facteur. A priori, on ne connait pas sa
valeur. Nous avons utilisé sa valeur maxwellienne pour écrire (3.24), mais ce point est beaucoup
plus délicat que pour les moments de f;. Dans ce cas, on peut supposer que les perturbations a la
maxwellienne de la fdv engendrées par les collisions inélastiques s’appliquent au départ et dans la
queue de la fdv seulement, de fagon a ce que les moments de la fdv soient dominés par le noyau
de la fdv, qui est maxwellien. Autrement dit, méme si les écarts de la fdv a la maxwellienne, par
exemple dans la queue, sont importants, les moments de la fdv n’en seront pas affectés, parce
qu’il s’agir d’une intégrale sur toutes les vitesses et pondérée par les populations. Mais dans le
cas de f;(z,0), c’est une valeur en un point, et il n’y a a priori aucune raison que la fdv soit
maxwellienne en ce point (les collisions élastiques sont nulles alors que la recombinaison radiative
et la recombinaison collisionnelle ne le sont pas). On peut voir que la forme (3.24) est valable
au premier ordre du développement de la fdv autour de la maxwellienne. Ce qui est important
est qu'il existe un domaine de solutions pour lequel (3.24) soit valable. Nous garderons la valeur
maxwellienne de f;(z,0) pour la discussion qui suit.

On peut vérifier que (3.19) redonne bien (3.22) et (3.24) grace au tableau (Tab. 3.1) de variations
de R(u).

Nous finirons cette étude sur la remarque que les collisions élastiques entre électrons et parti-
cules lourdes chargées ne sont pas toujours négligeables par rapport aux collisions élastiques entre
électrons, comme on pourrait le croire du fait du rapport m./m;. Les études de physique des plas-
mas sont principalement intéressées par des vitesses importantes : thermiques ou supra-thermiques.
Dans notre étude, la région infra-thermique joue aussi un role, a cause des recombinaisons radia-
tives qui impliquent les électrons de tres faible énergie. Nous établissons une comparaison dans
le tableau (Tab. 3.2) ci-dessous, qui représente le rapport X; 4+ (2,v)/Zere(z,v) pour trois zones.
Le cas du proton nous intéresse plus a cause du modele d’atmosphere traité dans ce travail, et
n’incluant que des atomes d’hydrogéene, mais le raisonnement est valable pour tous les ions, a la
différence pres que dans le cas de la comparaison que nous faisons, le rapport ny(z)/n.(z) =1 en
vertu de la neutralité électrique locale de notre atmosphere (voir section 5.1). La premiere et la
troisiéme zone ne posent pas de difficultés car la forme du terme de source pour les électrons ou
les protons reste la méme. La deuxiéme zone correspond aux électrons infrathermiques qui sont
quand-méme plus rapides que la plupart des protons. A ce moment 1a, les termes de source n’ont
pas tout & fait la méme forme, et nous faisons le rapprochement entre X3 (z,v) et ©7, ;(2,v) en
ne considérant dans E:l{\f(z, v) que la dérivée de v3. La comparaison dans cette zone n’est donc pas
tres significative, mais elle montre toutefois bien la transition entre la zone 1 et 3 quand v avoisine
les valeurs v (z) et U.(2).

v 0 U4(2) = ,/LZ;J;(Z) Te(z) = \/LZ;Z(Z) 400

1/2 3/2
St () | (me / g /2 (M) me 1 me
Yele ’ Me T Me my v3 my

TAB. 3.2 — Importance des collisions élastiques des électrons avec les protons par rapport a la
collision entre eux-mémes, indiqué par le rapport X¢; 4 (2,v)/Zere (2, v). L’étude est selon la vitesse
v, alors nous n’explicitons pas la dépendance en z, sans importance ici.

On voit qu’en effet les collisions élastiques avec les protons sont négligeables par rapport a celles
entre électrons dans la zone 3, i.e. pour des électrons suprathermiques, mais c’est le contraire qui
se passe pour les électrons lents : leurs collisions élastiques sont dominées par les chocs avec les
protons.

3.2.2.1.3 La forme de Boltzmann avec coupure

Cette forme, pressentie dans les années 60, n’a été étudiée que récemment par E. C. Shoub
[103]. La forme de Boltzmann est la somme de deux intégrales qui, prises séparément, divergent
tres vite a cause de l'interaction coulombienne & grande distance, alors que leur somme reste finie. A
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I’époque, cela posait un probleme numérique énorme, et le probléeme demeure de nos jours (erreurs
d’arrondi), sans compter que les intégrales sont multiples (5 dimensions). De plus, la plupart des
physiciens des plasmas étaient persuadés que les collisions lointaines dominaient les chocs proches.
Cette forme intégrale de Boltzmann a alors été mise sous une forme différentielle de Fokker-Planck
pour ne tenir compte que des chocs lointains, forme qui permettait de supprimer la divergence,
ou plutot de 'amoindrir, puisque on passait d’une divergence linéaire en le parametre d’impact en
une divergence logarithmique [32].

E. C. Shoub a repris ce probleme pour tenter de répondre a la question : quel est le role des
chocs proches dans I’évolution d’un type de particules vers 1’équilibre, soumis a des interactions
coulombiennes élastiques avec lui-méme et les autres particules du milieu. Il a alors reformulé
I’équation de Boltzmann pour réduire le nombre de dimensions de l'intégrale, passant de 5 a 3,
voire 1 pour des fdv isotropes, permettant ainsi un traitement numérique. Notons que l'auteur
ne s’est pas affranchi de la divergence, mais les ordinateurs de notre époque sont capables de la
traiter. De plus, il utilise la section efficace différentielle de Rutherford méme lorsque ce sont des
collisions entre électrons, alors qu’il devrait utiliser (C.18), qui tient compte des effets de symétrie
(indiscernabilité des électrons) puisqu’il traite les chocs proches. Ces effets sont différents des effets
collectifs classiques qu’il ne traite pas en connaissance de cause, s’étant assuré qu’ils ne remettaient
pas en cause son travail.

En reprenant les notations de I’auteur, nous omettrons la dépendance en z des quantités comme
les fdv et grandeurs thermodynamiques, car cette dépendance n’a aucune influence sur les déve-
loppements mathématiques qui suivent, et alourdit les notations.

En tenant compte de la collision élastique (e,v) + (i, w) = (e, v’) + (i, w’), il commence par
définir une fonction W;(v,v’) qui lui permet d’écrire son terme de source sous la forme

T = [ IR 1) = W) ) ' (3.25)
oll
Wi(v',v) = v jei,,|4 /D jl(wvgqé |:|VI —w|— v —w' + (1 + Z—j) (v —v) ] dw’, (3.26)
et

e2 2 m 1
=4 14 Me) = 2
g (47T60> < + mi) m2 (3.27)

et D est un domaine d’intégration particulier qui dépend de la valeur de |v — v’/|. La difficulté
réside en le fait de bien définir ce domaine d’intégration, et de supprimer le Dirac dans (Eq. 3.26).
Pour cela on change de variable d’intégration, de w’ & g’ = v/ — w’. On obtient alors

Yei fi V/_g/
Wi(v',v) = R— /D ( 7 )(5[9’— lg’ + 2ul] dg’, (3.28)

ou g =|g'| et u=(v—v')/B, de norme u = |u| et de vecteur normé u = u/u, avec 3 = 2u;/m.
et p; est la masse réduite du systeme e — 7. On définit aussi g = v — w dont la norme g est égale
a ¢'. Cette transformation permet de mieux apprécier le domaine D. Il se sépare en deux parties,
selon la valeur de u par rapport a ug :

e? 1

o = dmeg 2uAp

(3.29)

Ainsi le domaine D est partagé en deux parties :
—u>ug: u<g<4oo,

u<g<gi(u)
—u<ug: s
g2(u) < g < 400
ol

2u?
g1(u) = \/1+ NS TIDE (3.30)
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et
2ug

T ai(u)

g2(u) (3.31)

On vérifie bien que g1 (ug) = g2(up), assurant la jonction entre les deux parties de D.

Le but de cette séparation est de savoir quel domaine d’intégration sur g’ est possible dans
(3.28), de fagon a savoir si on peut s’affranchir du Dirac, qui a des racines multiples, et qui peut
soit fixer ¢’, soit un des deux angles §, ou ¢y qui interviennent dans l'intégration sur g’ : dg’ =
g’2 sinfydg'ddydpy . Le domaine d’intégration D n’impose des contraintes que sur g¢’, pas sur
I’angle solide qui décrit toute la sphere unité.

On pourrait continuer et donner des expressions plus détaillées de (3.28). Le Dirac ne peut
disparaitre dans le cas général, il faut faire des hypothéses sur f; pour cela, comme supposer
qu’elle est isotrope (le Dirac peut étre éliminer par intégration sur un des angles de la vitesse), ou
lui donner une forme maxwellienne.

Shoub a fait un calcul pour le cas de la fdv isotrope : f; est isotrope (pas forcément f.), ce
qui va permettre de simplifier W;(v’,v) , en supprimant le Dirac dans (3.26) par intégration sur
Pangle azimutal o, de w’. Shoub a fait le calcul pour le cas u > ug , et cela donne :

! “+o00
wﬁSO(vgv)——lﬂ7Fl/‘ W) dw' . u>ug (3.32)

‘V -V Winin B

ot v, = 8m(e? /dmegm?2)? et

Wi = [(W+v').10] (3.33)
Cette forme (3.32) ne contient plus qu’une intégrale & une dimension. Elle n’est pas isotrope
en (v,v’), mais son anisotropie ne dépend que du produit scalaire v.v’. Si f. est isotrope, alors
I'intégration sur I’angle azimutal ¢, n’est pas contrainte par (3.32), mais son intégration sur ’angle
polaire 8,, ne peut peut-étre pas étre faite analytiquement.
En utilisant une maxwellienne isotrope pour f;, donnée par (3.18), dans la formule (3.32), on
obtient

2
WMAX (g7 y) = 2 1 vl eXp{_[(mi—me)v’_(mi+me)v (v—v/)} }’ w>ug.

/25 v — V| 2m;v; v —v/|
(3.34)

Si nous voulons utiliser cette méthode pour nos calculs, voici ce qu’il reste a faire :

— trouver des expressions équivalentes & (3.32) et (3.34) pour le cas u < ug. Shoub n’a pas
calculé la quantité isotrope et, par des moyens différents, a réussi a calculer la quantité
maxwellienne, mais sans en trouver une forme analytique ou l'intégrale a disparue.

— Intégrer ces quantités sur 'angle polaire de (v,v’).

On peut dire que, pour des fdv isotropes, f; et fe, le calcul du terme de Boltzmann consiste en
une intégrale (4 une dimension) sur v’ de f., pondérée par une quantité W;(v’,v) qui est la somme
de trois intégrales, chacune étant double a priori, et pouvant peut-étre devenir simple. Etant donné
la puissance de calcul numérique disponible de nos jours, son utilisation dans la résolution d’'un
probleme cinétique n’est plus un probleme, alors qu’il ’est encore si on garde le terme original,
consistant en une intégrale a 5 dimensions.

3.2.2.1.4 Conclusion

Pour le traitement numérique de ’'ECE que nous nous proposons de mener, nous devons faire
le choix entre des termes de source entierement différentiels, ou entierement intégrals, car le trai-
tement numérique d’une équation intégro-différentielle non linéaire de ce type est trop complexe.
Comme nous tenons compte aussi des collisions inélastiques, dont la forme est du type Boltzmann,
nous ne pouvons pas utiliser de formes différentielles. Le modele BGK, décrit a la section suivante,
permettrait de traiter correctement les collisions élastiques en reproduisant les principales carac-
téristiques des formes différentielles. Si ce modele ne tient pas ses promesses, il faudra recourir a
la forme de Boltzmann, qui a l’air compliquée mathématiquement mais utilisable numériquement.
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3.2.2.2 Les collisions des électrons avec les atomes neutres

L’intégrale de la sed ne diverge pas, la forme de Boltzmann est donc valable, mais elle est
compliquée. Il est possible de grandement la simplifier, par exemple en la linéarisant, car 1’électron
entre en collision avec une particule beaucoup plus lourde que lui, ce qui a une incidence forte sur
la dynamique des collisions.

Des calculs ont été faits par 1. B. Bernstein a partir de cette constatation [5]. On part de
la forme de Boltzmann et développe les fonctions de distribution selon les vitesses en utilisant
plusieurs hypotheses :

1. les électrons étant bien plus légers que les atomes (m./mpy < 1), on ne garde que le premier
ordre du développement des fdv en les vitesses, qui font intervenir le rapport des masses,

2. les électrons ont une température T, (z) proche de la température Ty (z) des atomes, de sorte
que m Ty (2)/muT.(z) < 1,

3. la fdv des atomes est isotrope,

4. la vitesse moyenne (v)p(z) des atomes est nulle.

L’hypothese 2 signifie que T.(z) =~ Tx(z), ce qui doit étre vrai avec une grande précision si on
veut respecter strictement le méme ordre de petitesse entre les hypotheses 1 et 2. A ce moment
IT.(2) — Tu(2)|/Te(z) < 1. Cette différence semble étre faible pour les atmospheres (< 1073
¢f. [69]). Or 'hypotheése 2 est toujours valable méme pour des différences de température non
négligeables, T,.(z) ~ 5Tx(z) par exemple. Notre calcul sera juste un peu moins précis, mais la
forme du terme de source sera toujours valable. Bien que présentée ainsi, ’hypothese 2 n’est pas
une condition qui s’appuie strictement sur les températures, mais sur leur signification cinétique :
la température d'un type correspond & son énergie cinétique moyenne : 3kT,(z) = m.(v?).(2).
La condition 2 est simplement équivalente & .(z) > vg(z), le rapport de moyennes étant de
Pordre de \/mpg/m. ~ 43. Le raisonnement est de se dire que lorsque la condition 2, portant
sur les températures cinétiques, est vérifiée, la plupart des électrons sont rapides par rapport aux
atomes. Les résultats suivants seront donc valables pour ces électrons seulement, mais pas pour
des électrons aussi lents que les atomes, voire plus lents. Si on cherche a calculer la fdv pour toutes
les vitesses, ce terme de source approché ne permettra pas de bien décrire I'influence des atomes
sur ces électrons lents, & moins de postuler que les électrons lents soient maxwelliens [78], ce qui
entraine que le terme de source approché de collisions élastiques est nul, comme le terme de source
de Boltzmann (3.4). Si on ne veut calculer que les moments de cette fdv, ce terme de source est
une bonne approximation parce que le volume de phase de ces électrons lents est négligeable par
rapport & celui des électrons thermiques (les plus nombreux) et rapides, les électrons lents étant
de surcroit peu nombreux par comparaison.

Les hypotheses 3 et 4 ne sont pas discutables dans le cadre de notre modele qui ne résout que
I’équation cinétique des électrons, et pas celle des atomes.

L’expression suivante est valable en supposant que la vitesse moyenne des atomes est nulle.
Dans le cas général, elle est donc valable dans le référentiel propre des atomes. Elles est aussi
valable dans le référentiel du laboratoire pour notre modele, car on suppose que les atomes ont une
vitesse moyenne nulle (hypothese 4).

Pour des électrons dont la fdv est anisotrope, la forme locale du terme de source des électrons
s’écrit :

Yau(z,ve) = /4Z/(z,ve,O)[fe(z,u)—fe(z,ve)]dﬁ (3.35)
82
+%}_§Z) f wy('z?vme)[fe(zﬂ-l)_fe(Z7Ve)}dfl
me 9 . kTw(z) 8 )
+2mH av. Aw v(z,ve,0) (I =D ®@n). |vefe(z,u) + ;LIE( )aVefe(z,u) dn,

ot v, = |ve|, T est le tenseur diagonal unitaire, 1 est la bissectrice du triangle isocele formé par les
deux vecteurs (ve — v;) et (Vv —v}), u= (2n ® i — I).v,, de méme norme que v, : u = v, et

V(Z7 Ve, 9) = nH(Z)UeQHe (Uea 9) (336)
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est la fréquence de collision, ou 'angle 6 correspond & la coordonnée polaire du vecteur n : dn =
sin 6 dfdy et np(z) est la densité numérique d’atomes d’hydrogene (incluant tous les états excités).

C’est une expression encore compliquée qui se simplifie beaucoup pour des électrons dont la fdv
est isotrope :

Yeu(z,ve) = :z;vlgaie {’L}Z’Vl(z,’t/e) <f€(z7ve) 4 k:;lﬁj) [«)?)e fe(Zﬂfe))} , (3.37)
ol v1(z,ve) = 2 [ v(z,v,,0) sinf(1 — cos ) df.

v1(z,v) s’interpréte comme l'inverse du temps moyen de transfert de quantité de mouvement
d’un électron d’énergie %mev2 (temps de freinage de I’électron di aux collisions avec I’atome). On
notera que le probleme de calculer v(z,v,0) reste entier. Lorsque f. n’est pas isotrope, les deux
premiers termes de (3.35) ne sont pas nuls. Dans tous les cas, on les suppose beaucoup plus grands
que le troisieme terme. Cette hypotheése est motivée par le fait que m./mpg < 1. Cette hypothese
n’est plus vraie lorsque f. n’est que faiblement anisotrope, ce qui est le cas, sous le seul effet des
collisions élastiques, lorsque presque toutes les anisotropies ont relaxé vers zéro. On ne tient pas
compte de cette région qu’on espeére courte en temps et faible en éléments perturbateurs (collisions
inélastiques) qui auraient tendance a maintenir dans le temps cet état. Alors on peut récrire le

terme de source sous la forme ol Eg)H(z, ve) correspond au cas isotrope (3.37) et

Eel,H(Za Ve) = ES)H (2,ve) + Eg?H (2,e) (3.38)
olt
0w (2 ve) =/ v (2,ve,0) [fe(z,1) = fe(2,vc)] din (3.39)
4m
avec KTa(z)
% o TH z
V¥ (2,0e,0) = v(z,v,,0) + o 8vgu(z, Ve, 0) . (3.40)

En utilisant I’hypothese faite a la section A.5.4.1 sur l'isotropie de la sed, v*(z, v, ) ne dépend
plus de 6. Par analogie avec la définition générale de la sei & partir de la sed, on définit v*(z,v.) =
ﬁ Ji V¥ (2, v, 0)di. Alors, étant donné que pour (ve, 8, ) donnés correspond un seul u, le jacobien
de la transformation de I’angle solide infinitésimal di en l’angle solide infinitésimal da autour de
u vaut 1, et puisque nous integrons sur la sphere unité, il est possible d’écrire :

1

47 A

fe(z,u)dn = % . fe(z,u)da = fo(z,u) = fe(z,ve) , (3.41)

ce qui entraine
20 (2, ve) = 1 (2,00) [fel(z,ve) = felz,00)] - (3.42)

On verra plus loin que cette forme ressemble & un modele BGK.

On peut pousser la simplification un peu plus loin encore & partir de I’équation (3.40) : dans
quelle mesure le deuxiéme terme est-il négligeable par rapport au premier ? Avec notre modele de
sed coupée en trois zones (voir section A.5.4.2.5), on montre que cette assertion est toujours vraie
dans les deux premieres zones, et seulement dans la troisieme zone si la température des atomes
satisfait 'inégalité : Ty (z) < 2.9 x 108K, ce qui est largement suffisant pour nos modeles. On
notera alors vy (z,v.) = ng(2)veque(ve) cette fréquence de collision.

Il reste aussi & vérifier pour quelles vitesses des électrons les formes de Bernstein (3.35) et
(3.37) sont valables. On sait qu’elle n’est plus valable pour les électrons lents, il reste & préciser
quantitativement cette lenteur. Le critere de validité est : E > E,,(z) = %;’LLH kTw(z). La table
(Tab. 3.3) donne les valeurs de FE,, pour différentes valeurs de la température Tx.

En commentaire, méme pour T (z) trés grand, on reste dans la zone 1 de la sei. La forme du
terme de source n’est pas simplifiable & partir de Boltzmann dans ’approximation des électrons
lents. Ainsi, pour le modele BGK, la fréquence de collision, qui tend vers zéro selon les travaux
de Bernstein, sera changée. En quoi? On imagine mal une remontée spectaculaire, peu physique.
Si c’est une constante, cela ne changera pas grand chose pour I’équilibre : on attend les effets
perturbatifs de la recombinaison radiative a des énergies plus importantes. De toute fagon, f.
sera mal traitée numériquement dans cette zone proche de l'origine. Nous utiliserons donc cette
expression pour toutes les vitesses.
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Tu(K) 103 10* 10° 10°

Em(eV) | 7.107% | 7.107* | 7.1073 | 7.1072

TAB. 3.3 — Valeurs de E,,, = 2 2= kT selon Th.

2mH

L’expression (Eq. 3.37) a une forme de Fokker-Planck-Landau. Les formes (3.35) et (3.37), de
méme que le raisonnement général, ne sont valables que si on peut s’arréter au premier ordre du
développement des fdv des électrons et des atomes. Cela dépend fortement des dérivées partielles
par rapport a la vitesse. La tendance générale de ce terme de collision est d’isotropiser et de
mazwelliser la fdv des électrons, et comme les dérivées partielles d’une maxwellienne ne sont pas
trop élevées, cette forme sera acceptable pres de I’équilibre. Si la fdv initiale est un Dirac en
vitesse (jet monocinétique d’électrons), les dérivées sont infinies et ce développement n’est pas
valable. Ainsi, dans un traitement analytique ou numeérique, il faut utiliser des électrons déja un
peu dispersés afin que leur fdv, utilisée comme condition initiale, ait des variations douces.

Pour résumer, nous disposons de trois possibilités pour I'expression de X¢; g (2, ve) :

— la forme (3.11) de Boltzmann, la plus générale,

— les formes (Egs. 3.35, 3.37), linéaires mais dépendant des dérivées partielles,

— les formes (Eqs. 3.38, 3.37, 3.42) lorsque on suppose la fréquence de collision isotrope.
Nous ne nous permettront pas d’autres combinaisons, parce qu’il nous semble peu réaliste de traiter
les anisotropies avec une sed isotrope.

3.2.3 Forme modélisée BGK

Nous modéliserons les termes de collisions élastiques des électrons par un modele BGK justifié
dans I'annexe B. La forme

Eel,k(zvve) - —l/ek(Z,'Ue) l:fe(zave) - fel\/[(271)6)] } (343)

est commune aux électrons, protons et atomes d’hydrogene (k = e, + ou H). Nous pouvons alors
I’écrire :

Yei(z,0e) = —ve(2,ve) [fe(z,ve) - fév[(z,ve)} , (3.44)
Ve(z,0e) = Z Ve (2, Ve) = Vee(2,Ve) + Vet (2,0e) + Verr (2, 0e) . (3.45)
k

La fréquence de collision élastiques électrons-atomes est explicitée par 1’équation :
Me
Vert (2,0e) = —npg(2)veqic(ve) - (3.46)
my
Pour les électrons ou les protons, la fréquence de collision élastique des électrons de vitesse

ve avec les particules de type k = e ou + est (sous une forme faisant apparaitre facilement les
grandeurs :

Ver(z,00) = nk(z)I‘ek(z):—Z%Q (v:(z)> (3.47)
= drad acnp(z) 1nA(z>%i (v:‘(cz))gcp <U:(Z)> .

Le comportement de la fonction ®, définie par

2 e ®

4 1
Jrox?

1 ® 2 1
O(x) = ER(.I) = ﬁﬁ/o t?e”t dt = Eerf(x) -

(3.48)
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08
07
0,6/
0,5
X 04l
03t
02
01!
0,0

F1G. 3.1 — Variations de la fonction ®(x) selon .

T <1 1 >1 | 4+

O(z) | 4/3 7 | 0428 | 1/23 | 0

TAB. 3.4 — Variations de la fonction ®(x) selon z.

est représenté dans la figure (Fig. 3.1) et la table (Tab. 3.4) ci-dessous.

Dans cette expression, erf(z) est la fonction erreur bien connue et In A(z) est le logarithme
coulombien défini dans l'annexe A, formule (A.75).

Nous noterons que I'on néglige habituellement les collisions entre électrons et protons par rap-
port aux collisions entre électrons, & cause du rapport trés faible des masses m./m, dans (3.47),
simplification possible pour de grandes vitesses électroniques v, > ¥.(z) seulement. Dans le cas
contraire, le rapport des fréquences de collision vy (z,v)/Vee(2,ve) peut étre du méme ordre de
grandeur, voire beaucoup plus grand que 1 pour des vitesses v, trés faibles.

3.3 Termes de collisions inélastiques

Les collisions inélastiques sont induites par un flux incident d’électrons (supposé isotrope) et
ont donc un terme de source de la forme

Einel(za Ue) = ne(z) |:_O'inel(za Ue)fe(za Ue) + / O'inel(za V/e, Ve)fe(zv U;) dvle » (349)
D

ol Oinel(2,0e) est le taux de collisions inélastiques des électrons et 0inei(z, VL, ve) dv), le taux
différentiel du domaine de vitesses incidentes (v, dv’) a la vitesse émergente v, ce qui entraine

Gimet (2, 00) = / Gomet(2, Ve, V) AV . (3.50)

On notera que le domaine d’intégration D sur v, dépend de la vitesse émergente v,.
On décomposera le coefficient différentiel de collision inélastique selon toutes les transitions
i — j capables de faire passer la vitesse d’un électron de v, a v/, soit :

Tinel(2, Ve, V,) = Zni(z)Cij(z,ve7v’e) : (3.51)
]

La distribution C;;(z, ve, v.) s'interprete en remarquant que le produit C;;(z, ve, v,) dv., est un
taux de transition de v, & (v.,dv.) par électron et par unité de densité n; des particules cibles
dans la transition inélastique i — j (dimension L3T~1).

Le membre de droite de (3.51) comprend les excitations collisionnelles (i < j), les désexcitations
collisionnelles (¢ > j7), les ionisations collisionnelles (j = +) et les recombinaisons & trois corps
(¢ = +). Seules les distributions Cy; dépendent de z, car la recombinaison & trois corps fait
intervenir trois particules incidentes, une de plus que dans les autres réactions.
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La distribution décrivant les excitations collisionnelles et leur inverse s’écrit [78] :
Cij(Ves Vi) = Velie,je(Ve, Vi) s (3.52)

Ol Qe je(Ve, VL) est la distribution explicitée par les relations (A.81) ou (A.82), suivant que la
contrainte d’énergie porte sur la vitesse incidente de ’électron ou sur sa vitesse émergente.
La distribution décrivant les ionisations collisionnelles a pour expression [78, 79] :

Cit(Ve,V)) = Ue/qie,Jree(ve;v;,W'e) dw’, , (3.53)

la distribution gje tee(Ve; Vi, W, ) étant explicitée par (A.95).
Enfin la distribution décrivant les recombinaisons & trois corps s’écrit [78, 79] :

C_H‘(Z, Ve, V/e) = Ne (Z)Ue / fe(za we)weq+ee,ie (Vea We; V,e) dw, y (354)

ou encore, en utilisant la relation de réciprocité (A.108),
Cyi(z,Ve, V) = ne(2)T; vé/fe(z,we)weqie7+ee(v’e; Ve, We) dw, . (3.55)

La décomposition (3.51) entraine une écriture similaire pour le taux intégré

Tinet(2,00) = Y _ ni(2)Cij(2,ve) - (3.56)
(2]
avec
Cij(z,0e) = /Cij(ve,v;) dv!, . (3.57)
On obtient, pour les excitations collisionnelles et leur inverse,

Oij (ve) = VeQij (Ue) ) (358)

pour les ionisations collisionnelles
Cit(ve) = vegi+(ve) 5 (3.59)

ou les sections efficaces intégrées d’excitation et d’ionisation collisionnelle sont définies dans I’annexe
A (sections A.6.2 et A.7.4), et pour les recombinaisons & trois corps

Cyi(z,ve) :ne(z)ve//fe(Z,’er)weq_;'_ee’ie(Ve,We;V/e)dwedvé. (3.60)
La relation de réciprocité (A.108) permet d’écrire ce coefficient sous la forme
Cii(z,ve) = ne(z)f‘i//fe(z,we)v;qi@_,_ee(v’e;ve,we) dw.dv’, . (3.61)

ou encore, en utilisant 'expression (A.95) de la distribution gje, 1ee(Vy; Ve, We) et en effectuant les
intégrations sur v/, et w,

+oo
Coilzrv0) = ne ()T / v o 2 G v o (v L (3.62)

la vitesse de seuil (;4, la vitesse émergente Cie tee (5, ve) et la section efficace intégrée g,y (v.;ve)
étant définies dans Uannexe A, par les équations (A.92), (A.94) et (A.99) respectivement.

Le terme intégral figurant dans le membre de droite de (3.49), dans lequel on substitue la
relation (3.51), s’écrit :

/ Oinet(2,Vh, Ve) fe(z,0)) dvl, = an(z)/ Cij(z, VL, ve) fe(z,v)) dvl . (3.63)
D - D

%,J
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Pour une excitation collisionnelle et son inverse, d’apres (3.52) et (A.82) :

/D Ci;(vl,ve)fe(z,0l)dv, = Ug;tf% 4ij (, Jv2 + ij) fe (z, \Jv2+ C%) , (3.64)

le signe 4+ correspondant & une excitation et le signe - a une désexcitation. La section efficace
intégrée figurant dans le membre de droite de (3.64) et la vitesse de seuil (;; ont été explicitées
dans Pannexe A (section A.6.1).

Pour une ionisation collisionnelle, d’aprés (3.53) et (A.95) :

—+o0
Cit (Ve ve) fe(z,v;) dve = / felz,v0)ve i (v; ve) dvy (3.65)
/; ,/1)2+C,i2+

la section efficace intégrée d’ionisation collisionnelle étant explicitée dans ’annexe A (section A.7.1).
Pour une recombinaison & trois corps, d’apres (3.55) :

/ Covile, v, V) folz0) AV, = e ()T v, / / Folz ) folz, 0 e pee (Vs v wh) dwldv,
D D

(3.66)
I'intégration portant sur le quart de cercle d’équation v/ + w!? = v? — i2+. Utilisant ’expression
(A.95) de la distribution gje tee, 00 peut encore écrire

/\/ 3 (v2—C3,)

0

fe (Zacie,-&-ee(veavé)) fe(z,vé) (3.67)

/
e

/ Coi(eVe Vo) fo(20l) AV, = mo(2)Ti v,
D
X v2q (ve: L)

le domaine d’intégration étant justifié dans le commentaire de la relation (A.98).

Rassemblant ces résultats, on décomposera le terme de source des électrons di aux collisions
inélastiques en ses quatre composantes décrivant les excitations collisionnelles, les désexcitations
collisionnelles, les ionisations collisionnelles et les recombinaisons a trois corps

Einel (Z7 Ue) = Eercit (Z7 ve) + Edeserc(za Ue) + Eionis (Za ve) + z]r’ecomb(za Ue) ) (368)
avec
Eemcit(zave = an {_fe(zave)vg%'j (Ue) (369)
i<j
+ (UE +Ci2+) qij ( vZ + 12+> Je <Za \/Ug + z2+)} )
gi 1 /
Zdesezc(z7 ve) = ne(z) g_nj(Z)’U_ {_fe(za Ue) (’Uz + Cz2+) qij 7,2+> (370)
i<j 7d ¢

(yer+
+02i(ve) fe (Z’ \JvZ = 3+>} ;
Yionis(2,0e) = an { fe(2,0)02qi4 (ve) + /0+<>O fe (z, w2+ 02 + 12+> (3.71)
x we (wg +v2 4+ ) qit (W;w) dU)e} ;

E7“~‘3comb(25arUe) = ZF { fe < Ue) (372)

+oo
X / fe (2, we) we (wg +'U§ + Cz2+) qi+ (\/ w2 + ,U2 + z+ ,Ue> dwe
0

%(Ugfcz‘2+)+°° 9
+ve/ fe <z, v2 -2 — 3+> fe(z, 0002 qiy (ve;vr) duy o
0
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On a utilisé la relation de réciprocité (A.87) pour exprimer, dans (3.70), la section efficace
intégrée de désexcitation en terme de la section efficace d’excitation. De plus, le terme intégral de
(3.71) et le premier terme intégral de (3.72) ont été obtenus en effectuant le changement de variable
We = (je,+ee(V., Ve) dans les intégrales de (3.65) et (3.67).

Lorsque la fdv des électrons est maxwellienne, on peut écrire

Ey
1 (22 £ ) = £z w0 exp (q: o )) | (3.73)
1

imev? + E;
feM (z, \JuEEu2 £ Cﬁ) = feM(z,ve) exp (:FW> , (3.74)

dans les résultats précédents, ce qui donne :

S (500) = m(z)fy(z,ve)Zm(z)i{v.qu-j@e) (3.75)

i<j ¢
) a (i + oo (<) ]
zdesemc(zyve) = ne( fM Z ; Ve Z Ji j ’Ui { (Us + sz+) qij (\/ 'Ug + 12+> (376)

E..
2. v
+vZqij (ve) exp <+ kT(Z>> } ,

1

Bimileste) = ne@ ) (o) {vtin )+ [ e (2 EEL) )

X We (wg + ,Ug + C12+) Qi+ (\/m;ve) dwe} >
Srecomb(2,ve) = ne(2)ng(2)f (2,0 ZF { T(2)) veqis (ve) (3.78)

+oo
_A fév[(z7we) (’LU +U + )QH- <\/w2+712+ 'L+?U€> dwe} .

Additionnons les équations (3.75) et (3.76), puis (3.77) et (3.78). On fait apparaitre ainsi les
coefficients b;;(z) (définis dans la note C.1) qui renseignent sur les écarts & 'ETL pour tout z.
On obtient les termes de sources suivants des électrons (supposés thermalisés) par excitation /
désexcitation et par ionisation / recombinaison & trois corps :

1
Zewcit(zave)+Edesewc(zyve) = ne Z Ue E nz (1 b (Z)) {_’quij(ve) (379)
ij

1<J

e an (T )on (8)}

Eionis (27 ve) + Zrecow%b('% Ue) = ne(z)fc}v[ (Z, Ue) Z nl(z) (1 - bH_l(Z)) {_UeQiJr (UE) (380)

Foo Lm.w? + E;
_ MW, i+ 2, 2 2
o e () e e )

X Qi+ (\/ wg Jrvg +Ci2+§ve> dwe} s
Ces termes sont nuls & 'ETL (b;; = 1), comme il se doit.

Les développements précédents relatifs aux processus d’ionisation collisionnelle et son inverse
généralisent ceux d’Oxenius et Simonneau [79], que P'on retrouve en adoptant la section efficace
d’ionisation collisionnelle (A.101).
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3.3.1 Remarque

L’hypothese des électrons thermalisés a permis d’écrire, dans le terme de recombinaison a trois

corps (3.72) :
fM( e )fM( o) = 04 (T()) (2200 (3.81)

ce qui a fait disparaitre la non-linéarité en f. et conduit au calcul analytique de la deuxieme
intégrale de (3.72).
Dans le cas général, une approximation telle que

. ( e )fe( )~ Ou (T(2)) ful20) ~ Ous (T(2) Mzv)  (3.82)

dans la deuxieme intégrale de (3.72) est fondée lorsque les deux conditions suivantes sont réunies :

1. les recombinaisons & trois corps se font essentiellement & des vitesses proches de la vitesse de
seuil : Xyecomn (2, ve) est négligeable lorsque ve > (4,

2. les électrons de basse vitesse sont thermalisés.

Rappelons que le cas général dont il est question ici est celui d’électrons rapides par rapport
aux atomes, les formules (Egs. 3.69, 3.70, 3.71, 3.72) se compliquant substantiellement sans cette
hypothese.

Lorsque les deux conditions précédentes sont réalisées, on peut remplacer la formule (3.72) par
la formule (3.78) pour décrire la recombinaison & trois corps d’électrons thermalisés aux faibles
vitesses.

3.4 Termes de collision diis aux processus radiatifs

Le terme ¥,,4 figurant dans le membre de droite de (Eq. 3.2) comprend une composante
Yy décrivant la production (ou la perte) d’électrons par photoionisation (ou par recombinaison
radiative), une composante Xy décrivant la déviation des électrons au cours des transitions ff,
et une composante Y1 décrivant leur déviation au cours du processus de diffusion Thomson des
photons sur les électrons. Le premier processus crée (au sens algébrique) des électrons, alors que
les deux suivants ne font que les dévier.

D’ou

Yrad(2,Ve) = Tppp(2,Ve) + Xrp(2, ve) + 2r(2, ve) - (3.83)

3.4.1 Le processus de photoionisation et son inverse
On écrira ce terme de source sous la forme
Ebfb(z7 Ve) = Ee(za Ve) - ne(Z)Ke(Za Ve)fe(za Ue) » (384)

ou F.(z,v.) est un coefficient d’émission des électrons par photoionisation et K.(z,v.) un coeffi-
cient d’absorption par recombinaison radiative.

Nous ne détaillons pas la définition de ces deux coefficients, qui est calquée sur celle de leur
homologue pour les photons (chapitre 2). Ils s’écrivent sous la forme

(z,ve) an Rii(z,ve), (3.85)

Ko(z,ve) =ny(z ZR“ Z,Ve), (3.86)

faisant apparaitre toutes les transitions ¢ = 4+ au cours desquelles des électrons de vitesse v,
peuvent étre créés (au sens algébrique) au point z par les deux processus considérés.

Le produit R;(z,v)dv, est de dimension T~!: c’est un taux d’émission des électrons dans le
domaine (v, v, + dv,) par unité de volume et de densité numérique n; au point z. Le coefficient
R, a pour expression [78] :

+OOI N
Ri+(z,ve):A/ %awﬁe(ﬁ,y;ve)dﬁdzg (3.87)
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ou I est 'intensité spécifique du champ incident, I/hv la densité de flux (scalaire) de photons
incidents, et 0;,, 4 la distribution décrivant la collision, donnée par (A.13).
On peut également écrire le taux R,; décrivant les recombinaisons radiatives ainsi [78] :

+oo 2
Rii(z,ve) = Ue/ / {1 + C—3I(z, V)| 0qeiv(Ve;n,v) didy (3.88)
47 JO 2hv ’

le terme entre crochets prenant en compte les émissions induites de photons.
Les distributions oy 4 €t 04,4, vérifient la relation de réciprocité (A.21), ce qui permet d’écrire
le terme de source des électrons par les processus bf et fb sous la forme

I(z

n,v)

+oo
St = 5 [ {im) - ron@n o 5 (3.59)

2 2
=T ng(2)ne(2) fe(z, ve)—yz } Oiv+e(, V5 V) ddy .
c

On notera que l'intégration sur la fréquence est triviale, 'expression (A.17) de la distribution
Oiv,+e(D,v;ve) imposant Pégalité v = &4 (ve) = la fréquence d’un photon pouvant éjecter un élec-
tron a la vitesse v, donnée par (A.16). On notera également que le premier terme dans l’accolade
est anisotrope si le champ radiatif est anisotrope, & cause de l’anisotropie de la section efficace
différentielle de photoionisation. Le deuxieme terme, qui décrit la perte des électrons par recom-
binaison spontanée, peut étre calculé analytiquement : l'intégration angulaire fait apparaitre la
section efficace intégrée de photoionisation, que 1’on calcule pour la fréquence v = £;4 (v,). Il vient

DI ORI ROINOIACES) (3.90)

i

Sopp(z,ve) =

+oo I(z,n,v) A N
X [M/O T<Ti+(n.v67 V)0 (v — &y (ve)) dindy

me 2 1 1 9 1 mevg
77@@”&(%”6) ZFZ TL+(Z)7’LG(Z) (EH— + §meve> Ti+ (VH_ + 5 A > .

L’intégrale angulaire figurant dans le membre de droite de I'équation (3.90) peut étre calculée
analytiquement lorsque la section efficace différentielle de photoionisation est écrite dans I’approxi-
mation dipolaire. Nous ne reproduisons pas ce calcul ici, puisque nous avons choisi d’ignorer les
facteurs pouvant conduire a une fdv anisotrope des électrons. Lorsque la section efficace de photo-
ionisation est supposée isotrope, on peut écrire dans (3.90) :

/ I(z,n,v)0;4 (0.Ve,v)di = 044 (V) (2,V) , (3.91)
4m
ol 0,4 (V) est la section efficace intégrée de photoionisation et J(z,v) I'intensité moyenne du champ

radiatif.
La fin du calcul est alors immédiate et conduit au terme de source isotropisé suivant :

Sopp(zrve) = me L L S ni(oue ) {J(% V) = Tine(2) o) EE) (2h§3 (e, u>) } ,

¢
(3.92)
avec v = Vi + 5 mev?.

Lorsque la fdv des électrons est maxwellienne, on peut écrire dans la relation précédente :

Lm.v? + E;
7+) , (3.93)

Din ()21 (2 v) = 014 (=) exp (— R

ol 04 est le parametre défini par (C.3). Il en résulte que

Pine(2) M (002 = Lo (—k;()) , (3.94)
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a cause de la valeur de la fréquence en laquelle le membre de droite de (3.92) doit étre calculé. Le
coefficient b;4 a été défini dans la note C.1.
D’ou lorsque f, = fM,

me 1 1 1 hv 2h1?
E e) — - 7 K] I - - k) ?
brb(2; ve) W o E ni(z)oi( {J(z v) o) exp < kT(z)) ( 2 + J(z y))}

la fréquence v étant toujours égale a v, + ﬁmevz.

Comme dans le cas d'une recombinaison & trois corps, 'approximation f, = fM dans (3.92) n’est
peut-étre pas trop mauvaise si on suppose que les électrons qui se recombinent sont essentiellement
lents, et que les électrons lents sont thermalisés.

A TETL, il faut remplacer b;+ par 1, ce qui ne suffit pas pour annuler le terme de source
des électrons. Ce terme disparait a 1’équilibre thermodynamique seulement, c’est-a-dire lorsque le
champ radiatif est planckien.

3.4.2 Le processus de transition free-free ff

Les électrons sont déviés au cours d’une transition ff' en présence d’un atome, ce qui peut étre
vu comme une diffusion radiative sur 'atome. Le terme de source dans ’espace des phases s’écrit
sous la forme de Boltzmann

Eff(z’ve> = ne(z) |:—0'ff<Z,Ve)fe<Z, Ue) + /Uff(Z,Vé,Ve)fe(Z,Ué) dV/e ) (3'96)

ol osf(z,Vve) est la fréquence de collision ff des électrons et osf(z, Ve, V,) dv, le taux différentiel
correspondant, ce qui signifie que

orf(z,ve) = /Uff(Z,Ve,V’e)dV/e. (3.97)

Le coefficient o4¢(2, V., Vv.) a pour expression [78] :

+<>OI o
orf(2, Ve, ve) = UEY(vé_Ue)// wlZni(z)aiey’ie(v&ﬁ,u;v’e)] dndv  (3.98)
4T JO v ;

oY (e Aﬁ/m[ (s (Ve VL B uﬂ

2
X (1 + ﬁ[(z,ﬁ’,u’)) di'dy’
le premier terme étant relatif & une absorption ff et le second a une émission ff, spontanée ou
induite.

Les deux distributions figurant dans le membre de droite de (3.98) ont été explicitées dans
Pannexe A (section A.3). La seconde peut étre exprimée en terme de la premiere a l'aide de la
relation de réciprocité (A.35), ce qui donne

+oo I
orf(z,ve,v.) = Y (vl — ve / / lZnZ 2)Cievie(Ve, D, v}V )] didv  (3.99)
4

+oo
+’U/Y 7"0 / / [ )Jzey w(v nlayl;ve)]
ar

2 12 2
xZ—2 (1 4 2571(2,1?1’7#)) di'dy' .

On notera la complexité de la dépendance angulaire de ce coefficient. A cause de ’anisotropie
du champ radiatif, il dépend séparément des directions des vitesses électroniques incidente et
émergente, et non de leur angle.
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Le coefficient intégré sur la vitesse électronique émergente v/, défini par (3.97), se calcule en
écrivant dans la premiére intégrale de (3.99)

1
aieu,ie(veaﬁay;vl) - Uzeuze(vean vy v )026[1} - gff(vev )] P (3100)

e

conformément & (A.25), et dans la seconde intégrale de (3.99)

1
Uiez/,ie(vé7ﬁ/al//;ve) - O—iey,ie(véaﬁ/ﬂ/,;\?e) ; (S[’Ué *Cff(’l)e,*l/)] y (3101)
VeV,
ce qui provient de la relation
/ / 1 /
0ve = Gprve, V)] = 0 [ = Cpp(ve, V)] (3.102)

€ e

issue de la contrainte d’énergie (A.27) (avec v. < v.). Rappelons que (ss(v,v) représente la
vitesse émergente d’un électron de vitesse v avant absorption d’un photon de fréquence v. La
vitesse (f¢(v, —v), que l'on calcule en changeant le signe + en signe - dans le radical de (A.29),
représente donc la vitesse incidente d’un électron de vitesse v apres absorption d’un photon de
fréquence v. On obtient le taux intégré suivant :

o
orf(z,ve) = / / Iz 8,v) an / Giev,ie(Ve, D, v; VL) dVL | didy (3.103)
47
mev2/2h
/ / Cff Ve, — an / Jieu,ie(gff(um _V)‘Aftlzvﬁlvl/;ve) d{’é
4

(32

2hy'3

21//2

XC—2 {1 + I(z,ﬁ',yl)} dan'dy’ .

Le terme intégral figurant dans le membre de droite de (3.96) est calculé en remplagant le noyau
or¢(z, V., Ve) par son expression (3.99) (avec v. < v.), dans laquelle on substitue la relation (A.26)
explicitant la distribution ojey e (Ve, 01, v; V1)

oo I
orf(z,vi,ve) = %v A/ (0, v/ [an 2)Cievie(V n,u’;f/e)l (3.104)
e T

X8 [V = Epp(vl,ve)] dia'dv/
+oo
Me Ve,
T vgY(ve UE)Aw/o [Z

n; (Z)Uieu,ie (ve, ﬁa v ‘A’é)‘|
i

2 2 A
02 (l—i- T 3I(z:,n,y)) (v —&pf(ve,vL)] dirdv ,

et en faisant porter la contrainte d’énergie sur la vitesse v., qui est la vitesse incidente de I’électron
dans la premiére intégrale de (3.104) et sa vitesse émergente dans la seconde. Pour cela, on doit
écrire dans la premiere intégrale

PG — € gl w0 = 8 [t — e )] (3.105)

e

et dans la seconde intégrale

Pl — 5 (verv))] = 0 )~ Crp(ves)] (3.106)
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I1 vient

/ !/ !/ 1 oo
Jontvivoreaas = = [ [ [ 8o G- @0

I(~ #
[Z 1i(2) Fiewie (G £ (Ve _V)‘Afé, n,v; 08)1 M

+fe (Z7 Cff (’Ue, V)) 1}3 lz ni(z)aiey,ie (Vea ﬁv 12) ‘A/e)‘|

i

2v° c? . ot s
X = <1+2h 3I(z,n,u)) dvldidy .

Substituons cette expression dans le membre de droite de (3.96) et utilisons I’expression (3.103)
de o5¢(z,ve). On obtient le terme de source suivant :

1 oo
Sir(z,ve) = U_e/4 /4 /0 [A1(2, Ve, V., 0, V) — Aa(2,Ve, V., 1, V)] (3.108)
202 c? R IR
X7 [1 + WI(Z’H’ l/):| dv,dndy

1 oo 202
+— / / / [Bi(2, Ve, Vi, 0, v) — Ba(z, Ve, Vi, 0, v)] —5- dV,didv,
Ve Jar Jarx Jo c

ol on a posé

A1 (2,Ve, Vi, 0, v) = ne(2) [fe (2,Cr(ves V) — fe(2,ve)] [Zn, 2)Cievie(Ve, D, V3V )] , (3.109)

As(z,ve,vi,nv) = Y (%mevg — hu) A1 (2,Crf(ve, —V)VL, Ve, D 1) (3.110)
— Y (gt = ) a0 = fo e Gyt =)
x (3 (ve, —v lzn 2)Cievie(C (e, —v )v;,ﬁ,u;ve)] ,
et
Bi(z,ve, v, 0, v) = ne(2) fe(2,ve)v lan 2)Cievic(Ve, N, V3 ¥ )1 , (3.111)
Ba(z,ve, Vv, ,n,v) = Y <%mev§ — h1/> Bi(z,(s(ve, —v)V., Ve, 0, 1) (3.112)

@Y (mec? = ) fo (2. G300 =)

X Cff Ve, — [an Z)0jev,ie Cff(ve» V){’éaﬁvy;{’e)] .

La fdv des électrons étant isotrope, I'intégration des coefficients A1, As, By et By sur V. est
possible et fait apparaitre les intégrales f47r Cievie(Ve, N, V; VL) dVL et f47r Tievie(VL, 0,15 V,) dV),
que l'on a calculées analytiquement dans I’approximation dipolaire. Dans cette présentation, nous
nous contenterons du résultat obtenu en prenant la moyenne angulaire (sur v.) des coefficients
obtenus, ce qui revient a écrire

1
— {/ Gievyie(Ve, N, V5 V)) d(fé} dVe = 04i(Ve, V) (3.113)
4 47 47
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et

1
— {/ Tievie(Ve, D, V5 V) dff’e} dve =0y (v,v) (3.114)
471' An ’

Rappelons que 0;;(2, v.) est la section efficace intégrée d’absorption ff définie par (A.31).
On peut alors effectuer 'intégration angulaire sur i dans (3.108), comme on a fait dans le cas
bf-fb a la section précédente. On trouve, pour l'intégrale angulaire contenant A; et As

c? . . 2
/47r <1+2h 3I(z,n,1/)> dh = 4n (1+WJ(Z,V)> . (3.115)

Les deux intégrales sur i contenant By et By valent simplement |, 1, A0 = 4.
Dot le terme de source des électrons de fdv isotrope, dans 'approximation (3.113, 3.114)

1 +o00 212 2
Yr(z,0e) = . [A1(2, Ve, V) — Aa(z,ve, V)] — 2 <1+ S (2 )) dv (3.116)
e Jo
+o0 2
o [ B~ Batevn)] 2,
avec
A1 (z,0e,v) = 4mne(2) [fe (2, (pp(Ve, V) — fe(2,0e)] [Z ni(2)0ii(Ve, v ] , (3.117)
As(z,v0,0) = Y(;me hu) Av (2, G (0er —1), ) (3.118)
= 4dmn.(2)Y (%mevg - hu) [fe(z,ve) — fe (2,Cpp(ve, —1))]
X Cff Ve, — [Z n’b O'“ Cff(vea - )7 )] )
et
B1(z,ve,v) = 4mne(2) fe(2,ve)v lan 2)04i (Ve, v ] , (3.119)
Bsy(z,ve,v) = Y <%mev3 - hI/) Bi(z,Cpf(ve, —1), V) (3.120)

= 4dmn.(2)Y (;mevg - hl/> Je (2,Crf(ve, —V))

X <ff Ve, —V lznz Un Cff Ve, =V ),V)‘| :

Ces équations se simplifient lorsque la fdv des électrons est maxwellienne, la relation (2.55)
permettant d’exprimer les coefficients A; et As en fonction des coefficients B; et Bs respectivement,
par les relations de réciprocité

A (2,00, 0) = — {1 —exp <k;—’(’z))] Bi(z,ve,v) (3.121)
As(2,0e,0) = — [1 —exp (—k;“(;))] Ba(2,ve,v) - (3.122)

Le terme de source (3.116) devient alors

Yir(z,0e) = UL/OJFOO [B1(z, Ve, V) — Ba(z,ve, V)] [1 — exp <_/<:T(z))] {B, (T'(2)) — J(z,v) o

€
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ot B, (T(z)) est la fonction de Planck de température T'(z). Lorsque f. = fM, le terme entre
crochets s’écrit encore

Bi(2,0e,V) — Ba(z,0e,v) = 4dmne(z (2,0 an {’U 04i(Ve, V) (3.124)

y (%m . ;w> exp ey ) st =y (o)) |

Bien stir, on trouve X;¢(z,v.) = 0 & I’équilibre thermodynamique, c’est-a-dire en remplacant
J(z,v) par la fonction de Planck.
3.4.2.1 Remarque

Dans un plasma d’hydrogeéne pur ou 'expression (A.32) de la section efficace d’absorption ff
est valable, on doit écrire

Zni(Z)Uii(Ue7 v)=ny(2)Y(v —vp)oss (%)2 (V—R>3 grf(ve,v) (3.125)

Ve v

dans (3.117, 3.119, 3.124).
Ces développements ont été inspirés par la monographie d’Oxenius [78, section 2.2.4], qu’ils
généralisent au cas ou le champ radiatif n’est pas isotrope.

3.4.3 La diffusion Thomson

Les électrons sont également déviés au cours des diffusions Thomson, & cause des échanges
d’impulsion avec les photons, qui ne sont pas négligés.
Le terme de source des électrons par ce processus peut étre écrit sous la forme de Boltzmann

Y1 (z, Ve) = ne(2) [—UT(z,Ve)fe(z,ve) + /JT(z,v;,ve)fe(z,vé)dvé , (3.126)

avec
or(z,ve) = /UT(Z,Ve,v'e) av’, . (3.127)

Le taux différentiel de transition de la vitesse électronique v, & la vitesse v/, aprés diffusion
(spontanée ou induite) des photons s’écrit [78] :

+oo +oo I
or(z,Ve, v / / / / (z,8,v) —— L 0eev(Ve, vy v, A V) (3.128)
4m 4m

2
[1+ 2hv 13

I(z,1/, 1/)] dodvdn'dy’

la distribution associée étant explicitée par la relation (A.38) avec k = e. D’out

o I(z,n,v) , hv ., .
or(z,Ve, Vv [m [m/ —— (Ve -V, — mec(n —n)) (3.129)

2
{1+ 2; e ’,u)] didi'dv ,
( o1 = section efficace de diffusion Thomson).
Le taux intégré (3.127) a donc pour expression
o0 I 2 b
or(z,ve) = Aw Aw/ (2,8, ) {1+ 2];31(2,13’,1/)_ dididv (3.130)
et le terme de source des électrons di aux diffusions Thomson s’écrit finalement
“+o0 ~ 2 -
or I(z,0,v) c iy
Srve) = g [ [T ) (3.131)

x [fe (z,ve M ﬁ)) - fe(z,ve)} didi'dv

MecC
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Ce terme est difficile a évaluer numériquement, a cause de 'intégrale multiple. Nous effectuerons
les intégrations angulaires grace a un développement de Taylor au premier ordre de la fdv des
électrons, qui permet d’écrire sous U'intégrale de (3.131) :

hv

MeC

hv

fe (z,ve + (n' — ﬁ)) — fe(z,ve) = (n' — ﬁ).(?%fe(z,ve) : (3.132)

MeC

Iimpulsion des photons étant bien plus faible que celle des électrons (leur rapport est de l'ordre
de v./c pour des photons et des électrons thermiques). Le terme de diffusion induite disparait, et
il reste

+oo
_ aT “ N (9 ~ Al
Yr(z,ve) _ne(z)47rmec [M Aﬂ/o I(z,n,v) [(n n).—avefe(z,ve) dndin'dv , (3.133)
soit
Er(2,ve) = —nu(2) ZF, (2). o fo(2,v2) (3.34)
Tz’e_nezmeCTZ.aVeez7e, .

apres les deux intégrations angulaires et I'introduction du flux vectoriel intégré en fréquence

“+o00 “+ o0
FT(Z):/O F,a(,z;z/)clyzll /0 I(z,n,v)hdndy . (3.135)

Le vecteur
ac(z) = ~LF,(2) (3.136)

mecC

est Iaccélération radiative appliquée a un électron par suite de ses échanges d’impulsion avec les
photons au cours du processus de diffusion Thomson, qui permet d’écrire le terme de source des
électrons sous la forme finale suivante :

ife(zvve) . (3137)

Yr(z,ve) = fne(z)ae(z).ave

On notera que ce terme est anisotrope méme lorsque la fdv des électrons est isotrope, car alors

Ofe Ofe
ov ov

(z,v) =k—=—(7,v), (3.138)

ou k est le vecteur normal a 'atmosphere dirigé vers 'extérieur. On a alors

ae(z).%(z,v) = [a.(2).K] %(271)) = |a.(2)] cos 6%(2,1}) ) (3.139)

ou # = angle (v, k).

3.5 Réorganisation du terme de source

La décomposition du terme de source de 1’équation cinétique des électrons (ECE) en ses com-
posantes élastique, inélastique et radiative est physiquement claire et bien adaptée aux calculs
numériques, ce qui explique que nous conserverons ’écriture (3.2) dans les prochains chapitres.

On peut néanmoins réorganiser ce terme de source pour faire apparaitre plus clairement la
structure mathématique de 'ECE, qui est celle des équations de la théorie du transport. Il suffit
de distinguer, dans ¥, trois composantes :

— le terme d’émission des électrons par photoionisation E., donné par (3.85, 3.87),

— le terme d’absorption par recombinaison radiative — K. f., ou le coefficient d’absorption K,

est donné par (3.86, 3.83),
— le terme de diffusion X, par les collisions élastiques, inélastiques et photoniques (ff, diffusion
Thomson) :

Zsca = E(:'l + Zinel + Eff + ZT . (3140)
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D’ou
Ye(z,Ve) = Ee(2,Ve) = ne(2)Ke(2,Ve) fe(2,Ve) + Escal(z, Ve) - (3.141)

Le terme de diffusion s’écrit sous la forme générale de Boltzmann

Esca(zvve) = ne(z) 70’sca(zvve)fe(zvve) + /Usca(zavleyve)fe(zyvle) dVé s (3142)
avec
Osca(2,Ve) = /asw(z,ve,v;) v, (3.143)
et
Osca = Oel + Oinel + off +or. (3144)

Regroupant le coefficient d’absorption et le coefficient de diffusion intégré en un coefficient
d’extinction . des électrons,

Xe(2,Ve) = Ke(2,Ve) + 0scal(2,Ve) (3.145)

on pourra écrire le membre de droite de ’ECE sous la forme finale suivante :

Ye(2,Ve) = Eo(2,Ve) — ne(2)Xe(2, Ve) fe (2, Ve) + ne(2) /Jsca(z,v;,ve)fe(z,vé) dvl , (3.146)

qui est celle des termes de source des équations de la théorie du transport [33]. Le premier terme
dans le membre de droite de (3.146) décrit ’émission des électrons par photoionisation, le second
terme leur extinction par recombinaison radiative ou par diffusion, et le troisieme leur diffusion au
cours de collisions élastiques, inélastiques et photoniques.

L’ECE apparait alors comme une équation intégrodifférentielle en la fdv f.. Cette équation
est non linéaire car le coefficient de diffusion 0., dépend explicitement de f.. Cette dépendance
provient du processus de recombinaison a trois corps et de la diffusion élastique des électrons sur
eux-meémes.

Le couplage de 'ECE avec ’équation de transfert s’effectue explicitement par le processus de
photoionisation et son inverse, qui créent des électrons ou les font disparaitre, et par les transi-
tions élastiques mettant en jeu des photons (transitions ff, diffusion), qui les dévient. Un couplage
implicite existe également par les populations n; des atomes, puisqu’elles dépendent du champ
radiatif.

3.6 Simplification de I’équation

Il est naturel de faire passer 'accélération radiative dans le membre de gauche de 'ECE, sa
contribution venant s’ajouter (vectoriellement) & celle du champ d’accélération extérieur g.. L’ECE
(3.3) devient alors

0
—fe(zave) = Eel(zvve)+zinel(zave)

ve.i e (2) fe(2,Ve)] + ne(2) [8e(2, Ve) + ac(2)] Bve

0z
+X055(2, Ve) + Xrp(2,ve)
(3.147)

Au chapitre 5 (section 5.3), nous envisagerons la résolution de cette équation privée de son membre
de gauche, qui devient isotrope lorsque la fdv des électrons est isotrope

Yei(z,e) + Biner(2,ve) + Zppp(2,ve) + Xrp(2,0.) =0. (3.148)

Cette simplification conduit & une ECE locale, c’est-a-dire dans laquelle la variable z n’est pas
transformée.
Le but de cette section est de dégager les circonstances qui permettent une telle approximation.
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3.6.1 Terme d’écoulement

Le terme d’écoulement de 'ECE vérifie la condition

% [ne(Z)fe(Z, Ve)]

ne(z)fe(z; Ve)

ou H(z) désigne I’échelle de hauteur pour la densité ou la température électronique, que nous sup-
poserons du méme ordre de grandeur (elles sont égales dans 'approximation isobare : n.(z)T(z) =
cte).

Le terme de collision élastique des électrons est de 'ordre de (neve fe)(z, ve), o ve(z,v.) est la
fréquence de collision élastique & la vitesse considérée. On peut donc négliger le terme d’écoulement
de 'ECE par rapport au terme de collision élastique situé dans le membre de droite si (ve/H)ne fo <
NeVe fe, S0It Ae = ve/Ve < H : le libre parcours moyen (lpm) des électrons doit étre bien plus petit
que I’échelle de hauteur de I’atmosphere, a tous les niveaux z et pour toutes les vitesses électroniques
ve. Cette condition semble bien remplie dans les couches moyennes de la photosphére solaire, ou
la fréquence de collision des électrons est de 1'ordre de 10%s™! & la vitesse thermique des électrons
(d’ott un lpm de 'ordre du cm) et Iéchelle de hauteur H est de l'ordre de 150 km. Nous allons
voir, en utilisant le comportement asymptotique des fréquences de collision (section 3.2.3), que ce
résultat est encore vrai a toutes les vitesses électroniques.

Pour les électrons de vitesse inférieure a leur vitesse thermique, la fréquence de collision e — e
ou e — + est constante et & peu pres égale a sa valeur a la vitesse thermique v., et la fréquence
de collision e — H est plus importante que sa valeur a la vitesse thermique. Comme le terme
d’écoulement est proportionnel & la vitesse, donc plus faible que sa valeur a la vitesse thermique,
ce terme est bien négligeable par rapport au terme de collisions élastiques.

Pour les électrons de vitesse supérieure a la vitesse thermique v, la fréquence de collision
e — e ou e — + est inversement proportionnelle au cube de la vitesse, alors que la fréquence de
collisions e-H est inversement proportionnelle a la vitesse. Le terme d’écoulement étant toujours
proportionnel a la vitesse, il prend de plus en plus d’importance. Nous avons besoin de connaitre
la fdv des électrons a des vitesses au maximum égales a 2 ou 3 fois la vitesse d’ionisation de
I’hydrogene & I’état fondamental, qui correspond & une température de I'ordre de 15 x 10° K. Cette
vitesse d’ionisation est donc de l'ordre de 5 fois la vitesse thermique de la photosphere solaire
(T = 6000K). Pour v, = 3 X 5 X ¥, la fréquence de collisions des électrons est au plus divisée par
153, donc leur Ipm est multiplié par 15% ~ 5 x 10*. Ce lpm, qui était de I'ordre du cm & la vitesse
thermique, est donc de Iordre de 5 x 10*cm = 0.5km, ce qui correspond & 0.3 % de I’échelle de
hauteur H ~ 150 km.

Vel

[ne(2)fe(z,ve)]] < [vel H(z)

ne(z)fe(zvve) ~

ne(2)fe(z,ve), (3.149)

Ve.

dz

3.6.2 Terme de force

Dans une atmosphere stellaire, le champ d’accélération extérieur g. est du a la présence
éventuelle d’'un champ magnétique ou électrique, et a la gravité a la surface de 1'étoile : g, =
8e,magn + e, elec + 8e,grav-

— L’accélération magnétique ge magn €st proportionnelle & v, A B, donc parallele au plan de
stratification si le vecteur B est normal a ce plan, ce qu’impose la symétrie plan-parallele.
Le produit scalaire ge magn-(0fe/0ve) est donc nul si la fdv des électrons est isotrope (car
Of./0v. est perpendiculaire au plan de stratification).

— Le champ électrique E est un champ de polarisation provoqué par le déplacement des électrons
des régions les plus chaudes de I’atmosphere vers les régions les plus froides. Il est donc lié a
I'existence d’un gradient de température et dirigé dans la direction opposée a ce gradient. Le
courant conductif des électrons doit étre exactement contrebalancé par un courant inverse
di au champ électrique, de sorte que la densité de courant électrique j, soit nulle [111]. Si
on adopte pour cette derniere I’expression de Spitzer et Harm [111, Eq. 25]

3]
je(2) = 0gE(2) + ()éT&T(Z) , (3.150)
qui est valable pour des électrons de basse énergie ou thermiques. On obtient alors
oT
E(z) = - 219 () (3.151)

(o5} 0z ’
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ou le rapport ar/og est indépendant des conditions locales, d’apres Ljepojevic et Burgess
[64, p. 88] :

dmey  dT
0T~ 0.703 -0 5 (3.152)
oE e dz

qui font référence au Tableau III de Spitzer et Harm [111]. D’ou

dmeg . dT
k— . 3.153
e dz ( )

E ~ —0.703

— Dans la photosphere solaire, pour une température de 6000K et une échelle de hauteur de
la température de 150 km, on obtient un gradient de température de T'/H ~ 0.04 degré par
metre, d’olt une force électrique Fp ¢jec = €E de 'ordre de 4.3 x 1073% N sur chaque électron.

— Le champ d’accélération gravitationnelle g¢ grq0 est de l'ordre de GM /R% ou G est la
constante de la gravitation (6.67 x 107! unités SI), M la masse de I’étoile et R son rayon.
Dans le cas du soleil, M = Mg ~ 2 X 10%kg et R = Ro ~ 7 x 108 m, d’on Fegrav =
MeGe.grav ~ 2.5 x 10728 N,

L’autre terme figurant dans le terme de force de 'ECE (3.147) provient de Paccélération radiative
a. appliquée aux électrons libres par suite des échanges d’impulsion entre électrons et photons
au cours du processus de diffusion Thomson. On peut estimer grossierement cette accélération
radiative en remplagant, dans le membre de droite de sa définition (3.136), le flux intégré F). par
0T, ol o est la constante de Stefan (5.67 x 107® unités SI) et Teg la température effective
de 'étoile. La section efficace de diffusion Thomson est constante et vaut 6.652 x 1072°m2. On
obtient une force radiative F ,qq = mela.| de Pordre de 2 x 1072® N, donc comparable & la force
gravitationnelle.

Dans le terme de force de 'ECE figure le gradient de la fdv f. par rapport a la vitesse, qui
est égal & (—mev./kT)fe pour une fdv maxwellienne des électrons, ce qui fournit une premiere
estimation.

Le terme de force de 'ECE est négligeable devant le terme de collisions élastiques lorsque

Nelge + ae\%fe L neve fe (3.154)

ou v, désigne la fréquence de collisions élastiques des électrons a la vitesse considérée. On peut
encore écrire, en introduisant le lpm moyen des électrons Ao = v /v, :

Me|e + e Ae K kT, (3.155)

ce qui signifie que le travail des forces appliquées aux électrons sur un Ipm doit étre bien plus faible
que leur énergie cinétique moyenne. Dans le cas de la photosphere solaire, m.|ge + a.| ~ 10728 N
et, si on prend A\, ~ 1cm et T ~ 10* K, le membre de gauche de (3.155) est de I'ordre de 10739 J,
alors que le membre de droite est de 'ordre de kT ~ 1.38 x 1071 J.

3.7 Le mécanisme de non thermalisation des électrons

L’équation cinétique des électrons, de la forme de Boltzmann intégro-différentielle habituelle,
peut étre mise sous une forme simple grace au modele BGK, & lexpression (Eq. 3.146), et a la
simplification de 'ECE (Eq. 3.148) conduisant au membre de gauche nul :

Sy (v) = B ()£ (v)
ve(v) + X _(v) ’

fe(w) = £ (v) + (3.156)

ol nous avons supprimé la dépendance en z car 'ECE est locale en z et chacune des quantités
de (Eq. 3.156) en dépend. ¥ (v) décrit tous les processus inélastiques (collisionnels ou radiatifs)
capables de créer un électron de vitesse v :

S, (0) = LB (o) + / (imet (v,0) + 01 10/, 0) + o0 (0!, 0)] o (o) o (3.157)

Ne

Y _(v) représente les processus inverses des précédents, qui détruisent un électron de vitesse v :

Y_(v) = Ke(v) + ginet(v) + o5¢(v) + or(v) . (3.158)
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et ve(v) est la fréquence de collisions élastiques des électrons avec les autres particules (Eq. 3.45).

D’apres lexpression (Eq. 3.156), la fdv des électrons est une maxwellienne & laquelle on ajoute
une contribution non maxwellienne provenant des processus inélastiques, contribution qui peut étre
nulle ou non.

Dans les régions ou I'atmosphere est en ETL, tous les processus inélastiques respectent le
principe de la balance détaillée, issu de la micro-réversibilité des transitions quantiques : nous
observons autant d’électrons créés a une vitesse v que d’électrons disparaissant de cette méme
vitesse. Ainsi le numérateur ¥, (v) — X_(v) fM(v) de I'équation (3.156) est strictement nul, et la
fdv des électrons est maxwellienne. Dans les régions hors-ETL, le principe de la balance détaillée
n’est plus vérifié, le numérateur de ’équation (3.156) est différent de zéro, et la fdv des électrons
n’est plus maxwellienne.

Pour que la fdv des électrons s’écarte sensiblement de la distribution maxwellienne, il faut de
plus que le rapport X (v)/v.(v) ne soit pas négligeable. Les collisions inélastiques doivent étre aussi
fréquentes que les collisions élastiques. Ce rapport est la plupart du temps négligeable pour des
vitesses thermiques v = ¥,, et devient important pour de grandes vitesses et un degré d’ionisation
faible. Nous avons décrit I'influence d’une situation hors-ETL sur la fdv des électrons. Il existe un
deuxieme effet, appelé effet feedback, tres bien expliqué dans la monographie écrite par J. Oxenius
[78], qui tend & amplifier ’écart de la fdv des électrons & la maxwellienne. Cet effet indique qu’une
fdv maxwellienne des électrons est une distribution instable, et que toute perturbation entrainera
un état d’équilibre non maxwellien.






Chapitre 4

Les équations de transport des
particules lourdes

4.1 Forme générale

Dans un milieu hors équilibre, la fdv (normalisée) f; = fi(r,v,t) des particules de type ¢ vérifie
I’équation cinétique (Eq. 3.1) généralisée :

{gt + v.% + gi(r,v,t).aav} [ni(r, ) fi(r,v,t)] = Ei(r,v,t), (4.1)

ou g;(r,v,t) est accélération moyenne de la particule, et 3;(r, v, t) est le terme de source provenant
des collisions.

Dans le référentiel du laboratoire, qui est un référentiel d’inertie, 'accélération g; est le quotient
de la force moyenne F; appliquée a la particule par sa masse m;, soit

1
gi(r,v,t) = —F;(r,v,t). (4.2)
m;

La force F; peut étre d’origine gravitationnelle, électrique ou magnétique
Fi (I‘, v, t) = mig(rv t) + QiE(r7 t) + @GV A B(I‘, t) ) (43)

les champs gravitationnel, électrique et magnétique étant respectivement g, E et B (unités SI). On
a négligé la contribution a la force F; des moments électriques et magnétiques d’ordre supérieur a

un. Il résulte de (4.3) que
3}

ov
Les trois champs qui entrent dans la définition (4.3) de la force se décomposent en une partie
auto-consistante et une partie extérieure. La premiere fait intervenir les fonctions de distribution
de tous les types de particule en tous les points (— couplages), alors que la seconde est donnée (cf.
[78, p. 37]).
Le terme de source ¥; de ’équation (4.1) provient des collisions élastiques, des collisions inélas-
tiques, et des interactions avec les photons (émission, absorption, diffusion). Il a la méme forme
que le terme de source (3.146) des électrons, soit

Fi(r,v,t)=0. (4.4)

Yi(r,v,t) = Ei(r,v,t) — ny(r, t)x:(r, v, t) fi(r, v, t) + ni(r,t)/ai(r, v v, t) fi(r, v, t)dv', (4.5)

les trois termes dans le membre de droite de (4.5) décrivant 1’émission, 'extinction et la diffusion
des particules respectivement. L’extinction y; comprend Iabsorption (coefficient K;) et la diffusion
(coefficient o; intégré)

xi(r,v,t) = K;(r,v,t) + o;(r,v,t), (4.6)

avec
oi(r,v,t) = /ai(r,v,v’,t) av’. (4.7

69
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L’équation de transport des particules de type i est le moment d’ordre 0 de ’équation cinétique
(4.1), c’est-a-dire ’équation obtenue par intégration de cette derniére sur v.

Le terme [[9(n; fl) /Ot] dv est égal & On;/0t, ou n; est la densité numérique des particules de
type i, le terme [ v.[0(n; f;)/0r] dv coincide avec d(n;u;)/0r, ot u; = u,(r, t) est la vitesse moyenne
des particules ¢ (voir section 1.2) et le terme [ g;.| (nzfz)/av] dv est nul & cause de (4.4).

L’intégration sur v du membre de droite de (4.1) fait disparaitre les termes de diffusion, & cause
de (4.7) et pour des raisons physiques claires. Il reste, dans le membre de droite de (4.5), les termes
d’émission et d’absorption intégrés sur v.

D’ou I'équation de transport des particules de type @

0

&ni (I‘, t) +

gr(nluz) r,t) /E (r,v,t)dv —n;(r /K (r,v,t) fi(r,v,t)dv (4.8)

4.2 Cas des atmospheres stellaires

Dans une atmospheére plan-paralléle statique et stationnaire en moyenne, le terme dn;/dt peut
étre négligé dans le membre de gauche de I’équation (4.8), ce qui permet de ne plus mentionner la
variable de temps. On suppose donc que les temps de relaxation des diverses densités n;, c’est-a-dire
les durées caractéristiques sur lesquelles elles relaxzent vers des densités a peu pres stationnaires, sont
bien plus courts que les durées typiques d’évolution des grandeurs macroscopiques de ’atmosphere.
Une estimation de ces temps de relaxation peut étre trouvée dans Biberman et al. [9, section 4],
qui montrent qu’ils sont effectivement tres courts.

Le rayon-vecteur r peut également étre remplacée par la profondeur géométrique z. L’équation
(4.8) prend la forme suivante :

% (niw;) (2) = /E,;(z,v) dv — ni(z)/Ki(z,v)fi(z,v) dv . (4.9)

Pour expliciter le membre de droite, on remarque que les particules lourdes d'un type donné
ne peuvent étre créées ou détruites qu’au cours d’une excitation ou d’une ionisation (collisionnelle
ou radiative), si on ne prend en compte que les collisions inélastiques énumérées a la section 1.3.
Comme les particules lourdes ont été supposées stationnaires (c’est-a-dire de vitesse constante) au
cours de leurs collisions inélastiques avec des photons ou des électrons, une particule (¢, v) est créée
par transformation d’une particule j ayant la vitesse v avant collision, ou se transforme en une
particule j conservant la vitesse v apres collision. D’out

Zm 2)[i(z,v)Pji(2) , (4.10)
J#i

et
V)= Pi(2), (4.11)
J#i
ol les P;;(z) désignent les taux de transition moyens de 1'état ¢ & 'état j, c’est-a-dire les probabilités
que les transitions aient lieu dans 'unité de temps au point z. Dans les expressions précédentes, la
somme sur j porte sur tous les états liés d’un méme atome (j # i) et sur le continuum (j = +).
Apres avoir effectué les intégrations sur v dans son membre de droite, "équation (4.9) s’écrit

sous la forme 5
5 (naw) => n(z —ni(2) Y Py(2). (4.12)
J#i J#i
Lorsqu’on peut négliger les termes d’écoulement situés dans le membre de gauche, ce que nous
ferons dans la suite, ces équations deviennent les équations de I'équilibre statistique

> ni(2)Pjil2) = ni(2) Y Py (4.13)

J#i J#i

Elles signifient que chaque type de particule n’est créé nulle part en moyenne dans un milieu
stationnaire et statique (en moyenne également). Ces équations (4.13) sont linéairement dépen-
dantes : on obtient 0 = 0 en sommant ces équations sur i. Cette propriété implique que la densité
de particules lourdes ng (Eq. 1.6) est & tout moment conservée par ces équations.
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4.3 Les taux de transition
Séparant les processus collisionnels des processus radiatifs, on écrira

4.3.1 Les taux collisionnels

Les taux d’excitation ou de désexcitation par 'impact d’électrons rapides ont pour expression
[69, 78] :

+oo
Cij(z) = 47me(z)/0 fe(2,v6)qij (ve)v dve (4.15)

ol ¢;;(ve) désigne la section efficace intégrée de la collision. Son expression pour les états liés de
I'atome d’hydrogene est donnée dans 'annexe A ( Eq. A.89). Le domaine d’intégration est |¢;;, +oo[
sii < j, et ]0,+o0[ sinon.

Lorsque la fdv des électrons est maxwellienne, la relation de réciprocité (A.87) entre sections
efficaces et le fait que

(2 Gioge(00)) = (2, ve) exp ( e )) , (4.16)

ou la vitesse (e je(ve) est définie par (A.86), entrainent la relation de réciprocité suivante entre
taux :

Cji(z) = 0:5(2)Ci;(2) , (4.17)

le facteur de Boltzmann 6;;(z) ayant été défini en (C.3).

Ces relations sont valables pour i et j quelconques.

Les taux d’ionisation collisionnelle et de recombinaison a trois corps en présence d’électrons
rapides sont les suivants :

Cit(2) :ne(z)///fe(z,ve)veqieﬂree(ve;v’e,w;) dvedv.dw! (4.18)

et
C1i(2) :ng(z)///fe(z,ve)fe(z,we)veweq+ee7ie(ve,we;v’e) dvedwdv., . (4.19)

La premiére expression (4.18) fait apparaitre la section efficace intégrée d’ionisation collision-
nelle
400
Cit(2) = 47me(z)/ fe(2,06) iy (ve)v2 dvg (4.20)
<i+

et la seconde (4.19) peut étre transformée grace a la relation de réciprocité (A.108)

Cii(z) = Tin?(2) / //fe(z,ve)fe(z,we)véqi67+ee(v’e;ve,we) dvidvedw, . (4.21)

Cette expression se simplifie car la fdv des électrons est isotrope : elle fait apparaitre la section
efficace intégrée sur les deux vitesses émergentes, définie par (A.99). On a alors

+oo p/TE=CE)
Cilz) = 4aTm3(2) / / Folzve) o (2 Crovree (), 0)) 020 qu1 (s ve) dol v
Cit 0

(4.22)
Pour une fdv maxwellienne des électrons, la relation (3.74) montre que

Cri(2) = 014 (2)Ciy (2) - (4.23)

le coefficient 6, étant défini par (C.3).

Cette relation n’est vraie qu’en présence d’électrons a la fois thermalisés et rapides lorsque on
ne fait pas d’hypotheses sur la fdv des atomes, hypotheses peut-étre contradictoires si des écarts
importants a la distribution de Maxwell sont attendus aux grandes vitesses électroniques. Dans ces
conditions, on peut penser que les électrons qui ionisent sont rapides mais non thermalisés, et ceux
qui se recombinent sont non rapides et thermalisés.
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4.3.1.1 Relation avec les taux électroniques

Les collisions inélastiques envisagées étant nécessairement accompagnées de la diffusion d’un
électron sur une particule lourde, on a la relation

Cij(2) :ne(Z)/fe(z,ve)Oij(z,ve)dve, (4.24)

valable pour tout ¢ # j. Le coefficient intégré de diffusion inélastique des électrons est défini par
(3.58) pour ietj # +, par (3.59) pour j = +, et par (3.60, 3.61, 3.62) pour i = +. Dans les deux
premiers cas, il est indépendant de z.

4.3.1.2 Atmospheéere en ETL

A VETL, il y a micro-réversibilité des processus collisionnels, d’ou
n;i(2)Cij(2) = nj(2)Cji(2) (ETL), (4.25)

conformément & (Egs. 4.17, 4.23, C.1, C.2).

4.3.2 Les taux radiatifs

Les taux radiatifs R;; vérifient, pour une transition bb entre deux niveaux ¢ < j [69, 78] :

Rij(2) = Bijjz’j (), (4.26)
et
Rji(z) = Aji (1+ Xji(2)) (4.27)
les nouvelles fonctions introduites étant 1’intensité moyenne du rayonnement absorbé dans la raie
— +(x>
Jij(z) = / J(z,v)®;;(z,v)dv, (4.28)
0
et le coeflicient sans dimension
+o0 (32 C2 _
Ailz) = /0 i oV o) = 50 (2. (4.29)

qui renseigne sur 'importance du rayonnement émis de fagon stimulée.
On a utilisé le fait que les profils moyens étaient isotropes et coincidaient (RCF).
La relation (4.27) est souvent écrite sous la forme

RJ(Z) = Aji + Bﬂj”(z) s (430)

faisant intervenir le coefficient d’Einstein pour 1’émission induite

c? 4
Bi=— A
J 2h1/f’j J

(4.31)

Dans le cas d’une transition avec le continu, les taux R;; et Ry; sont donnés par [69, 78] :

oo J(z,v
Rii(2) = 47‘(’/0 %Uﬂ_(u) dv, (4.32)
et +o0 2 2
Ryi(z) =4nT; ne(z)/o fe(2,Civ-(v)) ai+(u)2c7 (1 + QZTJ(Z, V)) dv (4.33)

o J(z,v) est I'intensité moyenne du champ radiatif et 0,4 () la section efficace de photoionisation.
La relation (2.48) montre que, pour f, = fM :

Roi() = dn6s, () /0 T e () exp (_ . ;(”Z)) % (1 + %J(z, y)) dv | (4.34)
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le coefficient 6, étant défini par (C.3).
Il est facile de voir que

Rirlo) = [ Rty dv. (4:35)
et
Ryi(2) = ne(2) / (2 00) Ras(2,ve) dve (4.36)

ce qui est physiquement clair. Les taux d’éjection R;y(z,v.) et de capture Ry;(z,v.) des élec-
trons ont été définis en (3.87) et (3.88) respectivement. La relation de réciprocité (A.21) permet
d’exprimer le second en terme du premier

mev?

2
2me 1 b mevg
Ryi(z,ve) =Ti | Riy(2,Ve) + 75 o (Vz'+ + ) it (Vi+ += )] ; (4.37)

ce qui ramene le calcul de Ry;(2) & celui de R;4(z,ve) :
Ryi(z) = T [ne(z) / fe(z,ve)Rit(2,ve) dv, (4.38)

Me +oe mev? 2 mev?
+87rwne(z)/0 fe(z,ve)ve (l/l'_;,_ + o ) it (1/1-4r + 2h> dvue | .







Chapitre 5

Méthode de résolution des
équations du probleme

5.1 Retour sur le modele. Fermeture des équations

5.1.1 Introduction

Nous résolvons le probleme suivant : une atmosphere stellaire de symétrie plan-parallele est
éclairée sur une face par un rayonnement incident connu, l'autre face donnant sur le vide inter-
stellaire. Elle est constituée d’atomes d’hydrogene dans leurs N premiers états liés, de protons,
d’électrons libres et de photons. Son degré d’ionisation est a priori quelconque : il fait partie des
grandeurs a calculer. Les interactions entre particules (photons compris) sont celles de la section
1.3, les sections efficaces correspondantes étant explicitées dans 'annexe A.

L’épaisseur géométrique Z de ’atmospheére est choisie suffisamment grande pour que le rayonne-
ment incident sur la face interne puisse étre écrit dans 'approximation de la diffusion : les relations
(2.19) et (2.26) sont donc valables sur la couche Z.

Toutes les particules matérielles sont censées avoir, en chaque point, la méme énergie cinétique
moyenne, qui définit la température de ’atmosphere au point considéré. C’est cette température T’
qui apparait dans les conditions aux limites (2.19, 2.26), et dans la maxwellienne figurant dans le
terme de collisions élastiques des électrons (modele BGK) : Egs. (3.12, 3.43). Le but des modeles
que nous construisons au chapitre 6 est d’étudier I’ influence sur la fdv des électrons de 'effet de
fuite des photons par la surface de 'atmosphere. Pour mettre en évidence cet effet, nous étudions
un modele d’atmosphere de température T' et de densité de particules lourdes ng constantes dans
toute I’atmosphere, et données.

Les inconnues du probléme sont l'intensité spécifique I du champ radiatif, la fdv des électrons f.,
les populations atomiques n;, la densité de protons n, et la densité électronique n.. Les équations
sont ’équation de transfert, I’équation cinétique des électrons, et les N équations de 1’équilibre
statistique'. Nous avons donc N + 4 inconnues pour N + 2 équations : il manque 2 équations pour
fermer le systeme. Ces équations sont :

1. la condition de neutralité électrique locale de I’atmosphere
ne(z) = n(2), (5.1)

2. le fait qu’aucune particule n’est créé ou détruite par les collisions étudiées dng/dt = 0,
entrainant la condition ny(z) = cte :

ni(2) = no(z) — na(2) (5.2)
ou ny est la densité numérique d’états neutres (pour ’hydrogene seulement dans notre cas) :

ng(z) = Zm(z) . (5.3)

1=

—

1l y a en fait N + 1 équations de I’équilibre statistique : N pour les états liés de I'atome d’hydrogene et une
pour les protons. Mais cette derniére se déduit des N précédentes par addition. Il y a donc bien N équations
indépendantes.

(0]
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5.1.2 L’équation de I’équilibre hydrostatique

Les atmospheres d’étoiles statiques sont en équilibre hydrostatique, ce qui entraine que les
forces de pression sont équilibrées par les forces gravitationnelles en tout point de ’atmosphere.
Cette condition permet de calculer la densité totale de particules dans I’atmospheére. Comme nous
étudions un modele d’atmosphere a densité de particules lourdes ng constante, nous ne résoudrons
pas cette équation, mais nous en donnons une forme simple qui pourra étre utilisée pour des calculs
futurs. Cette condition s’écrit

L P() = p(2)g(z) (5.4)

ou P désigne la pression totale du gaz, p la masse volumique et g 'accélération gravitationnelle.
La pression totale P comprend la pression cinétique P, et la pression de radiation P,

P(z) = P.(z) + P.(2) (5.5)

en négligeant la pression microturbulente. La pression cinétique P, peut étre calculée a 'aide de
la relation des gaz parfaits, car les atmospheres stellaires sont des milieux tres dilués assimilables
a des plasmas cinétiques classiques. D’ou

P.(z) = n(2)kT(2), (5.6)

ou k est la constante de Boltzmann et n la densité particulaire totale définie par (Eq. 1.5).
La pression de radiation P, est obtenue en intégrant (2.23) sur la fréquence v, ce qui donne

+oo o +oo +1
P.(z) = P.(z,v)dv = — / / I(z, p, v)p? dvdp . (5.7)
0 ¢ Jo -1
La masse volumique p (Eq. 5.4) est définie par (Eq. 1.5) et se déduit des densités ny ou n; par
la relation

N
p(z) = mez(z) +myng(2) + mene(2) ® myne(z), (5.8)
i=1

ol my est la masse d’un atome d’hydrogene, constante pour tout état excité (on néglige ’énergie
de liaison).
Enfin, 'accélération gravitationnelle g est donnée au niveau z par
M(R+ z)
(R+2)%?
ol G est la constante de la gravitation universelle et M (r) la masse de la spheére de rayon r = R+ z.
Dans une atmosphere d’extension géométrique négligeable par rapport au rayon de 1’étoile et de

masse négligeable par rapport & la masse de ’étoile, on peut remplacer z par 0 dans (5.9), qui
devient

9(z) =G (5.9)

M
9(z) =9=Gpy, (5.10)
ou M et R sont la masse et le rayon de I'étoile (g = accélération gravitationnelle & la surface de

Pétoile).
L’intégration de I’équation de ’équilibre hydrostatique (5.4) donne, compte tenu de (5.10)

z
P(z)=P(Z) - g/ p(z')dz", (5.11)

ou P(Z) désigne la pression sur la face interne z = Z, qui est donnée. On peut réécrire cette
équation pour mettre en évidence l'inconnue ng(z) :

T(2) 1 gmpy

Z
[n0(Z) + ne(Z)] — ne(2) + 0 [P(Z) — Py(2)] — T / no(2)dz" . (5.12)

Un ordre de grandeur de la pression radiative est donné par I’approximation d’Eddington P, ~
%—ZT:H [113]. Lorsque la pression de radiation est négligeable par rapport & la pression cinétique,
ce qui peut étre écrit sous la forme :

—r—<K1, (5.13)
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léquation (Eq. 5.12) peut étre simplifiée :

Z
16(Z) + ne(2)] — () — ]f;‘(’;’) / no(') dz' . (5.14)

Cette équation (5.14) est une équation intégrale linéaire & une variable pour la fonction inconnue
ng. On peut la résoudre soit en décomposant la fonction ngy sur une base de fonctions orthogonales,
soit par itération, soit de proche en proche en partant de la couche Z.

5.2 L’équation de transfert

Dans une atmosphere plan-parallele statique et stationnaire, I’équation de transfert s’écrit sous
la forme (2.8)-(2.13), les conditions aux limites étant données par (2.15)-(2.18).

5.2.1 Introduction de la variable de profondeur optique

La variable de profondeur optique est définie par la relation
dr = x(z,v)dz . (5.15)

qui entraine
7(z,v) = / x(2',v)dz", (5.16)
0

Puisque x(z,v) > 0 pour tout z, Papplication 7 est une bijection continue strictement croissante
de lintervalle [0, Z] sur son image ]0, 79], ol

z
(V) = /0 x(z',v)dz" >0 (5.17)

est I’épaisseur optique de 'atmospheére a la fréquence v.

On pourra donc remplacer la variable de profondeur géométrique z par la variable de profondeur
optique 7(z, v) dans ’équation de transfert (2.11), qui devient apres division par x(z, v), et compte-
tenu de (5.15)

M%(ﬂ%”) =1I(7,p,v) = S(7,v), (5.18)

ou la fonction source S a une composante décrivant le rayonnement direct des sources internes
S, = E/x et une composante décrivant le rayonnement diffusé sur la couche 7, soit

S(r,v) = Su(r,v)+[1 —e(r,v)] J(7,v) . (5.19)
Les conditions aux limites sont les suivantes :
I(0,pu,v) =0 sip <0, (5.20)

et
I(r0,m,v) = B, (T(Z) 1+ W] (~1<p<+1). (5.21)

La seconde condition, tirée de (Eq. 2.19), contient le coefficient sans dimension

1 1 0B, 1 9B,
= @) B @@2) 0: T = 5wz or

£(v) (T(2)) >0, (5.22)
qui mesure le degré d’anisotropie du rayonnement pénétrant par la face z = Z (£ = 0 pour un

rayonnement isotrope). Ce parametre se déduit de la donnée de la température interne T'(Z) et de
la température effective Teg de 1’étoile par la relation

_ 3 xzr(2) hv/kT(2) T \'
0) = xtr T e T (7)) (5:23)
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ot Yr(Z) désigne 'opacité moyenne de Rosseland au point Z, dont nous rappellons la définition

1 [SC0B,OT(T(2) [X(Zv)dv o« /+oo 1 9B,
Xr(Z) ¥ 0B,oT|(T(2)dv 4002 Jo x(Zv) 0T

(T(2)) dv (5.24)

ol ¢ est la constante de Stefan et le dénominateur du premier membre de droite de (5.24) est
simplifié dans le deuxieme membre de droite en utilisant le résultat :

B(T) = /;w B,(T)dv = %UT‘* : (5.25)

La relation (5.22) n’est vraie que si 'atmosphere est en équilibre radiatif, ce que nous supposons.
Le flux intégré sur la couche Z, qui se déduit immédiatement de la deuxieme relation (2.26), est
alors conservé dans I’atmosphere et vaut Tjﬂ, ce qui détermine le gradient de température sur la
couche Z et permet de déduire (5.22) de (5.21).

5.2.2 Solution exacte de I’équation de transfert

Nous avons choisi de résoudre le probleme (5.18)-(5.21) pour un parameétre de destruction des
photons e spatialement constant, ce qui permet d’utiliser les solutions exactes développées par le
groupe Transfert du CRAL aussi bien dans le continu que dans les raies si elles sont supposées
grises. La solution de 'ET peut alors étre évaluée numériquement avec précision, car ’essentiel du
calcul a été effectué analytiquement. Un algorithme précis pour résoudre I'ET est indispensable a
la convergence rapide de la solution itérative du probléeme que nous nous posons.

Notre choix s’appuie également sur l'idée que la solution de 'ET ne dépend peut-étre pas
de fagon critique de la variation spatiale de €, ce qui ressort de l'analyse d’Athay [1, p. 48]. I
convient pourtant d’étre prudent sur ce dernier point, car le parametre € joue un role crucial dans
la résolution de I’'ET. Nous avons donc 'intention de faire des calculs tenant compte de la variation
spatiale de ce parametre : cf. la conclusion, section 7.1.2.

Nous décrivons donc le champ radiatif sur une couche 7 en considérant que I’atmosphere a, sur
la totalité de son étendue, un parametre e constant égal a sa valeur sur la couche 7. Cela n’empéche
pas, bien siir, € de varier d'une couche a 'autre.

Dans ces conditions, 'unique solution du probléme (5.18)-(5.21) s’écrit sous la forme [91, 93, 94] :

T

o) = Bor@) Ve (-7 ) g0+ 2n 61+ €687) (roem |

T0 R
+/ {5(7” —7,u)+ 27TG§O) (', 7, ,u)} Sy (") dr" | (5.26)
0
ol Y est la fonction de Heaviside définie par (2.33) et ¢ désigne la fonction

5(r.1) = ()Y exp (—;) , (5.27)

définie pour 7 et p # 0 (sg est la fonction signe sg(x) = z/|x|). Pour alléger les notations, nous
n’explicitons plus la dépendance par rapport a la fréquence, car la fréquence n’est pas transformée
dans le probleme (5.18)-(5.21).

Gg") (7', 7, 1) est le moment d’ordre n, par rapport a la deuxiéme variable p’, de la fonction de
Green du champ diffus G(7/, i/, 7, ), soit

+1
ng) (T/v T W) = G(Tlv va T, N):u/n dﬂl (n=0,1ou2). (5.28)
-1
La fonction de Green G(7/, 1/, 7, 1) dont il est question ici se déduit aisément de la fonction de
Green G(a,b, 7', v/, 7,u) introduite et calculée dans [94] : il suffit de remplacer, dans cette derniere,
I'albédo a par 1 — €(7), ’épaisseur optique b par 79, ' par —u’ et u par —u?. On a donc

G<T,7 Nla T, N) = G(l - 6(7—)7 70, 7_/; 7/1/7 7, *M) ) (529)

2Ces changements de signe u = —u et u/ = —u’ proviennent du fait que les atmospheres stellaires sont orientées
positivement vers l’extérieur des étoiles, contrairement & la convention adoptée dans [91, 93, 94], qui est celle de la
plupart des physiciens du transfert.
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et nous renvoyons a [94] pour des détails sur la fonction de Green.

Le premier terme dans le membre de droite de (5.26) décrit le champ (direct + diffus) issu du
rayonnement incident sur la face 7 = 79, et le deuxie¢me terme le rayonnement (direct + diffus)
issu des sources thermiques internes.

En pratique, nous n’aurons pas besoin de calculer la fonction de Green, mais seulement ses
moments par rapport aux variables angulaires, beaucoup plus faciles & évaluer numériquement.
Les moments par rapport a la variable p’ figurent déja dans I'intensité spécifique. Les moments par
rapport a u apparaissent en calculant les moments de l'intensité spécifique

+1
L= [ Irapde =0, (5.30)

-1
qui sont les seuls a nous intéresser dans la suite. En principe, la modélisation d’une atmosphere
stellaire fait intervenir les moments d’ordre p = 0, 1 ou 2, qui définissent I'intensité moyenne, le
flux radiatif et la pression de radiation (Eqs. 2.20, 2.22, 2.23) respectivement :

1 27
J(1) = 510(7') , F.(r)=2nIi(1), P.(1) = ?IQ(’T) . (5.31)

En fait, seule I'intensité moyenne interviendra dans notre probleme, compte tenu des hypotheses
générales de la these. Introduisons les moments doubles suivants :

+1 41
o ry = [ [ e . (5.32)

avec n ou p = 0, 1 ou 2, et substituons l'expression (5.26) de l'intensité spécifique dans (5.30). En
remarquant que

1 —_
/ exp <—¥> Pt dp = Eyyo(ro —7) (5.33)
0
et )
/ 3(r' — 7w dp = [sg(r' — )" B (7 — 7)) (5.34)
-1

ou Ey(7) désigne la fonction exponentielle-intégrale d’ordre k > 0

Ey(7) = /0 Cexp (%) WA (k>0), (5.35)
on obtient I’expression suivante des moments de l'intensité spécifique
L(r) = Bu[T(r0)]{Bpsalro = 7) + Bpya(ro — 7) + 27 [GO9) 4 €GP (ro,7) }
4 /O Bl = Byl = 7)) + 2060 D)} S . (5.36)

On notera que ces moments sont beaucoup plus faciles a évaluer numériquement que l'intensité
elle-méme, a cause de leffet régularisant de l'intégration angulaire sur u, que l'on peut effectuer
de fagon exacte.

Le calcul des moments doubles de la fonction de Green est un exercice compliqué, sur lequel nous
passerons dans cette these. Ce calcul nécessite une bonne connaissance des fonctions auxiliaires
exprimant la solution de I’équation de transfert dans un milieu plan-parallele. Les expressions
obtenues sont données dans l'annexe C.3. Ces formules sont ensuite insérées dans (5.36), ce qui
fait disparaitre les termes décrivant le champ direct issu des sources (externes et internes). Cela
provient du fait que la fonction de Green du champ diffus a été calculée comme le différence de la
fonction de Green du champ total et de celle du champ direct.

Nous donnons directement les expressions obtenues en faisant p = 0, 1 et 2 dans la formule
générale, ce qui donne l'intensité moyenne, le flux radiatif et la pression de radiation d’apres
(5.31). Les formules obtenues sont valables en tout point 7 de 'atmospheére, y compris sur les plans
frontiére. Mais elles se simplifient sur ces deux plans, & cause des propriétés des fonctions auxiliaires
précisées dans l'annexe C.3. Nous donnons pour les trois moments les expressions générales et
leurs versions simplifiées sur les deux plans-frontiere, ces dernieres fournissant d’excellents tests
numériques pour les formules donnant le champ intérieur.
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5.2.2.1 Moment d’ordre O : ’intensité moyenne

Sur une couche 7 quelconque

J(r) = B,(T(2)) _16 o { {1 - ‘;(T) ao(7) | [@1 + 2] (o — 7, (7))
= _;(T) Bo(T) [®1 — EP2] (7, €(T))
= _26(7—)5 [a1 (7))@ (19 — 7, €(T)) + B1(7)P (7, 6(7'))]}
1 0 / ! !
+1 — E(T) /O Ry (T )y Ty 6(7_)) S (7' )dT s (5.37)

et sur les plans-frontiere

10 = 1= {5 B0 + OB T2+ [ (o) s ar | 639)

70

B 1 1 — €(7o) . o
I(m0) = 1 — e(7o0) { 2 = [ao(r0) + éau(70)] B, (T(2)) +/0 o (1o — 7', €(70)) S (T )dr(5 N

5.2.2.2 Moment d’ordre 1 : le flux radiatif

F(r) = 4xB,(I(2))7 i(ng) {[1 1 *26(7) ao(7) | [ @2+ £®3] (o — 7, (7))
= ) o) (@2 — £84) (7, (7))
S5 e o) 0 ) - a7 el |
—4a4Tm 6(7—) " 7'/7'6’7' T/ ’7'/
= RCE T OEXOLS (5.40)
et sur les plans-frontiere
R0 = 208,120 { |1 7 a00)| (5:00) + €401 + LD m0)[a1(0) + a0}
o [ {[ Das(o)] @1 (. ct0)
( )ﬂo( 0)®; (10 — 7",6(0))} S (') dr', (5.41)
F(r) = 2rB, (T(Z)){[l 1;(7—0)040(70)] [t (10) + Eaa(70)]
N 1 —€(m)

<) ) 1)+ )] |

S —t { [1 1 ;(To)ao<m>] By (r0 — ', (o))

_1_T€(TO)50(TO)‘I>1 (', 6(70))} S.(t")dr' . (5.42)
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5.2.2.3 Moment d’ordre 2 : la pression de radiation

e = To,0@) 0|1 2 ) e (- e)
D ) [ — €@ 7, ()
e o) 0 - ) + 41 (7) s ()}
*4:1527) /O Y Ro (7 (7)) Su () (5.43)
et sur les plans-frontidre
r©) = Z5,@@){[1- 70| 15:0) + £h0] + 5D m0)0x0) + €aa0)

1 *26(0)5 [@1(0)32(0) — B1(0)a2(0)]

CAr 1 o 1_6(0)a e 1 —¢€(0)
) PSP en o+

c1—c¢ 2
_ [1 ! _26(0) ao(O)] @, (7, €(0))

B1(0)®y (10 — 7', €(0))

_L= 26(0) Bo(0)®s (9 — 7, 6(0))} S, () dr' (5.44)
R = Za@en{; - [1- 5™ aolm)] oatm) - coa(m)]
1 —€(70)

_Tﬁ(J(TO) [52(7‘0) — 553(7'0)]
120 0, () aun(0) — (70)52(70)]}

Ar 1 ™ (1~ e(r) , 1 — (7o) /
e [ e o = et + 5 ) (¢

— [1 — I_Te(m)ao(m)] by (19 — 7', ¢(70))
—1_76(70)50(70)% (T’,E(TO))} S.(+')dr | (5.45)

Ces formules contiennent les moments «; et §3; des fonctions X et Y (dites parfois de Chan-
drasekhar), qui sont des fonctions auxiliaires classiques de la théorie du transfert dans les milieux
plan-paralléles finis [28, 91]. Leur mode de calcul est précisé dans ’annexe C.3. Ces coefficients
dépendent de € = ¢(7), d’ont leur dépendance par rapport & 7.

On trouve également dans les relations (5.37)-(5.45) les fonctions auxiliaires ®,, et R,, qui
généralisent pour n > 1 deux fonctions également classiques des milieux plan-paralleles : la fonction
résolvante @, dite de Sobolev, et le noyau résolvant R [109, 91]. On a en effet &g = @ et Ry = R,
la définition et le mode de calcul des ®,, et R, pour n positif quelconque étant précisés dans
I’annexe C.3. Ces fonctions dépendent de la variable 7 de fagon explicite, mais aussi implicite via
le parametre (7). D’olt la notation ®,, (7,€(7)) et R, (77,7, ¢e(7)).

Les formules (5.37)-(5.45) sont celles que nous utiliserons pour nos calculs de transfert du
chapitre 6.

5.2.3 Les équations couplées a I’équation de transfert
5.2.3.1 Couplage ET-ECE

Ce couplage apparait dans la dépendance des coefficients volumiques de 'ET avec la fdv des
électrons. De maniere précise :
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— le coefficient d’émission fb est proportionnel & la fdv des électrons calculée pour la vitesse
d’un électron capable d’émettre un photon de fréquence v en se recombinant :

Epp(z,v) ZO z, V) fe (2, Gy (V) (5.46)

— les coefficients d’absorption et d’émission ff sont de la forme

“+o0
Kys(z,v) = ; A(2,ve, V) fe(2, ve) dve (5.47)

—+o0

Esi(z,v) = ; B(z,ve,v) fe (2,(rp(ve,v)) dve . (5.48)

Il en résulte que l'opacité y, la fonction source S, et le parametre de destruction des photons e
dépendent de la fdv des électrons, ainsi que la variable de profondeur optique 7, étroitement reliée
a la variable de profondeur géométrique z.

5.2.3.2 Couplage ET-ES

Les populations n; apparaissent dans les coefficients d’absorption et d’émission de I'ET, ainsi
que dans la composante Rayleigh du coefficient de diffusion.

5.3 L’équation cinétique des électrons

5.3.1 Méthode de résolution

A partir de 'expression (Eq. 3.156), nous détaillons la dépendance (entre crochets) de chacun
des termes selon f, et ne, c’est a dire selon la fdv F, = n.f. solution de 'ECE, alors que f. est
solution de 'ECE conjointement & la condition de normalisation (1.2) de f. si la densité électronique
ne est donnée. Alors :

Ve(v)ne<z)fév[(zv U) + E-i- [nefe](zv U)
Ve(v) +E*[nefe](zav) .

Dans (Eq. 5.49), nous avons regroupé les termes de fagon a ne pas créer d’erreurs d’arrondi
par différence de termes positifs, comme il y aurait pu en avoir dans (Eq. 3.156). La dépendance
de X _ selon F, vient du processus ff, et la dépendance de ¥ selon F, provient de la plupart des
termes, cette dépendance étant linéaire excepté pour le processus de recombinaison collisionnelle.
Nous avons affaire a une équation non-linéaire en F,, qui peut difficilement étre résolue avec les
algorithmes numériques habituels (équation de Volterra ou de Fredholm en linéarisant ’équation),
car ces procédés font appel a des développements sur une base de fonctions la plupart du temps
polynoémiales (Legendre, Chebychev) qui ne convient pas ici a cause de la forte variation de valeurs
de la fdv (qui tend rapidement vers zéro avec la vitesse). Nous allons donc résoudre cette équation
par itération :

FE(Z,U) = ne(z)fe(z,v) = (549)

)y _ ve@nd” (2) T (2)](2,0) + B4 08V £z, 0)
Fre ) = ) ¢
ve(0) + X _[ne” f)(z,v)

, (5.50)

ol F(n)( v) = n(")( ) én)(z v) est la fdv calculée & I'itéré n. De plus T est la température

cinétique de la fdv f ) . Apres avoir calculé I'itéré n + 1 par (Eq. 5.50), nous déduisons de F (n+1)

une nouvelle densité n(n+ ) qui nous permet de calculer (n+ ) , et une nouvelle température 71

qui seront injectées dans (Eq. 5.50) pour calculer l'itéré Sulvant, jusqu’a convergence des quantités

né"), Te(n) et fe(") & une valeur relative donnée £, que nous avons fixée & ¢ = 1073, Cette convergence

est définie par 1’écart relatif d’un itéré a ’autre. Nous stoppons l'itération a l'itéré n + 1 si :

FI(2,0)

-1
Fe(n)(z7 v)

Y(z,v), <e. (5.51)
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Nous avons vérifié que lorsque la fdv converge d’un itéré a l'autre avec un écart relatif donné,
elle est solution de 'ECE avec la méme précision. Cette vérification est importante, car notre
critere de convergence pourrait ne pas étre significatif en cas de convergence lente de la fdv vers la
solution de 'ECE. En pratique, ce critere (Eq. 5.51) est atteint au bout d’un vingtaine d’itérés.

Dans ce processus numérique, il est nécessaire de développer la fdv, qui peut étre polynémiale
apres transformation pour interpoler une fonction variant peu avec la vitesse. Cette fonction h(v)
est définie par :

fe(v) = f2'(v) ). (5.52)

Nous ne pouvons pas écrire (Eq. 5.49) en fonction de h.(v) seulement. Cette fonction est
introduite ici uniquement dans le but de stabiliser et de simplifier la résolution numérique. Parmi
le choix possible de base de polynémes pour interpoler h.(v), nous avons choisi apres essais une
base qui ne présentait pas d’oscillations, afin d’éviter les amplifications diies au caractere non
linéaire de cette équation. L’interpolation trapézoidale est trop grossiere, alors nous avons choisi
des polynomes de Hermite, dont I’avantage est d’étre monotones entre deux noeuds successifs de
I’interpolation.

Au premier itéré au point z, il est nécessaire de fournir la valeur de la température T'(z) et la
densité des électrons n.(z). La fdv initiale est une maxwellienne & cette température. En principe,
I’ECE est censée fournir les inconnues n. et T', qui sont des moments de la fdv F,. En pratique, nous
observons que le terme de collisions élastiques domine la variation de ces parametres, qui varient
ainsi treés peu d’un itéré a 'autre. Ainsi, 'ECE est capable de nous fournir la température 7T'. Par
contre, 'ECE ne doit pas fournir la densité des électrons n., car cette grandeur est donnée par ’'EC
ne = ny. Afin de rendre ces 2 équations compatibles, nous pourrions inclure 'EC dans 'ECE afin
d’éliminer n. de 'ECE (remplacée par ny dans le processus de recombinaison collisionnelle), et
I’ECE fournirait f. au lieu de F,. Comme I’ECE et I'EC ne sont pas forcément compatibles au point
de founir une solution mathématique commune, et que ’ECE est non linéaire en n., nous préférons
résoudre 'ECE pour F,, puis renormaliser la fdv afin que sa densité soit la densité initiale. Afin de
faire converger 'ECE vers sa solution, nous laissons né”) et T(™) évoluer (lentement) dun itéré &
I’autre, puis nous renormalisons la fdv f. a 'arrét des itérés. Si l'itération est stoppée a l'itéré N,
alors la renormalisation est :

folw) = PIT) ()" = 5 FO (0) = AT ()70 (5.53)
Ne

impliquant T = TW) et h(v) = th)(v). Nous vérifierons lors des calculs que la température
varie peu au cours de l'itération, de fagon a ce que ce calcul de la fdv soit cohérent avec le modele
d’atmosphere a température donnée que nous avons choisi de résoudre.

5.3.2 L’équation de ’équilibre radiatif (ER)

La température de I'atmosphere stellaire est usuellement déterminée en résolvant I’équation de
I’équilibre radiatif

+o0 +oo
/ k(z,v)J(z,v)dv = / E(z,v)dv, (5.54)
0 0

qui exprime 'égalité des énergies absorbées et émises par chaque unité de volume de matiere.
Cette équation traduit la conservation de I’énergie quand on se place du point de vue du champ de
rayonnement, supposé étre le seul a transporter de 1’énergie (conduction et convection négligeables)
[69].

Nous rappelons le lien entre cette équation (Eq. 5.54) et les équations cinétiques. L’équation
d’énergie pour chaque type p de particule matérielle a la forme

+oo 1
/ (2, v)ﬁmpvzélﬂv? dv=0, (5.55)
0

ol ¥, (%, v) désigne le terme de source de I’équation cinétique du type p (dont le membre de gauche
est supposé nul). Ces deux fagons de traduire la conservation de 1’énergie sont équivalentes, car la
somme des équations (5.54) et (5.55) (pour p = atomes, protons et électrons) donne 0 = 0 [78].
L’équation (5.55) montre que les termes de collision élastiques des équations cinétiques ont une
contribution nulle a I'ER.
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Nous étudions dans ce mémoire un modele d’atmosphere a température donnée et constante,
alors nous ne tiendrons pas compte de cette équation.

5.3.3 Couplage avec I’équation de transfert

Le champ radiatif apparait dans les termes ¥ et X¢¢, sous la forme de I'intensité moyenne
J.

5.4 Les équations de I’équilibre statistique

Les équations de I’équilibre statistique

> ni(2)Pji(z) = ni(2) Y Py(2), (5.56)

J#i i

sont linéairement dépendantes : on obtient 0 = 0 en sommant ces équations sur ¢. Le déterminant
des coefficients est donc nul, ce qui assure l’existence d’une solution non triviale au systeme (ho-
mogene). Pour résoudre ce systeme, il faut lui rajouter deuz équations supplémentaires. En effet,
si IV désigne le nombre d’états liés de 'atome d’hydrogene, le systeme contient N + 1 équations,
dont N sont linéairement indépendantes, et N + 2 inconnues (n;, n4 et ne). Les deux équations
supplémentaires ont été écrites a la section 5.1 : ce sont ’équation de conservation de la charge
électrique : n, = n4 et la condition de conservation dans le temps de la densité de particules
lourdes ny.

La masse volumique ou la densité de particules lourdes sont des invariants collisionnels, contrai-
rement & la densité particulaire totale n = ng + n., qui n’est pas conservée par le processus d’io-
nisation et son inverse. C’est donc p ou ng, et non la densité totale n, qui nous servira de donnée
additionnelle pour résoudre les équations de 1’équilibre statistique a chaque étape de la solution
itérative de notre probleme.

Le systéme (Eq. 5.56) est un systéme linéaire en les densités des particules lourdes n; (i =
1,..,N) et ny, et non linéaire en la densité des électrons n., cachée dans les coefficients P;;(z). La
non-linéarité en n. provient du processus de recombinaison collisionnelle. A cause de cette non-
linéarité en une des inconnues, nous résolvons ce systeme d’équations par itération : nous profitons
de la propriété de linéarité de ce systeme des N + 1 équations (Egs. 5.56, 5.2) qui permettent
de connaitre facilement les densités {n;,n,} pour une valeur n. donnée, puis nous déterminons
une nouvelle valeur de n, = ny par Péquation (Eq. 5.1) de conservation de la charge (EC), et
nous recommengons un nouvel itéré en résolvant le systeme linéaire avec cette nouvelle valeur
de ne, jusqu’a convergence du systeme {n;,n4,n.}. Le critére de convergence est du méme type
que le critere d’arrét des itérés pour VECE (Eq. 5.51). Nous garderons la méme valeur de ¢ et la
convergence portera sur la densité électronique n., les autres densités ayant convergé lorsque le
critére sur n. est satisfait.

Nous écrivons par la suite quelques considérations sur ce systeme d’équations. Les équations
de I’équilibre statistique permettent de calculer le rapport des populations n; et n; de deux états
(discrets ou continus) de 'atome d’hydrogene. Elles s’écrivent en effet, pour le type ¢

n; ZPm = anpki = Z g Pri +n; Py (5.57)

ki ki k#i,j

et pour le type j

n; Y Pjx =) mPij =niPyj+ Y Py, (5.58)

k#j k#j k#i,5

systéme en n;, n; qui conduit au rapport n;/n; suivant [69] :

nj _ BiCij + Rij (5.59)
n; OéijCji + Rji ’ '

avec
a4 + aza3 az + ajay

= 5.60
as+as & as +ag ( )
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et
1
a1 =1+ Z Py , (5.61)
Cis o7
az= > npPei, (5.62)
k#i,j
1
a5 =1+ Z Py , (5.63)
It gt g
ay = Z nkij . (564)
k#i,j

Les coefficients a; & a4 décrivent les processus peuplant (au sens algébrique) les niveaux i et j
a partir des niveaux (discrets ou continus) k # i, j.

A T'ETL, les processus collisionnels dominent les processus radiatifs et on peut remplacer les
Py, par des Cy; dans (5.61)-(5.64). La relation (4.25), valable pour toutes les transitions k = I,
montre alors que as(a1 — 1) = az(az — 1), d’ott a;; = B;;. Si on suppose que les atomes n’ont quun
ou deux niveaux d’énergie (sans continuum), a; = az = 1, et oy = Bij = 1.

On a donc obtenu les valeurs particulieres suivantes :

Q5 = ﬁij (ETL) 5 Q5 = ﬁij (N = 1, N = 2 sans COI’ltiIlu) . (565)

5.4.1 Couplage avec ’ET
Voir les taux radiatifs R;; dans le cas bb (Eqgs. 4.26-4.29) et bf-fb (Eqgs. 4.32, 4.33).

5.4.2 Couplage avec I’ECE
Voir les taux collisionnels C;; dans le cas bb (Eq. 4.15) et dans le cas bf-fb (Egs. 4.20-4.22).

5.5 Résolution de I’équation de transfert couplée aux ES

La résolution itérative de ce systéeme d’équations ne parait pas poser de difficulté majeure
lorsqu’on résout I'ET dans un domaine de fréquence ol 'opacité varie lentement (dans le continu),
mais la convergence est tres lente dans le cas contraire, c’est-a-dire dans une raie spectrale. Il faut
alors contraindre 'ET par les équations de I’équilibre statistique, une procédure bien connue que
nous allons rappeler.

On suppose que 'opacité est dominée par la contribution d’une transition bb particuliere i = j
avec ¢ < j. Pour faire apparaitre la contribution de cette transition aux coefficients volumiques de
I’ET, on écrit ces derniers sous la forme

K(z,v) = Kij(2)®(2,v) + K.(2,v) (5.66)
E(z,v) = Eji(2)®(2,v) + Eu(z,v), (5.67)
k(z,v) = Xij(2) P4 (2, V) + Ke(z, 1) , (5.68)
X(Z,V) = )%ij(z)éij(zvl/) +XC(Z, V) ’ (569)

les coefficients d’absorption et d’émission dans la transition résultant de (2.29) et (2.39)

~ hl/i‘ ~ hui»
Ki (Z) = 47: Bijni(z) 5 E]Z(Z) = 47: Ajmj (Z) (570)
et 'opacité de (2.9, 2.10)
A2 Eiz)]| -
Xii =1|1-— L Kii(z). .71
() [ o 7| K00 (5.71)

Les termes affectés de I'indice ¢ dans le membre de droite des relations (5.66)-(5.69) représentent
la contribution du continu, c’est-a-dire celle de toutes les transitions possibles (bb, bf-fb, ff), sauf
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1 = j. Les deux derniers coeflicients s’expriment en terme des deux premiers par les relations

suivantes : )

ke(z,v) = Ke(z,v) — z,v), (5.72)

2t el
Xe(z,v) = ke(z,v) + 0(2,v) (5.73)

étant entendu que le coefficient de diffusion vraie ¢ ne comprend que la composante Thomson
lorsque i = 1 et j = 2 (car la diffusion Rayleigh sur les atomes d’hydrogene au niveau fondamental
coincide avec la diffusion dans la raie lorsque v — v12).

En outre, on introduit la fonction source dans le continu

E.(z,v)

Se(z,v) = , 5.74
(2,v) ) (5.74)
et le rapport r;; de I'opacité dans le continu & l'opacité dans la transition (parfois noté 3)
Xe(z,V)
rij(2,v) = == (5.75)
! Xij(2)

qui permet d’écrire la relation (5.69) sous la forme
X(z,v) = Xij(2) [@ij(z,v) + 135 (2,v)] . (5.76)
Les notations étant fixées, le calcul de la fonction source S, peut s’effectuer en partant de sa
définition S, = E/x.
5.5.1 Calcul de la fonction source S,

Le rapport E/x fait apparaitre le rapport Eji /Xi; dans la transition, donc le rapport des
populations n; et n; d’apres (5.70). Ce dernier a été calculé a la section 5.4. En introduisant le
rapport €;; des taux de transitions collisionnelles et radiatives spontanées

Cii(2)
€ji(2) = —ixﬂ ; (5.77)
il vient d’apres (5.59), (4.17) et (C.3)
n; Bije;iBy, + Jij

no_ Bi: | 5.78
n; aijcji + Aji (1 + )\ﬂ) 7 ( )

donc

E'i Ajing ij €50 jz By
L L MBZV ’ (5.79)
Ki;  Bijni  age+1+ X0

ol BZVU est la fonction de Wien a la fréquence centrale de la raie.
En utilisant la relation de réciprocité entre les coefficients Aj; et B;; et la définition (C.2, C.3)

du parametre b;;, on obtient ce dernier sous la forme
1 n;  Bij€ji+ jij/Bl\Zj
T el B

= . 5.80
bl] i Q5€54 + 1 + Aji ( )

Le premier terme au numérateur de (5.80) décrit I’émission thermique des atomes, c’est-a-dire le
rayonnement qu’ils émettent par désexcitation apres avoir été excités par un processus collisionnel.
Le deuxiéme terme décrit le rayonnement émis au cours d’une désexcitation suivant une excitation
radiative.

A T'ETL, les processus collisionnels dominent les processus radiatifs et €;; > 1. Comme par
ailleurs a;; = f;;, la relation (5.80) redonne bien (C.1), soit b;; = 1.

La fin du calcul de la fonction source S, est sans difficulté : nous nous contenterons d’en donner
le résultat. On remplace E et x par leur expression (5.67) et (5.76) dans la relation S. = E/x, et
on utilise (5.71) et (5.79). Il vient

D;i(z,v)
ij(z,v) +1ij

+oo
Su(z,v) = 55(z,v) + [1 — €5(2)] <I) ) /0 (2, V) J (2,0 ) dV" , (5.81)
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ou S7; désigne la composante thermique de la fonction source

D;i(z,v)e(2)Pij(2) + 1ij(2,v)Sc(z,v) .

ij
(I)ij<z7 V) + Tij(zﬂ 1/)

Sii(z,v) = (5.82)

Le premier terme dans le membre de droite de (5.81) décrit 1’émission spontanée d’atomes
excités par des processus collisionnels, et le deuxieme terme 1’émission d’atomes excités par des
processus radiatifs.

Les fonctions inconnues qui apparaissent dans ces expressions sont la probabilité de destruction
(collisionnelle) des photons dans la raie €;; et la fonction P;; décrivant I'émission thermique des
atomes.

Le premier coefficient est bien connu, ainsi que son role d’indicateur d’écart a 'ETL : €f; <1
loin de I'ETL et €;; — 1 a 'ETL. Son expression est la suivante :

€. .
() =1 (s) = —L=

(5.83)

avec

iz hv;;
i) ={ 54 o (~ 5 ) P srente. (5.8)
Ce parametre est de 'ordre de grandeur de €;; et peut donc prendre des valeurs quelconques
suivant I'importance relative des transitions collisionnelles et radiatives spontanées dans 1’atmo-
sphere, d’ou son role d’indicateur d’écart a 'ETL (e;j — 400 lorsque les processus collisionnels
dominent, et ¢/; — 0 dans le cas contraire), qui entraine celui de €}; déja mentionné. Ce dernier
coefficient, couramment noté ¢ en théorie de la formation des raies spectrales, & un complément
a l'unité @], = 1 — €; qui s'interprete comme un albédo, c’est-a-dire un coefficient renseignant
sur le pouvoir diffusant de I'atmosphere dans la transition i = j. Typiquement, €;; < 1074 et
w@;; = 0.9999 dans une raie forte.
A 17ETL, Q5 = ﬂij et

hl/ij

&y = {1-em (~ s ) ot (e, (5.85)

L’autre fonction P;; figurant dans (5.82) a pour expression
2h1/§j 1

¢ Sl exp (hwy [KT(2) — 1

Pij(z) =

(5.86)

On retrouve la fonction de Planck (& la fréquence centrale de la raie) pour un modele d’atome
a deux niveaux liés sans continu (c;; = f;; = 1) ou a 'ETL (a;; = G;j).
5.5.2 L’équation de transfert dans la raie

On l'obtient en substituant ’expression (5.81) de la fonction source S, = E/x dans 'ET (2.11,
2.12), qui devient

oI Feo
M&('zvﬂwy) :X(Z,V) I(ZaliaV)_S?'(ZvV)— RZ}(Z,I//,V)J(Z,I//) dv' ) (587)
0
o S}; est donné par (5.82) et R;; décrit la redistribution des photons en fréquence :
Dij (2, V) Pij (2, v)
®ij(z,v) +7ij(2,v)

R’i"j(z, y/’ 1/) = [1 — e;‘](z)} + [1 — G(Z, I/)] 5(1/, — l/) . (5.88)

Cette fonction, qui n’est pas une fonction de redistribution au sens habituel (elle n’est pas
normalisée), comprend une composante diffusion dans la transition et une composante diffusion
vraie généralement négligeable par rapport a la premiere.

Les conditions aux limites sont (2.15)-(2.17).
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5.5.3 Le probleme monochromatique associé

Nous ferons au chapitre suivant I’hypothese des raies grises, qui consiste a adopter le profil
rectangulaire de Milne décrit dans Pannexe A (section A.1.2). Avec ce profil, dont nous rappelons
la définition

1 A

o= g {0 e o
ou Av;;(z) est la largeur Doppler de la raie en z, la redistribution en fréquence des photons est
équiprobable a toutes les fréquences, ce qui entraine que le champ radiatif est indépendant de la
fréquence dans la raie (si on néglige la variation avec la fréquence des sections efficaces des processus
continus sur la largeur de la raie). Nous allons voir que cette circonstance simplifie considérablement
Pécriture de 'ET (5.87), puisqu’elle retrouve la forme mathématique des équations modélisant la
diffusion monochromatique des photons.

L’intensité spécifique étant indépendante de la fréquence dans le domaine (v;; — Av;;/2,v45 +
Av;;/2), on peut écrire 'ET dans ce domaine en se placant & la fréquence centrale v = v;; , et
remplacer J(z,v') par J(z,v;;) dans l'intégrale figurant dans (5.87). Cette derniére devient alors,
d’apres (5.88)

/+<><> R (2,0 vij)J (2, V) dv' = [1 — €;(2)] LGL) +1—e(z,v45) (5.90)
o 1\ » Y] ’ (¥ (I)%(Z7Vij)+rij(z,l/ij) y7vy ) .

Or, il résulte de (2.13) et (5.76) que

oz vig) _ (2 vi)/Xii(2)
X(Z7Vij) B (I)%[(Z,Vij) +rij(z7’/ij) : (591)

1-— 6(27 Vﬁ) =

Le membre de droite de (5.90) peut donc s’écrire sous la forme 1 — €;;(z), avec

DY (2, vij)e5;(2) + Ke(z,vi5) /X (2)
M (2, i) + Xe(2, Vi) [ Xij (2)

Ce parametre de destruction des photons est bien strictement compris entre 0 et 1 car 0 < €j; <

1et 0 < ke < Xe- De plus, il est trés proche de €;; dans les raies ol Ke < Xe < Xij (coefficient r;;
petit).

Pour un parametre défini ainsi, I’équation de transfert a la fréquence centrale de la raie a la
méme forme mathématique que dans le continu

H%(Z,M, V'Lj) = X(Z, V'Lj) [I(Z,,u,l/ij> - S;“(Z,l/ij) — (1 — gm(z)) J(Z7Vij)] , (593)

sa fonction source thermique S7; étant obtenue en remplacant v par v;; dans (5.82), qui devient

DN (2, vij)€5;(2)Pij (2) + Ee(z,vi5) [ Xij(2)
DN (2, i) + Xe(2, Vi) [ Xij (2)

Sii(zvi) = (5.94)

ot €f;(z) est donné par (5.83, 5.84) et P;;(z) par (5.86).
On retrouve bien la forme de 'ET (2.11, 2.12), ou la forme (5.18, 5.19) en introduisant 1’échelle

de profondeur optique (5.16), soit
7(2,vij) :/ x(Z',vij) d2’ :/ Xii(2)) [@%(z’,yij) + Tij(Z/,l/ij)] dz' . (5.95)
0 0

Les conditions aux limites sont (5.20)-(5.23) avec v = v;; .
La solution vue a la section 5.2.2 s’applique lorsqu’on néglige la variation, avec la profondeur
optique, du parametre de destruction des photons €;;, ce que nous ferons au chapitre 6 suivant.
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5.6 La méthode de résolution du probleme global

La présente description est limitée au cas ou la masse volumique et la température sont
constantes, qui est le cas traité au chapitre suivant. Lorsque p et T sont constants, nous devons
résoudre 1’équation de transfert, les équations de ’équilibre statistique et 1’équation cinétique des
électrons de fagon itérative. Les équations de I'équilibre statistique sont complétées par la condition
de neutralité électrique de I’atmosphere n = n, et par I’équation de conservation de la densité de
particules lourdes ng.

Les données sont, outre p et T, la profondeur géométrique Z de I'atmosphere, qui est choisie
de telle sorte que le rayonnement pénétrant par la couche z = Z soit planckien de température 7.

L’itération, représentée par la figure (Fig. 5.1), se déroule de la fagon suivante :

1.

(CI) conditions initiales. Les populations sont calculées a 1’équilibre de Boltzmann-Saha, avec
les contraintes ny = n. et Y. n; + ny = ng (voir Egs. C.7, C.11). La fdv des électrons est
maxwellienne de température 7.

. Définition d’une échelle de profondeur optique pour des populations données et une fdv des

électrons donnée.

(ET) résolution de I’équation de transfert pour I’échelle de profondeur optique définie & ’étape
2, des populations données et une fdv des électrons donnée : relations (5.37, 5.38, 5.39) avec
¢ =0 (champ incident planckien).

(ES+EC) résolution des équations de 1’équilibre statistique et des contraintes traduisant la
conservation de la charge et de la densité des particules lourdes, pour un champ radiatif et
une fdv des électrons donnés. Ce systeme d’équations étant non linéaire en n., on résout le
systéme linéaire (ES) des inconnues {n;,n } pour une densité n. donnée, puis on calcule une
nouvelle valeur de n. par I’équation de conservation de la charge (EC), et on itere entre (ES)
et (EC) jusqu’a convergence du systeme {n;, ny,n.} (voir section 5.4 pour les détails).

(ECE) résolution itérative de 1'équation cinétique des électrons pour un champ radiatif et
des densités données. La fdv des électrons résultant de ce calcul permet de déduire une
température cinétique différente a priori de la température constante de notre modele. On
observe néanmoins que cette température s’écarte tres peu de la température imposée a
la fin de l'itération (variation relative inférieure & 1073), ainsi notre modele conserve la
température>.

Retour a I’étape 2 et fin de l'itération lorsque la variation relative de toutes les inconnues est
inférieure & 103 entre deux itérés successifs, pour toutes les valeurs possibles des variables.
On obtient ce résultat typiquement apres 20-30 itérés.

3Imposer l'invariance de la température doit étre vu comme une étape nécessaire & la résolution numérique de
notre probléme, qui devient fortement instable en présence d’un gradient de température. Mais nous avons conscience
que forcer une telle condition est difficile & justifier physiquement.
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Fi1G. 5.1 — Schéma de la résolution du modele d’atmospheére par itération.



Chapitre 6

Calculs numériques

6.1 Les modeles présentés

Les calculs numériques de ce chapitre portent sur une atmosphere d’hydrogene pur, de tempé-
rature T et de masse volumique p constantes pour tout le milieu. Ces parametres sont ceux de la
photosphere du soleil. Le modele d’atome d’hydrogene ne contient que les deux premiers niveaux
en énergie completement dégénérés, ce modele étant le plus simple pour décrire les effets d’une
raie de transition et de ’ionisation. Notre milieu sera éclairé par un rayonnement de Planck de
température T', pénétrant I'atmosphere par sa frontiére interne, 'autre plan-frontiére étant appelé
frontiére externe.

Nous présenterons trois catégories de modeles : en équilibre thermodynamique local (ETL), hors
équilibre thermodynamique local avec électrons thermalisés (NETL), et hors équilibre cinétique
maxwellien des électrons (NECM).

6.1.1 Détermination des parametres

On utilise les valeurs de p et T" de la couche h = 0 du modele d’atmosphere solaire de Stix
[112, p. 145] : pp = 2.73 x 10~*kgm 3, cette masse volumique étant donnée pour la composition
chimique du soleil, et T' = 6420 K. L’abondance relative (en masse) de I'atmospheére solaire étant
X = 0.727, la masse d’hydrogéne par unité de volume est p = poX = 1.99 x 10 *kgm™3 :
nous choisirons cette valeur comme masse volumique de notre atmospheére d’hydrogene pur. Cette
derniere a donc la densité d’hydrogene et la température de la surface du soleil.

La densité de particules lourdes ng, définie par la relation (Eq. 1.6), vaut alors 1.19 x 10?3 m~3
(my = 1.67 x 1077 kg).

Enfin, I’épaisseur géométrique Z de ’atmospheére est choisie de telle sorte que I’épaisseur optique
To(v) soit supérieure & 100 pour toutes les fréquences de la grille utilisée, un criteére qui nous a
été suggéré par E. Simonneau pour garantir un milieu optiquement épais a toutes les fréquences
(Z =2.0 x 10 m).

Le tableau (Tab. 6.1) ci-dessous contient les valeurs des populations et du degré d’ionisation &
IETL.

ng n ny ) ne=n4+ | x=n4/(no—ng) | a=n4/ng

1.2 x 10% | 1.2 x 10% | 1.2 x 10?3 | 4.8 x 1015 | 5.7 x 10%? 4.7 x 1074 4.7 x 1074

TAB. 6.1 — Populations (en m™3) et degré d’ionisation a 'ETL.

6.1.2 Vérification de la condition de plasma cinétique classique

Nous allons vérifier que le modele décrit dans cette partie est bien un plasma cinétique classique,
hypothese nécessaire au traitement que nous avons fait des collisions élastiques des électrons avec
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les autres particules chargées (voir la note C.2 sur les interactions coulombiennes). Nous rappelons
qu'un plasma peut-étre classé comme cinétique classique lorsque [32] :

rp Ld, < A\p, (6.1)

ou ry, est la longueur de Landau, d. est la distance interparticulaire moyenne des électrons, et
Ap est la longueur d’écran de Debye (pour les électrons ici A\p = Ape). La condition r;, < d.
montre que les corrélations sont peu importantes : ’énergie de liaison de plasma est faible devant
son énergie d’agitation thermique, le plasma se rapproche d’un gaz parfait. La condition d. < Ap
indique qu’il y a suffisamment d’électrons dans la sphére de Debye pour que 'effet d’écrantage ait
lieu, et que la description des interactions coulombiennes par un terme de collisions de Boltzmann
est plus approprié que par un champ de force de Vlasov.

En utilisant les valeurs définies a la section 6.1.1, et en remarquant des a présent que la densité
des électrons, variant dans l’atmosphere, est & toute profondeur inférieure a la valeur ETL (voir
section 6.3.2), nous obtenons :

ez 1 eokT
= — ~2.6x107° de =n; 13 <2.6x1077 Ap =
L= treo kT XA, e T 5 20X ML AD 2n,

>2.6x10"%m. (6.2)

La condition (Eq. 6.1) est assez bien vérifiée. Nous représentons graphiquement ce résultat sur
la figure (Fig. 6.1), sur laquelle apparaissent les différentes régions de classification d’un plasma.

10 b
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F1G. 6.1 — Diagramme de classification des plasmas (SI)[32]. Nous avons délimité les régions par
des droites (x = logn,, y = logT), la limite r;, = d. : y — /3 + 4.78 = 0, la limite d. = Ap :
y —x/3 + 3.68 = 0, la limite de dégénérescence quantique kT = ep, oll ep = %(37r2ne)2/3 est
I'énergie de Fermi d'un gaz d’électrons dégénéré : y — 22/3 + 14.37 = 0, et la limite kT = m.c?du
domaine d’application de la mécanique classique non relativiste : y = 9.78. Notre modele, représenté

par le symbole @, correspond a x < 19.76 et y = 3.81.

Nous allons aussi tester la validité de la forme FPL pour le terme de collisions élastiques, par
rapport aux termes de Vlasov ou de Balescu-Lennard (voir note C.2). Avec les données n, et T de
ce modele, nous avons les temps caractéristiques :

ty~24x1072s,  t3~13x107%s, A ~560. (6.3)
Le temps caractéristique de collision élastique peut étre écrit (Eq. 3.47) :

1 v R(1) _ SsT3/% 1 1o
= - — 5= ce = tee(Ue) 5.4 10 — ~ 76 10 . 6.4
va(v) T Rwjm) (0e) 254> 107 == 3 e ~ 6 107 s . (64)

Nous voyons que les collisions entre électrons les plus nombreux (vitesse ¥.) est correctement
décrite par le terme FPL, mais nous sommes tres pres de la validité de la forme de Balescu-Lennard.
Pour les collisions entre électrons et protons, t. (v.) ~ 6.0 x 1077 s, et la forme de FPL n’est plus
strictement valable. Comme le temps t.;(v) croit avec le cube de la vitesse, les électrons rapides
devraient aussi étre décrits par la forme de Balescu-Lennard. Cette forme est compliquée, et nous
supposons que la forme habituelle de FPL est une bonne approximation pour la description de ces
interactions.
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6.1.3 Vérification des autres conditions

Nous examinons la validité des hypotheses faites au chapitre 5 permettant de simplifier le
modele mathématique d’atmosphere.

1. Nous avons vu que cette atmophere était un plasma cinétique classique.

2. Le degré d’ionisation ETL (intérieur de I’atmosphere) est x ~ 4.7 x 10~% < 1. Nous verrons
dans les calculs hors-ETL que le degré d’ionisation est partout inférieur a sa valeur a ’'ETL.

3. La pression de radiation est bien négligeable par rapport a la pression cinétique. En effet
(voir Eq. 5.13) :
P, 40 T3
T — ~40x 1077 < 1. 6.5
P.  3kecng (6:5)
4. Le rayonnement entrant par la surface interne de ’atmospheére est planckien a la température
T, grace a la grande valeur de ’épaisseur optique a toute fréquence () > 100.

6.2 Discrétisation des variables

Pour traiter le probleme numeérique, il est nécessaire d’utiliser des grandeurs sans dimension.
Nous utiliserons certaines grandeurs définies dans le chapitre sur les notations, telles la fréquence
de Rydberg vg = Er/h = 3.29 x 105571, la longueur d’onde associée A\p = ¢/vg = 91.1nm, la
vitesse électronique de seuil pour l'ionisation de I'atome d’hydrogene a I'état fondamental vg =
G+ = V2ER/me = ac, ou « est la constante de structure fine.

Nous détaillons ci-dessous la discrétisation utilisée en fréquence, en vitesse, en profondeur géo-
métrique et en profondeur optique.

6.2.1 Les fréquences

Nous choisissons un domaine de fréquences suffisamment large pour couvrir toutes les transitions
bb et bf, et qui permette de bien représenter toutes les grandeurs radiatives issues de l'intégration
sur les fréquences.

L’intensité moyenne du rayonnement varie brusquement autour des fréquences d’ionisation et
dans les raies. Nous avons choisi notre grille de fréquences de facon a encadrer de tres pres ces
fréquences de transition. Entre ces fréquences, toutes les grandeurs liées au rayonnement varient
lentement, et on peut se contenter de définir un petit nombre de fréquences entre lesquelles on
interpolera.

Nous aurons également besoin de connaitre 'intensité moyenne du rayonnement a des fréquences
inférieures a la fréquence minimale de la grille ou supérieures a la fréquence maximale. Dans notre
probleme numérique, nous avons choisi de discrétiser le rapport de l'intensité moyenne sur la
distribution de Planck pour la température locale. Ce choix permet plus de liberté quant a la
méthode d’extrapolation, puisque l'intensité moyenne se comportera en zéro et a l'infini comme
la distribution de Planck. Nous extrapolerons en choisissant notre rapport de fonctions constant a
Pextérieur de la grille en fréquences, ces constantes étant déterminées par continuité avec les points
extrémes de la grille.

Pour un atome a deux niveaux, les trois fréquences importantes sont celles des transitions 1 = 2,
l=+4et2=+4:v9 =0.75vR, V14+ = VR, Voy = 0.25vg. Nous avons choisi au moins 5 points
en fréquence entre ces transitions, cela nous fait 22 points en tout. La grille est détaillée dans le
tableau (Tab. 6.2) ci-dessous.

6.2.2 Les vitesses

Nous choisissons une grille de points régulierement espacés entre les vitesses extrémes.

Le choix de la valeur maximale ne pose pas de difficulté : il suffit qu’elle soit supérieure a la
vitesse d’ionisation de I’état fondamental vy, région appelée la queue de la fdv. Nous choisissons
Umax = 2UR, valeur satisfaisante pour décrire cette région pour laquelle les études passées montrent
une forte déplétion du nombre d’électrons. Ce choix garantit une erreur inférieure au millieme dans
I'intégration de la fdv des électrons sur les vitesses de 0 a vyax par rapport a 'intégration de 0 a
400, pour le calcul de la température cinétique comme pour celui des taux de transition.
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| v/vg | v (ens1) | A (en nm ‘ E = hv (en eV) |
1 [ 000L | 329(+12) | 91.1(+3) 1.36(-2)
2 0.0425 1.40(+14) 2143.5 0.58
3 0.0840 2.67(+14) 1084.5 1.14
4| 0.1255 | 4.13(+14) | 725.9 171
5| 0.670 | 5.49(+14) | 5455 2.97
6 0.2085 6.86(+14) 436.9 2.84
7 | 0.2499975 | 8.23(+14) 364.4 3.40
8 0.25 8.23(+14) 364.4 3.40
9 0.3750 1.23(+15) 242.9 5.10
10 0.5000 1.65(+15) 182.2 6.80
11 0.6250 2.06(+15) 145.8 8.50
12 [ 0.7499987 | 2.47(+15) | 1215 10.2
13 0.75 2.47(+15) 121.5 10.2
14 0.87500 2.88(+15) 104.1 11.9
15 | 0.99999 | 3.29(+15) 91.1 13.6
16 1.0 3.29(+15) 91.1 13.6
17 1.5 4.94(415) 60.7 20.4
18 2.0 6.58(+15) 45.6 27.2
19 2.5 8.23(+15) 36.4 34.0
20 3.0 9.87(+15) 30.4 40.8
21 3.5 1.15(+16) 26.0 47.6
22 10 1.32(+16) 22.8 54.4

TAB. 6.2 — Grille de 22 points en fréquence utilisée dans le code. Les nombres a 5 chiffres significatifs
dans la premiere colonne sont des approximations de la valeur réelle, alors que la précision des autres
nombres est la double précision machine (16 chiffres), sauf pour la fréquence v/vg = 0.7499987 qui
est aussi une approximation a 7 chiffres de la valeur réelle, car cette valeur arrondie a 5 chiffres
aurait été confondue avec la valeur exacte de la fréquence centrale de la raie (point suivant a
v/vr = 0.75). Pour la deuxiéme colonne, 1.5(+5) signifie 1.5 x 10°. Les fréquences des transitions
1=2, 1=+ et 2=+ sont & v/vg =0.75, 1 et 0.25 respectivement.

Le choix de la vitesse minimale de la grille est plus compliqué. Nous ne pouvons pas choisir
Umin = 0 car Uhypothése des électrons rapides utilisée dans cette these nous l'interdit. L’équation
cinétique des électrons, telle que formulée ici, n’est pas valable pour des vitesses inférieures aux
vitesses des atomes d’hydrogene ou des protons. Rappelons que la vitesse la plus probable de
Pespece k est Uy, = +/2kT/my, (voir la rubrique regroupant les notations en début de mémoire).
Nous avons donc choisi une vitesse minimale bien plus grande que la vitesse thermique des atomes
ou des protons (quasiment égales). Un rapport d’un ordre de grandeur nous semble suffisant.

Dans notre formulation numérique, nous calculons aux noeuds de la grille non pas la fdv des
électrons, mais son rapport a la fdv de Maxwell pour la température locale. Nous extrapolerons ce
rapport en dehors du domaine de vitesses de la grille de la méme fagon que pour les fréquences,
le rapport étant choisi constant par continuité. Le domaine de vitesses [0, vmin] est trés petit,
car la vitesse thermique des particules lourdes est petite par rapport a la vitesse thermique des
électrons, elle-méme petite par rapport a la vitesse d’ionisation du niveau fondamental de I’atome
d’hydrogene. En outre cette région influence tres peu le calcul des intégrales mettant en jeu la
fdv des électrons, car cette derniere est multipliée par une grandeur proportionnelle a la vitesse le
plus souvent. Nous espérons donc que le manque d’information sur cette région ne pénalise pas les
calculs numériques, ce qui sera vraisemblablement le cas si la fdv ne diverge pas en 0, divergence
qui nous semblerait peu physique.

Le détail de la grille se trouve dans le tableau (Tab. 6.3) ci-dessous.

6.2.3 Les profondeurs géométriques

Nous choisissons une grille logarithmique au voisinage de la frontiere externe de ’atmosphere
(2/Z < 0.1), région ou les diverses grandeurs varient rapidement & cause de la fuite des photons,
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| v/vg | v/vy [ v/ve | E=imev® (eneV) | [v/vg | v/vog | v/ve | E = 3mev? (eneV) |
0.047 | 10.0 0.2 0.03 1.05 | 2234 | 5.1 15.0
0.10 | 21.3 0.5 0.14 1.10 | 234.0 | 54 16.5
0.15 | 31.9 0.7 0.31 1.15 | 244.7 | 5.6 18.0
0.20 | 42.6 1.0 0.54 1.20 | 255.3 | 5.9 19.6
0.25 | 53.2 1.2 0.85 1.25 | 266.0 | 6.1 21.3
0.30 | 63.8 1.5 1.22 1.30 | 276.6 | 6.4 23.0
0.35 74.5 1.7 1.67 1.35 | 2872 | 6.6 24.8
0.40 | 85.1 2.0 2.18 1.40 | 2979 | 6.9 26.7
0.45 95.7 2.2 2.75 145 | 308.5 | 7.1 28.6
0.50 | 106.4 | 2.4 3.40 150 | 319.1 | 7.3 30.6
0.55 | 117.0 | 2.7 4.11 1.55 | 3298 | 7.6 32.7
0.60 | 127.7 | 2.9 4.90 1.60 | 340.4 | 7.8 34.8
0.65 | 138.3 | 3.2 5.75 1.65 | 351.1 | 8.1 37.0
0.70 | 1489 | 34 6.66 1.70 | 361.7 | 83 39.3
0.75 | 159.6 | 3.7 7.65 1.75 | 37123 | 8.6 41.7
0.80 | 170.2 | 3.9 8.70 1.80 | 383.0 | 8.8 44.1
0.85 | 180.9 | 4.2 9.83 1.85 | 393.6 | 9.1 46.5
0.90 | 191.5 | 4.4 11.0 1.90 | 404.3 | 9.3 49.1
0.95 | 202.1 | 4.6 12.3 1.95 | 4149 | 9.5 51.7
1.00 | 212.8 | 4.9 13.6 2.00 | 425.5 | 9.8 54.4

TAB. 6.3 — Grille de 40 points en vitesse utilisée dans le code. Pour la température T' = 6420 K, on
obtient vy /vg = 4.7 x 1073 et v, /T = 2.3 x 1072, olt et U sont les vitesses les plus probables
des protons et des électrons. Les vitesses associées aux transitions 1 = 2+, 1 = 2 et 2 = + sont a
v/vg = 1, 0.87 et 0.5 respectivement.

et une grille linéaire & l'intérieur de 'atmosphere, c’est-a-dire pour z/Z compris entre 0.1 et 1.

Dans ces modeles optiquement épais, la grille en z (et donc en profondeur optique 7(z,v)) doit
étre choisie de facon a ce que les points les plus proches de la frontiére externe aient une profondeur
optique plus petite que 1.0 x 103 & toutes les fréquences, un critere qui nous a été suggéré par E.
Simonneau.

Pour satisfaire ces deux conditions (milieu optiquement épais sur la frontiére interne et opti-
quement mince a la frontiére externe) avec les parameétres physiques adoptés a la section 6.1, nous
avons choisi le deuxiéme point de la grille & 2/Z = 1.0 x 10720 & cause de la raie La trés opaque,
le premier point correspondant & la frontiere externe z/Z = 0.

La grille choisie contient 30 points :

— la frontiére externe z/Z = 0,

— 20 points répartis sur une échelle logarithmique de 1.0 x 1072 & 0.1,

— 9 points répartis linéairement de 0.2 a 1.

6.2.4 Les profondeurs optiques

Pour résoudre ’'ET, nous devons définir une bonne échelle de profondeur optique 7. Avant tout
calcul des populations, notre modele est caractérisé par des populations constantes, impliquant que
la profondeur optique est proportionnelle & la profondeur géométrique. L’échelle définie a partir de
la grille géométrique choisie a la section 6.2.3 précédente correspond au modele ETL étudié plus
loin. Le tableau (Tab. 6.4) ci-dessous regroupe les valeurs des épaisseurs optiques 7 (v) = 7(Z, v)
correspondantes a la valeur Z = 2.0 x 10'%m, pour chaque point de la grille en fréquences définie
plus haut. On vérifie bien que 79(r) > 100. L’épaisseur optique la plus grande est bien siir celle de
la raie Lay, et elle vaut ~ 3.09 x 10'®. Donc le premier point pres de la frontiere externe, c’est-a-dire
2/Z = 1.0 x 1072°, a une profondeur optique valant ~ 3.0 x 10~%, ce qui répond bien au second
critere énoncé plus haut.

Pour les autres modeles (NETL et NECM), cette échelle de profondeur optique variera par
suite de la variation des populations principalement, et il sera nécessaire de vérifier la validité de
ces 2 criteres énoncés aux sections 6.1.1 et 6.2.3 (épaisseur optique importante, profondeur optique
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faible pour le premier point de la grille le plus proche de la surface).

Dans les figures de ce chapitre, nous utiliserons a la fois une échelle géométrique (en z/Z) et
une échelle de profondeur optique. Une premiere échelle de profondeur optique concerne la raie L,
pour laquelle la profondeur optique sera notée 7, (L pour line) et I’épaisseur optique sera notée
Tor, = To(v = 0.75vg). Une deuxiéme échelle concerne la fréquence v = 0.875vg représentative du
continu de Balmer voisin de la raie La, pour laquelle la profondeur optique sera notée 7« (C' pour
continuum) et 1'épaisseur optique sera notée 7oc = 7o(v = 0.875vR).

| v/vR | To(V) ‘

0.001 | 3.46(+7)
0.0425 8.02(+3)
0.0840 | 1.43(+3)
0.1255 5.16(+2)
0.1670 | 2.67(+2)
0.2085 1.74(+2)
0.2499975 | 1.33(+2)
0.25 1.30(+5)
0.3750 | 4.16(+4)
0.5000 1.83(+4)
0.6250 | 9.61(+3)
0.7499987 | 5.68(+3)

0.75 | 3.09(+16)
08750 | 3.65(+3)
0.99999 | 2.49(+3)

1.0 1.50(+12)
15 4.96(+11)

2.0 2.21(+11)
2.5 1.16(+11)
3.0 6.84(+10)

(+10)
(+10)

3.5 4.34(+10
4.0 2.92(+10

TAB. 6.4 — Grille des épaisseurs optiques utilisées dans le modele, correspondant a une épaisseur
géométrique Z = 2.0 x 101%m

6.3 Les résultats

Nous allons établir les résultats des calculs relatifs aux modeles ETL, NETL et NECM, avec
rayonnement incident sur la frontiere interne de ’atmosphere.

Nous montrons dans la figure (Fig. 6.3, p. 102) une courbe d’opacité x(v) & 'ETL, en détaillant
I'influence de chacun des processus radiatifs. La figure (Fig. 6.4, p. 103) représente les variations
de I'albédo w(v) avec la fréquence, quantité qui est fondamentale pour la résolution de 1’équation
de transfert.

Ces deux courbes, la premiere tenant compte de la diffusion Rayleigh et la deuxieme négligeant
ce processus, ont été calculées a 'ETL. Sur cette figure, nous pouvons voir que la diffusion Rayleigh
a une influence importante dans la région 0.25 < v/vr < 0.75, en faisant tendre 1’albédo vers 1.
Le pic prononcé a la fréquence de la raie La montre que 'albédo est trés proche de 1. Pour les
autres fréquences, on voit que I’albédo peut prendre des valeurs tres proches de 0. Pour préciser,
la valeur maximale de I’albédo est ~ 0.9996 alors que la valeur minimale est ~ 5.0 x 107!, Nous
devons donc résoudre I’'équation de transfert pour toute la gamme possible des albédos.

Les modeles traités par la suite ont été établis en négligeant la diffusion Rayleigh partout, parce
que la diffusion Rayleigh se confond avec les processus radiatifs bb aux fréquences de transition
(Fig. 6.3, 6.4). Il est alors nécessaire de couper ce processus de diffusion & une fréquence que nous
ne savons pas choisir.
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6.3.1 Modeéles ETL

Dans ces modeles, la seule quantité qui nous intéresse est ’'intensité moyenne du rayonnement,
puisque les populations et la fdv des électrons sont connues.

L’intensité moyenne comprend deux composantes, qui décrivent la contribution des sources
externes (rayonnement de Planck incident sur le plan z = Z) et internes (émision thermique du
gaz). La figure (Fig. 6.5, p. 103) permet de comparer ces deux composantes au voisinage de la
frontiere interne, pour la fréquence de la raie La, ainsi que pour une fréquence du continu.

Dans la raie La, le rayonnement issu des sources externes est dominant au voisinage immédiat
de la frontiére interne, mais chute tres vite pour devenir négligeable par rapport & la composante
thermique dans la quasi-totalité de I’atmosphere.

Dans le continu, les deux composantes sont quasiment égales, ou en tout cas du méme ordre
de grandeur (cela ne se voit pas sur la figure mais nous avons vérifié ce point pour les autres
fréquences), et la contribution des sources extérieures chute beaucoup moins vite que dans la raie
lorsque on se rapproche de la frontiere externe (a cause de l'opacité élevée de la raie par rapport
au continu).

Dans tous les cas, la composante extérieure est négligeable sur la presque totalité de I’atmo-
sphere, et le rayonnement observé au voisinage de la frontiére externe est purement thermique.

Bien que cela n’apparaisse pas sur la figure, a cause de I’échelle, nous avons vérifié que 'intensité
moyenne provenant de la composante thermique était bien symétrique par rapport au milieu de
I’atmosphere, puisque les deux frontiéres jouent le méme role vis-a-vis du rayonnement interne.

Les figures (Fig. 6.6, p. 104) et (Fig. 6.7, p. 105) montrent 'intensité moyenne du rayonnement
en fonction de la fréquence, & différentes profondeurs géométriques. La largeur Doppler de la raie
Lo vaut Avia/vg ~ 2.58 x 1077 : elle est trop faible pour qu’on puisse la distinguer sur la figure.

La figure (Fig. 6.8, p. 106) représente I'intensité moyenne du rayonnement en fonction de la
profondeur géométrique ou de la profondeur optique pour différentes fréquences représentatives de
la grille et pour un rayonnement de Planck incident sur la frontiére interne. Comme les populations
sont constantes sur toute I’atmosphere, 'opacité est elle-méme constante, et la profondeur optique
est simplement proportionnelle a la profondeur géométrique.

On vérifie, sur la courbe représentant l'intensité moyenne en fonction de la profondeur optique
7, que l'intensité moyenne chute & la profondeur de thermalisation de atmosphere, égale & 1/k
avec k donné par (C.45). Dans le continu, 1'albédo est plus petit que ~ 0.56 et k(0.56) ~ 0.93,
I’intensité moyenne chute donc pour des valeurs de 7 proches de 'unité, ce qui est observé. Dans
la raie, I'albédo vaut 0.9996 et k(0.9996) ~ 3.46 x 1072 ~ 1/29, ce qui correspond bien & la valeur
T ~ 30 mesurée.

6.3.2 Modeles NETL

Nous établissons dans les figures (Fig. 6.9, p. 107) et (Fig. 6.10, p. 108) deux abaques de
correspondance entre z et 7, qui ne sont plus des quantités proportionnelles I'une par rapport
a lautre puisque les populations ne sont plus constantes. L’atmosphere stellaire est hors-ETL
pour une région géométrique de taille faible par rapport a I’épaisseur géométrique de I’atmosphere
en ETL. La conséquence est que l'épaisseur optique NETL 7y est la méme que la profondeur
géométrique ETL donnée dans la table (Tab. 6.4), avec une trés bonne approximation. Pour rendre
les abaques lisibles, nous avons représenté uniquement les régions en fréquences : la raie Lo v/vg =
0.75, le continu v/vg € [1073,0.2499], le continu de Balmer v/vg € [0.25,0.9999] pour lequel nous
avons rajouté la fréquence v/vg ~ 0.618, et le continu de Lyman v/vg € [1,4].

La figure (Fig. 6.11, p. 108) montre les écarts & 'ETL des populations et du degré d’ionisation.
Bien str les écarts augmentent lorsque on se rapproche de la frontiere externe de ’atmosphére.

Les figures (Fig. 6.12, p. 109), (Fig. 6.13, p. 110) et (Fig. 6.14, p. 111) représentent I'intensité
moyenne sur le domaine de fréquences v/vg € [0,4] et v/vg € [0,1.1], et sont équivalentes aux
figures (Fig. 6.6, p. 104) et (Fig. 6.7, p. 105) du cas ETL. Bien entendu les courbes montrent un
certain nombre de différences, la plus flagrante consistant en la valeur de 'intensité moyenne pour
le continu a la frontiere externe, qui était a peu pres la moitié de la distribution de Planck dans le
cas ETL, et présente dans ce cas NETL plus de disparités, puisque les valeurs du rapport intensité
moyenne/distribution de Planck varient de 0.22 & 0.65 pour le continu. La raie La ne semble pas
affectée par le changement de modele.
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La figure (Fig. 6.15, p. 112) est ’homologue de la figure (Fig. 6.8, p. 106) du modele ETL. La
comparaison en profondeur géométrique z des courbes ETL et NETL montre que les intensités
moyennes se ressemblent jusqu’a la chute proche de la frontiere externe. Dans le cas ETL, la chute
est monotone pour atteindre une valeur minimale a la frontiere externe. Dans le cas NETL, on
observe une remontée de l'intensité moyenne lorsque on s’approche de la frontiere externe pour
certaines fréquences, ce qui provient de la variation des populations au voisinage de la frontiére
externe. On voit aussi que la chute de I'intensité moyenne dans le continu de Lyman se passe en deux
étapes : la premiere a lieu pour des profondeurs optiques tres élevées, de ordre de 108, pour former
un plateau qui chute une deuxieme fois plus pres de la frontiere externe, pour une valeur proche de
1 de la profondeur optique. La comparaison des modeles ETL et NETL en profondeur optique 7
montre que la raie La n’est pas affectée par le changement de modeéle. L’intensité moyenne chute
bien dans le continu pour des valeurs semblables 7 ~ 1, méme si on a 'impression visuelle que la
région de chute est plus large en profondeur optique pour le modele NETL par rapport au modele
ETL, impression due aux valeurs différentes a la frontiere externe de I'intensité moyenne selon les
fréquences. La premieére exception a été décrite plus haut, concernant le continu de Lyman qui
présente une premiére chute & des profondeurs optiques élevées. La deuxiéme exception concerne
les basses énergies pour lesquelles la chute a lieu pour 7 ~ 10. La comparaison des figures (Fig.
6.6, p. 104) et (Fig. 6.12, p. 109) montre bien que l'intensité moyenne se comporte de fagon trés
différente pour ce continu entre le modele ETL et le modele NETL.

On voit tout I'intérét de résoudre de fagon précise I’équation de transfert pour des profondeurs
optiques tres faibles. Si on ne calcule I'intensité moyenne que pour des valeurs de la profondeur
optique 7 > 10~ typiquement, nous observerons bien la chute & 7 ~ 1 et la formation d’un plateau
dont le prolongement par continuité aura une valeur différente de la valeur calculée a la frontiere
externe. Cette remarque justifie le fait qu’il soit nécessaire de calculer I'intensité moyenne pour des
profondeurs optiques tres faibles.

6.3.3 Modeles NECM

Nous avons représenté la fdv des électrons f.(z,v)/fM(z,v) (normalisée & la distribution max-
wellienne de température T') sur les figures (Fig. 6.16, p. 113), (Fig. 6.17, p. 114) et (Fig. 6.18, p.
115).

Nous commencons 1’étude de la fdv des électrons en vitesse, a la frontiere externe de I’atmo-
sphere. La fdv n’est pas maxwellienne pour des vitesses typiquement plus grandes que 0.85vg,
ce qui correspond a une énergie =~ 0.7225 Fg ~ 9.83eV. A partir de cette vitesse, la fdv chute
rapidement pour se stabiliser & v/vg ~ 1.25, la fdv formant un plateau. Pour des vitesses encore
supérieures, la fdv chute a nouveau et forme un nouveau plateau, moins prononcé que le premier.
Nous ne sommes pas allés assez loin en vitesse pour voir si un troisieme plateau se forme. Cette
forme en plateauzr a été tres bien expliquée dans les travaux des années 70 sur le traitement de
I’équation cinétique des électrons. Nous résumons ci-dessous ce raisonnement.

Les premieres méthodes pour résoudre I’équation cinétique des électrons étaient basées sur une
simplification possible du terme de source de collisions inélastiques, & savoir le fait que le seuil en
énergie nécessaire pour amorcer la collision permet de séparer le domaine des vitesses en intervalles,
la solution de I’équation cinétique des électrons sur un intervalle devenant facile a trouver si on
connait la fdv sur l'intervalle précédent ou I'intervalle suivant, car on a ainsi pu linéariser I’équation.
On résout donc 'ECE de proche en proche. C’est ce phénomene qui permet d’expliquer que si un
premier plateau se forme, un autre suivra car il reproduira qualitativement le comportement de la
fdv sur 'intervalle en vitesse précédent, celui du premier plateau. Cette linéarisation ne prévoit pas
la remontée non négligeable de la fdv observée sur notre figure (Fig. 6.16, p. 113) avant d’atteindre
le plateau, remontée peut-étre due a une erreur numérique, vérification qui reste a faire par rapport
aux solutions analytiques. Ces résultats ont été établis a partir d’une équation plus compliquée que
celle qui mene aux développements analytiques des années 70, rendant la comparaison de nos
résultats avec ceux des travaux antérieurs délicate.

Néanmoins, nous pouvons essayer de comparer la valeur du premier plateau avec celle théorique
donnée par Shoub [101], qui a lui aussi résolu I’équation cinétique des électrons. Ce dernier prévoit
une valeur du plateau égale & by/b; ~ 1.5 x 1072 en prenant les valeurs du modéle NETL. Nous
verrons plus bas que la fdv non maxwellienne des électrons a tres peu d’effet sur les populations dans
ce modele, et nous pouvons utiliser cette valeur pour notre vérification. Nous donnons deux valeurs
de la fdv normalisée, lues & la frontiere externe de atmosphere sur la figure (Fig. 6.18, p. 115), pour
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le sommet de la bosse/plateau v/vg = 1.25 et pour le minimum local de la fdv avant la formation
de la bosse, & v/vg = 1, correspondant approximativement & la valeur extrapolée du plateau si la
bosse ne s’était pas formée. Nous obtenons les valeurs ~ 7 x 1072 et ~ 4 x 102 respectivement,
valeurs supérieures a la valeur prédite par Shoub jusqu’a une demi-ordre de grandeur.

Il est nécessaire de mener a bien des comparaisons plus précises de notre solution numérique avec
les solutions analytiques déja établies. La comparaison sur ce modele permet d’établir un accord
sur le fait que la fdv des électrons est dépeuplée dans la queue et forme une série de plateaux. Le
premier plateau montre une remontée non négligeable en forme de bosse, situation non prévue par
les travaux antérieurs, et il s’agit de savoir si cette remontée est due :

— & une erreur numérique,

— & une différence dans la formulation de I’équation cinétique des électrons (modele BGK au
lieu de la forme de Landau pour décrire les collisions élastiques),
aux processus collisionnels différents utilisés pour résoudre le probleme,

— a la différence de traitement du transfert,
a la procédure itérative de résolution du probléme couplé.

La courbe (Fig. 6.18, p. 115) montre la variation spatiale de la fdv des électrons pour diffé-
rentes vitesses. La fdv est d’autant moins maxwellienne dans la queue que 1'on s’approche de la
frontiere externe de I'atmosphere. A la frontiere externe la fdv des électrons est plus petite que la
maxwellienne d’au moins deux ordres de grandeur.

Les figures (Fig. 6.19, p. 116) et (Fig. 6.20, p. 117) permettent de comparer les effets de la fdv
des électrons sur l'intensité moyenne du rayonnement (Fig. 6.19, p. 116) ainsi que sur les coefficients
b1(z) et ba(z) (Fig. 6.20, p. 117). Sur la figure (Fig. 6.19, p. 116), les deux courbes de l'intensité
moyenne du rayonnement ne se séparent nettement que pour v/vg > 2. Ce résultat est intéressant
si on observe le rayonnement sortant a ces fréquences : I'influence de la fdv des électrons est grande,
jusqu’a 50 %. Par contre les intégrales en fréquence sur le rayonnement seront trés peu, voire pas
du tout, influencées par la fdv des électrons dans ce modeéle.

La figure (Fig. 6.20, p. 117) montre une légere influence de la fdv des électrons sur la valeur
superficielle de by(z), qui est ainsi majorée jusqu’a 6 % a la frontiere externe.

Le tableau (Tab. 6.5, p. 99) permet la comparaison des taux de transition utilisés dans les
équations de I’équilibre statistique, a la frontiere externe de ’atmosphére. Nous voyons que les
seuls taux sensibles a la fdv des électrons sont le taux d’excitation collisionnelle C1s, le taux
d’ionisation collisionnelle C 4, ainsi que le taux de photoexcitation R;5 dans une moindre mesure.

| Processus | NETL | NECM | différence relative (%) |
Crs 6.941(-19) | 6.451(-20) 90.6
Cis 5.222(-22) | 1.550(-23) 97.0
Cos 7516(-13) | 7.469(-13) 0.6
O 1.747(-11) | 1.736(-11) 0.6
Cir 3.667(-19) | 3.622(-19) 1.2
Cio 2.007(-17) | 2.071(-17) 1.2
Rio 7.639(-17) | 8.092(-17) 5.0
Rt 6.660(-20) | 6.619(-20) 0.3
Roy 1.566(-12) | 1.550(-12) 1.0
Ror 1.429(-07) | 1.429(-07) 0.0
Ry 2.827(-16) | 2.809(-16) 0.6
Ryo 1.323(-16) | 1.315(-16) 0.6
[ J(v12)/Buny(T) | 1.354(-2) | 1.425(-2) | 5.2 |

TAB. 6.5 — comparaison des taux de transition (sans unités) a la frontiere externe de ’atmosphere
(z=0).

L’effet de la queue non maxwellienne de la fdv des électrons est tres important sur les taux
collisionnels, comme cela était a prévoir. Par contre, 'influence, bien que relativement faible, sur
le taux d’excitation radiative entraine que la fdv majore de 5 %, par le biais des populations, la
valeur de 'intensité du rayonnement dans la raie (Fig. 6.19, p. 116). Nous avons rajouté au tableau
(Tab. 6.5, p. 99) une ligne donnant le rapport de 'intensité moyenne a la fonction de Planck dans
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la raie La.

A la lecture des valeurs de ces taux de transition, on peut remarquer que les processus radiatifs
dominent largement les processus collisionnels, notamment les taux R et R21 qui dominent les
autres car on est a la frontiere externe. On ne peut toutefois pas en déduire que le processus de
photoexcitation et son inverse sont en balance détaillée, puisque bo /by # 1.

6.3.4 Validité de la forme de ’ECE

Nous vérifions dans cette section la validité de ’hypothese selon laquelle le membre de gauche de
I’ECE est nul. Cette hypothese a été testée a la section 3.6 pour le cas ETL. Ayant calculé un modele
NECM, I'hypothese concernant les gradients de la fdv selon la vitesse doit étre validée de nouveau,
surtout apres avoir remarqué les forts gradients en la vitesse de la fdv pour 0.85 < v/vg < 0.9
(Fig. 6.16, p. 113).

Nous comparons le terme de force de 'ECE a son terme de collisions élastiques BGK :

a,e(z)%fe(z,v) = —Ve(V) fe(z,0) + ..., (6.6)

ol ae(z) est accélération totale appliquée aux électrons, dont les composantes sont dies a la
gravité et laccélération radiative (nous avons vu & la section 3.6 que laccélération magnétique
était nulle a cause de la symétrie du probleme, et sans gradient de température dans un plasma
électriquement neutre, le champ électrique est nul, et dans I’atmospheére solaire négligeable par
rapport aux effets de la gravité) :

Qe = Qgrav + Qrad , (67)
et v.(v) est la fréquence de collisions élastiques des électrons avec eux-mémes, les protons ou les
atomes d’hydrogene :

Ve (V) = Vee (V) + Vet (v) + verr (V) . (6.8)

Les fréquences de collision proviennent du modele BGK, et leurs expressions proviennent de la
section 3.2.3. Nous rappelons les valeurs des accélérations :

M
gray = GR—QQ ~27x102kgm™2,  drgq ~ WZTCO'T4 ~23x10 kgm=2. (6.9)
© e

Dans le modele NECM, nous avons calculé non pas f. mais le rapport h.(v) = f.(v)/fM(v).
Ainsi nous devons comparer le terme de force de 'ECE :

e (TZT” + ﬁ@)%he(vo (6.10)

a la fréquence de collision v, (v). Nous avons représenté sur la figure (Fig. 6.2, p. 101) les différentes
fréquences de collision et les 2 termes issus de (Eq. 6.10) pour toutes les vitesses des électrons, & la
surface z = 0 de 'atmosphere, lieu favorisant le plus le terme de force, car la densité des électrons
Ne ~ 6 x 10" m™3 y est la plus faible, et les gradients de la fdv en la vitesse y sont les plus forts.
Le premier terme de (6.10) correspond au terme de force & 'ETL, dont nous avons déja donné une
valeur approchée a la section 3.6. Le deuxiéme terme de (6.10) correspond a l’écart de la fdv a la
maxwellienne.

Sur la figure (Fig. 6.2, p. 101), il apparait clairement que le terme de force est toujours négli-
geable par rapport au terme de collision élastique, validant ’hypothese faite a la section 3.6. Sur
cette figure, nous remarquons que les gradients de vitesse ne sont pas trés importants, en tout cas
ne dépassent pas le gradient ETL. La fonction dh./Ov a été obtenue grossierement & partir de
la discrétisation de h.(v) par différences finies. Le gradient ETL nous informe alors de 'ordre de
grandeur du terme de force pour toute profondeur de ’atmosphére. Comme la densité des électrons
augmente avec la profondeur, les fréquences de collisions sont minimales a la surface, et si le terme
de force est négligeable a la surface, il I’est aussi a toute profondeur de I’atmosphere. Nous avons
tabulé quelques valeurs du rapport entre le terme de force et la fréquence de collision dans la table
(Tab. 6.6, p. 101).
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F1G. 6.2 — Comparaison du terme de force de 'ECE aux fréquences de collision élastiques, selon
la vitesse, a la surface de 'atmosphere z = 0. Nous avons représenté les 3 fréquences de collision
Vee(V) (cercles), vey (v) (carrés), vem (v) (triangles pointant vers le haut), ainsi que le terme de force
(Eq. 6.10), séparé en la premieére composante ETL (triangles pointant vers le bas), et la deuxiéme

composante NECM (losanges).

v 776 2UR
AR 10-1 | 107
AOIA®) Lhe(v) | 10716 | 1078

TAB. 6.6 — Comparaison du terme de force de 'ECE au terme de collision élastique.

6.4 Conclusion

Le modele étudié est caractérisé par :

— un rayonnement extérieur de Planck incident sur la frontiere interne, qui n’a que trés peu
d’influence sur I’atmosphere, puisque ce rayonnement est éteint bien avant d’avoir atteint la

moitié de I’atmosphere,

— le fait que 'atmosphere n’est hors-ETL que relativement pres de la frontiere externe,

— la réponse immédiate des électrons aux effets NETL deés que ’atmosphere est hors-ETL, la
fdv des électrons commence a s’écarter d’une distribution maxwellienne dans la queue des
électrons rapides, jusqu’a atteindre des écarts importants a la frontiere externe.

Ces éléments sont spécifiqgues du choix du modele étudié (notamment le fait que ’atmosphere
soit isotherme), de la valeur retenue pour 7' et p, et surtout du choix d’une épaisseur géométrique
tres élevée pour que I'atmosphere soit optiquement épaisse a toutes les fréquences. C’est principa-
lement ce dernier point qui explique le fait que les populations soient peu sensibles a la forme de la
fdv des électrons dans la queue : ¢f. Shoub [101], qui conseille de se placer dans un milieu d’épais-
seur optique dans la raie inférieure a 200, pour avoir un retour significatif sur les populations, donc
sur le champ radiatif. Dans nos modeles, cette épaisseur optique vaut 3.09 x 1016,
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Fic. 6.3 — (Modele ETL) Opacité x(v) (en m™1) en fonction de la fréquence normalisée v/vg
(indépendante de la profondeur géométrique). Sur les figures a) et b) les cercles correspondent a la
grille utilisée, et il a été nécessaire d’utiliser plus de fréquences pour tracer la courbe pleine. Sur les
figures c) et d) sont détaillés les processus radiatifs : bound-bound (raie L), bound-free, free-free,
diffusion Thomson et diffusion Rayleigh non coupée en fréquence.
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F1G. 6.4 — (Modele ETL) Albédo w(v) en fonction de la fréquence normalisée v/vg (indépendant
de la profondeur géométrique). Les cercles correspondent aux fréquences de la grille. L’albédo
représenté dans la raie La est wiz (Eq. 5.92).
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Fi1c. 6.5 — (Modele ETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée a la fonction de Planck)
montrant les deux composantes du rayonnement pres de la frontiere interne, en fonction de la
profondeur géométrique 1—2z/Z, ou de la profondeur optique 79 — 7. La figure de gauche correspond
a la raie Lo, pour laquelle I'épaisseur optique est 797, ~ 3.09 x 10'6 et la profondeur optique 7.

La figure de droite représente v/vg = 0.5 (continu de Balmer) pour laquelle 1’épaisseur optique est
7o ~ 1.83 x 10%.
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F1G. 6.6 — (Modele ETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée & la fonction de Planck) en
fonction de la fréquence et en présence d’un rayonnement incident de Planck & la frontiere interne.
Les cercles correspondent aux fréquences de la grille.
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F1G. 6.7 — (Modele ETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée & la fonction de Planck) en
fonction de la fréquence et en présence d’un rayonnement incident de Planck a la frontiere interne.
Les cercles correspondent aux fréquences de la grille. Le trait gras reproduit la courbe en surface
(z =0) de la figure (Fig. 6.6, p. 104). Ces courbes correspondent aux profondeurs géométriques de
la grille, pour z/Z < 10~2. Pour z/Z > 10~1 ou 2/Z < 10717, les courbes sont confondues avec
celles des cas z/Z =1 et z/Z = 0 respectivement.
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F1c. 6.8 — (Modele ETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée a la fonction de Planck)
en fonction soit de la profondeur géométrique normalisée z/Z, soit des profondeurs optiques 7¢ et
71, (voir section 6.2.4). La figure en haut a gauche représente les courbes pour toutes les fréquences
en fonction de la profondeur optique 7 associée a chacune des fréquences. L’échelle en profondeur
optique est restreinte au voisinage de la région ou l'intensité moyenne chute.
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Fi1G. 6.9 — (Modele NETL) Abaque de correspondance entre la profondeur géométrique z et la

profondeur optique 7.
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F1G. 6.10 — (Modele NETL) Abaque de correspondance entre la profondeur géométrique z et la pro-
fondeur optique 7. Les courbes représentent le rapport 7ngTL (2, v)/T6TL(2, V) = Z7(2,V) /270 (V).
1l permet de mieux distinguer les écarts & 'ETL que sur la figure (Fig. 6.9).
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F1G. 6.11 — (Modele NETL) Ecarts 4 'ETL des populations et du degré d’ionisation. by, by et x ont

la définition habituelle utilisée en physique des plasmas. Le degré d’ionisation est normalisé a sa

valeur a 'ETL, notée x*. Nous avons représenté sur la deuxieéme figure des quantités équivalentes
1, b3 et b’ (voir la note C.1 pour les définitions).
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F1G. 6.12 — (Modele NETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée & la fonction de Planck)
en fonction de la fréquence et en présence d’un rayonnement incident de Planck & la frontiere
interne. Les cercles correspondent aux fréquences de la grille.
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F1G. 6.13 — (Modele NETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée & la fonction de Planck)
en fonction de la fréquence et en présence d’un rayonnement incident de Planck & la frontiere
interne. Les cercles correspondent aux fréquences de la grille. Le trait gras reproduit la courbe
en surface (z = 0) de la figure (Fig. 6.12, p. 109). Ces courbes correspondent aux profondeurs
géométriques de la grille, pour z/Z < 107!, Pour z/Z > 107! ou z/Z < 1072° les courbes sont
confondues avec celles des cas z/Z =1 et z = 0.
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F1G. 6.14 — (Modeéle NETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée & la fonction de Planck)
en fonction de la fréquence et en présence d’'un rayonnement incident de Planck a la frontiere
interne. Les cercles correspondent aux fréquences de la grille. Le trait gras reproduit la courbe
en surface (z = 0) de la figure (Fig. 6.12, p. 109). Ces courbes correspondent aux profondeurs
géométriques de la grille, pour z/Z < 107, Pour z/Z > 107! ou z/Z < 1072° les courbes sont
confondues avec celles des cas 2/Z = 1 et z = 0. Le domaine des fréquences est limité & v/vg < 1.1

pour les détails a faible fréquence peu visibles dans la figure (Fig. 6.13, p. 110).
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F1G. 6.15 — (Modele NETL) Intensité moyenne J(z,v)/B,(T) (normalisée & la fonction de Planck)
en fonction soit de la profondeur géométrique normalisée z/Z, soit des profondeurs optiques 7¢ et
71, (voir section 6.2.4). La figure en haut & gauche représente les courbes pour toutes les fréquences
en fonction de la profondeur optique 7 associée a chacune des fréquences. L’échelle en profondeur
optique est restreinte au voisinage de la région ou l'intensité moyenne chute.
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FIG. 6.16 — (modéle NECM) Fdv des électrons f.(z,v)/fM(z,v) (normalisée & la maxwellienne de
température T') en fonction de la vitesse v, & la frontiere interne z/Z = 1 et a la frontiere externe
de Patmosphere z/Z = 0.
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FIG. 6.17 — (modéle NECM) Fdv des électrons f.(z,v)/fM(z,v) (normalisée & la maxwellienne de
température T') en fonction de la vitesse v pour toutes les profondeurs géométriques de la grille.
La courbe en gras reproduit la courbe superficielle de la figure (Fig. 6.16, p. 113). Les courbes
tracées pour 1073 < 2/Z < 1ou 0 < z/Z < 107 !® coincident avec les courbes 2/Z =1 et 2 = 0
respectivement.
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FIG. 6.18 — (modele NECM) Fdv des électrons fo(z,v)/fM(z,v) (normalisée & la maxwellienne de
température T') en fonction de la profondeur géométrique z pour quelques vitesses électroniques
supérieures a vg.
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F1G. 6.19 — (Modele NECM) Effet des électrons non maxwelliens sur I'intensité moyenne du rayon-
nement. La figure du haut montre les intensités moyennes pour le cas NETL et NECM, et la courbe
du bas montre les écarts relatifs entre les deux courbes du haut.
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Chapitre 7

Applications astrophysiques et
conclusion

7.1 Extensions possibles de ce travail

Les extensions possibles de ce travail sont nombreuses. Nous allons résumer celles qui nous
paraissent les plus importantes dans notre vision actuelle des priorités.

7.1.1 Confirmation des résultats obtenus

Les calculs numériques présentés au chapitre 6 peuvent étre qualifiés de difficiles. Nous avons
constaté, comme il fallait s’y attendre, de fortes instabilités dans la résolution itérative d’un systeme
globalement non linéaire, comprenant deux équations cinétiques couplées.

Le transfert de rayonnement est certainement au coeur des difficultés rencontrées dans ce pro-
bleme. Nous avons utilisé, amélioré et surtout complété les codes de 1’équipe Transfert du CRAL,
spécialisée dans la résolution exacte de I’équation de transfert. Une nouvelle génération de codes a
été réalisée, non seulement pour les besoins de notre these, mais aussi en vue de leur utilisation par
la communauté des astrophysiciens désireux de disposer de codes de référence (cf. le site internet
du groupe http://www-obs.univ-lyonl.fr/transfer/).

Etant donné la difficulté des calculs numériques du chapitre 6, et bien que nous ayons toutes
les raisons d’étre confiants dans les résultats obtenus, nous croyons utile de refaire ces calculs en
utilisant des codes de transfert différents des nétres. Nous pensons aux codes ALI utilisés couram-
ment pour la modélisation des atmosphéres [80], aux techniques développées par L. Crivellari et
E. Simonneau [105], et aussi aux codes en cours de réalisation par ’équipe d’Analyse Numérique
de 'Université Jean Monnet de Saint-Etienne (M. Ahues, A. Largillier, G. Panasenko, O. Titaud),
qui collabore depuis deux ans avec le groupe Transfert.

7.1.2 Transfert de rayonnement avec un modele réaliste de diffusion

La confrontation de nos résultats avec ceux provenant d’autres codes de transfert doit permettre
non seulement de confirmer nos calculs, mais aussi de tester ces codes sur un cas idéalisé : celui
ou les raies spectrales sont grises et le parametre de destruction des photons est spatialement
constant. Une fois testés et optimisés, les codes numériques peuvent résoudre notre probleme avec
un profil réaliste de raie et un parametre de destruction variable. Cette généralisation nous parait
importante, car il est possible qu’elle modifie de fagon substantielle les résultats du chapitre 6,
selon nous dans le sens d’une aggravation des écarts constatés avec la maxwellienne. S’agissant
du profil, cela provient du fait que la profondeur de thermalisation des photons dans une raie est
augmentée lorsque la raie a des ailes, a cause de la fuite des photons par les ailes.

Cette these doit donc étre vue comme une sorte de tremplin vers une solution entierement
numérique du probleme abordé, dans un contexte plus réaliste que le notre.

119
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7.1.3 Amélioration des équations cinétiques du probleme

Nous n’avons en fait qu’une équation cinétique, celle des électrons, car nous avons pu remplacer
les équations cinétiques des particules lourdes par leur moment d’ordre 0 sous I'hypothese des
électrons rapides par rapport aux particules lourdes (cf. le commentaire de ’équation 2.30). Un
traitement rigoureux de la dynamique des collisions électrons-neutres dans un probléeme comme
le notre nous parait hors de portée des moyens de calcul actuels. On aura une idée du type de
difficulté qui se présente lorsqu’on cherche a calculer la fdv des électrons conjointement a celle des
atomes excités par exemple, en lisant larticle pionnier de Biberman, Vorob’ev, et Yakubov [7], qui
traite ce cas précis.

7.1.4 Amélioration de ’équation cinétique des électrons
Nous avons résolu cette équation sous les quatre hypotheses suivantes :

1. I’équation est stationnaire,
2. les termes d’écoulement et de champ de force extérieur peuvent étre négligés,
3. le terme de collisions élastiques est bien représenté par un modele BGK,

4. il est permis de ne s’intéresser qu’a la composante isotrope de la solution.

Il convient de revenir sur ces quatre hypotheses, qui ont été adoptées essentiellement pour les
simplifications mathématiques qu’elles entrainent, plutét qu’a partir de considérations physiques
les validant. Dans ce paragraphe et dans le suivant qui concerne les particules lourdes, nous ne
pouvons que renvoyer a la littérature levant certaines des hypotheses précédentes, nous réservant
une étude plus approfondie de cette littérature dans une phase ultérieure a ce travail. D’une maniére
générale, il est difficile de se faire une idée de I'influence des effets négligés, car le probleme que nous
avons traité est fortement couplé et globalement non linéaire. Il semble cependant que les termes
négligés dans le membre de gauche des équations cinétiques ont plutot tendance a augmenter les
écarts a 1’équilibre maxwellien des électrons.

7.1.4.1 Equation stationnaire

L’écriture d’'une équation stationnaire est permise lorsque le temps de relaxation des collisions
élastiques électrons-€électrons est bien plus court que les échelles de temps typiques de ’atmosphere.
Dans la chromosphere solaire, ces échelles sont de ’ordre de la minute : c’est, par exemple, la durée
moyenne d’ascension des spicules (¢f. [2, p. 114]). Or un calcul de Shoub [102, p. 342] montre
que les temps de relaxation collisionnels ne dépassent pas la seconde dans la région de transition
chromosphere-couronne du soleil, méme dans la queue des électrons tres rapides.

7.1.4.2 Le terme d’écoulement et le champ de force extérieur des électrons

Nous avons vérifié a la section 3.6 qu’il n’était pas absurde de négliger ces deux termes par rap-
port au terme de collision élastique des électrons dans les conditions physiques de la photosphere
solaire. Ce calcul d’ordre de grandeur sur un cas particulier n’a évidemment aucun caracteére uni-
versel, et la simplification qu’il entraine doit étre justifiée beaucoup plus soigneusement que nous
lavons fait dans les applications (¢f. Claafien [35, 36, pp 1875-1876] ou Oxenius [77, pp 738 et
742]).

A cause des deux simplifications en question, les applications ne peuvent concerner que les
milieux faiblement hétérogenes (d’échelle de hauteur bien plus grande que le Ipm des électrons)
plongés dans un champ de force extérieur également faible (c’est-a-dire dont le travail sur une
distance de 'ordre du lpm des électrons est petit devant I’énergie cinétique moyenne des électrons).

Lorsque cela n’est pas le cas, on doit résoudre ’ECE avec un membre de gauche non nul, ce qui
entraine le caractére non local de la fdv des électrons : la forme de cette derniere sur une couche
dépend des propriétés globales de I’atmospheére. Des migrations d’électrons des régions les plus
chaudes aux régions les plus froides se produisent en présence d’un gradient élevé de température,
ainsi que des mouvements inverses dis au champ électrique. Ce probleme a été examiné, entre
autres, par Gurevich et Istomin [46], Shoub [102], Ljepojevic et Burgess [64], et appliqué a la
région de transition chromosphere-couronne de I’atmosphere solaire dans les deux derniers articles.
Des écarts importants a la maxwellienne ont été obtenus dans la queue des électrons rapides
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(ve > 30,), & cause des déplacement d’électrons des régions chaudes vers les régions froides!. Une
forte anisotropie de la fdv électronique a également été constatée.

11 serait utile de généraliser ces travaux en complétant le terme de collision de 'ECE (collisions
inélastiques et photoniques) et en résolvant cette équation conjointement a 1’équation de transfert
et aux équations cinétiques des particules lourdes.

7.1.4.3 Le modele BGK pour le terme de collisions élastiques des électrons

Voir 'annexe B. Nous devons notamment préciser quelle forme de collisions élastiques est valable
avant de la modéliser par un terme BGK. Nous avons vu a la note C.2 et a la section 6.1.2 que
la description des collisions élastiques par une forme de Balescu-Lennard semblait plus appropriée
que la forme habituelle FPL, selon les calculs classiques de classification des plasmas.

7.1.4.4 Effets d’anisotropie de la fdv électronique
Une fdv anisotrope des électrons peut étre obtenue dans deux situations au moins :

1. en ne négligeant pas les termes d’écoulement et de champ de force extérieur dans le membre
de gauche de 'ECE (¢f. la section 7.1.5),

2. en présence d'un champ radiatif intense lui-méme fortement anisotrope.

Nous nous sommes intéressés au deuxieme point en écrivant les coefficients de I’équation de trans-
fert pour une fdv anisotrope des électrons. Cet exercice ne pose pas de difficulté majeure lorsque
les sections efficaces différentielles d’absorption bf et ff sont écrites dans I'approximation dipo-
laire. Disposant d’une copie des codes élaborés par G. Massacrier et K. El-Murr (CRAL, ENS)
pour calculer les parametres d’asymétrie présents dans ces coefficients, nous pouvons décrire 'effet
anisotropisant d’un champ radiatif anisotrope sur les électrons [65, 34].

La modélisation BGK du terme de collisions élastiques des électrons pour une fdv anisotrope est
a faire. La difficulté sur laquelle nous avons buté dans notre formulation du probleme anisotrope
se situe au niveau de l’écriture du terme de collisions inélastiques des électrons. Ce terme fait
intervenir les sections efficaces différentielles d’excitation et d’ionisation collisionnelles électrons-
atomes qui, a notre connaissance, n’existent pas dans la littérature, méme pour I’hydrogene. Il
est difficile d’expérimenter en laboratoire avec de ’hydrogene monoatomique, ce qui explique la
rareté des données expérimentales concernant ce gaz. Quant aux calculs théoriques de ces sections
efficaces, ils sont inextricables et partent d’hypotheses inacceptables pour notre probleme.

Sans disposer de sections efficaces différentielles suffisamment précises, nous avons renoncé a
poursuivre nos investigations dans cette voie.

7.1.5 Amélioration des équations de I’équilibre statistique
Les taux des transitions collisionnelles ont été calculés sous les hypotheses suivantes :

1. les particules lourdes ont la méme température cinétique que les électrons libres,
2. les effets d’écoulement des atomes sont négligeables,

3. les effets des collisions inélastiques entre atomes sont négligeables.

7.1.5.1 Milieu a deux températures

D’une maniere générale, I’hypothese d’'une température unique est mal adaptée a la description
d’un plasma hors équilibre thermodynamique. Il faudrait au moins supposer I'existence a priori de
deux températures cinétiques, I'une pour les électrons et 1’autre pour les particules lourdes (voir
N. Peyraud [85, 84] et Particle de revue de Biberman et al. [9]).

Il serait également intéressant d’étudier les écarts a la maxwellienne induits par les collisions
élastiques électrons-atomes lorsque leur température differe [9].

1La fréquence de collision des électrons décroit rapidement quand leur vitesse augmente (comportement en v, 3 ),
donc ils sont faiblement couplés au plasma : ces électrons peuvent se déplacer presque librement des régions chaudes
vers les régions froides.
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7.1.5.2 Effets d’écoulement des atomes

La prise en compte de ces effets nécessite également une approche cinétique : cf. les travaux de
Borsenberger, Oxenius et Simonneau [16, 17, 18] (pour une fdv maxwellienne des électrons).

7.1.5.3 Prise en compte des collisions inélastiques entre atomes

Nous les avons négligées, mais elles jouent un réle important dans les atmospheres froides
pauvres en électrons. Le probleme majeur est au niveau de la dynamique : au cours d’une collision
entre atomes, les particules incidentes ont des vitesses comparables, et une approche cinétique est
nécessaire [78, annexe E]. Une autre difficulté est ’absence de sections efficaces fiables décrivant ce
type de collision.

Ce probleme a été abordé entre autres par Shoub [101], Park [81], Biberman et al. [8, 9], entre
autres, qui ont montré que les collisions entre atomes deviennent importantes dans un plasma de
degré d’ionisation faible (& partir de 6 x 10~* dans l’exemple traité par Biberman et al. [9, p.
428]) et/ou d’épaisseur optique faible dans la raie Lo (de I'ordre de 200 dans le probleme abordé
par Shoub [101, p. 288]). Le travail de Shoub a mis en évidence un intéressant phénomene de
feedback entre le calcul des populations et celui de la fdv des électrons, pouvant entralner une
baisse importante du degré d’ionisation par rapport aux conditions initiales, ce qui est une source
d’instabilités numériques si les collisions inélastiques entre atomes ne sont pas prises en compte.

7.2 Survol de quelques retombées astrophysiques

Etant donné le caracteére hautement idéalisé du probleme résolu au chapitre 6, il est certaine-
ment prématuré d’aborder des a présent la question des applications astrophysiques. Tout au plus
pouvons nous indiquer les principales directions prises dans la littérature sur le sujet, qui nous
serviront de guide dans la phase d’approfondissement numérique de notre these.

Notre travail est caractérisé par le fait que nous résolvons le probleme global des milieux irradiés
partiellement ionisés, 'ECE étant résolue en négligeant les trois termes situés dans son membre
de gauche (dérivée temporelle, gradient spatial, champ de force). Nous détaillons ci-dessous trois
types d’applications astrophysiques a ce type de travail.

7.2.1 La modélisation des milieux dilués non transparents tels que les
atmospheres stellaires ou les nuages interstellaires

L’écart a la maxwellienne de la fdv des électrons libres modifie les taux de transition entre les
états liés des atomes des différentes espéces chimiques présentes, donc aussi les populations de ces
niveaux et les grandeurs thermodynamiques caractéristiques du milieu (degré d’ionisation, densité,
etc.) et du champ radiatif (intensité, flux, etc.). C’est donc la modélisation globale d’objets tels
que les atmospheres stellaires qui peut étre remise en cause par des écarts importants de la fdv des
électrons a la maxwellienne [102, section IV a,b,c]. Nous avons remarqué larticle de Salzmann et
Lee [96] qui permet de se faire une idée, & l'aide d’arguments physiques et numériques simples, de
I'impact de ces écarts sur les populations atomiques.

Nous comptons étendre le champ d’application du code ayant permis les calculs numériques du
chapitre 6 en 'appliquant a des atmospheres stellaires de température 7', de densité de particules
lourdes ng et de profondeur géométrique Z variées. Dans un deuxiéme temps, nous comptons
I’appliquer & des atmospheres stellaires présentant de faibles gradients de température et de densité
ng, la température étant déterminée de fagon auto-consistante et la densité a l'aide de I’équation
de I’équilibre hydrostatique.

Le but de ces extensions est d’estimer I'importance des effets de non thermalisation des électrons
dans des atmospheres d’étoiles occupant des positions diverses dans le diagramme HR.

7.2.2 Le calcul de la température et/ou de la densité électronique par
des techniques spectroscopiques ou des mesures in situ (sondes
spatiales dans le cas du soleil)

Les calculs classiques utilisent des taux de transition déduits d’une fdv maxwellienne des élec-
trons, donc différents de ceux que l'on obtient en prenant une fdv réaliste. Les conséquences sur
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les estimations de la température et/ou de la densité électronique par inversion des données ob-
servationnelles peuvent étre tres importantes [90, 102, 74, 86, 37].

7.2.3 L’obtention de conditions aux limites pour 1’étude de la région de
transition et de la couronne solaire

La modélisation des couches les plus externes de I’atmosphere solaire nécessite un calcul auto-
consistant de la fdv des électrons libres, car il est désormais bien admis que la queue des électrons
rapides est surpeuplée par rapport a la maxwellienne [60]. L’ECE doit étre résolue en prenant en
compte des effets négligés dans cette these : gradients importants de la densité et de la température
électronique, prise en compte du champ de force extérieur (issu notamment du champ électrique
et du champ magnétique), effets d’anisotropie, etc. [46, 102, 64, 63, 97, 98].

Cette modélisation doit néanmoins partir de conditions aux limites ad hoc dans la région concer-
née, que ’on peut situer dans la photosphere ou la basse chromosphere. Nous pensons que notre
travail peut éclairer le choix de ces conditions aux limites. Nous avons remarqué les travaux de
Scudder [97, 98], qui tendent & montrer quun exces d’électrons rapides a la base de la région
de transition suffit a expliquer le chauffage de la couronne solaire, sans aucun apport extérieur
d’énergie. La citation ci-dessous provient de [97, p. 349] :

“The present explanation replaces the enigma of the coronal temperature inversion with
the new question : "Can formation of a suprathermal tail on the velocity distribution of
electrons and ions be preempted in the high chromosphere/low transition region where
the hydrogen convective zone power is dissipated or reflected and the plasma is nearly
fully ionised ?” The preliminary answer given in this paper is that since the H theorem
cannot be brought to bear in this regime, the non-Maxwellian distribution implied by
the suprathermal tail is more likely than not. The subsequent velocity filtration of this
distribution as a boundary condition for the fully ionized evolution of the overlying
layers is then a natural explanation of the coronal temperature inversion.”

7.3 Conclusion

Nous avons été surpris par la difficulté du probleme abordé dans cette thése. Nous avons rencon-
tré de grosses difficultés au niveau numérique, a cause du transfert. Cela explique que le chapitre
6 ne soit pas a la hauteur des ambitions des chapitres 1 a 5 : le probleme effectivement résolu est
bien plus simple que le probleme formulé! Mais la solution est probablement correcte.

Le probleme que nous avons résolu n’est pas nouveau, et le résultat obtenu va dans le sens des
travaux des physiciens des années 70. Nous confirmons donc 'existence du probléeme des électrons
dans une atmosphere stellaire et avons la conviction qu’il est aujourd’hui possible de le traiter
correctement. Le principal objectif de cette thése est, finalement, d’établir ces deux points.

D’ou les trés nombreux projets, mentionnés a la section 7.1, qui se justifient par 'importance
des retombées astrophysiques, présentées a la section 7.2. Parmi elles, la question du chauffage de
la couronne solaire nous parait évidemment primordiale.






Annexe A

Description des interactions

Nous regroupons dans cette annexe les données nécessaires a la description statistique des colli-
sions entre particules, photons compris. Nous nous plagons dans une atmosphere d’hydrogene pur
partiellement ionisé, contenant donc quatre catégories de particules : les photons, les électrons,
les protons et les atomes d’hydrogene. Les interactions intéressantes sont celles qui mettent en
jeu les photons (transitions radiatives) ou les électrons (collisions électroniques). Les premiéres
comprennent les transitions bound-bound (bb), bound-free (bf-fb) et free-free (ff), ainsi que la
diffusion des photons sur les particules matérielles. Les collisions électroniques peuvent étre élas-
tiques, et dans ce cas elles sont supposées binaires, ou inélastiques. Les premieres sont les collisions
électrons-électrons, électrons-protons et électrons-atomes. Les collisions inélastiques sont 'excita-
tion et I'ionisation par I'impact d’électrons (supposés rapides par rapport aux particules lourdes)
et leur inverse : désexcitation collisionnelle et recombinaison a trois corps.

Puisque nous ne nous intéressons qu’a la composante isotrope de la fdv des électrons, les pro-
cessus mettant en jeu ces particules pourront étre décrits par des sections efficaces intégrées sur les
directions des vitesses électroniques émergentes, ce qui est une simplification.

Les unités sont celles du systeme (SI). Les constantes utilisées dans ce chapitre sont regroupées
dans le chapitre sur les notations.

A.1 Processus radiatif bound-bound (bb)

La section efficace d’absorption bb et le coefficient d’émission spontanée bb d’un atome d’hy-
drogene de vitesse v sont écrits dans le référentiel du laboratoire sous la forme habituelle

N hv;; N
aiu,j<zav7n7y) = 4—7;?31] gOm(Z,V,Il,V), (Al)
0j.iv(2,v,0,v) = 4V7T] Ajii(z,v,nv), (A.2)

la définition des coeflicients d’Einstein B;j;, Aj; et des profils atomiques ¢;; et 1;; étant classique
[78]. La fréquence v;; :

1 1 1 . .

est la fréquence centrale de la raie associée a la transition i = j pour i < j et vg = E/h est la
fréquence de Rydberg associée & I’énergie de Rydberg Er. Rappelons que I(z, 0, v)B;; est le taux
des transitions ¢ — j par absorption d’un photon (indépendamment de sa direction-fréquence) et
%gpl’j(z, v, n,v) dndy la probabilité que la direction-fréquence du photon absorbé appartienne au
domaine (1, di) x (v, dv), sachant qu'une absorption a eu lieu. Les coefficients A ;; sont les taux des
transitions j — 4 par émission spontanée d’un photon (indépendamment de sa direction-fréquence)
et ﬁz/}ﬁ(z, v,n,v)dndv la probabilité que la direction-fréquence du photon émis appartienne au
domaine (1, dn) x (v,dv), sachant qu’une émission a eu lieu.

Comme c’est 1'usage en astrophysique, les coefficients B;; sont rapportés & l'unité d’intensité
spécifique du rayonnement incident, et valent donc c¢/47 fois les coefficients rapportés a l'unité
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de densité d’énergie, que l'on trouve également dans la littérature. Les coeflicients B;; sont donc
exprimés en unités J~'m?s™!, les coefficients A;; en unités s™'. Rappelons que les coefficients
d’Einstein sont moyennés sur la structure fine des niveaux i et j (cf. [51, annexe IJ).

Les profils atomiques sont de dimension T et vérifient la condition de normalisation

1 Heo 1 oo
—/ / wij(z,v,n,v)didy = — / / Yji(z,v,n,v)dady =1, (A4)
47T 4 JO 47 47 J 0

issue de leur interprétation probabiliste.

A.1.1 Calcul des coefficients d’Einstein

Les coefficients B;j, lorsque ils sont calculés dans I’approximation dipolaire, se déduisent des
forces d’oscillateur f;; fournies par les bases de données atomiques. La relation de passage des f;;
aux B;; est

4r20’agc
B = L A5
J hl/” f] ( )
Les forces d’oscillateur de ’atome d’hydrogene, moyennées sur les nombres quantiques azimu-
taux [, sont tabulées dans Rybicki & Lightman [95] ou Sobelman [107]. Les valeurs retenues pour

les six transitions possibles entre les quatre premiers niveaux sont regroupées dans la table (Tab.

Al).

2 0.4162
3 0.07910 | 0.6408
4 0.02899 | 0.1193 | 0.8420

TaB. A.1 - Forces d’oscillateur pour ’atome d’hydrogene f;; pour ¢ < j.

Les coeflicients Aj; se déduisent des B;; par la relation de réciprocité suivante :

A

i
= 2
Bi; " gj

_ 2hl/13] &

(A.6)

dans laquelle les g; et g; sont les poids statistiques des niveaux i et j (voir le chapitre sur les
notations). On peut aussi les calculer directement & partir des forces d’oscillateurs en utilisant la

relation

87T2 i
Aji = —agaoufjg—fij . (A7)
C gj

A.1.2 Calcul des profils moyens d’absorption et d’émission

Le calcul des profils d’absorption et d’émission moyens, définis par

@ij(z,ﬁ,u):/fi(z,v)gpij(z7v,ﬁ,1/) dv , (A.8)

Vii(z,0,v) = /fj(z,v)wjl-(z,v,ﬁ, v)dv, (A.9)

est d’une grande complexité pour une transition bb d’'un modele réaliste d’atome. La difficulté
vient & la fois du calcul des profils atomiques et de la détermination des fdv particulaires [73]. Dans
cette these ou le détail de la forme des raies spectrales n’est pas 1’élément essentiel, nous avons
choisi le profil le plus simple, qui est le profil rectangulaire de Milne. Dans ce modele, les raies
sont grises, c’est-a- dire a une seule fréquence, leur largeur provenant de ’effet Doppler. Les profils
moyens d’absorption et d’émission sont alors donnés par la relation

1 { 1 silv— vyl < 2Au;(2) (A.10)

M _gM - -
@5 (z,v) = Vji(z,v) = Av;j(2) “1 0 sinon
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ou la largeur Doppler Av;;(z) s’exprime en fonction de la masse my des atomes d’hydrogene et de
leur température 1" par
2kT(2)

Vis

Le profil de Milne est certes irréaliste, mais il offre la possibilité d’utiliser un modele d’atome a
plusieurs niveaux sans avoir a introduire les complications numériques inhérentes a la redistribution
en fréquence des photons dans les raies. On obtient ainsi une équation de transfert monochromatique
dans chaque raie, ce qui permet d’appliquer dans chaque raie nos codes de résolution exacte de
cette équation (cf. la section 5.5.3).

A.2 Processus radiatif bound-free et free-bound (bf-fb)

A.2.1 Transitions bf : section efficace de photoionisation

La transition (¢,v) 4+ (0,v) — (4, v) + (e, v.) est décrite en supposant que atome est station-
naire et lent par rapport a I’électron éjecté. Elle est caractérisée par une distribution o, e (11, v;ve)
s’écrivant comme le produit d'une section efficace différentielle o;, (0, v), de dimension L2, par une
distribution exprimant la contrainte d’énergie

1
h(v —viq) = §mevs (v>viy), (A.12)

olt v;4 = vg/i? est la fréquence d’ionisation de I'état d’énergie i de ’atome d’hydrogene, et vg est
la fréquence de Rydberg.
Lorsque cette derniere porte sur la vitesse de 1’électron éjecté, on obtient 1’écriture

1
Tivye(D,V;ve) = 04 (0, V)ﬁ5 [ve — Civ- (V)] (A.13)

€

la division par v? provenant de 1'égalité oy, +e dve = 0i4 dV, et du fait que dve = dVv? dve. (it (V)
est la vitesse d'un électron éjecté par un photon de fréquence v, soit

) = ) ). (A14)

€

On remarquera que la section efficace différentielle ne dépend que de l'angle 6 des vecteurs
n et v, en absence de polarisation du rayonnement incident et de ’atome. L’autre variable est
la fréquence du photon incident dans le référentiel de 'atome, qui est confondue dans I’équation
(A.13) avec sa fréquence v dans le référentiel du laboratoire. En effet, la section efficace différentielle
de photoionisation varie lentement avec la fréquence, et on peut la calculer en négligeant 1'effet
Doppler.

Il est également utile, lorsqu’on s’intéresse a la dynamique des électrons, de faire porter la
contrainte d’énergie sur la fréquence du photon absorbé. Puisque, d’apres (A.12),

me 1

e — G ) = 2 Loy — e () | (A.15)

@ h ve
ot &4 (ve) est la fréquence d’un photon capable d’éjecter un électron a la vitesse v,

11
Civ(Ve) = Vi + Hmevi ; (A.16)

on peut encore écrire la distribution ;. y.(f, v; ve) sous la forme

. me 1
Oivte(D,V; V) = TU—UH(Q, v)o v —E&itr(ve)] - (A.17)
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A.2.1.1 Expression de la section efficace intégrée de photoionisation de ’atome d’hy-
drogéene

Cette section efficace se déduit de la distribution de transition par une intégration sur la vitesse
de I’électron éjecté, soit

o (V) = /Uiy7+e(ﬁ, ViVe)dve = / i (AVe, V) dV, = 271'/ o4 (0,v)sin0do . (A.18)
4m 0

Son expression pour un atome d’hydrogene & 1’état i est la suivante [108] :

0 (v) = 0 Yo~ i) (V5) s ) (A.19)

ol gus (4, V) est le facteur de Gaunt (moyenné sur le nombre quantique ) et o4 la valeur de la
section efficace au seuil d’ionisation pour un facteur de Gaunt égal a 1, soit

647w
O — —F—
+ 3\/3

La présence de la fonction de Heaviside Y, définie par (Eq. 2.33), dans le membre de droite de
(A.19) indique que I'absorption n’a lieu que si la fréquence du photon incident est supérieure a la
fréquence d’ionisation v, .

La valeur du facteur de Gaunt gy (4, ) est proche de 1 & la fréquence d’ionisation v;, augmente
jusqu’a un maximum qui ne dépasse pas 1.1, puis décroit vers 0 dans le domaine des rayons X.
Ce coeflicient a été tabulé avec précision par Karzas & Latter [52] et Massacrier [65]. Nous avons
utilisé le programme de Massacrier [65] pour nos calculs numériques.

aali~7.907 x 107224 m? . (A.20)

A.2.2 Transition fb : section efficace de recombinaison radiative

La transition inverse de la précédente (+,v) + (e,v.) — (i,v) + (0,v) est décrite par une
distribution o, (Ve; D, v) reliée & la distribution o, 4.(f1, v;ve) par la relation de réciprocité
(78]

. 202 .
VeOteiv(Ve; D, v) = I‘ic—Qaw,Jre(n, ViVe), (A.21)
dans laquelle v, et v vérifient 'équation d’énergie (A.12). I'; désigne le coefficient (de dimension
LOT—3) défini dans la note C.1 (Eq. C.4) et vaut :

r,=2 <£)3. (A.22)

© g+Ge \Me

On peut donc exprimer la distribution décrivant une recombinaison radiative en terme de la
section efficace différentielle de photoionisation introduite précédemment :

R 202 1
O te,iv (Ve; n, V) = Fic_20'i+ (07 V) ﬁ(s [Ue - CH—(V)} ) (A23)
R me 1 202
O te,iv (Ve; n, V) = FZT ; CTUi—i-(ov V) d [V - €i+ (Ue)] . (A24)

A.3 Processus radiatif free-free (ff)

A.3.1 Section efficace d’absorption ff

La transition (i,v) + (e,ve) + (h,v) — (4, v) + (e,v.) est décrite en supposant de nouveau
la particule lourde stationnaire et lente par rapport a 1’électron. Elle est caractérisée par une
distribution ey ie(Ve, 01, v; v.,) s’écrivant sous 'une ou 'autre des deux formes équivalentes (Egs.
128, 129) :

. . . 1
Uz’eu,ie(vea n, v, V/e) = O'ii(vea n,v; V;)UTQ(S [Ué - Cff(vea V)} ) (A25)
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. me 1 A
Uieu,ic(veanv V3 V/e) = Te_lo—’ii(vmnay;vé)é[y7£ff(ve7vé)} (Ue < ’Ué) ) (A26)
€
obtenues en faisant porter la contrainte d’énergie
1 1
—mev? — fmevg = hv (A.27)

2 ¢ 2
sur la vitesse émergente de 1’électron ou sur la fréquence du photon absorbé. Cette contrainte

entraine en effet la relation

1 e ’
— 80} = Gy (e, )] = TE8 v = Epp(ve, )] (A.28)

e

qui fait intervenir la vitesse émergente (sr(v,v) d'un électron de vitesse v avant absorption d’un

photon de fréquence v
h
Crr(v,v) =4 [0 +2°2 (A.29)
Me

et la fréquence &5 ¢(v,v") d’un photon absorbé par un électron dont la vitesse augmente de v & v’

Erp(v,0) = %% (v* =0v?) (v>7). (A.30)

Dans le membre de droite des expressions (Eqs. A.25, A.26), 0;;(ve, 0, v; V) désigne la section
efficace différentielle d’absorption ff, de dimension L*T. En ’absence de polarisation du photon
incident, elle dépend de trois directions : celles du photon incident, celle de 1’électron incident, et
celle de I’électron émergent. A cause de I'invariance par rotation du systéme atome-électron-photon
dans son ensemble, elle ne dépend en fait que des angles de ces trois directions. Son intégrale
sur deux quelconques de ces trois angles est indépendante du choix de ces angles, et le résultat
est isotrope, c’est-a-dire indépendant de la direction par rapport a laquelle les deux angles sont
définis. Si on l'intégre sur une seule des trois directions dont elle dépend, le résultat ne dépend
que de l'angle des deux directions restantes. Comme dans le cas d’une absorption bf, nous avons
négligé 'effet Doppler pour le calcul de la section efficace d’absorption ff, car cette derniere varie
lentement avec la fréquence.

A.3.1.1 Expression de la section efficace d’absorption ff pour un potentiel purement
coulombien

Sous I’hypothese d’isotropie de la fdv électronique, la section efficace utile est moyennée sur la
direction de la vitesse électronique incidente et intégrée sur la direction de la vitesse émergente

1
Jii(’l}e, V) = E A A Uii(vea ﬁ, V] \A’le) d\Afed\A/; . (A31)

Le calcul analytique de cette section efficace, de dimension L*T, est possible lorsqu’on suppose
que les électrons se déplacent dans un potentiel purement coulombien provoqué par des ions de
charge effective Z [52, 49, 34]. Cette hypotheése parait raisonnable dans nombre de problémes de
la physique des plasmas ou de lastrophysique [52]. Le résultat est écrit dans [34] sous la forme

o) =i - (%) () gstoen. (A32)

Ve v

ol gy (ve, V) est le facteur de Gaunt du processus ff et oy la valeur de la section efficace pour v,

et v vérifiant 1m.v? = hv = hvg (d’olt ve = ac) et pour un facteur de Gaunt égal a 1, soit

2 4
opp = 22 72090 1 057 x 10757 22 ms . (A.33)
3v3  vr
Les coefficients oy¢ et gsr dépendent de la charge effective Z, ce qui n’apparait pas dans les
notations. Nous négligerons les transitions ff induites par les atomes neutres d’hydrogene, pour ne
conserver que celles qui mettent en jeu les protons. Nous choisirons un nombre de charge effectif
compris entre 0 et 1 pour traduire les effets d’écran des électrons libres sur les protons.
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On remarquera également que la section efficace précédente est rapportée a I'unité de flux
d’électrons incidents, ce qui explique sa dépendance en 1/v2 au lieu de celle en 1/v, fréquemment
rencontrée dans la littérature.

Enfin nous avons ajouté la condition v > v, ol v, = v,(2) est la fréquence de plasma en z

vp(z) = %v@raone(z) , (A.34)

pour empécher la divergence de la section efficace lorsque la fréquence tend vers 0, une pratique
courante en physique des plasmas’.

Nous avons utilisé le programme de El-Murr et Massacrier [34] pour calculer le facteur de Gaunt
du processus ff.

A.3.2 Section efficace d’émission ff

La distribution oy je, (VL; Ve, 11, v) décrivant une émission ff est reliée & son homologue pour
Pabsorption par la relation de réciprocité [78]

202

Uéaie,iel/(v/e; Ve, ﬁ; V) = C—Q'er'iel/,ie (Vea ﬁ7 2 V::,) ) (A35)

dans laquelle les vitesses électroniques vérifient la contrainte d’énergie (A.27).
On déduit donc des relations (Egs. A.25, A.26) la double écriture

. 202 TR
Tiesien (Vei Ve, By ) = —5-03i(Ve, 0, v Vo) =50 [Vl = Crp(ve, V)] (A.36)
e
. 202 my v R .
Giciev(Ve; Ve, A, V) = 0—2761}—/620“-(%, n,v;VvL) 6 v —Erp(ve,vl)]  (ve <L), (A.37)
€

reliant la distribution oye jen (VL; Ve, 1, ) & 04(Ve, 0, v;V,), la section efficace différentielle d’ab-
sorption ff.

A.4 Processus radiatif de diffusion

A.4.1 Généralités

La distribution décrivant la diffusion élastique d’un photon sur une particule de type & : (k, vi)+
(1, v) — (k,v},) + (2',0') s’exprime simplement par
U B A AN 1 / LN, ~ ’
Okw kv (Vi, Ay vy v, ' V) = —op(v) 0 | v, — vie+ — (@' —n)| 6(v —v), (A.38)
4 mgc
lorsqu’on suppose que la diffusion est isotrope et monochromatique dans le référentiel du labo-
ratoire. o (v) désigne la section efficace intégrée de diffusion, de dimension L2, que nous allons
expliciter pour k¥ = e (diffusion Thomson) et pour k¥ = 1 (diffusion Rayleigh sur des atomes
d’hydrogene a I’état fondamental).

A.4.2 Section efficace intégrée de diffusion Thomson des photons

La section efficace intégrée de diffusion des photons sur une charge libre & est donnée par la
formule de Compton. La diffusion Compton devient la diffusion Thomson aux basses énergies, c’est-
a-dire lorsque la condition hv < me.c? < myc? est réalisée. Pour un photon thermique d’énergie
hv = 2kT, cette condition est réalisée des que T < 3 x 10° K, ce qui est toujours le cas dans une
atmosphere stellaire.

La formule de Thomson

= ST Y (A.39)
RT3 \megmpe? ) ’

LEn fait, Padditivité des processus individuels d’absorption et d’émission ff des électrons suppose I’absence d’effets
collectifs de rayonnement de ces derniers, ce qui nécessite que la fréquence du rayonnement absorbé ou émis soit
bien supérieure & la fréquence de plasma v}, (remarque extraite de [78, p. 32]).
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dans laquelle my et ¢ sont la masse et la charge du centre diffuseur, montre que la section efficace
est indépendante de la fréquence et inversement proportionnelle au carré de la masse du centre
diffuseur. Il est donc permis de négliger la diffusion des photons sur les protons en présence de
densités égales de protons et d’électrons dans une atmosphere électriquement neutre.

La section efficace de diffusion Thomson des photons sur les électrons sera écrite sous la forme

8T o

o.(v) =01 = 5T 6.652 x 10729 m? . (A.40)
ou 7 est le rayon classique de 1’électron
re = a’ag ~ 2.818 x 107 m . (A.41)

A.4.3 Section efficace de diffusion Rayleigh sur les atomes d’hydrogeéne

La section efficace intégrée de diffusion des photons sur un atome d’hydrogene a ’état ¢ a pour
expression [99]
oi(v) = o | Li(v)]?, (A.42)

avec

fij
L) =) ——52. (A.43)
ZiviiTV + 215V

fi; désigne la force d’oscillateur d’absorption pour ¢ < j et le produit —(g,/¢;) fj; pour i > j.

La constante d’amortissement ~y;; vaut

1 v
Yij = 60[37;,]%]’ s (A44)

et elle est beaucoup plus petite que v;; car v;; < vg, fij < 1 et o < 1. On retrouve le modele
classique de Lorentz en faisant f;; = 1 dans (A.43) et (A.44). Rappelons que les f;; vérifient la
regle de sommation de Thomas-Reiche-Kuhn

Vi, Y fij=1, (A.45)
J

la somme portant sur tous les niveaux, y compris le continu.
La section efficace précédente présente les caractéristiques suivantes :

1. en v =0, I;(0) vaut P;/4v%, ol la polarisabilité dipolaire de 1’état i est donnée par

2
P=4y (”—R> fij - (A.46)
— \ Vij
Jj#i
2. Pour v = v;; , la somme dans (A.43) est dominée par son terme d’ordre j, et on peut
remplacer v}; — v* par 2v;;(v;; — v) dans ce dernier, ce qui donne
y 1
Ii(v) = SR — , (A.47)
2Vij Vij —v+ Z’Yij
donc )
L) = =2 (v), (A.48)
'Yij 41/12] 7
ol ;;(v) est le profil de Lorentz
i (V) = ———— (A.49)

A TET)
11 vient, en utilisant les expressions (A.40) et (A.41) de la section efficace de diffusion Thomson
0i(v) = ma’agcfijpi(v) (A.50)

et on retrouve la section efficace d’absorption bb (A.1) (avec un profil de Lorentz) en utilisant
Pexpression (A.5) de B;;.
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3. Enfin lorsque v — +oo, Li(v) = — 3, fij/v? = —1/v* & cause de (A.45), et o;(v) — o7
comme il se doit.
La section efficace de diffusion Rayleigh de ’atome d’hydrogene sera calculée pour 1’état 1s seule-

ment (i = 1 dans (A.42) et (A.43)) et son domaine de définition est l'intervalle [0, v12], ce qui
entraine la condition v < vy, vérifiée Vj > 2. On peut alors écrire [99]

fij fi2
hL(v) = = K A51
1) ]; v, — v+ 2y vy — V2 + 219y R, (A-51)
avec B
f1; f1
Kl(”)zzyg _]VQ e (v <wvia), (A.52)
j>3 13

le choix de f; et de 7 étant précisé & la fin de cette section. Ce choix doit étre tel que I’on retrouve
la polarisabilité dipolaire de H(1s) pour v = 0, d’ou la condition

qui ne suffit pas a elle seule & déterminer les deux parametres f; et o, mais assure la cohérence de
ce choix.

En substituant (A.52) dans (A.51), le résultat dans (A.42) et en utilisant I'expression (A.49)
du profil de Lorentz, on obtient la section efficace de diffusion Rayleigh sur H(1s) sous la forme
[99]

o1(v) = Ar’aafvre1(V)Q12(v) [ fi2 + 2(vfy — V) K1 (v)] + orv* K (v) (v <112),  (A54)

ou

Qua(v) = (2”2)> - (A.55)

vi2(v + vi2

Cette derniére fonction se comporte comme 4(v/ 1/12)4 lorsque v <« 119 et elle tend vers 1 lorsque
vV — V12.

La relation (A.54) est valable pour v € [0,v12] et elle a le comportement attendu lorsque la
fréquence tend vers les extrémités de Uintervalle [0, v12]. En effet :

L. siv — 0, p12(v) — 12(0) = y12/7V%, car y12 < vi2. De plus K (v) — K1(0) ~ Py /4v} —
f12/V3, en utilisant les relations (A.52) et (A.53). D’olt

2 2
o1(v) ~ opvt <K1(O) + fL;) ~ opvt <£> , (A.56)

2
Yz Avp

2. si v — 112, on peut négliger le second terme par rapport au premier dans le membre de droite
de (A.51), donc dans celui de (A.54), qui devient

o1(v) = 47T2aa(2)uR<p12(V)f12 .

On retrouve bien (A.1), compte tenu de (A.5).

Les constantes figurant dans I'expression (A.54) de la section efficace de diffusion Rayleigh (voir
[99, appendice A2)), sont : P; = 4.5, v15 = 0.75vg, fi2 = 0.4162, 7 = 1.016 vg, et f1 = 0.3975.

A.5 Collisions élastiques

A.5.1 Généralités. Section efficace différentielle

Au cours de la collision élastique (k,vy) + (e,ve) — (k,v},) + (e, v.), ou k désigne n’importe
quel type de particule y compris les électrons, les contraintes d’impulsion et d’énergie s’écrivent

MEVE + MeVe = MgV, + MeV, | (A.57)
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mpvi + mev? = mpvE 4+ mevl? . (A.58)

Introduisons les vitesses relatives avant et apres collision respectivement : gr. = ve — Vi €t
8. = V. —V}, qui sont invariantes en passant du référentiel du laboratoire au référentiel du centre
de masse des deux particules.

La contrainte d’impulsion permet de calculer la vitesse de la cible k apres la collision en terme
de sa vitesse initiale et des vitesses relatives gie et gf.,

k
Vo= v B (gl — g, (459)
my
oy est la masse réduite de la paire {k, e}
mEpMe
=5 A.60
= (A.60)

La contrainte d’énergie entraine 'invariance des modules des vitesses relatives avant et apres
collision :

Ghe = Ghe - (A.61)
La distribution décrivant la transition s’écrit donc sous la forme
" 1
Qreke(Vi, Ve Vi, Ve) = Qhe(8her 8ke) 0 [ Vi — Vi + :;—k(gﬁw — 8he) ?5(926 —gre) . (A62)
ke

Le coefficient gg.(v,v’) figurant dans le membre de droite est la section efficace différentielle
de collision élastique des électrons avec les particules de 'espece k, de dimension L2. Cette section
efficace est celle que 1'on calcule dans le référentiel du centre de masse des deux particules, d’ou sa
dépendance par rapport aux vitesses relatives gie et g}... Pour les raisons de symétrie habituelles,
on a en fait

Qie (8ker 8he) = Tke(Ghes 8re) = Tie (e, b) (A.63)

ou 0 = angle(8ke, 8},.) est angle de la diffusion dans le référentiel du centre de masse. Rappelons
I’expression de cet angle,

! ! _
6 = 2 arcsin (Ew) = 2arcsin (ﬂu> , (A.64)
2tk Gre 2k ke

qui montre qu’il ne dépend que de trois des quatre vecteurs vitesses v, Ve, v}, v, & cause de la
contrainte d’impulsion (A.57).

A.5.2 Section efficace intégrée

L’intégrale de la distribution (A.62) sur les vitesses émergentes se calcule grace au changement
de variable v/, — g}, = v_ — v}, puis en effectuant I'intégration triviale sur vj. On obtient

//le,ke(vmve;V;ﬁV;) dvi,dv,, = qre(gre) (A.65)

la section efficace intégrée de diffusion électron-particule k étant définie par

Qre(v) = 277/ Qre(v,0)sinf do . (A.66)
0

A.5.3 Collisions élastiques des électrons avec des particules chargées

La section efficace différentielle de collisions élastiques entre électrons ou des électrons avec des
protons est donnée par la formule de Rutherford (3.13), transformée avec des grandeurs adaptées :

Gre(v,0) = ag (;7;)2 (%)4 m , (A.67)

l'angle de diffusion 6 vérifiant (A.64). La premieére de ces égalités permet d’écrire dans (A.62)

2 2 ac 4
ke (gke7 g;ce) = a% < Mk) <7) . <A68)

Me [Vl — Vel
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Notons que 'expression (A.67) n’est valable que pour des angles 6 faibles lorsque k = e, &
cause de l'effet de symétrie quantique (indiscernabilité des électrons en interaction) décrit dans
la note C.2, et explicité par la formule (C.18). Nous nous plagons toujours dans le cas des angles
de déviation faibles. L’expression (A.67) de la section efficace différentielle montre que la section
efficace intégrée correspondante diverge, a cause des collisions lointaines de faibles déviations. Pour
éliminer cette divergence, la méthode habituelle est de faire une coupure du domaine d’intégration
de (A.66) & un angle de déviation minimum 6,, (voir [32] et la note C.2). Cette coupure est justifiée
par leffet de Debye-Hiickel d’écrantage d’une charge électrique par ses voisines de charge oppo-
sée, dans un plasma électriquement neutre. Par cet effet, deux charges électriques n’interagissent
presque plus au dela de la longueur de Debye Ap (en fait Ap, voir la note C.2) définie par

Ap(z) = \/G%SLW TJE;) m : (A.69)

Dans un plasma cinétique classique, la longueur de Debye est beaucoup plus grande que les
parametres d’impact critique des collisions électrons-électrons et électrons-protons (k = eou k = +)

Pek(v) = ap— (%)2 , (A.70)

qui est la valeur du parametre d’impact donnant lieu a une déviation égale a 90°. L’angle de
déviation minimum 6,,, exprimé en radians dans le référentiel du centre de masse, est alors égal a
2Per/AD-

La section efficace de Rutherford (Eq. 133), intégrée de cette facon, est indépendante de la
vitesse mais dépend de la position, puisqu’elle s’écrit sous la forme

Qre(2) = ™AL (2) , (A.71)

que l'on rencontre dans le modele des spheres dures.

Dans le cas de collisions coulombiennes, la section efficace (A.71) a peu d’intérét physique. En
effet, le terme de source collisionnel des électrons se présente, dans la formule de Boltzmann, comme
la différence de deux intégrales de méme signe. Pour des déviations tres faibles des électrons, cette
différence diverge beaucoup moins vite que chaque intégrale prise séparément. L’ordre de grandeur
de chaque intégrale est la section efficace intégrée (A.71), alors que l'ordre de grandeur de la
différence est donné par la section efficace de transfert de quantité de mouvement [32] :

Qre(v) = 27r/ Gre(v,0)(1 — cos0)sinf do . (A.72)
0
Cette derniere section efficace se calcule en effectuant la coupure angulaire a 6,,,, ce qui donne
/\D(Z)>
(2,v) = 473 (v)In . AT3
Quule) =t ) (2242 (A73)

Par la suite, il sera utile de simplifier Qg (z,v) en remarquant que les variations du logarithme
avec la vitesse sont faibles en comparaison des variations induites par le parametre d’impact. On
pourra donc calculer ce logarithme pour la vitesse la plus probable . des électrons (définie par

Te = \/2kT/m.). On obtient
Qre(z,v) = 4mp?. (v) In A(2) , (A.74)

ol In A(z) désigne le logarithme coulombien au point z

InA(z) =In (#{EZ))) = %ln [8%”;% (TT(Z)>3

Le logarithme coulombien associé aux collisions électrons-protons est différent de celui des
collisions électrons-électrons, mais cette différence est faible (& cause du logarithme) et on utilisera
une expression unique du logarithme coulombien pour les deux types de collision.

Pour finir, ni 'expression (A.71) ou (A.74) de la section efficace intégrée ne seront utilisées
dans le terme de collisions élastiques, & cause de la forme différentielle FPL plutot qu’intégrale
de Boltzmann utilisée, voire le modele BGK. Cette discussion a permis d’entrevoir la difficulté
posée par le traitement mathématique des interaction coulombiennes dans I’équation cinétique
des électrons. Nous renvoyons a la section 3.2 pour une description plus détaillée des collisions
élastiques (forme et section efficace).

(A.75)
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A.5.4 Cas des collisions élastiques des électrons avec les atomes
A.5.4.1 La section efficace différentielle de collision (sed)

Dans les premiers calculs classiques de la sed, I'interaction a grande distance entre un élec-
tron et un atome d’hydrogene est du type dip6le induit [32], ce qui donne un potentiel ¢(r) =
—age? J4megr?, fonction de la distance relative r entre les deux types, ag étant la polarisabilité
dipolaire de l'atome d’hydrogene. C’est ce potentiel que 'on utilise avec la formule (C.17) pour
en déduire la sed. Dans 'approximation des petits angles [61], il existe une formule analytique qui
indique que la sed n’est pas isotrope (elle est piquée vers I’avant) est qu’elle est proportionnelle
a linverse de la vitesse relative de I’électron avec I’atome. Expérimentalement, la sed est bien pi-
quée vers 'avant, mais la dépendance en la vitesse relative et ’angle de déviation est compliquée
[48, 116, 117, 104]. Les calculs théoriques sont quantiques (ondes partielles, potentiel optique, ap-
proximation pseudo-state, etc.) et il n’existe pas de formule analytique simple pour la sed gg.(g,0)
[39, 21, 66]. Les expériences de mesure sont récentes parce qu’il est tres difficile de produire de
I’hydrogene atomique. On dispose de tables assez précises pour un large domaine de vitesses et
d’angles, mais I'ajustement de ces courbes est difficile parce que la sed dépend de deux variables.
Nous montrons dans la figure (Fig. A.1) ci-dessous deux exemples typiques de cette sed.
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F1G. A.1 — Sections efficaces différentielles de collision électron-atomes neutres expérimentales.

Elle sont issues de Shyn et al. [104]. La figure de gauche est typique pour les énergies E < 10 eV,
et la figure de droite est typique des énergies E > 10 eV.

Par la suite, nous serons éventuellement amenés & supposer que l'isotropie de la sed est une
approximation acceptable lorsque elle est utilisée dans les intégrales angulaires de ce mémoire,
approximation dont nous discutons la validité a la section B.4.1, et que nous avons faite dans
Pannexe A. Dans ce cas que(9,0) = que(g)/4m, ou qu.(g) est la section eficace intégrée (sei) en
question.

A.5.4.2 La section efficace intégrée (sei)

Il n’existe pas d’expression analytique simple de la section efficace intégrée de collisions élas-
tiques électrons- atomes sur une gamme suffisamment large de vitesses incidentes. La théorie est
quantique, et fait appel a des développements en série. Par contre, cette sei est facile & modéliser,
ce que nous avons fait ne trouvant pas d’ajustement dans la littérature. Nous résumons ci-dessous
le résultat que nous utiliserons, et plus loin les détails des calculs et ajustements qui ont permis
d’y parvenir.
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A.5.4.2.1 Formulaire Nous avons établi un modele fondé sur I’approximation de Born (po-
tentiel statique)
Ve

x= ) , (A.76)

1+ b1332 + b2$4 (
acC

(14 22)3

donnée en fonction de la vitesse réduite x = v, /ac pour simplifier les notations. L’approximation de
Born correspond aux valeurs des parametres by = 4, by = 3/2, et by = 7/12. Cette approximation
est peu précise aux faibles énergies, mais reproduit correctement les données aux grandes énergies.

Nous avons conservé la forme analytique de ’approximation de Born et avons ajusté les para-
metres by, by, et by aux données théoriques et expérimentales publiées [24, 39, 54, 21, 23, 104, 22].
Nous avons obtenu un bon accord (mieux que 10%) pour de nouvelles valeurs ajustées by = 25,
by = 0.5, et by = 0.1. Bien siir, les données dont nous sommes partis sont entachées d’erreurs,
la précision des mesures étant parfois estimée & 15% (cf. [24, 104]). Notre formule donne, pour
une vitesse électronique nulle, ¢p.(0) = 25ma2. Cette valeur semble compatible avec les résultats
expérimentaux.

Cette section efficace ne dépend pas de ’état d’excitation de ’atome, parce que basée sur des
mesures expérimentales ne distinguant pas les différents états d’énergie. Les calculs et les résultats
expérimentaux sont valables surtout pour ’état fondamental, et ils seront étendus dans cette these
a tous les états liés de I'atome d’hydrogene.

qre(Ve) = Wagbo

A.5.4.2.2 Données Parmi les données récentes de sections efficaces de collisions élastiques
entre électrons et atomes d’hydrogene, expérimentales et théoriques, nous avons choisi 9 références
différentes [116, 117, 24, 39, 54, 21, 23, 104, 22]. Toutes les données dépendent de I’énergie E
de Délectron incident (dans le référentiel de la particule cible qu’est 'atome d’hydrogene), mais
sont habituellement tabulées en fonction de la norme k du vecteur d’onde de I’électron, définie
comme E = m.v?/2 = (hk)?/2m., ot m. est la masse de I’électron et v sa vitesse. k est souvent
normalisé & l'inverse du rayon atomique de Bohr ag de fagon a ce que la valeur k = 1 corresponde
a énergie E = ER et a la vitesse v = ac, ou ER est 'énergie de Rydberg et a est la constante
de structure fine. De méme, en utilisant la convention habituelle, les valeurs des sections efficaces
sont normalisées & la valeur ma2. Alors k remplacera la vitesse v, pour la sei notamment. On écrit
qre(k) = que(v). On notera que nous n’utilisons pas la définition standard de I’énergie, qui vaut 2
Rydbergs pour k£ = 1.
Toutes les données permettent de tabuler la section efficace intégrée sur un domaine 0.09 <
(kag)? < 50, ce qui correspond & un domaine d’énergie 1.22 < E < 680 (E en eV) :
— données expérimentales pour 0.37 < (kag)? < 2.21,
fournies par Shyn et al. [104],
— données théoriques pour 0.90 < (kag)? < 2.25,
fournies par Callaway et al. [24],
en utilisant une méthode variationnelle pour les premiers moments cinétiques, et une méthode
pseudo-state pour les autres,
— données théoriques pour 2.21 < (kag)? < 50.00,
fournies par Kingston et al. [54],
en utilisant la méthode DWSBA (Distorded Wave Second Born Approximation),
— données théoriques pour 0.09 < (kag)? < 14.71,
fournies par Fon et al. [39],
en utilisant une méthode pseudo-state (1s — 2p),
— données théoriques pour 0.91 < (kag)? < 7.35,
fournies par Callaway et al. [23],
en utilisant une méthode close-coupling a six états avec un potentiel optique,
— données théoriques pour 1.05 < (kag)? < 7.35,
fournies par Callaway et al. [22],
en utilisant une méthode pseudo-state,
— données théoriques pour 0.91 < (kag)? < 7.35,
fournies par Callaway et al. [21],
en utilisant une méthode close-coupling avec un potentiel optique matriciel.

Nous n’avons pas utilisé les données expérimentales de Williams [116, 117], citées tres souvent
par comparaison avec les méthodes théoriques, car nous disposions de données expérimentales plus
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récentes, bien que couvrant un domaine plus faible en énergie, mais aussi parce que les données de
Williams ne concernent que la section efficace différentielle, et ne couvrent pas le domaine angulaire
complet de 0 & .

A.5.4.2.3 Théorie classique Elle permet de calculer la section efficace différentielle en sépa-
rant les variables de vitesse et d’angle, en utilisant le potentiel habituel de polarisation V (r) o
—1/r* décrit dans la section suivante. On obtient une expression exacte de la fonction des vi-
tesses : la section efficace intégrée est inversement proportionnelle a la vitesse, pour toutes les
vitesses possibles de zéro a l'infini. Elle diverge donc en zéro.

Ce résultat a, entre autres, été utilisé par Oxenius [76], et mentionné par Delcroix [32].

A.5.4.2.4 Théorie quantique On utilise habituellement la méthode des déphasages pour cal-
culer les sections efficaces (décomposition de la fonction d’onde des électrons en ondes partielles de
moment cinétique bien défini). Cette méthode ne permet généralement pas d’obtenir une expres-
sion simple des sections efficaces, parce qu’il est nécessaire de sommer toutes les ondes partielles.
Bien qu’un nombre fini d’entre elles soient suffisantes en réalité, ce nombre reste grand.

On peut avoir recours a ’approximation de Born, valable seulement pour les hautes énergies,
typiquement supérieures a 100 eV pour la collision étudiée. Ce calcul nécessite de connaitre le
potentiel V(r) crée par 'atome sur l’électron & une distance r. Il semble approprié d’utiliser le
potentiel de polarisation dipolaire

62 (6 %]

Vir)=—-——— ag ~ 4.5a3 . A7

() === au~ s (A7)

Nous n’avons pas trouvé dans la littérature d’expression analytique de la section efficace dans

I’approximation de Born pour ce potentiel de polarisation. Par contre nous avons trouvé le calcul

exact fait en supposant 'atome dans ’état fondamental (1s), non polarisé par I’électron (potentiel
statique), qui s’écrit [59, 72] :

- 71'0,2 A + B(ka0)2 + C(ka0)4
110 =TT (o)

(A.78)

onA=4, B=6et C=17/3.

Cette section efficace est finie en zéro, et vaut qg.(0) = 4ma? . Cette valeur n’est sans doute
pas correcte car 'approximation de Born n’est précise que pour les grandes énergies.

On peut avoir une idée assez précise du comportement des sections efficaces a tres basse énergie
en utilisant le développement de la portée effective qui permet notamment de connaitre la valeur
qme(0) & partir de la valeur en zéro du déphasage de la premiere onde partielle (s). En tenant compte
des effets d’échange entre I’électron incident et I’électron atomique, la section efficace intégrée pour
une vitesse nulle s’écrit :

qre(0) = mad <ia3_ + ia%) (A.79)
ot ay et a_ sont les longueurs de diffusion de I’état singulet (symétrique, spin nul) et de I’état triplet
(anti-symétrique, spin égal & 1) respectivement. En utilisant la théorie des orbitales polarisées [114],
on trouve ay ~ 5.8 et a_ ~ 1.9, alors qp.(0) ~ 44.5ma3 .

A.5.4.2.5 Ajustement des données Apres avoir tracé les données concernant la section ef-
ficace intégrée, il apparait que :

1. la section efficace croit tres vite lorsque on se rapproche de zéro, mais semble étre finie,

2. elle a I’air strictement décroissante et tend vers zéro a 'infini,

3. on peut décomposer le domaine des énergies en trois parties, et décrire chaque partie par un
ajustement de la forme

que(k) = ma? (A.80)

(kao)”

ou @ et n sont les parametres a ajuster :
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(a) région des faibles énergies : 0 < (kag)? < 0.5,
I’ajustement indique que la section efficace est proportionnelle a l'inverse de la vitesse,
bien qu’elle semble finie en zéro (la premiere valeur donnée est k2 = 0.09). On retrouve
le comportement prédit par la théorie classique. Nous comparons dans la table (Tab.
A.2) ci-dessous les valeurs de la constante de proportionalité () donnée par I’ajustement
avec celles utilisées par les auteurs cités a la section A.5.4.2.3.

Ajustement | Oxenius [76] | Delcroix [32]
Q 7.2 6.5 8.3

TaB. A.2 — valeurs du coefficient @ (Eq. A.80) pour la région des faibles énergies.

(b) région des énergies moyennes : 0.5 < (kag)? < 10,
I’ajustement donne le résultat n = 2.25 et n = 2.5 comme valables, avec () = 5 pour ces
deux valeurs de n. L’ajustement pour n = 2 est plus mauvais que celui pour n = 2.5,
valeur que nous retiendrons pour décrire ce comportement.

(c) région des hautes énergies : 10 < (kag)? < 50,
Pajustement est acceptable pour (n = 2.16 , Q = 3.5) ou (n =2, Q = 2.6). La valeur
n = 2 permet de retrouver le comportement de approximation de Born.

Apres avoir tracé la section efficace dans ’approximation de Born d’apres la formule (A.78), la
comparaison avec les données montre que cette approximation est valable dans la région des hautes
énergies, ce que nous attendions, et sous-estime la valeur en zéro, tout en suivant qualitativement
la courbe de données. Nous avons pensé que la forme (A.78) était bien adaptée pour décrire les
données, a condition que les parametres A, B et C soient ajustés convenablement. Pour cela, on
a besoin de connaitre la valeur de la section efficace en zéro. Nous utiliserons le développement
de la portée effective décrit plus haut, en utilisant la formule (A.79). Nous avons déja indiqué a
la section A.5.4.2.4 certaines valeurs des longueurs de diffusion ay et a_ dont nous avons besoin.
Comme les auteurs des données théoriques fournissent aussi les déphasages en général, et que la
formule pour déterminer la longueur de diffusion a partir du déphasage noi(k‘) de 'onde partielle
(s) est : keot [ng (k)] = 1/ax + 0(k) , un ajustement linéaire en k a été obtenu & partir de ces
données [39, 114, 24]. La plupart des points aux trés basses énergies provenant de Temkin et al.
[114], accord entre les valeurs de ces derniers auteurs et celles obtenues par I’ajustement est tres
bon, comme le montre la table (Tab. A.3) ci-dessous.

Ajustement | Temkin et al. [114]
ar 5.56 58
a_ 1.86 1.9
qre(0)/ma2 41.3 44.5

TaAB. A.3 — valeurs des coefficients ay et a_ (Eq. A.79).

Apreés avoir essayé plusieurs ajustements sur les données, on constate que le modele (A.78)
est capable de tres bien les reproduire, tout en permettant une marge importante dans le choix
de la valeur de la section efficace (normalisée & ma2) en zéro, entre 15 et 45 & peu pres. Il nous
semble que les sections efficaces expérimentales tendent vers une limite moins grande que celle
donnée par la théorie, et nous avons utilisé une valeur médiane égale a 25, correspondant mieux a
lexpérience. La table (Tab. A.4) ci-dessous regroupe les valeurs des parametres A, B et C obtenues
par l'ajustement, ainsi que celles calculées par ’approximation de Born statique.

Ajustement | Born
A 25.5 4
B 13.3 6
C 2.5 7/3

TAB. A.4 — valeurs des coefficients A, B et C (Eq. A.78).
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On pourrait étre surpris de la différence (faible) entre les valeurs obtenues par ajustement de C
et @ (pour n = 2 dans la région des hautes énergies). Cette différence vient du fait que les formules
(A.78) et (A.80) ont servi & calculé ces parametres pour une valeur finie de &, a savoir celle de la
derniere donnée : (kag)? = 50.

Avec cette forme (A.78) et ces valeurs ajustées de A, B et C, nous obtenons un accord meilleur
que 10% avec toutes les données, ce qui semble satisfaisant. Il est possible d’obtenir le méme accord
en jouant sur les valeurs de A dans la fourchette 15 < A < 45 donnée plus haut, alors il reste une
incertitude sur cette valeur, qui reste néanmoins toujours du méme ordre de grandeur. Nous avons
tenté d’autres ajustements sur la base de formes plus simples, le critére étant que la section efficace
soit inversement proportionnelle au carré de la vitesse a grande énergie, et finie en zéro, sans obtenir
un accord aussi bon que celui donné par (A.78).

Sur la figure (Fig. A.2) ci-dessous sont tracées toutes les données, la courbe correspondant &
lapproximation de Born (1s statique), ainsi que ajustement, encadré & +10%, pour différentes
régions des énergies.

Elastic e-H integrated cross—section a(k)

100 ¢ \ \ ‘ T ‘ \
-+Shyn et al. (1989)
Callaway et al. (1975)

“kKingston et al. (1980)

/\Fon et al. (1978)

[ Callaway et al. (1987)
Callaway et al. (1993)
Callaway et al. (1985)

""""""" Born 1s (static potential)

fitl

L AN, fitl +10%

1Sy fitl —10%

o(K) (units T&)

L L | L L L
0 10 20 30 40 50
K’ (units a)

Fia. A.2 — Section efficace intégrée de collision électron-atomes neutres.

A.6 Collisions inélastiques d’excitation et son inverse

A.6.1 Section efficace différentielle

La distribution associée & la collision (i,v) + (e,v.) — (J,v) + (e,v.) peut prendre 'une ou
lautre des deux formes équivalentes (Eqgs. A.81, A.82) :

1
qie,je(veyv,;) = qij('UeaV/e)ﬁ(S (U; - Cie,je(ve)) ) (A81)
! At 1 /
Qie,je(ve7 Ve) = Qij (Ve7 Ve)v 7 0 (Ue - Cje,ie(ve)) ) (A82)

€e%e
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suivant que la contrainte d’énergie porte sur la vitesse incidente de ’électron ou sur sa vitesse
émergente. Rappelons que 1'on néglige les transferts de quantité de mouvement entre les électrons
(supposés rapides) et les atomes.
La condition d’énergie s’écrit en effet, pour des électrons rapides
v — v =2 (A.83)

e Ve ij

la vitesse de seuil (;; du processus d’excitation vérifiant, pour i < j

1
5 (A =Ey;. (A.84)
La condition (A.83) entraine 1’égalité
Lo 1 /
o0 (Ve = Gieje(ve)) = =0 (Ve = Gesie (Ve)) (A.85)
avec
v? — (2 si i<y

Gie,je(v) = 5 Z; o et Gji = Gij
A/ U7+ i s1 1>
ce qui justifie la double écriture (A.81) et (A.82).
La section efficace figurant dans le membre de droite des équations (A.81) et (A.82) est la

section efficace différentielle d’excitation (i < j) ou de désexcitation (i > j) associée & la transition
i — j (dimension L?). Les deux sections efficaces vérifient la relation de réciprocité suivante [78] :

(A.86)

9ive i (ve, 0) = 95024 (v, 0) , (A.87)
écrite pour i < j, 6 = angle(V,, V) et v2 — 02 = fj

A.6.2 Section efficace intégrée

Elle est définie par

gij(ve) = /qi@je(ve,v’e) dv,, = /qij(ve,{f’e) v, = 27r/ ij (e, 0) sin 6 do . (A.88)
0

Nous utilisons une formule semi-empirique donnée dans [108, p. 120, Eq. 5.1.48], utilisant 1’ap-
proximation de Born-Bethe (approximation dipolaire). Apres conversion des énergies en vitesses,
on obtient, pour une excitation (i < j)

A . 2
G5 (00) = Y(vo — Giy) a2 —"0 . (4) 1n<”@) , (A.89)

(j2 — i2)? Ve Gij

ou fi; est la force d’oscillateur et (;; la vitesse de seuil définie par (A.84).

La formule précédente a le bon comportement au seuil d’excitation (o< E — E;;) et aux grandes
énergies incidentes (x In E/E), mais elle surestime d'un facteur 1.5 & 2 la section efficace au
voisinage de son maximum, pres du seuil d’excitation.

A.7 Collisions inélastiques d’ionisation et son inverse

A.7.1 Généralités

On suppose que les ionisations collisionnelles par des électrons rapides (i,v)+ (e, v.) — (+,Vv)+
(e, v.) + (e,w’) laissent la vitesse de la particule lourde inchangée. Elles sont alors décrites statis-
tiquement par une distribution ge tee(Ve; Vo, W,), qui est le produit d’une section efficace différen-
tielle par une distribution de Dirac exprimant la conservation de I’énergie

v = ¢ =l F (A.90)
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On a introduit la vitesse de seuil ;1 du processus d’ionisation, qui vérifie la condition

1
3Me G = Big (A.91)

soit ac
Git = - (A.92)
La contrainte d’énergie permet de calculer I'une des vitesses émergentes, par exemple w/, en
fonction de I'autre vitesse émergente et de la vitesse incidente v, :

welz = Cie,+ee(ve7 Ué) y (A93)

Cie,+68(v7w) =4/v2 —w? — 1'2_;,_ . (A94)

En faisant entrer la contrainte d’énergie dans la distribution ge 4ce(Ve; v, W.), on obtient cette
derniere sous la forme

oy 1
Gie,+ee(Vei Ve, We) = Giy (Ve V;,W;)W(S (W, = Gie,+ee(ve, ve)] (A.95)
e

définissant la section efficace différentielle de la collision g;y(ve;vL, w.). Cette section efficace
permet de dénombrer les collisions mettant en jeu un électron incident de vitesse v, et deux
électrons émergents dont 1'un a la vitesse v/, et Pautre la direction W/, (les deux électrons émergents
sont indiscernables). Elle est de dimension L='T? car la section efficace intégrée associée, définie
par (A.104) plus loin, est de dimension L? conformément au concept de section efficace.

La symétrie de la distribution gie tee(Ve; v, W.) vis & vis des vitesses émergentes v, et w,, et

le fait que
1 1
F(S [we = Gie,+ee(ve, V)] = U_,5 [ve = Gie,ee(ve, we)] (A.96)

€ €

montrent que la section efficace correspondante vérifie la relation
’ cod Gl o el A A.97
vte-}-(VeavevWe) - weQ’L-‘r(Veaweave) ) ( . )

les vitesses v, et w, étant contraintes par ’équation (A.90).
Pour des électrons et des particules lourdes non polarisés, la section efficace d’ionisation colli-
sionnelle dépend :

1. de la vitesse v, de I’électron incident,
2. de l'une des vitesses émergentes v’,,

3. de trois angles polaires spécifiant la direction des électrons émergents par rapport a celle de
I’électron incident : angles d’inclinaison par rapport a la direction incidente v, et différence
des azimuts repérés par rapport au plan de diffusion (v, V.).

C’est a cause de 'invariance rotationnelle globale du systéme atome-électron-électron que la section
efficace ne dépend que des angles des trois directions électroniques. Les propriétés de ses intégrales
sur un ou deux de ces angles sont identiques a celles de la section efficace différentielle d’absorption
ff mentionnées dans le texte & la suite de 'équation (A.30).

La contrainte d’énergie (A.90) nécessite que les conditions ve > (4 et v, < 4/v2 — Ci2+ soient

réalisées. Les domaines de variation des vitesses v, et v, sont donc les intervalles ](;4, +oo[ et
10, \/ivs[ respectivement, la vitesse v, étant définie par

V2 2

vs = vs(ve) = % ) (A.98)

L’introduction de cette vitesse est justifiée par la remarque suivante : lorsque la vitesse v/, de I'un
des deux électrons émergents décrit U'intervalle |0, vy], celle w/, de I'autre électron décrit I'intervalle
[0, v/2v,], et vice-versa (Fig. A.3). Toutes les vitesses émergentes possibles sont donc atteintes en
faisant varier v/ non pas sur l'intervalle |0, v/2v;] tout en entier, mais soit dans I'intervalle ]0,v,],
soit dans l'intervalle [vs, v/2vs].
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o~

\

|

0 Vs V2, A

F1c. A.3 — Représentation des valeurs possibles des vitesses (v,,w?), liées par la contrainte (A.90),
symbolisée par le quart de cercle de rayon v2v, = 4/v2 — z‘2+' Toutes les vitesses émergentes

possibles sont atteintes en faisant varier v/, sur 0, vs].

A.7.2 Expression de la section efficace intégrée sur les directions émer-
gentes

Cette section efficace se déduit de la section efficace différentielle par une double intégration
angulaire sur les directions émergentes

Git(Ve; vg) = / / Git (Ve Ve, W) AV dwy, . (A.99)
4 J 4w
Elle vérifie donc, d’apres (A.97), la relation

Velit (Ve v,) = Wit (ves we) (A.100)

les vitesses v, et w, satisfaisant la contrainte d’énergie (A.83).

Cette section efficace a été calculée de fagon approchée par Oxenius et Simonneau [79] en suppo-
sant que toutes les énergies possibles des électrons émergents sont équiprobables. Cette hypothese
a le mérite de conduire a une expression simple, qui s’applique a n’importe quel type d’atome, ne
faisant intervenir que la section efficace intégrée d’ionisation collisionnelle, beaucoup plus facile a
calculer que la section efficace différentielle. Elle est néanmoins peu réaliste, notamment lorsqu’on
suppose que les particules lourdes sont stationnaires au cours de la collision. En effet, les transferts
d’impulsion entre électrons et particules lourdes sont importants lorsque les électrons émergents
ont des énergies cinétiques voisines, et faibles dans le cas contraire (c¢f. [58, p. 2402]). On ne peut
donc négliger les transferts d’impulsion qu’en supposant que les électrons émergents ont une forte
probabilité d’avoir des énergies tres différentes.

Le calcul d’Oxenius et Simonneau peut étre résumé de la facon suivante : en définissant ’énergie
cinétique d’un électron émergent E;, = £m.v/?, le coefficient g; 4 (ve; V., W.) dV.dW., est proportion-
nel & la probabilité W(E!)dE] quun électron émergent ait une énergie comprise dans l'intervalle
(El,El +dE.), la densité de probabilité W (E!) étant indépendante de E., sous I’hypothese d’équi-
probabilité des énergies émergentes. Comme dv’, oc v2dv. et dE] oc v/ dv!, il en résulte que le
produit v/ g1 (ve; vl) est constant, ¢’est-a-dire indépendant de v’. La valeur de la constante résulte
de la relation (A.105), qui montre qu’elle vaut 4¢; (ve)/(vZ — ¢2.). D’ou

4

. oy —
qi+ (1}5, ’Ue) 'Ué(vg —

5 )qi+(ve) . (A.101)
i+

Ce coefficient est bien de dimension L™1T3. Le calcul de la section efficace intégrée g; (v.) est
effectué a la section A.7.3.
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Pour nos calculs, nous n’avons pas utilisé le résultat précédent, mais une expression semi-
empirique donnée par Kim et Rudd [53] dans leur modele BEB. Leur résultat, exprimé en terme
des vitesses électroniques, est le suivant :

1 1

+
(2 +¢2)°  (w2-v2)

(A.102)

1 4 )
Qi+ (ve;v,) = Swazz‘*—— 2Qi+ ¢ ln( )
07 vl w2 +2¢? T\ G

1 N 1 2- Qi 1 N 1
(v + i2+)2 (w2 —ov2)®| WP 024+ i)

ol (4 est la vitesse de seuil définie par (Egs. A.91, A.92), et le coefficient @; vaut

Qs ~ { 0.5668 sit=1 ' (A.103)

+(2 - Qit)

1 sit>1
Cette section efficace (A.102) vérifie bien la condition (A.100). Rappelons que v, > (4 et
vl < 4\ Jv2 — i + < Ve.

Selon leur auteur, cette formule reproduit les données expérimentales avec une précision de
Pordre de 10 % pour toutes les vitesses incidentes et émergentes.

A.7.3 Calcul de la section efficace intégrée sur les vitesses émergentes

Cette section efficace, de dimension L2, est définie par

i+ (ve) :// Qie,+ee(ve5vévwé)dvledwlea (A.104)
D

le domaine d’intégration D étant délimité par la contrainte d’énergie v/? + w2 = v? — Ci2+. En

utilisant la relation (A.100), on obtient

(Ue) 1 \fva(ve)
it (ve) = / Gt (ve; V)V dvy, = 5/ Qi+ (ve; V)V AV . (A.105)
0 0

Le calcul le plus simple traite ’ionisation comme une collision binaire entre 1’électron incident
et I’électron 1ié de 'atome, en ignorant la présence du noyau. On obtient la formule de Thomson

2 2
Gy (00) = Y(ve — Goy) dmad 15 ( +> . (A.106)
ve Ue

Les données expérimentales relatives & ’état fondamental (i = 1) montrent que cette formule
surestime la section efficace d’un facteur 5 pres du seuil d’ionisation, et qu’elle la sous estime des que
E > 3E714[82, p. T1]. Elle ne peut donc étre utilisée que pour des calculs d’ordre de grandeur. On
notera cependant qu elle a un comportement proche du comportement correct aux faibles énergies
incidentes F = fmgv , ou la condition E' ~ E14 entraine au premier ordre ¢4 (E) < E—E;4, alors
que la relation précise de Wannier prévoit ¢14(E) «x (F — E14)™ avec m ~ 1.127 pour I’hydrogene
[20]. Aux hautes énergies, la formule de Thomson indique un comportement ¢;4(E) x 1/E, alors
que le comportement correct prédit par la Mécanique Quantique est g1 (E) < In E/E.

Pour des calculs nécessitant des valeurs précises de la section efficace intégrée, il faut introduire
un facteur correctif dans la formule de Thomson [82, 4] ou utiliser une représentation analytique
contenant des parametres ajustés a des données expérimentales ou théoriques.

Nous avons suivi cette derniere voie en utilisant la représentation analytique déduite par Kim
et Rudd [53] de 'intégration de leur section efficace (A.102). Le résultat est :

2 ) 4
I O e ex {Q (m)ll‘(%:” (A.107)

G\ Ve 2
a2 () 2]}

Cette formule a le bon comportement, mentionné plus haut, au seuil d’ionisation et aux grandes
énergies. De plus elle est précise au voisinage du pic de la section efficace, contrairement a 1’ap-
proximation de Born. Sa précision par rapport aux données expérimentales est estimée & 10% pour
toutes les vitesses électroniques incidentes.
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A.7.4 Section efficace de recombinaison a trois corps

La distribution g4ee je(VL, W,; V) décrivant la recombinaison & trois corps (+,v) + (e, v.) +
(e,w.) — (i,v) + (e, ve) vérifie la relation de réciprocité [78]

’Uéw;q—i-ee,ie (V/e, W(/g; Ve) = Fiveqie,+ee (Ve§ V/e, W(/s,) ) (A108)

ou I'; est donné par (C.4) et les vitesses électroniques satisfont la contrainte d’énergie (A.90).

En remplagant ;e +ee(Ve; VL, W.) par son expression (A.95) et en utilisant la relation (A.97),
on obtient les relations suivantes entre la distribution de recombinaison a trois corps et la section
efficace différentielle g;4 (ve; v,, W) calculée précédemment :

Ve

G+ee,ie (V/ea W/e; Ve) = FiQi+ (Ve; V/ea VAVé) v w3 0 [’LUle - Cie,+ee ('Uea Ué)] y (Alog)

(& €

Ve

Greejic(Ves Wei Ve) = Digin (Ve ve, Wi) V3w 8 [ve = Gie,ree(ve,wl)] - (A.110)
e e



Annexe B

Le modele BGK pour les collisions
élastiques

B.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 3, traitant de ’équation cinétique des électrons stationnaire, toute la
complexité des termes de 'ECE décrivant les collisions élastiques des électrons avec eux-mémes ou
les autres particules de I’atmosphere. Dans cette annexe, nous justifions la validité de I'utilisation
d’un modele BGK pour décrire ces collisions. Les équations cinétiques des particules matérielles
étant locales en la position r, nous ne préciserons pas la dépendance spatiale dans ce chapitre.

La premiere tentative sérieuse de formulation d’un modele simple de collision élastique date
de 1954 [6, 115]. Ce modele BGK devait permettre de simplifier le terme de collision de Boltz-
mann, beaucoup trop compliqué pour les calculs analytiques ou numériques. L’idée a la base de
sa construction est de ne retenir comme critere de validité du modele que les qualités propres a
la forme de Boltzmann, originalement pour un gaz monoatomique. Pour une mixture de gaz a N
especes, chaque espece 1 < i < N étant décrite par la fdv f;, ces propriétés sont décrites ci-dessous
[78, 27, 62].

1. La fdv f;, distribution statistique positive, reste positive en évoluant dans le temps.

2. La densité de masse de chaque espéce p; (donc la densité totale p aussi), la quantité de
mouvement totale g et 1’énergie cinétique totale e sont instantanément conservées (leur va-
riation dans le temps est nulle). On les appelle invariants collisionnels, et ils ont été definis
au chapitre 1 (Egs. 1.4, 1.5).

3. Chaque fdv f; évolue irréversiblement dans le temps de la fdv vers une maxwellienne de
vitesse moyenne u et température T' unique (les quantités conservées). Ce résultat provient
du théoreme H de Boltzmann, qui prend la forme :

Zn,;/lnf,;(v) Zzij(v) dv <0, (B.1)

ol 3;;(v) est le terme de collisions élastiques i+ j = i+ j de I’équation cinétique de I'espece
i, et la somme sur 4 et j porte sur toutes les types présents. L’inégalité (B.1) devient une
égalité si et seulement si chaque fdv atteint 'équilibre f;(v) = fM[u, T](v), ot u et T sont la
vitesse massique moyenne du gaz et la température moyenne du gaz respectivement (Eq. 1.5).
Dans ce cas, non seulement le terme de collisions élastiques de chaque équation cinétique est
nul : Vi, 37, %;;(v) = 0, mais chaque terme de collision est nul : V(i, ), ¥;;(v) = 0.

D’autres criteres de validité peuvent étre retenus, comme l'exigence que ce modele redonne le
comportement bien connu de certains moments de la fdv dans les équations hydrodynamiques du
transport. On peut aussi avoir des exigences sur la relaxation vers 1’équilibre de la fdv, plutot que
de ses moments, comme la relaxation en un temps donné, etc.

La signification physique intuitive de la forme BGK renvoie a I'idée de temps de relaxation,
A savoir que f.(v,t) relaxe vers sa distribution d’équilibre, dans ce cas fM[u, T](v), en un temps
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inverse de la fréquence de collision v.(v). Nous montrons dans les sections suivantes la validité du
modele BGK suivant :

Se(v,t) = SFK (v t) = —ve(v) [fe(v, 1) = fM [0, T](v)] (B.2)

ou la fréquence de collisision v.(v) sera calculée pour notre probléeme d’atmosphere stellaire dans
laquelle les fdv sont isotropes en la vitesse, de vitesse moyenne nulle et de température identique.
Alors :

Ve(v) = Z Vei(V) (B.3)

ol ve;(v) est la fréquence de collision e +i = e + ¢, et sera calculée dans la section B.4 par
comparaison avec les termes de collisions non modélisés.

Nous explicitons dans ce chapitre les différentes approches qui ont été utilisées pour déterminer
la forme du modele BGK depuis 1954 (section B.2). Ces travaux n’ont pas rééllement traité le
probleme que nous nous posons dans ce mémoire, a savoir une mixture de gaz a fréquences de
collision dépendant de la vitesse, mais permettent de se familiariser avec les différents aspects du
modele BGK. Nous étudions & la section B.3 la validité du modele BGK pour notre probleme :
nous vérifierons que le modele BGK satisfait les 3 propriétés énoncées ci-dessus, puis nous menons
une étude détaillée sur Pexpression de la fréquence de collision v.(v) adaptée & notre probleme
(section B.4).

B.2 Les différentes approches

Le modele BGK a été formulé a ’origine dans le cas d’un gaz a une seule espece, c’est-a-dire que
les atomes du gaz ne subissent que des collisions élastiques avec eux-mémes [6, 115]. Les fondations
de ce modele et les développements qui en découlent ont tres longtemps été basés sur un temps
de relaxation identique pour toutes les vitesses, ce qui n’est rigoureusement vrai que pour des
molécules maxwelliennes, c’est-a-dire interagissant avec une loi de force centrale en 1/r°. C’est un
cas particulier parmi tous les potentiels d’interaction possibles, car c’est le seul permettant une
réponse analytique complete au probleme. Le traitement par le modele BGK d’une fréquence de
collision dépendant de la vitesse, bien que possible, est compliqué. Dans le cas général, le modele
BGK est écrit sous la forme :

EBGK(V,t) = —v(v) [f(v,t) - fo(v,t)] , (B.4)

ot fO(v,t) est une distribution, maxwellienne ou non, déterminée par les propriétés que 'on veut
faire respecter au modele BGK (stricte conservation des invariants collisionnels malgré une fré-
quence de collision v(v) dépendant de la vitesse, utilisation dans les équations de transport plutot
que dans les équations cinétiques, etc.).

A partir de ce modele BGK, de cette idée intuitive de relaxation vers 1’équilibre, il fallait
comparer les grandeurs et les comportements issus du modele & ceux issus du terme de Boltzmann,
pour définir le domaine de validité du modele, ce que nous appelons ’approche mathématique
du modele, puis continuer le travail intuitif de départ pour étendre le modele & un gaz contenant
plusieurs especes de particules et des temps de relaxation non constants, ce que nous appelons
I’approche phénoménologique du modele.

B.2.1 L’approche mathématique

Dans le cas le plus courant ot f%(v,t) est une maxwellienne de vitesse moyenne et température
a déterminer, I'expression (B.4) est fortement non linéaire en la fdv, beaucoup plus que le terme
de Boltzmann, parce que f°(v,t) est une exponentielle des moments de f(v,t). On peut alors se
demander en quoi ce modele est utile :
— sous sa forme non linéaire, on comprend bien ce qu’il se passe physiquement lors de 1’évolution
dans le temps,
— pour la résolution analytique, la forme des solutions peut étre simplifiée,
— pour la résolution numérique, sa forme se préte bien aux méthodes d’itération ou de discré-
tisation dans l’espace des phases, entralnant un gain appréciable en temps de calcul,
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— il simplifie énormément la forme des équations de transport, si on cherche & traiter le probleme
hydrodynamique plutot que le probleme cinétique,

— sous sa forme linéaire, il est plus simple que le terme de Boltzmann linéarisé, avantage certain
pour la résolution analytique ou numérique du probleme.

Le moyen le plus simple d’obtenir des informations sur le terme de Boltzmann est de le simplifier
par le développement de la fdv en série d’un petit parametre. Pour un gaz de grande densité, c’est
le développement de Chapman-Enskog qui meéne, en exprimant les équations de transport des
moments a partir des équations cinétiques, aux équations d’Euler et de Navier-Stockes du fluide.
Ces équations sont bien vérifiées expérimentalement et le modele BGK devrait permettre de les
retrouver asymptotiquement. L’autre limite est le régime moléculaire, ou la densité est tellement
faible qu’on développe la fdv en série de I'inverse du libre parcours moyen. Le modele BGK devrait
lui aussi redonner les bonnes équations. Cette comparaison a été faite et on retrouve bien les bonnes
équations, méme si dans le cas du régime de fluide, le modele BGK fournit un mauvais nombre de
Prandtl et ne permet pas de mettre en évidence le phénomene de thermo-diffusion. Cela montre
les limites du modeéle. Malgré cela, son bon comportement asymptotique joue en sa faveur. Pour le
régime intermédiaire, celui qui nous intéresse, on linéarise la fdv au premier ordre : f = fO(1 + h)
ot h < 1 pour toutes les vitesses. Selon Cercignani [27], h n’est pas obligé d’étre négligeable pour
toutes les vitesses, il suffit que son intégrale sur les vitesses pondérée par f° soit négligeable par
rapport & lintégrale de f°, qui est la distribution & 1’équilibre, c’est-a-dire la maxwellienne. La
comparaison du terme de source de Boltzmann linéarisé et du terme BGK linéarisé devrait non
seulement permettre de déterminer tous les parametres libres du modele, comme sa fréquence de
collision, mais aussi délimiter son domaine de validité. On peut utiliser deux approches & partir
de cette linéarisation : I'approche du spectre de l'opérateur de collision [44], et la méthode de
I’équivalence des moments [67].

Nous détaillons la premiere approche, car elle a été utilisée en premier par les auteurs du modele
BGK. La deuxiéme est plus puissante et plus simple, et nous en parlerons brievement parce que
pour notre modele, elle conduit aux mémes conclusions que la premiere. Nous décrirons dans une
troisieme partie la zoologie des autres méthodes qui ont été développées.

B.2.1.1 L’approche du spectre de 'opérateur de collision

L’équation de Boltzmann (Egs. 3.1, 3.11) pour la collision d’un type de particule avec lui-méme :
v +w = v’ + w/, linéarisée et appliquée & h, a la forme :
2 h(v) = L)) (B5)
—_— V)= Vv .
Dt ’
ou D/Dt est la dérivée totale par rapport au temps, incluant le terme de force, et L[h] est un
opérateur agissant sur la fonction A :

Lh)(v) =27 /[h(v') + h(w') — h(v) — h(w)] fo(w)ga(g, 0) sin 0 dfdw , (B.6)

ou o est la section efficace différentielle de collision élastique entre des particules du méme type et
g=|v—w|=|v'—w|. Cest une écriture formelle.

Pour tout potentiel d’interaction central, 'opérateur de collision linéaire L peut se mettre sous
la forme d’un noyau intégral K et d’un terme de source S [29, 27] :

L[h)(v) = =S(v)h(v) — /K(v,w)h(w)dw . (B.7)

Pour aller plus loin, il est d’usage de développer h(v) sur une base de polynémes, chaque coeffi-
cient de ce développement étant déterminé par les moments de la fdv. Le probleme de ce traitement
est qu’en pratique on ne peut garder qu'un nombre limité de polynomes dans le développement. Il
faut donc bien choisir sa base en fonction du probléme physique que 'on a & traiter.

Une base tres pratique est donnée par I’étude des valeurs et fonctions propres de I'opérateur
de collision L, i.e. par la connaissance de son spectre. Si I’ensemble des fonctions propres de cet
opérateur forme une base pour 'espace des fdv qui nous intéressent, on peut développer h(v) sur
cette base. Le moment de chaque fonction propre va relaxer vers le moment a 1’équilibre selon
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une exponentielle décroissante dont le temps caractéristique sera simplement I'inverse de la valeur
propre associée a la fonction propre.

Pour mieux comprendre cette propriété, nous ’établirons sur un exemple idéalisé. Supposons
que le spectre de L soit discret, de valeurs propres \; et de fonctions propres associées ¥; ne
dépendant que de la vitesse v, telles que I'ensemble de ces fonctions propres {¥;} forme une base
de l'espace des fdv. Le développement de h sur cette base peut s’écrire :

h(v,t) =Y ai(t)Ti(v), (B.8)

%

et (B.5) s’écrit, si on ne garde que la dérivée partielle par rapport au temps pour simplifier le
membre de gauche,

—h (v,t) Z Xia; (1) T;(v) . (B.9)
Ces deux équations entrainent

Zaz M (v) . (B.10)

Pour la forme (B.7) de L, c’est & dire pour toutes les lois de force centrales, les valeurs propres
sont négatives ou nulle. Les coefficients du développement liés a une valeur propre strictement
négative décroissent de fagon exponentielle dans le temps :

ai(t) = a;(0)eit | (B.11)

et ceux liés a une valeur propre nulle n’évoluent pas dans le temps. Ce sont les invariants collisionnels
que sont la densité, la vitesse moyenne et la température cinétique (ou pression isotrope). Si la
base {¥,;} est constituée des moments habituels de la fdv (tenseur de pression anisotrope, flux de
chaleur, etc.), la connaissance des valeurs propres permet directement de savoir comment relaxent
ces moments vers 1’équilibre.

Cette étude du spectre de l'opérateur de collision est compliquée en général, sauf pour des
molécules maxwelliennes. Dans ce dernier cas, il est entierement et analytiquement connu. Les
fonctions propres, notés U,,;,,(v) ont la forme :

\Ilnlm(v) = Rnl(v) Ylm(97 90) ’ (B.12)

ot Ry (v), uniquement radial et d’ordre (2n + 1) en v, correspond & un polynéme de Laguerre-
Sonine, et Y;*(0,¢) est 'harmonique sphérique habituelle avec —I < m < [, d’arguments les
angles spécifiant I'orientation de v en coordonnées sphériques. Les valeurs propres, notées \,,; ne
dépendent que des deux premiers indices n et [, c’est-a-dire qu’elles sont (21 + 1) fois dégénérées
puisqu’a chaque valeur de [ sont associées (2! + 1) harmoniques sphériques en m. De plus, ces
valeurs propres sont toutes discretes, négatives ou nulles. Elles ne sont nulles que pour les trois
valeurs d’indice {00,01,10}. Cela fait donc cing vecteurs propres conservés, qui correspondent
naturellement & la masse, la vitesse moyenne (vecteur) et la température.

Comme ces polyndomes forment une base de 1'espace des fdv et que I'opérateur de collision est
linéaire, on peut écrire, en insérant une relation de fermeture entre L et h [27] :

W= Lt (Vi B) =Y At Wi (Vi h) (B.13)

nlm nlm

ol (,) est le produit scalaire sur I’espace de Hilbert des fonctions de R? dans R :

— / fo(¥)g(¥)h(v) dv . (B.14)

Pour obtenir un modele de collision quelconque (pas forcément BGK), il suffit de tronquer le
développement (B.13) : on garde les polyndmes (i.e. les moments) qui nous intéressent pour décrire
correctement les phénomenes physiques étudiés dans notre probleme, et on associe aux autres
polynémes une valeur propre unique négative —vy (vy > 0), considérée comme un parametre
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libre. Les polynomes que I'on garde ont des indices appartenant a un ensemble N. Cela donne un
opérateur de collision modélisé Ly :

LN[h] = Z /\nl\Ilnlm(\IInlmyh) —UN Z \Pnlm(\Pnlmah> ) (B15)
nlmeN nlm¢gN
ou encore
Lyl = " O+ v8) Vi (Ynim, h) — vih (B.16)
nlmeN

puisque h = > Woim (Yiim, h). Pour N = {000,01(—1),010,011,100}, on trouve le modele
BGK linéarisé, sa fréquence de collision étant égale a v. Malheureusement, v est un parametre
libre, qu’on peut certes choisir égal a une valeur propre quelconque, permettant ainsi au modele
BGK de bien décrire I’évolution du moment lui correspondant. Ainsi les auteurs du modele avaient
choisi Ay = A2 de fagon a ce que le modele décrive bien le moment d’ordre 2 qu’est le tenseur
de pression anisotrope, mais il ne décrit pas bien le moment d’ordre 3 décrivant le flux de chaleur.
C’est pour cela qu’on trouve un mauvais nombre de Prandtl. On aurait pu choisir une valeur
completement différente, ce parametre n’est soumis a aucune contrainte directe. On voit que ce
modele BGK fait le minimum : il se contente, sous sa forme linéarisée, de conserver les quantités
invariantes et de faire relaxer les moments de la fdv de la méme facon.

Par la suite, les efforts se sont portés sur I’extension de ces résultats au cas d’un gaz a plu-
sieurs especes, toujours avec cette approche du spectre de I'opérateur de collision linéaire pour des
molécules maxwelliennes, puis & d’autres potentiels d’interaction [45, 106, 38, 15]. Pour d’autres
potentiels que celui de Maxwell, les calculs sont plus compliqués parce qu’on ne connait pas exac-
tement le spectre de 'opérateur. De plus, il n’est pas si facile que cela de remonter au terme non
linéaire qui nous intéresse.

Le probleme avec les opérateurs de collision associés a des interactions non maxwelliennes,
c’est que leur spectre possede une composante continue. I peut alors se mettre sous la forme
L =K —v(v)L, oulest le tenseur diagonal unitaire, et 'opérateur modélisé s’écrit alors :

Ly[R)(v) = v(v) D ¢i(v)((V)gish) = v(V)h(v) . (B.17)
iEN

Lorsque N représente le modele BGK, les fonctions propres ¢; sont les invariants collisionnels,
notés ¥;, avec la normalisation (U;, v(v)¥;) = §;;. L’équation (B.17) est la forme linéaire du terme
de source (B.2), mais la densité, la vitesse moyenne et la température de la maxwellienne ® sont
maintenant des grandeurs fictives, car la condition de conservation des cinq invariants collisionnels
W, s’écrit :

/V(V)\I/i(v)fb(v) dv = /V(V)\Ili(v)f(v) dv . (B.18)

On voit bien que lorsque v est une constante, les parametres de la maxwellienne sont bien les
parametres physiques attachés a f, qui ne varient pas dans le temps. Dans un probléme numé-
rique général d’évolution temporelle, ces 5 parametres fictifs doivent étre recalculés a chaque étape
d’évolution de f. De plus, on ne connait pas a priori v(v), parce que cette fréquence n’est plus
I'inverse du temps de relaxation, qu’on sait assez bien calculer. Elle pourrait étre approchée pour
certains cas particuliers.

B.2.1.2 La méthode de I’équivalence des moments

Cette méthode utilise aussi la linéarisation du terme de collisions de Boltzmann f ~ f0(1+h),
et 'approximation tronquée de opérateur de collision L"), Dans le cas général, L) est différent
de Ly, voila pourquoi il est noté différemment.

LMR)(v,) =D Ai(6)Ti(v) = vh(v,1) . (B.19)

i<N

Ici, U'entier N limite les valeurs de I'indice ¢ décrivant les fonctions de la base ¥;. Ces fonctions
peuvent étre les fonctions propres de 'opérateur de collision pour les particules soumises & une
interaction de maxwell, comme des polynémes plus simples. Le but de cette méthode est de trouver
une expression pour les A; qui permette au modele de bien décrire ’évolution de tous les moments
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de f ayant un ordre en v inférieur ou égal a N. Dans la littérature, I'ordre le plus élevé pour
écrire les équations de transport du gaz est 'ordre 3. Cette méthode va permettre de construire
des modeles bien plus compliqués que celui de BGK. 7y est une constante en la vitesse.

Pour connaitre A;, il suffit de comparer le moment de I'opérateur de collision modélisé L)
qui lui correspond, défini par

(AT = / T;(v) O (v) LB (v) dv . (B.20)

Ce moment doit coincider avec celui calculé a partir du terme de Boltzmann entier, linéarisé et
approché en tronquant & 'ordre N le développement de h sur la base {¥;} :

h(v,t) =3 a;(t)¥;(v) (B.21)

i<N

ou les coefficients a; sont fortement liés aux moments de h.

L’astuce est que les moments calculés par cette derniere méthode supportent n’importe quelle
forme d’interaction [19], mais le fait d’avoir construit un modele de 'opérateur de collision avec
constant est douteux pour les interactions qui ont des temps de relaxation clairement dépendant
de la vitesse. De plus la méthode de ’équivalence des moments ne permet pas de déterminer v, qui
reste un parametre libre qu’on peut bien siur choisir afin de bien décrire un moment de plus qu’en
choisissant une valeur non propre.

Cette méthode est aussi généralisable aux mélanges gazeux. Elle est physiquement équivalente
a la méthode du spectre de 'opérateur de collision, mais beaucoup plus simple a mettre en oeuvre.
Elle peut aussi modéliser les collisions inélastiques binaires, comme ’excitation collisionnelle, mais
pas l'ionisation collisionnelle qui nous intéresse dans notre modele atomique.

Pour résumer, les conclusions des deux méthodes décrites plus haut ne s’appliquent qu’au
modele BGK linéarisé. Elles ne permettent pas de déterminer la fréquence de collision cherchée,
mais indiquent seulement les conséquences du choix fait sur la description physique du systeme.

Ce qui nous intéresse, c’est 'utilisation du modele BGK non linéarisé, qui s’interprete physique-
ment autrement que son approximation linéaire, donnée par les méthodes étudiées jusqu’a présent.
Des essais, que nous allons détailler a présent, ont été faits pour retrouver le modele BGK non
linéaire & partir du terme de Boltzmann non linéaire, a I'aide d’approximations sur la forme de la
fdv et sur la dynamique des collisions.

B.2.1.3 Les autres méthodes

La premiere tentative, a notre connaissance, part de la constatation qu’apres une collision
élastique, une espece de particule est plus pres de ’équilibre qu’avant la collision [62]. On suppose
qu’il atteint en fait 1’équilibre. Comme toutes les particules de ce type ne collisionnent pas en
méme temps, il faut plusieurs collisions pour que l’ensemble des particules de ce type atteigne
I’équilibre statistique, ce qui définit heureusement un temps de relaxation bien plus grand que
le temps moyen entre deux collisions. En partant du terme de Boltzmann (3.11) et en notant
dp = 27gq;e(g, 0) sin 0 dddv; pour simplifier Pécriture, on écrit

[roneides [ 2o eau= [ 2 vo i w)da, (B.22)
puisque fM est la distribution maxwellienne & 1’équilibre,
JUM DR ) = £ v ) du =0, (8.23)

Comme les moments invariants de f sont les mémes que ceux de fM il suffit d’écrire que tous
les moments de f peuvent, avec une bonne approximation, étre calculés & 'aide de fM, i.e.

[ waun [ 1w d. (B.24)
On obtient finalement un terme de source X.(r,v,t) qui a la forme du modele BGK :

Ye(ve) = —v(ve)[fe(ve) — feM(Ueﬂ ) (B.25)
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avec v, = |v,| et

v(ve) = 27r/0 /fZ-M(vi)|Ve — Vilgie(|Ve — vi|,0) sin 0 dfdv; . (B.26)

On peut faire un rapprochement intuitif entre (B.25) et (3.11), par le facteur multiplicateur
(B.26) de f.(ve), qui a la dimension d’une fréquence. Le terme de source (B.25) ne respecte clai-
rement pas la loi de conservation des invariants collisionnels. De plus, cette vision de 1’équilibre
atteint immédiatement apres une collision fait intervenir le concept de persistance des vitesses
[29, 13] : plus la particule test est déviée lors d’un choce, plus vite elle perd le souvenir de sa trajec-
toire antérieure, et plus vite la distribution statistique associée a son espece s’équilibre en direction
(isotropisation) et en énergie (mazwellisation). Ainsi pour des chocs violents ol la persistance des
vitesses est faible, comme la collision du type sphére dure d’une particule légere sur une lourde,
la forme (B.25) pourrait étre valable. Par contre, elle ne convient pas aux déviations faibles entre
particules chargées.

La deuxiéme tentative [32, 11], semble plus acceptable, mais elle ne décrit que les collisions
des particules légeres que sont les électrons sur les particules neutres lourdes que sont les atomes :
Ve + vy — v, + V. On suppose que le gaz, dont les processus d’interaction sont dominés par les
collisions élastiques, est si peu ionisé que les électrons et les ions ne collisionnent qu’avec les atomes
neutres, et que les atomes ne collisionnent qu’avec eux-mémes, tres souvent grace a leur densité
élevée, de fagon a étre équilibrés. C’est le gaz de Lorentz. De plus, on suppose que la persistance
des vitesses pour les électrons est nulle, c’est-a-dire que les électrons n’échangent pas d’énergie
avec les atomes, ils n’échangent que de la quantité de mouvement, ce qui fait dévier fortement les
électrons lors d’une collision, mais ne change pas 1’énergie cinétique des atomes a cause de leur
masse tres importante vis-a-vis de celle des électrons. De plus, on suppose que les électrons sont
beaucoup plus rapides que les atomes. Alors vy ~ v/ et |ve| = |v.| &~ ¢g dans le terme de source
(3.11) des électrons qui devient, avec v, = |v,| :

Yera(Ve) =npg v, /[fe(v;) — fe(ve)lame(ve, 0) dVL . (B.27)

Ensuite, on développe f. sur une base de fonctions sphériques, dont le premier terme est la
partie isotrope de la fdv fe(ve,t) = (1/47) [ fe(Ve,t) dVe, et les autres décrivent anisotropie, a
divers degrés, de la distribution. En se limitant & la premiére anisotropie, ’équation (B.27) se met
sous une forme BGK :

EeLH(Ve) = _VeH(Ue)[fe(Ve) - fe(ve)] 5 (B28)

Vet (Ve) = 2mnpg ve/ qHe(Ve,0)(1 — cos0) sin 6 d . (B.29)
0

Ce terme décrit la relaxation de la premiére anisotropie vers une distribution isotrope. Pour tenir
compte de toutes les anisotropies, ou plus d’une en tout cas, on peut prendre une fréquence de
collision moyenne. Elles sont & peu pres toutes du méme ordre de grandeur, et ont toutes exactement
le méme comportement vis-a-vis de la vitesse, alors on peut se contenter de cette expression pour
décrire la relaxation de f(ve,t) vers sa forme isotrope fe(ve,?). Cela semble une méthode fiable,
sur laquelle nous reviendrons plus loin.

Des tentatives ont été faites pour construire d’autres modeles, qui ne soient pas du type BGK,
par exemple un modele non linéaire, inspiré du modele BGK mais de forme plus compliquée que
celle évoquée jusque ici, ayant pour but de mieux décrire ’évolution des moments de la fdv [57],
ou encore un modele de type Fokker-Planck, s’appuyant sur le fait que le modele BGK semble
beaucoup moins précis lorsque la persistance des vitesses est forte, ou lorsque les dérivées par
rapport a la vitesse de la fdv sont importantes [43].

B.2.2 L’approche phénoménologique

Les travaux réalisés dans cet esprit ont conduit a étendre le modele BGK a un gaz constitué
de N types de particules, pour des fréquences de collision constantes [6, 45, 71, 47, 42]. La forme
intuitive ainsi choisie fut validée par 'approche mathématique. Ce modele est caractérisé par
plusieurs parametres, pour lesquels il faut trouver des expressions, ou tout du moins des relations
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de passage de I'un a l'autre. Certaines relations doivent traduire la conservation des invariants
collisionnels, et certaines symétries du terme de source de Boltzmann. Cela ne suffit pas en général
pour connaitre tous les parametres. On a donc besoin de comparer certains résultats aux résultats
que ’on obtiendrait avec le terme de Boltzmann complet. Les résultats ainsi obtenus s’appuient sur
I'interaction de Maxwell, et peuvent, dans certaines conditions, étre étendus & d’autres potentiels.
Le terme de source local de I'espece i s’écrit :

N
Si(v) = —ni Y _vylfi(v) = fiy(v)] (B.30)
j=1
3/2 2
- m; —mi(v — uij)
() = (2wknj> P { KT, ] (B.31)

1:/fi(v) dv (B.32)

w; =uy; = /vfi(v) dv (B.33)
T, =Ty = ZL—k / (v —u)? fi(v) dv (B.34)

La détermination des autres parametres s’appuie sur la conservation, lors de la collision i+ j =
1+ 7, de la quantité de mouvement totale et de I’énergie cinétique totale. Les collisions étant toutes
binaires, les raisonnements suivants s’appliquent & tous les couples {i,j} possibles parmi les N
types présents, comme si le gaz n’avait que deux types de particules différents. La conservation de
la quantité de mouvement totale permet d’avoir une relation entre u;;, uj;, u;, uj, v;; et v;;. La
conservation de I'énergie cinétique totale permet d’obtenir une relation entre T5;, Tj;, T3, T}, u;, uj,
vi; et vj;. Pour aller plus loin, il faut comparer ce modele a certaines propriétés obtenues & partir
du terme de source de Boltzmann. On utilise alors le potentiel d’interaction de Maxwell, mais ce
résultat peut s’étendre a tous les potentiels & force centrale si on remplace, dans les intégrales du
terme de Boltzmann, les fdv par leur maxwellienne d’équilibre. Dans certains cas, cette hypothese
est tout a fait valable. Alors on compare I'expression de la relaxation des vitesses moyennes 'une
vers l'autre d(u; — u;)/0t avec celle donnée par le terme de Boltzmann. On fait de méme pour
la relaxation des températures 1'une vers l'autre 9(T; — Tj)/0t. Cela permet de pouvoir exprimer
séparément tous les moments miztes en fonction des moments pour chaque espece, et des fréquences
de collision mixtes. Cela donne de plus une relation entre v;; et v;;. Malgré cela, on voit que les
fréquences de collision sont toujours des parametres libres. Il faut essayer de les déterminer en
tenant compte de la physique du systeme. On sait par exemple que la relaxation des distributions
dans un gaz a deux especes dont 'une est beaucoup plus lourde que ’autre, se passe en trois phases
[40] :

— Despece la plus légere i relaxe d’abord vers une maxwellienne caractérisée par (u;,T;),

— D’espece la plus lourde j relaxe ensuite vers une maxwellienne caractérisée par (u;,T;),

— les vitesses moyennes et les températures relaxent 1'une vers 'autre.

Les temps caractéristiques de ces phases sont :

My (B.35)

m; m;
ce qui permet d’obtenir des relations entre les quatre fréquences de collision v;;. D’autres arguments,
développés plus loin, permettent de trouver ces fréquences de collision. Grace a cela, tous les
parametres du modele BGK pour les mélanges gazeux seront déterminés.

Les méthodes décrites jusqu’ici ne sont valables que pour des fréquences de collision constantes.
Dans ce cas, la fdv des électrons évolue dans le temps vers la distribution maxwellienne des vitesses
définie dans le modele, dont les parametres sont la densité, la vitesse moyenne et 1’énergie cinétique
moyenne des électrons, quantités invariantes lors de collisions élastiques. Dans ces conditions, si on
connait le temps de relaxation d’une fdv quelconque donnée vers la maxwellienne d’équilibre, la
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fréquence de collision du modele BGK est simplement I'inverse du temps de relaxation. Pour les
interactions coulombiennes, la fréquence de collision dépend a priori de la vitesse. Dans un probleme
d’évolution dans le temps, si on veut que le modele BGK conserve les invariants collisionnels, alors
les parametres de la maxwellienne définie dans le modele ne correspondent plus a la densité, la
vitesse moyenne et I’énergie cinétique moyenne des électrons. Ce sont des parametres fictifs, qu’il est
nécessaire de recalculer a chaque itéré dans le temps. Le calcul des temps de relaxation s’appuie sur
la résolution du probleme d’évolution temporelle sous le seul effet des collisions élastiques décrites
par un terme de FPL. Bien que le calcul des temps de relaxation dépendants de la vitesse se
trouve couramment dans les livres de physique des plasmas, on ne peut plus écrire que la fréquence
de collision du modele soit 'inverse du temps de relaxation. Il nous semble possible de trouver
une expression de la fréquence de collision en fonction du temps de relaxation, bien que ce soit
nettement plus compliqué dans ces conditions. Cette fréquence doit étre recalculée a chaque itéré
dans le temps, et tous les parametres du modele BGK sont alors déterminés.

Seulement nous résolvons un probleme stationnaire. Dans ce cas, la maxwellienne du modele
BGK ne peut qu’étre la maxwellienne d’équilibre. Imaginons le premier itéré si ce n’est pas le
cas : la fdv devient une maxwellienne fictive, qui va permettre de calculer les parametres de la
maxwellienne du modele BGK pour l'itéré suivant. Ce calcul ne change pas la distribution, et on
a déja atteint la fdv d’équilibre au bout du premier itéré, ce qui montre que la maxwellienne du
modele BGK pour le premier itéré ne peut étre que la maxwellienne d’équilibre. Sachant cela, on
ne peut toujours pas écrire que la fréquence de collision du modele est I'inverse du temps de relaxa-
tion, parce qu’il n’existe pas de temps de relaxation dans un probleme stationnaire. Le seul lien
apparent entre le probleme d’évolution temporelle et le probleme stationnaire est la ressemblance
mathématique des termes de collision élastique : le terme de Fokker-Planck est le méme dans les
deux problemes. Seulement le modele BGK n’est pas le méme d’un probléeme a 'autre puisque
la maxwellienne définie dans ce modele n’est pas la méme si on résout un probléme d’évolution
temporelle ou un probleme stationnaire. Il existe sans doute d’autres liens qui permettraient d’ex-
primer la fréquence de collision du modele BGK dans le probleme stationnaire & partir du temps de
relaxation dans ce probleme d’évolution temporelle. En d’autres termes, la fréquence de collision
du modele BGK dans un probleme stationnaire se comprend plus comme une force, qui permet de
comparer I'importance d’un terme de collision par rapport a un autre, un terme de source décrivant
les collisions inélastiques par exemple.

Nous avons fait une étude numérique, détaillée a la section B.3, qui permet de réconcilier
I’approche stationnaire et 'approche d’évolution dans le temps, avec une tres bonne approximation,
ce qui détermine la fréquence de collision.

B.2.3 Conclusion

Dans un traitement des collisions élastiques par un modele BGK, nous avons vu que la forme
usuelle du modele BGK est caractérisée par la maxwellienne d’équilibre. La relaxation vers ’équi-
libre se passe en deux étapes qualitativement : une relaxation d’une distribution initiale anisotrope
vers sa composante isotrope, et une relaxation de cette distribution isotrope vers la maxwellienne.
On aimerait pouvoir affiner le modele BGK en écrivant pour le terme de source ;;(v), d’apres
des notes appartenant a J. Oxenius :

5ii(v) = v CWfi(v) = fi(v)] = v X () [fi(v) = fiy(0)] (B.36)

ott f;(v) est la partie isotrope de fi(v), v{7°

i est la fréquence de collision décrivant l'isotropisation
de la fdv, et ufy AX st la fréquence de collision décrivant la mazwellisation de la fdv isotrope. On a
vu les problemes posés par des fréquences non constantes. Malgré cela, cette forme semble a priori
valable dans les deux cas extrémes : celui de fréquences de collision tres différentes (collisions
électrons-atomes) et celui de fréquences de collision égales (collisions entre particules chargées).
N’oublions pas que ce raisonnement est approché. Ce qui nous intéresse est le bon ordre de grandeur

et ’évolution qualitative en la vitesse des grandeurs.

Nous résumons les conclusions des études menées sur ce modele, et décrites la plupart dans
cette section B.2 :

— la premiére étude [6, 44] consistait en la comparaison de la forme de Boltzmann et de la forme

BGK, pour un potentiel d’interaction particulier : I'interaction maxwellienne, qui résulte en
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un modele BGK a fréquence de relaxation constante. Pour cela, les auteurs ont linéarisé ces
deux formes (Boltzmann et BGK). Les auteurs montraient alors que les deux premiers criteres
étaient remplis, le modele BGK étant valable pour le probleme temporel du transport si on
étudiait I’évolution du moment correspondant a la valeur de la fréquence de collision choisie
(spectre de 'opérateur de collision). La relaxation de ce moment vers I’équilibre serait alors
bien décrite, mais les autres moments, qui relaxent avec une fréquence qui leur est propre,
seraient forcés de relaxer avec la fréquence unique choisie. Leur relaxation serait alors mal
décrite. Pour le probleme stationnaire, ce qui est important est la valeur du terme de source
pour une fdv donnée. Le modele BGK linéarisé est une troncature du terme de source original
linéarisé, et aucune étude n’a été faite sur la validité de cette troncature.

— La deuxieéme étude [45, 106, 38, 15, 19, 67] avait pour but d’utiliser d’autres interactions
que l'interaction maxwellienne. Cela menait, pour une part, & I'utilisation de fréquences de
collision constantes dans le modele non-linéaire, qui étaient déterminée par le critere de
bonne relaxation de certains moments, au dépit des autres. Les conclusions sur la validité
du modele BGK étaient donc les mémes que celles de la premiere étude : ce modele est
valable pour I’étude de I’évolution de certains moments de la fdv dans les équations non-
linéaires temporelles du transport. Cette étude a aussi été étendue aux gaz a plusieurs especes
(équations couplées).

— La troisiéme étude [27] consiste en 1’étude du spectre de l'opérateur de collision de la forme
de Boltzmann linéarisée, pour n’importe quel type d’interaction. On y montre qu’en général
la fréquence de collision du modele BGK dépend de la vitesse. Si on utilise cette fréquence
de collision dans le modele BGK non-linéaire, on a un gros probléeme pour déterminer, par
des arguments physiques, cette fréquence de collision, ainsi que les parametres de la fdv a
Iéquilibre f°. Sous cette forme, le modele BGK n’est pas exploitable.

Les analyses faites dans cette derniere étude, et dans le livre en général qui traite de I’équation
de Boltzmann, sont assez profondes et menent a des développements mathématiques tres poussés,
qui, nous semble t-il, ne nous sont d’aucune utilité pour le probleme que nous nous proposons de
résoudre. Ce probleme est I’étude cinétique stationnaire du modele BGK non-linéaire, pour une
fréquence de collision dépendant de la vitesse, déterminée non pas par comparaison avec la forme de
Boltzmann, mais par comparaison avec la forme de FPL, qui a été faite a la section B.2. D’apres
les conclusions données ci-dessus de la troisieme étude, ce modele BGK serait inexploitable. La
difficulté, nous le rappelons, vient du fait que les caractéristiques de la maxwellienne d’équilibre
associée au modele ne sont plus exactement les invariants collisionnels de la fdv, ceci afin que les
collisions élastiques conservent ces invariants dans un probleme d’évolution temporelle, alors qu’ils
doivent étre ces invariants dans un probleme stationnaire. Nous traitons ici, et par la suite, du seul
cas de la collision élastique de particules de la méme espece.

Nous présentons a la section suivante une étude originale de la validité du modele BGK, aussi
bien pour le probleme temporel que stationnaire.

B.3 Etude sur la validité du modéle BGK

Nous allons montrer dans cette section que le modele BGK (B.2), généralisé a toutes les especes
i de notre atmosphere selon (B.37) :

0
afi(vvt) = 2P (v, 1) = —ui(v) [filv,t) = fM[u, T](v)] (B.37)
satisfait les propriétés du terme de collisions élastiques de Boltzmann, énoncées en début de chapitre
et rappelées ci-dessous.

1. La fdv f;, distribution statistique positive, reste positive en évoluant dans le temps.

2. La densité de masse de chaque espece p; (donc la densité totale p aussi), la quantité de
mouvement totale g et 1’énergie cinétique totale e sont instantanément conservées (leur va-
riation dans le temps est nulle). On les appelle invariants collisionnels, et ils ont été definis
au chapitre 1 (Egs. 1.4, 1.5).

3. Chaque fdv f; évolue irréversiblement dans le temps de la fdv vers une maxwellienne de
vitesse moyenne u et température T' unique (les quantités conservées). Ce résultat provient
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du théoreme H de Boltzmann, qui prend la forme :
Zni/ln fi(v)Y Si(v)dv <0, (B.38)
i J

ol X;;(v) est le terme de collisions élastiques i+ j = i+ j de I’équation cinétique de I'espece
i, et la somme sur ¢ et j porte sur toutes les types présents. L’inégalité (B.38) devient une
égalité si et seulement si chaque fdv atteint 'équilibre fi(v) = fM[u, T](v), ott u et T sont la
vitesse massique moyenne du gaz et la température moyenne du gaz respectivement (Eq. 1.5).
Dans ce cas, non seulement le terme de collisions élastiques de chaque équation cinétique est
nul : Vi, >, %;;(v) = 0, mais chaque terme de collision est nul :v(4, j), ¥;;(v) = 0.

L’approche originale que nous allons présenter consiste a se rendre compte que dans la mesure ou
les invariants existent, ils définissent une maxwellienne pour une partie non négligeable de 1’espace
des phases (le bulk). Cette partie étant conservée (en supposant que les collisions inélastiques ne
la perturbent pas trop), elle participe en majorité a la valeur des invariants, et méme si la queue
par exemple n’est pas maxwellienne, méme largement, elle n’influence que tres peu les invariants.
Ce dernier point dépend bien entendu de la forme de la fréquence de collision, mais nous verrons
plus loin qu’elle est plutét favorable.

La conséquence est que les parametres de la maxwellienne du modele ne sont plus fictifs : ce
sont ceux de la fdv initiale, et la fréquence de collision est bien calculable & partir de 'inverse du
temps de relaxation. Mais les invariants collisionnels ne sont plus strictement conservés.

Avec cette forme (B.37), qui est une équation différentielle du premier ordre linéaire en la fdv,
nous pouvons prouver les propriétés 1 et 3. Pour nous y aider, nous définissons la fonction g;(v,t) :

fi(vvt) — fiM[uﬂ T](V)
fM w0, T](v) ’

gi(v,t) = (B.39)

qui décrit 1’écart relatif de la fdv & la maxwellienne d’équilibre. Alors 1’équation (B.37) peut étre
mise sous la forme :

20 0) = —t(V(v, ). (B.40)

dont la solution unique est, & partir d’'une condition initiale t = 0 :
gi(v,t) = gi(v,0)e "Vt (B.41)

Comme la fdv initiale f;(v,0) et la maxwellienne d’équilibre f[u, T](v) ont la méme norma-
lisation a 1, il existe au moins une vitesse v; pour laquelle g;(v1,0) < 0. Pour cette vitesse, si la
fréquence de collision v;(v1) est négative, alors ’équation (B.41) montre g;(vi,t — 4+00) — —o0.
Ceci implique que f;(v1,t) va devenir négatif & un moment donné, ce qui est interdit par la pro-
priété 1. Donc la fréquence de collision v;(v) est positive (ou nulle) pour toutes les vitesses, ce qui
montre que la propriété 2 est vérifiée par le modele BGK. En effet I'irréversibilité de 1’évolution de
la fdv vers la fdv d’équilibre peut étre mise sous la forme mathématique, locale en la vitesse :

v Bl <0. (B.12)

Alors la solution de (B.37) est :
fiv,t) = [fi(v,0) = fMu,t](v)] e O + M, t)(v) . (B.43)
La premiere et troisiéme propriété étant démontrées, il nous reste a vérifier la deuxieme pro-

priété : vérifier si ce modele BGK conserve bien les invariants collisionnels.
Pour la densité de masse, nous devons satisfaire la relation :

/ (v dv = / () [fivt) = FM [, T)(v)] dv = 0. (B.44)

Le résultat (B.44) est strictement vérifié si la fréquence de collision v;(v) ne dépend pas de la
vitesse. Dans le cas contraire, qui nous intéresse ici, nous démontrons a la section B.3.1, que si cet
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invariant n’est pas strictement conservé, il I’est avec une tres grande précision suffisante pour nos
calculs d’atmospheére stellaire. Par contre, nous ne démontrons ceci que dans notre cadre de travail
w;, =u=0etT; =T (espece i de vitesse moyenne nulle et de méme température).

Pour la quantité de mouvement totale, nous devons satisfaire la relation :

Z / mivyi(v)dv = Z / mivvi(v) [fi(v,t) — fMu, T)(v)] dv =0. (B.45)

Si la fréquence de collision v;(v) ne dépend pas de la vitesse, La relation (B.45) peut étre
simplifiée :
Z mivi(u; —u) =0, (B.46)

ce qui est vrai si v; ne dépend pas de i, ce qui est peu probable puisque v; dépend de toutes les
densités, ou si la vitesse moyenne de chaque espece i est identique (pas forcément nulle). Dans le
cas qui nous intéresse les fdv f; sont isotropes en la vitesse, et ont une vitesse moyenne nulle, donc
la fréquence de collision ne dépend que de la norme de la vitesse v;(v), et la relation (B.45) est
strictement vérifiée car les intégrales sont toutes nulles.

Pour I'energie cinétique totale, nous devons satisfaire la relation :

Z/miUQEi(v) dv = Z/mwQUi(v) [fi(v,t) — fMu,T](v)] dv =0. (B.47)

Si la fréquence de collision v;(v) ne dépend pas de la vitesse, La relation (B.47) peut étre

simplifiée :

> vl -T)=0, (B.48)

i

ce qui est vrai si v; ne dépend pas de i, ce qui est peu probable puisque v; dépend de toutes les
densités, ou si la température chaque espece i est identique. Dans le cas qui nous intéresse nous
démontrons a la section B.3.1, que si cet invariant n’est pas strictement conservé, il 'est avec
une tres grande précision, suffisante pour nos calculs d’atmosphere stellaire. Par contre, nous ne
démontrons ceci que dans notre cadre de travail u; = u =0 et T; = T (espeéce i de vitesse moyenne
nulle et de méme température).

Pour résumer, nous avons démontré les propriétés 1 et 3, et la propriété 2 de conservation des
invariants est satisfaite avec une grande précision, dans notre cadre de travail de fdv isotropes
en la vitesse, de vitesse moyenne nulle, et de température identique. Dans ce cas bien précis, les
remarques écrites a la fin de I’énoncé de la propriété 3 permettent d’écrire, pour la fdv des électrons
dans notre cas, que le terme de collisions élastiques des électrons avec d’autres particules fait tendre
la fdv des électrons de température T' vers une maxwellienne de température 7. Comme ceci est le
comportement du modele BGK décrit ici, nous pourrons alors associer un modele BGK a chacun
de ces termes de collision, au lieu d’en associer un a leur somme. Ceci nous permettra de calculer
la fréquence de collision. Nous pouvons écrire :

Sei(v)  BER(0) = —vei (v) [fe(v) = fHT)(W)] (B.49)

et
Ee(v) = Z Sei (v) & DI () = —ve(v) [fe(v) = FMTI(V)] (B.50)

Ve(v) = Zl/ei(v) . (B.51)

B.3.1 Conservation des invariants collisionnels

On va maintenant expliciter les moments d’ordre n de f(v,t) : (v™)(¢t) = 4w f0+oo flu, )2 dv,
afin de définir une grandeur F, (t) qui est I'erreur relative sur la conservation des invariants d’ordre
n. Il est possible de la définir par deux facons différentes. Une premiere définition consiste en la
différence de ces moments entre I'instant initial et 'instant ¢ :

Eu(t) = <”n>(<t3)n> (<O“>n>(0) . (B.52)
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L’expression (B.52) devient, grace & la formule (B.43) :

f+oo [f(v,O) - fo(v)] 2= () 1y |

0
f0+°° V2 0 (v) do

En(t) = (B.53)

On peut déja faire quelques remarques sur (B.53) :

1. Toute 'information sur la fréquence de collision se trouve dans ’exponentielle ol le temps
apparait, et v(v) étant positive, et le temps ¢ aussi, cette exponentielle est bien sur positive,
et majorée par 1 pour toutes les vitesses et tous les temps,

2. sous cette forme, on ne peut déduire la valeur de lerreur E,(t) que pour deux moments
précis :

(a) le temps initial t = 0, pour lequel 'exponentielle est nulle, ce qui implique que lerreur est
nulle pour les deux moments conservés (d’ordre 0 et 2) parce que f°(v) a été construite
a partir de f(v,0) dans ce but, les autres moments étant quelconques,

(b) la limite ¢ — 400, pour laquelle I'exponentielle tend vers zéro, et erreur des moments
A tout ordre tend elle aussi vers zéro, ce qui semble normal car f(v,+o00) = f°(v),

3. on vérifie bien que les moments d’ordre 0 et 2 sont bien conservés pour tout temps si la
fréquence de collision ne dépend pas de la vitesse, I’exponentielle sortant alors de l'intégrale,
intégrale qui est nulle pour ces deux moments.

Une autre définition consiste a aprécier la différence instantanée de ces moments, qui est nulle
avec le terme de Boltzmann. Alors :

3 x i o™ _ % o—s_Oo [f(v, 0) - fo(v)} v e dy

En(?) dt< )@ = f0+oo v(v)vt2 fO(v) dv
B fo-‘roo V(’U) [f(U7 0) _ fO(’U)] 2o v () 1y (B 54)
- Sy vy 20 (v) dv | '

Cette définition (B.54), bien que décrivant I’argument habituel de conservation des invariants,
n’est pas satisfaisant pour notre étude, car nous désirons savoir a quel point ces moments ne
sont pas conservés par rapport & leur valeur initiale ou finale ({ — +00), et non leur variation
d’un instant & l'autre. De plus, introduction de la fréquence de collision v(v) dans les intégrales
rendrait les conclusions de cette étude fortement dépendante de cette fréquence, alors que la forme
(B.52), que nous garderons par la suite, peut s’affranchir de cette dépendance.

En dehors des deux valeurs particulieres du temps données au deuxieme point, on ne peut
faire aucun calcul analytique sur (B.53), & cause de la dépendance en la vitesse tres compliquée de
I’exponentielle. Néanmoins, la remarque soulevée au premier point, va nous permettre de majorer
Ierreur, en majorant sa valeur absolue, quelle que soit la forme de la fréquence de collision. En
effet, la remarque faite au premier point entraine :

f+oo |£(v,0) — fO(v) o H2e vt dy

B = (B.55)
o LTI - Pt (5.56)
- Jo e owyde '

La définition de la grandeur A,, faite dans l'inéquation (B.56) peut, dans certains cas, se mettre
sous une forme analytique simple, qui facilite le calcul numérique. Mais sa principale qualité est de
ne plus dépendre de la fréquence de collision, seulement de la fdv initiale f(v,0), ce qui est un test
plus convaincant de la validité du modele BGK, si on arrive a bien contraindre A,, a des petites
valeurs. On y perd par contre en précision, parce que la fréquence de collision pourrait trés bien
diminuer l'erreur de plusieurs ordres de grandeur par rapport a la valeur donnée par A,,.

Cela étant donné, nous poursuivons notre étude en explicitant la forme analytique de A, pour
une forme de f(v,0) donnée, qui aura un parametre libre, nous dresserons un tableau de valeurs de
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ces erreurs, et comparerons, pour finir, I'influence de la fréquence de collision choisie sur I'erreur
vraie.

Au vu des chapitres précédents et des travaux passés, nous allons utiliser pour notre étude une
une forme particuliere de la fdv f(v,0), 4. e. une maxwellienne tronquée dans la queue, la troncature
étant un parametre libre allant de 0 a U'infini. Le choix de cette forme vient des travaux antérieurs
de Shaw et al. [100], Shoub [101] et Oxenius [75, 76], qui ont résolu ce probleme de thermalisation
des électrons dans des cas simplifiés, non radiatifs, et qui montraient que les collisions inélastiques
rendaient la fdv des électrons non maxwellienne dans la queue seulement, en en abaissant la valeur
(toujours positive). Les travaux antérieurs, ainsi que notre propre travail, ont montré que la queue
de la fdv des électrons était dépeuplée a partir du premier seuil d’excitation collisionnelle ou
radiative.

Dans notre travail, qui traite des effets radiatifs, il est 1égitime de croire que le départ de la
fdv (région des faibles vitesses) va lui aussi étre modifié. On pourrait par exemple tronquer la
maxwellienne aussi & gauche, introduisant un nouveau parametre libre, mais aucun travail n’a
jamais été fait la-dessus, et nous ne savons pas du tout comment se comporte la fdv : les valeurs
aux faibles vitesses peuvent aussi bien étre plus faibles que la valeur maxwellienne, que plus fortes.
Il serait imprudent d’utiliser un schéma de troncature alors que nous ne connaissons pas du tout
le comportement de la fdv, alors nous garderons la valeur maxwellienne dans cette région.

Alors f9 est la maxwellienne de vitesse moyenne nulle, et de température 7. Nous définissons
comme auparavant une grandeur liée a la température : o = /2kT/m, ol m est la masse de
I’espece en question. Cela donne :

1 1 v?
7o) = PITI0) = 35— exp () , (B.57)

jctM f(v,0) est la fdv tronquée, satisfaisant la méme normalisation f0+oo v2f(v,0)dv = 1/47 que
f(%o):{ MTo](v)/ 7TfO’Uf [To] dv 0.<v<u ’ (B.58)
0 sinon
ou u est le parametre de coupure et Tj est un parametre, différent de la température T', permettant
que les fdv f(v,0) et fM aient la méme température (moment d’ordre 2 en la vitesse). Ty dépend
aussi de T et u.
Nous définissons maintenant le moment mazwellien d’ordre p comme :

u
M,(u,T) = 4n / VP2 M7 (0) do (B.59)
0
= BN, (2), (B.60)
v
ou la fonction N,(y), normalisée afin que N,(+00) = 1, vaut

2
foy P2 dx

Np(y) = —Tx : (B.61)
P f0+ xPT2e—2 dy
et les coefficients B, valent, pour les cas p = 0,2 qui seront les seuls utilisés par la suite :
3
By=1, By, = 3 (B.62)

Les fonctions Ny et Ny seront largement utilisées par la suite. Pour calculer leur valeur nu-
mérique, nous les exprimerons ci-dessous en fonction de la fonction d’erreur erf, tabulée un peu
partout (Eqgs. B.63 et B.64). Cette étude sera numérique pour la plupart, mais nous pourrons
calculer analytiquement les régions asymptotiques. Pour cela, nous écrivons les développement de
No(y) et Na(y) au voisinage de y = 0 et a la limite asymptotique y — +o0, réalisés avec le logiciel
de calcul symbolique MuPaD.

>] (B.63)
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et
Naly) = erfl) = ey 1+ 357)
Na(y) = 15fy _21fy T+0(y%) (B.64)
Na(y) = 1= g2ze ™ [2°+3y+ 31— 3k + 1k +0 ()]
N

Pour que le modele soit completement déterminé, il ne nous reste plus qu’a exprimer Tj en
fonction de w et T. Ensuite nous pourrons estimer F,(t) ou A, pour n = 0,2 et certaines valeurs
de u et T. Pour cela, nous écrivons que les moments d’ordre 0 et 2 des fdv f(v,0) et fO[T](v)
sont égaux. Comme f(v,0) a été définie comme normalisée & I'unité, comme fO[T](v), 'égalité du
moment d’ordre 0 pour ces deux fdv est automatiquement vérifiée. L’égalité du moment d’ordre 2
s’écrit :

MQ(U7TO) o = 00 § 2
Moo = Mol =00, T) = 50° (B.65)
o Na(u/to)
No(ufio) ~ 72’ (B-66)

avec Ug = +/2kTp/m est la vitesse associée a la température Tp que 1'on cherche & déterminer.
En introduisant la quantité connue x = u/v et 'inconnue y(x) = u /vy, nous pouvons transformer
I’équation (B.66) en :

1, Nayla)
2V 0= @)

qui est une équation implicite en 'inconnue y(zx).

Nous devons tout d’abord vérifier le domaine de validité en x de I’équation (B.67). Nous voyons
que cette équation a une solution triviale, toujours valable : y(x) = 0, qui ne nous intéresse pas car
elle signifie que Ty = 4o00. La figure (Fig. B.1) présente toutes les caractéristiques de cette solution.
Sur cette figure, nous remarquons que pour une valeur x < z., ou 1 < x. < 2, y(x) = 0 est la
seule solution de I’équation (B.67). Pour ces valeurs trop faibles de w par rapport a T, notre étude
ne peut étre menée plus loin car Ty a une valeur infinie. Pour z > z, il existe aussi une solution
non nulle pour y(z), qui nous intéresse. De plus, nous voyons pour z = 3 que y(3) ~ 3. Puisque
le membre de droite de (B.67) tend vers 1 par valeur inférieure lorsque y — 400, nous obtenons
facilement la limite & Uinfini : lim,_. 4 o [y(z)/x] = 1. La fonction y(x) semble étre monotone, donc
y(x) < z pout tout z. Etant donnés ces résultats préliminaires, nous définissons une autre inconnue
du probleme : p(z) = y(x)/x = ¥/0g. Ainsi Péquation (B.67) est mise sous la forme :

(B.67)

Na(ap(x)) — p? () No(zp(x)) = 0. (B.68)

1,0+
0,8;
0,6 - 2

N G y )
0,4+ 1/4 y i

L . 2
02l 1/9 y2 |

i — 25y
0% 1 ‘ 2 ‘ 3

F1G. B.1 — Etude des solutions de I’équation (B.67). Toutes les courbes sont tracées en fonction de
y. La courbe en trait gras représente le membre de droite de 1’équation. Les autres courbes repré-
sentent le membre de gauche de ’équation, pour certaines valeurs du parametre z = 1, \/m, 2,3.
L’intersection de ces courbes nous renseigne sur I’existence d’une valeur y(x) non nulle.

A partir des développements de Taylor des fonctions Ny et Ny au voisinage de zéro (Egs. B.63 et
B.64), nous allons déterminer la valeur du parametre z., ainsi que 'expression de p(z) au voisinage
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de z.. En faisant un développement de Taylor de (B.68) a ’ordre 7 en x, nous obtenons la solution
non nulle p(x) :

N V7 [ 222 -5

T ox V10zd -2t

Cette équation (B.69) nous permet d’obtenir z. = /5/2 ~ 1.581.

Gréce au développement asymptotique des fonctions Ny et Ny au voisinage de Uinfini (Egs. B.63
et B.64), nous obtenons la limite asymptotique de la fonction p(z), calculée en utilisant p(z) = 1
le plus possible dans ’équation (B.68). Nous obtenons ainsi :

p(z) (B.69)

p(z) =~ 1— LB (B.70)

Pour > z., nous résolvons I’équation (B.68) de maniére implicite, par I'utilisation de la
routine NAG CO5ADF, I'inconnue devant étre explicitement bornée par un encadrement qui exclut
0 et inclut 1. Nous avons choisi 1073 < p(x) < 1.1. Les expressions (Egs. B.69, B.70) sont des
vérifications de la précision du calcul numérique. On obtient la figure (Fig. B.2).

1,0

0,8+ i

0,61 i

p(x)

0,4+ J

0,2 i

00 : 1

0 0,5 1 15 2 25 3 35 4 4,5 5

F1G. B.2 — Rapport des vitesses p(x) = ©/9y pour z variant de 0 & 5.
La valeur est nulle pour z < z. = 1/5/2 ~ 1.581, puis remonte brusquement pour atteindre la
valeur 1.

Pour avoir une expression analytique de (B.56), il est nécessaire de supprimer la valeur absolue
présente dans I'intégrand, c’est & dire déterminer les intervalles pour lesquels f(v,0)— f°(v) est soit
positive, soit négative. Pour v > u , cette quantité est négative parce que f(v,0) est nulle. Pour
les autres vitesses v < wu, il faut trouver les points d’inversion, i.e. les vitesses v; pour lesquelles
f(vi,0) = fO(v;). En unités réduites y; = v; /v, cela revient a résoudre :

No(zp(x))
p?(x)

En utilisant le logarithme népérien dans (B.71), on trouve une solution unique pour z donné,
tracée sur la figure (Fig. B.3) :

yi(x)\/ ! 1n<N°(mp(x))>. (B.72)

= exp {y7(z) [1 - p*(2)]} - (B.71)

1—p*(z) p*(x)

Bien siir, cette expression (B.72) ne sera exploitée que pour des valeurs convenables z > z..
Nous calculerons numériquement toutes les valeurs pour x > ., mais pour connaitre la valeur
yi(xe), il est nécessaire d’utiliser le développement de Taylor de Ny(xz) au voisinage de 0, car
p(z.) = 0. Cela donne :

Vz <z, yi(z) = 4/In <—x3) . (B.73)

Nous remarquons que (B.73) est une égalité exacte, car p(z < x.) = 0 strictement, et que y;(z)
est encore définie pour des valeurs z; < =z < x., pour lesquelles notre probleme perd son sens
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physique (température Ty infinie). Nous avons défini z; telle que y;(z;) =0 :

1/3
T; = (%%) ~1.100 . (B.74)

Nous trouvons la valeur en x = z,. :

yi(ze) = /In (%ﬂ) =,|In (1—30\/;) ~1.044 . (B.75)

Comme précédemment, il est possible de trouver une expression asymptotique de y;(x), en
utilisant (B.63) et (B.70) dans (B.72) :

yi(z) ~ g (1 - %) , (B.76)

ainsi y;(z — 400) = /3/2 ~ 1.225.

1,5~
1,0~ ////;W,
< | ’
| —
> |
0,5+ B
007\\\\\\\\\\5\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\7
0 0,5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

F1G. B.3 — Tracé des points d’inversion y;(x) en fonction de z. La courbe en trait plein est résultat
de I’évaluation numérique de I’équation (B.72), qui montre quelques fluctuations diies aux erreurs
d’arrondi au voisinage de & ~ 4.7, la courbe pointillée est le prolongement asymptotique (B.76)
pour 3 < z < 5, et la courbe en traits pointillés représente (B.73).

Maintenant que l’on connait le point d’inversion y;(z), nous allons pouvoir établir le signe de
f(v,0) — fO(v) & toutes les vitesses, de facon & calculer analytiquement la quantité A, (Eq. B.56).
Pour cela, nous tragons sur la figure (Fig. B.4), en unités réduites y = v/v, cette quantité g(v)
normalisée, définie a 1’aide de la fonction g(v,t) :

Fo.0) = f°)

g(v,t) = F90) (B.77)
Nous avons g(v) = g(v,0), dont Pexpression (B.78) est :
o) = gly) = L _ (1) (B.78)

No (zp(z))

Nous avons choisi z = 2 pour 'exemple de la figure, car c’est une valeur qui nous permet de
bien voir I’évolution de g(v). Cette fonction est négative pour y < y;(z), nulle pour y = y;(z)
comme convenu par définition, puis positive pour y;(z) < y < z. Elle vaut -1 pour y > z, puisque
f(v > u,0) = 0. Ce comportement reste qualitativement le méme pour tout = > z.. Lorsque x
augmente, l'inversion y;(x) se décale légerement vers la droite, et surtout les extrema de g(v) pour
0 < v < u se rapprochent tres vite de 0. Des x = 3, nous n’aurions pas pu discerner graphiquement
la courbe g(v) de la valeur nulle.

On va maintenant donner les expressions analytiques de A,,(z) (nous avons mis une dépendance
en z , qui n’apparaissait pas dans (B.56), parce que A,, dépend de f(v,0), dont le seul parametre
libre dans notre modele est x).
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15 2 ‘ 25

y(v)
F1c. B.4 — Tracé de g(v) en fonction de la variable réduite y = v/ pour x ~ 2. g(v) est négative
en dessous de y = y;(x), puis positive jusqu’a y = x, et négative au dela.

En utilisant (B.56), la valeur absolue de l'intégrand peut étre résolue en séparant le domaine
de vitesses v € [0, +oo[ en trois domaines v € [0, v;[J[vs, u[J[u + oof. On obtient alors :

47 vi
An - = ) _ 0) — 0 n+2d
o o A CU R DI
+/ [f(v,0) = fO(v)] "2 dv
T +OO
—|—/ O (v)o"t? dv} , (B.79)
qui se transforme, grace aux unités réduites définies précédemment = = u/v, p(x) = /0y et

yi(x) = v;/0, et en utilisant (Egs. B.59, B.61) :
1
p™(x)No (zp(x))

Cette expression (B.80) peut étre écrite plus simplement dans les cas n = 0,2 (les seuls qui nous
intéressent), grace a la relation (B.68). Nous écrivons ci-dessous les expressions Ag(x) et As(z),
ainsi que leur développement de Taylor pour x > 1.

An () = 142Ny (yi(z)) — 2Nn(2) + [Nn (xp(x)) = 2Ny (yi(z)p(z))] . (B.80)

Aofw) =2 (1+ No (3i(w)) — No(x) — Myelopel))

Ag() = J=e™ Hl — Ny (\/ﬁﬂ 210 (%)} ) (B.81)
et

Axfw) =2 (1+ Nz (3i(2)) — Na(x) — Mgeop@l))

Aa(2) = #Gﬂﬁ) Hl — Ny ( 3/2)} 3 + O(x)} (B-82)

Pour utiliser les développements de Taylor des équations (B.81, B.82), nous précisons les valeurs
Ny (\/ﬁ) ~ 0.61 et Ny ( 3/2) ~ 0.30. Comme on s’y attend, Ag(z — +00) — 0 et As(z —
+00) — 0, puisque le modele BGK a été congu pour cela. Nous avons tragé ces fonctions sur la
figure (Fig. B.5).

Nous dressons ci-dessous un tableau de valeurs de  pour quelques erreurs Ag(x) et As(x) (Tab.
B.1).

Dans notre modele d’atmospheére contenant de ’hydrogene pur, le seuil d’énergie est di a ’exci-
tation du niveau fondamental vers le deuxiéme niveau, et vaut est a peu pres 10eV. Nous étudions
des atmospheres froides, dont la température effective est typiquement 10000 K. Ces parametres
correspondent a x ~ 2.8, ’erreur relative maximale sur la conservation des invariants collisionnels
étant A5(2.8) < 2.0 x 1072, valeur suffisamment faible pour nos calculs du chapitre 6.

Nous allons maintenant montrer I'influence de la fréquence de collision sur I’erreur produite au
cours du temps, en tracant Fq(t,u) et Eo(t,u) pour quelques valeurs de u.
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[
e

A
n
5585855855

© b N & b A e N s

=
O,

[

N

15

25

X wr

erreur (%) Ap(z) Ao ()
X | 132 X | I2
1071 2.18 [ 4.75 [ 2.37 | 5.62
102 2.73 | 745 | 291 | 847
1073 3.18 | 10.11 | 3.34 | 11.16
1074 3.57 | 12.74 | 3.71 | 13.76
10—° 3.91 | 15.29 | 4.04 | 16.32
10-© 422 | 1781 | 4.34 | 18.84
10~7 4.51 ] 20.34 | 4.62 | 21.34
10~8 478 | 22.85 | 4.88 | 23.81

F1a. B.5 — Tracé de Ag(z) (courbe en pointillés) et de Az(x) (courbe pleine) pour z, < z < 5.

TAB. B.1 — Tableau des valeurs de x correspondant & quelques valeurs de Ag(z) et As(x) .

En utilisant (B.53), en unités réduites 7 = t/¢,, x = u/v, y = v/V, on obtient :

3 x +o0o

p’(z) / 2, —y?p*(z) ,—v(y)T / 2,—y? —v(y)T
Ey(r,z) = ———— ye YV P\ emVWIT dqy — ye Y e VWIT dy B.83
o(m,) No(zp(z)) Jo 0 (B.83)

et
2 p3<.’17) /w 4 —y2p? 5 +oo a2

Ey(m,z) = 54—t [ yle VP (@ ”(y)Tdy—/ yle Ve "W gy b B.84
o) = 3 et ; (54

ou 7 = t/t, est l'unité normalisée de temps, dont la référence ¢, est déterminée plus loin, et
v(y) = v(v)t, est la fréquence de collision normalisée. Nous avons bien sir v(y)r = v(v)t.

D’apres I’étude sur la détermination des fréquences de collision (section B.4), nous choisissons
v(v) d’apres (B.123), c’est a dire :

v (v R(y)
v() = K2R (=) = KTy :

ou K est une constante dont la valeur n’a pas d’importance pour la suite, et R est la fonction définie
par (B.102). Comme chaque courbe tracée 1’est pour une vitesse donnée, le facteur multiplicatif
dans (B.85) est une constante, qui va juste modifier ’échelle des temps ¢, de notre graphe, sans
changer le résultat physique qu’il montre. Pour traiter notre probleme d’évolution dans le temps, il
nous faut normaliser le temps ¢, le comparer a un temps de référence t,.. En regardant les variations
de v(v), on se rend compte de 'existence de deux temps :

— le premier temps est immédiat, il correspond & la fréquence maximale : ¢, = 1/v(0) =

3Vm/AK ~ 1.3/K,

— le deuxiéme est historique, c’est le temps de Spitzer : 7. = 1/v(7) ~ 2.3/ K.
On voit que ces deux temps sont tres proches I'un de 'autre, puisque t,, ~ 0.6 7.. Nous choisissons
t,, comme temps de référence pour des raisons d’expressions analytiques. Alors ¢, = t,,, entrainant
T =1/t et U(y) = t,v(yv), ou encore

(B.85)

77(y)=¥iy)-

) (B.86)
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On trace alors Eo(7,z)/Ao(z) et Es(T,z)/As(x), respectivement sur les figures (Fig. B.6) et
(Fig. B.7) ci-dessous, pour lesquelles on se rend compte que la majoration de E,, par A, est bien
respectée, au moins avec un ordre de grandeur. Cette différence dépend bien sir de I’accord entre
la fdv initiale f(v,0) et la fréquence de collision v(v).

0,08,

E(1.¥) / Ay(X)
|

S

Q

N
|

S
5%
w
|
1
|
|
N
w

10 10 10 10 10 10

Fic. B.6 — Tracé de Eo(7,z)/Ao(z) pour 1073 < 7 < 103, en échelle semi-logarithmique, pour
trois valeurs différentes de z :  ~ 2.18 (courbe en pointillés) avec A(2.18) ~ 1.0 x 1076, 2 ~ 3.18
(courbe en traits-tirés) avec Ag(3.18) ~ 1.0 x 1073, et & ~ 4.22 (courbe en traits pleins) avec
Ap(4.22) ~ 1.0 x 1075,

0,00 /
0,02/ .

-0,04- \ ]

) 1 A(X)

-0,06; ]
-0,08F _

-010F | X= 318 ]
012 [T Xx=422 ]

.0’147 L \_ L 1 1

X

E(T,

FI1G. B.7 — Tracé de Fa(7,7)/As(z) pour 1073 < 7 < 103, en échelle semi-logarithmique, pour
trois valeurs différentes de z : @ ~ 2.18 (courbe en pointillés) avec Ag(2.18) ~ 2.0 x 1076, z ~ 3.18
(courbe en traits-tirés) avec Ap(3.18) ~ 2.5 x 1073, et & ~ 4.22 (courbe en traits pleins) avec
Ap(4.22) ~ 2.6 x 1076,

Par la suite, nous aurons le choix entre la détermination de A,,, qui ne dépend pas de la fréquence
v(v), ou directement de E,, selon la fréquence. Le premier choix a pour inconvénient de surestimer
lerreur réelle, parfois de facon non négligeable. Il a pour avantages certains de ne pas dépendre de
la fréquence de collision, et de donner une estimation de l'erreur de conservation facilement. Il est
difficile, numériquement, d’apprécier I’erreur maximale F,,, car aucune expression analytique n’est
disponible.

Dans notre modele d’atmosphere contenant de I’hydrogene pur, ce seuil en énergie est a peu pres
10eV. Nous allons exprimer notre parametre de troncature relativement a la vitesse la plus probable
x = u/v. Nous étudions des atmospheres froides, dont la température effective est typiquement
10000 K. Alors & > 2.8. Nous avons vu que notre étude est valable pour x > z. ~ 1.58, ce qui nous
permettrait de I'utiliser pour des milieux dont la température peut atteindre 30000 K, ce qui est
amplement suffisant.

Pour conclure, nous avons trouvé une expression de ’erreur maximale commise sur la conser-
vation des invariants collisionnels. Cette erreur, qui ne dépend que de la fdv initiale f(v,0), a pu
étre ramenée a des valeurs tres petites, avec un modele de fdv initiale : la maxwellienne tronquée
a droite. Pour les atmospheres que nous avons étudié au chapitre 6 (hydrogene pur, premier seuil
d’excitation pour Iénergie ~ 10eV, température inférieure & 10000 K), nous obtenons une erreur
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relative sur la conservation des invariants collisionnels inférieure & 1072, selon une premiere esti-
mation qui ne tient pas compte de la forme de la fréquence de collision. Les calculs effectués dans
ce mémoire ne nécessitent pas une précision plus importante, et la validité du modele BGK est
alors établie. Cette erreur serait vraissemblablement inférieure & 10~3 d’apres les calculs plus fins
menés dans la deuxieme partie de cette section : 'erreur réelle est inférieure d’au moins un ordre de
grandeur a la premiere estimation faite. Ce résultat est satisfaisant, et montre que le modele BGK,
avec fréquence de collision non constante, est un bon modeéle pour la conservation des invariants,
remplissant le premier critére proposé.

Ce qui nous intéresse reste le probleme stationnaire, dont nous allons maintenant discuter.

B.3.2 Probleme stationnaire

En examinant la forme du modele BGK, celui-ci est un modele parfait des termes de sources
de collision habituels, puisque la fdv tend vers la maxwellienne d’équilibre.

Bien str, le probleme stationnaire des atmospheres stellaires n’a d’intérét que si les particules
sont soumises a la fois aux collisions élastiques et aux collisions inélastiques, dans le cas ou le
membre de gauche de I’équation cinétique est nul (pas de convection et champ de force extérieur
nul). Dans notre cas, nous ne pouvons déterminer la fréquence de collision du modele que par
ressemblance mathématique de la forme FPL et la forme BGK. Une autre possibilité de trouver
cette fréquence tient en la constatation suivante : le probleme stationnaire n’est finalement que
le probleme temporel pris a partir d’'un temps suffisamment long pour que la fdv évolue assez
lentement dans le temps pour négliger la dérivée de la fdv par rapport au temps dans ’équation
cinétique. Cette évolution lente dans le temps est difficile & quantifier, car on ne connait pas la
dérivée temporelle de la fdv, mais tout ceci est équivalent au fait que la fdv soit assez proche de
la fdv d’équilibre. En effet, étant donné le théoreme H d’évolution irréversible dans le temps vers
I’équilibre, si la fdv est proche de I’équilibre, son évolution dans le temps vers cet équilibre sera
lent. On arréte alors ’évolution dans le temps a partir d’un temps 7, et le probléme stationnaire
permet d’écrire que la fdv, pour des temps supérieurs & 7, est la fdv d’équilibre. Dans les 2 cas,
I’étude des fréquences de collision menée a la section B.4 conclut au méme choix de la fréquence de
collision, étude basée sur le probleme temporel mais qui s’adapte ainsi au probleme stationnaire.

Toute la difficulté du probleme stationnaire est de déterminer ce temps 7. Notre premier critere,
pour que le modele BGK soit valable dans le probleme stationnaire, va étre de définir 7 comme un
temps de relaxation global, pour lequel f(v,t) a approché fO(v) & la précision e que 1'on désire, et
pour tout le domaine 2 des vitesses utilisées dans le calcul numérique. Autrement dit,

Vo e, |glv,7)] <e. (B.87)

L’estimation de ce temps 7 se fait en trois étapes :

— définir la précision ¢,

— définir le domaine des vitesses (2,

— définir f(v,0) si on utilise la formule (B.97) pour déterminer la fréquence de collision v(v),

parce que g(v,t) en dépend.

La précision € va dépendre de la précision demandée pour la détermination de la fdv. On peut
estimer grosso-modo que si fBEK (v) est la solution approchée de f(v), alors |fBGK(v) — f(v)‘ <
¢ f(v). Le domaine des vitesses Q dépend lui aussi de la précision du calcul. Analytiquement, on a
des intégrales sur les vitesses de 0 & 400 . Numériquement, la borne supérieure ne peut plus étre
+00, mais voo. Alors Q = [0,vs]. Pour déterminer cette borne supérieure, on peut par exemple
exiger que l'erreur commise sur la valeur de l'intégrale soit inférieure a e. Pour illustrer cela,
prenons l'exemple d'une intégrale sur une fdv maxwellienne de vitesse la plus probable ©. Alors
Perreur commise, en unités réduites zo, = Voo /U, est E(200) = 1 —erf(zo). Nous avons calculé dans
la table (Tab. B.2) quelques valeurs de cette erreur.

Nous travaillerons avec zo, < 10 (le seuil inélastique pour une atmosphere & 10000 K vaut z ~
3.7). Alors la précision demandée sur les intégrales ne sera vraissemblablement pas une contrainte.

Dans un probleme stationnaire, on ne connailt pas du tout 1’état initial. Pour une atmosphere,
déja en équilibre, ce peut étre un jet de particules qui va perturber notre milieu et le faire évoluer.
Si on ne connait pas la forme de cette perturbation, on ne peut rien dire. C’est pourquoi nous
avons essayé de déterminer une fréquence de collision universelle. Surpassant cette difficulté, nous
nous placerons dans le cas optimiste g(v,0) = 1.
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| z | E(z) =1—erf(2) |

1 0.16

47 %1073
5 1.5 x 10712
10 2.1x 10745

TAB. B.2 — Estimation de I'erreur relative faite sur les moments d’une fdv maxwellienne, lorsque
I'intégrale porte sur un domaine numérique fini [0, z].

Nous pouvons maintenant essayer de donner une valeur a ce temps 7. Comme notre fréquence
décroit rapidement avec la vitesse (v(z) oc 1/2% ), nous sommes siirs que si 7 > 1/v.(24), alors le
critere (Eq. B.87) sera respecté. Alors 7 = t.(1) 22,. Pour la précision e = 1072, nous avions trouvé
t-(1) ~ 107Cs, et en choisissant zo, = 10, on obtient 7 ~ 1073s. Ce temps 7 est négligeable par
rapport a tout temps d’évolution macroscopique dans une atmosphere stellaire, alors on pourra
toujours traiter le probleme stationnaire dans une atmosphere stellaire.

On remarquera qu’il sera possible de substantiellement améliorer la détermination de I'erreur
maximale commise sur la conservation des invariants car, en ce temps 7, Vv € Q, exp[—v(v)7] < ¢,
expression a utiliser dans (B.53) pour avoir une nouvelle erreur A}, = ¢ A, d’apres la définition
(B.56).

Nous avons calculé le temps 7 a ’aide de considérations uniquement basées sur les collisions
élastiques. Le probleme cinétique qu’on se pose inclut des effets inélastiques, ce qui a pour consé-
quences que :

— le temps 7 doit étre calculé en tenant compte de toutes les termes de ’équation cinétique. Ce

qui a été fait pour les collisions élastiques pourrait étre généralisé aux collisions inélastiques,
i.e. construire un modele BGK pour chaque terme. Méme si cela était possible, les études
manquent a ce sujet pour pouvoir chiffrer leur contribution. En pratique, nous sommes inca-
pables de déterminer quantitativement un temps de stationnarité cinétique pour le probleme
inélastique que traité. Les études qui ont été faites portent sur la résolution des équations de
transport temporelles pour un ensemble de moments de la fdv. On peut en déduire des temps
de relaxation. Ces temps sont tres souvent négligeable par rapport aux temps macroscopiques
caractéristiques, validant ’approche stationnaire comme étant toujours valable, qu’elle soit
hydrodynamique ou cinétique.

— Méme si 7 pouvait étre déterminé, et qu’il soit possible de traiter le probléme cinétique
stationnaire, on sait, et c¢’est ce qu’on cherche, que les termes inélastiques vont induire de
forts écarts & 'ETL. Alors, pour certains domaines de vitesses de Q , la condition (B.87) de
validité du modele BGK pour le terme de collisions élastiques, ne sera pas réalisée, et on ne
peut plus rien dire sur I’écart numérique entre le terme de source FPL et le terme de source
BGK. Comme le probleme posé est non-linéaire, la conséquence pourrait étre grave sur la
détermination de la fdv : la fdv issue du modele BGK pourrait étre tres différente de celle
correspondant au probléeme physique posé, issu de termes de source de FPL ou de Boltzmann.

— Un autre probleme vient de la détermination des parametres du modele BGK. Comme on ne
connait pas la fdv initiale (& temps nul), on ne connait pas les parametres de la maxwellienne
du modele. Avec les collisions inélastiques, la densité et la température de la fdv vont changer,
mais les parametres de la maxwellienne vont-ils changer ? Pour répondre a cela, il suffit de
regarder I’équation cinétique FPL a un temps quelconque t. En laissant évoluer la fdv dans
le temps sous le seul effet des collisions élastiques, elle va évoluer vers une maxwellienne
de parametres ceux de la fdv au temps ¢. Dans le probléeme temporel complet (élastique et
inélastique), la maxwellienne d’équilibre du probleme élastique a donc ses parametres qui
varient avec le temps. Cette caractéristique reste vraie dans le probléeme stationnaire. La fdv
initiale est f,, la fdv résultat de I'itéré n du probleme couplé. C’est elle qu’on va utiliser pour
calculer la maxwellienne du modele BGK pour l'itéré n + 1. Seulement, la fdv résultant de
cet itéré ne va pas avoir la méme densité et méme température que celles de la maxwellienne
du modele. Si I’écart est important, cela pourrait poser un probleme de convergence : elle
pourrait étre ralentie. Il faut alors itérer la résolution de I’équation cinétique, en changeant
a chaque itéré les parametres de la maxwellienne. Quoi qu’il en soit, on peut se demander si
la convergence d’une équation qui change de forme entre deux itérés est bien établie. Avec
le terme FPL ou Boltzmann, la forme reste la méme. Pour le probleme du transport, cela
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pourrait avoir une influence sur la validité du modele BGK, si ’écart a 'ETL s’étendait sur
un grand domaine de vitesses.

B.3.3 Conclusion

Nous avons vu que le modele BGK, adapté au probleme des atmospheres stellaires que nous nous
posons (modélisation de la fdv des électrons tronquée dans la queue), respectait les 3 critéres fixés
en introduction de cette section B.3. La conservation des invariants collisionnels est typiquement
inférieure & 1%, ce qui est acceptable pour les calculs de notre modeéle d’atmosphere.

Bien que nos atmospheres stellaires soient stationnaires, nous avons mené une étude détaillée
du probleme temporel, c’est a dire ’évolution dans le temps de la fdv avec collisions élastiques
seulement, en comparant les résultats obtenus avec un terme de source FPL [68, 88|, avec ceux
donnés par le modele BGK. On ne connait pas réellement comment f(v,t) évolue vers I’équilibre en
utilisant ’équation de Boltzmann ou de FPL. 11 est difficile de faire une comparaison avec le modele
BGK, pour lequel f(v,t) est connue analytiquement & tout temps. On sait qu’at = 0 et t = +00, les
fdv provenant des deux termes de source sont égales. Nous avons construit la fréquence de collision
du modele BGK afin de retrouver cette ressemblance des fdv pour un temps t = t.(v). Entre
ces valeurs du temps, le modele BGK implique que f(v,t) tend vers I’équilibre exponentiellement
avec le temps. On peut penser que la décroissance exponentielle est une loi suffisamment générale,
pour que FPL ou Boltzmann se comportent ainsi, mais ce n’est pas convaincant. De plus, on sait
qu’a partir de t.(v), la fdv est dans une région bien définie autour de la maxwellienne d’équilibre,
que ce soit celle du modele ou celle de FPL, et c’est un argument fort en faveur de la validité
du modele. Par contre, on ne sait pas si FPL garde la mémoire de I’état initial apres un temps
assez long, alors que BGK la garde. Le modele BGK semble mal décrire f(v,t) aux temps courts,
mais bien circonscrire sa valeur pour des temps suffisamment longs. Nous ne nous sommes pas
persuadés de fagon vraiment convaincante que la fréquence de collision était universelle, au sens
ou elle ne dépend pas de I’état initial. Le fait est qu’elle en dépend, mais la validité du modele
aussi. Nous pouvons alors dire que ce modele, avec la fréquence que ’on a choisie, sera valable pour
certains états initiaux seulement. Il n’ y a pas, ou presque pas de critéres généraux qui permettent
de classer les bonnes fdv initiales d’une part, et les mauvaises d’autre part. Ce genre de modele
n’a d’intérét que si 'on veut traiter un probléme temporel qui inclut d’autres effets que les effets
élastiques purs, parce qu’on sait trés bien traiter numériquement le cas élastique pur a partir des
équations FPL ou Boltzmann. La bonne démarche pour vérifier la validité du modele BGK est de
se poser un probleme cinétique temporel complexe, inélastique, et de choisir une fdv initiale. On
résout alors le probleme élastique avec FPL ou Boltzmann, pour cet état initial, & une précision ¢
donnée, on en déduit v, (v), qui sera utilisée pour connaitre v(v). Il faudra alors vérifier le critere de
conservation des invariants. Si ce critére est satisfait, il faudra encore vérifier que la fdv se trouve
dans la région proche a la précision ¢ de la maxwellienne d’équilibre pour des temps supérieurs a
t-(v). Ce point dépend de la formule qu’on a utilisé pour exprimer v(v) & partir de v (v) . Si on
utilise la formule (B.97), il faut vérifier Pinfluence de I’état initial sur le critere (B.99). Si on utilise
la formule (B.96), on sait que le modele BGK sera valable pour cet état initial a partir du temps
t-(v). On pourra alors traiter le probléme initial en utilisant le modeéle BGK & la place du terme
de collisions élastiques. Comme les termes de collision inélastiques vont modifier la densité et la
température de la fdv, il faudra les recalculer entre deux itérations successives dans le temps, pour
injecter leur valeur dans la maxwellienne. Moyennant quoi, si la solution finale de ce probleme
reste proche de la maxwellienne, a la précision initiale £, on pourra garantir que cette solution
est proche de celle qu’on aurait trouvée avec FPL ou Boltzmann. Si 'écart a la maxwellienne
devient important, on ne peut plus rien dire. La solution finale peut étre une mauvaise comme
une bonne solution. Pour statuer sur la validité du modele BGK dans le probleme temporel, il
faudrait comparer les formes mathématiques de FPL et BGK par ’étude du spectre de 'opérateur
de collision. On peut déja voir que la relaxation de tel ou tel moment va dépendre de I'intégrale
de la fréquence de collision pondérée par ce moment, sur les vitesses. Chaque moment va donc
avoir une fréquence de relaxation différente, par comparaison avec le modele BGK & fréquence de
collision constante qui décrivait parfaitement bien la relaxation d’'un moment particulier, mais qui
décrivait mal tous les autres. Dans notre cas, la relaxation de chaque moment sera a peu pres mal
décrite, la nuance tenant dans le a peu prés. Sans étude de spectre, on ne peut aller plus loin, mais
le modele BGK pourrait se révéler un bon modele pour ce type de problemes.

Pour le probleme stationnaire, la seule difficulté consiste en la détermination de la fréquence
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de collision. Cette difficulté est levée par les arguments de la section B.3.2, et nous calculons dans
la section B.4 suivante ces fréquences de collision, valables pour le probleme temporel comme pour
le probleme stationnaire.

B.4 Choix des fréquences de collision

Le but de cette section est d’apporter un regard sur la fagon dont, en général, une fdv ini-
tiale quelconque approche sa maxwellienne d’équilibre sous 'effet des collisions élastiques. Le but
pratique étant de déterminer des fréquences de relaxation pour le modele BGK.

L’étude de ces temps se sépare en deux classes différentes :

— les collisions fortes de particules légeres avec des particules lourdes : ce sera pour nous les
collisions des électrons avec les atomes, éventuellement des électrons avec les ions si on ne
s’occupe que des chocs proches,

— les collisions faibles entre particules chargées, déterminées par la forme FPL.

B.4.1 Les collisions des électrons avec les atomes

En utilisant le modele imparfait du gaz de Lorentz [32], on peut déterminer des temps de
relaxation pour les différentes anisotropies, et un temps de relaxation de la distribution isotrope vers
une maxwellienne de température égale a celle des atomes. Ce dernier point marque la différence
entre ce modele imparfait et le modele parfait du gaz de Lorentz décrit plus haut, pour lequel il n’y
avait aucun échange d’énergie entre les électrons et les atomes, impliquant que la partie isotrope
de la fdv des électrons n’évoluait pas vers une maxwellienne d’équilibre. La fréquence de relaxation
des anisotropies d’ordre [ s’écrit :

v(v) = 27mHv/ [1— Pi(cos®)|qme(v,0)sinfdo (B.88)
0

o P! est le polynome de Legendre d’ordre I. Soit on se limite aux premieres anisotropies pour
avoir une valeur universelle de la fréquence de relaxation, soit on suppose que la section efficace
différentielle est isotrope, et les fréquences de relaxation ne dépendent plus du degré d’anisotropie :

v, v (v) = npovgpe(v) . (B.89)

Bien sir la sed n’est pas isotrope (voir la section A.5.4). Pour la gamme d’énergie, qui nous
intéresse, des électrons 1 —10€eV, la sed fait un creuz. Le role des extrémités est atténué par le terme
sinf dans (B.88), alors si ce creux a la méme valeur pour toutes les vitesses dans cette gamme,
I’approximation de la sed isotrope n’est pas trop mauvaise. Ce n’est pas le cas, la valeur du creux
dépend de la vitesse. Cette dépendance est prise en compte pour le calcul de la sed intégrée (sei).
Le calcul de la section efficace totale de transfert de quantité de mvt a été faite. Elle correspond a
la fréquence de collision de premieére anisotropie (I = 1), et elle rejoint la sei autour de 5eV, alors
qu’on ne sait rien sur elle en dessous, et elle se stabilise a une valeur a peu pres deux fois moindre
que la sed intégrée pour les grandes vitesses, suivant a peu pres la méme décroissance que la sed
intégrée. 1l risque d’en étre de méme pour les autres anisotropies. En conséquence, on ne va pas
pouvoir trouver de fréquence de collision universelle pour toutes les anisotropies. Nous prendrons
comme modele les fréquences de collision de toutes les anisotropies égales a la premiere (ce qui
revient & supposer que la sed est isotrope), qui sera elle-méme égale a la sei vo(v).

Pour tenter de justifier cette hypotheése, examinons la formule (B.88). On remarque que la
caractéristique de l’anisotropie vient du Pj(cosf), et que le 1 correspond a la sed intégrée. Comme
on integre sur 0 < 6 < 7, on a —1 < cosf < 1. En utilisant la relation de récurrence connue sur
les polynémes de Legendre, ’expression connue des deux premiers polyndémes (d’ordre 0 et 1), et
la relation d’orthogonalité qui stipule que 'intégrale de tout polynéme d’ordre I > 0 sur [—1, 1] est
nulle, on peut en déduire les deux résultats suivants :

— tout polynéme est borné aux valeurs [—1, 1] sur l'intervalle [—1, 1],

— tout polynéme d’ordre [ > 0 change de signe au moins une fois sur ce méme intervalle.

Le premier résultat permet de voir que toute fréquence de collision d’anisotropie I, a chaque
vitesse, est bornée entre 0 et au plus deux fois la valeur équivalente a la sei. Le deuxieme résultat
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permet de voir que cet écart a la sei est moindre qu’en considérant les bornes possibles, puisque le
fait que le polynéme change de signe sur le domaine d’intégration atténue les effets de 1’anisotropie.

Mettons en pratique ce raisonnement pour la premiére anisotropie pour laquelle P (cosf) =
cos 6. Nous faisons référence a la figure (Fig. A.1).

Pour des énergies cinétiques inférieures typiquement a 5eV, la sed fait un creuz au milieu et
les extrémités ont a peu pres la méme valeur. La valeur pour 7 est 1égérement plus faible que pour
0, et le tout est & peu pres symétrique par rapport & /2. Alors la contribution de I’anisotropie va
devenir petite par rapport a 1, et 1égerement inférieure, ce qu’on observe bien pour 5eV, et nous
en déduisons que ce comportement va rester le méme pour des énergies inférieures.

Pour des énergies cinétiques supérieures & 5eV, la sed décroit tres vite jusqu’a /2, puis reste
a peu pres constante jusqu’a m, avec une valeur comprise entre un et deux ordres de grandeur par
rapport a la valeur en 0. On comprend que la contribution de cosf va atténuer I'intégration de
0 & m/2, alors qu’il va augmenter, légérement toutefois, de 7/2 & . Cela donne globalement une
atténuation d’un facteur a peu pres deux par rapport a la sei, ce qu’on trouve aussi.

Sur cet exemple, on voit que non seulement la fréquence de collision d’anisotropie d’ordre 1 ne
dépasse pas la sed intégrée, mais encore qu’elle ne chute pas de fagon dramatique : on a au plus
un facteur 2.

Pour les autres anisotropies, étant donné que P;(1) = 1, on peut s’attendre au méme comporte-
ment. Il pourrait y avoir dépassement, mais pas de chute spectaculaire malgré tout. C’est pour cela
qu’il nous semble commettre au pire une erreur de +100% sur toutes les fréquences de collision des
anisotropies en supposant dans (B.88) que la sed est isotrope. Dans ’état actuel de notre travail, et
sachant que finalement c’est le comportement selon la vitesse qui est important, cela nous semble
satisfaisant.

Pour la relaxation de la partie isotrope, les études assez complexes faites sur le spectre de ’opé-
rateur de collision associé a ce phénomene, de type Fokker-Planck, montrent que la fréquence
de relaxation de la partie isotrope a le méme comportement que (me/mg)vy(v), c'est & dire
(me/mp)vo(v) dans notre approximation.

B.4.2 Les collisions entre particules chargées

Tout le probleme de déterminer la fréquence de collision du modele BGK vient de savoir quels
critéres on retient : ce modele doit-il étre le plus fidele possible aux équations originelles (Boltzmann,
Fokker-Planck-Landau, équations linéarisées), utiliser une définition faisant appel au sens physique,
ou reprendre les résultats de calcul numérique sur 'approche & 1’équilibre d’une fdv initiale vers la
maxwellienne attendue ?

La facon dont on essaye de deviner cette fréquence va nous permettre d’obtenir des expressions
qui seront différentes, bien que comportant des éléments communs. Cela va nous mener a trois
approches différentes :

— l'approche numérique,

— l'approche intuitive,

— l'approche mathématique.

Ce n’est qu’apres avoir détaillé toutes ces approches, et en ayant cerné leur domaine de validité,
que 'on pourra essayer de décider quelle expression on peut utiliser pour la fréquence de collision.

B.4.2.1 L’approche numérique

Nous nous basons sur les travaux de Rosenbluth et al. [68, 88], qui ont résolu numériquement
I’équation temporelle de Fokker-Planck-Landau non-linéaire pour des électrons collisionnant avec
eux-mémes par le biais de 'interaction coulombienne. Pour la région des faibles vitesses (le départ
de la fdv v <« ¥.) et moyennes vitesses (la bosse de la fdv v ~ ¥.), les auteurs ont choisi une
fdv initiale gaussienne (Dirac élargi) centrée sur la vitesse la plus probable o, de température T,

(Ve = \/2KT./me) :

f(v,0) = #v_ls exp (7;_12 (v— 06)2) : (B.90)

e

Pour la région des hautes vitesses (la queue de la fdv v > . ), leur modélisation de la distribution
initiale en onde de diffusion correspond & f(v,0) = 0. Les calculs permettent de suivre I’évolution
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de la fdv en fixant le temps d’atteinte de I'équilibre maxwellien lorsque ’écart est de quelques
% (ils ont bien définis cette maxwellienne grace & la densité et la température de la gaussienne
initiale). I faut remarquer que les équations utilisées sont & une dimension, et ne traitent que la
relaxation de la partie isotrope de la fdv des électrons. Les équations pour la partie non isotrope
sont tres compliquées. Cette étude va nous permettre de trouver une expression simple du temps
de relaxation a toutes les vitesses t.(v) pour lequel la fdv des électrons a atteint I’équilibre & une
précision relative e pres.

Nous établirons ensuite ’expression de la fréquence de collision v(v) associée au modele BGK,
a partir de t.(v) et d’autres considérations, en la rendant la plus universelle possible (indépendante
de ¢ et de la fdv initiale).

Les calculs menés par les auteurs cités ci-dessus ont permis d’établir les résultats suivants :

1. le temps de relaxation a la vitesse la plus probable v, est connu,

2. elle indique le comportement dans la queue : en modélisant la queue de la fdv comme une
onde de diffusion vers les grandes vitesses, les auteurs trouvent que le temps de relaxation a
la, vitesse v est proportionnel & v3, résultat valable pour des vitesses nettement plus grandes
que la vitesse la plus probable,

3. elle montre que la partie de la fdv comprise entre la vitesse nulle et la vitesse la plus probable,
région définie comme le départ de la fdv, atteint 1’équilibre plus vite que la queue, moins vite
que la vitesse la plus probable, de facon a peu pres constante pour les faibles vitesses.

L’étude numérique ayant abouti a des temps de relaxation pour différentes vitesses, on peut
essayer de lui associer une forme continue. On a déja défini la fonction R par I’équation (3.20), et
la forme R(v/v.)/v, & une constante multiplicative pres, semble bien convenir aux fréquences de
relaxation de cette étude (simplement l'inverse du temps t.(v)). Le comportement dans la queue
est correct, la fréquence & vitesses faibles est constante, mais la fréquence & faible vitesse est plus
grande que la fréquence a la vitesse la plus probable, d’un rapport ~ 1.76. Etant donné le caractere
approché de notre travail, nous utiliserons néanmoins cette forme, ce qui favorise les collisions
élastiques dans une comparaison élastique/inélastique.

On définit donc une premiere fréquence de collision entre électrons :

L _ g B/ (B.91)

ou K. est une constante que nous allons calculer.

Dans ’article de Rosenbluth et al. [68, 88], la seule valeur du temps de relaxation que les
auteurs donnent pour étre celui d’atteinte & un équilibre est celui correspondant a la vitesse la plus
probable : il vaut 0.737., ou 7, est le temps de self-relazation de Spitzer, défini par :

(3/2)3/2  m2s3 dmen\”
o e Ve , B.92
e 0714 SrnonA \ €2 (B.92)

On trouve alors K. par la relation

1
Ve) = ; B.93
ve(ve) * G s (B.93)
ce qui permet d’écrire en définitive :
1 R(v/v.)
1/5(’[}) ~ 2.57161—‘66%7 . (B94)

Remarquons que cette valeur donnée de 0.737, est une approximation qui dépend de la précision
demandée sur 'atteinte a ’équilibre. C’est un bon ordre de grandeur qui indique que le temps de
relaxation est proche du temps de Spitzer. On peut toujours poser que le temps réel de relaxation
est une constante proche de 1 multipliée par 7., alors la constante 2.5 avancée dans (B.94) ne doit
pas étre considérée comme exacte. On pourrait trés bien prendre 1 ou 0.5. De plus, I’étude par les
mémes auteurs du comportement asymptotique des temps de relaxation donne une valeur 3 pour
cette constante.
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En conclusion, il faut voir R comme une fonction qui raccorde assez bien les trois régions
de D'espace des phases, qu’elle respecte qualitativement chaque région, mais que chaque région
demande une constante différente (et proches I'une de ’autre) dans la formule (B.94) : 1.76 x 2.5 ~
4.4 pour les vitesses tres inférieures a la vitesse la plus probable v, 2.5 pour la région des vitesses
voisines de U, et 3 pour les vitesses bien supérieures a v.. Nous avons choisi d’utiliser la constante
donnée par la vitesse U, parce que c’est la mieux connue numériquement, la région des faibles
vitesses n’étant pas tabulée et la région des hautes vitesses ayant donné lieu a un traitement
analytique modélisé. Ce choix a aussi pour but de rejoindre les résultats bien connus, car v, est
aussi la vitesse a laquelle on fait référence pour décrire 'ordre de grandeur des collisions élastiques.

Nous allons maintenant déterminer I’expression de v(v) en fonction de t.(v), f(v,0) et €, et
définir dans quelle mesure cette fréquence de collision est universelle, i.e. ne dépend pas de f(v,0)
et €.

Nous définissons ’expression du temps de relaxation dépendant de la vitesse t.(v), définie
comme le temps pour lequel la fdv approche la maxwellienne d’équilibre a une précision relative
e donnée, beaucoup plus petite que 1. Pour préciser ce rapprochement, nous utilisons la fonction
g(v,t) décrivant écart & 1’équilibre (B.77). Alors le critére concernant t.(v) s’écrit :

|g(v,t(v))| < €. (B.95)

L’inégalité présente dans (B.95) est rendue nécessaire par le fait que g(v,0) peut étre nulle ou
plus petite en valeur absolue que €. Grace a la définition (B.91), le critére (B.95) permet de donner
une expression de la fréquence de collision du modele :

v(v) > ve(v) [In|g(v,0)| — Ing] . (B.96)

Nous avons vu a la section B.3 que la fréquence de collision v(v) doit étre positive ou nulle. Ceci
nous aidera & lever 'indétermination die & 'inégalité dans (B.96). Nous essaierons de remplacer
cette inégalité par une égalité lorsque possible, c’est & dire pour pour |g(v,0)| > €. L’étude de la
relaxation sur laquelle nous nous appuyons montre bien que t.(v) est une forme continue de v.
La formulation utilisée par les auteurs étant celle de FPL, c’est a dire différentielle, on comprend
bien qu’il ne suffise pas, qu’a un temps ¢ donné, g(v,t) = 0 pour que df(v,t)/0t soit nul : méme si
la fdv atteint 1’équilibre en un point dans un temps fini, elle va s’en écarter pour s’en rapprocher
asymptotiquement (en un temps infini). Ainsi, pour toutes les régions ou |g(v,0)| < €, la donnée
de t.(v) n’est pas pertinente. On remarquera que les auteurs n’ont jamais donné de valeurs pour
cette région. La seule chose importante, que nous n’avons pas démontré avec la forme FPL, est que
I'inégalité (B.95) reste valable pour des temps supérieurs a t.(v).

Méme avec une valeur définie de v.(v) dans la région ou |g(v,0)| < e, la formule (B.96) ne
nous étant plus utile, on ne peut plus trouver d’expression a v(v). Une possibilité serait de faire
un recollement par continuité ce cette région particuliere, avec celle, majoritaire, ou 1’égalité dans
la formule (B.96) est toujours valable. Moyennant quoi, soit il y aura évolution irréversible vers
I’équilibre, soit il n’y aura pas d’évolution du tout, mais il ne pourra pas y avoir d’évolution
irréversible vers un non-équilibre.

Pour étre cohérents avec les auteurs, nous fixons la valeur ¢ = 1072, qui donne —Ine ~ 4.60.

Dans la queue, g(v,0) = 1, donc In |g(v,0)| =0 :

v(v) = —ve(v)Ine. (B.97)

Cette formule (B.97) est simple et a I’avantage de ne pas dépendre de f(v,0).
Pour le départ et la bosse, correspondant & des valeurs 0 < y < 1, ot y = v/, est la vitesse
réduite, on peut écrire :

g(y,0) =21 —1. (B.98)

On voit que g(y,0) est nul pour y = 1/2, et la région a problémes, correspondant a |g(y,0)| < e,
a été estimée numériquement a |y| < 0.5 4+ 0.64e, qui est un domaine trés petit pour la valeur
¢ = 1072 utilisée. Comme g(y,0) est monotone, il suffit de calculer ses valeurs en y = 0 et y = 1.
On calcule facilement g(0,0) = e~t —1 ~ —0.63, alors In |g(0,0)| ~ —0.46, et g(1,0) = e—1 ~ 1.71,
alors In|g(1,0)] ~ 0.54. Dans ce cas, en excluant la région |g(y,0)| < e, il y a au moins un ordre
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de grandeur entre In|g(y,0)| et —Ine. Alors la formule (B.97) est encore une bonne détermination
de v(v).
En appliquant (B.97) & tout le domaine de vitesses, on obtient la relation générale :

g(v,t:(v)) =eg(v,0). (B.99)

On peut voir que, sur tout le domaine des vitesses 0 < v < 400, —0.63 < g(v,0) < 1.71.
Alors, bien que la précision ait été fixée a 1%, g(v,t-(v)) ne dépasse pas 2%, ce qui est tout & fait
acceptable, et nous permet de garder la formule (B.97) comme référence pour la suite.

On peut maintenant se poser la question de 'universalité de cette fréquence v(v), déterminée
par la formule (B.97). La comparaison de notre modele avec les travaux de Rosenbluth et al. [68, 88]
est difficile pour tout temps, car nous souhaitons établir la ressemblance la plus forte possible entre
FPL et BGK au temps t.(v), mais nous ne savons pas ce qui se passe sur Uintervalle ¢ €]0,t.(v)],
ce qui n’est pas tres important dans le cas de I’étude du probleme stationnaire, et nous ne savons
pas de quelle facon la forme FPL fait tendre la fdv vers ’équilibre pour ¢ > t.(v), alors que nous
connaissons la solution (Eq. B.43) donnée par le modele BGK : une décroissance exponentielle.

Puisque une seule étude a été menée, a ¢ fixé, on ne peut pas statuer sur la question de savoir
si v(v) dépend oui ou non de e. D’apres la formule (B.97), si € décroit, le temps de relaxation t.(v)
croit, donc v, (v) décroit, mais —Ine croit. Si la croissance de —Ine compense la décroissance de
ve(v), alors v(v) ne sera pas affectée par . Pour répondre a cette question, il faudrait faire une
étude numérique sérieuse. Néanmoins, il nous semble peu physique que le pouvoir des collisions
élastiques a maxwelliser la fdv dépende de la précision. Cela signifierait que la forme du modele
BGK pourrait dépendre de la précision, alors que la forme non modélisée, de Boltzmann ou de
FPL, n’en dépend pas. Etant optimistes, nous supposerons par la suite que v(v) ne dépend pas de
€, ce qui nous permettra d’utiliser le modele BGK avec n’importe quelle précision.

Pour savoir si v(v) dépend de f(v,0), nous allons utiliser la formule (B.99), et essayer différentes
formes de f(v,0) pour calculer g(v,0). Si cette quantité, en valeur absolue, reste inférieure a une
valeur proche de 'unité, disons jusqu’a un demi ordre de grandeur, alors on pourra dire que ’égalité
(B.95) sera assez bien définie pour garantir la validité du modele BGK.

1. En reprenant le modele de la maxwellienne tronquée (voir section B.3.1), le calcul de g(y, 0)
correspond a la formule (B.78), et les valeurs ont été tracées sur la figure (Fig. B.4) pour
2 = 2. On voit sur la figure que |g(v,0)| < 1 pour la région des faibles et moyennes vitesses.
Alors (B.99) est une bonne formule dans ce cas. On peut dire en fait que cette formule est
valable en général dans cette région parce que la maxwellienne f°(v) a des valeurs proches
de T'unité.

2. Si on utilise la gaussienne centrée sur la vitesse la plus probable, cette fois-ci dans la queue,
nous voyons que g(y,0) tend vers U'infini avec y : (B.99) n’est pas une bonne formule dans
ce cas. Dans cette région, cette formule ne marchera que si f(y,0) reste treés proche de f°(y)
lorsque il lui est supérieur, infiniment proche en fait, parce que f°(y) tend tres vite vers
zéro. Sinon, f(y,0) peut étre aussi éloignée de f°(y) que l'on veut sil lui est inférieur, ce
qui est le cas de la fdv f(v,t) < f°(v) calculée par les auteurs & l'origine du travail sur la
non-thermalisation des électrons dans les atmospheres stellaires, cités en introduction de ce
mémoire.

En conclusion, on ne peut pas affirmer que l'expression de v(v) donnée par la formule (B.97) soit
universelle. Mais on ne peut pas non plus le dire de la formule (B.96), qui est beaucoup plus
compliquée. Nous choisirons la formule la plus simple (B.97) qui, combinée & (B.94) et pour la
valeur € = 1072, donne finalement :

1 R(v/o)

() (p) ~ 11.5n.T
Vee (U) Te 6663 1)

(B.100)

B.4.2.2 L’approche intuitive

Le calcul classique des fréquences de collision, trés bien expliqué dans Delcroix et al. [32] et
Binney et al. [10], revient & savoir comment un faisceau monocinétique d’électrons est perturbé
dans le temps quand il collisionne avec un gaz de particules i dont les fdv sont maxwelliennes.
On calcule principalement trois quantités, toutes liées a la moyenne statistique de la variation de
vitesse du faisceau :
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— la perte de vitesse du faisceau le long de la ligne de visée, équivalent & un temps de freinage,
lié & la persistance des vitesses et aux corrélations, dont la fréquence sera notée v (v),

— la dispersion du faisceau perpendiculairement a la ligne de visée, correspondant a la diffusion
du faisceau, c’est & dire & 'isotropisation, dont la fréquence sera notée v3.(v),

— la dispersion du faisceau le long de la ligne de visée, correspondant & 1’échange d’énergie
entre le faisceau et le fond maxwellien, c’est & dire & la mazwellisation du faisceau, dont la
fréquence sera notée v, (v).

On remarquera que cette approche permettrait de connaitre la fréquence de relaxation des

anisotropies.

La signification physique de ces trois fréquences est expliquée dans Spitzer [110] et Montgomery
et Tidman [70], bien que le role de v%(v) par rapport & v (v) dans la maxwellisation du faisceau
n’y soit pas expliqué tres clairement.

Nous donnons ci-dessous les expressions completes de ces trois fréquences de collision :

— la fréquence v (v) est donnée par :
R 1
Vei(v) = nil'ei = (1 - : (B.101)

i

m; v

ou U; = \/2kT;/m; est la vitesse la plus probable de I'espéce 4, I',; est défini par (Eq. 3.16),
et R(u), que nous rappelons, est définie par (Eq. 3.20) :

1 2 e
R(u) = —erf(u) — — B.102
() = peri(u) - =, (B.102)
— la fréquence v5;(v) est donnée par :
1 S(v/v;)
S i
(V) = nley— —L22 B.103
E(0) = nili (B.103)
avec )
2 e
S(u) = = (2u® — 1) exf — B.104
() = o (207 1) exf(u) 4 =, (B.104)
— la fréquence vZ%(v) est donnée par :
T(v/v;
l/eTi(U) = nzrez (’Ué Z) s (B105)

ou T(u) = R(u).

On remarquera que les fonctions R, S et T définies ici sont présentes dans la monographie de
Delcroix et al. [32], mais leur valeur est différente : nos fonctions different d’un facteur 2, et notre
fonction T est tres différente de celle introduite par les auteurs. Notre définition de ces fonctions est
basée sur une comparaison des ouvrages de Spitzer [110], Montgomery et Tidman [70], et Binney
et al. [10].

Les variations des fonctions de R et S (nous pouvons exclure T' puisqu’il est équivalent a R)
sont résumées dans la table (Tab. B.3).

u 0 <1 1 >1 | 400

Rw) | 0 du/3/7 0428 | 1/u | 0

S(u) | 8/3y/m | 8(5—u?)/15y/7 | 1.258 | 2/u | 0O

TAB. B.3 — Fonctions utilisées dans les fréquences de collision du modele BGK.

Pour calculer la fréquence de maxwellisation, c’est a dire d’échange d’énergie, nous nous ap-
puierons sur un raisonnement tenu par Spitzer [110]. Selon lui, la fréquence d’échange d’énergie
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correspondrait & la moyenne statistique du carré de la variation d’énergie AE en une déviation
élémentaire, ot E = m.v?/2 est I'énergie cinétique de 1’électron moyen appartenant au faisceau.
Selon I'approche de Binney et al. [10], comme AFE varie en général dans un seul sens (perte d’éner-
gie ou gain d’énergie), sa moyenne statistique n’est pas nulle, et on peut la prendre pour calculer la
fréquence qui nous intéresse. Il y a une grande différence entre ces deux approches. Nous définirons
done deux nouvelles fréquences : v'2) = (AE)/E (celle de Binney et al.) et v'> = ((AE)?)/E?
(celle de Spitzer). Dans tous les cas, il faut avoir une expression de AE.

Définissons Av) et Av, tels que, dans un repere orthonormé %, y, z donné, z étant la direction

de v avant déviation, Av = Av,z + Av X+ Avi,y, avec Av, = /Av? + Aviy. Il est alors

facile de montrer que :

AFE A Avp)? (Av,)?
7_2ﬂ+(02u)+(u)

= B.106
E v v v ( )
et )
= 2 (B.107)
Alors,
i) = i) e +rl) (B.108)
1w 2 02 Me U v
= 2 zrez e | T p B.1
" 03 ; {ﬁexp( U?) m; ”zR(”1>} (B.109)
2
v s
=i T2 <U> vei(v) (B.110)
Avec I'approche de Spitzer, le premier terme étant dominant selon lui, on trouve :
v () = wh(v) . (B.111)

Notons que la formule (B.111) est basée sur 'hypothese que les Av;, i € {x,y, 2z}, censés étre
petits par rapport a v, sont tous du méme ordre de grandeur. Dans ce cas, cela entrainerait bien
Av? ~ Avﬁ < vAv). Nous montrons ci-dessous que cette hypothese n’est pas vérifiée pour toutes

les vitesses, par I’étude du rapport v (v)/vi(v) :

vei(v) _ _ mi (17_) :a(%) (B.112)

vEw)  me+my

ol Qe = 1/2 €t ey = 1.

On remarque que pour les grandes vitesses, c’est Vﬁ(v) qui 'emporte, confirmant "’hypothese
de Spitzer, mais c’est le contraire pour les faibles vitesses, les deux étant & peu pres égales a la
vitesse 7;. Les mémes résultats s’appliquent pour 2 (v). Ainsi I'expression (B.111) ne nous semble
pas décrire correctement la quantité statistique ((AFE)?)/E? que nous cherchons & calculer.

B.4.2.3 L’approche mathématique

Cette approche consiste a faire des rapprochements entre les différentes équations utilisées
pour décrire les collisions élastiques et le modele BGK, pour en tirer des expressions possibles de
fréquences de collision. Nous utiliserons la forme de Fokker-Planck-Landau, la forme de Boltzmann
et la forme de Boltzmann linéarisée, celle qui a permis de construire historiquement le modele
BGK.

1. La forme de Fokker-Planck-Landau
Nous utiliserons la forme (Eq. 3.19) pour la comparaison. Pour cela on va considérer comme
fréquence de collision le facteur de f.(v). C'est le seul point en commun entre la forme FPL
et le modele BGK. Nous décrivons ci-dessous les deux fagons d’exprimer la fréquence a partir
de 1a : soit utiliser le facteur de f.(v), raisonnement habituel lié & la forme intégrale de
Boltzmann (point a), ou on peut essayer de deviner cette fréquence (point b).
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la facon la plus simple est de simplement exprimer la fréquence comme étant le facteur
de f.(v), ce qui fait appel & une dérivée :

2
() me pn 10 vy (v
vei (v) = milei 5o @?R @- (B.113)
4 Me 1 02
T A P\ TR

2 2
me m; R v S v T
e T R - () =2 = A

ot on a transformé exp(—v?/w?) en des combinaisons (non uniques) de R, S et T' pour
trouver les deux dernieres formules ci-dessus.

Pour deviner la fréquence, nous revenons sur le raisonnement utilisé dans le cas des
collisions électrons-neutres, ou le terme de source isotrope est donné par I’équation (Eq.
3.37), ce qui donne avec notre approche ci-dessus une certaine fréquence de collision.
Nous avions choisi la fréquence égale & (m./mg)v1(v). Nous récapitulons ci-dessous les

possibilités et choix faits pour la fréquence de maxwellisation V%AX (v) :

me 1 0O
I/%IAX(’U) o 20 [1)31/1(11)] (B.114)
- Z—;yl(v) (B.115)

Cela donne l'idée d’appliquer une recette pour trouver la bonne fréquence de collision
a partir d’'une forme de FPL : on isole le facteur de f.(v), puis on remplace 8/0v par
1/v. Cette méthode n’est basée sur aucun raisonnement, c’est juste une astuce dont le
résultat sera a prendre avec précautions.
En appliquant cette recette aux collisions entre particules chargées, on obtient deux
formulations de la fréquence de collision :

Gy — pr.e l plv B.116
Vei (U> Nl ej ms ’1)1_112 7; ( . )
Me m;
= Emyi(v) (Bll?)
2
— (%) VT (v) (B.118)

Le choix de (B.116) comme fréquence de collision du modeéle BGK a été déterminé en
partant de la forme (3.19), qui est valable seulement pour des vitesses électroniques
élevées si nous ne supposons pas que la fdv de la particule cible est maxwellienne. Nous
allons discuter de la validité de cette approximation.

Pour k = +, cette approximation est bonne pour des électrons de vitesse v, > v (z), ce
qui correspond a I’hypothese des électrons rapides utilisée dans ce travail. Pour k = e,
Papproximation n’est valable maintenant que pour v, > 0.(z), ce qui restreint bien
plus le domaine des vitesses. On peut néanmoins penser que la fréquence de collision
(3.47) sera toujours valable pour des vitesses plus faibles, car cela a été montré par une
expérience numérique sur un cas particulier [89].

2. La forme de Boltzmann
En utilisant les expressions de Shoub [103], qui a une forme qui tient compte de la coupure &
la longueur de Debye mais qui tient compte correctement des collisions proches, on peut faire
le méme rapprochement avec le facteur de f.(v), qui est une forme de Boltzmann linéaire
parce que les types i sont supposées avoir une distribution maxwellienne des vitesses. Dans
son travail, on a une décomposition naturelle de I'intégrale en deux parties : une qui décrit les
collisions proches, de parametre d’impact compris entre 0 et pe;(g) (parametre d’impact pour
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une déviation de /2 défini dans la note C.2), et autre qui décrit les collisions lointaines,
de parametre d’impact compris entre p.;(g) et la longueur de Debye Ap. On va alors trouver
deux fréquences de collision dont il faut prendre la somme. La méthode pour déterminer
ces fréquences n’est pas la méme. Pour la premiere, correspondant aux chocs proches, on
peut utiliser le facteur de f(v), ce qui donne quelque chose de compliqué. Pour la deuxiéme,
Shoub met cette forme de Boltzmann sous une forme de Fokker-Planck-Landau pour éviter la
divergence coulombienne, et c’est a partir de cette forme qu’on doit trouver notre fréquence. I1
a fait la comparaison entre sa forme FPL et la forme FPL habituelle o on néglige les collisions
proches et integre le parametre d’impact de 0 a Ap, et 'auteur trouve que le rapport de sa
fréquence de collision avec la fréquence de collision habituelle est : (1 —In2/InA))/2.

Dans ’article, Shoub calcule la fréquence de collision totale. Il suffirait donc de lui soustraire
la fréquence FPL que I'on connait pour trouver la fréquence liée aux collisions proches.
Malheureusement, le terme de source de collisions proches a lui aussi une divergence qui le
sépare en un terme de type Boltzmann, dont la fréquence sera pertinente, et un terme de
type FPL, qu’on ne peut comparer a rien de connu par ailleurs. Le seul résultat qu’on peut
tirer du travail de Shoub est de voir que sa fréquence pour les collisions faibles est a peu pres
la moitié (pour InA > 1) de celle calculée avec la forme FPL habituelle. Cette expression
reste compliquée et non exploitable dans ce travail. Nous avons mentionné ’étude de Shoub
a titre indicatif (section 3.2.2.1.3), qui pourra étre utilisée ultérieurement & ce mémoire.

3. La forme de Boltzmann linéarisée
En se référant au chapitre sur I’'approche mathématique du modele BGK, la méthode utilisée
est de linéariser f = fM(1 + h) de fagon & obtenir un terme de source de la forme (B.7) et,
sous réserve que le modele BGK redonne bien le bon opérateur K, la seule fréquence possible
sera S(v), que 'on connait avec ’étude faite précédemment. Les résultats de cette étude sont
trop peu avancés pour étre exploités ici.

B.4.2.4 Choix de la fréquence

Nous avons a priori 8 candidats pour notre fréquence de maxwellisation : v$ (v), vE(v) , 5 (v),

et et

vl(v), VS)(U), VS’)(U), VS)(U) et ué?)(v). Nous disposons de deux critéres forts pour les choisir :

1. le comportement doit essayer de respecter le seul résultat numérique dont on dispose, a savoir
celui de Rosenbluth et al. [68, 88], c’est & dire avoir au moins un comportement asymptotique
en 1/v3,

2. on a fait le rapport plus haut des termes de source électron-électron avec électron-proton a
partir de la forme de FPL (Egs. 3.22, 3.23, 3.24), et cela donne des rapports, dans la région
des vitesses faibles et dans la région asymptotique, qui doivent étre vérifiés.

Apres vérification, seule I/S) (v) remplit parfaitement ces deux critéres, & une constante mul-
tiplicative proche de 1 pres entre toutes les formes trouvées. C’est donc elle que nous choisirons
pour qualifier la maxwellisation de notre fdv. De plus, bien que I’étude n’est pas été faite ici, nous

I'utiliserons encore pour qualifier 'isotropisation de notre fdv. Ainsi,

150 MAX Me v ! )
: = . = il e; R s B.11
v (’U) 1% (1}) an e vv? ( ) ( )

el €l
U

ol o peut prendre plusieurs valeurs, pour étre en accord avec les autres expressions : 2, 2.49, 5/2,
3 ou simplement 1. Il faut aussi tenir compte du facteur —Ine ~ 4.6 (voir la section B.4.2.1). Nous
choisirons donc o ~ 11.5.

B.4.3 Conclusion

Nous récapitulons ici les différentes fréquences de relaxation que nous avons pu choisir. Nous
noterons v199 la fréquence d’isotropisation et vM4X la fréquence de maxwellisation, de facon &
pouvoir écrire, suivant le désir exprimé dans ’équation (B.36),

Sa(v) = =50 (0) [£(v) = £(0)] =M AX () [£o(v) = FM ()] (B.120)
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les fréquences calculées ne s’appliquant d’ailleurs qu’au cas d’especes de particules ayant une vitesse
moyenne nulle.

On a alors :
vl () = nuvgue(v) (B.121)
vMAX () = U150 ) (B.122)
my
18O me 1 v
i ~11.5n;lei——=R | — B.123
Vei () L (U> ( )
vei X (0) = vl v) (B.124)
oui=e, +.

B.5 Conclusion

Des études récentes sur ’équation de Boltzmann [27] et sur I’équation de Fokker-Planck-Landau
[87] ont été faites. Ces études, tres poussées mathématiquement, font référence au modele BGK, ou
a d’autres, en discutant de son intérét. Les théoremes qui y sont exposés ne nous ont été d’aucune
utilité pour vérifier la validité du modele, d’ou I’étude du présent chapitre.

Dans ce chapitre, nous avons montré que le modele BGK tel que nous ’avons défini était capable
de conserver les invariants collisionnels avec une précision tres bonne, faisait tendre la fdv dans le
temps vers la bonne solution, pouvait, a partir d’un certain temps, étre localement assez proche
de la fdv par FPL, a une précision controlée. Cela joue en faveur de sa validité pour le probleme
temporel élastique, cinétique ou hydrodynamique, pour des temps longs.

Lorsque le probleme n’est plus purement élastique, c’est a dire que les écarts a 'ETL peuvent
étre forts, en tous temps, alors nous n’avons pu prouver que le modele BGK était valable. En fait,
il semble qu’il pourrait étre valable encore pour le probleme hydrodynamique, mais pas pour le
probleme cinétique. Cette conclusion s’applique aussi pour le probleme stationnaire.

Quoi qu’il en soit, il reste le meilleur modele cinétique qu’on puisse construire. Il est linéaire, les
parametres de la maxwellienne sont faciles & déterminer, et nous avons trouvé une expression de la
fréquence de collision qui est la meilleure qui soit pour traiter le probléme cinétique temporel ou
stationnaire. Nous noterons juste que cette fréquence de collision est la meilleure & méme d’imiter
le terme de source FPL, mais pas forcément celui de Boltzmann. Méme s’il ne donnera pas un
résultat quantitatif tres précis, il respecte les caractéristiques du terme de collisions élastiques FPL
ou Boltzmann, et c’est ce qui est le plus important. La fdv qu’il décrit a la méme continuité que celle
donnée par FPL ou Boltzmann. En ce sens, le modele BGK va quantitativement respecter la force
de rappel vers la maxwellienne des collisions élastiques vis-a-vis des inélastiques, en donnant un
bon ordre de grandeur de I'importance de I'un par rapport a l'autre. Si le vrai probleme montre un
écart a 'ETL, le modele BGK saura le mettre en évidence. Cet attribut peut valider son utilisation
dans le probleme stationnaire que nous nous sommes posés.






Annexe C

Notes

C.1 Grandeurs liées aux atmosphéres ETL (équilibre ther-
modynamique local)

Nous traitons dans cette note le cas des atmospheres en équilibre thermodynamique local (ETL),
c’est-a-dire dont tous les types de particules ont des fdv maxwelliennes de méme température et
des populations vérifiant les relations d’équilibre de Boltzmann et de Saha. Nous définissons les
grandeurs habituelles liées aux populations en ETL, et les indicateurs bien connus d’écart a 'ETL.

Dans une atmosphere en ETL, les microprocessus collisionnels dominent les microprocessus
radiatifs et sont localement réversibles, ce qui entraine que :

1. les profils atomiques d’émission et d’absorption bb coincident,

2. les fonctions de distribution particulaires sont maxwelliennes pour la méme température, qui
peut varier faiblement,

3. les densités particulaires vérifient localement des relations d’équilibre : loi de Boltzmann sur
lexcitation et loi de Saha sur l’ionisation.

Le premier point signifie que, dans une raie formée a 'ETL, il y a redistribution compléte en
fréquence dans le référentiel de 'atome (RCF), et le second point entraine que cela est encore vrai
dans le référentiel du laboratoire.

Les relations de Boltzmann et de Saha seront écrites sous la forme unique suivante :

bij(x)=1  (ETL), (C.1)

ou

bij(z) = (C.2)

et 0;;(z) est I'indicateur d’ETL bien connu :

(9i/9;) exp[Eij /KT (2)] sii<j  (bb)
0:(z) = ; (C3)
[ine(2)0:y (T(2)) sij=+ (bf)

ol nous avons introduit le coefficient I'; :

ro— 9 (L)B , (C.4)

g4 \1Me
et le facteur de Saha-Boltzmann 0, (T'(z)) de température T :
me \32 [ E;
Ot (T) = <2wkT> xp ( kT > ' (€-5)

Nous introduisons ici un autre indicateur d’écart & 'ETL b; utilisé dans la littérature [78], basé
sur la densité réelle d’électrons n., et de la densité réelle d’ions ny = n. pour cette atmosphere :

bi(z) = ZSL()) 7 (C6)

179
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ol nf est la densité de Saha pour I’espece i

5 = i+(2) =n_(Z 9i Z) ex Ei+
n8(6) = (014 (2) = n2(2) L) o () 7

et Ac(z) est la longueur d’onde thermique de de Broglie pour les électrons libres
h
V2rm kT (2)

Nous avons bien entendu b; = b; . Nous introduisons aussi le degré d’ionisation habituel y :

Mo(z) = (C.8)

X = (C.9)
ng
ol ng = Y, n; est la densité d’atomes d’hydrogene. Nous utilisons aussi au chapitre 6 des
grandeurs un peu différentes, basées sur la densité de particules lourdes ng = ng+n4 = >, n;+ny
plutot que sur la densité électronique n.. En supposant ny = n., nous définissons les densités des
populations par n}, qui satisfont les équilibres de Boltzmann et de Saha, et nous pouvons calculer
la densité n} par la relation :

no =Y ni+ni=> Ti0;(T)n? +nl, (C.10)

dont la solution (positive) est :

C.11
ne 2 Zl Fi@i+ ( )
Alors nous définissons les populations n} par la relation de Saha pour n} :
1 +4nOZFz@z+ —1
F=1,0,.n*? =T,0;, v ! , C.12
n; +Me + 2 Zl Fz@H- ( )
et I'indicateur a ’ETL b} par :
ni(z)
b*(2) = . C.13
{ORgE (C.13)
Le degré d’ionisation a 'ETL x* est :
o (14
no — N,

Ces degrés d’ionisation y et x *sont infinis lorsque le gaz est complétement ionisé. Nous rappelons
une autre définition habituelle du degré d’ionisation «, valant 1 lorsque le gaz est compléetement
ionisé : ny

oa=—, (C.15)
no
et sa valeur a 'ETL est a* :

* 1+4 10,4 —1
g Me L VIHAne T —1 (C.16)
0 Mo 221 Fi®i+

C.2 Définition et grandeurs d’un plasma cinétique classique

Le but de cette note est d’introduire les grandeurs habituelles caractérisant le plasma cinétique
classique de notre atmosphere stellaire, et utilisées abondamment dans ce mémoire aux sections
décrivant les collisions élastiques coulombiennes entre les électrons et les autres particules chargées
du plasma. Les notations proviennent principalement de la monographie Physique des Plasmas,
par J.-L. Delcroix et A. Bers [32].

Nous rappelerons tout d’abord les définitions des grandeurs de ce plasma, leur influence sur la
section efficace de collision élastique, et nous justifierons le choix fait dans ce mémoire de certaines
grandeurs par rapport a d’autres. Ensuite nous décrirons l'influence des interactions coulombiennes
sur le choix de la forme mathématique du terme de collisions élastiques dans I’équation cinétique
des électrons : forme de Boltzmann ou forme de Fokker-Planck-Landau (FPL).
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C.2.1 les collisions élastiques électrons - particules chargées

La figure (Fig. C.1) ci-dessous représente la collision élastique (i, v;) + (e, ve) — (i, v}) + (e, v})
dans le référentiel du centre de masse G et pour un potentiel a force centrale. Les variables de la
section efficace différentielle sont I’angle de déviation 6 et la norme du vecteur vitesse relative, ou
g=v.—v; et g =v, —v,. Les autres variables (p, 7, ) sont habituelles.

«Qy

Fi1G. C.1 — Représentation de la collision élastique, dans le référentiel du centre de masse.

La formule (C.17) détaille la relation entre le potentiel d’interaction ¢(r) et les variables p, g,
0, rm et oy, :

& d
am:/ par = (C.17)
Tmo 2 (1 i 25;2) . %) p)

ou p; = mem;/(m; +me).

A partir de la relation 0 = 7 —2a,,, et de la relation classique pour déterminer la section efficace
différentielle : pdp = gie,ie(g,0) sin @ df, on retrouve par exemple la formule de Rutherford (Eq.
3.13). C’est a partir de cette formule que le terme de FPL est calculé. On peut déja noter qu’elle
ne tient pas compte du potentiel réaliste de Debye-Hiickel (une expression relativement simple a
été trouvée grace a la mécanique quantique, sans équivalent classique), ni des effets quantiques
importants de symétrie entre particules indiscernables comme la collision entre deux électrons
libres.

Lorsque cet effet quantique de symétrie est pris en compte, la section efficace différentielle entre
électrons a une forme notablement plus compliquée [32] :

e? 1\’ 1 1
wecls = () s * oo (e

! ¢ [tan2(9/2)]] }

T sin2(0/2) cos2(0/2) | Ameohg

On voit bien que pour les faibles déviations 6 < 1, les deux derniers termes entre accolades dans
(Eq. C.18) sont négligeables par rapport au premier terme, et on retrouve la formule de Rutherford
(Eq. 3.13), dont l'utilisation est bien justifiée dans le terme de FPL. Par contre, l'utilisation d’un
terme de Boltzmann pour les fortes déviations doit utiliser (Eq. C.18) au lieu de (Eq. 3.13). Les
raisonnements développés par la suite sont valables pour ces deux sections efficaces.

Pour un potentiel coulombien agissant entre deux types de particules e et i ayant la méme
charge en valeur absolue, et nous n’étudierons que ce cas dans cette note, entre en jeu un parametre
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important : le paramétre d’impact critique p.; (souvent noté py) :

€2 1

- dmeg pig?

Pei(9) (C.19)

qui représente la distance a laquelle il faudrait placer les deux charges I'une de ’autre pour que leur
énergie potentielle soit égale a deux fois I’énergie cinétique initiale de la particule relative. C’est
aussi la valeur du parametre d’impact qui entraine une déviation 6 de 7/2. On la note pe; & cause
de la dépendance en pu;, bien que la différence soit faible :

1
Pe+ = §pee . (020)

Avec ces notations,
6 .
sin . = L (C.21)

2T

On peut alors facilement calculer I’angle 6. pour lequel la distance minimale d’approche est la

longueur de Debye. Cette distance serait normalement r,,,, mais on choisit p, parce que la différence

n’est pas trés importante et que cela permet d’obtenir I’expression simple suivante, valable pour
un plasma cinétique classique (p.; < Ap) :

0. 2 2pei/AD . (C.22)
Dans les intégrations menant au terme de FPL, on retrouve la quantité
A = Ap/peis (C.23)

ou plutot le logarithme coulombien In A. Cette quantité apparait lors de 'intégration sur 'angle de
déviation 6 du terme de collisions élastiques. En effet, on a l'intégrale :

Pd(sin(0/2) e ulsin
/9 sin(oy2) ~ mbin(0ar/2)] = nfsin(0m/2)] (C.24)

Les bornes d’intégration sont 6,, et ;. Pour la forme de Landau, on ne doit prendre en compte
que les faibles déviations, c’est a dire qu’en terme de parametre d’impact, quelques rp < p < oco.
Pour un plasma cinétique classique, la borne inférieure du parametre d’impact pourrait étre d.. On
voit qu’on ne peut pas prendre une valeur infinie pour la borne supérieure du parametre d’impact,
parce que 'intégrale (C.24) diverge alors. On fait une coupure du parametre d’impact & la longueur
de Debye Ap, qui est grande dans un plasma cinétique classique par rapport a d. et r. Cela permet
de négliger le premier terme dans (C.24) qui définit In A avec la formule (C.23). Lorsque le plasma
n’est plus aussi classique, c’est a dire que Ap n’est plus aussi grande par rapport aux autres valeurs
du plasma, la simplification dans (C.24) n’est plus valable. On pose alors 0); = 7w (parametre
d’impact nul). Les intégrations jusqu'a 7 permettent d’obtenir une forme élégante qui a le mérite
de passer outre la difficulté posée par la séparation entre un choc proche (fort) et une déviation
faible. Néanmoins, I'erreur ainsi commise par rapport au terme de source réél calculé en ne tenant
compte que des déviations faibles, est typiquement de ordre de 1/In A ~ 10% [40, 41], ce qui n’est
pas énorme. Bien sur, l'erreur typique avancée ici dépend fortement du type de plasma que 'on
étudie, et les plasmas peu chauds et peu denses peuvent induire des erreurs de I'ordre de 30%.

Une premiere remarque consiste & voir que (Eq. C.23) n’est pas valable pour toutes les particules
entrant en interaction, puisque pg est inversement proportionnel au carré de la vitesse relative, qui
varie de 0 a l'infini en principe. Pour des vitesses relatives proches de zéro, (Eq. C.23) doit étre
sérieusement remise en question.

La deuxiéme remarque consiste en le fait que les intégrales sur v, dans le terme de Landau
possédent une dépendance en In A, quantité qui varie peu avec g mais qui est trés compliquée &
intégrer, au point qu’une forme analytique du terme de Landau ne serait pas concevable. L’idéal
serait d’extraire cette dépendance logarithmique de I'intégrale, en prenant une valeur moyenne par
exemple. Ce raisonnement est approché, alors quelle valeur prendre ?

On peut définir trois grandeurs moyennes faisant intervenir la vitesse, I’énergie et la température
cinétique T :

— la moyenne du carré de la vitesse (v2) = 3kT/m,
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— la vitesse moyenne (|v|) = /8kT/7m,

— la vitesse la plus probable v = /2kT/m.
La premiere définit la température cinétique de facon générale. Les deux autres ne sont définies que

pour une distribution maxwellienne des vitesses a la température T. La vitesse la plus probable
correspond & la vitesse pour laquelle la densité de probabilité p(v) = v fM (v,t) est maximale.

Nous avons noté dans la littérature des choix différents des grandeurs liées a la vitesse définies
plus haut, que nous pouvons séparer grosso modo en deux catégories : 'utilisation de 1’énergie
cinétique moyenne (M), ou l'utilisation de la vitesse la plus probable (P). Dans tous les cas,
le probleme est énormément simplifié car toutes les especes du milieu sont supposées avoir la
méme température cinétique T, les électrons sont bien plus rapides que les especes lourdes, et
seul le parametre d’impact critique moyen pour I'interaction entre électrons et especes lourdes est
considéré, de facon & remplacer g par |v.|, parce que les grandeurs moyennes décrites plus haut
ne s’appliquent bien siir qu’a une seule espece. Rien ne permet a priori de sélectionner un choix
plutot qu'un autre, et noux n’avons trouvé aucune explication dans la littérature.

Nous allons tout d’abord expliciter les différences entre ces deux approches (M et P), puis
tenter de les justifier.

Dans les deux cas, le parametre d’impact critique pe; est défini par le rayon de Landau :

e2

- “ 2
L™ AreokT, ' (C.25)

ou T, est la température cinétique des électrons. Pour (P), pee — 71./2 et pour (M), pee — 71,/3.
Ensuite se pose la question du choix de la bonne longueur de Debye. Il en existe deux pour notre
probleéme : Ap. et Apy. Chacune est précisément définie comme la longueur typique de corrélation,
typique car on a vu que le potentiel écranté de Debye-Hiickel n’atteint jamais la valeur nulle, ce qui
fait que deux charges situées a une distance infinie 'une de I’autre, ou tout du moins plus grande
que la longueur de Debye définie par ce potentiel, se voient toujours. Ces deux charges interagissent
donc toujours. Si on suit la définition, elles ne seront en fait corrélées que si cette interaction change
leur mouvement. Le calcul approché de ces deux longueurs de Debye est fait depuis longtemps. La
premiere suppose que le plasma est électriquement neutre, et que seuls les électrons participent a
leffet d’écran sur une charge quelconque. La deuxieme inclut l'effet des protons pour I’écrantage.
AD+ = Ape/V2, et

Ape =/ G- (C.26)

L’utilisation de telle longueur de Debye ou telle autre est déterminée par la comparaison des
durées typiques des processus physiques que I'on décrit (équilibre statistique, collisions, propagation
d’ondes électro-magnétiques, etc) et des temps caractéristiques liés & ces longueurs [31]. Chaque
temps est défini comme l'inverse de la fréquence de plasma fp; considérée, dont le calcul se trouve
facilement dans la littérature. Ces fréquences de plasma sont les fréquences d’oscillation de plasma
engendrées par des perturbations de densité de charge : f, = (m./m)/2 f, ot

1 /e?n,

fpezi

2m \ eome

(C.27)

Pour I’étude des propriétés statistiques a 1’équilibre, le temps caractéristique du processus ob-
servé est tres grand, infini en théorie, et on doit utiliser Apy, mais pour les collisions, le temps
caractéristique est le temps typique que met une particule test pour traverser la sphere de Debye
entourant la charge avec laquelle elle interagit. Ce temps devrait étre, en prenant une valeur maxi-
male, le temps d’interaction ¢;,; = Ape/g. On utilise souvent une grandeur moyenne en utilisant la
vitesse la plus probable : £y = Aper/me/2kT,. On définit alors la fréquence d’interaction comme
I'inverse du temps d’interaction. On voit que

V2
fi’nt = ﬁfpe > fp+ . (028)

Pour les collisions, c’est a dire dans les équations cinétiques, la longueur de Debye a utiliser est
AD = Ape. On notera une fois de plus que le vrai temps défini par ¢;,; est inversement proportionnel

a la vitesse, donc la longueur de Debye pour les électrons lents, dont la fréquence d’interaction est
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petite, devrait étre Ap;. Considérant une fois de plus le caractére approximatif de la forme de
Landau, nous garderons A\p = Ap. pour tous les particules a toutes les vitesses, sachant que la
forme la plus juste, et malheureusement la plus compliquée, est celle de Boltzmann.

Dans la littérature, on trouve la méme formule pour A, & un facteur multiplicatif pres : A/mn A%,
peut prendre les valeurs 4, 8 et 24. Pour notre part, nous choisirons la valeur 8, qui correspond a
Papproche (P) (pei = pet+ = 71./2 négligeant le facteur 2 entre les collisions e — e et e — +dans le
logarithme) et & Ap = Ap.. Gréce & la relation : 47rnerL)\%e =1, on obtient le résultat suivant :

73/2
3 €
A =8mn Ap, x —77 - (C.29)
Te
L’erreur commise sur In A entre le choix (M) ou (P) est In(1.5)/InA ~ 3 — 10%, ce qui est
typiquement la marge d’erreur qu’on se donne pour cette forme FPL.

C.2.2 Les différents types de plasmas

Plusieurs grandeurs statistiques caractérisent les plasmas :
— la longueur de Landau rp,,
— la distance inter-particulaire moyenne d. = ne 1 3,
— la longueur d’écrantage de Debye Ap.
La figure (Fig. C.2) ci-dessous met en évidence la complexité de 'interaction coulombienne écrantée.

Nous nous intéressons volontairement a un plasma cinétique classique pour lequel r; < d. < Ap.

particule t

]~ y

1V

Fic. C.2 — Représentation de la déviation d’une particule test par une charge écrantée, placée au
centre de la figure, lors d’interactions coulombiennes dans un plasma cinétique classique.

Le processus de collision d’un électron test sur les autres particules du gaz se décompose en
plusieurs zones, selon la distance R a tout instant entre la particule test, et la particule écrantée :
I: 0< R < quelques ry, : collisions binaires proches, terme de Boltzmann,

IT : quelques r; < R < d. : collisions binaires lointaines, terme de Fokker-Planck-Landau (FPL),

IIT : d. < R < Ap : collisions multiples lointaines, terme de FPL,

IV : Ap < R < 400 : pas de collisions, les interactions avec la particule test sont décrites par le
terme de force microscopique de Vlasov.

La forme de Boltzmann est forcément valable dans la zone I, et aussi dans la zone II puisque
I'interaction y est décrite par la forme de FPL, qui est une forme de Boltzmann dont I'expres-
sion intégrale est devenue différentielle en utilisant I’hypothése de déviations faibles par collisions
(développement de Taylor de la fdv).
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Par contre, la conclusion de la zone III, a savoir qu’une collision multiple lointaine peut étre
décrite par le terme de FPL qui, rappelons-le, s’appuie sur le terme de Boltzmann spécifique
des collisions binaires, mérite une explication. Dans ce cas, on ne peut plus utiliser les formes
classiques de la théorie cinétique des gaz qui décrivent 1’évolution de la fdv & un corps. Les charges
sont corrélées, il faut donc étudier ’évolution des fdv a plusieurs corps. Des calculs ont montré que
leffet statistique de cet ensemble aléatoire de petites déviations simultanées était le méme que celui
d’une suite aléatoire de collisions binaires décrites par la forme de FPL [32, 70]. Autrement dit,
les petites déviations multiples et les petites déviations binaires sont physiquement tres différentes,
mais conduisent a la méme forme mathématique du terme de collision.

Pour la zone IV, I'interaction se fait suivant le potentiel de Debye-Hiickel, qui décroit tellement
vite (exponentiellement) qu’on néglige son influence a partir de la longueur de Debye.

Pour les régions IT a IV, il est possible d’éviter une coupure a la longueur de Debye, en employant
la forme de Balescu-Lennard [3, 32, 62], qui inclut directement un potentiel d’interaction écranté,
les intégrales angulaires devenant finies sans coupure.

Suite & une discussion avec Nelly Peyraud-Cuenca (Observatoire de Nice) et les références
[32, 62], la distinction entre les 3 formes pour décrire les interactions lointaines : Vlasov, Fokker-
Planck-Landau et Balescu-Lennard, dépend de la comparaison entre les temps caractéristiques du
plasma et le temps d’interaction coulombienne des électrons avec les autres particules chargées de
type 4, noté t.;(v). Ce temps est le temps caractéristique de variation de la fdv des électrons lors
de collisions élastiques. Nous avons défini avec le modele BGK (Eq. 3.47) la fréquence de collision
Vei(), alors te;(v) = 1/vei(v). Site; < tp, OU t, est le temps de plasma, les collisions élastiques
doivent étre décrites par le terme de force de Vlasov. Si t.; > t4, ou tg est le temps diélectrique, les
collisions élastiques doivent étre décrites par la forme de Balescu-Lennard. Entre ces deux temps ¢,
et tg4, les collisions élastiques lointaines sont décrites par la forme de Fokker-Planck-Landau. Nous
définissons ci-dessous ces temps caractéristiques :

Me€o

— ~ -2
t, = 2, 1.8 x 10 e

(SI), (C.30)

et
3/2

T
tq = At, ~ 7.4 x 10*

Ne

(SI) (C.31)

ou A est le parametre de plasma défini par (Eq. C.29). La forme de Balescu-Lennard est compliquée.
Elle n’a pas été étudiée dans ce mémoire, et nous nous placerons dans I’hypothese que la forme
FPL est valable pour notre atmosphere, ou du moins est une bonne approximation.

On a alors six possibilités pour notre terme de collisions élastiques :

Boltzmann pour 0 < R < Ap avec un potentiel coulombien,

Boltzmann pour 0 < R < 400 avec un potentiel écranté de Debye-Hiickel,
Boltzmann pour 0 < R < quelques r;, +FPL pour 0 < R < Ap,

Boltzmann pour 0 < R < quelques r;, + Fokker-Planck pour quelquesr;, < R < Ap,
FPL pour 0 < R < Ap,

Fokker-Planck pour quelquesr;, < R < Ap.

A

La premiere possibilité vient du fait que le terme de FPL, qui est adapté aux interactions cou-
lombiennes, est un terme de Boltzmann transformé. Le potentiel d’interaction est compliqué, on
sait juste qu’il a la forme de Debye-Hiickel assez loin du centre, typiquement a partir de la lon-
gueur de Debye, et doit étre coulombien tres pres du centre, typiquement en dessous de la distance
inter-particulaire moyenne, voire en dessous du rayon de Landau. Entre le rayon de Landau et la
longueur de Debye, des calculs ont été faits pour montrer que la différence de traitement conduit a
des erreurs faibles, c’est a dire négligeables compte tenu du caractere approché de notre méthode
[32, 41].

La deuxieme possibilité semble meilleure quant a la description physique de I'interaction que la
premiere. On y perd par contre en simplicité parce que les sed pour le potentiel de Debye-Hiickel
sont compliquées. Et que devient la force microscopique de Vlasov ?

La troisieme possibilité est celle qui donne les expressions mathématiques les plus simples, bien
qu’'il y ait un flou sur la définition de quelques 7y, et qu’on surestime le terme de FPL de ~ 10%
par rapport a la sixieme possibilité.
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La quatriéme possibilité garde le flou mentionné précédemment, a ’avantage de ne pas compor-
ter de surestimation, mais le terme de Fokker-Planck, défini par la méthode habituelle de dérivation
d’une forme de Boltzmann pour des petites déviations mais en ne tenant compte que des dévia-
tions faibles pour définir le domaine d’intégration sur les angles, a une expression beaucoup plus
compliquée que le terme de FPL.

La cinquieme possibilité est celle couramment rencontrée pour décrire les collisions élastiques
entre charges, et mérite donc d’étre mentionnée a ce titre.

La sixieme possibilité rejoint la premiere. Elle représente le mieux le processus physique, mais
reste floue dans sa définition et compliquée dans sa forme.

La plupart des physiciens et astrophysiciens utilisent la cinquieme possibilité, persuadés que le
terme de FPL I’emporte de loin sur le terme de Boltzmann, et aussi pour ne garder qu’une seule

forme, le traitement mathématique et numérique de la forme de Boltzmann étant tres différent de
celui de la forme de FPL.

Notons que les travaux de T. Koga concluent qu’il est nécessaire de garder le terme de Boltz-
mann [55, 56]. Il semble avoir prouvé que dans les atmospheres stellaires typiques le terme de
Boltzmann est justement du méme ordre de grandeur que le terme FPL, le critere étant qu’il y ait
suffisamment de charges Np dans la sphére de Debye, mais pas trop (~ 100), ou

4

2 1 Ape
ND = g’ff)\?’DeTLe = gA: _— .

S (C.32)

Les raisons sont compliquées, elles font appel a la hiérarchie BBGKY et a la forme des équations
cinétiques qu’il en déduit. Si on utilise la forme de Boltzmann pour les collisions entre électrons, il
faut tenir compte des effets quantiques de symétrie (voir section C.2.1).

On peut aussi se référer a 1’étude tres compléte menée par Shoub [103], qui compare 1'im-
portance des collisions fortes par rapport aux collisions faibles, et montre que dans certains cas,
typiquement hors-ETL, les collisions fortes I’emportent. Nous avons détaillé son point de vue a la
section 3.2.2.1.3.

Il ne faut pas perdre de vue que ce qui nous intéresse est le temps que va mettre la fdv des
électrons pour s’équilibrer vers une distribution maxwellienne. On ne s’intéresse pas a 1’évolution de
cette distribution dans le temps, alors la forme du terme de source n’est pas tres importante. Ainsi
on peut utiliser toutes les possibilités étudiées plus haut, ou utiliser un modele phénoménologique
de collisions comme celui de BGK (décrit dans annexe B). De plus, I"équation cinétique des
électrons fait intervenir les collisions élastiques avec les atomes neutres, qui sont décrites par un
terme de Boltzmann. Nous avons donc obligatoirement les deux formes mathématiques a traiter
dans la méme équation, et le fait d’utiliser la premiére possibilité ne représente pas vraiment un
handicap de plus.

Connaissant les travaux de Shoub [103], il serait intéressant de comparer le modele BGK aux
différentes combinaisons de formes issues des six possibilités décrites plus haut.

C.3 Les fonctions auxiliaires du transfert

Le but de cette section est d’expliciter :

— les moments doubles de la fonction de Green, qui figurent dans la relation (Eq. 5.36), en
terme de fonctions auxiliaires a définir,

— les fonctions auxiliaires figurant dans les expressions (Eqgs. 5.37-5.45) des trois premiers mo-
ments de I'intensité spécifique.

C.3.1 Moments doubles de la fonction de Green

Ces moments sont définis par (Eq. 5.32). Nous donnons ci-dessous leur expression, sans le détail
des calculs.



.o, Lo FUINULLIUINOD AUALLAALIVY DU LIvAINOL Ivivt 101/

1. pour " =mgetn=10u2,p=0,1ou?2:

1
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n 1 1
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ou sg(z) vaut -1 siz < 0et 1six>0.
Dans ces deux formules, E}, est la fonction exponentielle-intégrale d’ordre k& > 1, définie par
(Eq. 5.35), et €,(7) désigne le coefficient

[ 1/ (1—€()) sip=10
61)(T) = { 6(7’)/ (1 _ 6(7’)) sip=1ou2 ' (035)

Les deux moments précédents font apparaitre les coefficients «,, , 3, et les fonctions auxiliaires ®,,
et 7y, définies plus loin aux sections C.3.4, C.3.5 et C.3.6.

C.3.2 Les trois premiers moments de l’intensité spécifique
Leurs expressions (Egs. 5.37-5.45) contiennent, outre les coefficients «,, 3, et les fonctions ®,,
(sections C.3.4 et C.3.5), les fonctions R,, définies a la section C.3.7.

C.3.3 Notations

Nous allons exprimer les coefficients a,, 3, et les fonctions ®,,, v, et R,, en terme de fonctions
auxiliaires en partie classiques en théorie du transfert, en partie introduites pour la premiere fois
dans [91]. Pour avoir des notations homogenes et faciliter le renvoi & [91], nous utilisons dans cette
annexe les notations de cette référence, ot l'albédo 1 — €(7) est noté a et I'épaisseur optique de
I’atmosphere 7y est noté b. D’ou

a=1-—¢(r), b=, (C.36)

et les relations de passage de nos notations a celles de [91] sont les suivantes :

an(T) = an(av b) ) ﬂn(’r) = 5n(aa b) ) (C37)
D, (1,¢(1)) = ®,.(a,b,7), Yo (7', 7,€(T)) = ynla, b, 7', 7) | R, (7', 7,¢(1)) = Rp(a,b, 7', 7).
(C.38)

La dépendance par rapport & 7 dans les membres de droite de (C.37) est contenue dans I’albédo
a=1-—¢(7).
C.3.4 Définition des coefficients «,, et 3, pour n >0

Ces coefficients sont les moments d’ordre n des fonctions classiques X et Y, dites parfois de
Chandrasekhar :

1 1
(1) = avn(a,B) = /0 X(ab )i du,  Palr) = Bula,b) = /0 Y(abp)u"dp. (C.39)

Ces fonctions sont étudiées en détail dans la célebre monographie de Chandrasekhar [28]. Une
synthése récente et des algorithmes de calcul peuvent étre trouvés dans [91, sections 7.3.1 et 8.4].
Pour calculer les moments «, et 8, pour n > 0, nous n’avons pas utilisé leur définition (Eq. C.39),
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car les fonctions X et Y sont difficiles & calculer et, de plus, la fonction X a une dérivée infinie en
1= 0. Il est beaucoup plus simple de déduire ces moments des valeurs superficielles des fonctions
®,, introduites & la section C.3.5, en calculant d’abord les coefficients Z,, et g, (n > 0) suivants :

in(aﬂ b) = 577,0 + (71)77‘(1)"-"-1(&5 b7 O) 5 gn(a7 b) = (I)7l+1(a’a ba b) ’ (040)

ou d;; désigne le symbole de Kronecker défini a la section C.3.1.
Les a,, et 3, se déduisent des Z,, et 3, par les relations

9 9 E(n/2)

ap(a,b) = Eéno — amn(a, b) +2 pz:;) ml‘n_gp(a,b) , (C.A41)
9 E(n/2) 1

Bn(a,b) = ~gn(a,b) -2 p;] myn,zp(a,b), (C.42)

données ici sans preuve. Dans la borne supérieure de la somme sur p, F(z) désigne la partie entiere
de z.

C.3.5 Définition des fonctions ¢, pour n >0

Pour tout n > 0 et tout 7 € [0, 79] (0 exclu lorsque n = 0)

c+ioco
D, (1,e(1)) = Dp(a,b,7) = % /; ﬁ {[1 —¢x(a,b,—1/2)] exp(12) (C.43)

dz
(=2)m
l'intégrale étant calculée dans le plan complexe le long de la droite Re(z) = ¢, avec —k < ¢ < 0.

k = k(a) désigne I'unique racine comprise entre 0 et 1 de ’équation caractéristique T'(a,1/z) =0,
ou pour tout z € C\ {£1}

(=) (a,b, —1/2) exp((b — T)z)}

+1
a dv
T(a,z)=1- = , C.44
@)=1-5: [ (C.49
I'intégrale étant une valeur principale de Cauchy lorsque —1 < z < 1. L’équation T'(a,1/2) =0 a
été résolue de fagon exacte dans les années soixante [25, 26]. Sa racine k(a) comprise entre 0 et 1
est donnée par
1! 2)u] d
k(a) =+v1—aexp f/ arctan mla/2)u] du , (C.45)
T Jo T(a,u) | u
ou arctan n’est pas la détermination principale de l'arctangente mais celle qui prend ses va-
leurs sur [0, 7] lorsque largument décrit R. Ce choix garantit la continuité de la fonction v —
arctan [w(a/2)u/T(a,u)] au point u €]0, 1] ot T'(a, u) s’annule.
Les fonctions x et &y , qui figurent dans l'intégrale de (Eq. C.43), sont classiques (fonctions
de Sobouti). Elles sont définies & partir des fonctions X et Y par les relations

dv

1
Ey(ab,z) = gz/ Y(a,bv) =, (C.46)
0

z

dv
vtz

1
é-X(a,b,Z) - gZ/ X(avbv 'U)
0

qui ont un sens sur C\ {—1} & condition de calculer les intégrales au sens de la valeur principale
lorsque z €] —1, 0[. En fait, on peut calculer ces fonctions de fagon plus directe, de la méme maniére
que les moments des fonctions X et Y peuvent se calculer sans utiliser leur définition (C.39) : ¢f.
[91, sections 7.3.1 et 8.4] pour des détails?.

Pour I’évaluation numérique des fonctions ®,,, 'intégrale figurant dans le membre de droite de
(C.43) doit étre transformée par la méthode des résidus appliquée au contour de la figure (Fig.
C.3) ci-contre, tiré de [91, p. 247]. La coupure sur | — oo, —1[ provient du caractére multiforme du
logarithme complexe présent dans la définition (C.44) de T'(a, 2).

I Notre fonction £x coincide avec la fonction 1 — &x de [91].
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FiGc. C.3 — Contour dans le plan complexe pour calculer les fonctions auxilaires des milieux plan-
paralleles.

Le résultat, valable pour tout n > 0 et pour tout 7 € [0, 7] non simultanément nuls, est le
suivant :

b, (a,b,7) = LR(a, k) {[1 —¢x(a,b,1/k)]) exp(—7k)

kn—l
+ (=1)" ey (a,b, 1/k) exp(—(b — 7)) }

a 1
+§/0 g(a,v) {[1 —¢&x(a,b,v)] exp(—7/v)
(=) ey (a,b,v) exp(—(b — ) /v) fo" v, (CAT)

ol on a posé
Rlak) = = F (C.48)
GF e ra—1 ’
et
1
(T(a,v))” + (mav/2)*

Pour alléger les notations, nous n’avons explicité toutes les dépendances par rapport a la variable
de profondeur optique. Ainsi k¥ dépend de 'albédo a, donc de 7 puisque a = 1 — (7). De méme
pour les autres grandeurs dépendant de I'albédo : R(a, k), g(a,v), etc.

Les fonctions ®,, généralisent la fonction ® de Sobolev, puisqu’elles redonnent cette derniére a
Pordre 0 : &9 = @ [109, 91].

ga,0) = (C.49)

C.3.6 Définition des fonctions ~, pour n > 0

Ces fonctions dépendent de deux variables d’espace 7/ et 7, et bien sir de ¢, d’ol la notation
Yo (77,7, €(7)). Elles sont définies pour n > 0 et 7/, 7 € [0, 79] par

Yo (T 7,6(T)) = Y (a,b, 7', 7) = % /CC::O [m — 1} {f(a,b, 7', —1/z)exp(rz) (C.50)
dz

(=2)" "

+(=1)"€(ab,b— 7', —1/2) exp((b— 7)2) |



1JU LAININDEATY U, INU L O

L’intégrale est de nouveau calculée le long de la droite Re(z) = ¢ avec —k < ¢ < 0, ce qui
montre que I'expression (C.50) n’a de sens, pour n = 0, que pour 7/ # 7, et pour n > 1 pour 7’ et
7 non simultanément égaux a 0 ou 7p.

La fonction £ figurant sous l'intégrale se déduit des fonctions nx et ny suivantes :

ct+100 dZ/

1
= — X 1/7 ! bl
nx(a,b, 7 2) 5im /C_ioo (a,b,1/2") exp(72") T s (C.51)
(a,b,72) = —— / e Y(a,b,1/2) exp(rs) —2 (C.52)
T = XP\T .
ny(a, o, 2 i s Uy p 1+Z’Z’

par la relation

&(a,br,z) = Y [—Re(2)] exp(7/2) + 2 [1 — Ex(a, b, 2)] nx (a,b, 7, —2) + 2&y (a, b, 2)ny (a, b, 7 — 2) .
(C.53)
Elle se déduit donc, par une relation algébrique simple, des fonctions £x, £y, nx et ny étudiées
en détail et tabulées dans [91]. La fonction & généralise les fonctions £x et £y puisqu’elle coincide
avec elles sur les plans frontieres

£(a,b,0,2) =£&x(a,b, 2), &(a,b, b, z) = &y (ab, 2). (C.54)

Pour I’évaluation numérique des fonctions ~,,, il faut transformer Uintégrale figurant dans (C.50)
par la méthode des résidus appliquée au contour de la figure (Fig. C.3). On obtient

Yula,b, 7', 1) = %R(a,kz){S(a,b,r’,l/k)exp(—ﬂc)

k
+(=1)"€(a, b,b = 7', 1/k) exp(— (b — T)k)}

1
+5 [ slav) {g@ . vy exp-r/v)
2 Jo
4 (=1)"&(a,b,b— 7', v) exp(— (b — 7)/1))} v dv (C.55)
Rappelons que k, R(a, k) et g(a,v) sont définis par (C.45), (C.48) et (C.49) respectivement.

C.3.6.1 Deux propriétés des fonctions ~, utiles aux calculs numériques

11 est facile de voir, & partir de la définition (C.50) de ~,,, que ces fonctions vérifient
Ynla, b, 7', 7) = (=1)"vp(a,b,b — 7/, b — 7). (C.56)

Par contre, il est plus difficile d’établir la relation

@b, 7) = ()" (@b 1) = = (1) [@uopra(ab, )@y (a,b,7) (C.57)
p=1

n

—®,(a,b,7)Pp_pr1(a,b,b— 7'/)} ,

admise ici sans preuve. On convient, comme c’est 1'usage, que la somme sur p est nulle lorsque sa
borne supérieure est strictement inférieure a sa borne inférieure, c’est-a-dire ici pour n = 0. La
fonction -y, n’est donc symétrique par rapport aux variables 7/ et 7 que pour n = 0.

C.3.6.2 Expression des fonctions v, sur les plans frontiére

Le calcul des fonctions 7, est largement simplifié sur les plans frontiere, puisqu’il nécessite la
seule connaissance des fonctions ®,, introduites a la section C.3.5 et de leur homologue @, des
espaces infinis. On a en effet :

1. pour 7 = 0oub,
Yn(a,0,0,7) = O n(a,7) — &y (a, b, T) (r>0), (C.58)
Yn(a,b,0,7) = (=1)" [Poo n(a, b — 7) — Dy (a,b,b — 7T)] (r <), (C.59)
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2. pour 7 = Ooubd,
Yala,b,7,0) = (1)n{ )= D [En-p(a, D)y (a,b,7) (C.60)
p=1
+&anA@m%mww—Hﬂ} (' >0),

Ynla,b,7',b) = P pnla,b— [xn _p(a,0)®,(a,b,b—7") (C.61)

p=1

(1 (@, b)@y(ab7)] (7 <b).

Les fonctions @, des milieux infinis, qui figurent dans ces expressions, s’écrivent pour n > 0

oo m(a,7) = % / _+: [ﬁ _ 1} exp(r2) (d;)n , (C.62)

o ¢ €] — k,0[ si 7 > 0. Pour 'évaluation numérique de ces fonctions, on transforme l'intégrale par
la méthode des résidus ce qui donne, pour n > 0 et 7 > 0 non simultanément nuls

1

a [
— R(a,k)exp(—kT) + 3 /0 g(a,v) exp(—7/v)v" tdv. (C.63)

Qoo nla,7) = o

De nouveau, ®, o = P : fonction résolvante classique des milieux infinis [109, 91].

Les relations (Egs. C.58-C.61) sont celles qui nous ont permis de calculer I'intensité moyenne,
le flux radiatif et la pression de radiation sur les plans frontieres (Eqs. 5.38, 5.39, 5.41, 5.42, 5.44,
5.45).

C.3.7 Définition des fonctions R, pour n > 0

Ces fonctions se déduisent immédiatement des fonctions ® , et 7, déja introduites puisque
leur définition est, pour n > 0 et 7/ # 7 :

Ro(a,b,7',7) = [sg(t — )" Peon(a, |7 — 7']) — Ynla,b, 7', 7), (C.64)

ou sg est la fonction signe (= 1 suivant le signe de argument). Pour n = 0, on retrouve le noyau
résolvant classique, qui est bien symétrique par rapport & 7/ et T puisque o lest [109, 91].
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Résumé

Cette these présente une étude théorique d’'un modele d’atmosphere stellaire, modélisée comme
une couche plan-parallele irradiée sur une face, avec des électrons non thermalisés a priori. Les
électrons sont caractérisés par leur fonction de distribution des vitesses (fdv), que 'on cherche &
calculer en méme temps que les autres grandeurs de ’atmosphere. Notre principal objectif est de
comprendre le mécanisme de thermalisation des électrons, qui tend a rapprocher leur fdv de la
fonction de Maxwell-Boltzmann lorsque les collisions élastiques dominent les interactions inélas-
tiques des électrons avec le milieu ambiant, une hypothese universellement admise en théorie des
atmospheres stellaires. Les processus inélastiques (collisionnels ou radiatifs) perturbent cet équi-
libre, et la fdv des électrons peut s’écarter considérablement de 1’équilibre maxwellien aux hautes
énergies. De tels écarts modifient fortement les populations atomiques et le champ radiatif. Les
calculs numériques consistent en la comparaison de trois modeles d’atmospheres : en équilibre ther-
modynamique local (ETL), hors ETL avec électrons thermalisés, et hors ETL avec électrons non
thermalisés a priori. Nous avons résolu ce probleme dans un plasma d’hydrogene pur en prenant en
compte les principaux types d’interaction présents dans les atmospheres stellaires. L’équation ciné-
tique des électrons a été résolue en calculant son terme de collision élastique a I’aide d’un modele
BGK longuement justifié dans la these. Notre principale contribution se situe au niveau du transfert
de rayonnement. Nous avons utilisé, et surtout développé, les codes de ’équipe "Transfert” de ’'Ob-
servatoire de Lyon. Les calculs montrent que la fdv des électrons s’écarte considérablement d’une
maxwellienne dans la région hors ETL de I’atmosphere stellaire. Pour conclure, nous envisageons
quelques extensions possibles de ce travail et certaines applications astrophysiques.

Mots-clés

Théorie cinétique des gaz, plasmas, transfert radiatif, thermalisation des électrons, étoiles :
atmospheres, soleil : photosphere.

Title

Thermalisation of electrons in a stellar atmosphere

Abstract

In this thesis we draw a theoretical study of a stellar atmosphere, modelled as a parallel-
plane slab irradiated on one face, where free electrons are not thermalised. Free electrons are
characterized by their velocity distribution function : the electron distribution function (edf), which
is calculated in addition to other atmospheric thermodynamical quantities. Our main objective is to
understand the mechanism leading to the thermalisation of electrons, where the edf tends toward
the Maxwell-Boltzmann distribution as long as elastic collisions dominate inelastic interactions
of electrons with the plasma. This hypothesis is always accepted, in stellar atmospheres theory.
Inelastic (collisional or radiative) processes disturb this equilibrium, and the edf can considerably
deviate from the maxwellian equilibrium at high energies. Such deviations strongly modify atomic
populations and the radiative field. Numerical computations consist in the comparison between
three stellar atmosphere models : in local thermodynamic equilibrium (LTE), non-LTE models
with thermalised electrons, and we relax the hypothesis of a priori thermalised electrons. This
problem was solved in this thesis by using an hydrogen plasma and the main types of interactions
found in stellar atmospheres. The kinetic equation of electrons was solved using a BGK model
for elastic collisions, this model being extensively detailled in the thesis. Our main contribution
consists in correctly solving the radiative transfer equation. We used, and especially developed, the
code from the Transfert team at CRAL Observatoire de Lyon. We show that the edf considerably
deviate from a maxwellian distribution over all non-LTE part in the stellar atmosphere. Finally,
some extensions and astrophysical applications of this work are discussed.

Keywords

Kinetic theory of gases, plasmas, radiative transfer, electron thermalisation, stars : atmospheres,
sun : photosphere.



