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Résumé

Les modulations multiporteuses ont prouvé leur intérét pour les transmissions a haut débit,
avec fil (ADSL') ou sans fil (DAB?, DVB-T?, HIPERLAN®,...). Les applications citées mettent
toutes en ceuvre un cas particulier de modulation multiporteuse, ’OFDM?® avec un filtre de
mise en forme rectangulaire.

Le but de cette thése est de déterminer de nouvelles formes de modulations multiporteuses
plus générales et utilisant des filtres de mise en forme mieux adaptés a certains types de canaux
de transmission. Les techniques BFDM®/QAM" suréchantillonnées et BEDM/OQAM?® qui
utilisent des filtres de modulation (dits prototypes) orthogonaux ou non sont ainsi étudiées
avec une approche a temps discret qui prend en compte leur réalisation matérielle.

Cette étude se base d’une part sur I’analogie existant entre les systémes de Weyl-Heisenberg
et les modulations multiporteuses, et d’autre part sur ’analogie existant entre les bancs de
filtres et les modulations multiporteuses. Une écriture a 1’aide de familles de Weyl-Heisenberg
et une réalisation sous la forme d’un transmultiplexeur sont fournies pour chacune de ces
modulations.

Dans chacun de ces deux cas, on établit des conditions de biorthogonalité (c’est-a-dire des
conditions de démodulation parfaite sur canal parfait) équivalentes portant sur les composantes
polyphases des filtres prototypes. On en déduit alors des relations de dualité entre les bancs de
filtres MDFT? et les modulations BEDM/OQAM. Ceci est aussi équivalent au fait que, pour
un type particulier de systéme de Weyl-Heisenberg dans l3(Z) considéré comme un espace de
Hilbert sur R, deux familles de Weyl-Heisenberg sont biorthogonales, si et seulement si elles
constituent deux frames duales.

Par ailleurs, 1’étude des transmultiplexeurs associés aux modulations BFEDM/QAM et
BFDM/OQAM conduit a plusieurs schémas de réalisation équivalents mettant en ceuvre des
algorithmes de FFT!0 et IFFT!! et la dualité établie entre les modulations BEDM/OQAM et
les bancs de filtres MDFT aboutit & un nouveau codeur en sous-bandes MDFT généralisé et
a délai de reconstruction réduit.

Deux critéres d’optimisation des prototypes sont utilisés : la maximisation de la localisation

! Asymmetric Digital Subscriber Line.
Digital Audio Broadcasting.

®Digital Video Broadcasting - Terrestrial.
*High Performance Local Area Network.
*Orthogonal Frequency Division Multiplex.
5Biorthogonal Frequency Division Multiplex.
"Quadrature Amplitude Modulation.
8Offset QAM.

9Modified Discrete Fourier Transform.
10Fast Fourier Transform.

"nverse Fast Fourier Transform.
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temps-fréquence et la minimisation de 1’énergie hors-bande. Des techniques d’optimisation
permettant d’obtenir des filtres orthogonaux ou biorthogonaux quasi-optimaux vis-a-vis de
I'un de ces deux critéres sont décrites.

Enfin, les intéréts respectifs des prototypes orthogonaux et biorthogonaux, optimisés vis-
a-vis de I'un ou l'autre de ces critéres sont illustrés par des simulations sur différents types de
canaux de transmission.
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Introduction

Le principe des modulations multiporteuses est de transformer un signal large bande a
cadence élevée en une somme de multiples signaux a bande étroite et & cadence réduite.
On reconnait généralement aux modulations multiporteuses ’avantage d’étre plus robustes
vis-a-vis de différents types de canaux de transmission comme les canaux multitrajets. C’est
pourquoi elles se développent depuis plusieurs années dans le cadre d’applications a haut débit.
Ainsi, les modulations multiporteuses de type COFDM! [66, 120] sont utilisées dans le cadre
de la transmission sans fil par les systémes de radio numérique DAB [3], par la télévision
numeérique terrestre DVB-T [89], ainsi que par les réseaux locaux sans fil de type HIPERLAN
[64]. Par ailleurs, une variante de ces modulations, la transmission DMT? est utilisée pour les
transmissions & haut débit sur ligne bifilaire téléphonique de type VDSL? et ADSL [67, 87, 110].

Tous les systémes normalisés actuellement utilisent un préfixe cyclique appelé aussi in-
tervalle de garde. Celui-ci a été introduit par A. Peled et A. Ruiz en 1980 [72]. Il présente
Pintérét d’une plus grande robustesse vis-a-vis des canaux sélectifs en fréquence au détriment
d’une perte d’efficacité spectrale. Mais d’autres types de modulations multiporteuses ont été
proposés dans la littérature. Le sigle OFDM est ainsi couramment utilisé pour désigner plu-
sieurs types de modulations assez différentes. On peut les classer en deux grandes familles : les
modulations OFDM/QAM et les modulations OFDM/OQAM pour reprendre la terminologie
de [66]. En OFDM/QAM, les symboles transmis appartiennent & une constellation MAQ®.
Dans ce cas, il faut utiliser des filtres de mise en forme rectangulaires pour conserver une
efficacité spectrale maximale®. Or, la fonction rectangulaire est mal localisée en fréquence et
produit de linterférence entre porteuses dans le cas d’un canal sélectif en fréquence. Pour
pallier cet inconvénient, il est possible d’allonger le temps symbole, et donc de diminuer 'ef-
ficacité spectrale [109, 45|. 11 s’agit alors de modulations que nous appellerons a densité sous-
critique®, ou suréchantillonnées dans le cas discret. Dans ce cas, il devient possible d'utiliser
d’autres formes d’onde. Pour les modulations OFDM/OQAM, appelées aussi « orthogonally
multiplexed QAM » dans [41], les parties en phase et en quadrature des symboles sont al-
ternativement décalées d’'un demi-temps symbole 'une par rapport a ’autre. Il en résulte la
possibilité d'utiliser des filtres de mise en forme non rectangulaires tout en conservant une ef-
ficacité spectrale maximale [7, 18, 44, 105]. C’est pourquoi ce systéme a lui méme été proposé
dans le cadre de 'UMTS [63]. 11 a été remarqué a cette occasion, ainsi que dans [71] et [44] par

!Coded Orthogonal Frequency Division Multiplex.

?Discrete MultiTone.

3Very high bit rate Digital Subscriber Line.

“Modulation d’Amplitude en Quadrature.

SEn réalité, comme on le verra dans le chapitre 2, il existe d’autres possibilités, mais elles sont sans intérét
pratique.

SL’OFDM avec intervalle de garde est une modulation de ce type, mais elle ne tire pas partie de la possibilité
d’utiliser une autre forme d’onde que la fonction rectangle.
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exemple, que la localisation temps-fréquence des filtres utilisés était un paramétre important.
Si'OFDM/OQAM parait prometteur, ce systéme pose néanmoins des problémes d’égalisation
plus complexes que 'OFDM/QAM a cause du décalage introduit entre les parties en phase et
en quadrature. On notera aussi qu'un autre type de modulation multiporteuse basée sur des
transformeées en cosinus et appeléee DWMT7 a aussi été présenté [87]. Pour notre part, nous
ne considérerons que les modulations de type OFDM/QAM ou OFDM/OQAM basées sur des
transformées de Fourier.

Par ailleurs, il est généralement admis que les modulations orthogonales sont optimales,
et c’est pourquoi tous les systémes cités précédemment utilisent des filtres orthogonaux®. En
réalité, si les modulations orthogonales sont bien optimales sur canal gaussien, rien ne permet
d’affirmer qu’elles le sont aussi sur d’autres types de canaux. C’est ainsi que W. Kozek a
proposé en 1998 [60, 59] 'utilisation de formes d’onde biorthogonales dans le cadre d’un canal
dispersif en temps et en fréquence (canal WSSUS?). Le systéme décrit correspond a ce que
nous appellerons dans la suite de cette étude des modulations BFDM/QAM a densité sous-
critique. Celles-ci constituent une généralisation des modulations OFDM/QAM. En effet, une
modulation orthogonale est en fait une modulation biorthogonale dont les bases de démodula-
tion et de démodulation sont identiques. Depuis, d’autres auteurs ont aussi noté l'intérét des
modulations non-orthogonales, comme T. Hunziker et D. Dahlaus [46], Z. Cvetkovi¢ [23] et
H. Bolcskei [7].

Si la propriété de biorthogonalité est assez peu prise en compte dans le domaine des
communications numériques, elle ’est beaucoup plus dans le cadre du codage en sous-bandes
et des bancs de filtres [114]|. Dans ce domaine trés vaste, les bancs de filtres a reconstruction
parfaite'® jouent un role privilégié. Ceux-ci ont par exemple été étudiés en échantillonnage
critique dans [40] et en échantillonnage sous-critique dans [9, 24]. La reconstruction parfaite
n’est pas absolument nécessaire et il est aussi possible d’utiliser des filtres vérifiant cette
propriété de maniére approchée [88], mais il est toujours crucial de détenir des conditions de
reconstruction parfaite pour la synthése de filtres, qu'’ils soient & reconstruction parfaite ou
approchée. Dans le premier cas, les conditions constituent des contraintes d’optimisation, dans
le second elles constituent un critére & minimiser.

Par ailleurs, la possibilité d’utiliser un banc de filtres en transmission a été notée dés
1974 par M. Bellanger [4]. Utilisé dans cette configuration, le banc de filtres est appelé un
transmultiplexeur et permet d’effectuer un multiplexage des données. Dans le cas du trans-
multiplexeur, de multiples entrées (les données) sont multiplexées en une seule sortie (le signal
transmis) qui, aprés traitement (influence du canal de transmission...) est ensuite démulti-
plexée pour obtenir de multiples sorties (les données démodulées). Au contraire, dans le cas
du codeur en sous-bandes, une unique entrée (le signal a traiter) est décomposée en plusieurs
sous-bandes qui, apres traitement (codage...), sont recombinées pour reconstruire un unique
signal de sortie (le signal codé). Un transmultiplexeur correspond ainsi & un codeur en sous-
bandes renversé. Dans le cas d’un échantillonnage critique, il a été montré [57, 108, 112, 113|
que les conditions de reconstruction parfaite étaient identiques pour le codeur en sous-bande

"Discrete Wavelet MultiTone.

8En fait, comme on le verra par la suite, POFDM avec intervalle n’est pas réellement une modulation
orthogonale, mais elle est biorthogonale avec des filtres rectangulaires ce qui lui donne ’apparence d’une
modulation orthogonale.

“Wide Sense Stationary Uncorrelated Scatering.

0n dit qu’un banc de filtres est & reconstruction parfaite lorsque la sortie est identique & 'entrée & un délai
de reconstruction preés, et en ’absence de traitement en sous-bandes.
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et le transmultiplexeur correspondant. Parmi les publications sur les systémes de transmission
basés sur des transmultiplexeurs a échantillonnage critique on peut aussi citer les travaux de
R. P. Ramachandran et P. Kabal [80].

Lorsque l'on impose en outre que les filtres du transmultiplexeur sont tous obtenus par
modulation d’un unique filtre, appelé filtre prototype, on aboutit alors & une réalisation a
temps discret d’une modulation multiporteuse [1, 33, 44, 87]. Les bancs modulés ont surtout
éte etudiés dans le cadre du codage en sous-bandes [9, 10, 36, 49, 108|. Dans le cas d'une
modulation complexe, les bancs modulés sont liés & des familles de fonctions de l3(Z) appelées
familles de Weyl-Heisenberg ou familles de Gabor. Celles-ci ont fait 'objet d’une théorie
mathématique compléte [26, 31, 85, 104, 119] qui lie le probléme de la reconstruction parfaite
aux notions de frame, dans le cas du codeur en sous-bande, et de familles biorthogonales dans
le cas du transmultiplexeur.

Notre démarche a alors été de faire le lien entre les modulations multiporteuses, la théorie
des bancs de filtres et la théorie des familles de Weyl-Heisenberg. Nous nous sommes ainsi
surtout intéressés aux modulations & temps discret. Le but était d’appliquer aux modula-
tions multiporteuses des résultats obtenus dans le cadre d’autres théories et, inversement,
de développer une étude des modulations multiporteuses utilisable pour d’autres applications.
Notre attention s’est donc surtout portée sur I’analyse des modulations multiporteuses de type
OFDM en tant que bancs de filtres et sur la synthése des filtres prototypes a reconstruction
parfaite associés. En ce sens, notre approche est assez similaire & celle adoptée par N. Lacaille
dans [62] et R. Hleiss dans [44], dans le cas orthogonal. Mais, par rapport a [44], nous avons
tenu & conserver un cadre plus général qui est celui de la biorthogonalité et & prendre également
en compte la causalité et le délai de reconstruction des systémes. Nous avons aussi exploité
davantage la théorie des familles de Weyl-Heisenberg et nous nous sommes plus concentrés
sur la synthése de filtres a reconstruction parfaite. En revanche, nous n’avons par exemple
pas abordé I'étude de 'égalisation des systémes multiporteuses. Parmi les publications dans
ce domaine, le lecteur pourra se référer a [8, 37, 41, 44, 79, 80, 115, 118|.

Cette thése comporte cing chapitres. Le premier donne un cadre mathématique théorique
utilisé dans la suite du document. Nous donnons quelques définitions de base d’algébre li-
néaire et nous définissons en particulier les notions d’espace de Hilbert, de frame et de famille
biorthogonale. Nous nous intéressons ensuite & ’aspect temps-fréquence des signaux dans un
espace de Hilbert et nous introduisons a cet effet la notion de localisation temps-fréquence et
les familles de Weyl-Heisenberg. Nous faisons alors le lien entre la transmission d'un signal
et la décomposition d'un vecteur dans un espace de Hilbert. L’enveloppe complexe d'un si-
gnal est ensuite introduite et nous l'utiliserons pour représenter les signaux tout au long de
I’étude. Enfin, ce chapitre préambule se termine par une présentation des techniques de traite-
ment multicadence et des bancs de filtres, que nous appliquerons par la suite aux modulations
multiporteuses.

Le chapitre suivant présente une analyse des modulations multiporteuses BFDM/QAM
suréchantillonnées. Nous les relions aux familles de Weyl-Heisenberg et nous faisons aussi le
lien entre modulations & temps continu et modulations a temps discret. Nous nous placons
alors dans le cas discret avec des filtres causaux & réponse impulsionnelle finie. Nous mon-
trons ensuite que, a temps discret, le modem BFDM/QAM suréchantillonné peut se réaliser
a l'aide d’un transmultiplexeur et nous déterminons le délai de reconstruction qui découle
du filtrage numérique. En utilisant une décomposition polyphase des filtres, nous déduisons
du transmultiplexeur BFDM/QAM des schémas de réalisation efficaces utilisant des transfor-
mées de Fourier discrétes directes et inverses ainsi qu'un filtrage polyphase. Nous calculons
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ensuite la matrice de transfert du systéme et nous établissons un théoréme de reconstruction
parfaite donnant des conditions nécessaires et suffisantes de reconstruction parfaite portant
sur les composantes polyphases des filtres prototypes d’émission et de réception. Ce théoréme
est illustré par quelques cas particuliers comme le cas orthogonal. Nous montrons aussi que
ces conditions sont les mémes pour tout un ensemble de systémes équivalents, ou la transfor-
mée de Fourier est remplacée par une autre transformée inversible quelconque. L’utilisation
de résultats sur les familles de Weyl-Heisenberg nous permet de remarquer également que le
théoréme de reconstruction parfaite s’applique aussi aux bancs de filtres modulés suréchan-
tillonnés utilisés comme des codeurs en sous-bandes. Enfin, des exemples de synthése de filtres
a reconstruction parfaite sont donnés.

Le troisiéme chapitre est le pendant du second pour les modulations BFDM/OQAM. La
méme démarche est utilisée et le méme type de résultat est obtenu : représentation a 1’aide
de familles de Weyl-Heisenberg, lien entre modulations & temps continu et & temps discret,
utilisation de filtres RIF!!, réalisation du modem sous la forme d’un transmultiplexeur gérant
le délai de reconstruction, schémas de réalisation efficaces, matrice de transfert et théoréme
de reconstruction parfaite. Nous constatons alors que les conditions de reconstruction parfaite
pour les modulations BEFDM/QAM suréchantillonnées par deux & N porteuses, sont les mémes
que celles du BFDM/OQAM a 2N porteuses, dans le cas ot les filtres d’émission et de réception
sont identiques. Nous remarquons aussi que ces conditions sont aussi les mémes que pour
certains codeurs en sous-bandes : les bancs modulés complexes modifies (MDFT) et les bancs
modulés en cosinus. Nous en déduisons des relations de dualité entre systémes BFDM/OQAM
et bancs MDFT. Ceci nous améne alors a définir un banc MDFT généralisé qui permet de
réduire le retard de reconstruction des schémas MDFT classiques. Nous appliquons aussi ce
résultat de dualité aux familles de Weyl-Heisenberg.

Le quatriéme chapitre s’attarde sur la conception de filtres a reconstruction parfaite pour
les modulations BEDM/OQAM. Nous présentons tout d’abord une approche classique en
communication numérique qui consiste & partir d’'un filtre orthogonal & temps continu pour
obtenir un filtre & temps discret RIF causal approximativement orthogonal, aprés troncature
et échantillonnage. Nous illustrons cette approche avec les filtres en racine de cosinus surélevé
et avec deux autres fonctions introduites plus récemment dans [66] et [106]. Nous mesurons
alors la distorsion due & la perte d’orthogonalité ainsi que la localisation temps-fréquence et
I’énergie dans la bande atténuée des filtres discrétisés. Nous avons en effet retenu ces deux
critéres pour 1’évaluation et 'optimisation des filtres de modulation et de démodulation. Nous
utilisons ensuite des représentations paramétriques classiques (treillis dans le cas orthogonal
[58], échelles dans le cas général biorthogonal [54]) des filtres prototypes a reconstruction par-
faite, afin de transformer un probléme d’optimisation contraint en un probléme d’optimisation
non contraint. Ceci nous permet de définir deux nouvelles techniques d’optimisation adaptées
aux systémes ayant un grand nombre de porteuses, et pour une grande gamme de longueurs.

Dans le dernier chapitre nous évaluons l'effet de diverses imperfections introduites sur le
canal de transmission. L’expression analytique de l’erreur quadratique moyenne est établie
pour les systéemes BFDM/QAM et BEDM/OQAM pour chacune des distorsions introduites,
1.e. dans le cas d'un canal gaussien, d'une interférence & bande étroite et d'une erreur de
synchronisation fréquentielle au récepteur. Dans chaque cas, les différents types de modulations
sont comparés en utilisant des filtres prototypes optimisés.

Nous avons en outre reporté en annexe certaines définitions et certains calculs (cf. annexes

" Reéponse Impulsionnelle Finie.
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A et D) mais aussi des résultats connexes :
— prise en compte du délai de reconstruction pour la question de la dualité concernant les
bancs de filtres uniformes & décimation critique (annexe B);
— dégénérescence des filtres BEDM/OQAM a reconstruction parfaite, mais non orthogo-
naux, et a localisation temps-fréquence quasi-optimale (annexe C.1);
— non complétude de la représentation en échelle (annexe C.3).
Les contributions personnelles de 'auteur correspondent principalement aux chapitres 2 et
3 et ont fait ’'objet de plusieurs publications et brevets [91, 92, 94, 96, 97, 100, 101]. Certains
éléments du chapitre 4 ont aussi été publiés par 'auteur [93, 101], ils correspondent a 1'étude
de filtres orthogonaux & temps continu discrétisés et a l'utilisation directe d’échelles et de
treillis pour 'optimisation de filtres prototypes. Les deux méthodes de synthése (représentation
compacte et méthode des fonctions prototypes) plus performantes s’appuient sur ces travaux
et sont surtout dues & D. Pinchon [74]. Elles ont donné lieu & des publications communes
[76, 78, 77]. Quant au chapitre 5, s'il présente des résultats originaux comme l’expression
analytique de l’erreur quadratique moyenne des modulations multiporteuses biorthogonales
étudiées pour les canaux considérés, il constitue davantage un chapitre de simulation qu’un
chapitre apportant des résultats théoriques nouveaux.
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Chapitre 1
Préliminaires

Les modulations multiporteuses étudiées dans ce rapport se construisent a partir de fonc-
tions dites de Gabor ou de Weyl-Heisenberg'. Les propriétés de ces fonctions comme par
exemple l'orthogonalité ou la biorthogonalité s’exposent dans la cadre des espaces de Hilbert.
Les familles de Weyl-Heisenberg s’obtiennent & partir des translatées modulées d’une fonction
dite prototype. Nous présentons cette écriture familiére en modulations multiporteuses ainsi
qu’en analyse spectrale, avec la transformée de Fourier a court terme, dans un cadre continu et
discret. Par ailleurs, toute notre étude étant basée sur des signaux exprimés en bande de base,
nous définissons ensuite I'enveloppe complexe d’un signal et nous en profitons pour définir les
termes modulation monoporteuse et multiporteuse. Enfin, nous rappelons quelques notions
sur les bancs de filtres utiles pour la suite de ’exposé.

1.1 Eléments d’algébre linéaire

1.1.1 Espace de Hilbert

Avant d’entamer notre étude, il convient d’établir quelques définitions d’algebre linéaire
importantes. Les résultats exposés se trouvant dans de nombreux cours d’algebre linéaire, nous
ne donnerons par leur démonstration. Par exemple, le lecteur pourra se référer aux cours de
mathématiques en ligne du site http://www.les-mathematiques.net ainsi qu’a [17, 114].

Définition 1.1.1 Soient K un corps et E un ensemble muni d’une loi de composition interne
notée additivement et d’une loi externe de K (généralement K désigne l’ensemble des réels R
ou des complezes C) sur E, notée multiplicativement. On dit que E est un espace vectoriel
sur le corps K (on dit aussi K-espace vectoriel) si :

i. E muni de 'addition est un groupe commutatif;
1. Ve e E, le=x;
iii. YO\ p) e KxKetVe e B, ( A+ p)z = e+ px;
. Y\ p) e Kx K etVe € E, (Au)x = ANux) ;

v. Ve K etV(z,y) € EX E, ANz +vy) = Az + \y.

Exemple 1.1.1 Les ensembles R x R et C x C sont des espaces vectoriels sur R. De plus
C x C est aussi un C-espace vectoriel.

'Dans ce document nous utiliserons indifféremment chacune de ces deux appellations.
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Dans toute la suite, K désignera 1’ensemble des réels ou des complexes, E un espace vecto-
riel sur K, I sera un ensemble d’indices quelconque (pas nécessairement fini ni dénombrable)
et (x;)ier une famille d’éléments de E indicée par I.

Définition 1.1.2 Soit F C E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F est stable
pour les deuz lois de E et si F muni des deux lois induites est un espace vectoriel.

Exemple 1.1.2 Si ’on considére le R-espace vectoriel E = R x R, alors I’ensemble F défini
par F = {(0,A\), A € R} constitue un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.1.3 (x;)cr est une famille génératrice de E si tout élément de E peut s’écrire
comme une combinaison linéaire des vecteurs x;, i.e. pour tout élément x de E, il existe une
famille finie (\;)jc5 d’éléments de K, J C 1 fini, telle que x = ZjeJ AT

Définition 1.1.4 (x;)er est une famille libre si pour toute famille finie (\;);jey d’éléments
de K, JC1, ZjGJ Ajxz; = 0 implique que Vj € J, A\j =0 ou x; = 0.

Définition 1.1.5 (x;);c1 est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Définition 1.1.6 Si E admet une base finie, alors on dit que E est de dimension finie et toutes
les bases de E possédent le méme nombre d’éléments appelé dimension de E. A Uopposé, si E
n’admet pas de base finie, on dit que E est de dimension infinie.

Exemple 1.1.3 Dans le C-espace vectoriel E = C x C, les vecteurs (0,1) et (1,0) forment
une base de E qui est donc de dimension finie égale a 2.

Définition 1.1.7 L’ensemble des combinaisons linéaires des x; forme un espace vectoriel.
Celui-ci est appelé espace vectoriel engendré par la famille (x;);c1 et on le note Vect {(x;)ier}-

Définition 1.1.8 On appelle norme sur E une application notée x — ||z| de E dans R+
l'ensemble des réels positifs ou nuls, telle que V(z,y) € E X E, Va € K

i. ||ax| = |all|z|| (homogénéité) ;
ii. ||z +yl <|z| + |yl (inégalité triangulaire) ;
iii. ||z|| =0« x =0 (séparation).

Définition 1.1.9 Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Les espace vectoriels normés ont de nombreuses propriétés trés intéressantes. En particu-
lier, on peut y définir des sommes infinies et la notion de sous-espace dense, ce qui permet,
comme on le verra par la suite, d’étendre la notion de base d’un espace vectoriel, dans le cas
de la dimension infinie.

Définition 1.1.10 On dit que (z;);c1 est sommable de somme x et on note x = Zz’el T; Si

Ve >0, 3K C 1 fini tel que VJ fini, K C J C I implique que ||z — > 57l <e.

Définition 1.1.11 Soit F C E. On dit que F est dense dans E lorsque Vx € E, Ve > 0,
dz. € F tel que ||z — zc|| < e.
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L’utilisation de la norme permet aussi de définir la convergence d'une suite d’éléments
d’un espace vectoriel normé, ainsi que la complétude qui fait appel aux suites de Cauchy.

Définition 1.1.12 Soit (z,)nen une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel normé E.
On dit que (xp)nen converge vers x € E siVe >0, In € N tel que Vp > n, ||z — x| <e.

Définition 1.1.13 (z,)nen est une suite de Cauchy si ||z, — x| — 0 quand m,n — +oo.

Définition 1.1.14 Si toute suite de Cauchy de E est convergente, alors B est dit complet.
Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.1.15 Soit f une application de E X E dans K = C. On dit que f définit un
produit scalaire hermitien sur E noté (-,-) si V(z,y,2) € E3 et VA € K :
Loz +y,z) = {2,y +(,2);
i (, Ay) = Mz, y) ;
. (x,y)* = (y,x);
. (x,x) >0;
v. (z,2) =0 =0,

~

Le produit scalaire hermitien permet de définir une norme associée : Vo € B, ||z| = /(z,x).

Exemple 1.1.4 Dans le C-espace vectoriel C" = {\ = (A1,...,\n), \; € C}, 'application
de C™ x C™ dans C définie par (A, ) — > | A\igt; est un produit scalaire hermitien sur C".

Définition 1.1.16 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire hermitien est appelé espace
vectoriel hermitien.

On notera que si 'on prend K = R, on parle de produit scalaire euclidien et d’espace
vectoriel euclidien.

Définition 1.1.17 Un espace vectoriel hermitien complet est appelé espace de Hilbert.

Exemple 1.1.5 Soit L2(R) 'espace des fonctions de carré intégrable défini par :

+o0
EQ(R):{f:RHC‘/ \f(t)]2dt<+oo}. (1.1)
L’application définie par .
Feme= [ FWg (1.2

est un produit scalaire hermitien sur L9(R). De plus, £2(R) muni de ce produit scalaire est
un espace de Hilbert. De méme, l'application définie par

(fs g>£2(R),R = §R{/

—00

—+00

frDg(t)dt | (1.3)

est un produit scalaire euclidien et £9(R) muni de ce produit scalaire est encore un espace de
Hilbert. Dans les deux cas, la norme associée est définie par

+oo
11l camy = / () 2dt. (1.4)

o0
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Exemple 1.1.6 Soit I2(Z) I'espace de séries de carré sommable défini par :

+oo
12(Z) = {x 12— C‘ Z lz[k]|* < —i—oo}. (1.5)

k=—o00

L’application définie par
“+o0o

(T, Y)1,(2),c = Z z*[k]y[k] (1.6)

k=—o00
est produit scalaire hermitien et l9(Z) muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.
De méme, I’application définie par

+o0

ar=R{ > @' Kylk} (1.7)

k=—00

est un produit scalaire euclidien et l3(Z) muni de ce produit scalaire est encore un espace de
Hilbert. Les deux produits scalaires définissent la méme norme :

2l (z) = (1.8)

1.1.2 Décomposition d’un vecteur dans un espace de Hilbert

Désormais, H désignera un espace de Hilbert. Nous allons maintenant définir les notions
d’orthogonalité et de biorthogonalité qui sont au cceur de cette étude.

Définition 1.1.18 Soit (x,y) € H x H. On dit que = et y sont orthogonaux et on note xly
si (x,y) = 0.

Définition 1.1.19 Soit (x;)ic1 une famille de vecteurs de H. (z;);e1 forme une base Hilber-
tienne de H si et seulement si :

i V(i,j) € I, (i, a5) = bij ;
i. Ve e H, 2 = Y, oq(wi, 2);.

Propriété 1.1.1 Soit (x;);c1 une base Hilbertienne de H, alors Vo € H :
i 8ix =) . poux, alors o = (T4,x) ;

i ||z = Yiex (i, 2) .

Il est important de noter qu’une base Hilbertienne n’est pas nécessairement une base au
sens des espaces vectoriels, sauf en dimension finie. En effet, si (z;);er est une base Hilber-
tienne de H de dimension infinie, la somme ), ;(z;, x)x; n’est pas nécessairement finie. Ainsi,
l’espace vectoriel F engendré par (x;);cr n’est pas nécessairement égal a H tout entier. En
revanche, il est toujours dense dans H. Et méme, toute famille orthonormale qui engendre un
espace vectoriel dense dans H est une base Hilbertienne. Les bases Hilbertiennes sont donc
particuliérement intéressantes puisqu’elles permettent de caractériser de maniére unique tout
élément de H grace a son produit scalaire sur les éléments de la base. Par ailleurs, on peut
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aussi démontrer qu’une base Hilbertienne est dénombrable. Enfin, la décomposition sur une
telle base est stable, i.e. une petite erreur sur les coefficients de la décomposition produit une
petite erreur sur le vecteur reconstruit. En effet, soit (e,)nen € l2(Z) et soit z =) - nn,
avec (zp)neN une base Hilbertienne de H. Supposons que I'on commette une erreur &, sur le
coefficient a, de sorte que I'on obtient vecteur & au lieu de , alors ||z — &[] = 3o len /-
Maintenant, que se passe-t-il si 'on relache la contrainte d’orthonormalité? Dans ce cas,
on peut encore envisager de décomposer un vecteur de maniére unique sur une famille de H a
condition qu’elle soit libre et que I’espace vectoriel qu’elle engendre soit dense dans H. Mais
comment peut-on calculer les coefficients de la décomposition et celle-ci est-elle stable ? Pour
répondre & la premiére question, il faut d’abord définir la propriété de biorthogonalité.

Définition 1.1.20 Soient (x;)icr et (&;)ie1r deuz familles de vecteurs de H. (x;)ic1, (£i)iex
sont biorthogonales si et seulement si : V(i,7) € I?, (z;, ;) = &; ;.

Propriété 1.1.2 Si (z;)ier et (&;)ier sont biorthogonales, alors elles sont libres.

Définition 1.1.21 Soit (x;)e1 et (Z;)icr deuz familles biorthogonales de H. On dira qu’elles
forment un couple de bases biorthogonales si elles engendrent un espace vectoriel dense dans

H.

Propriété 1.1.3 Deuz familles (x;);er et (&;)ier forment un couple de base biorthogonale si
et seulement si elles sont biorthogonales et Vo € H, x = Y, ((Zi, )w; = Y cp (@i, )T

Exemple 1.1.7 Dans le plan C?, les familles 1 = (v/2,0), 5 = (—@, @) et &1 = (ﬁ ﬁ),

@9 = (0,v/2) (cf. figure 1.1) forment un couple de bases biorthogonales de C? et Vy € C?,
y = (Z1,y)z1 + (T2, y)22.

~
~
~

y1 = (Z1,9)

» L1
FIG. 1.1 - Bases biorthogonales de C2.

Propriété 1.1.4 A toute famille libre (x;);e1 de H, on peut associer une famille biorthogonale
(Z;)ic1- De plus, si 'espace vectoriel engendré par les x; est dense dans H, alors la famille
biorthogonale est unique et l’espace vectoriel qu’elle engendre est aussi dense dans H, sinon il
en eziste une infinité.

Preuve Soit i € I. On note E = Vect {(z;)ic1}, Xy = Vect {(2;)ien i} } €t Xi Uensemble
des éléments de E orthogonauz a tous les éléments de X;,. Jy;, € leo avec y # 0 car la famille
(xi)iel\{z‘o} est libre et n’engendre pas E. De plus, y;, ne peut étre orthogonal a z;,. On peut
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donc noter &;, = —L—. On peut ainsi définir une famille (&;);c1 qui est bien biorthogonale a
07 (@ig,y)
10

(i)ie1-

Si E n’est pas dense dans H, alors 3h # 0 orthogonal a tous les éléments de E, et en
particulier ¥Yi € 1, (z;,hy = 0. Alors VA € K, la famille (&; + \h);c1 est encore biorthogonale
a (;)ier-

Si E est dense dans H, alors supposons que (y;)ie1 soit biorthogonale a (x;);cr. Pour tout
feH, f=3 4z, f);. En particulier, pour f = y;, comme (x;,y;) = 6;;, on obtient que

Ti = Yi-

Propriété 1.1.5 Soit (x;)icr et (Z;)ie1 deuz bases biorthogonales de H, alors ¥(x,y) € HxH :
. ((L’, y> = Ziel(x’ia x>*<(i.27 y> = Zie](‘ri”h x>*<xl7 y> ;

i, ||z]|? = Y ict(®i, ) (Zq, w).

Il apparait que la notion de base biorthogonale généralise celle de base Hilbertienne. En
effet, une base Hilbertienne peut étre vue comme une base particuliére égale & sa propre base
duale.

La question qui se pose maintenant est de savoir si la décomposition d'un vecteur sur
des bases biorthogonales est stable. Considérons CN, muni de la base Hilbertienne canonique
(en)nen (la ni®me composante de e, est égale a 1 les autres sont nulles). Définissons maintenant

(fa)nen par f, = (n+1)%e, et (fn)neN par f, = men. Il est clair que ces deux familles
forment un couple de bases biorthogonales de CN. Soit f = Y oneN (ni—"l)Q = > neN fn. On a

(fn, f) =1Let X cn{fn, f) = +00, ce qui traduit une forte instabilité de la décomposition.

Les structures obliques selon I'appellation de P. Flandrin [32] ou frames selon la termino-
logie anglo-saxonne?, particuliérement étudiées par I. Daubechies [26], permettent d’atteindre
I’objectif de stabilité en définissant un nouveau type de famille de vecteurs. Des informations
utiles sur les frames peuvent aussi étre trouvées dans [68].

Définition 1.1.22 Soit (x;)ic1 une famille de vecteurs de H. (z;);e1 constitue une structure
oblique ou frame de H si on peut trouver deuz réels A et B tels que :

. 0< A< B<+0;

ii. Vo € H, Ale2 < Yieq (i, @) < Bllal?.
Le couple (A, B) formé respectivement de la borne inférieure mazimale et de la borne supérieure
minimale constitue les bornes de la frame (z;)ie1.

Propriété 1.1.6 Si (x;)ic1 est une frame de H, alors l’espace vectoriel engendré par la frame
est dense dans H.

Définition 1.1.23 Soit (x;)icr une frame de H. On dit que (x;)ic1 est exacte si Vig € 1,
(wi)iel\{m} n’est plus une frame de H.

Propriété 1.1.7 Soit (z;)ic1 une frame de H de bornes A et B. Alors 3(y;)ie1 telle que
Ve e H, x =, 1(yi, x)x;i. De plus, si (x;)ic1 est exacte, alors (y;)ic1 est unique, sinon il en
existe une infinité. Parmi toutes les frames de reconstruction possibles, il existe une unique
frame, appelée frame duale, de bornes 1/B et 1/A qui minimise la quantité ), ¢ |(Z:, 2)|?,
pour tout x € H.

2Le terme « repére » est aussi parfois employeé.
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Ainsi, tout vecteur de H peut se décomposer sur une frame. La construction obtenue est
alors numériquement stable [32], c’est le principal intérét des frames.

Définition 1.1.24 Soit (z;)ie1 une famille de vecteurs de H. On dit que (x;);c1 est une base
de Riesz de H si (x;)ic1 est une frame de H et si elle forme une famille libre.

Propriété 1.1.8 Une frame ezacte est une base de Riesz.

Définition 1.1.25 Soit (x;)ic1 une frame de H. On dit que (x;);e1 est étroite® (tight frame)
si on peut trowver un réel A non nul tel que : Vo € H,Y . oq [z, 2)|* = Alz||*>. Ainsi, une
frame étroite est une frame dont les deux bornes A et B sont identiques.

Propriété 1.1.9 Soit (x;);c1 une frame étroite de H de borne A, alors les éléments de la
frame duale sont égauzr ¢ Sz; et Ve € H, z = L3, (2, 7).

Exemple 1.1.8 Dans le plan C2, la famille des vecteurs x1 = (1,0), z3 = (—%, 73), T3 =
(—%,—@) (cf. figure 1.2) constitue une frame étroite de C? avec A = B = 3 et on peut
vérifier que pour tout z € C?, x = %Zi:1<xn,x>xn.

T2
I

T3

Fi1G. 1.2 — Frame étroite de C2.

Propriété 1.1.10 A toute base de Riesz (x;)ict de H on peut associer une unique base duale
(Z4)ic1 de fagon a obtenir un couple de bases biorthogonales. De plus, si A et B sont les bornes
de (x;)ic1, alors 1/B et 1/A sont les bornes de (&;)ie1.

D’ailleurs, on notera que certains auteurs imposent que les bases biorthogonales soient des
bases de Riesz [114].

1.2 Analyse temps-fréquence

En pratique on utilise généralement deux types d’espace de Hilbert pour représenter des
signaux : I’espace des fonctions de carré intégrable L£o(R) (cf. exemple 1.1.5) pour les signaux
a temps continu et l'espace des séries de carré sommable l3(Z) (cf. exemple 1.1.6) pour les
signaux a temps discret. Dans chaque cas, on peut mener une analyse temps-fréquence qui
conduit & définir la transformée de Fourier ainsi que la localisation temps-fréquence.

30n voit aussi parfois aussi frame ajustée.
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1.2.1 Signaux a temps continu

L’analyse fréquentielle d'un signal est basée sur sa transformée de Fourier. Celle-ci est

définie par
+00

() = f0) = Fl) = [ et (1.9)

—o
L’opérateur ainsi défini est inversible et son inverse, la transformée de Fourier inverse, est
définie par
+oo
TFYF)(t) = f(t) = F(v)e!*™dy. (1.10)
—o
Pour étudier la localisation en temps et en fréquence d’une fonction, on est amené a définir
les moments d’ordre 1 et 2 en temps et en fréquence :

— moment d’ordre 1 en temps :

1 +oo
7”22an(f)::'——77———'/[ tlf (&)t ; (1.11)
T e oo
— moment d’ordre 2 en temps :
(2) 1 +o0 (1) 2 9
m® () = 7/ t—m o (1) £t ; (1.12)
L2(R) HfH%Q(R) o < L2(R) >
— moment d’ordre 1 en fréquence :
1 oo
Mgy () = 27/ vIF(v)Pdv; (1.13)
1 my -

moment d’ordre 2 en fréquence :

(2) 1 oo (1) 2
Mgi(R)(f) = m/m <V_ML12(R)(f)> |F(v)|*dv. (1.14)

Les moments d’ordre 2 sont liés par 'inégalité d'Heisenberg-Gabor (cf. théoréme 1.1). Pour
obtenir une mesure de localisation comprise entre 0 et 1 on peut, comme dans [2], définir la
localisation temps-fréquence d'une fonction continue par la définition 1.2.1.

Définition 1.2.1 On appelle localisation d’une fonction f de Lo(R), la grandeur £(f) définie

par :
1

/2 ey ()M ) ()

La localisation d’une fonction de L2(R) est régie par un principe d’incertitude appelé aussi
inégalité d’'Heisenberg-Gabor qui peut se mettre sous la forme :

&(f)

(1.15)

Théoréme 1.1 (Inégalité d’Heisenberg-Gabor)
Soit f € L2(R), alors :
0<¢(f) <1 (1.16)

et I'égalité £(f) = 1 est atteinte si et seulement si f(t) = Ce™"" avec C € C et s > 0 (fonction
gaussienne).
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1.2.2 Signaux a temps discret

De la méme maniére, dans lo(Z) l'espace des séries de carré sommable, la transformée de
Fourier discréte s’écrit

TF(x)(v) = #(v) = X(v) = Y a[kle >™". (1.17)

k=—o00

Comme dans le cas continu, cet opérateur est inversible et la transformée inverse est donnée

par :
+3 |
TF Y X)[k] = z[k] = / 1 F(v)e 72™kqy, (1.18)

2
On peut encore définir la localisation d'un signal & temps discret, mais il existe plusieurs
deéfinitions différentes [14, 30, 28, 103]. On en a retenu deux. La premiére, que nous appellerons
localisation classique, est dérivée de la discrétisation de la mesure employée dans le cas continu.

La seconde introduite plus récemment est dérivée de [30].

Localisation « classique » d’un signal a temps discret

Le principe est de discrétiser un signal & temps continu. Ainsi, les moments d’ordre 1 et 2
en temps s’écrivent respectivement :

) k=—o0
(2) 1 RS 1) 2
my iz (€) = 73 Z (kz - mb(z)(x)) |2 [K]|. (1.20)
12113, z) =5

Pour calculer les moments fréquentiels, il convient de prendre quelques précautions. En effet,
si I'on définit les moments d’ordre 1 et 2 en fréquence comme dans [14] par Ml(j()z)(x) =
f21u\X v)2dv et M, (z) =

2 1) >2 X 2 ol
||$||l - 2(Z) ||x||l = J2 ( My iz (x)) |X(v)[*dv, respective
ment alors le moment d’ordre 2 obtenu n est pas invariant par translation en fréquence,

ce qui n’est pas souhaitable. C’est pourquoi, il est préférable de définir le moment d’ordre 2
en fréquence par :

1
2) _ 1 L (1) 2
M) () = —m— / v (X (v + MYy @ ))‘ dv (1.21)
Hx||l2(z) -1
avec Ml(;()z) () le moment d’ordre 1 en fréquence choisi de maniére & minimiser Ml(22(Z) (). On
peut vérifier qu’il est tel que
1
/2

On notera aussi que le moment d’ordre 1 en temps défini par (1.19) minimise aussi le moment
d’ordre 2 en temps. On obtient ainsi des moments d’ordre 2 en temps et en fréquence respecti-
vement invariants par translation temporelle et fréquentielle. Par ailleurs, on peut vérifier que

I/‘X (l/—i—M(l() )(x))‘gduzo, (1.22)

N[
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équation (1.22) ne définit le moment d’ordre 1 que modulo 3. Pour obtenir une définition
unique, on peut imposer qu’il soit dans 'intervalle [0, %[ Dans ces conditions, il est nul pour
tous les signaux réels. Dans ce cas, la premiére idée qui consistait & définir les moments fré-
quentiels par discrétisation directe reste valable. Dans tous les cas, la mesure de localisation

classique d’un signal a temps discret s’écrit alors :

(1.23)

1
o= e
0, (2) () My ) ()

En général, la localisation classique d’une série de l3(Z) n’est pas bornée. En particu-
lier, lorsque cette série ne comporte qu’une seule valeur non nulle, la localisation est infinie.

Toutefois, on peut déduire de [14] que :

Théoréme 1.2

Soit x € l9(Z) et soit X sa transformée de Fourier. Si X (£1/2) =0, alors 0 < {(z) < 1.
Localisation modifiée

Pour obtenir une mesure permettant d’appliquer le principe d’incertitude au cas discret,
M. I. Doroslovacki a été amené a définir de nouveaux paramétres dans [30] :
centre de gravité fréquentiel :

F(z) = % kz:O ; (1.24)

— centre de gravité temporel :

+o0 . 2
S (k—1/2) |a[k] + &2 F@ gk —1]|
T(r) = == ; (1.25)
) 3 |elk] + e @k — 1) ?
— deuxiéme moment en fréquence :
1 [z 4 )
Mo(e) = / oy (v — F(2)) |X ()] d (1.26)
T2
1 = A
= @l > lxlk] - @k — 1] (1.27)
k=—o00

deuxiéme moment en temps :

2 : 2
ma(z) = HQjHQ / ) (2717)2 % {cos (v — F(z))] eﬂwT(r)X(y)} dv (1.28)
1 & 1 2| [k] + P27 F @ gl — 1) |




1.2. Analyse temps-fréquence

17

On peut alors dériver de ces grandeurs une nouvelle mesure de localisation « modifiée » et

notée &mod :
1

T 4 /ma (@) Mo ()

Cette mesure nous permet d’écrire le théoréme suivant :

fmod(x) (1.30)

Théoréme 1.3
Soit x € ly(Z) et soit X sa transformée de Fourier. Alors 0 < &mod(z) < 1, et Emod(x) = 1 si
et seulement si X (v) = C|cosmv|X avec C € C et K > —3.

1.2.3 Familles de Weyl-Heisenberg

Les familles de Weyl-Heisenberg ou de Gabor sont largement décrites et étudiées dans
[31], ouvrage auquel le lecteur pourra se référer. On ne donnera ici que quelques définitions et
propriétés de base.

Cas continu

Définition 1.2.2 Soient g € Lo(R), Fy € R (espace des fréquences) et Ty € R (espace
des temps). On appelle famille de Weyl-Heisenberg de L2(R) (ou de Gabor) toute famille
(9mn)(mnyez2 de fonctions de L3(R) vérifiant :

Vt € R, gmn(t) = g(t — nTp)el?mmIiol, (1.31)

La fonction g est appelée fonction prototype. Les fonctions gy, sont les translatées en temps et
en fréquence de la fonction prototype. Une famille de Weyl-Heisenberg constituant une frame
est appelée frame de Weyl-Heisenberg.

Par la suite, (gm,n)(m,n)cz2 désignera une famille de Weyl-Heisenberg modulée par le pro-
totype g et de paramétres Fy et Tp.

Propriété 1.2.1 Soit (gm,n)(m,n)ez2 une frame de Weyl-Heisenberg de bornes A et B. Alors :
2

: llgll llgll® .
1. A< FoTo FoTo ’

1. les frames de reconstruction de (Qm,n)(m,n)ez2 sont aussi des frames de Weyl-Heisenberg
de mémes paramétres Fy et Ty et elles s’écrivent donc sous la forme : vy n(t) = v(t —
nTO)ejQFmFot ;

1. les familles biorthogonales a (Qm,n)(m,n)ez2 sont aussi des familles de Weyl-Heisenberg
de mémes paramétres Fy et Ty et elles s’écrivent aussi sous la forme : Yy pn(t) = y(t —
nTO)ej27rmFot )

< B, en particulier si (gmn)(mmn)ez? €st étroite, A= B =

Théoréme 1.4
Soit g € L2(R) et Fy et Ty deux réels, alors [85] :
i. la famille de Weyl-Heisenberg gm. n(t) = g(t—nTp)el?™™ 0t st une frame si et seulement si
la famille gy, ,(t) = g(t — n/Fp)e??™/To est une base de Riesz de I'espace qu’elle génére;
ii. 7 définit une frame de reconstruction ~yp, ,, pour gm , si et seulement si v/(FoTp) définit
une famille biorthogonale a g, ,,, de paramétres 1/Ty et 1/Fy : vy, ,(t) = 1/(FoTo)y(t —
n/FO)ej27rmt/To ;
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iii. gmn est une frame étroite si et seulement si g,, , est une base orthonormale de ’espace
k)
qu’elle génére.

On notera que ces trois résultats correspondent & un cas particulier des théorémes 2.2
et 2.3 de l'article [85] de A. Ron et Z. Shen. En effet, nous ne considérons ici que le cas de
fonctions & une seule variable alors que dans [85] les propriétés sont établies pour des fonctions
de plusieurs variables.

On a pu remarquer que la grandeur 1/(FyTp) intervient aussi bien dans I’énoncé de la
propriété 1.2.1 quand dans celui du théoréme 1.4. Il s’agit d'un parameétre important que l'on
appelle densité d’une famille de Weyl-Heisenberg :

Définition 1.2.3 On appelle densité d’une famille de Weyl-Heisenberg la grandeur o = ﬁ.

La densité d’une famille de Weyl-Heisenberg que nous venons de définir est primordiale et
permet de classifier les familles de Weyl-Heisenberg. En effet, suivant que g sera supérieure ou
inférieure & 'unité, la famille aura des propriétés différentes.

Propriété 1.2.2 Soit (Qm,n)(m,n)ez2 une famille de Weyl-Heisenberg de densité o, alors :
- (9m.n 2 ne peut étre une frame de Lo(R) que si 9 > 1;
(g , )(m,n)EZ
- (gm,n)(m,n)ez2 ne peut étre une base de Riesz de Lo(R) que si p=1;
- (Um,n 2 ne peut étre une base de Riesz de l’espace qu’elle génére que si o < 1.
n)(m,n)EZ

Les deux premiers items ont été établis par I. Daubechies dans [26]. Le troisiéme est une
conséquence du théoréme 1.4 et du premier item de la propriété 1.2.2.

Propriété 1.2.3 Lorsque ¢ = 1, deux frames de Weyl-Heisenberg sont duales si et seulement
si elles sont biorthogonales. Autrement dit, en densité 1, les frames duales sont les bases
biorthogonales.

Théoréme 1.5 (Théoréme de Balian-Low)
A densité critique (o = 1), si (9m.n)(mnyez2 est une frame de L2(R), et si on note § la
transformée de Fourier de g la fonction prototype, alors ||tg(t)| ||vg(v)| = +oo.

Ce théoréme montre qu’il n’existe pas de base de Riesz, et donc pas de base orthonormée,
a la fois bien localisée en temps et en fréquence. Il en découle que les fonctions gaussiennes
qui sont les mieux localisées ne peuvent étre le prototype d'une frame de Weyl-Heisenberg que
pour une densité supérieure a 'unité.

Cas discret

Tous les résultats précédents peuvent étre transposés dans le cas discret ou ’espace des
signaux est pris égal a l3(Z). En effet, soient M et N, deux entiers et T, = % € R la période a
laquelle on échantillonne le signal z(t) de Lo(R). Pour tout = € L2(R) posons z¢[k] = x(kT,)
le signal de l3(Z) correspondant. Posons aussi FyT, = % de sorte que FyTy = % En adoptant
ces notations on obtient alors par discrétisation des familles de Weyl-Heisenberg & temps
continu de nouvelles familles & temps discret.

Définition 1.2.4 Soient g € I3(Z) et (M, N) € N2, On appelle famille de Weyl-Heisenberg
(ou de Gabor) de l2(Z) toute famille (gm.n)(mn)efo, ,M—1}xz de fonctions de lo(Z) vérifiant :

2rkm

Vk € Z, gmnlk] = glk —nN]ed . (1.32)
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La densité d’une famille de Weyl-Heisenberg vaut alors % et les propriétés 1.2.2, 1.2.1 et

1.2.3 restent valables. En revanche, ni le théoréme de Balian-Low, ni I'inégalité d’Heisenberg-
Gabor ne peuvent étre transposés tels quels.

Parmi les publications sur les systémes de Weyl-Heisenberg discrets on peut citer l'impor-
tant article de J. Wexler et S. Raz publié en 1990 [117], ainsi que les articles d’H. Bolcskei et al.
[13] et Z. Cvetkovié¢ et M. Vetterli [25] qui font le lien avec les bancs modulés suréchantillonnés.

1.3 Représentation des signaux en communications numériques

Le principe des communications numériques est de transmettre des données numériques
a travers un canal de transmission physique, donc nécessairement analogique. Il s’agit donc
d’abord d’associer un signal physique (onde électrique, lumineuse, électromagnétique...) a des
données prenant leur valeur dans un alphabet fini. Cette étape porte le nom de modulation
[38]. 11 faut ensuite transmettre le signal et enfin retrouver les données émises a partir du signal
recu, autrement dit effectuer la démodulation. Etant donné que le signal transmis est au final
nécessairement & temps continu, il parait naturel de réaliser la modulation et la démodulation
a ’aide de fonctions & temps continu. L’espace des signaux considéré est alors ’espace de
Hilbert £2(R). Cependant, la modulation et la démodulation peuvent tout aussi bien étre
réalisées a temps discret, 'espace des signaux étant l3(Z). Le signal modulé doit alors étre
converti en signal analogique avant d’étre transmis et le signal recu doit étre converti en signal
numérique avant d’étre démodulé. Dans les deux cas, les signaux peuvent étre représentés
a l'aide de leur enveloppe complexe, ce qui simplifie leur manipulation. Nous présentons ce
formalisme dans le cadre des fonctions & temps continu, mais tous les résultats peuvent étre
étendus aux fonctions & temps discret sans difficulté.

1.3.1 Enveloppe complexe d’un signal monoporteuse

On veut transmettre le jeu de symboles réels cX et ¢z, n € Z en les modulant autour de
la fréequence porteuse fy. Le signal modulé correspondant s’écrit de maniére générale [38] :

s(t) = s™(t) cos 2 fot — sT(t) sin 27 fot (1.33)
sR(t) = Z xR (t — nTy), (1.34)
sT(t) = Z EE(t —nTy), (1.35)

et x™(t), x*(t) les filtres de modulation en phase et en quadrature, respectivement, et Ty le
temps symbole. On remarque immédiatement que

s(t) = R { (sR(t) + js* (1)) eﬂﬂfot} . (1.36)
Ceci nous améne a la définition de ’enveloppe complexe d’un signal monoporteuse :

Définition 1.3.1 On appelle enveloppe complexe d’un signal monoporteuse défini par ’équa-
tion (1.33), le signal s(t) défini par

s(t) = s™(t) + jst(t). (1.37)
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Exemple 1.3.1 (Modulations MAQ-225X) Dans les cas des modulations d’amplitude en
quadrature (MAQ), on a

VR () = ¥ () = —— TI(t) = {TT_ i<y (1.38)

0 sinon,

et de plus on impose que ¢ et ¢ s’écrivent sous la forme +A(2p + 1) avec A un réel non nul
et 0 <p < K — 1. L’enveloppe complexe d’un signal de type MAQ s’écrit donc

OHH

s(t) = — Z en I(t — nTy), (1.39)

avec ¢, = ck + jcL.

n

Exemple 1.3.2 (Modulations MDP-M) Les modulations de phase (MDP) vérifient aussi
(1.38) mais les données sont telles que

Cp = Ae¥m (1.40)

avec ¢, € {0, 27 oo (M — 1)2”} dans le cas d'une modulation & M états de phase.

1.3.2 Enveloppe complexe d’un signal multiporteuse

Plutét que d'utiliser une seule fréquence porteuse fy, on veut maintenant transmettre les

symboles réels c n et 2 neZ 0<m<M-1,en les modulant autour des M fréquences

m,n?

porteuses fg, ... ,fM 1. Le signal modulé autour de chaque porteuse s’écrit :
Sp(t) = s (t) cos 27 frut — sZ,(t) sin 27 ft (1.41)
avec
sR(t) = Z chL DXt — nT) (1.42)
Z L Xk (t = nTp). (1.43)

Et le signal multiporteuse s’écrit :

M—

—_

Sm (t). (1.44)

m=0

On remarque aussi que

M-1
s(t) =R { > (sR(t) + jsh(1) ej%fmt} . (1.45)

m=0

Ceci nous ameéne & définir ’enveloppe complexe d’un signal multiporteuse :
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Définition 1.3.2 On appelle enveloppe complexe d’un signal multiporteuse s(t) défini par les
équations (1.41) a (1.44), le signal s(t) défini par :

M—-1
s(t) = 37 (sR(t) + jsL, () @2 Un =), (1.46)

m=0
On dit aussi que s(t) est I’équivalent bande de base de s(t).
Exemple 1.3.3 (Modulations OFDM/QAM) Dans le cas des modulations OFDM/QAM

(OFDM : Orthogonal Frequency Division Multiplex), on impose en outre que, pour 0 < m <
M-—1:

Jm = fo+mkp (1.47)
X (1) = Xa (1) = x(1), (1.48)
et on pose ¢y, = cﬁm +jc,In7n, d’ou le signal OFDM/QAM en bande de base :

M-1
s(0) = 30 3 emnx(t = nTp)edmmt (1.49)

m=0 n

Exemple 1.3.4 (Modulations OFDM/OQAM) Les modulations de type OFDM/OQAM

(OQAM : Offset QAM), utilisent un nombre de fréquences porteuses pair, M = 2N, et les

parties en phase sX(t) et en quadrature s%,(¢) sont alternativement décalées du demi-temps
Ty

symbole 2. Ainsi, pour 0 < m < N —1:

2
X (1) = X (1) = x(t) (1.50)
To
Xam (1) = X1 (1) = X(t = ). (1.51)
On impose aussi que
fm = fo+ mko, (1.52)

d’ou le signal OFDM/OQAM en bande de base :

N-1
. T ‘o
s(t) = Z Z <c§m,nx(t —nTy) +]c%—m,nX(t —nTy — 70)> oJ2m(2m) Fot

m=0 n
Ty . o
+ <c§m+17nx(t —nly— 7) + ]cgmﬂmx(t — nT0)> eJ2m(2m+1) Fot (1.53)

Dans la suite, tous les signaux considérés seront en bande de base et nous les écrirons sous
la forme s(t) plutot que s(¢) pour alléger les notations.

1.4 Traitement multicadence

Comme on le verra dans les chapitres 2 et 3, on peut conduire une analyse discréte des
modulations multiporteuses en s’appuyant sur la théorie des bancs de filtres. Le lecteur pourra
trouver une présentation détaillée de cette théorie dans les ouvrages de référence [21, 36, 108,
114]. Nous nous contenterons pour notre part de donner des notions de bases sur les systémes
multicadences, puis nous nous attarderons sur quelques bancs de filtres classiques.
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1.4.1 Eléments de base

La décimation et ’expansion sont les opérations de base du traitement multicadence. Elles
permettent de modifier la cadence d'un signal, en la diminuant par suppression d’échantillons
(décimation), ou en augmentant par insertion de zéros entre les échantillons du signal d’ori-
gine (expansion).

Décimateur d’ordre Ng
La figure 1.3 décrit un décimateur d’ordre Ngq € N, ayant pour entrée x[n] et pour sortie :
y[n] = z[Ngn|. (1.54)

Cet opérateur réduit donc la cadence d’origine d’un facteur V4. Si 'on considére les transfor-
meées en z de x[n] et y[n], notées X (z) et Y (z) respectivement, on peut montrer que :

,jQJk 1
Y() =5 Y X <e Na sz). (1.55)
k=0

Fic. 1.3 — Décimateur d’ordre Nyg.

Expanseur d’ordre N,

L’expanseur d’ordre Ny € N est décrit par la figure 1.4. Cet opérateur produit un signal
y[n] dont la cadence est augmentée d’un facteur N, par rapport au signal d’entrée original
x[n] :

N, i t Itiple de N,
yln] = {x[n/ o] ST n est un multiple de N, (1.56)
0 sinon.
On peut montrer que cette relation s’écrit aussi
Y(z) = X (z), (1.57)

en notant encore X (z) et Y(z) les transformées en z de z[n| et y[n].

ol yin)

FiG. 1.4 — Expanseur d’ordre N,.
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Filtre de décimation

En général, le décimateur est précédé d’un filtre passe-bas appelé filtre de décimation (cf.
figure 1.5). Celui-ci permet de limiter la bande spectrale occupée par le signal d’entrée. La
relation d’entrée-sortie de ce systéme s’écrit alors dans le domaine temporel :

+oo
ylnl = > a[k]h[nNg — k], (1.58)

k=—o00

oln] ——{ HG) |l N} ol

Fia. 1.5 - Filtrage et décimation d’ordre Ng.

Filtre d’interpolation

De méme, l'expanseur est la plupart du temps suivi d’un filtre appelé filtre interpolateur
(cf. figure 1.6). Tl s’agit aussi d'un filtre passe-bas. Le but est d’éliminer les répliques du signal
engendrées par 'opération d’expansion. La relation d’entrée-sortie de ce systéme s’écrit alors

dans le domaine temporel :
+oo

yln) = > wlk]fln — kN]. (1.59)

k=—o00

ol {1 Mo F )yl

FiG. 1.6 — Filtrage et interpolation d’ordre V.

Filtre a4 décimation ou expansion rationnelle

Enfin, on peut aussi placer un filtre G(z) entre un expanseur d’ordre N, et un décimateur
d’ordre Ny (cf. figure 1.7). On obtient alors un systéme qui transforme un signal z[n] échan-
tillonné & la période T, en un signal y[n| échantillonné a la période %ZTQ et le signal de sortie
y[n] est lié au signal d’entrée x[n] par la relation :

+oo
yln] = > z[klglnNa — kNe]. (1.60)

k=—00

2[i] yln)

FiGg. 1.7 - Filtrage & décimation ou expansion rationnelle.
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Représentation polyphase

La représentation polyphase est un outil trés utile en traitement multicadence. Elle per-
met de réduire la complexité opératoire des filtres de décimation et d’interpolation et des
bancs de filtres en général. Par ailleurs, elle est souvent utile pour obtenir simplement des
résultats théoriques importants, comme on le verra par la suite. On distingue deux types de
représentations polyphases d’un filtre numérique. Elles sont totalement équivalentes.
Définition 1.4.1 Soit H(z) = >.'°° _ h[n]z™™ un filtre numérique.

i. On appelle composantes polyphases de H(z) de type 1 d’ordre M € N les filtres numériques

Ei(z), 0 <1< M —1 définis par

> hll+nMz (1.61)
Le filtre H(z) peut alors s’écrire
M-1
=Y EGEM. (1.62)
=0

ii. On appelle composantes polyphases de H(z) de type 2 d’ordre M € N les filtres numériques
Ri(z), 0 <1< M —1 définis par

> h[M—1-1+nM]z"" (1.63)
Le filtre H(z) peut alors s’écrire
M-1
H(z) = Y 2 MR (M), (1.64)
1=0

On notera que les composantes de type 1 et 2 sont liées par la relation
Ri(2) = En-1-4(2). (1.65)

Identités nobles

Attardons-nous quelques instants sur le circuit permettant de réaliser un filtre de déci-
mation avec Ng = 2, & 'aide de ses composantes polyphases d’ordre M = 2, de type 1 par
exemple. (cf. figure 1.8). Ce filtrage polyphase fait intervenir les filtres Fj(22) (0 <1 < 1). 11
parait donc assez cotiteux puisqu’il impose un traitement a une cadence double de la cadence
nécessaire, d’ou l'intérét de chercher & réaliser le filtrage & la cadence minimale. Ceci est pos-
sible car on peut montrer le théoréme 1.6 appelé aussi premiére identité noble. On aboutit
alors au schéma simplifié donnée par la figure 1.9.

Théoréme 1.6 (Premiére identité noble)
Soit H(z) =Y.t __h[n]z™™ un filtre numérique et soit Ny € N. Le signal y[n] obtenu aprés
filtrage de x[n] par H (™) puis décimation d’ordre Ny est identique au signal obtenu aprés

décimation d’ordre Ny du signal x|n|, puis filtrage par H(z) (cf. figure 1.10).
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y[n]

el ——{ HED (sl = alal ——{ Ny HE

F1G. 1.10 — Premiére identité noble.

De la méme maniére, la réalisation directe d’un filtre d’interpolation a 1’aide de ses com-
posantes polyphases peut étre simplifiée en utilisant le théoréme 1.7 connu sous le nom de
deuxiéme identité noble.

Théoréme 1.7 (Deuxiéme identité noble)

Soit F(z) = 3.2 _ fln]z™™ un filtre numérique et soit N, € N. Le signal y[n] obtenu aprés
expansion d’ordre N, du signal x[n], puis filtrage par F(z"¢), est identique au signal obtenu

aprés filtrage de x[n] par F(z) puis expansion d’ordre N, (cf. figure 1.11).

1.4.2 Bancs de filtres uniformes

Un banc de filtres est un ensemble de filtres de décimation et/ou d’expansion en paralléle.
Un ensemble de filtres de décimation auxquels on applique le méme signal d’entrée est appelé
banc d’analyse. Un tel systéme permet en effet de séparer un signal en plusieurs composantes
en paralléle. Lorsque plusieurs signaux en paralléle sont filtrés par des filtres d’interpolation
puis additionnés, on parle de banc de synthése. Le cas ou le méme facteur d’expansion ou de
décimation intervient dans chaque filtre constitue une classe importante des bancs de filtres : les
bancs de filtres uniformes ([113]). Ceux-ci ont deux applications principales : le codage en sous-
bandes et le transmultiplexage. Assez souvent, et comme c’est aussi le cas dans ce chapitre, les
propriétés des bancs de filtres sont étudiées en faisant omission des autres éléments nécessaires
dans une chaine compléte (impliquant codage, transmission, etc.), c’est-a-dire en considérant
des systémes dits « dos-a-dos ». Dans ce contexte, un codeur en sous-bandes est constitué
d’un banc d’analyse accolé & un banc de synthése. Dans le cas du transmultiplexeur, c’est le
banc de synthése qui est placé en premier. Dans les deux cas, un choix judicieux des filtres
de synthése et d’analyse permet de reproduire parfaitement I’entrée en sortie du systéme. On
parle alors de reconstruction parfaite. Parmi les bancs de filtres uniformes, on distingue les
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sl ——{ NP i) = ol ——{F ) M)

F1G. 1.11 — Deuxiéme identité noble.

bancs modulés dont l'intérét réside dans le fait qu’ils sont obtenus par modulation d’un unique
filtre appelé filtre prototype.
Banc d’analyse

Le principe d’'un banc d’analyse uniforme (cf. figure 1.12) est de partager un signal d’entrée
z[k] de cadence 1, en M signaux de sortie y,[n] (0 < m < M — 1) de cadence %, de sorte que

+o0o
Ymln) = > hw[nN — Ez[k], (1.66)

k=—00

avec hy,[k] la réponse impulsionnelle du filtre H,,(z) correspondant a la bande m.

F1a. 1.12 — Banc d’analyse uniforme a M bandes (AFB).

Banc de synthése

A T'opposé, le banc de synthése (cf. 1.13) posséde M entrées x,,[n] (0 <m < M —1) ala
cadence % et une sortie y[k] a la cadence 1 liées par la relation

ykl = D D amlnlfmlk —nN], (1.67)
avec f,[k] la réponse impulsionnelle du filtre F},,(z) intervenant sur la bande m.

Banc d’analyse/synthése : le codeur en sous-bandes

Lorsqu’un banc de filtres est constitué d’un banc d’analyse suivi d’un banc de synthese (cf.
1.14) on parle de codeur en sous-bandes. En effet, un tel systéme permet de séparer un signal
en plusieurs signaux, puis de le reconstruire & partir de ces signaux en choisissant bien les filtres
d’analyse et de synthése. On peut ainsi effectuer des traitements (comme de la compression)
sur les signaux obtenus en sortie de 1’étage d’analyse avant de reconstruire un signal approché.
Tout le probléme est de concevoir des filtres d’analyse permettant de décomposer le signal de
maniére pertinente pour ’application considérée, comme par exemple séparer le signal d’entrée
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F1G. 1.13 — Banc de synthése uniforme a M bandes (SFB).

en M signaux occupant des bandes de largeur ﬁ disjointes pour effectuer une analyse spectrale.
Ensuite, les filtres de synthése doivent étre capables de reconstruire le signal, au moins de
maniére approchée et & un délai D prés, en 'absence de traitement en sous-bandes.

xlk] — AFB| | |SFB——>ylk]

Fi1G. 1.14 — Codeur en sous-bandes.

Considérons le systéme dos-a-dos, c’est-a-dire sans traitement en sous-bandes. Dans ce cas,
en utilisant les notations des figures 1.12 et 1.13, on a y,,[n] = z»[n]. Le banc de filtres est a
reconstruction parfaite avec un délai de reconstruction D si et seulement si y[k] = z[k — D].
En posant hy, k] = hj,[nN + D — k] et fpnlk] = fm[k —nN], et en utilisant les équations
(1.66) et (1.67), on voit que la reconstruction est parfaite si et seulement si

+oo M-1

gk =Dl = 3 N (hmnlkl, zlk — D)) finnlk]. (1.68)

n=—oco m=0

Ainsi, une reconstruction parfaite et stable est possible si et seulement si hy, 5 [k] constitue
une frame de [3(Z). Dans ce cas, on peut toujours trouver une autre frame f,, ,[k] permettant
la reconstruction parfaite (cf. propriété 1.1.7). Cette relation avec les frames a été particulie-
rement étudiée dans [11, 24]. On notera que la reconstruction n’est possible que si M > N. Si
M = N, on dira que l'on a & faire & un banc de filtres a échantillonnage critique. Si M > N,
on dira que le banc est suréchantillonné car il y a plus d’échantillons dans les signaux obtenus
en sortie du banc d’analyse que dans le signal d’entrée. Ce type de banc a en particulier été
étudié par Z. Cvetkovi¢ et M. Vetterli dans [24] et F. Labeau, L. Vandendorpe et B. Macq
dans [61] ainsi que par H. Boleskei et al dans [13].

Banc de synthése/analyse : le transmultiplexeur

Si I'on inverse le banc d’analyse et de synthése, on obtient un systéme dual totalement
différent : le transmultiplexeur (cf. figure 1.15). Celui-ci permet de combiner (multiplexer)
M signaux pour en obtenir un seul que I'on transmet ensuite sur une ligne de transmission,
pour ensuite reconstituer (démultiplexer) les signaux d’origine. La problématique est donc
radicalement différente de celle des codeurs en sous-bandes : la reconstruction parfaite signifie
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cette fois que y,,[n] = x,[n — D] lorsque x[k] = ylk] ce qui ne peut étre envisageable que si
M < N.Quand M = N on dit encore que le transmultiplexeur est a échantillonnage critique
et quand M < N, on dit qu’il est suréchantillonné.

. |SFB AFB| |

FiG. 1.15 — Transmultiplexeur.

Etudions d’un peu plus prés les conditions de reconstruction parfaite d’un transmulti-
plexeur en notant Ay, k] = hj,[nN + D — k] et fp, k] = fm[k — nN]. Alors, les conditions
de reconstruction parfaite s’écrivent

avec
+oo M-1

.%'[k] - Z Z xm[n]fm,n[k]a (1-70)

n=—o00 m=0

ce qui équivaut a dire que les familles Ay, , et fy,, sont biorthogonales.

1.4.3 Bancs modulés

La synthése d’un banc de filtres peut s’avérer trés complexe dans la mesure ol, pour M
bandes, il faut concevoir 2M filtres optimisés sous contrainte de reconstruction parfaite, d’ou
I’idée de construire tous les filtres a partir d’un unique filtre, appelé filtre prototype, a l'analyse
et la synthése. Le probléme se réduit alors & 'optimisation de seulement deux filtres, voire
méme d’un seul si 'on impose d’avoir le méme filtre & I’analyse et & la synthése.

Bancs modulés complexes

Les bancs modulés complexes, ou (DFT* filter banks en anglais) ont d’abord été introduits
en tant que transmultiplexeurs [4] et avec un échantillonnage critique. Les bancs suréchan-
tillonnés sont apparus plus tard dans par exemple [12, 10, 22, 25, 45]. Ce type de banc est
construit a partir de familles de Weyl-Heisenberg. En effet, les filtres d’analyse et de synthése
sont respectivement donnés par

Bancs modulés en cosinus

Plutot que de moduler un filtre prototype avec une exponentielle, on peut aussi le faire avec
un cosinus [108]. On obtient alors des bancs réels modulés en cosinus. Ceux-ci sont notamment
utilisés avec un échantillonnage critique pour le codage audio dans les couches 1 et 2 de la

4Discrete Fourier Transform.
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norme MPEGIL. Il en existe plusieurs types. Ils peuvent aussi étre suréchantillonnés (M > N)
[9], ou non. Si 'on note D le délai de reconstruction, les M filtres de synthése et d’analyse du
banc de type DCT-III ou DCT-IV a échantillonnage critique s’écrivent respectivement [40]

fm[k] = 2f[k] cos [% <m + %) <k - g) + em] (1.73)
hun[k] = 2h[k] cos [% <m + %) <I<: - g) - 9m] , (1.74)

avec 0., = (—1)™x /4. Quand D est pair, le banc peut étre réalisé a 'aide d’'une transformation
de type DCT®-III, quand il est impair, il peut-étre réalisé a 1’aide d’'une DCT-IV.

Bancs modulés complexes modifiés (MDFT)

Les bancs modulés complexes modifiés, MDFT en anglais, ont été introduits par Fliege en
1993 dans [34]. Ils ont par la suite fait 'objet de nombreux articles ([35, 49, 55, 50, 52, 51, 40]).
IIs sont de deux types et utilisent un facteur de décimation/expansion égal a la moitié du
nombre de bandes. Ceci est rendu possible par une modification par rapport au schéma du
banc uniforme de la figure 1.14 (cf. figures 1.16 et 1.17). Les filtres du banc MDFT de type I
sont calculés de maniére analogue a ceux du banc modulé complexe classique (cf. [40]),

fnlk] = flRle72Rm (= 2) (1.75)
hon[k] = h[k]e? 3 m(E=%), (1.76)

SEEI )
' 1

z

FiG. 1.16 — Banc de filtres MDFT de type 1.

Quant aux bancs MDFT de type II, leurs filtres sont donnés par [40]°

Fmlk] = flRJF (=555 (1.77)
hun|l] = h[k]e? 30 m(k=25%) (1.78)

’Discrete Cosine Transform.

5Dans [40], une constante multiplicative égale a V/2 apparait dans la définition des filtres MDFT de types I
et II, ce qui permet d’obtenir exactement les mémes conditions de reconstruction parfaite que pour les bancs
modulés en cosinus. Nous avons quant & nous préféré revenir aux premiéres définitions données dans [34] dans
le cas orthogonal.
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ik — (D + N)]

F1G. 1.17 — Banc de filtres MDFT de type II.



Chapitre 2

Analyse théorique des modulations
BFDM /QAM sur canal parfait

Le principe d’un systéme de modulation multiporteuse est de transmettre des données sur
plusieurs fréquences porteuses. Classiquement, les fréquences sont choisies de maniére & ce
que l'espacement fréquentiel entre deux porteuses successives soit identique pour toutes les
porteuses. Lorsque le multiplex fréquentiel obtenu est orthogonal en temps et en fréquence
on parle de modulation OFDM. Plus généralement, lorsqu’il est biorthogonal, le systéme sera
appelé BEDM. Chacune des porteuses transmet des symboles choisis dans un alphabet de
modulation donné. Dans cette partie nous utilisons des alphabets de type MAQ (QAM' en
anglais) pour lesquels les parties réelle et imaginaire d’'un symbole sont modulées a 'aide
du méme filtre. Ainsi la MAQ-225X ou la MDP? (en anglais, PSK?), par exemple, sont des
modulations de type MAQ. On parlera alors de systéme BFDM/QAM.

Nous nous intéressons dans ce chapitre au systéme de modulation dos-a-dos, sans prendre
en compte le canal de transmission. Le but est d’étudier les modulations BFDM/QAM di-
rectement en discret, dans 'optique d’obtenir un systéme causal construit a partir de filtres
RIF. Aprés un bref rappel historique sur les modulations OFDM plus classiques, nous mon-
trons comment réaliser les modulations BFDM/QAM a 'aide d’un transmultiplexeur et de
structures dérivées plus efficaces. Nous établissons aussi au cours de ce chapitre les relations
d’entrée-sortie du systéme discret ainsi que les conditions de biorthogonalité du systéme, dans
le cas d’un canal parfait. L’utilisation de ces conditions nous permet alors de synthétiser des
filtres RIF causaux permettant la démodulation parfaite des symboles émis en ’absence de

perturbation sur le canal de transmission?.

2.1 Approche historique

Les premiers articles sur des systémes de type OFDM remontent vraisemblablement a la fin
des années 50 [29, 69], méme si, bizarrement, la dénomination OFDM ne semble étre apparue
qu’au cours des années 80 [56, 20]. Depuis, ce sigle a été repris pour décrire des systémes
trés différents comme 'OFDM avec intervalle de garde (cf. section 2.1.2) ou 'OFDM/OQAM

!Quadrature Amplitude Modulation.

2Modulation de Phase.

3Phase Shift Keying.

“Certains éléements présentés dans ce chapitre ont fait ’objet de publications (92, 94, 96, 97]).

31
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(cf. chapitre 3) mais toujours basés sur la transmission de données en paralléle, a 'aide d’un
multiplex fréquentiel orthogonal. Le terme OFDM manquant donc de précision, nous nous
attacherons & utiliser des notations moins confuses pour désigner les systémes présentés.

2.1.1 L’OFDM avec filtre de mise en forme rectangulaire

Le systeme OFDM le plus simple, que nous appellerons OFDM classique, repose sur la
transmission des symboles complexes ¢, ,, 0 < m < M — 1, n € Z grace a M porteuses, en
utilisant un filtre rectangulaire II de durée Ty égale a l'inverse de 1’espacement inter-porteuse
Fy. Le signal OFDM classique s’écrit ainsi en bande de base :

E: }: Cmon TL(t — nT)ed2mmEot, (2.1)

=0 n=—o0
avec
1 osi—-<t<lo
I(t) = { ; (2.2)
0 sinon.

Alors, pour un systéme dos-a-dos, la démodulation des symboles peut se faire par

1 /+OO —j2mmFot
Cmn = —F—= II(t — nTp)e 7™M H0%s(t)dt. (2.3)
\% TO —00

L’OFDM classique est parfaitement équivalent en terme de débit théorique & une modu-
lation monoporteuse classique utilisant la bande B = M F; et une durée symbole Ty = %,
mais les propriétés des deux systémes vis-a-vis d’un canal sélectif en fréquence sont totalement
différentes. En effet, le débit du systéme monoporteuse est M fois plus grand que le débit sur
une porteuse du systéme OFDM classique, ce qui le rend beaucoup plus sensible a un canal
multitrajet. Ainsi, si I'on considére un canal de réponse impulsionnelle h(7,t) variant dans le

temps et de durée T, et en faisant abstraction du bruit, le signal OFDM classique recu s’écrit
T
r(t) = / h(r,0)s(t — 7)dr (2.4)
0

M-1 +oo T |
Z Z Cmn / h(r, ) TI(t — 7 — nTy)e2 o= 7. (2.5)
o ns 0

ﬂ\

Alors, pour n1y — % <t < nlp+ %, si Ty suffisamment grand devant 7', on peut faire

I’approximation

— Z cm,ne]%mFOt/ h(T,t)efj%mFOTdT, (2.6)
— 0

H(mFy,t)

avec H(mFp,t) la réponse du canal a la fréquence mFy et a l'instant ¢t. Alors, le symbole
estimé apreés démodulation s’écrit

nT0+ ) ,
Cmn = v Crnt n/ mFo,t)eﬂ’r(m —m)Fot gy (2.7)
m!=0 nTO——
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Autrement dit, I'utilisation d’une modulation OFDM classique a permis de supprimer l'in-
terférence entre symboles, mais pas nécessairement 'interférence entre porteuses. Celle-ci ne
disparait que si le canal varie suffisamment lentement sur une durée Tj, auquel cas on obtient
que émn = HpnCmon, avec Hy, , = H(mEFy, nTp).

Un autre intérét de ce systéme est qu’il peut étre réalisé de maniére trés simple en numé-
rique. En effet, on peut vérifier que si 'on échantillonne les équations de modulation (2.1) et
de démodulation (2.3) & la période T, = %, alors la modulation est une simple TFDI® et la
démodulation est une TFDS [116] (cf. figure 2.1) :

[s(nMT),...,s((nM + M —1)T,)] = TEDI {com, ..., cr—1n}, (2.8)
[comy--scm—1n) = TED {s(nMT),...,s((nM + M — 1)T,)} . (2.9)
€o,n ———» —> —> —— Con
. |TFDI| |P/S S/P| |TFD| |
CM—1,n . > > %CM—l,n

FiGc. 2.1 — Modem OFDM numérique a base de transformées de Fourier.

2.1.2 Une premiére amélioration : ’OFDM avec intervalle de garde

A bande occupée constante B, avoir un temps symbole grand revient a utiliser un grand
nombre de porteuses M puisque B = TMO. Or, on ne peut généralement pas avoir suffisamment
de porteuses pour s’affranchir complétement de 'interférence entre symboles, si bien que 1'hy-
pothése M grand, i.e. Ty grand, rend la plupart du temps irréaliste I’approximation d’un canal
variant lentement sur une durée Tj. C’est pourquoi toutes les applications & base d’OFDM
(ADSL, DVB-T, DAB...) utilisent une version modifiée par 'ajout d’un intervalle de garde.
Celui-ci a été introduit en 1980 par Peled et Ruiz [72] et permet sous certaines conditions réa-
listes de supprimer complétement 'interférence entre symboles et entre porteuses. Le principe
est d’allonger la durée de la fonction rectangulaire utilisée sur chaque porteuse, sans changer
I’espace inter-porteuses. Le signal OFDM/IG s’écrit donc en bande de base :

M-1 oo

1 .
st)=—=> > emnlla(t —nTy)e> Ol (2.10)
TO m=0 n=—o00

avec Ty =Ty + A > Ty et

1 si—A-D<t<T
HA(t):{ i 2 =ts (2.11)
0 sinon.

Quant & I’étape de démodulation, elle s’écrit :

1 +oo .
= — II(t — nTy)e 32 mEot g(4)dt. 2.12
emn m/_w (t — nTh)e (1) (2.12)

"Transformée de Fourier Discréte Inverse.
6Transformeée de Fourier Discréte.
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On notera que la démodulation fait bien intervenir la fonction porte II de durée Ty alors
que la modulation fait intervenir la fonction porte IIn de durée T3 = Ty + A. Alors, pour
supprimer totalement l'interférence entre symboles et entre porteuses, il suffit que la réponse
impulsionnelle h(7,t) du canal soit telle que 0 < 7 < A et que h(7,t) = h(r,t + T). Ainsi, si
I’on choisit un intervalle de garde plus grand que 1’écho le plus lointain et que le canal varie
lentement sur une durée 71, alors le signal recu s’écrit

M-1 +oo

1 A : .
r(t) = Nirs ) cmn /0 h(r, t)IIA(t — 0Ty — 7)ed?mmPot=") gr (2.13)

m=0 n=—00

et pour nT; — % <t<nli+ %, r(t) devient

M-1 A
1 , )
r(t) = — Cm, eﬂ”mFOt/ h(r,t)Ia(t — nTh — T)e_ﬂ”mFOTdT. (2.14)

H(mFo,t)~Hmn

Tout se passe donc comme si le symbole H,y, ,,¢p, p, était émis a la place du symbole ¢y, ,. Aprés
démodulation, le symbole estimé est donc

ém,n = Hm,ncm,n- (215)

Plutot que d’intervalle de garde, on parle aussi parfois de préfixe cyclique et ’OFDM /CP
car, on peut montrer que, en numeérique, introduire un intervalle de garde revient & faire une

recopie des symboles aprés transformée de Fourier inverse, au cours de la modulation. En effet,

Ty _ N . Y, . . L. _Tp .
st =q7 > 1, la modulation s’écrit aussi en numérique, avec T, = 3% :

[s(nNTg),...,s((nN + M —1)T;)] = TFDI {copn, ..., CM—1n}» (2.16)
et (cf. figure 2.2)

[s((nN + M — N)T¢),...,s((nN — 1)Ty)] = [s(nN + 2M — NT,),...,s((nN + M — 1)T¢)] .

—

‘ suln—1] ‘ ‘SN,l[n—l]‘ S0l ‘ ‘SMHW,N[n]‘ ‘ Spr-1[n) ‘

FiG. 2.2 — Préfixe cyclique pour le symbole n (s,,[n] = s((nN +m)T,)).

Ces équations montrent que cette modulation présente 'inconvénient d’avoir un débit
théorique plus faible que celui de 'OFDM classique. En effet, pour émettre M symboles, il
faut un train de données qui contient N symboles modulés, avec N > M. Pour limiter cette
perte, on utilise en général un intervalle de garde compris entre 15% et 25% de la durée utile
des symboles Ty. En outre, la réponse fréquentielle de la fonction porte qui est utilisée est
un sinus cardinal, elle est donc mal localisée en fréquence. Par conséquent, lorsque le canal
de transmission n’est pas constant sur une durée Tj, l'interférence entre porteuses induite
peut étre conséquente. Enfin, les évanouissements dus aux coefficients H,,, peuvent étre tres
importants.
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2.2 Modulations BFDM /QAM suréchantillonnées

Etant donnés les avantages et les limites de 'OFDM classique et de I'OFDM/IG, la ques-
tion se pose de savoir §’il est possible de trouver un autre genre de modulation OFDM ayant
de meilleures propriétés. L’un des problémes posés par ces modulations vient de la réponse fré-
quentielle en sinus cardinal des filtres d’émission et de réception, d’ou I'idée d’utiliser d’autres
filtres que les filtres rectangulaires. En fait, 'OFDM classique aussi bien que 'OFDM/IG
peuvent, comme on le verra par la suite (cf. 2.2.1), étre étudiées dans le cadre des familles
de Weyl-Heisenberg présentées dans la section 1.2.3. L’OFDM classique peut ainsi étre vue
comme une famille orthogonale & densité critique. Dans ce cas, le théoréme de Balian-Low (cf.
1.5) indique qu’il n’est pas possible d’utiliser des filtres a la fois bien localisés en temps et en
fréquence. Pour obtenir des filtres ayant de meilleures propriétés que la fonction rectangulaire,
il faut donc étudier les modulations correspondant & des familles de Weyl-Heisenberg & densité
sous-critique. Ceci correspond & allonger le temps-symbole (ou de maniére équivalente, aug-
menter 'espace inter-porteuse), comme l'ont proposé S. B. Weinstein et P. M. Ebert dés 1971
[116]. Une premiére généralisation de 'OFDM classique et de 'OFDM/IG peut étre menée
en cherchant & obtenir des modulations multiporteuses orthogonales & densité sous-critique,
comme dans [109] ou ces modulations sont baptisées « fraction spaced multicarrier modula-
tion » et sont obtenues par échantillonnage de fonctions continues, ou comme dans [45, 44] ou
elles sont réalisées directement en discret et baptisées « modulations OFDM suréchantillonnées
». Mais la généralisation la plus compléte est obtenue avec les systémes biorthogonaux comme
dans les références [60, 59| qui présentent des modulations multiporteuses baptisées « NOFDM
» basées sur des fonctions a temps-continu. Pour des raisons qui seront explicitées par la suite,
nous appellerons quant & nous OFDM/QAM suréchantillonnées et BFDM/QAM suréchan-
tillonnées ces nouvelles modulations, selon qu’elles sont orthogonales ou, plus généralement,
biorthogonales.

2.2.1 Modulations a temps continu

Comme on 'a déja souligné dans la section 1.3, le principe d’'une modulation est d’associer
un signal physique & des données prenant leurs valeurs dans un ensemble fini. C’est pourquoi
les systémes de modulation sont souvent représentés & l'aide de fonctions a temps continu,
comme nous le faisons maintenant pour les modulations BEDM/QAM.

On veut transmettre sur M porteuses les symboles complexes ¢, , (m € I={0, ---, M —
1} et n € Z) obtenus a partir d'un alphabet MAQ. Alors, le signal BEDM/QAM s’écrit en
bande de base :

M-1 M—1 400
s)=> smt) =Y. Y cmnfmn(t), (2.17)
m=0 m=0 n=—cc
avec
fm,n(t) = f(t - nTO)ejzme0t6j¢m’n, (2.18)
et

— f(t) € L2(R) (f(t) peut aussi bien étre a valeurs complexes que réelles) ;
— m,n un décalage additif de phase (par exemple ¢y, , = 0);

— Ty durée symbole;

— Fy espacement entre deux porteuses successives.
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Ainsi définie, (fm,n)(mn)erxz constitue une famille de Gabor (cf. définition 1.2.2). Le but est
de retrouver les symboles ¢, , & partir du signal s(¢). Ceci est possible si et seulement si
(fm.n)(mn)e1xz constitue une famille libre. Ainsi, la densité ¢ = FolTO
égale a 1 pour pouvoir démoduler le signal (cf. propriété 1.2.2). Or DPefficacité spectrale n, qui
mesure le débit binaire par unité de temps et de fréquence, est liée & la densité par la relation
n ~ bo [39], avec b le nombre de bits de 'alphabet MAQ utilisé. En effet, la bande occupée
par le signal est B = (M — 1)Fy + AF, avec AF la bande occupée par le filtre prototype f,
d’ou

doit étre inférieure ou

BTy  MRTy+ (AF - R)Ty AF — Fy ' '
+ =0
M
—_—
<<1, surtout si M grand

Ui

On en déduit que l'efficacité spectrale est maximale lorsque o = 1 7.e. Fy = 1/T07. Dans ce
cas, le théoreme de Balian-Low indique que f(¢) est une fonction nécessairement mal localisée
dans le plan temps-fréquence (cf. 1.5), ¢’est pourquoi on peut étre amené & réduire U'efficacité
spectrale en prenant ¢ < 1. On dit alors que le systéme est a densité sous-critique.

Dans tous les cas, si (fm,n)(m,n)eIXZ constitue une famille libre, alors il existe une famille
biorthogonale (fm,n)(m,n)elxz qui est aussi une famille de Gabor

fm,n(t) = JE(t - nTO)ejzmeotejwm’n, (2.20)

mais celle-ci n’est pas nécessairement unique (cf. propriété 1.1.4). En utilisant la propriété de
biorthogonalité, les symboles complexes ¢, , peuvent étre calculés par :

+oo
fr o (t)s(t)dt. (2.21)

m,n

Cmn = <fm,n78>E2(R),C = /

—0o0
Puisque la contrainte imposée sur le systéme est une contrainte de biorthogonalité, on parlera
de systeme BFDM/QAM plutot que de systéme OFDM/QAM, celui-ci correspondant au cas
particulier ou la famille fmn(t) est égale & la famille f,, ,,(¢). Par ailleurs, on notera que ¢, ,,
peut étre choisi de maniére totalement arbitraire puisque (fp, ne/%mn, fm/7n/ej9m’vn’>£2(3),c =

0 ) .
6(] mn! m.n) <fm,na fm’,n’>£2(R),C-

Exemple 2.2.1 (Modulations OFDM classique et OFDM /IG) Si l'on choisit FoTp =
1et f(t) = f(t) = VFoII(t) on retrouve 'OFDM classique. Si 1’on impose que FyTy > 1,
f(t) = VFOA(t) et f(t) = VFoII(t), alors on obtient POFDM/IG. Il en découle d’ailleurs
que 'OFDM/IG n’est pas une modulation orthogonale contrairement & ce que son nom laisse
supposer, mais il s’agit bien d’une modulation biorthogonale puisque f(t) # f(t) dans ce cas.
Il s’agit méme d’une modulation biorthogonale & densité sous-critique.

Les étapes de modulation et de démodulation peuvent aussi étre réécrites en faisant
apparaitre des produits de convolution. En effet, si 'on note par exemple t,,, = 0 et
em(t) =Y, cmnd(t —nTp), alors la modulation s’écrit aussi

AF —F
I+ =5 "e

M-1
i2rmFot

s(t) = Y lem(t) ® f(1)] 200, (2.22)

m=0
7 . R ; N J . AF—Fqy bo _
en fait, il n’est méme pas nécessaire de supposer que w0 << 1 car AF-R, =

—a @
bAFJ\;F“ {1 — L } qui est une fonction croissante de p.



2.2. Modulations BFDM/QAM suréchantillonnées

37

ce qui conduit au schéma de principe du modulateur analogique représenté sur la figure 2.3.
Quant & la démodulation on peut aussi I’écrire sous la forme

c(t) 9
1
a(t) © 2 s(t)

€j27rF0t

en-1 (1) 9

ed2m(M—1)Fot

Fic. 2.3 — Modulateur BFDM/QAM analogique.

e = [[F(=) @ (s(t)e 2™ _ o (2.23)

ce qui aboutit au schéma du démodulateur analogique décrit par la figure 2.4. Lorsque les
fonctions f(t) et f(t) définissent des bases biorthogonales, alors on a ¢, 5, = ¢, €n supposant
le canal parfait.

) —

nTy

—Cin

1

o—i2nFot

I

n
s
5

—> CM-1n

nT()

~~¢
*
—~
Plk
N—

o—32m(M—1)Fot
Fia. 2.4 — Démodulateur BFDM/QAM analogique.

Ces deux schémas font apparaitre les filtres analogiques de modulation et de démodulation

F(#) et f*(-1).

2.2.2 Modulations a temps discret

Pour réaliser les systémes a temps continu que nous venons de présenter, il existe deux
solutions : soit utiliser des filtres analogiques, soit des filtres numériques. Dans ce dernier cas,
le signal physique est obtenu grace a un convertisseur numérique/analogique. L'intérét de cette
deuxiéme solution est qu’elle permet d’utiliser des processeurs de signaux numériques qui sont
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bien moins cotiteux et plus simples & fabriquer que les filtres analogiques correspondants, c’est
pourquoi nous allons plutét nous intéresser a cette solution.

La réponse impulsionnelle des filtres numériques peut alors soit étre obtenue par échan-
tillonnage de celles de filtres & temps continu, soit directement par optimisation. Pour faire
apparaitre clairement le lien avec le cas & temps continu, qui constitue la référence, nous
allons d’abord détailler la premiére approche. Déterminons tout d’abord la période a la-
quelle nous échantillonnerons le signal émis. La bande occupée par le signal modulé est
B = MFy+ AF — Fy =& MFy. En utilisant le théoréme d’échantillonnage de Shannon, on
obtient que la fréquence d’échantillonnage critique vaut donc F, = M Fy. En faisant I’hypo-
these que la densité est rationnelle et s’écrit o = FolTO = % La période d’échantillonnage
vaut alors T, = % alors que seulement M symboles sont transmis pendant une durée Tg, c’est
pourquoi on parle de modulation suréchantillonnée lorsque N > M.

On suppose maintenant qu’il existe trois paramétres entiers D, Ly et Ly tels que les
énergies des fonctions f(t) et f*(—t) soient principalement concentrées respectivement dans les
intervalles [——Te, (Lf — %) Te[ et [ D+1Te, (Lh - %) e[ de longueurs respectives
LT et LyT,. On fait ainsi I'approximation que f(t) = 0 et f(=t) = 0 pour t en dehors
de ces intervalles, de maniére & obtenir des filtres de durée finie. De plus, on translate f(¢)
et f(t) d’'une durée %Te pour obtenir, comme on le verra par la suite, des filtres prototypes
causaux aprés échantillonnage. On notera que la biorthogonalité entre les filtres d’émission et
de réception est alors conservée car le produit scalaire est inchangé par translation :

(fm,n(t)7 fm/,n/(t)>£2(R),C = (fm,n(t - T)a fm’,n/(t - 7—)>£2(R),C' (2-24)

On échantillonne alors f(t) et f(t) a la période T, et, pour conserver approximativement
I’énergie des filtres prototypes, on les normalise en les multipliant par /7%, de sorte que

k) = \/Teof <</<: - g) Te> (2.25)
k] = /if((k:—%) Te>. (2.26)

On notera que les filtres discrets obtenus f[k] et f[k] ont pour supports respectifs [0, Ly—1]
et [D — (L, — 1), D]. Alors, le signal transmis s’écrit en bande de base :

\FS<<;<;__> > %:1 S o fonnlt] (2.27)

m=0 n=—00

avec
fnnl) = V/Tefon ( ) 2) Te> e G
2 0 (2.28)
= flk — nN]ed it (k= 3) ef¥mn,
et les symboles peuvent étre estimés par
~ +OO ~
bmm = (fnn: Na@yc = Y FrnlFIs[k], (2.29)

k=—o00
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avec

Fronlk] = flk — nNeI 5= %) g (2.30)

De méme que dans le cas continu, il apparait que v, ,, peut étre choisi de maniere totalement
arbitraire et, de plus, f[k] n’est pas unique.

On notera que si I'on échantillonne deux bases & temps continu biorthogonales, on n’ob-
tient pas nécessairement deux bases biorthogonales a temps discret. Pour s’en convaincre,
considérons la fonction de L£o(R) de support [—Tp, Tp[, définie par

Cos %fr 7(t+ TO)] si —TO <t< -1

N
2m __
p(t) = cos | pN(t+ TO)] si <t<0, (2.31)
1 si0<t<Ty,
0 sinon.

On peut vérifier que (p(t — nTy), p(t — n'Ty)) z,(R),c = On,- Echantillonnons-la a la période
Lo La fonction p[k] = p(kT.) de I2(Z) est alors définie par

2 (k + N)} si—N <k <—1,
plk] =141 si0<k<N-—1, (2.32)

0 sinon,

et (p[k], plk — N]ipzy.c = Shgt cos [%k} —140si N > 3.

Néanmoins, en choisissant des supports suffisamment grands, les propriétés d’orthogonalité
ou de biorthogonalité sont généralement assez bien conservées. De plus, comme dans le cas
continu, (fim,n)(mn)cixz est une famille de Gabor. Donc, si elle est libre, alors il existe une
famille biorthogonale qui constitue aussi une famille de Gabor et on peut chercher le filtre
f[k‘] qui la génére directement sans passer par 1’étape d’échantillonnage. Dans ce cas, on a
alors ¢ = i si le signal requ est identique au signal émis, c’est-a-dire en I’absence de
perturbation sur le canal de transmission.

Exemple 2.2.2 (Modulations OFDM/QAM) La modulation est de type OFDM/QAM
lorsque f(t) = f(t). Dans ce cas, on a bien évidemment Ly = Lj, et les intervalles sur lesquels
on suppose que les énergies de f(t) et f(t) sont concentrées sont identiques. Il en découle que

D = Ly —1 et que le support de f(t) est égal a [— T, LZfT
Exemple 2.2.3 (Discrétisation des modulations OFDM classiques) On a f(t) = f(t)
rpou]r_—<t< L Deplus, Ty =1et N =M, don T, = 28 et —L2HT, = ML,

(Ly — 2T, —M%. On en déduit que D = M — 1, Ly = M et f[k] = f[k] = -~ pour
0<k<M-1.

Exemple 2.2.4 (Discretisation des modulations OFDM /IG) Dans ce cas, f(t)

pour—A—m<t<2F et f(t) = VF pour21{j<t<2}J Deplus,Fo(FLO+A):%>l,
douw A = 52 — (N — M)T., D =2N — M, Ly = N et f[k] = ﬁpourOﬁkSN—let

h[k]:mpourN—Mgng—l.
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2.3 Transmultiplexeur associé

Les équations (2.27) et (2.28) rapprochées de la relation d’entrée/sortie d’un banc de
synthése (cf. équation (1.67)) montrent que le signal s[k] peut étre calculé grace a un banc de
synthése & M bandes, avec un facteur d’expansion égal & N et constitué des filtres F,,,(z) de
réponses impulsionnelles

Fnlk] = flR]ITmE=3), (2.33)
a condition d’'imposer que ¥, , = —%mnN, et en appliquant les entrées ¢, , au banc ainsi
formé. On obtient alors
+oo0 M-1

n=—00 m=0
Considérons maintenant la démodulation. Elle est donnée par les équations (2.29) et (2.30).

Comme on a posé Yy, , = —%mnN, la démodulation s’écrit

+o0o
b= > Jlk—nN]e I3 (=N =2) ]

(2.35)

27

= 7D — ke 335™(5K)s[D 4+ nN — ).

k=—o00

Pour gérer le délai de traitement, on définit les entiers a et 3, a>1et 0 <[ < N — 1 par
D =aN - (. (2.36)
Ainsi a = [D/N] et f=[D/N|N — D. L’équation (2.35) se réécrit alors

b= 3 JID—KeTu™E ) s[nN — k - . (2.37)

En rapprochant cette équation de la relation d’entrée/sortie d'un banc d’analyse (cf. équation
(1.66)), on en conclut que la démodulation peut étre effectuée avec un retard de « échantillons
a 'aide d’un banc d’analyse & M sous-bandes, avec un facteur de décimation égal & N et
constitué des filtres d’analyse H,,(z) de réponses impulsionnelles

ho[k] = h[k]e? 57 (k=2 (2.38)

a condition de poser h[k] = f*[D — k] et d’appliquer I'entrée s[k — 3] au banc ainsi constitue.
C’est le filtre h[k] que I'on appellera prototype de démodulation plutét que f[k]. On notera
que celui-ci a pour support [0, L, — 1] étant données les hypothéses faites sur le support de
f(t) dans la section 2.2.2. Le modem BFDM/QAM a temps discret peut donc étre réalisé a
Paide d’un transmultiplexeur ainsi que le décrit la figure 2.5.

On notera qu'un transmultiplexeur a déja été proposé par R. Hleiss dans [44] dans le
cas orthogonal. Par rapport & cette référence, notre schéma prend en compte la causalité du
systéme et le délai de reconstruction. Ainsi, contrairement a [44], le délai § introduit sur la

ligne de transmission n’est pas nécessairement égal a 1.

Exemple 2.3.1 Pour une modulation OFDM/QAM, f[k] = f[k] et D =Ly —1 (cf. exemple
2.2.2). Alors, le filtre prototype de réception h[k| est le retourné conjugué de f[k| : h[k] =
fr[Ly—1—k].
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F1G. 2.5 — Transmultiplexeur associé aux modulations BFDM/QAM.

2.4 Schémas de réalisation efficaces

La réalisation directe du modem BFDM/QAM a ’aide du transmultiplexeur de la figure
2.5 serait tres cotteuse en termes de calculs. En effet, elle fait intervenir M filtres de longueur
Ly al’émission, et M filtres de longueurs Ly, & la réception. De plus, ces filtrages sont effectués
a une cadence N fois plus grande que la cadence d’émission des symboles ¢, ,, d’ou 'idée
d’employer un filtrage polyphase pour réduire le coiit opératoire du modem.

2.4.1 Approche polyphase

Posons tout d’abord pour simplifier les écritures :

w=e M, (2.39)

alors :
Fo(z) = wmgF(zwm), 2.40)
Hp(z) = wm%H(zwm) (2.41)

Définissons aussi les entiers Ny et My par :
NoM = MyN = PPCM(M, N). (2.42)

Maintenant, écrivons comme dans [25] et [44] F,,,(z) et H,,(z) a laide de leurs NoM compo-
santes polyphases I (cf. section 1.4.1 et [108]) :

NoM—1
— ; -l NoM
Fn(z)= Y 2z 'Fu@E"Y), (2.43)
=0

NoM—-1

Hpy(z) = > 27 Hy(zNM). (2.44)
=0

En notant F',(z) et H(2) les matrices polyphases de taille NoM x M et M x NoM respec-
tivement et définies par [Fp];m(2) = Fim(2) et [Hplm,(2) = Hpi(2), on obtient le schéma
équivalent de la figure 2.6.

En utilisant les identités nobles (cf. théorémes 1.6 et 1.7), on obtient le schéma équivalent
de la figure 2.7 puisque NoM = N M.
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Cu1) )

Fp(ZNOM)

NoM —1

NoM —1

Hp(ZNOM)

6

z7%Cy(2)

z72C(2)

@ 2 Chr_1(2)

F1a. 2.6 — Modéle polyphase du transmultiplexeur associé aux modulations BFDM/QAM.

Co(z) —

Cl(z) —>

Cr—1(z) —

Fp(z]\jo)

Hp(zMU)

> 272C)(2)

2720 (2)

—27Chr_1(2)

Fig. 2.7 — Modele polyphase équivalent du transmultiplexeur associé aux modulations

BFDM/QAM.
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2.4.2 Schémas de réalisation utilisant des transformées de Fourier inverses

On peut utiliser aussi les décompositions polyphases de type I des prototypes d’émission

et de réception :

NoM—-1

F(z)= ) 2 "),
1=0
NoM—1

H(z) = Z z_lGl(zNOM),

=0

avec .
2)=>_ fll+nNoM]z",

Gi(2) = hll + nNoM]z"

il en découle que :

p NoM-1
—ml NoM
F, g 2T (N0 M),
=0
NoM—1
D
Hp, M2 27l Gy (2 NoM)),
1=0

d’ou :

Posons maintenant :

Dw = dlag [17 w, ) wMil]a
Dy (z) = diag[Ko(2), -+, Knym-1(2)],
D (z) = diag[Go(2), -+, Gnom-1(2)],
1 1 1
1 w wNoM—1
W M NoM = :
i wM—1 o w(M—l)(-NOM—l)

on obtient :

D

Fp(z) = [Dg WT\/IXNOMDK(Z)]Ta
D

Hp(z) = D/ WMxNOMDG(Z)-

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.53)
(2.54)
(2.55)

(2.56)

(2.57)
(2.58)
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Co(z)

Cl (Z)

. «T
eI T WiixNoMm

CM,I(Z) 4?—>

—if(M-1)7

e

FiG. 2.8 — Modulateur BFDM/QAM.

* b
WMxNoM jim D

Gngp—1(2M0)

FiG. 2.9 — Démodulateur BFDM/QAM.
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On en déduit les schémas de réalisation du modulateur (cf. figure 2.8) et du démodulateur (cf.
figure 2.9).
En notant X;(z), 0 <1 < NogM — 1 les sorties du bloc de filtrage représenté par la matrice
’j}xNOM (cf. figure 2.8), il apparait que

M-—1
Xi(z) = w™™C,, (2). (2.59)

m=0

Il en découle que, pour 0 < p < Ny — 1,

[XpM(Z), e 7X(p+1)M71(Z)] = [XQ(Z), ce ,X(M,l(z)] =
MIFFT [co(z), . ,w<M—1>%cM,1(z)] .

On en déduit le schéma équivalent de la figure 2.10 qui utilise une IFF'T de taille M. Ce schéma

Xo(z)

I
I
K(Ng—1)m (zM10)

X1(2)

K1 (zMo)

C(e) % IFFT

2n D
Me™ Mz

KM+1(ZMD)

M
. M
Knogm—1(2770)

Fi1a. 2.10 — Premier modulateur BFDM /QAM suréchantillonné équivalent.

est intéressant dans la mesure ou il fait intervenir une unique IFFT de taille M. Néanmoins,
il ne fait pas apparaitre clairement ’aspect suréchantillonnage qui aboutit & transformer M
symboles en paralléle, en N > M symboles en série. Pour ce faire, il faut regrouper les
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composantes polyphases par paquets de My plutét que par paquet de Ny, cf. figure 2.118.
Dans ce cas, la conversion paralléle/série est explicite (elle est effectuée par les N lignes a
retard précédées d’une expansion d’ordre N). En effet, si I'on note s,[k] le symbole émis a
l'instant k sur la branche n (0 < n < N — 1), alors, le signal BFDM/QAM transmis vaut
s[n 4+ kN]. Ce schéma est a distinguer de celui représenté par la figure 2.8. En effet, celui-ci
comprend bien des lignes a retard précédées d’une expansion d’ordre N, mais celles-ci sont au
nombre de MyN et non N. Ainsi, ce schéma fait apparaitre chaque symbole transmis s[n+kN]|

comme une somme de My symboles s;,[k], s y[k—1],...

Xo(2) xo@)| ]

/
) $n+(M071)N[

Xo(2)

Col(2) Nf

M

X (2)

Ko(=M0)

Xn(2)

X(Ng—1)M (2)

Ky (zMo)

X(mg-1)N () o)

X1(2) X1(2)

K(my-1)n (2

He) Ky (+M0)

s2m D
Me 2

IFFT

Xn41(2)

Xn+1(2)

X(Nng-1)m+1(2)

X(mp-1)N41(2) Moy

K(mg-1)N+1(2

Cr-1(2) —\?

Me 3% M-)Z

Fi1a. 2.11 — Deuxiéme modulateur BFDM/QAM suréchantillonné équivalent.

Xp-1(2)  Xp-a(2) Xn-1(2)
Xonr—1(2) Xon-1(2)
I
I
I
I
I
|
|
I 271
I
! XnNogm—1(2) Xmogn—1(2)

Mo

Kngn—1(z

k— (M — 1).

De la méme maniére, en notant Y;(z) les entrées du bloc de filtrage représenté par la
matrice Wi, s (cf. figure 2.9), on obtient que, pour 0 < p < Ny — 1,

2@ C’o(z),...,wf(Mfl)%CA'Mq(Z)] = MIFFT Z You (2

No—1 Np—1

p=0

)oon > Yorrear-1(2)
p=0

(2.60)

On en déduit le schéma équivalent de la figure 2.12. On peut faire la méme remarque pour

8Pour plus de lisibilité, on a introduit une matrice de permutation IT dans la figure 2.11.
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5(2) EECAST

IFFT % G@)

4’(?—' z7Chr_1(2)

Me 35 (M-1%

F1G. 2.12 — Premier démodulateur BEDM/QAM suréchantillonné équivalent.



48

CHAPITRE 2. ANALYSE THEORIQUE DES MODULATIONS BFDM/QAM SUR CANAL PARFAIT

ce schéma que pour celui du premier modulateur équivalent : il fait intervenir une unique
IFFT de taille M mais il ne fait pas apparaitre clairement ’aspect suréchantillonnage qui
aboutit a transformer N > M symboles en série, en M symboles en paralléle. Pour ce faire,
il faut regrouper les composantes polyphases par paquets de My plutét que par paquet de
Ny, cf. figure 2.13. Le schéma obtenu fait alors apparaitre N lignes & retard suivies d’une
décimation d’ordre N, ce qui traduit la transformation de N symboles en série en N symboles
en paralléle. Néanmoins, il ne s’agit pas d’'une vraie conversion série/paralléle au sens ou la
transformation effectuée introduit un entrelacement des signaux ainsi qu’un retard : si I'on
note ry,[k] le symbole obtenu aprés décimation d’ordre N sur la branche n (0 <n < N —1),
alors celui-ci vaut r,[k] = s[kN — 8 — n] et non s[n + kN] comme dans le cas d'une vraie
conversion série/paralléle.

Y( Y 2
8(2) — P o I £ ﬂﬂ s
M
G (M0) Yy (2) Y (2) 7
|
|
Bl ‘ 1
|
|
G(MQ—UN(ZMO) Yimg-1)n(2) Y(Ng-1)M (%) !
Yi(2) Yi(2) —aA
G1(:M0) B : + 27%C1(2)
IFFT
-1 _i2n D
z Yn+1(2) Yar41(2) n Me (v
| \
| |
| I |
| ! |
| |
| |
: o : Mo, Y(mg-1)N+1(2) Y(ng—1)M+1(2) :
i Mo—1)N+1
|
Z_l
1 Yn-1(2) Yy -1(z) ~
Gr-1(zM0) it M-l 0 4(?*2“"01\1—1(2)
_g2r i)\ 2
Can—a(aM0) Yan—1(2) Yan—1(2) n Me™ ar ( )3
|
|
|
| |
|
|
|
Yamon—-1(2) YngM—1(2) |

Moy

Grgn-1(z

FiG. 2.13 — Deuxiéme démodulateur BFDM/QAM suréchantillonné équivalent.
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2.4.3 Algorithmes de modulation et de démodulation
Algorithme de modulation

De la figure 2.11, il découle tout d’abord que les éléments obtenus en sortie du bloc de
TFDI a I’émission s’écrivent, pour 0 <[ < M —1

M-1

x[n] = Z cmmwm%w*ml, (2.61)
m=0
ce qui s’écrit aussi
[zo[n],. .., xp—1]n]] = M IFFT {co,n, . ,cM_l,nwW*l)%} . (2.62)

Ensuite, les autres branches filtrées par les composantes polyphases d’émission s’obtiennent
par simple recopie des M premiéres branches : pour <0 <[ <M —1let1<nyg<Ny—1

xl-i—noM[n] = x[n]. (2.63)
Enfin, les sorties du filtrage polyphase s’obtiennent par

Mp—1
seln] = D Y @hymon[n — (mo + pMo)] f[I + (mo + pMo)N], (2.64)

mo=0 p

avec 0 < k < N—1. Et le signal transmis correspond finalement & une conversion paralléle /série
des symboles si[n] :

slk + nN] = sgn]. (2.65)
Algorithme de démodulation

En s’appuyant sur la figure 2.13, on obtient tout d’abord les symboles obtenus aprés la
ligne a retard et la décimation d’ordre N :

Sgn] = s[nN — B — K], (2.66)

avec 0 < k < N — 1. Ensuite, les symboles en sortie du filtrage polyphase s’écrivent pour
OSkSN—letOSm()SMo—l:

Yktmon[n] = _ 8k[n — (mo + pMo)]h[l + (mo + pMo)N], (2.67)
P
et les symboles & I'entrées du bloc de TFDI sont donnés par

No—1
Emln] =Y Ynorrrmlnl, (2.68)

no=0

avec 0 < m < M — 1. Et, au final, les symboles démodulés avec un retard a peuvent étre
déduits de

(0nao oo sertoaw™MTVE| = MIFFT {aofnl, .. auafnl}. (269)
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2.4.4 Variantes a base de transformées de Fourier directes

Classiquement, un modem OFDM classique est réalisé a I’aide d’une transformée de Fourier
inverse au modulateur, et directe au démodulateur (cf. figure 2.1). Pourtant, nous venons de
montrer qu'un systéme BEDM/QAM, dont 'OFDM classique est un cas particulier, est réalisé
a I’aide d’une transformée de Fourier inverse, aussi bien au modulateur qu’au démodulateur.
Cet état de fait semble paradoxal. En réalité, le modulateur BFDM/QAM aussi bien que
le démodulateur peuvent aussi étre réalisés a ’aide de transformées directes, & condition
d’effectuer une permutation des entrées du bloc de TFDI & I’émission, et des sorties du bloc
de TFDI & la réception. En effet, posons

D =sM +d, (2.70)
avec 0 < d < M — 1 et considérons 'étage d’émission. De ’équation (2.61) on tire que, pour

0<I<M-1
M-1

x[n] = Z cm,nw_m%wm(l_d). (2.71)
m=0
On en déduit que, pour 0 <[ <d
M-1 .
xq—i[n] = cm,nw_m3wml (2.72)
m=0
et,pourd+1<[I<M-1
M-1 .
Tprrd—i[n] = Cmnw ™2 W™, (2.73)
m=0

Alors, en notant e la permutation de [0, M — 1] définie par

d—1 10<1<d
e(l) = Theme (2.74)
M+d—1 sid+1<I<M-1,
on obtient i
[mé(o) [TL], s axE(Mfl)[n]] =FFT {Co,n’ cee awi(Mil)E} ) (275)

d’out le schéma équivalent représenté par la figure 2.14 dans lequel E représente la matrice
associ¢e a la permutation € : Ey; = oy )

Et de la méme maniére, le démodulateur peut étre réalisé a I'aide d’une transformée de
Fourier directe (cf. figure 2.15).

2.4.5 Utilisation de conversions paralléle/série et série/paralléle

Le schéma de réalisation du modulateur numérique de ’OFDM classique se compose d’une
transformée de Fourier inverse suivie d’'une conversion paralléle/série et celui du démodulateur
se compose quant & lui d’'une conversion série/paralléle suivie d'une transformée de Fourier
directe (cf. figure 2.1). Or, si le schéma du démodulateur représenté 2.11 fait bien apparaitre
une transformée de Fourier inverse et une conversion paralléle/série, aucun des schémas de
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[ ] Xo(2) Xo()

Xo(2)

Col(2) Nf
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Xn(2)
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X1(2)
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X(Ng—1)M41(2)

X(Mg-1)N+1(2)

Xyv-1(2)  Xp-a1(2)
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Fia. 2.14 — Modulateur BFDM/QAM réalisé a l'aide d’une transformée de Fourier directe.
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Yo (=)

Yo (=)

S(:) —z7 X > ﬂa o Gy(2)
1
G (M) YN (2) Y (2) n
i
I
I
E= ‘ ‘
z |
|
I
G(Mn—l)N(ZMD) Yat-nN (=) Ying-1)m(2) :
G1(:Mo) 1) N + z72C(2)
E FFT
1 21 D
z y YN+1(2) Yar41(2) I 2
I Gny1(zM0) LAs M + e
I i
I I
| m! |
I ! I
| |
I I
| Yirro—1)N Y(Ng—1)M !
: G(MOA)NM(ZMU) (Mg 1)3\+1(Z) (Ng 1):\1+1(Z) |
I
Z—l

Yn-1(2)

Yar—1(2)

Gn_1(zM0)

Yon—1(2)

Yon—1(2)

Gan_1(zM0)

Mo

Yagn—1(2)

Yngm—1(2)

Gron—1(z

| 4’(?—’2_0‘@1\]_1(2)

i3 (M-1)2

FiG. 2.15 - Démodulateur BEDM/QAM réalisé a I’aide d’une transformée de Fourier directe.
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démodulateur que nous avons proposés ne fait apparaitre de conversion série/paralléle. En
effet, N expanseurs d’ordre NN suivis d’une ligne a retard réalisent exactement une conversion
paralléle/série alors que N décimateurs d’ordre N précédés d’une ligne a retard ne corres-
pondent pas exactement & une conversion série/paralléle. D’ailleurs, cette conversion n’est pas
causale alors que tous nos schémas le sont. Malgré cette non causalité, il peut s’avérer utile de
faire apparaitre ce type de conversion au démodulateur dans le cas de transmission par bloc.
Pour y parvenir, utilisons I'équation de démodulation (2.37). Elle permet d’écrire

+oo
emn—a = 3 Wk "2 s[N — (k+ 8)]

k=—o0

+o0
= Y k= BN N — k] (2.76)
S D
= Z Z hijpNoM —1 — ﬁ]wm(aff)wmls[(n — My)p +1].
=0 p=—o00

Alors, en notant Gf(z) = ;:’ioo h[pNoM —1— (3]z7P, cette équation aboutit au schéma de la
figure 2.16 en utilisant le méme raisonnement que pour les précédents schémas de réalisation
du démodulateur. Ce schéma fait apparaitre une conversion série/paralléle par l'intermédiaire
des N décimateurs d’ordre N précédés d’une ligne d’avance. Les filtres Gf(z) apparaissent

comme une sorte de composante polyphase de H(z) qui s’écrit

NoM—1
H(z)= Y ZH0G)(NoM), (2.77)
=0
On notera que, si la conversion série/paralléle est non causale, en revanche, pour 0 <! < N—1
et 0 < mg < My — 1, les filtres szGﬁmON(zMO), qui apparaissent sur le schéma 2.16, sont
causaux malgré ’avance z™°. En effet,
+o00
oGP (2M0) = ST R(RMy — mo)N — (I + 8)]e~ BMo=moll, (2.78)
k=0

et comme 0 < mog < My — 1, kMg — mg > 0, sauf si & = 0. De plus, lorsque £ = 0,
(kMo — mo)N — (14 B) < 0 et h[(kMy —mo)N — (I + )] =0, saufsil =k = 3 = mg =0,
et dans ce cas précis, kMy — mg = 0, donc le filtre est toujours causal. De plus, lorsque

, le premier coemncient non nu u re z z est obtenu pour = 1, €
B#0,1 i fficient I du filtre 2™0GY,, \(2M0) est obt k=1, et

kMo —mo = My —mg > 1. Ainsi, pour § # 0, on peut remplacer les filtres szGﬁmON(zMO)

par szHGf Lo N(ZMO) sans supprimer la causalité des filtres. Ceci permet de réduire le délai
de reconstruction d'un échantillon.

Exemple 2.4.1 (Réalisation des modulations OFDM classiques) On a f[k] = hlk] =
ﬁpourOSkSM—l,D:L—le—l.Deplus,M:Nd’oﬁa:ﬂzl.Onen

4 . -1
déduit que Kj(z) = \/LM et Glﬁ(z) = \Z/M pour 0 <1 < M — 1 et que K;(z) = Glﬁ(z) =0

sinon. On peut donc supprimer le retard 2! en facteur des filtres Gf(z) si bien que le délai
RN
a

de reconstruction final est nul. De plus, les multiplications sur chaque porteuse par w

. 1D ) . . o ‘s
I’émission et w2 a la réception peuvent aussi étre supprimées sans changer les conditions de
biorthogonalité du systeme. On retrouve alors le schéma classique donné a la figure 2.1.
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Ying-1)M+1(2)
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F1G. 2.16 — Démodulateur BFDM/QAM réalisé a 'aide d’une

x| GO

e_j%(aN_%)

4’(?—' z7Cr_1(2)

e—j%(kf—l)(aN—%)

conversion série/paralléle.
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2.5 Relations d’entrée-sortie

La matrice de transfert T'(z) du transmultiplexeur est définie par :

C(z) =T(2)C(2). (2.79)
D’aprés la figure 2.7, on a :
00(2) = Hy(=M) () Fy()C (), (2.80)
d’ou
T(z) = 2“Hp (") Ag(2) Fy ("), (2.81)
soit, en utilisant les équations (2.57) et (2.58),
T(2) = 2" D3 Wigenu Doz Au(:) D (M) Wik DS (282)
Us(2)

Calculons maintenant Ag(z). Si on place un opérateur de délai z~" entre un expanseur et
un décimateur d’ordre N, on obtient un circuit ouvert si n n’est pas un multiple de N ou un
opérateur de délai 2=~ si n est un multiple de N (cf. figure 2.17). Or la composante [Aglr(2)

F1G. 2.17 — Délai entre un expanseur et un décimateur.

de Ag(2) de coordonnées 1,1’ s'identifie & un délai 2~ (++5) place entre un expanseur et un
décimateur d’ordre N (cf. figure 2.18). Comme NoM = N M, il en découle que :

F1G. 2.18 — Composante 1,1’ de Ag(z).

_HU+B

[Agli(z) =27 N diyrypn, (2.83)

avec

(2.84)

1 si m est un multiple de n,
dm,n = .
0 sinon.

Apres calculs, on obtient finalement que, pour 0 < [,I'! < NgM —1let 0 <k, k' <M —1:

_U4p
Uglw(z)=2" 5 Gi(z"M)Ky(z")dipypN, (2.85)
NoM—1 ,
no _ U+ 171
[T (2) = 220 EHIZ N 7 7 TR W BRI G (M) By (M) v (2.86)

LI'=0
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L’expression des éléments de la matrice de transfert fait intervenir une double somme avec un
grand nombre d’éléments nuls. Pour ne conserver que les éléments non-nuls, il faut effectuer
une restriction de la somme sur !’ aux termes tels que [ +1' + 8 = AN, avec \ entier. Pour

ce faire, notons Ag = {0,---, My —1}si 8 =0, Ag = {1,---, My} sinon, et posons, pour
AE Aﬁ :
0 10<[< AN —
& = Tt o (2.87)
1 SiAN—B+1<1<NyM—1.
A
UMNz) = 251 Gi(2) Ky e M) N—p—1(2) (2.88)
On obtient alors :
NoM—1
[T]k,k’( )_ et w (k+k") +Bk/ Z w*k’)\N Y Z fl(k: k') U)\( Mg)‘ (289)
)\GAB

2.6 Conditions de biorthogonalité

2.6.1 Conditions générales

On peut d’abord écrire que le systéme est biorthogonal lorsque :

<fm nafm n’ >l2 ),C — 6m m/5nn (290)

On peut montrer facilement que ces conditions peuvent étre réduites de maniére équivalente
a
(Frms Pia(z).c = 6m,00m,0, (2.91)
soit :
3" flk — nNJR[D — ke imE=mN=3) = 5. 06,, (2.92)
k
ce qui s’écrit encore pour 0 <m< M —letneZ

3" FIKRIAN — k + D]l 5mE=3) = 5, 06,.0. (2.93)

Ces conditions sont difficiles & exploiter, c’est pourquoi nous allons maintenant développer
une autre approche utilisant la décomposition polyphase des filtres prototypes.

2.6.2 Conditions sur les composantes polyphases

Etudions maintenant le systéme comme un transmultiplexeur. Il est biorthogonal lorsqu’il
permet de retrouver en réception les symboles émis, de maniére exacte, et avec un délai si
nécessaire. Lorsque cet objectif est atteint, on dit aussi que le systéme est & reconstruction
parfaite (RP) par analogie avec les bancs de filtres. La condition de biorthogonalité s’écrit

donc aussi :
T(z)=1. (2.94)

Cette expression fait intervenir les racines MM de I'unité. Pour aboutir & des conditions sim-
plifiées remarquons tout d’abord que W}kwaoMW}deoM = NoMI. WﬂxNOM et Wrsngm
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sont donc respectivement inversibles a gauche et a droite. De plus, comme D, est diagonale,
_D
donc inversible, I’équation obtenue par multiplication & gauche par Dy, 2 W}/foOM et a droite
_D
par Wrxn,m Dy 2, des deux membres de 'égalité (2.94), reste équivalente a (2.94). Ainsi,
en utilisant 1’équation (2.82) le systéme est a reconstruction parfaite pour :
T T - T -D
WarsNom W s ot U ()W it gt WniscNomt = 27 Wi non D™ Wi (2.95)

Or, on a pour 0 < [,I' < NgoM — 1 :

M-1
W innont Winsvoadlr = Y WM = Mdy (2.96)
k=0
M-1
(W i non DL "W s Noatliy = WF=D) = My p . (2.97)
k=0

Ainsi, la condition de reconstruction parfaite s’écrit :

NoM—1 o

11+12+ﬁ
Z z G, (2) K, (2)di—1, mdy—15 01y 115 18,8 = 2Mdl+l —-D.M (2.98)

11,l2=0
it :
soi NV .

Yo D FUREM dgy rdiay 1 poan = 5 derv-pu- (2.99)

)\EAﬁ 11=0

On voit donc que ’on obtient deux types de relations selon que [ + I’ — D est multiple de M
ou non :
— si I+ 1" — D est multiple de M : dans ce cas dyy;,+3-xn.m €st égal & A1, +(A—a)N,M
ou encore & d(x_q)N,n, C€ qui s’écrit aussi dix_q) Ny, Mo, S0t dr—a 0, - Finalement, on a
donc I’égalité
di—1y,mdy g4 82N M = A1ty Mo, My - (2.100)

Ainsi, le premier type de relation s’écrit, pour 0 < [ < NgM —1, avec A\g I'unique élément
de Ag tel que \g = a (mod M) :

NoM—1 L—a
> F U E iy = S (2.101)
11=0
soit, pour 0 <[ < M —1:
No—1 _a;z/\o
_ A z 0
Z U () = (2.102)

—~ sil+1'— D n’est pas multiple de M, le méme raisonnement aboutit & :

Np—1

> 2 UMa(2) =0, (2.103)
n=0

pour A — « non multiple de My (i.e. A # X\g) et pour 0 <1< M — 1.
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2.6.3 Conclusion : théoréme de reconstruction parfaite

Des équations (2.88), (2.102) et (2.103) on peut déduire que la reconstruction est parfaite
avec un délai « si et seulement si, pour 0 <1 < M —1 et pour A € Ag :

LLIDN No—1
> G2 Eanv—p—narsn(2) + 270 D Grngsr(2) Engpsan—s— i+ (2)
n=0 n=n; x+1
a—A
i
= 37 D-aMo: (2.104)
avec : )\N ﬁ l
S e S 2.1
(BN { i J, (2.105)

ce qui peut se réécrire sous une forme différente en définissant les entiers sg et dg (0 < dp <
NoM — 1) par :

D = soNoM + d, (2106)
Ceux-ci sont liés & « et 3 par
o — )\0
=— 2.107
S0 MO ) ( )
dy = \oN — . (2.108)

On en déduit alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1

Un signal transmis par un systéme BFDM/QAM peut étre parfaitement reconstruit en ré-
ception en l’absence de perturbation sur le canal de transmission si et seulement si, pour
OSZSM—let)\GAﬁ.'

ny No—1
> Grnis1(2) K rg)Ntdo— i+ (2) + 270 D Grngt(2) Kng M (v ro) N-tdo—(nr+1) (2)
n=0 n=n; x+1
290
— W(SA’AO’ (2109)
avec

(2.110)

. ()\—)\Q)N+d0—l
= M

Exemple 2.6.1 (M =2, N =3, D =5) Tout d’abord les paramétres du systéme sont tels
que My =2, Ng=3,a=2,3=1, s =0cet dy =5. On en déduit que Ay = {1,2} et \g = 2.
Il apparait en outre que n;y = [(A—1—1)/2] = 0 sauf si A\ =1 = 1, auquel cas n;y = —1. On
en déduit les conditions de reconstruction parfaite suivantes :

Go(2)K2(2) + Go(2)Ko(2) + 27 1Gy(2) K4 (2) = 0, (2.111)
Go(2)K5(2) + Ga2(2)K3(2) + G4(2) K1 (2) = %, (2.112)
G1(2)Ku(2) + Ga(2) K (=) + G (2) Ko () = 3, (2113)

G1(2)K1(2) + 27 1G3(2)K5(2) + 2 1G5(2) K3(z) = 0. (2.114)
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Exemple 2.6.2 (M =4,4< N <8, D=7, Ly =L, =8) Que N soit égal a 4, 5, 6, 7 ou
8, les prototypes doivent satisfaire les quatre conditions de biorthogonalité communes

h[k]f[?—k]+h[4+k]f[3—k]:i, 0<k<3. (2.115)

Et, par ailleurs

— 81 N =4, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les huit autres conditions
RIk]f3—k] =0 et hA+Ek]f[T—k]=0,0<k<3; (2.116)
— st N =5, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les six autres conditions
hlk|f[2—k] =0 et AB+EK]f[T—k =0, 0<k<2; (2.117)
— 81 N =6, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les quatre autres conditions
hlk]f[1—k] =0 et h[64+Kk]f[T—k =0, 0<k<1; (2.118)
— 81 N =17, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les deux autres conditions
RI0]f[0] =0 et A[7]f[7] =0; (2.119)

— si NV =8, aucune condition supplémentaire n’est nécessaire.

Cet exemple illustre le fait qu’augmenter le rapport de suréchantillonnage réduit le nombre
de contraintes sur les filtres prototypes et donne donc un choix de solutions plus important.

2.7 Cas particuliers

2.7.1 Cas d’un rapport de suréchantillonnage entier : N = NoM

Si N est un multiple de M, alors My = 1 et 'ensemble Ag se réduit au singleton {Xo}.
De plus en utilisant les parametres s et d définis par 'équation (2.70), on a D = sM +d =
soNoM + dy et D peut encore s’écrire D = sgNgM + ngM + d avec 0 < ng < Ny — 1, i.e.
no = |do/M|. Alors, A =N =nosi0 < [ <det ngyx =Ny, = no—1si d+1 <1< M-1.
Finalement, les conditions de reconstruction parfaite peuvent se résumer dans le théoréme
simplifié suivant :
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Théoréme 2.2
Un systéme BFDM/QAM a suréchantillonnage entier est a reconstruction parfaite si et seule-
ment si il vérifie les équations suivantes :
—si0<l<d:
no No—1
> Gt K no-mm—1(2) + 271 DY Guarsi(2) K (No+no—nyn—1(2)
n=0 n=no+1
—so
— 7 (2.120)
—sid+1<I<M-1:
no—1 No—1
Z GnM—l—l(Z)Kd—I—(no—n)M—l(Z) + z7! Z GnM-H(Z)Kd-i—(No-i-no—n)M—l(Z)
n=0 n=ngo
—so
- ZM . (2.121)

Exemple 2.7.1 (Echantillonnage critique : N = M) Ny = My =1, s9 = s, dy = d et
ng = 0. Les conditions de reconstruction parfaite sont donc données par

-0 S l S d(] .
z— %0
Gl(Z)KdO,l(Z) = M (2.122)
—sidg+1<I<M-1:
27(3071)
Gi(2) Kagrn—1(2) = —57— (2.123)

Si 'on se limite & des prototypes a réponses impulsionnelles finies, ces conditions imposent

que les composantes polyphases soient des délais purs : G;(z) = ¢;z7%, avec a; < sg et ¢; # 0
—(so—aq, 5 (s0—agqg 1)

. o M-—1 —(1 M o —1 . o
soit H(z) = Y iy gz~ HaM) Et K(2) = ZMT si 0 <1 <dy, Ki(2) = Meqg+n—1
sidg+1 <1< M—1. Ceci confirme qu'il n’existe pas de couples de prototypes biorthogonaux

a la fois bien localisés en temps et en fréquence en densité 1.

Exemple 2.7.2 (N =2M) No=2et D =sM +d = 2sgM + dy. Si 0 < dy < M — 1, alors
d = dg et ng = 0 si bien que les équations de reconstruction parfaite s’écrivent

-si0<<dp:
Gi(2) Ky 1(2) + 2 Carss(2) Kayara(2) = ””MSO (2.124)
Csido+1<I<M-—1:
2 (s0—1)
Gi(2)Kag+an-1(2) + Garna(2) Kagrmr—1(2) = — 77— (2.125)

Si M <dy<2M — 1, alors d = dy — M et ng = 1 si bien que les équations de reconstruction
parfaite s’écrivent
- SlOSlSdQ—M
z7%0

M

Gi(2)Kay-1(2) + Grrgi(2) Kag—n-1(2) = (2.126)
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—sidg—-M+1<I<M-1:
2z~ %0

G1(2)Kay—1(2) + 27 ' Grrg(2) Kag i —1(2) = T

(2.127)

2.7.2 Cas orthogonal : systéme OFDM/QAM

Un systéeme OFDM/QAM est un systéme BFDM /QAM dont la base de démodulation est
identique & la base de modulation :

fm,n[k] = fm,n[k]a (2.128)

avec fnlk] et fiunlk] donnés par les équation (2.28) et (2.30). Autrement dit, il faut que
flk] = f[k], i.e. h*[D—Fk] = f[k]. Pour obtenir des filtres causaux, ceci implique que D = L—1.
Donc hlk] = f*[L; — 1 — k], ce qui s'écrit aussi H(z) = 2~ (*/~DF(z) avec  opération de
paraconjugaison définie par F(z) = F*(1/2).

Les relations d’entrée-sortie ainsi que les conditions de reconstruction parfaite (conditions
d’orthogonalité) ont alors une expression particuliére faisant apparaitre 1'orthogonalité du
systéme. En effet, on va montrer que celles-ci peuvent s’exprimer en fonction des composantes
polyphases d’un unique prototype. Remarquons tout d’abord que

Kz = 17" Canil2) 510 <1< do, (2.129)
l 260D Gnonrrd_1(2) sido+1 <1< NoM —1, '

ce qui s’écrit aussi

Kiy1(2) = 27*0Gi(2) 510 <1 < dp, (2.130)
Knomrdo-1(2) = 2707 VG (2) sido+1 <1< NoM -1, (2.131)
Alors,
S s0<I< (A= AN —
K(n o) N+do-1(2) = KNoMtdo—(1—(A-20)N) (2), (2.132)

et comme 0 <[ < (A=Xg)N—1, ona NgM—(A=Xg)N < I[+NogM—(A—=Xg)N < NoM—1.
De plus, NgM —(A—=Xg)N = (My—A)N + 3 d’aprés I'équation (2.108). Or, par définition
de Ag, on a nécessairement (Mo — A\)N 4+ > 1, d’ott NoM — (A —Xg)N > dy+1 et en
combinant les équations (2.131) et (2.132)

K(a—xo)Ntdo—1(2) = 270V Gh v v mrg) v (2); (2.133)
—si(A=X)N <1< (A=X)N +dp :
Knxo)N+do—1(2) = Ky (1-(2-20)V) (2) (2.134)

et comme (A — Ag)N <1 < (A= X)N +dp,ona0<1I—(A=X)N <dp. Alors, en
utilisant les équations (2.130) et (2.134) on obtient que

Ko N-+do—1(2) = 270G xg) v (2); (2.135)
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— si ()\—)\Q)N—i—do—i—lSZS(A—AQ)N—FNQM—l:

K NoM+(A=20)N+do—1(2) = K NgMtdo—(1—(A—0)N) (%) (2.136)
et comme (A — XN)N +dp+1 <1 < (A=X)N+ NoM — 1, on a aussi dy + 1 <
I —(N—=MXo)N < NoM — 1 ce qui aboutit a l'égalité

Ko+ -y Ndo—1(2) = 270 VG_(yn (2) (2.137)

en combinant les équations (2.131) et (2.136) ;
“ s (A= Ao+ Mo)N <1< NoM—1:
K Noa+(0-20)N+do—1(2) = Kag—(1-NoM—(A-20)N) (2)- (2.138)

Or (A=Xo+My)N <1< NoM —1,donc 0 <l —NogM —(A—Xg)N < —=(A—X)N —
De plus, d’aprés 'équation (2.108), —(A—=X)N—1=dy— (AN+1—-0F)et AN+1>0
car G N—1et A>1s >0, A>0sig=0.Finalement, en utilisant les équations
(2.130) et (2.138) on trouve que

K NgM+(A-A0)N+do—1(2) = 27 G Ngni—(r—aq)n () (2.139)

Alors, en appliquant les relations (2.133), (2.135), (2.137) et (2.139) au théoréme 2.3, on
aboutit au théoréme d’orthogonalité suivant :

Théoréme 2.3
Un systéme BFDM/QAM constitue un systéme OFDM/QAM parfaitement orthogona] sur

canal parfait si et seulement si D = Ly — 1, H(z) = 2=~V F(2) et VI € {0, . —1} et
Ve A/@ :
—siA<)Ag:
”M Nog—1
ZGnMJrl G- NoM—(r—20)N (2 YN Guarsa(5) Gt gy () = 0
n= nl,)\+1
(2.140)
e (A= A)N + NoM — 1 —1
/ — Ag)IV + NoM — 1 —

= 2.141

LIBY { Vi J ( )
- SiA=)Ag:

No—1 1

Z Grar1(2)Grara(2) = i (2.142)

—SiA> Ao
"M No—1
ZGnM—H Grdl1— (A= 2o)N Z Grnt+1(2)Grar i NoM—(A—ro)N (2) = 0 (2.143)
n= nL,A‘H
e (A= Xo)N —1—1
" — 0 -
= 2.144
BN { M J ( )

On notera que les conditions d’orthogonalité obtenues sont du méme type que celles obtenues
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par R. Hleiss dans [44], si 'on ne tient pas compte du délai de reconstruction, et a un fac-
teur de normalisation prés. Elles correspondent aussi & un facteur de normalisation prés aux
conditions pour obtenir un banc de filtres suréchantillonné construit a l'aide de frames de
Weyl-Heisenberg étroites et données par Z. Cvetkovi¢c et M. Vetterli dans [25], & condition
encore une fois de ne pas considérer le délai de reconstruction.

Par ailleurs, dans ce théoréme, les conditions portent sur les composantes polyphases du
prototype de démodulation. Il peut néanmoins étre utile de posséder plutét des conditions sur
les composantes polyphases du prototype de modulation. Il est en fait trés simple d’y parvenir.
En effet, la définition de 'orthogonalité est complétement symétrique, ce qui signifie que le
couple (f, h) définit un systéme orthogonal si et seulement si le couple (h, f) en définit un.
Ainsi, il suffit de substituer K;(z) a G;(z) dans le théoréme pour obtenir les conditions sur le
prototype de modulation.

Exemple 2.7.3 (Systéme OFDM/QAM avec rapport de suréchantillonnage entier)
Aj se réduit au singleton A\ lorsque N est un multiple de M, si bien que les conditions de
reconstruction parfaite se réduisent a

No—1

~ 1
> Graryi(2)Grnra(z) =
n=0

73 (2.145)
Exemple 2.7.4 (Systéme OFDM/QAM avec N = M) En utilisant le cas précédent, on
trouve directement qu’un prototype est orthogonal si et seulement si ses composantes po-
lyphases sont telles que Gy(2)Gi(2) = . Si l'on se limite aux seuls filtres RIF, les com-
posantes s’écrivent donc sous la forme G;(z) = f[l + nM]z~!, avec |f[l + nM]| = 1. On
notera donc que, contrairement a ce que l'on peut lire couramment dans la littérature (voir
par exemple [27]), les prototypes RIF orthogonaux & densité critique ne sont pas nécessai-
rement rectangulaires, méme s’il ne subsiste que peu d’autres choix. En particulier, le filtre
F(z) = (1—271—2724273) /2 est orthogonal pour un systéme OFDM/QAM avec M = N = 4.

2.7.3 Cas ou =1 :théoréme de décomposition

Le théoréme de reconstruction parfaite 2.1 aboutit a un systéme de MyM équations po-
lynomiales liées entre elles. Lorsque 8 = 1, nous allons voir qu’il est possible de scinder ce
systéme en A systémes indépendants comportant My équations polyndmiales liées, avec A le
PGCD? de N et de M ([75]). Les conditions obtenues seront donc plus simples & utiliser.

Remarquons tout d’abord que si A désigne le PGCD de N et de M, alors N = NoA
et M = MyA. En effet, puisque A est le PGCD de N et de M, il existe deux entiers N;
et M7 premiers entre eux tels que M = M;A et N = N1A. De plus, NgM = MyN, donc
N/M = Ny/My = Ni/Mi, et comme Ny et My sont aussi premiers entre eux, il vient que
NQ = N1 et MO = Ml.

Définissons maintenant Gy ,,(2) et Kjp,(2), 0 <1< MogNg—1,0<m < A —1, par

Gl,m(z) = GlAer(Z) et Kl,m(z) = K1A+m(z). (2.146)

9Plus Grand Commun Diviseur.
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Gim(2) et K, (%) sont liés aux prototypes H(z) et F(z) par les relations

MoNo—1 A—1

HE) = Y, 3 8ma, (M)
=0 m=0
MoNp—1 A—-1

Fz)= 3 3 s, (oNoM),
=0 m=0

En outre, pour | = kA +p, 0<p<A—-Tet0< k< My—1:

Gum+1(2) = Guroa+ka+p(2) = Gty +r)a4p(2)

= GnMo+kp(2)

Kxn—1—mm+1)(2) = KyNgA—1—(nMoA+kA+p) ()
= K(\No—1-(nMo+k)) A+ A—1—p(2)
= K\No—1- (nMo+k),A—1-p(?)

KNoMaN-1-(nM+1)(2) = KNgMoA+ANoA—1— (nMoA+EA+p) (2)

= K (Ny Mo+ANo—1— (nMo+k)) A4 A—1—p(2)
= K Ny Mo+ ANo—1—(nMo+k),A—1—p(2)-

Notons maintenant nép; = npa+pr- Comme =1, on a

WP _ V\N—l—(kA +p)J _ V\NOA—l—(kA +p)J
kA M MyA
AMNo—1—-k A—-1-p
:{ Mo LA J

)

Et comme 0 < p < A —1, on a la double inégalité

ANg—1-k ANg—1-k A—-1-p ANg—1-k A-1
< + < + :
My My MyA My MyA

. AN
De plus, en écrivant o

il vient que

ANo—l—k+A—1_ ANg—1—k N b +A—1
M, MoA | M, | My MyA

ANog—1—k| My—1 A-1
< + +
| M, | My MyA
ANg—1—k
|+l
<_ o _+

On en déduit la double inégalité suivante

ANg—1—k <n® < ANg—1—k 1
My B

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(}‘4;01—19 sous la forme aMy + b, avec a = {MJ et 0 <b< My—1,

(2.154)

(2.155)
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et par conséquent

(2.156)

Ainsi, n,ipg\ ne dépend pas de p et les égalités (2.149), (2.150) et (2.151) et (2.156) associées au
théoréme de reconstruction parfaite 2.1 aboutissent au théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 2.4

Un systéme BFDM/QAM avec 3 = 1 est a reconstruction parfaite si et seulement si les
composantes polyphases vérifient les A systémes indépendants (0 < p < A—1) a M§ équations
(0<1<My—1,1<\< M)

";,A
Z Grnot1,p(2) KNy —1—(nMo+1),A—1—p(2)
n=0
No—1 2750
+27! Z Grdot1,p(2) K Ng MAAN—1=(nMo+1),A—1—p(2) = W(SA,)\W (2.157)
n:n;»\—i—l
avec

, V\No—l—lJ

2.8 Systémes équivalents

2.8.1 Utilisation d’autres transformations

Les schémas & base de transformées de Fourier directes (figures 2.14 et 2.15), associés
a ceux a base de transformées de Fourier inverse (figures 2.11 et 2.13) font apparaitre une
propriété trés intéressante. En effet, si 'on associe par exemple la figure 2.11 a la figure 2.15,
on voit que la matrice de transfert du systéme peut s’écrire sous la forme

T(z) = MD;§WEQ(z)W’1D§ (2.159)

avec W la matrice de transformée de Fourier définie par Wy, = w* (0 < k,0 < M —1) et
Q(z) une matrice qui représente la matrice de transfert centrale du systéme. Il en découle que
tout systéme de matrice de transfert

T(z) = MO'EQ(2)O (2.160)

aura les mémes conditions de reconstruction parfaite. En particulier, on peut changer la trans-
formée de Fourier en transformée en cosinus sans modifier les filtres prototypes. De plus, ce
résultat illustre aussi le fait que le terme de phase 1y, , peut étre choisi totalement arbitrai-
rement.

2.8.2 Dualité avec les bancs de filtres utilisés comme des codeurs en sous-
bande

Par ailleurs, il est aussi possible d’utiliser les conditions de reconstruction parfaite du trans-
multiplexeur BEDM/OQAM pour les bancs de filtres modulés suréchantillonnés. En effet, la
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reconstruction parfaite du transmultiplexeur est équivalente & la biorthogonalité des fonctions
de modulation et de démodulation, qui sont des familles de Weyl-Heisenberg, alors que la re-
construction parfaite du codeur en sous-bandes est équivalente au fait que les familles d’analyse
et de synthése sont deux frames associées. En utilisant le théoréme 1.4 dans le cas de fonctions
discrétes, on en déduit donc que f et h implémentent un transmultiplexeur BFDM/OQAM
a reconstruction parfaite & M porteuses et avec un facteur de décimation/expansion égal a
N, si et seulement si f et (IN/M)h implémentent un codeur en sous-bandes modulé et sur-
échantillonné & N bandes et avec un facteur de décimation/expansion égal & M. De méme,
le transmultiplexeur est orthogonal si et seulement si le codeur en sous-bandes correspondant
est implémenté a ’aide d’une frame étroite.

Intéressons-nous maintenant au retard de reconstruction du codeur en sous-bandes. On
considére f et f deux filtres prototypes qui permettent de construire deux familles biorthogo-
nales fy, , et fmn :

Frnlk] = f[k — N Sim(k=nN=3), (2.161)
Frnlk] = flk — nN]ed sim(=nN=5) (2.162)

Alors, les familles f}, , et f/, , définies par

Frunlk] = flk — nN]ed Sm(=nM=3), (2.163)
Fronlk] = flk — nNJed iim(kmnM=5), (2.164)

sont aussi biorthogonales et, en appliquant le théoréme 1.4, les familles f}, ,, et V7/711,n définies
par

f k] = flk — nM]ed ¥ m(k=nd=3) (2.165)
i K] = STk = nag)ed Rm(on=2), (2.166)

constituent deux frames & reconstruction parfaite. Le signal reconstruit s’écrit

N—-1 4o
2k =Y S alnlflk - nded Frmlond=3), (2.167)

m=0n=—oo

autrement dit, il est bien obtenu par un banc de synthése modulé par le filtre F'(z) de réponse
impulsionnelle f[k], avec pour entrée les coefficients d’analyse x,,[n], qui sont eux-mémes
calculés par :

+o0

N - “2n
tmln] = k_Z Tk = nd]e I N g,
- (2.168)
= N .27 D
= > ;hnM+D - ket N mk=nM=%) 1 4 D],
k=—o00
avec h[k] toujours défini par h[k] = f*[D — k]. Ainsi, les coefficients d’analyse sont bien

obtenus a l'aide d’un banc d’analyse modulé par le filtre de réponse impulsionnelle %h[k:] et



2.9. Exemples de synthése de filtres a reconstruction parfaite

67

on constate que le signal reconstruit en sortie du banc de synthése est retardé de D échantillons
par rapport au signal présent a 'entrée du banc d’analyse.

On notera que la dualité dans le cas orthogonal a déja été abordée par R. Hleiss et al dans
[45]. Cette référence indique en effet que les conditions d’orthogonalité des transmultiplexeurs
modulés & M porteuses suréchantillonnés d’un facteur % sont les mémes que celles des bancs
de filtres modulés & N porteuses avec un rapport de décimation/expansion M. Toutefois, la
démonstration donnée en [44] repose sur le postulat qu’un transmultiplexeur est orthogonal si
et seulement si les matrices polyphases d’émission et de réception sont paraunitaires, ce qui
n’a été montré a notre connaissance que pour des codeurs en sous-bandes (cf. [24]). De plus, le
délai de reconstruction n’a été pris en compte ni dans [44] ni dans [24], et ces deux références
ne donnent les conditions de reconstruction parfaite qu’a un facteur de normalisation prés.

2.9 Exemples de synthése de filtres & reconstruction parfaite

L’optimisation de filtres prototypes pour les bancs de filtres modulés suréchantillonnés
a fait I'objet d'un certains nombre de publications. On pourra citer entre autres I’approche
de R. Hleiss [44] basée sur une paramétrisation des matrices paraunitaires. Nous avons uti-
lisé les mémes critéres que R. Hleiss, & savoir la minimisation de 1’énergie hors-bande et la
maximisation de la localisation temps-fréquence.

L’utilisation du théoréme 2.1 pour la synthése de filtre prototype parfaitement biorthogo-
nal, conduit & un probléme d’optimisation avec contrainte qui reste particuliérement difficile
a résoudre. Non seulement il est de complexité opératoire trés importante, mais il aboutit de
plus & de nombreux optima locaux. C’est pourquoi nous n’avons pu déterminer de processus
de synthése que pour certains rapports de suréchantillonnage. Parmi ceux-ci, le cas du sur-
échantillonnage par deux, commun avec les modulations BFDM/OQAM comme on le verra
par la suite, sera traité au cours du chapitre 4. Pour un suréchantillonnage inférieur a 2, nous
avons malgré tout pu obtenir des résultats de synthése de filtres orthogonaux, y compris dans
les cas difficiles de facteurs de suréchantillonnage proches de 1 et pour un nombre de porteuses
importants. Nous ne donnerons ici que quelques exemples de ces filtres pour illustrer I'impact
du suréchantillonnage sur la forme des bancs de filtres correspondants. Tous les filtres décrits
dans cette section sont donc orthogonaux, réels et symétriques. Leur réponse fréquentielle
est donc aussi symétrique, c’est pourquoi nous ne la représenterons que dans la bande de
fréquence normalisée [0, 2]. On trouvera dans [75] les processus d’optimisation mis en ceuvre
pour aboutir aux résultats présentés maintenant.

L’utilisation de modulations suréchantillonnées est basée, entre autres, sur ’idée qu’espacer
davantage les porteuses permettra de mieux les séparer. Les figures 2.19 & 2.22 illustrent
parfaitement cette propriété. Elles montrent, dans le cas d’un systéme a 16 porteuses, que
plus on suréchantillonne, moins il y a de recouvrement entre les porteuses. Ainsi, alors que
les porteuses adjacentes se coupent autour de —4 dB pour un systéme non suréchantillonné,
elle se coupent respectivement vers —15 dB, —30 dB et —35 dB pour des suréchantillonnages
égaux a %, % et 2.

On a aussi reporté sur la figure 2.23 les réponses temporelle et fréquentielle du filtre
prototype utilisé pour tracer la figure 2.20. Il s’agit d’un filtre prototype orthogonal symétrique
réel obtenu en minimisant 'énergie en dehors de la bande fréquentielle [+, 3].

Les filtres décrits précédemment ont tous été obtenus par minimisation du critére d’énergie
hors-bande, mais on peut tout a fait envisager d’autres critéres d’optimisation. En particulier,
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Gain normalisée en dB
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Fi1a. 2.19 — Banc de filtres OFDM a 16 porteuses (filtre rectangulaire M = N = L = 16).
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Fia. 2.20 — Banc de filtres OFDM/QAM a 16 porteuses suréchantillonné par
N =20 et L = 160, prototype minimisant I’énergie en dehors de la bande [+, 1]
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FiG. 2.21 — Banc de filtres OFDM/QAM & 16 porteuses suréchantillonné par % (M = 16,
N =24 et L = 192, prototype minimisant I’énergie en dehors de la bande [, ]).

si l'on cherche un prototype a la fois bien localisé en temps et en fréquence, c’est la localisation
temps-fréquence qu’il faudra maximiser. La figure 2.24 compare le filtre rectangulaire avec un
prototype maximisant la localisation temps-fréquence, telle que définie par ’équation 1.30.

Pour illustrer la possibilité de synthétiser des prototypes longs utilisables pour un grand
nombre de porteuses, on a aussi reporté sur les figures 2.25 et 2.26 les réponses temporelles et
fréquentielles de filtres prototypes orthogonaux pour 512 porteuses, & 5120 et 3072 échantillons
et pour des rapports de suréchantillonnage égaux a g et % respectivement.
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Fia. 2.22 — Banc de filtres OFDM/QAM a 16 porteuses suréchantillonné par 2 (M = 16,
N = 32 et L =128, prototype minimisant ’énergie en dehors de la bande [ﬁ, %])
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Fi1G. 2.23 - Filtre prototype orthogonal avec M = 16, N = 20 et L = 160, minimisant 1’énergie

en dehors de la bande [+, 3].
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Fi1Gg. 2.24 - Filtre prototype orthogonal avec M = 16, N = 24 et L = 48, maximisant la
localisation temps-fréquence (ligne continue) et filtre rectangulaire (tirets).
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FiGg. 2.25 — Filtre prototype orthogonal avec M = 512, N = 640 et L = 5120, minimisant

2 : 1 1
I’énergie en dehors de la bande [17, 5].
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FiGg. 2.26 — Filtre prototype orthogonal avec M = 512, N = 768 et L = 3072, minimisant

Pénergie en dehors de la bande [7, 3].

2.10 Conclusion

Ce chapitre a été I'occasion de présenter un nouveau type de modulation multiporteuse, les
modulations BFDM/QAM suréchantillonnées, dans le cadre de la théorie des bancs de filtres.
Celles-ci font apparaitre ’OFDM classique ou avec intervalle de garde comme de simples cas
particuliers. Nous avons pu mettre en évidence des schémas de réalisation de ces modula-
tions mettant en ceuvre des algorithmes de transformées de Fourier rapide. Nous avons aussi
déterminé des conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité et de biorthogonalité du
systéme, portant sur les composantes polyphases des filtres prototypes d’émission et de ré-
ception. Enfin, nous avons pu utiliser ces conditions pour concevoir des filtres orthogonaux
optimisés selon les critéres de minimisation de 1’énergie hors-bande et de la maximisation
de la localisation temps-fréquence. Nous avons ainsi pu illustrer le fait que le suréchantillon-
nage permet de réduire considérablement le chevauchement entre les porteuses, au prix d’une
réduction de l'efficacité spectrale. Néanmoins, nous n’avons considéré que 1’aspect modula-
tion/démodulation sans tenir compte du canal de propagation. L’influence de distorsions sur
le canal de transmission sera étudiée au cours du chapitre 5.



Chapitre 3

Analyse théorique des modulations
BFDM/OQAM sur canal parfait

Au cours du chapitre précédent, nous nous sommes intéressés & des modulations trans-
mettant les parties en phase et en quadrature des données en méme temps. Nous avons vu
que le théoréme de Balian-Low s’applique a ces modulations, si bien qu’il faut réduire leur
efficacité spectrale pour obtenir des filtres bien localisés dans le plan temps-fréquence. Pour
éviter cette perte d’efficacité spectrale, nous allons maintenant considérer des modulations qui
transmettent les parties en phase et en quadrature des données, non pas en méme temps, mais
décalées d’un demi-temps symbole, appelé « offset ». Nous parlerons alors d’OQAM et de
modulations OFDM/OQAM, quand le systéme obtenu est orthogonal, ou, plus généralement,
de modulations BFDM/OQAM quand il est biorthogonal. L'intérét de ces modulations est
que le théoréme de Balian-Low ne s’applique plus dans ce cas, si bien qu’on peut obtenir un
systéme bien localisé tout en conservant une efficacité spectrale maximale.

Ce chapitre est le pendant du chapitre précédent pour les modulations BFDM/OQAM. Il
reprend la méme démarche et, autant que possible, les mémes notations. Au risque de paraitre
parfois redondant, nous avons choisi de décrire & nouveau des aspects déja présentés dans
le cadre des modulations BEDM/QAM, de maniére a ce que cette partie puisse étre lue de
maniére indépendante.

Comme dans la partie précédente, nous ne considérons pas le canal de transmission mais
nous étudions le systéme dos-a-dos. Nous nous intéressons plus particuliérement au cas de
systémes discrets mettant en ceuvre des filtres RIF causaux. Nous montrons comment un
systéeme BFDM/OQAM discret peut se mettre sous la forme d’un transmultiplexeur modulé.
Nous donnons en outre des schémas de réalisation dérivés plus efficaces et nous établissons
les relations d’entrée-sortie et les conditions de biorthogonalité du systéme, dans le cas d’'un
canal parfait. Nous établissons aussi des relations de dualité entre les systéemes BFDM/OQAM
discrets et les bancs de filtres MDF'T présentés dans la section 1.4.3. Enfin, les conditions de
biorthogonalité obtenues nous permettent de donner des résultats de synthése de filtres RIF
causaux parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux, calculés de maniére & optimiser des
critéres particuliers!.

!Certains éléments présentés dans ce chapitre ont fait 'objet de publications ([90, 91, 95, 98, 100, 101]).
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3.1 Modulations BFDM/OQAM

On peut faire remonter & 1966 I'apparition des premiers systémes de modulation multipor-
teuse basés sur la transmission de constellations MAQ décalées (i.e.des constellations OQAM)
[18], [86]. Il s’agissait alors d'un systéme orthogonal uniquement, basé sur des filtres & temps
continu. Pour rendre faisable la réalisation du systéme, une premiére approche faisant inter-
venir des transformées de Fourier a été introduite en 1981 par B. Hirosaki dans [42]. Le sigle
OFDM/OQAM n’est apparu qu’en 1995 dans [66]. D’autres dénominations ont été employées
pour désigner des systémes identiques ou équivalents : Orthogonally multiplexed QAM ou
O-QAM dans [41], OQAM-OFDM dans [106] pour des systémes & temps continu ; OMC? dans
[33] pour des systémes & temps discret et « spectrally shaped » OFDM dans [5] par exemple.
Enfin, 'aspect biorthogonal qui conduit aux modulations BFDM/OQAM n’a finalement été
abordé par H. Boleskei qu’a la fin des années 1990 [6], puis [7], et, de maniére indépendante
dans [90], [91] et [100]. C’est ce systéme que nous nous proposons de décrire maintenant.

3.1.1 Modulations a temps continu

On cherche & obtenir une modulation multiporteuse a efficacité spectrale maximale non
limitée par le théoréme de Balian-Low. L’idée est de reprendre le principe du BEDM/QAM
en apportant la modification suivante : plutot que de transmettre & chaque temps symbole

et sur chaque porteuse des symboles MAQ ¢y, , = ck cﬁn, on retarde la partie réelle
cﬁn ou la partie imaginaire jc%%n d’un demi-temps symbole, et on s’arrange pour que deux

symboles adjacents, en temps comme en fréquence, aient une différence de phase égale a /2
(cf. tableau 3.1). Ce schéma de transmission est appelé OQAM.

(2m - 1)F0 (2m)F0 (2m + 1)F0
nTo —To/2 | 11 C%m -1 | Cmrin-t
nTy JCm—1n c?m n JCm+1n
nlp + T0/2 c%zm—l,n jc:ZZm n c;zm-l-l,n

TaB. 3.1 — Schéma de codage des symboles OQAM.

Par ailleurs, pour obtenir autant de porteuses pour lesquelles c’est la partie réelle qui est
retardée que de porteuses pour lesquelles c’est la partie imaginaire qui est retardée, on impose
que le nombre de porteuses soit pair : M = 2N. Un signal modulé & temps continu de type
BFDM/OQAM s’écrit ainsi en bande de base :

N—-1 - |
Z Z <C2m nf ’I’LT(]) + ]C:Qmef(t —ndy — 70)> 6]27F(2m)Fot

=0

TO . j 27
+ <C,§m+1,nf(t —nly— 7) + jC%—erl,nf(t — nT0)> eJ? (2m+1)F0t’ (31)

avec f(t) une fonction de L2(R), & valeurs continues ou complexes, Tj le temps symbole et
Fy = 1/Tp 'espacement entre les porteuses.

2Orthogonal Multiple Carrier.
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Si l'on note ¢y (t) = 3, cmnd(t — nTy) = ci(t) + & (t), le signal s(t) peut aussi s'écrire
comme une somme de produits de convolution faisant apparaitre f(¢) comme un filtre analo-
gique de modulation :

s() = 3° {Balt) © F(1) + Ghnlt — To/2) @ (1~ To/2) fI2remFot

o+ {ihna () © F(0) + a6 = Tof2) @ f(t = Ty/2) per>rEmDRt - (3.9)

Le modulateur analogique correspondant est représenté sur la figure 3.1.

Com (t) ——

Fia. 3.1 — Modulateur BFDM/OQAM analogique.

Les symboles sont alors démodulés par :

+oo )
é;zmn = ifﬁ{ frt - nTo)e_ﬂ’r(Qm)F“ts(t)dt} (3.3)
=~ |
o = %{ / F(t — nTy — Ty /2)6_32“(2’”)F°ts(t)dt} (3.4)
= |
Brn=9{ [ P -t sy (3.5)
+oo )
Boiin = 3%{ FH(t —nTy — T0/2)e72”(2m+1)F0ts(t)dt}. (3.6)

La démodulation peut encore s’écrire & l’aide d’un produit de convolution, ce qui fait
apparaitre le filtre analogique de démodulation f*(—t) :

SR [ —j2m(2m) Fot
Fun = #{[F-0)® (st0e . 3.7)
I o _g { [P (—t) @ (s(t n TO/Q)e—jZW(Qm)FO(t+T0/2))} } 7 (3.8)
’ L ‘thTo
T _a —j2m(2m~+1)Fot
=3 { [0 (s(0e . (3.9)
é§m+1’n = %{ f*(—t) ® (S(t + T0/2)67j27r(2m)Fo(t+To/2))} tnTo} . (3.10)

Le démodulateur analogique correspondant est représenté sur la figure 3.2.
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—®

—j2m(2m) Fot p
s(t) e’ ’

X
|
e—J2m(2m+1) Fot -

FiG. 3.2 — Démodulateur BEDM/OQAM analogique.

Nous avons obtenu des expressions faisant intervenir la parité de 'indice de porteuse m
et de l'indice temporel n. Pour avoir un formalisme regroupant tous les cas en une seule
expression plus commode & manipuler, on adopte les notations suivantes :

A2m.,2n = Choy fom,an(t) = f(t — nTp)el2m@mTot (3.11)
A2m.2n+1 = o Fomon1(t) = jf(t = nTy — Tp/2)el*mEm ot (3.12)
A2m41,2n = C%—m-i-l,n foms1,2n(t) = jf(t — nTp)el?mZmT1Iot (3.13)

Womi12n41 = Chni1m  femrtans1(t) = f(t —nTy — Tp/2)e>r Dol (3.14)

alors :
+oo 2N-1

s =D > amnfmn(t). (3.15)

n=—o00 m=0

Pour faire apparaitre une expression a ’aide d'une famille de Gabor on pose aussi 7o = 3 =
1 Ao .
77, €t on définit le terme de phase ¢y, , :

0 si m et n ont la méme parité,
Pm,n = . . . (3-16)
5 sim et n sont de parités différentes.
I1 apparait alors que la base de modulation f,, forme une famille de Gabor :
Fn(t) = f(t — nmg)ed2mrmvteiemn, (3.17)
Quant & la base de démodulation elle peut s’exprimer par
Fnn(t) = f(t — nry)el2mmIvteiemn, (3.18)

L’expression de la démodulation est alors simplifiée par rapport aux équations (3.3) a (3.6),
puisqu’elle se réduit a une seule équation faisant intervenir le produit scalaire réel de L2(R) :

—+00

f,*n’n(t)s(t)dt} , (3.19)

&m,n = <]Em,na 5>£2(R),R =R {/

De méme, les conditions de biorthogonalité des bases de modulation et de démodulation font
intervenir le produit scalaire réel de £o(R) et sont rassemblées sous I'expression :

—00

R { / +°° f;,n<t>fm/,n/<t>dt} G (3.20)
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On remarque ici que le terme de phase ¢, , n’est pas quelconque car le produit scalaire
est réel. En effet, si I'on effectue une rotation de phase de 0,,, des fonctions de base, les
conditions de biorthogonalité deviennent :

. +m ~
?R {e](em/m/—em,n)/ f;;hn(t)fm,’n,(t)dt} = m7m/(5n7n/. (321)

En revanche, on peut effectuer une rotation de phase par un décalage constant g sans modifier
les conditions de biorthogonalité, ainsi qu'un déphasage de 7. La définition de ¢, , adoptée
a I’équation (3.16) correspond aux modulations OFDM/OQAM introduites par Hirosaki dans
[43] et dont le BFEDM/OQAM est une extension. Comme ¢y, , peut étre défini modulo 7, on
voit que I'on impose finalement que ¢y, , = wo+5(m+n) (mod 7). Par commodité d’écriture,
on peut prendre par exemple ¢, , = §(m +n), ce qui donne, comme dans [66] :

Frun(t) = (1 = nm)ePmmFotes3 o), (3.22)

Fnn(t) = J(t — nro)el>mmFoted s tman), (3.23)

De méme, on peut aussi choisir ¢, 2, = 5m et @ 2,—1 = §m + 5. Dans ce cas, on retrouve
les équations de A. Vahlin [105] qui sont aussi utilisées par H. Bolcskei [7] et R. Hleiss [44]
dans le cas discret.

3.1.2 Modulations a temps discret

Jusqu’a présent, on a décrit les modulations BEDM /OQAM a ’aide de fonctions continues,
de support quelconque, causales ou non. Il s’agit d'une description purement mathématique,
non réalisable telle quelle en pratique. C’est pourquoi nous allons maintenant nous intéresser
a la classe des filtres RIF causaux. Pour obtenir de tels filtres dans le cas des modulations
BFDM/OQAM, nous allons devoir échantillonner le systéme a temps continu aprés avoir
restreint les intervalles de définition des filtres et aprés les avoir translatés d'une durée suffisante
pour les rendre causaux.

Tout d’abord, la bande B occupée par le signal s(t) correspond a la bande AF occupée
par f(t) additionnée de 2N — 1 fois I'espacement entre les porteuses :

B=AF + (2N — 1)Fy ~ 2NF,. (3.24)

Le théoréme de Shannon indique alors que la fréquence d’échantillonnage critique vaut Fp =
2N Fy. La période d’échantillonnage vaut alors T, = 2T—]% §

On suppose maintenant que les énergies des fonctions f(t) et f*(—t) sont approximati-
vement concentrées dans des intervalles finis, de sorte qu’on peut restreindre les filtres de
modulation et de démodulation f(t) et f*(—t) a ces intervalles. On obtient ainsi des sup-
ports pour f(t) et f*(—t) que l'on écrit respectivement sous la forme [—ZHT,, (Ly — 2) T
et [—%Te, (Lh - %) Te[, avec D, Ly et Ly des parameétres entiers strictement positifs. Les
fonctions obtenues par troncature ont ainsi des durées respectivement égales a LT, et LyTe.
Ensuite, pour obtenir des filtres causaux, aprés échantillonnage a la période Tg, on translate
f(t) d’'une durée £7T,. Pour conserver la biorthogonalité des fonctions f, ,(t) et finn(t), il faut
translater f(t) de la méme durée %Te. En effet, le produit scalaire est conservé par translation
et

R {/+OO S =T frns g (t = T)dt} =R {/+OO f;:bvn(t)fm/,n/(t)dt} . (3.25)

—00 —00
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Enfin, le signal est échantillonné a la période T; puis normalisé en le multipliant par /7
pour approximativement conserver son énergie. Le signal discret s’écrit alors

400 2N-1

slk] = VTes((k = D/2)T) = 3 > amn/Te fnn ((k — D/2)T) (3.26)

n=—o00 m=0

Pour alléger les expressions, on note d’'une maniére générale u[k] les fonctions de l2(Z). En
particulier, lorsque u[k] est obtenue par discrétisation de la fonction u(t) de L2(R) on a :

ulk] = V/Tou((k — D/2)Te) (3.27)

On a ainsivs[k:] = \/Tgs((k - D/2)Te),vf[k] = \/Tef(v(k: — D/2)T.), fmnlk] = VTefma((k —
D/2)Te): f[k] = \/Tef((k - D/Q)Te)a fm,n[k] = \/Tefm,n((k - D/2)Te)-

Si I'on utilise ces nouvelles notations, la modulation s’écrit alors sous forme numérique a
I’aide d’une famille de Gabor discréte :

400 2N-1

skl = )" > amnfmnlk] (3.28)

n=—o00 m=0

avec

Frnlk] = V/Te fnn ((k — D/2)T2),
= \/Tof((k — D/2)T. — nTO)ej%rmFo((k—D/Z)Te)6]'%”7”’
— VTof (To(k — nN — D/2)) el 58 mk=D/2) giomn,

= flk— nN]ej%m(k—D/Q)eﬂpm,n.

(3.29)

On peut alors obtenir une estimation a, , des symboles émis a,, . Celle-ci s’obtient par
discrétisation de (3.19) grace a une famille de Gabor discréte :

+oo
k=—o00

avec

Frunlk] = flk — nN]ed avmk=D/2) giomn. (3.31)
On notera que les fonctions f[k] et f[k] ont respectivement pour support [0, ... Ly —1] et
[D—(Lp—1),...,D].

On vient de montrer comment passer d’un systéme analogique théorique & un systéme
numérique pratique. Cependant, il n’est pas nécessaire de partir du cas continu pour aboutir
au cas discret. Il est méme souhaitable de considérer le cas discret directement. En effet,
les opérations de discrétisation et troncature ont pour effet la perte de biorthogonalité au
sens strict. Les fonctions discrétes que nous venons d’obtenir & partir des fonctions continues
biorthogonales ne sont donc plus qu’approximativement biorthogonales. Ceci conduit & se
placer dans le cadre de l3(Z) muni du produit scalaire (-, -);,(z)r et a utiliser la théorie des
séries de Gabor discrétes. Dans ces conditions, lorsque le canal de transmission est parfait et
si les familles (fo,n, fmn) forment un couple de bases biorthogonales, alors G, = @ p.
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3.2 Transmultiplexeur associé

Les équations (3.28) et (3.29) ressemblent aux relations d’entrées/sortie d’un banc de
synthése (cf. équation 1.67). En fait, si I'on impose que @, = §(m + n) 4+ mmn, il s’avere
que le signal s[k| peut étre calculé par un banc de synthése & 2N bandes, avec un facteur
d’expansion égal & N et ayant sur chaque branche un filtre F},,(z) de réponse impulsionnelle

DfN)

Fnlk] = flR]eI iR (= 237) (3.32)
pourvu qu’on lui applique les entrées ., [n] = am nj"-

Quant & la démodulation, en considérant le fait que 'on impose que @y, = §(m +n) +
mmn, elle s’écrit, d’apres les équations (3.30) et (3.31),

dm,n:%{ Z f —nNe _]2N m(k—nN— D/2) (m+n)$[k]}

oo (3.33)
= ifﬁ{ Z D — k]ejﬁm(ka;N)e_jg"s[D +nN — k:]}
k=—o00
Décomposons maintenant D par :
D =aN —§, 0<B<N-1. (3.34)

Ceci définit les entiers « et § de maniére unique. Si 'on reporte cette décomposition dans
(3.33) on obtient alors :

A %{ Z F*[D — kleiznm(k D+N)ej’2’<"a>s[nN—k—m}. (3.35)

k=—00

Si Pon rapproche cette équation de la relation (1.66), il s’avére que les symboles démodulés
avec un retard « correspondent & la partie réelle des sorties Z,,[n — a] d'un banc d’analyse
préalablement déphasées de —5(n — a), et a I'entrée duquel on a appliqué le signal s[k — f].
Le banc correspondant comprend 2N bandes, un facteur de décimation égal & N et les filtres
H,,(z) sur chaque bande ont pour réponse impulsionnelle

D+N)

hun|k] = h[k]edsxm(k=257), (3.36)

avec h[k] = f*[D—E]. On obtient alors le schéma du transmultiplexeur associé aux modulations
BFDM/OQAM de la figure 3.3.

3.3 Schémas de réalisation efficaces

3.3.1 Approche polyphase

Plusieurs schémas de réalisation des modulations OFDM/OQAM baseés sur des algorithmes
de transformées de Fourier rapides [15, 42, 47, 111] ont déja été proposés. Nous allons voir que
le transmultiplexeur BFDM/OQAM peut lui aussi étre réalisé a 'aide d’algorithmes rapides.
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Hl(z) @ il[n_a} e &l,nfa

s

e

n—ao)

j

etz

n efji(nfu)

F1G. 3.3 — Transmultiplexeur associé aux modulations BFDM/OQAM.

En utilisant les décompositions polyphases d’ordre 2N de type I de F,(z) et H,,(z) (cf.
section 1.4.1 et [108]) on obtient :

2N—-1

Fn(z) = ) 2 Fn(2?), (3.37)
2581

Hp(2) = Y 2 Hpg(22). (3.38)
=0

Notons maintenant F',(z) et H,(z) les matrices polyphases de taille 2N x 2N et définies
par [Fplim(2) = Fim(2) et [Hplmi(2) = Hpy(z). Définissons aussi

as, = ipnlei2n (3.39)

et Ap(2), Am(2), AS,(2), Xy (2) et Xon(2) les transformées en z respectives de @,y @, g,

Tpm[n] et Z,[n]. Etant donné que U = T [nj" et amy = R{Zm[n]j 7"}, on a les relations :

Xin(2) = Am(—j2) (3.40)
Kinl2) = A, (~j2) (3.41)
A(z) = R{AS, ()} (3.42)

On obtient alors le schéma de la figure 3.4 exprimant comment obtenir les sorties Z,[n]
a partir des entrées z,,[n] grace aux matrices polyphases F(z) et H,(z). En utilisant les
identités nobles (cf. théorémes 1.6 et 1.7), on déduit que le schéma de la figure 3.4 est lui-
méme équivalent & celui présenté figure 3.5.
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Ao(—j=) @’
A(=52) {1 N}

Aoy 1(—j2) @ @ oAy (—j2)

F1a. 3.4 — Modéle polyphase du transmultiplexeur associé aux modulations BEDM/OQAM

2 A5 (=)

Ao(—jz) —

2 " Ai (=)

Ar(—jz) —

2 AN (=57)

Agn-1(—jz) —

Ap(z)

FiG. 3.5 - Modéle polyphase équivalent du transmultiplexeur associé.
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3.3.2 Schémas de réalisation utilisant des transformées de Fourier inverses

Ecrivons maintenant F(z) et H(z) a l'aide de leurs 2N composantes polyphases :

N—

F(z)= Y 2 'K (2*Y),
v

H(Z) = Z_lGl(ZzN)’

avec :

Ki(z) = Zf[l +2nN]z"",

n

Gi(z) => h[l+2nN]z".

Il en découle que :

Ly 2N
Fo(z)=w"2 W R (2PN,
1=0
by 2N
Hpy(z)=w""2 Z 2 lw™™m G (22,
=0
d’ou :
Fiom(z) = w*mlmegN Ki(z),
Hyi(2) = wfmlmegN Gi(2)

En définissant par ailleurs les matrices carrées de taille 2V

D, = diag[l, w, ..., w*¥71],
D (z) = diag|Ko(2), ..., Kan—-1(2)],
D (z) = diag[Go(z), ..., Gan—1(2)],
1 1 1
1 w . w2N71
W —
i w2].\771 w(2N71-)(2N71)

on obtient :

D—N

Fy(2) = [Do? W*Dg(2)]",
H,(z) = DﬁW*DG(z)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.51)
(3.52)
(3.53)

(3.54)

(3.55)
(3.56)

Les équations (3.55) et (3.56) permettent alors respectivement d’obtenir des schémas de
réalisation du modulateur et du démodulateur qui utilisent un filtrage polyphase et une TFDI.
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tje) A

2N

vz~ D

27 D-N
2Ne Jan "2

Aon_1(—j2) M,@—,

IFFT
2N x 2N

2Ne Tan GN-1 25"

Fia. 3.6 — Modulateur BFDM/OQAM reéalisé a 1'aide d’une FFT inverse.

IFFT
2N x 2N

¥ % )—W —ol 2 A (—jz)

2N
il[n — 04 —a jc :
'<> > 27 A (—jz)
NI 4

i’QN_l[n — a] . .
O

2NeTan (GN-1) 55

Fia. 3.7 — Démodulateur BFDM/OQAM réalisé a 1'aide d'une FFT inverse.
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Ainsi, implémentation peut se faire a 1’aide d’algorithmes rapides de types IFFT (cf. figures
3.6. 3.7).

On notera que ’on peut aussi mener un calcul direct sans utiliser la matrice polyphase
F(z) pour obtenir le schéma du modulateur. En effet, si I'on note S(z) la transformée en z
de s[k] le signal BEDM/OQAM en bande de base, en utilisant la figure 3.3 on peut écrire :

2N—1
S(z) = Z Fm(Z)Xm(ZN)
=0
277\[71 (3.57)
= Fm(z)Am(_jZN)
m=0
Si l'on utilise la décomposition polyphase de Fj,(z) donnée par (3.47), on trouve alors :
eN-1 2Nl
S(z) = Z wh 2 2 T K (22N) A (— 52N
m=0 1=0
2N-1 2N-1 . (3.58)
— Z—lKl(ZQN) Z w3 Am(—jZN)
=0 m=0

ce qui donne aussitot le schéma de la figure 3.6. Cette démarche présente l'intérét d’étre plus
simple et de mieux montrer comment la transformée de Fourier inverse intervient. Des calculs
similaires mais un peu plus compliqués peuvent aussi étre menés pour la démodulation.

L’intérét de ces schémas est qu’il font intervenir des transformées rapides. En revanche,
il ne font pas apparaitre du premier coup d’oeil que les modulations BFDM/OQAM sont a
échantillonnage critique, c’est-a-dire qu’elles transforment 2N symboles réels en paralléle, en
N symboles complexes en série. A la modulation, cet aspect apparait plus clairement si I'on
apparie les sorties du bloc de transformée de Fourier inverse d’indices congrus modulo M :
zg[n] avec xj[n], 1[n] avec @}, [n], etc. Alors, en utilisant la deuxiéme identité noble, on
obtient un autre schéma équivalent du modulateur (cf. figure 3.8). Celui-ci fait apparaitre
clairement la transformation paralléle/série permettant de construire le signal transmis. On
notera que pour éviter de faire apparaitre des croisements de fils, on a introduit une matrice
de permutation II dans le schéma.

En procédant de la méme maniére pour la démodulation, on obtient aussi un schéma
équivalent qui montre comment 2N symboles réels en paralléle sont calculés a partir de N
symboles en série (cf. figure 3.9).

3.3.3 Algorithmes de modulation et de démodulation
Algorithme de modulation

En se basant sur la figure 3.8, on obtient I'algorithme de modulation suivant :

Tm[n] = ammej%", 0<m<2N -1 (3.59)
2N—1 .
zi[n] = Z Tpn]w™ 2w ™ 0<I<2N -1 (3.60)

m=0
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Ao(—jz)

A1(=j2)

Aan-1(~=32)

(]

®

2N

aifn)

'\?
D-N

2r
2Nefﬂ7ﬁ 2

IFFT

w10

©

: 27 D-N
2N6—]ﬁ(2N—1) 5

Fia. 3.8 — Modulateur BFDM/OQAM équivalent réalisé a 'aide d'une FFT inverse.

yéNfl [n]

IFFT

- 27 D+N

PNe JaN 2

%(?ﬁ 2 A{(—jz)

2Ne Jan @N-1)

4& 27 Ay 1 (i2)

D+N
2

Fic. 3.9 — Démodulateur BFDM/OQAM équivalent réalisé a I’aide d’'une FFT inverse.
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ce qui s’écrit aussi

D—N
[z[n),. .., 2y _1[n]] = 2N IFFT {xo[n],...,ng_l[n]w(QN_l) : } (3.61)
Et, pour finir
zi[n] = fll +2kNzf[n — 2k], 0 <1< 2N —1 (3.62)
k
siln] = xf[n] + a7, yln—1, 0<I<N -1 (3.63)
sfl+nN]=sn], 0<I<N-—1. (3.64)

Algorithme de démodulation

Quant a l'algorithme de démodulation, il se déduit de la figure 3.9 :

yiln] = slpN =B —1], 0<I< N -1, (3.65)
viinlnl =yiln—1], 0<I< N -1, (3.66)
yiln] = h[l+ 2kN]y?[n — 2k], 0 <1< 2N -1, (3.67)
k
oy 2N
Emn—a] =w™ 2 Z yin)w™™, 0 <m < 2N — 1. (3.68)
1=0
ce qui s’écrit aussi
foln—al,... don-1[n — alw”CNTVEE| S oNTFFT {yln], ...y [n]} . (3.69)
Et, pour finir
mmn—a =N {e_j%("_a)ﬁcm[n — a]} ,0<m<2N —-1. (3.70)

3.3.4 Reéalisation a ’aide de transformées de Fourier directes

On est plus habitué a voir apparaitre une transformée de Fourier directe & la démodulation
([16, 33, 43]). En fait, comme on I’a déja remarqué pour les modulations BEDM/QAM dans le
chapitre 2, le modulateur comme le démodulateur peuvent tout aussi bien étre réalisés a ’aide
d’une transformée de Fourier directe qu’inverse. En effet, en reprenant la méme démarche que
dans le chapitre 2, si 'on définit les deux entiers strictement positifs s et d par

D = 25N +d, (3.71)

avec 0 < d < 2N — 1, alors les symboles z}[n] calculés en sortie du bloc de transformeée de
Fourier inverse a 1’émission peuvent s’écrire

IN—1
zh [n] = Z xm[n]w_ngNwml (3.72)
m=0
et,pourd+1<[<2N -1
IN—1
1 —mP=N " mi
Phnrailnl = Y ol T W (3.73)

m=0



3.3. Schémas de réalisation efficaces

85

Alors, en notant € la permutation de [0,2N — 1] définie par

d—1 sio<l<d,
e(l) = ] (3.74)
OIN+d—1 sid+1<I<2N-1,
on obtient DN
[xi(o) n],... ,xi(zN_l)[n]] =FFT {ﬂ:o[n], e ,w_(ZN_l)T} , (3.75)

d’out le schéma équivalent représenté par la figure 3.10 dans lequel E représente la matrice
associée a la permutation € : Ey; = 0y )

Ao(—jz) —\?

1

Al(jjz) '\?

2% DN
elaN "2

FFT E

w3y _1[n]

Aan-1(=32) —\?

I3 AN-1) 25
F1G. 3.10 — Modulateur BEFDM/OQAM réalisé a I’aide d’une transformée de Fourier directe.

Et de la méme maniére, le démodulateur peut étre réalisé a I'aide d’une transformée de
Fourier directe (cf. figure 3.11).

3.3.5 Reéalisation a 1’aide de conversions paralléle/série et série/paralléle

La structure classique d’un modulateur OFDM/OQAM se compose d’une transformée de
Fourier inverse, suivie d’un filtrage polyphase et d’'une conversion paralléle/série ([16, 33, 43]).
Le modulateur que nous décrivons a bien une structure de ce type puisque la ligne a retard
précédée d’expansions d’ordre N correspond en fait a une conversion paralléle/série.

En ce qui concerne le démodulateur, il est classiquement constitué d’une conversion sé-
rie/paralléle, suivie d’un filtrage polyphase et d'une transformée de Fourier directe, ce qui
n’est le cas d’aucun des schémas que nous avons proposés jusqu’a présent. Ainsi, la ligne
a retard suivie de décimateurs d’ordre N ne correspond pas exactement & une conversion
série/paralléle. L’inconvénient d’une véritable conversion série/paralléle est qu’elle n’est pas
causale contrairement & la structure que nous avons utilisée. Il peut néanmoins étre utile d’en
utiliser une a I’émission et une conversion série/paralléle a la réception dans le cas de transmis-
sion par bloc. Pour y parvenir, plutét que d’utiliser une décomposition polyphase de type I de
H(z) en réception, on considére le filtre h®[k] = h[k — 3] et ses composantes polyphases Gf(z)
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Sn Sn ~
1/[J[] 1/[J[] C) Q!B( ])
Lln Hn ~
yn[n] 1 ([n] ? a!(l:( ])

yi[n]

! E FFT

Yn—1(n]

1 n A:
Yan—1[n] 4@%370‘14?»1—1(_].’2)

-2 D—-N
(i3 (2N-1) 258

F1G. 3.11 - Démodulateur BFDM/OQAM réalisé a I’aide d’une transformée de Fourier directe.

de réponses impulsionnelles glﬁ[n] et définies par HP(z) = 21250—1 ZGP(2*N). En utilisant
I’équation (3.35), on obtient alors que la démodulation peut s’écrire sous la forme

+oo
o = zre{ >onf [kl m(k=B=555) j—(=0) g [y N — | + z]}

k=—o00

+oo 2N-1 D
=§R{ SN gplem >j<“>s[<n—2p>zv+z1} (3.76)

p=—00 [=0

2N—1 +o00
= (1" {j-<"-a>w-mD5N S M gf[p]s[(n—zpwﬂ]}.
=0

p=—00

On en déduit alors le schéma équivalent de la figure 3.12 en utilisant la méme démarche que
pour les précédents schémas de réalisation du démodulateur. Ce schéma fait bien apparaitre
un conversion série/paralléle puisque la ligne d’avances suivie des décimateurs d’ordre N
correspond en fait exactement & cette opération.

On notera que comme dans le cas des modulations BEFEDM/QAM suréchantillonnées (cf.
section 2.4.5), les avances z n’introduisent pas de non causalité dans le systéme. L’utilisation
de ce schéma permet méme, dans certains cas de réduire le délai de reconstruction. On peut en
effet remplacer les filtres Glg(z2) par zGlB(zQ), lorsque (8 # 0 et réduire le délai de reconstruction
d’un échantillon, tout en conservant un filtrage causal. Dans ce cas il ne faut pas oublier de
répercuter la diminution du délai sur le facteur =~ I faut ainsi le remplacer par j— (1=,

3.4 Relations d’entrée-sortie

En utilisant la figure 3.5, on obtient :

20 A (=) = Ho(22) (=) F (22 A(—j2), (3.77)
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4& 27 AG(—j2)
4’(?—' z*"fli(—jz)

(-1)7l3 7

FFT

4’(?* e A5, (—52)

(71)0(2N71)6j§—1’\',(2N71)D;2N

F1G. 3.12 - Démodulateur BFDM/OQAM reéalisé a l’aide d’une conversion série/paralléle.

avec Apg(z) la matrice de transfert de la section comprenant les expanseurs, les lignes & re-
tard et les décimateurs. Alors, en notant T'(z) la matrice de transfert du transmultiplexeur
BFDM/OQAM, on a :

A(z) = T(2)A(2), (3.78)
T(z) = R{(j2)* Hp(—2*)Ap(j2)Fp(—2")} . (3.79)

De plus, en utilisant les équations (3.55) et (3.56), on aboutit a :

DiN D-N
T(z)=% {(jZ)O‘Dw 2 W'Ug(jz)W*D,,? } : (3.80)
avec :
Up(2) = Dg(2") Ap(2) D (27). (3.81)
En reprenant le raisonnement employé dans la section 2.5, on aboutit a :
_+l'48
[Apliy(z) =27 N ditripnN- (3.82)

avec dy, , défini par dp, , = 1 si m est un multiple de n, d,,,, = 0 sinon. En combinant les
équations (3.81) et (3.82) on obtient alors :

U+

Ugliy(z) =25 Gi(2*)Ky(2*)dirv+s,N, (3.83)

et

2N—12N-1 n .-
[T (2) = %{ Z Z (jz)o‘wTkw_kl[Uﬁ]l,l/(jz)w_kll,wTk,} . (3.84)

=0 1I'=0
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La présence de l'opérateur de congruence d,, ,, dans I’écriture des éléments de la matrice de
transfert indique que, parmi les termes de la double somme sur [ et ', beaucoup sont nuls.
Pour ne conserver que les termes non nuls, c’est-a-dire ceux pour lesquels [ + 1" + 8 = AN,
notons maintenant, :

l (3.85)

U)‘(Z) _ Gl(Z)K)\N,ﬁ,l(Z) si0 < l < AN — ﬁ,
27 Gi(2) K(rp2)n—p-1(2)  sinon,

avec Ag = {0, 1} si B3 =0et Ag = {1, 2} sinon, et A € Ag. Alors, les éléments de la matrice
de transfert peuvent se réécrire :

2N—1
. a n D I (1! /. _ _ !
[T p(2) = R (j2) w2 TR =R N (A (2) 2 3 = R (-2%)
)\EA@ =0
(3.86)
3.5 Conditions de biorthogonalité
3.5.1 Conditions générales
En se référant & la définition 1.1.20, le systéme est biorthogonal lorsque :
<fm,n7 fm’,n’>lg(Z),R = 5m,m’5n,n’a (387)
et on peut facilement montrer que cette condition est équivalente a :
(fm,na .]E>l2(Z),R = 5m,05n,07 (3-88)
soit :
" {Z flk — nNJA[D — e Fom (k= DQN)GJ%N} = 6000 (3.89)
k
ce qui s’écrit encore :
R {Z FIKIR[D + nN — k]eji”vm(szN)eﬂ'%"} = Gm.00m.0. (3.90)
k

Cette condition, qui correspond & la définition de base, est difficilement utilisable en pratique
pour calculer des paires de filtres biorthogonaux. On est donc amené a utiliser une autre
approche. Dans [44] (en orthogonal) et [7] (en orthogonal et en biorthogonal) la reconstruc-
tion parfaite est étudiée dans le domaine de Zak. Nous proposons quant & nous d’utiliser les
composantes polyphases des filtres prototypes.

3.5.2 Conditions sur les composantes polyphases

La question qui se pose est de savoir comment déterminer si un couple de filtres prototypes
assure la reconstruction parfaite des symboles émis, & un retard temporel prés. C’est le cas si
et seulement si les filtres sont biorthogonaux, mais aussi si la matrice de transfert T'(z) est
égale a l'identité.
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Cette section utilise abondamment les permutations et les matrices de permutations défi-
nies a 'annexe A.6 ainsi que certaines notations utiles pour les matrices diagonales (cf. annexe
A.7) en prenant M = 2N. Nous conseillons au lecteur de s’y référer avant d’entreprendre la
lecture de la suite de cette section.

En utilisant les équations (3.81) et (3.82), on peut montrer que la matrice Ug(z) vérifie :

Up(z) = = ¥ Dg(:3)D(2¥ ) AgD(2%) D (%), (3.91)

avec Ag la matrice de taille 2N définie par [Agly; = diyi4+8,5. On a, pour tout f3,
Ag = S(R'P + RNT1-P) = §(RIH!  RIHNHL (3.92)

avec R et S les matrices de permutation définies & I'annexe A.6. Comme T'(2) est de la forme
T(z) = R{B(jz)}, l'identité T'(z) = I pour tout z est équivalente & B(z) + B*(—z) = 21
pour tout z, et elle est aussi équivalente & B(z"V)+ B*(—2z") = 2I pour tout z. Cette derniére
relation présente I’avantage de s’affranchir de puissances de z fractionnaires, méme si, au final,
on doit retrouver une expression en z et non en zV. Cette derniére identité s’écrit :

D—N D+N D—N

DN D-—N _ _D-—N
2*NDy?T WHU(zN)W*D, 2 +(-1)°2*VD,, * WUj(-2")WD, * =2I (3.93)

D+N

- D-N
On multiplie chaque terme de cette égalité & gauche par WD, 2 et a droite par D, ? W*
pour obtenir aprés division par 2N z% de part et d’autre du signe égal :

Z—ozN
Us(zV)W*DENW* + (=1)*W D, PVIwWUs(—2N) = WD NW*. (3.94)
Pour simplifier cette expression, on peut noter que :
WD, "W*=2NR N =2NR", (3.95)
wW*DP-Nw* = SRDD"VW* = 2NSRP~ N+l — agNSRITNFL, (3.96)

wD;PNw = wpD_P*Nw*R™1§ = oNR- PN+ g — oNR~-+N+D g (3.97)
ce qui donne, avec la relation (3.92), I’équation

2 PD(2)Dg(z*) (SR + SRHN ) D 1 (:2V)D (2) SRV +
(_1)0‘_%Z_ﬁR_(dJFN“)SD((—l)%z)DG* (2V) (SR + SRd+N+1)DK*(ZQN)D((_l)%Z)

soit

D(2)Dg(z*)(SR¥™! + SRINTHYD 1 (2:2N)D (2) SR N1 ¢

(—)¥ RN SD((—1)¥ 2)D - (22N ) (SR + SRTN D . (22V)D((~1) 7 2)
5D

_ N
= R". (399

2~
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On utilise alors les relations entre les matrices de permutation et les matrices diagonales (cf.
équation (A.13)) pour simplifier chacun des quatre termes du membre de gauche de (3.99) :

D(2)D(2*")SR D (2) D i (2*) SRV H!

:D(Z)DG( ) —(d+1) SD( ) ( ZN)SRd-i-N-H

= D(2)D(z*Y )R~ D7 (2) D (22N ) RN H (3.100)
— D(Z)DG(Z2N) —(d+1) DU( )D(;((Z2N)Rd+1RN

= D(:)D(z*")D7"" () D" (V) RV,

de méme

D(2)Dg. (2*N)SRINTID (2) D (V) SRITN L
= D(2)Dg(2*Y) D%

d+N+1

T DT ), (3.101)

puis

RN SD((—1)¥ 2) D (z2V) SR D ((~1) ¥ 2) D - (22V)

= RN D (-1) ¥ 2) D ()R D ((-1) ¥ 2) D (=) 5102)
_ Do‘opd+N+1(( )%Z)DUGCLPUI-O—N-O—I( QN)RND(( 1)]{72)DK* (ZQN) .
= D" (1) v ) DI (2N DR ((—1) % 2) DY (2*V)RY,

et de méme

RN SD((<1) ¥ 2) D (+*N) SRHNHID(—1) ¥ 2) D . (:2V)
= Do (L) V) DI (2N D (1)

L’équation(3.99) est donc équivalente &

d+N+1

Z\H

2)D e (22Y). (3.103)

d+N+1

copdtN+1
(2)Dg(*M) DR (%)

d+N+1

(1)~ 2) Do (2N) D (2N RN

D(2)D*"" (2) D (:*") DR (:*V)RY + D(2) D7
+ (=) ¥ DY ((=1)n z) Do

((=1)

=RV (3.100)
N W

(DR D (2D () =

ZIH

+(~1)¥ D((=1)¥ ) D"

soit, aprés multiplication a droite de chacun des membres de (3.104) par RY et en réarrangeant
les termes :
D)D" (2)Dg(:2") D" (:2)
+(DED (1)) Do
+ (D(z) D7

((—1) %Z)D%]\i (Z2N)DoGipd+N+1 (Z2N)
opd+N+1
(2)Dg(2*N)D3’ (z*M)

F ()N D((—1) N 2) DT (1) N 2) D (= 2N)D"G‘i!f”N“(Z2N)>1L?,N: ZTI, (3.105)



3.5. Conditions de biorthogonalité

91

Etant donné que RY et I ont des supports disjoints, on peut scinder I’équation précédente en
deux équations et les conditions de reconstruction parfaite s’écrivent alors :

gopdtl opdtl
D(z) D7 (2)Dg(z*M) DR’ (2*V)
d+N+1 z*D

(1) 2) D2 (:2N) DZ2* (*N) = =1, (3.106)

d+N+1

+(~1)¥ D" (~1)¥2) D7

d+N+1 d+N+1

D(2)D7" (2)Dg(+*")DR”
+(~1)¥D((~1)¥ 2) D7

(=*Y)

BRRN(CSY

Calculons le terme diagonal d’indice [ de la matrice diagonale D(z)D"Ode (z). Il s’écrit sous
la forme z=%Y) avec :

d+N+1

2|~

2)D . (*N)DEY (z*Yy =0, (3.107)

a(l) =1+ oo p®1(1) (3.108)
et
ooptti(l) =2N —1 - pdtL(1) (3.109)
d—1 i0<i<d
- mhsred (3.110)
2N +d—1 sid+1<1<2N—1.

Ainsi, on peut écrire a(l) sous la forme :

a(l) = d+2X\(1)N (3.111)
avec
A =0 sost=d (3.112)
)1 sid+1<I<2N -1, '
d’ou : .
D(2)D°""" (2) = 24D 2*N). (3.113)
Et il apparait alors que :
D" (2)DoP" T () = Do (2N, (3.114)

si bien que I'équation (3.106) se réécrit

d+N+1 N z

D 2)Dg(2)DE " (2) + D" (2) D (2) DO (2) = T (3.115)

Calculons maintenant le terme diagonal d’indice ! de la matrice diagonale D(z)D"oPdJrNJr1 (2).

Il s’écrit sous la forme 20 avec
b(l) =1+ oo pt™NHL(1)
= 142N —1 - pHN+L()) (3.116)
=d+ N (mod 2N)

Ainsi, b(l) peut se mettre sous la forme :

b(l) = d + N + 2u(l)N, (3.117)
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d’ou :
D(z)D°""" (2) = 2N pr(2N) (3.118)
et (3.107) s’écrit :
z_(d""N)D“(zZN) (DG(ZQN)D(;:pd-FN-Fl(ZZN) _ DoGipd+N+l(2'2N)DK* (ZZN)> —0 (3.119)
ce qui est équivalent a :
D)D" (2) = DZ (2)D g (2) = 0. (3.120)

Les conditions de reconstruction parfaite se résument donc aux équations (3.115) et (3.120).
Ces équations matricielles possédent des propriétés de symétrie, si bien que les conditions
obtenues sont redondantes. Pour réduire cette redondance, réécrivons (3.115) en modifiant les
indices des termes diagonaux par composition par p" de maniére & obtenir :

—S

N oo d+N+1 oo d+1 Z
D" (2)D () D (2) + D) DI (2)De- (2) = 1 (3.121)
puis multiplions I’équation obtenue par D(2) :
oV N gopdt+N+1 gopdtl z7%
D" (2)Dg, (z) Dg(2) D5’ (2) +DN2)Dg(2) DG (2) D (2) = ~ Dal2),
=D N ) Dy (2), dapres (3.120)
(3.122)

d’on

d+N+1 2”3

Dy (2) <D/\(Z)DG(Z)Dgipd+l(z)+D/\°pN(z)DpGN(z)DJGip (z)) = S-Dg(2). (3123)

Dd>() (2)

Notons maintenant ¢g;(2) le polynoéme en 2~ ! qui correspond au terme d’indice I de la matrice
diagonale D (z). On a, pour 0 </ <2N —1:

* z7°
Kj (2)d04(2) = 7 Gi(2) (3.124)
Notons aussi pour 0 <[ < 2N —1:
Bo(2) = 2 7MWy 1 (2) (3.125)

avec ¢1,1(0) # 0. On voit tout de suite, d’aprés (3.123) que ¢o,(2) = ¢ ,v(;)(2)- Par ailleurs, en
utilisant le fait que A(1) est défini par a(l) = d+2X(I)N = [+00p®t1(]) et que (cop?t1)? =1,
il apparait que Ao oo pdtl = X et ¢g;(z) = (o Uopdﬂ(l)(z). Ainsi :

¢07l(3) = ¢S7aopd+1(1)(3) = ¢0,pN(l)(z) = ¢aaopd+N+1(l)(Z)- (3-126)

D’aprés Iéquation (3.124), ¢o(2) divise Z-Gy(2), donc ¢q,(z) aussi. De plus, comme, par
hypotheése, ¢1;(0) # 0, ¢1,(2) divise G;(z). En outre, en utilisant (3.126), on obtient aussi que
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$1,(2) divise G;dﬂ(l)(z), G vy (2) et G:Opd+N+1(l)(Z)' Ainsi :

D (z) = Dy, (2)Dg,(2), (3.127)
oopdtl
D7’ (z) = Dy, (2)Dy, (), (3.128)
N
D¢, (z) = Dy, (2)Dy, (2), (3.129)
oopdtN+1
DG*p (Z) = D¢1 (Z)D¢5 (Z), (3130)
avec ¢o(2), ¢3.(2), d11(2) et ¢5,(z) des polynomes en 2~ 1. Doty
D, (z) = (D)‘(Z)D (2)D,, (2) + D" (2)D, (2)D (z)) D2 (2) (3.131)
%0 - ®2 ®3 P4 @5 1 :
et ¢1,(2)? divise ¢ (2), ce qui est impossible, sauf si ¢1,(z) est une constante par rapport a
2~1 non nulle, que I’on note NLCI de sorte que :
K[ (z) = qz""G(2) (3.132)
avec
a; = aoopd+1(l) = CLpN(l) = aaopd+N+1(l), (3133)
C] = C:'Opd+1(l) = CpN(l) = C:'Opd+N+1(l)' (3134)

Alors, sil'on note ¢;(2) = ¢;z=% pour 0 < [ < 2N —1, les conditions de reconstruction parfaite
s'écrivent sous forme matricielle :

—S

D 2)Dg(2)DZ" " (2) + D" (2)DE T () DY (2) = %D;l(z) (3.135)
et
Dy (z) = D, (2)Dg(2) (3.136)
avec
gopdtl N gopdtN+1
D, (z) = Dy (2) = Dy, (2) = D’ (2). (3.137)

3.5.3 Conclusion : théoréme de reconstruction parfaite

De I'équation (3.136), on tire que Kj(z) = ¢z~ G(z) pour 0 <[ < 2N — 1. De I’équation
(3.137, il découle que :

—cg=cnpeta=anyypour 0 <[ <N -—-1;

—q=c;_;eta =aq_pour 0 <[ <d;

- = C:H—N—l et aj = agyn_ypourd+1 <1 <2N —1.
Enfin, des équations (3.112) et (3.135) on déduit que les conditions de reconstruction parfaite
peuvent se résumer dans le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1

Un signal transmis par un systéme BFDM/OQAM peut étre parfaitement reconstruit en
réception en l’absence de perturbation sur le canal de transmission si et seulement si :
—pour 0 <I <N -1,

K[ (z) = qz""Gi(z) (3.138)
Kyi(2) = az” "G p(2); (3.139)
-si0<d< N -1, alors
" _1 " Zf(sfal)
Gl(z)Gd,l(Z) + z GN"‘Z(Z)GN%»dfl = TCI, 0 S l S d (3140)
x " Z_(S_l_al)
Gi(2)Ganya-i(2) + Gn1i(2) G par = TN d+1<I<N-1 (3.141)
- si N<d<2N —1, alors
« " Zf(sfal)
Gl(z)Gdfl(Z) + GN‘H(Z)Gdifl = Tq, 0 < l < d—N (3142)
—(s—ar)
Gi(2)Gy(2) + 2 G 1(2) Gy gy = ZT d+1-N<I<N-1.  (3.143)
l

On retrouve alors les conditions exposées dans [95] dans le cas de prototypes réels. On
notera que l'on n’a pas fait figurer explicitement dans ce théoreme le fait que ¢ = ¢j_; et
a; = ag—; pour 0 < [ < dnique ¢ =cy n_;et qg=agyn—pourd+1<1<2N -1 La
raison en est que ces conditions découlent des équations (3.140) & (3.143) : il suffit de composer
ces équations par o o p?t! et o o p?TN*t1 Ceci montre d’ailleurs que les conditions obtenues
restent redondantes. On a préféré les exprimer sous cette forme pour faire mieux apparaitre
I'analogie avec les bancs de filtres modulés en cosinus et MDFT (cf. section 3.8).

Exemple 3.5.1 Lorsque les prototypes d’émission et de réception sont identiques et réels,
et lorsque d = 2N — 1, les conditions de reconstruction parfaite se réduisent & au jeu de N
équations polyndémiales

Z*S

Gl(Z)Gnglfl(Z) + GNJFI(Z)GN,l,l(Z) = 0<I<N-1. (3.144)

3.6 Cas particuliers

3.6.1 Prototypes de modulation et de démodulation conjugués 'un de
Pautre

Le cas ou le prototype de modulation f[k] est égal au conjugué du prototype de démodu-
lation h[k] est intéressant & plus d’un titre. Le premier point remarquable est que, dans ce cas,
la matrice de transfert prend une forme particuliére qui montre qu’il n'y a pas d’interférences
entre porteuses adjacentes lorsque f[k] = h*[k], méme si f[k] et h[k] ne sont pas biorthogo-
naux. En effet, considérons a nouveau la matrice de transfert du systéme, telle que définie par
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I'équation (3.86). On peut la réécrire sous la forme

. Na nD r (e r,L _AN=B 1. 11 X
[T1k,kf<z>=%{<fz> VB =k S ()W ()7 ™5 T (52)
AEA

+w(A+2%Nﬁ(kk/)[T;\]k‘,k’(jz)}}7 (3_145)
avec
AN-( AN
[Tk (z) = Y w T2 ERITA(R), (3.146)
=0
2N—1 N
e (iz) = Y w2 ), (3.147)
AN —B+1

En utilisant I’équation (3.85), il apparait que si F(z) = H*(z), alors

U i0<[<AN -3,
UzA(Z)Z{Uif‘ﬁ‘l(z) nr=ts b (3.148)
(A+2)N7671(Z) sinon,
d’ou
| NP i~ .
[TM5 4 (2) =3 Z w73 )(k_k)Uf\(Z)ﬂLw*(/\N*ﬁ*l* 2 )(kik)Ui\N—ﬁfl(Z)
1=0
1)\N_6 AN—3 AN—3
=5 2 w T EI0N ) + 0 JE=F DM (2) (3.149)
1=0
1>\N#3 AN-8
=5 > s ERI R (2),
1=0
et
A 1 1— QENZBy (o pory 2 r
[TQ]k,k/(Z):§ Z w T ERIDA )
I=AN—B+1
—((A+2)N—p—1— QEDN=B) () p
Tw (02 L )U(AA+2)N—/3—1(Z)
1 — (1= OO () pra (1= OF2DNZBy (/) rAs
=5 > Wi UMNz) + w7 U™ (2)
I=AN—B+1 (3.150)
S 1— QF2INZBy (g A
== Y cosTTR ORI RIUM(2)
I=AN—B+1

1\k—FK 2N—-1 a )
=B Y ol R @),
[=AN—B+1
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On en déduit donc que

2N—-1

)\EAlO

ZZ ang{ ))\k/

X COS [(l —
2

(k+k')§+ﬁk'j7(k7k')wf%(kfk')}

M) (k — k:’)} R{UM (—2%). (3.151)

Calculons maintenant I'argument de la partie réelle dans (3.151) :

(_1)>\k/jaf)\w(k+k’)%Jrﬁk/jf(kfk’)w

_ )\N;B (k—k')

_ (_1)Ak/j(a7>\)f(k7k’)wf§(k+k’f2k’fk+k’)+%(a(kJrk’)f)\(kfk/))

(_1))\]{)/]'(047)\)7(k*k')*&(k‘f’k/)‘i’)\(kfk/) _ (_

1)(Afa)k/]af)\j(kfk')()\faf1)

€ R siet seulement si k — k' et a — X sont pairs,
€ jJR sinon

On en déduit donc que les termes diagonaux [Ty 5 tels que k' = k + 1 — 21 sont nuls. Pour
calculer les termes non nuls, leur calcul fait intervenir une somme sur Ag restreint aux éléments

A de méme parité que o. Or, Ag = {0, 1} si 3

=0et Ag = {1, 2} sinon. Donc la somme se

réduit & un seul élément \g. Celui-ci vaut 0 si « et pair et § =0, il vaut 1 si « est impair et
2 sinon. Or, par définition des parameétres «, 3, s et d (cf. équations (3.34) et (3.71)), ceux-ci

sont liés par les relations

3 si « est pair et 0 =0,
s = O‘Tfl si a est impair,
0‘772 sinon,
_ o — )\0
=5

Il en découle alors le théoréme suivant :

0 si v est pair et =0,
d=4q N — si « est impair,
b . P (3.152)
2N — 3 sinon,
= NN — 3.
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Théoréme 3.2
La matrice de transfert d’un systéme BFDM/OQAM pour lequel F(z) = H*(z) est telle que

To(Z) 0 Tl(Z) TNfl(Z) 0

0 TO(Z) 0 Tl(Z) TN_l(Z)
ey | M0 R , (3.153)
Tl(Z) . . 0 Tl(Z)
TN—l(Z) 0 TO(Z) 0
0 TNfl(Z) Tl(Z) 0 T()(Z)
avec, pour 0 <m < M —1,
d
Tp(z) = (—1)mFs8 228 [ZCOS [% (l - g) m} G1(—23)G3_(—2%)
=0
2N-1
— Z_led: cos [QNW (l — g) m] Gi(—2H)Gnra(=22)|. (3.154)
=d+1

Par application directe de ce théoréme, on obtient que les sorties Am(z) sont liées aux
entrées A, (z) par la relation

N-1
An(2) = An(2) + 3. Ti(=) [Ap_a(2) + Apran(2)] (3.155)
1=0
avec [k] l'entier compris entre 0 et 2N — 1 congru & k modulo 2. Ainsi, lorsque les prototypes
de modulation et de démodulation sont conjugués 'un de 'autre, il n’y a pas d’interférence
entre porteuses adjacentes, ni méme entre porteuses d’indice de parité différente.

Par ailleurs, l'autre aspect remarquable du cas F(z) = H*(z) est que le théoréme de
reconstruction prend alors une forme simplifiée puisque 1’'on a dans ce cas ¢ = 1 et a; = 0.
On retrouve alors les conditions de reconstruction parfaite présentées dans [91] dans le cadre
de prototypes réels identiques a la modulation et & la démodulation.

3.6.2 Modulations OFDM/OQAM

Un systéeme OFDM/OQAM est un systéme BEDM/OQAM particulier pour lequel on im-
pose que la base de modulation f, ,[k] est égale a la base de démodulation Ay, ,[k]. En utilisant
les équations (3.29) et (3.31) qui expriment les bases de modulation et de démodulation en
fonction de f[k] et f[k] = h*[D — k], il apparait que celles-ci sont identiques lorsque

71k] = flk] = h*[D — K, (3.156)
ce qui implique que D = Ly — 1 pour conserver des prototypes causaux. En revanche, il n’est
pas nécessaire que f[k] = h[k], ni que f[k] = h*[k]. Ce cas est donc a distinguer du cas
traité dans la section précédente. Les transformées en z des prototypes de modulation et de
démodulation sont liées par les relations

H(z)=2PF(2) (3.157)
F(z)=2"PH(2), (3.158)
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avec * Popérateur de paraconjugaison : F(z) = F*(z~!). On peut donc aussi calculer les
composantes polyphases K;(z) du prototype de modulation F(z) a partir des composantes

polyphases G;(z) du prototype de démodulation H(z) :

Ki(z) =) fll+2nN]z""=> h*[D—1-2nN]z""

= hd—1+2(s+n)NJ2" = h*[o o p (1) = 2AI)N + 2(s + n)N]2"

= Z h*[o o p®T(1) + 2nN]2" 2~ (57A0)

= Z—(S—A(l))éaopdﬂ(l)(z)

ce qui s’écrit aussi :
d+1
Dy(z) = 27D 2)"' DL (2).
Par ailleurs, en utilisant I’équation (3.136), on obtient
D, (2)Dg(2) = z_SD/\(z)_lDUGOde(z),
si bien que, d’une part,
Dg(2) = 2 *DN2) "' Dy () ' DL (),
et que, d’autre part,
D% (2) = 2*DX2) Dy () Do (2)
DZ*""(2) = e D ) ' D, (:) D (2)
Dg(2)

Alors, par identification de (3.162) et (3.165), on obtient que

_ _ gopd+l
27 D(2) 1Di(z)Dé*p (2).

1
D 71:D~ @_al:*al
ST =Dye) & St = i
& = =£1.
Par ailleurs, I'équation (3.160) se réécrit par composition par o o pdt!

opd+1 _ _
D" (2) = 2°DX(2) ' Dg(2),

d’ou
zSD)‘(z)DG(z)D?de(z) = 2*D*(2)Dg(2) <z_5D)‘(z)_1D .
= Dg(2)Dg(2)
et
st’\OPN(z)D%\i (z)DUGcipHNH(z) = st’\O”N(z)DgipHNﬂ(z) (z*SDAOP
=Dy T (DT ().

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)
(3.164)
(3.165)

(3.166)
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En outre, par composition par p’V de I'équation (3.164) et en utilisant la relation (3.137), on
obtient

D" (2) = D (27D (5) DY (2), (3.170)
et
D% (2) = 2D (2)D () DY, (2), (3.171)

d’oi, en utilisant le fait que Dﬁ(z) = Dw(z)*1 :

gopdtN+1 oop
D¢ (Z)Dé*

d+N+1

(z) = D% (2)DY (2). (3.172)

On déduit alors des équations (3.169) et (3.172) que

d+N+1

2D (2) Dy () DG (2) = DY (2)DY (). (3.173)

Alors, les équations (3.168) et (3.173) indiquent que la condition de biorthogonalité (3.135) se
réécrit dans le cas orthogonal sous la forme

D(2)Dy(2) + DYy (2)D% (2) = %I. (3.174)

L’ensemble des équations (3.174), (3.164), (3.137) et (3.166) constituent alors les conditions
d’orthogonalité du systéme. Finalement, on peut résumer ces conditions par le théoréme sui-
vant :

Théoréme 3.3

Un systéme BFDM/OQAM constitue un systéme OFDM/OQAM parfaitement orthogonal en
Pabsence de perturbation sur le canal de transmission si et seulement si :

~D=L;—1let H(z) =2 L= VF(2);

- pour 0 <[ <N —1,

. ~ 1
Cu()Gi(2) + O aa(2)Cran(2) = (3.175)
- pour 0 <1 <d,
Z_(S_al) =
Gii(2) = ——Gi (o) (3.176)
—pourd+1<[<2N —1,
Zf(sflfal) -
Garn-1(2) = TGl (2); (3.177)

—¢g=cnyyreta=any pour0 <[ <N —1etc ==l

Exemple 3.6.1 (Prototypes orthogonaux non symétriques) Considérons le cas simple
ot N =4 D =1L-1=2N—-1 =T et ou les prototypes sont a valeurs réelles. Alors
Gi(z) = Gi(z) = h[l] et Ki(z) = K;(z) = f[l]. Alors, H(z) est orthogonal si et seulement si
1
hlk]? + hlk + 4)* = 7 pour 0 <k <3, (3.178)
hlk] = cxh[L — 1 — k| = ¢;h[7T — k] pour 0 < k < 3, (3.179)
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avec
Cop = C3 = +1 et Cl = C = :|:1, (3180)
d’ott h[0] = coh[7], h[1] = c1h[6]. h[2] = c1h[5] et h[3] = c1h[4] si bien que h[0]? + h[3]* = 1

et h[1])? + h[2)? = i. Alors, en notant eg = +1 et ¢ = +1, on en déduit que les prototypes
orthogonaux réels pour N =4 et de longueur égale a 7 sont tels que

h[1]2 % — h[0]? (3.181)
= Coz’:‘o” = C1€1 le — h[1]2 (3.182)
h[ — eh[1] — cohl0] (3.183)

Ceci montre clairement qu’il existe des prototypes orthogonaux non symétriques, méme si
la condition de symétrie est souvent imposée (cf. par exemple [66]). En particulier, le pro-
totype H(z) = % [I+z'+22+23+27%— 25— 2704 277] est orthogonal mais non
symétrique.

On notera que la possibilité d’utiliser des filtres orthogonaux non symétriques a déja été
remarquée par R. Hleiss (cf. figure 3.6 de [44]).

Exemple 3.6.2 (Prototypes orthogonaux symétriques) Si l'on impose a la fois d’étre
dans le cas ot f[k] = h*[Ly — 1 — k| et f[k] = h*[k], alors on obtient que f[k] et h[k] sont
symétriques et conjugués 1'un de l'autre : f[k] = f[Ly — 1 — k] = h*[k] = h*[Ly — 1 — k|. Alors
c; =1 et a; =0 et les conditions d’orthogonalité du systéme sous ces contraintes se réduisent
a

1

G1(2)G1(2) + Gnyi(2)Gnii(2) = ¥ (3.184)

De plus on peut facilement vérifier que les conditions Gg_;(2) = 2G5 (z) pour 0 < 1 < d et
Garn-1(2) = 27 CDGH(2) pour d+1 <1 < 2N — 1, découlent de la symétrie de H(z) et sont
donc automatiquement vérifiées.

De plus, en utilisant I'équation (3.160) on obtient que 2°G% ,(z) = Gi(z) pour 0 <1< d
et 251Gy g (2) = Gy(z) pour d +1 <1 < 2N — 1, si bien que la matrice de transfert du
systéme vérifie le théoréme 3.2 ou I’équation (3.154) se réécrit

Tp(2) = (—1)™ 2?; cos %ﬂ <z - g) m} Gi(=2)Cu(—22). (3.185)

On retrouve ainsi les résultats exposés dans [101] dans le cas de prototypes symétriques réels.

3.7 Lien avec les modulations BFDM /QAM suréchantillonnées

A la lecture des chapitres 2 et 3, on peut constater de nombreuses similitudes, volontaire-
ment accentuées par le choix des notations. On peut d’ailleurs vérifier que les paramétres qui
portent les mémes noms dans les deux chapitres sont toujours définis de la méme maniére. Par
exemple, dans les deux cas, M désigne le nombre de porteuses, N le facteur de décimation
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et d’expansion, Gj(z) et K;(z) sont des composantes polyphases d’ordre égal au PPCM? de
M et de N, les paramétres «, 3 et s et d sont respectivement définis dans les deux cas par
D = aN — 3 et D = sM + d. De mémes les définitions de so et do (cf. équation (2.106)
coincident avec celles de s et d puisque D = sgNoM + dg, avec NgM le PPCM de N et de M,
i.e. 2N pour les modulations BFDM/OQAM. Il aurait d’ailleurs probablement été possible
de traiter en une seule fois les modulations BEDM/QAM et BFDM/OQAM en utilisant des
notations unifiées prenant en compte les spécificités de chaque modulation. Le risque aurait été
d’obtenir une description trop abstraite et complexe faisant intervenir des études de cas. Au
risque de paraitre parfois redondant, nous avons donc préféré détailler chaque cas séparément.
En contrepartie nous pensons que cette présentation a ’avantage de décrire plus clairement
des généralisations distinctes de systémes de modulations qui, en pratique, sont, en général,
considérés également comme tout a fait différents.

Les analogies existant entre modulations BFDM/QAM et BFDM/OQAM ne se limitent
pas a cet aspect de notation. En effet, si 'on observe le cas d’un systéme BFDM/QAM
suréchantillonné par 2 (cf. exemple 2.7.2), on remarque que les conditions de reconstruction
parfaite de ce systéme et du BEDM/OQAM sont trés proches. En fait, comme I'a déja fait R.
Hleiss dans le cas orthogonal dans [44], on constate que :

Théoréme 3.4

Un systéme BFDM/QAM suréchantillonné par 2 avec M porteuses et dont le prototype de
modulation F(z) réel est identique au prototype de modulation H(z) est a reconstruction par-
faite si et seulement si le systéme BFDM/OQAM a 2M porteuses de prototypes de modulation
F(z) et de démodulation H(z) = F(z) = F*(z) identiques et réels est aussi a reconstruction
parfaite.

3.8 Liens avec les bancs de filtres MDFT et les séries réelles de
Weyl-Heisenberg

Les bancs de filtres MDFT que nous avons déja présentés en préambule dans la section
1.4.3, constituent un cas particulier de banc de filtres uniforme. Leur conditions de recons-
truction parfaite ont été établies dans [40] dans le cas de filtres réels. Il s’avére qu’elles sont
identiques a celles du BFDM/OQAM avec des filtres réels. Ceci suggeére qu'il existe un lien
étroit entre les deux systémes. Nous allons voir que le transmultiplexeur BEDM/OQAM est en
fait un transmultiplexeur MDFT, c’est-a-dire que les bancs d’analyse et de synthése du trans-
multiplexeur BEDM/OQAM correspondent & ceux d’'un banc MDFT « généralisé ». Nous
allons voir aussi que cet correspondance est liée & un certain type de séries de famille de
Weyl-Heisenberg a coefficients réels.

3.8.1 Séries réelles de Weyl-Heisenberg

L’espace des séries de carré sommable [3(Z) est souvent considéré en tant qu’espace de

Hilbert sur C avec le produit scalaire (u,v);,(z).c = ngioo uw*[k]v[k]. Ainsi, tout élément u
de I3(Z) peut s’écrire sous la forme de la série u[k] = 327> _ u,en[k] avec u, € C, pour peu

que (en)nez constitue une base de Riesz de l3(Z). Néanmoins, il est clair que l3(Z) est aussi
un espace vectoriel sur R, et méme un espace hermitien sur R, si on le munit du produit

3Plus Petit Commun Multiple.
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scalaire réel (u,v),z)r = R {2;3100 u*[kJu[k]}. Les définitions des notions de frame et de
biorthogonalité restent alors les mémes que dans lo(Z) considéré comme un espace de Hilbert
sur C, seul le produit scalaire change. Les frames et les familles biorthogonales de l2(Z), espace
de Hilbert sur R, sont alors différentes de celles de l3(Z), espace de Hilbert sur C. Dans ce
nouvel espace, les familles de Weyl-Heisenberg sont inchangées (cf. définition 1.2.4), mais leurs

propriétés sont différentes. On dit que u est une série réelle de Weyl-Heisenberg lorsque

M—-1 oo

m=0 n=—o0
avec Umn € R et g, une famille de Weyl-Heisenberg. Dans le contexte de séries réelles, il
est utile de définir un nouveau type de familles de Weyl-Heisenberg, que nous appelons famille
©-WH, par

99 u[K] = glk — nN]eJ i mhedOmn, (3.187)
avec © l'application qui a tout couple (m,n) de {0, ..., N—1} xZ associe le terme de phase réel

O n- Dans le cas de séries complexes, on peut facilement montrer que (0, ©’), g,%n et g,‘?m
constituent deux frames duales (respectivement deux familles biorthogonales) si et seulement
si gf,);n et g,‘?{,n constituent deux frames duales (respectivement deux familles biorthogonales).
Mais cette propriété n’est plus vraie dans le cas réel. Dans ce cas, I’équivalence ne reste vraie
que s'il existe 6y € R tel que 0y, , — 0 n = 0 (mod 7).

3.8.2 Bancs de filtres MDFT

Les bancs de filtres MDFT de type I (les codeurs en sous-bandes comme les transmulti-
plexeurs) peuvent étre réalisés a 'aide des blocs de base représentés sur les figures 3.13 a 3.16.
La seule différence entre la configuration codeur en sous-bandes et la configuration transmul-
tiplexeur est dans le premier cas (cf. figure 3.19), I'étage d’analyse (cf. figure 3.17) précede
I'étage de synthese (cf. figure 3.18), alors que dans le second c’est le contraire (cf. figure 3.20).
Ecrivons les relations d’entrée-sortie de ces blocs :

— banc d’analyse (figure 3.13)

+o0
ymln] = > hm[nN — klz[k], (3.188)
avec hu|k] = h[k]edsn (k= %), (3.189)

— banc de synthese (figure 3.14)

+o0o 2N-1

ylkl = Y D wmlnlfmlk —nN), (3.190)

n=—o0 m=0
avec flk] = flk]eizn (F=%), (3.191)
— démultiplexeur (figure 3.15)
Y] = Ym[20],  ym[n] = ym[2n — 1], (3.192)
— multiplexeur (figure 3.16)
Tm2n+ 1] =32 0], xm[2n] =zl [n]. (3.193)
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F1G. 3.16 — Multiplexeur (MUX).
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—1 DMUX

O, QgNﬂ[n]
j71 ~1
Jan—1ln]

FiG. 3.17 - Banc d’analyse MDFT (MDFT-AFB).

MUX —*~

g SFB — y[k]

R J
By ] ———

Fia. 3.18 — Banc de synthése MDFT (MDFT-SFB).

z[k] —{MDFT-AFB| | |MDFT-SFB|—— y[k]

F1Gc. 3.19 — Codeur en sous-bandes MDFT.
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.\ | MDFT-SFB MDFT-AFB| |

Fia. 3.20 — Transmultiplexeur MDFT.

3.8.3 Analyse des bancs MDFT a I’aide de séries Weyl-Heisenberg réelles
Banc MDFT d’analyse

Définissons d’abord le terme de phase ¥ par 9!, = 0 si m+i est pair et 1! = g si_m+z’ est
impair. Alors, en utilisant les notations des figures 3.15 et 3.17, on a 9! [n] = R{e ¥my’ [n]}.
De plus, en utilisant I'équation (3.192), et en notant ¢,,[n] = @}n["T“] et Ymon—i = ¥%, on
obtient g, [n] = R{e 7¥mmy,,[n]}. Alors, en utilisant les équations (3.188) et (3.189) on obtient

finalement

400
= { > hlnN - k]eﬂ‘f—%mmw%x[k]e”’"’”} ,

k=—0oc0
f*[k—nN]
T — . , (3.194)
=R{ > BN+ D — k] e IEwmEnN=F)emiemn yk — D]
k=—o00

Fmlk]
= (fmnlk],2[k = D])r.

Ainsi, un banc MDFT d’analyse réalise un produit scalaire réel dans l3(Z) entre le signal
d’entrée et une famille ©-WH avec 0,5, = Omn — 22 (nN + 2) et M = 2N.

Banc MDFT de synthése

En réutilisant les notations du paragraphe précédent et les figures 3.16 et 3.18 on peut
écrire que zi,[n] = e/¥m il [n]. Alors, en notant &,,[n] = &% [H1=] et en utilisant I’équation
(3.193), on trouve que z,[n] = e?¥mn-1%, [n]. Et, finalement, avec les équations (3.190) et

(3.191) on obtient

2N—-1 +oo
ylkl = > > faulk — nNJedormn=1i, 0], (3.195)
m=0 n=—o0
2N-1 +oo '
ylk+ NI =" > fulk —nN]e/omm g, +1],
m=0 n=—o0
2N—1 +oo ‘2 .
— Z Z f[k_nN]eJﬁm(k—nN—g)ewm,n Zmln + 1] (3.196)

m=0 n=—o0
f2 k]

2N—-1 o0

m=0 n=—o00
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Alors, si l'on impose que &,,[n] est réel, alors, un banc MDFT de synthése calcule une série
réelle ©-WH.

Frames de Weyl-Heisenberg sur R et codeurs en sous-bandes MDFT & recons-
truction parfaite

Un codeur en sous-bandes MDFT satisfait 1a condition de reconstruction parfaite s’il existe
un paramétre entier strictement positif kg tel que y[k] = z[k — k4] sous la contrainte que
28 [n] =9 [n],0 <m < 2N —1letic {0,1}, i.e. Zu[n] = Jm[n — 1]. De plus, on sait grace

a [40] que kg = D + M. Alors, en utilisant les équations (3.194) et (3.196), on trouve que le
codeur est & reconstruction parfaite si et seulement si

2N—-1 Ho0

alk =Dl = > > gmnlfs [k, (3.197)

m=0 n=—o00

avec

im(n] = (fr o[k], 2[k — D])r. (3.198)

On en déduit que la reconstruction est parfaite et stable si et seulement si ff,i,n est une
frame d’analyse et que f,%n une frame de synthése associée a f,%n (cf. propriété 1.1.7). 11
est intéressant de noter que, comme on I’a déja mentionné au cours de la section 3.8.1, ceci
est encore équivalent a dire que fgn et fﬁln sont deux frames d’analyse/synthése pourvu que
O —H;WL = 0 (mod 7). En considérant la définition de @, ,, il apparait que @, , = 5(m+
n) (mod 7). Ainsi, il est possible de définir un banc de filtres MDFT généralisé correspondant
& Qn = 5(m+n)+0p (mod 7). Celui-ci vérifie alors les mémes conditions de reconstruction
parfaite que le banc MDFT de type I. On peut aussi montrer que les bancs de type I sont un cas
particulier de ce banc généralisé, ce qui corrobore le fait que leurs conditions de reconstruction
parfaite sont les mémes que celles des bancs de type II.

En outre, les opérations de multiplexage/démultiplexage qui permettent de prendre alter-
nativement la partie réelle et la partie imaginaire de x,,[n] & 'analyse, introduisent aussi un
retard d’un échantillon puisque Z[n] = g,,[n — 1]. De plus, 'équation (3.196) indique que ce
retard de un échantillon induit un retard de N échantillons sur le signal de sortie du banc de
synthése. C’est pourquoi il est possible de réduire de N échantillons le retard de reconstruc-
tion totale si I'on applique directement ¢,,[n] & U'entrée du banc de synthése, plutot que &, [n].
Ainsi, si Pon supprime 'étape centrale de multiplexage/démultiplexage, on obtient un codeur
en sous-bandes MDFT généralisé a délai de reconstruction réduit (cf. figure 3.21).

CO— R0 ()

x[k] —{ AFB| e=ivon | civom |SFB—>ylk + N|
GO0 ()
e~ JP2N—-1,n eJP2N—1,n

F1G. 3.21 — Codeur en sous-bandes MDFT généralisé avec délai réduit.
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Familles de Weyl-Heisenberg biorthogonales sur R et transmultiplexeurs MDFT
a reconstruction parfaite

Intéressons-nous maintenant au probléme dual. On veut trouver f et f tels que
Im[n] = (frnnlk], zlk — D))r (3.199)

avec

2M—-1 4o

ek —=Dl= > > gmnlfs [k, (3.200)

m=0 n=-—o00

ce qui signifie que f%n et ﬁ%n constituent une paire de familles biorthogonales. On pourrait
penser que ce probléme est identique au précédent, mais, en réalité, la différence est que, dans
le cas du codeur en sous-bande, on sait que les coefficients en sous-bandes y,,[n] peuvent étre
calculés grace a un banc d’analyse, alors que dans ce cas, les coefficients §,,[n] peuvent étre
égaux a n’importe quel nombre réel et il n’est pas garanti qu’ils puissent étre calculés a I'aide
d’un banc d’analyse. Néanmoins, si l'on fait cette hypothése, alors, pour retrouver une version
retardée g,,[n — a] de g,,[n] en sortie du banc MDFT d’analyse, il faut appliquer le signal
z[k — aN] = y[k + D — aN] a son entrée, y[k] étant le signal de sortie du banc MDFT de
synthése dont les entrées sont ,,[n]. Ainsi, si I'on définit, comme on en a pris I’habitude,
les entiers aw et § par D = aN — 3,0 < § < N — 1, on obtient z[k — aN] = ylk — 3]. En
d’autres termes, si l'on sait que §,,[n] peut étre calculé grace & un banc MDFT d’analyse,
alors la reconstruction parfaite pour un codeur en sous-bandes MDFT est équivalente & la
reconstruction parfaite pour un transmultiplexeur MDFT de mémes paramétres, & condition
d’avoir introduit un retard de § échantillons sur la ligne de transmission (cf. figure 3.22). De
plus, il apparait que ce transmultiplexeur est en fait un transmultiplexeur BEDM/OQAM.

Il s’avere donc que les conditions de reconstruction parfaite sont les mémes pour le codeur
en sous-bandes [40] et le transmultiplexeur (pour des prototypes réels), quelles que soient
les valeurs des symboles ¢,[n]. On en déduit que deux familles ©-WH sont deux frames
d’analyse/syntheése si et seulement si elles sont biorthogonales. Ainsi, les familles ©-WH qui
assurent la reconstruction parfaite pour les codeurs en sous-bande MDFT et les transmulti-
plexeurs MDFT sont les mémes : ce sont les familles ©-WH qui forment des bases de Riesz
de l2(Z) biorthogonales sur R.

efeon | SFB 2B AFB e 790,n-a :

Yan—1[n] H(?—’ © Yon—1[n — @

eJP2N—1,n e JP2N-1,n—a

Fia. 3.22 — Transmultiplexeur BFDM/OQAM.

On pourra aussi noter l’analogie entre cette relation de dualité et celle existant entre les
bancs uniformes & échantillonnage critique présentée dans [57, 108, 112, 113] et que nous
revisitons dans l’annexe B.
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3.9 Conclusion

Nous avons introduit une nouvelle famille de modulation multiporteuse, les modulations
BFDM/OQAM. Celles-ci généralisent les modulations OFDM/OQAM grace a l'utilisation
possible de filtres biorthogonaux et non pas seulement de filtres orthogonaux. Ce chapitre a
établi une analyse de ces modulations a l'aide de la théorie des bancs de filtres, en considérant
des systémes dos-a-dos. Nous avons en particulier décrit des schémas de réalisation discrets
efficaces basés sur des algorithmes de transformation de Fourier rapide, et utilisant un filtrage
polyphase. Nous avons aussi établi des conditions de biorthogonalité et d’orthogonalité du
systéme qui seront utilisées au cours du chapitre 4 pour la synthése de filtres prototypes.
On a pu constater a cette occasion que la condition de symétrie couramment admise pour
obtenir des filtres orthogonaux, n’est en réalité pas nécessaire. Enfin, ce chapitre a mis en
évidence l'équivalence des systémes BFDM/OQAM et des bancs de filtres MDFT du point
de vue des conditions de reconstruction parfaite. Il a aussi été démontré que les systémes
BFDM/QAM suréchantillonnés pas 2 partagent dans certains cas les mémes conditions de
reconstruction parfaite que les systémes BFDM/OQAM. Nous soulignons en outre le fait que,
dans ce chapitre ou le canal de transmission est supposé parfait, nous avons déja pu noter une
plus grande flexibilité de la solution biorthogonale vis-a-vis du retard de reconstruction, pour
une longueur de filtre donnée. Le cas d'un canal imparfait est exposé au chapitre 5.



Chapitre 4

Filtres prototypes pour les
modulations BFDM/OQAM

Un inconvénient majeur de 'OFDM classique est que ce systéme utilise un filtre prototype
rectangulaire, c’est-a-dire un filtre peu sélectif en fréquence puisque sa transformée de Fourier
est un sinus cardinal. Au contraire, les systémes OFDM/OQAM et BFDM/OQAM permettent
I'utilisation de filtres non rectangulaires. Tout le probléme est de tirer parti de cette possibilité
théorique pour synthétiser des filtres mieux adaptés & une application donnée. Il s’agit de
résoudre un probléme d’optimisation non-linéaire contraint dont la complexité croit fortement
avec la longueur des filtres considérés. Historiquement, le premier cas a avoir été considéré est
le filtre en racine de cosinus surélevé (cf. [18]) qui est a bande limitée, mais dont la réponse
temporelle est infinie.

Plus généralement, on peut classer les approches utilisées pour la synthése de ce types de
filtres en quatre grandes familles :

— utilisation de fonctions continues. Cette technique consiste a rechercher une fonction
orthogonale ou biorthogonale & temps continu possédant de bonnes propriétés (& bande
limitée, ayant une bonne localisation temps-fréquence...), puis a la tronquer et la dis-
crétiser pour obtenir un filtre RIF dont on espére qu’il restera approximativement a re-
construction parfaite et qu’il conservera ses bonnes propriétés. C’est par exemple I'idée
a la base de I'utilisation de fonctions en racine de cosinus surélevé. Le probléme de cette
méthode est qu’elle ne garantit pas la conservation de la propriété d’orthogonalité ou de
biorthogonalité, ni méme la conservation des propriétés de la fonction;

— optimisation de prototypes & reconstruction quasi-parfaite. On fait alors en sorte que le
banc de filtres dis « dos-a-dos », par exemple le modem pris isolément pour un systéme
de transmission, vérifie approximativement la condition de reconstruction parfaite. Selon
cette approche, la reconstruction n’est donc pas parfaite et le cotit d’optimisation des
coefficients peut devenir prohibitif pour les grandes longueurs (cf. par exemple [88]).
En revanche, cette méthode offre d’avantage de degrés de liberté qu’une technique se
limitant & la recherche de prototypes parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux, ce
qui peut permettre d’aboutir & des filtres ayant de meilleures propriétés intrinséques ;

— orthogonalisation ou biorthogonalisation de filtres RIF. Le principe de cette méthode
est d’utiliser un prototype initial choisi pour ses bonnes propriétés mais qui ne vérifie
pas les conditions de reconstruction parfaite, puis de le transformer en un filtre & recons-
truction parfaite, en supposant que le filtre obtenu conservera les bonnes propriétés du

109
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filtre initial. Cette méthode, basée sur la transformée de Zak, a été utilisée par exemple
par R. Hleiss dans [44] en OFDM/OQAM et H. Bolcskei dans [7] pour des systémes
OFDM/OQAM et BFDM/OQAM. L’inconvénient est que cette procédure ne permet
pas réellement d’optimiser un critére précis et rien ne garantit que le filtre orthogonalisé
conserve les propriétés du filtres initial ;

— optimisation de filtres prototypes RIF orthogonaux ou biorthogonaux. Il s’agit a la fois
d’optimiser un critére donné et de vérifier exactement les conditions de reconstruction
parfaite. Le plus souvent, les bancs de filtres calculés de cette maniére utilisent des
représentations paramétriques, par exemple sous forme d’échelle (en biorthogonal, cf.
[54]) ou de treillis (en orthogonal, cf. [58], [101]), qui, par construction, vont garantir
I'orthogonalité ou la biorthogonalité.

Nous avons retenu deux critéres d’évaluation et d’optimisation. Ce sont les mémes que
ceux adoptés par R. Hleiss dans [44]. Le premier est la localisation temps-fréquence dont on a
traité dans le chapitre 1, mesurée par la formule (1.30). Le deuxiéme est I’énergie pondérée,
mesurée par la fonction

R P w (@) v

Jw (F
e J&* |F (e727)[* dv

, (4.1)

ou W (6727”’) est une fonction de pondération. En pratique, on se fixera une fréquence de
coupure f. et on choisira W égale a la fonction indicatrice de [f,, %] :

0 sio<sv<f,

4.2
1 sifcgug%. (4.2)

W (e/?™) = {

Pour une modulation & M = 2N porteuses, la fréquence de coupure f. sera choisie égale a
% avec r un facteur de retombée (« roll-off » en anglais) compris entre 0 et 1. On notera
que d’autres critéres ont été retenus par d’autres auteurs, comme le gain de codage dans [61].

Nous présentons tout d’abord dans ce chapitre des filtres orthogonaux obtenus a partir
de fonctions continues, et nous évaluons ’erreur de reconstruction de ces filtres RIF. Nous
décrivons ensuite deux nouvelles méthodes d’optimisation de filtres en discret et satisfaisant
les conditions de reconstruction parfaite. Ces méthodes sont utilisées pour la synthése de filtres
orthogonaux ou biorthogonaux, avec des filtres identiques a 1’émission et & la réception dans les
deux cas. Nous évaluons a chaque fois les filtres par rapport a leur localisation temps-fréquence
et leur énergie hors-bande’.

4.1 Fonctions continues discrétisées

4.1.1 Expressions a temps continu
Fonctions en racine de cosinus surélevé

Les fonctions en racine de cosinus surélevé (SRRC?) ont surtout un intérét historique.
Il s’agit de fonctions de référence qui seront surtout utiles pour établir des comparaisons

'Certains éléments présentés dans ce chapitre ont fait 'objet de publications ([76], [101]).
23quare Root Raised Cosine.
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avec d’autres fonctions moins usuelles. Pour une transmission a la cadence Fy, ’expression
fréquentielle de la fonction SRRC est donnée par [19]

e ZENEES
Ro() =1 Jreos (5 (M -17)) G-nB<pi<a+nf @3
0 (L+7r)5 < v,

ou r est le facteur de retombée (0 < r < 1). Alors, la réponse temporelle continue des fonctions
SRRC vaut

ro(t) = \/F—bZLTFOt cos (m(1 4 r)Fot) —;— sin (w(1 — ’I“)Fot).
(1 — (47“F07f) )7TFOt
On trouvera sur les figures 4.1 et 4.2 les réponses temporelles et fréquentielles de filtres SRRC
avec un roll-off égal & 1, échantillonnées pour 16 porteuses, et de durée Tj et 47j respectivement
(soit 16 et 64 échantillons). On remarque clairement qu’une troncature trop importante (cf.
figure 4.1) fait considérablement remonter les lobes secondaires.

(4.4)
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FiG. 4.1 — Filtre SRRC & 16 coefficients pour 16 porteuses, avec un roll-off r = 1.
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FiG. 4.2 — Filtre SRRC & 64 coefficients pour 16 porteuses, avec un roll-off r = 1.

Fonctions OFDP

Une autre famille de fonctions a été plus récemment introduite par A. Vahlin et N. Holte
dans [106, 105, 107]|, que nous appellerons OFDP (Optimal Finite Duration Pulses), pour
reprendre le titre de I’article qui les présente. Les OFDP ont deux principales propriétés. La
premiére est qu’elles sont orthonormales® avec une durée finie de sorte qu’il n’est pas nécessaire

3En fait, il n’existe pas d’expression analytique de ces fonctions de sorte que la procédure qui permet de
les calculer n’aboutit qu’a des fonctions quasi-orthogonales.
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de les tronquer. La seconde est qu’elles sont optimisées de maniére & concentrer le maximum
d’énergie dans la bande fréquentielle [— Fy, Fy]. Leur expression a temps continu est la suivante

+oo
h(t) = Zawﬁzz(t) (4.5)
=0

avec 1;(t) la M fonction prolate sphéroidale [102], restreinte a l'intervalle [—~£18 LIof of
avec ag; des coefficients réels obtenus grace a une procédure d’optimisation, Ty le temps sym-
boles et M le nombre de porteuses. On a reporté sur les figures 4.3 & 4.5 les réponses im-
pulsionnelles de ces filtres échantillonnés pour 16 porteuses. Leurs longueurs correspondent

respectivement & 2, 3 et 4 temps symboles Tj.
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FiG. 4.3 - Filtre OFDP & 32 coefficients pour 16 porteuses.
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FiG. 4.4 - Filtre OFDP a 48 coefficients pour 16 porteuses.
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FiG. 4.5 - Filtre OFDP & 64 coefficients pour 16 porteuses.
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On notera que S. Pfletschinger et J. Speidel ont aussi proposé une technique analogue mais
basée sur des fonctions concentrées dans la bande spectrale [—%, %], ce qui correspond & un
roll-off égal & 0 (cf. [73]). La figure 4.6 correspond a I’exemple donné dans [73]. Il comprend
4096 échantillons et est adapté a une transmission comprenant 512 porteuses. On pourra le
comparer au filtre OFDP échantillonné pour le méme nombre de porteuses et de durée 47,

soit 2048 échantillons, avec un roll-off » =1 (cf. figure 4.7).

0.05 0
0.04 Q@ -20
b5
» 0.03 .
g ﬁ -40
3 002 g ‘
£ = | 0
< S -60 i I
0.01 =
.g
0 -80
-0.01 -100
0 1000 2000 3000 4000 0 2 4 6 8
Index temporel Fréquence normalisée Mv (0< v < 8/M)

F1a. 4.6 — Filtre OFDP a 4096 coefficients pour 512 porteuses, avec un roll-off r = 0 (cf. [73]).
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FiG. 4.7 - Filtre OFDP & 2048 coefficients pour 512 porteuses.

Fonctions EGF et IOTA

Plus récemment encore, P. Siohan et C. Roche ont défini des fonctions gaussiennes généra-
listes (EGF) [84], [99]. Il s’agit cette fois de fonctions de durée infinie qui ont la particularité
de posséder une localisation temps-fréquence quasi-optimale et de conserver la propriété d’or-
thogonalité aprés échantillonnage (mais pas apres troncature). Elles sont définies par

1 k E\] <X ¢
e () == di t t— i1 /3 oml— ), (4
Zxv0,m0 (1) 22 kA0 [QA < + VO) +9A< VO)] ; L1/, oCOS< 7T TO) (4.6)

k=0

avec A un parametre réel, di »,, des coefficients réels et avec g, la fonction gaussienne :

ga(t) = (2)\)ie*“t2. Dans le cas d’'une modulation OFDM/OQAM a la cadence Fj, on im-

pose que vy = Fy = % En outre, lorsqu’on impose comme dans [84] que vy = 79 = %, le

paramétre A\ doit étre approximativement dans l’intervalle [i,él] pour obtenir les meilleures

mesures de localisation temps-fréquence [99]. On notera que, si en plus de vy = 79 = %
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on choisit A = 1, alors on aboutit aux fonctions IOTA* présentées dans [66]. On pourra par
exemple comparer les réponses temporelles et fréquentielles des fonctions EGF avec A = 1
échantillonnées pour 16 porteuses (cf. figures 4.8 et 4.9) avec celles de filtres SRRC échan-
tillonnés dans les mémes conditions (cf. figures 4.1 et 4.2). On remarque a nouveau que si l'on
restreint la fonction continue initiale & un seul temps symbole, on dégrade fortement la qualité
du filtre échantillonné. On notera que les fonctions IOTA peuvent aussi étre obtenues a ’aide
d’'une procédure d’orthogonalisation basée sur la transformée de Zak [48].
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FiG. 4.8 - Filtre EGF a 16 coefficients pour 16 porteuses, avec A =1 et vy = 19 = %
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FiG. 4.9 - Filtre EGF a 64 coefficients pour 16 porteuses, avec A = 1 et vy = 79 = %

Les versions discrétes des filtres prototypes SRRC, OFDP et EGF de longueur L sont alors
obtenues par troncature a 'intervalle [—%Te, %Te[ (sauf pour les OFDP qui sont déja a durée
finie), puis en les échantillonnant aux instants ¢t = (k — %)Te et en les multipliant par v/Tg,
comme on ’a déja décrit dans la section 3.1.2. La période d’échantillonnage T; est alors égale
a % pour une modulation & M porteuses et de temps symbole Tj.

4.1.2 Dégradations dues a I’échantillonnage et a la troncature

Dans cette section nous donnons, dans le cas d'un canal de transmission parfait, les expres-
sions explicites des termes d’interférence entre symboles (IES) et d’interférence entre porteuses

*Isotropic Orthogonal Transform Algorithm.
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(IEP), lorsque l'on utilise un filtre prototype OFDM/OQAM qui n’est pas parfaitement ortho-
gonal. De plus, nous mesurons numériquement la distorsion induite ainsi que la localisation
temps-fréquence et I’énergie en dehors de la bande [N, 2] de filtres échantillonnés.

Une modulation de chaque porteuse utilisant une constellation MAQ-225 ¢’est-a-dire une
modulation a 22X états, implique que chaque symbole réel am,n codé avec K bits, est tel que
Cmn = (2k+1— 2K) A, avec A une amplitude fixée et k un entier compris entre 0 et 2% — 1.

En utilisant (3.155), il apparait que chaque composante A, (z) de A(z) est telle que

R |m/2] N—|m/2|-1
Am(z) = TO(Z)Am(Z) + Z Tl(Z)Amf2l(Z) + Z Tl(Z)AerQI(Z)a (47)
=1 =1

avec |-] la fonction partie entiére. Alors, dans le domaine temporel on obtient

dm,n - tO [O] <am,n + — Z tO am n—k

k;«éO
Im[n]:IES
Lm/2] —[m/2]-1

0[0] <Z Z ikl am—21n— k+z Z tl[k]am+21,n_k>>.

k

(4.8)

/

Jm[n):IEP

La distorsion totale est alors donnée par D,,[n] = I,[n] + Jy[n]. Pour une MAQ-22%X on
a |amn| < A2% — 1), ainsi, la distorsion maximale relative vaut

lm/2] N—[m/2]-1

Z!to \+ZZ!tl !+Z Z k]| ¢ - (4.9)

k0

De plus, en utilisant I’équation (3.185), on remarque que Ty _;(z) = (=1)L=*NT)(2), si bien
que

N-1
Dinse = o 4 2 o+ 32 3 0l o (410)
k I=1

k0

Dans le tableau 4.1, on a comparé, pour N = 4, la distorsion maximale Dy, (cf. (4.10))
obtenue pour un échantillon de fonctions SRRC et EGF. Celui-ci montre que, pour une lon-
gueur donnée, sauf pour A = 0.5 et % < 8, les EGF sont largement meilleures que la meilleure
fonction SRRC. D’autres calculs menés pour N = 4, 8 et 16 donnent les résultats reportés
dans les figures 4.10(a) et 4.10(b). Celles-ci nous ameénent & la conclusion que, quelle que soit
la valeur de N, et pour un rapport % donné, les EGF fournissent de meilleurs résultats que
les fonctions SRRC. Elles indiquent aussi que, dans les deux cas, la distorsion dépend princi-
palement du rapport % On peut déduire d'un résultat précédemment obtenu dans le cadre de
bancs modulés en cosinus [99], que, pour les systémes OFDM/OQAM, la distorsion relative
maximale des prototypes EGF discrets peut étre estimée par [98]

L
T (8,0858\ + 2,4142v/)). (4.11)

~10g10 Dinax ~ —————
0810 Dmax ~ 157707 3 (
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SRRC EGF

£ r=20,5 r=20,75 r=1 A=0,5 A=1 A=1,5

2 | 5,423.107 ' | 4,877.1072 | 3,309.10~2 | 4,143.1072 | 1,046.10°2 | 1,752.10°3
4 |3,210.10! | 1,465.10~! | 6,408.1072 | 2,036.10~! | 4,332.1072 | 8,990.1073
6 | 8,571.1072 | 2,251.1072 | 3,636.1072 | 4,019.102 | 1,794.10~3 | 6,871.107°
8 |3,613.1072 | 5,612.1072 | 1,750.10"2 | 3,602.10~2 | 1,443.1073 | 6,092.107°
12 | 4,542.1072 | 1,803.10~2 | 8,627.1073 | 6,456.1073 | 5,217.10° | 4,564.10~7
16 | 8,487.1073 | 4,880.1073 | 5,297.10~3 | 1,191.1073 | 1,977.10°% | 3,589.107°
32 [ 2,228.1073 | 1,284.1073 | 1,666.1073 | 1,633.1076 | 4,971.10~'2 | 4,548.10~16

TAB. 4.1 — Distorsion relative maximale (Dpayx) de fonctions SRRC et EGF pour différentes
valeurs de r et A, et pour pour N = 4.

Les résultats reportés sur la figure 4.10(b) donnent une illustration de la bonne approxi-
mation de cette formule pour L =4kN, 1 <k <7, N € {4,8,16} et A € {0,5;1;1,5}.

En ce qui concerne les fonctions SRRC, on peut observer sur la figure 4.10(a), que, avec un
facteur de retombée = 1, une augmentation du rapport % tend aussi & réduire la distorsion.
Mais il est clair que cette réduction est loin d’étre aussi rapide et réguliére que pour les EGF.

Dans le tableau 4.2, on a reporté, pour différentes valeurs de N, la distorsion relative
maximale distorsion des prototypes OFDP a temps discret, avec des durées égales & 2Tj, 31j
et 475, ce qui correspond & % =4, % =6et % = 8, respectivement. Ces filtres prototypes ont
été calculés grace aux valeurs des coefficients ag; donnés dans [106]. Ce tableau montre que
la distorsion des OFDP augmente légérement lorsque le nombre de porteuses croit au-dela de
N > 16. Il montre aussi que les OFDP ont une plus faible distorsion que les fonctions SRRC
pour un méme rapport % De plus, la distorsion des OFDP est aussi plus faible que celle des
EGF pour % =4 et N > 8. Finalement, pour % =6 et % = 8, les OFDP se placent entre les
EGF obtenues avec A = 0,5 et celles obtenues avec A = 1.

L N=14 N =38 N =16 N =32 N =64 N =128 | N =1024
4 | 8,814.1073 | 5,120.10~* | 3,140.1073 | 4,073.1073 | 4,426.1073 | 4,578.1073 | 4,698.10~3
6 | 1,848.1072 | 1,659.1073 | 7,964.10~3 | 1,012.10~2 | 1,110.10=2 | 1,160.10~2 | 1,204.102
8 | 1,336.1072 | 5,429.10~* | 3,898.1073 | 4,869.1073 | 5,188.1073 | 5,311.10~2 | 5,399.10~3

TAB. 4.2 — Distorsion relative maximale (Dypax) pour les prototypes OFDP discrets.

Au dela des comparaisons de distorsion que nous venons de faire, il convient de relativiser la
dégradation de performance induite par cette distorsion. En effet, pour commettre une erreur
de détection sur un symbole, il faut avoir une distorsion supérieure a A, autrement dit, pour
une MAQ-225 aucune erreur ne sera commise tant que Dyayx < ﬁ Ceci équivaut encore a

2
dire qu’il n’y aura pas d’erreur tant que la modulation aura moins de (ﬁ + 1) états. Par

exemple, dans le pire cas recensé¢ (SRRC avec r = 0,5 et % =2, Dpax = 5,423.1071) on ne
pourra utiliser qu'une MAQ-4 pour avoir un taux d’erreur nul, mais pour utiliser une MAQ-
128, il suffit d’avoir une distorsion inférieure & 0,1 environ, ce qui est vérifié par la plupart des
filtres calculés. Il ne faut néanmoins pas perdre de vue que le canal est supposé parfait ici. Si
ce n’est pas le cas, la distorsion due & la non orthogonalité des filtres viendra se rajouter aux
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pour des prototypes EGF avec A =
0.5 (ligne continue), A = 1 (tirets)

et A = 1.5 (tirets pointillés) pour
N =4 (), N=8 (+) et N = 16
().

Fi1G. 4.10 — Distorsion maximale relative (Dmax) de systéemes OFDM/OQAM utilisant des
prototypes basés sur des filtres orthogonaux a temps continu.

autres perturbations et on pourra donc la considérer comme un bruit additif.

Intéressons-nous maintenant aux propriétés des filtres discrétisés. On a reporté dans le
tableau 4.3 la localisation temps-fréquence ainsi que 1’énergie en dehors de la bande [0, %] de
fonctions SRRC (r = 1), OFDP et EGF (A = 1) discrétisées pour N = 64 et N = 1024 et
différents rapports % Ce tableau indique clairement qu’une troncature trop sévére des filtres
EGF (en particulier pour L = 2N) peut considérablement dégrader leur localisation temps-
fréquence, sachant que celle-ci vaut 0,977 a temps continu sans troncature. La dégradation
est encore plus importante en ce qui concerne les filtres SRRC puisque ceux-ci possédent une
énergie hors-bande J nulle avant échantillonnage et troncature, ce qui est loin d’étre le cas des
versions discrétisées. Le tableau montre aussi que, comme on pouvait s’y attendre, les filtres
les mieux localisés sont les EGF, mais bizarrement, ceux qui possédent la plus faible énergie
hors-bande ne sont pas les OFDP mais les SRRC. Ceci peut s’expliquer par le fait que les
OFDP sont censés étre orthogonales de durées finies contrairement aux SRRC. Or, du fait des
approximations faites sur le calculs des OFDP en continu (optimisation des coefficients a;) et
de la discrétisation, les filtres OFDP obtenus perdent leur orthogonalité. Leur intérét vis-a-vis
des fonctions en racine de cosinus surélevé parait donc contestable si ’on ne considére que les
critéres d’orthogonalité et d’énergie hors-bande. En revanche, ils sont bien mieux localisés que
les SRRC.

N =64 SRRC | 2,14.10=2 | 0,316 | 1,62.102 | 0,802 | 4,22.10~% | 0,886 | 1,67.10~% | 0,896
EGF | 2,06.1072 | 0,502 | 9,98.10~3 | 0,971 | 1,07.10"2 | 0,976 | 1,07.10~2 | 0,977
OFDP - - 2,09.1073 | 0,714 | 1,20.10=3 | 0,943 | 3,04.10~% | 0,933
N =1024 | SRRC | 2,14.10=2 | 0,083 | 1,61.10=2 | 0,359 | 4,22.10-% | 0,638 | 1,67.10-% | 0,786

EGF | 2,06.1072 | 0,144 | 9,98.10=3 | 0,815 | 1,07.10=2 | 0,966 | 1,07.10=2 | 0,977
OFDP - - 2,09.1073 | 0,265 | 1,20.1073 | 0,869 | 3,04.10~% | 0,933

TAB. 4.3 — Mesure de localisation et énergie hors-bande de filtres SRRC (r = 1), EGF(A = 1)
et OFDP discrets.
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Nous allons maintenant introduire des représentations paramétriques des filtres orthogo-
naux et biorthogonaux. Nous utiliserons alors celles-ci pour obtenir des filtres RIF parfaitement
orthogonaux ou biorthogonaux, optimisés directement & temps discret. Nous supposerons tou-
jours en outre que les filtres prototypes d’émission et de réception sont réels et identiques.
Dans le cas orthogonal, ils seront donc aussi symétriques.

4.2 Représentations paramétriques des prototypes i reconstruc-
tion parfaite

4.2.1 Schéma en échelle (« lifting scheme »)
Principe

Le principe de la décomposition des composantes polyphases en échelles est décrit dans
les articles [54] et [53]. Le lecteur pourra s’y référer pour obtenir de plus amples détails. On se
place dans le cas ot les filtres prototypes d’émission et de réception sont identiques et réels et
ou le parameétre d défini par I'équation (3.71) est tel que d = 2N —1, avec une longueur du filtre
prototype multiple de 2N : L = 2mN. Alors, d’aprés I'équation (3.144), on a reconstruction
parfaite si et seulement si :

—S

G Gnntal] [y ] (@3] - 5 (112)

Il est clair qu'on peut remplacer la matrice identité par tout produit de matrices du type
AA~L Ainsi, si Gy, Gy, Gan—1-1 et Gy_1_; vérifient (3.144) alors G, Gy iy Goyn_q_y et
G'y_,_; la vérifient aussi & condition que :

[G1(2) Gyi(2)] = [Gi(2) Gni(2)]A (4.13)
Gon_1(2)] _ 4-1 [Gan—1-(2)
|:G2;\:7_11_ll(2):| — A [GNll(Z)] (4.14)

Il apparait en outre qu’on peut aussi remplacer la matrice identité par tout produit de matrices
du type z77CC™1, o entier, de telle sorte que si Gy, Gy, Gan—1-1 et Gy_1_; vérifient (3.144)
alors G/, GQVH, Gyn_q_; et Gy _,_; la vérifient aussi avec s’ = s + o, & condition que :

[Gl(2) Gyy(2)] =[Gi(z) Gnu(2)]C (4.15)
anv_1-(2)] _ e on Gan-1-1(2)
[ 211]\;7—11—;(2)} - ¢ [GNll(Z)] (4.16)

Ces deux remarques constituent le principe de base de la décomposition en échelles. Le but est
de pouvoir construire n’importe quel filtre prototype & partir d'un unique filtre, en utilisant
une structure qui garantit la reconstruction parfaite.

Augmentation de la longueur du prototype sans augmentation du délai

Soit H un filtre prototype de longueur 2mN, assurant la reconstruction parfaite avec un
retard o = 2(s + 1) et soient G, 0 < [ < 2N — 1 ses composantes polyphases. On cherche a
obtenir un nouveau filtre prototype H' de longueur 2(m + 1)N et de composantes polyphases
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G}, 0 <1 < 2N — 1, ayant aussi la propriété de reconstruction parfaite, avec le méme délai.
Pour ce faire, on pose dans un premier temps :

A(p) = Lzl—l ﬂ (4.17)
A= | ] (418)
de sorte que :
[G1(2) Gnya(2)] = [Gi(2) Gna(2)]Auy) (4.19)
[%?Vvllll((;))} = A" (g) [%QJJVV_E_Z’((;))} : (4.20)

Cette étape est appelée opération de « lifting ». Pour construire les composantes Gy et
Gon_1-; on doit procéder & une opération duale (« dual lifting ») en posant dans un second
temps :

B() = [3 ’ﬂ (421)
B w=y /] (122)
de sorte que :
[G1(2) Gyia(2)] = [Gi(2) Gnra(2)]B (1) (4.23)
G ()| _ po1g 0y [Ganv—1-1(2)
Gn@] e [0 2
Au final, en combinant 'opération de « lifting » et de « lifting dual », on obtient :
[G1(2) Gl 4a(2)] = [Gi(2) Giv4a(2)] Alpg) B (1) (4.25)
G/ 1 (Z) . _ _ GQN 1 l(z)
G =B an |G (4.26

On augmente alors la longueur de chaque composante polyphase de 1, sans modifier le délai,
et celle du prototype de 2N. Les schémas en échelle correspondants sont représentés sur la
figure 4.11.

Augmentation de la longueur du prototype avec augmentation du délai

Pour augmenter le délai, on va procéder de facon similaire, mais en posant :
-1
z 0
Cp) = [ 1] (4.27)

e () = [ ! 91] (4.28)
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Gi(2) 4’(?

poz!
Gnyi(2)
Gan-1-1(%)
—ppz "

Gn-1-1(2) Hé)

> Glelfl(Z)

F1G. 4.11 — Etages de lifting et lifting dual combinés, sans augmentation du délai.

et, pour le lifting dual :

D(p) é Z“l] (4.29)
D) = [201 ‘1”] (4.30)
de sorte que, en combinant 'opération de lifting et de lifting dual :
[Gi(2) Gy1a(2)] = [Gi(2) G 4(2)]C (e) D (i) (4.31)
[Cé%jjvv_—ll_—ll((zz))} — 2D () oL () [%2}1\;/—1121((;))} (4.32)

La longueur de H'(z) vaut alors 2(m + 1)N et la retard de reconstruction o = 2(s' + 1) =
2(s +3) = a + 4. Les schémas en échelle correspondants sont représentés sur la figure 4.12.

- y(2)

G§V+l(z)
G’2N714(2)

Gi(2) o1 +
e
Gni(2)
Gan-1-1(2)
— e
Cy1i(2) ;

> G?kal(z)

F1G. 4.12 - Etages de lifting et lifting dual combinés, avec augmentation du délai.
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Initialisation de la factorisation

En itérant les étapes de lifting et lifting dual précédentes, on peut arbitrairement augmenter
la longueur et le délai de reconstruction d’un prototype H'™*'(z) de composantes polyphases

G}nit(z) :

[Gi(2) Gnyi(2)] =
i1 J1
[G}mt(z) Gljl\lflil(z)] HA(MéiHO)B(leiHOH) H C(:ul2j+2i1+i0)D(:ul2j+2i1+io+1) (4.33)
i=1 j=1

1 1 -
B _ B _ _ Glnlt (Z)
l l l l _1-
H z*D 1(M2j+2z‘1+i0+1)0 1(M2j+2z‘1+z‘0) H B 1(:U’2i+i0+1)A 1(:“2i+i0) [G%}f\}\étll ll(z)
j=j1,~1 i=i1,—1 —i=

(4.34)

On cherche a obtenir un prototype de longueur 2mN ayant la propriété de reconstruction
parfaite avec le délai a = 2(s + 1), & partir d’'un prototype initial le plus petit possible. Pour
ce faire, on pose :

(G (2) GRA (] = 11 1] Folih . 1P (435)
[%%g;ll‘ll((j))] = F\F; 1(#6,;/1,//2)\/% m (4.36)
avec .
Fo(pos s p2) = Llo (1)] [(1) “11] L}Q ﬂ (4.37)
et
Fi =C(u3)B(us) et Fi=2"'F[' sisimpair, (4.38)
F, = [é (1)] et Fy = [é ﬂ si s pair. (4.39)

On pose donc ig = 1 si s est pair, et 49 = 3 si s est impair. Contrairement a ce qui est
indiqué dans [54], la factorisation en échelle telle qu’elle est donnée par les équations (4.33)
a (4.38) n’est pas complete. En effet, certains filtres particuliers ne peuvent s’exprimer sous
cette forme (cf. annexe C.3). On pourra néanmoins utiliser la décomposition en échelle pour
représenter des filtres biorthogonaux la plupart du temps. Dans ce cas, et lorsque d = 2N — 1,
les composantes polyphases G;(z) d’un filtre prototype H(z) de longueur L = 2mN pourront
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s’écrire a I’aide des équations (4.33) a (4.38), avec

_Jiu+j+1 sis pair, (4.40)
11+ 71 +2 sisimpair, -
_ 271 si s pair, (4.41)
271 +1 si s impair, -
1 sis est pair,
o=, o (4.42)
3 sl s est impair.

Et inversement, tout filtre s’écrivant sous la forme d’une échelle est automatiquement bior-
thogonal.

On a vu qu’on peut écrire le démodulateur BEDM/OQAM a I’aide d’un filtrage polyphase
et d'une transformée de Fourier inverse (cf. figure 3.9). D’apres ce qui précede, en pratique,
chaque couple de filtres polyphases (G;(z), Gn1i(z) peut alors s’écrire sous la forme d’une
échelle. Etant donné que ces filtres ont les mémes entrées (le retard qui précéde les composantes
G n41(2?) peut étre reporté aprés le filtrage), il suffit d’une seule échelle pour réaliser le filtrage
par deux filtres polyphases. En revanche, au modulateur, les entrées sont différentes pour
chaque composante, si bien que qu’il faut une échelle par filtre, I'une des deux sorties de I’échelle
étant inexploitée. Les échelles peuvent donc surtout s’avérer utiles pour réaliser le filtrage de
réception. L’intérét de cette structure est qu’elle garantit une reconstruction parfaite, méme en
présence d’erreur sur les coefficients calculés, en particulier des erreurs de quantification. Par
ailleurs, cette structure facilite aussi ’optimisation du filtre prototype, par exemple en prenant
un critére de localisation ou de sélectivité en fréquence : il suffit d’optimiser (L%j +1) (2m+
1) &~ mN coefficients au lieu de 2mN, sans introduire de contrainte de reconstruction parfaite.

4.2.2 Cas orthogonal : treillis

Dans le cas orthogonal & filtre prototype symétrique, il existe une décomposition plus
ancienne®, mais qui reste plus efficace que les échelles : on peut réaliser les filtres polyphases
sous formes de treillis ([58], [70]). D’un point de vue mathématique, cette décomposition
consiste a utiliser des matrices de rotation pour factoriser la relation (3.175) plutot que des
matrices triangulaires. Cette factorisation est possible pour L quelconque (|70]) mais on se
contentera d’en donner le principe pour L = 2mN ([58]).

Principe

La décomposition en treillis est basée sur la factorisation de matrices paraunitaires . Mais
on peut voir la décomposition en treillis de la méme maniére que la décomposition en échelle,
c’est-a-dire comme l'introduction d’un produit de matrices du type 2= AA~L.

On cherche toujours & augmenter la longueur d’un prototype initial. On a D = L — 1 =
2mN —1,d'oud=2N —1let s=m — 1. Alors :

Gon—_1-1(2) = z*(mfl)él(z) pour 0 <[ <2N —1 (4.43)

°Elle a été présentée dés 1992 dans [58].
50n dit que P(z) est paraunitaire si P(z)P*(z7') =1.
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et, d’apres (3.144) :
—(m—1)

2N

z

Gl(Z) GQN_l_l(Z) + GN—H(Z) GN—l—l(Z) = (4.44)

Il apparait donc que pour obtenir un prototype de longueur 2(m + 1) N, il faut conjointement
augmenter s d’une unité. Posons :

A(z) = [(1) ZQJ (4.45)
T(z) = 2 'A"Y(2) = [Z; ﬂ (4.46)
o0 - [0 ) wo

On voit tout de suite que @' = @, de sorte qu'on peut obtenir les composantes polyphases
G}(z) d’un nouveau prototype H'(z) a partir de celles d’un prototype initial H(z) par :

[G1(2) Gy ii(2)] = [Gi(2) Graa(2)]A(2)O(8") (4.48)
!
2N—1—l(2)} — O(0"I(2 |:G2N—1—l(z)] 4.49
8] e [ (449
Pour N pair, on fait varier [ de 0 & % — 1, et pour N impair, on le fait varier de 0 a % -1,
et pour [ = N2_1 dans le cas o N est impair, on a :
Gni(2) = Gan-1-1(2) (4.50)
GZ(Z) = GN—l—l(Z) (4.51)

de sorte que :

Z—S

Gl(Z) GQN_l_l(Z) + GN—H(Z) GN—l—l(Z) =2 Gl(z) GQN_l_l(Z) = N (4.52)
dans ce cas, on a alors :
c
Gnrn-i(z) = z~ % 4.53
1
— —(s—ap)
GN+% (2) C(]\/WZ (4.54)
avec cg # 0 et ag € N.
Complétude de la factorisation
Posons :
. . 1
Gt (2) G (2)] = [cos 6 sin O} ] —— 4.55
(G (2) Gt () = ot sinff) - (4.55)

[Gg}{fll(z)] 1 [cos@lo} (4.56)
Gt (z) V2N |siné}
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alors, on peut montrer que H(z) est un prototype de longueur 2mN possédant la propriété
de reconstruction parfaite dans le cas orthogonal a filtre prototype symétrique si et seulement
ses composantes polyphases peuvent s’écrire pour 0 <[ < L%J — 1 sous la forme [58] :

m—1
[Gi(2) Gna(2)] =[G (2) GRL(2)] [T A=)©(7) (4.57)
=1

[G2N1l(z))] _ nﬁle)(eﬁ)r(z) [G2N11(3)} (4.58)
i1

Gn-1-i(z Gty (2)

c 1
G%(Z) = \/20_]\72 a0 et GN+%(Z) = Co\/ﬁ
Il s’agit ainsi d’'une décomposition compléte, contrairement & la décomposition en échelle.
De la méme facon qu’on a utilisé des échelles pour réaliser un transmultiplexeur associé a
une modulation BFDM/OQAM, on peut bien évidemment utiliser des treillis dans le cas d’une
modulation OFDM/OQAM. L’intérét de cette structure est le méme que celui de la structure
en échelle dans le cas biorthogonal : facilité d’optimisation des coefficients et reconstruction
parfaite structurellement assurée. Le nombre de paramétres est encore diminué par rapport
N

au cas biorthogonal, puisqu'’il suffit de calculer |5 |m coefficients (des angles). Ce gain est

évidemment di au fait qu’on travaille avec un prototype symétrique.

z~(57%0) i N impair. (4.59)

4.2.3 Représentations compactes

Lorsque 'on méne une optimisation d’'un filtre prototype a partir de ses coefficients en
échelle ou en treillis, le nombre de paramétres & traiter est proportionnel au nombre de por-
teuses ce qui rend impossible en pratique ’obtention de filtres optimisés pour un grand nombre
de porteuses. L’idée est donc d’essayer de diminuer le nombre de paramétres & optimiser et
de le rendre indépendant du nombre de porteuses.

Considérons les filtres obtenus précédemment par minimisation de 1’énergie hors-bande
et par maximisation de la localisation temps-fréquence, en fonction de leur indice. Si I'on
représente graphiquement leur coefficients 05, dans le cas de filtres orthogonaux, en fonction
de l'indice [, on constate que les courbes 6;(1) ainsi formées sont relativement lisses (cf. figures
4.13 et 4.14). Ceci suggere que c’est probablement le cas pour tous les filtres orthogonaux
optimaux, quel que soit le nombre de porteuse ou la longueur des filtres.

Pour obtenir une représentation des paramétres en fonction d’une variable qui ne dépend
pas du nombre de porteuses, on est amené a définir la fonction ¢n () de {0,...,% -1} a
valeurs dans 'intervalle [0;0,5] par

l+1

on(l) = N1 (4.60)
Les figures 4.15 et 4.16 illustrent ce changement de variable dans le cas de filtres bior-
thogonaux définis & partir de leurs coefficients en échelle ,ué. On remarque au passage que la
propriété de « continuité » des courbes 60;(1) est aussi vérifiée par les courbes p;(l), & un degré

moindre toutefois.
L’idée est alors de se dire que, puisque ces courbes sont assez lisses, on peut les approcher
fidélement a 1’aide d’une décomposition polynémiale par exemple. Ainsi, pour une décompo-
sition a I’aide de monomes z, 0 < k < K — 1, il suffira de K paramétres pour décrire chaque
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FiG. 4.13 — Paramétres angulaires optimaux Hﬁ (0<1<15,0<i<m—1) pour le critére de
localisation temps-fréquence et N = 32 avec des longueurs telles que m =1,...,4.
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F1G. 4.14 — Parametres angulaires optimaux Hﬁ (0 <1<150<i<m-—1) pour le critére
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d’énergie hors-bande et N = 32 avec des longueurs telles que m =1,...,4.
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15 T T T T T T T T T

05

15 I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

F1G. 4.15 — Optimisation pour la localisation : quatre premiers coefficients ,ué (en fonction de
on(l) et pour i =1,--- ,4) du schéma en échelle avec 2N = 32, L = 192, s = 0.

-4 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

F1G. 4.16 — Optimisation pour I’énergie hors-bande : quatre premiers coefficients ,ué (en fonc-
tion de ¢y (1) et pour i = 1,--- ,4) du schéma en échelle avec 2N = 32, L =192, s = 0.
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courbes si bien qu’on obtiendra au final mK (respectivement (2m + 1)K dans le cas biortho-
gonal) paramétres & optimiser au lieu de m% (respectivement (2m + 1)%) Par exemple si on
choisit K = 8 avec N = 1024, le nombre de paramétres a optimiser est divisé par 64.

Soit Px un sous-espace vectoriel de dimension K de l’espace des fonctions réelles dé-
finies sur [0;0,5] et soit B = (po,...,pKx_1) une base de Px. A toute suite X = (Xg =
@, ..., 2™, X = (w?n,_l,...,xfz,__ll)) de n éléments de (R¥)™ (m/ = m dans le
cas orthogonal, m’ = 2m + 1 dans le cas biorthogonal), on associe un prototype Px(z) ortho-
gonal ou biorthogonal selon la représentation et dont les paramétres a!, (a! = 6! dans le cas

orthogonal et aé = ,ué dans le cas biorthogonal), 0 <1 < % —1,0 <4 <m/—1 sont définis par

K-1
al =" afpr (on(l). (4.61)
k=0

Le filtre Px(z) est dit codé par les (xf)izo,___7m/,1; k=0,..K—1 et I'application (z5) = Px(2) est
appelé un code. K est appelé le degré du code.

Les prototypes OFDM/OQAM (respectivement BFDM/OQAM) ainsi codés le sont a
l'aide de mK (respectivement (2m + 1)K) parameétres et on dit qu’ils sont représentés sous
forme compacte. Il est en général impossible de représenter un filire OFDM/OQAM ou
BFDM/OQAM sous forme compacte pour un code donné. Cependant, ’observation des pro-
priétés des filtres optimaux, pour un critére donné, montre qu’ils appartiennent & des sous-
ensemble des filtres OFDM/OQAM et BFDM/OQAM susceptibles d’étre représentés sous
forme compacte pour un certain code. Dans ce cas la recherche des filtres optimaux pour des
longueurs supérieures et pour un plus grand nombre de porteuses peut se faire dans ’ensemble
des filtres représentables sous forme compacte pour ce code. Le nombre de paramétres pour
le probléme d’optimisation s’en trouve considérablement diminué. Pour un sous-espace Pg, le
choix d’une base détermine le choix des variables dans le probléme d’optimisation. Le com-
portement des programmes d’optimisation permet de mettre en évidence un éventuel mauvais
conditionnement. Il est alors possible de changer de base pour essayer d’améliorer le condi-
tionnement : ceci conduit donc & un nouveau code. Parmi tous les codes possibles, nous en
avons distingué trois :

Code n° 0.- Le code trivial. On choisit K = % et pour espace Pg ’espace engendré par

N

les fonctions génératrices des points ¢n(1),l =0,...,5 — 1, c’est-a-dire
. . lsiz= ng(k‘)
nla) = Loy = { g50 (1.62)
Dans ce cas aé:xé,l:O,...,%—1,i:O,...,m—1.

Code n° 1.— Pour K > 0, Pg est le sous-espace des polynémes de degré inférieur ou égal
a K — 1. On obtient alors

K-1
ai =Y aFon()F. (4.63)
k=0

Code n° 2.— Pour K > 0, Rx est encore le sous-espace des polyndémes de degré inférieur
ou égal & K — 1, mais la base choisie est celle des polynémes de Tchebychev. On obtient alors

K-1
al =" af T (4on (1) - 1). (4.64)
k=0
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4.2.4 Utilisation des représentations paramétriques pour ’optimisation

L’optimisation directe des coefficients treillis ou échelles (c¢’est-a-dire l'utilisation du code
0), permet d’obtenir des résultats avec un temps de calcul raisonnable jusqu’a 64 porteuses.
Au dela, Poptimisation reste possible mais les temps de calculs deviennent prohibitifs. Les
figures 4.17 & 4.20 donnent des exemples de filtres pour suffisamment peu de porteuses, en
I'occurrence 16, pour qu’ils puissent étre optimisés ainsi. Ceux-ci ont été obtenus en utilisant
la technique d’optimisation CFSQP [65].

0.18
0.16
0.14

5 0.12
0.1
0.08
0.06
0.04

de

Amplity
Gain normalisé en dB

0 5 10 15 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Index temporel Fréquence normalisée v

Fi1Gg. 4.17 — Filtre maximisant la localisation temps-fréquence a 16 coefficients pour 16 por-
teuses.
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FiG. 4.18 — Filtre maximisant la localisation temps-fréquence a 64 coefficients pour 16 por-
teuses.

Le tableau 4.4 indique les mesures de localisation des meilleurs filtres orthogonaux ob-
tenus grace a cette méthode. Si on les compare & celles des meilleurs filtres orthogonaux
optimisés avec des codes de Tchebychev de degré 5 (cf. tableau 4.5), on peut constater que,
bien que ces filtres appartiennent & un sous-ensemble des filtres orthogonaux, leur localisation
est comparable, voire meilleure dans certains cas, ce qui confirme la validité de la méthode. La
représentation compacte permet surtout d’obtenir des résultats d’optimisation inaccessibles
par la méthode directe. Nous pouvons aussi souligner le fait que, contrairement a ce qu’on
constate pour les filtres obtenus par discrétisation, la localisation des filtres courts (& 2NV
échantillons) est ici toujours supérieure a 0,9, ce qui est particuliérement intéressant.

On a fait figurer aussi dans les tableaux 4.6 et 4.7 la localisation et l’énergie hors-bande,
respectivement, de filtres biorthogonaux obtenus avec un code de Tchebychev de degré 3.
On constate que, dans les deux cas, 'augmentation du délai o = 2(s 4+ 1) permet d’obtenir
de meilleurs résultats, 'optimum étant atteint a chaque fois par les filtres orthogonaux (qui
sont de délai maximal). En revanche, a délai identique, les meilleurs filtres sont les filtres
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F1G. 4.19 — Filtre minimisant ’énergie en dehors de la bande [%, %] 3 16 coefficients pour 16
porteuses.
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F1a. 4.20 — Filtre minimisant 1’énergie en dehors de la bande [%, %] a 64 coefficients pour 16
porteuses.

L
N 2N 4N 6N SN
4 0,95604756 | 0,98134765 | 0,98512417 | 0,98516308
8 0,93097304 | 0,97416613 | 0,98110911 | 0,98135807
16 0,91808152 | 0,96978110 | 0,97982131 | 0,98030906
32 0,91177048 | 0,96554672 | 0,97935831 | 0,98000940
64 0,90868212 | 0,96070686 | 0,97913373 | 0,97988565
128 0,90715924 | 0,95526221 | 0,97894676 | 0,97978944
256 0,90640369 | 0,94947898 | 0,97868978 | 0,97968606

TAB. 4.4 — Meilleure localisation &p0q de filtres orthogonaux obtenus pour le code 0.
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biorthogonaux car on peut augmenter leur longueur sans augmenter le délai.

Les figures 4.21 et 4.22 donnent deux exemples de filtres courts pour 2N = 512 porteuses
obtenus en minimisant 1’énergie hors-bande avec un code de Tchebychev de degré 5. Pour le
premier filtre on a donc D = 1023, soit @ = 2, et pour le second D = 2048, soit a« = 4. En les
comparant aux filtres biorthogonaux de la figure 4.23, on constate que, & délai identique, les
filtres biorthogonaux sont plus sélectifs en fréquence.

0.06
0.05 % -20
0.04 &
- % -40
2 003 3
g E
< 0.02 g 60
<
©
0.01 8 a0
0

200 400 600 800 1000 o 2 4 6 8
Index temporel Fréquence normalisée Mv (0< v < 8/M)

o

FiGg. 4.21 - Filtre prototype orthogonal & 1024 échantillons pour 512 porteuses, minimisant

Dénergie en dehors de la bande [+, 3] (r = 1).

Amplitude
o
o
w
Gain normalisé en dB
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FiG. 4.22 — Filtre prototype orthogonal & 2048 échantillons pour 512 porteuses, minimisant
I’énergie en dehors de la bande [+, 3] (r = 1).

La figure 4.24 illustre l'influence du délai sur l'allure de filtres biorthogonaux optimisés
pour maximiser la localisation temps-fréquence, & longueur constante.

Les figures 4.25 a 4.27 montrent comment le choix du facteur de retombée r influe sur la
réponse de filtres orthogonaux & 4096 échantillons pour 512 porteuses.

On notera que tous les filtres représentés ont été optimisés en utilisant la technique CFSQP
avec un code de Tchebychev de degré 5.

4.3 Méthode des fonctions prototypes

La technique d’optimisation des coefficients d’une représentation compacte commence a
montrer ses limites quand le systéme dépasse 1024 porteuses, en particulier pour la minimi-
sation du critére d’énergie hors-bande qui est trés cotiteux en calculs quand la longueur des
filtres grandit. Dans ce cas, nous proposons d’utiliser une autre méthode basée sur une re-
présentation continue des coefficients treillis et échelles. Celle-ci est surtout efficace pour la
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L
N 2N AN 6N SN
4 0,95604756 | 0,98134765 | 0,98512417 | 0,98516308
8 0,93097304 | 0,97416613 | 0,98110911 | 0,98135807
16 0,91807895 | 0,96978054 | 0,97976118 | 0,98030807
32 0,91176140 | 0,96554457 | 0,97929344 | 0,98000702
64 0,90866781 | 0,96070293 | 0,97909043 | 0,97988190
128 0,90714177 | 0,95525650 | 0,97892141 | 0,97978463
256 0,90638451 | 0,94947153 | 0,97867580 | 0,97968326
512 0,90600740 | 0,94366501 | 0,97825119 | 0,97818195
1024 0,90581923 | 0,93810774 | 0,97752077 | 0,97947747

TAB. 4.5 — Meilleure localisation &p0q de filtres orthogonaux obtenus pour le code 2, degré 5

L
N AN 6N SN
4 0,98134765 | 0,98311206 | 0,98329853
8 0,97408002 | 0,97721012 | 0,97741087
16 0,96942291 | 0,97387771 | 0,97408999
32 0,96502414 | 0,97099214 | 0,97120973

TAB. 4.6 — Meilleure localisation £m0q Obtenue pour s =1 et le code 2, degré 3.

L

N AN 6N 8N
4 1,9624535.1073 | 1,4848357.1072 | 3,2321321.10~*
8 2,0206358.103 | 1,5377920.10~3 | 4,6730159.10~*

16 2,0343188.1073
32 2,0377072.103

1,5713923.1073
1,5787295.10~3

7,3284228.10~%
7,8751671.10~4

TAB. 4.7 — Meilleure énergie hors-bande [%, %] obtenue pour s = 1 et le code 2, degré 3.
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Gain normalisé en dB
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1000
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1500

F1G. 4.23 - Filtres prototypes biorthogonaux a 2048 échantillons pour 512 porteuses (N =

256), minimisant 1'énergie en dehors de la bande [+, 1].
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F1a. 4.24 — Filtres prototypes biorthogonaux a 2048 échantillons pour 512 porteuses (N =
256), maximisant la localisation temps-fréquence.
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FiG. 4.25 — Filtre prototype orthogonal & 4096 échantillons pour 512 porteuses, minimisant

I’énergie en dehors de la bande [5, 3] (r = 0).
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FiG. 4.26 — Filtre prototype orthogonal & 4096 échantillons pour 512 porteuses, minimisant

I’énergie en dehors de la bande [%, %] (r=20,5).
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FiG. 4.27 — Filtre prototype orthogonal & 4096 échantillons pour 512 porteuses, minimisant

I'énergie en dehors de la bande [+, 3] (r = 1).

minimisation de I’énergie hors-bande mais peut aussi étre utilisée pour la maximisation de la
localisation (cf. [74]). C’est pourquoi nous n’aborderons ici que le cas de la minimisation de
I’énergie hors-bande.

4.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Pour un entier m > 1, on désigne par E,, I’ensemble des fonctions h sur l'intervalle réel

] — m,+m] telles que sur chaque sous-intervalle de | — m,+m[ de la forme |4, &L 1 =
—2m,—2m + 1,...,2m — 1 la restriction de h est deux fois continiment dérivable et h et

ses dérivées admettent des limites aux bornes du sous-intervalle. Dans toute la suite de ce
chapitre, nous dirons qu’une fonction de E,, est une fonction prototype de paramétre m.

Exemple 4.3.1 Pour m = 1, E; est I’ensemble des fonctions h continues sur | — 1,4+1[ deux
fois contintiment dérivables, sauf éventuellement en —%, 0, % et h, h', h” ont des limites & gauche
et & droite en —%,O, %, & droite en -1, & gauche en 1.

Une fonction prototype sera dite continue si elle est continue en les points %, l=—-2m+
1,...,2m —1et si h(—m) =0 et h(m) = 0.

Définition 4.3.1 Soit h dans E,,, et N un entier pair > 2. On désigne par Hy(z) le filtre de
longueur 2mN dont les coefficients transversauz hy[n] sont donnés par

on+1— 2mN
hN[n]:h<n+2—Nm>,n:O,...,2mN—1, (4.65)

et l'on dira que Hy(z) est engendré par h.

Les points en lesquels sont ainsi calculées les valeurs de la fonction h ne sont jamais des
demi-entiers et forment une subdivision réguliére de 'intervalle | — m, +m|.

Si la fonction h est paire (respectivement impaire), les filtres Hy(z) sont symétriques
(respectivement antisymétriques).

Nous supposons, sans perte de généralité pour les problémes usuels, que la fonction W (eﬂ””
admet une transformée de Fourier inverse w(t). Posons également que Wy (e72™) = W (e72N™).
Pour un filtre Hy(z) quelconque, on désigne par Jyy, (hy) son énergie pondérée.

Le théoréme 4.1 suivant montre que, pour une fonction h fixée, 'énergie pondérée Jyy, (hn)

admet une limite lorsque N tend vers 'infini, limite qui s’exprime & 1’aide de la seule fonction
h.
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Théoréme 4.1
L’énergie pondérée du filtre Hy(z) engendré par la fonction prototype h(t) admet une limite
quand N tend vers l'infini notée Jy (h) qui est donnée par :

R H () PW () d [T RO (t - u) du dt
- [ R2(t) dt B S R2(t) dt '

A}im Jwy (hn)
(4.66)

Démonstration.—|74].

Ce théoréme est particuliérement intéressant dans la mesure ou il indique qu’optimiser une
fonction prototype pour minimiser son énergie pondérée Jy(h), revient a optimiser tous les
filtres prototypes engendrées Hy(z), pour N assez grand.

4.3.2 Fonctions prototypes orthogonales et biorthogonales

Définition 4.3.2 Soit h une fonction prototype de E,,. On dira de h qu’elle est orthogonale
si, pour tout N, le filtre Hn(2) est un filtre prototype symétrique orthogonal au sens des mo-
dulations OFDM/OQAM, c’est-a-dire qu’il permet d’obtenir une modulation OFDM/OQAM
a reconstruction parfaite.

Le théoréeme suivant montre comment la représentation en treillis des filtres prototypes
orthogonaux donne une caractérisation de la structure des fonctions prototypes orthogonales
de E,, a I'aide de m fonctions angulaires.

Théoréme 4.2

Soit h € E,, une fonction prototype de paramétre m. On note G(t,z) = iio_oo h(—m +
2n +t)z~ ", pour t # % et 0 < t < 1. Alors, h est une fonction prototype orthogonale si et
seulement s’il existe m fonctions 6;(t), 0 < i < m — 1 telles que, pour 0 < t < %, G(t,z) et
G(t + 1, z) vérifient I’égalité matricielle (4.57) ot 'on a remplacé G,(z) par G(t, z), Gn1i(2)
par G(t +1,2) et 0} par 0;(t).

Démonstration.— La démonstration est évidente puisque cette propriété découle directement
de la définition des fonctions prototypes orthogonales et de I'utilisation de la décomposition
en treillis pour les filtres prototypes orthogonaux.

Définition 4.3.3 Soit h une fonction prototype de E,,. On dira que h est biorthogonale st,
pour tout N, le filtre Hy(z) est un filtre prototype biorthogonal au sens des modulations
BFDM/OQAM, c’est-a-dire qu’il permet d’obtenir une modulation BEDM/OQAM a recons-
truction parfaite s’il est employé a l’émission et a la réception.

Le théoréme suivant donne une construction, a l'aide de la représentation en échelle, de
fonctions prototypes biorthogonales. Ce théoréme correspond & l'égalité matricielle sur les
composantes polyphases d’un filtre prototype biorthogonal entrainant les relations d’orthogo-
nalité. Contrairement au théoréme de structure pour les fonctions prototypes orthogonales,
la construction donnée est suffisante, mais non nécessaire. Un exemple de fonction prototype
biorthogonale ne pouvant pas étre obtenue a l’aide de cette construction est donnée dans |74].

Théoréme 4.3
Soient 2m+ 1 fonctions p;(t), 0 < i < 2m, définies sur 'intervalle |0, %[, deux fois contintiment
dérivables et admettant des limites en 0 et % Soit h € E,, une fonction prototype de paramétre
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met G(t,z) = ;:io_oo h(—m+2n+t)z~", pourt # % et0<t<1.8ipour0<t< %, G(t, z),
G(t+1,2), G(1—t,z) et G(2—t, z) peuvent étre calculés a 'aide des égalités matricielles (4.33)
et (4.34) (en tenant compte de la parité de s), en remplacant Gi(z), Gn4i(z), Gan—1-1(2),
Gn_1-1(2) et pt respectivement par G(t,2), G(t+1,2), G(1 —t,2), G(2 —t,2) et u;(t), alors
h est une fonction prototype biorthogonale.

Démonstration.— La démonstration est évidente puisque puisque le théoréme découle di-
rectement de la définition des fonctions prototypes biorthogonales et de l'utilisation de la
décomposition en échelle des filtres prototypes biorthogonaux.

4.3.3 Optimisation a 1’aide des fonctions prototypes

L’idée qui vient alors naturellement est de représenter les coefficients 6;(t) ou p;(t) a laide
de codes, comme on ’a fait dans la section 4.2.3 pour la synthése de filtres prototypes. 1l sera
alors possible de calculer des fonctions prototypes orthogonales ou biorthogonales en chacun
de leurs points, et on pourra en déduire, pour n’importe quel nombre de porteuses, des filtres
prototypes orthogonaux ou biorthogonaux. En outre, 'utilisation du théoréme 4.1 permettra
d’optimiser ’énergie pondérée des filtres prototypes directement & partir de celle de la fonction
prototype qui les engendre, pour N grand.

On suppose dans cette section que la fonction h est calculée a partir de la donnée de m
fonctions 0;(t), i = 0,...,m — 1, comme décrit dans le théoréme 4.2, ou a partir de 2m + 1
fonctions p;(t), comme décrit dans le théoréme 4.3.

Intéressons-nous maintenant au calcul numérique de I’énergie pondérée de la fonction pro-
totype h. Elle se calcule & partir de la quantité (cf. théoréme 4.1)

+m +m
Ew(h) = /_ /_ B (w)w(t — u) du. (4.67)

Pour calculer numériquement I'intégrale (4.67), on découpe le carré d’intégration en carrés
de coté % ayant des extrémités demi-entiéres. Sur chacun de ces petits carrés (il y en a 4m?),
on calcule 'intégrale par le schéma d’intégration de Gauss-Legendre d’ordre n, avec n fixé sur
chacune des deux directions w et t.

Rappelons que le schéma de Gauss-Legendre d’ordre n permet d’évaluer I'intégrale d’une
fonction f sur Uintervalle [—1,+1] par la formule :

+1 n
Ft)ydt = > prflag) (4.68)
- k=1
ou les x, k =1,...,n sont les n racines du polynoéme de Legendre de degré n, noté P,(x), et
pr, k=1,...,n des poids calculés par la formule
2(1 — 22
pi = U =i (4.69)

Avec un tel choix des abscisses et des poids, I’évaluation de I'intégrale de f est exacte si f est
un polynéme de degré inférieur ou égal & 2n — 1. Dans la pratique, on choisit n = 6 ou n = 10.

Apres avoir légérement transformé la formule (4.68) pour I’adapter & un intervalle de
longueur %, I'intégrale se met sous la forme

2mn—12mn—1

Ew(h)% Z Z h(ui)h(uj)wi,j (4.70)
i=0 7=0
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ou
1

Wii = 16
OU Pk (u;) €t Pi(u;) SONt des poids de Gauss-Legendre dépendant de la place de u; et de u; dans

W(Uj — Ui )Pho(us) Pk (uy) » (4.71)

la subdivision de I'un des intervalles de longueur % Les w; ; sont les coefficients d'une matrice
symétrique W7 d’ordre 2mn qui ne dépend pas de h mais seulement de n et de la fonction
poids W. On évalue donc une fois pour toute la valeur de ses coefficients avant d’optimiser
la fonction cout. Le vecteur V' = (h(ug), h(ui), ..., h(uamn—1) de longueur 2mn est évalué
pour des valeurs données des paramétres du probléme d’optimisation et la fonction Eyy (h) est
donnée par

Ewh)~ VIwWV, (4.72)

Dans ce calcul a la limite, on assure ’orthogonalité, ou la biorthogonalité, en se ramenant
a des représentations en treillis, ou en échelle, qui peuvent s’écrire sous forme d’une fonction
a(t) (a(t) = 6;(t) en orthogonal, a(t) = p;(t) en biorthogonal) dont ’expression reprend celle
déja vue pour les codes de représentation compacte.
Code 1 : le paramétre a(t) est obtenu par la formule

d—1
a(t) = agt’, (4.73)
i=0
ou d est le degré considéré pour ce code et oy, ¢ =0,...,d — 1 les d coefficients corres-

pondants,
Code 2 : le paramétre a(t) est obtenu par la formule

d—1

a(t) = aT;(4t - 1), (4.74)

=0

ou les T; sont les polynémes de Tchebychev.

Nous avons optimisé avec le programme CFSQP les coefficients d’une fonction prototype
orthogonale pour la fonction de cott énergie. Le programme CFSQP se révele extrémement
sensible aux bornes données pour les coefficients, aux degrés des codes et aux valeurs initiales.

Les meilleurs résultats obtenus le sont avec le code 1 pour tous les coefficients et sont
donnés dans le tableau 4.8 dans lequel la deuxiéme colonne correspond aux degrés des codes
utilisés pour représenter 0;(t), 0 <i < m — 1. Ce tableau fournit la valeur de J qui désigne
I’énergie hors-bande optimale pour la fonction prototype. Ce tableau comparé au tableau 4.3,
indique que les filtres obtenus ont une énergie hors-bande plus faible que les meilleurs filtres
discrétisés (en l'occurrence les SRRC). Les résultats représentés dans 4.3 sont en effet quasi-
indépendants du nombre de porteuses et peuvent donc aussi étre utilisés pour N grand. De
plus, les filtres donnés ici sont parfaitement orthogonaux.

Une optimisation avec CFSQP a aussi été utilisée pour optimiser 1’énergie hors-bande des
fonctions prototypes biorthogonales.

Le tableau 4.9 donne les meilleurs résultats obtenus pour m =1,...,3,s=0,...,m — 1.
Les fonctions prototypes limites sont alors utilisés pour construire des filtres de parameétre
N = 128 et les résultats sont comparés avec le meilleur résultat obtenu pour le code 2 de

"On veillera & ne pas confondre cette matrice avec la matrice de transformée de Fourier notée de la méme
fagon.
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degre 5 ( JO). J, désigne I'énergie hors-bande optimale pour la fonction prototype, Jizg
I’énergie hors-bande du filtre de longueur 2mN que 'on en déduit, et J%% Ioptimum trouvé

par une optimisation directe sur la représentation compacte du filtre.

4.4 Conclusion

Aprés avoir étudié les propriétés de quelques filtres obtenus par échantillonnage de filtres
continus, nous avons présenté dans ce chapitre deux nouvelles méthodes de synthése de filtres
prototypes parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux. Celles-ci permettent d’obtenir des
filtres de longueurs jamais atteintes et pour un nombre de porteuses beaucoup plus élevé que
ce que permettent les autres techniques d’optimisation actuelles. En effet, les seuls filtres op-
timisés auparavant pour ces longueurs et ce nombre de porteuses, étaient obtenus a partir
de filtres continus orthogonaux. Or ceux-ci perdent la propriété d’orthogonalité aprés tronca-
ture et échantillonnage, et surtout sont moins bien localisés dans le plan temps-fréquence, ou
moins sélectifs en fréquence, que les filtres optimisés en discrets. Les deux nouvelles techniques
présentent aussi ’avantage de permettre la synthése de filtres quasi-optimaux de longueurs
minimales tout en conservant la propriété de reconstruction parfaite, pour un nombre de
porteuses quelconque.
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TAB. 4.8 — Meilleure optimisation de 1’énergie hors-bande pour des fonctions prototypes or-

‘ m ‘ Degrés des codes ‘ Joo

1|4 1,89834.10~2
2 188 2,037405.1073
3 16,36 3,189792.10~4
4 16,334 8,69177.107°
5 543,23 1,838493.10°°
6 1442235 5,72311.10~°

thogonales de paramétre m, avec le code 1.

TAB. 4.9 — Meilleure énergie hors-bande [%, %] obtenue pour les fonctions prototypes biortho-

gonaux.

m=1 m=2 m=3
s=0 | Jod | 1,8981327.1072 | 2,9223829.10~3 | 1,4497043.1073
Joo | 1,8983347.1072 | 2,9230531.1073 | 1,3694251.10~3
Jiog | 1,8981327.1072 | 2,9223829.103 | 1,3692782.103
s=1[Jd 2,0373402.103 | 1,5282759.10~3
Joo A 2,0374056.1073 | 4,8348134.10~*
Jiog 2,0373402.10~2 | 5,5106813.10~*
s=2 | Jod 1,1072554.103
Joo A A 3,1843398.10*
J128 3,1829879.10~*




Chapitre 5

Evaluation des modulations
multiporteuses biorthogonales

Jusqu’a présent, nous avons toujours considéré des systémes dos-a-dos, sans tenir compte
du canal de transmission ni d’aucune imperfection physique de récepteur ou du récepteur.
Nous avons ainsi toujours supposé que le signal s(t) (ou s[k] en discret) était identique au
signal regu r(t) (respectivement r[k]), et nous avons synthétisé des filtres prototypes optimisés
vis-a-vis de critéres a priori. Nous nous proposons maintenant d’étudier les propriétés des
systemes BEDM/QAM et BFDM/OQAM lorsque le signal recu est différent du signal émis.
Nous considérons tout d’abord le cas classique d’un canal bruité, & bruit additif blanc gaus-
sien. Puis, nous nous intéressons comme dans [73] a l'effet d’un canal sélectif en fréquence
modélisé par une interférence constante autour d’une fréquence AFy (Fy représentant 1’espace
inter-porteuses). Enfin, nous présentons 'effet d’une erreur de synchronisation fréquentielle
au niveau du récepteur, comme dans [82].

Dans toute la suite, nous supposerons que les données complexes ¢, ,, émises sont centrées,
indépendantes, identiquement distribuées et de variance o2. Nous supposerons aussi que les
parties en phase et en quadrature sont indépendantes.

5.1 Performances sur canal gaussien

5.1.1 Bruit blanc gaussien complexe discret

Soit s(t) 'enveloppe complexe du signal analogique émis. Alors, celle du signal re¢u en
présence de bruit additif blanc gaussien s’écrit

r(t) = s(t) + b(t), (5.1)

avec b(t) 'enveloppe complexe du bruit. Celui-ci se caractérise par le fait que ses composantes
en phase et en quadrature sont centrées, indépendantes, blanches, de variance Ny' et de densité
de probabilité gaussienne [38]. Aprés échantillonnage aux instants ¢ = (k — %) Te, le bruit

b[k] obtenu conserve les mémes propriétés statistiques, seule sa variance est multipliée par T,

1 s’agit de la densité spectrale de puissance monolatérale. La variance correspondante sur onde porteuse
vaut %, ce qui correspond aussi & la densité spectrale de puissance bilatérale du bruit sur onde porteuse. On
notera que la variance du bruit complexe total vaut 2/Np.

139
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et devient o7 = 2NyTe. Ainsi, si 'on note respectivement b™[k] et b”[k] les composantes en
phase et en quadrature du bruit discret, on a :

E {b®[k]} = E {b'[k]} = E {bRE]b"[K']} =0, (5.2)
E {bR[ER[K]} = E (V" [k]bT[K]} = %25“ (5.3)
et
E {b[k]} = E{b K} =0, (5.4)
E {b*[k]b[K']} = 0b6k7k/. (5.5)

5.1.2 Erreur quadratique moyenne théorique des modulations BFDM/QAM
suréchantillonnées

Le signal BFDM/QAM émis s’écrit sous la forme
M—-1 +oo
m=0 n=—o00

Alors, I’énergie moyenne de ce signal vaut

M-1 +oo 2

Z Z Cmnfmn

m=0 n=—o0

1
2 .
RN by Z

+K M-1

. 1

e by Z 2 Z i fronl Ko B 0
L —Kmm/=0n,n'=—oco
[ +K  M-1

= S
L —K mm/=0n,n'=—o0 (57)
r K M-1 4o

p— 1‘ 2

K—lg-loo ’fmn ]7
—K m=0 n=—oc0

K M-1 4oo ]

| T 2 2 3 clflk-nn]

= lim
— K m=0 n=—o00

= Mo¢, Jim 2K+1 Z Z T _nN”]

n=—oo0 k=—
Or, si I'on pose k = [ 4+ pN alors on remarque que la somme moyenne pour k positif vaut

4+oo N-1K-1

KO NK 2 2 2 i+ p-mNF

n=—o00 [=0 p=0

400 N-1K-1

ZKEIEOO NK SN SU+ -nN)P| (5.8)

n=-—o0 [=0 p=0
+oco N-1

- [t 35 S| = L3

n=—oo [=0
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En tenant compte aussi de la somme sur les k négatifs (pour un filtre non causal), on en déduit
finalement que ’énergie moyenne est liée au rapport du suréchantillonnage par la relation

o = 2157 (5.9)

Calculons maintenant 1’erreur quadratique moyenne commise sur les symboles démodulés.
Elle s’écrit

9 E{|ém,n _Cm,n|2}

2
O¢

Or, si 'on dispose d’une base de démodulation fmn[k] biorthogonale a la base de modulation
fm.nlk], les symboles estimés s’écrivent

ém,n = (.]Em,nar>l2 (fm nyS+ b>lg(Z (fm ) >l2(Z c+ <fm n >l2(Z) C
2 (5.11)
= Cmpn + <fm,na >12(Z),C-
On en déduit que ’erreur quadratique moyenne ne dépend que du bruit et vaut
< 2
E < [(fmn D), 2).c
2 = {‘ 22( )<l } (5.12)
UC
avec
< 2 = < ? = < -
E{| o izycl s =B S0 Foalblolh)] 0 =EL ST fo ) o600
k=—o00 k,k'=—o00
~+00 5 9 _
> N fmalkl] 08 = aF I AP = opllnl®.
k=—00
(5.13)

Des équations (5.9), (5.12) et (5.13), on tire finalement que l'erreur quadratique moyenne est
directement liée au rapport signal & bruit, au rapport de suréchantillonnage et a ’énergie des
filtres prototypes d’émission et de réception par la relation :

™
N

o2 M
:;ﬁllfllz\lhllz- (5.14)

Ainsi, I'erreur quadratique moyenne est inversement proportionnelle au rapport de suréchan-
tillonnage % Suréchantillonner revient a multiplier le rapport signal & bruit par le facteur de
suréchantillonnage, soit un gain de 10log % décibels. Par exemple, pour un rapport de 5/4,
on gagne 1 dB et pour un rapport de %, on gagne 1,8 dB. A I'opposé, lefficacité spectrale est

.., N
divisée par ;.

5.1.3 Erreur quadratique moyenne théorique des modulations BFDM/OQAM

Le signal BEDM/OQAM émis s’écrit

2N—-1 +4o0

=D D amafmnlkl, (5.15)

m=0 n=—o0
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avec @, la partie en phase ou en quadrature d’une donnée complexe de variance o2 (cf.
équations (3.11) a (3.14). On en déduit donc que la variance des données réelles vaut

2
21 _ 2 _ %
E{|am7n| } =0.= 5 (5.16)

Ensuite, en utilisant le fait que M = 2N on trouve que I’énergie moyenne du signal émis est
égale a
2 2)| £112 2 12
0% = 22| |2 = o?|| |12 (5.17)

Quant & U'erreur quadratique moyenne sur les symboles estimés, elle s’écrit

82:

E{’ém,n_cm,nP} 2E{’dm,n _am,n‘z}

2 2
lop 207

(5.18)

Si ’on suppose que ’on dispose d’une base de démodulation biorthogonale a la base de mo-
dulation, alors les symboles recus sont estimés par

amn = (fnns o @)R = Gmn + (s O)1o(2) R (5.19)
si bien que
+oo 2
E{lamn = amal’} = E{|(Fnn: sz | } = B ‘%{ > f&,n[k]b[k]} ,
k=—oo

2

=K (5.20)

2

1 +o00 3 )
> { S FnlKJblK] + Fon K15 [k]}

k=—o00

1 X 1
=3 2 2AfwalklPo} = Sofllnl?.

k=—o0

en utilisant le fait que E{b[k]b[k']} = 0. On en déduit alors que 'erreur quadratique moyenne
des systéemes BEDM /OQAM est donnée par la méme relation que pour les systémes BFDM/QAM
non suréchantillonnés :

2 Ul% 2 2
e” = = fI7lInl" (5.21)
US

5.1.4 Comparaison entre prototypes orthogonaux et biorthogonaux

Pour les modulations BEDM/QAM comme pour les modulations BEDM/OQAM, on dé-
duit des conditions de biorthogonalité des bases de modulation et de démodulation que

<fm,nafm,n> =1 (522)
Alors, I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire
AN = 1l ol Pl finnll? = (Fornis Frnn)?, (5.23)

ce qui aboutit a I'inégalité
IFIZ)1A]2 > 1. (5.24)
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L’égalité est alors obtenue lorsque f,,, et fmn sont proportionnelles, c’est-a-dire lorsque la
base de modulation est orthogonale.

On retrouve ainsi le résultat classique en communications numériques qui indique que les
modulations orthogonales sont optimales sur canal gaussien. A rapport de suréchantillonnage
identique, elles sont toutes équivalentes. En particulier, les modulations monoporteuses ainsi
que les modulations OFDM /QAM non suréchantillonnées et OFDM/OQAM sont équivalentes.
Pour une modulation biorthogonale non orthogonale, la dégradation d’erreur quadratique
moyenne par rapport & une modulation orthogonale de méme rapport de suréchantillonnage est
alors égale au produit des carrés des normes des filtres prototypes d’émission et de réception :

e 2 2
—— = [lfIIFl[R]* (5.25)

opt

Tout se passe comme si le rapport signal a bruit était divisé par le produit || f||?||k/|? si bien
que la perte A en décibels par rapport & une modulation orthogonale s’exprime simplement
en fonction des normes des filtres prototypes d’émission et de réception :

A = 20log(|[£1I lIl])- (5.26)

Tous nos exemples de synthése de filtres biorthogonaux utilisent le méme filtre a 1’émission et
la réception, dans ce cas on a donc A = 40log || . Les figures 5.1 et 5.2 illustrent cette perte
au niveau de l'erreur quadratique moyenne et du taux d’erreur binaire, respectivement, dans
le cas de la transmission d’une MAQ-4 et un systéeme BFDM/OQAM. 11 s’agit de courbes
théoriques qui ont été validées par la simulation.

Le calcul de A pour les filtres biorthogonaux obtenus par la procédure d’optimisation
décrite dans la section 4.2.3 montre que la perte peut dépasser 3 dB lorsque ’on a minimisé
I’énergie hors-bande (cf. tableaux 5.1 et 5.3), mais elle peut aussi rester inférieure a 0,1 dB.
En fait, les tableaux 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, n’indiquent pas de lien simple entre la perte A et le
critére optimisé, la longueur des filtres ou le délai de reconstruction. On notera seulement que
les plus faibles dégradations sont obtenues lorsque c’est la localisation &meq qui est maximisée
et que les plus fortes le sont lorsque c’est ’énergie hors-bande J qui est minimisée.

I b 511 1023 1535
1024 | A 2,03 - -

J | 2,92.1073 - -
1536 | A 3,14 5,92.10~2 -

J | 1,45.1073 | 1,53.1073 -
2048 | A 3,33 9,70.10~! 1,43

J | 1,32.1073 | 3,16.107* | 4,98.1073

TAB. 5.1 — Dégradation de l'erreur quadratique moyenne en décibels, pour des prototypes
biorthogonaux obtenus avec un code de Tchebychev de degré 5, en minimisant 1’énergie hors-
bande, pour M = 256.
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Fig. 5.1 - Erreur quadratique moyenne sur canal gaussien (ligne continue : cas orthogonal
ideal ; tirets : filtre prototype BFDM/OQAM obtenu par minimisation de I’énergie hors-bande,
code de Tchebychev de degré 5, M = 256, L = 1024, D = 511 ; tirets pointillés : filtre prototype
BFDM/OQAM obtenu par minimisation de I’énergie hors-bande, code de Tchebychev de degré
5, M =256, L =2048, D = 511.
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F1G. 5.2 — Taux d’erreur binaire en MAQ-4 sur canal gaussien (ligne continue : cas orthogonal
ideal ; tirets : filtre prototype BFDM/OQAM obtenu par minimisation de I’énergie hors-bande,
code de Tchebychev de degré 5, M = 256, L = 1024, D = 511 ; tirets pointillés : filtre prototype
BFDM/OQAM obtenu par minimisation de I’énergie hors-bande, code de Tchebychev de degré
5, M =256, L =2048, D = 511.
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D 511 1023 1535
L
1024 A | 1,03 - -
gmod 07955 B B
1536 | A | 1,12 [ 1,27.1072 -
Emod | 0,956 | 0,961 -
2048 | A | 1,15 | 1,38.1072 | 7,34.10° T
Emod | 0,957 | 0,962 0,961

TAB. 5.2 — Dégradation de 'erreur quadratique moyenne en décibels, pour des prototypes
biorthogonaux obtenus avec un code de Tchebychev de degré 5, en maximisant la localisation

temps-fréquence, pour M = 256.

7 b 1023 2047 3071
2048 | A 2,03 - -

J | 2,92.1073 - -
3072 | A 3,14 5,92.10~2 -

J | 1,45.1073 | 1,53.1073 -
4096 | A 3,33 9,65.1071 1,43

J [1,32.1073 | 3,18.107* | 4,97.1073

TAB. 5.3 — Dégradation de 'erreur quadratique moyenne en décibels, pour des prototypes
biorthogonaux obtenus avec un code de Tchebychev de degré 5, en minimisant 1’énergie hors-

bande, pour M = 512.

7 b 1023 2047 3071
2048 | A 0,968 - -
Emod | 0,954 - -
3072 | A 1,13 1,80.10~2 -
gmod 0, 956 0, 958 -
4096 | A |1,11.107' | 1,83.1072 | 1,99.103
€mod | 0,956 0,958 0,977

TAB. 5.4 — Dégradation de 'erreur quadratique moyenne en décibels, pour des prototypes
biorthogonaux obtenus avec un code de Tchebychev de degré 5, en maximisant la localisation

temps-fréquence, pour M = 512.
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5.2 Canal a interférence sinusoidale pure

5.2.1 Analyse théorique

On considére maintenant, comme dans 73] et [71], que le canal est perturbé par un inter-
féreur sinusoidal d’amplitude A autour de la fréquence AFy. Une telle perturbation peut par
exemple étre due & un émetteur radio proche. Le signal recu s’écrit ainsi

r(t) = s(t) + Ae/>mA0 (5.27)

si bien que le signal discret recu s’exprime aprés échantillonnage sous la forme

k] + Ay/Toed 5= %), (5.28)

avec M = 2N dans le cas des modulations BFDM/OQAM. On note o I’énergie de la pertur-
bation sinusoidale :
o? = AT,. (5.29)

On note aussi €2, ,, I'erreur quadratique faite sur 'estimation de ¢, n et g2 T'erreur quadraticue
moyenne faite sur 1 estimation des symboles de la porteuse m :

2 |éWLn —Cm n|2
g2 16mn ~ Cmin| (5.30)

m,n 0_2
K
Z } (5.31)

C

2 .
g2 = lim
m K—>+oo {

Dans le cas des modulations BFDM/QAM on a alors

(Frnnlk], & A2,

2
( (5.32)

2

= Zf —nNe ]M(m )‘)(k g)

k=—o00

+o00
_ Z JE*[D _ k]efj%(mf)\)(%karnN)

~+00 2
Z h[k]e]%(m—A)k

k=—0oc0 k=—0oc0
g <A—_W> g
M
(5.33)
d’ou )
A—m M
Em = Emn = ;Hf”2 H (7) N (5.34)
Ensuite, pour les modulations BFDM/OQAM, on a

2 ’dm 2n — Um Zn‘z + ‘&m 2n+1 — Qm 2n+1’2

Emmn = : 5 : , (5.35)

¢
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et
~+00 2
‘&m,n — Amn ? = o? §R{ Z ]—(m-i—n)f*[k — nN]e];@(mA)(kg)}
h=eo (5.36)
2
_ 2 -—(m+n) —j2—”(m—>\)(nN+2)H A—m
o %{j e 2N 2 SN
En notant H(v) = |H(v)|e’*®) on obtient alors
)\ —m 2 - 21 D . A—m 2
‘&mvn - am7n’2 - 0'2 H <W>' ‘?R{]7(m+n)ejm()\_m)(n]v+3)e‘]¢( 2N )}‘ s
A —m)|? 9 D - N (5.37)
=g2|H 4 2120 y N+—Z)_Z=Z - )
o < SN ) cos [2N()\ m) <n —|—2> 2(m+n)+¢<—2N )]

On en déduit donc que, avec M = 2N,

A—m\|? 2m D T A—m
H (T) {(3082 [—()\ — m); +2nmA — Sm+ o (—)]

M M
+sin? [QM”(A - m)g +(2n+ 1)wA — gm +6 (A_Tmﬂ } (5.38)

2
g

2= SIS
S

On peut alors montrer (cf. annexe D) que l'erreur quadratique moyenne pour chaque sous-

bande s’écrit aussi
A—m
M
a condition que A ne soit pas un demi-entier.

On a représenté 'erreur quadratique moyenne pour m = 0, 512 porteuses et ¢ = o, sur
les figures 5.3 & 5.5. On a fait figurer a chaque fois le filtre OFDP donné par S. Pfletschinger
et J. Speidel dans [73|2. Nous le considérons en effet comme un filtre de référence puisqu’il
a été synthétisé pour minimiser les erreurs dues & une interférence sinusoidale. La figure 5.3
compare ce filtre avec un systéeme OFDM classique (filtre rectangulaire) et deux systémes
OFDM/QAM suréchantillonnés avec des prototypes optimisés pour minimiser 1’énergie dans
la bande [ﬁ, %]3 On peut constater que les systémes suréchantillonnés peuvent permettre
d’obtenir des erreurs plus faibles pour certaines plages de valeurs de .

La figure 5.4 fait la méme comparaison avec trois filires OFDM/OQAM orthogonaux a
4096 échantillons optimisés de maniére 4 minimiser 'énergie dans la bande [5%, 1], [%, 1] et
[%, %]4. Cette fois, le filtre globalement le mieux adapté est le filtre minimisant 1’énergie dans
la bande [%, %] (i.e. avec un roll-off égal 4 0,5).

Enfin, la figure 5.5 permet de comparer un filtre biorthogonal & 2048 échantillons avec un
parameétre D = 1023 & un filtre orthogonal de méme longueur et & un filtre orthogonal de
méme délai, chaque filtre minimisant 1’énergie dans la bande [%, %] On constate que, a délai
identique, le meilleur filtre est le filtre biorthogonal, mais que & longueur identique, le meilleur
est orthogonal.

2

2
g
2, = Sl (539)

2(e filtre est représenté figure 4.6.
3Les réponses temporelles et fréquentielles de ces filtres sont représentées sur les figures 2.25 et 2.26.
Les réponses temporelles et fréquentielles sont tracées sur les figures 4.25, 4.26 et 4.27.
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T 1 3

— OFDP (r=0), L=4096) |3
— - N/M=3/2, L=3072
— N/M=5/4, L=5120
+ OFDM classique El

10 » | I I Q

107° L I

F1a. 5.3 — Comparaison de l'erreur quadratique & 0 dB de prototypes OFDM/QAM suréchan-

tillonnés avec le filtre OFDP optimisé pour un roll-off nul a 4096 échantillons [73] et 'OFDM
classique, pour M = 512 porteuses.

il il i
— OFDP (r=0), L=4096
— - OFDM/OQAM, =0, L=4096
—— OFDM/OQAM, r=0.5, L=4096 | |
. OFDM/OQAM, r=1, L=4096

F1a. 5.4 — Comparaison de l'erreur quadratique a 0 dB de prototypes OFDM/OQAM a 4096

échantillons avec le filtre OFDP optimisé pour un roll-off nul & 4096 échantillons [73], pour
M = 512 porteuses.
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lO3 E T T T T
— OFDP (r=0), L=4096
— — OFDM/OQAM, r=1, L=2048 1
L0 —— BFDM/OQAM, r=1, L=2048, D=1023 ||
10" — - OFDM/OQAM, r=1, L=1024 E
10
10° E
N 107k
10"2g
10—3§
10""g
10° -
0 0.2

Fia. 5.5 — Comparaison de erreur quadratique & 0 dB de prototypes BFDM/OQAM et
OFDM/OQAM a 2048 échantillons avec le filtre OFDP optimisé pour un roll-off nul & 4096
échantillons [73], pour M = 512 porteuses.

5.2.2 Simulations

On a reporté sur les figures 5.6 a 5.15 les taux d’erreur binaires obtenus avec les mémes
filtres prototypes, dans le cas de la transmission d’'une MAQ-4, avec un rapport signal a bruit
j—§ égal & —5 dB, la fréquence de l'interféreur sinusoidal étant égal a 40, 2Fy, c’est-a-dire dans
les mémes conditions que dans [73]. Dans chaque cas on a donné en haut du graphique le
taux d’erreur global prenant en compte toutes les porteuses. En outre, les systémes comparés
comportent tous toujours 512 porteuses.

Les figures montrent que tous les filtres optimisés surpassent largement I’OFDM classique.
En effet, POFDM classique est le seul cas pour lequel 'interféreur influe sur des porteuses
relativement éloignées. On constate aussi que le filtre OFDP est surpassé par tous les autres
filtres, mis & part le filtre biorthogonal, mais celui-ci a une longueur deux fois moindre (2048
échantillons au lieu de 4096) et un délai quatre fois plus faible, pour un taux d’erreur binaire
total seulement légérement plus élevé (2,4.1073 au lieu de 2,1.1073).

Globalement, ces résultats de simulations permettent de tirer les mémes conclusion que
les courbes d’erreur quadratique moyenne calculées de maniére théorique : & délai iden-
tique, le meilleur filtre est biorthogonal, a longueur identique, le meilleur est orthogonal (en
OFDM/OQAM) et minimise I’énergie hors-bande avec un roll-off égal a 0, 5.

Tous ces résultats sont évidemment & nuancer par le fait que ’on ne peut garantir que
les filtres optimisés soient des optima globaux. Ils correspondent malgré tout a de trés bons
optimaux et on peut supposer qu'ils sont suffisamment proches de 'optimum global pour
valider nos conclusions.

On notera aussi que les résultats présentés pour 512 porteuses restent vérifiés pour des
systémes comportant un nombre de porteuses différent.
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F1a. 5.6 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme OFDM/OQAM a 512
porteuses utilisant un filtre prototype OFDP avec un roll-off égal a 0 et de longueur 4096 [73].
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Prototype OFDM/QAM, N/M=3/2, L=3072, Teb=1,6.10">
T

10° T T T T T T T T
*
*
1071 L * B
E 10’2 [ . B . . .
10°F B
107 1 1 | 1 | ! | | |
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
porteuse

Fi1a. 5.8 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme OFDM/QAM a 512
porteuses et un rapport de suréchantillonnage égal a % utilisant un filtre prototype minimisant
I’énergie hors-bande avec un roll-off égal a 1, de longueur 4096.

Prototype OFDM/QAM, N/M=5/4, L=5120, Teb=7,8.10"*
T

10° T T T T T T T T
*

107F g
8 107} e

10°F B

107 1 1 | 1 | ! | | |

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
porteuse

Fi1a. 5.9 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme OFDM/QAM a 512
porteuses et un rapport de suréchantillonnage égal a % utilisant un filtre prototype minimisant
I’énergie hors-bande avec un roll-off égal a 1, de longueur 4096.
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Prototype OFDM/OQAM, (r=0), L=4096, Teb=1,6.10"°
T

10° T T T T T T T T
*
*

1 071 L * _
8 107} e

10°F B

107 1 1 | 1 | ! | | |

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
porteuse

F1a. 5.10 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme OFDM/OQAM a 512
porteuses utilisant un filtre prototype minimisant 1’énergie hors-bande avec un roll-off égal a
0 et de longueur 4096.

Prototype OFDM/OQAM, (r=0,5), L=4096, Teb=8,8.10

10° T T T T T T T T T
*

107F g
E 10’2 [ . B . . .

10°F B

107 1 1 | 1 | ! | | |

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
porteuse

F1a. 5.11 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme OFDM/OQAM a 512
porteuses utilisant un filtre prototype minimisant I’énergie hors-bande avec un roll-off égal a
0,5 et de longueur 4096.
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o Prototype OFDM/OQAM, (r=1), L=4096, Teb=1,8.103
10 T T T T T T T T T
* *
107F g
8 107} §
10°F B
107 1 1 | 1 | ! | | |
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
porteuse

Fi1c¢. 5.12 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour
porteuses utilisant un filtre prototype minimisant 1’énergie hors-bande

1 et de longueur 4096.

un systéme OFDM/OQAM a 512
avec un roll-off égal &

Prototype OFDM/OQAM (r=1), L=2048, Teb=1,8.10_3

10° T T T T T T T T T
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107F g
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15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
porteuse

F1a¢. 5.13 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour
porteuses utilisant un filtre prototype minimisant I’énergie hors-bande avec un roll-off égal a

1 et de longueur 2048.

un systéme OFDM/OQAM a 512
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Prototype OFDM/OQAM (r=1), L=1023, Teb=4,8.10"°
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F1G. 5.14 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme OFDM/OQAM a 512
porteuses utilisant un filtre prototype minimisant 1’énergie hors-bande avec un roll-off égal a
1 et de longueur 1024.

Prototype BFDM/OQAM (r=1), D=1023, L=2048, Teb=2,4.10"°
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a
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107 1 1 | 1 | ! | | |
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
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F1a. 5.15 — Taux d’erreur binaire sur chaque porteuse pour un systéme BEDM/OQAM a 512
porteuses utilisant un filtre prototype minimisant 1’énergie hors-bande avec un roll-off égal a
1, de longueur 2048 et un parameétre de délai égal a 1023.
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5.3 Deécalage fréquentiel en réception

Nous étudions maintenant comme dans [82, 83, 81] l'effet d’un décalage fréquentiel a la
démodulation avec un canal & bruit additif blanc gaussien. Dans ce cas, le signal regu s’écrit

r(t) = (s(t) + b(t))e?? N, (5.40)

avec Af le décalage fréquentiel en réception supposé compris entre 0 et Fy, et b(¢) le bruit
additif blanc gaussien modélisé comme dans la section 5.1. Les modulations BFDM/QAM et
BFDM/OQAM sont toutes obtenues en discret en choisissant les instants d’échantillonnage
ti tels que tp = (k — %) Te, avec T = ﬁ. Il en découle que, en discret, le signal recu s’écrit

-2 Af
F|

r[k] = (s[k] + bk])e’ ¥ 7o (7). (5.41)

5.3.1 Cas des modulations BFDM/QAM

En utilisant les équations (2.27) et (2.28) qui définissent le signal BFDM/QAM discret,
on obtient que le signal recu s’écrit

M-1 +o0

21 (1. DY (L AF i2m Af (1. D
=3 S emaflk—an)d ORI Ly FRER) (54g)
m=0 n=—o0
Alors, apreés calculs, on obtient que les symboles estimés aprés démodulation valent
M-1 +oo o ) oA
ém,n - (Z Z cm’,n’e]MnN(m 7m)Im’—m,n’—n + bm’”) et (543)
m/=0n'=—oc0
avec
i2m (. D Af
Lo =S flk — gNJ[D — ke 3 - ) (r ) (5.44)
k
i2m (. DY(AL_ ) 521, A
brun = S BKAD —  + a]ed (b B (F-m) o~ inN 8] (5.45)
k

Le décalage fréquentiel implique ainsi une rotation de phase 6,, = %n]\f%—g des symboles émis.
On supposera comme dans [82] qu'on peut parfaitement I'estimer ainsi que l’atténuation Iy
de sorte que, aprés égalisation & un coefficient, les symboles démodulés sont donnés par la
relation

ém,n = Cmn + bm,n + Z cm,,n,ej%nN(m’fm) Imlfmm/,n I— (546)
(! ) () 00

Dans le cas ot les prototypes de modulation et de démodulation sont conjugués l'un de I'autre,
on montre facilement que

D A
Too = %{Z FIRFID - k]eﬂ'?&’“-?hﬁ}, (5.47)
k=0
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si bien que Iy = £|Iy|. Lorsque les prototypes sont orthogonaux et symétriques, on a méme

IOO_ZU“ cos[ (k—T>%§] (5.48)

Dans tous les cas, ’erreur quadratique moyenne vaut

M—-1
GZIRI2 + 02 (= ool + Xl S22 oo lpl?)

Enp = , 5.49
Af TlooP 4%
soit, en utilisant le fait que o2 = ”‘;ﬁQ & (cf. équation (5.9)) :
o M-1
s ZIFPIRIPAE + (<Mool + X0 S o nal?)
E':Af = |IOO|2 . (550)

5.3.2 Cas des modulations BFDM/OQAM

En s’inspirant des calculs menés dans le cas des modulations BEDM /QAM, on trouve que
les symboles OQAM démodulés ont pour expression

2N—-1 +o0 ) A
dm,n - §R { (bm,n + Z Z am’,n’Jm’—m,n’—n(_l)(m m)n) ejnﬂFO } s (551)

m/=0 n'=—o0
avec
j2m (f._ D AF
Tpa =3 Sk~ aNJAD — kBB o (5.52
k
j2m (. DY(Af_ .\ _ 27, _
b = S BEIR[D — & + nN]e/ 3N 2) (5 m) IRV j-Omt), (5.53)
k

et lorsque les prototypes d’émission et de réception sont conjugués I'un de 'autre, on a toujours

D A
- ?R{Z SIS - k]eﬂ%“"%—ﬁ}, (5.54)
k=0

autrement dit, Jp o est réel. En outre, lorsque les prototypes sont aussi réels, on a

Zf f[D — k] cos BZ <I<:— —) ?—ﬂ (5.55)

Le décalage fréquentiel induit encore une rotation de phase. Nous supposerons que, comme
dans le cas des modulations BEDM/QAM, cette rotation de phase 6, = mr%—g ainsi que
I'atténuation Jypo sont parfaitement estimées avant le filtrage de réception, si bien que les
symboles OQAM estimés s’écrivent finalement, dans le cas de prototypes réels identiques a
I’émission et a la réception :

. r_ 1
amm = amm + %{bmm} + Z am/,n/Am’fm,n/fn(_l)(m m)n S (556)

7
(m?,n')#(m,n) 0.0
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avec

Apg = R{J, 0} = Ek: [k — gNJA[D — k] cos [22—;[ (k - g) (p + ?—f) + 50+ q)} . (5.57)

L’erreur quadratique moyenne vaut alors

2 M-
G2+ 02 (~A30+ Tplo! T2 A2,

q=—00 ""P,q
£ =
& g ?LA(Z) 0 7

(5.58)

2
en notant que Ago = Joo. On trouve alors, en utilisant le fait que ol = %

a = P
(5.17)),

(cf. équation

o2 M-—1
L SIIPI + (<A0 + DM S A2,
5Af: A2 ’
0,0

(5.59)

5.3.3 Dégradation par rapport a un décalage fréquentiel nul

En utilisant les relations (5.14) et (5.21) qui expriment lerreur quadratique moyenne en
présence de bruit gaussien en fonction du rapport signal & bruit, pour Af = 0, on peut
définir la dégradation de l'erreur quadratique moyenne due & un décalage fréquentiel Af des
modulations BFDM/QAM et BFDM/OQAM par

o
y 1Tl (5.60)
8(2) EO ’
avec
o {|Io70|2 pour une modulation BEFEDM/QAM,

2 : (5.61)
Ajo  pour une modulation BFDM/OQAM,

%m <—]Io7o\2 + Z;];Vi_ol Bliod \Ip,qF) pour une modulation BFDM/QAM,

qg=—00
O A2 4 N =lgdoo 4o dulation BEDM/OQAM
e (Ao + szo 10 Ap g pour une modulation /JOQAM.

(5.62)

Enfin, si 'on suppose, comme dans [81] que 'on dispose d’un égaliseur capable de suppri-
mer l'interférence entre symboles au sein d’'une méme porteuse, sans amplification du bruit
gaussien, alors Vj vaut

q=—00

W Zé\i—ll ;L;’ioo A2, pour une modulation BEFDM/OQAM.

N 1 M—1 oo 2 i
Vi {Minf”Q”h”Q > =1 |I, 4] pour une modulation BFDM/QAM, (5.63)

On notera que cette supposition peut paraitre contestable dans la mesure ot nous ne disposons
pas d’un tel égaliseur. Elle permet juste de représenter les performances théoriques optimales
d’'un systéme donné et de se comparer a [82].

Si on I’exprime en décibels, la dégradation par rapport & un décalage fréquentiel s’écrit
alors dans tous les cas sous la forme

2
1+ 5V

0

(5.64)
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La figure 5.16 représente la dégradation Dy en décibels pour plusieurs filtres prototypes
OFDM/QAM et OFDM/OQAM comportant 16 porteuses. Les courbes tracées permettent de
déterminer les décalages fréquentiels fournissant la méme dégradation pour différents systémes.
Les courbes les plus a droite sont les meilleures.

On a pu constater que les meilleurs filtres sont les filtres les plus courts optimisés pour
maximiser la localisation temps-fréquence. Pour illustrer ceci on a ainsi comparé les systémes
OFDM classique, OFDM/OQAM avec filtre OFDP a 64 échantillons (cf. figure 4.5), et sys-
témes OFDM/QAM suréchantillonné par % et OFDM/OQAM avec filtres maximisant la loca-
lisation temps-fréquence et & longueurs 48 et 16 échantillons respectivement. Le rapport signal
a bruit pour Af = 0 a été choisi, comme dans [82]|, de maniére & obtenir un taux d’erreur
symbole égal & 10~7 sans décalage fréquentiel, soit Z—E = 10(K — 1) pour une MAQ-K. Dans
notre cas, la constellation utilisée étant une MAQ—64,ble rapport signal & bruit vaut 21,76 dB.

On a fait figurer les dégradations obtenues pour des systémes égalisés (lignes étoilées),
ou non égalisés (lignes non étoilées). On constate que le filire OFDM/OQAM optimisant
la localisation temps-fréquence est le meilleur et qu’il permet d’atteindre sans égalisation des
performances presque aussi bonnes que le filtre OFDP avec égalisation. Par ailleurs, il apparait
que la dégradation avec égalisation est identique & la dégradation sans égalisation dans le cas
du systeme OFDM/QAM suréchantillonné par %

Par ailleurs, D'utilisation de prototypes biorthogonaux non orthogonaux ne semble pas
présenter d’intérét vis-a-vis d’une erreur de synchronisation fréquentielle au récepteur. En
effet, les meilleurs filtres sont les filtres orthogonaux les plus courts et les mieux localisés. Le
délai de reconstruction étant proportionnel & la longueur des filtres dans le cas orthogonal, les
filtres optimaux sont donc aussi & délai minimum. Ils sont donc & la fois les plus courts, les
plus performants en termes d’erreur quadratique, et de plus faible délai. Autrement dit, ils
sont optimaux a tout point de vue.

La figure 5.17 traduit 'influence du choix du prototype sur le taux d’erreur symbole,
toujours pour 16 porteuses mais avec une MAQ-16 et un rapport signal a bruit égal a 20 dB.

5.4 Conclusion

Etant donnés les résultats que nous venons de présenter, nous pouvons constater qu'il
n’existe pas de systéme idéal. Le choix du filtre prototype et du systéme doit se faire en
fonction de 'application considérée. Ainsi, si 'on ne considére que le bruit gaussien, tous les
prototypes orthogonaux sont équivalents et optimaux a efficacité spectrale identique. On peut
donc par exemple choisir le filtre le plus simple, c’est-a-dire le filtre rectangulaire. En revanche,
pour un canal sélectif en fréquence (modélisé ici par un interféreur sinusoidal constant), les
meilleurs filtres sont ceux qui minimisent le produit de leur norme et de leur énergie hors-
bande. Dans le cas de filtre orthogonaux, de norme égale & 1, le critére pertinent est ainsi la
minimisation de ’énergie hors-bande. En revanche, pour les filtres biorthogonaux, la norme
dépend de chaque filtre prototype et est toujours supérieure a 1 lorsque les filtres d’émission
et de réception sont identiques. De ce fait, la formulation du critére d’énergie proposée au
chapitre 4 (cf. équation (4.1)), choisie de maniére a obtenir une écriture unifiée et normalisée,
serait a revoir dans le cadre de notre application. Ainsi, plutot que de faire apparaitre la norme
au dénominateur dans (4.1), il serait plus judicieux de la faire intervenir au numérateur, ce
qui devrait permettre d’améliorer les performances des solutions biorthogonales & la fois en
présence d’un interféreur sinusoidal et aussi dans le cas du canal gaussien. Néanmoins, les
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F1G. 5.16 — Dégradation de ’erreur quadratique moyenne en décibels pour 16 porteuses et un
rapport signal & bruit de 21,76 dB (les lignes étoilées correspondent aux lignes sans étoiles
égalisées).
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F1G. 5.17 — Taux d’erreur symbole en MAQ-16 pour 16 porteuses et un rapport signal & bruit
de 20 dB : comparaison de PTOFDM avec TOFDM/OQAM et filtre OFDP de longueur 64 et
OFDM/OQAM et filtre maximisant la localisation temps-fréquence de longueur 16.
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prototypes biorthogonaux obtenus par minimisation de (4.1) peuvent malgré tout présenter
un intérét bien qu’ils ne soient pas optimisés pour le meilleur critére : a délai identique, ils
peuvent permettre de diminuer le taux d’erreur par rapport aux filtres orthogonaux. Il est en
effet possible de synthétiser des filtres biorthogonaux plus longs sans augmenter le délai, ce
qui a pour effet d’obtenir une énergie hors-bande plus faible.

Enfin, pour le dernier type de perturbation considéré, i.e. une erreur de synchronisation
fréquentielle au récepteur, les meilleurs filtres sont les filtres OFDM/OQAM orthogonaux les
plus courts et qui maximisent la localisation temps-fréquence. Dans ce cas, les filtres biortho-
gonaux ne présentent pas d’intérét puisque ni le délai ni la longueur des filtres optimaux ne
peut étre réduite.



Conclusion

Cette thése avait pour principal objectif de formaliser les modulations multiporteuses bior-
thogonales de type BFDM a 1’aide de la théorie des bancs de filtres, et d’en déduire des schémas
de réalisation efficaces, ainsi que des procédures de synthése de filtres prototypes & reconstruc-
tion parfaite, orthogonaux ou biorthogonaux.

Nous avons ainsi pu décrire deux types de modulations : les modulations BFDM/QAM
suréchantillonnées et les modulations BFDM/OQAM. Dans chaque cas nous avons fait le lien
entre les modulations & temps continu et les modulations & temps discret, dans le cadre de la
théorie des espaces de Hilbert et des familles de Weyl-Heisenberg. Nous avons ainsi mis en évi-
dence, dans un cadre mathématique éprouvé, les notions d’orthogonalité et de biorthogonalité
dans le domaine des modulations multiporteuses. Nous nous sommes alors surtout focalisés sur
le cas discret en mettant l’accent sur l'utilisation de filtres causaux & réponse impulsionnelle
finie. En utilisant le formalisme des bancs de filtres, nous avons montré comment les modems
BFDM/QAM et BFDM/OQAM peuvent étre réalisés a l'aide d’un transmultiplexeur. Cette
approche nous a permis de déterminer et de prendre en compte le délai de démodulation inhé-
rent & tout systéme de communication numeérique. Par ailleurs, les transmultiplexeurs proposés
a ce stade étant & forte complexité opératoire, nous avons déterminé des schémas de réalisa-
tion équivalents beaucoup plus efficaces : ceux-ci font intervenir des transformées de Fourier
discrétes inverses ou directes, et un filtrage polyphase, ce qui réduit considérablement la com-
plexité opératoire des transmultiplexeurs initiaux. Nous avons aussi calculé analytiquement
les matrices de transfert des systémes BEDM/QAM et BEFEDM/OQAM et nous nous sommes
intéressés au probléme complexe de la reconstruction parfaite. Nous avons ainsi pu établir
a chaque fois des conditions nécessaires et suffisantes de reconstruction parfaite portant sur
les composantes polyphases des filtres prototypes d’émission et de réception. Les conditions
d’orthogonalité, obtenues avec des contraintes supplémentaires par rapport au cas général
biorthogonal, en ont aussi été déduites.

En outre, nous avons aussi établi des relations de dualité entre modulations BFDM/OQAM
et bancs de filtres MDFT et nous avons modélisé ces deux systémes en utilisant des familles
de Weyl-Heisenberg dans l2(Z) considéré comme un espace de Hilbert sur R. Nous en avons
déduit un banc de filtres MDFT généralisé réduisant le retard de reconstruction.

L’utilisation des conditions de reconstruction parfaite nous a permis de synthétiser des
filtres prototypes parfaitement orthogonaux ou, plus généralement, parfaitement biorthogo-
naux. Des résultats d’optimisation ont ainsi pu étre fournis pour deux critéres : la minimisation
de I’énergie hors-bande et la maximisation de la localisation temps-fréquence. Les conditions
de reconstruction parfaite des systémes BFDM/QAM suréchantillonnés établies au cours du
chapitre 2 ont ainsi abouti a la synthése de filtres orthogonaux pour des rapports de suréchan-

5

. , <3 5 . . , A
tillonnage égaux a 5 et 7. Le suréchantillonnage par 3 présente l'intérét de correspondre en

termes d’efficacité spectrale, a un systéme OFDM avec intervalle de garde de 25%, ce qui est
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conforme avec les systémes réalisés en pratique. Nous soulignons le fait que, & notre connais-
sance, aucune procédure publiée dans la littérature n’a permis la synthése de filtres pour un
rapport de suréchantillonnage aussi proche de 1.

Le suréchantillonnage par 2, qui correspond & quelques restrictions prés aux mémes condi-
tions de reconstruction que les modulations BEDM/OQAM, a fait 'objet de procédures d’opti-
misation spécifiques. Nous avons ainsi présenté deux nouvelles méthodes de synthése de filtres
BFDM/OQAM orthogonaux ou biorthogonaux. Celles-ci utilisent une représentation para-
métrique des filtres orthogonaux ou biorthogonaux déduites des conditions de reconstruction
parfaite du systéme. Ces représentations, structures treillis dans le cas orthogonal et schémas
en échelle dans le cas biorthogonal, réduisent par deux le nombre de paramétres a optimiser
et aboutissent a une optimisation non contrainte. La premiére méthode proposée, basée sur
la représentation des filtres a reconstruction parfaite par un jeu réduit de paramétres, nous
a permis de synthétiser des filtres quasi-optimaux pour I'un ou l'autre des critéres optimisés,
pour un nombre de porteuses pouvant aller jusqu’a 1024, et des longueurs pouvant aller jusqu’a
8192, avec un temps de calcul raisonnable. La seconde, basée sur une description continue de
ce jeu de parameétres réduits, permet quant & elle d’obtenir des filtres quasi-optimaux vis-a-vis
du critére d’énergie hors-bande, pour un nombre de porteuses arbitrairement grand et des
longueurs allant jusqu’a 4 fois le nombre de porteuses, pour un temps de calcul trés réduit.
Nous avons pu constater que les filtres obtenus par les deux méthodes sont non seulement
parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux, mais ils sont aussi plus proches de l'optimum
global vis-a-vis d’un critére donné, que les autres filtres proposés proposés dans la littérature
pour les modulations multiporteuses. Nous avons aussi remarqué que les filtres orthogonaux
sont généralement les plus proches de l'optimum pour une longueur de filtre donnée, mais
que, pour un délai de reconstruction donné, les meilleurs filtres sont biorthogonaux mais non
orthogonaux. Ceci s’explique par le fait qu’il est possible d’allonger la longueur d’un filtre
biorthogonal non orthogonal sans augmenter le délai de reconstruction, contrairement & ce
qui se passe pour les filtres orthogonaux. Les filtres biorthogonaux offrent donc davantage de
degrés liberté. Dans le cas du critére de la localisation, nous avons par ailleurs montré que
l'optimisation de filtres biorthogonaux pouvaient conduire & des filtres & localisation quasi
maximale, mais dégénérés au sens ou leur norme tend vers Iinfini. Il est aussi intéressant de
noter que la synthése de filtres a reconstruction parfaite est adaptée a toutes les longueurs de
filtre : en particulier, 'utilisation de la propriété de reconstruction parfaite permet de géné-
rer des filtres bien localisés comportant seulement un échantillon par porteuse, contrairement
aux techniques basées sur ’échantillonnage et la troncature de filtres continus a étalement
temporel infini, comme les filtres EGF ou IOTA.

Lorsque 'on évalue les filtres optimisés en présence de distorsions, plusieurs conclusions
peuvent étre tirées. Tout d’abord, et c’est un résultat classique, en présence de bruit gaussien,
tous les filtres orthogonaux sont équivalents et optimaux pour une efficacité spectrale donnée.
Ce qui est peut-étre un peu moins connu, sans étre étonnant, est que diminuer 'efficacité spec-
trale en augmentant le rapport de suréchantillonnage (pour les modulations BFDM/QAM),
permet de réduire le taux d’erreur. Tout se passe alors comme si le rapport signal & bruit
était multiplié par le rapport de suréchantillonnage (qui est toujours supérieur a 1). La perte
d’efficacité spectrale des systémes BEFDM/QAM suréchantillonnés est ainsi compensée par une
réduction de I’erreur quadratique moyenne. Quant aux filtres biorthogonaux non orthogonaux,
ils ont pour conséquence une division du rapport signal & bruit par le produit des normes au
carrés des filtres prototypes d’émission et de réception. Or ce produit est toujours supérieur
ou égal a 1, I’égalité étant obtenue pour les filtres orthogonaux. Dans le cas ot le méme filtre
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est utilisé & I’émission et & la réception, c’est donc la norme puissance quatre qui intervient.
Les critéres d’optimisation que nous avons utilisés ne tiennent pas compte de cette caractéris-
tique si bien que les filtres obtenus sont susceptibles d’améliorations sensibles. Globalement,
parmi les filtres biorthogonaux non orthogonaux, les filtres maximisant la localisation temps
fréquence sont ceux qui se comportent le mieux, mais il n’est pas réellement possible de tirer
une conclusion générale faisant apparaitre un lien entre la longueur des filtres, leur délai de
reconstruction, le critére optimisé, et leur norme.

Ensuite, pour un canal sélectif en fréquence modélisé comme une interférence sinusoidale
d’amplitude constante autour d’une fréquence fy donnée, il s’avére que 'erreur quadratique
moyenne peut aussi étre calculée de maniére analytique. Elle s’exprime en particulier en fonc-
tion du produit de la norme du filtre prototype d’émission et du module de la réponse fré-
quentielle du filtre prototype de réception. Il en découle, et ¢a parait logique, que les filtres
les plus sélectifs en fréquence sont ceux qui permettent d’obtenir les meilleurs taux d’erreur.
Si I'on compare les types de systéme (BFDM/QAM suréchantillonné ou BFDM/OQAM) plu-
tot que les filtres utilisés, on constate que plus le suréchantillonnage est important, plus le
chevauchement entre les porteuses est réduit. Il en découle que les systémes BEDM/QAM
suréchantillonnés se comportent mieux que les systémes BEDM/OQAM vis-a-vis du canal
sélectif en fréquence modélisé ici, la contrepartie étant une perte d’efficacité spectrale.

Le dernier type de perturbation étudiée concerne une erreur de synchronisation fréquen-
tielle au récepteur. Dans ce cas, la conclusion est que les systémes les mieux adaptés sont les
modulations OFDM/OQAM avec filtre court (un coefficient par porteuse) et maximisant la
localisation temps-fréquence. Il n’y a donc rien & gagner a utiliser des filtres biorthogonaux
non orthogonaux si l’'on ne considére que cette perturbation. En effet, les filtres optimaux sont
a la fois les plus courts et ceux qui donnent le délai de reconstruction le plus réduit. Ce résultat
est intéressant dans la mesure ot on aurait pu penser que les meilleurs filtres sont ceux qui ont
la plus faible énergie hors-bande, puisque la distorsion est due & une erreur sur la fréquence du
récepteur. En fait, I’expression analytique de I’erreur quadratique moyenne indique que cette
erreur se traduit par de l'interférence entre porteuses mais aussi entre symboles. On comprend
donc mieux que ce sont les filtres courts a la fois bien localisés en temps et en fréquence qui
sont les plus performants. Cet état de fait augmente l'intérét de I'utilisation de filtres a recons-
truction parfaite : ceci permet en effet d’obtenir des filtres courts bien localisés et parfaitement
orthogonal contrairement aux techniques classiques qui consistent & tronquer et discrétiser des
filtres & temps continu et & étalement temporel infini. En outre, les expressions analytiques
des erreurs quadratiques moyennes des systémes BEDM/OQAM et BFDM/QAM ménent a la
conclusion que ces deux types de modulation ont des comportements identiques vis-a-vis des
perturbations étudiées : les différences constatées entre ces systémes sont en réalité dues aux
filtres prototypes utilisés. Ainsi, en termes de performance, ce qui différencie ces modulations
n’est pas leur structure (utilisation d’un offset ou non), mais leur capacité a étre mises en
ceuvre a l'aide de filtres performants.

Notre étude a aussi ouvert quelques perspectives. Ainsi, de méme qu’on a montré qu’il
existe une relation de dualité entre modulations BEDM/OQAM et bancs de filtres MDFT,
nous avons constaté qu'il en existe aussi une entre les modulations BEDM/QAM suréchan-
tillonnées et les bancs de filtres modulés suréchantillonnés. Ainsi, les filtres BEDM/QAM a
reconstruction parfaite permettent, & un facteur de normalisation prés, d’engendrer des co-
deurs en sous-bandes modulés suréchantillonnés a reconstruction parfaite aussi. Ensuite, si
nous avons donné des résultats de synthése de filtres OFDM/QAM suréchantillonnés, une
technique permettant aussi la synthése de filtres biorthogonaux pourrait faire 'objet de nou-
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velles recherches. Cette technique pourrait par exemple s’appuyer sur une représentation pa-
ramétrique des filtres biorthogonaux, comme les échelles en BEDM/OQAM. Par ailleurs, les
techniques d’optimisation de filtres prototypes BEFDM/OQAM nous on fait prendre conscience
d’un probléme lié au schéma en échelle classiquement utilisé pour représenter les filtres biortho-
gonaux. En effet, nous avons tout d’abord constaté que cette représentation n’est pas compléte
(certains filtres biorthogonaux ne peuvent étre représentés a ’aide d’un schéma en échelle),
et que, de plus, il n’est pas possible de faire apparaitre le caractére orthogonal d'un filtre sur
sa représentation en échelle. Une piste de recherche prometteuse serait donc de trouver une
représentation qui corresponde & un genre de treillis généralisé. Une telle représentation ferait
alors apparaitre la structure en treillis, qui caractérise les filtres orthogonaux, comme un cas
particulier. Par ailleurs, nous sommes conscients de ne pas avoir pu aborder certains des pro-
blémes fondamentaux posés par 'utilisation pratique des modulations multiporteuses. Il serait
ainsi utile d’étudier le probléme relatif au rapport créte a valeur moyenne (PAPR?). Enfin, les
modulations multiporteuses étant utilisées le plus souvent pour combattre les nuisances dues
a des canaux multitrajets, I’évaluation de nos systémes dans ce cadre serait judicieuse.

"Peak to Average Power Ratio.



Annexe A

Notations

A.1 Généralités

Soient x un réel et m et n deux entiers. On utilisera les notations suivantes :

— partie entiére (par valeur inférieure) : |[z] ;

partie entiére par valeur supérieure : [z];

— symbole de Kronecker : d,, , = 1 si m =n, dp, , = 0 sinon;

— opérateur de congruence : d,, , = 1 si m est un multiple de n, d,, ,, = 0 sinon.

A.2 Complexes

On note j une racine carrée de —1 : j = v/—1. Etant donnés deux réels x et y, le complexe
conjugué de z = x + jy est noté z* = x — jy. Enfin, si M2est un entier strictement supérieur
a 1, la premiére racine M€ de I'unité est notée w = e /7.

A.3 Ensembles

Les ensembles apparaissent en gras droit, en capitales d’imprimerie. Soient E et F deux
ensembles. On note alors :

— différence : E\ F;

— inclusion : F C E;

— entiers naturels : N ;

— entiers relatifs : Z;

— réels : R;

— complexes : C.

A.4 Filtres

D’une maniére générale, la réponse impulsionnelle i d’un filtre est notée en minuscule et sa
réponse fréquentielle H(v) en majuscule. Quand le filtre est continu, son argument temporel
est noté entre parenthéses (h(t) par exemple). Quand le filtre est discret, son argument est
noté entre crochets h[n] par exemple) et sa transformée en z est notée en majuscule : H(z) =
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+2° _h[n]z™" représente la transformée en z du filtre de réponse impulsionnelle h[n]. On

n=—o0o
adopte alors les notations suivantes :
— conjugaison : H*(z) = >/ h*[n]z™";

~ paraconjugaison : H(z) = H*(z71);
~ partie réelle : R{H (2)} = 3.7 _ R{h[n]}";
~ partie imaginaire : S{H(2)} = 3> __ 3{h[n]}z"
Le produit de convolution est noté & :
— produit de convolution continu : f(t) ® h(t) = fjooj ft —7)h(r)dr;

— produit de convolution discret : f[n] ® h[n] = S __ fln — k]h[k].

k=—o00

A.5 Matrices

Les matrices sont notées en gras italique, en capitales d’imprimerie. Leurs éléments pour-
ront étre des complexes (matrice A d’éléments a; ;) ou des filtres discrets, représentés a l'aide
de leur réponse impulsionnelle (matrice A[n| d’éléments a; j[n]) ou de leur transformée en
z (matrice A(z) d’éléments A; ;j(z)). Par exemple, pour une matrice A(z), on adoptera les
notations suivantes :

— ¢élément de la ligne 7 et de la colonne j : [A]; j(2) = 4; j(2);

— conjugaison : [A"]; ;(2) = [A]} ;(2);
transposition : [AT]; j = [Al];;

— partie réelle : [R{A}]; j(2) = R{[A};;}(2);

— partie imaginaire : [S{A}]; j(2) = S{[A};;}(2).

Parmi les matrices, on distingue les vecteurs qui sont des matrices & une seule colonne. Par
commodité d’écriture, on négligera 'indice de colonne d’un vecteur étant donné qu’il vaut
toujours 0. Alors, x;[n] désigne un filtre discret de transformée en z X;(z), pour 0 < | <
L, — 1, on note respectivement X [n] et X (z) les vecteurs colonnes de composantes x;[n] et
Xi(z) . Enfin, si M et Ny sont deux entiers strictement positifs, on désigne par W pry Ny
la matrice de taille M x NoM d’élément k,0 (0 < k < M, 0 <1 < NgM — 1) tel que
(W MxNoMk1 = e~I31k = Wkl et on note W la matrice carrée de taille M telle que (W], =
W0 <kl<M-—1.

A.6 Permutations et matrices de permutation

Soit M > 1 un entier et E = {0,..., M — 1} I'ensemble des entiers compris entre 0 et
M — 1. Une permutation de E est une bijection de E vers E. Les permutations sont notées
par des lettres grecques minuscules. A chaque permutation ¢ de E, on associe une matrice P,
carrée de taille M définie par [Pyly; = Ok,6(1), 0 < k,1 < M — 1. Parmi les permutations de E
on distingue l'identité ¢, la rotation p et la symétrie o respectivement définies par :

{0,1,...,2M — 1} = {0,1,...,2M — 1}; (A1)
{0,1,...,2M — 1} 2 {2M —1,0,1,...,2M — 2}; (A.2)
{0,1,...,2M — 1} +Z {2M —1,...,1,0}. (A.3)

Par commodité d’écriture, on désignera par I, R et S les matrices P,, P, et P, qui leur
sont associées. Par ailleurs, on note par o la composition de deux permutations : si ¢ et ¥
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sont deux permutations de E, alors ¢ o ¢(l) = ¥(¢(1)) pour 0 <1 < M — 1. On définit aussi
I’opérateur puissance pour toute permutation ¢ de E par :

#° =1 et ¢! est Uinverse de ¢; (A.4)
P =¢o...0¢ et ¢ " = (¢ 1", pour n > 0. (A.5)
e
T 1018

On notera, que ces notations concordent avec les définitions de la multiplication et de la
puissance pour les matrices. Ainsi, Pyoy = Py Py et Pyn = Pg. Ceci permet d’écrire que
S2=I RM=1 SRS=R 'ect SR"=R"S.

A.7 Matrices diagonales

Soient M < 1 un entier, (ag,...,ap—1) une famille de M scalaires, (Ag(2), ..., Arn—1(2))
une famille de M fonctions de z, ¢ une permutation de E = {0, ..., M —1} et u une application
de E & valeurs dans N. Alors on note :

a 0
Da :dia’g[ao’ SRRE) aM*l] = ; (A6)
0 ap—1
Ao(Z) 0
D A(2) = diag[Ao(2), ..., An-1(2)] = ; (A7)
0 AMfl(Z)
Dﬁ = diag[a¢(0), ey CL¢(M_1)]; (A8)
D (2) = diag[Ag(o)(2), -, Agar-1)(2)]; (A.9)
D(z) = diag[1,271,..., 2~ M=}, (A.10)
D" (z) = diag[z~0) v -uM-1)) (A.11)
L’un des intéréts de ces notations est qu’elles permettent d’écrire
D (2)Dp(2) = Do(2)Dp(z) & D}(2)Dig(2) = D (=) D} (2) (A12)

P, D ()P, = DY (2). (A.13)
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Annexe B

Dualité entre bancs de filtres
uniformes a décimation critique

B.1 Le banc de filtres uniforme & M bandes et & décimation
critique (“M-channel maximally decimated filter bank”)

Le systéme de la figure B.1 vérifie la condition de reconstruction parfaite (PR) lorsque le
signal de sortie du banc de filtres est identique au signal d’entrée, & un délai prés :

Y(z) =2 PX(2). (B.1)

Fic. B.1 — Banc de filtres uniforme & M bandes et & décimation critique.

On dit aussi que le systéme est PR avec un délai de reconstruction D. Si ’on définit les
matrices polyphases de type I et IT d’analyse et de synthése E(z) et R(z) par

[Elri(z) =Y hg[nM +1]27", (B.2)
[Rli(2) =Y fulnM + M —1-1]27", (B.3)

alors on peut montrer ([108, pages 249-254]|) qu'un banc de filtre uniforme a décimation
critique est PR si et seulement si :

R(2)E(z) = 27 ™8,(2), (B.4)

s = (7 ") B
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et avec un délai de reconstruction D = mgM + M — 1+ r.

B.2 Transmultiplexeur dual

Supposons qu’on dispose d’un banc de filtres RP avec un délai de reconstruction d. On
dispose donc de deux bancs, I'un d’analyse, 'autre de synthése. On note respectivement X (z)
et X, (2) les signaux d’entrée et de sortie sur la bande d’indice m du banc d’analyse, ainsi que
Yin(z) et Y(2) les signaux d’entrée sur la bande d’indice m et de sortie du banc de synthése.
Si Xon(2) = Yin(2), alors Y (2) = 2~ P X(2), par définition.

Maintenant, on se pose le probléme dual, c’est-a-dire, si Y (2) = 2P X (2), a-t-on X,,(2) =
Y (2) 7 Pour répondre & cette question, on forme le transmultiplexeur dual idéal & I'aide des
bancs d’analyse et de synthése précédents (cf. figure B.2). Ainsi, pour obtenir le dual idéal,

Yo(z) (1) Rz |- —{ Ho(z) {0 Xo(2)
Yilz) () YOG o Xale)
Vi) = )P ()} {1 o Xaia ()

FiG. B.2 — Transmultiplexeur dual idéal.

il faut introduire une avance z” le long de la ligne de transmission, ce qui est évidemment
impossible. En notant D =aM —8=moM +M —1+ret 0 < < M — 1, on peut montrer
que, si Yi(2) et X (z) désignent respectivement lentrée et la sortie du transmultiplexeur idéal
de la figure B.2, alors en introduisant un retard z—? a la place d’une avance 2z le long de la
ligne de transmission, on obtient une sortie z~“Xj(z) (cf. figure B.2). Ce transmultiplexeur

Yo(z) —{( )~ _Fo(z) | — Ho(z) ()27 Xo(2)
Y (2) |

Yi(z) =1 Fi(z) b (Lty—s 272 Xy (2)

YMfl(Z) @ FMfl(z) ‘ Z_O‘XM_l(Z)

FiGc. B.3 — Transmultiplexeur dual réalisable.
peut aussi étre réalisé en utilisant les matrices polyphases E(z) et R(z) (cf. figure B.4). La
relation d’entrée/sortie du systéme s’écrit alors
27X (2) = E(2)Ag(2)R(2)Y (2), (B.6)

si bien que le systéme est PR avec un délai «, si et seulement si z2*E(2)Ag(z)R(z) = I. Or
on peut montrer que z2*Ag(z) = 2™*1S,(2), d’ott la condition de reconstruction parfaite

2T B(2)8,(2)R(2) = I. (B.7)
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Yo(z) —» — 2 *Xo(z)
Y1 (z) —f —z *Xi(z)

YMfl(z) —> —> Z_aXM_l(Z)

Fi1G. B.4 — Transmultiplexeur réalisé a ’aide de matrices polyphases.

B.3 Dualité

On veut montrer que (B.4) est équivalent a (B.7). Tout d’abord, on peut remarquer que
(B.4) et (B.7) imposent que E(z) et R(z) sont inversibles. D’ou :

ZTLE(2)8,(2)R(2) = T < 2 MTU RS )E(2) =1

& R(2)E(z) = 2~ (Mg -1(3) (B.8)
& R(2)E(z) = 27"°8,(2).

Et on a bien montré la dualité entre les systémes.
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Annexe C

A propos des filtres biorthogonaux en
BFDM/OQAM

C.1 Filtres biorthogonaux dégénérés i localisation maximale

Le théoréme suivant montre que 1’on peut obtenir un filtre BFDM/OQAM de localisation
de Doroslovacki aussi proche que ’on veut de 1, quelles que soient les valeurs des paramétres
N, m et s.

Théoréme C.1
Soit N pair, m > 1 entier, s entier dans l'intervalle {0,...,m — 1} et € > 0, il existe un filtre
prototype BEDM P(z) de paramétres N, m et s vérifiant &noq(P) > 1 — €.

Démonstration.— Soit H(z) un filtre quelconque de longueur N défini par

N-1
H(z) =Y hn)z"" (C.1)
n=0
On consideére le filtre P(z) défini par
2N-1

P(2) = 2 >N H(2) + Z 27U (22N, (C.2)
I=N

11 est facile de voir que les composantes 2N-polyphases de P(z) sont données par

[ Al]z™* si0<I<N-1,
Gilz) = { Ki(z) siN<I<2N —1. (C.3)
Les conditions de biorthogonalité (3.144) s’écrivent alors
1 N
h[l]KQNflfl(Z) + h[N -1 l]KN+l(Z) = W,l = 07 ey 5 — 1. (04)

On peut alors choisir, pour tout [ de {0,...,N/2 — 1}, Kon_1(2) de fagon arbitraire, puis
déterminer K ;(2) tel que

Knii(z) = m (% - h[l]K2N1l(Z)> ; (C.5)
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puisque h[N — 1 —[] n’est pas nul.
Pour tout a > 0, le filtre

2N—1
_ 2N 1 1 2N
Hy(2) = az H(z)+ - lzj:v 2K (z7) (C.6)

vérifie alors également les relations de biorthogonalité. Grace a I’homogénéité de la fonction

gmoda on a
1

gmod(Ha) = gmod(aHa)- (07)

Lorsque « tend vers 0, le filtre (éPa) tend vers le filtre H(z) et par continuité de la fonction
&mod, le second membre de (C.7) tend vers {mod(H). Il suffit alors de choisir pour H(z) le filtre
de longueur N qui vérifie {mod(H) = 1 et « suffisamment petit pour que {mod(Pa) > 1 — €.

Autrement dit il suffit de se reporter au paragraphe 1.2.2 et de choisir pour H(z) les
coefficients d’une fonction optimale donnés par le théoréme 1.3. Les autres coefficients du
prototype se déduisent alors directement grace a I'expression (C.6).

On pourrait alors penser que les filtres obtenus sont particuliérement intéressants puisqu'’ils
assurent la reconstruction parfaite et qu’ils ont une localisation temps-fréquence presque égale
a 1. En fait, ces filtres posent un probléme majeur : si 'on calcule leur norme, on constate
que, pour « suffisamment grand, elle vaut

N—
|Holl? ~a >  hll]% (C.8)
=

—

Elle tend donc vers l'infini lorsque « tend vers 'infini. Ceci signifie que les filtres obtenus ainsi
ont une norme d’autant plus grande que leur localisation est proche de 1. Autrement, il faudra
une énergie trés grande pour transmettre un signal si 'on utilise ces filtres. C’est pourquoi on
dit qu’ils sont dégénérés.

Par ailleurs, bien que ’on puisse avoir des filtres biorthogonaux aussi proches de fonctions
de Doroslovacki que 1’on veut, celles-ci ne peuvent étre biorthogonales que dans certains cas
particuliers pour N = 2, comme on le montre dans la section suivante'.

C.2 Condition de biorthogonalité de fonctions de Doroslovacki

Rappelons tout d’abord ’expression analytique des fonctions de Doroslovacki, telles qu’elles
sont définies dans [30] :

_ H(0) (K +1)
M+ T = e R TR K2 15F) (C9)

avec [[(k)] ' =0sik<0,k€Z,etT(k)=(k—1)!sik#0cN
hik] = F(0) (K +1) (€.10)

oK T(K/2+1— (k—T)I(K/2+1+ (k—1))

'Dans ce cas elles sont mémes orthogonales.
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Alors, pour que hlk] soit de durée finie, K/2 + T and K/2 — T doivent étre des entiers tels
que k soit limité & —K/2+T <k < K/2+T. Alors, hlk] est limité 4 [0, L—1]si K =L —1
et T'= % On obtient alors

H(0) T(K+1)

MM = S T = T+ 1)

(C.11)

Lemme C.1

Soit h € l3(Z) un prototype réel défini sur [0, L — 1], de signe constant et sans coefficient
nul. Alors, h ne peut vérifier le théoréme 3.1 avec h = f quesia; =s, N < L < N + [%] et
N-1<d<2N -1

Démonstration.— Supposons que h est biorthogonal. On note L; la longueur de la [i*me
composante polyphase Gj(z) : Gy(z) = S gi[n]z~". Alors, en utilisant le théoréme 3.1, on

n=0
obtient une relation du type

Gi(2)Gp(2) + 2 “Gnyi(2) G (2) = vz F (C.12)
alors
min(L;—1,8+1—L;) min(Lyy;—1,8—a+1—L»)
> gilnlgr (B —n] + > gn+i[n)gr [ —a—n] =~ (C.13)
max(0,05) max(0,6—a)

et, avec 0 <n <max(L; — 1, Ly — 1),

Ll/flfﬁ Ll//71+a75
Z ailn]gr[n’ + B] + Z gn[nlgmn’ + B8 —a] = 0. (C.14)
n'=—0, n'#n n'=a—0, n'#n
D’ou,
gilnlgr[n’ + Bl = 0 pour =3 <n' < Ly —1—Fetn' #n, (C.15)
gnunlgn + B —a]l poura—pB<n <Ly —1+a—pFetn #n. (C.16)
Si n peut prendre plusieurs valeurs différentes, alors gy = g;» = 0, ce qui n’est pas compatible

avec (C.13). Donc on a nécessairement max(L; — 1, Ly4; — 1) =0 et L < 2N. On obtient de
plus que Gi(z) = ¢;[0] = h[l], for 0 <1 < 2N — 1, et en reportant ceci dans 'équation (C.12),
on obtient
90lgv [8] + gn+1[0]gi [8 — o] =, (C.17)
et h[l] ZO0 h[l'] #0 et 8 =0, ou h[N +1] # 0 h[l"] # 0 et § = a. De plus, si h[N +1] # 0, alors
hll] # 0 puisque h # 0 dans [0, L — 1]. Ainsi, h[l] #0pour 0 <! < N —1let M <L <2N.
Utilisons maintenant les conditions du théoréme 3.1.
-8si0<d<N-1
~si0<I<d, hfJAld — 1) + 2 AN + DAIN +d 1) = =5 et ag; = s puisque
hll] # 0 pour 0 <! < N — 1. On obtient donc que h[N +1] = 0 pour [4] <1 < d. Et,
puisque h # 0 dans [0, L — 1], on obtient que L < N + (%ﬂ
“sid+1 <1< N1 AIRRN +d— 1+ h[N + QR[N +d — ] = 2 )
+d—1
et anyig1 = s — 1. En utilisant le fait que N < L < N + [g}, on obtient que
RllJR[2N +d — 1]+ h[N + [Jh[N +d —[] = 0. Ainsi, la seule possibilité est d = N — 1.
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CSN<d<2N -1
~si0<1<d— N, AR 1] + k[N + hld - N — 1] = =g 4

~sid+1-N <1< N—1Lh[hld—1]+ 27BN + R[N +d 1] = 25

et ag_;—_n = s.

)
2ch7ll etajg_;=s
puisque A[l] # 0 pour 0 < [ < N — 1. On obtient de plus que h[N + ] = 0 pour
[4] <1 < d. Et, puisque h # 0 dans [0, L — 1], on trouve que L < N + [2].

Théoréme C.2

Soit h une fonction de Doroslovacki. Dans le cas d’un prototype identique & I’émission et & la
réception, h ne peut définir un jeu de filtres biorthogonaux que si N =2 avec D =1 et L =2
oulL=3,ousiN=2avecD=3etL=3o0oul =4

Démonstration.— Le signe de h est constant et h n’a aucun coefficient nul dans [0, L — 1],
si bien que le lemme C.1 s’applique. Si N = 2, on peut facilement vérifier que les seuls filtres
biorthogonaux sont

H(z)= %(1 +271) avec d =1 (C.18)

H(z) = %(14-22*1—1-2'*2) avecd=1oud=3 (C.19)
1

H(z) = \/—2_0(1 +3271 43272 +27%) avecd=3 (C.20)

Si N > 2, on distingue les cas suivants :
~siN—-1<d<2N -3, hlllh[d—1] =+ pourd+1—N<N-2<[<N-—1 Avec
l=N—-1etl=N —2on obtient

R[N —1]hld — N + 1] = h[N — 2]h[d — N + 2] (C.21)
ce qui conduit &

I(L—N+1)I(N)T(L—d+N—1)I(d— N +2) =
I(L—N+2)(N-1)I(L—d+N—2)I'(d— N+3) (C.22)

(L-N)(N-D(L—d+N-2(d—N+1)! =
(L—N+DI(N-2UL—d+N—3)(d—N+2)| (C.23)

(N-1)(L—-d+N-2)=(L-N+1)(d—N+2) (C.24)
(N—-1)L=L(d—- N +2) (C.25)
La seule possibilité est donc que d = 2N — 3;
~ 812N =3 <d < 2N —1, h[l}h[d — ]+ h[N +lJh[d — 1 — N] = &. Avec [ =0 et I = 1, on
obtient :
-siL<d-1
h[N]h[d — N] = h[N + 1]h[d = 1 — N] # 0, (C.26)

ce qui implique d’abord que L > N + 2. De plus, on trouve aussi que

I'(L—N)I(N+DI(L—d+N)T(d—N+1) =
I'(L—N—1)I(N+2)(L—d+1+N)I'(d—N) (C.27)
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(L—N—1DIN(L—d+N)d—N)=(L-N—-2)(N+DIL—d+N)l(d— N —1)!

(C.28)
(L=(N+1)(d-N)=(L—-(d—N))(N+1) (C.29)
L(d—N)=L(N+1) (C.30)
d=2N+1 (C.31)
ce qui est impossible;
-siL=d
RhINh[d — N] = h[1]h[d — 1] + h[N + 1]h[d — 1 — N] # 0, (C.32)

ce qui implique d’abord que L > N + 1. Si L = N + 1, on a nécessairement N = 3,
L=d=40ou N =4, L =d=25. On peut facilement vérifier que le prototype obtenu
ne vérifie pas les conditions de biorthogonalité. C’est le cas d’une maniére générale
pour N = 3 et N = 4. Sinon, si M > 4, on obtient

1 1
T'(d— NI(N + )DI(N)['(d— N +1) I'(d— DI'(2)L(1)I(d)
1
A NIV oT(N T T =) (O3
1 B 1
(d—=N—-1IN(N-1D!(d-N)  (d—2)!(d—1)!
+ ! (C.34)

(d—N—2)(N + )IN{d— N — 1)

N(N+1)—(d-N-1)(d-N) 1 35
(d—N)(d—N—1)IN(N+1)!  (d—1)(d—2)! (C-35)
(d—1)(d—=2)(N(N+1)—(d= N —1)(d—=N)) = (d— N){(d — N — 1)INI(N + 1)!
(C.36)

(d=N+1)x-x(d=1)x(d—N)x-x(d—2) (NN +1) - (d— N —1)(d - N))

/ / /

>(N—2)xx (2N—4)>(N+1)! >(N=3)x--X(2N—5)>N! >10
= NI(N+1)!, (C.37)
ce qui est impossible;
-siL>d+1
R[0]h[d] + h[N]h|d — N] = h[1]h[d — 1] + [N + 1]h[d — N — 1] (C.38)
Eliminons d’abord le cas L = N + 1. Celui-ci n’est possible que N = 3 et d = 2, ce

qui n’aboutit pas & un prototype biothogonal, comme on peut facilement le vérifier.
Dans les autres cas, on obtient

1 1
LT —drd+1)  TL-NIN+ 1T —d+ NId—N+1)
1 1

T - )T(L —d+ )id) TEL-N-DIN+ 2L —d+ N+ )I({d—N)

(C.39)
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C.3

1 1
C-DL-d-Dd T L-N-DINM{I—d+ N-Dld—N) _
1 1

2L —did-1)  L-N-2N+ L —dsMi@-~N-1 40
(L—d)—(L-1)d (L—N-1)(d-N)—(N+1)(L—d+N) ot
(L-DL—d)'d  (L—-N-D(N+D(L—d+N)!(d—N)! (C.41)
L-Ld Ld—I—2NL o
(L-1DY L —d)!d  (L-N-1Y(N+1(L—-d+ N)!(d— N)! (C42)
OIN+1-d _ d—1 o3

L-N-DI(N+D(L—d+N)Id—N)! _ (L-1(L—d)ld!
2N +1—d)(L - DL —d)d! = (d —1)(L — N — DN + 1)I(L — d+ N)I(d — N)!
(C.44)

CN+1-d)(L-N)x---x(L-1)x(d=N+1)x---xd=
(d=1)(N+ 1L —d+1) % x (L—d+N) (C.45)

@N+1—d)(d—N+1D)J[\_ (LN =14kl y(d—N +Fk)

=1  (C.46)
d—1 [Tl (L + R [y (L — d + k)
avec
2N +1—d)(d— N +1) sid=2N =3
1 =145 sid=2N -2 (C.47)
1+ 55 sid=2N-1
Ainsi, on a toujours (2N+1_jz(1d_N+1) >1.Deplus, L-N—-1+k>L—-d+k< L>
N+2etd-N+k>14+ked>N+1 Alors,sid> N +2,
AN +1—d)(d—N+1) [ (L-N-1+4k) [ y(d—N+E)
d—1 [Tisy (1 + B) T (L = d o+ )
o (L—d+ WS 0+k) _ (L-d+N+D(N+2)  (N+2)° (C.48)
ITo (L + R T (L = d + k) 6(L —d+1) A '

puisque 1 < L —d < 3 et M > 3. Alors, I'égalité dans (C.46) n’est possible que si
d=Noud=N+1 Maisonad>2N —3 et d= N n’est possible que si N = 3, et
d = N + 1 n’est possible que si N = 3 ou N = 4. Or, une vérification rapide montre
que ces trois conditions ne conduisent pas & la biorthogonalité.

Compléments sur le schéma en échelle

Puisque nous utiliserons souvent dans la suite les termes de « représentation compléte »
et de représentation « canonique », nous en rappelons ici la définition exacte.

Définition C.3.1 Soit M une classe d’objets mathématiques et R une classe d’autres objets.
On appelle représentation des objets de M par R, une application f de R vers M.
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On dit que la représentation f est compléte si I’application f est surjective, c’est-a-dire
que pour objet x de M, il existe au moins un objet r de R tel que f(r) = x. r est alors appelé
représentation (pour f) de x.

Si ’application f n’est pas injective, certains objets M ont plusieurs représentations : il
existe z dans M et ry, ro, ro # 71 dans R avec f(r1) = x et f(re) = x. Comme exemple,
on peut citer la représentation d’'un nombre binaire x par un couple d’entiers (m,e) tels que
x =m2° ((2,—1) et (1,0) représente tous deux =z = 1).

Si 'application f est bijective, alors on dit qu’elle une représentation canonique de M
par R : tout objet x de M admet une représentation r dans R telle que f(r) = x.

Supposer que la représentation en échelle est compléte, lorsque d = 2N — 1, conduit &
affirmer que quatre filtres G;(z),i = 0,...,3 vérifiant

Go(2)Ga(2) + G1(2)Gs(z) = 272, (C.49)

par exemple, sont susceptibles d’'une telle représentation. On considére ici le cas particulier
s =1, et I'on intégre la constante dans les filtres.

Contre-exemple.— Considérons les filtres

Go(z) =14 271 + 272 (C.50)

Gi(z) =242 — 272, (C.51)
4 2

Gao(z) =2+ gz_l - gz_Q, (C.52)

Gs(z) =—-1— gz_l - gz_z . (C.53)

Ils sont deux & deux premiers entre eux, vérifient 1’équation (C.49), et pourtant ne peuvent
vérifier une équation matricielle de la forme :

(Go G1) = (G G}) C D. (C.54)
La raison est que I'on peut bien écrire
- .1 2
(Go G1) = (Go Gh) 0 -1 | (C.55)
avec Go = Go et G1 = —32z~!, mais que 'écriture
(Go G1) =(Gy GY) o 11 (C.56)

est impossible car le coefficient constant de Gy est nul.

Ce phénomeéne se produit lorsque dans I'équation (25) des auteurs le coefficient g;(0) est
nul & 'une des étapes de la réduction, ce qui est impossible a voir sur les filtres de départ,
sauf au premier cran. Il s’agit 1a d'une « défectivité ».

Autre contre-exemple.— Considérons les filtres

Go(z) = 14z 14224234271 (C.57)
Gi(z) = 242271 =272 5273 43274, (C.58)
302, 211 _, 2843 4 571 _,

_ 9 20f -1 20 -2 2O o _

G2(2) Tt TIwt T s Tt (C59)
659 547 193 571

G i B O L C.60

3(2) 534° 534° 178" 267 (C.60)
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qui vérifient

Go(2)Ga(2) + G1(2)Ga(z) = 274 (C.61)
On peut écrire
N L PRI A I B 1o 1 2
(Go Gy)=(—2—-62""+2z 7z 227%) [0 L2 11 0 -1 |- (C.62)

Mais la matrice C' qui devrait terminer le double étage C D ne peut étre définie.

La conclusion est que la représentation en échelle dans le cas L = 2mN et d = 2N —1 n’est
pas compléte, et donc non canonique. Il se trouve que dans I’étude des cas ou d # 2N — 1,
I’apparition de relations de biorthogonalité d’un autre type entre les composantes polyphases
du prototype conduit nécessairement a des phénoménes de défectivité, et donc a la recherche
d’un autre type de représentation.



Annexe D

Erreur quadratique moyenne en
BFDM/OQAM pour l'interféreur
sinusoidal

On veut montrer que

K o2 s A—m\[?
— H|— D.1
KHJroo 2K _Z; 02 | ( M ) ’ (D-1)
avec €, , définie par I’équation (5.38). Pour ce faire, on note 6,,, = 2m (A= ) +¢ (Tm) —5m,
si bien que
2 A—m\|® 2 .2
Emm = H 2 {cos? [0, + 2nTA] 4 sin® [0, + (2n + 1)7A]} . (D.2)

Montrons que I'expression Ax définie par A = % LS K eos? (B 4 2na\]+sin? [0y, + (2n + 1)7A]
tend vers 1 quand K tend vers linfini :

K—1
Ak Z c0S% (O + 2n7A] + 1 — cos? [ + (20 + 1)7A]
1 K-1
=1+ % 2 [Om + 2n7A] — cos? [0, + (2n + 1))
n=0
1 K-1
=1+ 7 (cos [0 + 2nmA] — cos [0, + (2n + 1)7A]) (cos [0, + 2nwA] + cos [0, + (2n + 1)wA])
n=0
1= 1 w 1 w
=1+ 17 2 4 sin [Hm + <2n + 5) 7T)\:| sin {5)\} cos [Hm + <2n + 5) 7T)\:| cos {5)\}
| K-l
=1+ I sin [20,, + (4n + 1) w\| sin [ )]
n=0
sin [\ =
_ o S j(20m+(4n+1)mA)
1+ % Z N {e }
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AK =14+ sin [77)‘] S{ 7 (20m+7N\) KZI |:64j7r)\]n}
K n=0

1 si A est entier,
= { 1+ sin[rA]sin [26,, + 7] si A est un demi-entier,
1+ sm[ﬂﬂ { 7 (20m+mN) 11 e:i;:‘f} Sinomn.

Alors, dans le cas ot A n’est ni entier ni demi-entier, on a

K-1

1
174 Z 08 [0 + 2n7A] + sin? [0, + (2n + 1)7)]
n=0

: 25T AK 2§ AK
1+ sin [m)] S 6j(26m+7r>\)62j7r)\K—1e J —e”
K o2 _ o2mA (D.3)

sin [T A] sin 27 A K]

=1+ sin [27A]

sin [260,, + 7w\ + TAK — 1]

— 0 quand K — +o00
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