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RésuméLes modulations multiporteuses ont prouvé leur intérêt pour les transmissions à haut débit,ave �l (ADSL1) ou sans �l (DAB2, DVB-T3, HIPERLAN4,...). Les appliations itées mettenttoutes en ÷uvre un as partiulier de modulation multiporteuse, l'OFDM5 ave un �ltre demise en forme retangulaire.Le but de ette thèse est de déterminer de nouvelles formes de modulations multiporteusesplus générales et utilisant des �ltres de mise en forme mieux adaptés à ertains types de anauxde transmission. Les tehniques BFDM6/QAM7 suréhantillonnées et BFDM/OQAM8 quiutilisent des �ltres de modulation (dits prototypes) orthogonaux ou non sont ainsi étudiéesave une approhe à temps disret qui prend en ompte leur réalisation matérielle.Cette étude se base d'une part sur l'analogie existant entre les systèmes de Weyl-Heisenberget les modulations multiporteuses, et d'autre part sur l'analogie existant entre les bans de�ltres et les modulations multiporteuses. Une ériture à l'aide de familles de Weyl-Heisenberget une réalisation sous la forme d'un transmultiplexeur sont fournies pour haune de esmodulations.Dans haun de es deux as, on établit des onditions de biorthogonalité ('est-à-dire desonditions de démodulation parfaite sur anal parfait) équivalentes portant sur les omposantespolyphases des �ltres prototypes. On en déduit alors des relations de dualité entre les bans de�ltres MDFT9 et les modulations BFDM/OQAM. Cei est aussi équivalent au fait que, pourun type partiulier de système de Weyl-Heisenberg dans l2(Z) onsidéré omme un espae deHilbert sur R, deux familles de Weyl-Heisenberg sont biorthogonales, si et seulement si ellesonstituent deux frames duales.Par ailleurs, l'étude des transmultiplexeurs assoiés aux modulations BFDM/QAM etBFDM/OQAM onduit à plusieurs shémas de réalisation équivalents mettant en ÷uvre desalgorithmes de FFT10 et IFFT11 et la dualité établie entre les modulations BFDM/OQAM etles bans de �ltres MDFT aboutit à un nouveau odeur en sous-bandes MDFT généralisé età délai de reonstrution réduit.Deux ritères d'optimisation des prototypes sont utilisés : la maximisation de la loalisation1Asymmetri Digital Subsriber Line.2Digital Audio Broadasting.3Digital Video Broadasting - Terrestrial.4High Performane Loal Area Network.5Orthogonal Frequeny Division Multiplex.6Biorthogonal Frequeny Division Multiplex.7Quadrature Amplitude Modulation.8O�set QAM.9Modi�ed Disrete Fourier Transform.10Fast Fourier Transform.11Inverse Fast Fourier Transform. xix



xx Résumétemps-fréquene et la minimisation de l'énergie hors-bande. Des tehniques d'optimisationpermettant d'obtenir des �ltres orthogonaux ou biorthogonaux quasi-optimaux vis-à-vis del'un de es deux ritères sont dérites.En�n, les intérêts respetifs des prototypes orthogonaux et biorthogonaux, optimisés vis-à-vis de l'un ou l'autre de es ritères sont illustrés par des simulations sur di�érents types deanaux de transmission.



Variables utilisées
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s0 entier tel que s0 = ⌊D/(N0M)⌋
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âm,n symbole réel reçu en BFDM/OQAM sur la porteuse m à l'instant n, avant la prisede partie réelle
ψm,n déphasage en BFDM/QAM
ϕm,n déphasage en BFDM/OQAM
F (z) transformée en z de f [k]

H(z) transformée en z de h[k]
Fm(z) transformée en z de fm[k]

Hm(z) transformée en z de hm[k]

Kl(z) omposante polyphase d'ordre M0N de Fm(z)

Gl(z) omposante polyphase d'ordre M0N de Hm(z)

Cm(z) transformée en z de cm,n
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IntrodutionLe prinipe des modulations multiporteuses est de transformer un signal large bande àadene élevée en une somme de multiples signaux à bande étroite et à adene réduite.On reonnaît généralement aux modulations multiporteuses l'avantage d'être plus robustesvis-à-vis de di�érents types de anaux de transmission omme les anaux multitrajets. C'estpourquoi elles se développent depuis plusieurs années dans le adre d'appliations à haut débit.Ainsi, les modulations multiporteuses de type COFDM1 [66, 120℄ sont utilisées dans le adrede la transmission sans �l par les systèmes de radio numérique DAB [3℄, par la télévisionnumérique terrestre DVB-T [89℄, ainsi que par les réseaux loaux sans �l de type HIPERLAN[64℄. Par ailleurs, une variante de es modulations, la transmission DMT2 est utilisée pour lestransmissions à haut débit sur ligne bi�laire téléphonique de type VDSL3 et ADSL [67, 87, 110℄.Tous les systèmes normalisés atuellement utilisent un pré�xe ylique appelé aussi in-tervalle de garde. Celui-i a été introduit par A. Peled et A. Ruiz en 1980 [72℄. Il présentel'intérêt d'une plus grande robustesse vis-à-vis des anaux séletifs en fréquene au détrimentd'une perte d'e�aité spetrale. Mais d'autres types de modulations multiporteuses ont étéproposés dans la littérature. Le sigle OFDM est ainsi ouramment utilisé pour désigner plu-sieurs types de modulations assez di�érentes. On peut les lasser en deux grandes familles : lesmodulations OFDM/QAM et les modulations OFDM/OQAM pour reprendre la terminologiede [66℄. En OFDM/QAM, les symboles transmis appartiennent à une onstellation MAQ4.Dans e as, il faut utiliser des �ltres de mise en forme retangulaires pour onserver unee�aité spetrale maximale5. Or, la fontion retangulaire est mal loalisée en fréquene etproduit de l'interférene entre porteuses dans le as d'un anal séletif en fréquene. Pourpallier et inonvénient, il est possible d'allonger le temps symbole, et don de diminuer l'ef-�aité spetrale [109, 45℄. Il s'agit alors de modulations que nous appellerons à densité sous-ritique6, ou suréhantillonnées dans le as disret. Dans e as, il devient possible d'utiliserd'autres formes d'onde. Pour les modulations OFDM/OQAM, appelées aussi � orthogonallymultiplexed QAM � dans [41℄, les parties en phase et en quadrature des symboles sont al-ternativement déalées d'un demi-temps symbole l'une par rapport à l'autre. Il en résulte lapossibilité d'utiliser des �ltres de mise en forme non retangulaires tout en onservant une ef-�aité spetrale maximale [7, 18, 44, 105℄. C'est pourquoi e système a lui même été proposédans le adre de l'UMTS [63℄. Il a été remarqué à ette oasion, ainsi que dans [71℄ et [44℄ par1Coded Orthogonal Frequeny Division Multiplex.2Disrete MultiTone.3Very high bit rate Digital Subsriber Line.4Modulation d'Amplitude en Quadrature.5En réalité, omme on le verra dans le hapitre 2, il existe d'autres possibilités, mais elles sont sans intérêtpratique.6L'OFDM ave intervalle de garde est une modulation de e type, mais elle ne tire pas partie de la possibilitéd'utiliser une autre forme d'onde que la fontion retangle.1



2 Introdutionexemple, que la loalisation temps-fréquene des �ltres utilisés était un paramètre important.Si l'OFDM/OQAM paraît prometteur, e système pose néanmoins des problèmes d'égalisationplus omplexes que l'OFDM/QAM à ause du déalage introduit entre les parties en phase eten quadrature. On notera aussi qu'un autre type de modulation multiporteuse basée sur destransformées en osinus et appelée DWMT7 a aussi été présenté [87℄. Pour notre part, nousne onsidérerons que les modulations de type OFDM/QAM ou OFDM/OQAM basées sur destransformées de Fourier.Par ailleurs, il est généralement admis que les modulations orthogonales sont optimales,et 'est pourquoi tous les systèmes ités préédemment utilisent des �ltres orthogonaux8. Enréalité, si les modulations orthogonales sont bien optimales sur anal gaussien, rien ne permetd'a�rmer qu'elles le sont aussi sur d'autres types de anaux. C'est ainsi que W. Kozek aproposé en 1998 [60, 59℄ l'utilisation de formes d'onde biorthogonales dans le adre d'un analdispersif en temps et en fréquene (anal WSSUS9). Le système dérit orrespond à e quenous appellerons dans la suite de ette étude des modulations BFDM/QAM à densité sous-ritique. Celles-i onstituent une généralisation des modulations OFDM/QAM. En e�et, unemodulation orthogonale est en fait une modulation biorthogonale dont les bases de démodula-tion et de démodulation sont identiques. Depuis, d'autres auteurs ont aussi noté l'intérêt desmodulations non-orthogonales, omme T. Hunziker et D. Dahlaus [46℄, Z. Cvetkovi¢ [23℄ etH. Bölskei [7℄.Si la propriété de biorthogonalité est assez peu prise en ompte dans le domaine desommuniations numériques, elle l'est beauoup plus dans le adre du odage en sous-bandeset des bans de �ltres [114℄. Dans e domaine très vaste, les bans de �ltres à reonstrutionparfaite10 jouent un r�le privilégié. Ceux-i ont par exemple été étudiés en éhantillonnageritique dans [40℄ et en éhantillonnage sous-ritique dans [9, 24℄. La reonstrution parfaiten'est pas absolument néessaire et il est aussi possible d'utiliser des �ltres véri�ant ettepropriété de manière approhée [88℄, mais il est toujours ruial de détenir des onditions dereonstrution parfaite pour la synthèse de �ltres, qu'ils soient à reonstrution parfaite ouapprohée. Dans le premier as, les onditions onstituent des ontraintes d'optimisation, dansle seond elles onstituent un ritère à minimiser.Par ailleurs, la possibilité d'utiliser un ban de �ltres en transmission a été notée dès1974 par M. Bellanger [4℄. Utilisé dans ette on�guration, le ban de �ltres est appelé untransmultiplexeur et permet d'e�etuer un multiplexage des données. Dans le as du trans-multiplexeur, de multiples entrées (les données) sont multiplexées en une seule sortie (le signaltransmis) qui, après traitement (in�uene du anal de transmission...) est ensuite démulti-plexée pour obtenir de multiples sorties (les données démodulées). Au ontraire, dans le asdu odeur en sous-bandes, une unique entrée (le signal à traiter) est déomposée en plusieurssous-bandes qui, après traitement (odage...), sont reombinées pour reonstruire un uniquesignal de sortie (le signal odé). Un transmultiplexeur orrespond ainsi à un odeur en sous-bandes renversé. Dans le as d'un éhantillonnage ritique, il a été montré [57, 108, 112, 113℄que les onditions de reonstrution parfaite étaient identiques pour le odeur en sous-bande7Disrete Wavelet MultiTone.8En fait, omme on le verra par la suite, l'OFDM ave intervalle n'est pas réellement une modulationorthogonale, mais elle est biorthogonale ave des �ltres retangulaires e qui lui donne l'apparene d'unemodulation orthogonale.9Wide Sense Stationary Unorrelated Satering.10On dit qu'un ban de �ltres est à reonstrution parfaite lorsque la sortie est identique à l'entrée à un délaide reonstrution près, et en l'absene de traitement en sous-bandes.



Introdution 3et le transmultiplexeur orrespondant. Parmi les publiations sur les systèmes de transmissionbasés sur des transmultiplexeurs à éhantillonnage ritique on peut aussi iter les travaux deR. P. Ramahandran et P. Kabal [80℄.Lorsque l'on impose en outre que les �ltres du transmultiplexeur sont tous obtenus parmodulation d'un unique �ltre, appelé �ltre prototype, on aboutit alors à une réalisation àtemps disret d'une modulation multiporteuse [1, 33, 44, 87℄. Les bans modulés ont surtoutété étudiés dans le adre du odage en sous-bandes [9, 10, 36, 49, 108℄. Dans le as d'unemodulation omplexe, les bans modulés sont liés à des familles de fontions de l2(Z) appeléesfamilles de Weyl-Heisenberg ou familles de Gabor. Celles-i ont fait l'objet d'une théoriemathématique omplète [26, 31, 85, 104, 119℄ qui lie le problème de la reonstrution parfaiteaux notions de frame, dans le as du odeur en sous-bande, et de familles biorthogonales dansle as du transmultiplexeur.Notre démarhe a alors été de faire le lien entre les modulations multiporteuses, la théoriedes bans de �ltres et la théorie des familles de Weyl-Heisenberg. Nous nous sommes ainsisurtout intéressés aux modulations à temps disret. Le but était d'appliquer aux modula-tions multiporteuses des résultats obtenus dans le adre d'autres théories et, inversement,de développer une étude des modulations multiporteuses utilisable pour d'autres appliations.Notre attention s'est don surtout portée sur l'analyse des modulations multiporteuses de typeOFDM en tant que bans de �ltres et sur la synthèse des �ltres prototypes à reonstrutionparfaite assoiés. En e sens, notre approhe est assez similaire à elle adoptée par N. Laailledans [62℄ et R. Hleiss dans [44℄, dans le as orthogonal. Mais, par rapport à [44℄, nous avonstenu à onserver un adre plus général qui est elui de la biorthogonalité et à prendre égalementen ompte la ausalité et le délai de reonstrution des systèmes. Nous avons aussi exploitédavantage la théorie des familles de Weyl-Heisenberg et nous nous sommes plus onentréssur la synthèse de �ltres à reonstrution parfaite. En revanhe, nous n'avons par exemplepas abordé l'étude de l'égalisation des systèmes multiporteuses. Parmi les publiations danse domaine, le leteur pourra se référer à [8, 37, 41, 44, 79, 80, 115, 118℄.Cette thèse omporte inq hapitres. Le premier donne un adre mathématique théoriqueutilisé dans la suite du doument. Nous donnons quelques dé�nitions de base d'algèbre li-néaire et nous dé�nissons en partiulier les notions d'espae de Hilbert, de frame et de famillebiorthogonale. Nous nous intéressons ensuite à l'aspet temps-fréquene des signaux dans unespae de Hilbert et nous introduisons à et e�et la notion de loalisation temps-fréquene etles familles de Weyl-Heisenberg. Nous faisons alors le lien entre la transmission d'un signalet la déomposition d'un veteur dans un espae de Hilbert. L'enveloppe omplexe d'un si-gnal est ensuite introduite et nous l'utiliserons pour représenter les signaux tout au long del'étude. En�n, e hapitre préambule se termine par une présentation des tehniques de traite-ment multiadene et des bans de �ltres, que nous appliquerons par la suite aux modulationsmultiporteuses.Le hapitre suivant présente une analyse des modulations multiporteuses BFDM/QAMsuréhantillonnées. Nous les relions aux familles de Weyl-Heisenberg et nous faisons aussi lelien entre modulations à temps ontinu et modulations à temps disret. Nous nous plaçonsalors dans le as disret ave des �ltres ausaux à réponse impulsionnelle �nie. Nous mon-trons ensuite que, à temps disret, le modem BFDM/QAM suréhantillonné peut se réaliserà l'aide d'un transmultiplexeur et nous déterminons le délai de reonstrution qui déouledu �ltrage numérique. En utilisant une déomposition polyphase des �ltres, nous déduisonsdu transmultiplexeur BFDM/QAM des shémas de réalisation e�aes utilisant des transfor-mées de Fourier disrètes diretes et inverses ainsi qu'un �ltrage polyphase. Nous alulons



4 Introdutionensuite la matrie de transfert du système et nous établissons un théorème de reonstrutionparfaite donnant des onditions néessaires et su�santes de reonstrution parfaite portantsur les omposantes polyphases des �ltres prototypes d'émission et de réeption. Ce théorèmeest illustré par quelques as partiuliers omme le as orthogonal. Nous montrons aussi quees onditions sont les mêmes pour tout un ensemble de systèmes équivalents, ou la transfor-mée de Fourier est remplaée par une autre transformée inversible quelonque. L'utilisationde résultats sur les familles de Weyl-Heisenberg nous permet de remarquer également que lethéorème de reonstrution parfaite s'applique aussi aux bans de �ltres modulés suréhan-tillonnés utilisés omme des odeurs en sous-bandes. En�n, des exemples de synthèse de �ltresà reonstrution parfaite sont donnés.Le troisième hapitre est le pendant du seond pour les modulations BFDM/OQAM. Lamême démarhe est utilisée et le même type de résultat est obtenu : représentation à l'aidede familles de Weyl-Heisenberg, lien entre modulations à temps ontinu et à temps disret,utilisation de �ltres RIF11, réalisation du modem sous la forme d'un transmultiplexeur gérantle délai de reonstrution, shémas de réalisation e�aes, matrie de transfert et théorèmede reonstrution parfaite. Nous onstatons alors que les onditions de reonstrution parfaitepour les modulations BFDM/QAM suréhantillonnées par deux à N porteuses, sont les mêmesque elles du BFDM/OQAM à 2N porteuses, dans le as où les �ltres d'émission et de réeptionsont identiques. Nous remarquons aussi que es onditions sont aussi les mêmes que pourertains odeurs en sous-bandes : les bans modulés omplexes modi�és (MDFT) et les bansmodulés en osinus. Nous en déduisons des relations de dualité entre systèmes BFDM/OQAMet bans MDFT. Cei nous amène alors à dé�nir un ban MDFT généralisé qui permet deréduire le retard de reonstrution des shémas MDFT lassiques. Nous appliquons aussi erésultat de dualité aux familles de Weyl-Heisenberg.Le quatrième hapitre s'attarde sur la oneption de �ltres à reonstrution parfaite pourles modulations BFDM/OQAM. Nous présentons tout d'abord une approhe lassique enommuniation numérique qui onsiste à partir d'un �ltre orthogonal à temps ontinu pourobtenir un �ltre à temps disret RIF ausal approximativement orthogonal, après tronatureet éhantillonnage. Nous illustrons ette approhe ave les �ltres en raine de osinus surélevéet ave deux autres fontions introduites plus réemment dans [66℄ et [106℄. Nous mesuronsalors la distorsion due à la perte d'orthogonalité ainsi que la loalisation temps-fréquene etl'énergie dans la bande atténuée des �ltres disrétisés. Nous avons en e�et retenu es deuxritères pour l'évaluation et l'optimisation des �ltres de modulation et de démodulation. Nousutilisons ensuite des représentations paramétriques lassiques (treillis dans le as orthogonal[58℄, éhelles dans le as général biorthogonal [54℄) des �ltres prototypes à reonstrution par-faite, a�n de transformer un problème d'optimisation ontraint en un problème d'optimisationnon ontraint. Cei nous permet de dé�nir deux nouvelles tehniques d'optimisation adaptéesaux systèmes ayant un grand nombre de porteuses, et pour une grande gamme de longueurs.Dans le dernier hapitre nous évaluons l'e�et de diverses imperfetions introduites sur leanal de transmission. L'expression analytique de l'erreur quadratique moyenne est établiepour les systèmes BFDM/QAM et BFDM/OQAM pour haune des distorsions introduites,i.e. dans le as d'un anal gaussien, d'une interférene à bande étroite et d'une erreur desynhronisation fréquentielle au réepteur. Dans haque as, les di�érents types de modulationssont omparés en utilisant des �ltres prototypes optimisés.Nous avons en outre reporté en annexe ertaines dé�nitions et ertains aluls (f. annexes11Réponse Impulsionnelle Finie.



Introdution 5A et D) mais aussi des résultats onnexes :� prise en ompte du délai de reonstrution pour la question de la dualité onernant lesbans de �ltres uniformes à déimation ritique (annexe B) ;� dégénéresene des �ltres BFDM/OQAM à reonstrution parfaite, mais non orthogo-naux, et à loalisation temps-fréquene quasi-optimale (annexe C.1) ;� non omplétude de la représentation en éhelle (annexe C.3).Les ontributions personnelles de l'auteur orrespondent prinipalement aux hapitres 2 et3 et ont fait l'objet de plusieurs publiations et brevets [91, 92, 94, 96, 97, 100, 101℄. Certainséléments du hapitre 4 ont aussi été publiés par l'auteur [93, 101℄, ils orrespondent à l'étudede �ltres orthogonaux à temps ontinu disrétisés et à l'utilisation direte d'éhelles et detreillis pour l'optimisation de �ltres prototypes. Les deux méthodes de synthèse (représentationompate et méthode des fontions prototypes) plus performantes s'appuient sur es travauxet sont surtout dues à D. Pinhon [74℄. Elles ont donné lieu à des publiations ommunes[76, 78, 77℄. Quant au hapitre 5, s'il présente des résultats originaux omme l'expressionanalytique de l'erreur quadratique moyenne des modulations multiporteuses biorthogonalesétudiées pour les anaux onsidérés, il onstitue davantage un hapitre de simulation qu'unhapitre apportant des résultats théoriques nouveaux.



6 Introdution



Chapitre 1PréliminairesLes modulations multiporteuses étudiées dans e rapport se onstruisent à partir de fon-tions dites de Gabor ou de Weyl-Heisenberg1. Les propriétés de es fontions omme parexemple l'orthogonalité ou la biorthogonalité s'exposent dans la adre des espaes de Hilbert.Les familles de Weyl-Heisenberg s'obtiennent à partir des translatées modulées d'une fontiondite prototype. Nous présentons ette ériture familière en modulations multiporteuses ainsiqu'en analyse spetrale, ave la transformée de Fourier à ourt terme, dans un adre ontinu etdisret. Par ailleurs, toute notre étude étant basée sur des signaux exprimés en bande de base,nous dé�nissons ensuite l'enveloppe omplexe d'un signal et nous en pro�tons pour dé�nir lestermes modulation monoporteuse et multiporteuse. En�n, nous rappelons quelques notionssur les bans de �ltres utiles pour la suite de l'exposé.1.1 Éléments d'algèbre linéaire1.1.1 Espae de HilbertAvant d'entamer notre étude, il onvient d'établir quelques dé�nitions d'algèbre linéaireimportantes. Les résultats exposés se trouvant dans de nombreux ours d'algèbre linéaire, nousne donnerons par leur démonstration. Par exemple, le leteur pourra se référer aux ours demathématiques en ligne du site http://www.les-mathematiques.net ainsi qu'à [17, 114℄.Dé�nition 1.1.1 Soient K un orps et E un ensemble muni d'une loi de omposition internenotée additivement et d'une loi externe de K (généralement K désigne l'ensemble des réels Rou des omplexes C) sur E, notée multipliativement. On dit que E est un espae vetorielsur le orps K (on dit aussi K-espae vetoriel) si :i. E muni de l'addition est un groupe ommutatif ;ii. ∀x ∈ E, 1.x = x ;iii. ∀(λ, µ) ∈ K × K et ∀x ∈ E, (λ+ µ)x = λx+ µx ;iv. ∀(λ, µ) ∈ K × K et ∀x ∈ E, (λµ)x = λ(µx) ;v. ∀λ ∈ K et ∀(x, y) ∈ E × E, λ(x+ y) = λx+ λy.Exemple 1.1.1 Les ensembles R × R et C × C sont des espaes vetoriels sur R. De plus
C × C est aussi un C-espae vetoriel.1Dans e doument nous utiliserons indi�éremment haune de es deux appellations.7



8 Chapitre 1. PréliminairesDans toute la suite, K désignera l'ensemble des réels ou des omplexes, E un espae veto-riel sur K, I sera un ensemble d'indies quelonque (pas néessairement �ni ni dénombrable)et (xi)i∈I une famille d'éléments de E indiée par I.Dé�nition 1.1.2 Soit F ⊂ E. On dit que F est un sous-espae vetoriel de E si F est stablepour les deux lois de E et si F muni des deux lois induites est un espae vetoriel.Exemple 1.1.2 Si l'on onsidère le R-espae vetoriel E = R×R, alors l'ensemble F dé�nipar F = {(0, λ), λ ∈ R} onstitue un sous-espae vetoriel de E.Dé�nition 1.1.3 (xi)i∈I est une famille génératrie de E si tout élément de E peut s'érireomme une ombinaison linéaire des veteurs xi, i.e. pour tout élément x de E, il existe unefamille �nie (λj)j∈J d'éléments de K, J ⊂ I �ni, telle que x =
∑

j∈J
λjxj .Dé�nition 1.1.4 (xi)i∈I est une famille libre si pour toute famille �nie (λj)j∈J d'élémentsde K, J ⊂ I, ∑j∈J

λjxj = 0 implique que ∀j ∈ J, λj = 0 ou xj = 0.Dé�nition 1.1.5 (xi)i∈I est une base de E si elle est à la fois libre et génératrie.Dé�nition 1.1.6 Si E admet une base �nie, alors on dit que E est de dimension �nie et toutesles bases de E possèdent le même nombre d'éléments appelé dimension de E. À l'opposé, si En'admet pas de base �nie, on dit que E est de dimension in�nie.Exemple 1.1.3 Dans le C-espae vetoriel E = C × C, les veteurs (0, 1) et (1, 0) formentune base de E qui est don de dimension �nie égale à 2.Dé�nition 1.1.7 L'ensemble des ombinaisons linéaires des xi forme un espae vetoriel.Celui-i est appelé espae vetoriel engendré par la famille (xi)i∈I et on le note Vect {(xi)i∈I}.Dé�nition 1.1.8 On appelle norme sur E une appliation notée x 7→ ‖x‖ de E dans R+l'ensemble des réels positifs ou nuls, telle que ∀(x, y) ∈ E ×E, ∀α ∈ Ki. ‖αx‖ = |α|‖x‖ (homogénéité) ;ii. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (inégalité triangulaire) ;iii. ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 (séparation).Dé�nition 1.1.9 Un espae vetoriel muni d'une norme est appelé espae vetoriel normé.Les espae vetoriels normés ont de nombreuses propriétés très intéressantes. En partiu-lier, on peut y dé�nir des sommes in�nies et la notion de sous-espae dense, e qui permet,omme on le verra par la suite, d'étendre la notion de base d'un espae vetoriel, dans le asde la dimension in�nie.Dé�nition 1.1.10 On dit que (xi)i∈I est sommable de somme x et on note x =
∑

i∈I
xi si

∀ε > 0, ∃K ⊂ I �ni tel que ∀J �ni, K ⊂ J ⊂ I implique que ‖x−
∑

j∈J
xj‖ < ε.Dé�nition 1.1.11 Soit F ⊂ E. On dit que F est dense dans E lorsque ∀x ∈ E, ∀ε > 0,

∃xε ∈ F tel que ‖x− xε‖ < ε.



1.1. Éléments d'algèbre linéaire 9L'utilisation de la norme permet aussi de dé�nir la onvergene d'une suite d'élémentsd'un espae vetoriel normé, ainsi que la omplétude qui fait appel aux suites de Cauhy.Dé�nition 1.1.12 Soit (xn)n∈N une famille de veteurs d'un K-espae vetoriel normé E.On dit que (xn)n∈N onverge vers x ∈ E si ∀ε > 0, ∃n ∈ N tel que ∀p ≥ n, ‖x− xp‖ < ε.Dé�nition 1.1.13 (xn)n∈N est une suite de Cauhy si ‖xm − xn‖ → 0 quand m,n→ +∞.Dé�nition 1.1.14 Si toute suite de Cauhy de E est onvergente, alors E est dit omplet.Un espae vetoriel normé omplet est appelé espae de Banah.Dé�nition 1.1.15 Soit f une appliation de E × E dans K = C. On dit que f dé�nit unproduit salaire hermitien sur E noté 〈·, ·〉 si ∀(x, y, z) ∈ E
3 et ∀λ ∈ K :i. 〈x+ y, z〉 = 〈x, y〉 + 〈y, z〉 ;ii. 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉 ;iii. 〈x, y〉∗ = 〈y, x〉 ;iv. 〈x, x〉 ≥ 0 ;v. 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.Le produit salaire hermitien permet de dé�nir une norme assoiée : ∀x ∈ E, ‖x‖ =

√

〈x, x〉.Exemple 1.1.4 Dans le C-espae vetoriel C
n = {λ = (λ1, . . . , λn), λi ∈ C}, l'appliationde C

n ×C
n dans C dé�nie par (λ, µ) 7→∑n

i=1 λiµi est un produit salaire hermitien sur C
n.Dé�nition 1.1.16 Un espae vetoriel muni d'un produit salaire hermitien est appelé espaevetoriel hermitien.On notera que si l'on prend K = R, on parle de produit salaire eulidien et d'espaevetoriel eulidien.Dé�nition 1.1.17 Un espae vetoriel hermitien omplet est appelé espae de Hilbert.Exemple 1.1.5 Soit L2(R) l'espae des fontions de arré intégrable dé�ni par :

L2(R) =

{

f : R 7→ C

∣
∣
∣

∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt < +∞

}

. (1.1)L'appliation dé�nie par
〈f, g〉L2(R),C =

∫ +∞

−∞
f∗(t)g(t)dt (1.2)est un produit salaire hermitien sur L2(R). De plus, L2(R) muni de e produit salaire estun espae de Hilbert. De même, l'appliation dé�nie par

〈f, g〉L2(R),R = ℜ
{∫ +∞

−∞
f∗(t)g(t)dt

} (1.3)est un produit salaire eulidien et L2(R) muni de e produit salaire est enore un espae deHilbert. Dans les deux as, la norme assoiée est dé�nie par
‖f‖L2(R) =

√
∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt. (1.4)



10 Chapitre 1. PréliminairesExemple 1.1.6 Soit l2(Z) l'espae de séries de arré sommable dé�ni par :
l2(Z) =

{

x : Z 7→ C

∣
∣
∣

+∞∑

k=−∞
|x[k]|2 < +∞

}

. (1.5)L'appliation dé�nie par
〈x, y〉l2(Z),C =

+∞∑

k=−∞
x∗[k]y[k] (1.6)est produit salaire hermitien et l2(Z) muni de e produit salaire est un espae de Hilbert.De même, l'appliation dé�nie par

〈x, y〉l2(Z),R = ℜ
{ +∞∑

k=−∞
x∗[k]y[k]

} (1.7)est un produit salaire eulidien et l2(Z) muni de e produit salaire est enore un espae deHilbert. Les deux produits salaires dé�nissent la même norme :
‖x‖l2(Z) =

√
√
√
√

+∞∑

k=−∞
|x[k]|2. (1.8)1.1.2 Déomposition d'un veteur dans un espae de HilbertDésormais, H désignera un espae de Hilbert. Nous allons maintenant dé�nir les notionsd'orthogonalité et de biorthogonalité qui sont au ÷ur de ette étude.Dé�nition 1.1.18 Soit (x, y) ∈ H×H. On dit que x et y sont orthogonaux et on note x⊥ysi 〈x, y〉 = 0.Dé�nition 1.1.19 Soit (xi)i∈I une famille de veteurs de H. (xi)i∈I forme une base Hilber-tienne de H si et seulement si :i. ∀(i, j) ∈ I

2, 〈xi, xj〉 = δi,j ;ii. ∀x ∈ H, x =
∑

i∈I
〈xi, x〉xi.Propriété 1.1.1 Soit (xi)i∈I une base Hilbertienne de H, alors ∀x ∈ H :i. si x =

∑

i∈I
αixi, alors αi = 〈xi, x〉 ;ii. ‖x‖2 =

∑

i∈I
|〈xi, x〉|2.Il est important de noter qu'une base Hilbertienne n'est pas néessairement une base ausens des espaes vetoriels, sauf en dimension �nie. En e�et, si (xi)i∈I est une base Hilber-tienne de H de dimension in�nie, la somme∑i∈I

〈xi, x〉xi n'est pas néessairement �nie. Ainsi,l'espae vetoriel F engendré par (xi)i∈I n'est pas néessairement égal à H tout entier. Enrevanhe, il est toujours dense dans H. Et même, toute famille orthonormale qui engendre unespae vetoriel dense dans H est une base Hilbertienne. Les bases Hilbertiennes sont donpartiulièrement intéressantes puisqu'elles permettent de aratériser de manière unique toutélément de H grâe à son produit salaire sur les éléments de la base. Par ailleurs, on peut



1.1. Éléments d'algèbre linéaire 11aussi démontrer qu'une base Hilbertienne est dénombrable. En�n, la déomposition sur unetelle base est stable, i.e. une petite erreur sur les oe�ients de la déomposition produit unepetite erreur sur le veteur reonstruit. En e�et, soit (εn)n∈N ∈ l2(Z) et soit x =
∑

n∈N
αnxn,ave (xn)n∈N une base Hilbertienne de H. Supposons que l'on ommette une erreur εn sur leoe�ient αn de sorte que l'on obtient veteur x̂ au lieu de x, alors ‖x− x̂‖ =

∑

n∈N
|εn|2.Maintenant, que se passe-t-il si l'on relâhe la ontrainte d'orthonormalité ? Dans e as,on peut enore envisager de déomposer un veteur de manière unique sur une famille de H àondition qu'elle soit libre et que l'espae vetoriel qu'elle engendre soit dense dans H. Maisomment peut-on aluler les oe�ients de la déomposition et elle-i est-elle stable ? Pourrépondre à la première question, il faut d'abord dé�nir la propriété de biorthogonalité.Dé�nition 1.1.20 Soient (xi)i∈I et (x̌i)i∈I deux familles de veteurs de H. (xi)i∈I, (x̌i)i∈Isont biorthogonales si et seulement si : ∀(i, j) ∈ I

2, 〈xi, x̌j〉 = δi,j .Propriété 1.1.2 Si (xi)i∈I et (x̌i)i∈I sont biorthogonales, alors elles sont libres.Dé�nition 1.1.21 Soit (xi)i∈I et (x̌i)i∈I deux familles biorthogonales de H. On dira qu'ellesforment un ouple de bases biorthogonales si elles engendrent un espae vetoriel dense dans
H.Propriété 1.1.3 Deux familles (xi)i∈I et (x̌i)i∈I forment un ouple de base biorthogonale siet seulement si elles sont biorthogonales et ∀x ∈ H, x =

∑

i∈I
〈x̌i, x〉xi =

∑

i∈I
〈xi, x〉x̌i.Exemple 1.1.7 Dans le plan C

2, les familles x1 = (
√

2, 0), x2 = (−
√

6
2 ,

√
2

2 ) et x̌1 = (
√

2
2 ,

√
6

2 ),
x̌2 = (0,

√
2) (f. �gure 1.1) forment un ouple de bases biorthogonales de C

2 et ∀y ∈ C
2,

y = 〈x̌1, y〉x1 + 〈x̌2, y〉x2.
x̌1

x̌2

x1

x2 y

y1 = 〈x̌1, y〉

y2 = 〈x̌2, y〉

Fig. 1.1 � Bases biorthogonales de C
2.Propriété 1.1.4 À toute famille libre (xi)i∈I de H, on peut assoier une famille biorthogonale

(x̌i)i∈I. De plus, si l'espae vetoriel engendré par les xi est dense dans H, alors la famillebiorthogonale est unique et l'espae vetoriel qu'elle engendre est aussi dense dans H, sinon ilen existe une in�nité.Preuve Soit i0 ∈ I. On note E = Vect {(xi)i∈I}, Xi0 = Vect
{
(xi)i∈I\{i0}

} et X
⊥
i0

l'ensembledes éléments de E orthogonaux à tous les éléments de Xi0 . ∃yi0 ∈ X
⊥
i0

ave y 6= 0 ar la famille
(xi)i∈I\{i0} est libre et n'engendre pas E. De plus, yi0 ne peut être orthogonal à xi0. On peut



12 Chapitre 1. Préliminairesdon noter x̌i0 = y
〈xi0

,y〉 . On peut ainsi dé�nir une famille (x̌i)i∈I qui est bien biorthogonale à
(xi)i∈I.Si E n'est pas dense dans H, alors ∃h 6= 0 orthogonal à tous les éléments de E, et enpartiulier ∀i ∈ I, 〈xi, h〉 = 0. Alors ∀λ ∈ K, la famille (x̌i + λh)i∈I est enore biorthogonaleà (xi)i∈I.Si E est dense dans H, alors supposons que (yi)i∈I soit biorthogonale à (xi)i∈I. Pour tout
f ∈ H, f =

∑

i∈I
〈xi, f〉x̌i. En partiulier, pour f = yi, omme 〈xi, yj〉 = δi,j, on obtient que

x̌i = yi.Propriété 1.1.5 Soit (xi)i∈I et (x̌i)i∈I deux bases biorthogonales de H, alors ∀(x, y) ∈ H×H :i. 〈x, y〉 =
∑

i∈I
〈xi, x〉∗〈x̌i, y〉 =

∑

i∈I
〈x̌i, x〉∗〈xi, y〉 ;ii. ‖x‖2 =

∑

i∈I
〈xi, x〉∗〈x̌i, x〉.Il apparaît que la notion de base biorthogonale généralise elle de base Hilbertienne. Ene�et, une base Hilbertienne peut être vue omme une base partiulière égale à sa propre baseduale.La question qui se pose maintenant est de savoir si la déomposition d'un veteur surdes bases biorthogonales est stable. Considérons C

N, muni de la base Hilbertienne anonique
(en)n∈N (la nième omposante de en est égale à 1 les autres sont nulles). Dé�nissons maintenant
(fn)n∈N par fn = (n + 1)2en et (f̌n)n∈N par f̌n = 1

(n+1)2
en. Il est lair que es deux famillesforment un ouple de bases biorthogonales de C

N. Soit f =
∑

n∈N

en

(n+1)2
=
∑

n∈N
f̌n. On a

〈fn, f〉 = 1 et ∑n∈N
〈fn, f〉 = +∞, e qui traduit une forte instabilité de la déomposition.Les strutures obliques selon l'appellation de P. Flandrin [32℄ ou frames selon la termino-logie anglo-saxonne2, partiulièrement étudiées par I. Daubehies [26℄, permettent d'atteindrel'objetif de stabilité en dé�nissant un nouveau type de famille de veteurs. Des informationsutiles sur les frames peuvent aussi être trouvées dans [68℄.Dé�nition 1.1.22 Soit (xi)i∈I une famille de veteurs de H. (xi)i∈I onstitue une strutureoblique ou frame de H si on peut trouver deux réels A et B tels que :i. 0 < A ≤ B < +∞ ;ii. ∀x ∈ H, A‖x‖2 ≤∑i∈I

|〈xi, x〉|2 ≤ B‖x‖2.Le ouple (A,B) formé respetivement de la borne inférieure maximale et de la borne supérieureminimale onstitue les bornes de la frame (xi)i∈I.Propriété 1.1.6 Si (xi)i∈I est une frame de H, alors l'espae vetoriel engendré par la frameest dense dans H.Dé�nition 1.1.23 Soit (xi)i∈I une frame de H. On dit que (xi)i∈I est exate si ∀i0 ∈ I,
(xi)i∈I\{i0} n'est plus une frame de H.Propriété 1.1.7 Soit (xi)i∈I une frame de H de bornes A et B. Alors ∃(yi)i∈I telle que
∀x ∈ H, x =

∑

i∈I
〈yi, x〉xi. De plus, si (xi)i∈I est exate, alors (yi)i∈I est unique, sinon il enexiste une in�nité. Parmi toutes les frames de reonstrution possibles, il existe une uniqueframe, appelée frame duale, de bornes 1/B et 1/A qui minimise la quantité ∑i∈I

|〈x̌i, x〉|2,pour tout x ∈ H.2Le terme � repère � est aussi parfois employé.



1.2. Analyse temps-fréquene 13Ainsi, tout veteur de H peut se déomposer sur une frame. La onstrution obtenue estalors numériquement stable [32℄, 'est le prinipal intérêt des frames.Dé�nition 1.1.24 Soit (xi)i∈I une famille de veteurs de H. On dit que (xi)i∈I est une basede Riesz de H si (xi)i∈I est une frame de H et si elle forme une famille libre.Propriété 1.1.8 Une frame exate est une base de Riesz.Dé�nition 1.1.25 Soit (xi)i∈I une frame de H. On dit que (xi)i∈I est étroite3 (tight frame)si on peut trouver un réel A non nul tel que : ∀x ∈ H,
∑

i∈I
|〈xi, x〉|2 = A‖x‖2. Ainsi, uneframe étroite est une frame dont les deux bornes A et B sont identiques.Propriété 1.1.9 Soit (xi)i∈I une frame étroite de H de borne A, alors les éléments de laframe duale sont égaux à 1

Axi et ∀x ∈ H, x = 1
A

∑

i∈I
〈xi, x〉.Exemple 1.1.8 Dans le plan C

2, la famille des veteurs x1 = (1, 0), x2 = (−1
2 ,

√
3

2 ), x3 =

(−1
2 ,−

√
3

2 ) (f. �gure 1.2) onstitue une frame étroite de C
2 ave A = B = 3

2 et on peutvéri�er que pour tout x ∈ C
2, x = 2

3

∑3
n=1〈xn, x〉xn.

x1

x2

x3Fig. 1.2 � Frame étroite de C
2.Propriété 1.1.10 À toute base de Riesz (xi)i∈I de H on peut assoier une unique base duale

(x̌i)i∈I de façon à obtenir un ouple de bases biorthogonales. De plus, si A et B sont les bornesde (xi)i∈I, alors 1/B et 1/A sont les bornes de (x̌i)i∈I.D'ailleurs, on notera que ertains auteurs imposent que les bases biorthogonales soient desbases de Riesz [114℄.1.2 Analyse temps-fréqueneEn pratique on utilise généralement deux types d'espae de Hilbert pour représenter dessignaux : l'espae des fontions de arré intégrable L2(R) (f. exemple 1.1.5) pour les signauxà temps ontinu et l'espae des séries de arré sommable l2(Z) (f. exemple 1.1.6) pour lessignaux à temps disret. Dans haque as, on peut mener une analyse temps-fréquene quionduit à dé�nir la transformée de Fourier ainsi que la loalisation temps-fréquene.3On voit aussi parfois aussi frame ajustée.



14 Chapitre 1. Préliminaires1.2.1 Signaux à temps ontinuL'analyse fréquentielle d'un signal est basée sur sa transformée de Fourier. Celle-i estdé�nie par
TF(f)(ν) = f̂(ν) = F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−j2πνtdt. (1.9)L'opérateur ainsi dé�ni est inversible et son inverse, la transformée de Fourier inverse, estdé�nie par

TF−1(F )(t) = f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ν)ej2πνtdν. (1.10)Pour étudier la loalisation en temps et en fréquene d'une fontion, on est amené à dé�nirles moments d'ordre 1 et 2 en temps et en fréquene :� moment d'ordre 1 en temps :

m
(1)
L2(R)(f) =

1

‖f‖2
L2(R)

∫ +∞

−∞
t|f(t)|2dt ; (1.11)� moment d'ordre 2 en temps :

m
(2)
L2(R)(f) =

1

‖f‖2
L2(R)

∫ +∞

−∞

(

t−m
(1)
L2(R)(f)

)2
|f(t)|2dt ; (1.12)� moment d'ordre 1 en fréquene :

M
(1)
L2(R)(f) =

1

‖f‖2
L2(R)

∫ +∞

−∞
ν|F (ν)|2dν ; (1.13)� moment d'ordre 2 en fréquene :

M
(2)
L2(R)(f) =

1

‖f‖2
L2(R)

∫ +∞

−∞

(

ν −M
(1)
L2(R)(f)

)2
|F (ν)|2dν. (1.14)Les moments d'ordre 2 sont liés par l'inégalité d'Heisenberg-Gabor (f. théorème 1.1). Pourobtenir une mesure de loalisation omprise entre 0 et 1 on peut, omme dans [2℄, dé�nir laloalisation temps-fréquene d'une fontion ontinue par la dé�nition 1.2.1.Dé�nition 1.2.1 On appelle loalisation d'une fontion f de L2(R), la grandeur ξ(f) dé�niepar :

ξ(f) =
1

4π
√

m
(2)
L2(R)(f)M

(2)
L2(R)(f)

. (1.15)La loalisation d'une fontion de L2(R) est régie par un prinipe d'inertitude appelé aussiinégalité d'Heisenberg-Gabor qui peut se mettre sous la forme :Théorème 1.1 (Inégalité d'Heisenberg-Gabor)Soit f ∈ L2(R), alors :
0 ≤ ξ(f) ≤ 1 (1.16)et l'égalité ξ(f) = 1 est atteinte si et seulement si f(t) = Ce−st

2 ave C ∈ C et s > 0 (fontiongaussienne).



1.2. Analyse temps-fréquene 151.2.2 Signaux à temps disretDe la même manière, dans l2(Z) l'espae des séries de arré sommable, la transformée deFourier disrète s'érit
TF(x)(ν) = x̂(ν) = X(ν) =

+∞∑

k=−∞
x[k]e−j2πνk. (1.17)Comme dans le as ontinu, et opérateur est inversible et la transformée inverse est donnéepar :

TF−1(X)[k] = x[k] =

∫ + 1
2

− 1
2

F (ν)e−j2πνkdν. (1.18)On peut enore dé�nir la loalisation d'un signal à temps disret, mais il existe plusieursdé�nitions di�érentes [14, 30, 28, 103℄. On en a retenu deux. La première, que nous appelleronsloalisation lassique, est dérivée de la disrétisation de la mesure employée dans le as ontinu.La seonde introduite plus réemment est dérivée de [30℄.Loalisation � lassique � d'un signal à temps disretLe prinipe est de disrétiser un signal à temps ontinu. Ainsi, les moments d'ordre 1 et 2en temps s'érivent respetivement :
m

(1)
l2(Z)(x) =

1

‖x‖2
l2(Z)

+∞∑

k=−∞
k|x[k]|2, (1.19)

m
(2)
l2(Z)

(x) =
1

‖x‖2
l2(Z)

+∞∑

k=−∞

(

k −m
(1)
l2(Z)

(x)
)2

|x[k]|2. (1.20)Pour aluler les moments fréquentiels, il onvient de prendre quelques préautions. En e�et,si l'on dé�nit les moments d'ordre 1 et 2 en fréquene omme dans [14℄ par M (1)
l2(Z)(x) =

1
‖x‖2

l2(Z)

∫ 1
2

− 1
2

ν|X(ν)|2dν et M (2)
l2(Z)(x) = 1

‖x‖2
l2(Z)

∫ 1
2

− 1
2

(

ν −M
(1)
l2(Z)(x)

)2
|X(ν)|2dν, respetive-ment, alors le moment d'ordre 2 obtenu n'est pas invariant par translation en fréquene,e qui n'est pas souhaitable. C'est pourquoi, il est préférable de dé�nir le moment d'ordre 2en fréquene par :

M
(2)
l2(Z)(x) =

1

‖x‖2
l2(Z)

∫ 1
2

− 1
2

ν2
∣
∣
∣X
(

ν +M
(1)
l2(Z)(x)

)∣
∣
∣

2
dν (1.21)ave M (1)

l2(Z)(x) le moment d'ordre 1 en fréquene hoisi de manière à minimiser M (2)
l2(Z)(x). Onpeut véri�er qu'il est tel que

∫ 1
2

− 1
2

ν
∣
∣
∣X
(

ν +M
(1)
l2(Z)(x)

)∣
∣
∣

2
dν = 0, (1.22)On notera aussi que le moment d'ordre 1 en temps dé�ni par (1.19) minimise aussi le momentd'ordre 2 en temps. On obtient ainsi des moments d'ordre 2 en temps et en fréquene respeti-vement invariants par translation temporelle et fréquentielle. Par ailleurs, on peut véri�er que



16 Chapitre 1. Préliminairesl'équation (1.22) ne dé�nit le moment d'ordre 1 que modulo 1
2 . Pour obtenir une dé�nitionunique, on peut imposer qu'il soit dans l'intervalle [0, 1

2 [. Dans es onditions, il est nul pourtous les signaux réels. Dans e as, la première idée qui onsistait à dé�nir les moments fré-quentiels par disrétisation direte reste valable. Dans tous les as, la mesure de loalisationlassique d'un signal à temps disret s'érit alors :
ξ(x) =

1

4π
√

m
(2)
l2(Z)(x)M

(2)
l2(Z)(x)

. (1.23)En général, la loalisation lassique d'une série de l2(Z) n'est pas bornée. En partiu-lier, lorsque ette série ne omporte qu'une seule valeur non nulle, la loalisation est in�nie.Toutefois, on peut déduire de [14℄ que :Théorème 1.2Soit x ∈ l2(Z) et soit X sa transformée de Fourier. Si X(±1/2) = 0, alors 0 ≤ ξ(x) < 1.Loalisation modi�éePour obtenir une mesure permettant d'appliquer le prinipe d'inertitude au as disret,M. I. Doroslova£ki a été amené à dé�nir de nouveaux paramètres dans [30℄ :� entre de gravité fréquentiel :
F (x) =

1

2π

ℑ
{

+∞∑

k=−∞
x[k]x∗[k − 1]

}

ℜ
{

+∞∑

k=−∞
x[k]x∗[k − 1]

} ; (1.24)� entre de gravité temporel :
T (x) =

+∞∑

k=−∞
(k − 1/2)

∣
∣x[k] + ej2πF (x)x[k − 1]

∣
∣
2

+∞∑

k=−∞

∣
∣x[k] + ej2πF (x)x[k − 1]

∣
∣2

; (1.25)� deuxième moment en fréquene :
M2(x) =

1

‖x‖2

∫ 1
2

− 1
2

4

(2π)2
sin2

[

π(ν − F (x)) |X(ν)|2
]

dν (1.26)
=

1

(2π)2‖x‖2

+∞∑

k=−∞
|x[k] − ej2πF (x)x[k − 1]|2 ; (1.27)� deuxième moment en temps :

m2(x) =
1

‖x‖2

∫ 1
2

− 1
2

1

(2π)2

∣
∣
∣
∣

d

dν

{

cos [π(ν − F (x))] ej2πνT (x)X(ν)
}
∣
∣
∣
∣

2

dν (1.28)
=

1

‖x‖2

+∞∑

k=−∞

(

k − 1

2
− T (x)

)2
∣
∣
∣
∣
∣

x[k] + ej2πF (x)x[k − 1]

2

∣
∣
∣
∣
∣

2

. (1.29)



1.2. Analyse temps-fréquene 17On peut alors dériver de es grandeurs une nouvelle mesure de loalisation � modi�ée � etnotée ξmod :
ξmod(x) =

1

4π
√

m2(x)M2(x)
. (1.30)Cette mesure nous permet d'érire le théorème suivant :Théorème 1.3Soit x ∈ l2(Z) et soit X sa transformée de Fourier. Alors 0 ≤ ξmod(x) ≤ 1, et ξmod(x) = 1 siet seulement si X(ν) = C| cos πν|K ave C ∈ C et K > −1

2 .1.2.3 Familles de Weyl-HeisenbergLes familles de Weyl-Heisenberg ou de Gabor sont largement dérites et étudiées dans[31℄, ouvrage auquel le leteur pourra se référer. On ne donnera ii que quelques dé�nitions etpropriétés de base.Cas ontinuDé�nition 1.2.2 Soient g ∈ L2(R), F0 ∈ R (espae des fréquenes) et T0 ∈ R (espaedes temps). On appelle famille de Weyl-Heisenberg de L2(R) (ou de Gabor) toute famille
(gm,n)(m,n)∈Z2 de fontions de L2(R) véri�ant :

∀t ∈ R, gm,n(t) = g(t− nT0)e
j2πmF0t. (1.31)La fontion g est appelée fontion prototype. Les fontions gm,n sont les translatées en temps eten fréquene de la fontion prototype. Une famille de Weyl-Heisenberg onstituant une frameest appelée frame de Weyl-Heisenberg.Par la suite, (gm,n)(m,n)∈Z2 désignera une famille de Weyl-Heisenberg modulée par le pro-totype g et de paramètres F0 et T0.Propriété 1.2.1 Soit (gm,n)(m,n)∈Z2 une frame de Weyl-Heisenberg de bornes A et B. Alors :i. A ≤ ‖g‖2

F0T0
≤ B, en partiulier si (gm,n)(m,n)∈Z2 est étroite, A = B = ‖g‖2

F0T0
;ii. les frames de reonstrution de (gm,n)(m,n)∈Z2 sont aussi des frames de Weyl-Heisenbergde mêmes paramètres F0 et T0 et elles s'érivent don sous la forme : γm,n(t) = γ(t −

nT0)e
j2πmF0t ;iii. les familles biorthogonales à (gm,n)(m,n)∈Z2 sont aussi des familles de Weyl-Heisenbergde mêmes paramètres F0 et T0 et elles s'érivent aussi sous la forme : γm,n(t) = γ(t −

nT0)e
j2πmF0t.Théorème 1.4Soit g ∈ L2(R) et F0 et T0 deux réels, alors [85℄ :i. la famille de Weyl-Heisenberg gm,n(t) = g(t−nT0)e

j2πmF0t est une frame si et seulement sila famille g′m,n(t) = g(t−n/F0)e
j2πmt/T0 est une base de Riesz de l'espae qu'elle génère ;ii. γ dé�nit une frame de reonstrution γm,n pour gm,n si et seulement si γ/(F0T0) dé�nitune famille biorthogonale à g′m,n, de paramètres 1/T0 et 1/F0 : γ′m,n(t) = 1/(F0T0)γ(t −

n/F0)e
j2πmt/T0 ;



18 Chapitre 1. Préliminairesiii. gm,n est une frame étroite si et seulement si g′m,n est une base orthonormale de l'espaequ'elle génère.On notera que es trois résultats orrespondent à un as partiulier des théorèmes 2.2et 2.3 de l'artile [85℄ de A. Ron et Z. Shen. En e�et, nous ne onsidérons ii que le as defontions à une seule variable alors que dans [85℄ les propriétés sont établies pour des fontionsde plusieurs variables.On a pu remarquer que la grandeur 1/(F0T0) intervient aussi bien dans l'énoné de lapropriété 1.2.1 quand dans elui du théorème 1.4. Il s'agit d'un paramètre important que l'onappelle densité d'une famille de Weyl-Heisenberg :Dé�nition 1.2.3 On appelle densité d'une famille de Weyl-Heisenberg la grandeur ̺ = 1
F0T0

.La densité d'une famille de Weyl-Heisenberg que nous venons de dé�nir est primordiale etpermet de lassi�er les familles de Weyl-Heisenberg. En e�et, suivant que ̺ sera supérieure ouinférieure à l'unité, la famille aura des propriétés di�érentes.Propriété 1.2.2 Soit (gm,n)(m,n)∈Z2 une famille de Weyl-Heisenberg de densité ̺, alors :� (gm,n)(m,n)∈Z2 ne peut être une frame de L2(R) que si ̺ ≥ 1 ;� (gm,n)(m,n)∈Z2 ne peut être une base de Riesz de L2(R) que si ̺ = 1 ;� (gm,n)(m,n)∈Z2 ne peut être une base de Riesz de l'espae qu'elle génère que si ̺ ≤ 1.Les deux premiers items ont été établis par I. Daubehies dans [26℄. Le troisième est uneonséquene du théorème 1.4 et du premier item de la propriété 1.2.2.Propriété 1.2.3 Lorsque ̺ = 1, deux frames de Weyl-Heisenberg sont duales si et seulementsi elles sont biorthogonales. Autrement dit, en densité 1, les frames duales sont les basesbiorthogonales.Théorème 1.5 (Théorème de Balian-Low)À densité ritique (̺ = 1), si (gm,n)(m,n)∈Z2 est une frame de L2(R), et si on note ĝ latransformée de Fourier de g la fontion prototype, alors ‖tg(t)‖ ‖νĝ(ν)‖ = +∞.Ce théorème montre qu'il n'existe pas de base de Riesz, et don pas de base orthonormée,à la fois bien loalisée en temps et en fréquene. Il en déoule que les fontions gaussiennesqui sont les mieux loalisées ne peuvent être le prototype d'une frame de Weyl-Heisenberg quepour une densité supérieure à l'unité.Cas disretTous les résultats préédents peuvent être transposés dans le as disret où l'espae dessignaux est pris égal à l2(Z). En e�et, soientM et N , deux entiers et Te = T0
N ∈ R la période àlaquelle on éhantillonne le signal x(t) de L2(R). Pour tout x ∈ L2(R) posons xe[k] = x(kTe)le signal de l2(Z) orrespondant. Posons aussi F0Te = 1

K de sorte que F0T0 = N
K . En adoptantes notations on obtient alors par disrétisation des familles de Weyl-Heisenberg à tempsontinu de nouvelles familles à temps disret.Dé�nition 1.2.4 Soient g ∈ l2(Z) et (M,N) ∈ N

2. On appelle famille de Weyl-Heisenberg(ou de Gabor) de l2(Z) toute famille (gm,n)(m,n)∈{0,··· ,M−1}×Z de fontions de l2(Z) véri�ant :
∀k ∈ Z, gm,n[k] = g[k − nN ]ej

2πkm
M . (1.32)



1.3. Représentation des signaux en ommuniations numériques 19La densité d'une famille de Weyl-Heisenberg vaut alors M
N et les propriétés 1.2.2, 1.2.1 et1.2.3 restent valables. En revanhe, ni le théorème de Balian-Low, ni l'inégalité d'Heisenberg-Gabor ne peuvent être transposés tels quels.Parmi les publiations sur les systèmes de Weyl-Heisenberg disrets on peut iter l'impor-tant artile de J. Wexler et S. Raz publié en 1990 [117℄, ainsi que les artiles d'H. Bölskei et al.[13℄ et Z. Cvetkovi¢ et M. Vetterli [25℄ qui font le lien ave les bans modulés suréhantillonnés.1.3 Représentation des signaux en ommuniations numériquesLe prinipe des ommuniations numériques est de transmettre des données numériquesà travers un anal de transmission physique, don néessairement analogique. Il s'agit dond'abord d'assoier un signal physique (onde életrique, lumineuse, életromagnétique...) à desdonnées prenant leur valeur dans un alphabet �ni. Cette étape porte le nom de modulation[38℄. Il faut ensuite transmettre le signal et en�n retrouver les données émises à partir du signalreçu, autrement dit e�etuer la démodulation. Étant donné que le signal transmis est au �nalnéessairement à temps ontinu, il paraît naturel de réaliser la modulation et la démodulationà l'aide de fontions à temps ontinu. L'espae des signaux onsidéré est alors l'espae deHilbert L2(R). Cependant, la modulation et la démodulation peuvent tout aussi bien êtreréalisées à temps disret, l'espae des signaux étant l2(Z). Le signal modulé doit alors êtreonverti en signal analogique avant d'être transmis et le signal reçu doit être onverti en signalnumérique avant d'être démodulé. Dans les deux as, les signaux peuvent être représentésà l'aide de leur enveloppe omplexe, e qui simpli�e leur manipulation. Nous présentons eformalisme dans le adre des fontions à temps ontinu, mais tous les résultats peuvent êtreétendus aux fontions à temps disret sans di�ulté.1.3.1 Enveloppe omplexe d'un signal monoporteuseOn veut transmettre le jeu de symboles réels cRn et cIn, n ∈ Z en les modulant autour dela fréquene porteuse f0. Le signal modulé orrespondant s'érit de manière générale [38℄ :

s(t) = sR(t) cos 2πf0t− sI(t) sin 2πf0t (1.33)ave
sR(t) =

∑

n

cRn χ
R(t− nT0), (1.34)

sI(t) =
∑

n

cInχ
I(t− nT0), (1.35)et χR(t), χI(t) les �ltres de modulation en phase et en quadrature, respetivement, et T0 letemps symbole. On remarque immédiatement que

s(t) = ℜ
{(
sR(t) + jsI(t)

)
ej2πf0t

}

. (1.36)Cei nous amène à la dé�nition de l'enveloppe omplexe d'un signal monoporteuse :Dé�nition 1.3.1 On appelle enveloppe omplexe d'un signal monoporteuse dé�ni par l'équa-tion (1.33), le signal s(t) dé�ni par
s(t) = sR(t) + jsI(t). (1.37)



20 Chapitre 1. PréliminairesExemple 1.3.1 (Modulations MAQ-22K) Dans les as des modulations d'amplitude enquadrature (MAQ), on a
χR(t) = χI(t) =

1√
T0

Π(t) =

{
1√
T0

si −T0
2 ≤ t < T0

2 ,
0 sinon, (1.38)et de plus on impose que cRn et cIn s'érivent sous la forme ±A(2p+ 1) ave A un réel non nulet 0 ≤ p ≤ K − 1. L'enveloppe omplexe d'un signal de type MAQ s'érit don

s(t) =
1√
T0

∞∑

n=−∞
cn Π(t− nT0), (1.39)ave cn = cRn + jcIn.Exemple 1.3.2 (Modulations MDP-M) Les modulations de phase (MDP) véri�ent aussi(1.38) mais les données sont telles que

cn = Aejϕn (1.40)ave ϕn ∈ {0, 2π
M , . . . , (M − 1)2π

M } dans le as d'une modulation à M états de phase.1.3.2 Enveloppe omplexe d'un signal multiporteusePlut�t que d'utiliser une seule fréquene porteuse f0, on veut maintenant transmettre lessymboles réels cRm,n et cIm,n, n ∈ Z, 0 ≤ m ≤M − 1, en les modulant autour des M fréquenesporteuses f0, . . . , fM−1. Le signal modulé autour de haque porteuse s'érit :
sm(t) = sRm(t) cos 2πfmt− sIm(t) sin 2πfmt (1.41)ave
sRm(t) =

∑

n

cRm,nχ
R
m(t− nT0) (1.42)

sIm(t) =
∑

n

cIm,nχ
I
m(t− nT0). (1.43)Et le signal multiporteuse s'érit :

s(t) =

M−1∑

m=0

sm(t). (1.44)On remarque aussi que
s(t) = ℜ

{
M−1∑

m=0

(
sRm(t) + jsIm(t)

)
ej2πfmt

}

. (1.45)Cei nous amène à dé�nir l'enveloppe omplexe d'un signal multiporteuse :



1.4. Traitement multiadene 21Dé�nition 1.3.2 On appelle enveloppe omplexe d'un signal multiporteuse s(t) dé�ni par leséquations (1.41) à (1.44), le signal s(t) dé�ni par :
s(t) =

M−1∑

m=0

(
sRm(t) + jsIm(t)

)
ej2π(fm−f0)t. (1.46)On dit aussi que s(t) est l'équivalent bande de base de s(t).Exemple 1.3.3 (Modulations OFDM/QAM) Dans le as des modulations OFDM/QAM(OFDM : Orthogonal Frequeny Division Multiplex), on impose en outre que, pour 0 ≤ m ≤

M − 1 :
fm = f0 +mF0 (1.47)

χR
m(t) = χI

m(t) = χ(t), (1.48)et on pose cm,n = cRm,n + jcIm,n, d'où le signal OFDM/QAM en bande de base :
s(t) =

M−1∑

m=0

∑

n

cm,nχ(t− nT0)e
j2πmF0t. (1.49)Exemple 1.3.4 (Modulations OFDM/OQAM) Les modulations de type OFDM/OQAM(OQAM : O�set QAM), utilisent un nombre de fréquenes porteuses pair, M = 2N , et lesparties en phase sRm(t) et en quadrature sIm(t) sont alternativement déalées du demi-tempssymbole T0

2 . Ainsi, pour 0 ≤ m ≤ N − 1 :
χR

2m(t) = χI
2m+1(t) = χ(t) (1.50)

χI
2m(t) = χR

2m+1(t) = χ(t− T0

2
). (1.51)On impose aussi que

fm = f0 +mF0, (1.52)d'où le signal OFDM/OQAM en bande de base :
s(t) =

N−1∑

m=0

∑

n

(

cR2m,nχ(t− nT0) + jcI2m,nχ(t− nT0 −
T0

2
)

)

ej2π(2m)F0t

+

(

cR2m+1,nχ(t− nT0 −
T0

2
) + jcI2m+1,nχ(t− nT0)

)

ej2π(2m+1)F0t. (1.53)Dans la suite, tous les signaux onsidérés seront en bande de base et nous les érirons sousla forme s(t) plut�t que s(t) pour alléger les notations.1.4 Traitement multiadeneComme on le verra dans les hapitres 2 et 3, on peut onduire une analyse disrète desmodulations multiporteuses en s'appuyant sur la théorie des bans de �ltres. Le leteur pourratrouver une présentation détaillée de ette théorie dans les ouvrages de référene [21, 36, 108,114℄. Nous nous ontenterons pour notre part de donner des notions de bases sur les systèmesmultiadenes, puis nous nous attarderons sur quelques bans de �ltres lassiques.



22 Chapitre 1. Préliminaires1.4.1 Éléments de baseLa déimation et l'expansion sont les opérations de base du traitement multiadene. Ellespermettent de modi�er la adene d'un signal, en la diminuant par suppression d'éhantillons(déimation), ou en l'augmentant par insertion de zéros entre les éhantillons du signal d'ori-gine (expansion).Déimateur d'ordre NdLa �gure 1.3 dérit un déimateur d'ordre Nd ∈ N, ayant pour entrée x[n] et pour sortie :
y[n] = x[Ndn]. (1.54)Cet opérateur réduit don la adene d'origine d'un fateur Nd. Si l'on onsidère les transfor-mées en z de x[n] et y[n], notées X(z) et Y (z) respetivement, on peut montrer que :

Y (z) =
1

Nd Nd−1
∑

k=0

X
(

e
−j 2π

Nd kz 1
Nd ) . (1.55)

↓ Ndx[n] y[n]Fig. 1.3 � Déimateur d'ordre Nd.Expanseur d'ordre NeL'expanseur d'ordre Ne ∈ N est dérit par la �gure 1.4. Cet opérateur produit un signal
y[n] dont la adene est augmentée d'un fateur Ne par rapport au signal d'entrée original
x[n] :

y[n] =

{

x[n/Ne] si n est un multiple de Ne,
0 sinon. (1.56)On peut montrer que ette relation s'érit aussi

Y (z) = X
(
zNe) , (1.57)en notant enore X(z) et Y (z) les transformées en z de x[n] et y[n].

↑ Nex[n] y[n]Fig. 1.4 � Expanseur d'ordre Ne.



1.4. Traitement multiadene 23Filtre de déimationEn général, le déimateur est préédé d'un �ltre passe-bas appelé �ltre de déimation (f.�gure 1.5). Celui-i permet de limiter la bande spetrale oupée par le signal d'entrée. Larelation d'entrée-sortie de e système s'érit alors dans le domaine temporel :
y[n] =

+∞∑

k=−∞
x[k]h[nNd − k]. (1.58)

H(z) ↓ Ndx[n] y[n]Fig. 1.5 � Filtrage et déimation d'ordre Nd.Filtre d'interpolationDe même, l'expanseur est la plupart du temps suivi d'un �ltre appelé �ltre interpolateur(f. �gure 1.6). Il s'agit aussi d'un �ltre passe-bas. Le but est d'éliminer les répliques du signalengendrées par l'opération d'expansion. La relation d'entrée-sortie de e système s'érit alorsdans le domaine temporel :
y[n] =

+∞∑

k=−∞
x[k]f [n− kNe]. (1.59)

↑ Ne F (z)x[n] y[n]Fig. 1.6 � Filtrage et interpolation d'ordre Ne.Filtre à déimation ou expansion rationnelleEn�n, on peut aussi plaer un �ltre G(z) entre un expanseur d'ordre Ne et un déimateurd'ordre Nd (f. �gure 1.7). On obtient alors un système qui transforme un signal x[n] éhan-tillonné à la période Te en un signal y[n] éhantillonné à la période Ne
NdTe et le signal de sortie

y[n] est lié au signal d'entrée x[n] par la relation :
y[n] =

+∞∑

k=−∞
x[k]g[nNd − kNe]. (1.60)

↑ Ne G(z) ↓ Ndx[n] y[n]Fig. 1.7 � Filtrage à déimation ou expansion rationnelle.



24 Chapitre 1. PréliminairesReprésentation polyphaseLa représentation polyphase est un outil très utile en traitement multiadene. Elle per-met de réduire la omplexité opératoire des �ltres de déimation et d'interpolation et desbans de �ltres en général. Par ailleurs, elle est souvent utile pour obtenir simplement desrésultats théoriques importants, omme on le verra par la suite. On distingue deux types dereprésentations polyphases d'un �ltre numérique. Elles sont totalement équivalentes.Dé�nition 1.4.1 Soit H(z) =
∑+∞

n=−∞ h[n]z−n un �ltre numérique.i. On appelle omposantes polyphases de H(z) de type 1 d'ordre M ∈ N les �ltres numériques
El(z), 0 ≤ l ≤M − 1 dé�nis par

El(z) =

+∞∑

n=−∞
h[l + nM ]z−n. (1.61)Le �ltre H(z) peut alors s'érire

H(z) =

M−1∑

l=0

z−lEl(z
M ). (1.62)ii. On appelle omposantes polyphases de H(z) de type 2 d'ordre M ∈ N les �ltres numériques

Rl(z), 0 ≤ l ≤M − 1 dé�nis par
Rl(z) =

+∞∑

n=−∞
h[M − 1 − l + nM ]z−n. (1.63)Le �ltre H(z) peut alors s'érire

H(z) =
M−1∑

l=0

z−(M−1−l)Rl(z
M ). (1.64)On notera que les omposantes de type 1 et 2 sont liées par la relation

Rl(z) = EM−1−l(z). (1.65)Identités noblesAttardons-nous quelques instants sur le iruit permettant de réaliser un �ltre de déi-mation ave Nd = 2, à l'aide de ses omposantes polyphases d'ordre M = 2, de type 1 parexemple. (f. �gure 1.8). Ce �ltrage polyphase fait intervenir les �ltres El(z2) (0 ≤ l ≤ 1). Ilparaît don assez oûteux puisqu'il impose un traitement à une adene double de la adenenéessaire, d'où l'intérêt de herher à réaliser le �ltrage à la adene minimale. Cei est pos-sible ar on peut montrer le théorème 1.6 appelé aussi première identité noble. On aboutitalors au shéma simpli�é donnée par la �gure 1.9.Théorème 1.6 (Première identité noble)Soit H(z) =
∑+∞

n=−∞ h[n]z−n un �ltre numérique et soit Nd ∈ N. Le signal y[n] obtenu après�ltrage de x[n] par H(zNd) puis déimation d'ordre Nd est identique au signal obtenu aprèsdéimation d'ordre Nd du signal x[n], puis �ltrage par H(z) (f. �gure 1.10).
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z−1

E0(z
2)

E1(z
2) + ↓ 2

x[n]

y[n]Fig. 1.8 � Implémentation polyphase du �ltre de déimation.
z−1

↓ 2

↓ 2

E0(z)

E1(z) +

x[n]

y[n]Fig. 1.9 � Implémentation polyphase simpli�ée du �ltre de déimation.
H(zNd) ↓ Nd ≡ ↓ Nd H(z)x[n] y[n] x[n] y[n]Fig. 1.10 � Première identité noble.De la même manière, la réalisation direte d'un �ltre d'interpolation à l'aide de ses om-posantes polyphases peut être simpli�ée en utilisant le théorème 1.7 onnu sous le nom dedeuxième identité noble.Théorème 1.7 (Deuxième identité noble)Soit F (z) =
∑+∞

n=−∞ f [n]z−n un �ltre numérique et soit Ne ∈ N. Le signal y[n] obtenu aprèsexpansion d'ordre Ne du signal x[n], puis �ltrage par F (zNe), est identique au signal obtenuaprès �ltrage de x[n] par F (z) puis expansion d'ordre Ne (f. �gure 1.11).1.4.2 Bans de �ltres uniformesUn ban de �ltres est un ensemble de �ltres de déimation et/ou d'expansion en parallèle.Un ensemble de �ltres de déimation auxquels on applique le même signal d'entrée est appeléban d'analyse. Un tel système permet en e�et de séparer un signal en plusieurs omposantesen parallèle. Lorsque plusieurs signaux en parallèle sont �ltrés par des �ltres d'interpolationpuis additionnés, on parle de ban de synthèse. Le as où le même fateur d'expansion ou dedéimation intervient dans haque �ltre onstitue une lasse importante des bans de �ltres : lesbans de �ltres uniformes ([113℄). Ceux-i ont deux appliations prinipales : le odage en sous-bandes et le transmultiplexage. Assez souvent, et omme 'est aussi le as dans e hapitre, lespropriétés des bans de �ltres sont étudiées en faisant omission des autres éléments néessairesdans une haîne omplète (impliquant odage, transmission, et.), 'est-à-dire en onsidérantdes systèmes dits � dos-à-dos �. Dans e ontexte, un odeur en sous-bandes est onstituéd'un ban d'analyse aolé à un ban de synthèse. Dans le as du transmultiplexeur, 'est leban de synthèse qui est plaé en premier. Dans les deux as, un hoix judiieux des �ltresde synthèse et d'analyse permet de reproduire parfaitement l'entrée en sortie du système. Onparle alors de reonstrution parfaite. Parmi les bans de �ltres uniformes, on distingue les
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↑ Ne F (zNe) ≡ F (z) ↑ Nex[n] y[n]x[n] y[n]Fig. 1.11 � Deuxième identité noble.bans modulés dont l'intérêt réside dans le fait qu'ils sont obtenus par modulation d'un unique�ltre appelé �ltre prototype.Ban d'analyseLe prinipe d'un ban d'analyse uniforme (f. �gure 1.12) est de partager un signal d'entrée

x[k] de adene 1, en M signaux de sortie ym[n] (0 ≤ m ≤M − 1) de adene 1
N , de sorte que

ym[n] =

+∞∑

k=−∞
hm[nN − k]x[k], (1.66)ave hm[k] la réponse impulsionnelle du �ltre Hm(z) orrespondant à la bande m.

HM−1(z)

H1(z)

H0(z) ↓ N

↓ N

↓ N

x[k] y0[n]

y1[n]

yM−1[n]Fig. 1.12 � Ban d'analyse uniforme à M bandes (AFB).Ban de synthèseÀ l'opposé, le ban de synthèse (f. 1.13) possède M entrées xm[n] (0 ≤ m ≤M − 1) à laadene 1
N et une sortie y[k] à la adene 1 liées par la relation

y[k] =

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

xm[n]fm[k − nN ], (1.67)ave fm[k] la réponse impulsionnelle du �ltre Fm(z) intervenant sur la bande m.Ban d'analyse/synthèse : le odeur en sous-bandesLorsqu'un ban de �ltres est onstitué d'un ban d'analyse suivi d'un ban de synthèse (f.1.14) on parle de odeur en sous-bandes. En e�et, un tel système permet de séparer un signalen plusieurs signaux, puis de le reonstruire à partir de es signaux en hoisissant bien les �ltresd'analyse et de synthèse. On peut ainsi e�etuer des traitements (omme de la ompression)sur les signaux obtenus en sortie de l'étage d'analyse avant de reonstruire un signal approhé.Tout le problème est de onevoir des �ltres d'analyse permettant de déomposer le signal demanière pertinente pour l'appliation onsidérée, omme par exemple séparer le signal d'entrée
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FM−1(z)

F1(z)

F0(z)↑ N

↑ N

↑ N

+

+

x0[n]

x1[n]

xM−1[n] y[k]Fig. 1.13 � Ban de synthèse uniforme à M bandes (SFB).enM signaux oupant des bandes de largeur 1
M disjointes pour e�etuer une analyse spetrale.Ensuite, les �ltres de synthèse doivent être apables de reonstruire le signal, au moins demanière approhée et à un délai D près, en l'absene de traitement en sous-bandes.

AFB SFBx[k] y[k]Fig. 1.14 � Codeur en sous-bandes.Considérons le système dos-à-dos, 'est-à-dire sans traitement en sous-bandes. Dans e as,en utilisant les notations des �gures 1.12 et 1.13, on a ym[n] = xm[n]. Le ban de �ltres est àreonstrution parfaite ave un délai de reonstrution D si et seulement si y[k] = x[k −D].En posant hm,n[k] = h∗m[nN +D − k] et fm,n[k] = fm[k − nN ], et en utilisant les équations(1.66) et (1.67), on voit que la reonstrution est parfaite si et seulement si
x[k −D] =

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

〈hm,n[k], x[k −D]〉fm,n[k]. (1.68)Ainsi, une reonstrution parfaite et stable est possible si et seulement si hm,n[k] onstitueune frame de l2(Z). Dans e as, on peut toujours trouver une autre frame fm,n[k] permettantla reonstrution parfaite (f. propriété 1.1.7). Cette relation ave les frames a été partiuliè-rement étudiée dans [11, 24℄. On notera que la reonstrution n'est possible que si M ≥ N . Si
M = N , on dira que l'on a à faire à un ban de �ltres à éhantillonnage ritique. Si M > N ,on dira que le ban est suréhantillonné ar il y a plus d'éhantillons dans les signaux obtenusen sortie du ban d'analyse que dans le signal d'entrée. Ce type de ban a en partiulier étéétudié par Z. Cvetkovi¢ et M. Vetterli dans [24℄ et F. Labeau, L. Vandendorpe et B. Maqdans [61℄ ainsi que par H. Bölskei et al dans [13℄.Ban de synthèse/analyse : le transmultiplexeurSi l'on inverse le ban d'analyse et de synthèse, on obtient un système dual totalementdi�érent : le transmultiplexeur (f. �gure 1.15). Celui-i permet de ombiner (multiplexer)
M signaux pour en obtenir un seul que l'on transmet ensuite sur une ligne de transmission,pour ensuite reonstituer (démultiplexer) les signaux d'origine. La problématique est donradialement di�érente de elle des odeurs en sous-bandes : la reonstrution parfaite signi�e



28 Chapitre 1. Préliminairesette fois que ym[n] = xm[n −D] lorsque x[k] = y[k] e qui ne peut être envisageable que si
M ≤ N . Quand M = N on dit enore que le transmultiplexeur est à éhantillonnage ritiqueet quand M < N , on dit qu'il est suréhantillonné.

SFB AFB

x0[k]

xM−1[k]

y0[k]

yM−1[k]Fig. 1.15 � Transmultiplexeur.Étudions d'un peu plus près les onditions de reonstrution parfaite d'un transmulti-plexeur en notant hm,n[k] = h∗m[nN +D − k] et fm,n[k] = fm[k − nN ]. Alors, les onditionsde reonstrution parfaite s'érivent
xm[n] = 〈hm,n, x〉 (1.69)ave

x[k] =

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

xm[n]fm,n[k], (1.70)e qui équivaut à dire que les familles hm,n et fm,n sont biorthogonales.1.4.3 Bans modulésLa synthèse d'un ban de �ltres peut s'avérer très omplexe dans la mesure où, pour Mbandes, il faut onevoir 2M �ltres optimisés sous ontrainte de reonstrution parfaite, d'oùl'idée de onstruire tous les �ltres à partir d'un unique �ltre, appelé �ltre prototype, à l'analyseet la synthèse. Le problème se réduit alors à l'optimisation de seulement deux �ltres, voiremême d'un seul si l'on impose d'avoir le même �ltre à l'analyse et à la synthèse.Bans modulés omplexesLes bans modulés omplexes, ou (DFT4 �lter banks en anglais) ont d'abord été introduitsen tant que transmultiplexeurs [4℄ et ave un éhantillonnage ritique. Les bans suréhan-tillonnés sont apparus plus tard dans par exemple [12, 10, 22, 25, 45℄. Ce type de ban estonstruit à partir de familles de Weyl-Heisenberg. En e�et, les �ltres d'analyse et de synthèsesont respetivement donnés par
fm[k] = f [k]ej

2π
M
m(k−D

2 ), (1.71)
hm[k] = h[k]ej

2π
M
m(k−D

2 ). (1.72)Bans modulés en osinusPlut�t que de moduler un �ltre prototype ave une exponentielle, on peut aussi le faire aveun osinus [108℄. On obtient alors des bans réels modulés en osinus. Ceux-i sont notammentutilisés ave un éhantillonnage ritique pour le odage audio dans les ouhes 1 et 2 de la4Disrete Fourier Transform.



1.4. Traitement multiadene 29norme MPEG1. Il en existe plusieurs types. Ils peuvent aussi être suréhantillonnés (M > N)[9℄, ou non. Si l'on note D le délai de reonstrution, les M �ltres de synthèse et d'analyse duban de type DCT-III ou DCT-IV à éhantillonnage ritique s'érivent respetivement [40℄
fm[k] = 2f [k] cos

[
π

M

(

m+
1

2

)(

k − D

2

)

+ θm

] (1.73)
hm[k] = 2h[k] cos

[
π

M

(

m+
1

2

)(

k − D

2

)

− θm

]

, (1.74)ave θm = (−1)mπ/4. Quand D est pair, le ban peut être réalisé à l'aide d'une transformationde type DCT5-III, quand il est impair, il peut-être réalisé à l'aide d'une DCT-IV.Bans modulés omplexes modi�és (MDFT)Les bans modulés omplexes modi�és, MDFT en anglais, ont été introduits par Fliege en1993 dans [34℄. Ils ont par la suite fait l'objet de nombreux artiles ([35, 49, 55, 50, 52, 51, 40℄).Ils sont de deux types et utilisent un fateur de déimation/expansion égal à la moitié dunombre de bandes. Cei est rendu possible par une modi�ation par rapport au shéma duban uniforme de la �gure 1.14 (f. �gures 1.16 et 1.17). Les �ltres du ban MDFT de type Isont alulés de manière analogue à eux du ban modulé omplexe lassique (f. [40℄),
fm[k] = f [k]ej

2π
2N

m(k−D
2 ) (1.75)

hm[k] = h[k]ej
2π
2N

m(k−D
2 ). (1.76)
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Fig. 1.16 � Ban de �ltres MDFT de type I.Quant aux bans MDFT de type II, leurs �ltres sont donnés par [40℄6
fm[k] = f [k]ej

2π
2N

m(k−D−N
2 ) (1.77)

hm[k] = h[k]ej
2π
2N

m(k−D+N
2 ). (1.78)5Disrete Cosine Transform.6Dans [40℄, une onstante multipliative égale à √

2 apparaît dans la dé�nition des �ltres MDFT de types Iet II, e qui permet d'obtenir exatement les mêmes onditions de reonstrution parfaite que pour les bansmodulés en osinus. Nous avons quant à nous préféré revenir aux premières dé�nitions données dans [34℄ dansle as orthogonal.
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x̂[k − (D +N)]Fig. 1.17 � Ban de �ltres MDFT de type II.



Chapitre 2Analyse théorique des modulationsBFDM/QAM sur anal parfaitLe prinipe d'un système de modulation multiporteuse est de transmettre des données surplusieurs fréquenes porteuses. Classiquement, les fréquenes sont hoisies de manière à eque l'espaement fréquentiel entre deux porteuses suessives soit identique pour toutes lesporteuses. Lorsque le multiplex fréquentiel obtenu est orthogonal en temps et en fréqueneon parle de modulation OFDM. Plus généralement, lorsqu'il est biorthogonal, le système seraappelé BFDM. Chaune des porteuses transmet des symboles hoisis dans un alphabet demodulation donné. Dans ette partie nous utilisons des alphabets de type MAQ (QAM1 enanglais) pour lesquels les parties réelle et imaginaire d'un symbole sont modulées à l'aidedu même �ltre. Ainsi la MAQ-22K ou la MDP2 (en anglais, PSK3), par exemple, sont desmodulations de type MAQ. On parlera alors de système BFDM/QAM.Nous nous intéressons dans e hapitre au système de modulation dos-à-dos, sans prendreen ompte le anal de transmission. Le but est d'étudier les modulations BFDM/QAM di-retement en disret, dans l'optique d'obtenir un système ausal onstruit à partir de �ltresRIF. Après un bref rappel historique sur les modulations OFDM plus lassiques, nous mon-trons omment réaliser les modulations BFDM/QAM à l'aide d'un transmultiplexeur et destrutures dérivées plus e�aes. Nous établissons aussi au ours de e hapitre les relationsd'entrée-sortie du système disret ainsi que les onditions de biorthogonalité du système, dansle as d'un anal parfait. L'utilisation de es onditions nous permet alors de synthétiser des�ltres RIF ausaux permettant la démodulation parfaite des symboles émis en l'absene deperturbation sur le anal de transmission4.2.1 Approhe historiqueLes premiers artiles sur des systèmes de type OFDM remontent vraisemblablement à la �ndes années 50 [29, 69℄, même si, bizarrement, la dénomination OFDM ne semble être apparuequ'au ours des années 80 [56, 20℄. Depuis, e sigle a été repris pour dérire des systèmestrès di�érents omme l'OFDM ave intervalle de garde (f. setion 2.1.2) ou l'OFDM/OQAM1Quadrature Amplitude Modulation.2Modulation de Phase.3Phase Shift Keying.4Certains éléments présentés dans e hapitre ont fait l'objet de publiations ([92, 94, 96, 97℄).31



32 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfait(f. hapitre 3) mais toujours basés sur la transmission de données en parallèle, à l'aide d'unmultiplex fréquentiel orthogonal. Le terme OFDM manquant don de préision, nous nousattaherons à utiliser des notations moins onfuses pour désigner les systèmes présentés.2.1.1 L'OFDM ave �ltre de mise en forme retangulaireLe système OFDM le plus simple, que nous appellerons OFDM lassique, repose sur latransmission des symboles omplexes cm,n, 0 ≤ m ≤ M − 1, n ∈ Z grâe à M porteuses, enutilisant un �ltre retangulaire Π de durée T0 égale à l'inverse de l'espaement inter-porteuse
F0. Le signal OFDM lassique s'érit ainsi en bande de base :

s(t) =
1√
T0

M−1∑

m=0

∞∑

n=−∞
cm,n Π(t− nT0)e

j2πmF0t, (2.1)ave
Π(t) =

{

1 si −T0
2 ≤ t < T0

2 ,
0 sinon. (2.2)Alors, pour un système dos-à-dos, la démodulation des symboles peut se faire par

cm,n =
1√
T0

∫ +∞

−∞
Π(t− nT0)e

−j2πmF0ts(t)dt. (2.3)L'OFDM lassique est parfaitement équivalent en terme de débit théorique à une modu-lation monoporteuse lassique utilisant la bande B = MF0 et une durée symbole Ts = T0
M ,mais les propriétés des deux systèmes vis-à-vis d'un anal séletif en fréquene sont totalementdi�érentes. En e�et, le débit du système monoporteuse est M fois plus grand que le débit surune porteuse du système OFDM lassique, e qui le rend beauoup plus sensible à un analmultitrajet. Ainsi, si l'on onsidère un anal de réponse impulsionnelle h(τ, t) variant dans letemps et de durée T , et en faisant abstration du bruit, le signal OFDM lassique reçu s'érit

r(t) =

∫ T

0
h(τ, t)s(t − τ)dτ (2.4)

=
1√
T0

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
cm,n

∫ T

0
h(τ, t)Π(t− τ − nT0)e

j2πmF0(t−τ)dτ. (2.5)Alors, pour nT0 − T0
2 ≤ t < nT0 + T0

2 , si T0 su�samment grand devant T , on peut fairel'approximation
r(t) ≈ 1√

T0

M−1∑

m=0

cm,ne
j2πmF0t

∫ T

0
h(τ, t)e−j2πmF0τdτ

︸ ︷︷ ︸

H(mF0,t)

, (2.6)ave H(mF0, t) la réponse du anal à la fréquene mF0 et à l'instant t. Alors, le symboleestimé après démodulation s'érit
ĉm,n =

1

T0

M−1∑

m′=0

cm′,n

∫ nT0+
T0
2

nT0−T0
2

H(mF0, t)e
j2π(m′−m)F0tdt. (2.7)



2.1. Approhe historique 33Autrement dit, l'utilisation d'une modulation OFDM lassique a permis de supprimer l'in-terférene entre symboles, mais pas néessairement l'interférene entre porteuses. Celle-i nedisparaît que si le anal varie su�samment lentement sur une durée T0, auquel as on obtientque ĉm,n = Hm,ncm,n, ave Hm,n = H(mF0, nT0).Un autre intérêt de e système est qu'il peut être réalisé de manière très simple en numé-rique. En e�et, on peut véri�er que si l'on éhantillonne les équations de modulation (2.1) etde démodulation (2.3) à la période Te = T0
M , alors la modulation est une simple TFDI5 et ladémodulation est une TFD6 [116℄ (f. �gure 2.1) :

[s(nMTe), . . . , s((nM +M − 1)Te)] = TFDI {c0,n, . . . , cM−1,n} , (2.8)
[c0,n, . . . , cM−1,n] = TFD {s(nMTe), . . . , s((nM +M − 1)Te)} . (2.9)

TFDI P/S S/P TFD

c0,n

cM−1,n

c0,n

cM−1,nFig. 2.1 � Modem OFDM numérique à base de transformées de Fourier.2.1.2 Une première amélioration : l'OFDM ave intervalle de gardeÀ bande oupée onstante B, avoir un temps symbole grand revient à utiliser un grandnombre de porteuses M puisque B = M
T0
. Or, on ne peut généralement pas avoir su�sammentde porteuses pour s'a�ranhir omplètement de l'interférene entre symboles, si bien que l'hy-pothèseM grand, i.e. T0 grand, rend la plupart du temps irréaliste l'approximation d'un analvariant lentement sur une durée T0. C'est pourquoi toutes les appliations à base d'OFDM(ADSL, DVB-T, DAB...) utilisent une version modi�ée par l'ajout d'un intervalle de garde.Celui-i a été introduit en 1980 par Peled et Ruiz [72℄ et permet sous ertaines onditions réa-listes de supprimer omplètement l'interférene entre symboles et entre porteuses. Le prinipeest d'allonger la durée de la fontion retangulaire utilisée sur haque porteuse, sans hangerl'espae inter-porteuses. Le signal OFDM/IG s'érit don en bande de base :

s(t) =
1√
T0

M−1∑

m=0

∞∑

n=−∞
cm,n Π∆(t− nT1)e

j2πmF0t, (2.10)ave T1 = T0 + ∆ > T0 et
Π∆(t) =

{

1 si −∆ − T0
2 ≤ t < T0

2 ,
0 sinon. (2.11)Quant à l'étape de démodulation, elle s'érit :

cm,n =
1√
T0

∫ +∞

−∞
Π(t− nT1)e

−j2πmF0ts(t)dt. (2.12)5Transformée de Fourier Disrète Inverse.6Transformée de Fourier Disrète.



34 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitOn notera que la démodulation fait bien intervenir la fontion porte Π de durée T0 alorsque la modulation fait intervenir la fontion porte Π∆ de durée T1 = T0 + ∆. Alors, poursupprimer totalement l'interférene entre symboles et entre porteuses, il su�t que la réponseimpulsionnelle h(τ, t) du anal soit telle que 0 ≤ τ ≤ ∆ et que h(τ, t) ≈ h(τ, t+ T1). Ainsi, sil'on hoisit un intervalle de garde plus grand que l'ého le plus lointain et que le anal varielentement sur une durée T1, alors le signal reçu s'érit
r(t) =

1√
T0

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
cm,n

∫ ∆

0
h(τ, t)Π∆(t− nT1 − τ)ej2πmF0(t−τ)dτ, (2.13)et pour nT1 − T0

2 ≤ t < nT1 + T0
2 , r(t) devient

r(t) =
1√
T0

M−1∑

m=0

cm,ne
j2πmF0t

∫ ∆

0
h(τ, t)Π∆(t− nT1 − τ)e−j2πmF0τdτ

︸ ︷︷ ︸

H(mF0,t)≈Hm,n

. (2.14)Tout se passe don omme si le symbole Hm,ncm,n était émis à la plae du symbole cm,n. Aprèsdémodulation, le symbole estimé est don
ĉm,n = Hm,ncm,n. (2.15)Plut�t que d'intervalle de garde, on parle aussi parfois de pré�xe ylique et d'OFDM/CPar, on peut montrer que, en numérique, introduire un intervalle de garde revient à faire unereopie des symboles après transformée de Fourier inverse, au ours de la modulation. En e�et,si T1

T0
= N

M > 1, la modulation s'érit aussi en numérique, ave Te = T0
M :

[s(nNTe), . . . , s((nN +M − 1)Te)] = TFDI {c0,n, . . . , cM−1,n} , (2.16)et (f. �gure 2.2)
[s((nN +M −N)Te), . . . , s((nN − 1)Te)] = [s(nN + 2M −NTe), . . . , s((nN +M − 1)Te)] .

sN−1[n− 1]sM [n− 1] . . . s0[n] . . . sM+M−N [n] . . . sM−1[n]Fig. 2.2 � Pré�xe ylique pour le symbole n (sm[n] = s((nN +m)Te)).Ces équations montrent que ette modulation présente l'inonvénient d'avoir un débitthéorique plus faible que elui de l'OFDM lassique. En e�et, pour émettre M symboles, ilfaut un train de données qui ontient N symboles modulés, ave N > M . Pour limiter etteperte, on utilise en général un intervalle de garde ompris entre 15% et 25% de la durée utiledes symboles T0. En outre, la réponse fréquentielle de la fontion porte qui est utilisée estun sinus ardinal, elle est don mal loalisée en fréquene. Par onséquent, lorsque le analde transmission n'est pas onstant sur une durée T1, l'interférene entre porteuses induitepeut être onséquente. En�n, les évanouissements dus aux oe�ients Hm,n peuvent être trèsimportants.



2.2. Modulations BFDM/QAM suréhantillonnées 352.2 Modulations BFDM/QAM suréhantillonnéesÉtant donnés les avantages et les limites de l'OFDM lassique et de l'OFDM/IG, la ques-tion se pose de savoir s'il est possible de trouver un autre genre de modulation OFDM ayantde meilleures propriétés. L'un des problèmes posés par es modulations vient de la réponse fré-quentielle en sinus ardinal des �ltres d'émission et de réeption, d'où l'idée d'utiliser d'autres�ltres que les �ltres retangulaires. En fait, l'OFDM lassique aussi bien que l'OFDM/IGpeuvent, omme on le verra par la suite (f. 2.2.1), être étudiées dans le adre des famillesde Weyl-Heisenberg présentées dans la setion 1.2.3. L'OFDM lassique peut ainsi être vueomme une famille orthogonale à densité ritique. Dans e as, le théorème de Balian-Low (f.1.5) indique qu'il n'est pas possible d'utiliser des �ltres à la fois bien loalisés en temps et enfréquene. Pour obtenir des �ltres ayant de meilleures propriétés que la fontion retangulaire,il faut don étudier les modulations orrespondant à des familles de Weyl-Heisenberg à densitésous-ritique. Cei orrespond à allonger le temps-symbole (ou de manière équivalente, aug-menter l'espae inter-porteuse), omme l'ont proposé S. B. Weinstein et P. M. Ebert dès 1971[116℄. Une première généralisation de l'OFDM lassique et de l'OFDM/IG peut être menéeen herhant à obtenir des modulations multiporteuses orthogonales à densité sous-ritique,omme dans [109℄ où es modulations sont baptisées � fration spaed multiarrier modula-tion � et sont obtenues par éhantillonnage de fontions ontinues, ou omme dans [45, 44℄ oùelles sont réalisées diretement en disret et baptisées � modulations OFDM suréhantillonnées�. Mais la généralisation la plus omplète est obtenue ave les systèmes biorthogonaux ommedans les référenes [60, 59℄ qui présentent des modulations multiporteuses baptisées � NOFDM� basées sur des fontions à temps-ontinu. Pour des raisons qui seront expliitées par la suite,nous appellerons quant à nous OFDM/QAM suréhantillonnées et BFDM/QAM suréhan-tillonnées es nouvelles modulations, selon qu'elles sont orthogonales ou, plus généralement,biorthogonales.2.2.1 Modulations à temps ontinuComme on l'a déjà souligné dans la setion 1.3, le prinipe d'une modulation est d'assoierun signal physique à des données prenant leurs valeurs dans un ensemble �ni. C'est pourquoiles systèmes de modulation sont souvent représentés à l'aide de fontions à temps ontinu,omme nous le faisons maintenant pour les modulations BFDM/QAM.On veut transmettre surM porteuses les symboles omplexes cm,n (m ∈ I = {0, · · · , M−
1} et n ∈ Z) obtenus à partir d'un alphabet MAQ. Alors, le signal BFDM/QAM s'érit enbande de base :

s(t) =

M−1∑

m=0

sm(t) =

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
cm,nfm,n(t), (2.17)ave

fm,n(t) = f(t− nT0)e
j2πmF0tejψm,n , (2.18)et � f(t) ∈ L2(R) (f(t) peut aussi bien être à valeurs omplexes que réelles) ;� ψm,n un déalage additif de phase (par exemple ψm,n = 0) ;� T0 durée symbole ;� F0 espaement entre deux porteuses suessives.



36 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitAinsi dé�nie, (fm,n)(m,n)∈I×Z onstitue une famille de Gabor (f. dé�nition 1.2.2). Le but estde retrouver les symboles cm,n à partir du signal s(t). Cei est possible si et seulement si
(fm,n)(m,n)∈I×Z onstitue une famille libre. Ainsi, la densité ̺ = 1

F0T0
doit être inférieure ouégale à 1 pour pouvoir démoduler le signal (f. propriété 1.2.2). Or l'e�aité spetrale η, quimesure le débit binaire par unité de temps et de fréquene, est liée à la densité par la relation

η ≈ b̺ [39℄, ave b le nombre de bits de l'alphabet MAQ utilisé. En e�et, la bande oupéepar le signal est B = (M − 1)F0 + ∆F , ave ∆F la bande oupée par le �ltre prototype f ,d'où
η =

bM

BT0
=

bM

MF0T0 + (∆F − F0)T0
=

b̺

1 +
∆F − F0

M
̺

︸ ︷︷ ︸

<<1, surtout si M grand ≈ b̺. (2.19)On en déduit que l'e�aité spetrale est maximale lorsque ̺ = 1 i.e. F0 = 1/T0
7. Dans eas, le théorème de Balian-Low indique que f(t) est une fontion néessairement mal loaliséedans le plan temps-fréquene (f. 1.5), 'est pourquoi on peut être amené à réduire l'e�aitéspetrale en prenant ̺ < 1. On dit alors que le système est à densité sous-ritique.Dans tous les as, si (fm,n)(m,n)∈I×Z onstitue une famille libre, alors il existe une famillebiorthogonale (f̌m,n)(m,n)∈I×Z qui est aussi une famille de Gabor

f̌m,n(t) = f̌(t− nT0)e
j2πmF0tejψm,n , (2.20)mais elle-i n'est pas néessairement unique (f. propriété 1.1.4). En utilisant la propriété debiorthogonalité, les symboles omplexes cm,n peuvent être alulés par :

cm,n = 〈f̌m,n, s〉L2(R),C =

∫ +∞

−∞
f̌∗m,n(t)s(t)dt. (2.21)Puisque la ontrainte imposée sur le système est une ontrainte de biorthogonalité, on parlerade système BFDM/QAM plut�t que de système OFDM/QAM, elui-i orrespondant au aspartiulier où la famille f̌m,n(t) est égale à la famille fm,n(t). Par ailleurs, on notera que ψm,npeut être hoisi de manière totalement arbitraire puisque 〈fm,nejθm,n , f̌m′,n′ejθm′,n′ 〉L2(R),C =

e(jθm′,n′−θm,n)〈fm,n, f̌m′,n′〉L2(R),C.Exemple 2.2.1 (Modulations OFDM lassique et OFDM/IG) Si l'on hoisit F0T0 =
1 et f(t) = f̌(t) =

√
F0 Π(t) on retrouve l'OFDM lassique. Si l'on impose que F0T0 > 1,

f(t) =
√
F0 Π∆(t) et f̌(t) =

√
F0 Π(t), alors on obtient l'OFDM/IG. Il en déoule d'ailleursque l'OFDM/IG n'est pas une modulation orthogonale ontrairement à e que son nom laissesupposer, mais il s'agit bien d'une modulation biorthogonale puisque f(t) 6= f̌(t) dans e as.Il s'agit même d'une modulation biorthogonale à densité sous-ritique.Les étapes de modulation et de démodulation peuvent aussi être réérites en faisantapparaître des produits de onvolution. En e�et, si l'on note par exemple ψm,n = 0 et

cm(t) =
∑

n cm,nδ(t− nT0), alors la modulation s'érit aussi
s(t) =

M−1∑

m=0

[cm(t) ⊗ f(t)] ej2πmF0t, (2.22)7en fait, il n'est même pas néessaire de supposer que ∆F−F0
M

̺ << 1 ar b̺

1+
∆F−F0

M
̺

=

b∆F−F0
M

[

1 − 1

1+
∆F−F0

M
̺

] qui est une fontion roissante de ̺.



2.2. Modulations BFDM/QAM suréhantillonnées 37e qui onduit au shéma de prinipe du modulateur analogique représenté sur la �gure 2.3.Quant à la démodulation on peut aussi l'érire sous la forme
f(t)

f(t)

f(t)

×

×

×

Σ

c0(t)

c1(t)

cM−1(t)

1

ej2πF0t

ej2π(M−1)F0t

s(t)

Fig. 2.3 � Modulateur BFDM/QAM analogique.
ĉm,n =

[
f̌∗(−t) ⊗

(
s(t)e−j2πmF0t

)]

t=nT0
, (2.23)e qui aboutit au shéma du démodulateur analogique dérit par la �gure 2.4. Lorsque lesfontions f(t) et f̌(t) dé�nissent des bases biorthogonales, alors on a ĉm,n = cm,n en supposantle anal parfait.

×

×

×

f̌∗(−t)

f̌∗(−t)

f̌∗(−t)

s(t)

ĉ0,n

ĉ1,n

ĉM−1,n

nT0

nT0

nT0

1

e−j2πF0t

e−j2π(M−1)F0tFig. 2.4 � Démodulateur BFDM/QAM analogique.Ces deux shémas font apparaître les �ltres analogiques de modulation et de démodulation
f(t) et f̌∗(−t).2.2.2 Modulations à temps disretPour réaliser les systèmes à temps ontinu que nous venons de présenter, il existe deuxsolutions : soit utiliser des �ltres analogiques, soit des �ltres numériques. Dans e dernier as,le signal physique est obtenu grâe à un onvertisseur numérique/analogique. L'intérêt de ettedeuxième solution est qu'elle permet d'utiliser des proesseurs de signaux numériques qui sont



38 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitbien moins oûteux et plus simples à fabriquer que les �ltres analogiques orrespondants, 'estpourquoi nous allons plut�t nous intéresser à ette solution.La réponse impulsionnelle des �ltres numériques peut alors soit être obtenue par éhan-tillonnage de elles de �ltres à temps ontinu, soit diretement par optimisation. Pour faireapparaître lairement le lien ave le as à temps ontinu, qui onstitue la référene, nousallons d'abord détailler la première approhe. Déterminons tout d'abord la période à la-quelle nous éhantillonnerons le signal émis. La bande oupée par le signal modulé est
B = MF0 + ∆F − F0 ≈ MF0. En utilisant le théorème d'éhantillonnage de Shannon, onobtient que la fréquene d'éhantillonnage ritique vaut don Fe = MF0. En faisant l'hypo-thèse que la densité est rationnelle et s'érit ̺ = 1

F0T0
= M

N . La période d'éhantillonnagevaut alors Te = T0
N alors que seulement M symboles sont transmis pendant une durée T0, 'estpourquoi on parle de modulation suréhantillonnée lorsque N > M .On suppose maintenant qu'il existe trois paramètres entiers D, Lf et Lh tels que lesénergies des fontions f(t) et f̌∗(−t) soient prinipalement onentrées respetivement dans lesintervalles [−D+1

2 Te, (Lf − D+1
2

)
Te[ et [−D+1

2 Te, (Lh − D+1
2

)
Te[ de longueurs respetives

LfTe et LhTe. On fait ainsi l'approximation que f(t) = 0 et f̌(−t) = 0 pour t en dehorsde es intervalles, de manière à obtenir des �ltres de durée �nie. De plus, on translate f(t)et f̌(t) d'une durée D
2 Te pour obtenir, omme on le verra par la suite, des �ltres prototypesausaux après éhantillonnage. On notera que la biorthogonalité entre les �ltres d'émission etde réeption est alors onservée ar le produit salaire est inhangé par translation :

〈fm,n(t), f̌m′,n′(t)〉L2(R),C = 〈fm,n(t− τ), f̌m′,n′(t− τ)〉L2(R),C. (2.24)On éhantillonne alors f(t) et f̌(t) à la période Te et, pour onserver approximativementl'énergie des �ltres prototypes, on les normalise en les multipliant par √Te, de sorte que
f [k] =

√

Tef ((k − D

2

)

Te) (2.25)
f̌ [k] =

√

Tef̌ ((k − D

2

)

Te) . (2.26)On notera que les �ltres disrets obtenus f [k] et f̌ [k] ont pour supports respetifs [0, Lf−1]et [D − (Lh − 1),D]. Alors, le signal transmis s'érit en bande de base :
s[k] =

√

Tes((k − D

2

)

Te) =

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
cm,nfm,n[k], (2.27)ave

fm,n[k] =
√

Tefm,n((k − D

2

)

Te) = f [k − n
M

̺
]ej2πmF0(k−D

2 )Teejψm,n

= f [k − nN ]ej
2π
M
m(k−D

2 )ejψm,n ,

(2.28)et les symboles peuvent être estimés par
ĉm,n = 〈f̌m,n, s〉l2(Z),C =

+∞∑

k=−∞
f̌∗m,n[k]s[k], (2.29)
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f̌m,n[k] = f̌ [k − nN ]ej

2π
M
m(k−D

2 )ejψm,n . (2.30)De même que dans le as ontinu, il apparaît que ψm,n peut être hoisi de manière totalementarbitraire et, de plus, f̌ [k] n'est pas unique.On notera que si l'on éhantillonne deux bases à temps ontinu biorthogonales, on n'ob-tient pas néessairement deux bases biorthogonales à temps disret. Pour s'en onvainre,onsidérons la fontion de L2(R) de support [−T0, T0[, dé�nie par
p(t) =







cos
[

2π
T0

N
N−1(t+ T0)

] si −T0 ≤ t ≤ −T0
N ,

cos
[

2π
T0
N(t+ T0)

] si −T0
N < t < 0,

1 si 0 ≤ t < T0,
0 sinon. (2.31)On peut véri�er que 〈p(t − nT0), p(t − n′T0)〉L2(R),C = δn,n′ . Éhantillonnons-là à la période

T0
N . La fontion p[k] = p(kTe) de l2(Z) est alors dé�nie par

p[k] =







cos
[

2π
N−1(k +N)

] si −N ≤ k ≤ −1,
1 si 0 ≤ k ≤ N − 1,
0 sinon, (2.32)et 〈p[k], p[k −N ]〉l2(Z),C =

∑N−1
k=0 cos

[
2π
N−1k

]

= 1 6= 0 si N ≥ 3.Néanmoins, en hoisissant des supports su�samment grands, les propriétés d'orthogonalitéou de biorthogonalité sont généralement assez bien onservées. De plus, omme dans le asontinu, (fm,n)(m,n)∈I×Z est une famille de Gabor. Don, si elle est libre, alors il existe unefamille biorthogonale qui onstitue aussi une famille de Gabor et on peut herher le �ltre
f̌ [k] qui la génère diretement sans passer par l'étape d'éhantillonnage. Dans e as, on aalors ĉm,n = cm,n si le signal reçu est identique au signal émis, 'est-à-dire en l'absene deperturbation sur le anal de transmission.Exemple 2.2.2 (Modulations OFDM/QAM) La modulation est de type OFDM/QAMlorsque f̌(t) = f(t). Dans e as, on a bien évidemment Lf = Lh et les intervalles sur lesquelson suppose que les énergies de f(t) et f̌(t) sont onentrées sont identiques. Il en déoule que
D = Lf − 1 et que le support de f(t) est égal à [−Lf

2 Te, Lf

2 Te[.Exemple 2.2.3 (Disrétisation des modulations OFDM lassiques) On a f(t) = f̌(t)
= 1√

T0
pour −T0

2 ≤ t < T0
2 . De plus, F0T0 = 1 et N = M , d'où Te = T0

M et −D+1
2 Te = −M Te

2 ,
(Lf − D+1

2 )Te = M Te
2 . On en déduit que D = M − 1, Lf = M et f [k] = f̌ [k] = 1√

M
pour

0 ≤ k ≤M − 1.Exemple 2.2.4 (Disrétisation des modulations OFDM/IG) Dans e as, f(t) =
√
F0pour −∆ − 1

2F0
≤ t < 1

2F0
et f̌(t) =

√
F0 pour 1

2F0
≤ t < 1

2F0
. De plus, F0(

1
F0

+ ∆) = N
M > 1,d'où ∆ = N−M

MF0
= (N −M)Te, D = 2N −M , Lf = N et f [k] = 1√

M
pour 0 ≤ k ≤ N − 1 et

h[k] = 1√
M

pour N −M ≤ k ≤ N − 1.



40 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfait2.3 Transmultiplexeur assoiéLes équations (2.27) et (2.28) rapprohées de la relation d'entrée/sortie d'un ban desynthèse (f. équation (1.67)) montrent que le signal s[k] peut être alulé grâe à un ban desynthèse à M bandes, ave un fateur d'expansion égal à N et onstitué des �ltres Fm(z) deréponses impulsionnelles
fm[k] = f [k]ej

2π
M
m(k−D

2
), (2.33)à ondition d'imposer que ψm,n = −2π

MmnN , et en appliquant les entrées cm,n au ban ainsiformé. On obtient alors
s[k] =

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

cm,nfm[k − nN ]. (2.34)Considérons maintenant la démodulation. Elle est donnée par les équations (2.29) et (2.30).Comme on a posé ψm,n = −2π
MmnN , la démodulation s'érit

ĉm,n =

+∞∑

k=−∞
f̌∗[k − nN ]e−j

2π
M
m(k−nN−D

2 )s[k]

=
+∞∑

k=−∞
f̌∗[D − k]e−j

2π
M
m(D

2
−k)s[D + nN − k].

(2.35)Pour gérer le délai de traitement, on dé�nit les entiers α et β, α ≥ 1 et 0 ≤ β ≤ N − 1 par
D = αN − β. (2.36)Ainsi α = ⌈D/N⌉ et β = ⌈D/N⌉N −D. L'équation (2.35) se réérit alors

ĉm,n−α =
+∞∑

k=−∞
f̌∗[D − k]e−j

2π
M
m(D

2
−k)s[nN − k − β]. (2.37)En rapprohant ette équation de la relation d'entrée/sortie d'un ban d'analyse (f. équation(1.66)), on en onlut que la démodulation peut être e�etuée ave un retard de α éhantillonsà l'aide d'un ban d'analyse à M sous-bandes, ave un fateur de déimation égal à N etonstitué des �ltres d'analyse Hm(z) de réponses impulsionnelles

hm[k] = h[k]ej
2π
M (k−D

2 ), (2.38)à ondition de poser h[k] = f̌∗[D− k] et d'appliquer l'entrée s[k− β] au ban ainsi onstitué.C'est le �ltre h[k] que l'on appellera prototype de démodulation plut�t que f̌ [k]. On noteraque elui-i a pour support [0, Lh − 1] étant données les hypothèses faites sur le support de
f̌(t) dans la setion 2.2.2. Le modem BFDM/QAM à temps disret peut don être réalisé àl'aide d'un transmultiplexeur ainsi que le dérit la �gure 2.5.On notera qu'un transmultiplexeur a déjà été proposé par R. Hleiss dans [44℄ dans leas orthogonal. Par rapport à ette référene, notre shéma prend en ompte la ausalité dusystème et le délai de reonstrution. Ainsi, ontrairement à [44℄, le délai β introduit sur laligne de transmission n'est pas néessairement égal à 1.Exemple 2.3.1 Pour une modulation OFDM/QAM, f̌ [k] = f [k] et D = Lf − 1 (f. exemple2.2.2). Alors, le �ltre prototype de réeption h[k] est le retourné onjugué de f̌ [k] : h[k] =
f̌∗[Lf − 1 − k].
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↑ N

↑ N

↑ N FM−1(z)

F1(z)

F0(z)

+ z−β

HM−1(z)

H1(z)

H0(z) ↓ N

↓ N

↓ N

c0,n

c1,n

cM−1,n

ĉ0,n−α

ĉ1,n−α

ĉM−1,n−α

s[k]

Fig. 2.5 � Transmultiplexeur assoié aux modulations BFDM/QAM.2.4 Shémas de réalisation e�aesLa réalisation direte du modem BFDM/QAM à l'aide du transmultiplexeur de la �gure2.5 serait très oûteuse en termes de aluls. En e�et, elle fait intervenir M �ltres de longueur
Lf à l'émission, etM �ltres de longueurs Lh à la réeption. De plus, es �ltrages sont e�etuésà une adene N fois plus grande que la adene d'émission des symboles cm,n, d'où l'idéed'employer un �ltrage polyphase pour réduire le oût opératoire du modem.2.4.1 Approhe polyphasePosons tout d'abord pour simpli�er les éritures :

ω = e−j
2π
M , (2.39)alors :

Fm(z) = ωm
D
2 F (zωm), (2.40)

Hm(z) = ωm
D
2 H(zωm). (2.41)Dé�nissons aussi les entiers N0 et M0 par :

N0M = M0N = PPCM(M,N). (2.42)Maintenant, érivons omme dans [25℄ et [44℄ Fm(z) et Hm(z) à l'aide de leurs N0M ompo-santes polyphases I (f. setion 1.4.1 et [108℄) :
Fm(z) =

N0M−1∑

l=0

z−lFl,m(zN0M ), (2.43)
Hm(z) =

N0M−1∑

l=0

z−lHm,l(z
N0M ). (2.44)En notant F p(z) et Hp(z) les matries polyphases de taille N0M ×M et M ×N0M respe-tivement et dé�nies par [F p]l,m(z) = Fl,m(z) et [Hp]m,l(z) = Hm,l(z), on obtient le shémaéquivalent de la �gure 2.6.En utilisant les identités nobles (f. théorèmes 1.6 et 1.7), on obtient le shéma équivalentde la �gure 2.7 puisque N0M = NM0.
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↑ N

↑ N

↑ N

F p(z
N0M )

+

+

z−1

z−1

z−1

z−β

z−1

z−1

z−1

↓ N

↓ N

↓ N

Hp(z
N0M )

C0(z)

C1(z)

CM−1(z)

z−αĈ0(z)

0

1

N0M − 1

0

1

N0M − 1

z−αĈ1(z)

z−αĈM−1(z)Fig. 2.6 � Modèle polyphase du transmultiplexeur assoié aux modulations BFDM/QAM.

F p(z
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↑ N

↑ N

↑ N

+

+

z−1

z−1

z−1

z−β

z−1

z−1

z−1

↓ N

↓ N

↓ N

Hp(z
M0)

C0(z)

C1(z)

CM−1(z)

z−αĈ0(z)

0

1

N0M − 1

0

1

N0M − 1

z−αĈ1(z)

z−αĈM−1(z)

︸ ︷︷ ︸

∆β(z)Fig. 2.7 � Modèle polyphase équivalent du transmultiplexeur assoié aux modulationsBFDM/QAM.



2.4. Shémas de réalisation e�aes 432.4.2 Shémas de réalisation utilisant des transformées de Fourier inversesOn peut utiliser aussi les déompositions polyphases de type I des prototypes d'émissionet de réeption :
F (z) =

N0M−1∑

l=0

z−lKl(z
N0M ), (2.45)

H(z) =

N0M−1∑

l=0

z−lGl(z
N0M ), (2.46)ave :

Kl(z) =
∑

n

f [l + nN0M ]z−n, (2.47)
Gl(z) =

∑

n

h[l + nN0M ]z−n, (2.48)il en déoule que :
Fm(z) = ωm

D
2

N0M−1∑

l=0

z−lω−mlKl(z
N0M ), (2.49)

Hm(z) = ωm
D
2

N0M−1∑

l=0

z−lω−mlGl(z
N0M ), (2.50)d'où :

Fl,m(z) = ω−mlωm
D
2 Kl(z), (2.51)

Hm,l(z) = ω−mlωm
D
2 Gl(z). (2.52)Posons maintenant :

Dω = diag [1, ω, · · · , ωM−1], (2.53)
DK(z) = diag[K0(z), · · · , KN0M−1(z)], (2.54)
DG(z) = diag[G0(z), · · · , GN0M−1(z)], (2.55)

WM×N0M =








1 1 · · · 1
1 ω · · · ωN0M−1... ... ...
1 ωM−1 · · · ω(M−1)(N0M−1)







, (2.56)on obtient :

F p(z) = [D
D
2
ω W ∗

M×N0MDK(z)]T, (2.57)
Hp(z) = D

D
2
ω W ∗

M×N0MDG(z). (2.58)
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×

×

×

W ∗T
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Fig. 2.8 � Modulateur BFDM/QAM.
z−β

z−1

z−1

z−1

↓ N

↓ N

↓ N GN0M−1(z
M0)

G1(z
M0)

G0(z
M0)

W ∗
M×N0M

×

×

×
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2Fig. 2.9 � Démodulateur BFDM/QAM.



2.4. Shémas de réalisation e�aes 45On en déduit les shémas de réalisation du modulateur (f. �gure 2.8) et du démodulateur (f.�gure 2.9).En notant Xl(z), 0 ≤ l ≤ N0M − 1 les sorties du blo de �ltrage représenté par la matrie
W ∗T

M×N0M (f. �gure 2.8), il apparaît que
Xl(z) =

M−1∑

m=0

ω−mlCm(z). (2.59)Il en déoule que, pour 0 ≤ p ≤ N0 − 1,
[
XpM (z), . . . ,X(p+1)M−1(z)

]
=
[
X0(z), . . . ,X(M−1(z)

]
=

M IFFT
[

C0(z), . . . , ω
(M−1)D

2 CM−1(z)
]

.On en déduit le shéma équivalent de la �gure 2.10 qui utilise une IFFT de tailleM . Ce shéma
×

×

×

IFFT
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+
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+

+
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+

+
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+
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M

Me−j
2π
M

D
2

Me−j
2π
M

(M−1) D
2

X0(z)

X1(z)

XM−1(z)

S(z)

Fig. 2.10 � Premier modulateur BFDM/QAM suréhantillonné équivalent.est intéressant dans la mesure où il fait intervenir une unique IFFT de taille M . Néanmoins,il ne fait pas apparaître lairement l'aspet suréhantillonnage qui aboutit à transformer Msymboles en parallèle, en N > M symboles en série. Pour e faire, il faut regrouper les



46 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitomposantes polyphases par paquets de M0 plut�t que par paquet de N0, f. �gure 2.118.Dans e as, la onversion parallèle/série est expliite (elle est e�etuée par les N lignes àretard préédées d'une expansion d'ordre N). En e�et, si l'on note sn[k] le symbole émis àl'instant k sur la branhe n (0 ≤ n ≤ N − 1), alors, le signal BFDM/QAM transmis vaut
s[n + kN ]. Ce shéma est à distinguer de elui représenté par la �gure 2.8. En e�et, elui-iomprend bien des lignes à retard préédées d'une expansion d'ordre N , mais elles-i sont aunombre deM0N et non N . Ainsi, e shéma fait apparaître haque symbole transmis s[n+kN ]omme une somme de M0 symboles s′n[k], s′n+N [k − 1], . . . , s′n+(M0−1)N [k − (M0 − 1)].
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Fig. 2.11 � Deuxième modulateur BFDM/QAM suréhantillonné équivalent.De la même manière, en notant Yl(z) les entrées du blo de �ltrage représenté par lamatrie W ∗
M×N0M (f. �gure 2.9), on obtient que, pour 0 ≤ p ≤ N0 − 1,

z−α
[

Ĉ0(z), . . . , ω
−(M−1)D

2 ĈM−1(z)
]

= M IFFT





N0−1∑

p=0

YpM(z), . . . ,

N0−1∑

p=0

YpM+M−1(z)



 .(2.60)On en déduit le shéma équivalent de la �gure 2.12. On peut faire la même remarque pour8Pour plus de lisibilité, on a introduit une matrie de permutation Π dans la �gure 2.11.
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Fig. 2.12 � Premier démodulateur BFDM/QAM suréhantillonné équivalent.



48 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaite shéma que pour elui du premier modulateur équivalent : il fait intervenir une uniqueIFFT de taille M mais il ne fait pas apparaître lairement l'aspet suréhantillonnage quiaboutit à transformer N > M symboles en série, en M symboles en parallèle. Pour e faire,il faut regrouper les omposantes polyphases par paquets de M0 plut�t que par paquet de
N0, f. �gure 2.13. Le shéma obtenu fait alors apparaître N lignes à retard suivies d'unedéimation d'ordre N , e qui traduit la transformation de N symboles en série en N symbolesen parallèle. Néanmoins, il ne s'agit pas d'une vraie onversion série/parallèle au sens où latransformation e�etuée introduit un entrelaement des signaux ainsi qu'un retard : si l'onnote rn[k] le symbole obtenu après déimation d'ordre N sur la branhe n (0 ≤ n ≤ N − 1),alors elui-i vaut rn[k] = s[kN − β − n] et non s[n + kN ] omme dans le as d'une vraieonversion série/parallèle.

×

×

×

IFFT

+

+

+

+

+

+

Π
−1

G(M0−1)N+1(zM0 )

GN−1(zM0 )

G1(zM0 )

G0(zM0 )

G2N−1(zM0 )

GN+1(zM0 )

GN (zM0 )

GM0N−1(zM0 )

G(M0−1)N (zM0 )

z−1

z−1

z−1

z−1

z−1

z−1

z−1

z−1

z−1

↓ N

↓ N

↓ N

z−1

z−1

z−1

z−β z−αĈ0(z)
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Fig. 2.13 � Deuxième démodulateur BFDM/QAM suréhantillonné équivalent.



2.4. Shémas de réalisation e�aes 492.4.3 Algorithmes de modulation et de démodulationAlgorithme de modulationDe la �gure 2.11, il déoule tout d'abord que les éléments obtenus en sortie du blo deTFDI à l'émission s'érivent, pour 0 ≤ l ≤M − 1

xl[n] =

M−1∑

m=0

cm,nω
mD

2 ω−ml, (2.61)e qui s'érit aussi
[x0[n], . . . , xM−1[n]] = M IFFT

{

c0,n, . . . , cM−1,nω
(M−1)D

2

}

. (2.62)Ensuite, les autres branhes �ltrées par les omposantes polyphases d'émission s'obtiennentpar simple reopie des M premières branhes : pour ≤ 0 ≤ l ≤M − 1 et 1 ≤ n0 ≤ N0 − 1

xl+n0M [n] = xl[n]. (2.63)En�n, les sorties du �ltrage polyphase s'obtiennent par
sk[n] =

M0−1∑

m0=0

∑

p

xk+m0N [n− (m0 + pM0)]f [l + (m0 + pM0)N ], (2.64)ave 0 ≤ k ≤ N−1. Et le signal transmis orrespond �nalement à une onversion parallèle/sériedes symboles sk[n] :
s[k + nN ] = sk[n]. (2.65)Algorithme de démodulationEn s'appuyant sur la �gure 2.13, on obtient tout d'abord les symboles obtenus après laligne à retard et la déimation d'ordre N :

ŝk[n] = s[nN − β − k], (2.66)ave 0 ≤ k ≤ N − 1. Ensuite, les symboles en sortie du �ltrage polyphase s'érivent pour
0 ≤ k ≤ N − 1 et 0 ≤ m0 ≤M0 − 1 :

yk+m0N [n] =
∑

p

ŝk[n− (m0 + pM0)]h[l + (m0 + pM0)N ], (2.67)et les symboles à l'entrées du blo de TFDI sont donnés par
x̂m[n] =

N0−1∑

n0=0

yn0M+m[n], (2.68)ave 0 ≤ m ≤ M − 1. Et, au �nal, les symboles démodulés ave un retard a peuvent êtredéduits de
[

ĉ0,n−α, . . . , ĉM−1,n−αω
−(M−1)D

2

]

= M IFFT {x̂0[n], . . . , x̂M−1[n]} . (2.69)



50 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfait2.4.4 Variantes à base de transformées de Fourier diretesClassiquement, un modem OFDM lassique est réalisé à l'aide d'une transformée de Fourierinverse au modulateur, et direte au démodulateur (f. �gure 2.1). Pourtant, nous venons demontrer qu'un système BFDM/QAM, dont l'OFDM lassique est un as partiulier, est réaliséà l'aide d'une transformée de Fourier inverse, aussi bien au modulateur qu'au démodulateur.Cet état de fait semble paradoxal. En réalité, le modulateur BFDM/QAM aussi bien quele démodulateur peuvent aussi être réalisés à l'aide de transformées diretes, à onditiond'e�etuer une permutation des entrées du blo de TFDI à l'émission, et des sorties du blode TFDI à la réeption. En e�et, posons
D = sM + d, (2.70)ave 0 ≤ d ≤ M − 1 et onsidérons l'étage d'émission. De l'équation (2.61) on tire que, pour

0 ≤ l ≤M − 1

xl[n] =
M−1∑

m=0

cm,nω
−mD

2 ωm(l−d). (2.71)On en déduit que, pour 0 ≤ l ≤ d

xd−l[n] =

M−1∑

m=0

cm,nω
−mD

2 ωml (2.72)et, pour d+ 1 ≤ l ≤M − 1

xM+d−l[n] =
M−1∑

m=0

cm,nω
−mD

2 ωml. (2.73)Alors, en notant ǫ la permutation de [0,M − 1] dé�nie par
ǫ(l) =

{

d− l si 0 ≤ l ≤ d,
M + d− l si d+ 1 ≤ l ≤M − 1, (2.74)on obtient

[
xǫ(0)[n], . . . , xǫ(M−1)[n]

]
= FFT

{

c0,n, . . . , ω
−(M−1)D

2

}

, (2.75)d'où le shéma équivalent représenté par la �gure 2.14 dans lequel E représente la matrieassoiée à la permutation ǫ : Ek,l = δk,ǫ(l).Et de la même manière, le démodulateur peut être réalisé à l'aide d'une transformée deFourier direte (f. �gure 2.15).2.4.5 Utilisation de onversions parallèle/série et série/parallèleLe shéma de réalisation du modulateur numérique de l'OFDM lassique se ompose d'unetransformée de Fourier inverse suivie d'une onversion parallèle/série et elui du démodulateurse ompose quant à lui d'une onversion série/parallèle suivie d'une transformée de Fourierdirete (f. �gure 2.1). Or, si le shéma du démodulateur représenté 2.11 fait bien apparaîtreune transformée de Fourier inverse et une onversion parallèle/série, auun des shémas de
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Fig. 2.14 � Modulateur BFDM/QAM réalisé à l'aide d'une transformée de Fourier direte.
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Fig. 2.15 � Démodulateur BFDM/QAM réalisé à l'aide d'une transformée de Fourier direte.



2.4. Shémas de réalisation e�aes 53démodulateur que nous avons proposés ne fait apparaître de onversion série/parallèle. Ene�et, N expanseurs d'ordre N suivis d'une ligne à retard réalisent exatement une onversionparallèle/série alors que N déimateurs d'ordre N préédés d'une ligne à retard ne orres-pondent pas exatement à une onversion série/parallèle. D'ailleurs, ette onversion n'est pasausale alors que tous nos shémas le sont. Malgré ette non ausalité, il peut s'avérer utile defaire apparaître e type de onversion au démodulateur dans le as de transmission par blo.Pour y parvenir, utilisons l'équation de démodulation (2.37). Elle permet d'érire
ĉm,n−α =

+∞∑

k=−∞
h[k]ω−m(k−D

2 )s[nN − (k + β)]

=
+∞∑

k=−∞
h[k − β]ω−m(k+ D

2
−αN)s[nN − k]

=

N0M−1∑

l=0

+∞∑

p=−∞
h[pN0M − l − β]ωm(α−D

2 )ωmls[(n−M0)p + l].

(2.76)
Alors, en notant Gβl (z) =

∑+∞
p=−∞ h[pN0M− l−β]z−p, ette équation aboutit au shéma de la�gure 2.16 en utilisant le même raisonnement que pour les préédents shémas de réalisationdu démodulateur. Ce shéma fait apparaître une onversion série/parallèle par l'intermédiairedes N déimateurs d'ordre N préédés d'une ligne d'avane. Les �ltres Gβl (z) apparaissentomme une sorte de omposante polyphase de H(z) qui s'érit

H(z) =

N0M−1∑

l=0

zl+βGβl (z
N0M ). (2.77)On notera que, si la onversion série/parallèle est non ausale, en revanhe, pour 0 ≤ l ≤ N−1et 0 ≤ m0 ≤ M0 − 1, les �ltres zm0Gβl+m0N

(zM0), qui apparaissent sur le shéma 2.16, sontausaux malgré l'avane zm0 . En e�et,
zm0Gβl+m0N

(zM0) =
+∞∑

k=0

h[(kM0 −m0)N − (l + β)]z−(kM0−m0)], (2.78)et omme 0 ≤ m0 ≤ M0 − 1, kM0 − m0 > 0, sauf si k = 0. De plus, lorsque k = 0,
(kM0 −m0)N − (l + β) < 0 et h[(kM0 −m0)N − (l + β)] = 0, sauf si l = k = β = m0 = 0,et dans e as préis, kM0 − m0 = 0, don le �ltre est toujours ausal. De plus, lorsque
β 6= 0, le premier oe�ient non nul du �ltre zm0Gβl+m0N

(zM0) est obtenu pour k = 1, et
kM0 −m0 = M0 −m0 ≥ 1. Ainsi, pour β 6= 0, on peut remplaer les �ltres zm0Gβl+m0N

(zM0)par zm0+1Gβl+m0N
(zM0) sans supprimer la ausalité des �ltres. Cei permet de réduire le délaide reonstrution d'un éhantillon.Exemple 2.4.1 (Réalisation des modulations OFDM lassiques) On a f [k] = h[k] =

1√
M

pour 0 ≤ k ≤ M − 1, D = L − 1 = M − 1. De plus, M = N d'où α = β = 1. On endéduit que Kl(z) = 1√
M

et Gβl (z) = z−1√
M

pour 0 ≤ l ≤ M − 1 et que Kl(z) = Gβl (z) = 0sinon. On peut don supprimer le retard z−1 en fateur des �ltres Gβl (z) si bien que le délaide reonstrution �nal est nul. De plus, les multipliations sur haque porteuse par ωlD2 àl'émission et ω−lD
2 à la réeption peuvent aussi être supprimées sans hanger les onditions debiorthogonalité du système. On retrouve alors le shéma lassique donné à la �gure 2.1.
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z−αĈ0(z)

z−αĈ1(z)
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Fig. 2.16 � Démodulateur BFDM/QAM réalisé à l'aide d'une onversion série/parallèle.



2.5. Relations d'entrée-sortie 552.5 Relations d'entrée-sortieLa matrie de transfert T (z) du transmultiplexeur est dé�nie par :
Ĉ(z) = T (z)C(z). (2.79)D'après la �gure 2.7, on a :

z−αĈ(z) = Hp(zM0)∆β(z)F p(zM0)C(z), (2.80)d'où
T (z) = zαHp(zM0)∆β(z)F p(zM0), (2.81)soit, en utilisant les équations (2.57) et (2.58),

T (z) = zαD
D
2
ω W ∗

M×N0M DG(zM0)∆β(z)DK(zM0)
︸ ︷︷ ︸

Uβ(z)

W ∗T
M×N0MD

D
2
ω . (2.82)Calulons maintenant ∆β(z). Si on plae un opérateur de délai z−n entre un expanseur etun déimateur d'ordre N , on obtient un iruit ouvert si n n'est pas un multiple de N ou unopérateur de délai z− n

N si n est un multiple de N (f. �gure 2.17). Or la omposante [∆β]l,l′(z)

↑ N z−n ↓ NFig. 2.17 � Délai entre un expanseur et un déimateur.de ∆β(z) de oordonnées l, l′ s'identi�e à un délai z−(l+l′+β) plaé entre un expanseur et undéimateur d'ordre N (f. �gure 2.18). Comme N0M = NM0, il en déoule que :
↑ N z−(l+l′+β) ↓ Nl′ lFig. 2.18 � Composante l, l′ de ∆β(z).

[∆β ]l,l′(z) = z−
l+l′+β

N dl+l′+β,N , (2.83)ave
dm,n =

{

1 si m est un multiple de n,
0 sinon. (2.84)Après aluls, on obtient �nalement que, pour 0 ≤ l, l′ ≤ N0M − 1 et 0 ≤ k, k′ ≤M − 1 :

[Uβ]l,l′(z) = z−
l+l′+β

N Gl(z
M0)Kl′(z

M0)dl+l′+β,N , (2.85)
[T ]k,k′(z) = zαω(k+k′)D

2

N0M−1∑

l,l′=0

z−
l+l′+β

N ω−(kl+k′l′)Gl(z
M0)Kl′(z

M0)dl+l′+β,N . (2.86)



56 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitL'expression des éléments de la matrie de transfert fait intervenir une double somme ave ungrand nombre d'éléments nuls. Pour ne onserver que les éléments non-nuls, il faut e�etuerune restrition de la somme sur l′ aux termes tels que l + l′ + β = λN , ave λ entier. Poure faire, notons ΛΛΛβ = {0, · · · , M0 − 1} si β = 0, ΛΛΛβ = {1, · · · , M0} sinon, et posons, pour
λ ∈ ΛΛΛβ :

ελl =

{

0 si 0 ≤ l ≤ λN − β,
1 si λN − β + 1 ≤ l ≤ N0M − 1. (2.87)

Uλl (z) = z−ε
λ
l Gl(z)K(λ+ελ

l
M0)N−β−l(z) (2.88)On obtient alors :

[T ]k,k′(z) = zαω(k+k′)D
2

+βk′
∑

λ∈ΛΛΛβ

ω−k′λNz−λ
N0M−1∑

l=0

ω−l(k−k′)Uλl (zM0). (2.89)2.6 Conditions de biorthogonalité2.6.1 Conditions généralesOn peut d'abord érire que le système est biorthogonal lorsque :
〈fm,n, f̌m′,n′〉l2(Z),C = δm,m′δn,n′ . (2.90)On peut montrer failement que es onditions peuvent être réduites de manière équivalenteà

〈fm,n, f̌〉l2(Z),C = δm,0δn,0, (2.91)soit : ∑

k

f [k − nN ]h[D − k]ej
2π
M
m(k−nN−D

2
) = δm,0δn,0, (2.92)e qui s'érit enore pour 0 ≤ m ≤M − 1 et n ∈ Z

∑

k

f [k]h[nN − k +D]ej
2π
M
m(k−D

2
) = δm,0δn,0. (2.93)Ces onditions sont di�iles à exploiter, 'est pourquoi nous allons maintenant développerune autre approhe utilisant la déomposition polyphase des �ltres prototypes.2.6.2 Conditions sur les omposantes polyphasesÉtudions maintenant le système omme un transmultiplexeur. Il est biorthogonal lorsqu'ilpermet de retrouver en réeption les symboles émis, de manière exate, et ave un délai sinéessaire. Lorsque et objetif est atteint, on dit aussi que le système est à reonstrutionparfaite (RP) par analogie ave les bans de �ltres. La ondition de biorthogonalité s'éritdon aussi :

T (z) = I. (2.94)Cette expression fait intervenir les rainesM ièmes de l'unité. Pour aboutir à des onditions sim-pli�ées remarquons tout d'abord que W ∗
M×N0MWT

M×N0M = N0MI. WT
M×N0M et WM×N0M



2.6. Conditions de biorthogonalité 57sont don respetivement inversibles à gauhe et à droite. De plus, omme Dω est diagonale,don inversible, l'équation obtenue par multipliation à gauhe par D
−D

2
ω WT

M×N0M et à droitepar WM×N0MD
−D

2
ω , des deux membres de l'égalité (2.94), reste équivalente à (2.94). Ainsi,en utilisant l'équation (2.82) le système est à reonstrution parfaite pour :

WT
M×N0MW ∗

M×N0MUβ(z)W
∗T
M×N0MWM×N0M = z−αWT

M×N0MD−D
ω WM×N0M . (2.95)Or, on a pour 0 ≤ l, l′ ≤ N0M − 1 :

[WT
M×N0MW ∗

M×N0M ]l,l′ =
M−1∑

k=0

ωk(l−l
′) = Mdl−l′,M , (2.96)

[WT
M×N0MD−D

ω WM×N0M ]l,l′ =

M−1∑

k=0

ωk(l+l
′−D) = Mdl+l′−D,M . (2.97)Ainsi, la ondition de reonstrution parfaite s'érit :

N0M−1∑

l1,l2=0

z−
l1+l2+β

N Gl1(z)Kl2(z)dl−l1,Mdl′−l2,Mdl1+l2+β,N =
z−α

2M
dl+l′−D,M (2.98)soit :

∑

λ∈ΛΛΛβ

N0M−1∑

l1=0

z−λUλl1(z
M0)dl−l1,Mdl′+l1+β−λN,M =

z−α

M
dl+l′−D,M . (2.99)On voit don que l'on obtient deux types de relations selon que l + l′ −D est multiple de Mou non :� si l + l′ − D est multiple de M : dans e as dl′+l1+β−λN,M est égal à dl−l1+(λ−α)N,Mou enore à d(λ−α)N,M , e qui s'érit aussi d(λ−α)N0,M0

, soit dλ−α,M0 . Finalement, on adon l'égalité
dl−l1,Mdl′+l1+β−λN,M = dl−l1,Mdλ−α,M0 . (2.100)Ainsi, le premier type de relation s'érit, pour 0 ≤ l ≤ N0M−1, ave λ0 l'unique élémentde ΛΛΛβ tel que λ0 ≡ α (mod M0) :
N0M−1∑

l1=0

z−λ0Uλ0
l1

(zM0)dl−l1,M =
z−α

M
, (2.101)soit, pour 0 ≤ l ≤M − 1 :

N0−1∑

n=0

z−λ0Uλ0
nM+l(z) =

z
− a−λ0

M0

M
; (2.102)� si l + l′ −D n'est pas multiple de M , le même raisonnement aboutit à :

N0−1∑

n=0

z−λUλnM+l(z) = 0, (2.103)pour λ− α non multiple de M0 (i.e. λ 6= λ0) et pour 0 ≤ l ≤M − 1.



58 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfait2.6.3 Conlusion : théorème de reonstrution parfaiteDes équations (2.88), (2.102) et (2.103) on peut déduire que la reonstrution est parfaiteave un délai α si et seulement si, pour 0 ≤ l ≤M − 1 et pour λ ∈ ΛΛΛβ :
nl,λ∑

n=0

GnM+l(z)KλN−β−(nM+l)(z) + z−1
N0−1∑

n=nl,λ+1

GnM+l(z)KN0M+λN−β−(nM+l)(z)

=
z
−α−λ

M0

M
dλ−α,M0, (2.104)ave :

nl,λ =

⌊
λN − β − l

M

⌋

, (2.105)e qui peut se réérire sous une forme di�érente en dé�nissant les entiers s0 et d0 (0 ≤ d0 ≤
N0M − 1) par :

D = s0N0M + d0, (2.106)Ceux-i sont liés à α et β par
s0 =

α− λ0

M0
, (2.107)

d0 = λ0N − β. (2.108)On en déduit alors le théorème suivant :Théorème 2.1Un signal transmis par un système BFDM/QAM peut être parfaitement reonstruit en ré-eption en l'absene de perturbation sur le anal de transmission si et seulement si, pour
0 ≤ l ≤M − 1 et λ ∈ ΛΛΛβ :

nl,λ∑

n=0

GnM+l(z)K(λ−λ0)N+d0−(nM+l)(z) + z−1
N0−1∑

n=nl,λ+1

GnM+l(z)KN0M+(λ−λ0)N+d0−(nM+l)(z)

=
z−s0

M
δλ,λ0 , (2.109)ave

nl,λ =

⌊
(λ− λ0)N + d0 − l

M

⌋ (2.110)Exemple 2.6.1 (M = 2, N = 3, D = 5) Tout d'abord les paramètres du système sont telsque M0 = 2, N0 = 3, α = 2, β = 1, s0 = 0 et d0 = 5. On en déduit que ΛΛΛ2 = {1, 2} et λ0 = 2.Il apparaît en outre que nl,λ = ⌊(λ− 1− l)/2⌋ = 0 sauf si λ = l = 1, auquel as nl,λ = −1. Onen déduit les onditions de reonstrution parfaite suivantes :
G0(z)K2(z) +G2(z)K0(z) + z−1G4(z)K4(z) = 0, (2.111)
G0(z)K5(z) +G2(z)K3(z) +G4(z)K1(z) =

1

2
, (2.112)

G1(z)K4(z) +G3(z)K2(z) +G5(z)K0(z) =
1

2
, (2.113)

G1(z)K1(z) + z−1G3(z)K5(z) + z−1G5(z)K3(z) = 0. (2.114)



2.7. Cas partiuliers 59Exemple 2.6.2 (M = 4, 4 ≤ N ≤ 8, D = 7, Lf = Lh = 8) Que N soit égal à 4, 5, 6, 7 ou8, les prototypes doivent satisfaire les quatre onditions de biorthogonalité ommunes
h[k]f [7 − k] + h[4 + k]f [3 − k] =

1

4
, 0 ≤ k ≤ 3. (2.115)Et, par ailleurs� si N = 4, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les huit autres onditions

h[k]f [3 − k] = 0 et h[4 + k]f [7 − k] = 0, 0 ≤ k ≤ 3; (2.116)� si N = 5, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les six autres onditions
h[k]f [2 − k] = 0 et h[5 + k]f [7 − k] = 0, 0 ≤ k ≤ 2; (2.117)� si N = 6, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les quatre autres onditions
h[k]f [1 − k] = 0 et h[6 + k]f [7 − k] = 0, 0 ≤ k ≤ 1; (2.118)� si N = 7, f et h doivent, en plus de (2.115), satisfaire les deux autres onditions

h[0]f [0] = 0 et h[7]f [7] = 0; (2.119)� si N = 8, auune ondition supplémentaire n'est néessaire.Cet exemple illustre le fait qu'augmenter le rapport de suréhantillonnage réduit le nombrede ontraintes sur les �ltres prototypes et donne don un hoix de solutions plus important.2.7 Cas partiuliers2.7.1 Cas d'un rapport de suréhantillonnage entier : N = N0MSi N est un multiple de M , alors M0 = 1 et l'ensemble ΛΛΛβ se réduit au singleton {λ0}.De plus en utilisant les paramètres s et d dé�nis par l'équation (2.70), on a D = sM + d =
s0N0M + d0 et D peut enore s'érire D = s0N0M + n0M + d ave 0 ≤ n0 ≤ N0 − 1, i.e.
n0 = ⌊d0/M⌋. Alors, nl,λ = nl,λ0 = n0 si 0 ≤ l ≤ d et nl,λ = nl,λ0 = n0−1 si d+1 ≤ l ≤M−1.Finalement, les onditions de reonstrution parfaite peuvent se résumer dans le théorèmesimpli�é suivant :



60 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitThéorème 2.2Un système BFDM/QAM à suréhantillonnage entier est à reonstrution parfaite si et seule-ment si il véri�e les équations suivantes :� si 0 ≤ l ≤ d :
n0∑

n=0

GnM+l(z)Kd+(n0−n)M−l(z) + z−1
N0−1∑

n=n0+1

GnM+l(z)Kd+(N0+n0−n)M−l(z)

=
z−s0

M
(2.120)� si d+ 1 ≤ l ≤M − 1 :

n0−1∑

n=0

GnM+l(z)Kd+(n0−n)M−l(z) + z−1
N0−1∑

n=n0

GnM+l(z)Kd+(N0+n0−n)M−l(z)

=
z−s0

M
. (2.121)Exemple 2.7.1 (Éhantillonnage ritique : N = M) N0 = M0 = 1, s0 = s, d0 = d et

n0 = 0. Les onditions de reonstrution parfaite sont don données par� si 0 ≤ l ≤ d0 :
Gl(z)Kd0−l(z) =

z−s0

M
(2.122)� si d0 + 1 ≤ l ≤M − 1 :

Gl(z)Kd0+M−l(z) =
z−(s0−1)

M
. (2.123)Si l'on se limite à des prototypes à réponses impulsionnelles �nies, es onditions imposentque les omposantes polyphases soient des délais purs : Gl(z) = clz

−al , ave al ≤ s0 et cl 6= 0soit H(z) =
∑M−1

l=0 clz
−(l+alM). Et Kl(z) = z

−(s0−ad0−l

Mcd0−l
si 0 ≤ l ≤ d0, Kl(z) = z

−(s0−ad0+M−l)

Mcd0+M−lsi d0 +1 ≤ l ≤M −1. Cei on�rme qu'il n'existe pas de ouples de prototypes biorthogonauxà la fois bien loalisés en temps et en fréquene en densité 1.Exemple 2.7.2 (N = 2M) N0 = 2 et D = sM + d = 2s0M + d0. Si 0 ≤ d0 ≤ M − 1, alors
d = d0 et n0 = 0 si bien que les équations de reonstrution parfaite s'érivent� si 0 ≤ l ≤ d0 :

Gl(z)Kd0−l(z) + z−1GM+l(z)Kd+M−l(z) =
z−s0

M
(2.124)� si d0 + 1 ≤ l ≤M − 1 :

Gl(z)Kd0+2M−l(z) +GM+l(z)Kd0+M−l(z) =
z−(s0−1)

M
. (2.125)Si M ≤ d0 ≤ 2M − 1, alors d = d0 −M et n0 = 1 si bien que les équations de reonstrutionparfaite s'érivent� si 0 ≤ l ≤ d0 −M :

Gl(z)Kd0−l(z) +GM+l(z)Kd0−M−l(z) =
z−s0

M
(2.126)



2.7. Cas partiuliers 61� si d0 −M + 1 ≤ l ≤M − 1 :
Gl(z)Kd0−l(z) + z−1GM+l(z)Kd0+M−l(z) =

z−s0

M
. (2.127)2.7.2 Cas orthogonal : système OFDM/QAMUn système OFDM/QAM est un système BFDM/QAM dont la base de démodulation estidentique à la base de modulation :

f̌m,n[k] = fm,n[k], (2.128)ave fm,n[k] et f̌m,n[k] donnés par les équation (2.28) et (2.30). Autrement dit, il faut que
f̌ [k] = f [k], i.e. h∗[D−k] = f [k]. Pour obtenir des �ltres ausaux, ei implique queD = Lf−1.Don h[k] = f∗[Lf − 1 − k], e qui s'érit aussi H(z) = z−(Lf−1)F̃ (z) ave .̃ l'opération deparaonjugaison dé�nie par F̃ (z) = F ∗(1/z).Les relations d'entrée-sortie ainsi que les onditions de reonstrution parfaite (onditionsd'orthogonalité) ont alors une expression partiulière faisant apparaître l'orthogonalité dusystème. En e�et, on va montrer que elles-i peuvent s'exprimer en fontion des omposantespolyphases d'un unique prototype. Remarquons tout d'abord que

Kl(z) =

{

z−s0G̃d0−l(z) si 0 ≤ l ≤ d0,
z−(s0−1)G̃N0M+d0−l(z) si d0 + 1 ≤ l ≤ N0M − 1, (2.129)e qui s'érit aussi

Kd0−l(z) = z−s0G̃l(z) si 0 ≤ l ≤ d0, (2.130)
KN0M+d0−l(z) = z−(s0−1)G̃l(z) si d0 + 1 ≤ l ≤ N0M − 1. (2.131)Alors,� si 0 ≤ l ≤ (λ− λ0)N − 1 :

K(λ−λ0)N+d0−l(z) = KN0M+d0−(l−(λ−λ0)N)(z), (2.132)et omme 0 ≤ l ≤ (λ−λ0)N−1, on aN0M−(λ−λ0)N ≤ l+N0M−(λ−λ0)N ≤ N0M−1.De plus, N0M−(λ−λ0)N = (M0−λ)N+β d'après l'équation (2.108). Or, par dé�nitionde ΛΛΛβ, on a néessairement (M0 − λ)N + β ≥ 1, d'où N0M − (λ− λ0)N ≥ d0 + 1 et enombinant les équations (2.131) et (2.132)
K(λ−λ0)N+d0−l(z) = z−(s0−1)G̃l+N0M−(λ−λ0)N (z); (2.133)� si (λ− λ0)N ≤ l ≤ (λ− λ0)N + d0 :

K(λ−λ0)N+d0−l(z) = Kd0−(l−(λ−λ0)N)(z), (2.134)et omme (λ − λ0)N ≤ l ≤ (λ − λ0)N + d0, on a 0 ≤ l − (λ − λ0)N ≤ d0. Alors, enutilisant les équations (2.130) et (2.134) on obtient que
K(λ−λ0)N+d0−l(z) = z−s0G̃l−(λ−λ0)N (z); (2.135)



62 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfait� si (λ− λ0)N + d0 + 1 ≤ l ≤ (λ− λ0)N +N0M − 1 :
KN0M+(λ−λ0)N+d0−l(z) = KN0M+d0−(l−(λ−λ0)N)(z), (2.136)et omme (λ − λ0)N + d0 + 1 ≤ l ≤ (λ − λ0)N + N0M − 1, on a aussi d0 + 1 ≤

l − (λ− λ0)N ≤ N0M − 1 e qui aboutit à l'égalité
KN0M+(λ−λ0)N+d0−l(z) = z−(s0−1)G̃l−(λ−λ0)N (z) (2.137)en ombinant les équations (2.131) et (2.136) ;� si (λ− λ0 +M0)N ≤ l ≤ N0M − 1 :
KN0M+(λ−λ0)N+d0−l(z) = Kd0−(l−N0M−(λ−λ0)N)(z). (2.138)Or (λ−λ0 +M0)N ≤ l ≤ N0M − 1, don 0 ≤ l−N0M − (λ− λ0)N ≤ −(λ− λ0)N − 1.De plus, d'après l'équation (2.108), −(λ− λ0)N − 1 = d0 − (λN + 1−β) et λN + 1 ≥ βar β ≤ N − 1 et λ ≥ 1 si β > 0, λ ≥ 0 si β = 0. Finalement, en utilisant les équations(2.130) et (2.138) on trouve que
KN0M+(λ−λ0)N+d0−l(z) = z−s0G̃l−N0M−(λ−λ0)N (z). (2.139)Alors, en appliquant les relations (2.133), (2.135), (2.137) et (2.139) au théorème 2.3, onaboutit au théorème d'orthogonalité suivant :Théorème 2.3Un système BFDM/QAM onstitue un système OFDM/QAM parfaitement orthogonal suranal parfait si et seulement si D = Lf − 1, H(z) = z−(Lf−1)F̃ (z) et ∀l ∈ {0, . . . , M − 1} et

∀λ ∈ ΛΛΛβ :� si λ < λ0 :
n′

l,λ∑

n=0

GnM+l(z)G̃nM+l−N0M−(λ−λ0)N (z) + z−1
N0−1∑

n=n′
l,λ

+1

GnM+l(z)G̃nM+l−(λ−λ0)N (z) = 0(2.140)ave
n′l,λ =

⌊
(λ− λ0)N +N0M − 1 − l

M

⌋ (2.141)� si λ = λ0 :
N0−1∑

n=0

GnM+l(z)G̃nM+l(z) =
1

M
(2.142)� si λ > λ0 :

n′′
l,λ∑

n=0

GnM+l(z)G̃nM+l−(λ−λ0)N (z) +

N0−1∑

n=n′′
l,λ

+1

GnM+l(z)G̃nM+l−N0M−(λ−λ0)N (z) = 0 (2.143)ave
n′′l,λ =

⌊
(λ− λ0)N − 1 − l

M

⌋ (2.144)On notera que les onditions d'orthogonalité obtenues sont du même type que elles obtenues



2.7. Cas partiuliers 63par R. Hleiss dans [44℄, si l'on ne tient pas ompte du délai de reonstrution, et à un fa-teur de normalisation près. Elles orrespondent aussi à un fateur de normalisation près auxonditions pour obtenir un ban de �ltres suréhantillonné onstruit à l'aide de frames deWeyl-Heisenberg étroites et données par Z. Cvetkovi¢ et M. Vetterli dans [25℄, à onditionenore une fois de ne pas onsidérer le délai de reonstrution.Par ailleurs, dans e théorème, les onditions portent sur les omposantes polyphases duprototype de démodulation. Il peut néanmoins être utile de posséder plut�t des onditions surles omposantes polyphases du prototype de modulation. Il est en fait très simple d'y parvenir.En e�et, la dé�nition de l'orthogonalité est omplètement symétrique, e qui signi�e que leouple (f, h) dé�nit un système orthogonal si et seulement si le ouple (h, f) en dé�nit un.Ainsi, il su�t de substituer Kl(z) à Gl(z) dans le théorème pour obtenir les onditions sur leprototype de modulation.Exemple 2.7.3 (Système OFDM/QAM ave rapport de suréhantillonnage entier)
ΛΛΛβ se réduit au singleton λ0 lorsque N est un multiple de M , si bien que les onditions dereonstrution parfaite se réduisent à

N0−1∑

n=0

GnM+l(z)G̃nM+l(z) =
1

M
. (2.145)Exemple 2.7.4 (Système OFDM/QAM ave N = M) En utilisant le as préédent, ontrouve diretement qu'un prototype est orthogonal si et seulement si ses omposantes po-lyphases sont telles que Gl(z)G̃l(z) = 1

M . Si l'on se limite aux seuls �ltres RIF, les om-posantes s'érivent don sous la forme Gl(z) = f [l + nM ]z−l, ave |f [l + nM ]| = 1. Onnotera don que, ontrairement à e que l'on peut lire ouramment dans la littérature (voirpar exemple [27℄), les prototypes RIF orthogonaux à densité ritique ne sont pas néessai-rement retangulaires, même s'il ne subsiste que peu d'autres hoix. En partiulier, le �ltre
F (z) = (1−z−1−z−2+z−3)/2 est orthogonal pour un système OFDM/QAM aveM = N = 4.2.7.3 Cas où β = 1 : théorème de déompositionLe théorème de reonstrution parfaite 2.1 aboutit à un système de M0M équations po-lyn�miales liées entre elles. Lorsque β = 1, nous allons voir qu'il est possible de sinder esystème en ∆ systèmes indépendants omportant M0 équations polyn�miales liées, ave ∆ lePGCD9 de N et de M ([75℄). Les onditions obtenues seront don plus simples à utiliser.Remarquons tout d'abord que si ∆ désigne le PGCD de N et de M , alors N = N0∆et M = M0∆. En e�et, puisque ∆ est le PGCD de N et de M , il existe deux entiers N1et M1 premiers entre eux tels que M = M1∆ et N = N1∆. De plus, N0M = M0N , don
N/M = N0/M0 = N1/M1, et omme N0 et M0 sont aussi premiers entre eux, il vient que
N0 = N1 et M0 = M1.Dé�nissons maintenant Gl,m(z) et Kl,m(z), 0 ≤ l ≤M0N0 − 1, 0 ≤ m ≤ ∆ − 1, par

Gl,m(z) = Gl∆+m(z) et Kl,m(z) = Kl∆+m(z). (2.146)9Plus Grand Commun Diviseur.



64 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfait
Gl,m(z) et Kl,m(z) sont liés aux prototypes H(z) et F (z) par les relations

H(z) =

M0N0−1∑

l=0

∆−1∑

m=0

z−(l∆+m)Gl,m(zN0M ) (2.147)
F (z) =

M0N0−1∑

l=0

∆−1∑

m=0

z−(l∆+m)Kl,m(zN0M ). (2.148)En outre, pour l = k∆ + p, 0 ≤ p ≤ ∆ − 1 et 0 ≤ k ≤M0 − 1 :
GnM+l(z) = GnM0∆+k∆+p(z) = G(nM0+k)∆+p(z)

= GnM0+k,p(z)
(2.149)

KλN−1−(nM+l)(z) = KλN0∆−1−(nM0∆+k∆+p)(z)

= K(λN0−1−(nM0+k))∆+∆−1−p(z)

= KλN0−1−(nM0+k),∆−1−p(z)

(2.150)
KN0M+λN−1−(nM+l)(z) = KN0M0∆+λN0∆−1−(nM0∆+k∆+p)(z)

= K(N0M0+λN0−1−(nM0+k))∆+∆−1−p(z)

= KN0M0+λN0−1−(nM0+k),∆−1−p(z).

(2.151)Notons maintenant n(p)
k,λ = nk∆+p,λ. Comme β = 1, on a

n
(p)
k,λ =

⌊
λN − 1 − (k∆ + p)

M

⌋

=

⌊
λN0∆ − 1 − (k∆ + p)

M0∆

⌋

=

⌊
λN0 − 1 − k

M0
+

∆ − 1 − p

M0∆

⌋

.

(2.152)Et omme 0 ≤ p ≤ ∆ − 1, on a la double inégalité
λN0 − 1 − k

M0
≤ λN0 − 1 − k

M0
+

∆ − 1 − p

M0∆
≤ λN0 − 1 − k

M0
+

∆ − 1

M0∆
. (2.153)De plus, en érivant λN0−1−k

M0
sous la forme aM0 + b, ave a =

⌊

λN0−1−k
M0

⌋ et 0 ≤ b ≤M0 − 1,il vient que
λN0 − 1 − k

M0
+

∆ − 1

M0∆
=

⌊
λN0 − 1 − k

M0

⌋

+
b

M0
+

∆ − 1

M0∆

≤
⌊
λN0 − 1 − k

M0

⌋

+
M0 − 1

M0
+

∆ − 1

M0∆
︸ ︷︷ ︸

M0∆−1
M0∆

<1

<

⌊
λN0 − 1 − k

M0

⌋

+ 1.

(2.154)
On en déduit la double inégalité suivante

⌊
λN0 − 1 − k

M0

⌋

≤ n
(p)
k,λ <

⌊
λN0 − 1 − k

M0

⌋

+ 1 (2.155)



2.8. Systèmes équivalents 65et par onséquent
n

(p)
k,λ =

⌊
λN0 − 1 − k

M0

⌋

. (2.156)Ainsi, n(p)
k,λ ne dépend pas de p et les égalités (2.149), (2.150) et (2.151) et (2.156) assoiées authéorème de reonstrution parfaite 2.1 aboutissent au théorème de déomposition suivant :Théorème 2.4Un système BFDM/QAM ave β = 1 est à reonstrution parfaite si et seulement si lesomposantes polyphases véri�ent les ∆ systèmes indépendants (0 ≤ p ≤ ∆−1) àM2

0 équations(0 ≤ l ≤M0 − 1, 1 ≤ λ ≤M0)
n′

l,λ∑

n=0

GnM0+l,p(z)KλN0−1−(nM0+l),∆−1−p(z)

+ z−1
N0−1∑

n=n′
l,λ

+1

GnM0+l,p(z)KN0M+λN−1−(nM0+l),∆−1−p(z) =
z−s0

M
δλ,λ0 , (2.157)ave

n′l,λ =

⌊
λN0 − 1 − l

M0

⌋

. (2.158)2.8 Systèmes équivalents2.8.1 Utilisation d'autres transformationsLes shémas à base de transformées de Fourier diretes (�gures 2.14 et 2.15), assoiésà eux à base de transformées de Fourier inverse (�gures 2.11 et 2.13) font apparaître unepropriété très intéressante. En e�et, si l'on assoie par exemple la �gure 2.11 à la �gure 2.15,on voit que la matrie de transfert du système peut s'érire sous la forme
T (z) = MD

−D
2

ω WEQ(z)W−1D
D
2
ω (2.159)ave W la matrie de transformée de Fourier dé�nie par [W ]k,l = ωkl (0 ≤ k, l ≤ M − 1) et

Q(z) une matrie qui représente la matrie de transfert entrale du système. Il en déoule quetout système de matrie de transfert
T (z) = MO−1EQ(z)O (2.160)aura les mêmes onditions de reonstrution parfaite. En partiulier, on peut hanger la trans-formée de Fourier en transformée en osinus sans modi�er les �ltres prototypes. De plus, erésultat illustre aussi le fait que le terme de phase ψm,n peut être hoisi totalement arbitrai-rement.2.8.2 Dualité ave les bans de �ltres utilisés omme des odeurs en sous-bandePar ailleurs, il est aussi possible d'utiliser les onditions de reonstrution parfaite du trans-multiplexeur BFDM/OQAM pour les bans de �ltres modulés suréhantillonnés. En e�et, la



66 Chapitre 2. Analyse théorique des modulations BFDM/QAM sur anal parfaitreonstrution parfaite du transmultiplexeur est équivalente à la biorthogonalité des fontionsde modulation et de démodulation, qui sont des familles de Weyl-Heisenberg, alors que la re-onstrution parfaite du odeur en sous-bandes est équivalente au fait que les familles d'analyseet de synthèse sont deux frames assoiées. En utilisant le théorème 1.4 dans le as de fontionsdisrètes, on en déduit don que f et h implémentent un transmultiplexeur BFDM/OQAMà reonstrution parfaite à M porteuses et ave un fateur de déimation/expansion égal à
N , si et seulement si f et (N/M)h implémentent un odeur en sous-bandes modulé et sur-éhantillonné à N bandes et ave un fateur de déimation/expansion égal à M . De même,le transmultiplexeur est orthogonal si et seulement si le odeur en sous-bandes orrespondantest implémenté à l'aide d'une frame étroite.Intéressons-nous maintenant au retard de reonstrution du odeur en sous-bandes. Ononsidère f et f̌ deux �ltres prototypes qui permettent de onstruire deux familles biorthogo-nales fm,n et f̌m,n :

fm,n[k] = f [k − nN ]ej
2π
M
m(k−nN−D

2 ); (2.161)
f̌m,n[k] = f̌ [k − nN ]ej

2π
M
m(k−nN−D

2 ). (2.162)Alors, les familles f ′m,n et f̌ ′m,n dé�nies par
f ′m,n[k] = f [k − nN ]ej

2π
M
m(k−nM−D

2 ), (2.163)
f̌ ′m,n[k] = f̌ [k − nN ]ej

2π
M
m(k−nM−D

2 ), (2.164)sont aussi biorthogonales et, en appliquant le théorème 1.4, les familles f ′′m,n et f̌ ′′m,n dé�niespar
f ′′m,n[k] = f [k − nM ]ej

2π
N
m(k−nM−D

2 ), (2.165)
f̌ ′′m,n[k] =

N

M
f̌ [k − nM ]ej

2π
N
m(k−nM−D

2 ), (2.166)onstituent deux frames à reonstrution parfaite. Le signal reonstruit s'érit
x[k] =

N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
xm[n]f [k − nM ]ej

2π
N
m(k−nM−D

2 ), (2.167)autrement dit, il est bien obtenu par un ban de synthèse modulé par le �ltre F (z) de réponseimpulsionnelle f [k], ave pour entrée les oe�ients d'analyse xm[n], qui sont eux-mêmesalulés par :
xm[n] =

+∞∑

k=−∞

N

M
f̌∗[k − nM ]e−j

2π
N
m(k−nM−D

2 )x[k],

=

+∞∑

k=−∞

N

M
h[nM +D − k]ej

2π
N
m(k−nM−D

2 )x[k +D],

(2.168)ave h[k] toujours dé�ni par h[k] = f̌∗[D − k]. Ainsi, les oe�ients d'analyse sont bienobtenus à l'aide d'un ban d'analyse modulé par le �ltre de réponse impulsionnelle N
M h[k] et



2.9. Exemples de synthèse de �ltres à reonstrution parfaite 67on onstate que le signal reonstruit en sortie du ban de synthèse est retardé deD éhantillonspar rapport au signal présent à l'entrée du ban d'analyse.On notera que la dualité dans le as orthogonal a déjà été abordée par R. Hleiss et al dans[45℄. Cette référene indique en e�et que les onditions d'orthogonalité des transmultiplexeursmodulés à M porteuses suréhantillonnés d'un fateur N
M sont les mêmes que elles des bansde �ltres modulés à N porteuses ave un rapport de déimation/expansion M . Toutefois, ladémonstration donnée en [44℄ repose sur le postulat qu'un transmultiplexeur est orthogonal siet seulement si les matries polyphases d'émission et de réeption sont paraunitaires, e quin'a été montré à notre onnaissane que pour des odeurs en sous-bandes (f. [24℄). De plus, ledélai de reonstrution n'a été pris en ompte ni dans [44℄ ni dans [24℄, et es deux référenesne donnent les onditions de reonstrution parfaite qu'à un fateur de normalisation près.2.9 Exemples de synthèse de �ltres à reonstrution parfaiteL'optimisation de �ltres prototypes pour les bans de �ltres modulés suréhantillonnésa fait l'objet d'un ertains nombre de publiations. On pourra iter entre autres l'approhede R. Hleiss [44℄ basée sur une paramétrisation des matries paraunitaires. Nous avons uti-lisé les mêmes ritères que R. Hleiss, à savoir la minimisation de l'énergie hors-bande et lamaximisation de la loalisation temps-fréquene.L'utilisation du théorème 2.1 pour la synthèse de �ltre prototype parfaitement biorthogo-nal, onduit à un problème d'optimisation ave ontrainte qui reste partiulièrement di�ileà résoudre. Non seulement il est de omplexité opératoire très importante, mais il aboutit deplus à de nombreux optima loaux. C'est pourquoi nous n'avons pu déterminer de proessusde synthèse que pour ertains rapports de suréhantillonnage. Parmi eux-i, le as du sur-éhantillonnage par deux, ommun ave les modulations BFDM/OQAM omme on le verrapar la suite, sera traité au ours du hapitre 4. Pour un suréhantillonnage inférieur à 2, nousavons malgré tout pu obtenir des résultats de synthèse de �ltres orthogonaux, y ompris dansles as di�iles de fateurs de suréhantillonnage prohes de 1 et pour un nombre de porteusesimportants. Nous ne donnerons ii que quelques exemples de es �ltres pour illustrer l'impatdu suréhantillonnage sur la forme des bans de �ltres orrespondants. Tous les �ltres déritsdans ette setion sont don orthogonaux, réels et symétriques. Leur réponse fréquentielleest don aussi symétrique, 'est pourquoi nous ne la représenterons que dans la bande defréquene normalisée [0, 1

2 ]. On trouvera dans [75℄ les proessus d'optimisation mis en ÷uvrepour aboutir aux résultats présentés maintenant.L'utilisation de modulations suréhantillonnées est basée, entre autres, sur l'idée qu'espaerdavantage les porteuses permettra de mieux les séparer. Les �gures 2.19 à 2.22 illustrentparfaitement ette propriété. Elles montrent, dans le as d'un système à 16 porteuses, queplus on suréhantillonne, moins il y a de reouvrement entre les porteuses. Ainsi, alors queles porteuses adjaentes se oupent autour de −4 dB pour un système non suréhantillonné,elle se oupent respetivement vers −15 dB, −30 dB et −35 dB pour des suréhantillonnageségaux à 5
4 , 3

2 et 2.On a aussi reporté sur la �gure 2.23 les réponses temporelle et fréquentielle du �ltreprototype utilisé pour traer la �gure 2.20. Il s'agit d'un �ltre prototype orthogonal symétriqueréel obtenu en minimisant l'énergie en dehors de la bande fréquentielle [ 1
M ,

1
2 ].Les �ltres dérits préédemment ont tous été obtenus par minimisation du ritère d'énergiehors-bande, mais on peut tout à fait envisager d'autres ritères d'optimisation. En partiulier,
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Fig. 2.19 � Ban de �ltres OFDM à 16 porteuses (�ltre retangulaire M = N = L = 16).
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Fig. 2.20 � Ban de �ltres OFDM/QAM à 16 porteuses suréhantillonné par 5
4 (M = 16,

N = 20 et L = 160, prototype minimisant l'énergie en dehors de la bande [ 1
M ,

1
2 ]).
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Fig. 2.21 � Ban de �ltres OFDM/QAM à 16 porteuses suréhantillonné par 3
2 (M = 16,

N = 24 et L = 192, prototype minimisant l'énergie en dehors de la bande [ 1
M ,

1
2 ]).si l'on herhe un prototype à la fois bien loalisé en temps et en fréquene, 'est la loalisationtemps-fréquene qu'il faudra maximiser. La �gure 2.24 ompare le �ltre retangulaire ave unprototype maximisant la loalisation temps-fréquene, telle que dé�nie par l'équation 1.30.Pour illustrer la possibilité de synthétiser des prototypes longs utilisables pour un grandnombre de porteuses, on a aussi reporté sur les �gures 2.25 et 2.26 les réponses temporelles etfréquentielles de �ltres prototypes orthogonaux pour 512 porteuses, à 5120 et 3072 éhantillonset pour des rapports de suréhantillonnage égaux à 5

4 et 3
2 respetivement.
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Fig. 2.22 � Ban de �ltres OFDM/QAM à 16 porteuses suréhantillonné par 2 (M = 16,
N = 32 et L = 128, prototype minimisant l'énergie en dehors de la bande [ 1

M ,
1
2 ]).
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Fig. 2.23 � Filtre prototype orthogonal aveM = 16, N = 20 et L = 160, minimisant l'énergieen dehors de la bande [ 1
M ,

1
2 ].
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Fig. 2.24 � Filtre prototype orthogonal ave M = 16, N = 24 et L = 48, maximisant laloalisation temps-fréquene (ligne ontinue) et �ltre retangulaire (tirets).
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Fig. 2.25 � Filtre prototype orthogonal ave M = 512, N = 640 et L = 5120, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1
M ,

1
2 ].
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Fig. 2.26 � Filtre prototype orthogonal ave M = 512, N = 768 et L = 3072, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1
M ,

1
2 ].2.10 ConlusionCe hapitre a été l'oasion de présenter un nouveau type de modulation multiporteuse, lesmodulations BFDM/QAM suréhantillonnées, dans le adre de la théorie des bans de �ltres.Celles-i font apparaître l'OFDM lassique ou ave intervalle de garde omme de simples aspartiuliers. Nous avons pu mettre en évidene des shémas de réalisation de es modula-tions mettant en ÷uvre des algorithmes de transformées de Fourier rapide. Nous avons aussidéterminé des onditions néessaires et su�santes d'orthogonalité et de biorthogonalité dusystème, portant sur les omposantes polyphases des �ltres prototypes d'émission et de ré-eption. En�n, nous avons pu utiliser es onditions pour onevoir des �ltres orthogonauxoptimisés selon les ritères de minimisation de l'énergie hors-bande et de la maximisationde la loalisation temps-fréquene. Nous avons ainsi pu illustrer le fait que le suréhantillon-nage permet de réduire onsidérablement le hevauhement entre les porteuses, au prix d'unerédution de l'e�aité spetrale. Néanmoins, nous n'avons onsidéré que l'aspet modula-tion/démodulation sans tenir ompte du anal de propagation. L'in�uene de distorsions surle anal de transmission sera étudiée au ours du hapitre 5.



Chapitre 3Analyse théorique des modulationsBFDM/OQAM sur anal parfaitAu ours du hapitre préédent, nous nous sommes intéressés à des modulations trans-mettant les parties en phase et en quadrature des données en même temps. Nous avons vuque le théorème de Balian-Low s'applique à es modulations, si bien qu'il faut réduire leure�aité spetrale pour obtenir des �ltres bien loalisés dans le plan temps-fréquene. Pouréviter ette perte d'e�aité spetrale, nous allons maintenant onsidérer des modulations quitransmettent les parties en phase et en quadrature des données, non pas en même temps, maisdéalées d'un demi-temps symbole, appelé � o�set �. Nous parlerons alors d'OQAM et demodulations OFDM/OQAM, quand le système obtenu est orthogonal, ou, plus généralement,de modulations BFDM/OQAM quand il est biorthogonal. L'intérêt de es modulations estque le théorème de Balian-Low ne s'applique plus dans e as, si bien qu'on peut obtenir unsystème bien loalisé tout en onservant une e�aité spetrale maximale.Ce hapitre est le pendant du hapitre préédent pour les modulations BFDM/OQAM. Ilreprend la même démarhe et, autant que possible, les mêmes notations. Au risque de paraîtreparfois redondant, nous avons hoisi de dérire à nouveau des aspets déjà présentés dansle adre des modulations BFDM/QAM, de manière à e que ette partie puisse être lue demanière indépendante.Comme dans la partie préédente, nous ne onsidérons pas le anal de transmission maisnous étudions le système dos-à-dos. Nous nous intéressons plus partiulièrement au as desystèmes disrets mettant en ÷uvre des �ltres RIF ausaux. Nous montrons omment unsystème BFDM/OQAM disret peut se mettre sous la forme d'un transmultiplexeur modulé.Nous donnons en outre des shémas de réalisation dérivés plus e�aes et nous établissonsles relations d'entrée-sortie et les onditions de biorthogonalité du système, dans le as d'unanal parfait. Nous établissons aussi des relations de dualité entre les systèmes BFDM/OQAMdisrets et les bans de �ltres MDFT présentés dans la setion 1.4.3. En�n, les onditions debiorthogonalité obtenues nous permettent de donner des résultats de synthèse de �ltres RIFausaux parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux, alulés de manière à optimiser desritères partiuliers1.1Certains éléments présentés dans e hapitre ont fait l'objet de publiations ([90, 91, 95, 98, 100, 101℄).71



72 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfait3.1 Modulations BFDM/OQAMOn peut faire remonter à 1966 l'apparition des premiers systèmes de modulation multipor-teuse basés sur la transmission de onstellations MAQ déalées (i.e.des onstellations OQAM)[18℄, [86℄. Il s'agissait alors d'un système orthogonal uniquement, basé sur des �ltres à tempsontinu. Pour rendre faisable la réalisation du système, une première approhe faisant inter-venir des transformées de Fourier a été introduite en 1981 par B. Hirosaki dans [42℄. Le sigleOFDM/OQAM n'est apparu qu'en 1995 dans [66℄. D'autres dénominations ont été employéespour désigner des systèmes identiques ou équivalents : Orthogonally multiplexed QAM ouO-QAM dans [41℄, OQAM-OFDM dans [106℄ pour des systèmes à temps ontinu ; OMC2 dans[33℄ pour des systèmes à temps disret et � spetrally shaped � OFDM dans [5℄ par exemple.En�n, l'aspet biorthogonal qui onduit aux modulations BFDM/OQAM n'a �nalement étéabordé par H. Bölskei qu'à la �n des années 1990 [6℄, puis [7℄, et, de manière indépendantedans [90℄, [91℄ et [100℄. C'est e système que nous nous proposons de dérire maintenant.3.1.1 Modulations à temps ontinuOn herhe à obtenir une modulation multiporteuse à e�aité spetrale maximale nonlimitée par le théorème de Balian-Low. L'idée est de reprendre le prinipe du BFDM/QAMen apportant la modi�ation suivante : plut�t que de transmettre à haque temps symboleet sur haque porteuse des symboles MAQ cm,n = cRm,n + jcIm,n, on retarde la partie réelle
cRm,n ou la partie imaginaire jcIm,n d'un demi-temps symbole, et on s'arrange pour que deuxsymboles adjaents, en temps omme en fréquene, aient une di�érene de phase égale à π/2(f. tableau 3.1). Ce shéma de transmission est appelé OQAM.

(2m− 1)F0 (2m)F0 (2m+ 1)F0

nT0 − T0/2 cR2m−1,n−1 jcI2m,n−1 cR2m+1,n−1

nT0 jcI2m−1,n cR2m,n jcI2m+1,n

nT0 + T0/2 cR2m−1,n jcI2m,n cR2m+1,nTab. 3.1 � Shéma de odage des symboles OQAM.Par ailleurs, pour obtenir autant de porteuses pour lesquelles 'est la partie réelle qui estretardée que de porteuses pour lesquelles 'est la partie imaginaire qui est retardée, on imposeque le nombre de porteuses soit pair : M = 2N . Un signal modulé à temps ontinu de typeBFDM/OQAM s'érit ainsi en bande de base :
s(t) =

N−1∑

m=0

∑

n

(

cR2m,nf(t− nT0) + jcI2m,nf(t− nT0 −
T0

2
)

)

ej2π(2m)F0t

+

(

cR2m+1,nf(t− nT0 −
T0

2
) + jcI2m+1,nf(t− nT0)

)

ej2π(2m+1)F0t, (3.1)ave f(t) une fontion de L2(R), à valeurs ontinues ou omplexes, T0 le temps symbole et
F0 = 1/T0 l'espaement entre les porteuses.2Orthogonal Multiple Carrier.



3.1. Modulations BFDM/OQAM 73Si l'on note cm(t) =
∑

n cm,nδ(t − nT0) = cRm(t) + cIm(t), le signal s(t) peut aussi s'érireomme une somme de produits de onvolution faisant apparaître f(t) omme un �ltre analo-gique de modulation :
s(t) =

N−1∑

m=0

{

cR2m(t) ⊗ f(t) + jcI2m(t− T0/2) ⊗ f(t− T0/2)
}

ej2π(2m)F0t

+
{

jcI2m+1(t) ⊗ f(t) + cR2m+1(t− T0/2) ⊗ f(t− T0/2)
}

ej2π(2m+1)F0t. (3.2)Le modulateur analogique orrespondant est représenté sur la �gure 3.1.
jℑ

jℑ

ℜ

ℜ

f(t)

f(t)

f(t)

f(t) −T0/2

−T0/2

+

+

×

×

Σ

c2m(t)

c2m+1(t)

ej2π(2m)F0t

ej2π(2m+1)F0t

s(t)

Fig. 3.1 � Modulateur BFDM/OQAM analogique.Les symboles sont alors démodulés par :
ĉR2m,n = ℜ

{∫ +∞

−∞
f̌∗(t− nT0)e

−j2π(2m)F0ts(t)dt

} (3.3)
ĉI2m,n = ℑ

{∫ +∞

−∞
f̌∗(t− nT0 − T0/2)e

−j2π(2m)F0ts(t)dt

} (3.4)
ĉI2m+1,n = ℑ

{∫ +∞

−∞
f̌∗(t− nT0)e

−j2π(2m+1)F0ts(t)dt

} (3.5)
ĉR2m+1,n = ℜ

{∫ +∞

−∞
f̌∗(t− nT0 − T0/2)e

−j2π(2m+1)F0ts(t)dt

}

. (3.6)La démodulation peut enore s'érire à l'aide d'un produit de onvolution, e qui faitapparaître le �ltre analogique de démodulation f̌∗(−t) :
ĉR2m,n = ℜ

{[

f̌∗(−t) ⊗
(

s(t)e−j2π(2m)F0t
)]

|t=nT0

}

, (3.7)
ĉI2m,n = ℑ

{[

f̌∗(−t) ⊗
(

s(t+ T0/2)e
−j2π(2m)F0(t+T0/2)

)]

|t=nT0

}

, (3.8)
ĉI2m+1,n = ℑ

{[

f̌∗(−t) ⊗
(

s(t)e−j2π(2m+1)F0t
)]

|t=nT0

}

, (3.9)
ĉR2m+1,n = ℜ

{[

f̌∗(−t) ⊗
(

s(t+ T0/2)e
−j2π(2m)F0(t+T0/2)

)]

|t=nT0

}

. (3.10)Le démodulateur analogique orrespondant est représenté sur la �gure 3.2.
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×

×

T0/2

T0/2

f̌∗(−t)

f̌∗(−t)

f̌∗(−t)

f̌∗(−t)

jℑ

ℜ

jℑ

ℜ

+

+

s(t)

ĉ2m,n

ĉ2m+1,n

nT0

nT0

e−j2π(2m)F0t

e−j2π(2m+1)F0tFig. 3.2 � Démodulateur BFDM/OQAM analogique.Nous avons obtenu des expressions faisant intervenir la parité de l'indie de porteuse met de l'indie temporel n. Pour avoir un formalisme regroupant tous les as en une seuleexpression plus ommode à manipuler, on adopte les notations suivantes :
a2m,2n = cR2m,n f2m,2n(t) = f(t− nT0)e

j2π(2m)F0t (3.11)
a2m,2n+1 = cI2m,n f2m,2n+1(t) = jf(t− nT0 − T0/2)e

j2π(2m)F0t (3.12)
a2m+1,2n = cI2m+1,n f2m+1,2n(t) = jf(t− nT0)e

j2π(2m+1)F0t (3.13)
a2m+1,2n+1 = cR2m+1,n f2m+1,2n+1(t) = f(t− nT0 − T0/2)e

j2π(2m+1)F0t, (3.14)alors :
s(t) =

+∞∑

n=−∞

2N−1∑

m=0

am,nfm,n(t). (3.15)Pour faire apparaître une expression à l'aide d'une famille de Gabor on pose aussi τ0 = T0
2 =

1
2F0

et on dé�nit le terme de phase ϕm,n :
ϕm,n =

{

0 si m et n ont la même parité,
π
2 si m et n sont de parités di�érentes. (3.16)Il apparaît alors que la base de modulation fm,n forme une famille de Gabor :

fm,n(t) = f(t− nτ0)e
j2πmF0tejϕm,n . (3.17)Quant à la base de démodulation elle peut s'exprimer par

f̌m,n(t) = f̌(t− nτ0)e
j2πmF0tejϕm,n . (3.18)L'expression de la démodulation est alors simpli�ée par rapport aux équations (3.3) à (3.6),puisqu'elle se réduit à une seule équation faisant intervenir le produit salaire réel de L2(R) :

âm,n = 〈f̌m,n, s〉L2(R),R = ℜ
{∫ +∞

−∞
f̌∗m,n(t)s(t)dt

}

, (3.19)De même, les onditions de biorthogonalité des bases de modulation et de démodulation fontintervenir le produit salaire réel de L2(R) et sont rassemblées sous l'expression :
ℜ
{∫ +∞

−∞
f∗m,n(t)f̌m′,n′(t)dt

}

= δm,m′δn,n′ . (3.20)



3.1. Modulations BFDM/OQAM 75On remarque ii que le terme de phase ϕm,n n'est pas quelonque ar le produit salaireest réel. En e�et, si l'on e�etue une rotation de phase de θm,n des fontions de base, lesonditions de biorthogonalité deviennent :
ℜ
{

ej(θm′,n′−θm,n)

∫ +∞

−∞
f∗m,n(t)f̌m′,n′(t)dt

}

= δm,m′δn,n′ . (3.21)En revanhe, on peut e�etuer une rotation de phase par un déalage onstant ϕ0 sans modi�erles onditions de biorthogonalité, ainsi qu'un déphasage de π. La dé�nition de ϕm,n adoptéeà l'équation (3.16) orrespond aux modulations OFDM/OQAM introduites par Hirosaki dans[43℄ et dont le BFDM/OQAM est une extension. Comme ϕm,n peut être dé�ni modulo π, onvoit que l'on impose �nalement que ϕm,n ≡ ϕ0+ π
2 (m+n) (mod π). Par ommodité d'ériture,on peut prendre par exemple ϕm,n = π

2 (m+ n), e qui donne, omme dans [66℄ :
fm,n(t) = f(t− nτ0)e

j2πmF0tej
π
2
(m+n), (3.22)

f̌m,n(t) = f̌(t− nτ0)e
j2πmF0tej

π
2
(m+n). (3.23)De même, on peut aussi hoisir ϕm,2n = π

2m et ϕm,2n−1 = π
2m+ π

2 . Dans e as, on retrouveles équations de A. Vahlin [105℄ qui sont aussi utilisées par H. Bölskei [7℄ et R. Hleiss [44℄dans le as disret.3.1.2 Modulations à temps disretJusqu'à présent, on a dérit les modulations BFDM/OQAM à l'aide de fontions ontinues,de support quelonque, ausales ou non. Il s'agit d'une desription purement mathématique,non réalisable telle quelle en pratique. C'est pourquoi nous allons maintenant nous intéresserà la lasse des �ltres RIF ausaux. Pour obtenir de tels �ltres dans le as des modulationsBFDM/OQAM, nous allons devoir éhantillonner le système à temps ontinu après avoirrestreint les intervalles de dé�nition des �ltres et après les avoir translatés d'une durée su�santepour les rendre ausaux.Tout d'abord, la bande B oupée par le signal s(t) orrespond à la bande ∆F oupéepar f(t) additionnée de 2N − 1 fois l'espaement entre les porteuses :
B = ∆F + (2N − 1)F0 ≈ 2NF0. (3.24)Le théorème de Shannon indique alors que la fréquene d'éhantillonnage ritique vaut Fe =

2NF0. La période d'éhantillonnage vaut alors Te = T0
2N .On suppose maintenant que les énergies des fontions f(t) et f̌∗(−t) sont approximati-vement onentrées dans des intervalles �nis, de sorte qu'on peut restreindre les �ltres demodulation et de démodulation f(t) et f̌∗(−t) à es intervalles. On obtient ainsi des sup-ports pour f(t) et f̌∗(−t) que l'on érit respetivement sous la forme [−D+1

2 Te, (Lf − D
2

)
Te[et [−D+1

2 Te, (Lh − D
2

)
Te[, ave D, Lf et Lh des paramètres entiers stritement positifs. Lesfontions obtenues par tronature ont ainsi des durées respetivement égales à LfTe et LhTe.Ensuite, pour obtenir des �ltres ausaux, après éhantillonnage à la période Te, on translate

f(t) d'une durée D
2 Te. Pour onserver la biorthogonalité des fontions fm,n(t) et f̌m,n(t), il fauttranslater f̌(t) de la même durée D

2 Te. En e�et, le produit salaire est onservé par translationet
ℜ
{∫ +∞

−∞
f∗m,n(t− T )f̌m′,n′(t− T )dt

}

= ℜ
{∫ +∞

−∞
f∗m,n(t)f̌m′,n′(t)dt

}

. (3.25)



76 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitEn�n, le signal est éhantillonné à la période Te puis normalisé en le multipliant par √Tepour approximativement onserver son énergie. Le signal disret s'érit alors
s[k] =

√

Tes((k −D/2)Te) =
+∞∑

n=−∞

2N−1∑

m=0

am,n
√

Tefm,n((k −D/2)Te) (3.26)Pour alléger les expressions, on note d'une manière générale u[k] les fontions de l2(Z). Enpartiulier, lorsque u[k] est obtenue par disrétisation de la fontion u(t) de L2(R) on a :
u[k] =

√

Teu((k −D/2)Te) (3.27)On a ainsi s[k] =
√
Tes((k −D/2)Te), f [k] =

√
Tef((k − D/2)Te), fm,n[k] =

√
Tefm,n((k −

D/2)Te), f̌ [k] =
√
Tef̌((k −D/2)Te), f̌m,n[k] =

√
Tef̌m,n((k −D/2)Te).Si l'on utilise es nouvelles notations, la modulation s'érit alors sous forme numérique àl'aide d'une famille de Gabor disrète :

s[k] =
+∞∑

n=−∞

2N−1∑

m=0

am,nfm,n[k] (3.28)ave :
fm,n[k] =

√

Tefm,n((k −D/2)Te),
=
√

Tef((k −D/2)Te − nτ0
)
ej2πmF0

(
(k−D/2)Te)ejϕm,n ,

=
√

Tef(Te(k − nN −D/2)
)
ej

2π
2N

m(k−D/2)ejϕm,n ,

= f [k − nN ]ej
2π
2N

m(k−D/2)ejϕm,n .

(3.29)On peut alors obtenir une estimation âm,n des symboles émis am,n. Celle-i s'obtient pardisrétisation de (3.19) grâe à une famille de Gabor disrète :
âm,n = ℜ

{
+∞∑

k=−∞
f̌∗m,n[k]s[k]

}

, (3.30)ave
f̌m,n[k] = f̌ [k − nN ]ej

2π
2N

m(k−D/2)ejϕm,n . (3.31)On notera que les fontions f [k] et f̌ [k] ont respetivement pour support [0, . . . , Lf − 1] et
[D − (Lh − 1), . . . ,D].On vient de montrer omment passer d'un système analogique théorique à un systèmenumérique pratique. Cependant, il n'est pas néessaire de partir du as ontinu pour aboutirau as disret. Il est même souhaitable de onsidérer le as disret diretement. En e�et,les opérations de disrétisation et tronature ont pour e�et la perte de biorthogonalité ausens strit. Les fontions disrètes que nous venons d'obtenir à partir des fontions ontinuesbiorthogonales ne sont don plus qu'approximativement biorthogonales. Cei onduit à seplaer dans le adre de l2(Z) muni du produit salaire 〈·, ·〉l2(Z),R et à utiliser la théorie desséries de Gabor disrètes. Dans es onditions, lorsque le anal de transmission est parfait etsi les familles (fm,n, f̌m,n) forment un ouple de bases biorthogonales, alors âm,n = am,n.



3.2. Transmultiplexeur assoié 773.2 Transmultiplexeur assoiéLes équations (3.28) et (3.29) ressemblent aux relations d'entrées/sortie d'un ban desynthèse (f. équation 1.67). En fait, si l'on impose que ϕm,n = π
2 (m + n) + πmn, il s'avèreque le signal s[k] peut être alulé par un ban de synthèse à 2N bandes, ave un fateurd'expansion égal à N et ayant sur haque branhe un �ltre Fm(z) de réponse impulsionnelle

fm[k] = f [k]ej
2π
2N

m(k−D−N
2 ), (3.32)pourvu qu'on lui applique les entrées xm[n] = am,nj

n.Quant à la démodulation, en onsidérant le fait que l'on impose que ϕm,n = π
2 (m+ n) +

πmn, elle s'érit, d'après les équations (3.30) et (3.31),
âm,n = ℜ

{
+∞∑

k=−∞
f̌∗[k − nN ]e−j

2π
2N

m(k−nN−D/2)e−j
π
2
(m+n)s[k]

}

= ℜ
{

+∞∑

k=−∞
f̌∗[D − k]ej

2π
2N

m(k−D+N
2 )e−j

π
2
ns[D + nN − k].

} (3.33)Déomposons maintenant D par :
D = αN − β, 0 ≤ β ≤ N − 1. (3.34)Cei dé�nit les entiers α et β de manière unique. Si l'on reporte ette déomposition dans(3.33) on obtient alors :

âm,n−α = ℜ
{

+∞∑

k=−∞
f̌∗[D − k]ej

2π
2N

m(k−D+N
2 )e−j

π
2
(n−α)s[nN − k − β]

}

. (3.35)Si l'on rapprohe ette équation de la relation (1.66), il s'avère que les symboles démodulésave un retard α orrespondent à la partie réelle des sorties x̂m[n − α] d'un ban d'analysepréalablement déphasées de −π
2 (n − α), et à l'entrée duquel on a appliqué le signal s[k − β].Le ban orrespondant omprend 2N bandes, un fateur de déimation égal à N et les �ltres

Hm(z) sur haque bande ont pour réponse impulsionnelle
hm[k] = h[k]ej

2π
2N

m(k−D+N
2 ), (3.36)ave h[k] = f̌∗[D−k]. On obtient alors le shéma du transmultiplexeur assoié aux modulationsBFDM/OQAM de la �gure 3.3.3.3 Shémas de réalisation e�aes3.3.1 Approhe polyphasePlusieurs shémas de réalisation des modulations OFDM/OQAM basés sur des algorithmesde transformées de Fourier rapides [15, 42, 47, 111℄ ont déjà été proposés. Nous allons voir quele transmultiplexeur BFDM/OQAM peut lui aussi être réalisé à l'aide d'algorithmes rapides.
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Fig. 3.3 � Transmultiplexeur assoié aux modulations BFDM/OQAM.En utilisant les déompositions polyphases d'ordre 2N de type I de Fm(z) et Hm(z) (f.setion 1.4.1 et [108℄) on obtient :
Fm(z) =

2N−1∑

l=0

z−lFl,m(z2N ), (3.37)
Hm(z) =

2N−1∑

l=0

z−lHm,l(z
2N ). (3.38)Notons maintenant F p(z) et Hp(z) les matries polyphases de taille 2N × 2N et dé�niespar [F p]l,m(z) = Fl,m(z) et [Hp]m,l(z) = Hm,l(z). Dé�nissons aussi

âm,n = x̂m[n]e−j
π
2
n (3.39)et Am(z), Âm(z), Â

m(z), Xm(z) et X̂m(z) les transformées en z respetives de am,n, âm,n, âm,n
xm[n] et x̂m[n]. Étant donné que am,n = xm[n]jn et âm,n = ℜ{x̂m[n]j−n}, on a les relations :

Xm(z) = Am(−jz) (3.40)
X̂m(z) = Â

m(−jz) (3.41)
Âm(z) = ℜ{Â

m(z)} (3.42)On obtient alors le shéma de la �gure 3.4 exprimant omment obtenir les sorties x̂m[n]à partir des entrées xm[n] grâe aux matries polyphases F p(z) et Hp(z). En utilisant lesidentités nobles (f. théorèmes 1.6 et 1.7), on déduit que le shéma de la �gure 3.4 est lui-même équivalent à elui présenté �gure 3.5.
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2N−1(−jz)Fig. 3.4 � Modèle polyphase du transmultiplexeur assoié aux modulations BFDM/OQAM.
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0(−jz)

z−αÂc
1(−jz)

z−αÂc
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∆β(z)Fig. 3.5 � Modèle polyphase équivalent du transmultiplexeur assoié.



80 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfait3.3.2 Shémas de réalisation utilisant des transformées de Fourier inversesÉrivons maintenant F (z) et H(z) à l'aide de leurs 2N omposantes polyphases :
F (z) =

2N−1∑

l=0

z−lKl(z
2N ), (3.43)

H(z) =

2N−1∑

l=0

z−lGl(z
2N ), (3.44)ave :

Kl(z) =
∑

n

f [l+ 2nN ]z−n, (3.45)
Gl(z) =

∑

n

h[l + 2nN ]z−n. (3.46)Il en déoule que :
Fm(z) = ωm

D−N
2

2N−1∑

l=0

z−lω−mlKl(z
2N ), (3.47)

Hm(z) = ωm
D+N

2

2N−1∑

l=0

z−lω−mlGl(z
2N ), (3.48)d'où :

Fl,m(z) = ω−mlωm
D−N

2 Kl(z), (3.49)
Hm,l(z) = ω−mlωm

D+N
2 Gl(z). (3.50)En dé�nissant par ailleurs les matries arrées de taille 2N

Dω = diag[1, ω, . . . , ω2N−1], (3.51)
DK(z) = diag[K0(z), . . . , K2N−1(z)], (3.52)
DG(z) = diag[G0(z), . . . , G2N−1(z)], (3.53)

W =








1 1 · · · 1
1 ω · · · ω2N−1... ... ...
1 ω2N−1 · · · ω(2N−1)(2N−1)







, (3.54)on obtient :

F p(z) = [D
D−N

2
ω W ∗DK(z)]T, (3.55)

Hp(z) = D
D+N

2
ω W ∗DG(z). (3.56)Les équations (3.55) et (3.56) permettent alors respetivement d'obtenir des shémas deréalisation du modulateur et du démodulateur qui utilisent un �ltrage polyphase et une TFDI.
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2N−1[n]Fig. 3.6 � Modulateur BFDM/OQAM réalisé à l'aide d'une FFT inverse.
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82 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitAinsi, l'implémentation peut se faire à l'aide d'algorithmes rapides de types IFFT (f. �gures3.6. 3.7).On notera que l'on peut aussi mener un alul diret sans utiliser la matrie polyphase
F p(z) pour obtenir le shéma du modulateur. En e�et, si l'on note S(z) la transformée en zde s[k] le signal BFDM/OQAM en bande de base, en utilisant la �gure 3.3 on peut érire :

S(z) =
2N−1∑

m=0

Fm(z)Xm(zN )

=

2N−1∑

m=0

Fm(z)Am(−jzN )

(3.57)Si l'on utilise la déomposition polyphase de Fm(z) donnée par (3.47), on trouve alors :
S(z) =

2N−1∑

m=0

ωm
D−N

2

2N−1∑

l=0

z−lω−mlKl(z
2N )Am(−jzN )

=

2N−1∑

l=0

z−lKl(z
2N )

2N−1∑

m=0

ω−mlωm
D−N

2 Am(−jzN )

(3.58)e qui donne aussit�t le shéma de la �gure 3.6. Cette démarhe présente l'intérêt d'être plussimple et de mieux montrer omment la transformée de Fourier inverse intervient. Des alulssimilaires mais un peu plus ompliqués peuvent aussi être menés pour la démodulation.L'intérêt de es shémas est qu'il font intervenir des transformées rapides. En revanhe,il ne font pas apparaître du premier oup d'oeil que les modulations BFDM/OQAM sont àéhantillonnage ritique, 'est-à-dire qu'elles transforment 2N symboles réels en parallèle, en
N symboles omplexes en série. À la modulation, et aspet apparaît plus lairement si l'onapparie les sorties du blo de transformée de Fourier inverse d'indies ongrus modulo M :
x1

0[n] ave x1
M [n], x1

1[n] ave x1
M+1[n], et. Alors, en utilisant la deuxième identité noble, onobtient un autre shéma équivalent du modulateur (f. �gure 3.8). Celui-i fait apparaîtrelairement la transformation parallèle/série permettant de onstruire le signal transmis. Onnotera que pour éviter de faire apparaître des roisements de �ls, on a introduit une matriede permutation Π dans le shéma.En proédant de la même manière pour la démodulation, on obtient aussi un shémaéquivalent qui montre omment 2N symboles réels en parallèle sont alulés à partir de Nsymboles en série (f. �gure 3.9).3.3.3 Algorithmes de modulation et de démodulationAlgorithme de modulationEn se basant sur la �gure 3.8, on obtient l'algorithme de modulation suivant :

xm[n] = am,ne
j π

2
n, 0 ≤ m ≤ 2N − 1 (3.59)

x1
l [n] =

2N−1∑

m=0

xm[n]ωm
D−N

2 ω−ml, 0 ≤ l ≤ 2N − 1 (3.60)
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[
x1

0[n], . . . , x1
2N−1[n]

]
= 2N IFFT

{

x0[n], . . . , x2N−1[n]ω(2N−1)D−N
2

}

. (3.61)Et, pour �nir
x2
l [n] =

∑

k

f [l + 2kN ]x1
l [n− 2k], 0 ≤ l ≤ 2N − 1 (3.62)

sl[n] = x2
l [n] + x2

l+N [n− 1], 0 ≤ l ≤ N − 1 (3.63)
s[l + nN ] = sl[n], 0 ≤ l ≤ N − 1. (3.64)Algorithme de démodulationQuant à l'algorithme de démodulation, il se déduit de la �gure 3.9 :

y2
l [n] = s[nN − β − l], 0 ≤ l ≤ N − 1, (3.65)

y2
l+N [n] = y2

l [n− 1], 0 ≤ l ≤ N − 1, (3.66)
y1
l [n] =

∑

k

h[l + 2kN ]y2
l [n− 2k], 0 ≤ l ≤ 2N − 1, (3.67)

x̂m[n− α] = ωm
D+N

2

2N−1∑

l=0

y1
l [n]ω−ml, 0 ≤ m ≤ 2N − 1. (3.68)e qui s'érit aussi

[

x̂0[n− α], . . . , x̂2N−1[n− α]ω−(2N−1)D+N
2

]

= 2N IFFT
{
y1
0 [n], . . . , y1

2N−1[n]
}
. (3.69)Et, pour �nir

âm,n−α = ℜ
{

e−j
π
2
(n−α)x̂m[n− α]

}

, 0 ≤ m ≤ 2N − 1. (3.70)3.3.4 Réalisation à l'aide de transformées de Fourier diretesOn est plus habitué à voir apparaître une transformée de Fourier direte à la démodulation([16, 33, 43℄). En fait, omme on l'a déjà remarqué pour les modulations BFDM/QAM dans lehapitre 2, le modulateur omme le démodulateur peuvent tout aussi bien être réalisés à l'aided'une transformée de Fourier direte qu'inverse. En e�et, en reprenant la même démarhe quedans le hapitre 2, si l'on dé�nit les deux entiers stritement positifs s et d par
D = 2sN + d, (3.71)ave 0 ≤ d ≤ 2N − 1, alors les symboles x1

l [n] alulés en sortie du blo de transformée deFourier inverse à l'émission peuvent s'érire
x1
d−l[n] =

2N−1∑

m=0

xm[n]ω−mD−N
2 ωml (3.72)et, pour d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1

x1
2N+d−l[n] =

2N−1∑

m=0

xm[n]ω−mD−N
2 ωml. (3.73)



3.3. Shémas de réalisation e�aes 85Alors, en notant ǫ la permutation de [0, 2N − 1] dé�nie par
ǫ(l) =

{

d− l si 0 ≤ l ≤ d,
2N + d− l si d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1, (3.74)on obtient [

x1
ǫ(0)[n], . . . , x1

ǫ(2N−1)[n]
]

= FFT
{

x0[n], . . . , ω−(2N−1)D+N
2

}

, (3.75)d'où le shéma équivalent représenté par la �gure 3.10 dans lequel E représente la matrieassoiée à la permutation ǫ : Ek,l = δk,ǫ(l).
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Fig. 3.10 � Modulateur BFDM/OQAM réalisé à l'aide d'une transformée de Fourier direte.Et de la même manière, le démodulateur peut être réalisé à l'aide d'une transformée deFourier direte (f. �gure 3.11).3.3.5 Réalisation à l'aide de onversions parallèle/série et série/parallèleLa struture lassique d'un modulateur OFDM/OQAM se ompose d'une transformée deFourier inverse, suivie d'un �ltrage polyphase et d'une onversion parallèle/série ([16, 33, 43℄).Le modulateur que nous dérivons a bien une struture de e type puisque la ligne à retardpréédée d'expansions d'ordre N orrespond en fait à une onversion parallèle/série.En e qui onerne le démodulateur, il est lassiquement onstitué d'une onversion sé-rie/parallèle, suivie d'un �ltrage polyphase et d'une transformée de Fourier direte, e quin'est le as d'auun des shémas que nous avons proposés jusqu'à présent. Ainsi, la ligneà retard suivie de déimateurs d'ordre N ne orrespond pas exatement à une onversionsérie/parallèle. L'inonvénient d'une véritable onversion série/parallèle est qu'elle n'est pasausale ontrairement à la struture que nous avons utilisée. Il peut néanmoins être utile d'enutiliser une à l'émission et une onversion série/parallèle à la réeption dans le as de transmis-sion par blo. Pour y parvenir, plut�t que d'utiliser une déomposition polyphase de type I de
H(z) en réeption, on onsidère le �ltre hβ [k] = h[k−β] et ses omposantes polyphases Gβl (z)
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Fig. 3.11 � Démodulateur BFDM/OQAM réalisé à l'aide d'une transformée de Fourier direte.de réponses impulsionnelles gβl [n] et dé�nies par Hβ(z) =
∑2N−1

l=0 zlGβ(z2N ). En utilisantl'équation (3.35), on obtient alors que la démodulation peut s'érire sous la forme
âm,n−α = ℜ

{
+∞∑

k=−∞
hβ[k]ω−m(k−β−D+N

2 )j−(n−α)s[nN − k + l]

}

= ℜ
{

+∞∑

p=−∞

2N−1∑

l=0

gβl [p]ωm(l+β+ D+N
2 )j−(n−α)s[(n− 2p)N + l]

}

= (−1)αmℜ
{

j−(n−α)ω−mD−N
2

2N−1∑

l=0

ωml
+∞∑

p=−∞
gβl [p]s[(n− 2p)N + l]

}

.

(3.76)
On en déduit alors le shéma équivalent de la �gure 3.12 en utilisant la même démarhe quepour les préédents shémas de réalisation du démodulateur. Ce shéma fait bien apparaîtreun onversion série/parallèle puisque la ligne d'avanes suivie des déimateurs d'ordre Norrespond en fait exatement à ette opération.On notera que omme dans le as des modulations BFDM/QAM suréhantillonnées (f.setion 2.4.5), les avanes z n'introduisent pas de non ausalité dans le système. L'utilisationde e shéma permet même, dans ertains as de réduire le délai de reonstrution. On peut ene�et remplaer les �ltres Gβl (z2) par zGβl (z2), lorsque β 6= 0 et réduire le délai de reonstrutiond'un éhantillon, tout en onservant un �ltrage ausal. Dans e as il ne faut pas oublier deréperuter la diminution du délai sur le fateur j−(n−α). Il faut ainsi le remplaer par j−(n−1−α).3.4 Relations d'entrée-sortieEn utilisant la �gure 3.5, on obtient :

z−αÂ

(−jz) = Hp(z2)∆β(z)F p(z2)A(−jz), (3.77)
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Fig. 3.12 � Démodulateur BFDM/OQAM réalisé à l'aide d'une onversion série/parallèle.ave ∆β(z) la matrie de transfert de la setion omprenant les expanseurs, les lignes à re-tard et les déimateurs. Alors, en notant T (z) la matrie de transfert du transmultiplexeurBFDM/OQAM, on a :
Â(z) = T (z)A(z), (3.78)ave :

T (z) = ℜ
{
(jz)αHp(−z2)∆β(jz)F p(−z2)

}
. (3.79)De plus, en utilisant les équations (3.55) et (3.56), on aboutit à :

T (z) = ℜ
{

(jz)αD
D+N

2
ω W ∗Uβ(jz)W

∗D
D−N

2
ω

}

, (3.80)ave :
Uβ(z) = DG(z2)∆β(z)DK(z2). (3.81)En reprenant le raisonnement employé dans la setion 2.5, on aboutit à :
[∆β]l,l′(z) = z−

l+l′+β
N dl+l′+β,N . (3.82)ave dm,n dé�ni par dm,n = 1 si m est un multiple de n, dm,n = 0 sinon. En ombinant leséquations (3.81) et (3.82) on obtient alors :

[Uβ]l,l′(z) = z−
l+l′+β

N Gl(z
2)Kl′(z

2)dl+l′+β,N , (3.83)et
[T ]k,k′(z) = ℜ

{
2N−1∑

l=0

2N−1∑

l′=0

(jz)αω
D+N

2
kω−kl[Uβ]l,l′(jz)ω

−k′l′ω
D−N

2
k′

}

. (3.84)



88 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitLa présene de l'opérateur de ongruene dm,n dans l'ériture des éléments de la matrie detransfert indique que, parmi les termes de la double somme sur l et l′, beauoup sont nuls.Pour ne onserver que les termes non nuls, 'est-à-dire eux pour lesquels l + l′ + β = λN ,notons maintenant, :
Uλl (z) =

{

Gl(z)KλN−β−l(z) si 0 ≤ l ≤ λN − β,
z−1Gl(z)K(λ+2)N−β−l(z) sinon, (3.85)ave ΛΛΛβ = {0, 1} si β = 0 et ΛΛΛβ = {1, 2} sinon, et λ ∈ ΛΛΛβ. Alors, les éléments de la matriede transfert peuvent se réérire :

[T ]k,k′(z) = ℜ






(jz)αω(k+k′)D

2
+βk′j−(k−k′) ∑

λ∈ΛΛΛβ

(−1)λk
′

(jz)−λ
2N−1∑

l=0

ω−l(k−k′)Uλl (−z2)






.(3.86)3.5 Conditions de biorthogonalité3.5.1 Conditions généralesEn se référant à la dé�nition 1.1.20, le système est biorthogonal lorsque :

〈fm,n, f̌m′,n′〉l2(Z),R = δm,m′δn,n′ , (3.87)et on peut failement montrer que ette ondition est équivalente à :
〈fm,n, f̌〉l2(Z),R = δm,0δn,0, (3.88)soit :

ℜ
{
∑

k

f [k − nN ]h[D − k]ej
2π
2N

m(k−nN−D−N
2 )ej

π
2
n

}

= δm,0δn,0 (3.89)e qui s'érit enore :
ℜ
{
∑

k

f [k]h[D + nN − k]ej
2π
2N

m(k−D−N
2 )ej

π
2
n

}

= δm,0δn,0. (3.90)Cette ondition, qui orrespond à la dé�nition de base, est di�ilement utilisable en pratiquepour aluler des paires de �ltres biorthogonaux. On est don amené a utiliser une autreapprohe. Dans [44℄ (en orthogonal) et [7℄ (en orthogonal et en biorthogonal) la reonstru-tion parfaite est étudiée dans le domaine de Zak. Nous proposons quant à nous d'utiliser lesomposantes polyphases des �ltres prototypes.3.5.2 Conditions sur les omposantes polyphasesLa question qui se pose est de savoir omment déterminer si un ouple de �ltres prototypesassure la reonstrution parfaite des symboles émis, à un retard temporel près. C'est le as siet seulement si les �ltres sont biorthogonaux, mais aussi si la matrie de transfert T (z) estégale à l'identité.



3.5. Conditions de biorthogonalité 89Cette setion utilise abondamment les permutations et les matries de permutations dé�-nies à l'annexe A.6 ainsi que ertaines notations utiles pour les matries diagonales (f. annexeA.7) en prenant M = 2N . Nous onseillons au leteur de s'y référer avant d'entreprendre laleture de la suite de ette setion.En utilisant les équations (3.81) et (3.82), on peut montrer que la matrie Uβ(z) véri�e :
Uβ(z) = z−

β
N DG(z2)D(z

1
N )AβD(z

1
N )DK(z2), (3.91)ave Aβ la matrie de taille 2N dé�nie par [Aβ]k,l = dk+l+β,N . On a, pour tout β,

Aβ = S(R1−β + RN+1−β) = S(Rd+1 + Rd+N+1), (3.92)ave R et S les matries de permutation dé�nies à l'annexe A.6. Comme T (z) est de la forme
T (z) = ℜ{B(jz)}, l'identité T (z) = I pour tout z est équivalente à B(z) + B∗(−z) = 2Ipour tout z, et elle est aussi équivalente à B(zN )+B∗(−zN ) = 2I pour tout z. Cette dernièrerelation présente l'avantage de s'a�ranhir de puissanes de z frationnaires, même si, au �nal,on doit retrouver une expression en z et non en zN . Cette dernière identité s'érit :
zαND

D+N
2

ω W ∗Uβ(z
N )W ∗D

D−N
2

ω + (−1)αzαND
−D+N

2
ω WU∗

β(−zN )WD
−D−N

2
ω = 2I (3.93)On multiplie haque terme de ette égalité à gauhe par WD

−D+N
2

ω et à droite par D
D−N

2
ω W ∗pour obtenir après division par 2Nzα de part et d'autre du signe égal :

Uβ(z
N )W ∗DD−N

ω W ∗ + (−1)αWD−(D+N)
ω WU∗

β(−zN ) =
z−αN

N
WD−N

ω W ∗. (3.94)Pour simpli�er ette expression, on peut noter que :
WD−N

ω W ∗ = 2NR−N = 2NRN , (3.95)
W ∗DD−N

ω W ∗ = SRDD−N
ω W ∗ = 2NSRD−N+1 = 2NSRd+N+1, (3.96)

WD−(D+N)
ω W = WD−(D+N)

ω W ∗R−1S = 2NR−(D+N+1)S = 2NR−(d+N+1)S, (3.97)e qui donne, ave la relation (3.92), l'équation
z−βD(z)DG(z2N )(SRd+1 + SRd+N+1)DK(z2N )D(z)SRd+N+1+

(−1)α−
β
N z−βR−(d+N+1)SD((−1)

1
N z)DG∗(z2N )(SRd+1 + SRd+N+1)DK∗(z2N )D((−1)

1
N z)

=
z−αN

N
RN . (3.98)soit

D(z)DG(z2N )(SRd+1 + SRd+N+1)DK(z2N )D(z)SRd+N+1+

(−1)
d
N R−(d+N+1)SD((−1)

1
N z)DG∗(z2N )(SRd+1 + SRd+N+1)DK∗(z2N )D((−1)

1
N z)

=
z−D

N
RN . (3.99)



90 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitOn utilise alors les relations entre les matries de permutation et les matries diagonales (f.équation (A.13)) pour simpli�er haun des quatre termes du membre de gauhe de (3.99) :
D(z)DG(z2N )SRd+1D(z)DK(z2N )SRd+N+1

= D(z)DG(z2N )R−(d+1)SD(z)DK(z2N )SRd+N+1

= D(z)DG(z2N )R−(d+1)Dσ(z)Dσ
K(z2N )Rd+N+1

= D(z)DG(z2N )R−(d+1)Dσ(z)Dσ
K(z2N )Rd+1RN

= D(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+1
(z)Dσ◦ρd+1

K (z2N )RN ,

(3.100)
de même

D(z)DG∗(z2N )SRd+N+1D(z)DK∗(z2N )SRd+N+1

= D(z)DG∗(z2N )Dσ◦ρd+N+1
(z)Dσ◦ρd+N+1

K∗ (z2N ), (3.101)puis
R−(d+N+1)SD((−1)

1
N z)DG∗(z2N )SRd+1D((−1)

1
N z)DK∗(z2N )

= R−(d+N+1)Dσ((−1)
1
N z)Dσ

G∗(z2N )Rd+1D((−1)
1
N z)DK∗(z2N )

= Dσ◦ρd+N+1
((−1)

1
N z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )RND((−1)
1
N z)DK∗(z2N )

= Dσ◦ρd+N+1
((−1)

1
N z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )DρN

((−1)
1
N z)DρN

K∗(z
2N )RN ,

(3.102)et de même
R−(d+N+1)SD((−1)

1
N z)DG∗(z2N )SRd+N+1D((−1)

1
N z)DK∗(z2N )

= Dσ◦ρd+N+1
((−1)

1
N z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )D((−1)
1
N z)DK∗(z2N ). (3.103)L'équation(3.99) est don équivalente à

D(z)Dσ◦ρd+1
(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+1

K (z2N )RN + D(z)Dσ◦ρd+N+1
(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+N+1

K (z2N )

+ (−1)
d
N DρN

((−1)
1
N z)Dσ◦ρd+N+1

((−1)
1
N z)DρN

K∗(z
2N )Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )RN

+ (−1)
d
N D((−1)

1
N z)Dσ◦ρd+N+1

((−1)
1
N z)DK∗(z2N )Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N ) =
z−D

N
RN , (3.104)soit, après multipliation à droite de haun des membres de (3.104) par RN et en réarrangeantles termes :

D(z)Dσ◦ρd+1
(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+1

K (z2N )

+ (−1)
d
N DρN

((−1)
1
N z)Dσ◦ρd+N+1

((−1)
1
N z)DρN

K∗(z
2N )Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )

+
(

D(z)Dσ◦ρd+N+1
(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+N+1

K (z2N )

+ (−1)
d
N D((−1)

1
N z)Dσ◦ρd+N+1

((−1)
1
N z)DK∗(z2N )Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )
)

RN =
z−D

N
I, (3.105)



3.5. Conditions de biorthogonalité 91Étant donné que RN et I ont des supports disjoints, on peut sinder l'équation préédente endeux équations et les onditions de reonstrution parfaite s'érivent alors :
D(z)Dσ◦ρd+1

(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+1

K (z2N )

+ (−1)
d
N DρN

((−1)
1
N z)Dσ◦ρd+N+1

((−1)
1
N z)DρN

K∗(z
2N )Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N ) =
z−D

N
I, (3.106)

D(z)Dσ◦ρd+N+1
(z)DG(z2N )Dσ◦ρd+N+1

K (z2N )

+ (−1)
d
N D((−1)

1
N z)Dσ◦ρd+N+1

((−1)
1
N z)DK∗(z2N )Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z2N ) = 0, (3.107)Calulons le terme diagonal d'indie l de la matrie diagonale D(z)Dσ◦ρd+1
(z). Il s'érit sousla forme z−a(l) ave :

a(l) = l + σ ◦ ρd+1(l) (3.108)et
σ ◦ ρd+1(l) = 2N − 1 − ρd+1(l) (3.109)

=

{

d− l si 0 ≤ l ≤ d,
2N + d− l si d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1. (3.110)Ainsi, on peut érire a(l) sous la forme :
a(l) = d+ 2λ(l)N (3.111)ave

λ(l) =

{

0 si 0 ≤ l ≤ d,
1 si d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1, (3.112)d'où :

D(z)Dσ◦ρd+1
(z) = z−dDλ(z2N ). (3.113)Et il apparaît alors que :

DρN

(z)Dσ◦ρd+N+1
(z) = z−dDλ◦ρN

(z2N ), (3.114)si bien que l'équation (3.106) se réérit
Dλ(z)DG(z)Dσ◦ρd+1

K (z) + Dλ◦ρN

(z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z)DρN

K∗(z) =
z−s

N
I (3.115)Calulons maintenant le terme diagonal d'indie l de la matrie diagonale D(z)Dσ◦ρd+N+1

(z).Il s'érit sous la forme z−b(l) ave :
b(l) = l + σ ◦ ρd+N+1(l)

= l + 2N − 1 − ρd+N+1(l)

≡ d+N (mod 2N)

(3.116)Ainsi, b(l) peut se mettre sous la forme :
b(l) = d+N + 2µ(l)N, (3.117)



92 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitd'où :
D(z)Dσ◦ρd+N+1

(z) = z−dz−NDµ(z2N ) (3.118)et (3.107) s'érit :
z−(d+N)Dµ(z2N )

(

DG(z2N )Dσ◦ρd+N+1

K (z2N ) − D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z2N )DK∗(z2N )
)

= 0 (3.119)e qui est équivalent à :
DG(z)Dσ◦ρd+N+1

K (z) − D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z)DK∗(z) = 0. (3.120)Les onditions de reonstrution parfaite se résument don aux équations (3.115) et (3.120).Ces équations matriielles possèdent des propriétés de symétrie, si bien que les onditionsobtenues sont redondantes. Pour réduire ette redondane, réérivons (3.115) en modi�ant lesindies des termes diagonaux par omposition par ρN de manière à obtenir :
Dλ◦ρN

(z)DρN

G (z)Dσ◦ρd+N+1

K (z) + Dλ(z)Dσ◦ρd+1

G∗ (z)DK∗(z) =
z−s

N
I (3.121)puis multiplions l'équation obtenue par DG(z) :

Dλ◦ρN

(z)DρN

G (z) DG(z)Dσ◦ρd+N+1

K (z)
︸ ︷︷ ︸

=D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z)D
K∗ (z), d'après (3.120)+Dλ(z)DG(z)Dσ◦ρd+1

G∗ (z)DK∗(z) =
z−s

N
DG(z),(3.122)d'où

DK∗(z)
(

Dλ(z)DG(z)Dσ◦ρd+1

G∗ (z) + Dλ◦ρN

(z)DρN

G (z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z)
)

︸ ︷︷ ︸

Dφ0
(z)

=
z−s

N
DG(z). (3.123)Notons maintenant φ0,l(z) le polyn�me en z−1 qui orrespond au terme d'indie l de la matriediagonale Dφ0

(z). On a, pour 0 ≤ l ≤ 2N − 1 :
K∗
l (z)φ0,l(z) =

z−s

N
Gl(z) (3.124)Notons aussi pour 0 ≤ l ≤ 2N − 1 :

φ0,l(z) = z−(s−al)φ1,l(z) (3.125)ave φ1,l(0) 6= 0. On voit tout de suite, d'après (3.123) que φ0,l(z) = φ0,ρN (l)(z). Par ailleurs, enutilisant le fait que λ(l) est dé�ni par a(l) = d+2λ(l)N = l+σ◦ρd+1(l) et que (σ◦ρd+1)2 = 1,il apparaît que λ ◦ σ ◦ ρd+1 = λ et φ0,l(z) = φ∗
0,σ◦ρd+1(l)

(z). Ainsi :
φ0,l(z) = φ∗0,σ◦ρd+1(l)(z) = φ0,ρN (l)(z) = φ∗0,σ◦ρd+N+1(l)(z). (3.126)D'après l'équation (3.124), φ0,l(z) divise z−s

N Gl(z), don φ1,l(z) aussi. De plus, omme, parhypothèse, φ1,l(0) 6= 0, φ1,l(z) divise Gl(z). En outre, en utilisant (3.126), on obtient aussi que
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φ1,l(z) divise G∗

ρd+1(l)
(z), GρN (l)(z) et G∗

σ◦ρd+N+1(l)
(z). Ainsi :

DG(z) = Dφ1
(z)Dφ2

(z), (3.127)
D
σ◦ρd+1

G∗ (z) = Dφ1
(z)Dφ3

(z), (3.128)
D
ρN

G (z) = Dφ1
(z)Dφ4

(z), (3.129)
D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z) = Dφ1
(z)Dφ5

(z), (3.130)ave φ2,l(z), φ3,l(z), φ4,l(z) et φ5,l(z) des polyn�mes en z−1. D'où
Dφ0

(z) =
(

Dλ(z)Dφ2
(z)Dφ3

(z) + Dλ◦ρN

(z)Dφ4
(z)Dφ5

(z)
)

D2
φ1

(z) (3.131)et φ1,l(z)
2 divise φ0,l(z), e qui est impossible, sauf si φ1,l(z) est une onstante par rapport à

z−1, non nulle, que l'on note 1
Ncl

de sorte que :
K∗
l (z) = clz

−alGl(z) (3.132)ave
al = aσ◦ρd+1(l) = aρN (l) = aσ◦ρd+N+1(l), (3.133)
cl = c∗σ◦ρd+1(l) = cρN (l) = c∗σ◦ρd+N+1(l). (3.134)Alors, si l'on note ψl(z) = clz
−al pour 0 ≤ l ≤ 2N−1, les onditions de reonstrution parfaites'érivent sous forme matriielle :

Dλ(z)DG(z)Dσ◦ρd+1

G∗ (z) + Dλ◦ρN

(z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z)DρN

G (z) =
z−s

N
D−1
ψ (z) (3.135)et

DK∗(z) = Dψ(z)DG(z) (3.136)ave
Dψ(z) = D

σ◦ρd+1

ψ∗ (z) = D
ρN

ψ (z) = D
σ◦ρd+N+1

ψ∗ (z). (3.137)3.5.3 Conlusion : théorème de reonstrution parfaiteDe l'équation (3.136), on tire que Kl(z) = clz
−alGl(z) pour 0 ≤ l ≤ 2N − 1. De l'équation(3.137, il déoule que :� cl = cN+l et al = aN+l pour 0 ≤ l ≤ N − 1 ;� cl = c∗d−l et al = ad−l pour 0 ≤ l ≤ d ;� cl = c∗d+N−l et al = ad+N−l pour d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1.En�n, des équations (3.112) et (3.135) on déduit que les onditions de reonstrution parfaitepeuvent se résumer dans le théorème suivant :



94 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitThéorème 3.1Un signal transmis par un système BFDM/OQAM peut être parfaitement reonstruit enréeption en l'absene de perturbation sur le anal de transmission si et seulement si :� pour 0 ≤ l ≤ N − 1,
K∗
l (z) = clz

−alGl(z) (3.138)
K∗
N+l(z) = clz

−alGN+l(z); (3.139)� si 0 ≤ d ≤ N − 1, alors
Gl(z)G

∗
d−l(z) + z−1GN+l(z)G

∗
N+d−l =

z−(s−al)

Ncl
, 0 ≤ l ≤ d (3.140)

Gl(z)G
∗
2N+d−l(z) +GN+l(z)G

∗
N+d−l =

z−(s−1−al)

Ncl
, d+ 1 ≤ l ≤ N − 1; (3.141)� si N ≤ d ≤ 2N − 1, alors

Gl(z)G
∗
d−l(z) +GN+l(z)G

∗
d−N−l =

z−(s−al)

Ncl
, 0 ≤ l ≤ d−N (3.142)

Gl(z)G
∗
d−l(z) + z−1GN+l(z)G

∗
N+d−l =

z−(s−al)

Ncl
, d+ 1 −N ≤ l ≤ N − 1. (3.143)On retrouve alors les onditions exposées dans [95℄ dans le as de prototypes réels. Onnotera que l'on n'a pas fait �gurer expliitement dans e théorème le fait que cl = c∗d−l et

al = ad−l pour 0 ≤ l ≤ d ni que cl = c∗d+N−l et al = ad+N−l pour d + 1 ≤ l ≤ 2N − 1. Laraison en est que es onditions déoulent des équations (3.140) à (3.143) : il su�t de omposeres équations par σ ◦ ρd+1 et σ ◦ ρd+N+1. Cei montre d'ailleurs que les onditions obtenuesrestent redondantes. On a préféré les exprimer sous ette forme pour faire mieux apparaîtrel'analogie ave les bans de �ltres modulés en osinus et MDFT (f. setion 3.8).Exemple 3.5.1 Lorsque les prototypes d'émission et de réeption sont identiques et réels,et lorsque d = 2N − 1, les onditions de reonstrution parfaite se réduisent à au jeu de Néquations polyn�miales
Gl(z)G2N−1−l(z) +GN+l(z)GN−1−l(z) =

z−s

N
, 0 ≤ l ≤ N − 1. (3.144)3.6 Cas partiuliers3.6.1 Prototypes de modulation et de démodulation onjugués l'un del'autreLe as où le prototype de modulation f [k] est égal au onjugué du prototype de démodu-lation h[k] est intéressant à plus d'un titre. Le premier point remarquable est que, dans e as,la matrie de transfert prend une forme partiulière qui montre qu'il n'y a pas d'interférenesentre porteuses adjaentes lorsque f [k] = h∗[k], même si f [k] et h[k] ne sont pas biorthogo-naux. En e�et, onsidérons à nouveau la matrie de transfert du système, telle que dé�nie par



3.6. Cas partiuliers 95l'équation (3.86). On peut la réérire sous la forme
[T ]k,k′(z) = ℜ

{

(jz)αω(k+k′)D
2

+βk′j−(k−k′)∑

λ∈Λ

(−1)λk
′

(jz)−λ
[

ω−λN−β
2

(k−k′)[T λ1 ]k,k′(jz)

+ ω− (λ+2)N−β

2
(k−k′)[T λ2 ]k,k′(jz)

]
}

, (3.145)ave
[T λ1 ]k,k′(z) =

λN−β
∑

l=0

ω−(l−λN−β
2

)(k−k′)Uλl (z), (3.146)
[T λ2 ]k,k′(jz) =

2N−1∑

λN−β+1

ω−(l− (λ+2)N−β

2
)(k−k′). (3.147)En utilisant l'équation (3.85), il apparaît que si F (z) = H∗(z), alors

Uλl (z) =

{

Uλ∗λN−β−l(z) si 0 ≤ l ≤ λN − β,
Uλ∗(λ+2)N−β−l(z) sinon, (3.148)d'où :

[T λ1 ]k,k′(z) =
1

2

λN−β
∑

l=0

ω−(l−λN−β
2

)(k−k′)Uλl (z) + ω−(λN−β−l−λN−β
2 )(k−k′)UλλN−β−l(z)

=
1

2

λN−β
∑

l=0

ω−(l−λN−β
2

)(k−k′)Uλl (z) + ω(l−λN−β
2

)(k−k′)Uλ∗l (z)

=
1

2

λN−β
∑

l=0

cos(l−λN−β
2

)(k−k′) ℜ{Uλl }(z),

(3.149)
et

[T λ2 ]k,k′(z) =
1

2

2N−1∑

l=λN−β+1

ω−(l− (λ+2)N−β

2
)(k−k′)Uλl (z)

+ ω
−
(

(λ+2)N−β−l− (λ+2)N−β

2

)

(k−k′)
Uλ(λ+2)N−β−l(z)

=
1

2

2N−1∑

l=λN−β+1

ω−(l− (λ+2)N−β

2
)(k−k′)Uλl (z) + ω(l− (λ+2)N−β

2
)(k−k′)Uλ∗l (z)

=
1

2

2N−1∑

l=λN−β+1

cos(l− (λ+2)N−β

2
)(k−k′) ℜ{Uλl }(z)

=
(−1)k−k

′

2

2N−1∑

l=λN−β+1

cos(l−λN−β
2

)(k−k′) ℜ{Uλl }(z).

(3.150)



96 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitOn en déduit don que
[T ]k,k′(z) =

1

2

∑

λ∈Λ

2N−1∑

l=0

zα−λℜ
{

(−1)λk
′

jα−λω(k+k′)D
2

+βk′j−(k−k′)ω−λN−β
2

(k−k′)
}

× cos

[(

l − λN − β

2

)

(k − k′)

]

ℜ{Uλl }(−z2). (3.151)
Calulons maintenant l'argument de la partie réelle dans (3.151) :

(−1)λk
′

jα−λω(k+k′)D
2

+βk′j−(k−k′)ω−λN−β
2

(k−k′)

= (−1)λk
′

j(α−λ)−(k−k′)ω−β
2
(k+k′−2k′−k+k′)+ N

2
(α(k+k′)−λ(k−k′))

= (−1)λk
′

j(α−λ)−(k−k′)−α(k+k′)+λ(k−k′) = (−1)(λ−α)k′jα−λj(k−k
′)(λ−α−1)

{

∈ R si et seulement si k − k′ et α− λ sont pairs,
∈ jR sinon.

On en déduit don que les termes diagonaux [T ]k,k′ tels que k′ = k + 1 − 2l sont nuls. Pouraluler les termes non nuls, leur alul fait intervenir une somme surΛΛΛβ restreint aux éléments
λ de même parité que α. Or, ΛΛΛβ = {0, 1} si β = 0 et ΛΛΛβ = {1, 2} sinon. Don la somme seréduit à un seul élément λ0. Celui-i vaut 0 si α et pair et β = 0, il vaut 1 si α est impair et
2 sinon. Or, par dé�nition des paramètres α, β, s et d (f. équations (3.34) et (3.71)), eux-isont liés par les relations

s =







α
2 si α est pair et β = 0,
α−1

2 si α est impair,
α−2

2 sinon,
=
α− λ0

2
,

d =







0 si α est pair et β = 0,
N − β si α est impair,
2N − β sinon,

= λ0N − β.

(3.152)
Il en déoule alors le théorème suivant :



3.6. Cas partiuliers 97Théorème 3.2La matrie de transfert d'un système BFDM/OQAM pour lequel F (z) = H∗(z) est telle que
T (z) =














T0(z) 0 T1(z) · · · TN−1(z) 0
0 T0(z) 0 T1(z) TN−1(z)

T1(z) 0 T0(z)
. . . . . . ...... T1(z)

. . . . . . 0 T1(z)

TN−1(z)
. . . 0 T0(z) 0

0 TN−1(z) · · · T1(z) 0 T0(z)














, (3.153)
ave, pour 0 ≤ m ≤M − 1,
Tm(z) = (−1)m+sz2s

[
d∑

l=0

cos

[
2π

N

(

l − d

2

)

m

]

Gl(−z2)G∗
d−l(−z2)

− z−2
2N−1∑

l=d+1

cos

[
2π

N

(

l − d

2

)

m

]

Gl(−z2)G∗
2N+d−l(−z2)

]

. (3.154)Par appliation direte de e théorème, on obtient que les sorties Âm(z) sont liées auxentrées Am′(z) par la relation
Âm(z) = Am(z) +

N−1∑

l=0

Tl(z)
[
A[k−2l](z) + A[k+2l](z)

]
, (3.155)ave [k] l'entier ompris entre 0 et 2N−1 ongru à k modulo 2N . Ainsi, lorsque les prototypesde modulation et de démodulation sont onjugués l'un de l'autre, il n'y a pas d'interféreneentre porteuses adjaentes, ni même entre porteuses d'indie de parité di�érente.Par ailleurs, l'autre aspet remarquable du as F (z) = H∗(z) est que le théorème dereonstrution prend alors une forme simpli�ée puisque l'on a dans e as cl = 1 et al = 0.On retrouve alors les onditions de reonstrution parfaite présentées dans [91℄ dans le adrede prototypes réels identiques à la modulation et à la démodulation.3.6.2 Modulations OFDM/OQAMUn système OFDM/OQAM est un système BFDM/OQAM partiulier pour lequel on im-pose que la base de modulation fm,n[k] est égale à la base de démodulation hm,n[k]. En utilisantles équations (3.29) et (3.31) qui expriment les bases de modulation et de démodulation enfontion de f [k] et f̌ [k] = h∗[D − k], il apparaît que elles-i sont identiques lorsque

f [k] = f̌ [k] = h∗[D − k], (3.156)e qui implique que D = Lf − 1 pour onserver des prototypes ausaux. En revanhe, il n'estpas néessaire que f [k] = h[k], ni que f [k] = h∗[k]. Ce as est don à distinguer du astraité dans la setion préédente. Les transformées en z des prototypes de modulation et dedémodulation sont liées par les relations
H(z) = z−DF̃ (z) (3.157)
F (z) = z−DH̃(z), (3.158)



98 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitave ·̃ l'opérateur de paraonjugaison : F̃ (z) = F ∗(z−1). On peut don aussi aluler lesomposantes polyphases Kl(z) du prototype de modulation F (z) à partir des omposantespolyphases Gl(z) du prototype de démodulation H(z) :
Kl(z) =

∑

n

f [l + 2nN ]z−n =
∑

n

h∗[D − l − 2nN ]z−n

=
∑

n

h∗[d− l + 2(s + n)N ]zn =
∑

n

h∗[σ ◦ ρd+1(l) − 2λ(l)N + 2(s + n)N ]zn

=
∑

n

h∗[σ ◦ ρd+1(l) + 2nN ]znz−(s−λ(l))

= z−(s−λ(l))G̃σ◦ρd+1(l)(z)

(3.159)
e qui s'érit aussi :

DK(z) = z−sDλ(z)−1D
σ◦ρd+1

G̃
(z). (3.160)Par ailleurs, en utilisant l'équation (3.136), on obtient

Dψ∗(z)DG∗(z) = z−sDλ(z)−1D
σ◦ρd+1

G̃
(z), (3.161)si bien que, d'une part,

DG(z) = z−sDλ(z)−1Dψ(z)−1D
σ◦ρd+1

G̃∗
(z), (3.162)et que, d'autre part,

D
σ◦ρd+1

G̃
(z) = zsDλ(z)Dψ∗(z)DG∗(z) (3.163)

D
σ◦ρd+1

G (z) = z−sDλ(z)−1D
ψ̃∗(z)DG̃∗(z) (3.164)

DG(z) = z−sDλ(z)−1D
ψ̃
(z)Dσ◦ρd+1

G̃∗
(z). (3.165)Alors, par identi�ation de (3.162) et (3.165), on obtient que

Dψ(z)−1 = D
ψ̃
(z) ⇔ 1

cl
zal = c∗l z

al

⇔ cl = ±1.

(3.166)Par ailleurs, l'équation (3.160) se réérit par omposition par σ ◦ ρd+1

D
σ◦ρd+1

K (z) = z−sDλ(z)−1D
G̃
(z), (3.167)d'où

zsDλ(z)DG(z)Dσ◦ρd+1

K (z) = zsDλ(z)DG(z)
(

z−sDλ(z)−1D
G̃
(z)
)

= DG(z)D
G̃
(z)

(3.168)et
zsDλ◦ρN

(z)DρN

K∗(z)D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z) = zsDλ◦ρN

(z)Dσ◦ρd+N+1

G∗ (z)
(

z−sDλ◦ρN

(z)−1D
σ◦ρd+N+1

G̃∗
(z)
)

= D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z)Dσ◦ρd+N+1

G̃∗
(z). (3.169)



3.6. Cas partiuliers 99En outre, par omposition par ρN de l'équation (3.164) et en utilisant la relation (3.137), onobtient
D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z) = z−sDλ◦ρN

(z)−1D
ψ̃
(z)DρN

G̃
(z), (3.170)et

D
σ◦ρd+N+1

G̃∗
(z) = zsDλ◦ρN

(z)Dψ(z)DρN

G (z), (3.171)d'où, en utilisant le fait que D
ψ̃
(z) = Dψ(z)−1 :

D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z)Dσ◦ρd+N+1

G̃∗
(z) = D

ρN

G (z)DρN

G̃
(z). (3.172)On déduit alors des équations (3.169) et (3.172) que

zsDλ◦ρN

(z)DρN

K∗(z)D
σ◦ρd+N+1

G∗ (z) = D
ρN

G (z)DρN

G̃
(z). (3.173)Alors, les équations (3.168) et (3.173) indiquent que la ondition de biorthogonalité (3.135) seréérit dans le as orthogonal sous la forme

DG(z)D
G̃
(z) + D

ρN

G (z)DρN

G̃
(z) =

1

N
I. (3.174)L'ensemble des équations (3.174), (3.164), (3.137) et (3.166) onstituent alors les onditionsd'orthogonalité du système. Finalement, on peut résumer es onditions par le théorème sui-vant :Théorème 3.3Un système BFDM/OQAM onstitue un système OFDM/OQAM parfaitement orthogonal enl'absene de perturbation sur le anal de transmission si et seulement si :� D = Lf − 1 et H(z) = z−(Lf−1)F̃ (z) ;� pour 0 ≤ l ≤ N − 1,

Gl(z)G̃l(z) +GN+l(z)G̃N+l(z) =
1

N
; (3.175)� pour 0 ≤ l ≤ d,

Gd−l(z) =
z−(s−al)

cl
G̃∗
l (z); (3.176)� pour d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1,

Gd+N−l(z) =
z−(s−1−al)

cl
G̃∗
l (z); (3.177)� cl = cN+l et al = aN+l pour 0 ≤ l ≤ N − 1 et cl = ±1.Exemple 3.6.1 (Prototypes orthogonaux non symétriques) Considérons le as simpleoù N = 4, D = L − 1 = 2N − 1 = 7 et où les prototypes sont à valeurs réelles. Alors

Gl(z) = G̃l(z) = h[l] et Kl(z) = K̃l(z) = f [l]. Alors, H(z) est orthogonal si et seulement si
h[k]2 + h[k + 4]2 =

1

4
pour 0 ≤ k ≤ 3, (3.178)

h[k] = ckh[L− 1 − k] = ckh[7 − k] pour 0 ≤ k ≤ 3, (3.179)
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c0 = c3 = ±1 et c1 = c2 = ±1, (3.180)d'où h[0] = c0h[7], h[1] = c1h[6], h[2] = c1h[5] et h[3] = c1h[4] si bien que h[0]2 + h[3]2 = 1

4et h[1]2 + h[2]2 = 1
4 . Alors, en notant ε0 = ±1 et ε1 = ±1, on en déduit que les prototypesorthogonaux réels pour N = 4 et de longueur égale à 7 sont tels que

h[2] = ε1

√

1

4
− h[1]2 h[3] = ε0

√

1

4
− h[0]2 (3.181)

h[4] = c0ε0

√

1

4
− h[0]2 h[5] = c1ε1

√

1

4
− h[1]2 (3.182)

h[6] = c1h[1] h[7] = c0h[0] (3.183)Cei montre lairement qu'il existe des prototypes orthogonaux non symétriques, même sila ondition de symétrie est souvent imposée (f. par exemple [66℄). En partiulier, le pro-totype H(z) = 1√
8

[
1 + z−1 + z−2 + z−3 + z−4 − z−5 − z−6 + z−7

] est orthogonal mais nonsymétrique.On notera que la possibilité d'utiliser des �ltres orthogonaux non symétriques a déjà étéremarquée par R. Hleiss (f. �gure 3.6 de [44℄).Exemple 3.6.2 (Prototypes orthogonaux symétriques) Si l'on impose à la fois d'êtredans le as où f [k] = h∗[Lf − 1 − k] et f [k] = h∗[k], alors on obtient que f [k] et h[k] sontsymétriques et onjugués l'un de l'autre :f [k] = f [Lf − 1− k] = h∗[k] = h∗[Lf − 1− k]. Alors
cl = 1 et al = 0 et les onditions d'orthogonalité du système sous es ontraintes se réduisentà

Gl(z)G̃l(z) +GN+l(z)G̃N+l(z) =
1

N
. (3.184)De plus on peut failement véri�er que les onditions Gd−l(z) = z−sG̃∗

l (z) pour 0 ≤ l ≤ d et
Gd+N−l(z) = z−(s−1)G̃∗

l (z) pour d+ 1 ≤ l ≤ 2N − 1, déoulent de la symétrie de H(z) et sontdon automatiquement véri�ées.De plus, en utilisant l'équation (3.160) on obtient que zsG∗
d−l(z) = G̃l(z) pour 0 ≤ l ≤ det zs−1G∗

2N+d−l(z) = G̃l(z) pour d + 1 ≤ l ≤ 2N − 1, si bien que la matrie de transfert dusystème véri�e le théorème 3.2 où l'équation (3.154) se réérit
Tm(z) = (−1)m

2N−1∑

l=0

cos

[
2π

N

(

l − d

2

)

m

]

Gl(−z2)G̃l(−z2). (3.185)On retrouve ainsi les résultats exposés dans [101℄ dans le as de prototypes symétriques réels.3.7 Lien ave les modulations BFDM/QAM suréhantillonnéesÀ la leture des hapitres 2 et 3, on peut onstater de nombreuses similitudes, volontaire-ment aentuées par le hoix des notations. On peut d'ailleurs véri�er que les paramètres quiportent les mêmes noms dans les deux hapitres sont toujours dé�nis de la même manière. Parexemple, dans les deux as, M désigne le nombre de porteuses, N le fateur de déimation



3.8. Liens ave les bans de �ltres MDFT et les séries réelles de Weyl-Heisenberg 101et d'expansion, Gl(z) et Kl(z) sont des omposantes polyphases d'ordre égal au PPCM3 de
M et de N , les paramètres α, β et s et d sont respetivement dé�nis dans les deux as par
D = αN − β et D = sM + d. De mêmes les dé�nitions de s0 et d0 (f. équation (2.106)oïnident ave elles de s et d puisque D = s0N0M + d0, ave N0M le PPCM de N et de M ,i.e. 2N pour les modulations BFDM/OQAM. Il aurait d'ailleurs probablement été possiblede traiter en une seule fois les modulations BFDM/QAM et BFDM/OQAM en utilisant desnotations uni�ées prenant en ompte les spéi�ités de haque modulation. Le risque aurait étéd'obtenir une desription trop abstraite et omplexe faisant intervenir des études de as. Aurisque de paraître parfois redondant, nous avons don préféré détailler haque as séparément.En ontrepartie nous pensons que ette présentation a l'avantage de dérire plus lairementdes généralisations distintes de systèmes de modulations qui, en pratique, sont, en général,onsidérés également omme tout à fait di�érents.Les analogies existant entre modulations BFDM/QAM et BFDM/OQAM ne se limitentpas à et aspet de notation. En e�et, si l'on observe le as d'un système BFDM/QAMsuréhantillonné par 2 (f. exemple 2.7.2), on remarque que les onditions de reonstrutionparfaite de e système et du BFDM/OQAM sont très prohes. En fait, omme l'a déjà fait R.Hleiss dans le as orthogonal dans [44℄, on onstate que :Théorème 3.4Un système BFDM/QAM suréhantillonné par 2 ave M porteuses et dont le prototype demodulation F (z) réel est identique au prototype de modulation H(z) est à reonstrution par-faite si et seulement si le système BFDM/OQAM à 2M porteuses de prototypes de modulation
F (z) et de démodulation H(z) = F (z) = F ∗(z) identiques et réels est aussi à reonstrutionparfaite.3.8 Liens ave les bans de �ltres MDFT et les séries réelles deWeyl-HeisenbergLes bans de �ltres MDFT que nous avons déjà présentés en préambule dans la setion1.4.3, onstituent un as partiulier de ban de �ltres uniforme. Leur onditions de reons-trution parfaite ont été établies dans [40℄ dans le as de �ltres réels. Il s'avère qu'elles sontidentiques à elles du BFDM/OQAM ave des �ltres réels. Cei suggère qu'il existe un lienétroit entre les deux systèmes. Nous allons voir que le transmultiplexeur BFDM/OQAM est enfait un transmultiplexeur MDFT, 'est-à-dire que les bans d'analyse et de synthèse du trans-multiplexeur BFDM/OQAM orrespondent à eux d'un ban MDFT � généralisé �. Nousallons voir aussi que et orrespondane est liée à un ertain type de séries de famille deWeyl-Heisenberg à oe�ients réels.3.8.1 Séries réelles de Weyl-HeisenbergL'espae des séries de arré sommable l2(Z) est souvent onsidéré en tant qu'espae deHilbert sur C ave le produit salaire 〈u, v〉l2(Z),C =

∑+∞
k=−∞ u∗[k]v[k]. Ainsi, tout élément ude l2(Z) peut s'érire sous la forme de la série u[k] =

∑+∞
n=−∞ unen[k] ave un ∈ C, pour peuque (en)n∈Z onstitue une base de Riesz de l2(Z). Néanmoins, il est lair que l2(Z) est aussiun espae vetoriel sur R, et même un espae hermitien sur R, si on le munit du produit3Plus Petit Commun Multiple.



102 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitsalaire réel 〈u, v〉l2(Z),R = ℜ
{∑+∞

k=−∞ u∗[k]v[k]
}. Les dé�nitions des notions de frame et debiorthogonalité restent alors les mêmes que dans l2(Z) onsidéré omme un espae de Hilbertsur C, seul le produit salaire hange. Les frames et les familles biorthogonales de l2(Z), espaede Hilbert sur R, sont alors di�érentes de elles de l2(Z), espae de Hilbert sur C. Dans enouvel espae, les familles de Weyl-Heisenberg sont inhangées (f. dé�nition 1.2.4), mais leurspropriétés sont di�érentes. On dit que u est une série réelle de Weyl-Heisenberg lorsque

u[k] =

M−1∑

m=0

∞∑

n=−∞
um,ngm,n[k], (3.186)ave um,n ∈ R et gm,n une famille de Weyl-Heisenberg. Dans le ontexte de séries réelles, ilest utile de dé�nir un nouveau type de familles de Weyl-Heisenberg, que nous appelons famille

Θ-WH, par
gΘ
m,n[k] = g[k − nN ]ej

2π
M
mkejθm,n , (3.187)ave Θ l'appliation qui à tout ouple (m,n) de {0, . . . , N−1}×Z assoie le terme de phase réel

θm,n. Dans le as de séries omplexes, on peut failement montrer que ∀(Θ,Θ′), gΘ
m,n et ǧΘ

m,nonstituent deux frames duales (respetivement deux familles biorthogonales) si et seulementsi gΘ′

m,n et ǧΘ′

m,n onstituent deux frames duales (respetivement deux familles biorthogonales).Mais ette propriété n'est plus vraie dans le as réel. Dans e as, l'équivalene ne reste vraieque s'il existe θ0 ∈ R tel que θ′m,n − θm,n ≡ θ0 (mod π).3.8.2 Bans de �ltres MDFTLes bans de �ltres MDFT de type I (les odeurs en sous-bandes omme les transmulti-plexeurs) peuvent être réalisés à l'aide des blos de base représentés sur les �gures 3.13 à 3.16.La seule di�érene entre la on�guration odeur en sous-bandes et la on�guration transmul-tiplexeur est dans le premier as (f. �gure 3.19), l'étage d'analyse (f. �gure 3.17) préèdel'étage de synthèse (f. �gure 3.18), alors que dans le seond 'est le ontraire (f. �gure 3.20).Érivons les relations d'entrée-sortie de es blos :� ban d'analyse (�gure 3.13)
ym[n] =

+∞∑

n=−∞
hm[nN − k]x[k], (3.188)ave hm[k] = h[k]ej

2π
2N (k−D

2 ), (3.189)� ban de synthèse (�gure 3.14)
y[k] =

+∞∑

n=−∞

2N−1∑

m=0

xm[n]fm[k − nN ], (3.190)ave fm[k] = f [k]ej
2π
2N (k−D

2 ), (3.191)� démultiplexeur (�gure 3.15)
y0
m[n] = ym[2n], y1

m[n] = ym[2n− 1], (3.192)� multiplexeur (�gure 3.16)
xm[2n+ 1] = y0

m[n], xm[2n] = x1
m[n]. (3.193)
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H2N−1(z)

H1(z)

H0(z) ↓ N

↓ N

↓ N

x[k] y0[n]

y1[n]

y2N−1[n]Fig. 3.13 � Ban de �ltres d'analyse (AFB).
F2N−1(z)

F1(z)

F0(z)↑ N

↑ N

↑ N

+

+

x0[n]

x1[n]

x2N−1[n] y[k]Fig. 3.14 � Ban de �ltres de synthèse (SFB).
z−1

↓ 2

↓ 2

ym[n] y0
m[n]

y1
m[n]Fig. 3.15 � Démultiplexeur (DMUX).

z−1

+

↑ 2

↑ 2

x0
m[n]

x1
m[n] xm[n]Fig. 3.16 � Multiplexeur (MUX).
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ℜ{·}

ℜ{·}

ℜ{·}

ℜ{·}

ℜ{·}

ℜ{·}

×

×

×

DMUX

DMUX

DMUX

AFB

ŷ0
0[n]

ŷ1
0[n]

ŷ0
1[n]

ŷ1
1[n]

ŷ0
2N−1[n]

ŷ1
2N−1[n]

x[k]

j−1

j−1

j−1Fig. 3.17 � Ban d'analyse MDFT (MDFT-AFB).
×

×

×

MUX

MUX

MUX

SFB

x̂0
0[n]

x̂1
0[n]

x̂0
1[n]

x̂1
1[n]

x̂0
2N−1[n]

x̂1
2N−1[n]

y[k]

j

j

jFig. 3.18 � Ban de synthèse MDFT (MDFT-SFB).
MDFT-AFB MDFT-SFBx[k] y[k]Fig. 3.19 � Codeur en sous-bandes MDFT.
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MDFT-SFB MDFT-AFBFig. 3.20 � Transmultiplexeur MDFT.3.8.3 Analyse des bans MDFT à l'aide de séries Weyl-Heisenberg réellesBan MDFT d'analyseDé�nissons d'abord le terme de phase ψim par ψim = 0 sim+i est pair et ψim = π

2 sim+i estimpair. Alors, en utilisant les notations des �gures 3.15 et 3.17, on a ŷim[n] = ℜ{e−jψi
myim[n]}.De plus, en utilisant l'équation (3.192), et en notant ŷm[n] = ŷim[n+i

2 ] et ϕm,2n−i = ψim, onobtient ŷm[n] = ℜ{e−jϕm,nym[n]}. Alors, en utilisant les équations (3.188) et (3.189) on obtient�nalement
ŷm[n] = ℜ

{
+∞∑

k=−∞
h[nN − k]ej

2π
2N

m(nN−k−D
2

)x[k]e−jϕm,n

}

,

= ℜ







+∞∑

k=−∞

f̌∗[k−nN ]
︷ ︸︸ ︷

h[nN +D − k] e−j
2π
2N

m(k−nN−D
2

)e−jϕm,n

︸ ︷︷ ︸

f̌Θ∗
m,n[k]

x[k −D]







= 〈f̌Θ
m,n[k], x[k −D]〉R.

(3.194)
Ainsi, un ban MDFT d'analyse réalise un produit salaire réel dans l2(Z) entre le signald'entrée et une famille Θ-WH ave θm,n = ϕm,n − 2π

2N (nN + D
2 ) et M = 2N .Ban MDFT de synthèseEn réutilisant les notations du paragraphe préédent et les �gures 3.16 et 3.18 on peutérire que xim[n] = ejψ

i
m x̂im[n]. Alors, en notant x̂m[n] = x̂im[n+1−i

2 ] et en utilisant l'équation(3.193), on trouve que xm[n] = ejϕm,n−1 x̂m[n]. Et, �nalement, ave les équations (3.190) et(3.191) on obtient
y[k] =

2N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
fm[k − nN ]ejϕm,n−1 x̂m[n], (3.195)

y[k +N ] =

2N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
fm[k − nN ]ejϕm,n x̂m[n+ 1],

=

2N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
f [k − nN ]ej

2π
2M

m(k−nN−D
2

)ejϕm,n

︸ ︷︷ ︸

fΘ
m,n[k]

x̂m[n+ 1]

=

2N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
x̂m[n+ 1]fΘ

m,n[k].

(3.196)



106 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfaitAlors, si l'on impose que x̂m[n] est réel, alors, un ban MDFT de synthèse alule une sérieréelle Θ-WH.Frames de Weyl-Heisenberg sur R et odeurs en sous-bandes MDFT à reons-trution parfaiteUn odeur en sous-bandes MDFT satisfait la ondition de reonstrution parfaite s'il existeun paramètre entier stritement positif kd tel que y[k] = x[k − kd] sous la ontrainte que
x̂im[n] = ŷim[n], 0 ≤ m ≤ 2N − 1 et i ∈ {0, 1}, i.e. x̂m[n] = ŷm[n − 1]. De plus, on sait grâeà [40℄ que kd = D +M . Alors, en utilisant les équations (3.194) et (3.196), on trouve que leodeur est à reonstrution parfaite si et seulement si

x[k −D] =
2N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
ŷm[n]fΘ

m,n[k], (3.197)ave
ŷm[n] = 〈f̌Θ

m,n[k], x[k −D]〉R. (3.198)On en déduit que la reonstrution est parfaite et stable si et seulement si f̌Θ
m,n est uneframe d'analyse et que fΘ

m,n une frame de synthèse assoiée à f̌Θ
m,n (f. propriété 1.1.7). Ilest intéressant de noter que, omme on l'a déjà mentionné au ours de la setion 3.8.1, eiest enore équivalent à dire que f̌Θ′

m,n et fΘ′

m,n sont deux frames d'analyse/synthèse pourvu que
θm,n−θ′m,n ≡ θ0 (mod π). En onsidérant la dé�nition de ϕm,n, il apparaît que ϕm,n ≡ π

2 (m+
n) (mod π). Ainsi, il est possible de dé�nir un ban de �ltres MDFT généralisé orrespondantà ϕ′

m,n ≡ π
2 (m+n)+θ0 (mod π). Celui-i véri�e alors les mêmes onditions de reonstrutionparfaite que le ban MDFT de type I. On peut aussi montrer que les bans de type II sont un aspartiulier de e ban généralisé, e qui orrobore le fait que leurs onditions de reonstrutionparfaite sont les mêmes que elles des bans de type II.En outre, les opérations de multiplexage/démultiplexage qui permettent de prendre alter-nativement la partie réelle et la partie imaginaire de xm[n] à l'analyse, introduisent aussi unretard d'un éhantillon puisque x̂[n] = ŷm[n − 1]. De plus, l'équation (3.196) indique que eretard de un éhantillon induit un retard de N éhantillons sur le signal de sortie du ban desynthèse. C'est pourquoi il est possible de réduire de N éhantillons le retard de reonstru-tion totale si l'on applique diretement ŷm[n] à l'entrée du ban de synthèse, plut�t que x̂m[n].Ainsi, si l'on supprime l'étape entrale de multiplexage/démultiplexage, on obtient un odeuren sous-bandes MDFT généralisé à délai de reonstrution réduit (f. �gure 3.21).

AFB

×

×

ℜ{·}

ℜ{·}

×

×

SFBx[k] e−jϕ0,n

e−jϕ2N−1,n

ejϕ0,n
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Fig. 3.21 � Codeur en sous-bandes MDFT généralisé ave délai réduit.



3.8. Liens ave les bans de �ltres MDFT et les séries réelles de Weyl-Heisenberg 107Familles de Weyl-Heisenberg biorthogonales sur R et transmultiplexeurs MDFTà reonstrution parfaiteIntéressons-nous maintenant au problème dual. On veut trouver f et f̌ tels que
ŷm[n] = 〈f̌Θ

m,n[k], x[k −D]〉R (3.199)ave
x[k −D] =

2M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
ŷm[n]fΘ

m,n[k], (3.200)e qui signi�e que fΘ
m,n et f̌Θ

m,n onstituent une paire de familles biorthogonales. On pourraitpenser que e problème est identique au préédent, mais, en réalité, la di�érene est que, dansle as du odeur en sous-bande, on sait que les oe�ients en sous-bandes ym[n] peuvent êtrealulés grâe à un ban d'analyse, alors que dans e as, les oe�ients ŷm[n] peuvent êtreégaux à n'importe quel nombre réel et il n'est pas garanti qu'ils puissent être alulés à l'aided'un ban d'analyse. Néanmoins, si l'on fait ette hypothèse, alors, pour retrouver une versionretardée ŷm[n − α] de ŷm[n] en sortie du ban MDFT d'analyse, il faut appliquer le signal
x[k − αN ] = y[k + D − αN ] à son entrée, y[k] étant le signal de sortie du ban MDFT desynthèse dont les entrées sont ŷm[n]. Ainsi, si l'on dé�nit, omme on en a pris l'habitude,les entiers α et β par D = αN − β, 0 ≤ β ≤ N − 1, on obtient x[k − αN ] = y[k − β]. End'autres termes, si l'on sait que ŷm[n] peut être alulé grâe à un ban MDFT d'analyse,alors la reonstrution parfaite pour un odeur en sous-bandes MDFT est équivalente à lareonstrution parfaite pour un transmultiplexeur MDFT de mêmes paramètres, à onditiond'avoir introduit un retard de β éhantillons sur la ligne de transmission (f. �gure 3.22). Deplus, il apparaît que e transmultiplexeur est en fait un transmultiplexeur BFDM/OQAM.Il s'avère don que les onditions de reonstrution parfaite sont les mêmes pour le odeuren sous-bandes [40℄ et le transmultiplexeur (pour des prototypes réels), quelles que soientles valeurs des symboles ŷm[n]. On en déduit que deux familles Θ-WH sont deux framesd'analyse/synthèse si et seulement si elles sont biorthogonales. Ainsi, les familles Θ-WH quiassurent la reonstrution parfaite pour les odeurs en sous-bande MDFT et les transmulti-plexeurs MDFT sont les mêmes : e sont les familles Θ-WH qui forment des bases de Rieszde l2(Z) biorthogonales sur R.
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108 Chapitre 3. Analyse théorique des modulations BFDM/OQAM sur anal parfait3.9 ConlusionNous avons introduit une nouvelle famille de modulation multiporteuse, les modulationsBFDM/OQAM. Celles-i généralisent les modulations OFDM/OQAM grâe à l'utilisationpossible de �ltres biorthogonaux et non pas seulement de �ltres orthogonaux. Ce hapitre aétabli une analyse de es modulations à l'aide de la théorie des bans de �ltres, en onsidérantdes systèmes dos-à-dos. Nous avons en partiulier dérit des shémas de réalisation disretse�aes basés sur des algorithmes de transformation de Fourier rapide, et utilisant un �ltragepolyphase. Nous avons aussi établi des onditions de biorthogonalité et d'orthogonalité dusystème qui seront utilisées au ours du hapitre 4 pour la synthèse de �ltres prototypes.On a pu onstater à ette oasion que la ondition de symétrie ouramment admise pourobtenir des �ltres orthogonaux, n'est en réalité pas néessaire. En�n, e hapitre a mis enévidene l'équivalene des systèmes BFDM/OQAM et des bans de �ltres MDFT du pointde vue des onditions de reonstrution parfaite. Il a aussi été démontré que les systèmesBFDM/QAM suréhantillonnés pas 2 partagent dans ertains as les mêmes onditions dereonstrution parfaite que les systèmes BFDM/OQAM. Nous soulignons en outre le fait que,dans e hapitre où le anal de transmission est supposé parfait, nous avons déjà pu noter uneplus grande �exibilité de la solution biorthogonale vis-à-vis du retard de reonstrution, pourune longueur de �ltre donnée. Le as d'un anal imparfait est exposé au hapitre 5.



Chapitre 4Filtres prototypes pour lesmodulations BFDM/OQAMUn inonvénient majeur de l'OFDM lassique est que e système utilise un �ltre prototyperetangulaire, 'est-à-dire un �ltre peu séletif en fréquene puisque sa transformée de Fourierest un sinus ardinal. Au ontraire, les systèmes OFDM/OQAM et BFDM/OQAM permettentl'utilisation de �ltres non retangulaires. Tout le problème est de tirer parti de ette possibilitéthéorique pour synthétiser des �ltres mieux adaptés à une appliation donnée. Il s'agit derésoudre un problème d'optimisation non-linéaire ontraint dont la omplexité roît fortementave la longueur des �ltres onsidérés. Historiquement, le premier as à avoir été onsidéré estle �ltre en raine de osinus surélevé (f. [18℄) qui est à bande limitée, mais dont la réponsetemporelle est in�nie.Plus généralement, on peut lasser les approhes utilisées pour la synthèse de e types de�ltres en quatre grandes familles :� utilisation de fontions ontinues. Cette tehnique onsiste à reherher une fontionorthogonale ou biorthogonale à temps ontinu possédant de bonnes propriétés (à bandelimitée, ayant une bonne loalisation temps-fréquene...), puis à la tronquer et la dis-rétiser pour obtenir un �ltre RIF dont on espère qu'il restera approximativement à re-onstrution parfaite et qu'il onservera ses bonnes propriétés. C'est par exemple l'idéeà la base de l'utilisation de fontions en raine de osinus surélevé. Le problème de etteméthode est qu'elle ne garantit pas la onservation de la propriété d'orthogonalité ou debiorthogonalité, ni même la onservation des propriétés de la fontion ;� optimisation de prototypes à reonstrution quasi-parfaite. On fait alors en sorte que leban de �ltres dis � dos-à-dos �, par exemple le modem pris isolément pour un systèmede transmission, véri�e approximativement la ondition de reonstrution parfaite. Selonette approhe, la reonstrution n'est don pas parfaite et le oût d'optimisation desoe�ients peut devenir prohibitif pour les grandes longueurs (f. par exemple [88℄).En revanhe, ette méthode o�re d'avantage de degrés de liberté qu'une tehnique selimitant à la reherhe de prototypes parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux, equi peut permettre d'aboutir à des �ltres ayant de meilleures propriétés intrinsèques ;� orthogonalisation ou biorthogonalisation de �ltres RIF. Le prinipe de ette méthodeest d'utiliser un prototype initial hoisi pour ses bonnes propriétés mais qui ne véri�epas les onditions de reonstrution parfaite, puis de le transformer en un �ltre à reons-trution parfaite, en supposant que le �ltre obtenu onservera les bonnes propriétés du109



110 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAM�ltre initial. Cette méthode, basée sur la transformée de Zak, a été utilisée par exemplepar R. Hleiss dans [44℄ en OFDM/OQAM et H. Bölskei dans [7℄ pour des systèmesOFDM/OQAM et BFDM/OQAM. L'inonvénient est que ette proédure ne permetpas réellement d'optimiser un ritère préis et rien ne garantit que le �ltre orthogonaliséonserve les propriétés du �ltres initial ;� optimisation de �ltres prototypes RIF orthogonaux ou biorthogonaux. Il s'agit à la foisd'optimiser un ritère donné et de véri�er exatement les onditions de reonstrutionparfaite. Le plus souvent, les bans de �ltres alulés de ette manière utilisent desreprésentations paramétriques, par exemple sous forme d'éhelle (en biorthogonal, f.[54℄) ou de treillis (en orthogonal, f. [58℄, [101℄), qui, par onstrution, vont garantirl'orthogonalité ou la biorthogonalité.Nous avons retenu deux ritères d'évaluation et d'optimisation. Ce sont les mêmes queeux adoptés par R. Hleiss dans [44℄. Le premier est la loalisation temps-fréquene dont on atraité dans le hapitre 1, mesurée par la formule (1.30). Le deuxième est l'énergie pondérée,mesurée par la fontion
JW (F ) =

∫ 1
2

0

∣
∣F
(
ej2πν

)∣
∣2W

(
ej2πν

)
dν

∫ 1
2

0 |F (ej2πν)|2 dν
, (4.1)où W

(
ej2πν

) est une fontion de pondération. En pratique, on se �xera une fréquene deoupure fc et on hoisira W égale à la fontion indiatrie de [fc,
1
2 ] :

W
(
ej2πν

)
=

{

0 si 0 ≤ ν < fc,
1 si fc ≤ ν ≤ 1

2 . (4.2)Pour une modulation à M = 2N porteuses, la fréquene de oupure fc sera hoisie égale à
1+r
2N ave r un fateur de retombée (� roll-o� � en anglais) ompris entre 0 et 1. On noteraque d'autres ritères ont été retenus par d'autres auteurs, omme le gain de odage dans [61℄.Nous présentons tout d'abord dans e hapitre des �ltres orthogonaux obtenus à partirde fontions ontinues, et nous évaluons l'erreur de reonstrution de es �ltres RIF. Nousdérivons ensuite deux nouvelles méthodes d'optimisation de �ltres en disret et satisfaisantles onditions de reonstrution parfaite. Ces méthodes sont utilisées pour la synthèse de �ltresorthogonaux ou biorthogonaux, ave des �ltres identiques à l'émission et à la réeption dans lesdeux as. Nous évaluons à haque fois les �ltres par rapport à leur loalisation temps-fréqueneet leur énergie hors-bande1.4.1 Fontions ontinues disrétisées4.1.1 Expressions à temps ontinuFontions en raine de osinus surélevéLes fontions en raine de osinus surélevé (SRRC2) ont surtout un intérêt historique.Il s'agit de fontions de référene qui seront surtout utiles pour établir des omparaisons1Certains éléments présentés dans e hapitre ont fait l'objet de publiations ([76℄, [101℄).2Square Root Raised Cosine.



4.1. Fontions ontinues disrétisées 111ave d'autres fontions moins usuelles. Pour une transmission à la adene F0, l'expressionfréquentielle de la fontion SRRC est donnée par [19℄
RC(ν) =







1√
F0

|ν| ≤ (1 − r)F0
2 ,

1√
F0

cos
(
π
2r

(
|ν|
F0

− 1−r
2

))

(1 − r)F0
2 < |ν| ≤ (1 + r)F0

2 ,

0 (1 + r)F0
2 < |ν|,

(4.3)où r est le fateur de retombée (0 ≤ r ≤ 1). Alors, la réponse temporelle ontinue des fontionsSRRC vaut
rC(t) =

√

F0
4rF0t cos (π(1 + r)F0t) + sin (π(1 − r)F0t)

(1 − (4rF0t)2) πF0t
. (4.4)On trouvera sur les �gures 4.1 et 4.2 les réponses temporelles et fréquentielles de �ltres SRRCave un roll-o� égal à 1, éhantillonnées pour 16 porteuses, et de durée T0 et 4T0 respetivement(soit 16 et 64 éhantillons). On remarque lairement qu'une tronature trop importante (f.�gure 4.1) fait onsidérablement remonter les lobes seondaires.
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Fig. 4.1 � Filtre SRRC à 16 oe�ients pour 16 porteuses, ave un roll-o� r = 1.
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Fig. 4.2 � Filtre SRRC à 64 oe�ients pour 16 porteuses, ave un roll-o� r = 1.Fontions OFDPUne autre famille de fontions a été plus réemment introduite par A. Vahlin et N. Holtedans [106, 105, 107℄, que nous appellerons OFDP (Optimal Finite Duration Pulses), pourreprendre le titre de l'artile qui les présente. Les OFDP ont deux prinipales propriétés. Lapremière est qu'elles sont orthonormales3 ave une durée �nie de sorte qu'il n'est pas néessaire3En fait, il n'existe pas d'expression analytique de es fontions de sorte que la proédure qui permet deles aluler n'aboutit qu'à des fontions quasi-orthogonales.



112 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMde les tronquer. La seonde est qu'elles sont optimisées de manière à onentrer le maximumd'énergie dans la bande fréquentielle [−F0, F0]. Leur expression à temps ontinu est la suivante
h(t) =

+∞∑

i=0

a2iψ2i(t) (4.5)ave ψi(t) la iième fontion prolate sphéroïdale [102℄, restreinte à l'intervalle [−L
2
T0
M , L2

T0
M [ etave a2i des oe�ients réels obtenus grâe à une proédure d'optimisation, T0 le temps sym-boles et M le nombre de porteuses. On a reporté sur les �gures 4.3 à 4.5 les réponses im-pulsionnelles de es �ltres éhantillonnés pour 16 porteuses. Leurs longueurs orrespondentrespetivement à 2, 3 et 4 temps symboles T0.
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Fig. 4.3 � Filtre OFDP à 32 oe�ients pour 16 porteuses.
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Fig. 4.4 � Filtre OFDP à 48 oe�ients pour 16 porteuses.
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Fig. 4.5 � Filtre OFDP à 64 oe�ients pour 16 porteuses.



4.1. Fontions ontinues disrétisées 113On notera que S. P�etshinger et J. Speidel ont aussi proposé une tehnique analogue maisbasée sur des fontions onentrées dans la bande spetrale [−F0
2 ,

F0
2 ], e qui orrespond à unroll-o� égal à 0 (f. [73℄). La �gure 4.6 orrespond à l'exemple donné dans [73℄. Il omprend

4096 éhantillons et est adapté à une transmission omprenant 512 porteuses. On pourra leomparer au �ltre OFDP éhantillonné pour le même nombre de porteuses et de durée 4T0,soit 2048 éhantillons, ave un roll-o� r = 1 (f. �gure 4.7).
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Fig. 4.6 � Filtre OFDP à 4096 oe�ients pour 512 porteuses, ave un roll-o� r = 0 (f. [73℄).
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Fig. 4.7 � Filtre OFDP à 2048 oe�ients pour 512 porteuses.Fontions EGF et IOTAPlus réemment enore, P. Siohan et C. Rohe ont dé�ni des fontions gaussiennes généra-lisées (EGF) [84℄, [99℄. Il s'agit ette fois de fontions de durée in�nie qui ont la partiularitéde posséder une loalisation temps-fréquene quasi-optimale et de onserver la propriété d'or-thogonalité après éhantillonnage (mais pas après tronature). Elles sont dé�nies par
zλ,ν0,τ0(t) =

1

2

+∞∑

k=0

dk,λ,ν0

[

gλ

(

t+
k

ν0

)

+ gλ

(

t− k

ν0

)] +∞∑

l=0

dl,1/λ,τ0 cos

(

2πl
t

τ0

)

, (4.6)ave λ un paramètre réel, dk,λ,ν0 des oe�ients réels et ave gλ la fontion gaussienne :
gλ(t) = (2λ)

1
4 e−πλt

2 . Dans le as d'une modulation OFDM/OQAM à la adene F0, on im-pose que ν0 = F0 = 1
2τ0

. En outre, lorsqu'on impose omme dans [84℄ que ν0 = τ0 = 1√
2
, leparamètre λ doit être approximativement dans l'intervalle [14 , 4] pour obtenir les meilleuresmesures de loalisation temps-fréquene [99℄. On notera que, si en plus de ν0 = τ0 = 1√

2



114 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMon hoisit λ = 1, alors on aboutit aux fontions IOTA4 présentées dans [66℄. On pourra parexemple omparer les réponses temporelles et fréquentielles des fontions EGF ave λ = 1éhantillonnées pour 16 porteuses (f. �gures 4.8 et 4.9) ave elles de �ltres SRRC éhan-tillonnés dans les mêmes onditions (f. �gures 4.1 et 4.2). On remarque à nouveau que si l'onrestreint la fontion ontinue initiale à un seul temps symbole, on dégrade fortement la qualitédu �ltre éhantillonné. On notera que les fontions IOTA peuvent aussi être obtenues à l'aided'une proédure d'orthogonalisation basée sur la transformée de Zak [48℄.
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Fig. 4.8 � Filtre EGF à 16 oe�ients pour 16 porteuses, ave λ = 1 et ν0 = τ0 = 1√
2
.
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Fig. 4.9 � Filtre EGF à 64 oe�ients pour 16 porteuses, ave λ = 1 et ν0 = τ0 = 1√
2
.

Les versions disrètes des �ltres prototypes SRRC, OFDP et EGF de longueur L sont alorsobtenues par tronature à l'intervalle [−L
2 Te, L2 Te[ (sauf pour les OFDP qui sont déjà à durée�nie), puis en les éhantillonnant aux instants tk = (k− L−1

2 )Te et en les multipliant par √Te,omme on l'a déjà dérit dans la setion 3.1.2. La période d'éhantillonnage Te est alors égaleà T0
M pour une modulation à M porteuses et de temps symbole T0.4.1.2 Dégradations dues à l'éhantillonnage et à la tronatureDans ette setion nous donnons, dans le as d'un anal de transmission parfait, les expres-sions expliites des termes d'interférene entre symboles (IES) et d'interférene entre porteuses4Isotropi Orthogonal Transform Algorithm.



4.1. Fontions ontinues disrétisées 115(IEP), lorsque l'on utilise un �ltre prototype OFDM/OQAM qui n'est pas parfaitement ortho-gonal. De plus, nous mesurons numériquement la distorsion induite ainsi que la loalisationtemps-fréquene et l'énergie en dehors de la bande [ 1
N ,

1
2 ] de �ltres éhantillonnés.Une modulation de haque porteuse utilisant une onstellation MAQ-22K , 'est-à-dire unemodulation à 22K états, implique que haque symbole réel am,n odé ave K bits, est tel que

cm,n = (2k + 1 − 2K)A, ave A une amplitude �xée et k un entier ompris entre 0 et 2K − 1.En utilisant (3.155), il apparaît que haque omposante Âm(z) de Â(z) est telle que
Âm(z) = T0(z)Am(z) +

⌊m/2⌋
∑

l=1

Tl(z)Am−2l(z) +

N−⌊m/2⌋−1
∑

l=1

Tl(z)Am+2l(z), (4.7)ave ⌊·⌋ la fontion partie entière. Alors, dans le domaine temporel on obtient
âm,n = t0[0]

(

am,n +
1

t0[0]

∑

k 6=0

t0[k]am,n−k

︸ ︷︷ ︸

Im[n]:IES

+
1

t0[0]

(∑

k

⌊m/2⌋
∑

l=1

tl[k]am−2l,n−k +
∑

k

N−⌊m/2⌋−1
∑

l=1

tl[k]am+2l,n−k
)

︸ ︷︷ ︸

Jm[n]:IEP

)

.

(4.8)
La distorsion totale est alors donnée par Dm[n] = Im[n] + Jm[n]. Pour une MAQ-22K , ona |am,n| ≤ A(2K − 1), ainsi, la distorsion maximale relative vaut

Dmax =
1

t0[0]







∑

k 6=0

|t0[k]| +
∑

k

⌊m/2⌋
∑

l=1

|tl[k]| +
∑

k

N−⌊m/2⌋−1
∑

l=1

|tl[k]|






. (4.9)De plus, en utilisant l'équation (3.185), on remarque que TN−l(z) = (−1)L−1+NTl(z), si bienque

Dmax =
1

t0[0]







∑

k 6=0

|t0[k]| +
∑

k

N−1∑

l=1

|tl[k]|






. (4.10)Dans le tableau 4.1, on a omparé, pour N = 4, la distorsion maximale Dmax (f. (4.10))obtenue pour un éhantillon de fontions SRRC et EGF. Celui-i montre que, pour une lon-gueur donnée, sauf pour λ = 0.5 et L

N ≤ 8, les EGF sont largement meilleures que la meilleurefontion SRRC. D'autres aluls menés pour N = 4, 8 et 16 donnent les résultats reportésdans les �gures 4.10(a) et 4.10(b). Celles-i nous amènent à la onlusion que, quelle que soitla valeur de N , et pour un rapport L
N donné, les EGF fournissent de meilleurs résultats queles fontions SRRC. Elles indiquent aussi que, dans les deux as, la distorsion dépend prini-palement du rapport L

N . On peut déduire d'un résultat préédemment obtenu dans le adre debans modulés en osinus [99℄, que, pour les systèmes OFDM/OQAM, la distorsion relativemaximale des prototypes EGF disrets peut être estimée par [98℄
− log10Dmax ≈ π

40 ln(10)

L

N
(8, 0858λ + 2, 4142

√
λ). (4.11)
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L
N

r = 0, 5 r = 0, 75 r = 1 λ = 0, 5 λ = 1 λ = 1, 52 5, 423.10−1 4, 877.10−2 3, 309.10−2 4, 143.10−2 1, 046.10−2 1, 752.10−34 3, 210.10−1 1, 465.10−1 6, 408.10−2 2, 036.10−1 4, 332.10−2 8, 990.10−36 8, 571.10−2 2, 251.10−2 3, 636.10−2 4, 019.10−2 1, 794.10−3 6, 871.10−58 3, 613.10−2 5, 612.10−2 1, 750.10−2 3, 602.10−2 1, 443.10−3 6, 092.10−512 4, 542.10−2 1, 803.10−2 8, 627.10−3 6, 456.10−3 5, 217.10−5 4, 564.10−716 8, 487.10−3 4, 880.10−3 5, 297.10−3 1, 191.10−3 1, 977.10−6 3, 589.10−932 2, 228.10−3 1, 284.10−3 1, 666.10−3 1, 633.10−6 4, 971.10−12 4, 548.10−16Tab. 4.1 � Distorsion relative maximale (Dmax) de fontions SRRC et EGF pour di�érentesvaleurs de r et λ, et pour pour N = 4.Les résultats reportés sur la �gure 4.10(b) donnent une illustration de la bonne approxi-mation de ette formule pour L = 4kN, 1 ≤ k ≤ 7, N ∈ {4, 8, 16} et λ ∈ {0, 5; 1; 1, 5}.En e qui onerne les fontions SRRC, on peut observer sur la �gure 4.10(a), que, ave unfateur de retombée r = 1, une augmentation du rapport L
N tend aussi à réduire la distorsion.Mais il est lair que ette rédution est loin d'être aussi rapide et régulière que pour les EGF.Dans le tableau 4.2, on a reporté, pour di�érentes valeurs de N , la distorsion relativemaximale distorsion des prototypes OFDP à temps disret, ave des durées égales à 2T0, 3T0et 4T0, e qui orrespond à L

N = 4, LN = 6 et L
N = 8, respetivement. Ces �ltres prototypes ontété alulés grâe aux valeurs des oe�ients a2i donnés dans [106℄. Ce tableau montre quela distorsion des OFDP augmente légèrement lorsque le nombre de porteuses roît au-delà de

N ≥ 16. Il montre aussi que les OFDP ont une plus faible distorsion que les fontions SRRCpour un même rapport L
N . De plus, la distorsion des OFDP est aussi plus faible que elle desEGF pour L

N = 4 et N ≥ 8. Finalement, pour L
N = 6 et L

N = 8, les OFDP se plaent entre lesEGF obtenues ave λ = 0, 5 et elles obtenues ave λ = 1.
L
N

N = 4 N = 8 N = 16 N = 32 N = 64 N = 128 N = 10244 8, 814.10−3 5, 120.10−4 3, 140.10−3 4, 073.10−3 4, 426.10−3 4, 578.10−3 4, 698.10−36 1, 848.10−2 1, 659.10−3 7, 964.10−3 1, 012.10−2 1, 110.10−2 1, 160.10−2 1, 204.10−28 1, 336.10−2 5, 429.10−4 3, 898.10−3 4, 869.10−3 5, 188.10−3 5, 311.10−3 5, 399.10−3Tab. 4.2 � Distorsion relative maximale (Dmax) pour les prototypes OFDP disrets.Au delà des omparaisons de distorsion que nous venons de faire, il onvient de relativiser ladégradation de performane induite par ette distorsion. En e�et, pour ommettre une erreurde détetion sur un symbole, il faut avoir une distorsion supérieure à A, autrement dit, pourune MAQ-22K auune erreur ne sera ommise tant que Dmax < 1
2K−1

. Cei équivaut enore àdire qu'il n'y aura pas d'erreur tant que la modulation aura moins de ( 1
Dmax + 1

)2 états. Parexemple, dans le pire as reensé (SRRC ave r = 0, 5 et L
N = 2, Dmax = 5, 423.10−1) on nepourra utiliser qu'une MAQ-4 pour avoir un taux d'erreur nul, mais pour utiliser une MAQ-128, il su�t d'avoir une distorsion inférieure à 0,1 environ, e qui est véri�é par la plupart des�ltres alulés. Il ne faut néanmoins pas perdre de vue que le anal est supposé parfait ii. Sie n'est pas le as, la distorsion due à la non orthogonalité des �ltres viendra se rajouter aux
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(a) Dmax pour des prototypesSRRC ave r = 1 et N = 4 (tirets),
N = 8 (pointillés) et N = 16 (ligneontinue). 0 10 20 30
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(b) Valeurs estimées (lignes) etexpérimentales (points) de Dmaxpour des prototypes EGF ave λ =
0.5 (ligne ontinue), λ = 1 (tirets)et λ = 1.5 (tirets pointillés) pour
N = 4 (o), N = 8 (+) et N = 16(×).Fig. 4.10 � Distorsion maximale relative (Dmax) de systèmes OFDM/OQAM utilisant desprototypes basés sur des �ltres orthogonaux à temps ontinu.autres perturbations et on pourra don la onsidérer omme un bruit additif.Intéressons-nous maintenant aux propriétés des �ltres disrétisés. On a reporté dans letableau 4.3 la loalisation temps-fréquene ainsi que l'énergie en dehors de la bande [0, 1

N ] defontions SRRC (r = 1), OFDP et EGF (λ = 1) disrétisées pour N = 64 et N = 1024 etdi�érents rapports L
N . Ce tableau indique lairement qu'une tronature trop sévère des �ltresEGF (en partiulier pour L = 2N) peut onsidérablement dégrader leur loalisation temps-fréquene, sahant que elle-i vaut 0, 977 à temps ontinu sans tronature. La dégradationest enore plus importante en e qui onerne les �ltres SRRC puisque eux-i possèdent uneénergie hors-bande J nulle avant éhantillonnage et tronature, e qui est loin d'être le as desversions disrétisées. Le tableau montre aussi que, omme on pouvait s'y attendre, les �ltresles mieux loalisés sont les EGF, mais bizarrement, eux qui possèdent la plus faible énergiehors-bande ne sont pas les OFDP mais les SRRC. Cei peut s'expliquer par le fait que lesOFDP sont ensés être orthogonales de durées �nies ontrairement aux SRRC. Or, du fait desapproximations faites sur le aluls des OFDP en ontinu (optimisation des oe�ients ai) etde la disrétisation, les �ltres OFDP obtenus perdent leur orthogonalité. Leur intérêt vis-à-visdes fontions en raine de osinus surélevé paraît don ontestable si l'on ne onsidère que lesritères d'orthogonalité et d'énergie hors-bande. En revanhe, ils sont bien mieux loalisés queles SRRC.

L = 2N L = 4N L = 6N L = 8N
J ξmod J ξmod J ξmod J ξmod

N = 64 SRRC 2, 14.10−2 0, 316 1, 62.10−2 0, 802 4, 22.10−4 0, 886 1, 67.10−4 0, 896EGF 2, 06.10−2 0, 502 9, 98.10−3 0, 971 1, 07.10−2 0, 976 1, 07.10−2 0, 977OFDP - - 2, 09.10−3 0, 714 1, 20.10−3 0, 943 3, 04.10−4 0, 933
N = 1024 SRRC 2, 14.10−2 0, 083 1, 61.10−2 0, 359 4, 22.10−4 0, 638 1, 67.10−4 0, 786EGF 2, 06.10−2 0, 144 9, 98.10−3 0, 815 1, 07.10−2 0, 966 1, 07.10−2 0, 977OFDP - - 2, 09.10−3 0, 265 1, 20.10−3 0, 869 3, 04.10−4 0, 933Tab. 4.3 � Mesure de loalisation et énergie hors-bande de �ltres SRRC (r = 1), EGF(λ = 1)et OFDP disrets.



118 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMNous allons maintenant introduire des représentations paramétriques des �ltres orthogo-naux et biorthogonaux. Nous utiliserons alors elles-i pour obtenir des �ltres RIF parfaitementorthogonaux ou biorthogonaux, optimisés diretement à temps disret. Nous supposerons tou-jours en outre que les �ltres prototypes d'émission et de réeption sont réels et identiques.Dans le as orthogonal, ils seront don aussi symétriques.4.2 Représentations paramétriques des prototypes à reonstru-tion parfaite4.2.1 Shéma en éhelle (� lifting sheme �)PrinipeLe prinipe de la déomposition des omposantes polyphases en éhelles est dérit dansles artiles [54℄ et [53℄. Le leteur pourra s'y référer pour obtenir de plus amples détails. On seplae dans le as où les �ltres prototypes d'émission et de réeption sont identiques et réels etoù le paramètre d dé�ni par l'équation (3.71) est tel que d = 2N−1, ave une longueur du �ltreprototype multiple de 2N : L = 2mN . Alors, d'après l'équation (3.144), on a reonstrutionparfaite si et seulement si :
[
Gl(z) GN+l(z)

]
[
1 0
0 1

] [
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

]

=
z−s

N
(4.12)Il est lair qu'on peut remplaer la matrie identité par tout produit de matries du type

AA−1. Ainsi, si Gl, GN+l, G2N−1−l et GN−1−l véri�ent (3.144) alors G′
l, G′

N+l, G′
2N−1−l et

G′
N−1−l la véri�ent aussi à ondition que :

[G′
l(z) G

′
N+l(z)] = [Gl(z) GN+l(z)]A (4.13)

[
G′

2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= A−1

[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

] (4.14)Il apparaît en outre qu'on peut aussi remplaer la matrie identité par tout produit de matriesdu type z−σCC−1, σ entier, de telle sorte que siGl,GN+l,G2N−1−l etGN−1−l véri�ent (3.144)alors G′
l, G′

N+l, G′
2N−1−l et G′

N−1−l la véri�ent aussi ave s′ = s+ σ, à ondition que :
[
G′
l(z) G′

N+l(z)
]

=
[
Gl(z) GN+l(z)

]
C (4.15)

[
G′

2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= z−σC−1

[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

] (4.16)Ces deux remarques onstituent le prinipe de base de la déomposition en éhelles. Le but estde pouvoir onstruire n'importe quel �ltre prototype à partir d'un unique �ltre, en utilisantune struture qui garantit la reonstrution parfaite.Augmentation de la longueur du prototype sans augmentation du délaiSoit H un �ltre prototype de longueur 2mN , assurant la reonstrution parfaite ave unretard α = 2(s + 1) et soient Gl, 0 ≤ l ≤ 2N − 1 ses omposantes polyphases. On herhe àobtenir un nouveau �ltre prototype H ′ de longueur 2(m+ 1)N et de omposantes polyphases
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G′
l, 0 ≤ l ≤ 2N − 1, ayant aussi la propriété de reonstrution parfaite, ave le même délai.Pour e faire, on pose dans un premier temps :

A(µ) =

[
1 0

µz−1 1

] (4.17)
A−1(µ) =

[
1 0

−µz−1 1

] (4.18)de sorte que :
[G′

l(z) GN+l(z)] = [Gl(z) GN+l(z)]A(µla) (4.19)
[
G2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= A−1(µla)

[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

]

. (4.20)Cette étape est appelée opération de � lifting �. Pour onstruire les omposantes GN+l et
G2N−1−l on doit proéder à une opération duale (� dual lifting �) en posant dans un seondtemps :

B(µ) =

[
1 µ
0 1

] (4.21)
B−1(µ) =

[
1 −µ
0 1

] (4.22)de sorte que :
[G′

l(z) G
′
N+l(z)] = [G′

l(z) GN+l(z)]B(µlb) (4.23)
[
G′

2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= B−1(µlb)

[
G2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

] (4.24)Au �nal, en ombinant l'opération de � lifting � et de � lifting dual �, on obtient :
[G′

l(z) G
′
N+l(z)] = [Gl(z) GN+l(z)]A(µla)B(µlb) (4.25)

[
G′

2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= B−1(µlb)A
−1(µla)

[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

] (4.26)On augmente alors la longueur de haque omposante polyphase de 1, sans modi�er le délai,et elle du prototype de 2N . Les shémas en éhelle orrespondants sont représentés sur la�gure 4.11.Augmentation de la longueur du prototype ave augmentation du délaiPour augmenter le délai, on va proéder de façon similaire, mais en posant :
C(µ) =

[
z−1 0
µ 1

] (4.27)
z−1C−1(µ) =

[
1 0
−µ z−1

] (4.28)
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+

+

Gl(z)
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G2N−1−l(z)

GN−1−l(z)

G′
l(z)

G′
N+l(z)

G′
2N−1−l(z)

G′
N−1−l(z)Fig. 4.11 � Étages de lifting et lifting dual ombinés, sans augmentation du délai.et, pour le lifting dual :

D(µ) =

[
1 µ
0 z−1

] (4.29)
z−1D−1(µ) =

[
z−1 −µ
0 1

] (4.30)de sorte que, en ombinant l'opération de lifting et de lifting dual :
[G′

l(z) G
′
N+l(z)] = [Gl(z) GN+l(z)]C(µlc)D(µld) (4.31)

[
G′

2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= z−2D−1(µld)C
−1(µlc)

[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

] (4.32)La longueur de H ′(z) vaut alors 2(m + 1)N et la retard de reonstrution α′ = 2(s′ + 1) =
2(s + 3) = α+ 4. Les shémas en éhelle orrespondants sont représentés sur la �gure 4.12.
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+
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+

Gl(z)
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G′
l(z)

G′
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G′
2N−1−l(z)

G′
N−1−l(z)Fig. 4.12 � Étages de lifting et lifting dual ombinés, ave augmentation du délai.



4.2. Représentations paramétriques des prototypes à reonstrution parfaite 121Initialisation de la fatorisationEn itérant les étapes de lifting et lifting dual préédentes, on peut arbitrairement augmenterla longueur et le délai de reonstrution d'un prototype H init(z) de omposantes polyphases
Ginit
l (z) :
[Gl(z) GN+l(z)] =

[Ginit
l (z) Ginit

N+l(z)]

i1∏

i=1

A(µl2i+i0)B(µl2i+i0+1)

j1∏

j=1

C(µl2j+2i1+i0)D(µl2j+2i1+i0+1) (4.33)
[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

]

=

1∏

j=j1,−1

z−2D−1(µl2j+2i1+i0+1)C
−1(µl2j+2i1+i0)

1∏

i=i1,−1

B−1(µl2i+i0+1)A
−1(µl2i+i0)

[
Ginit

2N−1−l(z)
Ginit
N−1−l(z)

](4.34)On herhe à obtenir un prototype de longueur 2mN ayant la propriété de reonstrutionparfaite ave le délai α = 2(s + 1), à partir d'un prototype initial le plus petit possible. Poure faire, on pose :
[Ginit

l (z) Ginit
N+l(z)] = [1 1]

1√
2N

F 0(µ
l
0, µ

l
1, µ

l
2)F 1 (4.35)

[
Ginit

2N−1−l(z)
Ginit
N−1−l(z)

]

= F̂ 1F
−1
0 (µl0, µ

l
1, µ

l
2)

1√
2N

[
1
1

] (4.36)ave :
F 0(µ0, µ1, µ2) =

[
1 0
µ0 1

] [
1 µ1

0 1

] [
1 0
µ2 1

]

, (4.37)et
F 1 = C(µ3)B(µ4) et F̂ 1= z−1F−1

1 si s impair, (4.38)
F 1 =

[
1 0
0 1

] et F̂ 1 =

[
1 0
0 1

] si s pair. (4.39)On pose don i0 = 1 si s est pair, et i0 = 3 si s est impair. Contrairement à e qui estindiqué dans [54℄, la fatorisation en éhelle telle qu'elle est donnée par les équations (4.33)à (4.38) n'est pas omplète. En e�et, ertains �ltres partiuliers ne peuvent s'exprimer sousette forme (f. annexe C.3). On pourra néanmoins utiliser la déomposition en éhelle pourreprésenter des �ltres biorthogonaux la plupart du temps. Dans e as, et lorsque d = 2N − 1,les omposantes polyphases Gl(z) d'un �ltre prototype H(z) de longueur L = 2mN pourront



122 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMs'érire à l'aide des équations (4.33) à (4.38), ave
m =

{

i1 + j1 + 1 si s pair,
i1 + j1 + 2 si s impair, (4.40)

s =

{

2j1 si s pair,
2j1 + 1 si s impair, (4.41)

i0 =

{

1 si s est pair,
3 si s est impair. (4.42)Et inversement, tout �ltre s'érivant sous la forme d'une éhelle est automatiquement bior-thogonal.On a vu qu'on peut érire le démodulateur BFDM/OQAM à l'aide d'un �ltrage polyphaseet d'une transformée de Fourier inverse (f. �gure 3.9). D'après e qui préède, en pratique,haque ouple de �ltres polyphases (Gl(z), GN+l(z) peut alors s'érire sous la forme d'uneéhelle. Étant donné que es �ltres ont les mêmes entrées (le retard qui préède les omposantes

GN+l(z
2) peut être reporté après le �ltrage), il su�t d'une seule éhelle pour réaliser le �ltragepar deux �ltres polyphases. En revanhe, au modulateur, les entrées sont di�érentes pourhaque omposante, si bien que qu'il faut une éhelle par �ltre, l'une des deux sorties de l'éhelleétant inexploitée. Les éhelles peuvent don surtout s'avérer utiles pour réaliser le �ltrage deréeption. L'intérêt de ette struture est qu'elle garantit une reonstrution parfaite, même enprésene d'erreur sur les oe�ients alulés, en partiulier des erreurs de quanti�ation. Parailleurs, ette struture failite aussi l'optimisation du �ltre prototype, par exemple en prenantun ritère de loalisation ou de séletivité en fréquene : il su�t d'optimiser (⌊N−1

2 ⌋ + 1
)
(2m+

1) ≈ mN oe�ients au lieu de 2mN , sans introduire de ontrainte de reonstrution parfaite.4.2.2 Cas orthogonal : treillisDans le as orthogonal à �ltre prototype symétrique, il existe une déomposition plusanienne5, mais qui reste plus e�ae que les éhelles : on peut réaliser les �ltres polyphasessous formes de treillis ([58℄, [70℄). D'un point de vue mathématique, ette déompositiononsiste à utiliser des matries de rotation pour fatoriser la relation (3.175) plut�t que desmatries triangulaires. Cette fatorisation est possible pour L quelonque ([70℄) mais on seontentera d'en donner le prinipe pour L = 2mN ([58℄).PrinipeLa déomposition en treillis est basée sur la fatorisation de matries paraunitaires 6. Maison peut voir la déomposition en treillis de la même manière que la déomposition en éhelle,'est-à-dire omme l'introdution d'un produit de matries du type z−σAA−1.On herhe toujours à augmenter la longueur d'un prototype initial. On a D = L − 1 =
2mN − 1, d'où d = 2N − 1 et s = m− 1. Alors :

G2N−1−l(z) = z−(m−1)G̃l(z) pour 0 ≤ l ≤ 2N − 1 (4.43)5Elle a été présentée dès 1992 dans [58℄.6On dit que P (z) est paraunitaire si P (z)P ∗(z−1) = I .
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Gl(z) G2N−1−l(z) +GN+l(z) GN−1−l(z) =

z−(m−1)

2N
(4.44)Il apparaît don que pour obtenir un prototype de longueur 2(m+ 1)N , il faut onjointementaugmenter s d'une unité. Posons :

Λ(z) =

[
1 0
0 z−1

] (4.45)
Γ(z) = z−1

Λ
−1(z) =

[
z−1 0
0 1

] (4.46)
Θ(θ) =

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

] (4.47)On voit tout de suite que Θ
−1 = Θ, de sorte qu'on peut obtenir les omposantes polyphases

G′
l(z) d'un nouveau prototype H ′(z) à partir de elles d'un prototype initial H(z) par :

[G′
l(z) G

′
N+l(z)] = [Gl(z) GN+l(z)]Λ(z)Θ(θl) (4.48)

[
G′

2N−1−l(z)
G′
N−1−l(z)

]

= Θ(θl)Γ(z)

[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

] (4.49)Pour N pair, on fait varier l de 0 à N
2 − 1, et pour N impair, on le fait varier de 0 à N−1

2 − 1,et pour l = N−1
2 dans le as où N est impair, on a :

GN+l(z) = G2N−1−l(z) (4.50)
Gl(z) = GN−1−l(z) (4.51)de sorte que :

Gl(z) G2N−1−l(z) +GN+l(z) GN−1−l(z) = 2 Gl(z) G2N−1−l(z) =
z−s

N
(4.52)dans e as, on a alors :

GN−1
2

(z) =
c0√
2N

z−a0 (4.53)
GN+ N−1

2
(z) =

1

c0
√

2N
z−(s−a0) (4.54)ave c0 6= 0 et a0 ∈ N.Complétude de la fatorisationPosons :

[Ginit
l (z) Ginit

N+l(z)] = [cos θl0 sin θl0]
1√
2N

(4.55)
[
Ginit

2N−1−l(z)
Ginit
N−1−l(z)

]

=
1√
2N

[
cos θl0
sin θl0

] (4.56)



124 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMalors, on peut montrer que H(z) est un prototype de longueur 2mN possédant la propriétéde reonstrution parfaite dans le as orthogonal à �ltre prototype symétrique si et seulementses omposantes polyphases peuvent s'érire pour 0 ≤ l ≤ ⌊N2 ⌋ − 1 sous la forme [58℄ :
[Gl(z) GN+l(z)] = [Ginit

l (z) Ginit
N+l(z)]

m−1∏

i=1

Λ(z)Θ(θli) (4.57)
[
G2N−1−l(z)
GN−1−l(z)

]

=

m−1∏

i=1

Θ(θli)Γ(z)

[
Ginit

2N−1−l(z)
Ginit
N−1−l(z)

] (4.58)
GN−1

2
(z) =

c0√
2N

z−a0 et GN+ N−1
2

(z) =
1

c0
√

2N
z−(s−a0) si N impair. (4.59)Il s'agit ainsi d'une déomposition omplète, ontrairement à la déomposition en éhelle.De la même façon qu'on a utilisé des éhelles pour réaliser un transmultiplexeur assoié àune modulation BFDM/OQAM, on peut bien évidemment utiliser des treillis dans le as d'unemodulation OFDM/OQAM. L'intérêt de ette struture est le même que elui de la strutureen éhelle dans le as biorthogonal : failité d'optimisation des oe�ients et reonstrutionparfaite struturellement assurée. Le nombre de paramètres est enore diminué par rapportau as biorthogonal, puisqu'il su�t de aluler ⌊N2 ⌋m oe�ients (des angles). Ce gain estévidemment dû au fait qu'on travaille ave un prototype symétrique.4.2.3 Représentations ompatesLorsque l'on mène une optimisation d'un �ltre prototype à partir de ses oe�ients enéhelle ou en treillis, le nombre de paramètres à traiter est proportionnel au nombre de por-teuses e qui rend impossible en pratique l'obtention de �ltres optimisés pour un grand nombrede porteuses. L'idée est don d'essayer de diminuer le nombre de paramètres à optimiser etde le rendre indépendant du nombre de porteuses.Considérons les �ltres obtenus préédemment par minimisation de l'énergie hors-bandeet par maximisation de la loalisation temps-fréquene, en fontion de leur indie. Si l'onreprésente graphiquement leur oe�ients θli, dans le as de �ltres orthogonaux, en fontionde l'indie l, on onstate que les ourbes θi(l) ainsi formées sont relativement lisses (f. �gures4.13 et 4.14). Cei suggère que 'est probablement le as pour tous les �ltres orthogonauxoptimaux, quel que soit le nombre de porteuse ou la longueur des �ltres.Pour obtenir une représentation des paramètres en fontion d'une variable qui ne dépendpas du nombre de porteuses, on est amené à dé�nir la fontion φN (l) de {0, . . . , N2 − 1} àvaleurs dans l'intervalle [0; 0, 5] par

φN (l) =
l + 1

N + 1
. (4.60)Les �gures 4.15 et 4.16 illustrent e hangement de variable dans le as de �ltres bior-thogonaux dé�nis à partir de leurs oe�ients en éhelle µli. On remarque au passage que lapropriété de � ontinuité � des ourbes θi(l) est aussi véri�ée par les ourbes µi(l), à un degrémoindre toutefois.L'idée est alors de se dire que, puisque es ourbes sont assez lisses, on peut les approher�dèlement à l'aide d'une déomposition polyn�miale par exemple. Ainsi, pour une déompo-sition à l'aide de mon�mes xk, 0 ≤ k ≤ K − 1, il su�ra de K paramètres pour dérire haque
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Fig. 4.13 � Paramètres angulaires optimaux θli (0 ≤ l ≤ 15, 0 ≤ i ≤ m− 1) pour le ritère deloalisation temps-fréquene et N = 32 ave des longueurs telles que m = 1, . . . , 4.
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4.2. Représentations paramétriques des prototypes à reonstrution parfaite 127ourbes si bien qu'on obtiendra au �nal mK (respetivement (2m+ 1)K dans le as biortho-gonal) paramètres à optimiser au lieu de mN
2 (respetivement (2m+ 1)N2 ). Par exemple si onhoisit K = 8 ave N = 1024, le nombre de paramètres à optimiser est divisé par 64.Soit PK un sous-espae vetoriel de dimension K de l'espae des fontions réelles dé-�nies sur [0; 0, 5] et soit B = (p0, . . . , pK−1) une base de PK . À toute suite X = (X0 =

(x0
0, . . . , x

K−1
0 ), . . . ,Xn−1 = (x0

m′−1, . . . , x
K−1
m′−1)) de n éléments de (RK)m

′ (m′ = m dans leas orthogonal, m′ = 2m+ 1 dans le as biorthogonal), on assoie un prototype PX(z) ortho-gonal ou biorthogonal selon la représentation et dont les paramètres ali, (ali = θli dans le asorthogonal et ali = µli dans le as biorthogonal), 0 ≤ l ≤ N
2 −1, 0 ≤ i ≤ m′−1 sont dé�nis par

ali =

K−1∑

k=0

xki pk (φN (l)) . (4.61)Le �ltre PX(z) est dit odé par les (xki )i=0,...,m′−1; k=0,...K−1 et l'appliation (xki ) 7→ PX(z) estappelé un ode. K est appelé le degré du ode.Les prototypes OFDM/OQAM (respetivement BFDM/OQAM) ainsi odés le sont àl'aide de mK (respetivement (2m + 1)K) paramètres et on dit qu'ils sont représentés sousforme ompate. Il est en général impossible de représenter un �ltre OFDM/OQAM ouBFDM/OQAM sous forme ompate pour un ode donné. Cependant, l'observation des pro-priétés des �ltres optimaux, pour un ritère donné, montre qu'ils appartiennent à des sous-ensemble des �ltres OFDM/OQAM et BFDM/OQAM suseptibles d'être représentés sousforme ompate pour un ertain ode. Dans e as la reherhe des �ltres optimaux pour deslongueurs supérieures et pour un plus grand nombre de porteuses peut se faire dans l'ensembledes �ltres représentables sous forme ompate pour e ode. Le nombre de paramètres pourle problème d'optimisation s'en trouve onsidérablement diminué. Pour un sous-espae PK , lehoix d'une base détermine le hoix des variables dans le problème d'optimisation. Le om-portement des programmes d'optimisation permet de mettre en évidene un éventuel mauvaisonditionnement. Il est alors possible de hanger de base pour essayer d'améliorer le ondi-tionnement : ei onduit don à un nouveau ode. Parmi tous les odes possibles, nous enavons distingué trois :Code n◦ 0.� Le ode trivial. On hoisit K = N
2 et pour espae PK l'espae engendré parles fontions génératries des points φN (l), l = 0, . . . , N2 − 1, 'est-à-dire

pk(x) = 1φN (k)(x) =

{
1 si x = φN (k)
0 sinon (4.62)Dans e as ali = xli, l = 0, . . . , N2 − 1, i = 0, . . . ,m− 1.Code n◦ 1.� Pour K ≥ 0, PK est le sous-espae des polyn�mes de degré inférieur ou égalà K − 1. On obtient alors

ali =

K−1∑

k=0

xki φN (l)k. (4.63)Code n◦ 2.� Pour K ≥ 0, RK est enore le sous-espae des polyn�mes de degré inférieurou égal à K − 1, mais la base hoisie est elle des polyn�mes de Thebyhev. On obtient alors
ali =

K−1∑

k=0

xki Tk(4φN (l) − 1). (4.64)



128 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAM4.2.4 Utilisation des représentations paramétriques pour l'optimisationL'optimisation direte des oe�ients treillis ou éhelles ('est-à-dire l'utilisation du ode0), permet d'obtenir des résultats ave un temps de alul raisonnable jusqu'à 64 porteuses.Au delà, l'optimisation reste possible mais les temps de aluls deviennent prohibitifs. Les�gures 4.17 à 4.20 donnent des exemples de �ltres pour su�samment peu de porteuses, enl'ourrene 16, pour qu'ils puissent être optimisés ainsi. Ceux-i ont été obtenus en utilisantla tehnique d'optimisation CFSQP [65℄.
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Fig. 4.17 � Filtre maximisant la loalisation temps-fréquene à 16 oe�ients pour 16 por-teuses.
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Fig. 4.18 � Filtre maximisant la loalisation temps-fréquene à 64 oe�ients pour 16 por-teuses.Le tableau 4.4 indique les mesures de loalisation des meilleurs �ltres orthogonaux ob-tenus grâe à ette méthode. Si on les ompare à elles des meilleurs �ltres orthogonauxoptimisés ave des odes de Thebyhev de degré 5 (f. tableau 4.5), on peut onstater que,bien que es �ltres appartiennent à un sous-ensemble des �ltres orthogonaux, leur loalisationest omparable, voire meilleure dans ertains as, e qui on�rme la validité de la méthode. Lareprésentation ompate permet surtout d'obtenir des résultats d'optimisation inaessiblespar la méthode direte. Nous pouvons aussi souligner le fait que, ontrairement à e qu'ononstate pour les �ltres obtenus par disrétisation, la loalisation des �ltres ourts (à 2Néhantillons) est ii toujours supérieure à 0, 9, e qui est partiulièrement intéressant.On a fait �gurer aussi dans les tableaux 4.6 et 4.7 la loalisation et l'énergie hors-bande,respetivement, de �ltres biorthogonaux obtenus ave un ode de Thebyhev de degré 3.On onstate que, dans les deux as, l'augmentation du délai α = 2(s + 1) permet d'obtenirde meilleurs résultats, l'optimum étant atteint à haque fois par les �ltres orthogonaux (quisont de délai maximal). En revanhe, à délai identique, les meilleurs �ltres sont les �ltres
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Fig. 4.19 � Filtre minimisant l'énergie en dehors de la bande [ 1
N ,

1
2 ], à 16 oe�ients pour 16porteuses.
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Fig. 4.20 � Filtre minimisant l'énergie en dehors de la bande [ 1
N ,

1
2 ], à 64 oe�ients pour 16porteuses.

❍
❍

❍
❍

❍❍
N

L
2N 4N 6N 8N

4 0,95604756 0,98134765 0,98512417 0,98516308
8 0,93097304 0,97416613 0,98110911 0,98135807
16 0,91808152 0,96978110 0,97982131 0,98030906
32 0,91177048 0,96554672 0,97935831 0,98000940
64 0,90868212 0,96070686 0,97913373 0,97988565
128 0,90715924 0,95526221 0,97894676 0,97978944
256 0,90640369 0,94947898 0,97868978 0,97968606Tab. 4.4 � Meilleure loalisation ξmod de �ltres orthogonaux obtenus pour le ode 0.



130 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMbiorthogonaux ar on peut augmenter leur longueur sans augmenter le délai.Les �gures 4.21 et 4.22 donnent deux exemples de �ltres ourts pour 2N = 512 porteusesobtenus en minimisant l'énergie hors-bande ave un ode de Thebyhev de degré 5. Pour lepremier �ltre on a don D = 1023, soit α = 2, et pour le seond D = 2048, soit α = 4. En lesomparant aux �ltres biorthogonaux de la �gure 4.23, on onstate que, à délai identique, les�ltres biorthogonaux sont plus séletifs en fréquene.
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Fig. 4.21 � Filtre prototype orthogonal à 1024 éhantillons pour 512 porteuses, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1
N ,

1
2 ] (r = 1).
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Fig. 4.22 � Filtre prototype orthogonal à 2048 éhantillons pour 512 porteuses, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1
N ,

1
2 ] (r = 1).La �gure 4.24 illustre l'in�uene du délai sur l'allure de �ltres biorthogonaux optimiséspour maximiser la loalisation temps-fréquene, à longueur onstante.Les �gures 4.25 à 4.27 montrent omment le hoix du fateur de retombée r in�ue sur laréponse de �ltres orthogonaux à 4096 éhantillons pour 512 porteuses.On notera que tous les �ltres représentés ont été optimisés en utilisant la tehnique CFSQPave un ode de Thebyhev de degré 5.4.3 Méthode des fontions prototypesLa tehnique d'optimisation des oe�ients d'une représentation ompate ommene àmontrer ses limites quand le système dépasse 1024 porteuses, en partiulier pour la minimi-sation du ritère d'énergie hors-bande qui est très oûteux en aluls quand la longueur des�ltres grandit. Dans e as, nous proposons d'utiliser une autre méthode basée sur une re-présentation ontinue des oe�ients treillis et éhelles. Celle-i est surtout e�ae pour la
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❍

❍
❍

❍
❍❍

N
L

2N 4N 6N 8N

4 0,95604756 0,98134765 0,98512417 0,98516308
8 0,93097304 0,97416613 0,98110911 0,98135807
16 0,91807895 0,96978054 0,97976118 0,98030807
32 0,91176140 0,96554457 0,97929344 0,98000702
64 0,90866781 0,96070293 0,97909043 0,97988190
128 0,90714177 0,95525650 0,97892141 0,97978463
256 0,90638451 0,94947153 0,97867580 0,97968326
512 0,90600740 0,94366501 0,97825119 0,97818195
1024 0,90581923 0,93810774 0,97752077 0,97947747Tab. 4.5 � Meilleure loalisation ξmod de �ltres orthogonaux obtenus pour le ode 2, degré 5

❍
❍

❍
❍

❍❍
N

L
4N 6N 8N

4 0,98134765 0,98311206 0,98329853
8 0,97408002 0,97721012 0,97741087
16 0,96942291 0,97387771 0,97408999
32 0,96502414 0,97099214 0,97120973Tab. 4.6 � Meilleure loalisation ξmod obtenue pour s = 1 et le ode 2, degré 3.

❍
❍

❍
❍

❍❍
N

L
4N 6N 8N

4 1, 9624535.10−3 1, 4848357.10−3 3, 2321321.10−4

8 2, 0206358.10−3 1, 5377920.10−3 4, 6730159.10−4

16 2, 0343188.10−3 1, 5713923.10−3 7, 3284228.10−4

32 2, 0377072.10−3 1, 5787295.10−3 7, 8751671.10−4Tab. 4.7 � Meilleure énergie hors-bande [ 1
N ,

1
2 ] obtenue pour s = 1 et le ode 2, degré 3.
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D=511
D=1023
D=1535

Fig. 4.23 � Filtres prototypes biorthogonaux à 2048 éhantillons pour 512 porteuses (N =
256), minimisant l'énergie en dehors de la bande [ 1

N ,
1
2 ].
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Fig. 4.24 � Filtres prototypes biorthogonaux à 2048 éhantillons pour 512 porteuses (N =
256), maximisant la loalisation temps-fréquene.
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Fig. 4.25 � Filtre prototype orthogonal à 4096 éhantillons pour 512 porteuses, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1
2N ,

1
2 ] (r = 0).
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Fig. 4.26 � Filtre prototype orthogonal à 4096 éhantillons pour 512 porteuses, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1,5
2N ,

1
2 ] (r = 0, 5).
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Fig. 4.27 � Filtre prototype orthogonal à 4096 éhantillons pour 512 porteuses, minimisantl'énergie en dehors de la bande [ 1
N ,

1
2 ] (r = 1).minimisation de l'énergie hors-bande mais peut aussi être utilisée pour la maximisation de laloalisation (f. [74℄). C'est pourquoi nous n'aborderons ii que le as de la minimisation del'énergie hors-bande.4.3.1 Dé�nitions et premières propriétésPour un entier m ≥ 1, on désigne par Em l'ensemble des fontions h sur l'intervalle réel

] − m,+m[ telles que sur haque sous-intervalle de ] − m,+m[ de la forme ] l2 ,
l+1
2 [, l =

−2m,−2m + 1, . . . , 2m − 1 la restrition de h est deux fois ontinûment dérivable et h etses dérivées admettent des limites aux bornes du sous-intervalle. Dans toute la suite de ehapitre, nous dirons qu'une fontion de Em est une fontion prototype de paramètre m.Exemple 4.3.1 Pour m = 1, E1 est l'ensemble des fontions h ontinues sur ] − 1,+1[ deuxfois ontinûment dérivables, sauf éventuellement en −1
2 , 0,

1
2 et h, h′, h′′ ont des limites à gauheet à droite en −1

2 , 0,
1
2 , à droite en -1, à gauhe en 1.Une fontion prototype sera dite ontinue si elle est ontinue en les points l

2 , l = −2m+
1, . . . , 2m− 1 et si h(−m) = 0 et h(m) = 0.Dé�nition 4.3.1 Soit h dans Em et N un entier pair ≥ 2. On désigne par HN (z) le �ltre delongueur 2mN dont les oe�ients transversaux hN [n] sont donnés par

hN [n] = h

(
2n+ 1 − 2mN

2N

)

, n = 0, . . . , 2mN − 1 , (4.65)et l'on dira que HN (z) est engendré par h.Les points en lesquels sont ainsi alulées les valeurs de la fontion h ne sont jamais desdemi-entiers et forment une subdivision régulière de l'intervalle ] −m,+m[.Si la fontion h est paire (respetivement impaire), les �ltres HN (z) sont symétriques(respetivement antisymétriques).Nous supposons, sans perte de généralité pour les problèmes usuels, que la fontionW (
ej2πν

)admet une transformée de Fourier inverse w(t). Posons également queWN

(
ej2πν

)
= W

(
ej2Nπν

).Pour un �ltre HN (z) quelonque, on désigne par JWN
(hN ) son énergie pondérée.Le théorème 4.1 suivant montre que, pour une fontion h �xée, l'énergie pondérée JWN

(hN )admet une limite lorsque N tend vers l'in�ni, limite qui s'exprime à l'aide de la seule fontion
h.



134 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMThéorème 4.1L'énergie pondérée du �ltre HN (z) engendré par la fontion prototype h(t) admet une limitequand N tend vers l'in�ni notée JW (h) qui est donnée par :
lim
N→∞

JWN
(hN ) =

∫ 1
2

0

∣
∣H
(
ej2πν

)∣
∣2W

(
ej2πν

)
dν

∫ +m
−m h2(t) dt

=

∫ +m
−m

∫ +m
−m h(t)h(u)w(t − u) du dt

∫ +m
−m h2(t) dt

.(4.66)Démonstration.�[74℄.Ce théorème est partiulièrement intéressant dans la mesure où il indique qu'optimiser unefontion prototype pour minimiser son énergie pondérée JW (h), revient à optimiser tous les�ltres prototypes engendrées HN (z), pour N assez grand.4.3.2 Fontions prototypes orthogonales et biorthogonalesDé�nition 4.3.2 Soit h une fontion prototype de Em. On dira de h qu'elle est orthogonalesi, pour tout N , le �ltre HN (z) est un �ltre prototype symétrique orthogonal au sens des mo-dulations OFDM/OQAM, 'est-à-dire qu'il permet d'obtenir une modulation OFDM/OQAMà reonstrution parfaite.Le théorème suivant montre omment la représentation en treillis des �ltres prototypesorthogonaux donne une aratérisation de la struture des fontions prototypes orthogonalesde Em à l'aide de m fontions angulaires.Théorème 4.2Soit h ∈ Em une fontion prototype de paramètre m. On note G(t, z) =
∑+∞

n=−∞ h(−m +
2n + t)z−n, pour t 6= 1

2 et 0 < t < 1. Alors, h est une fontion prototype orthogonale si etseulement s'il existe m fontions θi(t), 0 ≤ i ≤ m − 1 telles que, pour 0 < t < 1
2 , G(t, z) et

G(t + 1, z) véri�ent l'égalité matriielle (4.57) où l'on a remplaé Gl(z) par G(t, z), GN+l(z)par G(t+ 1, z) et θli par θi(t).Démonstration.� La démonstration est évidente puisque ette propriété déoule diretementde la dé�nition des fontions prototypes orthogonales et de l'utilisation de la déompositionen treillis pour les �ltres prototypes orthogonaux.Dé�nition 4.3.3 Soit h une fontion prototype de Em. On dira que h est biorthogonale si,pour tout N , le �ltre HN (z) est un �ltre prototype biorthogonal au sens des modulationsBFDM/OQAM, 'est-à-dire qu'il permet d'obtenir une modulation BFDM/OQAM à reons-trution parfaite s'il est employé à l'émission et à la réeption.Le théorème suivant donne une onstrution, à l'aide de la représentation en éhelle, defontions prototypes biorthogonales. Ce théorème orrespond à l'égalité matriielle sur lesomposantes polyphases d'un �ltre prototype biorthogonal entraînant les relations d'orthogo-nalité. Contrairement au théorème de struture pour les fontions prototypes orthogonales,la onstrution donnée est su�sante, mais non néessaire. Un exemple de fontion prototypebiorthogonale ne pouvant pas être obtenue à l'aide de ette onstrution est donnée dans [74℄.Théorème 4.3Soient 2m+1 fontions µi(t), 0 ≤ i ≤ 2m, dé�nies sur l'intervalle ]0, 1
2 [, deux fois ontinûmentdérivables et admettant des limites en 0 et 1

2 . Soit h ∈ Em une fontion prototype de paramètre
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m et G(t, z) =

∑+∞
n=−∞ h(−m+2n+t)z−n, pour t 6= 1

2 et 0 < t < 1. Si, pour 0 < t < 1
2 , G(t, z),

G(t+1, z), G(1−t, z) et G(2−t, z) peuvent être alulés à l'aide des égalités matriielles (4.33)et (4.34) (en tenant ompte de la parité de s), en remplaçant Gl(z), GN+l(z), G2N−1−l(z),
GN−1−l(z) et µli respetivement par G(t, z), G(t+ 1, z), G(1− t, z), G(2 − t, z) et µi(t), alors
h est une fontion prototype biorthogonale.Démonstration.� La démonstration est évidente puisque puisque le théorème déoule di-retement de la dé�nition des fontions prototypes biorthogonales et de l'utilisation de ladéomposition en éhelle des �ltres prototypes biorthogonaux.4.3.3 Optimisation à l'aide des fontions prototypesL'idée qui vient alors naturellement est de représenter les oe�ients θi(t) ou µi(t) à l'aidede odes, omme on l'a fait dans la setion 4.2.3 pour la synthèse de �ltres prototypes. Il seraalors possible de aluler des fontions prototypes orthogonales ou biorthogonales en haunde leurs points, et on pourra en déduire, pour n'importe quel nombre de porteuses, des �ltresprototypes orthogonaux ou biorthogonaux. En outre, l'utilisation du théorème 4.1 permettrad'optimiser l'énergie pondérée des �ltres prototypes diretement à partir de elle de la fontionprototype qui les engendre, pour N grand.On suppose dans ette setion que la fontion h est alulée à partir de la donnée de mfontions θi(t), i = 0, . . . ,m − 1, omme dérit dans le théorème 4.2, ou à partir de 2m + 1fontions µi(t), omme dérit dans le théorème 4.3.Intéressons-nous maintenant au alul numérique de l'énergie pondérée de la fontion pro-totype h. Elle se alule à partir de la quantité (f. théorème 4.1)

EW (h) =

∫ +m

−m

∫ +m

−m
h(t)h(u)w(t − u) du. (4.67)Pour aluler numériquement l'intégrale (4.67), on déoupe le arré d'intégration en arrésde �té 1

2 ayant des extrémités demi-entières. Sur haun de es petits arrés (il y en a 4m2),on alule l'intégrale par le shéma d'intégration de Gauss-Legendre d'ordre n, ave n �xé surhaune des deux diretions u et t.Rappelons que le shéma de Gauss-Legendre d'ordre n permet d'évaluer l'intégrale d'unefontion f sur l'intervalle [−1,+1] par la formule :
∫ +1

−1
f(t) dt ≈

n∑

k=1

pkf(xk) , (4.68)où les xk, k = 1, . . . , n sont les n raines du polyn�me de Legendre de degré n, noté Pn(x), et
pk, k = 1, . . . , n des poids alulés par la formule

pk =
2(1 − x2

k)

n2P 2
n−1(xk)

. (4.69)Ave un tel hoix des absisses et des poids, l'évaluation de l'intégrale de f est exate si f estun polyn�me de degré inférieur ou égal à 2n−1. Dans la pratique, on hoisit n = 6 ou n = 10.Après avoir légèrement transformé la formule (4.68) pour l'adapter à un intervalle delongueur 1
2 , l'intégrale se met sous la forme

EW (h) ≈
2mn−1∑

i=0

2mn−1∑

j=0

h(ui)h(uj)wi,j (4.70)



136 Chapitre 4. Filtres prototypes pour les modulations BFDM/OQAMoù
wi,j =

1

16
w(uj − ui)pk(ui)pk(uj) , (4.71)où pk(ui) et pk(uj) sont des poids de Gauss-Legendre dépendant de la plae de ui et de uj dansla subdivision de l'un des intervalles de longueur 1

2 . Les wi,j sont les oe�ients d'une matriesymétrique W 7 d'ordre 2mn qui ne dépend pas de h mais seulement de n et de la fontionpoids W . On évalue don une fois pour toute la valeur de ses oe�ients avant d'optimiserla fontion oût. Le veteur V = (h(u0), h(u1), . . . , h(u2mn−1) de longueur 2mn est évaluépour des valeurs données des paramètres du problème d'optimisation et la fontion EW (h) estdonnée par
EW (h) ≈ V T W V . (4.72)Dans e alul à la limite, on assure l'orthogonalité, ou la biorthogonalité, en se ramenantà des représentations en treillis, ou en éhelle, qui peuvent s'érire sous forme d'une fontion

a(t) (a(t) = θi(t) en orthogonal, a(t) = µi(t) en biorthogonal) dont l'expression reprend elledéjà vue pour les odes de représentation ompate.Code 1 : le paramètre a(t) est obtenu par la formule
a(t) =

d−1∑

i=0

αit
i , (4.73)où d est le degré onsidéré pour e ode et αi, i = 0, . . . , d− 1 les d oe�ients orres-pondants,Code 2 : le paramètre a(t) est obtenu par la formule

a(t) =
d−1∑

i=0

αiTi(4t− 1) , (4.74)où les Ti sont les polyn�mes de Thebyhev.Nous avons optimisé ave le programme CFSQP les oe�ients d'une fontion prototypeorthogonale pour la fontion de oût énergie. Le programme CFSQP se révèle extrêmementsensible aux bornes données pour les oe�ients, aux degrés des odes et aux valeurs initiales.Les meilleurs résultats obtenus le sont ave le ode 1 pour tous les oe�ients et sontdonnés dans le tableau 4.8 dans lequel la deuxième olonne orrespond aux degrés des odesutilisés pour représenter θi(t), 0 ≤ i ≤ m− 1. Ce tableau fournit la valeur de J∞ qui désignel'énergie hors-bande optimale pour la fontion prototype. Ce tableau omparé au tableau 4.3,indique que les �ltres obtenus ont une énergie hors-bande plus faible que les meilleurs �ltresdisrétisés (en l'ourrene les SRRC). Les résultats représentés dans 4.3 sont en e�et quasi-indépendants du nombre de porteuses et peuvent don aussi être utilisés pour N grand. Deplus, les �ltres donnés ii sont parfaitement orthogonaux.Une optimisation ave CFSQP a aussi été utilisée pour optimiser l'énergie hors-bande desfontions prototypes biorthogonales.Le tableau 4.9 donne les meilleurs résultats obtenus pour m = 1, . . . , 3, s = 0, . . . ,m − 1.Les fontions prototypes limites sont alors utilisés pour onstruire des �ltres de paramètre
N = 128 et les résultats sont omparés ave le meilleur résultat obtenu pour le ode 2 de7On veillera à ne pas onfondre ette matrie ave la matrie de transformée de Fourier notée de la mêmefaçon.



4.4. Conlusion 137degré 5 ( Jold
128). J∞ désigne l'énergie hors-bande optimale pour la fontion prototype, J128l'énergie hors-bande du �ltre de longueur 2mN que l'on en déduit, et Jold

128 l'optimum trouvépar une optimisation direte sur la représentation ompate du �ltre.4.4 ConlusionAprès avoir étudié les propriétés de quelques �ltres obtenus par éhantillonnage de �ltresontinus, nous avons présenté dans e hapitre deux nouvelles méthodes de synthèse de �ltresprototypes parfaitement orthogonaux ou biorthogonaux. Celles-i permettent d'obtenir des�ltres de longueurs jamais atteintes et pour un nombre de porteuses beauoup plus élevé quee que permettent les autres tehniques d'optimisation atuelles. En e�et, les seuls �ltres op-timisés auparavant pour es longueurs et e nombre de porteuses, étaient obtenus à partirde �ltres ontinus orthogonaux. Or eux-i perdent la propriété d'orthogonalité après trona-ture et éhantillonnage, et surtout sont moins bien loalisés dans le plan temps-fréquene, oumoins séletifs en fréquene, que les �ltres optimisés en disrets. Les deux nouvelles tehniquesprésentent aussi l'avantage de permettre la synthèse de �ltres quasi-optimaux de longueursminimales tout en onservant la propriété de reonstrution parfaite, pour un nombre deporteuses quelonque.
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m Degrés des odes J∞1 4 1, 89834.10−22 8,8 2, 037405.10−33 6,3,6 3, 189792.10−44 6,3,3,4 8, 69177.10−55 5,4,3,2,3 1, 838493.10−56 4,4,2,2,3,5 5, 72311.10−6Tab. 4.8 � Meilleure optimisation de l'énergie hors-bande pour des fontions prototypes or-thogonales de paramètre m, ave le ode 1.

m = 1 m = 2 m = 3

s = 0 Jold
128 1, 8981327.10−2 2, 9223829.10−3 1, 4497043.10−3

J∞ 1, 8983347.10−2 2, 9230531.10−3 1, 3694251.10−3

J128 1, 8981327.10−2 2, 9223829.10−3 1, 3692782.10−3

s = 1 Jold
128 2, 0373402.10−3 1, 5282759.10−3

J∞ △ 2, 0374056.10−3 4, 8348134.10−4

J128 2, 0373402.10−3 5, 5106813.10−4

s = 2 Jold
128 1, 1072554.10−3

J∞ △ △ 3, 1843398.10−4

J128 3, 1829879.10−4Tab. 4.9 � Meilleure énergie hors-bande [ 1
N ,

1
2 ] obtenue pour les fontions prototypes biortho-gonaux.



Chapitre 5Évaluation des modulationsmultiporteuses biorthogonalesJusqu'à présent, nous avons toujours onsidéré des systèmes dos-à-dos, sans tenir omptedu anal de transmission ni d'auune imperfetion physique de réepteur ou du réepteur.Nous avons ainsi toujours supposé que le signal s(t) (ou s[k] en disret) était identique ausignal reçu r(t) (respetivement r[k]), et nous avons synthétisé des �ltres prototypes optimisésvis-à-vis de ritères a priori. Nous nous proposons maintenant d'étudier les propriétés dessystèmes BFDM/QAM et BFDM/OQAM lorsque le signal reçu est di�érent du signal émis.Nous onsidérons tout d'abord le as lassique d'un anal bruité, à bruit additif blan gaus-sien. Puis, nous nous intéressons omme dans [73℄ à l'e�et d'un anal séletif en fréquenemodélisé par une interférene onstante autour d'une fréquene λF0 (F0 représentant l'espaeinter-porteuses). En�n, nous présentons l'e�et d'une erreur de synhronisation fréquentielleau niveau du réepteur, omme dans [82℄.Dans toute la suite, nous supposerons que les données omplexes cm,n émises sont entrées,indépendantes, identiquement distribuées et de variane σ2
c . Nous supposerons aussi que lesparties en phase et en quadrature sont indépendantes.5.1 Performanes sur anal gaussien5.1.1 Bruit blan gaussien omplexe disretSoit s(t) l'enveloppe omplexe du signal analogique émis. Alors, elle du signal reçu enprésene de bruit additif blan gaussien s'érit

r(t) = s(t) + b(t), (5.1)ave b(t) l'enveloppe omplexe du bruit. Celui-i se aratérise par le fait que ses omposantesen phase et en quadrature sont entrées, indépendantes, blanhes, de variane N0
1 et de densitéde probabilité gaussienne [38℄. Après éhantillonnage aux instants tk =

(
k − D

2

)
Te, le bruit

b[k] obtenu onserve les mêmes propriétés statistiques, seule sa variane est multipliée par Te1Il s'agit de la densité spetrale de puissane monolatérale. La variane orrespondante sur onde porteusevaut N0
2
, e qui orrespond aussi à la densité spetrale de puissane bilatérale du bruit sur onde porteuse. Onnotera que la variane du bruit omplexe total vaut 2N0.139



140 Chapitre 5. Évaluation des modulations multiporteuses biorthogonaleset devient σ2
b = 2N0Te. Ainsi, si l'on note respetivement bR[k] et bI [k] les omposantes enphase et en quadrature du bruit disret, on a :

E
{
bR[k]

}
= E

{
bI [k]

}
= E

{
bR[k]bI [k′]

}
= 0, (5.2)

E
{
bR[k]bR[k′]

}
= E

{
bI [k]bI [k′]

}
=
σ2
b

2
δk,k′ , (5.3)et

E {b[k]} = E
{
b[k]b[k′]

}
= 0, (5.4)

E
{
b∗[k]b[k′]

}
= σ2

b δk,k′. (5.5)5.1.2 Erreur quadratique moyenne théorique des modulations BFDM/QAMsuréhantillonnéesLe signal BFDM/QAM émis s'érit sous la forme
s[k] =

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
cm,nfm,n[k]. (5.6)Alors, l'énergie moyenne de e signal vaut

σ2
s = lim
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1

2K + 1

K∑

k=−K

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
σ2
c |fm,n[k]|2

]

,

= lim
K→+∞

[

1

2K + 1

K∑

k=−K

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
σ2
c |f [k − nN ]|2

]

,

= Mσ2
c lim
K→+∞

[

1

2K + 1

+∞∑

n=−∞

K∑

k=−K
|f [k − nN ]|2

]

.

(5.7)
Or, si l'on pose k = l + pN alors on remarque que la somme moyenne pour k positif vaut

lim
K→+∞




1

NK

+∞∑

n=−∞

N−1∑

l=0

K−1∑

p=0

|f [l+ (p− n)N ]|2




= lim
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1

NK

+∞∑
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l=0

K−1∑

p=0

|f [l + (p− n)N ]|2


 ,

= lim
K→+∞

[

1

NK
K

+∞∑

n=−∞

N−1∑

l=0

|f [l+ nN ]|2
]

=
1

N

+∞∑

k=0

|f [k]|2 .

(5.8)



5.1. Performanes sur anal gaussien 141En tenant ompte aussi de la somme sur les k négatifs (pour un �ltre non ausal), on en déduit�nalement que l'énergie moyenne est liée au rapport du suréhantillonnage par la relation
σ2
s = σ2

c‖f‖2M

N
. (5.9)Calulons maintenant l'erreur quadratique moyenne ommise sur les symboles démodulés.Elle s'érit

ε2 =
E
{

|ĉm,n − cm,n|2
}

σ2
c

. (5.10)Or, si l'on dispose d'une base de démodulation f̌m,n[k] biorthogonale à la base de modulation
fm,n[k], les symboles estimés s'érivent

ĉm,n = 〈f̌m,n, r〉l2(Z),C = 〈f̌m,n, s+ b〉l2(Z),C = 〈f̌m,n, s〉l2(Z),C + 〈f̌m,n, b〉l2(Z),C

= cm,n + 〈f̌m,n, b〉l2(Z),C.
(5.11)On en déduit que l'erreur quadratique moyenne ne dépend que du bruit et vaut

ε2 =
E
{∣
∣〈f̌m,n, b〉l2(Z),C

∣
∣
2
}

σ2
c

, (5.12)ave
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∣
∣f̌m,n[k]

∣
∣
2
σ2
b = σ2

b‖f̌‖2 = σ2
b‖h‖2. (5.13)Des équations (5.9), (5.12) et (5.13), on tire �nalement que l'erreur quadratique moyenne estdiretement liée au rapport signal à bruit, au rapport de suréhantillonnage et à l'énergie des�ltres prototypes d'émission et de réeption par la relation :

ε2 =
σ2
b

σ2
s

M

N
‖f‖2‖h‖2. (5.14)Ainsi, l'erreur quadratique moyenne est inversement proportionnelle au rapport de suréhan-tillonnage N

M . Suréhantillonner revient à multiplier le rapport signal à bruit par le fateur desuréhantillonnage, soit un gain de 10 log N
M déibels. Par exemple, pour un rapport de 5/4,on gagne 1 dB et pour un rapport de 3

2 , on gagne 1, 8 dB. À l'opposé, l'e�aité spetrale estdivisée par N
M .5.1.3 Erreur quadratique moyenne théorique des modulations BFDM/OQAMLe signal BFDM/OQAM émis s'érit

s[k] =
2N−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
am,nfm,n[k], (5.15)



142 Chapitre 5. Évaluation des modulations multiporteuses biorthogonalesave am,n la partie en phase ou en quadrature d'une donnée omplexe de variane σ2
c (f.équations (3.11) à (3.14). On en déduit don que la variane des données réelles vaut

E
{
|am,n|2

}
= σ2

a =
σ2
c

2
. (5.16)Ensuite, en utilisant le fait que M = 2N on trouve que l'énergie moyenne du signal émis estégale à

σ2
s = 2σ2

a‖f‖2 = σ2
c‖f‖2. (5.17)Quant à l'erreur quadratique moyenne sur les symboles estimés, elle s'érit

ε2 =
E
{

|ĉm,n − cm,n|2
}

σ2
c

=
2E
{

|âm,n − am,n|2
}

2σ2
a

. (5.18)Si l'on suppose que l'on dispose d'une base de démodulation biorthogonale à la base de mo-dulation, alors les symboles reçus sont estimés par
âm,n = 〈f̌m,n, r〉l2(Z),R = am,n + 〈f̌m,n, b〉l2(Z),R, (5.19)si bien que

E
{

|âm,n − am,n|2
}

= E
{∣
∣〈f̌m,n, b〉l2(Z),R

∣
∣
2
}

= E
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,

=
1

4

+∞∑

k=−∞
2|f̌m,n[k]|2σ2

b =
1

2
σ2
b‖h‖2,

(5.20)
en utilisant le fait que E{b[k]b[k′]} = 0. On en déduit alors que l'erreur quadratique moyennedes systèmes BFDM/OQAM est donnée par la même relation que pour les systèmes BFDM/QAMnon suréhantillonnés :

ε2 =
σ2
b

σ2
s

‖f‖2‖h‖2. (5.21)5.1.4 Comparaison entre prototypes orthogonaux et biorthogonauxPour les modulations BFDM/QAM omme pour les modulations BFDM/OQAM, on dé-duit des onditions de biorthogonalité des bases de modulation et de démodulation que
〈fm,n, f̌m,n〉 = 1. (5.22)Alors, l'inégalité de Cauhy-Shwarz permet d'érire

‖f‖2‖h‖2 = ‖fm,n‖2‖f̌m,n‖2 ≥ 〈fm,n, f̌m,n〉2, (5.23)e qui aboutit à l'inégalité
‖f‖2‖h‖2 ≥ 1. (5.24)



5.1. Performanes sur anal gaussien 143L'égalité est alors obtenue lorsque fm,n et f̌m,n sont proportionnelles, 'est-à-dire lorsque labase de modulation est orthogonale.On retrouve ainsi le résultat lassique en ommuniations numériques qui indique que lesmodulations orthogonales sont optimales sur anal gaussien. À rapport de suréhantillonnageidentique, elles sont toutes équivalentes. En partiulier, les modulations monoporteuses ainsique les modulations OFDM/QAM non suréhantillonnées et OFDM/OQAM sont équivalentes.Pour une modulation biorthogonale non orthogonale, la dégradation d'erreur quadratiquemoyenne par rapport à une modulation orthogonale de même rapport de suréhantillonnage estalors égale au produit des arrés des normes des �ltres prototypes d'émission et de réeption :
ε2

ε2opt = ‖f‖2‖h‖2. (5.25)Tout se passe omme si le rapport signal à bruit était divisé par le produit ‖f‖2‖h‖2 si bienque la perte ∆ en déibels par rapport à une modulation orthogonale s'exprime simplementen fontion des normes des �ltres prototypes d'émission et de réeption :
∆ = 20 log(‖f‖ ‖h‖). (5.26)Tous nos exemples de synthèse de �ltres biorthogonaux utilisent le même �ltre à l'émission etla réeption, dans e as on a don ∆ = 40 log ‖f‖. Les �gures 5.1 et 5.2 illustrent ette perteau niveau de l'erreur quadratique moyenne et du taux d'erreur binaire, respetivement, dansle as de la transmission d'une MAQ-4 et un système BFDM/OQAM. Il s'agit de ourbesthéoriques qui ont été validées par la simulation.Le alul de ∆ pour les �ltres biorthogonaux obtenus par la proédure d'optimisationdérite dans la setion 4.2.3 montre que la perte peut dépasser 3 dB lorsque l'on a minimisél'énergie hors-bande (f. tableaux 5.1 et 5.3), mais elle peut aussi rester inférieure à 0,1 dB.En fait, les tableaux 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, n'indiquent pas de lien simple entre la perte ∆ et leritère optimisé, la longueur des �ltres ou le délai de reonstrution. On notera seulement queles plus faibles dégradations sont obtenues lorsque 'est la loalisation ξmod qui est maximiséeet que les plus fortes le sont lorsque 'est l'énergie hors-bande J qui est minimisée.

❍
❍

❍
❍

❍❍
L

D 511 1023 15351024 ∆ 2, 03 - -
J 2, 92.10−3 - -1536 ∆ 3, 14 5, 92.10−2 -
J 1, 45.10−3 1, 53.10−3 -2048 ∆ 3, 33 9, 70.10−1 1, 43
J 1, 32.10−3 3, 16.10−4 4, 98.10−3Tab. 5.1 � Dégradation de l'erreur quadratique moyenne en déibels, pour des prototypesbiorthogonaux obtenus ave un ode de Thebyhev de degré 5, en minimisant l'énergie hors-bande, pour M = 256.
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Fig. 5.1 � Erreur quadratique moyenne sur anal gaussien (ligne ontinue : as orthogonalidéal ; tirets : �ltre prototype BFDM/OQAM obtenu par minimisation de l'énergie hors-bande,ode de Thebyhev de degré 5,M = 256, L = 1024, D = 511 ; tirets pointillés : �ltre prototypeBFDM/OQAM obtenu par minimisation de l'énergie hors-bande, ode de Thebyhev de degré5, M = 256, L = 2048, D = 511.
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Fig. 5.2 � Taux d'erreur binaire en MAQ-4 sur anal gaussien (ligne ontinue : as orthogonalidéal ; tirets : �ltre prototype BFDM/OQAM obtenu par minimisation de l'énergie hors-bande,ode de Thebyhev de degré 5,M = 256, L = 1024, D = 511 ; tirets pointillés : �ltre prototypeBFDM/OQAM obtenu par minimisation de l'énergie hors-bande, ode de Thebyhev de degré5, M = 256, L = 2048, D = 511.
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❍

❍
❍

❍
❍❍

L
D 511 1023 15351024 ∆ 1, 03 - -
ξmod 0, 955 - -1536 ∆ 1, 12 1, 27.10−2 -
ξmod 0, 956 0, 961 -2048 ∆ 1, 15 1, 38.10−2 7, 34.10−1

ξmod 0, 957 0, 962 0, 961Tab. 5.2 � Dégradation de l'erreur quadratique moyenne en déibels, pour des prototypesbiorthogonaux obtenus ave un ode de Thebyhev de degré 5, en maximisant la loalisationtemps-fréquene, pour M = 256.
❍

❍
❍

❍
❍❍

L
D 1023 2047 30712048 ∆ 2, 03 - -
J 2, 92.10−3 - -3072 ∆ 3, 14 5, 92.10−2 -
J 1, 45.10−3 1, 53.10−3 -4096 ∆ 3, 33 9, 65.10−1 1, 43
J 1, 32.10−3 3, 18.10−4 4, 97.10−3Tab. 5.3 � Dégradation de l'erreur quadratique moyenne en déibels, pour des prototypesbiorthogonaux obtenus ave un ode de Thebyhev de degré 5, en minimisant l'énergie hors-bande, pour M = 512.

❍
❍

❍
❍

❍❍
L

D 1023 2047 30712048 ∆ 0, 968 - -
ξmod 0, 954 - -3072 ∆ 1, 13 1, 80.10−2 -
ξmod 0, 956 0, 958 -4096 ∆ 1, 11.10−1 1, 83.10−2 1, 99.10−3

ξmod 0, 956 0, 958 0, 977Tab. 5.4 � Dégradation de l'erreur quadratique moyenne en déibels, pour des prototypesbiorthogonaux obtenus ave un ode de Thebyhev de degré 5, en maximisant la loalisationtemps-fréquene, pour M = 512.



146 Chapitre 5. Évaluation des modulations multiporteuses biorthogonales5.2 Canal à interférene sinusoïdale pure5.2.1 Analyse théoriqueOn onsidère maintenant, omme dans [73℄ et [71℄, que le anal est perturbé par un inter-féreur sinusoïdal d'amplitude A autour de la fréquene λF0. Une telle perturbation peut parexemple être due à un émetteur radio prohe. Le signal reçu s'érit ainsi
r(t) = s(t) +Aej2πλF0t, (5.27)si bien que le signal disret reçu s'exprime après éhantillonnage sous la forme

r[k] = s[k] +A
√

Teej 2π
M
λ(k−D

2 ), (5.28)ave M = 2N dans le as des modulations BFDM/OQAM. On note σ2 l'énergie de la pertur-bation sinusoïdale :
σ2 = A2Te. (5.29)On note aussi ε2m,n l'erreur quadratique faite sur l'estimation de ĉm,n et ε2m l'erreur quadratiquemoyenne faite sur l'estimation des symboles de la porteuse m :

ε2m,n =
|ĉm,n − cm,n|2

σ2
c

(5.30)
ε2m = lim

K→+∞

{

1

2K + 1

K∑

n=−K
ε2m,n

} (5.31)Dans le as des modulations BFDM/QAM on a alors
ε2m,n =

σ2

σ2
c

∣
∣
∣〈f̌m,n[k], ej

2π
M
λ(k−D

2 )〉
∣
∣
∣

2
. (5.32)et
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∣

2
=

∣
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+∞∑

k=−∞
f̌∗[k − nN ]e−j

2π
M

(m−λ)(k−D
2 )

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
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∣

+∞∑

k=−∞
f̌∗[D − k]e−j

2π
M

(m−λ)(D
2
−k+nN)

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

k=−∞
h[k]ej

2π
M

(m−λ)k

∣
∣
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∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
H

(
λ−m

M

)∣
∣
∣
∣

2

, (5.33)d'où
ε2m = ε2m,n =

σ2

σ2
s

‖f‖2

∣
∣
∣
∣
H

(
λ−m

M

)∣
∣
∣
∣

2 M

N
. (5.34)Ensuite, pour les modulations BFDM/OQAM, on a

ε2m,n =
|âm,2n − am,2n|2 + |âm,2n+1 − am,2n+1|2

σ2
c

, (5.35)



5.2. Canal à interférene sinusoïdale pure 147et
|âm,n − am,n|2 = σ2
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∣
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+∞∑
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j−(m+n)f̌∗[k − nN ]e−j
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∣
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∣

2

= σ2
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j−(m+n)e−j
2π
2N

(m−λ)(nN+ D
2 )H

(
λ−m

2N

)}∣
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∣

2

.

(5.36)En notant H(ν) = |H(ν)|ejφ(ν) on obtient alors
|âm,n − am,n|2 = σ2

∣
∣
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− π
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2N

)]
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(5.37)On en déduit don que, ave M = 2N ,
ε2m,n =

σ2

σ2
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)]} (5.38)On peut alors montrer (f. annexe D) que l'erreur quadratique moyenne pour haque sous-bande s'érit aussi
ε2m =

σ2

σ2
s

‖f‖2
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(
λ−m

M

)∣
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∣

2 (5.39)à ondition que λ ne soit pas un demi-entier.On a représenté l'erreur quadratique moyenne pour m = 0, 512 porteuses et σ = σs surles �gures 5.3 à 5.5. On a fait �gurer à haque fois le �ltre OFDP donné par S. P�etshingeret J. Speidel dans [73℄2. Nous le onsidérons en e�et omme un �ltre de référene puisqu'ila été synthétisé pour minimiser les erreurs dues à une interférene sinusoïdale. La �gure 5.3ompare e �ltre ave un système OFDM lassique (�ltre retangulaire) et deux systèmesOFDM/QAM suréhantillonnés ave des prototypes optimisés pour minimiser l'énergie dansla bande [ 1
M ,

1
2 ]3. On peut onstater que les systèmes suréhantillonnés peuvent permettred'obtenir des erreurs plus faibles pour ertaines plages de valeurs de λ.La �gure 5.4 fait la même omparaison ave trois �ltres OFDM/OQAM orthogonaux à4096 éhantillons optimisés de manière à minimiser l'énergie dans la bande [ 1

2N ,
1
2 ], [ 1,5

2N ,
1
2 ] et

[ 1
N ,

1
2 ]4. Cette fois, le �ltre globalement le mieux adapté est le �ltre minimisant l'énergie dansla bande [ 1,5

2N ,
1
2 ] (i.e. ave un roll-o� égal à 0, 5).En�n, la �gure 5.5 permet de omparer un �ltre biorthogonal à 2048 éhantillons ave unparamètre D = 1023 à un �ltre orthogonal de même longueur et à un �ltre orthogonal demême délai, haque �ltre minimisant l'énergie dans la bande [ 1

N ,
1
2 ]. On onstate que, à délaiidentique, le meilleur �ltre est le �ltre biorthogonal, mais que à longueur identique, le meilleurest orthogonal.2Ce �ltre est représenté �gure 4.6.3Les réponses temporelles et fréquentielles de es �ltres sont représentées sur les �gures 2.25 et 2.26.4Les réponses temporelles et fréquentielles sont traées sur les �gures 4.25, 4.26 et 4.27.
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Fig. 5.3 � Comparaison de l'erreur quadratique à 0 dB de prototypes OFDM/QAM suréhan-tillonnés ave le �ltre OFDP optimisé pour un roll-o� nul à 4096 éhantillons [73℄ et l'OFDMlassique, pour M = 512 porteuses.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

λ

ε 02

OFDP (r=0), L=4096
OFDM/OQAM, r=0, L=4096
OFDM/OQAM, r=0.5, L=4096
OFDM/OQAM, r=1, L=4096

Fig. 5.4 � Comparaison de l'erreur quadratique à 0 dB de prototypes OFDM/OQAM à 4096éhantillons ave le �ltre OFDP optimisé pour un roll-o� nul à 4096 éhantillons [73℄, pour
M = 512 porteuses.
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Fig. 5.5 � Comparaison de l'erreur quadratique à 0 dB de prototypes BFDM/OQAM etOFDM/OQAM à 2048 éhantillons ave le �ltre OFDP optimisé pour un roll-o� nul à 4096éhantillons [73℄, pour M = 512 porteuses.5.2.2 SimulationsOn a reporté sur les �gures 5.6 à 5.15 les taux d'erreur binaires obtenus ave les mêmes�ltres prototypes, dans le as de la transmission d'une MAQ-4, ave un rapport signal à bruit
σ2

s

σ2 égal à −5 dB, la fréquene de l'interféreur sinusoïdal étant égal à 40, 2F0, 'est-à-dire dansles mêmes onditions que dans [73℄. Dans haque as on a donné en haut du graphique letaux d'erreur global prenant en ompte toutes les porteuses. En outre, les systèmes omparésomportent tous toujours 512 porteuses.Les �gures montrent que tous les �ltres optimisés surpassent largement l'OFDM lassique.En e�et, l'OFDM lassique est le seul as pour lequel l'interféreur in�ue sur des porteusesrelativement éloignées. On onstate aussi que le �ltre OFDP est surpassé par tous les autres�ltres, mis à part le �ltre biorthogonal, mais elui-i a une longueur deux fois moindre (2048éhantillons au lieu de 4096) et un délai quatre fois plus faible, pour un taux d'erreur binairetotal seulement légèrement plus élevé (2, 4.10−3 au lieu de 2, 1.10−3).Globalement, es résultats de simulations permettent de tirer les mêmes onlusion queles ourbes d'erreur quadratique moyenne alulées de manière théorique : à délai iden-tique, le meilleur �ltre est biorthogonal, à longueur identique, le meilleur est orthogonal (enOFDM/OQAM) et minimise l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à 0, 5.Tous es résultats sont évidemment à nuaner par le fait que l'on ne peut garantir queles �ltres optimisés soient des optima globaux. Ils orrespondent malgré tout à de très bonsoptimaux et on peut supposer qu'ils sont su�samment prohes de l'optimum global pourvalider nos onlusions.On notera aussi que les résultats présentés pour 512 porteuses restent véri�és pour dessystèmes omportant un nombre de porteuses di�érent.
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Fig. 5.6 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype OFDP ave un roll-o� égal à 0 et de longueur 4096 [73℄.
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Fig. 5.7 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM lassique à 512porteuses.
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Fig. 5.8 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/QAM à 512porteuses et un rapport de suréhantillonnage égal à 3
2 utilisant un �ltre prototype minimisantl'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à 1, de longueur 4096.
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Fig. 5.9 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/QAM à 512porteuses et un rapport de suréhantillonnage égal à 5
4 utilisant un �ltre prototype minimisantl'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à 1, de longueur 4096.
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Fig. 5.10 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype minimisant l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à0 et de longueur 4096.
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Fig. 5.11 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype minimisant l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à0,5 et de longueur 4096.
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Fig. 5.12 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype minimisant l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à1 et de longueur 4096.
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Fig. 5.13 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype minimisant l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à1 et de longueur 2048.
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Fig. 5.14 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système OFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype minimisant l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à1 et de longueur 1024.
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Fig. 5.15 � Taux d'erreur binaire sur haque porteuse pour un système BFDM/OQAM à 512porteuses utilisant un �ltre prototype minimisant l'énergie hors-bande ave un roll-o� égal à1, de longueur 2048 et un paramètre de délai égal à 1023.



5.3. Déalage fréquentiel en réeption 1555.3 Déalage fréquentiel en réeptionNous étudions maintenant omme dans [82, 83, 81℄ l'e�et d'un déalage fréquentiel à ladémodulation ave un anal à bruit additif blan gaussien. Dans e as, le signal reçu s'érit
r(t) = (s(t) + b(t))ej2π∆f t, (5.40)ave ∆f le déalage fréquentiel en réeption supposé ompris entre 0 et F0, et b(t) le bruitadditif blan gaussien modélisé omme dans la setion 5.1. Les modulations BFDM/QAM etBFDM/OQAM sont toutes obtenues en disret en hoisissant les instants d'éhantillonnage

tk tels que tk =
(
k − D

2

)
Te, ave Te = 1

MF0
. Il en déoule que, en disret, le signal reçu s'érit

r[k] = (s[k] + b[k])e
j 2π

M
∆f
F0

(k−D
2 ). (5.41)5.3.1 Cas des modulations BFDM/QAMEn utilisant les équations (2.27) et (2.28) qui dé�nissent le signal BFDM/QAM disret,on obtient que le signal reçu s'érit

r[k] =

M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
cm,nf [k − nN ]e

j 2π
M (k−D

2 )(m+∆f
F0

)
+ b[k]e

j 2π
M

∆f
F0

(k−D
2 ). (5.42)Alors, après aluls, on obtient que les symboles estimés après démodulation valent

ĉm,n =

(
M−1∑

m′=0

+∞∑

n′=−∞
cm′,n′ej

2π
M
nN(m′−m)Im′−m,n′−n + bm,n

)

e
j 2π

M
nN ∆f

F0 (5.43)ave
Ip,q =

∑

k

f [k − qN ]h[D − k]e
j 2π

M (k−D
2 )
(

p+∆f
F0

) (5.44)
bm,n =

∑

k

b[k]h[D − k + nN ]e
j 2π

M (k−D
2 )
(

∆f
F0

−m
)

e
−j 2π

M
nN ∆f

F0 . (5.45)Le déalage fréquentiel implique ainsi une rotation de phase θn = 2π
M nN ∆f

F0
des symboles émis.On supposera omme dans [82℄ qu'on peut parfaitement l'estimer ainsi que l'atténuation I0,0de sorte que, après égalisation à un oe�ient, les symboles démodulés sont donnés par larelation

ĉm,n = cm,n +



bm,n +
∑

(m′,n′)6=(m,n)

cm′,n′ej
2π
M
nN(m′−m)Im′−m,n′−n




1

I0,0
. (5.46)Dans le as où les prototypes de modulation et de démodulation sont onjugués l'un de l'autre,on montre failement que

I0,0 = ℜ
{

D∑

k=0

f [k]f∗[D − k]e
j 2π

M (k−D
2 )∆f

F0

}

, (5.47)



156 Chapitre 5. Évaluation des modulations multiporteuses biorthogonalessi bien que I0 = ±|I0|. Lorsque les prototypes sont orthogonaux et symétriques, on a même
I0,0 =

L−1∑

k=0

|f [k]|2 cos

[
2π

M

(

k − L− 1

2

)
∆f

F0

]

. (5.48)Dans tous les as, l'erreur quadratique moyenne vaut
ε2∆f =

σ2
b‖h‖2 + σ2
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(

−|I0,0|2 +
∑M−1
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∑+∞
q=−∞ |Ip,q|2

)

σ2
c |I0,0|2

, (5.49)soit, en utilisant le fait que σ2
c = σ2

s

‖f‖2
N
M (f. équation (5.9)) :
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σ2
b
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|I0,0|2
. (5.50)5.3.2 Cas des modulations BFDM/OQAMEn s'inspirant des aluls menés dans le as des modulations BFDM/QAM, on trouve queles symboles OQAM démodulés ont pour expression

âm,n = ℜ
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, (5.51)ave
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e
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F0 j−(m+n), (5.53)et lorsque les prototypes d'émission et de réeption sont onjugués l'un de l'autre, on a toujours
J0,0 = ℜ
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, (5.54)autrement dit, J0,0 est réel. En outre, lorsque les prototypes sont aussi réels, on a
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. (5.55)Le déalage fréquentiel induit enore une rotation de phase. Nous supposerons que, ommedans le as des modulations BFDM/QAM, ette rotation de phase θn = nπ∆f
F0

ainsi quel'atténuation J0,0 sont parfaitement estimées avant le �ltrage de réeption, si bien que lessymboles OQAM estimés s'érivent �nalement, dans le as de prototypes réels identiques àl'émission et à la réeption :
âm,n = am,n +



ℜ{bm,n} +
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Λp,q = ℜ{Jp,q} =
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. (5.57)L'erreur quadratique moyenne vaut alors
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, (5.58)en notant que Λ0,0 = J0,0. On trouve alors, en utilisant le fait que σ2
a = σ2

s

2‖f‖2 (f. équation(5.17)),
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. (5.59)5.3.3 Dégradation par rapport à un déalage fréquentiel nulEn utilisant les relations (5.14) et (5.21) qui expriment l'erreur quadratique moyenne enprésene de bruit gaussien en fontion du rapport signal à bruit, pour ∆f = 0, on peutdé�nir la dégradation de l'erreur quadratique moyenne due à un déalage fréquentiel ∆f desmodulations BFDM/QAM et BFDM/OQAM par
ε2∆f
ε20

=
1 + σ2

s

σ2
b

V0

E0
, (5.60)ave

E0 =

{

|I0,0|2 pour une modulation BFDM/QAM,
Λ2

0,0 pour une modulation BFDM/OQAM, (5.61)
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) pour une modulation BFDM/OQAM.(5.62)En�n, si l'on suppose, omme dans [81℄ que l'on dispose d'un égaliseur apable de suppri-mer l'interférene entre symboles au sein d'une même porteuse, sans ampli�ation du bruitgaussien, alors V0 vaut
V0 =
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∑M−1
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∑+∞
q=−∞ |Ip,q|2 pour une modulation BFDM/QAM,
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∑+∞
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p,q pour une modulation BFDM/OQAM. (5.63)On notera que ette supposition peut paraître ontestable dans la mesure où nous ne disposonspas d'un tel égaliseur. Elle permet juste de représenter les performanes théoriques optimalesd'un système donné et de se omparer à [82℄.Si on l'exprime en déibels, la dégradation par rapport à un déalage fréquentiel s'éritalors dans tous les as sous la forme
D∆f = 10 log





1 + σ2
s

σ2
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 . (5.64)



158 Chapitre 5. Évaluation des modulations multiporteuses biorthogonalesLa �gure 5.16 représente la dégradation D∆f en déibels pour plusieurs �ltres prototypesOFDM/QAM et OFDM/OQAM omportant 16 porteuses. Les ourbes traées permettent dedéterminer les déalages fréquentiels fournissant la même dégradation pour di�érents systèmes.Les ourbes les plus à droite sont les meilleures.On a pu onstater que les meilleurs �ltres sont les �ltres les plus ourts optimisés pourmaximiser la loalisation temps-fréquene. Pour illustrer ei on a ainsi omparé les systèmesOFDM lassique, OFDM/OQAM ave �ltre OFDP à 64 éhantillons (f. �gure 4.5), et sys-tèmes OFDM/QAM suréhantillonné par 3
2 et OFDM/OQAM ave �ltres maximisant la loa-lisation temps-fréquene et à longueurs 48 et 16 éhantillons respetivement. Le rapport signalà bruit pour ∆f = 0 a été hoisi, omme dans [82℄, de manière à obtenir un taux d'erreursymbole égal à 10−7 sans déalage fréquentiel, soit σ2

s

σ2
b

= 10(K − 1) pour une MAQ-K. Dansnotre as, la onstellation utilisée étant une MAQ-64, le rapport signal à bruit vaut 21, 76 dB.On a fait �gurer les dégradations obtenues pour des systèmes égalisés (lignes étoilées),ou non égalisés (lignes non étoilées). On onstate que le �ltre OFDM/OQAM optimisantla loalisation temps-fréquene est le meilleur et qu'il permet d'atteindre sans égalisation desperformanes presque aussi bonnes que le �ltre OFDP ave égalisation. Par ailleurs, il apparaîtque la dégradation ave égalisation est identique à la dégradation sans égalisation dans le asdu système OFDM/QAM suréhantillonné par 3
2 .Par ailleurs, l'utilisation de prototypes biorthogonaux non orthogonaux ne semble pasprésenter d'intérêt vis-à-vis d'une erreur de synhronisation fréquentielle au réepteur. Ene�et, les meilleurs �ltres sont les �ltres orthogonaux les plus ourts et les mieux loalisés. Ledélai de reonstrution étant proportionnel à la longueur des �ltres dans le as orthogonal, les�ltres optimaux sont don aussi à délai minimum. Ils sont don à la fois les plus ourts, lesplus performants en termes d'erreur quadratique, et de plus faible délai. Autrement dit, ilssont optimaux à tout point de vue.La �gure 5.17 traduit l'in�uene du hoix du prototype sur le taux d'erreur symbole,toujours pour 16 porteuses mais ave une MAQ-16 et un rapport signal à bruit égal à 20 dB.5.4 ConlusionÉtant donnés les résultats que nous venons de présenter, nous pouvons onstater qu'iln'existe pas de système idéal. Le hoix du �ltre prototype et du système doit se faire enfontion de l'appliation onsidérée. Ainsi, si l'on ne onsidère que le bruit gaussien, tous lesprototypes orthogonaux sont équivalents et optimaux à e�aité spetrale identique. On peutdon par exemple hoisir le �ltre le plus simple, 'est-à-dire le �ltre retangulaire. En revanhe,pour un anal séletif en fréquene (modélisé ii par un interféreur sinusoïdal onstant), lesmeilleurs �ltres sont eux qui minimisent le produit de leur norme et de leur énergie hors-bande. Dans le as de �ltre orthogonaux, de norme égale à 1, le ritère pertinent est ainsi laminimisation de l'énergie hors-bande. En revanhe, pour les �ltres biorthogonaux, la normedépend de haque �ltre prototype et est toujours supérieure à 1 lorsque les �ltres d'émissionet de réeption sont identiques. De e fait, la formulation du ritère d'énergie proposée auhapitre 4 (f. équation (4.1)), hoisie de manière à obtenir une ériture uni�ée et normalisée,serait à revoir dans le adre de notre appliation. Ainsi, plut�t que de faire apparaître la normeau dénominateur dans (4.1), il serait plus judiieux de la faire intervenir au numérateur, equi devrait permettre d'améliorer les performanes des solutions biorthogonales à la fois enprésene d'un interféreur sinusoïdal et aussi dans le as du anal gaussien. Néanmoins, les



5.4. Conlusion 159

−5 −4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

Dégradation de l’erreur quadratique moyenne pour 16 porteuses

log (∆ f/F
0
)

D
ég

ra
da

tio
n 

de
 l’

er
re

ur
 q

ua
dr

at
iq

ue
 m

oy
en

ne
 e

n 
dB

 (
D

∆ 
f)

OFDM classique
OFDM/OQAM, filtre optimisé
OFDM/OQAM, filtre OFDP
OFDM/QAM suréchantillonné par 3/2Fig. 5.16 � Dégradation de l'erreur quadratique moyenne en déibels pour 16 porteuses et unrapport signal à bruit de 21, 76 dB (les lignes étoilées orrespondent aux lignes sans étoileségalisées).

−4 −3.8 −3.6 −3.4 −3.2 −3 −2.8 −2.6 −2.4 −2.2 −2
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

log(∆f / F
0
)

T
au

x 
d’

er
re

ur
 s

ym
bo

le

OFDM classique
OFDM/OQAM avec filtre OFDP
OFDM/OQAM avec filtre optimisé

Fig. 5.17 � Taux d'erreur symbole en MAQ-16 pour 16 porteuses et un rapport signal à bruitde 20 dB : omparaison de l'OFDM ave l'OFDM/OQAM et �ltre OFDP de longueur 64 etOFDM/OQAM et �ltre maximisant la loalisation temps-fréquene de longueur 16.



160 Chapitre 5. Évaluation des modulations multiporteuses biorthogonalesprototypes biorthogonaux obtenus par minimisation de (4.1) peuvent malgré tout présenterun intérêt bien qu'ils ne soient pas optimisés pour le meilleur ritère : à délai identique, ilspeuvent permettre de diminuer le taux d'erreur par rapport aux �ltres orthogonaux. Il est ene�et possible de synthétiser des �ltres biorthogonaux plus longs sans augmenter le délai, equi a pour e�et d'obtenir une énergie hors-bande plus faible.En�n, pour le dernier type de perturbation onsidéré, i.e. une erreur de synhronisationfréquentielle au réepteur, les meilleurs �ltres sont les �ltres OFDM/OQAM orthogonaux lesplus ourts et qui maximisent la loalisation temps-fréquene. Dans e as, les �ltres biortho-gonaux ne présentent pas d'intérêt puisque ni le délai ni la longueur des �ltres optimaux nepeut être réduite.



ConlusionCette thèse avait pour prinipal objetif de formaliser les modulations multiporteuses bior-thogonales de type BFDM à l'aide de la théorie des bans de �ltres, et d'en déduire des shémasde réalisation e�aes, ainsi que des proédures de synthèse de �ltres prototypes à reonstru-tion parfaite, orthogonaux ou biorthogonaux.Nous avons ainsi pu dérire deux types de modulations : les modulations BFDM/QAMsuréhantillonnées et les modulations BFDM/OQAM. Dans haque as nous avons fait le lienentre les modulations à temps ontinu et les modulations à temps disret, dans le adre de lathéorie des espaes de Hilbert et des familles de Weyl-Heisenberg. Nous avons ainsi mis en évi-dene, dans un adre mathématique éprouvé, les notions d'orthogonalité et de biorthogonalitédans le domaine des modulations multiporteuses. Nous nous sommes alors surtout foalisés surle as disret en mettant l'aent sur l'utilisation de �ltres ausaux à réponse impulsionnelle�nie. En utilisant le formalisme des bans de �ltres, nous avons montré omment les modemsBFDM/QAM et BFDM/OQAM peuvent être réalisés à l'aide d'un transmultiplexeur. Cetteapprohe nous a permis de déterminer et de prendre en ompte le délai de démodulation inhé-rent à tout système de ommuniation numérique. Par ailleurs, les transmultiplexeurs proposésà e stade étant à forte omplexité opératoire, nous avons déterminé des shémas de réalisa-tion équivalents beauoup plus e�aes : eux-i font intervenir des transformées de Fourierdisrètes inverses ou diretes, et un �ltrage polyphase, e qui réduit onsidérablement la om-plexité opératoire des transmultiplexeurs initiaux. Nous avons aussi alulé analytiquementles matries de transfert des systèmes BFDM/QAM et BFDM/OQAM et nous nous sommesintéressés au problème omplexe de la reonstrution parfaite. Nous avons ainsi pu établirà haque fois des onditions néessaires et su�santes de reonstrution parfaite portant surles omposantes polyphases des �ltres prototypes d'émission et de réeption. Les onditionsd'orthogonalité, obtenues ave des ontraintes supplémentaires par rapport au as généralbiorthogonal, en ont aussi été déduites.En outre, nous avons aussi établi des relations de dualité entre modulations BFDM/OQAMet bans de �ltres MDFT et nous avons modélisé es deux systèmes en utilisant des famillesde Weyl-Heisenberg dans l2(Z) onsidéré omme un espae de Hilbert sur R. Nous en avonsdéduit un ban de �ltres MDFT généralisé réduisant le retard de reonstrution.L'utilisation des onditions de reonstrution parfaite nous a permis de synthétiser des�ltres prototypes parfaitement orthogonaux ou, plus généralement, parfaitement biorthogo-naux. Des résultats d'optimisation ont ainsi pu être fournis pour deux ritères : la minimisationde l'énergie hors-bande et la maximisation de la loalisation temps-fréquene. Les onditionsde reonstrution parfaite des systèmes BFDM/QAM suréhantillonnés établies au ours duhapitre 2 ont ainsi abouti à la synthèse de �ltres orthogonaux pour des rapports de suréhan-tillonnage égaux à 3
2 et 5

4 . Le suréhantillonnage par 5
4 présente l'intérêt de orrespondre entermes d'e�aité spetrale, à un système OFDM ave intervalle de garde de 25%, e qui est161



162 Conlusiononforme ave les systèmes réalisés en pratique. Nous soulignons le fait que, à notre onnais-sane, auune proédure publiée dans la littérature n'a permis la synthèse de �ltres pour unrapport de suréhantillonnage aussi prohe de 1.Le suréhantillonnage par 2, qui orrespond à quelques restritions près aux mêmes ondi-tions de reonstrution que les modulations BFDM/OQAM, a fait l'objet de proédures d'opti-misation spéi�ques. Nous avons ainsi présenté deux nouvelles méthodes de synthèse de �ltresBFDM/OQAM orthogonaux ou biorthogonaux. Celles-i utilisent une représentation para-métrique des �ltres orthogonaux ou biorthogonaux déduites des onditions de reonstrutionparfaite du système. Ces représentations, strutures treillis dans le as orthogonal et shémasen éhelle dans le as biorthogonal, réduisent par deux le nombre de paramètres à optimiseret aboutissent à une optimisation non ontrainte. La première méthode proposée, basée surla représentation des �ltres à reonstrution parfaite par un jeu réduit de paramètres, nousa permis de synthétiser des �ltres quasi-optimaux pour l'un ou l'autre des ritères optimisés,pour un nombre de porteuses pouvant aller jusqu'à 1024, et des longueurs pouvant aller jusqu'à8192, ave un temps de alul raisonnable. La seonde, basée sur une desription ontinue dee jeu de paramètres réduits, permet quant à elle d'obtenir des �ltres quasi-optimaux vis-à-visdu ritère d'énergie hors-bande, pour un nombre de porteuses arbitrairement grand et deslongueurs allant jusqu'à 4 fois le nombre de porteuses, pour un temps de alul très réduit.Nous avons pu onstater que les �ltres obtenus par les deux méthodes sont non seulementparfaitement orthogonaux ou biorthogonaux, mais ils sont aussi plus prohes de l'optimumglobal vis-à-vis d'un ritère donné, que les autres �ltres proposés proposés dans la littératurepour les modulations multiporteuses. Nous avons aussi remarqué que les �ltres orthogonauxsont généralement les plus prohes de l'optimum pour une longueur de �ltre donnée, maisque, pour un délai de reonstrution donné, les meilleurs �ltres sont biorthogonaux mais nonorthogonaux. Cei s'explique par le fait qu'il est possible d'allonger la longueur d'un �ltrebiorthogonal non orthogonal sans augmenter le délai de reonstrution, ontrairement à equi se passe pour les �ltres orthogonaux. Les �ltres biorthogonaux o�rent don davantage dedegrés liberté. Dans le as du ritère de la loalisation, nous avons par ailleurs montré quel'optimisation de �ltres biorthogonaux pouvaient onduire à des �ltres à loalisation quasimaximale, mais dégénérés au sens ou leur norme tend vers l'in�ni. Il est aussi intéressant denoter que la synthèse de �ltres à reonstrution parfaite est adaptée à toutes les longueurs de�ltre : en partiulier, l'utilisation de la propriété de reonstrution parfaite permet de géné-rer des �ltres bien loalisés omportant seulement un éhantillon par porteuse, ontrairementaux tehniques basées sur l'éhantillonnage et la tronature de �ltres ontinus à étalementtemporel in�ni, omme les �ltres EGF ou IOTA.Lorsque l'on évalue les �ltres optimisés en présene de distorsions, plusieurs onlusionspeuvent être tirées. Tout d'abord, et 'est un résultat lassique, en présene de bruit gaussien,tous les �ltres orthogonaux sont équivalents et optimaux pour une e�aité spetrale donnée.Ce qui est peut-être un peu moins onnu, sans être étonnant, est que diminuer l'e�aité spe-trale en augmentant le rapport de suréhantillonnage (pour les modulations BFDM/QAM),permet de réduire le taux d'erreur. Tout se passe alors omme si le rapport signal à bruitétait multiplié par le rapport de suréhantillonnage (qui est toujours supérieur à 1). La perted'e�aité spetrale des systèmes BFDM/QAM suréhantillonnés est ainsi ompensée par unerédution de l'erreur quadratique moyenne. Quant aux �ltres biorthogonaux non orthogonaux,ils ont pour onséquene une division du rapport signal à bruit par le produit des normes auarrés des �ltres prototypes d'émission et de réeption. Or e produit est toujours supérieurou égal à 1, l'égalité étant obtenue pour les �ltres orthogonaux. Dans le as où le même �ltre



Conlusion 163est utilisé à l'émission et à la réeption, 'est don la norme puissane quatre qui intervient.Les ritères d'optimisation que nous avons utilisés ne tiennent pas ompte de ette aratéris-tique si bien que les �ltres obtenus sont suseptibles d'améliorations sensibles. Globalement,parmi les �ltres biorthogonaux non orthogonaux, les �ltres maximisant la loalisation tempsfréquene sont eux qui se omportent le mieux, mais il n'est pas réellement possible de tirerune onlusion générale faisant apparaître un lien entre la longueur des �ltres, leur délai dereonstrution, le ritère optimisé, et leur norme.Ensuite, pour un anal séletif en fréquene modélisé omme une interférene sinusoïdaled'amplitude onstante autour d'une fréquene f0 donnée, il s'avère que l'erreur quadratiquemoyenne peut aussi être alulée de manière analytique. Elle s'exprime en partiulier en fon-tion du produit de la norme du �ltre prototype d'émission et du module de la réponse fré-quentielle du �ltre prototype de réeption. Il en déoule, et ça paraît logique, que les �ltresles plus séletifs en fréquene sont eux qui permettent d'obtenir les meilleurs taux d'erreur.Si l'on ompare les types de système (BFDM/QAM suréhantillonné ou BFDM/OQAM) plu-t�t que les �ltres utilisés, on onstate que plus le suréhantillonnage est important, plus lehevauhement entre les porteuses est réduit. Il en déoule que les systèmes BFDM/QAMsuréhantillonnés se omportent mieux que les systèmes BFDM/OQAM vis-à-vis du analséletif en fréquene modélisé ii, la ontrepartie étant une perte d'e�aité spetrale.Le dernier type de perturbation étudiée onerne une erreur de synhronisation fréquen-tielle au réepteur. Dans e as, la onlusion est que les systèmes les mieux adaptés sont lesmodulations OFDM/OQAM ave �ltre ourt (un oe�ient par porteuse) et maximisant laloalisation temps-fréquene. Il n'y a don rien à gagner à utiliser des �ltres biorthogonauxnon orthogonaux si l'on ne onsidère que ette perturbation. En e�et, les �ltres optimaux sontà la fois les plus ourts et eux qui donnent le délai de reonstrution le plus réduit. Ce résultatest intéressant dans la mesure où on aurait pu penser que les meilleurs �ltres sont eux qui ontla plus faible énergie hors-bande, puisque la distorsion est due à une erreur sur la fréquene duréepteur. En fait, l'expression analytique de l'erreur quadratique moyenne indique que etteerreur se traduit par de l'interférene entre porteuses mais aussi entre symboles. On omprenddon mieux que e sont les �ltres ourts à la fois bien loalisés en temps et en fréquene quisont les plus performants. Cet état de fait augmente l'intérêt de l'utilisation de �ltres à reons-trution parfaite : ei permet en e�et d'obtenir des �ltres ourts bien loalisés et parfaitementorthogonal ontrairement aux tehniques lassiques qui onsistent à tronquer et disrétiser des�ltres à temps ontinu et à étalement temporel in�ni. En outre, les expressions analytiquesdes erreurs quadratiques moyennes des systèmes BFDM/OQAM et BFDM/QAM mènent à laonlusion que es deux types de modulation ont des omportements identiques vis-à-vis desperturbations étudiées : les di�érenes onstatées entre es systèmes sont en réalité dues aux�ltres prototypes utilisés. Ainsi, en termes de performane, e qui di�érenie es modulationsn'est pas leur struture (utilisation d'un o�set ou non), mais leur apaité à être mises en÷uvre à l'aide de �ltres performants.Notre étude a aussi ouvert quelques perspetives. Ainsi, de même qu'on a montré qu'ilexiste une relation de dualité entre modulations BFDM/OQAM et bans de �ltres MDFT,nous avons onstaté qu'il en existe aussi une entre les modulations BFDM/QAM suréhan-tillonnées et les bans de �ltres modulés suréhantillonnés. Ainsi, les �ltres BFDM/QAM àreonstrution parfaite permettent, à un fateur de normalisation près, d'engendrer des o-deurs en sous-bandes modulés suréhantillonnés à reonstrution parfaite aussi. Ensuite, sinous avons donné des résultats de synthèse de �ltres OFDM/QAM suréhantillonnés, unetehnique permettant aussi la synthèse de �ltres biorthogonaux pourrait faire l'objet de nou-



164 Conlusionvelles reherhes. Cette tehnique pourrait par exemple s'appuyer sur une représentation pa-ramétrique des �ltres biorthogonaux, omme les éhelles en BFDM/OQAM. Par ailleurs, lestehniques d'optimisation de �ltres prototypes BFDM/OQAM nous on fait prendre onsiened'un problème lié au shéma en éhelle lassiquement utilisé pour représenter les �ltres biortho-gonaux. En e�et, nous avons tout d'abord onstaté que ette représentation n'est pas omplète(ertains �ltres biorthogonaux ne peuvent être représentés à l'aide d'un shéma en éhelle),et que, de plus, il n'est pas possible de faire apparaître le aratère orthogonal d'un �ltre sursa représentation en éhelle. Une piste de reherhe prometteuse serait don de trouver unereprésentation qui orresponde à un genre de treillis généralisé. Une telle représentation feraitalors apparaître la struture en treillis, qui aratérise les �ltres orthogonaux, omme un aspartiulier. Par ailleurs, nous sommes onsients de ne pas avoir pu aborder ertains des pro-blèmes fondamentaux posés par l'utilisation pratique des modulations multiporteuses. Il seraitainsi utile d'étudier le problème relatif au rapport rête à valeur moyenne (PAPR5). En�n, lesmodulations multiporteuses étant utilisées le plus souvent pour ombattre les nuisanes duesà des anaux multitrajets, l'évaluation de nos systèmes dans e adre serait judiieuse.

5Peak to Average Power Ratio.



Annexe ANotationsA.1 GénéralitésSoient x un réel et m et n deux entiers. On utilisera les notations suivantes :� partie entière (par valeur inférieure) : ⌊x⌋ ;� partie entière par valeur supérieure : ⌈x⌉ ;� symbole de Kroneker : δm,n = 1 si m = n, δm,n = 0 sinon ;� opérateur de ongruene : dm,n = 1 si m est un multiple de n, dm,n = 0 sinon.A.2 ComplexesOn note j une raine arrée de −1 : j =
√
−1. Étant donnés deux réels x et y, le omplexeonjugué de z = x+ jy est noté z∗ = x− jy. En�n, si M est un entier stritement supérieurà 1, la première raine M ième de l'unité est notée ω = e−j

2π
M .A.3 EnsemblesLes ensembles apparaissent en gras droit, en apitales d'imprimerie. Soient E et F deuxensembles. On note alors :� di�érene : E \ F ;� inlusion : F ⊂ E ;� entiers naturels : N ;� entiers relatifs : Z ;� réels : R ;� omplexes : C.A.4 FiltresD'une manière générale, la réponse impulsionnelle h d'un �ltre est notée en minusule et saréponse fréquentielle H(ν) en majusule. Quand le �ltre est ontinu, son argument temporelest noté entre parenthèses (h(t) par exemple). Quand le �ltre est disret, son argument estnoté entre rohets h[n] par exemple) et sa transformée en z est notée en majusule : H(z) =165
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∑+∞

n=−∞ h[n]z−n représente la transformée en z du �ltre de réponse impulsionnelle h[n]. Onadopte alors les notations suivantes :� onjugaison : H∗(z) =
∑+∞

n=−∞ h∗[n]z−n ;� paraonjugaison : H̃(z) = H∗(z−1) ;� partie réelle : ℜ{H(z)} =
∑+∞

n=−∞ℜ{h[n]}z−n ;� partie imaginaire : ℑ{H(z)} =
∑+∞

n=−∞ℑ{h[n]}z−n.Le produit de onvolution est noté ⊗ :� produit de onvolution ontinu : f(t) ⊗ h(t) =
∫ +∞
−∞ f(t− τ)h(τ)dτ ;� produit de onvolution disret : f [n] ⊗ h[n] =
∑+∞

k=−∞ f [n− k]h[k].A.5 MatriesLes matries sont notées en gras italique, en apitales d'imprimerie. Leurs éléments pour-ront être des omplexes (matrie A d'éléments ai,j) ou des �ltres disrets, représentés à l'aidede leur réponse impulsionnelle (matrie A[n] d'éléments ai,j[n]) ou de leur transformée en
z (matrie A(z) d'éléments Ai,j(z)). Par exemple, pour une matrie A(z), on adoptera lesnotations suivantes :� élément de la ligne i et de la olonne j : [A]i,j(z) = Ai,j(z) ;� onjugaison : [A∗]i,j(z) = [A]∗i,j(z) ;� transposition : [AT ]i,j = [A]j,i ;� partie réelle : [ℜ{A}]i,j(z) = ℜ{[A]i,j}(z) ;� partie imaginaire : [ℑ{A}]i,j(z) = ℑ{[A]i,j}(z).Parmi les matries, on distingue les veteurs qui sont des matries à une seule olonne. Parommodité d'ériture, on négligera l'indie de olonne d'un veteur étant donné qu'il vauttoujours 0. Alors, xl[n] désigne un �ltre disret de transformée en z Xl(z), pour 0 ≤ l ≤
Lx − 1, on note respetivement X[n] et X(z) les veteurs olonnes de omposantes xl[n] et
Xl(z) . En�n, si M et N0 sont deux entiers stritement positifs, on désigne par WM×N0Mla matrie de taille M × N0M d'élément k, l (0 ≤ k ≤ M , 0 ≤ l ≤ N0M − 1) tel que
[WM×N0M ]k,l = e−j

2π
M
kl = ωkl et on note W la matrie arrée de taille M telle que [W ]k,l =

ωkl, 0 ≤ k, l ≤M − 1.A.6 Permutations et matries de permutationSoit M ≥ 1 un entier et E = {0, . . . ,M − 1} l'ensemble des entiers ompris entre 0 et
M − 1. Une permutation de E est une bijetion de E vers E. Les permutations sont notéespar des lettres greques minusules. À haque permutation φ de E, on assoie une matrie P φarrée de taille M dé�nie par [P φ]k,l = δk,φ(l), 0 ≤ k, l ≤M − 1. Parmi les permutations de Eon distingue l'identité ι, la rotation ρ et la symétrie σ respetivement dé�nies par :

{0, 1, . . . , 2M − 1} ι7−→ {0, 1, . . . , 2M − 1}; (A.1)
{0, 1, . . . , 2M − 1} ρ7−→ {2M − 1, 0, 1, . . . , 2M − 2}; (A.2)
{0, 1, . . . , 2M − 1} σ7−→ {2M − 1, . . . , 1, 0}. (A.3)Par ommodité d'ériture, on désignera par I, R et S les matries P ι, P ρ et P σ qui leursont assoiées. Par ailleurs, on note par ◦ la omposition de deux permutations : si φ et ψ



A.7. Matries diagonales 167sont deux permutations de E, alors ψ ◦ φ(l) = ψ(φ(l)) pour 0 ≤ l ≤ M − 1. On dé�nit aussil'opérateur puissane pour toute permutation φ de E par :
φ0 = ι et φ−1 est l'inverse de φ; (A.4)
φn = φ ◦ . . . ◦ φ

︸ ︷︷ ︸

n fois et φ−n = (φ−1)n, pour n > 0. (A.5)On notera, que es notations onordent ave les dé�nitions de la multipliation et de lapuissane pour les matries. Ainsi, P ψ◦φ = P ψP φ et P φn = P n
φ. Cei permet d'érire que

S2 = I, RM = I , SRS = R−1 et SRn = R−nS.A.7 Matries diagonalesSoient M ≤ 1 un entier, (a0, . . . , aM−1) une famille de M salaires, (A0(z), . . . , AM−1(z))une famille deM fontions de z, φ une permutation de E = {0, . . . ,M−1} et u une appliationde E à valeurs dans N. Alors on note :
Da = diag[a0, . . . , aM−1] =






a0 0. . .
0 aM−1




 ; (A.6)

DA(z) = diag[A0(z), . . . , AM−1(z)] =






A0(z) 0. . .
0 AM−1(z)




 ; (A.7)

Dφ
a = diag[aφ(0), . . . , aφ(M−1)]; (A.8)

D
φ
A(z) = diag[Aφ(0)(z), . . . , Aφ(M−1)(z)]; (A.9)

D(z) = diag[1, z−1, . . . , z−(M−1)]; (A.10)
Du(z) = diag[z−u(0), z−u(1), . . . , z−u(M−1)]. (A.11)L'un des intérêts de es notations est qu'elles permettent d'érire
DA(z)DB(z) = DC(z)DD(z) ⇔ D

φ
A(z)Dφ

B(z) = D
φ
C(z)Dφ

D(z) (A.12)
P φ−1DA(z)P φ = D

φ
A(z). (A.13)
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Annexe BDualité entre bans de �ltresuniformes à déimation ritiqueB.1 Le ban de �ltres uniforme à M bandes et à déimationritique (�M-hannel maximally deimated �lter bank�)Le système de la �gure B.1 véri�e la ondition de reonstrution parfaite (PR) lorsque lesignal de sortie du ban de �ltres est identique au signal d'entrée, à un délai près :
Y (z) = z−DX(z). (B.1)

HM−1(z)

Hk(z)

H0(z) ↓ M

↓ M

↓ M

↑ M

↑ M

↑ M FM−1(z)

Fk(z)

F0(z)

+X(z) Y (z)

X0(z)

Xk(z)

XM−1(z)Fig. B.1 � Ban de �ltres uniforme à M bandes et à déimation ritique.On dit aussi que le système est PR ave un délai de reonstrution D. Si l'on dé�nit lesmatries polyphases de type I et II d'analyse et de synthèse E(z) et R(z) par
[E]k,l(z) =

∑

n

hk[nM + l]z−n, (B.2)
[R]l,k(z) =

∑

n

fk[nM +M − 1 − l]z−n, (B.3)alors on peut montrer ([108, pages 249�254℄) qu'un ban de �ltre uniforme à déimationritique est PR si et seulement si :
R(z)E(z) = z−m0Sr(z), (B.4)ave
Sr(z) =

(
0 IM−r
Ir 0

) (B.5)169



170 Annexe B. Dualité entre bans de filtres uniformes à déimation ritiqueet ave un délai de reonstrution D = m0M +M − 1 + r.B.2 Transmultiplexeur dualSupposons qu'on dispose d'un ban de �ltres RP ave un délai de reonstrution d. Ondispose don de deux bans, l'un d'analyse, l'autre de synthèse. On note respetivement X(z)et Xm(z) les signaux d'entrée et de sortie sur la bande d'indie m du ban d'analyse, ainsi que
Ym(z) et Y (z) les signaux d'entrée sur la bande d'indie m et de sortie du ban de synthèse.Si Xm(z) = Ym(z), alors Y (z) = z−DX(z), par dé�nition.Maintenant, on se pose le problème dual, 'est-à-dire, si Y (z) = z−DX(z), a-t-on Xm(z) =
Ym(z) ? Pour répondre à ette question, on forme le transmultiplexeur dual idéal à l'aide desbans d'analyse et de synthèse préédents (f. �gure B.2). Ainsi, pour obtenir le dual idéal,

↑ M

↑ M

↑ M FM−1(z)

Fk(z)

F0(z)

+ zD

HM−1(z)

Hk(z)

H0(z) ↓ M

↓ M

↓ M

Y0(z)

Yk(z)

YM−1(z)

X0(z)

Xk(z)

XM−1(z)

Y (z)

Fig. B.2 � Transmultiplexeur dual idéal.il faut introduire une avane zD le long de la ligne de transmission, e qui est évidemmentimpossible. En notant D = αM − β = m0M +M − 1 + r et 0 ≤ β ≤M − 1, on peut montrerque, si Yk(z) et Xk(z) désignent respetivement l'entrée et la sortie du transmultiplexeur idéalde la �gure B.2, alors en introduisant un retard z−β à la plae d'une avane zD le long de laligne de transmission, on obtient une sortie z−αXk(z) (f. �gure B.2). Ce transmultiplexeur
↑ M

↑ M

↑ M FM−1(z)

Fk(z)

F0(z)

+ z−β

HM−1(z)

Hk(z)

H0(z) ↓ M

↓ M

↓ M

Y0(z)

Yk(z)

YM−1(z)

z−αX0(z)

z−αXk(z)

z−αXM−1(z)

Y (z)

Fig. B.3 � Transmultiplexeur dual réalisable.peut aussi être réalisé en utilisant les matries polyphases E(z) et R(z) (f. �gure B.4). Larelation d'entrée/sortie du système s'érit alors
z−αX(z) = E(z)∆β(z)R(z)Y (z), (B.6)si bien que le système est PR ave un délai α, si et seulement si zαE(z)∆β(z)R(z) = I . Oron peut montrer que zα∆β(z) = zm0+1Sr(z), d'où la ondition de reonstrution parfaite

zm0+1E(z)Sr(z)R(z) = I. (B.7)
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R(z)

↑M

↑M

↑M

+

+

z−1

z−1

z−1

z−β

z−1

z−1

z−1

↓M

↓M

↓M

E(z)

Y0(z)

Y1(z)

YM−1(z)

z−αX0(z)

z−αX1(z)

z−αXM−1(z)

︸ ︷︷ ︸

∆β(z)Fig. B.4 � Transmultiplexeur réalisé à l'aide de matries polyphases.B.3 DualitéOn veut montrer que (B.4) est équivalent à (B.7). Tout d'abord, on peut remarquer que(B.4) et (B.7) imposent que E(z) et R(z) sont inversibles. D'où :
zm0+1E(z)Sr(z)R(z) = I ⇔ z−(m0+1)R−1(z)S−1

r (z)E−1(z) = I

⇔ R(z)E(z) = z−(m0+1)S−1
r (z)

⇔ R(z)E(z) = z−m0Sr(z).

(B.8)Et on a bien montré la dualité entre les systèmes.
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Annexe CÀ propos des �ltres biorthogonaux enBFDM/OQAMC.1 Filtres biorthogonaux dégénérés à loalisation maximaleLe théorème suivant montre que l'on peut obtenir un �ltre BFDM/OQAM de loalisationde Doroslova£ki aussi prohe que l'on veut de 1, quelles que soient les valeurs des paramètres
N , m et s.Théorème C.1Soit N pair, m ≥ 1 entier, s entier dans l'intervalle {0, . . . ,m− 1} et ε > 0, il existe un �ltreprototype BFDM P (z) de paramètres N,m et s véri�ant ξmod(P ) > 1 − ε.Démonstration.� Soit H(z) un �ltre quelonque de longueur N dé�ni par

H(z) =
N−1∑

n=0

h[n]z−n. (C.1)On onsidère le �ltre P (z) dé�ni par
P (z) = z−2sNH(z) +

2N−1∑

l=N

z−lKl(z
2N ). (C.2)Il est faile de voir que les omposantes 2N -polyphases de P (z) sont données par

Gl(z) =

{
h[l]z−s si 0 ≤ l ≤ N − 1,
Kl(z) si N ≤ l ≤ 2N − 1.

(C.3)Les onditions de biorthogonalité (3.144) s'érivent alors
h[l]K2N−1−l(z) + h[N − 1 − l]KN+l(z) =

1

2N
, l = 0, . . . ,

N

2
− 1. (C.4)On peut alors hoisir, pour tout l de {0, . . . , N/2 − 1}, K2N−1(z) de façon arbitraire, puisdéterminer KN+l(z) tel que

KN+l(z) =
1

h[N − 1 − l]

(
1

2N
− h[l]K2N−1−l(z)

)

, (C.5)173



174 Annexe C. À propos des filtres biorthogonaux en BFDM/OQAMpuisque h[N − 1 − l] n'est pas nul.Pour tout α > 0, le �ltre
Hα(z) = αz−2sNH(z) +

1

α

2N−1∑

l=N

z−lKl(z
2N ) (C.6)véri�e alors également les relations de biorthogonalité. Grâe à l'homogénéité de la fontion

ξmod, on a
ξmod(Hα) = ξmod( 1

α
Hα). (C.7)Lorsque α tend vers 0, le �ltre ( 1

αPα) tend vers le �ltre H(z) et par ontinuité de la fontion
ξmod, le seond membre de (C.7) tend vers ξmod(H). Il su�t alors de hoisir pour H(z) le �ltrede longueur N qui véri�e ξmod(H) = 1 et α su�samment petit pour que ξmod(Pα) > 1 − ε.Autrement dit il su�t de se reporter au paragraphe 1.2.2 et de hoisir pour H(z) lesoe�ients d'une fontion optimale donnés par le théorème 1.3. Les autres oe�ients duprototype se déduisent alors diretement grâe à l'expression (C.6).On pourrait alors penser que les �ltres obtenus sont partiulièrement intéressants puisqu'ilsassurent la reonstrution parfaite et qu'ils ont une loalisation temps-fréquene presque égaleà 1. En fait, es �ltres posent un problème majeur : si l'on alule leur norme, on onstateque, pour α su�samment grand, elle vaut

‖Hα‖2 ≈ α
N−1∑

l=0

h[l]2. (C.8)Elle tend don vers l'in�ni lorsque α tend vers l'in�ni. Cei signi�e que les �ltres obtenus ainsiont une norme d'autant plus grande que leur loalisation est prohe de 1. Autrement, il faudraune énergie très grande pour transmettre un signal si l'on utilise es �ltres. C'est pourquoi ondit qu'ils sont dégénérés.Par ailleurs, bien que l'on puisse avoir des �ltres biorthogonaux aussi prohes de fontionsde Doroslova£ki que l'on veut, elles-i ne peuvent être biorthogonales que dans ertains aspartiuliers pour N = 2, omme on le montre dans la setion suivante1.C.2 Condition de biorthogonalité de fontions de Doroslova£kiRappelons tout d'abord l'expression analytique des fontions de Doroslova£ki, telles qu'ellessont dé�nies dans [30℄ :
h[k + T ] =

H(0)

2K
Γ(K + 1)

Γ(K/2 + 1 − k)Γ(K/2 + 1 + k)
(C.9)ave [Γ(k)]−1 = 0 si k ≤ 0, k ∈ Z, et Γ(k) = (k − 1)! si k 6= 0 ∈ N

h[k] =
F (0)

2K
Γ(K + 1)

Γ(K/2 + 1 − (k − T ))Γ(K/2 + 1 + (k − T ))
(C.10)1Dans e as elles sont mêmes orthogonales.



C.2. Condition de biorthogonalité de fontions de Doroslova£ki 175Alors, pour que h[k] soit de durée �nie, K/2 + T and K/2 − T doivent être des entiers telsque k soit limité à −K/2 + T ≤ k ≤ K/2 + T . Alors, h[k] est limité à [0, L− 1] si K = L− 1et T = L−1
2 . On obtient alors

h[k] =
H(0)

2K
Γ(K + 1)

Γ(L− k)Γ(k + 1)
(C.11)Lemme C.1Soit h ∈ l2(Z) un prototype réel dé�ni sur [0, L − 1], de signe onstant et sans oe�ientnul. Alors, h ne peut véri�er le théorème 3.1 ave h = f que si al = s, N ≤ L ≤ N + ⌈d2⌉ et

N − 1 ≤ d ≤ 2N − 1.Démonstration.� Supposons que h est biorthogonal. On note Ll la longueur de la lièmeomposante polyphase Gl(z) : Gl(z) =
∑Ll−1

n=0 gl[n]z−n. Alors, en utilisant le théorème 3.1, onobtient une relation du type
Gl(z)Gl′(z) + z−αGN+l(z)Gl′′(z) = γz−β (C.12)alors

min(Ll−1,β+1−Ll′)∑

max(0,β)

gl[n]gl′ [β − n] +

min(LN+l−1,β−α+1−Ll′′ )∑

max(0,β−α)

gN+l[n]gl′′ [β − α− n] = γ (C.13)et, ave 0 ≤ n ≤ max(Ll − 1, LN+l − 1),
Ll′−1−β
∑

n′=−β, n′ 6=n
gl[n]gl′ [n

′ + β] +

Ll′′−1+α−β
∑

n′=α−β, n′ 6=n
gN+l[n]gl′′ [n

′ + β − α] = 0. (C.14)D'où,
gl[n]gl′ [n

′ + β] = 0 pour −β ≤ n′ ≤ Ll′ − 1 − β et n′ 6= n, (C.15)
gN+l[n]gl′′ [n

′ + β − α] pour α− β ≤ n′ ≤ Ll′′ − 1 + α− β et n′ 6= n. (C.16)Si n peut prendre plusieurs valeurs di�érentes, alors gl′ = gl′′ = 0, e qui n'est pas ompatibleave (C.13). Don on a néessairement max(Ll − 1, LN+l − 1) = 0 et L ≤ 2N . On obtient deplus que Gl(z) = gl[0] = h[l], for 0 ≤ l ≤ 2N − 1, et en reportant ei dans l'équation (C.12),on obtient
gl[0]gl′ [β] + gN+l[0]gl′′ [β − α] = γ, (C.17)et h[l] 6= 0 h[l′] 6= 0 et β = 0, ou h[N + l] 6= 0 h[l′′] 6= 0 et β = α. De plus, si h[N + l] 6= 0, alors

h[l] 6= 0 puisque h 6= 0 dans [0, L− 1]. Ainsi, h[l] 6= 0 pour 0 ≤ l ≤ N − 1 et M ≤ L ≤ 2N .Utilisons maintenant les onditions du théorème 3.1.� si 0 ≤ d ≤ N − 1� si 0 ≤ l ≤ d, h[l]h[d − l) + z−1h[N + l)h[N + d − l) = z−(s−ad−l)

Ncd−l
et ad−l = s puisque

h[l] 6= 0 pour 0 ≤ l ≤ N − 1. On obtient don que h[N + l] = 0 pour ⌈d2⌉ ≤ l ≤ d. Et,puisque h 6= 0 dans [0, L− 1], on obtient que L ≤ N + ⌈d2⌉.� si d + 1 ≤ l ≤ N − 1, h[l]h[2N + d − l] + h[N + l]h[N + d − l] = z−(s−1−aN+d−l)

NcN+d−let aN+d−l = s − 1. En utilisant le fait que N ≤ L ≤ N + ⌈d2⌉, on obtient que
h[l]h[2N + d− l] + h[N + l]h[N + d− l] = 0. Ainsi, la seule possibilité est d = N − 1.



176 Annexe C. À propos des filtres biorthogonaux en BFDM/OQAM� si N ≤ d ≤ 2N − 1� si 0 ≤ l ≤ d−N , h[l]h[d − l] + h[N + l]h[d−N − l] = z−(s−ad−l−N )

Ncd−l−N
et ad−l−N = s.� si d+1−N ≤ l ≤ N − 1,h[l]h[d− l]+ z−1h[N + l]h[N + d− l] = z−(s−ad−l)

2Ncd−l
et ad−l = spuisque h[l] 6= 0 pour 0 ≤ l ≤ N − 1. On obtient de plus que h[N + l] = 0 pour

⌈d2⌉ ≤ l ≤ d. Et, puisque h 6= 0 dans [0, L− 1], on trouve que L ≤ N + ⌈d2⌉.Théorème C.2Soit h une fontion de Doroslova£ki. Dans le as d'un prototype identique à l'émission et à laréeption, h ne peut dé�nir un jeu de �ltres biorthogonaux que si N = 2 ave D = 1 et L = 2ou L = 3, ou si N = 2 ave D = 3 et L = 3 ou L = 4.Démonstration.� Le signe de h est onstant et h n'a auun oe�ient nul dans [0, L − 1],si bien que le lemme C.1 s'applique. Si N = 2, on peut failement véri�er que les seuls �ltresbiorthogonaux sont
H(z) =

1√
2
(1 + z−1) ave d = 1 (C.18)

H(z) =
1

2
(1 + 2z−1 + z−2) ave d = 1 ou d = 3 (C.19)

H(z) =
1√
20

(1 + 3z−1 + 3z−2 + z−3) ave d = 3 (C.20)Si N > 2, on distingue les as suivants :� si N − 1 ≤ d ≤ 2N − 3, h[l]h[d − l] = 1
N pour d + 1 − N ≤ N − 2 ≤ l ≤ N − 1. Ave

l = N − 1 et l = N − 2 on obtient
h[N − 1]h[d −N + 1] = h[N − 2]h[d −N + 2] (C.21)e qui onduit à

Γ(L−N + 1)Γ(N)Γ(L − d+N − 1)Γ(d−N + 2) =

Γ(L−N + 2)Γ(N − 1)Γ(L− d+N − 2)Γ(d−N + 3) (C.22)
(L−N)!(N − 1)!(L − d+N − 2)!(d −N + 1)! =

(L−N + 1)!(N − 2)!(L − d+N − 3)!(d −N + 2)! (C.23)
(N − 1)(L − d+N − 2) = (L−N + 1)(d −N + 2) (C.24)

(N − 1)L = L(d−N + 2) (C.25)La seule possibilité est don que d = 2N − 3 ;� si 2N − 3 ≤ d ≤ 2N − 1, h[l]h[d− l] + h[N + l]h[d− l−N ] = 1
N . Ave l = 0 et l = 1, onobtient :� si L ≤ d− 1

h[N ]h[d −N ] = h[N + 1]h[d − 1 −N ] 6= 0, (C.26)e qui implique d'abord que L ≥ N + 2. De plus, on trouve aussi que
Γ(L−N)Γ(N + 1)Γ(L− d+N)Γ(d−N + 1) =

Γ(L−N − 1)Γ(N + 2)Γ(L− d+ 1 +N)Γ(d−N) (C.27)
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(L−N − 1)!N !(L − d+N)!(d−N)! = (L−N − 2)!(N + 1)!(L− d+N)!(d−N − 1)!(C.28)

(L− (N + 1))(d −N) = (L− (d−N))(N + 1) (C.29)
L(d−N) = L(N + 1) (C.30)

d = 2N + 1 (C.31)e qui est impossible ;� si L = d
h[N ]h[d −N ] = h[1]h[d − 1] + h[N + 1]h[d− 1 −N ] 6= 0, (C.32)e qui implique d'abord que L ≥ N + 1. Si L = N + 1, on a néessairement N = 3,

L = d = 4 ou N = 4, L = d = 5. On peut failement véri�er que le prototype obtenune véri�e pas les onditions de biorthogonalité. C'est le as d'une manière généralepour N = 3 et N = 4. Sinon, si M > 4, on obtient
1

Γ(d−N)Γ(N + 1)Γ(N)Γ(d −N + 1)
=

1

Γ(d− 1)Γ(2)Γ(1)Γ(d)

+
1

Γ(d−N − 1)Γ(N + 2)Γ(N + 1)Γ(d −N)
(C.33)

1

(d−N − 1)!N !(N − 1)!(d −N)!
=

1

(d− 2)!(d − 1)!

+
1

(d−N − 2)!(N + 1)!N !(d −N − 1)!
(C.34)

N(N + 1) − (d−N − 1)(d −N)

(d−N)!(d−N − 1)!N !(N + 1)!
=

1

(d− 1)!(d − 2)!
(C.35)

(d− 1)!(d − 2)!(N(N + 1) − (d−N − 1)(d −N)) = (d−N)!(d −N − 1)!N !(N + 1)!(C.36)
(d−N + 1) × · · · × (d− 1)
︸ ︷︷ ︸

≥(N−2)×···×(2N−4)≥(N+1)!

× (d−N) × · · · × (d− 2)
︸ ︷︷ ︸

≥(N−3)×···×(2N−5)≥N !

(N(N + 1) − (d−N − 1)(d−N))
︸ ︷︷ ︸

≥10

= N !(N + 1)!, (C.37)e qui est impossible ;� si L ≥ d+ 1

h[0]h[d] + h[N ]h[d −N ] = h[1]h[d − 1] + h[N + 1]h[d −N − 1] (C.38)Éliminons d'abord le as L = N + 1. Celui-i n'est possible que N = 3 et d = 2, equi n'aboutit pas à un prototype biothogonal, omme on peut failement le véri�er.Dans les autres as, on obtient
1

Γ(L)Γ(1)Γ(L − d)Γ(d+ 1)
+

1

Γ(L−N)Γ(N + 1)Γ(L− d+N)Γ(d−N + 1)
=

1

Γ(L− 1)Γ(2)Γ(L − d+ 1)Γ(d)
+

1

Γ(L−N − 1)Γ(N + 2)Γ(L − d+N + 1)Γ(d−N)(C.39)
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1

(L− 1)!(L− d− 1)!d!
+

1

(L−N − 1)!N !(L− d+N − 1)!(d −N)!
=

1

(L− 2)!(L− d)!(d − 1)!
+

1

(L−N − 2)!(N + 1)!(L− d+N)!(d −N − 1)!
(C.40)

(L− d) − (L− 1)d

(L− 1)!(L − d)!d!
=

(L−N − 1)(d−N) − (N + 1)(L− d+N)

(L−N − 1)!(N + 1)!(L − d+N)!(d−N)!
(C.41)

L− Ld

(L− 1)!(L− d)!d!
=

Ld− L− 2NL

(L−N − 1)!(N + 1)!(L − d+N)!(d −N)!
(C.42)

2N + 1 − d

(L−N − 1)!(N + 1)!(L − d+N)!(d−N)!
=

d− 1

(L− 1)!(L − d)!d!
(C.43)

(2N + 1 − d)(L− 1)!(L− d)!d! = (d− 1)(L−N − 1)!(N + 1)!(L − d+N)!(d −N)!(C.44)
(2N + 1 − d)(L−N) × · · · × (L− 1) × (d−N + 1) × · · · × d =

(d− 1)(N + 1)!(L− d+ 1) × · · · × (L− d+N) (C.45)
(2N + 1 − d)(d−N + 1)

d− 1

∏N
k=1(L−N − 1 + k)

∏N
k=2(d−N + k)

∏N
k=1(1 + k)

∏N
k=1(L− d+ k)

= 1 (C.46)ave
(2N + 1 − d)(d−N + 1)

d− 1
=







2 si d = 2N − 3

1 + N
2N−3 si d = 2N − 2

1 + 1
N−1 si d = 2N − 1

(C.47)Ainsi, on a toujours (2N+1−d)(d−N+1)
d−1 > 1. De plus, L−N − 1+ k ≥ L− d+ k ⇔ L ≥

N + 2 et d−N + k ≥ 1 + k ⇔ d ≥ N + 1. Alors, si d ≥ N + 2,
(2N + 1 − d)(d−N + 1)

d− 1

∏N
k=1(L−N − 1 + k)

∏N
k=2(d−N + k)

∏N
k=1(1 + k)

∏N
k=1(L− d+ k)

>

∏N+1
k=2 (L− d+ k)

∏N+1
k=3 (1 + k)

∏N
k=1(1 + k)

∏N
k=1(L− d+ k)

=
(L− d+N + 1)(N + 2)

6(L− d+ 1)
≥ (N + 2)2

24
> 1 (C.48)puisque 1 ≤ L − d ≤ 3 et M ≥ 3. Alors, l'égalité dans (C.46) n'est possible que si

d = N ou d = N + 1. Mais on a d ≥ 2N − 3 et d = N n'est possible que si N = 3, et
d = N + 1 n'est possible que si N = 3 ou N = 4. Or, une véri�ation rapide montreque es trois onditions ne onduisent pas à la biorthogonalité.C.3 Compléments sur le shéma en éhellePuisque nous utiliserons souvent dans la suite les termes de � représentation omplète �et de représentation � anonique �, nous en rappelons ii la dé�nition exate.Dé�nition C.3.1 Soit M une lasse d'objets mathématiques et R une lasse d'autres objets.On appelle représentation des objets de M par R, une appliation f de R vers M.



C.3. Compléments sur le shéma en éhelle 179On dit que la représentation f est omplète si l'appliation f est surjetive, 'est-à-direque pour objet x de M, il existe au moins un objet r de R tel que f(r) = x. r est alors appeléreprésentation (pour f) de x.Si l'appliation f n'est pas injetive, ertains objets M ont plusieurs représentations : ilexiste x dans M et r1, r2, r2 6= r1 dans R ave f(r1) = x et f(r2) = x. Comme exemple,on peut iter la représentation d'un nombre binaire x par un ouple d'entiers (m, e) tels que
x = m2e ((2,−1) et (1, 0) représente tous deux x = 1).Si l'appliation f est bijetive, alors on dit qu'elle une représentation anonique de Mpar R : tout objet x de M admet une représentation r dans R telle que f(r) = x.Supposer que la représentation en éhelle est omplète, lorsque d = 2N − 1, onduit àa�rmer que quatre �ltres Gi(z), i = 0, . . . , 3 véri�ant

G0(z)G2(z) +G1(z)G3(z) = z−2 , (C.49)par exemple, sont suseptibles d'une telle représentation. On onsidère ii le as partiulier
s = 1, et l'on intègre la onstante dans les �ltres.Contre-exemple.� Considérons les �ltres

G0(z) = 1 + z−1 + z−2, (C.50)
G1(z) = 2 + 2z−1 − z−2, (C.51)
G2(z) = 2 +

4

3
z−1 − 2

3
z−2, (C.52)

G3(z) = −1 − 2

3
z−1 − 2

3
z−2 . (C.53)Ils sont deux à deux premiers entre eux, véri�ent l'équation (C.49), et pourtant ne peuventvéri�er une équation matriielle de la forme :

(G0 G1) = (G′
0 G′

1) C D . (C.54)La raison est que l'on peut bien érire
(G0 G1) = (Ḡ0 Ḡ1)

[
1 2
0 z−1

]

, (C.55)ave Ḡ0 = G0 et Ḡ1 = −3z−1, mais que l'ériture
(Ḡ0 Ḡ1) = (G′

0 G′
1)

[
z−1 0
c0 1

]

. (C.56)est impossible ar le oe�ient onstant de Ḡ1 est nul.Ce phénomène se produit lorsque dans l'équation (25) des auteurs le oe�ient gl(0) estnul à l'une des étapes de la rédution, e qui est impossible à voir sur les �ltres de départ,sauf au premier ran. Il s'agit là d'une � défetivité �.Autre ontre-exemple.� Considérons les �ltres
G0(z) = 1 + z−1 + z−2 + z−3 + 2z−4, (C.57)
G1(z) = 2 + 2z−1 − z−2 − 5z−3 + 3z−4, (C.58)
G2(z) = 2 +

392

267
z−1 − 211

178
z−2 − 2843

534
z3 +

571

178
z−4, (C.59)

G3(z) = −1 − 659

534
z−1 − 547

534
z−2 − 193

178
z−3 − 571

267
, (C.60)
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G0(z)G2(z) +G1(z)G4(z) = z−4 . (C.61)On peut érire

(G0 G1) = (−2−6z−1 +2z−3 −7z−1−2z−2)

[
1 1

2
0 z−1

] [
z−1 0
−1 1

] [
1 2
0 z−1

]

. (C.62)Mais la matrie C qui devrait terminer le double étage CD ne peut être dé�nie.La onlusion est que la représentation en éhelle dans le as L = 2mN et d = 2N−1 n'estpas omplète, et don non anonique. Il se trouve que dans l'étude des as où d 6= 2N − 1,l'apparition de relations de biorthogonalité d'un autre type entre les omposantes polyphasesdu prototype onduit néessairement à des phénomènes de défetivité, et don à la reherhed'un autre type de représentation.



Annexe DErreur quadratique moyenne enBFDM/OQAM pour l'interféreursinusoïdalOn veut montrer que
lim

K→+∞
1

2K + 1

K∑

n=−K
ε2m,n =

σ2

σ2
s

‖f‖2

∣
∣
∣
∣
H

(
λ−m

M

)∣
∣
∣
∣

2

, (D.1)ave εm,n dé�nie par l'équation (5.38). Pour e faire, on note θm = 2π
M (λ−m)D2 +φ

(
λ−m
M

)
− π

2m,si bien que
ε2m,n =

σ2

σ2
s

‖f‖2

∣
∣
∣
∣
H

(
λ−m

M

)∣
∣
∣
∣

2
{
cos2 [θm + 2nπλ] + sin2 [θm + (2n + 1)πλ]

}
. (D.2)Montrons que l'expression AK dé�nie par AK = 1

K

∑K−1
n=0 cos2 [θm + 2nπλ]+sin2 [θm + (2n + 1)πλ]tend vers 1 quand K tend vers l'in�ni :

AK =
1

K

K−1∑

n=0

cos2 [θm + 2nπλ] + 1 − cos2 [θm + (2n + 1)πλ]

= 1 +
1

K

K−1∑

n=0

cos2 [θm + 2nπλ] − cos2 [θm + (2n + 1)πλ]

= 1 +
1

K

K−1∑

n=0

(cos [θm + 2nπλ] − cos [θm + (2n + 1)πλ]) (cos [θm + 2nπλ] + cos [θm + (2n + 1)πλ])

= 1 +
1

K

K−1∑

n=0

4 sin

[

θm +

(

2n+
1

2

)

πλ

]

sin
[π

2
λ
]

cos

[

θm +

(

2n+
1

2

)

πλ

]

cos
[π

2
λ
]

= 1 +
1

K

K−1∑

n=0

sin [2θm + (4n+ 1) πλ] sin [πλ]

= 1 +
sin [πλ]

K

K−1∑

n=0

ℑ
{

ej(2θm+(4n+1)πλ)
} 181
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AK = 1 +

sin [πλ]

K
ℑ
{

ej(2θm+πλ)
K−1∑

n=0

[

e4jπλ
]n
}

=







1 si λ est entier,
1 + sin [πλ] sin [2θm + πλ)] si λ est un demi-entier,
1 + sin[πλ]

K ℑ
{

ej(2θm+πλ) 1−e4jπλK

1−e4jπλ

} sinon.Alors, dans le as où λ n'est ni entier ni demi-entier, on a
1

K

K−1∑

n=0

cos2 [θm + 2nπλ] + sin2 [θm + (2n + 1)πλ]

= 1 +
sin [πλ]

K
ℑ
{

ej(2θm+πλ)e2jπλK−1 e
2jπλK − e2jπλK

e2jπλ − e2jπλ

}

= 1 +
sin [πλ]

K
sin [2θm + πλ+ πλK − 1]

sin [2πλK]

sin [2πλ]
︸ ︷︷ ︸

→ 0 quand K → +∞

.

(D.3)
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