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1 Introduction.

Le sujet de cette thése est la résolution du probléme de diffraction par

un obstacle (ou écran, screen en Anglais) métallique d’une onde électroma-
gnétique en régime harmonique. Il a fait I'objet de nombreuses recherches et
les méthodes de résolution numérique sont multiples: on peut modéliser le
probléme en dimension trois et appliquer des schémas numériques a 1’aide des
éléments finis de J. C. NEDELEC [36], [37], cf. P. MONK [35], R. HIPTMAIR
[26], ou bien on peut se ramener & un probléme bidimensionnel par le biais
d’équations intégrales. Un large éventail des méthodes intégrales est donné
dans COLTON-KRESS [9].
Le choix des méthodes intégrales, dans la résolution d’équations aux dérivées
partielles (EDP) avec conditions aux limites en général, est historiquement
assez ancien, et a connu un essor trés dynamique suite aux travaux de W.
WENDLAND [49], et de ses éléves. Deux points cruciaux sont au cceur de ces
méthodes:

1. la coercivité de 'opérateur intégral dans les espaces d’énergie (inégalités
de Garding, forte ellipticité), qui est la propriété clef permettant 'usage
des méthodes de Galerkin pour la résolution numérique du probléme,

2. les estimations a priori sur sur une échelle d’indices de Sobolev, qui
prédisent de la vitesse de convergence d’une méthode de Galerkin uti-
lisée. Ces estimations sont étroitement liées aux structures algébrique
et géométrique du probléme en question: régularité des coefficients de
I'opérateur initial, régularité du second membre, régularité de la fron-
tiere sur laquelle on impose les conditions aux limites.

L’intérét majeur des méthodes intégrales est le fait que 1’on se raméne a
discrétiser un objet 2D plutét que 3D. L’'inconvénient est la forme de la
matrice que 1’on récupére, par exemple, avec une méthode de Galerkin: en
général, elle est pleine.

Pour le probléme de Maxwell, si 'on reste dans le cadre des résolutions
par des méthodes intégrales, de nombreuses idées ont été proposées: citons
A. BENDALI [3], utilisant les éléments finis de RAVIART-THOMAS [42], R.
MacCaMy & E. STEPHAN ainsi que M. COSTABEL & E. STEPHAN [14]
ramenant le probléme a un opérateur fortement elliptique. Les deux types
de méthodes ont été testés dans la pratique; on consultera la thése de K.
MAATOUK [32] pour la seconde méthode.
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Depuis maintenant plus de dix ans, afin d’accélérer les résolutions d’EDP avec
conditions aux limites par des méthodes intégrales, I'idée d’utiliser une base
d’ondelettes (dont 'auteur est Y. MEYER, cf. [34]) dans une analyse multi-
échelle a fait son chemin; un grand nombre de travaux enthousiastes ont été
(et sont encore) conduits pour divers types d’opérateurs intégraux. Citons
SCHNEIDER [44] et DAHMEN [16] qui ont étudié la question dans un cadre
théorique général, 1’équipe associée & W. DAHMEN [17], ainsi que 'article
de coauteurs DAHMEN-STEVENSON [19] et COHEN-DAHMEN-DEVORE [§],
I’équipe associée & C. SCHWAB [40], [41], et les articles > A. RATHSFELD
[22].

En ce qui concerne la résolution du probléme de Maxwell par des équations
intégrales, 1l n’y a pas eu, a ce jour, de méthodes numériques utilisant les
ondelettes. On peut esquisser quelques raisons a ce fait: d’abord il y a le choix
de l'opérateur intégral, et des espaces fonctionnels associés. Par exemple, dans
cette these, 'opérateur considéré n’est pas coercif sur son espace naturel, et
cette singularité exclut 1'utilisation d’une méthode de Galerkin quelconque.
Ensuite, il y a le choix de la construction des ondelettes, et méme pour des
espaces fonctionnels «classiques» (espaces de Sobolev), il n’y a pas (encore?)
de construction «universelle». Cependant, il y a bien deux approches qui
se retrouvent: la premiére idée se rapproche, dans son principe, des éléments
finis de RAVIART-THOMAS, et consiste & construire des ondelettes «spéciales»
(dans H(div)); cette idée a été abordée (séparément) par K. URBAN [48]
dans ses articles, et, numériquement, par R. LOISON [31] dans sa these. La
deuxiéme idée serait de modifier 'opérateur intégral de départ pour obtenir
un opérateur intégral sur des espaces fonctionnels «classiques» (H”...). Cette
idée trés séduisante, dans la perspective d’utiliser des méthodes liées aux
éléments finis classiques, nécessite quelques précautions; en particulier, il faut
s’assurer que les problémes énoncés sont toujours équivalents, sous peine
d’implanter une méthode qui converge vers une mauvaise solution. C’est cette
derniére approche qui a été choisie pour fil directeur dans cette theése.

1.1 Origine du probléme et objectifs de la thése.
1.1.1 Origine du probléme.

Le probléme concret est le rayonnement d’une structure physique illu-
minée par un champ sinusoidal incident. Cette structure est composée d'un
diélectrique sur lequel on a posé une plaque métallique d’épaisseur négligeable
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devant la longueur d’onde du champ incident. I.’étude de 1’objet rayonnant
était le sujet de la thése de S. BELINE [2] a 'INSA de Rennes, et ce fut le
point de départ de deux théses simultanées & Rennes: celle de R. LOISON [31]
a I'INSA de Rennes, et la présente thése.

Dans la thése de S. BELINE, et comme nous le verrons dans le paragraphe
3 pour les équations intégrales surfaciques, le probléme était ramené a la
résolution numérique d’équations intégrales mixtes, bidimensionnelles et tri-
dimensionnelles, I'inconnue étant le courant de polarisation qui apparait du
fait de la présence du diélectrique (courant «volumique») et de la métallisa-
tion (courant «surfacique»). La méthode utilisée («méthode des moments»)
consistait en la décomposition du courant induit suivant une base multié-
chelle constituée de polynémes de degré 1 par morceaux. Comme souligné
dans cette thése, 'inconvénient majeur d’une telle méthode était le caractere
plein de la matrice discrete obtenue, qui rendait I'inversion (et donc le calcul
du champ diffracté) couteuse en temps.

Des calculs numériques ont été menés avec succés pour le probléme d’antenne
simple, et confirmeérent la difficulté de passer a des structures plus complexes
comme les réseauxr d’antennes, ce qui intéressait aussi les industriels.

Les pistes envisagées pour réduire le temps de calcul étaient fondées sur
les caractéres symétriques d’'une structure particuliére, mais elles n’offraient
qu’une réduction partielle sans permettre une méthode générale peu onéreuse
applicable a tout type de structure.

1.1.2 Les ondelettes pour la résolution d’équations intégrales.

Comme nous 'avons déja mentionné, 1'utilisation de bases d’ondelettes

dans la résolution numérique d’équations intégrales permet dans de nom-
breux cas de réduire de maniére significative le temps de calcul des solutions.
Le principe est le suivant: en développant les vecteurs en jeu suivant une base
d’ondelettes a supports finis, la matrice du probléme discrétisé est constituée
de coefficients petits par rapport & sa diagonale. En négligeant ces petits co-
efficients dans la matrice discréte, suivant un critére déterminé (seuillage), on
obtient une matrice creuse avec peu de coefficients non nuls, plus rapidement
inversible.
L’idée de départ du projet de thése a I'INSA était d’utiliser ces méthodes
de résolution par ondelettes avec pour base de travail la theése de S. Béline,
afin de réduire les temps de calculs et finalement d’essayer de résoudre les
problémes de réseaux d’antennes.
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On peut dire que les résultats dans la thése de R. LOISON ont confirmé les es-
pérances: en substance, les résolutions par ondelettes permettent des calculs
qui s’avéraient totalement exclus par la «méthode des moments classiques»
décrite dans la thése de S. Béline, et la méthode par ondelettes proposée a
été appliquée a des réseaux d’antennes.

1.1.3 Les ondelettes pour le probléme de Maxwell: deux théses,
deux visions.

Les deux théses commencées en septembre 1997 & Rennes avaient pour
objectif de mettre en évidence une technique de résolution du probléme de
Maxwell par le biais d’équations intégrales, en utilisant des méthodes d’on-
delettes. Si le point de départ et les objectifs étaient comparables, les mo-
tivations étaient bien distinctes: d’un c6té, pour la thése de R. LOISON, en
collaboration avec le CNES et Alcatel a Toulouse, il s’agissait d’obtenir des
résultats convaincants et un code implémenté fonctionnel rapidement; cela
imposait une étude pratique plutoét que théorique. D’un autre cété, pour la
thése présentée ici, 'accent était porté sur les résultats théoriques: étude de
I'opérateur intégral, estimations d’erreurs, critéres de compressions, etc....
Il ne s’agissait en aucun cas de faire deux théses concurrentielles, mais plutot
deux théses complémentaires; ’'idée était la suivante: les résultats théoriques
pouvaient aider a l'implémentation d'un code, et a I'analyse des résultats
(taux de convergence, taux de compression,...) tandis que les résultats numé-
riques pouvaient confirmer les résultats théoriques obtenus.

Dans les deux cas, il ne s’agissait pas non plus de construire des ondelettes
«nouvelles» associées a ce probléme particulier, mais plutoét de voir comment
on pouvait utiliser les ondelettes que 1'on trouve dans la littérature pour
notre probléme.

Les nombreux échanges entre les deux groupes de travail furent enrichis-
sants d'un point de vue professionnel, la similarité des travaux permettant
de connecter la théorie a la pratique.

1.1.4 Reésultats et comparaisons.

Les deux théses ont suivi leurs chemins et ont abouti, pour I'une (R.
LLOISON), & de bons résultats, un code informatique fonctionnel, et une mé-
thode permettant 1’étude de structures complexes qui étaient difficiles ou
impossibles & traiter auparavant, et de 'autre, la présente thése, & des ré-
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sultats théoriques cherchés (et démontrés), qui confirment en partie certains
résultats pratiques: les taux de compression, trouvés par R. LOISON don-
nent des matrices, aprés seuillage, contenant Nlog N éléments non nuls, &
constantes prés, ot N désigne la taille de la matrice relative au probléme
discrétisé. La complexité algorithmique suit aussi cette courbe. En consé-
quence, les méthodes d’ondelettes fonctionnent et fonctionnent bien pour la
résolution d’équations intégrales pour le probleme de Mazwell. D’ailleurs, le
fait de trouver des résultats similaires en théorie et en pratique est a la fois
rassurant et encourageant.

En ce qui concerne les méthodes proposées dans les deux théses, elles sont a
la fois similaires et différentes: similaires dans leurs élaborations, équations
intégrales, fonctions de base (fonctions d’échelle), seuillage, sont identiques;
différentes dans leurs mises en ceuvre (structures géométriques, constructions
des ondelettes, critéres a priori).

On peut toutefois comparer les complexités des deux méthodes, leurs avan-
tages et inconvénients.

— Le gros avantage de la méthode présentée par R. LOISON est la simpli-
cité des ondelettes utilisées. L’«inconvénient», outre "absence de cer-
titude sur la validité mathématique de la méthode proposée, inhérente
aux objectifs fixés cités plus haut, est la structure des métallisations
imposées: planes et a caractéres rectangulaires, afin d’utiliser de la ma-
niére la plus simple possible des ondelettes construites par produit ten-
soriel.

Les résultats numériques obtenus sont convaincants, et permettent d’en-
visager la résolution de systémes physiques complexes avec un grand
nombre d’inconnues.

— [avantage de la méthode proposée ici est bien son caractére «intrinséque,
en utilisant une triangulation de la surface par des triangles «courbes»,
ce qui est bien plus souple pour toute discrétisation, et permet de trai-
ter réellement tout type de métallisation. En outre, on n’utilise des on-
delettes construites a partir d’éléments finis continus uniquement, en
passant a des méthodes non conformes, et un nombre de moments nuls
minimal. Ceci est a comparer avec des méthodes conformes qui exige-
raient des éléments finis C'!, donc des fonctions de bases plus lourdes, et
avec des méthodes exigeant un nombre de moments nuls élevé (2 voire
3), qui donnent des ondelettes a tres grands supports, et pratiquement
difficiles & mettre en ccuvre. De ce point de vue, les deux théses ont en
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commun d’utiliser les outils d’approximation les plus simples possibles.
L’inconvénient, outre ’absence de tests numériques, inhérente aux ob-
jectifs fixés plus haut, est la lourdeur des ondelettes utilisées, comparées
a celles de R. LOISON: sur un maillage et une structure quelconques, et
ceci est un phénomeéne connu, on devrait ne voir le bénéfice d’une telle
méthode qu’en allant vers des systémes & grands nombres d’inconnues.
Les résultats obtenus pour la compression, et donc la complexité algo-
rithmique, sont conformes aux tests numériques effectués par R. LoI-
SON.

1.2 Reéduction du probléme.
1.2.1 Modélisation du probléme initial.

Pour cette section, on pourra se référer & COLTON-KRESS [9], HAZARD-
LENOIR [25].
Le probléme initial est donc le rayonnement d’une structure diélectrique finie
sur laquelle on a posé une plaque métallique d’épaisseur négligeable devant
la longueur d’onde incidente. On cherche & calculer le champ diffracté en
fréquence, c’est-a-dire en régime harmonique. Le diélectrique est modélisé par
une partie ouverte relativement compacte et connexe 2 de R?, et la plaque
métallique est une partie I' ouverte et simplement connexe de la frontiére
0f2. On suppose que la frontiére 99 est C'°° par morceaux, et on note n la
normale extérieur de 0f2.
Les caractéristiques électromagnétiques du diélectrique sont les données de
sa permettivité ¢; et de sa perméabilité . En dehors de ), on suppose que
la perméabilité et la permettivité sont celles du vide, notées respectivement
Lo et eg. Les équations de Maxwell s’écrivent, en régime harmonique et au
sens des distributions dans R*\I':

rot E = wuH
rotH = 1LiweE

ol £ (resp.n) vaut e; dans Q (resp. p1), et g9 en dehors (resp. po). Le
champ (E, H) représente la somme des champs incident (E¢, H') et diffracté
(E*,H?). On cherche donc a calculer le champ diffracté.

On impose deux conditions physiques aux limites.

1. L’une sur la plaque, celle des conducteurs parfaits, donnant "annulation
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de la composante tangentielle du champ total:

Exn=0 surl.

2. L’autre est la condition de décroissance du champ diffracté a 'infini,
appelée condition de radiation de Silver-Miiller, cf. [9], et 3.

On impose aux champs E et H d’étre dans L? (R?), et leurs rotationnels
d’étre dans L2 (R3\T') ainsi que dans L2 (Q) et dans L (R*\). Ceci n’im-
(R?) tout entier.

En revanche, compte tenu de la condition d’annulation de la composante tan-

gentielle du champ électrique sur I', on obtient

plique nullement que les rotationnels sont dans L7

E € H.(rot,R?)
avec

Hype(rot,R?) :={U € L} (R?)| rot U € L] (R”)}.

loc loc

Comme conséquence de ’écriture des équations de Maxwell au sens distri-
butionnel sur R? on obtient les relations de saut au travers de la surface

o8

n-H=0 surl,
nxE=0 surl,

[n x E] =0 sur 09,
nx H =0 sur 9O\T,
[cE-n] =0 sur OO\T,
[WH-n]=0 sur 0.

En premiére approximation, on posera

H1 = Ho.

Ceci correspond & une réalité physique, la permittivité étant la caractéristique
la plus sensible au changement de milieux. En conséquence, on obtient les
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relations de saut suivantes:

n-H=0 surl,
nxE=0 surl,
[n x E] =0 sur 09,

nx H =0 sur 9O\T,
[cE-n] =0 sur OO\T,
[

H-n]=0 sur 09,

1.2.2 Equations intégrales.

Réécrivant les équations de Maxwell au sens distributionnel sur R? tout
entier, on obtient:

rot E = wuH
rot H = LiweE L [H X n]dr.

En éliminant H, sachant que p est constante sur R?,
rot rot E = cpw’E L iwpu[H x n]dr.
Ce qui s’écrit, en posant k% = suw?,
rot rot E = £’E + j.or.

On posera aussi

kP = eipuw?, 1 =0,1,
ce qui nous permet d’écrire

rotrot E L klE = jq + je,
avec

Je = Liwp[H X nlér
ja= (K Lk)E
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et on posera

Ji=Jctla.
En notant
cikolw Lyl ,
Go(x Ly):= Tl r,y €R

le noyau de Green associé a 'opérateur de Helmholtz LA L k7, et en posant

A= GO *j,
¢ :=divA,

on trouve la formule de représentation du champ diffracté

1

EY= |
kg

Vo 1L A.

Les physiciens appellent A le potentiel vectoriel, et ® le potentiel scalaire. On
en déduit un systéme d’équations intégrales mixte (volumique et surfacique)
en écrivant la condition de nullité du champ total sur la plaque métallique,
et I’écriture du champ incident a 'intérieur du diélectrique:

|

n x E' = ﬁn X VO +n x A sur I', condition électrique,
0

1

Ef= (1 Lkg) ja + 13
0

Vo + A dans 2,

les inconnues étant jq et jc.

1.2.3 Réduction du probléme, objectifs.

Comme nous 'avons vu, le probléme physique se raméne & la résolution
de deux équations intégrales, contenant des intégrales volumiques et surfa-
ciques. Cependant, ’étude qui va suivre ne portera que sur la partie surfa-
cique, c’est-a-dire le probléme sans le diélectrique. En effet, le probléme
peut aussi se ramener totalement a des intégrales surfaciques, en séparant
par exemple le probléme intérieur et extérieur, et en utilisant une représen-
tation indirecte, avec des conditions aux bords fixés. On renvoie, pour plus
de détails, a COLTON-KRESS [9]. Essentiellement, on retrouvera d’ailleurs le
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méme opérateur intégral que pour le probléme sans diélectrique. La partie
«singuliére» du probléme est donc bien 1’étude de la diffraction d’un champ
par un écran métallique. De nombreuses études ont été menées dans ce sens,
on renvoie & [46], et les ses références citées.

On notera que l'opérateur intégral obtenu n’est pas coercif dans l'espace
naturel de résolution, ce qui exclut 'usage d’une méthode de Galerkin quel-
conque. Nous verrons dans le document pourquoi.

Précisément, dans [46], les problémes de diffraction par un écran métallique
ont été traités, et la résolution utilisait des éléments finis bidimensionnels
classiques. On obtenait les taux de convergence suivants, pour la plaque ou-
verte:

la L ugl| = O(R2*),

ol h désignait le pas de résolution, et ¢ était un réel arbitraire strictement
compris entre 0 et 1/2. La norme utilisée ici est la norme d’énergie. On avait
les mémes résultats dans [29], [43], avec des méthodes tridimensionnelles
utilisant les éléments finis de Nédélec. Comme nous "avons vu, en appliquant
une méthode de Galerkin sur les équations intégrales, on obtient une matrice
pleine, ce qui ralentit de maniére considérable le temps de calcul. On sait que
les méthodes d’ondelettes pourraient avoir pour effet de réduire ce nombre
d’éléments non nuls par une condition de seuil sans trop détruire le taux de
convergence. Les questions auxquelles nous répondons dans cette thése sont
les suivantes:

1. Des méthodes d’ondelettes sont-elles applicables a 'opérateur intégral
vu précédemment? Si oui, mettre en évidence une base d’ondelette
adaptée, et, de préférence, construite a partir d’éléments finis 2D clas-
siques. Cela contient aussi les méthodes de seuillage.

2. Les taux de convergence, comparés a [46] sont-ils conservés? Autrement
dit, un travail sur les estimations d’énergie est indispensable.

3. Peut-on dégager une méthode de résolution «intrinséquey, par rapport
a la géomeétrie de I’écran (surface fermée, plaque ouverte...)? Cette ques-
tion est en étroit rapport avec les estimations d’énergie et les singula-
rités de la solution.

Les réponses que 1’on trouvera seront d’ailleurs positives.
Encore une fois, 'accent est mis sur la particularité de la résolution. Il ne
2
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faudrait pas perdre de vue que tout cela est sujet a des restrictions impor-
tantes pour la mise en ceuvre pratique. En ce qui concerne le calcul effectif
des éléments de la matrice, pour 'intégration numérique, on pourra se référer
a [44], [22]; pour le stockage de données, et la manipulation des coefficients,
on pourra se référer a [19], [18], [40]. Tous ces caractéres sont assez clairs
dans ’état actuel de la bibliographie a ce propos.

1.2.4 Structure du document.

Le document se présente en deux grandes parties:

1. on étudie le probléme de diffraction dans le cas particulier ot la plaque
métallique est fermée, compacte, réguliére et simplement connexe. Le
mécanisme de résolution est fondé sur la décomposition de Hodge et
sur la réécriture du probléme en quatre variables scalaires. On applique
ensuite des méthodes de résolution par ondelettes sur la matrice 4 x 4
par blocs obtenue.

2. La structure de résolution étant ainsi établie sur le cadre régulier, on
I’adapte sur le cas ou la plaque est une partie polygonale et simplement
connexe de la surface précédente (cas de la plaque ouverte). C'est le cas
le plus intéressant dans la pratique. De nombreux problémes techniques
surviennent alors, "adaptation n’étant pas aussi triviale que cela: es-
paces, décomposition(s) de Hodge, et méthode(s) de seuillage pour la
matrice discréte difféerent parfois singuliérement de la premiére partie.
On se bornera, dans cette deuxiéme partie a détailler les points qui
différent de la premiére, car, encore une fois, le schéma général de ré-
solution est identique.

La méthode de résolution présentée (via les décompositions de Hodge) ainsi
que la forme de la matrice discréte obtenue est & rapprocher du tout récent
article de A. BUFFA, M. COSTABEL et C. SCHWAB [6], qui ont travaillé, avec
d’autres motivations, sur la résolution du probléme de Maxwell pour un écran
métallique de forme polyédrique.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, on commence par un bref apercu de
la géométrie du probléme considéré dans la premiére partie.
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2 Opérateurs sur une surface I' réguliére.

Pour cette section, on se référe aux ouvrages ’HORMANDER [27]|, CHEN-
ZHou [7], LIoONS-MAGENES [30] et DAUTRAY-LIONS [21] pour les espaces
fonctionnels et les opérateurs sur ces espaces.

2.1 Geénéralités topologiques.

Une surface ' C R? est de classe C*, & € NU {oco} si pour tout x € T,
il existe n > 0, Dy un domaine de R? contenant un point oy et v, une ap-
plication bijective de Dy vers B(x,n)N T, de classe C* telle que vx(0x) = X,
et telle que son gradient soit de rang 2 en tout point. Le bord d’un domaine
borné de R? est une surface fermée, et en particulier, une surface fermée est
compacte. On se fixe dans la suite une surface fermée de classe C'*°, simple-
ment connezxe.
On se donne un recouvrement fini d’ouverts relatifs (M,) et de bord C*,
simplement connexes, et une partition de I'unité (,) relative & ce recouvre-
ment, avec des notations évidentes. On se donne alors une famille de domaines
D, C R? et une famille (x,), d’applications de D, dans M, de classe C*,
bijectives. Chaque x,, est appelée carte locale.
La variable générique de D,, sera dénommée o = (o, 03)%; un point de la
surface sera noté indifferemment x ou x(o) = (z1(o), ..z3(c))7.
Le plan tangent s’écrit Ty, = Vect{07x(0p),05x(00)} en un point xo =
x(00) € Mo, de la surface, avec 97x = dx/do;. On définit le tenseur fonda-
mental par G = (g )1<ij<2, gij := (07X, 07X) en un point o, (, ) désignant le
produit euclidien dans R®. Son inverse est noté G+! = (g).

g :=det G = |0x x dox|* > 0, (2.1.1)

|.| étant la norme euclidienne, x le produit vectoriel, sur R®. L’élément de
surface s’écrit ds = | /gdo.

La normale est définie en tout point par n(x(c)) = ¢g+'/207x x 99x.

Une distribution (scalaire) u sur I' peut étre écrite comme u = ) u,, avec
Uy = Yaou, distribution a support dans M,; par abus, on notera aussi u, =
Uy 0 Xy, qui désignera aussi, comme fonction sur R?%, son prolongement par 0
en dehors de D,,. On définit alors les espaces de Sobolev de maniére classique
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([7], [27]) sur ' par:
Vs e R
u€ H°(I') <= VYa,u, € H*(R?),

avec pour norme

Jul? = 3 Mot e
— 2\s aa 2d
BY NERRERNAGIRE

ou u, désigne la transformée de Fourier de u.

REMARQUES. Cette définition est spécifique aux surfaces fermées, dans
le sens ot 'on garde la (L?1)dualité (H*, H+*). Dans le cas d’une surface
ouverte, si on la suppose partie d’une autre surface M, ie., I C M, on
peut définir deux types d’espaces de Sobolev distincts sur I', a partir d’un
recouvrement de M: on commence par définir H*(M) de la méme manieére,
et:

H(I') = {ulr;u € H* (M)},
avec pour norme

el oy = int{ [0 rsays vle =},
et

H*(T) :={u € H*(M)|  Supp(u) C T},

ce dernier espace étant muni de la norme induite. La dualité se retrouve
cette fois ci entre H® et H1*. En particulier, revenant au cas de la surface
fermée, on peut définir H*(M,), qui est & distinguer de H*(M,). On a I’
inclusion-injection (pour s > 0):

H?(M,) C H*(M,).
En outre, si on se donne une fonction v € H*(I'), alors

€ H*(M,).

U‘Ma
On remarquera enfin qu’en changeant de partition, ou de recouvrement, on
obtient des normes équivalentes.



2 OPERATEURS SUR UNE SURFACE T REGULIERE. 17

2.2 Gradient surfacique.

Comme I' est de classe C?, on peut trouver § > 0 tel que, pour tout
o € D,, 0" € Dy, |os] <6, |os] < 6, x(0) + osn(o) # x(o') + oin(o’).
[’ensemble

Vs(I') := Uy{x(0) + o3n(o); o := (01,..03) € Dy x] L §,0[} (2.2.1)

définit un voisinage de I'.
On note e = (ey,..e3)” la base canonique de R?, et

e’ = (ef,..e5)’ = (97x,05x,n)" (2.2.2)

la base locale sur I'.
On prolonge toute fonction scalaire ¢ € C%(T') & Vs en ¢ de maniére continue
par:

Vo,Vx(o) € M,,p(x(0) + o3n(o)) = ¢(x(0)). (2.2.3)
et sur Vs,
ro=22 o= () (2.2.4)
! 6:1;2 J
oy a¢ o~ o T
07 = 9o, 07 = (8j Q) (2.2.5)

Le gradient de ¢, s’écrit Vo = > . 0%e,.

Définition 2.2.1 Le gradient surfacique V¢ d’une fonction ¢ € C*(T') est
défini sur I par:

Vie(x(o)) :=n(c) x (Va(x(o)) x n(o)). (2.2.6)
Notons

(07x + 0307n)T
F(o)=(fi;(a)) = | (95x + aTgagn)T . (2.2.7)

alors det F'(0,0) = /g et pour |o3| < &, det F' > 0. On notera F*'(o) =
(f(o)). On a la formule de changement de repére:

e=F*'(0,0)e” (2.2.8)
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et
P¢ = F*(0,0)07¢. (2.2.9)
Et par un calcul direct,
2
Vrg =Y (97¢)g’e]. (2.2.10)
7,k=1
ou encore
2
Ve =Y (GHd7¢) e, (2.2.11)
7=1
en notant
o = (070, 050)T. (2.2.12)

2.3 Divergence surfacique.
Définition 2.3.1 Pour u € D/(I')?, la distribution divru définie par

Vo e C™(I), < divru,¢ >= L <u,Vpp > (2.3.1)
est appelée divergence surfacique.

Pour u € L*(T')?, < divru,¢ >= L fou- Vre ds. On remarquera que
divpu = divp(u L (u,n)n).

Le lemme suivant donne la divergence surfacique en coordonnées locales:
Lemme 2.3.1 Siu € CYT)?, u, := x,u, u tangentiel, i.e. (u,n) = 0 sur

X AT
;€5

: _ LN e
divru, = 7 Xk:ak(@ . (2.3.2)

I'; en posant u, = ) . u

Le lien avec la divergence 3D est donné par le
Lemme 2.3.2 Soit u, € Cj(M,), tangentiel, et

U,(x(0) + o3n(a)) :=u,(c), o€ D,, |os] <6, (2.3.3)
alors

din u, = diVan|r (234)
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2.4 Rotationnels

Définition 2.4.1 Soit u € C*(I')? un champ tangentiel, et U son prolonge-
ment sur Vs(I') par (2.3.3). On pose alors

rotru := (rot Ulr, n) (2.4.1)
rotp sera appelé rotationnel scalaire.

Le rotationnel scalaire a deux expressions simples en coordonnées locales:

rotr u = —— (97w, e7) L (3u,e7)) . (2.4.2)

V9

et

rotr u = % (07 (G )y L 3G )y) (2.4.3)

g __ g g — T A0
avec u? = (uf,ug), u =)  uje’.
Comme pour la divergence surfacique, le rotationnel vectoriel admet un
opérateur adjoint vectoriel:

Définition 2.4.2 Pour un champ scalaire p, on pose
Yu e C™(I'), < rotr p,u >:=< p,rotru > . (2.4.4)
rotr est appelé rotationnel vectoriel.

En coordonnées locales, il s’écrit:
1
rotr o = — ((97¢p)e] L (97 ¢)e]) (2.4.5)
V9

Ces opérateurs sont liés au gradient et & la divergence par le

Lemme 2.4.1 Soit u un champ tangentiel, et ¢ scalaire, alors:

1.

rotpu = divp(u x n), Ve =n X rotr p. (2.4.6)

I’Otr VF = 0, din I'Otr =0. (247)
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2.5 Laplacien surfacique.
On définit le laplacien surfacique par Ap := divy V. Par le dernier

lemme, L Ap = rotr rotrp, et:

Vu,v € H'(T'), < LAru,v >= /(Vr u, Vrv)ds = /(rotp u, rotr v)ds.

r r
(2.5.1)
Proposition 2.5.1 Lopérateur LAy est un isomorphisme de
HYT) = {u e H ()] / u ds =0} (2.5.2)
r
dans
HM ) ={ue H* ()] < u,1 >1,,=0}. (2.5.3)

Il induit un opérateur pseudo-différentiel d’ordre +2 et J_A#H*M/Q(F) C
H?2(T).

2.6 Potentiel de simple couche.

Définition 2.6.1 On se fize un réel k; on définit Uopérateur V=V (k) (pour
la fréquence k) par

Vo € L*(T), ¥x € R?,
eik|xJ_y| .0.
Vet = [ So e sty e

r 47T|XJ—Y|¢

Par la méme formule (2.6.1), on peut définir Uopérateur V' agissant sur des
fonctions © a valeurs dans C*. L opérateur V' sera appelé potentiel de simple
couche (scalaire ou vectoriel).
Le noyau
eik|xJ_y|
Gx,y) i = ————

est appelé noyau de Green.
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On rappelle (cf. [7])que G est une solution élémentaire de I’équation de Helm-
holtz

1(A+ kz)c,o =0 surR?

et que V est un opérateur d’ordre L1 sur la surface I'; plus précisément, il a
la propriété fondamentale suivante:

Théoréme 2.6.1 Pour tout s € R, Uopérateur Vo = V(0) défini par

V() := / L )ds(y). (2.6.2)

rlx L y|(p
est un isomorphisme de H*(T') vers H*TY(T') et vérifie

<Vog. o > 1 1> Cllellls (2.6.3)
ot C' est une constante ne dépendant que de la surface I'. Autrement dit,
Vo est un opérateur défini positif (ou coercif) de HL5 dans H%, et induit
un opérateur de Fredholm de H*(T') vers H*™'(I'). Enfin, V L Vy induit un
opérateur compact de H*(T') vers H*T'(T).

Attention: ce dernier théoréme n’est valable que pour des surfaces fermées
réguliéres, en ce qui concerne la partie «Fredholm» pour des indices de Sobo-
lev quelconques. Le résultat reste vrai si la surface est le bord d’un polyedre
(cf. [14] s’appuyant sur des résultats de [23]), et méme pour des surfaces lip-
schitziennes, voir [45], si on se borne aux indices s tels que [s + 1| < 1. Ces
résultats avancés seront repris dans le traitement des plaques ouvertes; dans
le cas des surfaces réguliéres, le théoréme entre dans le cadre des opérateurs
pseudo-différentiels sur des variétés, et pour une preuve compléte, on se re-
portera a [7].

Enfin, (cf. [7], [9]) le potentiel de simple couche est lié & la divergence 3D par
le

Lemme 2.6.1 Pour un champ tangentiel u,

divVu = V(divru) sur R’ (2.6.4)
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3 Equation intégrale pour le probléme de Max-
well.

Pour ce paragraphe, on se référera a COLTON-KRESS [9], CHEN-ZHOU|7].

3.1 Le probléme de Maxwell.

On va décrire brievement le probléme physique que I’on souhaite résoudre.
On suppose que I' est un écran métallique, sur lequel on jette une onde
électromagnétique, dite incidente, (E°, H'), et on souhaite calculer le champ
total (E, H) régnant en dehors de T
L’onde incidente étant supposée connue, il suffit de calculer 'onde diffractée
(E*, H?) qu’induit la surface métallique.

On note Q) le domaine intérieur & I', et Q° = R\ Q. Le probléme en régime
harmonique est modélisé par le systéme

rot E = wuH .
{ rot H — LiweE dans (3.1.1)
E=E +E°, (3.1.2)

et on suppose que ces équations sont vérifiées aussi par le champ incident,
mais sur tout R>. Ici, & désigne la permittivité du milieu °, et u sa perméa-
bilité, et on suppose que ces quantités sont constantes; on travaille aussi a
fréquence w fixe. Deux conditions aux limites sont imposés aux champs:

1. la condition (physique) signifiant que I' est un métal parfait, modélisée
par I'annulation de la partie tangentielle du champ électrique sur I':

Exn=0 surl, (3.1.3)

2. et une condition a l'infini pour le champ diffracté, dite condition de

Silver-Miiller, cf. |9]: si

k= w\/er, (3.1.4)

lim sup |[(rot E°(pg)) x g
7 llgll=1 (3.1.5)

+pg divE*(pg) L ikpE*(pg)| = 0.
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Les équations (3.1.1) avec ces deux conditions aux limites forment le probléme
de Maxwell extérieur.
La condition électrique (3.1.3) jointe aux équations

{ rot B = uwuH dans ) (3.1.6)

rotH = 1LiweE

forment le probléme de Maxwell intérieur.

Ce qui nous intéresse se passe a |'extérieur de I', et pour des raisons d’unicité,
on impose a la valeur k de ne pas étre une fréquence de résonnance, autrement
dit, que le probleme intérieur n'admet que la solution triviale!. La raison de
cette hypothése est que l'on souhaite élargir la résolution de ces équations
a des surfaces ouvertes (variétés «a bord» ), ot ne subsiste plus ce distinguo
entre intérieur et extérieur. De ce fait, en regardant le probléme comme posé
sur R?, on a imposé

E=0 dans Q. (3.1.7)

3.2 L’équation intégrale.

Encore une fois, on s’est fixé un cadre bien spécifique pour résoudre le
probléme de Maxwell extérieur (en particulier, on évite les fréquences de
résonnances). Ce cadre permet une résolution par une équation intégrale qui
est «naturelle» pour deux raisons: d’abord elle découle de maniére linéaire des
hypothéses faites, et, d’autre part, en I’absence de domaine intérieur (pour
des surfaces ouvertes), il n’y en a pas d’autre. Dans le cas qui nous concerne,
d’autres approches existent, pour obtenir d’autres équations intégrales; on se
référera a [9].

Posons

u:=_1[Hxn] surl, (3.2.1)

défini par la formule de Green

1l<u,® >r:/ (rotH-® L H-rot ®)dx
R3

1. Ou encore que k? n’est pas dans le spectre de 'opérateur surfacique — Ar
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pour toutes fonctions ® dans D(R?). Cela définit une distribution udr a
support sur I'. Comme

Exn=0 surl,
les équations de Maxwell s’écrivent au sens des distributions sur R? comme

rot E = iwwpyH (3.2.2)
rot H = LiweE + udr

En éliminant H entre ces deux équations, on obtient
rot rot E = k’E + iwpudr. (3.2.4)
De ’égalité (d’opérateur dans R?)
rotrot = LA+ Vdiv,
on déduit
1(AE + sz) = LV divE 4 iwpudr.

En prenant a présent la divergence dans (3.2.3),

1
divE = — div(uér),

wWe

L(AE + KE) = L——V div(udr) + iwjudr.

wWe

Mais 'onde incidente vérifie les équations de Maxwell homogénes dans tout
R3, et

J_(AEi + szi) =0 dans R?,
on peut donc écrire

L(AE + KE*) = L——V div(udr) + iwprudr.

wWe
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Par une convolution avec le noyau de Green, et comme E? vérifie la condition

de radiation de Silver-Miiller (3.1.5) a Uinfini,
LiweE® = Vdiv(Vu) + k*Vu;
enfin, du lemme 2.6.1, on obtient la formule de représentation
LiweE?® = V(V divpu) + £*Vu. (3.2.5)

Pour obtenir une équation intégrale permettant de trouver u, et donc le
champ diffracté par cette formule de représentation, on prend la trace tan-
gentielle sur I' des deux membres de ’équation (3.2.5). On détaille ici les
relations de saut liées a "opérateur V.

On reprend le voisinage Vs(I') défini pour § > 0 suffisamment petit par

Vs(I') :={x + osn(x)|x € I, |o3| <}
et on définit un voisinage extérieur par

VIHT) :=Vs(0)NQ°
ainsi qu’un voisinage intérieur par

VD) = Vs(T)NQ
Pour ¢ € H'(VE(T")), on note

#*(x) 1= lim ¢(x + n(x)). x el

les traces de par et d’autre de la surface, et les traces tangentielles 7+ ® seront
définies, pour tout champ vectoriel ®, par

mEd(x) = n(x) x (#*(x) x n(x)).

On sait qu’alors (cf. [7], [9]) 'opérateur de simple couche est continu a travers
la surface:

Vot =Vet = Ve surl, (3.2.6)
et que son gradient admet un saut suivant la normale de I:

(VVe) (%) = (VVe) (%) + o(x)n(x) x €T}
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en particulier, on peut bien en définir la trace tangentielle, qui n’est autre
que son gradient surfacique:

Vi Ve =at(VVe)
=7T(VVyp) surI.

Pour toute fonction vectorielle ®, on notera
Vi® = 7tVd  sur I

En prenant, comme annoncé, les traces tangentielles dans la formule de re-
présentation (3.2.5), on obtient

Liewrn®E* = ViV divru + K2 Vfu.
La condition aux limites
T E=71"E' 4+ 17E° =0

nous donne finalement, E* étant continu,

iewE' = Vr Vdivru + E*Vpu, (3.2.7)

qui est appelée équation intégrale du champ électrique.

Réciproquement, & présent, on se donne un champ u tangentiel sur I' so-
lution de 1’équation intégrale (3.2.7) et on souhaite savoir si le champ E?
défini par la formule de représentation (3.2.5) est bien solution de notre pro-
bléme de Maxwell d’origine. Notons tout d’abord qu’il suffit de vérifier que
E = E' + E* est solution du probléme de Maxwell extérieur avec la condition
aux limite (3.1.7) des métaux parfaits, car alors E® serait analytique en de-
hors de I' et vérifierait de facto la condition de radiation de Silver-Miiller, car
le potentiel de simple couche vérifie la condition de radiation de Sommerfeld,
cf. [9].

E’ est donc défini par

LiewE® = V(Vdivru) + £*Vu  dans R*\T,

et on pose E = E' + Es.

En prenant les traces tangentielles dans la formule de représentation, et
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d’aprés ’équation intégrale (3.2.7), on a immédiatement la condition aux
limites E x n = 0.
On pose a présent

H’ :=rot Vu dans D'(R?). (3.2.8)
Ici, les formules de saut s’écrivent (7], [9]):
(rot Vo)t = (rot V&)t +n x ® (3.2.9)

pour tout champ vectoriel ®. Donc, en prenant les traces tangentielles dans
(3.2.8),
[ x n] = ((H)* L (H')) x n
=1(nxu)xn
=lu
car u est tangentiel. On retrouve I’égalité qu’on a imposé pour obtenir I’équa-
tion intégrale.
D’autre part, de la définition de E®
H® = Licwk™rot E*
= (iwp) ' rot E°
ce qui nous donne une des deux équations de Maxwell. Pour obtenir 'autre,
on écrit
rot H° = rotrot Vu
= (LA +Vdiv)Vu
= k*Vu+ VdivVu
= LwweE?,
toutes ces égalités étant entendues dans {2 ou dans Q°. De ce qui précéde, on
a aussi

rot H° = LiweE® L uér dans R°.

Le champ E vérifie bien les équations de Maxwell, et donc vérifie de probléme
de Maxwell intérieur homogeéne (et E = 0 de nos hypothéses) ainsi que le
probléme extérieur, avec la condition de radiation de Silver-Miiller & I'infini
pour E°, ce qu’il fallait prouver.

[’équation intégrale (3.2.7) résout donc le probléme physique dans le «modéle»
mathématique que 1'on s’est fixé. On doit & présent spécifier le cadre de la
résolution de cette équation, c’est-a-dire I’espace dans lequel on va chercher
I'inconnue u.
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3.3 Espaces

Pour ce paragraphe, on se réfere & PAQUET [39], COSTABEL [11], COSTABEL-
DAUGE [12], LEVILLAIN [29], BUFFA, P. CIARLET [4], [5].

3.3.1 Espace des solutions.

Tout d’abord, pour le probléme extérieur, les champs électrique et ma-
gnétique sont tout naturellement dans I’espace

Hioe(rot, °) := {® € L2 _(O)|rot ® € L (Q°)}.

loc

L’inconnue u de notre équation intégrale est comme on I’a vu le saut de
la composante tangentielle du champ magnétique. D’une part, on a donc

naturellement
ue H3 (1)
et comme
din u = leF(H X n)
=rotr H
= Liwe(E,n)
on a aussi

diveu € H3(T).
Enfin, u est tangentiel, et on peut définir un espace naturel pour u:
Définition 3.3.1
X = {ue HH/*I)’|divru € H/*(T'), (u,n) =0} (3.3.1)
avec pour norme

% = lal[Lys + [l diveullL . (3.3.2)

Remarque: On adopte une notation symbolique pour cet espace, mais dans
1
[29], X est noté TH*2(divy, ), et dans [4], [5], il est noté Hctjr(F). En réa-

lité, dans la suite, on va travailler essentiellement sur des sous-espaces, qui
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n’ont pas de notations précises.

La solution cherchée, étant tangentielle, posséde essentiellement deux incon-
nues scalaires. On souhaite ramener I’équation intégrale & un systéme 2 x 2 en
inconnues scalaires, et pour cela, on utilisera la décomposition de Hodge des
éléments de X' = THL%(din). Finalement, on veut travailler sur des espaces
de Sobolev classiques; 1'idée est de pouvoir utiliser des éléments finis stan-
dard pour la résolution numérique, et méme d’utiliser des décompositions en
ondelettes pour pouvoir résoudre de maniére rapide le systéme obtenu.

Théoréme 3.3.1 (Décomposition de Hodge sur X')
On rappelle que

On pose

X' :={u € X|divru = 0} (3.3.3)

X% = Vi AR HE(D). (3.3.4)
Alors

X' = roty H7(T), (3.3.5)
el

X =x'ga’ (3.3.6)
De plus,

1. XF est un sous-espace fermé de X, pour k = 1,2,

S L L .
2. la norme induite de H->(T')* est une norme équivalente & la norme
d’énergie induite ||.||x sur X', et on écrira

Jullx ~ flulli,  (ue X (3.3.7)

3. L’application u s || divp ul| | 1 est une norme sur X* équivalente a la
2

norme dénergie induite ||.||x sur X'?
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Preuve : On pourra se référer a [5], [39] pour la preuve.
X1 = rotp H? car I est simplement connexe.
Soit donc u € X. Soit ¢ € H} (a moyenne nulle) solution de

Ar( = divpu,
et p=Vr(. On a bien entendu p € X?, et
q=ulped
de plus,
divp(u L p) =0,

et doncq € Xt:ona X1+X% = X, et la somme est directe car siu € XY1NAZ,
alors u = Vi Artt A2 et divpu = 0 donne A2 = 0.

Restent les équivalences de normes. La premiére (3.3.7) est triviale, quand a
la seconde, si u € X2, u = Vp Aptt A2 alors A? = divpu, et

11 9
fulls < CllAr X

11 9
< Ol Ar X2l
< O
< CN,s.

ou C désigne une constante (générique), et donc
V¥ < Jlalle < CIA L1
0

Remarque: dans Iécriture u = rotpr A', u € X', A! est défini & une constante
1

additive prés, de sorte que, si I'on impose \' € H?, c’est-a-dire & moyenne

nulle, on a

[l ~ A (3.3.8)
La décomposition de Hodge permet un résultat de densité:

Lemme 3.3.1
C>(T)* N X est partout dense dans X.
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Preuve: On se fixe ¢ > 0 et u € X' que 'on écrit comme
11
u = I'Otr )\1 + VF AF )\2,

avec \' € H2, \? ¢ H*LE. On peut alors trouver \j € C*°(T') et A2 € C=(I)

tels que
/ M =0
r

Ao LAy <& A LNy <e

On définit alors ug := rotr A} + Vr Artt A2. Alors, ug € C=(T)N A et, avec
les équivalences de normes précédentes,
lw L uollx < C([[rotr(At L)l L1 + 1A% LAG]I 1)
< (C2e,

d’ou le résultat.

3.3.2 L’espace dual X de X

Dans cette section, on caractérise le dual de X' = THL%(din) pour le

produit scalaire L? sur la surface. Tout cela est bien connu ([39]), et méme
généralisé a des surfaces polyédriques ([5]).

Définition 3.3.2
= {u e HH(I rotru & HH(D), (u,m) = 0} (339
avec pOUT norme

Julls = i, + flrote ull. (3.3.10)

Remarques:

— cet espace est souvent noté TH*z (rotr), ou HZZ, cf. [29], [4], [5]. Ici,

rotr
on garde notre notation symbolique.
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— On montrera dans la suite que cet espace est (anti-)dual a Iespace X,
ce qui est assez remarquable, étant donnée la nature des distributions
o . . 1
qui interviennent (toutes sont quand méme dans HLE!).

— Ceci est d’autant plus remarquable que 'espace X est déduit de X par
une «rotation», compte tenu de la relation (2.4.6).

Cette deniére remarque nous permet d’écrire une décomposition de Hodge sur
X, calquée sur le théoréme 3.3.1:

Théoréme 3.3.2 (Décomposition de Hodge sur 1)

On pose

X?:={u € X|rotru = 0} (3.3.11)

XU = rotr ALLHIE(I). (3.3.12)
Alors

X? =vpHz (D), (3.3.13)
et

X=X"q A2 (3.3.14)
De plus,

1. X% est un sous-espace fermé de /’?, pour k =1,2,

S 1 L .
2. la norme induite de H>2(T)* est une norme équivalente @ la norme
d’énergie induite ||.|| 3 sur X?, el on écrira

[ullg ~llufls, (wed?). (3.3.15)
3. L’application u — || rotr uHL% est une norme sur X' équivalente a la
norme dénergie induite ||.|| 3 sur X!

Remarque: ici encore, si 4 € X%, u = Vi A%, et A\? est défini & une constante
2 2 2
1

prés. En imposant A2 € H?, on a

65 ~ 1312 (3.3.16)
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Comme pour /’?, on a le résultat de densité

Lemme 3.3.2 R
C>(T)* N X est partout dense dans X .

La relation de dualité, dans un sens que I’on va préciser, entre X' = THYS (divr)

et X = THJ'%(I’Otr) est une conséquence des deux décompositions de Hodge

sur X et X'

Théoréme 3.3.3

Pour
L1
u=rotr \' + VrAr M\ e X
A e HZ(D), A? € H-2(T)
L1 ~ ~
ﬁ: I'OtFAF)\l —I-VF)\2 € X
M e HIF(), N e HI(T),
le crochet

WA >, pi= L < AL >0l < A2, )2 >111 (3.3.17)
est un crochet de dualité entre X et X. Lorsque u et U sont dans L*(T), il
est confondu avec le produit scalaire L?, et dans ce sens, X est le dual de X

avec pour espace pivot
LA(T) i= {v € L(I)|(v. )z = 0}.

En particulier, X1 est le dual de X1 et X2 est le dual de X2

Preuve : Le fait que ce soit un crochet de dualité est une conséquence immé-
diate des théorémes de décompositions de Hodge. On note simplement que
I’on a imposé des conditions de moyennes nulles sur les éléments dans Hz
pour avoir directement une forme sesquilinéaire continue.

Si u et U sont dans L?, on a A € H' et \* € H', de sorte que 'on peut
écrire dans un sens classique

< rotr )\I,VFB\\Q >r2= 0,
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et on a toujours

11 11
< VrAr )\Q,I'Otr Ar A >r2= 0.

De sorte que, finalement,

11
<u,U >j2= < rotr A rotr Ar A >0
TR ~
+ < VI Ar i ,VF)\ >r2 .
En intégrant par parties, on trouve bien
< U >p=<u,U >, 5.
O

Enfin, les projecteurs naturels de X' sur X'*, et de X sur X ont des relations
de dualité:

Proposition 3.3.1 On note P! le projecteur X — X, parallele & X?, P!
le projecteur X — X', paralléle o X2, el

PP=11P, P =11P"
Alors les projecteurs P*, ﬁk, k =1,2, sont continus, et
Y(u,8) € X x X, < Pruli>yp=<u, P>, ;. (3.3.18)

Preuve : Les projecteurs sont continus car les sous-espaces en jeu sont fermés.
La relation (3.3.18) est une conséquence directe des théorémes de décompo-
sition de Hodge et du théoréme 3.3.3.

4

3.4 Deécomposition de I’équation intégrale.

Dans toute la suite, on notera indifféremment I’espace X = X't + X? =
X1 x X2 et on fait de méme pour X
On revient a I’équation intégrale (3.2.7); elle fait intervenir 'opérateur

L= VF Vdin +k2VF. (341)
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On rappelle que Wt est la composante tangentielle de 'opérateur de simple
couche vectoriel. La premiére chose a vérifier est que L envoie X' dans A': en
effet, pour u € X',

- Vru € H%(F), car u € HL%(F), et il est tangentiel, donc

L

Vru € X = THL2(rotp).
- Vdivru € H%(F), car divru € HL%(F). Comme rotr Vi = 0,
Ve Vdivru e X2 C X.

Donc L est un opérateur de X' dans X. D’autre part, pour tout u,v € X,
par une intégration par parties

<Lu,v>;,=1<Vdivru,divrv >11 +k* < Vru,v >11
=1L < Vdivpu,divpv>1 1 +k* < Vu,v>1 1
272 2172
car v est tangentiel, et de la continuité de "opérateur de simple couche,
Proposition 3.4.1 L est un opérateur continu de X dans X .

L’équation intégrale issue du probléme de Maxwell extérieur a pour second
membre la composante tangentielle de ’onde incidente, qui est supposée aussi
réguliére que souhaitée, autrement dit, on est ramené & résoudre en I’'inconnue
u et en la donnée f

Lu=feC*T)nX cX (3.4.2)
De ce qui précede, cette équation admet une formulation (faible) variation-
nelle:
Vvedr,
L <Vdivru,divpv > 1 +k* < Vu,v >11=<f,v>gz,. (3.4.3)

Comme mentionné précédemment, on exclut les fréquences de résonnance,
c’est-a-dire que 'on suppose vérifiée I’

Hypothése 1 L est injectif
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Un élément u € X se décomposera en u = u' + u?, u* € X*; on adoptera la
méme notation pour les éléments de X'.
Pour u € &', on écrit

I'u B2l 4 k2122
Lu = <L2u> = ( E212140 | [2242 ) (3.4.4)
avec
LV X — X (3.4.5)
< L'at v >p =< vu', vt > (3.4.6)
< LPu?, v! > p=< Vu? vl > (3.4.7)
< L*'ut v? >p =< Vu',vi > (3.4.8)
< LPu? v? > =< V(divpu?),divp v > 1Lk < Vu? v? > (3.4.9)

On écrira aussi, plus briévement
L2 2012
L= <k2L21 J_L22> .
L’intérét de cette écriture se lit dans la proposition suivante:

Proposition 3.4.2 On suppose k # 0. Alors

— les opérateurs L% et L*' sont compacts,

— les opérateurs L' et L?? sont de Fredholm.

Preuve : On commence par les termes non diagonaux, et on montre d’abord
la compacité de L%

le plus simple est de se ramener & des variables scalaires, d’utiliser les proprié-
tés du potentiel de simple couche et les équivalences de normes du théoréme
3.3.1.

Pour L'?, donc, on se donne une suite (u2) C A% bornée dans X. De la

décomposition de Hodge, u? = Vi Apt! \2

2, et des équivalences de normes,

L . .
(A2) est bornée dans H*2. On peut donc en extraire un suite convergente
dans H*!, et, quitte a prendre une sous-suite, (u?) converge dans L? (conti-

nuité de 'opérateur Vi Ap™'), et donc converge dans H*%. De la continuité
de 'opérateur de simple couche de H*5 dans H%, pour tout vt € X1,

< L2 Lud)vt > [ < Ol Ludll v

< Cflug Lug]l vl
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(L'*u?) est donc une suite de Cauchy dans /’?1, ce qu’il fallait démontrer.

Pour L?', on peut par exemple raisonner par symétrie en faisant le méme
travail que ci-dessus sur son adjoint.

Montrons que L'' est Fredholm: on sait que I'opérateur de simple couche V
vectoriel est un opérateur de Fredholm de HL%(F)3 dans H%(F)3, qui s’écrit
V =D+ K avec

D:H3(I')— HZ(T'),  bijectif,
< Du,u >p2> CHuHil (fortement coercif)

K : HL%(F) — H%(F), compact.
En particulier,
< Drotr A, rotr A' >1.> C|| rotr )\IHQL%.
De I’équivalence de normes sur X!, on a
< Du',u' >> C|u'|3
de sorte que D induit un opérateur
DXt 5 A coercif

tandis que K = V' L D induit un opérateur compact Ky, := L' 1L D1 ce
qu’il fallait démontrer. On a une preuve similaire pour L*?, ce qui achéve la
preuve.

O
Corollaire 3.4.1 Sous Uhypothese 1, L est un isomorphisme de X vers X.

Preuve : De la proposition précédente, L se décompose matriciellement comme

Dll 0 .
LZ(O Lm0+h

ott DF* est un opérateur coercif de X'* vers /’?k, et ou K est compact. L est
donc un opérateur de Fredholm injectif.

4
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Remarques:

—~ On a supposé L injectif, encore une fois. En particulier, on a néces-
sairement k # 0, car dans le cas contraire, on aurait X' C KerlL, et
on n’aurait méme plus L de Fredholm (puisque A'! est de dimension
infinie).

— Si L est bien un opérateur de Fredholm, D = diag(D", L D**) n’est
pas coercif dans X, ce qui exclut I'utilisation d’une méthode de Galer-
kin «quelconque» dans X. Cependant, si les éléments (d’une méthode)
vérifient la décomposition de Hodge, alors elle va converger, et c’est
I’objet du paragraphe suivant.
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4 Résolution numérique.

Avant de définir une méthode de Galerkin adéquate sur X', on rappelle que
notre objectif est de se ramener a une méthode de Galerkin sur des espaces
de Sobolev classiques (H?...). En réalité, les espaces discrets vont étre définis
directement a partir des éléments finis usuels.

On commence donc a définir le cadre général dans lequel on va travailler.

4.1 Espaces de multirésolution et éléments finis clas-
siques.

Dans ce paragraphe, on rapelle des résultats connu sur les éléments finis:
inégaliés directes, inverses, et une caractérisation des normes de Sobolev.
[’analyse qui suit sera souvent évoquée dans les constructions des ondelettes
pour le cas des surfaces fermées et pour le cas des plaques ouvertes.

On pourra se référer & DAHMEN-STEVENSON [19] ainsi qu’aux références
citées dans I'article. On suppose donnée une suite (A;) C (L*(T))Y telle que:

— les Ay sont de dimension finie;

ils sont emboités:

Ay C Ay, (4.1.1)

— leur réunion est dense pour une échelle d’indices de Sobolev; plus pré-
cisément, il existe un réel 4" > 1.5 tel que

UA, T = H(D), |s| <~ (4.1.2)

— Inégalité directe ou de Jackson: il existe deux réel v > 2, v > 4" et
p > 1 tels que

Vs 0<s<«y, 3JC>0 Yue H()

inf Jju Luy|lo < C,OJ'SJHUHS (4.1.3)
UJGAJ

— Inégalité inverse ou de Bernstein: (v < )

Vs 0<s<v 3C>0 VYuyeAy
lwslls < Cp*|lugllo (4.1.4)
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Remarques:

Les hypothéses faites sur les Ay sont les hypothéses standard des éléments
finis, cf. BABUSKA-AZIZ [1].

On peut prendre v = 2 et 4’ = 1.5 (hypothése minimale) pour des éléments
continus formés de polynémes de degré 1 «par morceaux» dans un sens que
I’on précisera plus loin, suivant une triangulation quasi-uniforme de pas p*?
au niveau j.

Définition 4.1.1 On notera 11; le projecteur orthogonal de L? sur Ay, et
HJ_I = 0.

L’objet de cette section est de démontrer I’équivalence de normes suivante:
pour tout s, |s| <4/, et tout uw € H*(I'),

lalls ~ D PP (1 LI Jullo.

i>0

On suivra le plan donné dans [19].

Lemme 4.1.1 Pour tout s, 0 < s <~, et tout u € H*(I')
I LT ullo S p = flulls

Preuve : Pour tout uy € Ay,

[(1 LI )ullo < Jlu Lwgllo + [Ty (w L wg)llo
<2||u Luglo

On passe a I'infimum et on conclut grace a 1'inégalité directe.

Lemme 4.1.2 Soit s €]0,7], et u; € (II; L1L;11)As; alors

sl s S P llugllo- (4.1.5)
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Preuve : C’est une estimation directe pour des normes négatives. On écrit

U;, v
[w;l[ s = sup (15 0)o
veH() HUHS

I, LI 4)v
< HUJHO sup H( J ]J-l) HO
veH() o]l

1L 1II;
< HUJHO sup H( ]J-l)UHO
veH(I) [v][s

et grace au lemme précédent, on a le résultat.

4

Proposition 4.1.1 Soit vy € Ay et 1y < s < +'. Alors il existe une
constante C' qui ne dépend que de s telle que

J
a2 < € p* (I L1000 5. (4.1.6)

7=0
Preuve : On se fixe ¢ > 0 tel que s £ ¢ €] L~v,~'[.

|ug]|? = Z (Mg L Mprq)ug, (Hy LI1q)ug),

k.l

<SSO AL L M sl L L T e o

ko I>k

Gréce au lemme précédent,

sl S 30> o0 o8 [( LT g [lop®™ | (T L Ty Yo
kI>k

S (e LT g lop® 1T L T g o
Kl

el ([0 PN | PR TR
k
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Définition 4.1.2 On définit ° comme Uensemble des suites (vj);>o telles
que v; € (II; LT1;11)L?, et telles que

()15 : Z/JMHUJHO < 0. (4.1.7)

H° est alors un espace de Hilbert muni du produit scalaire

[(v)), (w))]s == ZPM(% w;)o- (4.1.8)

Lemme 4.1.3 Soit Ly < s < 4" Si (v;) € H° alors <E;]:0 vj> converge
J
dans H*(I') et

1> wills S D 0™ lloille-

i>0 >0

Autrement dit, Uapplication
(4.1.9)

est (linéaire) continue.

Preuve : On utilise le critére de Cauchy avec la proposition précédente.
O

Dans la suite, on prendra pour norme L? la norme de $)° équivalente a la
norme usuelle, ce qui nous permet d’identifier L? et $°, via I'isométrie ®g.
Pour cet espace pivot, H* est le dual de H1*, tandis que $° est le dual de
$HL%. On a alors le

Lemme 4.1.4 Pour 0 <s <+, ue H*(I),

DML L) S Jull: (4.1.10)

=0
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Preuve : Soit v := (v;) € H°; du lemme précédent, &, ;v € H+* (on remar-
quera que Ls > 1y, car v <), et

(uv (I)J-SV)O = Z (uv U])o

= (1 LT10)u, v)),
J
= [Cbisu,v]o
ou @7, désigne 'opérateur adjoint de ®,; il est donc défini par (75 u); :=
(I1; L1111 )u. Le résultat n’est rien d’autre que la continuité de cet opérateur.

O
Corollaire 4.1.1 Pour tout s, |s| €]0,~'[, il existe une constante C' > 0 telle
que
Vy >0, YVue H (D), [ ulls < Cllulls.
Preuve : On commence par le faire pour s > 0:

Mull? S p* (M L ) ulo
k<

N Z PP (M, L Mgy Yo
k<

S D /I AL L e ullo

k>0
S Nulls-

Ensuite, pour 0 < s < 4/, on remarque que

11;
HH?UHLS = sup M
versry  lv]ls

II.v
<luflus sup A0l
veH () HUHs

S Ilell ws-

Ces derniéres inégalités étant vraies pour u € L%, elles permettent de pro-
longer I'opérateur II; (de maniére unique) sur HL® en obtenant une suite
d’opérateurs uniformément bornés, ce qu’il fallait démontrer.

4
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Gréce au dernier lemme, et en reprenant la démonstration du lemme4.1.4, on
montre que I'inégalité (4.1.10) est vraie pour 14" < s < 0. Reste un dernier
lemme avant de conclure sur une équivalence de normes:

Lemme 4.1.5 Soit s un réel, |s| < ~'. Alors, pour tout v € H*(T'),

J
lim fJu L > (L L ull, = Jim fJu L Lyul|, = 0. (4.1.11)

=0

Preuve : Comme U/ ; est dense dans H°, pour ¢ > 0 donné, on peut trouver
Jo >0 et uy, € Ay, tels que ||u L uy,|ls < e. Pour J > Jy, on a donc

lu L Hyu|ls <e+ ||[Hp(u Lug)|s < 2,

car (I1;) est uniformément bornée de H® dans lui-méme.
U
On peut alors énoncer le théoréme d’équivalence de normes suivant (Cf. [19]):

Théoréme 4.1.1 Pour 1+ < s <+, et pour tout u € H*(I'),

a2 ~ > p* (1L L 1 ea)ull5. (4.1.12)

>0

En guise de corollaire, on peut généraliser les inégalités directes et inverses
de la maniére suivante:

Corollaire 4.1.2 1. Pour tout réel s, 1y < s <~ et toutt, s <t <7,
1+ < t, il existe une constante C telle que, pour tout J > 0, et tout
uw e HY(D),

(1 L)l < Cptto)jul,. (4.1.13)

2. Pour tous réels s,t, 1y < s <t <+, il existe une constante C telle
que, pour tout J > 0 et tout uy € Ay,

[wslle < CpU gl (4.1.14)
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Preuve : On commence par 'inégalité de Bernstein (4.1.14):

lusll? S PP (I LI

j<J

< Zp%J 2(tLs)g H (11; J_H]J_I)UJHO
7<J

< pHE ST (I L

i<J
< PP g |12

Pour I'inégalité de Jackson (4.1.13), on élimine le cas s = ¢ qui traduit
la continuité uniforme de (Il;), ainsi que le cas s = 0, qui est donné par
hypothése.

On commence donc par le cas s > 0. Pour v € H*, (1 L1I)u = Y
dans H*, avec u; = (II; L 1I;11)u, comme nous I'avons déja vu, et

i>J U

(0 LI)ull2 S 0" 3
i>J
Or
lillo < 111 L 1jur)ullo S o0 ],
d’ott

I L I ull? S flullf ) p*C40

i>J

et comme ¢t > s, on obtient bien (4.1.13).
Si & présent s €] L ~,0[, et ¢ > 0, on remarque que

1 L1
10 LTl S (1L Iy sup MCETlo
vere Jollis

et I'inégalité directe (4.1.3) permet de conclure (4.1.13).
Reste le cas ott Ly <s<0,et 1y <t <0, quiest déduit du cas s > 0 par

1 L1
10 LYl < fully sup L0E o)l
et |ollLs

en remarquant que 0 < 1t <~', 1s<~.
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4.2 Méthode de Galerkin dans X

A présent, on est en mesure de définir une méthode de Galerkin sur A
qui est adaptée & notre probléme. On rappellera simplement que les espaces
discrets doivent vérifier une décomposition de Hodge «discréte» pour que la
méthode converge. Le plus simple est finalement de définir directement les
espaces discrets pour chacun des espaces X%, k = 1,2 correspondant a la
décomposition de Hodge dans X'

On garde nos espaces de multirésolution (Ay); du paragraphe, et on met
I’accent sur le fait que I'on a choisi v > 2 et 4 > 1.5, de sorte que le
théoréme 4.1.1 a pour application:

Vs, |s| < 1.5, 3C >0, Vu € H?,
leall? ~ > o™ (1L L T )ul 3. (4.2.1)

>0

Définition 4.2.1 Les espaces discrels seront définis par:

X} =rotr A% )?} = rotr AF'AY (4.2.2)
XZ2=VrAy  X2=VpAFAL (4.2.3)
avec
A% = {uJEAJ|/uJ dSZO.} (4.2.4)
r

Tous ces espaces seront de méme dimension d;. Il est aisé d’observer que
X% est le dual de X'} pour la topologie < X', X >. On notera alors

(X5 = {u' € YAYv e X, <, v >3} =0, (4.2.5)
('5(\];)0 = {u € Xk|\val € ‘5(\]]: < u7V/ >X,./\?} - 0 (426)
les espaces polaires correspondants.

Lemme 4.2.1 Pour k =1,2,
1.

Xk
Xjcal, ur =at (4.2.7)

XECXE, Uy =X (4.2.8)
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X (A0 = x* (4.2.9)
Xha (xh° = X* (4.2.10)

Preuve : Les inclusions (4.2.7),(4.2.8) viennent du fait que les Ay sont emboi-

o~

tés. Montrons (4.2.9) pour k = 1: si u € X} N (X;)?, alors u = rotr A; avec
Ay € A%, et

L1
Yy € NS, < rotr Ay, rotr Arpy >=0.
En prenant gy = Ay on trouve tout de suite Ay = 0.

La somme entre X; et (?/(\})0 est directe, et dimX; = codim( A})O, d’ou le

résultat. Les autres preuves sont rigoureusement similaires.
O

Avant d’aller plus loin, on a besoin de quelques propriétés topologiques sur
les espaces A%.

Définition 4.2.2 On définit, pour s > 0:

H(T) := {u € HS(F)|/u ds = 0.}
r
On note L2 = H?, et HX* le L2-dual de H?. On rappelle que
HH(T) i={ue H"| <u,1>1,,=0}
Enfin, on note 1L, le projecteur L* orthogonal de L? sur A%, avec I, =0.

Proposition 4.2.1 Pour tout s € [0,7], il existe une constante C telle que,
pour tout X € HZ(T'), et tout J >0,

A LILAfo < Cp™ A (4.2.11)

C’est la proposition fondamentale qui va nous permettre d’avoir, pour la
famille (II,); un comportement analogue a (II;);.
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Preuve : On se fixe p dans Ag tel que fr @ = 1. On remarque alors que pour
tout J > 0,

Ay=A5 6 Ce.
Soit done A € HZ, et posons
fj = /HJ)\ ds.
r
Alors
A = A7+ &,
avec

A €A
D’apres la définition de 11y,

Yy €A,
< )\J_HJ)\,/,LT] >o= 0.

Donc

Vi € Ag,
<AL py >0=& <, uy >

Mais de la définition de ﬁJ,

Yy €A,
< )\Lﬁj}\,ﬂj} >o= 0.

D’ou

Vg €A,
<IN LAG, g 0= €5 < o185 > .
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En choisissant p = XL A%, et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
LA LA lo < [€slllello-

Mais, comme fr A =0,

|§J| = /()\J_HJ)\) ds
r
< Cy||A LI Ao

ott C} est le volume de I'. Donc finalement
T2 L5l < Coll(1 L 1) o
D’autre part,
A LA=1&e L(1 LA

donc on a aussi ||A LA%|lo < Cs][(1 L11;)A]o, et on conclut grace a I'inégalité
triangulaire, et a l'inégalité directe.

O
On en déduit un corollaire immédiat:

Corollaire 4.2.1 Pour tout s,t, 0 < s < v et s <t < ~, il existe une
constante C telle que, pour tout J >0, et tout X € HI(T),

A LT < O,
Preuve : On écrit

A LTA < A L IA]L 4 [T A LIl
< pHEE A+ T 1T (N LT o
< T+ o || L 1Ly Afo,

et on conclut avec la proposition précédente.
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En particulier, les projecteurs IT; sont uniformément bornés en tant qu’opé-
rateurs de H? dans lui méme, pour 0 < s < +'. Comme pour Il;, on peut

prolonger II; par continuité sur H1* en gardant les propriétés d’orthogona-
lité et d’uniforme continuité. On a un autre corollaire concernant les normes
négatives:

Corollaire 4.2.2 Pour tout s, 1y < s <0, et toutt > s, 1y <t <, il
existe une constante C telle que, pour tout A € HI(T),

A LI, < CpttE | A, (4.2.12)

Preuve: On commence avec ¢ > 0 en écrivant

~ 1T LIIN (1 LI
H)\J_HJ)\HH,;“: sup <( J) 7( J),u>
pEHT el s
~ 1Ll
<1 LT sup ML Ho)lo
weH® H/«LHLS
< oA e

Ensuite, pour ¢t < 0,
~ <A (1 LTy >
A LTI\ sup (L L1y
weH: iraie

1110
S Al sup It 1)
LEH 4| s
< A flep 107

4

Enfin on montre exactement comme pour les projecteurs 11 ; les deux résultats
suivant:

Lemme 4.2.2 Pour tout s, |s| <+ et pour tout A € H?,
lim ||[A L II;A|[, = 0. (4.2.13)
J—=o0

Théoréme 4.2.1 Pour tout s, |s| </, et tout A € H?

M2 ~ > o™ (0 LT A, (4.2.14)

>0
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A présent on peut énoncer un résultat concernant les projections sur X}“ et
B,

Proposition 4.2.2 On peut définir les projecteurs Py € L(XF) et ]3}“ €
L(XF) tels que

ImPF=XE  KerPh=(X))°,
Imﬁff = ?/(\f Kerﬁf = (ah)°
De plus ces projecteurs sont uniforméments bornés, i.e.

sup [Pflgrear <00 sup[Pilgr g <0 (42.15)
J>0 J>0

et vérifient

4.2.16

4.2.17
4.2.18

Yue X% vu' € X < Piuu’ >, s=<u, Piu’ >, 5,
k pk k Pk Dk Dk
PJPJ-H:PJv PJPJ-H:PJv

( )
( )
Yu' € &%, lim [ju’ L Pyw/|[ s =0, (4.2.18)
( )

Vil € X lim |67 L PEa/|| g = 0. 4.2.19
J—00

Preuve : Les projecteurs sont continus car les espaces X%, (resp. ?/(\ff) et (?/(\}“)0
(resp. (X%)°) sont fermés.

Montrons tout d’abord (4.2.18) pour k& = 1. On se donne donc u' € X! et
on pose u' = rotr A', ul := Pju' = rotr AL, A} est I'unique élément de A%
satisfaisant

\V//)\\}] € A5 <rotr(A' LAY rotr K; X}] >= 0.
Donc
VAL e A < AU LAL AL >=0.
Cest-a-dire A} = I[;AL. Du lemme 4.2.2,

lim AL LAY, = 0.
J—=oo 2
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(C’est-a-dire

lim |[u' Lul|[y1 =0,
J—=oo

ce qu’il fallait démontrer. (4.2.18) pour k = 2 ainsi que (4.2.19) se font de
maniére rigoureusement identique.

On en déduit donc (4.2.15) par le théoréeme de Banach, ou directement en
remarquant, par exemple, P} rotr A! = rotr ﬁj)\l, et les relations analogues
pour P2, et Pk

Les relations (4.2.17) se montre encore gréice a cette relation liant P* et IL,.
Enfin, siu € X' et v e X!, u=rotr A, v = rotr Ar™' AL, alors

—~ 11 <
< P}u,v >y, x =< rotr A rotr Ap A >z
=1< ﬁj)\l,)\l >r2
=1< Al,ﬁj)\l >r2
11 .
=< rotr )\1,I'Otr Ar HJ)\l >r2
=<u,Pjv>.

Et on fait de méme pour les autres relations de (4.2.17), ce qui achéve la
preuve de la proposition.

4

Corollaire 4.2.3 Soit K : X* — X% et K' : X*F = X% deux opérateurs
compacts. Alors

Jim [(1d L PYK || gga) =0 lim [|(1d L POK |l cmy =0 (4.2.20)
Jim [|K(1d L Pl ggary =0 lim [|K'(1d L PPl gory = 0. (4:2.21)

Preuve : Pour les deux premiéres assertions, montrons par exemple que lim . ||(/d L

PHK|| = 0: comme K est compact, si By(0,1) désigne la boule unité dans
X, on peut trouver (u;); dans K By(0,1), telle que

lu; L Pujllx = [|(Id L PFYK]| 2 ().

On va montrer que toute suite extraite de (||(/d L PF)K]|) converge vers 0.
Pour alléger les notations, on suppose que (|[(/d L ij)KH) converge, puis
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on extrait de (u;) une suite convergente (puisque ses éléments sont dans un
compact), et gardant toujours les mémes notations, on pose u = lim;_,., u;.

Alors
[u; L Plugll < (1 Pf(uy La)[ + [[Pfu Lull + [u L wyl],
et comme (ij ); est uniformément bornée,

lwy L Plugll < Cllu Lyl + [|Pfu Lull.

Comme le terme de droite de cette derniére inégalité tend vers 0 lorsque j
tend vers I'infini, compte tenu de la définition de u;, on obtient bien

lim ||(Id L P)K | ¢x) = 0.

j—oo
On fait le méme raisonnement pour les projecteurs duaux, et on termine la
preuve du corollaire en remarquant

||K(Id L Pf)H,c(X) = ||(1d L P]‘k)KH,c(f)

ot K désigne 'opérateur dual de K.
O
On note Py : X — Xy = X} + X7, Pju= Ejpfuj, pour u = u! +u? € X.

On fait de méme pour Pj.
On rappelle que 'opérateur intégral L peut étre défini par Lu = (L'u, L?u)?,
avec L* : X — X*. On note alors:

L= PELy Py Xy — XS (4.2.22)

LM = PELyPY o X — XF (4.2.23)
et

Lyu=(Lhu, L20)T : X; — ). (4.2.24)

Proposition 4.2.3 [l existe une constante Co > 0 et Jo € N tels que, pour
tout J > Jy,

<L >
inf sup | sUs, Vo > | > Co. (4.2.25)

wEXN 0}y exvnfor  wsllxllvilly  —
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Preuve : Pour un opérateur A : X' — /’?, on note A* l'opérateur de X' — X
tel que < Au,v >3 =< u, A"V >, ¢, et pour un opérateur 7': X — &X', on

note T I'opérateur de X — X tel que < Tu,v' >, y=<u, v' >y p- Doit R
Popérateur de X — X vérifiant Ru = u' L u?; R* = Id, et Ru = 4! L 42
On sait que L = DR + K, avec K : X — & compact,

D0
o= )

et Dii : X% — X* fortement elliptique; on remarquera que D = RD*R. L
étant un isomorphisme, LR = (D 4+ K R) (ainsi que son adjoint (D*+ RK™))
en est un également. Pour u dans X', on a
< Lu,Ru L (L)Y"'K*Ru >3 ,=< Du,u >3 , .

Prenons uy € Xy, et vy = Ruy L Pj(L*)* K*Ruy. De I'égalité précédente,

< Luy,vy>py=<Duju; >z, +< EKL“(l L ﬁj)LUJ,UJ > 5
d’oit

| < Lug, vy >z | 2 (C Leg)llugll,

oit C' > 0 est une constante (forte ellipticité de D), et ey = [[K L (1 L
ﬁJ)LH}a_X. Comme K est compact, et (I L Pj) converge simplement (en
tout point) vers 0, KL (1 L ﬁj) converge en norme d’opérateurs vers 0.
Donc, on peut choisir Jy (indépendant de uy) tel que e; < C/2 pour J > Jo.
En gardant la notation générique C' pour les constantes, pour J > Jo,

| < Luy, vy >pp | 2 Cllugl?
et comme (Py) est uniformément bornée,

[vall < Cllugl;

< Lugvy > g |2 Cllug|vsl] > 0
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et

sup
v EX\{0} vl

et ce, pour tout uy dans Aj.

4

CorolLaire 4.2.4 1. Pour J > Jo, Ly est un isomorphisme de Xj vers
Xj.

2. 1l existe une constante C' > 0 telle que, pour J > Jy, si uy est la
solution de

Lyuy =f; := (P, P3f), (4.2.26)
et siu est la solution de Lu =1f dans X, alors
lu Luylle < CUIE L]l + (1L Pruw)ll). (4.2.27)

En particulier, (uy) converge vers la solution cherchée u en norme
d’énergie.

Preuve : Pour la premiére partie de la preuve, on a, grace & la proposition
précédente, pour tout uy € Ay,

laslle < llLsuslle < 1P Luslle
S Huglle
S sl
avec des constantes indépendantes de J.
Pour la deuxiéme assertion, on écrit, pour J > Jo,
fJ_fJ = LUJ_LJUJ
= L(l J_PJ)U—I-LPJUJ_LJUJ
= L(l J_PJ)U—I-(l J_ﬁj)LPJu—I-ﬁJLPJuJ_LJUJ,
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d’oil, en notant par C' les constantes génériques,

I£ L Elg + 1L L Poyullg + (1 L By)LPrullg
< LPju J_LJUJ,PJV >

=R v
veX Vilx
4.2.28
<LJ(PJUJ_UJ),VJ> ( )
> sup
viEX, NSRS

Z CHPJUJ_UJHX

la derniére inégalité étant donnée par la condition inf-sup (4.2.25). En écri-
vant

(1 LP)LPju=(1LP)f+(1LP)LPuLlu),

puis en utilisant la continuité de L et le fait que les projecteurs ﬁj sont
uniformément bornés, on tire de (4.2.28) le résultat.

4

On remarquera que cette estimation fait intervenir la continuité de L,
le fait que les projecteurs P; sont uniformément bornés et la condition inf-
sup (4.2.25), et rien d’autre. Elle est donc aussi valable pour des surfaces
moins réguliéres, en faisant attention aux espaces en jeu, et, en particulier,
en définissant correctement la décomposition de Hodge. Sur ce point, pour
des surfaces fermées, on se réfere a [4]|. Bien siir, disons sur un polyedre,
la solution cherchée admet des singularités aux sommets et aux arétes de
la surface, [10], [12]. Le corollaire dit que I'erreur entre la solution cherchée
et la solution «Galerkiny est majorée non seulement par un terme d’erreur
du second membre (||(1 L ﬁf,)f“), mais aussi par un terme de «régularité»
(JI(1 L Py)ul|). Méme si (dans notre cas) le second membre de 1’équation
intégrale est régulier, le taux de convergence de la méthode est limité par le
comportement singulier de la solution u. Pour regarder ces singularités, et
donc pour savoir dans quel espace de Sobolev la solution vit, on se référe a
[10], [12]. Le comportement de u étant, dans ce cas, similaire au cas de la
plaque «ouverte» qui sera traité plus loin, nous n’irons pas dans cette direc-
tion ici.

On notera tout de méme que pour le cas qui nous concerne (surfaces réguliéres
fermées), comme le second membre est de classe C* la solution cherchée est
aussi réguliére.
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Le corollaire dit en substance que I’on peut appliquer la méthode de Galerkin
pour approcher u. Cependant, tout cela reste théorique, puisque les éléments
de X2, comprennant Af', ne sont pas calculables. L’objet du paragraphe sui-
vant sera de modifier le systéme en introduisant un opérateur discret AT,
[’idée est de séparer les composantes (rotationnel+gradient) pour obtenir
un systéme résoluble numériquement dans des espaces d’éléments finis clas-
siques.

4.3 Le systéme modifié: perturbation et changement de
variables.

4.3.1 Le systéme perturbé.

On pose
Vo= ) % Ay [l ly) Y =H? x B
Vi = (W3l llya) % (A3l llare) Y7 = HE < 2
et on définit les espaces continus duaux:

1
1 =
L 1L

Y= HYF x HY, Y= HMP o HE

Ly induit (par un changement de variables) un opérateur bijectif (pour J >

Jo) Ly: Y5 — j}}, oll j}§ est le L*-dual de Y.
. 2711 2712

et pour tout A\; = (A}, A3) € V5, et tout py = (uh, 13) € V3,
< LYAL, pY >=< Vrotr Ay, rotp i)y >
< Z}f)@,/ﬁ, >=<V Vr K; A%, rotr >

~ 11
< L3N 5 >=< Vrotr A}, Vi Ap i >

< LB 3 >= < VA3 >
LE? <V VP AP AL Ve Apttpd >
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Grace a nouveau aux équivalences de normes sur X’ (cf. théoréme 3.3.1), on
a la

Proposition 4.3.1 [l existe deux constantes Jy et C > 0 telles que, pour
J Z JO;

LA
inf sup < BIAL T 2 >C (4.3.1)

AsEVA{O} ey {0} 1Ay, e lly,

et on a un corollaire analogue au corollaire 4.2.4, mais ici, on exploite la
forme des espaces discrets:

Corollaire 4.3.1 Sif € X et siu € X, et si (décompositions de Hodge)

11 ~ ~ o~ o~ ~
f:I'OtFAF)\l—I-VF)\Q A= ()\1,)\2) Ey*,
11
u:rotp)\l—l—VFAp)\2, A= ()\1,)\2) Ey*,

alors

~ 11 o~ ~ o~

ij = I'Otr AF HJ)\l + VF HJ)\2 (432)
~ 11 -

PJu = I'Otr HJ)\l + VF AF HJ)\27 (433)

o 11, est le projecteur L% orthogonal sur Aj.
De plus, si u est la solution de Lu =1, et si A\j € YV est la solution de

Vg = (phn3) € Vs,
< Z)\J,MJ > =<f, I'?\tr /,L}] +Vr AAFJ‘I /,Lg > (4.3.4)
=1L <Apl>L <X ps>

alors il existe une constante C indépendante de J telle que
A LG+ A LA s
< Ol LN oy + 110 L)X (4.3.5)
+ (0L TN s + ([0 L TN L)
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C’est exactement le résultat du corollaire 4.2.4 avec en plus la relation liant
Py et I1; vue dans la proposition 4.2.2.

Pour pouvoir calculer les éléments issus de I'inverse du laplacien, on va per-
turber le systéme discret et introduire deux variables auxiliaires, relatives aux
laplaciens. La perturbation va nous amener & changer les espaces de résolu-
tion, et on quitte donc le cadre de résolution dans X'. En fait, on passe d’une
méthode de résolution conforme & une méthode de résolution non conforme
comme on le verra par la suite.

Définition 4.3.1 On note Q; la projection de H}! sur A% orthogonale pour
le produil scalaire < Ayt >.=<NVp AV >r2ry.
On note aussi A7t = Q (AL

o)

Lemme 4.3.1 Pour toul J, et tout gy € A%, (5 := Aj' g est la solution du
probléeme variationnel (discret)

V(e Ay, /Vr (sVr () ds = J_//,LJ@ ds. (4.3.6)
r r
De plus, Qy est autoadjoint, uniformément borné dans L(H}), et
lim |[A L QsA||g: =0
J—=o0 *
pour tout A € H}.

On peut & présent modifier le systéme issu de la méthode de Galerkin comme
suit.

Définition 4.3.2 On définit Uopérateur T, sur Vi par:

. szu szn
T; = o A 4.3.7
! (k?T}l LT?) (4:3.7)

avec

T = (4.3.8)
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et pour tout Ay = (A, A\3) € V3, et tout py = (u,15) € V3,

< TN ph >=< V Vr QAN rotr ) >
< THAL 2 >=< Vrotp A2, Vi QAL 12 > |

<T2N 2 >= < VAL u? >

Lk < VVrQsArt M2, Vi Qr Art! y? >

On peut écrire aussi comme perturbation de Ly:
Ty=1L;1R;y

avec
2 P12

Ry = (kz(])%m 22252>
J J

< RPN uh >=< V V(1 LQs)AFN, rotr pty >
< R?)\b,/l% >=< Vrotr )@,Vp(l L QJ)Afil/,Lg >,

< REXNL 4% > =< VVp(1 LQy)Ar™ M2, Vi Qy Art! i >
+ < VVPAr A2, V(1 L Qy) Artt 2 >

=< VVrQsArt' X2, V(1 L Q) Art! p >
+ < VVr(1 LQs) At X2,V Aty > .

60

(4.3.9)
(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)
(4.3.15)

(4.3.16)

Proposition 4.3.2 [l existe deux constantes C et Jy > Jo tel que pour tout

JZJI;

. < Tyhy, g >
inf sup | JATs 1 |>C.

AeVNOY s evngoy Ay, sy, —

(4.3.17)
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Preuve :
. | <ZJ)\J,MJ> | . | <TJ)\J7/~LJ> |
inf sup < inf sup
AeVNMOY evngoy [Asllyslleally,  — aevsorevngoy Al llially,
| < RyAg,pg > |

+ sup sup .
veviioy wevinioy [Asly,lleslly,

D’autre part,

| < Ridg,pg > [ S| < RPAS py > | +[ < BIAS, p5 > |
+H < BPAG 07 > |

soit
| < RyAg,pa > | < CeyllAally, sy,

avec (' constant, et

er = [I(1 L Qu)AF

1.
H'+«H™2

L’injection H*2 < HY étant compacte, limy_,., £ = 0, et donc finalement

Jim [R5y =0 (4.3.18)
On en tire, avec (4.2.25),
< Tyhy g >
inf sup | sAg g > | > 20 L ey,
A€V} sevnvor [Ally, sy,
Il reste a choisir J; tel que |e;| < Cy pour tout J > Ji.
U
Sifedn L*(T'), on note f] = (f}, ]}3) I’élément de j}§ vérifiant
< E,/ﬁ, >=< f,rotr u} >=<rotr f,u}; > (4.3.19)

< 2l >=<f VAL > (4.3.20)
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et ﬁ; = (Fv}, Fv}) I’élément de j}§ vérifiant
< ﬁ},/ﬁ, >=<f,rotr u} > (4.3.21)
< P2l s>=<f Vp At > (4.3.22)

En particulier, f} = Fv}
Nous avons donc deux problémes résolubles pour J suffisament grand:

LAy = f;
T, = F,

On rapelle que le premier probléme n’est autre que la méthode de Galerkin
choisie pour la résolution de 1’équation intégrale de départ, ou, plus sobre-
ment, si

11
uy = I'Otr )\}] + VF AF )\3,
alors
LJUJ = ﬁjf

Du corollaire 4.2.4, on a une estimation de 'erreur ||u L uy||, entre la solution
de I’équation intégrale et la solution «Galerkiny», en fonction (de la régularité)
du second membre et (de la régularité) de la solution u. Il nous reste donc a
estimer ’erreur commise en résolvant le systéme perturbé.

Théoréme 4.3.1 Soit f € X' N L*(T). Soit u € X la solution de Lu = f.
On note

u:ul—l—u2
1 1 2 R
u :=rotr A\, u =VrArai

la décomposition de Hodge de u.
Pour J > Jy, soit \j € Y7 la solution de

\V/,LLJ - y}, < ZJ)\J,ILLJ >=< f],/lj >, (4.3.23)

et 05 € V3 la solution de

Vg € V5, < oy, g >=< Iy g > . (4.3.24)
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Si
er = (1L QIAF 1, -4 (4.3.25)
alors on a lestimation
105 1 3 ally, < COIElLg + €152 . (13.26)
La suite (ey) tend vers 0 lorsque J tend vers Uinfini, et
Yk =1,2, lim [AS L0552 =0 (4.3.27)
Jlim rotr 0% = u' = rotr \'  dans H*: (4.3.28)
—+00
Jlim 03 = divru  dans H*: (4.3.29)
—+00
11
Jlim Vr Af@?] =w=VrAr A dans L* (4.3.30)
—+00

Preuve : Tout d’abord on remarquera que la suite (||0]|y,) est bornée, car il
existe deux constantes C et Cy telles que:

Cill0slly, < 175055, < Colllfll 5 + [[£]]22)-
Comme on I'a vu (4.3.18), la suite (¢;) tend vers 0, et

18]35, y, < Cey

De I’équation précédente, il existe une constante C' telle que:
IR0y, < CUIf]ze + [[fll¢) 5.
On en tire
17505 L Lidslly, = I1Ls(05 L Xs) + Rybylls,
= CU105 LAy, L ([fllze + [Ifll¢) e7),
Or
HTJQJ 1 ZJ)\JHyJ = |[Fy L fJHﬁj
= sup{| <f,Vr(l L QAR uf > | nj € A7, lu3ll =1}
< [[fllz2 e
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d’ott
100 L Aslly, < CUIfl[ 5 + lIf]lz2) €.
Le reste est déduit du corollaire 4.2.4.

4

Remarques: il est nécessaire ici de supposer f € L2 pour obtenir un se-
cond membre continu dans les espaces ad hoc. C’est un phénomeéne général:
les méthodes perturbée (ou non conformes) s’appuient sur une donnée plus
«réguliére» que le probléme initial 'impose. Mais il est a souligner que la
condition nécessaire ici est trés faible.

En outre, on a bien a faire & une méthode non conforme: la solution «discrete»

11
UJ:rotF0}+VFQJAF03

n’est pas dans X = THL%(din). Mais on a une convergence dans |’espace
variationnel pour la composante & divergence nulle, et une convergence L*
pour "autre composante. Cette derniére convergence est plus «forte» si 'on
plonge la solution dans HL%, mais ce plongement n’est pas bijectif, et dans
ce sens, on a une convergence en norme plus «faible» (la norme HL> nest
pas une norme équivalente & la norme sur X pour I'espace X'? & rotationnels
nuls).
Le théoréme nous donne un renseignement supplémentaire non négligeable
avec la relation de convergence

lim 6% = A%

J—=oo
Du point de vue physique, A? désigne la densité de charge sur la surface
', que 'on approche, cette fois-ci en «norme d’énergie» par 6*: la méthode
permet non seulement le calcul du courant surfacique, mais aussi le calcul de
la densité de charge sur la surface.

4.3.2 Laplacien discret.

La perturbation du systéme va nous permettre de résoudre un systéme
discret de maniére plus directe, en ce sens que 'on s’affranchit des termes
faisant intervenir 'inverse du laplacien dans la méthode de Galerkin initiale.
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En réalité, on se raméne a une méthode de Galerkin sur un espace un peu
plus gros contenant des laplaciens.
On rappelle que, pour p?% € A%,

NS = QUARYE,
et que (; = AT u? est la solution du probléme
Trouver ¢y € A5 tel que Voi € Ay,
/F(vF ()Vresds = L/F,,@@ds. (4.3.31)
On écrira < LA(, ¢ >12:=< Vr(,Vre >p2 pour (,¢ dans Aj.
Suivant 1’écriture du probléme perturbé, on introduit la variable
Cri= A7 (4.3.32)

Revenons au systéme discret (perturbé); on cherche A; € (A%)? tel que, pour
tout py € (A%)*:

k?* < Vrotr Ay rot 1y > +k* <V Vr AF'AS rotr i >
+k* < Vrotr Ay, Vi AF 2 >

L < VAL b > 4k < VVr AT Ve AT S > (4.3.33)
=<f,Vr A7'u3 >+ <votr f,ul > .
Prenant p} =0,
< VS, 5>
+ k* < divp Vrotr A}, AT p? > (43.34)

+ k< divp V VP AT AT S >
=< divp f, At % >

Posons, introduisant une nouvelle variable, en remarquant que AT'\% = (;,

AF ﬁj 2:k2 din VF I'Otr )\}]
+ k2 divp Vi V(s (4335)
1 din f
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et

ns = Qs (4.3.36)

on notera que Arny € H*! car on a supposé f dans L%, et que 1y est
solution du probléme

Trouver ny € A7 tel que
Yo € Aj},

fF VrnsVr s ds =1 <k? divr Vr rotr )\}],S«QJ >
1 < k2 din Vr VF CJ,c,oJ >
+ < diVFf,S«QJ > .

En remplacant (4.3.35) dans (4.3.34),

< A AF WS >+ < VAL s >=0.

Or
L < Ay, AFt s > =< Vrijy, Ve Ayl >
=< VrQuis, Vr Aj'pl >
=L <nspui>
D’on
<Ny >4 < VAT g >=0; (4.3.37)

ce sera I’équation relative a A\3. Enfin, en prenant x4 = 0 dans (4.3.33), on
obtient

kz I’Otr VF I'Otr )\}] + kz I’Otr VF VF )\}] = I’Otr f (4338)

Réciproquement, une solution (A}, A2, (s, 75)T des équations (4.3.32), (4.3.35),
(4.3.38), (4.3.37) est solution de (4.3.33).

On note alors

Zy =Y x (As,||-[)?
Z5 = Y5 x (A5, ]I



4 RESOLUTION NUMERIQUE. 67

et 2J, 2} les espaces duaux correspondant.
Le probléme discret se résume a:
trouver Zy = (A}, 7%, (y,ns) dans Z5 tel que pour tout 7', dans 23,

< .AJZJ, Zf] >r2= f(ZfI) (4339)
avec
k2Tt 0 W; 0
0  KT® 0 1
Ar=1| LA, o (4.3.40)
W} 0 W 1A,
WJ = kz I’Otr VF VF (4341)
W} = kz din VF I'Otr (4342)
W9 = k*divr V¢ Vr (4.3.43)
et si
Zly = (uy, 15, o), (4.3.44)
F(75) =<rotrf,ul > L < £, Vo, > (4.3.45)

Les opérateurs Wy, W/} et W9 sont des opérateurs compacts de Z; dans
son dual, car ils font intervenir 'injection compacte de H*' dans H?Z ou son
adjoint.

On notera Ay la matrice de Ay relative & une base (pour distinguer matrices
et opérateurs).

4.3.3 Traitement des constantes: le systéme augmenté.

Jusqu’alors on travaillait sur l'espace A% qui est assez contraignant d’un
point de vue numérique. Plutét que de concevoir des ondelettes spécifiques,
on va modifier la matrice A; par une méthode connue pour obtenir un sys-
téme rigoureusement équivalent, mais résoluble cette fois dans Z; tout entier.
En particulier, le systéme discret final doit imposer des inconnues nécessai-
rement & moyennes nulles.

On commence par noter que le probléme perturbé (matrice Ay) est en fait
une méthode de Galerkin sur un probléme en la variable

ZeZ =Y x H x H;, Y :=H? x .7,
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défini par:
L7 =F
avec, pour tout Z = (A, A%, ()T € Z, et tout Z' = (', %, (')t € 2,

< ,CZ, 7' >= kt< Vrotr )\1,I'Otr/,bl >r2 —I—kz <VVr C:,I'Otr/,bl >r2
+ < VAL % >+ < p? >pe
+ <A >+ <V, Vi >
1k% < V rotr )\I,Vp 77/ >r2
1k? < VVF,VFU/ >r2 + < VFU,VFU/ >72
(4.3.46)

et le second membre est donné par
< F. 7' >:=<votrf,u' > L<f,Vry >p2. (4.3.47)
L est bien défini sur Z tout entier, avec
Z=YxH ' xH: Y:=H>x H's.

On note

NI
X
=
=
—
X
=
=
—

NI

Z.=H'S < H

le L?-dual de Z. Alors on a le

Lemme 4.3.2
Modulo un opérateur compact, L est fortement coercif, donc un opérateur de

Fredholm de Z vers son L*-dual Z; de plus

M e,
A2 =0,
(eC
n=>0

7= 20T e Kerl <—

et

Iml = H.7 x H? x H"' x H*
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Preuve : Le fait que ce soit un opérateur de Fredholm n’est rien d’autre que
ce que 'on a fait dans la section précédente.

En ce qui concerne le noyau, fixons un élément Z € KerL. En prenant pour
fonction test Z' = (0,0,1,0)T, on trouve

< )\2,1 >r2= 0.

Ensuite, pour toutes les fonctions-tests 2’ = (u', u?, (', n')? vérifiant < 7,1 >=
0 (valeurs moyennes nulles), on a

<LZ.7 >=<LZ.7 >

avec 7 = Z1 < Z,1 > (on retranche aux composantes de 7 les valeurs
moyennes). Enfin, on choisit les 1%, (' dans les fonctions-tests telles que

C/ _ AJ_IMQ
= A’
Gréce a cette relation «duale», en notant Z = ()\Nl, )\NQ, E, )T et en remplagant

7 par J_Alfl <divr V(rotr AL +Vr N))
E par A#)\NQ

on obtient finalement Lu = 0 dans A’ avec u = 1('01',r)\~1 + Vr A#)\Ng, L
étant notre opérateur intégral initial. Des hypothéses faites sur cet opérateur
(injectivité), on tire

et donc

Par conséquent, A, { et 1 sont des constantes. Enfin, reprenant I’équation
générale (LZ = 0), elle se résume a

<y pt >pe=0
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pour tout p?* € HL%, et donc n = 0.
En ce qui concerne I'image de L, elle est de codimenson 2 (puisque le noyau
est de dimension 2), et est trivialement incluse dans

11 L
H,? x H> x HY' x !

car la premiére composante image est un rotationnel scalaire, et la derniére
est une divergence; 'inclusion mentionnée est donc une égalité, et ceci termine
la preuve du lemme.

4

L est donc un isomorphisme de Z/KerL sur ZmL. On peut ramener 'opé-
rateur a un isomorphisme entre Z et son dual en introduisant deux variables
scalaires, et en imposant

<AM,1>=0, <(1>=0.

On aurait un opérateur sur lequel on pourrait appliquer le schéma de Galer-
kin. Cependant, dans ce schéma, on n’aurait pas 'assurance que toutes les
inconnues soient & moyennes nulles, et on perdrait le bénéfice des estimations
d’erreurs précédentes. On doit donc rajouter quatre variables scalaires pour
obtenir un schéma de Galerkin équivalent au précédent.

Lemme 4.3.3 On pose Q = Z x C!, et, avec les notations précédentes, pour

U=(Z,a)" e, Z=0M\.. Y a:=(ap...a4) €C,
U= (2 e, 7= ph), o:=(a,.. .d)eC,

< MUU >=< LZ 7 >

4
+ < )\k, a >12
,; ’ (4.3.48)

4
+) < appt >
k=1

Alors, modulo un opérateur compact, M est fortement coercif de Q0 dans son

dual
Q=2 x Cct,
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munis du crochet de dualité

pour V = (F, 3) Eﬁ, U= (Z,a)eq,

4
<V U >qqi=<F,Z >z, +Zﬁka_k.

k=1

De plus, toujours sous Uhypothése que lUopérateur intégral L de départ est
ingectif, M est injectif de Q) dans ), et donc est un isomorphisme entre ces
deux espaces.

Preuve :

Remarque: pour des raisons évidentes de symétries, on a renommé ici les
variables.

M differe de £ de la somme de huit opérateurs trivialement compacts.

e Injection: si MU = 0, U = (Z,a), en prenant pour fonctions test des
U = (Z',d) tels que Z' = 0, on obtient de suite que les éléments dans 7
sont & moyenne nulle. Ensuite, en prenant des fonctions tests U’ telles que
les éléments dans Z’ sont a moyennes nulles, Z € Z* vérifie

VZ'e 2%, < LZ, 7 >=0

Par construction, ug := rotr A\ + Vr Artt A2 est dans X et vérifie Lug = 0.
On en déduit, de 'injectivité de L,

M =0, etA'=0 -cara moyenne nulle.

A% est & moyenne nulle et vérifie Ap A* = 0, donc A* = 0, et le méme argument
donne aussi A* = 0. Il reste que

4
Z < ozk,/,ck >=10
k=1

pour tout quadruplet (u',...u*), et donc a = 0.
e Surjection: bien qu’acquise (I'opérateur M est un opérateur de fredholm
injectif), on cherche la forme des solutions: on se fixe

()
F=(fi...f))€Z B=(P,...0s) € C".
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et on pose
.= (G,Q@) - Q,
G=(g1,...94) = (L < fi,1>, fo, 5, fal < fa, 1 >) € Z.

Comme ¢; et g4 sont & moyennes nulles,
GeImLl
et donc on peut trouver Zg = (A},...\y) € Z tel que
L7y =G,
avec pour degrés de libertés les moyennes de A} et de Aj. On peut alors poser
<A L>=01, <A1 >=0s
qui détermine de maniére unique Zy. Enfin, on pose
=< fi,1> aS=<fi,1> aj=a)=0,
a’:=(af,...al) e C,
Up := (Zp,0") € Q.
L’idée est de comparer la solution U de MU = ® avec Uy. Pour tout U’ =

(7',a") € Q, avec 7' = (u');, o = (a;);, on a, par les définitions de M et de
Uy,

4 4
<SMULU > =< L2, Z' >+ <ol ug>+Y <MN.al>
=1 =1
=< G, 7 >+ <al,us >+ <ol ug >
+ < 1,0 >+ < fa, a5 >
+ <A 0y >+ <A o) >
=< F,7 >+ < B1,0, >+ < B3,0a5 >

+ < Aol >+ < A, >

Si U est solution de MU = ®, alors
< MU LUy),U" > = Brcly + Bacly
L<A1>a,l <M 1>d,

QT IV
= Byah + Byay.
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On est donc ramenés a la résolution de
MUl — @
U1 = (Zl,QI)EQ, Z1 = ()\17)\411)
©:=(050)
§ = (0,3,,0,4) € C".

U, vérifie donc

4
Booly + Bacly =< LZ1, Z' > -I-Z <ol >

=1

On choisit d’abord pour fonctions tests des U’ tels que o/ =
En prenant p',...u* constantes, on trouve de suite

Oé1:Oé4:0
ay =< VX, 1>+ <A, 1>
ay =< A1 >,

Puis, on pose 7y := Z; L < Z;,1 > (on retranche a chaque composante sa
valeur moyenne); on a donc, de ce qui précede

< L7y, 7 >=0
et ce, pour tout Z’ € Z; en conséquence,
Zi=(\L .Y eKert,
d’oit

M =X=0
AL, A e
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Donc les composantes de Z; sont des constantes.
On prend a présent des fonctions tests telles que Z’ = 0 pour trouver finale-
ment

A= =0,
1
)\2 Y
1 |F|627
1
)\4 — /
1 |F|ﬁ47

ol

|| := /ds
r

est le «volume» de I'. Finalement, notre solution U; s’écrit

Zy = (0, ¢f3, 0, ¢f3y) (4.3.49)
a; = (0, ¢8y < V11> +5;, 35, 0). (4.3.50)

avec ¢ = |I'|*!. En conclusion, notre solution U de MU = & s’écrit
2

UO = (Z07Q0)

Zy est solution de £LZy; = G avec

G=(HL<fi.l > fo, fa fal < fa,1>),
oy = (< f1,1>,0,0,< fy,1 >) (4.3.52)

et Uy = (Z1,a,) est donné par (4.3.49) et (4.3.50), avec

By =02l <AG, 1> (4.3.53)
Br=Bal < A5, 1> (4.3.54)
0

Avec cette derniére preuve, on a montré le
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Lemme 4.3.4 Soit f € X = H%(votr,T) tel que £ € L*(T), et
F = (rotr £,0,0,divpf) € Z & = (F,00) € Q,
ou
Z=H' x H* x H' x H'
est le dual de
Z=H?x H* x HY' »x H*!
et o Q= Z x C* est le dual de
N=2zxC
Alors la solution U = (Z,a) € Q de MU = ® vérifie:

o
Il

0
:()\1 N (op) € 2= HE x HY? x HY x H!
rotr A + Vi est solution de Lu =f dans X.

Cela signifie (la réciproque étant aussi vraie) que résoudre Lu = f est équiva-
lent a résoudre MU = F' avec un second membre bien choisi et une condition
(minimale) sur f.
En faisant une méthode de Galerkin pour 'opérateur M, on obtient le ré-
sultat cherché (élimination des constantes); en ce sens, on pose, pour espaces
de discrétisation

Q=AY x C

et on notera ﬁj le L? dual de Qj;. M étant inversible et se décomposant
comme somme d’un opérateur fortement coercif et d’un opérateur compact
de € dans son dual, on a la

Proposition 4.3.3 ] existe Jy > 0 el une constante Cy tels que, pour J >
Jo,

< MUJ,UJ
inf sup > C,
UJEQJ\{O}U'EQJ\{O} HUJHQHU le —
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M induit donc un opérateur My de Q) dans son dual, bijectif pour J suffi-
samment grand.

De plus, sif € X N L*(T), et si, pour J suffisamment grand, Uy est solution
de

MU, = Fy €9, (4.3.55)
avee, pour tout Uy = (Z,a') € Q, 7 = (b, 13, 5nf) € 2,
< Py, Uy >=<rotrf,ul > L <f,Vrn) >,
alors, en notant

UJ — (Zngj)v
ZJ = ()‘tlfv)‘gvéaJan)v

les éléments de Zj sont @ moyennes nulles, et
05 := (A5, A3 €Y;
est solution du probleme perturbé discret (cf. théoréme 4.53.1)
7,0, = Fy.

Preuve : La condition inf-sup est une conséquence du fait que M est fortement
coercif, modulo un opérateur compact (voir la preuve de la proposition 4.2.3).
Le lien avec le probléme perturbé se lit facilement en prenant pour fonctions
tests, dans un premier temps, des éléments du type (0z,¢’) pour avoir des
moyennes nulles, puis en prenant des fonctions tests a moyennes nulles, 7;
est solution de

<LZ; 2, >=0, (Z)€Z3).
0

La matrice By obtenue (en représentant M ; suivant des bases) est la matrice
Ay (représentation de Aj de la section précédente) augmentée de quatre
lignes et de quatre colonnes.

Plus précisément, en anticipant un peu, si I’on se donne une base (¢, ), de
Ay, la matrice By associée a M ; va s’écrire par blocs

(A Y,
B (3 )
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Ay est une matrice carrée de taille 44A;, qui sera explicitée par la suite,
tandis que la matrice Y (resp. YJ) est de taille 44A; x 4 (quatre colonnes,
resp. Y est de taille 4 x 44A ), définie par blocs (de taille A ;) par

Y; = Diag((1,0),...(1,9)),
Y7 = Diag((¥,1),..(,1)),

ou l'on a posé

(1, W) = (< 1,4, >p2)" (matrice colonne),
(U, 1) = (< ¥, 1 >12) (matrice ligne).
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5 Ondelettes.

A présent, on est ramené & résoudre un systéme linéaire issu d’'une mé-
thode de Galerkin sur des espaces de Sobolev classiques. Comme toujours
dans le cas des équations intégrales, la matrice du systéme est pleine, i.e. le
nombre de coefficients non nuls se comporte comme N2, N étant la taille
de la matrice carrée. Afin de réduire le nombre de coefficients non nuls & un
O(N log N), on utilise pour base de A une base d’ondelettes issue d’éléments
finis classiques (cf. [44], [17], [19], [47], [40]). Les ondelettes doivent «remplir»
des espaces de Sobolev avec un intervalle d’exposants assez large pour le pro-
bléme qui nous concerne ([L1,1]) simplement pour pouvoir développer la
solution suivant cette base et garder la topologie initiale. Ensuite, elles doi-
vent vérifier une condition de moments nuls, rendant un grand nombre de
coeflicients petits. Enfin, on souhaiterait qu’elles soient de support petit
et qu’elles aient, pour des raisons techniques, des propriétés d’orthogonalité.
Jusqu’a présent, lorsque 1'on regarde la littérature, ces deux derniers points
semblent délicats & concilier avec la condition des moments nuls et le fait
qu’elles doivent remplir 1’espace H' par exemple (et donc étre continues,
puisque 1'on part ici d’éléments finis classiques). Une approche intéressante,
que l’on reprend ici se trouve dans [19], et permet la construction d’onde-
lettes vérifiant presque toutes les propriétés voulues, mis & part "orthogona-
lité. Nous verrons que ces ondelettes sont cependant orthogonales pour un
produit scalaire L? «par morceauxy, ce qui a une importance, au moins d’un
point de vue théorique.

L’autre difficulté dans le cadre qui nous concerne est la présence d’un opé-
rateur d’ordre L1 du point de vue continu (opérateur de simple couche).
Beaucoup de travaux se sont engagés dans le traitement de ce type d’opé-
rateurs; citons [44], [16], pour la théorie générale, ou, pour obtenir un taux
de compression optimal (O(N)), une condition sur les ondelettes tests est
imposée, [41] pour le cas bidimensionnel, [22] pour le cas tridimensionnel, en
relation avec les travaux de R. Stevenson [47].

Dans ce paragraphe, on va préciser la construction de Ay, les normes en jeu
et les propriétés souhaitées des ondelettes. On pourra se référer a [18] pour
une étude générale des constructions d’ondelettes sur des variétés.



5 ONDELETTES. 79

5.1 Multirésolution sur un élément de référence.

On note T' = T} le triangle dans R? de sommets s; = (1,0), sy = (0,1),
s3 = (0,0), my le milieu du c6té opposé au sommet sy.
Le triangle T} est relatif au niveau de résolution 0 (indice du haut). Les
triangles le+417 [ = 4k L 3,...4k sont déduits de T} en joignant les points
milieux de 77, et construits par récurrence.
On note, pour tout entier 7 > 0, AJT :=TN((2YZ)% que I'on appellera nauds
de I’élément de référence T

On notera
Vo :=Af, Vii=Al\AT j>0. (5.1.1)
Enfin, on note
AT .= {u € C(T)| ulgy € Py I = 1,...4J} . J>0. (5.1.2)

L’objet de ce paragraphe est de définir une base de multirésolution dans
H*(T). On commence par définir une base nodale de A; de la maniére sui-
vante: on quadrille le plan R? tout entier avec les droites oy = k, oy = k,
o1+ 0y =k, k € Z. Ce quadrillage définit une famille de triangles 7 dont
les éléments sont des images de T' par des isométries. On peut alors définir
une et une seule fonction scalaire @ telle que sa restriction a tout élément de
T soit un polynéme de degré 1, et telle que ®(0) =1 et ®(7) = 0 pour tout
TeZ*T#0.

Ensuite on pose
®i(z):=®(2(x L 7)), =R} 71ec(2VZ) (5.1.3)
et enfin on définit la base nodale de A; par
G = ce)0lls, e AT, (5.1
oil ¢(¢?) est choisi tel que
H@HL?(T) = 1. (5.1.5)
Des calculs directs donnent
2+7  siteTl

C(‘Pi) = V32 sire {51, 52, 83} (5.1.6)
27+ si T € dT\{s1, 82,83}
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La famille ($7),car est une base nodale de A;.

Pour les ondelettes, on suit la construction de [19]. On définit d’abord une
famille (/1) \r d’éléments de AT |, duale de ($7), i.e.

YV (r,0) € (AT)2 (32,001 12y = 6. (5.1.7)
oll ¢ désigne une «vraie» constante. On commence par définir 51 pour 7 € AL
comme

0t = o(0)(115! L u030).

T T

On détermine v} et w? tels que (01, o) r2(ry = 0 pour o # 7 (ceci donne une
équation seulement, par symétrie), puis en imposant (61, %)p2¢ry = ¢(6L).
Puis, on peut imposer Hé}_”[ﬂ(T) = 1, ce qui fixe 0(01) Des calculs directs
donnent

~ 1
ol = ﬁ(zl\/i&i L3, (5.1.8)

Ensuite, on peut poser, pour 7 > 0,

~. 1 , ,
AREES ~ \/§(4\/§¢f:1 L. (5.1.9)

avec ]VT = 1 si 7 est un sommet de 7T, ]VT = 3 si 7 est sur une aréte de T',
N. =6 si 7 est dans T'. Il appert que pour tout 7,0 € A]T,

0ty Gi Yoy = ——8., 5.1.10
(0770, @0 )2 () 33 ( )

1
VA,

famille duale de ($7),car pour le produit L2(T).

De plus, Hgﬁ“ lz2(ry = La famille (g£+1)aeA]T doit étre vue comme une

5.2 Ondelettes sur la surface.
5.2.1 Géométrie, bases nodales de multirésolution.

Dans cette section, on va définir les ondelettes sur la surface I'. On uti-
lisera deux produits scalaires sur L*(T'); le premier, naturel, est induit par
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la résolution du probléme général. En particulier, si ’on souhaite garder les
propriétés de dualité pour les opérateurs de surface, sans faire apparaitre des
distributions vivant sur les arétes, on est obligé de garder ce produit scalaire,
et de travailler avec.

Par contre, pour la définition des ondelettes, il est bien plus commode de
travailler avec un produit scalaire défini «par morceaux», que ’on rameéne a
un triangle de référence.

On suppose donc qu’il existe une famille (%;) d’applications T' — T'; de classe
C'> (en tant qu’application de R? dans R?), bijectives, et telles que les gra-
dients Dx; alent pour images des espaces de dimension 2 en tous points. On
peut définir une norme H?® «par morceaux» avec:

N
e o= " o il (521)
=1

ainsi que les produits scalaires (.,.)s associés. On prendra bien garde & dis-
tinguer ici, en particulier, le produit (.,.)o et le produit scalaire naturel
< .,. >r12(1), bien qu’ils définissent des topologies équivalentes.

Comme pour le cas de I’élément de référence, on veut alors définir des niveaux
de résolutions par des familles de triangulation {I',, i = 1.N, k = 1, .47}
indexées par j par

T, o= wi(T)), (5.2.2)
et définir ensuite les nceuds de ces triangulations par
r._ T

Pour que (5.2.2) définisse bien une triangulation, et pour que (5.2.3) soit
consistant (pour les nceuds sur les bords des I';) on fera I’hypotheése suivante:
pour tout 7,1 € {1,..N}, tout s, s’ € AL, sommets de la triangulation initiale,

sur un méme triangle I';,, et tout réel ¢ € [0, 1],

lii(tlij'l(s) + (1L t)/ij'l(sl)) = /il(t/ifl(s) + (1L t)/il“(sl)). (5.2.4)

En termes plus intuitifs, la famille (x;) «conserve les barycentres». Des lors,
(5.2.2) définit bien une triangulation, et (5.2.3) est consistant dans le sens
ol, par exemple au niveau 1, le milieu de chaque aréte de T est envoyé
en un «milieu» d’une aréte de U,;I';. L’hypothése faite sur les (;) est assez
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raisonnable, au moins si on veut travailler avec des éléments continus de
Lagrange, et, de plus, en pratique, elle n’est pas difficile & concevoir.

Sous ces hypothéses, si on définit deux fonctions wu; et u; sur T', dont 'une est
déduite de 'autre par une permutation des coordonnées barycentriques (sur
T), ie. siu; = ul o Ay, alors en définissant f sur ['; U T par flr, = u; 0 /43“
et flr, =w o lil , | est continue sur I'; U ;. A présent, on peut définir les
espaces de multirésolution,

A= {u €C)| worily €Pri=1.N, k=1, ..4]} (5.2.5)
ainsi qu’une base nodale (fonctions d’échelles),

{ c;ovi_l(T) ok, siT €T

0 sinon

el = T e AL (5.2.6)

On construit de la méme maniére une base duale (02+1) pour le produit (., .)o

par
j s osiTer(T
(91+1 0= { () ° R S? 7 € ri(T) re A; (5.2.7)
' 0 sinon
Autrement dit, on a, pour o, ¢’ € Ag,
(GZr—I—l? S‘er/)o — Ncr(scrcr’ (528)

ot N, ne dépend que de la position du neeud o (sommet, aréte ou intérieur
a un triangle de la triangulation initiale), en particulier, cette constante ne
dépend pas du niveau de résolution j.

5.2.2 Ondelettes.

A présent, nous pouvons définir les ondelettes sur 'idée de W. Dahmen
& R. Stevenson [19]. Quelques précautions et précisions seront toutefois de
mises.
On définit donc les ondelettes par

Wy =%, pour T € AL, (5.2.9)
AR Z ) 9]+1 v 5.2.10
= (9‘7+1 ]0 , pour 7 € V.. (5.2.10)

CTEAF
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Par définition, les ondelettes sont construites avec le produit scalaire (.,.)o,
de sorte que, si

== Vect{i; 7 € Vi, 1}, (5.2.11)

alors =41 est orthogonal de A; dans Aji; pour le produit scalaire (.,.)o.
(est sensiblement la méme construction que dans [19], on verra par la suite
pourquoi.

5.2.3 Stabilité.

Dans ce paragraphe, il s’agit de prouver que le choix fait pour les onde-
lettes donnent une base de Riesz H*(I')-stable, soit de prouver (ici):

YN e ~ TN 02 2,
)

720 1€V, He(r 720 1€V,

On montrera que la stabilité est valable pour |s| < 1, ce qui est crucial pour
la résolution de notre probléme. Le schéma est le suivant: on montre d’abord
la L%-stabilité, puis la H'-stabilité, et on déduit la stabilité sur H® par un
argument d’interpolation, ou de dualité pour |s| < 1.

Proposition 5.2.1 La famille
(¢7)TEV§+1 U (GZr-H)UEAE
est une famille L*-stable de A1y, et la famille

(¢7)TEV§+1

est une famille L*-stable de =, = A4y ﬂ/\jo, ot Lo désigne Uorthogonalité

pour le produit scalaire (.,.)o.

Preuve : La preuve est essentiellement donnée dans [19]. On la rapelle ici: on

sait que la famille {p/*!; 0 € AE_H} est L*-stable dans Ajiq. Comme 0F1 est

combinaison linéaire & coefficients constants de p/*! et de

phil , et grace & I’équation de raffinement, on en déduit que la famille
{07 o e ATy U{pI™ 7€V

T
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est une famille L* L stable de Ajy;. On définit ensuite une matrice de taille
jjAg X W]FH par

(2t 20)oll 05 o
(0 @ )oller™ o

Pour toutes familles scalaires ¢ = (CT)TGVF_H et d = (d,),car,on a
J J

(Bj)or =

Pt 105+ lose?
(Bie,d)eapy = | 2 Tl o’ 2 T e
TEVE_H @ 0 U€A§+1 o ,¥0)o .

N HCHﬁ(vJFH)HdH@(AJF)

car (02+1 7)o ~ |[02+Y|o]|©2 |lo- On en déduit que B; est uniformément borné,

et donc que |[¢;]|o ~ |2t ]|o ~ 1. Si & présent on choisit une combinaison
linéaire
A= CT¢T + daezr—l—
7€V cEATL
on a
= Y ettt S aen
)\ - CTS‘QT —I_ dcrecr
T€Vih 7€
avec

(#)=(5 9 (&

Comme B; est uniformément borné, et du fait que la famille {¢Z 1} U {07+1}
est L%-stable, on déduit que la famille {1, } U {61} est une base L%-stable
de Aj11. Enfin, par construction, {¢,;7 € V?_I_l} est une base de =11, ce qui

acheéve la preuve.
O

On montre & présent que la famille {1, } est H'-stable. Pour cela, on invoque
les inégalités directes et inverses sur la surface: pour tout s, il existe une
constante C' telle que, pour tout u € H*(I'), et tout 57 > 0,

in[f; lu L pillo < CQLSj]\u]\Hs(F) (Jackson), (5.2.12)
PjEA

Vp; € Ajlpillaeay < C2%|p;llo.  (Bernstein). (5.2.13)



5 ONDELETTES. 85

Pour le cas qui nous concerne, i.e. des surfaces réguliéres, ces inégalités sont
vraies pour 0 < s < 1.5.

Pour des surfaces moins réguliéres une attention particuliére sera & porter
sur ces inégalités, et sur 1’équivalence de normes qui en découle; on pourra
se référer a [15].

En utilisant les mémes arguments que pour le paragraphe 4.1, on obtient

el |31y ~ ZQZjH(HJ LI )ulld (5.2.14)
J

o II; désigne ici le projecteur sur A;, orthogonal pour le produit scalaire
(.,.)o- De 'orthogonalité des ondelettes,

120D el ~ 2271 ) erdells,

7>0 7€V, 7>0 TeV,
Enfin, de la proprosition précédente,
2 2
1Y ererlli~ D lel,
TEA; TEA;

et le fait que la transfomation en ondelettes est donnée par un opérateur
borné dans %, on obtient

I el ~ D29 ) el (5.2.15)

J>0 7€V, j>0 TEV,

ce qui désigne la H!'- stabilité de notre base. On déduit la H*-stabilité par
interpolation et dualité pour |s| < 1, soit le théoréme suivant:

Théoréme 5.2.1 Pour tout réel s, |s| <1, et toute famille de réels {c,;; T €

U; Vit

YD el ~ D22 ) e (5.2.16)

J>0 7€V, 720 TEV;

5.2.4 Moments nuls.

Ici, on établit un résultat crucial pour la résolution numérique, qui mon-
trera la décroissance des coefficients de la matrice de discrétisation, et donc
permettra d’effectuer un seuillage pour une résolution optimale.
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Bien que l'on ait choisi des polynémes de degré 1 par morceaux pour la
construction des ondelettes, on va établir les résultats concernant les mo-
ments nuls et les décroissances des coefficients pour un choix de polynéme
général (de degré d par morceaux).

Proposition 5.2.2 Soit v € C(I') une fonction scalaire continue, telle que
vor; € C(T). (5.2.17)

On suppose qu’il existe un entier d > 0 tel que

VpePLT),p= > p(r)s. (5.2.18)

TIEAg

ou &Y est lélément de Ao(T) valant 1 au neud 7 et 2éro auxr autres neuds
de AL. Alors il existe une constante C(k,T,d) telle que, pour tout j >0, et

tout T € VJFH,
(v, b )ol < O, Ty d)2 2 o] pyycsas ), (5.2.19)
avec
|v]| pwes.at1(ry := maxmax max |[D(v o k;)(x)]. (5.2.20)

7 z€T |o|<d+1

En ce sens, on dira que la famille d’ondelettes (¢,) admet d + 1 moments
nuls.

Cette estimation est typique lorsque I'on se place dans le plan, et d’ailleurs
on suit la méme preuve: les ondelettes sont orthogonales aux polynémes de
degré inférieur a d, on développe la fonction v en série de Taylor autour d’un
point bien choisi a 'ordre d avec reste intégral, et on évalue le reste.
Preuve: On se fixe j > 0 et 7 € V?_H On définit 'opérateur d’interpolation
[; au niveau j par

Lv = Z U(T’)(Si, (5.2.21)

! Iy
TEA]

oit 6/ est I’élément de A;(I') valant 1 au neeud 7 et zéro aux autres noeuds
de Ag. De l'orthogonalité des ondelettes,

(Uv 77Z)7')0 = (U 1 []‘U, 77Z)7')0-
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On note S; := &' ( supp . ), v; := v o Ky, et f] I'opérateur d’interpolation
sur I’élément de référence T'. Comme v est continu, on a [;v|p, o k; = [jv;.
De sorte que, puisque |[¢0;]]o S 1

(0,8 )ol® S Y lloi L LvillZ2 s,

On se place sur un élément de la triangulation Tij’k; v; est restreint a vf’k, fjvi
est restreint & l'interpolant de vfk au niveau zéro modulo une homothétie. On
développe alors pq’k en serie de Taylor avec reste intégral a l'ordre d autour
d’un point de 77" N S;, pour obtenir finalement 1’estimation

Vo € T, o) L Tui()] S 250D o s
On intégre en x, pour obtenir

Joi L Tjoilf3 < 2P o] By s

L2(T?*ns;) ~

Comme S; est de diamétre équivalent & 217 et que les triangles sz’k sont
aussi de diameétre équivalent a 2%/, le nombre de triangles coupant S; est
uniformément borné (par rapport a j). En sommant sur ces triangles, on
obtient 'estimation cherchée.

4

Le corollaire important qui nous intéresse est

Corollaire 5.2.1 On note g; := det((Oik;, Opki)re) le jacobien relatif a k;,
et g:=> . 1p,g; 0 kit On rappelle que g est supposée C° par morceau.
Alors, sous les hypotheses de la proposition 5.2.2, si de plus g est continu,
on a Uestimation

(v, 97) 12y | S 25 [0 pyrocaass (5.2.22)

Preuve : Comme

(Uv 77Z)7')L2(F) = (g%vv 77Z}7')0

et des hypotheses faites, on peut inclure /g dans v pour avoir une premiere
. L . . : 1
estimation grace a la proposition précédente, puis borner ||gzv|| pye,a+1 par

HUHPWoo,oHl .

4
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Ce qui nous intéresse plus encore est la décroissance des coefficients de la
matrice de Galerkin:

Corollaire 5.2.2 Soit r € Z un entier et H(x,y) une fonction de classe C™
sur un voisinage (dans R?) de T' x I' privé de sa diagonale x =y, et vérifiant

C(T,a,B)
a nf s
Dy Dy H(x,y)| < T Ly . (5.2.23)

Pour tout entier 7 >0, resp. 7/ > 0, et tout 7 € V;, resp. 7' € V1, sous les
hypothéses du corollaire 5.2.1, si 6,1 := d(Supp ¥, Suppt./) > 0, alors
((Hpyy )12y S 2HEFDHD GG, (5.2.24)

77!

Preuve : Le fait que les supports soient disjoints donnent un sens a l'inté-
grale dans 5.2.24. Afin de coller a I'analyse des opérateurs sur une surface,
on suppose qu’il existe deux familles de recouvrements (M;) et (M;) et on
suppose qu’elles sont formées de triangles de notre triangulation de départ
(niveau 0), et telles que M; CC M,. Si tel n’est pas le cas, il suffit de raf-
finer la triangulation de départ de maniére suffisamment fine, en coupant
par exemple les triangles en quatre. Chaque triangle I'; est I'image de T' par
k;. Compte tenu des hypothéses faites sur ces représentations, on peut trou-
ver un domaine D; C R? composé de triangles T} isométriques a T', et une
«carte» w; : D; — Z\AJZ telle que ®;(D;) = Z\Aji, et la restriction de &; a I'un
des triangles T} C D; est la composée de ; avec une transformation affine,
et a pour image un triangle I'; C Z\Z En d’autre termes, on peut recoller
les représentations sur un domaine de R? On n’obtient pas tout & fait une
carte, car 'application &;, si elle est bien bijective, n’est que continue (mais
réguliére par morceaux).

On introduit aussi les partitions de 'unité relatives a ces recouvrements, a
savoir deux familles de fonctions scalaires (;); et (Y;); vérifiant:

ZXi:Z%: L, XiXi =0

Supp xi € M;, Supp Xi C M,
%i|Mi = 1.

de sorte que

X =0 pour i £ .
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Alors

(H¢77 77Z)7")L2(F) = Z /]TJXM Hil(xv y)¢7($)¢7/(y)d8($)d8(y)

(5.2.25)
+ | H(w,y)ee (2 (y)ds(x)ds(y).
<
avec
H(z,y) =Y xil2)Xi(y)H(z,y), € C=( xT),
1#]
H;(x,y) = xi(2)Xi(y) H (z, y).
Du corollaire précédent, comme H° en vérifie les hypothéses,
Ol )| € 20500,
<
et comme on travaille sur des domaines bornés, 1 < 5;7(,2d+4+r). Il reste &
évaluer la somme dans (5.2.25). On fixe donc i = 1,...N, et on note Z,

I’ensemble des éléments [ € {1,...N} tels que I'; C MZ On note enfin, pour
k,l - Ii7

I, = / dsta) [ e inla)it)dsto)

'objet étant d’estimer D7, >, .7 [,iJ.
On réécrit I'intégrale double a 1’aide des coordonnées locales comme

= [ io | H¥ o, 0)(, 0 70)(0) (6,00 7) (v)do.
TpnR; ! (Supper) TR (Suppe,/)

Des hypothéses faites sur H, on a

C(lal. 18], 7)
anb rr2 ’ 9
Do Dl S oy LR oy el

On remarquera que la fonction

_ [rilo) LRi(v)|

O(o,v) := o Lo c C(Ty x T)
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et que ®(o,v) > 0. De sorte que I'estimation précédente devient

Cllal, 181, %)
a N rr2 ’ 9
1Dz Dy Hi (o, v)] < o L o[+l

Comme pour la proposition 5.2.2, on développe H? en série de Taylor avec
reste intégral autour dun point of € Ty N &' (Suppe,) pour la premiére
variable, et autour d’un point v{ € T} N & (Suppe,) pour la deuxiéme
variable, le tout a 'ordre d et on suit la démonstration du corollaire précédent
pour obtenir la bonne estimation.

4

Dans toute la suite, on supposera que les hypothéses du corollaire
5.2.1 sont vérifiées
Quelques remarques sur ce paragraphe:

— Dans le corollaire précédent, comme on I’a déja dit, I'entier d est bien
évidemment égal a 1. On a conservé cependant une notation générique
car la démonstration reste valable si on choisit pour base des polynémes
de degré supérieur.

— Par rapport a [19], on a choisi une orthogonalité par rapport au produit
scalaire (.,.)o. Dans l'article de W. Dahmen et R. Stevenson, g était
imposée constante par morceaux, ce qui permettait une orthogonalité
par rapport au (vrai) produit scalaire L*(I'). Mais le cadre choisi ici
semble un peu plus général.

— En revanche, on doit imposer la continuité de ¢ (jacobienne) sur I' pour
obtenir la décroissance des coefficients de la matrice de Galerkin (on
passe dans la démonstration du produit scalaire «par morceaux» au
produit scalaire usuel).

5.3 Reésolution du probléme perturbé.

On rappelle que

T H(rotr, ') = {f € L*(I')*|rotr f € L*(T),(f,n)ps = 0}.
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On revient sur la résolution de notre équation intégrale. On rappelle que
I’équation intégrale au niveau continu s’écrit

Lu=feX =TH"(rotr,I), ueX=TH"3(div,T)

On a perturbé une méthode de Galerkin pour se ramener a la résolution d’un
systéeme discret

TJ}\J:ﬁJ.

En ce qui concerne la régularité de notre solution u, comme on travaille sur
une surface réguliére, si on suppose notre second membre f € T H(rotr, '),
la solution u est dans T'H (divy, I') avec

T H(divp,T) = {u € L*(I)?|divr u € LX(T'), (u,n)ps = 0}

Cette régularité peut se voir en considérant le probléme continu (équivalent
au probléme initial dans le cas ot le second membre est dans L?)

L7 =F¢eZ=H7xH:x 0" x I
avec

7

AN Con)T € He? x HE x HY < HY,
et
F = (rotr £,0,0,divp £)7, u=rotr \' + V(.

On a de suite A* = divpru € L?, puis A! € H!, des propriétés de 'opérateur
de simple couche sur une surface réguliére.

On attire I'attention sur le fait que ce résultat n’est plus valable lorsque I'
est une plaque ouverte...

5.3.1 Estimation d’erreur pour la méthode perturbée.

Théoréme 5.3.1 Avec les notations précédentes, soit £ € T H(rotr,I') C /’?,

u la solution de Lu = f et Aj la solution de Tyhy = Fj, pour J suffisamment
grand. On pose

u=u'+u’ u; € A",
~1 1

u; :=rotr A;

, IR

u; = VFQJAF)\J

~1 o2
uy :=uj+ uj.
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Alors il existe une constante C indépendante de f telle que, pour tout J
suffisament grand,

—~ g
Ja' L@l < 22 (1l oney + Iallzcaie): (5.3.1)
. g
divew LA,y < O2F (1 o + ullias)- (5.3.2)
lu? L@ ey < C2 (1 lrteote) + 10l ainsy): (5.3.3)

Avant de démontrer ce théoréme, on va prouver un lemme concernant ’erreur
due & la perturbation R;:

Lemme 5.3.1 Avec les notations du théoréme 4.3.1, il existe une constante
C' telle que, pour tout J > 0,

11
1L Q) Ar| oy < C242 (5.3.4)

1
Preuve : En choisissant A\? € H*Lz) et en posant p = Ar™' A2, de la régularité
elliptique de 'opérateur Ar, HpH% ~ H)\QHL%.
Il nous suffit donc de prouver:

J
(0L Qulpll S 24F ol
Or, pour tout ¢ dans H!,

(L LQu)allr S lallx

En notant toujours I, : L — A% le projecteur L?-orthogonal, en prenant
q= (1 LII;)p € H! , et en remarquant que (1 L Q;)(1 L1I;) = (1 L Qys), on
obtient

11 L Qpllx S 11 L ILy)plh
et on conclut avec I'inégalité directe.
O

Preuve du théoréme 5.3.1 D’aprés le corollaire 4.2.4, le théoréme 4.3.1 et
I’équivalence de normes sur X' (théoréme 3.3.1), avec I'inégalité triangulaire,

on a les estimations
[u' L)y SN L Pfflg + (1L Pryully

(5.3.5)
+es(Ifllp + [1f]lz2)
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[divew L A3 ][1y SN0 L PElLg + (1 L Prjullx

(5.3.6)
+es(Ifllp + [1f]lz2)

soit, grace au lemme précédent, pour la premiére estimation (5.3.5)
~ 5 J
ot LGl S L Pofllg+ 110 L Prulle + 252 ][] o) -
Or,

If L Prfllg < (1+ 1Pl g g) inf [If L5

e,

Comme (ﬁ 7) est uniformément borné, de la définition de la norme de X , en
posant f = rotr Aptt A + Vi A2

0L Ples | nd (A LAY+ I LA30y)

(B, 0%)eA XAy

< i 22
Ming’JHA L/«LJ!\L5+M§2£J!\/\ Lol

2

Ayant supposé f € H(rotr), M€ L% et X2 € HY, avec H/)\\lﬂo S Il i rote) et

* 9 ~

H/)\\ZH1 S |Ifl #@otr)- De T'inégalité directe (Jackson), on tire finalement:

(1L P)Elg S 2278l ot

On montre de la méme fagon
7

11 L Prullx S 272 ][ullmai)
et donc on a bien

~ J

[t L)l S 252 (Il mon) + [[ullz@iv))-

De la méme maniére, de 'estimation (5.3.6), on a

divew L3 S 2 (ot + 1lrgaive) )
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nfin, si on écrit u”* = Vr Ar avec A* = divru
Enfin, tu? =VprArtt A2, M =d ,

Ju? L&) < 1| Ve Ar(1 L 1)1
+ 1 Ve AT LAY
SN LT
+ e[ TA2 L3,
ST
+ 255 ][(1 L TT)A2
+ 25502 LA

De l'inégalité directe et des estimations précédentes, on obtient

lu® Ladlze < 27 (Il ot + allzaier ).

ce qui achéve la preuve.

5.3.2 Préconditionnements.

On introduit la famille de matrices diagonales

D, = Diag(ZsM)

94

de taille A, ou s est un réel, et |7| désigne le niveau de résolution associé

au neceud 7.

D’aprés le théoreme 5.2.1,siu = > ¢, ¢, € H®, pour |s| <1, etsic:= (¢ ),

alors
[[ulls ~ [ Dsellez
Pour tout réel s, on notera

DS = Diag(D5+1, l)57 Dl, Dl, [4)

Dy := Diag(st Ds+17 DJ_17 DJ-17 [4)



5 ONDELETTES. 95

de tailles égales a 44A; +4, I, désignant la matrice carrée identité de dimen-
sion quatre.
On rappelle que 'on considére une méthode de Galerkin pour le probléme

MU=F, M:Q-0Q
avec pour inconnue

U= (0% Cn,a)t

L

€0:=Hz x H'2 x H' x H' x C*.
et pour second membre
F = (rotr f,0,0,divp f, 00 )"
c’est-a-dire, au niveau discret, on pose
Q= A xC
et on cherche U; € Q; tel que, pour tout V; € Q;,
< MU, Vy>=< F,V;>. (5.3.9)

On a montré (cf. proposition 4.3.3) que cette derniére équation admet une
solution unique Uy, pourvu que J soit suffisamment grand. En outre, on a
aussi prouvé (méme proposition) que, si 'on pose

Uy :=rotr A\ + Vr (y
alors Ay := (A}, A\%) est la solution du probléme perturbé
Tohs = Fy
et si u est solution de I’équation intégrale de départ, avec la décomposition
u; := rotp M

11
Uy = VF AF )\2

u=u + u,
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et si le second membre f € H(rotr), alors on a les estimations (cf. théoréme

5.3.1)
g
1A LS S 272 (lullaivey + [l gon) ),
J
1A L A3 s S 272 (lufl iy + IE ot )
[uz L Ve Gllze S 25 (lall i) + 1€z ot))-

On raméne l'opérateur M a un opérateur de (? dans lui-méme & 'aide &
nouveau de I’équivalence des normes suivant la base d’ondelettes. Précisons
le procédé: on veut résoudre ’équation en U; au niveau discret

YV;eQy < MJUJ,VJ >=< FJ,VJ > . (5.3.10)

On décompose les composantes (par blocs) de tout élément V; € Q; suivant

la base (1,) de Ay:

T
VJ - (Z <d71—/77b7—/7 d?—/¢7’7 d?—’#”’" di/¢7/> 7Q/>

'T/

et on pose
d:=(d")icres, di=(d,a).

vecteur colonne de longueur 44A; (resp. 44A; + 4). On fait de méme pour la
solution Uj:

T
Us= (Z <(Ci¢77 C72_77/)7.7 Ci@/}n C?—¢7> 7@)

'T/

Le systeme discret (5.3.10) devient
< Bsé,d >=<F,,d >
avec

= ((F1,0,0,F4),004)
=<rotrf, ¢, >,

1
4 :J—<f,VF77Z)7—/>.

F
(F))-
(Fa)-
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avec pour matrice By la matrice déja vue précédemment:

(A Y
b= (Yf 0)

avec

Yy = Diag((1,¥),...(1,¥)), (en quatre blocs)
Y7 = Diag((0,1),...(0,1)),  idem

ou l'on a posé

(1, W) = (< 1,2p, >p2)7 (matrice colonne),
(U, 1) = (< ¢, 1 >12) (matrice ligne).

et ot la matrice Ay est définie par

Ay 0 Az 0
0 Ayx 0 Ay
0 Az Ass 0

A 0 Ay Ay

AJ =

(r1r) =
(rr) =< Vibr,the >
(1) = Aaa () =< Vb, Vit >p0
Az (r1,7) = Asg (r1,7) =< U, 0L > 12
(r1.7) i= Lk? < Vrotp ., Vb >0
(7/7)

et la matrice By la matrice préconditionnée relative a By elle est définie par

By =D, B,D}} (5.3.11)

1
13

on obtient un opérateur By : 2 = [% de conditionnement borné, cf.[17]. Plus
explicitement:

By = (fl*’ YJ) (5.3.12)
Yr o0
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avec
DiiAnD, 0 Dy1ADyy 0
Av . 0 D%AQQD% 0 D%A24DJ_1
T 0 DiiAseDy  LDyyAsDyy 0
DJ_IA41DJ_% 0 Di1AsDw LD AuDyy

(5.3.13)

On notera (encore) Z; la solution de AZ; = Fjy, avec Zy = (A, A3, (s, n0).

5.3.3 Décroissance des coefficients, moments nuls.

Ici, on utilise les résultats obtenus dans la section précédente, en particu-
lier, on applique le corollaire 5.2.2.

Proposition 5.3.1 Avec les notations du paragraphe précédent, soit M est
une des cing matrices Agy, A1y, A1z, Aar, Ass, 7,7 € Ay, j = |7 > 0,
J' = || > 0. On note 6, = dist(Supp(v,), Supp(e/)) et r Uordre de
Uopérateur correspondant au choix de M, i.e. v = L1 pour le choix M = Agg
et r = +1 pour les autres. Si 6, >0, alors

(M, < 2HER) () gL 2i4a4r) (5.3.14)

T,T

Si M est l'une des deuxr matrices Ass, Asq, alors, toujours avec 6, . > 0,

MT,T’ =0

Preuve : La deuxiéme étant triviale, la premiére est une application directe
du corollaire 5.2.2.

En effet, considérons par exemple le bloc Aj,. La fonction H pour laquelle
on applique le corollaire 5.2.2 est définie par

€2k|acJ_y|

H = —

k = euw? étant ici la fréquence de I'onde incidente. Les dérivées successives
de H s’écriront

Pop(x,y)
a N _ o, 7y
DwDyH(l'vy) - |$J_y|1+|o‘|+|ﬁ|7
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pour tout |o|, |3] < d+1, P, s désignant une fonction continue sur la surface,
en ses deux variables. Comme la surface considérée est bornée, on obtient
finalement

C
(2 y)l < |z L y[2rrrlal+al

anb
|D2DPH

avec r = 11, ce qu’il fallait démontrer. Les estimations pour les autres blocs
sont similaires.

Remarques:

1. le réle de la fréquence k ici n’est pas apparent, pour les raisons sui-
vantes: l'ordre de dérivation est majoré par d + 1 pour chacune des
deux variables, les puissances de k sont donc limitées; en outre, nous
cherchons a établir des estimations a priori et des taux de convergences
asymptotiques, de sorte que le réle de k se réduit a une constante inté-
grée dans les P, 3.

2. Bien évidemment, le caractére borné de la surface est essentiel ici, sans
quoi nous n’aurions plus une estimation du type de celle donnée dans
le corollaire 5.2.2.

5.3.4 Seuillage.

On introduit une stratégie de troncature par la donnée d’une matrice
(ej51)1<jjr<s et en définissant une matrice dite compressée BS par blocs par:

c ACJ YJ
BS = (Yj 0) (5.3.15)
avec

A, 0 AL 0
oA, 00 Ay
] R (5.3.16)

A 0 AL A
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On remarquera que 1’on ne modifie que la matrice A; dans By, et que les
matrices M relatives aux opérateurs d’ordre +1 dans Aj;. Le seuillage est
défini par

e { MTﬂ-/ si 5777/ < g4

A .
g 0 sinon
ol

57_77_/ = d(SUPp 77Z)’T7 Supp ¢7/)'

et ou M est une matrice correspondant a un opérateur d’ordre +1.

5.4 Reésolution du probléme compressé, estimations d’er-
reurs, convergence.

A ce stade, il existe dans la littérature de nombreuses publications traitant
de la compression de matrices issues de méthodes de Galerkin pour divers
opérateurs; citons [44], [16], [8], [40], [22]. La plupart d’entre elles se fondent
sur une estimation des coefficients dépendant de la régularité des ondelettes
en jeu, et du nombre de leurs moments nuls. Dans [44], la compression laissait
O(N) éléments non nuls dans la matrice, N étant la taille de la matrice, sous
la condition

d>dLlr

ot d* 41 est le nombre de moments nuls des ondelettes, d le degré des poly-
nomes utilisés, et r 'ordre de 'opérateur considéré. En particulier, pour des
opérateurs d’ordre négatifs, et pour des éléments P, par exemples, on devait
avoir au moins trois moments nuls.

D’une part, nous avons choisi la démarche proposée dans [22], en donnant
une matrice de seuillage permettant de réduire le nombre d’éléments non nuls
a N(log N)” dans I'idée d’utiliser des algorithmes itératifs pour résoudre le
systéme compressé sans détruire le taux de convergence, & un facteur loga-
rithmique prés.

D’autre part, dans [44], le propos était de fournir une méthode avec des taux
de convergences optimaux, c’est-a-dire, pour le cas qui nous intéresse, d’ex-
hiber des estimations a priori faisant intervenir la norme H?> de la solution
exacte du probléme. Bien que, dans le cas que 'on traite dans ce paragraphe
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(surfaces régulieres), notre solution a essentiellement la méme régularité que
le second membre, et donc, en principe, elle est aussi réguliére que souhai-
tée, notre propos est toutefois de se fixer un cadre raisonnable qui puisse se
transposer naturellement dans le cas des surfaces a bords. Or, dans ce cas
que 'on va traiter dans le paragraphe 6, la solution exacte a une régularité
limitée par la géométrie du probléme, et n’est méme pas dans L?. Pour ces
raisons, on se limitera & exhiber dans ce qui suit des estimations d’erreur ne
faisant apparaitre qu’au plus la norme L? de la solution. Plus concrétement,
on cherchera a établir une méthode de compression de matrice donnant lieu a
une solution approchée 15, et on cherchera a estimer ’erreur commise comme

e J
u L ajl < 02L2HUHTH(div)7

TH=% (div)
ce qui constituera, en un sens, une convergence optimale dans le cas des
plaques ouvertes 2.

Tout d’abord on choisit la matrice de seuillage de sorte que I’on ait un nombre
O(J¥2*) d’éléments non nuls dans la matrice compressée. Ensuite, on mon-
trera que cette matrice compressée a le méme conditionnement que la matrice
initiale, et enfin on estimera ’erreur en norme d’énergie qu’introduit la com-
pression.

5.4.1 Choix de la matrice de seuillage.
Lemme 5.4.1 FEn prenant
gjp = K max(20/ 00+ 9Li 9Lihy (5.4.1)
ot les parameétres a,b, K > 0 sont choisis tels que
a+2(1 Lb). <1, K>1 (5.4.2)
le nombre d’éléments non nuls de la matrice A est en O(J2%7).

Preuve : Pour les blocs correspondant aux laplaciens et aux matrices de masse
(opérateur identité), il n’y a pas de seuillage mais le coefficient en (7,7’) est
nul dés que &, > 0. Dans tous les cas, il s’agit d’évaluer, pour 7’ fixé, et
a > 0:

N(a,j,7') = {7 € V;|6:» < a}.

2. Dans le sens ot la majoration que l'on obtiendra sera évaluée avec la norme
TH~¢(div), pour tout € > 0 suffisamment petit, et non la norme T H (div).
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Posons

A(a7j7 T/) = {T S vj|57,7’ < Oé},
Eg(a, j,7') :={x € I|d(x, Supp(y)) < a + 12" + 5}

avec 3 > 0, ¢, ¢1, ¢, ¢} tels que

o2 < diam(Supp ¢,) < 2%
2t < diam(TH7) < ¢h2Y

Ainsi 7 € A(ea, j,7') implique 7 € Fz. On en déduit
N(a,j,7') S tEg OV

en notant a présent Nz (7, «, 3, 7,7') le nombre de triangles coupant x;(Eg N
M;), on obtient

ij(oz,ﬁ,j, T/) N v]’ <3Ny sup NT(ivavﬁvjv T/)‘

Enfin on a I’estimation

Nr(iya, 8,4, 7') < _(diam(;(By O My)) + supyy diam(T}™))*
ST (inf; 4 diam(T7F))?

On obtient compte tenu des hypothéses faites,

diam(st (By 0 M) S (a+ 5+ 124 + 247,

sup diam(TZ»j’k) < 2t
ik

inf diam(T7") 2 2+,
D’otu finalement
N(a,j,7') < C2¥(a+ B 42 + 247 )2,

C étant une constante indépendante de (3. Passant a la limite 3 = 0, on a
une estimation du nombre d’éléments non nuls dans A° en prenant o = 0
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pour les blocs correspondant aux laplaciens et aux matrices de masse (Np),
et a = g, ;s pour les autres (Ny):

J
Np < }: 9Li 4 oLify292i9%" < o2 (5.4.3)

J
}: 2824, (5.4.4)

Par un calcul direct,

NM 5 J(22J _|_22(a—|—2(1J_b)+)J)

Y

ce qui achéve la démonstration.

5.4.2 Stabilité.

Dans ce paragraphe, on se propose de montrer que la matrice DL%Bf]Dil%

est bien conditionnée. Pour cela on utilisera le lemme de Schur:

Lemme 5.4.2 (de Schur) Soit M = (mj)1<ij<n une matrice carrée, (2;)1<i<nN
une famille de réels strictements positifs. S’il existe une constante C' telle que

Vjaz [l < Ca;
et
\V/Z,Z |mij|$]‘ S Cl‘z
J

alors ||M||2 < C.

Proposition 5.4.1 Soit M un bloc de A; correspondant & un opérateur
d’ordre v, |r| = 1, on pose d := 2d + 2 + r, et on fail le choix des para-
meétres a,b tels que 2b = a+1. Soit k, k' deux réels, k. k' < Ld 11 +bd. Alors
il existe une constante C indépendante de J telle que

IDLK(M L M) Do < C KM+, (5.4.5)
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Preuve : Des choix de k, k', on peut choisir un réel v tel que
bdLldl21lk>~y>d+k Lbd
bdLd L2 1k >~y>d+k Lbd

De la section précédente,

|m777/| < 2J_(d+2)]2J—(d+2)]/5J-(57+2)‘ (546)

77!

On utilise alors le lemme de Schur avec x, := 2" (j étant le niveau de réso-
: 2 N . . ” N . ot

lution associé & 7), il s’agit donc d’évaluer sup, 2477 3", 2R FK ) |y |2

et la méme chose sur les colonnes. On fera la preuve avec ’estimation sur les

lignes.

On a
, o
9L E 9 L(kj+k'j )|m777/|:1;7/

< 9 L(d+24k+v); Z 9 L(d+k'+2L7);’ Z 5J.(c?—|—2)‘ (5.4.7)

77!

!

!
J T 12

En comparant la somme & une intégrale dans R?, cf. [44]

g FHEH2) < 22j// |:1?|L(J+2)d:1: < 92’ Ld
~ ~ 77"

7,7!

T8y 1 >e g
On en déduit

Lj L(kj+k's' L(d+2+k+7)j L(d+k L)’ _1d
9L E 9L (kj+k'; )|m777/|:1;7/ <2 (d+2+k+7)7 E 9L(d+k Lv); &5
’T/ ]'/

Ldeladd o L(d+2+k+vLbd)j L(d+k' LyLbd)j’
< K92 2 2

]/

Du choix de v, et du fait que 2b 1L ¢ =1,

. RANY o el ! - 14 !
2J_W] § 2J_(k]—|—k] )|m777/|:1;7/ 5 K J_d2dJ2J_(2d—|—2—|—k—|—k )J 5 K J_d2J_(k—|—k J_r)J‘

'T/

(5.4.8)

On a le méme raisonnement sur les colonnes (en inversant les roles de k et
k'), et le lemme de Schur termine la preuve.

4
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Pour pouvoir choisir k = &' = r/2, il faut imposer b > 1/2, ce qui est toujours
vérifié avec la condition a + 2(1 L b)4y < 1. Par conséquent on a la

Proposition 5.4.2 [ existe une constante Ky telle que, pour tout K > K,
dans la définition (5.4.1), tout 0 < a < 1, 2b = 1 + a, la condition (5.4.2)

est vérifiée et la matrice DLl_Bf]Dill est bien condiltionnée.
2 3

5.4.3 Estimation d’erreur.

Pour obtenir des estimations d’erreurs, il nous faut des propriétés de
régularité de l'opérateur continu M, ou de L:

Proposition 5.4.3 Soit s > 0. Alors L induit un isomorphisme de
l_|_5 1
Q= H2" x H2™ < H x H!

dans

~

1 lis
QF = HY2m o H2 x HY' < H

Preuve : pour s = 0, on a notre opérateur de départ. Il est bien défini sur 22

a valeur dans Q2. Si s > 0, il s’écrit & un opérateur compact pres,

*
D + K
0

avec D = diag(D',... D), bijectif de Qf dans ﬁi (lopérateur de simple
couche est de Fredholm de H' dans H't'), et

ko (0 0y 0 1 o — 0 0
T \K; K, '\ Lk? dive Vroty 0 2T\ LK dive VVE 0

Pour s > J_%, I'opérateur K est compact de 22 dans ﬁi, donc £ induit un

opérateur de Fredholm de )2 dans ﬁi Il est injectif, car injectif sur QY. et
donc c’est un isomorphisme.

4
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En guise de corollaire, (prenant la valeur s = % dans la proposition précé-
dente)
Corollaire 5.4.1 Pour J suffisamment grand,

Do B/DL!

est un isomorphisme de (*(Aj) dans lui-méme.
Plus précisément,

YV, Do Valle < Do BsVillo (5.4.9)
Dés lors on peut obtenir une estimation de la méthode compressée:

Proposition 5.4.4 On suppose que 1 >b> 2, a=2b11,d=1. Alors

3/

Dy 1 (B L BHDE oo S 247, (5.4.10)

et st
By Z; = Fy (5.4.11)
BSZS = Fy (5.4.12)

alors
DL 1 (2 L Z5)llo S 2*%1[Do Eylo (5:4.13)

2

Preuve : Pour la premiére assertion, on utilise la proposition 5.4.1, qui impose
1 < L2+ 5b pour les opérateurs d’ordre +1 et 0 < 12+ 3b pour 'opérateur
d’ordre -1, et les deux conditions sont vérifiées.

Pour la deuxiéme assertion, on utilise un argument de perturbation: on écrit

Vi=DoZy, Vi =Dy 25, et:
Vi = (D B7Y(BS L By)Dg' + Vs

On utilise 'hypothese ||Dy leﬂ/)%l lloco < 1 et la proposition 5.4.1 pour abou-
tir a

Do B (55 1 BB oo S KHCH) < K
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En notant M := 1Dy B3 (BS L B;)Dy*, et pour K suffisamment grand, on
peut écrire V; = (I L M)V et donc

Vi=Vi+ ) MY,

E>1
puis on déduit ||V5]lo < || Villo, soit
Do Z5lo S [P0 Z.1lo
Enfin, on revient a ’équation
Bj(Z; L Z5)=(Bj L Bj)Z5
Que 'on réécrit comme

By(D, (7 L Z3)) =D, (B L By)Dy' (Dy Z5)

s
De la stabilité de EJ, et de ce qui précede,
IDLy (2 L Z5) o < 247 Do Z5 o
< 243Dy Zsllo
< 24%IBb Fio.
O
Comme HHS)OFJHO S| H (rotr), grace au théoreme 5.3.1, on a finalement le

Théoréme 5.4.1 Si les conditions 1 > b > % et 2b = a + 1 sont vérifiées, et
st

Z5 = (NS5 )"
est solution du probleme compressé (pour J suffisamment grand)
B3Z5 =F;
On pose

~1,c 1l,c ~2,c c
u; =rotrA;", uj; =Vr(;
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el
u=u'+u’ u' € X,
la solution de ’équation intégrale initiale Lu = f, avec
f € TH(rotr,I') C X

alors, il existe une constante C' telle que,

108

~1,c

J
a' Lu)|lx < C2%> (Jullraive.r) + £l 7o)

. ¢ g
[ divru® LAY -3 oy < €272 (ullrmaive.ry + [l 78 o 1)

u? L ey < C2 ([ullraivery + 1El 7o @ow.r)

[ull7a@ivery = [[ullrz@) + || diveul[zzr

fll 7t oty = Ifllz2y + || votr |2 (r)

Remarques.

— Le choix 2/3 < b <1, @ = 2b L 1 garantit un nombre d’éléments dans
la matrice compressée en O(J227). Attention: il est bien important ici
qu’avec le choix @ = 2b L 1, on puisse prendre b < 1, & cause de la

condition @+ 2(1 L b); < 1!

En ce qui concerne le choix d’ondelettes, on s’est fondé sur les travaux
de [19]. Mais toutes les bases vérifiant I’équivalence des normes
classique pour l'intervalle [L1,1] conviendrait en principe; ce qu’il
faut garder est la propriété «locale» des ondelettes, en particulier,
le support en O(217), et surtout, il faut préserver la condition de
«moments nulsy. Il faut bien str utiliser les ondelettes les plus simples
possibles, et on pense évidemment aux travaux d’A. Rathsfeld [22], et
de R. Stevenson [47]|. Dans ces articles, malheureusement, on n’a pas
(encore?) toutes les hypothéses souhaitées.
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6 Cas d’une plaque ouverte.

Dans ce paragraphe, on va étudier la diffraction d’une partie d’une sur-
face réguliére, toujours par le biais d’équations intégrales. Essentiellement,
avec quelques précautions topologiques, on aura a résoudre la méme équa-
tion intégrale vue précédemment. On va montrer que les schémas numériques
fonctionnent encore dans ce cas, avec quelques modifications dans la mise en
ceuvre, et, surtout, une différence (significative) pour les taux de convergence,
car si dans le cas des surfaces réguliéres, la solution de I’équation intégrale
admet principalement la méme régularité que la donnée du second membre,
ce n’est plus le cas lorsque 'on est sur des variétés a bords (méme si le bord
est régulier).

En ce qui concerne la résolution par ondelettes, deux différences significa-
tives apparaissent avec le cas des surfaces réguliéres fermées. D’abord il y a
deux types d’ondelettes correspondant aux deux types d’espaces de Sobolev
(d’exposants positifs) qui interviennent: H® (sans condition au bord) et H?
(condition «nulle» au bord). Si les constructions sont analogues, et analogues
au cas des surfaces réguliéres, il n’y a pas d’inclusion triviale, par exemple
d’un sous-espace d’ondelettes avec condition nulle au bord dans un sous-
espace d’ondelettes sans condition au bord de méme niveau de résolution.
La deuxieme différence significative réside dans la méthode de compression
et dans les estimations des normes de matrices: on introduira deux types
de seuillages, I'un pour les éléments d’ondelettes «loins» du bord et 'autre
attaché aux éléments «proches» du bord. Avec les deux types de seuils, on
est capable d’estimer les normes de matrices (dans des espaces appropriés)
a l'aide d’un parameétre «. En comparant les estimations avec le cas des
surfaces réguliéres, on s’apercoit que les ondelettes «proches» du bord font
apparaitre, en plus de la décroissance en K242+ pour le préconditionne-
ment par exemple, des facteurs exponentiellement décroissants en fonction
de ce paramétre a (essentiellement). C’est-a-dire que, finalement, le compor-
tement est quasi-identique au cas des surfaces réguliéres.

6.1 Géométrie et topologies.

On garde notre surface fermée réguliére I', et on considére une partie
ouverte I'y C I', supposée simplement connexe, de bord dI' polygonal, ¢’est-
a-dire que JI' est une courbe fermée définie comme 'image d’une fonction
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v : [0,1] — I' de classe C' par morceaux, avec v(0) = (1), qui admet
en ses points singuliers {{;} des dérivées & gauche et a droite & tout ordre,
et telle que les dérivées premiéres & gauche /(i) et & droite 7/(¢]) en ces
points forment dans la plan tangent & v(¢) un angle non nul et non plat. On
suppose en outre que ['g est localement d’un seul cé6té de la courbe ~.
[’exemple-type serait (pour I'g) I'intérieur d’un polygone en dimension 2.
On définit le vecteur tangent (a la courbe dl'y) 7(x) en tout point x = ~v(¢)
(sauf en les points de discontinuité) par

1
7(x) 1= =—y(1)
17 (1)l
et on oriente la courbe dl'y de telle sorte que, pour x € 9l'g sauf les points
anguleux,

v(x):=n(x) X 7(x)

soit dirigée vers 'extérieur de I'y. v sera appelée normale extérieure.
On définit alors deux types d’espaces de Sobolev sur I'g, d’abord H*(I'g) par
restriction:

Vs € R
uwe H (I'y) < Fwe H (), v, =u,

la restriction étant entendue au sens distributionnel (essentiellement pour le
cas s < 0). La norme sur H*(I'g) est définie comme

HUHHS(Fo) = inf{HvHHs(p); ve H (D), vlp, = u}

L’espace dual de H*(Ty), avec L*(I'g) pour espace pivot, est aussi un espace
de Sobolev noté [:j“(FO). Nous allons donner dans ce qui suit des propriétés
et caractérisations bien connues sur ces espaces de Sobolev. Comme ils jouent
un réle particulierement important, et que les notations utilisées ne sont pas
toujours identiques & d’autres ouvrages (par exemple [30]), il parait nécessaire
d’en détailler les preuves.

Pour les résultats sur ces espaces, on se référera & HORMANDER [27], ESKIN
[23], et LIONS-MAGENES [30]. Dans ce dernier ouvrage, les notations sont
sensiblement différentes et interférent avec les notations présentées ici. Les
correspondances entre les deux notations sont les suivantes (sur I'g): pour
s > 0, les espaces notés H® (et H{, que I'on verra un peu plus loin) dans



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 111

[30] sont les mémes ici. Les espaces H'* sont, dans [30], les anti-duaux des

espaces HZ; ils coincident avec les espaces HL*, sauf si s est un demi-entier
- 1

(entier +1); l'espace H*% est noté H;)Q dans [30]. Enfin, les espaces H{ et

~ ~ 1

H? coincident, sauf si s est un demi-entier; ’espace H? est noté Hg, dans

[30].

Les espaces d’exposant :I:% sont fondamentaux dans notre résolution, et ce

sont précisément les cas «pathologiques» dans [30].

Lemme 6.1.1 On note COO(F_O) l'espace des restrictions a 'y des éléments
de C(T'), et D(I'g) = C§°(I'y) Uespace des fonctions de classe C* dans Iy,

a support (compact) dans louvert I'y. Alors

~ C®(Ty) est partout dense dans H*(TIg) ,

— C5°(Ty) est partout dense dans [A-js(Fo).

Preuve : Pour la premiére assertion, on se donne u € H*(I'g) et v un prolon-
gement, i.e. v € H*(I') et v|p, = u. Comme C'*(I') est dense dans H*(I'), on
peut trouver v, € C*°(I') tel que ||v Lv.|[gsr) < €. [l reste & poser u. := v|r,,
et, avec la définition de la norme sur H*(I'y), on obtient le résultat.

Pour la deuxiéme assertion, on remarquera d’abord que H*(I'y) est un sous-
espace de D'(I'g). Par définition de la dualité H® L [A-j“, Ce(Ty) C [:js(Fo),
et si u € H?(Ig) est tel que < u,p >= 0 pour tout ¢ € C5(I'y), on tire
u = 0 au sens des distributions dans I'g, et donc v = 0 dans H*(I'g), ce qu’il
fallait démontrer.

O
ﬁ]LS(FO) est caractérisé par la
Proposition 6.1.1 Pour tout s, ['espace [A-js(Fo) est isométrique a [espace
{a e 1 ()| Suppu C To} (6.1.1)
muni de la norme H?® induite; lisométrie est induite par la relation

<, > =< U, [, > Fo(rg) Hos(To)

. (6.1.2)
ue H*(Ty), ue H (L), ¢eC=(T).

La distribution @ sera dite prolongement par zéro de u en dehors de Ty.
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Preuve : On se réferera a [30], [23].

Pour étre plus précis, il s’agit de montrer, partant d’un élément u € [:js(F),
que la relation (6.1.2) définit une distribution @ dans H*(I'), a support dans
Ty, et de norme ||u||, = HuHﬁS(FO). Et réciproquement, partant d’une distri-

bution @ € H*(I'y), (6.1.2) définit bien une fonctionnelle u € [:js(Fo).
Nous noterons provisoirement, pour tout réel s,

H*(T',To) := {v e H*(T)|Suppv C To}.

I s’agit donc de prouver que [:js(Fo) est isométrique a H*(T, Tp).

On commence par le cas s > 0, et on commence par prouver que Cg°(I'g) est
dense dans H*(T', Ty).

On note Hf(I'g) : I'espace des restrictions des éléments de H*(I',Ty) a Ty,
muni de la norme HuHH+ = ||[ul|He(ry)s Si Uulr, = u. H(I'g) est alors un sous-
espace de L*(I'y) dense pour la topologie L?. En outre, on a ﬁ]S(FO) C H3(To)
et 'injection est continue. En effet, si u € [A-js(Fo), et « est son prolongement
par zéro en dehors de I'y, on a u|r, = u, et, pour tout ¢ € C*°(I'),

< U, >2r) =< U, @[ry >12(00),
< Nl ooy e lro [ =+(ro)

< lull g rg) llo -2 (r)
et donc u € H*(T',Ty), avec
[l sy < Mlell ey
L’espace L?-dual de H? sera noté His et on a
H*(To) € H(Ty)

avec injection continue. A présent, si v € HiS(FO) est telle que < v, 0 >=10
pour tout ¢ € C§(Iy), alors, comme C5°(I'y) est dense dans [A-js(Fo), v=20
dans H**(I'g), donc v = 0 dans Hi*(Ig), ce qui signifie que C5°(Iy) est
dense dans HZ(T'y), et, en conséquence, Cg°(T'g) est dense dans H*(I',I'g), ce
que 'on cherchait. A présent, considérons, toujours pour s > 0 I'application
restriction

re: H*(I') — H*(['y)
u — U,
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Par définition de H*(I'g), rs est continue, surjective, et induit une isométrie

rs entre H*(I')/Ker(rs) et H*(I'g). Mais
Ker(rs) = H*(I','\Tp);
par transposition, Hs est isométrique au dual de H*(I')/Ker(r;), c’est-a-dire

HY(Ty) = {u € HY*(I)| Yo € H*(T,T\y), <, 0 >p—ry.u+m)=0}.

Comme C&°(I'\T'y) est partout dense dans H*(I','\T'g) (s > 0),

ﬁ[LS(Fo) = {U - HLS(F)| Vv € CSO(F\F_()), < u,v >H_S(F),HS(F): 0},
= {1, T).

En conséquence, C5°(I'g) est dense dans HL*(I',Tq) pour s > 0, et donc
C5°(T\T'p) est dense dans H**(T',T'\Ty), on peut reprendre la méme analyse
avec r |, pour obtenir

j_js(ro) = HS(er_O)v

pour s > 0.
Enfin, la relation (6.1.2) n’est autre que la définition de 7.

0
Dans la suite, on identifie [:js(Fo) a H*(I',Ty).

On aura besoin (dans le paragraphe 8) d’une caractérisation des espaces H*®
et H* (pour s > 0) de I'«intérieur», qui permettra une manipulation plus
simple des normes en jeu; on se référe a P. GRISVARD [24] pour les propriétés
énoncées non démontrées qui suivent.

Définition 6.1.1 Soil Q un domaine borné de R?, de bord lipschitzien, et s
un réel quelconque. On note H*(Q) Uensemble des distributions de D'(Q) qui
sont des restrictions a ) d’éléments de H*(R?). On définit ﬁ]s(ﬂ) comme le
dual de H** () avee L*(Q) pour espace pivot.

Enfin, on note H3(QY) Uadhérence de C5°(Q) dans H*(9).



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 114

On prendra soin & distinguer Hj de H*. Comme pour le cas des surfaces
fermées, C°°(Q) est dense dans H*(Q), et Cg°(Q) est dense dans [:js(ﬂ), et
ﬁ]s(ﬂ) est isométrique & 1’ensemble des éléments de H*(R?) dont le support
est dans (), muni de sa topologie naturelle.

Proposition 6.1.2 Soit Q un domaine borné de R?, de bord lipschitzien, et
s>0,s=m+o, mentier et 0 <o < 1. Alors

() ={u € 1(0)]
Vae N, |a|<m D L*9),
| D*u(x) L Du(y)|?
QxQ @ L y|**+2e

Va, o <m dedy < 0.}

et la norme

., |D>u(z) L D*u(y)[? :
Z | D%ul[z2 + (/Q o L dzdy

la|<m xS

est une norme équivalente a la norme quotient sur H*(2).
Si p(x) désigne la distance de x au bord de Q,

() = {u € HY(Q)| p*"D"u € L*(Q); |a| = m}
et

lull gy ~ lllzrs@y + 3 Nlp™" Dull 2.

|o|=m
Par cartes locales, cf. GRISVARD [24], on prouve le

Lemme 6.1.2 Pour tout entier m > 0 tout u € H™(Ly), pt™u € L*(Iy), et
Uapplication u w pt™u est linéaire continue de H™(Ty) dans L*(Ty).

Si on note, pour s réel positif, Li_s(ﬂ) le sous-espace de L?({2) des fonctions
u telles que pt*u € L?(Q), I'espace Li_s(ﬂ) est le domaine de l'opérateur
T, , de multiplication par p=* non-borné dans L*(2). Pour § € [0,1], par
interpolation, cf. LIONS-MAGENES [30],

[Lf)_s, L?]y := D(T°%,) = domaine de T,
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Mais comme Tfs =T 4,

(L2, L%y = L.

pTE

Ceci étant dit, en posant, pour s > 0

o s 2
Hy(Q) := H*(Q)N Lp_s(ﬂ),
muni de la norme
ull 7, = llullms + |lp™*ull 2,

grace au lemme précédent, I"application identité est un isomorphisme entre
H™ et H,,, pour tout entier m > 0. Par interpolation,

H™ = [H™ [ = [H,,, L]
Comme
[H,, L)y = [H™ 0 L2, L*
= [Hmv L2]9 N [le)—mv L2]9
= H™ N L2,
= Hm€

on en déduit une autre caractérisation des éléments de H* pour s > 0:

Proposition 6.1.3 Pour s >0, H*(Q) = H,(Q) et donc
lull ey ~ Nllas@ + o ullrz@  (w € H (D).

On peut alors définir les espaces H?® et H* sur la surface I par cartes lo-
cales: on se donne un ensemble de domaines réguliers (Q;)o<i<n C R2, un
recouvrement d’ouverts réguliers (0;)r<i<n du bord de I'y et un ensemble
d’ouverts réguliers ©; CC I'g, 7 =0,...k L1 tels que (0;)o<i<n constitue un
recouvrement d’ouverts de I'g, et tels qu’il existe une famille d’applications
(cartes locales) k; : Q; — 0,1 =0,... N, de classe C*, bijectives, et dont la
dérivée (en tant qu’application de R? dans R?) soit de rang 2 en tout point.
Le bord de Iy est envoyé par xi en une courbe (lipschiztienne) dans ; et
on posera 9 := O; Nk (0; N T), qui est un ouvert de bord lipschitzien (et
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méme régulier par morceaux). On se donne une partition de I'unité (6;) rela-
tive au recouvrement (0;) et, pour toute fonction (ou distribution) u définie
sur I'g, on écrit

N
u = Z f;u
=1
et on pose @, := f;u o ;. Alors (cf. LIONS-MAGENES [30], GRISVARD [24]):
u€ H*(Ty) < Vi=1,...N, a; € H(Q)
[ull o) ~ Y
we H*(Ty) < Vi=1,...N, e H*(Q?)

HuHﬁs(ro) ™~ Z

Les équivalences des normes dépendent bien siir du choix des cartes, des

Willr+(a)

Ui || 774
ill 7+ ()

ouverts, ou de la partition de 'unité.
On déduit alors, avec la proposition 6.1.3, et en notant (encore) p(x) la
distance de x au bord dl'y:

Proposition 6.1.4 Pour s > 0,

j—V]S(FO) = {u € H*(Ty)| p**u € L*(To)}

6.2 Opérateurs

La surface I'y hérite de toutes les définitions géométriques faites sur I’
(élément de surface, plan tangent...)
En ce qui concerne les opérateurs, les opérateurs d’ordre 1 V. divp, rotr, rotr
s’étendent de maniére naturelle en des opérateurs continus de H*(I'g) dans

Ho41(Ty) par
Vi(ule,) = (Veu)le, we H(T)

et des définitions analogues pour les autres opérateurs. On peut aussi consi-
dérer ces opérateurs sur H*(I'g) C D'(I') qui donnent des opérateurs continus
de [:js(Fo) dans [A-F“(FO). On gardera la méme notation pour les deux types
d’opérateurs (en spécifiant, le cas échéant, ott on se place).
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En ce qui concerne le laplacien, il existe encore deux versions mais cette fois
bien distinctes:

Définition 6.2.1 On définit Uopérateur
Arypie : H'(To) = H*'(To)
par

Vp,q € j_jl(FO)v

S (6.2.1)
< AFO,Dirpa q >H—1(Fo),f[1(F0):: 1 ; Vr va q ds.

L’opérateur L Ar, pi, est un opérateur fortement coerctf, et bijectif de [A-jl(Fo)
dans son dual. 1l est associé au probléeme de Dirichlet

Arp=f € H*'(Ty), plar, = 0.
On définit l'opérateur
AryNeuw : H' (o) = H' (o)
par

Vp,q € HI(FO)v

= 6.2.2
< Arg,Neu P ¢ >P~I—1(F0),H1(FO):: 1 g VrpVrq ds. ( )

Ary Neu €5t un opérateur de Fredholm; son noyau est Uensemble des fonctions
constantes sur I'y (de dimension 1) et son image est

j‘iﬂ_l(ro) = {U E ﬁ[Ll(FOM < u71 >ﬁ_1(F0),H1(Fo): 0}

1l est associé au probléeme de Neumann

AFP = f € L2(F0)7 f =0 al/p|3r0 = 07

Iy

ou v désigne la normale «extérieure» a I'g.
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Remarque: La dérivée normale 0,p n’est bien définie que si le second membre
est suffisamment régulier. Par exemple, elle n’est pas définie (ou nulle au sens
vu précédemment) si 'on prend f = divp 1p,C , ot C est une constante

vectorielle, qui est une distribution dans [:j“(FO), nulle & I'intérieur de I'y.
On sait (cf. [24] pour des bords polygonaux) que les solutions du laplacien
avec second membre dans L?, dans un domaine polygonal avec condition
de Dirichlet homogéne sont dans H't%L%, ott w est le plus grand angle du
polygone considéré, et ¢ > 0 arbitraire. De nos hypothéses, comme 14 % > %
et par densité,

Proposition 6.2.1 L opérateur Ar,piy est un isomorphisme de H%(Fo) N
H*(Ty) muni de la topologie induite de H3, vers HL%(FO).

En particulier,
HpHH%(FO) 5 H AFO’DirpHH_%(FO)'
On a un résultat analogue pour le probléme de Neumann :

Proposition 6.2.2 [ opérateur Ar, New €st un isomorphisme de H%(Fo)/(c

~L
muni de la topologie induite de H?, vers H*L2(F0), ot

HEE(Ty) = {f € H3(To)| < f,1 >=0}.

6.3 Potentiel de simple couche.

Définition 6.3.1 On définit lopérateur de simple couche V =V (k) comme
dans le cas des surfaces réquli¢res par

eik|xJ_y|
= —_— d r L*(T
Vet == [ (S e dly)  xeTo g e AT

et on note Vo lUopérateur associé a la fréquence 0:

e(y) 2
= — = d r L7(T).
Vo) = [ P iy) xeT e e AT

L’opérateur V sur une plaque ouverte posséde des propriétés similaires au
cas des surfaces fermées, avec des espaces convenables:
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Théoréme 6.3.1 Lopérateur Vo induit un opérateur linéaire continu, sur-
jectif et fortement coercif de [A-jL%(FO) dans H%(FO).

Pour tout ¢ réel, |e| < %, Vo induit aussi un opérateur de Fredholm de
[A-jL%"'E(FO) dans H%"'E(FO), et V L Vo induit un opérateur compact entre
ces mémes espaces.

Remarques importantes sur ce théoréme.

Le théoréme 6.3.1 a été démontré par SCHNEIDER [45] pour le cas des sur-
faces & bords lipschitziens, I'article étant en relation avec celui d’ESKIN [23].
Comme on va le voir dans la suite, cette propriété de régularité du potentiel
de simple couche va permettre de trouver le comportement de la solution
de I'équation intégrale au voisinage du bord. On trouvera que, pour un se-
cond membre dans H(rotr), la solution u est dans H*+*(divr), i.e. u € H**,
divru € [:j“, ¢ étant un réel strictement positif arbitraire. Ce résultat s’ob-
tient aussi par ’analyse des opérateurs elliptiques via les espaces a poids et la
transformation de Mellin [28], [20]. Pour 'opérateur de Maxwell, on consul-
tera COSTABEL-DAUGE [12].

On garde encore un lien avec la divergence 3D par
Lemme 6.3.1 Siu € C3°(Tg)? est tangentiel, i.e. (u,n)g: =0, alors

divVu = V(divr u) sur R\ .

6.4 Equation intégrale.

L’analyse faite dans le cas des surfaces réguliéres se transpose directement
dans le cas de la plaque ouverte; on va en rappeler briévement les points clefs.
Pour les détails, on revoie a la section 3.2.

On part des équations de Maxwell qui s’écrivent de maniére distributionnelle
sur R? comme

rot E = wuH
rot H = LiweE + udr

oit E = E‘+ E*, est le champ électrique total, E* le champ incident (connu, et
régulier), E* le champ diffracté (cherché), H, H', H® les champs magnétiques
correspondants, et, finalement, u = L[H xn]r, = L[H xn]r I'inconnue surfa-
cique correspondant a la densité de courant sur la plaque. divp u correspond
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a la densité de charge sur la plaque.
En imposant une condition de radiation & I'infini (Silver-Miiller), le champ
¢électrique diffracté se représente comme

LiweE® = V(V divpu) + k*Vu

en dehors de la plaque. En imposant la condition des conducteurs parfaits
sur la plaque (E x n = 0), et avec les conditions de sauts, on est ramené a
résoudre I’équation intégrale

iewB' = Vi Vdivru + k*Vfu,

sur la surface I'y.

Il est & noter ici qu’il n’y pas pas de condition d’injectivité imposée & 1'opé-
rateur intégrale (car il n’y a plus de probléme «intérieur»), et, de facto,
I'opérateur intégral est injectif.
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7 Espaces.

7.1 Espaces des solutions.

On rappelle que dans le cas des surfaces réguliére, la solution de I’équation
intégrale se trouvait dans

X=x() = {u € HY5 (02| diveu € HH3 ()
(u,n)gs =0} .

La solution cherchée dans le cas des plaques ouvertes sera dans un sous-
espace:

Deéfinition 7.1.1
X(To) 1= {u e M3 (To)°| divru € H*5(I)
(u, H)RS = 0} .

(7.1.1)

Définition alternative:
X(Iy) :={u e X(I')| Suppu C Ty} (7.1.2)
avec pour norme la norme induite de X (I')

Remarques:

1. On donne une alternative dans la définition de X'(I'g) pour éviter toute
confusion. Encore une fois, il faut observer X' (I'g) comme un sous-espace
de X(I'); en particulier, dans la définition 7.1.1, on consideére des dis-
tributions sur I' tout entier.

Précisons ce point: dans la définition 7.1.1, les distributions considérées
sont dans [:]L%(Fo), c’est-a-dire, comme rappelé dans la section précé-
dente, ce sont des distributions dans HL%(F) dont le support est inclus
dans T'y. En prenant la divergence surfacique de telles distributions, on
tombe naturellement dans HL%(F). Ce qu’impose la définition 7.1.1 est
que cette divergence, se trouve dans HL%(F), ou encore dans [:]L%(Fo),
puisque cette divergence est naturellement nulle en dehors de T.

De ce point de vue, la deuxiéme définition 7.1.2 est bien évidemment
équivalente & 7.1.1: une distribution de X'(T') de support inclus dans Ty
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a une divergence dans HL%(F) tout entier, et, en plus, son support est
dans Ty, ce qui signifie que cette divergence est aussi dans [:]L%(Fo).
Il est bien commode, dans la situation présente, de voir ’espace d’éner-
gie comme des distributions sur I' tout entier, comme on le fait d’ailleurs
naturellement pour les objets de [:[(Fo). Cependant, ce n’est pas |'unique
point de vue possible. On peut voir les éléments de ??(Fo) comme
des distributions sur Iy uniquement MAIS qui sont soumise a une
contrainte de bord, disant essentiellement que la composante normale
s’annule sur le bord de I'y. Cette condition de bord est totalement
incluse dans la définition 7.1.1 en considérant des fonctions H' par
exemple. Etendre ce deuxiéme point de vue & des distributions dans
HLz est toutefois piégeux, les traces n’étant alors pas bien définies.
Dans ce cas, il est nécessaire de prendre les plus grandes précautions
pour s’assurer de la validité de I’écriture des traces sur le bord de Iy,
ce qui était un des propos dans [4].

Toutefois, I’alternative des définitions données ici pour I’espace d’éner-
gie est trés pratique et reste trés visuelle, en gardant bien en téte que
I'on a a faire a des distributions sur I' tout entier.

2. (u,n)ps définit une distribution sur I' par

< (u,n),p >:=<u,en > .
On a un résultat de densité assez naturel:

Proposition 7.1.1 L’espace
TCE(To) :={u € C=(I')’|Suppu C Ty, (u,n) =0}
est partout dense dans ??(Fo).

Prewve : TCE(Ty) est dense dans TﬁL%(FO), espace des distributions dans
HL%(F0)3 tangentielles c’est-a-dire telles que (u,n)gs = 0 et 'opérateur divyp
est continu dans D'(I).

4

Pour pouvoir décomposer I’équation intégrale, il nous faut, sur X', un substi-
tut a la décomposition de Hodge sur X'. Avant cela, on énonce un lemme qui
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sera utile pour les équivalences de normes qui suivent, et pour une (nouvelle)

caractérisation de I'espace dual /{’\(Fo).

Lemme 7.1.1 Pour 0 < s <1, la norme

H*(To) 3 p = |[pllz2@o) + 1| Ve pllme-1(r0)

est une norme équivalente & la norme usuelle sur H*(1y), et

PNl s oy ~ I Vi pllare-1(ro)

avec

HZ(Lo) :={p € H(I'o)| | pds=0}.

Lo

En outre, pour% <s <,

HPHﬁs(ro) ~ [ Vr pHﬁs—l(ro)

Preuve : Notons, pour p € H*(I'g), 0 < s < 1, (le lemme est trivial pour
s=0,1)

Ipllls = pllz2 oy + [lpllzze=1 ro)-

Comme |||pl||s < |[pll#=(rs), pour montrer I'équivalence des normes, il suffit
de prouver que (H*(I'y),|||.|||s) est complet. Soit donc une suite (p,) C H?
de Cauchy pour la norme |||.|||s. Alors (p,) converge vers p dans L*(T), et
(Vr p,) converge vers q dans H**+'(T)3. Mais comme Vr p, converge vers
Vrp dans H+'(Tg)?, on déduit Vi p = g au sens des distributions, donc
Vrp € H*(Ty). 1l reste donc a prouver que p € H®: par cartes locales on
est ramené au cas ot I'y C R2 et ot I'y est soit un céne, soit le demi plan,
soit R? tout entier. On commencera par montrer que, si p € L*(Ty) et si
Vp € H**(Ty), alors p € H*(Ty) pour les cas 'y = R* et Ty = Ry x R. Le

cas d’un cone quelconque (d’ouverture w €]0,27[, w # 7) s’en déduira.

Cas du plan: ici Ty = R2 Par transformation de Fourier, les hypothéses
donnent
perr, —L __cerr
(1+1£17)
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Comme, pour (tout) s < 1, et pour tout £ € R?,

(14 [€P)7 < 1+[E(1+ |¢*) T

on obtient finalement p € H*(I'y).

Cas du demi-plan: ici, 'y = Ry x R; on se donne p € L*(Ty) tel que Vpp €
H**1(Ty), 0 < s < 1, cest a dire qu’il existe une constante C' telle que, pour
tout ¢ € H'(Iy) = HE (o),

| g pdip(x) dr| < CH‘PHﬁs—l(ro)'

On pose trois opérateurs

r: L*(R?* — L*(Ty)

© = (g, x9) = @1, @) + 3p(Lay, xg) L dp(L2xq, x2).
[ LQ(RQ) — L2(F0)
© = (xy, 2g) = @, x9) L 3p(Lay, x2) + 2p(L2xq, 2).

- LQ(FO) N LQ(RQ)
_ fxr,22), @1 >0,
f = gl 22) = 3f(Lay,wz) L2f(Lgwr,w2) 21 <0

r et r; sont des opérateurs de restriction continus de L*(R?) dans L*(Iy), et
aussi de H'(R?) dans Hj(T'g). Par interpolation, ce sont des opérateurs de
restriction continus de H*(R?) dans [A-js(Fo), pour 0 < s < 1. De plus, pour
tout ¢ € C5°(R?),

r(dip) = dir1p,
r(Op) = Oarep.
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T est un opérateur de prolongement de L*(T'g) dans L*(R?), et aussi de H'(I'g)
dans H'(R?). En effet, si f € H'(['p), et si g =7 f, pour ¢ € C5°(R?),

< 9. 0p > = / F(2)0,2(2) d
R+XR

1
X1, T —x1,22))0 () da
[ B L2 )T

- / @0 de

+ /RMR(?)f(xhxz) 1 2f(%x1,x2))(8lap)(J_xhx2) da
~ [ e de
= [ SR e

De la continuité de rq, et de f, aprés intégration par parties,

| < 9,010 > | S fllav oyl @)
De la méme maniére,
| < 9,00 > | =] < f,0:(rp) > |
S Il woyllellze o)

En conséquence, par interpolation, m est un opérateur de prolongement continu

de H*(T'g) dans H*(R?), et, pour tout p € C5°(R?),
<nf, Y >r2r2)=< 5 TP >12(T)>
<mf, 814,9 >r2(R2)=< 1, 81(7“199) >12(To)s
<mf, 8299 >r2m2y=< f, 82(7“99) >12(Ty) -

En ce qui concerne le lemme, on pose ¢ = 7p € L*(R?). Comme Vp €
H®**1(Ty), de la continuité des opérateurs r et ry, il existe une constante C'
telle que, pour tout ¢ € C5°(R?), et tout i = 1,2,

| < q,0ip > | < Cllp|lai-«@2).
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On en déduit ¢ € L*(R?), Vg € H**'(R?), et donc (voir cas du plan),
q € H*(R?). Comme ¢|r, = p, p € H*(I), ce qu’il fallait démontrer.

Cas du cone: par un changement de variables approprié, on est ramené aux
cas ou l'ouverture w du cone est soit 7/2, soit 37 /2, c’est-a-dire 'y = {z €
Clarg z €]0,7/2] ou I'y = {z € Clarg z €]0,37/2].

Pour le cas w = 7/2, on utilise 'opérateur de prolongement 7 vu précédem-
ment sur le demi-plan supérieur (x5 > 0), ce qui nous donne un opérateur
myosip € L3(Dg) et Vp € H™(Ty), et si g = myp, alors ¢ € L*(R x Ry) et
Vq € H**'Y(R x Ry); du cas du demi-plan, ¢ € H*(R x R,) et, finalement,
pe H* (R xRy).

Pour le cas w = 37/2, c’est-a-dire 'y = {z € C|arg z €]0,37/2[, on note

Q4+ = {(x1,22)] 21 >0, 29 >0}
QL :={(x1,22)] 21 <0, 29 <0}
Iy = {(x1,29)] 21 <0}
Uy o= {(x1,22)] 22 >0}

En particulier, T =Ty UQL =Ty UQ..
On se donne donc p € L*(Ty) tel que Vp € H*(Ty), avec 0 < s < 1. On
note

q:=Dplry

Comme g € L*(T'y) et Vg € H**'(T'y), du cas du demi-plan, ¢ € H*(I'y);
on peut donc prolonger ¢ en ¢ € H*(I'y) (et méme dans H*(R?)). On pose
alors

f=plq
f=1lr

Comme f € L*(I'v) et Vf € H**(I'v), on a encore
feH (Ty).

On pose enfin

Hvi LQ(FO) — LQ(FV)

(a1, x9) Ty, <0
#lonaa) { plrn,2) +@(Loy,aa) 20 <0 22> 0



7 LESPACES. 127

[Ty est clairement un opérateur continu de L*(T'g) dans L*(I'y), et son
L? 1 adjoint s’écrit

I . L¥(I'v) — L*(Io)
77/)(1;171‘2) r1 < 0
(1, x2) > { V(Lay,xg) x>0 a9>0

+ est alors continu de H'(I'v) dans H'(Ty) (puisque les traces sont iden-
tiques de part et d’autre de la demi-droite 1 = 0,22 > 0), en conséquence,
Iy se prolonge en un opérateur continu de ﬁ]“(Fo) dans ﬁ]“(Fv), et, par
interpolation, en un opérateur continu de [A-th(Fo) dans ﬁ]Lt(Fv), pour tout
t e [0,1].

A présent, pour ® € C5°(Iy),

< ﬁ@ >L2(F0):< f, 11y ® >L2(Fv)
car fv: 0 sur I'y et y|g_ = Id, d’ou

| < [2@ >rergy | < Nl v @l -

et, de la continuité de 'opérateur Ily,

| < [o® >rewg) | SN 191 =< ro)

ce qui signifie fvE H*(I'g). Comme p = ]}v—l— get g€ H*(I'y) par construction,
on a bien p € H*(I'y), ce qu’il fallait démontrer.

En conclusion, les normes ||[.|||s et ||.||z: sont équivalentes sur H*(I'g), donc
lopérateur Vr est fermé de H*(I'y) dans H*+(T'y), et de noyau les constantes.
On obtient donc finalement

[Pl ms o) ~ || Vo pllEs=1(0y)-

En ce qui concerne les espaces H*(I'y), le noyau de 'opérateur Vi est réduit
a zéro pour % < s <1, et donc on a une version de I'inégalité de Poincaré

1
HPHﬁs(ro) ~ |l VFPHﬁs—l(ro) 9 <ss< L
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Théoréme 7.1.1 (Décomposition de Hodge sur )
Pour tout u € X(Ty), il existe un et un seul p € (H(Io)/C) et un et un seul
q € H%(Fo) tels que

u = (VF p)lro + I'Otr q.

ot 1r, est la fonction caractéristique de I'y.
p est solution du probleme de Neumann

Ar, New p = divp u. (7.1.3)
Si
X'(Ty) := roty H?(Ty) (7.1.4)
(L) = Vi Ay new HH(T), (7.1.5)
alors
1.

X (o) = X!(I'o) & (),

2. ??k(Fo) est un sous-espace fermé de /’%,

. . ~ 1 L. . .
3. la norme induite de (H*2)? est une norme équivalente @ la norme in-

duite de ??(Fo) sur fl(Fo), et on écrira
[ullis ~lullge, — we X (o), (7.1.6)
4. Uapplication u — || divp uHL% est une norme sur j(vz(Fo) équivalente a
la norme d’énergie induite H.H}?(FO) sur j(vZ(Fo).

Preuve : Cette décomposition est également donnée dans [5].
Soit donc u € X(T'y). divru € H1(T'y) car u est & support dans T'y. Il existe
bien un seul p € H'(Ty) & une constante prés tel que

AFO,Neu pP= din u.
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La fonction uy := Vr p est dans L*(T'y), et on la prolonge par zéro en dehors
de T’y pour obtenir encore uy € L*(I'). Comme L?*(T') s’injecte dans HL%(F),
on a aussi uy € X(I'g). De la décomposition de Hodge sur X'(I'), on peut
écrire
u; :=u Luy =rotr¢ + Vrg,
avec q; € H%(F) et ¢ € H(T'). Mais pour tout ¢ € C>(T'),
<u,Vre >pp=<u,Vre >pp L <us,Vre >pp
= 1 < diVF u,g@|r0 >ﬁ_1(F0),H1(F0) ‘I‘/ VFpVFcp dS
Lo

=0

par définition de p. D’ott Ar ¢ = 0 dans H+'(T'), et donc ¢ est constant sur
I'. 1l reste

u; = rotr ¢.

Comme u; est & support dans F_o, g1 est constant sur chaque composante
connexe de I'\T'y. Or on a supposé Iy simplement connexe, ce qui impose
F\F_o connexe, et donc ¢ est une constante go € C en dehors de T'y. En
posant ¢ := q; L o on a ¢ € ﬁ[%(FO), et u; = rotrg. Pour I'unicité, sl
existait une autre fonction ¢ € H? telle que rotr ¢ = uy, alors on aurait
¢2 L ¢ =0 dans I'y et dans I'\Ty au sens L?, et donc ¢, = ¢.

Regardons & présent la décomposition en sous-espaces directs: il est clair que
X*(Dg) est fermé, pour k = 1,2, et que, de ce qui précede,

X1 (To) 4+ X2(To) = X(To).

Si on prend un élément u dans l'intersection, il sécrit

11
u = I'Otr q = VF AFO,Neu din u.

En en prenant la divergence, on trouve de suite divpu = 0, et u = 0.
Il reste & prouver les équivalences de normes: c’est la méme preuve que dans
le cas des surfaces fermées, en utilisant le lemme 7.1.1.

4
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7.2 Espace image.

On rappelle que dans le cas des surfaces fermées, 'espace image de X' (I') =

T H+2(divp,T) était

X(I') = TH"? (rotr,T)
= {f e H'3(I'?, rotrf e H3(T), (f,n)p: =0}
= X(I') x n.

En particulier, 'espace image (qui était aussi le L?-dual de I'espace des so-
lutions) était déduit de 1’espace des solutions X' par une rotation (troisiéme
égalité de la derniére équation). Dans le cas des surfaces ouvertes (variétés a
bord), cette propriété ne subsiste plus.

L’espace X a été construit comme I’espace de Sobolev ﬁ]s, contenant des
distributions sur I' a support dans L.

Pour son espace L?Ldual, on peut s’attendre & une définition analogue &
celle de 'espace H?, c’est a dire par restriction & I'g de distributions sur la
surface I, et c’est exactement par ce point de vue que 1'on débute.
Cependant, toujours par analogie avec les surfaces fermées, on peut considé-
rer 'espace distributionnel

THY3(To) := {f € H*3(I,)?, rotrf € H'3(Iy), (f,n)ps = 0},

muni de sa norme naturelle. Fort heureusement, on montrera que cet espace
coincide avec I'espace (anti-)dual X' (I'g) de X'(I'g) (avec des normes équiva-
lentes).

7.2.1 Deéfinition, caractérisations.
Définition 7.2.1 On pose

X(To) := {f]r,: f € X(I)} € D'(Lo)*. (7.2.1)
muni de la norme

11l 2y := nf{l[gll r); & € X)), glr, =T} (7.2.2)

L’objectif, dans ce paragraphe, est de montrer que ?/(\(Fo) est le L?-dual de

X (L), et d’exhiber une décomposition de Hodge sur X(I'y). On commencera
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par des caractérisations de 'espace /{’\(Fo).
On pose, pour tout domaine O C T,

o~

X(0):={f € X(I')|Suppf C O}

alors, comme /’?(O) =X(0) xn,onale

Lemme 7.2.1 TC(O) est dense dans /’?(O) pour la topologie induite de
X(T).

On se doit de distinguer ?/(\(Fo) de /{’\(Fo). Cependant, la norme sur ?/(\(Fo)

est une norme quotient, et plus précisément:

Proposition 7.2.1 L’espace ?/(\(Fo) est isométrique a ['espace
A1)/ X (I\Lo)

muni de sa topologie quotient. En particulier, ?/(\(Fo) est un espace de Banach

réflexif. R B B
Lespace dual de X (1) est isométrique a X (1), et Uespace dual de X(Ty)
est isométrique a X(Iy).

Ici, les espaces duaux sont munis de leurs normes duales.

Preuve : C’est essentiellement la méme preuve que pour les espaces de Sobolev

définis par restrictions: I'application

R: X(I) — X(Iy)
f — f|r0

est linéaire, continue surjective, de noyau ?/(\(F)/P/(\(F\Fo), et on a les mémes
topologies pour les espaces de départ et d’arrivée.
En considérant la transposée de ’application R, le dual de X' (I'g) est isomé-

trique au dual de ?/(\(F)/?/(\(F\FO), qui est isométrique & 'espace polaire de
X(I\To):

(B(Io)) = {u € X(I)| VE € X(T\Ty), < u,f >, p= 0}

Comme T'C&(I"\Tg) est dense dans /’?(F\Fo), on en déduit le résultat.
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Les isométries se lisent ainsi: pour tout ¢ € ?/(\(FO)’, il existe un et un seul
u € X(Iy) tel que, pour tout fy € X(Ty),

p(fo) =< f,u>zr) vm

ot f est un prolongement quelconque de fy dans ?/(\(F) (c’est la définition de
la transposée de R).

7.2.2 Décomposition de Hodge.

On va donner de suite le pendant du théoréme 3.3.2, «dual» du théoréme
7.1.1 dans un sens que 1’on précise aussi immédiatement.

Théoréme 7.2.1 (Décomposition de Hodge sur X'(I'g))
Pour tout £ € X(Ty), il existe un et un seul ¢ € H'(Ty) et un et un seul
pe H%(Fo) tels que

f= VF}/?\—I- I'Otr Z]\ (723)

q est solution du probleme de Dirichlet

J—AFO,DirZ]\: I’Otr f. (724)
Si
-~ 11 1
Xl(FO) = I'Otr AFO,Dir HL5(F0) (725)
X?(Ty) := Vp H7(Ty), (7.2.6)
alors
1.

X (o) = X'(Io) & X(I),

2. ?/(\k(Fo) est un sous-espace fermé de ?/(\(Fo), pour k = 1,2

3. la norme induite de (HL%)3 est une norme équivalente a la norme in-
duite de X(L'g) sur X*(Ty), et on écrira

£l L~ 1]y f € X*(Iy), (7.2.7)
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4. Uapplication f — || rotr fHL% est une norme sur ?/(\I(Fo) équivalente a

la norme d’énergie induite H.H}?(FO) sur ?/(\Z(Fo).
Si on note L%(T'g) 'ensemble des éléments L* tangentiels,

Théoréme 7.2.2 (Dualité X(I') L X' (T))

Le crochet
< u,f >f(F0),/\7(FO):: 1< din u’ﬁ>ﬁ_%(F0),H%(Fo) (7 5 8)
+ < g,rotr f >ﬁ%(Fo),H_%(FO) 2.
u=Vrptrotrqg, peH'(Ty), qe H:(Iy),
f=Vrp+rotrq pé€ H%(FO)v @Eﬁ[l(ro)a

est un crochet de dualité entre ?F(Fo) et ?/(\(FO); de plus, si u € L*(I'g) et si
f € L*(T'y), alors ce crochet est confondu avec le produit scalaire naturel sur
L?, et dans ce sens, on dira que ?/(\(Fo) est (le L*-)dual de ??(Fo) avec L3(To)
pour espace pivot. N

En outre, pour k =1,2, ?/(\k(Fo) est le L*-dual de X*(Ty), en considérant les
crochets induits.

Pour alléger les notations, on notera aussi
<uf>pi=<ut >0 50 -

Les preuves des théorémes 7.2.1 et 7.2.2 vont étre mélées, et faites en plu-
sieurs étapes (ou lemmes); en réalité, on commencera par établir le dernier
théoréme. C’est pourquoi ils ont été énoncés en avance, par soucis de syn-
thése et de clarté.

On commence par deux lemmes concernant les fins des deux théorémes.

Lemme 7.2.2 ?/(\Q(Fo) est un sous-espace fermé de ?/(\(Fo); la norme induite
de HL%(F0)3 est équivalente & la norme d’énergie induite, et c’est le L*-dual
de X*(Ty) pour le crochet

< uy,fy >= 1L <divpuy,p >ﬁ—%(ro),H%(ro) )
us € X2(F0) fg = VF}/?\E XQ(F())
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Par L*-dual, on entend ici la dualité avec Vi H!(I'g) (& moyenne nulle) pour
espace pivot, muni la norme || Vr p||2(r,) pour p € H(T'y).
1
Prewve: Si p € HZ (') (& moyenne nulle sur I'y), alors, du lemme 7.1.1,
- N ~ 1
HpHH*%(FO) ~ | Vrpll,,-1. et tout prolongement de p (dans HZ(I')) a son gra-

dient dans ?/(\(F); en conséquence, ?/(\Q(Fo) est un sous-espace fermé de ?/(\(Fo)
et les équivalences de normes sur X (I') donnent I’équivalence de normes cher-
chée sur /’?Q(FO).

Siuy, = Vr ApmNeu“ A2, prolongé par 0 en dehors de I'g, avec Ay € ﬁ[j%,
alors A? = divr uy et pour tout p € C*°(Iy),

11
/ UQVF}/?\C[S = VF AFO,Neu )\QVF}/?\C[S
FO 1_‘0

= 1 < divpruy,p >ﬁ_%(F0),H%(FO)’
par définition méme de l'opérateur Ar neyw. On conclut grace a la densité de

(>°(Ty) dans Hz(Ty).
0

Lemme 7.2.3 ?/(\I(Fo) est un sous-espace fermé de ?/(\(Fo); la norme

11
rotr Ar, pir ¢ — HQHH_%(FO)
est équivalente a la norme d’énergie induite, et c’est le L*-dual de j(vl(Fo)
pour le crochet
<u,f>= 1< q,§>ﬁ%

(Do), H™2 (To)

u; =rotrq ¢ ??Q(Fo) f, = rotr A;jDirqAE ??Z(Fo).

Par L2-dual, on entend ici la dualité avec rotr H? pour espace pivot, muni
la norme || rotr p||z2(r,) pour p € H'.

Preuve : la preuve est un peu plus délicate que pour le lemme précédent. Soit
f; = rotr Ameir“ g avec q € HL%(FO). f, € ?/(\(Fo) car, de la proposition
6.2.1, Aro’DirMZ]\ € H%(Fo). Donc on peut trouver un prolongement A €
H%(F) tel que Alr, = Ar,pir" G si T = rotp A, alors f € ??(F), et f|r, = fi:
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)/(\1(F0) est bien un sous-espace de /{’\(Fo).
Montrons directement

Hle;?(ro) ~ !@\H_%(FO)-
Par définition de 'opérateur Ar, pir, on a ¢ = rotp(fy) dans D'(I'g) et donc
HqHH_%(FO) = H rOtF(fl)HH_%(FO)
= inf{llell, -y w € HED), el = rotr(filr,)}

< inf{]|rotr £, 3 . ; feX(), fln,="f}

o)
<t ({183, + ot B,y )0 £ € BT), =)

%
< Nl 5ry)-

Montrons I'inégalité «inverse»:
fill gy = nf {|[f]| 50y flr, =T
Il = inf {15yt =)
< lgf {HfHA?(F)ﬂﬂFO :flvdiVFf = 0}
feX(I)

11
< inf {|[rotr clly + I Ar¢l i Clro = Ay 0ir )
¢ceH2(T)

11
< inf {)ClaiClr, = Ary o d)
¢ceH2(T)

11
S Are i dll 3 1y
et, du lemme 6.2.1,

Ifill ) S HZ]\HH—%(FO)

En conséquence, |[fi|| ~ ||7]] ) On en déduit aisément que )/(\1(F0) est

1
H™2 (I

fermé dans X(I'g).
Par définition de 'opérateur Ar, pir, et par densité, pour tout ¢ € H%(Fo),

11
< rotr Ar, pir ¢, rotr ¢ >

1l ~_ 1 1 1
H2 H™ 2 H™2,H?

et le dual de )/(\1(F0) est rotr ﬁ]%(Fo) avec rotr H! pour espace pivot.
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Preuve du théoréme 7.2.1: avec la proposition 7.2.1

XY(To) + X(To) = X(To) = X(Lo)

donc, des deux précédents lemmes,

o~

X'(To) @ X3(To) = X(To).
le reste est donné dans les deux lemmes précédents.

4

Preuve du théoréme 7.2.2: il nous reste & montrer que, si u et f sont dans L?,
alors le crochet est confondu avec le produit scalaire L. Par un argument de

densité,
11 . =
< u,f >2(F0)72(F0) =< VF AFO7Neu leF u, va >H% ﬁ_%
11
1 < rotrg,rotr AFO,Dir rotr >ﬁ_% P
Comme u et f sont dans L%, ¢ € HY et p e H dou
< u,f >2(F0),A?(F0)
J_l . o~
= VF AFO,Neu ler u - VF P ds
Iy
11
1 / I'Otr q- I'Otr AFO,Dir I’Otr fds
Iy
11

11
= / (VF AFO,Neu din u -+ I'Otr q) . (VF }/?\J_ I'Otr AFO,Dir I’Otr f) ds
Lo

7.2.3 Encore une caractérisation de )?(Fo).

Par analogie avec le cas des surfaces réguliéres, on peut introduire ’espace
distributionnel

TH*'(rotr, o) := {f € H*3(T'y)?| rotr £ € H*3(T), (f,n) = 0},
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muni de la norme

_lel2 2
= HfHH_%(FO) + || rotr fHH_;( (7.2.9)

2
N =4 ot o)

qui en fait un espace de Hilbert.

Sife THL: 2 (rotr, ['g), comme (rotp f)r, = rotp(f|p0) pour toutes distri-

butions sur I', on a évidemment X(Fo) Cc THL: 2(rotr, ['g). L’objet de cette

section est de prouver que ces deux espaces coincident.

Posons

THJ_%(I’Otr 0,1):={f € TH: (rotp, ['g)| rotr f = 0}.

Pourf, € TH* (rotp, I'g), on peut trouver (ENS HLs 2(I') tel que ¥|p, = rotr fy
dans D'(I'g). Posant f; := rotr Artle dans D'(I'), on a f; € TH%(F),
donc f; € ?/(\(Fo) De plus, rotp(f; L fo)lr, = 0, et donc (fi|r, L fy) €
THL: 2(rotr 0,I'g). Dans la suite, nous allons identifier le dual de THL: 2(rotr 0, I'p).

On remarque d’abord que les normes H.HTH_T(M o) et HHH_% coincident sur
sl 0

THL: 2(rotr 0,1'g), et en font un sous-espace fermé de THJ'%(I’Otr, ['g) et de
H+s 2(T'g)® respectivement, et, en particulier, c’est un espace réflexif. Identi-
fions son L2-dual, en tant que sous-espace de H+s: sl € TH'z 2(rotr 0, I'g)’
est un élément du dual, alors, d’aprés le théoréme de Hahn Banach, on peut
la prolonger en une forme hnealre @ continue sur H+s 2(T'g)?, et donc il existe
un élément ® € H3> 2(Tg)? tel que

Vi€ TH (10tr 0,Tg)  of) =<£,® > _ (7.2.10)

(Do), A% (o) *

M=

En outre, on peut toujours choisir ) tangentiel. On obtient donc o e X (L),
et en utilisant sa décomposition de Hodge, & = V. AFO,NeuLl A +rotr g avec

A€ [A-jL_(FO) (& moyenne nulle) et ¢ € [:jl( ['g). On peut déja montrer que
Vr H'(Tg) est dense dans THL: 2(rotr 0,g): en effet, si o(Vr () = 0 pour
tout ¢ € H'(T'y), alors, pour tout ¢ € H'(I'y), comme < Vr (,rotr ¢ >2= 0,

11
VF § VF AFO,Neu )\ dS = 0
Lo

et, par définition de 'opérateur Ap, New, on trouve A = 0.
On a donc la situation suivante:

Vi HY(Ty) € X'(Ly) € TH* 2 (rotr 0,T),
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avec inclusions denses. En passant aux duaux avec Vi H!(Tg) pour espace
pivot,

TH*2(rotr 0,1) € X' (Io) € Vi HX (),

et THLS 2(rotr 0, Tg)’ est exactement 1’ensemble des éléments p € HL(T) tels
qu’il existe une constante C' vérifiant, pour tout ¢ € H} (o),

< Vrp,Vr({ > (o) <CHVF§HH—§ Io)’

Utilisant le lemme 7.1.1 avec s =

§ S Hi(ro),

~L
1, pour A € H*L2(F0) fixé, et pour tout

|<VFCVFAFONeu)\>L2|_|<C A> %~—%|

< H)‘Hﬁ—%HCHH*%
SIVedl, -y
Donc X' ¢ THLz 2(rotr 0,'g)" et, finalement,
TH*3(rotr 0,To) = X' (To) = {Vrpip € H7(Io)}.
En conséquence, on a finalement
TH* 3 (rotr, o) = X(To).
En définitive, on a le
Théoréme 7.2.3 L’espace
X(Ty) = {f|r,;f € X(I) = TH = (votr, ')}
est confondu avec 'espace distributionnel
TH*(rotr, [g) := {f € H*3(I'y),rotr f € H*3(Ty), (f,n) = 0}.
De plus, la norme

£ |f] o lote

TH=% (rotp,To) * Hf”H‘?

est une norme équivalente a la norme quotient sur X' (1)
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Preuve : il nous reste, de ce qui précéde, a montrer I’équivalence des normes;
mais on a deux normes sur un méme espace qui en font un espace de Banach;
il nous suffit donc de prouver que ces deux normes sont comparables. Or
sif c TH: 2(rotr, ') = X(Fo) il existe un prolongement f € X(F) et
(rotr )|r0 = rotr f, donc, pour tout prolongement f,

160t gy < IELs + ot Fl s
< HfH)?(r)a

et donc

]

TH™ 2 (rotp, o) — HfHX

7.2.4 Projecteurs.

Proposition 7.2.2 On note P! le - projecteur a de ??(Fo) sur X' (F_o) parallele
a X? (To), et Pl e pmjecteur de X(Fo) sur X! (T'o) paralléle a XQ(FO) On
note P2 :=1 1 P! et Pri=11 P1 Alors tous ces projecteurs sont continus
et, pour tout u € X(Fo), tout f € X(Fo), et pour k = 1,2,

k Dk
< P u,f >2(F0),A?(F0):< Ll7 P f >2(F0),A?(F0) .
Preuve : c’est une simple conséquence des théorémes de décompositions de
Hodge et de la dualité X'(I'y), X' (L'o).
O

7.3 Décomposition de I’équation intégrale.

Cette section est calquée sur le paragraphe 3.4. On s’y référera pour les
preuves ou les détails qui sont éludés ici; encore une fois, on ne détaillera que
les différences significatives de 'analyse sur la plaque ouverte sur ’analyse
faite sur les surfaces réguliéres.

Dans toute la suite, sans confusion possible, on notera

o~

X:=X(To), X=X
X=X"4+X2=X"x A2,
X=X"+X?=X"xA?,



7 ESPACES. 140

avec les écritures associées évidentes pour les sous-espaces. On précisera, le
cas échéant, le lieu de travail (I ou I'y).
On revient a notre équation intégrale: elle fait intervenir 'opérateur

L= VF Vdin +k2VF. (731)

On vérifie que LX C X:en effet, si u € ??(Fo), alors Vdivpu € H%(F), et
Vru € TH%(F). On a donc immeédiatement

(Vru)lr, € F(T),
et comme Vi V divpu est & rotationnel nul,
(Ve Vdiveu)|r, = Ve(V divpu)|r, ) € X(L).
D’autre part, par définition de la dualité ?/(\(FO) L ??(Fo), siv e TCr(ly),
alors
<Lu,v >3y

=< VrVdivru,v >,

Par densité, on déduit, pour tout v € /’%,
<Llu,v>s5

= J_ < VdiVF u7diVV >H%(F0 ,H_%(Fo) (732)

De la continuité de l'opérateur de simple couche, on déduit la continuité de
I'opérateur L de X’ dans X. Enfin, on souhaite résoudre Lu = f € TC*(Ty) C
X (I'g). La formule (7.3.2) donne une formulation variationnelle adaptée a nos
décompositions de Hodge, comme pour le cas des surfaces réguliéres.

La solution u se décompose en u' + u? avec u* € X*, et on écrit matriciel-

L2 2012 ul
Lu = <k2L21 J_L22> <u2> (7-3-3)

lement
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avec pour 7,7 = 1,2,1 4+ 5 < 4,

1K < ‘/llz,V2 >r2 .

En mettant les «tildes» aux bons endroits, la
Proposition 7.3.1 On suppose k # 0. Alors
— les opérateurs L% et L*' sont compacts,

— les opérateurs L' et L* sont, “modulo un opérateur compact, fortement
coercifs de X' dans son dual /’\?2 pour, respectivement, 1 =1 et 1 = 2.

se démontre excatement comme la proposition 3.4.2 du cas des surfaces régu-
liéres, en utilisant les propriétés du potentiel de simple couche. En corollaire,
sik # 0, L est un opérateur de Fredholm injectif, donc c’est un isomorphisme
de X’ dans son dual X.

Remarque: [ (tel qu’il est décomposé) n’est pas coercif (& un opérateur
compact prés), puisqu’il se décompose essentiellement en un opérateur dia-
gonal d’une partie définie positive, et de 'autre, définie négative.
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8 Résolution numérique.

En comparaison avec le cas de la surface réguliére, on devra discrétiser

deux types d’éléments: typiquement, ceux dans H'(Ty) sans conditions aux
bords, et ceux dans [A-jl(Fo), avec une condition de Dirichlet homogéne au
bord. Les espaces intermédiaires seront «approchés» par interpolation, et les
espaces aux exposants négatifs, par dualité. Encore une fois, il y a deux types
d’espaces de Sobolev, et on s’attend donc a obtenir deux types d’ondelettes
sur la plaque.
Attention: si dans 'analyse multi-échelle, on a une inclusion assez triviale
de P'espace avec condition «nulle» au bord dans l’espace, de méme niveau
de résolution, sans condition au bord, il n’en n’est pas de méme pour les es-
paces d’ondelettes. Autrement dit, on aura la situation suivante: les fonctions
d’échelle pour les espaces avec condition nulle au bord seront des fonctions
d’echelle pour les espaces sans condition au bord de méme niveau de réso-
lution; en revanche, les ondelettes pour les espaces avec condition nulle au
bord ne seront pas, en général, des ondelettes pour les espaces sans condi-
tion au bord. En général, lorsque I’on développe une ondelette avec condition
nulle au bord suivant la base d’ondelettes sans condition au bord (ce qui est
toujours possible, vu l'inclusion liant les espaces de multirésolution corres-
pondants), on peut obtenir des coefficients non nuls sur tous les niveaux de
résolution.

8.1 Espaces discrets: géométrie.

On rappelle que T"on a supposé I'y a bord polygonal; le bord est donc
décrit par une courbe continue fermée v : [0,1] — ', € par morceaux; les
points singuliers de 7 seront appelés coins de ['y.

On considére une triangulation initiale F?J, 1 =1,..N, telle que les coins de I'y
soient des sommets de la triangulation. On se donne un élément de référence T'
dans le plan (simplexe), décrit par les équations x; > 0, ¢ =1,2; 21423 < 1,
et on suppose qu'il existe une famille d’applications (%;) : T — I9,, C* en
tant qu’application de R? dans R?, bijectives, et telles que les gradients D&;
alent pour image des espaces de dimension 2 en tous points. On peut définir
ainsi des espaces de Sobolev par morceaux notés PH*(I'g) ou plus briévement
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PH?® par
ue PH (Iy) — u|F?1 € HS(F?J) (t=1,...N),
N
lellprs =D llwo Rillfrry-
i=1
En particulier, on définit un produit scalaire «par morceaux»
(u,v)o:= Z(u 0 Ky, ¥ 0 Ki)2(T)-

qui définit une topologie équivalente a la topologie naturelle L? sur I'y.
On reprend 'analyse du paragraphe 5 pour les définitions et les propriétés
imposées aux maillages. On définit des niveaux de résolution I, par

Fg,k = ’fi(ng)

ol (T,ﬁ) définit le maillage de T" au niveau j, obtenu, d’un niveau a ’autre,
en coupant chaque triangle en quatre par les milieux des arétes. Les nceuds
de la triangulation sur la surface sont donnés par

FO R - T
Aj = Uilii(Aj )

ol AJT désigne les nceuds du maillage de T' au niveau j.
Pour des raisons de compatibilité, on impose aux représentations x; de vérifier
Ri(tR7(s) + (1 LORES(S) = B(tR; (s) + (1 LR ()

et ce, pour tout ¢ € [0,1], 7, = 1,...N; s, étant des sommets de la tri-
angulation sur un méme triangle I') ;. Cela signifie que les représentations
«conservent» les barycentres et que, par exemple, le milieu d’une aréte de la
triangulation de 7" au niveau j est envoyé en un «milieu» d’une aréte de la
triangulation de la surface au méme niveau de résolution.

On peut a présent définir les espaces de multirésolution

Aj(To) = {u €C)| wokily €Pyi=1.N, k= 1,..4]‘} . (8.1.1)

Comme le bord de I'y est polygonal, on peut toujours supposer donnée une
triangulation sur la surface I' tout entiére compatible avec la triangulation sur
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'y, dans le sens ot la triangulation sur ['y est une partie de la triangulation sur
I', et on peut aussi supposer que la triangulation sur I' vérifie les hypothéses
géométriques faites dans le paragraphe 5.2.1, de sorte que l'on a a notre
disposition une échelle de multirésolution (A;(I')); sur I' tout entier, et

Aj(Lo) = {elres ¢ € A1)} (8.1.2)

On muni A;(I'g) d’'une base nodale (fonctions d’échelle),

N] 11 . el
, @'y ok, siT e (T
Pl =4 T T T €Al (8.1.3)
il 0 sinon
Ces fonctions d’échelle sont continues sur la surface [y, et on supposera
qu’elles sont normalisées en norme ||.||o. On construit de la méme maniére

une base duale (§2t1) pour le produit (.,.)o par

0 sinon

i1 11 : (T
7], { e T AT ERD A

Autrement dit, on a, pour o, ¢’ € A;O,
(GZr-Hv S‘er’)o = Ncr(scrcr’ (815)

ou N, est une constante qui ne dépend que de la position du neeud: neeud
intérieur, sur le bord, coin, et nombre d’arétes arrivant sur le nceud...En
particulier, il ne dépend pas du niveau de résolution j.

Pour les définitions des @7 et #/+! sur le triangle T', on renvoie au paragraphe

5.2.1.

8.2 Ondelettes.

On distinguera ’analyse multi-échelle pour les espaces H*(I'g) pour s > 0
(et pour leurs espaces duaux ﬁ[LS(FO)) de 'analyse multi-échelle pour les
espaces [:js(Fo) pour s > (. Dans le premier cas, on parlera d’espaces sans
condition au bord, et dans le deuxiéme, d’espace avec condition de Dirichlet
homogeéne, ou plus briévement «nulle», au bord.



8 RESOLUTION NUMERIQUE. 145

8.2.1 Cas sans conditions au bord.

On définit les ondelettes (au niveau j + 1) dans I'orthogonal de A;(T)
relativement au produit scalaire (.,.)o par morceaux:

e =%, pour T € AL, (8.2.1)
]+1 j
N AL Z j)o 1 pour 7 e VI, = AT (AT (5.2.2)
Pz )o
Si on note

== Vect{tp;; 7 € V?O}

alors =;41 est 'orthogonal de A;(I'g) dans A;41(I'g) pour le produit (.,.)o sur
Iy.

8.2.2 Stabilité.

En ce qui concerne I'approximation des éléments H*(I'g) et les éléments
[A-jLS(FO), pour 0 < s < 1, elle est directement déduite de I'analyse des
ondelettes sur la surface I' toute entiére. Plus précisément, les estimations
directes et inverses sont encore vraies pour le cas de la plaque ouverte:

Proposition 8.2.1 Pour tout 0 < s < 2, et tout 0 < t < 2, il existe deux
constantes Cy et Cy, qui ne dépendent respectivement que de s et det, telles

que, pour tout uw € H*(I'y), et tout j € N,

}

inégalité directe (Jackson):

. f J_ . 5 < SQJ—Sj s 2
pgellg(l“o) Hu p]HL (To) = C. HUHH (To)» (8 3)

inégalité inverse (Bernstein):

oy € Ai(To), Iplley) < G2 Ipslliaqro). (8.2.4)

Preuve :
Inégalité directe: soit u un prolongement de u dans H*(I'), et soit p; le projec-
teur L?(I')-orthogonal de uw sur A;(T). De (8.1.2), si p; := pjIr,, pj € Aj(To).

On a alors

lw L pilleerg) < llw L pjlleer
< CSQLJSHQHH ()
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D’ot le résultat, en passant & 'infimum (& gauche puis & droite).
Inégalité inverse: Comme on ’a supposé, la triangulation (& tous niveaux de
résolution) de 'y est une partie de la triangulation de I' tout entier. On se
donne un élément p; € A;(I'g) et on le prolonge en un élément p; € A;(I) tel
que p; s’annule en tous les nceuds dans I'\T'y de la triangulation sur I'. Par
définition de la norme H*(I'y),

1Pillmewo) < llpsllaem)

et de I'inégalité inverse sur I' tout entier,
1p5llE o) < Ce2%|1; | L2y (8.2.5)

Or, sur chaque triangle Fi dans I'\I'y de la triangulation sur I' au niveau j,
de la régle du trapéze, et comme le volume de I'}, et en (24%7),

55120y < C2% Y Fi0)1
ceS(T7)

ou S(I'}) désigne les «sommetsy (nceuds) de T et la constante C' ne dépend
que de la représentation k passant des triangles courbes a un triangle de
référence. On obtient donc

17i |72y < C 252N, (7)|ps (7)),
TEAONAT,

ot N;(7) est deux fois le nombre de triangles extérieurs a 'y ayant 7 pour
sommet. De la construction de notre triangulation, ce nombre est (uniformé-
ment) borné (par rapport a j); en outre, en reprenant la regle du trapeze
avec des triangles intérieurs & I'y cette fois,

> 2 < CllpsliEaey
TGASOF‘I@FO

ot ' désigne encore une constante ne dépendant que de la géométrie de la
surface, donc

15372y = NPl o) + 131 22rs)
< COllpsllzz(ry)-

De (8.2.5), on déduit notre inégalité inverse.
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Avant d’utiliser 'analyse du paragraphe (4.1), il nous faut le
Lemme 8.2.1 U;>0A;(I'o) est partout dense dans H*(I'y), pour 0 < s < %

Preuve : en effet, si u € H*(I'y), et @ est un prolongement de u & H*(I'), pour
e > 0, comme UjsoA;(I') est partout dense dans H°(I'), on peut trouver
J>0et p; € Aj(T) tels que

Reste & poser p; := pj|r, € Aj(I'g), pour obtenir
[l L pillmerey < v L pjlley < e
U

On peut des lors utiliser I'analyse du paragraphe (4.1) avec pour projecteur
le projecteur orthogonal pour le produit (.,.)o sur L?(Ty) pour obtenir le

Théoréme 8.2.1 La famille (), est une base de Riesz dans H*(1y) et
dans H+*(Ty) pour tout 0 < s < 1:

2
2s] 2
22 el Y el
J20 Lo 720 Lo
TEV] He(To) TEV]
2
g g CT¢T ~ E E 24299 |c7'|2‘
720 Ty ~ >0 To
TEV] f—+(T'y) TEV]

Si 11y est le projecteur L*(Ty)-orthogonal pour le produit (., .)o, sur Ay, alors
c’est un opérateur continu de H*(I'y) dans lui-méme, et induit un opérateur
continu de H*(Ty) dans lui-méme, et, en notant 1, = 0,

Hu”%—s(ro) ~ Z 20299\ (10 L 101 Jul| (8.2.6)
7=0
et gy ~ S 2259 (T1; L 10, Yulf2 (8.2.7)

=0



8 RESOLUTION NUMERIQUE. 148

8.2.3 Cas avec condition «nulley» au bord.

_ On va devoir construire des espaces de multirésolution pour les espaces
H? avec s > 0, qui ne peuvent étre les A;(I'g); par exemple, les éléments
de H' doivent s’annuler au bord. Pour cela, il est commode d’utiliser une
caractérisation des éléments de H*(Io) (voir [24] et la proposition 6.1.3):

pour s > 0, on note Hy(I'y) 'adhérence de Cg°(I'y) dans H*(I'g), et si s > 0,
H*(Do) = {u e H*(Ly)| p™*ue L* (Do)} € HE(To).
ol p(x) désigne la distance de x € I'g au bord dl'y. De plus, la norme
[ull oy + o™ ull2(r)

est équivalente & la norme [A-js(Fo). On prendra garde a distinguer [A-js(Fo) et
H{(T'g), mais comme on peut le lire sur cette proposition, ces deux espaces
coincident si I'exposant est entier®. On pose alors pour espaces de multiré-
solution

Aj(To) = {p € A;(To)|  ¢lar, = 0}

Lemme 8.2.2 510 < s < 2, pour tout j >0, A;(To) € H?(Ty), et UjZOKj(FO)
est dense dans H*(I'y)

Preuve : les éléments ¢; € Kj(FO) vérifient ¢(x) < p(x) et donc sont dans
[A-js(Fo) pour tout 0 < s < 1. En outre, la fonction p*? est dans L?(Ty) pour
0 <o < 1, etlegradient de ¢; est dans L>(I'y), donc on a bien ¢; € [:js(Fo)
pour 0 <5 < §

Pour montrer le résultat de densité, il suffit de prouver que COO(FO) C U]>0A],
I’adhérence prise en norme HS puisque C§°(T'y) est dense dans HS(FO) Soit
donc u € C§(Iy), et fixons € > 0. Pour jy assez grand, on peut trouver dans
la triangulation de I’y une réunion K, de triangles contenant le support de
u et dont 'adhérence est dans 'ouvert I'y.

Pour k > jo, on note p; la restriction a Iy du projeté L*(I')-orthogonal
sur Ag(L'o) d’un prolongement (quelconque) de w sur I'; pp € Ag(I'o) (sans
conditions au bord) et on a déja vu que, pour s <t < 2,

I L pillareoy S 25 |lul mrero).-

~

3. En fait, ils coincident tout le temps sauf si ’exposant est un demi-entier (entier—l—%)
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On modifie alors pr en ¢ en annulant les valeurs sur les nceuds en dehors de
Kj,. La différence (pi L gi) est nulle sauf sur I'o\ K, .
On écrit alors, avec les inégalités directes et inverses, en se fixant t > s, ¢t < 2,

e L qullrecoy Sl L pellrecey + v L allecro)
< 2 gy + 2 ok L aellze o).
< 2HEIM ey + 2% [lpe L gl o)
De la régle du trapéze, et comme u est nul sur I\ K,
o L gillmreroy S 25 lullmreroy + 2% 1ol 22 0o\
S 25 gy + 2%k Lol 2o\, )
Enfin, on utilise 'inégalité directe pour obtenir finalement
e L gillazeroy < 270 Nullrer)-

~

En conséquence,
Jim flu L gellre(ro)

D’autre part, si p(x) désigne la distance de x € I'y au bord de I'yg, comme
d(K;,,0l) > 0 et ¢ est nul sur tous les nceuds en dehors de K, pour k
assez grand, on a

I (v L g2y S P (v L gi)lz2ro)

ol pg = %d(Kjo,aFo). Donc on a aussi
lim [[p**(u L i)l z2(r)
k—oc0
et donc, de ce qui précéde,
Jlim [ L arll gery)

ce qu’il fallait démontrer.
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Il reste a établir les inégalités directes et inverses pour obtenir une équivalence
de normes sur les espaces H*(I'g) avec s > 0 et sur les espaces duaux.

Proposition 8.2.2 Pour tout 0 < s < 2, el tout 0 < t < 3, il existe deux
constantes C; et Cy, qui ne dépendent respectivement que de s et de t, telles

que, pour tout uw € H*(I'y), et tout j € N,

inégalité directe (Jackson):

il lu L pillzae) < Co2 |[ull gogryys (8.2.8)
p;€A;(To)
inégalité directe (Bernstein):
Vi € Ai(To),  lpiller,) < C2YlIpillrro). (8.2.9)

Preuve : I'inégalité inverse est immédiatement déduite de 1'inégalité inverse
sur I’ tout entier, aprés prolongement par zéro.

Reste 'inégalité directe: pour j suffisamment grand, on peut trouver deux
compacts Kjl C Kj? formés de triangles fermés de la triangulation au niveau
7, tels que

— la distance entre les deux bords d(aK}, 6[&”]2) soit strictement positive,
c’est-a-dire que K¥\ K} est connexe et formée de triangles de la trian-
gulation au niveau j,

~ d(0K?,0T) > 0, c’est-a-dire que T'o\ K7 est connexe et est formée de
triangles de la triangulation au niveau j.
— d(K},0Tp) < C2Y

ot C est une constante indépendante de j (triangulation quasi-uniforme).

Soit donc u € [:js(Fo). On choisit @; € H*(I') un prolongement quelconque
de u|K? sur ['; on pose p; le projeté L*(I')-orthogonal de u;, et on pose
pj = p; |KJ2' On a déja vu (inégalité directe pour les éléments sans conditions

au bord) que

luw L pjlle(rzy < Nty L pilleery
S CSQJ_Sj"ﬁj"HS(F)v

ot (s est une constante indépendante de j et de u. Ceci étant vrai pour tous
les prolongement possibles de u|g2, on en déduit
J

lu L pyllieesy < 2l < Co2 ™ lull e
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On prolonge & présent p; sur I'g par ¢; € Kj de maniére continue en imposant
q;(T) = 0 pour tous les nceuds 7 € T\ K. On a toujours
lu L gl a2y < C2 lull ey - (8.2.10)
D’autre part, de la régle du trapéze, et par construction des compacts K;f,
HCIJ‘HB(FO\K;) < C"Qj"L2(Ix"J2\Ix"]1)
<C(llg; L UHL2(KJ2\K]1) + HUHB(K]?\K;))

< C(]lg; L UHL2(KJ2) + HUHB(FO\I«’}))
< O ull gy + Nulleorsry)

(8.2.11)

ott (' est une constante indépendante de j et de u. Comme ||ul|z2(ry\r2y <
J
HUHL2(FO\B’]1), de (8.2.10) et de (8.2.11), on déduit, avec I'inégalité triangulaire
v L gill2ro) < C(QLSjHUHﬁs(rO) + HUHL2(F0\KJ1))
Enfin, désignant toujours par p la distance au bord,
HUHB(FO\K;) < HPSPLSUHB(FO\K;)
< HIOSHLOO(FO\K;)HIOLSUHB(FO)-

Comme p < Cd(K},0l) < C2%, et de la continuité de I'application u —
ptou de [A-js(Fo) dans L*(Ty),

[ull 2 rosety < 24 lull ey (8.2.12)
On conclut donc

inf L gjllzze) < llu L gillzme < C25 ull gy
3;€4;(T0)

ce qu’il fallait démontrer.

4

On pose alors &50 I’ensemble A;O privé des noeuds sur le bord de Ty, et

%5_?_1 = ﬁg_f_l\ﬁgo Sur Kj(Fo), on a une base nodale (99]%)765507 de Riesz
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pour L2, et sa base duale (Gi)Tegro, dans Aj1(Ig). Les ondelettes seront
J

définies comme pour le cas sans conditions au bord, soit

77/57— = 99?—7 pour 7 € &507 (8213)
~ . S‘QZ—-Hv S‘QZr j V. A A
Vo=@t Y M%Hv pour 7 € V;2, := Al \ALL.
~ a ) o )0
UEA?O
(8.2.14)
Si on note

Ej = Vect{;ZT; TE %50}

alors §j+1 est 'orthogonal de Kj(FO) dans Kj+1(F0) pour le produit (.,.)o sur
I'y. De I'analyse du paragraphe 4.1,

Théoréme 8.2.2 La famille (;ZT)T est une base de Riesz dans [:js(Fo) et
dans H**(To) pour tout 0 < s < 1:

2

) IR D DI Dl i
i>0 T N i>0 T

TEV] (o) TEV]
2

Z Z cT%ZT NZ Z 229 ¢ |2

720 _ STo 720 _ STo
TEV; H—5(Ty) TEV;

Si 119 est le projecteur LQ(FO)-grthogonal pour le produit (., .)o, sur Ay, alors
c’est un opérateur continu de H*(I'y) dans lui-méme, et induit un opérateur
continu de H+*(Ty) dans lui-méme, et, en notant 119, = 0,

lull .,y ~ D 2 1119 Yl (8.2.15)
7=0
[allFr=crgy ~ D 2[0S LTIG, Julf3 (8.2.16)

=0
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8.2.4 Moments nuls.

Ici, on énonce les propriétés cruciales pour la résolution numérique de
I’équation intégrale, qui permettront de montrer la décroissance des coeffi-
cients de la matrice de discrétisation que 'on verra plus loin. Bien que 'on
ait deux types d’espaces discrets (et deux types d’ondelettes), les preuves des
énoncés qui suivent sont trés similaires, voire identiques, aux preuves de la
section 5.2.4. Elles seront donc réduites aux différences que I’on pourra ren-
contrer par rapport & celles correspondant aux énoncés de la section précitée.
Nous attirons I'attention sur les différences qui résident dans les énoncés eux-
mémes, en particulier concernant les estimations qui vont suivre.
Notation: on notera V]Fif' I’
veau j + 1 tels que les supports des ondelettes avec condition nulle au bord

ensemble des nceuds de la résolution au ni-

Y, € 553-1 ne rencontrent aucun support de fonctions d’echelle du bord
! € Aj(Dg), o € OTy. Comme Supp ’. a un diamétre en O(247), cela revient
a imposer la condition

T E %540* = d(Supp ,, ) > i 2, (8.2.17)

oll ¢y est une constante indépendante du niveau de résolution j, et ne dé-
pend que de la géométrie de la surface, et de la nature des triangulations
(triangulation quasi-uniforme).

On sépare ainsi les ondelettes «proches» du bord de I'y et les ondelettes
«loins» du bord (celles associées aux nceuds dans V;O’-I'

d’évaluer le nombre d’ondelettes proches du bord:

). Il nous sera utile

Lemme 8.2.3 Le cardinal de %50\65“' est en O(27).

Preuve : la «couronney {x € [o|d(x,dT) < 42 ot ¢y est comme dans
(8.2.17) est de volume en O(217), tandis que le support de v, est de diamétre
en O(247). En outre, si on se fixe une ondelette ;ZT, le nombre d’ondelettes ;ZT/
dont le support rencontre celui de ;ZT est uniformément borné (par rapport
a J, le niveau de résolution).

4

Les ondelettes v, et ;ZT ont des propriétés d’«orthogonalité» par rapport aux
polynémes, dans un sens proche de la proposition 5.2.2. Comme pour cette
derniére proposition, on énonce les résultats d’«orthogonalité» ou de décrois-
sance qui suivent dans un cadre général, faisant apparaitre le degré d des
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polynoémes choisis pour la multirésolution (et, ce qui parait plus intéressant,
son role dans les estimations). On insiste sur le fait que I’on a choisi, dans la
construction du paragraphe précédent, des polynomes de degré 1 (par mor-
ceaux), et donc d = 1.

On note

5, oeAl
la base nodale de A;(T') vérifiant

o~ 3 — /
5 (o") = 1l sso=0

0 sinon

Proposition 8.2.3 Soit v € C(T) une fonction scalaire continue, telle que
vor; € CT). (8.2.18)

On suppose qu’il existe un entier positif d tel que

YpePAT). p= Y p(r)d2, (8.2.19)

TIEAg

ou, plus sobrement, que ['analyse de multirésolution «reproduity les poly-
nomes de degré d.

Alors il existe une constante C(k,lo,d) telle que, pour tout j > 0, et tout
T E V]Fﬁ_l,

(0,6)0] < Cl o, 2D ol ey, (3220
avec
|v]| pwes.at1(rg) = mgxrgeagmrfgil | D% (v o k;)(x)]. (8.2.21)

En ce sens, on dira que la famille d’ondelettes (¢,) admet d + 1 moments
nuls.

Preuve : en tout point similaire a la preuve de la proposition 5.2.2.
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Ce qui différe dans ce paragraphe est le comportement des ondelettes avec la
condition nulle au bord:

Proposition 8.2.4 Sous les hypotheses de la proposition précédente 8.2.3, il
existe une constante C(k, Lo, d) telle que, pour tout j > 0, et tout 7 € V;_T_l,

(v,1)o < C(k, Lo, d) (25 |[0|| 12 (ar0) + 27 [0l prwocasi(ry))s  (8.2.22)

SiTe %5_?_1-" (ou st v|p, = 0), alors

(U7 777;7')0 S C(/iv FOv d)QLj(d-I—z) HUHPW"Ovd+1(F0) (8223)

En ce sens, on dira que la famille d’ondelettes (;ZT) admet d + 1 moments
nuls intérieurs.

Preuve : On note
5, o€ A;O,
la base nodale de A;(I'y) vérifiant

. 1 — !
5Z’(0-/):‘1 silo =0

0 sinon

et

To
CTEA]

définissant 'opérateur d’interpolation /;. De la propriété d’orthogonalité des
ondelettes, pour tout o € A;O,

(61,4700 =0 o€ Ao ogar,.
de sorte que

(o= Y v@)0 Pt D (v LILvvs (8.2.24)

s€A°NAT, €A (o)
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On a, cf. proposition 5.2.2,
(v L Los)ol S o L Lvllaonsuppsn) S 272 [oll pyeciars. (8.2:25)

D’autre part, pour tout o € A;(I'g) N Iy, en notant p(x) la distance de x
au bord de I'g,

(82, 92)o| S (P62, P 402)o
S o2 laello™ dr Loy
N HPHL2(supp5£,)H%ZTHFN(FO)
S 2M 2|9 e
< 2h,

les deux derniéres inégalités étant données par 1'inégalité inverse et la nor-
malisation choisie pour les ondelettes. Donc

Y e(e) (@)l

UEAJ(Fo)ﬁaFO
< 25 [0l arg) o € AT°| Supp 6 N Supp ¢, # @},

et, comme le nombre d’éléments de la base nodale dont le support rencontre
celui de @, est uniformément borné (par rapport a j),

Y w0 (8ol £ 25 0]l ory)- (8.2.26)

CTEAJ (Fo)ﬂaro

De (8.2.24), avec (8.2.25) et (8.2.26), on obtient la majoration cherchée

(U, 77/57)0 S C(KJ? FO? d)(QLj"U"LOO(aFO) + 2J_j(d+2) HUHPW"O’d"'l(FO))'

SiTéE V?O’—i', ou si v est nulle au bord, alors

Z U(O‘)((SZ,?ZT)O =0,

aeAfomaro

et donc le terme en 247 dans I’estimation précédente disparait.
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Des propositions 8.2.3 et 8.2.4, on tire deux corollaires (voir les corollaires

5.2.1 et 5.2.2)

Corollaire 8.2.1 On note g; := det((Oik;, Opki)re) le jacobien relatif a k;,
et g:=> . 1p,g; 0 kit On rappelle que g est supposée C° par morceau.

St g est contmu, alors, sous les hypothéses de la proposition 8.2.3, pour tout
], 81T E V]_H,

< U,@Z)q— >L2( )< QL] (d+2) H HPWoo d+1(r0)

-1~ olo
siThe Vi,

< U,@/)T >L2(Fo)< QJ'j"U"Loo(apo) + 2J_j(d+2)HUHPWoo,d+1(FO)7

et, enfin, si 7' € V;_?_’l—l_, (ou st v|sr, =0),

<0, > S 25 o] pres.ar (ry)-

Le deuxiéme corollaire est relatif & ’estimation des coeflicients de la matrice
issue de la méthode perturbée:

Corollaire 8.2.2 Soit r € Z un entier et H(x,y) une fonction de classe C™
sur un voisinage (dans R®) de T x T (ici, on se place sur la surface fermée
toute entiere) privé de sa diagonale x =y, et vérifiant

a nf (F Oé,ﬁ)
Dy Dy H(z,y)| < 7 Ly R T #y. (8.2.27)

On se donne deux entiers j > 0 et 3/ > 0, et on suppose Uhypotheése du
corollaire 8.2.1 vérifiée (continuité du Jacobien). Alors on a les estimations

sutvantes:
-5t TE V]_H, T € V]FOH; et si b; .= d(Supp ¥, Supp 1) > 0, alors
| < Hibpy oo Spary) | S 2H0FDEH LG (8.2.28)

- SiT€ V;_?_l, e Vho i1, €t si 6y = d(Supp ¥, Supp ;ZT/) > 0, alors

| < H¢T777Z)T/ >L2(F0) |

< 2J_(d-|—2)j2j_]'/5j_(c/l+3+7’)(1 + 2J_(d-|—1)j’5J_(c/l-|—1))‘ (8229)

F07
Si, en outre, 7' € iy

| < Hipr, o >paryy | S 2505 GET, (8.2.30)

’T’T
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- SiT € %gf_l, T € %gf_l, et si &; 5 1= d(Supp -, Supp ;ZT/) > 0, alors

| < H@Zn%zr/ >12(T) |
< LR FEEF () (LD 4 gL+ gL (8.2.31)

+ 2J.(d+1)(j+]‘/)5J_(2d+2))‘

7,7!

To,+

. / i
St, en outre, 7' € V[T,

| < }{¢77¢T’>77(F@|

< 2J_j2J_(d-|—2)]‘/)5J_(c/l+3+r)(1 n 2J_(d+1)]‘5J_(c/l+1))‘ (8.2.32)
et si, enfin, T € %5_?_1-" et 7' € %;O_J, alors
| < Hipy, > 120y | S 2HEFDH g0 (8.2.33)

Dans toute la suite, on supposera I’hypothése du corollaire 8.2.1
(continuité du jacobien) vérifiée. Ce paragraphe (et le suivant) est trés
proche du paragraphe 4.2 (et du paragraphe suivant), et on s’y référera pour
les détails des démonstrations des énoncés; en réalité, seules les définitions
des espaces discrets changent, et on adapte de maniére linéaire la situation
vue dans le cas des sufaces fermées (cf. section 4.2).

8.3 Meéthode de Galerkin pour la résolution de I’équa-
tion intégrale.

Définition 8.3.1 Les espaces discrels seront définis par:

1

~ ~ ~ L ~
X} = I'Otr AJ(FO) X} = I'Otr AFO,Dir AJ(FO) (831)

~ ~ 11
X? == VF A§(F0) X? = VF AFO,Neu A}(FO) (832)

avec

A%(To) 1= {uJ € Ay(To)| /F wy ds = o.} | (8.3.3)
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On remarquera que, pour k = 1,2, ??}“ et ?/(\}“ sont de méme dimension, qu’ils
sont duaux pour le produit scalaire L*(Ty) et, si (X¥)? et (X'¥)° désignent les
espaces polaires correspondant (pour la dualité L?), on a

Lemme 8.3.1 Pour k =1,2,

1.
SO T
Xjcay, ur =at (8.3.4)
SO e AN
Xjcay, U =4t (8.3.5)
2,
X (A5 = x* (8.3.6)
X (A0 = x* (8.3.7)

Preuve : similaire au cas des surfaces fermées.

Remarque: X} et X7 ne sont pas de méme dimension, mais tous deux ont
une dimension en O(22%7).
On travaille encore sur des espaces a moyennes nulles:

Définition 8.3.2 on définit, pour s > 0,
H;(Tg) := {u € H*(I'y)| /Fu ds = 0.}
On note L? = H?, et j-v]*“(FO) le L2-dual de H:(Ty). On rappelle que
j-v]*“(F) = {u € [:j“| <u,l >= 0}
Enfin, on note Il le projecteur L* orthogonal de L* sur A%, avee 111, = 0.

Comme pour le cas des surfaces fermées, on a le

Lemme 8.3.2 Pour tout s € [0, %[, il existe une constante C telle que, pour
tout A € H:(Ly), et tout J >0,

1A LA < 2571

H;(To)
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duquel on déduit le

Corollaire 8.3.1 Pour tout s, 0 < s < %, et tout t > s, t < 2, il existe une
constante C' telle que, pour tout X € H'(T'y), et tout J >0,

IN LT A 5(r0y < C2HM N gy

puis le

Théoréme 8.3.1 Pour tout s, 0 < s < %, pour tout A € H: (L), et tout
p € H*(To)

Mz ~ > 2% (11 L 11102 (8.3.8)
7>0

M -~ > 2|1, LT )M (8.3.9)
j>0

On peut alors énoncer un résultat concernant les projections sur X% et sur
X% (& comparer avec la proposition 4.2.2):

Proposition 8.3.1 On peut définir les projecteurs Py € E(j(vk) et ]3}“ €
L(XF) tels que

ImPY = /'Elf, KerPy = (/'Elf)o,

Imﬁff = ?/(\f Kerﬁf = (??}“)0
De plus ces projecteurs sont uniforméments bornés, i.e.

sup HP}“H@F@ < oo sup HP}“H@F@ < 00. (8.3.10)
J>0 J>0

ﬁ}“ est lopérateur adjoint de P¥, ﬁ}“ (resp. P}.,) commute avec ﬁff_l_l (resp.
Pk ), et ces projecteurs convergent simplement (ponctuellement) vers l'iden-
tité:

8.3.11
8.3.12

8.3.13

VuE.j(vk,Vu/E.)?k, <Pffu,u' >77=< u,ﬁffu’ >3 2 ( )

P§P§+1:P§7 ﬁ§ﬁ§+1:ﬁ§7 ( )

vut e ;?k,}im Ju* L Piu*| 5 =0, ( )
—+00

Vit e )?k,}im |@* L P¥a¥|| 5 = 0. (8.3.14)
—+00
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Preuve : identique a la preuve de la proposition 4.2.2, avec les relations

—~ 11 ~ 11 ~
P} I'Otr )\1 = I'Otr Hg)\l P} I'Otr AFO,Dir )\1 = I'Otr AFO,Dir Hg)\l

11 . 11 ~ —~ Lo~
P3 VF AFO,Neu )\2 = VF HJ AFO,Neu )\2 P3 VF )\2 = VF HJ)\2

~ ~ 11 ~ ~ 1
pour Al EH%,)\QEH*L‘),)\I EHL%,)\QEHE.

On déduit le méme corollaire que celui de la proposition 4.2.2:

Corollaire 8.3.2 Soit K : X* — )?k, et K@ XF = X* deux opérateurs
compacts. Alors

)= y =0

T [|K (T L Pl gy =0 Jim [|K(1d L ) o0 = 0.

lim [[(1d L PP ey =0 lim [|(7d L PHYR oz

On note Py : X — X = ??} —I—P?}, Pyu = Ejpfuj, pour u = u! +u? € X.
On fait de méme pour ﬁj.

On rappelle que 'opérateur intégral L peut étre défini par Lu = (L'u, L?u)?,
avec L1 : X — X’*. On note alors:

L= PrLpy - Xy — X (8.3.15)

LM = PFLyPY o X — AF (8.3.16)
et

lel = (L}]u, Lgu)T : .)E] — .)?J. (8317)

on a la méme condition «inf-sup» que dans la proposition 4.2.3

Proposition 8.3.2 [l existe une constante Co > 0 et Jo € N tels que, pour
tout J > Jy,

|< LJUJ,VJ>|

> O, (8.3.18)

inf sup
u X\ {0} v, e¥,\{0} sl #llvall
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et son corollaire

Coroll\aire 8.3.3 1. Pour J > Jy, Ly est un isomorphisme de ?E] vers
Xj.

2. 1l existe une constante C' > 0 telle que, pour J > Jy, si uy est la
solution de

Lyuy = f; := (P}, P), (8.3.19)
et siu est la solution de Lu =1f dans /’F, alors
[ Lusllg < CUELEsllp+ (1L Pou)ll). (8320
En particulier, (uy) converge vers la solution cherchée u en norme
d’énergie.

Ici, méme avec un second membre régulier, la solution de 1’équation in-
tégrale admet des singularités, et le terme de «régularité» ||(1 L Pj)ul| va
pénaliser la méthode de Galerkin, réduisant sa convergence en O(h%“) ol
0 < & < 1 est un réel arbitraire, et h le pas de subdivision (O(2+7)).
Toujours suivant "analyse du cas des surfaces fermées, on va modifier la mé-
thode de Galerkin conforme en une méthode non conforme qui aura I’avan-
tage de pouvoir s'implémenter et d’utiliser I’analyse des éléments finis clas-
siques (et des ondelettes sur des espaces de Sobolev classiques).

8.4 Le systéme modifié: perturbation et changement de
variables.
8.4.1 Le systéme perturbé
On pose
V5= (A e < (A5 [l ,-3)
V= H3 % IA-LL%.
Vo= HY7 x HE.
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Ly induit un opérateur bijectif (pour J assez grand) ZJ YV — j}ﬁa oll j}j
est le [?-dual de Y.

ZJ _ kzz}f kz;[j}]z
R2LAY L L%
et pour tout A\; = (AL, A%) € V3, et tout py = (uf, 13) € V3,

< LYY Y >=< Vrotr A}, rotr py >

T12y2 1 H 2 1
< LA 1y >=< V V1 Ar, Neu Aj,rotr p; >

T21y1 2 1 H 2
< L5 A, p5 >=< Vrotr A}, Vi Arg Neu £ >
< LPNG 5 >= < VAL ug > . .

1k <V Vr AFO,Neu )\3, Vr AFO,Neu M3 >
Gréce a nouveau aux équivalences de normes sur X (cf. théoréeme 7.1.1), on

ala

Proposition 8.4.1 ] existe deux constantes Jy et C > 0 telles que, pour
J Z JO;

< Ly, >
117l

> (8.4.1)

inf sup
AEVIMO} ey foi (| AJ]

Y5 Y5

et on a un corollaire analogue au corollaire 8.3.3, mais ici, on exploite la
forme des espaces discrets:

Corollaire 8.4.1 Sif € X et siu € X, et si (décompositions de Hodge)
IR - ~ o~ o~ ~
f= I'Otr AFO,Dir )\1 + VF )\2 A= ()\1, )\2) € y*,
L1
u = rotr A +Vr AFO,Neu )\2, A= ()\1, )\2) - y*,
alors
~ L1 - Lo~
ij = I'Otr AFO,Dir Hg)\l + VF HJ)\2 (842)

11 .
PJu = I'Otr Hg)\l + VF AFO,Neu HJ)\27 (843)
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ou My est le projecteur L2 orthogonal sur A%, et 119 est le projecteur L*-
orthogonal sur Ay.
De plus, si u est la solution de Lu =1, et si A\j € YV est la solution de

Vs = (g 13) € V5,
< LAjpg > =<f,rotpuy+Vr AAF“ p? > (8.4.4)
=L <X ph>L <N uj>

alors il existe une constante C indépendante de J telle que

IAY LAYy 4 11N L N3]y

< CI LT oy + IO L TN (8.4.5)

0 1 B 2
I LIz + 1 LIL)AT )

(C’est exactement le résultat du corollaire 8.3.3 avec les relations liant Py, ﬁj,
I1; et 119 vues dans la proposition 8.3.1.

Pour pouvoir calculer les éléments issus de I'inverse du laplacien (Neumann),
on va perturber le systéme discret et introduire deux variables auxiliaires,
relatives aux laplaciens. La perturbation va nous amener & changer les espaces
de résolution, et on quitte donc le cadre de résolution dans A'. En fait, on
passe d’une méthode de résolution conforme a une méthode de résolution
non conforme comme on le verra par la suite.

Définition 8.4.1 On note Q) la projection de H(I'o) sur A%(To) orthogo-
nale pour le produit scalaire < A\, >.=< Vr A, Vr 1 >r2(ry).
On note aussi ALNeu“ = QJ(AF()’NeuJ_l

A’})'

Lemme 8.4.1 Pour toul J, et toult py € A, (5 := ALNeu“ wy est la solu-
tion du probleme variationnel (discret)

Ve, | VieoVrd, ds:/ 15CYy ds. (8.4.6)

FO 1_‘0

De plus, Qy est autoadjoint, uniformément borné dans L(H}), et
lim |[A L QsA||g: =0
J—=o0 *

pour tout A € H}.
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Définition 8.4.2 On définit Uopérateur T, sur Y5 par:

N szu szﬂz
T, = o - 8.4.7
! (k?T}l LT?) (8.4.7)

avec
=17 (8.4.8)

et pour tout Ay = (A, A\3) € V3, et tout py = (u,15) € V3,

~ 11
< TP\ 1 >=< VVr Qj Ar, Neu N5, TOtr 11 > (8.4.9)
~ 11
<TPN, % >=< Vrotr A, Vi Qg Ary New 15 > (8.4.10)
<TPN 5 >
—< VA2 2 > (8.4.11)

1k? < VVrQsAryNew A,V Q7 Ary New ™ 112 >

On peut ’écrire aussi comme perturbation de Lj:

Ty=1L; LRy (8.4.12)
avec
0 k2R12
Ry = (m31 méz) (8.4.13)
11
< RPN b >=< V V(1 LQy)Ar, Neu AJ, rotp pl > (8.4.14)
11
< RPN, p >=< Vrotr Ay, V(1 L Q1) Ary New 115 >, (8.4.15)

< RPN, u5 >
=<V Vr(l LQy) Afi),NeuJ_l NV Qy AFO,Neui_ll s >
+ < VVF AF07Neu )\37 VF(l 1 QJ) AF(),Neu M3 > (8416)
=< VVrQsAryNeu ' A2, Vr(1 L Q) Ary New™ 1% >
+ < V VF(l L QJ) AFO,NeuJ_1 )\37 VF AF(),NeuJ_l M3 > .
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Proposition 8.4.2 [[ existe deux constantes C' et Jy tel que pour tout J >
J1,

Ty
inf sup [ <Tshs,pg > | > C. (8.4.17)

A€V} useyavoy IAsllslleslly, —

Preuve : Comme pour montrer la condition inf-sup (4.3.17), on obtient

. | < Ly, g > |
inf sup
A€V} seyavoy ATy Il |l
< TyA >
< inf sup | sAs,pg > | +eg
Ase€YIMO} ey {0} [ Asllys |l sy
avec
| Rl Vreyr Seg
et
11
e = (1 L Qy) AroNeull -4
L’injection HYs < H*! étant compacte,
s er =0 i 1l ey =0

La condition inf-sup sur T est alors déduite de la condition inf-sup sur ZJ,
en prenant J; > Jy suffisamment grand.

4

SifeXn L*(Ty), on note f] = (f}, ]}3) I’élément de j}§ vérifiant, pour tout
pa = (py. 15) € V5

< E,/ﬁ, >=< f,rotr u} >=<rotr f,u}; > (8.4.18)
< 2} >=<f,Vp Aptheu py > (8.4.19)

et Fy = (Fv}, Fv}) I’élément de j}§ vérifiant
< F Y >=<f rotr i} > (8.4.20)

~ 11
< Fg,/,bg >=< f,Vr QJ AFO,Neu M3 > (8.4.21)
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En particulier, f} = Fv}
Nous avons donc deux problémes résolubles pour J suffisament grand:

Lidj=fs
T,0, = F,

On rappelle que le premier probléme n’est autre que la méthode de Galerkin
choisie pour la résolution de 1’équation intégrale de départ, ou, plus sobre-
ment, si

11
1 2
uy = I'Otr )\J + VF AFO,Neu )\J,

alors
LJUJ = fJ.

Du corollaire 8.3.3, on a une estimation de I'erreur ||u L uy||, entre la solution
de I’équation intégrale et la solution «Galerkiny», en fonction (de la régularité)
du second membre et (de la régularité) de la solution u. Il nous reste donc a
estimer ’erreur commise en résolvant le systéme perturbé.

Théoréme 8.4.1 Soit f € X N L*(I'y). Soit u € X la solution de Lu = {.
On note

u:ul—l—u2

11
= rotr Al + Vr Ar, Neu A’

la décomposition de Hodge relative a u, avec u® € /%vk, kE=1,2.
Pour J > Jy, soit \j € Y3 la solution de

Vg € V5, < Lydy, g >=< fy, 115 >, (8.4.22)
et 05 € V3 la solution de

Vg € V5, < Tyl g >=< Fy 15> . (8.4.23)
Si

11
Ej = H(l 1 QJ) AFO,Neu H (8424)

~_1
Hl+H™2
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alors on a lestimation
105 1 3 ally, < COIElLg + €152 .
La suite (ey) tend vers 0 lorsque J tend vers Uinfini, et
lm A} L0}, =0

lim [[A3 L 67 ~_» =0
lim (133 L6315
. ~ 1
lim rotr (9}] —u' =rotr \'  dans H*2
J—00
. . ~ 1
lim (9?] = divru dans H*2
J—00

11 11
Jhm VF QJ AFO,Neu (9?] = ll2 = VF AFO,Neu )\2 dans L2
—+00

Preuve : en tout point similaire a la preuve du théoréme 4.3.1

168

(8.4.25)

Remarques: encore une fois, il est nécessaire ici de supposer f € L?, pour

obtenir un second membre continu dans les espaces ad hoc. En outre, on a a

faire & une méthode non conforme: la solution «discrete»

11
uy = rotr (9}] + Vi Q7 Ar, Neu 9?}
n’est pas dans X' = T H'%(divy). La relation de convergence

. 2 2
b=

montre que la méthode donne une approximation de la densité de charge qui

vit sur la plaque, et cette fois, on a une convergence en norme d’énergie.

8.4.2 Laplacien discret.

On va ramener le probléme perturbé a une méthode de Galerkin sur un

espace & quatre variables scalaires. On rappelle que, pour tout p% € A%,

11 9 11 9
CJ = QJ AFo,Neu My = AJ,Neu Mg
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est solution du probléme
Trouver (; € A tel que Vo5 € Ay,

/ (Vi) Vresds = L/ p5eyds.
Lo

Lo

Suivant 1’écriture du probléme perturbé, on introduit la variable

11
G := Q1 Arg New AJ- (8.4.31)

Revenons au systéme discret (perturbé); on cherche A; € (V5) tel que, pour
tout py € (V7):

11
k? < Vrotr )\}],rot /,L}] >4+ <VVrQy Ar, Neu )@,rotr /,L}] >
11
+k? < Vrotr A}, V AT, Neu f15 >
L < VAL u% > +k> < VVE Q1 Ary New A5, Vi Q7 Ary New 115 >
11
=< f,Vr QJ AFO,Neu M3 >+ < I’Otrf,/,L}] > .

Prenant p} =0,

11
k> < Vrotr Ay Vi Qg Ar, New pis >

11 11
L < VA u3 > +k* <V VrQyAryNea AT, Vi Q1 Arg Neu 1 >

11
=<1,V Qy Ary New 5 > .

Posons, en remarquant que (5 = Q) AFO,NeuLl A%, et toujours en supposant

f e L*(Ty),

AFO,Neu ﬁj 2:k2 din lro VF I'Otr )\}]
—|— kz din lro VF VF g] (8433)
1 din lrof

et

ns = Qun. (8.4.34)
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On notera que 77 est bien définie, car pour toute fonction g € L*(T'y),
divr(1r,g) € HF' (o).
Ainsi, 17y est solution du probléme

Trouver 177 € H! tel que
Vo € HY,
Vr ﬁJVFQO ds =< k2V rotr )\}],VFQO >L2(F0)
Lo
+ < 2V Vr CJ,VFQO >12(T)
1< f,VrgO >L2(F0) .

et que ny = Q1 est solution du probléme

Trouver ny € A7 tel que
Yos € A7,

/Vr nsVr e ds =< k*V rotr )\}],VF WJ >L2(Iy)
r

+ <K'V Vr (s, Vres >2w,)
1< f,Vr ©OJ >L2(F0) .

Or
N 11 ,
1 < Ary Neu 17, @7 Arg Neu 117 >
11
=< Vs, Vr Q1 Ar, New i >
11
=< VrQi1, V1 Ary Neu f15 >
= L <ng,p>
D’ou
< g ps >4 < VAL >=0; (8.4.35)

et ce sera ’équation relative & A%. Enfin, en prenant p3 = 0 dans (8.4.32),
on obtient

kz I’Otr VF I'Otr )\}] + kz I’Otr VF VF )\}] = I’Otr f. (8436)
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Réciproquement, une solution (A}, A2, (s, 75)T des équations (8.4.31), (8.4.33),

(8.4.36), (

8.4.35) est solution de (8.4.32).

On note alors

25 = Yy < (A% LK),

(8.4.37)

et 2} lespace L?-dual correspondant. Le probléme discret est équivalent au

probléme:

Trouver Zy = (A}, A%, (s,ns) dans Z5 tel que pour tout Z'; dans 23,

avec

et si

<A; 75,7 > I2(To)= F(Z5)

2T 0 W 0
A | 0 ET 0 Id
0 Id 1L AjNew 0

Wi o0 W9 L AyNeu

WJ = kz I’Otr VF VF
W} = kz din lro VF I'Otr
W}J = kz din lro VF VF

Zg/] = (II’L}]?/’L37CZ]7T/¢/])T7
f(Zf;) =< rotr f,/,L}] >12(T) 1L <f Vp 775] >12(T)

(8.4.38)

(8.4.39)
(8.4.40)
(8.4.41)

(8.4.42)
(8.4.43)

Les opérateurs Wy, W) et W9 sont des opérateurs de Z; dans son dual.
On notera Ay la matrice de Ay relative & une base (pour distinguer matrices

et opérateurs).

8.4.3 Traitement des constantes: le systéme augmenté.

Jusqu’alors, on travaille sur 'espace

25 = Ay x (A
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qui est assez contraignant, faisant apparaitre des éléments de moyennes nulles.
Comme pour le cas des surfaces réguliéres sans bord, on modifie le systéme
pour obtenir un probléme équivalent d’inconnue dans

ZJ:KJ X (AJ)3

On commence par remarquer le le probléme perturbé avec changement de
variables (matrice Ay) est une méthode de Galerkin pour un probléme en la
variable

ZeZ =Y xH' xH: Yy :=H

~1

1
x H, *.

=

défini par:
L =F
avec, pour tout Z = (AL A2 ()T € 2% et tout Z' = (pt, p?, ')t € 27,

< LZ, 7' >= ki< V rotr )\1,I'Otr Ml >r2
+k*2 <V Vr( rotrut >0
+ < ‘/)\2,IM2 >12 + < 77,/12 >12

4.44
b <AL S < VGV S (8.4.44)
1k% < Vrotr )\I,VF 77/ >r2
1k? < VVr C,Vrnl >r2 + < VFU,VFU/ >r2
et le second membre est donné par
< F, 7' >:=<rotrf,u' > L <f,Vrn >p2. (8.4.45)

L est bien défini sur Z tout entier, avec
Z=Yx H x H: Y:=H?x H*3.
On note
Z:=H" x H? x H™ x H"
le L?-dual de Z. Alors on a le

Lemme 8.4.2
Modulo un opérateur compact, L est fortement coercif, donc un opérateur de
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Fredholm de Z vers son L*-dual 2; de plus

M =0,
Z =M )t eKerl = X =0,
b 79 CE(C

77:

el
ImL = H2 x H? x H™ x HM

Preuve : Le fait que ce soit un opérateur de Fredholm vient (essentiellement)
du théoréme 6.3.1. En ce qui concerne le noyau, si Z = (A, A2 ()T € KerL,
en prenant pour fonction test 7' = (0,0, 1, O)T, on trouve

< )\2,1 >L2: 0

~1
donc A2 € H:2. Ensuite, en prenant 7’ = (u', 12, (', n')T tel que p?, (' et v/
soient & moyenne nulle, on a

<LZ.7 >=<LZ.7 >

Z:ZL(O,O,/FOQ“,/FOn)T

Enfin, en choisissant u? et (' telles que

avec

/ L 2
C = AFo,Neu M

ce qui est toujours possible car on a choisi x? & moyenne nulle, on obtient
11
Lu = 0, u = I'Otr )\1 + VF AFO,Neu )\2

ol L est notre opérateur intégral de départ. En conséquence, de I'injectivité
de L, \' = X? = 0 et n et ¢ sont des constantes. Revenant & ’équation
L7 =0, elle se résume a

<nppt>=0 (VP e HYE),
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et donc n = 0. On a donc
KerL = C(0,0,1,0)".

En ce qui concerne I'image, elle est de codimension 1 et est clairement incluse
dans

HY2 x H2 x 0 x H!
et donc cette inclusion est une égalité.
O

L est donc un isomorphisme de Z/KerL sur Zm£L. On rameéne 'opérateur
4 un isomorphisme entre Z x C® en rajoutant trois lignes et trois colonnes,
gardant 1’équivalence avec le probléme perturbé:

Lemme 8.4.3 On pose ) = Z x C°, avec
Z = Hz(To) x H*3(Ts) x H'(To) x H'(Ty),
et, avee les notations précédentes, pour
U=(Z,a)'€Q, Z=0" 2 a:=(ay...as) €,
U= (2,0 €9, 7= (uyogit), o i=(ah...0}) € C,

< MU U >=< LL 7 >

4
+ ) <Mk >
Z; ’ (8.4.46)

4
+ Z <o, >

k=2
Alors, modulo un opérateur compact, M est fortement coercif de Q0 dans son
dual
0:=Z x C®,
munis du crochet de dualité

pour V.= (F,3) Eﬁ, U= (Z,a) €,

4
<VU>qg=<FZ>:+> Bar.

k=2

De plus, M est un isomorphisme entre ces deux espaces.
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Preuve : identique & la preuve du lemme 4.3.3 en remplacant le laplacien
surfacique par Ar, Neu-

U
En guise de corollaire, on a le
Lemme 8.4.4 Soit f € X = T H*3(rotp, o) N L2(Ly), et
F = (votr £,0,0,divp(1p,f)) € Z & = (F,00) € Q.
Alors la solution U = (Z,a) € Q de MU = & vérifie:

0
= (A A2 (Cn) €2 =H? x H'? x H' x H!
= rotr A' + V¢ est solution de Lu = f dans X.

o
Il

Cela signifie (la réciproque étant aussi vraie) que résoudre Lu = f est équiva-
lent a résoudre MU = F' avec un second membre bien choisi et une condition
(minimale) sur f.

En faisant une méthode de Galerkin pour 'opérateur M, on obtient le ré-
sultat cherché (élimination des constantes): on pose

Q= Ay x A3 x C°.
alors

Proposition 8.4.3 ] existe Jy > 0 el une constante Cy tels que, pour J >
Jo,

< MUJ,UJ
inf sup > C,
UJ€QJ\{O}U/€QJ\{0} [UsllellUslle —

M induit donc un opérateur My de Q; dans son dual, bijectif pour J suffi-
samment grand.

De plus, sif € XN L*(Ty), et si, pour J suffisamment grand, Uj est solution
de

MU, = Fy € Q, (8.4.47)
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avee, pour tout Uy = (7%, a') € Q, 7, = (pu, 12, 5nf) € 2,
< B, U} >=<votrf,puh > L < £,V >,
alors, en notant
Ur=(Z5,0y),
Zy = (N3 A5: Crama),
A2, Cr,my sont @ moyennes nulles, et
0;:= (N, 0% e )s
est solution du probleme perturbé discret (cf. théoréme 8.4.1)
T50; = Fy.

Preuve : La condition inf-sup est une conséquence du fait que M est fortement
coercif, modulo un opérateur compact (voir la preuve de la proposition 4.2.3).
Le lien avec le probléme perturbé se lit facilement en prenant pour fonctions
tests, dans un premier temps, des éléments du type (0z,¢’) pour avoir des
moyennes nulles, puis en prenant des fonctions tests a moyennes nulles, 7;
est solution de

< LZ;, 7, >=0, (75 € Z7).
U

La matrice B; obtenue en représentant M, suivant les bases d’ondelettes
(17) et (¢,) est la matrice Ay (représentation de Ay de la section précédente)
augmentée de trois lignes et de trois colonnes: elle s’écrit par blocs

L A Yy
m= (30
Ay est une matrice carrée de taille ﬂKJ x 3¢A s, tandis que la matrice Y (resp.

Y}) contient ﬂKJ x 34A lignes et trois colonnes (resp. Y a trois lignes et
§A; x 3§A, colonnes), définie par blocs par

_ OKx:a
= (")
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ou l'on a posé

(L) = (< 1,9, >L2(1“0))T (matrice colonne de taille $A ),
(U, 1) = (< ey 1 >121)) (matrice ligne de taille §A ),

03, .3 la matrice nulle a trois colonnes et ﬂKJ lignes, et O sa matrice

transposée. La matrice Ay est définie par blocs

SXKJ

An 0 Az 0
0 Ay 0 Ay

Ay =
d 0 A3 Az 0
A41 0 A43 A44
avec
All,(ﬂ'/ﬂ') = kz <V I'OtF 77/[;7'7 rOtF 777;7'/ >L2(F0)
Az (mr7) =< Vibr e > 12
ASS,(T’,T) = A44,(7",7') =< Vi, Vit > 12(To)
Aza (1) = A7) =< o >12(1g)

At oy 1= LK < Vrotr trr, Vit >1ary)
Az (rr7) = LE> <V N, Vi >ary) -

8.5 Estimations d’erreurs pour la méthode perturbée.

On est dans ce paragraphe au cceur de la méthode présentée ici, a savoir
la résolution des équations intégrales pour le probléme de Maxwell par des
méthodes utilisant des ondelettes.

On a déja exhibé cette méthode pour le cas des surfaces fermées réguliéres.
La structure générale de ce paragraphe va suivre celle du paragraphe 5.3.1,
et on va montrer que, dans les estimations finales du moins, les différences
apparaissant entre le cas de la section 5.3.1 et le cas (ici) des plaques ouvertes
ne proviennent en définitive que de la nature du probléeme, c’est-a-dire, en
réalité, que de la géométrie de la surface métallique.

En effet, dans le cas des surfaces réguliéres fermées, on sait que la solution
de ’équation intégrale a «autant» de régularité que le second membre (onde
incidente). Dans le cas des plaques ouvertes, des singularités apparaissent du
fait de la géométrie du probléeme (cf. [12]); les estimations a priori étant liées a
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la régularité de la solution, on ne peut pas espérer mieux qu’une convergence
(ici) en (’)(h%“), ol h est le pas de subdivision pour, disons, une méthode
de discrétisation, cf. [46]. Et c¢’est précisément ce que 'on obtiendra.

En ce sens, on aura in fine des taux de convergence optimaux.

En ce qui concerne la mise en ceuvre, dans notre cas des plaques ouvertes,
les différences (avec la section 5.3.1) sont résumées en deux points:

— la nature des espaces, et le comportement des opérateurs. Ces deux
notions sont intimement liées, encore une fois, a la nature de la surface.
Pour le comportement des opérateurs, on retrouve (essentiellement) le
comportement de "opérateur de simple couche, et les remarques faites
plus haut. En ce qui concerne les espaces, on retrouve évidemment,
dans le cas discret, deux familles d’ondelettes liées aux deux familles
d’espaces de Sobolev sous-jacents (avec ou sans condition au bord).
Dans les coefficients de la matrice, on trouvera des éléments faisant
intervenir ces deux types d’ondelettes, et des précautions seront de
mises pour exhiber une (bonne) décroissance de ces éléments (lorsque
le niveau de résolution monte).

— Le seuillage. On comprend bien, avec les espaces en jeu, que l'on doive
prendre des précautions lorsque I'on manipule des objets (ou fonctions)
«proches» du bord, puisque c’est la que les choses se passent, en quelque
sorte. Le seuillage choisi exprime trés bien ce phénoméne: dans la ma-
trice & compresser, on regarde différemment les éléments contenant des
ondelettes proches du bord (quelle que soit la condition au bord) et
les éléments ne contenant que des ondelettes «loins» du bord. Pour ces
derniéres, on applique la stratégie de troncature vue dans la section
5.3.1 (rien n’est «différent» loin du bord...). En revanche, les autres
éléments doivent étre traités autrement (voire méme pas du tout: on
les garde) et on applique une stratégie de troncature «spécifiquey...

Définition 8.5.1 On introduit les familles d’espaces, pour tout s réel,

o~

XS = THS(rOtF,Fo) (8 5 1)
= {f € H*(I'o)®| rotr f € H*(Iy), (f,n)gs = 0} -

et

X, :=TH (divr, Ip)
.= {u e H*(I'y)*| divpu € H*(Ty), (u,n)ps = 0}

(8.5.2)



8 RESOLUTION NUMERIQUE. 179

Suivant la preuve du théoréme 7.2.3, on observera que

Xi,={f]r,; £ € H¥(D)?, rotr £ € HY(T), (f,n)ps =0}, 11<s<0,

avec des normes équivalentes. En particulier, j(vL% =X, et ?/(\L
rappelle que la résolution de I’équation intégrale

Lu=f~f
est équivalente & la résolution de 1’équation
L7 =F
ol
Z =\ eV =H?x H2 x H' x H'

avec la condition f € L?(Ty), L est donné par (8.4.44) et le second membre
F'est donné par (8.4.45). La solution u de ’équation intégrale initiale est
donnée par

u =rotr \' + Vr (.

Le théoréme 6.3.1 sur la régularité du potentiel de simple couche permet un
résultat de régularité sur la solution u de I’équation intégrale:

Proposition 8.5.1 Soit f € Xy = T H (rotr,['y), alors la solution u de
léquation intégrale Lu = £ est dans X\. pour tout e €0, %], c’est @ dire

ue H(Ty), divrue H¥(Iy), 0<e<

[N

Preuve : on pose, pour 0 < ¢ < %
Q° = H' x H* x H' x H"
Q= H* x H'Y* x ' x H!

regarde 'opérateur £ comme opérateur de 2° dans 0°. Du théoréme 6.3.1,

et de la forme de 'opérateur £ (voir la proposition 5.4.3), £ est un opérateur

1

de Fredholm de ¢ vers ﬁs, injectif, car il 'est pour ¢ = =, c’est donc un

29
isomorphisme. On en déduit A\? = divr u € H*® et rotr A' € H'*, et comme

Vr(eL?C [:j“, on a finalement u € A'..
O
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On rappelle enfin que la méthode perturbée (si on impose f € L?) est fi-
nalement une méthode de Galerkin sur l'opérateur £. Comme pour le cas
des surfaces réguliéres, cf. théoréme 5.3.1, on utilise le théoréme 8.4.1 et le
corollaire 8.4.1 pour trouver les estimations a priori optimales. Pour énoncer
le théoréme analogue au théoréme 5.3.1, on aura besoin du

Lemme 8.5.1 Avec les notations du théoréme 8.4.1, il existe une constante
C' telle que, pour tout J > 0,

L1 ;
gy = H(l 1 QJ) AFO,Neu HHleﬁ_% S CQJ'?.

11

Preuve : de la régularité de l'opérateur Ar new ™, cf. proposition 6.2.2, si on

~11 . .
se donne A2 € [, ? et si on pose p = ApmNeu“ A2, il nous suffit de montrer

(1 L Q.)pl

J
S 23
Pour tout ¢ € H},

11 L Q.)ql

et, en reprenant le projecteur orthogonal I1; de H} dans A%, ona (1 LQ,)(1L
;)= (1LQy),et donc

11 L Q)pl

et on conclut grace a 'inégalité directe.

i S gl

e S L IL)pl

Théoréme 8.5.1 Avec les notations du théoréme 8.4.1, soit
f e Xy=TH(rotp, o) C X = TH*>(rotr, I'y),
et soitu € X = ??L% la solution de 'équation intégrale
Lu=Tf1.

Soit, pour J suffisamment grand, A\; = (A}, A3) la solution du probleme per-
turbé (cf. théoréme 8.4.1)

TJ}\J:ﬁJ.
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On pose
u=u'+u’ u; € A",
~1 1
u; :=rotr A;
, 11 ,
u; = Vi Qs Ar, Neu AJ
~ 1 2
uy :=uj -+ uj.

Alors il existe deux constantes C et Jy telles que, pour tout J > Jy et tout
e €]0, 3],

Ju' L]y < C2XE ()5 + il ). (8.5.3)
ldivew L Xy < C2E (] g + ullz),  (8.5.4)
Ju? L83 ey < C2XCM (L + ull 7). (8.5.5)

avec
£l 2, := Ifllz2 o) + [ rotr | 22 (o),
[ullz_, = llullg-- +[[divrufl5-..

Preuve : on utilise les décompositions de Hodge pour écrire

11
ll1 = I'Otr )\1, ll2 = VF AFO,Neu )\2
~ 1
fl = VF )\2 f2 = I'Otr AFO,Dir )\1
f =f' 4 f2
D’apreés le corollaire 8.4.1 et le théoréeme 8.4.1, on a les estimations
[u' L)l
SN LI,y + 11 LI)AY] o
L (8.5.6)
0L TNy 40 LT
+es([flle + 122
et
[ diveu 122,
UL TR,y + 10 LR (8.5.7)

+ea(If] e + lIf]lz2)-
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Gréce au lemme précédent et aux inégalités directes, sachant que la solution
u € X,., on obtient les deux estimations

' L)) < €26 (HfH;?O +lullz,),
Fdiveu LA3]] 2 < C2H G (] g + llullz,)-

Il reste & prouver I’estimation relative a u?:

Ju? L < |V Aryen(1 L T15)A%|5s
V0 Qo Ay (122 1231
<01 LT
+eslA* L35
<01 LT
+ 255 (|(1 L TN
+ 25 ||IA2 LA 7l 51

1
3

_1
2

Puis, de I'inégalité directe, et des estimations précédentes,
lu® Ladle S 259 () g, + lullz,),

ce qui achéve la preuve.

8.6 Préconditionnement.

On introduit deux familles de matrices diagonales

D, = Diag(25|7|)TeAr0
J

55 = Diag(25|7|)765r0.
J

ou || désigne le niveau de résolution associé a 7 (7 € V|FT°|). Pour tout réel s
on notera

iag(55+1, D57 D17 D17 [3)
Zag(st Ds+17 DJ_17 DJ-17 [3)
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de dimensions égales a ﬂKJ + 3tAy + 3, I3 désignant la matrice unité de
dimension 3.
On rappelle que 'on considére une méthode de Galerkin pour le probléme

MU=F, M:Q-0Q
avec pour inconnue
U=\ ¢n0)

€e0:=H> x HY2 x H' x H' x C°.

[N

et pour second membre
F = (rotr £,0,0,divp(1r,f), 0c )T
c’est-a-dire, au niveau discret, on pose
Q=AM x (AP x C
et on cherche U; € Q; tel que, pour tout V; € Q;,
< MU, Vy>=< F,V; >. (8.6.1)

On a montré que cette derniére équation admet une solution unique Uy,
pourvu que J soit suffisamment grand. En outre, on a aussi prouvé que, si
I’on pose

Uy :=rotr A\ + Vr (y
alors Ay := (A}, A\%) est la solution du probléme perturbé
Tohs = Fy
et si u est solution de I’équation intégrale de départ, avec la décomposition
u; := rotp M

11

o 2
Uy = Vi Ary Neu A

u=1u + uy,
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et si le second membre f & /?0 = T H°(rotr), alors on a les estimations (cf.
théoréme 8.5.1)

XYLy S 24 (HUHX_E +1fllg,)s

H2>
X L X3y S 27 (e, + 1IELg,):
lus LV Crllze S 254 (Jull g, + 1If] 7).

ol 0 <e< % est arbitraire.

On raméne lopérateur M & un opérateur de /? dans lui-méme a aide &
nouveau de I’équivalence des normes suivant la base d’ondelettes: on résout
I’équation en Uy au niveau discret

VVey < MJUJ,VJ >=< FJ,VJ > (8.6.2)

en décomposant les composantes (par blocs) de tout élément V; € Q; suivant

les bases (;ZT) de KJ et (1) de Ay:

T
VJ = (Z <d71./7:57"7 d72—’77b7"7 d?—’qvbﬂ"v di’¢7/> 7Q/>

'T/

et on pose

d:= (d")i<crcs, d:=(d, o).

vecteur colonne de longueur ﬂE + 34A (resp. ﬂE + 38A; + 3. On fait de

méme pour la solution Uy:

Uy = (Z <(CiNT,Cf m Crthr, € T> _>T

,T/
c::(

i<k
= (c,a).

k<4

Le systéeme discret (8.6.2) devient

< Bsé,d >=<F,,d >
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avec
F:=((F1,0,0,F4),0¢)
(F1), =< rotp £, 15, >
(Fy)r = L <f,Vr ;Z;T,

et pour matrice By la matrice déja vue précédemment:

L AJ Y;
Bri= (Yf 0)

0 Ay 0 Ay

A= 0 A, Am o

A41 0 A43 A44
Ay (7)) = =k <V rotr 77/)7, rotr 77/)7/ >12
Az (r10y) =< Vhr b >0
Asz (rr) = Asa(r,r) =<V hr, Vb >z
Aga(r1r) = Asg (rr.7) =< Vry 0] >

AIS,(T’,T) = kz <V VF ¢77 rotp 7:[;7" >12
A417(7./77.) = 1k*< V rotr 7:/;7-, Vr 77/)7—/ >r2
A437(7/7T) = 1k*< VN, Ve, > .

La matrice By préconditionnée relative & B est définie par

EJ ::I@L%BJDJ_l

1L

(8.6.3)

on obtient un opérateur By : 2 = [% de conditionnement borné, cf.[17]. Plus
explicitement:

By = (fl" Y") (8.6.4)
Y0

avec
D1 AuD, 0 D1 AD, 0

~ 0 Di Ay Da 0 DiAouD

A= 20 2 (8.6.5)

0 DL1A32D% 1D, 1 A53D 1,4 0

Dy, A41DL% 0 Di1AsDw LD AuDyy

On notera (encore) Z; la solution de AZ; = Fjy, avec Zy = (A5, A%, (7, n0).
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8.7 Seuillage.

186

On introduit une stratégie de troncature en définissant une matrice dite

compressée B par blocs par:

AS YJ>
Be= (2 8.7.1
= (Y 871)
avec
A, 0 A7, O
e | 0 A5, 0 Ay
Ap= |y (8.7.2)
Ay, 0 AL Au

La matrice BS sera déduite de la matrice By en posant a zéro les coefficients
trop petits a priori. On remarquera que 'on ne modifie que la matrice Ay
dans By, et que les matrices M relatives aux opérateurs d’ordre +1 dans Aj.
Notations:

On notera

Viet = {r e VI*| 4, |ar, = 0}. (8.7.3)

Cet ensemble est & distinguer de ’ensemble %go’—l' vu précédemment.
On notera également

To,L . oo\ wlot
V07 =V Ve
—lo,L . ooy wlo,+
V0T = VAV
Pour j fixé, on a les estimation des cardinaux (voir le lemme 8.2.3):
IVt = 0(2)
(Vi = 0(2)
Le seuillage est défini par la donnée de deux matrices de seuil ¢;;: et ¢7..:
gjpi=K max{Z“,ZLj/,Z“JLb(j+j/)}

* . 17 1 olj’ gaJLlbjld*j')
5]‘]‘/ = [X maX{Q 72 72 }

(8.7.4)
(8.7.5)
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oll les parameétres a,b,b* > 0, K > 1 seront déterminés dans la suite.
La compression est définie comme suit:

— Pour la matrice Ajg, relative a 'opérateur d’orde L1, on pose

57_77_/ = d(SUPp 77Z)’T7 Supp ¢7/)
alors

c P 1 ..
A227(T77/) =0 S1 57—77—/ Z g4

Asa (7, sinon.

— Pour la matrice A3, en posant

57_77_/ = d(SUPp 77Z)’T7 Supp ¢7/)

Als (rrry =0 si (8,0 > g550) et <T € V|FT°|’+ et 7' € VE?’+>
0 si (5777/ > 5%) et <T € V|FT°|’+ et 7' € VE?’L>
0 si (5777/ > 5%) et <T € V|FT°|’L et 7' € VE?’+>
Ags (7,77 sinon.

Cette définition se distingue des cas des surfaces fermées. Elle
mérite quelques commentaires: le principe est toujours le méme mais
ici, on a affaire & un probléme singulier: les coefficients s’écrivent

<V Vr¢,,Vrip >0

pour des éléments nuls sur le bord de I'g, on peut faire une intégration
par parties et utiliser les propriétés des moments nuls pour les onde-
lettes. Par contre, pour les éléments non nuls sur le bord, I'intégration
par parties donne un élément de bord qui n’a pas d’estimation ana-
logue a celle relative aux moments nuls (ou une estimation beaucou
p
plus faible, comme on le verra).
En revanche, le fait que le nombre d’éléments de bord soit (relativement
au nombre d’inconnues) petit, ainsi que la condition de compression
(matrice £;;/) vont rendre a ces restrictions un réle mineur: en réalité,
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pour parler trivialement, tout va se passer comme si elles n’existaient
pas.

On attire "attention sur la définition du seuillage, et en particulier sur
C . . o -

la place de la matrlc(? €j; ainsi que sur ses m(‘hces (3" ou 3'9). ‘

Pour les autres matrices, la compression se fait de la méme maniére.

— Pour la matrice A;3, en posant

57_77_/ = d(SUPp 7:[;7'7 Supp ¢7/)

Ai3,(7’,7/) :=0 si (57',7" Z 5]']”) <T - VFO’ et T & VFO’ >
0 si (G >ef) et <r eV|iT et 1€ vf%)

0 sl (5777/ > 5%) et <T € VFO’ et 7' € VFO’ >

Ais 7,7y sinon.

— Pour la matrice Ay, en posant

57_77_/ = d(SUPp 77Z)’T7 Supp 777;7'/)

Al (e =0 si (8,0 > g550) et <T € VFO’ et 7' € %E?’Jr)
0 si (5777/ > 5%) et <T € VFO’ et 7' € %E?’L>
0 s (02 ep,) et (reVIh et e Vip)
Agy (7,77 sinon.

— Pour la matrice Ay, en posant

57_77_/ = d(SUPp 7:[;7'7 Supp 777;7'/)

AiL(w/) =0 si (07,70 > &551) et <T € VFO’ et 7' € %E?’*’)
0 si (5777/ > 5%) et <T € VFO’ et 7' € %E?’L>

0 sl (5777/ > 5%) et <T € VFO’ et 7' € %E?’Jr)

A1,y sinon.
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On remarquera que dans tous les cas, on garde les ondelettes qui sont «proches»

du bord, lorsqu’elles sont en «dualité» avec des ondelettes proches du bord.

Cela rejoint le phénomeéne classique de I’analyse par ondelettes: elles «reconnaissent»
les singularités (ici au bord de I'g).

Tout d’abord on choisit la matrice de seuillage de sorte que I’on ait un nombre
O(J¥2*) d’éléments non nuls dans la matrice compressée. Ensuite, on mon-

trera que cette matrice compressée a le méme conditionnement que la matrice
initiale, et enfin on estimera ’erreur en norme d’énergie qu’introduit la com-
pression.

Lemme 8.7.1 En faisant le choix des paramétres a, b, b*, K suivant

K>1, 0<a<l (8.7.6)

2% =a+1 (8.7.7)
1 1

b = = 1b=>b1 - 7.
5 +a : (8.7.8)

le nombre d’¢léments non nuls de la matrice A° est en O(JQZQJ).

Preuve : C’est presque la méme que pour la preuve du lemme 5.4.1. On fera
la preuve pour Aus: les éléments A4z, que 'on garde vérifient I'une des
quatre propriétés suivantes:

T E VFO’ et 7’ € VFO’ :

T E VFO’ et 7' € VFO’ et 0 < ej;.
T E VFO’ et 7' € VFO’ et 0r, < el
T E VFO’ et 7' € VFO’ et o, < gy

Pour la premiére condition, comme V"~ est en O(27), elle donne un nombre
d’éléments non nuls majoré par

C Z 2t < 92/

Ji'<d

. o . o, L - .
Pour la deuxiéme condition, sur chaque ligne 7 € V7, pour ;' donné, les

1 r L . _y
éléments 7' € V|j9|’+ vérifiant 6, < €% sont en nombre majoré par

Csz/ (5;/]‘ )2
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donc, en remarquant que le cardinal de V;O’L est en O(2/), les éléments

vérifiant la deuxiéme condition sont en nombre majoré par (a une constante
multiplicative pres)

Z 2]‘22]"(5%)2 5 Jo2 + [(22211J22(1J_26*)j Z 22(1J_b)j’
53" <J 3<J J'<J
< J22J_|_A72J222J(a+(1J_b)++%(1J.2b*)+)

La condition du nombre d’éléments en O(J%227) impose
1

condition réalisée par le choix des paramétres fait.

Pour la troisiéme condition, on retrouve la condition précédente en raisonnant
sur les colonnes.

Enfin, pour la derniére condition, on rejoint le cas traité pour les surfaces
fermées, ott I'on a la condition

a+2(1Lb), <1

qui est a nouveau réalisée pour le choix des paramétres fait.
On fait le méme raisonnement sur les autres éléments de matrices.

4

Dans toute la suite, on suppose les choix (8.7.6),(8.7.7),(8.7.8) faits.

8.8 Stabilité, estimation d’erreur, convergence.

En ce qui concerne la stabilité de la méthode, elle demande une attention
compte tenu du fait que 'on a deux types d’ondelettes qui interviennent.
8.8.1 Les estimations par blocs.

On aura besoin d’une estimation assez simple des coefficients faisant in-
tervenir des ondelettes proches du bord:
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Lemme 8.8.1 Soit v € L*(Io)® telle que v o x; € CUT) pour tout i =
1,...N. Pour tout entier 3 > 0, st

reviel Fe vt
et si D est ['un des opérateurs Vr,rotr, alors
| <V, DY; >y | S IVIIPwes(ro)
| < V7D77Z)77 >L2(F0) | 5 HVHPWOO(FO)
avec

HVHPWOO(FO) = supsup |v o k;(z)].
i zeT

Preuve : on écrit simplement, & 1’aide des équivalences de normes

| < v, Dy >p2ry) |+ < v, D¢z >12(ry) |
5 HVHL2(FOO(SupprUSupp{/j;))("D¢T"L2(FO) + "D¢;"L2(FO))
5 HVHL2(FOO(Supp¢TUSupp1Z;))(H77Z)7'HH1(FO) + H@Z’?Hﬁl(ro))

5 2 HVHLZ’(FOO(SupderUSuppJ;))

Comme Supp 1, et Supp ;Z; ont des diamétres en O(217), en se ramenant a
I’élément de référence T',

L
HVHL2(FOO(SupprUSupp1Z;)) 5 2 ]HVHPWOO7
d’ou le résultat.

4

On est & présent prét pour énoncer une proposition analogue & la proposition
5.4.1 du cas des surfaces fermées.

Proposition 8.8.1
On se fize un paramétre

0<a<-. (8.8.1)
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— St M est l'un des blocs Ayy, A1z, Ag1, Ayz correspondant a un opérateur
d’ordre r = +1, et si k, k' sont deux réels vérifiant

d (b
T Ca ) Y
% 2 (8.8.2)
+ §min{b*(d—|— r),ld L2+ (b+a)(d+1+7r)}

alors il existe une constante C' indépendante de J telle que

1Dk (M L M)D1plloso
< CZ(J_kJ_k'—I—r)J([(J_(r—l—Qd—I—Q) (883)
4 AfJ_(d—I—r)QJ_(%J_a)J(d—I—r) 4 [(J_(d—l—l—l—r)ZJ_(%J_oz)J(d—I—r—I—l))‘

— St M est le bloc Ayy correspondant a lopérateur d’ordre r = L1, et si
k, k' sont deux réels vérifiant

kok'< Ld L14b2d+2+7) (8.8.4)
alors il existe une constante C' indépendante de J telle que

| DLp(M LMD oo < C K229k 1) (8.8.5)

Preuve :

e Pour l'estimation concernant le bloc Az, on renvoie a la preuve de la
proposition 5.4.1.

e Pour la premiére assertion, on fera la preuve pour le bloc M = (m, ) =
Aus L A3y les autres blocs ayant une analyse rigoureusement similaire. Ce
bloc est relatif & un opérateur d’ordre r = +1 et ses coefficients s’écrivent

/F G(x,y) Vi b (x) Vo (y) ds(x) ds(y),

ot (¢ est le noyau de Green
eik|xJ_y|

G(x,y) = XLy
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On utilise le lemme de Schur avec les coefficients =, = 21"l pour estimer
|| Dk M Dyr]| 0o, ¢’est-a-dire qu’il faut estimer, en posant j = ||, le niveau de
résolution associé a T

sup 33 2L W

" T
J TIGVJ/O

et la méme chose sur les colonnes. De la symétrie de la matrice, il nous suffit
de faire le travail sur les lignes. On posera

E(r) = Z Z QLj(kM)QLJ"(k’m)|mw,|

ot
7 T/evjlo

: r Tool .
On traite les deux cas 7 € Vj°’+ et 7 € V;"" séparément.
: r
Premier cas:7T € Vj°’+.

Les éléments m,.» # 0 du fait de la compression vérifient 'une des deux
conditions

/ Lo+
T € Vj,o , 57_77_/ Z €4

! Ty, L
T € leo 5 57—77—/ Z 5;]‘/
On pose donc

Ey(7) = Z Z QLj(kM)QLJ"(k’m)|mw,|

" Tot
! 0>
T GVJ/ 757—7'/25]]/

J
Ey(7) = Z Z LIkt L' (KLY |y |

7' T’EV?,O’_,STT/Z&:;‘],
de sorte que
E(7) = Fi(7) + Eq(7).

ee Estimation pour Fi(7).

~ . z . . F
Aprés intégration par parties, on a, pour tout 7/ € Vj/°’+,

Mg = | HXy)r(x)¢n(y)

Lo
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avec
DYDY H(x,y)| < |x Ly[FCHHAHID = 1)
Du corollaire 8.2.2, (moments nuls)
|m7 T/| < 2J_(d—|—2)j2J_(d+2)j/5J_(?d+4+r)
On en déduit

El(T) 5 Z 2J_j(k+w+d+2)2J_j'(k'+dJ_w)

<]
124 1(2d+4+r)
-2 E : 57’,7”
T 1 >e g
Or,
2J_2]" 5J_(2d+4+7’) < |$|L(2d+4+r)dl’
77! ~
TS e r€ER2Z,|z|>e.
1(2d+24r
S %‘(f )
D’on

Ey(r) < Z 2J-j(k+w+d+2)2J_j’(k’+dJ_w)€;_j(/2d+2+7’)
3'<J

puis, en majorant 1 par K-12+e720+;
E(T) < JOLCH2d4r) 9 Lad (2d4247) o L (hy+d+2Lb(2d+247))

. Z 9Ly (K'+d Ly Lb(2d+2+7))

i1<T
On suppose
E+dLlb2d+2+r)<y< LlkldLl24b2d+24r)

Alors
El (7_) <[(J_(2—I—2d—|—7’) 2J_aJ(2d—|—2—|—7’)

2J_J(k—|—w—|—d—|—2J_b(2d—|—2—|—r)) 2J_J(k'—|—dJ_wJ_b(2d—|—2—|—r))

194

(3.8.6)
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c’est & dire, comme 2b L a =1,

El(T) 5 [(J_(Q—I—d—l—r)QJ_J(k—I—k'J_r)‘

ee Lstimation de Fy(7).

Aprés intégration par parties, pour 7' € VF°’+,

i
e = | H(x,y)¢-(x) Vi r(y) ds(x) ds(y),
ou H vérifie
IDZDGH(x,y)| S e Ly [ (= )

On utilise 'estimation au bord pour la partie avec V), (lemme 8.8.1) et la
propriété des moments nuls (corollaire 8.2.2 ) pour I"autre partie: on obtient

|m7',7"| 5 2J_j(d+2)5j-(d+2+r) ‘

7,7!

d’ou
EQ(T) < 9Li(k+24d+v)
. Z oLj' (K L) Z 57J—_7(—Cll+2+7’)
J1<d T’EVF,O’_,ST e,
J ’ 77
Or, cf. [22]
2J_jl Z 57J—:7(—c/l+2+7’) < C/ |l’ J_PO|J_(d-|—2-|—r) dl(l‘)
w€8F0,|xJ_P0|26;‘],

To,—
! 0> *
T GVJ/ 757—,7—’2"3”/

< Ofgh,, )ttt

(8.8.7)

ot Fy est un point quelconque du support de ¥, et C' une constante qui ne
dépend que de la géométrie de la surface, et du caractére local des ondelettes.
En effet, on peut découper le bord de Ty en morceaux dj de longueur ¢2+7,
le nombre d’ondelettes 1, dont le support rencontre un de ces morceaux
est uniformément borné, et, en choisissant un point quelconque Fy dans le

il
support de ., comme €%, > max(2+,217) et comme §, . > €,

glldt24r) - Cle L p0|L(d+2+r)

7,7!
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pour tout & € Ji et tout 7’ tel que le support de 1, rencontre dy, C' étant
une constante qui ne dépend pas de Fy. On intégre le long du chemin dy et on
somme sur les 7/ tels que 1, rencontre Ji, (en nombre uniformément borné).
Ensuite on somme les intégrales curvilignes pour obtenir (8.8.7).

On en déduit

Ey(7) < 9Li(k+d+2+) Z QLJI(kLWLl)(aS;j/)J_(d-l—l-l—r)‘
i'<J
En majorant (£7,)*" par K194l 9bighs"
Ey(r) < J¢L(d+147) o Lad (d+147) o Lj(ktd+ 24y Lb(d+147))
. Z 2J_j’(k’J_wJ_1J_b*(d+1+r))‘
i'<d
Comme « > 0, on peut encore écrire
By(r) < K- Lad(d4140)
9 Li(k+d+ 247 L (b+a)(d+147)
. Z 2J_j’(k’J_wJ_1J_b*(d+1+r))‘
3'<J
On suppose que

EFLl1Llb(d+14+r)<y<lkldl24+(b+a)(d+1+r). (88.8)

Alors
Fa(r) < K9 Lad(@414)
QLI 24y L (o) (1)) 9 LI (K Ly LY (d41+47)).
< JLA ) (b4 La) (4 14+r) gad (d-+1+47)
- L LI (k! +d41)

Commeb+b* La=1=1_1

2 b

[

EQ(T) 5 A’J_(d—l—l—l—r)QJ_(%J_oz)J(d—I—l—I—r)

. 2J(d-|—1+r)2J_J(k+k'+d+1)

< AfJ_(d-l—l-l—r)QJ_(%J_oz)J(d-I—l-l—r)QJ_J(k-l—k’J_r)‘
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En conclusion, pour le cas 7 € V?O’-I', si v vérifie les deux conditions (8.8.6)

et (8.8.8), alors

E(T) < 2J_J(k+k’J_r)(AzJ_(2d-|—2+r) + [(J_(d—l—l—l—r)QJ_J(%J_a))‘

‘5 To,L
Deuxiéme cas: 7€ V.
Les coefficients de M non nuls par seuillage s’ecrivent

o = / G, ¥) Vi 62 (%) Vi (y) ds(x) ds(y),

T e
avec 7 € Vj,°’+, et o, > ¢%;. On est dans un cas similaire au cas de Esy(T)

vu précédemment: on intégre par parties suivant la variable y, on utilise la
propriété des moments nuls pour l'ondelette ., et une estimation directe
pour 'autre; on obtient

E(r) < 9L (k+)
. Z 2Lj'(k'+dm)2uj' Z 57J—:7(—Cll+2+7’)

' <J To,—
7= TIEVJ/ 757—77—/26;/]

De la méme maniére que dans 'estimation de E;(7) dans le cas précédent,
comme r = +1

2J_2j' Z 5J.(d-|—2-|—7’) < (5* )J_(d-l—r)‘

7 '3

T'g,—
eV 0> *
]/ 75T7T/>_6J/]

La propriété r = +1 est fondamentale ici.
On en déduit

E(r) < 9Li(k+)

. Z oLj'(k +d“)(5j,j)“d+7’)
i<

’LIQLaJQb*Jij’

On majore (5%)“ par K pour obtenir

E(r) < KA gtal () g Lilkiy Lb" (d4r))

. Z 2J_j'(k'—|—dJ_wJ_b(d—|—r))

i<
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On fait intervenir le paramétre a en écrivant (a > 0)
B(r) < KA gLad ()9 Lilkta L (d4)
‘ Z 91! (K +d Ly L (b+a) (d-+r))
i<d
On impose la condition

E4+dLb+a)(d+r)<vy<Llk+d(d+r), (8.8.9)

pour obtenir
E(r) < KLt gtal(dhr)g Ll (hty Lb* (d+r)
9 LI (K +d Ly L(b+a)(d+r))

< [(J_(d—l—r) 2(b+b*J_a)J(d+7’) QaJ(d—I—r)QJ_(k—I—k'—I—d)J‘

Avec la relation b +6* | a = % =11 %, on trouve finalement

E(r) < KA 9L La) (@) g Lkk Lr) T

Dans les deux cas 7 € V?O’i, on a montré finalement
E(T) SZJ_(k-l—k’J_r)J([(J_(2d-|—2-|—r)
+ o Ld+14r) o L(5 La)J(d+r+1)
4 A’J_(d—l—r)ZJ_(%J_oz)J(d—l—r))‘

Reste que I'on a supposé (8.8.6), (8.8.8), (8.8.9) pour la majoration de
E(7), et ces trois inégalités sont équivalentes a la condition (pour I'existence

de v):
K+dLl(b+a)(d+r)<Lk4+min{d(d+r), L(d+2)+ (b+a)(d+1+7)}

Comme on fait aussi le méme travail sur les colonnes, la condition de I’exis-
tence de v, qui doit étre le méme pour les lignes et les colonnes devient

k,k'<Lg+@(d+r)

+ %min{b*(d—l— r), L(d+2)+ (b+a)(d + 1+ 1)},
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pour que l’on ait finalement

HDJ_kMDJ_k/ H0<_0 52J.J(k.|.ku_r)([(J_(Qd_l_Q_l_r)

4 [(J_(d—l—l—l—r)QJ_(%J_oz)J(d—I—r—I—l)

4 [(J_(d—l—r) QL(%J_oz)J(d—I—r) ) )

Les estimations relatives aux autres opérateurs d’ordre +1 se montrent de la
méme maniére.

4

Quelques remarques: dans cette proposition, on traite de la méme maniére
les ondelettes proches du bord avec ou sans conditions au bord. C’est-a-dire,
pour les coefficients du type

< Grotr ;ZT, rotr ;ZT/ >

par exemple, avec T € V?O’-I', et 7' € V;,O’L on ne fait pas deux intégrations
par parties, mais une seule (celle attachée a ;ZT) Bien que I’on puisse le faire,
donnant des contraintes plus fortes sur les parameétres k et £/, et in fine des
conditions plus fortes sur les paramétres a et a, le gain réside essentielle-
ment en deux point: d’abord, on a des facteurs plus petits devant 247+ Lr)
(en dehors du terme K+Z44247)) mais du type ZLJ(%LQ), ce qui n’apporte
pas grand chose, puisque le terme dominant reste K242+ Ensuite, on
évite d’utiliser la condition r = +1 comme sine qua non, c’est-a-dire que 1’on
pourrait prendre r = L1 pour ces types de majorations dans le cas ou 1'on
traite des ondelettes avec condition nulle au bord. La encore, cela semble
inconsistant dans le cas qui nous intéresse (ot on a toujours r = +1), et pour
chercher des exemples ol cela pourrait étre utile, il faut partir avec un noyau

relatif & un opérateur d’ordre 13 ...

8.8.2 Stabilité, taux de convergence.

Comme pour la proposition 5.4.3 et son corollaire, l'opérateur continu £ a
des propriétés de régularité limitées par celles du potentiel de simple couche:
L induit un opérateur de Fredholm de

L T L
H2% s HY2 5 Y < HY
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dans
1 1 o o
HY2 % s Hot 5 HH x H?

pourvu que

On en déduit

Proposition 8.8.2 Pour % > e >0, et pour J suffisamment grand,
D,.BD!

est inversible et bien conditionnée.

Pour la stabilité de la méthode compressée, on doit estimer
By (B L B5DM Jlowo
2
et pour les taux de convergence, on doit estimer

ID1=(Bs L BSIDL oo

ce qui donne les valeurs maximales k pour k, k':

Poull

pour les opérateurs d’ordre +1,

Poull

=1
=0 pour 'opérateur d’ordre L1.

En définitive, on a les conditions

— pour les opérateurs d’ordre +1:

2<min{ld+ (b+b0"+a)(d+1),L2d L2+ (b+ )(2d + 3)},

— et pour 'opérateur d’ordre L1:

0< LdL2+5b2d+3).

200
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ce qui donne les conditions

2d+1 d+2 2d+5

max{2d+3,2d+2 2d+3j_20z}<a<1 (8.8.10)
et
1
513 <a< 3" (8.8.11)
Pour le cas qui nous intéresse d = 1, on obtient les conditions
1>a>§—|-2(gJ_oz) si ! oz<g,
- 5 5 5 -5
1>a>§ si %<oz<l.
- 5 5 2

On a donc, finalement, les taux de convergence optimaux suivant:

Théoréme 8.8.1 Si les conditions 8.8.10 et 8.8.11 sont vérifiées, et st
Z5 = (A5 G
est solution du probleme compressé (pour J suffisamment grand)
BjZy =Ty
On pose
Uy =rotr A}, Uy =Vr(§
el
u:ul—l—u2, uiej(vi,
la solution de ’équation intégrale initiale Lu = f, avec
fe Xo T H®(rotr, I'g) C X
alors, pour tout € €0, —], il existe une constante C. telle que,
' L0y < C22E ((full o, + 11 g,)
| diveu® L A3l 5-y < C2XE (ullg, + i g,)
lu® La5ze < O (lufl 5, + 1[fllg,)
avec
lullz, = lall gy + I diveull g,

11l 2, = IEll2200) + [[rotr £l 2(ry)
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Preuve : elle est calquée sur la proposition 5.4.4 et sur le théoréme 5.4.1.
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Résumé.

Les méthodes intégrales pour résoudre des EDP, et en particulier le systéme de Maxwell,
sont bien connues depuis environ vingt ans. Aprés discrétisation par éléments finis, un
systéme linéaire plein apparait, ce qui rend toute implémentation numérique difficile voire
impossible. Pour les opérateurs d’ordre positif, quelques travaux ont été menés avec suc-
cés pour rendre creuse la matrice du systéme discret. Quelques difficultés restaient pour
le probléme de Maxwell: espace(s) d’énergie, présence d’un opérateur d’ordre négatif, et
donc choix des ondelettes pour la résolution. Dans cette thése, je donne une méthode pour
ramener le systéme de Maxwell, issu d’un probléme de diffraction en régime harmonique,
a une étude sur des espaces de Sobolev classiques définis sur une surface, en utilisant des
décompositions de Hodge. Je donne aussi une méthode de compression pourvu que les
ondelettes vérifient certaines conditions (moments nuls, stabilité). La méthode de com-
pression donnée fonctionne méme avec des ondelettes formées a partir de polynémes de
degré un, malgré la présence d’un opérateur d’ordre négatif, sans perturber des taux de
convergence optimaux. L’analyse a été faite sur une surface fermée (sans bord) réguliére
simplement connexe, puis sur une partie & bord polygonal d’une telle surface (plaque ou-
verte). Les espaces fonctionnels et la compression de matrice, bien plus compliqués dans
ce dernier cas, ont été étudiés en détail.

Abstract.

Integral equations methods for solving PDEs; and in particular Maxwell’s equations sys-
tem, are now well known for about twenty years. After discretization by finite elements,
a dense linear system arises, which is unfortunate for any numerical implementation. For
positive order operators, some successfull works have been led to reduce the discrete linear
system to a sparse one. Some difficulties remained for Maxwell’s system: energy space(s),
presence of a negative order operator, and thus, choice of wavelets. In this thesis, I give
a method to bring Maxwell’s scattering problem back to classical Sobolev spaces on a
manifold using Hodge decompositions. I also give a way to compress the discrete problem
provided wavelets satisfy some properties (moment conditions, stability). The compression
works even with wavelets based on piecewise linear finite elements, despite the presence
of a negative order operator, and does not affect optimal convergence rates. The analysis
has been done on a closed simply connected regular manifold as well as on a part of such
manifolds, with a polygonal boundary (open surface). Functional spaces and wavelet com-

pression, much more complicated in the latter case, are studied in detail.

Mots clefs: Equations de Maxwell, équations intégrales, espaces de Sobolev, éléments

finis, ondelettes.



