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Chapitre 1Introdu
tion1.1 Les verres de spinLe domaine de la physique dans lequel 
ette th�ese prend pla
e est n�e de l'e�ort th�eoriquefourni pour expliquer les r�esultats d'exp�erien
es sur les verres de spin, 
ompos�es produits enlaboratoire �a partir des ann�ees 70 [1℄. Exp�erimentalement, un verre de spin est un alliageentre un �el�ement noble, non magn�etique, et une faible fra
tion d'atomes dot�es de propri�et�esmagn�etiques. Ce m�elange est e�e
tu�e �a haute temp�erature, les deux esp�e
es formant alors unephase liquide. Lorsque l'alliage est refroidi, le 
ompos�e se solidi�e ; le m�etal noble 
ristallisedans un r�eseau r�egulier, tandis que les �el�ements magn�etiques, largement minoritaires, jouentle rôle d'impuret�es pla
�es al�eatoirement au sein du r�eseau r�egulier.Dans une telle situation, les intera
tions entre moments magn�etiques des impuret�es d�e-pend de la distan
e les s�eparant d'une mani�ere tr�es parti
uli�ere 1. Comme on peut s'yattendre, l'intensit�e de l'intera
tion d�e
rô�t pour des atomes de plus en plus �eloign�es. Cequi est notable, 
'est que le signe de l'intera
tion est une fon
tion os
illante de la distan
eles s�eparant. Autrement dit, 
ertaines des intera
tions entre moments magn�etiques sontferromagn�etiques, tendant �a les aligner dans le même sens, alors que d'autres sont antifer-romagn�etiques et favorisent don
 les 
on�gurations antiparall�eles.La pr�esen
e simultan�ee de 
es deux types d'intera
tion va provoquer une d�ependan
eoriginale des propri�et�es du syst�eme par rapport �a la temp�erature 2. Rappelons en e�et lasituation dans le 
as o�u toutes les intera
tions sont ferromagn�etiques. Les propri�et�es d'�equi-libre d'un tel syst�eme r�esultent d'une 
omp�etition entre un e�et �energ�etique, les intera
tionstendant �a aligner tous les spins dans la même dire
tion, et un e�et entropique, l'agitationthermique favorisant plutôt un �etat d�esordonn�e. A haute temp�erature 
'est la 
ontributionentropique �a l'�energie libre qui est dominante, on a don
 un �etat paramagn�etique dans lequelles spins 
u
tuent autour d'une valeur moyenne nulle. Quand on abaisse la temp�erature onassiste �a une transition de phase : en dessous d'une temp�erature 
ritique, les e�ets �ener-g�etiques l'emportent, et le syst�eme a
quiert une aimantation ma
ros
opique, tous les spins�etant align�es dans une dire
tion 
ommune. L'aimantation ma
ros
opique est i
i un para-m�etre d'ordre, qui 
rô�t 
ontinument de z�ero quand on diminue la temp�erature en dessousde sa valeur 
ritique.1Ce ph�enom�ene, dit intera
tion RKKY d'apr�es les noms de Ruderman, Kittel, Kasuya et Yosida, estexpliqu�e dans la plupart des livres de physique du solide, par exemple [2℄.2On reste toujours en dessous de la temp�erature de fusion du verre de spin, les positions des impuret�esmagn�etiques, et don
 la valeur des intera
tions entre elles, restent gel�ees �a partir de la pr�eparation del'�e
hantillon. 5



6 Ch. 1 : Introdu
tionQue devient 
ette image dans le 
adre d'un verre de spin ? A haute temp�erature la phaseparamagn�etique n'est pas modi��ee, mais la phase de basse temp�erature est di��erente. Lesyst�eme 
her
he toujours �a se bloquer autour d'une 
on�guration des spins qui minimise son�energie, mais 
ette 
on�guration ne peut pas être 
elle ave
 tous les spins align�es, puisqu'unepartie des intera
tions sont antiferromagn�etiques. On a don
 une transition de phase o�u
ertains degr�es de libert�e se �gent (
e qui se traduit par une singularit�e sur la 
haleursp�e
i�que de l'�e
hantillon), mais sans apparition d'une aimantation ma
ros
opique (ni mêmed'au
un ordre magn�etique r�egulier).Une premi�ere mod�elisation des verres de spin a �et�e propos�ee par Edwards et Anderson en1975 [3℄. Elle 
onsiste �a pla
erN spins d'Ising sur les sommets d'un r�eseau en dimension �nied, ave
 des 
ouplages entre pro
hes voisins de signe quel
onque. L'hamiltonien du mod�eleest don
 :H = �Xhi;ji Jij�i�j ; �i = �1 : (1.1)Les indi
es i d�esignent les sites du r�eseau, et la somme porte uniquement sur les 
ouples desites voisins. Insistons sur le 
ara
t�ere di��erent des variables �i et Jij . Ces derni�eres sontsuppos�ees �x�ees, ou gel�ees (quen
hed) de la même fa�
on que les impuret�es magn�etiques nese d�epla
ent pas dans un �e
hantillon de verre de spin tant qu'on ne le fait pas fondre. Lesvariables �i sont par 
ontre soumises �a des 
u
tuations thermiques, selon la loi de probabilit�ede Gibbs-Boltzmann. Le param�etre d'ordre qui d�e
rit la transition vers la phase de bassetemp�erature est d�e�ni �a partir des magn�etisations lo
ales mi = h�ii (les 
ro
hets d�esignentla moyenne ave
 le poids de Gibbs-Boltzmann) 
ommeqEA = 1NXi m2i : (1.2)A 
ause du signe 
u
tuant des intera
tions, l'aimantation totale Pimi reste nulle dansla phase de basse temp�erature. Le param�etre d'Edwards-Anderson que l'on vient de d�e�nirsera par 
ontre positif, 
haque spin a
qui�erant une magn�etisation non nulle, dont la dire
tion
u
tue d'un site �a l'autre.S'il �etait n�e
essaire de 
onnâ�tre les positions et les 
ouplages entre impuret�es magn�e-tiques pour pr�edire le 
omportement d'un �e
hantillon ma
ros
opique de verre de spin, touttravail de mod�elisation serait vou�e �a l'e
he
, tout 
omme si l'on devait 
onnâ�tre les posi-tions de toutes les mol�e
ules d'un gaz pour �etablir son �equation d'�etat. Heureusement 
en'est pas le 
as : deux �e
hantillons de verres de spins pr�epar�es selon le même proto
oleexp�erimental seront 
ertes tr�es di��erents au niveau mi
ros
opique, mais l'on s'attend �a 
eque leurs propri�et�es ma
ros
opiques (
haleur sp�e
i�que, temp�erature de transition,. . .) soientidentiques. D'un point de vue th�eorique, 
ela sugg�ere de d�e�nir des ensembles d'�e
hantillonsmi
ros
opiques qui 
orrespondent au même pro
�ed�e exp�erimental de fabri
ation. Au sein de
et ensemble les variables gel�ees mi
ros
opiques varient d'un �e
hantillon �a l'autre, mais lesobservables ma
ros
opiques sont toutes quasiment identiques. On peut don
 identi�er lesvaleurs moyennes de 
es observables ave
 les valeurs typiquement observ�ees pour un �e
han-tillon donn�e. Dans le 
adre du mod�ele d'Edwards-Anderson par exemple, les Jij seront desvariables al�eatoires ind�ependantes. Leur loi de probabilit�e autorise des 
ouplages positifset n�egatifs de mani�ere �a reproduire la frustration pr�esente dans les verres de spin. Il resteensuite �a 
al
uler la valeur moyenne de l'�energie libre par rapport �a 
ette distribution pourpr�edire les propri�et�es thermodynamiques du syst�eme.



Ch. 1 : Introdu
tion 71.2 Mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�esLa r�esolution exa
te du mod�ele d'Edwards-Anderson �a trois dimensions semble une tâ
heimpossible : pour le 
as purement ferromagn�etique le 
al
ul de la fon
tion de partition n'a�et�e e�e
tu�e qu'�a deux dimensions, et la pr�esen
e de d�esordre dans les intera
tions rend leprobl�eme en
ore plus diÆ
ile. Une simpli�
ation du mod�ele, de type 
hamp moyen, a �et�eintroduite par Sherrington et Kirkpatri
k (SK) [4, 5℄. Leur mod�ele est un analogue de 
eluide Curie-Weiss du ferromagn�etisme : 
ha
un des N spins d'Ising du mod�ele interagit ave
tous les autres, d'o�u le nom de ® 
ompl�etement 
onne
t�e ¯ que l'on attribue �a 
e type demod�ele. L'hamiltonien 
onsid�er�e s'�e
rit alorsH = �Xi<j Jij�i�j ; (1.3)la somme portant sur toutes les paires de spins. Les 
ouplages gel�es Jij sont des variablesal�eatoires positives ou n�egatives, leur varian
e �etant d'ordre N�1=2 pour que l'hamiltoniensoit extensif 3. Alors que la r�esolution du mod�ele ferromagn�etique 
ompl�etement 
onne
t�eest triviale (
f. la se
tion 4.2), 
elle du mod�ele de Sherrington-Kirkpatri
k s'est av�er�ee tr�essubtile et a 
onduit �a l'introdu
tion de 
on
epts nouveaux en physique statistique. L'�etudedes mod�eles d�esordonn�es de 
hamp moyen repose souvent sur la m�ethode des r�epliques. Cettem�ethode n'est pas, dans sa formulation originelle, 
ompl�etement rigoureuse d'un point de vuemath�ematique : une fon
tion 
al
ul�ee pour un nombre n de r�epliques doit être prolong�ee dansla limite n! 0. Comme n est a priori entier, 
e prolongement n'est pas unique et n�e
essitel'intodu
tion d'hypoth�eses suppl�ementaires. La plus naturelle, utilis�ee par Sherrington etKirpatri
k, est dite ® sym�etrique dans les r�epliques ¯ (RS). Cet ansatz n'est pas 
orre
t�a basse temp�erature 
ar il pr�edit une entropie de temp�erature nulle n�egative, 
e qui estimpossible pour un mod�ele dont les degr�es de libert�e sont dis
rets. Un 
al
ul de stabilit�ee�e
tu�e par de Almeida et Thouless [6℄ a montr�e que 
'�etait l'hypoth�ese RS qui �etait fautive :elle entrâ�nait l'apparition de dire
tions de 
u
tuations instables dans une int�egrale 
al
ul�eepar la m�ethode du 
ol.On doit �a Parisi [7, 8, 9℄ la formulation de l'ansatz 
orre
t pour le mod�ele SK. Celui-
i brise la sym�etrie entre les r�epliques (RSB), dans un s
h�ema it�eratif : les n r�epliquessont divis�es en groupes de m r�epliques, eux-mêmes sous-divis�es, et ainsi de suite. Pour unereprodu
tion des arti
les importants de 
ette �epoque ainsi que pour une dis
ussion de lasigni�
ation du ph�enom�ene de RSB, on pourra se reporter �a [10℄. Mentionnons simplementque 
ette brisure de sym�etrie est reli�ee �a la nature parti
uli�ere de la phase de basse temp�e-rature des verres de spin. Un syst�eme d'Ising ferromagn�etique poss�ede deux ® �etats purs ¯en dessous de la temp�erature 
ritique, 
orrespondant aux deux signes possibles de la ma-gn�etisation : tous les moments magn�etiques s'alignent dans une dire
tion donn�ee de fa�
on �aminimiser l'�energie du syst�eme. Dans un verre de spins tel que le mod�ele SK, la situationest beau
oup plus 
ompliqu�ee : la frustration induite par les signes al�eatoires des 
ouplagesentrâ�ne une d�eg�eneres
en
e des 
on�gurations de basse �energie. On a don
 un grand nombred'�etats purs, l'ansatz de Parisi traduisant leur organisation dans l'espa
e des 
on�gurationsdu syst�eme.Une preuve rigoureuse de l'exa
titude de l'�energie libre pr�edite par l'ansatz de Parisipour le mod�ele SK est apparue tr�es r�e
emment. Cette preuve, �nalis�ee par Talagrand [11℄,s'appuie sur une m�ethode d'interpolation due �a Guerra [12℄.On peut reformuler le probl�eme des verres de spin d'une mani�ere l�eg�erement di��erente.A tr�es basse temp�erature, le 
omportement d'un syst�eme physique est, de mani�ere g�en�erale,3Le ® volume ¯ du syst�eme est i
i le nombre N de spins.
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tiond�etermin�e par ses 
on�gurations de plus basse �energie. Pour un mod�ele ave
 N spins d'Ising,il y a 2N 
on�gurations ~�, 
ha
une ave
 une �energie E~� . Ces �energies sont, dans un mod�eled�esordonn�e, des variables al�eatoires : elles d�ependent en e�et des intera
tions gel�ees Jij . Il
onviendrait don
, pour 
omprendre le syst�eme �a basse temp�erature, d'�etudier les propri�et�esstatistiques du minimum de 
es 2N variables al�eatoires, ou plus g�en�eralement des k pluspetites. Il est assez fa
ile de d�eterminer les propri�et�es des extr�emes de variables al�eatoiresind�ependantes. La diÆ
ult�e dans un verre de spin est que les �energies des 
on�gurations sontdes variables al�eatoires 
orr�el�ees : elles d�ependent toutes d'un nombre beau
oup plus petit devariables ind�ependantes, les N2 
ouplages Jij . Derrida [13℄ a introduit le mod�ele �a �energiesal�eatoires (REM) 
omme une simpli�
ation d'un probl�eme de verres de spin, dans lequel les�energies des 2N 
on�gurations sont ind�ependantes. Ce mod�ele pr�esente une transition versune phase de basse temp�erature dans laquelle le syst�eme se g�ele sur un petit nombre de
on�gurations de basse �energie. Dans 
e même arti
le il est aussi montr�e que le REM peuts'obtenir �a partir de la g�en�eralisation suivante du mod�ele SK. Dans 
e dernier, les variables�i interagissent par paires. Dans les mod�eles dits ® p-spin ¯, les variables interagissent p parp. L'hamiltonien de 
hamp moyen 
orrespondant est don
 :H = � Xi1<���<ip Ji1:::ip�i1 : : : �ip : (1.4)La somme porte sur tous les p-uplets de variables possibles, et les intensit�es des intera
tionsJi1:::ip sont des variables al�eatoires ind�ependantes. Dans la limite p ! 1 (en r�e�e
hellantjudi
ieusement l'intensit�e des 
ouplages), les �energies de deux 
on�gurations perdent toute
orr�elation, et on retrouve don
 la d�e�nition du REM. Cette limite a aussi �et�e �etudi�ee parGross et M�ezard [14℄, qui ont trouv�e que la phase de basse temp�erature �etait alors d�e
ritepar une version simpli��ee de l'ansatz de Parisi : un seul pas dans le s
h�ema it�eratif d�e
ritplus haut est n�e
essaire, on parle alors de 1RSB 4, alors que dans le mod�ele SK il faut faireun nombre in�ni de pas de brisure des sous-groupes de r�epliques.Une interpr�etation de la brisure �a un pas de la sym�etrie des r�epliques en termes de pro-pri�et�es extr�emales de variables al�eatoires 
orr�el�ees a �et�e donn�e par Bou
haud et M�ezard [16℄.1.3 Analogies ave
 des probl�emes d'optimisationIl existe une analogie, dont l'exploitation s'est av�er�ee tr�es fru
tueuse, entre les syst�emesphysiques du type verres de spin et les probl�emes d'optimisation �etudi�es en math�ematiqueset en informatique.Un des plus 
�el�ebres exemples de probl�eme d'optimisation est sûrement 
elui du voyageurde 
ommer
e : �etant donn�ees les positions de N villes, on voudrait 
onnâ�tre le 
hemin ferm�equi passe une et une seule fois par toutes les villes, et qui minimise le kilom�etrage par
ourupar le repr�esentant. Autrement dit, on veut minimiser une fon
tion de 
oût (la distan
e totale�a par
ourir) par rapport �a 
ertains degr�es de libert�e (l'ordre dans lequel on visite les villes),en maintenant 
ertains param�etres (la position des villes) �xes. Si l'on rempla
e ® fon
tionde 
oût ¯ par �energie, ® position des villes ¯ par intera
tions gel�ees, et ® trajet du voyageur ¯par 
on�guration des variables thermiques, on a traduit le probl�eme d'optimisation en lare
her
he du fondamental d'un syst�eme de physique statistique, 
'est-�a-dire en l'�etude de sespropri�et�es de basse temp�erature.Un probl�eme d'optimisation est d�e�ni par 
ertaines r�egles (i
i, 
her
her le 
hemin de lon-gueur minimale) et par des donn�ees qui 
ara
t�erisent une instan
e parti
uli�ere du probl�eme4Gardner [15℄ a montr�e que pour p �ni, il existe une deuxi�eme temp�erature 
ritique plus basse, en dessousde laquelle le syst�eme doit être d�e
rit par une brisure 
ompl�ete de la sym�etrie des r�epliques.
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tion 9(la position sp�e
i�que de 
ha
une des villes). ® Instan
e ¯ est don
 la tradu
tion d'�e
han-tillon dans 
e nouveau langage. De plus, il est souvent int�eressant de d�e�nir un ensembled'instan
es muni d'une loi de probabilit�e (par exemple en r�epartissant uniform�ementN villesdans un 
arr�e de 
ôt�e L), et de s'int�eresser aux propri�et�es statistiques du probl�eme d'opti-misation 
orrespondant (notamment la distribution des longueurs optimales des tourn�ees duvoyageur de 
ommer
e). Ce
i 
orrespond aux distributions du d�esordre gel�e utilis�ees dansles mod�elisations des verres de spin.Cette analogie a �et�e exploit�ee d�es les ann�ees 80 dans deux dire
tions 
ompl�ementaires :les m�ethodes analytiques d�evelopp�ees pour l'�etude des verres de spin ont �et�e r�eemploy�eesdans 
e 
ontexte, voir par exemple [17℄ pour une �etude du probl�eme du voyageur de 
om-mer
e. Il a d'autre part �et�e sugg�er�e d'utiliser les pro
�edures num�eriques du type Monte Carlopour trouver des solutions aux probl�emes d'optimisation, une d�emar
he intitul�ee ® simula-ted annealing ¯ [18℄ . L'id�ee 
onsiste �a introduire une temp�erature �
tive et �a �e
hantillonnerl'ensemble des 
on�gurations ave
 le poids de Boltzmann 
orrespondant. La limite de tem-p�erature nulle de 
et �e
hantillonnage doit 
onduire au fondamental du syst�eme, 
'est-�a-dire�a la solution du probl�eme d'optimisation. En fait l'espa
e des 
on�gurations des probl�emesd'optimisation est souvent tr�es irr�egulier, et 
ette pro
�edure peut rester bloqu�ee dans des�etats m�etastables d'�energie plus �elev�ee que 
elle de la 
on�guration optimale.1.4 Mod�eles dilu�esDans le mod�ele SK, 
haque degr�e de libert�e �i interagit ave
 tous les autres. Cette
onne
tivit�e in�nie est tr�es �eloign�ee de 
elle d'un syst�eme r�eel, ou d'un mod�ele sur un r�eseaug�eom�etrique de dimension d, 
haque variable n'ayant alors qu'un nombre �ni de voisins(2d pour un r�eseau hyper
ubique). Viana et Bray [19℄ ont introduit un mod�ele dans lequella 
onne
tivit�e des variables reste �nie dans la limite thermodynamique. L'hamiltonien esttoujours de la forme (1.3), mais la loi de distribution des 
ouplages est maintenantProb(Jij) = �1� 
N � Æ(Jij) + 
N �(Jij) ; (1.5)o�u Æ est la distribution de Dira
 et � une distribution de probabilit�e r�eguli�ere. Pour unsite i donn�e, il y a en moyenne 
 intera
tions Jij non nulles, autrement dit le site interagitave
 
 voisins. Bien que la 
onne
tivit�e soit �nie, 
e mod�ele est de type 
hamp moyen :les voisins sont 
hoisis al�eatoirement parmi les N sites du syst�eme, il n'y a don
 pas denotion de distan
e eu
lidienne entre sites. L'essentiel du travail de th�ese pr�esent�e i
i 
on
ernede tels ® mod�eles dilu�es ¯ ayant une 
onne
tivit�e lo
ale �nie sans pour autant respe
terune g�eom�etrie eu
lidienne. On ren
ontrera d'autres exemples de 
es mod�eles dans la suite.L'int�erêt port�e �a 
es probl�emes peut être motiv�e par quelques remarques :{ Une question ouverte 
on
erne la pertinen
e en dimension �nie de l'image obtenuepour les mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�es par la m�ethode des r�epliques 5. Les mod�elesdilu�es sont 
ertes toujours de type 
hamp moyen, mais 
orrigent la peu vraisemblable
onne
tivit�e in�nie de leurs pr�ed�e
esseurs. On peut don
 esp�erer que leurs propri�et�esseront plus pro
hes de 
elles des syst�emes de dimension �nie.{ Ils 
omportent en parti
ulier de nouveaux ingr�edients physiques par rapport aux mo-d�eles 
ompl�etement 
onne
t�es. En e�et, dans le mod�ele de Viana-Bray la 
onne
tivit�e5Une appro
he assez radi
alement di��erente des verres de spin en dimension �nie est donn�e par l'imagedes gouttelettes [20, 21℄, dans laquelle la phase de basse temp�erature ne 
omporte qu'un nombre �ni d'�etatspurs.
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tionlo
ale d'un site est une variable 
u
tuante. Ce
i va entrâ�ner l'apparition de ph�eno-m�enes de type phase de GriÆths [22, 23℄, �a 
ause d'�ev�enements rares 
on
ernant deszones du syst�eme qui interagissent plus fortement que la moyenne. En 
ons�equen
e, larelaxation vers l'�equilibre dans une telle phase est anormalement lente, �a 
ause d'unedistribution large des temps d'�equilibration des sous-syst�emes [24, 25℄.{ Une derni�ere motivation r�eside dans l'analogie d�ej�a �evoqu�ee ave
 les probl�emes d'op-timisation. Il se trouve que les probl�emes 
entraux en th�eorie de l'optimisation 
om-binatoire 
onduisent, une fois traduits en termes physiques, �a des mod�eles de spin quiont une 
onne
tivit�e �nie. L'exemple le plus frappant est 
elui de la ® satis�abilit�e ¯,auquel on trouvera une tr�es bonne introdu
tion dans [26℄. Une instan
e de 
e probl�eme,appel�ee formule, est d�e�nie par un jeu de 
ontraintes logiques, dites 
lauses, sur desvariables bool�eenes. Le probl�eme 
onsiste �a d�eterminer l'existen
e ou pas d'une 
on�-guration des variables satisfaisant toutes les 
ontraintes, autrement dit une solutionde la formule. La satis�abilit�e joue un rôle 
entral dans la th�eorie de la 
omplexit�e
omputationnelle, 
'est en e�et le premier probl�eme dont la NP-
ompl�etude ait �et�ed�emontr�ee [27℄. Par ailleurs un ensemble al�eatoire de formules aux propri�et�es remar-quables a �et�e d�e
ouvert [28℄. Celui-
i est d�e�ni par deux param�etres, le nombre devariables N et un ratio de 
ontraintes par variables �. Quand � est tr�es petit les for-mules sont peu 
ontraintes et poss�edent beau
oup de solutions. Si au 
ontraire � esttr�es grand des 
ontradi
tions logiques apparaissent et les formules ne peuvent plus êtresatisfaites. Le point remarquable est que dans la ® limite thermodynamique ¯ N !1,le passage d'un r�egime �a l'autre se fait de mani�ere abrupte : il existe une valeur seuil�
 s�eparant les formules presque toujours 6 satis�ables de 
elles presque toujours in-satis�ables. En termes physiques il existe une transition de phase pour 
ette valeurdu param�etre de 
ontrôle. On trouvera des d�e�nitions pr�e
ises du probl�eme de la sa-tis�abilit�e et de l'ensemble al�eatoire de formules dans la partie 4.4, a

ompagn�ees der�ef�eren
es plus 
ompl�etes.La 
ontrepartie de 
ette ri
hesse physique des mod�eles dilu�es est une plus grande dif-�
ult�e te
hnique par rapport aux mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�es 7. Comparons en e�etgrossi�erement le mod�ele de Sherrington-Kirpatri
k �a 
elui de Viana-Bray. Dans le premier,
haque spin subit une faible in
uen
e de la part d'un grand nombre de voisins, alors quedans le deuxi�eme il a un nombre �ni de voisins ave
 qui il interagit fortement. La premi�eresituation est typique du th�eor�eme 
entral limite sur les sommes de variables al�eatoires, l'® in-
uen
e ¯ (plus pr�e
is�ement le 
hamp magn�etique e�e
tif) ressentie par un spin est don
 unevariable al�eatoire gaussienne. Dans le 
as du mod�ele de Viana-Bray, 
omme dans 
elui desautres mod�eles dilu�es, 
ette simpli�
ation disparâ�t. Ce
i explique que la mise au point del'ansatz brisant la sym�etrie des r�epliques a �et�e bien plus tardif que pour le mod�ele SK. Ene�et, même dans l'approximation de sym�etrie des r�epliques, le param�etre d'ordre, qui �etaitun simple nombre qEA pour le mod�ele SK, devient une fon
tion dans les mod�eles dilu�es. Ceparam�etre d'ordre RS, solution d'une �equation fon
tionnelle, a �et�e d'abord 
al
ul�e pour lemod�ele de Viana-Bray au voisinage de la ligne de transition [19℄ et �a temp�erature nulle [29℄.Le probl�eme de la satis�abilit�e al�eatoire �evoqu�e 
i-dessus a �et�e introduit dans la 
ommu-naut�e de physique statistique par Monasson et Ze

hina [30℄. Suivant l'analogie habituelle,les variables bool�eennes sont repr�esent�ees par des spins d'Ising et l'on introduit une fon
tion�energie qui 
ompte le nombre de 
ontraintes non satisfaites. Une formule est don
 satis�able(poss�ede des solutions) si le fondamental a une �energie nulle, et le ph�enom�ene de seuil �a �
 setraduit par une transition de phase vers un r�egime o�u l'�energie du fondamental est non-nulle.6C'est �a dire ave
 une probabilit�e tendant vers un dans la limite thermodynamique.7D'au
uns 
lasseront 
ette diÆ
ult�e suppl�ementaire au rang des motivations.
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tion 11Le mod�ele de spin ainsi obtenu a une 
onne
tivit�e �nie, �a l'instar de 
elui de Viana-Bray.Le traitement de 
e probl�eme dans le 
adre de l'ansatz sym�etrique des r�epliques reproduitl'existen
e d'une transition de satis�abilit�e, mais la valeur du seuil pr�edit n'est pas en a

ordave
 les simulations num�eriques. Il faut don
 briser la sym�etrie des r�epliques, une tâ
heparti
uli�erement diÆ
ile pour 
es syst�emes dilu�es. Le param�etre d'ordre, qui est d�ej�a unefon
tion au niveau RS, devient une fon
tionnelle au niveau du premier pas de brisure dela sym�etrie des r�epliques [31, 32℄. Une r�esolution appro
h�ee de 
es �equations 1RSB a �et�eobtenue par Biroli, Monasson et Weigt [33℄ �a l'aide d'une appro
he variationnelle. Celle-
i anotamment 
onduit �a une image plus raÆn�ee des propri�et�es des formules al�eatoires. En e�et,en plus de la transition de satis�abilit�e �a �
, une deuxi�eme valeur du param�etre � s�epare unr�egime satis�able o�u les solutions de la formule sont r�eparties uniform�ement dans l'espa
e des
on�gurations d'un autre o�u elles se regroupent en groupes de solutions nettement s�epar�esles uns des autres.Un nouveau 
ap dans la 
ompr�ehension des syst�emes d�esordonn�es dilu�es a �et�e fran
hipar M�ezard et Parisi [34℄. Ces auteurs ont re
onsid�er�e le probl�eme des verres de spin �a
onne
tivit�e �nie par la m�ethode de la 
avit�e, une m�ethode �equivalente �a 
elle des r�epliquesmais qui, dans le 
as des syst�emes dilu�es, 
onduit �a des �equations ayant une forme plusfa
ile �a traiter. En parti
ulier, 
elles obtenues au niveau du premier pas de RSB peuventêtre r�esolues num�eriquement par une m�ethode de dynamique de populations. Cette appro
hea ensuite �et�e utilis�ee dans le 
as de la satis�abilit�e par M�ezard et Ze

hina [35℄, qui ont
al
ul�e le seuil �
 et mis �a pro�t l'image de l'espa
e des 
on�gurations sugg�er�e par les
al
uls 1RSB pour proposer un nouvel algorithme de r�esolution des formules, intitul�e ® surveypropagation ¯. Plus r�e
emment des 
al
uls de stabilit�e de la solution 1RSB par Montanari etRi

i-Tersenghi [36, 37℄ ont montr�e que la solution 1RSB n'�etait pas stable pour toutes lesvaleurs de �, et que dans 
ertaines r�egions une brisure 
ompl�ete de la sym�etrie des r�epliques�etait n�e
essaire.Cette m�ethode de la 
avit�e a �et�e tr�es f�e
onde, un grand nombre de mod�eles ont �et�e �etudi�esle long de 
es lignes. Je 
iterai notamment le probl�eme du 
oloriage de graphes [38℄ et leprobl�eme de la XORSAT [39℄. Ce dernier est une variante du probl�eme de la satis�abilit�e,qui a �et�e ind�ependamment introduit en physique et en informatique. Dans le 
ontexte de laphysique, il 
orrespond �a la version dilu�ee du mod�ele p-spin. Un r�esultat tr�es int�eressant estla preuve de l'exa
titude du s
h�ema 1RSB pour 
e mod�ele �a temp�erature nulle [40, 41℄.1.5 Aspe
ts dynamiques1.5.1 Dynamiques physiquesTournons-nous maintenant vers les propri�et�es dynamiques des verres de spin et de leursmod�elisations de 
hamp moyen, qui seront l'objet prin
ipal de 
e manus
rit. Rappelonsd'abord deux propri�et�es auxquelles on s'attend pour un syst�eme ® normal ¯ :{ Lorsqu'on le met en 
onta
t ave
 un thermostat, le syst�eme se met rapidement �al'�equilibre ave
 le bain thermique ext�erieur. Il perd alors la m�emoire de son instant depr�eparation et sa dynamique devient stationnaire : les r�esultats d'une exp�erien
e sontind�ependants de l'instant auquel on l'e�e
tue.{ Les fon
tions d'auto-
orr�elation et de r�eponse �a une perturbation ext�erieure sont reli�eespar le th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation (FDT). Ce th�eor�eme, dont une des versionsles plus 
�el�ebres est la relation de Stokes-Einstein entre 
oeÆ
ients de di�usion et detrâ�n�ee d'une parti
ule brownienne, est tr�es g�en�eral. Il ne fait pas intervenir les d�etailsmi
ros
opiques du syst�eme, mais seulement la temp�erature du thermostat ext�erieur.



12 Ch. 1 : Introdu
tionOn dit qu'une dynamique est ® d'�equilibre ¯ quand elle v�eri�e 
es deux propri�et�es. Pourun syst�eme ® normal ¯ 
e r�egime dynamique est atteint rapidement, sur l'�e
helle des tempsexp�erimentaux, apr�es sa mise en 
onta
t ave
 un thermostat.Une �etude de la dynamique du mod�ele SK �etait pr�esente dans l'arti
le originel [5℄, etfut 
ompl�et�ee par Sompolinsky et Zippelius [42℄. Cependant 
es appro
hes n'�etaient pas
oh�erentes dans la phase de basse temp�erature pour la raison suivante : les mod�eles deverres de spin ne sont pas ® normaux ¯, ils restent hors d'�equilibre pendant des temps tr�eslongs 8. Il faut don
 abandonner l'hypoth�ese de stationnarit�e du syst�eme et le th�eor�eme de
u
tuation-dissipation.La premi�ere �etude de la dynamique de basse temp�erature des mod�eles de verres de spinen 
hamp moyen qui tienne 
ompte de 
ette situation est due �a Cugliandolo et Kur
han [43℄.Elle portait sur la dynamique de Langevin du mod�ele p-spin sph�erique9, et mettait en lumi�ereles modi�
ations suivantes des propri�et�es d'�equilibre :{ 
e mod�ele n'est pas stationnaire �a basse temp�erature, on dit qu'il vieillit [44℄ : sadynamique d�epend toujours de son ® âge ¯, 
'est-�a-dire du temps �e
oul�e depuis samise en 
onta
t ave
 le thermostat ext�erieur. En termes plus te
hniques, les fon
tionsde 
orr�elation et de r�eponse �a deux temps d�ependent r�eellement des deux temps, et nonpas seulement de la di��eren
e entre les deux 
omme dans une dynamique stationnaire.De plus, la d�ependan
e de la dynamique vis-�a-vis de l'âge du syst�eme n'est pas 
om-pl�etement arbitraire : le syst�eme reste 
ertes hors d'�equilibre �a tous les temps, maisson �evolution est de plus en plus lente. Cette parti
ularit�e permet des simpli�
ationsdans le traitement analytique de 
e type de syst�eme.{ le th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation n'est pas respe
t�e par les fon
tions de 
orr�elationet de r�eponse �a deux temps. Cependant, 
es derni�eres sont reli�ees par une modi�
ationrelativement simple du FDT, le 
ara
t�ere hors d'�equilibre se traduisant par l'apparitiond'une temp�erature e�e
tive di��erente de 
elle du thermostat ext�erieur.Les mod�eles de verres de spin de 
hamp moyen 
onstituent don
 une 
lasse parti
uli�erede syst�emes hors d'�equilibre, pour lesquels la violation des propri�et�es d'�equilibre ob�eit �a uns
�enario assez pr�e
is [45, 46℄. J'en donnerai plus de d�etails dans la partie 5.4.Les ph�enom�enes de vieillissement et de violation du FDT ne sont pas des artefa
ts dela mod�elisation th�eorique : ils ont �et�e au 
ontraire observ�es dans un grand nombre d'exp�e-rien
es. Celles-
i sont notamment 
onduites sur des verres de spin [47℄, pour lesquels unemesure dire
te de la violation du th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation a �et�e obtenue r�e
em-ment par H�erisson et O
io [48℄. Les verres stru
turaux pr�esentent aussi un 
omportementsimilaire [49℄, ave
 une phase vitreuse vieillissante �a basse temp�erature. Signalons dans 
edernier 
as que la th�eorie de 
ouplage de modes [50℄ utilis�ee pour la des
ription des li-quides surfondus au dessus de la temp�erature de transition vitreuse est intimement reli�eeaux mod�eles p-spin introduits 
i-dessus. Ce lien a �et�e d�evoil�e par Kirkpatri
k, Thirumalai etWolynes [51, 52, 53℄ et approfondi dans [54℄.Les travaux sur la dynamique des mod�eles dilu�es sont relativement rares 
ompar�es �a
eux sur les mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�es. On peut 
iter en parti
ulier les investigationsnum�eriques de Barrat et Ze

hina [55℄, et de Montanari et Ri

i-Tersenghi [56, 57℄. Ces �etudesont mis en �eviden
e la ri
hesse du 
omportement dynamique de 
es mod�eles, notamment �a
ause des 
u
tuations lo
ales de 
onne
tivit�e qui les rendent tr�es h�et�erog�enes.8Plus pr�e
is�ement, le temps d'�equilibration du syst�eme diverge ave
 la taille du syst�eme. Si la limitethermodynamique est prise avant la limite des temps longs, on reste toujours hors d'�equilibre.9Dans un mod�ele sph�erique les variables d'Ising �i sont rempla
�ees par des variables 
ontinues, on re-viendra en d�etail sur 
e point dans le 
orps du manus
rit.
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tion 131.5.2 Algorithmes d'optimisationLa se
tion pr�e
�edente �etait intitul�ee ® dynamiques physiques ¯ 
ar elles 
on
ernaient desmod�elisations 
ens�ees repr�esenter l'in
uen
e d'un bain thermique ext�erieur au syst�eme qui luiimpose sa temp�erature. L'�evolution des degr�es de libert�e du syst�eme v�eri�ent alors 
ertainesr�egles ® physiques ¯ (
ondition de balan
e d�etaill�ee pour des spins dis
rets, �equations deLangevin pour des variables 
ontinues) telles que l'�equilibre de Gibbs-Boltzmann est unpoint �xe de l'�evolution.Au 
ours de 
ette th�ese je me suis int�eress�e aussi �a une autre famille de dynamiques, reli�eeaux probl�emes d'optimisation. Dans 
e 
ontexte, il n'y a au
une raison a priori d'imposer lesmêmes r�egles aux lois mi
ros
opiques d'�evolution : le but est de r�epondre le plus rapidementpossible �a une question, par exemple l'existen
e d'une solution �a un probl�eme de satis�abilit�e,et non d'�e
hantillonner l'espa
e des 
on�gurations ave
 le poids de Gibbs. De plus, 
ertainstypes d'algorithme n'ont rien �a voir ave
 les dynamiques sto
hastiques lo
ales dans l'espa
edes 
on�gurations qui sont habituellement utilis�ees en physique. Les mouvements d'une
on�guration �a l'autre peuvent être arbitrairement grands, ou bien s'e�e
tuer dans un espa
epeu naturel du point de vue physique. Certains algorithmes de r�esolution de la satis�abilit�epro
�edent par 
onstru
tion d'un arbre de re
her
he, dans lequel 
haque n�ud est asso
i�e �aun ensemble de 
on�gurations des variables bool�eennes.On pourrait alors se demander quelle est la pertinen
e des outils de la physique statis-tique pour �etudier de tels probl�emes. Les travaux initi�es par Co

o et Monasson [58℄ ont
ependant montr�e qu'une telle appro
he �etait possible et fru
tueuse, 
ompl�etant les �etudesrigoureuses des math�emati
iens et des informati
iens. On trouvera dans la publi
ation C2une revue des travaux de la 
ommunaut�e de physique statistique sur 
es probl�emes d'algo-rithmes d'optimisation.1.6 R�esum�e du travail de th�eseOn va pr�esenter dans la suite du manus
rit les r�esultats de travaux plus ou moins dire
te-ment reli�es au même obje
tif : une meilleure 
ompr�ehension analytique des dynamiques horsd'�equilibre dans les mod�eles dilu�es. Au del�a du d�e� te
hnique que 
et obje
tif repr�esente, ilserait appr�e
iable de 
apturer par une appro
he analytique 
ertains des traits nouveaux de
es mod�eles qui �etaient absents dans le 
as 
ompl�etement 
onne
t�e. Une deuxi�eme dire
tionde travail a 
onsist�e �a appliquer des m�ethodes de physique statistique pour d�e
rire le 
om-portement d'un algorithme de re
her
he lo
ale de solutions du probl�eme de la satis�abilit�e.Le manus
rit est organis�e de la mani�ere suivante. Un premier 
hapitre pr�e
ise les d�e�-nitions et les propri�et�es g�eom�etriques des mod�eles dilu�es. A 
ette o

asion on d�e
rira unem�ethode g�en�erale de d�eveloppement �a faible 
onne
tivit�e, qui a fait l'objet de la publi
ationP1 et qui a �et�e mise �a pro�t dans d'autres parties de la th�ese.Les deux 
hapitres suivants ont �et�e divis�es selon la nature (
ontinue ou dis
r�ete) des va-riables des mod�eles. Cette division est un peu arbitraire, mais 
orrespond �a des formalismeset des m�ethodes d'approximation di��erents. Le 
hapitre 3 expose les r�esultats des publi
a-tions P2, P3 et une partie de la publi
ation P5. Ces di��erentes �etudes sont reli�ees ainsi : undes mod�ele dilu�es les plus simples que l'on peut imaginer 
orrespond �a la version sph�eriquedu mod�ele de Viana-Bray. On montre d'abord que 
e probl�eme se ram�ene �a la d�eterminationdu spe
tre d'un 
ertain type de matri
es al�eatoires. On adapte alors la m�ethode d'approxi-mation ® �a un seul d�efaut ¯ de Biroli et Monasson [59℄ �a l'ensemble de matri
es qui nousint�eresse i
i (publi
ation P2). On tire ensuite les 
ons�equen
es des propri�et�es de 
es matri
esal�eatoires sur la dynamique du mod�ele (P3). Finalement un formalisme g�en�eral apte �a trai-
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tionter la dynamique de tous les mod�eles de 
hamp moyen (
ompl�etement 
onne
t�es ou dilu�es)pour des variables 
ontinues est d�evelopp�e, en s'appuyant sur une analogie ave
 le probl�emede matri
es al�eatoires. Dans le 
as dilu�e le r�esultat obtenu est trop formel pour pouvoir entirer dire
tement des pr�edi
tions physiques, de possibles approximations sont sugg�er�ees. Unedi��eren
e apparâ�t entre mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�es et mod�eles dilu�es : 
es derniersne sont pas 
ara
t�eris�es uniquement par leurs fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse �a deuxtemps.Le 
hapitre 4 regroupe deux travaux de natures a priori di��erentes : le premier (publi
a-tion P6) 
on
erne la dynamique d'un mod�ele ferromagn�etique dilu�e, le deuxi�eme (P4 et C1)traite d'un algorithme de r�esolution de formules de satis�abilit�e. Une appro
he 
ommuneest d'abord pr�esent�ee en termes g�en�eriques, avant d'être appliqu�ee �a 
es deux probl�emes.On fera notamment le lien ave
 la m�ethode dynamique des r�epliques de Coolen et Sherring-ton [60, 61℄. Trois appendi
es �a 
e 
hapitre exposent des r�esultats num�eriques et analytiquesnon publi�es sur des variantes du probl�eme d'optimisation.Le 
hapitre 5 verra la r�e
on
iliation des variables 
ontinues et dis
r�etes : les propri�et�esd'�equilibre des fon
tions de 
orr�elation ave
 un nombre quel
onque de temps y seront explo-r�ees. La publi
ation P5 traitait le 
as 
ontinu, on fera dans le manus
rit les d�emonstrationsdans le 
as dis
ret pour insister sur la g�en�eralit�e de 
es r�esultats. On pr�esente �egalement uneversion du th�eor�eme de 
u
tuation qui r�esume 
es propri�et�es. Finalement des 
onje
turessur leurs g�en�eralisations dans les situations hors d'�equilibre du type verres de spin dilu�essont avan
�ees.J'ai essay�e, dans la mesure du possible, de faire de 
e manus
rit un ensemble 
oh�erenten ne pr�esentant pas les publi
ations dans un ordre 
hronologique. L'organisation retenuepermettra, je l'esp�ere, d'insister sur les liens entre 
es di��erents travaux. Je me suis don
e�or
�e de pr�esenter les m�ethodes dans une 
ertaine g�en�eralit�e avant de les appliquer aux 
asparti
uliers. Pour 
ette raison je me suis permis de 
hanger 
ertaines notations par rapport �a
elles utilis�ees dans les arti
les, et de pr�esenter dans 
ertaines parties les d�emonstrations ave
peut-être trop de d�etails. L'utilisation des mêmes lettres pour des quantit�es di��erentes d'un
hapitre sur l'autre n'a pu être 
ompl�etement �evit�ee, j'esp�ere que la lisibilit�e du manus
ritn'en sera pas trop a�e
t�ee.



Chapitre 2Propri�et�es g�eom�etriques desmod�eles dilu�esLa plupart des �etudes pr�esent�ees dans 
e manus
rit partagent une stru
ture sous-ja
ente
ommune, qui porte en physique le nom g�en�erique de mod�ele dilu�e. Ce 
hapitre est 
onsa
r�e�a quelques propri�et�es ® g�eom�etriques ¯ de 
es syst�emes, �etudi�es en math�ematiques sous lenom de graphes et d'hypergraphes al�eatoires. L'adje
tif g�eom�etrique n'est pas �a prendre ausens stri
t i
i. En e�et 
es stru
tures ne sont pas d�e�nies �a partir d'un espa
e eu
lidien dedimension �nie, et par nombre de leurs 
ara
t�eristiques elles appartiennent �a la famille desprobl�emes de 
hamp moyen.Dans les premi�eres parties de 
e 
hapitre on trouvera une introdu
tion sommaire �aquelques mod�eles de graphes et d'hypergraphes al�eatoires. Suit la pr�esentation d'une m�e-thode syst�ematique de d�eveloppement dans un r�egime de faible 
on
entration, qui a faitl'objet de la publi
ation P1 et que l'on retrouvera �a plusieurs reprises dans la suite de lath�ese.2.1 Le graphe al�eatoire d'Erd�os et R�enyiCe mod�ele, introduit en math�ematiques dans les ann�ees 60 [62℄, est l'ar
h�etype des sys-t�emes dilu�es. Il a �et�e tr�es largement �etudi�e par les math�emati
iens, un grand nombre deses propri�et�es sont 
onnues rigoureusement et ave
 une tr�es grande �nesse (on pourra sereporter par exemple �a [63, 64, 65, 66℄). On se 
ontente i
i d'une appro
he non rigoureuseet de quelques r�esultats utiles pour la suite.2.1.1 D�e�nition d'un grapheDu point de vue math�ematique, un graphe de taille N est 
onstitu�e de :{ un ensemble V de sommets (verti
es), de 
ardinalit�e (nombre d'�el�ements de l'ensemble)jV j = N . On peut don
 prendre V = f1; : : : ; Ng sans perdre en g�en�eralit�e.{ un ensemble E de liens (edges), 
'est-�a-dire de paires non orient�ees de sommets, fi; jg 2V 2.Selon les 
as on peut autoriser ou non les liens fi; ig d'un sommet �a lui-même, ainsi queles r�ep�etitions du même lien dans l'ensemble E. Cette distin
tion entre ® graphes simples ¯et ® multi-graphes ¯ ne sera pas utilis�ee dans la suite, pas plus que la notion de grapheorient�e, pour lequel les liens portent une dire
tion.15
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1 2 3 4 41 1 3 12 4

t :n :Vt :Fig. 2.1 { Les di��erents types d'arbres �a n sommets, pour n entre 1 et 4. Vt est le nombred'�etiquetages distin
ts.Il est 
lair qu'une repr�esentation naturelle d'un graphe ainsi d�e�ni 
onsiste �a dessiner lessommets 
omme des points d'un plan, et les liens 
omme des 
ourbes reliant 
es sommets.En g�en�eral on est oblig�e de faire se 
roiser 
ertains liens, si l'on peut dessiner le graphe sansqu'au
un lien ne se 
roise il est dit planaire.D�e�nissons quelques notions g�en�erales sur les graphes, avant de parler d'ensembles al�ea-toires. La plupart de 
es d�e�nitions sont intuitives, mais il sera utile pour la suite de lesformaliser un peu.{ Deux sommets x et y sont dits adja
ents dans un graphe si le lien fx; yg appartient �al'ensemble E.{ Deux sommets sont dits 
onne
t�es s'il existe une suite de sommets su

essivementadja
ents (i.e. un 
hemin) qui les relient. Un graphe est dit 
onnexe si toute paire deses sommets est 
onne
t�ee. Une 
omposante 
onnexe d'un graphe est un sous-graphemaximal (au sens de l'in
lusion) 
onnexe. Il sera loisible dans la suite de 
onsid�erer unsommet isol�e 
omme une 
omposante 
onnexe du graphe.{ Une bou
le est un 
hemin ferm�e de sites adja
ents. Un arbre est un graphe 
onnexesans bou
les. On peut en donner une 
ara
t�erisation plus simple : si un graphe 
onnexea n sommets et m liens, 
'est un arbre pour m = n� 1.{ Le th�eor�eme de Cayley aÆrme qu'il y a nn�2 arbres distin
ts ave
 n sommets. ® Dis-tin
ts ¯ est �a prendre i
i au sens des graphes �etiquet�es, 
'est �a dire que 
ha
un des nsommets porte un indi
e de [1; : : : ; n℄, et deux �etiquetages sont di��erents si et seule-ment si l'ensemble des liens 
orrespondants est di��erent. Par exemple pour un arbre �atrois sommets, les trois �etiquetages distin
ts sont 1� 2� 3, 1� 3� 2 et 2� 1� 3.{ Deux graphes �etiquet�es G = (V;E) et G0 = (V 0; E0) sont isomorphes s'il existe unebije
tion � entre V et V 0 telle que fx; yg 2 E si et seulement si f�(x); �(y)g 2 E0.Cette d�e�nition 
orrespond �a la notion intuitive de forme d'un graphe. Par exemple,les trois arbres �a trois sommets 
it�es pr�e
�edemment sont isomorphes. Pour n = 4 ona par 
ontre deux types di��erents d'arbres non isomorphes. La �gure 2.1.1 illustre 
esd�e�nitions ave
 les di��erents types d'arbres pour n entre 1 et 4. On a not�e Vt le nombred'�etiquetages distin
ts pour 
ha
un des types. Pour n = 4, l'arbre ave
 un site 
entralet trois voisins a quatre �etiquetages distin
ts, selon le 
hoix du site 
entral. L'arbrelin�eaire a lui douze �etiquetages distin
ts, et don
 
onform�ement au th�eor�eme de Cayleyon a bien 16 arbres �etiquet�es �a quatre sommets.{ Une 
lique �a n sommets est un graphe 
ompl�etement 
onne
t�e, 
'est-�a-dire dont les�n2� liens sont pr�esents. Le nombre 
hromatique d'un graphe est le nombre minimalde 
ouleurs n�e
essaires pour 
olorier les sommets de fa�
on telle qu'au
un lien ne relie
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ouleur. Le nombre de 
lique d'un graphe est la taille dela plus grande 
lique 
ontenue 
omme sous-graphe. Ces deux exemples de propri�et�esne seront pas utilis�ees dans la suite, mais illustrent le type de questions d'int�erêt enmath�ematiques.2.1.2 Graphe al�eatoireMuni de 
es d�e�nitions formelles, on 
onstate que le nombre de graphes de taille N est�ni (il vaut 2N(N�1)=2) , on peut don
 d�e�nir sans diÆ
ult�e une loi de probabilit�e Prob(G)sur l'ensemble des graphes G de taille N , et se poser des questions probabilistes sur 
etensemble. Si on a une propri�et�e qu'on peut d�e�nir pour tout graphe G, par exemple ® G
ontient une 
lique de 
inq sommets ¯ , on peut se demander quelle est la probabilit�e que
ette propri�et�e soit v�eri��ee quand on tire au hasard un graphe selon la loi Prob(G).La loi de probabilit�e la plus �etudi�ee, qu'on nomme graphe al�eatoire de Erd�os et R�enyi,
onsiste �a 
onsid�erer ind�ependamment les �N2 � liens possibles parmi les N sommets, et �aprendre 
ha
un de 
es liens pr�esent (resp. absent) ave
 probabilit�e 
N (resp. 1� 
N ). Autre-ment dit, si l'on note M(G) = jE(G)j le nombre de liens dans un graphe donn�e G, on peut�e
rire la loi de probabilit�e des graphes 
ommeProb(G) = � 
N �M(G) �1� 
N �N(N�1)2 �M(G) : (2.1)Comme il y a �N(N�1)2M(G) � graphes ave
 M(G) liens, 
ette loi est bien normalis�ee.Le 
hoix d'une probabilit�e de pr�esen
e de lien qui d�epend de la taille du syst�eme 
omme1=N n'est �evidemment pas le fruit du hasard. Comme on va le voir, 
e r�egime permetd'obtenir une limite thermodynamique (N !1) int�eressante.Dans la suite du 
hapitre on notera les moyennes sur les ensembles de graphe 
omme[�℄ =XG � Prob(G) : (2.2)Toutes les limites et les �equivalents sont �a 
omprendre dans le sens de la limite thermody-namique N !1 sauf mention expli
ite du 
ontraire.2.1.3 Ses propri�et�esOn va �etudier i
i quelques propri�et�es simples du graphe al�eatoire d�e�ni par la loi (2.1).{ Consid�erons tout d'abord M(G), le nombre de liens pr�esents dans un graphe. C'esti
i une variable al�eatoire binomiale, dont on 
al
ule ais�ement la moyenne et l'�e
artquadratique moyen,[M ℄ = 
(N � 1)2 � N 
2 ; (2.3)p[M2℄� [M ℄2 =r(N � 1) 
2 �1� 
N � � N1=2r 
2 : (2.4)M(G)=N se 
on
entre don
 dans la limite thermodynamique autour de sa valeurmoyenne 
=2, �a des 
u
tuations d'ordre N�1=2 pr�es. On reviendra sur 
e point au
ours de la dis
ussion des autres mod�eles de graphes al�eatoires. Notons que le 
hoixde la d�ependan
e en 1=N de la probabilit�e de pr�esen
e d'un lien permet d'obtenir unnombre extensif (proportionnel au ® volume ¯ N du syst�eme) de liens en moyenne.
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Fig. 2.2 { Dans le 
al
ul de la probabilit�e 
onditionnelle (2.6), on suppose la pr�esen
e d'unlien, en tirets i
i, et l'on 
her
he la probabilit�e d'avoir k voisins suppl�ementaires.{ On peut aussi s'int�eresser aux propri�et�es lo
ales d'un graphe al�eatoire. Cher
hons parexemple la probabilit�e pk (par rapport �a la distribution (2.1)) qu'un sommet donn�e aitexa
tement k voisins. On parle de 
onne
tivit�e (ou de degr�e) du sommet �egal �a k. Ona pk = �N � 1k �� 
N �k �1� 
N �N�1�k ! e�

kk! ; (2.5)la limite thermodynamique �etant prise ave
 k �x�e. En e�et, on est libre de 
hoisir lesk sites voisins parmi les N � 1 autres sites, 
ha
un de 
es k liens doit être pr�esent, etle site 
entral ne doit pas être reli�e �a d'autres sites. On 
onstate que la 
onne
tivit�ed'un site devient une loi de Poisson ave
 param�etre 
 dans la limite thermodynamique.On appelle souvent le graphe al�eatoire d'Erd�os-R�enyi un graphe poissonien �a 
ause de
ette propri�et�e. La loi de Poisson est typique d'un nombre d'�ev�enements se r�ealisantave
 une probabilit�e individuelle faible (O(1=N) i
i), mais sur un grand nombre detentatives (O(N)).{ On peut aussi 
al
uler la probabilit�e ~pk d'observer un site ave
 k + 1 voisins, 
ondi-tionn�ee �a 
e qu'il en ait au moins un, 
e que l'on peut se repr�esenter plus fa
ilementave
 la �gure 2.2.~pk = �N � 2k �� 
N �k �1� 
N �N�2�k ! e�

kk! : (2.6)Dans la limite thermodynamique ~pk est aussi une loi poissonnienne de param�etre 
.Un petit argument permet de pressentir �a partir de 
e r�esultat que la valeur 
 = 1va être parti
uli�ere. Supposons en e�et que l'on 
hoisisse dans le graphe al�eatoire unsite ra
ine au hasard, et que l'on explore le graphe en suivant les liens (ou bran
hes)qui en �emergent. Si l'on appelle g�en�eration le nombre de pas que l'on a fait au 
oursde l'exploration depuis la ra
ine, on a k des
endants de premi�ere g�en�eration ave
probabilit�e pk. Cha
un de 
es des
endants va avoir l des
endants, qui seront don
de deuxi�eme g�en�eration, ave
 probabilit�e ~pl, 
ar les sites de premi�ere g�en�eration ont�et�e, par d�e�nition, atteints par un lien pr�esent entre eux et la ra
ine. En 
ontinuantl'exploration on 
onstruit ainsi un arbre o�u le nombre de des
endants est �a 
haqueg�en�eration d�etermin�ee par la loi 
onditionnelle ~p. Si 
 < 1, 
e pro
essus de bran
hementmeurt rapidement, alors que pour 
 > 1 il 
ontinue �eternellement. On va voir plusbas que 
ette di��eren
e de 
omportement s'interpr�ete i
i 
omme une transition deper
olation.{ En �elargissant le 
hamp des questions pos�ees, on peut maintenant se demander quelleva être la probabilit�e que la 
omposante 
onnexe d'un site donn�e soit un 
ertain typede graphe t, ave
 nt sites et mt liens. Un peu de d�enombrement 
onduit �a
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N �mt �1� 
N �nt(N�nt)+nt(nt�1)2 �mt (2.7)� 1Nmt�nt+1 
mte�nt
 Vt(nt � 1)! : (2.8)Expliquons 
es di��erents fa
teurs. On doit d'abord 
hoisir les nt � 1 autres sites dela 
omposante 
onnexe, parmi les N � 1 sites du graphe, puis une des Vt di��erentesfa�
ons d'�etiqueter la 
omposante 
onnexe. Lesmt liens doivent être pr�esents, ave
 don
la probabilit�e (
=N)mt . Il faut �nalement ex
lure les autres liens pouvant reliant lesnt sommets entre eux, ainsi que 
eux relieraient les nt sommets au reste du graphe.Notons que l'�equivalent a �et�e pris en supposant que nt et mt restaient �nis dans lalimite thermodynamique, 
ette expression n'est don
 valable que pour des 
omposantes
onnexes de taille �nie.On 
onstate que simt > nt�1, 
ette expression tend vers 0 dans la limite thermodyna-mique. Or pour un graphe 
onnexe, m � n�1, ave
 �egalit�e si et seulement si le grapheest un arbre. Plus pr�e
is�ement, la probabilit�e qu'un site appartienne �a une 
omposante
onnexe de taille �nie et qui 
ontient des bou
les est d'ordre N�l, o�u l est le nombrede bou
les ind�ependantes. On peut de la même fa�
on montrer que la probabilit�e qu'unsite appartienne �a une bou
le de taille �nie (sans imposer que sa 
omposante 
onnexesoit de taille �nie) est d'ordre N�1. Remarquons que 
ela ne signi�e pas qu'il n'y aau
une bou
le de taille �nie dans la limite thermodynamique : la probabilit�e �etantd'ordre 1=N , mais le nombre de sites �etant N , il y en a en moyenne un nombre �ni.{ Dans le 
as parti
ulier o�u l'on 
her
he la probabilit�e d'appartenan
e �a un arbre quel-
onque �a n sommets, on peut simpli�er la formule (2.8) en utilisant le th�eor�eme deCayleyXtjnt=nVt = nn�2 ; (2.9)pour obtenirPn = e�
n(
n)n�1n! : (2.10)Comme on a vu que les seules 
omposantes 
onnexes de taille �nie qui ont une pro-babilit�e (par site) �nie dans la limite thermodynamique sont des arbres, la sommeP1n=0 Pn 
ompte la fra
tion de sites qui sont dans des 
omposantes de taille �nie. Onpeut montrer que 
ette somme 
onverge vers 1 pour 
 � 1, dans 
e 
as presque tousles sites sont dans des 
omposantes de taille �nie. Par 
ontre, quand 
 > 1, la sommevaut 1 � P1(
), o�u P1(
) est la solution non nulle de l'�equation 1 � P1 = e�
P1 ,repr�esent�ee sur la �gure 2.3. P1 est don
 la fra
tion des sites qui ne sont pas dansdes 
omposantes de taille �nie, autrement dit 
'est la fra
tion de sites dans l'® amasin�ni ¯ de per
olation qui envahit un nombre extensif de sites �a partir de 
 = 1. Onpeut en fait justi�er l'�equation sur P1 de la mani�ere suivante : un site appartient �al'amas in�ni d�es qu'un de ses voisins y appartient. R�e
iproquement, pour qu'un siten'y appartienne pas, il faut qu'au
un de ses voisins n'y appartienne :1� P1 = 1Xk=0 pk(1� P1)k = 1Xk=0 e�

kk! (1� P1)k = e�
P1 : (2.11)Un tel raisonnement, o�u l'on n�eglige les 
orr�elations entre les probabilit�es d'apparte-nan
e �a l'amas in�ni des voisins d'un site donn�e, serait faux en dimension �nie. Il est
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Fig. 2.3 { La fra
tion de sites dans l'amas g�eant en fon
tion de la 
onne
tivit�e moyennepour le graphe d'Erd�os-R�enyi, solution de l'�equation (2.11).
orre
t i
i grâ
e au 
ara
t�ere 
hamp moyen du mod�ele, qui ne repose pas sur un r�eseaug�eom�etrique r�egulier.Pour r�esumer 
ette �etude sommaire, on a vu que la 
onne
tivit�e d'un site est une loi dePoisson ave
 param�etre 
, que si on regarde un graphe al�eatoire sur une �e
helle �nie dansla limite thermodynamique on voit toujours une stru
ture en arbre ave
 grande probabilit�e,et qu'il y a une transition de per
olation �a 
 = 1. Pour des 
onne
tivit�es plus faibles, unefra
tion des sites qui tend vers 1 dans la limite thermodynamique sont 
ontenues dans des
omposantes 
onnexes de taille �nie, par 
ontre quand 
 > 1 une 
omposante 
onnexe detaille extensive apparâ�t.Les �etudes math�ematiques de 
e probl�eme ont 
onduit �a de nombreux autres r�esultatstr�es pr�e
is. Citons par exemple qu'�a la transition (
 = 1), la taille de la plus grande 
ompo-sante 
onnexe diverge dans la limite thermodynamique 
omme N2=3 et que pour 
 < 1 laplus grande 
omposante est de taille O(lnN). De plus les graphes al�eatoires ne sont en arbreque sur des �e
helles �nies, on trouve en fait un grand nombre de bou
les de longueur lnN .Cette taille peut se 
omprendre �a partir de l'argument sur la des
endan
e d'un pro
essusde bran
hement poissonien expos�e pr�e
�edemment. Pour 
 > 1 le nombre de sites a la g�en�e-ration g 
rô�t typiquement 
omme 
g. Quand g est d'ordre lnN 
e nombre de sites devientd'ordre N , on est don
 oblig�e alors de retrouver des sites d�ej�a pr�esents dans le pro
essus debran
hement, 
e qui implique la pr�esen
e de bou
les.On a 
onsid�er�e i
i seulement les propri�et�es typiques des graphes al�eatoires. R�e
emmentdes m�ethodes de physique statistique ont �et�e utilis�ees [67, 68℄ pour �etudier des propri�et�esatypiques, dans un r�egime de grande d�eviation, de 
es objets.2.2 HypergraphesUne g�en�eralisation naturelle du point de vue de la physique 
onsiste �a rempla
er les lienspar des ® hyperliens ¯ qui joignent un nombre K � 2 arbitraire de sommets, les grapheshabituels 
orrespondants �a K = 2. Un hypergraphe est alors la donn�ee d'un ensemble desommets et d'un ensemble d'hyperliens. C'est 
e type de g�en�eralisation qui 
onduit du mod�elede Sherrington-Kirkpatri
k aux mod�eles dits p-spin. Pour une valeur de K donn�ee, il y a�NK� hyperliens possibles. On peut par exemple d�e�nir une loi de probabilit�e sur les K-hypergraphes en prenant 
ha
un des hyperliens ind�ependamment pr�esent ave
 probabilit�e
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NK�1 , absent ave
 probabilit�e 1 � 
NK�1 . Notant toujours G un hypergraphe, et M(G) lenombre d'hyperliens pr�esents, la loi de probabilit�e estProb(G) = � 
NK�1�M(G) �1� 
NK�1�(NK)�M(G) : (2.12)A nouveau la d�ependan
e en N a �et�e 
hoisie de mani�ere �a avoir un nombre moyen de lienspr�esents qui soit extensif, [M ℄ � (
=K!)N dans la limite thermodynamique. On notera dansla suite de 
e paragraphe � = 
=K! pour simpli�er 
ertaines �e
ritures. Dans le même but onomettra le pr�e�xe ® hyper ¯ quand il n'y a pas de 
onfusion possible.Des raisonnements 
ombinatoires similaires �a 
eux pr�esent�es dans le 
as du graphe al�ea-toire 
onduisent �a :{ La probabilit�e d'avoir k liens autour d'un site donn�e est, dans la limite thermodyna-mique, une loi de Poisson de param�etre �K. On appellera aussi 
et ensemble ® hyper-graphe poissonien ¯ .{ La probabilit�e d'avoir k + 1 liens autour d'un site atteint par un hyperlien d�ej�a pr�e-sent est aussi une loi de Poisson de param�etre �K. G�en�eralisant l'argument qualitatifpr�esent�e pour K = 2, on ren
ontre �K(K � 1) sites �a 
haque nouvelle g�en�erationexplor�ee, on peut don
 penser que le seuil de la transition de per
olation sera i
i�p = 1=(K(K � 1)).{ En e�et, pour qu'un site n'appartienne pas �a l'amas in�ni il faut qu'au
un des sitesvoisins n'y appartienne. Un site de degr�e k ayant k(K�1) voisins, on obtient en notantP1 la probabilit�e d'appartenan
e �a l'amas in�ni :1� P1 = 1Xk=0 e��K(�K)kk! (1� P1)k(K�1)= exp ���K + �K(1� P1)K�1� ; (2.13)�equation qui a une solution non triviale pour � > �p = 1=(K(K � 1)).{ On g�en�eralise sans diÆ
ult�es la notion de 
omposante 
onnexe et de bou
le �a unhypergraphe. Un graphe 
onnexe ave
 nt sommets et mt liens est en arbre si mt(K �1) = nt � 1. On trouve 
omme pour K = 2 que les 
omposantes 
onnexes �nies ave
des bou
les ont une probabilit�e n�egligeable dans la limite thermodynamique. On aalors la g�en�eralisation de (2.8) pour la probabilit�e qu'un site donn�ee appartienne �a une
omposante 
onnexe en arbre t ,Pt = (�K!)mte�nt�K Vt(nt � 1)! : (2.14)Vt est �a nouveau le nombre d'�etiquetage distin
ts de l'arbre t. On en donnera desexemples dans la partie 2.4.2.3 Autres types d'ensembleL'ensemble des graphes (resp. hypergraphes) peut être muni d'une stru
ture probabilisteave
 des loi di��erentes de (2.1) (resp. (2.12)). On mentionne i
i quelques possibilit�es.{ Une variante relativement ino�ensive 
onsiste �a �xer le nombre M de liens pr�esentsdans le syst�eme, �a une valeur not�ee traditionnellement �N . Les graphes al�eatoires sontalors g�en�er�es en 
hoisissant M fois un K-uplet de sommets de mani�ere ind�ependanteet non biais�ee. On s'attend �a 
e que dans la limite thermodynamique, les propri�et�es
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et ensemble al�eatoire soient les mêmes que 
elles d�e
rites dans la partie2.2, du moment que � et 
 sont tels que le nombre moyen de liens dans le premierensemble soit �egal �a 
elui (�x�e stri
tement) dans le deuxi�eme. C'est une variation dutype ensemble 
anonique vs mi
ro
anonique en m�e
anique statistique. Il faut tout demême garder �a l'esprit que 
ertaines propri�et�es ne vont pas être �equivalentes dans lesdeux ensembles, les 
u
tuations et les 
orre
tions de taille �nie notamment. L'exempletrivial du nombre de liens, stri
tement �x�e dans un 
as, ave
 des 
u
tuations relativesd'ordreN�1=2 dans l'autre, suÆt �a illustrer le probl�eme. Certains 
al
uls ou simulationsnum�eriques pouvant s'av�erer plus simple dans un ensemble que dans l'autre, on pourraêtre amen�e �a utiliser les deux.{ Comme on l'a vu, la 
onne
tivit�e lo
ale des graphes d�e�nis 
i-dessus ont des lois deprobabilit�e de Poisson, qui d�e
roissent don
 vite pour les grandes 
onne
tivit�es. Un
ertain nombre d'�etudes exp�erimentales dans des domaines aussi divers que la stru
-ture de la toile Internet, les 
ollaborations s
ienti�ques ou d'a
teurs de 
in�ema, j'enpasse et des meilleures, �etablissent des r�eseaux, ou graphes, �a partir de 
es donn�ees(voir [69, 70℄ pour des revues). Les sommets 
orrespondent par exemple aux di��erentsa
teurs, un lien entre deux a
teurs �etant pr�esent s'ils ont parti
ip�e �a un tournage en
ommun. Il se trouve que dans un grand nombre de 
es situations, la loi de probabilit�edes 
onne
tivit�es des sommets est tr�es �eloign�e d'une poisonnienne. En parti
ulier, le
omportement pour les tr�es grandes 
onne
tivit�es est du type loi de puissan
e, d'o�ule nom de ® s
ale-free ¯ asso
i�e �a 
es r�eseaux. A la suite de 
es �etudes statistiques, un
ertain nombre de mod�eles ont �et�e introduits qui permettaient de reproduire 
e typede 
omportement. D'une part, 
ertains mod�eles sont dits dynamiques, les sommetssont introduits un par un ave
 des lois d'atta
hement pr�ef�erentiel �a 
ertains sites, quiprivil�egient les sites ayant d�ej�a une grande 
onne
tivit�e. On trouvera une 
onstru
tionrigoureuse d'un tel mod�ele dans [71℄. D'autre part, des mod�eles statiques 
onsistent �a
onsid�erer l'ensemble des graphes pr�esentant une distribution de 
onne
tivit�e donn�ee
omme �equiprobables [72℄. On peut alors par exemple �etudier la transition de per
o-lation de 
es graphes. Signalons aussi que le mod�ele d'Ising ferromagn�etique d�e�ni sur
es graphes ave
 des distributions de 
onne
tivit�e arbitraire a �et�e �etudi�e dans [73, 74℄.{ Comme 
as tr�es parti
ulier de graphes dont on �xe la distribution empirique de 
onne
-tivit�es, on va ren
ontrer dans la suite les mod�eles dilu�es �a 
onne
tivit�e �xe. C'est don
un ensemble al�eatoire o�u l'on garde les graphes (resp. hypergraphes) tels que 
haquesommet appartient �a un nombre �x�e de liens (resp. hyperliens). Lo
alement, 
'est �adire sur une �e
helle petite devant lnN , 
es graphes sont des arbres r�eguliers, mais surdes �e
helles plus grandes on s'aper�
oit qu'ils 
ontiennent des bou
les, qui traduisent le
ara
t�ere al�eatoire de leur d�e�nition. On peut se poser la question de l'int�erêt d'unetelle 
onstru
tion, alors qu'il semblerait plus simple de 
onsid�erer des arbres parfai-tement r�eguliers, sans bou
le. Le probl�eme de 
e deuxi�eme point de vue est que lenombre de sites �a la ® surfa
e ¯ d'un arbre r�egulier est du même ordre que le volumeint�erieur dans la limite thermodynamique, 
e qui 
onduit �a des e�ets de bords tr�esimportants. Si l'on peut traiter 
es e�ets de bords de mani�ere relativement simplepour un mod�ele ferromagn�etique (en n'�etudiant que la magn�etisation du site 
entralpar exemple), la situation est assez inextri
able pour un mod�ele de verre de spin :la frustration sur un arbre ne peut venir que des 
onditions aux bords �a la surfa
e,qu'il faut don
 traiter ave
 beau
oup de soin. La d�e�nition du graphe �a 
onne
tivit�e�xe permet de s'a�ran
hir de 
e probl�eme, le graphe n'a plus de surfa
e puisque tousles sites sont statistiquement �equivalents. La frustration vient dans 
e 
as des bou
lesal�eatoires. On trouvera une dis
ussion plus d�etaill�ee de 
e sujet dans [34℄.
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) + 2F ( !) + F  2 9317 86 4 10 1CCCCCCA = 2F (F 0BBBBBB� Fig. 2.4 { Un exemple de d�e
omposition pour une fon
tion additive.2.4 D�eveloppements en 
lusters pour les graphes pois-sonniensUne m�ethode tr�es �el�ementaire, qui a fait l'objet de la publi
ation P1, s'est r�ev�el�ee utilepour l'�etude de di��erents probl�emes pr�esent�es dans 
ette th�ese. On va l'exposer i
i sous uneforme g�en�erique. Signalons que l'id�ee de 
ette m�ethode est pr�esente, bien que peu expli
it�ee,dans un travail ant�erieur de Hartmann et Weigt sur le vertex 
over [75℄. Dans une perspe
tiveplus large on pourrait la ratta
her aux d�eveloppements de basse densit�e dans les syst�emesde parti
ules, la 
onne
tivit�e rempla�
ant i
i la densit�e.2.4.1 Formulation g�en�eraleNotonsG un �el�ement de l'ensemble al�eatoire d'hypergraphes, muni de la loi de probabilit�e(2.12). Chaque hypergraphe G peut se d�e
omposer 
omme l'union disjointe de ses r(G)
omposantes 
onnexes (appel�es i
i ® 
lusters ¯), G = Sr(G)i=1 Gi. Consid�erons une fon
tionF (G) qui �a un graphe asso
ie un nombre r�eel, ave
 les propri�et�es suivantes :{ additivit�e vis-�a-vis de la d�e
omposition en 
lusters, F (G) =Pr(G)i=1 F (Gi).{ ind�ependan
e par rapport �a l'�etiquetage du graphe, autrement dit F renvoie la mêmevaleur pour deux graphes isomorphes.L'exemple pr�esent�e sur la �gure 2.4 (pour K = 2) devrait 
lari�er 
es d�e�nitions.Ces deux propri�et�es permettent d'�e
rireF (G) =Xt Nt(G)Ft ; (2.15)o�u la somme porte sur les di��erents types t de 
omposantes 
onnexes, Ft est la valeur queprend la fon
tion sur un graphe isomorphe �a t, et Nt(G) est le nombre de 
lusters de type tdans le graphe G.On s'int�eresse �a la valeur moyenne d'une telle fon
tion sur l'ensemble al�eatoire. On d�e�nitdon
 la densit�e asso
i�ee f :f(�) = 1N [F (G)℄ =Xt NtN Ft ; (2.16)ave
 Nt = [Nt(G)℄ le nombre moyen de 
lusters de type t. On peut fa
ilement se 
onvain
reque Nt=N = Pt=nt, o�u nt est le nombre de sommets d'un 
luster de type t, et Pt la proba-bilit�e qu'un site donn�e soit dans un 
luster de type t. Le 
al
ul exa
t de 
ette somme est apriori impossible pour une fon
tion F 
ompliqu�ee. On peut 
ependant se simpli�er 
onsid�e-rablement la tâ
he si l'on se 
ontente d'un d�eveloppement de la fon
tion f en puissan
es de
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a 

b d eFig. 2.5 { Les 
lusters en arbre ayant entre 0 et 3 hyperliens utilis�es dans l'�equation (2.18).Les hyperliens sont i
i repr�esent�es pour K = 3 ave
 des �etoiles en pointill�e.�, autour de � = 0. En e�et, dans un voisinage de � = 0, la somme (2.16) est domin�ee dansla limite thermodynamique par les 
ontributions des arbres de taille �nie : on a vu qu'endessous du seuil de per
olation la fra
tion des sites dans de tels 
lusters tendait vers 1 dansla limite thermodynamique. On peut alors utiliser (2.14) pour �e
riref̂(�) =Xt �mte�nt�KV 0t Ft ; V 0t = (K!)mtVtnt! ; (2.17)et la somme est prise seulement sur les arbres 1. Rappelons que mt est le nombre de 
lausesdans le 
luster de type t, ave
 mt(K � 1) = nt� 1 
ar t est un arbre. Le fa
teur de sym�etrieV 0t s'av�ere plus utile que le nombre d'�etiquetages Vt dont il d�e
oule.On s'aper�
oit �nalement que les 
lusters 
omportant un nombrem de liens ne 
ontribuentqu'aux ordres sup�erieurs ou �egaux �a m dans le d�eveloppement en puissan
es de �. Pourd�evelopper �a un ordre donn�e en � il suÆt don
 de 
al
uler les fa
teurs de sym�etries V 0tpour les premiers arbres, 
e qui est un simple exer
i
e d'�enum�eration, et les valeurs de Ft
orrespondantes. Selon la fon
tion �etudi�ee 
ette deuxi�eme tâ
he peut se r�ev�eler plus oumoins fastidieuse, 
omme on le verra dans la partie 4.4 o�u l'on appliquera 
ette m�ethodeau 
al
ul du temps mis par un algorithme de re
her
he lo
ale pour r�esoudre un probl�emed'optimisation 
ombinatoire.Donnons le d�eveloppement �a l'ordre �3 pour une fon
tion F quel
onque :f(�) = Fa + �(Fb �KFa) + �22 K2(F
 � 2Fb + Fa) (2.18)+ �36 K3(Fe + 3(K � 1)Fd � 3(2K � 1)F
 + 3KFb � Fa) +O(�4) :Les 
lusters t = a; b; 
; d; e sont repr�esent�es sur la �gure 2.5, et on trouvera dans la table 2.1les fa
teurs de sym�etrie qui ont �et�e utilis�es pour obtenir (2.18).1Je dis
uterai la di��eren
e de notation entre f et f̂ dans la partie 2.4.3.
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 2 2K � 1 K22d 3 3K � 2 K3(K�1)2e 3 3K � 2 K36Tab. 2.1 { Fa
teurs de sym�etrie du d�eveloppement en 
lusters, se reporter �a la �gure 2.5pour la nomen
lature des types.2.4.2 L'�energie libre du mod�ele de Viana-Bray �a faible 
onne
tivit�eCette m�ethode a �et�e appliqu�ee dans la publi
ation P1 au 
al
ul de l'entropie du fondamen-tal d'un probl�eme de satis�abilit�e, et �a 
elui de l'�energie libre du mod�ele de Viana-Bray [19℄dans la phase de basse 
onne
tivit�e. Revenons i
i sur la deuxi�eme de 
es appli
ations.On 
onsid�ere don
 un graphe al�eatoire d'Erd�os et R�enyi de 
onne
tivit�e moyenne 
, etpour 
ha
un des liens pr�esents entre les sites i et j on tire al�eatoirement une intera
tion Jijave
 la même loi de probabilit�e �. On notera � les moyennes sur la loi �. On pla
e sur lessommets du graphe des spins d'Ising �i et on d�e�nit l'hamiltonienH = �Xi<j Jij �i�j ; (2.19)ave
 Jij = 0 si le lien entre les sommets i et j est absent. Viana et Bray ont introduit 
emod�ele a�n d'expliquer les propri�et�es du 
ompos�e EuxSr1�xS qui, selon la 
on
entrationx, peut pr�esenter di��erents types de transition. La 
onne
tivit�e 
 dans 
ette mod�elisationpermet de reproduire 
e ph�enom�ene de dilution. La temp�erature de transition va notammentd�ependre de 
. Dans l'arti
le originel [19℄, le probl�eme �etait trait�e au niveau sym�etrique desr�epliques, pr�es de la ligne de transition. Kanter et Sompolinsky [29℄ ont �etudi�e la limite detemp�erature nulle, toujours ave
 l'hypoth�ese RS.On peut appliquer la m�ethode pr�esent�ee dans 
ette partie au 
al
ul de l'�energie librepour de petites 
on
entrations. En e�et, la fon
tion de partition du syst�eme peut s'�e
rire
omme un produit de fon
tions de partition pour 
ha
une des 
omposantes du graphe. Deplus, si l'on fait la moyenne � sur les intensit�es des intera
tions pour un graphe donn�e, onobtient une �energie libre qui v�eri�e les propri�et�es suÆsantes pour �etablir le d�eveloppementen 
lusters. On a une simpli�
ation suppl�ementaire i
i : il est fa
ile de montrer par r�e
urren
eque la fon
tion de partition d'un syst�eme d'Ising sur un arbre se fa
torise 
omme un produitde termes de liens et de termes de sites. Une fois que la moyenne sur la loi � est prise, tousles arbres de même taille 
ontribuent de la même fa�
on, quelque soit leur forme. Ce
i permetde resommer le d�eveloppement en 
lusters dans toute la phase non per
olante 
 < 1,��f(�) = ln 2 + 
2 ln 
osh(�J) ; (2.20)o�u f = � � lnZ � =(N�) est la densit�e d'�energie libre moyenn�ee sur la distribution des grapheset sur l'intensit�e des 
ouplages. Ce r�esultat est bien sûr trivial pour une phase paramagn�e-tique, il ne peut pas y avoir de transition �a temp�erature �nie 
ar presque tous les sites sont
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omposantes 
onnexes de taille �nie. Cependant la m�ethode pourrait sûrement êtrerendue rigoureuse et fournir des bornes de 
on
entration sur l'�energie libre dans 
e 
as-l�a.En e�et la m�ethode dite du deuxi�eme moment en math�ematiques permet de montrer que lenombre de 
lusters d'un type donn�e devient tr�es piqu�e autour de sa valeur moyenne dansla limite thermodynamique. Il faut pour 
ela 
al
uler l'�e
art quadratique moyen de Nt etmontrer qu'il est n�egligeable devant sa valeur moyenne. Une autre appro
he bien plus g�en�e-rale et puissante repose sur l'id�ee de l'interpolation de Guerra [12℄, appliqu�ee au mod�ele deViana-Bray par Guerra et Toninelli [76℄.On peut fa
ilement �etendre le d�eveloppement en 
lusters pour 
al
uler les 
orre
tions detaille �nie �a une grandeur extensive, toujours dans la limite de faible 
onne
tivit�e. Il fautpour 
ela 
onsid�erer d'une part les 
orre
tions d'ordre 1=N �a la probabilit�e d'apparition d'un
luster en arbre, et d'autre part tenir 
ompte aussi des 
ontributions des 
lusters 
ontenantdes bou
les. Ce 
al
ul �etait pr�esent�e dans la publi
ation P1 pour l'�energie libre du mod�elede Viana-Bray, malheureusement le r�esultat �etait enta
h�e d'une erreur [77℄, j'en donne don
i
i une version moins fausse :��f(�) = ln 2 + 
2 ln 
osh(�J) (2.21)+ 1N �� 
2 ln 
osh�J + 
36 ln(1 + tanh�J1 tanh�J2 tanh�J3) +O(
4)�+O� 1N2�2.4.3 Domaine de validit�e de la m�ethodeJe voudrais revenir maintenant sur le probl�eme de la validit�e de 
ette m�ethode de d�e-veloppement en 
lusters. Mon point de vue sur la question a sensiblement �evolu�e depuis lar�eda
tion de la publi
ation P1 dans laquelle on argumentait en faveur d'une singularit�e de
es d�eveloppements au seuil �p de per
olation du graphe. Il 
onvient d'être un peu pluspr�e
is dans 
ette dis
ussion.Consid�erons d'abord l'expression (2.16) qui d�e�nit la fon
tion f(�). Cette s�erie doitprendre en 
ompte toutes les 
omposantes 
onnexes, il faudrait don
 la 
al
uler pour unetaille N �nie, puis prendre la limite thermodynamique apr�es que la somme sur les 
lusters ait�et�e e�e
tu�ee. La fon
tion f̂(�) de l'�equation (2.17) est au 
ontraire obtenue en intervertissant
es deux op�erations : on a simpli��e l'expression de la probabilit�e d'un 
luster de taille �niedans la limite thermodynamique avant de faire la somme sur les di��erents types d'arbre. Ondoit don
 avoir f(�) = f̂(�) pour � < �p puisque dans 
e r�egime presque tous les sites sontdans des 
omposantes de taille �nie ; par 
ontre 
es deux fon
tions seront di��erentes pourdes 
onne
tivit�es plus grandes, f̂ n�egligeant la 
ontribution de l'amas in�ni.On peut donner un exemple tr�es �el�ementaire de 
ette distin
tion : pour Ft = nt, lafon
tion F 
ompte le nombre total de sites dans un graphe, qui est bien sûr N . On a don
f = 1 quelque soit la valeur de �, alors que f̂ ne 
ompte que la fra
tion de sites dans des
omposantes de taille �nie. Cette derni�ere fon
tion est don
 �egale �a 1 en dessous du seuil deper
olation et vaut 1 � P1(�) au del�a de �p, P1(�) d�esignant la fra
tion de sites dans le
luster in�ni.Revenons maintenant au 
as d'une fon
tion F g�en�erique. Si l'on savait 
al
uler f̂ ensommant la s�erie (2.17), 
ette fon
tion aurait une singularit�e �a �p et sa valeur ne noussaurait d'au
une utilit�e pour pr�edire la valeur de f(�) dans le r�egime de per
olation del'amas in�ni. La plupart du temps (sauf dans des 
as simples 
omme le mod�ele de Viana-Bray dans la phase de basse 
onne
tivit�e) 
ette resommation est impossible. On se 
ontentedon
 de 
ouper la s�erie apr�es quelques termes et de d�evelopper les exponentielles de � pourr�eordonner le d�eveloppement en puissan
es de �. C'est 
ette op�eration qui a 
onduit aur�esultat �nal (2.18). Autrement dit, on a 
al
ul�e le d�ebut du d�eveloppement de Taylor de



Ch. 2 : Propri�et�es g�eom�etriques 27f̂(�) au voisinage de � = 0. Comme f et f̂ 
o��n
ident sur un intervalle �ni [0; �p[, 
'est aussile d�eveloppement de Taylor de la fon
tion f , objet de notre �etude. Si 
ette fon
tion, a prioriin
onnue, est bien d�e�nie et r�eguli�ere sur [0; �r℄ , ave
 �r > �p (même si l'on n'a pas dejusti�
ation pour la r�egularit�e de f �a �p), le d�eveloppement en 
luster peut tr�es bien être
onvergent jusqu'�a �r.Un exemple tr�es 
lair de 
e ph�enom�ene est l'entropie de temp�erature nulle du mod�elep-spin dilu�e (alias XORSAT), qui a �et�e 
al
ul�ee rigoureusement [40, 41℄. Pour � < 0:818(ave
 K = 3), l'entropie est une fon
tion lin�eaire de �, alors que �p(K = 3) = 1=6. Le 
al
uldes premiers ordres du d�eveloppement en 
lusters est en a

ord ave
 
e r�esultat rigoureux,dont le domaine de validit�e est bien plus �etendu que la phase non per
ol�ee.On verra aussi dans la partie 4.4 un autre exemple d'appli
ation de la m�ethode au
al
ul du temps de r�esolution d'un algorithme de re
her
he lo
ale pour le probl�eme de lasatis�abilit�e. Dans 
e 
as il n'y a pas de r�esultats exa
ts, mais on peut faire des simulationsnum�eriques ave
 des syst�emes de tr�es grande taille (dans le r�egime int�eressant pour 
ettequestion, la 
omplexit�e 
rô�t seulement lin�eairement ave
 la taille du syst�eme, au 
ontrairedu probl�eme exponentiel de l'entropie 
onsid�er�e dans la publi
ation P1). Ces simulationssont tr�es 
onvain
antes en faveur de l'absen
e de singularit�e �a �p, la fon
tion f(�) �etantr�eguli�ere jusqu'�a une valeur de � de l'ordre de 2:7 (pour K = 3) o�u elle diverge.A titre de remarque, soulignons �nalement la similitude entre le d�eveloppement (2.18) etun prin
ipe d'® in
lusion-ex
lusion ¯ : le 
oeÆ
ient du terme �m est donn�e, �a des fa
teursde sym�etrie pr�es, par la 
ontribution des graphes de m 
lauses, auquel on soustrait 
elledes sous-
omposantes de taille inf�erieure pour �eviter un double 
omptage. Ce
i provientdu d�eveloppement des termes e�nt�K de (2.17) qui imposait aux arbres de nt sites d'êtred�e
onne
t�es du reste du graphe. Dans le d�eveloppement �nal 
ette 
ondition n'est plusimpos�ee, 
e qui permet d'�etendre la validit�e du r�esultat au del�a de �p.





Chapitre 3Dynamiques de spins 
ontinusCe 
hapitre s'arti
ule autour de l'�etude du mod�ele de Viana-Bray dans sa version sph�e-rique. On 
ommen
e par rappeler quelques g�en�eralit�es sur les mod�eles sph�eriques, dont lespropri�et�es sont fa
ilement d�eduites du spe
tre de leur matri
e d'intera
tion. Ave
 
ette mo-tivation en tête on fera ensuite un d�etour du 
ôt�e des matri
es al�eatoires. Les 
ons�equen
esde 
ette investigation sur la dynamique seront alors pr�esent�ees, en insistant sur les nouvellespropri�et�es du mod�ele dilu�e par rapport au 
as 
ompl�etement 
onne
t�e. Le 
as parti
ulier �etu-di�e i
i sou�rant de 
ertaines pathologies, on introduit �nalement un formalisme plus g�en�eralqui 
onstitue un premier pas vers le traitement syst�ematique de la dynamique des mod�elesdilu�es �a variables 
ontinues.Ces travaux ont fait l'objet des publi
ations P2 pour la partie 
on
ernant les matri
esal�eatoires, P3 pour le mod�ele sph�erique, et d'une partie de P5 pour la g�en�eralisation.3.1 G�en�eralit�es sur le mod�ele sph�erique3.1.1 StatiqueConsid�erons un syst�eme de N spins d'Ising �i = �1, interagissant par paires ave
 l'ha-miltonienH = �12Xi;j Jij�i�j : (3.1)La matri
e Jij d�e�nit les 
ouplages entre les spins. Pour un ferromagn�etique en dimension�nie par exemple, l'indi
e i repr�esente les 
oordonn�ees du site sur un r�eseau �a d dimensions,Jij �etant positif si i et j sont des sites voisins du r�eseau, nul sinon. Pour un verre de spinsle signe des intera
tions est al�eatoire.Hormis quelques 
as parti
uliers (probl�emes unidimensionnels, ferromagn�etique bidimen-sionnel, graphes 
ompl�etement 
onne
t�es), on ne sait pas 
al
uler exa
tement la fon
tion departition d'un tel mod�ele. Une simpli�
ation possible 
onsiste �a modi�er la nature des va-riables �i. Berlin et Ka
 [78℄ ont introduit en 1952 le mod�ele sph�erique, dans lequel les �ideviennent des variables 
ontinues, soumises �a la 
ontrainte globale Pi �2i = N . L'espa
edes 
on�gurations qui �etait 
onstitu�e des sommets de l'hyper
ube �a N dimensions pour lemod�ele d'Ising est ainsi �etendu �a l'hypersph�ere passant par 
es sommets. Cette modi�
ationest a priori arbitraire et introduit une intera
tion entre tous les spins par l'interm�ediaire dela 
ontrainte. Stanley [79℄ a 
ependant montr�e que pour des intera
tions ferromagn�etiques29
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ontinusen dimension �nie, le mod�ele sph�erique est la limite du mod�ele dit O(m), o�u 
haque spinappartient �a une sph�ere m-dimensionnelle, quand m ! 1. Le mod�ele d'Ising 
orrespond �am = 1 dans 
ette 
lassi�
ation, le mod�ele XY �a m = 2 et 
elui d'Heisenberg �a m = 3. Le faitqu'on puisse obtenir le mod�ele de Berlin et Ka
 
omme la limite d'une famille de mod�elesplus r�ealistes 
onstituait un argument en sa faveur. On trouvera une dis
ussion plus d�etaill�eede 
ette �equivalen
e dans [80℄.Les propri�et�es statiques du mod�ele sph�erique sont fa
iles �a 
al
uler 
ar elles font intervenirdes int�egrales gaussiennes �a la pla
e des sommes sur les spins d'Ising. La fon
tion de partitions'�e
ritZ(�) = Z d�i Æ N �Xi �2i! exp2412�Xij Jij�i�j35 (3.2)= Z dz2�d�i exp24Nz � 12Xij (2zÆij � �Jij)�i�j35 : (3.3)L'int�egrale sur z se fait dans le plan 
omplexe, parall�element �a l'axe imaginaire et dans ledomaine tel que les valeurs propres de (2zÆij � �Jij) aient toutes une partie r�eelle positive.Dans 
e 
as l'int�egrale gaussienne �a N dimensions 
onverge, et l'on aZ(�) = Z dz2� (2�)N2 exp"Nz � 12Xk ln(2z � ��k)# ; (3.4)o�u les �k sont les valeurs propres de la matri
e Jij . Dans la limite thermodynamique on peut�nalement 
al
uler 
ette int�egrale par la m�ethode du 
ol.On voit i
i la simpli�
ation par rapport au mod�ele d'Ising : quelque soit le type d'in-tera
tion, la seule information sur la matri
e Jij dont on a besoin est la distribution de sesvaleurs propres. Pour un syst�eme de spins d'Ising 
ela n'est pas suÆsant, il faut aussi desquantit�es impliquant les ve
teurs propres de la matri
e qui sont plus diÆ
iles �a obtenir.3.1.2 DynamiqueOn mod�elise g�en�eralement l'�evolution dynamique d'un syst�eme de spins 
ontinus en
onta
t ave
 un thermostat de temp�erature T par l'�equation de Langevin,ddt�i(t) = ��H��i + �i(t) 8i ; (3.5)o�u �i est un bruit blan
 gaussien ave
h�i(t)i = 0 et h�i(t)�j(t0)i = 2TÆijÆ(t� t0) : (3.6)Dans 
ette partie les moyennes sur les histoires du bruit thermique sont not�ees h�i. I
i etdans tout le manus
rit la 
onstante de Boltzmann kB est prise �egale �a 1. La mod�elisationde l'in
uen
e du thermostat par des �equations de Langevin trouve sa justi�
ation dans lefait qu'elles 
onduisent aux temps longs, pour un syst�eme de taille �nie, �a l'�equilibre deGibbs-Boltzmann.En toute rigueur l'�equation (3.5) n'est pas bien d�e�nie sous 
ette forme : les bruits blan
s�i(t) sont si irr�eguliers que �i(t) n'est d�erivable nulle part, 
e qui rend la signi�
ation dumembre de gau
he douteuse. En fait il faut se donner une 
onvention de le
ture de 
es�equations (les plus 
onnues �etant 
elles d'Ito et de Stratanovit
h), en dis
r�etisant l'axe des
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ontinus 31temps. Dans la suite on �eludera 
e probl�eme, objet d'�etudes math�ematiques sous le nomd'® �equations di��erentielles sto
hastiques ¯.Dans le 
as du mod�ele sph�erique 
onsid�er�e i
i l'�equation de Langevin devientddt�i(t) =Xj Jij�j(t)� z(t)�i(t) + �i(t) ; (3.7)o�u z(t) est un multipli
ateur de Lagrange dynamique destin�e �a imposer la 
ontrainte sph�e-rique Pi �2i (t) = N .La matri
e Jij �etant sym�etrique r�eelle, on peut la diagonaliser par un 
hangement debase orthogonal. Notons ~�k la 
oordonn�ee de ~� = f�1; : : : ; �Ng dans la dire
tion du ve
teurpropre de J asso
i�e �a la valeur propre �k. Le jeu d'�equations de Langevin devient dans 
ettebase : ddt ~�k(t) = �k~�k(t)� z(t)~�k(t) + ~�k(t) : (3.8)Comme le 
hangement de base est orthogonal, ~�k(t) est en
ore un bruit blan
 gaussien ave
les mêmes 
umulants que �i(t), 
f. (3.6). Chaque mode ~�k v�eri�e don
 ind�ependammentl'�equation 
orrespondant au mouvement d'une parti
ule dans le potentiel harmonique (��k+z(t))�2. Les modes sont 
oupl�ees impli
itement par le multipli
ateur de Lagrange z(t).Ces �equations s'int�egrent sans diÆ
ult�es en~�k(t) = ~�k(0)e�kt�R t0 dt0z(t0) + Z t0 dt00 e�k(t�t00)�R tt00 dt0z(t0)~�k(t00) ; (3.9)l'instant initial ayant �et�e �x�e �a t = 0. Introduisant la notation �(t) = exp[2 R t0 dt0z(t0)℄, onpeut mettre 
e r�esultat sous la forme~�k(t) = 1p�(t) �~�k(0)e�kt + Z t0 dt0e�k(t�t0)p�(t0)~�k(t0)� : (3.10)Il ne reste plus qu'�a d�eterminer le multipli
ateur de Lagrange z(t), ou de mani�ere �equiva-lente sa version int�egr�ee �(t) pour avoir une solution expli
ite de la dynamique du syst�eme.Exprimons don
 la fon
tion de 
orr�elationC(t1; t2) = 1N Xi h�i(t1)�i(t2)i = 1N Xk h~�k(t1)~�k(t2)i ; (3.11)o�u l'on a utilis�e l'orthogonalit�e de la matri
e de passage pour �etablir la deuxi�eme �egalit�e.En supposant que la 
ondition initiale est al�eatoire ave
 ~�k(0) = �11 , et en notant f(t) =(1=N)Pk exp[2�kt℄, on obtientC(t1; t2) = 1p�(t1)�(t2) "f � t1 + t22 �+ 2T Z min(t1;t2)0 dt0 f � t1 + t22 � t0��(t0)# : (3.12)La 
ondition de sph�eri
it�e s'�e
rit alors C(t; t) = 1, soit�(t) = f(t) + 2T Z t0 dt0 f(t� t0)�(t0) ; (3.13)1On mod�elise don
 une trempe instantan�e d'une tr�es haute temp�erature vers la temp�erature T du bainext�erieur.
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e qui est une �equation int�egrale de Volterra.A partir de la solution expli
ite des �equations du mouvement, on peut exprimer toutesles quantit�es int�eressantes en fon
tion de � et f . Par exemple la fon
tion de r�eponse �a un
hamp ext�erieur et l'�energie s'�e
riventR(t1; t2) = s�(t2)�(t1)f � t1 � t22 � ; (3.14)e(t) = T � z(t)2 = T2 � 14 ddt ln �(t) : (3.15)Notons que la 
ondition de sph�eri
it�e n'est impos�ee i
i qu'en moyenne par rapport auxhistoires du bruit thermique et non pour 
ha
une de ses r�ealisations. C'est la version dite® mean spheri
al ¯ du mod�ele.On peut 
on
lure de 
es g�en�eralit�es que tant la statique que la dynamique de 
es mod�elessph�eriques sont d�etermin�ees par la distribution de valeurs propres de la matri
e d'intera
-tion. Dans le 
as 
ompl�etement 
onne
t�e, 
'est-�a-dire la version sph�erique du mod�ele deSherrington-Kirkpatri
k, la matri
e d'intera
tion appartient �a l'ensemble gaussien orthogo-nal, pour lequel les valeurs propres sont distribu�es selon la loi du demi-
er
le de Wigner.Il est naturel de s'int�eresser aussi �a la version sph�erique du mod�ele de Viana-Bray, qui estpotentiellement un des plus simples mod�eles dilu�es. D'apr�es 
e que l'on vient de dire, il
onvient don
 de d�eterminer la distribution des valeurs propres de la matri
e d'intera
tiond�e�nie sur le graphe al�eatoire poissonnien. Cet obje
tif est �a l'origine de la publi
ation P2que l'on va exposer dans la se
tion suivante.



Ch. 3 : Dynamiques de spins 
ontinus 333.2 Un probl�eme de matri
es al�eatoires3.2.1 Introdu
tionLes matri
es al�eatoires ont fait leur apparition en physique dans les ann�ees 50 ave
 lestravaux de Wigner et Dyson sur les niveaux d'ex
itation des noyaux 
omplexes. Elles ontdepuis envahies un tel nombre de domaines de la physique qu'il serait diÆ
ile de seulement lesmentionner tous. Citons simplement parmi les sujets 
onnexes �a 
elui que l'on va d�evelopperi
i le probl�eme de la lo
alisation d'Anderson dans les syst�emes d�esordonn�es [81, 82, 83℄. Jerenvoie le le
teur int�eress�e au livre 
lassique de Mehta [84℄ et �a une 
olle
tion de revues [85℄pour une dis
ussion des d�eveloppements r�e
ents du sujet.Comme son nom l'indique, la th�eorie des matri
es al�eatoires 
onsiste �a munir un ensemblede matri
es d'une loi de probabilit�e. On 
her
he alors �a d�eterminer les propri�et�es statistiquesde 
ertaines grandeurs, par exemple la densit�e moyenne de valeurs propres. Des quantit�esplus �nes sont aussi �etudi�ees, 
omme la distribution de la plus grande valeur propre, ouen
ore la distribution des intervalles entre valeurs propres su

essives.On va s'int�eresser i
i �a un 
as parti
ulier, o�u les matri
es J (de taille N � N) quel'on �etudie sont r�eelles sym�etriques (elles sont don
 diagonalisables, ave
 N valeurs propresr�eelles). Les �el�ements de matri
e sont tir�ees ind�ependamment ave
 la même loi de probabilit�e(on distingue seulement les �el�ements diagonaux des autres),Prob(J) =Yi<j P1(Jij)Yi P2(Jii) : (3.16)On notera dans 
ette partie [�℄ les moyennes sur l'ensemble de matri
es. L'exemple le plus
onnu dans 
ette famille est l'ensemble Gaussien Orthogonal, pour lequel P1 et P2 sont deslois gaussiennes de moyenne nulle et de varian
e respe
tivement J20=N et 2J20=N . J0 est unegrandeur �nie, la d�ependan
e en N de 
es varian
es est 
hoisie de mani�ere �a 
e que le spe
tredes valeurs propres soit born�e dans la limite thermodynamique. Une forme �equivalente pourla loi de probabilit�e de la matri
e est alorsProb(J) = exp�� N4J20 Tr(J2)� ; (3.17)�a une 
onstante de normalisation pr�es.Les 
onsid�erations g�en�erales sur le mod�ele sph�erique in
itent �a s'int�eresser aux spe
tresde 
es matri
es. Si l'on note �k les valeurs propres pour une r�ealisation donn�ee de la matri
eJ , on d�e�nit la densit�e de valeurs propres 
omme�J(�) = 1N NXk=1 Æ(�� �k) : (3.18)Sa valeur moyenne sur l'ensemble de matri
es sera not�ee �(�) = [�J(�)℄. Dans le 
as del'ensemble Gaussien Orthogonal, il est bien 
onnu que �(�) tend dans la limite thermodyna-mique vers la loi du demi-
er
le de Wigner. Une d�emonstration heuristique par la m�ethodedes r�epliques est donn�ee dans [86℄, et l'on retrouvera 
e r�esultat 
omme 
as parti
ulier dansla suite de 
e 
hapitre. Pour une preuve rigoureuse et des r�esultats plus forts sur le type de
onvergen
e on pourra 
onsulter [80℄.Notons que d'autres mod�eles de matri
e, notamment dans le 
adre de la gravitationbidimensionnelle [87℄, utilisent des lois de probabilit�e de la forme :Prob(J) = N exp�� 1NTr V (J)� ; (3.19)
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Fig. 3.1 { Deux exemples de 
omposantes 
onnexes : lin�eaire (n = 4) et en �etoile (k = 8).ave
 V un polynôme quel
onque. Quand V a des termes d'ordre sup�erieur �a 2, les �el�ementsde matri
e ne sont pas ind�ependants ; 
es mod�eles sortent don
 du 
adre de l'�etude pr�esent�eei
i.3.2.2 Matri
es dilu�eesLe graphe al�eatoire poissonien d'Erd�os-R�enyi 
onduit naturellement �a la d�e�nition d'unensemble de matri
es al�eatoires dilu�ees. Pour 
ela, il suÆt de prendre Jij = 0 si le lien entreles sommets i et j est absent du graphe, et de tirer la valeur de Jij ave
 une loi de probabilit�e� si i et j sont des sommets adja
ents. On peut aussi poser Jii = 0 
ar on 
onsid�ere qu'iln'y a pas de liens entre un sommet et lui-même. En appelant p la 
onne
tivit�e moyenne dugraphe, on a ave
 les notations de la se
tion pr�e
�edenteP1(Jij) = �1� pN � Æ(Jij) + pN �(Jij) ; P2(Jij) = Æ(Jij) ; (3.20)o�u � ne 
ontient pas de delta de Dira
 en 0 (
ela revient sinon �a modi�er la d�e�nition dep). Si �(Jij) = Æ(Jij � 1), autrement dit si les �el�ements non nuls de la matri
e sont �egaux�a 1, on a 
onstruit la matri
e d'adja
en
e du graphe. Dans la suite on va supposer plusg�en�eralement que�(Jij) = a Æ(Jij � J0) + (1� a)Æ(Jij + J0) : (3.21)Commen�
ons par quelques remarques simples �a la lumi�ere de la dis
ussion sur la g�eo-m�etrie du graphe al�eatoire pr�esent�ee au 
hapitre 2. Si l'on renomme les sommets de fa�
on�a les regrouper selon leur appartenan
e aux di��erentes 
omposantes 
onnexes du graphe, ilest 
lair que la matri
e va se d�e
omposer sous une forme blo
-diagonale, ave
 un blo
 pour
ha
une des 
omposantes 
onnexes. La d�etermination des valeurs propres de la matri
e peutdon
 se faire ind�ependamment pour 
ha
une des 
omposantes du graphe, et la densit�e devaleurs propres est une fon
tion additive par rapport �a la d�e
omposition en 
lusters.On a vu que pour p < 1, 
'est-�a-dire en dessous du seuil de per
olation, une fra
tion quitend vers 1 dans la limite thermodynamique de sites sont dans des 
omposantes 
onnexes detaille �nie, sans bou
les. Consid�erons deux types d'arbre pour lesquels on peut fa
ilementd�eterminer les valeurs propres de la matri
e qui leur est asso
i�ee.Prenons d'abord un graphe lin�eaire de n sites (partie de gau
he de la �gure 3.1). Lamatri
e 
orrespondante est tridiagonale et ses n valeurs propres se 
al
ulent fa
ilement,�m = 2J0 
os� m�n+ 1� ; m 2 [1; n℄ ; (3.22)qui sont born�ees sur ℄� 2J0; 2J0[ quelque soit la valeur de n.Si l'on 
onsid�ere au 
ontraire un graphe ® en �etoile ¯ o�u un site 
entral est reli�e �a k voisins(partie de droite de la �gure 3.1), la matri
e asso
i�ee poss�ede k � 1 valeurs propres nulles,et deux valeurs propres en �J0pk.
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ontinus 35En 
hoisissant un site ra
ine au sein d'un arbre, que l'on d�e
ompose en plusieurs bran
hespartant de 
ette ra
ine, on peut assez fa
ilement obtenir des relations de r�e
urren
e entre lespolynômes 
ara
t�eristiques des matri
es 
orrespondantes. Cette m�ethode, expliqu�ee dans lapubli
ation P2, permet notamment de montrer que le spe
tre de tout arbre est invariant sil'on 
hange les signes des �el�ements non nuls de la matri
e 
orrespondante. L'ind�ependan
evis-�a-vis du param�etre a de la densit�e moyenne de valeurs propres est don
 prouv�e, dansla limite thermodynamique, pour p < 1. Golinelli [88℄ a mis �a pro�t 
es r�e
urren
es pour
al
uler le spe
tre des arbres form�es d'un squelette lin�eaire de n sites, sur 
ha
un desquelson gre�e un bouquet de k feuilles. En 
onsid�erant toutes les valeurs possibles de n et k, ila ainsi montr�e que l'ensemble des valeurs propres asso
i�ees aux arbres de taille �nie �etaitdense dans l'ensemble des r�eels.Tirons les 
ons�equen
es de 
es remarques :{ Pour p < 1, tous les ve
teurs propres sont lo
alis�es sur des 
omposantes 
onnexes detaille �nie.{ Un graphe poissonien 
omporte un nombre extensif de 
lusters en �etoiles, pour toutesles 
onne
tivit�es du site 
entral k. La densit�e de valeurs propres 
omporte don
 despi
s �a toutes les valeurs �J0pk, elle est don
 non born�ee. Ce
i reste d'ailleurs vraipour toute valeur de p : il y a toujours un nombre extensifs de 
es 
lusters, que p soitplus grand ou plus petit que le seuil de per
olation.{ Le r�esultat de Golinelli implique de plus que la densit�e de valeurs propres est form�eed'une somme dense de pi
s de Dira
.Quand la 
onne
tivit�e moyenne p diverge, si l'on r�e�e
helle 
orre
tement l'amplitude J0,on doit retrouver l'ensemble gaussien orthogonal (on rendra 
ette remarque plus pr�e
ise dansla se
tion suivante). Pour 
e dernier, le 
omportement du spe
tre est tr�es di��erent, et enparti
ulier tous les ve
teurs propres sont �etendus. On s'attend don
 �a voir une transition ded�elo
alisation d'une partie du spe
tre pour une valeur pq > 1 (
ette transition de d�elo
ali-sation a �et�e estim�ee num�eriquement �a pq � 1:4 dans [89℄). Le fait que les ve
teurs propressoient lo
alis�es ou �etendus ne se traduit pas dire
tement dans le 
ara
t�ere 
ontinu ou dis
retde la densit�e de valeurs propres, mais dans des quantit�es plus �nes 
omme les 
orr�elationsentre valeurs propres su

essives, ou les produits de fon
tions de Green.Dans la se
tion suivante on pr�esente les r�esultats d'une investigation de la limite p � 1(mais �ni par rapport �a N). Ce probl�eme a �et�e �etudi�e �a plusieurs reprises [90, 91, 92, 93℄,on l'a re
onsid�er�e dans la publi
ation P2 �a l'aide d'une m�ethode d�evelopp�ee par Biroli etMonasson [59℄.3.2.3 M�ethode des r�epliquesEn utilisant l'identit�eÆ(x) = � 1� Im 1x+ i� ; (3.23)o�u � est positif et in�nit�esimal, on peut mettre la densit�e de valeurs propres d'une matri
eJ sous la forme�J(�) = 1N� ImTr �(J � �I)�1� ; (3.24)ave
 I la matri
e identit�eN�N . Il est sous-entendu �a partir de maintenant que � a une partieimaginaire in�nit�esimale positive. Les propri�et�es des int�egrales gaussiennes permettent de
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ontinusreformuler 
ette expression 
omme un probl�eme de m�e
anique statistique,ZJ(�) = Z NYi=1 d�i exp0� i�2 Xi �2i � i2Xi;j Jij�i�j1A ; (3.25)�J(�) = 2N� Im ��� lnZJ(�) : (3.26)La 
onvergen
e de l'int�egrale gaussienne est assur�ee par le 
hoix des exposants 
omplexesgrâ
e �a la partie imaginaire de �. A�n d'obtenir la densit�e moyenne de valeurs propres, ilfaut don
 
al
uler [lnZJ(�)℄, en moyennant sur les ® variables gel�ees ¯ Jij . Le 
al
ul dire
tde la moyenne d'un logarithme �etant diÆ
ile, on utilise la m�ethode des r�epliques qui reposesur l'identit�e[lnZ℄ = limn!0 1n ln[Zn℄ : (3.27)Le passage �a la limite des valeurs de n enti�eres vers 0 peut dans 
ertains 
as n�e
essiter la priseen 
ompte d'e�ets subtils de brisure de sym�etrie des r�epliques. L'exemple le plus fameux estdonn�e par la phase de basse temp�erature du mod�ele de Sherrington-Kirkpatri
k. Dans le 
aspr�esent du 
al
ul d'une densit�e de valeurs propres de tels e�ets ne sont pas attendus [90, 92℄(il faudrait par 
ontre briser la sym�etrie des r�epliques pour 
al
uler les 
orr�elations entrevaleurs propres, 
f. [94℄).Zn va s'exprimer 
omme l'int�egrale sur des 
hamp ® r�epliqu�es ¯ n fois, que l'on notera~�i. La moyenne sur l'ensemble des matri
es fait apparâ�tre un 
ouplage entre les di��erentesr�epliques. Dans le 
adre des syst�emes dilu�es, le param�etre d'ordre global qui s'est av�er�e utileest la fra
tion des sites portant un 
hamp donn�e [32℄ ,
(~�) = 1N Xi Æ(~�i � ~�) : (3.28)On va faire le 
al
ul ave
 une loi de probabilit�e des �el�ements de matri
e P1 quel
onque. Celapermettra de retrouver la loi du demi-
er
le dans le 
as de l'ensemble gaussien orthogonalet de d�emontrer son ® universalit�e ¯ avant de traiter le 
as dilu�e. On doit 
al
uler[Z(�)n℄ = Z d~�iD
(~�) Æ N
(~�)�Xi Æ(~� � ~�i)! e i�2 Pi ~�2i he� i2 Pij Jij ~�i�~�ji : (3.29)L'int�egration sur 
 et le Æ doivent être 
ompris i
i dans un sens fon
tionnel : l'�egalit�e (3.28)est impos�ee pour toutes les valeurs du 
hamp ~�. Comme les �el�ements de matri
e pour i < jsont ind�ependants, la moyenne sur l'ensemble des matri
es se fa
torise en un produit surtoutes les paires de sites. En d�e�nissantg(x) = N ln�Z dJ P1(J)e�iJx� (3.30)il vient[Z(�)n℄ = Z d~�iD
(~�) Æ N
(~�)�Xi Æ(~� � ~�i)! (3.31)exp �N � i�2 Z d~� 
(~�)~�2 + 12 Z d~� d~ 
(~�)
(~ )g(~� � ~ )�� :
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ontinus 37Il reste �a e�e
tuer l'int�egrale sur les 
hamps initiaux ~�i, 
e qui va faire apparâ�tre un termeentropique due �a la multipli
it�e des 
on�gurations des variables ~�i qui 
onduisent au même
(~�). Une fa�
on de faire 
e 
al
ul 
onsiste �a introduire une fon
tionnelle 
onjugu�ee 
̂(~�) pourexponentier la 
ontrainte, puis e�e
tuer l'int�egrale sur les 
hamps ~�i, et �nalement 
elle sur
̂ ave
 la m�ethode du 
ol :Z d~�iD
̂(~�) exp"Z d~� 
̂(~�) N
(~�)�Xi Æ(� � �i)!# =Z D
̂(~�) exp�N �Z d~� 
̂(~�)
(~�) + ln�Z d~� e�
̂(~�)��� : (3.32)L'�equation de 
ol pour 
ette derni�ere int�egrale s'�e
rit
(~�) = e�
̂(~�)�Z d~ e�
̂(~ )��1 : (3.33)En ins�erant 
e r�esultat dans (3.31), on obtient �nalement[Z(�)n℄ = Z D
(~�) exp[NS(
)℄ ; (3.34)S(
) = � Z d~� 
(~�) ln 
(~�) + i�2 Z d~� ~�2
(~�) + 12 Z d~� d~ 
(~�)
(~ )g(~� � ~ ) ;o�u l'on re
onnâ�t le terme entropique en 
 ln 
. Cette int�egrale fon
tionnelle, dont le domained'int�egration doit être restreint aux 
(~�) normalis�ees, peut se 
al
uler par la m�ethode du 
oldans la limite thermodynamique. Le 
ol 
� est solution de
�(~�) = N exp� i�2 ~�2 + Z d~ 
�(~ )g(~� � ~ )� : (3.35)Une fois 
ette �equation r�esolue, la densit�e moyenne de valeurs propres d�e
oule de (3.26) et(3.27) :�(�) = limn!0 1n�Re Z d~� 
�(~�)~�2 : (3.36)L'ensemble gaussien orthogonal et son universalit�eLa d�emar
he pr�esent�ee jusqu'i
i est valable quelque soit l'ensemble de matri
es utilis�e,les di��erents ensembles 
onduisant �a di��erentes formes de la fon
tion g(x). Commen�
onspar traiter le 
as de l'ensemble gaussien orthogonal, pour lequel les �el�ements de matri
e sonttir�ees ave
 une loi gaussienne de moyenne nulle et de varian
e [J2ij ℄ = J20=N . On trouve alorsque g est quadratique, g(x) = �J20x2=2. La solution de l'�equation de 
ol (3.35) est obtenueave
 un 
� gaussien,
�(~�) = (2i��(�))�n=2e� 12 ~�2i�(�) ; (3.37)dont la varian
e �(�) est solution de l'�equation du deuxi�eme ordre :J20�2 � �� + 1 = 0 : (3.38)
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ontinusLa densit�e de valeurs propres est alors donn�ee par �(�) = �(1=�)Im�(�). En r�esolvantl'�equation sur �, on trouve le r�esultat attendu : pour � �a l'ext�erieur de [�2J0; 2J0℄ � est r�eelet don
 � est nul. Sur 
et intervalle les valeurs propres sont par 
ontre distribu�ees selon laloi du demi-
er
le,�(�) = 12�J20 q4J20 � �2 : (3.39)Dis
utons la g�en�eralit�e de 
e r�esultat (l'argumentation est adapt�ee de [92℄). Il est 
lairque d�es que g(x) est quadratique, on obtient une telle densit�e d'�etats. De plus, si l'on veutque le spe
tre soit ind�ependant de N dans la limite N !1, il faut que g(x) soit d'ordre 1dans 
ette limite. D'apr�es la d�e�nition (3.30), si P1(J) ne 
ontient pas de delta en 0, il fautque la distribution soit support�e par les J d'ordre N�1=2 pour que g soit d'ordre 1, et alorselle est for
�ement quadratique. Dans 
e 
as on avait tous les �el�ements de la matri
e non-nuls, et d'ordreN�1=2. On peut essayer de ® diluer ¯ la matri
e, 
'est-�a-dire de ne prendre enmoyenne que O(N1��) termes non nuls par ligne, ave
 � 2 [0; 1℄. Plus pr�e
is�ement, posonsP1(J) = �1� pN�� Æ(J) + pN��(J) ; (3.40)ave
 � une loi de probabilit�e paire, sans Dira
 en 0. Si � < 1, il faut que � soit signi�
ativepour des J d'ordre N (��1)=2, toujours pour avoir g d'ordre 1, et dans 
e 
as-l�a �a nouveauseul le terme quadratique de g survit dans la limite thermodynamique.Il ne reste en fait que le 
as � = 1 pour �e
happer �a la loi du demi-
er
le. En e�et, � estalors support�e par les J d'ordre 1, et don
 g peut être quel
onque. Dans la situation � = 1, legraphe asso
i�e aux �el�ements de matri
e non nuls est pr�e
is�ement un graphe al�eatoire d'Erd�oset R�enyi, auquel on va s'int�eresser dans la suite de 
ette partie. On suivra la m�ethode dited'approximation �a un seul d�efaut, introduite par Biroli et Monasson [59℄.Notons avant 
ela que l'on a suppos�e que la loi de probabilit�e des Jij �etait paire. Si 
en'est pas le 
as, g(x) poss�ede un terme lin�eaire, 
e qui peut entrâ�ner l'apparition d'une valeurpropre isol�ee [86℄. En�n, le raisonnement 
i-dessus est pris en d�efaut quand les �el�ements dematri
e sont distribu�ees ave
 une loi qui ne d�e
rô�t qu'alg�ebriquement �a l'in�ni : 
'est le 
asdes matri
es de L�evy qui ont �et�e �etudi�ees par Cizeau et Bou
haud [95℄. L'argument fait i
isupposait que la varian
e des Jij �etait bien d�e�nie, hypoth�ese viol�ee par les lois larges deL�evy.L'approximation du milieu e�e
tif (EMA)On reprend �a partir de maintenant la forme (3.20), ave
 �(Jij) = aÆ(Jij � J0) + (1 �a)Æ(Jij + J0), 
e qui 
onduit �ag(x) = �p+ p �ae�iJ0x + (1� a)eiJ0x� : (3.41)Dans 
e 
as on ne peut pas avoir une r�esolution analytique exa
te de l'�equation (3.35). Onpeut 
ependant, inspir�e par la r�esolution du 
as 
ompl�etement 
onne
t�e, faire un ansatzgaussien pour 
(~�), en utilisant la forme (3.37). On 
her
he don
 un point 
ol dans le sous-ensemble des param�etres d'ordre de 
ette forme. Si l'on ins�ere 
et ansatz gaussien dansl'expression de l'a
tion (3.34), on obtient une expression qui n'est plus fon
tion que duparam�etre variationnel �S(�) �n!0 n2 �1 + ln(2i��)� �� � p ln(1� J20�2)� : (3.42)
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Demi 
er
leSDAEMA

�
�(�)

86420-2-4-6-8

0.120.10.080.060.040.020Fig. 3.2 { Les pr�edi
tions de l'approximation du milieu e�e
tif, et de l'approximation �a unseul d�efaut pour p = 10. La loi du demi-
er
le de même largeur est l�a �a titre de 
omparaison.Remarquons que 
ette expression est ind�ependante du param�etre de biais a.L'extremum de l'a
tion dans le sous-espa
e 
orrespondant �a 
et ansatz est atteint quand� v�eri�e l'�equation 
ubique suivante :�3 + p� 1� �2 � 1J20 � + 1�J20 = 0 : (3.43)On peut v�eri�er que dans la limite p ! 1 ave
 J0 � p�1=2 on retrouve l'�equation quadra-tique de l'ensemble gaussien orthogonal. Pour p �ni on peut r�esoudre 
ette �equation 
ubique,et trouver une valeur �
(p) qui s�epare deux r�egimes :{ �a l'ext�erieur de l'intervalle [��
; �
℄, � est r�eelle, et don
 la densit�e de valeurs propress'annule.{ �a l'int�erieur de 
et intervalle � a une partie imaginaire non nulle, on a don
 une densit�ede valeurs propres � positive, qui s'annule �a �
 
omme une ra
ine 
arr�ee.L'expression de �
 et de � n'�etant pas parti
uli�erement �e
lairantes, je ne les reproduitpas i
i. L'allure de la densit�e d'�etats ainsi pr�edites est repr�esent�ee sur la �gure 3.2.L'ansatz gaussien pour 
 n'est pas justi��e par un argument variationnel au sens stri
t :on n'a pas une borne sur l'a
tion S(
) qui justi�erait de 
her
her un extremum sur un sous-ensemble de l'espa
e des param�etres d'ordre. La justi�
ation tient plutôt dans la 
o��n
iden
eave
 le r�esultat 
orre
t (loi du demi-
er
le) dans la limite o�u p diverge.Notons �nalement que 
e r�esultat est 
lairement en d�esa

ord ave
 les remarques qua-litatives de la se
tion pr�e
�edente : le spe
tre est born�e sur [��
; �
℄, alors que l'on avaitmontr�e qu'il devait s'�etendre sur tout l'axe r�eel. Cette di��eren
e s'explique simplement : lestr�es grandes valeurs propres sont dues aux sites ave
 une grande 
onne
tivit�e. Or l'approxi-mation du milieu e�e
tif 
onsiste justement �a traiter tous les sites sur le même pied, et don
�a n�egliger les 
u
tuations de la 
onne
tivit�e.
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ontinusL'approximation �a un seul d�efaut (SDA)On peut aller au-del�a de l'approximation du milieu e�e
tif, ave
 l'obje
tif de gommer la
ontradi
tion que l'on vient de mentionner.L'id�ee 
onsiste �a se servir de l'expression gaussienne pour 
(~�) obtenue ave
 l'EMA
omme le point de d�epart d'une s�erie d'it�erations qui devraient 
onduire �a des am�eliorationssu

essives de la pr�edi
tion pour �(�). Reformulons l'�equation du point 
ol (3.35) sous laforme
(~�) = N e i�2 ~�2 1Xk=0 e�ppkk! �Z d~ 
(~�)�a e�iJ0~��~ + (1� a)eiJ0~��~ ��k ; (3.44)o�u N est un fa
teur de normalisation. On inje
te alors la forme gaussienne appro
h�ee de 
dans le membre de droite, et le membre de gau
he en fournit une nouvelle forme, que l'onesp�ere meilleure. On peut penser qu'en r�ep�etant 
es it�erations un 
ertain nombre de fois, onva se rappro
her du vrai point 
ol.Consid�erons le r�esultat de la premi�ere it�eration. On obtient pour 
(~�) une somme degaussiennes, qui 
onduisent �a l'expression de la densit�e de valeurs propres :�(�) = � 1� 1Xk=0 e�ppkk! Im 1�� kJ20�(�) ; (3.45)o�u �(�) est la solution de l'�equation 
ubique obtenue dans l'approximation du milieu e�e
tif.L'interpr�etation de 
ette �equation est la suivante : un site donn�e a 
onne
tivit�e k ave
une loi poissonnienne de param�etre p, et ses k voisins sont d�e
rits de mani�ere appro
h�ee parl'interm�ediaire du � 
al
ul�e pr�e
�edemment dans l'approximation gaussienne. Ce
i expliquele nom d'approximation �a un seul d�efaut, on traite exa
tement un site (d�efaut) au milieud'un r�eseau homog�ene e�e
tif. A nouveau le param�etre de biais a a disparu de l'expressiondes grandeurs physiques.Dans la zone [��
; �
℄ o�u l'approximation gaussienne pr�edisait une densit�e d'�etats nonnulle, � �etait d�ej�a imaginaire, la nouvelle expression (3.45) modi�e un peu la forme de � (
f.�gure 3.2).Une grande di��eren
e entre les deux niveaux d'approximations apparâ�t dans la zonej�j > �
 : alors que l'EMA pr�edisait une densit�e d'�etats nulle, i
i on a une s�erie de pi
s deDira
 quand le d�enominateur de (3.45) s'annule (rappelons que � a une partie imaginairein�nit�esimale). Leur position est don
 ��k, et leur poids wk , ave
�(�k) = �kkJ20 ; wk = e�ppkk! 11� kJ20�0(�k) : (3.46)On peut en parti
ulier s'int�eresser au r�egime asymptotique j�j ! 1. Il est fa
ile de montrer�a partir de (3.43) que dans 
ette limite �(�) � ��1. On trouve don
 que les pi
s sont situ�esasymptotiquement en �J0pk, ave
 un poids donn�e par la moiti�e (�a 
ause des deux signespossibles) de la loi de Poisson de param�etre p. En remarquant que pk�pk � 1! 0 quandk !1, on peut formuler une approximation 
ontinue pour la densit�e d'�etats dans 
e r�egime,�(J0pk)� J0(pk �pk � 1) � 12 e�ppkk! ; (3.47)soit en utilisant la formule de Stirling et en 
hangeant de variables�(�) � 1J0p2� exp ��p� �2J20 ln� �2J20 ep�� : (3.48)
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Fig. 3.3 { L'approximation �a un seul d�efaut est 
ompar�ee aux r�esultats de diagonalisationnum�erique pour des matri
es de taille N = 2000. Les 
ourbes sont quasiment superpos�eesdans toute la partie 
entrale. L'inset montre les d�eviations au voisinage de �
.Cette expression avait �et�e obtenue par Rodgers et Bray [90℄ apr�es un traitement assez subtild'une �equation int�egrale, inspir�e par un travail de Kim et Harris [96℄. Ce r�esultat prendi
i un sens g�eom�etrique tr�es simple : les sites dont la 
onne
tivit�e k est tr�es sup�erieure �ala 
onne
tivit�e moyenne p portent des ve
teurs propres fortement lo
alis�es sur eux, qu'ilssoient stri
tement isol�es du reste du graphe 
omme dans un 
luster en �etoile, ou que leurenvironnement soit rempla
�e par un milieu e�e
tif 
omme l'on vient de le faire.La �gure 3.3 pr�esente les r�esultats d'une �etude num�erique, o�u l'on a diagonalis�e desmatri
es tir�ees al�eatoirement ave
 la loi de probabilit�e �etudi�ee i
i. L'a

ord ave
 l'approxi-mation �a un seul d�efaut est tr�es bon dans la partie 
entrale du spe
tre. On 
onstate aussiqu'il y a une queue s'�etendant au del�a de �
. Cependant le 
al
ul SDA n'est pas 
apablede pr�edire quantitativement la densit�e de valeurs propres au voisinage de �
, il faudraitpour 
ela être 
apable d'aller aux niveaux sup�erieurs d'it�erations dans 
e s
h�ema d'approxi-mation. L'expression (3.48) n'est en e�et valable que dans la limite j�j ! 1. Or le poidsdans 
es queues, dues �a des �ev�enements rares (grandes 
u
tuations dans la 
onne
tivit�e)est tr�es faible, et don
 quasiment impossible �a observer dans 
es simulations num�eriques o�ul'on g�en�ere seulement des graphes typiques. Une possibilit�e pour explorer num�eriquement 
er�egime de grande d�eviation [97℄ 
onsisterait �a biaiser la g�en�eration des graphes en faveur de
eux qui pr�esentent des grandes valeurs propres, une m�ethode d�ej�a utilis�ee dans un 
adreun peu di��erent [98℄.3.2.4 Perspe
tivesPlusieurs questions restent ouvertes sur 
e probl�eme du spe
tre des matri
es d'adja
en
ede graphes al�eatoires d'Erd�os-R�enyi. La premi�ere 
on
erne la validit�e des r�esultats obtenusi
i par une m�ethode it�erative dont on ne 
ontrôle pas expli
itement la 
onvergen
e vers lavraie solution. Comme on l'a vu, dans la limite de grande 
onne
tivit�e moyenne p, le premier
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ontinusniveau d'approximation est 
orre
t : l'approximation du milieu e�e
tif redonne en e�et la loidu demi-
er
le dans 
ette limite. A p �ni, le d�eveloppement asymptotique pour les grandesvaleurs propres (3.48) est aussi sûrement 
orre
t. La 
o��n
iden
e ave
 le r�esultat obtenu parRodgers et Bray [90℄ �a l'aide d'une m�ethode un peu di��erente est rassurante de 
e point devue, ainsi que la simpli
it�e de l'argument g�eom�etrique dont il provient. Les ve
teurs propres
orrespondants �etant tr�es fortement lo
alis�es autour de sites parti
uli�erement 
onne
t�es, ilssont asymptotiquement insensibles �a leur environnement. Bauer et Golinelli [93℄ ont �etablisdes relations de r�e
urren
e sur les moments de la densit�e d'�etats de 
es matri
es, il serait peut-être possible d'en tirer une autre preuve du d�eveloppement asymptotique (3.48). Signalons aupassage que leurs r�esultats justi�ent l'ind�ependan
e par rapport au biais a que l'on a 
onstat�ei
i ordre par ordre dans la r�esolution it�erative. En e�et, le 
al
ul d'un moment d'ordre �ni ned�epend que de l'environnement �a distan
e �nie d'un site. Dans la limite thermodynamique lesgraphes al�eatoires �etant lo
alement des arbres, le signe des intera
tions n'est pas pertinent.Dans une perspe
tive plus rigoureuse, il serait aussi int�eressant de 
onnâ�tre la naturedu spe
tre �a une �e
helle plus �ne. Comme on l'a dis
ut�e dans la partie 3.2.2, la densit�e devaleurs propres 
omporte une in�nit�e de pi
s de Dira
 �a toutes les positions 
orrespondantaux valeurs propres d'arbres de taille �nie, 
'est-�a-dire un ensemble qui est dense dans lesr�eels [88℄. Les ve
teurs propres 
orrespondants sont fortement lo
alis�es sur un nombre �nide sites. Apparaissent aussi, pour une valeur de p suÆsamment grande, des ve
teurs propres�etendus sur l'amas in�ni de per
olation. Le seuil �
 
al
ul�e i
i est une estimation appro
h�eed'un seuil de mobilit�e s�eparant une r�egion j�j < �
 o�u 
oexistent des ve
teurs propreslo
alis�es et �etendus d'une r�egion ext�erieure o�u tous les ve
teurs propres sont lo
alis�es. A ma
onnaissan
e le seul r�esultat analytique sur 
e probl�eme [99℄ 
on
erne le 
omportement de lavaleur propre nulle de la matri
e d'adja
en
e, qui pr�esente un ph�enom�ene de d�elo
alisationet de relo
alisation �a deux valeurs de p.La m�ethode it�erative utilis�ee i
i a �et�e introduite par Biroli et Monasson [59℄ pour l'�etudedes matri
es dites Lapla
iennes : les �el�ements diagonaux de 
es matri
es sont ajust�es enfon
tions des �el�ements hors-diagonale, de mani�ere telle que la somme des �el�ements sur uneligne s'annule. Ce probl�eme a �et�e aussi �etudi�e dans [100, 101℄. Des matri
es similaires appa-raissent aussi dans l'�etude des matri
es al�eatoires eu
lidiennes [102℄, en rapport ave
 l'�etudedes modes instantan�es de vibration dans les liquides surfondus [103℄. Dans 
e dernier ar-ti
le notamment une r�esolution num�erique d'une �equation de 
ol pro
he de 
elle ren
ontr�eei
i �etait propos�ee. Signalons �nalement que le spe
tre de matri
e d'adja
en
e des graphes® s
ale-free ¯ a �et�e l'objet de travaux num�eriques et analytiques [104, 105, 106℄.
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es sur le mod�ele sph�erique3.3.1 Rappels sur le 
as 
ompl�etement 
onne
t�eA�n de fa
iliter l'exposition des r�esultats dans le 
as dilu�e, je vais 
ommen
er par rappelerbri�evement le 
omportement du mod�ele sph�erique dans le 
as o�u la matri
e d'intera
tionappartient �a l'ensemble gaussien orthogonal. La partie statique a �et�e trait�ee dans [107℄ et
elle dynamique dans [108, 109, 110℄, pour une appro
he math�ematiquement rigoureuse onpourra se reporter �a [111℄.En red�e�nissant l'�e
helle de temp�erature, on se ram�ene �a une densit�e de valeurs propresdistribu�ees selon la loi du demi-
er
le sur [�2; 2℄,�(�) = 12�p4� �2 : (3.49)La fon
tion de partition du mod�ele est obtenue dans la limite thermodynamique en �eva-luant l'int�egrale (3.4) par la m�ethode du 
ol. Les sommes sur les valeurs propres sont alorsrempla
�ees par des int�egrales,1N Xk F (�k)! Z d� �(�)F (�) : (3.50)Le 
ol z� de l'int�egrale (3.4) v�eri�e l'�equation suivante :1 = Z d� �(�) 12z� � �� : (3.51)On doit par ailleurs imposer z� > � pour que l'int�egrale gaussienne initiale (
f. (3.3)) soit
onvergente.A haute temp�erature l'�equation de 
ol a une solution qui v�eri�e 
ette 
ondition : z� =(1+�2)=2. Quand on r�eduit la temp�erature le point 
ol se rappro
he du point de bran
hementde l'int�egrale en z = �, qui est atteint pour �
 = 1. A des temp�eratures plus basses que 
ettetemp�erature 
ritique, l'int�egrale sur z est domin�e par le voisinage du point de bran
hement,le 
hemin d'int�egration reste ® 
oll�e ¯ �a la 
oupure. De plus, 
ette transition de phase setraduit par une ® 
ondensation ¯ un peu similaire �a la transition de Bose-Einstein pour unsyst�eme de bosons. En e�et, la proje
tion de la 
on�guration des spins �i sur le ve
teurpropre de plus grande valeur propre devient d'ordre pN �a basse temp�erature. Le pr�efa
teur,qui mesure le taux de 
ondensation sur 
e ve
teur propre, 
rô�t 
ontinûment et lin�eairementde 0 �a la temp�erature 
ritique jusqu'�a atteindre 1 �a temp�erature nulle. L'�equilibre �a bassetemp�erature 
orrespond don
 �a une 
ondensation ma
ros
opique sur le mode de plus grandevaleur propre.La dynamique de 
e mod�ele pr�esente une transition de phase �a la même temp�erature2.Comme on l'a vu dans la partie g�en�erale 3.1.2, la premi�ere quantit�e �a 
al
uler pour d�eterminerles propri�et�es dynamiques est la fon
tion f(t) = R d� �(�)e2�t. Dans le 
as d'un densit�e devaleurs propres en demi-
er
le 
ette int�egrale est une repr�esentation d'une fon
tion de Bessel ;le point le plus important pour la suite est son 
omportement asymptotique,f(t) � 14p2� e4tt3=2 : (3.52)2La 
o��n
iden
e des temp�eratures de transition statique et dynamique est une parti
ularit�e de 
e mod�eleo�u les intera
tions se font entre paires de spins : les mod�eles p-spin ave
 p � 3 ont deux temp�eratures 
ritiquesdi��erentes.
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tions de Bessel : l'int�egrale d�e�-nissant f(t) est domin�e par le voisinage de � = 2. Le 
omportement exponentiel e4t est dû�a l'annulation de � pour � > 2, et l'exposant de la 
orre
tion alg�ebrique vient de son annu-lation en ra
ine 
arr�ee. Une fois f(t) d�etermin�ee, il 
onvient de r�esoudre l'�equation int�egrale(3.13) sur �(t). On peut le faire i
i en introduisant les transform�ees de Lapla
e ~f et ~�,~f(s) = Z 10 dt f(t)e�st ; ~�(s) = Z 10 dt�(t)e�st : (3.53)L'�equation de Volterra prend une forme assez simple en terme de 
es transform�ees,~�(s) = ~f(s) + 2T ~f(s)~�(s) : (3.54)Dynamique �a haute temp�eratureEtudions d'abord la situation �a haute temp�erature (T > 1). On trouve alors que ~�(s) aun pôle en s� = 2(T + T�1) > 4 et une 
oupure sur [�4; 4℄. Le 
omportement de �(t) auxtemps longs est 
ontrôl�e par la singularit�e de sa transform�ee de Lapla
e qui a la plus grandepartie r�eelle. C'est don
 le pôle qui est pertinent i
i, et on a �(t) � exp[s�t℄ �a un pr�efa
teur
onstant pr�es. On v�eri�e alors ais�ement �a partir des �equations (3.12), (3.14) et (3.15) que :{ L'�energie relaxe exponentiellement vite vers sa valeur d'�equilibre.{ Les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse sont stationnaires (apr�es un bref r�egimetransitoire) : C(t1 + �; t1) = Ceq(�) et R(t1 + � ; t1) = Req(�).{ Elles sont reli�ees par le th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation,Req(�) = � 1T C 0eq(�) : (3.55)On a don
 �a haute temp�erature toutes les 
ara
t�eristiques d'une dynamique d'�equilibre.Dynamique �a basse temp�eratureA la temp�erature de transition le pôle de ~�(s) rejoint le bord de la 
oupure, et 
ettederni�ere 
ontrôle le 
omportement asymptotique de �(t). Celui-
i prend don
 la forme d'uneexponentielle modi��ee par un pr�efa
teur alg�ebrique, �(t) � exp[4t℄=t3=2, �a une 
onstantemultipli
ative pr�es.Ce nouveau 
omportement pour � va se traduire par une dynamique hors d'�equilibre3,que l'on peut mettre en �eviden
e par di��erentes observations :{ La d�e
roissan
e de l'�energie vers sa valeur d'�equilibre se fait ave
 une loi de puissan
e,et non plus exponentiellement 
omme �a haute temp�erature. On ne peut don
 plusd�e�nir de temps 
ara
t�eristique de relaxation.{ Les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse �a deux temps pr�esentent le ph�enom�ene devieillissement : même dans la limite des temps longs, elles d�ependent expli
itementdes deux temps, et non de la di��eren
e entre les deux 
omme pour une dynamiqued'�equilibre. Plus pr�e
is�ement, si l'on 
onsid�ere t1 � 1 et t2 = t1+ � , on a deux r�egimesdi��erents selon la valeur de � .3Soulignons i
i que la limite thermodynamique N ! 1 est prise avant la limite des temps longs. Dansle 
as d'un syst�eme �ni �evoluant selon des �equations de Langevin on tend asymptotiquement vers l'�equilibrethermodynamique.
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tions sont quasi-stationnaires, C(t1 + �; t1) � Cst(�), R(t1+ � ; t1) �Rst(�), ave
 Cst et Rst reli�ees par le th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation.Par 
ontre quand la s�eparation des temps � est du même ordre que le temps d'at-tente t1 depuis la pr�eparation du syst�eme, les 
orr�elations et r�eponses d�ependent desdeux temps par l'interm�ediaire du ratio t1=t2 : C(t2; t1) � Cslow(t2=t1) et R(t2; t1) �t�3=21 Rslow(t2=t1). L'® âge ¯ t1 du syst�eme �xe don
, dans 
e r�egime, l'�e
helle de tempssur laquelle le syst�eme relaxe. Les fon
tions Cslow et Gslow sont reli�ees par une modi-�
ation du th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation o�u apparâ�t une temp�erature e�e
tive.On reviendra dans de plus grands d�etails sur 
e s
�enario de dynamique hors d'�equilibredans la partie 5.4. Signalons simplement que le 
as p = 2 trait�e i
i n'est pas repr�e-sentatif du 
omportement g�en�erique de la famille des mod�eles p-spin. En parti
ulier latemp�erature e�e
tive est i
i in�nie, 
e qui n'est pas vrai pour p � 3.{ Finalement, on peut noter que le multipli
ateur de Lagrange z(t) tendant vers 2, l'�equa-tion de Langevin (3.8) r�egissant l'�evolution du mode 
orrespondant �a la plus grandevaleur propre voit son potentiel de 
on�nement disparâ�tre aux temps longs. Rappelonsque l'�equilibre �a basse temp�erature 
orrespondant �a une 
ondensation ma
ros
opiquesur 
e mode (
'est-�a-dire que la proje
tion de la 
on�guration dans 
ette dire
tion estd'ordre pN). On 
on�
oit don
 que 
ette situation ne peut être atteinte que sur des�e
helles de temps divergeant ave
 la taille du syst�eme. La limite thermodynamiqueayant i
i �et�e prise en premier lieu, le syst�eme n'atteint jamais 
et �equilibre.3.3.2 Le 
as dilu�eEtudions maintenant le 
as o�u la matri
e d'intera
tion est d�e�ni �a partir d'un graphepoissonien de 
onne
tivit�e moyenne p. On va se 
on
entrer sur le 
as p � 1 mais �ni, lalimite p!1 
orrespondant au graphe 
ompl�etement 
onne
t�e de la se
tion pr�e
�edente. Onprend pour valeur des �el�ements de matri
e non nuls J0 = 1=pp, de mani�ere �a obtenir pour� la loi du demi-
er
le sur [�2; 2℄ dans la limite p!1.R�esumons les 
on
lusions de l'�etude de 
es matri
es (le s
h�ema de la �gure 3.4 illustre
es di��erents points) :{ A 
ause des 
u
tuations non born�ees de la 
onne
tivit�e lo
ale, le spe
tre des valeurspropres n'est pas born�e.{ Quand p� 1, la densit�e de valeurs propres 
omporte une partie 
entrale qui ressemble�a un demi-
er
le, et des queues dues aux �ev�enements rares de sites tr�es 
onne
t�es. Cesqueues disparaissent dans la limite p ! 1, elles ont un poids non perturbatif parrapport �a 1=p, et l'on a trouv�e l'expression asymptotique suivante pour la densit�e devaleurs propres :�(�) �j�j!1 e�2p�2 ln�; (3.56)�a un fa
teur multipli
atif pr�es.{ Le passage d'un r�egime �a l'autre se fait autour d'une valeur �
(p) � 2�1 + 12p�. Ce
rossover est la tra
e de l'annulation stri
te de � dans la limite 
ompl�etement 
onne
t�ee.Il faut maintenant examiner les 
ons�equen
es de 
es propri�et�es sur le mod�ele sph�eriqued�e�ni ave
 de telles intera
tions.La premi�ere remarque �a faire est que la statique du mod�ele n'est pas bien d�e�nie dans lalimite thermodynamique. En e�et, le spe
tre des valeurs propres n'�etant pas born�e, la valeurde la plus grande valeur propre diverge ave
 N . Autrement dit la valeur du multipli
ateurde Lagrange telle que l'int�egrale (3.3) existe diverge ave
 la taille du syst�eme, et l'�energielibre n'est pas extensive dans la limite N !1.
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Fig. 3.4 { Allure de la densit�e de valeurs propres d'une matri
e dilu�ee.On peut 
ependant �etudier la dynamique de Langevin d'un tel syst�eme. La pathologiedes propri�et�es statiques se traduira par une divergen
e de l'�energie aux temps longs.Les di��erents r�egimes asymptotiquesSuivant la m�ethode rappel�ee dans le 
as 
ompl�etement 
onne
t�ee, il nous faut d'abord�evaluer la fon
tion f(t) = R d� �(�)e2�t. La s�eparation de la densit�e de valeurs propres enune zone 
entrale et des queues entrâ�ne l'existen
e de deux r�egimes asymptotiques pourf(t). Le premier est tr�es similaire �a 
elui �etudi�e dans le 
as 
ompl�etement 
onne
t�e : pourdes valeurs de t telles que la 
ontribution dominante de l'int�egrale provient du voisinage de�
, on auraf(t) � e2�
tt� ; (3.57)�a une 
onstante multipli
ative pr�es. L'exposant � de la 
orre
tion alg�ebrique tend vers 3=2dans la limite p!1.Pour des temps en
ore plus longs, la 
ontribution dominante �a l'int�egrale va venir du do-maine des tr�es grandes valeurs propres. Utilisant la forme asymptotique (3.56) pour �evaluerl'int�egrale donnant f par la m�ethode du 
ol, on trouve que l'�equation du 
ol est asympto-tiquement � ln� � t=(2p). En prenant la r�e
iproque de 
e d�eveloppement asymptotique, ilvient � � t=(2p ln t). On a don
 dans 
e r�egime des tr�es longs temps l'expression suivantepour f ,f(t) � e t22p ln t : (3.58)La s�eparation entre les deux r�egimes asymptotiques n'est �evidemment pas fran
he, 
e n'estqu'un 
rossover quand p est �ni. Dans la limite p ! 1 le deuxi�eme r�egime disparâ�t. Onpeut donner une estimation de t
o, le temps o�u le 
omportement de f(t) passe d'exponentiel(�a une 
orre
tion alg�ebrique pr�es) �a 
e deuxi�eme r�egime (3.58) plus rapide qu'exponentiel,
omme la valeur de t o�u les arguments des exponentielles sont �egaux. Dans la limite p!1on trouve que t
o � 8p ln p : 
omme attendu 
e temps diverge ave
 p, le deuxi�eme r�egimeasymptotique disparaissant dans 
ette limite.Il faut ensuite d�eterminer �(t) 
omme solution de l'�equation de Volterra (3.13) (rap-pelons qu'�a temp�erature nulle �(t) = f(t)). I
i on ne peut pas utiliser les transform�ees
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t
o

T0
non eq. 2

non eq. 1 < eq. > t
o(T )
t

TFig. 3.5 { Les di��erents r�egimes asymptotiques. Dans la zone d�enot�ee ® non eq. 1 ¯ le
omportement est similaire �a 
elui du mod�ele 
ompl�etement 
onne
t�e, ® non eq. 2 ¯ d�esignele nouveau r�egime dû aux queues de la densit�e de valeurs propres.de Lapla
e, qui ne sont pas d�e�nies pour des fon
tions divergeant �a l'in�ni plus vite quedes exponentielles. Une analyse qualitative, 
on�rm�ee par l'int�egration num�erique de 
ette�equation, va suÆre pour d�egager le 
omportement du syst�eme. Remarquons tout d'abordque pour des temps inf�erieurs �a t
o, les queues dans la densit�e de valeurs propres jouentun rôle n�egligeable, et f a en premi�ere approximation le même 
omportement que dans le
as 
ompl�etement 
onne
t�e. La d�etermination de �(t) par l'�equation de Volterra est 
ausale,autrement dit �(t) ne d�epend que du 
omportement de f sur [0; t℄. Il s'ensuit don
 que �(t)se 
omporte 
omme dans le 
as 
ompl�etement 
onne
t�e jusqu'au temps de 
rossover. On adon
 une temp�erature T0 (pro
he de 1 pour p suÆsamment grand) telle que pour T > T0,�(t) � exp[b(T )t℄ ave
 b(T ) > 2�
, au moins jusqu'au temps de 
rossover. Pour T < T0, ona par 
ontre �(t) � exp[2�
t℄, �a une 
orre
tion alg�ebrique pr�es. Dans 
e 
as la d�ependan
een temp�erature n'est que dans le pr�efa
teur, pas dans le 
omportement exponentiel. Reste �ad�eterminer le 
omportement de � pour des temps sup�erieurs �a t
o. Remarquons que l'�equa-tion de Volterra implique �(t) � f(t). Dans le 
as T < T0, on a don
 n�e
essairement un
hangement de 
omportement de � �a t
o, puisque f se met alors �a 
rô�tre plus vite qu'unexponentielle. A haute temp�erature par 
ontre, la forme �(t) � exp[b(T )t℄ reste valable jus-qu'�a 
e que b(T )t � t2=(2p ln t), suite �a quoi �(t) � f(t). Ce temps de 
rossover t
o(T ) peuts'exprimer dans la limite de haute temp�erature o�u b(T ) � 4T , t
o(T ) � 8pT lnT . Comme onl'a vu dans la se
tion pr�e
�edente, on a une dynamique d'�equilibre quand � a une d�ependan
eexponentielle en temps.La �gure 3.5 r�esume l'�etude que l'on vient de faire : �a haute temp�erature, pour des tempsinterm�ediaires on a un r�egime de pseudo-�equilibre, puis au bout d'un temps d'autant plusgrand que la temp�erature est �elev�ee, un 
rossover vers un r�egime hors-�equilibre 
ontrôl�epar les queues de la densit�e de valeurs propres. A basse temp�erature, on passe d'un r�egimehors-�equilibre ressemblant �a 
elui pr�esent dans le 
as 
ompl�etement 
onne
t�e (
ontrôl�e parla partie 
entrale du spe
tre) �a 
elui dû aux queues. Le temps de 
rossover est approxima-tivement 
onstant dans la phase de basse temp�erature.
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Fig. 3.6 { L'�energie en fon
tion du temps. De haut en bas les temp�eratures sont �egales �a0, 0.5, 1.3 et 1.7. Le d�e
ro
hement pour les deux premi�eres temp�eratures se fait au boutdu même temps, alors que 
e temps de 
rossover 
rô�t ave
 la temp�erature au del�a de T0(
f. �gure 3.5). La 
ourbe a �et�e obtenue en 
al
ulant num�eriquement les fon
tions f et ��a partir de la forme du spe
tre obtenue par l'approximation �a un seul d�efaut expliqu�eepr�e
�edemment, et par une r�esolution num�erique de l'�equation de Volterra.Comportement des observablesLa �gure 3.6 pr�esente l'�evolution temporelle de l'�energie du syst�eme pour di��erentestemp�eratures. On a dans un premier temps un plateau qui est atteint soit exponentiellement(pour T > T0) soit alg�ebriquement (pour T < T0) vite, puis un d�e
ro
hement �a t
o(T )quand le syst�eme explore les queues de la densit�e d'�etats. Dans la limite des tr�es longstemps, l'�energie diverge 
omme �t=(4p ln t).On peut �egalement �etudier le 
omportement des fon
tions de 
orr�elation et de r�eponsedans le r�egime des temps 
ontrôl�es par les queues du spe
tre. Leurs formes sont d�etaill�eesdans la publi
ation P3. On trouve en parti
ulier qu'elles sont non-stationnaires, et qu'onpeut les mettre sous la formeC(t1; t2) = Cslow � l(t1)l(t2)� ; l(t) = exp� tpp ln t� : (3.59)La fon
tion l(t) qui d�e�nit un ® âge ¯ e�e
tif du syst�eme est di��erente de 
elle ren
ontr�eedans l'�etude du mod�ele 
ompl�etement 
onne
t�e (on a vu en e�et qu'alors l(t) = t). Dans le
as d'une fon
tion de 
orr�elation stationnaire pour laquelle C(t1; t2) = Cst(t1 � t2), on peutaussi �e
rire Cst(�) = C(l(t1 + �)=l(t1)), en utilisant l(t) = et.On est don
 i
i dans une situation interm�ediaire, o�u l(t) diverge plus vite que dans le
as 
ompl�etement 
onne
t�e, mais moins vite qu'�a l'�equilibre. Ce 
omportement est parfoisquali��ee de ® sub-aging ¯ [47℄ (on en trouvera un autre exemple dans [112℄).La temp�erature e�e
tive dans 
e deuxi�eme r�egime asymptotique est �egalement in�nie.3.3.3 Perspe
tivesLe mod�ele que l'on vient d'�etudier pr�esente 
ertains d�efauts : son 
omportement statiqueest pathologique, et la dynamique �a haute temp�erature n'a des propri�et�es d'�equilibre quependant un temps �ni.Cependant quelques unes de ses 
ara
t�eristiques sont int�eressantes, et devraient subsisterdans des mod�eles d�epourvus des d�efauts sus-
it�ees. Insistons en parti
ulier sur l'existen
e
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ts, l'un provenant des propri�et�es ® moyennes ¯ dusyst�eme, l'autre des ® �ev�enements rares ¯. Si 
es deux r�egimes apparaissent i
i de mani�ere 
a-ri
aturale, leur pr�esen
e 
onstitue sûrement un ingr�edient universel de la dynamique de toutsyst�eme vitreux lo
alement h�et�erog�ene, que 
e soit un mod�ele dilu�e ou des 
as plus r�ealistesen dimension �nie. L'exemple des verres stru
turaux qui pr�esentent de fortes 
u
tuationsspatiales de densit�e et de ® vitesse de r�earrangement ¯ serait un des plus int�eressants dans
ette perspe
tive.D'un point de vue plus te
hnique, mentionnons que dans le 
as de syst�emes inhomog�enes
omme 
elui 
onsid�er�e i
i les mod�eles sph�eriques et la limitem!1 du mod�ele O(m) ne sontpas tout �a fait �equivalents (plus pr�e
is�ement, les multipli
ateurs de Lagrange introduits pourimposer la 
ontrainte O(m) varient de site �a site, alors que le mod�ele sph�erique les supposehomog�ene). Ce dernier mod�ele a alors une statique bien d�e�nie [113℄, et sa relaxation �a hautetemp�erature est anormalement lente �a 
ause des 
u
tuations de 
onne
tivit�e (
f. [24℄ pourdes arguments similaires en dimension �nie). Il serait don
 int�eressant d'�etudier la phase debasse temp�erature de 
e mod�ele, en esp�erant y trouver une tra
e de 
es deux r�egimes horsd'�equilibre.
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ontinus dilu�esLa m�ethode utilis�ee 
i-dessus est limit�ee �a 
e 
as parti
ulier o�u les spins sont 
ontinusave
 une 
ontrainte sph�erique globale, et o�u l'hamiltonien ne fait interagir que des paires despins. C'est en e�et �a 
es deux 
onditions que l'on peut diagonaliser le syst�eme d'�equationsde Langevin et r�esoudre 
ha
une des �equations ind�ependamment.On va pr�esenter dans 
ette partie une m�ethode qui permet, au moins formellement, detraiter les mod�eles o�u le nombre de spins dans 
haque intera
tion est arbitraire, et 
om-portant des termes du type ® soft-spin ¯ . On d�esigne sous 
e vo
able des potentiels quis'appliquent lo
alement �a 
ha
un des spins (toujours des variables 
ontinues), 
orrespon-dant dans l'hamiltonien �a un terme Pi V (�i), o�u le potentiel V est souvent 
hoisi 
ommeV (�) = �(�2 � 1)2 : (3.60)Une telle 
ontribution �a l'�energie favorise les 
on�gurations o�u les �i sont tous autour de �1,on s'attend don
 �a 
e que 
es mod�eles ait des 
omportements similaires �a 
eux des mod�elesd'Ising 
orrespondant. Cela se justi�e dans les syst�emes ferromagn�etiques par des argumentsd'universalit�e au voisinage de la transition, il est moins �evident que le rappro
hement entreles mod�eles soft-spins et Ising soit aussi pertinente pour les verres de spins [114, 115℄.On peut aussi faire une remarque sur la valeur du 
oeÆ
ient �. On dit souvent que l'ondoit prendre la limite �! 1 a�n de retrouver le mod�ele d'Ising. C'est 
ertainement le 
assi l'on s'int�eresse �a la statique et si l'on 
al
ule une fon
tion de partition. En 
e qui 
on
erneles propri�et�es dynamiques, 
ette aÆrmation m�erite d'être nuan
�ee : le potentiel introduitune barri�ere �energ�etique � pour passer d'un puits �a l'autre. Dans la limite o�u la hauteur dela barri�ere diverge, les transitions d'un minimum �a l'autre du potentiel soft-spin n'aurontlieu que sur des �e
helles de temps exponentiellement grandes en �, et non sur des temps �nis
omme on le souhaiterait. Il faudrait don
 soit red�e�nir l'�e
helle de temps, soit, et 
'est lavoie toujours suivie �a ma 
onnaissan
e, garder une hauteur de barri�ere � �nie (elle est mêmela plupart du temps trait�ee 
omme une perturbation).Ces r�eserves sur l'�equivalen
e ave
 les mod�eles du type Ising �etant pos�ees, on peut 
onsi-d�erer les versions soft-spins 
omme dignes d'int�erêt pour elles-mêmes. On les prend don

omme point de d�epart dans la suite de 
ette partie, o�u l'on pr�esentera le formalisme bien
onnu de Martin-Siggia-Rose, puis sa reformulation en terme de 
hamps supersym�etriques.L'analogie formelle entre 
es notations supersym�etriques et les 
al
uls statiques par la m�e-thode des r�epliques est ensuite exploit�ee pour formuler les �equations dynamiques des mod�elesde 
hamp moyen tant 
ompl�etement 
onne
t�es que dilu�es. Finalement, une m�ethode it�erativede r�esolution, inspir�ee de 
elle utilis�ee dans la partie 3.2.3, est sugg�er�ee pour le 
as dilu�e.3.4.1 Formalisme fon
tionnelConsid�erons un syst�eme d�e
rit par les variables 
ontinues � = f�1; : : : ; �Ng, ave
 unhamiltonien g�en�erique H [�℄. On introduit une notation pour les d�eriv�ees partielles de H ,Hi = �H��i ; Hij = �2H��i��j : (3.61)On 
her
he �a �etudier le 
omportement de 
e syst�eme lorsque son �evolution est r�egie par des�equations de Langevin :ddt�i(t) = �Hi[�(t)℄ + hi(t) + �i(t) ; (3.62)
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 � un bruit blan
 gaussien d�etermin�e par ses deux premiers moments, h�i(t)i = 0,h�i(t)�j(t)i = 2TÆijÆ(t � t0). Les 
hamps hi sont des 
hamps ext�erieurs qui vont permettrede 
al
uler les fon
tions de r�eponse du syst�eme (ils 
orrespondent �a l'ajout de termes �hi�i�a l'hamiltonien, ils sont don
 
oupl�es naturellement aux variables �i). On prend 
ommeinstant initial de l'�evolution t = 0, instant auquel la 
on�guration �(0) a une 
ertaine loi deprobabilit�e. La solution �i(t) de l'�equation de Langevin d�epend de la 
ondition initiale �(0),et de toute l'histoire des 
hamps ext�erieurs h et du bruit thermique � entre l'instant initialet l'instant t. Pour simpli�er les notations dans la suite, on appellera si(t) la solution des�equations de Langevin, la d�ependan
e en �(0), h et � �etant sous-entendue.Le syst�eme est 
ara
t�eris�e par ses fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse, d�e�nies parC(i1; t1; : : : ; in; tn) = hsi1 (t1) : : : sin(tn)ijh=0 (3.63)R(i1; t1; : : : ; ik; tk; ik+1; tk+1; : : : ; in; tn) = Æn�kÆhik+1(tk+1) : : : Æhin(tn) hsi1(t1) : : : sik (tk)i����h=0 ;o�u h�i d�esigne une moyenne sur la 
ondition initiale et sur les histoires du bruit thermique.Une m�ethode de 
al
ul de 
es fon
tions, initi�ee par Martin, Siggia et Rose [116℄, Jann-sen [117℄ et de Domini
is [118℄, 
onsiste �a �e
rire une fon
tionnelle g�en�eratri
e dynamiquepour l'�evolution des spins,Z [�; h℄ = �exp�Z 10 dt �i(t)si(t)�� : (3.64)Les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse peuvent alors s'exprimer 
omme des d�eriv�eesfon
tionnelles de Z par rapport �a la ® sour
e ¯ � et au 
hamp ext�erieur h,C(i1; t1; : : : ; in; tn) = ÆnÆ�i1 (t1) : : : Æ�in(tn)Z [�; h℄�����=h=0 ; (3.65)R(i1; t1; : : : ; ik; tk; ik+1; tk+1; : : : ; in; tn) = ÆnÆ�i1 (t1) : : : Æ�ik (tk)Æhik+1(tk+1) : : : Æhin(tn)Z [�; h℄�����=h=0 :Pour �eviter d'expli
iter la solution si(t) des �equations de Langevin, on ins�ere formellementune repr�esentation de l'identit�e 
omme une int�egrale de 
hemin sur les traje
toires �i(t),1 = Z D�Yi;t Æ(�i(t)� si(t)) : (3.66)La 
ontrainte s�ele
tionne la seule traje
toire qui nous int�eresse, �i(t) = si(t). Le produit surles instants t doit être 
ompris 
omme une dis
r�etisation in�nit�esimale de l'axe temporel.On a aussi int�egr�e la loi de probabilit�e sur la 
ondition initiale �(0) �a la mesure fon
tionnelleD�.Introduisons la fon
tionnelle de � suivante :Fi(t) = _�i(t) +Hi[�(t)℄� hi(t) : (3.67)Les �equations de Langevin peuvent alors se r�e�e
rire �i(t) = Fi(t), et l'identit�e (3.66) devientapr�es le 
hangement de variables � ! F :1 = Z D�Yi;t Æ(�i(t)� Fi(t))J [�℄ : (3.68)J est le ja
obien de 
e 
hangement de variables, que l'on expli
itera dans quelques lignes.On a seulement besoin pour l'instant d'admettre qu'il est ind�ependant des 
hamps hi. On
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ontrainte �i(t) = Fi(t) �a l'aide de 
hamps �̂i(t) (il est sous-entendu qu'ils sont �a int�egrer le long de l'axe imaginaire). Le bruit � apparâ�t alors 
ommeexp[Pi R dt �i(t)�̂i(t)℄. Ce bruit ayant une distribution gaussienne, l'int�egrale sur � se faitimm�ediatement, pour 
onduire �a :Z [�; h℄ = Z D�D�̂ e�S[�;�̂℄+Pi R10 dt(�i(t)�i(t)+hi(t)�̂i(t)) ; (3.69)�S[�; �̂℄ = ln(J [�℄) +Xi Z 10 dt �̂i(t)(T �̂i(t)� _�i(t)�Hi[�(t)℄) : (3.70)On voit alors �a partir des expressions (3.65) que les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponses'expriment 
omme des moyennes des 
hamps � et �̂ ave
 le poids exp[�S[�; �̂℄℄, on peutdon
 supprimer �a partir de maintenant les sour
es � et h.Expli
itons le ja
obien J [�℄ 4. Il est de la forme����det�ÆFiÆ�j����� ; (3.71)o�u le d�eterminant est �a la fois matri
iel (�a 
ause des indi
es de sites) et op�eratoriel (�a 
ausede la d�ependan
e temporelle) :ÆFi(t)Æ�j(t0) = Æ(t� t0)�Æij ��t0 +Hij [�(t)℄� : (3.72)Cette expression �etant ind�ependante des 
hamps hi, leur abandon dans la suite est justi��e.En supprimant la valeur absolue dans le ja
obien (les �equations de Langevin �etant 
ausales,il y a univo
it�e du 
hangement de variables, le d�eterminant a don
 toujours le même signe),on peut l'exponentier ave
 des 
hamps de variables de Grassmann  et  . Ce
i 
onduit �aun poids exp[�S[�; �̂;  ;  ℄℄ ave
 l'a
tion�S[�; �̂;  ;  ℄ = Xi Z 10 dt hT �̂i(t)2 � �̂i(t) _�i(t) +  i(t) _ i(t)i+ Z 10 dt24�Xi �̂i(t)Hi[�(t)℄ +Xij  i(t)Hij [�(t)℄ j(t)35 : (3.73)Les termes de la premi�ere ligne sont ind�ependants du mod�ele, alors que 
eux de la deuxi�emevarient selon l'hamiltonien H 
onsid�er�e.Les �equations de Langevin purement 
onservatives, 
'est �a dire dont les for
es d�e
oulentd'un potentiel 
omme on l'a suppos�e i
i, 
onduisent �a des a
tions fon
tionnelles qui pr�e-sentent un 
ertain nombre de sym�etries [119, 120, 121℄. Certaines m�elangeant les 
hamps® bosoniques ¯ f�; �̂g et 
eux ® fermioniques ¯ f ;  g, on parle souvent de supersym�etrie(SUSY) �a leur �egard. On va i
i se servir de la supersym�etrie plutôt 
omme une notation 
om-pa
te, et pour exploiter l'analogie qu'elle permet de tra
er ave
 les 
al
uls par la m�ethodedes r�epliques.Etendons don
 la 
oordonn�ee temporelle t en une ® super-
oordonn�ee ¯ a = (ta; �a; �a),o�u �a et �a sont deux variables de Grassmann. Il s'av�ere alors utile de r�eunir les di��erents
hamps f�; �̂;  ;  g dans un ® super-
hamp ¯ � fon
tion de a,�i(a) = �i(ta) + �a i(ta) +  i(ta)�a + �̂i(ta)�a�a : (3.74)4En toute rigueur il d�epend de la r�egle de le
ture utilis�ee dans la dis
r�etisation des �equations de Langevin.On passera 
ette subtilit�e sous silen
e.
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ha
un de 
es termes faisant intervenir un nombre pair de variables de Grass-mann, le super
hamp a les propri�et�es d'un nombre 
ommutant habituel. L'a
tion (3.73) ser�e�e
rit en termes du super
hamp 
omme�S[�℄ = �12Xi Z da �i(a)K�i(a)� Z da H [�(a)℄ ; (3.75)o�u da = dta d�a d�a est l'�el�ement d'int�egration sur la 
oordonn�ee �etendue, et K d�esigne unop�erateur di��erentiel,K = ��ta � 2� �2��a�ta � 2T �2��a��a : (3.76)La partie de l'a
tion d�ependant de l'hamiltonien a pris une forme extrêmement simple. Onpeut se 
onvain
re de sa v�era
it�e en faisant un d�eveloppement limit�e de H [�(a)℄ en puissan
edes variables de Grassmann �a et �a : par d�e�nition le d�eveloppement s'arrête apr�es unnombre �ni de termes puisque les variables de Grassmann sont nilpotentes. On 
onstateensuite que les seuls termes qui survivent �a l'int�egrale sur �a et �a sont 
eux pr�esents dans(3.73).On notera �a partir de maintenant h�i les moyennes sur les super-
hamps ave
 le poidsdonn�e par l'�equation (3.75). Les super-fon
tions de 
orr�elation 
ontiennent les fon
tions de
orr�elation et de r�eponse initiales, puisque � a �et�e d�e�ni �a partir des 
hamps � et �̂. Enparti
ulier la fon
tion �a deux points s'�e
ritQij(a; b) = h�i(a)�j(b)i = Cij(ta; tb) + (�b � �a)(�bRij(ta; tb)� �aRji(tb; ta)) : (3.77)On a utilis�e i
i 
ertaines sym�etries de l'a
tion pour transformer les 
orr�elateurs fermioniquesen fon
tions de r�eponse [121℄. Par 
ontre on n'a pas impos�e l'invarian
e par translation dansle temps et le th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation (on reviendra sur 
es propri�et�es dans lasuite).La forme supersym�etrique (3.75) de l'a
tion a l'avantage d'être d'une part tr�es 
ompa
te,et d'autre part de pr�esenter une analogie ave
 les 
al
uls statiques par la m�ethode desr�epliques (
f. [122℄ pour une pr�esentation approfondie de 
ette analogie). Au terme 
in�etiqueR da �i(a)K�i(a) pr�es (qui est quadratique et lo
al dans l'espa
e des sites), l'a
tion estdonn�ee par l'hamiltonien du syst�eme dans lequel on a rempla
�e la variable �i par le super-
hamp �i(a), et 
ette expression est somm�ee sur la super-
oordonn�ee a. Or la puissan
en-�eme de la fon
tion de partition, que l'on 
al
ule dans la m�ethode des r�epliques, s'�e
rit :Z = Tr�e��H[�℄ ) Zn = Tr�1;:::�ne��Pna=1H[�a℄ : (3.78)On a formellement la même expression, l'indi
e des r�epliques 
orrespondant �a la super-
oordonn�ee de l'appro
he dynamique, le 
hamp r�epliqu�e au super-
hamp.Le paragraphe suivant s'appuiera de mani�ere 
ru
iale sur 
ette analogie : les 
al
uls serontessentiellement les mêmes que 
eux men�es pour le probl�eme de matri
es al�eatoires, on ner�ep�etera don
 pas tous les d�etails.D�e�nissons avant 
ela deux types de produit pour des fon
tions supersym�etriques �a deuxpoints du type de (3.77) :(F1 
 F2)(a; b) = Z d
 F1(a; 
)F2(
; b) ; (F1 � F2)(a; b) = F1(a; b)F2(a; b) : (3.79)Le premier, dit produit de 
onvolution, s'interpr�ete 
omme un produit de matri
es si l'onregarde les 
oordonn�ees supersym�etriques 
omme des indi
es dis
rets, 
e qui est le 
as dansl'analogie ave
 une th�eorie r�epliqu�ee. Dans 
e 
ontexte le produit dire
t de la deuxi�emed�e�nition 
orrespond �a un produit de Hadamard.
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hamp moyenLa d�emonstration de la forme (3.75) de l'a
tion dynamique pr�esent�ee 
i-dessus est valablequelque soit l'hamiltonien du syst�eme. Int�eressons-nous maintenant au 
as o�u l'hamiltonien
ontient des variables gel�ees, et notons [�℄ les moyennes sur 
e d�esordre gel�e. On s'attend �a 
eque les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse globales soient auto-moyennantes (
on
entr�esautour de leur moyennes par rapport �a la distribution du d�esordre), on veut don
 
al
ulerleurs valeurs moyennes. Prenons par exemple un hamiltonien qui 
ontient des termes soft-spins et une partie d'intera
tion entre p spins,H(~�) = H(i)(~�) + NXi=1 V (�i) ; H(i)(~�) = � Xi1<���<ip Ji1:::ip�i1 : : : �ip : (3.80)On supposera que les 
ouplages Ji1:::ip sont des variables al�eatoires gel�ees ind�ependantes, etidentiquement distribu�es ave
 une loi P (J).Comme la fon
tionnelle g�en�eratri
e dynamique �evalu�ee sans sour
es vaut 1 ind�ependam-ment de la r�ealisation du d�esordre [118℄, il suÆt de 
al
uler la moyenne de Z et non 
ellede son logarithme, 
e qui �evite l'introdu
tion de r�epliques (sauf si la 
ondition initiale est
orrel�ee ave
 le d�esordre gel�ee, une situation 
onsid�er�ee par exemple dans [123, 124℄).Autrement dit, les fon
tions de 
orr�elation moyenn�ees sur le bruit thermique et sur led�esordre gel�e sont donn�ees par[h�i℄ = Z D� � he�S[�℄i : (3.81)La 
ontribution de e�S qui d�epend du d�esordre est exp[� R da H(i)[�(a)℄℄. Pour 
al
uler samoyenne, il est naturel d'introduire alors l'analogue supersym�etrique du param�etre d'ordre
(~�) [32℄ utilis�e pour le 
al
ul de la densit�e d'�etat des matri
es :
(�) = 1N NXi=1 Æ[���i℄ ; (3.82)o�u Æ[: : : ℄ impose l'�egalit�e �(a) = �i(a) pour toutes les super-
oordonn�ees a, �a l'instar del'�equation (3.28) o�u l'�egalit�e �etait impos�ee pour tous les indi
es de r�eplique. D�e�nissons alorsg(x) = 1p!Np�1 ln�Z dJ P (J)eJx� ; (3.83)de mani�ere analogue �a (3.30). La moyenne du terme d�ependant du d�esordre dans le poidsdes traje
toires des super-
hamps s'exprime don
, dans la limite thermodynamique, 
ommehe� R da H(i)[�(a)℄i = exp �N Z D	1 : : : D	p 
(	1) : : : 
(	p) g�Z da	1(a) : : :	p(a)�� :On peut alors suivre la même d�emar
he que dans le 
al
ul du spe
tre de matri
es pourint�egrer sur les 
hamps originels �, 
e qui 
onduit �a :[h�i℄ = Z D
 � exp �N �� Z D	 
(	) ln 
(	) (3.84)+ Z D	 
(	) Z da��12	(a)K	(a) + V (	(a))�+ Z D	1 : : :D	p 
(	1) : : : 
(	p) g�Z da	1(a) : : :	p(a)��� :
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ette int�egrale est domin�ee par la 
ontribution du 
ol 
�,qui v�eri�e
�(�) = N exp �Z da��12�(a)K�(a) + V (�(a))� (3.85)+p Z D	2 : : : D	p 
�(	2) : : : 
�(	p) g�Z da�(a)	2(a) : : :	p(a)�� ;o�u N est une 
onstante de normalisation. Une fois 
ette �equation r�esolue, on peut obtenirles fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse moyenne globale,1N NXi=1 [h�i(a1) : : :�i(an)i℄ = Z D	 
�(	) 	(a1) : : :	(an) : (3.86)Il ne reste plus qu'�a expli
iter les 
omposantes bosoniques de 
es super-
orr�elateurs pourexprimer les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse qui �etaient l'obje
tif initial de l'�etude.3.4.3 Le 
as 
ompl�etement 
onne
t�eA�n de rendre l'�etude pr�e
�edente, pour le moins abstraite, un peu plus expli
ite, 
onsi-d�erons le 
as du mod�ele p-spin sph�erique 
ompl�etement 
onne
t�e. Celui-
i a �et�e largement�etudi�e dans le pass�e, on pourra trouver une revue de ses propri�et�es dans [125℄.Dans l'hamiltonien d'intera
tion (3.80), on suppose don
 que les 
ouplages Ji1:::ip sontdistribu�es selon une loi gaussienne de moyenne nulle, ave
 [J2i1:::ip ℄ = (p!J20 )=(2Np�1). On adon
 selon la d�e�nition (3.83) g(x) = J20x2=4. Comme le mod�ele est sph�erique, la 
ontraintePi �2i (t) = N doit être impos�ee par un multipli
ateur de Lagrange d�ependant du temps �(t),qui apparâ�t dans (3.80) 
omme V (�) = �(t)�2. Ce terme �etant quadratique en �, on peutde mani�ere �equivalente l'in
orporer dans K, et noter Ks = K��(t) 
e nouvel op�erateur. g(x)�etant une fon
tion quadratique, l'�equation (3.85) va admettre une solution 
� gaussienne, enanalogie ave
 le 
al
ul de la densit�e de valeurs propres de l'ensemble gaussien orthogonal.Posons en e�et
�(�) = N exp ��12 Z dadb �(a)Q�1(a; b)�(b)� ; (3.87)o�u l'inverse Q�1 est par rapport au produit de 
onvolution 
. Le membre de droite de (3.85)peut alors se 
al
uler, en parti
ulierZ D	2 : : : D	p 
�(	2) : : : 
�(	p) g�Z da �(a)	2(a) : : :	p(a)�= J204 Z dadb �(a)Q�(p�1)(a; b)�(b) : (3.88)L'�equation de point 
ol (3.85) est don
 v�eri��ee si les noyaux des gaussiennes des deuxmembres sont �egaux, autrement dit siQ�1(a; b) = Æ(a� b)Ks � pJ202 Q�(p�1)(a; b) : (3.89)Multiplions (de 
onvolution) les deux membres de 
ette �equation par Q pour obtenir �nale-ment :Æ(a� b) = (Ks 
Q)(a; b)� pJ202 (Q�(p�1) 
Q)(a; b) : (3.90)
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ontinusCe
i est la forme supersym�etrique des �equations dynamiques pour 
e mod�ele [54℄, que l'onpeut expli
iter en termes des fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse �a deux points (on prendta > tb pour simpli�er les notations) :��taR(ta; tb) = ��(ta)R(ta; tb) + Z tatb dt�(ta; t)R(t; tb) ; (3.91)��taC(ta; tb) = ��(ta)C(ta; tb) + Z tb0 dt�(tb; t)C(t; ta) + Z ta0 dtD(tb; t)R(ta; t) ;o�u les noyaux � et D sont donn�es parD(t; t0) = pJ202 C(t; t0)p�1 ;�(t; t0) = p(p� 1)J202 C(t; t0)p�2R(t; t0) : (3.92)On pourra 
onsulter [46℄ pour une dis
ussion d�etaill�ee des propri�et�es de 
es �equations, enparti
ulier le 
omportement hors d'�equilibre de leur solution �a basse temp�erature, ainsi quepour leur relation ave
 les versions s
h�ematiques de la th�eories du 
ouplage de modes desliquides surfondus [50℄. On reviendra sur 
e sujet dans la partie 5.4.Une interpr�etation alternative de 
e r�esultat 
onsiste �a imaginer l'�evolution d'un seuldegr�e de libert�e (® single spin equation ¯) qui 
onduirait aux mêmes �equations pour la
orr�elation et la r�eponse. Cela 
orrespond �a une �equation de Langevin g�en�eralis�ee (uned�emonstration par la m�ethode de la 
avit�e dans le 
as du mod�ele SK se trouve dans [10℄),ddt�(t) = ��(t)�(t) + Z t0 dt0 �(t; t0)�(t0) + �(t) + �(t) : (3.93)�(t) est toujours le bruit blan
 gaussien mod�elisant l'intera
tion ave
 le bain thermique �a latemp�erature T , mais l'in
uen
e du reste du syst�eme se traduit par l'apparition :{ d'un bruit 
olor�e �(t) gaussien, de varian
e h�(t)�(t0)i = D(t; t0).{ d'une intera
tion retard�ee par l'interm�ediaire du noyau �(t; t0).Autrement dit l'�elimination des N degr�es de libert�e du syst�eme de d�epart a fait perdre le
ara
t�ere markovien des �equations de Langevin dont on est parti, et se traduit par l'appari-tion d'un bain 
olor�e dont les propri�et�es doivent être d�etermin�ees de mani�ere auto-
oh�erentepar l'interm�ediaire des �equations (3.92).On trouvera dans le 
hapitre suivant d'autres exemples de 
e ph�enom�ene : assez g�en�era-lement, l'�elimination d'une partie des degr�es de libert�e d'un syst�eme 
onduit �a des �equationse�e
tives plus 
ompliqu�ees que 
elles qui d�e
rivaient la dynamique mi
ros
opique originelle.3.4.4 Le 
as dilu�eLa relative simpli
it�e du 
as 
ompl�etement 
onne
t�e se traduit par le 
ara
t�ere quadra-tique de g(x), 
e qui permet de trouver une solution de l'�equation du 
ol (3.85) ave
 uneforme gaussienne 5. On peut s'interroger sur la g�en�eralit�e de 
ette situation. En fait le mêmeph�enom�ene d'® universalit�e ¯ dis
ut�e dans la partie sur le spe
tre des matri
es al�eatoires seproduit i
i. Rappelons que dans le 
adre des matri
es al�eatoires, on avait 
on
lu que pour des�el�ements de matri
e distribu�es ind�ependamment et de mani�ere identique, la seule distribu-tion qui ne 
onduise pas �a la loi du demi-
er
le 
orrespondait au graphe al�eatoire poissonien5Ce
i n'est en toute rigueur vrai que pour les mod�eles sph�eriques : les intera
tions soft-spin, même pourun mod�ele 
ompl�etement 
onne
t�e, sont non quadratiques. On peut 
ependant les traiter en perturbationen esp�erant que la physique ne sera pas trop modi��ee.
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ontinus 57(�a l'ex
eption des lois larges de L�evy pour lesquelles l'argument n'est pas valable). On peutfaire i
i le même type de raisonnement pour montrer que dans la limite thermodynamique,si l'on veut que la fon
tion g(x) d�e�nie par (3.83) reste �nie sans être quadratique, on doitprendre une loi de probabilit�e des 
ouplages Ji1:::ip de la formeP (J) = �1� �p!Np�1� Æ(J) + �p!Np�1�(J) : (3.94)Autrement dit les intera
tions forment un hypergraphe poissonien ave
 en moyenne �Nplaquettes pr�esentes. Rappelons que dans 
e 
as la 
onne
tivit�e d'une variable, i.e. le nombred'intera
tions auxquelles elle appartient, est une variable al�eatoire poissonnienne de moyenne�p. On trouve alors pour la fon
tion g :g(x) = ��+ � Z dJ �(J)eJx : (3.95)Prenons par exemple une distribution � bimodale sym�etrique en �J0, pour laquelle g(x) =��+ � 
osh(J0x).Avant de poursuivre 
ette �etude, il 
onvient de v�eri�er si les mod�eles dilu�es ave
 desvariables 
ontinues vont pr�esenter le même genre de pathologie que 
elle du mod�ele deViana-Bray sph�erique. Un petit raisonnement montre que la situation pour des mod�elessph�eriques est en
ore plus grave : les 
ouplages J0 �etant d'ordre 1 dans le 
as dilu�e, onpeut imaginer que les variables vont se lo
aliser tr�es fortement sur un nombre �ni de sites.Leurs 
omposantes sur 
es sites seront d'ordre N1=2 pour v�eri�er la 
ontrainte sph�erique,l'�energie de 
es plaquettes sera don
 d'ordre Np=2, don
 largement favoris�ee par rapportaux 
on�gurations o�u toutes les variables sont d'ordre 1, qui ont une �energie extensive.Heureusement, 
e ph�enom�ene de forte lo
alisation peut être 
ontre
arr�e par l'introdu
tionde termes soft-spins, par exempleV (�) = �(�2 � 1)n : (3.96)Dans la situation de forte lo
alisation sur un nombre �ni de sites, la 
ontribution dePi V (�i)�a l'hamiltonien sera d'ordre Nn. Il suÆt don
 de prendre n > p=2 pour empê
her la lo
ali-sation d'être �energ�etiquement favoris�e.Revenons �a l'�equation du point 
ol (3.85). Elle peut se r�e�e
rire 
omme
�(�) = N exp�Z da��12�(a)K�(a) + V (�(a))�� (3.97)1Xk=0 e��p (�p)kk! �Z D	2 : : :D	p 
�(	2) : : : 
�(	p) 
osh�J0 Z da�(a)	2(a) : : :	p(a)��k :On peut interpr�eter 
ette �equation 
omme 
e
i : 
�(�) est la probabilit�e que la traje
toiredu super
hamp �i d'un site i 
hoisi au hasard soit �egale �a �. Le premier fa
teur du membrede droite 
orrespond �a l'�evolution ® libre ¯ , 
'est-�a-dire l'in
uen
e du bain thermique et dupotentiel lo
al V . Dans la deuxi�eme ligne, k 
orrespond au nombre d'intera
tions auxquellesla variable appartient, pour 
ha
une de 
es plaquettes les traje
toires des super
hamps desp� 1 autres variables sont 
ombin�ees pour exprimer leur in
uen
e sur la variable 
hoisie.3.4.5 Perspe
tivesOn pourrait, par pure provo
ation, dire que le probl�eme de la dynamique des mod�elesdilu�es est i
i r�esolu : il ® suÆt ¯ simplement de r�esoudre 
ette derni�ere �equation pour 
al
uler
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ontinustoutes les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse de 
es mod�eles. Cela n'est bien sûr qu'uneboutade, 
ar r�esoudre exa
tement 
ette �equation semble sans espoir. On peut 
ependantsugg�erer une m�ethode it�erative appro
h�ee, inspir�ee de 
elle de Biroli et Monasson pourles matri
es al�eatoires. Elle 
onsisterait �a 
her
her une solution appro
h�ee ave
 un 
�(�)gaussien, 
omme dans la limite 
ompl�etement 
onne
t�ee, ins�erer 
ette solution appro
h�eedans le membre de droite de (3.97), et prendre le membre de gau
he 
omme nouvelle formeappro
h�ee. On aurait ainsi une prise en 
ompte su

essive des 
u
tuations de 
onne
tivit�elo
ale du graphe. Pour l'instant 
ette id�ee n'a pas �et�e 
ompl�etement mise en �uvre, mais
ette piste m�eriterait sûrement d'être explor�ee.Remarquons aussi que l'appro
he par une �equation e�e
tive single-spin du type de (3.93)pr�esente elle aussi des diÆ
ult�es. Si l'on peut �e
rire formellement une telle �equation, elle faitapparâ�tre des termes de fri
tion retard�ee ave
 un nombre arbitraire de temps pr�e
�edents,et la distribution du bruit e�e
tif � est quel
onque, au lieu d'être gaussienne dans le 
as
ompl�etement 
onne
t�e.Notons avant de 
on
lure 
ette partie que la solution 
� de l'�equation de 
ol dans le
as dilu�e n'�etant pas gaussienne, les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse �a n points nes'expriment plus en fon
tion uniquement des fon
tions �a deux points, 
omme 
'est le 
aspour des mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�es. Cette remarque a motiv�e l'�etude pr�esent�ee dansle 
hapitre 5, o�u l'on s'int�eressera aux propri�et�es des fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse�a plus que deux temps. Ce
i devrait fa
iliter, �a terme, la d�edu
tion de pr�edi
tions physiques�a partir de l'�equation (3.97).



Chapitre 4Dynamiques de spins dis
retsOn va pr�esenter dans 
e 
hapitre les r�esultats des publi
ations P4 sur la dynamique d'unalgorithme d'optimisation, et P6 qui 
on
erne 
elle d'un ferromagn�etique dilu�e. Ces mod�elessont de natures assez di��erentes, la dynamique de l'algorithme ne v�eri�ant pas de 
onditionde balan
e d�etaill�ee. On peut pourtant �etudier les deux probl�emes en suivant des d�emar
hessimilaires.Dans une premi�ere partie je 
ommen
erai par pr�esenter la m�ethode de r�esolution entermes g�en�eriques. Elle permet de se 
on
entrer sur l'�evolution d'observables ma
ros
opiquesen ® projetant ¯ les degr�es de libert�e mi
ros
opiques. A titre d'illustration j'applique ensuite
ette m�ethode au 
as trivial du mod�ele de Curie-Weiss, avant de passer �a l'�etude des deuxtravaux en question.4.1 G�en�eralit�es4.1.1 Op�erateurs de proje
tionConsid�erons un syst�eme d�e
rit par des 
on�gurations mi
ros
opiques ~� que l'on supposedis
r�etes, et qui a une �evolution sto
hastique 
ontrôl�ee par l'�equation mâ�tresseProb(~�0; T + 1) =X~� W (~�0; ~�)Prob(~�; T ) : (4.1)Le temps est dis
ret i
i, les W sont don
 des probabilit�es de transition entre deux 
on�-gurations. L'exemple 
anonique est un syst�eme de N spins d'Ising �i = �1, on a alors 2N
on�gurations mi
ros
opiques. Une mod�elisation habituelle de la dynamique d'un syst�emephysique en 
onta
t ave
 un thermostat 
onsiste �a imposer les 
onditions de balan
e d�etaill�eeaux probabilit�es de transition W , de mani�ere �a atteindre l'�equilibre thermodynamique auxtemps longs. On reviendra plus en d�etail sur 
e point dans la suite de 
e 
hapitre ainsi quedans le suivant.Il est a priori impossible et pas dire
tement int�eressant de r�esoudre le grand nombred'�equations 
oupl�ees (4.1) pour suivre individuellement les probabilit�es de 
ha
une des 
on�-gurations mi
ros
opiques. L'information int�eressante sur le syst�eme est 
ontenue dans unplus petit nombre de grandeurs ma
ros
opiques (�energie, magn�etisation, densit�e de parti-
ules, ou d'autres selon les situations). Petit ne veut pas n�e
essairement dire �ni : pour unsyst�eme de parti
ules sur un r�eseau tridimensionnel par exemple, on peut s'int�eresser aux
u
tuations de densit�e de tout ve
teur d'onde.59
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retsOn peut se ® d�ebarrasser ¯ de l'information mi
ros
opique super
ue et obtenir dire
-tement des �equations d'�evolution pour les quantit�es ma
ros
opiques, mais le prix �a payerpour 
ette perte d'information sera l'abandon du 
ara
t�ere markovien de l'�evolution. Cetteid�ee peut se formaliser en utilisant des op�erateurs de proje
tion, une m�ethode attribu�ee �aMori [126℄ et Zwanzig [127℄, et sur laquelle repose notamment la th�eorie du 
ouplage demodes pour les liquides surfondus [50℄.Introduisons �a 
et e�et une matri
e Ŵ et un ve
teur 
olonne p(T ), indi
�es par les 
on�-gurations mi
ros
opiques,(Ŵ )~�0~� = W (~�0; ~�) ; (p(T ))~� = Prob(~�; T ) : (4.2)L'�equation mâ�tresse se r�e�e
rit alors 
omme un produit matri
iel,p(T + 1) = Ŵp(T ) : (4.3)Notons X(~�) l'observable ma
ros
opique �a laquelle on s'int�eresse. Pour all�eger les �e
ri-tures on laisse sous-entendu le fait qu'elle pourrait être elle-même ve
torielle. On peut par-titionner l'ensemble des 
on�gurations ~� selon les valeurs de X qui leur sont asso
i�ees. Lamatri
e P̂ d�e�nie par(P̂)~�0~� = Æ(X(~�0)�X(~�))P~�00 Æ(X(~�00)�X(~�)) (4.4)est un proje
teur (P̂2 = P̂) dont l'a
tion sur un ve
teur 
olonne 
onsiste �a le ® lisser ¯en faisant une moyenne sur 
ha
une des partitions engendr�ees par l'observable X . On vaposer p(T ) = P̂p(T ) la loi de probabilit�e liss�ee, et q(T ) = p(T )� p(T ) son 
ompl�ement. Enprojetant l'�equation mâ�tresse il vient(p(T + 1) = P̂Ŵp(T ) + P̂Ŵ q(T )q(T + 1) = (1̂� P̂)Ŵp(T ) + (1̂� P̂)Ŵ q(T ) ; (4.5)o�u 1̂ d�esigne la matri
e identit�e. En it�erant la deuxi�eme �equation il est possible d'�eliminerq : p(T + 1) = P̂Ŵp(T ) + TXT 0=1 P̂Ŵ ((1̂� P̂)Ŵ )T 0p(T � T 0) ; (4.6)en supposant que la probabilit�e au temps initial T = 0 est telle que q(0) = 0.Par d�e�nition p~� ne d�epend de ~� que par l'interm�ediaire de la valeur de l'observableX(~�). L'�equation projet�ee (4.6) d�etermine don
 l'�evolution des probabilit�es d'observationdes di��erentes valeurs de X . Comme on pouvait s'y attendre, la perte d'information due �ala proje
tion est 
ompens�ee par l'apparition d'une m�emoire de l'�evolution pass�ee de l'obser-vable.On nommera approximation markovienne dans la suite de 
e 
hapitre l'approximationqui 
onsiste �a rempla
er (4.6) parp(T + 1) = P̂Ŵp(T ) ; (4.7)
'est-�a-dire �a n�egliger tous les termes de m�emoire. Cette approximation est a priori in
on-trôl�ee, on verra au 
as par 
as la qualit�e des pr�edi
tions �a laquelle elle 
onduit. Faisons deuxremarques :
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rets 61{ Les r�esultats d'une telle approximation d�ependent bien sûr de l'observable X sur la-quelle on projette. Plus 
elle-
i 
ontient une des
ription �ne de la 
on�guration mi
ro-s
opique, moins on perd d'information en passant au pro
essus projet�e, et meilleursdevraient être les r�esultats de l'approximation.{ En termes plus parlants, 
ette approximation 
onsiste �a supposer qu'�a 
haque instanttoutes les 
on�gurations mi
ros
opiques 
orrespondant �a une même valeur de l'obser-vable sont �equiprobables. En e�et q(T ) = 0 dans 
e 
as, et (4.7) est alors 
orre
te.Cette interpr�etation sera utile dans la suite.4.1.2 Pro
essus ® markoviens lo
aux ¯L'�evolution des observables ma
ros
opiques d'un syst�eme physique pr�esente souvent des
ara
t�eristiques parti
uli�eres. Pour un syst�eme de N spins d'Ising par exemple, la magn�eti-sation totale M =Pi �i est extensive, proportionnelle �a la taille N du syst�eme. De plus on
onsid�ere souvent des probabilit�es de transition qui relient les 
on�gurations ne di��erant quepar le renversement d'un spin : la magn�etisation ne varie don
 que d'une quantit�e �nie surun pas de temps �el�ementaire. On va �etudier dans 
ette partie les propri�et�es de tels pro
essussto
hastiques, dans un 
adre un peu plus g�en�eral.Consid�erons une variable al�eatoire ~X �a d dimensions, qui prend des valeurs dis
r�etes, etqui �evolue �a 
haque pas de temps T ! T + 1 selon l'�equation mâ�tresse markovienneProb( ~X 0; T + 1) =X~X W ( ~X 0; ~X)Prob( ~X; T ) : (4.8)Cela pourrait notamment être le r�esultat de l'approximation markovienne �a partir d'unedes
ription mi
ros
opique ; on a expli
it�e i
i la possibilit�e pour l'observable ~X d'être mul-tidimensionnelle, et on r�eutilise la notation W en esp�erant qu'il n'y aura pas de 
onfusionave
 les probabilit�es de transition mi
ros
opiques.Supposons que l'on ait dans notre probl�eme un param�etre N � 1, et que les valeurstypiques de ~X soient d'ordre N . Le pro
essus est dit i
i ® lo
al ¯ si la variation typiquede ~X sur un pas de temps est d'ordre 1, et si les probabilit�es de transition W ne varientsensiblement que lorsque ses arguments varient sur des quantit�es d'ordre N . Autrement dit,W ( ~X 0; ~X) = w( ~X 0 � ~X; ~X=N) ; (4.9)ave
 w(~�; ~x) non nulle pour ~� d'ordre 1, et suÆsamment r�eguli�ere dans la deuxi�eme variable.Introduisons deux notations :h�iT =X~X � Prob( ~X; T ) ; [�℄~x =X~� � w(~�; ~x) : (4.10)La premi�ere 
orrespond �a une moyenne sur les traje
toires possibles de la dynamique, ladeuxi�eme sur les transitions possibles de 
ette mar
he al�eatoire au voisinage d'un pointdonn�e. Cette derni�ere moyenne est bien normalis�ee 
ar l'�equation mâ�tresse d�e�nie par lesW 
onserve la probabilit�e totale.On va d'abord s'int�eresser �a l'�evolution temporelle de la valeur moyenne de ~X. Pour deuxinstants su

essifs, il vient tr�es simplementh ~XiT+1 = h ~XiT + h[~�℄ ~X=N iT : (4.11)Comme on va le voir dans la suite, ~X est fortement piqu�e autour de sa valeur moyenne dansla limite thermodynamique. On peut don
 intervertir les deux op�erations h�i et [�℄ dans le
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retsdernier terme de l'�equation (4.11). Il est alors naturel de d�e�nir un temps (quasi-) 
ontinut = T=N , ainsi que la densit�e de la valeur moyenne de ~X ,~m(t) = 1N h ~XiT=Nt : (4.12)Posant ~v(~x) = [~�℄~x la d�erive moyenne au voisinage du point ~x, on obtient en d�eveloppant(4.11) l'�equation di��erentielle ordinaireddt ~m(t) = ~v(~m(t)) : (4.13)En r�esolvant 
ette �equation ave
 la 
ondition initiale appropri�ee, on a d�etermin�e le 
ompor-tement moyen du pro
essus sto
hastique. C'est en fait aussi son 
omportement typique, les
u
tuations de ~X autour de N ~m sont d'ordre pN .Int�eressons nous maintenant �a 
es d�eviations autour de l'�evolution moyenne. A�n derendre plus 
laire la suite de l'expos�e il est peut-être utile de rappeler quelques propri�et�esdes sommes de variables al�eatoires ind�ependantes. Soit don
 ~X = ~�1 + � � �+ ~�N la sommede N � 1 variables, distribu�ees selon la loi w(~�). On utilisera �a nouveau la notation [�℄pour d�enoter les moyennes sur 
ette loi w, et on pose ~v = [~�℄. D'apr�es le th�eor�eme 
entrallimite, ~X est une variable al�eatoire gaussienne 
entr�ee sur N~v, ave
 des 
u
tuations d'ordrepN . Cependant 
ette forme gaussienne n'est valable qu'autour de N~v, les queues de la loipour les valeurs improbables de ~X ne sont pas d�e
rites par le th�eor�eme 
entral limite. Cer�egime de grande d�eviation est l'objet du th�eor�eme de Cramer, que l'on va retrouver i
i demani�ere heuristique. Notonse`(~�) = he~��~�i (4.14)la fon
tion g�en�eratri
e de ~�. Comme ~X est la somme de N variables ~�i ind�ependantes, ilvient X~X Prob( ~X)e~�� ~X = eN`(~�) : (4.15)Dans la limite N !1 la somme dans le membre de gau
he s'�evalue par la m�ethode du 
ol.En posant Prob( ~X) � exp[�N�( ~X=N)℄, on s'aper�
oit que la fon
tion de grande d�eviation�(~x) et la fon
tion g�en�eratri
e `(~�) sont des transform�ees de Legendre l'une de l'autre,�(~x) = min~� h~� � ~x� `(~�)i ; `(~�) = max~� h~� � ~x� �(~x)i : (4.16)Le th�eor�eme 
entral limite s'obtient �a partir de 
e th�eor�eme plus puissant en d�eveloppant �autour de ~x = ~v, 
e qui revient �a d�evelopper ` autour de ~� = ~0.Revenons �a notre probl�eme de pro
essus sto
hastique. La valeur de ~X �a l'instant t estaussi la somme d'un grand nombre, Nt, de variables al�eatoires ~�i, mais qui ne sont niind�ependantes ni tir�ees ave
 la même loi de probabilit�e puisque w(~�; ~x) d�epend de la position~x. L'id�ee dans la suite de 
ette partie 
onsiste �a exploiter les propri�et�es de ® lo
alit�e ¯ dupro
essus : sur un intervalle de temps [t; t + �℄ ave
 � � 1 le d�epla
ement du pro
essus estla somme de �N variables ~�i que l'on supposera distribu�ees ave
 la même loi w(~�; ~x(t)).On utilisera don
 le th�eor�eme de Cramer sur des petits intervalles de temps pour lesquels lamar
he n'a pas trop boug�e.



Ch. 4 : Dynamiques de spins dis
rets 63Il y a deux mani�eres d'exploiter 
ette id�ee. La premi�ere 
onsiste �a �e
rire une �equationaux d�eriv�ees partielles sur la fon
tion g�en�eratri
e.Inspir�e par le r�esultat du th�eor�eme de Cramer, on poseProb( ~X; T ) � exp"�N� ~XN ; TN!# : (4.17)Introduisons aussi la fon
tion g�en�eratri
eG(~�; T ) = he~�� ~XiT �X~X eN(~��~x��(~x;t)) � eNg(~�;t) : (4.18)En �evaluant la somme sur ~X par la m�ethode du 
ol, on 
onstate que g est la transform�ee deLegendre de �, g(~�; t) = max~x [~� � ~x � �(~x; t)℄. Cher
hons maintenant �a �e
rire l'�equation quir�egit l'�evolution de g. On obtient fa
ilementG(~�; T + 1) = hhe~��~�i ~X=N e~�� ~XiT : (4.19)Le membre de gau
he devient, en d�eveloppant l'argument temporel de g,G(~�; T ) exp� ��tg(~�; t)� : (4.20)D�e�nissons aussi la fon
tion g�en�eratri
e des d�epla
ements mi
ros
opiques autour d'une po-sition donn�ee,he~��~�i~x = e`(~�;~x) : (4.21)Le membre de droite de (4.19) peut alors être �evalu�e par la m�ethode du 
ol,Z d~x eN(~��~x��(~x;t))e`(~�;~x) = G(~�; T )e`(~�;~x(~�;t)) ; (4.22)o�u ~x(~�; t) est le point 
ol de l'int�egrale. D'apr�es les propri�et�es des transform�ees de Legendre,on a en fait ~x(~�; t) = ~rg(~�; t). D'o�u �nalement l'�equation aux d�eriv�ees partielles qui gouvernel'�evolution de la fon
tion g�en�eratri
e :��tg(~�; t) = `(~�; ~rg(~�; t)) : (4.23)Une fois que 
ette �equation, 
ompl�et�ee par une 
ondition initiale g(~�; t = 0), est r�esolue,il reste �a e�e
tuer une transform�ee de Legendre inverse pour obtenir la fon
tion de granded�eviation �(~x; t). On peut fa
ilement v�eri�er deux propri�et�es attendues de (4.23) :{ elle 
onserve g(~0; t) = 0, qui traduit la normalisation des probabilit�es.{ elle permet de r�eobtenir l'�equation (4.13) pour l'�evolution de la position moyenne ave
~m(t) = ~rg(~�; t)j~0.De plus on retrouve naturellement la forme habituelle du th�eor�eme de Cramer quand `(~�; ~x)est ind�ependant de ~x.
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retsL'�equation (4.23) se traduit en une �equation �equivalente sur la fon
tion de grande d�evia-tion : ��t�(~x; t) = �`(~r�(~x; t); ~x) : (4.24)Cette deuxi�eme forme est d'une moindre utilit�e pratique, � �etant souvent plus irr�eguli�ereque g. Par exemple pour une 
ondition initiale o�u ~x est �x�e �a une 
ertaine valeur ~x0, on ag(~�) = ~� � ~x0, alors que �(~x) vaut +1 partout sauf en ~x0 o�u il s'annule.Une deuxi�eme appro
he �a 
e probl�eme de grande d�eviation 
onsiste �a �e
rire, sous formed'int�egrale de 
hemin, la probabilit�e de toute une traje
toire f~x(t)g pour t 2 [0; tf ℄. Onl'obtient en d�e
oupant l'axe des temps en intervalle de longueur � et en utilisant le th�eor�emede Cramer sur 
ha
un des intervalles. Prenant �nalement la limite �! 0 il vientProb[f~x(t)g℄ � Z D~� exp �N Z tf0 dt ��~�(t) � _~x(t) + `(~�(t); ~x(t))�� : (4.25)De 
ette repr�esentation en int�egrale de 
hemin on peut obtenir la fon
tion de grande d�evia-tion �a l'instant tf 
ommee�N�(~xf ;tf ) � Z D~x D~� exp �N Z tf0 dt ��~�(t) � _~x(t) + `(~�(t); ~x(t))�� ; (4.26)o�u l'int�egrale fon
tionnelle sur les traje
toires f~x(t)g doit être restreinte �a 
elles qui v�eri�ent~x(tf ) = ~xf , et doit être pond�er�ee selon la distribution de probabilit�e de ~x �a l'instant initial.Le lien entre l'appro
he par la fon
tion g�en�eratri
e (4.23) et 
elle de l'int�egrale de 
heminfait apparâ�tre, de mani�ere assez frappante, une analogie ave
 le formalisme de la m�e
aniqueanalytique. En e�et, l'�evaluation de l'int�egrale de 
hemin (4.26) par la m�ethode du 
ol
onduit aux �equations suivantes pour les traje
toires dominantes :( _~x(t) = ~r~�`(~�(t); ~x(t))_~�(t) = �~r~x`(~�(t); ~x(t)) ; (4.27)
'est-�a-dire des �equations de mouvement 
lassique o�u ~x et ~� sont des moments 
onjugu�esl'un de l'autre. La fon
tion ` s'interpr�ete 
omme un hamiltonien, et l'�equation sur la fon
tiong�en�eratri
e (4.23) 
orrespond �a l'�equation de Hamilton-Ja
obi de 
e probl�eme de m�e
anique.On peut don
 interpr�eter g 
omme la fon
tion g�en�eratri
e du 
hangement de variables 
a-nonique, qui n'est autre que la transform�ee de Legendre de l'a
tion (au sens m�e
anique duterme). Cette a
tion apparâ�t aussi 
omme le poids de l'int�egrale de 
hemin, 
e qui nousram�ene �a l'interpr�etation originelle de � et g 
omme transform�ees de Legendre l'une del'autre.Pour 
on
lure 
ette partie, remarquons que la pr�esentation utilis�ee �etait loin d'être rigou-reuse. En parti
ulier la notation � ne d�esignait pas des vrais �equivalents, puisque seulementles termes exponentiels enN ont �et�e 
onserv�es, en n�egligeant tous les pr�efa
teurs alg�ebriques.Ces r�esultats peuvent pourtant, au prix d'�enon
�es plus pr�e
is, prendre un sens math�ema-tique. La 
on
entration de l'�evolution typique autour de l'�evolution moyenne solution del'�equation di��erentielle ordinaire (4.13) est par exemple un 
as parti
ulier du th�eor�eme deWormald [128℄. Ce type de raisonnement est souvent utilis�e en informatique pour prouver desbornes inf�erieures sur le seuil de satis�abilit�e [129℄. Pour un �enon
�e rigoureux des prin
ipesde grande d�eviation, on pourra se r�ef�erer �a [130℄.



Ch. 4 : Dynamiques de spins dis
rets 654.2 Le mod�ele de Curie-WeissDans 
ette partie on va illustrer 
e formalisme g�en�erique dans un 
as tr�es simple. Consi-d�erons �a 
et e�et le mod�ele de Curie-Weiss, alias le ferromagn�etique sur le graphe 
omplet.Cha
un des N spins d'Ising �i du mod�ele interagit ave
 tous les autres, et ave
 un 
hampext�erieur d'intensit�e h, 
e qui 
onduit �a l'hamiltonienH = � J2N Xi;j �i�j � hXi �i : (4.28)Le 
ouplage entre spins est d'ordre 1=N de mani�ere �a avoir un hamiltonien extensif. Onprendra J = 1 dans la suite, 
e qui revient �a red�e�nir l'�e
helle de temp�erature.Les propri�et�es statiques du mod�ele sont d�etermin�ees tr�es simplement. L'hamiltonien ned�epend en e�et de la 
on�guration mi
ros
opique que par l'interm�ediaire de la magn�etisationM =Pi �i, la fon
tion de partition s'�e
rit don
Z = NXM=�NN�M pair � NN�M2 � exp��M22N + �hM� : (4.29)Dans la limite thermodynamique on peut �evaluer le 
oeÆ
ient binomial ave
 la formule deStirling et transformer la somme en une int�egrale, que l'on 
al
ule par la m�ethode du 
ol.On aboutit alors �a l'expression de l'�energie libre par sitef = minm ��12m2 � hm� 1� ��1 +m2 ln 1 +m2 � 1�m2 ln 1�m2 �� ; (4.30)o�u m =M=N est la magn�etisation par site. On re
onnâ�t dans 
ette expression la d�e
ompo-sition en partie �energ�etique et entropique. La magn�etisation spontan�ee du syst�eme minimisel'�energie libre. Elle v�eri�e l'�equationm = tanh(�(m+h)), ave
 don
 une temp�erature inverse
ritique en 
hamp nul de �
 = 1.Les propri�et�es dynamiques de 
e mod�ele ont �et�e �etudi�ees dans [131℄. On re
onsid�ere i
i
ette �etude, en s'appuyant sur le formalisme d�evelopp�e dans la partie pr�e
�edente.Prenons l'�evolution dynamique habituelle pour des syst�emes de spins d'Ising : �a 
haquepas de temps, un des N spins est 
hoisi au hasard, on 
al
ule la variation d'�energie �Eque son renversement induirait dans le syst�eme, et on e�e
tue le renversement ave
 uneprobabilit�e R(�E; �). De mani�ere �a atteindre l'�equilibre thermodynamique �a la temp�eratureinverse �, on impose la 
ondition de balan
e d�etaill�ee sur R, sous la formeR(�E; �) = e���ER(��E; �) : (4.31)Les taux de transition les plus 
onnus, qui respe
tent tous deux 
ette 
ondition, sont 
euxde Metropolis et de Glauber,RMetropolis = min �1; e���E� ; (4.32)RGlauber = 12 �1� tanh���E2 �� : (4.33)I
i la proje
tion de la dynamique est triviale. Il est 
lair en e�et que les 
on�gurationsmi
ros
opiques ave
 la même magn�etisation sont �equiprobables �a tout instant si l'on part
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retsd'une 
ondition initiale uniforme sur les 
on�gurations d'une magn�etisation donn�ee. Autre-ment dit on ne perd pas d'information en passant �a la dynamique sur la magn�etisation, quireste markovienne. De plus l'�energie d'une 
on�guration s'exprime en fon
tion de sa magn�e-tisation. Dans une 
on�guration de magn�etisation par site m, le spin 
hoisi au hasard estde signe � ave
 la probabilit�e (1 +m�)=2, et la variation d'�energie du syst�eme s'il est 
ipp�evaut �E = 2�(m + h) (�a des termes d'ordre 1=N pr�es). La magn�etisation totale M variealors de �2�. On est don
 dans le 
adre g�en�eral d'un pro
essus markovien lo
al �etudi�e dansla se
tion pr�e
�edente, ave
w(�2;m) = 1 +m2 R(2(m+ h); �) ; (4.34)w(2;m) = 1�m2 R(�2(m+ h); �) ; (4.35)w(0;m) = 1� w(�2;m)� w(2;m) : (4.36)Suivant toujours les notations g�en�erales, la variation moyenne de la magn�etisation lors d'unpas de temps �a partir d'une 
on�guration de magn�etisation m s'�e
ritv(m;�) = (1�m)R(�2(m+ h); �)� (1 +m)R(2(m+ h); �) ; (4.37)La magn�etisation moyenne �evolue don
 selon l'�equation di��erentielle _m(t) = v(m(t); �).Utilisons la 
ondition de balan
e d�etaill�ee pour transformer 
ette �equation en_m(t) = �R(2(m(t) + h); �)�(1 +m(t))� (1�m(t))e2�(m(t)+h(t))� : (4.38)Partant d'une 
ondition initiale m(t = 0) = m0 quel
onque, on atteint aux temps longs unemagn�etisation stationnairem� telle que v(m�; �) = 0. Sous la forme (4.38) il est fa
ile de voirque m� v�eri�e m� = tanh(�(m�+h)). Comme il se doit, la 
ondition de balan
e d�etaill�ee surles probabilit�es de transition implique que les points �xes de l'�evolution dynamique sont lesextrema de l'�energie libre thermodynamique. L'�equation (4.38) permet en outre de d�e
rirela relaxation vers l'�equilibre �a partir d'une magn�etisation initiale qui en est arbitrairement�eloign�ee.On va �etudier plus en d�etails la stabilit�e de 
es points �xes, ainsi que le 
omporte-ment 
ritique au voisinage de �
 = 1. Prenons pour simpli�er h = 0. On a par d�e�nitionv(m�(�); �) = 0. La stabilit�e du point �xe m�(�), ainsi que le 
omportement du syst�emeaux temps longs, est 
ontrôl�ee par le d�eveloppement de v autour de m�. En d�e�nissant letemps de relaxation � par m(t) � m� + Ce�t=� , on obtient� = �R(2m�; �)�1 + e2�m�(1� 2�(1�m�))���1 : (4.39)En a

ord ave
 la stabilit�e thermodynamique, le point �xe paramagn�etiquem� = 0 est dyna-miquement stable �a haute temp�erature (� > 0 pour � < �
), et instable �a basse temp�erature(� < 0). Dans 
e dernier 
as 
e sont les solutions ferromagn�etiques �m� 6= 0 qui attirent ladynamique aux temps longs.La divergen
e du temps de relaxation quand on s'appro
he de �
 dans la phase parama-gn�etique s'obtient fa
ilement �a partir de 
ette expression,�p ��!��
 (�
 � �)�1 12R(0; �
) : (4.40)Dans la phase ferromagn�etique, il faut d�evelopper (4.39) autour de m�(�) � p3(� � �
),on trouve alors�f ��!�+
 (� � �
)�1 14R(0; �
) : (4.41)
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Æ
m1 m2 m3 mFig. 4.1 { L'allure de l'�energie libre en pr�esen
e d'un ph�enom�ene de m�etastabilit�e.L'amplitude de 
es divergen
es d�epend de la dynamique mi
ros
opique par l'interm�ediairede R(0; �
), mais le rapport des deux amplitudes est universel, il vaut 1=2 quelque soit ladynamique mi
ros
opique.Exa
tement �a � = �
, le premier ordre du d�eveloppement de v en puissan
es de ms'annule, le deuxi�eme est nul pour des raisons de sym�etrie par renversement du signe desspins, 
'est don
 le troisi�eme ordre qui est pertinent. On a aux temps longs _m � m3, 
equi implique que la magn�etisation (si elle �etait non nulle dans l'�etat initial) s'annule 
ommet�1=2. Comme l'�energie est le 
arr�e de la magn�etisation, elle va vers sa valeur d'�equilibre
omme t�1.Il reste un dernier aspe
t de la dynamique �a traiter. Supposons que l'on soit en pr�esen
ed'un 
hamp ext�erieur h > 0, et que la temp�erature soit suÆsamment basse, de telle sorteque l'�energie libre f(m) ait l'allure s
h�ematis�ee sur la �gure 4.1. Si la magn�etisation initialem(t = 0) = m0 est plus petite que m2, le 
al
ul du 
omportement typique pr�esent�e 
i-dessus 
onduit �a la 
on
lusion : m(t) ! m1 quand t ! 1. Autrement dit le syst�eme restebloqu�e dans l'�etat m�etastable de magn�etisation m1. Il est 
lair que l'on arrive �a 
e r�esultatpar
e que la limite thermodynamique N ! 1 a �et�e prise avant la limite de temps longst!1. Pour un syst�eme de taille N �nie, la 
ondition de balan
e d�etaill�ee implique qu'auxtemps suÆsamment longs, les 
on�gurations sont �e
hantillonn�ees par la dynamique selonla distribution d'�equilibre de Gibbs-Boltzmann, et don
 la magn�etisation typique vaut m3,quelque soit la 
ondition initiale. Comme le temps de relaxation du pro
essus de Markovdiverge ave
 la taille du syst�eme, quand on prend la limite thermodynamique avant 
elle destemps longs l'ergodi
it�e est bris�ee et le syst�eme reste 
on�n�e dans l'�etat m�etastable.On peut être plus pr�e
is et 
al
uler la divergen
e de 
e temps d'ergodi
it�e dans la limitethermodynamique. Il faut pour 
ela �etudier la fon
tion de grande d�eviation �(m; t). Satransform�ee de Legendre g(�; t) �evolue selon l'�equation (4.23), o�u`(�;m) = ln �1 + 1�m2 R(�2(m+ h); �)(e2� � 1) + 1 +m2 R(2(m+ h); �)(e�2� � 1)� :
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rets(4.42)En utilisant la 
ondition de balan
e d�etaill�ee, on peut montrer que la solution stationnaireatteinte aux temps longs, gas(�) = g(�; t!1) v�eri�eg0as(�) = tanh(�(g0as(�) + h) + �) : (4.43)En int�egrant 
ette �equation ave
 la 
ondition g0as(0) = m1, on obtient �nalement�as(m) = �f(m)� �f(m1) ; pour m � m2 : (4.44)Les grandes d�eviations autour de la magn�etisation typique m�etastable sont 
ontrôl�ees parl'�energie libre grâ
e �a la 
ondition de balan
e d�etaill�ee. En parti
ulier la probabilit�e d'unegrande d�eviation jusqu'au maximum m2 de l'�energie libre est exponentiellement petite, enexp[�N�Æ℄. Le temps de vie de l'�etat m�etastable va diverger de mani�ere inversement pro-portionnelle �a 
ette probabilit�e,terg � exp[N�Æ℄ : (4.45)A nouveau le signe d'�equivalen
e n'est pas utilis�e dans son sens math�ematique, 
e r�esultatest a�e
t�e d'un pr�efa
teur polynomial en N , 
al
ul�e dans [131℄.Ce r�esultat n'est �evidemment pas surprenant, puisqu'il 
orrespond au temps d'a
tivationd'Arrh�enius pour passer une barri�ere d'�energie libre de hauteur NÆ. C'est 
ependant un des
as, assez rares, o�u l'on peut le 
al
uler expli
itement. Un autre exemple o�u 
e 
al
ul estpossible est 
elui du probl�eme de Kramers pour une parti
ule brownienne dans un potentielm�etastable. Dans 
e dernier 
as la divergen
e des temps prend pla
e �a la limite de bassetemp�erature, et non �a 
elle thermodynamique 
omme dans le mod�ele de 
hamp moyen
onsid�er�e i
i.



Ch. 4 : Dynamiques de spins dis
rets 694.3 Le ferromagn�etique �a 
onne
tivit�e �xeLe mod�ele de Curie-Weiss que l'on vient d'�etudier est l'ar
h�etype des mod�eles ferroma-gn�etiques de type 
hamp moyen. Le fait qu'il soit 
ompl�etement 
onne
t�e, 
'est �a dire que
ha
un des spins interagisse ave
 tous les autres, rend sa des
ription tr�es simple, puisquetoutes les 
on�gurations mi
ros
opiques 
orrespondant au même param�etre d'ordre ma
ro-s
opique (la magn�etisation) sont �equivalentes.On va 
onsid�erer dans 
ette partie un autre mod�ele, lui aussi ferromagn�etique et de type
hamp moyen, mais 
ette fois-
i il sera dilu�e. La 
onne
tivit�e �nie rend le probl�eme plusdiÆ
ile, et l'on n'obtiendra pas une solution exa
te de l'�evolution dynamique. On va don
s'e�or
er de d�evelopper une s�erie d'approximations de plus en plus pr�e
ises. Ce travail a faitl'objet de la publi
ation P6.4.3.1 D�e�nition du mod�ele, propri�et�es thermodynamiquesLe mod�ele en question est un syst�eme de N spins d'Ising �i, interagissant par des 
ou-plages ferromagn�etiques sur un arbre de Bethe de 
onne
tivit�e L. Comme il a �et�e dis
ut�edans le 
hapitre 2.3, arbre de Bethe signi�e dans 
e 
ontexte graphe al�eatoire r�egulier. Au-trement dit, le graphe d'intera
tion est lo
alement un arbre o�u 
haque variable a L voisines,mais il y a des bou
les de longueur O(logN) dans le syst�eme. Ainsi 
haque site est statisti-quement �equivalent, et on �evite le probl�eme des e�ets de bords puisque le graphe n'a pas desurfa
e.On prend pour hamiltonienH = �12Xi<j Jij(�i�j � 1) =Xi<j JijÆ�i;��j : (4.46)H est don
 un entier positif qui 
ompte le nombre d'intera
tions frustr�ees, 
'est �a dire lenombre de liens dans le graphe dont les extr�emit�es portent des spins de signe oppos�es. Onnotera aussi E = H l'�energie d'une 
on�guration, M = Pi �i la magn�etisation totale, ete = E=N , m =M=N les quantit�es par spin 
orrespondantes.D�eterminons les propri�et�es thermodynamiques du mod�ele par la m�ethode de la 
avit�e,utilis�ee i
i dans sa version la plus �el�ementaire dite sym�etrique dans les r�epliques. On sereportera �a la �gure 4.2 pour une illustration des d�e�nitions.
�0 �L�1

�
h0h1 hL�1

�
�1 �0

Fig. 4.2 { S
h�ematisation de l'�equation de r�e
urren
e (4.48).
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�1 �0�L

h
h

h
h

Fig. 4.3 { Cal
ul des quantit�es thermodynamiques par la m�ethode de la 
avit�e.Supposons pour 
ommen
er que le graphe d'intera
tions soit un arbre. On prend poursite 
entral la variable not�ee �0, ses L voisins sont s�epar�ees en un site � qui repr�esentel'® aval ¯ du graphe, et L� 1 sites f�1; : : : ; �L�1g en ® amont ¯ . La loi de probabilit�e d'une
on�guration mi
ros
opique des N variables ~� est donn�ee par P (~�) = exp[��H(~�)℄=Z. Le
hamp de 
avit�e hi s'exer�
ant sur la variable �i est d�e�ni de la mani�ere suivante. Lorsquel'on somme la loi P (~�) sur toutes les variables de la bran
he du graphe en amont de �i, laprobabilit�e marginale r�esultant de 
ette sommation partielle a une d�ependan
e en �i de laforme
ste� e��a(�0;�i)+�hi�i ; (4.47)o�u a(�; �0) = Æ�;��0 est l'�energie du lien entre deux spins. L'�equation (4.47) 
onstitue uned�e�nition du 
hamp de 
avit�e hi. On peut maintenant, en faisant la tra
e sur les variablesf�1; : : : ; �L�1g, �e
rire une �equation de r�e
urren
e donnant le 
hamp de 
avit�e h0 en fon
tiondes 
hamps fh1; : : : ; hL�1g :e2�h0 = L�1Yi=1 �e�hi��a(+;+) + e��hi��a(+;�)e�hi��a(�;+) + e��hi��a(�;�)� : (4.48)Une fois 
ette r�e
urren
e �etablie, on l'applique au graphe al�eatoire r�egulier pour lequel tousles sites sont �equivalents, et l'on 
her
he don
 une solution homog�ene de 
ette �equation,h = L� 12� ln�e�h + e��(h+1)e�(h�1) + e��h� : (4.49)Il peut sembler 
ontradi
toire d'utiliser i
i l'�equation de r�e
urren
e (4.48), qui n'est stri
te-ment valable que pour un arbre, alors que le graphe al�eatoire poss�ede des bou
les. On peut
ependant esp�erer que 
ette appro
he soit rendue l�egitime par la divergen
e de la longueurdes bou
les dans la limite thermodynamique.On voit fa
ilement que (4.49) ne poss�ede �a haute temp�erature que la solution triviale h =0, alors que deux solutions �h� se d�eveloppent 
ontinuement en dessous d'une temp�erature
ritique T
, dont l'inverse vaut �
 = ln(L=(L� 2)).
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rets 71Il reste �a 
al
uler les grandeurs thermodynamiques du probl�eme. Consid�erons �a 
et e�etla situation s
h�ematis�ee sur la �gure 4.3, o�u le spin �0 est entour�ee de ses L voisins �i,l'in
uen
e du reste du graphe ayant �et�e in
orpor�ee dans les L 
hamps de 
avit�e h, solutionde l'�equation (4.49). La loi de probabilit�e de 
es L + 1 variables est, �a une normalisationpr�es, LYi=1 e��a(�0;�i)+�h�i : (4.50)De 
ette forme on peut tirer la magn�etisation par sitem = tanh�� LL� 1h� ; (4.51)ainsi que l'�energie par site,e = Lh tanh�� LL� 1h�� L2 2h sinh(2�h)� e��
osh(2�h) + e�� : (4.52)L'apparition d'une solution h� non triviale 
orrespond don
 �a une transition ferromagn�etique.Notons au passage que la magn�etisation s'annule �a la temp�erature 
ritique en ra
ine 
arr�eede � � �
, 
e qui redonne bien sûr l'exposant 
ritique de 
hamp moyen.Il nous sera utile pour la suite de 
onnâ�tre la probabilit�e p�(u) qu'un site ait spin � etsoit entour�e de u liens frustr�es. A l'�equilibre, l'expression (4.50) 
onduit �a :p�(u) = N�Lu�e��ue�h(L�2u)� ; (4.53)o�u N est une 
onstante de normalisation. On peut transformer 
ette expression en utilisantles densit�es d'�energie et de magn�etisation d'�equilibre, 
e qui 
onduit �ap�(u) = 1 + �m2 �Lu�� 2eL(1 + �m)�u �1� 2eL(1 + �m)�L�u : (4.54)4.3.2 Les des
riptions appro
h�ees de la dynamiqueOn va �etudier la même dynamique que 
elle utilis�ee sur le mod�ele de Curie-Weiss : �a
haque pas de temps un des spins est s�ele
tionn�e au hasard, puis renvers�e ave
 une pro-babilit�e d�ependant de la variation d'�energie que 
e renversement induit dans le syst�eme.On s'int�eressera uniquement �a des taux de transition qui v�eri�ent la 
ondition de balan
ed�etaill�ee, de mani�ere �a assurer la 
onvergen
e aux temps longs vers l'�equilibre thermodyna-mique.Premier niveau : l'approximation binomialeComme 
e sont les deux param�etres qui permettent de d�e
rire 
ompl�etement l'�etat d'�equi-libre, il est naturel d'essayer de bâtir une des
ription dynamique en termes de l'�energie etde la magn�etisation. Suivant les id�ees g�en�erales d�e
rites pr�e
�edemment, il faudrait pour 
elaêtre 
apable de d�eterminer les probabilit�es de variation de 
es deux grandeurs au 
ours d'unpas de temps �el�ementaire. Supposons 
onnue la probabilit�e p�(u; t) que la variable 
hoisie
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retsau 
ours du pas T = Nt ! T + 1 porte un spin � = �1 et soit entour�ee de u liens frus-tr�es, 
'est-�a-dire que u parmi les L variables voisines portent un spin ��. Alors la variationd'�energie si le renversement de la variable est e�e
tu�e vaut �E = L� 2u (les liens frustr�esdeviennent satisfaits et vi
e versa), et la variation de la magn�etisation totale est �M = �2�.Dans 
ette partie W (u; �) = R(L� 2u; �) d�esignera la probabilit�e que le 
ip (renversement)soit a

ept�e. La 
ondition de balan
e d�etaill�ee s'exprime don
 
ommeW (u; �) =W (L� u; �)e��(L�2u) : (4.55)Dans la limite thermodynamique le temps devient 
ontinu et l'on obtient les �equationsdi��erentielles qui r�egissent l'�evolution des moyennes de l'�energie et de la magn�etisation :ddte(t) = LXu=0W (u; �)(L� 2u)[p�(u; t) + p+(u; t)℄ ;ddtm(t) = 2 LXu=0W (u; �)[p�(u; t)� p+(u; t)℄ : (4.56)A nouveau les traje
toires typiques seront pro
hes de 
es valeurs moyennes dans la limitethermodynamique.Les �equations d'�evolution de e(t) et m(t) font intervenir la fon
tion p�(u; t), qui a priori
ontient plus d'informations. Cela n'est pas surprenant au vu de la dis
ussion du d�ebut du
hapitre sur les propri�et�es des dynamiques projet�ees. Il va don
 falloir faire une approxi-mation pour fermer les �equations (4.56) en termes de e(t) et m(t) seulement. Faisons leraisonnement suivant : par d�e�nition de la magn�etisation, la variable 
hoisi al�eatoirementaura spin � ave
 probabilit�e (1 +m(t)�)=2. A 
e niveau de des
ription, on peut seulementsupposer que les L liens autour de la variable en question sont frustr�es ave
 la même proba-bilit�e ��(t). Ce
i 
onduit don
 �a une loi binomiale (d'o�u le nom de l'approximation),p�(u; t) = 1 + �m(t)2 �Lu���(t)u(1� ��(t))L�u : (4.57)Reste �a d�eterminer �� . Pour 
ela, remarquons que 
haque lien frustr�e relie un spin +1 et unspin �1. L'�energie doit don
 s'exprimer, de mani�ere 
oh�erente, 
omme le nombre de variables�1 autour de 
elles +1, et vi
e versa. Autrement dit,e(t) = LXu=0u p+(u; t) = 1 +m(t)2 L�+(t) (4.58)= LXu=0u p�(u; t) = 1�m(t)2 L��(t) : (4.59)Cette �equation d�etermine ��(t) en fon
tion de e(t) et m(t), on obtient don
 �nalementl'expression appro
h�ee de p�(u; t) 
ommep�(u; t) = 1 + �m(t)2 �Lu�� 2e(t)L(1 + �m(t))�u �1� 2e(t)L(1 + �m(t))�L�u : (4.60)Cette forme est en fait exa
te �a l'�equilibre (
f. (4.54)), l'approximation 
onsiste �a supposerqu'elle reste vraie en rempla�
ant e et m par leurs valeurs e(t) et m(t), en g�en�eral di��erentesde 
elles d'�equilibre.
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rets 73Une fois admise 
ette forme appro
h�ee de p�(u; t), les �equations sur e et m se ferment.On s'est ramen�e �a un syst�eme de deux �equations di��erentielles ordinaires, du premier ordreen temps, 
oupl�ees. On dis
utera dans la se
tion suivante leur 
omportement et la pr�e
isiond'une telle approximation. Notons au passage que 
e niveau d'approximation devrait devenirexa
t dans la limite L ! 1, en prenant des intensit�es de 
ouplage entre spins d'ordre1=L : on retrouve dans 
ette limite le mod�ele de Curie-Weiss, pour lequel l'�evolution de lamagn�etisation est markovienne.R�esumons 
e que l'on vient de faire : partant d'une des
ription minimale de l'�etat dusyst�eme par deux observables ma
ros
opiques (e(t) et m(t)), on a eu besoin d'une nouvellequantit�e ma
ros
opique (p�(u; t)) pour �e
rire les �equations d'�evolution exa
tes de nos ob-servables de d�epart. Une approximation a alors �et�e n�e
essaire pour fermer les �equationssur e et m seulement. Une autre possibilit�e 
onsiste �a �e
rire une �equation d'�evolution pourp�(u; t) elle-même, qui va faire intervenir une nouvelle observable 
ontenant plus de d�etailssur l'�etat mi
ros
opique du syst�eme, et l'on devra �a nouveau faire une approximation pourfermer l'�equation sur p�(u; t), ou bien �e
rire une �equation pour la nouvelle observable... A
haque it�eration de 
e pro
essus apparaissent des observables de plus en plus pr�e
ises maisqui ob�eissent �a des �equations de plus en plus 
ompliqu�ees, et que l'on doit de toute fa�
on
ouper de mani�ere appro
h�ee �a un 
ertain stade, �a moins de vouloir suivre l'�evolution mi
ro-s
opique originelle, 
e que l'on 
her
he �a �eviter depuis le d�ebut. Cette situation rappelle biensûr un grand nombre de probl�emes physiques o�u apparaissent des hi�erar
hies de fon
tionsque l'on doit tronquer �a un 
ertain ordre, notamment la hi�erar
hie dite BBGKY (d'apr�esBogoliubov, Born, Green, Kirkwood et Yvon) pour la dynamique des syst�emes de parti
ulesen intera
tion.Dans la publi
ation P6 nous avons explor�e les deux �etapes suivant l'approximation bi-nomiale dans 
ette hi�erar
hie. Je ne dis
uterai i
i, par sou
i de simpli
it�e, que la premi�eredes deux.On utilisera dans la suite la notationh�i� = LXu=0 � p�(u; t) : (4.61)Contrairement aux apparen
es, 
e n'est pas une moyenne normalis�ee pour une valeur donn�eede �, mais seulement quand on ajoute les deux valeurs possibles, h1i+ + h1i� = 1.Deuxi�eme niveau : l'approximation des voisins ind�ependantsOn veut don
 �e
rire une �equation d'�evolution pour p�(u; t). Au 
ours d'un pas de tempst! t+(1=N), 
es quantit�es �evoluent de deux mani�eres di��erentes. Tout d'abord, supposonsque la variable s�ele
tionn�ee pour un renversement potentiel porte un spin ~� et soit entour�eede ~u liens frustr�es. Si elle est renvers�ee, elle devient de type (�~�; L� ~u). On a don
 p~�(~u) quiaugmente de 1=N , et p�~�(L� ~u) qui diminue de 1=N . Ce n'est pas la seule 
ontribution : lesL variables voisines de la variable 
ipp�ee ont leur spin qui reste in
hang�e, mais le nombrede liens frustr�es autour d'elles augmente ou diminue de 1.Suivons d'abord un des ~u liens frustr�es autour de la variable 
ipp�ee. La variable ainsiatteinte a n�e
essairement un spin �~�. Quel est le nombre u0 de liens frustr�es autour de
ette nouvelle variable ? On doit faire i
i une approximation pour fermer l'�equation surp�(u; t) seulement. Elle 
onsiste �a supposer que la variable ainsi atteinte est de type u0 ave
une probabilit�e proportionnelle �a u0p�~�(u0; t), don
 par normalisation 
ette probabilit�e vautu0p�~�(u0; t)=hui�~�. Si l'on prenait un lien frustr�e au hasard dans le graphe, 
'est ave
 
ette
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retsprobabilit�e que la variable de spin �~� aurait u0 liens frustr�es autour d'elle. L'approximation
onsiste don
 �a oublier les 
orr�elations entre ~u et u0. La variable que l'on atteint ainsi voitle nombre de liens frustr�es autour d'elle diminuer de 1 au 
ours du renversement, 
e nombrepasse don
 de u0 �a u0� 1. En faisant le même raisonnement pour les L� ~u liens non frustr�esautour de la variable 
ipp�e, on obtientddtp�(u; t) = �W (u; �)p�(u; t) +W (L� u; �)p��(L� u; t) (4.62)+ X~u;~� p~�(~u; t)W (~u; �)"~u Xu0 u0p�~�(u0; t)hui�~� (Æu0;u+1 � Æu0;u)Æ�;�~�!+ (L� ~u) Xu0 (L� u0)p~�(u0; t)hL� ui~� (Æu0;u�1 � Æu0;u)Æ�;~�!#On peut e�e
tuer les sommes, 
e qui 
onduit �addtp�(u; t) = �W (u; �) p�(u; t) +W (L� u; �) p��(L� u; t)+ h(L� ~u) W (~u; �)i�hL� ~ui� [�(L� u) p�(u; t) + (L� u+ 1)p�(u� 1; t)℄+ h~u W (~u; �)i��h~ui� [�u p�(u; t) + (u+ 1) p�(u+ 1; t)℄ (4.63)On a don
 obtenu, de mani�ere appro
h�ee, un jeu d'�equations di��erentielles 
oupl�ees pour
es fon
tions p�(u; t). Comme i
i on travaille sur un graphe dont la 
onne
tivit�e est �xe, une peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs. L'expression (4.63) r�esume don
 un jeu de2(L+ 1) �equations 
oupl�ees.Une fois 
es �equations r�esolues, on peut en d�eduire l'�energie et la magn�etisation dusyst�eme, ave
 m(t) = h1i+ � h1i�, et e(t) = hui+ = hui�. Notons que la derni�ere �equationimpose une 
ondition de 
oh�eren
e sur les fon
tions p�(u; t). On peut v�eri�er que si 
ette
ondition est respe
t�ee au temps initial, elle sera 
onserv�ee par les �equations (4.63).Interpr�etation des hypoth�eses de fermetureLes raisonnement pr�esent�es 
i-dessus pour fermer approximativement les �equations dyna-miques peuvent sembler assez vagues. On va pr�e
iser i
i les hypoth�eses faites impli
itement.Si l'on raisonne en termes d'op�erateurs de proje
tion, les di��erents niveaux de tron
ature
orrespondent 
ha
un �a une approximation markovienne, o�u l'observable sur laquelle on pro-jette est (e;m) pour l'approximation binomiale, p�(u) pour la suivante, et ainsi de suite. Ene�et, on a indiqu�e pr�e
�edemment que l'approximation markovienne 
onsiste �a supposer quetoutes les 
on�gurations mi
ros
opiques ave
 la même valeur de l'observable ma
ros
opiquesont �equiprobables. Dans la publi
ation P6 on a montr�e expli
itement que les fermeturesd�eriv�ees heuristiquement peuvent �egalement s'obtenir �a partir de 
ette hypoth�ese d'�equipro-babilit�e des 
on�gurations mi
ros
opiques.Cette v�eri�
ation permet aussi de 
omprendre la profonde similitude de 
ette appro
heave
 la th�eorie dynamique des r�epliques (DRT) de Coolen et Sherrington [60, 61℄. La DRTa �et�e appliqu�ee au 
al
ul des propri�et�es dynamiques du mod�ele de Sherrington-Kirkpatri
k,en faisant aussi des hypoth�eses d'�equipartition des probabilit�es mi
ros
opiques sur les sous-ensembles d�e�nies par des observables ma
ros
opiques. Dans un premier niveau d'approxi-mation [60℄ la proje
tion de la dynamique se fait sur la magn�etisation et l'�energie, puis une
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rets 75version plus raÆn�ee [61℄ a �et�e d�evelopp�ee, dans laquelle le param�etre d'ordre est fon
tion-nel. Dans 
es arti
les la m�ethode des r�epliques �etait utilis�ee pour faire des moyennes sur led�esordre ave
 l'hypoth�ese d'�equiprobabilit�e mi
ros
opique, et 
onduisait �a des 
al
uls rela-tivement lourds. De mani�ere assez paradoxale, l'�etude des mod�eles dilu�es par 
ette m�ethodes'av�ere plus simple que pour des mod�eles 
ompl�etement 
onne
t�es : 
omme on l'a vu, on peutd�eriver les relations de fermeture par des raisonnements 
ombinatoires, et l'utilisation de lam�ethode de la 
avit�e �a la pla
e de 
elle des r�epliques simpli�e les v�eri�
ations expli
ites.4.3.3 R�esultatsA 
ha
un des niveaux su

essifs de 
ette hi�erar
hie d'approximation, on se ram�ene �a unjeu d'�equations di��erentielles 
oupl�ees pour un nombre �ni d'observables ma
ros
opiques :au premier niveau on suit seulement l'�energie et la magn�etisation, au deuxi�eme niveau lafon
tion p�(u; t), au troisi�eme (non d�e
rit i
i mais que l'on trouvera expos�e dans la publi-
ation) un objet un peu plus 
omplexe p�1�2(u1; u2). Ces �equations di��erentielles peuventêtre sans diÆ
ult�e int�egr�ees num�eriquement, et leurs pr�edi
tions 
ompar�ees aux r�esultatsde simulations num�eriques Monte-Carlo de la dynamique mi
ros
opique originelle. On s'estint�eress�e en parti
ulier �a la relaxation vers l'�equilibre �a partir de 
onditions initiales qui ensont arbitrairement �eloign�ees. Une mani�ere simple de les g�en�erer 
onsiste �a tirer la valeurdes spins al�eatoirement et de mani�ere ind�ependante, ave
 un biais pour donner au syst�emeune 
ertaine magn�etisation.L'image g�en�erale qui d�e
oule de la 
omparaison entre simulations et 
al
uls est la sui-vante : aux temps 
ourts et aux temps longs, les di��erents niveaux d'approximation sonten fait exa
ts. La raison est qu'aux temps 
ourts, pour 
e type de 
onditions initiales, leshypoth�eses de fermeture de la hi�erar
hie d'�equations, qui reposent sur l'absen
e de 
orr�ela-tions, sont 
orre
tes. De même aux temps longs, 
omme la dynamique mi
ros
opique v�eri�ela 
ondition de balan
e d�etaill�ee, le syst�eme �evolue vers l'�equilibre thermodynamique. On avu qu'alors la forme de p�(u; t) suppos�ee dans l'approximation binomiale devenait exa
te. Ilen va de même pour les hypoth�eses de fermeture aux niveaux suivants d'approximation. Par
ontre aux temps interm�ediaires, il y a 
omme pr�evu des d�eviations syst�ematiques entre lespr�edi
tions des 
al
uls appro
h�es et le 
omportement observ�e des simulations num�eriques.De mani�ere satisfaisante, les niveaux d'approximation su

essifs, qui voient 
rô�tre la �nessedes observables, fournissent des r�esultats de plus en plus pr�e
is. La �gure 4.4 pr�esente un r�e-sum�e de 
ette �etude. L'a

ord est tr�es satisfaisant, même pour les niveaux d'approximationsles plus simples.Une r�esolution analytique des �equations di��erentielles 
oupl�ees qui apparaissent dans
ette �etude semble diÆ
ile. On peut n�eanmoins �etudier assez simplement leurs solutions sta-tionnaires. En parti
ulier, il est possible de v�eri�er expli
itement que la 
ondition de balan
ed�etaill�ee implique que 
es points �xes de l'�evolution 
orrespondent bien aux �etats d'�equilibrethermodynamique. Ce
i est possible i
i 
ar les hypoth�eses de fermeture deviennent exa
tesdans de telles 
onditions. On v�eri�e aussi que dans le r�egime de basse temp�erature l'�etatparamagn�etique est dynamiquement instable. Finalement, l'�etude du voisinage du point 
ri-tique 
onduit �a des r�esultats tr�es pro
hes de 
eux du mod�ele de Curie-Weiss :{ Les temps de relaxation divergent �a �
 
omme A�j���
j�1. Les deux amplitudes A�pour la divergen
e dans les phases ferromagn�etique et paramagn�etique d�ependent desd�etails mi
ros
opiques de la dynamique, mais leur ration A+=A� en est ind�ependant,et vaut �a nouveau 1=2.{ Exa
tement �a la temp�erature 
ritique, la magn�etisation s'annule en t�1=2 et l'�energietend vers sa valeur d'�equilibre 
omme t�1.
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retsLes d�etails de 
es 
al
uls peuvent se trouver dans la publi
ation. La 
o��n
iden
e desexposants et du ratio d'amplitude ave
 
eux du mod�ele de Curie-Weiss �etait attendue puisque
es deux mod�eles sont de 
hamp-moyen. Toutefois il n'�etait pas �evident a priori que l'onpuisse les expli
iter dans le 
as du mod�ele dilu�e, pour lequel on n'a pas une des
riptionexa
te de la dynamique aux temps interm�ediaires.4.3.4 Corr�elations �a deux tempsOn a don
 vu 
omment 
ara
t�eriser approximativement l'�etat du syst�eme au 
ours deson �evolution vers l'�equilibre par un 
ertain nombre d'observables ma
ros
opiques. Cettedes
ription n'�epuise pas toutes les questions que l'on peut se poser sur la dynamique dusyst�eme. D�e�nissons par exemple la fon
tion de 
orr�elation �a deux tempsC(t2; t1) = 1NXi �i(t2)�i(t1) ; (4.64)qui vaut 1 si les 
on�gurations des spins aux deux temps t1 et t2 sont identiques (notammentpour t1 = t2), 0 si elles sont 
ompl�etement d�e
orrel�ees. On prendra t2 � t1 dans la suitepour simpli�er les notations. Si on laisse le syst�eme �evoluer suÆsamment longtemps avant de
ommen
er les mesures de 
orr�elation (t1 !1), on va obtenir une fon
tion de 
orr�elation �al'�equilibre qui ne d�epend que de la di��eren
e de temps entre les deux instants d'observation,Ceq(�) = limt1!1C(t1+�; t1). Même si dans 
ette limite toutes les quantit�es thermodynamiquesont atteint leurs valeurs d'�equilibre, et que la fon
tion de 
orr�elation y est stationnaire,
elle-
i 
ontient une information non triviale sur la vitesse �a laquelle le syst�eme ® oublie ¯le d�etail mi
ros
opique de ses 
on�gurations ant�erieures. Selon la temp�erature, la fon
tionde 
orr�elation d'�equilibre d�e
rô�t �a 0 (haute temp�erature, phase paramagn�etique) ou vers le
arr�e de la magn�etisation d'�equilibre (basse temp�erature, phase ferromagn�etique). Dans 
edeuxi�eme 
as l'ergodi
it�e du syst�eme est bris�ee, on reste dans un des deux �etats purs ave
un signe d�e�ni de la magn�etisation. Cette brisure d'ergodi
it�e n'est 
ompl�ete que dans lalimite thermodynamique, dans un syst�eme de taille �nie l'ergodi
it�e est restaur�ee par les
u
tuations de la magn�etisation.On peut en outre s'interroger sur le 
omportement des fon
tions de 
orr�elation �a deuxtemps dans le r�egime transitoire qui pr�e
�ede l'�equilibre. On a alors e�e
tivement une d�epen-dan
e dans les deux temps (et pas seulement dans leur di��eren
e), �a 
ause de la pr�eparation�a l'instant initial qui brise l'invarian
e par translation temporelle.Une extension des m�ethodes d'approximation pr�esent�ees pr�e
�edemment permet de 
al
u-ler, de mani�ere appro
h�ee, 
es fon
tions de 
orr�elation. L'id�ee 
onsiste toujours �a projeter ladynamique sur un petit nombre d'observables ma
ros
opiques, mais 
ette fois-
i en in
luantdes quantit�es qui gardent une tra
e de la 
on�guration mi
ros
opique �a l'instant ant�erieur t1.Le plus simple serait de suivre en fon
tion de t l'ensemble de param�etres fe(t);m(t); C(t; t1)g,et d'�e
rire des �equations di��erentielles sur 
es quantit�es. On trouve alors les �equations (4.56)muni de l'approximation binomiale (4.60) pour p�(u; t), et une nouvelle �equation di��eren-tielle pour C,ddtC(t; t1) = �2C(t; t1)A
(t) ; A
(t) = LXu=0W (u; �)[p�(u; t) + p+(u; t)℄ : (4.65)L'interpr�etation en est assez simple. A
(t) est la probabilit�e d'a

eptation d'un 
ip au tempst. A 
haque fois qu'une variable est renvers�ee, on suppose qu'elle a une probabilit�e (1+C)=2
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Fig. 4.4 { Les trois niveaux d'approximation sont repr�esent�es par ordre 
roissant de pr�e
isionave
 une ligne pointill�ee, une ligne mixte et une ligne pleine. Dans les �gures 
entrales la lignemixte est indistinguable de la ligne pleine. Les symboles sont les r�esultats de simulationsnum�eriques sur des syst�emes ave
 L = 3, de taille N = 3 �106, des moyennes �etant prises sur200 simulations ind�ependantes. Les barres d'erreur, quand elles ne sont pas pr�e
is�ees, sontplus petites que les symboles. La 
ondition initiale 
orrespond �a des spins ind�ependants demagn�etisation moyenne 0.1. Haut : De bas en haut � = 1:2; ln 3; 1:0, la temp�erature interm�e-diaire �etant la temp�erature 
ritique du mod�ele, tra
�e de la densit�e d'�energie en fon
tion dutemps. L'inset pr�esente un grossissement de la zone de moins bon a

ord, �a la temp�erature
ritique. Bas : idem pour la magn�etisation en fon
tion du temps, la 
ourbe la plus haute�etant 
elle �a temp�erature la plus basse.
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retsd'être dans le même �etat aux instants t et t1, alors C diminue de 2=N , tandis qu'ave
probabilit�e (1� C)=2 elle augmente de 2=N .Ce niveau d'approximation 
onduit �a des r�esultats m�edio
res, mais on peut l'am�elio-rer �a l'image des approximations su

essives de la partie pr�e
�edente. La quantit�e qui s'estav�er�e fournir un bon 
ompromis entre qualit�e des r�esultats et simpli
it�e des 
al
uls estq�1�(uu; us; su; t1; t), fra
tion de sites qui ont un spin �1 (resp. �)�a l'instant t1 (resp. t), etdont, parmi les L liens qui l'entourent, uu sont frustr�es aux deux temps, us sont frustr�es �at1 et satisfait �a t, su dans la situation inverse, et le reste (L� uu� us� su) sont satisfaitsaux deux temps. De 
ette quantit�e on peut tirer la fon
tion de 
orr�elation 
ommeC(t; t1) = Xuu;us;su(q++(uu; us; su; t1; t) + q��(uu; us; su; t1; t)� q+�(uu; us; su; t1; t)� q�+(uu; us; su; t1; t)) : (4.66)Il ne reste plus qu'�a �e
rire une �equation d'�evolution pour q, qui s'obtient ave
 le même typede raisonnement que 
elui utilis�e pour le niveau d'approximation des voisins ind�ependants.On doit tenir 
ompte de l'e�et du renversement d'un spin sur le type de la variable enquestion, (�1; �; uu; us; su) ! (�1;��; us; uu; ss = L � uu � us � su), et de l'e�et sur sesvoisines. On obtient �nalement :ddtq�1�(uu; us; su; t1; t) =� q�1�(uu; us; su)W (uu+ su) + q�1;��(us; uu; ss)W (ss+ us)+ huuW (uu+ su)i��1��huui�1� [�uu q�1�(uu; us; su) + (uu+ 1)q�1�(uu+ 1; us� 1; su)℄+ husW (uu+ su)i��1�husi�1� [�us q�1�(uu; us; su) + (us+ 1)q�1�(uu� 1; us+ 1; su)℄+ hsuW (uu+ su)i�1��hsui�1� [�su q�1�(uu; us; su) + (su+ 1)q�1�(uu; us; su+ 1)℄+ hssW (uu+ su)i�1�hssi�1� [�ss q�1�(uu; us; su) + (ss+ 1)q�1�(uu; us; su� 1)℄ ; (4.67)o�u l'on a utilis�e la notationh�i�1� = Xuu; us; suuu+ us+ su � L� q�1�(uu; us; su; t1; t) : (4.68)Ce jeu d'�equations di��erentielles 
oupl�ees est 
ompl�et�e par des 
onditions aux bords quandt = t1, et par des 
onditions de 
oh�eren
e pour que l'�energie, soit au temps t1 soit au tempst, soit la même quand on la 
al
ule 
omme le nombre de spins �1 autour des +1, ou l'inverse.On peut alors int�egrer num�eriquement 
es �equations, et les 
omparer ave
 des simulationsMonte-Carlo. A nouveau la 
on
ordan
e de 
es deux appro
hes est tr�es satisfaisante, 
ommeon peut le voir sur la �gure 4.5.Pour des di��eren
es de temps � qui divergent, la fon
tion de 
orr�elation C(t1+�; t1) tendvers le produit des magn�etisations aux deux temps. Ce
i explique pourquoi 
ette valeur est
orre
tement pr�edite par le 
al
ul appro
h�e quand t1 = 0 ou t1 !1, puisque dans 
es deux
as les magn�etisations en jeu sont 
elles de la 
on�guration initiale et/ou de l'�equilibre, quisont 
orre
tement 
aptur�ees par l'approximation. Par 
ontre pour une valeur interm�ediaire0 < t1 <1, la magn�etisation au temps t1 n'est qu'appro
h�ee, et la pr�edi
tion pour C(t1 +1; t1) n'est pas exa
te. Ces arguments sont 
on�rm�ees par les r�esultats de la �gure 4.5.
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Fig. 4.5 { Corr�elations �a deux temps C(t1 + �; t1) en fon
tion de � , pour L = 3. Les traitspleins repr�esentent les r�esultats de l'�etude analytique, les symboles sont des moyennes sur200 simulations Monte-Carlo pour des syst�emes de taille N = 107. Gau
he : la d�e
or�elationave
 la 
on�guration initiale (t1 = 0) dans la phase paramagn�etique (� = 1). Droite : de basen haut t1 = 0; 30; 150 dans la phase ferromagn�etique (� = 1:2).4.3.5 Perspe
tivesLe mod�ele que l'on vient d'�etudier est 
ertainement un des plus simples que l'on puisseimaginer dans la 
lasse des probl�emes de dynamique sur des syst�emes dilu�es. En e�et, ilv�eri�ait la 
ondition de balan
e d�etaill�ee et l'�etat d'�equilibre thermodynamique �etait atteintsur des �e
helles de temps �nies (dans la phase de basse temp�erature l'ergodi
it�e est bris�eede la même fa�
on que dans le mod�ele de Curie-Weiss, il n'y a pas de vieillissement par
roissan
e de domaine 
omme en dimension �nie [132℄). L'aspe
t ® hors d'�equilibre ¯ de 
etravail vient seulement de 
e que l'on s'est atta
h�e �a d�e
rire le r�egime transitoire �a partirde 
onditions initiales �eloign�ees de l'�equilibre. De plus, la pr�esen
e de d�esordre �etait assezane
dotique, puisqu'il apparaissait seulement par l'interm�ediaire des longues bou
les.On peut imaginer un grand nombre de situations plus 
ompliqu�ees. Dans la partie sui-vante on �etudiera une dynamique d'origine algorithmique qui ne v�eri�e pas la 
ondition debalan
e d�etaill�ee. En restant dans le 
adre de dynamiques ® physiques ¯ qui v�eri�ent 
ette
ondition, on peut tra
er deux dire
tions pour des travaux plus pouss�es :{ Une premi�ere serait de 
onserver un mod�ele ave
 des intera
tions ferromagn�etique entrepaires de spins, mais en introduisant du d�esordre dans les 
ouplages. On pourrait soitgarder un mod�ele �a 
onne
tivit�e �xe, et des 
ouplages d'intensit�e al�eatoires, soit des
ouplages d'intensit�e 
onstante, mais en autorisant des 
u
tuations dans la 
onne
tivit�edes variables, en utilisant par exemple un graphe al�eatoire d'Erd�os et R�enyi. Ce dernier
as serait la version ferromagn�etique du mod�ele de Viana-Bray. On s'attend alors �aavoir un ph�enom�ene 
onnu sous le nom de phase de GriÆths [22, 23, 24, 25℄ : larelaxation dans la phase paramagn�etique est anormalement lente (plus lente qu'uneexponentielle), �a 
ause de r�egions rares dans le syst�eme qui ont, lo
alement, une plusgrande tendan
e �a s'ordonner. Dans le 
as du mod�ele de Viana-Bray, 
ela peut d�e
oulerde la pr�esen
e de sites ave
 une grande 
onne
tivit�e (
omme on l'a vu, de mani�ere unpeu 
ari
aturale, dans la version sph�erique du 
hapitre pr�e
�edent), pour un mod�ele �a
onne
tivit�e �xe on peut avoir des grandes r�egions o�u l'intensit�e des 
ouplages est plusgrande que la moyenne.{ Une deuxi�eme dire
tion, plus ambitieuse en
ore, serait d'�etudier des mod�eles dont la
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retsphase de basse temp�erature est vitreuse. Pour 
ela on peut mettre du d�esordre dansle signe des 
ouplages de mani�ere �a induire de la frustration. En fait sur le grapheal�eatoire r�egulier, un mod�ele purement antiferromagn�etique devrait aussi être vitreux,la frustration provenant des bou
les de longueur impaires. Une variante qui pourraitsembler sans gravit�e mais qui fait tomber dans le 
adre des syst�emes vitreux 
onsiste �a
onsid�erer des intera
tions qui font intervenir 3, ou plus, spins par intera
tions. Dans 
e
as-l�a, même des intera
tions ferromagn�etiques 
onduisent �a des ph�enom�enes vitreuxpar une frustration dynamiquement induite [133℄.Dans tous 
es 
as l'�equilibre ne sera pas atteint, la dynamique pr�esentera des 
ara
-t�eristiques de vieillissement dans ses fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse. Une desdiÆ
ult�es �a r�esoudre pour entreprendre l'�etude de tels mod�eles par l'appro
he pr�e-sent�ee i
i 
onsiste �a d�eterminer une des
ription ma
ros
opique judi
ieuse du syst�eme.Pour 
ela, la 
onne
tion ave
 la th�eorie dynamique des r�epliques sera peut-être utile,puisque 
e formalisme permet de traiter en prin
ipe les 
as de RSB.En�n, une �etude r�e
ente [57℄ de la phase de basse temp�erature d'un verre de spindilu�e a mis en �eviden
e des e�ets tr�es int�eressants de d�ependan
e de l'�etat stationnaireobtenu aux temps longs selon l'histoire du syst�eme. Il serait tr�es appr�e
iable de pouvoir
apturer de tels e�ets par une appro
he analytique, même aussi appro
h�ee que 
ellepr�esent�ee i
i.
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rets 814.4 Un algorithme de re
her
he lo
aleLa �n de 
e 
hapitre sera 
onsa
r�ee �a l'�etude d'un algorithme de re
her
he de solutionsd'un probl�eme d'optimisation 
ombinatoire. A l'inverse des dynamiques �etudi�ees jusqu'�amaintenant, 
elle-
i ne respe
te pas de 
ondition de balan
e d�etaill�ee, et le 
omportementaux temps longs du syst�eme ne 
orrespond pas �a une mesure d'�equilibre de Boltzmann. Deplus on s'int�eresse au 
omportement de l'algorithme sur des probl�emes tir�es d'un ensembleal�eatoire, 
e qui introduit un d�esordre gel�e dans la d�e�nition du pro
essus dynamique. Ces
ara
t�eristiques rendent 
e probl�eme plus diÆ
ile que le mod�ele ferromagn�etique �a 
onne
-tivit�e �xe, 
ependant il en partage 
ertaines propri�et�es : on peut aussi le repr�esenter 
ommel'�evolution d'un syst�eme de spins d'Ising, o�u �a 
haque pas de temps un seul spin est renvers�e.En outre les observables ma
ros
opiques int�eressantes sont extensives et varient peu au 
oursd'un pas de temps �el�ementaire, 
e qui nous met en position d'utiliser une fois de plus lesm�ethodes g�en�erales d�evelopp�ees en d�ebut de 
hapitre.Ce travail a d'abord �et�e publi�e dans un journal de physique (publi
ation P4), puis r�e�e
ritpour le rendre plus a

essible �a la 
ommunaut�e informati
ienne �a laquelle il a �et�e pr�esent�edans une 
onf�eren
e, 
f. la publi
ation C1. Il a aussi 
onstitu�e une partie de la revue C2. Une�etude tr�es similaire a �et�e 
onduite simultan�ement par Barthel, Hartmann et Weigt [134℄.4.4.1 D�e�nitionsLe probl�eme de la satis�abilit�eLe probl�eme d'optimisation auquel on s'atta
he i
i est 
elui de la K-satis�abilit�e. On aN variables bool�eennes xi qui peuvent être vraies ou fausses. Une 
lause de longueur K estle OU logique (disjon
tion, not�ee _) de K variables parmi les xi, 
ertaines de 
es variablespouvant être ni�ees (la n�egation de vrai �etant faux, et vi
e-versa). Une 
lause est don
 vraied�es qu'une des variables est dans l'�etat impos�e par la 
lause. Par exemple, pour K = 3,x2 _x5 _x6 est vraie d�es que x2 est vraie, ou x5 est fausse, ou x6 est vraie. Une instan
e duprobl�eme est une formule 
onstitu�ee par le ET logique (
onjon
tion, not�ee ^) d'un 
ertainnombre M de 
lauses. Une formule est don
 vraie si et seulement si toutes ses 
lauses sontvraies. On dit qu'une formule est satis�able s'il existe une valeur des variables xi telle quela formule soit vraie. Une telle 
on�guration, est alors appel�ee une solution de la formule.La plupart du temps il n'y a pas uni
it�e de la solution.Devant une formule donn�ee, la premi�ere question que l'on peut se poser est de savoir sielle est satis�able ou pas, et de prouver 
ette aÆrmation. Si le nombre de variables et lenombre de 
lauses sont petits, on peut toujours faire une re
her
he exhaustive de toutes les
on�gurations pour v�eri�er si l'une d'entre elle est une solution ou pas. Ce
i est seulementpossible pour N tr�es faible, le nombre de 
on�gurations 
roissant 
omme 2N . Dans toutesles aÆrmations 
on
ernant la diÆ
ult�e du probl�eme, on sous-entendra que l'on s'int�eresse �ade grandes formules.Prouver la satis�abilit�e ou l'insatis�abilit�e d'une formule sont deux tâ
hes tr�es di��erentes.Dans le premier 
as il ® suÆt ¯ d'exhiber une solution, la v�eri�
ation que la formule esten e�et satisfaite par 
ette 
on�guration est possible en un nombre d'op�erations qui 
rô�t
omme un polynôme ave
 le nombre N de variables. Il est bien sûr tr�es diÆ
ile en g�en�eral detrouver e�e
tivement une solution. En termes plus pr�e
is, la K-satis�abilit�e est un probl�emedit NP-
omplet pour K � 3, 
'est-�a-dire que si l'on 
onnaissait un algorithme 
apable detrouver une solution en un nombre polynomial d'op�erations �el�ementaires pour n'importequelle formule satis�able, tous les probl�emes d'optimisation de la famille dite NP seraientaussi solubles en un temps polynomial. L'hypoth�ese la plus probable �a l'heure a
tuelle est
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retsqu'un tel algorithme n'existe pas, 
'est 
ependant un probl�eme ouvert des math�ematiques.Pour plus de d�etails sur les d�e�nitions des di��erentes familles de probl�emes d'optimisationet sur la th�eorie de la 
omplexit�e, on pourra 
onsulter [135℄.Montrer qu'une formule n'est pas satis�able est 
on
eptuellement plus diÆ
ile, il fautmettre en �eviden
e une 
ontradi
tion qui empê
he toutes les 
on�gurations d'être des solu-tions.Di��erents types d'algorithmesOn dit qu'un algorithme est 
omplet s'il est 
apable de donner le statut (satis�able ou pas)de toute formule qu'on lui pr�esente, et de justi�er sa r�eponse en exhibant soit une solutionsi la formule est satis�able, soit une 
ontradi
tion dans le 
as 
ontraire. L'exemple le plus
onnu est l'algorithme de Davis-Putnam-Loveland-Logeman (DPLL) [136℄ qui explore d'unemani�ere syst�ematique l'espa
e des 
on�gurations des variables bool�eennes, en �eliminant leplus rapidement possible les r�egions o�u il est sûr de ne pas trouver de solutions. On trouveraplus de d�etails et de r�ef�eren
es sur 
e type d'algorithme dans la revue C2.D'autres algorithmes, ® in
omplets ¯, ne se pronon
ent ave
 
ertitude que dans 
ertains
as. Par exemple, un algorithme de re
her
he lo
ale 
omme 
elui que l'on va �etudier dans lasuite du 
hapitre, peut trouver une solution de la formule qu'on lui pr�esente. Dans 
e 
as-l�a,
elle-
i �etait sans au
un doute satis�able. Il se peut aussi que l'algorithme, au bout d'untemps d�e�ni �a l'avan
e, n'ait pas trouv�e de solution. Alors on ne peut pas 
on
lure : soit laformule n'�etait pas satis�able, soit l'algorithme n'a pas �et�e assez astu
ieux pour trouver unedes solutions.Signalons aussi que les m�ethodes de la physique statistique des syst�emes d�esordonn�ees ontr�e
emment 
onduit �a un nouveau type d'algorithme in
omplet, appel�e ® survey propagation¯[35℄. Celui-
i exploite l'intuition sur la stru
ture de l'espa
e des 
on�gurations a
quise grâ
e�a la m�ethode des r�epliques et de la 
avit�e pour rep�erer les variables 
ru
iales du probl�eme.Un algorithme de re
her
he lo
aleOn va 
onsid�erer dans la suite l'algorithme Pure Random WalkSAT (PRWSAT), intro-duit par Papadimitriou [137℄ pour K = 2 en 1992. Il fon
tionne de la mani�ere suivante :1. A l'instant initial, la valeur des variables bool�eennes xi est 
hoisie al�eatoirement, �egale�a vrai ou faux ave
 probabilit�e 1=2.2. A 
haque pas de temps ult�erieur, si toutes les 
lauses sont satisfaites, on a trouv�eune solution et l'algorithme se termine. Sinon, on 
hoisit al�eatoirement et uniform�e-ment une des 
lauses non satisfaites, puis (toujours al�eatoirement et uniform�ement )une des variables de 
ette 
lause, et on la renverse (elle passe de vraie �a fausse, our�e
iproquement).3. On retourne au point pr�e
�edent, �a moins qu'une limite sur le nombre de pas de tempsait �et�e d�epass�ee. Dans 
e 
as, on quitte la bou
le sans pouvoir 
on
lure sur l'existen
eou pas d'une solution.La motivation du deuxi�eme point est la suivante : lorsqu'on renverse une variable d'une
lause non satisfaite, elle devient for
�ement satisfaite. Bien sûr, il est possible que 
ettemême variable appartienne �a d'autres 
lauses qui �etaient auparavant satisfaites et qui ne lesont plus apr�es le renversement.
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rets 83Il existe quelques r�esultats rigoureux 
on
ernant 
et algorithme, valables quelque soit laformule �etudi�ee. Le premier est dû �a Papadimitriou [137℄ : si K = 2, 
'est-�a-dire si toutes les
lauses 
omportent deux variables, et si la formule admet au moins une solution, PRWSATla trouve en un temps d'ordre N2, ave
 grande probabilit�e (par rapport aux 
hoix al�eatoiresde la 
on�guration initiale et des 
hoix aux di��erents pas de l'algorithme). Le probl�eme de la2-satis�abilit�e est en fait polynomial, et il existe des algorithmes d�eterministes qui r�esolventtoute formule en un temps lin�eaire, l'appro
he sto
hastique n'est don
 pas optimale i
i.Pour le 
as plus int�eressant de la 3-satis�abilit�e, qui est don
 NP-
omplet, S
h�oning [138℄a montr�e qu'une formule satis�able �etait r�esolue par PRWSAT en un temps born�e par(4=3)N . La borne est exponentielle dans 
e 
as, 
e qui est attendu �a 
ause de la NP-
ompl�etude du probl�eme. Le 4=3 a �et�e am�elior�e un petit peu depuis, grâ
e �a des 
hoixplus �elabor�es de la 
ondition initiale [139℄. Il faut noter que 
ette borne est exponentielle-ment meilleure que le temps 2N n�e
essaire pour une �enum�eration exhaustive de toutes les
on�gurations.Les r�esultats de Papadimitriou et S
h�oning ont de profondes impli
ations : même si 
etalgorithme n'est pas 
omplet dans un sens stri
t puisqu'il peut se tromper (ne pas trouver desolutions �a une formule satis�able), la probabilit�e qu'il fasse une erreur peut-être rendue aussifaible que d�esir�ee. Il est don
 ® probabilistiquement 
omplet ¯ . On trouvera une dis
ussiond�etaill�ee de 
e type d'algorithmes dans [140℄.4.4.2 L'ensemble des formules al�eatoiresD�e�nition et propri�et�es statiquesLa th�eorie de la 
omplexit�e algorithmique bri�evement �evoqu�ee 
i-dessus s'int�eresse �ala diÆ
ult�e d'un probl�eme dans le pire des 
as. S'il est vraisemblable que l'on ne puissepas 
onstruire d'algorithmes r�esolvant n'importe quelle formule en un temps polynomial,
ela pourrait être dû �a quelques formules parti
uli�erement diÆ
iles mais rares, alors que lamajorit�e des formules sont fa
iles. Pour donner un sens plus pr�e
is �a 
es id�ees de 
omplexit�etypique, un ensemble probabiliste de formules a �et�e d�e�ni dans [28℄.Une formule de 
et ensemble est 
onstruite de la mani�ere suivante. Cha
une desM 
lausesest g�en�er�ee ind�ependamment des autres, en 
hoisissant unK-uplet de variables uniform�ementparmi les �NK� possibilit�es, et 
ha
une des variables dans la 
lause est ni�ee ou pas ave
probabilit�e 1=2. Le r�egime qui nous int�eresse est 
elui de la limite thermodynamique o�u lenombre de variablesN et le nombre de 
lausesM tendent simultan�ement vers l'in�ni ave
 unratio � = M=N �x�e. Les 
lauses forment don
 un hypergraphe poissonnien de 
onne
tivit�emoyenne �K.La probabilit�e qu'une formule ainsi g�en�er�ee soit satis�able pr�esente un 
omportement deseuil, ou transition de phase : ave
 grande probabilit�e (
'est-�a-dire ave
 une probabilit�e quitend vers 1 dans la limite thermodynamique), la formule est satis�able si � < �
(K), nonsatis�able si � > �
(K). Pour K = 3, le seuil est �a �
 � 4:2. Ce ph�enom�ene a d'abord �et�e
onstat�e num�eriquement.La preuve de l'existen
e du seuil de satis�abilit�e n'est pas a
hev�ee [141℄, des bornesrigoureuses ont 
ependant �et�e �etablies : s'il existe, le seuil est 
ompris entre 3.145 [129℄et 4.506 [142℄. D'autres travaux [143, 144℄ ont permis de resserrer l'�e
art entre bornesinf�erieures et sup�erieures dans la limite d'un grand nombre K de variables par 
lause.Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par des m�ethodes de physique statistique, en utilisant l'analogied�e
rite dans l'introdu
tion ave
 les probl�emes de verres de spin. Le travail originel de Mo-nasson et Ze

hina [30℄ reposait sur l'utilisation de la m�ethode des r�epliques ave
 l'hypoth�esede sym�etrie des r�epliques, et montrait entre autres que le nombre de solutions dans la phase



84 Ch. 4 : Dynamiques de spins dis
retssatis�able �etait exponentiellement grand dans la taille du syst�eme. Les diÆ
ult�es te
hniquesde la brisure de sym�etrie des r�epliques dans les syst�emes �a la 
onne
tivit�e �nie [32℄ ont retar-d�es l'apparition de la solution �a un pas de brisure. Une �etape interm�ediaire a �et�e entreprisepar Biroli, Monasson et Weigt [33℄ qui ont trouv�e une forme variationnelle de l'ansatz 1RSB,et montr�e l'existen
e d'une deuxi�eme transition dans la zone satis�able � < �
 : pour � tr�esfaible, l'ensemble des solutions est r�eparti uniform�ement dans l'espa
e des 
on�gurationsdes variables. Quand on augmente le ratio � de 
ontraintes par variables, il apparâ�t unestru
ture dans l'ensemble des solutions, qui se regroupent par amas de solutions pro
hes,s�epar�ees par des zones vides de solution. Cette transition est dite de ® 
lustering ¯ . Plusr�e
emment, la reformulation des �equations 1RSB par la m�ethode de la 
avit�e [34℄ a permis deles r�esoudre num�eriquement par une m�ethode de dynamique de populations. Cette m�ethodea �et�e appliqu�ee au probl�eme de la satis�abilit�e par M�ezard et Ze

hina [35℄, et pr�edit la va-leur du seuil de satis�abilit�e pour K = 3 �a �
 = 4:267. Par ailleurs Franz et Leone [145℄ ontmontr�e, en utilisant la m�ethode d'interpolation de Guerra [12℄, que les seuils de satis�abilit�e
al
ul�es au niveau 1RSB �etait des bornes sup�erieures rigoureuses.Il est plus diÆ
ile de donner une valeur pr�e
ise du seuil de 
lustering. La solution 1RSBapparâ�t �a � � 3:86, mais jusqu'�a � � 4:15 elle est instable vis-�a-vis d'une brisure 
ompl�etede la sym�etrie des r�epliques [36, 37, 146℄. Entre 
es deux valeurs l'ensemble des solutionsa
quiert don
 une stru
ture, mais elle est plus 
ompliqu�ee que l'image 1RSB de 
lusters desolutions.Le 
omportement de PRWSAT sur des formules al�eatoiresOn va �etudier dans la suite le 
omportement de l'algorithme PRWSAT dans le 
as o�ula formule qu'on lui propose de r�esoudre est tir�ee de l'ensemble al�eatoire dont on vient ded�e
rire les propri�et�es statiques.Il est tr�es fa
ile de g�en�erer de telles formules et de simuler num�eriquement le 
omporte-ment de PRWSAT. Les deux tra
�es de la �gure 4.6 repr�esentent la fra
tion de 
lauses nonsatisfaites au 
ours de l'�evolution de l'algorithme. De mani�ere �a avoir une limite thermo-dynamique bien d�e�nie, on a pla
�e en ordonn�ees la fra
tion de 
lauses ' et non le nombretotal de 
lauses non satisfaites (�energie E), qui sont don
 reli�es par ' = E=M . Le tempsest, pour la même raison, d�e�ni 
omme t = T=M , ave
 T le nombre de pas dis
rets del'algorithme. La valeur initiale de ' s'interpr�ete ais�ement : la 
on�guration initiale �etant
hoisi al�eatoirement, 
haque 
lause a une probabilit�e 2�K d'être viol�ee, puisqu'une seuleparmi les 2K 
on�gurations des variables ne la satisfait pas. On a don
 '(t = 0) = 2�K ,aux 
u
tuations de taille �nie pr�es. Cha
une des deux 
ourbes de la �gure 4.6 a �et�e obtenue�a partir d'une seule simulation, pour des des formules assez petites (N = 500). Pour unepremi�ere valeur de �, i
i � = 2, la 
ourbe de gau
he montre une d�e
roissan
e relativementr�eguli�ere (aux 
u
tuations pr�es) et rapide de l'�energie. Lorsqu'elle s'annule, l'algorithme atrouv�e une solution de la formule et s'arrête. La �gure de droite, tra
�ee pour � = 3, a uneallure bien di��erente. Aux temps 
ourts le 
omportement est similaire (voir l'inset), mais 'ne d�e
rô�t pas jusqu'�a 0, et tend (en moyenne) vers une valeur positive. Comme le syst�emeest de taille �nie, il y a des 
u
tuations autour de 
e plateau. Au bout d'un 
ertain temps,une de 
es 
u
tuations est suÆsamment grande pour atteindre l'�energie nulle, une solutionest alors trouv�ee.On s'attend �a 
e que dans la limite thermodynamique, l'�evolution de '(t) pour une seulesimulation soit 
on
entr�ee autour de sa valeur moyenne (par rapport au 
hoix de la formuleet aux 
hoix sto
hastiques de l'algorithme), ave
 des 
u
tuations d'ordre N�1=2. La �gure4.7 permet de 
on�rmer 
ette intuition. On a r�ep�et�e 
ent simulations ind�ependantes, en
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Fig. 4.6 { D�e
roissan
e de la fra
tion de 
lauses non satisfaites en fon
tion du temps, pourdeux formules de N = 500 variables ave
 K = 3. A gau
he, � = 2, une solution est trouv�eerapidement. A droite, � = 3, la d�e
roissan
e initiale (voir l'inset pour un grossissement)
onduit �a un plateau. Une 
u
tuation suÆsamment grande �nit par 
onduire �a une solution.
N = 4 � 104N = 104

t
'

10.80.60.40.20

0.060.040.020Fig. 4.7 { D�e
roissan
e de la fra
tion de 
lauses non satisfaites en fon
tion du temps, moyen-n�ee sur 100 �e
hantillons ind�ependants pour � = 2:4 et � = 3:5. Les barres d'erreur 
orres-pondent �a N = 104 et N = 4 � 104.tirant �a 
haque fois une nouvelle formule et une nouvelle histoire de l'algorithme, pour deuxvaleurs de � (2:4 et 3:5) et deux valeurs de N (104 et 4 � 104). Pour 
ha
un de 
es groupesde 
ent simulations on a mesur�e la moyenne et l'�e
art quadratique moyen de '(t). Commeattendu, les valeurs moyennes sont quasiment ind�ependantes de la taille du syst�eme, et les�e
arts quadratiques sont approximativement deux fois plus faibles pour la taille quatre foisplus grande.
La 
ourbe autour de laquelle '(t) se 
on
entre dans la limite thermodynamique pr�esentedeux 
omportements tr�es di��erents selon la valeur de � : quand 
e param�etre est suÆsam-ment faible, elle s'annule en un temps �ni que l'on notera tsol(�;K). A � plus grand, ellereste toujours positive et tend vers une valeur de plateau 'as(�;K). La valeur du param�etre
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rets� qui s�epare 
es deux r�egimes sera not�ee �d(K) . Des simulations plus 
ompl�etes pr�esent�eesdans la suite montrent que �d(K = 3) � 2:7.Le ph�enom�ene de 
on
entration implique par 
ons�equent que pour � < �d une solutionde la formule est typiquement trouv�ee en Mtsol(�;K) pas de l'algorithme, qui a don
 une
omplexit�e typique lin�eaire pour 
es formules. Par 
ontre quand � > �d, une solution n'esttrouv�ee que par l'interm�ediaire d'une grande 
u
tuation de la densit�e d'�energie autour desa valeur moyenne. Ces grandes d�eviations ayant des probabilit�es exponentiellement faiblespour des grands syst�emes, le temps de r�esolution va 
rô�tre ave
 N 
omme exp[�(�)N ℄.On peut parler de m�etastabilit�e pour le 
omportement �a �d < � < �
 : il existe dessolutions ave
 grande probabilit�e, qui sont les �etats absorbants de la dynamique, mais letemps pour les atteindre diverge dans la limite thermodynamique. Le syst�eme reste don
pendant tr�es longtemps dans un �etat m�etastable d'�energie 'as > 0. Cette m�etastabilit�e estsimilaire �a 
elle d'autres syst�emes physiques. En parti
ulier, le pro
essus de 
onta
t [147, 148℄pr�esente une ph�enom�enologie tr�es pro
he. Dans 
e mod�ele, on a des parti
ules sur les sitesd'un r�eseau, ave
 au maximum une parti
ule par sommet. Chaque parti
ule disparâ�t ave
 untaux 
onstant, et les sites vides deviennent o

up�es ave
 un taux proportionnel au nombre desommets voisins d�ej�a o

up�es par une parti
ule. Il y a un �etat absorbant dans le syst�eme, qui
orrespond �a un r�eseau 
ompl�etement vide. Selon la densit�e de parti
ules dans l'�etat initial,
et �etat absorbant est atteint en un temps logarithmique dans la taille du syst�eme, ou biensur des �e
helles de temps exponentiellement grandes par l'interm�ediaire de 
u
tuations. Il ya deux di��eren
es dans le 
as de PRWSAT : l'�etat absorbant a une grande d�eg�en�eres
en
e,puisque toutes les solutions (en nombre typiquement exponentiel pour une formule al�eatoire)bloquent l'�evolution de l'algorithme, et de plus il y a un d�esordre gel�e dans la d�e�nitiondes r�egles dynamiques, �a 
ause du 
hoix al�eatoire de la formule. A 
es di��eren
es pr�es, le
omportement des deux syst�emes est tr�es similaire.Cette parenth�ese referm�ee, on va pr�esenter dans les se
tions suivantes les r�esultats ana-lytiques obtenus dans le but d'expliquer les 
onstatations num�eriques. Le probl�eme serait
ompl�etement r�esolu si l'on pouvait 
al
uler exa
tement la limite thermodynamique de lafon
tion '(t) pour toutes les valeurs de �, (on obtiendrait ainsi �d, tsol et 'as), ainsi que laloi de probabilit�e des grandes d�eviations de ' pour � > �d (
e qui permettrait de 
al
uler�(�), le taux de 
roissan
e exponentiel des temps de r�esolution). Ce programme est bien sûrtrop ambitieux, les r�esultats suivants sont soit des d�eveloppements soit des approximations,en assez bon a

ord ave
 les simulations num�eriques.A ma 
onnaissan
e il n'existe qu'un seul r�esultat rigoureux 
on
ernant le 
omportementde PRWSAT sur des formules al�eatoires : Alekhnovi
h et Ben-Sasson [149℄ ont montr�e quepour � < 1:63, une formule de l'ensemble 3-SAT al�eatoire �etait r�esolu presque toujours enun nombre de pas qui 
rô�t lin�eairement ave
 le nombre de variables. Ce r�esultat est bienen a

ord ave
 les simulations num�eriques que l'on vient de pr�esenter puisqu'on a trouv�e unseuil dynamique �d � 2:7 > 1:63. Signalons aussi un travail num�erique sur la phase �a petit� [150℄.4.4.3 D�eveloppements en 
lusters dans la phase lin�eaireUn premier angle d'attaque repose sur l'utilisation de la m�ethode du d�eveloppement en
lusters pr�esent�ee dans la partie 2.4. Cette m�ethode 
onsistant �a 
al
uler une s�erie de Taylorautour de � = 0, on s'int�eresse �a la phase � < �d(K), dans laquelle l'algorithme trouveune solution apr�es un nombre de pas pro
he de la valeur moyenne Mtsol(�;K). On va don

her
her un d�eveloppement de la fon
tion tsol en puissan
es de �.Notons Tsol le nombre de pas e�e
tu�e par l'algorithme avant de trouver une solution.Cette variable est al�eatoire, et 
e pour plusieurs raisons :
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hoix de la formule F dans l'ensemble K-sat al�eatoire. Comme on l'a vu la g�en�e-ration d'une formule 
onsiste �a 
hoisir un hypergraphe poissonnien G (par le 
hoixdes variables dans 
haque 
lause), puis �a 
hoisir les n�egations des variables dans les
lauses.{ Le 
hoix de la 
on�guration initiale des variables.{ Les 
hoix al�eatoires que l'algorithme e�e
tue �a 
haque pas de temps.La d�e
omposition de l'hypergraphe G en ses 
omposantes 
onnexes Gi se traduit natu-rellement par une d�e
omposition de la formule F en sous-formules ind�ependantes Fi. Ons'aper�
oit alors que Tsol est la somme de variables al�eatoires, une pour 
haque 
omposante
onnexe : par d�e�nition, une solution de F est trouv�ee quand toutes les Fi sont r�esolues, etle nombre total de pas de l'algorithme est la somme des pas e�e
tu�es dans 
ha
une des sous-formules. Notons T sol(G) la valeur moyenne de Tsol par rapport aux 
hoix des n�egations desvariables, de la 
on�guration initiale et des pas de temps de l'algorithme. Cette quantit�e estadditive par rapport �a la d�e
omposition en 
lusters, et on peut don
 appliquer le formalismeg�en�erique de la partie 2.4. La seule tâ
he restant �a e�e
tuer est le d�enombrement du nombremoyen de pas de temps pour r�esoudre 
haque type de 
luster, dont on va donner quelquesexemples maintenant.Pour un 
luster 
onstitu�e d'une seule 
lause, ave
 probabilit�e 1 � 2�K la 
on�gurationinitiale est d�ej�a une des solutions. Sinon, un seul renversement de variable sera suÆsant poursatisfaire la 
lause. Le temps moyen pour r�esoudre un tel 
luster est don
 2�K .Consid�erons maintenant un 
luster fait de deux 
lauses. Deux 
as sont �a 
onsid�erer :{ les deux 
lauses portent le même signe sur la variable 
ommune, un exemple pourK = 2 est (x1 _ x2) ^ (x2 _ x3). La 
on�guration initiale viole les deux 
lauses ave
probabilit�e 21�2K , une seule 
lause ave
 2 � 2�K � (1 � 21�K), et au
une sinon. Si la
on�guration initiale viole une seule 
lause, une solution est for
�ement trouv�ee apr�esle renversement d'une variable. Si elle viole les deux 
lauses, une solution peut êtretrouv�ee en un seul pas de temps si 
'est la variable 
ommune qui est renvers�ee lapremi�ere (ave
 don
 probabilit�e 1=K), il faut sinon deux pas de temps. On a don
dans 
e 
as un temps moyen de :122K�1 �2K � 1K� : (4.69){ les 
hoses se 
ompliquent un peu si les deux 
lauses ont des exigen
es 
ontradi
toirespour la variable 
ommune, par exemple (x1_x2)^(x2_x3). En e�et, imaginons que l'onsoit dans la 
on�guration des variables telle que la premi�ere 
lause soit viol�ee, et quela deuxi�eme ne soit satisfaite que par la variable 
ommune (dans l'exemple 
i-dessus,
e serait le 
as si les trois variables �etaient vraies). L'algorithme 
hoisit de renverserune des variables de la premi�ere 
lause ; si par malheur il prend la variable 
ommuneaux deux 
lauses, on se retrouve dans une situation sym�etrique, o�u 
'est la deuxi�eme
lause qui est viol�ee, et la premi�ere qui n'est satisfaite que par la variable 
ommune.L'algorithme peut don
 ® h�esiter ¯ plusieurs fois entre 
es deux 
on�gurations avantde trouver une solution. On trouve apr�es un petit 
al
ul que le nombre de pas moyenpour trouver une solution est i
i :122K�1 �2K + 2K � 1� : (4.70)En prenant la moyenne de 
es deux r�esultats on obtient la ligne 
 de la table 4.1.
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retsType (T sol)ta 0b 12K
 122K h2K+1 + K+1K(K�1)id 123K h3 � 22K + 2K+1 K+1K(K�1) + 4K4+9K3+9K2+6K�43K2(K�1)(2K�1)(K2�2)ie 123K h3 � 22K + 2K 3(K+1)K(K�1) � 2K+1K2(K�1)iTab. 4.1 { Contributions au d�eveloppement en 
lusters pour le temps de d�e
ouverte d'unesolution (4.71). La nomen
lature des types est 
elle de la �gure 2.5.Ce dernier exemple met en �eviden
e d'une part un des d�efauts de 
et algorithme tr�essimpli��e, d'autre part les 
ompli
ations qui apparaissent quand on fait 
e type de d�enom-brement ave
 des 
lusters de plus en plus grands. Les r�esultats de l'�enum�eration pour desformules ave
 trois 
lauses au maximum sont r�esum�es dans la table 4.1, 
e qui donne enutilisant (2.18) la formule suivante :tsol(�;K) = 12K + K(K + 1)K � 1 122K+1 � (4.71)+ 4K6 +K5 + 6K3 � 10K2 + 2K3(K � 1)(2K � 1)(K2 � 2) 123K+1 �2 +O(�3) :Notons qu'il y a un fa
teur ��1 par rapport �a (2.18) 
ar on divise par M au lieu de N dansla d�e�nition de tsol.Cette expression est 
ompar�ee aux r�esultats de simulations num�eriques dans la �gure4.8. Comme attendu pour un d�eveloppement de Taylor au voisinage de 0, l'a

ord entre lesdeux se d�egrade quand � augmente. En parti
ulier la divergen
e �a �d (non montr�ee sur la�gure) n'est �evidemment pas reproduite par un d�eveloppement polynomial.Les simulations num�eriques pour d�eterminer tsol peuvent être faites ave
 des syst�emesde tr�es grande taille, 
ar dans 
e r�egime les temps de 
al
ul ne 
roissent que lin�eairementave
 le nombre de variables. Ce
i permet de s'a�ran
hir des e�ets de taille �nie et de tra-vailler dans la ® limite thermodynamique num�erique ¯ . En parti
ulier on peut se 
onvain
reraisonnablement que la fon
tion tsol(�;K) ne pr�esente pas de singularit�e �a la transition deper
olation de l'hypergraphe �p = 1=(K(K � 1)), et a priori elle est r�eguli�ere jusqu'�a sadivergen
e �a �d. Sur 
et exemple, l'int�erêt de la m�ethode de d�eveloppements en 
lustersest assez 
lair, puisqu'on a pu faire des pr�edi
tions de nature non triviale (temps d'arrêtd'une dynamique assez �elabor�ee) valables (perturbativement) dans toute la r�egion � < �d, �apartir de d�enombrements sur des objets �nis qui, s'ils sont p�enibles �a e�e
tuer en pratique,ne pr�esentent pas de diÆ
ult�es de prin
ipe.Au del�a du temps mis pour r�esoudre une formule, on peut aussi s'interroger sur la res-semblan
e entre la 
on�guration initiale et la solution trouv�ee. On d�e�nit plus pr�e
is�ementla distan
e de Hamming d entre 
es deux 
on�gurations 
omme le nombre de variables quisont di��erentes de l'une �a l'autre. On peut en fait 
al
uler la moyenne de 
ette distan
e
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�
tsol

1.210.80.60.40.20

0.240.210.180.150.12 �
Æ

2.521.510.50

0.50.40.30.20.10Fig. 4.8 { A gau
he, le temps moyen de d�e
ouverte d'une solution tsol(�; 3). Les symbolessont les r�esultats de simulations num�eriques pour 100 �e
hantillons de 106 variables, les barresd'erreurs sont plus petites que les symboles. La 
ourbe est la pr�edi
tion du d�eveloppementen 
lusters (4.71). A droite, la distan
e de Hamming moyenne entre la 
on�guration initialeet la solution trouv�ee, 
ompar�ee �a l'�equation (4.72).en utilisant la même propri�et�e d'additivit�e sur les 
lusters et en faisant des �enum�erationssimilaires. On obtient pour le d�eveloppement de Æ(�;K), la valeur typique de d=N :Æ(�;K) = 12K �+ 122K+1 K(K � 1)K + 1 �2 + (4.72)123K+1 8K8 � 6K7 � 33K6 + 35K5 + 58K4 � 24K3 � 48K2 � 2K3(K + 1)2(4K2 � 1)(K2 � 2) �3 +O(�4) ;qui est aussi en bon a

ord ave
 les simulations num�eriques 
omme le montre la �gure 4.8.Ce 
al
ul �etait motiv�e par la 
onstatation suivante. Il serait int�eressant de lo
aliser �d(K)
omme le point o�u tsol diverge. Comme on n'a qu'un petit nombre de termes du d�eveloppe-ment, il est diÆ
ile d'utiliser les te
hniques habituelles pour estimer le rayon de 
onvergen
ede la s�erie (4.71). Au 
ontraire, Æ(�;K) est par d�e�nition toujours born�e, don
 une approxi-mation polynomiale va être de meilleure qualit�e. A premi�ere vue, 
omme en se rappro
hantde �d le temps n�e
essaire pour trouver une solution, don
 le nombre de fois o�u les variablessont renvers�ees, diverge, on peut penser que la solution aura perdu toute 
orr�elation ave
 la
on�guration initiale, et don
 que Æ(�d(K);K) = 1=2. Ce
i fournirait un bon 
rit�ere pourd�eterminer le seuil �d �a partir du d�eveloppement (4.72). En fait 
ette 
ondition n'est pas tout�a fait vraie. Par exemple, les variables qui n'appartiennent �a au
une 
lause ne sont jamaisrenvers�ees au 
ours de l'algorithme, et il y en a une fra
tion �nie e��d(K)K . Une questionouverte serait don
 de d�eterminer Æ(�d(K);K), autrement dit de savoir quelle partie d'uneformule au seuil dynamique se d�e
orrelle au 
ours de l'�evolution. On pourrait par ailleursimaginer que 
ette appro
he fournisse une borne rigoureuse sur �d.4.4.4 Une 
ara
t�erisation appro
h�ee du 
omportement typiqueLa m�ethode de d�eveloppement pr�esent�ee dans la se
tion pr�e
�edente n'est pas suÆsantepour expliquer toutes les 
ara
t�eristiques du probl�eme : elle n'est pas 
apable de pr�ediresimplement la valeur du seuil dynamique �d(K), ni, pour � > �d(K), la valeur du plateauatteint aux temps longs et la loi des 
u
tuations autour de 
elui-
i. On va don
 utilisermaintenant une des
ription appro
h�ee de la dynamique qui 
apture qualitativement toutes
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retsles propri�et�es du probl�eme, et qui est en assez bon a

ord quantitatif ave
 les donn�eesnum�eriques.L'id�ee a d�ej�a �et�e exploit�ee �a plusieurs reprises dans 
e 
hapitre : on veut se d�ebarrasserdes d�etails mi
ros
opiques du syst�eme, i
i la 
on�guration des variables, et se 
ontenter d'unedes
ription en termes d'observables ma
ros
opiques. Dans le 
as pr�esent, la plus importanteest le nombre de 
lauses non satisfaites dans la formule, dont on notera E(T ) la valeurapr�es T pas d'�evolution de l'algorithme. Le pro
essus sto
hastique qui r�egit l'�evolution desvariables mi
ros
opiques est markovien d'apr�es la d�e�nition de PRWSAT donn�ee en 4.4.1.La proje
tion de la dynamique sur une variable ma
ros
opique fait perdre 
e 
ara
t�eremarkovien, 
omme on l'a vu dans la premi�ere partie de 
e 
hapitre. On va 
ependant fairel'approximation, a priori assez brutale, que l'�evolution de E(T ) est markovienne.On a don
 besoin de la probabilit�e de passer de E �a E + � 
lauses non satisfaites au
ours d'un pas de temps, probabilit�e not�ee W (E + �; E). A 
haque pas de temps, une
lause non satisfaite est 
hoisie au hasard, ainsi qu'une des variables de 
ette 
lause. Cettevariable appartient �a n 
lauses en plus de la 
lause s�ele
tionn�ee. En l'absen
e d'informationsmi
ros
opiques plus pr�e
ises, on ne peut que supposer que la loi de probabilit�e de n estune loi de Poisson ave
 param�etre �K, 
e qui serait le 
as si la 
lause �etait s�ele
tionn�eede mani�ere purement al�eatoire (
f. Se
. 2.2). Parmi 
es n 
lauses, u sont non satisfaitesavant le renversement de la variable. A nouveau, faute de plus d'informations, on supposeque 
ha
une des n 
lauses a la probabilit�e E(T )=M d'être non satisfaite. u a don
 unedistribution binomiale de param�etre E(T )=M parmi n tentatives. Le renversement de lavariable va permettre de satisfaire les u + 1 
lauses non satisfaites autour de la variable
onsid�er�ee. Par ailleurs, 
ertaines des n � u 
lauses satisfaites vont être viol�ees apr�es lerenversement. Cela 
on
erne les 
lauses qui n'�etaient satisfaites que par la variable 
ipp�ee.Puisque l'on sait seulement que 
es 
lauses sont satisfaites, la probabilit�e qu'elles le soientpar la variable renvers�ee est f = 1=(2K � 1) (
ette notation est introduite pour simpli�er ladis
ussion de la se
tion 4.4.6). En notant ' = E=M , on obtient don
 :W (E +�; E) = 1Xn=0 e��K (�K)nn! nXu=0�nu�'u(1� ')n�u (4.73)n�uXs0=0�n� us0 �fs0(1� f)n�u�s0Æ�;s0�u�1 ;qui a la forme w(�; ') ave
 � d'ordre 1, et une d�ependan
e r�eguli�ere de w en '.Une fois �etablie 
ette approximation markovienne pour l'�evolution de E(T ), on peututiliser le formalisme g�en�eral du 
hapitre. Commen�
ons par 
al
uler le 
omportement typiquede 
e pro
essus sto
hastique.La variation moyenne de E au 
ours d'un pas de temps d�emarrant �a E �M' est[�℄' = 1X�=�1w(�; ') � = �1� �K'+ f�K(1� ') : (4.74)L'�evolution moyenne '(t) est don
 solution de l'�equation di��erentielle ordinaireddt'(t) = [�℄'(t) = (�1 + �Kf)� �K(1 + f)'(t) : (4.75)La 
ondition initiale '(0) = 2�K (
haque 
lause a probabilit�e 2�K d'être viol�ee par une
on�guration al�eatoire des variables) peut se r�e
rire '(0) = f=(1 + f). On a don
'(t) = f1 + f �1 + �d(K)� �e��K(1+f)t � 1�� ; �d(K) = 1fK : (4.76)
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0.10.0750.050.0250Fig. 4.9 { La hauteur du plateau dans l'approximation markovienne (
f. eq. (4.78)) pourK = 3 (ligne pleine), 
ompar�ee �a des simulations num�eriques sur des formules de tailleN = 105 (symboles reli�es par la ligne pointill�ee, les barres d'erreur sont plus petites que lessymboles).Cette expression est en a

ord qualitatif ave
 les observations num�eriques : pour � < �d(K),l'�energie s'annule au bout d'un temps �nitsol(�;K) = �1�K(1 + f) ln�1� ��d(K)� ; (4.77)alors que pour � > �d(K) on a une valeur asymptotique positive,'as = f1 + f �1� �d(K)� � : (4.78)Comme i
i f = 1=(2K � 1), la valeur du seuil pr�evu dans le 
adre de 
ette approximationest �d(K) = 2K � 1K ; (4.79)soit 7=3 pour K = 3 au lieu de la valeur observ�ee num�eriquement d'environ 2:7. La �gure4.9 pr�esente le r�esultat de 
e 
al
ul pour la valeur du plateau, 
ompar�e aux r�esultats desimulations num�eriques. L'a

ord n'est 
ertes pas parfait, 
e qui ne saurait être surprenantvu l'approximation que l'on a faite i
i, mais n'est pas non plus 
ompl�etement d�eraisonnable.4.4.5 Cal
ul appro
h�e des grandes d�eviationsIl reste maintenant �a �etudier les 
u
tuations autour du plateau dans le r�egime � > �d(K).On s'int�eressera en parti
ulier aux grandes d�eviations qui 
onduisent �a la d�e
ouverte d'unesolution.Restant dans le 
adre de l'approximation markovienne introduite 
i-dessus, on rempla
el'�evolution mi
ros
opique du syst�eme par les probabilit�es de transition de l'�equation (4.73).L'�etude des propri�et�es g�en�erales des pro
essus markoviens lo
aux de la se
tion 4.1.2 nousa montr�e 
omment 
al
uler les grandes d�eviations d'un tel pro
essus. Introduisons don
 la
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tion de grande d�eviation � 
ommeProb(E; T ) � exp[�M�('; t)℄ ; ' = EM ; t = TM : (4.80)Pour suivre les 
onventions utilis�es dans 
ette partie on prend M au lieu de N 
omme grandparam�etre, 
e qui ne 
hange pas la dis
ussion puisque M et N sont du même ordre. Latransform�ee de Legendre de �, not�ee g(�; t), est solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles(4.23) o�ue`(�;') = 1X�=�1w(�; ') e�� : (4.81)On 
al
ule ais�ement la fon
tion ` �a partir de la forme (4.73) pour w, 
e qui 
onduit �al'�equation suivante sur g :��tg(�; t) = ��� �Kf �1� e��� �K �1� f + fe� � e��� ���g(�; t) : (4.82)A titre de v�eri�
ation, on peut r�eobtenir l'�equation (4.75) sur la valeur moyenne ave
 ' =�g=��j�=0. L'�equation aux d�eriv�ees partielles sur g doit être 
ompl�et�ee par une 
onditioninitiale. Les 
lauses �etant initialement non satisfaites ave
 probabilit�e f=(1 + f), on ag(�; t = 0) = ln�1 + f1 + f �e� � 1�� : (4.83)Notons gas la solution stationnaire de (4.82), atteinte dans la limite t ! 1. En utilisant lefait que g est nulle pour � = 0, on peut exprimer 
ette solution stationnaire 
ommegas(�) = � Z �0 dx x+ �Kf(1� ex)�K (1� f + fex � e�x) : (4.84)Par transform�ee de Legendre inverse de 
ette fon
tion on re
onstruit alors la fon
tion degrande d�eviation pour des temps longs, �as('). En parti
ulier, la probabilit�e d'une 
u
tuationvers une 
on�guration d'�energie nulle, �N = exp[�M�as(0)℄, s'obtient �a partir de�as(0) = �min� gas(�) = �g(��) ; (4.85)o�u �� est la valeur de x qui annule l'int�egrand de l'�equation (4.84). On trouve ainsi que�as(0), qui est nul pour � = �d, 
rô�t 
ontinument ave
 � : plus l'�energie du plateau est�elev�ee, moins probable est une 
u
tuation jusqu'�a 0.Comme dans le 
al
ul du temps d'ergodi
it�e du mod�ele de Curie-Weiss, les temps der�esolution par l'interm�ediaire de 
es 
u
tuations vont être inversement proportionnel �a laprobabilit�e de 
es grandes 
u
tuations, et doivent don
 diverger 
omme exp[M�as(0)℄. Ons'attend plus pr�e
is�ement �a observer une distribution exponentielle des temps de r�esolution,de moyenne exp[M�as(0)℄. Le raisonnement est le suivant. La probabilit�e �N que l'on vientde 
al
uler est 
elle de d�e
ouverte d'une solution sur un intervalle de temps t grand mais�ni dans la limite thermodynamique, autrement dit en un nombre de pas lin�eaire dans lataille du syst�eme. D�e
oupons don
 l'axe des temps t en segments de longueur C, ave
 C � 1mais ind�ependant de N , et supposons que sur 
ha
un de 
es intervalles une solution esttrouv�ee ave
 probabilit�e �N , si elle n'a pas �et�e trouv�e avant, auquel 
as l'algorithme se seraitarrêt�e. La probabilit�e que l'on obtienne une solution dans le k + 1-�eme intervalle est don
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N = 600N = 400N = 200

t= exp[N�℄ 43210Fig. 4.10 { Histogramme des temps de r�esolution pour � = 3 > �d, sur l'�e
helle exponentiel-lement divergente exp[N�℄. La valeur de � a �et�e ajust�ee pour faire se superposer les queuesaux di��erentes tailles.�N (1��N)k . Comme �N est exponentiellement petit, on doit avoir k exponentiellement grandpour que la limite thermodynamique de 
ette probabilit�e ne soit pas trivialement nulle. Ona alors une distribution des temps de r�esolution qui suit une loi exponentielle ayant pourmoyenne ��1N . Dans tout 
e qui pr�e
�ede on a n�eglig�e tous les pr�efa
teurs, 
e r�esultat ne doitdon
 être que l'ordre dominant dans la limite thermodynamique.La �gure 4.10 pr�esente un histogramme des temps de r�esolution dans la phase � >�d, pour di��erentes tailles des formules. Le 
omportement est en a

ord qualitatif ave
 lespr�evisions analytiques, les temps typiques divergent exponentiellement ave
 N . Cependantle taux � de divergen
e, qui devrait valoir ��as(0), n'est pas quantitativement pr�edit parl'approximation markovienne.4.4.6 XORSATXORSAT [39℄ est une variante du probl�eme de la satis�abilit�e dans laquelle les variablesau sein d'une 
lause sont reli�es par des OU EXCLUSIF logiques �a la pla
e du OU standard.En termes de variables d'Ising 
e
i 
orrespond �a une intera
tion habituelle o�u l'�energie estle produit de K spins. Une 
lause est satisfaite si et seulement si le produit des spins de la
lause est �egal �a une 
ertaine variable gel�ee �a �1. Parmi les 2K 
on�gurations des variablesd'une 
lause, la moiti�e la satisfait, l'autre moiti�e viole 
ette 
ontrainte. Du point de vuede la 
omplexit�e dans le pire des 
as, XORSAT est un probl�eme fa
ile. On peut en e�etle reformuler 
omme un probl�eme d'alg�ebre lin�eaire modulo 2, soluble par des algorithmespolynomiaux.Un ensemble al�eatoire de formules de XORSAT peut être d�e�ni exa
tement de la mêmefa�
on que pour la K-satis�abilit�e, les K variables de 
haque 
lause �etant 
hoisies uniform�e-ment parmi les �NK� K-uplets possibles. Il y a dans 
e 
as aussi un ph�enom�ene de seuil : pour� < �
 presque toutes les formules ont des solutions, pour � > �
 presqu'au
une formulen'en a. La valeur du seuil est �
 = 0:918 quand K = 3. Le 
lustering des solutions dansla phase satis�able est aussi pr�esent, et se produit �a � = 0:818. La pr�esen
e de 
es deuxph�enom�enes, ainsi que les valeurs des seuils, ont �et�e prouv�ees rigoureusement [40, 41℄.On peut utiliser l'algorithme PRWSAT sur les formules de XORSAT. Les simulations
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retsnum�eriques sur des formules al�eatoires pr�esentent le même type de 
omportement, ave
 unephase de basse 
on
entration o�u une solution est trouv�ee en un nombre lin�eaire de pas detemps, alors qu'un plateau dans l'�energie se d�eveloppe au dessus d'un seuil dynamique.L'�etude analytique dans le 
adre de l'approximation markovienne est tr�es similaire �a 
ellee�e
tu�ee pour la K-SAT. En fait la seule di��eren
e est que pour XORSAT, une 
lausesatisfaite dont on renverse une variable devient automatiquement non satisfaite. Autrementdit, toute les formules des se
tions 4.4.4 et 4.4.5 restent valable en prenant f = 1. Enparti
ulier le seuil est dans 
e 
as pr�evu �a �d(K) = 1=K. L'a

ord est quantitativementmeilleur pour XORSAT, 
omme on pourra le 
onstater sur les �gures de la publi
ation P4.4.4.7 Limite de grand KL'approximation markovienne a permis de reproduire qualitativement les r�esultats dessimulations num�eriques, mais n'est �evidemment pas quantitativement exa
te. De plus, 
etteapproximation ne fait pas apparâ�tre de mani�ere �evidente un petit param�etre qui 
ontrôleraitl'importan
e des termes n�eglig�es. On peut 
ependant faire deux 
onje
tures sur des limitesdans lesquelles l'approximation markovienne serait exa
te.Une premi�ere situation est 
elle o�u le ratio � = M=N devient tr�es grand. Dans 
e
as le 
al
ul appro
h�e pr�edit que le plateau tend vers f=(1 + f), qui n'est autre que lavaleur de ' pour une 
on�guration al�eatoire des variables. Autrement dit, la formule esttellement sur
ontrainte que l'algorithme se 
ontente de renverser des variables sans faired�e
rô�tre l'�energie. Ce
i sugg�ere don
 que 1=� pourrait être un petit param�etre dans uneam�elioration syst�ematique de l'approximation. La 
ourbe de la �gure 4.9 semble indiquerque 
ette hypoth�ese est 
orre
te.Une autre limite, plus ri
he, est 
elle d'un grand nombre K de variables par 
lauses. Leseuil dynamique est alors �equivalent �a 2K=K, et l'on pose � = ��(2K �1)=K pour avoir unelimite non triviale. Consid�erons par exemple le temps de r�esolution dans l'approximationmarkovienne donn�e par l'�equation (4.77). Posons aussi t�sol = 2Ktsol. Il vient alors dans lalimite K !1 :t�sol(��) = � 1�� ln(1� ��) = 1 + 12�� + 13(��)2 +O((��)3) : (4.86)Le point en
ourageant est que le d�eveloppement en 
lusters (4.71), une fois exprim�e en termesdes quantit�es r�e�e
hell�ees t�sol et ��, 
onduit au même r�esultat dans la limite K !1. Cette
o��n
iden
e donne du 
r�edit �a l'hypoth�ese d'exa
titude de l'approximation markovienne dans
ette limite.La �gure 4.11 est un autre �el�ement en faveur de 
ette hypoth�ese. Elle pr�esente desr�esultats de simulations num�eriques pour la hauteur du plateau 'as ave
 di��erentes valeursde K. On a pris les �e
helles '�as = 2K'as et �� pour pouvoir 
omparer les di��erentes valeursde K sur la même 
ourbe. On 
onstate que quand K augmente l'a

ord ave
 la pr�edi
tionde l'approximation markovienne s'am�eliore.4.4.8 Perspe
tivesEsquissons quelques dire
tions dans lesquelles 
ette �etude pourrait être approfondie.D'une part, une des
ription quantitativement meilleure de la dynamique de 
et algo-rithme serait souhaitable. Une possibilit�e 
onsiste �a projeter sur une observable ma
ros
o-pique plus �ne que 
elle utilis�ee i
i. Dans la publi
ation P4 nous avons suivi 
ette id�eeen distinguant plusieurs types de 
lauses. La pr�e
ision de l'approximation en est l�eg�erement
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1.81.71.61.51.41.31.21.11

0.450.30.150Fig. 4.11 { La hauteur du plateau en unit�es r�e�e
hell�ees dans l'approximation markovienne('�as = 1� (1=��)) en ligne pleine, 
ompar�ee �a des simulations num�eriques pour K = 3; 5 et7.am�elior�ee, mais la valeur pr�edite pour le seuil n'est pas modi��ee. Les auteurs de [134℄ ont uti-lis�e 
omme observable une fon
tion ressemblant au p�(u; t) de la partie 4.3. Cela 
onduisait �ades r�esultats meilleurs, au prix de l'int�egration num�erique d'un jeu d'�equations di��erentielles
oupl�ees. Il y a i
i une diÆ
ult�e suppl�ementaire par rapport au 
as du ferromagn�etique surl'arbre de Bethe : la 
onne
tivit�e des variables n'�etant pas born�e dans l'ensemble des for-mules al�eatoires, il apparâ�t un nombre in�ni d'�equations 
oupl�ees. En pratique il faut don
mettre une 
oupure pour les r�esoudre num�eriquement. Une autre possibilit�e 
onsisterait �agarder l'observable la plus simple possible, mais �a tenir 
ompte des e�ets non markoviensdans son �evolution. On peut s'attendre alors �a 
e que l'�equation donnant l'�energie moyennesoit une g�en�eralisation de (4.75) du typeddt'(t) = (�1 + �Kf)� �K(1 + f)'(t) + Z t0 dt0 F (t; t0)'(t0) ; (4.87)o�u F (t; t0) devrait s'exprimer de mani�ere auto
oh�erente en termes de '. C'est 
e typed'�equation qui a �et�e obtenue par Deroulers et Monasson dans leur �etude du pro
essus de
onta
t [148℄. Dans leur 
as l'approximation markovienne 
orrespondait �a une limite dedimension D in�nie, et F est d'ordre 1=D. D'apr�es la dis
ussion de la partie 4.4.7 il estraisonnable de s'attendre i
i �a un noyau F d'ordre 1=K. On peut esp�erer obtenir un teld�eveloppement soit en adaptant la m�ethode de [148℄ �a 
e probl�eme, plus diÆ
ile �a 
ause dela pr�esen
e de d�esordre gel�e dans les r�egles dynamiques, soit en utilisant les op�erateurs deproje
tion de mani�ere plus astu
ieuse.Les appendi
es 4.5 et 4.6 pr�esentent deux petits 
al
uls non publi�es pour des variantessimpli��ees du probl�eme, qui pourraient 
onstituer d'autres points de d�epart pour une am�e-lioration syst�ematique de l'approximation.D'autre part, on peut aussi noter que le pro
essus sto
hastique �etudi�e i
i n'est que laversion la plus simple d'une famille d'algorithmes, 
onnue sous le nom g�en�erique de Walk-SAT [151℄. Il est raisonnable de 
hoisir une 
lause non satisfaite �a 
haque pas de tempsd'un algorithme de re
her
he lo
ale, puisque n�e
essairement une de ses variables doit êtrerenvers�ee avant qu'on trouve une solution. Mais on a une tr�es grande libert�e pour 
hoisir,au sein de 
ette 
lause, la variable �a renverser. Comme on l'a vu dans les �enum�erations de



96 Ch. 4 : Dynamiques de spins dis
retsla partie 4.4.3, le 
hoix purement al�eatoire peut être dangereux quand il 
onduit �a violerdes 
lauses qui n'�etaient jusque l�a satisfaites que par la variable que l'on va 
ipper. Desdizaines d'heuristiques di��erentes ont �et�e invent�ees pour am�eliorer 
e 
hoix [152, 153℄. Cer-taines d'entre elles sont ® markoviennes ¯, au sens o�u elles n'utilisent que l'information surla 
on�guration pr�esente pour faire le 
hoix de la variable �a 
ipper, d'autres gardent au
ontraire une m�emoire de l'�evolution pass�ee. On pr�esente dans l'appendi
e 4.7 deux de 
esheuristiques plus �elabor�ees.Au moins pour les heuristiques markoviennes, on peut s'attendre, et on a en partie v�eri-��e num�eriquement, �a 
e que l'image d�e
rite i
i d'un r�egime �a faible � o�u les formules sontr�esolues apr�es un nombre de pas proportionnel �a leur taille reste valable. Un argument enfaveur de 
ette hypoth�ese est que le d�eveloppement en 
luster du temps de r�esolution restefaisable pour de telles heuristiques. La question se pose alors naturellement de 
onnâ�treles seuils dynamiques des di��erentes heuristiques, et de savoir s'il existe une barri�ere intrin-s�eque, stri
tement inf�erieure au seuil de satis�abilit�e, au del�a de laquelle au
un algorithmede re
her
he lo
ale ne serait 
apable de trouver une solution. Cette question, assez ouverte,est dis
ut�ee dans la revue C2. L'id�ee selon laquelle le seuil de 
lustering doit jouer 
e rôle estpartiellement bas�e sur l'�etude de la dynamique de Langevin du mod�ele p-spin sph�erique [43℄.Toutefois, les algorithmes de re
her
he lo
ale ne v�eri�ent pas de 
ondition de balan
e d�e-taill�ee, il n'est don
 pas �evident que les 
ara
t�eristiques du ® paysage d'�energie libre ¯ soientpertinents pour eux. De plus, une �etude r�e
ente de Montanari et Ri

i-Tersenghi [57℄ in
ite�a re
onsid�erer les intuitions bas�ees sur les r�esultats du p-spin sph�erique, qui semble être un
as tr�es parti
ulier dans la famille des mod�eles d�esordonn�es en 
hamp moyen.Finalement, on peut faire deux remarques au vu de l'a
tivit�e dans la 
ommunaut�e infor-mati
ienne. Les formules de l'ensemble al�eatoire �etudi�e th�eoriquement sont tr�es di��erentesde 
elles ren
ontr�ees dans les appli
ations pratiques de la satis�abilit�e. Ces derni�eres sontsouvent produites par des logi
iels qui 
onvertissent un premier probl�eme en une formule desatis�abilit�e, 
elle-
i �etant ensuite soumise �a l'algorithme proprement dit. Les formules vontdon
 porter la marque de 
ette tradu
tion, et une stru
ture parti
uli�ere, sûrement tr�es dif-f�erente d'un hypergraphe poissonien, doit apparâ�tre. De plus, les probl�emes de d�epart sontsouvent d�e�nis dans un espa
e eu
lidien, par exemple les probl�emes de routage de 
ir
uit im-prim�e ont une stru
ture naturelle planaire. Il serait don
 int�eressant de d�e�nir un ensembleal�eatoire (
ar 
ela permet d'utiliser des m�ethodes probabilistes) dont les formules typiquesressembleraient un peu plus �a 
elles int�eressantes pour les appli
ations. Une �etape interm�e-diaire 
onsisterait peut-être �a s'inspirer des graphes dits ® small-world ¯ qui interpolent entreune stru
ture eu
lidienne et un voisinage al�eatoire de type 
hamp moyen [154℄. Une solutionen
ore plus satisfaisante de 
e dilemme serait de pouvoir donner des pr�edi
tions formule parformule et non pas typiquement sur un ensemble. L'utilisation de la m�ethode de la 
avit�edans l'algorithme de survey propagation [35℄ semble ouvrir une porte dans 
ette dire
tion ;il n'est 
ependant pas en
ore �evident que 
ette m�ethode soit g�en�eralisable �a des formulestr�es di��erentes de l'ensemble K-SAT al�eatoire. La derni�ere remarque 
on
erne le probl�emedit de MAX-K-SAT, qui 
onsiste �a trouver une 
on�guration optimale, 
'est-�a-dire mini-misant le nombre de 
lauses viol�ees, d'une formule non satis�able. C'est un probl�eme tr�esdiÆ
ile ; des versions moins exigeantes, dites d'approximabilit�e, se 
ontentent de trouver une
on�guration satisfaisant plus qu'un 
ertain pour
entage du nombre optimal de 
ontraintessatis�ables simultan�ement. Les �etudes num�eriques de PRWSAT pr�esent�ees i
i montrent que
et algorithme trouve, en temps lin�eaire et ave
 grande probabilit�e pour des formules del'ensemble K-SAT al�eatoire, une 
on�guration violant moins queM('as+ �) 
lauses, o�u 'asest la hauteur du plateau et � > 0 est arbitraire. Ce r�esultat serait peut-être utile dans le
ontexte des algorithmes d'approximation.
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rets 974.5 Appendi
e : Une dynamique algorithmique exa
te-ment solubleConsid�erons la variante suivante du mod�ele deK-SAT al�eatoire. Une formule est toujours
onstitu�ee deM 
lauses de longueurK, tir�ees uniform�ement parmi les �NK�K-uplets possiblessur N variables. La di��eren
e est que les lit�eraux ne sont jamais ni�es, autrement dit la seule
on�guration qu'une 
lause interdit est 
elle o�u les K variables qu'elle 
ontient sont toutesfausses. Il est 
lair que pour toute valeur de � = M=N , la formule est satis�able, puisqu'ilsuÆt de prendre toutes les variables vraies (i.e. tous les spins �i = +1) pour obtenir unesolution.On peut �etudier le 
omportement de l'algorithme PRWSAT sur 
e mod�ele-l�a, même si�evidemment l'int�erêt en est assez a
ad�emique. Supposons don
 qu'une 
on�guration initialeal�eatoire des spins soit 
hoisie, et qu'�a 
haque pas de temps une des 
lauses non satisfaitessoit s�ele
tionn�ee, puis une de ses variables renvers�ees.D�e
rivons l'�etat du syst�eme apr�es T pas de l'algorithme par N(u; T ), nombre de variablesentour�ees par u 
lauses non satisfaites. On posera t = T=N le temps 
ontinu dans la limitethermodynamique, et p(u; t) = N(u; T = Nt)=N la fra
tion de variables de ® type ¯ u. Lesmoyennes ave
 
ette loi p seront not�ees :h�it = 1Xu=0 � p(u; t) : (4.88)Comme 
'est une 
lause non satisfaite qui est 
hoisie �a 
haque pas de temps, la variablerenvers�ee est de type u ave
 une probabilit�e proportionnelle �a up(u; t), don
 par normali-sation 
ette probabilit�e est �egale �a up(u; t)=huit. La variable devient de type 0 apr�es sonrenversement. Les (K � 1)u voisines sont de type u0 ave
 probabilit�e u0p(u0; t)=huit si l'onn�eglige les 
orr�elations entre voisins (
f. l'approximation des voisins ind�ependants de la par-tie 4.3.2) et voient leur type diminuer de 1. Regroupant 
es di��erentes 
ontributions, onobtient l'�equation d'�evolution :ddtp(u; t) = Æu;0 � up(u; t)huit + (K � 1) hu2ithui2t [(u+ 1)p(u+ 1; t)� up(u; t)℄ : (4.89)Cal
ulons la 
ondition initiale p(u; 0). Ave
 probabilit�e 1=2 la variable est vraie (�i = +1),et don
 elle est de type 0. Si la variable est fausse, elle appartient �a n 
lauses ave
 une loi dePoisson de param�etre �K, 
ha
une de 
es n 
lauses est non satisfaite ave
 probabilit�e 21�Kpuisqu'il faut pour 
ela que les autres variables soient elles aussi fausses. On a don
p(u; 0) = 12Æu;0 + 12 1Xn=u e��K (�K)nn! �nu��21�K�u �1� 21�K�n�u (4.90)= a(0)Æu;0 + (1� a(0))e�b(0) b(0)uu! ; (4.91)ave
 a(0) = 1=2 et b(0) = �K21�K .On trouve en fait une solution de l'�equation d'�evolution (4.89) ave
p(u; t) = a(t)Æu;0 + (1� a(t))e�b(t) b(t)uu! ; (4.92)o�u les param�etres a et b d�ependent du temps. En ins�erant 
ette forme dans (4.89) on obtientdes �equations di��erentielles pour a et b, qui 
onduisent �aa(t) = 12 + t ; b(t) = � KK � 1 +��K + 2K�1 KK � 1��12 � t�K�1 ; (4.93)
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retset don
 �nalement la fra
tion de 
lauses non satisfaites '(t) = huit=(�K) vaut'(t) = � 1�(K � 1) �12 � t�+�1 + 2K�1�(K � 1)��12 � t�K : (4.94)Cette fon
tion d�e
rô�t de 2�K �a t = 0 jusqu'�a 0 pour t = tsol, ave
tsol = 12 � 1(2K�1 + �(K � 1))1=(K�1) : (4.95)Les simulations num�eriques sont en parfait a

ord ave
 le 
al
ul. Il est sans doute exa
t :les variables �etant 
ipp�ees au maximum une fois, il n'y a pas de 
orr�elation entre 
lausesvoisines et l'approximation des voisins ind�ependants doit être 
orre
te. Une autre mani�erede rendre rigoureux 
e 
al
ul 
onsiste �a voir l'�evolution de l'algorithme 
omme un pro
essusde d�e
imation de graphe. En e�et, au bout de T pas de temps le nombre de variables fausses(de spins �1) est N(T ) = N � ( 12 � t), 
ar les variables 
ipp�ees le sont toujours de faussesvers vraies. De plus, l'ensemble des 
lauses fausses forme un hypergraphe poissonnien deM(T ) 
lauses sur N(T ) variables. A 
haque pas de temps on enl�eve une variable, et n + 1
lauses, o�u n est tir�ee ave
 une loi de Poisson de param�etre K�(t) : �(t) =M(T )=N(T ) estla densit�e de 
lauses dans le sous-graphe 
ompos�e seulement des 
lauses viol�ees. En 
al
ulantle nombre moyen de 
lauses qui survivent �a la d�e
imation jusqu'�a l'instant t, on retrouve ler�esultat (4.94).L'int�erêt de 
e 
al
ul ne r�eside pas dans le r�esultat, mais dans la possibilit�e que l'on puisses'en servir 
omme point de d�epart pour un d�eveloppement perturbatif : si dans la g�en�erationd'une formule deK-SAT on 
hoisit de nier un lit�eral ave
 probabilit�e �=2, l'ensemble al�eatoirehabituel 
orrespond �a � = 1, le 
al
ul exa
t que l'on vient de faire �a � = 0. Peut-être pourrait-on syst�ematiser un d�eveloppement en puissan
es de �.
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rets 994.6 Appendi
e : Une deuxi�eme varianteJe voudrais pr�esenter i
i des r�esultats num�eriques et analytiques 
on
ernant la dynamiquede PRWSAT sur une autre variante du probl�eme de satis�abilit�e.On va s'int�eresser �a des formules de K-XORSAT, en d'autres termes un mod�ele dutype K-spin dilu�e, mais au lieu de prendre un hypergraphe poissonien on va utiliser unhypergraphe �a 
onne
tivit�e �xe : 
haque variable appartient �a L = l+1 
lauses. Pour L � Kles formules ne sont jamais satis�ables, on peut 
ependant s'int�eresser �a la dynamique dePRWSAT sur 
e probl�eme, et en parti
ulier �a l'�energie stationnaire atteinte aux temps longs.Je ne d�etaillerais pas les 
al
uls qui sont tr�es pro
hes de 
eux pr�esent�es dans le 
orps du
hapitre. En d�e�nissant '(t) la fra
tion de 
lauses non satisfaites apr�es Mt pas de temps,on obtient dans l'approximation binomiale (
'est-�a-dire l'approximation markovienne pourune proje
tion sur le nombre de 
lauses non satisfaites) :'(t) = 12 + 12l �e�2lt � 1� : (4.96)Dans l'approximation des voisins ind�ependants on suit p(u), la fra
tion de sites entour�ees deu 
lauses frustr�ees, dont on sous-entend la d�ependan
e temporelle pour all�eger les notations.On d�e�nit aussih�i = LXu=0 � p(u) ; tel que ' = 1Lhui : (4.97)On obtient �a 
e niveau d'approximation une �equation d'�evolution pour p :ddtp(u) = LKhui [�up(u) + (L� u)p(L� u)℄+ L(K � 1)hu2iKhui2 [(u+ 1)p(u+ 1)� up(u)℄+ L(K � 1)hu(L� u)iKhL� uihui [(L� u+ 1)p(u� 1)� (L� u)p(u)℄ ; (4.98)que l'on peut int�egrer num�eriquement.La �gure 4.12 pr�esente les r�esultats des simulations num�eriques 
ompar�ees �a 
es deuxniveaux d'approximation. Comme l'on pouvait s'y attendre, la deuxi�eme approximation
onduit �a un meilleur a

ord ave
 les simulations num�eriques. Pour t � 0:5 il reste 
ependantune erreur syst�ematique, trop petite pour être vue sur la �gure.Le point qui me parâ�t le plus int�eressant est la limite des temps longs. L'approximationbinomiale pr�edit'as = limt!1'(t) = L� 22(L� 1) : (4.99)La solution stationnaire des �equations (4.98) n'a pas une forme binomiale (sauf dans la limiteK !1), mais 
onduit 
ependant �a la même fra
tion de 
lauses viol�ees que l'approximationbinomiale. De plus, 
e r�esultat (4.99) est 
ompatible, aux 
u
tuations de taille �nie pr�es,ave
 les simulations num�eriques. Ces derni�eres �etant �et�e r�ealis�es sur des syst�emes de tr�esgrande taille (N = 107, on peut diÆ
ilement faire plus �a 
ause de la taille de la m�emoirevive des ordinateurs a
tuels), il est raisonnable de faire la 
onje
ture que le r�esultat (4.99)est exa
t.
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t
'

32.521.510.50

0.50.450.40.350.30.250.2Fig. 4.12 { Evolution de l'�energie pour PRWSAT sur des formules de XORSAT �a 
onne
ti-vit�e �xe. Symboles : moyennes sur 100 simulations ave
 K = 3, L = 3, pour des formules deN = 107 variables, les barres d'erreur sont plus petites que les symboles. Ligne pointill�ee : ap-proximation binomiale (4.97). Ligne pleine : approximation des voisins ind�ependants (4.98).On aurait d�etermin�e alors une des 
ara
t�eristiques de l'�etat stationnaire de 
e pro
essushors-d'�equilibre (rappelons que la dynamique de PRWSAT ne v�eri�e pas la 
ondition debalan
e d�etaill�ee), bien que l'�etat stationnaire soit non trivial, la forme de p n'�etant pasbinomiale. Dans une 
omparaison un peu hasardeuse, on peut faire un rappro
hement ave
le pro
essus d'ex
lusion 
ompl�etement asym�etrique : le diagramme des phases de 
e dernierprobl�eme est 
orre
tement pr�edit par une approximation de 
hamp moyen. Pourtant son �etatstationnaire est plus ri
he que ne le sugg�ere la solution de 
hamp moyen, 
omme l'indique sarepr�esentation exa
te en termes de produits de matri
es v�eri�ant une 
ertaine alg�ebre [155℄.On peut se demander si 
ette similitude est purement fortuite ou si les m�ethodes d�evelopp�eesdans le 
adre du pro
essus d'ex
lusion pourrait être adapt�ees aux probl�emes algorithmiques.
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rets 1014.7 Appendi
e : Deux heuristiques plus performantesL'algorithme WalkSAT/SKCComme on l'a dis
ut�e dans la se
tion 4.4.8, le 
hoix de la variable renvers�ee dans une
lause non satisfaite peut donner lieu �a des strat�egies plus ou moins raÆn�ees. De mani�ereg�en�erale, leur obje
tif est d'�eviter de 
ipper une variable lorsque 
elle-
i appartient �a une
lause satisfaite seulement par la variable en question.Parmi les heuristiques que l'on a quali��ees de markoviennes, 
onsid�erons 
elle nomm�eeWalkSAT/SKC [151℄ : �a 
haque pas de temps de l'algorithme une des 
lauses non satisfaitesest 
hoisie au hasard. On examine ensuite ses K variables, et pour 
ha
une on d�e�nit sonbreak
ount 
omme le nombre de 
lauses satisfaites qui deviendraient non satisfaites si elle�etait renvers�ee. S'il y a des variables qui ont un break
ount nul, on 
ippe au hasard une de
elles-
i. Si au 
ontraire elles ont toutes un break
ount stri
tement positif :{ Ave
 une 
ertaine probabilit�e p, on 
ippe une des K variables au hasard.{ Ave
 probabilit�e 1� p, on 
ippe une des variables ayant un break
ount minimal.Des exp�erien
es num�eriques montrent qu'au moins pour � � 4, le nombre de pas Tsol n�e
es-saires pour trouver une solution �a une formule al�eatoire 
rô�t lin�eairement ave
 la taille desformules. On a repr�esent�e sur la �gure 4.13 les moyennes de 
es temps d�etermin�es num�eri-quement, en utilisant �a nouveau l'unit�e tsol = Tsol=M .Comme dans le 
as de PRWSAT, la distribution de tsol est fortement piqu�ee autour desa valeur moyenne dans la limite thermodynamique. On peut aussi 
al
uler 
ette fon
tionordre par ordre en � grâ
e �a la m�ethode du d�eveloppement en 
lusters, le temps de r�esolutionmoyen �etant i
i en
ore une fon
tion additive grâ
e au 
ara
t�ere markovien de l'heuristiquede 
hoix de la variable 
ipp�ee.Cette modi�
ation rend don
 l'algorithme beau
oup plus performant, puisqu'on est pass�ede �d � 2:7 �a �d � 4, don
 un seuil dynamique tr�es pro
he du seuil de satis�abilit�e �
 �4:26. Il est assez diÆ
ile d'estimer ave
 beau
oup de pr�e
ision le seuil �d. Les simulationsnum�eriques sur des formules de taille N = 106 sugg�erent �d � 4:19 (
ette valeur est aussiavan
�ee dans [156℄), mais paradoxalement 
es tailles sont peut-être trop petites pour êtred�ebarrass�ees des e�ets de taille �nie (bien que l'on atteigne quasiment la limite de m�emoirevive des ordinateurs a
tuels). En e�et, les 
al
uls statiques [37℄ pr�edisent pour 
es valeurs de� des ® �etats m�etastables ¯ dont l'�energie pourrait être de l'ordre de grandeur du bruit detaille �nie. On ne peut don
 pas tran
her i
i �a propos de la pertinen
e ou pas des pr�edi
tionsstatiques pour l'existen
e d'un seuil intrins�eque �a tous les algorithmes de re
her
he lo
ale.L'algorithme RRT (Re
ord to Re
ord Travel)Une autre variante, introduite par Seitz et Orponen [156℄, tombe dans la 
lasse desheuristiques non markoviennes. La modi�
ation de PRWSAT est la suivante :{ On garde en m�emoire au 
ours de l'�evolution de l'algorithme la valeur Emin, qui est laplus basse valeur de l'�energie (nombre de 
lauses viol�ees) que l'on ait ren
ontr�e depuisle d�ebut de l'ex�e
ution.{ A 
haque pas de temps, on 
hoisit une 
lause viol�ee au hasard, ainsi qu'une de ses Kvariables uniform�ement (
omme dans PRWSAT). Cette variable n'est renvers�ee que sil'�energie apr�es le renversement est plus petite que Emin+d, o�u d est un param�etre �x�epour toute l'�evolution. Sinon on ne 
hange pas la 
on�guration des variables.
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�
tsol

43210

10
1

0.1Fig. 4.13 { Temps de r�esolution dans la phase lin�eaire pour l'heuristique WalkSAT/SKC.Simulations num�eriques r�ealis�ees sur des formules de N = 106 variables pour K = 3, laparam�etre de bruit valant p = 0:5. La 
ourbe sert seulement de guide pour l'�il.d est une mesure du ® laxisme ¯ de l'algorithme : si 
e param�etre est tr�es grand la plupartdes mouvements vont être a

ept�es.La �gure 4.14 montre l'�evolution de l'�energie pour di��erentes valeurs de � et de d.Examinons d'abord la �gure du haut, qui se 
on
entre sur une seule valeur de �. On aseulement repr�esent�e la �n de l'�evolution, pour que la �gure soit plus 
laire. Pour t = 10,les �energies 
roissent ave
 d : �a 
et instant l'�evolution la moins permissive a 
onduit �a lameilleure 
on�guration. Cependant aux temps plus longs, 
ette 
ourbe reste bloqu�ee �a une�energie stri
tement positive, alors que les autres �evolutions, plus laxistes, �nissent par trouverune solution et s'av�erent don
 plus eÆ
a
es. On 
onstate 
ependant que la 
ourbe ave
 leplus grand d met le plus de temps pour trouver une solution. Il y a don
, pour une valeur de� donn�ee, une tol�eran
e d optimale pour trouver une solution le plus rapidement possible.La partie du bas de la �gure 4.14 
ompl�ete 
ette des
ription : pour � = 4:05 
'est d = 5 quiest optimal, pour � = 4:07 les 
hoix d = 5 et d = 6 se valent, tandis que pour � = 4:09 leparam�etre d = 6 devient optimal.Le s
h�ema 4.15 r�esume le 
omportement de l'algorithme : pour une tol�eran
e d donn�ee,le temps de r�esolution (
ompt�e dans l'unit�e r�eduite nombre de pas divis�e par nombre de
lauses) 
rô�t ave
 � et diverge �a une valeur �m(d). Cette valeur seuil est d'autant plusgrande que l'�evolution est permissive.Dans leur arti
le, Seitz et Orponen ont d�etermin�e �m(d) pour d entre 5 et 9 par unajustement de donn�ees exp�erimentales sur la divergen
e des temps de r�esolution en fon
tionde �, puis extrapol�e le 
omportement de �m(d) quand d tend vers l'in�ni. Cela 
onduit�a �m(1) � 4:26, autrement dit 
et algorithme serait 
apable de r�esoudre en un nombrede pas Nf(�) lin�eaire dans le nombre de variables, jusqu'au seuil de satis�abilit�e �
 (ave

ependant f qui diverge �a �
). Cette hypoth�ese est assez frappante, �a nouveau de possiblese�ets de taille �nie sont diÆ
iles �a estimer i
i.Soulignons que d, qui est d'ordre 1, est une tol�eran
e dans le nombre de 
lauses nonsatisfaites, lui même d'ordre N . Modi�er d'une quantit�e �nie la hauteur des ® barri�eres ¯que l'on s'autorise �a fran
hir modi�e radi
alement le 
omportement de 
et algorithme, dontune des
ription analytique semble diÆ
ile �a l'heure a
tuelle.
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0.0060.0040.0020

� = 4:09� = 4:07� = 4:05

d = 5 d = 6
t

'0
5045403530252015

0.00160.00120.00080.00040Fig. 4.14 { D�e
roissan
e de la fra
tion de 
lauses non satisfaites en fon
tion du temps pourl'algorithme RRT, �a di��erentes valeurs de � et de d. Simulations num�eriques r�ealis�ees surdes formules de N = 106 variables pour K = 3.
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tsol

�m(d1) �m(d2) �m(d3) �
d1 d2 d3

Fig. 4.15 { S
h�ematisation du 
omportement du temps de r�esolution de RRT en fon
tionde � pour trois valeurs du param�etre, d1 < d2 < d3.



Chapitre 5Autour d'un th�eor�eme de
u
tuationLa dynamique des syst�emes �a l'�equilibre thermique v�eri�e des propri�et�es 
ara
t�eristiques
omme l'invarian
e par translation dans le temps et le th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation(FDT) qui relie fon
tions de r�eponse et de 
orr�elation. Parmi les di��erentes familles desyst�emes hors d'�equilibre, les verres de spin pr�esentent des violations de 
es deux propri�et�esd'un type parti
ulier (vieillissement et apparition de temp�eratures e�e
tives). Ce ph�enom�enea �et�e initialement �etudi�e dans le 
adre des mod�eles de 
hamp moyen 
ompl�etement 
onne
t�es.Pour 
ette famille de mod�ele, toutes les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse d�e
oulent de
elles �a deux temps, 
omme on l'a vu dans la partie 3.4 1. En toute logique, 
elles-
i ont �et�eles objets d'�etude prin
ipaux des investigations th�eoriques.Dans le 
as des mod�eles dilu�es, il faut en prin
ipe 
onnâ�tre toute la hi�erar
hie desfon
tions de 
orr�elation et de r�eponse pour 
ara
t�eriser le syst�eme. Cette 
onstatation amotiv�e l'�etude pr�esent�ee dans 
e 
hapitre, qui a fait l'objet d'une partie de la publi
ationP5.La premi�ere partie rappelle des r�esultats 
lassiques sur les propri�et�es d'�equilibre desfon
tions de 
orr�elation et de r�eponse �a deux temps. On �etudie ensuite la g�en�eralisation de
es propri�et�es aux fon
tions �a plus de deux temps. La troisi�eme partie est 
onsa
r�ee �a uneversion du th�eor�eme de 
u
tuation qui uni�e toutes 
es relations. Finalement des 
onje
turessur la modi�
ation de 
es r�esultats pour des syst�emes hors d'�equilibre du type verres de spindilu�es sont avan
�ees.5.1 Propri�et�es d'�equilibre des fon
tions �a deux temps5.1.1 Enon
�esConsid�erons un syst�eme physique en 
onta
t ave
 un thermostat �a la temp�erature T .Pour deux observables g�en�eriques A et B du syst�eme, leur fon
tion de 
orr�elation �a deuxtemps est d�e�nie 
ommeCAB(t; t0) = hA(t)B(t0)i : (5.1)1Ce
i n'est en toute rigueur vrai que pour les mod�eles sph�eriques, et pour les 
ontributions dominantesdans la limite thermodynamique. Le 
al
ul de la partie 
onnexe des fon
tions �a quatre temps du mod�ele SKsph�erique peut se trouver dans [157℄. Dans 
e mod�ele 
ompl�etement 
onne
t�e 
es parties 
onnexes sont des
orre
tions d'ordre 1=N . 105
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u
tuationLa notation h�i d�esigne une moyenne d'ensemble, 
'est-�a-dire sur la r�ep�etition d'un grandnombre de mesures.Supposons que l'on rajoute un 
hamp ext�erieur h(t), 
oupl�e lin�eairement �a l'observableB : l'�energie du syst�eme est modi��ee par un terme �hB. Dans le 
as de syst�eme de spinshomog�enes, il est naturel de 
onsid�erer un 
hamp magn�etique 
oupl�e �a la magn�etisationtotale. Pour des syst�emes d�esordonn�es, il peut être n�e
essaire de 
onsid�erer des 
hampsvariables dans l'espa
e.On notera h�ih les moyennes d'ensemble en pr�esen
e de la perturbation ext�erieure. Si
ette derni�ere est suÆsamment faible, la th�eorie de la r�eponse lin�eaire s'applique :hA(t)ih = hA(t)i + Z tt0 dt0 RAB(t; t0)h(t0) +O(h2) ; (5.2)o�u t0 est le temps initial de pr�eparation du syst�eme. Cette relation d�e�nit la fon
tion der�eponse 
ommeRAB(t; t0) = ÆÆh(t0) hA(t)ih����h=0 : (5.3)La fon
tion de r�eponse RAB(t; t0) mesure don
 la variation moyenne de l'observable A �al'instant t pour une perturbation 
oupl�ee �a B appliqu�ee pendant un intervalle de tempsin�nit�esimal autour de t0.Enon�
ons maintenant les propri�et�es de 
es fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse.Causalit�eLa borne sup�erieure de l'int�egration dans (5.2) est prise en t par 
ausalit�e : une per-turbation ne peut modi�er le syst�eme avant d'avoir �et�e appliqu�ee. De mani�ere �equivalente,RAB(t; t0) = 0 si t0 > t. Ces exigen
es de 
ausalit�e restent valables hors de l'�equilibre.Invarian
e par translation temporellePour un syst�eme �a l'�equilibre, toutes les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse sontinvariantes par translation temporelle, en parti
ulier 
elles �a deux temps ne sont fon
tionque de la di��eren
e entre les deux temps, CAB(t; t0) = CAB(t�t0) et RAB(t; t0) = RAB(t�t0).Cette situation est v�eri��ee si le syst�eme est pr�epar�e �a l'instant initial dans une 
on�gurationtypique de la distribution de Gibbs-Boltzmann, ou bien si l'on laisse le syst�eme relaxersuÆsamment longtemps apr�es sa mise en 
onta
t ave
 le thermostat.Th�eor�eme de 
u
tuation-dissipationLes fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse d'�equilibre ne sont pas ind�ependantes. Leth�eor�eme de 
u
tuation-dissipation impose en e�et la relation suivante :RAB(�) = � 1T dCAB(�)d� pour � > 0 : (5.4)Cette relation est assez remarquable 
ar elle relie des propri�et�es de natures di��erentes (® 
u
-tuation ¯ : d�e
roissan
e de la fon
tion de 
orr�elation au 
ours du temps en l'absen
e de
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u
tuation 107perturbations ext�erieures vs ® dissipation ¯ : r�eponse du syst�eme �a une perturbation, dontle travail fourni doit être dissip�e). Elle est par ailleurs ind�ependante du syst�eme 
onsid�er�e,et ne fait intervenir que la temp�erature du bain thermique.Relation d'OnsagerEn�n, les relations de r�e
ipro
it�e d'Onsager impliquentCAB(t; t0) = CBA(t; t0) ; (5.5)
e qui n'est pas 
ompl�etement trivial si les observables A et B sont distin
tes.5.1.2 Une preuveDans la publi
ation P5 
es propri�et�es sont d�emontr�ees pour une dynamique mi
ros
o-pique de variables 
ontinues qui �evoluent selon l'�equation de Langevin. Pour 
ompl�eter 
etteappro
he et insister sur la g�en�eralit�e des r�esultats on va utiliser une mod�elisation l�eg�erementdi��erentes.D�e�nitionsOn suppose que le syst�eme a un espa
e de 
on�gurations ~� dis
r�etes, et que l'in
uen
edu thermostat se traduit par une �evolution mi
ros
opique sto
hastique, selon l'�equationmâ�tresse en temps 
ontinu :ddtP (~�; t) =X~�0 W (~�; ~�0)P (~�0; t) : (5.6)W (~�; ~�0) repr�esente le taux de transition entre les 
on�gurations ~�0 et ~�. P (~�; t) est laprobabilit�e que le syst�eme soit dans la 
on�guration ~� �a l'instant t, les moyennes d'ensembleseront don
 e�e
tu�es selon 
ette probabilit�e. De plus les observables sont de simples fon
tionsde la 
on�guration, A(t) = A(~�(t)).La 
onservation des probabilit�es implique une 
ondition sur les taux de transition,X~� W (~�; ~�0) = 0 : (5.7)On prend don
 pour les �elements diagonaux de W :W (~�; ~�) = �X~�0 6=~�W (~�0; ~�) : (5.8)Le bain thermique ext�erieur au syst�eme l'entrâ�ne vers la distribution d'�equilibre de Gibbs-Boltzmann Peq(~�) = (1=Z) exp[��H(~�)℄. Pour que 
ette loi de probabilit�e soit une solutionstationnaire de l'�equation mâ�tresse, on suppose que les taux de transition v�eri�ent la 
ondi-tion de balan
e d�etaill�eeW (~�; ~�0)Peq(~�0) =W (~�0; ~�)Peq(~�) 8(~�; ~�0) : (5.9)Cette 
ondition est suÆsante (mais pas n�e
essaire) pour que l'�equilibre thermique soit unpoint �xe de l'�evolution. On reviendra plus tard sur sa signi�
ation mi
ros
opique.
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u
tuationIntroduisons aussi la probabilit�e 
onditionnelle P (~�; tj~�0; t0) d'observer la 
on�guration~� �a l'instant t sa
hant que le syst�eme �etait en ~�0 �a t0. Si les taux de transition W sontind�ependants du temps, 
ette probabilit�e 
onditionnelle n'est fon
tion que de la di��eren
et� t0, on la notera alors T (~�; ~�0; � = t� t0). Elle v�eri�e l'�equation mâ�tresse sous la formedd� T (~�; ~�0; �) =X~�00 W (~�; ~�00)T (~�00; ~�0; �) : (5.10)Expli
itons ave
 
es notations une fon
tion de 
orr�elation �a deux temps, pour t > t0 > t0,hA(t)B(t0)i = X~�2;~�1;~�0 A(~�2)T (~�2; ~�1; t� t0)B(~�1)T (~�1; ~�0; t0 � t0)P0(~�0) ; (5.11)o�u P0 est la distribution de probabilit�e au temps initial t0.On va introduire une notation matri
ielle plus 
ompa
te qui simpli�era les g�en�eralisationsde la partie suivante, et qui ressemble �a 
elle utilis�ee dans la publi
ation P5. Consid�eronsdes matri
es indi
�ees par les 
on�gurations ~�, et en parti
ulier T̂ et Ŵ qui 
orrespondent �ala probabilit�e 
onditionnelle et aux taux de transition :(T̂ (�))~�1~�2 = T (~�1; ~�2; �) ; Ŵ~�1~�2 =W (~�1; ~�2) : (5.12)Ces matri
es sont reli�ees par l'�equation mâ�tresse dT̂=d� = Ŵ T̂ , ave
 T̂ (� = 0) = 1̂ lamatri
e identit�e. La solution de 
ette �equation s'�e
rit don
 formellement T̂ (�) = exp[Ŵ � ℄.On notera aussi sous forme de matri
es diagonales les observables et les distributions deprobabilit�e,Â~�1~�2 = Æ~�1~�2A(~�1) ; (p̂0)~�1~�2 = Æ~�1~�2P0(~�1) ; (p̂eq)~�1~�2 = Æ~�1~�2Peq(~�1) : (5.13)La notation de ® bra-kets ¯ �a la Dira
 sera utile dans la suite. On d�e�nit en parti
ulier h�jle ve
teur ligne dont tous les �el�ements valent 1, et j�i son transpos�e. On a don
h�jM̂ j�i =X~�1~�2 M̂~�1~�2 : (5.14)Ces d�e�nitions permettent de r�e�e
rire la fon
tion de 
orr�elation (5.11) 
ommehA(t)B(t0)i = h�jÂT̂ (t� t0)B̂T̂ (t0 � t0)p̂0j�i : (5.15)Dans 
ette notation matri
ielle :{ la 
onservation des probabilit�es s'exprime par : h�jŴ = 0, et de mani�ere �equivalentetŴ j�i = 0. t� d�esigne l'op�eration de transposition matri
ielle.{ la 
ondition de balan
e d�etaill�ee devient p̂eqtŴ = Ŵ p̂eq. Comme T̂ (�) = exp[�Ŵ ℄, end�eveloppant l'exponentielle en s�erie on a aussip̂eqtT̂ (�) = T̂ (�)p̂eq : (5.16){ la stationnarit�e de la distribution de Gibbs-Boltzmann s'�e
rit i
i Ŵ p̂eqj�i = 0, et don
T̂ (�)p̂eqj�i = p̂eqj�i.Il reste maintenant �a 
onsid�erer l'e�et d'un 
hamp ext�erieur h 
oupl�e lin�eairement �a uneobservable B du syst�eme. Faisons l'hypoth�ese que les taux de transition Ŵh en pr�esen
e du
hamp v�eri�ent la 
ondition de balan
e d�etaill�ee par rapport �a 
e nouvel hamiltonien,Ŵhp̂eq;h = p̂eq;htŴh : (5.17)
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u
tuation 109On v�eri�e alors ais�ement l'�equation suivante sur la d�eriv�ee �a 
hamp nul de Ŵh,Ŵ 0 = �Ŵh�h �����h=0 ; Ŵ 0p̂eq + �Ŵ B̂p̂eq = p̂eqtŴ 0 + �B̂p̂eqtŴ : (5.18)On a, 
omme pour la matri
e Ŵ , des propri�et�es dues �a la 
onservation des probabilit�es pourtout 
hamp ext�erieur qui impliquent h�jŴ 0 = 0 et tŴ 0j�i = 0.La fon
tion de r�eponse (5.3) est d�e�nie par une d�erivation fon
tionnelle par rapport au
hamp ext�erieur. Il faut don
 prendre un 
hamp d'intensit�e h=�t pendant un intervalle �tautour du temps de d�erivation, puis d�eriver par rapport �a h et prendre la limite �t ! 0.On peut se 
onvain
re que dans le formalisme utilis�e i
i, 
ela revient �a ins�erer la matri
eŴ 0 dans le bra-ket �a l'instant 
orrespondant. Par exemple, la fon
tion (5.3) s'exprime pourt > t0 
ommeÆÆh(t0) hA(t)ih����h=0 = h�jÂT̂ (t� t0)Ŵ 0T̂ (t0 � t0)p̂0j�i : (5.19)Ces longues d�e�nitions pr�eliminaires �etant pos�es, les d�emonstrations sont quasi-imm�ediates.Causalit�eSi t0 > t, la fon
tion de r�eponse (5.19) devient h�jŴ 0T̂ (t0�t)ÂT̂ (t�t0)p̂0j�i . Or h�jŴ 0 =0, on a don
 bien annulation de la r�eponse �a une ex
itation post�erieure �a l'observation, quele syst�eme soit �equilibr�e ou pas.Pour la preuve des propri�et�es d'�equilibre, on suppose qu'au temps t0 le syst�eme est�equilibr�e, p̂0 = p̂eq.Invarian
e par translation temporelleOn peut lire la propri�et�e d'invarian
e par translation temporelle sur les �equations (5.15)et (5.19) : si p̂0 = p̂eq, T̂ (t0 � t0)p̂0j�i = p̂eqj�i et les fon
tions ne d�ependent que de ladi��eren
e des temps � = t� t0 :CAB(�) = h�jÂT̂ (�)B̂p̂eqj�i ; (5.20)RAB(�) = h�jÂT̂ (�)Ŵ 0p̂eqj�i : (5.21)Th�eor�eme de 
u
tuation-dissipationLe th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation s'obtient en ins�erant la propri�et�e (5.18) dans l'ex-pression de la r�eponse que l'on vient d'�etablir, et en utilisant tŴ 0j�i = tŴ j�i = 0 poursimpli�er le r�esultat :h�jÂT̂ (�)Ŵ 0p̂eqj�i = ��h�jÂT̂ (�)ŴBp̂eqj�i : (5.22)
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u
tuationComme dT̂ (�)=d� = T̂ (�)Ŵ , on re
onnait dans (5.22) la d�eriv�ee temporelle de la fon
tionde 
orr�elation, 
e qui prouveRAB(�) = � 1T dCAB(�)d� : (5.23)Relation d'OnsagerFinalement, la relation d'Onsager sur la fon
tion de 
orr�elation s'obtient en prenant latranspos�ee de l'expression matri
ielle (5.20),h�jÂT̂ (�)B̂p̂eqj�i = h�jp̂eqB̂tT̂ (�)Âj�i = h�jB̂T̂ (�)Âp̂eqj�i ; (5.24)
e qui prouve CAB(t; t0) = CBA(t; t0). On a utilis�e i
i la 
ondition de balan
e d�etaill�ee sousla forme (5.16).
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u
tuation 1115.2 G�en�eralisations pour des fon
tions �a n tempsLe formalisme d�evelopp�e dans la partie pr�e
�edente a le m�erite de fa
iliter la g�en�eralisationde 
es r�esultats a des fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse �a un nombre arbitraire de temps.D�e�nissons par exemple une fon
tion de 
orr�elation �a n points,C(tn; : : : ; t1) = hAn(tn)An�1(tn�1) : : : A1(t1)i ; (5.25)o�u les Ai sont des observables quel
onques du syst�eme. On va supposer sans perdre deg�en�eralit�e que les temps sont 
lass�es selon tn � tn�1 � � � � � t1. On a alors, en supposantque le syst�eme est �equilibr�e �a un temps t0 < t1,C(tn; : : : ; t1) = h�jÂnT̂ (tn � tn�1)Ân�1 : : : Â2T̂ (t2 � t1)Â1p̂eqj�i : (5.26)La propri�et�e d'invarian
e par translation temporelle est 
laire : si l'on ajoute la même quan-tit�e �a tous les temps ti, la 
orr�elation n'est pas modi��ee.Relation d'OnsagerOn peut aussi 
onstruire une relation d'Onsager sur 
ette fon
tion de 
orr�elation. Pre-nons, �a l'image de la d�emonstration faite pour la fon
tion �a deux temps, la transpos�ee de
ette expression,h�jÂnT̂ (tn � tn�1)Ân�1 : : : Â2T̂ (t2 � t1)Â1p̂eqj�i (5.27)= h�jp̂eqÂ1tT̂ (t2 � t1)Â2 : : : Ân�1tT̂ (tn � tn � 1)Ânj�i (5.28)= h�jÂ1T̂ (t2 � t1)Â2 : : : Ân�1T̂ (tn � tn � 1)Ânp̂eqj�i (5.29)On re
onnait une fon
tion de 
orr�elation o�u l'ordre temporel des observables a �et�e renvers�e.D�e�nissons pour être plus pr�e
is une op�eration de renversement temporel autour d'un pointt�, tR = 2t� � t : (5.30)Grâ
e �a la propri�et�e d'invarian
e par translation, le 
hoix de t� est 
ompl�etement arbitraire.On peut alors �e
rire la relation pr�e
�edente sous la formehAn(tn)An�1(tn�1) : : : A2(t2)A1(t1)i = hA1(tR1 )A2(tR2 ) : : : An�1(tRn�1)An(tRn )i ; (5.31)
e que l'on visualise fa
ilement sur le s
h�ema de la �gure 5.1.
observables : t1 t2 tnA1 A2 An�tn�t2�t1 : : :: : :

: : :Fig. 5.1 { S
h�ematisation de la relation d'Onsager entre n observables, 
f. eq. (5.31). On apris t� = 0 et tn = �t1 pour simpli�er le dessin.
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u
tuationTh�eor�eme de 
u
tuation-dissipationComme d�e
rit dans le 
hapitre 3, on peut d�e�nir plusieurs fon
tions de r�eponse �a n temps,selon le nombre de perturbations k et le nombre d'observables n� k ave
 k 2 [1; n� 1℄,ÆkÆh1(t1) : : : Æhk(tk) hAk+1(tk+1) : : : An(tn)i����h=0 : (5.32)I
i 
haque 
hamp hi peut être 
oupl�e �a une observableBi di��erente. On peut fa
ilement mon-trer que 
es fon
tions sont 
ausales, 
'est-�a-dire qu'elles s'annulent d�es qu'un des temps deperturbation ft1; : : : ; tkg est plus grand que le maximum des temps d'observation ftk+1; : : : ; tng.En e�et on a alors l'insertion d'un Ŵ 0 dans un bra-ket �a gau
he des Âi, 
e qui annule lafon
tion 
orrespondante �a 
ause de h�jŴ 0 = 0.Commen�
ons par dis
uter le 
as des fon
tions �a trois temps, et plus parti
uli�erement lar�eponse d'une perturbation sur la moyenne de deux observables, i.e. n = 3 ; k = 1 dans lad�e�nition 
i-dessus. PosonsC(t1; t2; tp) = hA1(t1)A2(t2)B(tp)i ; R(t1; t2; tp) = ÆÆh(tp) hA1(t1)A2(t2)i����h=0 ; (5.33)ave
 h un 
hamp 
oupl�e �a B. On supposera sans perte de g�en�eralit�e que t2 > t1. Par 
ontretp peut se situer dans di��erents se
teurs :{ Si tp > t2, R = 0 par 
ausalit�e.{ Si tp < t1, autrement dit si la perturbation est ant�erieure aux deux temps d'observa-tion, R(t1; t2; tp) = h�jÂ2T̂ (t2 � t1)Â1T̂ (t1 � tp)Ŵ 0p̂eqj�i : (5.34)On peut alors suivre les mêmes �etapes que 
elles 
onduisant �a la preuve du FDT �adeux points en transformant Ŵ 0p̂eqj�i, et obtenirR(t1; t2; tp) = 1T ��tpC(t1; t2; tp) pour t2 > t1 > tp : (5.35)Cette relation est une g�en�eralisation naturelle du FDT habituel.{ Si le syst�eme est perturb�e entre les deux temps d'observation, t2 > tp > t1, on aR(t1; t2; tp) = h�jÂ2T̂ (t2 � tp)Ŵ 0T̂ (tp � t1)Â1p̂eqj�i (5.36)= h�jÂ1T̂ (tp � t1)p̂eqtŴ 0p̂�1eq T̂ (t2 � tp)Â2p̂eqj�i : (5.37)La deuxi�eme ligne a �et�e obtenue en prenant la transpos�ee de la premi�ere. On peutmaintenant utiliser (5.18) pour transformer 
e
i enR(t1; t2; tp) = h�jÂ1T̂ (tp � t1)Ŵ 0T̂ (t2 � tp)Â2p̂eqj�i (5.38)+ �h�jÂ1T̂ (tp � t1)(Ŵ B̂ � B̂Ŵ )T̂ (t2 � tp)Â2p̂eqj�i (5.39)La premi�ere ligne de 
ette �equation 
orrespond �a une fon
tion de r�eponse ave
 desarguments temporels renvers�es dans le temps, tandis que la deuxi�eme peut se r�ee
rire
omme une d�eriv�ee temporelle de la fon
tion de 
orr�elation. On obtient �nalementR(t1; t2; tp)�R(tR1 ; tR2 ; tRp ) = 1T ��tpC(t1; t2; tp) ; (5.40)
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u
tuation 113o�u l'on a r�eutilis�e l'op�eration de renversement temporel. Il n'�etait pas 
ompl�etement�evident de pr�evoir 
ette relation qui fait intervenir deux fon
tions de r�eponse, au vudu FDT sur les fon
tions �a deux temps.Cette forme 
ontient en fait (5.35) 
omme 
as parti
ulier : si tp < t1, tRp est plus grandque tR1 et tR2 . La deuxi�eme fon
tion de r�eponse de (5.40) s'annule alors.On peut sans diÆ
ult�e g�en�eraliser 
ette relation au 
as d'un produit de m observablesave
 une perturbation appliqu�ee au temps tp,R(t1; : : : ; tm; tp)� R(tR1 ; : : : ; tRm; tRp ) = 1T ��tpC(t1; : : : ; tm; tp) : (5.41)Il resterait �a �etudier les relations sur les fon
tions de r�eponse �a plusieurs perturbations.Dans la publi
ation on pourra trouver le 
as de la r�eponse d'une observable �a deux pertur-bations.



114 Ch. 5 : Autour d'un th�eor�eme de 
u
tuation5.3 Un th�eor�eme de 
u
tuationDans les d�emonstrations de la partie pr�e
�edente on a souvent utilis�e l'op�eration de trans-position matri
ielle, qui 
orrespond physiquement �a un renversement temporel. La 
onditionde balan
e d�etaill�ee est profond�ement reli�ee �a 
ette notion : elle exprime la r�eversibilit�e mi-
ros
opique des transitions entre deux 
on�gurations. En 
ons�equen
e le 
ux de probabilit�eentre deux 
on�gurations mi
ros
opiques s'annule pour un ensemble de syst�emes �a l'�equi-libre, et l'on ne peut plus distinguer le sens temporel de l'�evolution.Les relations d'Onsager sont une reformulation de 
ette invarian
e, et les fon
tions der�eponse sont dans un 
ertain sens une mesure de l'irr�eversibilit�e de l'�evolution induite parles perturbations ext�erieures.A la lumi�ere de 
es remarques, il n'est pas �etonnant que l'on puisse reformuler toutesles propri�et�es d�emontr�ees jusqu'i
i dans une expression qui fait jouer un rôle 
entral aurenversement temporel de l'�evolution. Ce prin
ipe, que l'on va pr�esenter dans 
ette partie,ressemble beau
oup �a 
ertaines formes du th�eor�eme de 
u
tuation [158, 159℄ pour des dyna-miques mi
ros
opiques sto
hastiques [160, 161℄. On pourra 
onsulter [162℄ pour une revuede 
es travaux, et [163℄ pour une mise au point sur le bon usage du nom de th�eor�eme de
u
tuation.Nous nous sommes aper�
us, malheureusement apr�es la publi
ation de l'arti
le, que 
er�esultat avait �et�e obtenu ant�erieurement par Crooks [164℄.On va �a nouveau 
hanger un petit peu la mod�elisation et les notations par rapport �a lapubli
ation et �a la partie pr�e
�edente. On 
onsid�ere maintenant un pro
essus sto
hastiqueo�u l'espa
e des 
on�gurations et le temps sont dis
rets. L'�evolution du syst�eme est r�egie parl'�equation-mâ�tresseP (~�; T + 1) =X~�0 W (~�; ~�0; T )P (~�0; T ) : (5.42)Les W sont i
i des probabilit�es de transition et non plus des taux de transition par unit�e detemps. On suppose qu'un 
hamp ext�erieur h(T ) est 
oupl�e �a une observable B, et que la d�e-pendan
e temporelle expli
ite des probabilit�es de transition ne se fait que par l'interm�ediairede 
e 
hamp :W (~�; ~�0; T ) = ~W (~�; ~�0;h(T )) : (5.43)Fixons-nous un intervalle de temps [�M;M ℄ pendant lequel on observe le syst�eme. Onappelera traje
toire l'ensemble des 
on�gurations o

up�ees su

essivement par le syst�eme au
ours de 
et intervalle de temps, � = f~��M ; ~��M+1; : : : ; ~�Mg. D�e�nissons aussi la traje
toiredu 
hamp ext�erieur h = fh�M ; : : : ; hM�1g. La probabilit�e d'observation d'une traje
toire des
on�gurations �etant donn�e une traje
toire du 
hamp ext�erieur s'exprime 
omme le produitdes probabilit�es de transition,P (�jh) = ~W (~�M ; ~�M�1;hM�1) ~W (~�M�1; ~�M�2;hM�2) : : : (5.44): : : ~W (~��M+1; ~��M ;h�M )Pin(~��M ) ; (5.45)Pin d�esignant la loi de probabilit�e des 
on�gurations au temps �M . On note maintenant�R = f~�M ; : : : ; ~��Mg et hR = fhM�1; : : : ; h�Mg les traje
toires renvers�ees dans le tempsautour de T� = 0. Le quotient de la probabilit�e d'observation d'une traje
toire � dans un
hamp h par la quantit�e 
orrespondante apr�es renversement temporel des traje
toires s'�e
rit :P (�jh)P (�RjhR) =  M�1Yi=�M ~W (~�i+1; ~�i;hi)~W (~�i; ~�i+1;hi)! Pin(~��M )Pin(~�M ) : (5.46)
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tuation 115Faisons deux hypoth�eses suppl�ementaires :{ Au temps �M le syst�eme est �equilibr�e par rapport �a la mesure de Gibbs en 
hampnul, i.e. Pin(~�) = exp[��H(~�)℄=Z. On peut imaginer que le syst�eme ait �et�e pr�epar�ebien avant et qu'on l'ait laiss�e �evoluer sans 
hamp jusqu'au temps �M .{ Les probabilit�es de transition ~W v�eri�ent la 
ondition de balan
e d�etaill�ee par rapport�a l'hamiltonien total H � hB :~W (~�; ~�0; h)e��H(~�0)+�hB(~�0) = ~W (~�0; ~�; h)e��H(~�)+�hB(~�) : (5.47)Ave
 
es deux nouvelles hypoth�eses, (5.46) se simpli�e enP (�jh)P (�RjhR) = exp"� M�1Xi=�M(B(~�i+1)�B(~�i))hi# : (5.48)On aurait obtenu une forme analogue en partant d'une dynamique en temps 
ontinu :P (�jh)P (�RjhR) = exp �� Z tMt=�tM dt h(t) _B(t)� ; (5.49)o�u _B(t) d�esigne la d�eriv�ee de B(~�(t)) le long de la traje
toire �.Cette relation exprime en 
hamp nul la mi
ro-r�eversibilit�e de l'�evolution, et don
 l'�equi-probabilit�e d'une traje
toire et de sa renvers�ee temporelle. Un 
hamp ext�erieur non nul brise
ette invarian
e ; on peut interpr�eter [164℄ l'exposant de (5.48) 
omme la partie du travaildu 
hamp ext�erieur que le bain thermique doit dissiper, 
e qui entrâ�ne l'irr�eversibilit�e dupro
essus.Ce th�eor�eme de 
u
tuation 
ontient toutes les relations de la partie pr�e
�edente. Consi-d�erons pour 
ommen
er le 
as o�u le 
hamp h est nul. On peut fa
ilement en d�eduire lesrelations d'Onsager en multipliant les deux membres de l'�equation par le produit des obser-vables 
on
ern�ees :P (�jh = 0)An(~�(tn)) : : : A1(~�(t1)) = P (�Rjh = 0)An(~�(tn)) : : : A1(~�(t1)) : (5.50)Sommant ensuite sur les traje
toires � il vienthAn(tn) : : : A1(t1)i = hAn(tn) : : : A1(t1)iR = hA1(tR1 ) : : : An(tRn )i : (5.51)La notation h�iR d�esigne i
i la somme sur les traje
toires �R, et la deuxi�eme �egalit�e vientdu 
hangement de variables d'int�egration �R ! �. On a ainsi r�eobtenu la relation d'Onsager(5.31).On peut aussi d�eduire toutes les relations de 
u
tation-dissipation de l'�equation (5.49).La m�ethode, que l'on n'expli
itera i
i que pour la fon
tion �a deux points, 
onsiste �a nouveau �amultiplier les deux membres de l'�equation par les observables et �a sommer sur les traje
toires :�A(t1) exp ��� Z dt h(t) _B(t)�� = hA(t1)iR : (5.52)Prenant la d�eriv�ee fon
tionnelle �a 
hamp nul de 
ette �equation, il vient en prenant soin dela d�ependan
e temporelle renvers�ee du deuxi�eme membre��hA(t1) _B(t2)i+ ÆÆh(t2) hA(t1)i = ÆÆh(�t2) hA(�t1)i ; (5.53)qui est bien la forme habituelle du FDT, puisqu'une des deux r�eponses s'annule par 
ausalit�eselon que t1 > t2 ou t2 > t1. On peut suivre la même pro
�edure pour retrouver les relationsentre 
orr�elations et r�eponses �a trois temps obtenues dans la partie pr�e
�edente, ainsi queleurs g�en�eralisations �a un nombre arbitraire de temps.
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u
tuation5.4 G�en�eralisations hors d'�equilibreLa motivation de l'�etude pr�esent�ee dans 
e 
hapitre r�eside dans la 
onstatation que ladynamique des mod�eles de spin dilu�es ne peut pas s'exprimer en termes des fon
tions �adeux temps uniquement. On a explor�e pour l'instant les propri�et�es qu'auraient les fon
tionsde 
orr�elation et de r�eponse �a plus de deux temps si le syst�eme atteignait l'�equilibre. Ons'attend 
ependant �a 
e que la phase de basse temp�erature de 
es mod�eles aient des propri�et�esvitreuses, et don
 que le syst�eme reste hors d'�equilibre �a tous les temps. On s'int�eresseradon
 dans la �n de 
e 
hapitre �a la forme que prennent les fon
tions �a plusieurs temps dans
ette phase de basse temp�erature.Je 
ommen
e avant 
ela par faire un rappel sommaire de l'image de la dynamique horsd'�equilibre des verres de spin qui a �emerg�e des travaux sur les mod�eles 
ompl�etement 
onne
-t�es.5.4.1 Le s
�enario hors d'�equilibre �a une �e
helle de 
orr�elationLe 
adre th�eorique dans lequel on se pla
e i
i a vu le jour ave
 l'arti
le de Cugliandolo etKur
han [43℄ sur la dynamique de basse temp�erature du mod�ele p-spin sph�erique. En e�et,jusque l�a les �etudes dynamiques de 
es mod�eles s'�etaient 
antonn�es �a la phase d'�equilibre �ahaute temp�erature.Les �equations sur les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse de 
e mod�ele, pour unepr�eparation initiale imitant un refroidissement instantan�e depuis la temp�erature in�nie vers
elle du bain ext�erieur, ont �et�e donn�ees dans la partie 3.4. Leur r�esolution, dont le prin
ipeest expliqu�e en grand d�etail dans [46℄, r�ev�ele l'existen
e d'une temp�erature de transition Tdentre deux r�egimes.A haute temp�erature, la 
on�guration initiale relaxe rapidement, et apr�es 
e 
ourt r�e-gime transitoire les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse sont stationnaires. Le th�eor�eme de
u
tuation-dissipation est aussi v�eri��e, l'�equilibre est don
 atteint. Quand on se rappro
hede Td par valeurs sup�erieures, la fon
tion de 
orr�elation prend une allure parti
uli�ere, s
h�e-matis�ee sur la �gure 5.2. La d�e
roissan
e se fait en deux temps, d'abord de la valeur initialejusqu'�a une valeur de plateau qEA, puis du plateau �a 0. La dur�ee de 
e plateau augmentequand on diminue la temp�erature, et �nit par diverger �a Td. Quelques remarques s'imposenti
i. Tout d'abord, 
ette des
ription ne 
on
erne que le 
as p � 3 : on a vu dans la partie3.3.1 que pour p = 2, 
'est-�a-dire la version sph�erique du mod�ele de Sherrington-Kirpatri
k,le param�etre d'ordre qEA 
roissait 
ontinument �a la temp�erature de transition. Il n'y a don
pas l'apparition d'un tel plateau dans la phase de haute temp�erature. Signalons aussi que laversion sph�erique du mod�ele p-spin a �et�e introduite par Crisanti et Sommers [165℄, 
es au-teurs ayant aussi �etudi�e la dynamique de haute temp�erature dans [166℄. Finalement, on peutsouligner la similitude de 
ette forme de la fon
tion de 
orr�elation ave
 
elles pr�edites pour lesliquides stru
turaux par la th�eorie du 
ouplage de modes (MCT) [50℄. Cette similitude n'estpas a

identelle : 
omme l'ont remarqu�e Kirkpatri
k, Thirumalai et Wolynes [51, 52, 53℄,les �equations dynamiques du mod�ele p-spin sph�erique ont la même forme que les versionss
h�ematiques de la MCT. On trouvera une dis
ussion plus d�etaill�ee de 
ette relation, et deses possibles impli
ations �a basse temp�erature, dans [54℄.Con
entrons-nous maintenant sur la phase de basse temp�erature. Dans 
e 
as la dyna-mique est hors d'�equilibre. L'invarian
e par translation temporelle est bris�ee par le tempsinitial de pr�eparation du syst�eme, qui n'est jamais ® oubli�e ¯. Il est don
 n�e
essaire de 
onser-ver expli
itement le temps d'attente tw pass�e dans la phase de basse temp�erature avant led�ebut des mesures d'auto-
orr�elation et de r�eponse. Il se trouve que la fon
tion de 
orr�elationC(tw + �; tw), pour des temps d'attente tw suÆsamment longs, a aussi l'allure donn�ee sur
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orr�elation vers le plateau qEA 2 qui estind�ependante du temps d'attente, et la d�e
roissan
e �nale de la 
orr�elation se fait sur des�e
helles de temps d'autant plus grandes que le syst�eme est rest�e longtemps dans la phasede basse temp�erature. Les syst�emes les plus ® vieux ¯ �evoluent le plus lentement dans 
er�egime. La valeur de la 
orr�elation qEA permet don
 de distinguer entre un r�egime rapide,stationnaire, et un r�egime lent qui d�epend de l'âge du syst�eme. Plus pr�e
is�ement, on peututiliser la param�etrisation suivante de la fon
tion de 
orr�elation :C(tw + �; tw) � Cfast(�) + Cslow � l(tw + �)l(tw) � ; (5.54)o�u l(t) est une fon
tion 
roissante. Cette d�e
omposition n'est valable que dans la limitetw !1. Je me permettrai 
ependant d'utiliser un signe d'�egalit�e dans la suite pour simpli�erles �e
ritures. Pour un temps d'attente tw donn�e, les temps ult�erieurs se divisent en deux�epoques : si � n'est pas trop grand, la partie lente de la 
orr�elation est quasiment 
onstante,�egale �a qEA, tandis que la partie rapide Cfast(�) d�e
rô�t de 1 � qEA �a 0. Pour des tempsbeau
oup plus grand, la partie rapide s'est annul�e, toute la d�ependan
e temporelle vientalors de la partie lente de la 
orr�elation. On dira dans la suite que deux temps t1 et t2 sontpro
hes (resp. �eloign�es) si C(t1; t2) > qEA (resp. C(t1; t2) < qEA).La fon
tion l(t) en
ode la d�ependan
e de la dynamique vis �a vis de l'âge du syst�eme. Dansla plupart des 
as elle n'a pas �et�e d�etermin�ee analytiquement ; le traitement des �equationsdans la limite des longs temps d'attente repose sur l'abandon de 
ertains termes, 
e qui faitapparâ�tre une invarian
e par reparam�etrisation de la fon
tion l.Le s
�enario pr�esent�e i
i pour la d�ependan
e temporelle de la fon
tion de 
orr�elation estdit �a brisure faible d'ergodi
it�e (WEB) [167, 168℄. En e�et, la d�e
roissan
e de la partierapide de la 
orr�elation ne se fait que jusqu'�a une valeur positive de la 
orr�elation, 
omme sil'ergodi
it�e �etait bris�e par un 
on�nement du syst�eme dans une partie de l'espa
e des phasesde taille qEA. Cette brisure n'est pas 
ompl�ete 
ar sur des �e
helles de temps beau
oup pluslongues le syst�eme arrive �a �e
happer �a 
e 
on�nement, la 
orr�elation �nissant par d�e
rô�trejusqu'�a 0.La fon
tion de r�eponse pr�esente aussi une d�e
omposition similaire en deux 
ontributions :R(tw + � ; tw) = Rfast(�) + l0(tw)l(tw) Rslow � l(tw + �)l(tw) � : (5.55)Le quotient l0=l s'annule pour des longs temps d'attente, 
e
i fait partie du s
�enario ® �afaible m�emoire �a long terme ¯ (WLTM).Les fon
tions de 
orr�elation et de r�eponse pour des faibles di��eren
es de temps v�eri�entle th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation ave
 la temp�erature T du bain thermique ext�erieur :Rfast(�) = ��C 0fast(�) : (5.56)Ce th�eor�eme est viol�e dans le r�egime vieillissant : la temp�erature du thermostat est rempla
�eepar une temp�erature e�e
tive g�en�er�ee spontan�ement par le syst�eme. Pour deux temps t > tw�eloign�es, on aR(t; tw) = �e� ��twC(t; tw) : (5.57)2Ce param�etre d'ordre d�epend de la temp�erature et 
rô�t dis
ontinument quand on passe en dessous deTd, pour all�eger les notations je laisse impli
ite 
ette d�ependan
e en temp�erature.
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Fig. 5.2 { Allure de la fon
tion de 
orr�elation dans le s
�enario �a une �e
helle de 
orr�elation.Les di��erentes 
ourbes 
orrespondent soit �a di��erentes temp�eratures pour T > Td, soit �adi��erents temps d'attente pour une temp�erature T < Td �x�ee.Cette temp�erature e�e
tive, qui peut s'exprimer en fon
tion des 
ara
t�eristiques du mod�ele,poss�ede 
ertaines propri�et�es attendues pour une ® temp�erature ¯, 
omme le 
ontrôle du sensdes �e
hanges d'�energie entre deux syst�emes. Ces propri�et�es sont l'objet notamment de [169℄.Le s
�enario pr�esent�e i
i est le plus simple dans la famille des dynamiques hors d'�equi-libre de verres de spins 
hamp moyen : il n'y a qu'une valeur qEA, don
 seulement deuxr�egimes temporels (un d'�equilibre, un vieillissant) et deux temp�eratures (
elle du bain ex-t�erieur, et 
elle auto-induite sur les degr�es de libert�e lents). On peut ren
ontrer d'autressituations plus 
ompliqu�ees, notamment dans la version soft-spin du mod�ele de Sherrington-Kirkpatri
k [170℄. Il apparâ�t alors une in�nit�e d'�e
helles de 
orr�elation. Cette di��eren
e de
omportement est reli�ee aux deux types de brisure de la sym�etrie des r�epliques ren
ontr�esdans les �etudes statiques. Pour le p-spin sph�erique un seul pas de brisure est suÆsant, alorsque le SK pr�esente une brisure 
ompl�ete de la sym�etrie.On utilisera dans la suite le s
�enario �a une �e
helle de 
orr�elation, l'adaptation des r�esultatsau s
�enario du SK �etant par ailleurs possible.5.4.2 Cons�equen
es sur les fon
tions �a trois tempsOn a don
 une forme tr�es parti
uli�ere pour la violation des th�eor�emes d'�equilibre dansla dynamique de basse temp�erature du mod�ele p-spin sph�erique. Il serait int�eressant d'avoirun mod�ele dans lequel les fon
tions �a plus de deux temps ne d�e
oulent pas dire
tement de
elles �a deux temps, et pour lequel on puisse expli
iter les �equations r�egissant les fon
tions de
orr�elation et de r�eponse �a plus de deux temps. Il 
onviendrait alors de 
her
her l'analoguedes formes asymptotiques trouv�ees sur les fon
tions �a deux temps dans le mod�ele 
ompl�e-tement 
onne
t�e. On va se 
ontenter d'une appro
he un peu d�etourn�ee : supposons que l'onait une variable s
alaire qui �evolue selon un pro
essus sto
hastique gaussien (par exempleune �equation single-spin pour une variable e�e
tive). On peut alors 
al
uler tous les 
umu-lants de 
e pro
essus en fon
tion des premiers 
umulants. Si l'on prend pour 
es derniers le
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�enario hors d'�equilibre �a une �e
helle de temps, on peut en explorer les 
ons�equen
es surles fon
tions �a n points. On supposera �nalement que 
es relations resteront vraies dans unmod�ele non gaussien.D�e�nissons don
 un pro
essus gaussien �(t) 
oupl�e lin�eairement �a un 
hamp ext�erieurh(t). On suppose sa moyenne non nulle pour avoir des fon
tions �a trois points non triviales,dans le 
as 
ontraire il faudrait �e
rire les relations �a quatre points 
e qui alourdirait ladis
ussion. Le pro
essus est 
ompl�etement 
ara
t�eris�e par la donn�ee de sa moyenne, de la
orr�elation �a 
hamp nul et de la fon
tion de r�eponse :h�(t)i = M(t) ; h�(t)�(t0)i = C(t; t0) ; ÆÆh(t0) h�(t)i����h=0 = R(t; t0) : (5.58)Un 
al
ul imm�ediat d'int�egrales gaussiennes permet d'exprimer les fon
tions �a trois temps :C(t1; t2; t3) = M(t1)C(t2; t3) +M(t2)C(t1; t3) +M(t3)C(t1; t2) ;R(t1; t2; t3) = ÆÆh(t3) h�(t1)�(t2)i����h=0 = M(t1)R(t2; t3) +M(t2)R(t1; t3) : (5.59)Supposons que tous les temps mis en jeu soient grands devant un temps mi
ros
opique, desorte que la moyenneM(t) ait atteint une valeur asymptotiqueMas, et que la d�e
ompositiondes fon
tions �a deux temps en une partie rapide et une partie lente soit valable. On 
her
hedon
 les relations entre les fon
tions �a trois points que 
ette d�e
omposition induit. Rappelonsque l'on a d�emontr�e �a l'�equilibre :� ��tpC(t1; t2; tp) = R(t1; t2; tp)�R(tR1 ; tR2 ; tRp ) ; (5.60)o�u la notation tR d�esigne le renversement temporel par rapport �a un temps t� arbitraire,tR = 2t��t. Pour le pro
essus gaussien �etudi�e i
i, il suÆt d'ins�erer les formes asymptotiquesdes fon
tions �a deux points dans les relations (5.59) pour �etablir les g�en�eralisations de larelation d'�equilibre (5.60). Les di��erents 
as �a 
onsid�erer sont d�etaill�es dans la publi
ationP5, je donne i
i un r�esum�e des r�esultats obtenus :{ Supposons d'abord que le temps de perturbation tp soit ant�erieur aux deux tempsd'observation, tp < t1 < t2. Il faut alors distinguer deux possibilit�es :{ si tp et t1 sont pro
hes, 
'est �a dire C(tp; t1) > qEA, le FDT est v�eri��e ave
 latemp�erature du bain ext�erieur,� ��tpC(t1; t2; tp) = R(t1; t2; tp) : (5.61){ si tp et t1 sont �eloign�es, i.e. C(tp; t1) < qEA, 
'est la temp�erature e�e
tive qui 
ontrôlela relation de 
u
tuation-dissipation :�e� ��tpC(t1; t2; tp) = R(t1; t2; tp) : (5.62)Notons que le temps t2 est ® spe
tateur ¯ i
i : qu'il soit pro
he ou loin de t1 ne 
hangepas la forme de la relation.{ Int�eressons-nous maintenant au 
as t1 < tp < t2 d'une perturbation faite �a un tempsinterm�ediaire. On trouve que la relation d'�equilibre (5.60) est v�eri��e d�es qu'au moinsun des deux temps t1 ou t2 est pro
he de tp. Par 
ontre si les deux en sont �eloign�es,
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'est-�a-dire si C(tp; t1) < qEA et C(tp; t2) < qEA, la g�en�eralisation hors-d'�equilibreprend la forme :�e� ��tpC(t1; t2; tp) = R(t1; t2; tp)�R(tRl1 ; tRl2 ; tRlp ) : (5.63)Il y a deux modi�
ations par rapport �a (5.60) : 
omme on pouvait s'y attendre, latemp�erature e�e
tive rempla
e 
elle du bain thermique. Le point le plus original i
i estque l'on doit d�e�nir une nouvelle op�eration de ® renversement temporel dans l'�e
hellevieillissante ¯,tRl = l�1� l(t�)2l(t) � ; (5.64)o�u t� est un temps arbitraire, �eloign�e de t, laiss�e invariant par 
ette op�eration derenversement. l�1 d�esigne i
i la r�e
iproque de l, autrement dit le temps t et son renvers�etRl sont reli�es par l(t)l(tRl) = l(t�)2. On v�eri�e ais�ement que pour la forme d'�equilibrel(t) = et 
ette d�e�nition 
o��n
ide ave
 
elle du renversement temporel standard.On pourrait de la même fa�
on �etudier les 
ons�equen
es du s
�enario hors d'�equilibre surdes fon
tions ave
 un plus grand nombre de temps.5.4.3 G�en�eralisation du th�eor�eme de 
u
tuationLa se
tion 5.3 pr�esentait une formulation 
ompa
te des propri�et�es de la dynamiqued'�equilibre �a l'aide d'un th�eor�eme de 
u
tuation. Celui-
i �etait essentiellement une quan-ti�
ation de la brisure d'invarian
e par renversement temporel que le travail d'un 
hampext�erieur induit. On va voir maintenant que les relations hors d'�equilibre postul�ees dans leparagraphe pr�e
�edent d�e
oulent, elles aussi, d'une modi�
ation du th�eor�eme de 
u
tuation.D�e
omposons pour 
ela l'�evolution mi
ros
opique du syst�eme en une partie rapide,d'�equilibre, et une partie lente vieillissante. Une telle d�e
omposition a �et�e utilis�e par Franzet Virasoro dans [171℄. L'id�ee 
onsiste �a d�e�nir la partie lente de l'�evolution 
omme unemoyenne sur un intervalle de temps suÆsamment grand :�(t) = �f(t) + �s(t) ; �s(t) = 1�(t) Z t+�(t)t dt0 �(t0) ; (5.65)o�u �(t) est d�e�ni par C(t;�(t)) = qEA. Le degr�e de libert�e lent �s(t) est don
 la moyennesur tous les temps pro
hes de t. Le 
hamp ext�erieur h(t) peut être de la même mani�ered�e
ompos�e en une partie rapide et une partie lente.On peut v�eri�er alors que les relations hors d'�equilibre s'obtiennent en supposant que :{ La partie rapide �f(t) v�eri�e le th�eor�eme de 
u
tuation habituel (
f. eq. (5.49)) ave
la temp�erature T du thermostat, seule la partie rapide hf du 
hamp ext�erieur agissantsur �f(t).{ Les degr�es de libert�e lents du syst�eme sont soumis �a un prin
ipe g�en�eralis�e,P (�sjhs)P (�sRljhsRl) = exp ��e� Z dt hs(t) _�s(t)� : (5.66)La temp�erature du bain a �et�e rempla
�ee par la temp�erature e�e
tive, et l'op�erationde renversement temporel par sa 
ontrepartie dans le domaine vieillissant d�e�nie parl'�equation (5.64).A nouveau 
e r�esultat n'est qu'une 
onje
ture, et il serait int�eressant de tester sa v�era
it�esur des mod�eles suÆsamment simples pour être solubles, mais non trivialement gaussiens.
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tivesLa d�emar
he suivie pour �etablir 
es relations hors d'�equilibre est 
riti
able : les relationshors d'�equilibre (5.62) et (5.63) sont i
i des 
ons�equen
es dire
tes de l'hypoth�ese faite surles fon
tions �a deux temps. La 
onje
ture avan
�ee dans la publi
ation P5 est qu'il existedes mod�eles non triviaux pour lesquels 
es relations restent vraies. Le travail expos�e dansla partie 3.4 montre que 
ette hypoth�ese est au moins 
oh�erente pour les mod�eles p-spindilu�es. En e�et, même si l'on ne sait pas r�esoudre l'�equation de point-
ol sur le param�etred'ordre dans 
e 
as-l�a, les fon
tions �a n points peuvent formellement s'exprimer par un d�e-veloppement diagrammatique perturbatif autour d'une th�eorie gaussienne. Ces diagrammessont 
onstruits �a partir des op�erations de 
onvolution et de produit dire
t de noyaux super-sym�etriques. Or 
es deux op�erations 
onservent les d�e
ompositions en di��erentes �epoquestemporelles : si les fon
tions de r�eponse et de 
orr�elation de deux noyaux F1(a; b) et F2(a; b)ont une partie rapide et une partie lente s�epar�ees par une 
ertaine �e
helle de 
orr�elation, lesproduits F1 
 F2 et F1 � F2 vont aussi pr�esenter le même type de s�eparation d'�e
helles.Une dire
tion alternative serait de tester 
es pr�edi
tions �a l'aide de simulations num�e-riques. Parmi les plus simples de 
es v�eri�
ations, on peut remarquer que le th�eor�eme de
u
tuation g�en�eralis�e, pris sans 
hamp ext�erieur, donne lieu �a des relations d'Onsager dansle r�egime vieillissant. On a notamment pour trois temps t1 < t2 < t3 tous �eloign�es les unsdes autres :C(t1; t2; t3) = C(t1; tRl2 ; t3) ; (5.67)o�u tRl2 est d�e�ni par C(t1; t2) = C(tRl2 ; t3). Ce type de relation devrait être assez fa
ile �atester dans des simulations num�eriques de verres de spin dilu�es, et donnerait plus de 
r�edit�a 
ette assez surprenante id�ee de ® renversement temporel dans l'�e
helle vieillissante ¯.Signalons en�n deux �etudes r�e
entes 
on
ernant, dans des 
ontextes un peu di��erents, desg�en�eralisations du th�eor�eme de 
u
tuation dans des situations hors d'�equilibre [172, 173℄.





Chapitre 6Con
lusionI
i s'a
h�eve la pr�esentation des r�esultats obtenus au 
ours de 
ette th�ese 
onsa
r�ee �a ladynamique hors d'�equilibre des syst�emes dilu�es. Comme on l'a vu au 
ours des di��erents
hapitres, la 
onne
tivit�e �nie de 
es syst�emes est �a l'origine d'un 
ertain nombre de dif-�
ult�es te
hniques. Plusieurs s
h�emas d'approximation ont par 
ons�equent �et�e propos�es etpartiellement exploit�es. On peut esp�erer que 
es travaux pr�eliminaires pourront être appro-fondis et 
onduire �a des pr�edi
tions physiques plus 
ompl�etes sur le 
omportement de 
ettefamille de syst�eme, qui est loin d'avoir �et�e �elu
id�e i
i.J'ai essay�e de donner �a la �n de 
haque partie des dire
tions d'approfondissements pos-sibles, je me 
ontenterai d'en reprendre quelques unes i
i :{ La formulation supersym�etrique de l'int�egrale de 
hemin de Martin-Siggia-Rose 
om-pl�et�ee par l'introdu
tion d'un param�etre d'ordre inspir�e de la th�eorie statique (se
tion3.4) a permis d'�e
rire formellement l'�equation r�egissant la dynamique des versions soft-spin des mod�eles dilu�es. Il serait 
ertainement int�eressant de pousser plus avant 
etteappro
he ; l'approximation �a un seul d�efaut de Biroli et Monasson, pr�esent�ee dans le
adre des matri
es al�eatoires, devrait pouvoir être adapt�ee aux 
al
uls dynamiques.Les r�esultats obtenus dans le 
hapitre 5 sur la forme hors d'�equilibre des fon
tions �a npoints seront peut-être utiles dans 
ette tentative.{ Le travail sur le ferromagn�etique �a 
onne
tivit�e �xe (se
tion 4.3) pourrait par ailleurs
onstituer un point de d�epart pour une investigation de la phase de GriÆths dans lesmod�eles �a 
onne
tivit�e 
u
tuante.{ L'�etude de l'algorithme d'optimisation expos�e dans la partie 4.4 ouvre de nombreusesportes, tant vers des travaux analytiques pour une meilleure des
ription quantitativede 
e pro
essus ® non-physique ¯ que vers des investigations num�eriques d'algorithmesplus performants. Une des questions importantes �a 
lari�er dans 
ette perspe
tive
on
erne le lien entre la stru
ture du paysage des 
on�gurations mi
ros
opiques et lespropri�et�es de tels algorithmes qui ne respe
tent pas les 
onditions physiques de typebalan
e d�etaill�ee. Il serait souhaitable que des �e
hanges fru
tueux s'�etablissent entrela 
ommunaut�e de physique statistique et 
elle d'informatique, dont les objets d'�etudesont �etroitement li�es. La 
onfrontation d'appro
hes et de m�ethodes assez radi
alementdi��erentes peut sûrement apporter beau
oup aux deux domaines.Je voudrais �nalement souligner un point qui n'a �et�e que tr�es peu abord�e dans 
e manus-
rit. Les syst�emes dilu�es sont des mod�eles de 
hamp moyen, et toutes les paires de sites ontla même probabilit�e a priori d'être en intera
tion. Si l'on 
onsid�ere un �e
hantillon donn�e, on123



peut par 
ontre d�e�nir une distan
e entre deux sites 
omme la longueur minimum des 
he-mins qui les relient. On a don
 une notion de ® g�eom�etrie ¯, qui permet de d�e�nir par exempledes 
orr�elations spatiales dans le syst�eme. Cet aspe
t a �et�e perdu dans les �etudes pr�esen-t�ees i
i, par exemple dans l'appro
he fon
tionnelle de la se
tion 3.4, 
ar on s'est int�eress�eaux propri�et�es moyenn�ees sur l'ensemble des �e
hantillons. La n�e
essit�e et/ou la possibilit�ede travailler sur un �e
hantillon donn�e dans 
es syst�emes dilu�es sugg�ere des perspe
tives as-sez fas
inantes. Les appli
ations de la m�ethode de 
avit�e l'ont montr�e pour les propri�et�esstatiques, il reste des possibilit�es pour �etendre 
ette d�emar
he �a la dynamique.
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R�esum�eCette th�ese est 
onsa
r�ee �a l'�etude des propri�et�es dynamiques des mod�eles dilu�es. Cesderniers sont des syst�emes de physique statistique de type 
hamp moyen, mais dont la
onne
tivit�e lo
ale est �nie. Leur �etude est notamment motiv�ee par l'�etroite analogie qui lesrelient aux probl�emes d'optimisation 
ombinatoire, la K-satis�abilit�e al�eatoire par exemple.On expose plusieurs appro
hes analytiques visant �a d�e
rire le r�egime hors d'�equilibre de
es syst�emes, qu'il soit dû �a une divergen
e des temps de relaxation dans une phase vitreuse,�a l'absen
e de 
ondition de balan
e d�etaill�ee pour un algorithme d'optimisation, ou �a unepr�eparation initiale dans une 
on�guration loin de l'�equilibre pour un ferromagn�etique. Au
ours de 
es �etudes on ren
ontrera �egalement un probl�eme de matri
es al�eatoires, et uneg�en�eralisation du th�eor�eme de 
u
tuation-dissipation aux fon
tions �a n temps.
Abstra
tThis thesis is devoted to the study of dynami
al properties of diluted models. These aremean �eld statisti
al me
hani
s systems, but with �nite lo
al 
onne
tivity. Among otherreasons, the interest for these models arises from their deep relationship with 
ombinatorialoptimization problems, random K-satis�ability for instan
e.Several analyti
al des
riptions of their out of equilibrium regime are des
ribed. Thisregime 
an be due to long relaxation times in glassy phases, la
k of detailed balan
e 
ondi-tion for optimization algorithms, or transient relaxation from an arbitrary initial 
onditionfor ferromagnets. In the 
ourse of these studies some attention will also be given to ran-dom matrix theory, and to a generalization of 
u
tuation-dissipation theorem for n-timesfun
tions.


