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Introduction

Les algebres de Hecke sont apparues pour la premieére fois dans un article
d’Iwahori en 1964 (voir [44]). Certaines de ces algebres apparaissent naturel-
lement dans la théorie des représentations des groupes finis. Plus précisément,
soit A un anneau commutatif unitaire, W le groupe de Weyl d’un groupe de
Chevalley G défini sur le corps fini a ¢ éléments, S 1’ensemble des réflexions
simples de W et soit (as)ses une collection d’éléments de A. L’algebre de Hecke
Hy := Hy(W, S, (as)ses) a pour base un ensemble indexé par les éléments de
W : {T, | w € W} et la multiplication entre les éléments de cette base peut
étre vue comme une déformation de la multiplication dans W par les éléments
(as)ses- Soit B un sous groupe de Borel de G ('exemple classique est le cas
ou G = GL,(q), W est le groupe symétrique &,, et ou B est le sous-groupe
des matrices inversibles triangulaires supérieures). Considérons le module de
permutation A[G/B], alors Iwahori a montré que :

Hjy ~4 Endg(A[G/B)) ol as = ¢q.14 pour tout s € S.

Le but de ce travail est d’étudier les représentations des algebres de Hecke.
Nous considérons ici les groupes de Weyl finis c’est a dire les groupes de Coxeter
dont le diagramme apparait dans la liste ci-dessous :

Er I M Eg o I M
Soit L un corps de caractéristique 0 ou p > 0 avec p “bon” nombre premier
pour W. Soit Hy, une algebre de Hecke sur L a un parametre, d'un groupe de
Weyl fini W. Un des principaux problemes dans 1’étude des algebres de Hecke
est la détermination de I’ensemble des modules simples de Hy,, noté Irr(Hy,).
Lorsque l'algebre Hj est semi-simple, le théoreme de déformation de Tits

montre que les Hr-modules simples sont en bijection avec ceux de 'algebre
de groupe L[W]. On obtient méme des formules explicites pour les caractéres
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INTRODUCTION

irréductibles (voir le livre de Geck-Pfeiffer [33]). Lorsque Hy n’est pas semi-
simple, le probleme est plus délicat et on parle alors de “représentations mo-
dulaires”. Dans ce cas, la détermination de Irr(Hp) est usuellement associée
a la détermination de “I’application de décomposition”. Cette application re-
lie les modules simples d’'une K-algebre Hp semi-simple (qui sont en pratique
connus) a ceux de Hj, grace a un processus de réduction modulaire. On obtient
une application entre les groupes de Grothendieck de Hg et de Hy, :

d: Ro(Hk) — Ro(HL)

La détermination de cette application de décomposition pour tout groupe de
Weyl entrainerait des résultats intéressants. Par exemple, considérons la matrice
associée a cette application (appelée matrice de décomposition). Les lignes de
cette matrice sont indexées par les éléments de Irr(H) tandis que les colonnes
sont indexées par les éléments de Irr(Hy ). Alors, Dipper a montré que celle-ci
apparait comme sous matrice de la matrice de décomposition de L[G] ol G est
un groupe de Chevalley de groupe de Weyl W.

Dans [27], Geck a décrit un ordre naturel sur les lignes et colonnes de la
matrice de décomposition D associée a d en utilisant la a-fonction de Lusztig.
Grace a cet ordre, Geck et Rouquier dans [35] ont pu montrer qu’il existe un
“ensemble basique canonique” B C Irr(Hg) en bijection avec Irr(Hp) et que
la sous-matrice de la matrice de décomposition formée sur les lignes de B est
unitriangulaire. Pour un bon ordre des lignes et colonnes de D grace a la a-
fonction de Lusztig, D est donc de la forme suivante :

1 0 0 b
1 0
B
D= 1 Irr(Hg)
*
Y
Irr(Hp)

La preuve de ces résultats implique la théorie de Kazhdan-Lusztig et en
particulier certaines propriétés de ’algebre asymptotique de Lusztig. La déter-
mination de B pour tout groupe de Weyl fini et tout algebre de Hecke Hy, semble
étre un probléme tres intéressant qui nous fournirait une description explicite de
Irr(Hp) et des propriétés de la matrice de décomposition. Le but de ce travail
est, dans un premier temps, de résoudre ce probleme.

On distingue habituellement deux familles pour les groupes de Weyl fi-
nis : celle des groupes de Weyl de type classique formée des types A,_1, B
et D, pour n > 1 et celle des groupes de Weyl de type exceptionnel formée
par Go, Fy, Eg, E7 et Eg. Lorsque L est de caractéristique 0, les matrices de
décomposition pour les types Ga, Fy, Fg et Fr7 sont explicitement connues ; pour
le type Fg, Miiller dans [63] a obtenu une “approximation” de cette matrice.
La détermination de B pour les types exceptionnels s’obtient alors facilement a
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I’aide de I’étude de ces matrices et de 1'ordre induit par la a-fonction de Lusztig.
Lorsque W est de type classique, on ne connailt pas en général les matrices de
décomposition. Cependant, dans [50], Lascoux, Leclerc et Thibon ont présenté
un algorithme (l’algorithme de LLT) et ont conjecturé que celui-ci calcule les
matrices de décomposition des algebres de Hecke de type A, _1. La preuve de
cette conjecture a été apportée par Ariki dans [3] et reste I'un des résultats
les plus importants de la théorie des algebres de Hecke. Cette preuve permet
d’établir une connection entre la théorie des représentations des algebres de
Hecke et la théorie des groupes quantiques.

En fait, les résultats d’Ariki portent sur une plus grande classe d’algebres : les
algebres de Ariki-Koike. Ce type d’algebres (aussi appelé algebres cyclotomiques
de type G(I,1,n)) a été introduit indépendamment par Ariki et Koike dans [7] et
par Broué et Malle dans [12] et peut étre vu comme une déformation des groupes
de réflexions complexes de la série G(I,1,n). Il a été conjecturé par Broué et
Malle que ces algebres sont reliées aux représentations modulaires des algebres
de blocs des groupes réductifs finis. Les algebres de Hecke de type A,_1 et B,
sont des cas particuliers d’algebres de Ariki-Koike. On dispose aussi d’une notion
de matrice de décomposition pour ces algebres et Ariki a montré que le calcul de
celle-ci revient a calculer la base canonique au sens de Kashiwara-Lusztig d'un
certain module sur une algebre de Kac-Moody. Nous nous servirons donc de ces
résultats afin de déterminer ’ensemble basique canonique pour les types A,_1
et B,. En particulier, nous retrouverons les résultats obtenus par Geck dans
[33] pour le type A,_;. Concernant le type D,,, Geck a montré dans [28] que
I’ensemble basique canonique s’obtient facilement a partir de la caractérisation
d’un ensemble analogue pour une algebre de Hecke de type B, a parametres
inégaux. Nous déterminerons donc B pour le type D, en utilisant ce résultat.
Notons que le probléeme de déterminer Irr(Hj) pour le type D, est resté un
probléeme ouvert jusqu’a tres récemment et ce résultat permettra de fournir
une solution a celui-ci (une autre solution a été proposée par Hu en 2003 dans
[42] et, dans ce cas, on obtient une paramétrisation de Irr(Hj) différente de
celle trouvée ici). Nous obtiendrons donc une classification complete de B pour
les types classiques. Nous constaterons que les paramétrisations obtenues de
Irr(Hp) grace a cette méthode sont relativement simples.

Comme il est noté ci-dessus, les algebres de Hecke de type A, _1 et B,
sont des cas spéciaux d’algebres de Ariki-Koike. Il est donc naturel de se de-
mander si un “ensemble basique canonique” peut se définir dans ce cadre plus
général. On ne dispose pas, pour l'instant, de bases de Kazhdan-Lusztig pour
ces algebres. Pourtant, on peut définir une a-fonction en faisant intervenir la
structure d’algeébre symétrique sur les algebres de Ariki-Koike (dans le cadre
des algebres de Hecke, cette définition est équivalente a celle obtenue a l'aide de
la théorie de Kazhdan-Lusztig). En étudiant la a-fonction obtenue et en utilisant
la caractérisation de la base canonique, nous obtiendrons ainsi ’existence d’un
ensemble basique canonique pour ces algebres en caractéristique 0 et montre-
rons que la paramétrisation de cet ensemble est donnée par une certaine classe
de multipartitions définie par Foda, Leclerc, Okado, Thibon et Welsh dans [22]
(nous remercions B.Leclerc et H.Miyachi pour avoir porté notre attention sur cet
article). Une conséquence importante sera la détermination d’un algorithme pu-
rement combinatoire pour la calcul des matrices de décomposition des algebres
de Ariki-Koike. En particulier, cet algorithme généralisera ’algorithme de LLT
qui n’était connu que pour le type A,_;.
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Enfin, les algebres de Hecke de type D,, ont aussi une généralisation en termes
d’algebres cyclotomiques : ce sont des cas spéciaux d’algebres cyclotomiques
de type G(I,1,n). En utilisant la théorie de Clifford, nous montrerons que les
résultats obtenus ci-dessus se retrouvent aussi pour certaines de ces algebres.
Tous ces résultats fournissent un indice de plus a 'existence d’une théorie de
Kazhdan-Lusztig pour les algebres cyclotomiques.

Ce travail est divisé en cinq chapitres. Dans le premier chapitre, nous défini-
rons les objets utilisés et nous présenterons les différents théoremes nécessaires
a la démonstration des résultats exposés ici. Nous développerons plus particu-
lierement les deux points suivants : d’une part, les théoremes d’existence d’en-
sembles basiques canoniques pour les algebres de Hecke et la méthode obtenue
pour déterminer Irr(Hp) (appelée méthode de Geck-Rouquier); d’autre part,
les liens entre les algebres de Ariki-Koike et les algebres quantiques en suivant
des résultats de Ariki, Mathas et de Foda, Leclerc, Okado, Thibon et Welsh.

Dans le second chapitre, nous nous placerons dans le cadre des algebres de
Ariki-Koike. Nous donnerons tout d’abord la caractérisation de la a-fonction ob-
tenue grace aux résultats de Geck, Iancu et Malle. Ensuite, nous développerons
des aspects combinatoires de la a-fonction puis nous démontrerons un théoréme
permettant de caractériser un ensemble basique canonique pour les algebres de
Ariki-Koike en caractéristique 0. Le chapitre se termine par ’étude de certaines
multipartitions appelées multipartitions Kleshchev qui apparaissent naturelle-
ment dans la théorie des représentations des algebres de Ariki-Koike.

Dans le troisieme chapitre, le but est de déterminer les ensembles basiques
canoniques pour tous les groupes de Weyl en “bonne” caractéristique. Pour
ceci, nous montrerons tout d’abord qu’il suffit de considérer le probleme en
caractéristique 0. Nous utiliserons ensuite les résultats obtenus précédemment
afin de déterminer les ensembles basiques canoniques pour les algebres de Hecke
de type classique. Dans la troisieme partie du chapitre, nous caractériserons ces
ensembles pour les types exceptionnels en étudiant les matrices de décomposition
connus.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéresserons aux algebres cycloto-
miques de type G(I,1,n). Nous développerons tout d’abord quelques aspects de
la théorie de Clifford et, en particulier, nous étudierons les relations entre les
modules simples des algebres de Ariki-Koike et ceux des algebres cyclotomiques
de type G(I,1,n). Ensuite, nous expliquerons comment obtenir I'existence d’un
ensemble basique canonique pour les algebres considérées ici. Ceci nous permet-
tra d’obtenir une premiere classification pour les modules simples de ce type
d’algebres. Enfin, nous utiliserons ces résultats afin de déterminer une deuxieme
paramétrisation pour ces modules. Nous retrouverons en particulier certains
résultats obtenus par Hu pour le type D,,.

Finalement, le cinquieme chapitre expose un algorithme permettant de cal-
culer les matrices de décomposition pour les algebres de Ariki-Koike lorsque les
parametres sont des racines de 'unité. Nous présenterons ensuite sa program-
mation en GAP en l'illustrant de quelques exemples.
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Chapitre 1
Préliminaires

Le but de ce chapitre est de définir les notions permettant d’étudier les
représentations des algebres de Hecke et des algebres de Ariki-Koike puis de
présenter les principaux résultats connus concernant la théorie des représenta-
tions de ce type d’algebres.

Dans la premiere partie, nous commencerons par étudier les représentations
modulaires des algebres dans un cadre général. La caractérisation de ces repré-
sentations est usuellement reliée a la détermination d’une application appelée
“application de décomposition”. Nous définirons donc cette notion dans cette
partie (on pourra trouver une description plus détaillée dans [26, paragraphes
1 et 2]). Nous nous intéresserons ensuite plus particulierement aux algébres
symétriques dont les algebres de Hecke et les algebres de Ariki-Koike sont des
cas spéciaux. Dans la seconde partie, nous donnerons la définition des algebres
de Hecke de groupe de Weyl fini et nous utiliserons la section précédente afin
de présenter des résultats classiques concernant la paramétrisation des modules
simples pour ces algebres. Dans la troisieme partie, nous introduirons les prin-
cipaux théoremes permettant de déterminer les représentations des algebres de
Ariki-Koike. On suit ici Ariki [6] (ol on pourra trouver les démonstrations de
ces théorémes) et Mathas [61]. Dans cette partie, la théorie des graphes cristal-
lins et des bases canoniques de groupes quantiques joue un role capital. Nous
rappellerons brievement la définition de ces outils. On pourra trouver dans [45]
une étude complete sur ce sujet. Enfin, la quatrieme partie du chapitre énonce
les conséquences de ces résultats sur la théorie des représentations des algebres
de Hecke. Nous introduirons tout d’abord la base de Kazhdan-Lusztig et la a-
fonction de Lusztig suivant [28]. Enfin, nous énoncerons les résultats obtenus par
Geck et Geck-Rouquier (dans [27], [28] et [35]). Ceux-ci permettent de fournir
une paramétrisation canonique des modules simples d’algebres de Hecke a un
parametre.

1.1 Représentations modulaires des algebres

Dans cette partie, nous définissons la notion d’application de décomposition.
Cet objet est habituellement utilisé pour I’étude des représentations d’algebres
sur des anneaux de valuation discréte (en particulier, dans la théorie des re-
présentations modulaires des groupes finis). Ici, nous devons nous placer dans
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CHAPITRE 1 : PRELIMINAIRES

un cadre plus général ou cette application reste néanmoins bien définie. Nous
présentons également quelques résultats classiques (le théoréme de déforma-
tion de Tits, la réciprocité de Brauer...) valables dans ce contexte. Ensuite,
nous énongons quelques résultats concernant la théorie des représentations des
algebres symétriques.

Dans toute cette partie, on se donne A un anneau inteégre commutatif et
unitaire. On note K le corps des fractions de A et on suppose que A est
intégralement clos dans K. On considere ici une A-algebre associative H libre
et de rang fini comme A-module. Enfin, on note Hi := K ® 4 H.

1.1.A Application de décomposition

Soit 6 : A — L un homomorphisme d’anneau dans un corps L tel que L est
le corps des fractions de 6(A). L’application 6 est appelée une spécialisation et
elle induit une structure de A-module sur L. Notons ainsi Hy, := L ®4 H. On
suppose que cette algebre est déployée (c’est a dire, tout Hy-module simple est
absolument simple).

Nous voulons maintenant décrire une application permettant de relier les
modules de Hy, et de Hg. Il est commode d’introduire celle-ci en terme de
groupe de Grothendieck.

Définition 1.1.1 Soit R = K ou L. Le groupe de Grothendiek des Hz-modules
de type fini noté Ry(Hg) est le groupe engendré par les expressions [V] ou V
est un Hp-module de type fini et avec relations :

[V]=[V'] +[V"] & on a une suite exacte 0 = V' —V — V" — 0.

Ro(HR) est abélien avec base donnée par les classes d’isomorphismes des H g-
modules simples.

1l existe un anneau de valuation O dans K (c’est a dire que pour tout élément
r€K,onax € Oouz~! e ) avec unique idéal maximal J(O) tel que A C O
et tel que :

J(O) N A = ker(0).

Ceci est une conséquence d’'un résultat général sur de tels anneaux (voir [37])
et du fait que ker(f) est un idéal premier. Soit k le corps résiduel de O et soit
7w : O — k la surjection canonique. Alors, L peut étre vu comme un sous corps
(en général strict) de k.

- c K

0
|
k

>
N

-

On obtient un homomorphisme de groupe :

d]ZZ Ro(HL) — RO(Hk)
V] = [k®LV]
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1.1. Représentations modulaires des algebres

Comme Hj, est déployée, cette application est un isomorphisme préservant
la classe des modules simples (voir [33, lemme 7.3.4]). Par la suite, nous identi-
fierons donc ces deux groupes et on pourra donc identifier les Hy-modules aux
Hji-modules. On a maintenant la propriété suivante.

Proposition 1.1.2 (voir [33, paragraphe 7.4.2]) Tout Hx-module peut se ré-
aliser sur Ho, c’est a dire, pour tout Hy-module V', il existe un Ho-module 1%
tel que : R

KoV =V

Nous pouvons maintenant donner le théoreme d’existence de ’application
de décomposition dans cette situation.

Théoreme 1.1.3 (voir [33, théoréme 7.4.3]) Soient Ry(Hg) et Ro(Hp) les
groupes de Grothendieck des Hy-modules et des Hy-modules de type fini. On a
une application :

de : RO(HK) — Ro(HL),

bien définie par la condition suivante : pour V € Irr(Hg) et V le Ho-module
associé de la proposition 1.1.2, on a :

do([V]) = [k @0 V],

ot k ®o V est vu comme un élément de Ro(Hy) grace a lisomorphisme d’z ci-
dessus. L’application dgy est appelée application de décomposition et ne dépend pas
du choiz de O. De plus, pour tout V € Irr(Hf), il existe des nombres dy,p € N
avec M € Irr(Hy,) tels que :

(VD)= > dvu[M].

Melrr(Hy)

Les nombres dy,p avec V € Irr(Hg) et M € Irr(Hy) sont appelés nombres de

décomposition et la matrice Dy := (dy,ar) vewruy) la matrice de décomposition.
MEelrr(Hp)

Nous allons maintenant pouvoir donner les théorémes classiques permettant
d’étudier ces applications de décomposition. Tout d’abord, le théoreme suivant
donne une condition pour que la matrice de décomposition soit égale a 'identité.

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de déformation de Tits, voir [33, théoréme 7.4.6])
Supposons que les algebres Hyi et Hy soient déployées et que Hjy soit semi-
simple alors l'algébre Hy l’est aussi. De plus, Uapplication de décomposition dg
est un isomorphisme préservant la classe des modules simples et donc Dy est
égale a l’identité.

Le théoreme suivant donne une interprétation des colonnes de la matrice
de décomposition en terme de modules projectifs. Ce résultat nous servira en
particulier dans la troisieme partie de ce chapitre.

Théoreme 1.1.5 (Réciprocité de Brauer, voir [33, théoréme 7.5.2]) On sup-
pose que Hpy est semi-simple déployée et que O est un anneau de valuation

discréte (ce qui est vérifié si, par exemple, A est régulier, voir [26]). Soit Dy =
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CHAPITRE 1 : PRELIMINAIRES

(dv.nmr) vewug) la matrice de décomposition associée & la spécialisation 6. Alors,
Melrr(Hp)

pour tout M € Irr(Hyp), il existe un Ho-module projectif indécomposable noté
P(M), couverture projective de M, tel que :

[P(M)k]= > dsulS]

Selrr(Hg)
ot P(M)g == K ®p P(M).

Ces résultats vont pouvoir s’appliquer aux algebres de Hecke et aux algebres
de Ariki-Koike dont nous allons parler un peu plus loin. Ces algebres font par-
tie de la classe des algebres symétriques. Le but du prochain paragraphe est
d’étudier certaines propriétés concernant ce type d’algebres.

1.1.B Algebres symétriques

Donnons tout d’abord la définition des algebres symétriques.

Définition 1.1.6 On dit qu'une algebre $ sur un anneau commutatif B, libre et
de rang fini comme B-module est une algébre symétrique si il existe une fonction
de trace 7 : $ — B telle que la forme bilinéaire

HxH — B
(h,h') = 7(hh)

est non dégénérée c’est & dire telle que le déterminant de la matrice (7(b.0))p pren
est une unité dans B pour toute B-base B de H. On dit alors que 7 est une
fonction de trace symétrisante.

En particulier, un exemple important d’algebre symétrique est donné par la
classe des algebres de groupes finis : soit G un groupe fini, B un anneau unitaire
commutatif et H = B[G], alors, pour h = > s a(h)gg € H avec a(h), € B,
on peut vérifier que application 7 définie par 7(h) = a(h); est une fonction de
trace symétrisante.

Reprennons les notations indiquées dans le préambule de cette section. On
suppose de plus que H est une algebre symétrique sur A et que algebre Hg
est déployée. Alors, le théoréeme suivant permet de définir les éléments de Schur
associés aux modules simples de H.

Théoreme 1.1.7 (voir [33, théoréme 7.2.6]) Sous les hypothéses ci-dessus, soit
7 la fonction de trace symétrisante de H et soit T la fonction induite sur Hy .
On suppose que Hy est semi-simple déployée et pour V € Irr(Hg ), on note xv
le caractére associé. Alors, on a la propriété suivante.

1
Pour tout V € Irr(Hp), il existe sy € A\ {0}, 75 = Z —XV-
sy
Velrr(Hg)

Pour V € Irr(Hg), l'élément sy est appelé élément de Schur associé a V.

Nous allons maintenant nous placer dans le cadre du paragraphe précédent :
soit # : A — L une spécialisation sur L, corps des fractions de I'image de 6. On
considere les algebres Hy et Hy définies ci-dessus et on suppose que Hj, est
déployée. Alors, les éléments de Schur vont nous permettre de donner un critere
de semi-simplicité pour 'algebre H, en utilisant la spécialisation 6.
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1.2. Algebres de Hecke

Théoreme 1.1.8 (Geck [25], Gyoja [39], voir [38, théoréme 7.4.7]) On garde
les hypothéses du théoréeme précédent. Alors, on a

Hj, est semi-simple < Pour tout V € Irr(Hg), 0(sv) # 0.

Dans la prochaine section, nous allons nous intéresser aux algebres de Hecke.
Les résultats donnés dans cette section et ceux du paragraphe précédent vont
s’appliquer ce qui va nous permettre de commencer 1’étude des représentations
pour ce type d’algebres.

1.2 Algebres de Hecke

Dans cette partie, nous commengons par donner la définition des algebres
de Hecke puis nous nous intéressons plus particulierement aux paramétrisations
des modules simples pour les types A, _1, By et D,,.

Dans cette section, W désigne un groupe de Weyl, S l’ensemble de ses
réflexions simples, v une indéterminée et u := v2. On pose A := Z[v,v71] et
on note K le corps des fractions de A. Alors A est intégralement clos dans K.

1.2.A Définition et premieres propriétés

Définissons tout d’abord les algebres de Hecke dans un cadre général. Soit
vs (s € 5) des indéterminées tel que si s, t € S sont conjuguées dans W, alors
vs = v;. Pour s € S, on note us = v2. On définit 'algebre de Hecke générique
sur Ag = Z[uF! | s € S] & parametres {us | s € S} et on note H := Ha (W, S)
la Ag-algebre libre de rang fini comme Ag-module définie par :

— base : {T,, | w e W},

— relations : pour s € S et w e W :

T, — {Tsw s? I(sw) > l(w),
UsTsw + (us — )Ty si l(sw) < l(w).
ou [ est la fonction longueur usuelle sur W.

Cette algebre peut étre vue comme une déformation du groupe de Weyl
W. On peut définir une fonction de trace symétrisante 7 : H — Ag tel que
T(Tw) = 0si w# 1 et 7(Th) = 1. Il suit que H est une algebre symétrique,
on pourra donc appliquer les résultats du paragraphe 1.1.B (voir pour plus de
détails [33, chapitre 4]) .

Dans la suite, nous travaillerons la plupart du temps avec des algebres de
Hecke a parameétres égaux. On suppose donc que pour tout s € S, on a vs = v,
us = u et que Ag = A. Soit alors H := H4(W,.S). Considérons lalgebre Hg :=
K ®4 H. On se place dans la situation du paragraphe 1.1.A : soit § : A — L
spécialisation dans un corps L tel que L est le corps des fractions de §(A). Nous
allons également supposer que la caractéristique de L est soit nulle soit un bon
nombre premier pour W. Les mauvais nombres premiers p pour W sont :

- W = A, : aucun,

- W=B,,D, :p=2,

- W =Gy, Fy, FEg, E7 :pé€ {273}7

- W=EFEg:pe{23,5}.
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Alors, suivant [27], Palgebre Hp, est déployée. Soit alors @ un anneau de
valuation discréete comme dans le paragraphe 1.1.A. On obtient une application
de décomposition bien définie entre les groupes de Grothendieck de Hy et Hy, :

dp : Ro(Hk) — Ro(HL).

Nous allons maintenant nous intéresser a la description des modules simples
de Hg et de Hy. Considérons tout d’abord l'algebre Hg . On sait que 'algebre
de groupe Q[W] est déployée (voir [33, théoreme 6.3.8]) car W est un groupe
de Weyl. Alors, suivant [33, théoréme 9.3.5], Hx est déployée. Considérons la
spécialisation suivante :

f: A — Q

v o— 1

Alors, Hy, correspond a Q[W] qui est semi-simple d’apres le théoréme de
Maschke (voir [43, paragraphe 1.9])). On utilise le théoréme 1.1.4 de déformation
de Tits et il suit que les modules simples de Hx sont en bijection avec ceux
de Q[W]. Au niveau des caracteres irréductibles, le bijection s’obtient de la
maniére suivante. Soit V' € Irr(H) et soit xy le caractére associé, alors, pour
tout w € W, on a v (Ty,) € A. La fonction w € W —— 0(xv (T,)) définit alors
le caractére du module simple de Q[IV] en bijection avec V. Dans le prochain
paragraphe, nous donnerons les expressions des modules simples de Hg pour
les différents types.

Considérons maintenant une spécialisation quelconque 6 tel que 6(u) = g €
L. Lorsque ’algebre Hj est semi-simple, le théoreme de déformation de Tits
implique que la matrice de décomposition associée est égale a l’identité. Nous
pouvons donc nous demander dans quels cas cette algebre n’est pas semi-simple.
Pour ceci, d’apres le théoreme 1.1.8 , il suffit de déterminer les éléments de Schur
associés aux H g-modules simples. Ces éléments de Schur ont été explicitement
calculés par Steinberg pour le type A, _; dans [66] et Hoefsmit pour les types
B,, et D,, dans [41] (pour les types exceptionnels voir [33, appendice E]). On
peut remarquer que pour V € Irr(Hg), 6(sy) # 0 implique que 0(u) = ¢ est
une racine de l'unité (ot on rappelle que la caractéristique de L est nulle ou un
“bon” nombre premier pour W, voir [28, paragraphe 4.8] ) . On obtient donc :

— Si A(u) n’est pas une racine de 'unité, on a Dy = Id,

— Si O(u) est une racine de l'unité, Dy n’est pas l'identité en général. Les
représentations pour ces types d’algebres sont alors appelées représenta-
tions modulaires. Dans la troisieme partie, nous énoncerons des résultats
de Geck et Rouquier permettant d’affirmer que cette matrice & une forme
triangulaire supérieure pour un “bon” ordre des lignes et des colonnes.

Nous allons maintenant étudier les paramétrisations des modules simples
obtenues pour les différents groupes de Weyl dans le cas semi-simple et dans le
cas modulaire.

1.2.B Paramétrisation des modules simples pour les diffé-
rents types

Dans toute cette partie, on garde les notations adoptées dans la premiere

section, en particulier § est une spécialisation telle que #(u) = ¢ € L ou L

désigne le corps des fractions de 6(A). On suppose que la caractéristique de L
est nulle ou un “bon” nombre premier pour W.
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1.2. Algebres de Hecke

Considérons tout d’abord le groupe de Weyl W de type A,_1. Soit H,
l’algebre de Hecke associée avec le diagramme suivant.

U U U U
® L L e —@

Considérons 'algebre Hg. Comme nous 'avons vu, d’apres le théoreme de
déformation de Tits, c’est une algebre semi-simple déployée et ses modules
simples sont en bijection avec les modules simples du groupe symétrique c’est a
dire avec les partitions de rang n.

Dans toute la suite du document, on dira que A = (Aq, ..., A) est une partition
de rang n si :

M>Xd>..>N >0 et Z)\i:n.
=1

On notera, de plus, IT} 'ensemble des partitions de n. On peut construire
pour chaque partition A de n, un H-module appelé module de Specht, libre, de
rang fini et noté S* (sa construction est expliquée dans [16]).

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1 (Dipper-James [16]) Les Hy-modules Sy := K ®4 S* sont
simples et non isomorphes. On a alors :

Ir(Hg) = {Sxk | AeIl}}.

Supposons que g n’est pas une racine de 'unité. L’algebre Hj est alors
semi-simple et ses modules simples sont en bijection avec ceux de Hg. Plus
précisément :

Irr(Hp) = {S} :=L®sS* | AellL}.

Supposons maintenant que ¢ est une racine de I'unité et définissons I'entier
suivant : 4
e:=min{i >2|14+q+q¢*+..+¢ =0}

Remarquons que si ¢ = 1 alors e = 0o si L est de caractéristique 0 et e = p si
L est de caractérristique p > 0. Dans tous les autres cas, e est ’ordre de ¢ dans
le groupe multiplicatif de L. Dans ce cas, la matrice de décomposition n’est pas
I'identité en général et donc les modules S 2 sont réductibles en général.

On peut définir une forme bilinéaire H-invariante sur chaque module S3.
On pose alors D* := S7 /rad(S7) ou rad désigne le radical de cette forme. Avec
ces notations, Dipper et James ([16]) ont montré la propriété suivante :

Irr(Hy) = {D* | D* #0}.

Il reste & déterminer quelles sont les partitions A pour lesquelles D* # 0.
Pour cela, on introduit la définition suivante : soit A = (A1, ..., \,-) une partition
de n telle que A\, # 0. Alors, on dit que A est e-reguliére si il n’existe pas de
1 <1< rtel que:

A = )\i+1 = .= )\i+efl~

On a alors le résultat suivant :
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Théoréme 1.2.2 (Dipper-James [16]) Avec les hypothéses ci-dessus, on a :
DA # 0 & A est e-reguliére de rang n.

Supposons maintenant que W est de type B,, avec diagramme suivant.

u (7 u u

On a une paramétrisation naturelle des modules simples de Hy par les bipar-
titions de n : pour chaque bipartition (A, 1), Dipper, James et Murphy ([19]) ont
construit un H-module de Specht , libre, de rang fini, noté S(#) . Si on désigne
par I12 I’ensemble des bipartitions de rang n, on obtient alors le théoréme sui-
vant.

Théoréme 1.2.3 (Dipper-James-Murphy [19]) Les modules Sﬁ?’“) sont simples
et non isomorphes. On a alors :

Ir(Hic) = {S" | () e T2}
Si ¢ n’est pas une racine de 'unité, on obtient :
rr(Hy) = {597’” | () € n,%}.
Supposons que ¢ est une racine de I'unité et comme ci-dessus, notons :
e:=min{i >2|14+q+q¢*+..+¢ =0}

Alors, on peut, comme pour le type A, définir pour chaque bipartition (A, i)
de n, un module DX# tel que 'ensemble des modules D) = 0 forme P’en-
semble des modules simples de Hy. Le cas e impair a été résolu par Dipper et
James et offre quelques similitudes avec le type A, _1.

Théoréme 1.2.4 (Dipper-James [17]) Avec les hypotheéses ci-dessus, supposons
e impair, alors :

DMK L0 & X et p sont e-régulicres et |\ + |u| = n.

Le cas e pair a été résolu par Ariki et Mathas ([5] et [8]) et nécessite I'in-
troduction des algebres de Ariki-Koike, nous reviendrons sur ce point dans la
troisieme partie de ce chapitre.

Enfin, supposons que W est de type D,, avec diagramme suivant.

u

Soit H' Dalgebre de Hecke de type D, associée. Les modules simples de
lalgebre HJ, sont obtenus en utilisant la paramétrisation pour le type B,,. En
effet, soit H algebre de Hecke de type B,, sur A avec diagramme suivant.
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1.2. Algebres de Hecke

1 U U U
P — e — - - - — @

Soit S = {0, s1, 82, ..., Sp—1} ensemble des générateurs (en suivant les notations
du paragraphe 1.2.A, on a u, = 1 et us, = uw pour ¢ = 1,....n — 1). On a alors
les relations suivantes dans H :

(T, = 1) (T, +1)=0, (Ts, —u)(Ty, +1)=0sii>1,
T, Ty, TyTs, = To, Ty T, Ty, TpTs, =Ts, Ty sii>2,

T, T, =Ty, Ty, si i —j| > 2, TyTs Ts, =Ty, \Ts,Ts, , si2<i<n-—1.

1

Posons Ty, = T, T, T, et considérons la sous-algebre H " de H engendrée par
{Ty,T5,, Ty, -, Ts,,_, }. On a les relations suivantes :

(T —0) (T +1) =0, (T —0) (T +1) =052 1
Ts’lTsl = TslTs’lv Ts’lTSQTs’l = TSQTs’lTSN Ts’lT% = TsiTs’1 sii > 3,

Ty Ty, =To,Ts, sili—j|>2,  ToTs Ts, = Tor, ToiTs,,, sii > 1.

Alors H’ est l'algebre de Hecke générique de type D, comme ci-dessus.
L’algebre de Hecke Hj est semi-simple déployée. Notons Res l'opération de
restriction des modules de H & H’, on obtient une paramétrisation des modules
simples de HJ & partir de la paramétrisation classique de Hx (comme pour le
type B, a parametres égaux, les modules simples de Hg sont des modules de
Specht indexés par les bipartitions de n).

Pour Sg"”) € Irr(Hg), on a :

— si A # p alors Res(Sg?’“)) est un Hp-module simple que 1'on note Vol

et on a Res(Sﬁg\’”)) ~ Res(S%‘”\)),

—si A = p alors Res(SE?’” )) se décompose en deux Hy-modules simples

notés VIMH et VM-I
De plus, chaque Hj-module simple s’obtient par ce procédé (voir par exemple
[28]). On a donc :

Irr(HY) = {VM | (A p) €TI2, \ £ u} U {VM, v e H{}

On obtient évidemment la méme paramétrisation pour les Hy-modules sim-
ples si g n’est pas une racine de I'unité.

Nous retrouverons par la suite cette idée de considérer une algebre de Hecke
de type B, a parametres inégaux pour obtenir des informations sur les algebres
de Hecke de type D,. En particulier, lorsque ¢ est une racine de l'unité, les
résultats de la troisieme partie nous permettrons de déterminer une paramétri-
sation des modules simples.

Nous allons maintenant introduire quelques notions qui permettent de déter-
miner une paramétrisation complete des modules simples des algebres de Hecke
de type B, dans le cas modulaire. Pour cela, nous introduisons les algebres de
Ariki-Koike.
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1.3 Algebres de Ariki-Koike

Les algebres de Ariki-Koike ont été introduites par Ariki et Koike ([7]) afin
de généraliser les algebres de Hecke de type A, _1 et B,,. Ces algebres sont aussi
apparues, indépendamment, dans un article de Broué et Malle [12], comme un
analogue aux algebres de Hecke pour les groupes de réflexions complexes.

Dans cette partie, on adoptera les notations suivantes : soit [ € N et soient
U, Ug, ..., 1, L+ 1 indéterminées (non nécessairement indépendantes). Soit A =
Z[u, u_l,uo,ugl, ...,ul,l,ulill]. Soit K le corps des fractions de A. On suppose
que A est intégralement clos dans K. On se donne également une spécialisation
6 : A — L dans un corps L, corps des fractions de §(A) que I’on supposera (sauf
indication contraire) de caractéristique 0.

1.3.A Définition et résultats fondamentaux
On consideére 1'algebre de Ariki-Koike & parametres {u;ug, ..., u—1} :
Hn = HA)n(u; Ug, oeey ul_l).

‘H,, est une A-algebre associative unitaire qui possede une présentation donnée
par :
— générateurs : Ty, T1,....T_1;

— relations :
(T; —uw)(T;+1)=0 pour 1 <i<n-—1,
(TO — uo)(TO — ul)...(To — U.l_l) = 0,
Tl T = Ty 1T 44 pour 1 <i<n—2,
T,T; = T;T; pour |i — j| > 1,

ToTy ToTy = T ToTh To.

Cette algebre peut étre vue comme une déformation du groupe de réflexion
complexe G(I,1,n), produit en couronne d’un groupe cyclique d’ordre [ avec le
groupe symétrique &,,. Remarquons que pour [ = 1 et [ = 2, H,, correspond a
une algebre de Hecke de type A,,_1 et B, respectivement.

Etudions la structure de cette algebre : pour un entier 1 < ¢ < n—1, notons s;
la transposition (i, ¢4 1). Soit w € &,, et soit s;, si,...5;, une expression réduite
pour w (c’est & dire avec k minimal). On définit alors Ty, := T;,T;,...T;,. Ce
terme ne dépend pas du choix de I'expression réduite par le lemme de Matsumoto
(voir par exemple [33, théoréme 1.2.2]). Pour j = 1, ..., n, on considére également
les éléments L; := ul’jTj,l...T1T0T1...Tj,1. On obtient alors le théoréme sui-
vant :

Théoréme 1.3.1 (Ariki-Koike [7]) H, est libre de rang fini sur A avec base
(L9L%  LonT, | 0<a; <1, we Gy}

Comme pour les algebres de Hecke, on dispose ici d’'une notion de module
de Specht. Ces modules sont cette fois indexés par les [-partitions de rang n.
Une [-partition (ou multipartition) A = (A(®), ..., A\(~1) de rang n est un l-uplet
-1
de partitions A\ tel que Z |)\(j)\ = n. L’ensemble des [-partitions de rang n
j=0
sera noté I1,.
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Pour chaque [-partition A, on définit donc un H,-module de Specht noté
S2. Nous considérons ici les modules de Specht “classiques” comme dans [16].
Remarquons que certains auteurs (comme Ariki [5] et Mathas [62]) considérent
les modules de Specht duaux. Le passage d’un module de Specht S2 & son dual
se fait en considérant la multipartition conjuguée a A\ = ()\(O), e )\(lfl)) c’est a
dire la multipartition (A¢=D* .. AO) oi1, pour i =0, ..., — 1, A(D* est obtenue
en échangeant les lignes et colonnes du diagramme de A,

Exemple : La multipartition conjuguée a la 3-partition (2.1,3,1.1) de rang
8 est (2,1.1.1,2.1).

On suppose que l'on a pour tout ¢ # j et pour tout d € Z tel que |d| < n :
why # u;.

Alors, suivant Ariki [6, paragraphe 13.2], on obtient une algeébre H ,, semi-
simple déployée. Les modules simples de cette algebre sont, d’apres le théoreme
de déformation de Tits, en bijection avec ceux du groupe de réflexion complexe
de type G(l,1,n) c’est a dire avec les l-partitions de rang n (résultat obtenu par
Ariki et Koike dans [7]). Plus précisément, Dipper, James et Mathas ont montré
le théoreme suivant.

Théoréme 1.3.2 (Dipper-James-Mathas [18]) L’ensemble des modules simples

de Hi n est donné par l’ensemble des modules S%( ot A parcourt ’ensemble des
l-partitions de rang n :

Ir(Hgn) = {S%( | A e Hfl}

Remarquons que pour | = 1 et [ = 2, on retrouve la paramétrisation classique
des modules simples d’algebres de Hecke semi-simples de type A,,_1 et B, par
les partitions et bipartitions de n.

Soit maintenant 6 : A — L une spécialisation dans L, le corps des fractions
de I'image de 6. On suppose que L est de caractéristique 0 et que l'on a 6(u) =
geLcCetfu)=u €LCCpouri=0,..17—1. On obtient une algebre
de Ariki-Koike H, ,, avec parametres {q; uo, ..., uj—1}

Pour chaque module S’% = L ®4 S, on peut définir une Hp,n -forme bi-
linéaire et un radical associé noté rad(S%). Alors, Dipper, James et Mathas ont
montré que les modules D2 := S%/ rad(S%) non nuls sont des modules absolu-
ment simples et qu’ils forment ’ensemble des modules simples de Hy, ,, (voir les
articles de Graham-Lehrer [38] et Dipper-James-Mathas [18]). Ceci implique, en
particulier, que H, ,, est déployée. On obtient ainsi I’existence d’une application
de décomposition :

dp : RO(HK,TL) - RO(HL”)'

Le théoreme suivant implique que nous allons pouvoir utiliser les résultats
énoncés lors de la premiere section.

Théoréme 1.3.3 (Bremke-Malle [10], Malle-Mathas [59]) H,, est une algébre
symétrique avec fonction de trace symétrisante T définie pour w € G, et 0 <
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aj <1 de la maniere suivante :

(L. Lo T,) =

1 siag=..=a,=0cetw=1,
0 sinon.

Intéressons-nous maintenant plus en détails a H, ,,. Pour ceci, notons ol =
{n € Il | DX # 0}. Tout d’abord, nous avons le critére de semi-simplicité
suivant.

Théoréme 1.3.4 (Ariki [1]) L’algébre Hy, ., est semi-simple déployée si et seule-
ment si on a :
— Pour tout i # j et pour tout d € Z tel que |d] <n, on a :

qdui # Uy,
n

~JJa+q+..+47h) #0.
i=1
Ces deux conditions sont appelées les conditions de séparation. Dans ce cas,
d’apres le théoréme de déformation de Tits, on a :

rr(Hp ) = {s% Ae ng} .

Pour le cas ou l'algebre Hy, , n’est pas semi-simple, les modules 5’% sont
réductibles en général et la matrice de décomposition est non triviale en général.
Le théoréeme suivant donne une premiere propriété concernant la matrice de
décomposition. Pour ceci, on définit 'ordre de dominance sur ’ensemble des
I-partitions de rang n : on dit que p = (u@,...,u"1) € M domine A =
(AO ., AED) e I et on éerit > A sionapourtouti € Net 0<j<1—1:

Jj—1 i Jj—1 i
Z || + Z“z()j) > Z IAF)| 4 Z)\I()j)_
k=0 p=1 k=0 p=1

Théoréme 1.3.5 (Dipper-James-Mathas, voir [6, théoréme 13.21]) Soient A €
IT, et p € @, alors :

Nous allons maintenant donner les expressions des [-partitions A vérifiant
DA £ 0. Le théoréme suivant permet de réduire le probleme.

Théoréme 1.3.6 (Dipper-Mathas [20]) On note @ = {ug, u, ..., u;—1}. On sup-
pose que l’on a une partition I' de Q :

Q= [J@:]] - J]@:
telle que :

fr(g,Q) = H H H (q"ui — uy)

1<a<fB<s 4 €RQa —n<a<n
u;€EQQ
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est un élément inversible. Alors Hy, ,, est Morita-équivalente a l'algébre :

HL,n (F) = @ HL,nl (Ql) ® HL,nz (Q2) X..Q ,I-[L,nS (Qs)

nyp+...+ng=n

0l Hp n;(Qi) (i =1,...,8) désigne lalgébre de Ariki-Koike sur L & paramétres
q, Ql

Remarque 1.3.7 En particulier, dans le cas semi-simple, ['algebre est Morita-
équivalente a une somme directe de [ produits tensoriels d’algebres de Hecke
de type A (ce résultat avait déja été obtenu par Du et Rui [21]) et on retrouve
la paramétrisation des modules simples d’Ariki par les [-partitions dans le cas
semi-simple.

Le théoréme 1.3.6 implique que I'étude des représentations de Hp , est
entierement déterminée par ’étude des représentations des différentes algebres
U
Hrn, (Q;) olt, pour u, et u, dans @Q;, on a —= = ¢* avec —n < a < n, et par
Uq
I’étude du cas ou tous les u; sont nuls.
L’étude de ce deuxieéme cas a été faite dans [8], on a le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.8 (Ariki-Mathas [8]) Soit Hy, ,, algébre de Ariki-Koike telle que
tous les paramétres u; sont nuls. Alors :
— s q est une racine de l'unité d’ordre e, on a :

rr(Hp,) = {DA Aell, A = =D = (), A ¢ - Téguliére} 7
— stnon :
Ire(Hp,) = {DA eIl AO = =)0-D = (0)}.

Nous considérons donc maintenant 1’algebre ‘Hy, ,, ot chaque parametre s’écrit
comme une puissance de q :

U; = q"° pour ¢t =0,....,0 — 1,

ot les v; (0 <i<1[—1) sont des entiers tels que :
0<v<v <. <.

D’apres le théoreme 1.3.4, H, , n'est pas semi-simple (pour n assez grand).

Nous supposerons ! également dans toute la suite que ¢ est une racine de
I'unité d’ordre e et que v;_1 < e. Ceci nous permettra de déduire les résultats
manquant pour la détermination des modules simples des algebres de Hecke.

Les représentations modulaires des algebres de Ariki-Koike ont été tout
d’abord étudiées par Ariki et Ariki-Mathas et utilisent certains résultats concer-
nant les algeébres quantiques, nous rappelons ces résultats dans le second para-
graphe.

LEn fait, les résultats d’Ariki et de Mathas restent valables lorsque ¢ n’est pas une racine
de I'unité en posant e = 4o00.
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1.3.B Algebres quantiques et bases canoniques

Soit h un Z-module libre avec base {h;,d | 0 <1i < e} et soit {A;,0 |0 <i<
e} une base duale pour la forme :
<,>bh"xh—oZ
telle que < Ay, hy >= d;5, < 6,d >= 1 et < Aj,d >=< d,h; >= 0 pour
0<i,j<e.
Pour 0 < i < e, on définit les racines simples a; de h* par :
= 2A0—Ae_1—A1+6 Sii:O,
v 2N, — A1 — A7;+1 sii >0,
ot A, := Ag. Les A; (avec i =0,...,e — 1) sont appelés les poids fondamentaux.
Considérons 'algébre de Kac-Moody U(sl.) de type Aél_)l (en fait, Palgebre
enveloppante de sl.). Nous allons travailler avec la “quantification” de cette
algebre. Soit v une indéterminée. On considere 1’algebre quantique U,, := U, (sl.)
de type Ailjl, c’est une algebre associative unitaire sur C(v) avec générateurs

ei, fj et k (o0 <14,j < eethecl)soumise entre autre aux relations de Serre
quantifiées (voir par exemple [6]).

k k
Pour 0 < 4,5 < e et k € N, notons el(-k) = UZ! et fi(k) = [ﬁ' ou [k]}, =

v v

k _ . —k
1]1[2)-..[k]o et [k], = %, les puissances divisées de e; et f;. Nous noterons
v—0
!

p [Ple - Alors les relations sont

k}_[p][p—k]

également, pour (p,k) € N? : {

données par :

ko =1, knkg = knig,  knei = v eiky,
kn, — k_n,
_ ih _ h; h;
knfi = 0™ =" fikn, eifi = fiei = 0i= — =
1—<ay,h;> 1 < he >
— < il oy b —
S u | T ] At <o
k=0 v
17<O¢i,hj> 1 < h >
k - Q; ] 1-<aj,hj>—k k
>, (-1 { ko } [T =0,
k=0 v

pour 0 <i,5<eet heh.

Soit A = Z[v,v~!], nous allons considérer la forme de Kostant-Lusztig de U,
que 'on notera U, : c’est la A-sous-algebre de U, engendrée par les puissances
divisées egs), f;s) pour 0 <i,j < e, s > 0 et par ky,, ka, k,;_l, k' pour 0 <i <e.

e—1 e—1
Soit X = @ZA,» @ 75, Vespace des poids et X+ = @NAi ® 7.6 Vespace
i=0 =0
des poids dominants de U,,.

Soit M un module intégrable de plus haut poids A : il existe alors un vecteur
my de poids A dans M tel que M = U,mp et e;mp = 0 pour tout 0 < i < e.
Chaque élément z € M s’écrit de facon unique sous la forme suivante :

QTZEJ?F

I'ex
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ot zr vérifie kpzr = v Mz pour tout h € h et ol pour tout i € {0,1,...,e — 1},
il existe p € N tel que €,Ep).171" = f,i(p)ZEr‘ =0.

Pour ' € X, notons x = zr, alors x s’écrit de fagon unique sous la forme :
(s)
r= E fi s
s>0

pour un nombre fini de z, € M vérifiant e;xs = 0 (voir [6, corollaire 4.8]). On
définit alors les opérateurs de Kashiwara €; et f; par :

~ —1 = +1
€T = Zfi(é ):cs et fix = Zfi(6+ )xs.
s>1 s>0

Nous pouvons maintenant définir la base cristalline et le graphe cristallin
d’un module intégrable. Nous citons également les propriétés fondamentales de
ces objets dans la définition suivante.

Définition 1.3.9 (Kashiwara [48], voir aussi [6, chapitre 9]) Soit M un module
intégrable de plus haut poids A tel que M = U,mp, A 'anneau des fonctions
rationnelles sur C[v] sans pdle en 0, soit aussi :

L

Il
>
po]
]
3

g

B, = {ﬁl...ﬁkmA F0L |0 <y, .ip <e, k> 0} \ {0}

Alors la paire (£,By) est appelée une base cristalline de M. L est un A-sous

module libre de M stable sous 'action de ¢; et ﬁ De plus, Bg est une base de
L/vL et on a :

¢;Bg C By U {0} et };Bo C By U {0}

Enfin, si b et & sont dans By, alors f;b = b’ si et seulement si &b’ = b. On
associe alors & (£, Bg) un graphe appelé graphe cristallin et défini de la maniere
suivante.

— sommets : les éléments de By,

— arétes : b 5 b’ si et seulement si ﬁb =

On peut maintenant définir la notion de base canonique qui jouera un role
capital dans la suite du document.

Théoreme 1.3.10 (Kashiwara, Lusztig, voir [6, théoréme 9.8]) On considére
Uinvolution de U, définie par :

E:’U_17 kh:kfha € = €, fZ:f’L
pour h € h et 0 < i < e. Cette involution est appelée “I'involution barre”.
Soit Mg =Uxgmp. On peut étendre Uinvolution barre aux éléments de M 4 en
définissant wmpy = U.mp pour tout u € Uy. Alors, il existe une unique base
B(A) = {G(D)}ven, de M telle que :
— Pour tout b € By, G(b) = G(b),
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— Pour tout b € By, G(b) =b (mod vL).
B(A) est appelée la base canonique de M.

La base canonique B(A) du module intégrable M est une base de M 4 et
pour toute spécialisation de v en ¢ € L, on obtient une base de M, ; = L@ 4 M 4
en spécialisant la base canonique de v en q.

L’intérét est que, ici, le sous-groupe de Ro(Hx ) engendré par les [P(M) k]
ou M parcourt I’ensemble des Hp, ,-modules simples peut étre vu comme un
U,-module intégrable de plus haut poids; il possede donc une base canonique
et en spécialisant cette base en v = 1, on obtient une base de ce sous-groupe vu
comme C-espace vectoriel. C’est le sujet du prochain paragraphe.

1.3.C Paramétrisation d’Ariki et Mathas

Nous allons tout d’abord introduire les définitions combinatoires nécessaires
pour énoncer les résultats d’Ariki [3] et de Ariki-Mathas [8]. Ces définitions nous
seront également utiles dans le deuxieme et le troisieme chapitre. On fixe pour
cela g une racine de 'unité d’ordre e dans C et des entiers 0 < vg < v; < ... <
V-1 < e.

Soit A = ()\(O), e )\(l’l)) une [-partition de rang n. Le diagramme de Young
de )\ est 'ensemble :

[A]:{(a,b,cﬂogcglfl, 1§b§A§f>}.

Ce diagramme est usuellement représenté sous forme d’un tableau comme dans
I’exemple suivant.

Exemple : Pour A = (4.2,3.1), on obtient :
] = ( L1 | \) ,

Pour alléger les notations, nous identifierons parfois A a son diagramme [}].
Les éléments de A sont appelée les boites de A\. On définit maintenant la notion
de résidu : soit v = (a,b,c) une boite de A, son résidu relatif & ensemble
{g;q",...,q""-*} est I'élément de Z/eZ défini par :

res(y) = (b — a + v.)(mod e).
Si v est une boite de résidu i, on dira que « est une i-boite.

Exemple : Pour A = (4.2,3.1) et le systeme {q; ¢, ¢*} avec ¢ racine de I'unité
d’ordre 4, on écrit les résidus des boites a I'intérieur de celle-ci :

A:( 0 (1) 23] [2 3\0\)1

3

Soient A et p deux I-partitions de n et n + 1 telles que [A] C [u]. Il existe

alors une boite 7 telle que [u] = [A] U {7}. On note alors v = [u]/[A] et on dit
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que 7y est une boite ajoutable pour A et une boite supprimable pour u.

Exemple : Pour A\ = (4.2,3.1), on obtient :

- ( )y

1 est une boite supprimable de .

On peut introduire un ordre sur I’ensemble des boites d'une [-partition? :
On dit que v = (a, b, c) est en dessous de 4" = (a’,b',¢/) sic < ousic=c et
a<a.

Cette ordre sera appelé l'ordre d'Ariki-Mathas (ou ordre AM) et les notions
de boite normale, de bonne boite définies ci-dessous sont rapportées a cet ordre
(dans le prochain paragraphe, nous introduirons un nouvel ordre sur ’ensemble
des boites d’une [-partition).

Soit A une [-partition et soit v une i-boite, on dit que «y est une boite normale
de A si, si ¥ est une i-boite ajoutable de A qui est en-dessous de 7, il y a plus
de i-boites supprimables entre 1 et v que de i-boites ajoutables entre 1 et ~.

Si v est la plus haute i-boite normale de A , on dit que ~y est une bonne boite.

Exemple : Pour A = (4.2,3.1) et le systéme de parameétres {q;q’,¢?} avec
q racine primitive de 'unité d’ordre 4, on obtient :

- O, ).

1) est une 0-bonne boite de A.

On définit maintenant la notion de [-partitions Kleshchev associées a un
systéme {g¢; ¢"°, ...,q"''}.

Définition 1.3.11 Les [-partitions Kleshchev sont définies récursivement de la
fagon suivante :
— (0,0, ...,0) est Kleshchev;
— si A est Kleshchev, elle est obtenue en rajoutant une bonne i-boite a une
[-partition Kleshchev.

Notons que, dans le cadre général, il n’existe pas de définition non récursive

de ce type de [-partitions.
0

On notera A{e;vo,..»,m_l

{q;¢",...,q"-*} ou ¢ est une racine de I'unité d’ordre e. S’il n’y a pas d’ambi-

guité sur {g; ¢*°, ..., ¢"'~*}, nous le noterons simplement A°.

} I’ensemble des I-partitions Kleshchev avec systeme

Exemple : Pour le systeme {q;q°,¢'} avec ¢ racine de I'unité d’ordre 2, les
2-partitions Kleshchev sont :

~n=1:(1,0), 0,1);

2La définition donnée ici est la duale de celle trouvée dans [5]. Cela vient du fait que nous
considérons ici les modules de Specht classiques contrairement & Ariki qui utilise les modules
de Specht duaux.
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-n=2:(1,1), (2,0);
- n = : (172)7 (271)7 (217@)’ (3’®>’
- n 4 : (1,21)7 (2,2)7 (371)a (2171)a (4a®)7 (31’0)

Replacons-nous maintenant dans le cadre des algebres de Ariki-Koike. On a
le théoreme suivant.

Théoreme 1.3.12 (Ariki, [5, Théoréme 4.2]) On rappelle que L est un corps de
caractéristique 0. On considére Hp n, algébre de Ariki-Koike avec paramétres
{g;¢",...,q""=*} sur L. On suppose que q est une racine de l'unité d’ordre e.

Alors, on a :
Irr(Hp,) = {D* | A€ A°},

désigne l’ensemble des l-partitions Kleshchev.

ot AY ;=AY

{e5vo,evi-1}

Remarque 1.3.13 Notons que grace a des résultats prouvés par Ariki et Ma-
thas dans [8], Ariki a pu montrer dans [5] que ce résultat reste, en fait, valable
en caractéristique quelconque si q # 1.

Ce théoreme est prouvé en utilisant la théorie des bases canoniques. Nous allons
maintenant voir le lien entre cette théorie et la théorie des représentations des
algebres de Ariki-Koike.

Soit F,, le C-espace vectoriel avec base donnée par les [-partitions de rang n.
Sous l'identification A < S%, Fn peut étre identifié au groupe de Grothendieck

Ro(Hin)c :=C &z Ro(Hk,n) vu comme C-espace vectoriel. Soit F := @ F.

neN
On peut définir une structure de U,-module sur F. Pour cela, on introduit

les notations suivantes : soit A une /-partition de n, p une I-partition de n + 1
tels que [u]/[A] = v est une i-boite, on note :

N{* (A, p) =t{i — boite ajoutable de p au-dessus de 7}
— #{¢ — boite supprimable de A au-dessus de ~},
N?(A, i) =#{i — boite ajoutable de p au-dessous de v},
— #{i — boite supprimable de A au-dessous de v},
N;(A) =t{i — boite ajoutable de A}
— #{i — boite supprimable de A},
Na(A) =8{0 — boite de A}.

Théoreme 1.3.14 (Hayashi [6, théoréme 10.6]) On a une structure de U,-
module sur F avec action donnée par :

eiA = Z U—N?(Avﬁ)ﬁ’ sz _ Z ’UN;)(H’A)H,
res([A]/[p])=i res([pu]/[A)=i

oPhin =Ny v\ = o NaQ) )
ou 0 < i <e—1. Cette action est appelée l’action d'Hayashi.

L’idée est maintenant d’étudier le U,-sous-module de F engendré par la
l-partition vide. Le théoreme suivant est bien connu.

30



1.3. Algebres de Ariki-Koike

Théoréme 1.3.15 (voir [47]) Le U,-sous-module M de F engendré par la -
partition vide est un module irréductible de plus haut poids.

Ce théoreme permet d’appliquer la théorie des bases canoniques et des
graphes cristallins des U,-modules de plus haut poids & M. En particulier, si le
corps L est de caractéristique 0, il va nous permettre de déterminer les nombres
de décomposition de Hp, .

Ariki a montré que le graphe cristallin de M est donné par :

— sommets : les [-partitions Kleshchev,

— arétes : A — yu si et seulement si p1 est obtenue & partir de A en lui ajoutant

une bonne i-boite. B

Exemple : Ci-dessous, le graphe cristallin associé a cette structure de U,-
module pour le systéme {gq; ¢°, ¢!} avec ¢ racine de I'unité d’ordre 2 :

(0], 0) (0 . [1])

—~

—_

—~

0]1], o) ([o], [2])

(070, o) (. 0 ) (. () (oL (1))

On peut donc conclure que la base canonique 8 de M s’indexe par les
multipartitions Kleshchev :

B={GQ) A€My 0y}

{e;vo,..

Pour n € N, considérons maintenant ’algebre de Ariki-Koike H , ,, comme
ci-dessus. Soit Rq(Hp,») le sous-groupe du groupe de Grothendieck Ro(H i »)
engendré par les classes des modules P(M)x ou M parcourt l'ensemble des
Hr n-modules simples. Alors, sous l'identification A « S%(, D, en Ri(Hrm)c
possede une structure de U (E;l;)—module en spécialisant 'action d’Hayashi en
v =1 (ce résultat a été prouvé dans un premier temps par Date, Jimbo, Kuniba,
Miwa et Okado dans [15]). On obtient le théoréme suivant :

Théoreme 1.3.16 (Ariki [3]) @, o R1(Hin)c est égale au Z/l(;l\e)—module en-
gendré par la l-partition vide. En particulier, I’ensemble B spécialisé en v =1
fournit une base de @, Ri(Hrn)c-

Or, nous avons déja une base de I'ensemble P, .y R1(Hr,»)c : celle donnée
par les classes des modules projectifs indécomposables [P(M ) k| (voir le théoréme
1.1.5 de réciprocité de Brauer). Lorsque L est un corps de caractéristique 0, le
théoreme suivant indique que les deux bases coincident.
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Théoréme 1.3.17 (Ariki [6]) On rappelle que L est un corps de caractéristique
0. Soit A une l-partition Kleshchev, alors, il existe un unique élément de la base
canonique G()) et des polynomes d, \(v) € Z[v] tels que :

G\ = Z dur(v)p et G(A) = A (mod v)

KETT,

De plus, les polynomes d&A(v) évalués en v = 1 donnent les nombres de
décomposition d,, » de lalgébre de Ariki-Koike Hp ., d paramétre {q; ¢"°, ..., q"'~1}.

Ce théoreme a permis de confirmer et de généraliser une conjecture de Las-
coux, Leclerc et Thibon (voir [50] ol le théoreme est conjecturée pour I = 1 c’est
a dire pour les algebres de Hecke de type A, _1). Il donne une caractérisation des
colonnes pour les matrices de décomposition d’algebres de Ariki-Koike lorsque
q est une racine de l'unité. Il a également permis & Ariki de fournir une preuve
au théoreme 1.3.12 c’est a dire trouver une classification des modules simples
d’algebres de Ariki-Koike par les multipartitions Kleshchev.

Le probleme de cette paramétrisation par les [-partitions Kleshchev est que
l’on ne peut, a priori, pas obtenir de description non récursive de ce type de
[-partitions.

Grace a une idée similaire & Ariki et Mathas, et en utilisant des résultats
de Jimbo, Misra, Miwa et Okado, Foda, Leclerc, Okado, Thibon et Welsh ont
obtenu une bijection entre les [-partitions Kleshchev et une certaine classe de
[-partitions définie, cette fois, non récursivement. C’est le theme du prochain
paragraphe.

1.3.D Paramétrisation de Foda et al.

L’idée de Foda et al. ([22]) est de considérer une nouvelle structure de U,-
module sur F et, pour cela considérer un nouvel “ordre” , que nous appellerons
I'ordre de FLOTW, sur les boites des I-partitions. On rappelle ici que g est une
racine de 'unité d’ordre e dans C et que 'on se donne des entiers 0 < vy < vy <
L <e.

On dit ici que v = (a,b,¢) est au dessus de 7' = (a/, ', ) si :

b—a+v., <V —ad +voousib—a+v,=b —a +veete>c.
Cet ordre permet de définir de méme que pour 'ordre d’Ariki-Mathas,

des fonctions Nj (), u) et W?(A, u) données de la méme fagon que N (A, u)
et NP(\, p) avec Dordre ci-dessus. On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.18 (Jimbo-Misra-Miwa-Okado [47]) On a une structure de U,-
module sur F avec action :

er= Y v NIQw,, A=Y Uﬁf(gaé)ﬁ’
res((N)/[u)=i res([u] /A =i

PN = vﬁi(ﬁ),g v\ = U*Nd@)g,

ou 0 <i<e—1. Nous appellerons cette action ’action de JMMO.
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Le Z/{U(s/l\e)—module M obtenu engendré par la [-partition vide est, comme
dans le cas de 'ordre d’Ariki—l\g@thas, isomorphe a un module irréductible de
plus haut poids (et donc au U, (sl.)-module M méme si Paction des générateurs
de Chevalley est différente). On peut montrer que le graphe cristallin associé est
obtenu récursivement en ajoutant des bonnes i-boites pour 'ordre de FLOTW
et que les analogues des [-partitions Kleshchev sont donnés par la classe de
[-partitions suivantes.

Définition 1.3.19 (Foda-Leclerc-Okado-Thibon-Welsh [22]) On dit que la I-
partition A = (A, ..., \(=1) est une I-partition de FLOTW associée au systeme
{g; 4", ...,q""-'} avec ¢ racine de I'unité d’ordre e si et seulement si :

1. pourtout 0<j<l—2eti=1,2,...,0na:

)\(]) > )\(jJrl)

= Titvj 1

et AUTD > \©@

it+e+vo—vi_1’

2. pour tout k > 0, ’ensemble des résidus associé aux boites de la forme

(a,k,c) avec A = & est strictement inclus dans {0,1,...,e —1}.
On note A}e,vo i) I’ensemble des [-partitions de FLOTW associé au systeme
{q;¢",...,q"-*}. S’'il n’y a pas d’ambiguité sur le systeme {g¢; ¢, ...,¢"'~*}, on
notera plus simplement A'.

Exemple : Soit (A, u) = (1.1.1,2.1) et le systeme {q;¢", ¢*} avec ¢ racine de
I'unité d’ordre 4, alors la premiere condition de 2-partitions de FLOTW est
vérifiée, pour la seconde, on a :

3 |

[(A©@ AD)Y] =

w

Si on considere les parts de longueur 1, les boites de la forme (a, 1, ¢) sur ces
parts décrivent tout I’ensemble {0, 1,2, 3}. Donc la condition 2 n’est pas vérifiée
et (A, A1) n’est pas une 2-partition de FLOTW.

Le graphe cristallin associé s’obtient de la méme maniere que pour la para-
métrisation d’Ariki-Mathas c’est a dire en considérant les bonnes boites selon
I'ordre de FLOTW. Le graphe cristallin de M est donc donnée par :

— sommets : les [-partitions de FLOTW ;

— Arétes : A = pusi et seulement si y est obtenue & partir de A en lui ajoutant

une bonne i-boite selon 'ordre de FLOTW.

Exemple : Ci-dessous, le graphe cristallin associé a cette structure de U,-
module pour le systeme {g; ¢°, ¢'} avec ¢ racine de 1'unité d’ordre 2 :
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@,0)

0
0) (0 [1])

—~

—_

([of1], o)
/N
([ofxfo], o ) ([ofx], [2])([0],

Remarquons que pour ce systeme de parametres et, plus généralement, pour
les systemes du type {q; ¢, ¢%} avec ¢ racine de l'unité d’ordre e pair, (A, i)
est une 2-partition de FLOTW si et seulement si (u, A) est une 2-partition de
FLOTW.

Remarque 1.3.20 Comme les deux U,-modules M et M sont isomorphes, les
graphes cristallins de M et M ne différent que par leurs sommets.

Les éléments de la base canonique de M sont donc indexés par les [-partitions
de FLOTW. Remarquons que si on spécialise 'action de JMMO en v = 1, on
obtient la méme action que lorsqu’on spécialise ’action d’Hayashi en v = 1. Par
unicité, la base canonique associée a ’action de JMMO spécialisée en v = 1 est
égale a la base canonique associée a I’action d’Hayashi spécialisée en v = 1. En
particulier, si L est de caractéristique 0, on obtient la base donnée par les classes
[P(M)xk] avec M € Irr(Hy, ) (sous U'identification \ < SIA()

Par conséquent, on obtient donc une bijection entre les [-partitions Kleshchev
de rang n et les I-partitions de FLOTW de rang n. Comme noté dans [22], une
bijection k entre ces 2 paramétrisations s’obtient en suivant une suite d’arétes
vers la multipartition vide dans le graphe cristallin associé & M puis en suivant
la suite inverse dans le graphe cristallin associé a M.

L’exemple suivant montre que cette bijection n’est pas I'identité en général.

Exemple : Pour le systeme {q;q°,¢?} avec ¢ racine de 1'unité d’ordre 4 et
n=3,ona:
A?4;0,2} ={(0,2.1),(1,1.1),(1,2),(1.1,1),(1.1.1,0), (2,1),(2.1,0), (3,0) } ,
A14;0,2} ={(0,2.1),(1,1.1),(1,2),(1.1,1),(0,3),(2,1),(2.1,0), (3,0)} .

Nous allons maintenant donner les conséquences de ces résultats sur les
algebres de Hecke de type B,,.

1.3.E Conséquences sur les modules simples des algebres
de Hecke de type B,

Appliquons donc les résultats d’Ariki-Mathas et de Foda et al. pour en
déduire une paramétrisation des modules simples des algebres de Hecke H,
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lorsque W est de type B, et lorsque le parametre ¢ est une racine d’ordre e de
I'unité avec e pair.

Dans ce cas, 'algebre Hj, peut étre vue comme une algebre de Ariki-Koike
avec parametres {q;¢',¢>}, on a donc :

Irr(Hy) = {DA ANl ). A= n}
On obtient donc les modules simples de Hp, lorsque L est de caractéristique 0.

Ce résultat a pu étre généralisé en caractéristique quelconque grace aux travaux
de Ariki et Mathas.

Théoreme 1.3.21 (Ariki, Ariki-Mathas voir [6]) Soit Hy, Ualgébre de Hecke de
type B, a paramétre q sur un corps L de caractéristique quelconque différente
de 2 (qui est le seul “mauvais” nombre premier pour W = By,). On pose :

ex=min{i>2|1+qg+¢*+..+¢ " =0}

On suppose que e est pair, alors :

Irr(Hp) = {DA | A€ Al sy 1A= n} :
On peut aussi utiliser la paramétrisation de Foda et al. On a vu qu’il y
avait une bijection k entre ’ensemble A?H <y et I’ensemble A~1{e~1 - Définissons
;1,5 g

DR = D2, on a donc :

Théoreme 1.3.22 (Foda-Leclerc-Okado-Thibon- Welsh [22]) Soit Hy, ’algébre
de Hecke de type By, a parameétre q sur un corps L de caractéristique quelconque
différente de 2. On pose :

e:=min{i >2 | 1+qg+¢+..+¢ =0},
On suppose que e est pair, alors :
Irr(Hy,) = {]f)A [ XeAb .y A= n} .

Ce dernier théoreme permet d’obtenir une paramétrisation des modules
simples de Hj par une classe de bipartitions ayant une définition relative-
ment simple. Néanmoins cette paramétrisation est obtenue en utilisant 'in-
dexation des modules D2 non nulles par les bipartitions Kleshchev. Il pourrait
étre intéressant de montrer d’une maniere plus directe que ces bipartitions in-
terviennent dans la théorie des représentations des algebres de Ariki-Koike.

Un deuxieéme probléeme consiste a déterminer les représentations modulaires
des algebres de Hecke de type D,,.

Afin de répondre a ces questions, nous allons énoncer des résultats généraux
de Geck et Rouquier. Ces résultats donnent une autre approche pour la déter-
mination des modules simples des algebres de Hecke a un parametre dans le cas
modulaire.
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1.4 Caractérisation des modules simples des alge-
bres de Hecke a l’aide de la méthode de
Geck-Rouquier

La méthode présentée ici permet de déterminer une paramétrisation des
modules simples des algebres de Hecke dans le cas modulaire grace a la a-fonction
de Lusztig. Elle permet également de fournir des informations intéressantes sur
la matrice de décomposition.

Dans un premier paragraphe, nous rappelons les définitions équivalentes de
la a-fonction : en termes de bases de Kazhdan-Lusztig et en termes d’éléments
de Schur. Nous présentons ensuite les résultats de Geck et Rouquier concernant
les algebres de Hecke de groupe de Weyl fini (dans le deuxieéme paragraphe) puis
les généralisations obtenues par Geck aux algebres de Hecke étendues.

Dans cette section, nous notons H une algebre de Hecke & un parametre u
(comme dans la deuxieéme section) d’un groupe de Weyl fini W sur ’anneau
A = Z[v,v71] ot v est une indéterminée. On pose u = v2. K est le corps des
fractions de A, 6 : A — L une spécialisation dans L, corps des fractions de 6(A),
de caractéristique 0 ou p avec p “bon” nombre premier pour W. On note Hg
et Hy, les algebres de Hecke obtenues sur, respectivement, K et L.

1.4.A Bases de Kazhdan-Lusztig, éléments de Schur et a-
fonctions de Lusztig

Définissons la base de Kazhdan-Lusztig de H, introduite dans [49] : pour
cela, on considere la “base” classique de H : {T), | w € W}. On a alors le
théoreme suivant.

Théoréme 1.4.1 (Kazhdan-Lusztig [49, théoréme 1.1]) Pour tout w € W, il
existe un unique élément de H noté C,, tel que :

Co = S (~1)1-1W) P, (=Yl -20) T,

y<w

=Y (- @ P, | (w2

y<w

1
ot les Py ,(u) sont des polynomes en u de degré inférieur ou égal a i(l(w) -

(y) —1) siy <w et Py = 1.
L’ensemble {Cy, | w € W} forme une base de H appelée base de Kazhdan-
Lusztig de H.

Cette base permet, entre autre, de construire des représentations d’algebres
de Hecke. Nous définissons maintenant la a-fonction de Lusztig grace a cette
base. Pour (z,y) € W2, il existe des éléments h,,, . € A tels que :

C,C, = Z Py 2C.

zeW

Pour tout z € W, il existe un entier a(z) > 0 tel que :

v*&h, . € Z[v] pour tout couple (z,y) € W2,
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’Ua(z)_lhx’y,z ¢ Z[v] pour un couple (z,y) € W2

On a donc défini une fonction :
a: W —N.

Cette application est appelée a-fonction de Lusztig.

Utilisons les notations indiquées dans le préambule de cette section. On peut
attacher a chaque module simple M de Hgx ou de Hy une a-valeur notée aps
définie par :

Cy.M = 0 pour tout w € W avec a(w) > ap,

Cy.M # 0 pour un w € W avec a(w) = ap.

On a donc une application a de ’ensemble des modules simples de Hg ou
de Hy, dans N.

La a-valeur des modules simples de Hg peut également se retrouver en
considérant les éléments de Schur de Hg. Ces éléments ont été définis dans la
premiére partie (théoréme 1.1.7).

Théoreme 1.4.2 (Lusztig [55]) Pour tout V € Trr(H ), lélément de Schur sy
est de la forme suivante :

sy = fyu~* 4 combinaison linéaire de plus grandes puissances de u,

ou ay désigne la a-valeur associée au module simple V' et fi € Z '\ {0}.

On obtient donc une autre définition pour la a-valeur d'un module simple.
Ceci va nous permettre de donner une définition de la a-valeur dans la cadre
des algebres de Ariki-Koike & un parametre. Nous reviendrons sur ce point dans
le deuxieme chapitre.

Nous avons maintenant les définitions et propriétés nécessaires a la présen-
tation des résultats de Geck et Rouquier.

1.4.B Paramétrisation de Geck-Rouquier pour les algebres
de Hecke de groupe de Weyl fini

On reprend les notations du paragraphe précédent. On considére maintenant

lalgébre asymptotique de Lusztig. Elle a été introduite par Lusztig dans [54] :

c’est une Z-algebre J, libre comme Z-module, avec base {t,, | w € W} indexée
par les éléments de W et avec multiplication donnée par :

V(l‘,y) ew? typty = Z Ye,y,2t2
zeW

ol 7z, est égal au terme constant de (—v)“(z)hm,%z_l (voir le paragraphe

précédent). L’identité est donnée par th ou d parcourt I’ensemble des invo-

d
lutions de Duflo D (voir [13] pour plus de détails).
Pour tout anneau commutatif unitaire B, on peut construire l'algebre Jp :=
B ®z J.

37



CHAPITRE 1 : PRELIMINAIRES

Dans [54], Lusztig a montré que lapplication ¢ : H — J4 définie par C,, +—
> huw,dst. (somme sur les z € W et d € D tels que a(z) = a(d)) est un
homomorphisme de A-algebres. On obtient alors des homomorphismes de K-
algebres et de L-algebres :

¢KHK_’JK et QSL:HLHJL-

Ceux-ci déterminent naturellement des homomorphismes entre les groupes de
Grothendieck :

(¢ )+ : Ro(Jk) — Ro(Hg) et (#1)« : Ro(JL) — Ro(HL).

Notons d¥! Papplication de décomposition entre Ro(Hc) et Ro(Hy). On obtient
de la méme maniére une application de décomposition entre Ro(Jx) et Ro(JL).
Notons-la dj. On a alors un diagramme commutatif (voir [27, lemme 2.3]) :

Ro(JK) HULILR Ro(Hg)

‘| |«
éL)«
Ro(J1) "2 Ry(H;)

Les algebres Jx et J, sont toutes les deux semi-simples, il suit que I’applica-
tion dg est un isomorphisme préservant la classe des modules simples. De méme,
on peut montrer que Papplication (¢x ). est aussi un isomorphisme préservant
la classe des modules simples.

L’application (¢x)* o (d‘g’)_1 : Ro(JL) — Ro(Hk) est donc un isomorphisme
préservant la classe des modules simples. Pour F un Jr-module simple , on note
E., le Hy-module vérifiant :

-1

[B.] = (¢x)" o (dy)

On a alors le théoreme suivant de Lusztig :

([E))-

Théoreme 1.4.3 (Lusztig [55]) Pour tout Hy-module simple M, il existe un
Jr-module E(M) explicitement construit tel que :

(p1)«([E(M)]) = [M]+somme de Hr,—modules simples [M'] tels que apr < apg.
De plus, pour tout facteur de composition E de E(M), on a ag = ap.

Soit maintenant M € Irr(Hp) et soit E(M) le Ji-module associé comme
dans le théoréme précédent. Geck et Rouquier ([35, proposition 4.5]) ont montré
que ce Jr-module est en fait un module simple et que des Hy-modules M et
M’ non isomorphes donnent des Jy-modules E(M) et E(M’) non isomorphes.
L’ensemble suivant est donc contenu dans Irr(Hp) :

B={E(M),| M eTIrr(H)}.

On a donc une bijection :
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et pour tout M € Irr(Hp,) (voir [27]), on a :

aE(M)* = ap-

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de cette section qui
caractérise la bijection ci-dessus (nous rappelons aussi la situation de départ).

Théoreme 1.4.4 (Geck [27], Geck-Rouquier [35]) Soit H une algébre de Hecke
sur A = Z[v,v™ ] a un paramétre u d’un groupe de Weyl fini. Soit K le corps
des fractions de A et soit 6 : A — L une spécialisation ot :

— L est le corps des fractions de l'image de 0,

— la caractéristique de L est soit nulle soit un bon nombre premier pour W.
Soit également O C K un anneau de valuation discréte comme dans la section
1.1.A.

Soit M € Irr(Hyp) et soit P(M) le Ho-module projectif indécomposable qui
est une couverture projective de M (voir [14, section 6C]). Alors il existe un
unique Hy-module simple Vi tel que apr = av,, et tel que :

[P(M)g] = Val+ D dsulS].
Selrr(Hg)

as>av,,

De plus, Uapplication M — Vy; est injective donc la partie suivante appelée
l’ensemble basique canonique est en bijection avec Irr(Hp) :

B:= {VM‘M € II‘I‘(HL)}.

Remarque 1.4.5 Notons que ’énoncé du théoréme ci-dessus ne fait intervenir
que les a-valeurs des modules simples et pas ’algebre asymptotique ni la base
de Kazhdan -Lusztig.

Nous avons également une définition équivalente de cette partie B en considérant
cette fois “les lignes” de la matrice de décomposition.

Corollaire 1.4.6 (Geck-Rouquier [35]) Avec les hypothéses du théoréme pré-
cédent, on a :

B={V elr(Hk) | dv.m #0 et ay = apr pour un M € Irr(Hp)}.

Alors, on a une unique bijection B «— Irr(Hp), V «— V telle que les condi-
tions suivantes sont vérifiées.
— Pour tout V € B, on a dyy =1 etay = ayp.
- SiV eTrr(Hg) et M € Irr(Hy,) sont tels que dy.y # 0 alors ay < ay
avec égalité si et seulement si V € B et M =V.

Cette propriété nous donne des informations sur la matrice de décomposition
associée qui sont énoncées dans le corollaire ci-dessous.

Corollaire 1.4.7 (Geck-Rouquier [35]) Avec les notations du théoréme précé-
dent, on considere Dy la matrice de décomposition, on ordonne les lignes de la
matrice qui correspondent aux Hy -modules simples V1,...,V, de B telles que :

CLV1 S CLV2 S S aVT.
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Alors, la sous-matrice de Dy indéxée sur les lignes de B a une forme unitrian-
gulaire :

10 ... 0
1 ... 0
1

Dy

La proposition suivante est immédiate grace au théoreme 1.1.4 de déformation
de Tits.

Proposition 1.4.8 Si l’algébre Hy, est semi-simple, on a B = Irr(Hg).

Nous allons maintenant voir que les propriétés de ce paragraphe restent
valables pour les groupes de Weyl étendus :

1.4.C Paramétrisation de Geck-Rouquier pour les algebres
de Hecke de groupes de Weyl étendus

Dans cette partie, on suppose que W' est un groupe de Weyl fini avec S’
I’ensemble des réflexions simples. En utilisant la théorie de Clifford, Geck a pu
montrer que les résultats de la section précédente restes valables pour une plus
grande classe d’algebres de Hecke.

Soit © un groupe fini, Aut(W’,S’) le groupe des automorphismes de W' qui
laisse 1’ensemble S’ invariant. On suppose que l'on a un homomorphisme de
groupe :

T Q— Auwt(W’, 9.

On considére W =W’ x Q o, pour w € Q et w' € W, on a :

Le groupe W est alors appelé un groupe de Weyl étendu. On a une longueur
définie sur W par :

Vw,w)e W xQ  l(w'w):=1"(w)

ou I’ désigne la longueur usuelle sur W’. Soit H D'algebre de Hecke associée &
W,ona:

Tw T, =Ty et T.,Tw = T pour w' € W' et w € .
Soit H' le sous-espace de H engendré par les éléments T, pour w’ € W’.

Exemple : (voir [28]) Soit W’ le groupe de Weyl de type D,,, alors il existe un
groupe 2 d’ordre 2 tel que I'algebre du groupe de Weyl étendu correspondant
est une algeébre de Hecke de type B,, & parametre {1,u}. Plus précisément, soit
S’ = {s},51,...,Sn—1} les reflexions simples de W’. On considére l'automor-
phisme o de W’ définie par o(s}) = s1, o(s1) = s} et o(s;) = s; pour i > 2.
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Alors, le groupe W avec générateurs S := {0, s1, ..., Sp—1 } est un groupe de Weyl
de type B, et son algebre de Hecke associée est une algebre de Hecke de type
B,, a parametres inégaux {1,u} comme dans le paragraphe 1.2.B.

Considérons maintenant les algeébres Hy, Hj., Hy, et Hj. Nous avons tout
d’abord une opération de restriction Res naturelle des Hy, et Hg-modules aux
H} et Hj-modules.

Exemple : Lorsque W’ est de type D,,, opération de restriction Res des Hg
modules aux Hj, modules correspond & l'opération Res décrite dans le para-
graphe 1.2.B.

D’autre part, il existe (voir paragraphe 1.1.A) des applications de décompo-
sition bien définies :
dg : RO(HK) — Ro(HL),

dy : Ro(Hy) — Ro(HY).
On obtient un diagramme commutatif :

Ro(Hkg) LN Ro(Hy)

do l ld,e
R
Ro(Hp) ——— Ro(H})

Une théorie analogue a celle développée dans les deux paragraphes précédents
existe pour les algebres de groupes de Weyl étendus. En particulier, comme noté
dans [28], on peut définir une algebre asymptotique de Lusztig dans cette situa-
tion. On peut aussi attacher a chaque Hg et Hp-module simple une a-valeur
de la méme manieére que dans le paragraphe 1.4.A (en considérant les bases de
Kazhdan-Lusztig ou, de fagcon équivalente, grace aux éléments de Schur). Les
a-valeurs des Hg et Hj--modules sont maintenant reliées de la maniere suivante.

Proposition 1.4.9 (voir [28, proposition 4.6]) Avec les hypothéses précédentes,
soit V' un Hy -module simple apparaissant dans la restriction d’un H g -module
simple V', alors :

a(V')y = a(V).

Alors, on peut montrer que le théoreme 1.4.4 reste valable pour les algebres
de Hecke étendues.

Théoreme 1.4.10 (Geck [28, théoréme 5.3]) Avec les hypothéses de cette sec-
tion, soit M € Irr(HL) et soit P(M) le Ho-module projectif indécomposable
qui est une couverture projective de M. Alors, il existe un unique H g -module
simple Vs tel que apr = ay,, et tel que :

[P(M)k] =Vl + Y dsulS].
SEIr>r(HK)
as=>avy,

L’application M +— Vi est injective et donc la partie B := {Vy|M € Irr(Hp) }
est en bijection avec Irr(Hp).
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Dans la section précédente, nous avons vu qu’il existait une partie B’ telle
que :
B «— Irr(H}).

Pour H, nous avons, de méme, 'existence d’une partie B telle que :
B« Irr(Hyp).

La proposition suivante permet d’établir un lien entre ces deux parties de
Irr(HY) et Irr(H).

Proposition 1.4.11 (Geck [28, théoréme 5.5]) Avec les hypothéses de cette
section, on a :
- B’ est lensemble des modules V' € Irr(H,) tel que V' C Res(V') pour un
VeB,
— B est l'ensemble des modules V € Irr(H) tel que V' C Res(V') pour un
VieB.

Ainsi, B et B’ se déterminent I'un Pautre grace a 1’étude de I'application Res.
Ce dernier résultat va nous permettre de déterminer B dans le cas ou H est une
algebre de Hecke de type D,,. En effet, d’apres ’exemple ci-dessus, on peut voir
Palgebre de type B, & parameétre {1,u} comme une algebre étendue de H. Ceci
nous permettra d’appliquer les résultats “bien connus” concernant les modules
simples d’algebres de Hecke de type B, a la détermination de B pour le type
D,,.

Nous avons vu que la méthode de Geck et Rouquier faisait intervenir une
fonction a dépendant des éléments de Schur associés aux modules simples.
Considérons maintenant le cas des algebres de Ariki-Koike : ce sont des algebres
symétriques, donc, dans le cas semi-simple, on peut associer a chacun de ses
modules simples un élément de Schur et ainsi une a-fonction. Il est alors naturel
de se demander si la méthode de Geck-Rouquier ne peut pas s’appliquer aussi
pour ce type d’algebres.

Le but du chapitre suivant est de considérer ce probleme. Nous donnerons
un analogue a la méthode de Geck-Rouquier pour les algebres de Ariki-Koike
ce qui permettra de donner une paramétrisation des modules simples d’algebres
de Ariki-Koike dans le cas modulaire.
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Chapitre 2

L’ensemble basique

canonique pour les algebres
de Ariki-Koike

Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, il est possible d’attacher
a chaque module simple d’algebres de Hecke de groupe de Weyl fini ou étendu
une a-valeur. On obtient ainsi un ordre sur ces modules simples qui permet de
montrer que la matrice de décomposition a toujours une forme triangulaire.

En particulier, considérons le cas W = D,, et la spécialisation 6 telle que
O(u) = —1. Alors, en effectuant des calculs sur GAP, Geck a pu conjecturer
que les bipartitions intervenant dans la paramétrisation de I’ensemble basique
canonique étaient les bipartitions (A9, \(D)) vérifiant les propriétés suivantes :

— A0 et A sont 2-régulieres ;

— Pour tout ¢ € N tel que )\7(;0) %0 ou )\El) #0,0n a )\EO) =+ )\7(;1) ;

— Pour tout i € N tel que )\EO) # 0 ou )\51) # 0, on a min{)\go),)\gl)} >

0 1
max{)‘z('-s-)h )‘§+)1 :

De plus, dans [9], Bessenrodt a pu montrer que la fonction génératrice de
cette classe de bipartitions coincidait avec celle des bipartitions Kleshchev (pour
le choix adéquat de parametres). Nous avons pu ensuite généraliser cette conjec-
ture pour tout e et, suivant les conseils de Leclerc et Miyashi, pu établir que
les bipartitions vérifiant cette conjecture étaient identiques aux bipartitions de
FLOTW. Comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent, ces bipartitions in-
terviennent dans la description des modules simples des algebres de Ariki-Koike.
Nous nous intéresserons donc ici a ces algebres. Le but est de donner un théoreme
analogue au théoreme 1.4.4 pour cette classe d’algebres en caractéristique 0 c’est
a dire de prouver 'existence d’un ensemble basique canonique qui donne une
interprétation de la matrice de décomposition a ’aide de la a-fonction de Lusz-
tig. Malheureusement, on ne dispose pas de bases de Kazhdan-Lusztig pour ce
type d’algebres. Nous définissons donc la a-fonction en utilisant les éléments de
Schur qui sont connus explicitement (la forme de ces éléments a été conjecturée
par Malle [57] et calculée par Geck, Iancu et Malle dans [31]). Nous établissons
ainsi quelques propriétés combinatoires qui, reliées avec le théoreme d’Ariki et
la caractérisation de la base canonique, nous permettront de conclure.

43



CHAPITRE 2 : ENSEMBLE BASIQUE CANONIQUE POUR LES ALGEBRES DE
ARIKI-KOIKE

Ce chapitre est divisé en quatre sections. Dans la premiere, nous donnerons
les définitions nécessaires a la présentation de la a-fonction pour les algebres
de Ariki-Koike. Dans la deuxiéme partie, nous établirons quelques propriétés
combinatoires de la a-fonction. Puis, dans la troisieme partie, nous donnerons
le théoreme principal du chapitre qui généralise le théoreme 1.4.4 aux algebres
de Ariki-Koike. Enfin, dans la quatrieme partie, nous démontrerons une pro-
priété permettant d’interpréter les multipartitions Kleshchev en terme d’en-
semble basique canonique et nous développerons un cas particulier d’algebres
de Ariki-Koike pour lequel il existe une bijection simple entre les différentes
paramétrisations des modules simples.

2.1 a-valeurs des modules simples

Dans cette premiere section, nous commencons par introduire la notion de
symboles ce qui nous permettra de décrire les éléments de Schur associés aux
modules simples d’algebres de Ariki-Koike semi-simples. Nous obtenons ensuite
la valeur de la a-fonction pour ce type d’algebres en suivant ’article de Broué
et Kim [11].

2.1.A Symboles

Commencons par quelques notations, on suit ici [11]. Les symboles sont
usuellement associés aux multipartitions. Ici, nous étendons cette définition aux
multicompositions.

On dit que A = (A, ..., A(¢-1) est une I-composition (ou multicomposition)
de rang n si on a :

— pour tout i = 0, ...,1—1, il existe A" € N et des entiers strictement positifs
)\y) (avec j = 1,..., h()) tels que AV = (/\gl), "")‘5:()0)' Pouri=0,...,1—1,
I'entier h() est appelé la hauteur de A\(9);

-1 h®

() _
B 3) i
i=0 j=1
Soit A = (M@, ..., A(=1) une I-composition et soient h(*) les hauteurs des
compositions A(®) (i=0,...,0 —1). Alors, la hauteur de A est I’entier suivant :

hy = max{h(® .. hI~D,
Soit k£ € N. Le symbole ordinaire associé a A et a k est le [-uplet suivant :
B:= (B, .. BUI7Y)
ou, pour t =0,..,l —1,0on a:
BY = BY, .. B,
et oupour j=1,...,hy+k, ona:

B =2 — i+ hy+k

et /\gi) :=0sij > hU. On note alors hg := hx + k la hauteur du symbole B.
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Soit maintenant une suite m de nombres rationnels positifs m(?) (1=0,..1—
1) appelée systeme de charges :

m = (m©®, ... ,mt=1),

Soit k£ € N. On définit le m-symbole B[m]" associé & A , m et k en ajoutant &

chaque part B @)

;7 du symbole ordinaire le nombre m(). On a donc :

B[m]' = (B'", ..., B'=Y)
ou, pour t =0,...,0 —1,ona:
B9 =B, B )
etoupour j=1,..,hy+k ona:
B =AY —j 4 by + k+m®.

Remarquons que ce dernier ensemble est défini dans [11] en utilisant la no-
tion de symbole chargé.

1
Exemple : Soient | =3 et m = (1, 2 2). On considere la 3-partition suivante :

A= ((47 2)’ (0)7 (5’ 2, 1))

Soit £ = 0. On a hy = 3. Le symbole ordinaire associé est donné par :

BO =6 3 0
B={ BM = 2 1 0
B® 7 3 1
Le m-symbole est donné par :
BO = 7 4 1
Bm]'=¢{ BM = 5/2 3/2 1/2
B® = 9 5 3

Nous pouvons maintenant étudier les éléments de Schur et la a-fonction
associés aux modules simples d’algebres de Ariki-Koike.

2.1.B Eléments de Schur pour les algebres de Ariki-Koike

Soit I € N. Soit A = Z|[u, u_l,uo,ual, ...,ul,l,ulill], oll U, Ug, Uy, ..., Uj_1 sont
[ + 1 indéterminées non nécéssairement indépendantes. On suppose que A est
intégralement clos dans son corps des fractions K. On considere ici ’algebre de
Ariki-Koike Hp , sur K & parametres {u;uyg,...,u;—1}. On suppose que l'on a
pour tout i # j et pour tout d € Z tel que |d| < n :

uy, #u;.
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Alors H p, est semi-simple déployée. On a donc (voir le théoréme 1.3.2) :
Irr(Hk ) = {SIA( | A eIl }.

Comme H,, est une algebre symétrique (voir le théoréme 1.3.3), on peut associer
a chaque module simple SIA( de Hk,, un élément de Schur :

-1 -1 —1
SA(uvan ~-'7ul71) € Z[u7u » U0, Ug 7"‘7ul717ul_1]7

comme dans le théoreme 1.1.7.

La forme de ces éléments a été conjecturée dans [57] et calculée dans [31].
L’expression donnée ici, en fonction des symboles ordinaires, est exposée dans
[11].

Introduisons tout d’abord quelques notations :

Soit B = (B(O), e B(l’l)) un symbole ordinaire de hauteur hp associé a une
I-partition A = (A(®), ..., \(=1) de rang n. On note :

OB (U, Ug, oy ty—q) i= H (uy; —uﬂuj),
0<i<j<l
(a,8)eB() x B(H)
a>p if i=j
9]3(11, uo,...,ul,l) = H (ukui — uj),
0<i,5<1
acB(®)
1<k<a
v (U, Ug, ooy Uy—1) i= H (u; —uj)hBQB(u,uo,...,ul,l),

0<i<j<l

DI E
TB:Z(l(hB—Ql)Jrl >+(Z(hB—22)+1 >+_._+< g )

B| := Z a.

0<i<l
aeB(?)

OB -

La forme des éléments de Schur est alors donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.1.1 (Geck-Iancu-Malle [31]) Soit S2 le module simple de H,
associ€ a la l-partition A et soit B un symbole ordinaire associé a cette I-
partition, alors I'élément de Schur de ce module simple est donné par :

—n

U, Ug, oy Uy
sa(uug, oy wm1) = | (u—1) H Uu; (—I)UBUTB_IBH"VB( O 1).
B 0<i<l 6B<u7u07"-;ul—1)

Cette expression ne dépend pas du choiz du symbole ordinaire.

Nous allons maintenant appliquer ce résultat pour une algebre de Ariki-
Koike particuliere. Ceci nous permettra de définir une a-fonction associée aux
modules simples de cette algebre.
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2.1.C a-fonction pour les algebres de Ariki-Koike

Soit [ un entier positif, on définit le nombre complexe suivant :

2T
m= exp(T).
Soit m = (m®,...,m~1) un systeme de charges vérifiant pour tout j =
0,..,0—1: A
Im) e N.

Soit y une indéterminée et soit A := Z[n|[y,y~']. Alors, A est intégralement
clos dans R := Q[n;](y). On considere 'algebre de Ariki-Koike H,, sur A avec le

choix suivant de parametres :

‘(y)lm(j)pourj =0,..,0—1,

On obtient une algebre de Ariki-Koike Hg , sur R qui est semi-simple déployée.
Par conséquent, nous pouvons utiliser les résultats du paragraphe précédent. En
particulier, nous avons un élément de Schur associé a chaque module simple de
Hr,y dans Z[mi)ly, y~']-

Suivant maintenant le théoreme 1.4.2, nous pouvons définir une a-fonction
sur chaque module simple de Hg, : soit A € Hﬁl et soit sy 1’élément de Schur
associé. Alors, il existe fy € Z[n] \ {0} et b(S2) € Z tels que :

sy = fAy_b(SA) + combinaison linéaire de termes de plus haut degré.

Alors la a-valeur de S2 est définie comme étant le nombre rationnel suivant :

b(S2
a(S?) = 7( )
l
On la notera aussi a(A).
En utilisant la proposition 2.1.1, on peut donner une description explicite de
ces valeurs.

Proposition 2.1.2 Soit A une l-partition de n. Soit k un entier positif, soit B le
symbole ordinaire de hauteur h associé a \ et a k. Soit Blm])' = (B'¥), ..., B'(~1)
le m-symbole (ot m est le systéme de charges), alors :

a(A) = f(n,h,m) + Z min {a, b} — Z min {k, m"},

0<i<;i<l 0<i,j<l
(a,b)eB’(1) x B/(J) acB’(%)
a>b si i=j 1<k<a
ou :
-1
fn,hym) =n E mY) — 754+ |Bl—n—h g min {m®, m}

0<i<j<l

7=0
+ Z min {k, m}.

0<i,j<l
aEB(i)
1<k<m (i)

Ce dernier terme ne dépendant que de n, de m et de h.
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Preuve :
En utilisant la proposition 2.1.1, il suit :

-1
a(A):an(j)—TB+|B|—n—h Z min{m(i)’m(j)}_F
J=0 0<i<j<l

+ S minfa+m®8+m@} = 3 minfk+m® m0}.

0<i<j<l 0<i,j<l
(a,8)eB(1) x B(J) aeB(i)
a>p sii=j 1<k<a
Or,on a:
E min {k +m® m} = g min {k, m)}— E min {k, m)}.
0<i, i<l 0<i,j<l 0<i,j<l
aeB(®) aecB(?) aeB(?)
1<k<a 1<k<a+m(®) 1<k<m(?)

En considérant ’ensemble B[m]’, on obtient :

a(A) = f(n,h,m) + Z min {a,b} — Z min {k, m}

0<i<j<l 0<i,j<l
(a,b)eB’(1) x B/(J) aeB’(%)
a>b si i=j 1<k<a

ou f(n,h,m) ne dépend pas de la I-partition \.
(Il

Remarque 2.1.3 La formule de a ci-dessus ne dépend pas du choix du symbole
ordinaire (c’est & dire de k € N).

Dans la prochaine partie, nous allons établir quelques propriétés combina-
toires concernant cette a-valeur.

2.2 Propriétés combinatoires

Dans cette partie, nous nous intéressons a quelques propriétés concernant la
a-valeur d’une l-partition pour un systeéme de charges particulier (qui correspond
a une algebre de Ariki-Koike semi-simple). Dans toute la suite, la a-fonction
désigne la fonction donnée dans la proposition 2.1.2.

2.2.A Notations et hypotheses

On utilisera ici les définitions et les notations introduites dans la section
précédente. De plus, nous étendons les définitions de boites et de résidus aux
multicompositions de fagon élémentaire.

Soient I et e deux entiers positifs. Soit A = (A(?), ..., \(=1)) une I-composition
de n, ses résidus serons relatifs & un ensemble {g; ¢*°, ..., ¢"'~* } oli ¢ est une racine
de I'unité d’ordre e et ou :

0<vy<<n<..<y_<e.

Les boites a ’extréme droite des parts de A sont appelées les boites de la frontiere
de \.
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Exemple : On suppose que | = 2, vg = 0, v; = 2 et que e = 4. Soit
A= (4.2.3,3.5), le diagramme de \ est donné par :

o (EREE e
= 230"1230\1\

Les résidus des boites de la frontiere de A sont ici écrits en caracteres gras.

Nous utiliserons aussi les notations suivantes : pour A et p des [-compositions
denetn+1letke{0,..e— 1}, on notera :
— A(ri»)p si u est obtenue a partir de A en ajoutant une k-boite sur la part
i)
)\(P) .

J ?
— plus simplement, on notera Arﬁ 1 si p est obtenue a partir de A en ajoutant
une k-boite. -
Soit A une [-partition de rang m. Si il existe une suite d’éléments i, €
{0,...,e — 1} avec s = 1,...,n et une suite de I-partitions )\, avec t =1,...,n+1
telles que A\ =0 et A, ; = A vérifiant pour tout s = 1,...,n :

is
As'_) A5+1a

alors, on dira que la suite i1, 2, ..., %, est une suite de résidus pour \.
Pour utiliser la formule de la a-valeur de la proposition 2.1.2, nous devons
fixer un systeme de charges. On considerera donc le systeme de charges suivant :

m = (m®, ..., m=Y),

ou, pour j =0,...,] — 1, on fixe :

ml) — @) _ % + pe,
. e . e
ol p = —min{vm — ‘77 j=0,..,0—1} siil existe j tel que o) — ]7 <0et
p = 0 sinon, de sorte que pour tout j =0, ..., — 1, on ait m{) > 0.
La a-fonction d’une multipartition considérée ici sera donc toujours donnée
en fonction de ce systeme de charges.
Finalement, on introduit un préordre sur les boites ajoutables d’une I-com-

position A. On note :

51 >aq 52

si la boite & s’ajoute sur une part )‘5‘?)7 si la boite & s’ajoute sur une part /\522)
et si:
AW g4 m) > A2 gy ),
Nous allons maintenant établir quelques propriétés concernant les multipar-
titions de FLOTW et leurs a-valeurs.
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2.2.B a-suites de résidus

Dans la suite, on s’intéresse particulierement aux [-partitions de FLOTW.

Nous considérons donc I'ensemble A' := Ay, 4 (voir la définition 1.3.19).

On a tout d’abord le lemme suivant.

(i1)

Lemme 2.2.1 Soit A\ € A'. Soit & une k-boite supprimable sur une part Ai s

soit )\§-i2) une part de \, on suppose :
/\g-iz) —Jotu, = /\S-il) —J1+v;, —1 (mod e),
alors :

N P S A I S L N G

2

Preuve :
Par hypothese, il existe t € Z, tel que :

)\gl;) — Ja + v, = )\glll) — 71+ Vi, — 1+ te.
a) On suppose :

)\;?) —jo+m 41> )\%1) — j1 +ml),
on veut montrer : o
(i2) i1
/\jz = >\j1 )
raisonnons par ’absurde en supposant donc :

(i2) (i1)
)\j;’ < )\jll .

On a: 4 . 4
)\5,12) — jo + Vi, —1'27 +1> )\5,111) —J1 vy, — i

Il suit :

e e
_1+t€—7/27 +1 Z _i177
c’est a dire :
. N
te > (io — 11)7.

on distingue alors deux cas.
Si 7:1 Z ig :
on a alors t > 0, d’ou :
A2 gy oy > A gy, — 1,

donc :

J1— J2 = Viy — Ujy.
Utilisons alors la caractérisation des [-partitions de FLOTW :

(i2) (i1)
)\jz > Ajy-

J2t+vig —viy”
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on obtient : (ia) )

12 11

Ajz = )\jl ’
ce qui est absurde.
Siig <o
on a alors t > 0, d’out :
/\g?) —J2 v, 2 )\g-il) —J1t+uv, —1+e,
donc :
J1—J2 2 vy, — v, te

Utilisons alors la caractérisation des [-partitions de FLOTW :

Al2) 5 3 (1)

J2 J2+vig —viyte’
On obtient : ) )
12 11

/\jz > A

J1 7
ce qui est absurde d’ou le résultat.

b) On suppose maintenant :
AP — gy 4 m) 41 < A0 — iy oml),
on veut montrer : (ia) (i)
K3 3
A <AL
On raisonne par ’absurde en supposant donc :

(i2) (i1)
A2

1 )
comme ci-dessus, on a :

te < (ig — il)

~|®

On distingue alors deux cas.
Si il Z ig :
on a alors t < 0, on obtient donc :

A2 o vy <A — v, — 1,
d’ou :
Jo—(j1+1) > vy, —v, +e

Or en utilisant la caractérisation des l-partitions de FLOTW, il suit :

(i1) (i2)
)\j1+1 > >\j1+1+€+vi2—ﬂi1’

donc :

(i1) (i2)
)\jll-"-l > )\j: ’

mais, comme £ est une boite supprimable de la [-partition A :

(i1) (i1)
Ajll > )\j11+1’
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d’ou la contradiction.
Siig <o :
on a alors t < 0, on obtient donc :

)‘5’;2) - j2 + Vigy < )\‘g’il) - j]. + Vi, — 17

d’ou :
g2 — (1 +1) > viy — vy,

Or, en utilisant la caractérisation des [-partitions de FLOTW, il suit :

(1) 2
)‘]1+1 z )‘]1+1+v12 —Viy?
donc :

(i1 (l )
/\j1+1 2 >\ ’

mais, comme £ est une boite supprimable de la [-partition A :

(Z ) (i1)
)\ V> )\]11-"-1
d’ou :

(i1) (i2)
A 5y

d’ou la contradiction.
O

Lemme 2.2.2 Soit A € A'. Alors, il existe une boite supprimable & de résidu
) de longueur mazimale vérifiant la propriété suivante.

Si &9 est une k— 1- bozte située sur la frontiére d’une part )\(12 on a:

k située sur une part /\(

(i1) (i2)
/\jl >>\j2 '

Preuve :
On considere les partitions A1) = ... = X\(") telles que /\gll) = .= )\(1[’") sont
des parts maximales pour A. Soient ki, ..., k- les résidus des boites supprimables
&1,...,& situés sur ces parts de longueurs )\gll).

On va montrer qu’il existe 1 < i < r tel qu'il n’y a pas de boites de résidu
k; — 1 sur la frontiere d’une part de longueur /\Yl).

On raisonne par 'absurde : on suppose qu’il existe des boites sur la frontiere
de parts de longueurs )\gll) avec résidus ky — 1, ko — 1,..., k. — 1.

Par hypothese, il existe une partition A(**1) avec une boite sur la fronticre

d’une part ,\ﬁ*l) de longueur )\gll) et de résidu k1 — 1 :

k1 —1

)\(181) —
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En particulier, on a s; # 1 sinon les boites sur la frontiere de parts de
longueurs /\gll) sur A(s1) décrivent 'ensemble {0,...,e — 1} en entier ce qui est
impossible via la deuxieme condition de [-partitions de FLOTW.

On fait le méme raisonnement pour le résidu k,, : il existe A(>2) de la forme
suivante :

)\(lsg) —

En particulier sy # s; pour les mémes raisons que ci-dessus et so # 1 sinon
les résidus sur la frontiére des parts de longueurs )\gll) sur A1) et A(=2) déerivent
I'ensemble {0, ...,e — 1} en entier.

On continue ce procédé et on aboutit a une absurdité. En effet, par la
deuxieme condition de [-partitions de FLOTW, lors du dernier pas, on obtient
la propriété suivante :

sr & {1,81,82,..,Sr—1},

ce qui est impossible car s, € {1,...,r} et les s; sont distincts.
Donc, il existe une boite de résidu k; sur une part )\gll) de longueur maximale

telle qu’il n’y a pas de boite de résidu k; — 1 sur une part de longueur /\;ll)7 d’ou

le résultat.
O

Lemme 2.2.3 Soit A € A'. Soit & la ki-boite supprimable de la proposition
précédente.

Soient &1, &2, & les k-boites supprimables de la frontiére de A situées sur
des parts )\5-111) > )\522) > . > )\gl)

Soient Y1, ..., ¥, les k—1-boites de la frontiere de A situées sur des parts

l I L,

Al > Z\l2) > > A, |
>
,\,(f;) pour u € {1,...,s}. Alors, \ est une l-partition de FLOTW de rang stric-
tement inférieur a celui de \.

Soit X' la l-partition obtenue en supprimant les boites &, vérifiant \

Preuve :

Le rang de ) est bien strictement inférieur & celui de A par le lemme précédent.
Vérifions maintenant les conditions des [-partitions de FLOTW pour la [-parti-
tion .

Condition 1 :
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Tout d’abord, il faut vérifier que si A§i) = )‘S‘Tvli)ﬂ—w et si on enléve une boite a
)\gi), on enleve aussi une boite a A;i}jll_w. Ona:
i+1 . )
§’Z+vi)+17vi = (J +vig1 —vi) +vig1 = >\§»Z) —Jt v

L N i+1
Donc, dans ce cas, le résidu sur la frontiére de )‘§'+v7~)+1—v7»

la boite associée est une boite supprimable, sinon on a :

(1)
41

est égale a k. De plus,

)\(i“'l)

Jt+vig1—vi+1 > A

Or, en utilisant la caractérisation des [-partitions de FLOTW :

)\(1) > )\(H’l)

j+1 = Yjtvip1—vi+1D
d’ou la contre%d)iction(. ) 1)
i) (41 " . i+1 .
Comme )\j = )\j+vi+1_vi’ la k-boite sur la frontiere de /\j+vi+1—vi doit se

supprimer. Donc la premieére condition des [-partitions de FLOTW reste vérifiée
pour ). Vérifions maintenant la seconde condition.

Condition 2 :

Le seul probleme est lorsque, pour obtenir )’, on enléve une boite & sur la
frontiere d’une part )\gil) et que, si on considere les parts de longueurs /\xl) -1
de A, 'ensemble des résidus de la frontiere est égal a ’ensemble suivant :

{0,.e — 13\ {k — 1},

par exemple, lorsque A est de la forme suivante avec k = ky :

E—1| k | ks &
k2 o k-1 k-1
%s T s %
(i1) (ir) (i2)
A A AGY 1

On considere les boites de résidus k sur les parts de longueurs )\g»il) —1. Elles
sont supprimables, sinon, on aurait une boite de résidu k — 1 sur une part de
longueur )\gl) - 1.

On a, de plus, /\xl) -1> /\gf) car il n’y a pas de boite de résidu k — 1 sur
des parts de longueurs )\f) —1.

Donc, pour obtenir ), toutes les boites de résidus k sur les parts de longueurs
)\g.il) — 1 sont supprimées.

Alors I'ensemble des résidus des boites sur les parts de longueurs )\gil) -1
est égal a I’ensemble suivant :

{0, .e — 13\ {k}.
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En reprenant ’exemple de ) ci-dessus, on obtient pour ) :

k1 | ke &
fr—2 k-1 ko1
k+1
T | ks
(ir) (i2) (ir)
A AGY 1 A

Donc la deuxieme condition des [-partitions reste vérifiée. Donc A vérifie bien
les conditions des I-partitions de FLOTW.
O
Gréce a ce lemme, nous allons pouvoir faire correspondre a chaque I-partition
de FLOTW une suite de résidus qui possédera des propriétés de minimalité selon
la a-valeur.

Définition 2.2.4 : Soit A € A!. D’apres le lemme 2.2.2, il existe une boite
supprimable & de résidu k sur une part )\gil) de longueur maximale, telle qu’il
n’existe pas de k — 1-boite sur la frontiere d’une part de méme longueur que
celle de &;.

En particulier, si ¥1, ¥s,..., 1, sont les k—1-boites de la frontiere de A situées
sur des parts )‘1(0[11) > )\](,l;) > .. > /\g:), on a, d’apres le lemme 2.2.1 :

)\éil) -7+ mi) —1 > )\I(,l;’) — Pk + mx) pour k=1,...,r.
Comme dans le lemme 2.2.3, on considére ISTRSTS &s les k-boites supprimables
de la frontiere de )\ sur des parts )\gzll) > )\5»;2) > .. > )\EZS) telles que :

(is) l
A > Al
En particulier, on a, d’apres le lemme 2.2.1 :
)\g-it) —Jt + ml) —1 > )‘z()l:) —pr + m{te) pourt=1,....,5 et k=1,...,r.

Soit A" la I-partition obtenue en supprimant les boites &;, &3,..., &. D’aprés
le lemme 2.2.3, )\’ est une [-partition de FLOTW.

Alors, on définit récursivement la a-suite de résidus associée a A et notée
a-suite(A) par :

a-suite()\) = a-suite(\'), k, ..., k .
——

S

En particulier, remarquons que avec les hypotheses ci-dessus, A est obtenue
& partir de ' en ajoutant s boites de résidus k sur les plus grandes parts de A
ou ces boites sont ajoutables ou, de fagon équivalente, sur la plus grande part
selon <.
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Exemple : On considére le systeme de parametres {q;¢", ¢} avec ¢ une ra-
cine de l'unité d’ordre e = 4. Les 2-partitions de FLOTW sont les 2-partitions
(A XD vérifiant la propriété suivante.

— Pour tout i, on a :

0 1
A > A0
1 0
et )\g ' > )‘7(:+)3>
— pour tout k£ > 0, I'ensemble des résidus associé aux boites de la forme

(a, k,c) tel que A9 = k est strictement inclus dans {0,1,2,3}.
On consideére la 2-partition A = (2.2,2.2.1) avec diagramme :

0[] o1
5101 1

A est bien une 2-partition de FLOTW.
Cherchons sa a-suite de résidu : on cherche k, s et \' tels que :

a-suite()) = a-suite()\), k, ..., k.
~——

S

Les parts de longueurs maximales sont les parts de longueur 2 et les boites
supprimables sur les parts de cette longueur sont de résidus 1 et 0.

Pour £ = 1, on voit que 'on a une part de longueur 2 dont la boite sur sa
frontiere est de résidu k —1 =0 (mod e).

On prend donc k = 0 et on peut vérifier que 'on a pas de parts de longueur
2 dont la boite sur sa frontiere est de résidu k — 1 = 3 (mod e). On supprime
donc cette boite.

Il n’y a pas d’autre 0-boite supprimable sur A, donc :

a-suite(A) = a-suite(2.1,2.2.1), 0.

La 2-partition (2.1,2.2.1) est bien une 2-partition de FLOTW.
Ensuite, les boites supprimables sur les parts de longueurs maximales sont
de résidus 1 et il y en a 2, on obtient :

a-suite(A) = a-suite(1.1,2.1.1),1,1, 0.
On continue jusqu’a obtenir la 2—partition vide. On obtient finalement :

a-suite(A) = 1,0,0,3,3,2,1,1,0.

2.2.C a-graphe d’une [-partition de FLOTW

Dans ce paragraphe, nous donnons une propriété fondamentale concernant
la a-suite de résidus d’une [-partition de FLOTW.

Commengons par une définition qui suit de la définition 2.2.4 des a-suites de
résidus :
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Définition 2.2.5 Soit A une [-partition de FLOTW de rang n et soit s1, S, ..., Sn,
sa a-suite de résidus. Par construction, on a un graphe :

[N\ CORNE S\ € B )\(")7
TGup) T (2ep2) (Jnpn)

ot () désigne la [-partition vide et o1 pour tout u tel que 1 < u < n, la l-partition
A(") est obtenue a partir de A(u_l) en ajoutant une s,-boite sur la plus grande
part selon 'ordre <,.

Ce graphe est appelé le a-graphe de la [-partition A.

Exemple : On considere le systeme de parametres {q; ¢°, ¢'} avec ¢ une racine
de 'unité d’ordre e = 4 et la 2-partition A = (2.2,2.2.1) de a-suite :

a-suite(A) = 1,0,0,3,3,2,1,1,0.

Alors le a-graphe associé a A est donné par :

1 0 0 3 3 2
1 1,1 1,1.1 1.1,1.1 1.1,1.1.1
(QJ,@)(*;;)(@, )(17))( ; )(;)( ; )(;5)( , )(;)( : )(3)

B (11,2.1.1) & (2.1,2.1.1) S (21,2.2.1) 22 (2.2,2.2.1).
(1,1) (1,0) (2,1) (2,0)

Proposition 2.2.6 Le a-graphe d’une [-partition de FLOTW n’est composé que
de l-partitions de FLOTW.

Preuve :
Soit A(™ une I-partition de FLOTW et soit :

a-suite A ™) = i1, .o i1, 00, ey g, ooy igy oo s,
—— —— N——
aq az as
ou pour j =1,...,5 — 1, on suppose i; # i;41. Alors le a-graphe de A est donné
par :

o & AW pe) Aartaz) ol ()
“(p1) (jalypal) o (ja1+a27pa1+a2) o (Jnspn)

Par définition de la a-suite, les -partitions (@), A(@1+a2) A" gont des I-
partitions de FLOTW. Supposons qu’il existe une [-partition u apparaissant

dans le a-graphe de A(") qui ne soit pas une [-partition de FLOTW. Alors, il
existe r tel que :

A(Z:;l ai),ﬁ)...,ﬁ,ﬁ,i_*)_._,i_r)é(z:zl ai) (1)

On peut supposer que toutes les [-partitions apparaissant dans le a-graphe entre
r—1
A(Zizl @) et u sont des [-partitions de FLOTW. Pour simplifier les notations,

-1
on pose v = A(Zﬁl ai) Alors, on obtient les deux cas suivants.
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— Soit il existe ¢ € N et 5 € {0,1,....,1 — 1} tels que M§i) < uETvlill_vi.
Ceci implique que l'on a ajouté une i,-boite sur la part V‘Y(i—t/ill_7)i et que
(&) _ (+1) )
yjl = le’U«Hrl*”i. On a alors :
i . ; i+1 . ;
VJ(-Z) —j+m® > yj(-lvi)ﬂ,ﬂi — (j +vig1 — v;) + mUFY

Ceci implique que l'on n’ajoute pas de i,-boite sur la part uj(-i) dans le

graphe (1). En particulier, AZi=199) et pas une [-partition de FLOTW
ce qui est une contradiction.
— Soit la deuxieme condition des [-partitions de FLOTW n’est pas vérifiée
pour p. Ceci implique que dans le graphe (1), on a ajouté une 4,-boite
(@)

sur une part v;° et que pour f, I’ensemble des résidues sur la frontiere

des parts de longueur V;i) + 1 est égal a {0,...,e — 1}. Par construction

du a-graphe, on conclut que A(Z:ﬁ ai) possede la méme propriété et n’est
donc pas une [-partition de FLOTW ; d’ou la contradiction.

|

Nous allons maintenant nous intéresser aux a-valeurs des [-partitions de

FLOTW. Pour cela, on introduit la notation suivante.

Soit A une /-composition de n et soit k£ un résidu. Soit u une I-composition

de n + 1 telle que :

k
A= .
7(3'717)&

Alors, on note :

)\op't_()k) ’
TG T

si, pour toute l-composition de n + 1 vérifiant :

on a :

’

)\21”) _ j/ + m(i”/) < >\§p) —j+ m(l))

Remarque 2.2.7 Remarquons, en particulier, que si :

p = A 22 @) g ™)

T@np1) T (J2p2) (nspn) —
est le a-graphe de la [-partition de FLOTW A, on a :

) S y@) w5 o)

7(.].1»]71) (j2)p2) - (jn7pn)

Ce graphe sera aussi appelé le a-graphe de \.

Définition 2.2.8 On introduit un ordre sur les /-compositions de méme rang

n comime suit.
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Soient p et v des l-compositions de n. Soient B, et B, deux symboles or-

dinaires de p et v de méme hauteur. Soient B, [m]" et B, [m] les m-symboles
associés, alors on note :

v =<,
si:
E min {a, b} — E min {k,m"} <
0<i<j<li 0<i,j<l
(a,b)EBL(i)xBL(j) aGBL(i)
a>b si i=j 1<k<a
E min {a, b} — E min {k, m)}.
0<i<j<l 0<i,ji<l
(a,byeBUD % B!(J) acBl®
a>b si i=j 1<k<a

En particulier, si p et v sont des [-partitions, on a par la proposition 2.1.2 :

v=p = a(p) > a(v).

La proposition suivante relie les propriétés énoncées dans cette partie avec
I’ordre défini ci dessus et avec la a-valeur.

Proposition 2.2.9 Soit A une l-composition de n, soit B un symbole ordinaire
associé a A\, soient 3 et Bo deux éléments de Blm]' associés o deux parts de A
(éventuellement nulles), on suppose que :

B1 < Ba.

Soit s € N*, on considere les [-compositions p et v de n+s obtenues en ajoutant
s boites aux parts associées &, respectivement, 31 et 3. Soient B, et B, les deuz
symboles ordinaires de p et v de méme hauteur que B, B,[m] et B,[m]" les
m-symboles, alors :

v =< M.

En particulier, si p et v sont des l-partitions, on a :

a(p) > a(v).

Preuve :
On suppose que (1 est sur une part du symbole B(1) et By sur B#2), On a
alors :

Z min {a, b} — Z min {t, m}

0<i<j<l 0<14,5<1
(e mes) x5 wen)
a>b si i=j 1<t<a
- ( E min {a,b} — E min {¢, m(J)}>
0<i<j<l 0<i,j<1
(a,b)eB'(1) x B/(3) aeB/(i)
a>b si i=j 1<t<a
= E (min{a, 1 + s} —min{a, 51}) — E min {¢, m¥},
acB() 0<5<i—1
0<i<i—1 B1<t<Bi+s
a#Bq si i=ig
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avec une formule identique pour v.
Or, poura € BY) j=0,..,01—1:

0 sia< i,
min {a, f1 + s} —min{a,f1} =1 a—pF1 sif<a<pi+s,
s sia> (1 +s.

Comme (1 < (o, il suit :

E (min{a, 51 + s} —min{a, 41 }) >
aecB(®)
0<i<l—1
a#Bq si i=iy

Z (min {a, B2 + s} — min {a, B2}).

acB(?)
0<i<l—1
a#B si i=ig

De plus, il est clair que :

Z min {t,m} < Z min {t, m},

0<j<i—1 0<j<i—1
B1<t<pB1+s Bo<t<PBo+s

d’out le résultat.
|
On peut maintenant passer au résultat principal de cette section.

Proposition 2.2.10 Soit A une l-partition de FLOTW de rang n et soit
81,82, .., Sy Sa a-suite de résidus. Par construction (définition 2.2.5), on a une
suite formée de l-partitions de FLOTW :

(0.0)55) A0 y@_ o)y,
(jl:pl) B (j2ap2) o (j'rupn) o

Alors, si on a une autre suite formée de [-compositions :

0,0) & L0 2 e g )
D) o G & G e

on a A™ < pm i A £ ),

Preuve :
On montre par récurrence sur n — r que si 'on a 2 graphes :

A(T—l)op&r) \(r) OPE{sr1)  optsn) A (1)

(Jrspr) (Jrt+1:pr+1)  (Jn,Pn)
'u(r—l) ’ﬁ) (r) 5’71—)1 ’S_n> (n)7 (2)
- (JLP'T) - (j7/~+1vp;+1) (];va%) -

ona A" < H(") si A #+ H(").

Sin—r=0:

Supposons A™ (™. Soit B, (-1 le symbole ordinaire de w1 Soit B, -1 [m]
le m-symbole. a a

60



2.2. Propriétés combinatoires

A et H(”) sont obtenues a partir de H("’l) en ajoutant une boite £; et une

boite & avec :

fl >a §2

Soient B ,n) et By les deux symboles ordinaires de H(") et A("), B,m [m]
et Bym [m]’ les m-symboles. On se trouve alors sous les hypotheses de la pro-

position 2.2.9. On a donc :
A <H(n)_

Sin—7r>0:
Soit k£ minimal tel que (j;,,p},) = (Jr, pr) (siil n’existe pas de k tel que (4., p},) =
(jr, pr), on choisira dans ce qui suit £k = n + 1). On définit un graphe :

ACDIG) N e (g
(3r>pr) (j:«/+1)pf,‘l+1) o)

ou la suite de couples (57, p}) est donnée par :

—pourt <k:

e si (ji, p}) = (jr.p), on pose (ji',pi) = (jr,pr),
o si (ji,pi) # (4, pr), on pose (ji', pf') = (ji, P}) ;
—pourt>k:
e si (ji,pt) = (r.pr) ou (ji,pi) = (Jr,pr), on pose (ji',py) = (jr,pr) si
le résidu associé & (j,,p,) est compatible avec la suite, sinon on pose
(' pf) = Grspy),
o sinon, on pose (77, ) = (ji» 7).
La suite (3) est formée de I-compositions et la I-composition (™ ne differe de
p™) que de 2 parts associées & (j,, pr) et (52, pL).
~ — Si (jr,pr) = (4., P.), on peut directement conclure par récurrence.

- Si (Jr,pr) # (J.,pl.), pour simplifier les notations, on pose A := A,
poi= pu™ et v := v, Supposons A\ # pu, alors v # p, on se retrouve
sous les hypothéses de la proposition 2.2.9 : soit v = (79, ...,7(=D) 1a
I-composition défine par : B

pP = P si (4,p) # (4rspy),

Alors, p est obtenue a partir de v en ajoutant des boites sur 'yff tandis
que v est obtenue a partir de v en ajoutant le méme nombre de boites sur
75-):. On a:

(/) — 4 m.

AP — g+ m@) >\

Il est facile de voir que ceci implique :

YED — ot mlP) > W g )

I1 suit que v et u sont obtenues en ajoutant le méme nombre de boites sur
des parts d’une [-composition associée a des éléments d’un m-symbole
et Oy tels que :

B1 > Ba.
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On conclut donc que :

v =<,
et donc :

A= p.

O
La proposition suivante est maintenant immédiate en utilisant la formule de la
a-valeur :

Proposition 2.2.11 Soit 2™ une l-partition de FLOTW de rangn, s1, 82, ..., Sp
sa a-suite de résidus. Par construction (définition 2.2.5), on a un graphe formé
de l-partitions de FLOTW :

(@7(2))01)&1)&(1)019'&52)A(z)mop&n) A

(J1,p1) (42,p2) (Jnspn)
Alors, si on a un autre graphe formé de l-partitions :

0,0) & u® B L0 5w

(.p}) £ Ghe) = Ghp) —

on a aA™) < a(p™) si A £ )

Dans la prochaine partie, nous donnons les conséquences de ce résultat sur la
théorie des représentations des algebres de Ariki-Koike.

2.3 Existence et caractérisation d’un ensemble

basique canonique pour les algebres de Ariki-
Koike

Nous revenons ici aux algebres de Ariki-Koike. Le but de cette partie est de
prouver l'existence d’un ensemble basique canonique pour les algebres de Ariki-
Koike en caractéristique 0 possédant les mémes propriétés que pour les algebres
de Hecke.

2.3.A Position du probleme

Comme dans les sections précédentes, nous supposons que [ et e sont deux
entiers positifs. Rappelons les notations, nous fixons une suite d’entiers :

0<vyy<vy<..<y_<e.
Alors, pour j = 0,..,1 — 1, nous définissons les nombres rationnels suivants :

je

m) = v i + pe,

ou p = —min{v(j) 2L j=0,...,0—1} si il existe j tel que o) — % <0et

p = 0 sinon. On considere alors le systeme de charges suivant :

m = (m©, .. mi=),
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9 9
Soit y une indéterminée, soit 7, := exp(ﬂ) et soit 7 = exp(ﬂ). On
e

considere Palgebre de Ariki-Koike H,, de type G(I,1,n) sur A = Z[n][y,y ']
avec les parametres suivants.

uj = n{yl’”<j)pourj =0,...,1—1,

u=y.

Soit R = Q[ni](y) et soit Hrpn := R®4 Hy. Alors, Hg, est une algebre semi-
simple déployée et donc :

Irr(Hp,n) = {S5 | A € I, }.

Pour A € II,, on note a(}) := a(S%) la a-valeur de S% (voir la proposition
2.1.2).
On considére maintenant la spécialisation :

g : Z[nl”y?yil] - La

9

telle que 0(y) = M := exp (%) et telle que L = Q(7;). Nous obtenons ainsi
e

une algebre de Ariki-Koike Hy, ,, déployée sur L avec les parametres suivants :

; ) . )
0(u;) = n/n;. — Ny pour j =0,...,01 —1,

d’ou 'existence d’une application de décomposition :
do : Ro(Hpn) — Ro(Hrn)-

Nous nous retrouvons donc dans le cas abordé dans la section 1.3. Mainte-
nant, nous allons prouver ’existence d’un ensemble canonique pour cette algebre
indexé par des modules simples de I’algebre Hg .. Pour cela, nous allons utiliser
les résultats de la section précédente et le théoreme d’Ariki.

2.3.B Existence et caractérisation de I’ensemble basique
canonique

Tout d’abord, considérons l'ordre de FLOTW donné dans le paragraphe
1.3.D, la proposition suivante montre que cet ordre est “compatible” avec I'ordre
“<,” donné dans le paragraphe 2.2.A.

Proposition 2.3.1 Soit A € A, une l-partition. Soient v = (a,b,c) et v =
(a’,0, ) deux boites de N\ de méme résidu. Alors :

~ est en dessous de '

_ (¢) g (<)
b-atm™ >0 —a4m e par rapport a l'ordre de FLOTW.

Preuve :
Comme v et v/ ont méme résidu, il existe ¢t € Z tel que :

b—a+uv.=b —a + v +te.
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Alors, on a :
b—a+m® >V —d +m) = (c—c’)% < te,

donc,onat>0etsit=0,onac >c Donc~eten dessous de v/ par rapport
a l'ordre de FLOTW. La réciproque est évidente.
|
Soit maintenant v une indéterminée et soit U, 'algebre quantique de type
Agljl comme dans le paragraphe 1.3.B. Soit M le U,-module engendré par la
[-partition vide avec l'action de JMMO (voir le paragraphe 1.3.D).
La proposition suivante nous donne l’action des puissances divisées fi(] ) (ie
{0,...,e — 1} et j € N) sur les multipartitions. La démonstration est analogue

& la démonstration du cas de action d’Hayashi (voir par exemple [62, lemme
6.15] lorsque [ = 1).

Proposition 2.3.2 Soit A une l-partition, i € {0,...,e — 1} et j un entier po-
sitif. Alors :
fﬁj)A — Zvﬁf(éﬂ)u,

ot la somme est prise sur les l-partitions pu qui vérifient :

A
AL
J

et ou :

—b _ #{i — boites ajoutables de pu en dessous de y}—
Ni(Ap) = Z ( #{i — boites supprimables de A en dessous de v} |-
YE[pl/[A]

Preuve :

La démonstration se fait par induction sur j :
— Si j =1, c’est la définition de 'action de JMMO.
— Si j > 1, soit y une [-partition vérifiant :

On suppose que les boites v; associées & (r;,p;) pour [ = 1, ..., j sont telles
que pour tout I =1,...,5—1, v; est sous y;41. Pour s = 1, ..., j, considérons
les l-partitions p_ telles que [p]/[p | = 7s.

1) Nim,)

Par induction, le coefficient de p, dans fi(j “Xestw Donc, le

. A b
coefficient de p dans fifi(J_l)A est Z g Q)N ()
s=1
On définit alors les nombres suivants :

N?(A,H, 7s) :=f{i — boites ajoutables de y en dessous de 7} —
#{i — boites supprimables de A en dessous de 74},
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et :
—b —b
Ni(p,p) = Ni(A p,vs) —s+ 1.

J
. —b .
Donc le coefficient de p dans fifi(]_l)g est vVi (A1) ZUJH*QS.
s=1

Finalement, on a f; fi(j D) = [7]v fi(j ) 11 suit que le coefficient de p dans

fi(j I\ est i)
O
Cette proposition ainsi que les résultats prouvés dans la section précédente
permettent de démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.3.3 Soit A € A! une l-partition de FLOTW. Soit a- suzte()\)
W1y ooy 01,92, oey 12, ooy by oy b SQ a-Suite de résidus ot pour j = 1,...,8 — 1, on
H/—/ —— H,_/

aq a Qg
suppose ij # ij41. Alors, on a :

f(ots)fl(sae1 1 f(al) A+ CLLL(U)H’
a(p)>a(A)

ot ¢y u(v) € Zv, v

Preuve :
La proposition 2.2.11 implique que :

FEOFe = @A+ Y e,

a(p)>a(d)

ot ¢y u(v) € Zlg, q~!]. Donc, on doit montrer que :

CA,A(”) =1.

Supposons que la derniere partie du a-graphe de A soit donnée par :

v oS S
(r1,p1)  (TagPas)
as
Soit p une [-partition obtenue en supprimant as is-boites de A et avec comme
suite de 1résidus i1, ...,91,72, ---y 12, --ry Is—1, -+, 1s—1. SUpposons que p # v. Alors,
—— —— ~——— -

ay az as—1
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par construction de la a-suite de résidus de ), les boites v; associées aux (7, p;)
pour | = 1,...,as, sont les plus basses boites de A (par rapport a l'ordre de
FLOTW). Alors, il est clair que :

a(p) < a(v).

Ceci contredit la proposition 2.2.11. Il reste donc & montrer que :
—b
Ni (Z’ A) =

Il n’y a pas de boite ajoutable a A sous les 7; et il n’y a pas de boite supprimable
a v sous les ;. Donc le résultat est clair.
|

Remarque 2.3.4 La proposition ci-dessus montre en particulier le résultat sui-
vant : soit A une [-partition de FLOTW de a-graphe :

p & AW 22 @) fn A0

“(j1,p1) o (J2,p2) (Jnspn)

Alors pour tout p =0, ..,n— 1, la boite [A(P“)/A(P)] est une boite normale pour
A(p +1), Remarquons néanmoins que ce n’est pas une bonne boite en général.

On obtient maintenant le résultat suivant.

Corollaire 2.3.5 Pour )\ € A tel que a-suite(N) = i1, .., i1,52, cey 12y eey Gy ooy s,
—_———— N —

al a ag
( ) _ f(a )f(aa 1) f(a1)®
Alors I’ensemble ci-dessous est une base de M 4 (voir le paragraphe 1.3.D) :

{A(p) | pe '}

on note :

Preuve :
D’apres la proposition 2.3.3, pour tout A € A' de rang n, il existe des polyndémes
de Laurent ¢y ,(v) avec pu € IT,, tels que :

AQ) = A+ Z (v

w)>a(d)

Les A()) sont donc linéairement indépendants dans M 4. De plus, comme les
multipartitions de FLOTW indexent le graphe cristallin de M, par un argument
de cardinalité, on conclut que les A(A) forment une base de M 4.
|
En particulier, ce résultat permet de donner une nouvelle caractérisation des
multipartitions de FLOTW.
Corollaire 2.3.6 Pour tout A € Hfl, on a X € A! si et seulement si il existe
une suite de Téstdus i1, ...,11,19, ...y 12, vy s, ..., 15 de A telle que pour tout pu € Hﬁl
H,_/ —— —— -

ay a s

différente de A\ possédant cette suite de résidus, on a a(A) < a(p).
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Preuve :
Le sens direct de I’équivalence est donné par la proposition 2.2.11 (il suffit de
considérer comme suite de résidus la a-suite de résidus). Pour la réciproque, soit
n e Hil et 80it 41, ..y 61,92, ...y 19, ony bs, ..oy I UNE suite de résidus de u. D’apres le
- —— —— —— -

aq a ags
corollaire 2.3.5, il existe des polynomes de Laurent d,(v) avec A € A! tels que :

f(a )fzas 1) (al)@_ Z Sx(v

AEAL

Soit A(v) I'élément minimal selon a tel que d,(v) # 0. Alors, la multipartition

minimale selon a qui apparait dans le décomposition de f; (as) fi. (ag v, fi(lal)Q est
v qui est une multipartition de FLOTW.
O

Remarquons que le corollaire ci-dessus est similaire a une conjecture énoncée
par Dipper, James et Murphy dans [19]. Dans cet article, il est conjecturé que A
est une multipartition Kleshchev si et seulement si il existe une suite de résidus
U1y ey 815925 ey 12, oy by oy I de A telle que pour tout p € Hl différente de A
—— H,_/ H,_/

a a as
posslédant ceztte suite de résidus, on ne peut pas avoir A <y ol < désigne 1’ordre
de dominance. B

La base construite ci-dessus va maintenant nous permettre de déterminer
la forme des éléments de la base canonique de M. La preuve de la proposi-
tion suivante va aussi nous donner un algorithme, analogue a celui de Lascoux-
Leclerc-Thibon, pour le calcul de ces éléments (ce sera le sujet du cinquieme
chapitre).

Proposition 2.3.7 Les éléments de la base canonique de M sont de la forme
suivante :
Kt Z bua(v)A
a(d)>a(p)

ot piest une multipartition de FLOTW et ot by z(v) € vZ[v] pour tout A € jn(8
tel que a(A) > a(p).

Réciproquement, pour toute multipartition u de FLOTW, il existe un élément
de la base canonique de cette forme. B

Preuve :
Considérons la base construite lors du corollaire 2.3.5 :

{A(p) | pe A}

Soit {G(u) | p € A'} la base canonique de M. D’apres la proposition 2.3.5, il
existe des polynomes de Laurent m, , (v) vérifiant :

= Z mg,z(U)A(V)-

veEA!

Considérons l'involution barre de U4 définie dans le théoreme 1.3.10. Comme
les opérateurs f; (i = 0,...,e — 1) sont invariants sous cette involution, les A(u)
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le sont aussi. Par définition de la base canonique, les G(p) le sont également. I
suit que pour tout v € Al et € IT',, on a :

My, (V) = mgyz(v_l).

Soit u € I, et soit o une des multipartitions minimales par rapport a la
a-valeur vérifiant m, o (v) # 0. Alors, le coefficient de o dans G/(p) est :

b,a(v) = Z mﬁ,z(v)c&g(v).

veAL

- muV( v) =0sia(v) < ala);
- ca(v) =0sia(y) > a(a) et si a(v) = ala) et ¢, o(v) # 0 alors v = a.
On obtient donc :
by.a(v) = myqa(v) #0.

Maintenant, d’apres le théoreme 1.3.10, on a :
G(p) = p (mod v).

Donc, si p # a, on a :
bua(v) € VZ[V].

Mais, on a :
mgﬂ(”) = mg,g(v_l)-

Alors i = a et by, ,(v) = 1. Finalement, on obtient :

G =AW+ Y, mu,(AQ).

e

Il suffit maintenant d’utiliser la décomposition des A(u) (voir la preuve du
corollaire 2.3.5) et on obtient :

a(A)>a(p)

ol by, \(v) € vZ[v] pour tout A € IT,, tel que a()) > a(y).
O
Nous avons donc la forme explicite des éléments de la base canonique de
M. En spécialisant ces éléments en v = 1, d’apres le théoréme d’Ariki (voir le
théoréme 1.3.17), on obtient les classes [P(M) ] (ot M parcourt 'ensemble des
H1, n-modules simples) c’est & dire les colonnes de la matrice de décomposition
de Hp n. De plus, considérons un élément G(p) = p + Z v)A de la
a(A)>a(g)
base canonique de M. On a alors :

G(p) = p (mod v).
Soit maintenant G’(v) I’élément de la base canonique de M vérifiant :

G(E)v:l = GI(Z)U:l'
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Alors, on a :

G'(v) = v (mod v),
ol v est la multipartition Kleshchev obtenue en suivant une suite d’arétes de u
4 () dans le graphe cristallin de M puis en suivant la suite inverse dans le graphe
cristallin de M. On obtient donc, suivant le paragraphe 1.3.D :

= k(v).

Nous obtenons finalement un résultat analogue au théoreme 1.4.4 de Geck-
Rouquier pour les algebres de Ariki-Koike en caractéristique 0 c’est & dire exis-
tence d’un ensemble basique canonique B en bijection avec les modules simples
de Hr, . De plus, la proposition ci-dessus nous donne la paramétrisation de cet
ensemble par les multipartitions de FLOTW.

Nous résumons ces résultats dans le théoreme suivant en rappelant les hy-
potheses.

Théoréme 2.3.8 Soit Hy, , lalgébre de Ariki-Koike sur L := Q(m;.) telle que :

Ow)=n.  O(u)=nY i=0,.,1—1,

2w 2w
ot ne = exp(—), 0U Nje = ea:p(l—) et ou 0 <wvy <...<w_1 <e. Alors, on a
e e
les propriétés suivantes :
(1) Soit M € Irr(Hy,), on pose

ay =min{a(p) | p €I, dge 7 0},

alors, il existe un unique p € 0L, tel que a(p) = anr et dge ,, # 0, on le
note . "

(ii) L’application M € Irr(Hp,) — p,, € 0L, est injective. On note alors :

B={Sz | M € Irr(Hp,)}.

B est appelé I’ensemble basique canonique de Hy, , et on obtient une bijec-

tion
j o Ir(Hpn) — B
M — S%M.
(iii) On a :
B={Sz|Ae A, Al =n},
ou Al = Aie;vo,---fl)l—l} désigne lensemble des multipartitions de FLOTW.
(iv) On a :

j: Ir(Hpn) — B
D S5

ot Kk est la bijection entre A° et A définie ci-dessus.
Remarque 2.3.9 La définition de la a-valeur pour les Hy, , modules simples

ci-dessus est cohérente avec la définition de la a-valeur pour les algebres de
Hecke en terme de bases de Kazhdan-Lusztig (voir le paragraphe 1.4.A).
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Remarquons que, comme pour le cas des algebres de Hecke, ce théoreme
nous montre que la sous-matrice de la matrice de décompositions Dy formée sur
les lignes de B est unitriangulaire. On a donc, pour un bon ordre des lignes et
colonnes de la matrice selon la a-valeur :

10 ...0
1 ... 0

Dy = 1
*

A partir de la donnée de la matrice de décomposition Dy, I’ensemble basique
canonique peut se déterminer de la maniere suivante : on attache a chaque ligne
de Dy sa a-valeur et on réordonne les lignes suivant celle-ci, de la ligne ayant
la plus petite a-valeur a la ligne ayant la plus grande. Pour chaque colonne, on
considere ensuite le premier coefficient non nul. Le module simple indexant la
ligne correspondante appartient alors a I’ensemble basique canonique.

Nous avons donc montré qu’il existe un ensemble basique canonique pour les
algebres de Ariki-Koike et que cet ensemble est paramétré par les [-partitions
de FLOTW. Cet ensemble, étant en bijection avec les modules simples de ces
algebres, est aussi en bijection avec I’ensemble des [-partitions Kleshchev. Mal-
heureusement ’application j du théoreme 2.3.8(iv) (voir aussi le paragraphe
1.3.D) semble délicate & déterminer explicitement.

Dans la prochaine partie, nous nous intéressons aux multipartitions Klesh-
chev. Le but est d’étudier les liens entre ce type de multipartitions et certains
objets utilisés dans ce chapitre a savoir la a-fonction et les multipartitions de
FLOTW.

2.4 Etude des multipartitions Kleshchev

Dans cette section, nous commencons par donner une interprétation des
multipartitions Kleshchev en termes de a-fonctions. Ensuite, nous étudions un
cas particulier d’algebres de Ariki-Koike pour lequel il existe une bijection tres
simple entre ’ensemble des [-partitions Kleshchev et des [-partitions de FLOTW
et donc avec B.

2.4.A Interprétations des multipartitions Kleshchev a 1’aide
de la a-fonction
Dans le paragraphe 2.3.A, nous avons considéré une algebre de Ariki-Koike
semi-simple associée & un systeme de charges particulier m := (m(®, ..., m{(=1)
qui se spécialisait en une algebre de Ariki-Koike Hy, , sur L = Q(m.) avec les
parametres suivants :

0(u;) =% pour j =0,...,1 -1,
O(u) = ne,
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oules v; (i =0,...,0 — 1) sont des entiers vérifiant :
0<yy<v<..<y_1<e.

Le but de ce paragraphe est d’étudier le méme type de situation mais pour
un systeme de charges différents. Pour j = 0, ..., — 1, nous considérons donc le
systeme de charges m tel que :

m® = y; — % +2(1— j)(n+ 1e.

Soit donc y une indéterminée et soit Hg, lalgebre de Ariki-Koike sur R =
Q[m](y) avec le choix suivant de paramétres :

u; = nljylm(j)pour 7=0,...,0-1,

u=y

Comme précédemment, 'algebre Hp ,, est semi-simple déployée et elle se
spécialise en Hy, ,, lorsque y se spécialise en 7.

Nous nous retrouvons dans la situation du paragraphe 2.1.C : nous pouvons
donc définir pour chaque module de Specht S% € Irr(Hg,,) une a-valeur suivant
la proposition 2.1.2. Afin d’éviter toute confusion avec la a-valeur associée au
systeéme de charges de la section précédente, nous la noterons ag(A). Nous allons
maintenant voir que cette a-valeur est “compatible” avec l'ordre de dominance
(voir la définition dans le paragraphe 1.3.A).

Lemme 2.4.1 Soit \ une l-partition et soit Bm]' = (B'™, ..., B'=Y) yn m-
symbole de hauteur h. On suppose h < n, alors :

i<j= B> BY Vkp.

Preuve :
Il suffit de montrer la propriété pour j =i+ 1. On a :

B = A0 4o, — % +2(l—i)(n+1)e—k
BZ’)(HU = )\1(,”1) + Vit1 — % +2(l—i)(n+De—2(n+1)e— ? —p.
On a:

11 suffit donc de montrer :
—n4v;>n—14v41 — ; —2(n+ 1e.

Comme v; — v;41 > —e, le résultat est évident.

Proposition 2.4.2 Pour toules [-partitions A et u de rang n, on a :

A g = ap(A) < ao(p).
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Preuve :

Soit v une I-partition de rang n et soit B[m]’ = (B’ ..., B'U~1) un m-symbole
de hauteur h tel que h < n. Considérons la formule de la a-valeur de la propo-
sition 2.1.2. On a :

ap(v) = f(n,h,m) + Z min {a,b} — Z min {k, m}.

0<i<j<l 0<i,j<l
(a,b)e B/ (1) x B/ (3) aeB’/(1)
a>b si i=j 1<k<a

On note v% la composition suivante :
=B, BY B . B® BV B

Suivant le lemme précédent, v~ = (77, ...,75;,) est en fait une partition. On a
alors :

lh
E min {a, b} = E (i — 1)y
0<i<j<l i=1
(a,b)eB'(1) x B/ (7)
a>b si i=j

Soient maintenant A et pu deux [-partitions de rang n tels que A > p. Con-
sidérons les m-symboles de A et u, on peut supposer qu’ils ont méme hauteur
h et que h < n. Considérons alors les deux partitions 42 et . 11 est clair que
l'on a:

P>k,
donc :
h lh
) u ) A
Z(z — 1)y > Z(z — )i
i=1 i=1

D’autre part, d’apres la démonstration de la proposition précédente, si v € B'(%)
etsii>j,ona:
min{o, m?} = a.

Pour j=0,..., — 1, on a donc :
k sil<k<a, acBW i>j

min {k,m?} =< k sil<k<m®, aecBW i<j,

Considérons alors B2[m)’ := (B’A(O), vy B’A(lfl)) et B4m] .= (B2, .., petY)

les m-symboles de A et u. A 0 < j <[ —1 fixé, on obtient :

Z min{k7m(j)}2 Z min{k,m(j)}.

0<i<l 0<i<l
aEB'A(l) a,eB/ﬂ(”
1<k<a 1<k<a

II suit donc :
ap(A) < ao(g)-

En utilisant le théoreme 1.3.5, le résultat suivant est immédiat :

72



2.4. Etude des multipartitions Kleshchev

Théoréme 2.4.3 Soit Hy, ., lalgébre de Ariki-Koike de type G(1,1,n) sur Q(m)
avec le choir suivant de parameétres :

Ou)=mn. et O(w)=n pour i=0,..1-1,

20w 29w
ou Mg = exp(?), Me = exp(?) et o 0 <wvp < ... <y <e. Pourp € A°,

on note P := P(DY). Alors, pour tout p € A, on a :

ag(v)>aq(p)

En particulier, on peut, comme dans la section précédente, définir un “en-
semble basique canonique” en bijection avec les modules simples de Hy, », cet
ensemble étant paramétré par les [-partitions Kleshchev. Dans le prochain pa-
ragraphe, nous allons continuer a nous intéresser aux multipartitions Kleshchev
en les étudiant dans le cadre d’algebres de Ariki-Koike particulieres.

2.4.B Multipartitions Kleshchev et multipartitions de
FLOTW

Soient e, [ et n des entiers positifs, on se donne une suite d’entiers positifs :
0<y<v <...<y_1 <e,

qui vérifient :
pour tout ¢ € {0,...,1 — 2}, ver1 — Ve > N

Notons tout d’abord que cette condition n’implique pas nécessairement que
Hr . est semi-simple. Considérons I'ensemble des [-partitions Kleshchev A? :=
A v,y €t lensemble des l-partitions de FLOTW Al = Al

{e;v0,.. {&;v0,. i1}
Nous allons montrer que I’application suivante induit une bijection entre A° et
AL

[ Fn - Fn
(AO XDy (AD A0

Pour cela, considérons 1’ordre suivant sur I’ensemble des boites supprimables et
ajoutables d’une [-partition : soient v = (a,b,¢) et v = (a’,¥',¢'). Alors, v est
sous 7/ si :

c>cousic=ceta<ada.

Cet ordre sera appelé I'ordre AM'. On obtient ainsi (comme pour l'ordre AM et
Pordre de FLOTW) des notions de boites normales et de bonnes boites pour cet
ordre.

Considérons I'ensemble f(A%), grace la définition des multipartitions Klesh-
chev, on voit que les [-partitions de f(A°) sont obtenues récursivement de la
fagon suivante :

— 0 € f(A%);

— Si A est une [-partition de f(AY), elle est obtenue en rajoutant une bonne

i-boite & une [-partition de f(A%) selon I'ordre AM’.
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Soit A = (A, ..., X\¢=D) une [-partition de FLOTW de rang n. Suppo-
sons que v = (a, b, c) est une i-boite supprimable de A et que 7' := (a’,V, )
est une i-boite ajoutable sous 7 par rapport a I'ordre de FLOTW. Soit pu :=
(), ..., n=D) la I-partition obtenue en ajoutant 7" & .

(<)

- Si ut(lc) —a+v. < p,,’ —a +ve. Supposons que ¢ > ¢. Ona v, —ve >n

donc :

nl —a— () —d) < —n.

Mais on a aussi :
i —a>1—[u et gl —a’ < O] -1,

alors : .
O —a—(p) —a)>1-n.

On obtient une contradiction. Donc, on a ¢ < ¢ et sic= ¢, on a d’ < a.

Alors 4" = (a, V', ') est sous v par rapport a l'ordre AM’ .

— Si ,u,(f) —a+tv. = u((lc,/) —a' + v alors ¢ > ¢’. Donc, on obtient v, — v, > n.
En utilisant les inégalités ci-dessus, on obtient une contradiction. Donc ce
cas est impossible.

Donc ' est une i-boite ajoutable sous ~ par rapport & I'ordre AM’.

Réciproquement, on suppose maintenant que ' est une boite ajoutable sous
~ par rapport a 'ordre AM’.
— Sic<  alors v — v, > n. Donc, on a :

(<"

1) —a— () —ad)y<n—1<vs — v,

Donc v est sous v par rapport & 'ordre de FLOTW.

— Sic=c et a>a alors, on a :

9 —a < ,u((lc/) —a.
Donc v est sous v par rapport & 'ordre de FLOTW.

Supposons maintenant que y est une bonne i-boite par rapport a 'ordre de
FLOTW. Soit 7/ une i-boite ajoutable sous ~ par rapport & 'ordre AM’. Alors,
en utilisant le résultat ci-dessus, 7' est sous v par rapport & I'ordre de FLOTW.
Soit 1 une i-boite ajoutable entre v’ et v par rapport a 'ordre AM’. Alors, 5
est sous y par rapport a l'ordre de FLOTW. En utilisant une démonstration
similaire a celle ci-dessus, on voit que 7 est au-dessus de 7' par rapport & ’ordre
de FLOTW. Réciproquement, si i est une ¢-boite ajoutable entre v/ et v par
rapport a ’ordre de FLOTW, il est facile de voir que 7 est une i-boite ajoutable
entre v’ et v par rapport & U'ordre AM’.

Une démonstation analogue s’effectue lorsque 7 est une i-boite supprimable.
Ceci implique que v est une bonne i-boite par rapport & 'ordre de AM’.

Ainsi, on a A C f(A%) et comme |Al| = |f(AY)], il suit A} = f(AY). On
obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 2.4.4 Supposons que pour tout ¢ € {0,....,1 — 2}, on a :

Vel — Ve = N
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Alors, Uapplication

A° — Al
(AO L AEDYy s (AGD A0

est une bijection.

On peut aisément vérifier que ce résultat n’est pas valable dans le cas général
(voir les exemples du paragraphe 1.3.D).

Finalement, dans ce chapitre, nous avons obtenu l’existence d’un ensemble
basique canonique pour les algebres de Ariki-Koike en caractéristique 0 comme
pour les algebres de Hecke de groupe de Weyl fini. De plus, le théoréme 2.3.8(iii)
nous donne une caractérisation explicite de cet ensemble. Dans le prochain cha-
pitre, nous allons utiliser ces résultats pour déterminer une caractérisation de
I’ensemble basique canonique pour les algebres de Hecke de groupes de Weyl
fini.
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Chapitre 3

L’ensemble basique

canonique pour les algebres
de Hecke

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux algebres de Hecke a un pa-
rametre de groupe de Weyl fini. Nous avons vu dans le premier chapitre une
premiere méthode pour obtenir les modules simples de ces algebres dans le
cas modulaire. Elle consiste a quotienter les modules de Specht par un sous-
module obtenu & ’aide d’une forme bilinéaire. Grace & cette méthode, les mo-
dules simples ont été déterminés pour les types A,_; et B,,. Récemment, Hu
(dans [42]) a résolu le probleme pour le type D,, & partir des résultats d’Ariki.
Pour ce type et pour le type B, la paramétrisation des modules simples est
obtenue a partir des multipartitions Kleshchev et est donc récursive.

Une deuxieme méthode pour la détermination des modules simples, énoncée
également dans le premier chapitre, consiste a utiliser la a-fonction de Lusztig
pour déterminer un “ensemble basique canonique” en bijection avec les mo-
dules simples de l'algebre de Hecke non semi-simple. La détermination de cet
ensemble a été obtenue par Geck pour le type A, 1 dans [27] en utilisant cer-
tains résultats de Dipper et James. Pour ce type, on obtient une paramétrisation
identique & celle obtenue par la premiere méthode. Il reste a déterminer ’en-
semble basique canonique pour les types B,, et D,,. C’est le but de ce chapitre.
Pour cela, nous utiliserons les résultats prouvés dans le chapitre précédent et en
particulier la caractérisation de I’ensemble basique canonique pour les algebres
de Ariki-Koike. Nous obtenons également cet ensemble pour le type A,_1 grace
a cette méthode.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Le but de la premieére section est
de restreindre le probleme a celui de déterminer B en caractéristique 0. Nous
pourrons ensuite utiliser les résultats donnés dans le chapitre précédent afin de
déterminer I’ensemble basique canonique pour tous les groupes de Weyl en ca-
ractéristique 0 ou p avec p “bon” nombre premier pour W. Dans la deuxieme
partie, nous déterminerons les ensembles basiques canoniques pour les groupes
de Weyl classiques : les types A,_1, B, et D,,. Pour ces deux derniers types,
nous distinguerons les cas ou le parametre est une racine de 'unité d’ordre pair
ou impair. Dans la deuxiéme section, nous étudierons les types exceptionnels.
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CHAPITRE 3 : ’ENSEMBLE BASIQUE CANONIQUE POUR LES ALGEBRES DE
HECKE

En utilisant les matrices de décomposition déterminées en caractéristique 0 par
Miiller (voir [63] et [64]), Geck (voir [23] et [24]) et Geck-Lux (voir [32]), nous
donnerons ainsi I’ensemble basique canonique pour ces types.

3.1 Le probleme de la caractéristique positive

Dans cette section, nous commencons par citer un résultat général concer-
nant la détermination de ’application de décomposition pour les algebres de
Hecke lorsque le parametre se spécialise dans un corps de caractéristique p > 0.
Ce résultat montre que la matrice de décomposition peut étre obtenue en deux
étapes : tout d’abord en spécialisant dans un corps de caractéristique 0 puis en
passant de la caractéristique 0 a la caractéristique p. Ensuite, nous montrons,
grace a ce résultat, que pour déterminer I’ensemble basique canonique pour une
algebre de Hecke d’'un groupe de Weyl fini en “bonne” caractéristique, il suffit
de déterminer cet ensemble en caractéristique 0.

Dans cette section, H désigne ’algebre de Hecke d’un groupe de Weyl fini
W sur A := Z[v,v!]. On pose u = v? et on note K le corps des fractions de A.
Alors, A est intégralement clos dans K.

3.1.A Factorisation de P’application de décomposition

Nous suivons ici les articles de Geck [26] et [29]. Soit 6, : A — L un homo-
morphisme d’anneau dans L, corps des fractions de 6,(A). On suppose que L
est de caractéristique p > 0 olt p est un “bon” nombre premier pour W (voir le
paragraphe 1.2.A). On note :

e:=min{i >2|1+46,(u)+ Hp(u)Z 4o+ Gp(u)i’l}.

En suivant la section 1.2, comme Hj, est déployée, on obtient une application
de décomposition bien définie :

dep : RO(HK) — RO(HL)

Soit p := Ker(6,). Supposons e € N (si e = 00, dy, est I'application triviale)
et considérons le €'®™¢ polynome cyclotomique ®.(u) € Zu]. 11 est clair que
D.(u) €p. On a:

D (1) =Dae(v) si e est pair,
D (u) =P, (v)Pac(v) si e est impair.

En choisissant une racine de 6,(u) appropriée dans L, on peut donc supposer
que Po.(v) € p. Soit alors q C A l'idéal premier engendré par ®o.(v). On a
A/q >~ Z[nae] olt 1. désigne une racine primitive de 'unité d’ordre 2e. A/q est
intégralement clos dans son corps des fractions R := Q1] (voir [14, proposition
4.5]). On obtient un homomorphisme 6 : A — A/q. Comme R est le corps des
fractions de 6(A) et comme Hp est déployée, on obtient une application de
décomposition bien définie :

dg : Ro(HK) = Ro(HR).
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3.1. Le probleme de la caractéristique positive

De méme, Papplication canonique 7w : A/q +— A/p induit une application de
décomposition :
dg : RQ(HR) = RO(HL)

On obtient alors la proposition suivante.

Proposition 3.1.1 (Factorisation de I'application de décomposition, Geck [26],
Geck-Rouquier [34]) Avec les hypothéses de cette section, le diagramme suivant
est commutatif.

d
Ro(H) i ~Ro(H)

dy &

Ro(HR)

Soit Dy et Dy, les matrices de décompositions associées a, respectivement,
dy et dg,, alors, le théoreme ci-dessus implique qu’il existe une matrice D" de
taille r x s ou r = |Irr(HR)| et s = | Irr(Hp)| tel que :

Dy, = DyD'.

D’ est appelée la matrice d'ajustement (voir [46] ou cette matrice est introduite
dans le cas des groupes de Weyl de type A,,—1)

3.1.B Restriction du probleme a la caractéristique 0

Reprenons les mémes notations que lors du paragraphe précédent. Considé-
rons tout d’abord l’algebre Hj, et 'application de décomposition associée dp,
ou on rappelle que L est un corps de caractéristique p, “bon” nombre premier
pour W. D’apres le théoreme 1.4.4, il existe un ensemble basique canonique
BP C Irr(Hg ) en bijection avec Irr(Hp).

De meéme, si on considere 'algebre Hp et I'application de décomposition
dy, on obtient l'existence d’un ensemble basique canonique B C Irr(Hg) en
bijection avec Irr(HRg).

Nous avons maintenant le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.2 (Geck-Rouquier, [34, théoréme 3.3]) On rappelle que la ca-
ractéristique de L est “bonne”, alors, avec les notations de cette section, on
a:

|Irr(Hp)| = | Irr(HR)|.
En particulier, on a :

|B| = [B”].

Remarquons qu’un raffinement de ce résultat a été prouvé par Geck dans
[29] sous 'hypothese, plus forte, que car(L) := p ne divise pas |W| en utilisant
[8], [34] et des calculs explicites en GAP.

Le théoreme suivant montre que BP se déduit a partir de la donnée de B.
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HECKE

Théoreme 3.1.3 Rappelons que la caractéristique de L est bonne, alors, avec
les hypothéses de cette section, on a :
B=DBP.

Preuve :
Nous commencgons par ordonner les lignes des matrices de décomposition cor-
respondantes aux Hyx-modules simples Vi, V5,..., V,,, telles que :

ay, < avy, <...< av,, .

On suppose que 'on a :
B={V,Va,...V.}.

alors, pour un “bon” ordre des colonnes, Dy a la forme suivante :

1 0 ... 0
1 ... 0
Dy = 1
*
Soit Dy = (di7j)1§i§nl et soit D' = (ai_j)lgigr. Pour 1 < i < m, on note
1<j<r Vg%

v; == (d; j)1<j<r et pour 1 < j <7, on note u;j := (as;)i1<¢<,. Supposons qu'il
existe 1 < 7 < r tel que 'on ait pour tout 1 <7 <7 :

V. U5 = 0

L’ensemble {v; | 1 <7 <r} forme une base de R". On obtient alors pour tout
1<1<m:
V. U5 = 0.

Il existe alors une colonne nulle dans Dy, ce qui est absurde. II suit que pour
tout 1 <j <r,onaV; € BP. Comme |B| =|BP|, il suit :

B=B".

|

On conclut donc que pour déterminer ’ensemble basique canonique associé

a un groupe de Weyl et a une spécialisation en caractéristique p > 0 ol p

est un bon “nombre” premier pour W, il suffit de déterminer cet ensemble en
caractéristique 0.

3.2 L’ensemble basique canonique pour les groupes
de Weyl classique

Dans cette section, nous considérons les groupes de Weyl de type A,_1,
B,, et D,. Pour ces 2 premiers types, les algebres de Hecke associées sont des
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3.2. L’ensemble basique canonique pour les groupes de Weyl classique

cas particuliers d’algebres de Ariki-Koike. Nous allons donc pouvoir utiliser
les résultats du chapitre précédent afin de déterminer les ensembles basiques
canoniques.

La détermination de ’ensemble basique canonique pour le type D,, s’obtient
grace a la caractérisation de cet ensemble pour une algebre de Hecke de type
B,, a parametres inégaux puis en utilisant les résultats de Geck énoncés dans le
paragraphe 1.4.C.

Dans tout cette section, on note, comme dans le premier chapitre, A :=
Z[v,v~ ! oll v est une indéterminée, u = v?, K le corps des fractions de A et
0 : A — L une spécialisation sur un corps L (voir le paragraphe 1.1.A) telle que
la caractéristique de L est nulle ou un bon nombre premier pour W et telle que
0(u) = ¢. On note :

e:=min{i >2 | 1+q+¢+...+¢ ' =0}

Soit H 'algebre de Hecke du groupe de Weyl W sur A et Hy, Hy,, les algebres
de Hecke associées sur, respectivement, K et L.

3.2.A Le type A,

Soit W groupe de Weyl de type A,_1 et soit H 'algebre de Hecke de W
avec diagramme suivant.

U U U U
@ L Y PY

Selon les notations de la section 1.3, cette algebre est une algebre de Ariki-Koike
sur A & parametre u avec [ = 1 et ug = 1.

On veut déterminer ’ensemble B C Irr(Hp). Par le théoréme 1.4.4, on a
Sx € B pour A € II} si et seulement si il existe un Hp-module projectif
indécomposable P* := P(D.) tel que :

PRl =[Sk1+ D duulSkl.

a(v)>a(p)

Pour tout v € I}, a(v) désigne la a-valeur du module S%. La forme de cette
valeur a été déterminée par Steinberg. On a pour tout A = (g, ..., \,) € 1L :

T

a(A) =Y (i— 1.

i=1

Cette formule se retrouve aisément a partir de la proposition 2.1.2 avec le choix
de parametres adéquate.

On obtient maintenant le théoreme suivant qui donne une caractérisation de
I’ensemble basique canonique pour le type A, _;. Ce résultat a été obtenu par
Geck dans [27] en utilisant des résultats de Dipper et James et notamment la
“compatibilité” entre ’ordre de dominance et ’ordre induit par la a-fonction. On
retrouvera ceci pour le type B,,. Nous donnons ici une démonstration différente
en utilisant les résultats du chapitre 3.
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HECKE

Théoréme 3.2.1 (Geck, Dipper-James) Supposons que W est de type A,_1.
Alors, avec les notations ci-dessus, on a :

B= {Sf‘( | A partition e-réguliére, |\ = n}.

Preuve :
On utilise le théoreme 2.3.8 pour le choix de parametres ci-dessus. On ob-
tient la caractérisation de ’ensemble basique canonique en caractéristique 0.
Le résultat en caractéristique positive s’obtient ensuite par le théoreme 3.1.3.
O
On passe maintenant a la détermination de I’ensemble basique canonique
pour le type B,,.

3.2.B Le type B,

Soit W groupe de Weyl de type B, et soit H l'algebre de Hecke de W avec
diagramme suivant.

u u u u

On veut déterminer I’ensemble B C Irr(Hg). Soit (A, p) une bipartition de
rang n telle que A = (A1, ..., \) et u = (1, ..., ptrr) (quitte & ajouter des parts

nulles & une partition, on peut supposer que A et g ont méme hauteur r). La

J)

a-valeur du module de Specht S}? est alors donnée par la formule suivante.

a(\ p) = a(SQHM) = —ér(r —1)@r+5)+ > (= 1A + i +1)
=1

+ Zmin{)\i—i—l—&-r—i,,uj—i—r—j}.

4,5=1

Nous allons maintenant distinguer 2 cas.

a- On suppose que e est impair. Dans ce cas, nous allons appliquer les résultats
de Dipper et James. D’apres le théoreme 1.2.4, on a :

Irr(Hyp) = {D™ | X et p partitions e-régulieres, || + || = n}.

Pour A une 2-partition e-réguliere et p € II2, nous notons d, » le nombre de

décomposition correspondant. Alors, dans ce cas, Dipper et James ont montré
que les nombres de décompositions de H sont entierement déterminés par la
donnée des nombres de décompositions pour une algebre de Hecke de type A,_1.

Pour 0 < m < n, on note H(&,,) l'algebre de Hecke générique de type A,,—1.
L’application # détermine une application de décomposition entre les groupes de
Grothendieck des algebres de Hecke Hy (S,,,) et Hr,(S,,). Pour A une partition
e-réguliere de rang m et p une partition de rang m, on note d, » le nombre de
décomposition correspondant.

Alors, si A = (A, X)) est une 2-partiton e-régulicre et si p = (u(9), u™1))
est une 2-partition de méme rang, on a, suivant [17, théoréme 5.78] :

dos — {dmoxxmdﬂ(n,xl) si [p@] = O et W] = A1),

0 sinon.
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3.2. L’ensemble basique canonique pour les groupes de Weyl classique

Supposons maintenant que d,, o) xo) #0 et d, )y # 0. Alors, en suivant [62,
théoreme 3.43] (résultat de Dipper et James), on a

4O GO e M g 2D,

De plus dy©) x0) = dya) xay = 1. On obtient alors le théoréme suivant.

Théoreme 3.2.2 (Geck [28]) Supposons que W est de type B, et que e est
impair. Alors, avec les notations ci-dessus, on a :

B = {SE?”L) | X et u partitions e-réguliéres, |\ + |p| =n}.

Preuve :
Soit p = (y(o), u(l)) une 2-partition e-réguliere de rang n. Grace aux résultats
énoncés ci-dessus, la couverture projective PZ de D vérifie la propriété sui-

vante : R
iz %
(PRl =1Sk]+ Y.  daulS%)-
A=(A(0),2(1))
A(0) ,,(0)
A < (1)

En utilisant la formule de la a-fonction ci-dessus, il suit :

A0 G 4O g XD 9 1M = a(d) > a(w).

On obtient alors :
PRI =SR]+ D daulSxl.
a(X)>a(p)

d’on le résultat en caractéristique 0 en utilisant la caractérisation de B du
théoreme 1.4.4. L’expression de B lorsque L est de caractéristique p avec p “bon”
nombre premier pour W s’obtient grace au théoreme 3.1.3.
b- Supposons maintenant que e est pair. Nous allons utiliser les résultats du cha-
pitre précédent.

On fixe l = 2, vg := 1 et vy := g et on considere le systéeme de charges

associé m := (m(o)7 m(l)) comme dans le paragraphe 2.3.A. On a :
m® =1 et m = 0.

Alors, T'algebre de Ariki-Koike H ,, associée sur K := Q(v) a les parametres
suivants :

Uy = u,
u1:—1,
u=u.

On obtient I’algebre de Hecke Hx de type B,. Si on spécialise I'indéterminée
u en 7, racine de I'unité d’ordre e, on obtient 'algebre Hyp,. Il suit le théoreme
suivant :

Théoréme 3.2.3 Supposons que W est de type B, et que e est pair. Alors,
avec les notations ci-dessus, on a :

A
B = {Sg{ " | ()"M) € A%e;l,%}}'

De plus, (A, u) € A{1:e‘1 <y si et seulement si on a la propriété suivante.
i1,
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— Pour touti=1,2,..., on a :

Ai 2 -1+
et Wi = Ait1tg-

— Pour tout k > 0, l’ensemble des résidus associé aux boites de la forme
(a, k,c) tel que MO = k est strictement inclus dans Uensemble {0,1,...,e—

1}.

Preuve :
On utilise le théoréme 2.3.8 pour le choix de parametres ci-dessus. On obtient la
caractérisation de I’ensemble basique canonique en caractéristique 0. Le résultat
en caractéristique positive s’obtient ensuite par le théoreme 3.1.3.
|

Nous avons donc caractérisé ’ensemble basique canonique lorsque W est un
groupe de Weyl de type B,. Pour déterminer cet ensemble pour W = D,,, nous
allons nous intéresser a une algebre de Hecke de type B,, a parametres inégaux
dont nous allons déterminer ’ensemble basique canonique. Les preuves seront
ici tres similaires aux preuves de ce paragraphe.

3.2.C Le type B, a parametres inégaux
Soit W groupe de Weyl de type B,, et soit H 1'algebre de Hecke de W' avec

diagramme suivant.

1 U u U

On veut déterminer I’ensemble B C Irr(Hg). Soit (A, u) une bipartition de
rang n telle que A = (A1, ..., A) et w = (p1, ..., ). La a-valeur du module de

Specht S}?’“) est alors donnée par la formule suivante.

r

" 1 .
a(\ ) = a(SEM) = e = 1)@ = 1)+ (1= DN + )
=1
+ Z min{\; +r —i,u; +r —j}.
i,j=1

Nous allons maintenant distinguer 2 cas.

a- On suppose que e est impair. Dans ce cas, nous allons appliquer les résultats
de Dipper et James comme dans le paragraphe précédent. On a :

Irr(Hp) = {D™ | X et p partitions e-régulieres, || + |u| = n}.

En gardant les notations ci-dessus, si A = ()\(0),/\(1)) est une 2-partition
e-réguliere et si p = (,u(o), ,u(l)) est une 2-partition de méme rang, on a :

)z duo xo st pO = MO et [pM] = 2D,
0 sinon.
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3.2. L’ensemble basique canonique pour les groupes de Weyl classique

Supposons maintenant que d,, o) x©) #£0et d, )\ # 0 alors on a :
1@ <A@ et p <\,
De plus dy©) y©) = dya) xa) = 1. On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.4 Supposons que W est de type B, et que e est impair. Alors,
avec les notations ci-dessus, on a :

B= {SE;\’”) | Xet o partitions e-régulieres |A| + |u| = n}.

Preuve :
Soit p = (u@, u) une 2-partition e-régulicre de rang n. Grace aux résultats
énoncés ci-dessus, la couverture projective de D vérifie la propriété suivante :

PRl =[Sk1+ Y daulSE-

A=(O M)
A(0) <, (0)
A1) g (1)
On a:
A0 g M(O) et A < M(l) = a()) > a(p).

On obtient alors : N
w u
(PRI =[SR]+ > drulSk]-
a(X)>a(p)
D’ou le résultat en caractéristique 0 en utilisant la caractérisation de B du
théoreme 1.4.4. L’expression de B lorsque L est de caractéristique p avec p
“bon” nombre premier pour W s’obtient grace au théoreme 3.1.3.
O
b- Supposons maintenant que e est pair. Nous allons utiliser les résultats du
chapitre précédent.
e
On fixe l =2, vy := 0 et vy := 5 et on considere le systeme de charges

associé m := (m(® m(Y) comme dans le paragraphe 2.2.A. On a :
m® =0 et m) = 0.

Alors, 'algebre de Ariki-Koike Hg ,, associée sur K a les parametres suivants :

Ll():l,
u1:—1,
u=1u.

On obtient 'algebre de Hecke Hi de type B, a parametres inégaux. Si on
spécialise 'indéterminée u en 7., racine de 'unité d’ordre e, on obtient ’algebre
Hy. 1l suit le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.5 Supposons que W est de type B, et que e est pair. Alors,
avec les notations ci-dessus, on a :

B= {5 | (\n) € Ao 5))-

De plus, (A, u) € A%eo <y si et seulement si on a la propriété suivante.
0,
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— Pour touti=1,2,..., on a :

Ai > Pitg
et i 2 >\Z+%

— Pour tout k > 0, l’ensemble des résidus associé auz boites de la forme
(a, k,c) tel que MO = k est strictement inclus dans Uensemble {0,1,...,e—

1}.

Preuve :
On utilise le théoreme 2.3.8 pour le choix de parametres ci-dessus. On ob-
tient la caractérisation de l’ensemble basique canonique en caractéristique 0.
Le résultat en caractéristique positive s’obtient ensuite par le théoreme 3.1.3.
|
Nous allons maintenant pouvoir en déduire I’ensemble basique canonique
pour le type D,,.

3.2.D Le type D,

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les résultats de Geck du paragraphe
1.4.C. Soit W’ groupe de Weyl de type D,, et soit H' I'algebre de Hecke de W’
avec diagramme suivant.

u

On veut déterminer 'ensemble basique canonique B’ C Irr(H}, ). Nous avons
vu dans la paragraphe 1.4.C (voir ’exemple) que la donnée de 'ensemble basique
canonique B pour 'algebre de Hecke de type B, & parameétres inégaux H du
paragraphe précédent induit la caractérisation de B’ de la maniere suivante.

vl = yleAl ¢ pr si A # p,

(M)
SK S B — {V[)\,+] c B/ et V[)"i] & B/ si )\ =K.

Ou (A, ) est une bipartition de rang n et Sg?’“) € Irr(Hg).

De plus, la a-valeur d'un Hj-module simple est obtenue en utilisant la pro-
position 1.4.9 et la donnée des a-valeurs pour H . Plus précisément, en utilisant
les notations du paragraphe 1.2.B, pour (A, 1) une bipartition de rang n, on a :

(VM) = (VM) = a(Si2Y) si A = p,

a(VH) = a(VIEN) = a(Si) si A #

11 suit donc les théorémes suivants :

Théoréme 3.2.6 Supposons que W' est de type D,, et que e est impair. Alors,
avec les notations ci-dessus, on a :

B = {VP‘”‘] | A%, X et p partitions e — réguliéres, |A| + |p] = n}
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U {V[k’i} | A partition e — réguliére, 2|\ = n}

Pour le cas e pair, si (A, u) € A%e-o <y avec A = u, alors, par la condition 2, A
0,5
e e
doit étre i—réguliére. Réciproquement toute bipartition (A, A) avec A i—réguliére

est une bipartition de A}Le-o e On en déduit :
0,5

Théoreme 3.2.7 Supposons que W' est de type D,, et que e est pair. Alors,
avec les notations ci-dessus, on a :

B = {V[W [ A# 1 () € Ao sy N+ [l = ”}

U {V[)"i] | X partition g — réguliere, 2|\ = n}

De plus, (A, 1) € A%e;O,%} st et seulement si :

- Pour touti=1,2,..., on a :

Ai > it
et i Z )\H_%

— Pour tout k > 0, l’ensemble des résidus associé aux boites de la forme
(a, k,c) tel que MY =k est strictement inclus dans Uensemble {0,1,...,e—

1.

Nous obtenons donc les caractérisations des ensembles basiques canoniques
pour tous les groupes de Weyl classiques. Remarquons en particulier que pour
le type B,, et D,, on obtient une paramétrisation non récursive des modules
simples contrairement & la paramétrisation de Ariki pour le type B,, et Hu pour
le type D,, (cette dernieére paramétrisation sera évoquée lors du chapitre sui-
vant). Nous allons maintenant passer & la détermination des ensembles basiques
canoniques pour tous les groupes de Weyl de type exceptionnel.

3.3 Ensemble basique canonique pour les types
exceptionnels

Dans cette partie, nous considérons les groupes de Weyl de type Go, Fy, Eg,
FE; et Eg. Le but est de déterminer I’ensemble basique canonique des algebres
de Hecke associées. Nous gardons ici les notations de la section précédente.

3.3.A Notations et remarques préliminaires

Pour les algebres de Hecke de groupes de Weyl de type A,,_1, B, et D,,
nous avons vu que les matrices de décomposition sont non triviales lorsque le
parametre u se spécialisait en une racine de 'unité (c’est a dire lorsque l’algebre
de Hecke spécialisée est non semi-simple). Pour les algebres de Hecke de groupe
de Weyl W de type exceptionnel, les cas non triviaux sont aussi lorsque le
parametre u se spécialise en une racine de I'unité. Plus précisément :
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N

On considere le polynéme de Poincaré de H défini par Py := Z ') on
weWw
l désigne la fonction longueur usuelle sur W. Pour d € N, on note ®4 le dieme
polynéme cyclotomique.

Alors, 'algebre Hy, est non semi-simple si et seulement si le parametre u se
spécialise en une racine primitive de 'unité d’ordre e et si @, divise Py (voir
23))1.

Le tableau suivant nous donne les polynomes cyclotomiques qui apparaitront
par la suite.

D (u) u—1

(I)g(u) u-+1

D3 (u) u?+u+1

<I>4(u) u2+1

D5 (u) ut+ud +u? 1

Dg(u) u? —u+1

Or(u) | uS+ v +ut+ud +uFu+l
Dg(u) ut +1

Dy (u) ub +ud+1

Do (u) ut —ud o —u+1
D1o(u) ut —u? +1

Pra(u) [ub —wS +ut =P+ u? —ut1
Di5(u) | u¥f —u" +u® —ur+ud —u+1
@18(u) UG - U/S +1

Do (u) u® —u® +ut —u? +1
(1)24(11,) ’LL8 - u4 +1

Do) | u¥+u" —uw® —u? —ud +u+1

Lors des prochains paragraphes, nous donnerons les polynomes de Poincaré
associés a chaque groupe de Weyl correspondant et il suffira alors de considérer
les cas ou le parametre se spécialise en un élément g tel que, si on note e =
min{i > 2| 14+q+¢*>+...+¢ ! =0}, on a®, divise Py .

Enfin, considérons un H g-module simple V et son élément de Schur sy (voir
le théoreme 1.1.7). Alors, le e-défaut de V' est le plus grand entier « vérifiant la
propriété suivante :

@, (u)™ divise sy (u) € Z[u,u"'].

L’intérét de cette notion est qu’elle permet, comme dans le cas des groupes finis,
de diagonaliser les matrices de décomposition par blocs (voir [23] pour plus de
détails). En particulier, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 (Geck [23]) Si V est un Hy-module simple de e-défaut 0,
alors V' forme un bloc a lui seul. En particulier, il existe M € Irr(Hp,) tel que
st P(M) est sa couverture projective, on a [P(M)g]| = [V].

En conclusion, si V' est un Hg-module simple de e-défaut 0 alors V' appar-
tient nécessairement a 1’ensemble basique canonique. Cette remarque permet de

1Ce résultat est aussi valable pour les groupes de Weyl classiques et est équivalent au
résultat du théoreme 1.1.8.
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3.3. Ensemble basique canonique pour les types exceptionnels

caractériser entierement l’ensemble basique canonique B pour tous les groupes
de Weyl de type exceptionnel en caractéristique 0. Pour cela, nous procédons
de la maniere suivante.

— Si V est un Hg-module simple de e-défaut 0 alors V' € B,

— En étudiant les blocs déterminés par Miiller dans [63] (pour les types Er

et Eg pour certaines valeurs de e), par Geck dans [24] (pour le type Ejg),
par Geck et Lux dans [32] (pour le type Fy) on obtient les éléments de B
qui sont dans ces blocs,

— En étudiant les blocs de défaut 1 determinés par Geck dans [23] pour les
types Eg et E7, on obtient les elements de B qui sont dans ces blocs.
Notons finalement que, grace au théoreme 3.1.3, il suffit de considérer le probléeme
en caractéristique 0 pour obtenir la caractérisation de B en “bonne” caractéri-
stique. Dans la suite de cette section, nous donnons donc les ensembles basiques

canoniques sans justification en utilisant ces remarques.

Pour les notations des modules simples de Hpg, nous suivons le livre de
Lusztig [53] et celui de Geck-Pfeiffer [33] (il y a une autre notation pour ces
modules utilisée notamment dans [63] grace & la b-fonction, on peut trouver
dans [33] la relation entre les 2 notations).

3.3.B Le type G,
Soit W de type G5 avec diagramme :

u u
e—

Le polynéme de Poincaré de W est :
Py = ®o(u)?@3(u) s (u).

Il faut donc considérer les cas e = 2, e = 3 et e = 6. L’algebre Hg possede 6
modules simples non isomorphes : quatre de dimension une : le module index
noté 1,, le module signe noté 1, et deux autres modules notés 1. et 15. On a
ensuite deux modules simples de dimensions deux notés 2, et 2 (sous les nota-
tions de Miiller [64], 2, correspond & X et 2, & X3). Le tableau suivant nous
donne les a-valeurs de ces modules :

Hyi-modules simples | a-valeur
1, 0
le, 1g, 24,20, 1
1y 6

Alors le tableau suivant nous donne l’ensemble basique canonique associé aux
différentes valeurs de e :

Valeur de e | B

c=2 1., 2., 2

e=3 1, 1¢, 14, 24, 25
e=206 1a, 10, ld, 2(17 2b




CHAPITRE 3 : ’ENSEMBLE BASIQUE CANONIQUE POUR LES ALGEBRES DE
HECKE

Remarque 3.3.2 Le groupe de Weyl de type G2 est un cas particulier du
groupe de type Iz(m) (en prenant m = 6). Miiller a déterminé dans [64] les
matrices de décomposition pour les algebres de Hecke associées a ce type en
caractéristique 0.

3.3.C Le type F}

Soit W de type F, avec diagramme :

u u u u
o e 9 o
Le polynoéme de Poincaré de W est le suivant :
Py = @3(u) @5 (u) 3 (u) Pf (u) s (u) P12 (u).

Il faut donc considérer les cas e = 2,3,4,6,8 et e = 12. L’algebre Hg possede 15
modules simples non isomorphes. Le tableau ci-dessous nous donne ces modules
suivant les notations de [53] ainsi que leurs a-valeurs :

Hy-modules simples a~-valeur
1 0

21, 23, 49 1

9, 2

81, 83 3

1o, 13, 41, 43,44, 61, 62, 92, 93,12, 16 | 4

82, 84 9

94 10

22, 24, 45 13

14 24

Alors le tableau suivant nous donne ’ensemble basique canonique associé aux
différentes valeurs de e, on suit ici [32] ou les matrices de décomposition sont
entierement déterminées en caractéristique O :

Valeur de e | B
e=2 11,21,23, 42,41,91, 12, 16.
e=3 ]-17 217 237 41; 427 837 817 167 91a 927 937 94; 617
6o, 12.
e=4 12, 13, 92, 93, 62, 81, 82, 837 84, 16, 11, 61, 917
4, 12, 21, 44, 43, 23.
e=6 12, 13, 417 917 947 61, 62, 42, 43, 447 45, 16, 117
12, 21, 95, 23, 99, 81, 83.
=8 II‘I‘(HK) \ {14}
=12 Irr(Hg) \ {14}
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3.3. Ensemble basique canonique pour les types exceptionnels

3.3.D Le type FEjs
Soit W de type Eg avec diagramme :

(7 (7 U U U
® @ ® ®

u

Le polynéme de Poincaré de W est le suivant :
Py = ®5(u) @3 (u) @5 (u) @5 (u) 05 (1) @5 (1) Do (1) P12 (u).

Il faut donc considérer les cas e = 2,3,4,5,6,8,9 et e = 12. L’algebre Hg
possede 25 modules simples non isomorphes. Le tableau ci-dessous nous donnent
ces modules suivants les notations de [53] ainsi que leurs a-valeurs :

Hyi-modules simples | a-valeur
Ly

6p

20,,

154, 15,, 30,

64,

60,

24,, 81,

105, 205, 605, 805, 905
81,

60;,

24;,

64,

157, 157, 305,

20;,

:

L

| O O x| W N —O

= —
Il =}

—_
[\

—_
w

—_
ot

[\l
e}

[\]
at

w
(=2}

Alors le tableau suivant nous donne l’ensemble basique canonique associé aux
différentes valeurs de e :

Valeur de ¢ | Ensemble basique canonique

e=2 1p, 6p, 205, 30,, 154, 64, 60,, 80,

e=3 1p, 6p, 20,, 15,, 30,, 154, 64,, 81,, 80,, 904,
605, 81, 60,

e=14 Irr(Hpe) \ {81}, 15, 15,20;,,6,,, 1, }

e=5 Irr(Hg ) \ {6, 1,}

e=06 Irr(Hg) \ {6;, 1;, 20;,7 1511, 24;}

e=38 Ir(Hg) \ {1,}

e=9 Irr(Hg) \ {1;}

e=12 Ir(Hg) \ {1,}
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3.3.E Le type E;

Soit W de type Er; avec diagramme :

Le polynéme de Poincaré de W est le suivant :
Py = 5 (u) D3 (u) ®F (u) Ps (1) OF (u) P7 (u) Pg (1) Do (1) P10 (1) Pra (1) D14 (u) @15 (u).
Il faut donc considérer les cas e = 2,3,4,5,6,8,9,10,12,14 et e = 18. L’algebre

Hy possede 60 modules simples non isomorphes. Le tableau ci-dessous nous
donnent ces modules suivants les notations de [53] ainsi que leurs a-valeurs :

Hy-modules simples a-valeur
1q 0
7 1
27, 2
213, 56.,, 35, 21, 3
120,, 105/, 15/, 4
189, 5
168, 1054, 210, 6
1897, 3157, 280y, 707, 2807, 35/, 7
405,, 216/, 189, 8
378! 9
210y, 420, 336/, 84, 10
512!, 512,, 105, 12
210;, 420!, 336, 84, 13
378, 14
1057, 405, 216,, 189/, 15
3154, 280y, 704, 2804, 354, 16
189, 20
168, 210/, 105, 21
189, 22
1207, 105,, 15, 25
564, 357, 21/, 30
21y 36
27 37
Ta 46
17 63

Alors le tableau suivant nous donne ’ensemble basique canonique associé aux
différentes valeurs de e :
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Valeur de e¢ | Ensemble basique canonique

=2 56, 120,, 280y, 14, 7., 355, 274, 1895, 105),
315/
e=3 1, 1055, 280y, 21,, 1684, 355, 210y, 120,,210,,

420,, 15, 7., 213, 70,, 105,, 84’ , 56/, 512,
336/, 280/, 189., 216/, 27,, 216,, 189}, 378,
189,, 378,, 315/, 405,, 405, 315,.

e=4 11,, 704, 189, 561, 105, 315,, 210,, 405,, 70/,
215, 35/, 405/, 189}, 120,, 336,, 315,, 210;,
35y, 214, 274, 378,, 105., 216/, 7', 15, 378!
210}, 105, 189, 280,.

=5 Trr(Hy) \ {1,,56),, 74,27, 21,, 217}
=6 Irr(Hy) \ {27,,189,56., 17, 70, 154, 12,, 217,

35}, 704,84, 105,, 168), 210/, 21,,
105}, 105, }.

e="7 Irr(Hg ) \ {1,,15,}.

e=28 Irr(Hg) \{21},10,,74,27,}.
e= Irr(Hg) \ {15, 7. }.

e=10 Irr(Hg) \ {1/, 35}, 7, }.
e=12 Irr(Hg )\ {1,,21;}.

e=14 Irr(Hg) \ {1}

e=18 Lr(Hg) \ {1,}.

3.3.F Le type Eg

Soit W de type Eg avec diagramme :

IS
IS
IS
IS
IS
IS

Le polynome de Poincaré de W est le suivant :

Pry =5 () (1) () B (1) B () D () B (1) By () D (1) D2 (1) B ()

(1315 (u) (I)18 (u) (I)go (u)<I>24 (u)q)go (u) .

Il faut donc considérer les cas e = 2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,15,18,20,24 et

e = 30.

L’algebre Hg possede 112 modules simples non isomorphes. Le tableau ci-
dessous nous donnent ces modules suivants les notations de [53] ainsi que leurs

a-valeurs :
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HECKE
Hg-modules simples a-valeur
1e 0
82 1
35;, 2
112,, 84,, 28, 3
210,, 160, 50, 4
560, 5
567, 700,, 400, 300, 6
1400,, 1344, 448, 1008, 56, 7
1400, 1575,, 1050,, 175,, 350, 8
3240, 9
2268, 972, 1296, , 2240,,, 1400.,, 840, 10
4096, 4096, 11
525,, 4200,, 3360, 840, 12
4536, 2800, 70044, 2100, 13
2835, 6075, 14
4200, 5600, 3200,, 2400, 15
4480, 7168,,, 3150,,, 4536,,, 4200, 5670,, 1344,,, 2016,,, 5600,,, | 16
420, 1134,, 1400,, 2688,,, 1680,, 168, 448, 70,
2100, 20
42007, 56007, 32007, 2400’ 21
6075, 2835, 22
4536, 23
42007, 33607, 840/, 24
28007, 7007, 2100/, 25
4096/, 4096, 26
2240/, 14007, 840/, 28
2268/, 972/ | 1296, 30
32407, 31
14007, 1575/, 1050/, 175/,, 350/, 32
525!, 36
14007, 1344! , 1008/, 448’,, 56, 37
7007, 4007, 3007, 42
567, 46
5607, 47
2107, 1607, 507, 52
1127, 84! | 28" 63
357, 74
8’ 91
1 120

Alors le tableau suivant nous donne ’ensemble basique canonique

différentes valeurs de e :
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Valeur de ¢ | Ensemble basique canonique

e=2 1344,, 2240,, 3200,, 112,, 160, 400,, 4096",, 4096/,
1z, 354, 8, 504, 84,, 700, 210,, 1400, 567,, 1050,
1400, 4200,.

e=3 2268, 567", 32407, 1296, 32407, 1008, 1575, 1,,
28, 35z, 50,, 84,, 172,, 210,, 300, 350,, 700,.,
7004, 1050,, 1344, 14005, 2100,, 4200,, 2240,
4480, 3200, 4200,.

e=4 28, 300, 700., 840, 160., 300,, 1344, 840!,
70044, 972, 84,, 700,, 2100, 4200, 2100, 2268,
5600,,, 4200,, 1344,, 2240/, 8., 560, 840, 1400,.,
4200, 4536, 2240,,, 3200, 56, 1008, 1400, 3240,,
4200, 4536, 14, 35, 50, 175, 2104, 350,, 525,
1575, 567, 3150y, 4480,, 2835,, 5670, 6075;, 112,
400, 2800, 3360..

e=5 35, 210, 5607, 160,, 8., 56,, 112,, 448, 448,
1344,,, 1008,, 2016,,, 1296,, 7168,,, 4096, 4096,
4536, 15, 4536, 28,, 84,, 168,, 1134,, 972,, 972/,
1344, 2688,, 2268, 4536,,, 4096, 4096,

e=6 Irr(Hg)\ {9727, 567, 1008, 1344/, 3200/, 1127,
1607, 4007, 17, 28’,, 35, 507, 84!, 168,, 175!, 2107,
3007, 350%, 525, 525., 700, 700.,, 700,, 840,
1050%,, 2100,,, 2100, 4200, 8, 56/, 448’,, 560", 8407,
14007, 2400/, 4200, 5600, 56007, }.

7 Irr(Hg) \ {507,,8,400 }.
8 Irr(Hg)\{8’,,1344,, 28/, 300,,112,,84,,1/,35", 175/,

525! 1607 }.

e= Trr(Hy) \ {15, 28,1607, 112/, 8,35, }.

e=10 Irr(Hg) \ {50,,35! 17,28 /84" 942/ /&1

e=12 Trr(Hy) \ {14, 35,50/, 52571127, 4007 }.

e=14 Irr(Hg )\ {1,,8.}.

e=15 Irr(Hg) \ {1,,8.}.

e=18 Irr(Hg) \ {1},84,,8.}.

e =20 Irr(Hg) \ {1}

e=24 Irr(Hg) \ {1}

e =30 Irr(Hg) \ {1}

Remarque 3.3.3 En fait, on ne connait pas explicitement les matrices de
décomposition pour ce type mais Miiller dans [63] a déterminé en caractéristique
0 pour chaque e un ensemble de modules projectifs en bijection avec les mo-
dules projectifs indécomposables. Il suffit alors de vérifier que les modules de
a-fonctions minimales apparaissant dans la décomposition des modules projec-
tifs sont distincts. L’ensemble basique canonique est alors donné par I’ensemble

de ces modules de a-valeurs minimales. On peut vérifier que c’est le cas ici.

Nous avons donc déterminé ’ensemble basique canonique pour tous les grou-
pes de Weyl de type exceptionnel. Dans le prochain chapitre, nous allons nous
intéresser a un type d’algebres qui généralise les algebres de Hecke de type D,,.
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Nous nous demanderons si les résultats obtenus précédemment ne peuvent pas
étre prouvés pour ce nouveau type d’algebres.
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Chapitre 4

Conséquences sur la théorie
des représentations des
algebres cyclotomiques de
type G(I,1,n)

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé ’ensemble basique cano-
nique pour tous les groupes de Weyl finis en caractéristique 0. En particulier,
cet ensemble a été déterminé pour le type D,, grace a la caractérisation de I’en-
semble basique canonique pour une algebre de Hecke de type B,, a parametres
inégaux en utilisant des éléments de la théorie de Clifford. De la méme fagon que
les algebres de Hecke de type A,_1 et B, se généralisent en algebre de Ariki-
Koike (aussi appelées algebres cyclotomiques de type G(I,1,n)), les algeébres de
Hecke de type D,, ont une généralisation en terme d’algebres cyclotomiques de
type G(I,1,n) qui sont des déformations des groupes de réflexions complexes de
la série G(I,1,n).

La théorie des représentations de ce type d’algebres a été étudiée par Ariki
dans [2] dans le cas semi-simple. Ces représentations sont reliées avec celles des
algebres de Ariki-Koike grace a la théorie de Clifford. Il est donc naturel de se
demander si, comme pour le cas des algebres de Hecke de type D,,, 'existence
d’un ensemble basique canonique pour les algebres de Ariki-Koike non semi-
simple induit l'existence d’un ensemble analogue pour le type G(I,1,n).

Le but de ce chapitre est de traiter exactement ce probleme. Pour cela,
nous étudierons tout d’abord les représentations des algebres cyclotomiques de
type G(I,1,n) en suivant l'article d’Ariki ([2]) et celui de Broué et Kim ([11]).
Nous présenterons également quelques résultats classiques obtenus par la théorie
de Clifford. Dans la deuxiéme partie, nous démontrerons l’existence d’un en-
semble basique canonique pour une algebre cyclotomique de type G(I,1,n) non
semi-simple et nous donnerons sa caractérisation a ’aide des multipartitions de
FLOTW. En particulier, ce résultat donne une généralisation des résultats obte-
nus par Geck pour les algebres de Hecke de groupe de Weyl étendu. Enfin, dans
la troisieme partie, nous utiliserons les résultats prouvés précédemment afin de
déterminer une deuxieme paramétrisation pour ces algebres cyclotomiques de
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ALGEBRES CYCLOTOMIQUES DE TYPE G(l,1,n)

type G(I,1,n) non semi-simple grace aux multipartitions Kleshchev.

4.1 Etude des représentations des algebres cy-
clotomiques de type G(I,I,n)
Nous commencons par donner la définition des algebres cyclotomiques de

type G(I,1,n).

4.1.A Définition

Soit 4 une indéterminée et soient [ et n deux entiers positifs. On pose u := y'.
Pour n > 2, I'algébre cyclotomique H,, de type G(I,1,n) est la Z[y, y~']-algebre
définie par :

— générateurs : Ty, T, ..., Tr_1,

— relations :
(T; —uw)(T; +1)=0 pour 0<i<mn-—1,
LTl =TTl pour 1 <i<n-—2,

ToTyTy = ToToT3,
(T\ToTe)? = (Tu T To)?,

ToT; =TTy pour j > 2,
T =T;T; pouri>0et j>i+1,
ToTToTy... = Ty ToTi T... .

| termes ! termes

Ces 6 dernieres relations “de tresses” sont usuellement représentées par le
diagramme suivant :

T

l c e . — @
T2 T3 Tnfl

To

Alors, suivant [2, proposition 1.4] , H/, est libre et de rang fini comme A-
module. De plus, suivant [59], cette algebre est une algebre symétrique.

Pour I = 2, notons que ’on obtient une algebre de Hecke de type D,,. Nous
allons maintenant étudier les représentations irréductibles de ce type d’algebre
en suivant les résultats d’Ariki [2] dans le cas semi-simple. Pour cela, nous
commencons par étudier les relations entre H,, et les algebres de Ariki-Koike.
C’est le sujet du prochain paragraphe.

4.1.B Premieres propriétés

Soient  un entier positif, y une indéterminée, v := 3. Afin de pouvoir intro-
duire la notion d’application de décomposition pour les algebres cyclotomiques
de type G(l,l,n) (ce que nous ferons dans la deuxieéme section), nous devons
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nous assurer que nous travaillons sur des corps suffisamment “gros” pour que
les algebres considérées ici soient déployées. On pose donc Ac := Cly,y~!] et
on considere Palgebre cyclotomique H', , sur Ac. Alors, Ac est intégralement

clos dans son corps des fractions C(y)

2
Soit 7, = exp(%). On considere l'algebre de Ariki-Koike H 4. n de type

G(l,1,n) avec systeme de parametres {u; 1,7, ..., 77;_1}. Hacn est la Ac-algebre
associative unitaire présentée par :

— générateurs : Ty, T1, ..., Th_1,

— relations : les relations de tresses symbolisées par le diagramme suivant :

et les relations suivantes :

(Tg - 1) =0,
(T, —u)(T; +1) =0 st i=1,..,n— 1.

On a le résultat suivant qui nous donne une connection entre Ha. , et H/y ..

Proposition 4.1.1 (Ariki [2, proposition 1.6]) La sous-algébre de Hagn en-

—_—1
gendréee par {Ty := Ty TiTo,Th, ..., Tn—1} est isomorphe a l'algebre My, sur
Ac. De plus, Haen est Z/IZ-graduée par rapport H;xc,n avec graduation :

-1 .
—~i.
HAC,” = @TO HAC,n’
j=0

(voir [14, section 11] pour la définition d’une algébre Z/1Z-graduée).

Exemple : Posons | = 2, alors 'algebre H ., est une algebre de Hecke de
type B, a parametre {1,u} comme dans le paragraphe 3.2.C. L’algebre M/, _,
correspond alors & une algebre de type D,,.

!

Notons que 'on peut construire un premier automorphisme g sur H), ,, par
,

conjugaison par f(/).
—_—1 —~
Pouri=0,..,l—1, onag(T;) =Ty T;To.

Maintenant, les résultats ci-dessus vont nous permettre d’étudier les représen-
tations de H/,_ ,, et de Ha. » en utilisant la théorie de Clifford.

Pour cela, considérons une spécialisation 6 : Ac — C alors C est le corps
des fractions de §(Ac). On obtient des algebres cyclotomiques de type G(I,1,n)
(c’est a dire de Ariki-Koike) Hc(y),, et He,n qui sont déployées d’apres le para-
graphe 1.3.A et des algebres cyclotomiques de type G(I,1,n) : <lC(y),n et He -
On sait que H(’C(y)m est déployée (voir par exemple l'article de Malle [58]). 11
est clair que ’H(’C’n est également déployée. Notons aussi que tous les résultats
prouvés dans le second chapitre s’applique de facon évidente pour Hc .

Etudions plus en détail les relations entre les modules simples de ’H(’C(y)m
et He(y),n et entre ceux de Hc,, et Hg ,. Pour cela, posons F' := C(y) ou C.
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Alors Hp,, est Z/lZ-graduée par rapport & Hp . On peut donc définir des
opérateurs d’induction et de restriction notés Ind et Res entre les H g ,,-modules
et les H’ ,-modules.

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés sur les modules simples
de Hr,, et Hi,, qui nous serons utiles par la suite.

Tout d’abord, on peut construire un automorphisme f de Hp,, défini sur la
graduation de Hp,, de la facon suivante.

Pour j =0,..., —1et he Hf,, ona f(i;jh) = nlji;]h.

Alors, si V' est un Hp,-module simple, on peut construire une nouvelle
structure de module sur V' en composant I’action originelle par f. Ce nouveau
module sera noté V/. Notons que ce résultat s’applique également pour les
H}m—modules et 'automorphisme g défini ci-dessus. Si V' et W sont deux Hp -
modules simples (resp. deux H},’n—modules simples), on dira que V et W sont

conjugués si il existe a € N tel que V = W/* (resp. V = Wga).
Alors, on a le résultat suivant issu de la théorie de Clifford.

Proposition 4.1.2 (voir [14, section 11] et [11, proposition 1.40]) Soit V' un
Hrn-module simple et N un H'y, ,-module simple dans Res(V') alors :

o(g,N)—1

Res(V)=N@ NI @ ..®NY ,

ot o(g, N) = min {k € N* | N9 ~ N}. De plus, tous les H'g ,,-modules simples
apparaissent dans les restrictions des Hp,,-modules simples.

Considérons maintenant ’automorphisme f de Hp,. Pour tout Hp ,-module
simple V', on a :
Res(V) = Res(Vf) = .. = Res(vfo(f,v)—l)'

Nous allons utiliser la proposition suivante.

Proposition 4.1.3 (Genet [36]) Pour tout Hp,,-module simple V', on a :

-1
Ind(Res(V)) = P V.
i=0
Pour tout Hp ,-module simple V et H}’n—module simple N apparaissant dans
Res(V), on a :

go(g,N)—l

Ind(N) = ... =Ind(N ).

On obtient ainsi :
Ind(Res(V)) = o(g, N)Ind(N).

De plus, on a :
o(f,V)—1

mdN)=VeVvie.av/

On obtient ainsi la proposition suivante :

Proposition 4.1.4 Soit V un Hr,,-module simple et N un HF, , -module simple
apparaissant dans Res(V'), alors :

o(g, No(f, V) =1.

Nous allons maintenant nous placer dans le cas semi-simple.
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4.1.C Modules simples des algebres cyclotomiques de type
G(l,1,n)

Nous gardons les hypotheses du paragraphe précédent. On considere ici les
algebres Hey),n et H(/C(y),n qui sont semi-simples déployées. Alors, on sait que les
modules simples de Hc,) ,, sont donnés par des modules de Specht paramétrés
par les [-partitions de n :

Irr('H(c(y)’n) = {Sé(y) | A€ Hil}

Dans [2], Ariki a déterminé I'ensemble des modules simples de Hg.(, ,, en étudiant
les restrictions des Hc(y),,-modules simples et en décrivant I'action de I'auto-
morphisme g sur les H(’C(y))n—modules. La classification obtenue est la suivante.

On a une action naturelle du groupe cyclique Z/IZ sur 1’ensemble des I-
partitions de rang n engendrée par ’application suivante :

c s O AD, L ATD) s (07D, 3O A2,

Pour A une [-partition, on note A la classe d’équivalence obtenue via ’action
ci-dessus. On note alors :

l

ri=r())= ———.
Cardinal de A

Alors, le He(y),n-module S%(y) se restreint en r modules simples de ’H(’C(y) ,, on

isomorphes. Ces modules simples seront notés V(z,i) avec ¢ = 1,...,7. On a
donc :

Res(S3,) = VA1) & . & VA, 7).

Ariki a montré que deux modules de Specht indexés par des [-partitions de
classes dictinctes se restreignent en sommes de H(’C( -modules simples non

y).n
isomorphes. On obtient donc :

Ir(Hiy y).0) = {V(X,i) eI, i=1, ...,T(A)} .

Exemple : Pour [ = 2, nous avons remarqué en début de chapitre que H(’C(y).n
correspond & une algebre de Hecke de type D,,. Dans ce cas, chaque bipartition
de type (A, A) de rang n forme une classe d’équivalence a elle seule. Les He(y),n-

modules simples de type 5&5‘) se restreignent donc en deux 'H(’C(y) ,-modules

simples. Les autres classes sont composées de deux éléments (A, ) et (u, A) qui
sont des bipartitions de n avec A # p. Donc, les He(,),,-modules simples de type
S()\’#)
C(y)
Res(S((C’E;J;‘)). On retrouve donc la classification des modules simples pour les
alg‘ebres' de Hecke de type D,, a parametres égaux du paragraphe 1.2.B.

avec A\ # p se restreignent en un module simple et on a Res(S&;j‘;)) ~

4.2 Ensemble basique canonique pour certaines
algebres cyclotomiques de type G(I,l,n)

Soient [ et e deux entiers positifs tels que [ divise e. Soit y une indéterminée
et soit u = y'. Comme dans la section précédente, soit H Acn Valgebre de Ariki-
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Koike & parametres {u,l,m,...,nf‘l} sur Ac := Cly,y~!]. Soit aussi H’ on
Palgebre cyclotomique de type G(I,1,n) sur A¢c a un parametre u.

Le but de cette section est d’étudier ’algebre cyclotomique de type G(I,1,n)
lorsque le parametre u se spécialise en une racine de 'unité d’ordre e. En par-
ticulier, nous allons montrer qu’un ensemble basique canonique est bien défini
dans ce cas. De plus, nous allons déterminer la paramétrisation de cet ensemble
et étudier sa relation avec ’ensemble basique canonique pour les algebres de
Ariki-Koike. Notons que lorsque | = 2, les algébres considérées ici sont des
algebres de Hecke de type B, et D,, et ces résultats ont donc été prouvés (voir
les paragraphes 1.4.C et 3.2.D).

4.2.A Restriction des Hc ,-modules simples et applications
de décomposition

D’apres les remarques effectuées au début du paragraphes 4.1.B, si on con-
sidere une spécialisation 6 : Ac — C, on a deux applications de décomposition
bien définies :

dg : R(J(Hc(y),n) - R()(H(C,n)a
dé : RO(H(/C(y),n) - RO(H(/C,n)
Notons aussi que 'application Res induit des applications entre les groupes de

Grothendieck que nous notons, de fagon a alléger les notations, de la méme
maniere :

Res : Ro(He(y),n) — RO(H(/C(y),n)’
Res : Ro(He,m) — Ro(He,,)-

Nous voulons maintenant définir un ensemble basique canonique pour ’alge-
bre H<Ic,n- Pour ceci, il faut pouvoir attacher & chaque module simple de 'H(’C(y)m
une a-valeur.

Remarquons que P'algebre He(y),, est une algebre de Ariki-Koike de la forme
du paragraphe 2.1.C en posant m?) = 0 pour tout j = 0, ...,I— 1. La proposition
2.1.2 donne donc la formule de la a-valeur pour les modules simples de Hc(y),pn-

En suivant la proposition 1.4.9, il est naturel de définir la a-valeur pour les

(’C(y)m—modules simples de la maniere suivante :

Proposition 4.2.1 Si U est un H(’C(y)n—module simple qui apparait dans la
restriction d’un Hc(y),,-module simple V', alors, on pose :

a(U) :=a(V).
Cette valeur est bien définie et est appelée la a-valeur de U.

Preuve :
Supposons que U soit un H(’C(y) ,-module qui apparait dans la restriction de

deux He(y),n-modules simples Sé(y) et S&y). Alors, suivant les résultats du
paragraphe précédent, A et p appartiennent a la méme classe d’équivalence. I
existe donc s € {0,...,1 — 1} tel que :

= (A ACHDACD A0 A1)y,
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Comme noté ci-dessus, les a-valeurs de Sé(y) et Sg(y) s’obtiennent a partir de

la proposition 2.1.2 en fixant m() = 0 pour j =0, ...,1 — 1. Il est clair que dans
ce cas, la a-valeur est invariante par permutation circulaire et donc que l'on a :

a(Szq) = alSg,))

Donc la valeur a(U) est bien définie.

O
Alors, on obtient le théoreme suivant :

Proposition 4.2.2 Le diagramme suivant est commutatif : :

Res ’

RO(HC(U)v") - RO(H(C(y),n)
dgl ld;
R
Ro(Hew) ——— Ro(Mg,)

De plus, soit (dv.m)ver(He,) ) Melr(He,) €t (dw y)wenr(ry ) ).Nemr(tL )

les nombres de décomposition associés a dg et dy, alors, pour tout V- € Trr(He(y),n)
et M € Irr(He,p), on a :
dv,y = dyr s

Et pour tout W € Irr(Hg(, ,,) et N € Irr(H ,,), on a

! o
W,N = dW97N9'

Preuve :
En suivant [28], ces résultats sont prouvés en utilisant la caractérisation des
applications de décomposition (voir [26, paragraphe 2]).

O

4.2.B Caractérisation de ’ensemble basique canonique pour
!/
Cmn

Nous allons tout d’abord attacher a chaque H ,,-module M une a-valeur de
la maniere suivante :

Proposition 4.2.3 Si M est un H(’Cm—module simple qui apparait dans la res-
triction d’un Hc,n-module simple N, alors, on pose :

a(M) :=a(N).
Cette valeur est bien définie et est appelée la a-valeur de M.

Preuve :

Si M est un H{C’n—module simple qui apparait dans la restriction de deux Hc,p-
modules simples N et N’, alors, suivant les résultats de la section précédente, N
et N’ sont conjugués. Il existe donc k € {0,...,0(f, N) — 1} tel que N’ = NI
Supposons maintenant que dy,y # 0 pour un Hc(y) ,-module V. En utilisant la
proposition 4.2.2, on a dvfk-’ka # 0. Ensuite, d’apres la proposition 4.2.1, on
a:

a(VI") = a(V).
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Il suit donc :
min{ay | dv,n # 0} = min{ay | dy, y,~ # 0}

On utilise maintenant le théoreme 2.3.8(i). On obtient finalement ay = a« et
donc la a-valeur de M est bien définie.

O

On peut maintenant donner le théoreme principal de ce chapitre qui donne

I'existence d’un ensemble basique canonique pour ’H&’n et décrit son lien avec
I’ensemble basique canonique de Hc .

Théoréme 4.2.4 Soient e et | deux entiers positifs tels que | divise e. Soient

f%m Ualgébre cyclotomique de type G(l,1,n) & paramétre u une indéterminée

0;
ouy = ul, 0 une spécialisation sur C telle que 0(u) = 1. = ewp(ﬂ) et soit
e
Hg,, Valgebre de type G(l,1,n) obtenue via cette spécialisation.
On considere Hey),n Ualgébre de Ariki-Koike a paramétres {u, 1,1, ..., nllfl}.
Soit He,,, Valgebre spécialisée. Par le théoréeme 2.5.8, il existe un ensemble ba-

sique canonique B C Irr(He(y)n) en bijection avec Trr(Hc,,). Alors, on a les
propriétés suivantes.

(i) Pour tout M € Irr(Hg ), il existe un unique M, ,-module simple Vi
apparaissant dans la restriction d’un He(y),n-module de B tel que :

dy(Val) = [M]+ Y dy,, ~IN].

Donc, si on note :
B'={Vy | M € Irr(Hg,,)} C Irr(')‘({c(y)m),

l'ensemble B' est en bijection avec Irr(Hg,,). Cet ensemble est appelé
l’ensemble basique canonique pour Mg ,,.

(i) On a pour tout M € Irr(He ) -
o(g, Vi) = o(g, M).
(#ii) On a :
Vi € B <= il existe W € B tel que Vay C Res(W).

Preuve :

Soit V' € B et soit W un ch(y),7l—module simple qui apparait dans la restriction
de V, alors :

go(g,W)fl

Res([V]) = [W] + [W9] + ... + [W ].

fo(f,V)—l

Ona:

Res([V]) = Res([V/]) = ... = Res([V/ D.

On utilise maintenant la commutativité du diagramme de la proposition 4.2.2
et on obtient :

Res(dg([V])) = Res(dg([V'])) = ... = Res(dg([V/"""'])).
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Soient My: les Hc,,-modules simples tels que pour ¢ = 0,...,0(f,V) —1, on a:

do([VI')) = [Mp]+ Y dyys yIN].

En identifiant les modules de a-valeur ay, il suit :
Res([M]) = Res([My]) = ... = Res([M fo(s.v)-1]).

On peut donc supposer que pour tout i € {0,...,0(f,V) — 1}, il existe j €
{0,...,0(f,V) — 1} tel que : ‘
[Myi] = [MT7].

De plus, o(f,M) > o(f,V) car les My: sont nécessairement non isomorphes.
Soit maintenant N un H(’Cyn—module simple qui apparait dans la restriction de
M.Ona:

o(g,N)—1
g }

Res([M]) = [N]+ ...+ [N
De plus :

QO(Q,W)*l

Res(do([V])) = dp([W]) + dp((W¥]) + ... + dy((W D,

alors :

o(g,N)—1

Res(dg([V])) = [N] + ... + [NY |+termes plus petits par rapport a la

a — valeur.
Par la proposition 4.2.2, si dy;, g # 0, on a dy;,, yeit1 7 0. Donc :
o(g,N) > o(g, W),

or,on a:

o(g, N)o(f,M) =1 et o(g, W)o(f,V) = 1.

Ceci implique :
olg,N)=o(g, W) et of,V)=o(f,M).
Donc, pour tout ¢ =0, ...,0(g, N) — 1, il existe j € {0,...,0(g, N) — 1} tel que :
d;([ng]) = [Ngj] + termes plus petits par rapport a la a — valeur.

Supposons maintenant que pour un ’H(Cm—module simple N, il existe deux H(’C( v
modules W et W' tels que :

dy([W]) = [N] + termes plus petits par rapport & la a — valeur,

dy([W']) = [N] + termes plus petits par rapport a la a — valeur.

Alors, on a W C Res(V) et W' C Res(V') pour deux Hc(y),,-modules simples
V et V'. 1l existe alors deux Hc ,-modules simples M et M’ tels que :

do([V]) = [M] + termes plus petits par rapport a la a — valeur,

dg([V']) = [M'] + termes plus petits par rapport a la a — valeur.
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On a M' = M!" pour k € {0,...,0(f, M) — 1} mais alors V' = VI’ pour un
j€40,...;0(f, M) — 1}, il suit :

Res(V) = Res(V"),
donc :
wW=w'.

|

On a donc prouvé 'existence d’un ensemble basique canonique pour H(/C,n‘

On retrouve en particulier les résultats obtenus par Geck dans le paragraphe
1.4.C. 1l reste a déterminer la paramétrisation de B'.

Corollaire 4.2.5 En gardant les hypothéses du théoréeme précédent, on a :

~ l
B’:{V)\,i AeAt o L, i=1, ., ~,/\=n}.
SRR {e:0, 5 4525} Cardinal de la classe \ A

Cet ensemble est en bijection avec Irr(Hg ).

Preuve :
Par le théoréme 2.3.8(iv), 'ensemble basique canonique pour Hc ,, est le suivant :

B={St 12 €A} 0oney W=},
Donc par la proposition précédente, pour déterminer B’, il suffit de considérer
les H('C(y)m—modules simples apparaissant dans les restrictions des éléments de
B. On obtient donc I’ensemble ci-dessus.
O
Exemple : Pour | = 2, c’est & dire lorsque lalgebre H’ . st une algebre de
Hecke de type D,,, nous obtenons : :

~ 2
B’:{V()\,i) [ A€M ey i=1,. ~},
2 Cardinal de la classe A

c’est a dire, en reprenant les notations du paragraphe 3.2.D des modules simples
pour les algebres de Hecke de type D, :

B = {V[/\’“] ‘ A 7é 1y ()‘7.“) € A}e;O,%}’ |>\| + |M| - n}

U {V[A’i] | A partition g — réguliere, 2|\| = n}
On retrouve ainsi les résultats du théoréeme 3.2.7.

Nous avons donc obtenu une premiere paramétrisation pour les modules
simples de ’algebre H(/C,n en utilisant la paramétrisation des modules simples de
Hc,n, par les multipartitions de FLOTW vu dans le second chapitre. On peut
maintenant se demander si ’on peut obtenir une deuxiéme paramétrisation en
utilisant les multipartitions Kleshchev. C’est le sujet de la derniere section de
ce chapitre.
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4.3 Une autre paramétrisation pour les modules
simples de certaines algebres cyclotomiques
de type G(l,l,n)

Dans cette section, nous gardons toutes les notations et hypotheses adoptées
dans la section précédente. Nous considérons ici la paramétrisation des mo-
dules simples de l'algebre de Ariki-Koike Hc ,, de type G(I,1,n) par les mul-
tipartitions Kleshchev. Le but est de caractériser les restrictions Res(D?) avec
D2 € Trr(He,) et A € A Pour cela, il semble nécessaire d’étudier en détail
'application j du théoréme 2.3.8(iv) et donc la bijection x entre A? et Al. Cette
bijection étant caractérisée a l’aide du graphe cristallin des U,-modules M et
M, nous commencons par démontrer certaines propriétés des multipartitions de
FLOTW dans ce graphe cristallin.

4.3.A Multipartitions de FLOTW et graphe cristallin
a) Tout d’abord, considérons l'ordre de FLOTW donné dans le paragraphe

e
1.3.D. L’algebre Hc ,, est ici a parametres v; = € pour j =0, ...,1—1 (I divisant
e) et le systéme de charges est donc m = (0, ...,0). Alors, d’apres la proposition
2.3.1, 81 v = (a,b,¢) et 7 = (a’, ', ) sont deux boites d’une [-partition et si
et v/ ont le méme résidu, on a la propriété suivante :

~ est en dessous de

/ /
b—e>b-a = par rapport a ’ordre de FLOTW.

Ainsi, la notion de bonne boites v = (a, b, ¢) d’une l-partition ne dépend que de
a et b et pas de c. La proposition suivante est alors immédiate.

Proposition 4.3.1 Soit A une multipartition de FLOTW. On suppose qu’un
“chemin” reliant ) a A dans le graphe cristallin de M est donné par :

P D 2 @) Ity (n=D) iy

Alors, il existe des multipartitions de FLOTW hy,(A) avec p = 0,...,1 — 1 (non
nécessairement distinctes) telles que un “chemin” reliant § a hy()) dans le
graphe cristallin de M est de la forme suivante :

0y A0y (AD).. 5 Ry (WD) ().
De plus, on a hy(A) = (P(X) ot ¢ est définie dans le paragraphe 4.1.C.

Remarque 4.3.2 Considérons le graphe cristallin de M indexé par les multi-
partitions Kleshchev. Soit u € A°. Supposons que le chemin reliant () & 4 dans
le graphe cristallin de M est donné par :

Py 2, @ Py ()
Alors, suivant la remarque 1.3.20 et la proposition ci-dessus, il existe des mul-
tipartitions h,(u) € AY avec p =0, ..., — 1 telles que un “chemin” reliant @ &
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hy(p) dans le graphe cristallin de M est de la forme suivante :

;i re ] pe i pe ;i pe
Q“Li hp(ﬁ(l))’ii hp(ﬁ(2))ml"—1_+>z hp(ﬁ(”’l))“i; hy ().
Cependant, on a hy(A) # (P(A) en général.
Remarquons qu’une proposition analogue a été montrée dans [42] par Hu
pour | = 2 pour l'ordre AM en utilisant les propriétés du graphe cristallin de

M.

b) Considérons I’application ¢ du paragraphe 4.1.C :
Lo ()\(0)7 )\(1), .__,/\(l—l)) N ()\(1—1)7)\(0)7 .__’)\(l—2)).

Soit p une I-partition. On suppose que, sous 'action ¢, le cardinal de la classe
d’équivalence de u est égal a p. Alors, p est de la forme suivante :

H = (/”[’(0)7 "'7/’L(p71)7/"&(0)’ ""/’L(pil)’ ] M(O)’ ) /’L(pil))'

La proposition suivante est maintenant immédiate.

Proposition 4.3.3 Soit u une l-partition de FLOTW. Alors on a équivalence
entre les 2 assertions suivantes :

(i) Le cardinal de la classe d’équivalence de p est égal a p.
(i1) Avec les notations de la proposition 4.8.1, on a hgp(A) = A pour k =
l
1,...,— — 1 et si s nest pas un multiple de p, hs(N\) # A
p

Ces résultats vont maintenant nous permettre d’étudier les restrictions des Hc, -
modules simples dans H ,,.

4.3.B  Paramétrisation des H;,-modules simples a ’aide
des multipartitions Kleshchev

Dans le théoreme 4.2.4, nous avons vu qu’il existe un ensemble basique ca-
nonique B’ C Trr(Hg,,, ,,) en bijection avec Irr(Hg ,,), le méme théoréme nous
donne de plus la paramétrisation de cet ensemble.

Considérons M un Hc ,-module simple, d’apres le théoréme 1.3.12, on a
M = D2 pour une multipartition Kleshchev )\ € A?e‘ . D’apres le

e
ST

(zfl1)e}
théoreme 2.3.8, on a :

[SEM =D+ 3 dgen pulDY,

Cly)

nenl
a(p)<a(d)
ol & est la bijection entre A° o (=ne et Al o (=De définie en consi-
{@7 -,Tymvf} {G» ﬁy---yf}

dérant les graphe cristallins de M et de M. De plus, si Sggi? se restreint sur

(’c(y)’n en une somme de r modules simples, alors D” se restreint sur H¢ ,, en
une somme de r modules simples. En utilisant la proposition 4.3.3, on obtient
le théoréme suivant.
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Théoréme 4.3.4 Soit p une l-partition Kleshchev. Alors, on a équivalence
entre les 2 assertions suivantes :

(i) DE se restreint sur Hg ,, en une somme de r := r(p) modules simples M (p, )
(t=1,..,1r) avecr divise 1.

(ii) Awvec les notations de la remarque 4.3.2, on a hii(p) = p pourk =1,...,r—1

l
et si j n’est pas un multiple de —, h;(p) # p.
r B 7Fe

Remarque 4.3.5 En particulier, si hg(u) = p pour tout k = 1,...,1 — 1, alors
| = r et D se restreint en une somme de [ modules simples sur 'ch,n. Si
hi(p) # p pour k = 1,...,1 — 1, alors r = 1 et Res(DE) est un ‘H¢. ,-module
simple.

Ainsi, on obtient une deuxieme classification pour les H¢. ,,-modules simples
en utilisant les multipartitions Kleshchev.

Corollaire 4.3.6 Awvec les notations du théoréme précédent, on a :

Irr(He,) = {M(H,i) | pe A?e;o,%}.“’(lfll)e}, i=1, ...,T‘(H)} .

Finalement, nous terminons ce chapitre en détaillant les conséquences de ces
résultats pour le type D,, ol nous retrouvons les résultats obtenus par Hu. Nous
prenons donc | = 2 et nous considérons ici I’algebre H(. de type D,, & parametres
7e, une racine de I'unité d’ordre e pair dans C (voir la section 3.2). Soit aussi
H¢ algebre de Hecke de type B,, a parametre {1, 7.} (voir le paragraphe 3.2.C).
Les modules simples de H¢ sont indexés par les bipartitions Kleshchev A?e;o,g}
et on a une opération de restriction entre les Hc-modules et les Hi-modules.
On obtient alors le théoréme suivant (voir aussi la remarque 4.3.5).

Théoreme 4.3.7 (Hu [42]) Soit u € A?e-o <y alors on a les propriétés sui-
fd 0,5
vantes.

(i) Siha(u) #
(ii) i ha () =
M(p, 1) et

(iii) L’ensemble

alors M(p, 1) := Res(D%) est simple.

ra
p alors Res(DY) est une somme de deux Hj-modules simples
M

(1,2)-

{M(ﬁyl), M(p,2) | p € Ao,y alp) :ﬁ}

U{ M1l € Mg gy malw) # 1}
forme Uensemble des modules simples de Hg..

Exemple : Suivant [42], prenons e = 4 et n = 4, le tableau suivant donne 1’en-
semble des multipartitions Kleshchev et des multipartitions de FLOTW, deux
multipartitions A € A% et JIRS A' étant sur la méme ligne si et seulement si

p= k().
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2-partition Kleshchev 2-partition de FLOTW
(4,0) (4,0)
(3.1,0) (3.1,0)
(2.2,0), (2.2,0)
(2.1.1,0) (2.1,1)
(3,1 (3,1
(2.1,1) (2,2)
(1.1.1,1) (1.1.1,1)
(2,2) (0,4)
(1.1,2) (1.1,2)
(1,3) (1,3)
(2,1.1) (2,1.1)
(1.1,1.1) (1,2.1)
(1,2.1) (0,3.1)
(0,2.2) (0,2.2)
(1,1.1.1) (1,1.1.1)

Suivant ce tableau et les résultats ci-dessus, le He(,)-module D1 se res-
treint sur Hé:( y) €0 deux Hé:( y)—modules simples et tous les autres Hc(y)-modules
se restreignent en un seul module simple. On peut également remarquer que :

Res(DW?) ~ Res(D*?), Res(DG19)) ~ Res(D(121),
Res(D(1 LDy ~ Res(D(Q'l'l’m), Res(D(l‘l’Q)) ~ Res(D*1-1),
Res(D(l'l‘l’l)) ~ Res(D(l’l'l'l)), Res(D(Q‘z’Q)) ~ Res(D(m’Q'Q)),
Res(DGY) ~ Res(DM),

Les modules suivants forment donc I’ensemble des Hé:(y) modules simples et ils
sont non isomorphes.

M((21,1),1), M((2.1,1),2), M((4,0),1), M((3.1,0),1), M((2.2,0),1)

M((1.1,1.1),1), M((3,1), 1), M((1.1.1, 1), 1), M((1.1,2), 1).
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Chapitre 5

Calcul des matrices de

décomposition pour les
algebres de Ariki-Koike

Le but de ce chapitre est de donner un algorithme pour le calcul de la matrice
de decomposition des algebres de Ariki-Koike. Dans [67], Uglov a déja décrit
un algorithme. Celui-ci consiste a calculer la base canonique d’un U,-module
contenant M 4 et d’en déduire la base canonique de M 4.

Dans le cas particulier des algebres de Hecke de type A, _1, ’algorithme
de Lascoux-Leclerc-Thibon (voir [50]), plus efficace que algorithme de Uglov,
permet de calculer “directement” la base canonique de M 4. On pourra trouver
dans [4] une présentation de celui-ci ainsi que de ses variations. L’algorithme
exposé ici est une généralisation de ce résultat. Il consiste a suivre le preuve de
la proposition 2.3.7 en calculant les éléments de la base canonique associés a
M 4. Nous suivrons ici le schéma de Ialgorithme de LLT (voir aussi le livre de
Mathas [61, paragraphe 6.25]).

La deuxieme partie du chapitre donne la programmation en GAP (voir [65])
de cet algorithme en utilisant le package Chevie ([30])*. Ce programme permet
entre autre d’énumérer les multipartitions de FLOTW associées & un systeme
{g; 4", ...,q""-'}, de donner les a-valeurs des modules simples d’une algebre de
Ariki-Koike et de calculer les matrices de décomposition “classiques” et “cristal-
lines”. Nous donnerons ensuite quelques exemples de matrices de décomposition
calculées a I’aide de ce programme.

5.1 L’algorithme

9
Tout d’abord, rappelons les notations. Soit L = Q(1n) ol me = exp(%).
e

2
Soit 1. = exp(—) et soient v; (i =0,...,l — 1) des entiers tels que :
e

0<y<...<vy_1<e.

1Ce package n’est ici utilisé que pour obtenir une présentation “agréable” des matrices de
décomposition.
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DE ARIKI-KOIKE

On considere algebre de Ariki-Koike H , sur L & parametres {ne; n2°, ..., ne' " }.
Soit F l’espace de Fock, on note M le U,-module engendré par la multiparti-
tion vide avec I'action de JMMO. Soit A; I’ensemble des [-partitions de FLOTW

N N V] — . . .
avec systéme de paramétres {n.;n2°, ...,n. "' }. Soit aussi la base canonique de

M :
B={GQ)[Ae A}

Le but est de calculer les éléments G(A) de fagon récursive. Pour cela, nous
allons suivre la demonstration de la proposition 2.3.7 :

Premiere étape :
Pour chaque l-partition A de Aj, on construit sa a-suite de résidus (voir la
définition 2.2.4). Soit :

a—suite(A) = il, ...,il, ig, ...71'2, veny 2.37 ...72'5 .
—— —— ——

ai az as

On construit alors les éléments :

AQ) = floo) ploson) | plang,

1s 1s—1

L’ensemble {A()) | A € A} forme une base de M 4 (ot A = Z[v,v~1]).

Deuxiéme étape :
On calcule les éléments de la base canonique par récurrence :
— Soit A une Il-partition de A; de a-valeur maximale (& priori, A n’est pas
unique). On a alors :

GQ) = AQ).

— Soit p une [-partition de A;. On suppose, par induction, que I'on a calculé
tous les éléments G(v) avec a(p) < a(v). Il existe alors des polynomes de
Laurent o, ,(v) tels que :

G =Aw - Y. G ().
a(v)>a(p)

On note :

Ot ¢y A (v) € Z[v,v™1]. Comme G(p) = G(p) et A(r) = A(r) pour v € Ay
(voir le théoreme 1.3.10), on veut :
az,g(”) = az,g(U_l)-

On utilise maintenant les propriétés de la base canonique : soit v € Ay
une des [-partitions de a-valeur minimale telle que :

C&,z(”) ¢ UZ[U]~

S’il n’y a pas de telles partitions, alors G(p) = A(p) par unicité de la base

canonique. Sinon, par existence de la base canonique, v est nécessairement
une [-partition de A;. Notons :

A - .
cﬁyz(v) =av" +a;_ v+ ... +ag+..+a_jv,
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5.2. Programmation de I’algorithme en GAP

ou 7 est un entier positif. On définit :

aﬁ,z(v) =a_v' ta_iv M+ dag+ .. a_jl
On a alors a&,,(v_l) = ay(v). On remplace alors dans (1) A(p) par
A(p) — apu,p (v)G(v) et on réitere le procédé jusqu’a ce que ¢y, (v) € vZ[v]
pour tout v tel que a(v) > a(p).

Les éléments obtenus satisfont les propriétés de la base canonique :
— Ces éléments sont indexés par les éléments du graphe cristallin de M c’est
a dire par Aq.
~ Pour tout 1 € Ay, on a G(u) = G(u) car o, (v) = a,,(v™!) pour tout
S Al-
— Pour tout p € Ay, on a G(p) = p (mod v) car ¢, (v) € vZ[v] pour tout v
tel que a(v) < a(p) et ¢y, (v) = 1. -

Nous allons maintenant donner la programmation de cet algorithme en GAP :

5.2 Programmation de ’algorithme en GAP

Dans la premiere partie, nous donnons un programme permettant de citer
I’ensemble des [-partitions de FLOTW associés a un systéme de parametres.
Nous donnons aussi des fonctions qui nous serons utiles par la suite.

5.2.A Détermination des multipartitions de FLOTW

Etant donnée une [-partition “lambda”, le programme suivant constuit son
tableau de Young. Le résultat est donné sous forme d’une liste de triplets [a, b, ¢]
ou a est la ligne de la boite correspondante, b sa colonne et ¢ le numéro de la
partition (voir le paragraphe 1.3.C).

DiagramMultiPartition:=function(lambda,l)
local d,i,j,k;
d:=[1;
for k in [1..1] do
for i in [1..Length(lambdalk])] do
for j in [1..lambdalk][i]] do
Add(d, [1,j,k]);
od;
od;
od;
return Set(d);
end;

Exemple : Pour la 2-partition (2.1,1), on obtient :

#gap> DiagramMultiPartition([[2,1],[1]],2);
#[[1,1,171, [1,1,21,01,2,11,[2,1,11]1]
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Le programme suivant donne la liste des boites de la frontiere de “lambda”
en utilisant les mémes conventions.

DiagramMultiPartitionfrontiere:=function(lambda,l)
local d,i,k;
d:=[1;
for k in [1..1] do
for i in [1..Length(lambdalk])] do
Add(d, [i,lambdal[k] [i] ,k]);
od;
od;
return Set(d);
end;

Exemple : Pour la 2-partition (2.1,1), on obtient :

#gap> DiagramMultiPartitionfrontiere([[2,1],[1]1]1,2);
#[[1,1,21, 01,2,11,[2,1,11]1

On associe maintenant & chaque boite écrit sous la forme [a,b,c] comme
ci-dessus son résidu par rapport a {¢;¢",...,¢""-'}. Celui-ci sera donné sous
la forme ¢**® ou la définition de res est donnée dans le paragraphe 1.3.C. Les
parametres seront écrits sous la forme d’une liste “parametre” [vg, v1, .., vi—1], ¢
sera une racine de l'unité.

ResidueDiagram:=function(l,parametre,q,boite)
return q~ (boite[2]-boite[1]+parametre[boite[3]]);
end;

Exemple : Lorsque I'algebre de Ariki-Koike est & parametre {q; ¢°, ¢'} ot1 ¢ est
une racine de 'unité d’ordre 4 et lorsque la boite est [1,2,1] :

#gap> ResidueDiagram(2,[0,1]1,E(4), [ 1, 2, 1 1);
#E(4)

La fonction suivante prend en argument une partition “mu” et un entier j.
Elle renvoie la j1®™¢ part de “mu” (si j est plus grand que la hauteur de “mu”,
elle renvoie 0).

Place:=function(liste,j)
if j>Length(liste) then return O;
else return listel[j];
fi;
end;
Exemple : Pour la partition (2.1), j = 3 et 5 = 1, on obtient :

#gap> Place([2,11,3);
#0
#gap> Place([2,1],1);
#2

On teste maintenant la premiere condition des [-partitions de FLOTW (voir
la définition 1.3.19) : étant donnés une [-partition “multipartition”, un systéme
de parametres “parametre” avec méme convention que ci-dessus et une racine de
l'unité d’ordre e, le programme renvoie 1 si “multipartition” vérifie la premiere
condition et 0 sinon.
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Conditionl:=function(l,parametre,multipartition,e)
local j,i,k;
j:=1;
while j<1 do
i:=1;
while i<Length(multipartition[j+1])+1 do
if Place(multipartition[j],i)<Place(multipartition[j+1],
i+parametre[j+1]-parametre[j])
then i:=Length(multipartition[j+1])+2;
else i:=i+1;
fi;
od;
if i=Length(multipartition[j+1])+2 then j:=1+2;
else j:=j+1;
fi;
od;
if j=1 then
k:=1;
while k<Length(multipartition[1])+1 do
if Place(multipartition[j],k)<Place(multipartition[1],
k+parametre[1]-parametre[j]+e)
then return O;
else k:=k+1;
fi;
od;
fi;
if j=1+2 then return O;
else return 1;
fi;
end;

Exemple : Lorsque l'algébre de Ariki-Koike est & parametres {q;¢°,q'} et
q = —1, pour les 2-partitions (2.1,1) et (2.1.1,1), on obtient :

#gap> Condition1(2,[0,1],[[2,1],[1]1]1,2);
#1

#gap> Condition1(2,[0,1],[[2,1,1],[11]1,2);
#0

Avant de donner une fonction testant la seconde condition, nous avons des
fonctions préliminaires : la fonction suivante donne I’ensemble des résidus de la
frontiere d’une [-partition “lambda” sur des parts de longueurs a.

Ensembleresidus:=function(1,parametre,lambda,q,a)
local i,d,diag;
i:=1;
d:=[1;
diag:=DiagramMultiPartitionfrontiere(lambda,l) ;
for i in [1..Length(diag)] do
if diag[i] [2]=a then
Add(d,ResidueDiagram(l,parametre,q,diag[il));
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fi;
i:=i+1;
od;
return Set(d);
end;

Exemple : Pour la 2-partition (2.1,1,1), le systéme de parametres {q; ¢°, ¢'}
avec ¢ racine primitive de I'unité d’ordre 4 et pour les parts de longueurs 1, on
obtient :

#gap> Ensembleresidus(2,[0,1],[[2,1],[1,111,E(4),1);
#[ 1, -E(4), E4) ]

La fonction suivante donne la plus grande part d’une [-partition “lambda”.

Grandmax:=function(l,lambda)

local i,d;

d:=0;

i:=1;

for i in [1..1] do
d:=Maximum(d,Place(lambdal[i],1));

od;

return d;

end;

Exemple : Pour la 2-partition (2.1,5.2.1), on obtient :

#gap> Grandmax(2,[[2,1],(5,2,3]1]1);
#5

On teste maintenant la seconde condition des [-partitions de FLOTW, avec
les mémes conventions que ci-dessus, la fonction suivante retourne 1 si la condi-
tion 2 est vérifiée, 0 sinon.

Condition2:=function(l,parametre,multipartition,e)
local i,j,p,q;

q:=E(e);
p:=Grandmax (1,multipartition);
i:=1;

while i in [1..p] do
j:=Ensembleresidus(l,parametre,multipartition,q,i);
if Length(j)=e then i:=p+2;
else i:=i+1;
fi;

od;

if i=p+1 then return 1;
else return O;
fi;

end;

Exemple : Pour les 2-partitions (2.1.1,1) et (2.1,1), le systéme de parametres
{a:¢°,4'} et ¢ = —1, on obtient :
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5.2. Programmation de I’algorithme en GAP

#gap> Condition2(2,[0,11,[[2,1,11,[111,2);
#0

#gap> Condition2(2,[0,1],[[2,1],[11]1,2);
#1

Finalement, la fonction suivante renvoie I’ensemble des I-partitions de FLOTW
associé a un systeme de parametres “parametre”, une racine de I'unité d’ordre
e et un rang n. Le résultat est sous forme de liste de [-partitions.

FLOTW:=function(l,parametre,n,e)
local i,ensemble,d;
ensemble:=PartitionTuples(n,l);
d:=[1;
i:=1;
for i in [1..Length(ensemble)] do
if Conditionl(1l,parametre,ensemble[i],e)=0 then i:=i+1;
else if Condition2(1l,parametre,ensemble(i],e)=0
then i:=i+1;
else Add(d,ensemble[i]);i:=i+1;
fi;
fi;
od;
return Set(d);
end;

Exemple : L’ensemble des 2-partitions de FLOTW de rang 6 avec parameétres
q;q9°,q 5 avec ¢ = —1 est donne par :
0 1 1 est donné

#gap> FLOTW(2, [0,1],6,2);

#LCC 1, Cedl), CC1), 04,111, 0011, [5811,
#L[21,03,111,[C21,C04711,C0C2, 11,311,
#L (31, 02,111, 08,111,211, L4171, 211,
#[ (4,11, 111,051,111, CCe61, [ 111

5.2.B Détermination des a-suite de résidus

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 2.2.B, il est possible d’attacher a
chaque multipartition de FLOTW une suite de résidus appelée a-suite possédant
des propriétés de minimalité selon la a-fonction.

Le but de ce paragraphe est de donner un programme permettant d’associer
a chaque multipartition de FLOTW, sa a-suite de résidus.

On commence par donner une fonction décrivant les “candidats” possibles
pour commencer la a-suite de résidus d’une [-partition “lambda” c’est a dire les
boites supprimables sur les parts de longueurs maximales. La fonction donne
aussi ’ensemble des boites (non nécessairement supprimables) sur ces parts. Le
résultat est donné sous la forme d’un doublet [d, h] ol d est la liste des boites
supprimables sur les parts de longueurs maximales et h la liste des boites de la
frontiére sur ces parts.

Candidat:=function(1l,lambda)
local i,j,d,p,e;
i:=1;
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d:=[1;

e:=[];

p:=Grandmax(1l,lambda) ;

while i<1+1 do

ji=1;
if Place(lambda[i],1)<p then i:=i+1;
else while lambda[i] [j]=Place(lambdali], j+1)
do j:=j+1;
Add(e, [j-1, lambdali] [j-11,i1);
od;
Add(d, [j, lambdali][j1,i]);
Add(e, [j, lambdalil[j],i1);

i:=i+1;
fi;
od;
return [d,e];
end;

Exemple : On considere la 4-partition (3.2,3.1,3.3.2,2.1) :

#gap> Candidat(4,[[3,2],[3,1],[3,3,2],[2,111);
#L[[1,3,11,01,3,21,02,3,311,
# [[1,3,11,01,3,21,01,3,31,[2,3,

Soit “lambda” une [-partition et soient un systeéme de parametres “parame-
tre” et ¢ une racine primitive de I'unité. Le programme suivant donne la boite
du lemme 2.2.2 c’est a dire une boite supprimable sur une part de longueur
maximale, de résidu k, telle qu’il n’y a pas de boites de résidu k — 1 sur des
parts de méme longueur. Si il y a plusieurs choix, le programme renvoie la boite
la plus basse selon 'ordre de FLOTW. Le résultat est donné sous la forme d’un

triplet [a, b, ¢] correspondant & cette boite.

Boiteoptimale:=function(l,q,lambda,parametre)
local i,j,d,p,r,s;
d:=Candidat(1l,q,lambda);

p:=Length(d[1]);

s:=Length(d[2]);

r:=0;

i:=1;

while i<p+1 do
j:=1;

while j<s+1 do
if ResidueDiagram(l,parametre,q,d[1][i])=

ResidueDiagram(l,parametre,q,d[2] [j]1)*q

else j:=j+1;
fi;

od;

if j=s+1 then r:=d[1] [i];i:=p+2;
else i:=i+1;

fi;
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od;
return r;
end;

Exemple : Pour la 2-partition (2, 2) et le systéme de parameétres {q; ¢°, ¢®} avec
q racine primitive de 1'unité d’ordre 4 :

#gap> Boiteoptimale(2,E(4),[[2],[2]],[0,3]);
#[ 1, 2, 2]

Etant donné un entier a, la fonction suivante renvoie la liste de toutes les
boites sur la frontiere des parts de longueur a. Utilisant les mémes notations
que ci-dessus, le résultat est donné sous la forme d’une liste de boites.

Boitefront:=function(l,multipartition,a)
local i,d,k;
d:=[1;
for k in [1..1] do
for i in [1..Length(multipartition[k])] do
if multipartition[k] [i]=a
then Add(d, [i,multipartition[k][i] ,k]);
fi;
od;
od;
return Set(d);
end;

Exemple : Pour la 3-partitions (3.2.2,2.1,6.5.2) et a = 2 :

#gap> Boitefront(3,[[3,2,2]1,[2,1],[6,5,211,2);
#[[1,2,21]1,02,2,11]1,[3,2,11, [3,2,31]

Pour une [-partition “lambda”, le programme suivant renvoie la [-partition
obtenue en supprimant toutes les boites supprimables de residu “res” sur les
parts de longueurs a. Le résultat est écrit sous forme d’un doublet [mu,d] ou
“mu” est la [-partition ainsi obtenue et d le nombre de boites supprimées.

Supprime:=function(l,q,lambda,res,a,parametre)
local i,d,k,e,mul;
mul:=Copy(lambda) ;
d:=0;
e:=DiagramMultiPartition(lambda,l);
k:=Boitefront(l,lambda,a);
for i in [1..Length(k)] do
if ResidueDiagram(l,parametre,q,k[i])=res then
if
a>Place(lambdalk[i] [3]], [k[i] [1]1]1+1)
then mul[k[i] [3]] [k[i] [1]]:=a-1;

d:=d+1;
fi;
fi;
od;
return [mul,d];
end;
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Exemple : Pour la 2-partition (2,2.2.2), le systéme {q; ¢, ¢*} avec ¢ racine
primitive de I'unité d’ordre 4 et pour le résidu 1, on obtient :

#gap> Supprime(2,E(4),[[2],[2,2,2]],E(4),2,[0,2]);
#L[[11,02,2,111, 21

Maintenant, avec les mémes notations, le programme suivant renvoie la [-
partition obtenue en supprimant les boites de résidu “res” sur des parts su-
périeures aux parts des boites de la frontiere de “lambda” ayant pour résidu

“res-1” (voir I’énoncé du lemme 2.2.3).

asq:=function(l,q,parametre,lambda,res)
local k,p,i,mul,d,a,s;
d:=0;
mul:=Copy(lambda) ;
p:=Boiteoptimale(l,q,lambda,parametre) ;
a:=p[2];
while a>0 do
k:=Boitefront(l,lambda,a);
for i in [1..Length(k)] do
if ResidueDiagram(l,parametre,q,k[i])*q=res then
return [mul,res,d];
fi;
od;
s:=Supprime(l,q,mul,res,a,parametre);
mul:=s[1];d:=d+s[2];a:=a-1;0d;
return [mul,res,d];
end;

Exemple : Pour la 2-partition (4.3.2,4.4.4) et pour le systeme {q; ¢°, ¢*} avec
g racine de I'unité d’ordre 4, en prenant “res=g¢>”, on obtient :

#gap> asq(2,E(4),[0,2],[[4,3,2],[4,4,4]1]1,E(4)"3);
#[ [ [3,3, 11, [4,4,311, -E@, 3]

La fonction suivante donne la a-suite de résidu d’une [-partition “lambda”.
Le résultat est donné sous la forme d’une liste de listes :

[[[¢1, a1], [82, az], -, [ik, ak]], nu]

ol i1, ..., t; sont les résidus et a1, ..., a; le nombre de boites supprimées ayant ces
valeurs pour résidus. Ici, les premieres boites supprimées se trouvent au début
de la liste. “nu” est la multipartition obtenue en supprimant toutes les boites
c’est a dire la [-partition vide.

asequence:=function(q,parametre,lambda,n)
local 1,res,mul,i,j,d,p,e;
1:=Length(lambda) ;

mul:=Copy(lambda) ;

d:=0;
e:=0;
j:=01;

while e<n do
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p:=Boiteoptimale(l,q,mul,parametre);
res:=ResidueDiagram(l,parametre,q,p);
i:=asq(l,q,parametre,mul,res);
mul:=i[1];d:=1[3];Add(j, [res,d]);e:=e+i[3];

od;

return [j,mul];

end;

Exemple : Pour la 2-partition (3.2,2.1) de rang n = 8 avec parametres {q; ¢°, ¢*}
avec g racine de I'unité d’ordre 3, on obtient :

#gap> asequence(E(3),[0,21,[[3,21,[2,111,8);
#[ [ [E®"2, 11, [1,2]1, [E®, 21, [E®"2, 21,
#[ 1, 111,000,071, [0,011]1

Enfin, le programme “ordreflotw” prend en argument deux boites “boitel” et
“boite2”. Il renvoit la boite la plus basse selon I'ordre de FLOTW.

ordreflotw:=function(boitel,boite2,parametre)
if boitel[2]-boitel[1]+parametre[boitel[3]]<
boite2[2]-boite2[1] +parametre[boite2[3]]
then return boitel;
else if boitel[2]-boitel[1]+
parametre [boitel[3]]=boite2[2]-boite2[1]
+parametre [boite2[3]] then
if boitel[3]>boite2[3] then return boitel;
else return boite2;
fi;
else return boite2;
fi;
fi;
end;

Exemple : Pour les boites [2,1,3] [3,2,2] et le systeme {q;¢°,¢?, ¢}, on ob-
tient :

#gap> ordreflotw([2,1,3],[3,2,2],[0,2,31);
#[ 3, 2, 2]

5.2.C Programmation de la a-fonction

Le but de cette partie est de programmer la a-fonction avec les notations
du paragraphe 2.1.B (voir en particulier la proposition 2.1.2). Pour cela, nous
devons introduire la notion de symbole.

La fonction suivante prend en argument une [-partition “lambda” et un
entier h. Elle renvoie le symbole ordinaire de hauteur h associé sous la forme
d’une liste, comme pour les [-partitions.

symbole:=function(l,lambda,h)
local i,j,mul;
mul:=Copy(lambda) ;
for i in [1..1] do
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for j in [1..h] do
mul[i] [j]:=Place(lambdali], j)-j+h;
od;
od;
return mul;
end;

Exemple : Pour h = 2 et la 2-partition (2.1,1) :

#gap> symbole(2,[[2,1],[1]1],2);
#[[3,1]1,[02,017]

Etant donnés deux entiers [ et h, le programme suivant calcule la fonction
7 du paragraphe 2.1.B.

tau:=function(l,h)

local i,k;
i:=1;
k:=0;

while 1*(h-i)+1>=2 do
k:=NrCombinations([1..1x(h-i)+1],2)+k;i:=i+1;

od;

return k;

end;

Enfin, la fonction suivante calcule la a-fonction selon la proposition 2.1.2.
Elle prend en argument une [-partition “lambda”, des entiers n, h et e et un
systeme de parametres “parametre”.

afonctionl:=function(l,multipartition,n,h,parametre,e)

local i,j,k,p,s,c,B,al,a2,a3,a4,v,w,x,y,z,i1,12,B1,afonction,
poids,t;

poids:=[];

for t in [1..Length(parametre)] do

poids[t] :=parametre[t]-(t-1)*e/l+e;

od;
B:=symbole(l,multipartition,h);
B1:=0;

for il in [1..1] do
for i2 in [1..h] do
B1:=B1+B[i1][i2];
od;
od;

al:=0;
for i in [1..1] do
al:=al+poids[il;
od;
a2:=0;
for j in [1..1] do
for k in [j+1..1] do
a2:=a2+Minimum(poids[k] ,poids[j1);
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od;
od;
a3:=0;
for p in [1..1] do
for s in [p..1] do
for ¢ in [1..h] do
for v in [1..h] do
if s=p then if B[p] [c]>B[s][v] then a3:=a3+
Minimum(B[p] [c]+poids[p],
B[s] [v]+poids[s]);
else a3:=a3;fi;
else a3:=a3+Minimum(B[p] [c]+poids[p],B[s] [v]+poids[s]
);fi;
od;
od;
od;
od;
a4:=0;
for w in [1..1] do
for x in [1..1] do
for z in [1..h] do
for y in [1..B[x][z]] do
ad:=ad4+Minimum(y+poids [x] ,poids[w]);
od;
od;
od;
od;
afonction:=n*al-tau(l,h)+Bl-n-h*a2+a3-a4;
return afonction;
end;

La a-fonction étant indépendante de la hauteur du symbole h, nous pouvons
donner un autre programme ne prenant pas en argument la hauteur :

afonction2:=function(l,multipartition,n,parametre,e)

local 1i,p;

p:=0;

for i in [1..Length(multipartition)] do
p:=Maximum(p,Length(multipartition[i]));

od;

return afonctionl(l,multipartition,n,p,parametre,e);

end;

Exemple : Pour la 2-partition (2.1,1) et le systéme de parametres {q; ¢°, ¢*}
avec q racine de 'unité d’ordre 4 et on obtient :

#gap> afonction2(2,[[2,1],[1]1],4,[0,2],4);
#3

Nous ordonnons maintenant 1’ensemble des [-partitions de FLOTW selon la
a-fonction (ces fonctions nous servirons aussi par la suite).
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func:=function(v,w) return v[2]<w[2];end;
func2:=function(v,w) return v[3]<w[3];end;
func3:=function(w,v) return v[2]>w[2];end;

Le programme suivant donne donc la liste ordonnée des [-partitions de
FLOTW. Le résultat est mis sous la forme d’une liste : [[mul, al], [mu2,a2],...]
ou les “muj” sont les I-partitions de FLOTW et “aj” leurs a-valeurs.

FLOTW2:=function(l,parametre,n,e)
local k,liste,i;
liste:=FLOTW(1l,parametre,n,e);
k:=[];
for i in [1..Length(liste)] do
Add(k, [liste[i] ,afonction2(1l,liste[i] ,n,parametre,e)]);
od;
Sort (k,func);
return k;
end;

Exemple : Le méme exemple que ci-dessus donne :

#gap> FLOTW2(2,[0,1],6,2);

#CrcC 1,611,011, CC0Ce61]1,C 11,01,
# (cre1,08311,11,0CCs871,C01117,11,
# [[([2]1,04711,21, (041,211, 21,
# [([C1]1, 04,111,381, (0CC4,11,0111,31,
# (CC21,03,111,41, 0C0C2,11,0311, 41,
# (0031, [02,111,41, 0C0C38,11,[0211,41]1

5.2.D Calcul d’une base de M

Le but de cette partie est de programmer la base de M donnée dans le
corollaire 2.3.5. Nous programmons en particulier la fonction de i-induction f;.
Ensuite, nous nous servirons de la programmation de la a-suite de résidus de la
troisieme partie pour programmer la base du corollaire 2.3.5.

Nous commencons par donner quelques fonctions intermédiaires : étant don-
nés un systeme de parametres “parametre”, une racine de 'unité “q”, une I-
partition “mu” et un résidu “res”, le programme suivant donne I’ensemble des
boite ajoutables a “mu” de résidu “res”.

Addable:=function(l,parametre,q,mu,res)
local i,j,liste,d;
liste:=[];
for i in [1..Length(mu)] do
if ResidueDiagram(l,parametre,q,[1,Place(muli],1)+1,i])=res
then Add(liste, [1,Place(muli]l,1)+1,i]);
fi;
ji=2;
while j in [2..Length(mul[i])+1] do
if Place(mulil,j)=Place(mul[i],j-1) then j:=j+1;
else if
ResidueDiagram(l,parametre,q, [j,Place(mu[i], j)+1,i])=res
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then Add(liste, [j,Place(muli]l,j)+1,i]);

ji=3+1;
else j:=j+1;
fi;fi;od;
od;
return liste;
end;
Exemple : Pour le systéme de parameétres {q; ¢°,q'} avec ¢ = —1, les boites

ajoutables de résidus 1 de la 2-partition (2.1,1) sont données par :

#gap> Addable(2,[0,11,-1,[[2,1],[11]1,1);
#([1,3,11,[02,2,11,[3,1,11,0[1,2, 21,
#[ 2, 1, 211

On programme maintenant une fonction analogue pour les boites suppri-
mables.

Removable:=function(l,parametre,q,mu,res)
local i,j,liste;

liste:=[];

i:=1;

while i<=Length(mu) do
j:=1;

while j<Length(mu[i])+1 do
if muli] [j1>Place(muli]l, j+1) then
if ResidueDiagram(l,parametre,q, [j,Place(mul[i],j),i])=res
then Add(liste, [j,Place(mulil,j),il);
fi;
fi;
jr=j+;
od;
i:=i+1;
od;
return liste;
end;

Exemple : Pour le systéme de parametres {q;¢°,q'} avec ¢ = —1, les boites
supprimables de résidus —1 de la 2-partition (2.1, 1) sont données par :

#gap> Removable(2,[0,1],-1,[[2,1],[1]],-1);
#( [ 1,2,11,[02,1,11,[1,1,21]1

La fonction suivante ajoute la boite “boite” a la [-partition “mu” :

Addboite:=function(l,mu,boite)

local mul;

mul:=Copy (mu) ;

mul [boite[3]] [boite[1]]:=Place(mul [boite[3]],boite[1])+1;
return mul;

end;

Exemple : La boite [1,3,1] ajoutée & la 2-partition (2.1,1) donne le résultat
suivant :

125



CHAPITRE 5 : CALCUL DES MATRICES DE DECOMPOSITIONS DES ALGEBRES
DE ARIKI-KOIKE

#gap> Addboite(2,[[2,1],[11],[1,3,1]);
#[ [3, 11, [11]

Nous programmons cette fois une fonction qui ajoute les “al” boites de
“listeboite” a “mu”.

Addplus:=function(l,mu,listeboite,al)

local j,nu;

ji=al;

nu:=Copy (mu) ;

while j>0 do
nu:=[Addboite(1l,nul1],listeboite[j1)];

j=i-1
od;
return nu;
end;

Exemple : Les boites [1, 3,1] et [2,2,1] ajoutées & la 2-partition (2.1,1) donne
le résultat suivant :

#gap> Addplus(2,[[[2,1],[1]1]1,([[1,3,1],[2,2,1]11,2);
#[ [ [3,21, 01111

. . b .

On programme maintenant la fonction N, (A, u) du paragraphe 1.3.D. Ici

“liste” correspond a la liste des boites que 1’on ajoute a partir de “lambda”
pour obtenir “mu”.

Nib:=function(d,lambda,mu,parametre,q,res,liste)
local i,j,k,baj,bre,resu,boite,l;
k:=Length(liste);
resu:=0;
baj:=Addable(d,parametre,q,mu,res) ;
bre:=Removable(d,parametre,q,lambda,res);
for i in [1..k] do
boite:=1listel[i];
for j in [1..Length(baj)] do
if ordreflotw(boite,baj[j],parametre)=boite
then resu:=resu+il;
fi;
od;
for 1 in [1..Length(bre)] do
if ordreflotw(boite,bre[l],parametre)=boite
then resu:=resu-1;
fi;
od;
od;
return resu;
end;

Exemple : On considére la 3-partition (3.2,1.1.1,5.4.1). On ajoute la boite
[3,1,1] pour obtenir (3.2.1,1.1.1,5.4.1). Alors :
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#gap> Nib(3,[[3,2],[1,1,1],[5,4,1]],[[3,2,1],(1,1,1],[5,4,1]],
#[1,1,2] ,E(3),E(3),[[3,1,1]11);
#1

Nous introduisons maintenant une indéterminée v.
v:=X(Rationals);v.name:="v";

Etant donnés une [-partition “lambda” (notée \), un résidu “res= ¢"*”, un
entier “al”, un polynéme de Laurent “coeff” (notée «) le programme suivant
calcule, selon les notations du paragraphe 1.3.B, 'expression :

ax ey

Le résultat est donné sous forme d’une liste [[z1,y1], [22, 2], .-, [Tk, yx]] o1t les

y; (i = 1,...,k) sont les l-partitions apparaissant dans I’expression a x fi(la RPY
avec coefficient z; (i =1,...,k).

iinduction:=function(l,parametre,res,al,lambda,coeff,v,q)
local i,liste2,liste,li,final,j;
li:=[1;
liste2:=Addable(l,parametre,q,lambda,res);
if ail>Length(liste2) then return [];fi;
liste:=Combinations(liste2,al);
for i in [1..Length(liste)] do
li:=Concatenation(li,Addplus(l, [lambda],liste[i],al));
od;
final:=[];
for j in [1..Length(1i)] do
Add(final, [coeff*v~Nib(1l,lambda,lil[j],
parametre,q,res,liste[j]1),1i[j1]1);
od;
return final;
end;

Exemple : On calcule f1(2).(1, () lorsque le systeme de parametres est {q; ¢°, ¢'}
avec ¢ = —1.

#gap> iinduction(2,[0,1],-1,2,[[1]1,[1],1,v,-1);
#( [vo, [ L2171, (117171, [v2 [[1,1]1, 01111,
# [v, [ [2,1]1, [0 17111

Le programme suivant simplifie une liste “liste” du méme type que le résultat
de la fonction précédente.

simplification:=function(liste)
local i,j,p,z,1lis,1i2;

lis:=[];

i:=1;

1i2:=Copy(liste);

if Length(liste)=0 then return [];
else

while i<Length(liste)+1 do
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z:=1i2[i] [1];
p:=1li2[i] [2];
if p=0 then i:=i+1;
else
for j in [i+1..Length(liste)] do
if liste[j][2]=p then z:=z+liste[j][1];1i2[j][2]:=0;

fi;
od;
Add(lis, [z,p]);
i:=i+1;
fi;
od;
return lis;
fi;
end;

Exemple :

#gap>simplification([[v, [2,2]],[1,[2,2]1],[1,[2,1]1], [v+5,[2,1]],
#[v, [2,2]],[1,[2,2,1]11]);

#l [2«v+ 1, [ 2,211, [v+se6, [2,1]]1],

#[1, [2,2,211]

On écrit maintenant une fonction analogue a “iinduction”. Elle prendra cette
fois en argument une liste de doublets : [[b1, mu], [b2, nu],..]. On calcule :

a X i(lal).(bl X p+b2 X g+ ...

inductioneten:=function(l,parametre,res,al,liste,v,q)
local i,n,li,resu;

li:=[];

n:=Length(liste);

for i in [1..n] do
li:=Concatenation(li,iinduction(l,parametre,res

,al,liste[i] [2],1iste[i][1],v,q));

od;

resu:=simplification(1li);

return resu;

end;

Exemple : On calcule f(gl).((l, 0,0) + v(0,1,0)) lorsque le systeme de parametres
est {g:¢°,¢°,¢"} avec ¢ = —1.

#gap> inductioneten(3,[0,0,0],1,1,[[1,[[1],[],[]1]1],
#gap> [v,[[1,[11,[1111,v,-1);

#l [v+v (), 0 L1, 011, 1117,
#Lvo, L C11, 0 1, 01111,
# [v, L 1,011, 011111

On programme maintenant la [-partition vide :

multivide:=function(d)
local i,1;
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1:=[1;

for i in [1..d] do
Add(1,[1);

od;

return 1;

end;

Etant donnée une [-partition de FLOTW notée “multiflotw” de rang n avec
un systeme de parametres “parametre”, la fonction suivante calcule 1’élément
A(“multiflotw”) du corollaire 2.3.5 grace a la fonction a-sequence qui détermine
la a-suite de résidus associée a “multiflotw”.

aliste:=function(multiflotw,parametre,q,l,v,n)
local i,aseq,provi;
aseq:=Reversed(asequence(q,parametre,multiflotw,n) [1]);
provi:=[[1,multivide(1)]];
for i in [1..Length(aseq)] do
provi:=inductioneten(l,parametre,
aseq[il [1],aseqli] [2] ,provi,v,q);
od;
return provi;
end;

Exemple : Pour la 2-partition de FLOTW (2.2,2.2.1) associée au systéme
{q;¢°, ¢'} avec g racine primitive de I'unité d’ordre 4, on obtient :

#gap> aliste([[2,2],[2,2,111,[0,1],E(4),2,v,9);

#[ [vo, [ [2,21,[2,2,1111,

# [v, [[2,1]1,[2,2,2111,

# [v, [[2,2,1,11,[1,1,1111,

# [v2, [[2,1,1,1,171, [1,1,11711,
# [v2, [ [2,2]1,[1,1,1,1,1111,

# [v3, [ [2,1]1,[1,1,1,1,1,1717171]

Maintenant, nous rajoutons la a-valeur de chaque I-partition dans la a-liste
d’une [-partition de FLOTW “multiflotw”.

aliste2:=function(multiflotw,parametre,e,l,v,n)
local al,i;
al:=aliste(multiflotw,parametre,E(e),1l,v,n);
for i in [1..Length(al)] do
Add(alli] ,afonction2(1l,al[i] [2],n,parametre,e));
od;
return al;
end;

Exemple :

#gap> aliste2([[2,1],[11]1,[0,1],2,2,v,4);
#[ [vo, [ [2,11,0[111,31]1

Enfin, nous ordonnons les éléments des A(multiflotw) selon la a-fonction :
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ordonaliste2:=function(multiflotw,parametre,e,l,v,n)
local k;

k:=aliste2(multiflotw,parametre,e,l,v,n);

Sort (k,func2) ;

return k;

end;

Exemple :

#gap> ordonaliste2([[2],[]],[0,1],2,2,v,2);
#L [vo, [ L21,C 11,011, Cv, [C1],0111, 11,
# [v2, [ 01,11, 0 11,211

5.2.E Calcul de la Base canonique

Nous allons maintenant utiliser ’algorithme de la premiere section pour ob-
tenir les éléments de la base canonique du module de plus haut poids M. Nous
donnons tout d’abord quelques fonctions préliminaires.

La fonction suivante prend en argument une liste “liste” de type :

Ha17 61761]’ [a27 b2762]a EE) [(Zk, bka Ck”a

ou, pour i = 1,....k, a; est un polynome de Laurent, b; une [-partition de a-
valeur ¢; (comme ci-dessus) et un polynéme de Laurent “coeff”. Le résultat est
la liste “liste” ou les a; sont multipliées par “coeff”.

multi:=function(liste,coeff,v)

local i,li;

li:=Copy(liste);

for i in [1..Length(liste)] do
1i[i] [1] :=coeff*(1i[i][1]1);
od;

return 1i;

end;

Exemple :

#gap> multi([ [ v’0o, [ [2]1, [ 11,01, [v, L L2111, 111,
#11,[v2, [ [1,11, 011,211 v, [[1, 1],

# 0 11,21 1,v,v);

# [ (v, [ [2]1,0 11,01, [v2 [[11,0111, 11,

# [v3, [ [1,11, [ 11,211

Etant donné un polynéme de Laurent g de la forme suivante :
awi + ai_lvFl +...+ag+ ...+ a_iv*i

La fonction “barinv” ci-dessous retourne le polynéme de Laurent suivant (voir
la section précédente) :

, - »
a_v' +a_ip 0"+ .. +agF+ ... F+a_jut
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inversete:=function(g,v)

local f,h;
f:=Copy(g);
h:=Copy(g);

if £=0*%v~0 then return f;fi;
if Degree(£f)=0 then f:=f-LeadingCoefficient(f)*v~(Degree(£f));fi;
while £ <> O*%v~0 and £<>0 do
h:=h+LeadingCoefficient (f)*v~ (-Degree(f));
f:=f-LeadingCoefficient (f)*v~ (Degree(£f));
od;
#h:=h+g;
return h;
end;

barinv:=function(f,v)

local g;

g:=f;

while Degree(g)>0 do
g:=g-LeadingCoefficient (g)*v~ (Degree(g));

od;

g:=inversete(g,v);

return g;

end;

Exemple : Pour le polynéme v* + 2 + v=2, on obtient :

#gap> barinv (v 4+2+v"0+v~(-2),v);
#v°2 + 2 + v°(-2)

La fonction suivante est analogue a la fonction “simplification” sauf que la
liste en argument est une liste de triplets.

simplification2:=function(liste)
local i,j,p,z,1lis,1i2;
lis:=[];
i:=1;
1i2:=Copy(liste);
if Length(liste)=0 then return [];
else
while i<Length(liste)+1 do
z:=1i2[i] [1];
p:=1i2[i] [2];
if p=0 then i:=i+l1;
else
for j in [i+1..Length(liste)] do
if liste[j]1[2]=p then z:=z+liste[j][1];1i2[j][2]:=0;
fi;
od;
Add(lis, [z,p,1i2[i]1[311);
ir=i+1;
fi;
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od;return lis;
fi; end;

On peut maintenant déterminer la base canonique grace a l’algorithme de
la premiere section. On garde les mémes notations que précédemment. La liste
“Ensmulti” correspond a la liste des [-partitions de FLOTW associée au systeme
“parametre”.

Le résultat est donné sous forme d’une liste de triplets [lambda, a,dec] ou
“lambda” est une [-partition de FLOTW, “a” est sa a-valeur et “dec” la dé-
composition de ’élément de la base canonique associée. Cet élément est écrit
sous la forme de triplets comme pour le résultat de la fonction “aliste2”.

Basecanonique:=function(parametre,e,l,v,n,Ensmulti)
local Ensmulti,i,coeff,k,loc,j,z,elem,r;
for i in [1..Length(Ensmulti)] do
Add (Ensmulti[i] ,ordonaliste2(Ensmultil[i] [1],parametre,e,1l,v,n));

od;
i:=Length(Ensmulti)-1;

while i>0 do

k:=2;

loc:=Ensmultil[i] [3];

while k<=Length(loc) do
if Degree(loc[k][1])-EuclideanDegree(loc[k] [1])<0 then

z:=loc[k] [2];
coeff:=barinv(loc[k] [1],v);
r:=i;
while Ensmultil[r][1]<>z do
if r=Length(Ensmulti) then
return [Ensmulti,z,
Length(Ensmulti),0,"erreur"];fi;
r:=r+1;
od;
elem:=Ensmulti[r] [3];
loc:=simplification2(Concatenation(loc,
multi(elem, (-coeff),v)));
k:=k+1;
else if Value(loc[k][1],0)=0
then k:=k+1;
else z:=loc[k][2];
coeff:=barinv(loc[k] [1],v);
r:=i+1;
while Ensmultil[r] [1]<>z do
if r=Length(Ensmulti)
then return [Ensmulti,z,r-i,0,"erreur"];
fi;
r:=r+1;
od;
elem:=Ensmultil[r] [3];
loc:=simplification2(Concatenation(loc,
multi(elem, (-coeff),v)));
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k:=k+1;
fi;fi;
od;
Ensmultil[i] [3] :=1loc;
i:=i-1;
od;

return Ensmulti;
end;

Exemple : Pour le systéme de parametres {q; ¢°,¢'} avec ¢ — 1 et pour n = 3 :

#gap> Basecanonique([0,1],2,2,v,3,FLOTW2(2,[0,1],3,2));
#L L CC 1, 0311, 0,

# (lvo, 0L 1,031,011, v, 02,0111, 11,

# v, 0L1,1]1,0111,31,

# Cv2, 00 J1,01,1,1]11,611]1

# »

# (trsi1, 0 11,0, CCvo,CC31, 11,01,

# v, 0011, 02711,11,

# v, CC1],01,111,31,
# v [[1,1,1]1, [ 11,6111,

# (CC+11,0211,1, 0CCvoOo, [ L2],02171,11,

# (v, [C J1,02,111,21,

# Lve, [[11,01,1211,3111,

# [CC21,0111,1,

# (Clvo, [ [2],0111,1]), Cv, 002 1]1,011,21,
# Cv2 [[1,1],0111,3111]1

La fonction suivante évalue 1’élément de la base canonique en v = 1 pour
obtenir les nombres de décompositions :

decomposition:=function(parametre,e,l,n,flotw)
local i,resu,v,j,liste;
i:=1;
v:=X(Rationals);
v.name:="v";
resu:=Basecanonique (parametre,e,l,v,n,flotw);
for i in [1..Length(resu)] do
liste:=resuli] [3];
for j in [1..Length(liste)] do
resu[i] [3] [j]:=[Value(liste[j][1],1),1liste[j][2],
liste[j1[3]1]1;

od;
od;
return resu;
end;

Exemple : Pour le systéme de parameétres {gq; ¢°,¢'} avec ¢ — 1 et pour n = 3 :

#gap> decomposition([0,1],2,2,3,FLOTW2(2,[0,1],3,2));
#( L L C 11,0311, 0,
# ccs,CC I, 03311,01, (1, [C21,012711, 117,
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1, 001,17, 012111,31, 01, CC[ 1
[
]’[1’1]])3])[1)[[1,1’

L[
r+,cC 1, 02,1211, 21,
3111,

21, [1
[[1,1

11,
11

=

(CC , LI 11,11,
(1,0 , 011,21, 01, 1, 0111,3111]1

Les fonctions “Crystal” et “Matricedecompo” renvoient une liste de triplets
[a,b,c,d] ou a est la liste des [-partitions, b les a-valeurs associées, ¢ les I-
partitions de FLOTW et d les éléments de la base canonique associés dans
le cas quantique et non quantique.

]

H OHF H OH HF H H HF H HH
—
—
—
(e}
[
—
—

Crystal:=function(parametre,e,l,n)

local ensemble,ensemblel,ensemble2,avaleurs,decompo,base,long,
ensemble4,flotw2,i,j,p,liste,lala,k,la,m,1li,flotw,v;

v:=X(Rationals);

v.name:="v";

ensemble:=PartitionTuples(n,l1);

long:=Length(ensemble) ;

flotw2:=[]1;
li:=[];
flotw:=[];

ensemblel:=[];
ensemble2:=[];
ensembled:=[];
avaleurs:=[];
for i in [1..long] do
Add (ensemblel, [ensemble[i],
afonction2(1l,ensemble[i] ,n,parametre,e)]);
od;
Sort (ensemblel, func3);
for i in [1..long] do
Add (ensemble4,ensemblel[i] [1]);
Add(avaleurs,ensemblel[i] [2]);
if Conditionl(l,parametre,ensemblel[i] [1],e)
+Condition2(1l,parametre,ensemblel[i] [1],e)=2
then Add(flotw2,ensemblel[i]);
Add (ensemble?2, [ensemblel [i] [1],i]);
Add(flotw,ensemblel[i] [1]);
fi;
od;
decompo:=[];
Base:=Basecanonique(parametre,e,l,v,n,Copy(flotw2));
for j in [1..Length(ensemble2)] do
m:=ensemble2[j] [2];
liste:=[];
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lala:=Base[j][3];
for i in [1..long] do
Add(liste,0);
od;
for k in [1..Length(lala)] do
m:=j;
la:=Base[j][3] [k][2];
while ensemble4[m]<>la do
m:=m+1;
od;
p:=Base[j][3] [k] [1];
if p=0%v~0 then liste[m]:=0;
else if p=v~0 then liste[m]:=1;
else liste[m]:=Base[j][3][k][1];
fi;
fi;
od;
Add(1i,liste);
od;
return [ensembled,avaleurs,flotw,li];
end;

Matricedecompo:=function(parametre,e,l,n)

local ensemble,ensemblel,ensemble2,avaleurs,decompo,base,long,
ensemble4,flotw2,i,j,p,liste,lala,k,la,m,1li,flotw,v;

v:=X(Rationals);

v.name:="v";

ensemble:=PartitionTuples(n,l);

long:=Length(ensemble) ;

flotw2:=[];
li:=[1;
flotw:=[];

ensemblel:=[];
ensemble2:=[];
ensembled:=[];
avaleurs:=[];
for i in [1..long] do
Add(ensemblel, [ensemble[i],
afonction2(1l,ensemble[i] ,n,parametre,e)]);
od;
Sort (ensemblel,func3);
for i in [1..long] do
Add (ensemble4d,ensemblel[i] [1]);
Add(avaleurs,ensemblel[i] [2]);
if Conditionl(l,parametre,ensemblel[i] [1],e)
+Condition2(1l,parametre,ensemblel[i] [1],e)=2
then Add(flotw2,ensemblel[i]);
Add (ensemble2, [ensemblel [i] [1],i]);
Add(flotw,ensemblel[i] [1]);
fi;
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od;
decompo:=[];
Base:=decomposition(parametre,e,l,n,Copy(flotw2));
for j in [1..Length(ensemble2)] do
m:=ensemble2[j] [2];
liste:=[];
lala:=Base[j][3];
for i in [1..long] do

Add(1liste,0);
od;
for k in [1..Length(lala)] do
m:=j;

la:=Base[j][3] [k][2];
while ensemble4[m]<>la do
m:=m+1;
od;
p:=Base[j][3][k][1];
if p=0*v~0 then liste[m]:=0;
else if p=v"0 then liste[m]:=1;
else liste[m]:=Base[j][3][k][1];
fi;
fi;
od;
Add(1li,liste);
od;
return [ensemble4d,avaleurs,flotw,1li];
end;

Exemple : Pour g racine de I'unité d’ordre 4, l=1et n =4 :

#gap> Matricedecompo([0],4,1,4);

#L (L4311, 003,211, C[C2,211, (21,111,
# 1, 1,1,1111, 00,1, 2, 3,61,

# [ (0411, (03,111, (02,211, (02,1,1111,
#([1,1,0,0,01, (0, 1,0,1,071, [0, 0,1, 0,01,
# [0, 0,0,1,111]1]

Les fonctions suivantes permettent d’écrire ces résultats sous forme de ma-
trices :

ConcatenationStringlist:=function(arg)
local res, a,l, delim;

l:=arg[1];
if Length(arg)=2 then delim:=arg[2];else delim:=",";fi;
if Length(1)=0 then return ""; fij;

res:=ShallowCopy(1[1]);
for a in 1{[2..Length(1)]} do Append(res,delim);
Append(res,a);
od;
return String(res);
end;
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PartitionTupleToString:=
p->ConcatenationStringlist(List(p,IntListToString),".");

Essail:=function(parametre,e,l,n)

local liste, 1i,j,k,long,loc;

liste:= Matricedecompo (parametre,e,l,n);

loc:=TransposedMat (liste[4]);

for i in [1..Length(loc)] do
loc[i] :=Concatenation([ PartitionTupleToString(liste[1][i])

,"1"],1oc[i]);

od;

return loc;

end;

Essai2:=function(parametre,e,l,n)

local liste, 1i,j,k,long,loc;

liste:= Crystal(parametre,e,l,n);

loc:=TransposedMat (liste[4]);

for i in [1..Length(loc)] do
loc[i] :=Concatenation([ PartitionTupleToString(liste[1][i]),

"I"],loc[il);

od;

return loc;

end;

DisplayFockBasis:=function(n,fbase)
local i,j;
for i in [1..Length(fbase)] do
for j in [1..2*n-Length(fbase[i][1])] do
Print(" ");
od;
Print (fbase([i] [1]," ");
if fbase[i] [2]1<100 then
Print(" ");
fi;
if fbase[i] [2]<10 then
Print(" ");
fi;
Print(fbase[i][2]," ");
for j in [3..Length(fbase[i])] do
if fbase[i] [j1=0 then

Print(".");
else
Print(fbase[i] [j]1);
fi;
od;
Print("\n");
od;
end;
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Finalement, les deux fonctions suivantes donnent les matrices de décompo-
sition “cristallines” et “classiques”.

MatrixDecomposition:=function(parametre,e,1l,n)
return DisplayFockBasis(n,Essail(parametre,e,l,n));
end;

CristalMatrixDecomposition:=function(parametre,e,l,n)
return PrintArray(Essai2(parametre,e,l,n));
end;

5.2.F Exemples

Pour le systéme de parametres {g; ¢°, ¢'} avec ¢ racine de I'unité d’ordre 4
et pour n = 4, on obtient :

#gap> MatrixDecomposition([0,1],4,2,4);
# 4. I
# 3.1 |

# .4 I R
# 31. I

# 2.2 | .

# 22. | ... 1.......
# 1.3 | 1.1...1......
# 21.1 | oo 1.....
# 211. | ... 1.
# 2.11 | e 1...
# .31 I A
# 11.2 | 1..1..1...1..
# 1.21 | e 1.
# 111.1 | ...1....1.1..
# 11.11 | ... 1...... 1
# .22 I A
# 1111. | e 1....
# .211 | oo 1...1..
# 1.111 | e 1
# L1111 | e 1..

Pour le systéme de parameétres {q; ¢", ¢, ¢®} avec ¢ racine de I'unité d’ordre 4
et pour n = 4, on obtient :

#gap> MatrixDecomposition([0,1,3],4,3,4);
.4 |

|
|
|
|
|
. |
3.1. e 1o

.3.1 [ 1o
2..2 R AP 1o

H OH H HF H H H O H H



H O OH OH OH H H HHHHHHHHHHEHH T HHEH BT HHEHHEHHHEHHH BT HEH R HH

1.3.
..22
1.1.2

5.2. Programmation de I’algorithme en GAP

1..1...... 1o
1.1....... 1o
............ 1o
1...... T
....... T
............... 1.0,
e
..., 1o,
T 1.0,
.................. ...,
11.1.1....11..... .. ...
1..... T 1........
..................... 1.......
......... 1o,
...................... 1......
1....... 1o,
................ 1o,
............. 1.0,
1 1..... 1....... ...,
1...... 1., ...
1 11...1...... 1.11........
....................... 1.....
........................ 1..
..................... 1...1
...... T
.............. 1o,
......... P HP
............ 1., ..l
.......... I
...... T
............................ 1
..... 1o oo
........................... 1.
......... P NP
..... P
........... T
......................... 1...
.......................... 1..
.................... 1........
................. ...
................... ...,
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RESUME en Frangais

Soit W un groupe de Weyl fini et soit H l'algebre de Hecke correspon-
dante, définie sur Panneau A := Z[v,v~!] ol v est une indéterminée. Soit
K le corps des fractions de A et soit 6§ : A — L une spécialisation dans un
corps L de “bonne” caractéristique. Dans une série d’articles récents, M.Geck
et R.Rouquier ont présenté une méthode pour déterminer ’ensemble des Hj-
modules simples Irr(Hp,). Celle-ci consiste a construire un “ensemble basique
canonique” B C Irr(H ) défini grace & la a-fonction de Lusztig et en bijection
avec Irr(Hp). Le but de ce travail est de déterminer explicitement B pour tout
groupe de Weyl et pour toute spécialisation puis d’étendre la méthode ci-dessus
aux algebres de Ariki-Koike. Comme conséquences, nous obtenons un algorithme
pour le calcul des matrices de décompositions des algebres de Ariki-Koike et
une caractérisation des modules simples pour certaines algebres cyclotomiques
de type G(I,1,n).

TITRE en Anglais

Modular representations of Hecke algebras and Ariki-Koike algebras.

RESUME en Anglais

Let W be a finite Weyl group and let H be the associated Hecke algebra
defined over the ring A := Z[v,v~!] where v is an indeterminate. Let K be the
field of fractions of A and let 8 : A — L be a specialisation in a field L. We
assume that the characteristic of L is “good”. Then, using Lusztig’s a-function,
M.Geck and R.Rouquier have defined a “canonical basic set” B C Irr(Hg)
which leads to the determination of the set Irr(Hy). The aim of this work is
to find explicitly this set for all W and for all § and to extend these results to
the case of Ariki-Koike algebras. As consequences, we obtain an algorithm for
the computation of the decomposition matrices for Ariki-Koike algebras and a
characterisation of the simple modules for some cyclotomic Hecke algebras of
type G(l,1,n).

DISCIPLINE

Mathématiques Pures

MOTS-CLES

Algebres de Hecke, Algebres de Ariki-Koike, matrice de décomposition, en-
semble basique canonique, a-fonction de Lusztig, algorithme de Lascoux-Leclerc-
Thibon, base canonique, groupe quantique, théoreme d’Ariki.
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