
HAL Id: tel-00006401
https://theses.hal.science/tel-00006401

Submitted on 7 Jul 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Méthode de la frontière élargie pour la résolution de
problèmes elliptiques dans des domaines perforés.

Application aux écoulements fluides tridimensionnels
Mourad Ismail

To cite this version:
Mourad Ismail. Méthode de la frontière élargie pour la résolution de problèmes elliptiques dans des
domaines perforés. Application aux écoulements fluides tridimensionnels. Mathématiques [math].
Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2004. Français. �NNT : �. �tel-00006401�

https://theses.hal.science/tel-00006401
https://hal.archives-ouvertes.fr
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THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 26 mai 2004

pour l’obtention des grades :
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Docteur de l’École Nationale d’Ingénieurs de Tunis
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� �����q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©F©
Í"�ª�FÈ 2j�����£k��¢@¤F 0�����0� a �£� � ¤F���0��£�2²�§��°¤¨�

x = 0 º �� ���"��k���±���$��¤ �/a �£���£���2§'��k�
Re =

200
� ���q���q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©¨¯

Í"�ª��Í[2j�����£k��¢@¤F 0�����0� a �£� � ¤F���0��£�2²�§��°¤¨�
x = 0 º �� ���"��k���±���$��¤ �/a �£���£���2§'��k�

Re =
200

� ���q���q�����q���q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©�»
Í"�ª�F½ 2j�����£k��¢@¤F 0���]�����°¤ �/a ���0�£��� 	 t = 12s

� �����q�����q���q�����q���q�����q�����q���q�¡�?©FÈ
Í"�ª�FÀ Á�¬�¤F�y§M��� �/a �£�����£� 	 t = 12s

����¡��� §���¤F�M���� ����§6�
y = 0

� �q���q�����q�����q���¡�?©}Í
Ï a a



Æn� � Z�W¾�0���������}�¡�������0¢��������� 0� Q̂ � �����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]��¯}½
Án��� ZD���]¤F��¦��������SW¾ÃO����0��� ���q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]�?»��
Án��� ����� �*¦������0�]��§�¬��0� a�® ��0�����q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����]�?»F©

Ï a aCa
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Ï a��



� �D
��� �	��
 � �	��� �¼�6���� ��


��� � ¿ ¹*¶ BO+�< 8CB � ���q�����������q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç���
���ª� Á����§���¤F¦���Â�ÃÄ«MÅjÆmÃÄ« �6�q���q�����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç�"�
���¾© Á����§���¤F¦���É a Ê �0�£�0�� ��0�]�3� a ���pËÌÆmÃÄ« �������q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç���
©k� � dgf hifkjIf Â3���£�±k�°¤¨� a ���y�±���� a Å �����y¤ a ���0�������q�����q���q�����������q���q�����q�����Ç»F©
©k�ª� É a ¤¨¦����3¤F� a �£¤¨� a ���y§�¤F�¡�����* ��0� �����q���q�����q�����q���q�����������q���q�����q����� È��
©k�¾© dgf hifkj −ε �(Xa§�§��£�* s¬���� a �y§k� a �����F�p�q�����������q���q�����q�����q���q�����q���q����� È}Í
»"� � Á������ a � a �����m����� � ��!#" $ $w¤FM�6���£�M��M��������M���q���q�����������q���q�����q����� ½k�

Ï �
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Ï �/a



� � ����� ����


�a��k� §��£�0  a �£����� a   a �����y���F�s¤7� a �F��� ®  a �£�0�£���}�Ì"� a � a �������2�3¤¨���  ����£�£����¬k���£�¨�m�;����¥§k����y���
�����s¤ a ��� ����$���0�±�����3� a � a ���k� �0�2�����±§k�£��§�� a ������� �����$�0�£§3¤F 0���2���MÎ*���'�F��� � ��� ����� � � a �Ì���y���� ����0��
¤F"Ï�� ©�� � �ª»*���������¾À	�´�JZ �0� ����§3¤F ��0� � �0 0���F� a �0��� ¤ a ��� a ® ��$���0�n s¬3¤¨�y§�� � �� ������ a �����d�£�0�£���}� �k�F���0� ���
 1¤¨��¤F ����������]¦���¤¨���3��¤F�¡��Ï"����§�����


- 2(Ω) = { & = (u1, u2, u3), ∀i ∈ {1, 2, 3} ui ∈ L2(Ω)}

���� � � N�.	��

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

� ����� �dË ���0�����0��� a �¨�

• d

3� a ������� a ���Ì�k���kW¾�0�£§3¤¨ ��

• Ω

3�� � �0���]�6���£�������

Rd

• Γ = ∂Ω
• B


��£�F��iÅ �����y¤ a ��� ����¦�k� a �0�m���
Ω

• γ = ∂B
• Ω \B 
3��� �����y¤ a ���n§'�0��¢������
• ω


��£�F��iÅ �����y¤ a ��� �k�
Ω \B �k��¢������}� a ���£�

∂ω = γ ∪ γ ′
• Ω? = Ω \ (B ∪ ω)


3���  0����§����0�y�0�I��¤ a ���n���
B ∪ ω �3¤F�k�

Ω
• ∂Ω? = Γ ∪ γ′
• Ω̌


3k���F � �0��� ® k���� 0��� ® �� � �0� a �3¤F�}�
Ω? ⊂ Ω̌ ⊂ Ω \B

• n
²@�����£§6�� �� a�� �������}�

n̂
º 
 � �0 0�£����¡�������¥¤¨�'��������¤F�}� 	 γ ⊂ ∂(Ω \B)

� �� � 	 Γ
²@������§'�0 0� a�� �·Å

�����}� 	 γ = ∂B
� �F � 	 γ′ º

�
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� �����!�P����� � � �P 	 � � �Y�	���

• L2(#) = {l′ensemble des fonctions à carrée intgrable sur #} � ��
 #
�k��� a ¦���� �kW¾��

�����]�����y¤ a ������²��£��k�iÅj�k���¥¤ a ���0� º �����}� a �������0�]  a Å �������£��0�
• H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω), ∇u ∈ L2(Ω)}
• H1

0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u|Γ = 0}
• H1(Ω \B) = {u ∈ L2(Ω \B), ∇u ∈ L2(Ω \B)}
• H1

0 (Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ∪γ
= 0}

• H1
Γ(Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ = 0}

• H1(ω) = {v ∈ L2(ω), ∇v ∈ L2(ω)}
• H1

0 (ω) = {v ∈ H1(ω), v|γ∪γ′
= 0}

• H1
γ(ω) = {v ∈ H1(ω), v|γ = 0}

• H1
Γ(Ω?) = {u ∈ H1(Ω?), u|Γ = 0}

• H
1
2 (γ) = {r ∈ L2(γ), ∃v ∈ H1(ω), v|γ = r �

• H− 1
2 (γ) =

��� ���¤F�D���
H

1
2 (γ)

 � ����� 	 ��F� ������� 	'�.����� � � �D� �������Y� ����� 	'�� � � ��� ���'	' �

• ∀u ∈ L2(#), ||u||0,# = (
∫
#
|u|2) 1

2

• ∀û ∈ H1
0 (Ω)

�

|û|1,Ω =

(∫

Ω

|∇û|2
) 1

2 �0� ||û||1,Ω =

(∫

Ω

|û|2 +

∫

Ω

|∇û|2
) 1

2

• ∀(û, w) ∈ (H1
0 (Ω))2 ��� α ≥ 0

�

< û, w >
(α)
1,Ω=

∫

Ω

∇û · ∇w + α

∫

Ω

ûw
�0� ||û‖(α)

1,Ω =

√
< û, û >

(α)
1,Ω

• ∀u ∈ H1
0 (Ω \B) ∪H1

Γ(Ω \B)
�

|u|1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2 �0� ||u||1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|u|2 +

∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2

• ∀v ∈ H1
γ(ω)

�

|v|1,ω =

(∫

ω

|∇v|2
) 1

2 �0� ||v||1,ω =

(∫

ω

|v|2 +

∫

ω

|∇v|2
) 1

2

• � ·, · � 1
2
,γ


3§k�£�*�� a �m������3¤F� a ���n���}�����
H

1
2 (γ)

�0�
H− 1

2 (γ)
�

∀s ∈ L2(γ) ⊂ H− 1
2 (γ), ∀r ∈ H

1
2 (γ)

�

� s, r � 1
2
,γ=

∫

γ

sr

�



• ∀r ∈ H
1
2 (γ)

�
‖r‖ 1

2
,γ = inf{‖v‖1,ω, v ∈ H1(ω), v|γ = r}

• ∀s ∈ H− 1
2 (γ)

�
‖s‖− 1

2
,γ = sup

{r∈H 1
2 (γ), ‖r‖ 1

2 ,γ
=1}

� s, r � 1
2
,γ

� � � �P 	 � � � ��� �� 	$� � �'	��������

•
[
∂u

∂n

]

γ

:=
∂u

∂n

∣∣∣∣
Ω\B

− ∂u

∂n

∣∣∣∣
B

:=
∂u

∂n
− ∂u

∂n̂


*��¤Fk�����n��¤q���0� a�� ���n�����£�y¤F���]�JW¾��k�n¢����� �� a �F�

u 	 �£��¤ � �0�£�]�=W a �}���0��¢@¤F 0� γ �
• B

Ω\B

3�°¤ ¢��F�� 0� a ��� a �k� a  �¤¨��� a  ��n���

Ω \B
• f


3��� §k�£��������¦��0�y�0�I�m§3¤F�
0
�3¤F���

B
�SW ���� ¢����� �� a �F�

f
�����3� a ����������������}�]�£��

Ω \B

� 	��)�����

• ZD�m� �"� �'�����
.
����� a ¦��������� a ����¦}¤¨� a �£� 	 ����m 0��������¤F�}�����±k��� a §�� a  1¤¨� a�� �O§��£�0���}��¤F����Ï"�0�y§����

a . b
� �0k�n� a �£� ® SW a � ��Ï a �i��������� ����k���s¤¨�I�£��¦������0� a�® k�

C
��������� ® ��

a ≤ Cb
�

©
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� �U�� � � ��� �� � � ��� ������� ���

ZD��� �0 ���k���������}�£� �3 a ����Å §3¤F�i� a  0����0�D�£���}��¤F  0���}���������0� §������* � �k§3¤¨� a �����;�SW ��±¦��£¤F��� �k���±�����
���2�y¤¨��¬��0�¥¤7� a   a �0��� � §�¬��*� a   a �0��� � � a �����F¦ a �i�����a�� a ���k����£� a �0���0�DÁ������0 �������������}��� a �I�£��� �7a �����k���}�
�3¤F�k�Ì�����M� a ��3¤7� a �F���¥§�¬��*� a�® ����M�������Ì� a�� �����£�0� � §3¤F��� a ���0� ® ��������0� �=W �� 0������0�y�0�}�Ì��¤F�k¦� a ��²����0�
§3¤F�i� a  �������m����§������£�0�}�����}�n������¦F������k�����p�£��k¦���� º � ���a����¤¨���£§6�����m����§'������3¤¨�I�£� � ��M���0���� ��F����0�y�0�I�£�
� a�®  a ���·Åj¦}¤*`n�3¤F�k�]�����¡�£��¤F 0�£������±²����0��§3¤F��� a  0����0���£���}�a¤F���F�£�m���0�a¦F��k�£�£���¡����� a�®  a ��� º �

� �� ® SW 	 �£�� 0�����y�0�}� � ��¤m§����§�¤F���D�k�������£¤ � ¤¨"Ï �/a �£¤ a �0�I� 	 �=W ���°¤¨�'���£¤¨� a ���n�k�O�y�*�����������k�� �� a�� ¤F�}��������� � �������}�n�k�������¤F��¦�� � ¼ 0�����y������ a � a �0 ¬�������¦��0���F�6«�¤ a �¡ ��0�d¤F§k§��£�* s¬����]�£���3¤F�����}�
�£k� �����Ì¬��*§6�F��¬��0�£�0��§6���i�s¤F�}� ����Ì�°¤ �3¤¨�£��£���k��� a �}�£����¤¨ 0� a �����y���}������§3¤F�i� a  0����0�¥� a ¦ a ����� � ¬��}Å
§6�F��¬��0�£�0� ®  a �����}� a � � ¤¨� a �k��������¤F���¡���  �¤F�¡��� ¢���¤F �� a �F�����£��� a ���0� a ��§'�F���s¤¨�I�£���0�

Á����a� a � a ��¤¨� a ����� � ¤ a ��� aD® ��q�=W¾¤F�¦������}��¤¨� a ���Ì�����°¤2§� a ����¤F�k ��������a���£� a �3¤¨�£������ � ���}�]�y�F� a�� �
 ��0�m���0�£� a ���£�0��¤F���k������k� ¦���¤¨��� ����� ���£�a���n���0�}�s¤¨� a�� �0�m���d� a �±k�°¤¨� a �����O� a �£�0 0�£���m���n ������� ��F����·Å
�����}���0�IZD���Ì§3¤¨��� a  ���������£���}��¤ a ��� a a �k� a��/a �k3¤F� a �£�0���2�0�Ì������y¦����F�y����� a �¼�0���Ì§�� a �������  0���y§"���F�
ZD����� a �y 0����£��� a ��¬��������}���0� 	  0��¦F���������k�$� a � ��°¤¨� a ���k�n§6�� � ���}���������� 0�°¤F���£�0������� ����"Ï�� �"§6���0�
É W¾¤F�6���£�������p� a �� 0����£���[§��£� � ���3¤F�}�����a�kW a �}�����£¤F 0� a ��� �� a ���·Åj§3¤¨��� a  ������� � ���F��¤F�y�����}�[��¤��y¤F� a ���£�
�����}�n����§6��k�n§��£�0�����£� ���� 0���y§"��� �kWª¤¨ 0� a ������ �3 a ��� ����n�����a§3¤F��� a  0����0�a��� a � � ���£���������}�1��Ã[�*Å
�£ a ��� � �����m� a �� ��� ���0�p§�����§������ 	 �°¤�� a �±��°¤7� a �F���I������ a�® ��]������� ® 3¤¨� a �����Ä��� � "
	 ��� ���� ����� ������ a � a �y�0��� a �������0�������6����¦��������0�£� a �� �����§�����Ï"�F�)Á�W ���i�; ��[�£�0 ������q¤F��§'�0 0� ®  a ¢@¤ a ���=W ��� M��0����q§k�£�������}�
���£¤ � ¤ a �´�

����k�� �� ®  a �0���¡���d��¤ � a �£ ����0� a ��¤7� a �F� ���Ì���0�y§k� � �kW¾k���d���0�¡¤F§�§����" s¬��0�¡������§������k� a � a �����0�����i�
�°¤ ¢@¤¨� a �����]���0�a���0�£¬��"�k����� a ����� � ��v;(74����*EF/),�46A ���0�����0�����}�¡�0�£� a �}���£�*�� a ���0��§3¤F��� ��� ��� � �%����$
�{�)� � �?© �5�0��� � ��� !#" ! �¾Í�Í	�.�IÁ��¡�£�F�I�Ä���0�[�y����¬��*�����O�k�]�y¤F�� s¬������$���0�y§k� 	 §3¤¨��¢���¤F �� a �F���3¤ a �£����/a �£¤F�}� 	 ���� 0���§����������M 1¤F�� ���¡�����°¤ �/a �£���£���¼���¥ 0���� a �k����¤ §�������� a �F� � ������������� � ¤F�}�y�3¤F������
§������ a ���p������§��¡��M§����������0�y� �k�  ���� � �0 0� a ���"Å � a�Ê �� a ���Ì���0� ® ����°¤ �/a �£���£�����£���������¤F�}�����SW ���i�a§�¤F�
���0 �������¤ a �£�0�y�0�I� 	 � a�� ���£¦F���� 0� �*k�����%�"§� a �m�3¤¨���m��Ì���0"Ï a �0�y�n�£����§�� �  ��0�����·Åj  a �0����§�����M��0�£��� �����������§3¤F ��Ä����¢����k 0� a ����� 	 � a�� ����¦����k ��Ä�*k������¤¨�3�����[��¤¨� a ��¢@¤ a �£� �°¤m ��F�I�£��¤ a �}���O�SW a �� 0����§��£�0�£� a � a � a �£�F�Én���$������ a �}�����"��k 0� a ���<§�¤F��� ��� ��� � � ����$ ������� � � !#"%! � ���0� ���0��¬k�"���0�±���Ì§�����M��� �� a ���
���}�¡¢@¤ a �m�=W ��� M��0�]����§����� a �����������¤ � ¤F"Ï'�(ZD��� � ¤F� a ¤F�}���0� ®  a �0���k�� ��F����0�I�]§6�� � ���}���������� 0�°¤F���£�0���
�������0"Ï� 1¤¨�£��¦���� a �0� 
3 ��������0�]��¤F�£�0���]�£��]�����¡���0 s¬�� a�® k���]���q 0���£���� �� a �F���k�q��¤±§��£�0�£� a ���¼���] ��������0�
�3¤F�����0�a����¡�����¡���0 s¬�� a�® ��0�a�k�� 0���£���� �� a �F���k����¤ �7a ���0�£�£�¨�

Éd¤F�������  �¤F����� ���  0� �£��¤ � ¤ a � � ���F���¤ � ������k� a � a �£����� �£ s¬��0�¥¤ ��� §��£��M��0 0� a ��� Z ¤F¦���¤¨��¦���Å
��¤F���0� � a � a �}�£�£�*�� a �M§�¤F�! ��� ���#" � � ���$� �%�'& �)(�� � ��! � $#" ��¤F�����¾�	� � �0� ®  a ¢@¤ a �M§3¤F�i� a �
�� � �������±���0�±���� s¬k� a�® ��0�$���Ì ������£�0 0� a ���w���¥�°¤ �/a �������£�¨��\a� ���0�2¤ � ¤¨�I��¤F¦��0�±�¥¤ M�������±���  0�0�£�£�
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∇u · ∇w =

∫

Ω\B
fw, ∀w ∈ H1

0 (Ω \B).
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∫

Ω
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Ω

∇u? · ∇w?+ � λ, w? � 1
2
,γ =

∫

Ω

fw?,

∀(w?, µ) ∈ H1
0 (Ω) ×H− 1

2 (γ),
� µ, u? � 1
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,γ= 0,
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Ω
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∫

Ω

∇u? · ∇w?+ � λ, w?|B �1,B =

∫

Ω

fw?,

∀(w?, µ) ∈ H1
0 (Ω) × (H1(B))′,

� µ, u?|B �1,B= 0,
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" · ∇p = 0,
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wn := Sγψn, ψn ∈ H− 1

2 (γ),
Sγψn|γ = gnγ ,
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∫

γ

φ(·, y)ψ(y).
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φ(x, y)
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|x− y|
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gn+1
Γ := −wn|Γ, gn+1

γ := −vn|γ
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z�G�459393(M-I/�$8)�1ÂWY/�JK¾

J0&�4=G[<0(¢-0(¢-8:�G�4�9AJS45)�B\*,B�45$Ø-0(p-04�9./�B�$0(�)3/�25(;Gp&�(�G�4�?82=&�(�93(�$^*A*,4�*,/�16(OJ0&�45Jt4�)�:�(kJI/�&º®%¤
Ù±ÚµÛ ¦�ÜKÜ ÚµÝ (7*%¥Þ¤ � ¤�ß�°³à � ° � °i-I/�$0) ©âá^ã ¬ � ¼

× ?0$0(�J0&�(�)�G�&�B�J8*,B�45$E-ÃW·?0$!)�/�?8*X-0(�1�/M-0:;&�B\25:�(�$045&�9A/�1�(�LM*�&,/�25(;&�)
γ
U^ä�(7*�*�(�/�J0J0&�4KG[<8(�(�)�*±?8*,B�1\¾

B6)�:�(�-I/�$0)�16(�G�/�-0&�(`-0(�16/N93:;*�<04=-0(�-0(>1�/�T�&�4�$@*�B6Q;&�(�B6939A(;&�F5:;(�U=å¶45B6&�G[<I/J0B�*�&�(�J0&�:;G�:;-0(�$^*�¼
)�(;G;*,B�45$ÀÕ5U « U�Õ5U

�3�+æ ç.���±� �ºÊ;���g�7��� � �ºÊ��g��è0�º��� �����º�Pé

ê�ëyìPë�í îÀï¶ðØñMòiðôótõ�öHñM÷røK÷ùõ�öHðúï¶ûPüþýù÷+ÿ ÷�øKòið � õ�ÿ õ����iöMòið
#%$Ò)�(OJ01�/G�(O-I/�$0)316(ºG�/�-0&�(k-8?ÞJ0&�45D016Q;9A(º934=-0Q�1�(��

D

¼¶LÀ)�/�2545B�&
Ω
-0:�)�B6F5$8(k?8$ú-04�9./�B�$0(

Dt45&�$0:p-8(
Rd

z
d = 2

4�?
3
� ¼¶)�/ÀT�&�4�$@*�B6Q;&�(

∂Ω
(;)�*
/�?0)�)�BM$04*,:�(¢JI/�&

Γ
(;*.(�161�(O(�)�*.)�?0J8Jt45)�:�(

� *,&�(.ViB�J0)�G[<0B\*	�;B6(�$8$0(�UgVi(�)�*�&�45?0)>-I/�$8)>1�(!-0459A/�B6$8(
Ω
)�4�$@*`&�(;J0&�:;)�(;$@*�:�)`JI/�&�?0$0(3G�451�16(;G;*,B�45$Î-0(

¢�




��������������	��
��������������
������ � �������������

γ

ω

γ

Γ

Ω

’

B

� °���¤ ¢ U\Õ × ¹±ÄK(;9AJ01�(AzyD0B�-0B693(�$0)�B645$8$0(�1 � -0(;)�9A/�B�161�/F5(�)�164=G�/�1¿(;*PF51�45DI/�1�U
)�4�?0)+¾r-0459A/�B6$0(;)H&�:�F5?816B6(;&�);¼I$04�*,:;(

B
USVg/3¸0F5?0&�(AÕ5U\Õ�-0?¢G[<I/�J0B\*,&�(�J0&�:�G�:;-0(�$^*�-845$0$0(`?0$Î(7ÄK(;9AJ01�(

&�(;J0&�:;)�(;$@*,/*,B\T�-0(31�/OF5:�4�9A:7*,&�B�(!-0?'-8459./B6$0(!JS(�&+T�45&�:
Ω \B U! l45?0&>-0(�)>&,/�B�)�45$8)`-0(3)�B�9AJ816B6G;B�*�:�¼(;*>)�/�$0)�Jt(;&�-0&�(N-0(NF5:�$0:;&,/�1�B�*�:�¼¿4�$�)�(31�B693B�*�(`-I/$0)�G�(NJI/�&�/�F5&,/J0<0(N/�?ÀG�/�)�-ÃW·?0$À)�(;?01±*,&�45?ÃUl#%$

B6$^*�&�4=-0?0B�*�-045$0GO?0$8(OT�&�45$^*,B�Q�&�(O/&�*,B\¸IG�B�(�1�16(
γ′
/�?K*,45?0&�-0?úDS45&�-

γ
-0?Ø*,&�45?

B
(7*N45$Ø$04�*�(kJ0/�&

ω
1�(A)�45?0)+¾r-0459A/�B6$8(3-8:�16B�9AB\*,:!JI/&

γ
(7*
γ′
UlVi(A25(;G;*�(�?0&E$845&�9A/�1Hzy)�45&�*,/�$^* � /�?ÏDS45&�-�-0(

Ω \B ¼
Γ ∪ γ ¼µ(�)+*%$04*,:�J0/�& n

Utä�(�1�?0BÂ¼µ$04�&�9A/�1�zy)�45&�*,/�$^* � L
γ = ∂B

zy&�(�)�JS(�G7*,B\25(�93(�$^*%L
γ ⊂ ∂ω

� ¼S45?Ã¼
L
γ′ ⊂ ∂ω

(�)+*H$84�*,:�JI/�&
n̂
z�&�(;)�JS(�G;*�B�2�(�93(�$^*

n
� U#"H4�*�45$0)�C@?0(

n̂ = −n
z³2545B�&�1�/�¸IF�?0&�( ¢ U ¢ � U

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

� °���¤ ¢ U ¢ × ¹ÇÄK(�93J016(�-0?k-0459A/�B�$0(%-I/�$8)�1�(�G�/�)PD0B�-0B693(�$8)�B64�$0$0(�1�U
$ j&%'n0q('*)gj,+*-/.10 ��2�3546}76��(3Ï�(8

B
}937�;:��w�=<?>A@8����@�4BC3EDÂ}EB=�F3G6[�(<	@I��3���2I�ù}93H6[�(2I2¿}KJK}939L.�(2

3EB�@M@I��3|}ONPBµ}Q46}93SR?6[�(BK�,�(2I2¿}93�THU=}��/V9@I}
ω
2¿}�3|}��,}96[�(BXW|�,}E2I�Y@8�(3PZ

#%$¢B�$@*�&�4=-0?0B\*�16(;)�(�)�J0/�G�(;)HT�45$0G7*,B�45$0$0(;16)])�?0B�2/�$^*,)��

¢\[



��� ���X����� �������
	F� � � � � � �;
 ���� � �&������� ��	�
������������� �t���R|o���}�`�V�t�t|����! �����t� ��"
• H1

0 (Ω) = {û ∈ H1(Ω), û|Γ = 0} ¼09E?8$0BÃ-0(;)H$04�&�93(�)��

|û|1,Ω =

(∫

Ω

|∇û|2
) 1

2 z ¢ U\Õ �
(;*

||û||1,Ω =

(∫

Ω

|û|2 +

∫

Ω

|∇û|2
) 1

2

.
z ¢ U ¢ �

• H1
0 (Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ∪γ

= 0} ¼I9�?0$0BÃ-0(;)H$845&�93(�)

|u|1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2 z ¢ U « �

(;*

||u||1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|u|2 +

∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2

.
z ¢ U á@�

• H1
Γ(Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ = 0} ¼09E?0$0Bi-8(�)P$045&�9A(;)

|u|1,Ω\B =

(∫

Ω\B
|∇u|2

) 1
2 z ¢ U £ �

(;*�-0(�1�/E$845&�93(�-0:;¸0$0B6(�JI/�&`z ¢ U á^� U
• H1

γ(ω) = {v ∈ H1(ω), v|γ = 0} ¼I9E?0$0BÃ-8(�)�$045&�93(�)��

|v|1,ω =

(∫

ω

|∇v|2
) 1

2 z ¢ U 
 �
(;*

||v||1,ω =

(∫

ω

|v|2 +

∫

ω

|∇v|2
) 1

2

.
z ¢ U [ �

$ j&%'n0q('*)gj5+*-�+�� }93 :��(2 67�/DÂ�(2�3 U=}
H1

Γ(Ω \B) � �[}93 @I}967�/D�W�}E<.}E2I� H1
γ(ω) � 2¿} 3|�(2I� @8�(3 2 >96[}93	�3���D³�[}E<.}E2I� 2IBX4�46}93 3EB=�

γ � �,}93 @I}967� D�W�}E<.}E2I� γ′ � Z 0 }	<�
E<.}9L!46}93 :��(2 67�/DÂ�(2�3	U=} H1
γ′(ω)

2¿};3|�(2I��@8�(3
2 >96[}9393���D³�[}E<.}E2I� 2IB&4�46}93�3EB=�

γ
Z

"�45?0)�/�?0&�45$0)PDt(;)�45B�$O-0(�C=?8(�16C@?0(;)H&�:�)�?01�*,/*,)PJ0&�:�16B�9AB�$I/�B�&�(�)��

� j&%G%'j +*- .� �(D³�
v ∈ H1(ω)

L¶��}E4�46} NPBµ}
∆v ∈ L2(ω)

Z�� 2Ô�º��46�w�F39L ∂v
∂n

∈ H− 1
2 (∂ω)

}7�

−
∫

ω

∆vw =

∫

ω

∇v · ∇w− � ∂v

∂n
, w � 1

2
,∂ω, ∀w ∈ H1(ω),

z ¢ U�� �
�(8 � ·, · � 1

2
,∂ω

U&>93ED���2¿} 46} @S�,�PU�B&D³� U=}QU�B0��4D³� >!}E2I���,}
H− 1

2 (∂ω)
}7�
H

1
2 (∂ω)

Z

���,}EB&W�}PZ #%$ØJt(;?8*!*,&�45?82�(�&!1�/¢-0:�9345$0)+*,&,/w*,B64�$ô-0(ºG�(º&�:�)�?81�*[/w*!-I/�$0)��E°��i¦i§lÜ Û���� ¦��Ç°�¦ � Û © ¢�«¬
JI/�&P(7ÄK(�93J01�(�U

�¢ �
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$ j&%'n0q('*)gj,+*-���� }�U=�(<3��D�2¿}
ω
��B NPBI}E4R�(2H3�� D�2I� >7�,}9393|}.}937� U=} :��w�=<.}�@8����� D 6EB&4D��7�,}�� D�4 3�� � ��D³�

U�� B&2 U=�(<3��D�2¿}
	7�w�=2 >
}7���O:��[�(2I�/D��7�,}N�F> ��BX4D��7�,}.��V���2I��U=}EB J 6[�(<	@I��3���2I��}93?6[�(2I2¿}KJK}93 � γ }7�
γ′ � Z �(< <.}

γ ∩ γ′ = ∅ L��(2 @I}EB=�	D/U=}E2I�/D �]}7� � � B&2 D�3|�(<.�w� @��&D�3E<.}	@S���93 � 46}93º}93 @8�&6[}93 H 1
2 (∂ω)

}7�
H

1
2 (γ) ×H

1
2 (γ′)

Z

� a��±slu�c|uyfSs +*-/. � 21U&>�� 2ID³� 4�� �E@M@�4D 6����/DÂ�(2
τγ
L��y���&6[}�3EB=�

γ
U=}93Q:��(2 67�/DÂ�(2�3 U=}

H1(Ω)
L U=}�4\�

<3��2ID��7�,}�3EB&D�Ww��2I�ù}��

τγ : H1(Ω) −→ H
1
2 (∂ω)

w 7−→ τγw :=

{
w

3EB=�
γ

0
3EB=�

γ′

z ¢ U ã5�
� a��±slu�c|uyfSs +*-�+  �(D³�

ψ ∈ H− 1
2 (γ)

Z � 2 2¿�w�ù} @8���
ψ̃ = (ψ, 0) ∈ H− 1

2 (γ) × H− 1
2 (γ′)

Z � 2
U&>�� 2ID³� BX2¿} :��w�=<.} 4D�2 >���D³�,}�3EB=�

H
1
2 (∂ω)

U=}Q4\��<3��2ID��7�,}�3EB&D�Ww��2I�ù}��

� ψ,w � 1
2
,γ:=� ψ̃, τγw � 1

2
,∂ω, ∀w ∈ H1(Ω).

z ¢ U�Õ�� �
 D�}E2�@�4BM3

ψ ∈ L2(γ)
L

� ψ,w � 1
2
,γ=

∫

γ

ψw.
z ¢ U�Õ�Õ �

Vg/NT�45&�9E?01�(%-0( � � ÚµÚ ´¶¼8-045$0$0:;(`J0/�&�16(�1�(�939A( ¢ U�Õ5¼8Jt(;?8* � *,&�(�:�G�&�B�*�(�)�45?0)�G�(7*�*�(�T�4�&�93(!�
� fµqwfSmymyn0uyqej�+*-�+  �(D³�

v ∈ H1(ω)
L¶��}E4�46} NPBµ}

∆v ∈ L2(ω)
Z�� 2Ô�º��46�w�F39L ∂v

∂n
∈ H− 1

2 (∂ω)
}7�

−
∫

ω

(∆v)w =

∫

ω

∇v · ∇w− � ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ ∀w ∈ H1

γ′(ω).
z ¢ U�Õ ¢ �

� *[/�$^*%-845$0$0:;)
f ∈ L2(Ω \B)

(;*
α
?8$p&�:;(�1lJt4�)�B�*�B�TÇ45?p$@?01�¼S4�$p)�W·B6$^*�:�&�(;)�)�(NLA1�/N&�:;)�451�?8*,B�45$

-0?kJ0&�4�D016Q;9A(�934K-8Q�16( �
D

�

�
D :





*,&�4�?825(;&
u ∈ H1

0 (Ω \B)
¼8*,(;1616(MC=?8(A�

αu− ∆u = f dans Ω \B.
Vi(!J0&�B�$0G�B�Jt(E-8(!1�/
�R�Â�]���]�H(;)�*�-0(N&�(;9AJ81�/�G;(�&M1�(!J0&�4�D016Q;9A(`B6$0B\*,B�/16(�93(�$^*HJt4�)�:!-I/�$8)�16(E-04w¾

9A/�B6$0(�JS(�&�T�4�&�:
Ω \B JI/�&�?8$ºG�45?0J816(%-0(M)�45?0)ù¾�J0&�45D01�Q�93(�)�¼K1ÂW·?0$
JS45)�:M)�?0&�*�45?8*�16(M-8459./B6$0(

Ω
(;*

1ÂWY/�?8*�&�(%)�?0&�1�/��EG;45?0&�4�$0$0(��
ω
U  l45?0&�G�(%Ty/B6&�(¼8$04*,45$0)�J0/�&

f
16(MJ0&�451�45$0F5(;9A(;$^*�-0(

f
JI/�&

0
)�?0&

B
�

{
f |Ω\B

= f,

f |B = 0.

z ¢ U�Õ « �
½%/�$8)E1�/kJ0&�45JS45)�B�*,B�45$ ¢ U « ¼�45$'9A45$^*�&�(�&�/pC@?0(
1�(AJ0&�45D01�Q�93( �

D

(�)+*E:;C=?8B�2/�16(;$^*!LpG;(
G�45?8J016(A-0(
J0&�45D016Q;9A(;)��0*,&�45?825(;&

(û, v) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
*,(;1iC@?0(A�

� �
D :





n
:

{
αv − ∆v = f dans ω,

v|γ′ = û|γ′ ,

�
: αû− ∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω,

z ¢ U�Õ á^�
¢ ã



��� ���X����� �������
	F� � � � � � �;
 ���� � �&������� ��	�
������������� �t���R|o���}�`�V�t�t|����! �����t� ��"
45Ö

δγ
-0:;)�B6F�$0(E1�/A9./�)�)�(!-0(���°��g¦ Ý ¼Ã/�)�)�4=G�B6:;(!L
1�/A)�?0&+Ty/�G�(

γ
¼t(;* ∂v

∂n
δγ
1ÂW·:�1�:�93(�$^*%-0(

H−1(Ω)zy1�/ET�45&�9A(M16B6$8:�/�B�&�( � -0:;¸I$8B6(�JI/�&��

w ∈ H1
0 (Ω) 7−→� ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ,

z ¢ U\Õ £ �
zy16(�G;&�4=G[<0(;* � ·, · � 1

2
,γ

(�)+*�B6$^*,&�4K-0?8B�*�-I/$0)P1�/!-0:;¸0$0B�*�B645$ ¢ U ¢ � U
$ j&%'n0q('*)gj5+*-�� � 2 <.�(2I�y�[}7����NPBµ} 4\� :��w�=<.} 4D�2 >���D³�,}9L U&>�� 2IDÂ} @8��� z ¢ U�Õ £ �FLM}937�	6[�(2I� D�2IBI} 3EB=�
H1

0 (Ω)
�E@S���93`��W��(D³� >7�r��	P4D 46}��9>93EB&4 �Â��� 3EB&D�Ww��2I� �

� qef��Xf���u�c|uyfSs +*-���� }93 @S�,� 	P4 �E<.}93 �
D

}7� � �
D

3|�(2I� >�NPBXD�Ww��46}E2I��3`��BS3|}E2�3�3EB&D�Ww��2I� �
D � 3ED B&2¿} :��(2 67�/DÂ�(2

u
U=}
H1

0 (Ω \B)
}937� 3|�(4BK�/DÂ�(2 U�B @S�[� 	P4 �E<.} �

D

L¶��46�w�F3	46} 6[�(B�@�46}
(u, u|ω)�E@M@8���7�/DÂ}E2I� �

H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
}7�P}937� 3|�(4B=�/DÂ�(2 U�B @S�,� 	P4 �E<.} � �

D

L
D�D � 3ED*BX2 6[�(B @�46}

(û, v)
U=}
H1

0 (Ω)×H1
γ(ω)

}937�*3|�(4BK�/DÂ�(2 U�B�@S�,� 	P4 �E<.} � �
D

Ll��46�w�93 4\� :��(2 67� DÂ�(2
û|Ω\B

�E@M@8���7�/DÂ}E2I� �
H1

0 (Ω \B)
}7�P}937� 3|�(4BK�/DÂ�(25U�B @S�,� 	P4 �E<.} �

D

Z

���,}EB&W�}PZ u
	���1H(�)+*ºG�16/�B6&3C@?0(Î)�B
u ∈ H1

0 (Ω \B)
¼R/�1�45&�)

u
¼�1ÂW·(7Ä=*�(�$0)�B645$ -8(

u
JI/�&

0
-I/�$0)

B
¼

/�J0JI/�&+*,B�(�$^*NL
H1

0(Ω)
(7*
u|ω

¼Ç16/p&�(;)�*,&�B6G7*,B64�$'-0(
u
L
ω
¼�/�J0JI/�&+*,B�(�$^*NL

H1
γ(ω)

U��1](;)�*ETy/G�B61�(A-8(
25:�&�B�¸I(;&�C@?0(

u|ω
(;)�*�)�451�?8*,B�45$�-0?�J8&�(�93B6(;&iJ0&�4�D016Q;9A(

(
� �

D−
n
)
-0?`)��=)�*�Q�93( � �

D

U��K4�B�*
u
1�WY(�ÄK*�(�$0)�B645$

-0(
u
JI/�&

0
-I/$0)

B
Uµ¹X1616(H25:�&�B�¸I(

αu− ∆u = f
-I/�$8)

Ω \B, z ¢ U�Õ 
 �
αu− ∆u = f

-I/�$8)
B.

z ¢ U\Õ [ �
�K45B�*

w ∈ H1
0 (Ω)

?0$0(MT�45$8G;*,B�45$A*�(�)+*�UK¹¶$.9E?01�*�B6J01�B�/�$^*�z ¢ U\Õ 
 � JI/�&
w
(;*�(�$
B�$^*,:�F�&,/�$^*]J0/�&RJ0/�&�*�B6(�)

)�?0&
Ω \B z�(�$À*,(�$0/�$^*�G;459AJK*,(N-0?�Ty/B�*�C@?0(.16/
*,&,/G�(3-0(

w
)�?0&

Γ ⊂ ∂(Ω \B)
(;)�*`$=?81616( � ¼i45$

45D8*,B�(�$^*>�
α

∫

Ω\B
uw +

∫

Ω\B
∇u · ∇w− � ∂u

∂n
, w � 1

2
,γ=

∫

Ω\B
fw,

z ¢ U\Õ � �
½M(!9 � 9A(¼t(;$¡9E?01\*,B6J816B�/$@*`z ¢ U\Õ [ � J0/�&

w
¼¿(�$¡B�$^*,:�F�&,/�$^*%J0/�&%JI/�&+*,B�(�)M)�?0&

B
(7*�(�$¡&�(�9A/�&�C@?I/$@*

C=?8(
u
(�)�*�G;45$0)�*,/�$^*,(.zy$@?01�16( � )�?0&

B
¼04�$p/º�

α

∫

B

uw +

∫

B

∇u · ∇w =

∫

B

fw.
z ¢ U\Õ ã^�

¹¶$OTy/�B�),/�$^*P1�/!)�459A93(%-0(Az ¢ U�Õ � � (;*�z ¢ U�Õ ã5� 45$k/O� ∀w ∈ H1
0 (Ω)

¼

α

∫

Ω

uw +

∫

Ω

∇u · ∇w− � ∂u

∂n
, w � 1

2
,γ=

∫

Ω

fw.
z ¢ U ¢ � �

ä�(`C@?ÃW·45$k:�G�&�B�*�¼I/�?k)�(�$8)H-0(;)P-0B6)+*,&�B�D0?8*�B645$0)M�

αu− ∆u = f +
∂u

∂n
δγ

-I/$0)
Ω,

z ¢ U ¢ Õ �
G�W·(�)�*+¾ùLw¾r-0B6&�(

u
(;)�*H)�451�?8*,B�45$º-0(

(
� �

D − �
)
U

u�u
	��P:�G;B6J0&�4KC@?0(;9A(;$@*�¼�)�45B�*
(û, v) ∈ H1

0 (Ω) × H1
γ(ω)

)�4516?K*,B64�$'-0?ôJ0&�45D01�Q�93( � �
D

U���1�(;)�*!G;1�/�B�&

« �
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C@?0(
û|Ω\B

/J0JI/�&+*,B6(;$^*�L
H1

Γ(Ω \B)
U ��1¿(;)�*]Ty/G�B61�(%/�?8)�)�B¿-0(M25:;&�B\¸I(�&]C@?0(

αû|Ω\B
−∆(û|Ω\B

) = f-I/�$8)
Ω \B U ��1i&�(;)�*�(`-04�$0G>LN9345$^*,&�(�&�C@?0(>),/E*,&�/�G�(�)�?0& γ (�)+*�$=?81616(U½�W·?0$0(>JI/�&�*�¼

v
¼I1ÂW·(7Ä=*,(;$0)�B�45$OJI/�&

0
-0(

v
-0/�$0)

B
¼02�:�&�B\¸I(N�

αv − ∆v = f
-I/$0)

ω,
z ¢ U ¢W¢ �

αv − ∆v = f
-I/$0)

B,
z ¢ U ¢�« �

v|γ′ = û|γ′ .
z ¢ U ¢ á^�

½�WY/�?8*�&�(�JI/�&+*�¼I16(;)�&�(;)�*,&�B6G7*,B64�$0)�-0(
û
L
ω
(;*
B
25:�&�B�¸I(;$^*`�

αû− ∆û = f
-I/�$0)

ω,
z ¢ U ¢W£ �

αû− ∆û = f
-I/�$0)

B.
z ¢ U ¢�
 �

�K45B\*�L
J0&�:;)�(;$@*
w ∈ H1

γ′(ω ∪ B)
¼Ã?0$8(ET�45$0G;*�B645$Î*�(�)+*�-0(

H1(ω ∪ B)
L.*,&,/G�(!$@?0161�(E)�?8&

γ′
U

 ¢?01\*,B�J016B�45$0)�z ¢ U ¢W¢ � (;*�z ¢ U ¢ £ � JI/�&
w
(7*PB6$^*,:;F5&�45$8)�J0/�&�JI/�&+*,B6(;)�)�?0&

ω
¼845$p/º�

α

∫

ω

vw +

∫

ω

∇v · ∇w− � ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ =

∫

ω

fw,
z ¢ U ¢�[ �

α

∫

ω

ûw +

∫

ω

∇û · ∇w− � ∂û

∂n
, w � 1

2
,γ =

∫

ω

fw.
z ¢ U ¢ � �

½M(>9 � 9A(¼09E?01\*,B6J816B64�$0)%z ¢ U ¢�« � (7*Ez ¢ U ¢�
 � JI/�&
w
(7*�B6$^*,:;F5&�45$8)�JI/�&PJI/�&+*,B6(;)�)�?0&

B
¼I45$k/k�

α

∫

B

vw +

∫

B

∇v · ∇w− � ∂v

∂n̂
, w � 1

2
,γ =

∫

B

fw,
z ¢ U ¢ ã^�

α

∫

B

ûw +

∫

B

∇û · ∇w− � ∂û

∂n̂
, w � 1

2
,γ =

∫

B

fw.
z ¢ U « � �

#%&�¼
v
(�)�*�$@?01�16(�)�?8&

B
UI Ç/&�G;45$0)�:�C@?0(�$^* � ∂v

∂n̂
, w � 1

2
,γ= 0

U
Vg/3)�459A93(%-0(;)H:;C@?I/*,B�45$0)>z ¢ U ¢�[ � (;*�z ¢ U ¢ ã5� ¼I$04�?0)P-045$0$0(

α

∫

ω∪B
vw +

∫

ω∪B
∇v · ∇w− � ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ=

∫

ω∪B
fw.

z ¢ U « Õ �
½M(�9 � 93(�¼0(;$kTy/�B�),/�$^*P16/E)�45939A(�-8(�)�:�C@?I/*�B645$0)>z ¢ U ¢ � � (;*�z ¢ U « � � ¼I4�$¢/º�

α

∫

ω∪B
ûw +

∫

ω∪B
∇û · ∇w− � ∂û

∂n
+
∂û

∂n̂
, w � 1

2
,γ=

∫

ω∪B
fw.

z ¢ U «W¢ �
#%D0)�(;&�2�45$0)MC@?0(

n̂ = −n
¼I(;*�C@?0( ∂û

∂n
+
∂û

∂n̂
:=

[
∂û

∂n

]

γ

(;)�*H16(�),/?8*M-8(>16/!-0:�&�B�25:;(`$845&�9A/�16(M-0(

û
LE*�&,/�25(;&�)�1ÂW·B6$^*,(;&�Ty/�G;(

γ
U

�H/J0Jt(;1645$8)�C=?8(�¼µJI/�&�< �=Jt4*,<0Q;)�(�¼
û
(;)�*�)�4�16?8*�B645$º-0(Az � �

D − � � UI¹X161�(%25:�&�B�¸I(>/�1�45&�)M�

α

∫

ω∪B
ûw +

∫

ω∪B
∇û · ∇w =

∫

ω∪B
fw+ � ∂v

∂n
, w � 1

2
,γ .

z ¢ U «5« �
« Õ
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 ���� � �&������� ��	�
������������� �t���R|o���}�`�V�t�t|����! �����t� ��"
¹¶$kG�4�9AJI/&,/�$^*PG�(7*�*�(`-0(;&�$0B�Q�&�(>:;C@?I/*,B�45$Ã¼gz ¢ U «5« � ¼µ/|2�(�G.z ¢ U «V¢ � ¼I45$OG�4�$0G�1�?8*��

[
∂û

∂n

]

γ

=
∂v

∂n

∣∣∣∣
γ

,
z ¢ U « á@�

¹X$À$04�*[/$@*
φ := û − v

(;*>(;$ÔTy/B6),/$@*�16/
-0B�»t:�&�(�$0G;(N-0(�)�:�C@?I/w*,B64�$0)Az ¢ U ¢W¢ � (7*.z ¢ U ¢W£ � ¼i(;*�16/
-0B�»t:�&�(�$0G;(`-0(;)P:�C@?I/*�B645$0)`z ¢ U ¢« � (;*`z ¢ U ¢ 
 � ¼04�$p/

αφ− ∆φ = 0
-I/�$0)

ω
(;*�-I/$0)

B.
z ¢ U «V£ �

½M(`J816?0);¼01ÂW·:�C@?I/*�B645$�z ¢ U « á@� B693J01�B6C@?0(
[
∂φ

∂n

]

γ

= 0.
z ¢ U « 
 �

� B6$I/16(�93(�$^*�¼ÃG�459393(!1�/
*,&�/�G�(3-0(
φ
)�?0&

γ′
(;)�*`$=?81616(¼i45$À(�$'-8:�-0?0B\*>C=?8(

φ ≡ 0
UläMWY(;)�*�¾�Lw¾�-8B6&�(

û|
B∪ω

= v
¼Ã(7*`G;45939A(EJ0/�&�G�45$0)+*,&�?0G;*�B645$

v
(;)�*>$@?0161�(!)�?0&

B
¼¿45$'/

û|B = 0
Ulä�(NC@?0BXB693J01�B6C@?0(

û|γ = 0
UI½�W·45Ö

û|Ω\B

(;)�*�)�4�16?8*�B645$º-0( �
D

U
�

$ j&%'n0q('*)gj5+*-��
v
>7�Â��2I� U^��2�3

H1
γ(ω)

}7�
∆v

U^��2�3
L2(ω)

L*4\� U&>7�=D�W�>[} 2¿�w�=<3��46} ∂v
∂n

�E@M@8���7�/DÂ}E2I�
U=�(2 6 �

H− 1
2 (∂ω) � @8�(3�2 >96[}9393���D³�,}E<.}E2I� � L2(∂ω) � Z  � }937� @I�(B=�S6[}7����}A����D�3|�(2 NPB � �(2Ò�5U&>�� 2ID

4\��:��w�E<.},4D�2 >���D³�[} ∂v

∂n
δγ

}E2 B=� D�4D�3���2I� 46}G67�,��6 �I}7��U=}7U�B0��4D³� > � ·, · � 1
2
,γ

Z  } @I}E2�U^��2I� LA}E2
BK�/D�4D�3���2I� U=}93%�F>93EB&4 �r����3QU=}%�9> ��B&4\���=D³� >O6E4\�(393ED/NPBµ}939L��(2S3���D³� NPBµ}

u
�E@M@8����� DÂ}E2I� �

H2(Ω \B) � W��(D³���¦i§ Û �i¦ ¨ ��Ù °³¯±´l²������
	 @8����}KJK}E<	@�46} � Z
 �(< <.} 46} 3���B=� [ ∂û

∂n

]

γ

2 � }937��@8�(3 :��w�969>E<.}E2I� 2IBX4�L�}7��	PDÂ}E2ANPBI}
û
3|�(D³�l�(393|}��P�F> ��B&4D��7�[} 46�(D�2?U=}

γ
L±}E4�46} 2 � }937�!NPBI}

H
3
2
−ε(Ω) � W��(D³� � �g°³² �=¦ �gà�
����	 � Z { �(BK��} :��(D�39Ll�(2Q@I}EB=�!W�>7�=D �]}7� NPBµ} v }937���(393|}��

�9> ��B&4D��7�,} � v ∈ H2(ω) � Z 0 � �(8ML 4�� �E@M@8�����ù}E2S��2 6[} U=} ∂v
∂n

�
H

1
2 (∂ω)

L%}E2�@8�����/D 6EBX4DÂ}7�
�
L2(∂ω)

Z

� D�2�3ED�L �?4\�Q@�4\�&6[}OU�B @S�[�PU�B&D³� U=}OU�B0��4D³� >9L��(2 B=� D�4D�3|}7���SU&>93|�w�=<3��D�3 6[}7�y��} U&>�� 2ID³� DÂ�(25U=} ∂v
∂n

δγ
�

∂v

∂n
δγ : w ∈ H1

0 (Ω) 7−→
∫

γ

∂v

∂n
w.

z ¢ U «M[ �
� qef��Xf���u�c|uyfSs +*- �  �(D³�

v
4\� 3|�(4BK�/DÂ�(25U�B @S�[� 	P4 �E<.} ����� D − � � Z � �;:��w�=<.} 4D�2 >���D³�,}

∂v

∂n
δγ : w ∈ H1

0 (Ω) 7−→
∫

γ

∂v

∂n
w

z ¢ U « � �
}937� 6[�(2I�/D�2IBµ}�3EB=�

H1
0 (Ω)

Z

���,}EB&W�}PZ Vg/PG�45$^*�B6$@?0B�*�:¶-0:�G;45?016(�-0?�Ty/�B�*gC@?0(
v ∈ H1

γ(ω)
(7*

∆v ∈ L2(ω)
Ue¹X$�(7»¿(7*�¼ ∀w ∈ H1

0 (Ω)
¼

∫

∂ω

∂v

∂n
w =

∫

ω

w∆v +

∫

ω

∇v · ∇w, z ¢ U « ã^�
«V¢
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45Ö
n
-0:�)�B6F5$0(M1�/�$04�&�9A/�16(�(7Ä=*,:;&�B�(�?0&�(�/�?
-04�9./�B�$0(

ω
zy(�1�16(H(�)�*]:�F^/�1�(%L

n
)�B¿45$
(;)�*P)�?0&

γ
(;*PL

n̂)�Bi4�$¢(;)�*�)�?0&
γ′
� Uµ¹X$p/�J8J016B�C=?0/�$^*��H¦i§ Ý��Ã¨ ���µÝ���� ¦ ���!L!1ÂW·B6$0:;F^/�16B\*,:�z ¢ U « ã^� ¼045$¢/º�
|
∫

γ

∂v

∂n
w| ≤ |

∫

∂ω

∂v

∂n
w| ≤ ‖∆v‖0,ω‖w‖0,ω + ‖∇v‖0,ω‖∇w‖0,ω.

z ¢ U á � �
ä�45939A(

v
25:;&�B�¸0(>1�WY:;C@?I/*,B�45$

αv − ∆v = f
-I/�$0)

ω
¼0B�1¿2=B6(�$^*>�

‖∆v‖0,ω ≤ ‖f‖0,ω + α‖v‖0,ω . ‖f‖0,ω,
z ¢ U á Õ �

45ÖO16(�) �=9EDt4�16(
.
-0:;)�B6F�$0(�?0$0(>B6$0:;F^/�1�B�*,:ML!?0$0(�G�45$8)�*[/$@*�(`9�?01�*�B6J01�B6G�/w*,B�2�(HJ8&�Q�);U

½M(�9 � 93(�¼
‖∇v‖0,ω . ‖f‖0,ω.

z ¢ U á ¢ �
� B�$I/�16(;9A(;$^*�(�$k?8*,B�16B�),/�$^*

ω ⊂ Ω
¼

|
∫

γ

∂v

∂n
w| . ‖w‖0,ω + ‖∇w‖0,ω . ‖w‖1,ω ≤ ‖w‖1,Ω.

z ¢ U á « �
�

$ j&%'n0q('*)gj,+*-
	 � 2 @I}EBK����BC393ED�>967�=D³�,} 4\� :��w�=<.}�4D�2 >���D³�,} ∂v

∂n
δγ

}E2S:��(2 67�/DÂ�(2 U=}93 D�2I� > ������46}93
U=}QW��(4B&<.}PZ�� 2ô}�%}7��L��(2 D�2I�y�,�PU�BXD³� BX2?@S�,� 	P4 �E<.}`��B J\D�4Dy��D³�,} U&>�� 2ID 3EBK�Q46}�3|�(BM3	� U=�(<3��D�2¿}

Ω? =
Ω \ (B ∪ ω)

L U=} :��[�(2I�/D��7�,}
∂Ω? = Γ ∪ γ′ Z � 2 D�2I�y�[�PU�B&D³����BC393ED 4�� }93 @8�&6[}

H1
Γ(Ω?)

L

H1
Γ(Ω?) = {u ∈ H1(Ω?), u|Γ = 0}. z ¢ U á5á@�

� 2 2¿�w��} @8���
ṽ ∈ H1

Γ(Ω?)
L 4\� 3|�(4B=�/DÂ�(2 U�B @S�,� 	P4 �E<.}	3EB&D�Ww��2I� �
{
αṽ − ∆ṽ = f dans Ω?,

ṽ|γ′ = û|γ′ .
z ¢ U á £ �

 �(D³�
w ∈ H1

0 (Ω)
Z � 27< B&4 � D�@�4DÂ} 4\� @S�,}E< D��7�,}�>�NPB8��� DÂ�(2GU=} ��� � D − � � @8��� w }7���(2HD�2I� � ���,}

@8��� @8����� DÂ}93�3EB=�
ω
L]�(2À�
∫

γ

∂v

∂n
w = α

∫

ω

vw +

∫

ω

∇v · ∇w −
∫

ω

fw +

∫

γ′

∂v

∂n̂
w.

z ¢ U á 
 �
0 }�<�
E<.}9L��(2 < B&4 �/D�@�4DÂ}�4\� @S�,}E< D��7�,}O>�NPB8���/DÂ�(25U=} z ¢ U á £ � @8���

w
}7�]�(2 D�2I� � ���,} @8��� @8����� DÂ}93 3EBK�

Ω?
}E2Î��}E2S��2I� 6[�(<	@S��}OU�B :;��D³� NPBI}

w
3|�(D³� 2IB&4�46}�3EB=�

Γ
L��(2À�

∫

γ′

∂ṽ

∂n̂
w =

∫

Ω?

fw − α

∫

Ω?

ṽw −
∫

Ω?

∇ṽ · ∇w. z ¢ U á [ �
�]���º��D�4�46}EB=�F39L @�B&D�3PNPBµ}

f
}937�

L2(Ω \B)
L>}7�

ṽ|γ′ = û|γ′
L
ṽ
2 � }937� NPB � BX25@S�,�(46�(2 �=}E<.}E2I� LM�(393|}��

�F> ��BX4DÂ}7�FL U=}
v
Z �]��� 6[�(2�3�>�NPBI}E2I� L

∫

γ′

∂v

∂n̂
w =

∫

γ′

∂ṽ

∂n̂
w.

z ¢ U á � �
«5«
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������������� �t���R|o���}�`�V�t�t|����! �����t� ��"
0 � �(8ML3}E2 B=� D�4D�3���2I� 46}937>�NPB8���/DÂ�(2�3 z ¢ U á 
 �À}7� z ¢ U á [ �FL 4\�S:��w�=<.} 4D�2 >���D³�,} ∂v

∂n
δγ

@I}EBK��
7�y�,}
U&>�� 2IDÂ} @8�����#@I�(BK�����(BK�

w ∈ H1
0 (Ω)

L

∫

γ

∂v

∂n
w =

∫

ω

∇v · ∇w −
∫

ω

fw + α

(∫

ω

vw −
∫

Ω?

ṽw

)
+

∫

Ω?

fw −
∫

Ω?

∇ṽ · ∇w .

z ¢ U á^ã^�
� DÂ}E2?>EW�D/U=}E< <.}E2I��L#4\��U&>�� 2ID³�/DÂ�(2 U=} 4\� :��w�E<.} 4D�2 >���D³�,} ∂v

∂n
δγ
L*U=�(2I2 >[}Y@8��� 4�� >�NPB0���/DÂ�(2 z ¢ U á^ã^��L

2 � }937� @8�(3 6[}E4�46}�NPB � �(2�BK�/D�4D�3|}�}E2 @S�����/D/NPBI}9L @�B&D�3PNPBµ}�46} @S�=D�2 6ED�@I} U=}�4\� �R�Â������� }937�X�ù}E4 NPB � �(2 2¿}
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Ω?
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������46} ∫

γ

∂v

∂n
w
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/�?
G�/)]-0(�)�G�45$0-8B�*,B�45$0)R/�?KÄ.16B�9AB\*,(�)X-8(M* �=Jt( ��°��g° Ý�� Ü ÚIÛ $845$K¾�<8459A4�F5Q�$0(;)�UK¹X$
(;»t(;*�¼816(�G�/)]-0(�)
G�45$0-8B�*,B�45$0)
$845$K¾�<8459A4�F5Q�$0(;)º)�?0&

Γ
(�)+*¢)+*[/�$8-I/�&�-¿U��%?I/�$^*k/�? Dt4�&�-

γ
¼](;$Ð)�?0B�2/�$^*º1�(¡9 � 9A(

&,/�B�)�45$0$8(�93(�$^*�C=?8(>G;(�1�?0Bi-0(�1�/EJ0&�45JS45)�B\*,B64�$ ¢ U « ¼045$O9A4�$@*�&�(�?0$O&�:;)�?01\*[/*H/�$0/�1645F�?0(E�
� qef��Xf���u�c|uyfSs +*- �  �(DÂ}E2I�

f ∈ L2(Ω \B)
L
g ∈ H

1
2 (γ)

}7�
g̃
B&2Î�,}E4 �EW�}E<.}E2I� �8���=<.�(2ID/NPBµ}�U=}

gU^��2�3
B
Z � } @S�,� 	P4 �E<.}

� ′
D :





���,�(B&W�}7�
u ∈ H1

Γ(Ω \B)
L��ù}E4�46}ONPBI} �

αu− ∆u = f dans Ω \B,
u = g sur γ,

z ¢ U £ � �
}937�?>�NPBXD�Ww��46}E2I� � ��B 3|}E2�35U=} 4\� @S�,�9@I��3ED³�/DÂ�(2��&Z � � � 6[}76[�(B�@�46}5U=} 3|�(BM3	��@S�[� 	P4 �E<.}93 �����,�(B&W�}7�
(û, v) ∈ H1

0 (Ω) ×H1(ω)
��}E4!NPBI} �

� � ′
D :





� :





αv − ∆v = f dans ω,
v|γ′ = û|γ′ ,
v|γ = g,

�
: αû− ∆û = f +

(
∂v

∂n
− ∂g̃

∂n

)
δγ dans Ω.

z ¢ U £ Õ �

$ j&%'n0q('*)gj5+*-��  D	46}k�[}E4 �EW�}E<.}E2I� �8���=<.�(2ID/NPBµ} U=}
g
2 � }937� @8�(3 :;�&6ED�46} � 6���4�6EBX46}7�Î}KJ @�4D 6ED³��}	�

<.}E2I� L¶�(2 @I}EBK� 6[�(2�3ED/U&>7�,}7�;2 � D�<	@I�w����}	NPBµ}E4t��B=���,}M�,}E4 �EW�}E<.}E2I�
g̃
L � 4\�E@�4\�&6EDÂ}E2 U^��2�3

L2(B) � 6[}7����}6[�(2�U�D³� DÂ�(2 }937���,}E<	@�4DÂ} U �93SNPBµ}
g ∈ H

3
2 (γ) � Z � W�}96�6[}7����} U=}7�=2ID��7�,}�6[�(2�U�D³�/DÂ�(2�L

∆g̃
@I}EB=� 
7���,}

@S�[�(46�(2 �&>O@8���
0
U^��2�3

Ω \B }E2 B&2¿}�:��(2 67� DÂ�(2
L2(Ω)

Z 0 ��2�3�6[} 6��MU��,}9L�4�� >�NPB0���/DÂ�(2
( ��� ′

D − �
)U=}EW�DÂ}E2I�]��46�w�F3��

αû− ∆û = f +

(
∂v

∂n
− ∂g̃

∂n

)
δγ − ∆g̃ dans Ω.

z ¢ U £W¢ �
« á



�5���K���#������� 
������� � � �X�\� ���&����� �

 �45?8&�-0(�)P&,/B6)�4�$0)]-0(�)�B693J016B�G�B�*�:�¼@-I/�$8)]*,45?8*]G�(�C@?0BÃ)�?0B�*�¼045$º$0(�);WYB�$@*�:�&�(�)�)�(�&�/3C@?ÃWY/�?OG�/�)P-0(;)
G�4�$0-0B�*�B645$8)�-0( ��°��l° Ý�� Ü ÚµÛ <04�9A45F�Q�$0(;)�)�?0&P16(�DS45&�-

γ
U

Vi(�)�-0(;?KÄ
J8&�45D01�Q�93(�)
(
� �

D − n
)
(7*

(
� �

D − �
)
-0?º) �K)+*,Q;9A( � �

D

)�45$^*�G�4�?0J016:;)�U0ä�(�C=?8B¿)�?8F5F5Q�&�(
1�/EG;45$0)+*,&�?8G;*,B�45$k-ÃWY?8$0(>T�4�&�9E?016/*,B�45$.-8(>JS45B�$@*�¸KÄ8(USäMWY(;)�*H1ÂW·45D=Z�(7*P-0(�1�/!)�(;G;*,B�45$O)�?0B\2/�$^*,(�U

�N��� çA�>�Ç� �OÊ;���g�;�`� �º�ËÈ¡�>���!�	��
.�

"H4�*�&�(�45D=Z�(;G;*�B�T�(�)�*�-0(�*�&,/�$0)+T�45&�93(�&�1�(�J0&�4�D016Q;9A( � �
D

� �
D :





n
:

{
αv − ∆v = f dans ω,

v|γ′ = û|γ′ ,

�
: αû− ∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω,

z ¢ U £�« �
(�$k?0$kJ0&�4�D016Q;9A(�-0(�JS45B6$^*]¸KÄ8(U �K45B�*

θ
?8$¢JI/&,/�93Q;*�&�(�&�:;(�1�Uµä�45$0)�B6-0:;&�45$0)P1�WY45J8:�&,/w*,(�?8&

Tθ(·, ·; f) : H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω) −→ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)

(û, v) 7−→ (Û , V ),

z ¢ U £ á^�
45Ö

V ∈ H1
γ(ω)

(;*
Û ∈ H1

0 (Ω)
)�45$^*M)�4516?8*�B645$8)]-0(

{
αV − ∆V = f

-I/�$8)
ω,

V = θv + (1 − θ)û
)�?0&

γ ′,

z ¢ U £W£ �
(;*

αÛ − ∆Û = f +
∂V

∂n
δγ

-0/�$0)
Ω.

z ¢ U £�
 �
 Ç/�&P-0:7¸I$0B\*,B64�$k-8( Tθ ¼I45$k/!1�/!J0&�4�Jt45)�B�*�B645$
)�?0B�2/�$^*�(3�

� qwf��Xf���u³ceu�fts +*-
	 ���(B=�
θ 6= 1

L
(û, v)

}937� 3|�(4B=� DÂ�(2 U=} � �
D
3ED�}7� 3|}EB&46}E<.}E2I� 3ED

Tθ(û, v; f) = (û, v).
z ¢ U £\[ �

Vg/`&�(;G[<0(�&�G[<0(%-ÃW·?0$3*,(�1IJS45B�$@*¶¸8ÄK(H)�(PTy/�B�*¶JI/&�?8$.J0&�4KG;(�)�)�?0)�B\*,:;&,/*�B�TùU^¹X$.(7»¿(7*�¼@)�4�B�*
(ûm, vm)1�/E)�?0B�*�(�-0(

H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
-8:;¸I$0B�(�JI/�&�1�/E&�(�16/*,B�45$º-0(�&�:;G�?0&�&�(�$8G�(>)�?0B\2�/$@*�(N�

(ûm+1, vm+1) = Tθ(ûm, vm; f).
z ¢ U £ � �

#%$�9345$^*,&�(�&,/ºC@?0(¼l)�45?0)�G�(;&�*,/�B6$0(;)�G�45$0-8B�*,B�45$0)�)�?0&
θ
¼i1�/
)�?0B�*�(NG�B\¾r-0(�)�)�?0)�G;45$^25(�&�F5(A2�(�&�)`16/

)�4�16?8*�B645$Ò(7Ä8/�G7*,(¡-0? J8&�45D01�Q�93( � �
D

U  l45?0&
G;(¢Ty/�B�&�(¼�4�$Þ2/')�(Î&�(�)+*,&�(;B6$0-8&�(Î/? G�/�).<0459345F5Q�$8(
z
f = 0

� UI¹X$O(;»t(;*�¼0)�B
(û0, v0)

(�)�*P1�(%JS45B6$^*]¸8ÄK(�-0( Tθ ¼81�/�)�?0B�*�( (ûm − û0, v
m − v0)

&�(�G;45?82=&�(�1�(
G�/)�$845$¢<8459A4�F5Q�$0(U

#%$¢B�$@*�&�4=-0?0B\*�16(;)�45Jt:;&,/*�(�?0&�)P16B6$8:�/�B�&�(�) � (;*� �
�

: H1
0 (Ω) −→ H1

γ(ω)

û 7−→ �
û = V,

)�4516?8*�B645$º-8(
(
� �

D − n
) :

{
αV − ∆V = 0

-I/�$0)
ω,

V|γ′ = û|γ′ , z ¢ U £ ã5�
«V£



��� ���X����� �������
	F� � � � � � �;
 ���� � �&������� ��	�
����������������� ���������
	���������! � � � ���"

(;*
�

: H1
γ(ω) −→ H1

0 (Ω)

v 7−→ �
v = Û ,

)�451�?8*,B�45$º-0(
(
� �

D − �
) : αÛ − ∆Û =

∂v

∂n
δγ

-0/�$0)
Ω.z ¢ U 
 � �

#%$p$84�*,(>JI/�&��
: H1

0 (Ω) −→ H1
0 (Ω)

1�(>G;4593Jt45)�:`-8( � (;* �É���
=
� ◦ � C@?ÃW·45$Î$04*,(�&�/

JI/�&�T�4�B6) � � USä�(7*�45Jt:;&,/*�(�?0&�2�:�&�B\¸I(�16(;)�-0(�?KÄkJ8&�45J0&�B6:7*,:�)P-04�$0$0:�(;)HJ0/�&�16(�1�(�939A(%)�?0B�2/�$^*��
� j&%G%'j +*-�� � � �9@I>7������}EBK� � W�>7�=D �]} 46}93 @S�[�9@S�=D >7� >93�3EB&D�Ww��2I�ù}93 �

� @I�(BK�����(BK�
û
U^��2�3

H1
0 (Ω)

L

| � û|1,Ω . |û|1,Ω,
z��KU 
 Õ �

� @I�(BK�����(BK�
û
U^��2�3 Im(

�
)
L

<
�
û, û >

(α)
1,Ω≤ 0.

z��KU 
 � �
�(8

< ·, · >(α)
1,Ω

U&>93ED���2¿} 46} @S�,�PU�B&D³� 3�6���4\��D³�,} � @I�(2�U&>7�F> � U^��2�3 H1
0 (Ω)

U&>�� 2ID @8�����

< u,w >
(α)
1,Ω=

∫

Ω

∇u · ∇w + α

∫

Ω

uw, ∀u, w ∈ H1
0 (Ω).

z��KU 
5« �

���,}EB&W�}PZ �K45B�(�$^*
V =

�
û
(;*
Û =

�
û =

� ◦ � û =
�
V
U8Vl/EG;45$^*,B�$=?8B�*,:M-0(�� -0:;G�45?01�(�-0(�G�(;161�(

-0(�)�45JS:�&,/w*,(�?8&�)P-0?k-0B�/�F�&,/�939A(H)�?0B\2/�$^*��

û ∈ H1
0 (Ω) 7−→ û|γ′ ∈ H

1
2 (γ′)

×↓
V ∈ H1

γ(ω)
×↓

∂V

∂n

∣∣∣∣
γ

∈ H− 1
2 (γ) 7−→ Û ∈ H1

0 (Ω).

z��KU 
 á@�

 Ç/�)�)�45$0)HL!1ÂW·:�C@?I/*�B645$Àz��KU 
 � � ¼KG�W·(�)+*�¾ùLe¾�-0B�&�(�9345$^*,&�4�$0)�C@?0(
< Û, û >

(α)
1,Ω≤ 0

UIä�459A93(
Û = NV

¼
(�$kJ0&�(;$I/�$^*

û
G�459393(MT�45$0G7*,B64�$O*�(�)+*�¼I45$¢/º�

<
� �

û, û >
(α)
1,Ω=

∫

Ω

∇Û .∇û+ α

∫

Ω

Û û =

∫

γ

∂V

∂n
û.

z��KU 
�� �

#�&;¼
û ∈ Im(N)

US¹¶1�16(%(;)�*H-045$0G�)�4516?8*�B645$º-8(3�

αû− ∆û = ξδγ
-I/�$0)

Ω,
z��KU 
 
 �

Jt45?8&%?0$0(!G;(�&�*,/�B6$8(�T�45$0G7*,B64�$
ξ ∈ H− 1

2 (γ)
Ug ¢?01\*,B�J016B�45$0)`z��KU 
 
 � JI/�&

V
¼¿(;*%B6$^*,:;F5&�45$8)%)�?0&

ω
(;$

?8*,B�16B6)�/�$^*�16(%Ty/B�*�C@?0(>1�/�*�&,/�G;(>-8(
V
)�?0&

γ
(;)�*H$=?81616(��

∫

ω

∇û.∇V + α

∫

ω

ûV −
∫

γ′

∂û

∂n̂
V = 0.

z��KU 
M[ �

« 




�5���K���#������� 
������� � � �X�\� ���&����� �

� $8(`/?8*,&�(>B�$^*,:�F�&,/*�B645$ºJI/&�JI/�&�*�B6(;)�$045?0)P-045$8$0(N�

−
∫

ω

û∆V + α

∫

ω

ûV

︸ ︷︷ ︸
0

+

∫

γ

∂V

∂n
û+

∫

γ′

∂V

∂n̂
û−

∫

γ′

∂û

∂n̂
V = 0,

z��KU 
 � �

(;*�JI/&�)�?0B\*,(�¼I4�$¢/O�
∫

γ

∂V

∂n
û =

∫

γ′

∂û

∂n̂
V −

∫

γ′

∂V

∂n̂
û,

z��=U 
 ã5�

-ÃW·45ÖÃ¼I(;$¢?8*�B61�B6),/$@*�16(%Ty/�B\*�C@?0(
V|γ′ = û|γ′

¼845$p/º�

<
� �

û, û >
(α)
1,Ω=

∫

γ

∂V

∂n
û =

∫

γ′

∂û

∂n̂
V −

∫

γ′

∂V

∂n̂
û =

∫

γ′

∂û

∂n̂
û−

∫

γ′

∂V

∂n̂
V.

z��=U [ � �

�P(�9A/�&�C@?045$8)�C@?0(N�
{
αû− ∆û = 0

-I/�$8)
Ω?,

û|Γ = 0,

z��=U [ Õ �

45Ö
Ω? = Ω \ (B̄ ∪ ω)

UIä�(�C@?0BgB693J01�B6C@?0(!z�(�$OJ0&�(�$I/�$^*
û
G;459A93(MT�45$8G;*,B�45$
*,(;)�*�(;*�(;$¢B�$@*�:�F5&�/�$^*

JI/�&�J0/�&�*�B6(�)P)�?0&
Ω?
� �

∫

γ′

∂û

∂n̂
û = −

∫

Ω?

|∇û|2 − α

∫

Ω?

|û|2 ≤ 0.
z��KU [ � �

½M(�9 � 93(�¼
{
αV − ∆V = 0

-0/�$0)
ω,

V|γ = 0,

z��=U [�« �
B693J01�B6C@?0(

∫

γ′

∂V

∂n̂
V =

∫

ω

|∇V |2 + α

∫

ω

|V |2 ≥ 0.
z��KU [ á@�

� B�$I/�16(;9A(;$^*�¼81�WY:;C@?I/*,B�45$Àz��=U [ � � (;*�16(;)�B6$0:;F^/�16B\*,:;)�z��KU [ � � (;*�z��KU [ á@� $845?0)P-045$0$8(�$^*��
∫

γ

∂V

∂n
û ≤ 0.

z��KU [�� �

� B�$0)�B�¼
< Û, û >

(α)
1,Ω≤ 0.

z��KU [ 
 �

�
"H4�*�45$0)XJI/&

CT
16/M$045&�9A(�-0(�1ÂW·45JS:�&,/w*,(�?8& �

=
� ◦ � z�G�45$0)+*[/�$^*�(�4�J8*,B�9./�1�(¶Jt45?8&X1ÂW·B6$0:;F^/�16B\*,:

z��=U 
 Õ ��� U�Vi(�&�:�)�?01�*,/*±)�?0B�2/�$^*±JS(�&�9A(7*Ç-8(]J0&�4�?825(;&Ç1�/�G�45$^2�(�&�F�(�$0G;(�-8(�1ÂWY/�1�F545&�B\*,<093(±-0(RJt4�B6$^*�¸KÄ8(U

� qwf��Xf���u³ceu�fts +*-�� ���(B=�O�ù�(B=�
θ ∈]1 − 2

(1 + CT )2
, 1[

L D�4H}KJ\D�37��}�U=}93 6[�(2�37�Â��2I�ù}93
k ∈]0, 1[

}7�

CD > 0
��}E4�46}93ONPBI}9LY@I�(BK�����(BK�

(û, v) ∈ Im(Tθ(·, ·; 0))
L

|Û |1,Ω ≤ k|û|1,Ω,
z��=U [\[ �

«M[



��� ���X����� �������
	F� � ��� ��(�;
 ����� � �&������� ��	�
������������������� �������
	������� �"! � � � ���"

}7�
|V |1,ω ≤ θ|v|1,ω + CD|û|1,Ω,

z��KU [ � �
�(8

(Û , V ) = Tθ(û, v; 0)
Z � }

k
�9@S� D�<3��4 � @8�������E@M@I�w��� � 4\� <3��#��w����� DÂ�(2 z��KU [ � � � }937�¶� 	��ù}E2IBQ@I�(BK�

θ = θopt = 1 − 1

(1 + CT )2

L�}7� 3��?Ww��46}EB=��}937�
kopt =

√
θopt

Z

���,}EB&W�}PZ #�$Þ/8¼¶JI/�&3< �KJS4�*�<0Q�)�(ô�
(û, v) ∈ Im(T ?

θ (·, ·; 0))
U¶ä�(pC@?0B�B693J01�B6C@?0(º(�$ÞJI/�&�*�B6G;?016B�(�&

û =
�
v
UI½�WY/�?8*,&�(�JI/�&�*�¼

(Û , V ) = Tθ(û, v; 0)
U0#�$k/3/�164�&�)%�

V = θv + (1 − θ)
�
û.

z��KU [ ã^�
V¶W·B6$8:�F^/�1�B�*�:!z��=U [ � � (�)+*P-045$0G�?0$8(>G;45$0)�:�C@?0(�$8G�(�B�9A93:�-8B�/*�(H-0(�16/�G�4�$@*�B6$@?0B\*,:�-0(�1�WY45JS:�&�/*,(;?0& � U
#�$¢/!$04�*�:>J0/�&

CD
16/EG�45$8)�*[/$@*�(`-8(>G;45$^*,B�$=?8B�*,:�-8( � U

½�WY/�?8*�&�(�JI/�&+*�¼
Û =

�
V

= θ
�
v + (1 − θ)

� �
û

= θû + (1 − θ)
�
û

= û + (1 − θ)(
�
û− û).

z��KU � � �

¹X*�JI/&�)�?0B�*�(!�

|Û |21,Ω =
〈
Û , Û

〉
1,Ω

= |û|21,Ω + (1 − θ)2| � û− û|21,Ω
+ 2(1 − θ) 〈 � û− û, û〉1,Ω

= |û|21,Ω − 2(1 − θ)|û|21,Ω + 2(1 − θ) 〈 � û, û〉1,Ω
+ (1 − θ)2| � û− û|21,Ω.

z��KU �8Õ �

#%&�¼@(;$
?8*,B�16B�),/�$^*¶1ÂW·B6$8:�F^/�1�B�*�:>z��KU 
 � � -0?
1�(�939A(��KU [ z�Jt4�?0&�/1616:;F5(�&¶1�(�)�$04�*[/w*,B64�$0)�¼
α
(�)�*�G[<045B�)�B

:�F^/�1�(�L
0
B�G�B � ¼84�$¢/

〈 � û, û〉1,Ω ≤ 0.
z��KU ��� �

 Ç/�&�/�B�1616(;?0&�);¼816/EG�45$^*,B�$@?0B�*�:�-0(�1ÂW·45Jt:;&,/*�(�?0& � B�9AJ01�B6C@?0(`�

| � û− û|21,Ω ≤ (1 + CT )2|û|21,Ω.
z��KU � « �

V¶W·:�C@?I/w*,B64�$Ïz��KU��KÕ � B693J01�B6C@?0(%-04�$0G

|Û |21,Ω ≤
(
1 − 2(1 − θ) + (1 − θ)2(1 + CT )2

)
|û|21,Ω.

z��KU � á@�

� B6$8)�BÂ¼8Jt45?8&]*,45?8*
θ ∈

]
1 − 2

(1 + CT )2
, 1

[ ¼

k =
√

1 − 2(1 − θ) + (1 − θ)2(1 + CT )2 < 1.
z��KU � � �

½�WY4�ÖÞ1ÂW·B6$8:�F^/�1�B�*�:Ôz��KU [\[ � U�Vi(
θ
45J8*�B69A/�1

θopt
(�$Þ-8:�G�4�?016(k-0B6&�(�G7*,(�93(�$^*A(�$úJ0&�(;$I/�$^*.16/Ô2/�1�(�?0&;¼

/�-093B6)�)�B6D01�(�¼KJt45?8&�1�/�C@?0(;1616(M16(�93(�9ED0&�(�-0(�F^/�?0G[<8(`-0(�1�WYB�$0:�F^/16B�*�:Ez��KU � � � (�)+*�9AB�$0B69A/�1ÂU
�
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� ��� ���#������� 
������� � �(� �\� ���&����� �

� fµqwfSmymyn0uyqej�+*- �  B�@M@I��3|�(2�3ONPBI}
θ ∈]1 − 2/(1 + CT )2, 1[

Z � 2À�º��46�w�F3 ��@I�(BK�>�ù�(B=�
(û0, v0) ∈

H1
0 (Ω) ×H1

0 (ω)
L 4\� 3EB&D³��}

(ûm, vm)
U&>�� 2IDÂ} @8��� 4\�A�,}E4\��� DÂ�(2 U=}��9>96EB=���,}E2 6[}��

(ûm+1, vm+1) = Tθ(ûm, vm; 0)
z��KU�� 
 �

6[�(2IW�}7� �=} W�}7�F3
(0, 0)

Z

�R�,}EBXW�}PZ )�45B�*
(λm, µm) ∈ R2

1�/!)�?0B\*,(�-0:7¸I$0B�(>J0/�&
(
λ0

µ0

)
=

(
|û0|1,Ω
|v0|1,ω

)
,

z��=U�� [ �

(
λm+1

µm+1

)
=

(
k 0
CD θ

)(
λm

µm

)
= A

(
λm

µm

)
.

z��=U�� � �
¹X$Î?8*�B616B�),/�$^*�16(;)HB�$0:�F5/�16B\*,:�)>z��KU [\[ � (;*Nz��KU [ � � ¼µ45$p/ |ûm|1,Ω ≤ λm

(7* |vm|1,ω ≤ µm
U¿ä�45939A(�1�(

&,/ ��45$Î)�JS(�G7*,&�/�1
ρ(A) = max(k, θ)

(;)�*%)+*,&�B6G;*�(�93(�$^*HB6$8T�:;&�B6(;?0&HL
1
¼µ1�/3)�?0B\*,(

(λm, µm)
G;45$^25(�&�F5(

25(;&�)
(0, 0)

¼0(;*�-0(�9 � 93(
(|ûm|1,Ω, |vm|1,ω)

U
�

$ j&%'n0q('*)gj,+*-���� },6���4�6EBX4 U=}
θopt

LONPB&D>�E@M@8�������³�QU^��2�3S4\� @S�,�9@I��3ED³� DÂ�(2 �&Z�� L�}937� 	[�(3�>?3EBK� 4\�
6[�(2�37�Â��2I�ù}

CT
Z  }7�y�ù}�U=}7�=2ID��7�,}	U&> @I}E2�UOD�<	@�4D 6ED³�ù}E<.}E2I� U=} 4\� �&>[�(<?>7���=DÂ}	U�BAU=�(<3��D�2¿}PZ 0 ��2�3	U=}93

6��(3 3ED�<	@�46}939L%�(8 46} 3|}96[�(2�U�<.}E<
	��,}
f ∈ L2(Ω \B)

}937�����MU�Dy��4�L
Γ
L
γ
}7�
γ′

3|�(2I�	U=}93 3 @����7�,}93
6[�(2 6[}E2I�y�ED/NPBI}93�U=}

R3 � �(B7U=}93A6[}7�F6E46}93A6[�(2 6[}E2I���=D/NPBI}93�U=}
R2 � L��(2�@I}EB=�%��W��(D³� B&2¿}
}937� D�<3���/DÂ�(2

�(393|}��O@S�F>96ED�3|}?U=} 6[}7�y��}�6[�(2�37�Â��2I�ù}O}7� @8��� 3EB&D³�ù}?4\��@I��393ED 	PD�4D³� >?U=} 6���4�6EB&46}7�
��W�}96 @S�F>96ED�3EDÂ�(2
θopt� W��(D³� ��� ��	 � Z ������}KJK}E<	@�46}9L U^��2�3�46}O6��(3E�(8 γ }937� B&2¿}	3 @����7�,}QU=}�����V^�(2

R
}7�
γ′
}937� B&2¿}	3 @����7�,}

U=}>����V@�(2
R + ε

L��(2Ô�
CT ∼ R

ε

Z
�]���%��D�4�46}EB=�F39L 6���4�6EBX46}7� 46} @8������< �7�y�[}

θopt
}937� 6[}7���Â��D�2¿}E<.}E2I�!B&2¢��Ww��2I�r� �=} @�BXD�3PNPBI}9L U^��2�3 U=}93

6��(3Q3ED�<	@�46}93;@8���N}KJK}E<	@�46}9L 6[}E4\� @I}7�=<.}7� 4\� 6[�(2IW�}7� �=}E2 6[} U=} 4�� ��4 �=�w�=D³� �&<.} U=};@I�(D�2I� �!JK}3}E2HB&2¿}
3|}EB&46} D³� >7����� DÂ�(2�L <3��D�39L�}E2S@S����� D/NPBI}9L	6[�(< <.}N�(2 46} W�}7������U^��2�3 46} 6 �8�E@�D³���,} � L 4�� }937�/D�<3��� DÂ�(27U=}
6[} @8������< �7���,}�2 � }937� @8�(3�D�2�U�D�3 @I}E2�3���	P46}	� D�4 3EB�
Ò�;3ED�<	@�46}E<.}E2I�	U=} @S�,}E2�U��[}

θ
����D�3|�(2I2S��	P46}E<.}E2I�

@S�,��6 �I}OU=}
1
@I�(BK�`��W��(D³��B&2¿} 6[�(2IW�}7� �=}E2 6[}`}E2,BX2¿}QU�D��|��D�2¿}OU�� D³� >7�����/DÂ�(2�3PZ
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UWVYXZVYX ���K[ ���]\_^ �  �a`cbed;fGg�h�i � �kj g�h�lTd;m VkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV o=p
UWVYXZVqp r �Msts �_u  �kv 	 �_uwv 	 �yx ���
� ���-z �
� x VkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV o=p
UWVYXZVqU { � [_| � u z � [ z �H} � � x � s �
	 � u �yx�~ �
�K� �-z �
� x � ���-^��
�tz v 	 �yx VnVkVnVkVnV o=U
UWVYXZV o � � �M� � � �-z �
�  �P��l��tiT����b�� VnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV o=U

.0/wS �kLM>���72�H��6H<O��B2<IF=L�6=AI< /O/Q/P/P/O/P/P/O/Q/P/O/P/P/O/P/Q/P/O/P/P/O/P/ R@R
UWVqpWVYX �8� �K[ ^ � x � ^Oz�� Wz x � � � ��VkVnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV oZo
UWVqpWVqp � x s���� �yx �� �Msts � �I�8zY^ ���-z �
� � ��� uY| ���-z � � ^ � VnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV  Zp

.0/Y. ¡)EGAC¢;>��;6H<?��6£L�EH<I>@7¤4	ACB2>@D¥6=A¦B¤��§�72EH��68D¨AIJWACB2>@D©/P/Q/P/O/P/P/O/P/ ªKR
UWVqUWVYX � � ��« u \_^ �k|Zu ��«�� u VkVnVkVnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV  Mo
UWVqUWVqp � � ��« u \_^ �ku �8� � u VnVkVnVkVnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV ¬Zp
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| � �����·  � s���� �-zw� 	 u �yx V¸VnVkVaVnVkVnVkVnVkVkVnVaVnVkVkVnVkVnVkVnV ¬Z¹
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	F� � ��� ��(�;
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����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
 	��Q���&� � ����� �

� ¸����ÃW	��
�
��������
������������������Ã¼����! ����" $#%���&���'����������"����(
����&�¼)���� �W*���+�&��&�� & '�,������ $-���-�.���#����&�&�
��/0#��&��1�
�2�34�536�)��2�
�� �

D

¼7���-��&���8������ 9
��� 8����/KÄ0#"�&�-�������+�� 6-�.���#��:���&�� �;Ç¹<�=��/����&�¼>���0#"�&���"�
α = 0

¼?���@#��(�A &/"����������/� B����/� B���+����&�� & &���&���" DC4
��6���� '-��'����� ��(�&�����E��/F#"�&��1�
�2�36���"�3®]¯±°³²e²e¯±´¶¼
#����!
��8GIHKJ�HKLMH,¼N���E/"����
��� ����+�M
��� !�
��36���+�� �¸��"�� 

Q1 OQP �����$
ÂW	��������Ä"�,RS#%��/��$#�
�/" $���D���������
� M &/��
-���� �)#%���ÃW*�
��36���+�� ]¸����� �T�;IVXW*�� &#���-�� O �"������36���� '�����A¸������UT��ÃW	��#�#��'�|Ä���3V�(�&�����4#����$-��� !�
��36���+�� ¸����� !�� '�W�����&,#����

Uh

¼���Ö
h
��� '�������D
���#��� $���,���� '-��'����� ��(�&�����X; �W��#�#?��
����� $YZ/��

Uh ⊂ H1
0 (Ω)

;

æV[;� \ �º��Ê�]3�º�Pé ���
�g�7Ê�é_^ºÌP���Pégég���7���Pé
 `��/��$-����� '�&�&/����&�D
��@#"�&��1�
�2�36�@���� &-��'����¼�34���+�&�&���$ &�9-���� P ���&������-������!�����1�
����M
��� $�� '����3V���������� �ÃW	���&�'��/��' O ������ !
���-�.���#����&�&� á T�¼����a�b1?�� '�����c���� B�'� '/�
����(�� $ '/�� P ���+�� Dd

ì�ë+í¶ë�í e �Af õ�, �gÿ ò ñMòhghi�j@kXlBm6n ò¿øSo,lBm6p�j@q
���������+�

Ω0 ⊂⊂ Ω1 ⊂⊂ Ω
;7r@�s &/�#�#?�� '�4YZ/��4#%��/"�

G0

���
G
����/KÄs '#�.�2��&�� �-����"-����+�&�&��YZ/��� 

����
�
��� $Y)/"�
G0 ⊂⊂ G ⊂⊂ Ω1

¼���
t�7Ä��� '���
h0 > 0

����
uY)/"��#?��/��M�&��/"�
0 < h ≤ h0

¼�
��� W. �)#?����.�2� &�� 
 &/�� P �(�Z�&�� W &���+� P ��&�\¸���� �dv - .sw���
`�7Ä��� x���9/��"�9#��&��y'��-��&����� Ph : L2(Ω) −→ Uh

����/��"�9-����� x�����+�&�
C O ���#%���������+�D���

G0

¼
G
��� Ph T7¼�����
�
��� $Y)/"�,#?��/��$�&��/"� w ∈ H`(G) (1 ≤ ` ≤ 2)

¼

‖w − Phw‖1,G ≤ Ch`−1‖w‖`,G. O « ;\ÕzT
���u���E#�
�/� ! &/�#�#

(w) ⊆ G0

¼N��
����& M '/�#�#
(Phw) ⊆ G

;
v -�+=w  7��/"�{�&��/"�

h < h0

¼+��
��7Ä��� x���W/��V���� &��381�
��
Gh

¼
G0 ⊂⊂ Gh ⊂⊂ G

¼+���I/����W-����" '���(�Z�&�
C O ���#%���������+�W��� G0

���
G
T�����
� $YZ/��D#?��/��$����/��

wh ∈ Uh

¼� &�
0 ≤ l ≤ 1

¼

‖wh‖1,Gh
≤ Chl−1‖wh‖l,Gh

. O « ; ��T
�}|�~)�N�z�&%�� �*-/. O�� ° Û ² Ý���Ú ��� �SÝ�� ¦ Û � © �\[e¬ T Z t� DK�E2�� Ω0 ⊂⊂ Ω1 ⊂⊂ Ω

Z � 2S3EB�@M@ � 3���NPB�� 4��93
�&V=@ � � ���93��93Bv -/. ���>v -�+ 3 � 2�� 3����/D�3 :���DQ���93PZ t� DK�E2��

u ∈ H`(Ω1) (1 ≤ ` ≤ 2)
���
uh ∈ Uh

L{���E4�4��93
NPBN�9LY@ � B)�D� � B)�

wh ∈ Uh ∩H1
0 (Ω1)

L
∫

Ω1

∇(u− uh) · ∇wh = 0. O « ; « T
�E4W�KJ\D�3����E��4 � �F3

h1 ≤ 1
��� B&2X� 6 � 2�3��K��2����

C � U&> @��E2�U+��2��QU)� Ω0

���
Ω1 � L����E4�3 NPB�� @ � B)�5� � B��

h < h1

L � 2s� �
‖u− uh‖1,Ω0 ≤ C

(
h`−1‖u‖`,Ω1 + ‖u− uh‖0,Ω1

)
. O « ; á T

ì�ë+í¶ërê �úï<�B��òiý�ñMò��]ûHòiý��]ûMòiðÒöMõ±øKï±ø8÷ùõ¶öMð
• r@�a�&��#�#?��
�
��@YZ/��

Ω?
�� x�W
��� &��/� +¾�����34���������"�

Ω \B ¼���7¸����u#����Dd
Ω? = Ω \ (B ∪ ω).

O å<�����$
���¸���/��&� « ;\ÕzT�;
• Vu�D�&.�����&2�36� « ;\Õ,���W
���
���3436� « ; � P ���+� � �&�&�,��#�#"
���YZ/�� $���E#��&�������+�

Ω0 = Ω? ���
Ω1 = Ω \B.
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� ��� ��� �C��
��F�M����� �\����
 � � 	�� ��� �F����� �K�

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

� °���¤ « ;\Õ ×�� ���36��&�&����;

ìPë�í¶ëyì �5ö f �¶ï¶ýù÷rø f ÷+ö
	¶ò�,0ð=òh�`õ¶û´,Òýùòið��[õ�öHóSøK÷ùõ¶öMð � ï�,Iÿ õ¶öM÷��]ûHòið
� �X%7%�� �*-�+ t� DK�E2��

Ω0 ⊂⊂ Ω1

Z<�=4$�KJ\D�3�����BX2X� 6 � 2�3��K��2����
C
L@���E4�4��ANPBN��4�� � 2 ��DQ� @ � B)�V� � B)���

: � 2 6��/D � 2
ξ
�"���=< � 2ID/NPB���3EB)�

Ω1

|ξ|2,Ω0 ≤ C‖ξ‖1,Ω1.
O « ; � T

�I���EBXW��PZ �������
ρ ∈ C∞

0 (Ω1)
/"���� ����-��&����� 6EB)� � � � � P ��- ρ = 1

�����" 
Ω0

;Nr@�a�6�(
����' @d

|ξ|2,Ω0 ≤ |ρξ|2,Ω0 ≤ ||∆(ρξ)||0,Ω1.
O « ; 
 T

Vu�D�&� '/�
����(�!���E���-���/�
��D���E�&��34���'Y)/����+�!Y)/"�

∆(ρξ) = ξ∆ρ+ ρ∆ξ + 2∇ρ · ∇ξ. O « ; [ T
���W
��� �����$YZ/��

ξ
 '�����!.��(�&36������YZ/��� '/��

Ω1

;
�

ìPë�í¶ë�� � ,0õ��@òióµøK÷+õ¶ö ñMò���p��7n
���6i��
r@�������&�4#����

πh


���#��&��y'��-��&����� ��� ��¦�Ü Ú ���±°³´X¼u��;¸��"���6#����bd
πh : H1

0 (Ω) −→ Uh

¼u����
�
��
YZ/���¼

∫

Ω

∇(πhu) · ∇wh =

∫

Ω

∇u · ∇wh, ∀wh ∈ Uh.
O « ;���T

r@� �9
����&� '/�
����(�! &/"� P ���+�Dd
�}|�~Z�N���&%�� �*- �  D �E2 @�4BM3

Ω
�93�� 6 � 2IW��KJ��9L!D�4u�KJ\D�3���� B&2X� 6 � 2�3�����2����

C
���E4�4�� NPB�� 4�� � 2a��DQ� @ � B��

� � B��
u ∈ H1

0 (Ω)
�

‖u− πhu‖0,Ω ≤ Ch‖u‖1,Ω.
O « ; ã T
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 ����� � �&������� ��	�
����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
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æV[�� Å������OÊ	�P� �Pé �O�;ég�
�����lé

� ���(�Z�b�"��������
f ∈ L2(Ω \B)

¼ ���= ;W	���Z�&��'�� & '� C 
��F-�
��( & &���"�E#"�&��1�
�2�36�� �
D

¼ ���Z�&�&�)��/��:�� 
������ W
��@-�.���#����&�&�NÕbd

�
D :





���'��/ P ��� u ∈ H1
0 (Ω \B)

¼��&��
�
��@YZ/��bd

−∆u = f dans Ω \B.
O « ;\Õ �+T

�W��#�#?��
����� MYZ/��,�&� &��/��"�&�D-��D#��'��1�
�2�34�A#����$
��8GIHKJ�H L$H,¼N�&� P �����+�BC9�&� &��/��"�&�D
��� ���'38/�
��(�������38/�
��&�\¾�����34�������� � �
D

YZ/��X
�/��?�� '�W�( & &�)-����� OQP ������-�.��(#����&�&� ��TBd)�&�&��/ P ��� (û, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

γ(ω)����
�
��� $Y)/"�4d

� �
D :





 :

{ −∆v = f dans ω,
v|γ′ = û|γ′ ,

�
: −∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω.

O « ;\Õ5ÕzT

ì�ëÂê]ë�í + ó �Af ÿ ï ð=ògÿ ÷ �wñM÷ùð=ó;,0ò¿ø
 /��� &YZ/ÃW*��� ��Cs�&� &��/��"�&�F����/KÄ #��&��1�
�2�34�� 4-���/�#�
�� �¼{
ÂW*/�� 
��)-U��
 O ��;¸��"�A��/ P ���� &���������E���� ���&��/� �T����9
ÂW	��/"�&�&�4��
���1���
 O #%�� &5���(�� }����/"�9
��4����34�����"� Ω

T�¼>
���/��8�(����
 �) '�53V����.��3V�(�&��YZ/��4���¾
����3634���+��-���
�
��B�"/5#��&��1�
�2�34�W���� '-��'���M�¿W	�� '�$#��( �/����W����-�."������ '��(;� `��/��� '��36#�
��\¸���� -��@#��'��1�
�2�34�¼
������ W/��c#��&��34�����M�&��36#� !���E�b�� & &� ��}���D '�  �)-U��
��� '���M '/��!
��8�&� &��
�/"����������
���1���
���;

½@�(�� }-��5YZ/��I '/�����¼7���  �W*���+����&�� & &�5C 
��c���� '-��'����� ��(�&����� ��/ #��'��1�
�2�36�4��
���1���
 O � �
D − � T�;�V��

#��&��1"
�2�36��
��)-U�(
 O � �
D −  TM�� '�W-����� &��� P } &��/� ! ��  ���&36�@-����Z�&���Z/��(;r@�9���+�&�&�)��/����>������-$/"�6�� &#��(-��W�ÃW �(#�#��&��Ä���34�(�&���������$����36���" &�����E¸������

Uh ⊂ H1
0 (Ω) P ��&��¸����+�
��� B. ��#?���&.�2� '�� ���/ �&.�����&2�36� « ;�Õ O�� ° Û ² Ý��lÚ ��� �µÝ�� ¦ Û �ZT�����
��6 &��-�������� « ;\Õ�;\Õ�;tä����&�&�9�����(
 �) &�

�6���D�&���
��� &������a-���
�
���1?�����(�&�����V� P ��- � ¤�£ Ú � Û ¯ÇÜK§ � �@¦ O P ����� © � ¬ T�;V��M &��
�/"�&�����@�"�� &-��&2����<��/D#��&��1�
�2�34�7��
���1���
��� '����7¸������<C$
�W �������>�"� 
��M#��'��y'��-������������ �E¦�Ü Ú ���±°³´
πh

O  '��-��&����� « ;\Õ�; á T�;
 `��/��`��;¸��"���`
��< &-�.��3V�B &��36�\¾����� '-��'����¼����} &/"���`
��!3 � 34�<36��&.����"��
�������� YZ/��{-���
�
��{��/}-�.���#����&�&�

���5Ö5���V�}-����� '�&�&/��:�����M36���+���&B
��D-���� P ���&������-��,�¿W	/��5��
������&���&.�36�$���A#?�����+��¸8Ä��@-����&�&�� &#?�������(�Z���/ #��'��1�
�2�36��-����+�����Z/t;S¹<�a#�
�/" W�"�� W��#%����(�&��/��' �À¼ � ����� O � =
� ◦ � TM���+�&�&�)��/����& !������ W
��-�.���#��:���&� � O #������ «�� T�¼"�����81?�� '�������"�@����/=Ä�����/ P �U�(/KÄc��#?��&�(����/��& � ? ��� �

h

YZ/��% &���+�!��������� 
#����!
������������&��3436�A�"�,
���¸���/��'� « ; �);

 
�/" $#��&�-��� '�36���+� � ? =
� ◦ πh =

� ◦ � ◦ πh

���!��
t�� x�B�";¸�����#��(�

� ? : H1
0 (Ω)

πh−→ Uh ⊂ H1
0 (Ω)

�
−→ H1

γ(ω)

�
−→ H1

0 (Ω)

û 7−→ πhû 7−→ V =
�

πhû 7−→ Û =
� �

πhû,

O « ;\Õ ��T

�5ÖÃ¼
V =

�
πhû

�� x�W &��
�/"����������/E#��&��1"
�2�36� O 
���-���
QT
{ −∆V = 0

������ 
ω,

V|γ′ = (πhû)|γ′ ,
O « ;\Õ « T

á5á



��� ����� � ����
 ���Q�K� � ����� � �F���

H1
0 (Ω) -Uh ⊂ H1

0 (Ω) -H1
γ(ω) -H1

0 (Ω) -Uh

πh
� �

πh
R

�

�

� ?

�

�
h

� °���¤ « ; � × ½A���������(3436�A��7¸����� & ��(�Z�B
��� $��#?���������/"�& �A¼ � ? ¼������
h

;

���
Û =

� �
πhû

�� x�W &��
�/"����������/E#��&��1"
�2�36� O ��
���1���
QT

−∆Û =
∂V

∂n
δγ

������ 
Ω. O « ;�Õ á T

�@/����+�MC,
ÂW*��#?���������/"� �
h

¼Z��
��� x����+��
?C
πh ◦

�N¼Z���I��
N�������< &/"�
Û =

� �
πhû

���V
��,#��'��y'�������+�
 &/"�W
�W	�� &#��(-��D���� '-��'���

Uh
O P ���b
��8#��&�zy'��-��&�����E��� ��¦ÇÜ Ú � �Ç°³´

πh

T�;
� 
ÂW*���" '���(�B���}
ÂW*��#%����(�&��/�� Tθ(·, ·, f) O -�.��(#����&�&� �K¼%#������ «�� T!��;¸��"�� & &���+�D
��  ���&38/"
��(�&�����E���

#?�����+��¸8Ä��D������ !
���-U�����'�D��/a#"�&��1�
�2�36��-����+�&���Z/Ã¼����c���+�&�&�)��/���� T h
θ (·, ·, f)

��7¸�����#�����d

T h
θ (·, ·, f) : Uh ×H1

γ(ω) −→ Uh ×H1
γ(ω)

(ûh, v) 7−→ (Ûh, V ),
O « ;�Õ � T

�5ÖÃ¼
f ∈ L2(Ω \B)

������+�W�������"���¼
V ∈ H1

γ(ω)
�� x�A '��
�/������������

{
−∆V = f

�����" 
ω,

V = θv + (1 − θ)ûh
 &/��

γ′,
O « ;�Õ 
 T

���
ûh ∈ Uh

¼"�� '�W����
�
��@YZ/���¼�#?��/��$����/"�
wh ∈ Uh

∫

Ω

∇Ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂V

∂n
wh.

O « ;�Õ [ T

V��6YZ/��� '������� YZ/��� '��#?�� &�,�� x�A�"����-,
��9 &/�� P ���+���bdN�7Ä��� x���7¾K��¾���
t/��E#?�����+�P¸8Ä�� (ûh, v
?) ∈ Uh ×

H1
γ(ω)

��/E#��&��1�
�2�34�
(ûh, v

?) = T h
θ (ûh, v

?; f) ? O « ;�Õ �+T
� ¸��0�¿W ��#"#%���x�����}/����V�&�#?���� '�cC -����&�&�5YZ/��� x�������Ã¼7���0#��� & '�5#�����/����5�����#?�5���Z�&���'34����������&�

YZ/��A-����� '�� '�&�FC��'��#��'�����"�&� 
��  ���&3}/�
��(�&�����=���a#%�����+�A¸KÄ"� ��/ #��&��1�
�2�34�E-����+�&���Z/ O �); � ��Tb���cC�&��34#"
���-�����¼I������ c
��� �-����������&�����" ���/KÄS
���36���&�� 6��/ #"�&��1�
�2�36�F
��)-U�(
Â¼
ûh

#��(�� &��� #��&�zy'���� O ��/ &���� !��� ��¦ÇÜ Ú ���±°³´7T ;�r@��-����� &����2��'��������-�
��  ���&3}/�
��(�&�����6����#?�����+�R¸8Ä��D��/KÄ���
��������&�!��;¸�������#��(�

ÂW*��#?��&�(����/�� T ?

θ (·, ·; f)
YZ/��u�� '�W�������",#����

T ?
θ (·, ·, f) : H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω) −→ H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω)

(û, v) 7−→ (Û , V ),
O « ;�Õ ã T

á �



��� ���X����� � � ���
	F� � ��� ��(�;
 ����� � �&������� ��	�
����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
 	��Q���&� � ����� �

�5Ö
V ∈ H1

γ(ω)
���
Û ∈ H1

0 (Ω)
 &���+�W�&�� &#?��-��&� P ��36���+�A '��
�/��������� M���bd

{
−∆V = f

������ 
ω,

V = θv + (1 − θ)πhû
 &/"�

γ′,
O « ; � �+T

���
−∆Û = f +

∂V

∂n
δγ

 &/��
Ω. O « ; �KÕzT

V`�  ���'38/�
���������� ��� #%�����+�k¸KÄ"� ��/KÄ���
����(���&�a-����" &�� x��� C ���&��/ P ��� (u?, v?) ∈ H1
0 (Ω) × H1

γ(ω)
¼

 &��
�/"�����������
(u?, v?) = T ?

θ (u?, v?; f) . O « ; � ��T
VXW*��1)y'���I��/5
���3634� « ; á �� '�I���  �����'�W
��!
������4���+���&�B
��� I '��
�/"�&�����" {�"/V &-�."�34�8��/KÄ���
��������&� O « ; � ��T���W-���
�
��� $��/E &-�.��3V�b &��34� ¾����� &-��'��� O « ;�Õ �+T�;

� �&%G%�� �*-��  D
(u?, v?)

�93�� B&2X��3 � 4B)� D � 2 U�B?3�6 �I>E<6�4��B J\D�4D ��DQ��� � � Z � � � L ��4 � �93 (πhu
?, v?)

�93��
BX2X�O3 � 4B��/D � 2GU�B 3�6 �I>E<6�?3��E< D�� U�D�3�6������ � � Z � � � Z�� >96ED�@?� � NPB��E<V�E2�� L 3ED (ûh, v

?)
�93�� B&2X�O3 � 4B)�/D � 2

U�B 3�6 �I>E<6� � � Z � � � ��� 3ED � 2?@?���E2�U u? ∈ H1
0 (Ω)

4�� B&2ID/NPB���3 � 4B��/D � 2 U)�

−∆u? = f +
∂v?

∂n
δγ

3EB��
Ω, O « ; � « T

��4 � �93Q4�� 6 � B @�4��
(u?, v?)

�93�� 3 � 4B)� D � 2 U�BS3�6 �I>E<6�V��B J\D�4D ��DQ��� � � Z � � � Z
�����EB&W��PZ

(u?, v?)
�� '�>/����{ &��
�/"�������,��� O « ; � ��T7¼z-��IYZ/��)��36#�
���YZ/�� YZ/�� v? ��� u?  &���+� �'�� '#%��-���� P ��34���Z� &��
�/"�������� $���

{
−∆v? = f

������ 
ω,

v? = πhu
?

 '/��
γ′,

O « ; � á T
���

−∆u? = f +
∂v?

∂n
δγ

 &/��
Ω. O « ; � � T

�������
(Ûh, V ) ∈ Uh ×H1

γ(ω)
¼"�&��
uYZ/��

(Ûh, V ) = T h
θ (πhu

?, v?; f)
;Nr@�E�6�(
����' �d

{
−∆V = f

������ 
ω,

V = θv? + (1 − θ)πhu
?

 '/��
γ′.

O « ; � 
 T

r��;¼� &/��
γ′
¼
θv? + (1 − θ)πhu

? = v?
¼����W#����$ &/"�����

V = v?
;

 7���W����
�
���/"�& �¼)#����!��7¸����:�����������
Ûh
¼����a��d

∫

Ω

∇Ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O « ; � [ T

ä���3436�
u?

�� '�W &��
�/"�&��������/E#��'��1�
�2�34� O « ; � � T�¼���
�
�� P ��&�\¸��,������-bd
∫

Ω

∇u? · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O « ; � �+T

á 




��� ����� � ����
 ���Q�K� � ����� � �F���
¹ �a-���36#������(�Z�!
��� $�Y)/��(�������� O « ; � [ T���� O « ; � �+T�¼"���a��d

∫

Ω

∇Ûh · ∇wh =

∫

Ω

∇u? · ∇wh, ∀wh ∈ Uh,
O « ; � ã T

YZ/�� P ��/"�B�����'� Ûh = πhu
?
;I½�W*�5Ö

(πhu
?, v?)

�� x�B '��
�/������������ O « ;\Õ �+T ;
�W�-���#��&�)YZ/���36���+��¼� '�����

(ûh, v
?)
 &��
�/"�&��������/E &-�."�34� O « ;�Õ �+T�;µä���-�����36#�
���YZ/��}d

{
−∆v? = f

�����" 
ω,

v? = ûh
 &/��

γ′,
O « ; « ��T

���
∫

Ω

∇ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O « ; « Õ�T
�"��-�.����+�AYZ/��

u?
�� x�@ '��
�/"�&�����c��� O « ; � « T���� ûh P ��&��¸�� O « ; « ÕzT7¼���
t�� x�@-�
�������Y)/"� ûh = πhu

?
; �������

C9#��&� &���Z�
(Û , V ) = T ?

θ (u?, v?; f)
;
V P ��'��¸��D������-bd

{
−∆V = f

�����" 
ω,

V = θv? + (1 − θ)πhu
?

 &/��
γ′.

O « ; « ��T

r@��¼Z &/"�
γ′
¼
θv?+(1− θ)πhu

? = v?
¼Z����#��(�{ '/����&�

V = v?
; ��
N�� '�M-�
������ YZ/ÃW*���5-���34#��������+� O « ; �KÕ�T��� O « ; � « T7¼����E���a�"���/��:�WY)/"� Û = u?

;Sä��DY)/"����-�.�2 P �}
��8���36���� x�������������t; �
� 
ÂW	�����"�}��/ 
���3436� « ; á ¼t��� �5#�/  �����&�}
��8
������F���+���&�b
��  ���&3}/�
��(�&�����a &��34� ¾����� &-��'2��&� O « ;�Õ ��T���B
��, &-�."�34�V���}#?�����Z�P¸8Ä��}��/KÄ���
��������&� O « ; ����T7¼N��
u '/8Áb�@������-��¿W	���/��������B
ÂW*�7Ä��� x�����"-��}���A
�W	/"����-��������D &��
�/"�&������#?��/�� O « ; � ��T�;I `��/��!-��  �����'��¼���� �91?�� '�����E�ÃW*����(1�
����M/����,#��&��#��&������ '/��!
ÂW*��#?���������/"�

� ? O ��7¸����`#���� O « ;�Õ ��T&TMYZ/��>�(#�#��&�)-�.�����/ 36����/KÄc
��,�'� '/�
����(�W��/ 
���3634� ��; [ #������ « 
 T�;?r@� �6
��
���3436�@ '/�� P ���+�Dd
� �X%7%�� �*- � t� DK�E2��

û ∈ H1
0 (Ω)

���
ξ ∈ H− 1

2 (γ)
���E4�4��93 NPB��

û
3 � DQ� 3 � 4B)� D � 2,U)�Q4�� >�NPB����/D � 2

−∆û = ξδγ,
U+��2�3

Ω. O « ; «5« T
�E4`�KJ\D�3����}��4 � �F3 B&2X� 6 � 2�3�����2����

C∗ L{���E4�4�� NPBN�9L

<
� ?û, û >1,Ω≤ C∗h2‖û‖2

1,Ω,
O « ; « á T

� 8
< ·, · >1,Ω

U&>93ED���2X��4�� @?� � U�BXDQ� 3�6&��4:��DQ���OU+��2�3
H1

0 (Ω)
� ∀u, w ∈ H1

0 (Ω)
L

< u, v >1,Ω=

∫

Ω

∇u · ∇v. O « ; « � T

�I���EBXW��PZ ä���3634� � ? =
� ◦ � ◦ πh

OQP ����� O « ;\Õ ��T&T�¼7���0-����" &���"����(�Z�
V ∈ H1

γ(ω)
¼7��7¸����M#����

V =
�

(πhû)
¼���� � � ?û =

�
V
;µ½�W*�5Ö � ?û

�� '�W '��
�/"�&�������"�6d
∫

Ω

∇(
� ?û) · ∇w =

∫

γ

∂V

∂n
w, ∀w ∈ H1

0 (Ω). O « ; «�
 T

á [
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 ����� � �&������� ��	�
����������� � ����� � 	F�����F� ����� � �F� ��� �X
 	��Q���&� � ����� �

r��;¼
<

� ?û, û >1,Ω=

∫

Ω

∇(
� ?û) · ∇û, O « ; «M[ T

� P ��- û ∈ H1
0 (Ω)

; ��
 P �����+�W�����"-

<
� ?û, û >1,Ω=

∫

γ

∂V

∂n
û. O « ; « �+T

 >���W����
�
���/��& ;¼"���a38/"
�����#�
������+� −∆û = ξδγ
#����

V
���W���a���Z�&����&���+�!
��@�&��/"�W &/��

ω
¼����a�

∫

γ

ξV =

∫

ω

∇û · ∇V −
∫

γ′

∂û

∂n
V +

∫

γ

∂û

∂n̂
V. O « ; « ã T

r��;¼
V = 0

 &/��
γ O �&��#�#?��
����� !Y)/"� V ∈ H1

γ(ω)
T ;IVXW	�YZ/��(������� O « ; « ã T��"� P �����Z�W������-

∫

ω

∇û · ∇V −
∫

γ′

∂û

∂n
V = 0. O « ; á �+T

� ���,����/=Ä"��2�36�����+�����������������#����$#����x������ O ���D
�W	�Y)/��(������� O « ; á �+TxTM����/� !���������

−
∫

ω

û∆V −
∫

γ

∂V

∂n̂
û+

∫

γ′

∂V

∂n
û−

∫

γ′

∂û

∂n
V = 0. O « ; á ÕzT

r��;¼ −∆V = 0
���(�� 

ω
���

n̂ = −n
;?r@�E�b������-

∫

γ

∂V

∂n
û = −

∫

γ′

∂V

∂n
û+

∫

γ′

∂û

∂n
V. O « ; á ��T

äMW	�� '��¾�Cw¾��"���&�¼����E/"����
��� ����+� O « ; « �+T����W���a���Z�&���'-U��
����+�
πhû

¼

<
� ?û, û >1,Ω= −

∫

γ′

∂V

∂n
û+

∫

γ′

∂û

∂n
V. O « ; á « T

�B��#"#%��
����� }Y)/"�
V =

�
(πhû)

;Çä���YZ/��M��36#�
���YZ/��b���=#����x����-�/�
������bd
V = πhû

 '/��
γ′
;Ç¹<�0���K¾

�����'-U��
����+�
V
�����" B
��b#"�&��36��2��&�D���+�&����&��
������ O « ; á « T$��� û ������ W
��9����/KÄ���2�36��¼N
�W	�Y)/��(������� O « ; á « T��� P �����+�

<
� ?û, û >1,Ω= −

∫

γ′

∂V

∂n
V −

∫

γ′

∂V

∂n
(û− πhû) +

∫

γ′

∂û

∂n
û+

∫

γ′

∂û

∂n
(πhû− û). O « ; á5á T

r��;¼���
t�� '�  ��-���
��A��� P ��'��¸����!Y)/"�

−
∫

γ′

∂V

∂n
V = −|V |21,ω

��� ∫

γ′

∂û

∂n
û = −|û|21,Ω?, O « ; á � T

� P ��- Ω? = Ω \ (B ∪ ω)
;Sä��DYZ/��u��36#�
���YZ/��M¸�����
���34���Z�

<
� ?û, û >1,Ω= −|V |21,ω − |û|21,Ω? −

∫

γ′

∂V

∂n
(û− πhû) +

∫

γ′

∂û

∂n
(πhû− û) . O « ; á 
 T

á �
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��� $�"��/KÄa���+�&����&��
��� $��/a '��-������ 36��3}1��&�D���D
ÂW*�YZ/���������� O « ; á 
 T�;r@� �

∣∣∣∣
∫

γ′

∂V

∂n
(û− πhû)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥
∂V

∂n

∥∥∥∥
− 1

2
,γ′

‖û− πhû‖ 1
2
,γ′ .

O « ; á [ T
 >�(�W
���#��&��34�����M���W
�������/KÄ���2�36����.�����&2�34�D�����&����-���¼����a�9�&�� &#?��-��&� P ��36���+�

‖û− πhû‖ 1
2
,γ′ . |û− πhû|1,Ω?

��� ∥∥∥∥
∂V

∂n

∥∥∥∥
− 1

2
,γ′

. |V |1,ω. O « ; á ��T

� #"#�
���Y)/"���� !3V�(���+���������+�W
��@��."����'2�36����� � ° Û ² Ý��lÚ ��� �SÝ�� ¦ Û � O �&.�����'2�36� « ;�Õ,#������ á ��T�;?r@��9������-
|û− πhû|1,Ω? . h|û|2,Ω̌ + ‖û− πhû‖0,Ω̌,

O « ; á^ã T
�5Öa���F�6�������#����

Ω̌
/�� ��/ P ���'� P ��'��¸N���+� Ω? ⊂ Ω̌ ⊂ Ω \B O -�������/ P ����/  &��/" +¾��"��3V�(�����,�4������+�&�&�)��/����$�¸��c���D�+���&���+�����$/"���D�&���/�
����'���&@ &/8Á6 &���+���,���

û
T ;

¹ �0/"����
��� &���+�}
�W	���������
��:��9��� P ���& '��#%��/��8
���  ���"-��������� �.����&36������YZ/��� ������������#�����
��V
���3634�« ; � O #������ á « T�¼Z
ÂW*�YZ/�� P ��
�����-��!���+���'�A
��� I�"���&36�� H1
Γ(Ω \B)

���
H1(Ω \B)

¼Z����
��  ���:�<YZ/��
Ω \B�� x�W/��a '��/� ù¾�����34�����������

Ω
¼����E��d

|û|2,Ω̌ . ‖û‖1,Ω\B . |û|1,Ω\B ≤ |û|1,Ω. O « ; � ��T
�@/����+�$C�
����"��/KÄ���2�34�B�����'34�W��/�36��381��'�B�"�@���&�������W���@
�W	���������
��:�� O « ; á5ã T7¼)���5/�����
��� &���+�I
�W �(�&��/K¾36���+�W���D��/���
�����A�ÃW���§��¿°³´ � � ° Û ² Ý��lÚ O P ����� © Õ �w¬ #��(�$�7Ä���36#�
��UT7¼���� ��d

‖û− πhû‖0,Ω̌ . h|û|1,Ω. O « ; � Õ�T
�W� P �������� �Cb
ÂW*�YZ/���������� O « ; á 
 T ;S¹ � /�����
��� &���+�!
��� W���"��+��
����&� O « ; á [ T�¼ O « ; á ��T$���A-���
�
��� !YZ/��`
���  &/"� P ���+��¼N��
 P �����+�Dd

−
∫

γ′

∂V

∂n
(û− πhû) ≤

∣∣∣∣
∫

γ′

∂V

∂n
(û− πhû)

∣∣∣∣ ≤ Ch|V |1,ω|û|1,Ω. O « ; � ��T

¹ � ��#�#�
���YZ/����+�9
�W	������+�(
����&b��� �H¦i§ Ý��Ã¨�� �(/0#��&�)��/��:�
Ch|V |1,ω|û|1,Ω

��� O « ; � ��T7¼7��� �F#%��/"�
����/"�!�&���
� '�&�&��-�����34���Z�!#?�� '����� 

ε
¼

−
∫

γ′

∂V

∂n
(û− πhû) ≤ ε|V |21,ω +

C

ε
h2|û|21,Ω. O « ; ��« T

½A�D3 � 36��¼�
��b�"��/KÄ���2�34�����+���������
������D
ÂW*�YZ/��(�&����� O « ; á 
 T�#%��/"� � �&�&�D3V��y'���&������D-����'���� ������� d
∫

γ′

∂û

∂n
(πhû− û) ≤

∣∣∣∣
∫

γ′

∂û

∂n
(πhû− û)

∣∣∣∣ ≤ ε|û|21,Ω? +
C

ε
h2|û|21,Ω. O « ; � á T

� ������
���34���+��¼"
�W	�YZ/��(������� O « ; á 
 T���36#�
���Y)/"�

<
� ?û, û >1,Ω≤ (ε− 1)

(
|û|21,Ω? + |V |21,ω

)
+ 2

C

ε
h2|û|21,Ω. O « ; � � T

�
	���������
a, b > 0 ��� ����� ∀ε > 0, ab ≤ εa2 + b

2

4ε
��� ����������� ab = (

√
2εa)( b√

2ε
) ≤ 1

2 [(
√

2εa)2 + ( b√
2ε

)2] �
á^ã
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ε
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1
#%��/��W� P �����$
����&� &/�
:���(��¸�����
K;µäMW*�� x��¾�Cw¾������&�9d

<
� ?û, û >1,Ω. h2|û|21,Ω. O�� ; ��
 T

�

$ �&%  �('*)�� �*- .� �&6 �"��2�� NPBN��� ? �93�� 4:� 6 � <	@ � 3�>�� U)��� ���
πh

L 3�� 6 � 2�� D�2IB&DQ� >6�93�� B&2X��6 � 2 �
3�>�NPBN�E2 6�� D�< <?>�U�D �����OU)� 6��E4�4�� U)���AZ ��� � DQ��4��E< <V� �&Z	�;@"� �)� � � � Z

Vu�c
���3436� � ; ��
 YZ/��E
ÂW*��� P �����+�6���c���36���+���'��� 
 ����/� 6�� x�V�������� '#%���� ��(1�
���#?��/��9�����1�
����9/���&� '/�
����(�M�"�A-���� P ���'������-���;?r@�V#?��/��' &/��:���"����-@
��B3 � 36�B-�."��36������34���Z��YZ/��A-���
�/"�%��/V-�.���#��:���&� ��;r��F�V��
����& W
��b#��&��#%�� '���&�����E &/�� P ���+��� O 
ÂW	�����(
�����/"�,�"�}
��b#��'��#%�� &���&����� ��; �4#��(��� � [ �����1�
����D������ 
���-U�(���&�D���D
��� ���'38/�
��(�������V-����+�����Z/��UT@d
� �z��� �������� ��� �*-
	 t� DK�E2��

(û, v) ∈ Im(T ?
θ (·, ·; 0))

���
(Û , V ) ∈ H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω)

L<���E4�3 NPBN�

(Û , V ) = T ?
θ (û, v; 0).

� � B)�
h
�(393���� @����/DQ� L�D�4B�KJ\D�3����

0 < θ∗ < 1
L

0 < k∗ < 1
���
CΩ > 0

L����E4�3�NPB�� � @ � B���� � B��
θ ∈]θ∗, 1[

L

|Û |1,Ω ≤ k∗|û|1,Ω, O�� ; �\[ T
���

|V |1,ω ≤ θ|v|1,ω + CD|û|1,Ω. O�� ; � �+T

�����EB&W��PZ �W��3V�(�&YZ/����� !YZ/��,
��� ���:�$YZ/��
(û, v)

��#"#����'�&���������,C Im(T ?
θ (·, ·; 0))

��34#�
���YZ/��B��� #������
����-�/�
������

û =
�
v
;���W �(/"���'�,#����'� 


(Û , V ) = T ?
θ (û, v; 0)

;�r@�a�b��
����' 

V = θv + (1 − θ)
�

πhû.
O�� ; � ã T

V¶W*���"��+��
����& O�� ; � ��TI�� x�B�"����-D/����D-����� &�Y)/"����-��}��3636������(���W���D
��8-����+�����Z/��:��@�"�� !��#?���������/"�& �
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πh

;�r��c�8�"�����#��(�
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�
��@���
πh
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1
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|πhû|1,Ω ≤ |û|1,Ω. O�� ; 
 �+T
��W �(/"���'��#��(�'� 


Û =
�
V

= θ
�
v + (1 − θ)

� �
πhû

= θû + (1 − θ)
� ?û

= û + (1 − θ)(
� ?û− û).

O�� ; 
 ÕzT

� �W#��(�W '/����&� 


|Û |21,Ω =
〈
Û , Û

〉
1,Ω

= |û|21,Ω + (1 − θ)2| � ?û− û|21,Ω
+ 2(1 − θ) 〈 � ?û− û, û〉1,Ω

= |û|21,Ω − 2(1 − θ)|û|21,Ω + 2(1 − θ) 〈 � ?û, û〉1,Ω
+ (1 − θ)2| � ?û− û|21,Ω.

O�� ; 
 ��T

� �
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���3634� � ; ��
 ���E�Ed���
t������ '���D/��"�,-����� x�����+��� C∗ 
 ����
�
��AY)/"�

〈 � ?û, û〉1,Ω ≤ C∗h2|û|21,Ω. O�� ; 
 � T
� �6�ÃW �(#��&2� 6
��F-����+�&���Z/����&����c
ÂW*��#?���������/"� � ? 
 ��
����"�� '�&�E/"���c-����� x�����+�&�a x���&��-��&��36���+�b#%�� &���&� P �
CT ?


 YZ/������D���#?���"�aYZ/��,��/E����34������� 
 �&��
�
��@YZ/��

| � ?û− û|21,Ω ≤ (1 + CT ?)2|û|21,Ω. O�� ; 
 á T
VXW	�YZ/��(������� O�� ; 
 ��T���34#"
���YZ/��B������-

|Û |21,Ω ≤
(
1 − 2(1 − θ)(1 − C∗h2) + (1 − θ)2(1 + CT ?)2

)
|û|21,Ω. O�� ; 
�� T

� ���� &� 
 #?��/��M����/"�
h <

1√
c∗

���
θ ∈

]
1 − 2

1 − C∗h2

(1 + CT ?)2
, 1

[ 


k∗ =
√

1 − 2(1 − θ)(1 − C∗h2) + (1 − θ)2(1 + CT ?)2 < 1. O�� ; 
�
 T
��W*�5ÖE
ÂW*������+��
��:�� O�� ; �\[ T ; �

$ �&%  �('*)�� �*-�+ �!�E<6���KNPB � 2�3 NPB���6����F>93EBX4 �K��� U)� 6 � 2IW���� �)�E2 6��9�93��;6 � <	@"���/D 	P4��9��W��96 6��E4B&D U�B
3�6 �I>E<6� 6 � 2��/D�2IB Z�� 2���@����LM�E2 :���D�3���2��<���E2�U����

h
W����F3

0
U+��2�3 4�� �KJ @?���9393ED � 2,U)�

k∗
L � 2F����� � � BXW��

4��,�F>93EBX4 �K��� U)� 4:�Q@?� � @ � 3EDQ� D � 2 �&Z�� @"� �)� � � Z
� �N�������  � �z� �*-�� � 2 3EB�@M@ � 3�� NPB��O4�� @"���'��< ��� ��� U)�}���E4:� JZ��� D � 2

θ
W�>��=D �M�O4��93��&V9@ � � ���93��93 U)� 4:�

@?� � @ � 3EDQ� D � 2 @?�F>969>�U)�E2����PZ � 2�3��OU � 2I2X�
(û0, v0) ∈ H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω)

Z � 4 � �F39L 4:� 3EB&DQ���,�9>96EB)� ���E2����
(ûm, vm) ∈ H1

0 (Ω) ×H1
γ(ω)

U&>�� 2IDK� @"������@ � B)�D� � B)�$�E2�� DK���
m ≥ 1

L

(ûm, vm) = T ?
θ (ûm−1, vm−1; 0), O�� ; 
\[ T

6 � 2IW���� �)� W����F3
(0, 0)

Z

�I���EBXW��PZ V��B���34���" '���&�(�������D�� x� ��������/"�`#?�����+�>������
�����/��{C!-���
�
��<��/}-����'��
�
������'� ��; ã #������ � ã ; �B��# �#?��
����� IYZ/ÃW*��
? �W	�����:�{��/53 � 36�W�'� '/�
����(��YZ/��A������ I
��W-U�� I-����+�����Z/ 
 ���5
ÂW*���6-����" &���"2��&�B
ÂW*��#?���������/"�
Tθ

��/c
�����/c��� T ?
θ

;
�

$ �&%  �('*)�� �*-�� � 2 W�DK�E2�� U)� < � 2�� �����QNPB��9L 3EDI�E4�4��8�KJ\D�3����9L 4:� 3 � 4B)� D � 2,U�B 3�6 �I>E<6�4��B�J\D�4D ��DQ���
O�� ; � ��T �93�� B&2ID/NPBN�PZ � ��U&>E< � 2�3�� �'��� D � 2a��>�� > :���DQ��� U+��2�3;4��Q6&�(3 � � < � � �E2X� (f = 0)

Z�� � B�� 4��Q6&�(3
�&>E2 >��'��4�L D�4 3EB 
 � U)� 6 � 2�3ED/U&>�������4:� 3EB&DQ���

(ûm − û0, vm − v0)
Z

� �N�������  � �z� �*- �	� ��
&6��a��B 4��E< <V� � Z��L�4�� B&2ID 6EDQ� >�U)�?3 � 4B��/D � 2 @ � B)�S4��A3�6 �I>E<6�,3��E< D�� U�D�3�6������
O�� ;�� ��T U&>96 � B&4��OU)� 6��E4�4��OU�BS3�6 �I>E<6�V��B J\D�4D ��DQ��� O�� ; ����T Z
� ����� ���� ��� � � �*- � �E4>�KJ\D�3���� BX2X�QB&2ID/NPB�� : � 2 6�� D � 2

ûh ∈ Uh

W�>��=D �I��2��
∫

Ω

∇ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.

O�� ; 
 ��T

� �
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v? ∈ H1

γ(ω)
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{
−∆v? = f

U+��2�3
ω,

v? = ûh
3EB��

γ′.
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�� T
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(ûh, v
?) = T h

θ (ûh, v
?; f)
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 ���{YZ/��N#%��/ P ���+���/� & '� P ���&����� �¿W	/��9�
��34���Z� C@/��b��/"�&�&��;�27��/��7����/"� .����"��2����&� Q ∈ Ξh
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r ∈ N∗ 
 Qr(Q)
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ÂW*���� '��381�
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��� �6b���  ��&����/��
��/a��+��
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r
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ui;;;
unz




=




F1

F2;;;
Fi;;;
Fnz




, O�� ;�� �+T

��� 
 #?��/��
1 ≤ i ≤ nz



ui
���
fi
 '���+�@�&�� &#?��-���� P ��36���+�D
��� ièmes 1�
��)-� B���8
�������/���/��& nxny ��� u��� F ;��B�F1"
��)-,���	��������-��

i
-����&�&�� &#?����� �(/ �E���)��/��� A��/ #�
����

z = (i − 1)hz
;
Ci

���
Di

 &���+�@
��� 
3V�(�&�&��-��� 

nxny × nxny
�� �������� W#����Dd

Ci = (ai,i+1
z + αmi,i+1

z )Mx ⊗My +mi,i+1
z (Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) ,

O�� ;�� � T
Di = (ai,iz + αmi,i

z )Mx ⊗My +mi,i
z (Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) .

O�� ; � :+T
� ��  �"!%����$%������� � 7 143 : )�/ 7 : ����)Q�65)� 5�) 7 -�� ( �<) 7 ���;) �"%87 3 % ) + � ��0V� 7 5+� %87 -��"��-.3 % � 5)� 7 � � � ) 7 5�) �
��� -��<) �"%87�	$�"% �!�

ai,i+1
z = − 1

hz
, ai,iz =

2

hz
, mi,i+1

z =
hz
6
, mi,i

z =
2

3
hz.

O�� ; � �zT
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�	��� ���  
 � � � �
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�I� 
 ��� 7 3�)Q���,� � 3)��� 7 /�� 7 06��� ��) -�� 7
Ci, 1 ≤ i ≤ nz

7��"% � ( �+��/�� 7 ���$�./�/�� 7 ' ��/�� % �

C = (− 1

hz
+ α

hz
6

)Mx ⊗My +
hz
6

(Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) .
O�� ; � ��T

�8�90��.0V� 	 /�� 7 06��� ��) -�� 7
Di, 1 ≤ i ≤ nz

' ��/�� % �

D = (
2

hz
+ α

2

3
hz)Mx ⊗My +

2

3
hz (Ax ⊗My +Mx ⊗ Ay) .

O�� ; � � T
27��/"�B�'� &��/����&�,
���  3) '��2�34�,
�����U�(���&� O�� ;�� �+T 
 ���E/"����
��� '�@/���� P ���&�����+�������D
��b36��&.��)��� 2��BC��

O�� ��� �<) ��/
	 � /�3)�<) �"% � ���.) � % � � +{���������-./�) - �!� 5�3�-��<) �"%)T�; ?�
+ � �(�����u���	/��"�I36��&.����"� ����#������ 
 �� P ��
���#��#?���#�����
 �*�YZ/���#?�@����� 3������
�,� ������� ;�r@�E-����&�@���c#����x����-�/�
������{
��� ����&� P �(/ ������� 3� ������ / ����! 3
� � /"�$#%���&�(' 8 � 
 8 8�) ; � 
�
����� x�<����"����!C�
��A�&� &��
�/"�������8�����&��-����$���$  3) '��2�34�� <
����"U�����&�� 7���b/"�&��
��� ����+�
���� 8����-�."����YZ/��� 6�"�5 &�#��������������0��� P ���&����1�
��� �;%�"�F-���34#"
������:��V�� '�b���V
 �*���&���'�5��� O(N logN)

;
C����'���536��&.��)���5�� x�91��� '��5 '/��8���� 8����-�.�����YZ/��� 9���5#��'��y'��-�������� 
 ���5�&� &��
�/"��������#����'�&����
�
��b���8���
 &�#����&�(�������F��� P ���'����1"
��� W���+�&�&�)��/����&�� B������ � 3 � 3 � � # � ��*+��� ���W��/-,�' �.) 
 � 3/�����
�,� �����������
��/-,�' & � 
 & : )10��+2 3"3�314�#%��� /�� �5�%� � /�' ��:6)87
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:50J] � 7�� �_^ 
 9;S`UN:5C-KaB"0+H /.HJ0
b M50LHcCES50.HJ0.S_K�D
:50 b 0LB":5C$Od>AS5U ' 8�8�)87Ae��f9;\$gh0 b KYC-id0.UWKjO50k<N>AHJ0.S50L<�B">a<hI.UN9AB":=KNC"9;SZO5:lU 3PUWKYXLHc0V] � 7�� �_^ 

O50mKn>oC"B"BE0

N × N
]
N = nxnynz

^ 
 0LSpBG>q<NILUN9;BE:=KYCE9;SrO50sU 3$UWKYX.HJ0.U`O50tKY>AC"BEB"0.Uc<NILO5:5CEKNU.772jBE:5U
@5<hI b CEUNILHc0LS
K 
 BG>u@5<h0.HJC"XL<N0+ILKY>A@v0 b 9;S5UhC"UWKY0�Q�<NI.I b <hC"<N0+BE0+U 3$UhKNX.HJ0c] � 7�� �_^�O=0�Uh9;<hKN0�Q b 0VD
:50VB �f9;S
@5:5CEUNUh0kO5I b 9;:5@=B"0.<�B"0LU�\5BE9 b U�O��wCES5O5C b 0.U�@d>AC"<hU�0LK b 0.: �lO �fC"S5O=C b 0LU�CEHc@5>AC"<hU.76x�SlUh0k<Y>oHcXLS50kO59AS b Q nz@5<h9;\5B"XLHc0LUkO50aKn>ACEB"BE0

nxny ×nxny
7Pe�>lO50L: �PC"X.HJ0?IyKn>A@v0 b 9;S5UNCEUhKN0�Ql<hI.@vILKY0L<�B"0aH /.HJ0?@5<h9 b 0.UNUh:5U

@v9;:5< b >oB b :=B"0.<kB"0.Uz\5BE9 b U ui 
 O50+BE9;S5[;:=0.:5< nxny 0LS{<hI.Uh9;BE|o>AS_KzO50LUa@=<N9;\5BEX.HJ0.UFO50+KY>AC"BEB"0 nx × nx
7

2�9A:5< b 0�i}>AC"<h0 
 9;S~Uh:5@5@v9;UN0+D
: �fC"Bv0��PC"UWKY0�:5S�0.S_KYCE0.<
k ≥ 2

KY0LB�D
:50
nz = 2k− 1

75x�S�>lIL[_>ABE0.HJ0.S_K
\v0.UN9AC"S�O5:`B"0.HJHJ0�UN:5C-|o>AS_KV�
���   � $%�!�
� �a� 3$�V� � 3$� i, j ∈ {1, . . . , nz}

	 /"� 7 0J�A�}�.) -n� 7
Ci

�y�
Dj

- � 0 0 3P��� % ��,

� �Y�.3 ' �., �jS�:=KNC"BEC"UY>oS
K�BE0.U�O5I �dS5CEKNC"9;S=U/O=0.UkHc>oKN<NC b 0.U At 0LK Mt′


t, t′ ∈ {x, y, z} 
 O59AS5S5I.0LUk@d>o<�BE0.UI.D
:d>6KYC"9AS5U+] � 7 8 � ^
6�] � 7�� ��^ 
 9;:�\5C"0LS~@d>A</B"0LUkI.D
:d>6KYC"9AS5UV] � 7 ���A^�6�] � 7�� 8;^jOd>AS5U�BE0 b >AU�S59AS~:5S5C-i�9;<NHJ0 


9;S~|AI.<NC4�d0�i}> b C"B"0LHc0LS_K�D
:50 At
0LK
Mt′

b 9AHcHu:PKY0.S_K.75e10+<NILUN:5B-Kn>oKF0LS�O5I b 9;:5B"0?C"HJHcILO5CG>oKN0.HJ0.S_K�0.S
:=KNC"B"CEUY>AS_KFBE0.UF0��=@=<N0.UhUNCE9;S5U?O=0.UzH�>6KY<NC b 0LU Ci

0yK
Dj

O59;S5S5IL0.Ua@d>A<FBE0.UzI.D
:d>oKNC"9;S=U�] � 7�� � ^k0yKu] � 7 � :_^n7
� x�S b 9;S=UNC"O=X.<N0ZKY<N9AC"UzI.D
:d>oKNC"9;S=U?UN: b.b 0LUNUhCE|;0LUVO5:mU 3$UhKNX.HJ0�] � 7 � �;^�7�x�S�@v9;UN0 u0 = unz+1 = 0



@v9;:5<

i = 2, 4, . . . , nz − 1

 9;S`>��

Ci−1ui−2 +Di−1ui−1 + Ciui = Fi−1,
] � 7 � &_^

Ciui−1 + Diui + Ci+1ui+1 = Fi,
] � 7 � : ^

Ci+1ui +Di+1ui+1 + Ci+2ui+2 = Fi+1.
] � 7 � 8;^

� �5S~O �fI.B"CEHcCES50.<jBE0.U�\5B"9 b U/O �fC"S5O5C b 0LU�CEHc@d>oC"<NU�O50LUkILD$:5>oKYCE9;S5U+] � 7 � &
^ 6�] � 7 � 8_^ 
 9;S�Hu:=BEKYCE@5B"CE0V] � 7 � &_^
@d>A< −CiD−1

i−1

0LK~] � 7 � 8_^?@5>A< −Ci+1D
−1
i+1

@5:=C"UV9;Ssi}>ACEK+B">�UN9;HJHc0T>�|A0 b B �wILD
:d>oKYCE9;S�] � 7 � : ^y7�x�S
9;\=KNC"0LS
KV�d@v9;:5<

i = 2, 4, . . . , nz − 1



−CiCi−1D
−1
i−1ui−2 + (Di − C2

iD
−1
i−1 − C2

i+1D
−1
i+1)ui −

Ci+1Ci+2D
−1
i+1ui+2 = Fi − CiD

−1
i−1Fi−1 − Ci+1D

−1
i+1Fi+1.

] � 7 � 8A^
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x+Sq>�>ACES5UNC�9;\=KN0.S
: :5S(U 3$UhKNX.HJ0~<NILO5:5CEKZO50
2k−1 − 1

ILD
:d>oKYCE9;S5U�O59;S_KuBE0.U�C"S b 9;S5S
:50LUuUN9;S_KlB"0.U
\5B"9 b U ui

O �wCES5O5C b 0.U�@d>ACE<NUL7 ��S50Ti�9;CEU b 0cU 3$UhKYXLHc0J<NILUN9;BE: 
 B"0LUZ\=B"9 b U uj 
 O��wCES5O5C b 0.UVC"HJ@d>ACE<NU 
 UN9AS
K
9;\=KY0LS
:5U�0LS{<hI.Uh9;BE|o>AS_KaB"0+U 3PUWKYXLHc0VO5C">A[;9;Sd>oB�@d>A<F\5BE9 b UFUN:5C-|o>AS_KV�

Djuj = Fj − Cjuj−1 − Cj+1uj+1,
@v9;:5<

j = 1, 3, . . . , nz − 2, nz.
] � 7 � �_^

e10t@5<h9 b 0.UhUN:5U�O �fI.BEC"HJC"Sd>oKNC"9;S D
:5C�S59;:5U�> b 9;S5O5:=CEK�>A:rU 3$UhKYXLHc0m<hI.O5:=CEKs] � 7 � 8;^c0LUhK�<hI.@vILKYI
(k − 1)

i�9AC"Ukgh:5UND
: �wQ b 0�D
: �f9;Sq>A\v9;:=KNC"UhUN0cQ{:5S50JUN0L:5B"0cI.D
:d>oKNC"9;S O59;S_KZB �fC"S b 9;S5S
:50J0.UWKuB"0T\5BE9 b
O5: HJC"BEC"0.: 
 b 0.B":=C�O �fC"S5O5C b 0�@d>ACE< nz+1

2
= 2k−1

7�2�BE:5UT@5<NI b CEUNI.HJ0.S_K 
 Uh9;CEK r :5S 0LS
KNC"0L<u|;I.<hC.�&>oS
K

0 ≤ r ≤ k − 1
7 � @5<NILUN0.S_K 
 B �fC"S5O5C b 0 i = 1, . . . , 2k−r − 1

7D0�9AKN9;S5U+@d>A<
C

(0)
i·2r = Ci·2r



D

(0)
i·2r =

Di·2r

0LK F (0)
i·2r = Fi·2r

7 � @5<NXLU
r
ILB"C"HJC"S5>oKYCE9;S5UVO50~K 3$@ 0 ] � 7 � 8;^ 
 9;S UN0�<N>AHJX.S50�Qt:=S�U 3$UhKYXLHc0

<NI.O=:5CEKaO59;S_K�B"0LUFC"S b 9;S5S
:50.U�UN9;S_KaB"0LU 2k−r − 1
\5B"9 b U�] b Md> b :5S�0LUhK�O50ZBE9;S5[;:=0.:5< nxny

^FO��wCES5O5C b 0.U
1 · 2r, 2 · 2r, 3 · 2r, . . . , (2k−r − 1) · 2r = nz − 2r + 1

7 Ck0VU 3$UhKNX.HJ0Z0LUhK�O59;S5S5IV@d>o<+�




D
(r)
1·2r C

(r)
2·2r

C
(r)
2·2r D

(r)
2·2r C

(r)
3·2r

C
(r)
3·2r D

(r)
3·2r

7 7 7

7 7 7 7 7 7
C

(r)

(2k−r−1)·2r

C
(r)

(2k−r−1)·2r D
(r)
nz−2r+1







u1·2r

u2·2r

u3·2r

777

unz−2r+1




=




F (r)
1·2r

F (r)
2·2r

F (r)
3·2r

777

F (r)
nz−2r+1




,

] � 7 ��� ^
9�� 
 @v9;:5<

r = 1, . . . , k − 1
0LK
i = 1, . . . , 2k−r − 1




D
(r)
i·2r = D

(r−1)
i·2r −

(
C

(r−1)
i·2r

)2 (
D

(r−1)

i·2r−2r−1

)−1

−
(
C

(r−1)

i·2r+2r−1

)2 (
D

(r−1)

i·2r+2r−1

)−1

,
] � 7�� :�:_^

C
(r)
i·2r = −C(r−1)

i·2r C
(r−1)
i·2r−2r−1

(
D

(r−1)
i·2r−2r−1

)−1

,
] � 7�� : ��^

F (r)
i·2r = F (r−1)

i·2r − C
(r−1)
i·2r

(
D

(r−1)

i·2r−2r−1

)−1

F (r−1)

i·2r−2r−1

−C(r−1)

i·2r−2r−1

(
D

(r−1)

i·2r+2r−1

)−1

F (r−1)

i·2r+2r−1.
] � 7�� :��;^

>%C"Sd>oB"0.HJ0.S_K 
 >o@5<NXLU
(k − 1)

I.BEC"HJC"Sd>oKNC"9;S=U 
 9;Ss>o\ 9;:PKYCEK?Q~:5S50lUN0.:=B"0�I.D
:d>6KYC"9AStO59;S_K+B �wCES b 9;S=S$:=0
0.UhK�B"0+\=B"9 b O5:`HcCEB"C"0L: u2k−1 = unz+1

2

7@?�B1U � >o[;CEKFO=0�B �wILD
:d>oKYCE9;Ss�

D
(k−1)

2k−1 u2k−1 = F (k−1)

2k−1 .
] � 7�� : � ^

e10.UT>o:=KY<h0.UT\5B"9 b U 
 O �fC"S=O5C b 0.U�@d>ACE<NUu0yKTC"HJ@d>ACE<NU 
 UN9AS
K b >AB b :5B"ILU�0.S <NILUN9;B-|o>AS_K�O50.UTU 3PUWKYXLHc0LU
<NI.O=:5CEKNUFO5CG>A[A9;Sd>A: ��@d>A<F\=B"9 b U�0LS�i}>oC"UY>oS
K r I.BEC"HJC"Sd>oKNC"9;S=U�>�|A0 b r = k − 2, . . . , 0
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\=B"9 b UFO �fC"S b 9;S5S
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D
(r)
1·2r+1−2r

D
(r)
2·2r+1−2r

D
(r)
3·2r+1−2r

� � �
D

(r)
nz−2r+1







u1·2r+1−2r

u2·2r+1−2r

u3·2r+1−2r

���
unz−2r+1




=




g
(r)
1·2r+1−2r

g
(r)
2·2r+1−2r

g
(r)
3·2r+1−2r

���
g
(r)
nz−2r+1




,

��� �����	��
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 @v9;:5<
j = 1, . . . , 2k−r−1 


g
(r)

j·2r+1−2r = F (r)

j·2r+1−2r − C
(r)

(j−1)·2r+1u(j−1)·2r+1 − C
(r)

j·2r+1uj·2r+1.
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 � ��� /��.0�� 5$�65 ( 
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Di

�y�
Ci

� % ��� � 3�� � 3P� 7 3 % �
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 �A� / : ��/ � � ��) ����0��'&
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 3�) 7 7 � % -n� 5$�
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�Z� %87 /"� 
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Ci

�y�
Di

7 � % ��5 � % % ( � 7 
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,
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(x, y, z) ∈ ω 7−→ (r, ψ, φ) ∈]R,R + ε[×[0, π] × [0, 2π[
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x = r sinψ cosφ,
y = r sinψ sinφ,
z = r cosψ,
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αv − 1

r2

∂

∂r

(
r2∂v

∂r

)
− 1

r2 sinψ

∂

∂ψ

(
sinψ

∂v

∂ψ

)
− 1

r2 sin2 ψ

∂2v

∂φ2
= f,

v(R,ψ, φ) = v(R + ε, ψ, φ) = 0.
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Y m
` (ψ, φ) =

√
2`+ 1

4π

(`−m)!

(`+m)!
Pm
` (cosψ)eimφ,
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v(r, ψ, φ) =

∞∑

`=0

|m|≤`

v`m(r)Y m
` (ψ, φ), f(r, ψ, φ) =

∞∑

`=0

|m|≤`

f`m(r)Y m
` (ψ, φ).
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− 1

sinψ

∂

∂ψ

(
sinψ

∂Y m
`

∂ψ

)
− 1

sin2 ψ

∂2Y m
`

∂φ2
= `(`+ 1)Y m

` ,
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αr2v`m − d

dr

(
r2dv`m

dr

)
+ `(`+ 1)v`m = r2f`m, 0 ≤ |m| ≤ ` <∞,

v`m(R) = v`m(R + ε) = 0.
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αv − 1

r2

d

dr

(
r2dv

dr

)
= f pour r ∈]R,R + ε[,

v(R) = 0 , v(R + ε) = û(R + ε),

] �=7 O
O : ^

>A:5D
:50.B�9;S`@ 0L:=K b M50.< b M50.<�:5S50�UN9;BE:=KYCE9;S`>A@5@5<h9 b M5IL0l0LS{:=KNC"BEC"UY>oS
KzO=0.UzKY0 b M=S5C"D
:50LU b B">AUNUhC"D
:50LU�O50
<NI.Uh9;B":PKYC"9ASJS
:5HJI.<hC"D
:50zO50LU/ILD
:d>oKYCE9;S5U�O5C���IL<N0.S_KNC"0.BEB"0LU�9;<NO=C"Sd>ACE<N0LU	2;9;:T\5CE0.SJB"0F<hI.UN9A:5O5<N0a010P@5BEC b CEKY0��
Hc0LS
K.7 2�>A<u0�0=0LHc@=B"0�2�Od>AS=UlB"0 b >oU α = 0

2�BG>�UN9AB":=KNC"9;S(O5:q@5<h9;\5B"XLHc0�]*�P7 O O : ^V0LUhKlO59;S5S5IL0~@d>A<
B �f010P@5<N0LUNUhC"9;S`UN:5C-|o>AS_KY0T�

v = (1 − R

r
)(1 +

R

ε
)

[
û|γ′ −

∫ R+ε

R

tf(t)dt

]
− 1

r

∫ r

R

t2f(t)dt

+

∫ r

R

tf(t)dt +
1

ε
(1 − R

r
)

∫ R+ε

R

t2f(t)dt.
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γ′

= −(1 +
ε

R
)
û|γ′
ε

+
1

ε

[
(1 +

ε

R
)

∫ R+ε

R

tf(t)dt− 1

R

∫ R+ε

R

t2f(t)dt
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O50.U�ILB"I.HJ0.S_KNU.7 � S 0/��0yK 2%@v9;:5<lHcCES5C"HJC"Uh0.<+B �f0.<h<N0L:5<lO5:=0�Q�B �fC"S_KYIL[;<Y>6KYC"9AS(S
:5HJI.<hC"D
:50~BE9;<NUhD$:��w9;S
:=KYCEB"C"Uh0�:5S50�i�9;<hHu:5B"0�O=0JD
:d>oO5<Y>oKN:5<N0cQ�:5S(Uh0.:5B�@v9;C"S_Kc]�B"0 b 0LS_KY<N0cO50TBG>�Hc>AC"BEB"0 ^�2 B"0LUV>AC"<h0.UVO50.U
I.B"ILHc0LS_KYU�Uh9;S_K b >oB b :=B"I.0LU?O �f:5S50lH�>AS=C"X.<h0V010=> b KN0u0.StKN0.Sd>oS
K b 9;HJ@=KN0lO50ZB"0.:=<�i�9;<hHc0�UN@5M=I.<NCED
:50A7
��>A@=@ 0LB"9;S5U�D
:50�B �w>AC"<h0VO �w:=SmD$:5>AO5<Y>oS5[;B"0ZUN@5M=I.<NCED
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KN0T�

|Q| = R2
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i=1

θi − 2π

)
,
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C�>AB b :5BE0.< ûk−1

h |γ′
h′

2dB �wCES
KN0.<h@ 9;BEI?O50
ûk−1
h

UN:=<
γ′h′

2d0LKz@v9;UN0L<
κkh′ = θκk−1

h′ + (1 − θ)ûk−1
h |γ′

h′
.

]*�=7�O O �_^
� � � � � �%��C�>AB b :5BE0.<

ξkh′ = −(1 +
ε

R
)
κkh′

ε
− ε

2
(1 +

1

3

ε

R
)f.

]*�=7�O O �;^
� � � � � $ � � � � ��� ��� � � �+* � � � � � � �
C�>AB b :5BE0.< ûkh ∈ Uh

25B">�UN9;BE:=KYCE9;S�O50
∫

Ω

∇ûkh · ∇w =

∫

Ω

fw +

∫

γh′

ξkh′w ∀w ∈ Uh.
]*�=7�O �1:_^

,�� � � �-� � �
.)/ 021�354 6 8;:=< $"��$	� ��
 ��
 � −ε 7 � @5@5<h9 b M=0�UhC"HJ@5B"C �dI.0o7
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R
O=I.UNCE[;S50�B"0�<N> 3A9;S�O50�BG>FUN@5M=X.<N0/0LK

θi, i = 1, . . . , 4
2.B"0.U1D
:d>6KY<N0�>AS5[AB"0.U1Uh@5M5IL<NC"D
:50LU	2�010P@5<hC"HJI.U

0.S`<Y>oO5CG>AS 25O5:�D
:d>AO5<N>AS5[;BE0 Q 7 ,�9;CE<�B �w>AS5S=010P0 C @v9;:5<F@5BE:5UzO50VO5ILKY>AC"BEU.7

�>AS5U/B �w>ABE[;9;<NC-KYM5HJ0 �=7 �92;B"0FUh0.:5B5KN0.<NHJ0zS59;STUhKY>AS5Od>o<NOJ0.UhK ∫

γh′

ξkh′w
2;@5:5CEUND
: �fC"B=i}>AC-KjC"S_KN0.<h|A0.S5CE<

O50L:90�i�9AS b KNC"9;S5UaD
:5C�|$C-|;0.S_K+Uh:5<?O=0.U�Hc>AC"BEBG>A[A0.U�O5C���IL<N0LS
KNU.7 � S�9;:=KY<h0�2vC"B�U��w>A[;C-K?O=0uB �w>AUNUh0.Hu\=BG>A[;0
O �f:5S50+D
:d>AS_KNCEKYI+O=0?K 3$@ 0VHc>AUNUh0�2 b >AB b :5B"IL0�UN:=<FB"0?Hc>ACEB"BG>o[;0zO50 γ 250yKFO59;S_KzB �w> b KYC"9AS�C"S_KN0.<h|$CE0.S_Ka>A:
S5C-|;0�>o:{O5:`UN0 b 9;S=O�HJ0.Hu\5<h0+O5:`@5<N9;\=B"X.HJ0�[;BE9;\d>AB87

e�>Zi�9;S b KYC"9AScKY0LUhK w ILKY>AS_K�O5I��dS5CE0�UN:5<�B"0�H�>ACEB"B">A[;0�[;BE9;\d>AB*2;9;S~B �wI b <hCEK�O59;S b O5>AS5UkB">Z\d>oUN0�O50LU
I.BEI.HJ0.S_KYU �dS5CEU

Q1
7�2�>A<NHJC�B"0LU�i�9;S b KYCE9;S5UaO50 b 0LKNKN0u\d>AUh0�2vUN0L:5B"U�BE0.UaI.BEI.HJ0.S_KYU�O59;S_K�BE0.U?Uh:5@5@v9;<hKNU

C"S_KN0.<NUh0 b KY0.S_K/BG>�UN:5<Wi}> b 0 γ UN9;S_K b 9;S b 0L<NS5ILU.7P�P9;C-K ϕi
:5S=0�KY0.BEB"0/i�9;S b KNC"9;S 2AC"B$UN:$AJK/O59AS b O50 b >AB b :5B"0L<

B �fC"S_KNI.[;<N>AB"0 ∫

Cs

ξkh′ϕi
2&9
	 Cs

O5ILUNCE[;S50l:=S�D
:d>AO5<N>AS5[;BE0ZUh@5M5IL<NC"D
:50ZO5:tHc>AC"BEBG>A[A0?O50
γ
7 ?�B�0LUhK�O=9;S b

S5I b 0.UhUY>ACE<N0�O��wIy|A>oB":50L<kB"0LU/i�9AS b KNC"9;S5U ϕi
>A:90c@ 9AC"S_KYU/O50?D
:d>oO5<Y>oKN:5<N0�>AUNUh9 b C"I.UkQ Cs 7$2�9A:5< b 0?i}>AC"<h0�2

9;S�>�\ 0LUN9;CES�O50kBE9 b >AB"CEUN0.< b 0.Uj@v9;C"S_KYU�Od>AS5U%B"0kHc>ACEB"BG>o[;0�[;BE9;\d>AB87���>A@=@ 0LB"9;S5U�D
: �w:=SJM=010=>AX.O=<N0 Q O5:
Hc>AC"BEBG>A[;0+[AB"9;\d>oB,2vO50uUN9AHcHJ0LKNU

ai, i = 1, . . . , 8
2v0.UWKVC"O50LS_KYC �5Iu@d>A<+Uh0.U+O50L:90s@v9;C"S_KYU�O5CG>o[;9;Sd>A:!0

a1

0LK
a7

KN0.BEU�D
:50
xa1 < xa7

2
ya1 < ya7

0LK
za1 < za7

] |;9;CE< �d[;:=<N0��=7 �_^y7�e�>~BE9 b >AB"CEUY>oKNC"9;S`O �f:5S
@v9;C"S_K

P = (xP , yP , zP )
Od>AS5U+BE0lHc>AC"BEBG>A[;0V[;BE9;\d>AB�0.UWK+O59;S b C"HJHcILO5CG>oKN0Z0LS b >AB b :5B">AS_K�BE0.U?KN<N9;CEU

0.S_KNC"0.<hU
iP

2
jP

0LK
kP

UN:5C-|o>AS_K b 0LKhKY0Vi�9;<NHl:5B"0u�

(iP , jP , kP ) =

( �
(
xP
hx

) + 1,
�
(
yP
hy

) + 1,
�
(
zP
hz

) + 1

)
,

]*�=7�O � �;^
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	�2 � O5ILUNC"[AS50�B">a@5>A<hKNC"0/0.S_KYCEX.<N0o7 � C"S5UhC,2 B �wM50�0=>AX.O5<h0�>A:=D$:=0.BP>A@5@d>A<WKYCE0.S_K%BE0�@ 9;CES_K
P
0LUhK b 0.BE:5C
O59;S_K

B"0aUN9AHcHJ0.S_K
a1

b 9;<N<h0.Uh@ 9;S=O�>A:�KN<NC"@=B"0LK (iP , jP , kP )
7 ��S=0?Hc>AS5C"XL<N0zKY<hX.UkUhC"HJ@5B"0z@v9;:5<k>A@5@5<h9 b M50L<

∫

Cs

ξkh′ϕi
0.UWK�O��w:=KNC"BEC"UN0L< b 0yKNKN0�i�9;<hHu:5BE0�O50VD
:d>AO5<N>oKY:5<h0T�

∫

Cs

ξkh′ϕi ' |Cs|ξkh′(c)ϕi(c),
]*�=7�O ���;^
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c
O5I.UhC"[;S=0�BE0 b 0.S_KY<h0�O50/BG>�Hc>ACEB"B"0 Cs

7 ,�9;C"<�B �w>AS5S=010P0 � @ 9A:5<�O�� >A:PKY<N0LU�i�9;<hHu:5BE0.U�O50�D
:d>oO5<Y>oKN:5<N0
@5B":5Uz@5<hI b C"UN0LU.7

	���� � ����������� � �
	���� �����

������$# ����������*���������& ����&���� & � � �!��� &"���#� �%$'& �%(��") & &"& � % �%��*+���,�-�/.
, �%��&"�10����2�3� �$"-4��5� *6�/�7�

x�S�@5<NILUN0.S_KN0�C b C_O50L:90+KY0LUhKNU�S
:5HJI.<hC"D
:50.U�O59;S_K�B �f9;\$gh0 b KNCEiP0.UhK�O50�HJ9;S_KY<h0.<�D
: � >�|A0 b B">�HcIyKYM59$O50
O50?B">Vi�<h9;S_KYC"XL<N0aI.B">A<N[;CE0 ��
 ��
�� 
 2$0LKk0.S~:PKYC"BEC"UN>AS_K�B"0aUN9;B-|;0.:=<�<N>A@5C"O=0�O5I b <hCEK�Od>AS5U�BG>VUN0 b KYCE9;S �=7 �=7�O 2
9;Sq@v0.:=K�KY<N>ACEKN0.<VB"0 b >AUZ9
	 B �w9AS >`:5SqS59;Hl\5<N0JC"HJ@ 9A<hKn>oS
KVO=0�@d>A<WKYC b :5BE0.UVKY9;:=KZ0.S [_>A<NO5>AS_Kl:5S
KY0.HJ@5UzO50 b >oB b :=B1<Y>ACEUN9;S5S5>A\5B"0o7


�>oS5U b 0LUjO50.:!0uKY0LUhKNUjS$:=HcIL<NC"D
:50LUjB"0�O59;Hc>AC"S50/O50 b >AB b :5B Ω 0LUhK�B"0 b :5\v0 ]−1, 1[×]−1, 1[×]−
1, 1[

7&x�S`U��fC"S_KYIL<N0.UhUN0ZQJB">u<NILUN9;BE:=KYCE9;S�O5:`@5<N9;\=B"X.HJ0

{
−∆u = 1 dans Ω \B

u = 0 sur ∂(Ω \B) = Γ ∪ γ
] �=7 O��'&
^

9
	
Γ = ∂Ω

2
γ = ∂B

0LK
B
0.UhKu:5S50 b 9;B"BE0 b KNC"9;S O50 163

\v9;:5BE0.U:2�O50�H>/LHc0J<Y> 3;9AS
R = 0.06

2
O5C"Uh@ 9;UhI.0LU�O��w:5S=0JHc>AS5CEX.<h0u>ABEI�>oKN9;C"<h0ZKY9A:=KV0.SsC"HJ@v9;UY>AS_K?B"0li}>AC-K+D
: �f0.B"BE0.U�S=0JU �wCES_KY0.<hUN0 b KY0LS_KZ@5>AU.7
e�>�HJILKYM=9PO50�O=0J<hI.Uh9;B":=KNC"9;Sm0LUhK�B �w>A@5@=<N9 b M50TUNC"HJ@5BEC �dIL0lO50TBG>�HJILKNM59PO=0�O50TBG>~i�<N9;S_KNC"X.<h0�I.B">A<N[;CE0
] b i 7
@d>o<Y>A[;<N>A@5M504�=7 �=7 �;^12
>�|A0 b θ = 0.98

0LK
ε = R
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7 
�>AS5U/BG> �d[;:=<N0 �=7 �V9;SJ@5<NILUN0LS
KN0�UN:=<�B">V@5>A<hKNC"0
] − 1, 0.5[×] − 1, 0.5[×] − 1, 0[

O5:`O59;Hc>AC"S50
Ω
BG>�Uh9;B":=KNC"9;S b >AB b :5B"IL0 u 7

.0/2143 �=7 ��6~e�>�UN9;BE:=KYCE9;S b >AB b :5BEI.0o7 .0/2143 �=7�O : 6�?�Uh9;UN:=<hi}> b 0 u = 0
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e�> �5[;:5<N0 �P7 O :u@=<NI.Uh0.S_KY0�B �fC"Uh9;UN:=<hi}> b 0 u = 0
7@2j:5CEUND
: �f9;S`>T@=<NC"UkO50.U b 9AS5O5CEKNC"9;S=U�O50 � /���/���� �

����� M=9;Hc9A[;X.S50LU�UN:=<�BG>Ti�<N9;S_KYCEX.<h0
Γ
O50

Ω
0LK?UN:5<+B">Ji�<N9AS
KNC"XL<N0lO=0

B
]}<hI.:5S5CE9;SmO50LU�\ 9A:5B"0LUn^12 9;S

@v0.:=K b 9AS5UhKY>oKY0L<aD
: �w>�|;0 blb 0yKNKN0�CEUN9;Uh:5<hi}> b 0�2d9AS{>T@5:`<N0 b 9;S5UWKY<h:5C"<h0�BE0�O59;Hc>ACES50+@ 0L<hi�9;<hIA7

�>AS5U�B">�O50.:90PCEX.HJ0j010P@ IL<NCE0.S b 0�2�9;SV<N0yi}>ACEK1BE0�H /.HJ0�KY0.UWK�S
:5HcIL<NCED$:=0/Hc>ACEU�>�|;0 b 343

@d>A<WKYC b :5BE0.U
O5CEUN@v9;UNIL0.UaO �w:=S50VH�>AS=C"X.<h0�UhKN<N: b KY:5<hI.0o7�e10+<NILUN:5B-Kn>oKa0LUhKa<N0L@5<NILUN0.S_KNIl@d>A<FBE0.U��d[A:5<N0'�=7�O OV0LK �=7�O �P7

.0/2143 �=7�O O 6(e�>�UN9;BE:=KYCE9;S b >AB b :5BEI.0�O5>AS5UlBE0
b >oUaO=0 343

@d>A<WKYC b :5BE0.U.7 .0/2143 �P7 O � 6 ?�UN9AUN:5<Wi}> b 0 u = 0
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γ
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x�S�CES_KY<N9$O5:5C-K
Ω? b 9;HcHJ0VILKY>AS_K?BE0�Uh9;:5U ��O59;Hc>ACES50VO50 Ω \B O5I��dS5C�@d>A<

Ω? = Ω \ (B ∪ ω)
7

H=>Ti�<h9;S_KYCEX.<N0
∂Ω?

0.UhK
Γ ∪ γ′ ] b i 7 �d[A:5<N0�I57�O�^y7

γ ’ Ω

Γ

ω
γ

B

n

n̂

JLK'M=N I57�O$O9Pk9;S��d[;:5<N>oKYCE9;S�[;I.9AHcIyKY<NCED
:50A7
x�S�<Y>A@=@ 0LB"B"0�>A:5UNUhC�D$:=0J�
• Uh ⊂ H1

0 (Ω)
0.UWKsBRQf0.Uh@d> b 0 OSQ >A@=@5<N9 0PC"Hc>oKYCE9;S @5>A<tI.BEI.HJ0.S_KYU��5S5C"UtOSQw9;<hO5<N0
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P 1
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• (û, v) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
0.UWK�B">uUN9;BE:=KYCE9;S�O5:`@5<N9A\5B"XLHc0 b 9;S_KYC"S
:s�

TUT
D :





�
:

{ −∆v = f dans ω,
v|γ′ = û|γ′ ,

V
: −∆û = f +

∂v

∂n
δγ dans Ω.

]WI57�O�^

• (u?, v?) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

γ(ω)
0.UWKaBG>uUN9AB":=KNC"9;S�O5:`@5<h9;\5B"XLHc0V>o:90PC"B"C">AC"<h0Z�

TUT
D − �

:





�
:

{ −∆v? = f dans ω,
v?|γ′ = πhu

?
|γ′ ,

V
: −∆u? = f +

∂v?

∂n
δγ dans Ω.

]WI57UX;^

• (ûh, v
?) ∈ Uh ×H1

γ(ω)
0.UhK�BG>uUh9;B":PKYC"9AS�O5:{@=<N9;\5BEX.HJ0�UN0LHcC ��O5CEU b <N0LKV�

TYT
D − Z :





�
:

{ −∆v? = f dans ω,
v?|γ′ = ûh|γ′ ,

V
:

∫

Ω

∇ûh · ∇wh =

∫

Ω

fwh +

∫

γ

∂v?

∂n
wh, ∀wh ∈ Uh.
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[

: H1
0 (Ω) −→ H1

γ(ω)
û 7−→ [

û,
Uh9;B":=KNC"9;S�O=0

(
TUT

D − �
),

]WI57`I
^
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\

: H1
γ(ω) −→ H1

0(Ω)
v 7−→ \

v,
Uh9;B":PKYC"9AS�O50

(
TUT

D − V
),

]/I57��A^
^

=
\�[

,
^ ? =

^
πh

0LK ^
h = πh

^
.

]/I57��;^
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:50�2�B"9 b >oB"0.HJ0.S_Ku]}Od>oS5U Ω? := Ω \ (B ∪ ω)
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7�a9AKY9AS5U?D
:50uBE0ZO=9;H�>oC"S50
Ω?

0.UWK
@5<h9 b M50�O=0 Ω \B Kn>AS_KVD
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� CES5UNC*2�BRQf0.UWKYCEH�>oKNC"9;S�O50cB Qw0L<N<h0.:5<VD
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O5CEU b <hILKNC"UY>6KYC"9AS�O5:{@=<N9;\5BEX.HJ0+B"9 b >AB87

e10.U�<hI.Uh:5BEKY>oKYU{@5<NILUN0.S_KNI.UmOd>AS=U b 0yKNKN0 UN0 b KNC"9;S i�9;S_K�B Qw9;\
gh0LK{O Qw:=S50 b 9AB"BG>o\ 9;<N>oKYCE9;Sr>�|;0 b 3-N
������������������� � �92 � 2"!���7�e QfC"O5IL0�@5<NCES b CE@d>ABE0�0.UWKJ\d>AUNIL0�UN:5<�O50LU�KY0 b M=S5C"D
:50LUcO Qf0.UWKYCEH�>oKNC"9;S=UuC"S��
KYIL<NCE0.:5<h0.U�0LS�:=KYCEB"C"UN>AS_KkBE0�KNM5I.9;<hX.HJ0?O50$# K%��&('*)+� 0LK 3,'*)��-��� ]�KNM5I.9;<hX.HJ0 �=7�O�@d>o[;0 I X;^�7-.�9;:5<0/
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:50.BEB"0�9;ST:=KNC"BEC"UN0
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u?
C"S_KN<N9$O5:5CEKN0�Od>AS=UaBE0 b Md>A@5C-KY<h0�@=<NI b I.O50LS_K�7

HP9;C-K
(u?, v?) ∈ H1

0 (Ω)×H1
γ(ω)

B Qw:5S=C"D
:50aUN9;BE:=KYCE9;ScO=:~@5<N9A\5B"XLHc0a>A:90PCEB"CG>oC"<N0
(
TUT

D − �
)
7 HP9;C-K

(û, v) ∈ H1
0 (Ω) × H1

γ(ω)
21KY0.BEB"0JD
:50

v = û|ω
2�BG>�UN9AB":=KNC"9;S O5: @5<h9;\5B"XLHc0 b 9;S_KYC"S
: TYT

D

7 � |o>AS_K
O Qw>A<N<hCE|A0.<a>A:�<NILUN:5B-Kn>oK �dS5>AB,259AS{>T\v0.UN9AC"S�O QfILKn>o\5B"CE< b 0V<NILUN:5B-Kn>oKzCES_KY0.<hHcILO5CG>oC"<N0l�
1 � ��2��,3 � � � � �54�687:9�; û ∈ H`(Ω \B) < �>=A�@? 1 < ` ≤ 2 < �>A � ��B ; A�� $ ; By� ��CED��F? � D-By� �>Dd��� C < ���GAHA"�I Cd�$AKJ � Ds� ; �L?n�y�}��� ; DNMPO_�>A ; �QMSR

||û− u?||1,Ω ≤ C
(
h`−1||û||`,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω

)
.

]/I57 � ^

T��Y�GC�=A�.,VU >A@5@,W.B"9AS5U1D
:XW�2�@d>A<�O5I��dS5C-KYC"9AS�2
u?
WyK
û
UN9;S_K�<KWLUN@,W b KYCE|>W.HYW.S_K�Uh9;B":PKYC"9AS+OXW.U�@5<N9A\5B"XLHZWLUj�

−∆u? = f +
∂v?

∂n
δγ , −∆û = f +

∂v

∂n
δγ .

]/I57�!;^
P0WVD
:5C�C"HJ@5B"CED$:-W[W.S`@d>A<WKYC b :5BEC\W.<��

û− u? =
\

(v − v?).
]/I57 �;^


 Qw>A:=KN<KWV@d>A<WK 2
(v − v?)

|;IL<NC �XWJ�
{

−∆(v − v?) = 0
Od>oS5U

ω,
v − v? = û− πhu

?
Uh:5<

γ′.

]WI=7 O^];^

P$Q_W.UhK�� Q � O5C"<`W��
v − v? =

[
(û− πhu

?)
2aWLKa@d>o<FUN:5C-K�W

û− u? =
\�[

(û− πhu
?)

]WI=7 O O ^
= b û− b πhu

? ]WI=7 O XA^
= b û− b ?u?. ]WI=7 O �;^

� �
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)�*�#+-,/.0,'12,

x+S`@,W.:=KaO59;S b I b <hC"<KW

〈û− u?, û− u?〉1,Ω = 〈û− u?,
\ [

û− \�[
πhu

?〉1,Ω
= 〈û− u?,

\ [
(û− πhû)〉1,Ω + 〈û− u?,

\�[
πh(û− u?)〉1,Ω .

]/I57�O%I
^
x+<:2aW.S`:=KYCEB"CEUY>AS_K�B W+B\WLHcHYW �=7��u@d>A[ W�I � ]}UN> b Md>AS_K�D
:XW b ? :=

\�[
πh

^�259;S{>
〈û− u?, b ?(û− u?)〉1,Ω ≤ C∗h2|û− u?|21,Ω.

]/I57�O(�;^
x+S{>T>AB"9A<NU+�

〈û− u?, û− u?〉1,Ω ≤ |û− u?|1,Ω|
\�[

(û− πhû)|1,Ω + C∗h2|û− u?|21,Ω.
]/I57�O^�_^


 Qw9 	�2
(1 − C∗h2)|û− u?|1,Ω ≤ | \9[

(û− πhû)|1,Ω.
]/I57�O � ^

Pk9;HcHYW�\ W.UWK b 9;S_KYCES
:{Uh:5< H1
γ(ω)

25CEB W10PC"UWK�WV:5SXW b 9;S5UhKY>AS_K�W C K�WLB"B W+D$:-WJ�

| \9[
(û− πhû)|1,Ω ≤ C| [ (û− πhû)|1,ω.

]/I57�O^!_^

[WZH��.HYW�2=@d>A< b 9AS5UhKN<N: b KYC"9AS{OXWVB Qw9;@vI.<N>oK�WL:5<=[ 2dC"B |PC W.S_KV�

| [ (û− πhû)|1,ω ≤ C|û− πhû| 1
2
,γ′.

]/I57�O �_^
x+<:2 W.S <`W.Hc>A<ND
:d>oS
KJD
:XW

γ′
WLUhKc:5SXW b 9;HJ@ 9AUY>AS_K�W b 9AS5SXW10�W{OXW ∂Ω?

]
∂Ω? = γ′ ∪ Γ

^12 WLKYWLS
:=KYCEB"C"UN>AS_KFB\W+@=<KW.HJC\WL<�KYM5IL9;<NXLHZW+O-WVKN<Y> b W�2d9;S{>��

|û− πhû| 1
2
,γ′ ≤ C|û− πhû|1,Ω?.

]/I57UX>]_^
� C"Sd>oB\W.HYW.S_K	2-W.S`:=KNC"B"CEUY>AS_KFB W.UFCES5I.[_>oB"CEKNI.UV]/I57�O � ^ �y]WI=7 X>];^�259AS�>��

(1 − C∗h2)|û− u?|1,Ω ≤ C|û− πhû|1,Ω?.
]/I57UXLO�^

� K�WLSZ>o@5@5B"CED
:d>AS_K1B\W�KYM5IL9;<NXLHZWjOXW0# K%��&('*)+� WLK 3,'*)��X��� ]�KNM5I.9A<NX.HYW �=7�Oj@d>A[ W I X;^12 >�|>W b Ω0 = Ω?WLK
Ω1 = Ω \B 2d9;S`>��

||û− πhû||1,Ω? . h`−1||û||`,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω\B

. h`−1||û||`,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω).
]/I57UX�X;^

P0WlD
:5C�> b M5Xy| WuB">T@=<KW.:P| W�] W.S{KKW.Sd>oS
K b 9AHc@=KKWVO5:{i}>AC-KzD
:XWlB QwCES5I.[_>oB"CEKNI�]/I57 X9O�^ W.UhKa|o>ABG>o\5B\W+@v9;:5<
KY9;:=K

h
>AUNU`W	5�@�WyKYCEKn^y7

�
e Qf9;\$g`W b KYC-ikO5:mKNM5I.9;<hX.HYW�UN:5C-|o>AS_K W.UhK�O QfILKY>A\5BEC"<�B Q WL<N<KWL:5<FW.S_KN<KW û ∈ H1

0 (Ω)
2�BG>~Uh9;B":=KNC"9;SmO=:

@5<N9;\=B"X.HYW b 9;S_KYCES$: (
TUT

D−
V
)
WLK
ûh ∈ Uh

2 b WLB"B W�O5:�@=<N9;\5BEX.HYWkO5CEU b <KWLK ((
TUT

D− Z )− V
)
7 U >A@=@�WLB"9;S5U

D$:-W
ûh
W.UhKzKKW.B"B W�D
:XW�B\W b 9A:5@5B\W (ûh, v

?)
W.UWK�Uh9;B":PKYC"9AS�O5:{@=<N9;\5BEX.HYW

(
TYT

D − Z )
7

b � � � ����� � 4�6	��
 D BGC��� � B � I Cd� f ∈ L2(Ω \B) �
�GA1� $ ; By���+�>A � ��B[C�D��$? � D-By���>Dd� � C < ���GAHA"� I Cd�AKJ � D � ; � R

||û− ûh||1,Ω? ≤ Ch||f ||0,Ω\B.
]/I57UX��_^
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 Qw>A\v9;<NO 2XW.S`<KWy| W.S5>AS_K+>A:90�O5I �dS=CEKYCE9;S5UFOXW

û
WLK
ûh

259;S{>��
∫

Ω

∇(û− ûh) · ∇wh =

∫

γ

(
∂v

∂n
− ∂v?

∂n
)wh, ∀wh ∈ Uh.

]WI=7 X I_^

� B*W.S`O5I b 9;:5B WVD$:-W�@v9;:5<�KN9;:=K wh ∈ Uh

K�WLB"B W+D$:-W
wh = 0

Od>oS5U
B

2d9;S`>`�
∫

Ω\B
∇(û− ûh) · ∇wh = 0.

]/I57 X>�;^

x�S�@�WL:=Ka>AB"9A<NU�>o@5@5B"CED
:XW.<�B W?KYM=I.9;<hX.HYW+OXW # K%��&('*)�� WLK 3�'*)��X��� Q
(û− ûh)

2=> |>W b Ω0 = Ω?
WyK

Ω1 = Ω \B 7dx+S{>�O59;S b �

||û− ûh||1,Ω? . h||û||2,Ω\B + ||û− ûh||0,Ω\B.
]WI=7 X>�;^

x�<	25OSQw:5S-WZ@d>o<hK 2
||û||2,Ω\B . ||f ||0,Ω\B,

]WI=7 X � ^
WLKaO Qw>A:=KN<KWV@d>A<WK 2

||û− ûh||0,Ω\B ≤ ||û− u?||0,Ω\B + ||u? − ûh||0,Ω\B.
]WI=7 X>!;^

Pk9;HJHZW�2
||û− u?||0,Ω\B ≤ ||û− u?||1,Ω,

]WI=7 X �;^
W.S`:=KNC"B"CEUY>AS_KFB W+<NILUN:5B-Kn>oKzOXWVB">u@5<N9;@v9;UhCEKYCE9;S@I57�O 259;S`>��

||û− u?||0,Ω\B ≤ ||û− u?||1,Ω . h||û||2,Ω\B + ||û− πhû||0,Ω.
]WI=7 � ];^

.%>o<�>oC"B"B W.:5<hU	2$B\W�KNM5I.9;<hX.HYW'�=7 ��@d>o[ W�I ��S59;:5UzO59;S=SXWT�

‖û− πhû‖0,Ω . h‖û‖1,Ω.
]WI=7 �PO ^


[WVH��.HYW�2XWLS�>A@=@5B"CED$:5>AS_KzB\W�KYM=I.9;<hX.HYW �=7 �T@d>A[>W I �`]}UY> b Md>AS_K?D
:XW ûh = πhu
?
^12d9;S`>��

‖u? − ûh‖0,Ω . h‖u?‖1,Ω.
]WI=7 � XA^

� CES5UNC*2XW.S`:=KNC"B"CEUY>AS_K+]WI57 � ]_^0WyKu]/I57 �PO�^ 2d9;S`>��

||û− u?||0,Ω\B . h||û||2,Ω\B + h‖û‖1,Ω.
]WI=7 � �;^

� CESd>AB\WLHZWLS_K 2EW.S`<KW.Hc>A<hD$:5>AS_KzD$:-W ‖û‖2,Ω\B
2 ‖û‖1,Ω

WLK ‖u?‖1,Ω

@�WL:=| WLS
K �LKN<KWVHc>�gh9;<NI W.U�]}QT:=SXW
b 9AS5UhKY>AS_K�WkHl:5BEKNC"@5BEC b >6KYCE|>W%@5<hX.UY^�@d>o< ‖f‖0,Ω\B

2�B W/<hI.Uh:5BEKY>oK�O5I b 9;:5B\W/OXWLU�CES5I.[_>oB"CEKNI.U�]/I57UX>�_^12$]/I57UX>!_^ 2
]WI=7 � XA^0WLKl]WI57 � �_^n7
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��
A[���
��5MXW WLUhK��RQ��������5U�����
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$�%�XW&��
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�� 
 W�!��-��� b 
��\W.�ZW.(��/� Q0�������`W����"�����1
��2)�x/(3!KW��ZW4�%��
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−∆u = f
��
�(�!

Ω \B,
u = 0

!����
γ,

u = g
!����

Γ.

]/I�) �"I
^
P8�����YW9��(:� Q;
 |<�=��
�(�!>�\W b#? 
����@���`W X92+����!��������`W b WA�"���;\���6��YW9��
� ��
��
�� 
 �KWy|*�\W�(,�CB

�\WA�`W������D
 b W��'��
��'��(XWE!������KWE�XWE���.!������"������(�!&��� b 
�� W�! W4�CF����A\�
��\W.!�) .G���"� �.���`W W�( b ��(=iH�����������

 |>W b � WI����!��"���#
$�8� ? �����������XWJ�-WJ�RQ_W�!������1
������(	�XWI�RQ_W����KW��"�8�XW/�"��! b ���4����!�
������(����'�����;\���6.�ZWKF����;\�
��*2
��(L!������M��!KW	���XW	�\W.!%����!������<������(�!/��� b 
�\W�!J!���(,�ViN
����KW�!/�SQ0��(-W&�&
�(���6��KW W10"
 b �KW�2 b W������O�`WL|*�\W.(,�-B
�KW�������
 b W.�P�\W7�����;\���6.�ZWJ]/I�) �"I
^Q��
�K� W7�����A\���6.�ZW/!����E|
�(,���

{
−∆û = f +

∂v

∂n
δγ
��
�(�!

Ω,

û = g
!����

Γ,

]/I�) �V�;^
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−∆v = f
��
�(�!

ω,
v = 0

!����
γ,

v = û
!����

γ′.

]/I�) � �_^

/
(�! b W b 
�!���
������ b ����� W��:2U������!���� Q���(V!������M��!`W9���XWW�RQ���(X����!����"��� Q���(XWW�1
(���6.�KW W10"
 b ��WY�\W

�����;\"��6��YWZ��� b 
��v]/I�) � �_^12[���,!��"\	�G�XW8�`W������D
 b W��]��
�(�!F]/I�) �V�;^ ∂v
∂n

∣∣∣∣
γ

��
��^!���(SW10<���KW.!�!�����( W.(-���`W�(�
(��
v
��F,
�\W%B_�D
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|ê|1,Ω =

(∫

Ω
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W.�U�\W.!
W����KW.����! ����
 
�\W�! |e|1,eΩ

W4� ‖e‖0,eΩ

��
�(�!
Ω̃
�e���"�]��� �e���`W�(,��W.!;3�
�\W��"��!]�XW

h
�
h ∈ { 1

16
, 1

32
, 1

64
, 1

128
, 1

224
} �a)P0W�!8
������:�,W�!P����(,���`W�(,�P��� Q���(C�KW.��������3 W%�\W.!i���.!����@�#
��!8� ? �.���������XW�!:2�BR!�
43������i���XW7����
�
��\W.�ZW.(��

��(AF�
����XW��RQ������"�KW5�XW�!I�����.�ZW.(,��! ��(���!(
��D
!�!������XW�!.) � ( W���W.�	2 
 /�
�(,�7�"��������!��%�XW�!J�����.�ZW.(,��!
Q1

2M��(
! Q0
����W�("�AB�
 W����XW5�D
_(������YW

L2
�-W�� Q W.���KW.���d!KW�
������M�����KW�
.�����ZW O(h2)

W.�I���XW���
�("�����YW
H1

!KW<
������M�����KW<
.���&�YW O(h)
)�P0W-������W�!��/�������"!������7��
��I�\W�!K�,W�(,��W.!J�XW.!/��� �e���`W�(,��W.!=
.�����:�,W�!I�XW-��


��F��"�KW�I�)UX�2
7�a)

���  �?> � �/���@�
�S/!( � 4"!
���2���#���A$����7��� �%� �'& �(��� ����� �%&B, 4 /!�C�-4�&#� ��� ∂v
∂n

∣∣∣∣
γ

D/(R�KWE/N
����^�\W+�����YWZ�KW�!��c���XWi�����5
.���XW.�&�YW�(,�c�&
���!G
�-��� W��5� Q�gI��(GF`W�
.�KW��Uh��D
d��������3��
W8("�����&
��\W
W10"
�
4��W'�-W

v
2G��(`�RQ0
���������
 ? W&��
�-�\WH����
���!%�XW'� Q;
��F�������� ? �YWR���`�M����(,� �60�WI�N�-W1�D
�/H�����-���D
������(

!����&�"��� ���
WJ�[W.( 
KF���!��#
�(,�
ε
�e���"�<
 ? 
�*�-WL3
��\W.�����-W h )�I������(�!��*�-W1�M�����5�*�SQ0���Q(XW��M�������XW	��
�!�RQ_W����KW.���	2

ε
�����@� �4���`WR
�!�!KW	5-��W4�����M�N��(9�RQ0
	������!J�XW��RQ��������`W%�XW

h2
� W4�J��
��J!������KW�� W���
��
���6.���KW5�XW

�KW.�D
70"
������(L�����@� �4���KW&����6.!R������
 ? W1�XW 1
)2P0W'�����8��
��\W.(,�������D
%
���(73>W���F>W�(
 WW�-W'�RQ0
���F������@� ? �YW_�XW

�M����(,� �60�W�)-D7(9�KW��&
����*�-W���� Q���(A�`W.�������N3>WR�\W.!I�����YW�!K���.!����@�#
��!J�XW��D
	!KW5
4������(A�����5
��.�XW�(,�KW��O
E/ )
��F��"�KW�I�)UX�O�P�Q�4)

�N�



���������	�	
�� ������ �	�������	�	����������� ��
�
��! "
#���$�%� ��� 
�&��	� � ���	�'�%�(���%
)�*�#+-,/.0,'12,

1/224 1/128 1/64 1/32 1/16

1×10
-4

1×10
-3

1×10
-2

1×10
-1

1×10
0

h �������
	�� � 	� ��������� ���
��� ���
	��

� ��
� ��
 ! " #
$ �%%
�% & '
( �) *
$ +
) ,�
�-

. ����	��
� H1(Ω) /102	�34��	�57698 :�;
. ����	��
� L2(Ω) /102	�3���	�5=<�8 <�>. ����	��
� L2(eΩ) /�0?	�34��	@57AB8 6�6

. ����	��
� H1(eΩ) /�02	�3���	�5C698 D�D

H1

H1(Ω)

H1(eΩ)

E �GFIH ��& 5�J �7K��-)4��&(;��%�� 4$3;LK �%;7�@�/�%�>�2M����  4��N

1/224 1/128 1/64 1/32 1/16

3×10
-2

6×10
-2

1×10
-1

2×10
-1

4×10
-1

1×10
-1

1×10
0

h �������
	�� � 	� ��������� ���
��� ���
	��

H1(Ω)

L2(Ω)

L2(eΩ)

H1(eΩ)

� ��
� ��
 H

1

! " #
$ �%%
�% & '
( �) *
$ +
) ,�
�-

. ����	��
� H1(Ω) /102	�3���	@5C698 :ON. �P��	��9� H1(eΩ) /�02	�34��	�57698 D�D

E :FQH ��& 5RJ �CK*�-)4��&(;��%�7 !$%;GK �3;7�@�/�%�-�TS7S�)4;7�
U����/N

JLK'M=N I�)UX O � ���KW.����!K����
 
�� W�! W4�dF�������
��\W.!WV
.��(����@������(�!i�XWYX KH�GKH'*)+�E�a� ? ���&��F�6�(XW.!P!���� γ )

� !



� �������	��
� �

� � � ��� � ! �&�����	������ � ��� � � ��� �&��� �&�
� �'
 � ��� �^
�&�

.�� /0/���4��
	
�k243 �7=�_J c�OiK��:\�; 2S2S2T2S2S2T2U2S2S2T2S2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 ���
�k2XW �[\^8�=4lE\^;�HQKM6NKPO4J_H 2S2S2T2U2S2S2T2S2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 �QW
�k2bf � ;GF[KMF7HkC:\�lGc�OiADC:;GF 2S2T2U2S2S2T2S2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 � 1
�k2 1 gh6L=]Oi>@6NKPO4J_H HkC@\^lGc�O4ADC	;$2U2S2S2T2S2S2T2U2S2T2S2S2T2S2U2S2T2S2S2T2S2 ���

���



���������	�	
����  � � � ��� � � �%� �%���	�'�%� � �����#�! ���%� ���% ����%
�� �% �	
��% 

� 
(�!=
 WM
 ? 
����@���`W-��(Y! Q���(,���.�KW�!�!KW	B��D
&����!������"������(W�XW.!/����������6.�ZW.!�W.�������"�������XW�!d��
�("!/�XW�!J�����
�1
���(XW�!K�,W��Q/H������! W�(9���KW.(�
�(,�/�XW.!=
.��(����@������(�!d�XW�� /*�,WY# ���
	 � � � 
�� �M�����9���`g��������Eh�),.O����!
������
���!����YW�(,�K��(>!KW%�YW.�P��
�(�!P�\W=
 
����`W7���C����������6.�ZW/���*��6�� W T

N

��(,�����*�������8��
�(�!P� W 
 ? 
��"�����`W���) !�
43����������4�#
�(,�d����(�(��
W.!
f ∈ L2(Ω \B)

W4�
α
��(XW 
.��(�!��#
�(,��W%�M��!��@����3 W/���C(������\W��<��( 
 ? W.�:
 ? W�B

����!��������`W�� W7����������6.�ZW7!�����3
�(,�.2��������N3>W��
u ∈ H1

Γ(Ω \B)
����W.��� W/���XW

T
N :

{
αu− ∆u = f dans Ω \B,

∂u

∂n
= 0 sur γ,

�P�<)��K�

���_�RQ���(RF,
���XWi� W�!G� �.�ZW.!c����(�("�
W�!OF��������.���������XW.!c���XW6

W.��� W�!U�"�	
 
�!c�-W�!C
���(�����������("!U�XW X KH�GKH'*)��
���a� ���`W�������!KW.(,���
W.!/��
��P��
���F����`W �*)���)

Ω

Γ

B

γ

JLK'M=N �<)��$O � ��(�(�� W�F��������.���������XW)

U 
����,W�����(�!P���XW
H1

Γ(Ω \B)
W�!��J� Q W.!���
�

W%������(��]��
��8

W4���KW$W��<���KW.!�!�����(@2

H1
Γ(Ω \B) = {u ∈ H1(Ω \B), u|Γ = 0}. � �<) X��

� �\W.(Y�E3<���XW����YW�(,����� W�! /H��(N
.������(�!P�XW.
 W.��W�!���
�

W5(XW%!���(,�K��
�!d(���

W.!�!�
���KW.�ZW.(,�I(������\W.!K!����
γ
)

� Q��1��F`W5
4����/ W�!��&�����GF����"��!�� Q W.!�!�
^/>W��'�-WY��
��ZW.(XW��	��
3����!������"������(X��� �����1�"��6��YW>��("������
��\W.�ZW.(,�
�e��!��d��
�(�!Z�\W8�����&
���(XW8��W.�Q/H�����

Ω \B W�(���(XWP���.!������"������(_��
�("!Z�����"�Z� Wi�����&
���(-W Ω �H��
�(�!O� W����XW.���(Y�"��!��M��!`W5�SQ0��(W�&
������D
�F W8
�
�������!�� W�(P�a)

�! 43 " <�# D%$�F�&
' 	 :
.^�����

α = 0
�U�D
 /H�����R����
������( 3
����D
������(�(-W���� W	(�
���"�KW����\W'�"�V�"���1����6��YWI�P�*)��K�$W�!���2G�������N3 W.�

u ∈ H1
Γ(Ω \B)

����W.���\WJ�*�-W
∫

Ω\B
∇u · ∇w =

∫

Ω\B
fw , ∀w ∈ H1

Γ(Ω \B).
� �<))(1�

D/(C�������e��!`W%�RQ0
���F�������� ? �YWI�XW%����!������"������(>!�����3
�(,��2

! ]



� �� �� ��� �%
!�	����� �

u0 ∈ H1
0 (Ω)

����("(��
W)
V��	��
���
un ∈ H1

0 (Ω)
�.��
�(,�)
���(�(��XW����������N3 W.�

un+1 ∈ H1
0 (Ω)

����W����\W/���XW 2
∫

Ω

∇un+1 · ∇w =

∫

B

∇un · ∇w +

∫

Ω

fw, ∀w ∈ H1
0 (Ω),

� �<)`I��

���
f
W�!��K� W7����������(�F W.�ZW.(,�d�XW

f
��
��

0
��
�(�!

B
)

��� V��	��
���
����������� �"!;:=<$# 6 7&%GP8��(�����������("!i�XW # ���
	 � � � 
����e�����C���C�������T)

� � W�!�� 
���
����5���XW>�\W.!R����������6.�ZW.!��P�<) (7� W.� �P�*)YI��%!���(,� ��� W�( �M��!��.!�) � 
�(�!	

W>�����8!����@�_��( 3

�.��
��������%�\W	��� W�( W�(,���`W'�\W.!�!������<������(�!%�XW�!������1�"��6��YW�!L�P�*)YI��FW.���D
C!������"������(3���`�����1����6��YW���(������D
��2)
H<���@�

ũ
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∇ũ · ∇w +

∫

Ω

fw, ∀w ∈ H1
0 (Ω).

� �<)��1�

TD2 ) C�= ) � � 
1�KW.!������ 
4������(9� Q���(XW'/H��(
.������(Y�XW H1
0 (Ω)

B
Ω \B �4�#
�(,�7��
(�! H1

Γ(Ω \B)
�M��(E
&��
��


���(�!������
4������( 2
∫

Ω
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∣∣un+1 − ũ
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WGW�`_c}\XWlW
YjV_eKW,T%T�coa�S�| WGSte�fGT�a�W� ^Y[S�hÀ\_Y[S_TÀ`_S²VXeKWGbnc\W,eAhKWGbnV_TE`XS²V_e%a�dXWo�GbYW\XW>Z,a�S�  WGZ?h�c�a�S�yz\Xc-I�`_T%c�a�S/hKWGWoW Wri}`-W>W
Y: }c�hKWGT%T`W>e�fGT%`XW�h�Y^S hKW>S��_WGTshtV]Y^Tt��\Xc�  W,e%p W,S_Z
W4S `_WoW W[|7V_`_c�TG|\]Y[S_Tw`_SM\XWG`���c��GbYW«h�W,b4V_T,|[Z WGWoW W?y ZGcEWGT�hÀV_e%a��`W?h�f WIT%`_eÀ`XS WGT%V_Y[Z
WI\XWL�(a�S_Z,h%coa�SXTÀ��\_c�  W,e%p W,S_Z
WIS `_W�W\WY^�]Sx\XWDT�Y^h%coTs� Y[coe`W�WoY4Z,a�S�h�e�Y^coS�h�W�\���coS_Z,a�b4VXeKWGT�T%c�d_coW�c�h�f^u]±w�©Y^S]Y[W�k}T`WD\XWDZ
W,Tb4f?h�®_a}\XW,T[WGTsh\_a[S_S_f
W\]Y[S_T�� ����Á��¾�� 9A@�� :{u
� �,TgW\WG`XewcoS�h�e�a�\_`XZ,h�c�a�S²V]Y[e�� �	����
�AÇÀÂ7� 5 W?h�� ����Á��¾�� |�W WGTwbnf,h�®Xa�\XW,Tw\XW"V_e%a��`WGZ,h%coa�Sra�S�h� Y[c�hOW{��a�d}�`W?hÀ\���`_Stp�e%Y[S_\tSXa�btd_e`W«\XW«h%e�Y� ^Y[`���u��Oa�`�h�WGTEW\WGTEY[V_V_e�a�Z�®-WGTwT%a[`_Tsy��%Y[Z
W,S hKWGTÀV,WG`�  WGS�hg�?h�eKWZGW
Y^T%T%f WGT W,S¯\XW,`���Z�Y^h%fGp�a[e%c\W,TD¢ÃZ WGWoW WGTjd]Y[T�f
WGT�T%`_ej\XWGTjh�W,Z�®_S_coi `XW,T\XWDZGa�e�eKWGZ?h�c�a�S�\-WMW
YrV_e`WGT%T�coa�S

W,hjZ
W,WoW\W,TId]Y[T�f
WGT!T%`_e"\XW,TIh�WGZ�®XS_coi `XW,T!\XW�Z,a�e%e`WGZ,h%coa�SK\XW�W
YM }c�h�WGT�TKW^u
RS¯Z,c�hKWDV]Y^e�W$�-W,b4VXW\W�W\W�T%Z�®_f,b>Y W,S O(δt2)

V~a�`_ejW
Y² }c�h�W,T%T`W WGS¯S_a�e%bYW � 2 c�S�h�e%a}\_`_c�h"\]Y[S_T
���©Ä"!l�$#�8OÁÃÂ���Ç65�% 9 ¨�¥ :�W,h ���«Å��AÁ 5 9 @ ¥;:�|°WoY4S_a[`X  W,WoW\WD [Y^e%c
Y^S hKWMd]Y^T%f
WMT%`_e�`_S-WtZGa�e�eKW,Z,h�c�a�Sx\XWW
Y }c�h�W,T%T`W�coS�h%e%a}\_`_c�hKWl\]Y[SXT ���©Ä&!l�'#�8AÁ~Â���Ç65�% W,h ���PÅ��OÁ 5 9 ¨[¬ :�| V�W,e%bYW,h�h�Y[S�h�`_SXW"ZGa[S  >WGe�p WGS_Z W
WGS O(δt2)

T�`_egW
Y� }c�hKWGT%T`W�W,S4SXa�e%bYW(� 2 W,hg`XSXW"ZGa�S�  W,e%p W,S_Z
W�WGS O(δt
3
2 )

T�`_egW
Y� }c�hKWGT�TKW WGSrS_a�e�bZW
) 1 W,h"WoYMV_eKW,T%T�coa�S WGSKS_a�e�bZW

L2
|�W,hLW,SX�]SKW\WT�Z�®_fGb4Y²coS�h�e�a�\_`Xc�hl\_Y[S_T ���©Ä&!l�*#�8AÁ~Â���Ç65�% W?h ���Å��OÁ 5 9 ¨�¨ :�|Ãi}`XcAa[`Xh�e`WDW W�� Y^c�h"i `���coWPT%a[c�h WGS O(δt2)

V~a�`_ejW
Y²V_eKW,T%T�coa�S�|�W,T�h!fGp�Y[W WGbYWGS�hj\���a�e%\_e`W
2V�a�`XejWoYM �a�esh�c�ZGc�h%f[u

� Y^S_T�W W�ZGY[\_e`WM\XWDZ
WMb4Y[S `_T�ZGe%c�h�|]S_a[`_T�S_a[`_T�W�cobnc�h�W,e%a�SXTIY[`��K ^Y[e%coY[S�h�W,T!i `_c7a�S�hf?h�f�cobnV_Wof$ybZW,S h%f
W,TI\]Y[S_TlWoYDh�®X�GTKW^|-W,SKW���a}ZGZ,`_e%e`WGS_Z WW\W!T%Z�®_f,b>Yt\-WV_e%a��`WGZ,h%coa�S>coS�h�e�a�\_`Xc�hLV]Y[e,+ � �.- ��%OÇ68
W,h ���©Ä"!l�/# 8AÁÃÂ���Ç45�% \]Y[S_T 9 ¥;:�W,h!W\W�T%Z�®_f,b>Yn\XW1032�4658797958:�;�coS�h%e%a}\_`_c�h"\_Y[S_T ���©Ä"!l�/# 8AÁÃÂ���Ç45�%
W,h ���ÀÅ��OÁ 5 9 ¨�¨ :�u
<'=�>�?�@BADC�EGF�HJILKME�=ONJPQISRUT � AWV�H�AWR�V�EYX[Z\A�]QE�HJ^'P9R

+ a�`_eÀWoY�\_coT�ZGe�f,h�c�T�Y^h%coa�S WGS²h�W,b4V_TE\XWGTwf,i}`_Y^h�c�a�S_TÀ\XW ½�¾�¿À��ÁÃÂ°Ä$ÅÃÆ7ÇÀÈÀÁÃÉ a�SrYZ�®_a�c�T%c_\°��`Xh%coW�coTKW,e`_S>T�Z�®_fGb4Y�\-W!V_e�a��`WGZ?h�c�a�Sn±AY^p�e�Y[SXp W?y`_�Y[W WGe�¡}c�S�u[�0W,h%hKWj� Y^b4c�WoW\WL\XW"T%Z�®_f,b>Y^T«Y�f,h%f!Y^S]Y[W�k}T�f
W"\]Y[S_T
+ � �.- ��%EÇ68 W?h ���©Ä&!l��#�8OÁÃÂ���Ç65�% 9 ¥;:�u � S>\-WGTlY� ^Y[S�h�Y^p WGTLb>Y��`W,`_e%T�\XW!Z
W,h�h�W�Y[V_V_e�a�Z�®XW�WGTsh«\XWh�e�Y^c�h�W,e"W\W�h�W,e%bYWDZ,a�S�  WGZ?h�c��g\XWDb4Y[S_c��Ge`W$W$��V_Woc�ZGc�hKW W,h!\XWDp�Y[e%\XW,e!W WGTja�V~fGe�Y�h�WG`Xe%TjT�k}b4f?h�e�coi `XWGT�W,hcoS� ^Y[e%coY[S�h�T WGSrh�W,b4VXTGu�±w��co\_f W W,T�h�\XW"ZGa[btd_coS-WGewW
Ybnf,h%®_a}\XWI\XWGTgf,WofGbYWGS�h%Tg�_S_coTgY�  W,Z!WoYb4f?h�®_a}\XW\XWGTjZ�Y[e%Y[Z,h%fGe�coT�h%coi `XW,TjVXe%fGT`WGS�h�f WM\]Y^S_T"W
YtTKW,Z,h%coa�S��Xu©¥�u��[u

±w��co\_f W�V_e�coS_Z,coV]Y[W W"ZGa�bnbt`_SXW��Dh�a[`_TlW\W,T«T�Z�®_fGb4Y[TI\XW!V_e%a��`W,Z,h%coa�S W,T�hI\-W\_fGZ,a�`_V_W WGelW WGT W I�W,h�T �c�T%i `XW,`�� \X`Êq]`Xco\XWË\XWËW{��coS_Z,a�b4VXeKWGT�T%c�d_coW�c�h�fK\XWËW{��fGZ,a�`_W\W,bZW,S�h�|IcoW�T:T%a�S�h¯Y[coSXT%c�d]Y[T�fGTKT%`_eK`_SXWT�h�e%Y^h�f,p�c\W�\XWba/VXe%fG\XcoZ,h%coa�S}yzZGa[e%eKW,Z,h%coa�S$c�u
RSºcoS�h�e�a�\X`_c�h�\Xa�S_Z²\XW,`��ËT%`_c�h�W,T

( § n) W,h ( §̃ n) V�a[`_e�W
Y> }c�hKWGT�TKW W,h�`_SXWrT�`_c�hKW
(pn)

V�a[`_e�W
YV_eKW,T%T%c�a�S�h�WGW�W\W�i `XW��²Z�®]Y[i `XWDV]Y[TI\XW�h�W,b4V_T�¢
Ì �
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(˜§ n) T%a�c�hg`_SXW a¯V_e%f,\_coZ?h�coa[S�ct\_`nZ�®]Y[bnV4\-W" }c�h�WGT�TKW^|} [fGe%c��ÃY[S�h�W\W,T�Z,a�S_\_c�h�c�a�S_TgY[`��²Wocobnc�hKWGTb4Y[coT«V]Y[T"S_fGZ WGT�T�Y[c�eKWGbYWGS�h!W
YtZ,a�S�h�e�Y^coS�h�W�\XW�\_c�  WGe�p WGSXZ
W�S `_WoW W[|�
( § n) T%a�c�hw`_SXW a�Z,a�e%e`WGZ?h�coa[S�cM\XW

( §̃ n) ��\_c� >WGe%p>WGS_Z WjS `_W�W\W^|[b4Y[coTÀS-Wl �fGe�c��aW"V]Y^TÀ�(a�e%Z,fGbYWGS�hW WGTIZGa[S_\_c�h%coa�SXT"Y[`���W�cobnc�h�W,TG|�
(pn)

TG��Y���`_Tsh�W W,S �(a�S_Z?h�c�a�S/\-W
( §̃ n) W?h²Y[V_V~a�esh�WnW
Y�ZGa�e�eKWGZ?h�c�a�S S_f,Z
W,T%T�Y^coeKW4DEa�S/S_a[h�W4i `XWZGY[WoZ,`_W\W,e

( § n) e`W, }c\W,S h!�²Z�Y^WoZG`XW\WGe
(pn)

u
RS¯coS�h%e%a}\_`_c�h"W WGT WGT�V]Y[Z
W,T��

h ⊂ ) 1(Ωf )
W?h
Mh ⊂ L2(Ωf )/R

ZGa�bnbZW�f?h�Y[S�h�\XWGT!Y[V_V_e�a��Xc yb4Y^h�c�a�S_T«\XcoT%Z,e%�?h�WGT"V]Y^eIfGWof,bZW,S�h�Tl�]S_c�Tl\XW ) 1(Ωf)
W,h
L2(Ωf )/R

d]Y[T%f WGT"T%`XeI`_SXW�h�e�c
Y[S_p[`_W
Y^h%coa�S\_`�\_a�b4Y[coSXW
Ωf

u�RS¯coS�h%e%a}\_`_c�hjY^`_T%T�c��
h

W�� W,T%V]Y^Z
WM\Xf,�]S_cAV]Y[e��
h =

�
h + ∇Mh

u~�!a^h�a�S_T!i `XWZGa[b4bYW:W\W,Tt�(a�S_Z,h%coa�SXTn\-WKW�� W,T%V]Y^Z
W
Mh

T�a�S�h>Z,a�S�h�c�S}`-WGTG|gV~a�W�k}S	�[b4coY[W\W,TDV]Y^enbna�e�Z
W�Y^`���|wZ
WGW�`_c�yZGcLW,T�hn\_a�S_ZKcoSXZGWo`XT²\]Y[S_T
H1(Ωf )

| W,hnV]Y[erT�`_c�hKW
�
h ⊂ � 2(Ωf )

u�RS \Xf,�]S_c�hnW\WGTr\XW,`��mT%`Xc�h�W,T
( §̃ nh)0≤n≤n? ⊂ �

h

W,h
( §̃ nh)0≤n≤n? ⊂ �

h

±*WjT%Z�®_f,b>Y�\_coT�ZGeKW?h«\-W�V_e�a��`WGZ?h�coa[S��[±7Y[p�e%Y[S_p W$y _�Y[W\W,e%¡ coS
WGTshj\_a�S_Z�W\W�T�`_c� ^Y[S�h�¢Xh%e%a�`X >WGe

( §̃ n+1
h , pn+1) ∈ �

h ×Mh

|�h�WGWPi `XWn¢

 HJ?�C�P =ONJPQI�R



(˜§ n+1
h − ˜§ nh ◦ χ

n+1,n
h

δt
, � h
)

+ ν(∇ §̃ n+1
h ,∇ � h) +

(BTh (2pnh − pn−1
h ), � h) = (fn+1, � h), ∀ � h ∈

�
h.£ �Xu � ¤

 HJILKME�=ONJP9I�R



(
∇(pn+1

h − pnh),∇qh
)

=
(∇ · §̃ n+1

h , qh)

δt
, ∀qh ∈Mh,

§ n+1 = §̃ n+1
h − δt∇(pn+1

h − pnh),

£ �Xu Ì ¤

a� Bh
W,T�h!W{��a�V~fGe�Y�h�WG`Xel\XW�\_c� >WGe�p WGS_Z WD\XcoT%Z,eKW?h!\-W��

h

\]Y[SXT
Mh

W,hLW,T�h!\_f,�_S_cPV]Y[e

∀( � h, qh) ∈
�
h ×Mh, (Bh � h, qh) =

∫

Ωf

� h · ∇qh = ( � h,BTh qh). £ ��u�����¤

� R�EGR�I § � E�]9]9E = ]QA����ME C�E��M=�>�?�@BA��1C�E 032�4658797958:�;
� W7TG��Y[p�c�h"\-W�T�Z�®_fGb4Y[Tji `_c7a�S�h!f?h�f�e%f,Z
W,b4bYWGS�h!coS�h�e�a�\_`Xc�h�T«V]Y[e ���©Ä&!I�*#�8OÁÃÂ���Ç65�% 9 ¨�¨ :{u�RSTKW¯Wocobnc�hKW�\]Y[S_T�Z W,h�h�WxV_e�fGT`WGS�h�Y^h%coa�S»Y^`�T%Z�®_f,b>Y \°��a�e�\_eKW

1
u G a[coe 9 ¨�¨ :V~a�`_e4V_Wo`_T>\XWx\_f?h�Y[c�WoTG|S_a[h�Y[bnbZW,S hlT%`_ejW
YM ^Y[e�c
Y[S�h�W�\°��a�e�\_eKW

2
u±w��c�\_f
W4\XW�d]Y[T`W W,T�h²\���coS�h%fGp�e`WGeMW���f,i `]Y^h�c�a�SË\XWGTtbna�bYWGS�h�T £ �Xu���¤FWGS VXeKWGS_Y[S�h²\XWGTMp�e�Y[\Xc\WGS�h%TZGa[b4bYW�(a�S_Z?h�coa[S_Tlh�W,T�h�|aW?h WGSK`Xh�c�WocoT%Y[S�h¢

(
∂ §
∂t
,∇q) = −(∇ · ∂

§
∂t
, q) = 0, ∀q ∈ H1(Ωf ). £ ��u�����¤

.�c�S_T%c�|_coW~ }c\WGS�h�¢
∫

Ωf

∇p · ∇q =

∫

Ωf

(f + ν∆ § − ( § · ∇) § ) · ∇q, ∀q ∈ H1(Ωf ). £ ��u���¥[¤

Ì @
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� � � � � ����������	
������	
������� � ��� ������	
�
��� �!� � �"��#$� � �%&('�	(��) � �
.!�]S�\-W!T�cobnV_Woc��aWGewWoY�V_e�fGT`WGS�h�Y^h%coa�S°|�a�SnT%`XV_V�a[TKW\]Y^S_TLZ W,h�h�W�T`WGZ?h�coa[S>i `���a�S:YDVX`�Y[V_VXe%a���cobYWGe�W\Wh�WGe�bZW�S_a�SKWoc�S_f�Y^coeKW £ V]Y[e"W
Y²bnf,h%®_a�\-W�\-WGT�ZGY[e�Y^Z,h�f,e%c�T�h�c�i `XWGTja�`KV]Y[e"`_SXWDY[`Xh%eKW�h�WGZ�®XS_coi `XW�¤?u°R�ScoS�h�e�a�\_`Xc�h

gn+1 = f(tn+1) − (( § · ∇) § )n+1 uÃ±*W�T%Z�®_f,b>YnZGa�SXT%co\XfGe%f W,T�hj\_a�S_Z�W W�T%`_c� [Y^S h�¢
§ n+1 − § n

δt
− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1

|∂Ωf
= 0, £ �Xu���¨�¤

(∇pn,∇q) = (gn+1 + ν∆ § n+1,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ). £ �Xu���¬ ¤
� Y[S_T�Z
W?h%hKWr�(a[e%bt`_WoY^h�c�a�S�|Ãa�S W,T�hDY[bYWGS_f²�:ZGY[WoZ,`_W\W,e

∆ § n+1
i `_cwV,WG`�h�SXW²V]Y[T��?h�eKW²dXc\WGSº\_f?�]S_c\]Y[S_TtW W4ZGY[\_e`W>\XW4W
Y�bnf,h%®_a}\XW4\-WGTtf,WofGbYWGS�h%TD�]S_c�TGu � SXW4T%a�W�`Xh�c�a�S/Y[W�hKWGe%S_Y^h�c�  WnV�a�`XeDf? �c�h�W,eMZ
WV_e%a�dXWo�GbYW�ZGa[S_T%c�T�h�W��²e%f,fGZ,e%coe`W�W\WGT"f,i}`_Y^h�c�a�S_T £ ��u���¨�¤zy £ �Xu���¬ ¤LT�a�`_T"W
Yt�(a�e�bZWT�`_c� ^Y[S�hKWn¢

§ n+1 − § n
δt

− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1
|∂Ωf

= 0, £ �Xu�� B ¤

(∇(pn+1 − pn),∇q) = (
§ n+1 − § n

δt
,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ). £ �Xu�����¤

�!a[h%a�S_TKi}`-W W\WºT�Z�®_fGb4Y \_f?�]S_c�V]Y[eKW\W,T�fGi `]Y^h%coa�S_T £ ��u�� B ¤ y £ �Xu�����¤�SXWËZGa�e�eKW,T%V~a�S_\ V_Y[T¯� `_SXWb4f?h�®_a}\XW"\XW"V_e%a��`WGZ,h%coa�Sn��V_e�a�V_eKW,bZW,S�hLV_Y[e%W WGeG|^V_`_c�T%i `XWjW
Y� }c�hKWGT%T`W § n+1 S��_WGTsh«V_Y[T���\Xc�  W,e%p W,S_Z
WS}`XWoW\W^u�«a�bnbYW²\]Y[S_TDW\WGT�T�Z�®_fGb4Y[TM\-W4Z,a�e%e`WGZ,h%coa�SË\XWnW
Y: }c�h�W,T%T`W W,h�\XW4ZGa�e�eKW,Z,h�c�a�SË\XW4WoY:V_eKW,T%T%c�a�S�|W{��a�e%\_e`Ww\_`�T%Z�®_f,b>Y £ �Xu�� B ¤{y £ �Xu�����¤°V,WG`Xh7�?h�eKW�Y[bnfGW�coa�e�f"WGS�eKW,b4VXW
Y � Y[S�h ∆ § n+1
V]Y^e −∇×∇× § n+1

£ WGSK`Xh%coWoc�T�Y[S�hIW���c�\XWGS�h%c�h�f
∆ § n+1 = ∇∇ · § n+1 −∇×∇× § n+1

¤?|]Z
W�i `_cP\_a[S_SXWr¢
§ n+1 − § n

δt
− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1

|∂Ωf
= 0, £ �Xu�� @ ¤

(∇(pn+1 − pn),∇q) = (gn+1 − ν∇×∇× § n+1,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ). £ �Xu�� � ¤±�WI� Y[c�hÀ\XW"SXWIV_Y[Twh�WGSXcoeÀZ,a�b4V�h�WI\_` ∇· § n+1
\]Y[SXTwW{�_W?��V_eKW,T%T�coa�Sn\XW

∆ § n+1
V,WGe�bZW?hg`_SrZGa�S�h%e ��W W[|

� 2��"5����"5�|7\XW>WoY�\_c�  W,e%p W,S_Z
W4\XW>WoY� }c�hKWGT�TKW[u .!�]S \���f? }c�h�W,eM\XW4Z�Y[W�ZG`_W WGe W?��V_W�coZ,c�h�W,bZW,S�hDW WnhKWGe�bZW
∇×∇× § n+1

|]a�S�b4a[S h%eKW £  [a�coe 9 ¨�¨ :�¤li `XW�W\W�T�Z�®_fGb4Y £ �Xu�� @ ¤zy £ �Xu�� � ¤ WGT�h!Y[`XT%T%c7f,i}`Xc� ^Y[W\W,S�hj��¢
§ n+1 − § n

δt
− ν∆ § n+1 + ∇pn = gn+1, § n+1

|∂Ωf
= 0, £ �Xu�� Ì ¤

(∇ψn+1,∇q) = (
§ n+1 − § n

δt
,∇q), ∀q ∈ H1(Ωf ), £ �Xu©¥ ��¤

pn+1 = ψn+1 + pn − ν∇ · § n+1. £ �Xu©¥���¤
� Sx\XW,T�Y� ^Y[S�h�Y^p WGT!\XWDZ WMT�Z�®_fGb4YZW,T�hi `XW�W
YrV_e`WGT%T�coa�S�S��_WGT�h�V_Wo`XT!Z,a�S�h�e�Y^coS�h�WD�n\-WGT�Z,a�S_\_c�h�c�a�S_T\XW ½�Á 8��¾4575 ®_a�bna�p��GS-WGTlY^e�h�c��]ZGc WGW�W\WGT,u}�0W�T�Z�®_fGb4Y WGTshI\���a�e%\_e`W

1
V�a�`Xe«W
Y� }c�h�W,T%T`W[|XWoYDV_e`WGT�T%coa[S

W,hjW
Yt �a[e�h�c�ZGc�h�f £ Z,��u 9 ¨�¨ :
¤?uÃRS�h�e%a[`X  W�Y[`_T�T%c7\]Y[SXT 9 ¨�¨ :7`_SXW� ^Y[e%coY[S�h�W�\���a�e%\XeKW
2
u

*>³	� µ¶6,07JL·E1l¸76,075�¸76?8D¹ ."¹ ."07NK5�J«. 9:."0 1�
43�5�¸76,8D¹�0 9:. ;<5j=46?.l·A@
Br¸78DCD."0

�«a�bnbYW\_fGZ,e%c�h!\_Y[S_T"W
YtT`WGZ,h%coa�S�V_e�fGZ,fG\XW,S hKW[|~W
Y²\_c�T%ZGe�f,h%coT�Y�h�coa[S WGS�h�WGbnV_TI\XW,T!f,i `]Y^h�c�a�S_TI\XW½�¾�¿À��ÁÃÂ°Ä$ÅÃÆ7ÇÀÈÀÁÃÉ V]Y^e�`XS T%Z�®XfGb4Y�\XW4V_e%a��`W,Z,h%coa�SËZGa�bMd_coS_fnY�  W,Z>WoYKbnf,h%®_a�\-Wn\-WGTMZGY[e�Y^Z,h�f,e%c�Tsyh�coi `XW,T SXa�`_TjZGa�S_\X`_c�hG|��nZ�®]Y[i `XWDV]Y[T�\-W�hKWGbnV_TG|~�4\-WG`���V_e�a�d_Wo�,bZW,T!\XfGZGa[`_V_Wof,TM¢Ã`_S�V_e%a�dXWo�GbYW
Ì �
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\XWrhzk}V�W�� Á ?L���AÇ6?GÆ��  �fGe�c��]fnV]Y[e�W\WrZ�®]Y^b4V/\XW4 }c�hKWGT�TKW § | £ �Xu � ¤a�` £ �Xu�� Ì ¤�|�W,hD`_S V_e�a�d_W��GbYW\XW�hzk}V�W 3lÇÀ��É�É�Ç45  [fGe�c��]f�V]Y[e"W
Y²V_e`WGT�T%coa[S

p
| £ �Xu Ì ¤la�` £ �Xu©¥ ��¤�u .�coSXT%c{|]a[S�T,� W,T�h!e�Y[bYWGS_f�\]Y^S_T!W WZ�Y^\_eKWD\XWGTVXe%a�d_W��GbYWGT�WGWoW�coVXh%coi `XW,Tj\_Y[S_T�\-WGT\_a[b>Y[c�SXWGTjV,WGe��(a[e%fGT,u RSxV~a�`_e�e�Y4Y[coS_T�cO`�h�coW�coT`WGe"W\W,Tbnf,h�®Xa�\XW,TM\_f?  W,Woa�V_V~f
W,T²\]Y[S_TMW
Y�VXeKWGbnco�,eKWnV]Y[esh�c\Wn\XW�Z W�b4Y[S `_T%Z,e%c�hGuA±�W>V_e%a�dXWo�GbYWYWGS  }c�hKWGT�TKWTKW,e�Y�\_a[S_Zt\_c�T%ZGe�f,h%coT%fDV]Y[e!W
Y������������ W,h�W WDVXe%a�d_W��GbYW W,S V_eKW,T%T%c�a�SxV]Y^e�W\WDT%Z�®_f,b>Y�\-WtV_e%c�TKWSWGSZGa[b4VXhKWr\XWGT�ZGa�SX\_c�h%coa�S_T�\-W ½�Á&8��¾ 5 5 c�S h%e%a}\_`_c�h�\]Y[S_T�W WnZ�®_Y[V_c�h%eKW B u � Y^S_T�h%a�`_T�W\W,T�Z�Y[W�ZG`_W�Ti `XW�S_a�`_TjV_e%f,TKW,S hKWGe�a�S_T�\_Y[S_T"W\W�Z�®]Y[VXc�h�e`W @ |_a�S�Yn`�h�coW�coT�f\XWGTjfGW�fGbYWGS�h�TI�]SXcoT"\XW�hzk�V,W

8Q1/Q1
|Z[�_WGTsh�yz��yz\_c�eKWr`_SXWnp�e�coWoW WMV~a�`_e�W
Y� }c�hKWGT�TKW>\-WG`��º�(a�c�T�V_Wo`_T��]S-W4i `XWnZ
W,WoW\W²V~a�`_e�WoY�VXeKWGT�T%c�a�S £  �a�c�e�]p�`XeKW��Xu�¨�¤?u

G c�hKWGT�TKW ª + eKW,T%T%c�a�S
G c�hKWGT�TKW

�����I� �Xu�¨D� _�e%c�WoW Wj }c�hKWGT�TKW���V_eKW,T%T%c�a�S
(8Q1/Q1)

u
� Z
WËT�h�Y^\XW[|Ia�S Y¼coS�h�e�a�\X`_c�h W?hKcobnV_Wof,bZW,S h%f \XWGT�a�`�h�coW�T:V�W,e%bYW,h�h�Y[S�h�W
Y¼T�cobt`_WoY^h�c�a�S�\XW,TfGZ,a�`_W WGbYWGS�h�q]`Xco\XW,T!h�e�co\_c�bZW,S_T%c�a�S_SXW,WoTI\]Y^S_T`_Sx\Xa�b>Y^coSXW�ZGa[S hKWGS]Y^S h\XWGTa[d_T�h�Y[ZGW WGTGu��wSxa�`Xh%eKW^|a�SÊY Y[`_T�T%c�ZGa[S_T%c�\_fGe�f W\WxZGY[T�a�»W\Wxbna�`X >WGbYWGS�h�\XWGT�V]Y^e�h�c�ZG`_W WGT W,T�h�cobnV~a�T%f £  �a�c�e:Z�®]Y[V_c�h�e`W

@ ¤$uA�0WGV,WGS_\]Y^S hG|Oc�WweKW,T�h�W4�:h�e�Y^c�h�W,e�W
Y�V_e%c�TKW WGS/ZGa�bnVXhKWn\X` bna�`X  W,bZW,S�hDc�S_\_`_c�h�V]Y[e�W\W,T��(a[e%Z
W,T®�k}\_e%a}\Xk}S]Y[bncoi `XW,T�W$�-W,e%Z,f
WGT!T%`_e"W WGTIV]Y[esh�c�ZG`_W WGTGu±w��a�d �`W,hK\XWºW
Y T`WGZ,h%coa�SÊT%`Xc� ^Y[S�h�W WGTshK\XWº\_f, >WGWoa[V_V�W,e�\XWGT�a�`Xh%coW�T�V�W,e%bYW,h�h�Y[S�h�W
Y¼V_e�coT`W WGSZGa[b4VXhKW�\-W�h�W,WoTnb4a[`X  W,bZW,S h%TGuL±w��c�b4V_W�fGbYWGS�h�Y�h�coa[S¼\���`XS�b4a}\_`_W W:ZGa�e�eKW,T%V~a�S_\]Y[S�h��/W
YºV]Y[esh�c WcoS�hKWGe�Y^Z,h�c�a�S�q]`_co\-W?yzV_Y[e�h%coZG`XW\W�S��_WGTshV]Y[T WGSXZGa�e`W�� Y[c�h�W W,h�WGW�W\W�� Y[c�h"W{��a�d}�`W,h!\XW�S_a�TjV�W,e%T�V�W,Z,h�c�  W,T��h�e��GT"ZGa[`_e�h"h�W,e%bYW[u
*4³ � !¶¹ F 8n9#"IH,.2N 8M3�· H%$z6,¹²¸7.l·À5�JL¸76?8M¹ &�3�6,9:.«@_NK5�·O¸76,Jl3:H?.

±*W�bna}\_�GW Ww\���c�S�h�WGe%Y[Z,h%coa�S�q]`Xco\XW$yzV]Y[esh�c�ZG`_W WÀT%`_e7W WGi `XWGW a�S�TKWgd]Y^TKW�V�a�`XePV�a�`� �a�c�e�h�WGSXcoe7ZGa�bnVXhKW\XW,Tjbna�`X >WGbYWGS�h�T"\XW,TIV]Y[esh�coZ,`_W\W,Tl\]Y[SXTj`XS�q_`_co\XWFW,T�h"c�S_T%V_c�e%f�\XW�Z WGW�`_c�`Xh%coWoc�T%f!\]Y[S_T�' �)(/¾ 8AÂ+*
9 B ¥;: W?h � � #�?}Ç-,:� 5OÉ�ÈÀ� 9ABO� :{u � Y[S_T 9AB ¥ :{|PW��©Y[`�h�WG`Xe�V_e%a�V~a�T`Wn`XSXWrb4f?h�®_a}\XWrd]Y[T�f
WrT%`_e�`_SXWnY[V}yV_e�a�Z�®XW .±�� £ .�e%dXc�h�e%Y[coe`W.�w`_W\W,esy�±7Y[p[e�Y[S_p>W�¤«V,WGe%bYW,h�h�Y[S�hjW
YrT%c�bt`_WoY^h�c�a�S�\_c�eKWGZ?h�W�\���fGZGa[`_W\W,bZW,S h%TV]Y[esh�c�ZG`_WoY[coe`W WGS¼¥ � a�/`_S p�e%Y[S_\/S_a�btd_e`W4\-W>V]Y[esh�c�ZG`_W WGT�V�W,`XhD�,h�e`W>Z,a�S_T%c�\_fGe�f[|7\XW4W{��a�e%\_e`Wr\XW
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5000
u � Y[S_T 9AB�� :�|~W��©Y^`Xh�W,`_e"V_e%a�V~a�T`WD`_S-WDbnf,h%®_a�\-W�\-WM\_a�b4Y[c�SXWGTl�]Z?h�c��(T!V,WGe�bZW?h%h�Y^S hjWoYrT�cobt`XW
Y�yh�coa[Sn\°��f,ZGa�`_W WGbYWGS�h�Twq]`Xco\XW$yzV]Y[esh�c�ZG`_W WGT"W,Snh%e%a�c�Tw\_cobYWGS_T�coa�SXTÀ\��_WGT%V_Y[Z
W^uX±*WIS_a�bMd_eKW"\XW"V]Y[esh�c�ZG`_W WGTb4c�TKWGTLW,S²�`W,` W,T�h!\XW�W{��a�e%\XeKW�\XW

1024
u

RS²TKWIVXW
Y[Z Wl\]Y[S_Tw`XSXWIT%c�h�`]Y^h%coa�SMY[`_T�T%c_T�cobnV_W\WLi}`-WIV�a�T�T%c�d_W\W^u�RS²ZGa�SXT%co\X�GeKWIW W«bnfGWoY[S_p WL\���`XSq]`_co\-Wr }c�T%i `XWG`}��W?h�\XW
N

V_Y[e�h%coZG`XW\WGT�c�S_\_f,�(a[e%b4Y[d_W\W,T W,h�\XWr�(a�e�bZW²T�V_®_fGe�coi `XW^uERSËT%`_VXV�a�T`W4\-WV_Wo`_TDi `��©Y^`_ZG`_S¼Z,a�S�h�Y[Z?htSXW4TKW�VXe%a}\_`_c�h$W,S h%eKW�\-WG`��/V]Y[esh�c�ZG`_W WGTG|7a�`�WGS�h�e`W�`_SXW4V]Y[e�h%coZ,`_W\W W,hMW
YV]Y[e%a[c{u
� Y^S_T>Z W¯V]Y[e%Y[p�e%Y[V_®XW�a�SUSXW�T%`_VXV�a�T`WxV_W�`_T>i `XW�W\WGT4V]Y[esh�coZ,`_W\W,T4T�a�S�h>�X��W,T�b>Y^coTrV�W,`X  W,S�h�,h�e`W WGS�bna�`X >WGbYWGS�h�T�a�`_T�W��©Y^Z,h�c�a�SU\-WxW
Yº�(a�e%Z W¯®�k}\_e%a}\Xk}S]Y[bncoi `XW W$��WGe%Z,f
W V]Y^e>W\W�q]`_c�\XW[| W,hf,  W,S�h�`XW,WoW\W,bZW,S�htZ
W,WoW W W?��WGe�ZGf
W4V]Y[e�`_S/Z�®]Y[bnV/\XWr�(a�e�Z
WGT W$��h%fGe�c\WG`XeKWGT £ W W²Z�®]Y[bnV \XWrp�e%Y� }c�h�f VV]Y[eLW?��WGbnV_W W�¤?uv�a[c�h

Ω ⊂ R3
`_St\_a�b4Y[c�SXWLd~a�e�S_f[|�\XW«�(e�a�S�h�co�,eKW

Γ
|�eKW,b4VXWoc V]Y[eO`_StbnfGW
Y^S_p Wgq]`_co\-W?yzV_Y[e�h%coZG`XW\WGT,u

� W°TG��Y[p�c�hl\���`_S:q]`_c�\XW�c�S_ZGa[b4V_e`WGT�T%codXW\W�\-W\XWGSXT%c�h%f
ρ
|�W,hI\XW

N
V]Y[e�h%coZ,`_W\W,T«e%c�p�co\-WGT

B1, . . . , BN

D
n\_fGT�cop�SXWth%a�`���a�`Xe%T`_S  >WGZ,hKWG`_e�`_SXc�h�Y^coeKW�S_a�e�b>Y^WÀ��W
Yn�(e%a�S�h�c��Ge`WM\_`º\_a�b4Y[c�SXW

Ωf

a�Z,ZG`_V~ftV]Y^e�W\Wq]`_co\-W[u + Y[ewY[c�WoW\W,`_e%T,|^a[S²S_a[h�WIV_Y[e
n̂
`_S²  WGZ?h�W,`_eg`_S_c�h�Y[coe`W«S_a[e%b4Y[WX�WoY�T%`Xe�� Y[Z W

γi
\XWIW
Y�V_Y[e�h%coZG`XW\W

Bi

u��!a[h%a�S_Tli `XW
n = −n̂

T%`Xe
γi
u � W{��coSXT�h�Y^S h

t
\_a�S_S_f^|XW W�\_a�b4Y[c�SXW!a}ZGZ,`_V~fV]Y[eLW\W!q_`_co\XW�WGTsh"W\WT%`_c� [Y^S h�¢

Ωf (t) = Ω \
N⋃

i=1

Bi(t). £ �Xu©¥�¥�¤
G a�coeIWoYM�]p�`_e`WD��u�¬rV~a�`_eI`_S W?��WGbnV_W W�\X`�\_a[b>Y[c�SXW

Ωf

\]Y[S_T"W\W�ZGY[T"d_co\XcobYWGS�h�c�a�S_SXW,W{u
Γ

g

V
ω

i
i

i

ρ,ν

Ω

Bi

γ

�L���I� �Xu�¬M���!a[h�Y^h�c�a�S_T £ ZGY[T"d_co\XcobYWGS�h�c�a�S_SXW,W�¤?u
±w��fGZGa[`_W\W,bZW,S h�\_`�q]`_c�\XW WGTsh:e%f,p�c�V_Y[e�W\W,T�fGi `]Y�h�coa[S_T�\XW ½�¾ ¿E��ÁÃÂ7É�Ä$ÅÃÆ7ÇEÈÀÁÃÉ i `���a�S»V,WG`XhfGZGe�coe`W�T�a�`_T"Z
W?h%hKW��(a�e�bZWM¢

ρ

(
∂ §
∂t

+ ( § · ∇) §
)
−∇ · σ = ρ

V \]Y[SXT
Ωf (t), £ �Xu©¥[¨�¤

∇ · § = 0
\_Y[S_T

Ωf (t), £ �Xu©¥^¬ ¤a� § \_f,T%cop[SXW�W\W>Z�®]Y[bnV¼\XWGTt }c�hKWGT�TKWGT²\X` q_`_co\XW^|�W?h
σ

W W>h�W,S_TKW,`_e²\XWGT²Z,a�S�h�e%Y[coS�h�W,TGu + a�`_e²`_Sq]`_co\-W�S-W,�Ih�a[S_c\W,S�\XW� }coT�ZGa�T�c�h%f
ν
|¯Z W�h�WGSXTKWG`Xe�W,T�hj\_a�S_SXfDV]Y^eIZ
W,h�h�W�fGi `]Y�h�coa[S/¢

σ(
E
, t) = −p � + 2νD[ § ], £ �Xu©¥ B ¤
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D[ § ] =
1

2
(∇ § +t∇ § ) £ ��u¦¥[��¤\_f,T%cop[SXW!W WjhKWGS_T`WG`_eL\XWGT�h�Y[`}�>\-W!\_f?�(a�e%b4Y^h%coa�S�|
p
WoY�V_e`WGT�T%coa[S�\_`4q_`_co\XW W,h

�
W\W"h�W,S_TKW,`_e«c�\XWGS�h�c�h�f^u

+ a[`_e
i ∈ {1, . . . , N} |Ea�S¼S_a^h�W�V]Y^e

mi

WoY¯b4Y[T%T`W�\XW:W
Y
ième V]Y[e�h%coZ,`_W\W

Bi

|��
i

WoY� }c�h�W,T%T`W:\XWh�e%Y[S_T�W
Y^h%coa�Sº\XW4T%a�S/Z
WGS�h%eKW>\-W>b4Y[T%T`W Z
i

|
ωi

T�a�S/ >WGZ,hKWG`_eD �c�h�W,T%TKW4\XW e%a[h�Y^h�c�a�SºcoS_Tsh�Y[S�h�Y^S_f
W^|
W,h��

i

T%a[S h�W,S_TKW,`_e>\°��c�SXWGesh�c\W W,S Z
i

u�±�WKT�k}Tsh��GbYW £ �Xu©¥[¨�¤zy £ �Xu©¥^¬ ¤M\Xa�c�hn�,h%eKWKZGa�bnV_W�f,h�f�V]Y^e4\XW,TZGa[S_\_c�h%coa�SXTtcoS_c�h�coY[W\W,TSW?h4\-WGTrZGa�SX\_c�h%coa�S_TtY[` d�a�e�\mY[\_fGi `]Y�h�WGT,u��!a�`_T²Z,c�h%a�S_T WGSmV]Y[esh�c�ZG`_W�c\WGeDW\W,TZGa[S_\_c�h%coa�SXTDi `���a�S¼YKZ�®_a�coT�cL\-W>V~a�TKW,eMT%`XeMW\W,TMc�S hKWGes� Y[Z
W,TDq]`_c�\XW?y V]Y[esh�coZ,`_W\W,T
(γi)1≤i≤N

u � WgTG��Y[p�c�h\XW,T!Z,a�S_\_c�h�coa[S_Tl\���Y[\_®_f,eKW,S_Z
W £ a�`KS_a�S}yzp�W�coT%T`WGbYWGS�h$¤�\_`Kq_`_co\XW�Y[`}�:T%`Xe�� Y[Z WGT
(γi)1≤i≤N

D
§ (
E
, t) =

�
i + ωi × (

E − Z i), ∀ E ∈ γi(t). £ �Xu¦¥ @ ¤
±*W�b4a�`�  WGbYWGS�h"\XW�V_Y[e�h%coZG`XW\WGT«e%cop[co\XW,TG|}cobnV�W,e%bnf�Y[d_W WGT W?h"cobnbZW,e%p�f WGTl\_Y[S_TI`_S:q]`_c�\XWSXW?�lyh�a[S_c\W,S WGT�h�bna}\_fGW�coT%f�V]Y[e�WoY \XWG`}�Xc��GbYWxWoa[c�\XW ½�Á ,�Æ7Ç65 ul�0Wºb4a�`�  WGbYWGS�h W,T�h�e%f,p�c�V_Y[e:W\W,TfGi `]Y�h�coa[S_T £   W,Z,h%a�e%c WGWoW WGT�¤«\XW ½�Á ,:Æ7Ç65�Ä < 87?}Á~Â ¢

mi

d
�
i

dt
= mi

V −
∫

γi(t)

σn̂, i = 1, . . . , N, £ �Xu©¥ � ¤
�
i

dωi

dt
+ ωi ×

�
iωi = −

∫

γi(t)

(
E − Z i) × σn̂, i = 1, . . . , N, £ �Xu©¥ Ì ¤

a� W\WGT² }c�hKWGT�TKWGT
Vi
W,h

ωi

\XWGT4V]Y[e�h%coZ,`_W\W,T
Bi

T�a�S�h>\_a[S_S_f
W,T>V]Y^e4W WGTrfGi `]Y^h%coa�SXT4Z,coS_f,b>Y^h%coi `XW,TT%`Xc� ^Y[S�h�W,T�¢
d
Z
i

dt
=
�
i, i = 1, . . . , N, £ �Xu�¨ ��¤

dΘi

dt
= ωi, i = 1, . . . , N. £ �Xu�¨X��¤

� Y[SXTjW���f,i `]Y^h�c�a�S £ �Xu�¨X��¤$|_W\W >WGZ?h�WG`Xejh%e%co\XcobYWGS�h�c�a�S_SXW,W Θi

WGT�hjZ WGWo`XcP\_a�S�hjW\WGTIZ,a�bnV�a�T%Y[S�h�W,TjT�a�S�hW\W,TIh�e%a[coTjY[S_p�W WGT"\���< 8 ?}ÁÃÂ i}`XcAV,WGe�bZW?h%hKWGS�h�\-WD\_f?�]S_c�ejWoY²V�a�T�c�h%coa�SKY[S_p[`_W
Y[c�eKW\°��`_S¯T%a�W�co\XW�\]Y^S_TW{�_WGT�V]Y[Z W £  �a�c�el�]p�`_e`W��Xu B ¤?u
Θi = (φi, βi, ψi), ∀i ∈ {1, . . . , N}. £ �Xu�¨�¥�¤

±*WGTKY[S_p[W\WGT
φi
|
βi
W?h
ψi

T�a�S�h�e`WGT�V�W,Z,h�c�  W,bZW,S h�ZGa[S_S `_T�T%a�`_T�W WGT:S_a�bnT�T�`_c� ^Y[S�h�Tº¢IY^S_p�W\W¯\XW
a V_e%f,Z
WGT�T%c�a�S�c�|XY[S_p�W W!\XW aºS `Xh�Y^h�c�a�S$c�|�W?hIY[S_p[W\Wj\XW a e%a[h�Y^h�c�a�SnV_e%a�VXeKWSc�uX±w��Y[S_p�W W

βi
V_eKW,S_\:W\W,T ^Y[W\W,`_e%Tj\XW

0
�
π
W,h�W\W,T�Y[SXp�W\W,T

φi
W,h
ψi

\XW
0
�

2π
u G a�coe"W��©Y[SXSXW?��W²��|~TKW,Z,h%coa�Sx��u��tV~a�`_ejV_W�`_T\XW�\_f?h�Y[c�WoTlT�`_e!W WGT"Y[SXp�W\W,TI\�� < 87?�ÁÃÂ u

+ a�`Xe
i ∈ {1, . . . , N} |OW�� W$��V_eKW,T%T%c�a�S¼\XW�WoYK }c�hKWGT�TKW�Y[S_p[`_W
Y[c�eKW

ωi

\]Y[S_TtW W>e`WGV~�GeKW>\���c�SXWGesh�c W
£ SXa[h�f�V]Y[e (x′, y′, z′)

\]Y[SXTjWoYt�]p�`_e`W��Xu B ¤«Wocof��²WoY
ième

V]Y^e�h�c�ZG`_W W WGTsh�¢

ωi =




φ̇i sin βi sinψi + β̇i cosψi
φ̇i sin βi cosψi − β̇i sinψi

φ̇i cos βi + ψ̇i


 , £ ��u©¨�¨�¤

a�
φ̇i = dφi

dt

|
β̇i = dβi

dt

|aW?h
ψ̇i = dψi

dt

u
���X�
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i

i
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i

iβ

Gi
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W
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Y/�(a[e%Z
W¯® k}\_e�a�\�k�S_Y[b4c�i `XW[|\_a�S_S_f WDV_Y[e�¢ �

i = −
∫

γi(t)

σn̂, £ �Xu�¨[¬ ¤
W,hjW\W�Z,a�`_V_W W�\-W�h%a�e%T�coa�S:\Xf,�]S_c7V]Y^e�¢

�
i = −

∫

γi(t)

(
E − Z i) × σn̂. £ �Xu�¨ B ¤
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−∆ϕ = 0
\]Y[SXT

Ω \B,

∂ϕ

∂n̂
= 0

T�`_e
γ =

⋃

i

γi,

∂ϕ

∂n
= 0

T�`_e
Γ \ (z = zmin, z = zmax),

ϕ = 1
T�`_e

(z = zmin, z = zmax),
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n £ eKWGT�V�W,Z,h%c�  W,bZW,S�h n̂

¤j\_f,T%cop[SXWM`_S�  WGZ?h�W,`_e�`_S_c�h�Y[c�eKW�S_a�e%b4Y[W WD�nW
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∂u

∂t
− ν∆u+ ∇ϕ · ∇u = 0
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u = 0
T%`Xe ⋃

i
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u = 1
T%`Xe

Γ \ (z = zmin),

∂u

∂n
= 0

T%`Xe
(z = zmin).
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V~a�c�S h%TGu � SXWIc�h�f,e�Y^h%coa�S$WGS²h�W,b4VXTEZGa��Xh�W W,S²b4a�k W,S_SXW

5
TKWGZ,a�S_\XW,TL� + �

£ S_a[h%a�S_TÀi `XW«V�a�`XeE`_SXWLc�h%fGe�Y�h�coa[SSW,Sth�WGbnV_TOa�SM� Y[c�hE`_S-Wl\_c �GY[coS-WL\���c�h%fGe%Y^h�c�a�S_TA\XW«W��©Y[W�p�a�e�c�h�®XbZWw\_`V�a�c�S�hI�X��WDV~a�`_e"W\W�VXe%a�d_W��GbYWFWGS
ϕ
W?hj`_SXW�i}`_Y[e�Y[S�h�Y[coSXW�\���c�h%fGe%Y^h�c�a�S_TlV~a�`_e"W\W�VXe%a�d_W��GbYWFWGS

u
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WGT\XW�W
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W,h�h�W�T%c�bt`_WoY^h�c�a�S4S `_bnfGe�coi `XWFW,T�h"\XW�bna�S�h�eKW,eli `XW�W
Y ����������� W,T�h!Y[`_T�T%c�dXc\WGSY[\]Y[VXh%f
W:Y^`¼Z�Y[Tt\-WGTt\_a[b>Y[c�SXWGTDb4a[d_coW WGTGuORS T`W�V_W
Y^Z
W�\]Y^S_TtW\Wnbn�GbYW>Z�Y^\_eKW�i `XW:Z WGW�`_cL\-W�W
YT%cobM`_W
Y^h%coa�SËV_e�fGZGf,\XWGS�hKW W,h²Y^` Woc WG` \-W�ZGa�SXT%co\XfGeKW,eM`_S Y^b>Y[T�\XW�V_Y[e�h%coZG`XW\WGT��X��WGTMa�S TKW>\_a�S_SXW\XWG`�� d�a�`XW\WGT�e%cop[co\XW,T WGSºbna�`X  W,bZW,S�h�uP±*WGTh%e�Y��`W,Z,h%a�coe`WGT�\XW,T�\XWG`�� V]Y[e�h%coZ,`_W\W,TT%a�S�h�c�b4V~a�T%f WGT��W{��Y� ^Y[SXZ
W[|-W,hIT�a�S�h"Z�®_a�coT�c\W,TI\XWT%a[e�h�W�i `���a�S�V_`_c�T%T`W�f, }c�hKWGelh�a[`XhIZGa[S h�Y[Z,h"f?  W,S h%`XWGW*W,S�h�eKW�W WGTl\XW,`��d�a�`XW\WGT,uÃ±*W�ZGY[T"\XWGT"Z�®_a}ZGT WGS�h%eKW�W\W,TjV_Y[e�h%coZG`XW\WGTIS°� W,T�hjV]Y[TIh�e%Y[c�h%f\]Y[SXT!Z W,h%hKW�h�®_�,TKW[u�«a�bnbYW²W
Y�h�W,b4V~fGe%Y^h�`_e`WrY[`��ËT�`_e�� Y[Z WGT�\XWGT�V]Y[esh�c�ZG`_W WGTFWGTshDh%a�`���a�`Xe%T�b>Y^coS�h�W,S}`-W²fGp�Y[W Wn�
0W,h4Z
WGW�W\W��ºW
Yx�(e%a[S h%co�,eKW

Γ
 ^Y[`Xhrh�a[`���a�`_e�T

1
|wa�S T,�©Y�h%h�W,S_\��ËY� �a�c�er`_SXWBa h%e�Y��oS_f
W c¼\XW �,a�SXW,T

a²�(e%Y��
Z�®XW,T c�i `_cPT�`_c� >WGS�h�W WGTId~a�`_W WGT WGSKW\W,`_e%T"bna�`X >WGbYWGS�h�T,uRS Y p�Y[e%\_fºW WGT�b4�,bZW,T:\_a�S_SXf
WGT�p�fGa[b4f?h�e%c�i `XWGT:V~a�`_e�W\W \Xa�b>Y^coSXW
Ω
|j�¼T�Y� [a�coe�W\WºV]Y^esyY[WoW�fGWof,V_coV~�G\-W

] − 3, 3[×] − 3, 3[×] − 6, 6[
u �`]Y[S�h/Y[` \_a�b4Y[c�SXW

B
|�coW WGT�hËWoY»e�fG`_SXcoa�S \XW,T\XWG`�� d~a�`_W WGT

B1

W?h
B2

\_a�S�h4W\W,TnZ WGS�h�e`WGT4eKWGT�V�W,Z,h%c��(TnT%a�S�h�c�S_c�h%c
Y[W WGbYWGS�h £ � t = 0
¤²T%c�h�`_f,TYW,S

A
= (x0 = 0, y0 = 0, z0 = 1)

W,h
	
= (x0 = 0, y0 = 0, z0 = −1)

uO±*WGT�\XWG`�� d~a�`_W\W,T�a�S�htW\Wb4�,bZW�e%Y�k[a�S
R

fGp�Y[WP�
0.4

u]±7Yth�e�Y��`WGZ,h%a�coe`W�\XW�W
Y²d~a�`_W W
B1

W,T�h!\_f,�]SXc\W�V]Y[eIZ WGTjfGi `]Y^h%coa�S_T�¢




x(t) = x0 + 2 cos(t),

y(t) = y0 + 2 sin(t),

z(t) = z0 +
9

2
sin(

t

10
).

£ @ u�¨�¤

�0WGWoW W�\XW�W
Y²d~a�`_W\W
B2

W,T�h!\_a�S_SXf
W�V]Y[e�¢




x(t) = x0 +
1

2
sin(t),

y(t) = y0 +
1

2
cos(t),

z(t) = z0 −
9

2
sin(

3t

10
).
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ϕ
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u
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t = 140s
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t = 160s
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t = 180s
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t = 200s
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n3:.
� Y[S_Tj`_SKV_eKW,b4c WGelhKWGbnV_TG|_a[S�T`W�VXW
Y[Z W�\_Y[S_T"W\W�Z,`_d�W

Ω =] − 1
2
, 1

2
[3 £ T%Y[S_T"a�d_Tsh�Y[Z,W\W�¤ W?h"W{��a�SZGa[S_T%c�\_�Ge`W�WoYtZ�Y� }c�h%fFWGS�h�e%Y��
S_f W�V]Y[el`_S-W�V_Y[e%a�c°TKW�\_fGVXW
Y � Y[S�hj�² }c�h�WGT�TKW�ZGa[S_T�h�Y[S�h�W § = (1, 0, 0)TWGS

z = 1
2

u7±7Y�V]Y[e%a[cÀT%`_V~fGe�c\W,`_eKWrZGe�f
Wn`_Sº�(a�e�h�h%a�`_e%dXcoWoW�a�SxZ WGS�h�e%Y[W W,h�\XWGT�h�a[`_e%d_c�WoW�a�S_T�bncoS-WG`_e�T\]Y[SXT�W\WGT�ZGa�c�S_TcoS��(fGe%c WG`_e�T�\XW²WoY>Z�Y� }c�h%f²Y[c�S_T%cOi}`-W²\]Y[S_TW WtZGa[coSxT�`_V�f,e%c WG`_e�p�Y^`_Z�®XW £  [a�coej�]p�`_e`W@ u�¬ ¤?uLR`Xh%eKW¯W WGTnh�a�`_e�d_coW�Woa�SXT²bZW,S h%coa�SXS_fGT4V_e%f,ZGfG\-WGbnbZW,S hG|lY[VXV�W,WofGTn\XW ��¾ *6?�ÇÀÂ |Àc�WjY[V_V]Y[e%Y��ohV~a�`_e\XW,TS_a�bMd_eKW,T\XW � Á *65AÇ6?L%OÉ fGW\W? �f,T�\XWGTh%a�`_e%dXcoWoW�a�S_T"\_c�h�T�\-W �L¾ *6?�ÇEÂ�Ä"#��ÀÂ�Æ ?}ÁÃÂ u G a�coe
M� 3lÂ�8�%�� �AÇ*����Á 9 � B :XV]Y[e+W?��WGbnV_W\W«V�a�`XeÀ\XWGTET%cobM`_W
Y^h%coa�SXTOS `_bnfGe�coi `XWGTE\XWIW
YjZ�Y� }c�h�f0WGS�h�e%Y��
S_f W� Y[c�T�Y[S�hjY[V_V_Y[e�Y���h�e`WZ
W,T!\_c0I°f,eKW,S h%TIh�a�`_e�d_coW�Woa�SXTGu

X

Y
Z

�L���I� @ u�¬M���lY� �c�h�fFW,S h%e�Y��oS_f
W^u
±*W�SXa�btd_e`W�\-W � Á *$5AÇ6?�%EÉ WGT�hjZGY[WoZ,`_Wof�\XW�WoYtb>Y[SXco�Ge`WT%`Xc� ^Y[S�h�Wr¢

Re =
Ua

ν
, £ @ u B ¤

a�
U
W?h

a
T�a�S�h�eKWGT�V�W,Z,h%c�  W,bZW,S�h�WoY  }c�h�W,T%T`WËbna�k W,S_SXW W,h�`_S-WËW�a�S_p�`-WG`_e�ZGY[e�Y^Z,h�f,e%c�T�h�c�i `XW \XWW{��fGZ,a�`_W WGbYWGS�h�u

� Y[S_T�Z Wti `_cÀT%`Xc�h�a�SºV_e�fGT`WGS�h�Wr\XW,`�� T�cobt`_WoY^h�c�a�S_TjS `_b4f,e%c�i}`-WGT�\XW²WoY>Z�Y� }c�h%f WGS�h�e%Y��
S_f W�¢�WoYV_e`WGbnco�Ge`W[|�Z,W
Y[T�T%c�i}`-WYW?h�T�Y[S_T�a�d_Tsh�Y[Z,W\W^| W,h�W
Y:T`WGZGa[S_\XWnZGa�e�eKWGT�V�a[S_\]Y[S�hD�KWoY�b4�,bZW W$��V�f,e%c\W,S_Z
W^|
WGSKp�Y[e�\]Y[S�h"W\W,T"b4�,bZW,TIV]Y[e�Y^b4�?h�eKW,TG|aW?hLWGS�k�Y���a�`Xh�Y[S�hj`_S�a[d_T�h�Y[ZGW W�T%V_®_f,e%c�i}`-W[u

� S_c�h%c
Y[W WGbYWGS�hwW Wlq]`_co\-W WGT�h«Y[`reKW,V�a[TG| Z[�_WGTsh�y���yz\_c�eKW § = 0
u ±*WIq]`_c�\XW"ZGc�e%ZG`XW\WI\]Y[SXT�W WI\_a�b4Y[coS-W

Ωf £ Ωf = Ω
V~a�`_eW WMZ�Y^T�ZGW
Y^T%T%c�i `XW W,h

Ωf = Ω \B V�a[`_eW\WMZ�Y[T�Y� >WGZr`_S a�d_Tsh�Y[Z,W\WtT�V_®_f,e%coi `XW
B
¤$u7�0WGV,WGS_\_Y[S�h�|7\]Y[S_T�W WGT�\XW,`��ËZ�Y[T,|�W\W²ZGY[WoZ,`_WÀT`W²� Y[c�h�\_Y[S_T�W\WtZ,`_d,W

Ω
h�a�`�h WGS�h�c WGeGu �gS W I�W,hG|V~a�`_egW
Y�Z�Y� }c�h%fLWGS�h�e%Y��
S_f W�W,S>V_e�fGT`WGS_Z W�\���`_S>a[d_T�h�Y[ZGW W[|VW,h W,S>`Xh%coWoc�T�Y[S�hwWoY ��������� ��|}a�SnTKWje�Y[bn�GS-WY[`�\_a�b4Y[c�SXW

Ω
h%a�`XhLWGS�h%c\WGe,uRSMT%`XV_V�a[TKW«i `XW�W\Wwq]`Xco\XW ajZ,a�WoW W cDY[`���V_Y[e%a�c�TP\_`MZ,`_d,W[u[�0WGZGc}TKWgh�e%Y[\_`_c�hAV]Y[e7\XWGTOZGa�SX\_c�h%coa�S_T\XW
	 ��Â7� - �7?�Á]Æ T%`XewW
Y! }c�hKWGT�TKW[u + W�`_TÀV_e�fGZGc�T%f,bZW,S hG|�V~a�`_eÀWoY�V_eKW,b4c��Ge`WlZGa�bnV~a�T�Y[S�hKWl\XWIW
Yj �c�h�W,T%TKW^|
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a�S:cobnV�a[TKWj\XWGTIZ,a�S_\_c�h�coa[S_T«S_a[S�®_a�bna�p��,SXWGT £ fGp�Y^W\WGT«� 1

¤gT%`_elWoYDV]Y^e%a�c
z = 1

2

W,h«\XWGTIZ,a�S_\_c�h�c�a�S_T®_a�bna�p��GS-WGT�T%`_e�W WGT�Y[`�h�eKW,T�� Y[Z
W,TGu + a�`_e�W\W,T�\XWG`��ºY[`Xh�e`WGT�Z,a�b4V~a�T%Y[S�h�WGT�\_`ºZ�®]Y^b4Vº\XW² }c�hKWGT%T`W[|a�S�Z,a�S_T�co\_�,eKW�\XWGTjZGa[S_\_c�h%coa�SXTl\XW�	 ��Â7� - � ?}Á]Æ ®Xa�b4a[p��GSXW,T"T%`_eIh�a[`Xh"W\W�d~a�e%\K\_`KZG`_d,W
Ω
u

+ a�`_etW W>Z�Y^T²\XW�W
YKZ�Y� }c�h%f WGS V_e�fGTKW,S_Z
W�\���`_S¼a�dXT�h�Y^ZGW\W^|Ea�S cobnV�a�T`W>f,p�Y[W\W,bZW,S�ht\XW,T²ZGa�S_\Xc�yh�coa[S_TI\XW 	 ��Â7� - � ?}Á]Æ ®_a�bna�p��GS-WGTIT%`XejWoYtT%V_®X�GeKW^u��0WGT"\XWGe�S_co�,eKW,TjT�a�S�h"V_e%c�TKW,T W,S�ZGa�bnVXh�W�V_Y[eIW
Y
��������� �ÊZGa[b4bYW\_f,ZGe%c�hj\]Y[S_T"W\W,TIZ�®]Y[V_c�h�e`WGT"V_e%f,ZGf,\XWGS�h�T,uRS:Y�`Xh�c�WocoT�f!W W!T�Z�®_fGb4Yt\XW!V_e%a��`W,Z,h%coa�S:±7Y[p[e�Y[S_p>W��Y_�Y[W\W,e%¡ coSr\_f,ZGe�c�hl\_Y[S_TlW W!Z�®]Y^V_c�h%eKW�DV]Y[p WÌ �XugRS TKW:e%Y[b4�,SXW�Y[c�S_T%c«�xW
Yxe%f,T%a�W�`Xh�c�a�S \���`_SmV_e%a[d_Wo�,bZW4\XW 3IÇE��É�É�Ç65 Y� >WGZ�\XW,TnZ,a�S_\_c�h�c�a�S_T\XW ½�Á 8��¾4575 ®_a[b4a�p[�GSXW,TT%`_e�WoY4V_e`WGT�T%coa[S�u ±*WGT�V]Y[e%Y[bn�,h�e`WGT\-WGT�\XW,`�� T�cobt`_WoY^h�c�a�S_T"T%a[S h�W WGTT%`_c� [Y^S h%T²¢°V]Y^T�\XWMh�W,b4VXT

δt = 2.10−2
W,h� }coT�ZGa�T�c�h%f

ν = 2.10−3
u�±*Wtb4Y[coW�W
Y[p W�\XW

Ω
Z,a�b4V~a�esh�W

65 × 65 × 65
T%a�bnbZW?h�T,u

� Y^S_TLW WGTÀ�]p[`_eKW,T @ u B V]Y[p W������[| @ u���V]Y^p W�����¥ W,h @ u @ V]Y[p W�����¨�|�a�S4VXe%fGT`WGS�h�W!W\W,Twe%fGT�`_W�h�Y^h�Tg\XWW
YDT�cobt`XW
Y^h%coa�Sr\XW!W
Y�Z�Y� }c�h�f�WGS�h�e%Y��
SXf
W[W,S:V_e%f,TKW,S_Z
W\°��`_S:a[d_T�h�Y[ZGW W6D�\_Y[S_T«WoY�Z,a�Woa[S_SXW�\-W�p�Y[`XZ�®XW[|i}`-WGWoi `XW,T�coT�a�T%`_es� Y[Z
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W

£ � Y[Z W z = 1
¤?|7\XW,TtZGa�SX\_c�h%coa�S_TD\XW ½�Á 8��¾ 5 5 ®_a�bna�p��,SXWGTSWGS¼T�a�e�h%c\W £ � Y[Z
W z = 5

¤FW,ht }c�hKWGT�TKWS_a�e%b4Y[W WS `_WoW W�T%`_e"W\W,TIV]Y[e�a�coT,u
�«a�bnbYWW{��fGZ,a�`_W\W,bZW,S�hLWGT�hjTsh�Y^h%coa�S_S_Y[coe`W[|_a�S�V_e�fGT`WGS�h�WD`_SXW�TKW,`_W\W�c�h%fGe%Y^h�c�a�S WGS�h�W,b4VXTjZ,a�e%e`W?yT%V~a�S_\]Y[S�h��

t = 3s
u�±7Y4�]p�`XeKW @ u����>V_Y[p W>��¥[¨>bna�S�h�eKWDi `XWGW�i}`-WGT�Woc�p�SXW,T�\XWtZ,a�`_e%Y[S�hFW,h�c�T%a�T�`_esy� Y[Z
W,TU\XWjW
Y� }c�h�W,T%T`WT%`_e�W\WjV_WoY[S4\-W�ZGa[`_V�W

y = 0
u��0WGTLWocop[SXWGT�\XWjZGa�`_e%Y[S�hlT�a�S�hlZ�®_a�c�T%c WGT�\XW�T�a�e�hKWi}`°� W,WoW\W,T«bna�S�h�e`WGS�hlW WGT �,a�SXW,Tl\XWe`WGZGc�e%Z,`_W
Y^h%coa�S W,S�Y� ^Y[W~\XW!W{��a�d_T�h�Y[ZGW W[u��0W,h�h�W��,a�SXW!\XW�h�a[`_e%d_c�WoW�a�S

£ WGS��(a�e%bYWD\-WDh�a[eKW�¤ WGTsh�bnc\WG`}�: }coT%c�d_W\W�T%`Xe�W
Y²�]p�`XeKW @ u�� @ V]Y[p Wn��¥^¬Xu�±*WDZ�®]Y[bnVx\XWD }c�h�WGT�TKWSWGT�heKWGVXe%fGT`WGS�h�fnT%`Xe�W
Y4�]p[`_eKW @ u�� � V]Y^p W���¥ B u �wSX�]S�|°\]Y[S_T�WoY>\XWGe�S_co�,eKWt�]p[`_eKW²\XW²Z W,h�h�W²T%c�bt`_WoY^h�c�a�S
£ W
Yt�]p[`_eKW @ u�� Ì V]Y[p W²��¥[��¤?|Xa�S�V_e%f,TKWGS�hKWMi `XWGW�i `XWGTjcoT�a�d]Y[e`WGT"Y[`Kb4�,bZW�c�S_T�h�Y[S�h

t = 3s
u

±*W>\-WG`���co�,bZW W?��WGbnV_W\W4\���fGZGa[`_W\W,bZW,S h²Y[`Xh�a[`_eM\���`_SXW>T%V_®_�,eKW^|w�
Re ' 400

|AZGa�e�eKW,T%V~a�S_\ �`_S�e%fGp[cobYWV�f,e%c�a�\_c�i `XW[u � V_e%f,TKW,S h!W\W�\_a�b4Y[coSXW!\XW�Z�Y^WoZG`XW WGTsh
Ω =] − 1

2
, 1

2
[×] − 1

2
, 1

2
[×] − 1

2
, 5[

u±g��a�d_Tsh�Y[Z,W\WZ,a�S_T�co\_f,e%fFWGTshIW
YDT%V_®_�,eKW�\XWZ WGS�h�e`W�W{��a�e%c�p�coS-W�W?hI\XWe%Y�k[a�S
0, 1

uX±*WV]Y^TI\XW�h�W,b4VXT WGTshfGp�Y[WA�
2 × 10−2

u~±*W�b4Y[c�WoW
Y^p W�V~a�`_e"W\W�Z�®]Y^b4V�\XW� }c�h�WGT�TKWDZGa�bnV�a[e�h�W
77 × 77 × 257

V~a�coS�h%TG|�W,hZ
WGW�`_cÃV�a[`_egW
Y�V_eKW,T%T%c�a�S>Z,a�bnV�a�esh�W
39×39×129

V�a[coS�h�T,u}v�`_e�W\WGTg�]p�`XeKWGT @ u©¥ � W,h @ u¦¥}�!\XW,TLV_Y[p WGT��¥ @ W,h���¥ � T%a�S�hreKW,V_e%f,TKW,S h%f
W,T>W\W,T²coT�a� ^Y[W WG`_e�T²\_` Z�®]Y[bnV \XW� }c�h�W,T%T`WKT�`_erW\W,TtV_W
Y^S_T²\XW:ZGa[`_V�W
x = 0

W,h
y = 0

W?hMZ,a�e%e`WGT�V�a�SX\]Y[S�h²�
t = 6
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|
14
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20s
u + a�`XeDe�f�Y[W�coTKW,e�Z
W?h%h�W4T%c�bt`_W
Y�h�coa[S�|b4c�WoW\W�c�h%fGe%Y^h�c�a�S_T�W,S²h�WGbnV_TÀa[S hgf?h�fIS_f,Z
W,T%T�Y^coeKW,TGu � h%c�h�e`WlcoSX\_coZGY^h�c���|�V~a�`_eEZ
W,h�h�WIT�cobt`_WoY^h�c�a�St�VXWo`_T\XWri}`_Y^h�e`WnbncoW�Woc�a�S_TLW,h�\XW,b4cE\XWr\XWGp�e�fGT�\XW²W�cod,WGe�h%f[|�Z�®]Y[i `XWnc�h�f,e�Y^h%coa�S WGS h�W,b4V_T�Z,a �Xh�W²i `]Y�h�eKWb4c�S}`�h�WGTLW,SKhKWGbnV_Tj� +��
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RS>ZGa[S_T%c�\_�Ge`WjW W"\_a�b4Y[coSXWIV_Y[e�Y[W�Wof,WofGVXcoV~fG\_c�i}`-W

Ω =]−2, 2[×]−2, 2[×]−1, 11[
\]Y[S_T�W\W,i}`-WGWTKW�h%e%a�`�  WGS�hn\XW,`��¼a�dXT�h�Y^ZGW\W,T²T%V_®XfGe%c�i `XWGTr\XW:bn�GbYW�e�Y�k[a�S

R = 0.5
W,hr\XW:Z WGS�h�e`WGTreKW,T%V,WGZ,h%c��(T

(−0.5, 0, 2)
W,h

(0.5, 0, 5)
u �wS WGS�h%e%f
W�\_`:ZGY[S]Y[W�`_S:V_e�a[�]W�\XW!hzk�V,W 3lÇÀ��É�Á 8O� ? ?�Á WGTsh"cobnV�a[T%f�T�`_eW
YM }c�h�WGT�TKWn¢

§ =




0
0

uz(x, y)


 , uz(x, y) =

1

8
(x2 − 4)(y2 − 4).

±*WGT�ZGa[S_\_c�h%coa�SXT�T%`Xe�W\WGT!d�a[e%\_T�\_` ZGY[S]Y[WOT%a�S�h�\XW,T�ZGa�SX\_c�h%coa�S_T!\XW � c�e%c�Z�®_W\W?h�| § = 0
|�h�Y[S_\_c�Ti `��_WGS¯T�a�e�h%c\W�\_`KZ�Y^S]Y[W�a�SKcobnV~a�TKWW WGT"ZGa[S_\_c�h%coa�SXTlT%`_c� ^Y[S�h�WGT"T�`_e"W
Yt }c�h�W,T%T`W$W?hjW
Y²V_eKW,T%T�coa�SË¢

p = 0, ux = 0, uy = 0,
∂uz
∂z

= 0.

±*WlV]Y[TO\XWLhKWGbnV_T�W,T�h
δt = 2×10−2

| W,hEW\W�b>Y[c�WoWoY[p WÀZ,a�S_T%c�\_fGe�f WGTshÀZ,a�S_T�h%c�h%`_f«\XW
65×65×193V~a�coS�h�T,u�RSDZ,a�S_T%c�\_�Ge`Wg\XWG`��DT�cobt`_WoY^h�c�a�S_TO¢�W
YIV_eKW,b4c��Ge`W�Z,a�e%e`WGT�V�a�SX\M�"`_SMSXa�btd_e`W�\-W(� Á *$5AÇ6?�%EÉ

Re ' 10
|XW?hjW
YtTKW,ZGa�SX\XWt�

Re ' 200
u

+ a�`Xe«W
Y�V_eKW,b4c��Ge`W!T�cobt`_WoY^h�c�a�S�|�WoY��_p�`_eKW @ u©¥�¥�V]Y^p WD��¨ �DV_e�fGT`WGS�h�W�W W!Z�®]Y^b4V4\XW! }c�hKWGT�TKW\]Y^S_T`_SXW �Ga�SXW«V_e%a}Z�®XWl\XW,TÀ\XW,`��²a�dXT�h�Y^ZGW\W,TÀ�
t = 4s
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Y^S:\XW�ZGa�`XV�W

x = 0
¤L\X`Kbna}\_`_W\W!\XW�W
YM }c�h�WGT�TKW�Y[`}�:coSXT�h�Y^S h%T

t = 1
|

2
|
3
W?h

4s
uRS>eKW?� Y[c�h�WoY�bn�GbYW�W$��V�f,e%c\W,S_Z
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200
u�±*WGTEe�fGT�`_W�h�Y^h�TAT%a�S�hEV_e%f,TKWGS�h%fGTw\XW�W
Y"b4�,bZW�b4Y[S_co�,eKWgi `XW«Z WG`��M\XWLW
Y"T%cobM`_W
Y^h%coa�S�VXe%fGZ,fG\XW,S�h�W[|
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±*W�\XWGe�S_c\W,eIh�WGTsh�S `_bnfGe�coi `XW�\_`�Z�®]Y[V_c�h�eKW�Z,a�S_Z
W,e%SXW�W
Y²T�cobt`_WoY^h�c�a�S�S `_bnfGe�coi `XW�\���`XS�f,ZGa�`_W W?ybZW,S h�WGStVXe%fGT`WGS_Z WI\XW«VXWo`_T�c\WG`Xe%TEa[d_T�h�Y[ZGW WGTGu^±*W«\_a[b>Y[c�SXWg\XW«ZGY[WoZ,`_WEWGT�h

Ω =]− 1
2
, 1

2
[×]− 1

2
, 1

2
[×]−

1, 1[
|À\]Y^S_T²W\W,i}`-WGWla�S bYW,hr\���`_SXW:b4Y[S_c��Ge`W axV_TKW,`_\_a^yzY[WofGY^h�a�c�eKW\c����nT%a�c �XY[S�h�W:\_c �¼V]Y[esh�c�ZG`_W WGTT%V_®_f,e%c�i}`-WGTl\XW"bn�GbYW"e�Y�k�a�S

R = 0.08
u ±*WjTKW,S_T«\XWjW{��fGZ,a�`_W WGbYWGS�h WGT�h�h�a[`���a�`_e�T�V_Y[e�Y[W�Wo�,W\WI��W{��Y���W\XWGT

z
|7Y�  W,Zr`_SºV_e%a[�_WEZGa[S_T�h�Y[S�hSW,S WGS�h�e�f
W

(uz = 1)
|�\XW,T�ZGa�S_\Xc�h�c�a�S_T!\XW²T%a�esh�c WtWoc�d_eKWtV~a�`_e�W\WGTh�e%a[coT²ZGa[b4V~a�T�Y^S hKWGT²\XW:WoY¯ }c�h�W,T%T`W W?hn\XWGT²Z,a�S_\_c�h�coa[S_Tt\XW�p�W�coT%T`WGbYWGS�h²T�`_erW\WGTMV]Y[e%a[coT²\_` Z�Y^S]Y[WT%a�S�h"ZGa[S_T%c�\_fGe�f
WGT,uÃ±*W�V]Y[TI\XWhKWGbnV_T WGTsh

δt = 2× 10−2
W?hIW
YMp[e%coW�W\W" }c�h�W,T%T`W��^V_e`WGT�T%coa[S�Z,a�b4V~a�esh�W

77× 77× 157
V~a�coS�h%T«V~a�`_e«WoY� }c�hKWGT�TKW W?h

39× 39× 79
V~a�coS�h%T«V~a�`_e«WoYDV_e`WGT�T%coa[S�u � SXWc�h%fGe%Y^h�c�a�SZGa �XhKWSW,S�bna�k W,S_SXW
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� Y^S_T!WoYr�_p�`_eKW @ u©¥ � V]Y[p Wn��¨��²a�S�V_e%f,TKWGS�hKWti `XWGW�i}`-WGT�c�T%a�T�`_e�� Y^Z
WGTj\XW�W
Y² }c�h�W,T%T`Wt�rW{��coS_Tsh�Y[S�h
t = 12s

u�±�WMZ�®]Y[bnVx\XWM }c�hKWGT�TKW[|�Y[`xbn�GbYWMcoSXT�h�Y^S hG|�T�`_eW WMV_WoY[S¯\XWMZGa�`_V,W
y = 0

W,T�h�VXe%fGT`WGS�h�f\]Y[S_TjW
YM�]p[`_eKW @ u©¥ Ì V]Y[p W²��¨ @ u

�L���I� @ u©¥ � � � T�a�T%`_es� Y[Z
W,T!\-W�WoYM }c�h�W,T%T`WM�
t = 12s
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����� �������  "!$#&%"#(') +*,%"��*.-/ "�0#&%"# 12*, +343 @65 #87,#:9+%;��#
< �{�� !�L<I% � :L&� W * W DE&6��* � � � & �KW �7&��3����� ��W>=

∫ 1

−1

f(x)dx ≈
nq∑

i=1

wif(xi),
?@? M � @

%��	"b W �U�6AH&�*��
xi

��%�� �  W �CB,+ � %���*(& -�%' 3aS�6D�: W * WFEHGJIHGJK/L�M4GONQP
Pnq

Wk�  W �U-�%'�3*��
wi

��%�� �
*�%'����+,�F-�� �

wi =
2

nqP ′
nq

(xi)Pnq−1(xi)
.

?@? MSR @
� WG� ��4� W ��& ? M � *�%'��� W  W � ���� W & � �^* W �

xi
Wk�
wi

-�%'& �
nq

��� � �9��� � * W
2
t

5
M

nq xi wi

2
− 1√

3
1√
3

1
1

3
−

√
15
5

0√
15
5

5
9
8
9
5
9

4

− 1
35

√
525 − 70

√
30

− 1
35

√
525 + 70

√
30

1
35

√
525 − 70

√
30

1
35

√
525 + 70

√
30

1
36

(18 +
√

30)
1
36

(18 −
√

30)
1
36

(18 +
√

30)
1
36

(18 −
√

30)

5

− 1
21

√
245 − 14

√
70

− 1
21

√
245 + 14

√
70

0
1
21

√
245 − 14

√
70

1
21

√
245 + 14

√
70

1
900

(322 + 13
√

70)
1

900
(322 − 13

√
70)

128
225

1
900

(322 + 13
√

70)
1

900
(322 − 13

√
70)

TVU�W ! ? M �YX ? 4��7�8�!�7� W �_* W ��-�%'�3� � �^* W DE&6��* � � � & �`WSWk�  W & � �]-�%'�!*��^�,% ���`W �7-.%'�(*6��� � �,M

Z;[]\_^6`�acb4[edFfhgjickmlon�prqCs]t�uwv]uwxys6k
vzp{kz|@s}p�u�~$s
~$q�u$��|���n�������u�u�~$|8u{��k]�$|�u8��n�s}p,t�u�~8��n�t�������q�u�~
v]uwv]u��zp��.���olo�$p$��u$s]p�n�s����
kzt��

(2nq − 1) �
�q� �^��W �(��% � �!�K� � �!%�� =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(x, y, z)dxdydz ≈
nq∑

i,j,k=1

wiwjwkf(xi, yj, zk).
?@? M � @

l W,���KW <I% � :L&� W * W DE&6��* � � � & �KW W � � W 0���� ��W -�%'& �  W �q-.%� 3aS�6D': W �q* W * W,>'� +�"�-6� �$� ��-�-�% �A�ft � � ��DS& W
��� � �9��4� W "(�!�1<I+ � � W & � %�&{+ > �� t

(2nq − 1)
M

�Q�
P`(x) =

1

2``!

d`

dx`
(x2 − 1)` �

� �'�



� � � ��� � ��� �z� � � � �

�&��� ���,���  "!y*	�$�0#

�q%'& � &(��� � ��:)-{���8�� 9��� �KW
a
W,� * W &10/� � ��:�-��^� W � � % � � W  !��b Wk��
 "�%'�6�

∇a =




∂a

∂x

∂a

∂y

∂a

∂z




, ∇ b =

(
∂
b
∂x

,
∂
b
∂y
,
∂
b
∂z

)
=




∂
b
x

∂x

∂
b
x

∂y

∂
b
x

∂z

∂
b
y

∂x

∂
b
y

∂y

∂
b
y

∂z

∂
b
z

∂x

∂
b
z

∂y

∂
b
z

∂z




?@? M � @

∇ · b = tr(∇ b ) =
∂
b
x

∂x
+
∂
b
y

∂y
+
∂
b
z

∂z

?@? M� @

∇ · (∇× b
) = 0

?Q? M�� @
∇× (∇a) = 0

?@? M�� @
∇ · (a b ) = a∇ · b + ∇a · b ?@? M�� @

∇× (a
b
) = a∇× b

+ ∇a× b ?@? M�� @
∇ · ( b × 


) =

 · (∇× b

) − b · (∇× 

)

?@? M ��� @
∆
b

= ∇ · (∇ b ) = ∇(∇ · b ) −∇×∇× b ?@? M �'� @

�&��� �O9��87 *,!��$-�� %"# � *  �� �"!

# %'� W � �
a
Wk�
b
* W &10 � + W  !�]� ��� �!� ��W : W � � -�%'�7� � �i<I�8M��q%'& �^� %'& �

ε > 0
"6%'�{�

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

?@? M � R @
$f� W�%NWk� "

ab = (
√

2εa)(
b√
2ε

) ≤ 1

2
[(
√

2εa)2 + (
b√
2ε

)2].
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����� ������� ����� 	 � 	 � � ��
����� Q1

����������� W�������� �
Q1
W��"! � � W��$#%��&'�(�*)+&,��# W�#+�.-�&,� #+�%)%/ �0�.#%/ )1!-W�#12XW43 576�! )`W�#�8 #�W�#.!XW�9,) � #1!XW

� ��:,W�);� � #%&,���<! � ��� �=#>5'/?3@#%& �A� W��%#�8�<B�C5A-D2 &,��#+�=��-�& �E� W ���=��� W����>!-W�) �GFH� )KW�� -
W � WI-�/ :�W Q̂ =
[−1, 1]3

8KJ0WL!XW�)+� �\W�) W�#;��)`W�M ) � #`W���� � M�5') � 5I��9'/ )KWLNO8 �,P &,Q �R� &,�S51� &'� � =

â1 = (−1,−1,−1), â2 = (1,−1,−1), â3 = (1, 1,−1), â4 = (−1, 1,−1),

â5 = (−1,−1, 1), â6 = (1,−1, 1), â7 = (1, 1, 1), â8 = (−1, 1, 1). T NO8 �VU

â1

â2 â3

â4

â5

â6 â7

â8

x

y

z

W�X IZY[NO8 �YX ���\������� W����]!XW<) ��FH� )`W�� - W Q̂ 8
� W�# F &,�$-��*�=&,� #Z!XW<:�57#KW

ϕ̂i
#%&,���^! � ��� �\W�#]!XW � 5 � 57� ��6�)KW>#+/ �=_75'����W>=

ϕ̂i(âj) = δij, i, j ∈ {1, . . . , 8}, T NO8 R U
&,Q � W�#

âj
#%&'��� � W�#Z#%& �A� W��%#Z!XW Q̂ W�� δij � WB#;` � :a& � WB!XW�b�Mdc K/GKegf GJM�8#?�h&,�i�$&'��W

(η, ξ, ζ)
/ �@#+`�#+�%6 � W1!XWI-�&?&,)+! &,� � � W�# � &?-�5 � W�#])KW � 57�*� FkjA�l�\������� W����O!XWI) ��FH� )KW��$-
W

Q̂ P � W�# F &,� -G�*�=&,� #Z!XW<:�5'#`W
ϕ̂i

#%&,���^! &,� � � W�#^M�5') � W�#LWG3?M )`W�#+#%��&'� #�#+/ �=_75'���KW�#�=

ϕ̂1(η, ξ, ζ) =
1

8
(1 − η)(1 − ξ)(1 − ζ), ϕ̂2(η, ξ, ζ) =

1

8
(η + 1)(1 − ξ)(1 − ζ), T N�8nm U

ϕ̂3(η, ξ, ζ) =
1

8
(η + 1)(ξ + 1)(1 − ζ), ϕ̂4(η, ξ, ζ) =

1

8
(1 − η)(ξ + 1)(1 − ζ), T N�8 ��U

ϕ̂5(η, ξ, ζ) =
1

8
(1 − η)(1 − ξ)(ζ + 1), ϕ̂6(η, ξ, ζ) =

1

8
(η + 1)(1 − ξ)(ζ + 1), T N�8 � U

ϕ̂7(η, ξ, ζ) =
1

8
(η + 1)(ξ + 1)(ζ + 1), ϕ̂8(η, ξ, ζ) =

1

8
(1 − η)(ξ + 1)(ζ + 1). T N�8 � U

��� �
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� ��� 
 �� ���� ��� ���
����� ��� 	 � �
� �y� � ��* 9+3�������� *�-��$�w9+3 %"# � �>�,��%"�w9+9��8#:3

� 5'� #^!XW�# ������� W����%#]� � ��#
Q1
W�� � 5'� �=� 5'9>W�-�5')+� � #%� W�� P � 5��*)*57� # F &,) � 5 �*��&'�

J
!XW �R��������� W����]!XW

) �GFH� )`W�� - W Q̂ = [−1, 1]3
_>W�)%# �R��������� W���� Q = [xa1 , xa7 ] × [ya1 , ya7 ] × [za1 , za7 ]

W�#;�B! &,� � � W�M�57)
-
WG�%�KW$W43?M )KW�#%#%�=&,�_=

J : (η, ξ, ζ) ∈ Q̂ 7−→ (x, y, z) ∈ Q, T NO8 � U&,Q P

(x, y, z) =

(
xa7 − xa1

2
η +

xa1 + xa7
2

,
ya7 − ya1

2
ξ +

ya1 + ya7
2

,
za7 − za1

2
ζ +

za1 + za7
2

)
.

T NO8 � U#?&,���%5'-�&,: �\W�� |J | W�#+�^! &,�$- � WB#%/ �0_75'����=

|J | =
1

8
(xa7 − xa1)(ya7 − ya1)(za7 − za1). T NO8 � U

� ��� � 9>-��87�� *.-��$�w9 9  +� � � ��') "#(34 "� !�� �8! �:� #:9C- %"# � ��� � ��#:9�� #

��� �=��� � 9,)%57�*�=&,� #%/ ) �R��������� W���� Q W�#+� W�%NW�-��*/ � W M�57) � 5"�%)*5'� # F &,) � 57�%��&,� #%/ ) �R�����=��� W����S!XW
) �GFH� )`W�� - W Q̂ 8 ��� / #]M ) � -���# ��� W���� P

∫

Q
f(x, y, z)dxdydz =

∫

bQ
f(J(η, ξ, ζ))|J |dηdξdζ. T NO8 � ��U

J0W��+��W !XW�)%� �=6�)KW �=��� � 9')*5 � W W�#;�E5'M M )+&?-D2 � M 5') �R� / �XW !-W�# F &,) � / � W�#�!XW���/�5'!$)*57�%/ )KW !XW � U�!#"�"
$
E GJIHG K/L�M4G M ) � #KW���� � W�#�!�5'� # �l� 5'�$�XWG3�W�?I8 <>�S5A5 � &,)+#m=

∫

Q
f(x, y, z)dxdydz ≈ |J |

nq∑

i,j,k=1

wiwjwkf(J(ηi, ξj, ζk)), T NO8 ���VU

&,Q P
nq
W�#;� � W � & � : )KW�!XW M[&,����� !XW%��/�57! )*57�%/ )KW !�5'� # -D2�5'-�/$�XW�!XW�# �*)+&,��#h! ��)`W�-G�*��&'� # P � W�#

(ηi, ξi, ζi)#%&'��� � W�#]Ma&'�����*#Z!XW&��/�5'!$)*57�%/ )KW W�� � W�#
wi

� W�#ZMa&,�=! #Z-�&')%)KW�#%M[&,� !�57���%#�8

� ��� ' *�-�� � � #:3 %+# � ��7 ��%��r-�� # - %"#(� * 343�#

� W�#�-�&EW)(E-��\W����%#�!XW � 5 � 57�%)%�=-
W !-WZ)%��9'��! �0� �
A = (aij)

WG��!XW � 5 � 5 �*)%�=-
W�!XW � 57#%#KW
M = (mij)#%&'���^)`W�#%M,W�-G�*�0_ W � W�����! &,� � � #^M�5')Z-
W�#�W43?M )KW�#%#%�=&,� #,=

aij =

∫

Ω

∇ϕi · ∇ϕj, mij =

∫

Ω

ϕiϕj, T N�8 � R U
&,Q

ϕi
W�#+� � 5 F &'� -��%��&,� !-WL: 5'#KW<5'#+#%&�-�� � W<5'/ #%& �A� W�� ��/ �A� )%&

i
! / � 57� ��� 5'9 W

Ξ
8+* � � � )*5 � W � W���� P-
W�#<����� � 9,)*5 � W�#B#+&,��� � _75 � / � W�# P W�� /$�*� � �=#*5'��� � 5 F &,) � / � W !XW,��/ 5'! )*5 �*/ )`W T NO8 � �VUDP #KW�/ � W � W����L#+/ )� W�# ���=��� W����*#]���$- � /$#Z!�5'� # �R� �����KW�)%#`W�-G�*��&'�S!-W�#]#%/ M$Ma&,);�*#^!XW

ϕi
W��
ϕj
8

$ ��- W-��/$�g� &,/ #Z-�&,� -
W�)%�XW P &,� �XW<- 5 � -�/ � W>M�5'#Z- W�#]����� � 9,)%5 � W�#�8 $ � W %�W�� P &,� /$�*� � �=#KW � 5I#+�%)%/ -�.
�*/$)KW<��W��$#%&,)+�\W �=� WB! / � 57� ��� 5'9 W78 J0W !XW�)+� �\W�) W�#+�OM�W�)0/�/�-�& �E� WB/ �XW �KW�� #+&,)%�=#*57�%��&,� !XW�# � 5'� �=� 5'9>W�#

� � �



����� ������� ����� 	 � 	 � � ��
����� Q1

/ � ��!$� � W�� #+��&,� �-W � # !XW�-D2�5'-�/$�S!-W�# �%)%&,�=# 5 3�W�#�8�� � #%/ (.�]5 � &,)+#�! � /$�%� � �=#KW�) � W�# WG3?M )KW�#%#+��&,� #Z!-W�# � 5 .
�*)%�=-
W�#>!XW�)+��9,�=! �=� � WG�B!XW � 5'#%#`W�-�&')%)KW�#%M[&,� !�57���%# j / � � 5'� �=� 5'9>WFW��

1D
8 #?� &,� � &'�KW

Ax
P
Ay
W��

Az T )`W�#%M,W�-G�*�0_ W � W���� Mx

P
My

WG�
Mz

U � W�# � 57�%)%��- W�#�!XW1)%�=9,��! �0� � T )`W�#+M�W�-��*�0_ W � W���� � W�# � 57�*)+��- W�#
!XW � 5'#+#KW U -�&,)%)`W�#+Ma&,�$!�5'���*#�5'/ � 5'� ��� 5'9 W]!XW�#]�*)+&,��#]5V3-W�# P &,��5"=

A = Ax ⊗My ⊗Mz +Mx ⊗ Ay ⊗Mz +Mx ⊗My ⊗ Az, T NO8 � m U
W��

M = Mx ⊗My ⊗Mz, T NO8 ����U&,Q P � W@#+` � :[& � W ⊗ ! � #+��9,�-W � WiM )+&?!$/ �=� �KW�� #+&,)%� W � !-W � 57�%)%�=-
W�# P ! � ��� � W M�5')e=�Ma&,/$) �*&,/ #
W����*� W�)%#.#;�*)%�=-��KW � W����1M[&,#%�0�*� F #

m
P
n
P
k
W��
l
8 � &,/ )��*&'/$��W�# � 57�%)%�=-
W�#

R = (rij) ∈ Mk,l(R)
W��

S = (sij) ∈ Mm,n(R)
P

R⊗ S :=




s11R . . . s1nR
. . . . . . . . .
sm1R . . . smnR


 ∈ Mkm,ln(R). T NO8 � � U

� � �
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����� ������� ��� ����� ��� ��� ��� 	�� � 	D
 �+ �
� ��� � 9"7 !$#:3 % �
	  "!�# �

<>�1M,W�/$�k! � -�)+��)KW � W � &,/$_ W � W�����! � / �.#%& � ��!XW j>�l� 57��!XW�!XW � 5OM[&,#+�=�*�=&,��!XWZ#+&,�.-
W����%)KW]! � ���XW�)+�%�\W
W��^!XWB�*)+&,��#]5'�$9 � W�#���/$�g! � ���$��#%#`W����

�l� &,)+�\W����*57�*�=&,� !XW�#I5 3�W�#I! / )KW�M[6�)`W � &,: � � W R′ = (x′, y′, z′)
. � � � 5'/ #%& � ��!-W .�)`W � 5 �*�=_>W � W����

5'/ )`W�M[6�)`W.�?3-W R = (x, y, z)
8 � &,/ )<-
W�#L5'� 9 � W�# P � � 57M M�5')%5����B#+&,/$_>W����I-�& �E� &�!XW�! � /$�%� � �=#KW�) � W�#

^�����Q[��������.b��Q[�` 8J<>� �%)%&,/?_ W�)%5EM � / #]!XW<! � �D5'� � #�#+/ ) � W�#^5'�$9 � W�#Z! ��$ / � W�)+#^! 5'� #�� � ��� 8
� &,/ )I#+� � M � �0�aW�) � 5SM ) � #`W����D57�%��&,� P &,� M,W�/?��#%/$M Ma&'#KW�) ��/-W � W�#I!XW�/?3 )`W�M[6�)`W�#�&,��� � 5 � ��� W

&,)%�=9,���XW
O T - F 8g��9,/ )`W JO8 �VU 8 � WEM � 5'� � &,: � � W

(x′Oy′)
-�&,/ M,W � W.M � 5'� �$3�W

(xOy)
#%/$�=_75'���I/$�XW

! )%&,�0��W T (Oξ) #%/ ) � 5>��9'/ )KWOJO8 � U 5'M$M�W ��� W t�� �z��u���nyv
kzt�u 8 � )KW�� &,� # -�& �A� W]9,)*5'�$!XW�/ )+#�! � ��� �=#%#%5'���
� 5@M[&,#%�0�*�=&,� !XW�#.5 3�W�#

x′, y′, z′
M�5')I)*5'M M[&,);�15'/?3 5 3�W�#

x, y, z
� W�#�5'� 9 � W�#�#+/ �=_75'���*#"= �R� 5'� 9 � W
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β
5'/$�%&,/ )Z!XW

ξ
=
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cosψ cos φ− cos β sinφ sinψ cosψ sinφ+ cos β cosφ sinψ sinψ sin β
− sinψ cosφ− cos β sinφ cosψ − sinψ sinφ+ cos β cos φ cosψ cosψ sin β

sin β sin φ − sin β cos φ cos β
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φ̇ sin β sinψ + β̇ cosψ

φ̇ sin β cosψ − β̇ sinψ

φ̇ cos β + ψ̇
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