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Systemes
atomiques
simples

SECTION 1 (Chapitre I)
Présentation de la these

/1.1
Cadre de la thése

Le travail de these présenté ici s’inscrit dans le domaine des
atomes et ions a faible nombre d’électrons (hydrogene, hélium, ions hy-
drogénoides ou héliumoides,. . . ). Ces systémes simples sont particulierement
adaptés a des études expérimentales et théoriques extrémement précises
[KARSHENBOIM et al. 2001 ; BEYER and SHEVELKO 1999 ; LIESEN 1995 ;
JOHNSON et al. 1988 ; MARRUS 1983 ; HANLE and KLEINPOPPEN 1978].

Les études théoriques les plus précises des niveaux d’énergie de
ces systemes requierent l'usage de 1électrodynamique quantique ou
« QED » (« quantum electrodynamics », théorie électromagnétique
[PESKIN and SCHROEDER 1995 ; WEINBERG 1995] du « mode¢le standard »
des interactions fondamentales [GAILLARD et al. 1999 ; DONOGHUE et al.
1992]). Bien que cette théorie soit loin d’étre nécessaire a tous les do-
maines de la physique atomique, elle est indispensable [SAPIRSTEIN 1985]
a l'interprétation de certains résultats expérimentaux, comme par exemple
le déplacement de Lamb entre les niveaux!' 2s; /2 et 2py/p de I'hydrogene
[LAMB and RETHERFORD 1947] ou bien les énergies de transition observées
dans les ions lourds treés ionisés? (voir par exemple BEYER and SHEVELKO
[1999]). La figure I.1 montre une comparaison entre les niveaux d’énergie
de I'hydrogene atomique et de 'uranium hydrogénoide U?'F tels qu’ils sont
mesurés expérimentalement et tels qu’ils sont prédits par le modele de Bohr
(ou encore I’équation de Schrédinger), la théorie de Dirac et QED, qui est
la seule & donner correctement ces niveaux.

Cette these est ainsi fondée entiérement sur I’électrodynamique quan-
tique (« des états liés » — cf. section II/1), qui inclut la relativité restreinte
et la seconde quantification. Nous rappelons les bases de cette théorie dans
le chapitre II.

!Nous rappelons dans la section VI/2.1 la notation standard que nous utilisons ici pour
décrire les niveaux de I’hydrogene atomique. Nous notons les niveaux par nL;, ou n est
le nombre quantique principal de 1’électron, L le moment cinétique orbital (de sa grande
composante, cf. section VI/2.1) et j son moment cinétique total (incluant le spin). Nous
utiliserons indifféremment une lettre minuscule ou minuscule pour le moment cinétique
orbital (les états propres de I’équation de Dirac sont cependant toujours notés avec une
minuscule).

2Par exemple, la contribution de QED & P’énergie du niveau fondamental de I'uranium
atteint presque 500 eV [STOHLKER et al. 2000 ; MOHR et al. 1998], soit plus de 30 fois
I’énergie d’ionisation de I’hydrogene atomique.
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Valeurs pour l'uranium hydrogénoide
Vg .

7 N
Continuum
Bohr Dirac QED N
et exp. i
n=2, j=32 2pyp |+_~2_9’6 kev
LT 25, Faskev |
WE2 = et el
2 Lamb |
P 275 eV :
|
|
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\ s ~131,8 keV
el At S— ;
~470 eV
Fic. 1.1 — Niveaux d’énergie dans [’hydrogéne et dans ['uranium hy-

drogénoide. L’'électrodynamique quantique (QED) — théorie relativiste de
I'interaction électromagnétique quantifiée — doit étre utilisée pour prédire
les niveaux d’énergie observés dans I’hydrogene (en bleu) et dans 'uranium
hydrogénoide U1+ (en rouge). Les théories de Bohr (non relativiste) et de
Dirac (relativiste, mais ne traitant pas la lumiere sous forme de photons)
ne prédisent qu’approximativement ces niveaux. Nous avons négligé ici la
structure hyperfine. (R, désigne le Rydberg.)
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/1.2

Contenu du manuscrit

Ce mémoire concerne la prédiction des niveaux atomiques par QED.
Pour prédire numériquement ces niveaux, il est d’abord nécessaire d’ob-
tenir des formules mathématiques se prétant & des calculs numériques de
leurs énergies. Dans un deuxieme temps, il faut obtenir les résultats chiffrés
nécessaires aux comparaisons avec I’expérience. Le travail présenté ici couvre
successivement ces deux étapes : les chapitres III-V rentrent dans le cadre
de la premiere étape et le chapitre VI dans celui de la seconde. L’index fourni
a la fin de ce mémoire est destiné a faciliter la lecture du manuscrit.

Nous faisons le point dans le chapitre III sur 'une des quelques méthodes
destinées (entre autres [SHABAEV 1994]|) a exprimer mathématiquement
les prédictions de QED pour les niveaux atomiques : la méthode dite
« de la fonction de Green & deux temps », proposée récemment [SHABAEV
1988b, 1993]. Celle-ci possede des avantages que nous décrivons dans la
section I11/2.3 — et qui incluent en particulier la possibilité d’obtenir per-
turbativement des expressions formelles (exploitables numériquement) pour
n’importe quel ensemble d’énergies atomiques, alors que les méthodes plus
anciennes sont restreintes a la prédiction de niveaux isolés. Ma présentation
du chapitre III reprend les articles publiés sur la méthode de la fonction de
Green a deux temps mais y ajoute des explications et de nombreux détails
qui manquent aux présentations originales.

Nous verrons que les articles sur la méthode de la fonction de Green a
deux temps laissent en suspens un certain nombre de questions : certaines
difficultés théoriques n’y sont pas soulevées (cf. section II1/6), et I'appli-
cation de la méthode & des calculs concrets semble toujours y suivre des
dérivations ad hoc. Je me suis attaché a ces deux problemes — qui empéchent
tout! usage rigoureux et systématique de la méthode. Je résous la premiere
difficulté dans la section IV/2, ol je complete les résultats publiés par des
justifications théoriques qui valident la méthode. D’autre part, je développe
dans la section IV /3 une méthode systématique permettant d’utiliser relati-
vement aisément la théorie présentée dans le chapitre III : la méthode « de
la particule fantéme » que j’y introduis permet de dériver graphiquement
des expressions théoriques simples des niveaux atomiques prédits par QED.
Comme exemple d’application, je calcule dans le chapitre V la contribution
aux niveaux d’énergie de I'une des plus importantes corrections de QED
a l'interaction entre électrons dans les héliumoides (atomes et ions & deux
électrons) : la « self énergie écrantée » (cf. section V/1.2).

!La méthode de la fonction de Green & deux temps n’a apparemment été employée en
physique atomique que par SHABAEV [1988b, 1990a] (qui I'y a introduite) et ses éléves
[ARTEMYEV et al. 2000 ; YEROKHIN et al. 2000].
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Les formules mathématiques obtenues par la méthode présentée dans les
chapitres IIT et IV — ou par d’autres méthodes : cf. section I11/2 — sont trop
compliquées pour étre évaluées analytiquement. Le chapitre VI montre un
exemple de calcul numérique de correction de QED aux niveaux atomiques :
j’y présente nos calculs de précision! de la contribution la plus importante
de QED aux niveaux d’énergie des atomes et ions hydrogénoides, la « self
énergie » (que I'on peut concevoir comme 'action de ’électron sur lui-méme
par émission et absorption d’un photon — c¢f. chapitre VI).

/1.3
Applications

Les calculs et les mesures sur les systemes atomiques simples ont at-
teint des incertitudes numériques tellement faibles que les comparaisons
entre théorie et expérience peuvent servir soit a des mesures extrémement
précises de constantes fondamentales [MOHR and TAYLOR 2000, 2001], soit
a des tests détaillés des théories employées — qu’elles soient incluses dans
le « modele standard » des interactions fondamentales (QED, mais aussi
QCD — Quantum Chromodynamics —, théorie de linteraction forte) ou
non [BLunM 2001]. Ainsi, par exemple, la prédiction théorique — disons
d’une énergie de transition atomique — la plus précise a un moment donné
contraint fortement certaines constantes fondamentales, par comparaison
avec les expériences; ce résultat théorique ne peut donc servir a tester la
théorie qui a servi le produire puisque l'ajustement des constantes fonda-
mentales? est fait pour le rendre juste [HILL et al. 1989]. Mais par sa contri-
bution a la métrologie, il permet des comparaisons encore plus probantes
entre d’autres prédictions théoriques et les expériences?.

Le code que j’ai utilisé a été écrit pour P’essentiel par Peter Mohr et Paul Indelicato
[MOHR 1974a ; INDELICATO and MOHR 1992, 1998b, 2001], avec plusieurs routines de
Yong-Ki Kim [MoHR and Kim 1992].

2Plus de détails sur la procédure d’ajustement utilisée par le Committee on Data for
Science and Technology (CODATA) pour la publication de leurs recommandations pour la
valeur des constates fondamentales peuvent étre trouvés dans MOHR and TAYLOR [2000].

3Par exemple, la détermination actuellement la plus précise de la constante de struc-
ture fine a (réalisée par mesure du rapport gyromagnétique de 1’électron — c¢f. KINOSHITA
[2001] ; HUGHES and KINOSHITA [1999]) influence beaucoup la valeur et l'incertitude ac-
ceptées pour cette constante [MOHR and TAYLOR 2000, 2001]. La théorie qui a servi a
déduire la valeur de o des mesures sur le facteur gyromagnétique (g) peut étre remise
en question si l'estimation qui en a été récemment obtenue (grace a des mesures de la
structure fine de 'hélium [GEORGE et al. 2001]) propose une valeur contradictoire suf-
fisamment précise — il est attendu que l'expérience décrite dans GEORGE et al. [2001]
fournisse bientét la deuxiéme plus précise valeur de la constante de structure fine a.

-6 -
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D’un point de vue expérimental, la quéte de précision sur les mesures
dans les systemes simples stimule de nombreux domaines. Nous pouvons
par exemple citer les lasers [BIRABEN et al. 2001 ; NIERING et al. 2000 ;
DE BEAUVOIR et al. 2000] et certaines techniques associées, comme par
exemple celle, tres récente, des peignes de fréquences! [NIERING et al. 2000 ;
UDEM et al. 2001]. Comme les ions tres chargés possedent (par rapport a
I'hydrogene) des électrons externes trés proches au noyau, les énergies de
transition que I'on mesure dans ces systemes appartiennent au domaine des
rayons X : les expériences précises de spectroscopie de ces ions trés chargés
stimulent le domaine des sources de rayons X [BEYER 1995b] — avec les
applications qu’on leur connait en médecine, comme par exemple dans le
traitement de certains cancers.

Comme mentionné plus haut, les mesures expérimentales précis
d’énergies de transition permettent des tests extrémement séveres de diverses
théories, et en particulier du modele standard. Par exemple, les étonnants
résultats expérimentaux obtenus récemment sur le moment magnétique du
muon [BROWN et al. 2001] montrent que le « modele standard » des interac-
tions fondamentales peut étre remis en cause par des expériences de précision
dans le domaine des basses énergies.

En ce qui concerne QED, les atomes et les ions a faible nombre
d’électrons sont des systemes physiques de basse énergie : 1’énergie de
masse des électrons est de l'ordre de leur énergie totale (qui inclut en plus
leurs énergies cinétique et électromagnétique). Leur étude permet de tester
QED dans un domaine complémentaire de celui des hautes énergies (i. e.

!Sources de lumiére dont le spectre large (couvrant presque tout le visible) possede des
composantes espacées régulierement et de fagon controlable.
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des accélérateurs de particules). D’autre part, dans les ions trés chargés
(comme par exemple I'uranium hydrogénoide U?'* | que 'on sait produire
expérimentalement [BRIAND et al. 1990]), les électrons subissent un champ
électrique extrémement intense pendant un temps quasi-illimité — et donc
un fort champ magnétique motionnel (dans leur référentiel propre). Par
exemple, la loi de Coulomb donne un champ électrique de 2-10%! V/m 4 la
surface d’un noyau d'uranium! ; cette valeur est & comparer aux 1-10*® V/m
du champ homogéne qui permet de créer spontanément des paires électron-
positron selon le mécanisme de Schwinger [SCHWINGER 1954a,b|. Le champ
magnétique a 'extérieur des noyaux possédant un moment magnétique non
nul est aussi tres important — comme par exemple le champ d’environ
10'% gauss & la surface d'un noyau de 29°Bi [MOHR et al. 1998, p. 320].
Prédire les niveaux atomiques dans les ions tres chargés permet donc de
tester QED dans un domaine qui exhibe des propriétés quantiques remar-
quables [SOFF and MOHR 1988].

Parmi les autres applications de l’étude des atomes et ions a
faible nombre d’électrons, nous pouvons mentionner ’étude de la struc-
ture des couches internes? des atomes (ou des ions peu chargés)
[DESIDERIO and JOHNSON 1971 ; JOHNSON and CHENG 1984], car leurs
électrons subissent presque entierement la charge du noyau. Des cal-
culs récents ont ainsi permis de remonter au déplacement de Lamb? du
niveau 1s de plusieurs éléments jusqu’au numéro atomique Z = 100
[INDELICATO et al. 1998].

D’autre part, ’étude des spectres émis par les ions trés chargés peut
servir d’outil de diagnostic sur 'état des plasmas [MARRUS 1983] (plasmas
créés dans les expériences de fusion nucléaire ou bien observés en astronomie
[KAHN and LIEDAHL 1995]).

De plus, I’étude des niveaux d’énergie atomique a atteint des précisions
telles que les effets de la taille du noyau sont clairement visibles dans les
énergies de transitions mesurées. Ainsi dans les ions lourds, la contribution
de la taille finie du noyau a I’énergie du fondamental n’est pas négligeable
par rapport a la contribution de QED : ces deux corrections a 1’énergie
d’ionisation prédite par I’équation de Dirac sont du méme ordre de grandeur

1On obtient cette valeur en prenant 7,42 fm comme rayon d’un noyau d’uranium
modélisé par une charge entiérement répartie dans une boule [MOHR et al. 1998, p. 230].

2Nous utilisons ici la terminologie du « modéle en couche » des atomes (voir par exemple
HAKEN and WOLF [1993] et COHEN-TANNOUDJI et al. [1977]).

3Une facon de définir le déplacement de Lamb de tout niveau de I’hydrogeéne et
des hydrogénoides consiste a le prendre comme la différence entre ’énergie de liaison
expérimentale et la prédiction de cette énergie par ’équation de 1'équation de Dirac (cf.
section II/1.2-a) pour un électron dans le champ d’un noyau ponctuel (et fixe) [MOHR et al.
1998, § 9.1]. Les corrections dues a la masse finie du noyau sont connues avec une précision
suffisante dans ’hydrogene pour étre parfois ajoutées a l’énergie de Dirac et définir un
déplacement de Lamb de valeur légérement différente [BIRABEN et al. 2001].
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dans 'uranium hydrogénoide U%'* [JOHNSON and SOFF 1985]. L’étude de
I'hydrogene permet méme de mesurer la taille du proton [BIRABEN et al.
2001], en comparant mesures expérimentales et prédictions théoriques des
niveaux (cf. section 1/3.2).

Enfin, les mesures de précision des fréquences de transition dans les
systemes atomiques simples ont atteint des précision tellement remarquables
qu’elles commencent a pouvoir étre utilisées pour tester des variations dans
les constantes fondamentales [WEBB et al. 2001 ; KARSHENBOIM 2000 ;
DzuBA et al. 1999].

/1.4

Plan de l'introduction

Nous présentons dans la section I/2 un historique rapide des travaux
fondateurs du domaine, qui culmine avec la découverte du déplacement de
Lamb en 1947 [LAMB and RETHERFORD 1947] et le calcul de son ordre de
grandeur par BETHE [1947], qui a montré la pertinence de QED, une fois
« renormalisée ».

Ces deux avancées majeures ont fourni les bases de nombre d’études de
précision des niveaux atomiques, sur lesquelles nous nous concentrons en-
suite. Nous présentons d’une part dans la section 1/3 quelques expériences
importantes effectuées sur les systémes simples (hydrogéne, hélium, ions
lourds hydrogénoides et héliumoides, en particulier), et d’autre part les
principales méthodes théoriques de prédiction des niveaux d’énergie de ces
systeémes (section 1/4) — ces expériences et ces calculs atteignent parfois des
précisions qui sont parmi les plus grandes de la physique.

D’autres grandeurs atomiques, moins étudiées que les fréquences de tran-
sition, offrent un intérét expérimental et théorique particulier par la précision
des mesures et des prédictions qu’ils permettent : nous pouvons par exemple
citer le facteur de Landé! d’un électron li¢ (« g factor ») — qui offre la pos-
sibilité de mesurer la constante de structure fine o avec une tres grande
précision [BEIER 2000 ; MOHR and TAYLOR 2000] —, ou bien encore I’étude
de probabilités de transition, de forme de raies [SHABAEV 2000, 2002] ou
de sections efficaces de recombinaison électronique [SHABAEV 1994]. Le tra-
vail présenté dans ce mémoire concerne cependant uniquement le théme —
plus souvent étudié, aussi bien expérimentalement que théoriquement — des
niveaux d’énergie atomiques.

Nous rappelons que le facteur de Landé d’un électron dans un état de moment
cinétique total fixé est essentiellement le rapport du moment magnétique sur ce moment
cinétique (voir par exemple BEIER [2000] pour le cas d’un électron lié & un noyau).
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SECTION 2 (Chapitre I)
( De la spectroscopie a QED : avant 1950

La physique atomique est a lorigine de nombreux développements
de la mécanique quantique et en particulier de la théorie quantique des
champs. Nous proposons un rapide survol historique des liens tissés jus-
qu’en 1950 entre ces domaines, dans lesquels s’inclut le travail présenté dans
ce mémoire — en laissant donc de coté les résultats remarquables obtenus
dans le domaine des hautes énergies durant les derniéres décennies, comme
par exemple le « modele standard » des interactions fondamentales. Nous
présentons les résultats obtenus plus récemment dans les sections suivantes.
Pour un historique plus approfondi, le lecteur intéressé pourra par exemple
se reporter & WHITE [1934], & WEINBERG [1995, Chap. 1] ou a APS [1999].

/2.1

Prédiction des spectres

Depuis l'obtention des premiers spectres (d’absorption, observés dans la
lumiere du soleil [WOLLASTON 1802]), un grand effort a été investi dans la
classification et l'interprétation des raies observées dans différentes sources
de lumiere. Une telle étude était d’autant plus intéressante qu’autour de
1860, les observations de Kirchhoff et de Bunsen avaient montré que les
spectres optiques étaient caractéristiques des éléments qui émettaient ou
absorbaient la lumiére [HAKEN and WOLF 1993, p. 3|. Une étape importante
a été la découverte (faite par Balmer en 1885) d’une loi simple donnant les
longueurs d’onde des 14 raies d’absorption observées dans plusieurs étoiles
[WHITE 1934].

Le premier modele d’atome capable de prédire (sans parametre libre)
la position des raies observées dans I'hydrogene (atomique, produit grace a
des décharges, ou bien au sein des étoiles) est le célebre modele di & BOHR
[1913]. Celui-ci a combiné I'idée de quantification introduite par Planck en
1901 avec le modele d’atome proposé par Rutherford! en 1911 & la suite
de ses expérience de diffusion de particules alpha [HAKEN and WOLF 1993,
p. 3|; ainsi selon Bohr, les électrons orbitent suivant des cercles avec un
moment cinétique quantifié qui conduit a une quantification des énergies
atomiques.

Certaines raies spectrales de ’hydrogene atomique prédites par le
modele de Bohr sont en fait composées expérimentalement d’une série
de raies rapprochées (observées bien avant lintroduction de ce modele
par MICHELSON and MORLEY [1887] : voir SERIES [1989]). Une explication
théorique de cette « structure fine » a été proposée par SOMMERFELD [1916],

1 N s . . , 2 oy
Ce modele était celui d’un nuage d’électron entourant un centre chargé positivement.
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qui a ajouté au modele de Bohr les trajectoires elliptiques classiquement en-
visageables pour les électrons [WHITE 1934].

/2.2

Mécanique quantique

Les grandes percées théoriques des années 1920 ont remplacé le modele
de Bohr—-Sommerfeld par un cadre plus général, inspiré par l'idée de
DE BROGLIE [1924, 1925], qui a proposé d’associer une onde & toute
particule. Schrodinger a ainsi présenté dans une série d’articles célebres
[SCHRODINGER 1926a,b,c,d] une mécanique quantique (parallelement a
HEISENBERG [1925]). Le spectre de ’hydrogene a pu alors étre compris de
facon mois ad hoc que par le modele de Bohr—Sommerfeld ; méme la structure
fine de ’hydrogene était prédite, grace a la prise en compte de l'interaction
« spin-orbite » [HEISENBERG and JORDAN 1926 ; DARWIN 1927] — entre
le champ magnétique vu par I'électron dans son référentiel et le moment
magnétique de ’électron (produit par son moment cinétique intrinseque —
le « spin » — suggéré par UHLENBECK and GOUDSMIT [1925, 1926]).

Cependant, en 1927, on ne disposait d’aucune théorie permettant de
prédire les niveaux de I’hydrogene atomique et qui incluait naturellement la
relativité (restreinte) et le spin de I’électron ; I’équation de DIRAC [1926] a
rapidement répondu avec succes a ce probléeme [DARWIN 1928a,b ; GORDON
1928] et a acquis ses lettres de noblesse avec la prédiction des anti-électrons
a laquelle elle a finalement conduit [DIRAC 1931] (avant leur observation
[ANDERSON 1932, 1933]), ainsi qu’avec celle du facteur de Landé g de
I’électron (qui est essentiellement le rapport entre les moment magnétique
et cinétique) mesuré peu de temps auparavant [UHLENBECK and GOUDSMIT
1925, 1926]. L’équation de Dirac forme de nos jours la base du traitement
relativiste des particules de spin 1/2, puisqu’elle décrit celles-ci dans la si-
tuation (hypothétique) ou elles ne subissent pas 'interaction avec le champ
électromagnétique quantifié du « modele standard » (voir le chapitre IT).

1/2.3

Théorie quantique des champs

Parallelement & ces développements théoriques motivés par la
compréhension des spectres, un autre probleme de physique atomique, ce-
lui de la prédiction de taux d’émission spontanée, a stimulé la naissance de
la notion de champ quantique [WEINBERG 1995, p. 17], que nous utilise-
rons abondamment. Le photon étant la seule particule a avoir d’abord été
connue comme un champ, il a le premier! été décrit par un champ quan-
tique (champ dont la valeur en un point donné est un opérateur et non un

!Nous tenons cette information de VAN DER WAERDEN [1968, Sect. 3].
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scalaire). Une théorie générale des champs quantiques a ainsi été proposée
des 1929 [HEISENBERG and PAULI 1929, 1930], soit tres peu de temps apres
la naissance de la mécanique quantique.

L’idée a lorigine de ce champ quantique de photons est la sui-
vante [WEINBERG 1995, § 1.2] : chaque mode d’oscillation du champ
électromagnétique possede une amplitude qui varie dans le temps de facon
semblable a celle des coordonnées d’un oscillateur (harmonique), si bien
que l'on peut décider de transformer cette amplitude en un opérateur « co-
ordonnée » satisfaisant avec sa « quantité de mouvement conjuguée » les
relations canoniques de commutation de la mécanique quantique, et d’utili-
ser des opérateurs pour définir un hamiltonien qui gouverne I’évolution de
ces modes d’oscillation.

Ensuite, on a aussi associé un champ quantique aux électrons (et po-
sitrons) ; cette procédure a fourni une solution élégante au probléme des
solutions d’énergie négative prédites par 1’équation de Dirac (voir FOCK
[1933], FURRY and OPPENHEIMER [1934] et la section II/1.2-¢).

Malgré ses avantages, la théorie quantique des champs a coezisté un cer-
tain temps avec la théorie des trous proposée par Dirac [WEINBERG 1995,
p. 19]. La présence d’infinis dans les prédictions de la théorie quantique
des champs, notée tres tot [HEISENBERG and PAULI 1929, 1930] a contribué
dans les années 1930 au manque d’engouement pour cette théorie. Par
exemple, 'influence du champ électromagnétique d’un électron sur lui-méme
se trouvait modifier son énergie d’une quantité infinie [OPPENHEIMER 1930 ;
WALLER 1930a,b,c|. Ainsi, dans les années 1930 et 1940, la tendance était
plus a la recherche d’autres formalismes qu’a ’attaque des problemes d’in-
finis rencontrés dans la théorie quantique des champs [SCHWINGER 1983].

Malgré tout, une idée potentiellement salvatrice flottait dans l'air des
années 1930 [WEINBERG 1995, p. 34] : celle de renormalisation. De la méme
facon qu’une balle que I'on déplace sous 'eau possede du fait de ses in-
teractions avec le milieu liquide une dynamique différente de celle qu’on
observe a lair libre, 'interaction électromagnétique modifie les propriétés
d’un électron « nu » (i. e. ne subissant pas cette interaction) et contribue
aux propriétés de I’électron que 'on peut observer ; ainsi, utiliser dans les
calculs la masse expérimentale plutot que la masse « nue » permettrait d’ob-
tenir des quantités finies. Cette idée a été appliquée a 1’électron dans un
cadre classique par Kramers, qui a présenté ses résultats a la célebre Confe-
rence on the Foundations of Quantum Mechanics tenue a Shelter Island en
1947 — et qui a eu la vertu de réunir des expérimentateurs et plusieurs
générations de théoriciens. La confirmation! & cette conférence du mainte-
nant célebre écart d’énergie entre les niveaux 2sy/5 et 2p; /5 de I'hydrogene

11 existence d’un écart entre les niveaux 2s; /2 €t 2p1/9 de 'hydrogene avait été sus-
pectée prés de dix ans auparavant [PASTERNACK 1938 ; HousTON 1937 ; WILLIAMS 1938],
mais sans confirmation claire [DRINKWATER et al. 1940].
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[LAMB and RETHERFORD 1947] — en contradiction avec I’élégante théorie
de Dirac (¢f. figure 1.1) — a éperonné de fagon décisive le développement de
la renormalisation et, partant, a contribué au succes de la théorie quantique
des champs. En effet, tous les calculs de cet écart avaient jusqu’alors donné
un résultat infini [BETHE 1947]; mais le célébre calcul (non relativiste et
avec renormalisation) effectué par BETHE [1947] lui a permis d’obtenir une
tres bonne estimation théorique de I’écart observé. L’extension de la renor-
malisation a une théorie relativiste a suivi de peu [FRENCH and WEISSKOPF
1949 ; KROLL and LAMB 1949 ; SCHWINGER 1949 ; FEYNMAN 1948c,a,b,
1949b,a, 1950 ; FUKUDA et al. 1948a,b] et a donné un excellent accord avec
I’expérience de Lamb et Retherford.

Ce succes, combiné a celui du calcul par SCHWINGER [1948] du
moment magnétique de l’électron observé peu de temps auparavant
[KusH and FOLEY 1947 ; NAFE et al. 1947 ; NAGEL et al. 1947] — et
différant lui aussi de la prédiction de I’équation de Dirac — a fini par
convaincre les physiciens de la pertinence des « corrections radiatives »
données par la théorie quantique des champs apres renormalisation (in-
fluence du champ électromagnétique de I’électron sur lui-méme).

Nous devrions en fait parler des théories des champs, car plusieurs forma-
lismes coexistaient (voir les articles par Schwinger, Feynman et Tomonaga
dans [SCHWINGER 1958)), finalement unifiés par DYSON [1949a,b].

Dans ce mémoire, nous utilisons cette théorie, définie pour 'essentiel il
y a cinquante ans. Cependant, son utilisation pour la prédiction des niveauz
atomiques (en particulier dans les ions lourds) ne se fait pas sans difficultés
et constitue un sujet de recherche actuel, dans lequel s’inscrit le travail de ce
mémoire et que nous présentons dans les deux sections qui suivent, dédiées
respectivement aux avancées expérimentales (section 1/3) et théoriques (sec-
tion 1/4).

SECTION 3 (Chapitre I)
( Expériences sur les systemes simples

De nombreuses expériences importantes ont mené aux résultats
extrémement précis atteints de nos jours sur les fréquences de transitions
dans les atomes simples et les ions a faible nombre d’électrons. Nous donnons
dans cette section un apercu rapide des techniques expérimentales mises en
jeu dans de telles études.
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1/3.1

Préparation des ions trés chargés

1/3.1-a ¢ Production des ions trés chargés

La premiere difficulté de ’étude expérimentale des ions tres chargés
concerne leur production. Actuellement, ceux-ci sont obtenus par différentes
techniques dont le principe commun est de faire entrer des électrons en col-
lision avec des atomes ou des ions.

La technique la plus ancienne de production d’ions tres chargés [KAY
1963 ; BASHKIN 1964], la « beam-foil spectroscopy » (BFS), consiste & bom-
barder une cible (par exemple de carbone) avec des ions négatifs mis en
mouvement par un accélérateur! : les ions accélérés perdent des électrons
grace a la répulsion électromagnétique exercée par les couches électroniques
des atomes de la cible qu’ils traversent. On peut ainsi produire des ions
excités se déplacant a grande vitesse.

Les applications spectroscopiques de cette méthode de production d’ions
trés chargés sont facilitées si 'on ralentit les ions produits (afin de mini-
miser le déplacement Doppler des énergies de transition mesurées), ce qui
pose des difficultés techniques supplémentaires [DESLATTES et al. 1985 ;
BEYER et al. 1991]. D’autre part, les accélérateurs employés pour mettre
en mouvement les ions sont des machines de grande taille qui demandent
des moyens particuliers. Cependant, cette méthode a été tres utilisée de-
puis son introduction et a fourni en particulier les premieres données spec-
troscopiques (et en particulier le déplacement de Lamb) sur les ions tres
chargés (comme par exemple sur le chlore [W0OD et al. 1982] et I’argon?
[GouLD and MARRUS 1983] hydrogénoides). Elle est toujours employée pour
des expériences de spectroscopie [MYERS 2001], et a méme permis d’obte-
nir la mesure la plus précise (incertitude d’environ 3 %) du déplacement de
Lamb du fondamental de I'uranium hydrogénoide [STOHLKER et al. 2000].

Une autre méthode de production d’ion tres chargés consiste a envoyer
des ions trés chargés (comme par exemple U%T) sur une cible (d’argon,
par exemple) dont les électrons sont capturés par les ions incidents, et dont
les noyaux reculent, avec aucun ou peu d’électrons [DESLATTES et al. 1984 ;
BEYER et al. 1985b]. Cette méthode possede 'avantage d’éliminer en grande
partie les incertitudes dues a 'effet Doppler.

Les accélérateurs utilisés sont passés du type Van de Graaf [MARTINSON 1983 ;
ANDRA 1978 ; MARTINSON et al. 1977], aux accélérateurs linéaires [BRIAND et al. 1983]
puis aux synchrotrons [MUNGER and GOULD 1986 ; BRIAND et al. 1990]. Des techniques
d’accélération puis décélération (pour minimiser l'effet Doppler) sont ensuite apparues
[DESLATTES et al. 1985 ; BEYER et al. 1991].

’La technique expérimentale développée pour I'argon [GOULD and MARRUS 1983] a
permis d’étudier un ion aussi chargé que U?°* (héliumoide) [MUNGER and GouLD 1986].
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1/3.1. Préparation des ions trés chargés

L’« Electron Beam Ion Trap » (EBIT) est une technique plus récente de
production d’ions trés chargés; son principe est le symétrique de celui de la
beam-foil spectroscopy : les ions tres chargés sont obtenus en bombardant des
atomes avec un faisceau d’électrons (les atomes qui perdent leurs électrons
sont quasiment au repos, en particulier grace au confinement électrostatique
créé par le faisceau d’électrons) [LEVINE et al. 1989 ; KNAPP 1995].

On sait produire par cette technique des ions aussi chargés que le noyau
d'uranium U%?* (comme par exemple au Livermore National Laboratory
[MARRS et al. 1995]), qui est 'ion le plus chargé pour lequel des mesures
de précision des niveaux ont été effectuées. Conformément & 1'usage, nous
divisons donc les charges des ions accessibles expérimentalement en plusieurs
groupes : les charges « faibles » (1 < Z < 5), « moyennes » (autour de
Z ~ 45) et « grandes » (du c6té du noyau d’uranium, pour lequel Z = 92).

Parmi les avantages de cette méthode expérimentale, nous pouvons citer
le faible encombrement du systeme (il est plus facile d’accélérer des électrons
que des ions) et la relativement faible vitesse des ions en sortie (puisque ce
sont les électrons qui viennent frapper les atomes et non le contraire), ce qui
facilite les études spectroscopiques [SCHNEIDER et al. 1999].

Le principe le plus récent de production d’ions tres chargés est celui
de I'« Electron Cyclotron Resonance Ion Trap » (ECRIT), inspirée de dis-
positifs de production d’ions tres chargés [CHAUVIN et al. 1998 ; XIE 1998]
modifiés pour que les ions ne soient pas extraits mais piégés et étudiés. Dans
un tel dispositif, des atomes et des ions piégés sont ionisés par choc contre des
électrons tournant sous 'effet d’un champ micro-onde. Comme les électrons
frappent de tous les cotés, les ions piégés ont de faibles vitesses, ce qui fa-
cilite les mesures d’énergies de transition grace au faible décalage Doppler
des fréquences X émises. Une source ECRIT est en cours de construction au
Paul Scherrer Institut (PSI) en Suisse [SIMONS 1998].

1/3.1-b & Anneaux de stockage

Apres avoir produit des ions tres chargés, il peut étre nécessaire d’en ac-
cumuler suffisamment pour que I'intensité qu’ils produisent lors des transi-
tions entre niveaux soit suffisante pour étre détectée et utilisée. Ce besoin est
la raison d’étre d’anneaux de stockage (storage rings) comme 1’ Experiment
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Storage Ring' [BEYER 1995b]. Un accélérateur injecte les ions dans cet an-
neau, qui les stocke afin d’obtenir un courant suffisamment important; un
systeme de refroidissement des ions grace a des électrons (« electron co-
oler » [BEYER and STOHLKER 1998 ; BEYER 1995b]) permet d’améliorer
la qualité du faisceau en diminuant la dispersion en vitesse des ions. Le
déplacement de Lamb du fondamental de 'uranium hydrogénoide a ainsi
pu étre mesuré a 'ESR [BEYER 1995a]. De plus, les électrons utilisés pour
refroidir le faisceau d’ions ont permis d’étudier des processus de recombinai-
son diélectronique (capture d’un électron par un ion, avec excitation d’un se-
cond électron), avec des mesures spectroscopiques tres précises [GLANS et al.
2001 ; LINDROTH et al. 2001].

/3.2

Méthodes spectroscopiques

Une fois les ions ou les atomes obtenus et préparés, I’étape suivante
consiste a mesurer des énergies de transition. De nombreuses techniques
spectroscopiques ont contribué a atteindre des précisions de plus en plus
grandes dans la mesure des fréquences de transitions atomiques. Nous
présentons rapidement pour plusieurs systemes simples quelques-unes des
plus importantes.

1/3.2-a { Hydrogéne atomique

La célebre expérience de LAMB and RETHERFORD [1947] utilisait un
champ radio-fréquence variable (autour du célebre intervalle d’environ
1000 MHz) qui pouvait exciter la transition 2S)/,,-2P;/; de I'hydrogene
[HAKEN and WOLF 1993, Chap. 12] — entre des niveaux prédits comme
dégénérés par 'équation de Dirac (voir les sections 11/1.2-a et VI/2.1, ainsi
que la figure I.1).

Nous avons représenté le principe de leur expérience dans la figure 1.2.
Celle-ci consiste a exciter des atomes d’hydrogene par bombardement
d’électrons ; la population de I'état 2S5;,5 reste relativement grande grace
a la tres faible probabilité de transition de cet état vers le fondamental
(puisque le fondamental 15 /2 possede le méme moment cinétique orbital).
Si les atomes restent dans I'état 2.5/, ils donnent une partie de leur énergie
a des électrons de la plaque de tungsténe sur laquelle ils arrivent, et ceux-ci
créent un courant que 'on détecte. Par contre, si le champ radio-fréquence
fait passer les atomes de I'état 25,5 a un état (2P3/2 ou 2P1/2) pouvant
tomber rapidement dans le fondamental, alors les atomes qui frappent la
plaque de tungsténe ne possedent pas assez d’énergie pour provoquer de

I’ESR est un anneau d’une centaine de meétres de circonférence, construit au GSI
(Gesellschaft fir Schwerionenforschung), & Darmstadt.
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Iiaisceau Feuille de
— d'électrons 1 tungstene
S, | Atomes  MMA  +Atomes >
Rl -|d'hydr0géne \U d'hydrogene E /
] | | e

Four 1si Wﬂ] 251, |
Résonateur
(excitation) 1210 GHz

Fi1a. 1.2 — Principe de Uexpérience historique de Lamb et Retherford. Le cas
dessiné est celui ou le résonateur (générateur de micro-ondes) ne fait pas
passer les atomes de 'état 2s1/, a 'état 2p; /o : ils restent alors dans I'état
excité 251/, (métastable) et transferent leur énergie a des électrons de la
plaque de tungsténe, qui créent un courant détectable. Au contraire, si le
résonateur fait passer les atomes dans I'état 2py/p, ceux-ci se désexcitent
rapidement vers I'’état fondamental 1s;/5, et aucun courant n’est détecté
dans 'ampéremetre (cas non dessiné).

courant, ce qui permet de détecter les transitions entre I’état métastable
2512 et d’autres niveaux, en particulier le 2Py /5.

Les meilleures mesures du déplacement de Lamb « classique » (. e. celui
du niveau 25, /2) sont maintenant réalisées par laser [BIRABEN et al. 2001 ;
NIERING et al. 2000 ; DE BEAUVOIR et al. 2000] : grace a la précision des
prédictions théoriques, il est possible de déduire avec une grande précision
ce déplacement a partir de mesures de fréquences de transition comme par
exemple 15-25, 15-3S et 25-6S/D (transitions & deux photons, a cause de
la regle de sélection sur les moments cinétiques orbitaux mentionnée plus
haut). L’introduction, vers 1970, de lasers dont la fréquence est accordable a
beaucoup contribué aux gains de précision obtenus, ainsi que la spectroscopie
a deux photons (voir par exemple DE BEAUVOIR et al. [1997]), qui réduit de
beaucoup le déplacement Doppler des fréquences.

Les mémes expériences permettent aussi d’obtenir le déplacement de
Lamb de I’état 1.5 de I’hydrogene atomique avec une tres grande précision : la
valeur meilleure valeur! expérimentale actuelle de ce déplacement est donnée
4 3-107% prés [SCHWOB et al. 1999] : 8 172 837(22) kHz. Ce déplacement
est sensible au rayon de charge du proton (grace a l'orbitale S, qui possede
une relativement grande probabilité de présence dans la région du noyau) :
une comparaison entre théorie et expérience demande de connaitre ce

La valeur du déplacement de Lamb du fondamental de I’hydrogéne est environ huit
fois plus grande que 'intervalle 2s1,5-2p;1/2, conformément a la loi générale en 1/n3 (ot
n est le nombre quantique principal) pour ce déplacement — cf. infra.
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rayon [BIRABEN et al. 2001]. Deux valeurs contradictoires du rayon de
charge du proton ont été publiées [HAND et al. 1963 ; SIMON et al. 1980 ;
KARSHENBOIM 1999], si bien qu’obtenir d’autres fréquences de transition
dans des systemes dont le noyau est un proton permettrait d’accroitre en-
core la qualité des tests de la théorie quantique des champs obtenus grace
aux mesures de précision dans les atomes. Ainsi, ’hydrogene muonique (ou
un muon remplace ’électron et orbite donc environ 200 fois plus pres du
proton que celui-ci) est le sujet d’études expérimentales [POHL et al. 2001]
et théoriques [JUNGMANN et al. 2001] visant & mieux connaitre la structure
du proton.

La récente technique du peigne de fréquence utilise aussi des lasers.
Elle promet de nouvelles mesures extrémement précises d’énergies de tran-
sition : en comparant les fréquences émises a des millions de fines lignes
laser (régulierement espacées et réparties sur presque tout le spectre vi-
sible) dont la fréquence absolue peut étre connue avec une grande précision.
Le groupe de T. W. Hénsch en Allemagne a ainsi réalisé une mesure de la
fréquence de la transition 15-2S dans ’hydrogene atomique & 2 - 10~ pres!
[UDEM et al. 2001] — soit une amélioration de quatre ordre de grandeur en
douze ans [RAMSEY 2001].

La précision de ces mesures optiques est fortement liée a la possibilité de
comparer les lasers utilisés a un standard de fréquences, comme par exemple
une horloge atomique [DE BEAUVOIR et al. 2000 ; BIRABEN et al. 2001 ;
UDEM et al. 2001]. Les développements en cours dans ces deux domaines
promettent de nouveaux tests extrémement précis de la relativité et de la
théorie des champs.

1/3.2-b { Hélium

L’hélium est le plus simple systéeme atomique ou l'interaction entre
électrons — . e. les « effets a plusieurs corps » (many body) — peut étre
étudiée. Les mesures dans ce systeme se divisent essentiellement en deux
groupes.

D’une part les mesures de transitions vers un niveau? np/d (ot n est le
nombre quantique principal d’un niveau excité) permettent surtout de tester
QED et d’obtenir des déplacements de Lamb? [GIACOBINO and BIRABEN

1Cest  actuellement la meilleure précision obtenue sur une mesure optique
[BIRABEN et al. 2001].

2Les niveaux excités de 'hélium que nous considérons ici sont produits par le passage de
I’un des électrons du fondamental & un niveau excité. La notation utilisée pour représenter
les niveaux de Phélium est alors n 2T L;, ot n est le nombre quantique principal de ce
niveau, ou s est le spin total des deux électrons et L leur moment cinétique orbital total,
dans I’état ou ces deux moments cinétiques s’additionnent en un moment cinétique total J.

3Le déplacement de Lamb peut se définir [EIKEMA et al. 1996] dans ’hélium et les ions
héliumoides comme la différence entre ’énergie d’ionisation expérimentale et une énergie
calculée sans inclure QED — voir par exemple [DRAKE et al. 1993].
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Niveau n=2 wwww - Mesures radio-fréquences
Fic. 1.3 — Structure du niveau n = 2 de U’hélium. Plusieurs méthodes

expérimentales ont été développées pour étudier cette structure « fine » de
I'hélium (la structure fine est la structure de niveaux possédant le méme
nombre quantique principal). Deux principaux types de mesures existent :
directe par micro-ondes, comme par exemple entre les différents niveaux
du triplet P, ou bien par différence de deux fréquences optiques, comme
par exemple pour des mesures a partir du triplet S7, comme nous ’avons
représenté.

1982 ; EIKEMA et al. 1996].

D’autre part, les mesures de la structure fine de son niveau n = 2 — qui
a l’avantage de posséder des intervalles plus grands que ceux de la structure
fine de I’hydrogene, ainsi que des temps de vie plus longs [MINARDI et al.

1999] — permettent d’obtenir une valeur pour la constante de structure
fine o [GEORGE et al. 2001]. Nous avons représenté cette structure fine dans
la figure 1.3.

De nombreuses expériences ont tenté d’améliorer les importants résultats
expérimentaux obtenus sur cette structure fine il y a une vingtaine
d’années [KPONOU et al. 1981, 1971], parfois avec des résultats surprenants
[MINARDI et al. 1999 ; SHINER et al. 1994] (voir par exemple DRAKE [2001]
pour une liste d’expériences sur I'hélium).

Les fréquences de transition entre niveaux de la structure fine de ’hélium
sont mesurées grace a deux techniques principales : I'excitation directe entre
niveaux (comme par exemple entre les niveaux 23P;_g 12 [GEORGE et al.
2001 ; STORRY et al. 2000], ce qui impose d’utiliser des micro-ondes),
ou bien par différence entre les fréquences de transition depuis un méme
état (qui peut étre excité par laser [MINARDI et al. 1999]) — des tech-
niques interférométriques ont été développées pour déterminer précisément
la fréquence de ces transitions [CASTILLEGA et al. 2000 ; SHINER et al.
1994]. Nous avons représenté ces deux possibilités dans la figure 1.3.

Grace a des prédictions théoriques d’une précision comparable a celle
des expériences, celles-ci peuvent servir a mesurer la constante de struc-
ture fine o par une méthode supplémentaire, ce qui aide a déterminer
sa valeur [MOHR and TAYLOR 2000 ; DRAKE 2001]. Ainsi, des résultats
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expérimentaux remarquables sur la structure fine de I’hélium devraient
prochainement donner, grace a l'utilisation de résultats théoriques a ve-
nir, la deuxiéme détermination la plus précise de la constante de structure
fine [GEORGE et al. 2001] — déja mesurée & 23-10~° prés [GEORGE et al.
2001]. Cette nouvelle détermination de la constante de structure fine est tout
spécialement intéressante, car la mesure la plus précise de cette constante
(déduite du moment magnétique de lélectron) en est située & quatre
déviations standard [GEORGE et al. 2001]. Cette expérience, qui suit de
peu les résultats surprenants obtenus sur le moment magnétique du muon
[BROWN et al. 2001], pose des questions sur la validité de QED aux grandes
échelles d’énergie et ouvre une porte a des théories comme la supersymétrie.

1/3.2-c { lons trés chargés

Les ions tres chargés posseédent des électrons beaucoup plus liés que
celui de I’hydrogene atomique : les mesures d’énergies de transition (ou de
liaison) dans ces systemes [BEYER 1995b ; BEYER et al. 1991 ; DESLATTES
1985] demandent de travailler avec des rayons X (d’énergies comprises entre
quelques keV et environ 200 keV [BEYER 1995b] — et qui sont donc situés a
des fréquences bien plus élevées que le spectre optique — voir par exemple
HAKEN and WOLF [1993, Chap. §]).

Les expériences de spectroscopie X sur les ions tres chargés sont com-
pliquées par les faibles intensités généralement disponibles, la délicatesse
des réglages des spectrometres (dont il faut de plus connaitre avec grande
précision les caractéristiques, comme par exemple la courbure d’un cristal
de diffraction), ou bien encore les temps de vie des niveaux, qui décroit rapi-
dement avec la charge du noyau [BEYER 1995b]. Cependant, des mesures du
déplacement de Lamb du fondamental ont pu étre effectuées pour de nom-
breux hydrogénoides lourds, depuis une vingtaine d’années (BRIAND et al.
[1983] ; KALLNE et al. [1984] ; TAVERNIER et al. [1985] ; BEYER et al.
[1985a] ; INDELICATO et al. [1986] ; BRIAND et al. [1989]; BRIAND et al.
[1990] ; BEYER et al. [1991, 1993] ; STOHLKER et al. [1993] ; BEYER et al.
[1994])2. D’autres mesures dans les ions trés chargés fournissent de précieux
tests de I’électrodynamique quantique en champ treés intense : des mesures
de niveaux d’énergie ont ainsi été effectuées dans des héliumoides moyenne-
ment et trés chargés® et dans les lithiumoides lourds [SCHWEPPE et al. 1991 ;
BEIERSDORFER et al. 1998 ; STAUDE et al. 1998 ; BOSSELMANN et al. 1999].

!Cet article présente la premiére mesure de la transition 2p—1s dans l'uranium hy-
drogénoide.

?La mesure la plus précise (avec une incertitude relative de 2 %) du déplacement de
Lamb du niveau 1s dans les ions lourds hydrogénoides est celle de BEYER et al. [1991]
(effectuée dans le nickel hydrogénoide) — voir MOHR et al. [1998, p. 349].

3Les premitre expériences remontent & environ vingt ans : MARRUS et al. [1989] ;
DUNFORD et al. [1991] ; INDELICATO et al. [1992] ; BIRKETT et al. [1993] ; MARRS et al.
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/3.3

Systeémes simples exotiques

D’autres systeémes simples que ceux que nous venons de mentionner
possedent un intérét particulier pour tester les théories fondamentales. Ainsi,
des études expérimentales ont été effectuées sur ’hydrogene muonique (ot un
muon remplace 1’électron, ce qui permet, grace a sa masse 200 fois supérieure,
de sonder plus la structure du proton) [POHL et al. 2001], ou encore le muo-
nium [JUNGMANN et al. 2001] et le positronium [CONTI et al. 2001] (ou la
seule force en jeu est l'interaction électromagnétique, ce qui en fait des tests
« purs » de QED). D’autres systémes ont aussi regu une certaine attention,
comme par exemple des atomes « exotiques » ol un électron est remplacé
par un anti-proton (voir par exemple la partie IX de KARSHENBOIM et al.
[2001] et GOTTA et al. [1999]), ou bien encore un pion [LENZ et al. 1998].

SECTION 4 (Chapitre I)
De QED aux niveaux atomiques

/4.1
Relativité et QED

Un grand nombre de mesures expérimentales d’énergies de transition
(ou de liaison) dans les atomes simples (& quelques électrons) ont atteint
un tel niveau de précision que la théorie de I’électrodynamique quantique
(QED) est nécessaire a leur interprétation. Ceci est vrai aussi bien dans les
atomes dont le noyau est faiblement chargé (comme par exemple I’hydrogene
[DE BEAUVOIR et al. 2000]) que dans les ions lourds (comme par exemple
I'uranium hydrogénoide [STOHLKER et al. 1993 ; BEYER 1995a]).

Des que le noyau possede un numéro atomique Z élevé, les électrons qui
en sont proches (comme par électrons internes d’un atome ou I’électron d’un
hydrogénoide dans son état fondamental) possedent des vitesses relativement
proches de la célérité ¢ de la lumiere!.

On peut le voir quantitativement de la fagon suivante [DESCLAUX 1983].
Prenons comme approximation de départ pour un électron proche du noyau
celui d’un électron isolé autour d’une charge ponctuelle Ze (on —e < 0
est la charge de l'électron), traité par I’équation de Schrodinger (voir par
exemple COHEN-TANNOUDJI et al. [1977]). Il est bien connu que I’énergie

[1995] ; STOHLKER et al. [1996] ; MYERS et al. [1999] ; MYERS and TARBUTT [2000]. Ces
expériences ont été effectuées suite a des prédiction théoriques d’une partie de la structure
fine des ions héliumoides [INDELICATO et al. 1989].

L Ainsi, méme pour un noyau aussi peu chargé que celui de I’hydrogene, la vitesse
moyenne de 1’électron est de I'ordre de 3000 km/s.
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du fondamental est de I'ordre de (Za)?mec® — ol a = €?/(4meghc) est la
constante de structure fine et ou me est la masse de I’électron. D’apres le
théoreme du viriel, cette énergie est la somme d’une énergie cinétique et
d’une énergie potentielle électrostatique du méme ordre de grandeur, i. e. en
(Za)?*mec?. En conséquence, la vitesse moyenne v de 'électron est de I'ordre
de v ~ Zac (toujours dans 'approximation non relativiste de 1'équation
de Schrodinger). Ainsi par exemple, si 'on consideére que les vitesse sont
relativistes pour v/c ~ 0,1, on obtient des électrons relativistes pour des
noyaux tels que Z > 14; si I'on prend comme critere (v/c)? ~ 0,1, les
électrons autour des noyaux de Z 2 40 sont relativistes [DESCLAUX 1983].
Les ions lourds accessibles expérimentalement (cf. section 1/3.1) nécessitent
donc clairement de prendre la relativité en compte dans la prédiction des
niveaux atomiques.

Comme nous ’avons mentionné plus haut, inclure la relativité restreinte
dans la mécanique quantique peut se réaliser, pour les particules de spin
1/2, grace a I'équation de Dirac [DIRAC 1926 ; ROSE 1961]. Nous rappelons
la forme de cette équation dans la section II/1.2-a et donnons des détails
sur ses solutions pour un champ central dans la section VI/2.1.

Depuis la mesure historique du déplacement de Lamb (entre les ni-
veaux 2sj/5 et 2pj/; de I'hydrogene [LAMB and RETHERFORD 1947]) et sa
prédiction [BETHE 1947], I’électrodynamique quantique est restée nécessaire
a l'interprétation et a la prédiction des niveaux atomiques de I’hydrogene.

Dans les ions lourds (Z grand), les déplacements en énergie dus & QED
sont encore plus importants que dans ’hydrogene. On peut interpréter 'effet
de QED comme venant des fluctuations du vide (selon une interprétations
due & Welton, que 'on peut trouver par exemple dans SCHWEBER [1961,
p. 358], KUHN [1969] ou EIDES et al. [2001, chap. V]), de la facon suivante.

Comme nous l'avons vu plus haut, le champ électromagnétique est
considéré par QED comme une superposition d’excitations élémentaires sem-
blables & des oscillateurs harmoniques quantiques; or, de tels oscillateurs
possedent comme fondamental un mode d’énergie non nulle, si bien qu’'un
électron n’est jamais dans un vide absolu mais est constamment soumis a
un champ électromagnétique fluctuant. Sous l'effet de ce champ fluctuant,
un électron subit le champ du noyau sur un certain voisinage de sa position
moyenne et son énergie est ainsi déplacée par rapport a I’équation de Dirac.
Lorsque Z est grand, les variations du champ électrique du noyau autour
de la position moyenne de I’électron sont importantes — 1’électron étant
proche du centre —, et le déplacement prédit par QED aussi. Quantitative-
ment, celui-ci est de ordre de a(Za)*mec?/n3 [MOHR 1974b], ot1 n est le
nombre quantique principal du niveau considéré. L’amplitude (en énergie)
du déplacement dii & QED croit donc tres vite! avec la charge du noyau; il

'Par exemple, le déplacement du fondamental di & QED dans I'uranium hydrogénoide
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1/4.1. Relativité et QED

croit aussi relativement & 1’énergie de liaison, qui est en (Za)?mec?/n? (se-
lon I’équation de Dirac [ROSE 1961 ; GREINER et al. 1985]), conformément
a ce qui est indiqué dans la figure 1.4, p. 33.

On peut aussi interpréter une partie de 'effet de QED comme venant de
la création de paires électron-positron virtuelles qui polarisent le vide (a la
fagon des dipodles d’un diélectrique) et ajoutent leur champ a celui du noyau,
ce qui résulte en un déplacement des niveaux par rapport aux prédictions
de I’équation de Dirac [GREINER et al. 1985, Chap. 1].

Les effets de QED peuvent aussi étre étudiés dans les atomes. En parti-
culier, les atomes qui possedent un électron de valence sur une couche nsy /o
(n étant le nombre quantique principal du niveau) permettent de mesurer
lintervalle nsyo—npy /2, appelé aussi « déplacement de Lamb », par analogie
avec ’hydrogene. Prédire cet intervalle d’énergie dans les atomes demande
bien sur d’inclure dans les calculs les effets a plusieurs corps. Des résultats
expérimentaux et théoriques [BLUNDELL 1993] ont été obtenus récemment
dans ce domaine (grace a I’étude de résonances dans les sections efficaces de
collision entre ions et électrons [LINDROTH et al. 2001] — avec des applica-
tions dans I’étude des plasmas en astrophysique et dans le domaine de la
fusion nucléaire).

L’étude des atomes et des ions a plus d’un électron est compliquée par
la nécessité de prendre en compte les « effets a plusieurs corps » (ensemble
des interactions entre les électrons). Il n’est actuellement pas possible d’in-
corporer en pratique tous les effets de QED (& un certain ordre) dans le
calcul numérique des niveaux d’énergie d’un atome possédant un « grand »
nombre d’électrons (environ plus de trois électrons) : le nombre d’interac-
tions entre électrons devient trop important, et celles-ci sont compliquées
— en particulier par les effets relativiste de temps de propagation de 'in-
teraction électromagnétique (« retardation effects » [BREIT 1929, 1932 ;
MANN and JOHNSON 1971]).

Cependant, des traitements approximatifs permettent d’incorporer QED
dans d’autres méthodes de calcul des niveaux atomiques. Ces méthodes se
divisent selon deux grands principes : celles fondées sur des calculs varia-
tionnels' et celles qui s’appuient sur une théorie des perturbations & plu-
sieurs corps? [LINDGREN and MORRISON 1986 ; LINDGREN 1985], introduite

est de l'ordre de 500 eV [BEYER 1995a] — comme donné par lordre de grandeur
a(Za)*mec® mentionné plus haut —, & comparer & I’énergie d’ionisation de I’hydrogene
(13,6 eV).

!Les premiers calculs variationnels & plusieurs corps qui incluent la relativité ou encore
les « effets de corrélations » (correlation effects — qui prennent en compte effet du mouve-
ment instantané des électrons plutoét que d’utiliser leur répartition moyenne) remontent a
GORCEIX et al. [1987], INDELICATO et al. [1987], et INDELICATO [1988]. Il est possible d’in-
clure certains effets de QED dans de tels calculs & N corps [INDELICATO and DESCLAUX
1990].

2L’un des premiers calculs de niveaux d’énergie par la théorie des perturbations &
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en physique atomique par KELLY [1963]. Ces deux approches, combinées a
QED, permettent des prédictions trés précises des niveaux d’énergie ato-
miques [SAPIRSTEIN 1998], y compris lorsque le nombre d’électrons est im-
portant [INDELICATO and LINDROTH 1992 ; INDELICATO et al. 1998].

1/4.2

Calculs perturbatifs contre non perturbatifs

Dans le calcul du déplacement de Lamb par BETHE [1947], le champ de
photons est couplé a des électrons essentiellement décrits par 1’équation de
Schrodinger (voir par exemple HAKEN and WOLF [1993, § 15.5.2] pour une
forme simple de ce calcul). Les calculs modernes de déplacements diis & QED
suivent essentiellement deux approches, a priori adaptées a des situations
physiques différentes : I'une est restreinte aux systemes de deux charges com-
parables (comme par exemple 'hydrogene ou I’hélium, mais aussi le muo-
nium — un muon positif et un électron), ou la force électromagnétique entre
les charges est suffisamment faible pour pouvoir effectuer un développement
perturbatif en sa constante de couplage; I'autre approche est au contraire
adaptée au traitement de systémes ot quelques électrons [INDELICATO 1999]
sont liés & un noyau tres chargé (ion lourd) auquel les électrons sont tres for-
tement liés. La constante de couplage entre le noyau et un électron étant Za
(I’énergie coulombienne entre deux charges Ze et —e séparées de la distance
r s’écrit en effet —hcﬁr—o;,, et nous prendrons i = ¢ = 1), ces deux calculs
sont dits respectivement « perturbatif » et « non perturbatif en Za » —
ou méme parfois « non perturbatif », pour le second type de calcul ou ce-
pendant 'interaction entre électrons (ou d’un électron avec lui-méme) est
toujours traitée perturbativement.

/4.3

Systemes faiblement liés

Les systemes ol les charges sont peu liées (i. e. ol la constante de cou-
plage de l'interaction électromagnétique est de l'ordre de la constante de
structure fine o, comme par exemple I'hydrogéne ou I’hélium) sont traités
par des méthodes particulieéres, que nous présentons ici. Les systeémes ou
I'interaction électromagnétique est plus forte, comme par exemple dans les
ions lourds trés chargés, seront traités dans la section 1/4.4.

N corps et qui incluent interactions relativistes et effets de corrélation entre électrons
se trouve dans BLUNDELL et al. [1988a, 1989]. Il est possible d’inclure partiellement les
contributions de QED (notamment la self énergie) dans ce formalisme [BLUNDELL et al.
1988a, 1990a ; CHENG et al. 1991 ; JOHNSON et al. 1995].
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1/4.3. Systémes faiblement liés

|/4.3-a > Hydrogene et hydrogénoides peu chargés

Une revue de I'état de I’art dans le domaine des calculs perturbatifs (en
I'interaction électron-noyau) des niveaux des hydrogénoides légers peut étre
trouvée dans EIDES et al. [2001].

Dans cette approche, 1’électron est considéré comme libre en dehors des
instants ou il interagit (avec le champ électromagnétique du noyau ou des
photons). Ainsi par exemple, on peut étudier la contribution du diagramme

(I.1a)

|
X

qui donne dans ce formalisme la contribution principale de QED aux niveaux
d’énergie de I'hydrogene [EIDES et al. 2001, Chap. V] : on y voit un électron
(libre) émettre un photon, subir I'influence du noyau (représenté par la croix)
et réabsorber le photon qu’il a émit (ce processus d’influence de ’électron
sur lui-méme par I'intermédiaire d’un photon est appelé « self énergie »). La
propagation de ’électron est représentée par des lignes simples continues qui
indiquent que I’électron est libre : on voit graphiquement ’approximation
qui consiste a traiter perturbativement l'interaction qui le lie au noyau.

Pour obtenir des évaluations numériques des niveaux d’énergie
dans I’hydrogene qui atteignent le niveau des précisions expérimentales
[DE BEAUVOIR et al. 2000] il est nécessaire d’inclure un grand nombre
de diagrammes semblables a (I.la) (comme par exemple les 19 dia-
grammes de EIDES et al. [2001, p. 50]). Et les calculs analytiques prennent
parfois des proportions énormes (contenant jusqu’a des milliers ou des
dizaines de milliers de termes [MELNIKOV and VAN RITBERGEN 2000 ;
PacHuUCKI and KARSHENBOIM 1998], traités par ordinateur), comme par
exemple ceux liés au diagramme suivant, dont la contribution a été calculée
trés récemment [MELNIKOV and VAN RITBERGEN 2000] :

Des techniques numériques puissantes ont récemment permis
[JENTSCHURA et al. 1999a ; JENTSCHURA 1999] d’utiliser dans I’hy-
drogene et les hydrogénoides peu chargés les schémas de calcul de niveaux
d’énergie développés pour les ions lourds par MOHR [1974a]. Les résultats
obtenus par ces méthodes sont importants, car ils donnent des évaluations
indépendantes des prédictions perturbatives que nous venons de décrire.
Ainsi, certains déplacements en énergie obtenus dans I’hydrogene par des
méthodes perturbatives sont d’une validité récemment remise en question
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[MALLAMPALLI and SAPIRSTEIN 1998 ; YEROKHIN 2000, 2001] grace a
des comparaisons a des évaluations non perturbatives en l'interaction
électron-noyau.

Les calculs perturbatifs de déplacement de niveau dans les ions hy-
drogénoides souffrent de leur nature méme : ils donnent actuellement des
valeurs numériques qui different en général significativement des résultats
non perturbatifs pour Z > 15 [MOHR et al. 1998, pp. 232-233] — les der-
niers résultats (non encore publiés) obtenus dans ce domaine améliorent
cependant la situation (c¢f. appendice D). De plus, certaines contributions
que l'on pensait négligeables sont parfois beaucoup plus grandes qu’attendu
[PACHUCKI 2001].

1/4.3-b ¢ Hélium

L’hélium est un systeme beaucoup plus compliqué que I’hydrogene
[PACHUCKI 1999], pour de nombreuses raisons, dont entre autres les sui-
vantes : aucune solution analytique de son équation de Schrodinger (non
relativiste) n’est connue, et il apporte les difficultés liées & un probléeme a
plus de deux corps (ou l'on ne peut appliquer des méthodes de particule
réduite). Ainsi, des techniques particulieres ont été développées afin d’obte-
nir ses niveaux d’énergie.

Une premiére difficulté consiste & obtenir de bonnes estimations des
énergies du modele non relativiste de I’hélium. Des progres importants ont
été réalisés grace a I'introduction de bases de fonctions d’onde performantes
[BAKER et al. 1990 ; DRAKE 1987] qui ont servi dans des méthodes varia-
tionnelles d’obtention des niveaux.

Une contribution importante aux niveaux d’énergie de I’hélium provient
du logarithme de Bethe de ce systéme, qui n’a été évalué que récemment
[KorOBOV and KOROBOV 1999] avec une précision qui dépasse celle de cal-
culs datant d’il y a 30 ans [SCHWARTWZ 1961].

Inclure les corrections de QED dans le probleme & trois corps que
représente I’hélium se réalise généralement [PACHUCKI 1999 ; ZHANG et al.
1996] grace a I’équation de Bethe et Salpeter. Les calculs perturbatifs des
corrections en énergie dues & QED sont, comme pour ’hydrogene, difficiles
et longs [PACHUCKI 1999 ; ZHANG et al. 1996 ; ZHANG and DRAKE 1996 ;
ZHANG 1996 ; DRAKE et al. 1993].

Comme nous ’avons vu dans la section 1/3.2-b, les estimations théoriques
de la structure fine de ’hélium doivent atteindre des précisions semblables
a celles des expériences afin de pouvoir en extraire des estimations pour
la constante de structure fine «, pour laquelle les résultats expérimentaux
actuels donnent des résultats contradictoires [MOHR and TAYLOR 2000 ;
GEORGE et al. 2001]. Il est ainsi nécessaire d’obtenir des prédictions
théoriques encore plus précises de la structure fine de ’hélium.
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1/4.4. Approche non perturbative. . .

/4.4

Approche non perturbative de I'interaction électron-noyau

|/4.4-a <> Principe

L’approche non perturbative (en linteraction électron-noyau) du cal-
cul des niveaux d’énergie par QED meéne a des calculs d’une nature tres
différente de ceux de ’approche perturbative : le point de départ de la théorie
consiste a considérer que les électrons sont liés au noyau d’une facon décrite
par ’équation de Dirac, qui inclut la relativité (restreinte) et I'interaction
électrostatique (cf. section I1/1.2-a) — ce qui aurait pour équivalent dans la
théorie perturbative décrite ci-dessus de sommer a tous les ordres la contri-
bution des diagrammes contenant 0,1,2,... interactions avec le noyau. La
théorie qui inclut l'interaction électron-noyau non perturbativement dans
QED est appelée I'« électrodynamique des états liés » [FURRY 1951 ; MOHR
1985]. Une revue récente sur les corrections de QED dans ce cadre non per-
turbatif peut étre trouvée dans MOHR et al. [1998]. Dans la suite de cette
theése, nous n’utilisons uniquement cette approche non perturbative (« en
Za », 1. e. en l'interaction électron-noyau — et qui est équivalente a une
sommation des calculs perturbatifs & tous les ordres en Za).

Elle pose (et a posé) plusieurs difficultés. La premiere, d’ordre fonda-
mental, consistait & incorporer de fagon simple & QED [DYSON 1949a,b]
I'influence non perturbative de 'attraction des noyaux tres chargé sur les
électrons, ce qui a donné 1’électrodynamique quantique des états liés [FURRY
1951].

Une deuxieme étape demande d’obtenir de cette théorie des expres-
sions formelles qui donnent la contribution de QED aux niveaux d’énergie
(cf. section II/2). Une premiere réponse a ce probléme est venue de
GELL-MANN and Low [1951] et SUCHER [1957], qui ont fourni les bases
d’une méthode restreinte au calcul des niveaux d’états isolés'. Jusqu’a
récemment [SHABAEV 1988b, 1990a], aucune méthode générale d’obten-
tion des prédictions formelles de QED pour les niveaux quasi-dégénérés
n’existait?. La méthode de SHABAEV [1990a], telle qu’elle est publiée,
laisse cependant de nombreuses questions ouvertes sur les justifications
mathématiques de sa validité, ainsi que sur son aptitude a permettre des cal-

1 est habituel d’entendre par « isolés » des niveaux non perturbés dont le déplacement
en énergie sous l'effet de QED peut étre étudié perturbativement de fagon indépendante de
celle des autres niveaur. Ceci arrive par exemple lorsque le hamiltonien d’interaction ne
connecte pas le niveau étudié & d’autres niveaux d’énergie identique (niveaux dégénérés)
ou proche (niveaux quasi-dégénérés). Pour la notion de quasi-dégénérescence des niveaux,
on pourra par exemple consulter MESSIAH [1964].

*Nous pouvons aussi citer la récente méthode de LINDGREN [2000] et LINDGREN et al.
[2001], qui est la seconde & pouvoir obtenir les énergies prédites par QED pour des niveaux
quasi-dégénérés.
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culs systématiquement faisables. Je consacre ainsi les chapitre II-chapitre V
a une présentation détaillée de cette méthode « de la fonction de Green a
deux temps » (chapitre III), que d’une part je compléte pour la rendre suf-
fisamment fondée (chapitre IV) et que d’autre part je rends utilisable de
maniere systématique (chapitres IV et V).

Une troisieme et derniere étapes vers les prédictions par QED de niveaux
atomiques consiste & obtenir la valeur numérique des expressions formelles
obtenues pour les déplacements en énergie. Plusieurs méthodes — utilisant
souvent des ordinateurs massivement paralleles, mais des schémas de calcul
différents — ont été développées pour ce faire (voir par exemple MOHR
[1974a] ; BLUNDELL [1993] ; PERSSON et al. [1996] ; INDELICATO and MOHR
[2001] et les références du chapitre VI).

|/4.4-b < Hydrogene et hydrogénoides

Dans ce formalisme, la contribution principale de QED aux niveaux
des ions hydrogénoides — 1’équivalent de (I.1a) — est la « self énergie »!
[BROWN et al. 1959 ; BROWN and MAYERS 1959 ; DESIDERIO and JOHNSON
1971 ; MOHR 1974b,a] notée

L (1.2a)

ou les lignes dessinées en traits doubles représentent un électron se
propageant dans le champ du noyau — par opposition aux électrons
libres des diagrammes (I.1). La contribution de (I.2a) aux énergies de
I’électron des hydrogénoides a été évaluée numériquement pour de nom-
breux niveaux électroniques et numéros atomiques Z (depuis les tra-
vaux fondateurs de BROWN et al. [1959], BROWN and MAYERS [1959] et de
DESIDERIO and JOHNSON [1971]). Plusieurs méthodes sont disponibles pour
ce faire (cf. chapitre VI), mais la plus précise d’entre elles [MOHR 1974a] est
restée longtemps restreinte aux déplacements en énergie de niveaux de faible
moment cinétique total (nombre quantique j < 3/2); grace aux résultats
analytiques que j’ai obtenus et qui sont présentés dans le chapitre VI et
dans LE BIGOT et al. [2001a], cette limitation n’existe plus.

Dans les hydrogénoides, le diagramme qu’il est actuellement nécessaire
de calculer [YEROKHIN 2000] ne posséde pas beaucoup plus de photons que
la self énergie (I.2a), puisqu’il s’agit de la self énergie & deux boucles

e O e N (L.2b)

dont la contribution aux niveaux d’énergie a été calculée seulement partielle-
ment [MALLAMPALLI and SAPIRSTEIN 1998 ; YEROKHIN 2000] ; la présence
de deux self énergies complique les calculs numériques, car I’énergie virtuelle

1On peut voir la self énergie comme linfluence électromagnétique de 1'électron sur
lui-méme, comme le suggere le photon émis et absorbé dans (I.2a).

- 28 —



1/4.4. Approche non perturbative. . .

de chacun des deux photons peut prendre toutes les valeurs possibles, sur
lesquelles il faut intégrer numériquement.

Les contributions de tous les autres diagrammes a deux photons ont
par contre été évaluées au cours des dix dernieres années, pour divers états
électroniques et divers numéros atomiques Z [MOHR et al. 1998, § 8§].

|/4.4-c & Hélium et héliumoides

Les expériences sur les ions héliumoides mentionnées dans la sec-
tion I/3.2-c rendent nécessaire I'inclusion des processus & deuz photons pour
expliquer les niveaux d’énergie & I’aide de I’électrodynamique des états liés®.

Dans les ions héliumoides, les corrections de QED aux niveaux d’énergie
se séparent en deux groupes : celles ou un seul électron subit des photons
virtuels, comme par exemple la double self énergie (1.2b) (dont la contribu-
tion aux énergies n’a encore jamais été calculée complétement [YEROKHIN
2000]), et ceux ou un processus d’échange de photons fait intervenir les deux
électrons.

Il est ainsi nécessaire de prendre en compte 'influence des processus a
deux photons sur l'interaction entre électrons ; ainsi, les contributions des
diagrammes suivants aux niveaux d’énergie dans les héliumoides ont été
calculées directement a partir des principes de QED (« ab initio QED cal-
culations »), pour certains niveaux atomiques :

— l’"échange de deux photons virtuels [LINDGREN et al. 1993a ;

BLUNDELL et al. 1993 ; LINDGREN et al. 1995 ; PERSSON et al. 1996 ;
MOHR and SAPIRSTEIN 2000 ; LINDGREN et al. 2001]% :

T o

(qui représente une correction de QED & l'interaction coulombienne
entre électrons),

— la self énergie écrantée (par un électron) [INDELICATO and MOHR
1991 ; BLUNDELL 1993 ; YEROKHIN and SHABAEV 1995,
1996b,a ; PERSSON et al. 1996, 1997 ; YEROKHIN et al. 1997 ;
INDELICATO and MOHR 1998a, 2001]® (ot1 les calculs sont soit

1Un traitement par QED de Pinteraction entre charges (en incluant en particulier la
propagation & vitesse finie de I'interaction électromagnétique) est préférable a des traite-
ments limités en précision par les approximations qui y sont faites — parfois simplement
sur des bases de plausibilité [BLUNDELL 1993]. Cependant, de tels traitements approchés
ont été appliqués pour obtenir les niveaux d’énergie de ’hélium, comme par exemple grace
a des techniques de calculs & plusieurs corps (Relativistic Many -Body Perturbation Theory
en particulier) [BLUNDELL et al. 1988a,b, 1990b,a ; CHEN et al. 1995].

2Le déplacement dii & Péchange de deux photons est calculé pour des états quasi-
dégénérés uniquement dans la derniére référence [LINDGREN et al. 2001].

3Les références mentionnées ici se différencient par le type d’évaluation qu’ils effectuent
pour la self énergie écrantée : calcul complet ou approximatif, niveau fondamental ou
excité, atome a deux électrons ou plus, noyau ponctuel ou de taille finie, etc.
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complets soit partiels, traitent le noyau comme ponctuel ou comme
possédant une taille finie) :

T~ Iz

(ou I'influence de la self énergie sur un électron est modifiée par 'autre
électron),

— la polarisation du vide avec écrantage [PERSSON et al. 1996 ;
ARTEMYEV et al. 1999, 2000]

TE T .

(ot la création de paires électron-positron influence l'interaction entre
électrons).

L’influence de QED sur l'interaction entre electrons (I 3) demande des
efforts de recherche supplémentaires. Les calculs de niveaux d’énergie dans
les héliumoides sont numériquement délicats, et tout particulierement pour
les états excités, si bien que peu de résultats numériques ont été obtenus
pour les états excités des héliumoides : les premiers calculs de tels ni-
veaux sont récents [ARTEMYEV et al. 2000 ; MOHR and SAPIRSTEIN 2000 ;
LINDGREN et al. 2001], bien que la plupart des résultats expérimentaux
concernent la structure fine des états du niveau n = 2 de I’hélium et des
héliumoides [MOHR and SAPIRSTEIN 2000].

De plus, une complication supplémentaire apparait dans I'hélium : la
présence de niveaux quasi-dégénérés [MESSIAH 1964]. Plusieurs méthodes
de calcul des niveaux de I'hélium [DRAKE 1996b ; PLANTE et al. 1994 ;
CHENG and CHEN 2000] montrent que les niveaux 2 ! Py et 23 Py sont quasi-
dégénérés! pour des noyaux de charge faible ou moyenne [ARTEMYEV et al.
2000 ; LE BIGOT et al. 2001b]. C’est pour cette raison que les premieres

!Précisément : il est nécessaire de calculer simultanément Dénergie de ces niveaux
dans toute théorie des perturbations qui prend pour approximation d’ordre zéro des états
21P; et 2P une superposition d’électrons qui ne subissent que le champ du noyau. En
effet, les énergies des états propres de I’équation de Dirac (voir par exemple ROSE [1961])
indiquent que les niveaux 2'P; et 23P; (qui sont des combinaisons linéaires des niveaux
1s1/22p1/2 et 1s1/22p3)2) sont séparés d’une énergie (Za)*mec® (en ordre de grandeur et
en considérant que les électrons sont uniquement dans le champ du noyau) ; or la correction
principale & I'énergie de ces électrons est la répulsion coulombienne, d’ordre [(Za)?/Z]m.c?
(Z fois plus petite que 1'énergie de liaison d’un électron dans le champ d’un noyau puisque
le noyau les attire Z fois plus qu’ils ne se repoussent). On voit donc que le rapport entre
le déplacement en énergie di a la répulsion coulombienne entre les électrons et 'intervalle
entre les niveaux 2P et 23P; non perturbés varie comme oz(Zoz)f3 . Ainsi, pour des Z
faibles ou moyens (par rapport a 1/a), la « perturbation » de répulsion coulombienne est
importante et les niveaux 2 'P; et 23P; sont quasi-dégénérés.
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contributions de QED aux énergies des niveaux 2 'P; et 23P; n’ont été ob-
tenues que tres récemment : les premiers résultats numériques remontent
a ARTEMYEV et al. [2000], et d’autres contributions restent a évaluer
numériquement pour ces états quasi-dégénérés, qui n’ont pu étre traité
théoriquement que relativement récemment [SHABAEV 1990a ; LINDGREN
2000 ; ARTEMYEV et al. 2000 ; LINDGREN et al. 2001 ; LE BIGOT et al.
2001b].

Bien que les calculs de niveaux d’énergie par QED qui traitent I'interac-
tion électron-noyau de fagcon non perturbative soient optimisés pour traiter
des noyaux moyennement ou tres chargés, il est possible de les utiliser aussi
pour des prédictions des niveaux de I’hélium ; ceci est d’un intérét tout par-
ticulier apres les derniers résultats expérimentaux obtenus sur sa structure
fine [GEORGE et al. 2001]. En effet, il est par exemple possible de vérifier
que les développements perturbatifs (autour de Z = 0, cf. section 1/4.3) sont
cohérents avec les niveaux d’énergie non perturbatifs, de réaliser des estima-
tions des coefficients perturbatifs en utilisant une série de niveaux calculés
non perturbativement pour des noyaux de charge moyenne, voire en prin-
cipe [INDELICATO and MOHR 2001] de réaliser directement des calculs de
niveaux dans des ions de charge faible (ou bien des atomes), grace aux tech-
niques récemment développées pour ’hydrogéne [JENTSCHURA et al. 1999a].
Comme mentionné dans la section 1/3.2-b, obtenir des valeurs précises pour
les niveaux de la structure fine de I’hélium permettrait de mesurer tres
précisément la constante de structure fine «, pour laquelle un certain nombre
de résultats contradictoires existent.

|/4.4-d < Lithiumoides

Il est aussi possible d’utiliser QED pour prédire les niveaux d’énergie
dans les ions & trois électrons (lithiumoides)®, voire dans les ions possédant
un électron a l'extérieur de leur cceur électronique (comme par exemple ceux
de la séquence du sodium ou du cuivre [BLUNDELL 1993]).

Au-dela de ces systeémes, le nombre d’électrons externes devient trop
grand pour qu’'un traitement direct par QED des niveaux d’énergie soit
actuellement réalisable [INDELICATO 1999]. Cependant, il est possible (et
parfois nécessaire) d’évaluer la contribution de QED aux niveaux atomiques
de systeémes plus complexes (voir les références citées dans LE BIGOT et al.
[2001a]). De plus, la méthode récemment développée dans LINDGREN [2000)]
et LINDGREN et al. [2001] (pour obtenir de QED des expressions formelles
pour les niveaux d’énergie) possede un formalisme proche de celui de la

Les niveaux d’énergie des lithiumoides peuvent inclure les corrections de QED
soit de fagon approchée [BLUNDELL et al. 1988a ; INDELICATO and DESCLAUX 1990 ;
INDELICATO and MOHR 1991 ; CHENG et al. 1991 ; MOHR 1993 ; BLUNDELL 1992, 1993 ;
LINDGREN et al. 1993b ; PERSSON et al. 1993], soit de fagon exacte [ARTEMYEV et al.
1999 ; YEROKHIN et al. 1999b, 1998 ; ARTEMYEV et al. 1995b].
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théorie relativiste des perturbations & N corps (« Relativistic Many-Body
Perturbation Theory »), ce qui permettra peut étre d’inclure les techniques
développées pour étudier les atomes dans un traitement (potentiellement)
complet des effets de QED sur les niveaux atomiques.

|/4.4-e < Difficultés des calculs non perturbatifs

Les calculs numériques de déplacements comme ceux dis a la self énergie
a une (I.2a) ou deux (I.2b) boucles doivent surmonter deux difficultés prin-
cipales. La premiére difficulté provient du fait que les photons de (I1.2a) et
de (I.2b) ne possedent pas une énergie (virtuelle) fixée [BARANGER et al.
1953], si bien qu'il est nécessaire d’intégrer numériquement sur leur énergie.
La deuxieme difficulté importante provient de 'usage d’électrons dans le
champs du noyau, qui sont décrit par un propagateur (de Dirac-Coulomb
[WICHMANN and KROLL 1956 ; BROWN et al. 1959]) relativement long a
calculer numériquement (il contient des produits de fonctions de Whitta-
ker [ABRAMOVITZ and STEGUN 1972]). C’est pour ces raisons qu’il est en
général nécessaire d’effectuer les calculs numériques de précision des correc-
tions non perturbatives (en Za) sur des ordinateurs massivement paralléles
(comme nous l'avons fait pour les résultats sur la self énergie (1.2a) présentés
dans le chapitre VI).

Notons enfin que presque toutes les méthodes numériques développées
pour calculer les déplacements dis a QED souffrent d’importantes com-
pensations numériques® lorsqu’elles sont appliquées & des électrons liés a
des noyaux faiblement chargés (1 < Z < 5) [YEROKHIN 2000], si bien que
peu de résultats non perturbatifs (en l'interaction électron-noyau) ont été
publiés pour des noyaux faiblement chargés; des stratégies ont cependant
récemment été mises au point pour surmonter ces difficultés et ont donné des
résultats remettant parfois en cause la validité des traitements perturbatifs
— les avancées (récentes) dans ce domaine peuvent étre trouvées dans les
références de YEROKHIN [2000].

|/4.4-f  Autres contributions aux niveaux atomiques

D’autres effets physiques que les échanges de photons entre électrons
peuvent (et doivent) étre inclus dans des prédictions précises des niveaux
atomiques. Nous avons indiqué leurs amplitudes respectives dans la fi-
gure [.4, pour le niveau fondamental des ions hydrogénoides. Les deux contri-
butions les plus importantes qui sont d’un type différent de celles que nous
avons mentionnées jusqu’ici sont les corrections de recul du noyau et de

Les compensations numériques peuvent par exemple étre dues & I'usage d’une jauge
particuliére pour le champ électromagnétique [YEROKHIN 2000] ou bien & la fagon dont
sont scindés en plusieurs termes les déplacements en énergie (cf. section V1/2.3).
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10'7 -

Déplacement de Lamb / énergie de liaison
(Dirac, noyau ponctuel)

1S1/2

~ Self énergie

52 Pol. du vide

Taille finie

Recul du noyau

Killén-Sabry G990
+ ot

20 30 40 50 60 70 80 90 100
Z

Fia. 1.4 — Amplitudes de différentes contributions a l'énergie du fondamen-
tal des ions hydrogénoides. Ce graphe indique I'’ensemble des corrections de
QED (par rapport aux niveaux de Dirac) completement évaluées pour le
fondamental des hydrogénoides [BEIER et al. 1998]. On remarque en parti-
culier que la self énergie domine et que la taille du noyau possede un effet
important dans les ions tres chargés. (« Pol. du vide » désigne la polarisa-
tion du vide — effet a un photon des créations de paires électron-positron
—, la contribution de Kallén-Sabry contient aussi d’autres diagrammes a
deux photons et une interaction avec le noyau [BEIER et al. 1998], et « Pol.
Nucl. » est la polarisation nucléaire — excitation du noyau par I’électron.)
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taille finie du noyau, pour lesquelles des techniques particulieres ont été
développées.

Les calculs traitant de facon non perturbative l'interaction électron-
noyau se fondent sur I’équation de Dirac pour un noyau fize. Les effets
de recul du noyau peuvent étre inclus perturbativement dans les calculs de
niveaux d’énergie (voir MOHR et al. [1998, § 7], SHABAEV [1998], SHABAEV
[2001] et les références qui y sont citées). Les effets non relativistes du re-
cul du noyau peuvent étre incorporés au premier ordre en remplagant a
certains endroits la masse de 1’électron par sa masse réduite ; les contribu-
tions relativistes [MIOHR 1996] au recul du noyau doivent en général étre
prises en compte, car elles peuvent étre plus importantes que les contri-
butions non relativistes, comme par exemple dans 'uranium hydrogénoide
[ARTEMYEV et al. 1995a].

Cependant, les corrections en énergie dues a la masse finie du noyau
sont faibles par rapport aux effets de QED a un et deux photons (seuls effets
calculés actuellement) (voir [JOHNSON and SOFF 1985] et la figure 1.4). Elles
atteignent cependant 'ordre de grandeur des incertitudes expérimentales
actuelles et doivent étre prises en compte [SHABAEV 2001].

Les effets de taille finie des noyaux lourds contribuent au niveaux
d’énergie des ions hydrogénoides de facon comparable aux corrections dues
a QED : comme nous 'avons indiqué dans la figure 1.4, il est absolument
nécessaire de prendre en compte cette taille dans les systémes proches de
I'uranium hydrogénoide! si I'on veut mesurer le déplacement de Lamb de
leur niveau fondamental.

Prendre en compte l'effet d’un noyau de taille finie dans les calculs
numériques non perturbatifs (en linteraction électron-noyau) demande
de perdre 'avantage donné par l'utilisation des solutions analytiques de
I’équation de Dirac pour un noyau ponctuel. Diverses stratégies ont été
développées pour obtenir des solutions de I’équation de Dirac avec un noyau
non ponctuel, soit numériques (DESCLAUX [1975, 1993] ; MOHR et al. [1998,
§3]; PERSSON et al. [1996, 1997] ; YEROKHIN et al. [1997] ; BEIER et al.
[1998]), soit analytiques [GYULASSY 1975 ; SOFF and MOHR 1988 ;
MOoHR and SOFF 1993]. Ces techniques permettent d’évaluer dans le cadre
relativiste de ’équation de Dirac les corrections de taille finie aux niveaux
d’énergie.

Enfin, un autre phénomene physique, 'influence du moment magnétique
du noyau (non représentée dans la figure 1.4), responsable de la structure
hyperfine des niveaux, peut aussi étre incluse dans I’électrodynamique des
états liés [BODWIN et al. 1985 ; EIDES and SHELYUTO 1995 ; BEIER 2000] et

'Rappelons que la taille finie du noyau est aussi important pour une comparaison entre
théorie et expérience sur hydrogene (cf. section 1/3.2-a).
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servir a comparer les prédictions de QED en champ fort avec les mesures de
structure hyperfine qui ont récemment débuté [BEIERSDORFER et al. 1998].

SECTION 5 (Chapitre )
Conclusion

Les systemes atomiques simples (hydrogene, hélium, ions hydrogénoides,
héliumoides et lithiumoides, en particulier) sont d’excellents « laboratoires »
pour I’étude des interactions fondamentales, et en particulier de la force
dominante, la force électromagnétique (cf. section I/1).

1/5.1

Expériences

Les expériences sur ces systemes stimulent nombre de domaines tech-
niques (lasers, rayons X). Elles fournissent, combinées a des prédictions
théoriques précises, des mesures de certaines constantes fondamentales (en
particulier la constante de structure fine « et le Rydberg [BIRABEN et al.
2001]) ; ces mesures permettent des comparaisons entre différentes théories!
— ou entre les prédictions d’'une méme théorie pour des situations phy-
siques trés différentes®. Les précisions atteintes sur les mesures et sur les
prédictions de niveaux atomiques de I’hydrogeéne sont tellement grandes que
celles-ci sont sensibles a la taille du proton — la physique atomique rejoint
la physique nucléaire.

1/5.2

Théorie

Des progres théoriques sont nécessaires afin de pouvoir utiliser les
résultats de nombre d’expériences de mesure de fréquences de transition.

1/5.2-a < Hélium et héliumoides

La structure fine de I’hélium a été mesurée avec une précision qui dépasse
souvent les prédictions théoriques (cf. section I/4.4-c). Des évaluations
théoriques plus poussées de sa structure fine sont nécessaires : les contri-
butions non relativistes et relativistes a ses niveaux sont tres bien connues

!La constante de structure fine est par exemple aussi mesurée gréace & l'effet Josephson
(voir par exemple MOHR and TAYLOR [2000] et les références qui y sont contenues).

2La mesure la plus précise de la constante de structure fine a provient par
exemple d’expériences sur le moment magnétique de 1’électron (mesure du « g — 2 »
[HuGHES and KINOSHITA 1999], ou g est le facteur de Landé de l’électron). On pourra
par exemple consulter KINOSHITA [2001] et MOHR and TAYLOR [2000].
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1/5. Conclusion

[DRAKE 2001}, et il est maintenant nécessaire d’inclure les corrections dues
a QED. Ceci peut étre réalisé perturbativement et de facon tres précise
[KOrROBOV and YELKHOVSKY 2001] grace & la limite non relativisite de QED
(Non Relativistic Quantum Electrodynamics — NRQED). Cependant, un tel
traitement est inadapté aux ions tres chargés, et une approche completement
relativiste de la structure fine de I’hélium permettrait une comparaison avec
les développements perturbatifs (qui tirent parti de la faible charge du noyau
d’hélium).

L’hélium et les héliumoides de charge faible ou moyenne sont rendus
difficiles a traiter théoriquement a cause d’une part du nombre de corps
impliqués (trois), mais aussi & cause de la quasi-dégénérescence de leurs
niveaux 2 'P; et 2P, . Une seule évaluation numérique de la correction de
QED de ces niveaux est publiée [ARTEMYEV et al. 2000]. De plus, seules
deux méthodes récentes peuvent donner des expressions formelles pour les
énergies de ces niveaux quasi-dégénérées : la méthode formulée par Ingvar
Lindgren [LINDGREN 2000 ; LINDGREN et al. 2001] et la méthode introduite
par Vladimir Shabaev [SHABAEV 1988b, 1990a].

Cette derniere méthode n’a cependant pas été adoptée par la commu-
nauté internationale, malgré sa relative simplicité et sa généralité : nous
présentons dans le chapitre III, sous une forme tres détaillée et explicite,
les principes de cette méthode tels qu’ils sont publiés. Je montre dans ce
méme chapitre que les principes de la méthode sont d’une part incomplets
et souffrent de certaines difficultés mathématiques; je les résous dans le
chapitre IV et dans I’appendice B.

De plus, les calculs théoriques de niveaux d’énergie publiés avec cette
méthode utilisent toujours une méthode ad hoc pour obtenir des expression
formelles de ces niveaux (sous la forme d’un hamiltonien effectif). Je propose
dans la section IV /3 une méthode (« de la particule fantome ») qui permet
d’obtenir ces expressions formelles de fagon systématique et graphique —
les calculs de déplacements en énergie de niveaux isolés sont assez courts,
mais obtenir ces déplacements pour des niveaux quasi-dégénérés est plus
fastidieux, ce qui rend particulierement intéressante la possibilité d’effectuer
tous les calculs de fagon graphique [LE BIGOT et al. 2001c,b].

1/5.2-b { Hydrogeéne et hydrogénoides

En ce qui concerne I'hydrogene, les résultats perturbatifs (en l'interac-
tion électron-noyau) obtenus pour ses niveaux ont donné récemment des
contributions plus grandes qu’attendu (cf. section 1/4.3-a), si bien qu’il est
utile d’obtenir des évaluations non perturbatives (en 'interaction électron-
noyau) de ces niveaux — qui permettent de plus de tester les prédictions
perturbatives (cf. section 1/4.3-a).
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Obtenir des résultats non perturbatifs précis pour les déplacements
en énergie dis a QED dans I'hydrogene et les hydrogénoides demande
de maitriser des techniques performantes d’évaluation numérique. Les
méthodes les plus précises de calcul de la contribution de self énergie (1.2a)
[INDELICATO and MOHR 2001 ; JENTSCHURA et al. 1999a] sont fondées sur
une méthode [MOHR 1974a,b] applicable seulement & des niveaux de faible
moment cinétique (j < 3/2). J'effectue dans le chapitre VI des évaluations
analytiques qui rendent cette méthode performante en principe applicable
au calcul numérique de la self énergie de n’importe quel niveau. Ces résultats,
incorporés au code développé en majeure partie par Peter Mohr et Paul In-
delicato, m’ont permis d’obtenir la contribution de la self énergie pour de
nombreux états atomiques des hydrogénoides [LE BIGOT et al. 2001a]. Leur
précision permet d’envisager des études supplémentaires de 'effet de la self
énergie dans I’hydrogene, que ce soit au travers de la confirmation qu’ils
peuvent donner de résultats perturbatifs, ou par leur extension au calcul de
la self énergie dans les ions peu chargés grace a des méthodes développées
récemment (cf. section VI/3.1). D’autre part, cette mise a 1'épreuve des tech-
niques numériques développées dans INDELICATO and MOHR [2001] permet
d’envisager de les appliquer a la derniere contribution a deux photons non
calculée dans les hydrogénoides, la self énergie a deux boucles (I.2b) —
avec comme application des prédictions précises et non perturbatives des ni-
veaux de ’hydrogene, qui permettraient de mesurer la taille du proton, pour
laquelle deux valeurs incompatibles sont actuellement proposées (voir par
exemple MOHR and TAYLOR [2000], POHL et al. [2001] ou BIRABEN et al.
[2001)).

/5.3

Bases théoriques et conventions

L’ensemble du travail présenté ici étant fondé sur I'électrodynamique
quantique (QED), nous en rappelons les bases (et leur extension aux
systemes atomiques, '« électrodynamique quantique des états liés ») dans
le chapitre II.

Nous utiliserons souvent les unités relativistes, ou h = ¢ = 1. Les in-
dices répétés suivent la convention d’Einstein : ils doivent étre sommés (sur
0,...,3 pour les indices grecs et sur 1,...,3 pour les indices latins). Enfin,
nous indiquerons toujours par un accent circonflexe qu'un opérateur agit
sur lespace de Fock des particules de Dirac et des photons (comme par
exemple dans 1&)

Nous donnons d’autre part un index (p. 365), qui inclut en particulier la
plupart des notations utilisées (les lettres grecques sont classées selon leur
transcription en frangais) et qui est destiné a compléter la table des matieres.
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Principe

11/1. L’électrodynamique quantique des états liés

SECTION 1 (Chapitre II)
L’électrodynamique quantique des états liés

/1.1

Présentation

Nous présentons dans ce chapitre la théorie que nous utili-
sons pour définir et calculer les niveaux d’énergie atomiques. Cette
théorie, '« électrodynamique quantique des états liés » (FURRY [1951];
JAaucH and ROHRLICH [1980, § 14.2] ; MOHR et al. [1998]), est fondée sur la
théorie quantique des champs (voir par exemple PESKIN and SCHROEDER
[1995]). Cette théorie est la plus compléete que lon puisse utiliser actuelle-
ment pour décrire les atomes : elle inclut toutes les forces fondamentales
(sauf la gravitation) et la relativité restreinte, processus de création de par-
ticules inclus. Elle n’a par ailleurs jamais été mise en défaut malgré des tests
tres séveres de ses prédictions (comme par exemple le moment magnétique de
I’électron et du muon) ; seule une tres récente expérience [BROWN et al. 2001]
fait s’interroger sur les limites de sa validité. Nous rappelons dans ce chapitre
les points de cette théorie qui nous seront nécessaires a la suite, c’est-a-dire
surtout a l’exposition de la méthode de calcul des niveaux d’énergie ato-
miques que nous présentons dans les chapitres ITI-V.

En un mot, I’électrodynamique des états liés [FURRY 1951] est fondée
sur QED (Quantum Electrodynamics) — utilisée dans les hautes énergies
[PESKIN and SCHROEDER 1995 ; ITZYKSON and ZUBER 1980] —, mais ou
I’on modélise la présence du noyau atomique par un potentiel classique
dans lequel se meuvent tous les électrons, et dont on ajoute simplement
la contribution au hamiltonien de la théorie'. Ainsi, ce potentiel n’est pas
créé par des particules de la théorie, mais imposé « de 'extérieur » ; inclure
théoriquement les effets de recul du noyau peut alors étre réalisé pertur-
bativement [SHABAEV 1998 ; ARTEMYEV et al. 1995b ; SHABAEV 1988a ;
BODWIN et al. 1985]. Dans le présent mémoire, nous modéliserons le noyau
atomique par un potentiel électrostatique, mais il est aussi possible d’in-
clure (dans un quadri-potentiel) le potentiel vecteur créé par le moment
magnétique d’un noyau, afin de trouver les prédictions de QED pour la struc-
ture hyperfine du spectre atomique [SAPIRSTEIN and YENNIE 1990, p. 597].
La QED des hautes énergies est un cas particulier de I’électrodynamique des
états liés, dont elle est la limite pour un potentiel extérieur nul.

'1’invariance de ’espace par translation n’est bien siir plus vérifiée dans un tel systéme
ou le potentiel atomique crée un centre privilégié. De plus, dans le cas d’un potentiel créé
par un noyau, les référentiels ou celui-ci est au repos deviennent privilégiés, ce qui fait
perdre l'invariance de ’espace sous un certain nombre de transformations de Lorentz.
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11/1.2. QED

Nous donnons ci-dessous des précisions sur ce formalisme, que nous se-
rons amené a largement employer par la suite. Nous proposerons ensuite
quelques remarques sur la fagon dont 'objet complexe qu’est un atome est
représenté au sein de I’électrodynamique des états liés.

/1.2
QED

La description de QED que nous présentons ici est une version adaptée
au potentiel extérieur imposé par le noyau atomique. La ou les livres de
référence sur QED manipulent des électrons et positrons libres (allant &
vitesse constante) [PESKIN and SCHROEDER 1995], I’électrodynamique des
états liés les remplace par des électrons et positrons dans le potentiel d’'un
noyau atomique [FURRY 1951 ; MOHR et al. 1998]. Afin de présenter la
théorie que nous utilisons, on comprend bien la nécessité d’introduire les
outils théoriques suivants, ou chacun repose sur le précédent :

1. équation de Dirac, qui décrit des particules ponctuelles de spin 1/2
(comme les électrons et les positrons) en incluant relativité (restreinte)
et moment cinétique intrinséque (spin) — mais sans inclure les effets
dis a la création et la destruction de particules;

2. lespace des états physiques, qui décrit un systeme physique contenant
un nombre quelconque de particules (électrons, positrons et photons) ;

3. les champs quantiques, qui généralisent la fonction d’onde a valeurs
complexes de ’équation de Schrodinger : ces champs ont la propriété
(souhaitable) d’étre solution des mémes équations (de Dirac et Max-
well) que des champs « classiques » & valeurs complexes, mais font
correspondre & chaque position de I'espace un opérateur ;

4. un hamiltonien, qui donne ’énergie totale d’un systeme physique com-
posé d’électrons, de positrons et de photons.

Nous détaillons successivement ces objets qu’il est possible de définir
de diverses manieres a partir d’'une théorie non quantifiée de I'interaction
électromagnétique [WEINBERG 1995 ; KAKU 1993 ; HATFIELD 1992], en
transformant les champs classiques (& valeurs complexes) en opérateurs et
en injectant ces opérateurs dans le hamiltonien de la théorie, qui devient
alors lui-méme un opérateur quantique. Nous présentons le résultat de telles
procédures, dans un ordre différent de celui qui mene a la construction de
QED mais dans une forme adaptée a l'usage que nous en faisons dans ce
mémoire.
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11/1.2-a <) Equation de Dirac (1)

Le « modele standard » des interactions fondamentales considere que si
les électrons ne subissaient pas d’interaction avec d’autres particules de la
théorie, les états stationnaires d’un systeme d’électrons seraient exactement
donnés par une superposition d’états propres de I’équation de Dirac, qui est
la seule équation d’onde dont on dispose pour une particule relativiste de
spin 1/2. La théorie de I’électrodynamique quantique (QED) introduit entre
les particules de Dirac une interaction dont le médiateur est le photon (cf.
section I1/1.2-e).

Puisqu'un potentiel extérieur (du noyau) est imposé aux électrons et
aux positrons du modele qui nous intéresse ici, il est pratique de prendre
pour base des états d’un systeme & une particule les fonctions d’onde propres
(donc stationnaires) de I’équation de Dirac pour ce potentiel électrostatique :
nous prenons pour base des états a une particule les états atomiques propres
¢, de ’équation de Dirac

{—ia-V + @[V (%) — a- AR)] + mef} dn(x) = endu(x),  (IL1)

ou nous avons noté (V, A) le 4-potentiel électromagnétique extérieur choisi.
Dans le hamiltonien de Dirac donné ci-dessus, nous avons noté — suivant
l'usage — les matrices! 4x 4 de Dirac par les symboles 3 et =3 (qui sont
les trois composantes du vecteur de matrices o) [PESKIN and SCHROEDER
1995]. Sachant que nous avons noté

e = —€ (11.2)

la charge de ’électron (avec go < 0) et m, sa masse, on peut intuitive-
ment reconnaitre successivement dans ce hamiltonien I'énergie cinétique?
(venant de la quantité de mouvement de la particule, donc donnée comme
dans 'équation de Schrodinger par un gradient), I’énergie électrostatique
d’un électron (pas celle d’'un positron!) et son énergie de masse, qui s’addi-
tionnent pour donner 1’énergie totale €,, d’un électron ; nous ne considérerons
dans ce mémoire que le cas d’un potentiel vecteur A nul, ce qui revient essen-
tiellement pour nous a négliger la structure hyperfine des niveaux de (II.1).

Les énergies atomiques prédites par 1'équation de Dirac (II.1) sont
représentées dans la figure II.1. On y voit clairement la séparation des
énergies en fonction de leur signe — pour peu que la charge du noyau ne
soit pas si forte que ’énergie totale des électrons devienne négative. Cette

'Pour satisfaire & la relation relativiste entre quantité de mouvement et énergie, les ma-
trices a sont contraintes par une algebre dont il existe un nombre infini de représentations.
Ainsi, plusieurs choix de matrices a sont possibles; nous n’aurons cependant pas besoin
d’en prendre un particulier.

2L’interprétation de I'opérateur —icx - V comme une énergie cinétique est en fait délicate
(voir par exemple GREINER et al. [1985, § 2.4]).
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Fia. 1.1 — Niveauz d’énergie de Dirac en fonction de la charge du noyau.
Les niveaux d’énergies prédits par I’équation de Dirac (II.1) pour un électron
ou un positron dans le champ d’un noyau se séparent en deuzx groupes : les
états d’énergie positive décrivent des électrons et ceux d’énergie négative des
positrons. Les traits pleins indiquent les niveaux de Dirac pour un noyau non
ponctuel et ceux en pointillés pour un noyau ponctuel (les deux niveaux les
plus bas n’existent plus au-dela de Z = 1/a). On remarque la présence des
deux continua d’énergies dis aux électrons non liés au noyau. (Les notations
utilisées pour les états sont détaillées dans la section VI/2.1.)
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séparation en deux groupes d’énergies permet, selon 'interprétation de Di-
rac, de considérer que les états d’énergie positive sont ceux d’un électron
dans le champ du noyau, et que ceux d’énergie négative sont ceux d’un po-
sitron (pour une interprétation classique de ces énergies, on peut décider
que les positrons ont en fait pour énergie 1’opposé de I’énergie ¢,, prédite par
(I1.1), afin de rendre cette énergie positive, puisque les trois énergies men-
tionnées ci-dessus sont classiquement positives pour un positron — énergies
cinétique, potentielle électrostatique et de masse). Nous utiliserons 'exis-
tence de ces deux groupes d’énergie dans la définition du champ quantique
de Dirac (I1.9), objet fondamental de I’électrodynamique quantique des états
liés.

Nous compléterons cette rapide description de I’équation de Dirac dans la
section VI/2.1 car nous en aurons besoin lorsque nous aborderons le calcul
numérique de la self énergie, qui requiert une analyse fine des solutions
de (IL.1).

Les états stationnaires ¢, de (II.1) ne décrivent que des états a une
particule (électron ou positron) et il est donc nécessaire d’introduire I’espace
des états de I’électrodynamique des états liés, qui permet de décrire des
systemes contenant un nombre quelconque de particules.

[1/1.2-b <> Espace des états

L’espace des états de 1’électrodynamique quantique des états liés pouvant
décrire un systeéme contenant un nombre quelconque de particules, il contient
naturellement un état vide de tout électron, positron ou photon, que nous
notons |0).

Pour les états non vides, nous utiliserons par souci de simplicité une base
des états physiquement simple : chaque vecteur de cette base est étiqueté par
I’ensemble des états ¢,, des fermions qu’il contient, comme nous le détaillons
ci-dessous, d’abord pour les états a un fermion, puis pour les états a nombre
quelconque de particules.

Ainsi — et pour nous conformer a l'usage courant — les états conte-
nant un fermion seront notés |n), ou n est 'étiquette d’un état propre
¢n de (IL.1).} Cette base des états |n) & un fermion est tout simple-
ment ajoutée au vecteur vide |0) pour former un espace plus grand (ce
qui se réalise mathématiquement par la somme directe des espaces a zéro
et & un fermion de Dirac). En l’absence de potentiel électromagnétique
extérieur dans ’équation de Dirac (II.1), les états ci-dessus sont les habi-
tuels états en onde plane de quantité de mouvement fixée (voir par exemple

1 n’est pas nécessaire de donner une représentation explicite de ces états & un fermion
(comme par exemple [n) = ¢y ), car les fonctions d’onde de 1’équation de Dirac (II.1) sont
incorporées ailleurs dans QED : au travers du champ quantique électronique, qui contient
— comme nous le verrons dans 'Eq. (I1.9) — toutes les fonctions d’onde de Dirac.
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PESKIN and SCHROEDER [1995]).

Pour les états a plusieurs fermions, un probleme de notation se pose : par
exemple, si 'on considere un état a deux électrons n; et no, il est naturel
de le désigner par |ni,m2)... ou bien par |ng,n;). Comment résoudre ce
probleme de notation, sachant que le caractére indiscernable des particules
implique qu’il n’existe qu’un seul état physique contenant les électrons ni
et ny?

Une solution consisterait a décider d’ordonner les états propres
électroniques ¢, puis a ne désigner un état a plusieurs particules que par
l'unique liste ordonnée des états a une particule qu’il contient. Cependant,
ce choix compliquerait la définition formelle d’opérateurs agissant sur les
états a plusieurs particules.

Une autre solution — de loin la plus utilisée — consiste a accepter plu-
steurs notations pour un méme état physique, ce qui est pratique pour écrire
formellement certaines opérations sur les états, ou 'on n’a alors pas a se
soucier de 'ordre dans lequel on énumere les états électroniques individuels.
Ainsi,

|ni,...,ng) est Pune des k! notations pour
un état contenant les particules de Dirac d’états nq,...,ng.

(11.3)

Mais comme deux tels kets ne différant que par I'ordre des états énumérés
doivent désigner, a une phase pres, le méme vecteur de 'espace des états, il
faut décider de cette phase; il s’avere pratique! de définir cette phase par

Mo (1)s -+ s o)) = (=1)7 |01, .. n), (I1.4)

pour n’importe quelle permutation o de 'ordre des électrons ny,...,ng, et
oil nous avons noté (—1)7 la signature de la permutation?® o.

L’espace des états de photons est décrit de maniere similaire a celui
des électrons et positrons. L’équation d’onde qui remplace I'équation de
Dirac (II.1) est aussi une équation relativiste, puisqu’il s’agit de I’équation de
Mazwell de propagation du 4-potentiel électromagnétique® A dans le vide.
Chaque solution de cette équation de propagation sera considérée comme

une excitation élémentaire du champ électromagnétique du vide, que l'on
nomme « photon ».

LComme nous le verrons plus tard dans les équations (I1.6), ce choix de phase entre
différentes notations d’'un méme état physique permet d’écrire simplement ’action des
opérateurs de création de particules sur les états.

2La convention (I1.4) impose d’utiliser le principe d’exclusion de Fermi aux électron et
positrons : tout état qui contiendrait deux électrons dans le méme état devrait étre égal
a son opposé et serait donc nul.

3Ce potentiel électromagnétique qui sert & décrire les photons ne doit pas étre confondu
avec le potentiel électromagnétique extérieur (d’un noyau, par exemple) que nous avons
introduit dans I’équation de Dirac (IL.1).
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Cependant, le lien entre cette équation d’onde et l'espace des états
est compliqué par la partie arbitraire de jauge contenue dans A : il est
délicat de séparer les composantes de A qui n’ont aucun impact physique
(dépendant de la jauge) de celles qui sont contraintes par I’équation de
propagation de Maxwell et qui forment donc les degrés de liberté phy-
siques & quantifier. Ainsi l'espace des états de photons dépend de la jauge
utilisée pour quantifier le potentiel A [COHEN-TANNOUDJI et al. 1987 ;
HATFIELD 1992, p. 90]. Il est cependant inutile de rentrer ici dans des
détails a ce sujet; le lecteur intéressé pourra par exemple consulter des
références comme COHEN-TANNOUDJI et al. [1987], HATFIELD [1992] ou
BocGoLIiuBov and SHIRKOV [1980].

Les états de I'électrodynamique des états liés sont naturellement 1’en-
semble des états a nombre quelconque d’électrons, de positrons et de photons
que nous venons de décrire. Ainsi, nous pouvons noter la base canonique que
nous venons de présenter par I’ensemble des états « de Fock » suivants :

|ni,mn9,...,nk_1,nk; photons), (I1.5)

Ve
positrons et électrons

ol « photons » désigne I’énumération des photons présents, similaire a celle
des états de Dirac (et que nous ne précisons pas par souci de la lisibilité
des notations) — a ceci prés que les photons ne sont pas contraints par le
principe de Pauli & occuper des états différents.

[1/1.2-c <{» Le champ quantique électronique

Comme nous ’avons indiqué dans la note 1 p. 44, les fonctions d’onde
propre de Dirac sont regroupées par QED dans un unique opérateur ; celui-
ci agit naturellement sur I’espace a nombre quelconque de particules que
nous venons de définir. Afin de pouvoir expliciter cet opérateur, introdui-
sons les opérateurs de création et d’annihilation de particules (électrons ou
positrons), qui agissent sur le méme espace ; nous définissons donc d;rl, qui

crée un électron dans l'état ¢, (g, > 0) :

aL|m1,m2, ...

— |n,m1,m2,...,mk> Sin%{mla"wmk}
, M) = { 0 sinon (IL.6a)

et biw qui crée un positron dans U'état ¢, (g, < 0) :

In’,my,ma,...,mg) sin ¢ {my,...,my}

bl Imy, ma, ... my) = .
wlma,ma, ... m) 0 sinon,

(I1.6b)
ol 0 est le vecteur nul de 'espace des états. Comme al et BIL, transforment
un état a k particules de Dirac en état a k + 1 particules, leurs adjoints a,,
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et by transforment eux les états a k + 1 particules en états a k particules;
on peut ainsi aisément montrer — & 'aide de la notation (II.4) et de la
définition (II.6a) — que

an|my, ma, ..., mg) (IL7)
_ (—1)1'0 M, .., Mig—1, Mig+1,- - - , M) 8’1l existe un électron m;, = n
0 sinon,

ou I'impossibilité d’enlever un électron non présent est exprimée par un
résultat éventuellement nul. L’action de b, est similaire puisqu’elle supprime
un positron (si cela est possible).

Algebre de Le point de vue que nous avons pris ici nous permet de déduire

I'espace de  jmmédiatement de ce qui précede les célebres relations d’anticommutation
Fock . At 2t 4 o
entre les opérateurs an, b,,, an et by :

anal +ala, =1 (I.8a)
Bn’l;,];/ + ZA)IL,IA)n/ =1 (H.8b)
Tous les autres anticommutateurs des a', b, @ et b sont nuls. (I1.8c)

L’interprétation en est simple : par exemple (I1.8a) indique que si I'on ajoute
un électron n puis qu’on le supprime d’un état, ou bien si on commence au
contraire par le supprimer avant de le remettre, on ne change pas cet état
('une des deux opérations donnant un résultat nul et I'autre ne modifiant
pas I'état de départ). De son coté, la relation dlb&;rn + &;rndlb = 0 de (IL.8c)
(avec n # n') indique que Pordre dans lequel on crée des électrons a une
influence sur la phase de 1’état finalement produit (qui change de signe entre
un ordre de création et 'autre).? Cette phase aura une grande importance
dans I’évaluation des niveaux atomiques.

Maintenant que nous avons introduit ces opérateurs qui permettent de
se mouvoir dans les états a plusieurs particules, il devient possible de définir
simplement le champ quantique électronique, défini sur le méme espace.

'Nous supposons ici que les électrons et positrons dans un champ stationnaire sont
étiquetés par des indices discrets ; une fagon d’obtenir de tels états consiste a considérer que
ces particules sont confinées dans une boite, ce qui n’est pas plus irréaliste que de considérer
qu’elles sont dans un espace infini et possede 'avantage de ne pas offrir de complications
essentiellement inutiles. Cependant, des relations d’anticommutation incluant les états des
continua de ’équation de Dirac peuvent étre trouvées dans MOHR [1985].

2En mécanique quantique & nombre fixé de particules, ’analogue de cette relation est
le comportement du déterminant de Slater, qui change de signe sous 1’échange de deux
particules.
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La meilleure description des électrons par un champ a valeurs complexes
dont nous disposons actuellement est donnée par ’équation de Dirac; cette
équation sert ainsi de fondement au champ quantique électronique dans le
« modele standard » des interactions fondamentales et, partant, dans 'ap-
plication que nous en faisons ici. Le champ quantique électronique est ainsi
lui aussi solution de I'équation de Dirac et est donc pris comme une com-

binaison linéaire de toutes les solution de I’équation de Dirac [MOHR et al.
1998] :

Yr(x,t) = Z:dn(bn(x)e_ia"t + Xz};%(x)e—ifnt, (IL.9)

en>0 en<0

ot les « coefficients » a et bt sont les opérateurs' d’annihilation d’électron
et de création de positron décrits ci-dessus; le symbole Y utilisé est sim-
plement un raccourci pratique pour indiquer que la sommation est discrete
(somme X)) sur les états discrets et continue (intégration [) sur les états des
continua. Notons dés a présent pour référence qu’il sera pratique de changer
la représentation dans laquelle on utilise cet opérateur champ quantique de
Dirac; il s’avérera alors que la définition ci-dessus donne TZJI en représentation
d’interaction sous le hamiltonien des particules et photons libres que nous
présentons plus loin (Eq. (I1.12)).

C’est dans ce champ quantique TZJI que réside la différence entre la QED
des hautes énergies [PESKIN and SCHROEDER 1995], ot les électrons et posi-
trons sont des particules libres (en adéquation avec leur état avant une col-
lision dans un accélérateur) : les fonctions d’onde ¢,, sont celles d’électrons
et positrons dans un champ extérieur, et les opérateurs élémentaires a, et
ISL permettent de se mouvoir simplement dans ’espace de Fock de telles
particules (et non dans l'espace des ondes planes).

Cet opérateur 1&1 possede un comportement simple vis-a-vis de la charge
des états de Fock : il effectue la destruction d’un quantum de charge
électronique ¢ (I1.2) (soit par destruction d’électron, soit par création de po-
sitron). Réciproquement, son adjoint 1[1{ (x,t) & manifestement la propriété

!Techniquement, le choix de ces coefficients provient de 'adéquation entre les rela-
tions d’anticommutation (II.8) sur les opérateurs de création et annihilation et lanti-
commutation entre 'opérateur « position » 1@1 et sa quantité de mouvement conjuguée
[PESKIN and SCHROEDER 1995].
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contraire, a savoir de créer une charge électronique. Ces comportements
simples rendent ces opérateurs tres pratiques pour décrire I'interaction entre
particules de Dirac chargées et photons, comme nous le montrons ci-apres.

[1/1.2-d & Le champ quantique de photons

Tout comme pour les électrons et les positrons, la QED quantifie
I’électromagnétisme ; comme le quadri-vecteur potentiel électromagnétique
A est responsable de 1'énergie d’interaction entre particules chargées
et champ électromagnétique (en particulier au travers d’une énergie
électrostatique de la forme g.V'), il est souhaitable en QED de choisir de
quantifier ce potentiel plutot que les champs électrique et magnétique.

Il existe plusieurs procédures de quantification de ce potentiel A
[COHEN-TANNOUDJI et al. 1987 ; HATFIELD 1992 ; KAKU 1993], lides a des
choix de jauge différents. Nous pouvons retenir cependant qu’a I'issue de
la quantification du potentiel vecteur A, on obtient tout comme pour les
électrons et positrons un

champ quantique A(x,t), (I1.10)

qui est lui formé de quatre opérateurs, notés Ar=0--3 ot qui décrivent d’une
part le potentiel scalaire électromagnétique (1210) et d’autre part le poten-
tiel vecteur (1211"'3). Quelle que soit la procédure de quantification retenue,
plusieurs des quatre composantes sont des champs similaires au champ quan-
tique électronique 1&1 : ces opérateurs détruisent des photons et créent des
anti-photons (qui ne sont autres que les photons) par I'intermédiaire d’une
définition semblable & celle du champ quantique de Dirac (I1.9). C’est par
I'intermédiaire de cet opérateur fondamental A que la théorie quantique des
champs crée et absorbe des photons dans les processus physiques.

[1/1.2-e < Le hamiltonien de I'électrodynamique des états liés

Le hamiltonien de I’électrodynamique quantique des états liés est une
généralisation de ’énergie totale des champs classiques (a valeurs com-
plexes) des électrons, positrons et potentiel électromagnétique A, ou l'on a
remplacé les champs classiques par leurs analogues quantifiés [MOHR et al.
1998] ; ce hamiltonien exprime donc 1'énergie totale d’un systéeme composé
d’un nombre quelconque d’électrons, positrons et photons et est défini en
représentation d’interaction comme étant la somme [MOHR et al. 1998]

Hi(t) = Hy + Hi(t) (IL.11)

du hamiltonien Hy des électrons, positrons et photons « libres » (c’est-a-dire
sans interaction entre eux) et du hamiltonien d’interaction entre potentiel
électromagnétique d’une part et densités de charge et courant de charges de
I’autre, notée ici H I'- nous définissons ces deux hamiltoniens plus loin.
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La représentation d’interaction correspond naturellement a une prise en
compte des effets du hamiltonien libre ffo, qui décrit I’évolution des électrons,
positrons et photons exactement comme s’ils étaient indépendants (c’est-a-
dire selon ’équation de Dirac (II.1) et I’équation de Maxwell des poten-
tiels dans le vide). Nous verrons plus loin que la dépendance en temps
du hamiltonien total en représentation d’interaction ]:II(t) ne provient que
du changement de point de vue offert par cette représentation, puisqu’en
représentation de Schrdidinger le hamiltonien de QED est indépendant du
temps.

L’énergie des électrons, positrons et photons sans interaction s’obtient
simplement en additionnant les énergies de toutes les particules présentes
dans un état physique (I1.5) donné :

ijolnl, ..., ng; photons)

k
= <Z|em| + (énergie totale des photons libres)> |n1,...,ng; photons),

i=1

Z (I1.12)
ol I’énergie des photons est simplement la somme des énergies hw des
photons (ondes électromagnétiques planes) de pulsation w contenues dans
Iétat physique indiqué [HATFIELD 1992]. On remarquera que ce hamiltonien
donne aux positrons une énergie positive, conformément a ce qu’on observe
expérimentalement — et contrairement a I’équation de Dirac dont il est en
partie issu.

Comme le hamiltonien de I’électromagnétisme classique fait intervenir le
4-courant électrique (densités volumique de charges et de courant), il nous
faut définir 1’opérateur correspondant — qui agit sur les états décrits plus
haut. Ceci est accompli de facon simple en utilisant la formule bien connue
du courant conservé par I’équation de Dirac [PESKIN and SCHROEDER 1995]
et qui est un quadri-vecteur a valeurs réelles défini a partir de la fonction
d’onde ¢(x,t) d’une particule de Dirac d’une maniére souvent notée

G (x, 1) = qep(x, )Y o (x, 1), (I1.13)

ou nous avons introduit les matrices v* de Dirac, qui sont tres semblables

aux matrices 3 et a'=5%3 introduites pour I’équation de Dirac p. 42 :
0 —
o= B
Ai=L23 = g (I1.14)

ainsi que I'habituel « adjoint de Dirac » d’une fonction d’onde (& quatre
composantes) de I’équation de Dirac (II.1) :

o(x,t) = qST(X, t)’yo. (I1.15)
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L’électrodynamique quantique des états liés postule grace a (I1.13) que
lopérateur courant de charge doit étre défini comme (voir par exemple
SCHWEBER [1961, § 13c| et MOHR et al. [1998]) :

7060) = e [10x0), 941 (x, 1), (1L.16)

pour lequel nous précisons que 'adjoint de Dirac du Champ qucmtzque wl
de (I1.9) est une simple généralisation du cas ou les bn, etc. et 49 seraient
des nombres complexes :

T t) = i 813, (x)etient + i by ()0t (IL17)

en>0 en<0

la notation (lourde mais habituelle) du commutateur de (II.16) ne s’applique
qu’aux opérateurs de création et annihilation (et non aux fonctions d’onde
de Dirac de (IL1.9) et (I1.17))! : par exemple

(6], (x)e Tt Ay (x)e 5] = (6, (x)e ) A (G (x)eEm) [, rm)-

Maintenant que nous disposons d’une part d’opérateurs (11.16) décrivant
la densité de charges et le courant électrique et d’autre part d’un potentiel
électromagnétique (I1.10), nous pouvons écrire I’énergie d’interaction entre
matiere chargée et champ électromagnétique. L’énergie d’interaction entre
charges et photons, en représentation d’interaction sous (11.12), est définie
par l'électrodynamique des états liés comme [MOHR et al. 1998]

Hit) = / Py Hi(y,t) (I1.18a)

ou l'opérateur de densité d’énergie qui ressemble au hamiltonien classique
donnant les équations de Maxwell? :

Ay, 1) = duly, 1) [A%(y.1) + ()] — Gm [y, 1), 00y, )] (L18D)

ol nous avons introduit par souci de généralité un potentiel extérieur ®*(y)
(qui peut par exemple venir compléter le potentiel externe de (II.1) afin
d’inclure l'influence du moment magnétique du noyau et ainsi générer
les effets de structure hyperfine, ou bien permettre d’étudier l'effet d’un
champ magnétique externe sur les niveaux atomiques); le contre-terme

M%[@(y, t), Q/A)(y, t)] permet d’absorber les divergences apparaissant dans les

!Sans ce commutateur, la charge du vide [d*x (0]j°(x,t = 0)|0) ne serait pas nulle.
Le commutateur utilisé donne cependfmt les mémes prédictions sur les niveauxr d’énergie
qu'un courant défini par 7*(x,t) = qetb;(x, t)y*41(x,t) (voir MOHR et al. [1998, § 2.3]).

20n y reconnait en particulier un terme de la forme jo(y,t)A°(y,t), i. e. la densité de
charges multipliée par le potentiel scalaire, noté classiquement pV'.
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calculs en ajoutant a la masse des électrons et positrons la quantité dm, qui
compense la masse infinie de ces particules lorsqu’elles sont dans la situation
hypothétique ou elles ne subissent pas d’interaction.

Les champs quantiques (I1.9) et (I1.10) de I’électrodynamique des états
liés dépendent du temps. Pour le champ quantique de Dirac (I1.9), cette
dépendance en temps provient d’une description des électrons qui ne prend
pas en compte leur interaction avec le champ électromagnétique des pho-
tons — puisque seul le potentiel externe V' de I’équation de Dirac (II.1)
dicte leur dynamique. De fagon similaire, le champ quantique (I1.10) des
photons n’est construit qu’a partir d’ondes électromagnétiques dans le vide.
En conséquence, il n’est pas étonnant que les opérateurs courant (I1.16)
et hamiltonien d’interaction (II.18b) que nous avons obtenus soient en
représentation d’interaction, ou ils évoluent librement sous le hamiltonien
Hy de particules indépendantes (I1.12). Nous allons cependant voir plus loin
que le hamiltonien d’interaction (I1.18a) est indépendant du temps, si on le
considere en représentation de Schrodinger.

Nous étudions dans la suite quelques conséquences sur les niveaux ato-
miques de 'interaction (II.18b), qui est un version quantifiée du hamiltonien
des équations de Maxwell avec un courant de charges créé par des électrons
et positrons de Dirac.

11/1.3

Les atomes selon QED

Nous nous proposons ici de regarder I’énergie d’interaction (I1.18b) d’un
peu plus pres afin de répondre (partiellement) & la question : qu’est-ce qu'un
atome dans ce formalisme ot le nombre de particules d’un état physique n’est
pas fizé?

[1/1.3-a ¢ Introduction

Nous allons voir que dans le formalisme de 1’électrodynamique quantique
des états liés, un atome ne peut pas étre décrit par une superposition d’états
de Fock (II.5) contenant un nombre donné d’électrons — en contraste avec
I’étude des atomes par une théorie sans seconde quantification, comme par
exemple 1’équation de Schrodinger appliquée a I'atome d’hélium, ou I'on
utilise des fonctions d’onde a exactement deux électrons. Nous allons voir
qu’un atome a N électrons peut par contre étre décrit par 1’électrodynamique
des états liés comme une superposition d’états de Fock (II.5) contenant
N électrons et un nombre quelconque de photons et de paires électron-
positron. En d’autres termes, nous remarquerons que les états stationnaires
d’un atome a N électrons se trouvent dans I’électrodynamique quantique
des états liés sous la forme des états propres de charge Nq. du hamiltonien
de la théorie.
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11/1.3. Les atomes selon QED

Pour arriver a cette conclusion, il nous faut étudier le lien entre la notion
de niveau atomique et le hamiltonien (II.11) de I’électrodynamique quan-
tique des états liés. Nous allons donc tout d’abord ramener ce hamiltonien
a la représentation de Schrodinger, ce qui nous fournira un hamiltonien
indépendant du temps dont les énergies propres peuvent naturellement s’in-
terpréter comme donnant les niveaux atomiques.

[1/1.3-b < Hamiltonien en représentation de Schrodinger

Le hamiltonien d’interaction Hj(t) de (IL18a) se transforme par
définition en représentation de Schrodinger en I'opérateur I:Ié de la fagon
suivante : R R

Hi(t) = e Hot fl(¢)etthot (I1.19)

ou nous avons indiqué la possible dépendance en temps de l'interaction
entre charges et photons. Comme le hamiltonien Hy des charges et pho-
tons libres (I1.12) agit séparément sur les particules de Dirac et les photons,
nous pouvons regarder en détail la facon dont les opérateurs sur les électrons
et positrons sont modifiés sous (II.19) (le cas des photons sera semblable).

Regardons en détail D'action des facteurs de changement de
représentation dans (I1.19). Dans linteraction Hl de (II.18b), les seuls
opérateurs sur les électrons et positrons sont les opérateurs élémentaires de
création et annihilation de particules de Dirac (Egs. (11.16), (I1.17) et (I1.9)),
si bien que le calcul de (I1.19) est relativement simple. D’autre part, les pro-
duits de tels opérateurs apparaissant dans le hamiltonien (I1.18b) (au travers
par exemple du courant (II.16)) évoluent en représentation de Schrodin-
ger d’'une fagon qui se déduit directement de 1’évolution des opérateurs
élémentaires d,];, B,J[,L, etc., en vertu du mécanisme de factorisation suivant :

e_ZHOt(&L&n/)elHOt _ (e_ZHOt&LGZHOt) <e_ZH0tdn/eZH0t> (1120)

(et de méme pour n’importe quel produit d’opérateurs quelconques sur es-
pace de Fock).

La situation est similaire pour les photons, si bien qu’obtenir le ha-
miltonien d’interaction ]:Ié dans la représentation de Schrodinger (I1.19) se
ramene simplement a faire passer les opérateurs d’annihilation et de création
de quanta contenus dans fIII (I1.18b) de la représentation d’interaction a celle
de Schrodinger. Regardons par exemple le cas de la création d’un électron
dans un état n : il nous faut évaluer

(e_mot&;rlemot> , (I1.21)

ce que nous allons faire en considérant l’action successive des trois
opérateurs, afin de mettre en lumiere le mécanisme en jeu dans 'expres-
sion ci-dessus. D’apres la définition (II.6a) de &L, cela se fait simplement en
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11/1. L’électrodynamique quantique des états liés

travaillant dans la base des états (I1.5) ; ainsi, pour tout état de Fock
|n1,...,ng; photons)

dont on étiquette les électrons et positrons par nq,...,nx et ou « photons »
désigne la liste des photons présents, I’action du hamiltonien libre Hy donne
simplement d’apres (I1.12) I’énergie totale des particules considérées comme
indépendantes :

eiﬁot\nl, ..., ng; photons) (I1.22)

_ ez(|5n1 |++++|en,, | +énergie des photons) |n1’ M phOtOHS>.

L’action de @}, sur I'état de Fock ci-dessus est simple, d’apres (I1.6a) :

dileigotml, ..., ng; photons) (I1.23)
ei(|€n1 [+ +|eny, [ +énergie des photons) |n, N1y T photons>
= singé{nl,...,nk}
0 sinon.

Enfin, I'application de l'opérateur d’évolution libre exp(—iHgyt) sur (IL.23)
fait sortir de fagon similaire a (I1.22) D’énergie totale de I’état avec une
particule de Dirac n supplémentaire, si bien que seule subsiste I’énergie de
cet état n, énergie de toutes les autres quanta de (I1.23) disparaissant par
compensation entre exp(—iHot) et exp(iHot) :

e_ZHOtdLeZH"tml, ..., ng; photons)
e~lenlt|n, ny, ..., ng; photons)
= sinég{ny,...,ng}
0 sinon.

e ntal Iny, ... ng; photons).

Ainsi, le passage du schéma d’interaction pour &L au schéma de Schrodin-

ger (I1.21) s’obtient simplement par le remplacement
al — e~ tEntgl (I1.24)

Les autres opérateurs ne sont pas plus compliqués a faire passer de la
premiere représentation a la seconde; on trouve ainsi

i — e*mipl | ap — € ay, by, — € mlh,,
Conformément & notre discussion autour de (I1.20), le hamiltonien (I1.19)
s'obtient directement en effectuant dans l'interaction H{ de (I1.18b) les rem-
placements ci-dessus (ainsi que ceux pour les photons, qui sont similaires).
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Comme les créations et destruction de fermions de Dirac viennent toutes des
champs quantiques de Dirac 1[11 et ¢ de (I1.9) et (I1.17), I’effet net du change-
ment de représentation (I1.19) vient ezactement compenser les évolutions des
états propres de Dirac contenus dans ces champs quantiques ; par exemple le
champ ¢y de (I1.9) est constant en représentation de Schrédinger et vaut :

S om0+ Y Bh6ux) = it = 0)

en>0 en<0

(), (I1.25)

ou les sommes se font toujours sur les états propres électroniques et positro-
niques de ’équation de Dirac. Comme indiqué ci-dessus, le champ quantique
de Dirac en représentation de Schrdidinger s’obtient immédiatement en fizant
le temps a t = 0 dans ce champ en représentation d’interaction, si bien qu’en
admettant que le fait que la situation est similaire pour les photons, nous
obtenons le

hamiltonien d’interaction en représentation de Schriodinger : (I1.26)
HY = Hi(t = 0), |

ou linteraction en représentation d’interaction fIII(t) est définie dans
I'Eq. (II.18a).

Ainsi, la transformation du hamiltonien de ’électrodynamique quantique
des états liés (I1.11) en représentation de Schrddinger donne un hamiltonien
total constant :

H = Hy + H, (I1.27)

somme du hamiltonien des particules libres Hy (IT1.12) et de l'interac-
tion (I1.26). Cette disparition de la dépendance en temps de (II.11) par
changement de représentation était souhaitable, puisque 'on tombe dans
une situation similaire a celle du traitement des atomes en mécanique « clas-
sique » (& nombre fixé de particules), ot ceux-ci sont décrits par un hamil-
tonien constant.

[1/1.3-c <> Atomes et électrons selon QED

Nous sommes donc en présence d’'un hamiltonien (I1.27) décrivant
I’énergie totale de n’importe quel systeme de charges soumis d’une part
a linteraction électromagnétique et d’autre part a un potentiel extérieur
(représentant par exemple Deffet classique d’un noyau immobile). Ce hamil-
tonien est hermitien, tout comme celui utilisé habituellement en mécanique
quantique non relativiste.! Ses états propres représentent donc naturelle-
ment les états stationnaires atomiques [MOHR et al. 1998], dont 1'énergie

11 hermiticité de (I1.27) provient de celle, évidente, de Ho (I1.12) et de celle de I'inter-

action I:l'é (I1.26) ; ’hermiticité de I:l'é peut étre démontrée & partir de la définition (I1.18b)
de l'interaction, en utilisant en particulier le caractére hermitien des champs A* (I1.10) et
des matrices de Dirac a.
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est la somme d’une énergie venant de particules sans interaction dans le
potentiel extérieur (ﬁo) et d’autre part du couplage entre charges et pho-
tons (HY).

Cependant, en mécanique quantique « classique », les atomes et
molécules sont traités en utilisant un hamiltonien qui agit sur une fonction
d’onde a nombre fizé de particules (par exemple deux électrons pour l'atome
d’hélium, etc.); au contraire, ici, le hamiltonien H de (I1.27) agit sur des
états & nombre quelconque de particules. Comment, donc, est par exemple
décrit I’atome d’hélium dans ce formalisme que nous venons de présenter ?

Nous proposons une réponse simple a cette question : les énergies de
I’atome d’hélium sont données par les états propres de H sur les états de
charge totale 2q. (et de méme pour les autres atomes et ions). Pour qu’un
état puisse a la fois étre de charge et d’énergie fixées, il est nécessaire (et
suffisant) que le hamiltonien total (I1.27) ne modifie pas la charge des états
de Fock. Montrons que cette condition est satisfaite.

Pour montrer que H conserve la charge des états (de charge donnée), il
est pratique d’employer la base simple (I1.5) que nous avons présentée p. 46,
puisque la charge des états qu’elle contient est fizée :

la charge de |nq,...,ng; photons) est
de X (nombre d’électrons dans nq,...,ng
— nombre de positrons dans nq,...,ng).

La charge d’un tel état n’est modifiée ni par Hy ni par l'interaction ﬁé, car :
(a) L'énergie Hy (I1.12) des particules sans interaction multiplie simplement
chaque état de la base (IL.5) par son énergie, si bien que sa charge n’est
pas changée. (b) Les changements de charge éventuels dis & I'interaction
flé de I'Eq. (I1.26) ne peuvent provenir que des champs quantiques de Dirac
TZJ et 1 contenus dans linteraction (IL.18b), en particulier au travers du
courant j (I1.16) (les créations et destructions de photons ne modifient pas
la charge des états) ; or il se trouve que le champ quantique de Dirac modifie
de fagon tres simple la charge d’un état, comme le montrent directement les
définitions (I1.9) et (II.17) : tout état de Fock (II.5) (donc de charge fixée)
est tel que
— sa charge diminue de g, sous ’action de 1& (par destruction d’électron
par a, ou par création de positron par BL),
— sa charge augmente de ¢, sous I’action de v (par création d’électron

par dL ou destruction de positron par l;n)

Le fait que les champs quantiques 1& et E apparaissent toujours par paire
dans Vinteraction H} (I1.18b) fait que Vinteraction (I1.26) ne change pas la
charge des états.

Nous venons ainsi de prouver que ’on peut chercher les états propres
du hamiltonien H (I1.27) de 1’électrodynamique des états liés dans chaque
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sous-espace de Fock correspondant aux états de charge donnée.

Afin de mieux cerner I'image de 'atome que propose l’électrodynamique
quantique, nous pouvons mentionner une importante différence qu’elle
montre lorsqu’on la compare au traitement des atomes en mécanique quan-
tique & nombre fixé d’électrons [COHEN-TANNOUDJI et al. 1977, chapitre
XIV] : bien que les états atomiques stationnaires soient des états de charge
fixée, ils ne sont pas composés d’états (11.5) de nombre d’électrons (de Di-
rac) fizé ; précisément, nous signifions par la qu’aucune combinaison linéaire
des états de Fock de (II.5) a nombre donné N d’électrons (sans positron ni
photon) ne peut décrire un atome réel & N électrons, a cause de la création
de photons et de paires électron-positron (de Dirac).

En effet, évolution de tout état de Fock |1)) est soumise & I’équation de
Schrodinger déduite du hamiltonien (I1.27) de la théorie :

ih(d|y)) = (Ho + HY)[¢)dt, (I1.28)

ou l'interaction flé ajoute un photon aux états qui n’en contiennent pas,
d’apres sa définition ((I1.26) et (I1.18b)) et le résultat de la quantification
du potentiel vecteur A (I1.10). Ainsi selon QED, tout état atomique station-
naire doit contenir des photons. De la méme maniére, on peut montrer que
I’évolution (I1.28) impose que tout état |1)) superposition d’états contenant
un nombre donné N d’électrons doit posséder au bout d'un temps dt des
états a N + 2 particules formés par ’ajout d’une paire électron-positron
[COHEN-TANNOUDJI et al. 1987, p. 421].

Ainsi, considérer qu'un atome a N électrons (physiques) peut étre décrit
par une fonction d’onde & N électrons (de Dirac) est une approzimation ; ce-
pendant, cette approximation est tres bonne dans de nombreux cas, d’autant
plus qu’elle permet malgré tout d’inclure certains effets diis a QED dans un
traitement utilisant de telles fonctions d’onde : il est par exemple possible
d’inclure les effets de QED grace a l'inclusion de tous les phénomeénes ou
les particules émises sont finalement réabsorbées, si bien que le nombre de
particules de chaque espece ne varie pas (« no-pair hamiltonian » [SUCHER
1980]) ; ou bien l'on peut négliger le couplage électromagnétique entre états
contenant un nombre différent d’électrons, grace a la prise en compte du fait
que créer deux particules est rendu peu probable par la nécessité d’apporter
au moins leur énergie de masse [COHEN-TANNOUDJI et al. 1987, By.2.b].

SECTION 2 (Chapitre II)
( Niveaux atomiques par QED

Le hamiltonien (I1.27) de I'électrodynamique des états liés possede un
spectre qui représente ’ensemble des prédictions de QED pour les niveaux
d’énergie de n’importe quel atome ou ion possédant un noyau donné. Il reste
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Amplitude de probabilité ?

S * @

Temps t Temps '

Fi1a. I1.2 — Propagation de particules de Dirac. Les niveaux d’énergies prédits
par QED se déduisent de I’étude de I’évolutions d’un atome entre deux
temps.

a en extraire des expressions analytiques pour les déplacements de niveaux
atomiques particuliers. L’idée initiale des méthodes destinées a obtenir de
telles formules consiste a utiliser le fait que l'opérateur d’évolution d’un
systeme quantique contient son hamiltonien, si bien que ’étude générale de
la dynamique de ce systéme peut permettre d’accéder a ses énergies propres
(voir figure I1.2) — utiliser la théorie des perturbations pour calculer effet
de I'interaction ﬁé (I1.26) directement sous sa forme de Rayleigh-Schrédin-
ger [LINDGREN and MORRISON 1986, Chap. 9] devient rapidement lourd et
d’autres techniques doivent étre employées (cf. section I11/3).

Les possibilités offertes par de telles méthodes different, si bien que nous
allons présenter rapidement les caractéristiques des trois principales voies®
utilisées actuellement, en terminant par la méthode que nous présentons et
développons dans cette these.

/2.1

La méthode de Gell-Mann-Low—Sucher

La plus ancienne méthode d’obtention de formules analytiques
[GELL-MANN and Low 1951 ; SUCHER 1957] pour les niveaux d’énergie
d’un atome a partir du hamiltonien (I1.27) n’est pas la plus pratique a
mettre en ceuvre. Elle reste cependant largement utilisée [BEIER et al. 2000 ;
SAPIRSTEIN 1998 ; MOHR et al. 1998 ; SUNNERGREN 1998 ; BLUNDELL et al.
1997 ; LABZOWSKY et al. 1993]. En effet, la méthode de SHABAEV [1990a],
apparemment plus puissante, a souffert d’une présentation & notre avis in-
compléte qui en a freiné I'usage?.

!Nous pouvons aussi mentionner le travail de YENNIE [1989], qui n’a apparemment pas
regu de suite. La méthode qu’il propose est essentiellement la méthode de la fonction de
Green a deux temps que nous présentons dans cette theése, mais restreinte au calcul de
I’énergie de niveaux isolés, et encombrée d’un formalisme peu pratique.

2La méthode de Gell-Mann-Low-Sucher a en particulier permis d’obtenir pour la
premiere fois des formules pour la contribution des diagrammes d’échange de deux pho-
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Dans la méthode de Gell-Mann—Low—Sucher, I’évolution d’un niveau ato-
mique est étudiée entre deux temps infinis (i. e., t = —oco et t’ = 400 dans la
figure I1.2), avec une interaction électron-photon branchée puis débranchée
progressivement (« adiabatiquement ») — en d’autre termes, la méthode
de Gell-Mann—-Low—Sucher est fondée sur la « matrice S adiabatique », ou
I'intensité de 'interaction varie exponentiellement avec le temps, avec un
maximum a un instant donné, avant de retourner exponentiellement vers
zéro [MOHR et al. 1998 ; MOHR 1989, 1985].

Cette méthode a de multiples désavantages. D’un point de vue pratique,
le branchement adiabatique de l'interaction électro-magnétique impose un
hamiltonien dépendant du temps qui ruine les conservations d’énergie;
ainsi, les diagrammes de Feynman servant a calculer les niveaux atomiques
ne possedent pas de conservations exactes de 1’énergie en leurs points d’in-
teraction, ce qui complique les calculs'. D’autre part, la méthode de Gell-
Mann-Low—Sucher ne permet pas de calculer les déplacements dis a QED
pour des niveaux quasi-dégénérés, alors que nous avons vu I'importance d’un
tel résultat pour 'hélium (p. 30). D’autres désavantages de cette méthode
peuvent étre trouvées dans certains articles [YEROKHIN and SHABAEV
1996b] et 'on comprend que I'absence de liberté imposée par le choix de
temps fixés a I'infini peut étre une grande contrainte.

11/2.2

La méthode de I'opérateur d’évolution covariant

Une meilleure méthode est en développement depuis peu de temps
[LINDGREN 2000 ; LINDGREN et al. 2001]; elle manipule un objet plus
puissant que la méthode de Gell-Mann—Low—Sucher puisque [’évolution
atomique de la figure I1.2 se fait entre ¢ = —oo et un temps t' arbi-
traire. Son intérét réside dans l'utilisation d’un formalisme proche de celui
des méthodes d’étude relativiste du probleme de plusieurs corps en inter-
action électromagnétique — Relativistic Many-Body Perturbation Theory
(RMBPT) [YNNERMAN et al. 1994] —, ce qui pourrait permettre de traiter
efficacement la contribution de QED aux spectres atomiques en utilisant les
techniques développées dans en RMBPT pour calculer le gros des contribu-
tions liées a l'interaction électromagnétique, tout en y ajoutant de maniere
systématique les corrections dues a QED.

tons [BLUNDELL et al. 1993] entre les électrons des héliumoides — confirmées plus tard
[SHABAEV and FOKEEVA 1994 ; LINDGREN et al. 1995].

LCertains calculs théoriques effectués par la méthode de Gell-Mann-Low-Sucher ne
nous semblent ainsi pas suffisamment justifiés — méme si trés probablement justes —,
comme par exemple le passage des équations (2.18) & (2.21) dans BLUNDELL et al. [1993].
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11/2.3

La méthode de la fonction de Green a deux temps

La méthode de la fonction de Green a deux temps s’inspire de tra-
vaux (le plus souvent en Russe) sur I'usage de fonctions de Green pour les
atomes relativistes [BRAUN and SHIROKOV 1977 ; FELDMAN and FULTON
1987 ; BRAUN et al. 1984]. Elle manipule l'objet le plus souple des quatre
méthodes présentées ici, puisque les temps entre lesquels ’'atome est étudié
(cf. figure 11.2) peuvent prendre n’importe quelles valeurs.

Cette méthode ne souffre pas des inconvénients mentionnés ci-dessus
pour les méthodes de Gell-Mann—Low—Sucher ou de 'opérateur d’évolution,
ce qui lui permet en particulier d’extraire de QED les énergies de niveaux
quasi-dégénérés (comme par exemple les niveaux 1s2p 3Py et 1s2p 'P; de
I'hélium). Elle permet de calculer les déplacements atomiques dis a QED,
mais aussi des probabilités de transition entre niveaux [SHABAEV 1988c],
la forme des raies spectrales [SHABAEV 1991], des taux de recombinaison
électron-noyau [SHABAEV 1994] et I'influence du mouvement du noyau sur les
niveaux électroniques [SHABAEV 1998 ; ARTEMYEV et al. 1995b ; SHABAEV
1988a].

Malgré ces avantages, la méthode de la fonction de Green a deux temps
a peu fait d’émules : jusqu'a tres récemment [LE BIGOT et al. 2001b ;
LE BicoT and INDELICATO 2001 ; LE BIGOT et al. 2001c], seuls lauteur
de la méthode [SHABAEV 1988b,c| et ses éleves [YEROKHIN and SHABAEV
1995 ; ARTEMYEV et al. 1995b] semblent 'avoir utilisée. Cette situation
est due en partie a l'usage de la langue russe pour les premieres publica-
tions [SHABAEV 1988b.c]; mais ni les traductions des articles fondateurs
[SHABAEV 1990a,b], ni les articles d’applications qui ont suivi durant les
douze dernieres années n’ont réussi a répandre une méthode pourtant per-
formante. Cette situation provient a notre avis de deux difficultés : d’une
part les articles publiés présentent la méthode de fagon incomplete (regles de
Feynman définies partiellement [SHABAEV 1994], exposition trés succincte
des principes, questions fondamentales laissées ouvertes — cf. section I11/6) ;
d’autre part, les calculs concrets de formules pour les déplacements en
énergie qui sont publiés sont a chaque fois ad hoc.

Ainsi, nous avons décidé d’une part de présenter la méthode en détail
et sous un jour nouveau, ce que nous faisons dans le chapitre III. Apres
avoir souligné dans la section III/6 certains problemes fondamentaux sou-
levés par les articles publiés — liés aux propriétés analytiques de la fonc-
tion de Green —, j’y propose une solution dans le chapitre IV. En particu-
lier, je développe dans la section IV/3 un procédé systématique qui permet
d’obtenir le hamiltonien effectif de la méthode de la fonction de Green a
deux temps (qui donne les prédictions de QED pour les niveaux atomiques),
procédé qui possede 'avantage de permettre de mener ’ensemble des cal-
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culs graphiquement. La méthode de la fonction de Green a deux temps,
complétée par ces détails théoriques et pratiques, permet a notre avis d’ob-
tenir relativement facilement les formules analytiques qui servent de base
aux évaluations numériques des niveaux atomiques dans les atomes et ions
a quelques électrons.
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SECTION 1 (Chapitre III)
Présentation

Nous présentons dans ce chapitre une introduction a la méthode dite
« de la fonction de Green a deux temps » et a son application au calcul de
niveaux d’énergie atomiques par la théorie des champs. Nous renvoyons le
lecteur intéressé par les autres utilisations de cette méthode a la physique
atomique aux références mentionnées plus haut (p. 60).

Je propose dans ce chapitre une description de la méthode plus
détaillée que celles actuellement disponibles [SHABAEV 2002, 2000 ;
SHABAEV and FOKEEVA 1994]. J'introduis ainsi dans les sections qui suivent
une forme tres explicite de la méthode, au travers d’un formalisme que j’ai
simplifié, tout en essayant de commenter par des arguments intuitifs ses
résultats formels.

A notre connaissance, plusieurs points fondamentaux sont cependant ab-
sents des articles publiés jusqu’a maintenant sur ’application de la méthode
de la fonction de Green a deux temps au calcul de niveaux d’énergie (voir
la section III/6 ci-apres), si bien qu'’il s’avérera nécessaire de compléter ce
chapitre. Ainsi, apres y avoir donné ce qui est essentiellement une version
simplifiée, commentée et explicite de la méthode telle qu’elle est publiée,
nous consacrons le suivant aux calculs concrets que I'on peut mener avec.
Nous étudierons ainsi dans le chapitre IV les fondements théoriques et pra-
tiques des évaluations perturbatives (i. e. par diagrammes de Feynman) des
niveaux d’énergie par la méthode de la fonction de Green a deux temps; j'y
présenterai d’une part les résultats théoriques que j’ai obtenus et qui justi-
fient entierement la méthode, et d’autre part un procédé systématique que
j’ai développé afin d’effectuer relativement aisément toutes les évaluations
formelles des niveaux prédits par QED pour les niveaux atomiques.

SECTION 2 (Chapitre III)
La fonctions de Green en énergie

Comme indiqué p. 60, les énergies d’'un atome a N électrons se re-
trouvent naturellement dans 1’étude de la propagation de N électrons (ou
positrons) entre deux temps t et t’. Nous commengons donc par présenter
I’objet mathématique associé : le « propagateur » ou « fonction de Green a
deux temps ».! Nous verrons ensuite quune transformée de Fourier du pro-

Notons que dans la méthode historiquement la plus utilisée pour exprimer les niveaux
atomiques prédits par QED, la méthode de Gell-Mann—Low—Sucher [SUCHER 1957], la
propagation des électrons atomiques est représentée par un objet différent : 1’opérateur
d’évolution associé au hamiltonien (I1.27) de I’électrodynamique des états liés. Contraire-
ment au propagateur qui nous intéresse ici, 'opérateur d’évolution n’est pas spécifiquement
attaché a la propagation d’un nombre fizé de particules.
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pagateur entre deux temps permet de construire une fonction d’une énergie
— la fonction de Green en énergie — qui donne par ses singularités la posi-
tion des niveaux atomiques [LOGUNOV and TAVKHELIDZE 1963 ; FAusTOV
1970 ; YENNIE 1989]. Afin de pouvoir obtenir la position exacte de ces singu-
larités (i. e. les énergies atomiques), il est utile d’étendre la fonction de Green
en énergie a des énergies complexes et nous discuterons ainsi finalement des
propriétés analytiques de cette fonction.

/2.1

Propagateur ou fonction de Green a deux temps

Nous motivons d’abord assez informellement la définition du propaga-
teur a N particules, qui donne I'amplitude quantique de propagation de N
électrons ou de N positrons entre deux temps. Nous en donnons ensuite la
définition exacte (IIL.5) utilisée dans la méthode de la fonction de Green.

Pour définir la fagon dont les particules se propagent, il est utile de
pouvoir, a un instant ¢, créer ou détruire un électron ou un positron dis-
posé & une position x.! Intéressons-nous par exemple au cas de la création
d’un positron. Le champ quantique (I1.25) contient bien des opérateurs
de création de positrons, mais ce champ ne dépend pas du temps. Afin
d’inclure un temps t de création d'un positron dans le champ quan-
tique (I1.25), il suffit de consideérer cet opérateur en représentation de
Heisenberg. Ainsi fait-on apparaitre un temps ¢, mais aussi prend-t-on en
compte 'interaction électromagnétique (11.18a) que doivent subir les par-
ticules chargées [HATFIELD 1992, p. 72] — ce que ne nous offre pas le
champ (I1.9), qui est en représentation d’interaction.

Ainsi, un positron a la position x et a I'instant ¢ est créé en I’ajoutant au
vide par application du champ quantique (en représentation de Heisenberg)

dr(x,t) = et (x)e (I1L.1)

évoluant sous le hamiltonien de I'électrodynamique des états liés (I1.27) a
partir du champ en représentation de Schrédinger (11.25).2 Comme nous
nous intéressons a la propagation sous le hamiltonien H (11.27) de QED, un
positron est créé par (II11.1) & partir du vide de H, noté |2), qui est défini
comme ’état de plus basse énergie de H (donc sans aucune particule réelle)

'En réalité, on ne sait pas comment définir une particule localisée en théorie des champs
— 4. e. une particule qui posséderait un certain nombre de propriétés que I’on attend d’un
tel objet physique. Voir par exemple & ce sujet TELLER [1995, p. 85]. Cependant, nous
considérerons abusivement, afin de fixer les idées, que le champ quantique (III.1) crée une
telle particule (suivant par 1a l'usage courant).

2Le hamiltonien H agissant sur I'espace de Fock, les exponentielles de I’évolution (I11.1)
n’effectent bien sir que les opérateurs de création et d’annihilation du champ (I1.25) et
non les fonctions d’onde qu’il contient.
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— que l'on supposera par ailleurs nulle par construction de H. D’autre part,
comme cet état est celui de plus basse énergie, il est compréhensible qu’il ne
contienne aucune particule! et soit ainsi de charge nulle.

L’amplitude quantique de propagation de N positrons entre les positions

X1,...,Xy alinstant ¢ et les positions x], ..., x/y & l'instant ¢’ s’obtient ainsi
en créant d’abord un état a N positrons a l'instant ¢ :
H (X17 ) e wIC—;N (XN7 t)’Q>a (IIIQ)

ou nous avons indiqué pour chaque champ 1'une de ses quatre composantes
a; =1,...,4—les N positrons étant décrits par 1’ensemble de tous les choix
possibles de composantes? ; I'amplitude de propagation s’obtient alors par

produit scalaire a t’ > t avec 1’état final composé de positrons aux positions

/ ’ro.
Xy -y XNt

<Q‘ WAJIT{O/N (XE\U t/) e f&IJEIaﬁ (X,17 t/)] [ H (X17 ) e 1[110—[IN (XN7 t)] ‘Q> (IH'3)

L’amplitude de propagation de N électrons possede une expression analogue,
a ceci pres que la création d’électrons s’obtient d’aprés 'expression (11.25)
en faisant agir sur le vide le champ conjugué Q/A)IT{ de (II1.1), puisque celui-ci
contient les opérateurs @), de création d’électrons [HATFIELD 1992, p. 52).

La définition conventionnelle [PESKIN and SCHROEDER 1995] du propa-
gateur entre les temps ¢ et t’ est une généralisation de (I11.3) qui donne
Pamplitude de propagation de positrons de t a t' (si t' > t) et d’électrons
de " &t (sit > t'); de plus, par convention [SHABAEV 1990b ; HATFIELD
1992], I’adjoint &L de (IIL.3) est remplacé par 'adjoint de Dirac (I1.17) en
représentation de Heisenberg. On voit ainsi que le propagateur représente
toujours une propagation de particule d’un instant a un autre qui le suit,
ce qui est physiquement simple. Mais avant de donner la définition générale
du propagateur, il nous faut introduire la notion d’opérateur chronologique
qu’elle utilise.

D’apres la discussion qui précede, faire propager N électrons de t’ at >t/
— plutét que N positrons de t at’ >t — s'obtient en intervertissant les
champs quantiques 1/JH et wH dans 'amplitude (I11.3); il est habituel de
réaliser cette permutation grace & '« opérateur chronologique » (de Wick?)
T [Wick 1950 ; SCHWEBER 1961], qui oblige les opérateurs & agir dans

La notion de « particule » est ici celle de particules réelles et non des particules de
Dirac qui forment la base de ’espace de Fock (IL.5).

2En d’autres termes, état & N positrons (I11.2) est un produit tensoriel de N fonctions
d’onde, que nous avons rendu explicite par des indices, par souci de simplicité.

311 est parfois utile de définir un autre opérateur chronologique, dii & Dyson, qui est
identique a celui de Wick a ceci pres qu’il permute les opérateurs mais n’ajoute pas de signe
a Pexpression finale — ¢f. (II1.4). On pourra par exemple consulter & ce sujet SCHWEBER
[1961].
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I’ordre des temps croissants et est défini de la facon suivante : d’apres 1'ex-
pression (I11.3) pour les positrons, nous avons deux groupes d’opérateurs’

O(t) =¥y (X17 ) wH (XN7 )
et
Ol(t,) = ES/N (XE\U t/) e Eg’l (X,17 t/)
que l'on fait toujours agir dans I'ordre des temps croissants grace a

Ot)O'(t) sit>t

A 14l _ (
T{O(t)O (t)} T (=)NO'()O®) sit >t (IL.4)

(Le signe (—1)V s’avérera fondamental dans la suite, puisqu’il est intime-
ment lié au fait que nous manipulons des fermions.) Nous pouvons grace a
cette notation donner la définition habituelle [SHABAEV 1990b] du propa-
gateur & N particules et deuz? temps SF , avec le champ quantique 1/JH en
représentation de Heisenberg (I11.1) :

SNQI oy N(X1, XN, X X ) (ITL.5)

<Q|T{[ cas )+ O G )] [0, (1) 08, (<4, )] 192,

ou nous avons explicitement indiqué les indices choisis pour chaque champ
quantique afin de détailler la nature mathématique de 'amplitude de pro-
babilité. Ce propagateur représente précisément ’amplitude quantique que
nous avons suggérée dans la figure I1.2.

Comme dans la suite nous aurons peu recours a l'usage séparé des
coordonnées spatiales x; et des indices a; = 1,...,4 décrivant 'une des
quatre composantes des fonctions d’onde de Dirac, nous les regrouperons
dorénavant sous une

unique coordonnée §; = (x;, «;), (IT1.6)

11’abaissement des indices dans les EE, ne correspond pas a 'application du tenseur

métrique g sur les bispineurs de Dirac du champ 1&1{ (III.1) — qui ne sont pas des 4-
vecteurs. Le champ Eg, est simplement 1’adjoint du champ ﬁ;l (II1.1) ; cette notation

sert simplement a rendre symétrique ’écriture du propagateur SI];V (IIL.5).

2Contrairement au propagateur que nous présentons ici, on utilise habituellement en
QED des particules libres des propagateurs qui sont 'analogue de (IIL.5), mais définis
avec un temps par particule. Cela provient du fait que dans les calculs de section efficace
de collision, il est nécessaire de pouvoir faire apparaitre les quantités de mouvement de
chaque particule individuellement (voir par exemple la formule de réduction de Lehmann—
Symanzik—Zimmermann dans PESKIN and SCHROEDER [1995]).
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avec laquelle nous noterons a la fois la position et la composante utilisée
dans chaque champ :

A~

Pu (& t) = P8 (x4, 1), ete.

si bien que nous pourrons noter plus simplement le propagateur a N électrons
entre deux temps :

Sév(&,...,§N,t;gg,...,§;v,t';) ) ) (IIL.7)
=(QT { [n (&1, 1) - Yy (En, )] [P (EN, 1) - - - PH(E], )] } |€2).

L’ordre particulier choisi pour 'application des champs quantiques suit la
convention de la référence SHABAEV [1994].

Notons cependant que les indices «; de produit tensoriel sur les
fonctions d’onde de (III.5) ne sont pas explicites dans la littérature
[SHABAEV and FOKEEVA 1994 ; PESKIN and SCHROEDER 1995]. Nous ten-
terons cependant de toujours indiquer les indices tensoriels soit directement,
soit au travers des coordonnées &; (II1.6), pour plus de clarté.

Invariance Le propagateur a deur temps (II1.7) n’est pas invariant de Lorentz,

de Lorentz  pyisqu’une transformation de Lorentz appliquée aux coordonnées spatio-
temporelles des champs quantiques de (II1.7) produirait des 4-coordonnées
qui sont en général situées a 4N temps différents. Cette absence d’inva-
riance relativiste ne fait que refléter la situation privilégiée du référentiel
dans lequel on étudie les niveaux atomiques.

111/2.2

Fonction de Green en énergie

Pour faire apparaitre des énergies au travers du propagateur (IIL.5), il
est naturel d’en effectuer une transformée de Fourier par rapport au temps.

Bien que le propagateur (II1.5) contienne deuz temps, il ne dépend que
de l'intervalle qui sépare ces deux instants — comme on s’y attend physi-
quement par invariance dans le temps des propriétés physique prédites par
QED ; nous définirons donc la fonction de Green en énergie comme la trans-
formée de Fourier du propagateur par rapport a la durée de propagation.

Temps de Il est instructif de montrer explicitement que le propagateur (IIL.5) ne
propagation  dépend que du temps de propagation : sil’on insere explicitement 1’évolution
temporelle (III.1) des champs quantiques dans le propagateur (II1.5), on
trouve par exemple dans le cas t > t’ que
Slé‘va’i...a’]]:f,(xl’ s 7XN’t;X,1, s 7X/Nat,)

~

= Q[ (x1) - N (e )e T [y (X) -+ Uy (34)e™ T 60),
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ou le fait que Dénergie du vide |Q) de H soit nulle (par définition) donne
exp(—iHt)|Q) = |Q), si bien que pour ¢t > t’, le propagateur ne dépend que
du temps de propagation t —t' :

S{n\[ziz:zg(){l,...,XN,t;Xll,...,Xf]\/‘,tl) (IT1.8)

= (QE (x1) - D (ew)e DG () Y (x0)19),

olt Pon voit la création de N électrons aux positions x1,...,x) (contenues
dans les coordonnées £ de (II1.6)) puis leur évolution durant un temps t—¢" >
0, puis leur recouvrement avec N électrons aux positions x1,...,xy. Pour
t < t', le propagateur (II11.5) ne dépend aussi que de ¢ — ¢/, grace au méme
mécanisme que ci-dessus.

Nous pouvons donc transformer naturellement le temps de propagation
en énergie par transformée de Fourier, ce qui nous amene a la définition
suivante de la fonction de Green de N particules en fonction d’une énergie
réelle, & partir du propagateur (I11.7) :

GN (&1, €N €L € B €R) (IT1.9)
1 .
;/dAteZEAtsév(gl,...,gN,At;gg,...,&V,t’:0).

Le facteur 1/i est conventionnel et suit la référence SHABAEV and FOKEEVA
[1994]. Par contre, ma fonction de Green (IIL.9) vaut N! fois plus que
celle définie par Shabaev, afin d’éviter d’introduire des complications que
je trouve inutiles. J’ai d’autre part choisi d’indiquer explicitement que la
transformée de Fourier est définie pour des énergies réelles pour insister
sur le fait qu’une partie imaginaire non nulle de F causerait a priori un
probléme de convergence de 'intégrale pour 'un des temps infinis, comme
nous allons le voir dans un calcul qui explicite la définition (II1.9) de la
fonction de Green en énergie.

Afin d’extraire les énergies atomiques des singularités de cette fonction
d’une énergie réelle, il est extrémement pratique de la transformer en une
fonction d’une énergie E compleze (les singularités devenant alors des pdles
ou des coupures). Nous définissons ainsi la fonction de Green sur C par
prolongement analytique de (I11.9) :

= prolongement analytique en E (I11.10)

de GV (&1, .- Ens&Ls - EN E € R).

Notons qu'’il n’y a a priori pas unicité du prolongement analytique (I11.10)
d’une fonction a partir de ’axe réel vers le plan complexe : en effet, les
coupures d’une fonction de C peuvent en général étre déplacées pour donner
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un autre prolongement analytique. La fonction de Green (II1.10) n’est donc
pas définie de facon non ambigué sur C; cependant, nous verrons qu’il est
possible de la définir de fagon univoque sur une zone restreinte autour de
laxe réel (cf. section 111/2.4) et de se servir de ce prolongement unique pour
obtenir les niveaux atomiques.

Le prolongement analytique (III.10) est important, dans la pratique,
bien qu’il ne soit pas mentionné explicitement, a notre connaissance, dans
la littérature publiée sur la méthode de la fonction de Green a deux temps
(sauf dans SHABAEV [2002] et SHABAEV [2000], suite & nos discussions avec
lauteur) : en effet, les regles de Feynman de la méthode (section III/5) per-
mettent de construire la fonction de Green pour des énergies réelles (I111.9) et
donnent des formules qui ne coincident pas avec la fonction de Green (II1.10)
pour des énergies complexes. Or c’est la fonction de Green pour des énergies
complezes (II1.10) qui s’avérera nécessaire a la dérivation des expressions
pour les niveauz d’énergie atomiques (section I11/2.4). Je détaillerai plus
loin (chapitre IV) la méthode concrete et systématique que je propose pour
le passage de (II1.9) a (II1.10).

/2.3

Structure analytique de la fonction de Green

Nous détaillons ici la structure analytique de la fonction de
Green (II1.10), car celle-ci meéne directement a I’extraction des niveaux ato-
miques (section I11/2.4).

La fonction de Green étant initialement donnée pour les énergies réelles
(IT1.9), nous étudions tout d’abord les singularités de cette fonction. Le
prolongement aux énergies complexes (III.10) nous meénera a la structure
analytique (pdles et coupures) de la fonction de Green.

Nous allons ainsi montrer que 'amplitude de propagation (II1.5) entre
deux temps arbitraires contient dans son spectre de Fourier (par rapport a
la durée de la propagation) des pics a des valeurs bien particulieres qui ne
sont autres que les niveaux d’énergie d’un atome a N électrons — ce qui est
rendu plausible par le fait que I’évolution d’un systeme quantique sous le
hamiltonien de QED est contenue dans les champs quantiques de (II1.5) au
travers de la représentation de Heisenberg (II1.1). Nous avons illustré cette
propriété dans la figure III.1.
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Fia. III.1 — Transformée de Fourier du propagateur o deux temps. Nous
avons représenté la transformée de Fourier (par rapport au temps de propa-
gation) du propagateur SY=2 (I11.7) & deux temps et N = 2 particules. Cette
transformée de Fourier donne par définition la fonction de Green (II1.9) pour
des énergies E réelles. Comme montré dans la section I11/2.3, les niveaux
d’énergie des atomes et ions a N = 2 électrons apparaissent comme des
singularités de la fonction de Green (IIL.9).

[11/2.3-a { Développement en temps du propagateur

Afin de pouvoir décrire les propriétés analytiques de la fonction de
Green (IT11.9), il est utile de détailler le lien entre le propagateur de N par-
ticules Sév (ITL.5) et les énergies atomiques; ce lien se fait naturellement
au travers de I’évolution des états stationnaires du hamiltonien (I1.27) de
I’électrodynamique des états liés et nous le précisons ci-dessous. L’évaluation
que nous présentons est théorique, dans la mesure ou il n’existe pas de
méthode pour calculer ces états propres exactement. Nous verrons plus loin
(section III/4.2) comment il est cependant possible d’utiliser ces propriétés
théoriques dans des calculs perturbatifs concrets afin d’aboutir par exemple
a des formules donnant les contributions de I’électrodynamique quantique
des états liés aux niveaux d’énergie atomiques.

Comme I’évolution temporelle du propagateur vav (ITL.5) provient du ha-
miltonien total H (I1.27) de Iélectrodynamique des états liés, il est pratique
pour l'exprimer d’introduire une base |n) de ’espace de Fock constituée des
états propres de H (d’énergie notée Ey), que nous regroupons en états de
charge fizée afin qu’ils puissent décrire les états stationnaires atomiques (cf.
section 11/1.3). Le propagateur de N particules s’exprime alors simplement
grace a la relation de fermeture sur cette base (ou nous utilisons le pre-
mier calcul (IIL.8) et la définition (II1.4) de lopérateur chronologique du
propagateur (II1.5)) :
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SR (€1, N1 EL - E ) (IIL.11)
sit>t:
SLOIE) - dem e B nfi(en) - TehR)
_ In)
sit/ >t:
(—1)Ni<QW(€§v) (€ me D (nfah (&) - P (Ew)I)
In)
ol nous voyons tres explicitement 1’évolution temporelle de chaque terme —

nous rappelons que TZJ est le champ quantique de Dirac dans la représentation
de Schrodinger (I11.25).

Sélection Afin de voir le lien entre ce propagateur de N électrons ou N posi-

des états  trons et les atomes & N électrons, il est utile de supprimer de la somme

atomiques i1 les états propres \n) ceux qui ne contribuent en fait pas au propagateur.
Cette sélection, importante d’un point de vue physique, et fondamentale
pour 'obtention des niveaux d’énergie d’un atome de charge donnée, n’est
pas explicite dans les présentations de la méthode de la fonction de Green
a deux temps [SHABAEV 1994, 1988b, 1990a] ; elle est pourtant nécessaire
pour justifier le fait que seules les énergies des systémes a N électrons (ou
N positrons) apparaissent dans la fonction de Green a N particules (I11.10).
Ainsi, seuls les états |n) de charge £Ng, — correspondant donc en particu-
lier aux atomes a N électrons — donneront des termes non nuls a (II1.11);
ceci est dii a la conservation de la charge : comme mentionné p. 56 le champ
quantique 1& enléve une charge électronique g a tout état (IL.5) sur lequel il
s’applique, si bien que les seuls termes de (I11.11) qui subsistent dans (I11.11)
(par exemple pour t' > t) sont ceux de charge —Ngqe (Nge si t > t'). Nous
voyons ainsi que le propagateur a N particules Sév ne peut donner d’infor-
mation que sur les énergies des états de charge £Ng, (correspondant soit
aux atomes a N électrons, soit aux états contenant N positrons) :

Sf]‘y(flr-'7€N7t;€i7"'7€§\[7t/) (11112)
(sit >t
S (@) den)In)e B ideh) - BEDIR)
o chel?éed]e\/qe
o sit! >t
(—N i (Qb(EN) - w(ED e B = nly(&1) - - ) (En)|Q)
Chalg?a (iequ

Gréce a sa dépendance en temps explicite, la forme (I11.12) du propaga-
teur que nous venons de présenter se préte aisément a la transformation de
Fourier (II1.9), vers laquelle nous nous tournons immédiatement.
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[11/2.3-b <) Structure formelle

Faire converger I'intégrale sur le temps de la définition (II1.9) pour cha-
cun des termes du propagateur (II1.12) est rendu facile par le fait que
I'énergie E de la définition et les énergies propres Ey sont réelles (par her-
miticité du hamiltonien (I1.27) de QED); ainsi, le calcul de la transformée
de Fourier de (II1.9) se rameéne grace a (II1.12) au calcul d’intégrales de la

forme
o0
0

(avec AFE réel), quantités qui peuvent se définir simplement en forcant 1’ex-
ponentielle & étre décroissante : en modifiant AE par ajout ou soustraction
d’une quantité imaginaire infinitésimale que nous noterons 70, on obtient

RN % i(AE+i0) i
dt e — / dt e P = I11.13
/0 0 AE + 0 (IL13)

Nous utiliserons abondamment la notation ¢0 par la suite
[WICHMANN and KROLL 1956|, car elle permet de ne pas s’encombrer
de variables supplémentaires (qui tendent vers zéro). La notation i0
représente par définition une limite infinitésimale :

0., & lim ..in... (II1.14)

n—0+

Les points de suspension représentent dans cette définition n’importe quelle
expression mathématique.

Nous aurons aussi besoin de manipuler des expressions contenant plus
d’une quantité infinitésimale. Il est naturel, dans un souci de simplicité,
d’inclure dans ce cas plusieurs symboles 0 dans les formules concernées.
Nous définissons ainsi chaque i0 comme représentant une limite (I11.14) qui
utilise une variable indépendante de celles définissant tous les autres i0;
ainsi, par exemple :

..30...40... & lim lim ...in;...in... (IT1.15)

m—0F n2—0+

Dans cette définition, tout comme dans (III.14), les points de suspension
représentent une formule mathématique quelconque.

Avec la notation que nous venons d’introduire, le calcul de la transformée
de Fourier (I11.9) donne grace a (II1.13) lexpression non perturbative sui-

- 74 —



Fonction de
Green pour
une énergie

complexe

I11/2.3. Structure analytique de la fonction de Green

vante pour la fonction de Green pour les énergies E réelles :

GV (& i€l i E € R) A
_ i () - D)) (] (Ey) - (€)1

E — (Bq — i0)
chel?éed]e\fqe . . (11116)
N (Qp(ER) - D(ED M) (09 (&1) - - - P(EN)IY)
- Zé E — (—=E, +i0) ’
Challrglé iequ

ou le champ quantique constant 1[1 est donné en représentation de Schrodin-
ger (I1.25). Nous voyons clairement dans cette formule la propriété annoncée
plus haut : les énergies atomiques (i. e., d’apres la p. 55, les énergies des
états propres de charge Ng. du hamiltonien de I’électrodynamique quan-
tique des états liés (I1.27)) apparaissent comme les singularités de la fonc-
tion de Green en énergie. Il semble [SHABAEV 1993] qu’il faille attribuer
a LocuNov and TAVKHELIDZE [1963] et FausTov [1970] I'idée d’utiliser
seulement deuz' temps dans le propagateur (IIL.7) afin de retrouver cer-
taines des énergies du hamiltonien gouvernant ’évolution des champs conte-
nus dans ce propagateur.

La fonction de Green pour une énergie complexe s’obtient d’apres sa
définition (IT1.10) par un prolongement analytique. Celui-ci n’était pas
évident dans la définition (II1.9) pour des raisons de convergence. Mais la
formule non perturbative (II1.16), au contraire, se préte immédiatement & ce
prolongement, en tant que somme de fonctions méromorphes.? Nous abou-
tissons donc a une forme simple de la fonction de Green pour une énergie
compleze, qui est a la base de la méthode de calcul des énergies atomiques

!SiT’on associe un temps & chaque position, dans le propagateur (IT1.5), faire apparaitre
des énergies demande de faire subir a chacun d’entre eux une transformation de Fourier
analogue & celle de la fonction de Green (IIL.9) : on aboutit ainsi & une fonction de plusieurs
variables complexes qui est ’analogue de (II1.16) et dont la structure compliquée contient
plus d’information que nécessaire pour retrouver les niveaux atomiques.

2Nous passons sur la question technique de la convergence de la somme pour chaque
énergie complexe F. Quelques indications & ce sujet se trouvent dans SHABAEV [2000] ou
dans SHABAEV [2002].
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par la méthode de la fonction de Green & deux temps’ :

GV (&1, N &L EN E € C)

i QD€)< DEN) ) ([ (ER) - B[R

- E — (Eq — i0)
chamne N ) ) (I11.17)
N (Q(EN) - D(EDIMY]h(&r) - - P (En) I
-0 Z; — (=Ey +10) ’
challgé —equ

ol nous avons simplement étendu le domaine d’application de l’expres-
sion obtenue pour les énergies réelles (II1.16), si bien que les singularités
de (III.16) deviennent des pdles (ou des coupures, créées par les états du
continuum) dont les positions donnent les niveaux d’énergie atomiques.?
Cette décomposition spectrale de la fonction de Green en énergie est si-
milaire & la représentation de Kallén-Lehmann [KALLEN 1952 ; LEHMANN
1954 ; PESKIN and SCHROEDER 1995].

On remarque sur la décomposition spectrale (II1.17) qu’il est possible
de faire ’analogie avec une fonction de Green définie comme une résolvante
1/(E—H) [KATO 1949] & partir d’un hamiltonien H qui agit sur les fonctions
d’onde (fonctions de R?). En effet, si nous notons temporairement ¢, une
base d’états propres tels que Hoyp = Epgy, alors la résolvante vaut en espace

des coordonnées 1 0(x) % (x)
(x| x) = § 2P X (II1.18)
4

E—-H E—§&

(Le cas de fonctions d’onde & plusieurs particules est similaire.) La fonction
de Green (II1.17) n’est pas définie par une résolvante — cf. (II1.9) —, mais
il est par contre possible d’interpréter les numérateurs de notre fonction de
Green (II1.17) comme des fonctions d’onde (& N particules) associées aux
états de Fock [n). Peut-étre cette remarque peut-elle étre appliquée a la
construction d’un hamiltonien défini sur les fonctions d’onde a N particules
a partir de la fonction de Green (II1.9); ce hamiltonien serait 1’équivalent
du hamiltonien second quantifié H (I1.27) de "électrodynamique des états
liés, mais restreint aux états atomiques a N électrons, et agissant sur des
fonctions d’onde plutét que sur les états de Fock (IL.5).

Afin de pouvoir exploiter le résultat non perturbatif (I111.17) et obtenir
la position des énergies F, des atomes et ions a N électron étudiés, il est

"Nous rappelons que 1 désigne le champ _quantique de Dirac en représentation de
Schrodinger, défini dans ’Eq. (I1.25), et que 1 est son adjoint de Dirac, obtenu comme
dans I'Eq. (IL.17).

?Nous verrons plus loin (p. 78) que les numérateurs de (II1.19) ne sont pas nuls, si
bien que les pdles qui y apparaissent formellement participent effectivement tous aux
singularités de la fonction de Green.
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d’abord nécessaire que nous présentions en détail la nature des singularités
analytiques de cette fonction de Green.

[11/2.3-c <) Structure analytique

Nous présentons et discutons ici des résultats sur la structure analytique
de (IT1.17) que I'on retrouve dans SHABAEV [2000] ou dans SHABAEV [2002]!,
en y ajoutant quelques commentaires physiques. La relative simplicité de
cette structure analytique servira de fondement a l'extraction des énergies
atomiques que nous présenterons en section I11/2.4.

Les propriétés analytiques de fonctions similaires & la fonction de Green
de I'électrodynamique des états liés (Eqgs. (II1.9) et (II1.10)) ont été étudiées
dans divers domaines de la physique [BONCH-BRUEVICH and TYABLIKOV
1962 ; THOULESS 1961 ; MIGDAL 1983] et en particulier en théorie des
champs ([STERMAN 1993, Chap. 13]) ; LoGuNov and TAVKHELIDZE [1963] ;
FausTov [1970]) — lanalyse complexe permettant d’obtenir des rela-
tions utiles, comme par exemple des relations de dispersion [STERMAN
1993, Chap. 13]. Nous allons donner quelques détails sur le cas particu-
lier (III.10) qui nous intéresse ici, car les ouvrages de référence sur la
théorie des champs fournissent le plus souvent une discussion des pro-
priétés analytiques d’un cas particulier de fonction de Green : celle a
une particule (N = 1 dans les définitions (II1.7) et (IIL.9)) et sans po-
tentiel extérieur V (cf. Eq. (II.1)); nous avons cependant relevé quelques
références sur ce cas particulier pour le lecteur intéressé : les articles ori-
ginaux sont KALLEN [1952] ; LEHMANN [1954], et le théme est repris
par exemple dans SCHWEBER [1961, § 17b], WEINBERG [1995, § 10.7],
PESKIN and SCHROEDER [1995, Chap. 7], BOGOLIUBOV and SHIRKOV
[1980, Chap. 10] et AKHIEZER and BERESTETSKII [1965, § 43.2].

Il est instructif de commencer par regarder les singularités de GV dans le
cas ou l'interaction entre particules chargées est rendue nulle (ce qui revient
a supprimer l'interaction ﬁII du hamiltonien total (II.11) pour n’en garder
que le hamiltonien des charges et photons libres Hy (I1.12)). Dans cette
situation, les états propres |n) du hamiltonien de la théorie sont simplement
les états de la base canonique (I1.5) (avec pour énergie la somme des énergies
(positives) des particules qu’ils contiennent, d’apres (11.12)); d’autre part,
le vide est exactement le vide sans interaction |0) (d’énergie nulle d’apres
Hy, puisque ne contenant aucun quantum).

Dans cette situation particuliere ou 'interaction entre charges et photons
est supprimée, nous pouvons voir en détails quels sont les états propres
|n) qui sont sélectionnés dans l'expression (II1.17). D’une part, ceux-ci ne

'Nous n’avons pas connaissance de sources écrites par d’autres auteurs et donnant la
structure analytique détaillée de la fonction de Green (II1.9) qui nous intéresse ici.
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contiennent pas de photons, puisque le champ quantique 1& (I1.25) ne change
que le nombre d’électrons et de positrons des états (IL1.5). D’autre part, il est
nécessaire que les états propres |n) contiennent exactement N électrons ou N
positrons : c’est la seule fagon d’obtenir & partir du vide |0) 'un des états de

charge £Ngq, dans 'Eq. (II1.17), grace a ’application de N opérateurs P (ou
N opérateurs 1&) — qui ajoutent (ou retranchent) une charge électronique g,
aux états auxquels ils s’appliquent.

En bref, lorsque linteraction H’é (I1.19) est supprimée du hamilto-
nien (I1.27), la fonction de Green de N particules (II1.10) est donnée
d’apres (I11.17) par la somme suivante

G (&rse b€ EEEC) )
_ i (O19(Er) - - - P (En) Ino) (moP(E) - -~ ¥
, E—((eny + - + €ny) — 0)
o) paerens ) ) (I11.19)
_ (=) i (O () - - B (€D [mo) (mol (1) - ':@(EN)@,
E—((eny + -+ +eny) +10)

(£10)

N positrons
no)=|n1,...nN)

qui se fait seulement sur les états a exactement N électrons ou N positrons
et sans photons (1& est ici le champ quantique de Dirac dans la représentation
de Schrédinger! (I1.25) — en particulier, il ne fait pas intervenir I'interac-
tion (I1.26).). Nous avons indiqué dans (II1.19) que les énergies Ey de (II1.17)
sont la somme des énergies de N électrons ou bien des énergies de N posi-
trons de I’équation de Dirac (IL.1), conformément & la définition du hamilto-
nien non perturbé (I1.12) (en d’autres termes, la fonction de Green (I111.17)
contient les énergies d’états a N particules de charges identiques).

Afin de nous assurer de la présence effective de pdles aux énergies de NV
électrons ou N positrons dans la fonction de Green (III.19), il nous reste
cependant a vérifier que les résidus correspondants ne sont pas nuls. Grace
a la définition explicite du champ quantique 1&1 (I1.9) et des opérateurs de
création et d’annihilation de quanta (Egs. (I1.6) et (IL.7)), on voit apparaitre
dans les résidus des fonctions d’onde ¢ N particules (non normalisées) : par
exemple, si |ng) est un état & N électrons |ny,...,n1)

A~

(no[Y(En) -+ B(EDIO) = 3 (=1)7 By, (€N B (€D, (111.20)

O—/

ou l'on retrouve les états propres ¢ de l’équation de Dirac (II.1), ou la
permutation ¢’ mélange? les électrons 1,..., N et oll sa signature est notée
(1) (on obtient pour les autres produits de (IT1.19) un résultat similaire).

La fonction de Green (IT1.10) dans le cas non perturbé (I11.19) se confond pour une
particule (N = 1) avec le propagateur de Dirac : voir la formule (C.7a) dans Pappendice C.
20n retrouve ici une fonction d’onde représentée par un déterminant de Slater.
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orewawre

Etats liés (discrets)

Fig. 1I1.2 — Structure analytique de la fonction de Green, ou [linterac-
tion (I1.18b) entre charges et photons a été supprimée. La figure illustre
les singularités de la fonction de Green a une particule pour une interaction
ﬁé (I1.26) prise nulle. D’une maniére générale, les énergies d’un atome a N
électrons apparaissent comme les poles de la fonction de Green a N parti-
cules GV (E) (II1.17). Les énergies des états & N positrons ne se mélangent
pas a celles des états & N électrons (coupure sur la partie négative de 1'axe
réel). Enfin, les états (non liés) des continua créent des singularités faibles
(coupures).

Ces fonctions d’onde n’étant pas nulles, la fonction de Green (II1.19) contient
effectivement les poles indiqués.

Nous avons représenté dans la figure I11.2 la position des singularité de
la fonction de Green non perturbée (II1.19), dans le cas simple d’un ion
hydrogénoide (propagation d’une particule, soit N = 1). On observe sur la
figure que les états contenant des positrons donnent une singularité pour
des énergies négatives, bien que les énergies des états propres |ng) données
par le hamiltonien (I1.12) soient positives (voir I’expression explicite (II1.19)
de la fonction de Green). D’un point de vue pratique, la propriété la plus
importante des singularités montrées dans la figure I11.2 réside dans le fait
que les énergies atomiques donnent des péles isolés, dont on pourra extraire
la position — propriété que l'on étendra a la fonction de Green pour le
hamiltonien total (I1.27).

On pourrait s’attendre & ce que U'influence de U'interaction (I1.18b) entre
électrons, qui change les niveaux d’énergie atomiques, modifie simplement
la position des poéles de la figure II1.2. En particulier, 'hermiticité du hamil-
tonien (I1.27) donnerait des poles réels dans (I11.17) aux énergies atomiques
exactes. Cette situation se retrouve d’ailleurs dans le cas de la représentation
spectrale de Kéllén-Lehman [PESKIN and SCHROEDER 1995, Chap. 7].

En fait [SHABAEV 1994, 2000, 2002], l'interaction entre charges modi-
fie plus profondément que cela la structure analytique présentée dans la
figure II1.2 : d’une part ’instabilité des niveaux excités déplace les poles de
ces états sous l'axe réel (d'une distance liée a leur largeur [SHABAEV 2000,
2002]) ; d’autre part, des photons d’énergie quelconque peuvent d’ajouter
aux états atomiques, si bien que chaque énergie atomique devient l'origine
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Etats liés et photons

Fia. II1.3 — Structure analytique de la fonction de Green (II1.10). La
présence possible de photons de fréquences quelconques donne naissance
a des états d’énergie variant contintiment a partir des énergies atomiques et
donc a des coupures dont le point de branchement est situé a une énergie
atomique. L’instabilité des états excités apparait sous forme d’une partie
imaginaire négative dans la position des points de branchement.

Etats 1iés et photons de masse [

Fia. 1I1.4 — Effet d’une masse photonique sur la structure analytique de
la fonction de Green (III.10) d’un ion hydrogénoide. La masse y des pho-
tons permet d’isoler les énergies des niveaux atomiques (comparer a la fi-
gure II1.3), ce qui permet de déterminer mathématiquement leur position.
Ce graphe montre les singularités dues a des états a zéro, un et deux photons
de masse p # 0 [SHABAEV 2002, 2000].

d’une coupure située dans le plan du parametre énergétique E de la fonc-
tion de Green (II1.10). Cette situation — qui sert de base a l'extraction des
énergies atomiques — est résumée dans la figure II1.3.

111/2.4

De la fonction de Green aux énergies atomiques

Nous montrons dans cette section comment les prédictions de QED pour
les niveaux d’énergie atomiques peuvent s’obtenir grace aux propriétés ana-
lytiques de la fonction de Green pour les énergies complexes (I11.10), que
nous avons décrites p. 77. Nous ne présentons ici que le principe de I'ob-
tention des niveaux atomiques, reléguant les techniques rendues nécessaires
par ’emploi d’un calcul perturbatif de la fonction de Green (I11.9) & la sec-
tion II1/4.2 et au chapitre IV.
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Etats liés et photons de masse [

FiG. I11.5 — Influence de la masse photonique sur la structure analytique de
la fonction de Green (I11.10). La masse u des photons et un déplacement des
coupures de la figure I11.3 par prolongement analytique permettent d’isoler
les énergies des niveaux atomiques (comparer a la figure I11.3), ce qui permet
de déterminer mathématiquement leur position.

Afin d’isoler les énergies atomiques, dans la structure analytique de la
fonction de Green présentée dans la figure I11.3, on peut donner artificielle-
ment une masse p aux photons [SHABAEV 1994] : cela a pour effet d’augmen-
ter 'énergie du systeme d’au moins pc? lorsqu’on ajoute un photon & un état
atomique ; la structure de la fonction de Green présentée dans la figure I11.3
est alors modifiée comme dessiné dans la figure II1.4, ou 'on voit que la
masse des photons permet d’obtenir des énergies atomiques isolées (sauf
si une coupure due aux photons passe exactement dessus), ce qui facilite,
comme nous allons le voir, 'obtention mathématique de leur position.

A terme, cependant, cette masse photonique p sera prise infiniment pe-
tite, si bien que 'on peut raisonnablement supposer qu’elle n’aura aucune
influence sur les prédictions des niveaux d’énergie par QED.

A la vue des positions des singularités de la fonction de Green dessinées
dans la figure I11.4, on pourrait craindre que I'une des coupures associée
aux états atomiques ne tombe ezactement sur une énergie atomique, si
bien que celle-ci ne contribuerait plus par un pole isolé a la fonction de
Green (II1.17) — propriété dont nous avons besoin (I11.24) pour obtenir les
niveaux d’énergie atomiques.

Un autre probleme, plus fondamental, se pose : celui de la définition
méme de la fonction de Green (II1.10) ; en effet, une fonction possédant des
coupures dans le plan complexe peut se préter a une infinité de prolonge-
ments analytiques. Ainsi, la définition (II1.10) de la fonction de Green est
ambigué. Il est malgré tout possible de définir de fagon univoque la fonction
de Green (II1.10) au voisinage des énergies atomiques.

En effet, nous pouvons utiliser la liberté laissée par les coupures d’une
fonction méromorphe, que l'on peut déplacer (en recouvrant partiellement
un feuillet de Riemann par un autre), comme dessiné dans la figure II1.5
[SHABAEV 1994, 2000, 2002]; ce déplacement de coupures donne différents
prolongements analytiques & C de la fonction de Green (cf. p. 70). Ainsi,
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pez pc?

Etats liés et photons de masse [

FiG. 111.6 — Intégration autour d’une énergie atomique. Chaque énergie ato-
mique F,, donnant un podle isolé, il est possible d’en obtenir la position exacte
par une intégration le long de n’importe quel contour I';, qui 'entoure (cf.
Eq. (I11.24)).

la fonction de Green est définie de maniere univoque a 'intérieur de tout
contour I';,, suffisamment proche d’une énergie atomique F,,, par prolonge-
ment analytique autour de cette énergie — et non a tout le plan complexe.
De plus, toutes les énergies atomiques FE,, peuvent ainsi donner des poles
isolés et étre obtenues mathématiquement grace a (II1.24). Nous verrons
dans les calculs concrets du chapitre IV comment ce mécanisme peut étre
mis en ceuvre en pratique. Ainsi, il est toujours possible d’isoler les énergies
atomiques et d’obtenir grace a (II1.24) leur position exacte.

Comme les énergies atomiques apparaissent finalement sous forme de
poles simples isolés de la fonction de Green en énergie (grace a un prolon-
gement analytique en leur voisinage et a ’ajout d’une masse aux photons;
voir la figure II1.5), il est possible d’extraire la position des poles (i.e. la
valeur des énergies atomiques) de la fagon suivante. Prenons une fonction g
qui possede un pole (simple) en Ej, :

~Y i
E—~E. E—E,’

g(E) (IIL.21)

ou le résidu en Fy est noté R. Ce résidu ne nous intéresse pas ici (puisque
I'on cherche E, ), si bien que nous l'extrayons grace a un contour I',, qui
encercle seulement la singularité E, de g :

1
R=—¢ dEg4(FE) (I11.22)
211 In
(voir la figure II1.6). Il est alors possible d’obtenir mathématiquement de la
fonction g(FE) la position exacte de ce pole Ey en modifiant d’abord le résidu

pour y faire apparaitre F, :

1
E,=-—¢ dEE x g(E I11.2
REqy = 5— 4 x g(E), (I1L.23)

- 82—



Calcul
perturbatif
des énergies

puis en combinant les intégrales de contour de g(F) et de E'x g(F) ci-dessus :

1
™
E, = 1F n ; (I11.24)

— ¢ dE¢(E
omi Jp. 9(E)

cette formule permet de passer de la fonction g(E) (I11.21) a la position
exacte de son pole, par intégration sur un contour I';, quelconque qui entoure
ce pole (et seulement lui).

L’application de la formule (II1.24) d’extraction de la position d’un pdle
de g est le principe suivant lequel les énergies atomiques sont obtenues a par-
tir de la fonction de Green (II1.17). Cependant, cette formule reste théorique
dans la mesure ou il est nécessaire d’entourer avec le contour I'),, I’énergie
propre exacte E, que I’on cherche... et qui est ainsi a une position incon-
nue! Malgré tout, il est possible d’utiliser (II11.24) de maniere perturbative
(au travers d’un développement de la fonction de Green), comme nous allons
le voir dans le chapitre suivant.

SECTION 3 (Chapitre IlI)
( Calcul perturbatif du propagateur a N particules

Le développement perturbatif du propagateur (II1.5) qui est utilisé dans
la définition de la fonction de Green (II1.9) sert de base au calcul perturbatif
de celle-ci. Nous détaillons ici ce développement.

/3.1

Développement du propagateur

Les calculs concrets de la fonction de Green (I11.9) — et donc des niveaux
atomiques, grace a une formule (II1.39) semblable & (II1.24) — se réalisent
grace & une formule fondamentale! de QED [ITZyKSON and ZUBER 1980,

1A notre connaissance, ce point n’a été mentionné dans les articles sur la fonction de
Green que pres de dix ans [SHABAEV 2000, 2002] aprés les premiéres publications [SHABAEV
1988b, 1990a].
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p. 263] qui donne le développement perturbatif du propagateur (IIL.7) :

S{'—“V({l?"'7€N7t;£i7"'7€§v7t/) R N
(T { [dra(€1,1) - e, )] [P (R #) - DH(E1, ¢)] } 190), (11L.25)

= o~ ()" 111.25b
l;) X (II1.25b)

k
o o =~ ~ 1 [too, k
@W{M@ﬁ~¢ﬁmMWﬁMﬂm%@fﬂ&L&Eﬁﬂ}Mo

(Nous indiquons p. 86 la signification de l'indice « ¢ » final.) Nous allons
voir que les diagrammes de Feynman permettent d’interpréter ce résultat,
qui dit essentiellement que pour obtenir perturbativement 'amplitude de
propagation de particules qui échangent constamment des photons, il suf-
fit de sommer sur les scénarios ou le nombre de photons échangés vaut
successivement k = 0,1,2,... Avant de définir précisément les notations
T et (0|---]0). utilisées dans la derniére expression de ce résultat, notons
que cette formule permet de passer de I’évolution exacte (et inconnue) du
champ quantique ¥y (IT1.1) sous le hamiltonien total (I1.27) au champ quan-
tique en représentation d’interaction 1&1 (IL.9), qui a Pavantage d’étre tres
simple, contrairement a @H — cette simplification se faisant au prix d’un
développement perturbatif en 'interaction I;TII (I1.18a). Notons aussi que le
vide |©2) du hamiltonien total n’est pas requ