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“Would you tell me, please, which way I ought to go from here ¢”
“That depends a good deal on where you want to get to”, said the cat.
“I don’t much care where ...”, said Alice,

“Then it doesn’t matter which way you go”, said the cat,

“.. so long as get somewhere”, Alice added as an explanation.

“Oh, you're sure to do that”, said the cat,

“f only you walk long enough...”

Alice in wonderland, Lewis Carrol
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Préface

Le transfert de muon entre un atome exotique (par exemple I’hydrogéne muo-
nique) et un autre atome ou une autre molécule, a été intensivement étudié dans
le cadre de la fusion nucléaire froide catalysée par muon (voir la reférence [1] et la
littérature citée). L’analyse des résultats expérimentaux obtenus sur l'oxygéne, a
conduit A. Werthmiiller et al. [2] & proposer un modéle selon lequel le taux de trans-
fert muonique sur 'oxygéne depuis ’hydrogéne muonique, augmente d’un facteur 3
ou 4 lorsque I'énergie de collision passe de 0.04 €V (énergie thermique) a environ 0.2
eV (on parle alors d’énergie épithermique). Trés récemment, A. Adamczak et al. ont
eu 'idée de mettre a profit cette dépendance pour mesurer la structure hyperfine de
I’hydrogéne muonique [3].

Cependant jusqu'ici, aucune des études théoriques réalisées (qui utilisaient toutes
des méthodes approchées) n’a confirmé 'augmentation prévue aux énergies épither-
miques [4, 5, 6]. De plus, les expériences avec d’autres espéces comme le soufre [7] ou
le méthane (CHy) [8] montrent méme une décroissance du taux de transfert dans le
domaine d’énergies considéré : l'oxygéne aurait-il alors un comportement singulier ¢

Pour répondre a cette question, il apparaissait nécessaire de réaliser un calcul
précis permettant d’analyser le comportement du taux de transfert en fonction de
I’énergie de collision. C’est cette étude qui a constitué I’essentiel de mon travail de
these.

Les trois premiers chapitres de ce manuscrit sont consacrés a la présentation
du probléme que nous avons considéré. Aprés un apercu de la physique muonique
(chapitre 1), nous verrons l'intérét que présente la mesure de la structure hyperfine de
I’hydrogéne muonique (chapitre 2), puis nous détaillerons ’expérience proposée pour
réaliser cette mesure (chapitre 3). Dans les chapitres suivants, nous présenterons les
résultats obtenus sur le transfert de muon. Le chapitre 4 sera consacré & un modéle
colinéaire alors que les chapitres 5 et 6 exposeront respectivement la méthode et
les résultats du calcul complet. Comme nous le verrons, ce calcul nous a permis de
statuer sur la faisabilité de 1'expérience envisagée avec l'oxygéne. Pour finir, nous
présenterons une étude complémentaire sur les effets isotopiques qui apparaissent
dans le transfert muonique (chapitre 7).

11
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Chapitre 1

Le muon et les atomes muoniques

Habituellement, le terme atome désigne un systéme lié constitué d’un noyau en
interaction électromagnétique avec un nuage électronique. Lorsqu’'un ou plusieurs
¢lectrons, ou le noyau, sont remplacés par une autre particule, on obtient ce qu’on ap-
pelle un atome exotique. On parle d’atome muonique lorsqu'un électron d’un atome
est remplacé par un muon. La physique muonique, qui constitue le cadre de notre
étude théorique, comprend 1’étude des atomes et molécules muoniques ainsi que leurs
interactions mutuelles ou avec d’autres systémes.

Ce premier chapitre est donc consacré & une présentation des principaux acteurs
de la physique muonique : le muon et les atomes muoniques.

1.1 Le muon

1.1.1 Présentation

Découvert en 1937 par Anderson et Blackett dans le rayonnement cosmique, le
muon est une particule élémentaire de la famille des leptons. Fermion insensible aux
interactions nucléaires fortes et dépourvu de structure interne, le muon est parfois
appelé électron lourd. En effet, il ne se distingue de I’électron que par sa masse qui
est environ 206.76 fois celle de ce dernier. Le muon posséde donc la méme charge
(qu = gqe = 1.602177107 C) et le méme spin (S = 1/2) que I'électron.

Du fait de sa masse importante, le muon est une particule instable qui se désin-
tégre en un électron et deux neutrinos suivant le réaction :

p— e+ v+, (1.1)

ol 7, et v, sont respectivement un anti-neutrino électronique et un neutrino muo-
nique. La durée de vie du muon 7 dans son référentiel propre est d’environ 2.2 1076
s [9]-

13



14 Chapitre 1. Le muon et les atomes muoniques

1.1.2 Le muon a 1’état naturel

Les muons, qui bombardent naturellement la surface de la terre, résultent de
I'interaction de protons de haute énergie provenant du rayonnement cosmique, avec
I’atmospheére terrestre. Ils sont créés a une soixantaine de kilomeétres d’altitude avec
une vitesse proche de celle de la lumiére. A cette vitesse, leur durée de vie devrait
leur permettre de parcourir une distance de ’ordre de 7.c ~ 600 m. Il ne devrait donc
rester au sol qu’'une fraction négligeable de la population initialement formée dans
la haute atmosphére. Pourtant, le muon est I'une des plus nombreuses particules
chargées présentes au niveau de la mer. A cette altitude, on mesure en effet un flux
d’environ 10* muons par m? et par minute. Cela s’explique en tenant compte de la
dilatation des temps prévue par la théorie de la relativité restreinte. Ainsi, de notre
point de vue d’observateur immobile a la surface de la terre, le muon vit en fait 2
ms et peut parcourir environ 600 km avant de se désintégrer!.

Notons enfin que la grande énergie des ces particules (~ 4 GeV) rend leur in-
teraction avec la matiére trés peu efficace : le bombardement muonique est donc
inoffensif pour I’homme.

1.1.3 Le muon en laboratoire

En laboratoire, les muons sont créés en réalisant des collisions inélastiques de
haute énergie proton-proton. Au cours de ces collisions, des pions 7, 7~ sont pro-
duits selon les réactions :

ptp+r 47wt 4
ptntat 4.
Les pions, qui sont des particules chargées, sont ensuite séparées a 1’aide d’un

champ magnétique. A cause de I'interaction faible, les pions 7~ se désintégrent trés
rapidement (7 ~ 107® s) en muon selon :

p+p—>{ (1.2)

T — ut vy, (1.3)

Les muons ainsi obtenus peuvent alors étre ralentis et envoyés sur une cible
d’atomes pour former des atomes muoniques. C’est sur ce principe que des faisceaux
de muons sont par exemple produits au Paul Scherrer Institut de Villigen (PSI),
laboratoire ot ont été obtenus la quasi totalité des résultats expérimentaux que
nous allons présenter dans cette thése.

1.1.4 Le moment magnétique anomal du muon

Toute particule de spin S posséde un moment magnétique p qui peut se mettre

sous la forme : 7
— —~ )8 1.4
H=9 <2mc> ( )

'La vérification expérimentale de ce phénoméne a d’ailleurs constitué I'un des premiers tests
importants de la théorie de la relativité d’Einstein [10].
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ou q est la charge électrique de la particule, m sa masse et ¢ la vitesse de la lumiére
dans le vide. g est appelé le facteur de Landé. En 1928, Dirac, a ’aide de ’équation
relativiste qui porte son nom, calcule que pour les particules de spin 1/2, g = 2 [11].
En 1948, Kusch et Foley [12] mesurent que pour 1’électron g = 2(1.00119 + 0.00005)
et découvrent alors ce que 1’on appelle le moment magnétique anomal de ’électron.
La déviation du facteur de Landé par rapport & la valeur prédite par Dirac est
souvent exprimée sous la forme :
g—2
a= ( 5 ) (1.5)

Actuellement, les calculs d’électrodynamique quantique (QED) permettent de
bien comprendre cette anomalie pour I'électron en tenant compte des effets de po-
larisation du vide.

Comme pour I’électron, une déviation du facteur de Landé a pu étre mise en
évidence pour le muon. Les premiéres mesures de a, furent réalisées au CERN
(Centre Européen de Recherche Nucléaire) en 1965 [13]. Les résultats expérimentaux
les plus récents obtenus au BNL (Brookhaven National Lab) donnent [14] :

at™ =1165920.2107° (1.6)

avec une erreur de 1.34 ppm. Actuellement, les prévisions théoriques différent de
(3.7 £ 1.4) ppm avec la valeur expérimentale [15]. La raison de ce désaccord reste
aujourd’hui une question ouverte qui suscite l'intérét de toute la communauté des
physiciens des particules. En effet, si les calculs théoriques menés dans le cadre du
Modele Standard (SM) s’avérent corrects et suffisamment précis, il faudra alors pro-
poser une théorie plus compléte pour expliquer ce phénoméne. Dans cette voie, la
théorie de la super symétrie [16] permet de bien rendre compte des données expé-
rimentales. Cependant ces calculs sont menés en postulant ’existence de nouvelles
particules dans le vide quantique qu’il reste a prouver et a explorer plus précisément.

1.2 Les atomes muoniques

1.2.1 Formation

Pour former des atomes muoniques (voir figure (1.1)), on bombarde un gaz ato-
mique par un jet de muons préalablement refroidis. L’interaction avec les électrons
des atomes ralentit le muon dans le gaz alors que des électrons seront éjectés des
atomes. Finalement, lorsqu’il sera suffisamment lent, le muon pourra étre capturé par
un noyau atomique et former un état 1ié muonique avec celui-ci. L’orbite de capture
du muon correspond a un état trés excité de ’atome muonique. Dans un premier
temps, ’atome muonique se désexcite suivant un processus de transfert d’énergie
entre le muon et des électrons situés sur des niveaux inférieurs, provoquant ainsi
I’émission d’électrons Auger. Il atteint ensuite son état fondamental par transitions
radiatives (émission 7).
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m~  piege cyclotron
(™ = p+ vy
collimation

%\ il

p- |22z
: il =
guidage
magnétique \ /

plaques de carbone

F1G. 1.1 — Principe de production d’atomes muoniques en laboratoire.

1.2.2 Principales caractéristiques

Dans un atome hydrogénoide formé d’électrons en interaction Coulombienne avec
un noyau de numéro atomique Z, le rayon moyen d’une orbite électronique (n,[) est
approximativement donné par [17] :

h2

= W (3n2 — l(l + 1)) (17)

’Fn,l

ol e* = ¢*/4mey. Ce rayon est donc inversement proportionnel & la masse de I’élec-
tron. En remplacant la masse de I’électron par celle du muon dans la formule ci-
dessus, on voit que dans un atome muonique le muon est environ 207 fois plus proche
du noyau que ne ’est un électron dans un atome classique. La probabilité de présence
du muon a l'intérieur de la distribution nucléaire peut méme étre trés importante
pour des atomes de Z élevés®. Le muon est alors trés sensible & la distribution de
charge des noyaux ainsi qu’a leur déformation. L.’étude spectroscopique des atomes
muoniques permet donc d’étudier la structure interne des noyaux en utilisant le
muon comme une sonde nucléaire.

De méme, on peut montrer que I’énergie des niveaux électroniques d'un atome
est donnée par :

Z’me*

B, =20
2h2n?

(1.8)

Ainsi, les énergies des états liés d’'un atome muonique seront 207 fois plus élévées
que celles des niveaux électroniques similaires.
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FiG. 1.2 — Formation de l’hydrogéne muonique.

1.2.3 L’hydrogéne muonique

Sur la figure (1.2) nous avons schématisé la capture d’'un muon par un atome
d’hydrogéne dans son état fondamental. Le muon vient se placer sur l'orbite de
nombre quantique principal n correspondant a I’énergie de 1’électron éjecté. On peut
donc écrire d’aprés (1.8) :

mee? N m,e*

2h%  2h%n?
ou m. et m, sont respectivement la masse de I’électron et celle du muon, et «o la
constante de structure fine. Il vient donc :

(1.9)

n= /=%~ 14 (1.10)

Mme

Par désexcitation radiative, I’hydrogéne muonique formé retombe dans son état
fondamental. Le rayon de Bohr a,? de cet atome vaut :

a, >~ ap/206.76 ~ 255 fm (1.11)

ol ag est le rayon de Bohr de 'atome d’hydrogéne. a, constitue I'unité muonique de
longueur. L’unité muonique d’énergie correspond & 1’énergie de I'état fondamental
de I'hydrogéne muonique, elle vaut :

4
m,e

h2

~ 5626 ¢V (1.12)

Remarque

Nous utiliserons souvent par la suite les unités muoniques qui sont les analogues
des unités atomiques utilisées en physique atomique. Ce systéme d’unités permet

2Par exemple, pour le plomb (Z = 82), le rayon du noyau est R ~ 8.5 fm et la formule (1.7)
donne 715 ~ 3.1 fm

3Dans la suite de notre étude, nous noterons toujours a, le rayon de Bohr de I’hydrogéne
muonique qu’il ne faut donc pas confondre avec la déviation du facteur de Landé présentée précé-
demment.
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d’alléger sensiblement I’écriture des équations que nous aurons a traiter numérique-
ment. Formellement, les unités muoniques sont définies en posant : h=1,e =1 et
my, = 1.

Une caractéristique de ’hydrogéne muonique qui nous intéressera particuliére-
ment par la suite est la structure hyperfine de son état fondamental, schématisée
sur la figure (1.3). Comme nous le verrons au prochain chapitre, on peut montrer
que cet écart hyperfin est environ (207)? fois plus important que 1’écart hyperfin de
I’état fondamental de I'atome d’hydrogéne. On trouve alors AE,; ~ 0.18 €V, ce qui
correspond & une transition de longueur d’onde \ ~ 6.7 um, & comparer a la raie a
21 cm de la transition hyperfine de ’atome d’hydrogéne. Cet effet est 1a encore di
a la proximité du muon avec le proton qui renforce leur interaction magnétique.

(1S) —<: ~ 0.18 eV

Y F=0

FiG. 1.3 — Structure hyperfine de ’état fondamental de I’hydrogéne muonique.

1.3 La fusion froide catalysée par muons

Les réactions de fusion de noyaux légers libérent une énergie extraordinaire.
Depuis une vingtaine d’années, un important programme de recherche a été mis en
place pour étudier et maitriser ces réactions afin d’en faire la source d’énergie propre
de demain. Pour que la fusion puisse se réaliser, les noyaux doivent se rapprocher
suffisamment I'un de I'autre. Dans le soleil, qui constitue un laboratoire naturel
d’étude de ces réations thermonucléaires, les températures qui régnent (plusieurs
millions de degrés) fournissent suffisamment d’énergie aux noyaux pour vaincre les
répulsions électrostatiques qui augmentent lors de leur rapprochement, et permettre
la fusion : ce processus est qualifié de fusion chaude.

Les mémes réactions a température ambiante sont de la fusion froide [1]. Une
voie de recherche s’est donc tournée vers la possibilité d’utiliser le muon comme
catalyseur de ces réactions nucléaires : on parle alors de fusion froide catalysée par
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muons. L’idée est d’utiliser le fait que dans un atome muonique le muon est trés
proche du noyau et va ainsi écranter la charge nucléaire pour permettre ’approche
d’'un autre noyau jusqu’a une distance suffisante pour qu’il puisse fusionner avec
le noyau de I'atome muonique. Aprés la fusion, le muon peut étre libéré et étre
capté par un autre noyau pour produire une nouvelle réaction. La fusion catalysée
par muons sera rentable énergétiquement si le nombre de réactions catalysées par
un muon est suffisamment important pour libérer une énergie supérieure a celle de
formation de ce muon.

Jusqu’a aujourd’hui, ce mode de fusion n’a jamais été réalisé de maniére rentable.
En effet, il est possible qu’une partie des muons soit perdue pour la catalyse en
étant captés par des impuretés du mélange réactionnel. Cette hypothése continue
d’étre étudiée. En particulier, il est important de déterminer les taux de transfert
du muon sur les différentes impuretés afin d’évaluer les concentrations maximales
de ces espéces que 'on doit obtenir, pour qu’elles n’entravent pas le processus de
fusion.
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Chapitre 2

Rayon de Zemach du proton

La structure hyperfine de ’état fondamental de 1'atome d’hydrogéne est une
des quantités physiques connue expérimentalement, avec le plus grand nombre de
chiffres significatifs. Sa valeur est de [18, 19] :

AB{ = 1420 405 T51.7667 = 0.0009 Hz (2.1)

Les prévisions théoriques qui nécessitent 1'utilisation de 1’électrodynamique quan-
tique (QED) sont beaucoup moins précises. La précision de ces calculs est surtout
limitée par notre connaissance de la structure interne du proton.

Dans ce chapitre, nous montrons comment la contribution de cette structure
interne peut étre prise en compte dans le calcul de E,¢. Cela nous aménera a définir le
rayon de Zemach du proton R, qui rend compte de sa distribution électromagnétique
interne. En analysant les différents termes apparaissant dans I’expression théorique
de la structure hyperfine, nous déterminons la premiére valeur expérimentale de
ce rayon et montrons l'intérét de réaliser une mesure de la structure hyperfine de
I’hydrogéne muonique.

2.1 Structure hyperfine de I’état fondamental de
I’atome d’hydrogéne

La structure hyperfine de 1’état fondamental de I’atome d’hydrogéne résulte des
interactions magnétiques entre 1’électron et le proton. Elle se traduit principalement
par la levée de dégénérescence de ce niveau qui se scinde en deux sous niveaux hyper-
fins. Cette levée de dégénérescence provient du couplage entre le moment magnétique
de spin de I’électron et le champ magnétique interne du proton [20]. Appelée aussi
terme de contact, on peut mettre cette interaction sous la forme :

Wi = 2p (%) Bin(R) (2.2)

21
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ou ug = %i est le magnéton de Bohr de 1’électron, S 1'opérateur de spin de

I’électron et B;, le champ magnétique créé par le proton & l'intérieur de lui-méme.

2.1.1 Cas du proton sans structure interne

Si l'on sait actuellement que le proton posséde une certaine extension spatiale, on
sait aussi qu’'elle est trés petite devant le rayon de bohr ag! de I’atome d’hydrogéne.
Il semble donc légitime dans un premier temps de le considérer comme une particule
ponctuelle. D’un point de vue théorique, cela revient a modéliser le proton par une
sphére uniformément magnétisée dont on fera tendre le rayon rg vers 0 a la fin du
calcul.

Si on note M le vecteur aimantation volumique de cette sphére, son moment
magnétique est donné par :

M; = ?rfj.M (2.3)

le champ magnétique & l'intérieur de cette distribution est alors :

2 Mo 2
B, = -uM=—-=M 24
MOt = g3 24)
il vient :
Ho S\ 2
We, = 1=2 — . =M 2.5
nf = g 2B (h> M (2.5)

M étant un vecteur constant, on peut poser sans restreindre la généralité du pro-
bléme :

M; = M;.u, (2.6)
et finalement :
c o Sz 2

Calculons maintenant les éléments de matrice de cet opérateur dans la base
des états Coulombiens |kim,e) ou € est le nombre quantique associé au spin de
I’électron. On a :

2upM
(klm, e[ Wi,k U'm! &) = ff—fi M% Le]S. ey
2
<2 [ e @9
07"<7’0
'On rappelle que ag = Ty AVEC Mgy = - fﬁ’p la masse réduite du systéme a deux corps

a
47\'60 °

— &

2
proton-électron et a = ;1= = £ la constante de structure fine ot on a posé e* =
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Faisons maintenant tendre rq vers zéro :

.2 . 24m 4
i 5 [ g €)= S50 i 0)awrn(0)
r<ro
8T,
gﬁzm(m‘ﬁk’l’m’(o) (2.9)
on en déduit 'expression du terme de contact :
o 8T 2up
fo="——M;. | —S)0 2.1
Wiy = oy (2428 ) ot (2.10)

2.1.2 Séparation hyperfine de Fermi

Pour obtenir la structure hyperfine de I’état (1s) il nous suffit maintenant de
diagonaliser Wy, dans la multiplicité correspondante. On a :

Lon

M; = gpfl (2.11)
ou I est le spin du proton, u, = ;}(Z le magnéton de Bohr nucléaire et g, le facteur

de Landé du proton. Les éléments de matrice du terme de contact s’écrivent donc :

(Ls|Wyslls) = A(my, mp|LS|mg, mr) (2.12)
avec : S 9
Ho OT 24B Gplin
_ Mo 8m2up _ _ _ _ 2.1
w3 h o h (l=0,m; =0[0(R)|l =0, m =0) (2.13)
On a: .
(l=0,m =0[6(R)|l=0,m =0) = 4—]R10(O)\2 (2.14)
T

oll Ryp(r) est la partie radiale de la fonction d’onde de I'état fondamental donnée
par :

2
Rio(r) = We—r/ao (2.15)
)
Finalement :
A—4 Me mectat (14 e 1 (2.16)
— 3% M,) ‘

Pour diagonaliser 'opérateur I.S qui apparait dans I’équation (2.12) on compose
les deux moments cinétiques de spin en posant F = I + S. La base obtenue est
formée des quatres états |S = 1/2, 1 = 1/2, Fmpg) avec (F = 0, mp = 0) et
(F =1, mp=-1,0,1). En remarquant que

IS = %(F2—12—s2) (2.17)
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les valeurs propres ne dépendent que de F' et valent :

%2 (F(F +1)— g) (2.18)

On obtient ainsi deux niveaux de structure hyperfine : un état non dégénéré
(FF=0, mp =0) et un second (F =1, mp = —1,0,1) dégénéré trois fois. L’écart
hyperfin est alors donné par :

AR? 3 3

Cet écart énergétique appelé séparation hyperfine de Fermi [21] s’écrit donc :

4 m me\
EF = —g,—Sm.?a* (1 c 2.2
3gpMpm o < + Mp> (2.20)

2.1.3 Correction de Zemach

La correction de Zemach [22] consiste & considérer la structure interne du proton.
On définit ainsi le facteur de forme magnétique p,,(r) et le facteur de forme électrique
pe(r) tels que :

—

My = g,52 Tpn(x) et g = qpe(r) (2.21)
avec

/pm(r)d3r = /pe(r)d?’r =1 (2.22)

En suivant le méme cheminement que précédemment, on arrive a 1’expression
corrigée de la formule de Fermi (2.20) :

AE,; = BR? (2.23)
ou : g
. Mo o UBtn 3 2
B= 40500, [ @) Ppnr) (2.24)

ol p(r) représente la fonction d’onde sans spin du nouvel état fondamental d’ordre
zéro prenant en compte l'extension spatiale de la charge du proton. Il nous reste
donc a déterminer cette fonction.

2.1.4 Fonction d’onde corrigée

Nous allons essayer d’exprimer la fonction d’onde modifiée en fonction de la
fonction d’onde de I'état fondamental de ’atome d’hydrogéne obtenue dans le cas
d’un noyau de charge électrique ponctuelle. Nous affecterons donc un indice p a
toute quantité se rapportant au cas ponctuel, les quantités sans indice se référent
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au systéme comprenant un proton avec une certaine extension spatiale. Ainsi les
potentiels d’interaction Coulombienne entre I’électron et le proton sont donnés par :

VPr) = —— (2.25)

V() = —é? pe(r’) d*r’ (2.26)

v —r|

En utilisant les propriétés de la fonction de Green Gy (r) de 'opérateur (A — k?)
(voir annexe A); on peut écrire les deux équations intégrales suivantes :

or) = 2’7’;—21) / Br'G(r — vV )p(r) (2.27)
o) = Tt [ @G- e ) (2.25)
k= —QWE;(_EO) ot K = —27"82(_%) (2.29)

ou Ey (resp. Ej)) est I’énergie du niveau fondamental dans ’approximation d’ordre
zéro sans prise en compte (resp. avec prise en compte) de l'effet de volume du noyau.
Enfin rappelons que Gj(r) est telle que :

(A — k2)G)(r) = 6(r) (2.30)

La variation de ’énergie de l'état (1s) de 'atome d’hyrogeéne liée a l'effet de
volume du proton est trés faible?. Il est donc légitime de considérer que Gy (r) =~
G (r). De méme, dans le calcul de I'intégrale apparaissant dans I’équation (2.27) on
peut remplacer p(r) par ¢”(r). En soustrayant alors I’équation (2.28) de (2.27) on
obtient :

2me
o) = () + T2 [ G- V) =) P (23D
comme Gi(r —r’) = 41#% et que la différence entre V(r) et V?(r) n’est

importante qu’au voisinage direct de l'origine, on peut écrire, en ne considérant que
les termes dominants dans l'intégrale de I'équation (2.31) :

2mpe? pe(u)

1 1
~ P L PN 4 3./ 3, -
o(r) ~ ¢P(r) + o © (O)/d r ( |r’—u|d U 7"’) P (2.32)

en utilisant la relation (2.22) cette équation se met sous la forme :

p(r) = gop(r)+2z%g§ // &Pudbr ’( _1r,’ (’r - %)) pe(u) (2.33)

2En effet, la variation relative de Ey est donnée par 6E0 = é(—0) ol rqy est le rayon du proton

5

[20]. En prenant o ~ 1F = 10~"*m, on trouve 2£2 ~ 2, 8 10710,
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l'intégration sur r’ donne alors?® :

2

o) = () + " (0) [t fu o) pufw) (2.34)

Un développement limité au premier ordre de ¢”(r) au voisinage de l'origine
permet d’écrire d’aprés (2.15) :

e = =20+ (52) =20 (1-Sr) e

soit :

o) = 70 (1= 25 [ #uju =) (2.36)

2.1.5 Rayon de Zemach

Le terme de droite de I’expression (2.36) apparait clairement comme la correction
liée a I’extension spatiale de la distribution électromagnétique du proton. En utilisant
la formule (2.24) on obtient :

Mgy €
AE,; ~ AEF (1 —2 h’; // d*r d*u |u — r|pe(u)pm(r)) (2.37)
Posons :
pon(t) = [ (5 = wp(w) (2.38)

Ce produit de convolution entre le facteur de forme électrique et magnétique est
appelé facteur de forme électromagnétique. On a bien sir :

/ &1 pon(r) = / / Brdiu po(r — w)pm(u) = 1 (2.39)

En effectuant le changement de variables r’ = u —r et s = u+r dans l'intégrale
de I'équation (2.37) on peut mettre la séparation hyperfine de ’état fondamental
sous la forme :

AEy; ~ AE" (1 - 2m;gez Rp> = AEF (1 + gemach) (2.40)
avec :
sremach — _2ame,c* R, (2.41)
ou :
R, = / &*r'r pem(r”) (2.42)

R, est le rayon de Zemach du proton. Premier moment de sa distribution électro-
magnétique, il détermine I’extension spatiale des phénoménes électromagnétiques au
sein du proton.

30n a en effet 15— [d®r/ L (%—%) =r—|u—r|

[r—r’| \ |[r’'—u]
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Remarque

La détermination de la structure interne du proton passe par la connaissance
de '’ensemble des moments des distributions électriques et magnétiques. Le rayon
de Zemach est 'un de ces moments. L’expérience de mesure du lamb shift dans
I’hydrogéne muonique actuellement en cours au PSI, doit permettre par exemple
de déterminer entre autre le rayon de charge du proton qui correspond au premier
moment de sa distribution électrique.

2.2 Détermination du rayon de Zemach

2.2.1 Formulation perturbative de AEZ]}

Si Pexpression (2.40) de AE,; met en évidence le role de la structure interne
du proton, elle ne prend pas en compte ’ensemble des phénoménes physiques mis
en jeu dans la structure hyperfine. Plus précisément, il est possible de mettre AE}, ¢
sous la forme [23] :

AEZ}} _ EF (1 + 5QED + 5Zemach + 5recoil + 5})01 + 5hVP) (243)

En plus de la correction 6%¢™! lide & la structure interne du proton, on dis-
tingue plusieurs autres termes. d9FP est la correction apportée par I'électrodyna-
mique quantique. Aux premiers ordres en o, 69FP est donné par [24, 25] :

QED _ 3 5 9 5. 8a3 281 o’

GP = ac+ 50" +a (log2 — 5) - 3—7Tloga(loga—log4—|- @)+17.676 Xt

(2.44)
oll a. est le moment magnétique anormal de I’électron. 6P°! provient de la dynamique
interne du proton et peut étre évaluée en utilisant les données obtenues par des
expériences de diffusion inélastiques sur des protons. 0™P décrit les effets liés aux
interactions fortes au sein du proton (essentiellement la polarisation du vide). Enfin,
gl concerne les effets de recul et englobe tous les termes dépendant du rapport

de masses m./m,.

Remarques

1. Pour des raisons de commodité d’écriture, nous avons utilisé le systéme d’uni-
tés h=c=1.

2. Ce développement perturbatif de AEZ’} n’est valable qu’aux premiers ordres
en «. En effet, aux ordres plus élevés, les effets de structure et ceux liés a la
(QED) se mélangent, les distinguer devient alors impossible.

3. La prise en compte d’effets radiatifs modifie un peu la contribution de la
structure interne du proton. Karshenboim [26] a montré que I’expression de
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yremach oot glors :

gremach — _1.0152 x 2ame, R, (2.45)

2.2.2 Ordres de grandeur et incertitudes

Il est intéressant d’examiner ’ordre de grandeur de chacun des termes ci-dessus
et de préciser les incertitudes qui leurs sont associées. Les résultats de cette analyse
sont présentés dans les deux premiéres colonnes du tableau (2.1) relatives a ’atome
d’hydrogéne. Quelques précisions sur les valeurs que 1'on trouve dans ce tableau
méritent d’étre apportées. Considérons tout d’abord le terme de Fermi E¥'. L’incer-
titude associée est essentiellement liée aux incertitudes sur m., m,, p, et o. D’aprés
[9] elle n’excéde pas 0.01 ppm. En ce qui concerne §°FP, I'incertitude provient des
termes non calculés d’ordre supérieur & 3 en a. On peut estimer qu’elle est inférieure
4 0.001 ppm [24]. Dans ce tableau, nous donnons la valeur de la contribution liée & la
structure interne du proton ¢6"#9. Englobant les corrections dZemach et §recoil elle est
obtenue a partir des données provenant d’expériences de diffusion élastique sur des
protons. Le terme de recul 6! a par ailleurs été calculé par [25], il est de 1'ordre
de 5.68 ppm. La valeur de 6*°, 1.6 ppm, et 'incertitude associée, 0.6 ppm, ont &té
calculées Faustov et al. [27] & partir de données expérimentales sur la polarisabilité
du proton. Enfin, on peut remarquer que la correction liée & la polarisation du vide
SMP ~ 1078 [28] est petite comparée aux autres.

Hydrogéne Hydrogéne muonique

Valeur  Incertitude Valeur Incertitude

‘ EY 1418.84 MHz 0.01 ppm | 182.443 meV 0.1 ppm
§QED 1.13107% < 0.00110°° 1.13107° 1076
grieid 391076 21076 7.51073 0.11073
grecoil 610°° 10~8 1,71073 10-6
gpol 1.410°° 0.610°¢ 0.461073 0.081073
ghvp 1078 10~? 0.02107%  0.0021073

TAB. 2.1 — Valeur et incertitude correspondante des différents termes contribuant a
la structure hyperfine de l’état fondamental de l’atome d’hydrogéne et de I’hydrogéne
muonique. (1 meV ~ 2.41798836 10° MHz).

2.2.3 Bilan

Nous pouvons tout d’abord remarquer que c’est le terme calculé par 1’électro-
dynamique quantique qui contribue le plus a la structure hyperfine. Cela étant, la
comparaison directe entre la valeur expérimentale de 1’écart hyperfin AEZQ}Z’ et la
valeur théorique AE}J} ne permet pas de tester la validité du développement per-
turbatif de 69FP. En effet, nous déduisons des résultats précédents que l'incertitude
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associée a ’ensemble des autres corrections (~ 107%) est beaucoup plus grande que
la précision obtenue avec les calculs de (QED) (~ 107?). En particulier, c’est le
terme 6"84 qui apporte la plus grande imprécision dans les calculs théoriques. Cette
incertitude est essentiellement liée & la valeur du rayon de Zemach qui, comme nous
allons le voir au paragraphe suivant, n’est pas connue de maniére théorique & mieux
de 5%. Pour tester le calcul de (QED), il faudrait disposer de données trés précises
sur ce rayon. On pourrait aussi comparer les résultats expérimentaux et théoriques
obtenus sur des systémes hydrogénoides formés par deux particules ponctuelles dé-
pourvues de structure interne. Cette analyse a déja été menée sur le muonium,
systéme formé par un muon positif x4 et un électron. La comparaison directe avec
les résultats expérimentaux obtenus par Liu et al. [29] a ainsi confirmé la validité de
la (QED) jusqu’a une précision de 0.51077.

A partir de ces considérations, nous avons adopté un tout autre point de vue :
si I'incertitude sur 084 ne permet pas de tester 1'électrodynamique quantique, la
précision obtenue sur les autres contributions peut nous permettre d’extraire de la
mesure expérimentale de I’écart hyperfin, une valeur du rayon de Zemach. Cette
valeur est alors donnée par :

R, = — (AE;T/E" —1—§9P — grecell — gpel — g™ /(1.0152 X 2mepa)  (2.46)

En utilisant cette équation et les valeurs des différentes contributions présentées
dans le tableau (2.1), nous avons obtenu la premiére valeur ezpérimentale du rayon
de Zemach du proton :

R, = 1.037(16) fm (2.47)

ot l'incertitude de £0.016 fm provient de I'incertitude sur la valeur de JP°..

2.2.4 Conséquences sur les modéles théoriques de structure
interne

Comme nous I'avons vu précédemment (voir I’équation (B.3)), le rayon de Ze-
mach R, est défini comme le premier moment de la distribution électromagnétique
du proton. Ainsi, il va rendre compte de I'extension spatiale de cette distribution.
En d’autres termes, il donne une valeur du rayon de la sphére a l'intérieur de la-
quelle on ne peut considérer le proton comme une particule de charge ponctuelle. La
valeur expérimentale de R, fixe d’importantes restrictions sur les différents modéles
théoriques de structure interne du proton. En particulier, cette valeur contraint for-
tement la paramétrisation des facteurs de formes électriques et magnétiques, G (k)
et Gpr(k). En effet, il est possible d’exprimer R, en fonction de ces facteurs de forme
selon :

1 d®p 1
By [ 22 (1= Las-picu(-») (2.48)
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ol fi, est le moment magnétique du proton.

L’équivalence entre cette expression et celle donnée en fonction des distributions
électromagnétiques (B.3) est démontrée dans 'annexe B. Actuellement, les expé-
riences de diffusion élastique électron-proton permettent d’obtenir des données sur
les facteurs de forme & hautes énergies. Leur valeur aux basses énergies est obtenue
en extrapolant la forme analytique qui rend compte des résultats a haute énergie.
Considérons par exemple les valeurs de R, obtenues en utilisant différentes expres-
sions déja publiées pour Gg(k) et Gp(k). Avec les formes analytiques déduites de
Papproximation dipolaire, on trouve R, = 1.02 fm. En utilisant les résultats de
Simon et al. [30], R, = 1.067 fm. Récemment, ces résultats ont été analysés en
incluant en autre, les effets de recul [31]. Avec ses nouvelles données, la valeur de
R, est maintenant de 1.08 fm. Les expressions trouvées pour Gr et G, prévoient
un rapport un rapport 11,G p(—k?)/G(—k?) tendant vers 1 pour k? < 5 GeV?/c2.
Cependant, Gayou et al. ont obtenu une expression de ce rapport ne tendant par
vers 1 aux trés basses énergies. Ils trouvent [32] :

1,Gp(—k?)/Grr(—Kk?) = 1 — 0.13(—k? — 0.04) (2.49)

A partir de la donnée de I'un des facteurs de forme, on peut ainsi calculer ’autre.
En utilisant la forme trouvée par Simon et al. pour Gg et en calculant G, avec
(2.49), on trouve R, = 1.060 fm. Si maintenant on utilise G, pour obtenir Gg,
R, = 1.073 fm. Comme nous ’avons indiqué précédemment, l'incertitude présente
sur I'ensemble des ces résultats montre que R, n’est connu théoriquement qu’a 5%
prés. Cette incertitude dépasse largement 'incertitude de notre valeur expérimentale.
Ainsi, la valeur expérimentale de R, peut alors étre utilisée pour tester la qualité
des ces modéles.

Si cette démarche semble intéressante, il n’en reste pas moins que la valeur que
nous avons trouvée est la premiére et unique estimation expérimentale du rayon de
Zemach. Pour que cette quantité puisse servir de grandeur de référence, il apparait
nécessaire d’obtenir d’autres confirmations expérimentales de sa valeur. Nous allons
montrer comment la mesure de I’écart hyperfin de I’état fondamental de I’hydrogéne
muonique pourrait permettre cette confirmation.

2.3 Utilité d’'une mesure avec ’hydrogéne muonique

2.3.1 Structure hyperfine de I’hydrogéne muonique

Du point de vue théorique, I'expression perturbative de ’écart hyperfin pour
latome d’hydrogéne donnée par I’équation (2.43), reste valable pour I'hydrogéne
muonique. Si les expressions (2.20) et (2.45) concernant 1'écart de Fermi et la cor-
rection de Zemach sont directement applicables en remplacant la masse de 1’électron
par celle du muon, les autres termes du développement méritent un examen spéci-
fique.
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En effet, comme nous ’avons mentionné au précédent chapitre, le muon est
beaucoup plus proche du proton dans d’hydrogéne muonique que ne ’est I’électron
dans I'atome d’hydrogéne (a,, ~ a¢/200). Cette orbite plus resserrée rend le systéme
muonique plus sensible & la structure du proton. Ainsi, les corrections liées & cette
structure doivent étre modifiées. Les résultats que nous avons pu collecter sur la
structure hyperfine de I'hydrogéne muonique sont résumés dans les deux colonnes
de droite du tableau (2.1). Remarquons d’abord que ’écart hyperfin est environ
40000 fois plus important qu’avec I'atome d’hydrogéne. Le rapport EX (pu)/EF (pe)
est en effet proportionnel a (m# / me)2. En ce qui concerne la correction apportée par
I’électrodynamique quantique §%FP, nous ne connaissons pas de travaux publiés qui
en donnent une expression. Méme si l’expression théorique (2.44) peut étre modifiée
dans le cas de ’hydrogéne muonique, nous avons conservé la valeur trouvée pour
I’atome d’hydrogéne afin d’évaluer 'ordre de grandeur de cette contribution.

Les difficultés d’une vérification expérimentale de ce calcul expliquent certai-
nement le manque d’intérét suscité par cette question. Cependant, nous restons
convaincus que l'incertitude liée & ce calcul théorique pourrait étre, si nécessaire,
abaissée jusqu’a une valeur inférieure a 0.1 ppm.

Le terme de recul ™! est plus difficile & évaluer que dans le cas de I'atome
d’hydrogéne. En effet, le plus grand rapport de masses m,/m, ~ 0.11 implique
de prendre en compte les contributions des termes d’ordre supérieur en (m,/m,).
D’aprés les calculs effectués sur ce probléme [33, 34|, 'incertitude sur cette contri-
bution peut étre prise égale a 1 ppm. L’amplitude de cet effet a été calculée d’aprés
la formule donnée pour le muonium dans le livre de Sapirstein et Yennie [25].
Nous avons alors obtenu 6! ~ —(3a/7)(m,/m,)In(m,/m,) ~ 1.7 1073, §*° a
été obtenue par la méme méthode que pour 'atome d’hydrogéne [35] qui donne :
6Pl = (4.6+0.8) x 10~*. Enfin, remarquons la contribution plus importante des effets
de polarisation du vide, estimée approximativement a 20 ppm [36]. L’ensemble des
données présentées dans le tableau (2.1) va nous permettre de discuter la pertinence
d’une mesure de I’écart hyperfin de ’état fondamental de I’hydrogéne muonique.

2.3.2 Interét de la mesure

Comme avec I’atome d’hydrogéne, la mesure de AE}, dans I’hydrogéne muonique
ne peut étre utilisée pour valider des calculs d’électrodynamique quantique dont la
précision est complétement masquée par les effets de structure. Nous arrivons donc
a la conclusion suivante : contrairement a ce qu’ont pu penser certains auteurs [37,
38|, les mesures de la structure hyperfine de ’atome d’hydrogéne et de 'hydrogéne
muonique ne sont pas complémentaires dans le sens qu’elles fournissent toutes les
deux la méme information sur la structure du proton. Ainsi, la mesure réalisée avec
I’hydrogéne muonique doit étre percue comme une seconde expérience permettant
d’extraire la valeur du rayon de Zemach. Si les deux valeurs trouvées avec les données
sur 'atome d’hydrogéne et I’hydrogéne muonique sont compatibles, cela affinera
I'estimation du rayon de Zemach et confirmera par la méme occasion la validité des
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calculs concernant la correction liée & la polarisabilité du proton.

La mesure du Lamb shift de ’hydrogéne muonique est en cours au Paul Scherrer
Institute (PSI) de Villigen. Une extension possible de cette expérience est la déter-
mination du rayon de Zemach par la mesure de la structure hyperfine de I’état 2s
de I'hydrogéne muonique. Cependant, des estimations théoriques de la correction
de polarisation du proton semblent montrer que dans ce cas, 6°°' est anormalement
¢levée et la précision sur la valeur de R, devrait étre comprise entre 5 et 10%. Afin
d’utiliser la valeur de R, pour détecter une éventuelle déviation de Gg/Gy par
rapport a 1, il serait nécessaire d’obtenir une précision inférieure & 0.5% sur cette
quantité. Actuellement, les erreurs expérimentales prévues dans I’expérience menée
au PSI ne permettent pas d’envisager une telle précision sur le rayon de Zemach.

Pour améliorer la précision de cette mesure, une nouvelle méthode permettant
la mesure directe de la structure hyperfine de ’état fondamental de pu a été récem-
ment proposée [3]. C’est de cette méthode que nous allons discuter dans le prochain
chapitre. Comme nous allons le voir, ce sont les zones d’ombres soulevées par cette
proposition qui nous ont amené & travailler sur le transfert de charge muonique.



Chapitre 3

Expérience proposée pour mesurer la
structure hyperfine de ’hydrogéne
muonique

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence 'intérét de mesurer la
structure hyperfine de ’état fondamental de I’hydrogéne muonique. A cause de la
faible densité d’hydrogénes muoniques que 1'on arrive a obtenir en laboratoire, les
techniques utilisées pour mesurer la structure hyperfine de ’atome d’hydrogéne ne
sont plus applicables. Afin de bien comprendre la méthode de mesure récemment
proposée [3]|, nous commencerons ce chapitre par une description des expériences de
transfert muonique. Ensuite nous présenterons le principe de I'expérience envisagée,
ce qui nous permettra de comprendre les motivations qui nous ont amené a étudier
de maniére théorique le processus de transfert de charge muonique.

3.1 Etude expérimentale du transfert muonique

3.1.1 Description des processus mis en jeu

Ce premier paragraphe est destiné a décrire une expérience typique permettant
d’étudier le processus de transfert de charge muonique.

Dans une telle expérience, un jet de muons est envoyé sur une cellule cible conte-
nant de 'hydrogéne avec une petite quantité (~ 1%) d’un autre élément A de numéro
atomique Z élevé. La durée du pulse de muons est trés courte en comparaison des
temps caractéristiques des processus de transfert étudiés. Immédiatement aprés avoir
été injectés dans la cellule, les muons sont capturés par I’hydrogéne et les A. Les
muons capturés dans les états excités de (Au) retombent rapidement dans 1'état fon-
damental en émettant des rayons X. Cette émission est enregistrée par un détecteur
accordé sur une des transitions radiatives de I’atome muonique (Ap), — (Apu)is.
Dans les spectres présentés sur la figure (3.1), le pic d’intensité observé au début
de l'enregistrement est caractéristique de ce phénoméne de relaxation rapide. Ce-
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pendant, les muons sont majoritairement captés par I’hydrogéne qui est en grande
quantité dans la cellule. L’hydrogéne muonique (pu) ainsi formé se trouve dans un
état trés excité (n ~ 14). En un temps trés court, ces atomes reviennent dans leur
état fondamental par un (ou une combinaison) des modes de relaxation suivants :
désexcitation radiative par émission de rayons X mous, émission non radiative d’'un
électron Auger, ou encore par relaxation collisionnelle avec 1’hydrogéne. Une fois
dans leur état fondamental, ils peuvent entrer en collision avec des A présents dans
la cellule suivant la réaction :

(pi)1s + A — p+ (Ap) (3.1)

Les (Ap) sont formés dans des états trés excités. Leur désexcitation produit
alors des rayons X durs de fluorescence. A 'aide du détecteur accordé sur la méme
transition radiative (Ap), — (Ap)1s on peut suivre I'évolution temporelle de cette
émission. Notons que la réaction de transfert n’est pas la seule cause de disparition
des hydrogénes muoniques. Deux autres processus entrent principalement en compé-
tition avec le transfert de muon, il s’agit de la disparition des (pu) par désintégration
naturelle de muon et de la formation de la molécule (pppu).

3.1.2 Analyse du spectre de rayons X
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F1G. 3.1 — Spectres de rayons X expérimentauz de désexcitation de (Neu) (figure de
droite, extrait de [39]) et (Aru) (figure de gauche, extrait de [40]).

Nous allons maintenant montrer comment ’analyse du spectre de rayons X per-
met de déterminer la valeur du taux de transfert muonique sur I’élément A consi-
déré. L’oxygene est un cas particulier qui sera présenté au paragraphe suivant. Les
spectres obtenus avec le néon et 'argon (voir figure (3.1)) montrent tous le méme
type de comportement : un pic d’intensité centré a t = 0, suivi d’'une décroissance
exponentielle (noter I'utilisation d’'une échelle logarithmique en ordonnées). Comme
nous l'avons vu précédemment, le pic d’intensité est essentiellement di a la capture
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directe des muons par I’élément lourd. Pour comprendre 1’allure de ces spectres aux
temps ultérieurs, nous allons calculer l'intensité I(t) des rayons X émis.

3.1.3 Quelques définitions préliminaires

Le mélange gazeux (Hy+ A) est caractérisé par sa densité atomique initiale notée
n et les concentrations en hydrogéne atomique et en élément A, notées respective-
ment ¢, et cy. Le nombre de muons qui interagissent avec ce gaz est suffisamment
petit pour que n, ¢, et ¢, puissent étre considérés comme constants tout au long de
la mesure.

Nous noterons A, le taux de transfert muonique associé¢ a la réaction (3.1). Ce
taux est normalisé & une densité d’atomes A égale & celle de ’hydrogéne liquide ng =
4.2510%2 atomes,/cm?. Si ¢ représente la densité atomique relative du mélange gazeux
par rapport & ng (¢ = n/ng), le taux de transfert observé expérimentalement est
donné par : c,\,. La disparition des (pu) par formation de la molécule (ppu) sera de
la méme maniére caractérisé par un taux \,,,, normalisé pour une densité d’atomes
d’hydrogéne ng. Nous noterons enfin \g le taux de désintégration radioactive du
muon. On peut alors définir un taux global de disparition des hydrogénes muoniques
A,

Ap= Ao+ SO(CP)‘ppu +cada) (3.2)
avec
dN
Fpﬂ(t) = _Apru(t) (3-3)

olt Ny, (t) est le nombre de (pp) a I'instant t.

3.1.4 Intensité du spectre

En supposant le processus de désexcitation des (Ap) ultra rapide par rapport
aux différents processus de transfert!, I'intensité I(t) est directement proportionnelle
au taux de formation des (Apu), soit :

I(t) dlzg“ (®) (3.4)

ot N,,(t) est le nombre de (Ap) & I'instant t. L’augmentation du nombre de
(Ap) est liée a la réaction de transfert (3.1). On a donc :

dN,,
dt

En considérant A, constant on trouve d’aprés (3.3) :

(t) = capAaN,,(t) (3.5)

1Sj on note 74 le temps caractéristique de désexcitation, on a 74 ~ 10~ s,
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N, (t) = NO et (3.6)

avec N), = Ny, (t = 0). 11 vient donc

I(t) o NgﬂcAgp/\Ae_A”t (3.7)

On retrouve bien le comportement exponentiel obtenu expérimentalement. Connais-

sant A et \,p,, la mesure de la pente de cette courbe tracée en échelle logarithmique,
donne la valeur du taux de transfert A,. Avec cette méthode on trouve par exemple :
Aar = 1.63[9] 101 s71[40] et Ay = 0.849[2] 101°571[39].

3.1.5 Cas de 'oxygéne

Les expériences réalisées en 1993 par F. Mulhauser et H. Schneuwly sur le di-
oxyde de soufre (SO)[7], ont permis d’étudier le transfert de muon sur 'oxygéne.
Le spectre de rayons X obtenu est présenté figure (3.2). Cette étude met en évidence
une structure particuliére a deux exponentielles qui ne correspond pas au compor-
tement trouvé précédemment. Pour tenter d’expliquer ce résultat, Werthmiiller et
ses collaborateurs supposent que le taux de transfert muonique sur 'oxygéne A,
dépend de Iénergie cinétique des (pu) [2]. Ainsi, des (pu) non thermalisés pour qui
le processus de transfert serait plus efficace qu’a I’énergie thermique produiraient
la décroissance plus rapide observée aux temps courts. Pour des temps plus longs,
la thermalisation est totale et le spectre retrouve le comportement observé avec les
autres éléments.

3.1.6 Origine physique des (pi) non thermalisés

La premiére question qui nous vient alors & I’esprit concerne 1'origine physique
de ces hydrogénes muoniques non thermalisés. Une explication possible est donnée
par 'étude des processus de désexcitation des (pu) formés juste aprés 'injection des
muons dans la cellule. En effet, comme nous ’avons déja mentionné plus haut, un
de ces modes de désexcitation correspond & une collision sur des atomes d’hydro-
géne du mélange. [L’énergie interne des niveaux excités est alors convertie en énergie
cinétique qui se répartit entre les deux corps entrant en collision. Des calculs théo-
riques récents [42] appuyés par des résultats expérimentaux menés avec des atomes
d’hydrogéne pioniques [42, 43|, montrent que la distribution énergétique des (pu)
aprés désexcitation est loin d’étre une distribution thermalisée & la température de
la cellule. Plus précisément, elle présente deux composantes principales : une autour
de ’énergie thermique Fy, ~ 0.04 €V et une autre centrée autour d’une énergie ciné-
tique E,. > 10 eV (voir figure (3.3)). La thermalisation progressive de la distribution
plus énergétique explique alors la présence de (pu) encore non thermalisés au début
de 'enregistrement du spectre.



Chapitre 3. Expérience proposée 37

AR ERI SRR ERERE NN RN NN SRR ERN AR NN RN NENNEREEEEE

7 H,+04%0, |

g H b =

%2 7 :" -

o) 14 {17 Y -

o) N I ‘ =
o T

O 1 [é i
;i

100 4 f -

: ::: , -

- II|'|=Ill]lll.llll‘ll|lIlllllll|IIIIIIIII[IIII'TFIIIIIIli_

0 100 200 300 400 500

Te;nmps (;1s)1

F1aG. 3.2 — Spectre de rayons X expérimental de désexcitation de l’oxygéne muonique,
extrait de [41].

3.1.7 Modéle & deux composantes

Privés de toute prévision théorique sur la dépendance du taux de transfert avec
I’énergie cinétique de collision, Werthmiiller et al. proposent un modéle simplifié &
deux composantes [2]. Le taux de transfert est alors décrit par la fonction suivante :

[ M pour E <E,
Ao(E) = { ¢ pour E; < E < E, (3.8)

ot A" = 0.8510"s7! est la valeur thermique du taux de transfert déterminé
par le comportement aux temps longs du spectre de rayons X. \¢, E; et Ey sont
des parameétres ajustables du modéle. E; représente 1'énergie cinétique en dessous
de laquelle les (pu) peuvent étre considérés comme thermalisés. Ey fixe 'énergie
maximale des (pu) non thermalisés que 'on nomme épithermiques et pour lesquels
le taux de transfert est égal a \{. A partir de ce modéle, des simulations Monte
Carlo du spectre de rayons X ont permis d’ajuster les valeurs de ces paramétres.
On trouve : E; ~ 0.11 eV, E; ~ 0.22 €V et A\¢ ~ 3.910" s 1. Ces résultats mettent
en valeur une dépendance forte du taux de transfert muonique sur 'oxygéne avec
I’énergie cinétique des (pu) au voisinage de ’énergie thermique.

Nous allons maintenant voir comment cette dépendance peut étre mise a profit
pour mesurer la structure hyperfine de ’hydrogéne muonique.
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F1G. 3.3 — Distributions énergétiques normalisées des (pu) au début de l’enregis-
trement de spectre. La fleche indique le sens de la thermalisation de la composante
chaude.

3.2 Expérience proposée

3.2.1 Mode opératoire

Le principe de I'expérience proposée par A. Adamczak et al. pour mesurer la
structure hyperfine de I’hydrogéne muonique est présenté sur la figure (3.4). Comme
dans les expériences précédentes de mesure du taux de transfert, un jet de muons est
envoyé sur une cellule contenant de I’hydrogéne avec une petite quantité d’oxygeéne.
On enregistre alors le spectre de fluorescence des oxygénes muoniques ainsi formés.
La thermalisation totale des (pu) est atteinte au bout d’'un temps t, suffisamment
grand (~ 300 ns). Ces atomes se trouvent alors dans leur état fondamental de
structure hyperfine (F = 0). Le spectre observé est similaire a celui de la figure (3.2)
pour t > tg.

On suppose maintenant que l'on dispose d'un laser dont la fréquence est ac-
cordable autour de la fréquence f,,; de la transition hyperfine (p,u)E:l — (p,u)E:O
(AEYFS ~ 0.18 eV, soit fHFS ~ 4.3510'° KHz). A un instant t; > tg, on envoie
le faisceau laser sur la cellule et on balaie sa fréquence autour de f,s. Lorsque la
fréquence du laser passe par f,r, un certain nombre de (pu) sont excités et passent
sur le niveau de structure fine excité (F = 1). Par relaxation collisionnelle avec des
molécules d’hydrogéne, ils retombent ensuite dans leur état fondamental. Par ce
processus, ils ont acquis une énergie cinétique supplémentaire de I'ordre de 0.12 V2.
Ils entrent donc dans le régime épithermique. Le transfert muonique sur 1’oxygéne

2En effet, le transfert d’énergie interne sous forme cinétique est donné pour un hydrogéne
muonique par : [mu, /(mm, + myp,)]AETFS ~0.12 eV.
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F1G. 3.4 — Principe de l’expérience proposée pour mesurer la structure hyperfine de
I’état fondamental de I’hydrogéne muonique.

étant plus efficace a cette énergie, on doit observer une augmentation de 'inten-
sité du spectre de rayons X émis par désexcitation des (Op). La fréquence du laser
pour laquelle est observée cette augmentation correspond donc a la fréquence de la
structure hyperfine de I’hydrogéne muonique, dont on obtient ainsi une mesure.

Sur la figure (3.5) nous avons schématisé 1'évolution attendue de I'intensité des
rayons X lorsque la fréquence du laser passe par fjy. La variation de l'intensité
est directement liée a la variation de l'efficacité du processus de transfert entre les
énergies thermiques et épithermiques.

3.3 Neécessité d’une étude théorique du transfert muo-
nique

Afin d’étudier l'efficacité de leur méthode, A. Adamczak et al. ont réalisé des
simulations Monte Carlo du spectre de rayons X des (Ou), avec et sans laser [3].
En utilisant la dépendance du taux de transfert muonique sur I'oxygéne trouvée
par Werthmiiller et al., ils ont montré que la modification du spectre lorsque le laser
entre en résonance avec la transition hyperfine des (pu), est suffisamment importante
pour effectuer une mesure précise de leur structure hyperfine. Cependant, la mise
en ceuvre d’une telle expérience nécessite des installations spécifiques dont seule-
ment quelques instituts disposent. L’acceptation d’un tel projet de recherche passe
par la présentation d’une analyse de faisabilité de ’expérience proposée. Le point
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F1aG. 3.5 — Schématisation de Ueffet attendu sur l’intensité des rayons X émis lorsque
le laser passe par la fréquence fry.

charniére de la proposition de A. Adamczak et al. est clairement la dépendance du
taux de transfert sur 'oxygéne avec I’énergie cinétique des (ppu). Si le modeéle a deux
composantes a permis de reproduire les résultats expérimentaux de maniére satisfai-
sante, il n’est pas suffisant pour se convaincre de la réalité d'une telle dépendance.
Seulement deux calculs théoriques avaient été réalisés sur ce sujet ; ils utilisaient des
méthodes approchées pour traiter le processus de transfert. Le premier calcul, réalisé
par Gershtein en 1962 4] prévoit un taux de transfert constant égal a 0.68 101 s
En utilisant un potentiel de type Thomas-Fermi, P. K. Haff et al. calculent en 1977,
que le taux de transfert doit étre croissant en fonction de I’énergie de collision [5].
Plus récemment, Sultanov et Adhikari ont trouvé que ce taux de transfert décrois-
sait avec I’énergie cinétique [6]. Ces résultats contradictoires plaidaient donc pour
la mise en ceuvre d’'une étude théorique plus précise du processus afin de pouvoir
statuer sur cette question cruciale.
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Modéle colinéaire

Dans ce chapitre, nous présentons les premiers résultats que nous avons obtenus
sur le transfert de muon entre un hydrogéne muonique et une molécule d’oxygéne Os.
Ces résultats correspondent a un calcul quantique exact en dimensionalité réduite.
Cette approche colinéaire nous a permis de bien comprendre les processus physiques
qui interviennent dans le transfert muonique.

4.1 Description du processus de transfert

4.1.1 Modéle théorique

Le transfert de charge muonique entre un hydrogéne muonique et 'oxygéne peut
étre décrit de la maniére suivante :

1. Une phase d’approche durant laquelle 'hydrogéne muonique se rapproche de
la molécule d’oxygene.

2. La phase de transfert qui correspond a I’échange du muon.

3. La réaction se termine enfin par la dispersion des produits formés.

Pendant la phase d’approche, ’hydrogéne muonique est soumis au champ élec-
trostatique des noyaux de I'oxygéne, plus ou moins écranté par le nuage électronique
de la molécule. Cependant, du fait de sa petite taille, I’hydrogéne muonique est tres
peu polarisable. On peut donc considérer qu’il va traverser le nuage électronique
de I'oxygéne comme une particule neutre, sans interagir avec les électrons. De plus,
les premiers travaux menés sur le transfert muonique ont montré que ’échange de
charge muonique ne se produit que lorsque ’hydrogéne muonique se trouve a une
distance trés petite d’un des noyaux de 'oxygéne (~ 0.05 A) [4]. C’est pourquoi pour
modéliser ce processus de transfert nous avons traité I'oxygéne comme un ion O%"
en négligeant les effets moléculaires ainsi que la structure électronique (voir figure
(4.1)). Dans la cadre de ces approximations, le transfert de muon entre un hydro-
géne muonique et un atome d’oxygene peut étre décrit par la collision inélastique
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~
// O+ \\ o8+

Zone de transfert

F1G. 4.1 — Schématisation de la zone de transfert.

suivante :
(p) + O™ — p+ (Op)™ (4.1)

C’est cette réaction que nous avons étudiée en configuration colinéaire. Cette
approche simplificatrice correspond au cas ou les trois particules se déplacent sur
A . 1
une méme droite.

4.1.2 Paramétrisation du systéme

Le probléme que nous avons & traiter est un probléme a trois corps en interaction
électrostatique Coulombienne. Pour décrire ce systéme, on peut utiliser les coordon-
nées de Jacobi. Une maniére possible de définir ces coordonnées est représentée sur
la figure (4.2).

Les coordonnées de Jacobi (S, R, 7) sont alors données par :

S (mpxp + mux, + moxo) /M (4.2)
R = xo— (myzy+myuxy)/(my, +my,) (4.3
T T — T (4.4)

ou M = m,+m,+mg est la masse totale du sytéme. Dans le cas d'un systéme isolé,
I’étude du mouvement peut étre réduite a celle du mouvement dans le référentiel
du centre de masse du systéme, qui se déplace suivant une trajectoire rectiligne et
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R
F1G. 4.2 — Coordonnées de Jacobi

uniforme par rapport au référentiel du laboratoire. Dans ce référentiel, les coordon-
nées R et 7 sont suffisantes pour décrire le probléme. Comme on peut le voir sur
la figure (4.2), ces coordonnées sont particuliérement bien adaptées pour décrire le
canal d’entrée de la réaction (4.1) : (pp)n—y +O®". En effet, lorsque R >> 7, le poten-
tiel d’interaction tend vers celui de I’hydrogéne muonique qui sera progressivement
perturbé par l'interaction avec le noyau d’oxygéne au fur et & mesure que R diminue.

De la méme maniére, on peut définir un autre systéme de coordonnées de Jacobi
qui sera cette fois bien adapté pour décrire les canaux de sortie p + (Ou)fj. La
coordonnée 7 correspond alors a la distance entre le noyau d’oxygéne et le muon, et
R est la distance du proton au centre de masse du systéme O®" — 4.

Pour différencier ces deux jeux de coordonnées, nous leur affecterons un indice .
Ainsi, (Ry, ) représentera le systéme de coordonnées bien adapté au canal d’entrée,
alors que (R, 7>) sera celui adapté aux canaux de sortie.

4.1.3 Description qualitative du transfert

En utilisant (R, 7;) le potentiel d’interaction du systéme se met sous la forme :

Vo _ e?Z n e?Z B e? (4.5)
[Ty = To|  |xp — 0| [zp —
avec :
|z, — 20| = Ri—(1-p)7 (4.6)
|xp - xol = Rl + (4.7)
Ty — | = T (4.8)

ot I'on a posé 3 =m,/(m, +m,). Z est la charge du noyau d’oxygene (Z = 8) et
¢* = q./4meo ot g, est la charge électrique du muon, égale & la charge ¢lémentaire
de I'électron.

Pour se faire une image du processus de transfert, on peut représenter ce potentiel
sous forme de courbes de niveaux. Un exemple est donné figure (4.3).



44 Chapitre 4. Modéle colinéaire

F1G. 4.3 — Potentiel d’interaction a trois corps en coordonnées de Jacobi. Sur la
figure de droite les fleches symbolisent ’évolution dynamique du systéeme.

Deux zones se dégagent nettement. La premiére (zone (I)), est définie par la
condition R; >> 7, : localisée dans le puits de potentiel de ’hydrogéne muonique,
elle correspond & I’approche du systéme sur le canal d’entrée. La seconde (zone (II)),
se trouve le long de la ligne en pointillés qui correspond & la singularité Coulombienne
de I'ion muonique (Opu)7*. Pour des valeurs de R; suffisamment grandes, on retrouve
ici les canaux de sortie de la réaction étudiée. La région située a gauche des pointillés
correspond & un arrangement du systéme dans lequel le muon est passé a droite du
noyau d’oxygéne. Cette région de potentiel sera toujours considérée inaccessible dans
notre approche.

Il est alors possible de donner une description qualitative du processus de trans-
fert que nous avons schématisé sur la figure (4.3). Pendant la phase d’approche,
le systéme est situé dans la zone (I) et évolue vers des valeurs de R; plus petites.
Lorsque la barriére de potentielle est suffisamment abaissée, il entre dans la zone
interne ol le muon peut se transférer sur 'oxygéne. Une fois ce transfert effectué,
le systéme se retrouve dans la zone (II) et évolue vers des valeurs de R; croissantes,
ce qui correspond & la dispersion des produits formés.

Remarque

Dans une description plus réaliste du phénoméne, 1'état initial doit étre décrit
par un paquet d’ondes localisé dans la zone (I) se déplagant vers la zone interne.
Arrivé dans cette région, il peut, suivant une certaine probabilité de transfert que



Chapitre 4. Modéle colinéaire 45

nous cherchons a déterminer, passer la barriére de potentiel et évoluer ensuite vers
la zone (II). La partie du paquet qui n’a pas réagi revient alors vers la zone (I) :
c’est la fraction élastique du phénoméne collisionnel étudié.

4.2 Meéthode numérique utilisée

Dans un premier temps, nous avons traité ce probléme par une méthode dépen-
dante du temps en propageant des paquets d’onde sur la surface de potentiel. Cette
technique s’est avérée particulierement mal adaptée pour deux raisons essentielles.
La premiére est liée au domaine énergétique qui nous intéresse. Aux énergies trés
basses, le paquet d’onde est fortement délocalisé spatialement ce qui rend difficile
sa description. La seconde raison provient du traitement des singularités Coulom-
biennes : elles nécessitent en effet des grilles de points trés fines qui augmentent de
facon critique le domaine spectral & prendre en compte. Par ailleurs, la dynamique
d’approche est trés lente et augmente considérablement les temps de calcul.

Finalement, nous avons opté pour une méthode de résolution de I'équation de
Schrodinger indépendante du temps du type close-coupling. Le principe de cette
technique consiste a calculer les états stationnaires de diffusion associés a la réaction
(4.1), puis a analyser leur comportement asymptotique. On peut ainsi déterminer la
matrice de collision S et extraire les probabilités de transfert.

Comme nous ’avons vu précédemment, les coordonnées de Jacobi sont parti-
culiérement bien adaptées pour décrire le systéme dans les zones asymptotiques.
Cependant, pour calculer avec précision le transfert muonique, nous avons besoin de
bien décrire ’évolution du systéme dans la zone interne. Ainsi, pour traiter numé-
riquement ce processus, nous avons préféré utiliser les coordonnées hypersphériques
qui ont déja montré leur efficacité dans des problémes similaires. Les principales
étapes du calcul peuvent étre résumées ainsi :

1. Ecriture de ’hamiltonien
2. Cacul des états adiabatiques
3. Intégration des équations couplées

4. Analyse asymptotique

Avant de présenter les résultats de cette étude, nous allons d’abord détailler la
mise en ceuvre de ces différentes étapes.

4.3 Hamiltonien en coordonnées hypersphériques

4.3.1 Coordonnées hypersphériques

Pour définir les coordonnées hypersphériques, on part de I'un des systémes de
coordonnées de Jacobi. Choisissons par exemple le systéme ( Ry, 71) bien adapté pour
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décrire le canal d’entrée (pu)+O®t de la réaction (4.1). Dans le référentiel du centre
de masse, si on note V' le potentiel d’interaction entre les trois corps, I'Hamiltonien
du probléme est donné par :

R 02 R 02

H=— _ _
2mopu OR?  2m,,, OFF

+ V(Ry, ) (4.9)

avec Mo p, = Mo(my, +my,)/(mo +my, +m,,) et my,, = mym,,/(m, +m,). On dé-
finit alors de nouvelles coordonnées (Ry,71) dites coordonnées pondérées par les
masses :

R = %Rl (4.10)
mr = mﬂ:“ 771 (4]‘]‘)
avec :
1/2
m = ( MMM > (4.12)
my + my, + Mg

L’Hamiltonien prend alors la forme :

h2 82 62
H= —% <8—R%+a—r%) —|—V(R1,7’1) (413)

Les coordonnées hypersphériques (p, ) sont définies a partir de (Ry,r1) de la
maniére suivante :

Ry = pcost (4.14)
ry = psind (4.15)

soit :

p = \/RI+r? (4.16)

™
tanf = — 4.17
an R ( )

Dans ce systéme de coordonnées, I’Hamiltonien (4.13) devient :

_h2(82 102 10

8—[)24_?@_'_;%) +V(,0,(9) (418)

2m

La transformation permettant de passer de I'expression (4.13) & (4.18) est détaillée
dans I’annexe C.
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Remarque

On peut aussi définir les coordonnées pondérées par les masses du systéme
(R2,72) bien adaptées aux canaux de sortie. Ces coordonnées (R, 79) sont données
par :

R, = ./Xroup, (4.19)
m

rog = mo,,uf2 (420)
\/ m

ol My, o, = Mp(Mme +my,) /(Mo +my, +my,) et mo ,, = mom,,/(me +m,,). On passe
de (Ry1,71) & (Ra,72) par la transformation suivante :

Ry \ [ cosf sind, R,
( Ty ) o ( sinfl, — cosf, ) ( r ) (4.21)

ot f, = arctan(m,/m) est appelé I'angle de rotation cinématique. Sur la figure
(4.4) nous avons représenté ces deux systémes de coordonnées avec les coordonnées
hypersphériques (p, ). L’axe Ry correspond a la singularité Coulombienne en o =
|z, — zo| = 0.

T1 RQ

T2

F1G. 4.4 — Représentation spatiale des systémes de coordonnées de Jacobi pondérées
par les masses.

Pour décrire ’ensemble des configurations accessibles au systéme, ’angle 6 varie
dans I'intervalle [0, 6,]. On a alors :

Ry = pcos(0s—0) (4.22)

ro = psin (s —0) (4.23)
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Le rayon hypersphérique p = \/R? +1? = \/R3 + r2 est donc indépendant de
I’arrangement considéré. C’est cette propriété qui permet de bien décrire la dyna-
mique du systéme dans la zone interne.

4.3.2 Equation de Schrodinger

La recherche des états propres de collision 1* d’énergie E passe par la résolution
de I’équation de Schrédinger indépendante du temps :

Hy*F = Ey* (4.24)

en effectuant la transformation ¢* — ¥, /p cette équation s’écrit

2

8mp?

(o 10
Op2 | p? 062

)wE<p,e>+(v<p,e>— )wE<p,e>—EwE<p,9> (4.25)

2m
ou le potentiel d’interaction est donné par :

e27 e*Z e?

_|_ —
]x#—l'o\ |zp — o ‘xp_xu’

V=—

(4.26)

avec !

o\ 12 NE
|z, — xo| = ( ) pcosf+ (1 —0) ( ) psiné (4.27)

Mo pp. Mep,p
NE m O\ 172
|z, — xo| = ( ) pcosf+ < > psin @ (4.28)
Mo ,pp Pt
m O\ /2
|z, — x| = <mp’u) psin 6 (4.29)

4.4 Calcul des états adiabatiques

4.4.1 Equations couplées

Pour résoudre I'équation (4.25) nous avons utilisé la méthode diabatique par
secteur [44]. Le domaine d’intégration [pg, pend| est divisé en N, secteurs. Le n'®me
secteur est ainsi défini par la donnée de son centre p,, et de sa taille 20p,,, telle que si
p appartient a ce secteur : p, —dp, < p < p,+dp,. Dans chaque secteur la fonction
d’onde est développée sur une base de fonctions diabatiques ne dépendant que de
Pangle hypersphérique 6. Ces fonctions correspondent aux états ¢;(0, p,,), vecteurs
propres de I’'Hamiltonien calculés a p = p,, fixé. A Vintérieur du secteur numéro n,
on écrira donc :

v (p,0) = Z Fi(p) (8, pn) (4.30)
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ou N représente le nombre de fonctions de base utilisées. En injectant (4.30) dans
l’équation (4.25), on obtient un systéme équivalent de N, équations couplées :

R 92 al
<_%8—p2 - E) fj(P) + 121 sz‘(ﬂn; P)fz’(ﬂ) =0 (4-31)
avec .
| h?
Qji(pn; p) = (0;(0, pu)| — Smp? 00 +V(p,0) — 8m—,02|¢i(0’pn)> (4.32)

4.4.2 Base adiabatique

L’écriture des équations couplées nécessite de calculer les états adiabatiques du
systéme ¢;(0, p), solutions de I’équation a p fixé :

HM(p)¢i(9> p) = ei(p)qbi(ea P) (433)

avec : 1 82
= 0
,u,(p) 2mp2 802 + v(pu )

Le probléme consiste maintenant & rechercher les états liés d’un potentiel présen-
tant deux singularités Coulombiennes : I'une en § = 0 qui correspond au cas ot le
proton et le muon sont confondus, et 'autre pour 6 = 6, = arctan (m,/m) lorsque
la distance muon-oxygéne est nulle. De nombreuses méthodes numériques comme
I'interpolation de Schwartz [45, 46] ou de Lagrange [47], ou encore des techniques de
mapping [48, 49|, permettent de traiter le probléme Coulombien & une singularité.
Ces méthodes spécifiques visent a augmenter la densité de points de grille au voisi-
nage de la singularité. Pour traiter le cas des deux singularités présentes dans notre
probléme, nous avons utilisé une autre méthode en cherchant une transformation
permettant de régulariser ce potentiel.

— 4.34

Régularisation du potentiel

En utilisant les relations (4.21) entre les systémes de coordonnées de Jacobi, on
peut mettre le potentiel sous la forme :

e? 7Ze? Ze?

V:
) + Kipcost + Bkipsind

— — 4.
kipsind  kypsin (6; — 6 (4.35)

ho— ( m )1/2 (4.36)

mg,y

K — ( m )1/2 (4.37)

Ma,By

ou :
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avec (o, 3,7) = (O,p,u) sii = 1 et (a,3,7) = (p,O, ) si i = 2. En posant alors
x =26,/6, — 1, on obtient :

V=Vi+V (4.38)
2\ —(1/ky)sin [%(1 = 2)| — (Z/ks) sin | %(1 + 2)
"= (%) [ cos (qu]) — cos (6,) [ } (4:39)
et
z (4.40)

62
() we o]

Ce nouvel ensemble (p, z) est équivalent aux coordonnées hypersphériques mais
désormais, le domaine de variation de la coordonnée angulaire se réduit a l'intervalle
[-1,1] et les singularités du potentiel se trouvent aux bornes de celui-ci en z = +1.
L’hamiltonien H,, prend la forme :

2r*  O?

+Vi+Ve—

H =" %
g mé,”p? Ox? 8mp?

(4.41)

En posant ¢;(6,p) = (1 — 22)2¢;(z, p), I'équation aux valeurs propres (4.33)
devient :

2h?
(-———D+O—ﬁx%+W—

m9u2p2 )) wi(z,p) = (1 - $2)€i(P)SOi(:L’,p) (4.42)

1
8mp?
ou D est I'opérateur :

D=(1-2%) 20— — —— (4.43)

D’apreés Pexpression (4.40) de V, le terme (1 —22)(V, — ﬁ) ne présente pas de
singularité en z = +1, montrons que c’est aussi le cas pour (1 —2?)V;. En examinant

(4.39), il nous suffit de montrer que la fonction F'(x) définie par :

(1—2?)

F(x) = 4.44
() cos (0,z) — cos (6,,) (444)
posséde une limite finie en z = +1. Or,
1 1
- — (4.45)
cos (0,x) — cos (6,) 2sin [%“(x + 1)} sin [%‘(m — 1)}

soit | .

F(z) = Rk — 7 (4.46)

1
5sin [%“(1 + x)} sin [%"(1 - ZL‘)]
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il vient donc :

lim F(z) = —

_— 4.47
r—+1 0,sind, ( )

Cette fonction est donc bien réguliére en x = £+1. Nous avons donc trouvé une trans-
formation permettant d’obtenir une équation sans point divergent. Cette renorma-
lisation nous a permis de calculer efficacement les niveaux adiabatiques sans avoir
recours aux méthodes spécifiques de traitement des singularités Coulombiennes.

Résolution de ’équation aux valeurs propres

Les fonctions ¢;(x, p) sont développées sur les ny, premiers états propres de 'opé-
rateur D. Ces états correspondent aux fonctions de Legendre associées P!(x) (voir
annexe D). On obtient alors I’équation aux valeurs propres généralisée suivante :

( D +W) 8(p) = ()0 () (4.48)
mb,,” p?

o ®;(p) est le vecteur des composantes de la fonction ¢;(z,p) dans la base des
fonctions de Legendre. D est la représentation de 'opérateur (4.43), elle est donnée
par la matrice diagonale D,,,, = —n(n+1)d,,,. W est la matrice correspondant aux
termes potentiels et O celle de la fonction (1 — z?). Dans la base DVR (voir annexe
E), les matrices des termes potentiels et de (1 — x?) sont diagonales. La matrice
de passage de la base DVR a la base des fonctions de Legendre permet alors de
calculer facilement par simple multiplication matricielle les représentations W et O.
Pour transformer (4.48) en une équation aux valeurs propres standard, multiplions
la matriciellement & gauche par 021 vient,

(SIS

o ( m§f2pD+w)<1>< ) = (o) (0} ,(0)) (4.49)

en utilisant la relation O~ 20z = 1 on obtient :

NI

0! (-2 W) 0 0k ~ Ok (40

Gup

il ne reste plus qu’a diagonaliser I'opérateur

D=

2K?
0 < ———D+ W) o (4.51)

m@u p?

Convergence et résultats

La convergence de cette méthode est directement liée & la densité de points pro-
duite par la quadrature de Gauss-Legendre (voir annexe F) utilisée pour définir la
base DVR. Cette densité doit étre adaptée a la description du systéme. Lorsque
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I’énergie est basse ou lorsque le rayon hypersphérique p est grand, les fonctions
d’onde correspondent & des états localisés autour d’un des noyaux : elles sont donc
concentrées au voisinage des bords de I'intervalle d’intégration. Nous nous attendons
par conséquent a ce que la méthode converge plus difficilement dans ces conditions.
De méme lorsque p est grand, il est raisonnable de penser que les niveaux correspon-
dant & 'arrangement p+((Op)™") soient plus lents & converger, puisque les états de
l'ion (Op)™ sont plus compacts que ceux de (pu) . Afin d’étudier la convergence
de la base adiabatique en fonction du nombre n; de fonctions de Legendre utili-
sées, nous avons évalué l'erreur relative sur les différents niveaux énergie calculés,
en prenant comme référence la base adiabatique obtenue avec ny = 450.

Avec 150 fonctions de Legendre, 86 états convergent avec une erreur relative
inférieure & 10~8 pour des valeurs de p ~ ag. Lorsque p augmente, la convergence se
détériore, d’abord pour I’état fondamental de (Op), puis pour le premier état excité
n = 2 vers p ~ 2ay. Pour repousser la valeur limite du rayon hypersphérique au-
dela de laquelle la convergence se dégrade, on augmente le nombre de fonctions de
Legendre. Ainsi avec ny = 250, I’état fondamental est convergé avec une précision
relative de 1078 jusqu’a p ~ 5 ay, et jusqu’a p ~ 10 ag en utilisant 350 fonctions. C’est
cette derniére valeur de ny, que nous avons utilisée pour générer la base adiabatique
du calcul. A Pexception des quatres premiers états de (Ou)”" qui ne jouent pas un
role trés important dans le processus de transfert, tous les autres états de 'oxygéne
muonique restent convergés avec une précision relative de I'ordre de 10™* jusqu’a
des des valeurs de p de 'ordre de 40 ag. Comme nous nous y attendions, les états de
I’hydrogéne muonique sont plus facilement convergés : 'erreur relative a p ~ 40ag
est de 10710 pour I’état fondamental avec n;, = 250 et atteint 107!2 quand n;, = 350.

La figure (4.5) représente les énergies adiabatiques ¢; en fonction du rayon hy-
persphérique p. L’origine des énergies a été choisie pour coincider avec la limite
asymptotique du canal d’entrée (pu),—1 + O%*. Les canaux ouverts qui sont suscep-
tibles d’étre peuplés sont ceux pour lesquels ’énergie asymptotique est inférieure a
I’énergie cinétique de collision E. Ces courbes permettent déja de comprendre qua-
litativement la dynamique du processus de transfert. Partant du canal d’entrée, le
systéme croise diabatiquement le canal de sortie p + (Opu)"t. sur lequel le transfert
sera donc négligeable. Les couplages avec les canaux p-+(Opu) " et p+(Op)"t, sont
plus importants. Cela se manifeste par des croisements évités au niveau desquels le
transfert de muon s’opére. Enfin, les canaux p+(Opu)" s, qui sont faiblement couplés
avec le canal initial, risquent de ne pas étre peuplés de maniére significative.

Remarque

La grande précision obtenue pour 1’énergie du canal d’entrée est nécessaire dés
lors que nous nous intéressons & des processus dans lesquels 1’énergie cinétique re-
lative initiale du systéme est de l'ordre de 107 éV. En effet, si 'on compare cette

!En effet, dans le cas d'un probléme Coulombien pur, le rayon moyen des états liés d’un systéme
muonique est donné (en unités muoniques) par < r >,;= 5= [3n? — (I + 1)].



Chapitre 4. Modéle colinéaire 53
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FiG. 4.5 — Energies adiabatiques en fonction du rayon hypersphérique.

valeur & celle de l'énergie moyenne du canal d’entrée (~ KeV), on peut considérer
que le transfert muonique étudié correspond a une collision ultra froide, méme aux
énergies thermiques. Les effets & trés basse énergie ne seront donc bien reproduits que
si les variations de I'énergie cinétique dans l'intervalle d’étude, ne sont pas masquées
par I'imprécision du calcul des états adiabatiques.

4.5 Intégration des équations couplées

L’intégration des équations couplées (4.31) est réalisée secteur par secteur en uti-
lisant 1'algorithme de De Vogaelere (voir annexe G). La solution obtenue & l'extré-
mité du secteur n en p = p,+9, est projetée sur la base diabatique {¢;(0, pn+1) }iz1n-
Cette projection sert de condition initiale pour la propagation dans le secteur n + 1.
On propage simultanément N solutions linéairement indépendantes et leurs déri-
vées. Ces fonctions correspondent & des conditions initiales en p = p, différentes et
s’écrivent comme en (4.30) :

VE(p,0) = Z i (p)6:(60, p) (4.52)

On obtient une matrice F de dimension N x N et sa dérivée F' dont le vecteur
colonne d’indice j est formé des composantes de la solution correspondant a la
condition initiale f;;j(po) = d0;; (c’est & dire, seul le canal j peuplé en p = py). La
propagation est effectuée jusqu’a p = pys. Au-deld de cette valeur on parle de région
asymptotique, qui correspond a des valeurs de p suffisamment grandes pour pouvoir
négliger les couplages entre états.
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4.6 Analyse asymptotique

Pour obtenir la matrice de diffusion .S nous avons utilisé une procédure de raccor-
dement usuelle [44]. Pour une énergie £ donnée, les solutions linéairement indépen-
dantes obtenues ne correspondent pas aux solutions physiques du probléme. Soit N,
le nombre de canaux effectivement ouverts a cette énergie. L’analyse asymptotique
consiste formellement & construire /Ny combinaisons linéaires des 1/}JE que 'on com-
pare a la forme asymptotique des Ny solutions physiques. Les solutions physiques
peuvent s’écrirent & l’aide de la matrice de réaction K suivant :

Figf = [0 + fi Ky (4.53)

avec 1 <i < N, 1< 75 < Ny et pour les canaux ouverts :

S — 1 1 R
(R = N sin (ki ;) (4.54)
Fi(R) = —=cos (kiR.) (4.55)

Vi

ou k; = /2m(E — ¢;)/h, et R; représente la coordonnée du systéme de Jacobi bien
adapté a la nature du canal i. Pour les canaux fermés, on pose k; = v/2m(e; — E)/h

et on a:

fE(Ry) = e rifts (4.56)

Afin de pouvoir les comparer aux solutions calculées qui sont connues en coordon-

nées hypersphériques, on projette les Fé{ le long du rayon hypersphérique p = pa;.
Si on note A la matrice N x Ny des combinaisons linéaires des ij ,ona:

FA = FX (4.57)

FA = F* (4.58)

I’élimination de A entre les équations (4.57) et (4.58) permet d’obtenir la matrice
K. En notant Z = FF~! la matrice dérivée logarithmique de F, on obtient :

K = — (ZF° —F°)" (ZF° - F") (4.59)

ol on a posé : FX = F* + F°K. La matrice de diffusion S se calcule ensuite & I’aide
de la sous-matrice K, qui correspond aux canaux ouverts de K :
14K,

g—_"' "
1 —-iK,

(4.60)

Les probabilités de transfert sont alors données par :

Py = Syl (4.61)
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Remarque

Comme [’énergie translationnelle initiale est trés petite, le canal d’entrée mérite
un traitement particulier si I’on ne veut pas avoir a intégrer jusqu’a des valeurs trop
élevées de p pour d’atteindre les formes asymptotiques (4.54) et (4.55). En effet,
pour pyr ~ 30 ag, le potentiel & longue distance en 1/R? n’est pas encore négligeable
devant I'énergie de collision : la solution correcte de ’équation de Schrédinger est
une combinaison linéaire de fonctions de Bessel d’ordre imaginaire [50] que nous
avons utilisées pour ce canal. Pour les autres canaux, I’énergie cinétique acquise lors
de la collision (> KeV) est suffisamment grande pour analyser ces états avec des
sinus et cosinus.

4.7 Résultats et discussion

La figure (4.6) représente les probabilités partielles de transfert sur les canaux
p+ (O/VL)ZL:E,?ﬁ ainsi que la probabilité totale de transfert pour des énergies de collision
allant de 107% eV a 10 eV. La probabilité w correspond a un calcul mené avec un
modéle simplifié que nous présenterons dans le paragraphe suivant. Comme nous
I'avions déja prévu en examinant les courbes adiabatiques, les canaux p+(Op)’t; et
P+ (O/L)Zgﬁ sont trés majoritairement peuplés par le processus. Ces calculs montrent
aussi une forte probabilité totale de transfert (~ 0.8) indépendante de I’énergie de
collision jusqu’a environ 100 eV.

1
totale
0.8
0
N
= 0.6 -
.-
e
<
e
e
A 0.4
02|
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1e-06 1e-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

E (eV)

F1G. 4.6 — Probabilités partielles et totale de transfert. Le modéle Landau-Zener est
ausst présenté.
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4.7.1 Modéle Landau-Zener

SN
(5]
<3
g 2|
_3 L
4 +
0 0.05 0.1 0.15 0.2

p (A)

F1G. 4.7 — Modéle Landau-Zener a trois canaux. Les courbes diabatiques et adiaba-
tiques sont représentées. Pour le canal n°1, le niveau diabatique est raccordé a un
potentiel de Morse aux petites valeurs de p pour rendre compte de la répulsion a
courte distance entre les noyaux. Sur cette figure, les couplages ont été représentés
en unité arbitraire mais leur intensité relative est respectée.

Pour vérifier que toute la dynamique de transfert est gouvernée par les croise-
ments entre le canal d’entrée et les deux niveaux de sortie peuplés, nous avons ef-
fectué un calcul de type Landau-Zener sur un modéle simplifié de ces trois niveaux.
Les croisements évités ont été reproduits en utilisant les formes asymptotiques des
différents canaux (voir figure (4.7) et annexe H). Ainsi, I’énergie du canal d’entrée
(niveau n°1 du modéle) a été modélisée par :

N A A
€1 (p) = _QR_% ~ —Oé? (462)

avec a = 3h%*/(2m,,). Ce terme correspond & une interaction & longue distance
ion-dipdle entre (pu) et O%. Pour les canaux de sortie ¢’est I'interaction répulsive
Coulombienne entre le proton et l'ion (Ou)™ qui domine et donne une énergie
asymptotique de la forme :

Z -1 Z -1

€53(p) = 7, s~ e (4.63)

ol €5 sont les énergies asymptotiques des canaux de sortie p + (Ou)?;%. Les cou-
plages entre ces états ont été pris de forme Gaussienne centrée au point de croisement
des niveaux. L’amplitude et la largeur des couplages ont été ajustées pour reproduire
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qualitativement les énergies adiabatiques du calcul exact. A I'aide de ces courbes,
on peut alors calculer la probabilité de transfert totale en utilisant les résultats du
modéle Landau-Zener [17]. En tenant compte des différents chemins possibles, cette
probabilité w s’écrit :

W = Wi_9 + W13 (464)

avec
Wiy = 2P (1 - Pi_y) (1 — Pz + P22_>3) (4.65)
w13 = 2P1_>2P2_>3 (]_ - P2_>3) (466)

wi_9 et wi_3 sont les probabilités de transfert vers les niveaux 2 et 3 du modéle.
Les probabilités de passer de I’état i a 1’état j (en un passage) sont données par :

-Pz—>J - e_Tij (467)
avec 5
2V

e 4.68

TJ U|E _ F]| ( )

ou V. est amplitude du couplage entre les états considérés, v la vitesse au niveau
du croisement p. et F; = (de"/dp),.. L'expression (4.67) de la probabilité Landau-
Zener est obtenue en traitant de maniére quasi classique la dynamique au voisinage
d’un croisement évité [17]. Cette approche n’est donc valable que lorsque la longueur
d’onde de de Broglie du systéme \;p est petite devant la distance caractéristique sur
laquelle le potentiel varie significativement. Notons d cette distance. La condition
précédente s’écrit :
2mh

ANB = ———
5 V2mopu Y

Dans notre cas, avec d ~ 0.05 A, on trouve que ce modéle n’est valable que pour
des énergies de collision £ > 10 eV.

La probabilité w est présentée sur la figure (4.6). On retrouve bien le compor-
tement observé avec un calcul complet. Ce résultat montre donc que la dynamique
du systéme est bien gouvernée par ces trois niveaux pour des énergies de collisions
supérieures a 10 eV.

<d (4.69)

4.7.2 Comportement & basse énergie

Aux basses énergies, la probabilité de transfert reste constante. Ce palier est
aussi bien reproduit par le modéle précédent : tout semble donc se passer comme si
la dynamique de transfert continuait & étre bien décrite par des transitions Landau-
Zener. Pour comprendre un peu mieux ce comportement, nous avons supposé qu’on
pouvait décrire le processus de transfert par un mécanisme en deux étapes : une
transmission dans le canal d’entrée déterminée par l'interaction & longue portée,
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suivie de transitions non adiabatiques dans la zone de couplage. La probabilité totale
de transfert peut alors s’écrire :

P(E) = |T(E)[* Pas (4.70)

ou T(FE) est la fonction de transmission dans le canal d’entrée et P, la valeur du
palier & £ =10 eV.
Pour calculer T'(F), nous avons utilis¢é un modéle & un canal séparé en deux
régions :
1. R > Ry : V(R) a la forme analytique de l'interaction & longue distance dans
le canal d’entrée.

2. R< Ry:V(R)=V(Ry). Cette zone correspond a la région des croisements.

Ry est choisi en fonction des courbes adiabatiques calculées précédemment. D’apres
la figure (4.5), on a Ry ~ 0.1 A. Pour une énergie donnée, la fonction de transmission
dans la zone interne est :

Alp(r-0)] | ko

TE) = Aolamroo] V o

(4.71)
ou Alp(r—0)] et ko (resp. A[p(R—+)] et k) sont 'amplitude de la fonction d’onde
et le vecteur d’onde associé dans la zone interne (resp. dans la zone asymptotique).
Dans le cas de linteraction ion-dipole colinéaire de notre modéle, V(r—+o0) =
—aZ/R?. Le calcul de ¢ se fait par intégration numérique de 1’équation de Schré-
dinger & une dimension :

h? d?
(= 5om s + V) o) = Bi(R) (472

Le résultat de cette intégration est présenté figure (4.8).

Quelle que soit 1’énergie de collision F, la transmission sur la canal d’entrée est
totale ce qui donne T'(E) = 1. Ce comportement est en parfait accord avec le calcul
exact. Pour interpréter physiquement ce résultat, on peut dire que I’énergie cinétique
de collision est négligeable devant 1’énergie acquise au niveau des croisements et ne
modifie pas le processus de transfert.

4.7.3 Vers un modéle tridimensionnel

Le modéle en deux étapes va nous permettre d’estimer la dépendance énergétique
du taux de transfert dans le cas tridimensionnel (3D). En effet, la forme asympto-
tique du canal d’entrée (4.62) n’a pas de réalité physique, puisque dans le modéle
colinéaire, toutes les dépendances angulaires ont été négligées. Comme nous mon-
trons dans 'annexe H, le potentiel asymptotique dans le cas (3D) s’écrit :

Z2

V=_82
R’y

(4.73)
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F1G. 4.8 — Fonction d’onde sur le canal d’entrée en fonction de l’énergie de collision.
La figure de gauche (resp. droite) correspond a un potentiel en 1/R? (resp. 1/R*). Les
énergies représentées sont By = 1 eV, Ey = 1072 eV et E3 = 107° eV. La coordonnée
R est exprimée en unité muonique. La zone interne correspond a R < Ry ~ 40 u.m.

avec 3 = 90t/ (4m? ).

En utilisant cette forme dans le modéle précédent, on peut déterminer la fonction
de transmission sur le canal d’entrée. Le résultat de ce calcul est présenté sur la
figure (4.9). Dans la formule (4.70) nous avons gardé P, = 0.8, qui correspond &
la valeur du palier dans le cas colinéaire. Le processus de transfert étant évidemment
favorisé dans la configuration colinéaire, 1’estimation obtenue doit étre vue comme
une majoration de la probabilité attendue dans le cas (3D).

Aux basses énergies, on observe un phénoméne de décroissance de la probabilité
de transfert caractéristique d’une loi de seuil apparaissant dans le cas d’interactions
a trés longue portée. On peut montrer de maniére théorique que lorsque le potentiel
est en 1/R® avec o > 2, P(E) ~ v E lorque E — 0 [17]. C’est ce comportement que
nous avons retrouvé numériquement. Sur la figure (4.8) on voit que lorsque ’énergie
de collision diminue, la fonction d’onde ne pénétre plus dans la zone de croisements
ce qui explique la diminution du transfert muonique.

4.7.4 Taux de transfert

Pour comparer nos résultats au modéle & deux composantes extrait par Wertmdil-
ler des données expérimentales sur 'oxygéne (voir Chapitre 3), nous avons calculé
le taux de transfert donné par :

AMFE) = Nvo(E) (4.74)

ol N = 4.2510*cm ™ est la densité atomique de 'hydrogéne liquide, v = \/2E/mq p,
la vitesse relative de collision et

o(E) = %P(E) (4.75)
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F1G. 4.9 — Probabilité totale de transfert dans le cas colinéaire et estimation pour le
cas tridimensionnel (3D).

est la section efficace du processus de transfert de muon avec k = /2mg p, E/h. Sur
la figure (4.10) nous avons représenté le taux de transfert obtenu par notre calcul
et celui du modéle & deux composantes (2C). Dans U'expression (4.75) nous avons
utilisé la probabilité de transfert du modéle (3D) précédent. Si I’accord aux énergies
thermiques (F ~ 0.04 €V) semble satisfaisant, il en est tout autrement aux énergies
plus élevées. En effet, alors que le modéle (2C) prévoit une augmentation du taux de
transfert aux énergies épithermiques (E > 0.12 €V), le taux estimé par notre modéle
(3D) décroit avec 1'énergie de collision.

Remarque

En écrivant 'expression (4.75) pour la section efficace nous avons supposé que
seule ’onde J = 0 contribuait au transfert pour les énergies considérées. Pour vérifier
cette hypothése on peut estimer la barriére centrifuge présente sur le canal d’entrée
pour les ondes partielles J # 0. En ajoutant le terme centrifuge, le potentiel effectif
dans le canal d’entrée prend la forme asymptotique :

z:  J(J+1)

Y S S 4.76
R*  2mg,, R? (4.76)

Verr =

Le maximum de la barriére de potentiel est alors donné par :

J(J+1)\?
R 4.77
el (6zm0,pu) ( )
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F1G. 4.10 — Comparaison entre [’estimation du tauz de transfert en géométrie tridi-
mensionnelle (3D) et le modéle & deux composantes (2C) [2].

Pour J =1, on trouve V/i* ~ 0.1 eV. Pour les énergies épithermiques, 'hypothese

précédente n’est donc plus justifiée. On voit alors apparaitre la nécessité de mener un
calcul exact tridimensionnel qui permet de traiter correctement les ondes partielles
J #0.

4.8 Conclusion

Cette premiére étude menée dans le cadre de I'approximation colinéaire, nous
a permis de bien comprendre le processus de transfert de charge muonique. Pour
calculer le taux de transfert du muon sur 1'oxygéne, nous avons mis en ceuvre une
méthode d’intégration de I’équation de Schrédinger indépendante du temps en utili-
sant une base d’états diabatiques par secteur. Aux énergies considérées, le probléme
est similaire & celui d’'une collision froide et nécessite un calcul trés précis des états
adiabatiques du systéme. Cette grande précision a pu étre obtenue en renormalisant
I’équation aux valeurs propres écrite en coordonnées hypersphériques. Les résultats
obtenus ne sont pas en accord avec le modéle & deux composantes extrait de ’analyse
des données expérimentales : selon ce modéle le taux de transfert doit augmenter
lorsque 'énergie cinétique de collision £ passe de 0.04 eV a 0.12 €V, alors que nos
calculs prévoient, dans cette gamme d’énergies, une décroissance de ce taux en fonc-
tion de E. Nous avons cependant mis en évidence la nécessité de mener un calcul
exact tridimensionnel qui permet de traiter correctement les ondes partielles J # 0
qui semblent jouer un roéle important dans le processus de transfert.
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Chapitre 5

Calcul tridimensionnel : méthode

Ce chapitre est consacré a la présentation de la méthode numérique que nous
avons mise en ceuvre pour étudier la dynamique du tranfert muonique dans le cas
tridimensionnel. D’un point de vue théorique, le processus que nous étudions cor-
respond & la réaction :

(p)1s + X7F — p+ (uX)7 D (5.1)

ou X représente le noyau d’un élément lourd sur lequel peut se transférer le muon
de I'hydrogéne muonique.

Avec le formalisme hypersphérique, la procédure de calcul est trés similaire &
celle utilisée dans le cas unidimensionnel : on intégre I’équation de Schrédinger in-
dépendante du temps le long du rayon hypersphérique sur une base de canaux adia-
batiques, et on génére la matrice de collision en effectuant I’analyse asymptotique
des solutions calculées. Les états adiabatiques sont maintenant des fonctions de cinqg
variables (deux angles hypersphériques et trois angles d’Euler). La difficulté majeure
du calcul réside dans la possiblité d’utiliser une description adaptée du processus
afin d’obtenir une précision suffisante permettant de traiter ce probléme qui, comme
nous l'avons vu au chapitre précedent, peut étre assimilé & une collision ultra froide.

Nous commengons donc par décrire la paramétrisation du systéme étudié. Cela
va nous permettre d’introduire les coordonnées hypersphériques elliptiques qui sont
particulierement bien adaptées pour traiter un systéme & trois corps en interaction
Coulombienne. Ensuite, nous verrons comment on peut exprimer I’Hamiltonien du
systéme & 1’aide de ces coordonnées et nous présenterons la méthode que nous avons
développée pour calculer les états adiabatiques. Nous terminerons enfin ce chapitre,
en explicitant les fonctions utilisées pour réaliser I’analyse asymptotique.

63
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Zy,

Y

Xz

F1G. 5.1 — Systéme a trois corps dans le référentiel du laboratoire.

5.1 Paramétrisation du systéme

5.1.1 Coordonnées de Jacobi

L’espace des configurations d’un systéme a trois corps est de dimension neuf (trois
degrés de liberté pour chaque particule). Le référentiel d’étude, appelé référentiel du
laboratoire, est supposé Galiléen. Nous lui associons le repére d’espace Cartésien
(O, X1,YL, Z1). Le systéme peut étre décrit dans ce référentiel par les vecteurs de
Jacobi (OG, R;,r;), ou G est le centre de masse du systéme. R; et 7; indiquent
l’orientation et la configuration interne du triangle formé par les trois particules
(voir figure (5.1)). Nous utilisons directement les coordonnées de Jacobi pondérées
par les masses a partir desquelles sera défini le formalisme hypersphérique.

La figure (5.2) représente les deux systémes de coordonnées de Jacobi pondérées
par les masses (R, 71) et (Rg,72), adaptés respectivement au canal d’entrée et au
canaux de sortie de la réaction (5.1). Ils sont définis par :

\/ m m; + Mg

r = %(OM]-—OM;C) (5.3)

ou (1 =1,j =2,k =3) correspond & (X, p, u) et (i =2,5=3,k=1)a (p, p, X).
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o3

x#@ R, —@y*

F1G. 5.2 — Coordonnées de Jacobi pondérées par les masses. Les positions des centres
de masse des systémes (pu) et (Op) ne sont pas a l’échelle.

Les masses réduites m; i, et m;y, des équations (5.2) et (5.3) sont données par :

m; (Mm; + myg m; My,
m; ik = Z( ] ) y  Myk = —7 = (54)
m; + m; + my m; + my

avec

m;m;m 1/2
m:( AL ) (5.5)

m; +m; + mg
Ces coordonnées sont la généralisation des coordonnées de Jacobi présentées au

chapitre 4. Le cas colinéaire correspond & v; = 0. Les deux jeux de coordonnées
(Ry,71) et (R, 72), sont reliés par la transformation orthogonale [51] :

Ry, \ ([ —cost, —sind, R,
( T )_< sinf, —COSQM> ( r ) (5-6)

tan g, = % (5.7)

ou

Dans le cas ou X = O, 0, ~ 19°. Cette transformation est équivalente a une
rotation! dans le plan contenant les vecteurs R; et r;. On a donc :

R+ r?=R:+7r? (5.8)

Remarque

Il est évidemment possible de définir un troisiéme systéme de coordonnées (Rj, 73)
adapté a Parrangement (X —p)+pu. Cependant, a cause de la répulsion Coulombienne
entre les deux centres chargés positivement, cet arrangement n’est pas pertinent pour
décrire la dynamique de la réaction (5.1).

1On parle de rotation cinématique.
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5.1.2 Reéférentiel Body-Fized (BF)

F1G. 5.3 — Orientation du référentiel tournant (BF) par rapport au référentiel du
centre de masse (SF).

Pour un systéme isolé, le mouvement du centre de masse dans le référentiel
du laboratoire est rectiligne et uniforme. Il est donc possible de restreindre la di-
mensionnalité de probléme & étudier en se placant dans le référentiel du centre de
masse, souvent appelé référentiel Space-Fized (SF). Le repére Cartésien associé est
(G,X,Y,Z). Le systéme peut également étre décrit dans un référentiel tournant,
encore appelé Body-Fized (BF), lié aux trois particules. Nous noterons (G, z,vy, 2),
le repére Cartésien que nous utiliserons dans ce dernier référentiel. La figure (5.3)
montre l'orientation relative des référentiels (BF) et (SF). En pratique, on passe de
(G,X,Y,Z) a (G,z,y, z) par trois rotations successives. Si M est un point quel-
conque de ’espace on a :

X X' X" x
GM _ Y Ruﬁ)}{l) Y/ RuL(e)Rl) Y/ Ru;(@rl) y
A (SF) Z z 2 ) (Br)

(5.9)
oll uyz, wys et u,, sont respectivement les vecteurs unitaires des axes (GZ), (GY’)
et (Gz). Ry (€) est la rotation d’angle € autour de 'axe u. L’axe (Gz) est confondu
avec Ry, alors que (Gy) est perpendiculaire au plan (zGz) qui contient les trois
corps. Dans le référentiel (BF), les coordonnées sphériques des vecteurs de Jacobi
sont donc Ry = (R;,0,0) et vy = (r1,71,0). (¢r,,Or,, ¢ ) sont les angles d’Euler
qui définissent 'orientation du référentiel (BF).
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5.1.3 Coordonnées hypersphériques de Delves

Plagons nous dans le référentiel (BF). L’espace des configurations internes est
maintenant de dimension trois et peut étre paramétrisé par les coordonnées Carté-
siennes suivantes [52] :

X, = r (5.10)
p
2lp; .
Y, = M (5‘11)
P
2 _p2
Z; = u (5.12)
P

ou l'on a utilisé I'invariant (5.8) des coordonnées de Jacobi pour définir le rayon

hypersphérique :
p=+\/Ri+r? i=12 (5.13)

Ce rayon rend compte de la taille globale du triangle. Les coordonnées hyper-
sphériques de Delves (p, xi,7i) [53] associées & I'arrangement i, correspondent aux
coordonnées sphériques définies a partir de (X;,Y;, Z;). Elles sont données par :

T

tan(x,;/2) = IR 0<yx;<m (5.14)
et R
r;. Iy

)= 0<v< 5.15

cos(n) = & %< (5.15)

La relation entre les deux systémes de coordonnées de Delves s’exprime par :

sin xa oS Y2 —sin(260,) 0 cos(26,) sin x7 cosy
sin g sin s = 0 1 0 sin y1 siny; (5.16)
COS X2 cos(26,) 0 sin(26,) COS X1

Le passage de (p,x1,7) & (p, x2,72) s’obtient donc par une rotation d’angle
20,, autour de l'axe portant la coordonnée Y;. Sur la figure (5.4) nous avons repré-
senté ’espace des configurations internes pour une valeur de p fixée en utilisant les
coordonnées sphériques (p, x1,71). L’espace accessible correspond a la demi-sphére
frontale de la figure.

5.1.4 Passage aux coordonnées hypersphériques elliptiques

Les coordonnées hypersphériques elliptiques (p, &, n) sont définies a partir des
coordonnées de Delves [54] par :
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F1G. 5.4 — Espace des configurations internes représenté en coordonnées hypersphé-
riques de Delves pour une valeur de p fixée.

£ = xitx2 20,<E<27m-26, (5.17)
no= x1—Xxe —20,<n<20, (5.18)

Ces coordonnées permettent de donner une autre représentation sphérique de
I’espace des configurations internes (voir figure (5.5)). En outre, elles décrivent de
maniére équivalente les deux arrangements du systéme. Le cas colinéaire (ot le muon
est situé entre le proton et I'autre élément) correspond au segment joignant les deux
axes portant les coordonnées Z; et Z,. Au cours de la réaction, les déviations par
rapport a la géométrie colinéaire correspondent a des valeurs de { > 20,,.

5.2 Hamiltonien

Nous cherchons & écrire I’Hamiltonien du systéme dans le référentiel du centre
de masse (SF) en décrivant la dynamique interne & 1’aide des coordonnées hyper-
sphériques elliptiques (p, &, n). Le détail des calculs est présenté dans ’annexe 1.

Nous commengons par écrire I’énergie cinétique du systéme a ’aide de la formule
de Podolsky [55] :

-

Y1 0 L0
EEE A (ed) o

i=1 j=1
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F1G. 5.5 — Espace des configurations internes représenté en coordonnées hypersphé-
riques elliptiques pour une valeur de p fizée.

ol g~! est la matrice inverse du tenseur métrique g permettant de passer d’un
systéme de coordonnées Cartésiennes a des coordonnées curvilignes généralisées g;.
g est le déterminant du tenseur métrique et N la dimension de I'espace des états,
égale a six dans notre cas.

Comme coordonnées Cartésiennes de départ, nous choisissons les composantes
(Rizs R1y, Riz, 712, 71y, 712) des vecteurs de Jacobi dans le repére associé au référentiel
(BF). Les coordonnées curvilignes généralisées que nous souhaitons utiliser sont
(:07 ga 1, Wg, Wy, wZ) ou :

wfﬂ Qm
w=| wy, =1 Q (5.20)
Y=/ (BF) 2.

est le vecteur instantané de rotation du référentiel (BF) par rapport au référentiel
(SF). Si M est un vecteur quelconque de R?, la relation de changement de référentiel

s’écrit :
dM dM
(—) _ (—) fwAM (5.21)
dt (SF) dt (BF)

Les angles de rotation instantanée €2,, (2, et (2., respectivement autour des axes
(Gx), (Gy) et (Gz), permettent d’exprimer le moment cinétique total du systéme J
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sous la forme :

Iy 0/08,
J=1 Jy =—ih | 0/0Q,
J, (BF) /0%,
On trouve :
1 0 0 0 0 0
0 g 0 0 gp O
glo|0 0 g 0 g O
0 0 0 gy 0 gy
0 955 953 01 955 01
00 0 gss 0 ges
avec :
4 16«
929 [32 O{+/6
gl = g_lz—itan E+n\ Vab
25 52 2 1 at B
g1 168
33 pg O{—f—ﬁ
_ _ +n\ vag
g = g = 5 tan (T> a+f
R
- I8 T 9 £+
7 cost (57
o= gt i ! cot
Y46 964 2 cos? ( &Tn ) gt
gl = 1 1 — sin? (%T") sin” v
06 p? sin? (5+77) cos? (%) sin? v,
ou l'on a posé :
a = cos20, —cos§
B = cosn— cos20,

et I'on a aussi :

af
sin 20, sin (HT")

2 0 0
coty, = a+55m(§gn> [8_§\/07_8_77\/076

Le déterminant du tenseur métrique vaut :

siny; =

(5.22)

(5.23)

(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)

(5.29)

(5.30)
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o= (%) fom 59

La formule (5.19) donne alors :

_h_2 10 g o 8m* 1 9 0 8w 1 0 .0
2m p° 8p dp  mp> a+pf 85 & mp? a+ 60y oy
h? 0? h? o?

omp? cos?(&41) 092 2mp? cos?(441) 0022

__P ( L—sin? (572) sin® 7, ) o (5.36)
2mp? \ sin® (£42) cos? (££2) siny, ) 092 '
h? cot o 0 o 0
" 2mp? cos (1) (an o, o0 o0,
G (i) [g (tan(&2)y/aB) 52— + 2 (tan(£82)/a ) @]
oma+t 3 \p2) Lo 1 a0, T a9, 1 o€
S (é) PWMMQQVEQJL+JLQM@LM@E%?
oma+t B \p2) Lo 1 a0, T a9, 1 on
En utilisant la définition (5.22) et la relation de commutation? :
j j = —zhz eUka (5.37)

ol € est le tenseur antisymétrique standard, on peut mettre 'Hamiltonien du
systéme sous la forme :

H=T+V(p,&n) (5.38)
avec :
T = _h_2 i g p5 2
2m p® Op ' Op
+§Z2 cos(n)icos(g_) [ 8‘2} (cos(n) — cos(QH#)) a% 5 (008(29 ) — COS(§)> a%
+ (cos(n)fios(%’u) + cos(20#)lfcos(§)> SiIl2 (QM) cos’ (014)(%) } + TR + TC (539)
ou
J? —2.J?
Tr = - (5.40)

2mp? cos?(<11)

2Cette relation est différente de la relation standard de commutation des moment cinétiques :
on parle souvent de relation de commutation anomale dans le référentiel (BF)[56].
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Te =

2 tan(£42) (cos(n) — cos(26 )) (cos(26,) — cos(€))z
mp?(cos (1) — cos(§))

) 9\ 7 77 in(¢) sin(n)
X [QZFL((?_E B 8_7])'] J J (cos(2zﬂ) —cos(§) + cos(n)—ch(%u)) (541)

Tr décrit la rotation globale du systéme, alors que 7 correspond aux couplages
de Coriolis. Pour (£ + n)/4 = 7/2 (ou encore Ry = 0), le terme de couplage di-
verge. Cependant, a cause de la répulsion Coulombienne entre les particules de
méme charge, cette configuration du systéme n’est pas accessible aux énergies que
nous considérerons. Le terme potentiel, qui ne dépend que des coordonnées internes,
s’écrit :

Vip&n)=——-——— (5.42)

ou les distances entre particules r;; = |OM; — OM;| sont données par :

re = /et /Ty cos(€/2) cos(n/2) — = sin(€/2) Sn(n/2) (5.43)
T3 = 4 /%p sin <%> (5.44)
To3 = 4 /%m?sp sin <§TTT]> (5.45)

Z est la charge du noyau X (Z = 8 dans le cas de I'oxygéne), e?

est la charge électrique du muon, et on a posé :

= ¢’ /4mey ou gy

9 —
5+:1+A7 g = M2 M3 (5.46)
my + Mo my + msy

Remarques

1. Dans la suite de notre étude, nous négligerons le terme de couplage T¢. Cette
approximation trouvera sa justification dans le prochain chapitre.

2. Dans la derniére partie de ’annexe I, nous présentons une autre méthode
pour obtenir I'expression (5.39) de l'opérateur énergie cinétique. On utilise
un systéme intermédiaire de coordonnées curvilignes (Ry,r1, 71, Wa, Wy, w;) qui
permet d’écrire une premiére expression de 7' en coordonnées de Jacobi. Un
changement de variables internes (Rq,71,71) — (p,&,n) conduit ensuite a la
formule (5.39). Si cette méthode nécessite deux fois la mise en ceuvre de la
technique précédente (successivement en dimension six et trois), les calculs
sont néanmoins plus simples a chaque étape.
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5.3 Base adiabatique

5.3.1 Fonction d’onde interne

Afin de travailler dans le référentiel tournant (BF), nous avons développé la
fonction d’onde du systéme sur une base usuelle [58], formée de fonctions propres
communes aux opérateurs J2, J,, II et |jZ|, ot IT est I'opérateur d’inversion par rap-
port au centre de masse G. Si I'on note J, M, I (= £1) et Q les nombres quantiques
3correspondants, ces fonctions s’écrivent :

I = NI (o, Oy, 00 )07 (0, €. ) (5.47)
ou
1
N/ — (DS TI(—1)/T DI 5.48
i = s (Dl + 111Dl ) (5.48)

sont des fonctions de parité bien définie construites a ’aide des matrices de rotation
D [59]. © est la projection du moment cinétique sur 'axe (Gz) du repére lié au
référentiel (BF) : —J < Q < J. Q ne prend que des valeurs positives. Si Il = —1,
seuls les états pour lesquels .J est impair contiennent € = 0.

Cette procédure permet de restreindre la dimensionnalité du probléme a étudier,
en regroupant l'effet d’orientation du plan formé par les trois particules dans les
fonctions N/IL. En effet, pour une valeur donnée du moment cinétique total J, la
dynamique interne ne dépend pas de cette orientation : il nous suffit donc de calculer
les fonctions ¢7(p, €, m) dans la gamme d’énergies considérée.

En appliquant H sur la fonction d’onde (5.47), on trouve que ¢7%(p, &, n) est
solution de 'Hamiltonien réduit H ;g :

10 ;0 8h? 1
Heg=————p°— _ Do
" 2m p° app op * mp? cos(n) — cos(§) ( al8) + Qw))
K2 J(J +1) — 202
A4
2mp?  cos? (UT-*-E) + V<107 3 77) (5 9)

avec :

ZA)_(U,) = — Q(COSU . 008(29 )) 2 + Q2 Sin2(9l‘) Cos2<9ﬂ> (5 50)

ST ") ou T cosu — cos(20,,) '

ole=1siu=mn,et e=—1pour u=_~¢.

3Les quatre opérateurs commutant avec H, les nombres quantiques associés se conservent durant
la collision.
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5.3.2 Etats adiabatiques

Comme pour le calcul unidimensionnel, la fonction d’onde ¢’ 2p, £,m) est déve-
loppée sur une base de N fonctions x7/*(&,7;p) qui ne dépendent que des angles
hypersphériques £ et 1. On écrit donc :

_ 1 N _ _
¢’ (p,&,m) = T > FE(0) X/ (& mip) (5.51)

=1

Les états adiabatiques x7/ Q¢ m; p) sont les états propres de ’Hamiltonien réduit
H ;q, calculés pour une valeur du rayon hypersphérique p fixée. On a :

(B s (D09 + Doto)
- iChs 1>ﬁ392 V(o) X2E ) = €/ (0) 26 m: )

(5.52)

2mp*  cos? (

En multipliant cette équation aux valeurs propres par cos(n) — cos(§), on obtient
I’équation différentielle suivante :

{8—}12 (Da(€) + Dam)) + Wal&,m p. 6%’”(0))} X' mp) =0 (5.53)

mp?

ou :

B2 J(J+1)—202
2mp? co(15)

Wa(n,& p. €/%(p)) = (cos(n) — cos(€)) ( +V(p,n,€) — qf%))

(5.54)

Le potentiel renormalisé Wg(n, &; p, €/%(p)) posséde trois caractéristiques im-

portantes. Tout d’abord, deux des singularités Coulombiennes ont été régularisées

par le terme cos(n) — cos(§). Cette caractéristique essentielle, mise en évidence par

O. I. Tolstikhin et H. Matsuzawa [60], est & I’origine du succés remporté par les co-

ordonnées hypersphériques elliptiques pour traiter le probléme Coulombien & trois
corps. En effet :

(oos()  cos(€)) V(. &1 = eos(o) —cos(@)) (52 =S 2 =

En utilisant la relation
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cos(n) — cos(€) = 2sin (“T") sin (%) (5.56)

et les expressions (5.44) et (5.45), (5.55) deviennent :

(st~ cos@) V(p ) = ————tsin (37 ) con (1)

+ (cos(n) — cos(§)) ez (5.57)

12

Les deux singularités r;3 = 0 et r53 = 0 qui correspondent respectivement a
§=mn=20,et £ =—n=20, ont disparu de cette expression. Seule subsiste la sin-
gularité r15 = 0. Physiquement, cette derniére correspond a la coincidence du noyau
X% avec le proton, or aux énergies de collision considérées, I'interaction répulsive
entre ces deux particules interdit au systéme de se placer dans cette configuration.

La seconde caractéristique de ce potentiel renormalisé est qu’il dépend paramé-
triquement de I'énergie €/}(p) des états adiabatiques que nous cherchons a calculer.
Enfin, la derniére propriété que nous allons exploiter est que ce potentiel renormalisé
est approximativement séparable en ¢ et 1. Nous écrivons donc W6(n, &; p, €/*(p))
sous la forme :

Woa(&m; po €l (p)) = Wig(&.m; p, €/ p)) + AW 0(&,m: p,¢/%(p)) (5.58)

ou Wi correspond a la partie séparable du potentiel et AW ;g au résidu non sépa-
rable. A ce stade, de multiples choix sont possibles pour obtenir ’expression (5.58).
Pour la partie séparable, nous avons choisi de privilégier 'arrangement (pp)qs 4+ X% "
qui correspond & ’approche des réactifs. Nous avons donc pris :

Wia(&,m:p,€/%(p)) = W5a(& p, €/ (p) + Wi (n: p, €/ (p)) (5.59)
avec
Wjﬁ(fapve;](z(p» = WJQ(&a_Qeuapanﬁ(p))_WJQ(QQ;M_QQ;upaE;]Q(p))
Wis (0,6 (p)) = Wia(n,20,;p,€/%(p)) (5.60)

Nous commengons par résoudre I’équation (5.53) en remplagant W;q par W7,.

L’équation différentielle ainsi obtenue peut étre transformée en deux équations aux
valeurs propres 4 une dimension en £ et 7. Pour une valeur arbitraire de € = ¢/*(p),

on a par exemple :

th _ _ _
S 1 Da(€) + W (€ 0, (€ pr ) = B (p, €) (€5 py ) (5.61)

mp
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Dans ’annexe I, nous montrons comment on peut résoudre efficacement ce pro-
bléme en utilisant une base de N; fonctions de Legendre. Une équation similaire
en n permet d’obtenir les fonctions propres @ZQ(n; p, €) de valeurs propres associées
E(p,€). Les fonctions produit ¢§Q(§; p,€) @1 (n; p,€) sont donc états propres de
I'opérateur :

8h% . A

e [Da(§) + Da(n)] + Wig (5.62)

avec les valeurs propres Efﬁ(p, €)+ E,ZQ (p, €). Pour chaque couple (7, k), nous procé-

dons par dichotomie pour trouver la valeur de e telle que Efﬁ (p,€) + EZQ(p, €) = 0.
A ces valeurs €;;(p) = € correspondent les fonctions :

(& pyen(p) D12 (0 0, €1() (5.63)

Ce sont les états propres de I'Hamiltonien (5.52) & p fixé, dans lequel le potentiel
V(p, &, n) exact a été remplacé par sa partie séparable. Les états adiabatiques corres-
pondant aux états propres de I’Hamiltonien exact a p fixé, sont ensuite obtenus en
diagonalisant la représentation de cet opérateur dans une base suffisamment grande,
constituée de N,, fonctions produits de la forme (5.63).

5.4 Analyse asymptotique

En injectant la fonction d’onde (5.51) dans I’équation de Schrédinger indépen-
dante du temps, on obtient un systéme de N équations couplées que l'on intégre
le long de rayon hypersphérique p en utilisant toujours l'algorithme de de Voge-
laere (voir annexe G). Nous calculons ainsi la matrice dérivée logarithmique Z en
p = pum, qui correspond au rayon maximum d’intégration. L’analyse asymptotique
est réalisée en utilisant le systéme de coordonnées de Jacobi adapté a la nature
du canal considéré. Pour chaque arrangement A = 1,2, les fonctions asymptotiques
élémentaires sont écrites sous la forme :

Unox(Ra, 72, 70) = fre(R2) Cre(r) Po(cos ) (5.64)

o fn(Ry) est une fonction translationelle similaire a celles utilisées au chapitre
précedent, C,(ry) une fonction d’onde Coulombienne, et P;(cosy,) un polynéme
de Legendre normalisé. A partir de ces fonctions, on forme N, solutions physiques
données par :

T = g (Rayran 1) + Y i (B, Vo) Ky (5.65)
%
ou les indices S et C' se référent au type de fonction translationnelle utilisée (S pour
une fonction en sinus pour les canaux ouverts et de type exponentielle croissante
pour les fermés, alors que C' correspond & une fonction en cosinus pour les canaux
ouverts et de type exponentielle décroissante pour les canaux fermés).
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Si 'on note F' et F’ les matrices correspondant & la projection des fonctions
asymptotiques sur la base des états hypersphériques a p = pys, on a :

Finex = (®i|Vnex) p=pus
- / dn dé [cos() — cos(€)] b1, par) tuin(Bas s 1)y (5.66)

et

E/,nKA = <¢i|a¢n€/\/ap>ﬂ:m\/f
= /dndé [cos(n) — cos(§)] @i(n,&; par) OUnea( R, mx, Y1)/ 0Pl pp, (5.67)

Pour calculer ces intégrales, nous utilisons des grilles de points de Gauss-Legendre
qui sont particuliérement bien adaptées pour décrire les fonctions hyperangulaires
principalement localisées au voisinage des singularités du potentiel. Ces matrices de
projection nous permettent d’écrire les solutions physiques (5.65) le long du rayon
pur, afin de les comparer aux solutions hypersphériques calculées numériquement.
Par une procédure analogue a celle décrite dans le cas unidimensionnel, on extrait
la matrice de réaction K, puis la matrice de collision S.
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Chapitre 6

Calcul tridimensionnel : résultats et
discussion

Dans ce chapitre, nous donnons les résultats obtenus sur l'oxygene et le néon.
Pour I'oxygéne nous détaillons d’abord la contribution de ’onde partielle J = 0 afin
d’étudier la distribution des états produits de la réaction de transfert. Ensuite, nous
présentons les taux de transfert muoniques sur les deux éléments pour des énergies
de collision comprises entre 1072 et 10 eV. Nous confrontons enfin ces résultats avec
les valeurs expérimentales et théoriques obtenues par d’autres groupes sur ce sujet.

6.1 Taux de transfert

La procédure de calcul décrite au chapitre précédent, permet d’obtenir la matrice
de collision S d’ou sont extraites les probabilités de transfert P;(E). En répétant
cette méthode pour chaque onde partielle J, on peut calculer la section efficace du
transfert muonique définie par :

o(E) = # S (27 + 1)Py(E) (6.1)

Le taux de transfert est alors donné par :

ME) = N( b )%U(E) (6.2)

MXpu

ol N est la densité atomique de 'Hydrogéne liquide (4.2510%2 cm™2). On peut aussi
définir les taux de transfert partiels A;(F) tels que :

ME) =) A(E) (6:3)

As(E) est obtenu en remplacant la sommation dans I’équation (6.1) par la seule
contribution de I'onde partielle J.

79
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Afin de comparer directement nos résultats avec les données expérimentales dis-
ponibles, nous avons défini un taux de transfert moyen A(7') :

\NT) = /0 o NE)n(B; T)dE (6.4)

ou n(E;T) est la distribution cinétique des (pu);s thermalisés a la température
T. Dans nos calculs, nous avons utilis¢é une distribution Maxwellienne de vitesses
donnée par :

n(E;T) = (%)3/2 V2E e E/FT (6.5)

6.2 Cas de 'oxygéne

L’intégration des équations couplées est réalisée jusqu’a un rayon hypersphérique
Pmaz ~ 200a,(~ 1A). Pour trouver les énergies propres des problémes séparables en
¢ et m (voir chapitre 5), nous avons utilisé N, = 150 fonctions de Legendre associées.
Les canaux adiabatiques ont ensuite été obtenus en diagonalisant la représentation de
I’Hamiltonien hypersphérique a p fixé dans une base extraite constituée de Np = 209
produits de fonctions séparables.

Afin d’étudier la précision des énergies adiabatiques ainsi calculées, nous nous
sommes placés & p = ppqa €t avons comparé les résultats correspondant & Ny =
150 avec ceux obtenus pour Ny = 300. Nous avons ainsi vérifié que 1'état produit
P+ (Ou)fj;4 est convergé avec dix chiffres significatifs, soit une précision absolue
de 5.1077 eV. Cet état est le plus bas en énergie que nous ayons inclu dans le
calcul. Comme dans le cas colinéaire, c’est pour ce canal que la convergence est la
plus difficile & obtenir. Pour 1'énergie du canal d’entrée (pj)n—1 + O, la précision
est égale a la précision de la machine (seize chiffres significatifs en calcul double
précision).

6.2.1 Canaux couplés et approximation du découplage cen-
trifuge

La figure (6.1) présente les énergies adiabatiques /% du systéme (p, i, O%) en
fonction du rayon hypersphérique p pour J = 1. La figure de gauche correspond &
Q) = 0 et celle de droite & Q = 1. Le comportement des ces courbes sera analysé en
détail dans la section suivante. Remarquons simplement qu’une multiplicité donnée
(n' fixé) comprend n' — () sous-niveaux complétement dégénérés asymptotiquement.
Chaque multiplicité (n/, € = 0) comporte donc un état de plus que la multiplicité
(n,Q = 1). En particulier, I'état initial (pj),—; +O®" n’apparait pas dans le cas Q2 =
1. C’est pour cette raison que nous avons pu calculer les contributions des différentes
ondes partielles en ne considérant que les états (J,2 = 0). Cette approximation
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€ (keV)

FI1G. 6.1 — Energies adiabatiques €/ en fonction du rayon hypersphérique pour J = 1
(@ gauche Q0 = 0, a droite Q = 1). L’origine des énergies est choisie de facon a
coincider avec l’énergie asymptotique du canal d’entrée. n et n' sont les nombres
quantiques principauz des états hydrogénoides de (pp) et (Op)™.

revient & négliger I'effet des couplages de Coriolis entre les états de  différents. Ces
couplages sont en effet trés faibles, et ne peuvent induire des transitions qu’a trés
basse énergie, c’est-a-dire lorsque le systéme évolue le long de ’état initial. Comme
le canal (pp)n—1 + O®" n’apparait que dans le cas Q = 0, cet état se trouve étre le
seul accessible pendant la phase d’approche : aucune transition n’est donc possible
jusqu’a la zone de croisements. L’énergie cinétique acquise lors de la collision rend
ces couplages d’autant plus inefficaces dans la suite du processus. Une approximation
similaire a déja été utilisée par Tolstikhin et al. pour étudier I’état métastable de
I’Hélium antiprotonique et a permis d’obtenir une bonne précision sur les niveaux
d’énergie de ce systéme [61].

Les résultats que nous allons maintenant présenter correspondent a des calculs
incluant 88 canaux couplés [(pp)n=1-2 + O et p + (1uO),y—4_13] et une taille des
secteurs de p—0.5 a,. Ces paramétres nous ont permis de converger les probabilités
de transfert & mieux que 0.1%.

6.2.2 Analyse des états adiabatiques J = 0

Dans un premier temps, nous nous intéressons uniquement a la contribution de
l’onde partielle J = 0.

Sur la figure (6.2) nous avons représenté les énergies adiabatiques ¢; en fonction
du rayon hypersphérique. Le comportement asymptotique de ’état initial (pp),—1 +
O®" correspond & une interaction ion-dipdle qui varie approximativement en —a.Z> /p?,
ol « est la polarisabilité de ’hydrogéne muonique. La forme explicite de cette courbe
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\ (pu)nzl + O
EERR . p+ (1O) ;=71

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

p(A)

F1G. 6.2 — Energies adiabatiques €; en fonction du rayon hypersphérique pour J = 0.
L’origine des énergies est choisie de fagon a coincider avec l’énergie asymptotique
du canal d’entrée.

est calculée dans I’annexe H. Ce niveau croise les multiplicités n’ des canaux de sor-
tie (Ou)Zjr + p. Les énergies adiabatiques associées décroissent approximativement
en 1/p pour les grandes valeurs de p. Cette décroissance résulte de la répulsion
Coulombienne entre le proton et ’ion muonique (O,LL)Zj.

Considérons plus précisément une multiplicité n’ d’états produits (par exemple
n' = 6). Sur la figure (6.3) on remarque que les états de cette multiplicité, parfai-
tement dégénérés a l'infini, se séparent lorsque p diminue. De plus, cette levée de
dégénérescence ne provoque pas un écart constant entre les différents niveaux. Ce
comportement est dii a l'effet Stark provoqué par le champ électrique du proton
qui vient perturber les niveaux de (Ou)"". Si I'on se limite au terme d’interaction
dipolaire, les états propres de I'Hamiltonien Stark correspondent approximative-
ment aux états paraboliques du potentiel Coulombien (voir annexe H). Ce résultat
est en accord avec le fait que les coordonnées hypersphériques elliptiques tendent
vers les coordonnées paraboliques pour des grandes valeurs de p [60]. Cependant,
si 'on utilise la formule (H.25) qui donne I'expression perturbative a l'ordre deux
de I'énergie de ces états perturbés, on trouve que ’écart entre deux niveaux suc-
cessifs devrait étre constant. FEn fait, lorsque p diminue, il faut prendre en compte
les termes supérieurs du développement du potentiel (termes quadrupolaires) pour
voir effectivement apparaitre un clivage non équidistant de ces états. En conclusion,
lorsque p augmente, les énergies adiabatiques d’'une méme multiplicité se resserrent
et deviennent progressivement équidistantes jusqu’a se confondre en un état n’ fois
dégénéré a l'infini.
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F1G. 6.3 — Levée de dégénérescence liée a I’effet Stark.

Comme dans le cas colinéaire, on remarque que ce sont les multiplicités n’ = 5 et
n' = 6 qui présentent le couplage avec ’état initial le plus important. Pour chacune
de ces multiplicités, un état semble plus couplé que les autres. Pour interpréter ce
phénoméne, nous assimilerons les états adiabatiques aux fonctions séparables utili-
sées comme base de diagonalisation de 'Hamiltonien exact (voir chapitre précédent).
Cette approximation, qui revient a négliger le terme non séparable du potentiel, nous
permet d’associer a chacun de ces états un ensemble de nombres quantiques appro-
chés (ng,n,). Les états (ng = 0,n,) possédent une extension spatiale limitée en ¢
autour de sa valeur minimale { = 26, (état fondamental du probléme en &) : ils sont
donc trés proches de la configuration colinéaire. Asymptotiquement, c’est le cas de
Iétat initial (pp)n—1 +O%". On observe alors que I’état final le plus fortement couplé
correspond lui aussi & ng = 0. Cette sélection géométrique (ne = 0) montre donc
que le processus de transfert est favorisé dans le cas colinéaire.
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F1G. 6.4 — Probabilités de transfert partielles et totale en fonction de l’énergie de
collision pour J = 0.

6.2.3 Probabilité de transfert J =0

La figure (6.4) présente les probabilités de transfert partielles et totale en fonction
de I’énergie de collision. Ces résultats montrent que la dynamique est essentiellement
dominée, comme dans le modéle colinéaire, par les croisements évités entre 1’état
initial et les multiplicités n’ = 5 et n’ = 6. Ces multiplicités apparaissent en effet
comme étant les seules significativement peuplées.

Aux énergies trés basses on retrouve une décroissance de la probabilité de trans-
fert caractéristique d’une loi de seuil, déja observée dans le modéle proposé au cha-
pitre 4. Plus précisément, la probabilité totale de transfert est proportionnelle & /E.
La région du seuil a partir de laquelle cette loi apparait correspond a [17] :

ka < 1 (6.6)

ol k = +/2mq p, F /R et a est la portée du potentiel asymptotique du canal d’entrée.
La définition de a reste assez subjective. On peut par exemple considérer que la
portée du potentiel est la distance & partir de laquelle ce potentiel est inférieur a
I’énergie de collision :

V(a)| < E (6.7)

La forme asymptotique du canal d’entrée est calculée dans I'annexe H. On
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trouve :
_ 72
V(Ry) = —5}?—% (6.8)
avec :
3 =9n*/(4m?2,) (6.9)

La relation (6.6) devient alors :

1 B2\’
F < — 1
< pBZ* (2m0,pu> (6:10)

En utilisant cette relation, on trouve que la région du seuil est donnée par :

E < 0.1eV (6.11)

C’est précisément ce que nous obtenons dans le calcul présenté figure (6.4).

6.2.4 Populations des états produits

Population relative

F1G. 6.5 — Populations relatives des niveauz finaux (n',{) pour une énergie de col-
lision EE = 0.1 eV. La courbe en trait plein correspond au calcul exact, celle en
pointillé au modéle approché.

L’analyse asymptotique réalisée avec les coordonnées de Jacobi bien adaptées aux
canaux de sortie de la réaction de transfert, nous permet d’obtenir les populations des
états finaux de I'ion (Op)"™. Sur la figure (6.5), nous avons représenté les populations
relatives des niveaux (n/, ¢) pour n’ = 5 et n’ = 6. Si 'on utilise la régle de sélection
approchée trouvée précédemment, on peut supposer que pour une multiplicité n’
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donnée, seul I'état hypersphérique (ne = 0,n,,) se peuple de manicre significative.
Asymptotiquement ce canal tend vers 'é¢tat parabolique (e = 0,7, = n’ —1). Pour
vérifier cette hypothése, nous avons projeté I’état parabolique sur la base sphérique
des états liés (n’, £). La population d’un état ¢ est alors donnée par [62] :

PIP oc |C((n' = 1)/2, (0 —1)/2,—n"/2,—n'/2;£,0)|? (6.12)

ol C est un coefficient de Clebsh-Gordan. Nous avons présenté cette approximation
sur la figure (6.5). Il apparait clairement que la régle de sélection ne = 0 correspond
a une trés bonne approximation permettant d’extraire les niveaux impliqués dans la
dynamique de transfert.

Expérimentalement, seules les populations des états de structure fine sont éven-
tuellement mesurables. La relation entre les probabilités de transfert sur un état de
structure fine (n', j) et les P,/ est donnée par :

Pn’,f .
Pyj ; ST 2 1O 2 memy —me; jmy)|? (6.13)
mj,my
. Pn’,ﬁ

lj—%|<e<j+i

Les populations des états de structure fine des multiplicités n’ = 5 et n’ = 6 sont
présentées sur la figure (6.6).

0.4 T T T T T

0.35

0.25

02 r

0.15

Population relative

0.1 r

0.05

T

F1G. 6.6 — Populations relatives des niveaux finaux (n',j) pour une énergie de colli-
sion E = 0.1 eV. La courbe en trait plein correspond a n' = 6, celle en pointillé a
n' =5.
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Remarque

G. Holzwarth et H. J. Pfeiffer ont déja utilisé cette méthode pour déterminer
les populations des états produits de la réaction de transfert muonique sur le fluor
[63]. Aprés avoir déterminé les états adiabatiques pertinents de la dynamique, ils
utilisent les états paraboliques correspondants pour calculer les populations. Le trés
bon accord entre leurs résultats et les données expérimentales disponibles ont prouvé
l'efficacité de cette technique pour interpréter les spectres de cascades radiatives
observés.

6.2.5 Taux de transfert
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F1G. 6.7 — Taux de transfert partiels et total sur l'oxygéne en fonction de l’énergie
de collision. Les fleches verticales indiquent [’énergie de la barriére centrifuge. Le
point correspond au résultat expérimental de [2].

La figure (6.7) présente les taux de transfert partiels et total obtenus avec 1’oxy-
géne pour des énergies de collision comprises entre 1072 et 10 €V. Le point indique
la valeur expérimentale mesurée par A. Werthmiiller et al en exploitant le com-
portement aux temps longs du spectre de rayons X présenté au chapitre 3 [2]. On
observe tout d’abord qu’avec ’échelle logarithmique utilisée en ordonnées, les taux
de transfert partiels comportent une partie linéaire : \;(E) est proportionnel a E7.
Ce résultat s’accorde parfaitement avec les lois de seuil s’appliquant pour les diffé-
rentes ondes partielles [17]. En dessous de 1073 eV, le taux de transfert est dominé
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par l'onde partielle J = 0, tandis qu’aux énergies thermiques (~ 0.04 V), la contri-
bution de 'onde J = 1 devient prédominante.

J 1 2 3 4 5
Barriére centrifuge 0.09 091 3.57 9.48 19.39

TAB. 6.1 — Barriéres centrifuges en eV sur le canal d’entrée de la réaction (pu)is +
Ot — p+ (O)™ pour une valeur de J donnée.

Dans le tableau (6.1), nous avons indiqué les hauteurs des barriéres centrifuges
correspondant & une valeur de J donnée. Ces données sont déduites du calcul des
énergies adiabatiques €(R;) provenant de la diagonalisation de I’'Hamiltonien (1.78)
présenté dans ’annexe [ pour une valeur de R, fixée. Les valeurs obtenues différent
de celles observées sur les niveaux hypersphériques ¢(p). En effet, ces derniéres ré-
sultent en partie de couplages non physiques provenant de la définition du systéme
de coordonnées qui ne tend qu’asymptotiquement vers les coordonnées de Jacobi.
Les fleches verticales de la figure (6.7) indiquent 1’énergie correspondant a la hau-
teur de ces barriéres. On observe qu'une fois sortie de la région du seuil, chaque
onde partielle passe par un maximum pour une énergie trés proche de ’énergie de
la barriére centrifuge. Cela suggére que ces maxima correspondent & des résonances
de formes produites par les barriéres centrifuges.

En utilisant la formule (6.4), on trouve que le taux de transfert a I’énergie ther-
mique vaut :

A = AM300K) = 7.7710" 571 (6.15)

La valeur expérimentale mesurée est :

AP =8.5[5] 100 s~ (6.16)

L’erreur relative entre ces deux valeurs n’est donc que de 8.2 %.

6.2.6 Discussion

A ce stade de notre étude, il est intéressant de confronter nos résultats avec
les prédédents calculs menés sur ce sujet. R. A. Sultanov et S. K. Adhikari ont les
premiers obtenu une valeur théorique du taux de transfert thermique sur 1’oxygéne
proche de la valeur expérimentale [64]. Leur méthode approchée utilise les équations
intégro-différentielles Fadeev-Hahn & deux niveaux. Dans leur calcul, ils ne prennent
pas en compte les contributions des ondes partielles J # 0. Or, nos résultats ont
mis en évidence le réle fondamental joué par 'onde J = 1 aux énergies thermiques :
I’accord de leur valeur avec ’expérience n’est donc qu’apparent, et provient d'un
effet de compensation entre les différentes approximations faites.
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V. 1. Savichev et R. Bliimel ont récemment utilis¢é un modeéle semi-classique a
deux niveaux pour calculer le taux de transfert & des énergies inférieures a 0.5 eV
[65]. Dans ce modéle, ils tentent de prendre en compte 'effet d’écran provoqué par
les électrons de coeur de l'oxygéne. Leur calcul inclut également des ondes partielles
J # 0 jusqu’a J = 4. S’ils trouvent aussi un bon accord pour ’énergie thermique, leur
taux présente une résonance au voisinage de 0.2 €V, associée a 'onde J = 2. Dans
notre approche, nous avons négligé le role des électrons de la molécule d’oxygéne
pour décrire le potentiel d’interaction entre les trois particules. L’excellent accord
que nous avons obtenu pour 'énergie thermique nous suggeére cependant que ces
effets sont faibles. De plus, si ces corrections d’écrantage avaient un effet significatif
sur le taux de transfert, elles tendraient & diminuer l'interaction entre 'oxygéne
et ’hydrogéne muonique, ce qui aurait pour conséquence d’augmenter les énergies
des résonances de formes observées. Ainsi, avec un potentiel parfaitement exact,
la résonance de l'onde J = 1 se trouverait & une énergie supérieure a 0.04 eV et
celle associée a 'onde J = 2 & plus de 2 €V. Nous en concluons que si une certaine
résonance doit apparaitre au voisinage de 0.1—0.2 eV, celle-ci aurait un fort caractére
J =1, ce qui ne correspond pas aux résultats de V. I. Savichev et R. Bliimel.

6.2.7 Faisabilité de ’expérience avec 'oxygéne

100 T
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T

)‘total

Taux de transfert (10" s™!)
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F1G. 6.8 — Comparaison entre le tauz de transfert sur l’ozygéne calculé et le modéle
a deuz composantes [2].

Nous sommes maintenant en mesure de confronter nos prévisions avec celles du



90 Chapitre 6. Calcul 3D : résultats et discussion

modéle & deux composantes proposées par A. Werthmiiller et al pour expliquer le
spectre de rayons X observé avec 1'oxygéne [2]. Cette comparaison est présentée sur
la figure (6.8). Nous voyons clairement que nos calculs ne confirment pas I’augmen-
tation du taux de transfert entre les énergies thermiques et épithermiques du modéle
(2C). Il semble alors trés probable que ce modéle soit trop simple pour rendre compte
de l'effet observé sur le spectre X, en particulier & cause de I'incertitude concernant
la distribution initiale des (pu) et son évolution temporelle ultérieure (voir chapitre
3).

D’aprés cette étude, la dépendance énergétique du taux de transfert n’est pas
suffisamment importante pour envisager ’'oxygéne comme moyen de détection de la
transition hyperfine de I’état fondamental de I’hydrogéne muonique.

6.3 Cas du néon

6.3.1 Taux de transfert

€ (keV)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0
p (A) p (A)

FI1G. 6.9 — Energies adiabatiques €] 2 ep fonction du rayon hypersphérique pour J =1
(6 gauche Q = 0, a droite Q = 1). L’origine des énergies est choisie de facon a
coincider avec ’énergie asymptotique du canal d’entrée. n et n' sont les nombres
quantiques principauz des états hydrogénoides de (pp) et (Nep)®t.

Afin de valider nos prévisions, nous nous intéressons & la réaction de transfert
muonique sur le néon :

(pp)1s + Ne'™ — p + (uNe)?, (6.17)

La possibilité de comparer nos résultats avec des données expérimentales dispo-
nibles [39, 66] fait de cet élément un candidat idéal pour notre test. La principale
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différence entre le transfert de charge sur 'oxygeéne et sur le néon réside dans I’aug-
mentation de la charge de 1’élément X#* qui passe de 8 & 10. Sur la figure (6.9) on
voit que les états asymptotiques (Neu)?" + p sont plus liés que ceux de (Ou)™ + p
et c’est maintenant le canal (New)?/_,, qui se trouve presque dégénéré avec (ppt)n—1.
Ces courbes ont été obtenues avec les mémes paramétres de convergence que pour
I'oxygéne. Les couplages les plus importants sont observés entre I’état initial de la ré-
action (6.17) et les multiplicités ' = 6 et n’ = 7 : on s’attend a ce que la dynamique
de transfert soit gouvernée par ces états. A cause d’une interaction ion-dipole plus
importante, les barriéres centrifuges sont plus petites qu’avec 'oxygéne (le rapport
est de 'ordre de (18—0)2). Cependant, les cinq premiéres ondes partielles sont suffi-
santes pour converger les résultats aux énergies considérées (voir le tableau (6.2)).
Le systéme d’équations couplées a été intégré jusqu’a ppqe, = 200 a,, en incluant 133
canaux couplés [(pu)n=1-2 + O et p + (uNe),—4_16] avec une taille des secteurs de
dp=0.5 a,. La convergence obtenue est encore inférieure & 0.1 %.

J 1 2 3 4 5
Exacte 0.05 057 226 6.00 13.25
Approchée  0.05 047 1.86 5.18 11.65

TAB. 6.2 — Barriéres centrifuges en eV sur le canal d’entrée de la réaction (pu)is +
Ne!'%t — p+ (uNe)*™ pour une valeur de J donnée. La premiere ligne correspond
auz barriéres sur les énergies €(R1) calculées en coordonnées de Jacobi, la seconde
donne les barriéres calculées sur les niveauzr asymptotiques é(Ry).

La figure (6.10) montre les taux de transfert partiels et total et les compare aux
résultats expérimentaux. Les ondes partielles ont un comportement similaire a celui
observé avec l'oxygéne mais des différences se dessinent : la contribution de I'onde
partielle J = 1 est moins importante que pour l'oxygéne, et c’est J = 2 qui est la
plus intense. Le taux de transfert est maintenant minimal aux énergies thermiques
et présente un maximum trés marqué au voisinage de 0.3 eV. En utilisant la formule
(6.4), on trouve :

Ain = A(B00K) = 10.2107 s7* (6.18)

Ce résultat est seulement 20 % plus élévé que la donnée expérimentale (8.4910% s1)
[39].

6.3.2 Discussion

Récemment, S. V. Romanov [67] a calculé le taux de transfert muonique sur le
néon. Le systéme est décrit a I’aide des coordonnées de Jacobi (Ry, ), et seulement
quatre canaux sont considérés. Afin d’étudier les effets d’écrantage électronique, il
utilise trois potentiels différents : un potentiel purement Coulombien comme dans
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F1G. 6.10 — Taux de transfert partiels et total sur le néon en fonction de l’énergie
de collision. Les fleches verticales indiquent l’énergie de la barriére centrifuge. Les
points correspondent aux résultats expérimentaux de [39, 66].

notre calcul, et deux potentiels incluant des corrections liées aux électrons du néon.
Avec le premier potentiel, son résultat pour 1’énergie thermique est quatre fois plus
élevé que D'expérience. En utilisant les potentiels corrigés, il obtient un taux de
transfert encore deux fois supérieur au taux expérimental et retrouve une résonance
de 'onde partielle J = 2 vers 0.3 eV.

Romanov en conclut que l'effet des électrons est fondamental pour obtenir un
taux de transfert réaliste. Pourtant, bien que nous n’ayons pas considéré cet effet
dans notre calcul, notre résultat est en meilleur accord avec I'expérience que le sien.
Nous pensons que la sensibilité de son calcul vis-a-vis du potentiel utilisé, vient du
traitement approximatif du canal d’entrée mais non d'un effet physique important
provoqué par les électrons du néon. En effet, au lieu de calculer de maniére exacte
Iénergie €(R;) de ce canal , il utilise sa forme asymptotique (voir annexe H). Les bar-
riéres centrifuges qu’il obtient coincident avec celles indiquées dans la deuxiéme ligne
du tableau (6.2). Le taux de transfert qu’il obtient alors différe considérablement
de la donnée expérimentale. En ajoutant les corrections d’écrantage électronique,
les niveaux adiabatiques qu’il calcule se rapprochent fortuitement de nos courbes
obtenues avec un potentiel purement Coulombien. Cela explique pourquoi le taux
de transfert qu’il obtient se rapproche de notre résultat et aussi de I’expérience : il
s’agit 1a encore d’un effet de compensation des approximations utilisées.
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Il est maintenant intéressant de calculer le taux de transfert pour les énergies
épithermiques. On trouve :
e = 47100571 (6.19)

Le taux de transfert A, est cinq fois supérieur & sa valeur thermique \;,. Cela montre
donc qu’il dépend fortement de I’énergie cinétique de collision entre les énergies
thermiques et épithermiques. Si ’on compare cette augmentation avec celle prévue
pour 'oxygéne par le modéle & deux composantes, on s’apercgoit qu’elle est d’une
amplitude similaire. Bien qu’il nécessite confirmation par des simulations Monte
Carlo, ce résultat plaide pour l'utilisation du néon a la place de 'oxygéne dans
I’expérience de mesure de la structure hyperfine de I’hydrogéne muonique.

Remarque

Aux trés basses énergies (7' ~ 20K), 'accord avec les données expérimentales [66]
reste trés satisfaisant. Cependant, il est délicat d’utiliser la formule (6.4) pour obtenir
une valeur que 'on puisse comparer avec I'expérience. En effet, a ces températures,
I’hydrogéne a 'état liquide : la distribution Maxwellienne des (pu) est alors trés
¢loignée de la réalité.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté ’essentiel des résultats obtenus concernant
le transfert muonique sur deux éléments : I'oxygéne et le néon. L’étude approfondie
du transfert sur 'oxygéne nous a permis de comprendre le mécanisme du processus.
L’analyse de la distribution des états produits a mis en évidence une regle de sélection
approchée : le transfert s’effectue majoritairement entre des canaux qui, du point de
vue de 'arrangement spatial des trois particules, posséde un fort caractére colinéaire.
En ce qui concerne la dépendance du taux de transfert sur l'oxygéne en fonction
de I'énergie de collision, notre étude ne confirme pas les prévisions du modéle a
deux composantes. Au lieu de la croissance attendue lorsqu’on passe des énergies
thermiques aux épithermiques, nous trouvons une diminution d’un facteur deux. En
revanche, les résultats obtenus avec le néon montrent une dépendance du taux de
transfert qui semble suffisante pour utiliser cet élément dans I’expérience de mesure
de la structure hyperfine de I’hydrogéne muonique.
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Chapitre 7

Effets isotopiques

Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons aux effets isotopiques dans le
transfert de charge muonique. Les expériences ont en effet montré que sur un élément
donné, le transfert dépend fortement de I'isotope de 'hydrogéne muonique considéré,
(pu) ou (du). L'effet isotopique dépend aussi de I’élément sur lequel se transfére
le muon. Nous présentons d’abord les résultats pour 1’azote, le néon et 1'oxygéne.
Nous verrons ensuite comment nos calculs permettent d’interpréter les phénomeénes
observés.

7.1 Cas de 'azote

o
>

100

=)

Taux de transfert (10'0 s7')

0.1 L L { 1 o L IS
0.001 0.01 0.1 1 10 0.001 0.01 0.1 1 10
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Fi1Ga. 7.1 — Taux de transfert partiels et total sur l’azote pour les deux isotopes de
I’hydrogéne muonique considérés, en fonction de l’énergie de collision. Le cas de
I’hydrogéene muonique est présenté a gauche, celui du deutérium muonique a droite.
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Sur la figure (7.1) nous avons présenté les taux de transfert partiels et total sur
lazote pour les deux isotopes de I’hydrogéne muonique ((pu) & gauche et (du) a
droite). Ces résultats ont été obtenus en incluant 88 canaux couplés [(pp)p=1-2 + N
et p+ (uN),y—4_13]. Pour le domaine d’énergies considéré, les ondes partielles J = 0
a 4, ont été nécessaires pour obtenir une convergence du taux de transfert total
inférieure a 0.1 %.

On retrouve le comportement de seuil des ondes partielles en £7. Afin de mettre
en évidence l'effet isotopique, nous avons comparé directement les taux de trans-
fert totaux (A?,\%) (voir figure (7.2)). On s’apercoit alors que pour des énergies
inférieures 4 0.1 eV, \? est systématiquement plus élevé que N’

Taux de transfert (1010 s
)

1 1 1

1
0.001 0.01 0.1 1 10

E (eV)

F1G. 7.2 — Comparaison entre les taux de transfert totaux sur l’azote depuis les deuz
1sotopes de I’hydrogene muonique considérés. Le cercle indique le résultat expérimen-
tal obtenu avec (pu) [2], le carré celui obtenu avec (du) [2].

Au voisinage de 0.3 €V, la résonance de 'onde partielle J = 2 observée sur la
figure (7.1), permet & AP de dépasser localement \¢. Nous avons aussi reporté les
résultats expérimentaux extraits de [2]. En utilisant la formule (6.4) présentée au
chapitre précédent, on peut calculer des taux de transfert moyennés sur la distribu-
tion énergétique des isotopes muoniques. On trouve :

A= A(300K) =5210"s"" et M\ =14810"0s7" (7.1)
Ces résultats sont en parfait accord avec I'expérience (A2, = 3.4 £ 0.710" 57 et

M =14.540.2101° s71). Leffet isotopique est donc bien reproduit.

erp
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7.2 Cas du néon

=)
=3

100

(Nepp)

=)

Taux de transfert (1010 s=1)

L | PN 1 . .
0.001 0.01 0.1 1 10 0.001 0.01 0.1

E (eV) E (eV)

=)

F1G. 7.3 — Tauz de transfert partiels et total sur le néon pour les deux isotopes de
I’hydrogene muonique considérés, en fonction de l’énergie de collision. Le cas de
I’hydrogéene muonique est présenté a gauche, celui du deutérium muonique a droite.

Avec le néon, leffet isotopique est trés similaire a celui observé avec ’azote. Sur
la figure (7.4), on voit que pour des énergies inférieures & 0.1 eV, \? est toujours
plus élevé que \P. Le passage de N au-dessus de \? vers 0.6 eV, s’explique aussi par
la résonance de 'onde J = 2 montrée sur la figure (7.3). Aux énergies thermiques
on trouve :

A= A(300K) = 1.0210" 57" et A =1510""5"" (7.2)
Les résultats expérimentaux donnent :
A, = A(300K) = 0.849 +0.00210" s et AL =10.1£0.310""s"" (7.3)

Méme si 'accord expérience-théorie est un peu moins satisfaisant dans le cas du
deutérium muonique, 'effet isotopique est reproduit. Des données expérimentales
sont aussi disponibles & trés basse température (7" = 20K) [66] :

N =A20K)=3+110"s" et A, =18+710"s"" (7.4)

En utilisant une distribution Maxwellienne pour calculer les taux moyennés, on
obtient :

N = \20K)=1210"s"" et X =10510"s"" (7.5)
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L’accord entre les valeurs mesurées et les résultats théoriques est moyen. Comme
nous ’avons déja remarqué au chapitre précédent, a cette température, I’hydrogéne
est a l’état liquide. L’incertitude sur la distribution énergétique des (pu) et (du)
ne nous permet pas de conclure sur la précision des calculs effectués. De plus, les
barres d’erreurs expérimentales sont relativement importantes. Cependant, 1'effet
isotopique correspond bien & celui observé expérimentalement.

100 |

—_
o

Taux de transfert (10'0 s—1)

0.1 ] : :
0.001 0.01 0.1 1 10

E (eV)

Fia. 7.4 — Comparaison entre les taur de transfert totaux sur le néon depuis les
deux isotopes de I’hydrogéne muonique considérés. Les cercles indiquent les résultats
expérimentauz obtenus avec (pu) [66, 39], les carrés ceux obtenus avec (du) [66, 39).

7.3 Cas de 'oxygéne

L’oxygéne est le dernier élément que nous présentons. Il est particuliérement
intéressant, car expérimentalement, il est le seul pour lequel D'effet isotopique est
inversé aux énergies thermiques. En effet, on observe [2] :

N = \300K)=85+0510"s"" et M, =554+0510"0s" (7.6)

erp erp

Le taux de transfert est donc plus important avec (pu) qu’avec (du). Ce résultat
s’accord parfaitement avec nos prévisions qui sont présentées sur les figures (7.5)
et (7.6). C’est maintenant la résonance observée pour 'onde partielle J = 1 qui
explique ce comportement. La théorie est en excellente adéquation avec ’expérience
puisque nous trouvons :
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Tz
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Taux de transfert (1010 s 1)
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FiGg. 7.5 — Tauzx de transfert partiels et total sur l'oxygéne pour les deux isotopes
de I’hydrogéne muonique considérés, en fonction de l’énergie de collision. Le cas de
l’hydrogene muonique est présenté a gauche, celui du deutérium muonique a droite.

M = \(300K) =7.7710" st et A =6.610"5"" (7.7)

7.4 Discussion

Elément E (eV) AP Exp. A4 Exp.
Azote 0.04 2.2 3.4£0.7 14.8  14.5+0.2
Oxygéne 0.04 777 85+0.5 6.6  5.5+0.5
Néon 2,102 1.2 3+1 10.5  18&£7

0.04 1.02  0.849+£0.002 15.0 10.1+0.3

TAB. 7.1 — Tauz de transfert total moyen obtenus avec une distribution Maxwellienne
aux énergies indiquées. Pour comparaison, les résultats expérimentauz extraits de
[66, 39, 2] sont aussi présentés. L unité utilisée est 1019571,

Le tableau (7.1) regroupe ’ensemble des résultats que nous avons obtenus ainsi
que les données expérimentales. Dans tous les cas, nos calculs reproduisent parfai-
tement 'effet isotopique observé.



100 Chapitre 7. Effets isotopiques

Taux de transfert (1010 s 1)

1 1 1 1

0.001 0.01 0.1 1 10
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F1G. 7.6 — Comparaison entre les tauzr de transfert totaur sur l’oxygéne depuis les
deux isotopes de I’hydrogéne muonique considérés. Le cercle indique le résultat ez-
périmental obtenu avec (pu) [2], le carré celui obtenu avec (du) [2].

En analysant les contributions des différentes ondes partielles, I’explication théo-
rique de l'effet isotopique se dessine peu & peu. Pour les trois éléments étudiés, on
remarque qu’a trés basse énergie, lorsque ’onde partielle J = 0 domine le processus,
le taux de transfert avec (du) est toujours supérieur a celui obtenu avec (pu). L’in-
version de comportement observée avec I'oxygéne aux énergie thermiques s’explique
simplement par une résonance importante de l'onde partielle J = 1 qu’on ne re-
trouve pas avec les autres éléments. Pour ces derniers, un phénomeéne similaire non
mesuré expérimentalement, apparait & des énergies plus élevées (~ 0.3 —0.6 V). La
contribution résonante est alors associée a ’onde partielle J = 2.

Il nous reste donc & comprendre le mécanisme responsable du comportement
a trés basse température. Pour cela, nous avons réalisé un calcul a deux niveaux.
En effet, 'analyse des probabilités de transfert, nous a permis de constater qu’a
trés basse énergie, un seul canal de sortie se peuple de maniére prédominante :
p(d) + (Np)pts pour Tazote, p(d) + (Op)its pour loxygene et p(d) + (New)yi
pour le néon. Notre modéle est donc constitué du canal d’entrée de la réaction de
transfert et du canal de sortie peuplé. Pour reproduire les niveaux hypersphériques
correspondants, nous avons utilisé la forme asymptotique des canaux (voir annexe
H) et des couplages Gaussiens. La comparaison entre le calcul complet et le modéle
4 deux niveaux est présentée pour l'azote sur la figure (7.7). Des résultats similaires
ont été obtenus avec les deux autres éléments.

Le calcul simplifié reproduit bien les oscillations de la probabilité de transfert
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F1G. 7.7 — Comparaison entre les probabilités exactes de transfert sur l’azote depuis
(pu) et (du) (onde partielle J =0), et le modéle 4 deux niveauz.

observées. Ce comportement caractéristique correspond a des oscillations de Stu-
ckelberg [68]. On observe donc les interférences entre les deux chemins dominants
pour le transfert de muon : I'un correspond au transfert lorsque les particules se
rapprochent, 'autre lorsqu’elles s’éloignent. Dans une vision semi-classique, la diffé-
rence de phase entre ces deux chemins est donnée par la différence entre les intégrales
d’action correspondantes : elle est donc proportionnelle a \/m. A basse énergie, cette
différence de phase produit des interférences constructives pour (du) alors qu’elles
sont destructives avec (pu). C’est pour cette raison que le taux de transfert \? est
systématiquement inférieur & \¢ aux basses températures.

Ces résultats constituent la premiére analyse systématique des effets isotopiques
dans le transfert muonique. Aux basses énergies, les premiéres prédictions réalisées
par S. S. Gershtein [4] donnaient un taux de transfert avec (pu), 1.4 fois plus élevé
qu’avec (du). Son calcul, de type Landau-Zener, ne prenait pas en compte les effets
d’interférences dont nous avons montré le role crucial. Plus récemment, R. A. Sulta-
nov et S. K. Adhikari ont retrouvé les effets observés avec 'oxygéne [6]. Comme nous
I’avons déja mentionné au chapitre précédent, leurs approximations ne sont pas jus-
tifiées et la concordance de leurs valeurs avec I’expérience n’est donc qu’apparente.
En ce qui concerne le néon, 'effet isotopique a trés basse énergie avait uniquement
été interprété qualitativement par Yu. S. Sayasov, a l'aide d’un traitement semi-
classique du processus [69].
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Conclusion

Cette thése a été élaborée autour de 1'idée originale d’A. Adamczak et al. d’utili-
ser la dépendance du taux de transfert du muon entre un hydrogéne muonique et une
molécule d’oxygéne, pour mesurer la structure hyperfine de I’hydrogéne muonique.
Les résultats contradictoires entre les expériences et les études théoriques appro-
chées qui avaient été menées sur ce sujet, nous ont amené a réaliser un calcul précis
quantique sur ce processus de transfert, afin de statuer sur la validité du projet.
Non seulement notre étude ne confirme pas le modéle a deux composantes élaboré a
partir des données expérimentales sur I’'oxygéne, mais nous avons également montré
qu'un autre élément pourrait remplacer avantageusement ’oxygéne : le néon.

Pour parvenir & ces conclusions nous avons tout d’abord étudié le transfert muo-
nique sur 'oxygéne & l'aide d’'un modéle colinéaire. Plus facile & mettre en ceuvre
que la calcul complet, cette approche nous a permis de bien comprendre la physique
du processus. Confrontés & des problémes de convergence numérique, nous nous
sommes aper¢us qu’aux voisinage des énergies thermiques, la réaction de transfert
impliquant des atomes muoniques nécessitait le méme traitement qu’une collision
ultra froide. Nous avons donc été amené & développer une méthode particuliérement
efficace pour calculer les états adiabatiques du systéme avec une grande précision.
Nos résultats ont montré que la dynamique de transfert était gouvernée par un petit
nombre de canaux couplés (le canal d’entrée (pp),—1 + O®F, et les canaux de sortie
(O,u)27;576 + p essentiellement). Ce modéle nous a enfin permis de nous familiariser
avec les lois de seuil quantique qui apparaissent aux trés basses températures. Bien
évidemment, cette étude ne prenait pas en compte les effets rotationnels et la des-
cription des comportements asymptotiques était intrinséquement non réaliste. Pour
toutes ces raisons, le calcul tridimensionnel s’est avéré indispensable pour obtenir
des résultats fiables.

Pour mettre en ceuvre le calcul complet, nous avons utilisé les coordonnées hyper-
sphériques elliptiques introduites par O. I. Tolstikhin et al. dés 1995. Ces coordonnées
permettent de régulariser deux des trois singularités Coulombiennes qui apparaissent
dans le potentiel d’interaction. La singularité restante correspond au rapprochement
du proton et du noyau d’oxygéne. Du fait de la répulsion Coulombienne entre ces
deux particules chargées positivement, cette configuration n’est pas accessible aux
énergies considérées, et ne pose donc pas de probléme numérique. En tirant avan-
tage de la quasi-séparabilité du potentiel, nous avons la encore pu mettre au point
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une méthode de calcul des états adiabatiques trés précise, basée sur 'utilisation
des fonctions de Legendre associées. Contrairement au modéle a deux composantes
qui prévoyait une augmentation d’un facteur 4 du taux de transfert sur 'oxygéne
avec I'énergie de collision entre 0.04 ¢V (énergie thermique) et environ 0.2 €V (éner-
gie épithermique), nos résultats montrent une décroissance de moitié du taux dans
cette gamme d’énergie : la dépendance énergétique n’est alors pas suffisante pour
envisager d’utiliser I'oxygéne dans ’expérience proposée.

Afin d’apprécier la capacité de notre méthode a calculer correctement le taux de
transfert, nous ’avons testée sur un autre élément : le néon. Comme avec ’'oxygéne,
les taux calculés aux énergies thermiques présentent un accord remarquable avec les
données expérimentales connues. Ces résultats montrent par ailleurs qu’en raison
d’une résonance associée a 'onde partielle J = 2, le taux de transfert sur le néon
augmente environ d’un facteur 5 entre les énergies thermiques et épithermiques : il
apparait donc probable que le néon puisse remplacer favorablement 1’oxygéne. Pour
conclure de maniére définitive sur ce point, il reste cependant & simuler la technique
proposée avec le néon.

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous avons étudié les effets isotopiques
dans le transfert muonique, jusqu’alors inexpliqués de maniére théorique. Nos cal-
culs ont montré que les variations du taux transfert observées lorsque le deutérium
muonique remplace ’hydrogéne muonique, sont la conséquence d’un jeu subtil de
contributions des différentes ondes partielles.

Si leffet des électrons dans les atomes et molécules considérés ne semble pas jouer
un role important dans le processus de transfert muonique, il reste intéressant d’es-
sayer de les inclure dans des calculs ultérieurs afin de pouvoir étudier correctement
des éléments plus lourds ('argon par exemple). En effet, lorsque la charge du noyau
augmente, les orbites électroniques se resserrent : les effets d’écrantage deviendront
peut-étre alors déterminants. Pour affiner la description des systémes, les effets re-
lativistes pourraient aussi étre introduits. Notons enfin que les excellents résultats
obtenus sur le transfert de muon sont autant d’incitations a explorer la possibilité
d’utiliser la méthode développée, pour étudier d’autres réactions chimiques.



Annexe A

Fonction de Green

A.1 Définition

La fonction de Green Gy, de l'opérateur (A + k?) est telle que :

(A + EHGr(r) = d(r)

A.2 Expression
On a:

En effet :

On a aussi [20] :

11 vient :
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(A+#?) (—4i ek) — 5(r) (A7)

™ T

ce qui montre que la forme (A.2) vérifie bien 'équation (A.1).

Remarque

On montre de méme que :

(A+£2) <—4i6_ikr) — 5(r) (A.8)

A.3 Expression intégrale de I’équation aux valeurs
propres

Considérons 1’'équation aux valeurs propres suivante :

(A+U(r))p(r) = —k*(r) (A.9)

ou U est un potentiel quelconque vérifiant les propriétés de régularités usuelles.
On peut alors montrer que si Gy, est la fonction de Green de 'opérateur (A + k?)
définie précédemment, la solution générale de I'équation (A.9) est de la forme [20] :

olr) = olr) + [ @ Calr — U)ol (A10)
ol ¢ est la solution de 1’équation libre :

(A + E*)po(r) =0 (A.11)



Annexe B

Expression du rayon de Zemach en
fonction des facteurs de forme

Dans cette annexe, nous exprimons le rayon de Zemach du proton R, en fonction
des facteurs de forme électrique et magnétique.

B.1 Expression intégrale

B.1.1 Facteurs de forme

Les facteurs de forme électrique G, et magnétique G,, sont respectivement la
transformée de Fourrier de la distribution électrique de charge du proton p. et de sa
distribution magnétique interne p,,. On a donc :

pelr) = / (;lT”;g,emaa—p?) (B.1)

ple) = [ e R (B2)

ol /1, est le moment magnétique du proton et p le vecteur impulsion. Ces défintions
ont été choisies de sorte qu’en unités atomiques, G.(0) = 1 et G,,,(0) = 1.

Pour des raisons de symétrie, I'argument des facteurs de formes est —p?. En
effet, G, et (G, apparaissent naturellement dans les expressions des éléments de
matrice de 'opérateur de courant électromagnétique d'une particule chargée, avec
comme argument le carré du 4-vecteur impulsion transférée P. Dans les processus

élastiques, il n’y a pas de transfert d’énergie et on a donc : P? = —p?.

B.1.2 Rayon de Zemach

Le rayon de Zemach du proton est défini comme le premier moment de la distri-
bution électromagnétique du proton. On a donc :
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R, = /dgr'rlpem(r') (B.3)
ou :

Pem(£) = / 0 pelr — W) () (B.4)

En utilisant les définitions (B.1) et (B.2) on peut mettre le rayon de Zemach du
proton sous la forme :

B= 2 [ 40 (1= Last-pGu(-) (B.5)

B.2 Démonstration

L’intégrale (B.3) que nous cherchons a réexprimer, peut se mettre sous la forme :

R, = / drr / (3;2;3F(p2)eipr (B.6)

ot on a posé F(p?) = G.(—p?)Gm(—p?)/1p- I 0’y a pas de probléme de convergence
pour l'intégrale sur p. La convergence de 'intégrale sur r reste a étudier. On peut
écrire :

R, = lim dSTTe_“T/ @p F(p?)e™* (B.7)
a—0 (27T)3 '
En utilisant la relation :
e " Bk 4w ”
= Tk B.8
r / (2m)3 k% + a26 (B-8)
on trouve : , . ) )

0° e " d’k k*—3a 4
—er — 22— _§ —ikr B.9
re a2 r 77'/ (27‘(’)3 (k2 4 CL2>3€ ( )

En substituant cette expression dans (B.7) on obtient :

Bk k- . &p |
_ 1 d3 zkr/ F 2\ ipr B.1
R, 87 im / 5 (2 —|—a2) € 21)° (p7)e (B.10)

Comme toutes les intégrales convergent, on peut changer leur ordre :

d3p A3k k? — 3a* ,
= —8rl] F(p? dBrefPkr B.11
Rp 87T al_% (27T)3 (p ) / (27T)3 (k2 + a2>3 / re ( )
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L’intégrale sur r est connue :

/dgrei(p_k)r = (27)*5(p — k) (B.12)
Il vient :
1 3 o PP — 3a?
Ry =——lim [ d pF(p )m (B.13)
Divisons cette intégrale en deux parties :
1 p? — 3a®
R,=—-=1 &Ep(F(p?) —1) ——= + A B.14
p=——lim [ &’p (F(p°) )(p2+a2)3+ (B.14)
avec : . 2 a2
A=——lim [ @*pLZ—" (B.15)
74 a—0 (p2 + CL2)

L’intégrale A se calcule facilement en coordonnées sphériques : on trouve que
A = 0, indépendamment de la valeur de a. En ce qui concerne la premiére intégrale,
son intégrant peut s’écrire dans la limite p? — 0 :

p2_3a2 A p2—30,2

&*p (F(p*) — 1) 0+ a2 ~ dQdpF'(0)p T (B.16)

ol df) = sinfdfd¢. Cette expression ne posséde pas de singularité en a = 0 et on
peut donc mettre directement a = 0 dans (B.14) pour obtenir 'expression finale :

R,=—— d3pp— (F(p*) —1) (B.17)
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Annexe C

Expression des opérateurs aux
dérivées partielles

o o2 en coordonnées

Dans cette annexe nous exprimons les opérateurs
hypersphériques.
C.1 Coordonnées hypersphériques

Les coordonnées hypersphériques (p, §) se déduisent des coordonnées de
Jacobi suivant la transformation :

R, = pcosb (C.1)
ry = psiné (C.2)
soit :
p = y/R}+r? (C.3)
tanf = ;—11 (C.4)

C.2 Dérivée seconde par rapport a R;

On a:
0 dp 0 00 0

OR,  OR,0p  OR, 00 (C5)
d’apres (C.3),
dp Ry Ry
= = — =cosf C.6
ORy \/R?+r? p (C6)
de méme, 5
Otan 6 0
= (1+tan®0)-—— :
R (14 tan )8R1 (C.7)
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soit, d’apres (C.4) :

89 ™ T 1
= —— —— = ——ginf C.8
T () (7)== (©8)
Ry
il vient donc :
0 0 1 0
ok cos@a—p - ;smH%
finalement :
222
OR? OR; \OR,
0? 1 0? 1 0
= COS Gﬁ—l——sm 9@"‘—811'1 Ha—p

2
2% cos” 0 sin? 0% 2%008298111298[)89 (C.9)

C.3 Dérivée seconde par rapport a r;

En procédant de la méme maniére que précédemment on trouve :

0 0 1 0
= Ginfh— 4+ = _ 1
o sm@ap 608986 (C.10)
soit :
92 2 2
o7 = sin Gm—l——cos Qw—l——cos 08_;)

1 0 1 0?
—2— cos? 0sin® f— + 2= cos? Hsin® 0
P 0

A1
0 p dp0b (C.11)



Annexe D

Fonctions de Legendre associées

D.1 Définition

Les fonctions de Legendre associées, notées F/", sont les solutions sur I'intervalle
[—1,1], de 'équation différentielle :

d? d m?
D 9 — )| P™(2) = D.1
((1 T )de 2xdx +1(1+1) ] 2) P"(x)=0 (D.1)
Ces fonctions sont données par la relation :

1— x?)m/Q qHm
0

() =

avec 0 < m < [.

D.2 Propriétés

D.2.1 Orthogonalité

Pour une valeur de m fixée, I’ensemble des P/™ constitue un systéme orthogonal
de fonctions. Elles satisfont la relation d’orthogonalité :

/_1 P (x) B (x) = 9 j_ 1 Eﬁ i_ Z;(Sw (D.3)
D.2.2 Parité
On a :
P"(—z) = (=1)""" P () (D.4)
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D.2.3 Relations de récurrence

Il existe de nombreuses relations de récurrence [50] entre les fonctions de Legendre
associées. En voici deux particuliérement importantes :

QL+ DaP™(z) = (I+1-m)P" " (z)+ (I +m)P" (x) (D.5)

(1= )R (a) = (4 DePy — (14 1 m) i (o) (D.6)

Remarques
1. Au voisinage de x = +1, P (x) ~ (1 F x)™/2.
2. Pour m = 0, P"(z) = P?(x) coincide avec le polyndome de Legendre Pj(x).

3. Les harmoniques sphériques Y;™, fonctions propres de l'opérateur carré du
moment cinétique L2 et de sa projection sur un axe de quantification L.,
peuvent étre exprimées a 'aide des P/™ selon la relation :

Y6, 6) = <—1>m¢ ey 8 . :;:PW o (D)




Annexe E

Utilisation mixte FBR-DVR

Cette annexe présente les concepts de base de 'utilisation mixte des représenta-
tions spectrale FBR et pseudo-spectrale DVR pour la recherche des états station-
naires d’un systéme. Pour la partie sur la base DVR, nous nous sommes largement
inspirés de [70].

E.1 FBR

Pour simplifier les notations, nous travaillons & une seule dimension. L’équation
de Schrodinger indépendante du temps s’écrit alors :

He(r) = Ep(x) (E.1)

ou H est 'Hamiltonien du systéme considéré. En général, H se compose d’un terme
cinétique T' (opérateur non local) et d'un terme potentiel V' (local) :

H=T+V (E.2)

Soit {¢;(z)}i=1, un ensemble fini de fonctions orthonormées de I’espace des états.
Cet ensemble constitue une base spectrale de dimension n. La méthode FBR (Finite
basis Representation) consiste a diagonaliser la matrice de la représentation de H
dans une base spectrale.

Supposons que les ¢;(z) correspondent aux états propres d’une partie Hy de
I’hamiltonien telle que I’on puisse écrire :

H=H,+ AV (E.3)
ot Hy=T+Voet AV =V —Vjet:
Hocbz‘(l‘) = €i¢z‘(l‘) (E4)

La représentation de Hj est alors diagonale et on peut écrire :
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(pilH|¢;) = HP™ = ey + (| Aloy) (E.5)
Pour exprimer AV il faut calculer les intégrales du type :
[ e@av @ (B:6)

Matriciellement 1'expression (E.5) devient :

HFBR — HOFBR + AVFBR (E7)

ott HoP% est une matrice diagonale de dimension n x n et AV 5% une matrice
pleine de méme dimension.

E.2 Meéthode mixte FBR-DVR

D’aprés l'expression (E.7), il apparait intéressant de trouver une nouvelle repré-
sentation de AV afin de simplifier le traitement numérique de ce terme. C’est le role
de la base DVR (Discrete Variable Representation).

E.2.1 La base DVR

Considérons toujours le cas d’'un probléme unidimentionnel et indépendant du
temps. La fonction d’onde v du systéme peut s’écrire sous la forme :

()= agi(x) (E.8)
i=1
ol {¢;i}iz1.2,..n est une base spectrale. Les coefficients a; sont donnés par :

0 = / b (@)p()de (E.9)

I'intégrale étant effectuée sur le domaine de définition de I’espace accessible au sys-
téme. Afin de discrétiser cet espace, on utilise une quadrature de Gauss adaptée (voir
annexe F). Avec n points de Gauss {x4}a—12, . de poids w, associés, si chaque ¢;
peut s’écrire comme une combinaison linéaire de polynémes de degré inférieur ou
égalan—1,on a

0= 3 wa (e b(o) (.10)

En injectant (E.10) dans expression (E.8) de 1, il vient :

ba) = 305 wadi (@a)iza)éi()

i=1 a=1

= Z@baéa(x) (E.11)
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ol on a défini les fonctions
0a(®) = /e Y _ &7 (w0)di(x) (E.12)

et les composantes de 1) par :

¢a =V wa,@b(xa) (E13)
Nous allons maintenant montrer que ’ensemble des fonctions d,(z) forme une
base orthonormée de I’espace de Hilbert discrétisé. En outre, nous verrons que cette
base que nous appellerons base DVR, diagonalise 'opérateur z.
E.2.2 Quelques propriétés

Considérons la matrice P définie par :

Pij = Vwid;(x;) (E.14)

Remarquons tout d’abord que le fait d’avoir choisi le méme nombre de points de
Gauss que celui de fonctions constituant la base spectrale, implique que P est une
matrice carrée d’ordre n. Il vient ensuite

dala) = 3 i(w)P, (E.15)

Montrons que P est unitaire. En effet :
(PTP)ij = > Vet (xa)Vatd;(Ta)

a=1
~ [ o@syas
dij (E.16)
Cette derniére relation prouve l'unitarité de P. En regardant 1'équation (E.14),
on peut déduire de l'unitarité de P que ensemble des fonctions d,(x) forme une
base orthonormée de H, la base DVR. P est donc la matrice de passage de la base

spectrale a la base DVR.
Considérons maintenant 1’élément de matrice de 'opérateur &

Galilss) = [ E(@aba(a)ts

= Z W40 ()2 0p(7+) (E.17)

v=1
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comme
On(zp) = Y 65 (2s)di(ra)y/0a
i=1
Aop//W0p
= Gus/ /T (E.18)
il vient

<5a’j:|5ﬁ> = Iaéaﬁ (Elg)

la base DVR est donc formée de fonctions propres de l'opérateur z. Les valeurs
propres correspondantes sont les points de Gauss associés a la base spectrale.

E.2.3 Expression mixte
Dans la base DVR on pourra écrire :
(0a|AV]65) = /dxéz(x)AV(:p)éﬁ(x) ~ AV (24)d0s (E.20)

ol 'erreur provient de la troncature de la base. Suivant cette approximation, la
matrice de AV est donc diagonale en représentation DVR et on a :

HPR = Hy"™PF 4 pAVPVEP! (E.21)



Annexe F

Quadratures Gaussiennes

Dans cette annexe, nous présentons les idées de base sur lesquelles repose la
méthode d’approximation d’une intégrale par une quadrature de Gauss.

F.1 Position du probléme

Considérons l'intégrale définie de la forme :

/ w(@) f(z)dz (F.1)

Moyennant quelques restrictions sur les propriétés de la fonction w, appelée aussi
fonction de poids, nous nous intéressons a l’existence d’un ensemble fini de points
{z;}i=1n de l'intervalle [a,b] et d'un ensemble de nombres réels associé {w; }i—1 ., tels
que :

/ w(@)f()de = 3 wif ) (F2)

les w; sont les poids de la quadrature correspondante.

F.2 Approche qualitative

L’idée premiére de cette méthode repose sur la détermination d’une fonction
d’interpolation de f définie uniquement par la donnée d’'un nombre fini de valeurs
de f en certains points {z;};—1, de l'intervalle [a,b]. Dans les procédures usuelles
d’interpolation, les z; sont équidistants. Gauss propose en 1814, de tirer partie d’une
distribution de points non équidistants permettant d’obtenir une meilleure interpo-
lation avec le méme nombre de points.

Considérons le cas ot w(z) = 1 pour tout = de I'intervalle [a,b]. Soit {x;}i—1.,
un ensemble quelconque de points de [a,b|. Suivant la méthode d’interpolation de
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Lagrange, a partir de 'ensemble des polynomes {F;};—; ,, définis par :
Fz)=(@—z)(z—22) - (z—x) (i=12...n) (F.3)
on construit 'ensemble des polynémes {Q;}i—1x

Qi(a:):F,l F(z) (i=1,2,...,n) (F.4)

() x — x4

de sorte que :
Qi(7g) = o (F.5)

ainsi, le polynéme p,,_; défini par :

Pn1(2) = f(21)Q1(2) + f(22)Qa(w) + -+ + f(20)Qn(2) (F.6)

posséde la propriété de passer par f(x;) en x = x; pour i = 1,2,. .., n. Ce polynéme
est en outre unique. En effet, si I'on suppose qu’il existe un autre polynéme p,,_; tel
que p,—1(x;) = f(x;) pour ¢ = 1,2,...,n, alors le polynéme p,,_1 — p,_1 posséde n
zéros sur [a,b]. Comme ce polynome est de degré n — 1, il est identiquement nul sur
[a,b]. pn_1 est donc égal & p,,_.

Si maintenant on considére que p,,_; est une approximation suffisamment précise
de f, on peut évaluer I'intégrale sur [a,b| de f par :

b b n
/ f(@)de ~ / pas(a)de = 3 wif (@) (F.7)

avec : \
wy = / Qr(x)dx (k=1,2,...,n) (F.8)

L’idée ingénicuse de Gauss provient de la remarque suivante : si on ajoute un
nouveau point x,; aux précédents, les définitions (F.3) et (F.4) montrent que @41
est nécessairement proportionnel & F,,. Il vient donc d’aprés (F.8) :

Wyt X / b F,(2)dx (F.9)

De la méme maniére, si m nouveaux points sont introduits, les poids correspon-
dants sont déterminés par une intégrale définie du type :

b
Wy = / Fo(z)G: _[(z)dx (i=1,2,...,m) (F.10)

ou les G¢ | sont des polynémes de degré m — 1. On remarque alors que si on impose
les conditions intégrales suivantes :

b
/ F.(z)r'dr =0 (i=0,2,...,m—1) (F.11)
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les w,,+; deviennent automatiquement nuls pour ¢ = 1,2,...,m, car les polynémes
G',_, sont combinaisons linéaires des puissances successives de .

Ainsi, considérant le probléme & n points, la possibilité d’imposer la condition
(F.11), dite condition de d’orthogonalité :

b
/ F(x)z'dz=0 (i=0,2,...,n—1) (F.12)

permet alors d’écrire :

b n m
/ f(z)de ~ szf(xl) = szf(xz) Vm >n (F.13)

la précision de 'approximation est alors aussi bonne avec n points, qu’avec un
nombre supérieur de points. En particulier, nous peut montrer que si f s’écrit comme
une combinaison linéaire de polynémes de degrés inférieurs ou égaux a 2n — 1, il est
possible de trouver un ensemble de polynémes orthogonaux permettant de déter-
miner ’ensemble des couples {(z;, w;)}i—1, tel que la relation (F.7) soit une égalité
exacte.

F.3 Exemples de quadratures Gaussiennes

Le tableau (F.1) énumeére les polynoémes orthogonaux associés a différentes fonc-
tions de poids sur les intervalles adéquats. La figure (F.1) illustre la quadrature de
Gauss-Legendre que nous utilisons dans la méthode DVR au chapitre 4.

a,b w(x Polynémes orthogonaux
Y g
[—1,1] 1 P, polynomes de Legendre
[—1,1] (1 —22)~Y2 T, polynémes de Chebyshev
[0, +00] e " L,,, polynomes de Laguerre
— 00,400 e~ H,,, polynémes d’Hermite
] [ y

TAB. F.1 — Ezemples de quadratures Gausiennes
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Annexe G

Méthode de de Vogelaere

La méthode de de Vogelaere 73] est assez ancienne (1955). C’est une méthode
générale pour résoudre des équations du type :

d*y

L) = 1) (G.1)
Dans le cas de I’équation de Schrédinger on aura :
fr)y = =W(r)(r) (G.2)
avec : om
W(r) = T2 (E—=V(r)) (G.3)

Les équations itératives sont les suivantes :
2

D+ 6,/2) =90 + T Y0+ W [AF0) — F - 5,/2)] 40658 (Ga)

ou ¢'(r) est la dérivée premiére de 1) au point r,

B+ = 90) 60 + 8 1) 20 k0] 00D (@)
W+ 8) =) + % PO AL+ 6,/2) + f(r+6)| +0E)  (G6)

L’algorithme est initialisé en prenant :
Dl = 8,/2) = (r) = T () + () (G7)

Cette approximation linéaire est suffisante parce que, dans (G.4), 6% f(r —6,/2) doit
étre connu avec une erreur de 0(5%) seulement.

Si on change le pas de 6, a 4, alors :

(r+5,/2) = ¢(r) + %w’(r) + g_l [ (3 + g—:) fr) = g—:f("” - 57«/2)] (G-8)
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Annexe H

Potentiel asymptotique

Dans cette annexe, nous calculons la forme asymptotique de I’énergie adiabatique
du canal d’entrée de la réaction de transfert muonique. Nous traitons d’abord le cas
colinéaire, puis nous montrons comment I’on obtient ’expression correspondant au

cas tridimensionnel.

H.1 Modéle colinéaire

=

Fig. H.1 — Coordonnées de Jacobi

Dans le modéle colinéaire (voir figure (H.1)), le potentiel d’interaction entre les

trois particules (p, u, O) s’écrit! :

QZ QZ 2
Ve o2 2 (IL.1)
|xu —To|  |Tp — 20| | Ly
avec :
|z, — 20| = R—(1+p)r (H.2)

1La notation R et 7 reprend celle du chapitre 4 et correspond a des distances physiques comptées
positivement dans le sens des x croissants.
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|7y — 20| = R+ T (H.3)
|xp_xu| =T (H.4)

ot on a posé 3 = m,/(m, +m,) et Z est la charge du noyau d’oxygene. Lorsque
R > 7 (H.1) devient :

2

V:—%+AV (IL5)
avec 9 Z B
€ T

AV = -5 (IL6)

qui correspond & une interaction a longue distance entre le noyau d’oxygéne O%" et le
dipole (pu). Ce terme peut étre traité comme une perturbation vis a vis du potentiel
d’interaction Coulombienne de I’hydrogéne muonique. Les états liés du systéme (ppu)
sont solution de I’équation de Schrodinger unidimensionnelle :

(~go s = 5 ) #tr) = Bl (1.7)

. B I ) h e
ou my,, = (mymy)/(m, +m,). La normalisation de ces états s’écrit :

/0 h lo(F)|*dr =1 (H.8)

Pour I’état fondamental n = 1, on trouve [20] :

4 _
=\ = —T/a
Spnil(/r) - GM3/2T€ # (Hg)
ol a, est le rayon de Bohr muonique donné par :
h2
= H.10
o My, e ( )

Au premier ordre de la théorie des perturbations stationnaires, la correction en
énergie de cet état s’écrit :

AEW = <90n=1 |AV|g0n:1>

L SZ (10 [ ey
R* \a,®) Jo

Z
avec : ap2
a= (H.12)
2Mmp.
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La forme asymptotique de I'énergie de cet état est donc :
_ Z
e(R) =¢ — Sy (H.13)
ol €; est 'énergie de 1’état lié non perturbé donnée par :
4
My, €
= ——2r H.14
“ 252 (H.14)

H.2 Cas tridimensionnel

H.2.1 Etats paraboliques

Les coordonnées paraboliques sont bien adaptées pour décrire le mouvement d’un
systéme soumis & un champ Coulombien extérieur qui va privilégié une direction de
I'espace (par exemple un champ électrique). Si (z,y, z) représente un ensemble de
coordonnées Cartésiennes permettant de décrire le systéme, les coordonnées para-

boliques (£, 7, ¢) sont définies par [17] :

¢ = r+z, 0<&E< 400
= r—z 0<n<+4o0

p = arctan(g>, 0<p<2r
x

ot r = /2?2 + y? + z2. L’élément de volume correspondant est :

dr = (€ + n)dédndp

Pour un potentiel attractif :

I’équation de Schrédinger revét la forme :

(_ﬁ{i(g 24_3 g)+ia_2:|_(E+i
om |E+n \oc>0E " an'on £n 0p? §+n

Les solutions normalisées s’écrivent :

Uy mom(§51, ) = \/ifm,m (g) Jram <ﬁ>

n? n n

(H.15)
(H.16)

(H.17)

(H.18)

(H.19)

))¢(€,n,<ﬂ)=0

(H.20)

(H.21)



128 Annexe H. Potentiel asymptotique

avec

1 p+ |m|)! —2/2 lm
o) = ot P i L (122)

ou F est une fonction hypergéométrique dégénérée [50]. Chaque état du spectre
discret est donc caractérisé par trois nombres entiers : les nombres quantiques para-
boliques ny et no, et le nombre quantique magnétique m. Si n est le nombre quantique
principal des solutions exprimées en coordonnées sphériques, on a :

n=mny+ny+|m|+1 (H.23)

H.2.2 Potentiel asymptotique

A grande distance, les niveaux de I’hydrogéne muonique sont perturbés par I'effet
Stark provoqué par le champ électrique du noyau d’oxygéne. Pour traiter ce probléme
en coordonnées paraboliques, on choisit ’axe z confondu avec la droite joignant O%*
et le centre de masse C' de (pu). Si 'on note £ la valeur du champ électrique crée
par O®" en C, Phamiltonien Stark s’écrit :

Wy =Ez=E (%) (H.24)

Pour simplifier les expressions, nous travaillons en unités muoniques (voir cha-
pitre 1). Un calcul perturbatif jusqu’a l'ordre 2 permet d’obtenir 'expression de
I’énergie d'un état parabolique perturbé (ny, ng,m) :

2

E,=¢,+ gé'n(nl —ng) — f—6n4 (17n2 —3(ny —n9)?* — 9Im* + 19) (H.25)

avec !

Mp.p
_ H.26

Pour I’état fondamental (n = 1,7y = ny = 0,m = 0), on obtient donc :

€p —

9
E1 = €1 — 182 (H27)
En repassant en unités absolues, la forme asymptotique de cette énergie devient :
_ 72
€(R) =€ — o (H.28)
avec :
B =9n"/(4m?,) (H.29)



Annexe 1

Tenseur métrique

I.1 Formule de Podolsky

I.1.1 Energie cinétique classique

yeme

Considérons un systéme de n particules. On note m; la masse de la "¢ particule
et m = Y m;, la masse totale du systéme. Soit {Z;};—1 v un ensemble de coor-
données Cartésiennes linéairement indépendantes permettant de décrire l’espace des
états du systéme (en général N = 3n). On définit des coordonnées pondérées par les
masses {z; },—1 y de la maniére suivante :

vi= Mg, i=1,N (L1)
m

Soit {g;}i—1,n un ensemble équivalent de coordonnées curvilignes généralisées.
L’énergie cinétique classique du systéme s’écrit, :

1 -2
T = §;mg: =

s
Il
—

| 3
.

N
m ..
= 3 Z 95k Gk (1.2)
Jh=1
ou
N
- I3
gt ;0% Oy, (L3)

La matrice g ainsi définie est appelée tenseur métrique associé aux coordonnées cur-
vilignes ¢;. Si ’on note J la matrice Jacobienne associée au passage des coordonnées
cartésiennes x; aux coordonnées curvilignes ¢;, on a :

g=JJ" (I.4)
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ol J' représente la matrice tranposée de J. L’inverse du tenseur métrique est noté

g ltetona:
8% 8Qk
g]k Z 0z, O (L.5)

[.1.2 Energie cinétique quantique

Soit |1)) et |p) deux vecteurs de 'espace des états du systéme. On a :

(W|T|p) = Z/@D e 290d$1 ~dry (1.6)

En intégrant par parties, il vient :

B+ 0
WITl) = Z [ G5 o )
B2 8+ 0
- %Z/amfﬁd%'dQN (18
i—1 7 7

ol g est le déterminant de g. On utilise alors les régles de différentiation usuelles
pour écrire :

RGN [ Oyt Op g, 0
W|T|p) = % Z / (.;5] a;i &CZ 83: Vadg -+ - dgy (1.9)
— Y { <fg )] pdry---dey  (1.10)
jkzl/ V9 94; B

On en déduit la formule de Podolsky [55] :

B~ 10 ( )
T— " — L11
2m jk=1 V9 94 \/_g]k g (L1

Remarque

Le passage de 'expression classique de I’énergie cinétique (I.2) a l'expression
quantique (I.11) ne s’effectue pas simplement par la transformation :

0
0g;

qg; — —th (1.12)

car cette correspondance entre une variable classique et I'opérateur quantique associé
n’est applicable qu’avec des coordonnées Cartésiennes.
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[.1.3 Changement de coordonnées curvilignes

On souhaite maintenant utiliser de nouvelles coordonnées curvilignes {g; }i=1 n.
On note J la matrice Jacobienne associée au changement de variables {¢;} — {g}
telle que :

7. [.13
T =73 " (1.13)
On part de la formule (1.9) :
wirlg) = 125 [ 2008 s gy L1y
7 o £ gy g e VI |
qui devient :
N N
h / a¢ 890 8QI an —1
T|p) = — gdq [.15
g est le déterminant de J !, Soit M la matrice définie par :
M=7'q¢'T (1.16)

il vient :

WITl) — Z / w{ (\ffMlm ﬂgpdq‘l'--d@v (117)

— Z /w { % <\/§¢§M,m%)]¢dqlmd@v (1.18)

lml

On en déduit donc la nouvelle formule de Podolsky exprimée en fonction des coor-
données ¢; :

h2N11a

_ o
T—_ 2 . 5 7i0a (@@Mlm@) (I.19)

I.2 Tenseur métrique des coordonnées hypersphé-
riques elliptiques
Nous considérons maintenant le systéme a trois corps décrit au chapitre 5.

Comme coordonnées Cartésiennes de départ, nous choisissons les composantes des
vecteurs de Jacobi (Ry,, Riy, Riz, 714, 1y, 71.) dans le repére associé au référentiel
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(BF). Les coordonnées curvilignes généralisées que nous souhaitons utiliser sont

(p? 67 777 waj’ wy, wz) Ofl .

W Q,
w=| wy =| Q (1.20)
Y=/ (Bp) €

est le vecteur instantané de rotation du référentiel (BF) par rapport au référentiel
(SF). Si M est un vecteur quelconque de R?, la relation de changement de référentiel

s’écrit :
dM dM
(—) _ (—> WA M (1.21)

Les angles de rotation instantanée €., 2, et 2., respectivement autour des axes
(Gx), (Gy) et (Gz), permettent d’exprimer le moment cinétique total du systéme J
sous la forme :

J 0/0%,
J=1 J, = —ih | 0/0Q, (1.22)
J, (BF) /0%,
On a
Ry, 0
R, =| Ry = 0 (1.23)
Rz /(g p oS (&Tn)
et
Tz psin (£1) siny,
= 7y = 0 (1.24)
"z /) (R p sin (ng") COS Y1
avec : 3
Q@
siny; = 1.25
n sin 20,, sin (HT”) (1.25)
ou
a = cos26, —cosé (1.26)
B = cosn—cos20, (1.27)

En appliquant la relation (1.21) & Ry et 71, on obtient la matrice Jacobienne :

j13 j14 O
j23 j24 O
‘783 Jaa 0 (1.28)
0
0
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avec :
Ji3 = cos (—é Z 77) (1.29)
G = sin (S50 sins, (130
Jis = sin (%) COS M (1.31)
. +
Jos = Jsw=—"sin Fl/ (1.32)
4 4
0
Tos = gcos (ijTn) siny; + psin (%) Cos vlaig (1.33)
+ (e 9
Jos = ZCOS (%) cosy; + psin (%) sin %aig (1.34)
+ . . + 9,
T3 = gcos (%) sinvy; + psin (%) cos Wlainl (1.35)
+ : + 9
T = gcos (—5 1 7)) COS 7y + psin (TU) s 71%771 (1-36)
Jiz = —Js1 = —pcos (%) (1.37)
. +
Jis = —Jsa = —psin <%) Cos M (1.38)
. + .
Js6 = —Jes = —psin <%> Sy (1.39)
ou :
o s
D — [.40
0/3 2\/aBsin($52) (140)
8’71 «
- - [.41
on 2\ sin(%) (141)
On calcule alors le tenseur métrique g = JJ t.
10 0 0 0 0
0 g2 g3 0 gos O
| 0 g32 g3 0 g3 O
I710 0 0 gu 0 g (142)
0 gs2 953 0 g5 O
0 0 0 gsa 0O ges
avec :
PP s o (EEn (1)
ge2 = —— +p°sin (—) (—) (1.43)

16 4 aE
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gs3 = -+ p°sin

(55
gu = p° <1 — sin? (%) sin? 71>

gs5 = p
Jes = P2 sin” <%> sin’ gi!
* 27 16 4 ) a¢ ony
G5 = g = pPsin? §+n\ o
25 52 1 D¢
g = (53 = p2 SiDQ —g + n %
35 53 1 )

— 22 §+n\ .
gea = Ga¢ = —p SN 1 Sin y; cos yp

Pour trouver I'inverse de cette matrice, on écrit g sous la forme :

(G C
g—CTK

1 0 0
G = 0 g22 go3
0 g32 9gs3

avec :

gis 0 gue
K = 0 g5 O

gea 0 Ges
et

0 0 O
C={(0 g5 0
0 g35 0

On peut montrer que l'inverse de g est alors donnée par [57] :

. { G'+GICUC'G -G 'CU
g = _UC'G! U

avec
1

U= (K-C'G'C)

On trouve :

(L44)

(1.45)
(1.46)
(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.51)

(1.52)

(L54)

(L55)
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1 0 0 0 0 0
0 g 0 0 g O
_ 0 0 gm 0 gz O
1 — 33 ~ 35 - 158
g 0 0 0 9441 0 9461 ( )
0 950 953 01 955 01
0 0 0 ga 0 e
avec :
16 «
o = = 1.59
922 2ot ( )
_ _ 4 §+n\ Vap
9 = g = T2 tan (T> at g (1.60)
16 0
o = = 1.61
933 ot ( )
_ _ 4 +n\ Vvap
' = gl = —tan (> 1.62
935 953 2 an < 1 ) at (1.62)
1 1
o= g == 1.63
944 955 72 cos? (5%” ) (1.63)
I = 9ei = S ! cot 1 (1.64)
46 64 ,02 cos2 (%)
ol = 1 1 — sin? (gT) sin® v, (165)
% p? sin? (§+") cos? (ffT”) sin? v, '

I.3 Passage par les coordonnées de Jacobi

Dans ce paragraphe, nous montrons comment obtenir 1’expression de 1’énergie
cinétique en coordonnées hypersphériques elliptiques en utilisant des coordonnées
curvilignes intermédiaires définies & partir des vecteurs de Jacobi.

Les coordonnées curvilignes intermédiaires sont (Ry, 71,71, We, wy, w,). Ry €t ry
sont les normes des vecteurs de Jacobi Ry et ;. Dans le répére (G, z,y, 2) associé
au référentiel (BF), on écrira donc :

R, 0
R, = Rly = 0 (I.66)
et
1z 71 8in v
ry = Ty = 0 (I.67)

1 COS Y1
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En appliquant la relation (I.21) & Ry et 7y, on trouve l’expression de la matrice
Jacobienne :

0 0 1 0 0 0
0 0 0 sin yq 0 cos Y1
_ 0 0 0 71 COS Y1 0 —rysiny;
J = 0 —R 0 0 —r1COSY 0 (1.68)
Ry 0 rycosm 0 —7rq siny,
0 0 0 0 r1 sin v, 0
il vient :
10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
I U 0 r? 0
971 00 0 R+r2cos?y 0 —7r?sin~y; cos (1.69)
0 0 r? 0 R} +r3 0
0 0 0 —r?siny;cosy 0 r? sin? v,

Pour trouver l'inverse de cette matrice, on procéde comme précédemment en
écrivant g sous la forme :

G C
avec :
1 0 0
cg=[01 0 (L71)
00 r?
R? +r?cos® 0 —7r?siny; cos v
K= 0 R? 412 0 (1.72)
—7r?siny; cos 0 72 sin® v,
et
0 0 0
C = siny; 0 cosm (L.73)

rycosy; 0 —rysiny

On trouve alors :

10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
1 1 1
R R A 0 L74)
g =100 0 a0 on :
1 1
0 0 " 0 i 0 2
O 0 0 cot y1 0 1 cot“ v

2 2 cin2 2
R7 r{sin® v1 Ry
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On a aussi facilement :

g = det(g) = Rir{sin®~, (1.75)
La formule (I.11) devient :
h? 1 0 0 1
T = —— R%*? —R¥»?
2m | RIr?siny, OR; 1Sy OR, R27"1 siny; Ory sy ory
R SR Lo1yo 19, 0
—— r? sin =+ = | = 7y sin
Rr?siny, 0y, ! n 2 R?) 0y, R¥?sinvy 09, ' o0, o0,
N 1 %) 0 N 1 5, R? N r?cos?y\ O
r?sin
R3r}siny, 09, ' n 09,  Rirfsiny 0Q, \siny siny; ) 09,
N 1 0 Ririsiny 0 N 1 0 Rir{sinym 0
Rir?sinvy, 0, —R? Oy1 R¥r?siny, 0y —R? 09,
o, o 9 9 0
—— [.76
+ R2r?siny, r1eos (8Qx 09, * 00, 09, )} (L.76)

En utilisant la définition (1.22) et la relation de commutation anomale des mo-
ments cinétiques dans le référentiel (BF) :

[J;, Jj) ——theUka (1.77)

ol €, est le tenseur antisymétrique standard, on peut mettre ’'Hamiltonien du
systéme sous la forme :

H=T + V(Rl, 7"1,’}/1) (178)
avec :
h2 1 02 1 02
T = (2% gL
(R1 OR? * r Or} Tl)
h? L1 1 9 aJr1(jz)2
2m \ R?  r? siny; Om i 71871 sin?v;, A
J2—2Jj2 1 0
= J t J J [.79
2mR? * mR? ( o Teotm ) (179)

Pour trouver l'expression (5.38) du chapitre 5, on effectue le changement de
variables internes (Ri,71,71) — (p,€,m). On utilise la formule (L.19) relative aux
changement de coordonnées curvilignes. La matrice J est calculée a 'aide des rela-

tions suivantes :
R = pcos (gj'T") (L.80)

r = psin (#) (1.81)
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et toujours :
afb

sin 26, sin (&T")

(1.82)

siny; =



Annexe J

Base des fonctions de Legendre

Dans cette annexe, nous montrons comment ’équation aux valeurs propres (5.61)
du chapitre 5 peut étre résolue efficacement en utilisant une base de fonctions de

Legendre.

J.1 Opérateur Dg(u)
Nous recherchons les états propres de 'opérateur :
Da(u) + Wig(u; p, €)
ou W7, est la partie séparable du potentiel renormalisé en v = £ ou 7, et :

R 9 0 Q%sin®(6,,) cos*(6,,)
Dq(u) = —ea—u( cosu — cos(26,,)) EW te—— cos(20,)

avec e =1siu=mn, et e=—1 pour u = ¢.

J.2 Similitude avec les fonctions de Legendre

Considérons le cas u = 7. En définissant le nouvelle variable 7 telle que :

n1=n/(26,), -1<p<1

opérateur Dg(n) sécrit sous la forme :

>

) = sin®(,) (0 (1 _sin®(6, ﬁ)) Kl N Q2 cot?(6,)02
T 7 A AT

(J.4)

Cette expression présente une grande similitude avec 'opérateur Lg(77) dont les
fonctions propres correspondent aux fonctions de Legendre associées (voir annexe

D) :

139



140 Annexe J. Base des fonctions de Legendre

. ) o) Q?
Lo(n) =—+= (1—-7° :
o) a7_]( 77)a T (J.5)
Plus précisément, définissons les fonctions f(7) et g(77) telles que :
. sin(6, 1) cos(0,7) » 0 ., .0 5
Dg(n) — k P2 Lo(n) = = — +0? J.6
a(n) 2, a(7) 8ﬁf(77)877 + (1) (J.6)
On a
sin?(f G(n
9(77) = 20(2 M) sin2(0 (17]7;]) _ (J 7)
1 <1 — —Sinz—gﬂ > (1 — 7]2>
avec : (6, 7)
_ _ Sin n
Au voisinage de 7 = —1, un développement de Taylor permet d’écrire :
_ + " _
o =T a1y w0 (14 wp) (19
On a aussi :
sin?(0,, 1) 6 sin 26
1— 1+ q 14+7)2 NI
sin® 6, (1+7) sin® 6, +0 (< 1) ) (7.10)
soit :
sin?(6,) G"(—1)sin*(0,)
nlgzl 9(in) = 202 46,,sin 20, (J.11)

On en déduit que g(77) = O(1) au voisinage de —1. Un calcul similaire montre
que ¢(7) a le méme comportement au voisinage de 7 = 1. Considérons maintenant
le terme différentiel que I'on peut mettre sous la forme :

Y
) = -2 0D ) (1.12)
sin” 6,

En utilisant le développement (J.9), on voit que f(77) = O((1+s77)?) au voisinage
de 77 = —1. On montre de méme que f(77) = O((1 — 7)*) pour 7 ~ 1. Ces résultats
montrent donc qu’au voisinage de 7 = +1, les opérateurs DQ( n) et LQ(n) ne différent
que par un facteur multiplicatif et une constante additive.

Développons maintenant les fonctions propres de 'opérateur DQ( 7) en puissances
de (1+ s77), ou s =1 pour 7~ —1 et s = —1 pour 7 ~ 1. Notons (1 + s77)* le terme
dominant de ce développement. En utilisant I’équation (J.6) on trouve o = /2 :
les fonctions propres de ﬁg(ﬁ) ont donc le méme comportement de les fonctions de
Legendre associées au voisinage des singularités 77 = 1 (voir annexe D).
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Une étude similaire pour u = £ apporte les mémes conclusions qui nous incité a
utiliser une base de fonctions de Legendre associées pour calculer les états produit
du probléme séparable.
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