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Introduction générale

Cette these est consacrée a I'analyse de méthodes numériques probabilistes pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles qui font intervenir un opérateur sous forme divergence.

Les opérateurs sous forme divergence sont utilisés pour la modélisation de phénomenes phy-
siques tres variés dont la dynamique dépend crucialement des propriétés du milieu ambiant. C’est
le cas par exemple du probleme de la diffusion de la chaleur dans la matiere, de I’étude des champs
éléctriques et magnétiques produits par un certain milieu (par exemple le cerveau), de I'analyse
de la pression hydrostatique dans les milieux poreux (Loi de Darcy), etc.

Prenons par exemple le probleme posé par la mesure de 'activité éléctrique (Eléctro-Encéphalo-
Graphie (E.E.G.)) et magnétique (Magnéto-Encéphalo-Graphie (M.E.G.)) du cortex. Il apparait
(cf. la publication du projet Odyssey de 'INRIA [12] eq. (25)) que cette activité est mesurée par
la solution u d’'une E.D.P. elliptique qui s’écrit sous la forme :

V.[a(z) Vu(z)] = f(z) le point z appartient au cerveau

(Puinc) { 1)

< Vu(z),n,> = 0 A& lasurface de la boite cranienne

oll < .,. > est le produit scalaire dans R3.
e f est la divergence de la source de courant primaire (cette fonction sera supposée connue),

— 7 . . . N A~ .
e n, désigne la normale unitaire sortante a la boite cranienne en x,

e a(x) désigne une matrice qui tient compte des coefficients de conductivité de la matiére cérébrale
(cortex, matiere grise, matiére blanche, etc.) au point x.

Il est raisonnable de penser que toutes les couches du cerveau participent & la diffusion et a la
propagation de l'activité magnétique : cela se traduit en supposant ’hypothese d’ellipticité forte
pour le coefficient a : il existe A et A deux constantes strictement positives telles que

H1 : )¢ <<a(@)6,E><A|E)P VEER?, Va € cerveau (2)

Nous voyons donc que lorsque a est entierement connu, si I'on fait abstraction des problemes
liés a la géométrie de la boite cranienne, les résultats classiques sur la formulation variationnelle
des E.D.P. elliptiques (cf. [18]) nous permettent d’affirmer que le probléeme (Pygrg) possede une
unique solution dans un certain espace (ici 'espace sera H' (cerveau)).

Ainsi, malgré toutes les difficultés liées a la géométrie des couches de matiere qui forment
le cerveau (on dispose maintenant de maillages pour des surfaces aussi complexes que le cortex
cérébral) et lorsque a et f sont connues, la résolution approchée de cette équation par des méthodes
numériques déterministes classiques (volumes finis, éléments finis, etc.) peut-étre conduite avec
succes.

Néanmoins, les méthodes numériques probabilistes pourraient étre utiles : par exemple , quand
on considére (Pyrg) comme un probléme inverse dont le but est d’identifier a(z), I'algorithme
développé par le projet Odyssey et d’autres projets & 'INRIA nécessitent, a chacune des itérations
d’un algorithme d’optimisation, de calculer la solution d’'une équation de type (1) en un petit
nombre de points (la ou ont été placés des capteurs) en vue de comparer les valeurs ainsi obtenues
aux mesures expérimentales. Des méthodes de Monte-Carlo permettent d’effectuer ce calcul sans
que 'on ait a résoudre le probléeme (Pygrg) dans tout le domaine.

9
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Pour mettre en oeuvre les méthodes de Monte-Carlo dans le contexte que nous venons de

décrire, il faut franchir plusieurs étapes :
la premiere consiste & associer a 'opérateur A := V.[a Vu] un certain processus aléatoire X
dont la loi est étroitement reliée & (Pyrc) via une formule de type Feynman-Kac;

— la seconde consiste a trouver une schéma de discrétisation pour le processus X et d’en

analyser 'erreur.

Dans le cas du probleme (Puga), la premiere étape est rendue difficile par le fait que I'appli-
cation a, qui représente la conductivité du milieu, est naturellement discontinue aux endroits ou
les différentes couches qui forment la matiere cérébrale se superposent. Ces discontinuités rendent
impossible "application des résultats classiques de la théorie des processus : c¢’est la raison pour
laquelle nous serons amenés dans ce travail a utiliser la théorie des formes de Dirichlet (cf. [15]).

Avant de nous attaquer au probleme (Pumrg), nous commengons tout d’abord & nous intéresser
au probleme de Cauchy (P) associé & A dans tout I'espace R? (d est la dimension). Ce probléme
est plus simple que le probleme (Pygg) car il n’y a plus de conditions aux bords :

Opu(t,z) — V. [a(x) Vu(
(P) { ’LL(07QL‘) = ¢

t,x)] = 0 pour (t,z) € (0,T] x R?
(x) pour tout x € R? (3)
La fonction ¢ : RY — R appartient & L? (]Rd).

Le Chapitre 2 est consacré a I’étude de l'interprétation probabiliste du probleme de Cauchy
(P). La description du processus fournie par la théorie des formes de Dirichlet ne permet pas
pour l'instant, dans ce cas trop complexe, de construire une méthode simple pour discrétiser le
processus X sans faire d’hypotheses supplémentaires : en effet, le processus X n’est pas, en général,
une semi-martingale mais un processus de Dirichlet admettant une décomposition de Lyons-Zheng.
Sa description est donnée a partir d'une équation tres non-linéaire. C’est la raison pour laquelle
nous travaillerons exclusivement dans un cadre unidimensionnel et sous I’hypothése que la fonction
a est a variations bornées. Il est alors possible de décrire le processus X a 1’aide d’une équation
différentielle stochastique qui fait intervenir son propre temps local et dans ce cas, X est une
semi-martingale.

Les Chapitres 3 et 4 sont tout deux consacrés a I’étude de méthodes numériques probabilistes
construites a partir de la représentation probabiliste obtenue au Chapitre 2.

A partir de cette représentation, il est naturel de proposer un schéma d’Euler dont nous
étudions, au Chapitre 3, la vitesse de convergence faible.

— Il apparait également que X est construit a partir de transformations simples (changement
d’échelle et de temps) du Mouvement Brownien Asymétrique (M.B.A.). Cela nous permet
de proposer un nouveau schéma de discrétisation, fondé cette fois-ci sur des approximations
locales de X par des M.B.A.. Nous analysons I'erreur de ce nouveau schéma au Chapitre 4.

Au Chapitre 5, nous exhibons une représentation probabiliste pour les solutions du probleme
de Poisson avec conditions de Neumann associé a A : le probleme (Pygrg) est en fait un cas par-
ticulier de ces équations. Une nouvelle fois dans le cas unidimensionnel (intervalle), nous pouvons
décrire le processus X associé a ce probleme a 'aide d’'une équation différentielle stochastique qui
fait intervenir le temps local, mais a la différence du Chapitre 2, la solution de cette équation
différentielle stochastique est réfléchie sur les bords de I'intervalle.

I’équation obtenue au Chapitre 5 nous amene naturellement & étudier, dans le Chapitre 6,
les propriétés d’existence et d’unicité pour une certaine classe d’E.D.S. qui font intervenir le
temps local (dérive singuliére) et qui sont doublement réfléchies sur les bords d’un intervalle : les
Diffusions Réfléchies a Dérive Singuliere (D.R.D.S.). Nous établissons également dans ce chapitre
des résultats pour I'estimation des parametres pour les D.R.D.S..

Il reste encore beaucoup a faire pour passer des résultats obtenus pour le probleme de Cauchy
1D au probleme de Poisson-Neumann 3D et cette question constitue un défi particulierement
motivant pour 'analyse des méthodes de Monte-Carlo.



Chapitre 1

Interprétation probabiliste
d’opérateurs sous forme
divergence

1.1 Introduction

Dans cette partie nous nous attacherons a décrire de la maniére la plus concise possible les
résultats concernant les processus associés aux opérateurs sous forme divergence dont le coefficient
est uniformément elliptique, mesurable et homogene. Nous présentons tout d’abord les résultats
« analytiques » concernant la construction de la solution fondamentale au sens faible associée a
l'opérateur. Nous énoncons ensuite les résultats qui permettent de décrire le processus de Markov
associé au semi-groupe d’opérateurs généré par la solution fondamentale au sens faible. Pour
finir nous traiterons plus spécifiquement du cas unidimensionnel qui va nous occuper tout au long
de cette these. Dans ce cas, il s’avere que le processus de Markov que nous étudions est la solution
faible d’une équation différentielle stochastique faisant intervenir le temps local (EDSTL). Si le
coefficient de I'opérateur possede des discontinuités, il n’est plus possible d’utiliser la formule des
temps d’occupation qui permettait, dans le cas d'un coefficient régulier, d’interpréter 'EDSTL
comme une équation différentielle stochastique au sens classique. En travaillant sur le cas le plus
simple d’un coefficient qui ne possede qu’une seule discontinuité, nous essaierons d’expliquer les
raisons pour lesquelles le temps local apparait naturellement dans I’équation.

1.2 Reésultats analytiques sur le probleme de Cauchy

Soit a : R — R? @ R? une fonction mesurable matricielle satisfaisant la condition d’uniforme
ellipticité : il existe A et A deux constantes strictement positives telles que

H1 : MNP <<a(@)6,E>,< A6 VEER!, Vo e R (1.1)

olt < .,. >4 désigne le produit scalaire dans R?.

On considere I'opérateur différentiel A, associé a la fonction a et défini formellement par la
formule

A=V. Eav} (1.2)

11



12 CHAPITRE 1. INTERPRETATION PROBABILISTE

1.2.1 Le probleme de Cauchy

Ou considere le probleme de Cauchy (P) associé & l'opérateur A

(P) { duu(t,x) — Au(t,z) = 0 pour (t,7) € (0, T] x R (1.3)

u(0,2) = ¢(z) pour tout z € R?

ou ¢ : RY — R est une fonction donnée.

Définition 1.2.1. La fonction u : (0,T] x R? — R est dite solution faible du probléme de
Cauchy (P) si :

e uc L=[6T;L? (RN L6 T; WQ’ZOC(IRd)] pour tout § € (0,T),

loc
o [ dt [o.de{—ud + adud, 0} =0 Yy e Cy'((0,T) x RY),

o o L? (R?) et u ala valeur initiale ¢ en t = 0, ce qui signifie que

loc

lim w(t, )Y (x)de = ) o(x)(x)dx

t=0 Ja JR

pour tout 1 € C}(R?).

Dans cette définition, le 0 en indice des espaces C’é’l et C} signifie que les fonctions s’annulent
a l'infini : cette restriction est faite pour assurer 'intégrabilité du produit w(¢,.)w(.) lorsque ¢
n’appartient que localement & L?(R?).

Remarque 1.2.2. [l est possible de montrer que toute solution faible u du probléme (P) a un
représentant continu sur (0,T] x R (cf. [2]). Dans toute la suite, on fera toujours l'analogie entre
u et son représentant continu. Ainsi, il n’y a pas d’ambiguité pour parler de la valeur de u en
chaque point de son domaine de définition.

On définit maintenant la classe de fonctions £2 qui intervient pour I'unicité des solutions faibles
du probleme (P).

Définition 1.2.3. Une fonction u : (0,T] x RY — R appartient a la classe 2 si et seulement si
il existe un réel 3 > 0 tel que :

T
/ dt/ e Pl (b, 2)dae < 400
Jo . Rd

Le premier résultat important sur lequel nous allons appuyer notre étude est le

Théoréme 1.2.4. (cf. Aronson [2])
Sous Uhypothese H1 et si ¢ appartient a L?(R?), il existe une unique solution faible u € £2
sur (0,T] x R au probleme de Cauchy (P).

1.2.2 Existence d’une solution fondamentale au sens faible
Le théoreme qui suit est fondamental pour toute la suite.

Théoréme 1.2.5. (cf. Aronson [2] et Roskosz [44])

Supposons que l'hypothése H1 est vérifice.

Pour tout (t,x) € (0,T] x RY, il existe une unique fonction T'(t,x;.,.) : (0,T] x R — R qui a
les propriétés suivantes :

e pour tout p et q tels que 2 < p,q < +0 et % + % < %, T(t,x;.,.) € L9 [0,T; H'P" (R?)] et

(- )l

P*,q* <C

ou C est une constante qui ne dépend que de T, des constantes A et A et des exposants p et q,
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e si on suppose que ¢ € L2(R?), la solution faible du probléme de Cauchy (P) dans £ admet la
représentation

ut.a) = [ Tit,0,)0(6)de (1.4)

pour tout (t,x) € (0,T] x R?
o I'(t,z;7,&) = 0 pour tout ™ > t.
o siu désigne la solution du probleme de Cauchy (P) donnée par le théoréme 1.2.4,

lim  wu(t,x) =
L. (t.z) = o(y)

en tout point y de continuité de la fonction ¢.
La fonction T sera appelée la solution fondamentale au sens faible associée a ['opérateur
A.

La solution fondamentale au sens faible associée a 'opérateur A possede de nombreuses pro-
priétés décrites dans la
Proposition 1.2.6.

e Estimées d’Aronson (cf. [2])
11 existe des constantes positives ay, ag et C' dépendantes uniquement de T des constantes A et

A et telles que :
Ci]gl(t —T,r — £) S F(t,T,T,f) S CQQ(t —T,r — £)

pour tout (t,x,7,§) tel que t > T et ol g1, (resp. go) désigne la solution fondamentale au sens
classique associée a lopérateur an A (resp. an\).

e Equations de Chapman-Kolmogorov
Vn € (7,t),

Nt.i€) = [ Tltzin, OF(n,Gim. ¢
R
e Continuité fellerienne (Stroock [49])
On définit la fonction p: (0,T] x R? x R — R par [’égalité
A
p(t,x,y) = L(t,2:0,y) (1.5)

pour tout (t,x,y) € (0,T] x R? x R?. La solution p engendre un unique semi-groupe de Feller
sur L2(R?) noté {P;;0 < t < T}, fortement continu, markovien, et défini par

P 2 |

» dyo(y)p(t,z,y) Vo € L*(R?)

o De plus (cf. [44] (2-6) p.96), pour tout x réel fizé et pour tout q tel que ¢* € (2,4+00], il existe
une constante Cy; ne dépendant que de T, de q et des constantes A et A, telle que

[0yp(., 2, M1,e < Cilq) < +00 (1.6)

1.3 Quelques outils stochastiques

1.3.1 Classification des processus de Dirichlet

Un processus de Dirichlet est un processus qui peut s’écrire comme la somme d’une martingale
locale et d’un processus dont la variation quadratique est identiquement nulle : cette définition est
ambigiie et car il faut définir exactement la notion de variation quadratique.

Soit (Q]—" (Fo)1a .,1?) un espace de probabilité filtré et 7 > 0 un réel fixé.
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1.3.1.1 Processus de Dirichlet forts

Définition 1.3.1. On appelle subdivision d’arrét de Uintervalle [0,T] toute suite croissante de

N A . . . . \ . . . .
temps d’arréts I, = {r; : i € N} stationnaire (i.e. a partir d’un certain rang la suite {7;(w) : i € N}
est constante pour presque tout w) avec 7o = 0 et Too = T'. On note T l’ensemble de toutes les
subdivisions de temps d’arréts de [0,T] et pour tout 7 dans T, on note |IL.| et on appelle « pas de
II, » la valeur de E {sup (Tig1 — Tl):| .
i€N
Si X désigne un processus sur Q et I, une subdivision d’arrét, nous notons :

AN .
QT (X) = Z ‘ XTk+1 - XTk |2 (17)
T €I,

Nous noterons Q lespace des processus Fi-adaptés, a trajectoires continues sur [0,T], et tels que
{Q, (X) : 1L, € T} est bornée dans L* (P).

Définition 1.3.2. Si X € Q, on définit

ol

1XTe :rfuegr]E[Qr (X)] (1.8)

On peut alors montrer la

Proposition 1.3.3. (cf. Bertoin [6])
(9,||.llo) est un espace de Banach.

Soit M? l'espace des martingales de carré intégrable sur (Q.,]-', (Ft)i>o0 ,IF’). Il est facile de

constater que les normes ||.||g et ||.|| 2 coincident sur M?.
Soit Qp le sous-espace vectoriel de Q constitué des processus X de Q tels que E[Q, (X)] tend
vers 0 quand |II;| tend vers 0. On a alors la

Proposition 1.3.4. (cf. Bertoin [6])
Qo est un sous espace fermé de Q.

Nous pouvons introduire D = M?2 & Qp dont les éléments sont dits processus de Dirichlet
forts. On a la

Proposition 1.3.5. (cf. Bertoin [6])
(D, |].llo) est un espace de Banach.

Définition 1.3.6. Soit X un processus Fi-adapté, a trajectoires continues sur [0,T]. Nous dirons
que X est un processus de Dirichlet local au sens fort s’ existe une suite croissante de
temps d’arréts (fj)jeN telle que :

o lim & =400 P-presque sirement
j—+oo

. . i A ..
o Pour tout j fizé, le processus X&' = {X,,/\g;i : teqo, T]} est un processus de Dirichlet fort.

On dit alors d’une telle suite (fj)jeN qu’elle est réductrice pour le processus de Dirichlet X .

1.3.1.2 Processus de Dirichlet faibles

De facon analogue, Q/ désigne I’espace des processus continus adaptés tels que

]E[X*Q} < +oo et sup E[Q, (X)] < +oc
M, eTf

olt T/ désigne I'ensemble des subdivisions dyadiques de [0,T] et X* = sup |X|.
0<t<T
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Introduisons ||.||gs la norme définie par
1X]%, =E[ X + sup E[Q (X)].
m,eTrt
Nous avons la
Proposition 1.3.7. (cf. Bertoin [6])
(Q7,|l.llor) est un espace de Banach.

On pose alors Df I'espace des processus de Dirichlet faibles : D/ S M2 0l ot O est
Iespace des processus de Q7 tels que

E[Qf (X)] o

(D7, ||.||r) est alors un espace de Banach (cf. Bertoin [6]).

1.3.1.3 Processus de Dirichlet et décomposition de Fukushima

Dans toute la suite nous désignerons simplement par le terme processus de Dirichlet la
classe des processus X continus, F;-adaptés, tels que X puisse se décomposer sous la forme

X=M+A (1.9)

olt M appartient & M!°¢ et A est un processus tel que si (IT,,) désigne une suite de subdivisions

déterministes de [0, 7] vérifiant |II,,,| —+> 0, alors

meN

m——+oo

lim Y Ay, Ayl =0 (1.10)

ou la limite est a prendre au sens de la convergence en probabilité sous P.
La décomposition (1.9) s’appelle alors la « décomposition de Fukushima » du processus X.
Cette décomposition est unique au sens de l'indistinguabilité des processus.

1.3.2 Décomposition de Lyons-Zheng
1.3.2.1 Les processus de Lyons-Zheng

Pour un processus X = {X; : t €[0,T]} arbitraire, nous introduisons X = {X7r_¢ : t€][0,T]}
le processus du temps renversé.

Soient (F;),~q et (Gi);~o deux filtrations. Un processus Y = {Y; : t € [0,T]} est dit (F, G )-
adapté si (V3 fifn) est ft—_adapté et si (Yt — 70) est G;-adapté.

Si Y est continu et (Fy, G;)-adapté, Y est appelé processus de Lyons-Zheng au sens fort
(resp. au sens faible), 8’il existe M* = {M; : t € [0,T]},i=1,2,V ={V, : t €[0,T]} tels que:

Y,,:%MQ+%M§+V,,7 Vte[0,T], P—ps (1.11)

avec :
e M! F;-martingale locale continue et M} =0
° M2 G;-martingale locale continue et Mi =0
e V processus a variations bornées
e Y est un processus de Dirichlet fort (resp. faible).
La décomposition (1.11) est alors appelée décomposition de Lyons-Zheng du processus Y.
Une telle décomposition est unique.

Remarque 1.3.8. La situation typique pour la décomposition de Lyons-Zheng d’un processus X
est de choisir pour (Fi),, lo filtration naturelle et pour (G;),~o la « filtration du temps renversé » :

G =0 (Xu; T—tgugT):a(Yu; Ogugt)
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1.3.2.2 Un exemple élémentaire : la décomposition de Lyons-Zheng du mouvement
brownien

. . A . 1ep 2
Soit un mouvement brownien standard B = {B; : t > 0} construit sur un espace de probabilité

(Q, F,P,; 2 € R). Nous noterons (F;),, sa filtration naturelle.
Posons maintenant B le processus défini par

B, =Br_;, tel0,T]

La théorie du renversement du temps pour les semi-martingales de diffusion (cf. [20]) permet
d’affirmer qu’il existe un mouvement brownien 5 adapté par rapport a la « filtration du temps
renversé »

{o(B, : 0<u<t) : 0<t<T}

et tel que pour tout ¢ fixé dans [0, 77,

1

1 1= 1 1 1 =t _ T—t g
Bt:—B,,+—BT7t:—Bt+—BT+—/ d6u+—/ %
27ty 27t g ! .

9

T —u,B, 1.12
5 5 (T—uB)du  (112)

ou g désigne la fonction de transition du mouvement brownien standard.
Puisque By = Byr_7 = By = 0, il est clair que

. T _ 'T'a g
BT:OZBT—l—/ dﬂu+/ (T —u, B,)du
0 o 9

En utilisant ces égalités et en effectuant un changement de variable, I’équation (1.12) devient
1 1— 1 17— 1 (Mg
B,=-By+-Bpr_;,=-B, — - d3, — = | ==(u,B.)d 1.13
t 2f,+2Tt 5 Pt 2/7"71,6“' 2/0 g(u' )du ( )

Cette derniere égalité donne la décomposition de Lyons-Zheng du mouvement Brownien B.

1.3.2.3 Identification du mouvement brownien

Comment est construit le mouvement brownien 3 & partir du mouvement brownien initial B
dans la décomposition de Lyons-Zheng (1.13)?
Nous savons que B vérifie :

t
_ _ 15) _
B, = BT+ﬂt+/ DI _ 5, B,)ds
0

Alnsi,

t
- BTfs
6t:BTft*BT+'/O T (1.14)

Cette formule explicite le mode de construction, a partir du mouvement brownien B, du mouve-
ment brownien [ dans la décomposition (1.13).

1.4 Représentation stochastique du semi-groupe fondamen-
tal

Le but de cette section est d’énoncer les résultats connus sur la représentation stochastique du
semi-groupe {P;;0 < t < T} dans le cas ou 'on suppose que le coefficient matriciel a intervenant
dans Popérateur est « peu régulier » .
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Définition 1.4.1. On note (P,, X = {X;;0<¢t<T}) la famille de processus de Markov de
densité de transition p (définie dans la proposition 1.2.6).
Plus précisément, le couple (P, X) est tel que :

e X désigne le processus canonique sur C([0,T]; R?).

e pour tout v € R, P, est une mesure probabilité sur B[C(][0,T]; R)] telle que

P.[Xo = 2] = 1 pour tout x € R? (1.15)
P,[X: € O] = [, p(t,z,y)dy '
pour tout ensemble Borélien O € B []R{d] et pour tout t € (0,T].
On appelle alors (P, X) une diffusion correspondant a 'opérateur A.
Ainsi, la fonction w définie sur [0,7] x R par
w: (t,z) — E; [o(X})] (1.16)

donne une représentation de l'unique solution faible appartenant a £2 du probleme de Cauchy
(P).

1.4.1 Un théoréme de représentation en dimension quelconque
1.4.1.1 Notations

Dans tout ce qui suit nous utiliserons les notations suivantes :
(F¢),>, désigne la filtration naturelle engendrée par le processus X construit au début de
cette section.
(‘Tt)t>o désigne la filtration naturelle du renversement du temps engendrée par le processus
X:
?téa(Xu; T—tSuST):U(Yu; Ogugt)

— M désigne 'ensemble des martingales de carré intégrable et adaptées a la filtration naturelle
(-Z:t)tzo-

— M désigne 'ensemble des martingales de carré intégrable et adaptées a la filtration naturelle
du renversement de temps (?t)po'

Mlee désigne 'ensemble des margingales locales adaptées a la filtration naturelle (F;),-,.

Moc désigne ensemble des martingales locales adaptées a la filtration naturelle du renver-

sement de temps (?t)»o'

1.4.1.2 Le théoréme de représentation

Théoréme 1.4.2. Roskosz [44] théoréme 2.2 p.96

Supposons que l'hypothése H1 est vérifice.

Soit (P, X) une diffusion correspondant a 'opérateur A.

Pour tout ¢ € W;},loc(]Rd) avec p > 2V d, il existe un unique triplet (M®,N® V) qui satisfait
les conditions suivantes :

o M? e M, N® € M et V¥ est un processus de variation quadratique nulle et adapté d la
filtration naturelle engendrée par X.

o le processus ¢(X) admet une décomposition de Lyons-Zheng (sens faible) :
6 40 _Lae Loe 1o
¢(X1) = 6(Xo) = MY + AY = M + 5N = 5V, (1.17)

ot NP = (N

= Nﬁ) pour tout 0 < ¢t <T.

o en particulier ¢(X) est un processus de Dirichlet faible.
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e si de plus on suppose que ¢ € W; (R?), alors pour tout t € (0,T], on vérifie les égalités

(M?), = /Ot aVe.Vé(X,)du

t

(N?), = /’aw.w(xﬁu)du (1.18)
0
t
¢ — a’(XU)vp(uaanu)
Vi —/0 (oo X No(X,)du

D’autre part, les processus N et M? possédent une co-variation quadratique mutuelle. Plus
précisément, sill,, désigne une suite de subdivisions de [0, T] telle que |I1,,,| — 0 lorsque m — 400,
on vérifie que

ml_i,rﬂoo Z (Nt¢,?+1 - Nt%) (Mt({?+1 - Mt({)) = <M¢>T (1~19)

1=0,...,m—

ot la limite est a prendre au sens de la convergence en probabilité sous IP,,.

1.4.2 Représentation du semi-groupe fondamental dans le cas unidi-
mensionnel

Important : A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, nous travaillerons uni-
quement sur le processus unidimensionnel.

Dans le cas unidimensionnel, il existe une batterie de théoremes qui donnent une représentation
du processus de Markov associé au semi-groupe {P;;0 < t < T'}. Les plus satisfaisantes pour l'in-
tuition sont celles qui s’expriment en termes de solutions d’équations différentielles stochastiques
« générales ». Divers jeux d’hypotheses pour le coefficient a intervenant dans 'opérateur sont alors
envisagés suivant les besoins. Nous nous contenterons ici de n’énoncer que les résultats les plus
connus qui proviennent pour la plupart de [4].

Nous allons séparer 1'énoncé de ces résultats en deux parties :

e les résultats au «sens fort » : c’est-a-dire ceux pour lesquels le processus de Markov associé au
semi-groupe {P;;0 < t < T'} vérifie une équation différentielle stochastique au sens fort.

e les résultats au «sens faible » : ceux pour lesquels le processus de Markov associé au semi-groupe
{P;;0 < t < T} vérifie une équation différentielle stochastique au sens faible.

Les résultats au « sens fort » utilisent pour leur démonstration des méthodes propres au cadre

unidimensionnel : les processus de Markov sont caractérisés par leur fonction d’échelle et leur

mesure de vitesse.

En ce qui concerne les résultats au « sens faible » , dans une trés large mesure ce sont des
conséquences de la théorie générale des formes de Dirichlet telle qu’elle est exposée dans la mono-
graphie de Fukushima-Oshima-Takeda [15].

1.4.2.1 Introduction

Soit A un opérateur sous forme divergence sur R défini formellement par
d [1 ,d
R 1.20
dx {20 dT:| ( )

ou o désigne une fonction mesurable sur R. On supposera qu’il existe une constante A > 1 telle
que

1 .
0<X§02(.77)§)\<+oo ppz€R (1.21)
L'opérateur A est associé a une forme de Dirichlet (£, W, (R)) sur L? (R) définie par
1
£(f.9) =5 [ @) @)y @)da (1.22)
Jr

Un processus X est associé & la forme de Dirichlet (€, W, (R)) sur L? (R) si
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e son semigroupe de transition est symétrique dans L? (R)
e on a l'identité

WQ(]R)—{feLQ(]R)  lim 2

t—0 t

[ 5@ (1@) = Pefta) da < +oo}

e pour f et g deux fonctions quelconques de Wy (IR)

lim = [ g(x) (f(2) — Pof(2)) do = € (f.9) (1.23)

=0t Jp’

3

Il est bien connu qu’il existe un processus conservatif de Feller que 'on notera (X,P, : z € R)
et qui est associé a (5., Wi (]R)) sur L2 (R). Ce processus est unique en loi dans le sens suivant :
s'il existe un autre processus {Z; : t > 0} vérifiant Zy = x, conservatif, symétrique associé a la
forme de Dirichlet (£, W] (R)) sur L? (R) alors {Z; : t > 0} a méme loi que X sous P,.

Remarque 1.4.3. Nous pouvons démontrer que le processus ainsi construit est identique en loi au
processus introduit précédemment et construit a partir de la solution fondamentale au sens faible
de lopérateur A. Nous ne montrerons pas cette correspondance car elle est généralement admise
dans la littérature. Toutefois, dans le cas ou l’on travaille dans un domaine compact, au chapitre
3, nous serons amenés & démontrer Uidentité sur L? entre le semigroupe de Markov généré par
une certaine forme de Dirichlet et le semigroupe de Markov généré par la solution fondamentale
au sens faible associée a un certain opérateur. La méthode de démonstration serait exactement
identique ici.

La théorie des formes de Dirichlet (cf [4] p.433) nous permet alors d’affirmer que le processus
{X, (Pw)mem} associé a 'operateur A admet une unique décomposition de type

t
X, = X, +/ o(X,)dBs + N;, t>0 (1.24)
0

ot le mouvement brownien B est construit spécifiquement de fagcon a ce que (1.24) soit vérifiée.
N est alors une fonctionnelle additive continue de X qui est localement d’énergie nulle (au sens
de Fukushima) sous la mesure [, P, [.] da.

1.4.2.2 Les résultats “au sens fort”

Définition 1.4.4. Une fonction p sur Rt positive, croissante, est dite modérée s’il existe une
constante v > 1 telle que p(2x) < yp(x) pour tout x > 0.
On suppose qu’il existe une fonction croissante, positive et modérée, telle que
* f0+ p72($)d$ =0
e 22p? (/7) est une fonction croissante, convexe et modérée.
et telle que :

‘H2  a(z) —a(y)| <p(lz—y|) VzeR, VyeR (1.25)

Remarque 1.4.5. L’hypothése précédente est vérifiée par toutes les fonctions a Héldériennes
d’ordre o pourvu que o > %

On a alors le

Théoréme 1.4.6. (cf. R.F. Bass et Z.-Q. Chen [4])

On se place dans le cadre des hypothéses H1 et H2. Soit {W;;0 <t < T} un mouvement
brownien standard sur R défini sur un espace de probabilité (Q, F,P). Il existe un unique processus
de Feller conservatif associé a l'opérateur A au sens de la section précédente,

t
X, = X, +/ o(X,)dW, + Ny, t>0 (1.26)
0

et N est un processus d’énergie nulle (au sens de Fukushima) sous P, pour tout x € R.
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Remarque 1.4.7. La condition H2 est plus forte que la continuité de la fonction a. Il apparait
dans la démonstration du théoréme 1.4.6 que cette condition est en fait utilisée pour garantir
Uexistence forte d’une solution pour les équations différentielles stochastiques de type

dY, = ((V;)dW,

ol {W,,; 0<t< T} est un mouvement brownien. C’est la condition de Yamada- Watanabe.

La condition de Nakao, ( bornée loin de O et localement de variation quadratique finie, est
€galement une condition suffisante pour obtenir l’existence forte pour les solutions de telles E.D.S.
sans terme de dérive (cf. [51]).

1.4.2.3 Les résultats “au sens faible”

Nous écrivons ici la version unidimensionnelle du théoreme 1.4.2. A la différence du théoreme
1.4.2, nous pouvons alors établir une formule plus agréable pour M? et N en fonction de ¢ et de

o pour toute fonction ¢ dans Wplloc (R). Cela n’était pas le cas dans le cas multidimensionnel et

c’est le sens de ce nouvel énoncé :

Théoréme 1.4.8. (version unidimensionnelle du théoréme 1.4.2)
Supposons que l'hypothése H1 est vérifice.
Soit (P., X) une diffusion correspondant a lopérateur A. Il existe alors un unique couple

b
(B,W) de processus tel que :
e B est un Fi-mouvement brownien,

— —
o W est un Fi-mouvement brownien

e pour tout ¢ € W;’ZOC(R) avec p > 2, nous pouvons définir M?® € M'c, N¢ ¢ Mo et V¢ un
processus de variation quadratique nulle et adapté a la filtration naturelle engendrée par X tels
que :

o le processus ¢(X) admet la décomposition de Lyons-Zheng :

O(X:) — &(Xo)

1 1 - 1
§Mt¢ + ng - §Vt¢

1 [t I R T
B) 0—¢ (XS) st P U¢ (Xs) d Ws __‘/f,
2 Jo 2 Jr_y 2

t
_ / 06’ (X,)dB, + ALY (1.27)
Q

ot NP = (N2

T Nﬁ) pour tout 0 <t <T.

o ¢(X) est un processus de Dirichlet.
e si l’on suppose de plus que ¢ € W;}(]Rd), alors on vérifie que pour tout t € (0,T],

¢ _ t(l(Xu)ayp(""/gj"X")’
; _/0 uples ¢ (X,)du (1.28)

D’autre part, les processus N et M? possédent une co-variation quadratique mutuelle. Plus
précisément, sill,, désigne une suite de subdivisions de [0, T] telle que |I1,,,| — 0 lorsque m — +o0,
on vérifie que

: Ni4 NE4 ¢ ¢\ _

im 3 (Ntm - Nti) (th - Mti) = (M%) (1.29)

m—-+oo
1=0,...,m—

ol la limite est a prendre au sens de la convergence en probabilité sous P,.
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Démonstration. Nous procédons par étapes :
Construction du mouvement brownien B
Soit ¢ € W (R) avec p > 2. Le théoréme de représentation des martingales 4.2 p.170 dans [22]

(avec la remarque 4.3) permet d’affirmer qu'’il existe un F;-mouvement brownien {Bf’ b > 0}

tel que la martingale M ¢ construite an théoreme 1.4.2 s’écrive
t
MP = / o¢' (Xs)dB?
0

Nous pouvons donc construire de cette maniere une collection X 2 {B¢ Q€ Wp] (R), p> 2} de
Fi-mouvements browniens. Nous allons montrer que cette collection se réduit en fait & un unique
mouvement brownien que nous noterons B.

Soient p > 2 et p' > 2 fixés. Soient ¢ € W) (R) et 1) € W), (R) choisies arbitrairement. Alors
Q- € Wpl/\p, (R). Puique p A p’ > 2, I'unicité de la décomposition (1.17) du théoréme 1.4.2 nous

permet d’affirmer que
Mf — MY =M% telo,T)

Autrement dit,

/t oo’ (X,)dB? — / o¢' (X,)dBY = /tﬂ (¢ — ') (Xs)dB™Y  t€0,T]
0 0 0

En passant au crochet dans cette équation, nous trouvons facilement que

t t
[ otow o B = [ otow (X)ds te T
0 0
et cette égalité implique
(B®,BY), =t te[0,T]

Puisque B? et BY sont des F;-mouvements browniens, cette derniere égalité implique directement
(B —=B%), =0 te€l0,T]
La proposition 1.12 p.125 de [40] nous permet donc de conclure
B? —BY =0 (1.30)

Puisque ¢ et 9 ont été choisies arbitrairement dans les espaces Wp] (R), nous voyons que la col-
lection ¥ de mouvements browniens construite précedemment se réduit en fait & un unique F;-
mouvement brownien. Par la suite nous noterons ce mouvement brownien B.

Passage des fonctions de W) (R) aux fonctions de W), (R) dans la représentation
de M?

Cela résulte de l'unicité de la décomposition de Fukushima dans le théoreme 1.4.2 et d'un
argument de localisation.

En effet, pour tout ¢ € W, (R), nous construisons une suite (¢,), .y d’approximations de
¢ telle que ¢, € W, (R) pour tout n fixé et

¢n = ¢ sur [—n,n]

Notons N
Tn:inf{tZO : \Mt¢|2n}/\inf{t20 : |Xt¢|2n}

Grace a la décomposition de ¢(X) du théoreme 1.4.2, nous avons

A Xinr,) — O(x) = Mt(b/\r,, + Af/\r,,
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et par construction de la suite (¢,) en choississant n de telle sorte que |z| > n,

neN?

A(Xinr,) —0(x) = On(Xinr,) — On(2)
= Mf/\n'rn + Af;\l'rn

tAT,
= / ‘7¢In (XS) dBs + Af;\lrn
J0

au vu de ce qui précede.
L’unicité de la décomposition de Fukushima des processus de Dirichlet nous permet d’identifier
les parties martingales. Par conséquent,

tAT, tATy
M. = / o8 (X.)dB, = / od' (X,)dB, (1.31)
JO J0

par construction de la suite (¢,), . Puisque le processus X est régulier et que M? est une
martingale locale nous pouvons facilement vérifier que 7, — +0oo lorsque n — +o00. En faisant
tendre n vers +oo dans (1.31), nous obtenons

t
Mf:/ ¢ (X,)dB, t>0
0

Conclusion

L’existence de W se démontre de la méme maniere que l'existence de B. Le passage aux
fonctions de W]}Joc (R) pour la représentation des martingales N? s’effectue & I’aide de I'unicité de
la décomposition (1.17) et d’un raisonnement par localisation. Cela achéve la preuve du théoréme.

O

Nous énoncons un résultat qui, dans le cas ot X est une semi-martingale, permet de donner
une autre représentation probabiliste a la fonctionnelle additive N du théoréeme 1.4.6.

Théoréme 1.4.9. (R.F. Bass et Z.-Q. Chen [4] Théoréme 3.6 p. 437)
Soit {X, (PI)mER} un processus de Feller continu, conservatif et associé a l'opérateur A au
sens de la section précédente. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

e X est une semi-martingale sous P, pour un x fizé dans R.
o X est une semi-martingale sous P, pour tout x fixé dans R.
e [a dérivée au sens des distributions de la fonction o est une mesure de Radon signée.

Si l'un de ces points est vérifié et si l’on note la mesure de Radon signée correspondant a la dérivée
au sens des distributions de o par o'(dz), alors il existe un mouvement brownien {By;t > 0}
construit sur l’espace de probabilité initial de telle sorte que X wvérifie I’équation différentielle
stochastique

X =Xp+ /t o(X.)dBs + / o '(W)LY (X))o (dy), t>0 (1.32)

ou {LT(X) : t>0 : z € R} estle temps local de X .

1.4.3 Pourquoi le temps local ?
1.4.3.1 Formule de Feynman-Kac

Nous avons vu que le processus X associé a un opérateur sous forme divergence est en fait
solution d’une équation différentielle stochastique (1.32) qui fait intervenir le temps local de X
lorsque le coefficient o de 'opérateur possede une dérivée au sens des distributions qui est une
mesure de Radon signée.

Dans ce qui suit on fera I'hypothése suivante :
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(i) o2 est discontinue au point 0
H(o) : (ii) o? est de classe C® (]0, oo|) et de classe C;° (] — 00, 0])
(iii) les limites & droite et & gauche des fonctions (0?)(") existent et sont finies

(1.33)

Nous noterons

l- 2 — . 1 2 — _
lim o (z) = a(0+); lim o (z) = a(0-)

les limites respectives de la fonction o2 & gauche et & droite de 0.

Il est alors possible de démontrer, via la formule des temps d’ocupation, que sous I’hypothese
H(o), I’équation différentielle stochastique (1.32) se réécrit sous la nouvelle forme

a(0+) —a(0-)
WLt (X) (1.34)

t 1 t
X =t / o(X.)dB. + / o' (X.)ds +
0 0

Dans cette équation, le processus {L? (X); t> 0} désigne le temps local a droite du processus X .
Soit {Xy; t > 0} la solution faible de I’équation différentielle stochastique (1.34). Nous faisons
tout d’abord la

Remarque 1.4.10. P-presque stirement pour tout t € [0, T] fizé, la fonction y — L{(X) est une
fonction continue partout sur R, sauf éventuellement au point 0. Cela est une conséquence du
corollaire 1 p.32 de [53].

Au vu des résultats de la section précédente (cf. (1.16)), pour toute fonction ¢ dans L?(R), la
fonction u définie sur [0,7] x R par

w: (t,z) — B, [o(Xy)] (1.35)

donne une représentation de l'unique solution faible appartenant a £2 du probleme de Cauchy
(P).

Toutefois, si I'on énonce ce résultat sans avoir en mémoire tout le travail mené précédemment,
il est difficile de comprendre la nature du phénomeéne qui assure que la solution faible X de (1.34)
soit bien associée (au sens de la premiere section de ce chapitre) & l'opérateur A. Le but de cette
partie est d’effectuer un calcul illustratif qui permette de comprendre « plus intuitivement »le réle
joué par le temps local dans ce phénomene.

1.4.3.2 Un calcul illustratif

Dans toute la suite, le produit scalaire dans L2 (R) de deux fonctions f et g sera noté

(F(),9()),

Le processus X solution faible de (1.34) engendre au travers de la formule
Pig(z) =K, [p(X4)], ¢ >0, (1.36)

un semigroupe de Markov sur L? (R) que nous noterons {P; : t > 0}.

Nous supposerons dans le calcul que {P; : ¢ > 0} est un semigroupe d’opérateurs auto-adjoints
(symétriques) sur L? (R) et stable sur W, (R).

Pour toute fonction v € W'(R), on définit la forme linéaire Av agissant sur Cg° (R) par la
formule

1 ,d d
< Av,Yp >= — | =0 —nv, —1 | pour toute fonction 1) € C;°(R) (1.37)
2 dz dz" ),

Vérifions que la formule (1.37) définit bien une distribution sur R.
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Par définition (cf. [24]), pour qu'une forme linéaire G sur C§° (R) soit une distribution, il faut
vérifier que pour tout compact K fixé dans R, il existe un entier p, et une constante C (qui
dépendent de K en général) tels que

Vi € C3°(R) tel que supp ¥ C K, on ait |< G,¢ >| < C" Kmax . | 0%Y(z) | (1.38)
Po,TE

ou supp % désigne le support de la fonction .
Or cette inégalité est clairement vérifiée pour la forme linéaire Av agissant sur C3°(R) par la
formule (1.37) avec pg = 1 (il suffit d’utiliser le fait que o2 est une fonction uniformément bornée.
D’autre part, pour toute fonction v € W(R), nous définissons la forme linéaire Tv agissant
sur C§°(R) par la relation

T ! ! @ ! 0 0 0 ] d v Cy° (R
<Tow>= 3 (va' o) 45 (nafze) 450040 =a0-)0(0) <60, Tv> Vo€ OF(R)

(1.39)
o v(0) est défini sans ambiguité comme la valeur en 0 du représentant continu de v (pour l'exis-
tence d'un représentant continu, voir [9] Théoreme VIIL.2 p.122). Il est clair que la forme linéaire
Tv vérifie la formule (1.38) avec pp = 2. Il en résulte que T'v est bien une distribution.

De plus, pour toute fonction ¢ € C§°(R),

0 oo
% (U7add_z22¢>2 = %/wv(z)a(z)dd—;w(z)dz + % /0+ 1)(z)a(z)dd—;w(z)dz

1 d d 1 , d 1 d
= - <§GE7)7 EQP)Q ) (7)7(1 EQP)Q -3 (a(0+) — a(0—)) v(0) < b, %w >

ol nous avons utilisé la formule d’intégration par parties de [9] p.131 pour les fonctions de
W1 (supp ).

Ainsi,
1 d d
T = ——la—wv,—
<Tv, ¢ > > (adzv, dz1p>2
= <Av, > WeCFR) (1.40)

ce qui veut exactement dire que Av = T'v au sens des distributions.

Soit ¥ € 03’2 ((0,T) x R). En appliquant la formule d’It6 & la fonction ¢ et au processus X
on obtient :

Vt €]0,T],Vz € R,

B e X =v00) + B[ %mxs)ds]

{/{ $(s, X + X S0t X f ]

“ (oigo )k, [/0 5705, 0)dL(X )} (1.41)

En utilisant (1.41) et plusieurs fois le théoréme de Fubini (justifié par le fait que toutes les
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intégrales que I'on consideére sont bien définies), on vérifie que pour toute fonction ¢ dans W (R),

(otBo X)), = (s0w0.0),+ [ a(o0. 5 [2uex0)]),

+ Tdt(gz&(.),]E(_) % a'(Xy)=— 0 Y(t, X¢) + a(Xy) 822w(t-,Xt> )
0 0z 0z 2

+ (¢(-), (OZQ&igo_)Eo '/OT%Qb(t.,O)dLQ (X)b2
Par conséquent,
(602 BT X)) = (00) )+/0Tdf(Pt¢<> —U(t))

2

(0
+ /OTdt( H >§Zw<t7xt>+a(Xt>%¢(t=Xt>H)2

it J; (0+§0 )(¢(-)7E<-> ,/UT %w(t"o)ﬂ? (X)] )2
Ainsi,
(60). Byl (1, X)), = +/0Tdf(Pt¢ /’.))2
o [ (o {o Zote +a v ),
+ aw;z(o:? o ./f X))

Si t est fixé dans [0,7], la fonction z — Pi¢(z) est une fonction de W1 (R) qui admet un
représentant continu. En utilisant alors la définition de la distribution T' (P;¢), on obtient

[ a3 (ota 2vta), + 5 (Po0.ae.0), )

= [ ar <7 (P00 0l > —5(a(0+) ~a0)) | a1 0)P(0) (142

Grace a 'égalité (1.40) (les distributions T (Ps¢) et A (Ps¢) sont équivalentes) et en utilisant
la définition de la distribution A (Ps¢), I'égalité (1.42) devient

(60). B (@, X)) Ol (T,))
¢.,¢(0.,.>)

T

Il
/\/\

2

at(Pot). 5ru(t.),

_|_
\

0
T

dty (a L PLoC), 5o0,))

2

|
S—

T
(@(0+) ~a(0-)) [ dtu(,0)Pro(0)

N =

a(0+) — a(0-)
+ W(M.)’E(')

T
/0 %z/)(t,())dL? (X)] ), (143)
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Nous voulons maintenant vérifier que

T — a(0— T
3(0(04) = a(0-) [ de L uie.00P0) = “CEZ0 (o), l/ %wa,mdwm])Q
(1.44)

Pour vérifier cette égalité, nous allons introduire une mesure que 'on notera 60+ et qui est en
fait une pseudo-généralisation de la masse de Dirac. Le but recherché est d’intégrer des fonctions
discontinues au point 0 sans ambiguité.

Définition 1.4.11. On note &F la forme linéaire agissant sur l'ensemble des fonctions f qui sont
continues sur R sauf au point O et définie par la relation

= 2)oF (dz) = lim f(z) =
= [ 1)t (@) = tim @) = (04)

Soit la suite de fonctions (g,,),>0 définie par :

gn(z) = 0 pour tout = €] — oc, 0]
gn(x) = n pour tout z € [0, 1] (1.45)
gn(x) = 0 pour tout z €]+, +o0]

On vérifie facilement que

lim /f 2)gn(z)dz = f(0+) /f )65 (da)

n— 4o

Muni de cet outil, nous pouvons maintenant vérifier I'égalité (1.44). Grace a la remarque 1.4.10,
le temps local de X est continu partout sauf au point 0. Ainsi, puisque (T, 0) = ¥(0,0) = 0,

/UT %"/’(t,o)dL?(X)] ) = (¢(-),—E(_) /OT L?(X)%%¢(t’0)dt] )2

/ / X)6 (dz) aaaazz/)(t,())dt )2

et grace au théorme de Lebesgue,

((60) B

(60 /f%w(t,omm )= tim(6(), K,

n—-+oc

/ Tdf%aiw(f o [ L:(X).qn(a)da] ),

En appliquant la formule des temps d’occupation et une intégration par parties, nous voyons que

(@ e, '/OT%w(t,O)dL?(X) )= lim_(60).E

n—-+oc

T 9
/0 dtgw(t,o)gn(Xt)a(Xt)ds] )2

FEt en utilisant sucessivement le théoreme de Fubini, le théoreme de Lebesgue et le fait que le
semi-groupe est auto-adjoint,

00 B | [ Lo0azi 0| ) = tim [ arLs(e0) (0.5 lp. (Xa(x) )
Jo 0 n—+o Jo 0z ,
= '/OT dt%w(t,m Jim (Ptaﬁ(.).,gn(.)a(.))2

T
a(0+) [ Prof0) 5 (e, 0
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La formule (1.44) est donc vérifiée.
On utilise le fait que la fonction ¥ a été choisie initialement dans Cy ((0,7') x R) et donc
(T, z) = ¥(0,2) = 0. Ainsi, grace a (1.44), I’égalité (1.43) devient

'/OT at(P.o(), %w(t, ), - /OT dt%(ad—{iPtng(.), %w(t, )),=0 (1.46)

Nous avons donc vérifié que la fonction = — P,é(z) = E, [¢(X;)] vérifie le deuxiéme point de la
définition 1.2.1 lorsque les fonctions 1 sont choisies dans C3% ((0,T) x R). On pourrait généraliser
facilement ce résultat pour des fonctions tests dans Cy'' ((0,7) x R) par un argument de densité,
mais I’écriture rigoureuse de la démonstration serait un peu laborieuse : nous faisons donc le choix
de ne pas expliciter ce calcul.

1.4.3.3 Fonctionnelles additives et mesure de Revuz

La théorie qui lie les mesures de Revuz et les fonctionelles additives permet de comprendre plus
completement, dans le cas ot le processus X est une semi-martingale, le phénomene qui permet
d’identifier la fonctionnelle additive {N; : ¢ > 0} dans I'équation (1.26) au processus

A

e {/Ra%yw%% [X]o' (dy) © t> o}

Pour démontrer que ces deux fonctionnelles sont en fait identiques, il suffit de démontrer qu’elles
correspondent toutes deux a la méme mesure de Revuz. Dans le cas olt X est une semi-martingale,
il est possible de démontrer que la mesure de Revuz v(dx) associée a la fonctionnelle additive de
{N; : t >0} est donnée par la formule

v(dr) = o(x)o'(dx) (1.47)

Sans en donner une preuve rigoureuse, nous nous contenterons de constater que, dans le cas
ou o est une fonction tres réguliere, la fonctionnelle additive N du processus X s’ecrit N; =
fot o(Xs)o'(Xs)ds et par conséquent sa mesure de Revuz ne peut étre que la mesure v(dz) définie
en (1.47).

La preuve du théoréme 1.4.9 dans [9] fournit alors clairement la réponse & notre question :
nommons {ff t> 0} la fonctionnelle additive continue de X associée a la mesure ()4,

Soit une mesure de Radon p(dx) positive fixée. Le théoreme 5.1.3 dans [15] nous permet d’affirmer
que la fonctionnelle additive de X dont la mesure de Revuz est o?(z)u(dz) est équivalente (au
sens des processus) a [, Ly u(dz).

Si nous remplacons o2 (x)u(dz) dans le raisonnement ci-dessus par la mesure pg(dz) = o2(z) f(2)dx
(ol f est une fonction positive mesurable bornée), alors la fonctionnelle additive associée a pq est
équivalente a U 2 J f(2)L; dx. Mais il est bien connu que jq(dz) est associée & la fonctionnelle

s A . L.
additive V; = fot 0%(X,)f(X,)ds. Par conséquent, les processus U et V sont équivalents et pour

toute fonction f mesurable positive et bornée,

t
0

[ #@iTide = [ 0x)sx s - / RN, (1.48)

Cela montre que le processus {f: ot > 0}, construit comme étant la fonctionnelle additive de

mesure de Revuz 02(7)d,, ne peut étre que le temps local & droite de la semi-martingale X.

Le méme raisonnement, appliqué cette fois-ci en remplacant u(dz) par v(dz), impose que la
fonctionnelle additive {N; : ¢t > 0} associée a v(dzx) est équivalente & H, ce qui est exactement
ce que nous voulions vérifier.
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1.5 Conclusion

Il existe donc plusieurs représentations probabilistes de la solution du probleme de Cauchy (P)
(1.3) unidimensionnel : (1.27), (1.32) et celles-ci varient en fonction des hypotheses faites sur le
coefficient a.

Parmi ces différentes représentations, une seule se préte facilement & une discrétisation permet-
tant de développer une méthode de Monte-Carlo : (1.32). Le chapitre suivant a pour but d’analyser
la vitesse de convergence du schéma d’Euler pour (1.32) dans le cas simple ot ¢ n’est supposé
discontinu qu’au point 0. Dans ce cas, (1.32) se réduit alors a (1.34).



Chapitre 2

Le schéma d’Euler

2.1 Introduction

Soit A un opérateur sous forme divergence sur R défini formellement par

d {1 2 d} (2.1)

“dr |27 dx

ou o désigne une fonction mesurable sur R. On supposera qu'il existe deux constantes A et A telles
que
0<A<o’(z) <A<+ z€R (2.2)

Nous nous intéressons au probleme parabolique P suivant :

(P) { Opu(t,x) — Au(t,z) = 0 pour (t,z) € (0,T] x R

u(0,2) = f(z) pour tout x € R (2:3)

ol f est une fonction dans L2(R). On fera '’hypothése suivante : la fonction o intervenant dans
la définition de opérateur A vérifie

(i) o? est discontinue au point 0

Ha - (ii) o est de classe Cf (]0, 00]) et de classe Cf (] — o0, 0])

' (iii) les limites & droite et & gauche des fonctions (02)(*) existent et sont finies
pour tout i € {1,...,6}

(2.4)
A 9
Nous noterons a = o~ et
limo?(x) = a(04); limo?(z) = a(0—
i o?(2) = a(0+); Lm0 (x) = a(0-)
les limites respectives de la fonction o2 & gauche et & droite de 0.
Soit I’équation différentielle stochastique avec temps local
1 a(0+) — a(0—)
dX; = o(X,)dB; + —a'(X;)dt + ——————2dLI(X
t = 0(Xy) f,+2a( 1)dt + 24(0+) ¢ (X) (2.5)

X():."I?(]

D’apres la construction du chapitre précédent, nous savons que la solution u de (P) est donnée
par
u(t, zo) = Bay [f(X4)] (2.6)

Le but de ce chapitre est de proposer un algorithme numérique pour calculer des valeurs
approchées de u a partir de la représentation (2.6).
Il nous faut affronter deux problémes importants :

29
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— la présence du temps local dans I’équation (2.5) et I'impossibilité de proposer un schéma de
discrétisation simple.
la présence d’une discontinuité en 0 pour les coefficients o et b.

2.1.1 Faire « disparaitre » le temps local : la transformation de Zvonkin

L’idée ici est d’appliquer une transformation de Zvonkin (cf. [33]) au processus X dans le but
de faire disparaitre le temps local de 'EDS.
Pour simplifier les notations, on pose :

_a(0+) —a(0-)

= 2.7
p 2a(0+) (2.7)
On introduit la fonction “signe” notée sgn et définie par :
sgn(z) = 1 pour tout = > 0 (2.8)
sgn(x) = —1 pour tout z <0 '
Soit h la fonction définie par
h(z)=z— b |z| VzeR (2.9)
1-p

Puisque a(0—) > X et a(0+) > A, on vérifie que h est une bijection car —1 < % < 1.
En appliquant la formule d’'Ttd-Tanaka (cf. [40]), on obtient

1

h(X;) h(zg) + '/0/ o(Xs)dBs + 3 /01 a'(X)ds

_ % </Ota(Xs)sgn(Xs)st +%/Ot sgn(Xs)a'(Xs)ds>

t 1 t
= h(xo) +/ coh ' oh(X,)dB, + 5/ a' oh ' oh(X,)ds
0

0
B ' -1 —1
— —— [ ooh " oh(Xs)sgnoh " oh(X,)dB;
1-58Jo
I

+ sgnoh ' oh(X,)a oh™" o h(X,)ds

21-8J,

o A - . .
Ainsi le processus Y = h(X) vérifie une EDS sans temps local mais dont les coefficients sont

. . . _ A 1 s sy s . .
discontinus au point 0. En posant Ty = h(zg) et en utilisant les propriétés de la fonction “signe”
on vérifie que

t 1t
Y, = 504—/ goh’l(YS)stjLi/ a' o h ™1 (Y,)ds
0 0

3 t B 1t o
13 (/0 ogoh 1(Y5)Sgn(Y5)st+§'/0 sgn(Ys)a' o h 1(Y5)ds> vt € (0,7

Définissons les fonctions &, beta par

7 (z) 250 h=Yz) — %0’ o h~!(z)sgn(x) pour tout x € R
i(z) 2 5%(x) (2.10)
b(z) 2 La'oh ™ (z) ~ %%a’ o h~1(x)sgn(x) pour tout z € R
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Nous vérifions directement & partir de ces définitions qu’il existe A et A deux constantes stric-
tement positives telles que :

A<a(z)<A VzeR (2.11)

Avec ces nouvelles notations le processus Y vérifie I’équation différentielle stochastique sui-
vante :

t t
Y, =To + / 5(Y,)dB, + / b(Y,)ds (2.12)
J0 J0

2.1.2 Le schéma d’Euler

Grace a I’équation (2.12), on peut proposer un algorithme numérique naturel de simulation
pour la solution du probléme de Cauchy associé & A. Il s’agit d’introduire le schéma d’Euler associé
a la solution de 'EDS (2.12).

Plus précisément, on définit {?,,;t € [07T]} en posant Yo = Ty = h~'(x) et pour tout
o<t < W avec k€ {0...n —1},

n

Vo=V 4o (Vi) (Bi=Bag) 45 (7o) (0 50) (213)

Dans toute la suite, nous utiliserons les notations suivantes :
o {p = %
ot =T —t.

* AB}ICH_I = (Btk+1 - Btk)'

e At désigne le pas de temps %

e pi (y)dy désigne la densité du schéma d’Euler au temps #;, c’est-a-dire la densité de la variable
aléatoire Y, .

Nous pouvons condenser 1’écriture de (2.13). Introduisons

nt| T
t)y=E |—=| —
o0 =E |5
ou E désigne la partie entiere. (2.13) se réécrit :
Vi=V,0)+5 (Vo) (B = Buy) +0 (Vi) (¢ = n(8)) (2.14)

Le processus (Yt) est donc une semimartingale continue.

0<t<T

Nous appelerons schéma d’Euler associé a (X;), ., le processus (Yf)

Do<icr défini par

Xe=h'(Yy) 0<t<T (2.15)

Remarque 2.1.1. Les coefficients intervenant dans la définition du schéma d’Euler ne vérifient
pas les hypothéses classiques. En particulier le coefficient de diffusion est discontinu en 0.

Néanmoins, le schéma d’Euler converge au moins au sens faible vers la solution de I’EDS
(2.12). Ce résultat a été obtenu dans la thése de Linging Yan dans le cadre de I’étude du schéma
d’Euler pour des EDS avec coefficients discontinus (cf. [52] Théoréme 2.3.1 p.29). Cependant, a
ma connaissance, aucune vitesse de convergence n’a encore été obtenue.
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2.1.3 Principaux résultats

Introduisons les ensembles H°
HO 2 {h eC*(R), heC*{R) pp, hVeL?>R) NnL*(R) et hD(0)=0 pouri= 1,...,4}

et H
M= {h cC*(R), heC*(R) pp, hYeL*(R) pouri=1,... .,4} (2.17)

)

Bien evidemment

H C H.

Pour des raisons techniques, nous serons amenés a distinguer deux cas :
— le cas particulier d’'une condition initiale f appartenant & H° : dans ce cas nous arrivons i
obtenir de bonnes estimations pour les dérivées de la solution u du probleme (P),

le cas plus général d’une condition initiale f appartenant & H : dans ce cas, nous ne sommes
pas arrivés a obtenir I’analogue des estimations précédentes. Nous approchons donc f € 'H
par une suite de fonctions dans H°. Nous estimons le « coiit » de cette approximation sur
les estimations pour différentes normes dans le Théoreme 2.2.12.

Le but de ce chapitre est donc de démontrer les

Théoreme 2.1.1. Supposons les hypotheses H4 wvérifices.

Soit f : R — R appartenant a H°. Soit (X;),s, le processus solution de (2.5) et (X;)
le schéma d’Euler associé a (Xi)g<,<p construit dans la section 2.1.2.

Pour tout p > 0 fizé, il existe une constante C(T, p) finie telle que

0<t<T

Ef(Xr) —Ef(X7)| < C(T,p) (At)* (2.18)

Théoréme 2.1.2. Supposons les hypothéses H4 vérifiées.

Soit f : R — R appartenant a H. Soit (X;),~, le processus solution de (2.5) et (Yt)0<t<T le
schéma d’Euler associ€ d (X;),<,<p construit dans la section 2.1.2. -
Il existe une constante C(T) finie telle que
Ef(Xr) — Ef(Xr)| < C(T) (M)} (2.19)

2.2 Résultats préliminaires

2.2.1 Le probléme parabolique

Introduisons la fonction oy (resp. o_), restriction de la fonction o sur R* (resp. sur R™).
Le probleme (P) est alors équivalent au probléme de transmission parabolique (P’) :

i_(x)(%u(tw)]

5 0 (t,x) €]0,T]x]0, +oc]
502 (2)0,u(t,z)] =0
0

(t,2) €]0, T]x] — 00,0

(P'){ ult,0+) =u(t,0-) (2.20)
‘a(0+)azu(t, 0+) = a(0—)9,(t,0-) ‘ conditions de transmission (x)
w(0,z) = f(z) z€eR

Soit u la solution du probleme (P) (ou (P)"). Nous avons le résultat facile suivant :
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Proposition 2.2.1. La solution u se décompose de la facon suivante :

U’(t: $) = ’LL+(t, x)ﬂ{ze[(],oo[} + u*(hx)]l{ze]foo,(][} (221)
ot ug (resp. u_) désigne la solution du probléme parabolique avec frontiére (Py) (resp. (P_)) :

ug(t,x) — 9, [302 (2)0uy(t,2)] =0 (t,z) €]0,T]x]0, 00]
.0) = u(t,0) t€]0,T] (2.22)

us (0,2) = f() @€ [0, 00

ﬂ-r\

=0 (t,2)€]0,T]x] — 00,0

)]
(resp. (P-)) u_(t,0—) =u(t,0) t€]0,T] (2.23)

Introduisons a4 un prolongement de classe C*°(R) arbitraire de la fonction o3 sur R. Nous

ferons I'’hypothése non contraignante que ay appartient encore a A (\, A).
On note alors { X" : ¢ € [0,T]} le processus solution forte de

T+—x+/\/ X{)dBs + / (X2F)ds (2.24)

ot B désigne un mouvement brownien construit sur un espace de probabilité (2, F,P).
Dauns toute la suite nous noterons w4 la fonction définie par

iy (t,7) SE[f (X7)] (2.25)

Il est alors bien connu que 44 est la solution d’un probleme parabolique sous forme divergence
« régulier » :

) ){ Ovii (t,7) — O, [5a4(2)0za(t, x)] = 0 pour (t,7) € (0.7] x R (2.26)

4 (0,2) = f(x) pour tout z € R

Soit z un réel strictement positif. On note 7° le premier temps d’atteinte de 0 pour le
processus X ot :

=inf{t >0 : X" =0} (2.27)
La formule de Feynman-Kac pour le probleme (P4 ) nous assure que
up (o) =E[f (X7F) Lposg +u(t — 72,001 ooy ] (2.28)
Grace a la propriété de Markov, en notant 7, la densité de la variable aléatoire 77, on voit que
ug (ta) = E[f (X)) ~E[f (X77) Lipoan +ult — 77, 0) 100
— E[f(x7)] - /ntIE £ (X05)] re0)a6 + /Otu(t —6,0)r,(0)d6

= g (t,z) — '/0,, E [f (ng+)} ro(t — 0)d6 + '/0,, w(,0)r,(t —0)ds  (2.29)

2.2.2 Estimation pour les dérivées partielles de la solution pour une
classe restreinte de conditions initiales

2.2.2.1 Résultats préliminaires : rappels sur les lois des temps d’atteinte pour les
diffusions

Soit (Zf),, a valeurs dans R solution d’une équation différentielle stochastique sur un espace

probabilisé filtré (Q,f.,]P’, (ft)tzo) :

AZ7 = (Z7)dBy + u(Z7)dt;  Zo=a (2.30)
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ou v et u sont des fonctions réelles telles qu’il existe & € N tel que :

1 est de classe CF T (R), avec des dérivées bornées (2.31)
7 est de classe Cy72(R), avec des dérivées bornées '
On suppose de plus qu’il existe € tel que :
VeeR ~(z)>e€
Soit les fonctions réelles s et ) définies par :
1
s(x) :/ dz
o (=)
-1
__ pos ('7")71 ’ 1
Q(T) - 7087]((1/‘) 2’}/ oS (7")
Soit (R?) un processus de Bessel de dimension 3, avec une position initiale RS = ¢ :
2 2 2
R? = \/(g + W,F”) + (W,f?)) + (Wf”)
ol Wt(l), Wt(2), Wt(g)) est un brownien standard de dimension 3.
On définit les applications suivantes :
o(x) = / Q(v)dv (2.32)
Jo
g(z) = Q'(2) + Q*(2) (2.33)

K(s,y) = —— 9@(%) (2.35)

Notons D = {(z,y) € R? : z <y}.
Nous avons le

Théoréme 2.2.2. (cf. [47] pp. 91-95)

On suppose qu’il existe k € N tel que :

o 7 est de classe CyT?(R), avec des dérivées bornées.
o () est de classe Cf“(]R{), avec des dérivées bornées.
et de plus

e de>0 tel queVx € R, y(z) > e.

Soit Z* la solution de 'EDS (2.30). Alors ¢ = inf{s >0 : Z% <y} admet une densité
(s, @,y) de classe C*([0,T] x D) et qui vérifie :

(s, 2,9) = Wy, 2, y)k(s,y — o) | (2.36)

De plus,
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<Cs (2.38)

%\IIZ(S'/'T'/.U)

‘iwz@,x,y) <c (2.39)
ds

Grace au théoreme 2.2.2 et a I’hypothese H4, nous voyons que pour tout z > 0 fixé, la densité
r, de la variable aléatoire 70, s’écrit :

r2(s) = Yo(s, z)k(s,2) Vs>0 (2.40)
ol R
Uo(s,2) = Ux+(s,2,0) Vs >0
2.2.2.2 Estimation pour les dérivées partielles par rapport a la variable temporelle

Attention : nous noterons ||.||% la norme définie par :

A
lgllZ = sup  [g(2)]
z€]0,400[

Nous commencons par la

Proposition 2.2.3. [] existe une constante C telle que :

! C
"1 C
Vo >0, Vit >0, /—rztf(-)d(-)g— 2.42
| et < = (242)
Démonstration. Au vu de (2.37) et de (2.40), pour montrer (2.41) il suffit de montrer que
t
A 1 C

De méme, montrer (2.42) revient & estimer 'intégrale explicite :

/nt %K(t —0,x)df (2.44)

Grace & des changements de variables laborieux, nous constatons que cette intégrale vaut exacte-

ment : 1
_efm2/2f,

Vi

et par conséquent, (2.42) est démontrée.
Nous voudrions maintenant démontrer (2.43). Un calcul sous maple donne :

» \Fy ([1/4], [1/2].,7§) I'(3/4)x 1Fy ([3/4]-, [3/2]7*%
=221 (3/4) o/l (3/4)t SNGEE

ou 1Fy désigne la fonction hypergéométrique généralisée avec p = ¢ = 1 (cf. [32] p. 254).
Une simplification de cette expression donne :

1 <x2>1/4 21/4(— 1) exp <_ x2> Bessell(—1/4, *i—z) + iBessell(1/4, fj—:)

7= z ll 2.45
47\t 4t t1/4 (245)
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ot Bessell désigne la fonction de Bessel modifiée de premiere espece (cf. [32] p.60 : Bessell(v, z)
est notée I,(z)).

Or, & partir du résultat de ’exercice 9.6 p.59 de [32] (le passage des fonctions de Bessel modifiées
aux fonctions de Bessel classiques s’effectuant grace a la relation (10.02 p. 60)), nous déduisons

les majorations :
C :1:2 —1 /4
2 (5)

C 722\ V4
< — I
<5 (%)

C
mﬁm

x
Bessell(—1/4, ——
essell(—1/4, 4t)

2

et
2

z
B 11(1/4, ——
iBessell(1/4, 4t)

On constate donc & partir de (2.45) que :

et la proposition est démontrée. O

Pour renforcer l'idée de dépendance entre w et la condition initiale f, nous noterons (¢, z, f)
plutot que u(t, x) la solution au point (¢,2) du probleme (P).

Proposition 2.2.4. Pour toute fonction f € C¢ (R),

ult, ., Flloe < flloo (2.46)

Il existe une constante C telle que pour toute fonction f € L*(R),

c
[[u(t, ., f)lls < Hf”rﬁm (2.47)

De méme, il existe une constante C telle que pour toute fonction f € L' (R),

Jult, . f)lloo < Iflm% (2.48)

Démonstration. Grace aux estimées d’Aronson, nous savons qu’il existe deux constantes ¢ et C
telles que

lut, o Pl < C / FW)gelt )y o

et on voit directement que

ut, o )l < Iflm%

D’autre part, si C' désigne une constante qui change éventuellement d’une ligne a 'autre :

ult, )l < CH/RIJ‘(y)gc(t7.7y)dy‘
C 2 2d>5
< Ol (./Raq (o)) |
< Clflle (/gc(t.,..,ymc(uy.,.)dy)z‘
R oo
< Cllfl12l1ge(2t, )P |l
C
< HfHLﬂm
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Nous introduisons les opérateurs différentiels £, et £ définis sur C?(R) par les formules :

Lf=3af"l_jop + 50’ f' Lg_gy [f€C*R)

Remarque 2.2.5. Lorsque f € C*(R) presque partout avec f'(0) =0, f”(0) =0 et f3)(0) = 0,
Lf est prolongeable sur R par une fonction de classe C2(R), notée encore abusivement Lf. En
particulier, Ly Lf et LLf sont alors des fonctions bien définies presque partout sur R.

Nous avons la

Proposition 2.2.6. I existe une constante C telle que pour toute fonction f € C% (R) vérifiant
f9 e L?(R) N L' (R) pouri =1,2 et f'(0) = 0, et pour tout t €]0,T], on ait les inégalités :

10t , NI < C (Dl + 11F2] o)

1
1Beu(t, , AL < € (FDlls + 1/ DN[22) 777

ot I < € (17l + 1 2ller) 72

Si Uon suppose de plus que f"(0) =0, alors la fonction
t — Oy [f(X})] = Gu(t,0)
est bien définie et continue sur]0,T].

Démonstration.
Dans toute la démonstrastion C est une constante qui peut éventuellement changer d’une ligne a
l'autre.

lére partie :

Soit x > 0. Comme nous 'avons vu,

t t

u(t,r) = us (t0) = E[f (X7H)] - / E [f (Xé”)] ro(t — 0)df + / u(@,0)r.(t — 6)d6
0 0

On s’intéresse tout d’abord au terme :

ot z) 2 '/Ot E [f (ng+)} ro(t — 0)d6 + '/Ot u(6,0)r,(t — 0)df

Rappelons que u(t,0) = By [f(X})] = E[f(X})]. Grace & la formule d’Tt6, en utilisant le fait que
f'(0) = 0, nous trouvons que :

E[f(X])] = f(0) + '/Ol]E [LF(X2)] df

En particulier,
OB [f(X)] = E[LF(X])] (2.50)

et lorsque f € C? (R) avec f() € L? (R) pouri = 1,2 et f'(0) =0 et f”(0) = 0, la fonction Lf est
prolongeable sur R par une fonction continue. Ainsi, d;u(t,0, f) = u(¢,0, Lf) est donc continue et
bien définie.

De méme,

]E[f (Xg7+)] = £(0) +/001E[£+f()(?=+)] d¢
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Alinsi,
)(t, ) / / £+f )] fE[Ef(XQ)]) €, (t — 0)df (2.51)

Puisque x > 0, il est clair au vu de (2.40) que r,(0) = 0 et donc
dw(t,z) = 0+ / / £+f )] ) [cf(Xg)]) de 3,7 (t — 0)dA

_ // (4 F (X8| ~BILAXD)]) de dyr (1 — 0)de

et en intégrant par parties cette derniere égalité, nous trouvons
t
d(t, ) = / (E [cg(xﬁ*)} ) [Lf(Xg)]) ro(t — 0)df (2.52)
Jo

< /0’(|\ﬂ+<97x7c+f>|\;+Hu(e.,x.,.cf)u;)n(t—e)de

Donc, au vu de la proposition 2.2.4,

t
1
low(t, IS < C(I\E+f\|m+|\Ef\|r12)/n gr7aTa(t — 0)df

IN

1
CULsfllLz +1ILSL2) 7 grace au résultat de la proposition 2.2.3

Le terme iy (t,z) = E[f (Xf+)] se traite de maniere similaire : on applique la formule d’Ito,
on dérive par rapport a ¢ puis on utilise le résultat de la proposition 2.2.4. Ainsi,

C
10+ (8 NI%e < N+ fllee 77

Cela termine la démonstration de la premiere partie de la proposition.

2éme partie :
En reprenant les calculs & partir de (2.52), on a que :

o(t,z) = /Ot(IE[£+f(Xg7+)}—E[Ef(Xg)])Tm(t—t‘))dt‘)

t
< [ (s@.m o NIL + 6o LNL) rale — )0
Jo
‘1
< CU|Lsfllp + LS 1)/ —ry(t —6)do
st +1efl) |
1
< CUIL+fllr +NLSflIL) 7 grace au résultat de la proposition 2.2.3

Le terme a4 (t,2) = E [f (Xf+)] se traite de maniere similaire : on applique la formule d’Ito, on
dérive par rapport a t puis on utilise le résultat de la proposition 2.2.4. Ainsi,

@i (1, )] <|w+f|\,1%

Cela termine la démonstration de la proposition. O

Rappelons la définition de H° (2.16) :
HO 2 {h cC? (R), he C4(IR) PP, JON= LQ(IR) Nt (R) et h(i)(O) =0 pour i = 17___74}

En réitérant le méme raisonnement, on démontre, grace a la remarque 2.2.5, la nouvelle
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Proposition 2.2.7. Il existe une constante C(T) telle que pour toute fonction f € H° et pour
tout t €]0,T] on ait les inégalités :

12, . I < @) (17D + 15w + 17D oo + 172 )

e PNz + 11Dz + (179

(e, AIL < €@ (1) )

. 1
195t I <€) (Ol + 1N+ 17D e+ 17Ol )

Démonstration. La preuve répete exactement les arguments de la démonstration de la proposition
2.2.6. L’application de la formule d’Tt6 est justifiée grace a la remarque 2.2.5. O

2.2.2.3 Estimation pour les dérivées partielles par rapport a la variable d’espace

Proposition 2.2.8. Il existe une constante C(T) telle que pour toute fonction f € C* (R) vérifiant
fO e L? (R) N LY (R) pouri =1,2 et f'(0) =0, et pour tout t €]0,T], on ait les inégalités :

[0t s AN < CT) (I1F Ve + 117210 (2.53)
1 2 1

8zu(t,, A)IL < C@) (IF Dz + 1212 ) 377 (2:54)
1 2 1

@sutt, . DI < ) (IOl + 1) — (2.55)

Démonstration. Nous prouvouns (2.54). Les inégalités (2.53) et (2.55) se démontrent par des argu-
ments complétement analogues.

Nous reprenons la décomposition de u introduite dans la démonstration de la proposition 2.2.6
a savoir :

u(t,x) = d4(t,x) + v(t, x) (2.56)
A partir de (2.51) et des résultats du théoréme 2.2.2, nous voyons que :
¢
v(t,x) = / ®(t,0,2)k(t — 6, 2)do (2.57)
0
avec
0
®(t,0,2) = Vot — 9.,9;)/ (IE [.cg(x?*)] “E [cf(Xg)]) d¢ (2.58)
0
En remarquant que

3] a 1 2?2
%K(t —6,z) = —2% [mexp (—m>] (2.59)
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il vient
0

t
E '/0 O(t,0,2)k(t — 0,x)db

On remarque que :
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G,
—®(t,0,2)k(t — 0,x)db
x

/

3}
! 0 1 x?
-2 t,0 —e e
/n B, T)ael 27r(t9)9xp( 2(t—0>>]
L
= / —&(t,0,z)k(t — 0, z)db
0 Ox
1 z?
+2<I)(t70,f1")\/ﬁ9 p< 9t>
"o 1 x?
+2 t,0 _— ——— || db
/oae (- x)[ zmme"p( 2(7&0))]
= A+ Ay + As
®(t,0,2) =0

et donc on a directement que A, = 0.

D’autre part, par définition d
6 €]0, [,

e ® et ¥g, nous voyons que pour tout ¢ €]0,7] et pour tout

19,
J— — — 0 N —
<1> 1,6, 1) ‘/ L+f )} E[Ef(Xg)])dfax\I/O(t 9, x)
|
< C(IL4f]ze Lﬂ)(t—a)/o mdﬁ
< CUILsfllr 12) (t — )87
et a partir de cette majoration il est facile de voir que
|AL] < C(T) (L4 fllrz + |[Lf]]12)
En ce qui concerne Az, on fait le calcul suivant :

0 3

20 ®(t,0,z) < C(||L+fllre £2) 0% + C(|[L4 fl[z2 r2) I
et donc

Al < LS ) [ e (5 ) e+ )
2 2 ————exp| ————

3 > +JIL L o 6% \/27(1 - 0) p 20t —6)

Or,
2 t
/ ,xp( T7>d9 < /i L
91 V2t —6) ) 2(t —6) Jo 0% \/2x(t — 6)
< om
En conclusion,
0zv(t, z)| < C(T) (| L4 fll 2 L2)

En ce qui concerne le terme a4 (¢, x), les résultats classiques sur les EDP paraboliques (cf.

Annexe B) nous assurent que :
- 1
10zt (8, 2)| < CONf M 777

Par conséquent, I'inégalité (2.54) est démontrée.
En utilisant la méme méthode, nous prouvons les inégalités (2.53) et (2.55).
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Corollaire 2.2.9. Il existe une constante C(T') telle que pour toute fonction f € C? (R) vérifiant
fO e L2 (R) N LY (R) pour i =1,2 et f'(0) = 0, et pour tout t €]0,T], on ait les inégalités :

102t I < @) (1D + 11521 )

1
02 u(t.. A% < O@) (11FVle +1FP02) 777

02t % < O (17Dl + 15D r) -
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que
Oru = a'Oyu + ady,u  sur R
et les majorations des propositions 2.2.6 et 2.2.8. O

Proposition 2.2.10. Il existe une constante C(T) telle que pour toute fonction f € H® et pour
tout t €]0,T] on ait les inégalités :

102t DI < T (11D oo+ 1Pl + 1w +1179] 1) (2.62)

. 1
182 st D% < OT) (11 + 1F 2N+ 1Dz + 1D e ) 5775 (2.63)
02t % < O (1D s + 1Ol + 1701 = (2.64)

Démonstration. Nous prouvons (2.63). Les inégalités (2.62) et (2.64) se démontrent par des argu-
ments completement analogues.

Tout comme pour la démonstration de la proposition 2.2.8, notre point de départ est la
décomposition (2.56). A partir de (2.52), nous obtenons que :

Ov(t, x) = /Ot Y(t,0,x)k(t — 0, x)do

avec

T(t,6,2) = Wo(t - 6,2) (B[4 ((X) )] —E[££(X])]) (2.65)

En utilisant une nouvelle fois (2.59), il vient

a t
/ Y(t,0,2)x(t — 0,x)db

— —7(t,6, t—0,z)dd
oz J, / )k )

72/0 Y(t,9, T)aaa [mexp< ﬁ)] a9

_ /tiT(t 6, 2)k(t — 6, 2)d8

ox
1 ox ( T2)
V2t P 2t

Lo 1 z2
+2 t.0,2) | ————exp [~ | | @
/039 ( x)[ 27r(t0)exp< 2(759))]
= A+ A+ A4

+27(¢,0,z)
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On remarque que :
T(t,0,0) = lim (B[ £,0(X))] ~E[£7(X])]) = 0

grace au fait que f appartient H® et & la remarque 2.2.5. On a donc A = 0.
D’autre part, par définition de T et ¥y, nous voyons que pour tout ¢ €]0,7] et pour tout
6 €]0, ¢,
0

(B[ s(x94)] = BLLFXD]) 2wt~ .2

IN

C([|£+f]

1
L2 L) (t—g)m

et a partir de cette majoration il est facile de voir que
1
[ Al < CO) (1L Fllee + NLFI22) 3173

En ce qui concerne Az, on a :

O X (1,6,)

2 < O (L T e+ L) + O (B 24 £(X0H)] -~ BLLA (X))

et au vu de la proposition 2.2.6, on vérifie que pour tout 8 > 0,
0 L E[Lf(X) <o (L L 1
20 HF(Xy )| E[LFX)]) | < O@) (L4 Sz + ] Flle2) gira

[4s] < C(lI£5 ] 12 +[|L

2+ \|£+£f|

/ P o <2(:j9)>d9+0(T)

Et grace au méme calcul que précédemment,

/oteizﬁe"p <—2(,x729)> 9 < C(T)

2+ [LL

)

-

En conclusion,

B,0,0(t,2)| < C(T) (163 /] p 4|2

L2 + [|L4+ Lf]

2 +|1LLy f]

r2) (2.66)

En ce qui concerne le terme @y (¢, x), les résultats classiques sur les EDP paraboliques (cf.
Annexe B) nous assurent que :

e+ 11

- 1
001t (¢ 2)] < C(T) (JIF)] e+ 1) 773 (2.67)

Par conséquent,

1
Bu0uult, 2)| < OT) (17D s + 1P e + 15D + 15D 02)

Or,
.0uu = 9, {0, [ad,u]}  sur RT*

et au vu des propositions 2.2.8 et 2.2.9, 'inégalité (2.63) est démontrée. O
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Corollaire 2.2.11. I existe une constante C(T) telle que pour toute fonction f € H® et pour
tout t €]0,T] on ait les inégalités :

1% utt, . NI < OT) (1w + 1o + 115D oo+ 1179

1
1ottt I < C@) (LFDNe + 1Dl + 17D+ 17912 )

0%t % < O (LD + 1D+ 15O +117050) =

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que

0:0su = 9, [a0, {0, [adyu]}]  sur RT™
et le résultat des propositions 2.2.8, 2.2.9 et 2.2.10. O
2.2.2.4 Conclusion

Nous noterons ||.||5, la norme définie par :
loll= £ suplga)
z€]—00,0]

Introduisons I'opérateur différentiel £_ défini sur C?(R) par la formule :

L_g=3a_g" + 3a_ g geC*(R) (2.68)

Evidemment, nous avons des résultats analogues aux propositions 2.2.4, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.9, 2.2.10,
et 2.2.11 en remplagant partout les indices + par des indices — correspondants.
Nous pouvons donc énoncer le

Théoreme 2.2.1. Si f € H° alors,
pour tout 5 € {0,...,2}, i € {0,...,4} tels que 2j + i < 4, il existe une constante C(T)
indépendante de f telle que

2741
Vt€]0,T], 100 u(t,., flleo < C(T Zl\f |loo
2j+i
i c(T)
k=0

VHWILI%%MhJHMSi%E

HM+

H )

2.2.3 Aplatissement local de la condition initiale : interpolation po-
lynomiale

Malheureusement, nous ne savons pas majorer de fagon satisfaisante les dérivées du probleme
parabolique (P) lorsque la condition initiale f cesse d’appartenir & H° (2.16) : le calcul est rendu
difficile par 'apparition d’une intégrale singuliére non-explicite que nous ne sommes pas arrivés a
majorer de maniere satisfaisante.
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Il apparait que disposer de bonnes estimations pour les dérivées du probleme parabolique
(P) est une étape cruciale pour évaluer correctement la vitesse de convergence faible du schéma
d’Euler. Pour remédier & cette difficulté, nous nous proposons dans cette section de remplacer
localement f autour de 0 par une fonction constante. Bien évidemment cette manipulation a un
colit que nous nous proposons justement d’étudier en détail : c’est le sens du théoreme 2.2.12.

Rappelons la définition de ’ensemble H (2.17) :

H = {hGCS(IR)7 heC*(R) pp, heL?(R) pour i:l,...,4}
Soit f € H fixée. Notre but est d’approcher f par une fonction fs appartenant & ’ensemble H°

(2.16), c’est-a-dire par une fonction de H dont les quatre premiéres dérivées s’annulent en 0.
Soit ¢ un réel tel que 0 < § < 1. Nous définissons fs comme suit :

fs(x) = flx) = €] - o0, 28]
fs(x) = P; () «€[—206,-6]
fs(z) = Ps (x) = P (x) = f(0) z €] -8,0] (2.69)
fs(z) = P(x) x €]8,26)]
fole) = F(z) @ €]26, +oo]
Ici Py (z) et Pgf(x) sont deux polynomes d’interpolation choisis de telle sorte que
PoW(—28) = f(—26) ; PPY(28) = fD(26) powri=1,....3
Py (=8) = (0 P (8) = £(0) (2.70)
P{7(' (=6)=0; P;’(‘)(é) =0 pouri=1,...,3

ol nous avons noté P;’(i) (resp. P;’(i)) le polynome dérivé i-eme de P; (resp. P; ).

Nous choisirons, par exemple pour P;’(ac)7 le polynome défini par :

163 F9(26) 4 1567 F2)(28) — 908 £'(26) — 210(£(28) — f(0)) 8

PHw) =

+§ —118% f3)(26) + 16862f(2>(2(;5)8;9566]“(26) — 2400(f(26) — f(o)).?77
15267 f(3)(26) + 80767 f(2)(26) — 49566 f'(26) — 11760(f(26) — f(o)):p“
+62363f(3>(26) + 36262 f(2)(26) 633276,%(25) — 5376(f(26) — £(0)) 45
51567 f(3)(26) + 23967 f(2)(26) — 14986 f'(26) — 3612(f(26) — f(o))x4

é 7763 f3)(20) + 124062 f(2)(26) 6258406]"(26) — 19040( f(26) — f(O))xB
114667 f(3)(26) + 237367 f(2)(26) — 151208 f(26) — 36960(f (26) — f(o))x2
1 672663f(3)(26) + 42662 f(2)(26) 6273(;25]“(25) — 6720(f(26) — f(o))x

3

7263]‘(3)(26) — 2262 £2)(26) + 1420 f'(26) — 351 f(26) + 352f(0)

Puisque f appartient & C*(R), nous savons, par le théoréme des valeurs intermédiaires, qu’il existe
£ €]0,20] :
f(26) = f(0) =26 f'(€)

En particulier, le polynome P;"(z) s’écrit :

1 1 1 1 1 1 1
P;’(x) = Cgﬁxg +C76—6$7 +066?x6 —|—c56—4x5 —|—c46—3x4 +036—2x3 +025x2 +c1x+ ¢
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ou les ¢; désignent des constantes qui dépendent de f.
Tout d’abord nous constatons que :

sup |[f(z) — P;’(x)| <Cé+ sup |f(z)— col
TE€[6,26] zE€[6,26]

Par définition de ¢q et grace au théoréme des valeurs intermédiaires,

sup |f(x) —co| < |f(x)+ 353f<3>(25) + 2262 f(2)(26) — 1426 f'(26) + 351f(26) — 352f(0)
TE€[6,26]
< Cé+ sup |f(z) = f(O)] +351[f(26) — f(0)|
z€[6,26]
< b+ Clf |6

Par conséquent,
sup | f(x) — Py (x)| < Cé

TE€[6,26)

et en conclusion

If = fslle < CO (2.71)

Le polynéme P;’(])(a:) s’écrit évidemment :
1 1 1 1 1 1 1
P;’(l)(x) = SCgﬁaﬂ + 7C7El‘6 + 6065935 + 5056—4934 + 4046—3933 + 3036—2932 + 202593 + ¢

et par conséquent,

sup [PV ()] < ¢
z€[6,26]

De méme, nous démontrons que

i c
sup \P;’()(m)|§6i7] i=1,...,4
z€[6,26]
et i
_ G Ct
sup | Pj 7()(T)|S 5 i=1,...,4
z€[—26,6]
Ainsi,
»(1 —,(1
1P peqsasn < C; 1Py V)lneqas.sp < C
C _
+,(2 (2
1P |2 gs.2sp < sz 1P |2 2sap < 5172
C _ C
|\P;;+’(3)\|L?(]5725[) < Ik | Py ’(3)Hl,2(]726,6[) < 552
C _ C
125,200 < s B 2o < FE]

De méme,

‘|P:7(])|‘111(]5,26[) < Co; HP{’(])HI,I(]Q,S,{S[) <Co

Q

HP:7(2)HL1(]5,26[) <, HP67’(2)HLI(]725’6D <C

,(3 —,(3
1P Lags.2s < 1Py L1 —assp <

>
> Q
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Q

—.(4) ¢
HP Hll]ﬁzﬁ[ 52 P51 —26,5)) §6—2
A toute fonction f € H nous pouvons associer la fonction fs définie en (2.69). La fonction fs
est un aplatissement local autour de 0 de la fonction f qui appartient & H°.
Nous pouvons donc énoncer le

Théoreme 2.2.12. !
Pour toute fonction f € H, il existe une constante C(T), telle que pour tout t €]0,T], et pour
tout 6 €]0,1], on ait les inégalités :

11f = folloe <C(T)6 (%))

Estimations sur la solution :

[[ult, . f5) = ult, . Pl <C(T)8 (x%)]

Estimations sur la dérivée partielle premiére par rapport a la variable de temps de
la solution :

ot )l < CT) (£l 117 o+ 5)

1 1
|@wnme<cquﬂ”m+ywwm+5ﬁ)ﬁﬁ

1Bt . fo)lloe < CT) (IF Dl + 1PN +C) = (%)

1
Vit

Estimations sur la dérivée partielle seconde par rapport a la variable de temps de la
solution :

63

182ult.. ﬁﬂmsa>(mwm+u®mﬁwﬁwm+mmm+i)

1
107 u(t,., fs)lloe < C(T) <|f(1)|m U+ DN+ D22 + 55/2> 1/

A 1\ 1
105u(t, . fo)lloo < C(T) (If“)lv S+ WD+ DN+ 5—2> 7i (%%)

Estimations sur la dérivée partielle premiére par rapport a la variable spatiale de la
solution :

18t f)lloo < CT) (11fPlloe + £ loe +C)

Opult, ., fs)|lee < C(T) (Hf(])HL? + [ f] 12 +C) 11/

"Les inégalités marquées par un (x %) seront celles que nous utiliserons ultérieurement pour la majoration de
P’erreur faible du schéma d’Euler.
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Enfin,

lsutt, .. fo)lloe < CT) (1IF Dl + 1 Plls +8) = (5%)

1
Vi

Estimations sur la dérivée partielle seconde par rapport a la variable spatiale de la
solution :

2 atts Sl < OT) (117 + 171 + 5

2t )l < ) (Il + 15N+ 577 ) 7

Hﬁw@JmuSﬂﬂOWWm+Wmmw%ﬁ% (x)

Estimations sur la dérivée partielle d’ordre 3 par rapport a la variable spatiale de la
solution :

63

@m<Mﬁnmsaﬂ0ﬂ”m+uwuﬁwwwm+mwm+i)

. 1 1
1 2 3 4
108t )l < €T (IF Dl + 15 1 e + 15Vl + 537 ) 57

. 1 1
vmm«Jmm<aﬂ(m”m+u@uwwwwmﬂﬂ“m+§)% (%)

Estimations sur la dérivée partielle d’ordre 4 par rapport a la variable spatiale de la
solution :

0% ult,. ﬁHmSC()@ﬂwm+ﬁﬂ”M+Wﬂ$W+LN”“+%>

. 1 1
ot flo < CCT) (1l 1 e + 172+ 15l + 57 ) 7

1
104t . fs) | < C(T) (mwm+u@uwwﬁwm+U|n+ )

%I
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2.3 Quelques résultats sur le schéma d’Euler

2.3.0.1 Régularité de la densité de la variable Y,

Nous avons la

Proposition 2.3.1. Pour tout k > 1, la variable Yy, posséde une densité py, par rapport a la
mesure de Lebesque. La fonction py. appartient a C*°(R).

Démonstration. Nous allons vérifier les hypotheses du lemme 2.1.5 p. 88 de [31]. Notons puy(dy)
la loi de la variable aléatoire Y, . Soit ¢ une fonction dans C§°(R). Nous désignerons par ga; la
densité d'une loi A (0, At). Nous avons que

B[6(Tu,)] = E[0 (To +aTu) AR + (T, )A0)]

= '/R < A o' (y +6(y)z + B(y)At) gm(z)d2> 1 (dy)

= /Rﬁ </R (¢ (y+5(y)-+5(y)At))’

= = [ ([ (v o0+ 508)) | g ) ()

ZgAt(Z)dZ> i (dy)

et donc

BTl < [ sl (/ ggt<z>dz)uk<dy>

1
C—= (A1) ][9]

IN

S

oil A est la constante définie en (2.11).
Ainsi, nous vérifions que

| / &' (y) s (dy)| < C(AD)][]

De la méme fagon, nous prouverions que

dDL
[ Gt dy)] < Ca(20)]9]]
R 4Y
pour tout indice . Les hypotheéses du lemme 2.1.5 p. 88 de [31] sont donc démontrées : le résultat
de la proposition s’ensuit. O

Proposition 2.3.2. -
Bz, [V —To|*] < C(T) (2.72)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule d’It6 & la fonction # — 22 et au processus (7 — To)
puis d’utiliser le fait que les coefficients & et b sont bornés. O
2.3.0.2 Temps d’occupation d’un intervalle

Soit [, r] un intervalle fixé de R. Le but de cette section est de fournir des résultats concernant
le temps d’occupation de l'intervalle [I, 7] par le schéma d’Euler en temps discret.
Nous commencons par le résultat technique suivant :

Lemme 2.3.3. La fonction s — Pz, {75 € [l,r]] est une fonction d variation bornée.
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Démonstration. étape 1 :
Supposons dans un premier temps que To # r et Tg # [.

Dans ce cas, la fonction s — Py, |V, € [I,7]| est dérivable sur |0, At] et sa dérivée est prolon-

geable par continuité en 0 : en effet, il est facile de voir que pour tout 0 < s < At,

r—Tg — 5(7{])‘3

l*f() 75(?0)8 <
7 (T —  5(To)V/s

Pz, [?S € [l,r]} = IP’{ (2.73)

Posons -
é l — Tg — b(EQ)S

eV

Il existe une constante C(Zy) telle que

1(8750)

C(%o) el
33/2 ; ‘asr(s-ﬂl‘ﬂ” S 33/(2]

0,1(s.70)| <

et ces inégalités impliquent, aprés dérivation dans la relation (2.73), l'existence d’une nouvelle
constante, notée encore abusivement C(Zg), telle que :

S R | PYCAN e SOV ERT)

§3/2 2

L’hypothese H4 et le fait que Ty # 7 et Ty # [ impliquent alors directement que :

lilng 9Pz, [75 € [l.,r]} =0
La fonction s — ]P’[l(s,fo) < B < r(s,fg)} est donc dérivable sur |0, Af] et sa dérivée est

prolongeable par continuité en 0 : cette fonction est donc prolongeable en 0 par une fonction a
variation bornée sur [0, At] fermé.

étape 2 :

Supposons maintenant que Tp = r (le cas Top = [ se traite de facon analogue).

Dans ce cas, pour tout s > 0,

— [l = b(r)s —b(r)/s
P, {YS € [l.,r]} - P{iﬁ(r)ﬁ < B < o (2.74)

et dans ce cas nous posons

Ces égalités impliquent que :

P, {75 € [l,r]} = ]P[B1 < 1(5,1~)] —]P[B1 < r(s,r)]

Puisque r # [, grace a ce que nous avons vu a l'étape précédente, il est facile de constater que
la fonction s — P|B; < l(s.,r)] est dérivable sur |0, Af] et que sa dérivée est prolongeable par

continuité en 0 : cette fonction est donc prolongeable en 0 par une fonction & variation bornée sur
[0, At] fermé.
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b(r

S riu,r 2 . \ . . ’
D’autre part, la fonction s — fo W@(p (_%) du est clairement & variation bornée

sur [0, At].
Par conséquent, puisque la fonction s — P, {75 € [l,r]} est égale a la différence de deux

fonctions & variation bornée sur [0, At], nous pouvouns la prolonger en 0 par une fonction a variation
bornée sur [0, At] fermé.

En conclusion, s — Pz, [75 € [l ’I“]:| est une fonction a variation bornée sur [0, At].
étape 3 :
Pour montrer que s — Pz, {75 € [171“]} est une fonction a variation bornée sur [0, T, il suffit

de montrer c’est le cas sur tout intervalle de la forme [ty, t511]-
Or, pour tout ¢ < s < tx41, nous savouns, grace a la propriété de Markov que

Ps, [75 c [l,r]} = P5, []Pytk [75,,,,0 € [Lr]H

et donc nous pouvons nous ramener a ’étude de la fonction P, {75 € [l,r]} sur [0, At] lorsque

y € R est choisi de facon arbitraire. Grace aux étapes 1 et 2 de la démonstration, nous déduisons
ainsi le résultat du lemme.

O
Théoréme 2.3.4. I existe une constante C(T'), indépendante de [ et r, telle que :
n—1
ALY Pr [V, €[1,1)] SC(T) (r— 1)+ C(T)At (2.75)
k=0

Démonstration. lére étape :
La premiere étape de la démonstration consiste a établir un critere de comparaison entre

n—1
ALY Py, [Vi, € [1,7]]
k=0

et
T —
/0 Bz, [Lip,r3(Ys)] ds

Grace au résultat du lemme 2.3.3 et au vu des résultats énoncés dans I’Annexe A, nous avons
que :
n—1

At Z ]P)EU [Ytk € [I,’I’” < /T ]EEU []1{[17r]}(?5)] ds + O (At) (2.76)
k=0 70

2eme étape :
La seconde étape de la démonstration réside dans une application de la formule des temps d’oc-
cupation pour l'intégrale en temps continu.

Nous avons que Pz, — ps :

T
/011{[1,r]}(Ys)d<Y)s < /R]l{[l’r]}(y)L%(Y)dy
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Cette égalité et le théoreme de Fubini impliquent que

T o 1 T o o
/OE% [T (Ys)]ds < 3 e /0 Ly (Ys)o? (Yn(S))dS]

1 T o

= =Eg / T (Y)d(Y)s
A 0
1 _

< = | Ly ()Es, [LY (V)] dy
AJRr

< S(r-1) sup Er, [L(T)] (2.77)
A vell,r]

Par conséquent, au vu de (2.76) et (2.77), le théoréme sera démontré si nous arrivons a prouver
que
sup Bz, [LY% (V)] < +00
y€Ell,r]
3eme étape :
Grace a la formule de Tanaka, nous avons

T
sup Fz, [L% (V)] < sup {Eg, H?T — y‘ — Ty — y} — Ez, / sgn(Y, — y)dY,
yel(l,r] yel(l,r]
p— T p— ~ S—
< sup Eg, [YT Tn} + sup |Ez, / sgn(Ys — y)b (Ys)de
yel(l,r] yE[l,r] 0
< B, |[Tr-m| + 710l
< CO(T) < 4+
et le théoreme est ainsi démontré. O

Théoreme 2.3.5. Pour tout € > 0, il existe deux constantes C(T,€) et C(T), indépendantes
de | et 7, telles que :

S v (r=1 1/2
Atkg} ﬁﬁ”% Y, € [1.7]] <C(T,e) Bt C(T)(At) (2.78)

Démonstration. La preuve, bien que plus complexe, suit essentiellement les idées de la preuve du
théoreme 2.3.5.

lére étape :
Nous devrions donc commencer par comparer les quantités

n—1 T
1 _ , B
kzm/f_k'U[UEHHe/o\/T—_S o [Ty (Ys)] ds

Pour des raisons techniques liées a l'intégrabilité des quantités que nous regardons nous allons
plutot comparer les quantités

n—1

1 _
Aty ———— P [V, €l,r
Z T Ve, € [1.7]]

et
T 1 B
/0 W]Efn [T,y (V)] ds
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En utilisant le lemme 2.3.3 et les résultats de I’Annexe A, nous constatons que :

_ 5)
+C (A2 (2.79)

n—1 T
1 — 1 —
At E WPFU [Ytl: € [l/"']:l S /(; WEFU []].{[17r]}(Y5):| ds
k=0 (lk ’

2eme étape :
La seconde étape de la démonstration réside dans une application de la formule des temps d’oc-
cupation généralisée (cf. [40] p. 232) pour 'intégrale en temps continu.

Nous avons que Pz, — ps :

' 1 VT T 1 _
/0 Wﬂw,m(ﬂ)d(}/)s = /Rﬂ{[z,rn(y){/o Wchg (Y)}dy

Cette égalité et le théoreme de Fubini impliquent que

/T L B [l (T)]ds < iE /T L 1y (F)0? (Vo) d
T g0tz r s s S Zlhig T 1/9—. [T s)0 s LS
Jo (T - 3)1/276 0 {lL,r]} b 0 Jo (T - 5)1/275 {lL,]} n(s)
= lg /T L (T )d(T)
3, (T—s)]/%f {ILrp s )ANE /s
< 1/1 (y)E /T ! dL? (Y)| d
< = 13 () B ———y—dL! y
xJe {[t.r]} 1/ (T—s)]/z
<1 (r=1) E /T 1 (Y)|(2.80)
< =(r—1) sup Ez ‘ s 2
A yell,r] “1Jo (T — 5)]/276
Par conséquent, au vu de (2.76) et (2.80), nous voudrions prouver que
T 1 .
sup [Ez / ———dL? (V)| <+
vellr] 0 0 (T _ 8)1/276 ( )
3éme étape :
Fixons y € [, r]. Introduisons pour chaque ¢ € [0, 7] le temps aléatoire
g/ =sup{s<t :Y,—y=0} (2.81)
Nous avons que :
T 1 o T 1 _
Y (V) = / ALY (Y) Ps, - ps (2.82)
./0 (T - 8)1/276 ¥) Jo (T — 93)1/276 ¥ ’

En effet, la mesure dL¥Y (?) est portée par I’ensemble

ZVE{t>0 - Vi=y)

et g¥ = s pour tout s qui est limite a gauche de points de ZY. Les uniques points pour lesquels g¥ #
s sont donc les points extrémaux & droite de 1’'ensemble (£Y)° qui sont en nombre dénombrable.
Puisque s — LY (7) est une fonction continue, la mesure dL? (?) ne charge pas de points isolés
et donc g¥ = s pour dLY (V) — presque tout s. Ainsi, (2.82) est vérifiée.

Par application du théoréme (4.2) p. 260 dans [40], nous voyons donc que le processus

3

' 1 vy (V) .
{/0 TRl (¥) : te[(LT]}
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est le temps local de la semimartingale locale
(T —g/)

En particulier, par application de la formule d’It6-Tanaka,

T
1 — 1 —
Ez / ——dLY (Y = Bz, ||————————(Yr—y ‘
0 0 (T—S)1/27€ ( ) 0 (Tig%)l/Qfe( )
1
*mﬁo*y\
E /T LR, R )
— g SN | ————— 75—, s—Y s
0 0 (Tiq'g)l/z €
N
= A+ A+ Az

Majoration de A; + A; + Az :
En appliquant une nouvelle fois le résultat du théoreme (4.2) p. 260 dans [40], nous constatons

que :
1 — _ _
Ay =z, W (Yr—y) < |70 —yl T1/2 -+ g, 1/2 —— 54
S 7142 + E ‘ / 1/2 € ~(777(5))(135
+E§U / ]/2 fb(?n(g))d‘ﬁ ]
Ty ) 571/2
+E§U _ / WU(Yn(g))st
et nous avons que :
. ) 971/2 . ) 1/2
Ef / 7&(? s )st = EE / D¢ ~2(? s )d‘;
o/, (T - 8)1/276 n(s) A\l )1 2 n(s)
1/2
- T 1 /
< A / s
o (T'—5s)
< C(Tye)
Nous constatons donc que
A1+ A | < C(Te) (2.83)

En ce qui concerne Az, on voit tres facilement que
|As3] < C(T)
Par conséquent, il existe une constante C(T, €) finie et indépendante de y telle que :
|A1 4+ Az + Az < C(Te)

Ainsi

T 1 B
@y ‘ 00 2.
A(T_ —dLY (V)| <C(T,e) < + .80
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Conclusion :

En combinant (2.84), (2.77) et (2.79), nous trouvons que :

Atni: WP% Vi, € 1,7] < C(T,€) (r—1) + C (A1) (2.85)
k=0 (tk

En divisant le tout par (At)°, nous obtenons que

n—1
e 1 — 9te 1
(AN —— =P, Vo € L] < (C(T ) (= 1) + € (an1/*+)) o
k=0 (tk,) A
En particulier,
n—1 1 n—1 1
Atz —_H:D7 [?t,‘, € [l,r]] S (At)lif Z _776]?7 I:?tlt € [l/T]:I
k=0 V& i k=0 (tk,)]/z '
(r—1) 1/2
< C(T,e C (At
< O e + OO,
et le théoreme est démontré. O

Corollaire 2.3.1. Pour tout p > 0, il existe une constante C(T') indépendante de p, telle que :

AtSPin [? e [- (a1 (an ”H < O(T)(At) > (2:86)

k=0

Pour tout p > 0 et € > 0, il existe une constante C(T,€), indépendante de p, telle que :

At:z:j \/%Pmn [?tk € [— (At)l/“,(m)l/”” < CO(T,€) (At) /PP (2.87)

Démonstration. L'inégalité (2.86) est une conséquence immédiate du théoreme 2.3.4 appliquée
avec [ = — (AH)/* P et r = (A1)'/277.

En ce qui concerne l'inégalité (2.87), nous faisons le raisonnement suivant : grace a I'inégalité
(2.78) appliquée avec | = — (At)]/zfp et r = (At)]/%p7 nous savons qu’il existe une constante
C(T,¢), indépendante de p, telle que :

n—1
1 — 2 2— 2—p—e€
ALY 7P [Y e [- (a2 (A *] } < O(T,e) (AR
Et a fortiori,
n—2
1 - — - —p—e
Afz fﬂmfn |:Ytk € [7 (At)l/Q g ’ (At)l/Q P:| j| S C(T7€) (At)l/Q g

A partir de cette majoration, nous trouvons facilement que

n—2 n—2
ALY P, [Ytk e |- (At)”“,(At)l/”H < A ( = L_>
k=0 ;

k=0 V ¥k+1 \/¥k+1 tr

+C(T,€) (At)/>P e
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11 suffit donc de prouver qu'il existe une constante C(T') telle que :
n—2
1 1
tz (_— - =
k=0 \Vte+1 Vi

et l'inégalité (2.87) sera démontrée. Mais S est une somme téléscopique et cette inégalité est
trivialement vérifiée. Le corollaire est donc démontré. O

JAN

S=EA > < O(T) (AH)'V?
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2.4 Vitesse de convergence de ’algorithme

2.4.1 Notations

Rappelons quelques notations :
o AB{T' = (By,,, — B:,).
e At désigne le pas de temps %
o 1 = %
o 1, =T —t.
o pi(y)dy d_ésigne la densité du schéma d’Euler au temps ¢, c’est a dire la densité de la variable
aléatoire Yy, .

o g(z)dz désigne la densité d’une loi A (0,1). En particulier, dans toute la suite nous utiliserons
les identités [g(z)dz =1, [zg(z)dz=0et [22g(z)dz = 1.

Nous introduisons les nouvelles notations suivantes :
e Pour tout t > 0, x — ut(¢,2) désigne une fonction de classe C* sur R et égale & o — u(t, x) sur
R+ .
e De méme, pour tout t > 0, x — u (t,2) désigne une fonction de classe C* sur R et égale &
x — u(t,z) sur R™.

e Nous noterons I'(y) la quantité définie par :

a —y—bly)At

N

(2.88)

2.4.2 Décomposition de ’erreur : mise en rapport des termes du premier
ordre

L’erreur du schéma se décompose comme suit

G = [E fon ™ (To)l = B [fon ()]
=[S b ) - o o)
k=0

oll nous avons utilisé les égalités :

{ u(0,z) = f(z), VzeR

et le fait que la somme est téléscopique.
Par conséquent

n—2

S {Be, (o (™! (V)] = Bey G (7))

k=0

+ Bz, [u (ZkH Jh (?'k))] — Bz, [u (EA”H T (?ik+1))] }

zq
er <

_|_

B, [u (tn b (T, )] - Bey [u (0,17 ()]

1>

+R (2.89)

n—2
> Ef +E}
k=0
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2.4.2.1 Décomposition de I’erreur temporelle

Nous commencons par étudier le terme
Ef = '/R [ (Fk, b1 (2)) = (Frgr, b (2)) ] pr(2)dz (2.90)
que nous décomposons en
EF = ’/000 [u (Te. b1 (2)) — u (Frsr, ' (2))] pr(2)dz

+/ [ (Fr, b (2)) —w (Brgr, B (2))] pa(2)dz

— o

>

Ef’+ +Ef’7
Nous avons le

Lemme 2.4.1. On vérifie que
BErt = / [ (Te, b1 (2)) — u (Frgr, h"(2))] pr(2)dz

At
/ / ) Oz (f"“ +s,h7 (= )) 9,pk(2)dzds

+oc
-l-'/0 3 a()0u(ty + s, .)pr(.) z_}(H_ds

On a une égalité analogue lorsqu’on intégre sur | — oo, 0].

Démonstration. Pour tout & > 0, la fonction s — u(s,x) est différentiable sur |0, oco[. En parti-
culier, a I'aide du théoréeme de dérivation sous le signe intégrale et du théoreme de Fubini, nous
avons que :

EPT = ,/OOO [u (B, b (2)) — u (g1, R (2)) ] pr(z)dz

oo At
/ / O (Frgr + s, h ™" (2)) ds p(2)dz
J0 J0

At 00
/ / O (Frgr + s, h(2)) pr(z)dzds
J0 J0

Puisque u est solution du probléeme de transmission (P’), nous pouvons intégrer par parties et
nous obtenons que

At
/ / (2))0.u (Frgr + s, b1 (2))] ds pr(2)dz

At
/ / (2)) 0w (Thgr + s, h7 1 (2)) O.pi(2)dzds
+oo
+/ a()0.u(ty + s, )pr(.) ds
J0 2 r—0+
Le lemme est ainsi prouvé. O

Ainsi le lemme 2.4.1 nous permet de faire apparaitre les conditions du probléme de transmission
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parabolique (x) et on vérifie que
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Ef = EfT+ET
= [ [u (Fr, b (2)) —u (Frg1, b (2))] pr(z)d2
e ] ]
+ / [u (Tk. b1 (2)) — u (Frgr, ' (2))] pr(2)dz
At
/ / —a (2)) Ocutisr + s, h ' (2))0.pk(2)dzds
+/ 3 a(0—)0,u(ty +s,0—)p(0)ds
e ,
- /0 /0 50 (h™'(2)) O:u(Frs1 + s, b~ (2))0.pi(2)dzds
b .1
—/ 5a(0+)8 Lu(tr + 5, 04)pr(0)ds

et au vu des conditions de transmission (x)

Ef =

A

SRl

1>

Jl’ +J1’

) O:urgr + s, h " (2))0.pr(2)dzds

(2)) O-ulFygr + s, h ™" (2))0.pk(2)dzds

2.4.2.2 Décomposition de I’erreur en espace

On vérifie facilement que

E) =

(e [ (o ™" (o)) Bz, [0 (™! (V)] )

= *]E-’TU ]E|:1l, (¥k+1, h;il (?tl: + &(?t,‘)AB:+] + B(?t,‘: )At))

—u (Exp1, b (V) ?tkH

= —E;

/ u (i,m At (?,,k + 6V, )/ Atz + E(?tk)At))

—u (Frg1, b (V) g(z)dz}

1>

/ U (Tt ) pe(y)dy
R
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En intégrant par parties et en utilisante la définition de I'(y) en (2.88) :

U ion) = / / (T n " (3 + 6(0)v/Dla + b(y)ot) )
(b () da| g ()
- ./]r(yLW[ [/r(y) u _<zk+1’ % (v+50)VDk + i)(y)m)>
—u (T, b7 () da| g'(2)dz
B B [ AT SR ATy

—u (Fep1, 0" () dT:| g'(2)dz

= U (frs1,y) + U5 (Tagr,y) (2.92)

On s’intéresse maintenant au terme U{® que I'on décompose en :

Ulk(zk+17?/) = U{C(¥k+17?/)1{y20} + Ulk(zk+1-,y)]l{y<0}
Uf’+(zk+17?/) + Uf77(fk+17y)

1>

De méme,

- A
UFrsnsy) = Uyt (fegn,y) + Uy (Bt )

Pour y > 0,

UPt (fegn,y) = '/]F()+ [{/ u (fk+1-,11_6 (?/‘i‘&(?/)\/E-T"‘i’(?J)At))

I'(y) 243
—u <Zk+1-, 11_2661;) dT:| g'(2)dz
= (e B )
= /R[/r ut <1§k+171_26 (y+0(y)\/Em+b(y)At))

(v)
_ 1-—
—ut <tk+1., T 2%1/) dT:| g'(2)dz

z ~ 1— ﬁ ~ 5
- ./]oo,m)[ [./m) o <tk+1" 1-283 (v+ot)V/Air+ bW)At))

—u™ <fk+1 ! 7% > }q'(z)dz
U

Ulk,71+ (fk-l'l Y )

>

(fk+177/)

De facon analogue on définit pour y < 0,

Uy~ (trg1,y) = = U2]‘1 (trtr,y) + Uzkz (thg1.9)
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En appliquant la formule de Taylor & u™, on trouve que pour tout y > 0,

Uy (Eenny) = —/R {/F( )u+ <¥k+17 % (y+5(y)\/A_tx+5(y)At)>
—uT <fk+1., 11_—61;) dT:| g'(2)dz
= = [ [ ot (b 1) 1 [0V BRe + g 1

(y)

2

« < 1-5 )2 [&(y)\/A_tx+b( )At] dg (2)dz

21 _ 1
- / / —BSIIU+ (fk-l-lv 96 >
Jr Jr(y) 6 5"
3

« <11_255>3 [&(y)\/ﬂﬁé(y)m] dag'(2)d>

- // / tiu (fk+17 ! 956( +f{ ()\/E-T"'i’(y)ﬂt}))df

(1253){ (y)V/ Dtz + b(y Atrdxg'(z)dz

Uf,’m (¥k+1 ) y) + U1k771+,2 (¥k+1 ) y) + Rf7+ (¥k+1 ) y) + R§7+ (¥k+1 ) y)

>

Et de facon analogue on décompose U;f. On obtient ainsi

U2k:17 = U2k,’17,1 (¥k+1=y) + U2k,717,2 (¥1€+]1y) + R§7 (Zk+17y) + R§7 (kar],y)

Dans toute la suite nous noterons

R+ £ /RRQ"+ (Tes1.y) pr(y)dy (2.93)

Ry 2 /RRT“’ (Te+1,y) pe(y)dy (2.94)
et

Ry 2 '/Rég’+ (o1, 9) pe(y)dy (2.95)

R 2[R G mis (2.96)

En intégrant par parties, on a pour y > 0,

U1k771+,1 (tet1.y) = —0wu™ <¥’“+1’ 11_265y> 11:265 R {&(y)\/A_tz + B(y)At} 9(2)dz

dput (mh 11_26/3‘”) 11:255“( ) At
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De méme,
1-8 \[1-8]"
bt - g _ _
Uty (fern,y) = 28m <tk+17 1_26?/) =]
. 2
X / {&(y)\/Atz + b(y)At} g(z)dz
R
1 _ 1-8 \[1-581"
= =02 ut (Tugr, *(y)At
2 zo <k+],126y> _1725_ U(y)
1 2 4+ (3 1- 6 1- 6 2"2 2
~ 1 —k+
= ff_z + R (fk+1 y)
Dans toute la suite nous noterons
—k,+ —k,+ -
R = / R (frt1.y)pe(y)dy (2.97)
R

FEt grace a un nouvelle intégration par parties effectuée cette fois-ci contre la densité p; de la
variable Y, , on remarque que

+o0 5 B
- / (Ulk,’l_l,—l (Fe1,y)  + Uf,fz (tk+1,y)) P (y) dy
Jo

+oo
— A/ (2))0:u (tks1,h ' (2)) Ozpk (2) dz

_ At[ a(0+)0,u (tk+1 0-|—) Pr(0)]

1>

J]k,+ + sz

De méme on obtient que

0
_/ (Uzkl 1 (tk+17?/) + Uf,fg (Zk+17?/)) pr (y)dy

— 0o

= At [ %a(hfl(z))azu (Frg1, b1 (2)) Oopi (2) dz

+ At[%a(of)awu (Fusr. 0-) pu(0)]

1

DA
et les conditions de transmission du probléme parabolique () nous assurent que

At[%a(of)azu (ZkH,Of) pr(0)] = At[éa(()-l—)azu (Zk+1,0+) i (0)] (2.98)

et donc J;’Jr + JQk"*
Ainsi,

+oo
/ Uy 1 D (fke1,y)  + Ulkj,—g (tk+1af‘/)) e (y) dy
0

0
/ 21 1 tl-+17?/) + U;HTQ (Zk+17?/)) i (y)dy

oo

= IOt a0
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En ce qui concerne U, on fait le calcul suivant,
)

- : : 1— ) N
Ulk,’; (feg1,y) = / / {qu <tk+17 % (U + o (y)V/ Atx + b(y)At)>
J)=o0,r () /1(y) —20

—u’ (Zk% %z& ]dl"g’(Z)dz
7 1-p ~ -
_ '/]Oom(y)[ [1,,+ (tk+17 m (1/ + 0(1;)\/Ez + b(y)At))

ut (ml, %u) ]g<z>dz

_ _ 1-
+ [1L+ (tk+170) — 1l,+ <tk+1-, 6

1-23
= Uf,’;,] (Frt1,y) + U1k:2-|:2 (trt1,9)

u) ]g (T(y))

s ket (3 .
Ces termes sont a regrouper avec U, (tH] , y) :

Ut (feeny) = _/]oom(y)[/rz ) {“ (1. (1= ) (3 + 510) /Bt + by 1))

(y

—u (le-, 11_2ﬁﬂy> dﬂ?} 9'(z)dz

— /]Oo o [u (Zk+17(1 -B) (?/ +6(y)V/ Dtz + B(y)At))

—u <¥k+] ; %?O }g(z)dz

- {u (Fe+1,0) —u <fk+1, . 2%?/) ]g (T'(y))

= U2k,’1+ (zk+1v?/) + U2k,’2+ (zk+1af‘/)

Et on remarque que :
k " k, -
UQ,’; (Frr1,y) + Ul,;fg (frt1.y) =0 (2.99)

Les termes U]k”;f] (Zk+17y) et Uf”;r (Zk+17y) sont a regrouper en vue de faire apparaitre les
conditions de transmission du probleme parabolique (*). On obtient

+oo
/0 (Uf”f“ (fer1y) + Ursh (¥k+1-,y))pk(y)dy
A S U SR RS

— ot <fk+1.,

— 265 (u +5(y)V/ Dtz + B(y)At)> }Q(Z)dzpk(y)dy +0

[ [0 (o s /Bis i)

= (=g (v 5)V/BE + 50)01) ) |1z )y

IN

+ oo
+ o PNel s Twl} i)y
J(At)z™r

>

N®F (F41) + Opor (A)
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On traite le terme N+ (ZH]) en faisant apparaitre de maniere artificielle le point 0 dans la

décomposition :

ff)ﬂ

/ /M [ Tein, (1 - ) (y + 7)V/BE= + by)at) )

i, >]q< )z pi(y)dy

/ /] ot [ * (fuu % (y +6(y)V/ Dtz + E(y)At)>

u(tpy1,0 ]g )dz pr(y)dy

NE (f1)

(tk+l + N. (tk+l)

En réutilisant la formule de Taylor pour N]k"+ on obtient

e o (A3 .
N]'7+ (t}c+1) = / / 8Tu(tk+]‘0—)
0 ]—o0,T'(y)[

x {(1=8) (y+ 5D +b(y)at) } g(2)dzpy)dy
+ _/U(Mw /] %/Oluafazmu (71, (1= B) € (v + 5()V/BE= + bly)At) ) de

oo, I(y)] <

‘(1= ) [y T ()l + z,(y)m} o(2)dz pi(y)dy
= N1k,1+ (trt1) +Rff;

De méme,
(anEr
kot (7 _ 7
Ny (Ter) = /0 '/]m’r(y)[az“f(tk+1-,0+)
. {11 *fﬁ (v+ 50) VD= + by >Af)} o(2)d= puly)dy
- / / / — 6202, ut (7 ﬂf( + 6(y)V/ Dbz + by)At) ) de
/k+1-,1_2ﬂ y+a(y)V Atz +b(y)At) | de

(

= (tl.+1

) {u + 6 (y)V/ Dtz + by )Atrg(z)dzpk(y)dy
) + A7+

En utilisant les conditions de transmission du probléme parabolique (%), on remarque que

1-— _ 0 0— -
. 2658mu(tk+170+) = %&u(twﬂ,o-ﬂ

_a(0—) a(0+) 4+ a(0—) -
= 0D 50(0) Opu(tps1,0—)

= (1-0)0u(tpsir,0-)

et on vérifie que pour tout k € {0,... n},

Nyt (1) = Nyt (Fsn) (2.100)
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En conclusion, il reste a étudier :
la compensation des termes principaux apparaissant dans la décomposition de I’erreur tem-

porelle et dans la décomposition de ’erreur en espace : la somme 7f’+ +711€’7 + Jf’+ + Jf’f.

— les termes de reste a savoir, R et Rk’Jr Rf’ﬂ R§’+, Ri‘;’, Ré;’ et Rf’+ dans le cas positif, et
I’analogue de ces termes dans la cas négatif et que l'on note pareillement R Iéf“ﬂ Iéé”ﬂ
Ry, Ryy et RY™.
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2.4.3 Compensation des termes de premier ordre

Le but de cette section est d’étudier la vitesse de compensation des termes qui apparaissent
dans I'erreur temporelle d’une part et I'erreur spatiale d’autre part. Plus précisément nous devons
étudier la différence :

et 2 T g
Af too 1
= / / )) 0.u (tk+1 + &h”(z)) 0.pr(z)dzds
_At/o %a( H2)0ou (Tgr, hH(2)) Dapy (2) dz (2.101)

s _ A k- k,— A AN
et la différence analogue ¢*~ = J;" + J{*~ que nous analyserons de la méme maniére sans

toutefois écrire ’ensemble des calculs.

Nous sommes donc confrontés au probleme d’évaluer la différence des dérivées d,u prises en
deux temps assez proches. Pour ce faire nous utilisons les résultats sur le probleme de transmission
parabolique.

At ptoo g
ekt = / / _” )) [8 n (fk+1 +s,h” ( )) —d.u (fk+1,hi1(z))] A.pr(2)dzds
At ptoo
B _/0 /0 0 [Ea (hi](z)) [O-u™ (B + S,h*](z))
—0.u’ (zk+1 ! (Z))H pe(2)dzds
At
_ / Ba (04) [0:u (g1 + 5,0+) — D.u (fk+1,0+)]] D (0) ds

A k4 1kt
- -2

On vérifie que

bt = ‘/OA* /OS /0+°° 090 Ba (h"(2)) O:u™ (Frgr + H,h](z))} pr(2)dzds

+

A

sup  ||07ut (T +6,.) (At)?

0€[0,At]

oo

k,+ k,— ~ L. ..
Le terme €,”" se compense avec le terme analogue €, grace aux conditions de transmission

du probleme parabolique.
On en déduit donc que

k, k,— k, k,—
lev I+ ey |+ e ™ + €37
|51+|+|51 |+0

et 4 em |

VARVAN

Ainsi,
— + -
| + P < o(T) ( sup | |0put (Frgr +6,.) + sup ||05u” (Frgr +6,.) ) (At)?
0€[0,At] 5o 0€[0,At] 0o
et par définition de u™ et u~
bt + | <O(T) sup ||0Zu (Frgr +6,.) (At)? (2.102)
0€[0,At] oo
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2.4.4 Etude des restes

k,+
Dans cette section nous étudions ’ensemble des termes de reste a savoir, R et les restes R
+

i" , ﬁé’ﬂ le;' Ré;’ et Rl‘ * dans le cas positif, et I'analogue de ces termes dans la cas négatif
k _ _ _
, R’y Ry et Ry~

2.4.4.1 Etude du reste R

Rappelons que

R =

B, [0 (1,07 (V)] B, [ (007" (7))

On décompose R de la maniere suivante :

R = |Ex, [u(Ath™ (Troad))] — Exy [u (0.6 (Fr))]
< |Egy [u (Bt 07 (Yr-nt))] = Bz [u (0,07 (Y- ad))]
By [ 0.0 (Frar))] = B, [u (0.5 (7))
= L +1,

On voit tout de suite que :

I

IN

At
/ T(] [
J0

At
/ [|0su (s, ) ||ocds
0

En ce qui concerne Iy, on remarque que :

Es, [fo (Vi ar)] =B, [foh™ (V1)

|

dou (s, b~ (V1)) } ds

IN

I, <

< OO Er, H?TYTM

< o If Ve (A1)'?

Ainsi,

At ‘
R [ 1005 s+ CT) £Vl (207 (2.103)

2.4.4.2 FEtude des restes Ek’+ et Ek’i

On rappelle que

B = [ (e i) [ o) o0

et on voit directement que

R < C(T)‘

1}1}

O ut (Fri, ) H (At)? (2.104)

oo

De méme,

O u” (Ter,.) || () (2.105)
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2.4.4.3 Etude des restes Rf"Jr et Rf"i

///jzg;z G““;4%0<5_£>3

X [U(u)\/ET +b(y )At} ’ dzg'(z)dzpr(y)dy

On rappelle que

En intégrant par partieq par rapport a la variable z et en utilisant le fait que fR 23 g(2)dz =0,

Jo22g(z)dz =1 et [, zg(z)dz =0, voit qu'il existe une constante C(T) telle que :

R < o(T)

GERTAN (TSN ‘ (At)° (2.106)

o0

De méme,

RN < (1)

9gpat” (Tet1,-) ‘ (At)? (2.107)

oo

2.4.4.4 Etude des restes }N?IQH' et f?éf

On rappelle que

// / tau <fk+1 ! 266 (U+£{ ()\/Er-i—g(u)Af})) dé

(1 - 25) {&(U)\/ET + b(y )At:|4df17g’(z)dz

En intégrant par parties, on constate que

/ /' €)° au (u+h 1 53(u+£{ ()VQEZ+BQ”A¢})>d£
(1 - 26) {&(y)\/A_tz + B(y)At} dzg(z)dz

et par conséquent,

%*<C@ﬂ

Ot (Tryr, ) || (A1) (2.108)

oo

De méme,

%’<C@ﬂ

Ot (Frgr, ) H (At)? (2.109)

o0

2.4.4.5 Etude des restes R] ’2+, RI”+ et Ré’;, R 5

Etudions maintenant les restes qui font apparaitre le temps passé autour de O : RI"Jr RI"Jr et
k,— ;
Ry, R],Q .

mro- [ [ 5 [0 = e (v st + i) as
(1-p ‘[U+0 WALz + b(y) }g(z)dzpk(y)dy

X
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Ainsi,
- + X - 1 p
RE <o) 0% uEn, )| Px, |:Ytk c [07 [At]rﬂH (At)' (2.110)
De méme,
k _ + — 1 1-2
szj < C(T)‘ 2 ut (trsr,.) Pz, {Yf,k € [07 [At]rPH (At) 7 (2.111)
et
Ry <C(T)‘ Ooulliss, || Pay [V € [~ 1207770 (a0~ (2112)
et
Rz < O 0t (uan.)| P [P € [ 1802 0] a0 (2113)

2.4.5 Erreur globale du schéma en fonction de la condition initiale

Nous avons donc pour tout p > 0 et toute fonction f dans H :

At
< / 19015 1) s + €T D] (A1)
vor { S ozt Ba {7 . [— (a0 (a0t ] }}
tA+1 f)H tk+1vvf) At
n— Z -
4U tk+] f) ‘ At + C(T)Atz sup 812,‘11 (Zk+] + 97 ,f) H At
00 k=0 0€[0,At] e

+07 (At)

(2.114)
2.4.5.1 Erreur globale du schéma lorsque la condition initiale appartient 4 H° : démonstration
du Théoréme 2.1.1

Si la condition initiale f appartient & H°, nous pouvons utiliser les résultats des théorémes
2.2.1 et du corollaire 2.3.1. Nous obtenons ainsi, & partir de (2.114), que pour tout p > 0 :

|

€i’ < C(T) (A1) + O(T) (At) + Of, (At)

et ce terme tend vers 0 lorsque 1’on choisit 0 < p < % Cette derniere inégalité prouve le Théoreme
2.1.1.

2.4.5.2 Erreur globale du schéma lorsque la condition initiale appartient a H : démonstration
du Théoréme 2.1.2

Lorsque f appartient & H, nous utilisons les résultats sur la régularisation de la condition
initiale. Soit fs définie par (2.69) :
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Nous avons que :

&0 = |Bay F(X0)] — Eay [£(X7)
< By [F(XD)] — Bay Us(X0)] | 4 [Buy [fs(X)] — Bay [£3(X)]
l&uwxffﬂ—mm[ﬂikﬂ‘
< L(6) + 1I(6) + I5(0)

Majoration du terme I; :
Grace aux estimations d’Aronson, nous avons que :

1(6) s(@u—nmm@wmw@
_5 26
< / V—mwmnmm@+/ Bl )p(T, 20, y)dy
J—26 Jé
26
< 06 p(Tu $07y)dy
—26
. cme
S T

Majoration du terme I :
En utilisant les majorations marquées (x *) du théoreéme 2.2.12, nous trouvons que

L) < o) (I + 1Dl +C) (807 + C(T)nt

@) (IFD s + 1P| +C) (a1) 7

. {At 5 [T [ (a0 o0t }

+0) (I 1o + 115 m~«0m§j

V tl.+1
am@ﬂ”m+ywwm+v®uuwf|n+ )NEI

+078, (At)

Vi fk+1

En utilisant alors le résultat du corollaire 2.3.1 nous trouvons que pour tout £ > 0 fixé, il existe
une constante C(T, ) telle que :

) < OTe) (1Ol + 1Dl +C) (an) /25

1
o) (I + 182l + 1P + 1701 + 55 ) O
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Majoration du terme I3 : Nous effectuons un calcul analogue a celui effectué pour I.

kw)ﬁléﬁm”—ﬁoﬁwwm@@

-5 26
= /725‘f_fﬁlolrl(y)pn(y)dyju/’S |f = fsloh™ " (y)pa(y)dy
26
< 06 726pn(y)dy
<

C(T)6Pz, [?T € [—26, 26]}

Conclusion :
En conclusion, nous obtenons que

0 < OmE +Ome) (Il + 1Pl +C) (an' 2o

1
62

pol

+C(T) <|f(1)ln1 FF PN + 1D+ £ DN + ) At + Op, (At)

+C(T)6Ps, {VT € [-26, 26]}

En fixant o > 0 et § = (At)” et en optimisant alors cette derniére égalité par rapport a «, nous
trouvons que la valeur optimale est atteinte pour a = 1/4.
Par conséquent, pour tout p > 0 fixé, il existe une constante C(T, u) telle que

€0 < O(T, p) (A2 + C(T) (At)1/4P[7T € [—2(At)1/4 ,2(At)1/4H (2.115)

Malheureusement, nous ne sommes pas arrivés a controler efficacement le dernier terme de cette
majoration. En particulier, prouver la

Conjecture 2.4.2. [ existe une constante C(T') telle que
IP{?T € [—2(At)1/4,2(At)1/4H < O(T) (A0 (2.116)

demeure un probléme ouvert.

Néanmoins, en majorant trivialement I3(6) par C(T')é puis en optimisant comme precedem-
ment, nous arrivons tout de méme & prouver le résultat du Théoreme 2.1.2 :

il existe une constante C(T') finie telle que

ol

E., f(X71) — B f(X7)| < C(T) (AL)? (2.117)
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2.4.6 Graphique représentant les principaux termes intervenant dans la

décomposition de ’erreur du schéma

B Bk
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U;c;l» UQ,,*
/
Ukt Ukt
.

k, k,— —k,+
JET gt + 71 +
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2.5 Reésultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques afin de les confronter avec
les résultats théoriques obtenus.
Les tests numériques que nous avons effectués portent sur le processus (Xt)ogth solution de

1

4L2 (X) (2.118)

t
X, = 20 + / {]lmf,*(Xs) n 2]1R+(X5)}dBS n
J0

Pour ce processus nous connaissons explicitement la valeur de la densité de transition et il est
donc facile d’approcher tres précisément la valeur de E[f(X )] dés que f est connue.

Nous concentrons nos tests numériques sur le comportement de I’erreur en fonction du pas de
discrétisation At. Pour ce faire, on choisit un nombre de Monte-Carlo M suffisamment grand de
fagon a rendre suffisamment petite I’erreur statistique de 'algorithme devant I’erreur de discrétisation.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

- valeur approchee ——
valeur theorique

Erreur absolue

0.01 ] :
0.0001 0.001 0.01 0.1

pas de temps

(a) Erreur absolue du schéma en fonction du pas de discrétisation dans
le cas f(z) = @?; w9 =0.1; M = 10eT.

- valeur approchee ——
ep eurl/2 ——

Erreur absolue

" " MRS | " " PR | " " PR
0.0001 0.001 0.01 01
pas de temps

0.01

(b) Erreur absolue du schéma en fonction du pas de discrétisation dans
le cas f(z) = @® + sin(x); xo = 0.1; M = 10eT.
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Nous constatons donc, en observant le premier graphique, que méme si # — 2 n’appartient
pas & H, la vitesse de convergence du schéma d’Euler semble proche de v/Af : on pourrait penser
que cela provient du fait que z — 22 a toutes ses dérivées d’ordre plus grand ou égal & 3 qui sont
nulles et que sa dérivée d’ordre 1 s’annule en 0 (point de discontinuité de o). Mais la deuxieme
figure nous montre, cette fois & partir de 'exemple o — 2 + sin(x) et bien que les dérivées d’ordre
1 et d’ordre 3 ne s’annulent plus en 0 dans ce cas, que la vitesse de convergence du schéma d’Euler
semble rester proche de /At : cela nous conforte dans notre idée de croire en une extension possible
du résultat du Théoreme 2.1.1 pour des conditions initiales f appartenant a H. Pour ce faire, il

question demeure ouverte.
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Chapitre 3

Un schéma numérique pour les
processus de diffusion
unidimensionnels a coefficients
discontinus

Le travail présenté ici a été réalisé avec Antoine Lejay que je tiens & remercier chaleureusement
pour m’avoir proposé de travailler avec lui sur ses brillantes idées.

3.1 Introduction

The aim of this chapter is to provide a scheme to simulate the one-dimensional diffusion process
generated by the differential operator

L= gi [ail 4oL (3.1)

where, a, p and b are piecewise smooth functions that may have an infinite number of discontinuities
on a countable set of points 7. We will suppose that 7 has no cluster points and that functions a,
p and b have everywhere left and right limits. The triplet (a, p,b) will be called the caracteristic
of L.

If a belongs to C'(R), L may be transformed into

ap d? a’ d
2 dx2+<2 +b> dz
and even in this case, using an Euler scheme requires to compute the derivative of a and may be
quite expensive from a numerical point of view. However, if @ = 1, it has been proved in [52] that
the Euler scheme converges but the speed of convergence still remains an open and challenging
problem.

The scheme presented in this chapter is different of the Euler scheme and is rather a variation
of the well-known random walk on spheres. The basic idea is the following : we use a piecewise
constant approximation of the discontinuous coefficients. Given this approximation we use a me-
thod based on “local results” that allows us to compute the position of the particle at a given time
t. This method is exact in the case of piecewise constant coefficients when b = 0 for it catches the
correct behaviour of the diffusion process when it reaches a point in 7.

Let us explain our approach with a simple example : assume that b = 0 and suppose that
(a(x),p(x)) = (ay,py) if x > 0 and that (a(x),p(z)) = (a_,p_) if z < 0. Let u be the weak

75
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solution of the parabolic problem associated with L :

Au(t,x)

5 Lu(t,z) =0; u(0,z) = f(x) (3.2)

It is well-known that this problem is equivalent to the following transmission problem :

5 Au(t,z) =0 on R} x R*
ayVu(t,0+) =a_Vu(t,0-) V>0

{ du(t,x) a(x)p(x) (3.3)

Let us introduce ® defined as follows :

x x
@(ﬁ) = 1m>0 + ]lTSO

Va+p+ Va—p—

Since for any ¢ > 0 the function u is of class C? on R} x R — {0}, it is easy to check that
v(t,x) ;= u(t, ®(z)) is the solution of another transmission problem

ov(t, x)
ot

Vit g, EEVCERV A

\/EV (t,04) \/pTV (t,0—) Vt>0

Formally, this new transmission problem 3.4 is also equivalent to the parabolic problem

1
- §Av(t7a§) =0 onR] xR

ov(t,x -
% — Lo(t,z) =0
where L is the formal differential operator
1
EA + 086V

with 3 := V/a(0+)/p(0+) —/a(0-)/p(0-) €] - 1,1].
Va(0+)/p(0+)+1/a(0-)/p(0-)

As shown in [38] and [37], this differential operator L is the infinitesimal generator of the Skew
Brownian Motion. This process may be constructed from a reflected Brownian motion simply by
choosing the sign of each excursion using independent Bernoulli random variables of parameter
%. Heuristically, this means that the particle chooses to go either on Ry or on R_ with pro-
bability (8 4+ 1)/2 when it reaches 0. Unfortunately, this description is not relevant due to the
fact that there are infinitely many small excursions. Besides, it does not permit to understand
the real behavior of the particle in function of a4+ and p+. However, numerical simulation of the
Skew Brownian motion is easy, and using a simple and deterministic time change, it is possible to
solve (3.2) using the probabilistic representation u(t,z) = E, (f(qf] (Z;G))) where 77 is a Skew
Brownian motion of parameter 3.

Instead of working with PDEs, one may prefer to use the Itd-Tanaka formula just like in [33].

This can be achieved using a precise description of the process X related to L. As shown in [26],
X solves the following SDE :

X =Xo + /t Va(Xe)p(Xs)dB, + ML?(X)

+) +a(0-)

where B is a Brownian motion and L° the symmetric local time at 0 of X.

Although this is not the first use the Skew Brownian motion in Monte Carlo methods (See
[28]) or in modeling, neither has there been a systematic study of this process in this framework,
nor a complete exposition of the interplay between the different coefficients.
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The numerical method presented in this chapter follows the idea of [27], where diffusions with
constant coefficients on the edges of a graph were simulated. As the infinitesimal generator gives
locally the behavior of the particle, some properties of the Skew Brownian motion allowed, in
this particular framework, to describe what happened at the nods of the graph. These are the
main reasons that explain our choice of approximating non-constant coefficients using piecewise
constant coefficients rather than smoothing the coefficients around the points of the [J : indeed,
this last procedure turns out to be unstable in practice and very expensive from a numerical point
of view.

We will also give some results concerning the diffusion process generated by L under more
general assumptions than in [26], mainly by describing it as the solution of some SDE involving
the local time and bewaring of boundary conditions. As we will see, making use of space and time
changes, in order to transform a one-dimensional process into a process which behaves locally like
a Skew Brownian motion, provides a usefull way of proving existence results for solutions of SDEs
with local time.

For efficiency, one could also think of using the random walk proposed in [25] (after a proper
change of the scale). This perspective is currently studied by P. Etoré.

Hypotheses
Let ¢ < r be two numbers that belong to R. Thus we may possibly have { = —oc and/or
r = +00.

Assume that the coefficients a, p and b are defined on [(,7] and satisfy for some constants
A, A > 0, assumption

a, p and b are measurable,
H : for all x € [¢, 7], p(x) € [A\,A] and a(x) € [A, A], (3.5)
for all x € [¢,r] ,|b(z)] < A

Let v(dx) be the measure p(x) 'dxr on (¢,r) and G denote the open set (¢,r), with possibly,
G = R : for technical reasons, we restrict ourselves to the case where ¢ and r are simultaneously
finite or infinite. In fact, all the results given in this article could be extended for G = (¢, +o0) or
G = (oc0,7).

We denote by L2(G) the space of measurable functions on G that are square integrable with
respect to the Lebesgue measure. We also denote by H'(G) (resp. Hj(G)) the completion of the
space of smooth functions (resp. smooth functlons with compact support) on G with respect to

the norm || f[| 1 \/HfHZ

Recall that for any connected interval G, all functions in the Sobolev space H'(G) have a
continuous version since the dimension of the space is one. In all the following we will systematically
identify a function in H'(G) with its continuous version.

3.2 Removing the drift

We assume at first that a, p and b are smooth.
— when G is finite, let (L, Dom(L)) be any one of the following differential operators :

{ L is given by (3.1)
Dom(L) = {f € C*(G:R)f(r) = f(£) =0}

for the Dirichlet boundary condition (b.c.) and

{ L is given by (31)
Dom(L) = {f € C}(G:R)f'(r) = f'(¢) = 0}

for the Neumann b.c..
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— when G =R, let (L,Dom(L)) be the differential operator

L is given by (3.1)
Dom(L) = C? (R; R)

It is well known that for any of these cases (L,Dom(L)) is the infinitesimal generator of a conti-
nuous strong Markov process (X, (P, ).eq) (See [8] for example) and this process is in addition

solution to the Stochastic Differential Equation (SDE)

!

dX, = \/pa(X,)dB, + (% + b) (X,)dt.

If =0, (L,Dom(L)) can be associated to the symmetric bilinear form

1
E(u,v) = i/a(x)u'(x)v'(x)dx
defined for u,v in C}(G;R) through
E(u,v) = /Lu,(m)?)(m)p*](z)dx (3.6)

for (u,v) € Dom(L) x C}(G; R).

Since the symmetry will play an important role in most of the results given in this chapter we
would like to be able transform (3.2) into an equivalent form without drift : as we will now see,
this is possible thanks to the crucial fact that we are working on the one-dimensionnal space.

Let us explain one way of removing the drift by transforming a and p :

let ¥ be the function

b(y)

™ (3.7

W(r) = /0 h(z)de with h(z) = 2/;

If ¥ is given by (3.7) and is bounded, a simple calculation shows that
_gp d g d p d d d
> Y —lae” — | ==— | a— b—.
© Sdx (ae dx) 2dzx (adac + dz

v d (v d
€S <ae dT) (3.8)

is a linear operator which is symmetric with respect to the measure e~¥ p(dz) so we can start
working using (3.6).

If G is bounded, then ¥ is bounded by a constant that depends only on A, A and the Lebesgue
measure meas(G) of G and this procedure is valid.

If G is not bounded, then ¥ is not bounded and we cannot make this transformation without
using further arguments. However, we claim that it is possible, at least locally, to replace in the
previous computation ¥ with ¥ defined for example by

and we see that

U(x)="¥(z) — U(n)ifx € [n,n+1] for all n € Z.

and it is thus possible to repeat our argument and to transform L locally in a linear operator
which is symmetric with respect to the measure e~ p(dx).
Thus, instead of considering (a, p, b) as the caracteristic of L, one should only consider L related

with the new triplet (e¥a,e¥p,0).

Note that the transform used here to remove the drift applies for non-smooth coefficients a,
p and b since it is always possible to use a regularization procedure and pass to the limit : see
regularisation results in Section 3.5.
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3.3 Existence of a stochastic process

In dimension one, results on the existence and uniqueness of the stochastic process(es) genera-
ted by (L, Dom(L)) may be proved using (at least) three ways : using the properties of the density
transition function, using the scale function and speed measure or using the Dirichlet form theory.
We will see that all these approaches lead to the same process.

3.3.1 Using Dirichlet forms

We assume in a first time that b = 0. This will allow us to use the theory of symmetric Dirichlet
forms. However, we have seen in Section 3.2 that this hypothesis is not a restriction.
Let £ be the bilinear form

1 d d
E(u,v) = 5/ a Z(x) Z(x)dx for all u,v € Dom(&)
G L L

on L?*(G;v(dz)). The domain Dom(€) is

Dom(&) = H'([¢,7];v(dx)) ~ H'([¢,7]) for the Neumann b.c.
Dom(€) = HY(G;v(dx)) ~ HL(G) for the Dirichlet b.c..
It is well known that (£,Dom(€)) is a regular, local Dirichlet form [15]. Hence, it generates
a continuous strong Markov process (X, (F;)i>0, (Pz)zec). Besides the process is conservative
if G = R or Dom(€) = H!([¢,7]) (which corresponds to using the Neumann b.c.). Besides, if
G = ((,r) and Dom(€) = Hg(G), then Xy = 1;<3(8) + 1gr543(Y:), where ¢ is the “point
at infinity” of R, Y is the process generated by (£, Hi(R)) with a = p = 1 outside G, and
T=inf{t >0 : YV; £ G}.

Remarque 3.3.1. As the dimension of the space is one, each point x € [(,r] is non-polar and
has a positive capacity, and then all the statements of type “for quasi-every point of [€,r]” mean
in fact “for every point of [¢,r]”.

Remarque 3.3.2. One could assume that the coefficients a and p are locally bounded. In this
case, the process is not necessarily conservative, which means that it may explode in a finite time.
This issue is discussed in [{6].

3.3.2 Using the properties of the semi-group

To the Dirichlet form (€, Dom(€)) may be associated a linear operator (L, Dom(L)) on L?(G; v(dx))
defined through the relation

E(u,v) = —(Lu,v) 12(G(d)) for all (u,v) € Dom(L) x Dom(E).
In fact, it is possible to show that the operator L is the one given by (3.1) with domain

Dom(L) = {f € H}(G) : Lf € L*(G)} for the Dirichlet b.c.,
Dom(L) = {f € H'([(,r]) : Lf € L*(G)} for the Neumann b.c..

This operator (L, Dom(L)) is the infinitesimal generator of a semi-group (P;)¢~o. We will see in
Section 3.4 that P, admits density transition function p(t,z,y) and that some general estimates
hold for it. These estimates (See (3.12) for example) are sufficient to assert the existence of a
strong Feller, continuous process (X, (F)e>0, (P2)zeq)-
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3.3.3 Using the scale function and the speed measure

Another way to define the stochastic process (X, (Fi>0), (Pz)zec) is using the scale function
and the speed measure. Let us set for x in ({,r),

o [T b)) () = EP(@))
M”‘?Ap@ww@7 e (39)

(" exp(=h(y)) e [ i
ﬂw—é——aﬁ—@7VU—A (2)da. (3.10)

For the Dirichlet b.c., we set m({y}) = +o0 for y = € and y = r. For the Neumann b.c. m({y}) =
0 at y = r and y = (. On that particular topic, see for example [8] or [41]. We will see in
Corollary 3.6.2 below that this process corresponds to the one already constructed using Dirichlet
forms.

Unless when a is smooth the process X is in general not a semi-martingale. It is a Dirichlet
process. Nevertheless, some stochastic calculus for X is possible using the theory of Dirichlet forms
or time reversal technics : See [15, 42, 30] for example.

3.4 Properties of the semi-group

Let G be the open set G = ({,7) or G = R. For a function u in H'(G), we set Yu(x) = u(z) if

we are interested in the Dirichlet boundary condition (b.c.) or Yu(z) = d?iiz) if we are interested
in the Neumann b.c.. Note that (“;—(;) is a distribution in general and might not be well defined at

all points but we use this operator as a notation.
Let us consider the parabolic Partial Differential Equation (PDE)

u(t,z)  p(x) 0 (a(x)ﬁu(t,x)> +b(x)8u(t7x)

ot 2 o Dz gz on [0:00)x G,
Yu(t,z) =0 on (0,00) x {€,r},

u(0,z) = ¢(z), = € G.

(3.11)

Let us consider the parabolic PDE (3.11). Unless a, p and b are sufficiently smooth, the solution
u is only a weak solution that can only be chosen in the space C(0,T; L2(G))NL*(0,T; H(G)) in
the case of Dirichlet b.c. and in C(0,T; L*(G)) N L?(0,T; H'([(,7])) in the case of Neumann b.c..
Such a solution exists and is unique if ¢ belongs to L?(G).

It is a standard result that (L, Dom(L)) is the infinitesimal generator of a semi-group (P;)i>o
on L% (G;v(dx)).

Proposition 3.4.1.

For any t > 0, P, has a non-negative density function p(t,z,y) with respect to the measure
v. Besides,

Mh@:¢pw%wde@)

is a version of the solution of (3.11) which is continuous with respect to (t,z) on (0,00) X G.
The function (t,z,y) — p(t,z,y) is (a/2,a,a)-Hdlder continuous in (t,2,y) on every com-
pact of (0,00) x G, where « depends only on A, A and the chosen compact.

Démonstration. The existence of a density for P; is classical in the theory of PDEs. A proof of
the second assertion may be found for example in [2]. O

Proposition 3.4.2.
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- If G =R or G is bounded and the Dirichlet b.c. are used, then there exist some constants
C1 and Cy depending only on A\, A and T such that

exp <M> (3.12)

t

(f ) < 4
t, @,
L, T, y) = ot

for any (t,z,y) € [0,T] x R x R. If b = 0, then the estimate (3.12) is uniform in T. This
estimate is called the Aronson estimate!.
IfG is bounded and the Neumann b c. are used, then for any T > 0 and any 6 > 1/2, there

70”*”2). (3.13)

Cy
p(t,z,y) < 7 ©XD < "

forallt € (0,T] and all x,y € [¢,7].

Démonstration. *
A proof of (3.12) can be found for example in [2] and in [49].

Using the continuous injection from H'(G) into the set of continuous, bounded functions on
24+4/k <
L2(Giv(dz)) —

Cllfl Hf”illzc) for every f € H'(G) and all £ > 0. This inequality toghether with assumption
H yields that

G, it is clear that there exists a constant C' (depending only on G) such that ||| f]|]|

1135y < € (EC )

for all f € Dom(E). This is the Nash inequality. It is then possible to apply Theorem 3.25 in [10],
which yields that there exist two constants Ky and K, depending only on «, r and ¢ such that

4/k
2(Gv(dx) ) HfHLl(G,V(!im))

K
p(t,z,y) < o /1 exp(—|ay — az| fng\oz\ ), (3.14)

where a = (yp — xo)/ Kty for an arbitrary constant KX > 0, a time t; € (0, 1] and fixed points
xo, Yo € [¢,7]. For a choice of K large enough in function of Ky (hence, K depends only on x and
G) and applying (3.14) with © = g, y = yo and t = to, we get (3.13) on the time interval (0, 1].
The Chapman-Kolmogorov equation can then be used to get (3.13) on any time interval (0, T for
any T' > 0. O

3.5 Convergence results

Let (a™, p™, b™)nen be a sequence of functions satisfying H. Let (L™, Dom(L™)) be the diffe-
rential operator constructed previously, but with (a, p, ) replaced by (a™, p", b™).

Proposition 3.5.1. We assume that for some 1 < p < oo,

1 1 1 @ 1 b rr@) b
— — - —.
am™” n—oc @ p" n—oo p a™p" n—oc ap

- For any o > 0 (and o = 0 if G is bounded), the weak solutions u™ of the elliptic PDE
(0 - L"u" = f

with the Dirichlet (resp. Neumann) boundary condition converge in H'(G) to the weak so-
lution of
(a—Lyu=f

INote that however, D. Aronson proved these estimates in a rather general case, but it was initially proved
simultaneously for operators of type V(aV-) by E. De Giorgi and J. Nash.

2 A more detailed proof of this result for the case of Neumann b.c. can be found in the next Chapter (cf. Theorem
4.3.1)
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The continuous version of u™(x) given by
/gZ(ﬂ?-,y).f(y)p”(y)’ldy
Ja

with gi(z,y) = f0+oo e “tp™(t,x,y)dt converges uniformly on each compact of G to the
continuous version of u(x) given by

/ 9o (. y) f(y)p~ " (y)dy
JG

— The weak solution of the parabolic PDE

ou™(t, x)

T L"u™(t,x)

with the initial condition f € L*(G) converges in L?(0,T;Dom(E)) to the weak solution of
the parabolic PDE
ou(t, z)
ot

with the initial condition f € L?(G). Moreover, the continuous version of u™(t,z) given by

= Lu(t, x)

/ Pt ()" (0) " dy
JG

converges uniformly on each compact of Ry x G to the continuous version of u(t,x) given
by

/ Pt 2.9)F(4)p(y) " dy
G

Démonstration. Both convergence,in H'!(G) for the solution of the elliptic problem and in L?(0,T; Dom(£))
for the solution of the parabolic problem, follow from the results Proposition may be found in [54]
when p = 1, and is easily adapted to the case where p # 1.

The pointwise convergence of the solutions is a direct consequence of the convergence of the
solution in H'(G) or in L?(0,T;Dom(€)), together with the Ascoli theorem, whose conditions are
satisfied thanks to (3.12) or (3.13) : See for example [43] for a complete proof. O

Proposition 3.5.2. We assume that G = R or that G = [r,{] and that the Neumann b.c. are
used. Besides, let G' = (r',{') C G, and 7 (resp. ") be the first exit time from G' for X (resp.
X"). Under the hypotheses of Proposition 8.5.1, for any starting point x,

]P)z 0 (Xann)71 — ]P)z 0 (XvT)il'
Démonstration. The convergence of X™ to X in finite-dimensional distribution follows from the
convergence of the density transition function in (3.5.1), the estimates (3.12) or (3.13), and the
Markov property (See for example the proof of the corresponding result in [43]).

For the tightness of (P, o (X,) " "),en, according to the Aldous criterion [1], it is sufficient to
prove that for any sequence (7", 8, )nen such that 77 is a F"-stopping time and 6,, is deterministic
converging to 0,

Py (| X7 ys, — X70| > ) D
for all n > 0.
Moreover, with (3.12) or (3.13),
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where § = 1/2 (for G = R) or § > 1/2 (for the Neumann b.c.). Thus, for n large enough so that
2
0 /on 2 1,

sup P, (| X2 >n) < C6/*7° / exp(—Cyz%)dz
yea J1z|>n/ Vb,
C
< oM P exp(—Can?[8,) —— 0.
02 n— oo
The tightness of (P, o (X™)™!),en follows immediately by application of the strong Markov pro-
perty to P, (| X7 5 — X[ >1n).

For the convergence of (X", 77), let O(z) = inf {t > 0 : x(¢) € G'} for any continuous function
x : Ry — R. Possibly O(xz) = 400 if x(t) stays in G'. Then O is lower semi-continuous, that is
O(z) < liminf, o ©(z") if for all T' > 0, sup,co, 7y |2(t) — 2" (¢)] —— 0.

Let x be a path such that there exists a sequence (z™),ecn converging uniformly to 2 on [0, T]
for all T > 0 and O(z) < liminf,_, ©(z"). It is easily seen that this means that x remains in
the closure of G' between the time ©(z) and liminf, .. ©(z™).

But one knows that this almost surely never happens for a trajectory of a one-dimensional,
regular diffusion process (See [41, Lemma V.46.1, p. 273] for example). Thus, the set of disconti-
nuity of © is a set of null measure for the distribution P,. As 7 = ©(X™), it follows that (X™, ™)
converges in distribution to (X, 7).

O

3.6 On diffusions with discontinuous coefficients
If { > —0c0 or 7 < +00 and we use the Dirichlet boundary conditions, then we extend the

coefficients on R with p =a =1 and b = 0. Let J be a (countable) set of points of (¢,7), and we
assume the following hypotheses :

a, b and p are right-continuous with left-limit,
a, b and p belongs to C([¢,r] — J), (3.15)
J is at most countable, '
there exists € > 0 such that |z — y| > € for any z,y € J.

H2 :

Let us remark that with H2, the coefficients are of finite variation on [¢, r].
For a function f satisfying H2, we denote by f’(x) the density of the part of its derivative
which is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure.

Proposition 3.6.1. Assume that G = R.
For any Brownian motion B constructed on a probability space (Q,F,P) with its natural
filtration (Fi)i>o0 (completed to satisfy the usual conditions), (L,Dom(L)) is the infinitesimal
generator of the unique strong solution X to the SDE

X; = x+/n vV p(Xs)a(X)dB; +/sz(dx)de(X) (3.16)

with
v(dr) =" B(x)b. + <% + b) dx (3.17)
zeJ

and
a(z+) — a(z—)

B = e Fae)

(3.18)

The operator (L,Dom(L)) with the Neumann b.c. at r and € is the infinitesimal generator of
the unique solution to (3.16) where v and B are defined by (3.17) and (3.18) and in addition,

v({r})=—-1 and v({(}) = 1.
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Démonstration. The existence and the uniqueness of a strong solution to (3.16) follows from the
results of J.-F. Le Gall in [25]. Thus, it is sufficient to prove that the process X generated by
(L,Dom(L)) is a weak solution to (3.16).

o Case of Neumann boundary condition.?
o If G = R. The previous computations can be used with a localization technique. But it is possible

to avoid using Dirichlet forms theory. With the It6-Tanaka formula (See for example [41, § TV.45,
p. 102]) and the results from [25], X = S~1(Y) is a solution to (3.16) if Y is the strong solution of

Y; = S(z) + / e VST /(S T(Y)) a(S (V) dB,

and the proof of Proposition 3.6.1 is now complete. O

The next results follow from the It6-Tanaka formula (See [41, § IV.45, p. 102] for example)
applied to S(X}), where S is given by (3.10), and X is the solution to (3.16).

Corollaire 3.6.2. The speed measure m and the scale function S of (X, (P.)zcq) are given in
(3.9) and (3.10).

Remarque 3.6.3. If G = R, this result could also be proved by using a smooth approxzimation of
the coefficients and the results of [14].

3.7 Approximation by diffusions with piecewise constant
coefficients

3.7.1 SDE satisfied by the approximation

To simplify the notations, we assume that r > —oo and we set for n € N,

JM={z;} r=z) <z} <...

for some points z,... 27, .. ..
If r = —oc and ¢ = +00, we are forced to pick a reference point on R and to use doubly indexed
sequences.

Thus, we set for f = a, p and b,

f(x) = Z ﬂ[z;’,z;'+1)(x)f(x?)'

k>0

Hypothese 1. For any n € N, the points xj < x] < ... are chosen in order J" satisfies H2,
J CJ™ and
e [ [ I—

Clearly, since J C J", a”, p™ and b™ converge pointwise to a, p and b. Besides, a™, p™ and b”
satisfy H and H2.

Using the occupation time density formula, it follows from Proposition 3.6.1 that the diffusion
X" is solution of the SDE

t t
Xp = Xp 4 / Varor (X7)dB, + / bh(X)ds + 30 BrLit (xm),
70 70 k>0

where B is a Brownian motion, and L7 (X"™) is the symmetric local time of X™ at point z and
time ¢.

3cf. section 4.5 of the next Chapter
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Let ™ be the piecewise linear function

k" (z)—1

vo= 3 78

+
o TPER) L falag )e(ag o))

where £™(x) is such that TZ(T) <z< .7:;}"(

n . n
— Iy, T Tk.n(,r)

)

+)41- Then the symmetric It6-Tanaka formula (See [41,

§ IV.45, p. 102] for example, see also [33] for a treatment of this case) applied to X™ yields that
Y™ = ®"(X™) is solution of the SDE

Y =Y+ B, + Yods + Y BrLiE (v, (3.19)

t bn
[ ==
Jy VTt
where, y7! = ¢(2}) and if k # 0,

gp = Veli)/e(ei+) = Valep ) olep)—
Ve el +) + Valai-)[e(ai-)
Hence, the infinitesimal generator of Y is
n ]. bn
LY =-A+—=Von (( "
2t Jarr Y o (LTIANTT
whose domain Dom(LY") contains the continuous, bounded functions f of class CZ on (£,7)\ J"
such that f(r) =0 (resp. f(¢) =0) if r > —o0 (resp. £ < o), and

1+ 5,
2

Flai+) = =5k 0

3.7.1.1 The Skew Brownian Motion

Equation (3.19) shows that the process Y™ behaves around x} like a Skew Brownian Motion
of parameter Hf“ . Of course the Skew Brownian Motion of parameter 1 (resp. 0) is the positively
(resp. negatively) reflected Brownian Motion (this is used to deal with the Neumann b.c.).

Let Z% be a Skew Brownian Motion of parameter # € [0,1], and set

r=inf{t>0 : \Z0|:p}

for some p > 0. We will use in force the following construction of the Skew Brownian Motion,
which may be found in [21] Problem 1, p.115 : a Skew Brownian Motion can be constructed by
flipping the excursions of a Reflected Brownian Motion with a probability 6.

To be more precise, let R be a reflected Brownian Motion, and {(¢",7")} .\ be the family
of its excursion intervals. These intervals are such that Ry» = R,» = 0, Ry > 0 on ({™,r"),
Unen(€7, ) = Rt and (£*,7™) N (5, r*) = @ for n # k. Let e be the excursion attached to the
interval n, that is ej' = R(_gmn(;n—¢n) (note that these intervals (¢",r™) may not be ordered,
which implies that n is just understood as a label with a priori no meaning. To the excursion n,
we associate an independent Bernoulli random variable ¢,, of parameter § with value in {—1,1}.
The process Z? constructed by setting

70 = opem_m if te€ [, rm],

is then a Skew Brownian Motion of parameter 6.
Let Z? be a Skew Brownian motion of parameter #, and set 7 = inf {t >0 : |Z = p} for
some p > 0. We will use in force the following property of the Skew Brownian motion :

Lemme 3.7.1. The random variables 7 and Z° are independent. Moreover, the distribution of T
does not depend on 8 (in particular, T is equal in distribution to the first exit time of [—p, p| for a
Brownian motion), and Py (Z, = p) = 0.

Démonstration. This is a direct consequence of the previous construction of the Skew Brownian
motion. O
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3.8 Numerical simulations

In this Section, we give two algorithms to simulate either X; for a given time .

3.8.1 What is computed ?

Remarque 3.8.1. As an infinitesimal generator acts locally, our algorithm can also be used to
simulate some quantities related to PDE with a Dirichlet b.c. at one endpoint of G and a Neumann
b.c. at the other endpoint.

Our algorithm can be used to compute the following quantities :
— For any initial distribution x and any ¢ > 0, the transition, the probability density function
u*(t,y) = [, u(dx)p(t, z,y), which is solution to the PDE

ou* t7 . ) weak
guny) 8(7‘ v) = L*u*(t,y) and u*(¢,y)dy weakly,
For that, we use the approximation, for a given € > 0,
u(t,y) ~ &;/)Card{i =1,....0} 2" €[y — e,y +¢
n2e

where Z% are n independent realizations of X7 with the initial measure p.
— For any fixed z € (¢,r) and any fixed ¢ > 0, the solution u(¢,x) to the parabolic PDE (3.11)
for any initial condition ¢. For that, we use the approximation

ult )~ = 37 6(7),

where the Z%’s are as previously with the initial distribution p = é,.
For any fixed z € (¢,r), the solution u(z) to the elliptic PDE

Lu=0on (¢,r), u(r) =u, and u(l) = uy

for any (u,,u;) € R?. For that, we use the approximation

n

1 i i
u(x) =~ - Z (uT(Y Wiyizy,y +u(Y )]l{y;:up}) ,
k=1
where the Y?’s are n independent realization of X, under P,.
Besides, if p = 1 and b = 0, then L is self-adjoint, and computing ff o(x)p(t, z,y)dz is sufficient
to compute the solution u(¢,z) for any x € (¢,r), since p(t,z,y) = p(t,y,z) for all £ > 0 and all

x,y € (r,0).

Remarque 3.8.2. It is possible to get some analytical expression of p(t,x,y) (See [16]), but it
leads to rather complicated expressions involving spectral decompositions.

If (a,p) are piecewise constant and b = 0, then the numerical errors come from : (a) The
approximations of series by keeping a finite number of terms (See Section 3.8.3 below); (b) The
fact that we use a pseudo-random generator instead of independent random variables; (c¢) The
Monte-Carlo error, that is the replacement of E(Y) by N~! Zszl Y, where Y is a random
variables, and the Y?%’s are copies of independent random variables with the same distribution as
Y.

The errors of type (a) and (b) are very small, and the error of type (c) occurs in all Monte
Carlo methods and depends on the variance of Y.

For a general (a, p,b), we may transform the diffusion into a diffusion with coefficients (a, p,0)
and then use a piecewise constant approximation (a”,p",0) of of (a,p,0). An additional error
comes from these approximations, which is discussed in Section 3.9 below.
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Let X™ be the process generated by (a™, p™,0). We have seen in Section 3.7 that one can find
a deterministic bijection ®™ such that ¥, = ®"(X;) is solution to the SDE

Y/ =Yy 4+ B+ Y BRLE (v,
k>0

The idea is now to simulate Y™, and then to compute X" by setting X™ = (&")~ (V™).

Around each point z}, then Y behaves like a Skew Brownian motion of parameter ;. The
justification of our algorithm relies on Lemma 3.7.1.

For each 2 € J", one picks two points x;"~ and z;”" such that

ap o <ap <ap<apt <apandapt —ap =ap ol
Let us denote by K" the set K" = Ug>g {xzf} U Uk>o {xZJr} The sets K™ and J™ may have
commons elements.
The idea is to perform a random walk on J” U K™ with a proper time tracking.

3.8.2 The algorithm

In this section, we give an algorithm to simulate Y7 for a given time 7" > 0, but this algorithm
is easily simplified to simulate other quantities related with Y, for example (Y-, 7).

Let us fix n, in all what follows we drop any reference to this integer.

We denote by B a Brownian motion and Z” a Skew Brownian motion of parameter 8 € [—1,1].

We denote by unif() a function returning the value of an uniform random variable on [0, 1]. All
the random variable simulated in this algorithm are assumed to be independent.

Input data : The starting point & and the time T

Output data : A realization of (7,Yr,-), where 7 is the first time the process hits one of the
endpoints of [r, ] at which there is a Dirichlet b.c..

The algorithm, :
[INITIALIZATION] Set t «— 0 and y « x.
[INFINITE LOOP]
ifyeJ
Assume that y = z*
1. if 2" is one endpoint of [r, f] corresponding to a Dirichlet b.c.
return (¢, z%).
endif
2. For
ZP = 2% and 7 = inf {s > 022 € {z, ,2{}},
set v — P+ (T'—t < 7) (Note that v does not depend on ;).
3. if v > unif()
Simulate a realization z of Z5* , given {r > T — t}.

Return (7, 2).

else

Simulate a realization (¢, 2) of (1, ZP¢) given {7 < T — t}.

Set t «— t +t' and y < z and go back to the beginning of the loop.
endif

else

1. For r=inf{s >0 B, € J},set v — P, (T —t < 7).
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2. if v > unif()
Simulate a realization z of Bp_; with By = y given {T —t < 7}.
else
Simulate a realization (¢, 2) of (7, B,) given {T' — ¢ > 7} with

T=inf{s >0 : B, € J}.

endif
3. Set t — t+t' and y — z and go back to the beginning of the loop.
endif

3.8.3 The random variables that should be simulated.

Let (B,(P,).cr) be a Brownian motion and Z? be a Skew Brownian motion. Let Tah =
inf {t > 0} B; € {a,b} for a < b. Using the scaling property, P, o 7, ; is equal to P, _p)/(5—a) ©
((b—a)?*7)~"'. Hence, we set 7 =17_11.

Mainly, we need to simulate 7 or some random variables whose distribution is related to that
of 7. From a numerical point of view, we use explicit expressions of the distribution functions for
the random variables of interest. (For example, see [11] on the simulation of random variables).

The following formulae may be found for example in [7]. If G(¢t,z) =P, (7 < ¢). Then

oo

oG 142 + 4k o L= o4k .
9G L = C(14wtak)® /2t —(1-war)? /2t )
o (bl = 2 <~ﬁﬁﬁﬂ o €

Besides, if H(t,z) =P, (7 <) B, = 1, then

OH > 14z + 4k 2 1—x+ 4k N2 )
I ) = ,—(1+z+ak)® /2t ,~(1—z+ak)?/2t |
ot )= 2 < N o ¢

The Bayes formula allows then to compute P, (B, = 1 | 7 < t). The series giving F' and H converge
very quickly and do not create numerical problems.

We also need P, (By <y |t <7T) = F(t,x,y)P, (t <7) with F(¢,2,y) = P, (B; < y;t < 7).
Thus, a_(f x,y) is the density of the Brownian motion killed when exiting from [—1, 1], which is
given by

OF 1 X (x — y — 4k)? (z +y + 2 + 4k)>
oy ) = k;m (eXp <_ 21 ) - <_ ot > '

or by, using the spectral decomposition,

oF 212t . km . km
8y (t,z,y) Zexp( > X sin <7(T+1)) sin (7(u+1)>

The series (3.20) is numerically suitable for small time, while (3.20) is numerically suitable for
large time.

Let Z? be the Skew Brownian Motion of parameter # € (0, 1). We need to simulate a realization
of Z{ given t < 7_, , under Py for some p > 0, where 7_, , is the first exit time from [—p, p| for
the Skew Brownian Motion Z9.

k=—o00

Lemme 3.8.3. Let R be a reflected Brownian Motion. Then if 0 < yg < y1 < p,

Po [Z] € [yo.y1; t <7, (Z°)]] = 0P[R € [yo, 1] t < T_p,(R)] (3.20)
if —=p<wyo <y <0,
Po [Z] € [yo. 1] t <7—pp(Z°)]] = (1 = 0)Po [R € [~yo, —y1]; t < 7—p,(R)] (3.21)

where 7, =inf {t >0 : R, = p}
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In other words, to simulate Zf, one needs to simulate the position of a Reflected Brownian
Motion R at time ¢ and has to use a independent Bernoulli Random variable for the sign of Z¢.

Démonstration. For a trajectory of the Skew Brownian Motion Z?, set {(em, ™)}, en as the ex-
cursions intervals of Z%. For each n € N, set e = Z(St,gn)/\(rn,gn) if t € [¢™,r"], which are the
excursions of Z?. We assume that 0 < yo < 1 < p. Then,

Po[Z] € lyo,yns ¢ <7y (R = Y Bo[lef | € [yo. 1]
neN
sgu(e™) =1; 7, (") >t —("; sup sup " (s)| < p]

k s.t. vk <™ se[0,rk —(F]

where sgn(e) is the sign of excursion e, and 7_, ,(e) is the first time (possibly infinite) the excursion
reaches —p or p. By construction, the sign sgn(e™) of the excursion n is a Bernoulli random variable
of parameter # which is independent from any other random variables involved in this construction.
Equality (3.20) follows then easily, and (3.21) is proved in a similar way. O

3.8.4 Coupling with other algorithms

Of course, this algorithm can be coupled with other algorithms (such as the Euler scheme
for example) if the coefficient is smooth enough outside some subset I of (¢,r). Assume that the
coefficients are smooth enough outside some interval (¢',7'). Then, one can pick some points r”
and (" such that r < r"” <r" and ¢’ < ¢"" < (. Hence, one can use the algorithm which is the most
adapted to the situation to simulate X outside (¢',7'), until X hits r' or ¢'. Then, the algorithm
proposed here can be used to simulate X until it hit 7"’ or ¢”, and then use a proper way to deal
with discontinuities.

3.8.5 Localization

If G = R, it follows from the upper bound of the Aronson estimates (See Proposition 3.4.2)
that
supP, | sup |X,—z| > R| < C)exp(—CyR?*/t)
z€R s€[0,t]
for some constants Cq, Cy depending only on A, A (See for example [49] for a proof). Thus, one
can assume that the coefficients a, p and b are constant far enough from the starting point, or

that the process should be killed when it reaches the edges of a finite interval rather than dealing
with a process that lives on the whole space R.

3.9 Estimation of the error

3.9.1 The elliptic case

Set the Dirichlet problem
{Lu—O on [r, /], (3.22)

w(r) = u, and u(€) = uy,

We study the error on the solution when we replace (a, p,b) with (a™, p™, b™) in (3.22) and when
we suppose that

— 0.
n— oo

sup (@07, 67)(@) = (a,p.b)(2)]

Proposition 3.9.1. There exists a constant C depending only on A\, A, r and { such that

sup "LL(CE) - un(x)‘ S G‘UT _ ’LL[‘ sup |(an’pn7bn)(x) - (aapa b)($)|
zeG zeG
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Démonstration. L is the operator L = e~ ®pL (e adT) defined in (3.8). Let @™ and p™ be
approximations of @ = ae® and p = pe~®, such that a” and p” converge uniformly to a and p.
Let u™ be the solution of (3.22) with L replaced by L™, and u the solution of (3.22)
Then, using v™ = u™ — u € H}(G) as a test function, one gets

N
/&" <dL> dp — /(E” )du dv™ .
Ja dz Ja dx dx

As zy < Az? /2 4+ 217 'y? for all x,y > 0, it follows that

2 du 112
<o a2
<@ =l || 5

EHW
Let ¢ be the linear function ¢(z) = (u, —ug)(x — €)/(r — €) + ug. Then, u — ¢ belongs to H}(G),
and then ,
d r— d
/a—u dx:u W’/ —udx
¢ \dz r—2{ dx
Hence, there exists some constant C, depending only on A, r, ¢, u, and u, such that
2 2
(&) ese(=)
c \dz r—1
As u™ and u satisfy the same boundary condition, v™ belongs to H}(G), and from the Poincaré
inequality,

L2(G)

dv™
"Iy < ©|| 7
Moreover, H'(G) can be continuously injected in the space of continuous functions on G. Thus,
for some constant C’, sup, ¢ [v™(2)]? < C'|[v" (|31, It follows that
.~ Up — U
sup [u”(2) — u(z)| < C"||a" =l | ——
zeG — L

for some constant C"" depending only on r, ¢, u,, ug, A and A.
To conclude the proof, it remains to see that

(@) () < Cisupla(a) — a(@)] +Ca sup p"(x)  ple)

ze€G zeG
+Cy sup " (x) — b()|
zeG
for some constants C, Cy and C3 depending only A\, A, r and (. O

3.9.2 The parabolic case

Let u be the solution of 8“ + Lu = 0 on IR+ x G, with the Dirichlet or Neumann b.c. on
Ry x {¢,r} and initial condmon ¢(x). Let also u™ be the solution of the similar problem where L
is replaced by L™.

Proposition 3.9.2. (i) Assume that p = 1. Then for any open interval (¢',r') C G, there exists
a constant K(0',r") depending on f €', ' ' and T' such that

sup [u"(t, z) —u(t,z)| < K(',r") (|a" — allos + [[b" = bl|s) -
(t,z)€[0,T]x(£',r")

(ii) When p # 0, assume that p € C2(G). In this case, for any open interval (¢',7') C G, there
exists a constant K(',r") depending on f €', r' v' and T such that

sup [u”(t,2) — u(t, z)| < K(€,r") (Jla” = alloc + [[b" = bl|so) -
(t,2)€[0,T]x (¢/,r7)
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Démonstration. (i)
For T > 0, we denote by |.

@, 7 the norm

Ih

- 1/2
6T = ( sup ||h(t, )[72(ar) +/0 |Vh(tv~)|i2(0')dt>

te[0,7]

for any h € C(0,T; L*(G")) N L*(0,T; H(G")). The convergence relies on the following estimate
(See [23]-[I1.§ 3, inequality (3) p. 75 with r = ¢ = oo] for example)

sup  |h(t,2)] < Clhlg, 7 (%) (3.23)
(t,x)ERLX G

for a constant C' that depends only on 7" and G'.

We set v™ = u™ —u. Since u™ and v™ are solutions of parabolic problems with discontinuous co-
efficients satisfying assumptions H and H2, u™ and v™ belong to C'(0,7; L*(G'))NL2(0,T; H(G"))
(see [23] chapter IIT) and v™ as well.

The idea of the proof is now to apply (%) : this means that we need to control |v™|g 7.
Fortunately, controls for the norm |.|¢/ 7 are easy to obtain using standard PDE arguments : first
note that v™ is a weak solution to parabolic problem

ov™(t,z) " n 1 n
5 = L"v"(t,z) + EV{(a (z) —a(z))Vu(t,x)} (3.24)

+ (0" (z) — b(2))Vu(t, z)dz. (3.25)

if G is finite, we can use v™ as a test function in (3.24). After integrating with respect to ¢,
we see that we are in the same position as in the elliptic case and standard computations
yield the desired result.
if G is not finite, we fix ¢/ < r’ and we choose a smooth function ¢ with compact support
such that £(2) = 1 on (£',7'). Then, since any function v in H'(G) is locally bounded,
V(v€) = EVo+vVE. Thus, using v™€ as a test function in (3.24) and the previous expansion
of V(v€), we have reduced the problem to the previous case and the proposition is proved.
(i)

In this case we use a probabilistic argument. It is easily seen that v™ is a weak solution to

Ov™(t, x)

n, .n 1 n
5 = L™"(t,z) + EV{((I () —a(x))Vu(t,z)} (3.26)

+ (0" (x) — b(z))Vu(t,z)dz + / (p" = p)Ou(t, z)v" (¢, z)dz. (3.27)
G

In regard of the fact that p is uniformly bounded from below by a strictly positive constant and

using the same arguments as those used in our proof of (i), we know that we can assume G to be

finite and in this case the result of (ii) will be true if we are able to get a uniform bound on G for

|Opu(t,.)| and if this bound is integrable w.r.t to ¢. Hence, if we can prove that

sup |Dgu(t, 7)] <
zelG

(3.28)

S0

then (ii) will be satisfied.
Since u(t,r) = E, [p(X;)], and ¢ is assumed to belong to C*(G), we can apply It6’s formula
and we get that :

u(t,r) = o)+ /0 E, [¢'(Xs)b(Xs)] ds + /0 E, [¢"(Xs)o*(X,)] ds

+ Y B (L]

rLeJ
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so that
Bu(t, )] < (|[Dloe + [10%][cc) + Y @' (2x)0E, [L7*]
LIV

The occupation-time formule implies that

t
]Ez [sz] = / Ckp(.‘§7.7)7.7)k)d:‘3
J0

where ¢ is a constant depending only on a(zy+) and a(xr—). Now, using Aronson’s estimate

yields
sup |OE, [L7*]] < <
zeG ) \/Z

for some constant C' depending only on A\, A, T" and ¢;. Thus (3.28) is true?. O

4We were not able to treat the case p # 1 using only standard PDE arguments.
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3.10 Résultats numériques

On considere l'opérateur L = %V(aV). Ici, nous considérons que le coefficient a est régulier,
sauf en 0 ou il est discontinu.
Soit A un pas fixé. On introduit une suite de points {xkA};\:,oo7,,,,oo7 une approximation af(az)
de a par
A _ N A A
@A (@) = a(a) si 7 € [, o]

3

V(a®V) et le processus stochastique X2 qu’il engendre. Soit ®* ()

ainsi que l'opérateur L® = %

la fonction

A _ 33_93'1? . A A
(r) = 7{#(7) six € [v, T

Soit Y2 le processus stochastique défini par Y2 = ®2(X2). Posons y2 = ®2(22). En fait, nous
choisissons d’abord y£ de sorte que

ye = kA, k= —o0,...,00,

ce qui veut dire que

zity = ap 4 fad (@) if k>0,

e =ap —Jar(x2). if k <O0.

Le processus Y est solution de ’équation différentielle stochastique (EDS)

+ o0
VA=Y 4+ B+ Y BRLY

k=—o0

avec

g2 \/a(xﬁ‘) — \/a(xf—)

‘ \/a(xﬁ) + \/a(xf )

3.10.1 Implémentation

Pour l'algorithme, il suffit donc de calculer récursivement les valeurs de 2, af = a®(25) et

B

3.10.2 Cas test n° 1
3.10.2.1 Calcul des densités

On considere la fonction

a(x):{2—|—sin(x) siz <0

S5+sin(z+7) siz>0
Nous testons I’algorithme pour calculer
w(t,x) = B, [f(X{)] avec t = 1,0 et z = 0, 5.

Par ailleurs, nous considérons les pas de temps A = 0,1, A = 0,01 et les fonctions f(x) = 2% et
f(z) = arctan(z + 1).
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3.10.2.2 Vitesse de calcul

La difficulte est que le temps moyen mis pour sortir d’un intervalle [v — A,z + A] par une
mouvement brownien biaisé est de I'ordre de A?. Nous voyons dans le tableau 3.3 (voir aussi
figure 3.3) que le nombre d’appel la fonction donnant le temps de sortie ou la position un
instant donné inférieur au temps de sortie pour le mouvement brownien biaisé explose quand A
devient petit. Nous voyons sur la figure 3.4 que le nombre moyen d’appels cette fonction est bien
proportionnel 1/v/A.

3.10.3 Cas test n° 2

On considere la fonction

2+ sin(2rz) siz <0
a() =427 .
3+sin(2rx) siz >0

N A t z | nom du fichier
1000 | 0,05 | 1,0 | 0,0 | test1l
10000 | 0,05 | 1,0 | 1,0 | test2
testl
Taille eff. de 1’éch. Min | Max | Moyenne | Variance
1000 | —4.76 | 5.52 0.30 2.25
test2
Taille eff. de 1’éch. Min | Max | Moyenne | Variance
9996 | —5.02 | 6.08 0.37 2.28
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A | Nb particules Min | Max | Moyenne | Variance
0,10 9989 | —4.50 | 7.92 1.37 3.34
0,09 9995 | —3,96 | 8,82 1,47 3,44
0,08 9996 | —3,90 | 8,79 1,49 3,42
0,07 9996 | —4,30 | 8,38 1,48 3,34
0,06 9997 | —4,25 | 8,29 1,50 3,43
0,05 9994 | —4,39 | 8,23 1,45 3,34
0,04 9759 | —4,03 | 8,18 1,45 3,37
0,03 10000 | —3,48 | 8,27 1,45 3,34
0,02 9989 | —4,50 | 7,92 1,37 3,34
0,01 9992 | —3.53 | 8.35 1.43 3.36

TAB. 3.1 — Quelques statistiques a propos de la position au temps ¢ = 1 pour des particules partant
de x =0,5

A | f(z) =22 | f(z) = arctan(z + 1)
0.10 | 5,225 0,945
0.0 5,599 0,967
0,08 | 5,642 0,975
0.07 | 5,543 0,979
0,06 | 5,687 0,978
0.05 | 5,452 0,970
0,04 | 5,469 0,968
0.03| 5,453 0,972
0,02 | 5,296 0,964
0.01 | 5,401 0,966

TaB. 3.2 Moyenne empirique approchant E, [f(X;)] pour x =0,5,t=1,0

A 0,10 0,09 0,08 0,07 0,06
nb appels | 101,69 | 122,71 156, 82 204,65 280, 22
A 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01
nb appels | 401,89 | 630,56 | 1114,73 | 2513,77 | 10049, 24

TaB. 3.3 Nombre moyen d’appels la fonction permettant de calculer de temps ou la position
pour le SBM ( partir d’un échantillon de taille 100)
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0.25 T T T T T

0.2 - —

0.1 —

0.05 - -

0 I I I I I
-4 -2 0 2 4 6 8

F1G. 3.1 — Densité dans le cas A = 0,10
0.25 | | | | |

0.2 - —

0.1 —

0.05 - -

0 I I I I I
-4 -2 0 2 4 6 8

FiGc. 3.2 Densité dans le cas A = 0,01
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10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000

1000
0 | | | | t . | —
0,01 002 003 004 005 006 007 008 009 01 011

Fia. 3.3 — Nombre moyen d’appels la fonction permettant de calculer de temps ou la position
pour le SBM en fonction de A

0.1 I I I I I I I I
0.09

0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01
0 I I I I I I I I I
0.01 0.02 0.03 0.04 005 006 0.07 008 0.09 01 0.11

Fia. 3.4 Abcisse : A; ordonnée : 1/4/n ou n est le nombre moyen d’appels la fonction permettant
de calculer de temps ou la position pour le SBM en fonction de A
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Chapitre 4

Representation probabiliste de la
solution du probleme de Poisson
associé a un opérateur sous forme
divergence dans un domaine
compact

4.1 Introduction

4.1.1 Présentation

Le but de ce chapitre est d’exhiber une représentation probabiliste & la solution du probleme de
Poisson associée a un opérateur sous forme divergence (OFD) strictement uniformément elliptique
défini sur un domaine compact a frontiere réguliere. La condition de 'OFD sur le bord du domaine
est de type Neumann. La représentation obtenue fera intervenir le processus associé & une certaine
forme de Dirichlet symétrique et construite & partir de 'OFD.

Les travaux sur les formes de Dirichlet symétriques permettent d’associer naturellement une
forme de Dirichlet & ’OFD. Cependant, les liens entre cette forme de Dirichlet et la solution
fondamentale au sens faible du probleme de Cauchy avec condition de Neumann ne sont pas si
évidents. Pour identifier rigoureusement le semi-groupe généré par le probleme de Cauchy avec le
semi-groupe associé a la forme de Dirichlet — nous arrivons a identifier ces deux semi-groupes sur
I'espace L? nous utilisons la méthode trés lourde qui consiste & régulariser la matrice de 'OFD
et effectuer un passage a la limite. Une fois ’équivalence entre ces deux approches établie, nous
adopterons systématiquement, comme cadre naturel d’étude, le point de vue « théorie des formes
de Dirichlet » plutdt que le point de vue « probleme de Cauchy au sens faible ».

En utilisant les résultats de Carlen-Kusuoka-Stroock [10], nous obtenons ainsi une borne
supérieure sur la solution fondamentale au sens faible associée au probleme de Cauchy avec condi-
tion de Neumann et cela dans le cas général ou le coefficient de 'opérateur est seulement supposé
mesurable. En faisant des hypotheses supplémentaires sur le domaine, nous explorerons également
ce qu'il en est pour la borne inférieure. Enfin, dans le cas unidimensionnel, lorsque le domaine est
un intervalle fermé borné de R et lorsque le coefficient de I'OFD est suffisamment régulier, nous
vérifierons que le processus associé a I’OFD vérifie une certaine équation différentielle stochastique
avec réfléxion.

99
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4.1.2 Etudes réalisées dans la littérature

Il existe plusieurs approches pour la construction du processus réfléchi associé & un opérateur
sous forme divergence avec des conditions Neumann : la premiére consiste a partir de la formulation
variationnelle du probleme de Cauchy et de construire la solution fondamentale associée. Celle-ci
engendre un semi-groupe de Markov. C’est 'approche privilégiée par Roskosz dans [45].

Cependant, I'approche la plus naturelle est sans doute celle qui permet de construire le pro-
cessus grace a la théorie des formes de Dirichlet comme cela est proposé dans 'article [36] ol une
méthode de construction par pénalisation est présentée.

Nous établissons I’équivalence entre ces deux approches en utilisant une méthode standard die
a [46].

En ce qui concerne I’étude des problemes de Poisson, nous pouvons citer les travaux précurseurs
de Freidlin [13] dans le cas d’'un domaine compact, ainsi que les articles de Pardoux et Vereten-
nikov ou les conditions de mélange pour les processus sont utilisées pour assurer une vitesse de
convergence suffisante vers la mesure stationnaire [35], [34].

4.2 Resultats préliminaires

4.2.1 Cadre formel : probleme de Cauchy-Neumann et formes de Diri-
chlet

Soit D un domaine non-vide, borné, de R” défini par :
DE{zeR : &) >0} avecdD={reR : &(x)=0)} (4.1)

ot ® € C? (R?) satisfait [V®(z)| > 1 pour tout € dD. Dans tout ce chapitre nous noterons leb
la mesure de Lebesgue. Ainsi le volume d'un ensemble A de R? est leb(A). Nous désignerons par
dist (., .) la fonction distance euclidienne dans D.

Soit {17 () : z € 8D} la famille des normales unitaires a D pointant vers 'extérieur. Nous

noterons do la mesure de surface définie sur 8D et D ensemble D U dD.
Nous noterons : A
Dy =10,T[xD

Introduisons les espaces de fonctions suivants :
W, (D) 'espace de Banach constitué des éléments u de L” (D) ayant toutes leurs dérivées
partielles d’ordre 1 dans L? (D). Dans le cas particulier o p = 2, nous noterons cet espace
H' (D).

— W' (D7) Vespace de Banach constitué des éléments u de L? (D7) ayant toutes leurs dérivées

partielles spatiales gf d’ordre 1 dans L? (Dr).
WY (Dr) I'espace de Banach constitué des éléments u de L” (Dr) ayant toutes leurs dérivées
partielles (spatiales et temporelles) d’ordre 1 dans L? (D).

Nous introduisons également A (A, A) la classe des fonctions @ : R? — R? @ R? mesurables

symétriques a valeurs matricielles satisfaisant la condition d’uniforme ellipticité :

H1 @ )€ << ag, & >a< AlE? (4.2)

ou A et A désignent deux constantes strictement positives.

4.2.1.1 Probleme de Cauchy avec conditions de Neumann : construction du semi-
groupe fondamental

Considérons formellement 'opérateur
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I est alors possible de construire une fonction de Neumann au sens faible (ou solution fon-
damentale au sens faible) associée & 'opérateur A muni d’une « condition au bord » de type
Neumann sur le domaine D. Plus précisément, on a le

Théoréme 4.2.1. ([19], [45] pp. 148-149)
Soit a € AN A). Alors,
1l existe un unique semi-groupe de Markov {PtD it > 0} d’opérateurs positifs sur L* (D) tels
que :
- PP¢(.) € Wy (D) pour ¢ € Ly (D)
PP¢ e H' (D) pour presque tout t > 0
pour tout n € W21’1 (D7) s’annulant pour t =T et pour tout ¢ € Lo (D),

[ swmo.i = - [ TPtDas(a:)%n(t.,m)dtdm

1
+ /D §a1’>7DiPtD¢(m)D]-n (t, ) dtdx (4.3)
" T

— 11 existe une fonction symétrique pP (t,z,y), t > 0, 2,y € D, appelée fonction de Neumann
qui posséde les propriétés suivantes :
il existe C1,Cy > 0 dépendant uniquement de A\, A,d telles que pour tout t > 0 fixé et
z€eD,
_d
/ Ip” (t,2,y) Pdy < C, (min {Lngist (x,@D)Q}) ’ (4.4)
D

- pour tout 6 € (0,T] et pour tout K C D et tel que dist (K,0D) > 0, il existe C3 > 0 ne
dépendant que de A\, A, d, 6, T et de dist (K,0D) tel que

sup  pP (t,7,y) < Cs (4.5)
§<t<T,z,ycK

pour toute fonction ¢ € L? (D)

Pé(x) = /D o()” (t.a,y)dy, wED (4.6)

Nous dirons que le semi-groupe de Markov {PtD it > 0} ainsi construit est le semi-groupe fon-
damental associé€ a lopérateur A.

Enongons quelques propriétés du semigroupe fondamental :

Proposition 4.2.2. Principe du maximum (cf. [19] proposition 1)
Si ¢ < M presque partout, alors PP ¢ < M presque partout pour tout t > 0.

Nous pouvons pouvons également établir une légere modification de I'égalité (4.3) :

Proposition 4.2.3. Pour toute fonction 1 € H' (D) et pour toute fonction ¢ € L* (D),

T
1
(¢ — PP ¢,n) :/ /Eavps%.vndxds, VT >0 (4.7)
0 D

Démonstration. Soit (. la fonction définie par :

() = 0t<O
C(t) = L0<t<e (4.8)
Ct) = 1t>e
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On substitue a la fonction n(t,z) dans (4.3) la nouvelle fonction 7j(¢, z) 2 n(t,x)¢ (T —t). On
constate que ij € W,"' (Dy) et 7 (T, ) = 0. L’égalité (4.3) s’écrit alors :

/wwMQ@m
J D

*/ PfDQZS(??)gﬁ(t,m)dtdm
JDp ot

1 ..
+ / 5(1”'7D1-P,,D¢(.7:)Djﬁ (t,z)dt dx
JDr

1 )
/ Ptn¢(f'7)77(tv-7?)—1{(Tft>e]o7f[}dt*/ PP (x)zom (t) C (T — t) dt da
J Do € J Do t

1,
+ /D 30 JDPPé(x)Djn (t, ) ( (T — t) dt dz

En faisant tendre e vers 0, on voit que

'/Daﬁ(a:)n(o,x)dx = '/L)P%Jdﬁ(ﬂ?)n(T.,x)dmf/

PPo() Ly (1, 2) dt d
Jps * ot

1 ..
+ / —a™ D; PP ¢(x)Djn (t,x) dt dx
Dy 2

Le résultat du lemme s’ensuit en fixant 7(¢,z) = 7(0,z) dans cette égalité. O

Le semigroupe fondamental est un semigroupe de contraction sur L? (D) : plus précisément,
nous avons la

Proposition 4.2.4. (cf. [19] proposition 1)
Pour toute fonction ¢ € L? (D),

1P ¢ll2 < [|¢]]2 (4.9)

Soit A (A, A) le sous-ensemble de A (X, A) formé par les fonctions a : R? — R? @ R?
mesurables symétriques et infiniment différentiables satisfaisant la condition d’uniforme ellipticité
(4.2).

On a le résultat de convergence suivant :

Théoréme 4.2.5. Méthode de régularisation (cf. [45] pp. 149-150)

Soit (a"), cn une suite de matrices dans A> (X, A). Pour n € N fizé, notons PP t>0
le semi-groupe fondamental associé a a” au sens du théoréme 4.2.1 et muni de sa fonction de
Neumann p™P (t,2,y).

Supposons que a, —— a presque partout sur RE. Nous avons alors que

- P»Pg() —— PP ¢ uniformément sur tout compact de Dy pour toute fonction ¢ € Ly (D).

n— oo

- VY (t,xz) € Dp, pP" (t,x,.) —— pP (t,z,.) uniformément dans tout compact de D

- Y(t,y) € Dy, P (t,.,y) —— PP (t,.,y) uniformément dans tout compact de D

4.2.1.2 Processus associé au semi-groupe fondamental

Définition 4.2.6. On note (P,, X = {X;;0<t<T}) la famille de processus de Markov de
densité de transition p” (définie dans le théoréme 4.2.1).
Plus précisément, le couple (P, X) est tel que :
X désigne le processus canonique sur C([0,T]; D).
pour tout © € D, P, est une mesure probabilité sur B[C([0,T]; D)] telle que

{ P.[Xo = z] =1 pour tout x € D (4.10)

P, [X; € O] = [, p"(t,%,y)dy

pour tout ensemble Borélien O € B(D) et pour tout t € (0,T].
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On appelle alors (P, X') une diffusion correspondant & Iopérateur A avec conditions
de Neumann.

On a le théoréme suiant :

Théoréme 4.2.7. Roskosz [45] théoréme 4.2 p.157
Supposons que l'hypothése H1 est vérifice.
Soitx € D et (P, X) une diffusion correspondant a l'opérateur A avec conditions de Neumann.
Pour toute fonction Lipchitzienne ¢ : D — R, il existe un unique quadruplet (M?® N® V¢ K9)
qui satisfait les conditions suivantes :
M?¢ € Mloc, N® € Mloc Ve et K¢ sont des processus continus et adaptés & la filtration
naturelle engendrée par X et

t

3 t
VY =K{=0, K7 :/0 lop(X,)dK®, V2 :/0 1p(X.,)dve (4.11)

le processus ¢(X) admet une décomposition de Lyons-Zheng :
6 40 _ Ly, Yoo los oo
O(Xt) — ¢(Xo) = My + A = EMt + §Nt - §Vt + K (4.12)

ot NP = (Nﬁﬂ6 - Nﬁ) pour tout 0 <t <T.
en particulier, ¢(X) est un processus de Dirichlet dont la décomposition s’écrit :

1 1~ 1 -
0(X0) = M + A} = ¢(Xo) + M{ + 5 (Mf’ + 5N - 5%4’) + K

de plus, on vérifie les égalités

t

(M), = /0 15 (X.)aVe. V(X )du

t
(N9, = / 1p(X7_)aVe.Vé(Xr_,)du (4.13)
0
tvs
¢ _ s H(Xu)vp(uvTvXu)
Vo= lﬁllrf]l’ ) 1p(Xy) oz X0 Vo(Xy)du

— les processus N¢ et M?¢ possédent une co-variation quadratique mutuelle. Plus précisément,
st 11, désigne une suite de subdivisions de [0,T] telle que |IL,,| — 0 lorsque m — +o0, on
vETifie que

: NE4 VA4 [ b\ _
ml_l,rﬂoo Z (Nti+1 - Nti) (Mti+1 - Mti) - <M¢>T (4.14)
tp €

ot la limite est a prendre au sens de la convergence en probabilité sous IP,.

4.2.1.3 Forme de Dirichlet associée au semi-groupe fondamental

Le générateur infinitésimal du semi-groupe {Ptn it > O} est un opérateur auto-adjoint A
(lemme 1.3.1 p.16 dans [15]) auquel il est possible d’associer une forme de Dirichlet fermée
(£,D(£)) par I'égalité (1.3.6) p.19 de [15].

On pose

.0 = 5 [ [ G = @) s ) dady

S PPRA) 20 (4.15)
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11 est alors possible de démontrer (lemme 1.3.4 p.22 dans [15]) que le domaine D (€) de € est le
sous espace de L2 (D) défini par

D(S)Z{fGLQ(D):jgg&(f7f)<+oo} (4.16)

et que

La forme bilinéaire £ est alors appelée « forme de Dirichlet associée a la fonction de transition
symétrique p? (t,x,.) sur 'espace (D, B (D)) ».

Ce formalisme est tres utile mais pour pouvoir en utiliser les outils, il est nécessaire de ca-
ractériser completement la forme £ et en particulier de bien étudier son domaine de définition
D (). Pour ce faire, une premiére méthode possible consisterait & utiliser la définition formelle
de £ et d’étudier quelle serait I’éventuelle limite de }er(l) & (¢, @). On utiliserait alors les résultats

connus dans le cas ol la matrice a de I'opérateur est réguliere et on passerait a la limite en s’ai-
dant du théoreme 4.2.5. Malheureusement, il ne semble pas possible que cette approche puisse étre
menée a son terme car nous ne disposons pas d’un résultat permettant d’affirmer que

1
sup sup — ((;5 — PPy, ng) < ¢y (4.18)
te(0,1] n€EN*

Nous procédons donc autrement : nous considérons le semi-groupe engendré par une forme de
Dirichlet « limite » dont nous avons l'intuition et nous montrons qu’il s’identifie bien, dans un
certain espace, au semi-groupe fondamental construit au théoreme 4.2.1. La correspondance se fait
au travers d’une identification des résolvantes associées aux deux semi-groupes en présence.

4.2.2 Une nouvelle description de la forme de Dirichlet associée au semi-
groupe fondamental

Notre but est de démontrer le résultat suivant :
1
VoeH' (D), £(6.0)= [ jaVoNods
D

et
D(€)=H'(D)

4.2.2.1 TUne description de la forme de Dirichlet associée au semi-groupe fondamen-
tal dans le cas ou le coefficient de ’opérateur est régulier

Soit @™ une matrice dans A> (A, A) et soit {Pt"’D it > 0} le semi-groupe fondamental associé
a a™ au sens du théoreme 4.2.1. Comme dans la section précédente, on peut construire £™ la forme
de Dirichlet sur L? (D) associée a {Ptn’D it > 0} et définie par

£ (0.0) = lin 7 (0= P0.6) DN = {0 2D swer (0.0 <o (@19)
t—0 ¢ t>0

Dans toute la suite, nous noterons { R : a > 0} la famille des résolvantes associée au semi-
groupe {Ptn’D it > 0},

RV (x) = / T prPo(n)dt Yo e 17 (D) (4.20)
J0

Tout d’abord on a la
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Proposition 4.2.8. .
C> (D) cD(E™) (4.21)
Plus précisément, pour toute fonction ¢ € C' (5),

£ (¢, ¢) = /D a"Vé.Vodz (4.22)

Démonstration. Soit ¢ € C™ (ﬁ) Grace au lemme 4.2.3 et en intégrant par parties
b
(¢ —prPy, ¢) - / / Za"VPPy Vg drds
/ Jo Jp 2 '

! 1 ! 1 -
—/ / V. [—a"w] P:7D¢dxds+/ / PP ¢—a"Vo. n do

0 JD 2 o Jab 2

! 1 ! 1 =
—/ / V. [—a"V(;ﬁ] (PP ¢ — ¢) dxds+/ / PP y—a"V¢. n do

0 JD 2 o Job 2

- '/Ot /D v. Banw} ¢ d ds

t t
/ /v. [LL”V(;S} (¢ — PP g) dmds+/ / Pf’Dngla”Vaﬁ.ﬁda
0 JD 2 J0 JoD 2
t

t
+ / / la”VaS.ngSdmds - / / ¢1anv¢. n do
J0 D 2 Jo JoD 2
Par conséquent,
I t
(0 PrP0.6) = [ (6 PrPo0) ds
J0

+

/0 t /D (v. Ba“w} - ¢) (6= PPo) dods
+ /Ot/an PS”"Dqﬁ%a”'VqS. n do
+ '/Ot /D %a”ngS.V(;S drds — '/Ut '/BD Q%a,"w. n do (4.23)

D’autre part, le fait que a™ soit une matrice appartenant & A (A, A) permet d’affirmer que pour
tout = € 5.,

tim (PP (x) -~ 6(2)) =0 (4.24)

On en déduit que

L, n,D D 1o - 1., _
s»—>'/D <V. [5(1 V¢] ¢) (¢*Ps ¢) dm+'/aDP5 ¢2a Vo. n do ./;)D¢2a Vo. n do

Cette fonction tend vers 0 lorsque s décroit vers 0. En utilisant ce résultat et (4.23) on conclut
que

£ (0.0) = lim 1 (6= P"0.0) = [ a"Vo.voda (4.25)

D
ce qui est exactement le résultat recherché. O

Notation : pour a > 0 fixé, si (S,D(S)) désigne une forme de Dirichlet sur L? (D), nous
noterons S, la nouvelle norme de D (.S) définie par :

Vo€ D(S), Sald,¢)=al(e,d)+S(,9) (4.26)
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Soit le couple (5”‘7 H' (D)) défini par

g”‘(qﬁ,qﬁ):/na”‘Vqﬁ.Vqﬁdx V¢ € H' (D)

(é”.,H1 (D)) est une forme de Dirichlet fermée. D’autre part, puisque C* (5) est dense dans
H' (D) pour la norme naturelle de H! (D) et puisque la norme £} et la norme naturelle de H' (D)
sont équivalentes, il est clair que la forme (g", H' (D)) est une forme réguliére possédant C>° (5)

comme sous-espace dense.
Puisque (£, D (E™)) est également une forme de Dirichlet fermée sur L2 (D), nous déduisons
directement de la proposition 4.2.8 le

Corollaire 4.2.9. (€™, D(E™)) est une extension markovienne de la forme (é:”,H1 (D)) :les

formules définissant E™ et E™ coincident sur H' (D) et
H'(D)CD(E™) (4.27)

Remarque 4.2.10. L’adjectif markovien provient du fait que la forme (€™, D (E™)) est associée

au semi-groupe {Ptn”n D t> 0} qut est un semi-groupe de Markov.

Démonstration. Soit ¢ € H' (D). Puisque C* (D) est &-dense dans H' (D), il est possible
d’exhiber une suite de fonctions (¢r.), oy de C* (D) telle que

HY(D)
=

ot ¢ (4.28)

k— 400
L'uniforme ellipticité de la fonction a™ implique alors que (@), converge pour la norme g]”‘ vers

6. Les formules définissant £” et £” coincident sur C'>® (5)7 donc (@1 )¢y converge également pour
la norme £ vers une limite ¢. La fermeture de la forme (€™, D (€™)) impose que ¢ appartient a
D (€™). Nous avons donc que

EF (B — 0.0k —¢) =0

k —+ o0

D’autre part, au vu de (4.25) et de (4.28),

£ (0n00) o [ o+ [ Voo

Puisque &} est une norme sur D (E™), ces deux convergences impliquent que
[ ¢das [ aVoNods =& (6.0) = £ 6.0) = & (4. 9)

Ainsi, ¢ = ¢ dans L? (D) et ¢ € D(E™). Le corollaire 4.2.9 est ainsi démontré. O

Nous pouvons alors conclure que les deux formes de Dirichlet considérées jusqu’a présent sont
en fait identiques. On a le

Corollaire 4.2.11. Les formes de Dirichlet (E™,D (E™)) et (E,H] (D)) sont égales. En particu-

leer,
H' (D) =D (&™) (4.29)

Démonstration. Le théoreme 4.2.1 implique que Ptn’Dng appartient & H' (D) pour tout ¢t > 0. En
particulier, la formule de définition des résolvantes (4.20) implique que pour tout a > 0 fixé et
pour toute fonction ¢ € L? (D), R™" ¢ appartient & H' (D).
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Ainsi,
R™P[L* (D)) c H' (D) Cc D(E™)
De plus, pour tout a > 0 et pour tout ¢ € L? (D),
en (R2"6,0) = (6,0), Vue D(E") (4.30)

ce qui implique directement que R™P[L? (D)] est dense dans D (£™) pour la norme associée & £7.
En utilisant le résultat du corollaire 4.2.9, on trouve :

EX (RVP o, RYP o) = E8 (RVP o, RP¢)  Va >0, Vo e L* (D) (4.31)

Le résultat de la proposition s’ensuit en utilisant la densité de R™P[L? (D)] dans D (E™) et la
fermeture des formes (£”,D (E™)) et (f”ng (D)) O

4.2.2.2 Convergence des résolvantes

Soit @ une matrice symétrique telle que a € A (A, A).

Soit (a"), . une suite de matrices dans A> (X, A) et telles que a, — a dans L> (D). On note
(S", H' (D)) les formes de Dirichlet respectivement associées au sens de la section précédente. On
pose (£°°,H' (D)) la forme de Dirichlet définie pour toute fonction ¢ € H' (D) par I'égalité

£ (6,6) = / éanzS.VaS dx (4.32)

D
La forme de Dirichlet (500.,H1 (D)) est une forme coercive et réguliere. On peut donc lui associer
un semi-groupe de Markov de contraction fortement continu que I'on notera {Ptoo’n it > O}. Le

but de cette section est d’étudier la relation entre {Ptoo’n it > O} et le semi-groupe fondamental

{PtD it > 0} associé a la matrice a par le théoreme 4.2.1.
Dans toute la suite, nous noterons {R2” : a >0} la famille des résolvantes associée au

semi-groupe {PtOO’D it > 0} et définie par

R P o(x) = / et pEPg(a)dt Vo€ L2 (D) (4.33)
J0

De la méme fagon, nous noterons {RLj Da > 0}, la famille des résolvantes associée au semi-groupe
{Ptn it > O}.
Nous remarquons :

Pour tout n € N, {Ptn’D > 0} est un semi-groupe de contraction :

V>0,V € Ly(D), [|[P"7ll < |[oll2 (4.34)

soient (fn),cn €t (gn)pen deux suites bornées dans H'(D), a > 0 et e > 0 fixés. Pour n
suffisamment grand nous avons

€0 (Frrgn) =€ (Frrgn) | = 1E7 (fnsgn) = € (fn, gn) |

< |V n V) | lan — all
< € Supan”Hl(D)HgnH[.p(D)
neN
et donc
€8 (frsgn) = E (Frrgn) | ——— 0 (4.35)

n—+oc
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—

— D’autre part, pour a > 0 fixé, & partir de (4.31) et de (4.34), on obtient

vneN, |[R2Pg

elA

20y < —[8ll2(n) (4.36)

En utilisant (4.36), le fait que £ (R2P¢, R2P¢) = (R2P ¢, ¢) (cf. [15] p.19) et (4.35) on

obtient qu’il existe une constante C' telle que

—

C 2
vn €N, Va>0,Vp € Ly(D), &£ (R¥"¢,R¥"¢) < 19113 (4.37)
Q
A partir de ces résultats nous pouvons prouver la
Proposition 4.2.12. Va > 0, V¢ € Ly (D),
RMP¢ ——— RXP¢ fortement dans (£3°, H' (D)) (4.38)

n—-+oo
et par conséquent fortement dans Lo (D).

Démonstration. Nous utilisons exactement les mémes arguments que pour la preuve de la propo-
sition 8 pp. 15-16 de la thése de P. Seignourel [46].

Il suffit de montrer que de toute sous-suite (RZ“’D)
telle que (4.38) est vraie.

D’apres (4.36) et la compacité faible de la boule unité dans L? (D), on peut construire une
sous-suite, que I'on notera encore abusivement (R7") et un élément h € L? (D), tels que :

RyPo

pen: on peut extraire une sous-sous-suite

neN’
RP¢ faiblement dans L* (D) (4.39)

k—+o00
Notre premier but est d’identifier h et R>*P¢. Pour ce faire, nous allons tout d’abord montrer
que (RZ’D)neN est une suite de Cauchy dans (£5°, H' (D)). Soient j,k € N, on a :
EX (RIPp—REPo) = &1 (RLPo) + & (REP ) — 267 (RLP ¢, REP ¢) + reste
= (R:"¢.¢) + (RE"¢.¢) —2 (¢, REV @) + reste (4.40)
ou le reste tend vers 0 lorsque j et k tendent vers +oo en vertu de (4.37), de (4.35) et de (4.36).
La convergence faible de R™P ¢ vers h implique alors, & partir de (4.40), que

& (Y6 = RLPo) ——— 0

Jik—+o0
On a donc montré le critére de Cauchy dans (£3°, H' (D)) et par identification,
R™Pg h fortement dans (£3°, H' (D)) (4.41)

n—+4oo

Il nous reste alors & montrer que h = R>"¢ dans L? (D). Pour ce faire, il suffit de montrer
que
Vge H' (D), £ (h,g) =& (RXP9,9) (4.42)
Nous remarquons que pour g € H' (D),
€ (RLP0.9) = £ (hog) | < 1€ (REP6 = hog) |+ €] (h.g) = €2 (h.9)|
< CEL(RLPo—h)[31€L (9) |7 + €4 (h.g) — € (h.g)|

et ces deux termes tendent vers 0 lorsque j tend vers +oo d’apres (4.41) et (4.35).
Ainsi,
£7 (h.g) = lim £ (RL7¢,9)
J—+o0

= lim (¢,9)

j—+oo

= ($:9)

= &7 (RX"9.9)
et (4.42) est démontrée ce qui prouve bien que R%"”¢ = h dans L? (D). Cela achéve la preuve de
la proposition. O
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4.2.2.3 Conclusion : identification de la forme (£,D (€))

On ale
Théoréme 4.2.1.

Vo € H' (D), 5(¢,¢)=/ %anb.Vqﬁdac (4.43)
D

De plus,

D(&)=H'(D) (4.44)

Démonstration. On observe :
vt >0, P"P¢ — PP¢ fortement dans Ly (D) (4.45)

et
Ya >0, RPP¢ — RY¢ fortement dans Ly (D) (4.46)

En effet, (4.45) se déduit du théoreme 4.2.5 et du théoreme de convergence dominée de Le-
besgue. Quant & (4.46), on 'obtient & partir (4.45) et de

/|/ e*”fPt"7”¢(x)dt—/ e*f”Pt%(x)dt\?dxg// e 2\ pP o — PP () dt da
D 0 0 D Jo

Il reste a utiliser la proposition 4.2.12 et (4.43) est démontré.

Pour démontrer (4.44) on utilise les mémes arguments que pour la preuve du corollaire 4.2.11.
O

4.3 Estimées pour la densité de transition du semi-groupe
fondamental

4.3.1 Borne supérieure

Soit (3D, H' (D)) la forme de Dirichlet associée au mouvement brownien réfléchi sur D (cf.
exemple 4.5.3 p.167 de [15]) :

Vo€ H'(D), D(6,6) = %/Dw.vwx

C’est une forme de Dirichlet réguliere. Une conséquence de la section précédente est le résultat
suivant qui est la clef nous permettant d’obtenir une borne supérieure pour la fonction de transition

PP (t,2,y).
Proposition 4.3.1. Pour toute fonction ¢ € H' (D),

E(¢,¢) 2 AD (¢, 9) (4.47)

Proposition 4.3.2. Inégalité de Nash
Il eziste une constante A € (0,00) et v > 0 telle que

IF125 < A[€ (£ £+ IFRIIFIIE pour tout f € H (D) (4.48)

Démonstration. 1l est bien connu (cf. [5]) que si v > (d*}yJ, il existe A% € (0, +00) tel que

AT < A° D H) +IFIB]IIFII7 pour tout f € H' (D) (4.49)

11 suffit donc d’utiliser la proposition précédente. O
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Le théoréme 3.25 de [10] nous permet d’énoncer le

Théoreme 4.3.1. Si v > (d*}%ﬁ’), alors pour tout t tel que 0 <t <1,

p? (t,z,y) < M (v) t% exp (—=|z —y|>/Ct) pour tout x € D, pour touty € D (4.50)

Démonstration. Notre démonstration s’appuie entierement sur le théoreme 3.25 de [10], aussi nous
introduisons les notations de ce théoreme. Tout d’abord on définit F, = D(€) N L> (D). Pour
tout couple de fonctions (f, g) € F x Fp on introduit la mesure I'? (f, g) (dz) définie par

IP (f.9) (dr) = ( - [ @) = 1) (0@ - o097 (t.0) dy) da (4.51)
D

2t

Le théoreme 3.7 de [10] affirme qu’il existe une mesure I'” (£, f) qui est définie comme la limite
faible de T'” (£, f) lorsque t tend vers 0. De plus, £ (f, f) est juste la masse totale de T'? (f, f)
associée a la mesure de Lebesgue sur D.

On introduit F = {h +c: heFNC (5) , CE IR} puis

Foo = {zp eF . e 2P (e¥,e¥) (dz) << dz, TP (e ¥, e V) (dz) << dT}

‘ ) 2 (4.52)

pP (t,z,y) < M (v) t 2 exp(—H (c1 t;x,y)) pour tout x € D, pour tout y € D (4.53)

Pour finir on définit 'opérateur T' sur Foo par

F(i/))Z(

Le théoréme 3.25 dans [10] nous permet d’écrire

e VTP (e¥,e?) (dx)
dx

e?VTP (e7¥, e %) (dx)
dx

oo

ou M et ¢; sont deux constantes qui ne dépendent que de v et la fonction H est définie par

H (Tia,y) = sup {[(y) — (@) =TT () : v € Fuc} (4.54)

Puisque la définition de I' est complexe dans le cadre ou on étudie le semi-groupe fonda-
mental associé & a (cela provient du fait que a n’est juste que mesurable), nous procédons par
régularisation : soit (a™), o une suite de matrices dans A (A, A) et telle que a, ——— a presque

n— 4o

partout. Pour chaque n, on note alors I'™, IT"™P Ff”n, et ﬁfjo les objets construits précédemment
et associés a a”™.
Soient zq et yo deux points fixés de D et tg tel que 0 < £y < 1. Soit C' une constante telle que

3A
C>C]7

On pose alors

A Yo — A

290 710 o Po(z) =< a,z >
0

Il est clair que 1o ainsi défini appartient a ]:'; pour tout n fixé.
Soit ¢ € C (D) :

/ ¢(x) e*%’o(“”)l"lhn (ewn7e¢o) (dl‘)
D
2
_ /Qﬁ(m)e*?dm(") (l/ (ewu(m) ,elbo(y)) 0 (4 ) dy> i
JD D

2t |
1 n, D —<a,r> 1 <a,y>, n,D
D¢(ﬂf)§ R (t,z,y)dy dx — D¢(x)e ) e (t,z,y)dy

t

1

_+_/ ¢(x)672<a,z>§/ e2<a,y>pn,D(t7x7y)dy
D “JD
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En utilisant que

e ) =7 [ @1 [ ] j@ewwr P eagaydr, vt € 1'(D) < H# (D)
cette égalité devient

[ oty e (o0 an) = €7 0.1) - 7 [ ota)

28D (e < e<>) 4 /qs Ydx + EP (pe 2> 20> /qs
— gfn (¢71)72€tn (¢e7<a >7e<a >) +gfn (¢972<a >7e2<a >)

et en utilisant la convergence (4.17), on trouve

}1_% / ¢ e~ 2Vo(z (e1/)07e1/)0) (dT) - /D a"V (¢ef<a,.>) v (e<a,.>) dx
+l / anv (¢e72<a,.>) V (e2<a,.>) d’l?
2/p

= / <aa,a > ¢dr
JD

Nous déduisons donc de ce calcul que pour tout ¢ > 0,

e72”¢10(m)1":‘7D (e”lzj(] , ellm) (dl‘)
dx

3
SAlaf?
2

‘ oo

Un calcul analogue pour ew“(z)l“?’D (e”p“ , e’”’“) (dz) permet d’en déduire qu'il existe une constante
C indépendante de n et telle que pour tout n € N,

" (o) = (

De fait, on peut choisir C = \/g\/K
On déduit alors des inégalités (4.53) et (4.55) que

1

=290 (o¥0 _e%0) (( 2

dx

e2%on (efiﬂujefiﬂu) (dx)
dx

‘ (o)

PP (tay) < M)t E e (<[bo(y) = vol@)| + e tT" (10)?)
< M(v)t Zexp(—|to(y) — vo(z)] + c1 t C?|al?)

En remplagant a et 9y par leur valeurs respectives dans cette derniere inégalité, on trouve que

n,D -z CQ‘yU —$0|2
p™ (t,x,y) < M (v)t 2 exp —\<a7y>—<a7x>\+c1tw
&

On procede alors de la méme maniére que dans la démonstration du théoréme 2.3 dans [5] : en
choisissant x = xg, y = yp et t = tp dans cette derniere inégalité et en remplacant a par sa valeur,
on trouve que

n,D -3 |zo — yo\2 02‘.@0 - 930|2
p™ (to, xq, < M(v)t,?exp (— — +c =
(to, 20, %o) (v) to Cto 1 c2t,

(é - 0102) |z — y0|2
N C2t,

A

=
S
O“-
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En se souvenant de nos choix respectifs pour C et C, on obtient que pour tout v tel que

ey BA
v > M7 il existe une constante C strictement positive, (on peut choisir C; = @ (}; 2 ) telle

que pour tout ¢ tel que 0 <t <1,

pmP (e y) < M (v) 7% exp (—01 |z — y\2/t) pour tout x € D, pour tout y € D

et les constantes M (v) et C ne dépendent que de v de A et de A. Ces constantes sont indépendantes
de n et le résultat du théoreme se déduit alors par convergence en utilisant le théoreme 4.2.5. O

4.3.2 Le probleme de la borne inférieure
4.3.2.1 Introduction

Le théoréme 7.2.2 p.302 de [15] permet d’associer a la forme de Dirichlet (£, D (€)) un processus
de diffusion symétrique sur (D,B (D)) que nous noterons X. Pour tout x € D, X est construit

sur un espace de probabilité (Q., F(Ft)i>o ,]P’z) et est tel que pour tout ouvert O € B (ﬁ),

P, [X; € O] = PP1o (2) = / PPtz y)dy (4.56)
0
Nous notons 7o le premier instant de sortie de O par le processus X,
Toéinf{tZO : Xy ¢ O}

Soit B € B (ﬁ) Nous avons alors que
P.[X; € B; 7o >t] <P, [X: € B] = / pD(t7x,y)dy
B

Ainsi, la mesure P, [X; € dy; 7o > t] posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
que nous noterons p° (¢, z,y) et cette densité est majorée par pP(t,x,y).

4.3.2.2 Estimation locale
Une premiere estimation pour la borne inférieure est fournie par le

Théoréme 4.3.3. (cf. [2] p.670)

Soit D' un sous-ensemble convexe de D tel que la distance h entre D' et D soit strictement
positive. Il existe deuzr constantes positives ¢y et co dépendant seulement de h, de T, de X\ et de A,
telles que

2
7 (t,x,y) > c1t*% exp <_C2M> (4.57)

pour tout T et y appartenant o D' et t tel que
. T. .o ’
0<t<min<T, gdlst (y,0D")

On voit que 'estimée de ce théoreme fait intervenir de facon cruciale la distance entre y et le
bord du domaine. Notre principal objectif va étre de généraliser dans la mesure du possible cette
estimée qui n’est pas optimale puisqu’elle correspond a la transition du processus « tué sur le
bord de D » et non a la transition du processus réfléchi.

Il existe également une estimation du méme type lorsque le processus est tué en sortant de
boules dont le rayon dépend du temps. Nous avons la

Proposition 4.3.4. (cf. [4] proposition 6.7 p.180)
1l existe cq, co et c3 tels que st M = t%, |z —y| < cst? etz € B (zg,c1 M), alors

pBlzo.crM) (t,x,y) > (32757(51 pour tout t > 0 (4.58)

Nous utiliserons le résultat de cette proposition dans la section suivante.
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4.3.2.3 Vers une estimation globale

Nous procédons comme dans [5] pour obtenir une borne inférieure. Pour cela nous introduisons
des conditions de connexité pour le domaine D qui apparaissent naturellement dans notre méthode
de démonstration.

Définition 4.3.5. Nous dirons qu’un ouvert D est (N, r)-uniformément connexe par boules
sl emiste un entier N et un réel r > 0 tels que pour tout x et y appartenant a D, on peut choisir
...l € D tels que
TGB(Tl, ),yEB(fp%.,r)

2V — el | <1

- Bi:B(a}iU.,r) cD
Nous appellons le segment brisé U = [z, 2] U [V, 2¥] U U [, y] ainsi construit un segment
de connexion entre x et y correspondant au couple (N,r). Un segment de connexion U est donc
entierement determiné par ’ensemble {T{JTSJ o7l

Nous appellerons S (x,y) Uensemble des segments de connexion entre x et y correspondant
(N,r).

Nous définissons la distance dy , sur D par

dn r (z,y) 1nf E 2l — 2l avec o= etani =y
UES

Dans toute la suite on fait 'hypothése suivante :

H1 : 1l existe un entier N et un réel r > 0 tels que D est (N, r)-uniformément connexe par
boules.

Le résultat principal de cette section est le

Théoréme 4.3.2. On suppose H1 vérifice. Il existe deux constantes positives ¢ et C dépendantes
uniquement de d, A, \, T, N, r telles que pour tout x ety appartenant a D et pour tout t € (0,T],

d3, (z, t t
pD(t,x,y)Zcf%exp —C MV—2V2V s s
t T dist® (z,0D) A dist” (y, dD)

Démonstration. Grace a la proposition 4.3.4, et & une propriété de scaling (cf. la démonstration

1
2

de (6.13) p.181 dans [4]), il existe ¢g < 1 et c7 telles que pour tout n € N*, si |z —a| < cg (%) 2,

1 t t 7(51
pP=E/m)?) <—7z7a> >cr (—) (4.59)
n n

Soit U un segment de connexion entre z et y.
Soit le nombre entier M défini par :

2 ‘ Lleg+ 1)t
16|U| (4+@iv (cg+1)

Cl: M2E s V2V —5 ~—
cit T dist® (x,0D) A dist” (y,0D)

+1

ou E désigne la partie entiere.
La condition C1 implique que :

1 1 t %<1’
10 M) T2

Puisque D est (N, r)-uniformément connexe par boules, nous pouvons disposer M points sur U,
notés vy,..., v, tels que :
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“aeB (o) (4)')
ve B (o (hea +1) (7))

~vie (LM} B (v (e +1) (£)°) c D
La condition C1 implique que :

8(nGern () om(ndasn (i) ) eo

Ainsi, nous pouvons choisir v = z et vy = y.

1
D’autre part, puisque B (1)1-, (%c6 + 1) (ﬁ) 2) C D, nous en déduisons que pour tout z €

ol

(S

B (1)1-., 6 (1) 5) la boule B (z, (%) 5) est également incluse dans D.

La condition C1 implique également que

Ul 1 (¢
M a1\

=

En particulier, nous pouvons choisir les points vq,...,vy sur U tels que
1
Vie{l,....M}, | <o (LY
1 yee ey , |U; — V| S —C —
+ 4\ M

Lol
ol

Ainsi, pour i € {1,...,.M}: siz € B (vh %CG (ﬁ) ) et 2,41 € B (v,;H.&ce (ﬁ)

£\ 2
|ziv1 — zi| < cs (M)

) alors

On a

p"(t,z,y)

et donc

D(t,z,y)

P exp ((M — 2)lncger)

16|U t Teg+ 1)t
cst™? |2‘ V(g+8) 5 V2V —; (5o ,)2
cgt r dist® (z,0D) A dist” (y,dD)

Vv
%
7N\
<|~
SN—
|

[SIFN

v

e ( C{U|2Vt\/2\/ t +1}>
X — —_— s B T
P t dist? (x,0D) A dist® (y,0D)

L Ut t
> ctzexp| —C{—V5V2V_—5 —
t T dist” (z,0D) A dist” (y,0D)

En optimisant cette inégalité sur ’ensemble des choix possibles de U, on trouve le résultat es-
compté.

O
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4.4 Représentation probabiliste de la solution du probléme
de Poisson-Neumann

4.4.1 Convergence vers la mesure invariante

Dans toute ce qui suit |D| désigne le volume de I'ensemble D : |D| 2 leb(D).

On se donne un suite régularisante (a,),y.. On suppose que cette suite est telle que pour
tout n € N*, a,, € A® (A, A) et a, — a presque partout.

Soit pP™ la fonction de transition définie comme dans les sections précédentes c’est-a-dire que
p?™ désigne la solution fondamentale du probleme de Neumann associée a Popérateur V. [%anV] .

Avant de commencer, rappelons I'inégalité de Poincaré dans les domaines bornés. Cette inégalité
est au coeur de tout ce qui suit.

Proposition 4.4.1. (Inégalité de Poincaré-Wirtinger)
Soit D un ouvert conneze de classe C' et soit 1 < p < oco. Il existe alors une constante cp
telle que

o~ [ sl < eollVell, Vo ew'” (D) (4.60)
Démonstration. Pour une démonstration, voir par exemple [9] p.194. O
Introduisons
B () £ 7 (42) = o (461)
On ala

Proposition 4.4.2. [ existe deux constantes c¢1 et co indépendantes de n et telles que pour tout
n € N*,
1
0<hPm(t,x,x)=pP"(t,x,2) — — < c1exp (—cat)

Vr € D (4.62)
Dl

3

Démonstration. Soit x € D fixé.
On commence par remarquer :

t t 1
h’D,n t,.’l?,.’l? = / P <—.,.7,'.,U> P <_7U7'7"> d’qi T
L A R 29" ) W D]
D —_

En utilisant le fait que a, appartient & A> (A, A) et donc que a,, est infiniment différentiable,
on vérifie que

0 0
—hP" (tx, — R O
G ) = g [ ot

15} t t
= — pPr (= 2,2 pP (=, 2,2 dz
at |, 2 2

P
B oot 2
()
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Grace a la régularité de a,, nous pouvons dériver sous le signe d’intégration et ainsi,

t 1 t
/ pP (= 2,2 ) Vo |=an,VapP ™ [ =, 2,2 ) | dz
5 2 2 2
t 1 t
= —/D < V.pPn <§7ac7z> ,Eanvzp”m' <§xz> >4 dz
A t t
*5 /;) < vaDJL (57"”72) 7vaD7n (57"”72) >d dz

En utilisant alors I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (4.60) puis en utilisant un raisonnement ana-
logue a celui du début de la démonstration, on montre que

0
ahn’n (t7$7l‘)

IN

7]

A t 117
— B (tx, - LR —— | d
ot (t,2,2) 2cp </D {p <2’T’y> \ } U)

IN

A oot 2 1

< R I dy — —

ST M(p <9”>) ! |D|]
AT, 1 A p

= —Z|pP () - | = —=—h""(t
o [P ) - | =

et en intégrant cette inégalité entre t; = 1 et ¢, on obtient qu’il existe une constante cy > 0 telle

que
RP:m (t, 2, 2) < WP (tg, x, x) exp (—cat) (4.63)

L’estimée supérieure du théoreme 4.3.1 permet alors de conclure : il existe une constante ¢; > 0

telle que
P (t,2,2) < ¢ exp (—cat) (4.64)

O
On en déduit le

Théoreme 4.4.3. Il existe c3 et ¢y deur constantes positives, dépendantes uniquement de D, et
des constantes N\, A et d, telles que :
pour tout n € N*| pour tout t > 0 et pour tout (x,y) € D x D,

| PP (12, y) — |D| |< csexp (—cat) (4.65)

Démonstration. Pour obtenir une estimation hors de la diagonale, nous appliquons la méme
méthode que dans article [5] :

p e = gl =1 (5 ’Z)‘FJ {”D’n<‘>’”> o)

2 3
t 1
S pD,n (—,.’IY,Z TR / U,Z> - _:| dz
(/D { 2 ; > ( P D
t H t
< |pPr| =<z — =
. {p (2) D] { (2 ) D}
< cgexp(—cat)
ou l'on a utilisé le résutat de la proposition 4.4.2 pour la derniere inégalité. O

En utilisant le résultat de convergence du théoreme 4.2.5, on démontre immédiatement le
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Corollaire 4.4.1. [l existe c3 et cq deur constantes positives, dépendantes uniquement de D, et
des constantes X\, A et d, telles que : pour tout t > 0 et pour tout (z,y) € D x D,

1
| P (t,2,y) — D] IS caew (—et) (4.66)

4.4.2 Résultat principal : énoncé et démonstration
4.4.2.1 Introduction

Soit a une matrice de A (A, A).

On note H'? (D) l’espace des fonctions ¢ € H' (D) telles que [, ¥(y)dy = 0.

Introduisons également X le processus construit au Théoreme 4.2.7.

Le Théoreme 4.2.7 p. 147 de [15], nous assure que le processus X et équivalent a la diffusion
symétrique associée & la forme de Dirichlet (€, H' (D)) (cf. Théoreme 7.2.2 p.302 de [15]). Nous
noterons (QJ—', (]P-T)mED) I’espace de probabilité sur lequel X est défini. Cet espace est construit
de fagon a ce que 1’égalité (4.56) soit vérifiée.

Le but de cette section est de prouver le

Théoréme 4.4.1. Soit ¢ une fonction appartenant a H* (D) = D ().
L’unique représentant continu, noté u., de la solution u € HY° (D) du probléme de Neumann

(P) :

) { V. [%aVu] =¢— ﬁ Jpoly)dy dans D (4.67)

< aVu,7L)>: 0 surdD

peut étre décrit grace a la formule de représentation suivante : pour tout x € D,

wiw) =~ [ (E (X0~ 135 [ o) dy) i (4.68)

Le probléme (P) s’interpréte au sens variationnel : on cherche en fait une représentation pro-
babiliste pour 'unique solution du probleme suivant :
trouver u € H'9 (D) telle que

- / %a(y)Vu(y).Vv(y)dy =(¢,v) YveD(E)=H'(D) (4.69)

. <. . A .
Quitte a introduire ¢ = ¢ — ‘17‘ fD o(y) dy, on supposera dans toute la suite que

5 [ ey =0 (4.70)

Pour tout a > 0 fixé, nous posons u® € H' (D) la fonction définie par

u®(x) = /Oo e 'PPo(x)dt (4.71)

0

Nous voyons, grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue, que

5 o]
u® ﬂ/ PPédt (4.72)

a—0 0

De plus, en utilisant (4.70), on vérifie facilement que
/ u®(y)dy =0 (4.73)
D

et par conséquent u® appartient & H'-0 (D).
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4.4.2.2 Démonstration du théoréme 4.4.1

Démonstration. Unicité de la solution du probleme (P) :
Supposons que I'on dispose de deux solutions u' € H':? (D) et u? € H"? (D) pour le probleme
(P). Nous avons alors que

- [ 3000V [0’ 0) = W] Vo)t =0 Yo D(E) = H'(D)

1

et puisque u' —u? € H' (D), cette égalité appliquée avec v = u' —u? et la coercivité de £ entrainent

que
V(' =)z =0

Cette égalité combinée avec I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (4.60) et avec le fait que

/ (u' —u?) (y)dy =0
Jp

donne directement
u' =u? dans L? (D)

Cela montre 'unicité des solutions du probleme (P) dans H*% (D).
Existence et représentation de la solution :
Nous savons (cf. par exemple [15] lemme 1.3.3 p. 21) que pour tout a > 0 fixé,

a(u®,v) + & (u*,v)=(p,v) YveD(E)=H"(D) (4.74)

Par conséquent, puisque u® appartient a H' (D)

allu® |} + € (u”,u”) = (6,u”) (4.75)

La coercivité de la forme de Dirichlet £ et 'inégalité de Cauchy-Schwarz imposent alors que

A
SIVullly < &, u®) < l|l>|u"]]>

En appliquant alors 'inégalité de Poincaré-Wirtinger (4.60) et en utilisant 1’égalité (4.73), on
trouve que

)\ |- o
S [IVurlls <enllolls|[Vul.
Ainsi,
o 2(3D
IVl < =2 1ol (4.76)

De méme, en reprenant les calculs & partir de (4.75) et en appliquant & nouveau l'inégalité de
Poincaré-Wirtinger (4.60), on constate que

A

2c})\lﬂ“l\% < o ll2][u]]2

Par conséquent,
o 261)
]2 < == 114l (4.77)
En combinant les inégalités (4.76) et (4.77) on constate que la famille de fonctions (u®),_ -, est

uniformément bornée dans H' (D). Par conséquent, il existe une suite (o, ) de réels strictement
positifs et convergente vers 0 et une fonction h € H' (D) telles que

neN

1
wer 2y (4.78)

n— -4 oo
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En comparant ce résultat avec le résultat de convergence (4.72), on constate que

h(z) = /OOO PPo(x)dt = /OOO E, [¢(X)]dt dans L? (D) (4.79)

et au vu de 1'égalité (4.73), la convergence (4.78) entraine que h appartient & H'9 (D).

En reécerivant (4.74) pour a, fixé, puis en faisant tendre n vers +o00, on constate a l'aide du
théoreme de convergence dominée de Lebesgue et de (4.79) que

—&(=h,v) = (¢,v) YveD(E)=H"(D) (4.80)

Cela signifie exactement que —h est solution du probleme (P).
Continuité de la fonction h :
Posons maintenant

h,(.a:):/:o Ptnaﬁ(m)dt:/OmEI [p(X¢)]dt VYx €D (4.81)

c’est-a-dire que nous renforgons 1’égalité (4.79).
La continuité de la fonction A va résulter du théoreme 4.2.5 : en effet, dans le cadre de ce
théoréme, nous savons que P™P¢(.) ——— PP¢(.) uniformément sur tout compact de Dt

n—+oc
pour toute fonction ¢ € Ly (D). Puisque les fonctions (¢,z) — P ¢(z) sont continues, cette
convergence uniforme implique que la fonction

(t,2) = P ¢(x)

est continue sur tous les compacts inclus dans D7 et est donc continue sur D7 tout entier. Puisque
cela est vrai pour tout 7' arbitrairement grand, la fonction (¢, 2) — PP ¢(x) est continue sur tout
10, 00[x D.

Ainsi, grace au théoréme de continuité de Lebesgue, pour montrer que h est une fonction
continue, il suffit de montrer que :

|Po(x)| < gs(t) VaeD

ot la fonction g4 est une fonction intégrable sur ]0, oo[ et indépendante de z.
Or, grace au corollaire 4.4.1 et & (4.70) il est facile de voir que

now) = | [ ¢<y>pD<t.,a:.,y>dy‘

[ ot (1Pt~ )

czexp(—cat)||@]| 1 (p)

IN

Ainsi, nous pouvons choisir g4 : t — czexp(—cat)||@||11(p) intégrable sur |0, oo[ et par conséquent
h est une fonction continue. O

4.5 Description of the process X in the one-dimensional
case

We study the special case where the operator L possesses boundary conditions of Neumann
type. More precisely, L is now defined as follows

d d d
Lu=2"(aZlu) 4020 in [r,]]
2dx \ dx dz (4.82)
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where p a and b are of class C' in the subset [r,] of R except on a finite set J of n points lying
in ]r, [ where these coefficients have only left and right limits. We set

j:{ﬂfi‘$1<$2<"'<l‘n} (4.83)

and xg = r and 2,41 = [l in order to simplify our notations.
We define the following hypothesis :

A<p<A A<a<A

b < A

a, b and p are right-continuous with left limits

a, b and p belong to C' ([r,1] — J)

J is finite

There exists € > 0 such that |z — y| < € for any = y in J.

Let us introduce the family of coefficients (8x)j<j <, defined as :

—

a(zp+) — a(zp—)
(L(."I?k-l-) +(1‘(~77k*)

Br = (4.84)
with a(zo—) = a(r—) = a(zas1+) = a(l+) = 0 and p(zo—) = p(r—) = p(zns1+) = p(I+) = 1.
Moreover, throughout this section, we suppose that assumption H is satisfied.

4.5.1 Description of the process

Let us set

M”*lfwmw“ elrd

The operator L gives rise to the symmetric Dirichlet form (5.,H1 ([r, l])) with reference Hilbert
space L2 ([r,1]; eB(#)p~1(z)dz) defined as follows :

l
E(f.9) = [ e (g (e Vg € HY () (4.85)

Note that the Neumann boundary condition of L is taken into account in the choice of the real
Hilbert space H! ([r,[]) for the domain of the form.

Since A <a < Aand XA < p < A, it is possible to show that (5, H' ([r, l])) is a regular Dirichlet
form with C* ([r,[]) as a standard core (see example 1.6.1 p.52 of [15]). Hence, it is well-known
that there is a continuous Feller process (X, P,,z €]r,1]) associated with £ and such a process is
unique in distribution.

Let X7® denote the process X under P, conditionned such that X7 = z. Let us also introduce
the function Id from H' ([r,l]) defined as Id(x) = x on the closed intervall [r,[].

By applying Fukushima’s decomposition with the function Id, we know that

where M is an MAF (Martingale Additive Functional) starting at My = 0 and N is a CAF (Conti-
nuous Additive Functional) that has locally zero energy under the measure fT[ P, (.)eB@)p=1(z)dx
and that starts at Ny = 0. This decomposition is unique up to equivalence.

Making use of our assumptions, we can get a more precise description of the process X. Let us

introduce {Z,}Z (X) : t> 0} the symmetric local time of X at point z. We proceed to show the
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Théoreme 4.5.1. Suppose H.
Then X under P, satisfies the following stochastic differential equation with local time :

X; =x+/0 \/,O(XS)(L(XS)dBS+%/0 p(X,)a' (Xs)ds+/0 b(X,)ds

_ _ _ (4.87)
+ Y BIL;" (X)+I; (X) - T, (X)
la=1l

where B is a Brownian motion on (0, F,P,).

Démonstration. First of all, note that assumption H implies that the capacity induced by X is the
same as the capacity induced by the Dirichlet form associated to the Reflected Brownian Motion
in [r,l]. Therefore each point is non-polar for X.

Let us pick Id from H* ([r,1]). We have that

£(Id,g) = / %a(z)eB(l)g'(z)dz (4.88)

In particular, e®(*)a(z)dz is the positive Radon measure t(ray(dz) defined in equality (3.2.14)
p.110 of [15] and it is the Revuz measure associated with (M) seen as a CAF of X. Remember
that € is a Dirichlet form over L? ([r,1];eP(*)p=1(2)dz) : as a consequence there exists a standard
Brownian Motion {B; : ¢ > 0} constructed on (Q.F,P,) such that

Mt:./o p(X)a(X,)dB.; <M>t='/n p(Xs)a(Xs)ds

Our hypothesis ensure that there exists a Radon measure v(dz) on B([r,l]) defined as the
distributional derivative of the function z — e®(™a(z) on the set [r,] : for any g € C> ([r,1])
we have that

! 1
E(Id,g) = / %a(z)eB(z)g'(z)dz =— / g(z)v(dz) (4.89)

Thus, We are in position to apply corollary 5.4.1 p.224 in [15]. and we obtain that N is the
CAF whose Revuz measure is given by v(dz).

For a given x in [r, ], let {Ef (X) : t> O} denote the additive functional associated with the
measure dy,1(dz). It follows from theorem 5.1.3 p.187 of [15] that for a given Radon measure pu(dz),

the continuous additive functional of X associated with Revuz measure p(dz) is frl L? (X) p(dz).
On another hand, since the Dirichlet form associated to X is constructed over the Hilbert
space L ([r,1];eB*)p~1(z)dz), it is well known that for a given Borel measurable function g, the

process {fot g(X)e BXIp(X)ds : t> 0} is a continuous additive functional posessing ¢g(x)dz

as its Revuz measure.
Combining these two facts and making use of the equivalence between additive functionals that
share a unique common Revuz measure, we deduce that for any Borel measurable function g,

/ L} (X) g(w)da = '/O/Q(Xs)e’n(x”)p(Xs)ds = /0 @e”“ﬂ)g(xs)d(M)& P, —as

This last equality corresponds to the occupation time formula for the local time. Hence,
{Lf (X) = a(2)ePAL(X) : t>0; ze€]r I]}

is the family of local time for the process X.
Therefore the additive functional N associated with the Radon measure v(dz) is

N; = /l LA (X)a ' (2)e BBy (dz)
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Returning back to (4.86), the Fukushima decomposition of X under P, writes :

X, =z+ /0 Vp(X)a(X,)dB, + / Li(X)a " (2)e PPy (dz) (4.90)

In particular, this last equality shows that X is a semimartingale®.
Recall that v(dz) is defined as the distributional derivative of the function

2 —ePBg(2)

on the set [r,{]. The integration of the local time with respect to v(dz) gives :

l l
Moo= 5 [ L0 e + g [ OB G
1 = (1(-75k+17) Th41 7(](Tk+) Ty
+ 2k:0 a(xk,+1) (X) a(xk) Lt (X)

! !
= é/ Lf(X)(fl(Z)a'(z)dz+%'/r L (X)B'(z)dz=

,(mk*)L;nk (X) + %L,T (X) - %Lf; (X)

- N,?+N,?+N,?+ZI(X)—Z§(X)

Using the occupation time formula for N' and N? yields

1

N = /O,a'(Xs)p(Xs)ds; NZ =~ /O'B'(Xs)a(xs)p(xs)ds - /O/b(Xs)ds

For N3, we use (cf. [40] p.225) that :

_Lald) Za@e) pree k) L g
t 9 T .

t
T2 (X) = LI (X) - / 1. ydN, = L2 (X)

and an easy calculation yields
N =L En: aloet) —alre ) g () iﬁkf“ (X), P, —as
t 2 P a(xk) t — t 9 T

This equality and the Fukushima decomposition of X show that X under P, is a solution of
the stochastic differential equation (4.87) and the theorem is proved. O

Remarque 4.5.1. We will prove in the next chapter that whenever hypothesis H is satisfied, there
is a unique solution in the distributional sense to the stochastic differential equation with local time
(4.87). Hence, the distributions of X are totally determined by equation (4.87).

4.6 Conclusion

Nous avons obtenu l'interprétation probabiliste du probléeme de Poisson (P) (4.67). Dans le cas
unidimensionnel, cette interprétation probabiliste s’exprime & ’aide du processus vérifiant (4.87).
La simulation efficace de ce processus et la résolution numérique de ’équation de Poisson (P)
(4.67), par méthodes de Monte-Carlo ou par simulation ergodique, demeure un probléme ouvert.

INote that this fact could not be retrieved directly using Corollary 5.4.2 of [15] : we could not prove that
assumption (5.4.22) is fullfilled up to the boundaries {r} and {l} of the intervall [r,I].



Chapitre 5

Diffusions réfléchies a dérive
singuliere : existence, unicité
faible et estimation

5.1 Introduction

Nous avons vu que ’équation (4.87) du chapitre précédent a une solution. Une question na-
turelle concerne l'unicité. En fait nous allons nous intéresser a une classe plus générale d’E.D.S.
(voir (5.52)) pour lesquelles nous allons prouver des résultats concernant I'existence et l'unicité de
solutions.

Ce chapitre a pour but de construire des Diffusions Réfléchies & Dérive Singuliere (D.R.D.S.)
(voir (5.52)). Pour ce faire, nous adapterons la technique classique initiée par Engelbert et Schmidt
(cf [22]) et, par ailleurs, nous introduirons une nouvelle technique fondée sur un changement de
temps différent de celui utilisé par Engelbert et Schmidst.

Pour traiter le probleme de la double réflexion et pour retrouver dans ce cadre les résultats
qui avaient été obtenus par Engelbert et Schmidt dans [48] pour les Diffusions & Dérives
Singulieres (D.D.S.) non-réfléchies, on adapte la méthode de changement de temps. Notons
que dans leur article [48], Engelbert et Schmidt évitent de traiter le cas des D.R.D.S. & cause
des complications techniques liées a la présence d’'une double barriere.

La méthode que nous utilisons ici est fondée sur l'utilisation d’'un changement de temps
construit naturellement a partir du mouvement brownien réfléchi et non plus a partir du
mouvement brownien standard comme cela est fait dans le cas sans réflexion dans [48].

— Dans une seconde partie nous effectuons une nouvelle construction pour les solutions des
D.D.S. non-réfléchies dans le cas ou la mesure qui controle les singularités de la dérive est
discréte : nous construisons les solutions des D.D.S. non-réfléchies non plus & partir du
mouvement brownien comme cela est fait dans [48], mais plus naturellement & partir du
mouvement brownien a dérive singuliere correspondant. Cette méthode est une alternative
a celle d’Engelbert et Schmidt présentée dans [48] et nous retrouvons partiellement leur
résultat : malheureusement, il semble difficile de traiter dans ce cadre les cas ou le coefficient
de diffusion de la D.D.S. dégénere aux points ou les singularités ont lieu. Notons que ce
probleme est totalement absent dans les démonstrations de [48] : en effet, la magie de la
formule d’'It6-Tanaka permet de traiter d’'un coup tout le probleme des singularités dans le
cas des D.D.S. non-réfléchies. Pour conclure il faut noter que notre construction s’adapte
également pour le cas des D.R.D.S.

Enfin, nous proposons une applications de ces méthodes pour proposer un estimateur efficace
du coefficient d’assymétrie d’'une D.R.D.S. (travail commun avec Olivier Bardou)

123
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5.2 Résumé du résultat d’Engelbert et Schmidt : la tech-
nique de changement de temps pour les D.D.S. non
réfléchies

Soit ¢ une fonction mesurable réélle et v une mesure signée sur R. On considére I’équation

F(ov) : Xt:X0+/010(Xs)st+%/RL%’(X)1/(dy) (5.1)

ol B est un mouvement brownien standard et {L} : ¢ >0 y € R} désigne le temps local & droite
de la semimartingale X .

Dans l'article intitulé « On one-dimensional stochastic differential equations with generalized
drift » ([48]), H.J. Engelbert et W. Schmidt énoncent des conditions nécessaires et suffisantes
pour Dexistence et l'unicité (au sens faible) de solutions a 'équation F (o,v) dans le cas ou la
mesure v est telle que :

HO : v({z})>-1VzxeR

Sous I'hypothese HO, les conditions d’existence et d’unicité pour les solutions de F (o, v) sont en
fait équivalentes aux conditions d’existence et d’unicité pour les solutions de F (o,0) (ol 0 désigne
la mesure nulle sur R) et sont données par (cf. théoréme 4 p. 152 dans [48]) :

: o) & {z L o(z) =0} =1(0) £ {x © Ve eL:oo
E+0) 202 (eR o) =0 =102 faer i veso, [ o]

La technique de démonstration est divisée en deux étapes :

— Etape 1 : les auteurs traitent tout d’abord le cas des équations sans dérive F (0,0) : la

condition (E + U) s’obtient grace a une technique de changement de temps et les solutions
de F (0,0) sont construites & partir du mouvement brownien standard.
Etape 2 : les auteurs construisent les solutions de F (o, ) a partir des solutions de F (¢, 0)
et d’une fonction G bijective, construite a partir de v et dont le role est de faire apparaitre
le terme de dérive généralisé : ils constatent alors que les conditions (E + U) ne sont pas
altérées par cette transformation dans le cas de I’hypothese HO.

Les auteurs affirment qu’il n’existe en général pas de solutions a I’équation F (o, v) lorsqu’il
existe x € R tel que v({z}) < —1. Ils évitent toutefois de traiter le cas v({z}) = —1 pour éviter
des « complications techniques ». En effet, s’il existe deux points r et [ tels que r <l et v({r})=1
et v({l}) = —1 alors on s’attend a ce que les solutions de F (¢, v) soient doublement réfléchies sur
r et I. Notons F,.; (o,v) plutot que F (o,v) dans ce cas particulier : il ne semble plus raisonnable
de construire les solutions de F,; (o,v) & partir du mouvement brownien standard : la fonction
utilisée a I’étape 2 ne serait alors vraisemblablement pas bijective et il serait difficile de pouvoir
conclure.

Dans ce chapitre nous essayons de répondre a cette question et nous reprenons 1’ensemble des
étapes de la démonstration d’Engelbert et Schmidt :

L’étape 1 est remplacée par la construction des solutions de F,.; (0, 0) grace a la technique de
changement du temps, mais cette fois-ci & partir du mouvement brownien doublement réfléchi
sur [r,[] et non plus & partir du mouvement brownien standard : les difficultés proviennent
du fait que le mouvement brownien réfléchi n’est pas a accroissements indépendants et sont
liées a la présence des temps locaux aux points r et [. On retrouve néammoins la condition
(E + U) d’Engelbert et Schmidt sauf pour les points r et [ ou il nous faut renforcer les
hypotheses.

— L’étape 2 utilise la fonction G précédente, vue comme bijection de [r,{] dans [G(r), G(])], et
ne présente aucune difficulté.
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5.3 Le cas des Diffusions Doublement Réfléchies (D.R.) sans
dérive singuliére : existence et unicité

5.3.1 Introduction

Soit ¢ une fonction réelle. Nous nous intéressons a 1'équation différentielle stochastique :
t . .
F,i(0) : =Yy + / o(Ys)dBs + L, (Y) - L, (Y) (5.2)
0

Remarque 5.3.1. Dans le cas ou o est une fonction Lipchitzienne, il est bien connu qu’il existe
une unique solution & ¥, (o) (cf. [22] ou [29] pour le cas ou la diffusion est réfiéchie dans un
domaine multi-dimensionnel) . Notre but ici est de traiter le cas ot o est seulement supposée
mesurable.

Définition 5.3.2. Un processus de diffusion Y a valeurs dans ([r,1], B([r,1])), défini sur un espace
de probabilité (Q, F (Fi)iso .,]P’) vérifiant les conditions habituelles, est appelé solution faible (ou

solution en loi) de I"équation F, (o) si
Yy est a valeurs dans [r,l]

- Y, est a valeurs dans [r,l] pour tout t > 0
Y est une Fi-semimartingale continue

il existe un (Q.,]:, (Ft) >0 .,]P’) mouvement brownien B tel que (5.2) soit vérifiée pour tout

t >0, P-presque sturement.

Définition 5.3.3. Nous dirons que la solution de F,; (o) est unique (en loi) si, lorsque Y
et Y2 sont solutions de F.,.;(c) avec des conditions initiales respectives Yy et Yy possédant la
méme distributon initiale p sur [r,1], alors Y et Y2 possédent la méme loi image sur Uespace des
fonctions continues de [0, +oo[ dans [r,l].

Pour une fonction réelle u arbitraire, nous introduisons les ensembles I(u) et Z(u) définis de
la maniere suivante :

I(u) 2 {T €[l : '/l ml{(m+y)e[”]}dy =400 Ve > 0} (5.3)
Z(w) 2 {z € [n1] : ulz) =0} (5.4)

Notre but est de démontrer le

Théoréme 5.3.1. Soit o une fonction réelle. Sir ¢ I(o) U Z(o), | ¢ I(0) U Z(o) alors F,; (o)
possede une unique solution faible si et seulement si

[1(0)=2(0) (E+U)]

Remarque 5.3.4. La condition (E+U) est la condition d’Engelbert et Schmidt pour existence
et l'unicité des diffusions non-réfléchies (cf. [48]).

5.3.2 Résultats préliminaires

Soit ¢ une fonction réelle fixée.
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En premier lieu, remarquons que F,; (1) a une unique solution en loi. En effet, il existe
un espace de probabilité filtré (Q,]—"., (Ft) >0 .,]P’) qui vérifie les conditions habituelles et un Fy-

mouvement brownien B = {B; : 0 < s < +o00} indépendant de la variable aléatoire Yy, tels qu’il
existe une Fy-semimartingale X vérifiant 1'équation F,; (1) :

- —1
F,.(1) : X;=Yy+B,+L,(X)-L,(X)

Cette derniere équation correspond au mouvement Brownien doublement réfléchi sur [r,[] : ainsi
X est bien défini.
Par convention, pour une fonction f arbitraire continue & droite au point s, nous noterons
f(s+) la valeur de lim f(s).
t]s,t#s

On introduit pour s € [0, 4+00)

3

s+
A du
T. = - 5.5
/0 o?(Xy) (5.5)

Il est clair que le processus (Ts)s>0 est croissant, continu tant qu'il est fini, avec un saut possible
a 'infini & un temps fini. De plus,

2

Two lim T, = +oc, P-ps (5.6)

s— 400

On introduit le processus inverse continu & droite de T en posant pour ¢ € [0, +00),

Ay =inf{s > 0;Ts > t}; Aw = . ligrn A; P-ps (5.7)
Ainsi, si Ay, < 00,
A=A Vt2T,-, P-ps (5.8)
De plus, pour tout 0 <t < T -
Ty, =t, P-ps (5.9)
et pour tout 0 < s < Ay,
Ap, = s, P-ps (5.10)

Le processus (A¢)¢>o est continu a droite sur [0, +00[ et strictement croissant sur [0, 7, |.

Lemme 5.3.5. I(0) est un ensemble fermé de [r,l1].

Démonstration. Nous allons montrer que I(0)® est un ensemble ouvert de [r,1].
Soit xg € I(0)°. Alors il existe un € > 0 tel que :

N 1
I(zo,€) = [ ml{(mg+y)e[nl]}dy < +00 (5.11)

Soit x € [r,1] tel que & # zp. En effectuant un changement de variable dans la formule précédente,
on obtient

et+xrg—=zx 1

+oo0 > I(xg,e):/

—€e+xzog—2 0.2('7" + U)

min(e+z—z0,e4+z0—2) 1
/ in(e+ + )ml{(ﬁy)e[“”}d*y (5.12)
— mINn(e€+T—To,€+To—T L K

K (e+y)elnnrdy
>

On en déduit que si x est tel que 0 < |z — 29| < € alors x € I(0)°.
Puisque zg a été choisi arbitrairement dans I(0), I(o)¢ est un ensemble ouvert de [r,]]. O
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. . A . .
On consideére le temps d’arrét, R = inf {s > 0; X € I(0)}. Pour pouvoir adapter les résultats
d’EDS classiques aux EDS avec double réflexion F, ;(c), nous avons besoin d’établir le lien entre
R et le processus A en surmontant quelques difficultées liées & la présence des temps locaux.

Proposition 5.3.6. Sir ¢ I(0) etl ¢ I(0), alors

R=A., P-ps

Démonstration. !

En vu de montrer tout d’abord que R < A, nous avons besoin d’un lemme qui est une
conséquence directe de la formule des temps d’occupation.

Lemme 5.3.7. Si f est une fonction mesurable positive, intégrable sur [r,l], alors pour tout
x € |rl],

P, [/Ot f(X.)ds < +oo;Vt € [0.,+oo)} =1

Démonstration. Pour tout ¢ € [0, +0o0], on constate que (X); = ¢, on a donc

3

'/Otf(Xs)ds = '/Tlf(y)L;g(X)dy

1
< LY(X d P,-presque surement
< mglﬁg{% 2( )/r fly)dy presque siiremen

oll on a posé my = Orgig X, et M, = Orgag X;. La famille des temps locaux {LY(X) : y € [r,1]}
s<t <s<t

est c-a-d-l-a-g avec des limites finies a gauche ([39] p.224). La derniere intégrale est finie par
hypothese. Cela acheve la preuve du lemme. O

Passons a la preuve de la proposition 5.3.6. Commencons par montrer que R < A..
On définit pour n > 1, la suite de temps d’arréts

R, = inf {s >0 : p(Xs,I(0)) < %} (5.13)

oit p (2, 1(c)) = inf {lz — 9| : y € I(o))}.
En utilisant le fait que I(o) est un ensemble fermé, on a lim, 1., R, = R, P-ps. On pose

(5.14)

VANAY
3=z =

Gréce au lemme 5.3.7 nous savons que pour tout s € [0, +00],

/ Rahsqy / Bals gy < / S du <4
= o0
Jo o?(Xy) Jo oa(Xu) ~ Jo o2 (Xu)

En se placant sur I’ensemble {s < R} et en laissant n tendre vers l'infini, on obtient

S du P
; 702()@) < +00, IP-ps

et donc Ts < 400 sur {s < R} ce qui veut dire que R < A, P-ps.

Montrons maintenant que R = A,. On observe d’abord que I(0) = @) implique R = +0o0 : dans
ce cas, il n’y a plus rien a démontrer.

Si I(c) # 0 nous avons besoin du

T,a preuve de cette proposition est la partie délicate pour pouvoir adapter les résultats d’Engelbert et Schmidt.
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Lemme 5.3.8. Soient {W7 (]-'tw)t>0

une fonction mesurable et x un réel firé dans [r,1]. On suppose qu’il existe un temps aléatoire T
vérifiant

} un mouvement brownien standard, f : [r,l] — [0,+00)

P0 <7 < +o00] =1, ]P’[/ flz+W,)ds < 00| >0 (5.15)
Jo
Alors, il existe € > 0 tel que
flz+y)dy < +o00 (5.16)
Démonstration. cf. [22] pp. 215-216. O

Notons

Nous avons

Bts g s du $ du
> = (5.17)
0 o?(Xy) o 03 Xutr) 0o 2Yo+Br+Lr+Wy+Lyrr — LR)

ou W, = Bri, — Br est un mouvement brownien standard dans la filtration (G = Fris)s>o0-
Remarquons que Xy est indépendant de W.
Puisque r ¢ I(0), 1 ¢ I(0), Xr € I(0), et X est & trajectoires continues, on sait que

3 Linf {s>0 : Xpyse{r}u{i}}

est un temps d’arrét P-presque sirement strictement positif pour la filtration (G = Frys)s>0-
Ce temps d’arrét est éventuellement infini P-presque strement.
Par définition Lpy, — Lr =0 pour 0 < u < €. Le temps £ s’écrit donc également

E=inf{s>0 : Xp+ W, e {r}u{l}}
et & est un temps d’arrét dans la filtration (ftW)DO V3 (XR).

Par définition, nous savons que Xg € I(o). Par conséquent,

¢ 1
./,e o*(Xr +y) Li(Xp+yerapdy = +o0 P —ps

La contraposée du lemme 5.3.8 implique que pour tout temps 7 aléatoire tel que
PO0< 7 <+o0] =1

nous avons l'égalité

=1 P—-ps

z=Xp

T ds
Py Py ey = e

En utilisant I'indépendance de Xy et de {W; : t > 0}, cette derniere égalité implique que

T ds
P [/0 ml{(&wws)e[r,l]} = +o00 3(XR)] =1 P-ps

En passant a ’espérance de part et d’autre de cette derniere égalité, on trouve

T ds
P [ ocre sy ooy = +2¢] =1
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En particulier, pour tout s €]0, ],

/S du, /S du . P . ‘ (5.18)
- = — =4 -presque surement .
o 02(Xr+Wy,) 0 0% (XRyu)

Plagons-nous maintenant sur {w € Q : Ay (w) > R(w)} et raisonnons par I'absurde : suppo-

sons que
P[Aw > R] >0

D’apres ce que nous venons de voir, sur I'ensemble {w €  : A (w) > R(w)} il est clair que
pour tout s €]0,& A (A — R)],

/ T du too P i ¢ (5.19)
————— =4 -presque sturement .
0 UZ(XR+U)

D’autre part, sur 'ensemble {w €  : Ao (w) > R(w)} la définition de A, implique que pour
tout s fixé dans |0, Ao, — R,

/5 du /R+5 W o P i t (5.20)
N 0 -presque suremen .
0 0*(Xr+a) ~ Jo  0*(Xu)

Donc pour tout 0 < s < EA(As — R), on voit que la méme intégrale est a la fois finie et infinie
P-presque stirement sur l’ensemble {w € Q : A, (w) > R(w)}. Cela n’est possible que si

Pl[Aw >R] =0
Ceci permet de conclure que {w € @ Ay (w) > R(w)} = {weQ : Ax(w)=R(w)} & un

ensemble négligeable prét et la proposition est démontrée. O

5.3.3 Existence en loi d’une solution

Les conditions d’existence d’une solution faible de F,; (o) sont données par le
Théoréme 5.3.9. Supposons quer ¢ I(c) et l ¢ I(o). Si
I(o) € Z(o) (E) (5.21)
il existe une solution au sens faible 4 U'équation différentielle stochastique F, ) (o).

Démonstration. 2

Soit X solution de 'EDS F,;(1). Nous noterons (Q,]—'7 (Ft)i>o0 ,P) I'espace de probabilité

filtré sur lequel B a été construit. On vérifie que chaque A; est un temps d’arrét pour la filtration
(Fo)o>o-
On définit
A A A A
Ny =Ba,, C,=La,, H =Yg+ N +Cr=Xa,, G =Fa, te[0,+o0] (5.22)
Puisque I'on a I'identité A;x7. = Ay A s, on vérifie facilement que N € M!°¢. De plus,

(N}t = Ay Vi€ [0,+0c), P-ps

Montrons ensuite que le processus A vérifie I'identité

t
Ay = / o?(H,)dv Yt € [0,+00), P-ps (5.23)
Jo

20n retrouve les conditions d’Engelbert et schmidt : une fois la proposition 5.3.6 démontrée, la preuve ne présente
pas de difficulté pour le cas réfléchi.
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En effet, soit le temps aléatoire 7 2 inf {u>0: A, = Ax}. Pour t < 7(w), (5.23) se vérifie
aisément.

Si 7(w) = 400, on a (5.23). Supposons que 7(w) < +00. Pour ¢t / 7(w), en utilisant le fait que
t — A;(w) est une fonction continue sur [0, 7(w)[, on obtient la validité de la formule (5.23) pour
t = 7(w). Sur lintervalle [7(w), +oc[, grice & la proposition 5.3.6, A(w) = Az(,)(w) = A (w) =
R(w). Si R(w) < +00, alors en utilisant la condition (E),

H;(w)(w) = Y(](w) + BR(w)(w) + ,CR(UJ)(&)) S I((J’) g Z((J’) (5.24)

si bien que pour 7(w) <t < 400,

t R t
/ o?(H,)dv = / o?(H,)dv + / o?(H,)dv
Jo Jo JR

7 ¢
= / UQ(Hv)d’l)-i-/ o?(Hg)dv
J0 JT
= R4+0
= Aoo = At P— ps

Donc l'identité (5.23) est bien vérifiée pour tout ¢ € [0, +00).
Le théoreme de représentation des martingales nous permet d’affirmer qu’il existe un mou-

vement brownien {Wh]:};() <t< —|—oo}, un espace de probabilité (Q,ﬁt,]@L et un processus

p= {pt,]:"t;o <t< +oo} tels que :

Nf, = fof pvde <N>f = f[; Pid’U (525)

En particulier, grace a (5.23)

3

P[p? = 0%(H;) pour presque tout t > 0] =1

JANY T ~ PU . . . .
On pose W; = f(; sgn(pyo(H,))dW, t € [0,+00). Grace au théoreme de Lévy, il est facile de voir
que le processus W est un mouvement brownien et on peut donc écrire

t
H =Y+ N, +C, =Yy + / o(H,)dW, + L4, Vte|0,+00) (5.26)
J0

Au vu de I'égalité (5.26), il suffit pour que H soit solution faible de F,; (o) que le processus
C = L, puisse s’identifier au processus £ défini par L' (H) — ZZ(H) : cela est une conséquence de

lexercice 1.27 p.235 de [40]. O

Une question intéressante est de savoir si les conditions du théoreme sont nécessaires pour
I’existence d’une solution faible.

5.3.4 Conditions nécessaires pour ’existence en loi d’une solution dans

le cas des D.R.

Proposition 5.3.10. Supposons que r ¢ I1(c) et l ¢ I(o). Alors la condition (E) est nécessaire
pour existence d’une solution faible 4 1'équation F, (o).

Démonstration. 3

Supposons qu'il existe une solution Y & I’équation différentielle stochastique F,; (o).

3TLe résultat de cette section reprend les arguments de la preuve d’Engelbert et Schmidt (cf. p.235-236 [22]) : il
est nécessaire toutefois d’introduire le temps d’arrét 7 pour éviter les problemes liés a la présence de la double
réfléxion.
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Posons M la martingale locale définie par

t
M, é/ o(Y;)dBs Vt € [0,+00) (5.27)
0
Il est clair que (Mt)tzo e Moloc ot
t
(= [ A< 4o Ve 0. 4+oc). Pps (5.28)
0

Grace au théoreme de représentation des martingales locales, il existe un mouvement brownien
{W, : 0<s,+00} tel que

My =Wy, Vte0,+00), P-ps (5.29)

t

) . A
Comme dans l'introduction, on pose T; = inf {t > 0 : (M); > s} et on a que (M) As = Ty, -
On choisit une condition initiale Yy = yo dans

Z(o)" = ({ryu{l})

(o le complémentaire est a prendre dans I'ensemble [r, 1]).
Notre objectif est de montrer que yo € I°(o) car alors on obtiendrait :

Z(o)" = ({ryu{l}) c (o)

et donc I(o) C Z(o) puisque ({r}U{l}) nI(c) = 0.
Pour ce faire, en vertu du lemme 5.3.8, il suffit de vérifier I’existence d’un temps aléatoire 7
tel que

T 1
POo< 1< =1 t P ——dv < >0
[ T < 400] e o {/0 2(W) v < +00

11 est clair que o(yg) # 0 et le processus Y n’est pas constant P-ps.
D’autre part, puisque r ¢ I(o) et [ ¢ I(0), il est clair que r # yq et [ # yo. Par conséquent

FLinf{s>0 : YV, € {rtu{i}} (5.30)

est P-presque surement strictement positif.
Tout comme [22] p.334, on peut donc écrire

/5/\<M>T du _ /<M>T3A<M>T du _ /TS/\? d<M>v
Jo o2 (yo + W) Jo o2 (yo+Wu)  Jo *(yo + M)

_ /T AT d(M)q,
Jo o2 (yg + M, + ZZ(Y) - ZL(Y))

/71,4/\?1 d(M)v
p— 0_2 ™ —_—
o {o2(Y,)>0} o2(Y,)

< T, AT (5.31)

On en déduit donc que

S/\<M>? d’LL
—— < T, AT 5.32
/0 02(?/0 + Wu) - ( )

Pour que (5.32) soit réellement utile par la suite, il convient de vérifier que

Py, [(M)s > 0] =1 (5.33)



132 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS REFLECHIES A DERIVE SINGULIERE

Si (M) = 0 sur [0,7] alors M = 0 sur [0,7] ce qui est impossible, puisque M + yo ne peut étre
solution de F, (o) du fait que yo € Z(0)¢. Donc (5.33) est vraie.
On peut donc appliquer le lemme 5.3.8 avec le temps aléatoire D défini par

A{S AM)= siT, < +oc (5.34)

D = .
5 sinon.

et on obtient que yo € I(0)° grace a l'inégalité (5.32) et au fait que P [Ts < +00] > 0 parce que
yo ¢ Z(0). Cela achéve la preuve du lemme. O

5.3.5 Unicité
Remarque 5.3.11. * Dans le cas ot ({r} U{l})NI(c) =0, la solution de F,, (o) construite au

théoréme 5.3.9 est non-constante jusqu’au premier temps d’atteinte T de I(o) :

.4

T=inf{t >0;Y; € I(0)} (5.35)

En particulier, si Yo = yo € I(0)® alors la solution Y de F, (o) construite au théoréme 5.3.9
est non-constante Py -ps.

D’autre part, siyg € Z(o) — ({r} U{l}), alors Y = yq est également une solution du probléme.
Ainsi il ne peut pas y avoir de resultat d’unicité en loi si Z(o) — ({r} U {l}) est strictement plus
grand que I(o).

Au vu du théoréeme 5.3.9 et de la remarque précédente, il suffit de montrer que I(o) D Z(o) —
({r} U {l}) est une condition suffisante pour 'unicité et puisque nos hypotheéses sont telles que
({r}u{l})n Z(c) = 0, cela revient & montrer que I(¢s) O Z(o) est une condition suffisante pour
I'unicité.

Par changement de temps, on va ramener F,;(s) & F,;(1). L’unicité pour F, (o) découlera
alors de 'unicité pour F, ;(1).

Supposons que I(c) D Z(o) et soit Y une solution de F,; (o) construite sur (Q, F, (F¢)i>0,P)
avec Yy comme condition initiale. On définit alors M comme dans la formule (5.27) et

T, 2mt{t>0 @ (M), > s) (5.36)
T est un processus croissant, continu a droite et tel que
{Ts <t} ={s < (M)} (5.37)

On vérifie ainsi la validité des identités (5.28) et (5.29) on {W; : t > 0} désigne un (Fr,),~ -
mouvement brownien standard. On introduit le temps d’arrét R défini par a

R 2 inf {s >0 Yo+ Wo+ Ty (V) =T (V) € I(U)} (5.38)
On introduit également 7 défini grace a la formule (5.35), & savoir

r=inf{t>0: Y, el(o)}

Soit R
X.=Yp,, u>0 (5.39)
Supposons avoir montré que
+ +
8 du 8 du,
M); = inf s>0:/ — :/ ——— > tp Vit e |0,+00], P-ps 5.40
(M), { = 0 02(X.) o o2(Yr) } [ [ p ( )

41 unicité est assez délicate & traiter, en particulier il nous faut vérifier la continuité de X défini en (5.39) : la
encore ’hypothese ({r} U{l}) N I(c) = 0 est déterminante.



5.3. LE CAS DES D.R. 133

Alors X vérifie F, (1) : en effet, pour u > 0,

—r —l
Xu = YTu = YO + W<M>Tu + LT" (Y) - LT" (Y)

1 ~

= Yy+W,+L (X)-T,X)

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve d’Engelbert et Schmidt (cf. [22] p.336), on
démontre & partir de (5.40) que la solution Y que 'on s’est donnée a I'équation F,; (o) est en fait
nécessairement construite a partir de X qui est solution de F, (1) : en effet, pour construire Y &
partir de X, il suffit d’utiliser (5.40) puis de reprendre I'ensemble des arguments de la section 5.3.3
en remplacant partout A par (M) et X par X. L'unicité en loi des solutions de F,; (1) implique
alors I'unicité en loi des solutions de F,; (o).

Notre but est donc de vérifier (5.40). En passant a I'inverse, on voit que (5.40) est équivalent &

+

3 du
—— =T, V. 0, , IP-ps 5.41
[ i =1 wse sl s (5.4

Au vu des définitions, montrer (5.41) est équivalent & montrer que

+
S du

Y T Wse[0,(M)a], P-ps 5.42
| = 0.(M)x], Pp (5.49)

Or, au vu des résultats de [22] probleme 4.5 p.174, il est clair que

/5A<M>°° du _ /<M>Tf du _/TS d{M},
0 o*(Yr,)  Jo o*(Yr,) Jo o%(Y)

T d(M),
o o2(Y.)
T d(M),

oo Z5yy

Il
S— S—

T.

= 1{”2(5/")>0}d1)
J0

S (5.43)

IN
~

et pour s < RA (M),
"

8 du,

——— =T, P-ps
/o o*(Yr,)

Ainsi, pour obtenir (5.41), il suffit de montrer que

R=(M)y P-ps (5.44)

En fait, nous allons vérifier que

R > (M), P-presque siurement (5.45)

R = (M), P-presque siirement ‘
Montrons d’abord que

(M), = R P-presque sirement (5.46)

Au vu des hypotheses et de la formule (5.28), il est clair que ¢t — (M); est continu et P-ps
strictement croissant sur [0, 7] : en particulier nous avons

R > (M), P-presque siirement (5.47)
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Au vu de (5.47), il suffit de montrer que

-1

~ Ty, (V)e€I(o)

Yo + Wy, + Ly, (Y)

pour prouver (5.46).
Or, puisque 7" est un processus continu & droite et que (M) est un processus continu, T,y est
un processus continu a droite sur [0, 7]. Posons

SZsup{o>71 (M), = (M)} =T,

ol la derniere égalité provient du fait que (7%),., ait été choisi comme l'inverse a droite de

({M)s),~q- Notons que S est éventuellement égal a 7 et dans ce cas Ty, = 7 : l'identité (5.46)
que nous voulons démontrer se vérifie alors facilement.

Nous nous plagons donc dans le cas o1 S > 7. Ainsi, t — (Y); est P-presque siirement constante
sur [7, S[. Les hypotheses impliquent que Y, # r et Y, # [. La formule des temps d’occupation

- -l . A
nous assure que § — L: (V) et s — L,(Y) sont des fonctions P-presque siirement constantes sur
[1,S[ et par continuité elles sont également P-presque sirement constantes sur [r, S].
Donc
1

- —I —r —
Yo+ Winmy, + Lz, (V) — L7y, Y)=Yo+Wuan, +L,(Y)- L, (Y)=Y;
et par définition de 7 et du fait que I(0) est un ensemble fermé nous pouvons affirmer que
Y, € I(0). Ainsi (5.46) est démontrée.
Enfin, montrons que

R>(M)w (& Ty =7) (5.48)

On fait le raisonnement suivant : sur 'ensemble {R < (M)} les définitions impliquent que
Tr < +0c0. En laissant s \, R dans (5.43), on obtient que sur {R < (M)}

/R+ du <Th <+
—_— o
o o2(vp,) "

On ne peut aller plus loin dans ’adaptation de la preuve pp.335-336 dans [22] : cependant, si
I’on continue de suivre les idées d’Engelbert et Schmidt et si l'on arrive & montrer que

BT
/0 m = 400 ]P)—pS (5.49)
alors, tout comme dans la section antérieure, sur l'ensemble {R < (M)} la méme intégrale
sera P-presque surement finie et P-presque surement infinie. Cela imposera nécessairement que
P[R < (M) | =0 et (5.48) sera démontrée.

Or, on remarque que la proposition 5.3.6 fournit un resultat tres semblable & ce que nous
voulons. Plus précisément, posons X, = Y7, . Supposons avoir démontré que

1. X est un processus continu

2. pour tout t > 0,
- —1 —_r -~ —1 ~
Ly, (V) = Ly, (V) = Ly (X) = L,(X) (5.50)
En reprenant les arguments de la démonstration de la proposition 5.3.6 et en remplagant partout
A par (M) nous voyons que si les points 1 et 2 sont vérifiés, (5.49) sera démontrée.
La formule (5.50) est une conséquence de l’exercice (1.27) p.235 dans [40]. Le point 2 se vérifie
donc immédiatement. Passons a la démonstration du point 1 :

Lemme 5.3.12. Le processus X défini par

X,=Yy, u>0 (5.51)

est continu sur [0, (M) [, P-presque sirement.
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Démonstration. Soit a € [0,(M).[ un instant de saut du processus T. Si t — L, (V) — fi(Y)

est P-ps constant sur [T(a~),T(a)], alors le lemme est démontré. Il suffit donc de montrer que
Y: ¢ ({r} U {i}) sur lintervalle ouvert |T(a~),T(a)l.

Or, T'(a™) # T(a) veut dire que t — (M); est une fonction constante sur |7 (a"),T(a)],
ce qui, au vu de la formule (5.28), implique que presque partout sur |T'(a™),T(a)], o*(V;) est
identiquement nul P-presque stirement.

Donc, en utilisant les hypotheses du théoreme, Y, € Z (o) C I(0) presque partout sur |T'(a™), T (a)],
P-presque stirement. Puisque I(o) est fermé et que Y est un processus continu, on en déduit que
Y;: € I(o) partout sur |T'(a™ ), T(a)[ et donc Yz ¢ ({r} U{i}) sur ]T(a"),T(a)[ car par hypotheése

3 3

({r}u{l}) N Z(o) = 0. Cela acheve la preuve du lemme. O

Ainsi, d’apres ce que nous avons vu (5.49) puis (5.48) sont démontrées.
Cela acheve la preuve du théoréeme 5.3.1.

5.4 Le cas des D.R.D.S.

Dans cette section nous nous intéressons a 1’équation différentielle stochastique réfléchie a
dérive singuliere :
t ! —r —I
F,i(o,v) : Vi=Yy + / o(Y:)dB;s + / Ly YYv(dy)+ L, (Y)—L,(Y) (5.52)
0 r

ot la famille {LY(Y) : y € [r,1]; t > 0} est la famille des temps locaux & droite de la semimar-
tingale Y et v(dz) est une mesure sur [r, ] supposée telle que

—1l<v({z}) Veerl etdeplusv({r})=v{l}) =0 (5.53)
La mesure v(dz) peut se prolonger sur B (R) en posant
V(] —oo,d])=0Vd<r; v(d+oo])=0Vd>I

Nous associons a la mesure v(dz) (vue comme mesure sur B (R)) une fonction g définie comme
I'unique solution de I’équation :

{ g(z) =1— [T g(y)v(dy) =>0

g(x) =1+ ff g(y)v(dy) x<0 (5.54)

D’apres [48], ¢ est une fonction localement & variations bornées et strictement positive. Soit

3 o

G(z) = /0I gly)dy = eR (5.55)

G est strictement croissante et absolument continue. Soit H l'inverse de G qui est définie sur
|G(—00), G(+00)[. H est également strictement positive et continue. Tout comme dans [48], nous
étendons les fonctions H, g et le coefficient de diffusion o sur tout R en posant :

H(z) = — pour z € [—00,G(—o0)], H(x)=+o0o pour z € [G(+00), +]

et
g(—00) = g(+00) = g(—00) = 7(+00) =0

On a la

Proposition 5.4.1. Le processus X est solution faible de I'équation ¥, (o,v) si et seulement si
le processus G(X) est solution faible de I'équation sans dérive Fg(,y.qu) ((go H)(o o H)).
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Démonstration.

étape 1 : Montrons tout d’abord que si le processus X est solution de ’équation F,.; (o, v)
alors le processus G(X) est solution de 'équation sans temps local Fg(,) gy (0 0 H).

Appliquons la formule d'It6-Tanaka a la fonction G et au processus X. Pour tout ¢ > 0, nous
obtenons que

G(X) = 6(X)+ [ a(Xo(x)iB.+ [ Fa(xX)a ( / Lz(xwy))

_ifrngm (y)o(dy) + / g(r)dLL(X) - /Otgumfs(X)
= G(X0)+/ 9(X,)o(X,)dB, / / ALY (X)v(dy)
1

-5 [ B9t + o)) - 9T )

= G(Xo)+/0 9(X.)o(X)dB, + g(nT; (X) = g T,(X)

En utilisant le fait que X = H o G(X), nous trouvons que pour tout ¢t > 0 :
t
G(X) = G(Xo) + [ g0 HoG(X.)o e HoG(X.)dB. + g(r)T; (X) = ()T, (X)
0

Or,

—=G(r)

o(T;(X) = 2o(r)Li(H 0 G(X)) = Lol o GLED(@(X) = T (@(X)

et
GTL(X) = ST} (H 0 G(X)) = oA 0 GMILEY (G(x) = T7V (6(x))

Ainsi, pour tout ¢t >0
t

G(X;) = G(Xo) + / goHoG(X,)ooHoG(X,)dB, + L. " (G(X)) - T
0

Ainsi G(X) vérifie I'équation Fg(r) ) ((9o0 H)(o o H)) pour t > 0.

étape 2 :

Montrons maintenant que si le processus Y est solution de I'équation F ¢,y (1) ((g 0 H)(o o H)),
alors le processus H(Y") est solution faible de I’équation F,; (o, v).

Appliquons la formule d’It6-Tanaka a la fonction H et au processus Y : pour tout ¢ > 0,

HY,) = H()+ / (g0 H) " (V2) (g0 H) (V) (00 H) (V.)dB, + C,

+(go H)Y ' (MI (V) = (g0 H) )TV (V)

—l

= H(Y0)+/t (00 H)(YV.)dB, +Cy + L, (H(Y)) = L,(H(Y)) (5.56)

ou {C; : t >0} est un certain processus a variations finies.
Nous allons identifier le processus C en appliquant une nouvelle fois la formule d’It6-Tanaka
au processus {H(Y;) : t >0} et a la fonction G. Le résultat est connu car Go H(Y) =Y : il
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nous sera alors possible d’identifier le processus C en utilisant le fait que Y vérifie I’équation
Fa(r),c) ((go H)(o o H)). Plus précisément, grace a 'équation vérifiée par la fonction g,

Y= GoH(Y,) = Yo+ / (g0 H) (V) (0 o H) (V.)dB,

t
—G(r —G
+ [ gemdc. - [ gtLivin + I W) - 7 w)
Jo JR
Puisque Y est solution de Fg(,) gq) ((go0 H)(o o H)), cette égalité implique que :

/0 o H(Y.)AC, — / g () LYH (V) w(dy) = / o H(Y.) / ALY[E(Y)r(dy) P - ps

Par conséquent,
1
Ci = / LY[H(Y)|v(dy) t >0 P —ps
4

Ainsi, aprés avoir posé {Xt =HY;) : t> O}, I'identité (5.56) devient

<&—HQ@+/%MQM%+/Eﬂmm@%ﬂﬂX%JMX) (5.57)

et donc X est bien solution de 'équation F,; (o,v). La proposition est ainsi démontrée. O

Nous pouvons alors conclure exactement comme pour le théoréme 4 p.152 dans [48] et énoncer
le

Théoréme 5.4.1. Soit o une fonction réelle. Sir ¢ I(c)U Z(0), 1 ¢ I(o)U Z(0), alors il existe
une unique solution faible a l'équation ¥, (o,v) si et seulement si

[1(0)=2(0) (E+U)]

Démonstration. La proposition 5.4.1 nous permet de nous ramener a I’étude des D.R.
Au vu du théoreme 5.3.1, il suffit de montrer que

(o) =I((go H)(wo H)) et Z(o) = Z((go H)(c o H))

Ces égalités sont démontrées dans [48] p.152. O
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5.5 Le cas particulier d’'une D.D.S. « discrete » : liens avec
le mouvement brownien asymétrique

Nous nous plagons maintenant dans le cas d’une mesure v(dx) discréte.
A
P(dr) = > @id(a,y(d) (5.58)
i€ N

o N désigne un entier fixé et {a; < as <--- < ay} est une collection finie de nombres réels
ordonnés. De plus, nous supposerons que

Vie{l,....N} —-1<a;<1

Pour une semimartingale {X; : ¢ > 0} continue définie sur un espace de probabilité (§2, F,P),
nous introduisons {f: (X) : t> 0} le temps local symétrique de la semimartingale X (voir [40]

pour la définition du temps local symétrique).

5.5.1 L’équation différentielle stochastique avec temps local

. . ) A A
Soit o une fonction réelle. Posons les vecteurs a = (ay,...,ay) et a = (a1,...,an).
Nous nous intéressons a I’équation différentielle stochastique F (o) :
t .
Fg (o') : Y, =Yy + / o (YS) B, + Z OziLt" (Y) (559)
Jo

1<i<N

Yy désigne ici une variable aléatoire de distribution p indépendante du mouvement brownien B.
Nous supposerons que p est une mesure de probabilité sur R.

Définition 5.5.1. Un processus de diffusion’Y a valeurs dans (K., B (K)), défini sur un espace de
probabilité (Q,?—'7 (Ft)i>o0 JF’) vérifiant les conditions habituelles, est appelé solution faible (ou
solution en loi) de ["équation F¢ (o) st
- Yy est a valeurs réelles
- Y, est a valeurs dans R pour toutt > 0
Y est une Fi-semimartingale continue
il existe un (Q,]—"., (Ft) >0 .,]P’) mouvement brownien B tel que (5.59) soit vérifiée pour tout

t > 0, P-presque sturement.

Définition 5.5.2. Nous dirons que la solution de F2 (o) est unique (en loi) si, lorsque Y' et
Y? sont solutions de F (o) avec des conditions initiales respectives Yy et Yy possédant la méme
distributon initiale p sur R, alors Y1 et Y2 posseédent la méme loi image sur lespace des fonctions
continues de R.

Remarque 5.5.3. — Soit {Ly(Y) = t >0} le temps local & droite de la semimartingale Y.
F¢ (o) est équivalent a
t o
Y, = Y, +/ (Vo) Be+ Y L% (Y) (5.60)
0 1den 1T

Par conséquent, grice au théoréme 4 dans [48] p.152, nous savons que F§ (o) a une unique
solution en loi pourvu que I(o) = Z(o).
dans toute la suite, les solutions des équations de type FY (1) seront appelées des mouvements
browniens asymétriques.

- Si (5.59) est vérifiée, alors contrairement a la situation des sections 5.8 et 5.4, le processus
Y n’est pas réfléchi.
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Posons, avec les notations de la section précédente, les ensembles

¢ 1
I(U)é{$€R : / ———dy =+ Ve>0}

co*(z+y)

et
Z(0) 2 {z €R : o(z) =0}
Nous noterons H1 et H2 les hypotheses :

H1 : I(0)=Z(0) (hypothese correspondant a celle anciennement notée (E4+U))
H2 : Vie{l,...,N}, a; ¢ I(o)U Z(0)

Le résultat principal de cette section est le

Théoréme 5.5.1. Supposons que les hypotheses H1 et H2 sont vérifices.

Soit X wune solution de F% (1) construite sur (Q,f, (]—'t)t>0,IF’). Il existe un processus de
changement de temps {T}y : t > 0} croissant et Fy-adapté, tel qu_e {X1, : t>0} soit une solution
de F2 (o) sur lespace (Q,f, (F1) >0 ,]P’).

Réciproquement, si Y est solution faible de Fe (o) sur (Q,f,(gt)t>0 ,]P’) , il existe une fil-
tration (Fy),~o et X solution de F§ (1) sur (Q,]:, (Ft) >0 ,]P’) tels qu’il existe un processus de
changement de temps {T; : t > 0} croissant et Fy-adapté, tel que

X, =Y, P—ps, Vi>0

5.5.2 Résultats préliminaires

Soit o une fonction réelle fixée.

Nous savons, grace au théoreme 4 dans [48] p.152 que F% (1) a une unique solution en loi.
Par conséquent, il existe un espace de probabilité filtré (Q.,]-', (Ft) >0 ,IP’) et un F;-mouvement

brownien B = {B; : 0< s < 400} indépendant de la variable aléatoire Yy, tels qu’il existe une
Fi-semimartingale X vérifiant I’équation F¢ (1) :

Fo(1) : X, =Y+ B+ Y oL (X)|=Yo+B+ Y —L¥(X)
1<i<N 1<i<N

On introduit pour s € [0, 4+00)

3

s+
A du
1—'9 = —_— . 1
' /0 7?(X,) (5.61)

Bien evidemment, toutes les égalités (5.6)(5.7)(5.8)(5.9) et (5.10) sont satisfaites dans ce cas.
Lemme 5.5.4. I(0) est un ensemble fermé de R.

Démonstration. Voir la démonstration du lemme 5.3.5. O

On considere le temps d’arrét, R 2 inf {s > 0; X, € I(0)}. Nous avons l’analogue de la propo-
sition 5.3.6.

Proposition 5.5.5. Supposons que pour tout 1 € {1,...,N}, a; ¢ I(c). Alors,
R=A,, P-ps

Démonstration. En vu de montrer tout d’abord que R < A.,, nous avons besoin du



140 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS REFLECHIES A DERIVE SINGULIERE

Lemme 5.5.6. Si f est une fonction mesurable positive, intégrable sur R, alors pour tout x € R,
t
P, [/ f(Xs)ds < 4o00;VE € [0,4x)| =1
0

Démonstration. 11 suffit de reprendre les arguments du lemme 5.3.7 et de remplacer l'intervalle
[r,l] qui intervient dans les bornes d’intégration par la droite réelle R. O

Grace au lemme 5.5.6, la preuve de l'ingalité R < A, est alors identique a celle développée
page 60.

Vérifions que R > A,,. On observe d’abord que I(c) = @) implique R = 400 et dans ce cas, il
n’y a plus rien a démontrer.

Si I(o) # 0 nous pouvons procéder comme dans la preuve de la proposition 5.3.6 avec £ défini
comme suit :

A, N
£ =inf {s >0 : Xgis €U, {ai}}

Le fait d’avoir supposé que pour tout i € {1,...,N} a; ¢ I(0) nous permet alors d’utiliser
exactement les mémes arguments que dans démonstration de la proposition 5.3.6. La proposition
5.5.5 est ainsi démontrée. O

5.5.3 Changement de temps pour la construction de solutions a F¢ (o)
a partir des solutions de F{ (1)

Théoreme 5.5.7. Supposons que :
I(c) C Z(o) (E) (5.62)

Soit X une solution de F (1) construite sur l’espace (Q,]—"., (Ft)i>0 .,]P’).
Il eziste un processus de changement de temps {T} : t > 0} croissant et Fi-adapté, tel que
{X1, : t>0} est solution de FS (o) sur lespace (Q,]—"., (F1,)i>0 .,]P’).

Démonstration. Supposons que la condition (E) est vérifiée. On pose {Yo+ Bs; : 0<s < o0}
le mouvement brownien avec distribution initiale Y, construit de telle sorte que nous puissions

exhiber un processus X solution de 'EDS F¢ (1). Nous noterons (Q,]—'7 (Ft) >0 JP’) I’espace de

probabilité filtré sur lequel B a été construit. D’apres les résultats de la section précédente, on
vérifie que chaque A; est un temps d’arrét pour la filtration (Fp)g>o.
On définit

N EBa, CE2La(X), HEYi+N,+C =X, GZ=Fa, tel0,+oc] (5.63)
On vérifie facilement que N € M!°¢. De plus,
(N}t = Ay Vte€[0,+00), P-ps

Grace a la proposition 5.5.5, on montre, en utilisant les mémes arguments que pour le théorme
5.3.9, que le processus A vérifie 'identité

t
Ay = / o?(H,)dv Yt € [0,+00), P-ps (5.64)
Jo

Le théoreme de représentation des martingales nous permet alors d’affirmer qu’il existe un
mouvement brownien {VNVt,]:"t; 0<t< +oo}, un espace de probabilité (Q, F;,P), et un processus

p= {pt,]:"t;O <t< +oo} tels que :

Ni = [y pudW, (N)i= [y p2do (5.65)
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En particulier, R
P[p? = 0?(H;) pour presque tout t > 0] =1

A = ~ . , . . .
On pose W, = f; sgn(pyo(H,))dW, t € [0,+00). Grace au théoreme de Lévy, il est facile de voir
que le processus W est un mouvement brownien et on peut donc écrire

t
H =Y+ N,+C, =Yy + / o(H,)dW, + L4, (X) Vite|0,+) (5.66)
J0

Au vu de D'égalité (5.66), pour que H soit solution faible de F¢ (o), il suffit que le processus
C = L4(X) puisse s’identifier au processus Zie{l _____ N} a; Ly (H). 1l suffit pour cela d’appliquer
le résultat de l'exercice (1.27) p.235 de [40]. O

5.5.4 Unicité sous I’hypothese H2 pour les D.D.S. dans le cas d’une
mesure discreéte : fin de la démonstration du théoréme 5.5.1

Nous commencons par une remarque qui est I’analogue de la remarque 5.6 p.334 dans [22].

Remarque 5.5.8. Dans le cas o U;eqy  ny {ai} N 1(0) =0, la solution de Fg (o) construite au
théoréme 5.5.7 est non-constante jusqu’au premier temps d’atteinte T de I(o) :

7 2 inf {t>0;Y; € I(0)} (5.67)

En particulier, st Yo = yo € I(0)® alors la solution Y de F$ (o) constuite au théoréme 5.5.7
est non-constante Py -ps.

D’autre part, si yo € Z(0) = Ueq,
probleme. Ainsi il ne peut pas y avoir de resultat d’unicité en loi si Z(o) est strictement plus
grand que I(o).

N} {a;}, alors Y = yq est également une solution du

On conclut cette étude en démontrant que, pourvu que les hypotheses H1 et H2 soient vérifiées,
toute solution & F¢ (o) est nécessairement construite a partir d’une solution de F¢ (1) et d'un
changement de temps :

Démonstration. Supposons que I(c) 2 Z(o) et soit Y une solution de F¢ (o) sur l'espace (2, F, (Gt )¢>0, P)
avec Yy comme condition initiale.
Posons M la martingale locale définie par

t
M, = / o(Y,)dB, Vt € [0,400) (5.68)
Jo
Il est clair que (My);>0 € Meloc at
t
<M>f = / UQ(K;)dU <400 Vte [07+OO).‘ P-ps (569)
0

Grace au théoreme de représentation des martingales locales, il existe un mouvement brownien
{W, : 0<s,+00} tel que
Vt € [0,+00), P-ps (5.70)

t

My =W

T, 2mt{t>0 @ (M), > s) (5.71)

T est un processus croissant, continu a droite et tel que
{Ts <t} ={s < (M)} (5.72)

Soit le temps d’arrét R défini par

REinf{s>0: Yo+ W, + Ly (V)€ I(o)} (5.73)
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On introduit également 7 grace & la formule (5.67). Soit

Xu:YT,,-, ’LLZO

Supposons avoir démontré que

+ +

(M)t—inf{szo : / UQL“):/ du_ t} Vt € [0, +oc], P-ps (5.74)
0 0

(Y, 02(Xy)

Alors, il est facile de constater que X vérifie F® (1). En utilisant les mémes arguments que dans
la preuve d’Engelbert et Schmidt (cf. [22] p.336), on démontre a partir de (5.74) que la solution YV
que I'on s’est donnée a I’équation F¢ (o) est en fait nécessairement construite a partir de X qui est
solution de F¢ (1) : en effet, pour construire Y a partir de X, il suffit de reprendre I'ensemble des
arguments de la section 5.5.3 en remplacant partout A par (M) et X par X, et en utilisant (5.74).
L’unicité en loi des solutions de F% (1) implique alors l'unicité en loi des solutions de F% (o).
Notre but est donc de vérifier (5.74). Pour cela il suffit de reécrire exactement la méme
démonstration que celle développée dans la section 5.3.5 en utilisant les hypotheses H1 et H2. Le
théoreme 5.5.1 est ainsi démontré.
O
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5.6 Statistique des processus asymétriques

Cette section est la présentation d’un travail réalisé en commun avec Olivier Bardou. Je tiens
a remercier Olivier pour son dynamisme et sa profonde gentillesse.

5.6.1 Introduction

The skew Brownian motion arises in the modelling of discontinuous physical systems. Geophy-
sical phenomens, nuclear reactors, polymers, composite structures are examples of such systems.
However, if the estimation of Feller diffusion processes has been extensively studied, so far, no
result is available for the estimation of skewed processes. This article is a first attempt to calibrate
the skew coefficient of such processes. First, let us make precise what we call skew processes and
skew coefficient.

Let (Q., F.F:=(Ft)>0> IP’) be a filtered probability space and let B be a F-brownian motion. Our

main tool is a continuous stochastic process reflected over an interval [a, b] with a < v < b. Such
a process X7 can be defined as the unique weak solution of the following stochastic differential
equation :

t
X =2 +/ o(X7)dB, + (2a — )L)(X7) — K1 (X%), 2 € [a,}], a €]0, 1] (5.75)
0

where K1%?(X7) := L*(X?) — L’(X7) and the process L?(X7) is the symmetric local time of
the process X7 (for more references about local times, see [40]). The function ¢ is supposed to be
Lipschitz and bounded away from zero. This function is supposed to be known.

The coefficient « is called the skew coefficient and our main interest is in the estimation of this
parameter from a single observation of the process X7 in the long run. Thus, for the remainder
of this paper, we shall consider the statistical model

(Q, 7, F, (X7), C(la, b)), B(C(la, b)), Pa, a €]0, 1)

where P, is the law of the process X given «.

The existence of weak solutions of the SDE (5.75) without reflection (K[**(X?) = 0) is known
from [15]. As our estimation procedure relies on the ergodicity of the process X7, we introduce a
reflection over a bounded interval by the mean of the process K[**/(X 7). Our hypothesis ensure
the existence and uniqueness of a weak solution to equation (5.75). This is sufficient for our
purpose. Moreover, the hypothesis of a process living in a bounded domain seems suitable for
practical purposes.

5.6.2 Estimation of the skew coefficient & when the locus of the asyme-
try is known

In this first part, we shall suppose that the locus of the asymetry « is known.

5.6.2.1 Main Assumptions and Results

Set
1 T
My = T/o (X)X ds, T >0 (5.76)
and
Y dz
N Mr ). 76
G = ,T>0 (5.77)

MT( A - gf—@)ﬂb—v)

Our main result is the following theorem.




144 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS REFLECHIES A DERIVE SINGULIERE

This theorem will appear as a corollary of two propositions. The first one states an ergodic
theorem for the process X°.

Remarque 5.6.1. It is straigthforward to check that the function o~ 2 is in L'(v') from our
hypothesis.

The second proposition of interest provides a central limit theorem.

The next part of this paper is devoted to the proofs of these two propositions.

5.6.2.2 Proofs

In order to prove the proposition 5.6.1, we start by considering the case ¢ = 1. Then we shall
deduce the general case using a time change argument.

Lemme 5.6.2. If the diffusion function o is constant and equal to 1, then the process X' has a
unique invariant measure with density v' defined as in (5.78).

Démonstration. If o = 1, the equation (5.75) reads
X! =24 B+ (20 — 1)LJ(XY) — K" (X)), 2 € [a,b], a €]0, 1], t € [0, T). (5.83)

Choose p and ¢ strictly positive and such that

q
o= —.

Cp+g

Let ¢, 4 be the continuous function defined by

Opa(¥) =0y — V) (y<y) + 4y =) ys) +7, Yy ER
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This function has an inverse ¢, ! :
. 1 1
©paly) = ]—)(y —Ny<y + E(y “ N>y +7, yER

Li(p(X) = 5 [eh (LT (X) + L (LT (X)] .- (5.84)

In view of the It6-Tanaka formula, we can state that the process V; := ¢, ,(X}) satisfies

t
Vi = ¢pql) + / p(Vo)dB, + BLI(Y) = K" "(V), € [a,b], t € [0,T), (5.85)
0
where the function p is defined as

P(Y) == pliy<q) + ql(y>)

the constant 3 is
_qa—p(l-a)

b= ga+p(1 —a)’

and the process KP* /(Y is defined as LP*(Y') — L?(Y'). The process Y is reflected at points pa
and gb. Equation (5.85) has a unique weak solution. This solution is associated to the following
divergence form operator :

d (1 ,d
=0 <5p2d_) + Neumann boundary conditions
x \2" dx

The process Y has a unique invariant measure : the uniform measure over the interval [pa, gb].
Consequently, the process X' = ¢ 1 (Y') has also a unique invariant measure with density »'. This
ends the proof of lemma 5.6.2. O

The following corollary is an immediate consequence of the former lemma.

Corollaire 5.6.3. If the diffusion function o is constant and equal to 1, then, for any measurable
function f in L'(vY),

1 (7
- X] a.s. 1 ) )
Démonstration. The proof of this result is classical (see, e.g., [17]) as the main assumption needed

in the proof, the strong Markov property, holds for the process X!.
O

Démonstration. Proof of proposition 5.6.1 We are now in position to demonstrate the proposition
5.6.1. We introduce the stopping time

74 := inf <s : / o2 (X)du > t>
0
and the process Y; := X7 which verifies
Y, =2+ / o(X7)dB, + (2a — 1)L, (X7) — Kl™*/(X). (5.87)
Jo

The Dubins-Schwarz theorem states that there exists a Brownian motion W such that

/ o(X7)dB, = Wy, Vt > 0, a.s.
0
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Moreover, L) (X7) = L] (X7) (see [40] exercise (1.27) p. 235). Thus, the equation (5.87) can be
written as

Vi = 2+ W+ (2a - 1)L7 (X7 )f
v
t

)
= 24+ W+ (2a 1)L} (YY)~ (f/)
This is the equation (5.83). It is known that such an equation has a unique weak solution. And
we have already demonstrated that this solution has a unique invariant measure. Therefore, the
lemma (5.6.2) applies.
Let us recall the definition of the density v7

and let us consider a measurable function f in L'(v”). We are interested in the convergence of

the random variable .
1 T

— [ f(x7)ds.

s
T

An easy change of variables allows to rewrite it

T \/ ds
1 [ Jo FYo) ==
— f(X7)ds = D ) y )
T Jo h 765

Then, applying corollary 5.6.3, we can state that

]- e a.s.
— f(X2)ds ——— [ fdv°.
T Jo : T—+4oco |

As the process (7;)>0 is strictly increasing we can conclude the proof and assert that
- / f(X7)ds —> /f dv’.

So far, we have proved the strong law of large numbers. We now turn to the proof of the central
limit theorem.

O

Démonstration. Proof of proposition 5.6.2
Once more, consider the function

pa(¥) =Dy = VLy<y) + 0y =1Ly +7. Yy ER
We now fix the parameters p = @ and ¢ = 1 — « such that
ga —p(1 —a) =0.

is trivially satisfied.
The process Y; := o 1-q(X[) satisfies

d}}t = p(f/t)dBt - dl{gaa’qb]()})v te [O/T]v YO = (pa,lfa(x)v (588)

where
p(y) =000, _o(y) (@ly<y) + (1= a)ly>),
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and KPP (V) .= Loo(V)— L% (Y). Consider a measurable function f in L (»?) and the Poisson
problem

B0 5 (0) = —fowsi o)+ [fdv7,  y € (pa,ab) (5.59)
Sy = 0, y = pa or gb.

This problem has a solution twice differentiable with first derivative continuous, namely

T b ° o l°
u(z) = 2/ (/q f (pal a(U)2 J fdv dy) dz, x € [pa, gb].

p(y)

By Itd’s formula

T 271, ~ T ~ (U, ~
uYr) = u(ffo)+%/0 p(?s)QZ—uz(Yg)dSwL/o p( S)Z—U(Ys)st
- [ o G anteir)
T
= (V) /fw(“ s+ 7 [ g [ ) an,

- u(ffo)—T(f/o f(X;’)ds—/fdv”>+/0Tp(?s)%(?s)st

Thus,

ﬁ(% /OTf(Xg)ds—/fdy”> - \/_/ (v, f’)st—% (u(fvT)—u(?o)).

We aim to apply the Central Limit Theorem for stochatic integrals in order to prove the conver-
gence in law. The bracket of the stochastic integral appearing in the expression is

%/OT (mm%(mf ds.

We are now going to express this integral in terms of the process X7 and apply the result of
proposition 5.6.1 to check its almost sure convergence :

. . 1 /" ~du,e
a; = a.s- lim T/o (p(Ys)~@(Ys)> ds

T—o00

1 (T d ?
= a.s lim T/ (poga(“(,(X‘f).d—uo@m](,(Xf)) ds
0 2

T—oco

du
= a,l—a t o a,l—«a dv®
[ (so0ua-ats dyw () d7(2)

_ / (/ 1y ffd" dy>2(1uf’(z) < +c.

The assumptions of the Central Limit Theorem for Brownian martingales are verified (see [3]) and
therefore

, 5, Law
\/_/ (Yy) dy L (V) dB, =" N (0,02) .

T—+cc

Moreover, as the function w is continuous over the compact [pa, ¢b], it is bounded and so

% (u(ffT) - u(ffo)) % 0.
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Finally, we apply Slutsky’s lemma to deduce the convergence in law

1 T . o Law
ﬁ(T/O f(XS)dsf'/de ) —— N(0,07).

T—+cc

We have now all the elements to prove the main theorem of this paper.

Démonstration. Proof of theorem 5.6.1 Remember the definition of the estimator & :

M Y _dz

~ T Ja o2(x)

MT( Jrr;l(zm) - f: rr;l(zm)) +b7

with
1"
My = T / O'Z(Xg)]l(xgz,y) ds, T > 0.
J0

iFrom proposition 5.6.1, we know that the process M converges almost surely.

+ oo
My, 22 a2 dve.
T— 400 y
This limit can be restated as a function of « :
o dv!(z)
+ 2 o _ fR 02(7;)]]'(727) o2(x)
o dv - dvl(z)
v R o2(z)
B ab
o b dx Y dx
ol s T =) [y

Thus, we can conclude to the strong consistency of the estimator é&7. To prove the asymptotic
normality, we have to rewrite &p in a slightly different way :

Y _dx Y _dx b da
My a o2(z) aMy (fa o2(x) _f r’(z)) —ab

My (f] e — [ ##y) +b

VT ((1-0) f] 225 4o ! ) (Mr - [ 02 ave)

\/T(dT—Oz) = \/T

+ oo

with
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Therefore, applying Slutsky’s lemma again, we can conclude that our estimator is asymptotically
normal : .
VT (1 — a) —"— N (0, x?)
T—4cc

with variance

((l—a) v f{‘z)—l—a b _ga )T ’

+oo o Y _dx b da
.ﬁ, o dv ( a o(z) .ﬁ, UQ(m)) +b

This ends the proof of our main theorem.

2
KR =

5.6.3 Process with drift

We now turn to the general case of skew processes with drift. Let X, be the unique weak
solution of the stochastic differential equation :

X, =z + /t b(X,)ds + /t o(X,)dB, + (2a — 1)L)(X) — KI**(X), z € [a, 8], @ €]0, 1[. (5.90)

The function b is supposed to be Lipschitz, and, once more, the functions b and o are supposed
to be known.

A scale function of the process is

s(y) = /ayexp <—2/: UZ((““)) du> dy, a <y <b.

As the function s is twice differentiable, the It6-Tanaka formula applied to this function and the
process X leads to the following representation for the process X* := s(X).

¢ t
X: = s(z) + / (0s') 0 s 1 (X2)dBy + (20 — 1)L} (X%) — / s o s (X)dK P (X).
Jo Jo
Now, let us define the function ¢* := (¢s') o s7! and the process

t
K@ 50 ) ::/ o s (XK (X).
J0

u

Therefore, one can easily check that the process X* verifies the following SDE in the weak sense :
t
X = s(z) + / 0% (X5)dB, + (2a — 1)L (X*) = KX,
0

where the process K[5(2):s(")](X*) induces a relection over the interval [s(a), s(b)]. As the process
X is reflected over the interval [s(a), s(b)] this equation is precisely the SDE 5.75 studied in the

first part of this paper. Following exactly the same demonstration, it is then a trivial matter to
prove that

Théoréme 5.6.2. The estimator of the parameter a defined by

B 7= Mr ], e T >0
Mr (f: (o’zf’m)(m) - be (o’zf’m)(m)) +5(b)
where
My = %/OT(US')%Xu)n(Xm) du, T >0

is strongly consistent and asymptotically normal.
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Démonstration. The scale function s is a strictly increasing function so that,

1 /" ‘
T_/ (as')zos*](Xj)]l(X;% :—/ os') )1 (x,>) du.
0

5.6.4 Invariant measure of the process X

From the former result, it is possible to give an expression for the unique invariant measure of

the process X.

Proposition 5.6.3. The process X admits a unique invariant measure with density
ulde) o< (ap(@) 1}y, 5(@) + (1 = Q)p(@)1jq, () da

with

exp (2 f: :2((21))

2

dz
), Vz € [a, b].

p(7) o @)

5.7 Estimation in the general case : work in progress with
Olivier Bardou

We are now going to explain how one can construct an efficient estimator of the parameter
~ as a minimum contrast estimator. First, we need an easy lemma about time changed diffusion

processes.

Lemme 5.7.1. If the process X satisfies the following SDE
t t
X, =2+ / b(X,)ds + / o(X,)dB, + (2a — 1)L (X) — KI**(x), (5.91)
0 0

for 8 € [a, b], we define the random time change

739 = inf{s>0: / ]].(qu>g)d5>t}.
J0

Then, X? := X:o satisfies the SDE
t t
X0 = X0 +/ b(Xf)ds+/ o(X0)dW, + (2a — 1) L] (X?) — KI%P(X?)
0 0

if v> 60 and
t ¢
X0 = X0 4 / B(X?) ds + / H(X0)dw, — KI"P(X0)
Jo Jo
if v <8, where W is a new standard brownian motion and X0 .= inf,>0 {X, > 6}.
In particular, the process X! := Xio 15 reflected along the two-sided intervall [6,D].
De’monefmﬁon From the definition of the stopping time 77, it is clear that
*fo (X.>0) dé’ffo Xg>0)di—9:t7
f;’ 1(x.>0) dBs [0 X,4>0) dB;s is a standard brownian motion W; from Dubbins-

Schwarz theorem.
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Moreover, by construction, Xf > 6, almost surely, for all ¢ > 0. Thus,
X9 = (X! - f9las X! >0

t
= X{-0|+ / sgn(X? —0)axX? 4+ LY(X?) from Tanaka formula
0

t
= |X! -4 +/ Lixs )dXo-l-La( %) because X! > 6
Jo
. i
= Xg—ﬁ—l—/ll(T )dXe+L( ) because X > 6
0 g
Thus, we obtain the first representation
+f
X! =X{ +/ L(x,>0) dXs + L{(X?)
0
We now make use of the expression (5.91) :

/ ]l(stg) dX, = / b(Xs)]l(XSZG) d8+/ U(XS)H(XSZS)dBS
0 0 0

if 7
+(20 1) / 1m0 dLT(X) - / 1,50 AK1(X),
J0 J0

Considering the first two integrals and our preliminary remarks, we have, from one hand

i t
/ b(X)Lix. >0 ds = /b(X+f)1(x+sze)dff
J0 J0 *
t ~
= /b(Xf)ds
0
and, from the other,
if t
/ o(X)L(x,>0)dBs = /U(X%;’)H(X;gzo)dB%;’
0 0 s
t ~
= /a(Xf)dWs
0

Consider now the term

~ 6

/ Lix, >0 dLI(X) =
J0

It is the clear, from the property of the local time that
fo (x0>0) ALY WX =0ify <8,

~ fy Lixosg) dLI(X0) = L](XO) if v > 6.

For the same reasons, we also have

~f
/ Lix.>0) K1 (X)) = K" (X0).
Jo
And the proof is complete. O

The graphics 5.1, 5.2 and 5.3 illustrate the former construction for a brownian motion. In such
a case, one can find an alternative demonstration, based on the same ideas, in [21] or [50].
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Brownian Motion

lo T T T T T T T T T
"BM"
O ,,,,,,,
8 - -
6 - -
4+ i

BM(t)
o N
—
=
=
=
S |

2+ -
4 F i

_6 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time t
F1G. 5.1 — Brownian motion X;
Random clock
100 T T T T T T T T T
"horloge"
X
90 i
80 | /,/ 4
70 i
60 |- -
:_§ 50 .
S -

40 -
30 .
20 b ]
10 + g

0 e T 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time t

Fic. 5.2 Random time change ¢ — fot L(x,>0)ds
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Reflected Brownian Motion
10 T T T T T

"RBM"

9| 4
8k 4
7k 4
6 4
< 4
o
o
1 1 1
20 30 40 50 60 70

clock(t)

F1G. 5.3 Reflected brownian motion X?

Remarque 5.7.2. Of course, defining the time change

73/9 = inf{s>0: / ]l(xﬂ<g)d5>t},
J0

it 15 easyly seen that the process X’f = X_;_te will satisfies the following SDE
~ A~ t A~ t ~ ~ ~
X0 = X0+ / b(X0)ds + / (XY dW, + (20 — 1)L} (X%) — KI*7(X?)
Jo Jo
if v <6 and
t t
X0 = X0 +/ b(X?)ds +/ o(X0)aw, — K9 (X0
0 0

if v >0, where W is a new standard brownian motion and Xg = inf,>0 {X, <0}
In particular, the process hatXf := X1f is reflected along the two-sided intervall [a, ).

Remarque 5.7.3. As
78
W, :/ 1x.<gdB,
0

and
-6

W, = / 1x.<pdB,
0

We see that
onef
(Wi, W)y = / Tx.—gds=0
0

For convinience, we define the right inverses of the random time changes 7¢ and 7/

t
f(t79):/ ﬂx‘qggds
0
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and .
f(t,0) = / 1x,>pds
0

We now prove an interesting lemma concerning the regularity of the random time changes.

Lemme 5.7.4. For all t > 0, the random functions 6 — 7 and 0 — ¢ are differentiable and

0(veo
ii;f — Lt ()A( )
99 o?(X7)
L? (X°?
3711,6 = t ( ))

Démonstration. We prove the lemma for the map § — #/. The demonstration is similar in the
other case.
For 6 €]a,b] and t > 0, we have from the occupation time formula :

t
f(t.6) = / Ly, s ods
J0

o [y (X)
/9 22 (X)W

From the first expression, we see that t — f(t,6) is differentiable for all fixed 8 €]a, b| with

o .

—f(t,0) =1

57/ (1:0) = 1x.20
and from the second, that § — f(¢,8) for all fixed t > 0 with

LX)
o?(Xi)

o0 -

Moreover, by definition, the map ¢ — 77 is the right inverse of ¢ — f(t,ﬂ). Thus we have :
ft, 79y =t vt>o.

Thus we can make use o the implicit functions theorem and we see that 6 — 7 is differentiable

and .
EIVR ()
t = T 9 7=
90 2 f(#.0)
But from the definitions, we have that :
o -
Ef(ﬁgﬁ) = Ix,>0
= ]15(;’29
=1

J Lfv_'s (X)
%f(’rto79) = _0'2(X7v_'9)
_L{(XY)
IS

and the lemma is proved. ff := f(t,6) O
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5.7.1 Estimator of v

We are now ready to construct the estimator 4; of the parameter v. Keeping the same notations,
we now define, for a < 6 < b, the empirical means

. 1 [ .
Mzgw = 7/ (0’ S’)2 (XSH) ]1()“(9>H+h) dS
fT 0 *

and

where s is the scale function

and f2 := f(T,0) and f&:= f(T,0).
Unsurprisingly, we also define the corresponding estimators

~ g
s M
3! (fo™ iy — e i) +50)
and
&l = Mfo f:Qj (UQz%(I)
t = Mtg (fa”tg (0'21% _ fL (a(;%) + 5(0)

Finally, the estimator of the parameter 7 is defined as

A 1= argminagggbUt((—))

with U(0) := |af — a?|.
The aim of this section is to explain the reasons that allow us to think that the following
conjecture should be true :

Conjecture 5.7.1. The random variable 4; is a strongly consistent estimator of the parameter ~y.

To simplify the notations, let us define

Recall that the invariant density of the process X is :

u(da) o< (ap(e) Ly, (2) + (1~ @)p(a)Ljy, ) (2)) do

with

z b(z)
p(z) o op (2 Ja ) dZ) , Yz € [a, b].
o(z)? ’ ’

and we have that :
LY(X)  as

T o Wply), Yy € fab.
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Let us define

J(u,v) := /” L%(X)dy

a?(y)

and

. K (2 p)
0 2
Mr = J(6,0)
and Mg I&(0+a 9)
T J(a.6)

From the results of the previous section, we check that

» s a Joe (08) (y)n(y)dy
LSV 2

b
fee Jo py)dy

Hl>

and .
Josa (05")? (y)p(y)dy

2

>

> a.s. ”,
LY/

oo

oo J. ply)dy

From the previous equations, it os now easy to check that Ur can be written :

Ur(f) = |af — a5

with
~r0+a 0+a
@f = T 0ta Bgﬁ 9)1(6(1;(12 )
K(%5+2,0) (I(a, =) — 15 9))+e(9)](a 0)
and
o K (258 )16, 52)
t 0+b

Is(“” b) (I(6, 2E2) — I(%£2,b)) + s(b)J (6, D)

Moreover, for all 8 €]a, b[, Ur(6) converges almost surely towards the deterministic function

with

e [l (o) (n)p(u)dy (100, 252) — T(%2.1)) + s(0) [y

and

This function is nonnegative and we check that whenever o # %,
U(y) =0

Our aim is now to study the variations of Uy and U in order to prove the convergence of our

argmin estimator.
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5.7.2 Numerical results

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques afin de les confronter avec
les résultats théoriques obtenus.

Les tests numériques que nous avons effectués portent sur le Mouvement Brownien Asymétrique
Réfléchi (Reflected Skew Brownian Motion) de parametre a. Plus précisement, (By), ., est la
solution de

BY =z + B, + (2a — 1)L} (B*) — K}"" (B®) (5.92)

Nous concentrons notre étude sur le comportement de I'erreur en fonction du temps. Pour ce
faire, nous avons simulé B® a l'aide d’un schéma d’Euler que nous avons symétrisé en a et b de
facon a rendre compte de la reflexion. Nous avons choisi comme pas de discrétisation At = 0.001.

Nous présentons une série de résultats obtenus dans le casa = —1 et b = 1.

0.55 T T T T T T T

T
0.2 ------
05 | H 1

0.45 4

04 B

0.35 1

02 [ i S ———
0.15 | V ]
0.1 H 4
0.05 L L L L L L L L L

) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
(a) Estimation du parameétre o = 0.2 : graphe de la

fonction t +— &y entre t = 0 et t = 1000

0.8

0.6 4

0.4 Bl

02 1

04 B

.06 | 4

asl | A

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b) Estimation du parameétre y = 0.8 : graphe de la
fonction t — 4; entre t = 0 et t = 1000
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Lorsque « vaut exactement 1/2, il est impossible de détecter vy car B® n’est plus qu'un Mou-
vement Brownien doublement réflechi : en particulier, il n’y a alors plus d’asymétrie. Ainsi, il est
légitime de penser que plus « est proche de la valeur critique 1/2, plus il devient difficile d’estimer
correctement la lieu de I’asymétrie v car celle-ci est de moins en moins « visible ».

Nous présentons les résultats que nous avons obtenus lorsque a = 0.55 :

0.85 T T T T T T T

0.8 Bl
0.7 - 4

06 - 1

0.55 m | M

0.45 L L L L L L L L L
[ 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(c) Estimation du parametre o = 0.55 : graphe de la
fonction t — &¢ entre t = 0 et £ = 1000

1 T T T T T T "
'‘gamma’
’—\/\/\W_AJ\_/\ 0.8 -------
08

0.6 4

04 B

02 1

-0.2 Bl

.06 | 4

.08 | 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(d) Estimation du parameétre y = 0.8 : graphe de la
fonction t +— ¢ entre t = 0 et ¢ = 1000
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Bien entendu, lorsque a = 0.5, il n’y a plus de raison de chercher & estimer v et nous voyons
que 47 prend des valeurs arbitraires :

T T
“alpha”
[ —
o \/ \/M r\/\\\/\w\\/\/\/\/\/\/v\m
0.45 - U U\/\/\/ 1
04| R
0.35 f q
0.3 H Bl
0.25 H q
0.2 -‘ B
0.15 L L L L L L L L L
) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(e) Estimation du parameétre a = 0.5 : graphe de la fonc-
tion t — &t entre t = 0 et ¢ = 1000

1 T T T
M Po—

08
06
04
02t

0

M u

1 L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(f) Graphe de la fonction t — 4 entre t = 0 et ¢t = 1000
lorsque a = 0.5

Ces résultats nous confortent dans l'idée que la vitesse de convergence de 41 dépend cruciale-
ment de la valeur de a.
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Annexe A

Rappels : sommes de Riemann et
fonctions a variation bornée

Proposition A.0.5. Soit ¢ une fonction croissante définie sur l'intervalle [0,T[ de R. Nous avons

l'inégalité :
n—1
T
n

k=0

De méme, si ¢ est une fonction décroissante définie sur lintervalle [0,T] de R,

ZE ( ) /¢ )t 425 sup_ o) (4.2)

n tel0,71]

Démonstration. Premier cas :
Soit ¢ une fonction croissante définie sur l'intervalle [0,7[ de R. Pour tout ¢ tel que 2L < ¢t <

(k+1)T
" kKT
o (5) <ot
n
Ainsi,
(k4+1)T (k+1)T
n kT T kT "
Lo (—) -L (—) <[, ot
kT n n n BT
Par conséquent,
no1 (k+1)T

T
n
k=0

T
t)dt = H)dt
6(2) < Z/ 1= [ oty
Deuxiéme cas :

Soit ¢ une fonction décroissante définie sur lintervalle [0,7] de R. Pour tout ¢ tel que ¢ €

it
o (M) < o(t)

n
n

/_ K (@) = o (%) <[, etar

(L+1)T

n

Ainsi,

23

et par conséquent,

ES
Il

161



162ANNEXE A. RAPPELS : SOMMES DE RIEMANN ET FONCTIONS A VARIATION BORNEE

En particulier,

LR () (2] () o

et nous obtenons que :

—1

% ¢’<kT> Z(¢(T)—¢>(0))S/OT¢>(1t)dt

n—1

OXICHE [ o+ L o0) - o)

Ainsi

O

Corollaire A.0.6. Soit ¢ une fonction positive, d variation bornée, définie sur l'intervalle [0,T]
de R. Remarquons qu’éventuellement ¢(T) = oc.
Nous avons l'inégalité :

T T
- 0(;5( > /ng df+2— E[Sup lo(#)] (A.3)

k= 0.7—7]

Démonstration. Puisque ¢ est & variation bornée, il existe une deux fonctions croissantes ¢t et
¢~ telles que

p=0¢" — ¢~
et ces deux fonctions peuvent étre choisies telles que leurs supports soient disjoints de telle sorte
que

sup [ (8)]+  sup  [¢ ()] < sup  |o(t)|
te[0,7—ZL] te[0,7— L] te[0,7- 1]

Plagons nous sur l'intervalle de temps [0,7 — %[ Les résultats de la proposition précédente
nous assurent que :

() - iR (9 g ()
P CREHERICY

k=0

T3 T3 T
N s T -
S A A R L S U]
T-Z T
= [ Tetarras sw o)
0 " tefo,7- I
et donc,
T« (kT T T ((n—1)T
nxe() -z () e ()

IN

/07 ot +25  sup |o(0)

" telo, 17— I
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et puisque ¢ est supposée positive,

7l kT T T
~ Z é <_> < /0 o(t)dt +2— sup |o(t)]
k=0 |

n " ¢efo, 7L

qui est bien I'inégalité annoncée. O
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Annexe B

Rappels : estimations pour les
solutions des EDPs paraboliques
classiques

Soit (Z7) a valeurs dans R solution d’une équation différentielle stochastique sur une espace
probabilisé filtré (Q, F, P, (F:)) :

dZ7 =~(Z7)dBy + p(Z7)dt;  Zy == (B.1)
ou v et u sont des fonctions réelles telles que :

w est de classe CP(R), avec des dérivées bornées
HB : 7 est de classe Cf(R), avec des dérivées bornées (B.2)

),
R),
il existe € tel que y(z) > ¢, Vo € R

Soit f € C?(R) N L*(R).
La formule de Feynman-Kac nous assure que la fonction (¢,z) — E[f(Z])] est la solution au
sens classique du probleme parabolique

1 2 «
P(v, 1) { Apu(t,x) — 57(37)8707071,(75,37) — w(x)0u(t,z) =0, (t,z) € Ry xR (B.3)
u(0,2) = f(z), x€eR

et nous avons une estimation pour la solution fondamentale I', (¢, z,y) du probleme parabolique
P(7, ). En effet, dans [23] (cf. IV §13 p. 376) il est montré qu’il existe deux constantes m et M

positives telles que :
1 [z —yl?
e -M—
V27t P ( 2t

Cette estimation est vraie dés que v et pu sont supposées holderiennes d’ordre a > 0. Sous les
hypotheses HB nous avons encore 'existence de deux nouvelles constantes ¢ et C' telles que

F'v,#(t-,l"-,y) <m

r t <o kit b
'y,u-l-'y"‘/("/m"y) 76mexp - 2t ( . )

A partir de cette estimée, nous pouvons montrer la

Proposition B.0.7. Si f € C' (R) avec f') € L?(R) alors la solution u : (t,z) — B[f(ZF)]
du probléeme P(v, 1) est telle que :

10zu(t, 2)||o < C(T)||FM]|o (B.5)
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ots C(T) est une constante indépendante de f.

De méme,
102 u(t, )]]oe < C(T)||f t1/4 (B.6)
ot C(T) est une constante indépendante de f.
Enfin,
1
Bt )| < C(T)/|FD (B.7)

Hm%

ot C(T) est une constante indépendante de f.

Démonstration. Introduisons la dérivée du flot du processus (Z;),, que nous notons (9, Z;) -
Il est bien connu que :
0.R[f(Z])] = B[f(Z7)0:Z7]

et (0:7] )5, est I'unique solution de 'EDS :
d(0.Z%) =~ (ZF)0, ZFdBy + W (Z7 )0, ZF dt; 0, Z5 =1 (B.8)

Par conséquent,
t t
Ayu(t,z) = E{f’(Zf)exp </ Y(Z%)dBs + / u'(Zf)ds) ]
Jo Jo

= slrenes ([ @ - [ o @i [ (e erten)s)]

et au vu des hypotheses HB, il existe C'(T") indépendante de f telle que :
t 1 t 9
B.u(t,2)] < C(T) E[ 1020 e ( [ rzan— 3 [ o )]
0 0

Or,t — exp (f[; Y (Z¢)dBs — 5 fo (Z7%) d‘;) est une martingale exponentielle et le théoréme

de Girsanov nous permet d’affirmer qu'il existe une nouvelle probabilité P telle que :

e[ 1o ([ o [ 0 o) | =ElI7IE)

et le processus (Z;),, vérifie la nouvelle EDS :
AZy = y(Z7)dWe + (n+9'7) (Z7)dt; Zo ==

. N , . =
ou {Wt =B; — fof Y(Z%)ds = t> 0} est un nouveau mouvement brownien sous P.

Nous voyons donc qu’il existe une constante C(T') indépendante de f telle que :

0.u(t, )] < C(TIE[|£](Z0)] /|f| T s (£ 9)dy

Au vu de linégalité (B.4), nous sommes en droit de reprendre les arguments donnés dans la
démonstration de la proposition 2.2.4. Nous trouvons ainsi le résultat annoncé. O

Corollaire B.0.8. Si f € C}(R)-presque partout sur R, f € C3(R) et f a toutes ses dérivées
dans L2 :
10 Bgut, 2)] o < CT) (11 Dlloo + 17D oc + 117Dl ) (B.9)

ott C(T) est une constante indépendante de f.
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De méme,
1000t )l < ) (1FO gz + 1522 + 15D 12) (8.10)
ot C(T') est une constante indépendante de f.
Enfin,
10:3u(t, )| < ) (£ + 115 s+ 11 ) 22 (B.11)

ott C(T) est une constante indépendante de f.
Démonstration. Puisque u(t,z) = E[f(Z])], la formule d’It6 implique que :
Opu(t,x) =E[Lf(Z]))

ot Lf = 37 f + uf.
Le résultat de la proposition découle alors du résultat de la proposition B.0.7 appliquée a la
fonction Lf. O
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B.1 Notations

D désigne un ouvert borné de R? possédant un frontiere suffisamment réguliere 9D pour
assurer la validité des théoremes énoncés ci-apres.
Pour tout y € 4D, n (y) désigne le vecteur unitaire normal rentrant a la frontiere en y.
Dy =(0,T) x D.
.| désigne la norme Euclidienne sur D.

— < .,.> désigne le produit scalaire dans R?.

— d(z,y) désigne la distance Euclidienne entre = et y dans R?.

— A (X, A) désigne I’ensemble des fonctions mesurable a définies sur D, & valeurs dans I’espace
des matrices symétriques, et telles que pour tout ¢ € R?, pour tout = € D,

AP < <afx)€,6> < AfE? (B.12)

— A (A, A) désigne le sous-ensemble de A (A, A) constitué des fonctions de classe C™.
~ L*(D) (ou Ly (D)) désigne I'espace fonctionnel des fonctions ¢ vérifiant [, ¢*(y)dy < +oo.
- (.,.) désigne le produit scalaire de L2 (D).

H' (D) désigne comme d’habitude 'espace

Hl(D)Z{qﬁeLQ(D):%eLQ(D), 1gz‘gd} (B.13)
— On notera G (D) lespace défini par
G(D)= {q& €L} (D) : gj_ €L*(D), 1<i< d} (B.14)
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L’analyse et I’approximation de solutions des Equations Différentielles Stochastiques (E.D.S.)
possédant des coefficients discontinus est un sujet qui n’a pas été traité de fagon pleinement
satisfaisante. Ce probleme devient particulierement motivant lorsque 'on cherche & approcher
numériquement, par des méthodes de Monte-Carlo, les solutions de certaines Equations aux
Dérivées Partielles (E.D.P.) qui font également intervenir des coefficients discontinus. C’est par
exemple le cas, bien connu en physique, des E.D.P. avec Opérateur sous Forme Divergence (O.F.D)
que nous étudions dans ce mémoire : les discontinuités traduisent alors les irrégularités du milieu
dans lequel évolue le systeme étudié.

Cette these propose de nouveaux résultats pour l'analyse et ’approximation de solutions
d’E.D.S. qui sont reliés & un O.F.D. dont les coefficients sont discontinus. Dans le cas unidi-
mensionel et lorsque I’O.F.D. présente un coefficient ne possédant qu'une seule discontinuité, une
généralisation de la formule de Feynman-Kac nous permet de proposer un schéma naturel de
discrétisation dont nous analysons la vitesse de convergence faible pour une classe de fonctions
test régulieres.

Il s’avere que 'analyse des transformations simples du Mouvement Brownien Asymétrique
(M.B.A.) (régularisation, changement d’échelle, de temps, etc.) fournit une approche intéressante
pour étudier les problemes liés a la présence des discontinuités. Cette approche nous permet de
proposer un nouvel algorithme de simulation dont nous étudions l'erreur.

Grace a la théorie des formes de Dirichlet nous exhibons une formule de représentation pour les
solutions du probléeme elliptique avec conditions de Neumann dans un domaine borné en dimension
quelconque. Dans le cas unidimensionnel, le processus sous-jacent appartient alors a une certaine
classe d’E.D.S. doublement réfléchies dont nous étudions les conditions d’existence et d’unicité.
Nous proposons également des estimateurs pour certains parametres reliés aux assymétries inter-
venant dans ces modeles.



