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Introdution g�en�eraleCette th�ese est onsar�ee �a l'analyse de m�ethodes num�eriques probabilistes pour la r�esolutiond'�equations aux d�eriv�ees partielles qui font intervenir un op�erateur sous forme divergene.Les op�erateurs sous forme divergene sont utilis�es pour la mod�elisation de ph�enom�enes phy-siques tr�es vari�es dont la dynamique d�epend ruialement des propri�et�es du milieu ambiant. C'estle as par exemple du probl�eme de la di�usion de la haleur dans la mati�ere, de l'�etude des hamps�el�etriques et magn�etiques produits par un ertain milieu (par exemple le erveau), de l'analysede la pression hydrostatique dans les milieux poreux (Loi de Dary), et.Prenons par exemple le probl�eme pos�e par la mesure de l'ativit�e �el�etrique (El�etro-En�ephalo-Graphie (E.E.G.)) et magn�etique (Magn�eto-En�ephalo-Graphie (M.E.G.)) du ortex. Il apparâ�t(f. la publiation du projet Odyssey de l'INRIA [12℄ eq. (25)) que ette ativit�e est mesur�ee parla solution u d'une E.D.P. elliptique qui s'�erit sous la forme :(PMEG)� r: [ a(x)ru(x)℄ = f(x) le point x appartient au erveau< ru(x); !nx> = 0 �a la surfae de la bô�te ranienne (1)o�u < :; : > est le produit salaire dans R3 .� f est la divergene de la soure de ourant primaire (ette fontion sera suppos�ee onnue),� !nx d�esigne la normale unitaire sortante �a la bô�te ranienne en x,� a(x) d�esigne une matrie qui tient ompte des oeÆients de ondutivit�e de la mati�ere �er�ebrale(ortex, mati�ere grise, mati�ere blanhe, et.) au point x.Il est raisonnable de penser que toutes les ouhes du erveau partiipent �a la di�usion et �a lapropagation de l'ativit�e magn�etique : ela se traduit en supposant l'hypoth�ese d'elliptiit�e fortepour le oeÆient a : il existe � et � deux onstantes stritement positives telles queH1 : � j�j2 �< a(x)�; � >� � j�j2 8� 2 R3 ; 8x 2 erveau (2)Nous voyons don que lorsque a est enti�erement onnu, si l'on fait abstration des probl�emesli�es �a la g�eom�etrie de la bô�te ranienne, les r�esultats lassiques sur la formulation variationnelledes E.D.P. elliptiques (f. [18℄) nous permettent d'aÆrmer que le probl�eme (PMEG) poss�ede uneunique solution dans un ertain espae (ii l'espae sera H1 (erveau)).Ainsi, malgr�e toutes les diÆult�es li�ees �a la g�eom�etrie des ouhes de mati�ere qui formentle erveau (on dispose maintenant de maillages pour des surfaes aussi omplexes que le ortex�er�ebral) et lorsque a et f sont onnues, la r�esolution approh�ee de ette �equation par des m�ethodesnum�eriques d�eterministes lassiques (volumes �nis, �el�ements �nis, et.) peut-être onduite avesu�es.N�eanmoins, les m�ethodes num�eriques probabilistes pourraient être utiles : par exemple , quandon onsid�ere (PMEG) omme un probl�eme inverse dont le but est d'identi�er a(x), l'algorithmed�evelopp�e par le projet Odyssey et d'autres projets �a l'INRIA n�eessitent, �a haune des it�erationsd'un algorithme d'optimisation, de aluler la solution d'une �equation de type (1) en un petitnombre de points (l�a o�u ont �et�e pla�es des apteurs) en vue de omparer les valeurs ainsi obtenuesaux mesures exp�erimentales. Des m�ethodes de Monte-Carlo permettent d'e�etuer e alul sansque l'on ait �a r�esoudre le probl�eme (PMEG) dans tout le domaine.9



10 TABLE DES MATI�ERESPour mettre en oeuvre les m�ethodes de Monte-Carlo dans le ontexte que nous venons ded�erire, il faut franhir plusieurs �etapes :{ la premi�ere onsiste �a assoier �a l'op�erateur A := r: [ aru℄ un ertain proessus al�eatoire Xdont la loi est �etroitement reli�ee �a (PMEG) via une formule de type Feynman-Ka ;{ la seonde onsiste �a trouver une sh�ema de disr�etisation pour le proessus X et d'enanalyser l'erreur.Dans le as du probl�eme (PMEG), la premi�ere �etape est rendue diÆile par le fait que l'appli-ation a, qui repr�esente la ondutivit�e du milieu, est naturellement disontinue aux endroits o�ules di��erentes ouhes qui forment la mati�ere �er�ebrale se superposent. Ces disontinuit�es rendentimpossible l'appliation des r�esultats lassiques de la th�eorie des proessus : 'est la raison pourlaquelle nous serons amen�es dans e travail �a utiliser la th�eorie des formes de Dirihlet (f. [15℄).Avant de nous attaquer au probl�eme (PMEG), nous ommen�ons tout d'abord �a nous int�eresserau probl�eme de Cauhy (P) assoi�e �a A dans tout l'espae Rd (d est la dimension). Ce probl�emeest plus simple que le probl�eme (PMEG) ar il n'y a plus de onditions aux bords :(P)� �tu(t; x)�r: [ a(x)ru(t; x)℄ = 0 pour (t; x) 2 (0; T ℄� Rdu(0; x) = �(x) pour tout x 2 Rd (3)La fontion � : Rd ! R appartient �a L2 �Rd�.Le Chapitre 2 est onsar�e �a l'�etude de l'interpr�etation probabiliste du probl�eme de Cauhy(P). La desription du proessus fournie par la th�eorie des formes de Dirihlet ne permet paspour l'instant, dans e as trop omplexe, de onstruire une m�ethode simple pour disr�etiser leproessusX sans faire d'hypoth�eses suppl�ementaires : en e�et, le proessusX n'est pas, en g�en�eral,une semi-martingale mais un proessus de Dirihlet admettant une d�eomposition de Lyons-Zheng.Sa desription est donn�ee �a partir d'une �equation tr�es non-lin�eaire. C'est la raison pour laquellenous travaillerons exlusivement dans un adre unidimensionnel et sous l'hypoth�ese que la fontiona est �a variations born�ees. Il est alors possible de d�erire le proessus X �a l'aide d'une �equationdi��erentielle stohastique qui fait intervenir son propre temps loal et dans e as, X est unesemi-martingale.Les Chapitres 3 et 4 sont tout deux onsar�es �a l'�etude de m�ethodes num�eriques probabilistesonstruites �a partir de la repr�esentation probabiliste obtenue au Chapitre 2.{ A partir de ette repr�esentation, il est naturel de proposer un sh�ema d'Euler dont nous�etudions, au Chapitre 3, la vitesse de onvergene faible.{ Il apparâ�t �egalement que X est onstruit �a partir de transformations simples (hangementd'�ehelle et de temps) du Mouvement Brownien Asym�etrique (M.B.A.). Cela nous permetde proposer un nouveau sh�ema de disr�etisation, fond�e ette fois-i sur des approximationsloales de X par des M.B.A.. Nous analysons l'erreur de e nouveau sh�ema au Chapitre 4.Au Chapitre 5, nous exhibons une repr�esentation probabiliste pour les solutions du probl�emede Poisson ave onditions de Neumann assoi�e �a A : le probl�eme (PMEG) est en fait un as par-tiulier de es �equations. Une nouvelle fois dans le as unidimensionnel (intervalle), nous pouvonsd�erire le proessus X assoi�e �a e probl�eme �a l'aide d'une �equation di��erentielle stohastique quifait intervenir le temps loal, mais �a la di��erene du Chapitre 2, la solution de ette �equationdi��erentielle stohastique est r�e�ehie sur les bords de l'intervalle.L'�equation obtenue au Chapitre 5 nous am�ene naturellement �a �etudier, dans le Chapitre 6,les propri�et�es d'existene et d'uniit�e pour une ertaine lasse d'E.D.S. qui font intervenir letemps loal (d�erive singuli�ere) et qui sont doublement r�e�ehies sur les bords d'un intervalle : lesDi�usions R�e�ehies �a D�erive Singuli�ere (D.R.D.S.). Nous �etablissons �egalement dans e hapitredes r�esultats pour l'estimation des param�etres pour les D.R.D.S..Il reste enore beauoup �a faire pour passer des r�esultats obtenus pour le probl�eme de Cauhy1D au probl�eme de Poisson-Neumann 3D et ette question onstitue un d�e� partiuli�erementmotivant pour l'analyse des m�ethodes de Monte-Carlo.



Chapitre 1Interpr�etation probabilisted'op�erateurs sous formedivergene
1.1 IntrodutionDans ette partie nous nous attaherons �a d�erire de la mani�ere la plus onise possible lesr�esultats onernant les proessus assoi�es aux op�erateurs sous forme divergene dont le oeÆientest uniform�ement elliptique, mesurable et homog�ene. Nous pr�esentons tout d'abord les r�esultats(( analytiques )) onernant la onstrution de la solution fondamentale au sens faible assoi�ee �al'op�erateur. Nous �enon�ons ensuite les r�esultats qui permettent de d�erire le proessus de Markovassoi�e au semi-groupe d'op�erateurs g�en�er�e par la solution fondamentale au sens faible. Pour�nir nous traiterons plus sp�ei�quement du as unidimensionnel qui va nous ouper tout au longde ette th�ese. Dans e as, il s'av�ere que le proessus de Markov que nous �etudions est la solutionfaible d'une �equation di��erentielle stohastique faisant intervenir le temps loal (EDSTL). Si leoeÆient de l'op�erateur poss�ede des disontinuit�es, il n'est plus possible d'utiliser la formule destemps d'oupation qui permettait, dans le as d'un oeÆient r�egulier, d'interpr�eter l'EDSTLomme une �equation di��erentielle stohastique au sens lassique. En travaillant sur le as le plussimple d'un oeÆient qui ne poss�ede qu'une seule disontinuit�e, nous essaierons d'expliquer lesraisons pour lesquelles le temps loal apparâ�t naturellement dans l'�equation.1.2 R�esultats analytiques sur le probl�eme de CauhySoit a : Rd ! Rd 
 Rd une fontion mesurable matriielle satisfaisant la ondition d'uniformeelliptiit�e : il existe � et � deux onstantes stritement positives telles queH1 : � j�j2 �< a(x)�; � >d� � j�j2 8� 2 Rd ; 8x 2 Rd (1.1)o�u < :; : >d d�esigne le produit salaire dans Rd .On onsid�ere l'op�erateur di��erentiel A, assoi�e �a la fontion a et d�e�ni formellement par laformule A = r: �12ar� (1.2)11



12 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTE1.2.1 Le probl�eme de CauhyOn onsid�ere le probl�eme de Cauhy (P) assoi�e �a l'op�erateur A(P)� �tu(t; x)�Au(t; x) = 0 pour (t; x) 2 (0; T ℄� Rdu(0; x) = �(x) pour tout x 2 Rd (1.3)o�u � : Rd ! R est une fontion donn�ee.D�e�nition 1.2.1. La fontion u : (0; T ℄ � Rd ! R est dite solution faible du probl�eme deCauhy (P) si :� u 2 L1[Æ; T ;L2lo(Rd )℄ \ L2[Æ; T ;W 12;lo(Rd)℄ pour tout Æ 2 (0; T ),� R T0 dt RRd dx f�u�t + a�xu�x g = 0 8 2 C1;10 ((0; T )� Rd),� � 2 L2lo(Rd) et u a la valeur initiale � en t = 0, e qui signi�e quelimt!0 ZRd u(t; x) (x)dx = ZRd �(x) (x)dxpour tout  2 C10 (Rd ).Dans ette d�e�nition, le 0 en indie des espaes C1;10 et C10 signi�e que les fontions s'annulent�a l'in�ni : ette restrition est faite pour assurer l'int�egrabilit�e du produit u(t; :) (:) lorsque �n'appartient que loalement �a L2(Rd ).Remarque 1.2.2. Il est possible de montrer que toute solution faible u du probl�eme (P) a unrepr�esentant ontinu sur (0; T ℄�Rd (f. [2℄). Dans toute la suite, on fera toujours l'analogie entreu et son repr�esentant ontinu. Ainsi, il n'y a pas d'ambigu��t�e pour parler de la valeur de u enhaque point de son domaine de d�e�nition.On d�e�nit maintenant la lasse de fontions E2 qui intervient pour l'uniit�e des solutions faiblesdu probl�eme (P).D�e�nition 1.2.3. Une fontion u : (0; T ℄� Rd ! R appartient �a la lasse E2 si et seulement siil existe un r�eel � � 0 tel que : Z T0 dt ZRd e��jxj2u2(t; x)dx < +1Le premier r�esultat important sur lequel nous allons appuyer notre �etude est leTh�eor�eme 1.2.4. (f. Aronson [2℄)Sous l'hypoth�ese H1 et si � appartient �a L2(Rd ), il existe une unique solution faible u 2 E2sur (0; T ℄� Rd au probl�eme de Cauhy (P).1.2.2 Existene d'une solution fondamentale au sens faibleLe th�eor�eme qui suit est fondamental pour toute la suite.Th�eor�eme 1.2.5. (f. Aronson [2℄ et Roskosz [44℄)Supposons que l'hypoth�ese H1 est v�eri��ee.Pour tout (t; x) 2 (0; T ℄� Rd , il existe une unique fontion �(t; x; :; :) : (0; T ℄� Rd ! R qui ales propri�et�es suivantes :� pour tout p et q tels que 2 < p; q � +1 et d2p + 1q < 12 , �(t; x; :; :) 2 Lq� [0; T ;H1;p�(Rd )℄ etjjj�(t; x; :; :)jjjp�;q� � Co�u C est une onstante qui ne d�epend que de T , des onstantes � et � et des exposants p et q,



1.3. QUELQUES OUTILS STOCHASTIQUES 13� si on suppose que � 2 L2(Rd ), la solution faible du probl�eme de Cauhy (P) dans E2 admet larepr�esentation u(t; x) = ZRd �(t; x; 0; �)�(�)d� (1.4)pour tout (t; x) 2 (0; T ℄� Rd� �(t; x; �; �) = 0 pour tout � > t.� si u d�esigne la solution du probl�eme de Cauhy (P) donn�ee par le th�eor�eme 1.2.4,lim(t;x)!(0;y)u(t; x) = �(y)en tout point y de ontinuit�e de la fontion �.La fontion � sera appel�ee la solution fondamentale au sens faible assoi�ee �a l'op�erateurA. La solution fondamentale au sens faible assoi�ee �a l'op�erateur A poss�ede de nombreuses pro-pri�et�es d�erites dans laProposition 1.2.6.� Estim�ees d'Aronson (f. [2℄)Il existe des onstantes positives �1, �2 et C d�ependantes uniquement de T des onstantes � et� et telles que : C�1g1(t� �; x� �) � �(t; x; �; �) � Cg2(t� �; x� �)pour tout (t; x; �; �) tel que t > � et o�u g1, (resp. g2) d�esigne la solution fondamentale au senslassique assoi�ee �a l'op�erateur �1� (resp. �2�).� Equations de Chapman-Kolmogorov8� 2 (�; t), �(t; x; �; �) = ZRd �(t; x; �; �)�(�; �; �; �)d�� Continuit�e fellerienne (Strook [49℄)On d�e�nit la fontion p : (0; T ℄� Rd � Rd ! R par l'�egalit�ep(t; x; y) 4= �(t; x; 0; y) (1.5)pour tout (t; x; y) 2 (0; T ℄� Rd � Rd . La solution p engendre un unique semi-groupe de Fellersur L2(Rd ) not�e fPt; 0 < t � Tg, fortement ontinu, markovien, et d�e�ni parPt�(x) 4= ZRd dy�(y)p(t; x; y) 8� 2 L2(Rd )� De plus (f. [44℄ (2.6) p.96), pour tout x r�eel �x�e et pour tout q tel que q� 2 (2;+1℄, il existeune onstante C1 ne d�ependant que de T , de q et des onstantes � et �, telle quek�yp(:; x; :)k1;q � C1(q) < +1 (1.6)1.3 Quelques outils stohastiques1.3.1 Classi�ation des proessus de DirihletUn proessus de Dirihlet est un proessus qui peut s'�erire omme la somme d'une martingaleloale et d'un proessus dont la variation quadratique est identiquement nulle : ette d�e�nition estambig�ue et ar il faut d�e�nir exatement la notion de variation quadratique.Soit �
;F ; (Ft)t�0 ;P� un espae de probabilit�e �ltr�e et T > 0 un r�eel �x�e.



14 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTE1.3.1.1 Proessus de Dirihlet fortsD�e�nition 1.3.1. On appelle subdivision d'arrêt de l'intervalle [0; T ℄ toute suite roissante detemps d'arrêts �� 4= f�i : i 2 Ng stationnaire (i.e. �a partir d'un ertain rang la suite f�i(!) : i 2 Ngest onstante pour presque tout !) ave �0 = 0 et �1 = T . On note T l'ensemble de toutes lessubdivisions de temps d'arrêts de [0; T ℄ et pour tout � dans T, on note j�� j et on appelle (( pas de�� )) la valeur de E �supi2N (�i+1 � �i)�.Si X d�esigne un proessus sur 
 et �� une subdivision d'arrêt, nous notons :Q� (X) 4= X�k2�� j X�k+1 �X�k j2 (1.7)Nous noterons Q l'espae des proessus Ft-adapt�es, �a trajetoires ontinues sur [0; T ℄, et tels quefQ� (X) : �� 2 Tg est born�ee dans L1 (P).D�e�nition 1.3.2. Si X 2 Q, on d�e�nitjjX jjQ = sup��2TE [Q� (X)℄ 12 (1.8)On peut alors montrer laProposition 1.3.3. (f. Bertoin [6℄)(Q; jj:jjQ) est un espae de Banah.Soit M2 l'espae des martingales de arr�e int�egrable sur �
;F ; (Ft)t�0 ;P�. Il est faile deonstater que les normes jj:jjQ et jj:jjM2 o��nident sur M2.Soit Q0 le sous-espae vetoriel de Q onstitu�e des proessus X de Q tels que E [Q� (X)℄ tendvers 0 quand j�� j tend vers 0. On a alors laProposition 1.3.4. (f. Bertoin [6℄)Q0 est un sous espae ferm�e de Q.Nous pouvons introduire D 4=M2 �Q0 dont les �el�ements sont dits proessus de Dirihletforts. On a laProposition 1.3.5. (f. Bertoin [6℄)(D; jj:jjQ) est un espae de Banah.D�e�nition 1.3.6. Soit X un proessus Ft-adapt�e, �a trajetoires ontinues sur [0; T ℄. Nous dironsque X est un proessus de Dirihlet loal au sens fort s'il existe une suite roissante detemps d'arrêts ��j�j2N telle que :� limj!+1 �j = +1 P-presque sûrement� Pour tout j �x�e, le proessus X�j 4= �Xt^�j : t 2 [0; T ℄	 est un proessus de Dirihlet fort.On dit alors d'une telle suite ��j�j2N qu'elle est r�edutrie pour le proessus de Dirihlet X.1.3.1.2 Proessus de Dirihlet faiblesDe fa�on analogue, Qf d�esigne l'espae des proessus ontinus adapt�es tels queE hX�2i < +1 et sup��2Tf E [Q� (X)℄ < +1o�u Tf d�esigne l'ensemble des subdivisions dyadiques de [0; T ℄ et X� = sup0�t�T jXtj.



1.3. QUELQUES OUTILS STOCHASTIQUES 15Introduisons jj:jjQf la norme d�e�nie parjjX jj2Qf = E hX�2i+ sup��2Tf E [Q� (X)℄ :Nous avons laProposition 1.3.7. (f. Bertoin [6℄)�Qf ; jj:jjQf � est un espae de Banah.On pose alors Df l'espae des proessus de Dirihlet faibles : Df 4= M2 � Qf0 o�u Qf0 estl'espae des proessus de Qf tels que E �Qf� (X)� �����!j�� j!0 0:�Df ; jj:jjQf � est alors un espae de Banah (f. Bertoin [6℄).1.3.1.3 Proessus de Dirihlet et d�eomposition de FukushimaDans toute la suite nous d�esignerons simplement par le terme proessus de Dirihlet lalasse des proessus X ontinus, Ft-adapt�es, tels que X puisse se d�eomposer sous la formeX = M +A (1.9)o�uM appartient �aMlo et A est un proessus tel que si (�m)m2N d�esigne une suite de subdivisionsd�eterministes de [0; T ℄ v�eri�ant j�mj �����!m!+1 0, alorslimm!+1 Xk=0;:::;m�1 jAtk+1 �Atk j = 0 (1.10)o�u la limite est �a prendre au sens de la onvergene en probabilit�e sous P.La d�eomposition (1.9) s'appelle alors la (( d�eomposition de Fukushima )) du proessus X .Cette d�eomposition est unique au sens de l'indistinguabilit�e des proessus.1.3.2 D�eomposition de Lyons-Zheng1.3.2.1 Les proessus de Lyons-ZhengPour un proessusX 4= fXt : t 2 [0; T ℄g arbitraire, nous introduisonsX 4= fXT�t : t 2 [0; T ℄gle proessus du temps renvers�e.Soient (Ft)t�0 et (Gt)t�0 deux �ltrations. Un proessus Y = fYt : t 2 [0; T ℄g est dit (Ft;Gt)-adapt�e si (Yt � Y0) est Ft-adapt�e et si �Y t � Y 0� est Gt-adapt�e.Si Y est ontinu et (Ft;Gt)-adapt�e, Y est appel�e proessus de Lyons-Zheng au sens fort(resp. au sens faible), s'il existe M i = �M it : t 2 [0; T ℄	, i = 1; 2, V = fVt : t 2 [0; T ℄g tels que :Yt = 12M1t + 12M2t + Vt; 8 t 2 [0; T ℄; P� ps (1.11)ave :� M1 Ft-martingale loale ontinue et M10 = 0� M2 Gt-martingale loale ontinue et M20 = 0� V proessus �a variations born�ees� Y est un proessus de Dirihlet fort (resp. faible).La d�eomposition (1.11) est alors appel�ee d�eomposition de Lyons-Zheng du proessus Y .Une telle d�eomposition est unique.Remarque 1.3.8. La situation typique pour la d�eomposition de Lyons-Zheng d'un proessus Xest de hoisir pour (Ft)t�0 la �ltration naturelle et pour (Gt)t�0 la (( �ltration du temps renvers�e )) :Gt = � (Xu; T � t � u � T ) = � �Xu; 0 � u � t�



16 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTE1.3.2.2 Un exemple �el�ementaire : la d�eomposition de Lyons-Zheng du mouvementbrownienSoit un mouvement brownien standardB 4= fBt : t � 0g onstruit sur un espae de probabilit�e(
;F ;Px;x 2 R). Nous noterons (Ft)t�0 sa �ltration naturelle.Posons maintenant B le proessus d�e�ni parBt = BT�t; t 2 [0; T ℄La th�eorie du renversement du temps pour les semi-martingales de di�usion (f. [20℄) permetd'aÆrmer qu'il existe un mouvement brownien � adapt�e par rapport �a la (( �ltration du tempsrenvers�e )) �� �Bu : 0 � u � t� : 0 � t � T	et tel que pour tout t �x�e dans [0; T ℄,Bt = 12Bt + 12BT�t = 12Bt + 12BT + 12 Z T�t0 d�u + 12 Z T�t0 �ygg (T � u;Bu)du (1.12)o�u g d�esigne la fontion de transition du mouvement brownien standard.Puisque BT = BT�T = B0 = 0, il est lair queBT = 0 = BT + Z T0 d�u + Z T0 �ygg (T � u;Bu)duEn utilisant es �egalit�es et en e�etuant un hangement de variable, l'�equation (1.12) devientBt = 12Bt + 12BT�t = 12Bt � 12 Z TT�t d�u � 12 Z t0 �ygg (u;Bu)du (1.13)Cette derni�ere �egalit�e donne la d�eomposition de Lyons-Zheng du mouvement Brownien B.1.3.2.3 Identi�ation du mouvement brownien �Comment est onstruit le mouvement brownien � �a partir du mouvement brownien initial Bdans la d�eomposition de Lyons-Zheng (1.13) ?Nous savons que B v�eri�e :Bt = BT + �t + Z t0 �ygg (T � s;Bs)ds= BT + �t � Z t0 BsT � sdsAinsi, �t = BT�t �BT + Z t0 BT�sT � sds (1.14)Cette formule expliite le mode de onstrution, �a partir du mouvement brownien B, du mouve-ment brownien � dans la d�eomposition (1.13).1.4 Repr�esentation stohastique du semi-groupe fondamen-talLe but de ette setion est d'�enoner les r�esultats onnus sur la repr�esentation stohastique dusemi-groupe fPt; 0 < t � Tg dans le as o�u l'on suppose que le oeÆient matriiel a intervenantdans l'op�erateur est (( peu r�egulier )) .



1.4. REPR�ESENTATION STOCHASTIQUE DU SEMI-GROUPE FONDAMENTAL 17D�e�nition 1.4.1. On note (Px; X � fXt; 0 � t � Tg) la famille de proessus de Markov dedensit�e de transition p (d�e�nie dans la proposition 1.2.6).Plus pr�eis�ement, le ouple (Px; X) est tel que :� X d�esigne le proessus anonique sur C([0; T ℄;Rd).� pour tout x 2 Rd , Px est une mesure probabilit�e sur B[C([0; T ℄;Rd)℄ telle que� Px[X0 = x℄ = 1 pour tout x 2 RdPx[Xt 2 O℄ = RO p(t; x; y)dy (1.15)pour tout ensemble Bor�elien O 2 B �Rd� et pour tout t 2 (0; T ℄.On appelle alors (Px; X) une di�usion orrespondant �a l'op�erateur A.Ainsi, la fontion u d�e�nie sur [0; T ℄� R paru : (t; x) 7! Ex [�(Xt)℄ (1.16)donne une repr�esentation de l'unique solution faible appartenant �a E2 du probl�eme de Cauhy(P).1.4.1 Un th�eor�eme de repr�esentation en dimension quelonque1.4.1.1 NotationsDans tout e qui suit nous utiliserons les notations suivantes :{ (Ft)t�0 d�esigne la �ltration naturelle engendr�ee par le proessus X onstruit au d�ebut deette setion.{ �F t�t�0 d�esigne la �ltration naturelle du renversement du temps engendr�ee par le proessusX : F t 4= � (Xu; T � t � u � T ) = � �Xu; 0 � u � t�{ M d�esigne l'ensemble des martingales de arr�e int�egrable et adapt�ees �a la �ltration naturelle(Ft)t�0.{ ~M d�esigne l'ensemble des martingales de arr�e int�egrable et adapt�ees �a la �ltration naturelledu renversement de temps �F t�t�0.{ Mlo d�esigne l'ensemble des martingales loales adapt�ees �a la �ltration naturelle (Ft)t�0.{ ~Mlo d�esigne l'ensemble des martingales loales adapt�ees �a la �ltration naturelle du renver-sement de temps �F t�t�0.1.4.1.2 Le th�eor�eme de repr�esentationTh�eor�eme 1.4.2. Roskosz [44℄ th�eor�eme 2.2 p.96Supposons que l'hypoth�ese H1 est v�eri��ee.Soit (Px; X) une di�usion orrespondant �a l'op�erateur A.Pour tout � 2W 1p;lo(Rd ) ave p > 2 _ d, il existe un unique triplet (M�; N�; V �) qui satisfaitles onditions suivantes :� M� 2 Mlo, N� 2 ~Mlo et V � est un proessus de variation quadratique nulle et adapt�e �a la�ltration naturelle engendr�ee par X.� le proessus �(X) admet une d�eomposition de Lyons-Zheng (sens faible) :�(Xt)� �(X0) =M�t +A�t = 12M�t + 12 ~N�t � 12V �t (1.17)o�u ~N�t = (N�T�t �N�T ) pour tout 0 � t � T .� en partiulier �(X) est un proessus de Dirihlet faible.



18 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTE� si de plus on suppose que � 2W 1p (Rd), alors pour tout t 2 (0; T ℄, on v�eri�e les �egalit�es8>>>>>><>>>>>>: hM�it = Z t0 ar�:r�(Xu)duhN�it = Z t0 ar�:r�(XT�u)duV �t = Z t0 a(Xu)rp(u; x;Xu)p(u; x;Xu) :r�(Xu)du (1.18)D'autre part, les proessus ~N� et M� poss�edent une o-variation quadratique mutuelle. Pluspr�eis�ement, si �m d�esigne une suite de subdivisions de [0; T ℄ telle que j�mj ! 0 lorsque m! +1,on v�eri�e que limm!+1 Xi=0;:::;m�1� ~N�ti+1 � ~N�ti��M�ti+1 �M�ti� = hM�iT (1.19)o�u la limite est �a prendre au sens de la onvergene en probabilit�e sous Px.1.4.2 Repr�esentation du semi-groupe fondamental dans le as unidi-mensionnelImportant : A partir de maintenant et jusqu'�a la �n de e hapitre, nous travaillerons uni-quement sur le proessus unidimensionnel.Dans le as unidimensionnel, il existe une batterie de th�eor�emes qui donnent une repr�esentationdu proessus de Markov assoi�e au semi-groupe fPt; 0 < t � Tg. Les plus satisfaisantes pour l'in-tuition sont elles qui s'expriment en termes de solutions d'�equations di��erentielles stohastiques(( g�en�erales )). Divers jeux d'hypoth�eses pour le oeÆient a intervenant dans l'op�erateur sont alorsenvisag�es suivant les besoins. Nous nous ontenterons ii de n'�enoner que les r�esultats les plusonnus qui proviennent pour la plupart de [4℄.Nous allons s�eparer l'�enon�e de es r�esultats en deux parties :� les r�esultats au (( sens fort )) : 'est-�a-dire eux pour lesquels le proessus de Markov assoi�e ausemi-groupe fPt; 0 < t � Tg v�eri�e une �equation di��erentielle stohastique au sens fort.� les r�esultats au (( sens faible )) : eux pour lesquels le proessus de Markov assoi�e au semi-groupefPt; 0 < t � Tg v�eri�e une �equation di��erentielle stohastique au sens faible.Les r�esultats au (( sens fort )) utilisent pour leur d�emonstration des m�ethodes propres au adreunidimensionnel : les proessus de Markov sont arat�eris�es par leur fontion d'�ehelle et leurmesure de vitesse.En e qui onerne les r�esultats au (( sens faible )) , dans une tr�es large mesure e sont desons�equenes de la th�eorie g�en�erale des formes de Dirihlet telle qu'elle est expos�ee dans la mono-graphie de Fukushima-Oshima-Takeda [15℄.1.4.2.1 IntrodutionSoit A un op�erateur sous forme divergene sur R d�e�ni formellement parA = ddx �12�2 ddx� (1.20)o�u � d�esigne une fontion mesurable sur R. On supposera qu'il existe une onstante � > 1 telleque 0 < 1� � �2(x) � � < +1 p.p x 2 R (1.21)L'op�erateur A est assoi�e �a une forme de Dirihlet �E ;W 12 (R)� sur L2 (R) d�e�nie parE (f; g) = 12 ZR�2(x)f 0(x)g0(x)dx (1.22)Un proessus X est assoi�e �a la forme de Dirihlet �E ;W 12 (R)� sur L2 (R) si



1.4. REPR�ESENTATION STOCHASTIQUE DU SEMI-GROUPE FONDAMENTAL 19� son semigroupe de transition est sym�etrique dans L2 (R)� on a l'identit�eW 12 (R) = �f 2 L2 (R) : limt!0 1t ZR f(x) (f(x) � Ptf(x)) dx < +1�� pour f et g deux fontions quelonques de W 12 (R),limt!0 1t ZR g(x) (f(x)� Ptf(x)) dx = E (f; g) (1.23)Il est bien onnu qu'il existe un proessus onservatif de Feller que l'on notera (X;Px : x 2 R)et qui est assoi�e �a �E ;W 12 (R)� sur L2 (R). Ce proessus est unique en loi dans le sens suivant :s'il existe un autre proessus fZt : t � 0g v�eri�ant Z0 = x, onservatif, sym�etrique assoi�e �a laforme de Dirihlet �E ;W 12 (R)� sur L2 (R) alors fZt : t � 0g a même loi que X sous Px.Remarque 1.4.3. Nous pouvons d�emontrer que le proessus ainsi onstruit est identique en loi auproessus introduit pr�e�edemment et onstruit �a partir de la solution fondamentale au sens faiblede l'op�erateur A. Nous ne montrerons pas ette orrespondane ar elle est g�en�eralement admisedans la litt�erature. Toutefois, dans le as o�u l'on travaille dans un domaine ompat, au hapitre3, nous serons amen�es �a d�emontrer l'identit�e sur L2 entre le semigroupe de Markov g�en�er�e parune ertaine forme de Dirihlet et le semigroupe de Markov g�en�er�e par la solution fondamentaleau sens faible assoi�ee �a un ertain op�erateur. La m�ethode de d�emonstration serait exatementidentique ii.La th�eorie des formes de Dirihlet (f [4℄ p.433) nous permet alors d'aÆrmer que le proessus�X; (Px)x2R	 assoi�e �a l'operateur A admet une unique d�eomposition de typeXt = X0 + Z t0 �(Xs)dBs +Nt; t � 0 (1.24)o�u le mouvement brownien B est onstruit sp�ei�quement de fa�on �a e que (1.24) soit v�eri��ee.N est alors une fontionnelle additive ontinue de X qui est loalement d'�energie nulle (au sensde Fukushima) sous la mesure RRPx [:℄ dx.1.4.2.2 Les r�esultats \au sens fort"D�e�nition 1.4.4. Une fontion � sur R+ positive, roissante, est dite mod�er�ee s'il existe uneonstante  > 1 telle que �(2x) � �(x) pour tout x > 0.On suppose qu'il existe une fontion roissante, positive et mod�er�ee, telle que� R0+ ��2(x)dx =1� x2�2 (px) est une fontion roissante, onvexe et mod�er�ee.et telle que : H2 : ja(x)� a(y)j � � (jx� yj) 8x 2 R; 8y 2 R (1.25)Remarque 1.4.5. L'hypoth�ese pr�e�edente est v�eri��ee par toutes les fontions a H�old�eriennesd'ordre � pourvu que � � 12 .On a alors leTh�eor�eme 1.4.6. (f. R.F. Bass et Z.-Q. Chen [4℄)On se plae dans le adre des hypoth�eses H1 et H2. Soit fWt; 0 � t � Tg un mouvementbrownien standard sur R d�e�ni sur un espae de probabilit�e (
;F ;P). Il existe un unique proessusde Feller onservatif assoi�e �a l'op�erateur A au sens de la setion pr�e�edente,Xt = X0 + Z t0 �(Xs)dWs +Nt; t � 0 (1.26)et N est un proessus d'�energie nulle (au sens de Fukushima) sous Px pour tout x 2 R.



20 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTERemarque 1.4.7. La ondition H2 est plus forte que la ontinuit�e de la fontion a. Il apparâ�tdans la d�emonstration du th�eor�eme 1.4.6 que ette ondition est en fait utilis�ee pour garantirl'existene forte d'une solution pour les �equations di��erentielles stohastiques de typedYt = �(Yt)d ~Wto�u n ~Wt; 0 � t � To est un mouvement brownien. C'est la ondition de Yamada-Watanabe.La ondition de Nakao, � born�ee loin de 0 et loalement de variation quadratique �nie, est�egalement une ondition suÆsante pour obtenir l'existene forte pour les solutions de telles E.D.S.sans terme de d�erive (f. [51℄).1.4.2.3 Les r�esultats \au sens faible"Nous �erivons ii la version unidimensionnelle du th�eor�eme 1.4.2. A la di��erene du th�eor�eme1.4.2, nous pouvons alors �etablir une formule plus agr�eable pour M� et ~N� en fontion de � et de� pour toute fontion � dans W 1p;lo (R). Cela n'�etait pas le as dans le as multidimensionnel et'est le sens de e nouvel �enon�e :Th�eor�eme 1.4.8. (version unidimensionnelle du th�eor�eme 1.4.2)Supposons que l'hypoth�ese H1 est v�eri��ee.Soit (Px; X) une di�usion orrespondant �a l'op�erateur A. Il existe alors un unique ouple�B;  W� de proessus tel que :� B est un Ft-mouvement brownien�  W est un F t-mouvement brownien� pour tout � 2 W 1p;lo(R) ave p > 2, nous pouvons d�e�nir M� 2 Mlo, N� 2 ~Mlo et V � unproessus de variation quadratique nulle et adapt�e �a la �ltration naturelle engendr�ee par X telsque :� le proessus �(X) admet la d�eomposition de Lyons-Zheng :�(Xt)� �(X0) = 12M�t + 12 ~N�t � 12V �t= 12 Z t0 ��0 (Xs) dBs � 12 Z TT�t ��0 �Xs� d  W s �12V �t= Z t0 ��0 (Xs) dBs +A[�℄t (1.27)o�u ~N�t = (N�T�t �N�T ) pour tout 0 � t � T .� �(X) est un proessus de Dirihlet.� si l'on suppose de plus que � 2 W 1p (Rd ), alors on v�eri�e que pour tout t 2 (0; T ℄,V �t = Z t0 a(Xu)�yp(u; x;Xu)p(u; x;Xu) �0(Xu)du (1.28)D'autre part, les proessus ~N� et M� poss�edent une o-variation quadratique mutuelle. Pluspr�eis�ement, si �m d�esigne une suite de subdivisions de [0; T ℄ telle que j�mj ! 0 lorsque m! +1,on v�eri�e que limm!+1 Xi=0;:::;m�1� ~N�ti+1 � ~N�ti��M�ti+1 �M�ti� = hM�iT (1.29)o�u la limite est �a prendre au sens de la onvergene en probabilit�e sous Px.



1.4. REPR�ESENTATION STOCHASTIQUE DU SEMI-GROUPE FONDAMENTAL 21D�emonstration. Nous pro�edons par �etapes :Constrution du mouvement brownien BSoit � 2W 1p (R) ave p > 2. Le th�eor�eme de repr�esentation des martingales 4.2 p.170 dans [22℄(ave la remarque 4.3) permet d'aÆrmer qu'il existe un Ft-mouvement brownien nB�t : t � 0otel que la martingale M� onstruite au th�eor�eme 1.4.2 s'�eriveM�t = Z t0 ��0 (Xs) dB�sNous pouvons don onstruire de ette mani�ere une olletion � 4= �B� : � 2W 1p (R) ; p > 2	 deFt-mouvements browniens. Nous allons montrer que ette olletion se r�eduit en fait �a un uniquemouvement brownien que nous noterons B.Soient p > 2 et p0 > 2 �x�es. Soient � 2 W 1p (R) et  2 W 1p0 (R) hoisies arbitrairement. Alors�� 2 W 1p^p0 (R). Puique p^ p0 > 2, l'uniit�e de la d�eomposition (1.17) du th�eor�eme 1.4.2 nouspermet d'aÆrmer que M�t �M t =M�� t t 2 [0; T ℄Autrement dit,Z t0 ��0 (Xs) dB�s � Z t0 ��0 (Xs) dB s = Z t0 � (�0 �  0) (Xs) dB�� s t 2 [0; T ℄En passant au rohet dans ette �equation, nous trouvons failement queZ t0 �2�0 0 (Xs) dhB�; B is = Z t0 �2�0 0 (Xs) ds t 2 [0; T ℄et ette �egalit�e implique hB�; B it = t t 2 [0; T ℄Puisque B� et B sont des Ft-mouvements browniens, ette derni�ere �egalit�e implique diretementhB� �B it = 0 t 2 [0; T ℄La proposition 1.12 p.125 de [40℄ nous permet don de onlureB� �B � 0 (1.30)Puisque � et  ont �et�e hoisies arbitrairement dans les espaes W 1p (R), nous voyons que la ol-letion � de mouvements browniens onstruite pr�eedemment se r�eduit en fait �a un unique Ft-mouvement brownien. Par la suite nous noterons e mouvement brownien B.Passage des fontions de W 1p (R) aux fontions de W 1p;lo (R) dans la repr�esentationde M�Cela r�esulte de l'uniit�e de la d�eomposition de Fukushima dans le th�eor�eme 1.4.2 et d'unargument de loalisation.En e�et, pour tout � 2 W 1p;lo (R), nous onstruisons une suite (�n)n2N d'approximations de� telle que �n 2 W 1p (R) pour tout n �x�e et�n = � sur [�n; n℄Notons �n 4= inf nt � 0 : jM�t j � no ^ inf nt � 0 : jX�t j � noGrâe �a la d�eomposition de �(X) du th�eor�eme 1.4.2, nous avons�(Xt^�n)� �(x) =M�t^�n +A�t^�n



22 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTEet par onstrution de la suite (�n)n2N, en hoississant n de telle sorte que jxj � n,�(Xt^�n)� �(x) = �n(Xt^�n)� �n(x)= M�nt^�n +A�nt^�n= Z t^�n0 ��0n (Xs) dBs +A�nt^�nau vu de e qui pr�e�ede.L'uniit�e de la d�eomposition de Fukushima des proessus de Dirihlet nous permet d'identi�erles parties martingales. Par ons�equent,M�t^�n = Z t^�n0 ��0n (Xs) dBs = Z t^�n0 ��0 (Xs) dBs (1.31)par onstrution de la suite (�n)n2N. Puisque le proessus X est r�egulier et que M� est unemartingale loale nous pouvons failement v�eri�er que �n ! +1 lorsque n ! +1. En faisanttendre n vers +1 dans (1.31), nous obtenonsM�t = Z t0 ��0 (Xs) dBs t � 0ConlusionL'existene de  W se d�emontre de la même mani�ere que l'existene de B. Le passage auxfontions de W 1p;lo (R) pour la repr�esentation des martingales N� s'e�etue �a l'aide de l'uniit�e dela d�eomposition (1.17) et d'un raisonnement par loalisation. Cela ah�eve la preuve du th�eor�eme.Nous �enon�ons un r�esultat qui, dans le as o�u X est une semi-martingale, permet de donnerune autre repr�esentation probabiliste �a la fontionnelle additive N du th�eor�eme 1.4.6.Th�eor�eme 1.4.9. (R.F. Bass et Z.-Q. Chen [4℄ Th�eor�eme 3.6 p. 437)Soit �X; (Px)x2R	 un proessus de Feller ontinu, onservatif et assoi�e �a l'op�erateur A ausens de la setion pr�e�edente. Alors les trois assertions suivantes sont �equivalentes :� X est une semi-martingale sous Px pour un x �x�e dans R.� X est une semi-martingale sous Px pour tout x �x�e dans R.� la d�eriv�ee au sens des distributions de la fontion � est une mesure de Radon sign�ee.Si l'un de es points est v�eri��e et si l'on note la mesure de Radon sign�ee orrespondant �a la d�eriv�eeau sens des distributions de � par �0(dx), alors il existe un mouvement brownien fBt; t � 0gonstruit sur l'espae de probabilit�e initial de telle sorte que X v�eri�e l'�equation di��erentiellestohastique Xt = X0 + Z t0 �(Xs)dBs + ZR��1(y)Lyt (X)�0 (dy) ; t � 0 (1.32)o�u fLxt (X) : t � 0 : x 2 Rg est le temps loal de X.1.4.3 Pourquoi le temps loal ?1.4.3.1 Formule de Feynman-KaNous avons vu que le proessus X assoi�e �a un op�erateur sous forme divergene est en faitsolution d'une �equation di��erentielle stohastique (1.32) qui fait intervenir le temps loal de Xlorsque le oeÆient � de l'op�erateur poss�ede une d�eriv�ee au sens des distributions qui est unemesure de Radon sign�ee.Dans e qui suit on fera l'hypoth�ese suivante :
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H(�) : 8<: (i) �2 est disontinue au point 0(ii) �2 est de lasse C1b (℄0;1[) et de lasse C1b (℄�1; 0[)(iii) les limites �a droite et �a gauhe des fontions (�2)(i) existent et sont �nies(1.33)Nous noterons limx#0 �2(x) = a(0+); limx"0 �2(x) = a(0�)les limites respetives de la fontion �2 �a gauhe et �a droite de 0.Il est alors possible de d�emontrer, via la formule des temps d'oupation, que sous l'hypoth�eseH(�), l'�equation di��erentielle stohastique (1.32) se r�e�erit sous la nouvelle formeXt = x+ Z t0 �(Xs)dBs + 12 Z t0 a0(Xs)ds+ a(0+)� a(0�)2a(0+) L0t (X) (1.34)Dans ette �equation, le proessus �L0t (X) ; t � 0	 d�esigne le temps loal �a droite du proessus X .Soit fXt; t � 0g la solution faible de l'�equation di��erentielle stohastique (1.34). Nous faisonstout d'abord laRemarque 1.4.10. P-presque sûrement pour tout t 2 [0; T ℄ �x�e, la fontion y 7! Lyt (X) est unefontion ontinue partout sur R, sauf �eventuellement au point 0. Cela est une ons�equene duorollaire 1 p.32 de [53℄.Au vu des r�esultats de la setion pr�e�edente (f. (1.16)), pour toute fontion � dans L2(R), lafontion u d�e�nie sur [0; T ℄� R par u : (t; x) 7! Ex [�(Xt)℄ (1.35)donne une repr�esentation de l'unique solution faible appartenant �a E2 du probl�eme de Cauhy(P).Toutefois, si l'on �enone e r�esultat sans avoir en m�emoire tout le travail men�e pr�e�edemment,il est diÆile de omprendre la nature du ph�enom�ene qui assure que la solution faible X de (1.34)soit bien assoi�ee (au sens de la premi�ere setion de e hapitre) �a l'op�erateur A. Le but de ettepartie est d'e�etuer un alul illustratif qui permette de omprendre (( plus intuitivement ))le rôlejou�e par le temps loal dans e ph�enom�ene.1.4.3.2 Un alul illustratifDans toute la suite, le produit salaire dans L2 (R) de deux fontions f et g sera not�e(f(:); g(:))2Le proessus X solution faible de (1.34) engendre au travers de la formulePt�(x) = Ex [�(Xt)℄ ; t � 0; (1.36)un semigroupe de Markov sur L2 (R) que nous noterons fPt : t � 0g.Nous supposerons dans le alul que fPt : t � 0g est un semigroupe d'op�erateurs auto-adjoints(sym�etriques) sur L2 (R) et stable sur W 12 (R).Pour toute fontion v 2 W 1;1(R), on d�e�nit la forme lin�eaire Av agissant sur C10 (R) par laformule < Av;  >= ��12�2 ddz v; ddz �2 pour toute fontion  2 C10 (R) (1.37)V�eri�ons que la formule (1.37) d�e�nit bien une distribution sur R.



24 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTEPar d�e�nition (f. [24℄), pour qu'une forme lin�eaire G sur C10 (R) soit une distribution, il fautv�eri�er que pour tout ompat K �x�e dans R, il existe un entier p0 et une onstante C (quid�ependent de K en g�en�eral) tels que8 2 C10 (R) tel que supp  � K; on ait j< G; >j � C maxj�j�p0;x2K j �� (x) j (1.38)o�u supp  d�esigne le support de la fontion  .Or ette in�egalit�e est lairement v�eri��ee pour la forme lin�eaire Av agissant sur C10 (R) par laformule (1.37) ave p0 = 1 (il suÆt d'utiliser le fait que �2 est une fontion uniform�ement born�ee.D'autre part, pour toute fontion v 2 W 1;1(R), nous d�e�nissons la forme lin�eaire Tv agissantsur C10 (R) par la relation< Tv;  >= 12 �v; a0 ddz �2+12 �v; a d2dz2 �2+12 (a(0+)� a(0�)) v(0) < Æ0; ddz  > 8 2 C10 (R)(1.39)o�u v(0) est d�e�ni sans ambigu��t�e omme la valeur en 0 du repr�esentant ontinu de v (pour l'exis-tene d'un repr�esentant ontinu, voir [9℄ Th�eor�eme VIII.2 p.122). Il est lair que la forme lin�eaireTv v�eri�e la formule (1.38) ave p0 = 2. Il en r�esulte que Tv est bien une distribution.De plus, pour toute fontion  2 C10 (R),12 �v; a d2dz2 �2 = 12 Z 0�1 v(z)a(z) d2dz2 (z)dz + 12 Z +10 v(z)a(z) d2dz2 (z)dz= �12 Z 0�1 ddz [a:v℄(z) ddz (z)dz � 12 Z +10 ddz [a:v℄(z) ddz (z)dz�12 (a(0+)� a(0�)) v(0) ddz (0)= ��12a ddz v; ddz �2 � 12 �v; a0 ddz �2 � 12 (a(0+)� a(0�)) v(0) < Æ0; ddz >o�u nous avons utilis�e la formule d'int�egration par parties de [9℄ p.131 pour les fontions deW 1;1 (supp  ).Ainsi, < Tv;  > = �12 �a ddz v; ddz �2= < Av;  > 8 2 C10 (R) (1.40)e qui veut exatement dire que Av = Tv au sens des distributions.Soit  2 C1;20 ((0; T )� R). En appliquant la formule d'Itô �a la fontion  et au proessus Xon obtient :8t 2℄0; T ℄;8x 2 R,Ex [ (t;Xt)℄ =  (0; x) + Ex �Z t0 ��t (s;Xs)ds�+ Ex �12 Z t0 �a0(Xs) ��z (s;Xs) + a(Xs) �2�z2 (s;Xs)� ds�+ a(0+)� a(0�)2a(0+) Ex �Z t0 ��z (s; 0)dL0s(X)� (1.41)En utilisant (1.41) et plusieurs fois le th�eor�eme de Fubini (justi��e par le fait que toutes les



1.4. REPR�ESENTATION STOCHASTIQUE DU SEMI-GROUPE FONDAMENTAL 25int�egrales que l'on onsid�ere sont bien d�e�nies), on v�eri�e que pour toute fontion � dans W 12 (R),��(:); E (:)[ (T;XT )℄�2 = ��(:);  (0; :)�2 + Z T0 dt��(:); E (:) � ��t (t;Xt)��2+ Z T0 dt��(:); E (:) �12 �a0(Xt) ��z (t;Xt) + a(Xt) �2�z2 (t;Xt)���2+ ��(:); a(0+)� a(0�)2a(0+) E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#�2Par ons�equent,��(:); E (:)[ (T;XT )℄�2 = ��(:);  (0; :)�2 + Z T0 dt�Pt�(:); ��t (t; :)�2+ Z T0 dt��(:); E (:) �12 �a0(Xt) ��z (t;Xt) + a(Xt) �2�z2 (t;Xt)���2+ a(0+)� a(0�)2a(0+) ��(:); E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#�2Ainsi,��(:); E (:)[ (T;XT )℄�2 = ��;  (0; :)�2 + Z T0 dt�Pt�(:); ��t (t; :)�2+ Z T0 dt12�Pt�(:);�a0 ��z (t; :) + a �2�z2 (t; :)��2+ a(0+)� a(0�)2a(0+) ��(:); E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#�2Si t est �x�e dans [0; T ℄, la fontion x 7! Pt�(x) est une fontion de W 12 (R) qui admet unrepr�esentant ontinu. En utilisant alors la d�e�nition de la distribution T (Pt�), on obtientZ T0 dt�12�Pt�(:); a0 ��z (t; :)�2 + 12�Pt�(:); a �2�z2 (t; :)�2�= Z T0 dt < T (Pt�(:)) ;  (t; :) > �12(a(0+)� a(0�)) Z T0 dt ��z (t; 0)Pt�(0) (1.42)Grâe �a l'�egalit�e (1.40) (les distributions T (Ps�) et A (Ps�) sont �equivalentes) et en utilisantla d�e�nition de la distribution A (Ps�), l'�egalit�e (1.42) devient��(:); E (:)[ (T;XT )℄�2 = �E (:) [�(XT )℄;  (T; :)�2= ��;  (0; :)�2+ Z T0 dt�Pt�(:); ��t (t; :)�2� Z T0 dt12�a ddzPt�(:); ��z (t; :)�2� 12(a(0+)� a(0�)) Z T0 dt ��z (t; 0)Pt�(0)+ a(0+)� a(0�)2a(0+) ��(:); E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#�2 (1.43)



26 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTENous voulons maintenant v�eri�er que12(a(0+)� a(0�)) Z T0 dt ��z (t; 0)Pt�(0) = a(0+)� a(0�)2a(0+) ��(:); E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)# �2(1.44)Pour v�eri�er ette �egalit�e, nous allons introduire une mesure que l'on notera Æ+0 et qui est enfait une pseudo-g�en�eralisation de la masse de Dira. Le but reherh�e est d'int�egrer des fontionsdisontinues au point 0 sans ambigu��t�e.D�e�nition 1.4.11. On note Æ+0 la forme lin�eaire agissant sur l'ensemble des fontions f qui sontontinues sur R sauf au point 0 et d�e�nie par la relationÆ+0 (f) = ZR f(x)Æ+0 (dx) = limx&0 f(x) = f(0+)Soit la suite de fontions (gn)n�0 d�e�nie par :8<: gn(x) = 0 pour tout x 2℄�1; 0[gn(x) = n pour tout x 2 [0; 1n ℄gn(x) = 0 pour tout x 2℄ 1n ;+1[ (1.45)On v�eri�e failement quelimn!+1 ZR f(x)gn(x)dx = f(0+) = ZR f(x)Æ+0 (dx)Muni de et outil, nous pouvons maintenant v�eri�er l'�egalit�e (1.44). Grâe �a la remarque 1.4.10,le temps loal de X est ontinu partout sauf au point 0. Ainsi, puisque  (T; 0) =  (0; 0) = 0,�(�(:); E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)# � = ��(:);�E (:) "Z T0 L0t (X) ��t ��z (t; 0)dt#�2= ��(:);�E (:) "Z T0 ZRLzt (X)Æ+0 (dz) ��t ��z (t; 0)dt#�2et grâe au th�eor �me de Lebesgue,�(�(:);E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#� = limn!+1��(:);�E (:) "Z T0 dt ��t ��z (t; 0) ZRLat (X)gn(a)da# �2En appliquant la formule des temps d'oupation et une int�egration par parties, nous voyons que�(�(:);E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#� = limn!+1��(:); E (:) "Z T0 dt ��z (t; 0)gn(Xt)a(Xt)ds# �2Et en utilisant suessivement le th�eor�eme de Fubini, le th�eor�eme de Lebesgue et le fait que lesemi-groupe est auto-adjoint,�(�(:); E (:) "Z T0 ��z (t; 0)dL0t (X)#� = limn!+1 Z T0 dt ��z (t; 0)��(:); E (:) [gn(Xt)a(Xt)℄�2= Z T0 dt ��z (t; 0) limn!+1�Pt�(:); gn(:)a(:)�2= a(0+) Z T0 Pt�(0) ��z (t; 0)dt



1.4. REPR�ESENTATION STOCHASTIQUE DU SEMI-GROUPE FONDAMENTAL 27La formule (1.44) est don v�eri��ee.On utilise le fait que la fontion  a �et�e hoisie initialement dans C1;20 ((0; T )� R) et don (T; x) =  (0; x) = 0. Ainsi, grâe �a (1.44), l'�egalit�e (1.43) devientZ T0 dt�Pt�(:); ��t (t; :)�2 � Z T0 dt12�a ddzPt�(:); ��z (t; :)�2 = 0 (1.46)Nous avons don v�eri��e que la fontion x 7! Pt�(x) = Ex [�(Xt)℄ v�eri�e le deuxi�eme point de lad�e�nition 1.2.1 lorsque les fontions  sont hoisies dans C1;20 ((0; T )� R). On pourrait g�en�eraliserfailement e r�esultat pour des fontions tests dans C1;10 ((0; T )� R) par un argument de densit�e,mais l'�eriture rigoureuse de la d�emonstration serait un peu laborieuse : nous faisons don le hoixde ne pas expliiter e alul.1.4.3.3 Fontionnelles additives et mesure de RevuzLa th�eorie qui lie les mesures de Revuz et les fontionelles additives permet de omprendre plusompl�etement, dans le as o�u le proessus X est une semi-martingale, le ph�enom�ene qui permetd'identi�er la fontionnelle additive fNt : t � 0g dans l'�equation (1.26) au proessusH 4= �ZR��1(y)Lyt [X ℄�0 (dy) : t � 0�Pour d�emontrer que es deux fontionnelles sont en fait identiques, il suÆt de d�emontrer qu'ellesorrespondent toutes deux �a la même mesure de Revuz. Dans le as o�u X est une semi-martingale,il est possible de d�emontrer que la mesure de Revuz �(dx) assoi�ee �a la fontionnelle additive defNt : t � 0g est donn�ee par la formule�(dx) = �(x)�0(dx) (1.47)Sans en donner une preuve rigoureuse, nous nous ontenterons de onstater que, dans le aso�u � est une fontion tr�es r�eguli�ere, la fontionnelle additive N du proessus X s'erit Nt =R t0 �(Xs)�0(Xs)ds et par ons�equent sa mesure de Revuz ne peut être que la mesure �(dx) d�e�nieen (1.47).La preuve du th�eor�eme 1.4.9 dans [9℄ fournit alors lairement la r�eponse �a notre question :nommons nLxt : t � 0o la fontionnelle additive ontinue de X assoi�ee �a la mesure �2(x)Æx.Soit une mesure de Radon �(dx) positive �x�ee. Le th�eor�eme 5.1.3 dans [15℄ nous permet d'aÆrmerque la fontionnelle additive de X dont la mesure de Revuz est �2(x)�(dx) est �equivalente (ausens des proessus) �a RRLxt �(dx).Si nous rempla�ons �2(x)�(dx) dans le raisonnement i-dessus par la mesure �0(dx) = �2(x)f(x)dx(o�u f est une fontion positive mesurable born�ee), alors la fontionnelle additive assoi�ee �a �0 est�equivalente �a Ut 4= RR f(x)Lxt dx. Mais il est bien onnu que �0(dx) est assoi�ee �a la fontionnelleadditive Vt 4= R t0 �2(Xs)f(Xs)ds. Par ons�equent, les proessus U et V sont �equivalents et pourtoute fontion f mesurable positive et born�ee,ZR f(x)Lxt dx = Z t0 �2(Xs)f(Xs)ds = Z t0 f(Xs)dhXis (1.48)Cela montre que le proessus nLxt : t � 0o, onstruit omme �etant la fontionnelle additive demesure de Revuz �2(x)Æx, ne peut être que le temps loal �a droite de la semi-martingale X .Le même raisonnement, appliqu�e ette fois-i en rempla�ant �(dx) par �(dx), impose que lafontionnelle additive fNt : t � 0g assoi�ee �a �(dx) est �equivalente �a H , e qui est exatemente que nous voulions v�eri�er.



28 CHAPITRE 1. INTERPR�ETATION PROBABILISTE1.5 ConlusionIl existe don plusieurs repr�esentations probabilistes de la solution du probl�eme de Cauhy (P)(1.3) unidimensionnel : (1.27), (1.32) et elles-i varient en fontion des hypoth�eses faites sur leoeÆient a.Parmi es di��erentes repr�esentations, une seule se prête failement �a une disr�etisation permet-tant de d�evelopper une m�ethode de Monte-Carlo : (1.32). Le hapitre suivant a pour but d'analyserla vitesse de onvergene du sh�ema d'Euler pour (1.32) dans le as simple o�u � n'est suppos�edisontinu qu'au point 0. Dans e as, (1.32) se r�eduit alors �a (1.34).



Chapitre 2Le sh�ema d'Euler2.1 IntrodutionSoit A un op�erateur sous forme divergene sur R d�e�ni formellement parA = ddx �12�2 ddx� (2.1)o�u � d�esigne une fontion mesurable sur R. On supposera qu'il existe deux onstantes � et � tellesque 0 < � � �2(x) � � < +1 x 2 R (2.2)Nous nous int�eressons au probl�eme parabolique P suivant :(P)� �tu(t; x)�Au(t; x) = 0 pour (t; x) 2 (0; T ℄� Ru(0; x) = f(x) pour tout x 2 R (2.3)o�u f est une fontion dans L2(R). On fera l'hypoth�ese suivante : la fontion � intervenant dansla d�e�nition de l'op�erateur A v�eri�eH4 : 8>><>>: (i) �2 est disontinue au point 0(ii) �2 est de lasse C6b (℄0;1[) et de lasse C6b (℄�1; 0[)(iii) les limites �a droite et �a gauhe des fontions (�2)(i) existent et sont �niespour tout i 2 f1; : : : ; 6g (2.4)Nous noterons a 4= �2 et limx#0 �2(x) = a(0+); limx"0 �2(x) = a(0�)les limites respetives de la fontion �2 �a gauhe et �a droite de 0.Soit l'�equation di��erentielle stohastique ave temps loal8<: dXt = �(Xt)dBt + 12a0(Xt)dt+ a(0+)� a(0�)2a(0+) dL0t (X)X0 = x0 (2.5)D'apr�es la onstrution du hapitre pr�e�edent, nous savons que la solution u de (P) est donn�eepar u(t; x0) = Ex0 [f(Xt)℄ (2.6)Le but de e hapitre est de proposer un algorithme num�erique pour aluler des valeursapproh�ees de u �a partir de la repr�esentation (2.6).Il nous faut a�ronter deux probl�emes importants :29



30 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER{ la pr�esene du temps loal dans l'�equation (2.5) et l'impossibilit�e de proposer un sh�ema dedisr�etisation simple.{ la pr�esene d'une disontinuit�e en 0 pour les oeÆients � et b.2.1.1 Faire (( disparâ�tre )) le temps loal : la transformation de ZvonkinL'id�ee ii est d'appliquer une transformation de Zvonkin (f. [33℄) au proessus X dans le butde faire disparâ�tre le temps loal de l'EDS.Pour simpli�er les notations, on pose :� = a(0+)� a(0�)2a(0+) (2.7)On introduit la fontion \signe" not�ee sgn et d�e�nie par :� sgn(x) = 1 pour tout x > 0sgn(x) = �1 pour tout x � 0 (2.8)Soit h la fontion d�e�nie par h(z) = z � �1� � jzj 8z 2 R (2.9)Puisque a(0�) � � et a(0+) � �, on v�eri�e que h est une bijetion ar �1 < �1�� < 1.En appliquant la formule d'Itô-Tanaka (f. [40℄), on obtienth(Xt) = h(x0) + Z t0 �(Xs)dBs + 12 Z t0 a0(Xs)ds� �1� � �Z t0 �(Xs)sgn(Xs)dBs + 12 Z t0 sgn(Xs)a0(Xs)ds�= h(x0) + Z t0 � Æ h�1 Æ h(Xs)dBs + 12 Z t0 a0 Æ h�1 Æ h(Xs)ds� �1� � Z t0 � Æ h�1 Æ h(Xs)sgn Æ h�1 Æ h(Xs)dBs+ 12 �1� � Z t0 sgn Æ h�1 Æ h(Xs)a0 Æ h�1 Æ h(Xs)dsAinsi le proessus Y 4= h(X) v�eri�e une EDS sans temps loal mais dont les oeÆients sontdisontinus au point 0. En posant x0 4= h(x0) et en utilisant les propri�et�es de la fontion \signe"on v�eri�e queYt = x0 + Z t0 � Æ h�1(Ys)dBs + 12 Z t0 a0 Æ h�1(Ys)ds� �1� � �Z t0 � Æ h�1(Ys)sgn(Ys)dBs + 12 Z t0 sgn(Ys)a0 Æ h�1(Ys)ds� 8t 2 [0; T ℄D�e�nissons les fontions ~�, ~b et ~a par~�(x) 4= � Æ h�1(x)� �1��� Æ h�1(x)sgn(x) pour tout x 2 R~a(x) 4= ~�2(x)~b(x) 4= 12a0 Æ h�1(x)� �1�� 12a0 Æ h�1(x)sgn(x) pour tout x 2 R (2.10)



2.1. INTRODUCTION 31Nous v�eri�ons diretement �a partir de es d�e�nitions qu'il existe ~� et ~� deux onstantes stri-tement positives telles que : ~� � ~a(x) � ~� 8x 2 R (2.11)Ave es nouvelles notations le proessus Y v�eri�e l'�equation di��erentielle stohastique sui-vante : Yt = x0 + Z t0 ~�(Ys)dBs + Z t0 ~b(Ys)ds (2.12)2.1.2 Le sh�ema d'EulerGrâe �a l'�equation (2.12), on peut proposer un algorithme num�erique naturel de simulationpour la solution du probl�eme de Cauhy assoi�e �a A. Il s'agit d'introduire le sh�ema d'Euler assoi�e�a la solution de l'EDS (2.12).Plus pr�eis�ement, on d�e�nit �Y t; t 2 [0; T ℄	 en posant Y 0 = x0 = h�1 (x0) et pour toutkTn � t � (k+1)Tn ave k 2 f0 : : : n� 1g,Y t = Y kTn + ~� �Y kTn ��Bt �B kTn �+~b�Y kTn ��t� kTn � (2.13)Dans toute la suite, nous utiliserons les notations suivantes :� tk = kTn .� tk = T � tk.� 4Bk+1k = �Btk+1 �Btk�.� 4t d�esigne le pas de temps Tn .� pk (y) dy d�esigne la densit�e du sh�ema d'Euler au temps tk, 'est-�a-dire la densit�e de la variableal�eatoire Y tk .Nous pouvons ondenser l'�eriture de (2.13). Introduisons�(t) = E �ntT � Tno�u E d�esigne la partie enti�ere. (2.13) se r�e�erit :Y t = Y �(t) + ~� �Y �(t)� �Bt �B�(t)�+~b �Y �(t)� (t� �(t)) (2.14)Le proessus �Y t�0�t�T est don une semimartingale ontinue.Nous appelerons sh�ema d'Euler assoi�e �a (Xt)0�t�T le proessus �Xt�0�t�T d�e�ni parXt = h�1 �Y t� 0 � t � T (2.15)Remarque 2.1.1. Les oeÆients intervenant dans la d�e�nition du sh�ema d'Euler ne v�eri�entpas les hypoth�eses lassiques. En partiulier le oeÆient de di�usion est disontinu en 0.N�eanmoins, le sh�ema d'Euler onverge au moins au sens faible vers la solution de l'EDS(2.12). Ce r�esultat a �et�e obtenu dans la th�ese de Linqing Yan dans le adre de l'�etude du sh�emad'Euler pour des EDS ave oeÆients disontinus (f. [52℄ Th�eor�eme 2.3.1 p.29). Cependant, �ama onnaissane, auune vitesse de onvergene n'a enore �et�e obtenue.



32 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER2.1.3 Prinipaux r�esultatsIntroduisons les ensembles H0H0 4= nh 2 C3 (R) ; h 2 C4 (R) p.p ; h(i) 2 L2 (R) \ L1 (R) et h(i)(0) = 0 pour i = 1; : : : ; 4o(2.16)et H H = nh 2 C3 (R) ; h 2 C4 (R) p.p ; h(i) 2 L2 (R) pour i = 1; : : : ; 4o (2.17)Bien evidemment H0 � H:Pour des raisons tehniques, nous serons amen�es �a distinguer deux as :{ le as partiulier d'une ondition initiale f appartenant �a H0 : dans e as nous arrivons �aobtenir de bonnes estimations pour les d�eriv�ees de la solution u du probl�eme (P),{ le as plus g�en�eral d'une ondition initiale f appartenant �a H : dans e as, nous ne sommespas arriv�es �a obtenir l'analogue des estimations pr�e�edentes. Nous approhons don f 2 Hpar une suite de fontions dans H0. Nous estimons le (( oût )) de ette approximation surles estimations pour di��erentes normes dans le Th�eor�eme 2.2.12.Le but de e hapitre est don de d�emontrer lesTh�eor�eme 2.1.1. Supposons les hypoth�eses H4 v�eri��ees.Soit f : R 7! R appartenant �a H0. Soit (Xt)t�0 le proessus solution de (2.5) et �Xt�0�t�Tle sh�ema d'Euler assoi�e �a (Xt)0�t�T onstruit dans la setion 2.1.2.Pour tout � > 0 �x�e, il existe une onstante C(T; �) �nie telle que���Ef(XT )� Ef(X T )��� � C(T; �) (4t) 12�� (2.18)Th�eor�eme 2.1.2. Supposons les hypoth�eses H4 v�eri��ees.Soit f : R 7! R appartenant �a H. Soit (Xt)t�0 le proessus solution de (2.5) et �Xt�0�t�T lesh�ema d'Euler assoi�e �a (Xt)0�t�T onstruit dans la setion 2.1.2.Il existe une onstante C(T ) �nie telle que���Ef(XT )� Ef(X T )��� � C(T ) (4t) 13 (2.19)2.2 R�esultats pr�eliminaires2.2.1 Le probl�eme paraboliqueIntroduisons la fontion �+ (resp. ��), restrition de la fontion � sur R+ (resp. sur R� ).Le probl�eme (P) est alors �equivalent au probl�eme de transmission parabolique (P 0) :(P 0)8>>>><>>>>: �tu(t; x)� �x � 12�2+(x)�xu(t; x)� = 0 (t; x) 2℄0; T ℄�℄0;+1[�tu(t; x)� �x � 12�2�(x)�xu(t; x)� = 0 (t; x) 2℄0; T ℄�℄�1; 0[u(t; 0+) = u(t; 0�)a(0+)�xu(t; 0+) = a(0�)�x(t; 0�) onditions de transmission (�)u(0; x) = f(x) x 2 R (2.20)Soit u la solution du probl�eme (P) (ou (P)0). Nous avons le r�esultat faile suivant :



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 33Proposition 2.2.1. La solution u se d�eompose de la fa�on suivante :u(t; x) = u+(t; x)1fx2[0;1[g + u�(t; x)1fx2℄�1;0[g (2.21)o�u u+ (resp. u�) d�esigne la solution du probl�eme parabolique ave fronti�ere (P+) (resp. (P�)) :(P+)8<: �tu+(t; x)� �x �12�2+(x)�xu+(t; x)� = 0 (t; x) 2℄0; T ℄�℄0;1[u+(t; 0) = u(t; 0) t 2℄0; T ℄u+(0; x) = f(x) x 2 [0;1[ (2.22)(resp. (P�))8<: �tu�(t; x) � �x �12�2�(x)�xu�(t; x)� = 0 (t; x) 2℄0; T ℄�℄�1; 0[u�(t; 0�) = u(t; 0) t 2℄0; T ℄u�(0; x) = f(x) x 2℄�1; 0[ (2.23)Introduisons a+ un prolongement de lasse C1(R) arbitraire de la fontion �2+ sur R. Nousferons l'hypoth�ese non ontraignante que a+ appartient enore �a A (�;�).On note alors �Xx;+t : t 2 [0; T ℄	 le proessus solution forte deXx;+t = x+ Z t0 qa+ �Xx;+s �dBs + Z t0 12a0+ �Xx;+s �ds (2.24)o�u B d�esigne un mouvement brownien onstruit sur un espae de probabilit�e (
;F ;P).Dans toute la suite nous noterons ~u+ la fontion d�e�nie par~u+(t; x) 4= E �f �Xx;+t �� (2.25)Il est alors bien onnu que ~u+ est la solution d'un probl�eme parabolique sous forme divergene(( r�egulier )) : ( ~P+)� �t~u+(t; x)� �x �12a+(x)�x~u(t; x)� = 0 pour (t; x) 2 (0; T ℄� R~u+(0; x) = f(x) pour tout x 2 R (2.26)Soit x un r�eel stritement positif. On note �0x le premier temps d'atteinte de 0 pour leproessus Xx;+ : �0x = inf �t > 0 : Xx;+t = 0	 (2.27)La formule de Feynman-Ka pour le probl�eme (P+) nous assure queu+ (t; x) = E �f �Xx;+t �1f�0x�tg + u(t� �0x ; 0)1f�0x<tg� (2.28)Grâe �a la propri�et�e de Markov, en notant rx la densit�e de la variable al�eatoire �0x , on voit queu+ (t; x) = E �f �Xx;+t ��� E �f �Xx;+t �1f�0x<tg + u(t� �0x ; 0)1f�0x<tg�= E �f �Xx;+t ��� Z t0 E hf �X0;+t���i rx(�)d� + Z t0 u(t� �; 0)rx(�)d�= ~u+(t; x)� Z t0 E hf �X0;+� �i rx(t� �)d� + Z t0 u(�; 0)rx(t� �)d� (2.29)2.2.2 Estimation pour les d�eriv�ees partielles de la solution pour unelasse restreinte de onditions initiales2.2.2.1 R�esultats pr�eliminaires : rappels sur les lois des temps d'atteinte pour lesdi�usionsSoit (Zxt )t�0 �a valeurs dans R solution d'une �equation di��erentielle stohastique sur un espaeprobabilis�e �ltr�e �
;F ;P; (Ft)t�0� :dZxt = (Zxt )dBt + �(Zxt )dt; Z0 = x (2.30)



34 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERo�u  et � sont des fontions r�eelles telles qu'il existe k 2 N tel que :� � est de lasse Ck+1b (R), ave des d�eriv�ees born�ees est de lasse Ck+2b (R), ave des d�eriv�ees born�ees (2.31)On suppose de plus qu'il existe � tel que :8x 2 R (x) � �Soit les fontions r�eelles s et Q d�e�nies par :s(x) = Z x0 1(z)dzQ(x) = � Æ s�1(x) Æ s�1(x) � 120 Æ s�1(x)Soit (R%t ) un proessus de Bessel de dimension 3, ave une position initiale R%0 = % :R%t =r�%+W (1)t �2 + �W (2)t �2 + �W (3)t �2o�u �W (1)t ;W (2)t ;W (3)t � est un brownien standard de dimension 3.On d�e�nit les appliations suivantes :�(x) = Z x0 Q(v)dv (2.32)g(x) = Q0(x) +Q2(x) (2.33)	Z(s; x; y) = E �exp��12 Z s0 g�y � s� uu Rx�ysus�u� du�� (2.34)�(s; y) = yp2�s3 exp��y22s� (2.35)Notons D = �(x; y) 2 R2 : x < y	.Nous avons leTh�eor�eme 2.2.2. (f. [47℄ pp. 91-95)On suppose qu'il existe k 2 N tel que :�  est de lasse Ck+2b (R), ave des d�eriv�ees born�ees.� Q est de lasse Ck+1b (R), ave des d�eriv�ees born�ees.et de plus� 9 � > 0 tel que 8x 2 R, (x) � �.Soit Zx la solution de l'EDS (2.30). Alors �yx = inf fs > 0 : Zxs � yg admet une densit�e�(s; x; y) de lasse Ck([0; T ℄�D) et qui v�eri�e :�(s; x; y) = 	Z(s; x; y)�(s; y � x) (2.36)De plus, ����	Z(s; x; y)���� � C (2.37)



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 35���� ��x	Z(s; x; y)���� � C s (2.38)���� ��s	Z(s; x; y)���� � C (2.39)Grâe au th�eor�eme 2.2.2 et �a l'hypoth�ese H4, nous voyons que pour tout x > 0 �x�e, la densit�erx de la variable al�eatoire �0x , s'�erit :rx(s) = 	0(s; x)�(s; x) 8 s � 0 (2.40)o�u 	0(s; x) 4= 	X+(s; x; 0) 8 s � 02.2.2.2 Estimation pour les d�eriv�ees partielles par rapport �a la variable temporelleAttention : nous noterons jj:jj+1 la norme d�e�nie par :jjgjj+1 4= supx2℄0;+1[ jg(x)jNous ommen�ons par laProposition 2.2.3. Il existe une onstante C telle que :8x > 0; 8t > 0; Z t0 1�1=4 rx(t� �)d� � Ct1=4 (2.41)8x > 0; 8t > 0; Z t0 1p� rx(t� �)d� � Cpt (2.42)D�emonstration. Au vu de (2.37) et de (2.40), pour montrer (2.41) il suÆt de montrer queI 4= Z t0 1�1=4 �(t� �; x)d� � Ct1=4 (2.43)De même, montrer (2.42) revient �a estimer l'int�egrale expliite :Z t0 1p��(t� �; x)d� (2.44)Grâe �a des hangements de variables laborieux, nous onstatons que ette int�egrale vaut exate-ment : 1pte�x2=2 tet par ons�equent, (2.42) est d�emontr�ee.Nous voudrions maintenant d�emontrer (2.43). Un alul sous maple donne :I = �2p2 t3=4 �(3=4) 0�1F1 �[1=4℄; [1=2℄;�x22t �2p��(3=4) t � �(3=4)x 1F1 �[3=4℄; [3=2℄;�x22t �2p�t3=2 1Ao�u 1F1 d�esigne la fontion hyperg�eom�etrique g�en�eralis�ee ave p = q = 1 (f. [32℄ p. 254).Une simpli�ation de ette expression donne :I = 14p� �x2t �1=4 21=4(�1)1=4exp��x24t� BesselI(�1=4;�x24t ) + iBesselI(1=4;�x24t )t1=4 (2.45)



36 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERo�u BesselI d�esigne la fontion de Bessel modi��ee de premi�ere esp�ee (f. [32℄ p.60 : BesselI(�; z)est not�ee I�(z)).Or, �a partir du r�esultat de l'exerie 9.6 p.59 de [32℄ (le passage des fontions de Bessel modi��eesaux fontions de Bessel lassiques s'e�etuant grâe �a la relation (10.02 p. 60)), nous d�eduisonsles majorations : ����BesselI(�1=4;�x24t )���� � C2 �x24t��1=4et ����iBesselI(1=4;�x24t )���� � C2 �x24t�1=4On onstate don �a partir de (2.45) que : jI j � Ct1=4et la proposition est d�emontr�ee.Pour renforer l'id�ee de d�ependane entre u et la ondition initiale f , nous noterons u(t; x; f)plutôt que u(t; x) la solution au point (t; x) du probl�eme (P).Proposition 2.2.4. Pour toute fontion f 2 C2b (R),jju(t; :; f)jj1 � jjf jj1 (2.46)Il existe une onstante C telle que pour toute fontion f 2 L2 (R),jju(t; :; f)jj1 � jjf jjL2 Ct1=4 (2.47)De même, il existe une onstante C telle que pour toute fontion f 2 L1 (R),jju(t; :; f)jj1 � jjf jjL1 Cpt (2.48)D�emonstration. Grâe aux estim�ees d'Aronson, nous savons qu'il existe deux onstantes  et Ctelles que jju(t; :; f)jj1 � C jj ZR jf(y)jg(t; x; y)dy jj1et on voit diretement que jju(t; :; f)jj1 � jjf jjL1 CptD'autre part, si C d�esigne une onstante qui hange �eventuellement d'une ligne �a l'autre :jju(t; :; f)jj1 � C �������� ZR jf(y)jg(t; :; y)dy ��������1� C jjf jjL2���������ZR (g(t; :; y))2 dy� 12 ��������1� C jjf jjL2���������ZR g(t; :; y)g(t; y; :)dy� 12 ��������1� C jjf jjL2 jjg(2t; :; :) 12 jj1� jjf jjL2 Ct1=4



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 37Nous introduisons les op�erateurs di��erentiels L+ et L d�e�nis sur C2(R) par les formules :� L+f = 12a+ f 00 + 12a0+ f 0 f 2 C2(R)Lf = 12a f 001fR�f0gg + 12a0 f 0 1fR�f0gg f 2 C2(R) (2.49)Remarque 2.2.5. Lorsque f 2 C4(R) presque partout ave f 0(0) = 0, f 00(0) = 0 et f (3)(0) = 0,Lf est prolongeable sur R par une fontion de lasse C2(R), not�ee enore abusivement Lf . Enpartiulier, L+Lf et LLf sont alors des fontions bien d�e�nies presque partout sur R.Nous avons laProposition 2.2.6. Il existe une onstante C telle que pour toute fontion f 2 C2 (R) v�eri�antf (i) 2 L2 (R) \ L1 (R) pour i = 1; 2 et f 0(0) = 0, et pour tout t 2℄0; T ℄, on ait les in�egalit�es :jj�tu(t; :; f)jj+1 � C �jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1�jj�tu(t; :; f)jj+1 � C �jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2� 1t1=4jj�tu(t; :; f)jj+1 � C �jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1� 1ptSi l'on suppose de plus que f 00(0) = 0, alors la fontiont 7! �tE0 [f(Xt)℄ = �tu(t; 0)est bien d�e�nie et ontinue sur ℄0; T ℄.D�emonstration.Dans toute la d�emonstrastion C est une onstante qui peut �eventuellement hanger d'une ligne �al'autre.1�ere partie :Soit x > 0. Comme nous l'avons vu,u(t; x) = u+ (t; x) = E �f �Xx;+t ��� Z t0 E hf �X0;+� �i rx(t� �)d� + Z t0 u(�; 0)rx(t� �)d�On s'int�eresse tout d'abord au terme :v(t; x) 4= Z t0 E hf �X0;+� �i rx(t� �)d� + Z t0 u(�; 0)rx(t� �)d�Rappelons que u(t; 0) = E0 [f(Xt)℄ = E �f(X0t )�. Grâe �a la formule d'Itô, en utilisant le fait quef 0(0) = 0, nous trouvons que :E �f(X0t )� = f(0) + Z t0 E �Lf(X0� )� d�En partiulier, �tE �f(X0t )� = E �Lf(X0t )� (2.50)et lorsque f 2 C2 (R) ave f (i) 2 L2 (R) pour i = 1; 2 et f 0(0) = 0 et f 00(0) = 0, la fontion Lf estprolongeable sur R par une fontion ontinue. Ainsi, �tu(t; 0; f) = u(t; 0;Lf) est don ontinue etbien d�e�nie.De même, E hf �X0;+� �i = f(0) + Z �0 E hL+f(X0;+� )i d�



38 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERAinsi, v(t; x) = Z t0 Z �0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� d� rx(t� �)d� (2.51)Puisque x > 0, il est lair au vu de (2.40) que rx(0) = 0 et don�tv(t; x) = 0 + Z t0 Z �0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� d� �trx(t� �)d�= � Z t0 Z �0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� d� ��rx(t� �)d�et en int�egrant par parties ette derni�ere �egalit�e, nous trouvons�tv(t; x) = Z t0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� rx(t� �)d� (2.52)� Z t0 �jj~u+(�; x;L+f)jj+1 + jju(�; x;Lf)jj+1� rx(t� �)d�Don, au vu de la proposition 2.2.4,jj�tv(t; :)jj+1 � C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) Z t0 1�1=4 rx(t� �)d�� C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) 1t1=4 grâe au r�esultat de la proposition 2.2.3Le terme ~u+(t; x) = E �f �Xx;+t �� se traite de mani�ere similaire : on applique la formule d'Itô,on d�erive par rapport �a t puis on utilise le r�esultat de la proposition 2.2.4. Ainsi,jj�t~u+(t; :)jj+1 � jjL+f jjL2 Ct1=4Cela termine la d�emonstration de la premi�ere partie de la proposition.2�eme partie :En reprenant les aluls �a partir de (2.52), on a que :�tv(t; x) = Z t0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� rx(t� �)d�� Z t0 �jj~u+(�; x;L+f)jj+1 + jju(�; x;Lf)jj+1� rx(t� �)d�� C (jjL+f jjL1 + jjLf jjL1) Z t0 1p� rx(t� �)d�� C (jjL+f jjL1 + jjLf jjL1) 1pt grâe au r�esultat de la proposition 2.2.3Le terme ~u+(t; x) = E �f �Xx;+t �� se traite de mani�ere similaire : on applique la formule d'Itô, ond�erive par rapport �a t puis on utilise le r�esultat de la proposition 2.2.4. Ainsi,jj�t~u+(t; :)jj+1 � jjL+f jjL1 CptCela termine la d�emonstration de la proposition.Rappelons la d�e�nition de H0 (2.16) :H0 4= nh 2 C3 (R) ; h 2 C4 (R) p.p ; h(i) 2 L2 (R) \ L1 (R) et h(i)(0) = 0 pour i = 1; : : : ; 4oEn r�eit�erant le même raisonnement, on d�emontre, grâe �a la remarque 2.2.5, la nouvelle



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 39Proposition 2.2.7. Il existe une onstante C(T ) telle que pour toute fontion f 2 H0 et pourtout t 2℄0; T ℄ on ait les in�egalit�es :jj�2ttu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1 + jjf (4)jj1�jj�2ttu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2� 1t1=4jj�2ttu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1� 1ptD�emonstration. La preuve r�ep�ete exatement les arguments de la d�emonstration de la proposition2.2.6. L'appliation de la formule d'Itô est justi��ee grâe �a la remarque 2.2.5.2.2.2.3 Estimation pour les d�eriv�ees partielles par rapport �a la variable d'espaeProposition 2.2.8. Il existe une onstante C(T ) telle que pour toute fontion f 2 C2 (R) v�eri�antf (i) 2 L2 (R) \ L1 (R) pour i = 1; 2 et f 0(0) = 0, et pour tout t 2℄0; T ℄, on ait les in�egalit�es :jj�xu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1� (2.53)jj�xu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2� 1t1=4 (2.54)jj�xu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1� 1pt (2.55)D�emonstration. Nous prouvons (2.54). Les in�egalit�es (2.53) et (2.55) se d�emontrent par des argu-ments ompl�etement analogues.Nous reprenons la d�eomposition de u introduite dans la d�emonstration de la proposition 2.2.6�a savoir : u(t; x) = ~u+(t; x) + v(t; x) (2.56)A partir de (2.51) et des r�esultats du th�eor�eme 2.2.2, nous voyons que :v(t; x) = Z t0 �(t; �; x)�(t � �; x)d� (2.57)ave �(t; �; x) = 	0(t� �; x) Z �0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� d� (2.58)En remarquant que ��x�(t� �; x) = �2 ��� " 1p2�(t� �)exp�� x22(t� �)�# (2.59)



40 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERil vient��x Z t0 �(t; �; x)�(t� �; x)d� = Z t0 ��x�(t; �; x)�(t � �; x)d��2 Z t0 �(t; �; x) ��� " 1p2�(t� �)exp�� x22(t� �)�# d�= Z t0 ��x�(t; �; x)�(t � �; x)d�+2�(t; 0; x) 1p2�texp��x22t�+2 Z t0 ����(t; �; x)" 1p2�(t� �)exp�� x22(t� �)�# d�= A1 +A2 +A3On remarque que : �(t; 0; x) = 0et don on a diretement que A2 = 0.D'autre part, par d�e�nition de � et 	0, nous voyons que pour tout t 2℄0; T ℄ et pour tout� 2℄0; t[, ���� ��x�(t; �; x)���� = ���� Z �0 �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� d� ��x	0(t� �; x)����� C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) (t� �) Z �0 1�1=4 d�� C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) (t� �)� 34et �a partir de ette majoration il est faile de voir quejA1j � C(T ) (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2)En e qui onerne A3, on fait le alul suivant :���� ����(t; �; x)���� � C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) � 34 + C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) 1� 14et don jA3j � C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) Z t0 1� 14 1p2�(t� �) exp�� x22(t� �)� d� + C(T )Or, Z t0 1� 14 1p2�(t� �) exp�� x22(t� �)� d� � Z t0 1� 14 1p2�(t� �)d�� C(T )En onlusion, j�xv(t; x)j � C(T ) (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) (2.60)En e qui onerne le terme ~u+(t; x), les r�esultats lassiques sur les EDP paraboliques (f.Annexe B) nous assurent que : j�x~u+(t; x)j � C(T )jjf 0jjL2 1t1=4 (2.61)Par ons�equent, l'in�egalit�e (2.54) est d�emontr�ee.En utilisant la même m�ethode, nous prouvons les in�egalit�es (2.53) et (2.55).



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 41Corollaire 2.2.9. Il existe une onstante C(T ) telle que pour toute fontion f 2 C2 (R) v�eri�antf (i) 2 L2 (R) \ L1 (R) pour i = 1; 2 et f 0(0) = 0, et pour tout t 2℄0; T ℄, on ait les in�egalit�es :jj�2xxu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1�jj�2xxu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2� 1t1=4jj�2xxu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1� 1ptD�emonstration. Il suÆt d'utiliser le fait que�tu = a0�xu+ a�xxu sur R�et les majorations des propositions 2.2.6 et 2.2.8.Proposition 2.2.10. Il existe une onstante C(T ) telle que pour toute fontion f 2 H0 et pourtout t 2℄0; T ℄ on ait les in�egalit�es :jj�3xxxu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1 + jjf (4)jj1� (2.62)jj�3xxxu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2� 1t1=4 (2.63)jj�2xxxu(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1� 1pt (2.64)D�emonstration. Nous prouvons (2.63). Les in�egalit�es (2.62) et (2.64) se d�emontrent par des argu-ments ompl�etement analogues.Tout omme pour la d�emonstration de la proposition 2.2.8, notre point de d�epart est lad�eomposition (2.56). A partir de (2.52), nous obtenons que :�tv(t; x) = Z t0 �(t; �; x)�(t� �; x)d�ave �(t; �; x) = 	0(t� �; x)�E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� (2.65)En utilisant une nouvelle fois (2.59), il vient��x Z t0 �(t; �; x)�(t� �; x)d� = Z t0 ��x�(t; �; x)�(t � �; x)d��2 Z t0 �(t; �; x) ��� " 1p2�(t� �)exp�� x22(t� �)�# d�= Z t0 ��x�(t; �; x)�(t � �; x)d�+2�(t; 0; x) 1p2�texp��x22t�+2 Z t0 ����(t; �; x)" 1p2�(t� �)exp�� x22(t� �)�# d�= A1 +A2 +A3



42 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULEROn remarque que : �(t; 0; x) = lim�!0�E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� = 0grâe au fait que f appartient H0 et �a la remarque 2.2.5. On a don A2 = 0.D'autre part, par d�e�nition de � et 	0, nous voyons que pour tout t 2℄0; T ℄ et pour tout� 2℄0; t[, ���� ��x�(t; �; x)���� = ���� �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� ��x	0(t� �; x)����� C (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) (t� �) 1�1=4et �a partir de ette majoration il est faile de voir quejA1j � C(T ) (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) 1t1=4En e qui onerne A3, on a :���� ����(t; �; x)���� � C(T ) (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) + C ��� �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )��et au vu de la proposition 2.2.6, on v�eri�e que pour tout � > 0,���� ��� �E hL+f(X0;+� )i� E �Lf(X0� )�� ���� � C(T ) (jjL+f jjL2 + jjLf jjL2) 1�1=4jA3j � C �jjL2+f jjL2 + jjL+Lf jjL2 + jjLL+f jjL2 + jjL2f jjL2�� Z t0 1� 14 1p2�(t� �) exp�� x22(t� �)� d� + C(T )Et grâe au même alul que pr�e�edemment,Z t0 1� 14 1p2�(t� �) exp�� x22(t� �)� d� � C(T )En onlusion,j�x�tv(t; x)j � C(T ) �jjL2+f jjL2 + jjL+Lf jjL2 + jjLL+f jjL2 + jjL2f jjL2� (2.66)En e qui onerne le terme ~u+(t; x), les r�esultats lassiques sur les EDP paraboliques (f.Annexe B) nous assurent que :j�x�t~u+(t; x)j � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2� 1t1=4 (2.67)Par ons�equent,j�x�tu(t; x)j � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2� 1t1=4Or, �x�tu = �x f�x [a�xu℄g sur R+�et au vu des propositions 2.2.8 et 2.2.9, l'in�egalit�e (2.63) est d�emontr�ee.



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 43Corollaire 2.2.11. Il existe une onstante C(T ) telle que pour toute fontion f 2 H0 et pourtout t 2℄0; T ℄ on ait les in�egalit�es :jj�4x4u(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1 + jjf (4)jj1�jj�4x4u(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2� 1t1=4jj�4x4u(t; :; f)jj+1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1� 1ptD�emonstration. Il suÆt d'utiliser le fait que�t�tu = �x [a�x f�x [a�xu℄g℄ sur R+�et le r�esultat des propositions 2.2.8, 2.2.9 et 2.2.10.2.2.2.4 ConlusionNous noterons jj:jj�1 la norme d�e�nie par :jjgjj�1 4= supx2℄�1;0[ jg(x)jIntroduisons l'op�erateur di��erentiel L� d�e�ni sur C2(R) par la formule :L�g = 12a� g00 + 12a0� g0 g 2 C2(R) (2.68)Evidemment, nous avons des r�esultats analogues aux propositions 2.2.4, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.9, 2.2.10,et 2.2.11 en rempla�ant partout les indies + par des indies � orrespondants.Nous pouvons don �enoner leTh�eor�eme 2.2.1. Si f 2 H0 alors,pour tout j 2 f0; : : : ; 2g, i 2 f0; : : : ; 4g tels que 2j + i � 4, il existe une onstante C(T )ind�ependante de f telle que8 t 2℄0; T ℄; jj�jt �ixu(t; :; f)jj1 � C(T ) 2j+iXk=0 jjf (k)jj18 t 2℄0; T ℄; jj�jt �ixu(t; :; f)jj1 � C(T )t1=4 2j+iXk=0 jjf (k)jjL2(R)8 t 2℄0; T ℄; jj�jt �ixu(t; :; f)jj1 � C(T )pt 2j+iXk=0 jjf (k)jjL1(R)2.2.3 Aplatissement loal de la ondition initiale : interpolation po-lynômialeMalheureusement, nous ne savons pas majorer de fa�on satisfaisante les d�eriv�ees du probl�emeparabolique (P) lorsque la ondition initiale f esse d'appartenir �a H0 (2.16) : le alul est rendudiÆile par l'apparition d'une int�egrale singuli�ere non-expliite que nous ne sommes pas arriv�es �amajorer de mani�ere satisfaisante.



44 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERIl apparâ�t que disposer de bonnes estimations pour les d�eriv�ees du probl�eme parabolique(P) est une �etape ruiale pour �evaluer orretement la vitesse de onvergene faible du sh�emad'Euler. Pour rem�edier �a ette diÆult�e, nous nous proposons dans ette setion de remplaerloalement f autour de 0 par une fontion onstante. Bien �evidemment ette manipulation a unoût que nous nous proposons justement d'�etudier en d�etail : 'est le sens du th�eor�eme 2.2.12.Rappelons la d�e�nition de l'ensemble H (2.17) :H = nh 2 C3 (R) ; h 2 C4 (R) p.p ; h(i) 2 L2 (R) pour i = 1; : : : ; 4oSoit f 2 H �x�ee. Notre but est d'approher f par une fontion fÆ appartenant �a l'ensemble H0(2.16), 'est-�a-dire par une fontion de H dont les quatre premi�eres d�eriv�ees s'annulent en 0.Soit Æ un r�eel tel que 0 < Æ < 1. Nous d�e�nissons fÆ omme suit :8>>>><>>>>: fÆ(x) = f(x) x 2℄�1;�2Æ[fÆ(x) = P�Æ (x) x 2 [�2Æ;�Æ[fÆ(x) = P�Æ (x) = P+Æ (x) = f(0) x 2℄� Æ; Æ℄fÆ(x) = P+Æ (x) x 2℄Æ; 2Æ℄fÆ(x) = f(x) x 2℄2Æ;+1[ (2.69)Ii P�Æ (x) et P+Æ (x) sont deux polynômes d'interpolation hoisis de telle sorte que :8><>: P�;(i)Æ (�2Æ) = f(�2Æ) ; P+;(i)Æ (2Æ) = f (i)(2Æ) pour i = 1; : : : ; 3P�Æ (�Æ) = f(0) ; P+Æ (Æ) = f(0)P�;(i)Æ (�Æ) = 0 ; P+;(i)Æ (Æ) = 0 pour i = 1; : : : ; 3 (2.70)o�u nous avons not�e P+;(i)Æ (resp. P�;(i)Æ ) le polynôme d�eriv�e i-�eme de P+Æ (resp. P�Æ ).Nous hoisirons, par exemple pour P+Æ (x), le polynôme d�e�ni par :P+Æ (x) = �16�Æ3f (3)(2Æ) + 15Æ2f (2)(2Æ)� 90Æf 0(2Æ)� 210(f(2Æ)� f(0))Æ8 x8+16�11Æ3f (3)(2Æ) + 168Æ2f (2)(2Æ)� 4956Æf 0(2Æ)� 2400(f(2Æ)� f(0))Æ7 x7�16�52Æ3f (3)(2Æ) + 807Æ2f (2)(2Æ)� 4956Æf 0(2Æ)� 11760(f(2Æ)� f(0))Æ6 x6+�23Æ3f (3)(2Æ) + 362Æ2f (2)(2Æ)� 2247Æf 0(2Æ)� 5376(f(2Æ)� f(0))Æ5 x5�52�15Æ3f (3)(2Æ) + 239Æ2f (2)(2Æ)� 1498Æf 0(2Æ)� 3612(f(2Æ)� f(0))Æ4 x4+12�77Æ3f (3)(2Æ) + 1240Æ2f (2)(2Æ)� 7840Æf 0(2Æ)� 19040(f(2Æ)� f(0))Æ3 x3�16�146Æ3f (3)(2Æ) + 2373Æ2f (2)(2Æ)� 15120Æf 0(2Æ)� 36960(f(2Æ)� f(0))Æ2 x213�26Æ3f (3)(2Æ) + 426Æ2f (2)(2Æ)� 2733Æf 0(2Æ)� 6720(f(2Æ)� f(0))Æ x�43Æ3f (3)(2Æ)� 22Æ2f (2)(2Æ) + 142Æf 0(2Æ)� 351f(2Æ) + 352f(0)Puisque f appartient �a C4(R), nous savons, par le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, qu'il existe� 2℄0; 2Æ[ : f(2Æ)� f(0) = 2Æ f 0(�)En partiulier, le polynôme P+Æ (x) s'�erit :P+Æ (x) = 8 1Æ7 x8 + 7 1Æ6x7 + 6 1Æ5 x6 + 5 1Æ4x5 + 4 1Æ3 x4 + 3 1Æ2x3 + 2 1Æ x2 + 1x+ 0



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 45o�u les i d�esignent des onstantes qui d�ependent de f .Tout d'abord nous onstatons que :supx2[Æ;2Æ℄ jf(x)� P+Æ (x)j � CÆ + supx2[Æ;2Æ℄ jf(x)� 0jPar d�e�nition de 0 et grâe au th�eor�eme des valeurs interm�ediaires,supx2[Æ;2Æ℄ jf(x)� 0j � ����f(x) + 43Æ3f (3)(2Æ) + 22Æ2f (2)(2Æ)� 142Æf 0(2Æ) + 351f(2Æ)� 352f(0)����� CÆ + supx2[Æ;2Æ℄ jf(x)� f(0)j+ 351 jf(2Æ)� f(0)j� Æ + Cjjf 0jj1ÆPar ons�equent, supx2[Æ;2Æ℄ jf(x)� P+Æ (x)j � CÆet en onlusion jjf � fÆjj1 � CÆ (2.71)Le polynôme P+;(1)Æ (x) s'�erit �evidemment :P+;(1)Æ (x) = 8 8 1Æ7x7 + 7 7 1Æ6x6 + 6 6 1Æ5x5 + 5 5 1Æ4x4 + 4 4 1Æ3x3 + 3 3 1Æ2 x2 + 2 2 1Æ x+ 1et par ons�equent, supx2[Æ;2Æ℄ jP+;(1)Æ (x)j � C1De même, nous d�emontrons quesupx2[Æ;2Æ℄ jP+;(i)Æ (x)j � C iÆi�1 i = 1; : : : ; 4et supx2[�2Æ;Æ℄ jP�;(i)Æ (x)j � C iÆi�1 i = 1; : : : ; 4Ainsi, jjP+;(1)Æ jjL2(℄Æ;2Æ[) � C; jjP�;(1)Æ jjL2(℄�2Æ;Æ[) � CjjP+;(2)Æ jjL2(℄Æ;2Æ[) � CÆ1=2 ; jjP�;(2)Æ jjL2(℄�2Æ;Æ[) � CÆ1=2jjP+;(3)Æ jjL2(℄Æ;2Æ[) � CÆ3=2 ; jjP�;(3)Æ jjL2(℄�2Æ;Æ[) � CÆ3=2jjP+;(4)Æ jjL2(℄Æ;2Æ[) � CÆ5=2 ; jjP�;(4)Æ jjL2(℄�2Æ;Æ[) � CÆ5=2De même, jjP+;(1)Æ jjL1(℄Æ;2Æ[) � CÆ; jjP�;(1)Æ jjL1(℄�2Æ;Æ[) � CÆjjP+;(2)Æ jjL1(℄Æ;2Æ[) � C; jjP�;(2)Æ jjL1(℄�2Æ;Æ[) � CjjP+;(3)Æ jjL1(℄Æ;2Æ[) � CÆ ; jjP�;(3)Æ jjL1(℄�2Æ;Æ[) � CÆ



46 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERjjP+;(4)Æ jjL1(℄Æ;2Æ[) � CÆ2 ; jjP�;(4)Æ jjL1(℄�2Æ;Æ[) � CÆ2A toute fontion f 2 H nous pouvons assoier la fontion fÆ d�e�nie en (2.69). La fontion fÆest un aplatissement loal autour de 0 de la fontion f qui appartient �a H0.Nous pouvons don �enoner leTh�eor�eme 2.2.12. 1Pour toute fontion f 2 H, il existe une onstante C(T ), telle que pour tout t 2℄0; T ℄, et pourtout Æ 2℄0; 1℄, on ait les in�egalit�es :jjf � fÆjj1 � C(T )Æ (� �)Estimations sur la solution :jju(t; :; fÆ)� u(t; :; f)jj1 � C(T )Æ (� �)Estimations sur la d�eriv�ee partielle premi�ere par rapport �a la variable de temps dela solution : jj�tu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + 1Æ�jj�tu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + 1Æ1=2� 1t1=4jj�tu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C� 1pt (� �)Estimations sur la d�eriv�ee partielle seonde par rapport �a la variable de temps de lasolution : jj�2ttu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1 + jjf (4)jj1 + 1Æ3�jj�2ttu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2 + 1Æ5=2� 1t1=4jj�2ttu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1 + 1Æ2� 1pt (� �)Estimations sur la d�eriv�ee partielle premi�ere par rapport �a la variable spatiale de lasolution : jj�xu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + C�jj�xu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + C� 1t1=41Les in�egalit�es marqu�ees par un (� �) seront elles que nous utiliserons ult�erieurement pour la majoration del'erreur faible du sh�ema d'Euler.



2.2. R�ESULTATS PR�ELIMINAIRES 47En�n, jj�xu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + Æ� 1pt (� �)Estimations sur la d�eriv�ee partielle seonde par rapport �a la variable spatiale de lasolution : jj�2xxu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + 1Æ�jj�2xxu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + 1Æ1=2� 1t1=4jj�2xxu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C� 1pt (� �)Estimations sur la d�eriv�ee partielle d'ordre 3 par rapport �a la variable spatiale de lasolution :jj�3xxxu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1 + jjf (4)jj1 + 1Æ3�jj�3xxxu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2 + 1Æ5=2� 1t1=4jj�3xxxu(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1 + 1Æ2� 1pt (� �)Estimations sur la d�eriv�ee partielle d'ordre 4 par rapport �a la variable spatiale de lasolution :jj�4x4u(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1 + jjf (4)jj1 + 1Æ3�jj�4x4u(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2 + jjf (4)jjL2 + 1Æ5=2� 1t1=4jj�4x4u(t; :; fÆ)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1 + 1Æ2� 1pt (� �)



48 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER2.3 Quelques r�esultats sur le sh�ema d'Euler2.3.0.1 R�egularit�e de la densit�e de la variable Y tkNous avons laProposition 2.3.1. Pour tout k � 1, la variable Y tk poss�ede une densit�e pk par rapport �a lamesure de Lebesgue. La fontion pk appartient �a C1(R).D�emonstration. Nous allons v�eri�er les hypoth�eses du lemme 2.1.5 p. 88 de [31℄. Notons �k(dy)la loi de la variable al�eatoire Y tk . Soit � une fontion dans C1K (R). Nous d�esignerons par g4t ladensit�e d'une loi N (0;4t). Nous avons queE ��0(Y tk+1)� = E h�0 �Y tk + ~�(Y tk )4Bk+1k +~b(Y tk )4t�i= ZR�ZR�0 �y + ~�(y)z +~b(y)4t�g4t(z)dz��k(dy)= ZR 1~�(y) �ZR���y + ~�(y):+~b(y)4t��0 ���:=zg4t(z)dz��k(dy)= � ZR 1~�(y) �ZR���y + ~�(y):+~b(y)4t�� ���zg04t(z)dz��k(dy)et don ��E ��0(Y tk+1)� �� � ZR 1j~�(y)j jj�jj1 �ZR g04t(z)dz��k(dy)� C 1p~� (4t) jj�jj1o�u ~� est la onstante d�e�nie en (2.11).Ainsi, nous v�eri�ons que �� ZR�0(y)�k+1(dy)�� � C(4t)jj�jj1De la même fa�on, nous prouverions que�� ZR d�dy� �(y)�k+1(dy)�� � C�(4t)jj�jj1pour tout indie �. Les hypoth�eses du lemme 2.1.5 p. 88 de [31℄ sont don d�emontr�ees : le r�esultatde la proposition s'ensuit.Proposition 2.3.2. Ex0 �jY T � x0j2� � C(T ) (2.72)D�emonstration. Il suÆt d'appliquer la formule d'Itô �a la fontion x 7! x2 et au proessus �Y � x0�puis d'utiliser le fait que les oeÆients ~� et ~b sont born�es.2.3.0.2 Temps d'oupation d'un intervalleSoit [l; r℄ un intervalle �x�e de R. Le but de ette setion est de fournir des r�esultats onernantle temps d'oupation de l'intervalle [l; r℄ par le sh�ema d'Euler en temps disret.Nous ommen�ons par le r�esultat tehnique suivant :Lemme 2.3.3. La fontion s 7! Px0�Y s 2 [l; r℄� est une fontion �a variation born�ee.



2.3. QUELQUES R�ESULTATS SUR LE SCH�EMA D'EULER 49D�emonstration. �etape 1 :Supposons dans un premier temps que x0 6= r et x0 6= l.Dans e as, la fontion s 7! Px0�Y s 2 [l; r℄� est d�erivable sur ℄0;4t℄ et sa d�eriv�ee est prolon-geable par ontinuit�e en 0 : en e�et, il est faile de voir que pour tout 0 < s � 4t,Px0�Y s 2 [l; r℄� = P� l� x0 � ~b(x0)s~�(x0)ps � B1 � r � x0 � ~b(x0)s~�(x0)ps � (2.73)Posons l(s; x0) 4= l � x0 � ~b(x0)s~�(x0)ps ; r(s; x0) 4= r � x0 � ~b(x0)s~�(x0)psIl existe une onstante C(x0) telle quej�sl(s; x0)j � C(x0)s3=2 ; j�sr(s; x0)j � C(x0)s3=2et es in�egalit�es impliquent, apr�es d�erivation dans la relation (2.73), l'existene d'une nouvelleonstante, not�ee enore abusivement C(x0), telle que :�����sPx0�Y s 2 [l; r℄����� � C(x0)s3=2 exp��jl(s; x0)j2 ^ jr(s; x0)j22 �L'hypoth�ese H4 et le fait que x0 6= r et x0 6= l impliquent alors diretement que :lims#0 �����sPx0�Y s 2 [l; r℄����� = 0La fontion s 7! P�l(s; x0) � B1 � r(s; x0)� est don d�erivable sur ℄0;4t℄ et sa d�eriv�ee estprolongeable par ontinuit�e en 0 : ette fontion est don prolongeable en 0 par une fontion �avariation born�ee sur [0;4t℄ ferm�e.�etape 2 :Supposons maintenant que x0 = r (le as x0 = l se traite de fa�on analogue).Dans e as, pour tout s > 0,Pr�Y s 2 [l; r℄� = P� l � r � ~b(r)s~�(r)ps � B1 � �~b(r)ps~�(r) � (2.74)et dans e as nous posonsl(s; r) 4= l � r � ~b(r)s~�(r)ps ; r(s; r) 4= �~b(r)ps~�(r)Ces �egalit�es impliquent que :Pr�Y s 2 [l; r℄� = P�B1 � l(s; r)� � P�B1 � r(s; r)�= P�B1 � l � r � ~b(r)s~�(r)ps �� Z s0 ~b(r)2~�2(r)puexp��jr(u; r)j22 � duPuisque r 6= l, grâe �a e que nous avons vu �a l'�etape pr�e�edente, il est faile de onstater quela fontion s 7! P�B1 � l(s; r)� est d�erivable sur ℄0;4t℄ et que sa d�eriv�ee est prolongeable parontinuit�e en 0 : ette fontion est don prolongeable en 0 par une fontion �a variation born�ee sur[0;4t℄ ferm�e.



50 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERD'autre part, la fontion s 7! R s0 ~b(r)2~�2(r)puexp�� jr(u;r)j22 � du est lairement �a variation born�eesur [0;4t℄.Par ons�equent, puisque la fontion s 7! Pr�Y s 2 [l; r℄� est �egale �a la di��erene de deuxfontions �a variation born�ee sur [0;4t℄, nous pouvons la prolonger en 0 par une fontion �a variationborn�ee sur [0;4t℄ ferm�e.En onlusion, s 7! Px0�Y s 2 [l; r℄� est une fontion �a variation born�ee sur [0;4t℄.�etape 3 :Pour montrer que s 7! Px0�Y s 2 [l; r℄� est une fontion �a variation born�ee sur [0; T ℄, il suÆtde montrer 'est le as sur tout intervalle de la forme [tk; tk+1℄.Or, pour tout tk � s � tk+1, nous savons, grâe �a la propri�et�e de Markov quePx0�Y s 2 [l; r℄� = Px0�PY tk hY s�tk 2 [l; r℄i�et don nous pouvons nous ramener �a l'�etude de la fontion Py�Y s 2 [l; r℄� sur [0;4t℄ lorsquey 2 R est hoisi de fa�on arbitraire. Grâe aux �etapes 1 et 2 de la d�emonstration, nous d�eduisonsainsi le r�esultat du lemme.Th�eor�eme 2.3.4. Il existe une onstante C(T ), ind�ependante de l et r, telle que :4t n�1Xk=0 Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � C(T ) (r � l) + C(T )4t (2.75)D�emonstration. 1�ere �etape :La premi�ere �etape de la d�emonstration onsiste �a �etablir un rit�ere de omparaison entre4t n�1Xk=0 Px0 �Y tk 2 [l; r℄�et Z T0 Ex0 �1f[l;r℄g(Y s)� dsGrâe au r�esultat du lemme 2.3.3 et au vu des r�esultats �enon�es dans l'Annexe A, nous avonsque : 4t n�1Xk=0 Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � Z T0 Ex0 �1f[l;r℄g(Y s)� ds+O (4t) (2.76)2�eme �etape :La seonde �etape de la d�emonstration r�eside dans une appliation de la formule des temps d'o-upation pour l'int�egrale en temps ontinu.Nous avons que Px0 � ps :Z T0 1f[l;r℄g(Y s)dhY is � ZR1f[l;r℄g(y)LyT �Y � dy



2.3. QUELQUES R�ESULTATS SUR LE SCH�EMA D'EULER 51Cette �egalit�e et le th�eor�eme de Fubini impliquent queZ T0 Ex0 �1f[l;r℄g(Y s)� ds � 1~�Ex0 "Z T0 1f[l;r℄g(Y s)�2 �Y �(s)� ds#= 1~�Ex0 "Z T0 1f[l;r℄g(Y s)dhY is#� 1~� ZR1f[l;r℄g(y)Ex0 �LyT �Y �� dy� 1~� (r � l) supy2[l;r℄ Ex0 �LyT �Y �� (2.77)Par ons�equent, au vu de (2.76) et (2.77), le th�eor�eme sera d�emontr�e si nous arrivons �a prouverque supy2[l;r℄Ex0 �LyT �Y �� < +13�eme �etape :Grâe �a la formule de Tanaka, nous avonssupy2[l;r℄ Ex0 �LyT �Y �� � supy2[l;r℄(Ex0 �����Y T � y����� ����x0 � y������ Ex0 "Z T0 sgn(Y s � y)dY s#)� supy2[l;r℄ Ex0 �����Y T � x0�����+ supy2[l;r℄ ����Ex0 "Z T0 sgn(Y s � y)~b �Y s� ds# ����� Ex0 �����Y T � x0�����+ T jj~bjj1� C(T ) < +1et le th�eor�eme est ainsi d�emontr�e.Th�eor�eme 2.3.5. Pour tout � > 0, il existe deux onstantes C(T; �) et C(T ), ind�ependantesde l et r, telles que :4t n�1Xk=0 1ptk Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � C(T; �) (r � l)(4t)� + C(T ) (4t)1=2 (2.78)D�emonstration. La preuve, bien que plus omplexe, suit essentiellement les id�ees de la preuve duth�eor�eme 2.3.5.1�ere �etape :Nous devrions don ommener par omparer les quantit�es4tn�1Xk=0 1ptk Px0 �Y tk 2 [l; r℄� et Z T0 1pT � sEx0 �1f[l;r℄g(Y s)� dsPour des raisons tehniques li�ees �a l'int�egrabilit�e des quantit�es que nous regardons nous allonsplutôt omparer les quantit�es 4t n�1Xk=0 1�tk�1=2��Px0 �Y tk 2 [l; r℄�et Z T0 1(T � s)1=2�� Ex0 �1f[l;r℄g(Y s)� ds



52 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULEREn utilisant le lemme 2.3.3 et les r�esultats de l'Annexe A, nous onstatons que :4t n�1Xk=0 1�tk�1=2��Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � Z T0 1(T � s)1=2�� Ex0 �1f[l;r℄g(Y s)� ds+C (4t)(1=2+�) (2.79)2�eme �etape :La seonde �etape de la d�emonstration r�eside dans une appliation de la formule des temps d'o-upation g�en�eralis�ee (f. [40℄ p. 232) pour l'int�egrale en temps ontinu.Nous avons que Px0 � ps :Z T0 1(T � s)1=2��1f[l;r℄g(Y s)dhY is = ZR1f[l;r℄g(y)(Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y �) dyCette �egalit�e et le th�eor�eme de Fubini impliquent queZ T0 1(T � s)1=2�� Ex0 �1f[l;r℄g(Y s)� ds � 1~�Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2��1f[l;r℄g(Y s)�2 �Y �(s)� ds#= 1~�Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2��1f[l;r℄g(Y s)dhY is#� 1~� ZR1f[l;r℄g(y)Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y �# dy� 1~� (r � l) supy2[l;r℄ Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y �#(2.80)Par ons�equent, au vu de (2.76) et (2.80), nous voudrions prouver quesupy2[l;r℄ Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y �# < +13�eme �etape :Fixons y 2 [l; r℄. Introduisons pour haque t 2 [0; T ℄ le temps al�eatoiregyt = sup�s < t : Y s � y = 0	 (2.81)Nous avons que :Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y � = Z T0 1(T � gys )1=2�� dLys �Y � Px0 � ps (2.82)En e�et, la mesure dLys �Y � est port�ee par l'ensembleZy 4= �t � 0 : Y t = y	et gys = s pour tout s qui est limite �a gauhe de points de Zy. Les uniques points pour lesquels gys 6=s sont don les points extrêmaux �a droite de l'ensemble (Zy) qui sont en nombre d�enombrable.Puisque s 7! Lys �Y � est une fontion ontinue, la mesure dLys �Y � ne harge pas de points isol�eset don gys = s pour dLys �Y �� presque tout s. Ainsi, (2.82) est v�eri��ee.Par appliation du th�eor�eme (4.2) p. 260 dans [40℄, nous voyons don que le proessus(Z t0 1(T � gys )1=2�� dLys �Y � : t 2 [0; T ℄)



2.3. QUELQUES R�ESULTATS SUR LE SCH�EMA D'EULER 53est le temps loal de la semimartingale loale( 1(T � gyt )1=2�� �Y t � y� : t 2 [0; T ℄)En partiulier, par appliation de la formule d'Itô-Tanaka,Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y �# = Ex0 "���� 1(T � gyT )1=2�� �Y T � y� ����#� 1T 1=2�� jx0 � yj� Ex0 "Z T0 sgn 1(T � gys )1=2�� �Y s � y�! dY s#4= A1 +A2 +A3Majoration de A1 +A2 +A3 :En appliquant une nouvelle fois le r�esultat du th�eor�eme (4.2) p. 260 dans [40℄, nous onstatonsque :A1 = Ex0 "���� 1(T � gyT )1=2�� �Y T � y� ����# � jx0 � yj 1T 1=2�� + Ex0 "���� Z T0 1(T � gys )1=2�� dY s����#� �A2 + Ex0 "���� Z T0 1(T � s)1=2�� ~�(Y �(s))dBs����#+ Ex0 "���� Z T0 1(T � s)1=2��~b(Y �(s))ds����#� �A2 + 2pT jj~bjj1+ Ex0 "���� Z T0 1(T � s)1=2�� ~�(Y �(s))dBs����2#1=2et nous avons que :Ex0 "���� Z T0 1(T � s)1=2�� ~�(Y �(s))dBs����2#1=2 = Ex0 "���� Z T0 1(T � s)1�2� ~�2(Y �(s))ds����#1=2� ~� Z T0 1(T � s)1�2� ds!1=2� C(T; �)Nous onstatons don que jA1 +A2 j � C(T; �) (2.83)En e qui onerne A3, on voit tr�es failement quejA3j � C(T )Par ons�equent, il existe une onstante C(T; �) �nie et ind�ependante de y telle que :jA1 +A2 +A3j � C(T; �)Ainsi supy2[l;r℄ Ex0 "Z T0 1(T � s)1=2�� dLys �Y �# � C(T; �) < +1 (2.84)



54 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERConlusion :En ombinant (2.84), (2.77) et (2.79), nous trouvons que :4t n�1Xk=0 1�tk�1=2��Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � C(T; �) (r � l) + C (4t)(1=2+�) (2.85)En divisant le tout par (4t)�, nous obtenons que(4t)1�� n�1Xk=0 1�tk�1=2��Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � �C(T; �) (r � l) + C (4t)(1=2+�)� 1(4t)�En partiulier,4t n�1Xk=0 1ptk Px0 �Y tk 2 [l; r℄� � (4t)1�� n�1Xk=0 1�tk�1=2��Px0 �Y tk 2 [l; r℄�� C(T; �) (r � l)(4t)� + C (4t)1=2 ;et le th�eor�eme est d�emontr�e.Corollaire 2.3.1. Pour tout � > 0, il existe une onstante C(T ) ind�ependante de �, telle que :4tn�1Xk=0 Px0�Y tk 2 h� (4t)1=2�� ; (4t)1=2��i � � C(T ) (4t)1=2�� (2.86)Pour tout � > 0 et � > 0, il existe une onstante C(T; �), ind�ependante de �, telle que :4t n�2Xk=0 1ptk+1Px0�Y tk 2 h� (4t)1=2�� ; (4t)1=2��i � � C(T; �) (4t)1=2���� (2.87)D�emonstration. L'in�egalit�e (2.86) est une ons�equene imm�ediate du th�eor�eme 2.3.4 appliqu�eeave l = � (4t)1=2�� et r = (4t)1=2��.En e qui onerne l'in�egalit�e (2.87), nous faisons le raisonnement suivant : grâe �a l'in�egalit�e(2.78) appliqu�ee ave l = � (4t)1=2�� et r = (4t)1=2��, nous savons qu'il existe une onstanteC(T; �), ind�ependante de �, telle que :4tn�1Xk=0 1ptk Px0�Y tk 2 h� (4t)1=2�� ; (4t)1=2��i � � C(T; �) (4t)1=2����Et �a fortiori,4tn�2Xk=0 1ptk Px0�Y tk 2 h� (4t)1=2�� ; (4t)1=2��i � � C(T; �) (4t)1=2����A partir de ette majoration, nous trouvons failement que4tn�2Xk=0 1ptk+1Px0�Y tk 2 h� (4t)1=2�� ; (4t)1=2��i � � 4t n�2Xk=0 1ptk+1 � 1ptk!+C(T; �) (4t)1=2����



2.3. QUELQUES R�ESULTATS SUR LE SCH�EMA D'EULER 55Il suÆt don de prouver qu'il existe une onstante C(T ) telle que :S 4= 4t n�2Xk=0 1ptk+1 � 1ptk! � C(T ) (4t)1=2et l'in�egalit�e (2.87) sera d�emontr�ee. Mais S est une somme t�el�esopique et ette in�egalit�e esttrivialement v�eri��ee. Le orollaire est don d�emontr�e.



56 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER2.4 Vitesse de onvergene de l'algorithme2.4.1 NotationsRappelons quelques notations :� 4Bk+1k = �Btk+1 �Btk�.� 4t d�esigne le pas de temps Tn .� tk = kTn .� tk = T � tk.� pk (y) dy d�esigne la densit�e du sh�ema d'Euler au temps tk, 'est �a dire la densit�e de la variableal�eatoire Y tk .� g(z)dz d�esigne la densit�e d'une loi N (0; 1). En partiulier, dans toute la suite nous utiliseronsles identit�es R g(z)dz = 1, R z g(z)dz = 0 et R z2 g(z)dz = 1.Nous introduisons les nouvelles notations suivantes :� Pour tout t > 0, x 7! u+(t; x) d�esigne une fontion de lasse C4 sur R et �egale �a x 7! u(t; x) surR+ .� De même, pour tout t > 0, x 7! u�(t; x) d�esigne une fontion de lasse C4 sur R et �egale �ax 7! u(t; x) sur R� .� Nous noterons �(y) la quantit�e d�e�nie par :�(y) 4= �y � ~b(y)4t~�(y)p4t (2.88)2.4.2 D�eomposition de l'erreur : mise en rapport des termes du premierordreL'erreur du sh�ema se d�eompose omme suit�x0T = ����Ex0 �f Æ h�1 �Y T ��� Ex0 �f Æ h�1 (YT )� ����= �����n�1Xk=0 Ex0 �u �tk; h�1 �Y tk���� Ex0 �u �tk+1; h�1 �Y tk+1��������o�u nous avons utilis�e les �egalit�es :� u(0; x) = f(x); 8x 2 Ru(T; x) = Ex [f(XT )℄ ; 8x 2 Ret le fait que la somme est t�el�esopique.Par ons�equent�x0T � �����n�2Xk=0�Ex0 �u �tk; h�1 �Y tk���� Ex0 �u �tk+1; h�1 �Y tk���+ Ex0 �u �tk+1; h�1 �Y tk���� Ex0 �u �tk+1; h�1 �Y tk+1��������+ ����Ex0 �u �t1; h�1 �Y tn�1���� Ex0 �u �0; h�1 �Y T ��� ����4= �����n�2Xk=0Ek1 +Ek2 ����� + R (2.89)



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 572.4.2.1 D�eomposition de l'erreur temporelleNous ommen�ons par �etudier le termeEk1 = ZR �u �tk; h�1(z)�� u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz (2.90)que nous d�eomposons enEk1 = Z 10 �u �tk; h�1(z)�� u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz+ Z 0�1 �u �tk; h�1(z)�� u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz4= Ek;+1 +Ek;�1Nous avons leLemme 2.4.1. On v�eri�e queEk;+1 = Z 10 �u �tk; h�1(z)� � u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz= � Z 4t0 Z 10 12a �h�1(z)� �zu �tk+1 + s; h�1(z)� �zpk(z)dzds+ Z 4t0 12a(:)�xu(tk + s; :)pk(:)����+1x!0+dsOn a une �egalit�e analogue lorsqu'on int�egre sur ℄�1; 0[.D�emonstration. Pour tout x > 0, la fontion s 7! u(s; x) est di��erentiable sur ℄0;1[. En parti-ulier, �a l'aide du th�eor�eme de d�erivation sous le signe int�egrale et du th�eor�eme de Fubini, nousavons que : Ek;+1 = Z 10 �u �tk; h�1(z)�� u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz= Z 10 Z 4t0 �tu �tk+1 + s; h�1(z)� ds pk(z)dz= Z 4t0 Z 10 �tu �tk+1 + s; h�1(z)� pk(z)dz dsPuisque u est solution du probl�eme de transmission (P 0), nous pouvons int�egrer par parties etnous obtenons queEk;+1 = Z 4t0 Z 10 �z �a(h�1(z))�zu �tk+1 + s; h�1(z)�� ds pk(z)dz= � Z 4t0 Z 10 12a �h�1(z)� �zu �tk+1 + s; h�1(z)� �zpk(z)dzds+ Z 4t0 12a(:)�zu(tk + s; :)pk(:)����+1x!0+dsLe lemme est ainsi prouv�e.Ainsi le lemme 2.4.1 nous permet de faire apparâ�tre les onditions du probl�eme de transmission



58 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERparabolique (�) et on v�eri�e queEk1 = Ek;+1 +Ek;�1= Z 0�1 �u �tk; h�1(z)�� u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz+ Z +10 �u �tk; h�1(z)�� u �tk+1; h�1(z)�� pk(z)dz= � Z 4t0 Z 0�1 12a �h�1(z)� �zu(tk+1 + s; h�1(z))�zpk(z)dzds+ Z 4t0 12a(0�)�xu(tk + s; 0�)pk(0)ds� Z 4t0 Z +10 12a �h�1(z)� �zu(tk+1 + s; h�1(z))�zpk(z)dzds� Z 4t0 12a(0+)�xu(tk + s; 0+)pk(0)dset au vu des onditions de transmission (�)Ek1 = � Z 4t0 Z 10 12a �h�1(z)� �zu(tk+1 + s; h�1(z))�zpk(z)dzds� Z 4t0 Z 0�1 12a �h�1(z)� �zu(tk+1 + s; h�1(z))�zpk(z)dzds4= Jk;+1 + Jk;�1
2.4.2.2 D�eomposition de l'erreur en espaeOn v�eri�e failement queEk2 = �Ex0 �u �tk+1; h�1 �Y tk���� Ex0 �u �tk+1; h�1 �Y tk+1����= �Ex0�E�u�tk+1; h�1 �Y tk + ~�(Y tk)4Bk+1k +~b(Y tk )4t���u �tk+1; h�1 �Y tk�� ����Y tk��= �Ex0�ZRu�tk+1; h�1 �Y tk + ~�(Y tk )p4tz +~b(Y tk )4t���u �tk+1; h�1 �Y tk�� g(z)dz�4= ZRUk �tk+1; y� pk(y)dy (2.91)



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 59En int�egrant par parties et en utilisante la d�e�nition de �(y) en (2.88) :Uk �tk+1; y� = � ZRZ z�(y) u�tk+1; h�1 �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u �tk+1; h�1 (y)� dx�g0(z)dz= � Z℄�(y);+1[ �Z z�(y) u�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u �tk+1; h�1 (y)� dx�g0(z)dz� Z℄�1;�(y)[ � Z z�(y) u�tk+1; (1� �)�y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u �tk+1; h�1 (y)� dx�g0(z)dz= Uk1 �tk+1; y�+ Uk2 �tk+1; y� (2.92)On s'int�eresse maintenant au terme Uk1 que l'on d�eompose en :Uk1 (tk+1; y) = Uk1 (tk+1; y)1fy�0g + Uk1 (tk+1; y)1fy<0g4= Uk;+1 (tk+1; y) + Uk;�1 (tk+1; y)De même, Uk2 (tk+1; y) 4= Uk;+2 (tk+1; y) + Uk;�2 (tk+1; y)Pour y � 0,Uk;+1 �tk+1; y� = � Z℄�(y);+1[ � Z z�(y) u�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u�tk+1; 1� �1� 2� y� dx�g0(z)dz= � ZR� Z z�(y) u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u+�tk+1; 1� �1� 2� y� dx�g0(z)dz+ Z℄�1;�(y)[ �Z z�(y) u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u+�tk+1; 1� �1� 2� y� dx�g0(z)dz4= Uk;+1;1 �tk+1; y�+ Uk;+1;2 �tk+1; y�De fa�on analogue on d�e�nit pour y < 0,Uk;�2 �tk+1; y� 4= Uk;�2;1 �tk+1; y�+ Uk;�2;2 �tk+1; y�



60 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULEREn appliquant la formule de Taylor �a u+, on trouve que pour tout y � 0,Uk;+1;1 �tk+1; y� = � ZR�Z z�(y) u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u+�tk+1; 1� �1� 2� y� dx�g0(z)dz= � ZRZ z�(y) �xu+�tk+1; 1� �1� 2� y� 1� �1� 2� �~�(y)p4tx+~b(y)4t�dxg0(z)dz� ZRZ z�(y) 12�2xxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� � 1� �1� 2��2 �~�(y)p4tx+~b(y)4t�2dxg0(z)dz� ZRZ z�(y) 16�3xxxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� � 1� �1� 2��3 �~�(y)p4tx+~b(y)4t�3dxg0(z)dz� ZRZ z�(y) 16 Z 10 (1� �)3�4x4u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + � n~�(y)p4tx+~b(y)4to�� d�� � 1� �1� 2��4 �~�(y)p4tx+~b(y)4t�4dxg0(z)dz4= Uk;+1;1;1 �tk+1; y�+ Uk;+1;1;2 �tk+1; y�+ ~Rk;+1 �tk+1; y�+ ~Rk;+2 �tk+1; y�Et de fa�on analogue on d�eompose Uk;�2;1 . On obtient ainsiUk;�2;1 4= Uk;�2;1;1 �tk+1; y�+ Uk;�2;1;2 �tk+1; y�+ ~Rk;�1 �tk+1; y�+ ~Rk;�2 �tk+1; y�Dans toute la suite nous noterons~Rk;+1 4= ZR ~Rk;+1 �tk+1; y� pk(y)dy (2.93)~Rk;�1 4= ZR ~Rk;�1 �tk+1; y� pk(y)dy (2.94)et ~Rk;+2 4= ZR ~Rk;+2 �tk+1; y� pk(y)dy (2.95)~Rk;�2 4= ZR ~Rk;�2 �tk+1; y� pk(y)dy (2.96)En int�egrant par parties, on a pour y � 0,Uk;+1;1;1 �tk+1; y� = ��xu+�tk+1; 1� �1� 2� y� 1� �1� 2� ZRn~�(y)p4tz +~b(y)4to g(z)dz= �xu+�tk+1; 1� �1� 2� y� 1� �1� 2�~b (y)4t



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 61De même,Uk;+1;1;2 �tk+1; y� = 12�2xxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� 1� �1� 2��2� ZRn~�(y)p4tz +~b(y)4to2 g(z)dz= 12�2xxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� 1� �1� 2��2~�2(y)4t+12�2xxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� 1� �1� 2� �2~b2(y) (4t)2= ~Uk;+1;1;2 +Rk;+(tk+1; y)Dans toute la suite nous noteronsRk;+ = ZRRk;+(tk+1; y)pk(y)dy (2.97)Et grâe �a un nouvelle int�egration par parties e�etu�ee ette fois-i ontre la densit�e pk de lavariable Y tk , on remarque que� Z +10 �Uk;+1;1;1 �tk+1; y� + ~Uk;+1;1;2 �tk+1; y�� pk (y) dy= 4tZ +10 12a(h�1(z))�zu �tk+1; h�1(z)��zpk (z) dz� 4t[ 12a(0+)�xu �tk+1; 0+� pk(0)℄4= Jk;+1 + Jk;+2De même on obtient que� Z 0�1 �Uk;�2;1;1 �tk+1; y� + Uk;�2;1;2 �tk+1; y�� pk (y) dy= 4tZ 0�1 12a(h�1(z))�zu �tk+1; h�1(z)��zpk (z) dz+ 4t[ 12a(0�)�xu �tk+1; 0�� pk(0)℄4= Jk;�1 + Jk;�2et les onditions de transmission du probl�eme parabolique (�) nous assurent que4t[ 12a(0�)�xu �tk+1; 0��pk(0)℄ = 4t[ 12a(0+)�xu �tk+1; 0+� pk(0)℄ (2.98)et don Jk;+2 + Jk;�2 = 0Ainsi, � Z +10 �Uk;+1;1;1 �tk+1; y� + Uk;+1;1;2 �tk+1; y�� pk (y) dy� Z 0�1 �Uk;�2;1;1 �tk+1; y� + Uk;�2;1;2 �tk+1; y�� pk (y) dy= Jk;+1 + Jk;�1



62 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULEREn e qui onerne Uk;+1;2 on fait le alul suivant,Uk;+1;2 �tk+1; y� = Z℄�1;�(y)[ Z z�(y) �u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u+�tk+1; 1� �1� 2� y��dxg0(z)dz= � Z℄�1;�(y)[ �u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t���u+�tk+1; 1� �1� 2� y��g(z)dz+ �u+ �tk+1; 0�� u+�tk+1; 1� �1� 2� y��g (�(y))= Uk;+1;2;1 �tk+1; y�+ Uk;+1;2;2 �tk+1; y�Ces termes sont �a regrouper ave Uk;+2 �tk+1; y� :Uk;+2 �tk+1; y� = � Z℄�1;�(y)[ Z z�(y) �u�tk+1; (1� �) �y + ~�(y)p4tx+~b(y)4t���u�tk+1; 1� �1� 2� y� dx�g0(z)dz= Z℄�1;�(y)[ �u�tk+1; (1� �)�y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t���u�tk+1; 1� �1� 2� y��g(z)dz��u �tk+1; 0�� u�tk+1; 1� �1� 2� y��g (�(y))= Uk;+2;1 �tk+1; y�+ Uk;+2;2 �tk+1; y�Et on remarque que : Uk;+2;2 �tk+1; y�+ Uk;+1;2;2 �tk+1; y� = 0 (2.99)Les termes Uk;+1;2;1 �tk+1; y� et Uk;+2;1 �tk+1; y� sont �a regrouper en vue de faire apparâ�tre lesonditions de transmission du probl�eme parabolique (�). On obtientZ +10 �Uk;+2;1 �tk+1; y� + Uk;+1;2;1 �tk+1; y�� pk (y) dy= Z +10 Z℄�1;�(y)[ �u�tk+1; (1� �)�y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t��� u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t���g(z)dz pk(y)dy + 0� Z (4t) 12��0 Z℄�1;�(y)[ �u�tk+1; (1� �) �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t��� u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t���g(z)dz pk(y)dy+ C Z +1(4t) 12�� P fN 2 ℄�1;�(y)℄g pk(y)dy4= Nk;+ �tk+1�+Opol (4t)



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 63On traite le terme Nk;+ �tk+1� en faisant apparâ�tre de mani�ere arti�ielle le point 0 dans lad�eomposition :Nk;+ �tk+1� = Z 4t 12��0 Z℄�1;�(y)[ �u�tk+1; (1� �)�y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t���u(tk+1; 0)�g(z)dz pk(y)dy� Z (4t) 12��0 Z℄�1;�(y)[ �u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t���u(tk+1; 0)�g(z)dz pk(y)dy= Nk;+1 �tk+1�+Nk;+2 �tk+1�En r�eutilisant la formule de Taylor pour Nk;+1 on obtientNk;+1 �tk+1� = Z (4t) 12��0 Z℄�1;�(y)[ �xu(tk+1; 0�)� n(1� �)�y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�o g(z)dz pk(y)dy+ Z (4t) 12��0 Z℄�1;�(y)℄ 12 Z 10 (1� �)2�2xxu�tk+1; (1� �) � �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�� d�� (1� �)2 �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�2g(z)dz pk(y)dy= Nk;+1;1 �tk+1�+Rk;+1;2De même,Nk;+2 �tk+1� = � Z (4t) 12��0 Z℄�1;�(y)[ �xu(tk+1; 0+)� � 1� �1� 2� �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�� g(z)dz pk(y)dy� Z (4t) 12��0 Z℄�1;�(y)℄ 12 Z 10 (1� �)2�2xxu+�tk+1; 1� �1� 2� � �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�� d��� 1� �1� 2��2 �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�2g(z)dz pk(y)dy= Nk;+2;1 �tk+1�+Rk;+2;2En utilisant les onditions de transmission du probl�eme parabolique (�), on remarque que1� �1� 2� �xu(tk+1; 0+) = a(0+) + a(0�)2a(0�) �xu(tk+1; 0+)= a(0�)a(0+) a(0+) + a(0�)2a(0�) �xu(tk+1; 0�)= (1� �) �xu(tk+1; 0�)et on v�eri�e que pour tout k 2 f0; : : : ; ng,Nk;+2;1 �tk+1� = Nk;+1;1 �tk+1� (2.100)



64 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULEREn onlusion, il reste �a �etudier :{ la ompensation des termes prinipaux apparaissant dans la d�eomposition de l'erreur tem-porelle et dans la d�eomposition de l'erreur en espae : la somme Jk;+1 +Jk;�1 +Jk;+1 +Jk;�1 .{ les termes de reste �a savoir, R et Rk;+ ~Rk;+1 , ~Rk;+2 , Rk;+1;2 , Rk;+2;2 et Rk;+1 dans le as positif, etl'analogue de es termes dans la as n�egatif et que l'on note pareillement Rk;� ~Rk;�1 , ~Rk;�2 ,Rk;�1;2 , Rk;�2;2 et Rk;�1 .



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 652.4.3 Compensation des termes de premier ordreLe but de ette setion est d'�etudier la vitesse de ompensation des termes qui apparaissentdans l'erreur temporelle d'une part et l'erreur spatiale d'autre part. Plus pr�eis�ement nous devons�etudier la di��erene :�k;+ 4= Jk;+1 + Jk;+1= Z 4t0 Z +10 12a �h�1(z)� �zu �tk+1 + s; h�1(z)� �zpk(z)dzds�4tZ +10 12a(h�1(z))�zu �tk+1; h�1(z)� �zpk (z) dz (2.101)et la di��erene analogue �k;� 4= Jk;�1 + Jk;�1 que nous analyserons de la même mani�ere sanstoutefois �erire l'ensemble des aluls.Nous sommes don onfront�es au probl�eme d'�evaluer la di��erene des d�eriv�ees �xu prises endeux temps assez prohes. Pour e faire nous utilisons les r�esultats sur le probl�eme de transmissionparabolique.�k;+ 4= Z 4t0 Z +10 12a �h�1(z)� ��zu �tk+1 + s; h�1(z)�� �zu �tk+1; h�1(z)�� �zpk(z)dzds= � Z 4t0 Z +10 �z �12a �h�1(z)� ��zu+ �tk+1 + s; h�1(z)�� �zu+ �tk+1; h�1(z)��� pk(z)dzds� Z 4t0 �12a (0+) ��zu �tk+1 + s; 0+�� �zu �tk+1; 0+��� pk(0) ds4= �k;+1 + �k;+2On v�eri�e quej�k;+1 j = ���� Z 4t0 Z s0 Z +10 ���z �12a �h�1(z)� �zu+ �tk+1 + �; h�1(z)�� pk(z)dzds����� sup�2[0;4t℄ ���������2ttu+ �tk+1 + �; :� ��������+1 (4t)2Le terme �k;+2 se ompense ave le terme analogue �k;�2 grâe aux onditions de transmissiondu probl�eme parabolique.On en d�eduit don quej�k;+ + �k;�j � j�k;+1 j+ j�k;�1 j+ j�k;+2 + �k;�2 j� j�k;+1 j+ j�k;�1 j+ 0Ainsi,j�k;+ + �k;�j � C(T ) sup�2[0;4t℄ ���������2ttu+ �tk+1 + �; :� ��������+1 + sup�2[0;4t℄ ���������2ttu� �tk+1 + �; :� ���������1! (4t)2et par d�e�nition de u+ et u� :j�k;+ + �k;�j � C(T ) sup�2[0;4t℄ ���������2ttu �tk+1 + �; :� ��������1 (4t)2 (2.102)



66 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER2.4.4 Etude des restesDans ette setion nous �etudions l'ensemble des termes de reste �a savoir, R et les restes Rk;+~Rk;+1 , ~Rk;+2 , Rk;+1;2 , Rk;+2;2 et Rk;+1 dans le as positif, et l'analogue de es termes dans la as n�egatifRk;� ~Rk;�1 , ~Rk;�2 , Rk;�1;2 , Rk;�2;2 et Rk;�1 .2.4.4.1 Etude du reste RRappelons que R = ����Ex0 �u �t1; h�1 �Y tn�1���� Ex0 �u �0; h�1 �Y T ��� ����On d�eompose R de la mani�ere suivante :R = ����Ex0 �u �4t; h�1 �Y T�4t���� Ex0 �u �0; h�1 �Y T ��� ����� ����Ex0 �u �4t; h�1 �Y T�4t���� Ex0 �u �0; h�1 �Y T�4t��� ����+ ����Ex0 �u �0; h�1 �Y T�4t���� Ex0 �u �0; h�1 �Y T ��� ����4= I1 + I2On voit tout de suite que :I1 � Z 4t0 Ex0 ������su �s; h�1 �Y T �� ����� ds� Z 4t0 jj�su (s; x) jj1dsEn e qui onerne I2, on remarque que :I2 � ����Ex0 �f Æ �Y T�4t��� Ex0 �f Æ h�1 �Y T �� ����� C jjf (1)jj1 Ex0 �����Y T � Y T�4t������ C(T ) jjf (1)jj1 (4t)1=2Ainsi, R � Z 4t0 jj�su (s; :) jj1ds+ C(T ) jjf (1)jj1 (4t)1=2 (2.103)2.4.4.2 Etude des restes Rk;+ et Rk;�On rappelle queRk;+ = ZR 12�2xxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� 1� �1� 2� �2~b2(y) (4t)2 pk(y)dyet on voit diretement que Rk;+ � C(T )���������2xxu+ �tk+1; :� ��������1 (4t)2 (2.104)De même, Rk;� � C(T )���������2xxu� �tk+1; :� ��������1 (4t)2 (2.105)



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 672.4.4.3 Etude des restes ~Rk;+1 et ~Rk;�1On rappelle que~Rk;+1 = � ZRZRZ z�(y) 16�3xxxu+�tk+1; 1� �1� 2� y�� 1� �1� 2��3� h~�(y)p4tx+~b(y)4ti3 dxg0(z)dzpk(y)dyEn int�egrant par parties par rapport �a la variable z et en utilisant le fait que RR z3 g(z)dz = 0,RR z2 g(z)dz = 1 et RR zg(z)dz = 0, voit qu'il existe une onstante C(T ) telle que :~Rk;+1 � C(T )���������3xxxu+ �tk+1; :� ��������1 (4t)2 (2.106)De même, ~Rk;�1 � C(T )���������3xxxu� �tk+1; :� ��������1 (4t)2 (2.107)2.4.4.4 Etude des restes ~Rk;+2 et ~Rk;�2On rappelle queRk;+2 = � ZRZ z�(y) 16 Z 10 (1� �)3�4x4u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + � n~�(y)p4tx+~b(y)4to�� d�� � 1� �1� 2��4 �~�(y)p4tx+~b(y)4t�4dxg0(z)dzEn int�egrant par parties, on onstate queRk;+2 = ZR 16 Z 10 (1� �)3�4x4u+�tk+1; 1� �1� 2� �y + � n~�(y)p4tz +~b(y)4to�� d�� � 1� �1� 2��4 �~�(y)p4tz +~b(y)4t�4dxg(z)dzet par ons�equent, Rk;+2 � C(T )���������4x4u+ �tk+1; :� ��������1 (4t)2 (2.108)De même, Rk;�2 � C(T )���������4x4u� �tk+1; :� ��������1 (4t)2 (2.109)2.4.4.5 Etude des restes Rk;+1;2 , Rk;+2;2 et Rk;�2;2 , Rk;�1;2Etudions maintenant les restes qui font apparâ�tre le temps pass�e autour de 0 : Rk;+1;2 , Rk;+2;2 etRk;�2;2 , Rk;�1;2 .Rk;+1;2 = Z [4t℄ 12��0 Z℄�1;�(y)℄ 12 Z 10 (1� �)2�2xxu�tk+1; (1� �) � �y + ~�(y)p4tz +~b(y)4t�� d�� (1� �)2 hy + ~�(y)p4tz +~b(y)4ti2 g(z)dzpk(y)dy



68 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERAinsi, Rk;+1;2 � C(T )���������2xxu(tk+1; :)��������+1Px0 hY tk 2 h0; [4t℄ 12��ii (4t)1�2� (2.110)De même, Rk;+2;2 � C(T )���������2xxu+(tk+1; :)��������+1Px0 hY tk 2 h0; [4t℄ 12��ii (4t)1�2� (2.111)et Rk;�1;2 � C(T )���������2xxu(tk+1; :)���������1Px0 hY tk 2 h� [4t℄ 12�� ; 0ii (4t)1�2� (2.112)et Rk;�2;2 � C(T )���������2xxu�(tk+1; :)���������1Px0 hY tk 2 h� [4t℄ 12�� ; 0ii (4t)1�2� (2.113)2.4.5 Erreur globale du sh�ema en fontion de la ondition initialeNous avons don pour tout � > 0 et toute fontion f dans H :�x0T � Z 4t0 jj�su (s; :; f) jj1ds + C(T ) jjf (1)jj1 (4t)1=2+C(T ) (4t)�2�(4t n�2Xk=0 ���������2xxu(tk+1; :; f)��������1Px0�Y tk 2 h� (4t) 12�� ; (4t) 12��i �)+C(T )4tn�2Xk=0 ���������2xxu �tk+1; :; f� ��������14t + C(T )4t n�2Xk=0 ���������3xxxu �tk+1; :; f� ��������14t+C(T )4tn�2Xk=0 ���������4x4u �tk+1; :; f� ��������14t + C(T )4t n�2Xk=0 sup�2[0;4t℄ ���������2ttu �tk+1 + �; :; f� ��������14t+O�pol (4t) (2.114)2.4.5.1 Erreur globale du sh�ema lorsque la ondition initiale appartient �aH0 : d�emonstrationdu Th�eor�eme 2.1.1Si la ondition initiale f appartient �a H0, nous pouvons utiliser les r�esultats des th�eor�emes2.2.1 et du orollaire 2.3.1. Nous obtenons ainsi, �a partir de (2.114), que pour tout � > 0 :�x0T � C(T ) (4t) 12�3� + C(T ) (4t) + O�pol (4t)et e terme tend vers 0 lorsque l'on hoisit 0 < � < 16 . Cette derni�ere in�egalit�e prouve le Th�eor�eme2.1.1.2.4.5.2 Erreur globale du sh�ema lorsque la ondition initiale appartient �a H : d�emonstrationdu Th�eor�eme 2.1.2Lorsque f appartient �a H, nous utilisons les r�esultats sur la r�egularisation de la onditioninitiale. Soit fÆ d�e�nie par (2.69) :



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 69Nous avons que :�x0T = ����Ex0 [f(XT )℄� Ex0 �f(XT )� ����� ����Ex0 [f(XT )℄� Ex0 [fÆ(XT )℄ ����+ ����Ex0 [fÆ(XT )℄� Ex0 �fÆ(XT )� ����+ ����Ex0 �fÆ(XT )�� Ex0 �f(XT )� ����� I1(Æ) + I2(Æ) + I3(Æ)Majoration du terme I1 :Grâe aux estimations d'Aronson, nous avons que :I1(Æ) � ZR jf � fÆj(y)p(T; x0; y)dy� Z �Æ�2Æ jf � fÆj(y)p(T; x0; y)dy + Z 2ÆÆ jf � fÆj(y)p(T; x0; y)dy� CÆ Z 2Æ�2Æ p(T; x0; y)dy� C(T )Æ2pTMajoration du terme I2 :En utilisant les majorations marqu�ees (� �) du th�eor�eme 2.2.12, nous trouvons queI2(Æ) � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C� (4t)1=2 + C(T )4t1=2+C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C� (4t)�2�� (4tn�2Xk=0 1ptk+1Px0 hY tk 2 h� (4t) 12�� ; (4t) 12��ii)+C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C�4t n�2Xk=0 1ptk+14t+C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1 + 1Æ2�4t n�2Xk=0 1ptk+14t+O�pol (4t)En utilisant alors le r�esultat du orollaire 2.3.1 nous trouvons que pour tout " > 0 �x�e, il existeune onstante C(T; ") telle que :I2(Æ) � C(T; ")�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C� (4t)1=2�3��"+C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1 + 1Æ2�4t



70 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULERMajoration du terme I3 : Nous e�etuons un alul analogue �a elui e�etu�e pour I1.I3(Æ) � ZR jf Æ h�1 � fÆ Æ h�1j(y)pn(y)dy� Z �Æ�2Æ jf � fÆj Æ h�1(y)pn(y)dy + Z 2ÆÆ jf � fÆj Æ h�1(y)pn(y)dy� CÆ Z 2Æ�2Æ pn(y)dy� C(T )ÆPx0�Y T 2 [�2Æ; 2Æ℄�Conlusion :En onlusion, nous obtenons que�x0T � C(T )Æ2 + C(T; ")�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + C� (4t)1=2�3��"+C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1 + jjf (4)jjL1 + 1Æ2�4t + O�pol (4t)+C(T )ÆPx0�Y T 2 [�2Æ; 2Æ℄�En �xant � > 0 et Æ = (4t)� et en optimisant alors ette derni�ere �egalit�e par rapport �a �, noustrouvons que la valeur optimale est atteinte pour � = 1=4.Par ons�equent, pour tout � > 0 �x�e, il existe une onstante C(T; �) telle que�x0T � C(T; �) (4t) 12�� + C(T ) (4t)1=4 P�Y T 2 h�2 (4t)1=4 ; 2 (4t)1=4i � (2.115)Malheureusement, nous ne sommes pas arriv�es �a ontrôler eÆaement le dernier terme de ettemajoration. En partiulier, prouver laConjeture 2.4.2. Il existe une onstante C(T ) telle queP�Y T 2 h�2 (4t)1=4 ; 2 (4t)1=4i � � C(T ) (4t)1=4 (2.116)demeure un probl�eme ouvert.N�eanmoins, en majorant trivialement I3(Æ) par C(T )Æ puis en optimisant omme preedem-ment, nous arrivons tout de même �a prouver le r�esultat du Th�eor�eme 2.1.2 :il existe une onstante C(T ) �nie telle que���Ex0 f(XT )� Ex0 f(XT )��� � C(T ) (4t) 13 (2.117)



2.4. VITESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 712.4.6 Graphique repr�esentant les prinipaux termes intervenant dans lad�eomposition de l'erreur du sh�ema
Uk;+2 Uk;�2Uk;�1;2 Uk;+2;1Uk;+1 Uk;�1Uk;�1;1 Uk;+2;2Uk;�2;2Uk;+1;2Uk;+1;1 Uk;�2;1Nk;�Nk;+Nk;+1 Nk;+2 Nk;�1 Nk;�2

Ek2 Ek1

Jk;+1 + Jk;�1

Uk1

Jk;+1 Jk;�1+ ~Rk;+1 + ~Rk;�1 ++

Uk2



72 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER2.5 R�esultats num�eriquesDans ette setion, nous pr�esentons quelques r�esultats num�eriques a�n de les onfronter aveles r�esultats th�eoriques obtenus.Les tests num�eriques que nous avons e�etu�es portent sur le proessus (Xt)0�t�T solution deXt = x0 + Z t0 n1R�;�(Xs) + 21R+(Xs)odBs + 14L0t (X) (2.118)Pour e proessus nous onnaissons expliitement la valeur de la densit�e de transition et il estdon faile d'approher tr�es pr�eis�ement la valeur de E [f(XT )℄ d�es que f est onnue.Nous onentrons nos tests num�eriques sur le omportement de l'erreur en fontion du pas dedisr�etisation 4t. Pour e faire, on hoisit un nombre de Monte-Carlo M suÆsamment grand defa�on �a rendre suÆsamment petite l'erreur statistique de l'algorithme devant l'erreur de disr�etisation.
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 pas de temps (a) Erreur absolue du sh�ema en fontion du pas de disr�etisation dansle as f(x) = x2; x0 = 0:1; M = 10e7:
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 pas de temps (b) Erreur absolue du sh�ema en fontion du pas de disr�etisation dansle as f(x) = x2 + sin(x); x0 = 0:1; M = 10e7:



2.5. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 73Nous onstatons don, en observant le premier graphique, que même si x 7! x2 n'appartientpas �a H0, la vitesse de onvergene du sh�ema d'Euler semble prohe de p4t : on pourrait penserque ela provient du fait que x 7! x2 a toutes ses d�eriv�ees d'ordre plus grand ou �egal �a 3 qui sontnulles et que sa d�eriv�ee d'ordre 1 s'annule en 0 (point de disontinuit�e de �). Mais la deuxi�eme�gure nous montre, ette fois �a partir de l'exemple x 7! x2+sin(x) et bien que les d�eriv�ees d'ordre1 et d'ordre 3 ne s'annulent plus en 0 dans e as, que la vitesse de onvergene du sh�ema d'Eulersemble rester prohe dep4t : ela nous onforte dans notre id�ee de roire en une extension possibledu r�esultat du Th�eor�eme 2.1.1 pour des onditions initiales f appartenant �a H. Pour e faire, ilsuÆrait de prouver la onjeture 2.4.2 dont l'�enon�e semble assez naturel. Malheureursement, ettequestion demeure ouverte.



74 CHAPITRE 2. SCH�EMA D'EULER



Chapitre 3Un sh�ema num�erique pour lesproessus de di�usionunidimensionnels �a oeÆientsdisontinusLe travail pr�esent�e ii a �et�e r�ealis�e ave Antoine Lejay que je tiens �a remerier haleureusementpour m'avoir propos�e de travailler ave lui sur ses brillantes id�ees.3.1 IntrodutionThe aim of this hapter is to provide a sheme to simulate the one-dimensional di�usion proessgenerated by the di�erential operatorL = �2 ddx �a ddx�+ b ddx (3.1)where, a, � and b are pieewise smooth funtions that may have an in�nite number of disontinuitieson a ountable set of points J . We will suppose that J has no luster points and that funtions a,� and b have everywhere left and right limits. The triplet (a; �; b) will be alled the arateristiof L.If a belongs to C1(R), L may be transformed intoL = a�2 d2dx2 +�a02 + b� ddxand even in this ase, using an Euler sheme requires to ompute the derivative of a and may bequite expensive from a numerial point of view. However, if a = 1, it has been proved in [52℄ thatthe Euler sheme onverges but the speed of onvergene still remains an open and hallengingproblem.The sheme presented in this hapter is di�erent of the Euler sheme and is rather a variationof the well-known random walk on spheres. The basi idea is the following : we use a pieewiseonstant approximation of the disontinuous oeÆients. Given this approximation we use a me-thod based on \loal results" that allows us to ompute the position of the partile at a given timet. This method is exat in the ase of pieewise onstant oeÆients when b = 0 for it athes theorret behaviour of the di�usion proess when it reahes a point in J .Let us explain our approah with a simple example : assume that b = 0 and suppose that(a(x); �(x)) = (a+; �+) if x � 0 and that (a(x); �(x)) = (a�; ��) if x < 0. Let u be the weak75



76 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMAsolution of the paraboli problem assoiated with L :�u(t; x)�t � Lu(t; x) = 0; u(0; x) = f(x) (3.2)It is well-known that this problem is equivalent to the following transmission problem :( �u(t; x)�t � a(x)�(x)2 �u(t; x) = 0 on R�+ � R�a+ru(t; 0+) = a�ru(t; 0�) 8t > 0 (3.3)Let us introdue � de�ned as follows :�(x) = xpa+�+1x�0 + xpa���1x�0Sine for any t > 0 the funtion u is of lass C2 on R�+ � R � f0g, it is easy to hek thatv(t; x) := u(t;�(x)) is the solution of another transmission problem8><>: �v(t; x)�t � 12�v(t; x) = 0 on R�+ � R�pa+p�+rv(t; 0+) = pa�p��rv(t; 0�) 8t > 0 (3.4)Formally, this new transmission problem 3.4 is also equivalent to the paraboli problem�v(t; x)�t � L̂v(t; x) = 0where L̂ is the formal di�erential operator12� + � Æ0rwith � := pa(0+)=�(0+)�pa(0�)=�(0�)pa(0+)=�(0+)+pa(0�)=�(0�) 2℄� 1; 1[.As shown in [38℄ and [37℄, this di�erential operator L̂ is the in�nitesimal generator of the SkewBrownian Motion. This proess may be onstruted from a reeted Brownian motion simply byhoosing the sign of eah exursion using independent Bernoulli random variables of parameter�+12 . Heuristially, this means that the partile hooses to go either on R+ or on R� with pro-bability (� + 1)=2 when it reahes 0. Unfortunately, this desription is not relevant due to thefat that there are in�nitely many small exursions. Besides, it does not permit to understandthe real behavior of the partile in funtion of a� and ��. However, numerial simulation of theSkew Brownian motion is easy, and using a simple and deterministi time hange, it is possible tosolve (3.2) using the probabilisti representation u(t; x) = Ex �f(��1(Z�t ))�, where Z� is a SkewBrownian motion of parameter �.Instead of working with PDEs, one may prefer to use the Itô-Tanaka formula just like in [33℄.This an be ahieved using a preise desription of the proess X related to L. As shown in [26℄,X solves the following SDE :Xt = X0 + Z t0 pa(Xs)�(Xs)dBs + a(0+)� a(0�)a(0+) + a(0�)L0t (X)where B is a Brownian motion and L0 the symmetri loal time at 0 of X .Although this is not the �rst use the Skew Brownian motion in Monte Carlo methods (See[28℄) or in modeling, neither has there been a systemati study of this proess in this framework,nor a omplete exposition of the interplay between the di�erent oeÆients.



3.2. REMOVING THE DRIFT 77The numerial method presented in this hapter follows the idea of [27℄, where di�usions withonstant oeÆients on the edges of a graph were simulated. As the in�nitesimal generator givesloally the behavior of the partile, some properties of the Skew Brownian motion allowed, inthis partiular framework, to desribe what happened at the nods of the graph. These are themain reasons that explain our hoie of approximating non-onstant oeÆients using pieewiseonstant oeÆients rather than smoothing the oeÆients around the points of the J : indeed,this last proedure turns out to be unstable in pratie and very expensive from a numerial pointof view.We will also give some results onerning the di�usion proess generated by L under moregeneral assumptions than in [26℄, mainly by desribing it as the solution of some SDE involvingthe loal time and bewaring of boundary onditions. As we will see, making use of spae and timehanges, in order to transform a one-dimensional proess into a proess whih behaves loally likea Skew Brownian motion, provides a usefull way of proving existene results for solutions of SDEswith loal time.For eÆieny, one ould also think of using the random walk proposed in [25℄ (after a properhange of the sale). This perspetive is urrently studied by P. �Etor�e.HypothesesLet ` < r be two numbers that belong to R. Thus we may possibly have ` = �1 and/orr = +1.Assume that the oeÆients a, � and b are de�ned on [`; r℄ and satisfy for some onstants�;� > 0, assumptionH : 8<: a, � and b are measurable;for all x 2 [`; r℄, �(x) 2 [�;�℄ and a(x) 2 [�;�℄,for all x 2 [`; r℄ ; jb(x)j � � (3.5)Let �(dx) be the measure �(x)�1dx on (`; r) and G denote the open set (`; r), with possibly,G = R : for tehnial reasons, we restrit ourselves to the ase where ` and r are simultaneously�nite or in�nite. In fat, all the results given in this artile ould be extended for G = (`;+1) orG = (1; r).We denote by L2(G) the spae of measurable funtions on G that are square integrable withrespet to the Lebesgue measure. We also denote by H1(G) (resp. H10 (G)) the ompletion of thespae of smooth funtions (resp. smooth funtions with ompat support) on G with respet tothe norm jjf jjH1(G) :=qjjf jj2L2(G) + jjrf jj2L2(G).Reall that for any onneted interval G, all funtions in the Sobolev spae H1(G) have aontinuous version sine the dimension of the spae is one. In all the following we will systematiallyidentify a funtion in H1(G) with its ontinuous version.3.2 Removing the driftWe assume at �rst that a, � and b are smooth.{ when G is �nite, let (L;Dom(L)) be any one of the following di�erential operators :� L is given by (3.1)Dom(L) = �f 2 C2(G;R)f(r) = f(`) = 0	for the Dirihlet boundary ondition (b..) and� L is given by (3.1)Dom(L) = �f 2 C2(G;R)f 0 (r) = f 0(`) = 0	for the Neumann b...



78 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA{ when G = R, let (L;Dom(L)) be the di�erential operator� L is given by (3.1)Dom(L) = C2 (R; R)It is well known that for any of these ases (L;Dom(L)) is the in�nitesimal generator of a onti-nuous strong Markov proess (X; (Px)x2G) (See [8℄ for example) and this proess is in additionsolution to the Stohasti Di�erential Equation (SDE)dXt = p�a(Xt)dBt +�a02 + b� (Xt)dt:If b = 0, (L;Dom(L)) an be assoiated to the symmetri bilinear formE(u; v) = 12 Z a(x)u0(x)v0(x)dxde�ned for u; v in C1b (G;R) throughE(u; v) = Z Lu(x)v(x)��1(x)dx (3.6)for (u; v) 2 Dom(L)� C1b (G;R).Sine the symmetry will play an important role in most of the results given in this hapter wewould like to be able transform (3.2) into an equivalent form without drift : as we will now see,this is possible thanks to the ruial fat that we are working on the one-dimensionnal spae.Let us explain one way of removing the drift by transforming a and � :let 	 be the funtion	(x) = Z x0 h(x)dx with h(x) = 2 Z x0 b(y)�(y)a(y)dy: (3.7)If 	 is given by (3.7) and is bounded, a simple alulation shows thate�	 �2 ddx �ae	 ddx� = �2 ddx �a ddx�+ b ddx:and we see that e�	 �2 ddx �ae	 ddx� (3.8)is a linear operator whih is symmetri with respet to the measure e�	 �(dx) so we an startworking using (3.6).If G is bounded, then 	 is bounded by a onstant that depends only on �, � and the Lebesguemeasure meas(G) of G and this proedure is valid.If G is not bounded, then 	 is not bounded and we annot make this transformation withoutusing further arguments. However, we laim that it is possible, at least loally, to replae in theprevious omputation 	 with b	 de�ned for example byb	(x) = 	(x)�	(n) if x 2 [n; n+ 1℄ for all n 2 Z:and it is thus possible to repeat our argument and to transform L loally in a linear operatorwhih is symmetri with respet to the measure e�b	 �(dx).Thus, instead of onsidering (a; �; b) as the arateristi of L, one should only onsider L relatedwith the new triplet (eb	a; e�b	�; 0).Note that the transform used here to remove the drift applies for non-smooth oeÆients a,� and b sine it is always possible to use a regularization proedure and pass to the limit : seeregularisation results in Setion 3.5.



3.3. EXISTENCE OF A STOCHASTIC PROCESS 793.3 Existene of a stohasti proessIn dimension one, results on the existene and uniqueness of the stohasti proess(es) genera-ted by (L;Dom(L)) may be proved using (at least) three ways : using the properties of the densitytransition funtion, using the sale funtion and speed measure or using the Dirihlet form theory.We will see that all these approahes lead to the same proess.3.3.1 Using Dirihlet formsWe assume in a �rst time that b = 0. This will allow us to use the theory of symmetri Dirihletforms. However, we have seen in Setion 3.2 that this hypothesis is not a restrition.Let E be the bilinear formE(u; v) = 12 ZG adu(x)dx dv(x)dx dx for all u; v 2 Dom(E)on L2(G; �(dx)). The domain Dom(E) isDom(E) = H1([`; r℄; �(dx)) ' H1([`; r℄) for the Neumann b..Dom(E) = H10 (G; �(dx)) ' H10 (G) for the Dirihlet b..:It is well known that (E ;Dom(E)) is a regular, loal Dirihlet form [15℄. Hene, it generatesa ontinuous strong Markov proess (X; (Ft)t�0; (Px)x2G). Besides the proess is onservativeif G = R or Dom(E) = H1([`; r℄) (whih orresponds to using the Neumann b..). Besides, ifG = (`; r) and Dom(E) = H10 (G), then Xt = 1f��tg(Æ) + 1f�>tg(Yt), where Æ is the \pointat in�nity" of R, Y is the proess generated by (E ; H10 (R)) with a = � = 1 outside G, and� = inf ft � 0 : Yt 62 Gg.Remarque 3.3.1. As the dimension of the spae is one, eah point x 2 [`; r℄ is non-polar andhas a positive apaity, and then all the statements of type \for quasi-every point of [`; r℄" meanin fat \for every point of [`; r℄".Remarque 3.3.2. One ould assume that the oeÆients a and � are loally bounded. In thisase, the proess is not neessarily onservative, whih means that it may explode in a �nite time.This issue is disussed in [46℄.3.3.2 Using the properties of the semi-groupTo the Dirihlet form (E ;Dom(E)) may be assoiated a linear operator (L;Dom(L)) on L2(G; �(dx))de�ned through the relationE(u; v) = �hLu; viL2(G;�(dx)) for all (u; v) 2 Dom(L)�Dom(E):In fat, it is possible to show that the operator L is the one given by (3.1) with domainDom(L) = �f 2 H10 (G) : Lf 2 L2(G)	 for the Dirihlet b..,Dom(L) = �f 2 H1([`; r℄) : Lf 2 L2(G)	 for the Neumann b...This operator (L;Dom(L)) is the in�nitesimal generator of a semi-group (Pt)t>0. We will see inSetion 3.4 that Pt admits density transition funtion p(t; x; y) and that some general estimateshold for it. These estimates (See (3.12) for example) are suÆient to assert the existene of astrong Feller, ontinuous proess (X; (Ft)t�0; (Px)x2G).



80 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA3.3.3 Using the sale funtion and the speed measureAnother way to de�ne the stohasti proess (X; (Ft�0); (Px)x2G) is using the sale funtionand the speed measure. Let us set for x in (`; r),h(x) = 2 Z x0 b(y)�(y)a(y)dy; m(dx) = exp(h(x))�(x) dx (3.9)S(x) = Z x0 exp(�h(y))a(y) dy; V (x) = Z x0 m(x)dx: (3.10)For the Dirihlet b.., we set m(fyg) = +1 for y = ` and y = r. For the Neumann b.. m(fyg) =0 at y = r and y = `. On that partiular topi, see for example [8℄ or [41℄. We will see inCorollary 3.6.2 below that this proess orresponds to the one already onstruted using Dirihletforms.Unless when a is smooth the proess X is in general not a semi-martingale. It is a Dirihletproess. Nevertheless, some stohasti alulus for X is possible using the theory of Dirihlet formsor time reversal tehnis : See [15, 42, 30℄ for example.3.4 Properties of the semi-groupLet G be the open set G = (`; r) or G = R. For a funtion u in H1(G), we set �u(x) = u(x) ifwe are interested in the Dirihlet boundary ondition (b..) or �u(x) = du(x)dx if we are interestedin the Neumann b... Note that du(x)dx is a distribution in general and might not be well de�ned atall points but we use this operator as a notation.Let us onsider the paraboli Partial Di�erential Equation (PDE)8>><>>:�u(t; x)�t = �(x)2 ��x �a(x)�u(t; x)�x �+ b(x)�u(t; x)�x on [0;1)�G;�u(t; x) = 0 on (0;1)� f`; rg ;u(0; x) = �(x); x 2 G: (3.11)Let us onsider the paraboli PDE (3.11). Unless a, � and b are suÆiently smooth, the solutionu is only a weak solution that an only be hosen in the spae C(0; T ;L2(G))\L2(0; T ;H10 (G)) inthe ase of Dirihlet b.. and in C(0; T ;L2(G)) \ L2(0; T ;H1([`; r℄)) in the ase of Neumann b...Suh a solution exists and is unique if � belongs to L2(G).It is a standard result that (L;Dom(L)) is the in�nitesimal generator of a semi-group (Pt)t>0on L2 (G; �(dx)).Proposition 3.4.1.{ For any t > 0, Pt has a non-negative density funtion p(t; x; y) with respet to the measure�. Besides, u(t; x) = ZG p(t; x; y)�(y)d�(y):is a version of the solution of (3.11) whih is ontinuous with respet to (t; x) on (0;1)�G.{ The funtion (t; x; y) 7! p(t; x; y) is (�=2; �; �)-H�older ontinuous in (t; x; y) on every om-pat of (0;1)�G, where � depends only on �, � and the hosen ompat.D�emonstration. The existene of a density for Pt is lassial in the theory of PDEs. A proof ofthe seond assertion may be found for example in [2℄.Proposition 3.4.2.



3.5. CONVERGENCE RESULTS 81{ If G = R or G is bounded and the Dirihlet b.. are used, then there exist some onstantsC1 and C2 depending only on �, � and T suh thatp(t; x; y) � C1p2�t exp��C2jx� yj2t � (3.12)for any (t; x; y) 2 [0; T ℄� R � R. If b = 0, then the estimate (3.12) is uniform in T . Thisestimate is alled the Aronson estimate1.{ If G is bounded and the Neumann b.. are used, then for any T > 0 and any � > 1=2, thereexists some onstants C1, C2 depending only on �, �, �, r, ` and T suh thatp(t; x; y) � C1t� exp��C2jx� yj2t � : (3.13)for all t 2 (0; T ℄ and all x; y 2 [`; r℄.D�emonstration. 2A proof of (3.12) an be found for example in [2℄ and in [49℄.Using the ontinuous injetion from H1(G) into the set of ontinuous, bounded funtions onG, it is lear that there exists a onstant C (depending only on G) suh that kjf jj2+4=�L2(G;�(dx)) �Cjjf jjH1(G)jjf jj4=�L1(G) for every f 2 H1(G) and all � > 0. This inequality toghether with assumptionH yields that jjf jj2+4=�L2(G;�(dx)) � C �E(f; f) + jjf jj2L2(G;�(dx))� jjf jj4=�L1(G;�(dx))for all f 2 Dom(E). This is the Nash inequality. It is then possible to apply Theorem 3.25 in [10℄,whih yields that there exist two onstants K1 and K2 depending only on �, r and ` suh thatp(t; x; y) � K1t�=2 exp(�j�y � �xj � tK2j�j2); (3.14)where � = (y0 � x0)=Kt0 for an arbitrary onstant K > 0, a time t0 2 (0; 1℄ and �xed pointsx0; y0 2 [`; r℄. For a hoie of K large enough in funtion of K2 (hene, K depends only on � andG) and applying (3.14) with x = x0, y = y0 and t = t0, we get (3.13) on the time interval (0; 1℄.The Chapman-Kolmogorov equation an then be used to get (3.13) on any time interval (0; T ℄ forany T > 0.3.5 Convergene resultsLet (an; �n; bn)n2N be a sequene of funtions satisfying H. Let (Ln;Dom(Ln)) be the di�e-rential operator onstruted previously, but with (a; �; b) replaed by (an; �n; bn).Proposition 3.5.1. We assume that for some 1 � p �1,1an ����!n!1 1a; 1�n Lp(G)����!n!1 1� bnan�n Lp(G)����!n!1 ba� :{ For any � > 0 (and � = 0 if G is bounded), the weak solutions un of the ellipti PDE(�� Ln)un = fwith the Dirihlet (resp. Neumann) boundary ondition onverge in H1(G) to the weak so-lution of (�� L)u = f1Note that however, D. Aronson proved these estimates in a rather general ase, but it was initially provedsimultaneously for operators of type r(ar�) by E. De Giorgi and J. Nash.2A more detailed proof of this result for the ase of Neumann b.. an be found in the next Chapter (f. Theorem4.3.1)



82 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMAThe ontinuous version of un(x) given byZG gn�(x; y)f(y)�n(y)�1dywith gn�(x; y) = R +10 e��tpn(t; x; y)dt onverges uniformly on eah ompat of G to theontinuous version of u(x) given byZG g�(x; y)f(y)��1(y)dy{ The weak solution of the paraboli PDE�un(t; x)�t = Lnun(t; x)with the initial ondition f 2 L2(G) onverges in L2(0; T ; Dom(E)) to the weak solution ofthe paraboli PDE �u(t; x)�t = Lu(t; x)with the initial ondition f 2 L2(G). Moreover, the ontinuous version of un(t; x) given byZG pn(t; x; y)f(y)�n(y)�1dyonverges uniformly on eah ompat of R�+ � G to the ontinuous version of u(t; x) givenby ZG p(t; x; y)f(y)�(y)�1dyD�emonstration. Both onvergene, inH1(G) for the solution of the ellipti problem and in L2(0; T ; Dom(E))for the solution of the paraboli problem, follow from the results Proposition may be found in [54℄when � = 1, and is easily adapted to the ase where � 6= 1.The pointwise onvergene of the solutions is a diret onsequene of the onvergene of thesolution in H1(G) or in L2(0; T ; Dom(E)), together with the Asoli theorem, whose onditions aresatis�ed thanks to (3.12) or (3.13) : See for example [43℄ for a omplete proof.Proposition 3.5.2. We assume that G = R or that G = [r; `℄ and that the Neumann b.. areused. Besides, let G0 = (r0; `0) � G, and � (resp. �n) be the �rst exit time from G0 for X (resp.Xn). Under the hypotheses of Proposition 3.5.1, for any starting point x,Px Æ (Xn; �n)�1 ����!n!1 Px Æ (X; �)�1:D�emonstration. The onvergene of Xn to X in �nite-dimensional distribution follows from theonvergene of the density transition funtion in (3.5.1), the estimates (3.12) or (3.13), and theMarkov property (See for example the proof of the orresponding result in [43℄).For the tightness of (Px Æ (Xn)�1)n2N, aording to the Aldous riterion [1℄, it is suÆient toprove that for any sequene (�n; Æn)n2N suh that �n is a Fn: -stopping time and Æn is deterministionverging to 0, Px �jXn�n+Æn �Xn�n j > �� ����!n!1 0for all � > 0.Moreover, with (3.12) or (3.13),Py �jXnÆn j > �� � ZG�(y��;y+�) C1Æ�n exp��C2jz � yj2Æn � dz:



3.6. ON DIFFUSIONS WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENTS 83where � = 1=2 (for G = R) or � > 1=2 (for the Neumann b..). Thus, for n large enough so that�2=Æn � 1, supy2GPy (jXnÆn j > �) � C1Æ1=2��n Zjzj��=pÆn exp(�C2z2)dz� C1C2 Æ1=2��n exp(�C2�2=Æn) ����!n!1 0:The tightness of (Px Æ (Xn)�1)n2N follows immediately by appliation of the strong Markov pro-perty to Px �jXn�n+Æn �Xn�n j > ��.For the onvergene of (Xn; �n), let �(x) = inf ft � 0 : x(t) 62 G0g for any ontinuous funtionx : R+ ! R. Possibly �(x) = +1 if x(t) stays in G0. Then � is lower semi-ontinuous, that is�(x) � lim infn!1�(xn) if for all T > 0, supt2[0;T ℄ jx(t) � xn(t)j ����!n!1 0.Let x be a path suh that there exists a sequene (xn)n2N onverging uniformly to x on [0; T ℄for all T > 0 and �(x) < lim infn!1�(xn). It is easily seen that this means that x remains inthe losure of G0 between the time �(x) and lim infn!1�(xn).But one knows that this almost surely never happens for a trajetory of a one-dimensional,regular di�usion proess (See [41, Lemma V.46.1, p. 273℄ for example). Thus, the set of disonti-nuity of � is a set of null measure for the distribution Px. As �n = �(Xn), it follows that (Xn; �n)onverges in distribution to (X; �).3.6 On di�usions with disontinuous oeÆientsIf ` > �1 or r < +1 and we use the Dirihlet boundary onditions, then we extend theoeÆients on R with � = a = 1 and b = 0. Let J be a (ountable) set of points of (`; r), and weassume the following hypotheses :H2 : 8>><>>: a, b and � are right-ontinuous with left-limit;a, b and � belongs to C1([`; r℄�J ),J is at most ountable,there exists � > 0 suh that jx� yj > � for any x; y 2 J . (3.15)Let us remark that with H2, the oeÆients are of �nite variation on [`; r℄.For a funtion f satisfying H2, we denote by f 0(x) the density of the part of its derivativewhih is absolutely ontinuous with respet to the Lebesgue measure.Proposition 3.6.1. { Assume that G = R.For any Brownian motion B onstruted on a probability spae (
;F ;P) with its natural�ltration (Ft)t�0 (ompleted to satisfy the usual onditions), (L;Dom(L)) is the in�nitesimalgenerator of the unique strong solution X to the SDEXt = x+ Z t0 p�(Xs)a(Xs)dBs + ZR �(dx)dLxt (X) (3.16)with �(dx) = Xx2J �(x)Æx +�a0(x)�(x)2 + b� dx (3.17)and �(x) = a(x+)� a(x�)a(x+) + a(x�) : (3.18){ The operator (L;Dom(L)) with the Neumann b.. at r and ` is the in�nitesimal generator ofthe unique solution to (3.16) where � and � are de�ned by (3.17) and (3.18) and in addition,�(frg) = �1 and �(f`g) = 1.



84 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMAD�emonstration. The existene and the uniqueness of a strong solution to (3.16) follows from theresults of J.-F. Le Gall in [25℄. Thus, it is suÆient to prove that the proess X generated by(L;Dom(L)) is a weak solution to (3.16).Æ Case of Neumann boundary ondition.3Æ If G = R. The previous omputations an be used with a loalization tehnique. But it is possibleto avoid using Dirihlet forms theory. With the Itô-Tanaka formula (See for example [41, x IV.45,p. 102℄) and the results from [25℄, X = S�1(Y ) is a solution to (3.16) if Y is the strong solution ofYt = S(x) + Z t0 e�	(S�1(Ys))p�(S�1(Ys))=a(S�1(Ys))dBsand the proof of Proposition 3.6.1 is now omplete.The next results follow from the Itô-Tanaka formula (See [41, x IV.45, p. 102℄ for example)applied to S(Xt), where S is given by (3.10), and X is the solution to (3.16).Corollaire 3.6.2. The speed measure m and the sale funtion S of (X; (Px)x2G) are given in(3.9) and (3.10).Remarque 3.6.3. If G = R, this result ould also be proved by using a smooth approximation ofthe oeÆients and the results of [14℄.3.7 Approximation by di�usions with pieewise onstantoeÆients3.7.1 SDE satis�ed by the approximationTo simplify the notations, we assume that r > �1 and we set for n 2 N,J n = fxig r = xn0 < xn1 < : : :for some points xn0 ; : : : xni ; : : : .If r = �1 and ` = +1, we are fored to pik a referene point on R and to use doubly indexedsequenes.Thus, we set for f = a, � and b,fn(x) =Xk�01[xni ;xni+1)(x)f(xni ):Hypoth�ese 1. For any n 2 N, the points xn0 < xn1 < : : : are hosen in order J n satis�es H2,J � J n and jja� anjj1 + jj�� �njj1 + jjb� bnjj1 ����!n!1 0:Clearly, sine J � J n, an, �n and bn onverge pointwise to a, � and b. Besides, an, �n and bnsatisfy H and H2.Using the oupation time density formula, it follows from Proposition 3.6.1 that the di�usionXn is solution of the SDEXnt = Xn0 + Z t0 pan�n(Xns )dBs + Z t0 bn(Xs)ds+Xk�0 e�nkLxnkt (Xn);where B is a Brownian motion, and Lxt (Xn) is the symmetri loal time of Xn at point x andtime t.3f. setion 4.5 of the next Chapter



3.7. APPROXIMATIONBY DIFFUSIONSWITH PIECEWISE CONSTANT COEFFICIENTS85Let �n be the pieewise linear funtion�n(x) = kn(x)�1Xk=0 xnk+1 � xnkpa(xnk )�(xnk ) + x� xnkn(x)qa(xnkn(x))�(xnkn(x)) ;where kn(x) is suh that xnkn(x) � x < xnkn(x)+1. Then the symmetri Itô-Tanaka formula (See [41,x IV.45, p. 102℄ for example, see also [33℄ for a treatment of this ase) applied to Xn yields thatY n = �n(Xn) is solution of the SDEY nt = Y n0 +Bt + Z t0 bnpan�n (Ys)ds+Xk�0 �nkLynkt (Y n); (3.19)where, ynk = �(xnk ) and if k 6= 0,�nk = pa(xnk+)=�(xnk+)�pa(xnk�)=�(xnk )�pa(xnk+)=�(xnk+) +pa(xnk�)=�(xnk�) :Hene, the in�nitesimal generator of Y n isLY n = 12� + bnpan�nr on (`; r) n J n;whose domain Dom(LY n) ontains the ontinuous, bounded funtions f of lass C2b on (`; r) n J nsuh that f(r) = 0 (resp. f(`) = 0) if r > �1 (resp. ` <1), and1 + �nk2 f 0(xnk+) = 1� �nk2 f 0(xnk�):3.7.1.1 The Skew Brownian MotionEquation (3.19) shows that the proess Y n behaves around xnk like a Skew Brownian Motionof parameter 1+�nk2 . Of ourse the Skew Brownian Motion of parameter 1 (resp. 0) is the positively(resp. negatively) reeted Brownian Motion (this is used to deal with the Neumann b..).Let Z� be a Skew Brownian Motion of parameter � 2 [0; 1℄, and set� = inf �t � 0 : jZ�j = �	for some � > 0. We will use in fore the following onstrution of the Skew Brownian Motion,whih may be found in [21℄ Problem 1, p.115 : a Skew Brownian Motion an be onstruted byipping the exursions of a Reeted Brownian Motion with a probability �.To be more preise, let R be a reeted Brownian Motion, and f(`n; rn)gn2N be the familyof its exursion intervals. These intervals are suh that R`n = R�n = 0, Rt > 0 on (`n; rn),[n2N(`n; rn) = R+ and (`n; rn) \ (`k; rk) = ; for n 6= k. Let en be the exursion attahed to theinterval n, that is ent = R(t�`n)^(rn�`n) (note that these intervals (`n; rn) may not be ordered,whih implies that n is just understood as a label with a priori no meaning. To the exursion n,we assoiate an independent Bernoulli random variable �n of parameter � with value in f�1; 1g.The proess Z� onstruted by settingZ�t = �netn�`n if t 2 [`n; rn℄;is then a Skew Brownian Motion of parameter �.Let Z� be a Skew Brownian motion of parameter �, and set � = inf ft � 0 : jZtj = �g forsome � > 0. We will use in fore the following property of the Skew Brownian motion :Lemme 3.7.1. The random variables � and Z�� are independent. Moreover, the distribution of �does not depend on � (in partiular, � is equal in distribution to the �rst exit time of [��; �℄ for aBrownian motion), and P0 (Z� = �) = �.D�emonstration. This is a diret onsequene of the previous onstrution of the Skew Brownianmotion.



86 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA3.8 Numerial simulationsIn this Setion, we give two algorithms to simulate either Xt for a given time t.3.8.1 What is omputed ?Remarque 3.8.1. As an in�nitesimal generator ats loally, our algorithm an also be used tosimulate some quantities related to PDE with a Dirihlet b.. at one endpoint of G and a Neumannb.. at the other endpoint.Our algorithm an be used to ompute the following quantities :{ For any initial distribution � and any t > 0, the transition, the probability density funtionu�(t; y) = RG �(dx)p(t; x; y), whih is solution to the PDE�u�(t; y)�t = L�u�(t; y) and u�(t; y)dy weakly����!t!0 �:For that, we use the approximation, for a given � > 0,u�(t; y) ' �(y)n2� Card fi = 1; : : : ; ngZi 2 [y � �; y + �℄where Zi are n independent realizations of XT with the initial measure �.{ For any �xed x 2 (`; r) and any �xed t > 0, the solution u(t; x) to the paraboli PDE (3.11)for any initial ondition �. For that, we use the approximationu(t; x) ' 1n nXk=1�(Zi);where the Zi's are as previously with the initial distribution � = Æx.{ For any �xed x 2 (`; r), the solution u(x) to the ellipti PDELu = 0 on (`; r); u(r) = ur and u(`) = u`for any (ur; u`) 2 R2 . For that, we use the approximationu(x) ' 1n nXk=1 �ur(Y i)1fY i=urg + u`(Y i)1fY i=u`g� ;where the Y i's are n independent realization of X� under Px.Besides, if � = 1 and b = 0, then L is self-adjoint, and omputing Rr̀ �(x)p(t; x; y)dx is suÆientto ompute the solution u(t; x) for any x 2 (`; r), sine p(t; x; y) = p(t; y; x) for all t > 0 and allx; y 2 (r; `).Remarque 3.8.2. It is possible to get some analytial expression of p(t; x; y) (See [16℄), but itleads to rather ompliated expressions involving spetral deompositions.If (a; �) are pieewise onstant and b = 0, then the numerial errors ome from : (a) Theapproximations of series by keeping a �nite number of terms (See Setion 3.8.3 below) ; (b) Thefat that we use a pseudo-random generator instead of independent random variables ; () TheMonte-Carlo error, that is the replaement of E (Y ) by N�1PNk=1 Y i, where Y is a randomvariables, and the Y i's are opies of independent random variables with the same distribution asY . The errors of type (a) and (b) are very small, and the error of type () ours in all MonteCarlo methods and depends on the variane of Y .For a general (a; �; b), we may transform the di�usion into a di�usion with oeÆients (ea; e�; 0)and then use a pieewise onstant approximation (ean; e�n; 0) of of (ea; e�; 0). An additional erroromes from these approximations, whih is disussed in Setion 3.9 below.



3.8. NUMERICAL SIMULATIONS 87Let Xn be the proess generated by (ean; e�n; 0). We have seen in Setion 3.7 that one an �nda deterministi bijetion �n suh that Y nt = �n(Xt) is solution to the SDEY nt = Y n0 +Bt +Xk�0�nkLynkt (Y n):The idea is now to simulate Y n, and then to ompute eXn by setting eXn = (�n)�1(Y n).Around eah point xnk , then Y n behaves like a Skew Brownian motion of parameter �nk . Thejusti�ation of our algorithm relies on Lemma 3.7.1.For eah xnk 2 J n, one piks two points xn;�k and xn;+k suh thatxnk�1 � xn;�k < xnk < xn;+k � xnk+1 and xn;+k � xnk = xnk � xn;�k :Let us denote by Kn the set Kn = [k�0 �xn;�k 	S[k�0 �xn;+k 	. The sets Kn and J n may haveommons elements.The idea is to perform a random walk on J n [ Kn with a proper time traking.3.8.2 The algorithmIn this setion, we give an algorithm to simulate YT for a given time T > 0, but this algorithmis easily simpli�ed to simulate other quantities related with Y , for example (Y� ; �).Let us �x n, in all what follows we drop any referene to this integer.We denote by B a Brownian motion and Z� a Skew Brownian motion of parameter � 2 [�1; 1℄.We denote by unif() a funtion returning the value of an uniform random variable on [0; 1℄. Allthe random variable simulated in this algorithm are assumed to be independent.Input data : The starting point x and the time T .Output data : A realization of (�; YT^� ), where � is the �rst time the proess hits one of theendpoints of [r; `℄ at whih there is a Dirihlet b...The algorithm :[Initialization℄ Set t 0 and y  x.[Infinite loop℄if y 2 JAssume that y = xk1. if xk is one endpoint of [r; `℄ orresponding to a Dirihlet b..return (t; xk).endif2. For Z�k0 = xk and � = inf �s � 0Z�ks 2 �x�k ; x+k 		 ;set   Pxk (T � t < �) (Note that  does not depend on �k).3. if  > unif()Simulate a realization z of Z�kT�t given f� > T � tg.Return (T; z).elseSimulate a realization (t0; z) of (�; Z�k� ) given f� < T � tg.Set t t+ t0 and y  z and go bak to the beginning of the loop.endifelse1. For � = inf fs � 0 Bs 2 J g, set   Py (T � t < �).



88 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA2. if  > unif()Simulate a realization z of BT�t with B0 = y given fT � t < �g.elseSimulate a realization (t0; z) of (�; B� ) given fT � t > �g with� = inf fs � 0 : Bs 2 J g :endif3. Set t t+ t0 and y  z and go bak to the beginning of the loop.endif3.8.3 The random variables that should be simulated.Let (B; (Px)x2R) be a Brownian motion and Z� be a Skew Brownian motion. Let �a;b =inf ft � 0gB� 2 fa; bg for a < b. Using the saling property, Px Æ ��1a;b is equal to P(x�b)=(b�a) Æ((b� a)2�)�1. Hene, we set � = ��1;1.Mainly, we need to simulate � or some random variables whose distribution is related to thatof � . From a numerial point of view, we use expliit expressions of the distribution funtions forthe random variables of interest. (For example, see [11℄ on the simulation of random variables).The following formulae may be found for example in [7℄. If G(t; x) = Px (� < t). Then�G�t (t; x) = 1Xk=�1�1 + x+ 4kp2�t3=2 e�(1+x+4k)2=2t + 1� x+ 4kp2�t3=2 e�(1�x+4k)2=2t� :Besides, if H(t; x) = Px (� < t)B� = 1, then�H�t (t; x) = 1Xk=�1�1 + x+ 4kp2�t3=2 e�(1+x+4k)2=2t + 1� x+ 4kp2�t3=2 e�(1�x+4k)2=2t� :The Bayes formula allows then to ompute Px (B� = 1 j � < t). The series giving F andH onvergevery quikly and do not reate numerial problems.We also need Px (Bt < y j t < �) = F (t; x; y)Px (t < �) with F (t; x; y) = Px (Bt < y; t < �).Thus, �F�y (t; x; y) is the density of the Brownian motion killed when exiting from [�1; 1℄, whih isgiven by�F�y (t; x; y) = 1p2�t +1Xk=�1 exp�� (x� y � 4k)22t � � exp�� (x+ y + 2 + 4k)22t �!:or by, using the spetral deomposition,�F�y (t; x; y) = 12 +1Xk=1 exp��k2�2t8 �� sin�k�2 (x + 1)� sin�k�2 (y + 1)� :The series (3.20) is numerially suitable for small time, while (3.20) is numerially suitable forlarge time.Let Z� be the Skew Brownian Motion of parameter � 2 (0; 1). We need to simulate a realizationof Z�t given t < ���;� under P0 for some � > 0, where ���;� is the �rst exit time from [��; �℄ forthe Skew Brownian Motion Z�.Lemme 3.8.3. Let R be a reeted Brownian Motion. Then if 0 � y0 � y1 � �,P0 �Z�t 2 [y0; y1; t < ���;�(Z�)℄� = � P0 [R 2 [y0; y1℄; t < ���;�(R)℄ (3.20)if �� � y0 � y1 � 0,P0 �Z�t 2 [y0; y1℄; t < ���;�(Z�)℄� = (1� �)P0 [R 2 [�y0;�y1℄; t < ���;�(R)℄ (3.21)where �� = inf ft � 0 : Rt = �g



3.9. ESTIMATION OF THE ERROR 89In other words, to simulate Z�t , one needs to simulate the position of a Reeted BrownianMotion R at time t and has to use a independent Bernoulli Random variable for the sign of Z�t .D�emonstration. For a trajetory of the Skew Brownian Motion Z�, set f(`n; rn)gn2N as the ex-ursions intervals of Z�. For eah n 2 N, set ent = Z�(t�`n)^(rn�`n) if t 2 [`n; rn℄, whih are theexursions of Z�. We assume that 0 � y0 � y1 � �. Then,P0 �Z�t 2 [y0; y1; t < ���;�(R)℄� = Xn2NP0�jent�`n j 2 [y0; y1℄ :sgn(en) = 1; ���;�(en) > t� `n; supk s.t. rk�`n sups2[0;rk�`k℄ jek(s)j < ��where sgn(e) is the sign of exursion e, and ���;�(e) is the �rst time (possibly in�nite) the exursionreahes�� or �. By onstrution, the sign sgn(en) of the exursion n is a Bernoulli random variableof parameter � whih is independent from any other random variables involved in this onstrution.Equality (3.20) follows then easily, and (3.21) is proved in a similar way.3.8.4 Coupling with other algorithmsOf ourse, this algorithm an be oupled with other algorithms (suh as the Euler shemefor example) if the oeÆient is smooth enough outside some subset I of (`; r). Assume that theoeÆients are smooth enough outside some interval (`0; r0). Then, one an pik some points r00and `00 suh that r < r00 < r0 and `0 < `00 < `. Hene, one an use the algorithm whih is the mostadapted to the situation to simulate X outside (`0; r0), until X hits r0 or `0. Then, the algorithmproposed here an be used to simulate X until it hit r00 or `00, and then use a proper way to dealwith disontinuities.3.8.5 LoalizationIf G = R, it follows from the upper bound of the Aronson estimates (See Proposition 3.4.2)that supx2RPx sups2[0;t℄ jXs � xj � R! � C1 exp(�C2R2=t)for some onstants C1, C2 depending only on �, � (See for example [49℄ for a proof). Thus, onean assume that the oeÆients a, � and b are onstant far enough from the starting point, orthat the proess should be killed when it reahes the edges of a �nite interval rather than dealingwith a proess that lives on the whole spae R.3.9 Estimation of the error3.9.1 The ellipti aseSet the Dirihlet problem (Lu = 0 on [r; `℄;u(r) = ur and u(`) = u`; (3.22)We study the error on the solution when we replae (a; �; b) with (an; �n; bn) in (3.22) and whenwe suppose that supx2G ������(an; �n; bn)(x)� (a; �; b)(x)������ ����!n!1 0:Proposition 3.9.1. There exists a onstant C depending only on �, �, r and ` suh thatsupx2G ju(x)� un(x)j � Cjur � u`j supx2G j(an; �n; bn)(x) � (a; �; b)(x)j



90 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMAD�emonstration. L is the operator L = 12e��� ddx �e�a ddx� de�ned in (3.8). Let ban and b�n beapproximations of ba = ae� and b� = �e��, suh that ban and b�n onverge uniformly to ba and b�.Let un be the solution of (3.22) with L replaed by Ln, and u the solution of (3.22)Then, using vn = un � u 2 H10 (G) as a test funtion, one getsZG ban�dvndx �2 dx = ZG(ban � ba)dudx dvndx dx:As xy � �x2=2 + 2��1y2 for all x; y � 0, it follows that�2 ������dvndx ������2 � 2��1jjban � bajj1������dudx ������2L2(G):Let � be the linear funtion �(x) = (ur � u`)(x� `)=(r � `) + u`. Then, u� � belongs to H10 (G),and then ZG a�dudx�2 dx = ur � u`r � ` ZG adudxdx:Hene, there exists some onstant C, depending only on �, r, `, ur and u` suh thatZG�dudx�2 dx � C �ur � u`r � ` �2 :As un and u satisfy the same boundary ondition, vn belongs to H10 (G), and from the Poinar�einequality, jjvnjj2L2(G) � C������dvndx ������2:Moreover, H1(G) an be ontinuously injeted in the spae of ontinuous funtions on G. Thus,for some onstant C 0, supx2G jvn(x)j2 � C 0jjvnjj2H1(G). It follows thatsupx2G jun(x) � u(x)j � C 00jjban � bajj1 ����ur � u`r � ` ����for some onstant C 00 depending only on r, `, ur, u`, � and �.To onlude the proof, it remains to see thatjban(x) � ba(x)j � C1 supx2G jan(x)� a(x)j + C2 supx2G j�n(x) � �(x)j+C3 supx2G jbn(x)� b(x)jfor some onstants C1, C2 and C3 depending only �, �, r and `.3.9.2 The paraboli aseLet u be the solution of �u�t + Lu = 0 on R+ � G, with the Dirihlet or Neumann b.. onR+ �f`; rg and initial ondition �(x). Let also un be the solution of the similar problem where Lis replaed by Ln.Proposition 3.9.2. (i) Assume that � � 1. Then for any open interval (`0; r0) � G, there existsa onstant K(`0; r0) depending on f `0, r0 r0 and T suh thatsup(t;x)2[0;T ℄�(`0;r0) jun(t; x) � u(t; x)j � K(`0; r0) (jjan � ajj1 + jjbn � bjj1) :(ii) When � 6= 0, assume that ' 2 C2b (G). In this ase, for any open interval (`0; r0) � G, thereexists a onstant K(`0; r0) depending on f `0, r0 r0 and T suh thatsup(t;x)2[0;T ℄�(`0;r0) jun(t; x) � u(t; x)j � K(`0; r0) (jjan � ajj1 + jjbn � bjj1) :



3.9. ESTIMATION OF THE ERROR 91D�emonstration. (i)For T > 0, we denote by j:jG0;T the normjhjG0;T =  supt2[0;T ℄ jjh(t; :)jj2L2(G0) + Z T0 jjrh(t; :)jj2L2(G0) dt!1=2for any h 2 C(0; T ;L2(G0)) \ L2(0; T ;H1(G0)). The onvergene relies on the following estimate(See [23℄-[II.x 3, inequality (3) p. 75 with r = q =1℄ for example)sup(t;x)2R+�G0 jh(t; x)j � CjhjG0;T (�) (3.23)for a onstant C that depends only on T and G0.We set vn = un�u. Sine un and vn are solutions of paraboli problems with disontinuous o-eÆients satisfying assumptionsH andH2, un and vn belong to C(0; T ;L2(G0))\L2(0; T ;H1(G0))(see [23℄ hapter III) and vn as well.The idea of the proof is now to apply (�) : this means that we need to ontrol jvnjG0;T .Fortunately, ontrols for the norm j:jG0;T are easy to obtain using standard PDE arguments : �rstnote that vn is a weak solution to paraboli problem�vn(t; x)�t = Lnvn(t; x) + 12rf(an(x) � a(x))ru(t; x)g (3.24)+ (bn(x) � b(x))ru(t; x)dx: (3.25){ if G is �nite, we an use vn as a test funtion in (3.24). After integrating with respet to t,we see that we are in the same position as in the ellipti ase and standard omputationsyield the desired result.{ if G is not �nite, we �x `0 < r0 and we hoose a smooth funtion � with ompat supportsuh that �(x) = 1 on (`0; r0). Then, sine any funtion v in H1(G) is loally bounded,r(v�) = �rv+vr�. Thus, using vn� as a test funtion in (3.24) and the previous expansionof r(v�), we have redued the problem to the previous ase and the proposition is proved.(ii)In this ase we use a probabilisti argument. It is easily seen that vn is a weak solution to�vn(t; x)�t = Lnvn(t; x) + 12rf(an(x) � a(x))ru(t; x)g (3.26)+ (bn(x) � b(x))ru(t; x)dx + ZG(�n � �)�tu(t; x)vn(t; x)dx: (3.27)In regard of the fat that � is uniformly bounded from below by a stritly positive onstant andusing the same arguments as those used in our proof of (i), we know that we an assume G to be�nite and in this ase the result of (ii) will be true if we are able to get a uniform bound on G forj�tu(t; :)j and if this bound is integrable w.r.t to t. Hene, if we an prove thatsupx2G j�tu(t; x)j � Cpt (3.28)then (ii) will be satis�ed.Sine u(t; x) = Ex ['(Xt)℄, and ' is assumed to belong to C2(G), we an apply Itô's formulaand we get that :u(t; x) = '(x) + Z t0 Ex ['0(Xs)b(Xs)℄ ds+ Z t0 Ex �'00(Xs)�2(Xs)� ds+ Xxk2J '0(xk)Ex [Lxkt ℄



92 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMAso that j�tu(t; x)j � (jjbj1 + jj�2jj1) + Xxk2J '0(xk)�tEx [Lxkt ℄The oupation-time formule implies thatEx [Lxkt ℄ = Z t0 kp(s; x; xk)dswhere k is a onstant depending only on a(xk+) and a(xk�). Now, using Aronson's estimateyields supx2G j�tEx [Lxkt ℄ j � Cptfor some onstant C depending only on �, �, T and k. Thus (3.28) is true4.

4We were not able to treat the ase � 6= 1 using only standard PDE arguments.



3.10. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 933.10 R�esultats num�eriquesOn onsid�ere l'op�erateur L = 12r(ar). Ii, nous onsid�erons que le oeÆient a est r�egulier,sauf en 0 ou il est disontinu.Soit � un pas �x�e. On introduit une suite de points fx�k gk=�1;:::;1, une approximation a�k (x)de a par a�(x) = a(x�k ) si x 2 [x�k ; x�k+1℄;ainsi que l'op�erateur L� = 12r(a�r) et le proessus stohastique X� qu'il engendre. Soit ��(x)la fontion ��(x) = x� x�kpa�(x) si x 2 [x�k ; x�k+1℄:Soit Y � le proessus stohastique d�e�ni par Y � = ��(X�). Posons y�k = ��(x�k ). En fait, noushoisissons d'abord y�k de sorte quey�k = k�; k = �1; : : : ;1;e qui veut dire que x�0 = 0 and 8<:x�k+1 = x�k +qa�(x�k ) if k > 0;x�k�1 = x�k �qa�(x�k ): if k < 0:Le proessus Y est solution de l'�equation di��erentielle stohastique (EDS)Y �t = Y �0 +Bt + +1Xk=�1��k Lyk0ave ��k = qa(x�k )�qa(x�k �)qa(x�k ) +qa(x�k +) :3.10.1 Impl�ementationPour l'algorithme, il suÆt don de aluler r�eursivement les valeurs de x�k , a�k = a�(x�k ) et��k .3.10.2 Cas test no 13.10.2.1 Calul des densit�esOn onsid�ere la fontion a(x) = (2 + sin(x) si x < 05 + sin(x+ �) si x � 0Nous testons l'algorithme pour aluleru(t; x) = Ex [f(Xt)℄ ave t = 1; 0 et x = 0; 5:Par ailleurs, nous onsid�erons les pas de temps � = 0; 1, � = 0; 01 et les fontions f(x) = x2 etf(x) = artan(x+ 1).



94 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA3.10.2.2 Vitesse de alulLa diÆulte est que le temps moyen mis pour sortir d'un intervalle [x � �; x + �℄ par unemouvement brownien biais�e est de l'ordre de �2. Nous voyons dans le tableau 3.3 (voir aussi�gure 3.3) que le nombre d'appel la fontion donnant le temps de sortie ou la position uninstant donn�e inf�erieur au temps de sortie pour le mouvement brownien biais�e explose quand �devient petit. Nous voyons sur la �gure 3.4 que le nombre moyen d'appels ette fontion est bienproportionnel 1=p�.3.10.3 Cas test no 2On onsid�ere la fontion a(x) = (2 + sin(2�x) si x < 03 + sin(2�x) si x � 0N � t x nom du �hier1000 0; 05 1; 0 0; 0 test110000 0; 05 1; 0 1; 0 test2test1Taille e�. de l'�eh. Min Max Moyenne Variane1000 �4:76 5:52 0:30 2:25test2Taille e�. de l'�eh. Min Max Moyenne Variane9996 �5:02 6:08 0:37 2:28



3.10. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 95� Nb partiules Min Max Moyenne Variane0; 10 9989 �4:50 7:92 1:37 3:340; 09 9995 �3; 96 8; 82 1; 47 3; 440; 08 9996 �3; 90 8; 79 1; 49 3; 420; 07 9996 �4; 30 8; 38 1; 48 3; 340; 06 9997 �4; 25 8; 29 1; 50 3; 430; 05 9994 �4; 39 8; 23 1; 45 3; 340; 04 9759 �4; 03 8; 18 1; 45 3; 370; 03 10000 �3; 48 8; 27 1; 45 3; 340; 02 9989 �4; 50 7; 92 1; 37 3; 340; 01 9992 �3:53 8:35 1:43 3:36Tab. 3.1 { Quelques statistiques a propos de la position au temps t = 1 pour des partiules partantde x = 0; 5
� f(x) = x2 f(x) = artan(x + 1)0; 10 5; 225 0; 9450; 09 5; 599 0; 9670; 08 5; 642 0; 9750; 07 5; 543 0; 9790; 06 5; 687 0; 9780; 05 5; 452 0; 9700; 04 5; 469 0; 9680; 03 5; 453 0; 9720; 02 5; 296 0; 9640; 01 5; 401 0; 966Tab. 3.2 { Moyenne empirique approhant Ex [f(Xt)℄ pour x = 0; 5, t = 1; 0

� 0; 10 0; 09 0; 08 0; 07 0; 06nb appels 101; 69 122; 71 156; 82 204; 65 280; 22� 0; 05 0; 04 0; 03 0; 02 0; 01nb appels 401; 89 630; 56 1114; 73 2513; 77 10049; 24Tab. 3.3 { Nombre moyen d'appels la fontion permettant de aluler de temps ou la positionpour le SBM ( partir d'un �ehantillon de taille 100)



96 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA

00.050.10.150.20.25

-4 -2 0 2 4 6 8Fig. 3.1 { Densit�e dans le as � = 0; 10

00.050.10.150.20.25

-4 -2 0 2 4 6 8Fig. 3.2 { Densit�e dans le as � = 0; 01



3.10. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 97

010002000300040005000600070008000900010 000

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11Fig. 3.3 { Nombre moyen d'appels la fontion permettant de aluler de temps ou la positionpour le SBM en fontion de �

00.010.020.030.040.050.060.070.080.090.1

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11Fig. 3.4 { Abisse : � ; ordonn�ee : 1=pn o�u n est le nombre moyen d'appels la fontion permettantde aluler de temps ou la position pour le SBM en fontion de �



98 CHAPITRE 3. UN NOUVEAU SCH�EMA



Chapitre 4Representation probabiliste de lasolution du probl�eme de Poissonassoi�e �a un op�erateur sous formedivergene dans un domaineompat
4.1 Introdution4.1.1 Pr�esentationLe but de e hapitre est d'exhiber une repr�esentation probabiliste �a la solution du probl�eme dePoisson assoi�ee �a un op�erateur sous forme divergene (OFD) stritement uniform�ement elliptiqued�e�ni sur un domaine ompat �a fronti�ere r�eguli�ere. La ondition de l'OFD sur le bord du domaineest de type Neumann. La repr�esentation obtenue fera intervenir le proessus assoi�e �a une ertaineforme de Dirihlet sym�etrique et onstruite �a partir de l'OFD.Les travaux sur les formes de Dirihlet sym�etriques permettent d'assoier naturellement uneforme de Dirihlet �a l'OFD. Cependant, les liens entre ette forme de Dirihlet et la solutionfondamentale au sens faible du probl�eme de Cauhy ave ondition de Neumann ne sont pas si�evidents. Pour identi�er rigoureusement le semi-groupe g�en�er�e par le probl�eme de Cauhy ave lesemi-groupe assoi�e �a la forme de Dirihlet { nous arrivons �a identi�er es deux semi-groupes surl'espae L2 { nous utilisons la m�ethode tr�es lourde qui onsiste �a r�egulariser la matrie de l'OFDet e�etuer un passage �a la limite. Une fois l'�equivalene entre es deux approhes �etablie, nousadopterons syst�ematiquement, omme adre naturel d'�etude, le point de vue (( th�eorie des formesde Dirihlet )) plutôt que le point de vue (( probl�eme de Cauhy au sens faible )).En utilisant les r�esultats de Carlen-Kusuoka-Strook [10℄, nous obtenons ainsi une bornesup�erieure sur la solution fondamentale au sens faible assoi�ee au probl�eme de Cauhy ave ondi-tion de Neumann et ela dans le as g�en�eral o�u le oeÆient de l'op�erateur est seulement suppos�emesurable. En faisant des hypoth�eses suppl�ementaires sur le domaine, nous explorerons �egalemente qu'il en est pour la borne inf�erieure. En�n, dans le as unidimensionnel, lorsque le domaine estun intervalle ferm�e born�e de R et lorsque le oeÆient de l'OFD est suÆsamment r�egulier, nousv�eri�erons que le proessus assoi�e �a l'OFD v�eri�e une ertaine �equation di��erentielle stohastiqueave r�e�exion. 99



100 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTE4.1.2 Etudes r�ealis�ees dans la litt�eratureIl existe plusieurs approhes pour la onstrution du proessus r�e�ehi assoi�e �a un op�erateursous forme divergene ave des onditions Neumann : la premi�ere onsiste �a partir de la formulationvariationnelle du probl�eme de Cauhy et de onstruire la solution fondamentale assoi�ee. Celle-iengendre un semi-groupe de Markov. C'est l'approhe privil�egi�ee par Roskosz dans [45℄.Cependant, l'approhe la plus naturelle est sans doute elle qui permet de onstruire le pro-essus grâe �a la th�eorie des formes de Dirihlet omme ela est propos�e dans l'artile [36℄ o�u unem�ethode de onstrution par p�enalisation est pr�esent�ee.Nous �etablissons l'�equivalene entre es deux approhes en utilisant une m�ethode standard dûe�a [46℄.En e qui onerne l'�etude des probl�emes de Poisson, nous pouvons iter les travaux pr�eurseursde Freidlin [13℄ dans le as d'un domaine ompat, ainsi que les artiles de Pardoux et Vereten-nikov o�u les onditions de m�elange pour les proessus sont utilis�ees pour assurer une vitesse deonvergene suÆsante vers la mesure stationnaire [35℄, [34℄.4.2 Resultats pr�eliminaires4.2.1 Cadre formel : probl�eme de Cauhy-Neumann et formes de Diri-hletSoit D un domaine non-vide, born�e, de Rn d�e�ni par :D 4= �x 2 Rd : �(x) > 0	 ave �D 4= �x 2 Rd : �(x) = 0	 (4.1)o�u � 2 C2b �Rd� satisfait jr�(x)j � 1 pour tout x 2 �D. Dans tout e hapitre nous noterons lebla mesure de Lebesgue. Ainsi le volume d'un ensemble A de Rd est leb (A). Nous d�esignerons pardist (:; :) la fontion distane eulidienne dans D.Soit n!n (x) : x 2 �Do la famille des normales unitaires �a �D pointant vers l'ext�erieur. Nousnoterons d� la mesure de surfae d�e�nie sur �D et D l'ensemble D [ �D.Nous noterons : DT 4= ℄0; T [�DIntroduisons les espaes de fontions suivants :{ W 1p (D) l'espae de Banah onstitu�e des �el�ements u de Lp (D) ayant toutes leurs d�eriv�eespartielles d'ordre 1 dans Lp (D). Dans le as partiulier o�u p = 2, nous noterons et espaeH1 (D).{ W 0;1p (DT ) l'espae de Banah onstitu�e des �el�ements u de Lp (DT ) ayant toutes leurs d�eriv�eespartielles spatiales �u�xi d'ordre 1 dans Lp (DT ).{ W p1;1 (DT ) l'espae de Banah onstitu�e des �el�ements u de Lp (DT ) ayant toutes leurs d�eriv�eespartielles (spatiales et temporelles) d'ordre 1 dans Lp (DT ).Nous introduisons �egalement A (�;�) la lasse des fontions a : Rd ! Rd 
 Rd mesurablessym�etriques �a valeurs matriielles satisfaisant la ondition d'uniforme elliptiit�e :H1 : �j�j2 �< a �; � >d� �j�j2 (4.2)o�u � et � d�esignent deux onstantes stritement positives.4.2.1.1 Probl�eme de Cauhy ave onditions de Neumann : onstrution du semi-groupe fondamentalConsid�erons formellement l'op�erateurA = r: �12ar�



4.2. RESULTATS PR�ELIMINAIRES 101Il est alors possible de onstruire une fontion de Neumann au sens faible (ou solution fon-damentale au sens faible) assoi�ee �a l'op�erateur A muni d'une (( ondition au bord )) de typeNeumann sur le domaine D. Plus pr�eis�ement, on a leTh�eor�eme 4.2.1. ([19℄, [45℄ pp. 148-149)Soit a 2 A (�;�). Alors,{ Il existe un unique semi-groupe de Markov �PDt : t � 0	 d'op�erateurs positifs sur L2 (D) telsque :{ PD: �(:) 2W 0;12 (DT ) pour � 2 L2 (D){ PDt � 2 H1 (D) pour presque tout t > 0{ pour tout � 2 W 1;12 (DT ) s'annulant pour t = T et pour tout � 2 L2 (D),ZD �(x)� (0; x) dx = � ZDT PDt �(x) ��t� (t; x) dt dx+ ZDT 12ai;jDiPDt �(x)Dj� (t; x) dt dx (4.3){ Il existe une fontion sym�etrique pD (t; x; y), t > 0, x; y 2 D, appel�ee fontion de Neumannqui poss�ede les propri�et�es suivantes :{ il existe C1; C2 > 0 d�ependant uniquement de �;�; d telles que pour tout t > 0 �x�e etx 2 D, ZD jpD (t; x; y) j2dy � C1 �minnt; C2dist (x; �D)2o�� d2 (4.4){ pour tout Æ 2 (0; T ℄ et pour tout K � D et tel que dist (K; �D) > 0, il existe C3 > 0 ned�ependant que de �;�; d; Æ; T et de dist (K; �D) tel quesupÆ�t�T;x;y2K pD (t; x; y) � C3 (4.5){ pour toute fontion � 2 L2 (D)Pt�(x) = ZD �(y)pD (t; x; y) dy; x 2 D (4.6)Nous dirons que le semi-groupe de Markov �PDt : t � 0	 ainsi onstruit est le semi-groupe fon-damental assoi�e �a l'op�erateur A.Enon�ons quelques propri�et�es du semigroupe fondamental :Proposition 4.2.2. Prinipe du maximum (f. [19℄ proposition 1)Si � �M presque partout, alors PDt � �M presque partout pour tout t > 0.Nous pouvons pouvons �egalement �etablir une l�eg�ere modi�ation de l'�egalit�e (4.3) :Proposition 4.2.3. Pour toute fontion � 2 H1 (D) et pour toute fontion � 2 L2 (D),��� PDT �; �� = Z T0 ZD 12arPDs �:r� dx ds; 8T > 0 (4.7)D�emonstration. Soit �� la fontion d�e�nie par :8<: ��(t) = 0 t < 0��(t) = t� 0 � t � ���(t) = 1 t > � (4.8)



102 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTEOn substitue �a la fontion �(t; x) dans (4.3) la nouvelle fontion ~�(t; x) 4= �(t; x)�� (T � t). Ononstate que ~� 2W 1;12 (DT ) et ~� (T; x) = 0. L'�egalit�e (4.3) s'�erit alors :ZD �(x)~� (0; x) dx = � ZDT PDt �(x) ��t ~� (t; x) dt dx+ ZDT 12ai;jDiPDt �(x)Dj ~� (t; x) dt dx= ZDT PDt �(x)� (t; x) 1� 1f(T�t)2℄0;�[gdt� ZDT PDt �(x) ��t� (t; x) �� (T � t) dt dx+ ZDT 12ai;jDiPDt �(x)Dj� (t; x) �� (T � t) dt dxEn faisant tendre � vers 0, on voit queZD �(x)� (0; x) dx = ZD PDT �(x)� (T; x) dx� ZDT PDt �(x) ��t� (t; x) dt dx+ ZDT 12ai;jDiPDt �(x)Dj� (t; x) dt dxLe r�esultat du lemme s'ensuit en �xant �(t; x) = �(0; x) dans ette �egalit�e.Le semigroupe fondamental est un semigroupe de ontration sur L2 (D) : plus pr�eis�ement,nous avons laProposition 4.2.4. (f. [19℄ proposition 1)Pour toute fontion � 2 L2 (D), jjPDt �jj2 � jj�jj2 (4.9)Soit A1 (�;�) le sous-ensemble de A (�;�) form�e par les fontions a : Rd ! Rd 
 Rdmesurables sym�etriques et in�niment di��erentiables satisfaisant la ondition d'uniforme elliptiit�e(4.2).On a le r�esultat de onvergene suivant :Th�eor�eme 4.2.5. M�ethode de r�egularisation (f. [45℄ pp. 149-150)Soit (an)n2N une suite de matries dans A1 (�;�). Pour n 2 N �x�e, notons nPn;Dt : t � 0ole semi-groupe fondamental assoi�e �a an au sens du th�eor�eme 4.2.1 et muni de sa fontion deNeumann pn;D (t; x; y).Supposons que an ����!n!1 a presque partout sur Rd . Nous avons alors que{ Pn;D: �(:) ����!n!1 PD: � uniform�ement sur tout ompat de DT pour toute fontion � 2 L2 (D).{ 8 (t; x) 2 DT , pD;n (t; x; :) ����!n!1 pD (t; x; :) uniform�ement dans tout ompat de D{ 8 (t; y) 2 DT , pD;n (t; :; y) ����!n!1 pD (t; :; y) uniform�ement dans tout ompat de D4.2.1.2 Proessus assoi�e au semi-groupe fondamentalD�e�nition 4.2.6. On note (Px; X � fXt; 0 � t � Tg) la famille de proessus de Markov dedensit�e de transition pD (d�e�nie dans le th�eor�eme 4.2.1).Plus pr�eis�ement, le ouple (Px; X) est tel que :{ X d�esigne le proessus anonique sur C([0; T ℄;D).{ pour tout x 2 D, Px est une mesure probabilit�e sur B[C([0; T ℄;D)℄ telle que� Px[X0 = x℄ = 1 pour tout x 2 DPx[Xt 2 O℄ = RO pD(t; x; y)dy (4.10)pour tout ensemble Bor�elien O 2 B (D) et pour tout t 2 (0; T ℄.



4.2. RESULTATS PR�ELIMINAIRES 103On appelle alors (Px; X) une di�usion orrespondant �a l'op�erateur A ave onditionsde Neumann.On a le th�eor�eme suiant :Th�eor�eme 4.2.7. Roskosz [45℄ th�eor�eme 4.2 p.157Supposons que l'hypoth�ese H1 est v�eri��ee.Soit x 2 D et (Px; X) une di�usion orrespondant �a l'op�erateur A ave onditions de Neumann.Pour toute fontion Liphitzienne � : D ! R, il existe un unique quadruplet (M�; N�; V �;K�)qui satisfait les onditions suivantes :{ M� 2 Mlo, N� 2 ~Mlo, V � et K� sont des proessus ontinus et adapt�es �a la �ltrationnaturelle engendr�ee par X etV �0 = K�0 = 0; K�t = Z t0 1�D(Xu)dK�u ; V �t = Z t0 1D(Xu)dV �u (4.11){ le proessus �(X) admet une d�eomposition de Lyons-Zheng :�(Xt)� �(X0) = M�t +A�t = 12M�t + 12 ~N�t � 12V �t +K�t (4.12)o�u ~N�t = (N�T�t �N�T ) pour tout 0 � t � T .{ en partiulier, �(X) est un proessus de Dirihlet dont la d�eomposition s'�erit :�(Xt) = M�t +A�t = �(X0) +M�t + 12 ��M�t + 12 ~N�t � 12V �t �+K�t{ de plus, on v�eri�e les �egalit�es8>>>>>><>>>>>>: hM�it = Z t0 1D(Xu)ar�:r�(Xu)duhN�it = Z t0 1D(XT�u)ar�:r�(XT�u)duV �t = limÆ#0 Z t_ÆÆ 1D(Xu)a(Xu)rp(u; x;Xu)p(u; x;Xu) :r�(Xu)du (4.13){ les proessus ~N� et M� poss�edent une o-variation quadratique mutuelle. Plus pr�eis�ement,si �m d�esigne une suite de subdivisions de [0; T ℄ telle que j�mj ! 0 lorsque m ! +1, onv�eri�e que limm!+1 Xtk2�m � ~N�ti+1 � ~N�ti��M�ti+1 �M�ti� = hM�iT (4.14)o�u la limite est �a prendre au sens de la onvergene en probabilit�e sous Px.4.2.1.3 Forme de Dirihlet assoi�ee au semi-groupe fondamentalLe g�en�erateur in�nit�esimal du semi-groupe �PDt : t � 0	 est un op�erateur auto-adjoint A(lemme 1.3.1 p.16 dans [15℄) auquel il est possible d'assoier une forme de Dirihlet ferm�ee(E ;D (E)) par l'�egalit�e (1.3.6) p.19 de [15℄.On pose Et (f; f) � 12t ZD ZD (f(y)� f(x))2 pD (t; x; y) dx dy= 1t �f � PDt f; f� � 0 (4.15)



104 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTEIl est alors possible de d�emontrer (lemme 1.3.4 p.22 dans [15℄) que le domaine D (E) de E est lesous espae de L2 (D) d�e�ni parD (E) � �f 2 L2 (D) : supt>0 Et (f; f) < +1� (4.16)et que limt!0 Et (�; �) = E (�; �) ; 8� 2 D (E) (4.17)La forme bilin�eaire E est alors appel�ee (( forme de Dirihlet assoi�ee �a la fontion de transitionsym�etrique pD (t; x; :) sur l'espae (D;B (D)) )).Ce formalisme est tr�es utile mais pour pouvoir en utiliser les outils, il est n�eessaire de a-rat�eriser ompl�etement la forme E et en partiulier de bien �etudier son domaine de d�e�nitionD (E). Pour e faire, une premi�ere m�ethode possible onsisterait �a utiliser la d�e�nition formellede E et d'�etudier quelle serait l'�eventuelle limite de limt!0 Et (�; �). On utiliserait alors les r�esultatsonnus dans le as o�u la matrie a de l'op�erateur est r�eguli�ere et on passerait �a la limite en s'ai-dant du th�eor�eme 4.2.5. Malheureusement, il ne semble pas possible que ette approhe puisse êtremen�ee �a son terme ar nous ne disposons pas d'un r�esultat permettant d'aÆrmer quesupt2(0;1℄ supn2N� 1t ��� Pn;Dt �; �� � � (4.18)Nous pro�edons don autrement : nous onsid�erons le semi-groupe engendr�e par une forme deDirihlet (( limite )) dont nous avons l'intuition et nous montrons qu'il s'identi�e bien, dans unertain espae, au semi-groupe fondamental onstruit au th�eor�eme 4.2.1. La orrespondane se faitau travers d'une identi�ation des r�esolvantes assoi�ees aux deux semi-groupes en pr�esene.4.2.2 Une nouvelle desription de la forme de Dirihlet assoi�ee au semi-groupe fondamentalNotre but est de d�emontrer le r�esultat suivant :8� 2 H1 (D) ; E (�; �) = ZD 12ar�:r� dxet D (E) = H1 (D)4.2.2.1 Une desription de la forme de Dirihlet assoi�ee au semi-groupe fondamen-tal dans le as o�u le oeÆient de l'op�erateur est r�egulierSoit an une matrie dans A1 (�;�) et soit nPn;Dt : t � 0o le semi-groupe fondamental assoi�e�a an au sens du th�eor�eme 4.2.1. Comme dans la setion pr�e�edente, on peut onstruire En la formede Dirihlet sur L2 (D) assoi�ee �a nPn;Dt : t � 0o et d�e�nie parEn (�; �) = limt!0 1t ��� Pn;Dt �; �� D (En) = �� 2 L2 (D) : supt>0 Ent (�; �) < +1� (4.19)Dans toute la suite, nous noterons �Rn;D� : � > 0	 la famille des r�esolvantes assoi�ee au semi-groupe nPn;Dt : t � 0o, Rn;D� �(x) = Z 10 e��tPn;Dt �(x)dt 8� 2 L2 (D) (4.20)Tout d'abord on a la



4.2. RESULTATS PR�ELIMINAIRES 105Proposition 4.2.8. C1 �D� � D (En) (4.21)Plus pr�eis�ement, pour toute fontion � 2 C1 �D�,En (�; �) = ZD anr�:r�dx (4.22)D�emonstration. Soit � 2 C1 �D�. Grâe au lemme 4.2.3 et en int�egrant par parties��� Pn;Dt �; �� = Z t0 ZD 12anrPn;Ds �:r� dx ds= � Z t0 ZDr: �12anr��Pn;Ds � dx ds+ Z t0 Z�D Pn;Ds �12anr�: !n d�= � Z t0 ZDr: �12anr�� �Pn;Ds �� �� dx ds+ Z t0 Z�D Pn;Ds �12anr�: !n d�� Z t0 ZDr: �12anr�� � dx ds= Z t0 ZDr: �12anr�� ��� Pn;Ds �� dx ds+ Z t0 Z�D Pn;Ds �12anr�: !n d�+ Z t0 ZD 12anr�:r� dx ds � Z t0 Z�D �12anr�: !n d�Par ons�equent,��� Pn;Dt �; �� = Z t0 ��� Pn;Ds �; �� ds+ Z t0 ZD �r: �12anr��� �� ��� Pn;Ds �� dx ds+ Z t0 Z�D Pn;Ds �12anr�: !n d�+ Z t0 ZD 12anr�:r� dx ds � Z t0 Z�D �12anr�: !n d� (4.23)D'autre part, le fait que an soit une matrie appartenant �a A1 (�;�) permet d'aÆrmer que pourtout x 2 D, limt!0�Pn;Dt �(x) � �(x)� = 0 (4.24)On en d�eduit ques 7! ZD �r: �12anr��� ����� Pn;Ds �� dx+ Z�D Pn;Ds �12anr�: !n d� � Z�D �12anr�: !n d�Cette fontion tend vers 0 lorsque s d�erô�t vers 0. En utilisant e r�esultat et (4.23) on onlutque En (�; �) = limt!0 1t ��� Pn;Dt �; �� = ZD anr�:r�dx (4.25)e qui est exatement le r�esultat reherh�e.Notation : pour � � 0 �x�e, si (S;D (S)) d�esigne une forme de Dirihlet sur L2 (D), nousnoterons S� la nouvelle norme de D (S) d�e�nie par :8� 2 D (S); S� (�; �) = � (�; �) + S (�; �) (4.26)



106 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTESoit le ouple � ~En; H1 (D)� d�e�ni par~En (�; �) = ZD anr�:r�dx 8� 2 H1 (D)� ~En; H1 (D)� est une forme de Dirihlet ferm�ee. D'autre part, puisque C1 �D� est dense dansH1 (D) pour la norme naturelle de H1 (D) et puisque la norme ~En1 et la norme naturelle de H1 (D)sont �equivalentes, il est lair que la forme � ~En; H1 (D)� est une forme r�eguli�ere poss�edant C1 �D�omme sous-espae dense.Puisque (En;D (En)) est �egalement une forme de Dirihlet ferm�ee sur L2 (D), nous d�eduisonsdiretement de la proposition 4.2.8 leCorollaire 4.2.9. (En;D (En)) est une extension markovienne de la forme � ~En; H1 (D)� : lesformules d�e�nissant En et ~En o��nident sur H1 (D) etH1 (D) � D (En) (4.27)Remarque 4.2.10. L'adjetif markovien provient du fait que la forme (En;D (En)) est assoi�eeau semi-groupe nPn;Dt : t � 0o qui est un semi-groupe de Markov.D�emonstration. Soit � 2 H1 (D). Puisque C1 �D� est ~En1 -dense dans H1 (D), il est possibled'exhiber une suite de fontions (�k)k2N de C1 �D� telle que�k H1(D)�����!k!+1 � (4.28)L'uniforme elliptiit�e de la fontion an implique alors que (�k)k2N onverge pour la norme ~En1 vers�. Les formules d�e�nissant En et ~En o��nident sur C1 �D�, don (�k)k2N onverge �egalement pourla norme En1 vers une limite '. La fermeture de la forme (En;D (En)) impose que ' appartient �aD (En). Nous avons don que En1 (�k � '; �k � ') �����!k!+1 0D'autre part, au vu de (4.25) et de (4.28),En1 (�k; �k) �����!k!+1 ZD �2dx + ZD anr�:r�dxPuisque En1 est une norme sur D (En), es deux onvergenes impliquent queZD �2dx+ ZD anr�:r�dx = ~E1 (�; �) = En1 (�; �) = En1 ('; ')Ainsi, � = ' dans L2 (D) et � 2 D (En). Le orollaire 4.2.9 est ainsi d�emontr�e.Nous pouvons alors onlure que les deux formes de Dirihlet onsid�er�ees jusqu'�a pr�esent sonten fait identiques. On a leCorollaire 4.2.11. Les formes de Dirihlet (En;D (En)) et � ~E ; H1 (D)� sont �egales. En partiu-lier, H1 (D) = D (En) (4.29)D�emonstration. Le th�eor�eme 4.2.1 implique que Pn;Dt � appartient �a H1 (D) pour tout t > 0. Enpartiulier, la formule de d�e�nition des r�esolvantes (4.20) implique que pour tout � > 0 �x�e etpour toute fontion � 2 L2 (D), Rn;D� � appartient �a H1 (D).



4.2. RESULTATS PR�ELIMINAIRES 107Ainsi, Rn;D� [L2 (D)℄ � H1 (D) � D (En)De plus, pour tout � > 0 et pour tout � 2 L2 (D),En� �Rn;D� �; v� = (�; v) ; 8v 2 D (En) (4.30)e qui implique diretement que Rn;D� [L2 (D)℄ est dense dans D (En) pour la norme assoi�ee �a En� .En utilisant le r�esultat du orollaire 4.2.9, on trouve :En� �Rn;D� �;Rn;D� �� = ~En� �Rn;D� �;Rn;D� �� 8� > 0; 8� 2 L2 (D) (4.31)Le r�esultat de la proposition s'ensuit en utilisant la densit�e de Rn;D� [L2 (D)℄ dans D (En) et lafermeture des formes (En;D (En)) et � ~En; H1 (D)�.4.2.2.2 Convergene des r�esolvantesSoit a une matrie sym�etrique telle que a 2 A (�;�).Soit (an)n2N une suite de matries dans A1 (�;�) et telles que an ! a dans L1 �D�. On note�En; H1 (D)� les formes de Dirihlet respetivement assoi�ees au sens de la setion pr�e�edente. Onpose �E1; H1 (D)� la forme de Dirihlet d�e�nie pour toute fontion � 2 H1 (D) par l'�egalit�eE1 (�; �) = ZD 12ar�:r� dx (4.32)La forme de Dirihlet �E1; H1 (D)� est une forme oerive et r�eguli�ere. On peut don lui assoierun semi-groupe de Markov de ontration fortement ontinu que l'on notera nP1;Dt : t � 0o. Lebut de ette setion est d'�etudier la relation entre nP1;Dt : t � 0o et le semi-groupe fondamental�PDt : t � 0	 assoi�e �a la matrie a par le th�eor�eme 4.2.1.Dans toute la suite, nous noterons �R1;D� : � > 0	 la famille des r�esolvantes assoi�ee ausemi-groupe nP1;Dt : t � 0o et d�e�nie parR1;D� �(x) = Z 10 e��tP1;Dt �(x)dt 8� 2 L2 (D) (4.33)De la même fa�on, nous noterons �RD� : � > 0	, la famille des r�esolvantes assoi�ee au semi-groupe�PDt : t � 0	.Nous remarquons :{ Pour tout n 2 N, nPn;Dt : t > 0o est un semi-groupe de ontration :8t > 0; 8� 2 L2 (D) ; jjPn;Dt �jj2 � jj�jj2 (4.34){ soient (fn)n2N et (gn)n2N deux suites born�ees dans H1(D), � � 0 et � > 0 �x�es. Pour nsuÆsamment grand nous avonsjEn� (fn; gn)� E1� (fn; gn) j = jEn (fn; gn)� E1 (fn; gn) j� j (rfn;rgn) j jjan � ajj1� � supn2N jjfnjjH1(D)jjgnjjH1(D)et don jEn� (fn; gn)� E1� (fn; gn) j �����!n!+1 0 (4.35)



108 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTE{ D'autre part, pour � > 0 �x�e, �a partir de (4.31) et de (4.34), on obtient8n 2 N; jjRn;D� �jjL2(D) � C� jj�jjL2(D) (4.36){ En utilisant (4.36), le fait que En� �Rn;D� �;Rn;D� �� = �Rn;D� �; �� (f. [15℄ p.19) et (4.35) onobtient qu'il existe une onstante C telle que8n 2 N; 8� > 0;8� 2 L2 (D) ; E1� �Rn;D� �;Rn;D� �� � Cjj�jj22� (4.37)A partir de es r�esultats nous pouvons prouver laProposition 4.2.12. 8� > 0, 8� 2 L2 (D),Rn;D� � �����!n!+1 R1;D� � fortement dans �E1� ; H1 (D)� (4.38)et par ons�equent fortement dans L2 (D).D�emonstration. Nous utilisons exatement les mêmes arguments que pour la preuve de la propo-sition 8 pp. 15-16 de la th�ese de P. Seignourel [46℄.Il suÆt de montrer que de toute sous-suite �Rnk;D� �k2N, on peut extraire une sous-sous-suitetelle que (4.38) est vraie.D'apr�es (4.36) et la ompait�e faible de la boule unit�e dans L2 (D), on peut onstruire unesous-suite, que l'on notera enore abusivement �Rn;D� �n2N, et un �el�ement h 2 L2 (D), tels que :Rnk;D� � �����!k!+1 R1;D� � faiblement dans L2 (D) (4.39)Notre premier but est d'identi�er h et R1;D� �. Pour e faire, nous allons tout d'abord montrerque �Rn;D� �n2N est une suite de Cauhy dans �E1� ; H1 (D)�. Soient j; k 2 N, on a :E1� �Rj;D� ��Rk;D� �� = Ej� �Rj;D� ��+ Ek� �Rk;D� ��� 2Ej� �Rj;D� �;Rk;D� ��+ reste= �Rj;D� �; ��+ �Rk;D� �; ��� 2 ��;Rk;D� ��+ reste (4.40)o�u le reste tend vers 0 lorsque j et k tendent vers +1 en vertu de (4.37), de (4.35) et de (4.36).La onvergene faible de Rn;D� � vers h implique alors, �a partir de (4.40), queE1� �Rj;D� ��Rk;D� �� ������!j;k!+1 0On a don montr�e le rit�ere de Cauhy dans �E1� ; H1 (D)� et par identi�ation,Rn;D� � �����!n!+1 h fortement dans �E1� ; H1 (D)� (4.41)Il nous reste alors �a montrer que h = R1;D� � dans L2 (D). Pour e faire, il suÆt de montrerque 8g 2 H1 (D); E1� (h; g) = E1� �R1;D� �; g� (4.42)Nous remarquons que pour g 2 H1 (D),jEj� �Rj;D� �; g�� E1� (h; g) j � jEj� �Rj;D� �� h; g� j+ jEj� (h; g)� E1� (h; g) j� CEj� �Rj;D� �� h� j 12 jEj� (g) j 12 + jEj� (h; g)� E1� (h; g) jet es deux termes tendent vers 0 lorsque j tend vers +1 d'apr�es (4.41) et (4.35).Ainsi, E1� (h; g) = limj!+1 Ej� �Rj;D� �; g�= limj!+1 (�; g)= (�; g)= E1� �R1;D� �; g�et (4.42) est d�emontr�ee e qui prouve bien que R1;D� � = h dans L2 (D). Cela ah�eve la preuve dela proposition.



4.3. ESTIM�EES POUR LA DENSIT�E 1094.2.2.3 Conlusion : identi�ation de la forme (E ;D (E))On a leTh�eor�eme 4.2.1. 8� 2 H1 (D) ; E (�; �) = ZD 12ar�:r� dx (4.43)De plus, D (E) = H1 (D) (4.44)D�emonstration. On observe :8t > 0; Pn;Dt � �! PDt � fortement dans L2 (D) (4.45)et 8� > 0; Rn;D� � �! RD� � fortement dans L2 (D) (4.46)En e�et, (4.45) se d�eduit du th�eor�eme 4.2.5 et du th�eor�eme de onvergene domin�ee de Le-besgue. Quant �a (4.46), on l'obtient �a partir (4.45) et deZD j Z 10 e�� tPn;Dt �(x)dt � Z 10 e�� tPDt �(x)dtj2dx � ZD Z 10 e�2� tjPn;Dt �� PDt �j2(x) dt dxIl reste �a utiliser la proposition 4.2.12 et (4.43) est d�emontr�e.Pour d�emontrer (4.44) on utilise les mêmes arguments que pour la preuve du orollaire 4.2.11.4.3 Estim�ees pour la densit�e de transition du semi-groupefondamental4.3.1 Borne sup�erieureSoit � 12D; H1 (D)� la forme de Dirihlet assoi�ee au mouvement brownien r�e�ehi sur D (f.exemple 4.5.3 p.167 de [15℄) :8� 2 H1 (D) ; D (�; �) = 12 ZDr�:r� dxC'est une forme de Dirihlet r�eguli�ere. Une ons�equene de la setion pr�e�edente est le r�esultatsuivant qui est la lef nous permettant d'obtenir une borne sup�erieure pour la fontion de transitionpD (t; x; y).Proposition 4.3.1. Pour toute fontion � 2 H1 (D),E (�; �) � �D (�; �) (4.47)Proposition 4.3.2. In�egalit�e de NashIl existe une onstante A 2 (0;1) et � > 0 telle quejjf jj2+ 4�2 � A �E (f; f) + jjf jj22� jjf jj 4�1 pour tout f 2 H1 (D) (4.48)D�emonstration. Il est bien onnu (f. [5℄) que si � > (d�1+) , il existe A0 2 (0;+1) tel quejjf jj2+ 4�2 � A0 �D (f; f) + jjf jj22� jjf jj 4�1 pour tout f 2 H1 (D) (4.49)Il suÆt don d'utiliser la proposition pr�e�edente.



110 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTELe th�eor�eme 3.25 de [10℄ nous permet d'�enoner leTh�eor�eme 4.3.1. Si � > (d�1+) , alors pour tout t tel que 0 < t � 1,pD (t; x; y) �M (�) t��2 exp ��jx� yj2=C t� pour tout x 2 D; pour tout y 2 D (4.50)D�emonstration. Notre d�emonstration s'appuie enti�erement sur le th�eor�eme 3.25 de [10℄, aussi nousintroduisons les notations de e th�eor�eme. Tout d'abord on d�e�nit Fb � D (E) \ L1 (D). Pourtout ouple de fontions (f; g) 2 Fb �Fb on introduit la mesure �Dt (f; g) (dx) d�e�nie par�Dt (f; g) (dx) = � 12t ZD (f(x)� f(y)) (g(x)� g(y)) pD (t; x; y) dy� dx (4.51)Le th�eor�eme 3.7 de [10℄ aÆrme qu'il existe une mesure �D (f; f) qui est d�e�nie omme la limitefaible de �Dt (f; f) lorsque t tend vers 0. De plus, E (f; f) est juste la masse totale de �D (f; f)assoi�ee �a la mesure de Lebesgue sur D.On introduit F̂ � �h+  : h 2 Fb \ Cb �D� ;  2 R	 puisF̂1 � n 2 F̂ : e�2 �D �e ; e � (dx) << dx; e2 �D �e� ; e� � (dx) << dxoPour �nir on d�e�nit l'op�erateur � sur F̂1 par� ( ) �  ��������e�2 �D �e ; e � (dx)dx ��������1 _ ��������e2 �D �e� ; e� � (dx)dx ��������1! 12 (4.52)Le th�eor�eme 3.25 dans [10℄ nous permet d'�erirepD (t; x; y) �M (�) t��2 exp (�H (1 t;x; y)) pour tout x 2 D; pour tout y 2 D (4.53)o�u M et 1 sont deux onstantes qui ne d�ependent que de � et la fontion H est d�e�nie parH (T ;x; y) � supnj (y)�  (x)j � T� ( )2 :  2 F̂1o (4.54)Puisque la d�e�nition de � est omplexe dans le adre o�u on �etudie le semi-groupe fonda-mental assoi�e �a a (ela provient du fait que a n'est juste que mesurable), nous pro�edons parr�egularisation : soit (an)n2N une suite de matries dans A1 (�;�) et telle que an �����!n!+1 a presquepartout. Pour haque n, on note alors �n, �n;D, �n;Dt , et F̂n1 les objets onstruits pr�e�edemmentet assoi�es �a an.Soient x0 et y0 deux points �x�es de D et t0 tel que 0 < t0 � 1. Soit ~C une onstante telle que~C > 1 3�2On pose alors � 4= y0 � x0~C t0 et  0(x) 4=< �; x >Il est lair que  0 ainsi d�e�ni appartient �a F̂nb pour tout n �x�e.Soit � 2 C �D� :ZD �(x) e�2 0(x)�n;Dt �e 0 ; e 0� (dx)= ZD �(x)e�2 0(x)� 12t ZD �e 0(x) � e 0(y)�2 pn;D (t; x; y) dy� dx= ZD �(x) 12t ZD pn;D(t; x; y)dy dx� ZD �(x)e�<�;x> 1t ZD e<�;y>pn;D(t; x; y)dy+ ZD �(x)e�2<�;x> 12t ZD e2<�;y>pn;D(t; x; y)dy



4.3. ESTIM�EES POUR LA DENSIT�E 111En utilisant queEnt (f; g) = 1t ZD f(x)g(x)dx � 1t ZD ZD f(x)g(y)pn;D(t; x; y)dy dx; 8 (f; g) 2 H1(D)�H1(D)ette �egalit�e devientZD �(x) e�2 0(x)�n;Dt �e 0 ; e 0� (dx) = Ent (�; 1)� 1t ZD �(x)dx�2 Ent �� e�<�;:>; e<�;:>�+ 2t ZD �(x)dx + Ent �� e�2<�;:>; e2<�;:>�� 1t ZD �(x)dx= Ent (�; 1)� 2 Ent �� e�<�;:>; e<�;:>�+ Ent �� e�2<�;:>; e2<�;:>�et en utilisant la onvergene (4.17), on trouvelimt!0 ZD �(x) e�2 0(x)�n;Dt �e 0 ; e 0� (dx) = � ZD anr �� e�<�;:>� :r �e<�;:>� dx+12 ZD anr �� e�2<�;:>� :r �e2<�;:>� dx= ZD < an�; � > �dxNous d�eduisons don de e alul que pour tout t > 0,��������e�2 0(x)�n;Dt �e 0 ; e 0� (dx)dx ��������1 � 32�j�j2Un alul analogue pour e2 0(x)�n;Dt �e� 0 ; e� 0� (dx) permet d'en d�eduire qu'il existe une onstanteC ind�ependante de n et telle que pour tout n 2 N,�n ( 0) �  ��������e�2 0�n �e 0 ; e 0� (dx)dx ��������1 _ ��������e2 0�n �e� 0 ; e� 0� (dx)dx ��������1! 12 � C j�j (4.55)De fait, on peut hoisir C 4=q 32p�.On d�eduit alors des in�egalit�es (4.53) et (4.55) quepn;D (t; x; y) � M (�) t� �2 exp��j 0(y)�  0(x)j+ 1 t�n ( 0)2�� M (�) t� �2 exp ��j 0(y)�  0(x)j + 1 t C2j�j2�En rempla�ant � et  0 par leur valeurs respetives dans ette derni�ere in�egalit�e, on trouve quepn;D (t; x; y) � M (�) t� �2 exp��j < �; y > � < �; x > j+ 1 tC2jy0 � x0j2~C2t20 �On pro�ede alors de la même mani�ere que dans la d�emonstration du th�eor�eme 2.3 dans [5℄ : enhoisissant x = x0, y = y0 et t = t0 dans ette derni�ere in�egalit�e et en rempla�ant � par sa valeur,on trouve quepn;D (t0; x0; y0) � M (�) t� �20 exp��jx0 � y0j2~Ct0 + 1C2jy0 � x0j2~C2t0 �� M (�) t� �20 exp0��� ~C � 1C2� jx0 � y0j2~C2t0 1A



112 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTEEn se souvenant de nos hoix respetifs pour ~C et C, on obtient que pour tout � tel que� > (d�1+) , il existe une onstante C1 stritement positive, (on peut hoisir C1 = ~C�1 3�2~C2 ) telleque pour tout t tel que 0 < t � 1,pn;D (t; x; y) �M (�) t� �2 exp ��C1jx� yj2=t� pour tout x 2 D; pour tout y 2 Det les onstantesM (�) et C1 ne d�ependent que de � de � et de �. Ces onstantes sont ind�ependantesde n et le r�esultat du th�eor�eme se d�eduit alors par onvergene en utilisant le th�eor�eme 4.2.5.4.3.2 Le probl�eme de la borne inf�erieure4.3.2.1 IntrodutionLe th�eor�eme 7.2.2 p.302 de [15℄ permet d'assoier �a la forme de Dirihlet (E ;D (E)) un proessusde di�usion sym�etrique sur �D;B �D�� que nous noterons X . Pour tout x 2 D, X est onstruitsur un espae de probabilit�e �
;F ; (Ft)t�0 ;Px� et est tel que pour tout ouvert O 2 B �D�,Px [Xt 2 O℄ = PDt 1O (x) = ZO pD(t; x; y)dy (4.56)Nous notons �O le premier instant de sortie de O par le proessus X ,�O 4= inf ft � 0 : Xt =2 OgSoit B 2 B �D�. Nous avons alors quePx [Xt 2 B; �O > t℄ � Px [Xt 2 B℄ = ZB pD(t; x; y)dyAinsi, la mesure Px [Xt 2 dy; �O > t℄ poss�ede une densit�e par rapport �a la mesure de Lebesgueque nous noterons pO (t; x; y) et ette densit�e est major�ee par pD(t; x; y).4.3.2.2 Estimation loaleUne premi�ere estimation pour la borne inf�erieure est fournie par leTh�eor�eme 4.3.3. (f. [2℄ p.670)Soit D0 un sous-ensemble onvexe de D tel que la distane h entre D0 et �D soit stritementpositive. Il existe deux onstantes positives 1 et 2 d�ependant seulement de h, de T , de � et de �,telles que pD (t; x; y) � 1t�d2 exp��2 jx� yj2t � (4.57)pour tout x et y appartenant �a D0 et t tel que0 < t � min�T; T8 dist2 (y; �D0)�On voit que l'estim�ee de e th�eor�eme fait intervenir de fa�on ruiale la distane entre y et lebord du domaine. Notre prinipal objetif va être de g�en�eraliser dans la mesure du possible etteestim�ee qui n'est pas optimale puisqu'elle orrespond �a la transition du proessus (( tu�e sur lebord de D )) et non �a la transition du proessus r�e�ehi.Il existe �egalement une estimation du même type lorsque le proessus est tu�e en sortant deboules dont le rayon d�epend du temps. Nous avons laProposition 4.3.4. (f. [4℄ proposition 6.7 p.180)Il existe 1, 2 et 3 tels que si M = t 12 , jx� yj � 3t 12 et x 2 B (x0; 1M), alorspB(x0;1M) (t; x; y) � 2t� d2 pour tout t > 0 (4.58)Nous utiliserons le r�esultat de ette proposition dans la setion suivante.



4.3. ESTIM�EES POUR LA DENSIT�E 1134.3.2.3 Vers une estimation globaleNous pro�edons omme dans [5℄ pour obtenir une borne inf�erieure. Pour ela nous introduisonsdes onditions de onnexit�e pour le domaine D qui apparaissent naturellement dans notre m�ethodede d�emonstration.D�e�nition 4.3.5. Nous dirons qu'un ouvert D est (N; r)-uniform�ement onnexe par bouless'il existe un entier N et un r�eel r > 0 tels que pour tout x et y appartenant �a D, on peut hoisirxU1 : : : xUN 2 D tels que{ x 2 B �xU1 ; r�, y 2 B �xUN ; r�{ jxUi � xUi+1j � r{ Bi = B �xUi ; r� � DNous appellons le segment bris�e U � [x; xU1 ℄ [ [xU1 ; xU2 ℄ [ � � � [ [xUN ; y℄ ainsi onstruit un segmentde onnexion entre x et y orrespondant au ouple (N; r). Un segment de onnexion U est donentierement determin�e par l'ensemble �xU1 ; xU2 ; : : : ; xUN	.Nous appellerons S (x; y) l'ensemble des segments de onnexion entre x et y orrespondant �a(N; r).Nous d�e�nissons la distane dN;r sur D pardN;r (x; y) 4= infU2S(x;y) NXi=0 jxUi+1 � xUi j ave x0 = x et xN+1 = yDans toute la suite on fait l'hypoth�ese suivante :H1 : Il existe un entier N et un r�eel r > 0 tels que D est (N; r)-uniform�ement onnexe parboules.Le r�esultat prinipal de ette setion est leTh�eor�eme 4.3.2. On suppose H1 v�eri��ee. Il existe deux onstantes positives  et C d�ependantesuniquement de d, �, �, T , N , r telles que pour tout x et y appartenant �a D et pour tout t 2 (0; T ℄,pD (t; x; y) �  t�d2 exp �C (d2N;r (x; y)t _ tr2 _ 2 _ tdist2 (x; �D) ^ dist2 (y; �D))!D�emonstration. Grâe �a la proposition 4.3.4, et �a une propri�et�e de saling (f. la d�emonstrationde (6.13) p.181 dans [4℄), il existe 6 < 1 et 7 telles que pour tout n 2 N� , si jz � aj � 6 � tn� 12 ,pB(z;(t=n) 12 )� tn ; z; a� � 7� tn�� d2 (4.59)Soit U un segment de onnexion entre x et y.Soit le nombre entier M d�e�ni par :C1 : M 4= E"16jU j226t _ �26 + 8� tr2 _ 2 _ � 146 + 1� tdist2 (x; �D) ^ dist2 (y; �D)#+ 1o�u E d�esigne la partie enti�ere.La ondition C1 implique que : �146 + 1�� tM � 12 � r2Puisque D est (N; r)-uniform�ement onnexe par boules, nous pouvons disposer M points sur U ,not�es v1; : : : ; vM , tels que :



114 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTE{ x 2 B �v1; �146 + 1� � tM � 12�{ y 2 B �vM ; � 146 + 1� � tM � 12�{ 8i 2 f1; : : : ;Mg, B �vi; � 146 + 1� � tM � 12� � DLa ondition C1 implique que :B x; (146 + 1)� tM� 12! [ B y; (146 + 1)� tM � 12! � DAinsi, nous pouvons hoisir v1 = x et vM = y.D'autre part, puisque B �vi; �146 + 1� � tM � 12� � D, nous en d�eduisons que pour tout z 2B �vi; 6 � tM � 12� la boule B �z; � tM � 12� est �egalement inluse dans D.La ondition C1 implique �egalement quejU jM � 146� tM � 12En partiulier, nous pouvons hoisir les points v1; : : : ; vM sur U tels que8i 2 f1; : : : ;Mg ; jvi+1 � vij � 146� tM � 12Ainsi, pour i 2 f1; : : : ;Mg : si zi 2 B �vi; 146 � tM � 12� et zi+1 2 B �vi+1; 146 � tM � 12� alorsjzi+1 � zij � 6� tM � 12On apD( t ; x; y)� ZB�x; 14 6( tM ) 12� ZB�v2; 14 6( tM ) 12 � : : : ZB�vM�1; 14 6� tM 12 �� pB�x;( tM ) 12�� tM ; x; z1� pB�z1;( tM ) 12 �: : : pB�zM�2;( tM ) 12 �� tM ; zM�2; zM�1� pB�zM�1;( tM ) 12 �� tM ; zM�1; y� dz1 : : : dzM�1� M�18 � tM��(M�1) d2 � tM�(M�2) d2 M�27et donpD(t; x; y) � 8� tM �� d2 exp ((M � 2)ln 87)� 8t� d2  16jU j226t _ �26 + 8� tr2 _ 2 _ � 146 + 1� tdist2 (x; �D) ^ dist2 (y; �D)! d2 �exp��C � jU j2t _ tr2 _ 2 _ tdist2 (x; �D) ^ dist2 (y; �D) + 1���  t� d2 exp��C � jU j2t _ tr2 _ 2 _ tdist2 (x; �D) ^ dist2 (y; �D)��En optimisant ette in�egalit�e sur l'ensemble des hoix possibles de U , on trouve le r�esultat es-ompt�e.



4.4. REPR�ESENTATIONPROBABILISTEDE LA SOLUTIONDU PROBL�EMEDE POISSON-NEUMANN1154.4 Repr�esentation probabiliste de la solution du probl�emede Poisson-Neumann4.4.1 Convergene vers la mesure invarianteDans toute e qui suit jDj d�esigne le volume de l'ensemble D : jDj 4= leb(D).On se donne un suite r�egularisante (an)n2N�. On suppose que ette suite est telle que pourtout n 2 N� , an 2 A1 (�;�) et an ! a presque partout.Soit pD;n la fontion de transition d�e�nie omme dans les setions pr�e�edentes 'est-�a-dire quepD;n d�esigne la solution fondamentale du probl�eme de Neumann assoi�ee �a l'op�erateurr: � 12anr�.Avant de ommener, rappelons l'in�egalit�e de Poinar�e dans les domaines born�es. Cette in�egalit�eest au oeur de tout e qui suit.Proposition 4.4.1. (In�egalit�e de Poinar�e-Wirtinger)Soit D un ouvert onnexe de lasse C1 et soit 1 � p � 1. Il existe alors une onstante Dtelle que jj�� 1jDj ZD �(y)dyjjp � Djjr�jjp 8� 2 W 1;p (D) (4.60)D�emonstration. Pour une d�emonstration, voir par exemple [9℄ p.194.Introduisons hD;n (t; x; y) 4= pD;n (t; x; y)� 1jDj (4.61)On a laProposition 4.4.2. Il existe deux onstantes 1 et 2 ind�ependantes de n et telles que pour toutn 2 N� , 0 � hD;n (t; x; x) = pD;n (t; x; x)� 1jDj � 1 exp (�2t) ; 8x 2 D (4.62)D�emonstration. Soit x 2 D �x�e.On ommene par remarquer :hD;n (t; x; x) = ZD pn;D � t2 ; x; y� pn;D � t2 ; y; x� dy � 1jDj= ZD �pn;D � t2 ; x; y��2 dy � 1jDj= ZD �pn;D � t2 ; x; y�� 1jDj�2 dy� 0En utilisant le fait que an appartient �a A1 (�;�) et don que an est in�niment di��erentiable,on v�eri�e que ��thD;n (t; x; x) = ��t ZD pD;n (t; x; x)= ��t ZD pD;n� t2 ; x; z� pD;n� t2 ; z; x� dz= ��t ZD �pD;n� t2 ; x; z��2 dz



116 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTEGrâe �a la r�egularit�e de an nous pouvons d�eriver sous le signe d'int�egration et ainsi,��thD;n (t; x; x) = ZD pD;n� t2 ; x; z�rz: �12anrzpD;n� t2 ; x; z�� dz= � ZD < rzpD;n� t2 ; x; z� ; 12anrzpD;n� t2 ; x; z� >d dz� ��2 ZD < rzpD;n� t2 ; x; z� ;rzpD;n� t2 ; x; z� >d dzEn utilisant alors l'in�egalit�e de Poinar�e-Wirtinger (4.60) puis en utilisant un raisonnement ana-logue �a elui du d�ebut de la d�emonstration, on montre que��thD;n (t; x; x) � � �2D  ZD �pD;n� t2 ; x; y�� 1jDj�2 dy!� � �2D "ZD �pD;n� t2 ; x; y��2 dy � 1jDj#= � �2D �pD;n (t; x; x) � 1jDj� = � �2D hD;n (t; x; x)et en int�egrant ette in�egalit�e entre t0 = 1 et t, on obtient qu'il existe une onstante 2 > 0 telleque hD;n (t; x; x) � hD;n (t0; x; x) exp (�2t) (4.63)L'estim�ee sup�erieure du th�eor�eme 4.3.1 permet alors de onlure : il existe une onstante 1 > 0telle que hD;n (t; x; x) � 1 exp (�2t) (4.64)On en d�eduit leTh�eor�eme 4.4.3. Il existe 3 et 4 deux onstantes positives, d�ependantes uniquement de D, etdes onstantes �, � et d, telles que :pour tout n 2 N� , pour tout t > 0 et pour tout (x; y) 2 D �D,j pD;n (t; x; y)� 1jDj j� 3 exp (�4t) (4.65)D�emonstration. Pour obtenir une estimation hors de la diagonale, nous appliquons la mêmem�ethode que dans l'artile [5℄ :jpD;n (t; x; y) � 1jDj j = j ZD �pD;n� t2 ; x; z�� 1jDj� �pD;n� t2 ; z; y�� 1jDj� dzj�  ZD �pD;n� t2 ; x; z�� 1jDj�2 dz! 12  ZD �pD;n� t2 ; y; z�� 1jDj�2 dz! 12� �pD;n� t2 ; x; x�� 1jDj� 12 �pD;n� t2 ; y; y�� 1jDj� 12� 3 exp (�4 t)o�u l'on a utilis�e le r�esutat de la proposition 4.4.2 pour la derni�ere in�egalit�e.En utilisant le r�esultat de onvergene du th�eor�eme 4.2.5, on d�emontre imm�ediatement le



4.4. REPR�ESENTATIONPROBABILISTEDE LA SOLUTIONDU PROBL�EMEDE POISSON-NEUMANN117Corollaire 4.4.1. Il existe 3 et 4 deux onstantes positives, d�ependantes uniquement de D, etdes onstantes �, � et d, telles que : pour tout t > 0 et pour tout (x; y) 2 D �D,j pD (t; x; y)� 1jDj j� 3 exp (�4t) (4.66)4.4.2 R�esultat prinipal : �enon�e et d�emonstration4.4.2.1 IntrodutionSoit a une matrie de A (�;�).On note H1;0 (D) l'espae des fontions  2 H1 (D) telles que RD  (y)dy = 0.Introduisons �egalement X le proessus onstruit au Th�eor�eme 4.2.7.Le Th�eor�eme 4.2.7 p. 147 de [15℄, nous assure que le proessus X et �equivalent �a la di�usionsym�etrique assoi�ee �a la forme de Dirihlet �E ; H1 (D)� (f. Th�eor�eme 7.2.2 p.302 de [15℄). Nousnoterons �
;F ; (Px)x2D� l'espae de probabilit�e sur lequel X est d�e�ni. Cet espae est onstruitde fa�on �a e que l'�egalit�e (4.56) soit v�eri��ee.Le but de ette setion est de prouver leTh�eor�eme 4.4.1. Soit � une fontion appartenant �a H1 (D) = D (E).L'unique repr�esentant ontinu, not�e u, de la solution u 2 H1;0 (D) du probl�eme de Neumann(P) : (P)( r: � 12aru� = �� 1jDj RD �(y) dy dans D< aru;!n>= 0 sur �D (4.67)peut être d�erit grâe �a la formule de repr�esentation suivante : pour tout x 2 D,u(x) = � Z 10 �Ex [� (Xt)℄� 1jDj ZD �(y) dy� dt (4.68)Le probl�eme (P) s'interpr�ete au sens variationnel : on herhe en fait une repr�esentation pro-babiliste pour l'unique solution du probl�eme suivant :trouver u 2 H1;0 (D) telle que� ZD 12a(y)ru(y):rv(y)dy = (�; v) 8v 2 D (E) = H1 (D) (4.69)Quitte �a introduire ~� 4= �� 1jDj RD �(y) dy, on supposera dans toute la suite que1jDj ZD �(y)dy = 0 (4.70)Pour tout � > 0 �x�e, nous posons u� 2 H1 (D) la fontion d�e�nie paru�(x) 4= Z 10 e�� tPDt �(x) dt (4.71)Nous voyons, grâe au th�eor�eme de onvergene domin�ee de Lebesgue, queu� L2(D)����!�!0 Z 10 PDt � dt (4.72)De plus, en utilisant (4.70), on v�eri�e failement queZD u�(y) dy = 0 (4.73)et par ons�equent u� appartient �a H1;0 (D).



118 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTE4.4.2.2 D�emonstration du th�eor�eme 4.4.1D�emonstration. Uniit�e de la solution du probl�eme (P) :Supposons que l'on dispose de deux solutions u1 2 H1;0 (D) et u2 2 H1;0 (D) pour le probl�eme(P). Nous avons alors que� ZD 12a(y)r �u1(y)� u2(y)� :rv(y)dy = 0 8v 2 D (E) = H1 (D)et puisque u1�u2 2 H1 (D), ette �egalit�e appliqu�ee ave v = u1�u2 et la oerivit�e de E entrâ�nentque jjr(u1 � u2)jj22 = 0Cette �egalit�e ombin�ee ave l'in�egalit�e de Poinar�e-Wirtinger (4.60) et ave le fait queZD �u1 � u2� (y)dy = 0donne diretement u1 = u2 dans L2 (D)Cela montre l'uniit�e des solutions du probl�eme (P) dans H1;0 (D).Existene et repr�esentation de la solution :Nous savons (f. par exemple [15℄ lemme 1.3.3 p. 21) que pour tout � > 0 �x�e,� (u�; v) + E (u�; v) = (�; v) 8v 2 D (E) = H1 (D) (4.74)Par ons�equent, puisque u� appartient �a H1 (D),�jju�jj22 + E (u�; u�) = (�; u�) (4.75)La oerivit�e de la forme de Dirihlet E et l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz imposent alors que�2 jjru�jj22 � E (u�; u�) � jj�jj2jju�jj2En appliquant alors l'in�egalit�e de Poinar�e-Wirtinger (4.60) et en utilisant l'�egalit�e (4.73), ontrouve que �2 jjru�jj22 � D jj�jj2jjru�jj2Ainsi, jjru�jj2 � 2D� jj�jj2 (4.76)De même, en reprenant les aluls �a partir de (4.75) et en appliquant �a nouveau l'in�egalit�e dePoinar�e-Wirtinger (4.60), on onstate que�2D jju�jj22 � jj�jj2jju�jj2Par ons�equent, jju�jj2 � 2D� jj�jj2 (4.77)En ombinant les in�egalit�es (4.76) et (4.77) on onstate que la famille de fontions (u�)�>0 estuniform�ement born�ee dans H1 (D). Par ons�equent, il existe une suite (�n)n2N de r�eels stritementpositifs et onvergente vers 0 et une fontion h 2 H1 (D) telles queu�n H1(D)�����!n!+1 h (4.78)



4.5. DESCRIPTION OF THE PROCESS X IN THE ONE-DIMENSIONAL CASE 119En omparant e r�esultat ave le r�esultat de onvergene (4.72), on onstate queh(x) 4= Z 10 PDt �(x) dt = Z 10 Ex [�(Xt)℄ dt dans L2 (D) (4.79)et au vu de l'�egalit�e (4.73), la onvergene (4.78) entraine que h appartient �a H1;0 (D).En re�erivant (4.74) pour �n �x�e, puis en faisant tendre n vers +1, on onstate �a l'aide duth�eor�eme de onvergene domin�ee de Lebesgue et de (4.79) que�E (�h; v) = (�; v) 8v 2 D (E) = H1 (D) (4.80)Cela signi�e exatement que �h est solution du probl�eme (P).Continuit�e de la fontion h :Posons maintenanth(x) 4= Z 10 PDt �(x) dt = Z 10 Ex [�(Xt)℄ dt 8x 2 D (4.81)'est-�a-dire que nous renfor�ons l'�egalit�e (4.79).La ontinuit�e de la fontion h va r�esulter du th�eor�eme 4.2.5 : en e�et, dans le adre de eth�eor�eme, nous savons que Pn;D: �(:) �����!n!+1 PD: �(:) uniform�ement sur tout ompat de DTpour toute fontion � 2 L2 (D). Puisque les fontions (t; x) 7! Pn;Dt �(x) sont ontinues, etteonvergene uniforme implique que la fontion(t; x) 7! PDt �(x)est ontinue sur tous les ompats inlus dans DT et est don ontinue sur DT tout entier. Puisqueela est vrai pour tout T arbitrairement grand, la fontion (t; x) 7! PDt �(x) est ontinue sur tout℄0;1[�D.Ainsi, grâe au th�eor�eme de ontinuit�e de Lebesgue, pour montrer que h est une fontionontinue, il suÆt de montrer que : jPt�(x)j � g�(t) 8x 2 Do�u la fontion g� est une fontion int�egrable sur ℄0;1[ et ind�ependante de x.Or, grâe au orollaire 4.4.1 et �a (4.70) il est faile de voir quejPt�(x)j = ���� ZD �(y)pD(t; x; y)dy����= ���� ZD �(y)�pD(t; x; y)� 1jDj� dy����� 3exp(�4t)jj�jjL1(D)Ainsi, nous pouvons hoisir g� : t 7! 3exp(�4t)jj�jjL1(D) int�egrable sur ℄0;1[ et par ons�equenth est une fontion ontinue.4.5 Desription of the proess X in the one-dimensionalaseWe study the speial ase where the operator L possesses boundary onditions of Neumanntype. More preisely, L is now de�ned as follows8>><>>: Lu = �2 ddx �a ddxu�+ b ddxu in [r; l℄u0 (r) = 0; u0 (l) = 0 (4.82)



120 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTEwhere � a and b are of lass C1 in the subset [r; l℄ of R exept on a �nite set J of n points lyingin ℄r; l[ where these oeÆients have only left and right limits. We setJ = fxi j x1 < x2 < � � � < xng (4.83)and x0 = r and xn+1 = l in order to simplify our notations.We de�ne the following hypothesis :H : 8>>>>>><>>>>>>: � � � � �; � � a � �jbj � �a, b and � are right-ontinuous with left limitsa, b and � belong to C1 ([r; l℄�J )J is �niteThere exists � > 0 suh that jx� yj � � for any x y in J :Let us introdue the family of oeÆients (�k)0�k�n+1 de�ned as :�k = a(xk+)� a(xk�)a(xk+) + a(xk�) (4.84)with a(x0�) = a(r�) = a(xn+1+) = a(l+) = 0 and �(x0�) = �(r�) = �(xn+1+) = �(l+) = 1.Moreover, throughout this setion, we suppose that assumption H is satis�ed.4.5.1 Desription of the proessLet us set B(x) = Z xr 2 b(z)�(z)a(z)dz; x 2 [r; l℄The operator L gives rise to the symmetri Dirihlet form �E ; H1 ([r; l℄)� with referene Hilbertspae L2 �[r; l℄; eB(z)��1(z)dz� de�ned as follows :E (f; g) = 12 Z lr a(z)eB(z)f 0(z)g0(z)dz 8f; g 2 H1 ([r; l℄) (4.85)Note that the Neumann boundary ondition of L is taken into aount in the hoie of the realHilbert spae H1 ([r; l℄) for the domain of the form.Sine � � a � � and � � � � �, it is possible to show that �E ; H1 ([r; l℄)� is a regular Dirihletform with C1 ([r; l℄) as a standard ore (see example 1.6.1 p.52 of [15℄). Hene, it is well-knownthat there is a ontinuous Feller proess (X;Px; x 2℄r; l[) assoiated with E and suh a proess isunique in distribution.Let Xx denote the proess X under Px onditionned suh that Xx0 = x. Let us also introduethe funtion Id from H1 ([r; l℄) de�ned as Id(x) = x on the losed intervall [r; l℄.By applying Fukushima's deomposition with the funtion Id, we know thatXxt = x+Mt +Nt (4.86)whereM is an MAF (Martingale Additive Funtional) starting atM0 = 0 and N is a CAF (Conti-nuous Additive Funtional) that has loally zero energy under the measure R lr Px (:) eB(x)��1(x)dxand that starts at N0 = 0. This deomposition is unique up to equivalene.Making use of our assumptions, we an get a more preise desription of the proess X . Let usintrodue nLzt (X) : t � 0o the symmetri loal time of X at point z. We proeed to show the



4.5. DESCRIPTION OF THE PROCESS X IN THE ONE-DIMENSIONAL CASE 121Th�eor�eme 4.5.1. Suppose H.Then X under Px satis�es the following stohasti di�erential equation with loal time :Xt = x+ Z t0 p�(Xs)a(Xs)dBs + 12 Z t0 �(Xs)a0 (Xs) ds+ Z t0 b(Xs)ds+ nXk=1 �kLxkt (X) + Lrt (X)� Llt (X) (4.87)where B is a Brownian motion on (
;F ;Px).D�emonstration. First of all, note that assumptionH implies that the apaity indued by X is thesame as the apaity indued by the Dirihlet form assoiated to the Reeted Brownian Motionin [r; l℄. Therefore eah point is non-polar for X .Let us pik Id from H1 ([r; l℄). We have thatE (Id; g) = Z lr 12a(z)eB(z)g0(z)dz (4.88)In partiular, eB(z)a(z)dz is the positive Radon measure �hIdi(dz) de�ned in equality (3.2.14)p.110 of [15℄ and it is the Revuz measure assoiated with hMi seen as a CAF of X . Rememberthat E is a Dirihlet form over L2 �[r; l℄; eB(z)��1(z)dz� : as a onsequene there exists a standardBrownian Motion fBt : t � 0g onstruted on (
:F ;Px) suh thatMt = Z t0 p�(Xs)a(Xs)dBs; hMit = Z t0 �(Xs)a(Xs)dsOur hypothesis ensure that there exists a Radon measure �(dz) on B ([r; l℄) de�ned as thedistributional derivative of the funtion x 7! 12eB(x)a(x) on the set [r; l℄ : for any g 2 C1 ([r; l℄)we have that E (Id; g) = Z lr 12a(z)eB(z)g0(z)dz = � Z lr g(z)�(dz) (4.89)Thus, We are in position to apply orollary 5.4.1 p.224 in [15℄. and we obtain that N is theCAF whose Revuz measure is given by �(dz).For a given x in [r; l℄, let n~Lxt (X) : t � 0o denote the additive funtional assoiated with themeasure Æfxg(dz). It follows from theorem 5.1.3 p.187 of [15℄ that for a given Radon measure �(dz),the ontinuous additive funtional of X assoiated with Revuz measure �(dz) is R lr ~Lxt (X)�(dx).On another hand, sine the Dirihlet form assoiated to X is onstruted over the Hilbertspae L2 �[r; l℄; eB(z)��1(z)dz�, it is well known that for a given Borel measurable funtion g, theproess nR t0 g(Xs)e�B(Xs)�(Xs)ds : t � 0o is a ontinuous additive funtional posessing g(x)dxas its Revuz measure.Combining these two fats and making use of the equivalene between additive funtionals thatshare a unique ommon Revuz measure, we dedue that for any Borel measurable funtion g,Z lr ~Lxt (X) g(x)dx = Z t0 g(Xs)e�B(Xs)�(Xs)ds = Z t0 1a(Xs)eB(Xs)g(Xs)dhMis; Px � a.sThis last equality orresponds to the oupation time formula for the loal time. Hene,nLzt (X) := a(z)eB(z) ~Lzt (X) : t � 0; z 2 [r; l℄ois the family of loal time for the proess X .Therefore the additive funtional N assoiated with the Radon measure �(dz) isNt = Z lr Lzt (X)a�1(z)e�B(z)�(dz)



122 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTEReturning bak to (4.86), the Fukushima deomposition of X under Px writes :Xt = x+ Z t0 p�(Xs)a(Xs)dBs + Z lr Lzt (X)a�1(z)e�B(z)�(dz) (4.90)In partiular, this last equality shows that X is a semimartingale1.Reall that �(dz) is de�ned as the distributional derivative of the funtionz 7! 12eB(z)a(z)on the set [r; l℄. The integration of the loal time with respet to �(dz) gives :Nt = 12 Z lr Lzt (X)a�1(z)a0(z)dz + 12 Z lr Lzt (X)B0(z)dz+ 12 nXk=0 a(xk+1�)a(xk+1) Lxk+1t (X)� a(xk+)a(xk) Lxkt (X)= 12 Z lr Lzt (X)a�1(z)a0(z)dz + 12 Z lr Lzt (X)B0(z)dz+12 nXk=1 a(xk+)� a(xk�)a(xk) Lxkt (X) + 12Lrt (X)� 12Ll�t (X):= N1t +N2t +N3t + Lrt (X)� Llt (X)Using the oupation time formula for N1 and N2 yieldsN1t = 12 Z t0 a0(Xs)�(Xs)ds; N2t = 12 Z t0 B0(Xs)a(Xs)�(Xs)ds = Z t0 b(Xs)dsFor N3, we use (f. [40℄ p.225) that :Lxkt (X) = Lxkt (X)� Z t0 1fXs=xkgdNs = Lxkt (X)� 12 a(xk+)� a(xk�)a(xk) dLxkt (X) ; Px � a.sand an easy alulation yieldsN3t := 12 nXk=1 a(xk+)� a(xk�)a(xk) Lxkt (X) = nXk=1 �kLxkt (X) ; Px � a.sThis equality and the Fukushima deomposition of X show that X under Px is a solution ofthe stohasti di�erential equation (4.87) and the theorem is proved.Remarque 4.5.1. We will prove in the next hapter that whenever hypothesis H is satis�ed, thereis a unique solution in the distributional sense to the stohasti di�erential equation with loal time(4.87). Hene, the distributions of X are totally determined by equation (4.87).4.6 ConlusionNous avons obtenu l'interpr�etation probabiliste du probl�eme de Poisson (P) (4.67). Dans le asunidimensionnel, ette interpr�etation probabiliste s'exprime �a l'aide du proessus v�eri�ant (4.87).La simulation eÆae de e proessus et la r�esolution num�erique de l'�equation de Poisson (P)(4.67), par m�ethodes de Monte-Carlo ou par simulation ergodique, demeure un probl�eme ouvert.1Note that this fat ould not be retrieved diretly using Corollary 5.4.2 of [15℄ : we ould not prove thatassumption (5.4.22) is full�lled up to the boundaries frg and flg of the intervall [r; l℄.



Chapitre 5Di�usions r�e�ehies �a d�erivesinguli�ere : existene, uniit�efaible et estimation
5.1 IntrodutionNous avons vu que l'�equation (4.87) du hapitre pr�e�edent a une solution. Une question na-turelle onerne l'uniit�e. En fait nous allons nous int�eresser �a une lasse plus g�en�erale d'E.D.S.(voir (5.52)) pour lesquelles nous allons prouver des r�esultats onernant l'existene et l'uniit�e desolutions.Ce hapitre a pour but de onstruire des Di�usions R�e�ehies �a D�erive Singuli�ere (D.R.D.S.)(voir (5.52)). Pour e faire, nous adapterons la tehnique lassique initi�ee par Engelbert et Shmidt(f [22℄) et, par ailleurs, nous introduirons une nouvelle tehnique fond�ee sur un hangement detemps di��erent de elui utilis�e par Engelbert et Shmidt.{ Pour traiter le probl�eme de la double r�eexion et pour retrouver dans e adre les r�esultatsqui avaient �et�e obtenus par Engelbert et Shmidt dans [48℄ pour les Di�usions �a D�erivesSinguli�eres (D.D.S.) non-r�e�ehies, on adapte la m�ethode de hangement de temps. Notonsque dans leur artile [48℄, Engelbert et Shmidt �evitent de traiter le as des D.R.D.S. �a ausedes ompliations tehniques li�ees �a la pr�esene d'une double barri�ere.La m�ethode que nous utilisons ii est fond�ee sur l'utilisation d'un hangement de tempsonstruit naturellement �a partir du mouvement brownien r�e�ehi et non plus �a partir dumouvement brownien standard omme ela est fait dans le as sans r�eexion dans [48℄.{ Dans une seonde partie nous e�etuons une nouvelle onstrution pour les solutions desD.D.S. non-r�e�ehies dans le as o�u la mesure qui ontrôle les singularit�es de la d�erive estdisr�ete : nous onstruisons les solutions des D.D.S. non-r�e�ehies non plus �a partir dumouvement brownien omme ela est fait dans [48℄, mais plus naturellement �a partir dumouvement brownien �a d�erive singuli�ere orrespondant. Cette m�ethode est une alternative�a elle d'Engelbert et Shmidt pr�esent�ee dans [48℄ et nous retrouvons partiellement leurr�esultat : malheureusement, il semble diÆile de traiter dans e adre les as o�u le oeÆientde di�usion de la D.D.S. d�eg�en�ere aux points o�u les singularit�es ont lieu. Notons que eprobl�eme est totalement absent dans les d�emonstrations de [48℄ : en e�et, la magie de laformule d'Itô-Tanaka permet de traiter d'un oup tout le probl�eme des singularit�es dans leas des D.D.S. non-r�e�ehies. Pour onlure il faut noter que notre onstrution s'adapte�egalement pour le as des D.R.D.S.{ En�n, nous proposons une appliations de es m�ethodes pour proposer un estimateur eÆaedu oeÆient d'assym�etrie d'une D.R.D.S. (travail ommun ave Olivier Bardou)123



124 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERE5.2 R�esum�e du r�esultat d'Engelbert et Shmidt : la teh-nique de hangement de temps pour les D.D.S. nonr�e�ehiesSoit � une fontion mesurable r�e�elle et � une mesure sign�ee sur R. On onsid�ere l'�equationF (�; �) : Xt = X0 + Z t0 �(Xs)dBs + 12 ZRLyt (X)�(dy) (5.1)o�u B est un mouvement brownien standard et fLyt : t � 0 y 2 Rg d�esigne le temps loal �a droitede la semimartingale X .Dans l'artile intitul�e (( On one-dimensional stohasti di�erential equations with generalizeddrift )) ([48℄), H.J. Engelbert et W. Shmidt �enonent des onditions n�eessaires et suÆsantespour l'existene et l'uniit�e (au sens faible) de solutions �a l'�equation F (�; �) dans le as o�u lamesure � est telle que : H0 : �(fxg) > �1 8x 2 RSous l'hypoth�ese H0, les onditions d'existene et d'uniit�e pour les solutions de F (�; �) sont enfait �equivalentes aux onditions d'existene et d'uniit�e pour les solutions de F (�;0) (o�u 0 d�esignela mesure nulle sur R) et sont donn�ees par (f. th�eor�eme 4 p. 152 dans [48℄) :(E + U) : Z(�) 4= fx 2 R : �(x) = 0g = I(�) 4= �x 2 R : 8� > 0; Z ��� dy�2(x+ y) = +1�La tehnique de d�emonstration est divis�ee en deux �etapes :{ Etape 1 : les auteurs traitent tout d'abord le as des �equations sans d�erive F (�;0) : laondition (E + U) s'obtient grâe �a une tehnique de hangement de temps et les solutionsde F (�;0) sont onstruites �a partir du mouvement brownien standard.{ Etape 2 : les auteurs onstruisent les solutions de F (�; �) �a partir des solutions de F (�;0)et d'une fontion G bijetive, onstruite �a partir de � et dont le rôle est de faire apparâ�trele terme de d�erive g�en�eralis�e : ils onstatent alors que les onditions (E + U) ne sont pasalt�er�ees par ette transformation dans le as de l'hypoth�ese H0.Les auteurs aÆrment qu'il n'existe en g�en�eral pas de solutions �a l'�equation F (�; �) lorsqu'ilexiste x 2 R tel que �(fxg) < �1. Ils �evitent toutefois de traiter le as �(fxg) = �1 pour �eviterdes (( ompliations tehniques )). En e�et, s'il existe deux points r et l tels que r < l et �(frg) = 1et �(flg) = �1 alors on s'attend �a e que les solutions de F (�; �) soient doublement r�e�ehies surr et l. Notons Fr;l (�; �) plutôt que F (�; �) dans e as partiulier : il ne semble plus raisonnablede onstruire les solutions de Fr;l (�; �) �a partir du mouvement brownien standard : la fontionutilis�ee �a l'�etape 2 ne serait alors vraisemblablement pas bijetive et il serait diÆile de pouvoironlure.Dans e hapitre nous essayons de r�epondre �a ette question et nous reprenons l'ensemble des�etapes de la d�emonstration d'Engelbert et Shmidt :{ L'�etape 1 est rempla�ee par la onstrution des solutions de Fr;l (�;0) grâe �a la tehnique dehangement du temps, mais ette fois-i �a partir du mouvement brownien doublement r�e�ehisur [r; l℄ et non plus �a partir du mouvement brownien standard : les diÆult�es proviennentdu fait que le mouvement brownien r�e�ehi n'est pas �a aroissements ind�ependants et sontli�ees �a la pr�esene des temps loaux aux points r et l. On retrouve n�eammoins la ondition(E + U) d'Engelbert et Shmidt sauf pour les points r et l o�u il nous faut renforer leshypoth�eses.{ L'�etape 2 utilise la fontion G pr�e�edente, vue omme bijetion de [r; l℄ dans [G(r); G(l)℄, etne pr�esente auune diÆult�e.



5.3. LE CAS DES D.R. 1255.3 Le as des Di�usions Doublement R�e�ehies (D.R.) sansd�erive singuli�ere : existene et uniit�e5.3.1 IntrodutionSoit � une fontion r�eelle. Nous nous int�eressons �a l'�equation di��erentielle stohastique :Fr;l (�) : Yt = Y0 + Z t0 �(Ys)dBs + Lrt (Y )� Llt (Y ) (5.2)Remarque 5.3.1. Dans le as o�u � est une fontion Liphitzienne, il est bien onnu qu'il existeune unique solution �a Fr;l (�) (f. [22℄ ou [29℄ pour le as o�u la di�usion est r�e�ehie dans undomaine multi-dimensionnel) . Notre but ii est de traiter le as o�u � est seulement suppos�eemesurable.D�e�nition 5.3.2. Un proessus de di�usion Y �a valeurs dans ([r; l℄;B ([r; l℄)), d�e�ni sur un espaede probabilit�e �
;F ; (Ft)t�0 ;P� v�eri�ant les onditions habituelles, est appel�e solution faible (ousolution en loi) de l'�equation Fr;l (�) si{ Y0 est �a valeurs dans [r; l℄{ Yt est �a valeurs dans [r; l℄ pour tout t � 0{ Y est une Ft-semimartingale ontinue{ il existe un �
;F ; (Ft)t�0 ;P� mouvement brownien B tel que (5.2) soit v�eri��ee pour toutt � 0, P-presque sûrement.D�e�nition 5.3.3. Nous dirons que la solution de Fr;l (�) est unique (en loi) si, lorsque Y 1et Y 2 sont solutions de Fr;l (�) ave des onditions initiales respetives Y 10 et Y 02 poss�edant lamême distributon initiale � sur [r; l℄, alors Y 1 et Y 2 poss�edent la même loi image sur l'espae desfontions ontinues de [0;+1[ dans [r; l℄.Pour une fontion r�eelle u arbitraire, nous introduisons les ensembles I(u) et Z(u) d�e�nis dela mani�ere suivante :I(u) 4= �x 2 [r; l℄ : Z ��� 1u2(x+ y)1f(x+y)2[r;l℄gdy = +1 8� > 0� (5.3)Z(u) 4= fx 2 [r; l℄ : u(x) = 0g (5.4)Notre but est de d�emontrer leTh�eor�eme 5.3.1. Soit � une fontion r�eelle. Si r =2 I(�) [ Z(�), l =2 I(�) [ Z(�) alors Fr;l (�)poss�ede une unique solution faible si et seulement siI(�) = Z(�) (E + U)Remarque 5.3.4. La ondition (E+U) est la ondition d'Engelbert et Shmidt pour l'existeneet l'uniit�e des di�usions non-r�e�ehies (f. [48℄).5.3.2 R�esultats pr�eliminairesSoit � une fontion r�eelle �x�ee.



126 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREEn premier lieu, remarquons que Fr;l (1) a une unique solution en loi. En e�et, il existeun espae de probabilit�e �ltr�e �
;F ; (Ft)t�0 ;P� qui v�eri�e les onditions habituelles et un Ft-mouvement brownien B = fBs : 0 � s < +1g ind�ependant de la variable al�eatoire Y0, tels qu'ilexiste une Ft-semimartingale X v�eri�ant l'�equation Fr;l (1) :Fr;l (1) : Xt = Y0 +Bt + Lrt (X)� Llt(X)Cette derni�ere �equation orrespond au mouvement Brownien doublement r�e�ehi sur [r; l℄ : ainsiX est bien d�e�ni.Par onvention, pour une fontion f arbitraire ontinue �a droite au point s, nous noteronsf(s+) la valeur de limt#s;t6=s f(s).On introduit pour s 2 [0;+1), Ts 4= Z s+0 du�2(Xu) (5.5)Il est lair que le proessus (Ts)s�0 est roissant, ontinu tant qu'il est �ni, ave un saut possible�a l'in�ni �a un temps �ni. De plus,T1 4= lims!+1 Ts = +1; P-ps (5.6)On introduit le proessus inverse ontinu �a droite de Ts en posant pour t 2 [0;+1),At = inf fs � 0;Ts > tg ; A1 = limt!+1At P-ps (5.7)Ainsi, si A1 <1, At = A1 8t � TA�1 ; P-ps (5.8)De plus, pour tout 0 � t < TA�1 TAt = t; P-ps (5.9)et pour tout 0 � s < A1, ATs = s; P-ps (5.10)Le proessus (At)t�0 est ontinu �a droite sur [0;+1[ et stritement roissant sur [0; TA�1 [.Lemme 5.3.5. I(�) est un ensemble ferm�e de [r; l℄.D�emonstration. Nous allons montrer que I(�) est un ensemble ouvert de [r; l℄.Soit x0 2 I(�). Alors il existe un � > 0 tel que :I(x0; �) 4= Z ��� 1�2(x0 + y)1f(x0+y)2[r;l℄gdy < +1 (5.11)Soit x 2 [r; l℄ tel que x 6= x0. En e�etuant un hangement de variable dans la formule pr�e�edente,on obtient +1 > I(x0; �) = Z �+x0�x��+x0�x 1�2(x+ y)1f(x+y)2[r;l℄gdy� Z min(�+x�x0;�+x0�x)�min(�+x�x0;�+x0�x) 1�2(x+ y)1f(x+y)2[r;l℄gdy (5.12)On en d�eduit que si x est tel que 0 < jx� x0j < � alors x 2 I(�).Puisque x0 a �et�e hoisi arbitrairement dans I(�), I(�) est un ensemble ouvert de [r; l℄.



5.3. LE CAS DES D.R. 127On onsid�ere le temps d'arrêt, R 4= inf fs � 0;Xs 2 I(�)g. Pour pouvoir adapter les r�esultatsd'EDS lassiques aux EDS ave double r�eexion Fr;l(�), nous avons besoin d'�etablir le lien entreR et le proessus A en surmontant quelques diÆult�ees li�ees �a la pr�esene des temps loaux.Proposition 5.3.6. Si r =2 I(�) et l =2 I(�), alorsR = A1; P-psD�emonstration. 1En vu de montrer tout d'abord que R � A1, nous avons besoin d'un lemme qui est uneons�equene direte de la formule des temps d'oupation.Lemme 5.3.7. Si f est une fontion mesurable positive, int�egrable sur [r; l℄, alors pour toutx 2 [r; l℄, Px �Z t0 f(Xs)ds < +1;8t 2 [0;+1)� = 1D�emonstration. Pour tout t 2 [0;+1[, on onstate que hXit = t, on a donZ t0 f(Xs)ds = Z lr f(y)Lyt (X)dy� maxmt�y�Mt Lyt (X) Z lr f(y)dy Px-presque sûremento�u on a pos�e mt 4= min0�s�tXs et Mt 4= max0�s�tXs. La famille des temps loaux fLyt (X) : y 2 [r; l℄gest -�a-d-l-�a-g ave des limites �nies �a gauhe ([39℄ p.224). La derni�ere int�egrale est �nie parhypoth�ese. Cela ah�eve la preuve du lemme.Passons �a la preuve de la proposition 5.3.6. Commen�ons par montrer que R � A1.On d�e�nit pour n � 1, la suite de temps d'arrêtsRn = inf �s � 0 : �(Xs; I(�)) � 1n� (5.13)o�u � (x; I(�)) = inf fjx� yj : y 2 I(�))g.En utilisant le fait que I(�) est un ensemble ferm�e, on a limn!+1 Rn = R; P-ps. On pose�n(x) = � �(x) ; �(x; I(�)) � 1n1 ; �(x; I(�)) < 1n (5.14)Grâe au lemme 5.3.7 nous savons que pour tout s 2 [0;+1[,Z Rn^s0 du�2(Xu) = Z Rn^s0 du�2n(Xu) � Z s0 du�2n(Xu) < +1En se pla�ant sur l'ensemble fs < Rg et en laissant n tendre vers l'in�ni, on obtientZ s0 du�2(Xu) < +1; P-pset don Ts < +1 sur fs < Rg e qui veut dire que R � A1 P-ps.Montrons maintenant que R = A1. On observe d'abord que I(�) = ; implique R = +1 : danse as, il n'y a plus rien �a d�emontrer.Si I(�) 6= ; nous avons besoin du1La preuve de ette proposition est la partie d�eliate pour pouvoir adapter les r�esultats d'Engelbert et Shmidt.



128 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERELemme 5.3.8. Soient nW; �FWt �t�0o un mouvement brownien standard, f : [r; l℄ ! [0;+1)une fontion mesurable et x un r�eel �x�e dans [r; l℄. On suppose qu'il existe un temps al�eatoire �v�eri�ant P[0 < � < +1℄ = 1; P �Z �0 f(x+Ws)ds < +1� > 0 (5.15)Alors, il existe � > 0 tel que Z ��� f(x+ y)dy < +1 (5.16)D�emonstration. f. [22℄ pp. 215-216.Notons Lt 4= Lrt (X)� Lrt (X)Nous avonsZ R+s0 du�2(Xu) � Z s0 du�2(Xu+R) = Z s0 du�2(Y0 +BR + LR +Wu + Lu+R �LR) (5.17)o�u Wu = BR+u � BR est un mouvement brownien standard dans la �ltration (Gs = FR+s)s�0.Remarquons que XR est ind�ependant de W .Puisque r =2 I(�), l =2 I(�), XR 2 I(�), et X est �a trajetoires ontinues, on sait que� 4= inf fs > 0 : XR+s 2 frg [ flggest un temps d'arrêt P-presque sûrement stritement positif pour la �ltration (Gs = FR+s)s�0.Ce temps d'arrêt est �eventuellement in�ni P-presque sûrement.Par d�e�nition LR+u �LR = 0 pour 0 < u < �. Le temps � s'�erit don �egalement� = inf fs > 0 : XR +Ws 2 frg [ flgget � est un temps d'arrêt dans la �ltration �FWt �t�0 _ z (XR).Par d�e�nition, nous savons que XR 2 I(�). Par ons�equent,Z ��� 1�2(XR + y)1f(XR+y)2[r;l℄gdy = +1 P� psLa ontrapos�ee du lemme 5.3.8 implique que pour tout temps � al�eatoire tel queP [0 < � < +1℄ = 1nous avons l'�egalit�eP �Z �0 ds�2(x+Ws)1f(x+Ws)2[r;l℄g = +1� ���x=XR = 1 P� psEn utilisant l'ind�ependane de XR et de fWt : t � 0g, ette derni�ere �egalit�e implique queP �Z �0 ds�2(XR +Ws)1f(XR+Ws)2[r;l℄g = +1j z (XR)� = 1 P� psEn passant �a l'esp�erane de part et d'autre de ette derni�ere �egalit�e, on trouveP �Z �0 ds�2(XR +Ws)1f(XR+Ws)2[r;l℄g = +1� = 1



5.3. LE CAS DES D.R. 129En partiulier, pour tout s 2℄0; �[,Z s0 du�2(XR +Wu) = Z s0 du�2(XR+u) = +1 P-presque sûrement (5.18)Pla�ons-nous maintenant sur f! 2 
 : A1(!) � R(!)g et raisonnons par l'absurde : suppo-sons que P [A1 > R℄ > 0D'apr�es e que nous venons de voir, sur l'ensemble f! 2 
 : A1(!) > R(!)g il est lair quepour tout s 2℄0; � ^ (A1 �R)[,Z s0 du�2(XR+u) = +1 P-presque sûrement (5.19)D'autre part, sur l'ensemble f! 2 
 : A1(!) > R(!)g la d�e�nition de A1 implique que pourtout s �x�e dans ℄0; A1 �R[,Z s0 du�2(XR+u) � Z R+s0 du�2(Xu) < +1 P-presque sûrement (5.20)Don pour tout 0 < s < �^ (A1�R), on voit que la même int�egrale est �a la fois �nie et in�nieP-presque sûrement sur l'ensemble f! 2 
 : A1(!) > R(!)g. Cela n'est possible que siP [A1 > R℄ = 0Cei permet de onlure que f! 2 
 : A1(!) � R(!)g = f! 2 
 : A1(!) = R(!)g �a unensemble n�egligeable prêt et la proposition est d�emontr�ee.5.3.3 Existene en loi d'une solutionLes onditions d'existene d'une solution faible de Fr;l (�) sont donn�ees par leTh�eor�eme 5.3.9. Supposons que r =2 I(�) et l =2 I(�). SiI(�) � Z(�) (E) (5.21)il existe une solution au sens faible �a l'�equation di��erentielle stohastique Fr;l (�).D�emonstration. 2Soit X solution de l'EDS Fr;l (1). Nous noterons �
;F ; (Ft)t�0 ;P� l'espae de probabilit�e�ltr�e sur lequel B a �et�e onstruit. On v�eri�e que haque At est un temps d'arrêt pour la �ltration(F�)��0.On d�e�nitNt 4= BAt , Ct 4= LAt , Ht 4= Y0 +Nt + Ct = XAt , Gt 4= FAt , t 2 [0;+1[ (5.22)Puisque l'on a l'identit�e At^Ts = At ^ s, on v�eri�e failement que N 2M;lo. De plus,hNit = At 8t 2 [0;+1); P-psMontrons ensuite que le proessus A v�eri�e l'identit�eAt = Z t0 �2(Hv)dv 8t 2 [0;+1); P-ps (5.23)2On retrouve les onditions d'Engelbert et shmidt : une fois la proposition 5.3.6 d�emontr�ee, la preuve ne pr�esentepas de diÆult�e pour le as r�e�ehi.



130 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREEn e�et, soit le temps al�eatoire ~� 4= inf fu � 0 : Au = A1g. Pour t < ~� (!), (5.23) se v�eri�eais�ement.Si ~� (!) = +1, on a (5.23). Supposons que ~� (!) < +1. Pour t% ~� (!), en utilisant le fait quet 7! At(!) est une fontion ontinue sur [0; ~�(!)[, on obtient la validit�e de la formule (5.23) pourt = ~�(!). Sur l'intervalle [~� (!);+1[, grâe �a la proposition 5.3.6, At(!) = A~�(!)(!) = A1(!) =R(!). Si R(!) < +1, alors en utilisant la ondition (E),H~�(!)(!) = Y0(!) +BR(!)(!) + LR(!)(!) 2 I(�) � Z(�) (5.24)si bien que pour ~� (!) � t < +1,Z t0 �2(Hv)dv = Z R0 �2(Hv)dv + Z tR �2(Hv)dv= Z ~�0 �2(Hv)dv + Z t~� �2(HR)dv= R+ 0= A1 = At P� psDon l'identit�e (5.23) est bien v�eri��ee pour tout t 2 [0;+1).Le th�eor�eme de repr�esentation des martingales nous permet d'aÆrmer qu'il existe un mou-vement brownien n ~Wt; ~Ft; 0 � t < +1o, un espae de probabilit�e (~
; ~Ft; ~P), et un proessus� = n�t; ~Ft; 0 � t < +1o tels que :Nt = R t0 �vd ~Wv hNit = R t0 �2vdv (5.25)En partiulier, grâe �a (5.23),~P[ �2t = �2(Ht) pour presque tout t � 0 ℄ = 1On pose Wt 4= R t0 sgn(�v�(Hv))d ~Wv t 2 [0;+1). Grâe au th�eor�eme de L�evy, il est faile de voirque le proessus W est un mouvement brownien et on peut don �erireHt = Y0 +Nt + Ct = Y0 + Z t0 �(Hv)dWv + LAt 8t 2 [0;+1) (5.26)Au vu de l'�egalit�e (5.26), il suÆt pour que H soit solution faible de Fr;l (�) que le proessusC = LA puisse s'identi�er au proessus ~L d�e�ni par Lr(H)�Ll(H) : ela est une ons�equene del'exerie 1.27 p.235 de [40℄.Une question int�eressante est de savoir si les onditions du th�eor�eme sont n�eessaires pourl'existene d'une solution faible.5.3.4 Conditions n�eessaires pour l'existene en loi d'une solution dansle as des D.R.Proposition 5.3.10. Supposons que r =2 I(�) et l =2 I(�). Alors la ondition (E) est n�eessairepour l'existene d'une solution faible �a l'�equation Fr;l (�).D�emonstration. 3Supposons qu'il existe une solution Y �a l'�equation di��erentielle stohastique Fr;l (�).3Le r�esultat de ette setion reprend les arguments de la preuve d'Engelbert et Shmidt (f. p.235-236 [22℄) : ilest n�eessaire toutefois d'introduire le temps d'arrêt � pour �eviter les probl�emes li�es �a la pr�esene de la doubler�e�exion.



5.3. LE CAS DES D.R. 131Posons M la martingale loale d�e�nie parMt 4= Z t0 �(Ys)dBs 8t 2 [0;+1) (5.27)Il est lair que (Mt)t�0 2 M;lo ethMit = Z t0 �2(Yv)dv < +1 8t 2 [0;+1); P-ps (5.28)Grâe au th�eor�eme de repr�esentation des martingales loales, il existe un mouvement brownienfWs : 0 � s;+1g tel que Mt =WhMit 8t 2 [0;+1); P-ps (5.29)Comme dans l'introdution, on pose Ts 4= inf ft � 0 : hMit > sg et on a que hMi1 ^ s = ThMis .On hoisit une ondition initiale Y0 = y0 dansZ(�) � (frg [ flg)(o�u le ompl�ementaire est �a prendre dans l'ensemble [r; l℄).Notre objetif est de montrer que y0 2 I(�) ar alors on obtiendrait :Z(�) � (frg [ flg) � I(�)et don I(�) � Z(�) puisque (frg [ flg) \ I(�) = ;.Pour e faire, en vertu du lemme 5.3.8, il suÆt de v�eri�er l'existene d'un temps al�eatoire �tel que P [0 < � < +1℄ = 1 et Py0 �Z �0 1�2(Wv)dv < +1� > 0Il est lair que �(y0) 6= 0 et le proessus Y n'est pas onstant P-ps.D'autre part, puisque r =2 I(�) et l =2 I(�), il est lair que r 6= y0 et l 6= y0. Par ons�equent� 4= inf fs � 0 : Ys 2 frg [ flgg (5.30)est P-presque sûrement stritement positif.Tout omme [22℄ p.334, on peut don �erireZ s^hMi�0 du�2(y0 +Wu) = Z hMiTs^hMi�0 du�2(y0 +Wu) = Z Ts^�0 dhMiv�2(y0 +Mv)= Z Ts^�0 dhMiv�2 �y0 +Mv + Lrv(Y )� Llv(Y )�= Z Ts^�0 1f�2(Yv)>0g dhMiv�2(Yv)= Z Ts^�0 1f�2(Yv)>0gdv� Ts ^ � (5.31)On en d�eduit don que Z s^hMi�0 du�2(y0 +Wu) � Ts ^ � (5.32)Pour que (5.32) soit r�eellement utile par la suite, il onvient de v�eri�er quePy0 [hMi� > 0℄ = 1 (5.33)



132 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERESi hMi = 0 sur [0; � ℄ alors M = 0 sur [0; � ℄ e qui est impossible, puisque M + y0 ne peut êtresolution de Fr;l(�) du fait que y0 2 Z(�). Don (5.33) est vraie.On peut don appliquer le lemme 5.3.8 ave le temps al�eatoire D d�e�ni parD 4= � s ^ hMi� si Ts < +1s sinon. (5.34)et on obtient que y0 2 I(�) grâe �a l'in�egalit�e (5.32) et au fait que P [Ts < +1℄ > 0 pare quey0 =2 Z(�). Cela ah�eve la preuve du lemme.5.3.5 Uniit�eRemarque 5.3.11. 4 Dans le as o�u (frg [ flg) \ I(�) = ;, la solution de Fr;l (�) onstruite auth�eor�eme 5.3.9 est non-onstante jusqu'au premier temps d'atteinte ~� de I(�) :~� 4= inf ft � 0;Yt 2 I(�)g (5.35)En partiulier, si Y0 = y0 2 I(�) alors la solution Y de Fr;l (�) onstruite au th�eor�eme 5.3.9est non-onstante Py0-ps.D'autre part, si y0 2 Z(�)� (frg [ flg), alors Y � y0 est �egalement une solution du probl�eme.Ainsi il ne peut pas y avoir de resultat d'uniit�e en loi si Z(�) � (frg [ flg) est stritement plusgrand que I(�).Au vu du th�eor�eme 5.3.9 et de la remarque pr�e�edente, il suÆt de montrer que I(�) � Z(�)�(frg [ flg) est une ondition suÆsante pour l'uniit�e et puisque nos hypoth�eses sont telles que(frg [ flg) \ Z(�) = ;, ela revient �a montrer que I(�) � Z(�) est une ondition suÆsante pourl'uniit�e.Par hangement de temps, on va ramener Fr;l(�) �a Fr;l(1). L'uniit�e pour Fr;l(�) d�eouleraalors de l'uniit�e pour Fr;l(1).Supposons que I(�) � Z(�) et soit Y une solution de Fr;l (�) onstruite sur (
;F ; (Ft)t�0;P)ave Y0 omme ondition initiale. On d�e�nit alors M omme dans la formule (5.27) etTs 4= inf ft � 0 : hMit > sg (5.36)T est un proessus roissant, ontinu �a droite et tel quefTs < tg = fs < hMitg (5.37)On v�eri�e ainsi la validit�e des identit�es (5.28) et (5.29) o�u fWt : t � 0g d�esigne un (FTs)s�0-mouvement brownien standard. On introduit le temps d'arrêt R d�e�ni parR 4= inf ns � 0 : Y0 +Ws + LrTs (Y )� LlTs (Y ) 2 I(�)o (5.38)On introduit �egalement � d�e�ni grâe �a la formule (5.35), �a savoir� = inf ft � 0 : Yt 2 I(�)gSoit ~Xu 4= YTu ; u � 0 (5.39)Supposons avoir montr�e quehMit = inf(s � 0 : Z s+0 du�2( ~Xu) = Z s+0 du�2(YTu) > t) 8t 2 [0;+1[; P-ps (5.40)4L'uniit�e est assez d�eliate �a traiter, en partiulier il nous faut v�eri�er la ontinuit�e de ~X d�e�ni en (5.39) : l�aenore l'hypoth�ese (frg [ flg) \ I(�) = ; est d�eterminante.



5.3. LE CAS DES D.R. 133Alors ~X v�eri�e Fr;l(1) : en e�et, pour u � 0,~Xu = YTu = Y0 +WhMiTu + LrTu (Y )� LlTu (Y )= Y0 +Wt + Lru( ~X)� Llu( ~X)En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve d'Engelbert et Shmidt (f. [22℄ p.336), ond�emontre �a partir de (5.40) que la solution Y que l'on s'est donn�ee �a l'�equation Fr;l (�) est en faitn�eessairement onstruite �a partir de ~X qui est solution de Fr;l (1) : en e�et, pour onstruire Y �apartir de ~X, il suÆt d'utiliser (5.40) puis de reprendre l'ensemble des arguments de la setion 5.3.3en rempla�ant partout A par hMi et X par ~X. L'uniit�e en loi des solutions de Fr;l (1) impliquealors l'uniit�e en loi des solutions de Fr;l (�).Notre but est don de v�eri�er (5.40). En passant �a l'inverse, on voit que (5.40) est �equivalent �aZ s+0 du�2(YTu) = Ts 8s 2 [0;+1[; P-ps (5.41)Au vu des d�e�nitions, montrer (5.41) est �equivalent �a montrer queZ s+0 du�2(YTu) = Ts 8s 2 [0; hMi1[; P-ps (5.42)Or, au vu des r�esultats de [22℄ probl�eme 4.5 p.174, il est lair queZ s^hMi10 du�2(YTu) = Z hMiTs0 du�2(YTu) = Z Ts0 dhMiv�2(Yv)= Z Ts0 dhMiv�2(Yv)= Z Ts0 1f�2(Yv)i0g dhMiv�2(Yv)= Z Ts0 1f�2(Yv)>0gdv� Ts (5.43)et pour s � R ^ hMi1, Z s+0 du�2(YTu) = Ts P-psAinsi, pour obtenir (5.41), il suÆt de montrer queR = hMi1 P-ps (5.44)En fait, nous allons v�eri�er que� R � hMi1 P-presque sûrementR = hMi� P-presque sûrement (5.45)Montrons d'abord que hMi� = R P-presque sûrement (5.46)Au vu des hypoth�eses et de la formule (5.28), il est lair que t 7! hMit est ontinu et P-psstritement roissant sur [0; � ℄ : en partiulier nous avonsR � hMi� P-presque sûrement (5.47)



134 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREAu vu de (5.47), il suÆt de montrer queY0 +WhMi� + LrThMi� (Y )� LlThMi� (Y ) 2 I(�)pour prouver (5.46).Or, puisque T est un proessus ontinu �a droite et que hMi est un proessus ontinu, ThMi estun proessus ontinu �a droite sur [0; � ℄. PosonsS 4= sup fv � � : hMiv = hMi�g = ThMi�o�u la derni�ere �egalit�e provient du fait que (Ts)s�0 ait �et�e hoisi omme l'inverse �a droite de(hMis)s�0. Notons que S est �eventuellement �egal �a � et dans e as ThMi� = � : l'identit�e (5.46)que nous voulons d�emontrer se v�eri�e alors failement.Nous nous pla�ons don dans le as o�u S > � . Ainsi, t 7! hY it est P-presque sûrement onstantesur [�; S[. Les hypoth�eses impliquent que Y� 6= r et Y� 6= l. La formule des temps d'oupationnous assure que s 7! Lrs (Y ) et s 7! Lls (Y ) sont des fontions P-presque sûrement onstantes sur[�; S[ et par ontinuit�e elles sont �egalement P-presque sûrement onstantes sur [�; S℄.Don Y0 +WhMi� + LrThMi� (Y )� LlThMi� (Y ) = Y0 +WhMi� + Lr� (Y )� Ll� (Y ) = Y�et par d�e�nition de � et du fait que I(�) est un ensemble ferm�e nous pouvons aÆrmer queY� 2 I(�). Ainsi (5.46) est d�emontr�ee.En�n, montrons que R � hMi1 (, ThMi1 = �) (5.48)On fait le raisonnement suivant : sur l'ensemble fR < hMi1g les d�e�nitions impliquent queTR < +1. En laissant s& R dans (5.43), on obtient que sur fR < hMi1gZ R+0 du�2(YTu) � TR < +1On ne peut aller plus loin dans l'adaptation de la preuve pp.335-336 dans [22℄ : ependant, sil'on ontinue de suivre les id�ees d'Engelbert et Shmidt et si l'on arrive �a montrer queZ R+0 du�2(YTu ) = +1 P-ps (5.49)alors, tout omme dans la setion ant�erieure, sur l'ensemble fR < hMi1g la même int�egralesera P-presque sûrement �nie et P-presque sûrement in�nie. Cela imposera n�eessairement queP [ R < hMi1 ℄ = 0 et (5.48) sera d�emontr�ee.Or, on remarque que la proposition 5.3.6 fournit un resultat tr�es semblable �a e que nousvoulons. Plus pr�eis�ement, posons ~Xu = YTu . Supposons avoir d�emontr�e que1. ~X est un proessus ontinu2. pour tout t � 0, LrTt (Y )� LlTt (Y ) = Lrt ( ~X)� Llt( ~X) (5.50)En reprenant les arguments de la d�emonstration de la proposition 5.3.6 et en rempla�ant partoutA par hMi nous voyons que si les points 1 et 2 sont v�eri��es, (5.49) sera d�emontr�ee.La formule (5.50) est une ons�equene de l'exerie (1.27) p.235 dans [40℄. Le point 2 se v�eri�edon imm�ediatement. Passons �a la d�emonstration du point 1 :Lemme 5.3.12. Le proessus ~X d�e�ni par~Xu = YTu u � 0 (5.51)est ontinu sur [0; hMi1[, P-presque sûrement.



5.4. LE CAS DES D.R.D.S. 135D�emonstration. Soit a 2 [0; hMi1[ un instant de saut du proessus T . Si t 7! Lrt (Y ) � Llt(Y )est P-ps onstant sur [T (a�); T (a)℄, alors le lemme est d�emontr�e. Il suÆt don de montrer queYt =2 (frg [ flg) sur l'intervalle ouvert ℄T (a�); T (a)[.Or, T (a�) 6= T (a) veut dire que t 7! hMit est une fontion onstante sur ℄T (a�); T (a)[,e qui, au vu de la formule (5.28), implique que presque partout sur ℄T (a�); T (a)[, �2(Yt) estidentiquement nul P-presque sûrement.Don, en utilisant les hypoth�eses du th�eor�eme, Yv 2 Z(�) � I(�) presque partout sur ℄T (a�); T (a)[,P-presque sûrement. Puisque I(�) est ferm�e et que Y est un proessus ontinu, on en d�eduit queYt 2 I(�) partout sur ℄T (a�); T (a)[ et don Yt =2 (frg [ flg) sur ℄T (a�); T (a)[ ar par hypoth�ese(frg [ flg) \ Z(�) = ;. Cela ah�eve la preuve du lemme.Ainsi, d'apr�es e que nous avons vu (5.49) puis (5.48) sont d�emontr�ees.Cela ah�eve la preuve du th�eor�eme 5.3.1.5.4 Le as des D.R.D.S.Dans ette setion nous nous int�eressons �a l'�equation di��erentielle stohastique r�e�ehie �ad�erive singuli�ere :Fr;l (�; �) : Yt = Y0 + Z t0 �(Ys)dBs + Z lr Lyt (Y ) �(dy) + Lrt (Y )� Llt (Y ) (5.52)o�u la famille fLyt (Y ) : y 2 [r; l℄; t � 0g est la famille des temps loaux �a droite de la semimar-tingale Y et �(dx) est une mesure sur [r; l℄ suppos�ee telle que�1 < �(fxg) 8x 2 [r; l℄ et de plus � (frg) = � (flg) = 0 (5.53)La mesure �(dx) peut se prolonger sur B (R) en posant�(℄ �1; d℄) = 0 8 d < r ; �([d;+1[) = 0 8 d > lNous assoions �a la mesure �(dx) (vue omme mesure sur B (R)) une fontion g d�e�nie ommel'unique solution de l'�equation :� g(x) = 1� R x0 g(y)�(dy) x � 0g(x) = 1 + R 0x g(y)�(dy) x < 0 (5.54)D'apr�es [48℄, g est une fontion loalement �a variations born�ees et stritement positive. SoitG(x) = Z x0 g(y)dy x 2 R (5.55)G est stritement roissante et absolument ontinue. Soit H l'inverse de G qui est d�e�nie sur℄G(�1); G(+1)[. H est �egalement stritement positive et ontinue. Tout omme dans [48℄, nous�etendons les fontions H , g et le oeÆient de di�usion � sur tout R en posant :H(x) = �1 pour x 2 [�1; G(�1)℄; H(x) = +1 pour x 2 [G(+1);+1℄et g(�1) = g(+1) = �(�1) = �(+1) = 0On a laProposition 5.4.1. Le proessus X est solution faible de l'�equation Fr;l (�; �) si et seulement sile proessus G(X) est solution faible de l'�equation sans d�erive FG(r);G(l) ((g ÆH)(� ÆH)).



136 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERED�emonstration.�etape 1 : Montrons tout d'abord que si le proessus X est solution de l'�equation Fr;l (�; �)alors le proessus G(X) est solution de l'�equation sans temps loal FG(r);G(l) (� ÆH).Appliquons la formule d'Itô-Tanaka �a la fontion G et au proessus X . Pour tout t � 0, nousobtenons queG(Xt) = G(X0) + Z t0 g(Xs)�(Xs)dBs + Z t0 12g(Xs)d Z lr Lys(X)�(dy)!�12 ZRLyt (X)g(y)�(dy) + Z t0 g(Xs)dLrs(X)� Z t0 g(Xs)dLls(X)= G(X0) + Z t0 g(Xs)�(Xs)dBs + Z t0 12g(Xs)d Z lr Lys(X)�(dy)!�12 Z lr Lyt (X)g(y)�(dy) + Z t0 g(r)dLrs(X)� Z t0 g(l)dLls(X)= G(X0) + Z t0 g(Xs)�(Xs)dBs + Z lr 12 Z t0 g(Xs)dLys(X)�(dy)�12 Z lr Lyt (X)g(y)�(dy) + g(r)Lrt (X)� g(l)Llt(X)= G(X0) + Z t0 g(Xs)�(Xs)dBs + g(r)Lrt (X)� g(l)Llt(X)En utilisant le fait que X = H ÆG(X), nous trouvons que pour tout t � 0 :G(Xt) = G(X0) + Z t0 g ÆH ÆG(Xs)� ÆH ÆG(Xs)dBs + g(r)Lrt (X)� g(l)Llt (X)Or, g(r)Lrt (X) = 12g(r)Lrt (H ÆG(X)) = 12g(r)H 0+ ÆG(r)LG(r)t (G(X)) = LG(r)t (G(X))et g(l)Llt(X) = 12g(l)Ll�t (H ÆG(X)) = 12g(l)H 0� ÆG(l)LG(l)�t (G(X)) = LG(l)t (G(X))Ainsi, pour tout t � 0G(Xt) = G(X0) + Z t0 g ÆH ÆG(Xs)� ÆH ÆG(Xs)dBs + LG(r)t (G(X)) � LG(l)t (G(X))Ainsi G(X) v�eri�e l'�equation FG(r);G(l) ((g ÆH)(� ÆH)) pour t � 0.�etape 2 :Montrons maintenant que si le proessus Y est solution de l'�equationFG(r);G(l) ((g ÆH)(� ÆH)),alors le proessus H(Y ) est solution faible de l'�equation Fr;l (�; �).Appliquons la formule d'Itô-Tanaka �a la fontion H et au proessus Y : pour tout t � 0,H(Yt) = H(Y0) + Z t0 (g ÆH)�1 (Ys) (g ÆH) (Ys) (� ÆH) (Ys)dBs + Ct+(g ÆH)�1 (r)LG(r)t (Y )� (g ÆH)�1 (l)LG(l)t (Y )= H(Y0) + Z t0 (� ÆH) (Ys)dBs + Ct + Lrt (H(Y ))� Llt(H(Y )) (5.56)o�u fCt : t � 0g est un ertain proessus �a variations �nies.Nous allons identi�er le proessus C en appliquant une nouvelle fois la formule d'Itô-Tanakaau proessus fH(Yt) : t � 0g et �a la fontion G. Le r�esultat est onnu ar G Æ H(Y ) = Y : il



5.4. LE CAS DES D.R.D.S. 137nous sera alors possible d'identi�er le proessus C en utilisant le fait que Y v�eri�e l'�equationFG(r);G(l) ((g ÆH)(� ÆH)). Plus pr�eis�ement, grâe �a l'�equation v�eri��ee par la fontion g,Yt = G ÆH(Yt) = Y0 + Z t0 (g ÆH) (Ys) (� ÆH) (Ys)dBs+ Z t0 (g ÆH) (Ys)dCs � ZR g(y)Lyt �(dy) + LG(r)t (Y )� LG(l)t (Y )Puisque Y est solution de FG(r);G(l) ((g ÆH)(� ÆH)), ette �egalit�e implique que :Z t0 g ÆH(Ys)dCs = ZR g(y)Lyt [H(Y )℄�(dy) = Z t0 g ÆH(Ys) Z lr dLys [H(Y )℄�(dy) P� psPar ons�equent, Ct = Z lr Lyt [H(Y )℄�(dy) t � 0 P� psAinsi, apr�es avoir pos�e nXt 4= H(Yt) : t � 0o, l'identit�e (5.56) devientXt = H(Y0) + Z t0 �(Xs)dBs + Z lr Lyt (X)�(dy) + Lrt (X)� Llt(X) (5.57)et don X est bien solution de l'�equation Fr;l (�; �). La proposition est ainsi d�emontr�ee.Nous pouvons alors onlure exatement omme pour le th�eor�eme 4 p.152 dans [48℄ et �enonerleTh�eor�eme 5.4.1. Soit � une fontion r�eelle. Si r =2 I(�) [ Z(�), l =2 I(�) [ Z(�), alors il existeune unique solution faible �a l'�equation Fr;l (�; �) si et seulement siI(�) = Z(�) (E + U)D�emonstration. La proposition 5.4.1 nous permet de nous ramener �a l'�etude des D.R.Au vu du th�eor�eme 5.3.1, il suÆt de montrer queI(�) = I ((g ÆH)(� ÆH)) et Z(�) = Z ((g ÆH)(� ÆH))Ces �egalit�es sont d�emontr�ees dans [48℄ p.152.



138 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERE5.5 Le as partiulier d'une D.D.S. (( disr�ete )) : liens avele mouvement brownien asym�etriqueNous nous pla�ons maintenant dans le as d'une mesure �(dx) disr�ete.�(dx) 4= Xi21:::N �iÆfaig(dx) (5.58)o�u N d�esigne un entier �x�e et fa1 < a2 < � � � < aNg est une olletion �nie de nombres r�eelsordonn�es. De plus, nous supposerons que8i 2 f1; : : : ; Ng � 1 < �i < 1Pour une semimartingale fXt : t � 0g ontinue d�e�nie sur un espae de probabilit�e (
;F ;P),nous introduisons nLat (X) : t � 0o le temps loal sym�etrique de la semimartingale X (voir [40℄pour la d�e�nition du temps loal sym�etrique).5.5.1 L'�equation di��erentielle stohastique ave temps loalSoit � une fontion r�eelle. Posons les veteurs � 4= (�1; : : : ; �N ) et a 4= (a1; : : : ; aN ).Nous nous int�eressons �a l'�equation di��erentielle stohastique F�a (�) :F�a (�) : Yt = Y0 + Z t0 � (Ys)Bs + X1�i�N �iLait (Y ) (5.59)Y0 d�esigne ii une variable al�eatoire de distribution � ind�ependante du mouvement brownien B.Nous supposerons que � est une mesure de probabilit�e sur R.D�e�nition 5.5.1. Un proessus de di�usion Y �a valeurs dans �R;B �R��, d�e�ni sur un espae deprobabilit�e �
;F ; (Ft)t�0 ;P� v�eri�ant les onditions habituelles, est appel�e solution faible (ousolution en loi) de l'�equation F�a (�) si{ Y0 est �a valeurs r�eelles{ Yt est �a valeurs dans R pour tout t � 0{ Y est une Ft-semimartingale ontinue{ il existe un �
;F ; (Ft)t�0 ;P� mouvement brownien B tel que (5.59) soit v�eri��ee pour toutt � 0, P-presque sûrement.D�e�nition 5.5.2. Nous dirons que la solution de F�a (�) est unique (en loi) si, lorsque Y 1 etY 2 sont solutions de F�a (�) ave des onditions initiales respetives Y 10 et Y 02 poss�edant la mêmedistributon initiale � sur R, alors Y 1 et Y 2 poss�edent la même loi image sur l'espae des fontionsontinues de R.Remarque 5.5.3. { Soit fLat (Y ) : t � 0g le temps loal �a droite de la semimartingale Y .F�a (�) est �equivalent �aYt = Y0 + Z t0 � (Ys)Bs + X1�i�N �i1 + �iLait (Y ) (5.60)Par ons�equent, grâe au th�eor�eme 4 dans [48℄ p.152, nous savons que F�a (�) a une uniquesolution en loi pourvu que I(�) = Z(�).{ dans toute la suite, les solutions des �equations de type F�a (1) seront appel�ees des mouvementsbrowniens asym�etriques.{ Si (5.59) est v�eri��ee, alors ontrairement �a la situation des setions 5.3 et 5.4, le proessusY n'est pas r�e�ehi.



5.5. LE CAS PARTICULIER D'UNE D.D.S. (( DISCR�ETE )) 139Posons, ave les notations de la setion pr�e�edente, les ensemblesI(�) 4= �x 2 R : Z ��� 1�2(x+ y)dy = +1 8� > 0�et Z(�) 4= fx 2 R : �(x) = 0gNous noterons H1 et H2 les hypoth�eses :H1 : I(�) = Z(�) (hypoth�ese orrespondant �a elle aniennement not�ee (E+U))H2 : 8 i 2 f1; : : : ; Ng ; ai =2 I(�) [ Z(�)Le r�esultat prinipal de ette setion est leTh�eor�eme 5.5.1. Supposons que les hypoth�eses H1 et H2 sont v�eri��ees.Soit X une solution de F�a (1) onstruite sur �
;F ; (Ft)t�0 ;P�. Il existe un proessus dehangement de temps fTt : t � 0g roissant et Ft-adapt�e, tel que fXTt : t � 0g soit une solutionde F�a (�) sur l'espae �
;F ; (FTt)t�0 ;P�.R�eiproquement, si Y est solution faible de F�a (�) sur �
;F ; (Gt)t�0 ;P� , il existe une �l-tration (Ft)t�0 et X solution de F�a (1) sur �
;F ; (Ft)t�0 ;P� tels qu'il existe un proessus dehangement de temps fTt : t � 0g roissant et Ft-adapt�e, tel queXTt = Yt P� ps; 8t � 05.5.2 R�esultats pr�eliminairesSoit � une fontion r�eelle �x�ee.Nous savons, grâe au th�eor�eme 4 dans [48℄ p.152 que F�a (1) a une unique solution en loi.Par ons�equent, il existe un espae de probabilit�e �ltr�e �
;F ; (Ft)t�0 ;P� et un Ft-mouvementbrownien B = fBs : 0 � s < +1g ind�ependant de la variable al�eatoire Y0, tels qu'il existe uneFt-semimartingale X v�eri�ant l'�equation F�a (1) :F�a (1) : Xt = Y0 +Bt + X1�i�N �iLait (X)0�= Y0 +Bt + X1�i�N �i1 + �iLait (X)1AOn introduit pour s 2 [0;+1), Ts 4= Z s+0 du�2(Xu) (5.61)Bien evidemment, toutes les �egalit�es (5.6)(5.7)(5.8)(5.9) et (5.10) sont satisfaites dans e as.Lemme 5.5.4. I(�) est un ensemble ferm�e de R.D�emonstration. Voir la d�emonstration du lemme 5.3.5.On onsid�ere le temps d'arrêt, R 4= inf fs � 0;Xs 2 I(�)g. Nous avons l'analogue de la propo-sition 5.3.6.Proposition 5.5.5. Supposons que pour tout i 2 f1; : : : ; Ng, ai =2 I(�). Alors,R = A1; P-psD�emonstration. En vu de montrer tout d'abord que R � A1, nous avons besoin du



140 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERELemme 5.5.6. Si f est une fontion mesurable positive, int�egrable sur R, alors pour tout x 2 R,Px �Z t0 f(Xs)ds < +1;8t 2 [0;+1)� = 1D�emonstration. Il suÆt de reprendre les arguments du lemme 5.3.7 et de remplaer l'intervalle[r; l℄ qui intervient dans les bornes d'int�egration par la droite r�eelle R.Grâe au lemme 5.5.6, la preuve de l'in�galit�e R � A1 est alors identique �a elle d�evelopp�eepage 60.V�eri�ons que R � A1. On observe d'abord que I(�) = ; implique R = +1 et dans e as, iln'y a plus rien �a d�emontrer.Si I(�) 6= ; nous pouvons pro�eder omme dans la preuve de la proposition 5.3.6 ave � d�e�niomme suit : � 4= inf �s > 0 : XR+s 2 [Ni=1 faig	Le fait d'avoir suppos�e que pour tout i 2 f1; : : : ; Ng ai =2 I(�) nous permet alors d'utiliserexatement les mêmes arguments que dans d�emonstration de la proposition 5.3.6. La proposition5.5.5 est ainsi d�emontr�ee.5.5.3 Changement de temps pour la onstrution de solutions �a F�a (�)�a partir des solutions de F�a (1)Th�eor�eme 5.5.7. Supposons que : I(�) � Z(�) (E) (5.62)Soit X une solution de F�a (1) onstruite sur l'espae �
;F ; (Ft)t�0 ;P�.Il existe un proessus de hangement de temps fTt : t � 0g roissant et Ft-adapt�e, tel quefXTt : t � 0g est solution de F�a (�) sur l'espae �
;F ; (FTt)t�0 ;P�.D�emonstration. Supposons que la ondition (E) est v�eri��ee. On pose fY0 +Bs : 0 � s <1gle mouvement brownien ave distribution initiale Y0 onstruit de telle sorte que nous puissionsexhiber un proessus X solution de l'EDS F�a (1). Nous noterons �
;F ; (Ft)t�0 ;P� l'espae deprobabilit�e �ltr�e sur lequel B a �et�e onstruit. D'apr�es les r�esultats de la setion pr�e�edente, onv�eri�e que haque At est un temps d'arrêt pour la �ltration (F�)��0.On d�e�nitNt 4= BAt , Ct 4= LAt(X), Ht 4= Y0 +Nt + Ct = XAt , Gt 4= FAt , t 2 [0;+1[ (5.63)On v�eri�e failement que N 2 M;lo. De plus,hNit = At 8t 2 [0;+1); P-psGrâe �a la proposition 5.5.5, on montre, en utilisant les mêmes arguments que pour le th�eor �me5.3.9, que le proessus A v�eri�e l'identit�eAt = Z t0 �2(Hv)dv 8t 2 [0;+1); P-ps (5.64)Le th�eor�eme de repr�esentation des martingales nous permet alors d'aÆrmer qu'il existe unmouvement brownien n ~Wt; ~Ft; 0 � t < +1o, un espae de probabilit�e (~
; ~Ft; ~P), et un proessus� = n�t; ~Ft; 0 � t < +1o tels que :Nt = R t0 �vd ~Wv hNit = R t0 �2vdv (5.65)



5.5. LE CAS PARTICULIER D'UNE D.D.S. (( DISCR�ETE )) 141En partiulier, ~P[ �2t = �2(Ht) pour presque tout t � 0 ℄ = 1On pose Wt 4= R t0 sgn(�v�(Hv))d ~Wv t 2 [0;+1). Grâe au th�eor�eme de L�evy, il est faile de voirque le proessus W est un mouvement brownien et on peut don �erireHt = Y0 +Nt + Ct = Y0 + Z t0 �(Hv)dWv + LAt (X) 8t 2 [0;+1) (5.66)Au vu de l'�egalit�e (5.66), pour que H soit solution faible de F�a (�), il suÆt que le proessusC = LA(X) puisse s'identi�er au proessus Pi2f1;:::;Ng �iLait (H). Il suÆt pour ela d'appliquerle r�esultat de l'exerie (1.27) p.235 de [40℄.5.5.4 Uniit�e sous l'hypoth�ese H2 pour les D.D.S. dans le as d'unemesure disr�ete : �n de la d�emonstration du th�eor�eme 5.5.1Nous ommen�ons par une remarque qui est l'analogue de la remarque 5.6 p.334 dans [22℄.Remarque 5.5.8. Dans le as o�u Si2f1;:::;Ng faig\ I(�) = ;, la solution de F�a (�) onstruite auth�eor�eme 5.5.7 est non-onstante jusqu'au premier temps d'atteinte ~� de I(�) :~� 4= inf ft � 0;Yt 2 I(�)g (5.67)En partiulier, si Y0 = y0 2 I(�) alors la solution Y de F�a (�) onstuite au th�eor�eme 5.5.7est non-onstante Py0-ps.D'autre part, si y0 2 Z(�) � Si2f1;:::;Ng faig, alors Y � y0 est �egalement une solution duprobl�eme. Ainsi il ne peut pas y avoir de resultat d'uniit�e en loi si Z(�) est stritement plusgrand que I(�).On onlut ette �etude en d�emontrant que, pourvu que les hypoth�esesH1 etH2 soient v�eri��ees,toute solution �a F�a (�) est n�eessairement onstruite �a partir d'une solution de F�a (1) et d'unhangement de temps :D�emonstration. Supposons que I(�) � Z(�) et soit Y une solution deF�a (�) sur l'espae (
;F ; (Gt)t�0;P)ave Y0 omme ondition initiale.Posons M la martingale loale d�e�nie parMt 4= Z t0 �(Ys)dBs 8t 2 [0;+1) (5.68)Il est lair que (Mt)t�0 2 M;lo ethMit = Z t0 �2(Yv)dv < +1 8t 2 [0;+1); P-ps (5.69)Grâe au th�eor�eme de repr�esentation des martingales loales, il existe un mouvement brownienfWs : 0 � s;+1g tel que Mt =WhMit 8t 2 [0;+1); P-ps (5.70)Ts 4= inf ft � 0 : hMit > sg (5.71)T est un proessus roissant, ontinu �a droite et tel quefTs < tg = fs < hMitg (5.72)Soit le temps d'arrêt R d�e�ni parR 4= inf fs � 0 : Y0 +Ws + LTs (Y ) 2 I(�)g (5.73)



142 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREOn introduit �egalement � grâe �a la formule (5.67). Soit~Xu = YTu ; u � 0Supposons avoir d�emontr�e quehMit = inf(s � 0 : Z s+0 du�2(YTu) = Z s+0 du�2( ~Xu) > t) 8t 2 [0;+1[; P-ps (5.74)Alors, il est faile de onstater que ~X v�eri�e F�a (1). En utilisant les mêmes arguments que dansla preuve d'Engelbert et Shmidt (f. [22℄ p.336), on d�emontre �a partir de (5.74) que la solution Yque l'on s'est donn�ee �a l'�equation F�a (�) est en fait n�eessairement onstruite �a partir de ~X qui estsolution de F�a (1) : en e�et, pour onstruire Y �a partir de ~X, il suÆt de reprendre l'ensemble desarguments de la setion 5.5.3 en rempla�ant partout A par hMi et X par ~X , et en utilisant (5.74).L'uniit�e en loi des solutions de F�a (1) implique alors l'uniit�e en loi des solutions de F�a (�).Notre but est don de v�eri�er (5.74). Pour ela il suÆt de re�erire exatement la mêmed�emonstration que elle d�evelopp�ee dans la setion 5.3.5 en utilisant les hypoth�eses H1 et H2. Leth�eor�eme 5.5.1 est ainsi d�emontr�e.



5.6. STATISTIQUE DES PROCESSUS ASYM�ETRIQUES 1435.6 Statistique des proessus asym�etriquesCette setion est la pr�esentation d'un travail r�ealis�e en ommun ave Olivier Bardou. Je tiens�a remerier Olivier pour son dynamisme et sa profonde gentillesse.5.6.1 IntrodutionThe skew Brownian motion arises in the modelling of disontinuous physial systems. Geophy-sial phenomens, nulear reators, polymers, omposite strutures are examples of suh systems.However, if the estimation of Feller di�usion proesses has been extensively studied, so far, noresult is available for the estimation of skewed proesses. This artile is a �rst attempt to alibratethe skew oeÆient of suh proesses. First, let us make preise what we all skew proesses andskew oeÆient.Let �
; F ; F := (Ft)t�0 ; P� be a �ltered probability spae and let B be a F-brownian motion. Ourmain tool is a ontinuous stohasti proess reeted over an interval [a; b℄ with a <  < b. Suha proess X� an be de�ned as the unique weak solution of the following stohasti di�erentialequation :X�t = x+ Z t0 �(X�s ) dBs + (2�� 1)Lt (X�)�K [a; b℄t (X�); x 2 [a; b℄; � 2℄0; 1[ (5.75)where K [a; b℄(X�) := La(X�) � Lb(X�) and the proess L(X�) is the symmetri loal time ofthe proess X� (for more referenes about loal times, see [40℄). The funtion � is supposed to beLipshitz and bounded away from zero. This funtion is supposed to be known.The oeÆient � is alled the skew oeÆient and our main interest is in the estimation of thisparameter from a single observation of the proess X� in the long run. Thus, for the remainderof this paper, we shall onsider the statistial model(
; F ; F; (X�t ) ; C([a; b℄); B (C([a; b℄)) ; P�; � 2℄0; 1[)where P� is the law of the proess X given �.The existene of weak solutions of the SDE (5.75) without reetion (K [a; b℄(X�) � 0) is knownfrom [15℄. As our estimation proedure relies on the ergodiity of the proess X�, we introdue areetion over a bounded interval by the mean of the proess K [a; b℄(X�). Our hypothesis ensurethe existene and uniqueness of a weak solution to equation (5.75). This is suÆient for ourpurpose. Moreover, the hypothesis of a proess living in a bounded domain seems suitable forpratial purposes.5.6.2 Estimation of the skew oeÆient � when the lous of the asyme-try is knownIn this �rst part, we shall suppose that the lous of the asymetry  is known.5.6.2.1 Main Assumptions and ResultsSet MT := 1T Z T0 �2(X�s )1[; b℄X�s ds; T > 0 (5.76)and �̂T := MT R a dx�2(x)MT �R a dx�2(x) � R b dx�2(x)�+ (b� ) ; T > 0 (5.77)Our main result is the following theorem.



144 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERETh�eor�eme 5.6.1. The random variable �̂T is a strongly onsistent and asymptotially normalestimator of the oeÆient �.This theorem will appear as a orollary of two propositions. The �rst one states an ergoditheorem for the proess X�.Proposition 5.6.1. Let �1 and �� be the densities respetively de�ned byd�1(x) := 1�(b� ) + (1� �)( � a) ��1[; b℄(x) + (1� �)1[a; ℄(x)� dx (5.78)and d��(x) = d�1(x)�2(x)RR d�1(x)�2(x) : (5.79)For any measurable funtion f in L1(��),1T Z T0 f(X�s ) ds a:s:�����!T!+1 Z f d�� : (5.80)Remarque 5.6.1. It is straigthforward to hek that the funtion ��2 is in L1(�1) from ourhypothesis.The seond proposition of interest provides a entral limit theorem.Proposition 5.6.2. For any measurable funtion f in L1(��),pT  1T Z T0 f(X�s ) ds� Z f d��! Law�����!T!+1 N (0; �2f ); (5.81)where N (0; �2f ) stands for the zero mean gaussian law with variane�2f = 4 ZR�(z)2 Z bz f(y)� R f d���(y)2 dy!2 d��(y): (5.82)The next part of this paper is devoted to the proofs of these two propositions.5.6.2.2 ProofsIn order to prove the proposition 5.6.1, we start by onsidering the ase � � 1. Then we shalldedue the general ase using a time hange argument.Lemme 5.6.2. If the di�usion funtion � is onstant and equal to 1, then the proess X1 has aunique invariant measure with density �1 de�ned as in (5.78).D�emonstration. If � � 1, the equation (5.75) readsX1t = x+Bt + (2�� 1)Lt (X1)�K [a; b℄t (X1); x 2 [a; b℄; � 2℄0; 1[; t 2 [0; T ℄: (5.83)Choose p and q stritly positive and suh that� := qp+ q :Let 'p;q be the ontinuous funtion de�ned by'p;q(y) := p(y � )1(y�) + q(y � )1(y�) + ; y 2 R:



5.6. STATISTIQUE DES PROCESSUS ASYM�ETRIQUES 145This funtion has an inverse '�1p;q :'�1p;q(y) = 1p (y � )1(y�) + 1q (y � )1(y�) + ; y 2 R:Lt ('(X)) = 12 �'0+()L+t (X) + '0�()L�t (X)� : (5.84)In view of the Itô-Tanaka formula, we an state that the proess Yt := 'p;q(X1t ) satis�esYt = 'p;q(x) + Z t0 �(Ys) dBs + �Lt (Y )�K [pa; qb℄t (Y ); x 2 [a; b℄; t 2 [0; T ℄; (5.85)where the funtion � is de�ned as �(y) := p1(y�) + q1(y�)the onstant � is � := q�� p(1� �)q�+ p(1� �) ;and the proess K [pa; qb℄t (Y ) is de�ned as Lpat (Y )�Lqbt (Y ). The proess Y is reeted at points paand qb. Equation (5.85) has a unique weak solution. This solution is assoiated to the followingdivergene form operator :A = ddx �12�2 ddx� + Neumann boundary onditionsThe proess Y has a unique invariant measure : the uniform measure over the interval [pa; qb℄.Consequently, the proess X1 = '�1p;q(Y ) has also a unique invariant measure with density �1. Thisends the proof of lemma 5.6.2.The following orollary is an immediate onsequene of the former lemma.Corollaire 5.6.3. If the di�usion funtion � is onstant and equal to 1, then, for any measurablefuntion f in L1(�1), 1T Z T0 f(X1s ) ds a:s:�����!T!+1 Z f d�1: (5.86)D�emonstration. The proof of this result is lassial (see, e.g., [17℄) as the main assumption neededin the proof, the strong Markov property, holds for the proess X1.D�emonstration. Proof of proposition 5.6.1 We are now in position to demonstrate the proposition5.6.1. We introdue the stopping time�t := inf �s : Z s0 �2(X�u )du > t�and the proess ~Yt := X��t whih veri�es~Yt = x+ Z �t0 �(X�s ) dBs + (2�� 1)L�t(X�)�K [a; b℄�t (X�): (5.87)The Dubins-Shwarz theorem states that there exists a Brownian motion W suh thatZ �t0 �(X�s ) dBs = Wt; 8t � 0; a.s.



146 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREMoreover, L�t(X�) = Lt (X�� ) (see [40℄ exerise (1.27) p. 235). Thus, the equation (5.87) an bewritten as ~Yt = x+Wt + (2�� 1)Lt (X�� )�K [a; b℄t (X�� )= x+Wt + (2�� 1)Lt ( ~Y )�K [a; b℄t ( ~Y ):This is the equation (5.83). It is known that suh an equation has a unique weak solution. Andwe have already demonstrated that this solution has a unique invariant measure. Therefore, thelemma (5.6.2) applies.Let us reall the de�nition of the density �� :d��(x) = d�1(x)�2(x)RR d�1(x)�2(x) ;and let us onsider a measurable funtion f in L1(��). We are interested in the onvergene ofthe random variable 1�T Z �T0 f(X�s )ds:An easy hange of variables allows to rewrite it1�T Z �T0 f(X�s )ds = R T0 f( ~Ys) ds�2( ~Ys)R T0 ds�2( ~Ys) :Then, applying orollary 5.6.3, we an state that1�T Z �T0 f(X�s ) ds a:s:�����!T!+1 Z f d�� :As the proess (�t)t�0 is stritly inreasing we an onlude the proof and assert that1T Z T0 f(X�s ) ds a:s:�����!T!+1 Z f d�� :So far, we have proved the strong law of large numbers. We now turn to the proof of the entrallimit theorem.D�emonstration. Proof of proposition 5.6.2One more, onsider the funtion'p;q(y) = p(y � )1(y�) + q(y � )1(y�) + ; y 2 R:We now �x the parameters p = � and q = 1� � suh thatq�� p(1� �) = 0:is trivially satis�ed.The proess Ŷt := '�;1��(X�t ) satis�esdŶt = �(Ŷt)dBt � dK [�a; qb℄t (Ŷ ); t 2 [0; T ℄; Ŷ0 = '�;1��(x); (5.88)where �(y) := � Æ '�1�;1��(y) ��1(y�) + (1� �)1(y�)� ;



5.6. STATISTIQUE DES PROCESSUS ASYM�ETRIQUES 147and K [pa; qb℄t (Ŷ ) := L�at (Ŷ )�Lqbt (Ŷ ). Consider a measurable funtion f in L1(��) and the Poissonproblem ( 12�(y)2 d2udy2 (y) = �f Æ '�1�;1��(y) + R fd��; y 2 (pa; qb)dudy (y) = 0; y = pa or qb: (5.89)This problem has a solution twie di�erentiable with �rst derivative ontinuous, namelyu(x) := 2 Z x� a Z qbz f Æ '�1�;1��(y)� R fd���(y)2 dy! dz; x 2 [pa; qb℄:By Itô's formulau(ŶT ) = u(Ŷ0) + 12 Z T0 �(Ŷs)2 d2udy2 (Ŷs) ds+ Z T0 �(Ŷs)dudy (Ŷs) dBs� Z T0 �(Ŷs)dudy (Ŷs) dK [pa; qb℄s (Ŷ )= u(Ŷ0)� Z T0 f Æ '�1�;1��(Ŷs) ds+ T Z fd�� + Z T0 �(Ŷs)dudy (Ŷs) dBs= u(Ŷ0)� T  1T Z T0 f(X�s ) ds� Z fd��!+ Z T0 �(Ŷs)dudy (Ŷs) dBsThus,pT  1T Z T0 f(X�s ) ds� Z fd��! = 1pT Z T0 �(Ŷs)dudy (Ŷs) dBs � 1pT �u(ŶT )� u(Ŷ0)� :We aim to apply the Central Limit Theorem for stohati integrals in order to prove the onver-gene in law. The braket of the stohasti integral appearing in the expression is1T Z T0 ��(Ŷs)dudy (Ŷs)�2 ds:We are now going to express this integral in terms of the proess X� and apply the result ofproposition 5.6.1 to hek its almost sure onvergene :�2f := a.s- limT!1 1T Z T0 ��(Ŷs) � dudy (Ŷs)�2 ds= a.s- limT!1 1T Z T0 �� Æ '�;1��(X�s ) � dudy Æ '�;1��(X�s )�2 ds= ZR�� Æ '�;1��(z) � dudy Æ '�;1��(z)�2 d��(z)= 4 ZR�(z)2 Z bz f(y)� R f d���(y)2 dy!2 d��(z) < +1:The assumptions of the Central Limit Theorem for Brownian martingales are veri�ed (see [3℄) andtherefore 1pT Z T0 �(Ŷs)dudy (Ŷs) dBs Law�����!T!+1 N �0; �2f� :Moreover, as the funtion u is ontinuous over the ompat [pa; qb℄, it is bounded and so1pT �u(ŶT )� u(Ŷ0)� P�����!T!+1 0:



148 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREFinally, we apply Slutsky's lemma to dedue the onvergene in lawpT  1T Z T0 f(X�s ) ds� Z f d��! Law�����!T!+1 N (0; �2f ):We have now all the elements to prove the main theorem of this paper.D�emonstration. Proof of theorem 5.6.1 Remember the de�nition of the estimator �̂T :�̂T := MT R a dx�2(x)MT �R a dx�2(x) � R b dx�2(x)�+ b ;with MT := 1T Z T0 �2(X�s )1(X�s �) ds; T > 0:>From proposition 5.6.1, we know that the proess M onverges almost surely.MT a:s:�����!T!+1 Z +1 �2 d�� :This limit an be restated as a funtion of � :Z +1 �2 d�� = RR�2(x)1(x�) d�1(x)�2(x)RR d�1(x)�2(x)= �b� R b dx�2(x) + (1� �) R a dx�2(x) :Thus, we an onlude to the strong onsisteny of the estimator �̂T . To prove the asymptotinormality, we have to rewrite �̂T in a slightly di�erent way :pT (�̂T � �) = pT MT R a dx�2(x) � �MT �R a dx�2(x) � R b dx�2(x)�� �bMT �R a dx�2(x) � R b dx�2(x)�+ b= pT �(1� �) R a dx�2(x) + � R b dx�2(x)��MT � R +1 �2 d���MT �R a dx�2(x) � R b dx�2(x)�+ bUsing the results of the propositions 5.6.1 and 5.6.2, we know that, from one hand,MT a:s:�����!T!+1 Z +1 �2 d�� ;and from the other hand,pT �MT � Z +1 �2 d��� Law�����!T!+1 N �0; �2� ;with �2 := 4 ZR�(z)2 Z bz �2(y)1(y�) � R +1 �2 d���(y)2 dy!2 d��(y):



5.6. STATISTIQUE DES PROCESSUS ASYM�ETRIQUES 149Therefore, applying Slutsky's lemma again, we an onlude that our estimator is asymptotiallynormal : pT (�̂T � �) Law�����!T!+1 N �0; �2�with variane �2 := 0� �(1� �) R a dx�2(x) + � R b dx�2(x)� �R +1 �2 d�� �R a dx�2(x) � R b dx�2(x)�+ b1A2 :This ends the proof of our main theorem.5.6.3 Proess with driftWe now turn to the general ase of skew proesses with drift. Let X , be the unique weaksolution of the stohasti di�erential equation :Xt = x+ Z t0 b(Xs) ds+ Z t0 �(Xs) dBs + (2�� 1)Lt (X)�K [a; b℄t (X); x 2 [a; b℄; � 2℄0; 1[: (5.90)The funtion b is supposed to be Lipshitz, and, one more, the funtions b and � are supposedto be known.A sale funtion of the proess iss(y) := Z ya exp��2 Z za b(u)�2(u) du� dy; a � y � b:As the funtion s is twie di�erentiable, the Itô-Tanaka formula applied to this funtion and theproess X leads to the following representation for the proess Xs := s(X).Xst = s(x) + Z t0 (�s0) Æ s�1(Xsu) dBu + (2�� 1)Ls()t (Xs)� Z t0 s0 Æ s�1(Xsu)dK [a; b℄u (X):Now, let us de�ne the funtion �s := (�s0) Æ s�1 and the proessK [s(a); s(b)℄t (Xs) := Z t0 s0 Æ s�1(Xsu)dK [a; b℄u (X):Therefore, one an easily hek that the proess Xs veri�es the following SDE in the weak sense :Xst = s(x) + Z t0 �s(Xsu) dBu + (2�� 1)Ls()t (Xs)�K [s(a); s(b)℄t (Xs);where the proess K [s(a); s(b)℄(Xs) indues a reletion over the interval [s(a); s(b)℄. As the proessX is reeted over the interval [s(a); s(b)℄ this equation is preisely the SDE 5.75 studied in the�rst part of this paper. Following exatly the same demonstration, it is then a trivial matter toprove thatTh�eor�eme 5.6.2. The estimator of the parameter � de�ned by�̂T := MT R a dx(�2 s0)(x)MT �R a dx(�2s0)(x) � R b dx(�2s0)(x)�+ s(b) ; T > 0where MT := 1T Z T0 (� s0)2(Xu)1(Xu�) du; T > 0is strongly onsistent and asymptotially normal.



150 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERED�emonstration. The sale funtion s is a stritly inreasing funtion so that,1T Z T0 (� s0)2 Æ s�1(Xsu)1(Xsu�s()) du = 1T Z T0 (� s0)2(Xu)1(Xu�) du:5.6.4 Invariant measure of the proess XFrom the former result, it is possible to give an expression for the unique invariant measure ofthe proess X .Proposition 5.6.3. The proess X admits a unique invariant measure with density�(dx) / ��p(x)1[; b℄(x) + (1� �)p(x)1[a; ℄(x)� dxwith p(x) / exp�2 R xa b(z)�2(x) dz��(x)2 ; 8x 2 [a; b℄:5.7 Estimation in the general ase : work in progress withOlivier BardouWe are now going to explain how one an onstrut an eÆient estimator of the parameter as a minimum ontrast estimator. First, we need an easy lemma about time hanged di�usionproesses.Lemme 5.7.1. If the proess X satis�es the following SDEXt = x+ Z t0 b(Xs) ds+ Z t0 �(Xs) dBs + (2�� 1)Lt (X)�K [a; b℄t (X); (5.91)for � 2 [a; b℄, we de�ne the random time hange���t := inf �s � 0 : Z s0 1(Xs��) ds > t� :Then, �X�t := X���t satis�es the SDE�X�t = �X�0 + Z t0 b( �X�s ) ds+ Z t0 �( �X�s ) dWs + (2�� 1)Lt ( �X�)�K [�; b℄t ( �X�)if  � � and �X�t = �X�0 + Z t0 b( �X�s ) ds+ Z t0 �( �X�s ) dWs �K [�; b℄t ( �X�)if  � �, where W is a new standard brownian motion and �X�0 := infs�0 fXs � �g.In partiular, the proess �X�t := X���t is reeted along the two-sided intervall [�; b℄.D�emonstration. From the de�nition of the stopping time ���t , it is lear that{ R ���t0 1(Xs��) ds = R t0 1(X���s��) d���s = t,{ R ���t0 1(Xs��) dBs = R t0 1(X���s��) dB���s is a standard brownian motion Wt from Dubbins-Shwarz theorem.



5.7. ESTIMATION IN THEGENERAL CASE :WORK IN PROGRESSWITH OLIVIER BARDOU151Moreover, by onstrution, �X�t � �, almost surely, for all t � 0. Thus,�X�t � � = ��� �X�t � ���� as �X�t � �= ��� �X�0 � ����+ Z t0 sgn( �X�s � �) d �X�s + L�t ( �X�) from Tanaka formula= ��� �X�0 � ����+ Z t0 1( �X�s��) d �X�s + L�t ( �X�) beause �X�t � �= �X�0 � � + Z t0 1(X���s��) dX���s + L�t ( �X�) beause �X�0 � �Thus, we obtain the �rst representation�X�t = �X�0 + Z ���t0 1(Xs��) dXs + L�t ( �X�)We now make use of the expression (5.91) :Z ���t0 1(Xs��) dXs = Z ���t0 b(Xs)1(Xs��) ds+ Z ���t0 �(Xs)1(Xs��) dBs+(2�� 1) Z ���t0 1(Xs��) dLs (X)� Z ���t0 1(Xs��) dK [a; b℄s (X):Considering the �rst two integrals and our preliminary remarks, we have, from one handZ ���t0 b(Xs)1(Xs��) ds = Z t0 b(X���s )1(X���s ��) d���s= Z t0 b( �X�s ) ds;and, from the other, Z ���t0 �(Xs)1(Xs��) dBs = Z t0 �(X���s )1(X���s ��) dB���s= Z t0 �( �X�s ) dWs:Consider now the term Z ���t0 1(Xs��) dLs (X) = Z t0 1(X���s��) dL���s (X)= Z t0 1( �X�s��) dLs ( �X�):It is the lear, from the property of the loal time that{ R t0 1( �X�s��) dLs ( �X�) = 0 if  � �,{ R t0 1( �X�s��) dLs ( �X�) = Lt ( �X�) if  � �.For the same reasons, we also haveZ ���t0 1(Xs��) dK [a; b℄s (X) = K [�; b℄t ( �X�):And the proof is omplete.The graphis 5.1, 5.2 and 5.3 illustrate the former onstrution for a brownian motion. In suha ase, one an �nd an alternative demonstration, based on the same ideas, in [21℄ or [50℄.
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Fig. 5.3 { Reeted brownian motion �X0tRemarque 5.7.2. Of ourse, de�ning the time hange�̂�t := inf �s � 0 : Z s0 1(Xs��) ds > t� ;it is easyly seen that the proess X̂�t := X�̂�t will satis�es the following SDEX̂�t = X̂�0 + Z t0 b(X̂�s ) ds+ Z t0 �(X̂�s ) dWs + (2�� 1)Lt (X̂�)�K [a; �℄t (X̂�)if  � � and X̂�t = X̂�0 + Z t0 b(X̂�s ) ds+ Z t0 �(X̂�s ) dWs �K [a; �℄t (X̂�)if  � �, where W is a new standard brownian motion and X̂�0 := infs�0 fXs � �g.In partiular, the proess hatX�t := X̂��t is reeted along the two-sided intervall [a; �℄.Remarque 5.7.3. As Ŵt = Z �̂�t0 1Xs��dBsand �Wt = Z ���t0 1Xs��dBsWe see that hŴt; �Wtit = Z �̂�t ^���t0 1Xs=�ds = 0For onviniene, we de�ne the right inverses of the random time hanges �̂�t and ���tf̂(t; �) = Z t0 1Xs��ds



154 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�EREand �f(t; �) = Z t0 1Xs��dsWe now prove an interesting lemma onerning the regularity of the random time hanges.Lemme 5.7.4. For all t � 0, the random funtions � 7! ���t and � 7! �̂�t are di�erentiable and��� �̂�t = �L�t �X̂���2(X̂�t )��� ���t = �L�t � �X���2( �X�t )D�emonstration. We prove the lemma for the map � 7! ���t . The demonstration is similar in theother ase.For � 2℄a; b[ and t > 0, we have from the oupation time formula :�f(t; �) = Z t0 1Xs��ds= Z +1� Lyt (X)�2(Xt)dyFrom the �rst expression, we see that t 7! �f(t; �) is di�erentiable for all �xed � 2℄a; b[ with��t �f(t; �) = 1Xt��and from the seond, that � 7! �f(t; �) for all �xed t > 0 with��� �f(t; �) = �Lyt (X)�2(Xt)Moreover, by de�nition, the map t 7! ���t is the right inverse of t 7! �f(t; �). Thus we have :�f(t; ���t ) = t; 8t > 0:Thus we an make use o the impliit funtions theorem and we see that � 7! ���t is di�erentiableand ��� ���t = � ��� �f(���t ; �)��t �f(���t ; �)But from the de�nitions, we have that :��t �f(���t ; �) = 1X���t ��= 1 �X�t ��= 1beause �X� is a proess reeted on [�; b℄. On the other hand��� �f(���t ; �) = �L����t (X)�2(X���t )= �L�t � �X���2( �X�t )and the lemma is proved. �f�T := �f(t; �)



5.7. ESTIMATION IN THEGENERAL CASE :WORK IN PROGRESSWITH OLIVIER BARDOU1555.7.1 Estimator of We are now ready to onstrut the estimator ̂t of the parameter . Keeping the same notations,we now de�ne, for a < � < b, the empirial means�M�T := 1�f�T Z �f�T0 (� s0)2 � �X�s �1( �X�s� �+b2 ) dsand M̂�T := 1̂f�T Z f̂�T0 (� s0)2 �X̂�s�1(X̂�s� �+a2 ) dswhere s is the sale funtions(y) := Z ya exp��2 Z za b(u)�2(u) du� dy; a � y � band �f�T := �f(T; �) and f̂�T := f̂(T; �).Unsurprisingly, we also de�ne the orresponding estimators���t := �M�t R b+�2� dx(�2s0)(x)�M�t �R b+�2� dx(�2s0)(x) � R bb+�2 dx(�2s0)(x)�+ s(b)and �̂�t := M̂�t R a+�2a dx(�2s0)(x)M̂�t �R a+�2a dx(�2s0)(x) � R �a+�2 dx(�2s0)(x)�+ s(�)Finally, the estimator of the parameter  is de�ned aŝt := argmina���bUt(�)with Ut(�) := j���t � �̂�t j.The aim of this setion is to explain the reasons that allow us to think that the followingonjeture should be true :Conjeture 5.7.1. The random variable ̂t is a strongly onsistent estimator of the parameter .To simplify the notations, let us de�neI(u; v) := Z vu dx(�2s0) (x) :Reall that the invariant density of the proess X is :�(dx) / ��p(x)1[; b℄(x) + (1� �)p(x)1[a; ℄(x)� dxwith p(x) / exp�2 R xa b(z)�2(x) dz��(x)2 ; 8x 2 [a; b℄:and we have that : LyT (X)T a:s�����!T!+1 �2(y)p(y); 8y 2 [a; b℄:



156 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERELet us de�ne J(u; v) := Z vu LyT (X)�2(y) dyand K(u; v) := Z vu LyT (X)s0(y)2dyWe have the alternative expressions : �M�T = K( �+b2 ; b)J(�; b)and M̂�T = K( �+a2 ; �)J(a; �)From the results of the previous setion, we hek that�M�t a.s.����!t!+1 �M�1 4= R b�+b2 (�s0)2 (y)p(y)dyR b� p(y)dyand M̂�t a.s.����!t!+1 M̂�1 4= R ��+a2 (�s0)2 (y)p(y)dyR �a p(y)dyFrom the previous equations, it os now easy to hek that UT an be written :UT (�) = j���T � �̂�T jwith �̂�t := K( �+a2 ; �)I(a; �+a2 )K( �+a2 ; �) �I(a; �+a2 )� I( �+a2 ; �)�+ s(�)J(a; �)and ���t := K( �+b2 ; b)I(�; �+b2 )K( �+b2 ; b) �I(�; �+b2 )� I( �+b2 ; b)�+ s(b)J(�; b)Moreover, for all � 2℄a; b[, UT (�) onverges almost surely towards the deterministi funtionU(�) := j���1 � �̂�1jwith ���t a.s.����!t!+1 ���1 4= R b�+b2 (�s0)2 (y)p(y)dy I(�; �+b2 )R b�+b2 (�s0)2 (y)p(y)dy �I(�; �+b2 )� I( �+b2 ; b)�+ s(b) R b� p(y)dyand �̂�t a.s.����!t!+1 �̂�1 4= R ��+a2 (�s0)2 (y)p(y)dy I(a; �+a2 )R ��+a2 (�s0)2 (y)p(y)dy �I(a; �+a2 )� I( �+a2 ; �)�+ s(�) R �a p(y)dyWe get that 8 � 2 [a; b℄ : UT (�) a:s�����!n!+1 U(�) 4= ����̂�1 � ���1���This funtion is nonnegative and we hek that whenever � 6= 12 ,U() = 0Our aim is now to study the variations of UT and U in order to prove the onvergene of ourargmin estimator.



5.7. ESTIMATION IN THEGENERAL CASE :WORK IN PROGRESSWITH OLIVIER BARDOU1575.7.2 Numerial resultsDans ette setion, nous pr�esentons quelques r�esultats num�eriques a�n de les onfronter aveles r�esultats th�eoriques obtenus.Les tests num�eriques que nous avons e�etu�es portent sur le Mouvement Brownien Asym�etriqueR�e�ehi (Reeted Skew Brownian Motion) de param�etre �. Plus pr�eisement, (B�t )0�t�T est lasolution de B�t = x0 +Bt + (2�� 1)Lt (B�)�K [a;b℄t (B�) (5.92)Nous onentrons notre �etude sur le omportement de l'erreur en fontion du temps. Pour efaire, nous avons simul�e B� �a l'aide d'un sh�ema d'Euler que nous avons sym�etris�e en a et b defa�on �a rendre ompte de la reexion. Nous avons hoisi omme pas de disr�etisation 4t = 0:001.Nous pr�esentons une s�erie de r�esultats obtenus dans le as a = �1 et b = 1.
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158 CHAPITRE 5. DIFFUSIONS R�EFL�ECHIES �A D�ERIVE SINGULI�ERELorsque � vaut exatement 1=2, il est impossible de d�eteter  ar B� n'est plus qu'un Mou-vement Brownien doublement r�eehi : en partiulier, il n'y a alors plus d'asym�etrie. Ainsi, il estl�egitime de penser que plus � est prohe de la valeur ritique 1=2, plus il devient diÆile d'estimerorretement la lieu de l'asym�etrie  ar elle-i est de moins en moins (( visible )).Nous pr�esentons les r�esultats que nous avons obtenus lorsque � = 0:55 :
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5.7. ESTIMATION IN THEGENERAL CASE :WORK IN PROGRESSWITH OLIVIER BARDOU159Bien entendu, lorsque � = 0:5, il n'y a plus de raison de herher �a estimer  et nous voyonsque ̂T prend des valeurs arbitraires :
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Annexe ARappels : sommes de Riemann etfontions �a variation born�eeProposition A.0.5. Soit � une fontion roissante d�e�nie sur l'intervalle [0; T [ de R. Nous avonsl'in�egalit�e : Tn n�1Xk=0 ��kTn � � Z T0 �(t)dt (A.1)De même, si � est une fontion d�eroissante d�e�nie sur l'intervalle [0; T ℄ de R,Tn n�1Xk=0 ��kTn � � Z T0 �(t)dt+ 2Tn supt2[0;T ℄ j�(t)j (A.2)D�emonstration. Premier as :Soit � une fontion roissante d�e�nie sur l'intervalle [0; T [ de R. Pour tout t tel que kTn � t <(k+1)Tn , ��kTn � � �(t)Ainsi, Z (k+1)TnkTn ��kTn � = Tn ��kTn � � Z (k+1)TnkTn �(t)dtPar ons�equent, Tn n�1Xk=0 ��kTn � � n�1Xk=0 Z (k+1)TnkTn �(t)dt = Z T0 �(t)dtDeuxi�eme as :Soit � une fontion d�eroissante d�e�nie sur l'intervalle [0; T ℄ de R. Pour tout t tel que t 2[kTn ; (k+1)Tn ℄, �� (k + 1)Tn � � �(t)Ainsi, Z (k+1)TnkTn �� (k + 1)Tn � = Tn ��kTn � � Z (k+1)TnkTn �(t)dtet par ons�equent, Tn n�1Xk=0 �� (k + 1)Tn � � n�1Xk=0 Z (k+1)TnkTn �(t)dt = Z T0 �(t)dt161



162ANNEXEA. RAPPELS : SOMMES DE RIEMANN ET FONCTIONS �A VARIATION BORN�EEEn partiulier, Tn n�1Xk=0 ��kTn �+ Tn n�1Xk=0��� (k + 1)Tn �� ��kTn �� � Z T0 �(t)dtet nous obtenons que : Tn n�1Xk=0 ��kTn �+ Tn (� (T )� � (0)) � Z T0 �(t)dtAinsi Tn n�1Xk=0 ��kTn � � Z T0 �(t)dt + Tn (�(0)� �(T ))Corollaire A.0.6. Soit � une fontion positive, �a variation born�ee, d�e�nie sur l'intervalle [0; T [de R. Remarquons qu'�eventuellement �(T ) =1.Nous avons l'in�egalit�e :Tn n�1Xk=0 ��kTn � � Z T0 �(t)dt + 2Tn supt2[0;T�Tn ℄ j�(t)j (A.3)D�emonstration. Puisque � est �a variation born�ee, il existe une deux fontions roissantes �+ et�� telles que � = �+ � ��et es deux fontions peuvent être hoisies telles que leurs supports soient disjoints de telle sorteque supt2[0;T�Tn ℄ j�+(t)j+ supt2[0;T�Tn ℄ j��(t)j � supt2[0;T�Tn ℄ j�(t)jPla�ons nous sur l'intervalle de temps [0; T � Tn [. Les r�esultats de la proposition pr�e�edentenous assurent que :Tn n�2Xk=0 ��kTn � = Tn n�2Xk=0 �+ �kTn �� Tn n�2Xk=0 ���kTn �= Tn n�2Xk=0 �+ �kTn �+ Tn n�2Xk=0 ������kTn �� Z T�Tn0 �+(t)dt+ Z T�Tn0 ����� (t)dt+ 2Tn supt2[0;T�Tn j��(t)j= Z T�Tn0 �(t)dt+ 2Tn supt2[0;T�Tn ℄ j�(t)jet don, Tn n�1Xk=0 ��kTn � = Tn n�2Xk=0 ��kTn �+ Tn �� (n� 1)Tn �� Z T�Tn0 �(t)dt + 2Tn supt2[0;T�Tn ℄ j�(t)j



163et puisque � est suppos�ee positive,Tn n�1Xk=0 ��kTn � � Z T0 �(t)dt + 2Tn supt2[0;T�Tn ℄ j�(t)jqui est bien l'in�egalit�e annon�ee.



164ANNEXEA. RAPPELS : SOMMES DE RIEMANN ET FONCTIONS �A VARIATION BORN�EE



Annexe BRappels : estimations pour lessolutions des EDPs paraboliqueslassiquesSoit (Zxt ) �a valeurs dans R solution d'une �equation di��erentielle stohastique sur une espaeprobabilis�e �ltr�e (
;F ;P; (Ft)) :dZxt = (Zxt )dBt + �(Zxt )dt; Z0 = x (B.1)o�u  et � sont des fontions r�eelles telles que :HB : 8<: � est de lasse C5b (R), ave des d�eriv�ees born�ees est de lasse C6b (R), ave des d�eriv�ees born�eesil existe � tel que (x) � �, 8x 2 R (B.2)Soit f 2 C2(R) \ L2(R).La formule de Feynman-Ka nous assure que la fontion (t; x) 7! E [f(Zxt )℄ est la solution ausens lassique du probl�eme paraboliqueP(; �)( �tu(t; x)� 12(x)�2xxu(t; x)� �(x)�xu(t; x) = 0; (t; x) 2 R�+ � Ru(0; x) = f(x); x 2 R (B.3)et nous avons une estimation pour la solution fondamentale �;�(t; x; y) du probl�eme paraboliqueP(; �). En e�et, dans [23℄ (f. IV x13 p. 376) il est montr�e qu'il existe deux onstantes m et Mpositives telles que : �;�(t; x; y) � m 1p2�texp��M jx� yj22t �Cette estimation est vraie d�es que  et � sont suppos�ees h�olderiennes d'ordre � > 0. Sous leshypoth�eses HB nous avons enore l'existene de deux nouvelles onstantes  et C telles que�;�+0(t; x; y) �  1p2�texp��C jx� yj22t � (B.4)A partir de ette estim�ee, nous pouvons montrer laProposition B.0.7. Si f 2 C1 (R) ave f (1) 2 L2 (R) alors la solution u : (t; x) 7! E [f(Zxt )℄du probl�eme P(; �) est telle que :jj�xu(t; x)jj1 � C(T )jjf (1)jj1 (B.5)165



166ANNEXE B. ESTIMATION POUR LES SOLUTIONS DE PROBL�EMES PARABOLIQUESo�u C(T ) est une onstante ind�ependante de f .De même, jj�xu(t; x)jj1 � C(T )jjf (1)jjL2 1t1=4 (B.6)o�u C(T ) est une onstante ind�ependante de f .En�n, jj�xu(t; x)jj1 � C(T )jjf (1)jjL1 1pt (B.7)o�u C(T ) est une onstante ind�ependante de f .D�emonstration. Introduisons la d�eriv�ee du ot du proessus (Zxt )t�0 que nous notons (�xZxt )t�0.Il est bien onnu que : �xE [f(Zxt )℄ = E [f 0(Zxt )�xZxt ℄et (�xZxt )t�0 est l'unique solution de l'EDS :d(�xZx)t = 0(Zxt )�xZxt dBt + �0(Zxt )�xZxt dt; �xZx0 = 1 (B.8)Par ons�equent,�xu(t; x) = E�f 0(Zxt ) exp�Z t0 0(Zxs )dBs + Z t0 �0(Zxs )ds��= E�f 0(Zxt ) exp�Z t0 0(Zxs )dBs � 12 Z t0 (0)2 (Zxs )ds+ Z t0 ��0(Zxs ) + 12 (0)2 (Zxs )� ds��et au vu des hypoth�eses HB, il existe C(T ) ind�ependante de f telle que :j�xu(t; x)j � C(T ) E� jf 0j (Zxt ) exp�Z t0 0(Zxs )dBs � 12 Z t0 (0)2 (Zxs )ds��Or, t 7! exp�R t0 0(Zxs )dBs � 12 R t0 (0)2 (Zxs )ds� est une martingale exponentielle et le th�eor�emede Girsanov nous permet d'aÆrmer qu'il existe une nouvelle probabilit�e ~P telle que :E� jf 0j (Zxt ) exp�Z t0 0(Zxs )dBs � 12 Z t0 (0)2 (Zxs )ds�� = ~E [ jf 0j(Zxt ) ℄et le proessus (Zxt )t�0 v�eri�e la nouvelle EDS :dZxt = (Zxt )dWt + (�+ 0) (Zxt )dt; Z0 = xo�u nWt 4= Bt � R t0 0(Zxs )ds : t � 0o est un nouveau mouvement brownien sous ~P.Nous voyons don qu'il existe une onstante C(T ) ind�ependante de f telle que :j�xu(t; x)j � C(T )~E [ jf 0j(Zxt ) ℄ = ZR jf 0j(y)�0;�+0(t; x; y)dyAu vu de l'in�egalit�e (B.4), nous sommes en droit de reprendre les arguments donn�es dans lad�emonstration de la proposition 2.2.4. Nous trouvons ainsi le r�esultat annon�e.Corollaire B.0.8. Si f 2 C4b (R)-presque partout sur R, f 2 C3b (R) et f a toutes ses d�eriv�eesdans L2 : jj�x�tu(t; x)jj1 � C(T )�jjf (1)jj1 + jjf (2)jj1 + jjf (3)jj1� (B.9)o�u C(T ) est une onstante ind�ependante de f .



167De même, jj�x�tu(t; x)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL2 + jjf (2)jjL2 + jjf (3)jjL2� 1t1=4 (B.10)o�u C(T ) est une onstante ind�ependante de f .En�n, jj�x�tu(t; x)jj1 � C(T )�jjf (1)jjL1 + jjf (2)jjL1 + jjf (3)jjL1� 1pt (B.11)o�u C(T ) est une onstante ind�ependante de f .D�emonstration. Puisque u(t; x) = E [f(Zxt )℄, la formule d'Itô implique que :�tu(t; x) = E [Lf(Zxt )℄o�u Lf = 12f (2) + �f (1).Le r�esultat de la proposition d�eoule alors du r�esultat de la proposition B.0.7 appliqu�ee �a lafontion Lf .



168ANNEXE B. ESTIMATION POUR LES SOLUTIONS DE PROBL�EMES PARABOLIQUESB.1 Notations{ D d�esigne un ouvert born�e de Rd poss�edant un fronti�ere suÆsamment r�eguli�ere �D pourassurer la validit�e des th�eor�emes �enon��es i-apr�es.{ Pour tout y 2 �D, !n (y) d�esigne le veteur unitaire normal rentrant �a la fronti�ere en y.{ DT � (0; T )�D.{ j:j d�esigne la norme Eulidienne sur D.{ < :; : > d�esigne le produit salaire dans Rd .{ d(x; y) d�esigne la distane Eulidienne entre x et y dans Rd .{ A (�;�) d�esigne l'ensemble des fontions mesurable a d�e�nies sur D, �a valeurs dans l'espaedes matries sym�etriques, et telles que pour tout � 2 Rd , pour tout x 2 D,� j�j2 � < a(x) �; � > � � j�j2 (B.12){ A1 (�;�) d�esigne le sous-ensemble de A (�;�) onstitu�e des fontions de lasse C1.{ L2 (D) (ou L2 (D)) d�esigne l'espae fontionnel des fontions � v�eri�ant RD �2(y)dy < +1.{ (:; :) d�esigne le produit salaire de L2 (D).{ H1 (D) d�esigne omme d'habitude l'espaeH1 (D) � �� 2 L2 (D) : ���xi 2 L2 (D) ; 1 � i � d� (B.13){ On notera G (D) l'espae d�e�ni parG (D) � �� 2 L2lo (D) : ���xi 2 L2 (D) ; 1 � i � d� (B.14)
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172 BIBLIOGRAPHIEL'analyse et l'approximation de solutions des Equations Di��erentielles Stohastiques (E.D.S.)poss�edant des oeÆients disontinus est un sujet qui n'a pas �et�e trait�e de fa�on pleinementsatisfaisante. Ce probl�eme devient partiuli�erement motivant lorsque l'on herhe �a approhernum�eriquement, par des m�ethodes de Monte-Carlo, les solutions de ertaines Equations auxD�eriv�ees Partielles (E.D.P.) qui font �egalement intervenir des oeÆients disontinus. C'est parexemple le as, bien onnu en physique, des E.D.P. ave Op�erateur sous Forme Divergene (O.F.D)que nous �etudions dans e m�emoire : les disontinuit�es traduisent alors les irr�egularit�es du milieudans lequel �evolue le syst�eme �etudi�e.Cette th�ese propose de nouveaux r�esultats pour l'analyse et l'approximation de solutionsd'E.D.S. qui sont reli�es �a un O.F.D. dont les oeÆients sont disontinus. Dans le as unidi-mensionel et lorsque l'O.F.D. pr�esente un oeÆient ne poss�edant qu'une seule disontinuit�e, uneg�en�eralisation de la formule de Feynman-Ka nous permet de proposer un sh�ema naturel dedisr�etisation dont nous analysons la vitesse de onvergene faible pour une lasse de fontionstest r�eguli�eres.Il s'av�ere que l'analyse des transformations simples du Mouvement Brownien Asym�etrique(M.B.A.) (r�egularisation, hangement d'�ehelle, de temps, et.) fournit une approhe int�eressantepour �etudier les probl�emes li�es �a la pr�esene des disontinuit�es. Cette approhe nous permet deproposer un nouvel algorithme de simulation dont nous �etudions l'erreur.Grâe �a la th�eorie des formes de Dirihlet nous exhibons une formule de repr�esentation pour lessolutions du probl�eme elliptique ave onditions de Neumann dans un domaine born�e en dimensionquelonque. Dans le as unidimensionnel, le proessus sous-jaent appartient alors �a une ertainelasse d'E.D.S. doublement r�e�ehies dont nous �etudions les onditions d'existene et d'uniit�e.Nous proposons �egalement des estimateurs pour ertains param�etres reli�es aux assym�etries inter-venant dans es mod�eles.


