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écoulements cisaillés libres à masse
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Avant-Propos
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grand ami Christophe Jonchière ainsi qu’à sa femme Claire pour les nombreuses soirées passées
ensemble, je n’oublie pas non plus mon compère Xavier Gosset, sa femme Florence et le petit
Timothée.
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3.2 Écoulement compressible mono-espèce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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10.2.2 Équations du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

10.2.3 Solution auto-semblable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

10.2.4 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

10.2.5 Résolution numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

10.2.6 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

10.2.7 Ondes de pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

10.3 Perturbation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

Chapitre 11 Stabilité linéaire 143
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Introduction générale

Mélange : d’après [89] ce terme désigne un ensemble résultant de l’union de choses diffé-
rentes. L’action de mélanger conduit ainsi à la combinaison des propriétés des objets mélangés
dont le résultat pourra en posséder les caractéristiques. Cette notion universelle intervient aussi
bien au niveau social (mélange culturel), biologique (mélange chromosomique), qu’industriel.

D’un point de vue industriel, de nombreuses applications de combustion dépendent de la
qualité du mélange comburant/combustible. Ceci est principalement le cas pour les études ac-
tuelles [104][68] liées à la propulsion hypersonique en atmosphère où les moteurs devront opérer
en mode supersonique (SCRAMJET).
En pratique, les propriétés d’instabilité (de type Kevin-Helmholtz) des écoulements cisaillés sont
utilisées pour initier le mélange. La couche de mélange (fig. 1), prototype même de l’écoulement
cisaillé libre, a fait l’objet de nombreuses recherches théoriques, expérimentales et numériques
depuis près d’un demi-siècle. Brown & Roshko [13] ont identifié la présence de structures cohé-
rentes bidimensionnelles puis tridimensionnelles ayant un rôle d’entrâınement important et une
action de mélange lors des coallescences tourbillonnaires [22].

 
U2� ✁

2, T2 

U1� ✁
1, T1 

✂
 

Fig. 1 – Représentation schématique d’une couche de mélange spatiale

En écoulement incompressible, la couche de mélange spatiale est caractérisée par une épais-
seur (δ) fonction linéaire de la distance au bord de la plaque séparatrice et indépendante du
temps [23]. A mesure que l’écoulement devient compressible, les expériences et simulations nu-
mériques montrent une réduction de l’ouverture de la zone de mélange. L’introduction du nombre
de Mach convectif [10] [79], même si ce paramètre n’est pas suffisant pour prendre en compte
tous les effets liés à la compressibilité [23], permet de concentrer grossièrement les résultats de
différents auteurs sur un même graphique (fig. 2).

Mc = max {Mc1; Mc2} avec Mc1 =
|U1 − Uc|

a1
Mc2 =

|U2 − Uc|
a2

1



Introduction générale

où

Uc =
a2U1 + a1U2

a1 + a2
(1)

est la vitesse de convection des grosses structures et ai la vitesse du son dans le fluide i.

Fig. 2 – Épaisseur normalisée de la couche de mélange compressible en fonction du nombre de
Mach convectif d’après [57]

Cette réduction est également prédite par la théorie linéaire de la stabilité [8], mais pas le
palier observé au-delà de Mc = 1. Expérimentalement Samimy & Elliot [91] constatent que
le niveau de turbulence diminue lorsque Mc augmente et qu’il est très difficile d’observer des
structures cohérentes au-delà de Mc = 0.6. Numériquement, Sandham & Reynolds [93] montrent
que l’écoulement est préférablement tridimensionnel au-delà de ce nombre de Mach. De plus,
la vitesse de convection prédite par la relation isentropique (1) est différente de celle mesurée
lorsque Mc > 0.5 [57]. Dimotakis [23] suppose que la présence de zones supersoniques locales et
de chocs générés par les structures cohérentes (eddy-shocklets) modifient les vitesses convectives
et conduit à un entrâınement asymétrique.
L’effet de densité sur le taux d’évasement est également notable. Les expériences de Brown &
Roshko [13] montrent une forte variation de δ avec le rapport de densité (fig. 3). Dans le cas
probable d’utilisation d’hydrogène pour le SCRAMJET on a à effectuer le mélange d’un gaz léger
dans un environnement lourd (air) qui se traduit par une nouvelle réduction de l’entrâınement
de la couche de mélange.

Ces difficultés de mélange ont conduit de nombreux auteurs à s’intéresser aux possibilités
de contrôle de la couche de cisaillement. Ce contrôle peut être passif, et lié à des modifications
géométriques en jouant par exemple sur la forme de la buse d’un jet [52], ou actif comme le
forçage acoustique [40].
En écoulement compressible les interactions de jets [51] et choc/couche de mélange ont été lar-
gement envisagées [40]. Ces méthodes ont pu se montrer efficaces bien qu’il semble que sous

2



Fig. 3 – Effet du rapport de densité sur l’évasement de la couche de mélange d’après [13].

certaines conditions l’interaction choc/turbulence ne conduise pas forcément à une augmenta-
tion des fluctuations de vitesse [3]. Une fois le mélange effectué, la stabilisation de la flamme
passe par la compréhension fine des mécanismes instationnaires mis en jeu (e.g. battement de
jets, interaction choc/tourbillons).

D’un point de vue numérique, l’extrême complexité de la physique considérée (même hors
combustion) nécessite la prise en compte de phénomènes instationnaires et tridimensionnels
liés au mélange compressible d’espèces à masse volumique fortement variable. Ces contraintes
écartent les approches statistiques classiques (de type Reynolds Averaged Navier-Stokes) et
conduisent naturellement à considérer la méthode de Simulation des Grandes Échelles détaillée
dans la première partie de ce mémoire. Le manque d’information sur les modèles de fermeture
compressibles multi-espèces a orienté nos activités vers l’étude fine des contributions sous-maille
issues des équations filtrées. La seconde partie détaille les méthodes numériques retenues pour
les simulations. Les conditions initiales du calcul de couches de mélanges compressibles bi-espèce
ont fait l’objet de développements théoriques présentés en troisième partie. Enfin, l’évaluation
relative de la contribution sous-maille des différents termes à modéliser est effectuée de manière
paramétrique pour les couples N2/O2 et H2/O2.
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Première partie

Simulation des grandes échelles
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Chapitre 1

Concepts de base

1.1 Généralités

Depuis près d’un demi-siècle, la révolution numérique qui inonde notre société a permis à la
Science de poser un nouveau regard sur des problèmes physiques aussi bien fondamentaux que
techniques. Ce troisième oeil est lié aux progrès constants de l’outil informatique et complète les
approches classiques : analytique et expérimentale.

 

Analytique 

Expérimentale Numérique 

SCIENCE 

Fig. 1.1 – Approches scientifiques classiques

Les doubles flèches de la figure (1.1) traduisent les interactions entre ces différents pôles. Le
calcul numérique nécessite l’utilisation d’algorithmes appropriés issus de travaux d’analyse nu-
mérique et en contre partie les résultats de ces calculs permettent de mieux comprendre certaines
interactions physiques et ainsi d’améliorer les modèles. De même, une simulation numérique re-
quiert l’emploi de données expérimentales pour ”caler” le modèle mathématique sur la physique
du processus, la simulation devenant alors une véritable expérience numérique où toutes les
grandeurs sont calculables.

La CFD, ou mécanique des fluides numérique, regroupe sous ce terme générique des pro-
blèmes allant du calcul de l’écoulement potentiel autour d’un corps [45] à la simulation paramé-
trique d’une chambre de combustion [67]. Ces problèmes ont pour base commune les équations
de Navier-Stokes mais leurs hypothèses physiques et géométriques propres conduisent à une
complexité plus ou moins grande du modèle mathématique à résoudre. Dans ce mémoire, prin-
cipalement axé sur les aspects numériques, nous ne considérons que les problèmes classiques de
la turbulence : turbulence homogène et isotrope, transition à la turbulence dans les écoulements
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Chapitre 1. Concepts de base

cisaillés libres, et dans une moindre mesure le cas des jets impactants et de l’interaction choc/jet.

La caractéristique principale d’un écoulement turbulent est la présence d’une large gamme
d’échelles spatio-temporelles [58] intervenant dans le processus de cascade énergétique représenté
en figure (1.2). Schématiquement, les grosses structures fournissent de l’énergie aux tourbillons
de taille inférieure qui fournissent eux-même de l’énergie aux plus petits jusqu’à ce que celle-ci
soit dissipée en chaleur par la viscosité du fluide [88].

 

E(k) 

k kc kL 

production 

k�  

transfert 

dissipation 

Fig. 1.2 – Représentation schématique du spectre d’énergie d’une turbulence homogène et iso-
trope.

L’approche naturelle pour résoudre un problème de turbulence consiste à calculer directe-
ment l’évolution des structures de l’écoulement à partir de conditions initiales adaptées. C’est
la simulation numérique directe (SND). Cette méthode, forcément instationnaire, nécessite un
maillage en espace suffisamment fin pour atteindre les échelles dissipatives (kη) et l’emploi de
méthodes extrêmement précises afin de limiter le rôle de la diffusion numérique. En se rappelant
que le rapport entre les échelles énergétique (kL) et dissipatives (kη) est proportionnel au nombre
de Reynolds (Re) construit sur les échelles énergétiques de l’écoulement [58] :

L

η
= O

(
Re3/4

)

on se trouve limité en pratique à des études à faible nombre de Reynolds, de l’ordre de la
centaine. Cette valeur est malheureusement bien éloignée des ordres de grandeur rencontrés en
configuration industrielle (≈ 105 à 108). Malgré ces limitations, la SND est un outil unique pour
l’étude fondamentale des problèmes de turbulence. Elle permet une description fine des ”méca-
nismes physiques de base qui régissent la dynamique des fluides, en vue de leur compréhension,
de leur modélisation et ultérieurement de leur contrôle” (Sagaut [90]).

L’approche statistique [73] est le moyen le plus couramment employé pour s’affranchir des
limitations de la SND. Elle est applicable en géométrie complexe et permet une augmentation
du nombre de Reynolds, au détriment d’une perte d’information au niveau des champs simulés.
Un opérateur de moyenne (souvent temporelle ou spatiale sous hypothèse d’ergodicité),

〈u(x)〉 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
u(x, t)dt

8
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est appliqué aux équations de Navier-Stokes (approche RANS ou Reynolds Averaged Navier-
Stokes) et permet ainsi de ne calculer que le champ moyen. Ce champ est néanmoins relié
physiquement à toutes les autres échelles présentes dans l’écoulement dont l’influence est prise
en compte par l’introduction d’un modèle statistique. En pratique ces modèles ont une portabi-
lité très limitée et doivent être ajustés au cas par cas [41].

La simulation des grandes échelles (SGE) se situe entre les deux approches précédentes. Par-
tant du principe que le mécanisme de transfert énergétique est universel au niveau de la zone
inertielle quel que soit le type d’écoulement considéré, plutôt que de moyenner les équations on
va ici appliquer un filtre spatial. Ce filtre, passe-bas en fréquence, réduit le nombre de degrés de
liberté du système par rapport à la SND et autorise une résolution beaucoup plus détaillée des
champs qu’en RANS. Là encore, du fait de la non-linéarité des équations de Navier-Stokes un
modèle de turbulence, dit modèle de sous-maille, est nécessaire pour fermer le système.

L’objet de cette première partie est d’introduire le formalisme de la SGE pour le cas d’un
mélange binaire de fluides compressibles et de présenter les moyens de résolution associés.

1.2 Équations de bilan

Dans cette section on exprime les équations de conservation (masse, quantité de mouvement,
énergie) par unité de volume qui seront étudiées dans la suite. Ces équations sont établies en
allant du cas général vers le particulier. Les variables principales sont :

– ρ la densité,

– ui ième composante de la vitesse,
– ρet l’énergie totale par unité de volume,
– Yα fraction massique de l’espèce α.

1.2.1 Écoulement compressible multi-espèces

Les équations régissant l’évolution du mélange de N espèces gazeuses sont rappelées par
Poinsot et Veynante [82] en coordonnées cartésiennes orthonormales.

Loi d’état

En supposant que le mélange de N gaz parfaits est lui même parfait, la loi de Dalton donne
pour la pression :

p = ρ r T

où T est la température, et r le barycentre des constantes massiques des gaz :

r =
N∑

α=1

Yαrα ; avec rα =
R

Wα

R = 8.314 J/(mole K) est la constante universelle des gaz parfaits, et Wα la masse molaire de
l’espèce α.
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Chapitre 1. Concepts de base

Masse

La conservation de la masse totale du système impose :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρuj) = 0

et pour l’espèce α :
∂ρYα

∂t
+

∂

∂xj
(ρ (uj + Vα,j)Yα) = 0

Vα,j est la jème composante de la vitesse de diffusion Vα de l’espèce α. Classiquement, en
négligeant l’effet Soret, cette expression est approchée par la loi de Fick :

Vα,jYα = −Dα
∂Yα

∂xj

ou pour le flux de diffusion :

Jαj = ρVα,jYα = −ρDα
∂Yα

∂xj

Dα étant le coefficient de diffusion de l’espèce α dans le mélange.

Quantité de mouvement

En l’absence de force extérieure l’équation de quantité de mouvement s’écrit :

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj
(ρuiuj) +

∂p

∂xi
=

∂σij

∂xj

Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses, σij , est défini sous l’hypothèse
de Stokes par :

σij = µ

[
−2

3

∂uk

∂xk
δij +

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

]

µ représentant la viscosité dynamique.

Énergie

Plusieurs écritures sont possibles pour cette équation. Trois sont classiquement utilisées :
– énergie totale
– énergie interne
– enthalpie
En négligeant la contribution de l’effet Dufour [62], la conservation de l’énergie totale s’écrit :

∂

∂t
(ρet) +

∂

∂xj
(ρetuj) +

∂

∂xj
(puj) = − ∂qj

∂xj
+

∂

∂xi
(σij uj)

où le flux d’énergie :

qj = −k
∂T

∂xj
+

N∑

α=1

hαJαj
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incorpore uniquement les termes de Fourier (k : coefficient de Fourier) et de diffusion enthalpique.
L’enthalpie de l’espèce α étant définie par :

hα =

∫ T

T0

CpαdT + ∆h0
α (1.1)

où ∆h0
α est l’enthalpie de formation de l’espace α (nulle pour un corps pur) à la température

de référence T0 (généralement prise à 298.15K). Cpα est la chaleur massique à pression constante.

On obtient l’équation de l’énergie interne (e) grâce à la relation :

et = e +
1

2
uiui

Soit,
∂

∂t
(ρe) +

∂

∂xj
(ρeuj) + p

∂uj

∂xj
= − ∂qj

∂xj
+ σij

∂ui

∂xj

Et sous la forme enthalpique statique :

h = e +
p

ρ

∂

∂t
(ρh) +

∂

∂xj
(ρhuj) =

∂p

∂t
+ uj

∂p

∂xj
− ∂qj

∂xj
+ σij

∂ui

∂xj

1.2.2 Mélange binaire

Dans ce mémoire nous avons restreint les études multi-espèces au cas binaire, c’est-à-dire
au mélange de deux gaz uniquement. Cette hypothèse permet de réduire le système d’équations
tout en gardant la physique du mélange. La principale simplification intervient au niveau de la
conservation de la masse où il n’est pas nécessaire d’utiliser de vitesse de correction [82] puisque
D1 = D2 = D. La relation Y = Y1 = 1 − Y2 impose également :

Jj = J1j = −J2j = −ρD
∂Y

∂xj

Forme conservative

S’il y a lieu de considérer d’éventuelles discontinuités de l’écoulement, la formulation conser-
vative des équations est nécessaire [35]. Le système final d’équations sous forme conservative
faible est alors :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρuj) = 0 (1.2)

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj
(ρuiuj) +

∂p

∂xi
=

∂σij

∂xj
(1.3)

∂

∂t
(ρet) +

∂

∂xj
(ρetuj) +

∂

∂xj
(puj) = − ∂qj

∂xj
+

∂

∂xj
(σij ui) (1.4)

∂

∂t
(ρY ) +

∂

∂xj
(ρY uj) = −∂Jj

∂xj
(1.5)

avec

qj = −k
∂T

∂xj
+ (h1 − h2)Jj (1.6)

p = ρ (r2 + (r1 − r2)Y ) T (1.7)
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Forme convective-primitive

En l’absence de choc, l’écriture du système précédent (1.2)–(1.5) en terme des variables
primitives [ρ, ui, T, Y ] permet une réduction du nombre d’opérations. Sous la forme convective-
primitive, on a :

∂ρ

∂t
+ uj

∂ρ

∂xj
+ ρ

∂uj

∂xj
= 0 (1.8)

ρ

[
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

]
+

∂p

∂xi
=

∂σij

∂xj
(1.9)

ρCv

[
∂T

∂t
+ uj

∂T

∂xj

]
+ p

∂uj

∂xj
= σij

∂ui

∂xj
+

∂

∂xj

(
k

∂T

∂xj

)
− (Cp1 − Cp2)Jj

∂T

∂xj

− (r1 − r2) T
∂Jj

∂xj
(1.10)

ρ

[
∂Y

∂t
+ uj

∂Y

∂xj

]
= −∂Jj

∂xj
(1.11)

où Cv = Cp 2 + (Cp 1 − Cp 2)Y − r

1.2.3 Écoulement compressible mono-espèce

Si on suppose que l’écoulement est constitué d’un seul fluide, le système d’équation à résoudre
se simplifie. Il suffit de poser Y = cste dans (1.2)–(1.4) où le flux de chaleur est remplacé par :

qj = −k
∂T

∂xj
(1.12)

et la loi d’état par :

p = ρrT ; avec r =
R

W
(1.13)

1.2.4 Écoulement incompressible mono-espèce

Si maintenant on effectue l’hypothèse supplémentaire que l’écoulement est incompressible,
le système précédent se simplifie encore. En supposant également que la viscosité est constante,
l’équation de l’énergie est découplée de la dynamique. Ce nouveau système est exprimé d’abord
dans l’espace physique puis dans l’espace spectral.

Espace physique

Dans l’espace physique il faut maintenant résoudre :

∂uj

∂xj
= 0 (1.14)

∂ui

∂t
+

∂

∂xj
(uiuj) +

1

ρ

∂p

∂xi
= ν

∂

∂xj

{
∂ui

∂xj

}
(1.15)
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Espace spectral

En considérant que toutes les directions sont homogènes, le système (1.14)–(1.15) est écrit de
manière équivalente dans l’espace de Fourier. Pour cela on introduit la transformée de Fourier
continue et sa réciproque :

f̂ (~k, t) =

(
1

2π

)3 ∫
f (~x, t) e−jc

~k·~xd~x (1.16)

f (~x, t) =

∫
f̂ (~k, t) ejc

~k·~xd~k (1.17)

avec j2
c = −1.

Dans l’espace spectral, l’équation de continuité (1.14) devient :

kiûi = 0 (1.18)

et l’équation de quantité de mouvement (1.15) :

∂ûi

∂t
+ jckj (ûi ∗ ûj) + jckiP̂ = −νk2ûi (1.19)

où P = p/ρ et k2 = kiki, le produit de convolution étant défini tel que :

(ûl ∗ ûj) (~k, t) =

∫

~p+~q=~k
ûl (~p, t) ûj (~q, t) d~p (1.20)

La projection de (1.19) sur le plan perpendiculaire à ~k donne :

P̂ = −klkj

k2
(ûl ∗ ûj)

En introduisant le projecteur,

Pij(~k) = δij −
kikj

k2
(1.21)

on a au final :
∂ûi

∂t
+ νk2ûi = ti(~k, t) (1.22)

avec
ti(~k, t) = −jckjPil(~k) (ûl ∗ ûj) (~k, t)
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Chapitre 2

Filtrage

En Simulation des Grandes Échelles, toute variable φ de l’écoulement est décomposée en la
somme des contributions des grandes échelles φ et des petites échelles φ′ :

φ = φ + φ′

Cette séparation d’échelles fait appel à un opérateur de filtrage, noté ·, caractérisé d’abord d’un
point de vue continu puis discret dans ce chapitre.

2.1 Filtrage continu

Dans cette section générale, basée sur l’ouvrage de P. Sagaut [90], on ne considère que le
filtrage spatial.

2.1.1 Filtrage homogène

Le filtre utilisé pour la séparation d’échelles est classiquement défini dans le cas homogène
et isotrope, c’est-à-dire que les propriétés de celui-ci sont identiques en chaque point d’espace et
indépendantes de la direction considérée.

Définition

La partie filtrée φ (~x) est obtenue par convolution du noyau du filtre (G) et du champ
instantané φ sur le domaine Ω :

φ(~x) =

∫

Ω
φ(~ξ)G(~x − ~ξ )d~ξ (2.1)

Dans l’espace spectral la convolution est remplacée par le produit des spectres :

φ̂(~k) = φ̂(~k) Ĝ(~k)

Propriétés

Afin d’être facilement manipulable, le filtre doit vérifier les propriétés suivantes :
– Conservation des constantes

a = a ⇐⇒
∫

Ω
G(~ξ )d~ξ = 1
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– Linéarité

φ + ψ = φ + ψ

– Commutativité avec la dérivation
∂φ

∂x
=

∂φ

∂x

De plus, le filtre sera dit positif si son noyau est positif [112], soit en 1D :

G(x) ≥ 0 ∀ x

Exemples

Deux filtres mono-dimensionnels classiques sont présentés en figure (2.1). Il s’agit du filtre
bôıte et du filtre porte :

– Le filtre bôıte, local en espace, impose la taille maximale des structures résolues

G(x − ξ) =

{
1
∆

si |x − ξ| ≤ ∆
2

0 sinon
(2.2)

Ĝ(k) =
sin(k∆/2)

k∆/2

– Le filtre porte, local dans l’espace de Fourier, impose la fréquence maximale du spectre
des structures résolues

G(x − ξ) =
sin(kc(x − ξ))

kc(x − ξ)
, avec kc =

π

∆

Ĝ(k) =

{
1 si |k| ≤ kc

0 sinon
(2.3)

2.1.2 Filtrage non homogène

En pratique on ne peut pas toujours se ramener aux situations homogènes ou isotropes. La
présence de parois, par exemple, nécessite de revoir et d’étendre la définition du filtrage.

Filtres SOCF

De nombreux travaux existent sur le problème de filtrage [90] [66], nous ne présenterons ici
que les résultats de Ghosal [34] utiles pour la suite de ce mémoire.
Ces auteurs proposent de définir le filtrage homogène d’une variable φ (ξ), définie sur ]−∞ ; +∞ [,
comme :

φ (ξ) =
1

∆

∫ +∞

−∞
G

(
ξ − η

∆

)
φ (η) dη (2.4)

où ∆ est la longueur de coupure constante. On attend de plus que le noyau de convolution G
vérifie les propriétés suivantes :

– Symétrie

G (ξ) = G (−ξ)
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Fig. 2.1 – Noyaux des filtres bôıte (gauche) et porte (droite) dans l’espace physique (haut) et
spectral (bas)

– Conservation des constantes ∫ +∞

−∞
G (ξ) dξ = 1

– Décroissance rapide
G (ξ) → 0 quand |ξ| → ∞ suffisamment rapidement pour que tous ses moments soient
finis ∫ +∞

−∞
G (ξ) ξndξ < ∞ , ∀ n ≥ 0

– Quasi-localité dans l’espace physique
G (ξ) est localisé dans l’intervalle [−1/2; 1/2 ]

L’extension au cas inhomogène est réalisée en introduisant un changement de variable bijectif
pour se ramener au cas homogène (2.4). Si φ est définie sur [a; b ], on relie cet intervalle à
[−∞; +∞ ] via la fonction f strictement monotone et différentiable (fig. 2.2), telle que :

f(a) = −∞ , f(b) = +∞

Pour filtrer la fonction ψ(x) on passe sur le domaine infini grâce à x = f−1 (ξ), soit :

ψ(x) = ψ
(
f−1 (ξ)

)
= φ (ξ)

On peut alors utiliser directement l’expression (2.4) ou repasser dans l’espace physique :

ψ(x) =
1

∆

∫ b

a
G

(
f(x) − f(y)

∆

)
ψ(y)f ′(y)dy
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Chapitre 2. Filtrage

f

ξ

x

Fig. 2.2 – Changement de variables pour le filtrage inhomogène

Le filtrage ainsi construit ne commute plus avec la dérivation spatiale et introduit une erreur

en o
(
∆

2
)
, d’où le nom de filtre SOCF (Second Order Commuting Filter) :

dφ

dξ
− dφ

dξ
= o

(
∆

2
)

2.1.3 Extension au cas compressible

En écoulement compressible, où la masse volumique est autorisée à varier, il est courant
d’introduire un filtrage pondéré par la masse [29] afin d’éviter l’apparition de termes supplé-
mentaires dans l’équation de continuité. Ce nouveau filtrage fait intervenir les variables de Favre
définies comme :

φ̃ =
ρφ

ρ
(2.5)

Ainsi, une variable est décomposée comme pour le cas incompressible en :

φ = φ̃ + φ′′

La différence avec le filtrage incompressible est que cette fois l’opérateur compressible ne com-
mute plus avec la dérivation (qu’elle soit spatiale ou temporelle).

2.2 Filtrage discret

Si le filtrage continu est un sujet bien développé dans la littérature, le passage à la formulation
discrète est un peu moins avancé [76]. En pratique, deux approches sont envisageables.
La première consiste à choisir un filtre continu suffisamment simple pour calculer explicitement
l’intégrale de convolution (2.1). Cette extension directe (continu → discret) peut poser au moins
deux problèmes en pratique :

– un problème de coût : le produit de convolution revenant à effectuer un calcul matrice-
vecteur pour chaque point d’espace et chaque direction,

– un problème numérique : le filtre discret ne respectant pas forcément les propriétés de son
modèle continu (conservation des constantes par exemple).

La seconde approche est de partir directement d’un filtre discret :

φi = φ(xi) =
N∑

l=−N

alφi+l (2.6)
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2.2. Filtrage discret

et d’évaluer numériquement les poids des différents voisins du noeud considéré. Lele [56] a ainsi
défini une classe de filtres compacts à haut pouvoir de résolution où les coefficients sont évalués
en fixant l’ordre du filtre et certaines valeurs de collocation. Guerts [39] choisit de calculer les
coefficients du filtre en annulant les termes d’ordre supérieur issus du développement en série
Taylor de la fonction de transfert.

On présente dans cette section les résultats de la première approche dans le cas d’un filtre
bôıte et ceux de la seconde où on a choisi de formuler les coefficients par identification avec les
moments d’un filtre continu.

2.2.1 Filtre discret homogène

On suppose ici que le domaine d’étude est mono-dimensionnel, périodique, le pas de filtrage
(∆) est constant et multiple de la maille (∆) : ∆ = K∆.

Du continu au discret

Pour que le calcul de l’intégrale de convolution (2.1) soit facilement réalisable, il convient
d’utiliser un filtre local en espace. Le plus simple est le filtre bôıte (2.2) car il permet d’assurer
la conservation numérique des constantes. Ainsi, (2.1) devient :

φ(x) =
1

∆

∫ x+∆/2

x−∆/2
φ(ξ) dξ

Si K est pair, K = 2α :

φ(x) =
1

∆

∫ x+α∆

x−α∆
φ(ξ) dξ

Soit, après intégration par la méthode des trapèzes :

φi =
1

4α


φi−α + 2

α−1∑

j=−α+1

φi+j + φi+α


 (2.7)

La fonction de transfert associée :

Ĝ(ω) =
1

2α


1 + cos (αω) + 2

α−1∑

j=1

cos (jω)


 ω = k∆ ∈ [0;π]

est tracée en figure (2.3) pour K = 2, K = 4, et K = 6.
Le résultat de l’application des filtres K = 2 et K = 6 sur une fonction test est présenté en

figure (2.4). Ces filtres sont simples d’utilisation (nombre réduit de voisins) et efficaces.
Le cas K impair, inutile pour la suite du mémoire, n’est pas détaillé.
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Fig. 2.4 – Effet du filtre bôıte discret sur une fonction test pour K = 2 (haut) et K = 6 (bas)
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2.2. Filtrage discret

Du discret au continu

On s’intéresse maintenant à l’approche inverse consistant à partir d’un filtre discret et d’es-
sayer d’y associer un filtre continu.
Dans l’espace de Fourier le mode k de la fonction de transfert discrète du filtre discret (2.6) est
défini par :

φ̂k = Ĥk φ̂k

Soit,

Ĥk =
N∑

l=−N

al ejlω (2.8)

où j2 = −1 et ω = k∆ ∈ [0;π]. La conservation des constantes impose :

Ĥ0 = 1, soit
N∑

l=−N

al = 1

On impose également au filtre d’écraser les hautes fréquences :

Ĥω=π = 0, soit
N∑

l=−N

al ejlπ = 0

A ce stade on dispose de deux relations à compléter par identification au filtre continu d’intérêt.
Par exemple, pour un filtre gaussien, le noyau continu est :

G(x − ξ) =

(
γ

π∆
2

)1/2

exp

(
−γ

(x − ξ)2

∆
2

)

où la constante positive γ (de l’ordre de l’unité généralement) pilote la raideur du filtre. On
notera que ce noyau est positif, pair et rapidement décroissant. Ce sont ces propriétés que nous
allons utiliser pour obtenir des relations supplémentaires.
La parité impose :

a−l = al ∀ l 6= 0

En supposant que le filtre discret possède les mêmes moments d’ordre n que le filtre continu :

Mn(x) =

∫ +∞

−∞
ξnG (x − ξ) dξ

on obtient pour le noyau gaussien considéré :

M0(x) = 1

M1(x) = x

Mn+2(x) = x Mn+1(x) +
(n + 1)∆

2

2γ
Mn(x) (2.9)

A partir du noyau continu associé au filtre discret (2.6) :

H (x − ξ) =
N∑

l=−N

al δ (x − ξ + l∆)

21



Chapitre 2. Filtrage

les moments discrets d’ordre n s’écrivent :

Nn =
N∑

l=−N

al (x + l∆)n (2.10)

A ce stade la valeur de x intervenant dans (2.9) et (2.10) est arbitraire et on décide de poser
x = 0 pour simplifier les calculs. Les coefficients al obtenus par identification des moments pairs
sont donnés en table (2.1) pour N et K variant de 1 à 3.

K=1 K=2 K=3

N=1 a0 = 0.5

a1 = 0.25

N=2 a0 = 0.593750 a0 = 0.5

a1 = 0.25 a1 = 0.25

a2 = −0.046875 a2 = 0

N=3 a0 = 0.637370 a0 = 0.5104166 a0 = 0.3769532

a1 = 0.239095 a1 = 0.2473958 a1 = 0.2416992

a2 = −0.068685 a2 = −0.0052081 a2 = 0.0615234

a3 = 0.010905 a3 = 0.0026040 a3 = 0.0083008

Tab. 2.1 – Coefficient du filtre gaussien discret

Compte tenu de la propriété de parité, la fonction de transfert du filtre discret (2.8) devient :

Ĥ(ω) = a0 + 2
N∑

l=1

al cos (lω)

Ces fonctions de transfert sont représentées en figure (2.5) pour les coefficients donnés en table
(2.1). Appliquées dans l’espace physique sur une fonction test, l’atténuation des fréquences éle-
vées est d’autant plus visible que la largeur du filtre (K) est grande (fig. 2.6) tout en restant
inférieure au filtre boite discret précédent (fig. 2.4). Des résultats similaires peuvent être obtenus
en choisissant un autre noyau continu.

2.2.2 Filtre discret inhomogène

Domaine infini

L’extension des filtres précédents à la configuration non uniforme est relativement aisée
pourvu que l’on puisse se ramener à un domaine mathématique infini. En effet, la définition
des filtres SOCF (2.4) revient simplement à filtrer la fonction test aux noeuds du domaine
mathématique plutôt que sur le domaine physique, les propriétés supplémentaires imposées au
noyau assurant que l’erreur de commutation est d’ordre 2.

Domaine fini

Si le domaine d’étude est borné on se restreint à l’utilisation du filtre bôıte. La localisation
spatiale de ce filtre permet de l’utiliser tel quel sur l’intérieur du domaine. On peut chercher

22



2.2. Filtrage discret

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1.575 3.15

N=1 K=1

π/2 π 
� 

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1.575 3.15

N=2 K=1
N=2 K=2

π/2 π 
✁ 

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1.575 3.15

N=3 K=1
N=3 K=2
N=3 K=3

π/2 π 
✂ 

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1.575 3.15

N=1 K=1
N=2 K=1
N=3 K=1

π/2 π 
✄ 

Fig. 2.5 – Fonctions de transfert du filtre discret à moments gaussiens pour N = 1 à 3 et K = 1
à 3. Ici γ = 4.

des formulations décentrées de filtre pour les points frontières, néanmoins pour nos applications
(couche de mélange à une direction non homogène) aucune information pertinente n’est présente
sur la frontière. On utilisera donc simplement les expressions suivantes si besoin :

φ0 = φ0

φ1 =
1

4
(φ0 + 2φ1 + φ2)

φ2 =
1

8
(φ0 + 2 (φ1 + φ2 + φ3) + φ4)

Les expressions sont symétriques sur l’autre frontière.
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Chapitre 3

Équations filtrées

Le filtrage des équations de Navier-Stokes nécessite en théorie l’application d’une intégrale
de convolution comme défini en section 2.1. En pratique on se contente d’utiliser le maillage de la
grille de calcul comme filtre effectif, ce qui revient à limiter la taille des structures dans l’espace
physique (filtre de type bôıte), ou le nombre d’harmoniques simulées dans l’espace spectral (filtre
de type porte). L’approche du filtrage initiée par Schumann [95] est écartée de ce mémoire.

3.1 Écoulement incompressible mono-espèce

Les équations de Navier-Stokes incompressibles (1.14) (1.15) filtrées sont d’abord données
dans l’espace physique puis dans l’espace spectral. Elles font apparâıtre les termes sous-mailles
issus de la non linéarité des équations.

3.1.1 Espace physique

Compte tenu des propriétés de commutation du filtre avec les dérivées partielles, les équations
filtrées sont simplement :

∂uj

∂xj
= 0 (3.1)

∂ui

∂t
+

∂

∂xj
(uiuj) +

1

ρ

∂p

∂xi
=

∂

∂xj

{
ν

(
∂ui

∂xj

)
− τij

}
(3.2)

où
τij = uiuj − uiuj (3.3)

est le terme sous-maille à modéliser pour fermer le problème.

3.1.2 Espace spectral

Dans l’espace spectral le filtrage consiste à ne conserver que les modes tels que |~k| ≤ kc, soit
à partir de (1.19) : {(

∂
∂t + νk2

)
ûi = ti(~k, t) si |~k| ≤ kc

ûi = 0 sinon
(3.4)

Le terme de transfert filtré est décomposé en deux parties : une partie résolue (ti,<kc) et une
partie à modéliser (tsgs) [58] :

ti = ti,<kc + tsgs
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Chapitre 3. Équations filtrées

avec

ti,<kc(
~k, t) = −jc kj Pil(~k)

∫ |~p| et |~q|≤kc

~p+~q=~k ; |~k|≤kc

ûl (~p, t) ûj (~q, t) d~p

tsgs(~k, t) = −jc kj Pil(~k)

∫ |~p| ou |~q|>kc

~p+~q=~k ; |~k|≤kc

ûl (~p, t) ûj (~q, t) d~p

3.2 Écoulement compressible mono-espèce

La simulation des grandes échelles d’écoulements compressibles est un sujet récent [20], moins
avancé qu’en incompressible. La principale difficulté provient de la définition de l’énergie filtrée
qui fait intervenir la trace du terme sous-maille dynamique.
En effet, puisque

p = ρ (γ − 1) e

L’énergie totale est donc

ρ et =
p

γ − 1
+

1

2
ρ uiui

et l’énergie totale filtrée s’écrit :

ρ et = ρ ẽt =
p

γ − 1
+

1

2
ρ ũiũi +

τii

2
(3.5)

avec

τij = ρ (ũiuj − ũiũj)

Plusieurs approches, rappelées par Garnier [33], ont été envisagées dans la littérature pour
formuler le système à résoudre. Nous ne mentionnons ici que celle de Vreman [112]. Il s’agit
d’une extension naturelle du cas incompressible où les équations sont exprimées en termes de
variables calculables le reste formant la partie sous-maille à modéliser. Pour cela on introduit la
décomposition :

f(ρ, ui, T ) = f̂(ρ, ũi, T ) + f̆ (3.6)

Toute variable filtrée f est ainsi la somme d’une partie résolue f̂ et d’une partie non résolue
notée f̆ .
L’énergie résolue est déduite directement de (3.5) :

ρ êt =
p

γ − 1
+

1

2
ρ ũiũi

On obtient une équation pour ρ êt en combinant (1.2)–(1.4) et (1.12). Le système final d’équa-
tions est alors :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρ ũj) = 0 (3.7)

∂

∂t
(ρ ũi) +

∂

∂xj
(ρ ũiũj) +

∂p

∂xi
=

∂σ̂ij

∂xj
+ Ai1 + Ai2 (3.8)

∂

∂t
(ρ êt) +

∂

∂xj
(ρ êtũj) +

∂

∂xj
(p ũj) = − ∂q̂j

∂xj
+

∂

∂xj
(σ̂ij ui)

+B1 + B2 + B3 + B4 + B5 + B6 (3.9)

26
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Les termes sous-maille pour l’équation de quantité de mouvement filtrée s’écrivent en convention
d’Einstein :

Ai1 = −τij,j (3.10)

Ai2 = σ̆ij,j (3.11)

et pour l’équation de l’énergie :

B1 = −ũi τij,j (3.12)

B2 = − 1

γ − 1
(p uj − p ũj),j (3.13)

B3 = −p uj,j + p ũj,j (3.14)

B4 = σij ui,j − σ̂ij ũi,j (3.15)

B5 = (σ̆ij ũi),j (3.16)

B6 = −q̆j,j (3.17)

3.3 Écoulement compressible bi-espèces

L’étude du mélange de gaz par simulation des grandes échelles est nettement plus complexe
que les cas précédents et peu de recherches ont été consacrées à la formulation rigoureuse de ce
problème. On pourra cependant citer les travaux de Schweitzer et Schley [96] où sont établies les
équations filtrées (en approche de Schumann [95]) sans pour autant donner de manière explicite
les termes sous-maille. Les termes sous-mailles obtenus par filtrage du système Navier-Stokes
en variables primitives sous forme convective (1.8)–(1.11) sont explicités dans cette section. On
utilise la convention d’écriture (3.6) précédemment introduite.
Seule l’équation de conservation de la masse est identique au cas compressible mono-espèce :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρ ũj) = 0 (3.18)

L’équation de quantité de mouvement fait apparâıtre trois termes sous-maille :

∂

∂t
(ρ ũi) +

∂

∂xj
(ρ ũiũj) = − ∂p̂

∂xi
+

∂σ̂ij

∂xj
+ A1i + A2i + A3i (3.19)

avec,

A1i = −τij,j (3.20)

A2i = σ̆ij,j (3.21)

A3i = −p̆,i (3.22)

L’équation de l’énergie en fait ressortir dix :

ρ C̃v

[
∂T̃

∂t
+ ũj

∂T̃

∂xj

]
+ p̂

∂ũj

∂xj
= σ̂ij

∂ũi

∂xj
+

∂

∂xj

(
k̃

∂T̃

∂xj

)
−

(
C̃p1 − C̃p2

)
Ĵj

∂T̃

∂xj

− (r1 − r2) T̃
∂Ĵj

∂xj
+ B1 + ... + B10 (3.23)
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où,

B1 = −T̃,j

(
C̃p1 − C̃p2

)
J̆j (3.24)

B2 = −T̃ (r1 − r2) J̆j,j (3.25)

B3 = ũi,j σ̆ij (3.26)

B4 =
∂p̆

∂t
+ ũj p̆,j (3.27)

B5 = −ρ

[
∂h̆

∂t
+ ũj h̆,j

]
(3.28)

B6 = −
[(

h̃1 − h̃2

)
− T̃ (r1 − r2)

]
C1 (3.29)

B7 = −
[
k̃ T̃,j − k T,j + (h1 − h2)Jj −

(
h̃1 − h̃2

)
J j

]
(3.30)

B8 = − [ρ (ẽ uj − ẽ ũj)],j (3.31)

B9 = − (p uj,j − p ũj,j) (3.32)

B10 = ui,j σij − ũi,j σ̂ij (3.33)

Et l’équation des espèces deux :

∂

∂t

(
ρ Ỹ

)
+

∂

∂xj

(
ρ Ỹ ũj

)
= −∂Ĵj

∂xj
+ C1 + C2 (3.34)

et,

C1 = −
[
ρ

(
Ỹ uj − Ỹ ũj

)]
,j

(3.35)

C2 = −J̆j,j (3.36)

Ces termes sous-maille proviennent des non-linéarités des équations : convectives et diffusives.
On notera que l’équation d’état filtrée fait également intervenir un terme sous-maille puisque r
n’est plus constant :

p = ρ r̃ T̃ + ρ
(
r̃ T − r̃ T̃

)
= p̂ + p̆ (3.37)

et,
r̃ = r2 + (r1 − r2)Ỹ
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Modélisation sous-maille

En l’état actuel les équations filtrées précédemment introduites, (3.1)–(3.2), (3.4), (3.7)–(3.9),
(3.18)(3.19) (3.23) (3.34), ne peuvent être résolues car les termes sous-maille font intervenir des
grandeurs inaccessibles. Classiquement, on ferme le système en reliant de manière plus ou moins
empirique les termes sous maille au champ résolu via un modèle de sous-maille.
Piomelli [80] rappelle qu’en théorie ce modèle devrait vérifier les contraintes suivantes :

1. Contraintes mathématiques
– Invariance tensorielle : le modèle devrait avoir les mêmes propriétés tensorielles que le

terme à modéliser.
– Invariance galiléenne : le modèle devrait préserver le comportement des équations quel

que soit le repère galiléen considéré.
– Réalisabilité : le modèle ne devrait pas conduire à des aberrations statistiques.

2. Contraintes physiques
– Comportement asymptotique : si l’écoulement possède un comportement asymptotique

le modèle devrait suivre ce comportement.
– Transferts énergétiques : le modèle devrait représenter correctement les transferts énergé-

tiques des grosses structures vers les petites (pas d’équation d’évolution de la dissipation
visqueuse).

– Cas limites : le modèle devrait être inactif dans les parties laminaires de l’écoulement.

3. Contraintes numériques
– Coût numérique : le modèle doit posséder un coût numérique acceptable.
– Réalisabilité discrète : le modèle ne doit pas déstabiliser le calcul et sa représentation

discrète doit avoir les propriétés du modèle continu.

Ces contraintes, aussi légitimes soient-elles, sont trop nombreuses pour être toutes respectées.
En pratique le rôle principal du modèle est d’extraire le bon taux global d’énergie au voisinage
de la coupure, ainsi il n’est pas nécessaire de représenter la contribution sous-maille exacte en
chaque point du domaine [80].

Les principales approches de fermeture sont simplement évoquées dans ce chapitre. Elles
peuvent être explicites – on donne une expression mathématique du modèle –, ou implicites – la
diffusion associée au schéma numérique joue le rôle de modèle.
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4.1 Test a priori

Avant d’envisager la modélisation effective des termes sous-maille on peut chercher à en ob-
tenir les ordres de grandeur sur quelques écoulements académiques (e.g. couches de mélange).
Pour cela on effectue une construction explicite des termes à partir des résultats de SND filtrés,
d’où le nom de test a priori. Cette approche permet ainsi d’identifier les termes prépondérants
qu’il faudrait modéliser et ceux négligeables en première approximation.

Dans une moindre mesure, cette approche autorise la comparaison d’un modèle avec l’action
effective des termes sous-mailles comme représenté par Vreman [112] en figure (4.1). Toutefois,
un modèle mij peut avoir un faible taux de corrélation avec le terme sous-maille qu’il représente
et conduire à des résultats corrects [65]. Inversement, le modèle peut avoir un bon taux de
corrélation et conduire à une simulation instable [113]. On ne cherchera donc pas à obtenir plus
d’information que les ordres de grandeur des termes à modéliser par le filtrage a priori [66]. 

Equations de 
Navier-Stokes 

Variables 

ρ , p , iu  

Variables filtrées 

ρ , p , iu~  

SND 

Filtre explicite 

Calcul de ijτ
 

Calcul du modèle ijm  

ijij m=τ  ? 

Fig. 4.1 – Illustration de la technique de filtrage a priori pour le tenseur de contrainte turbulente
τij par Vreman [112]

4.2 Fermeture explicite

Sagaut [90] rappelle que lors de la modélisation explicite du terme sous-maille deux approches
sont envisageables :

– La modélisation structurelle qui consiste à approcher au mieux le tenseur τ à partir d’une
relation du type τ = H (u). Le principal représentant de cette classe est le modèle de
similarité d’échelle [4].

– La modélisation fonctionnelle qui consiste à modéliser directement l’action des termes
sous-maille sur le champ résolu via une relation du type ∇ · τ = H (u). Les modèles de
Smagorinsky [100] et de fonction de structure [69] sont les plus utilisés de cette classe.

Ces modèles peuvent être ”statiques” (c’est-à-dire insensibles à la nature de l’écoulement et donc
toujours actifs) ou ”dynamiques” (capables d’adapter localement leur action).

4.2.1 Écoulement incompressible

La fermeture des équations incompressibles filtrées (3.1)–(3.2) est la plus simple : seul le
tenseur τ nécessite d’être modélisé. D’une manière générale les modèles incompressibles, aussi
bien dans l’espace physique que spectral, ont été utilisés avec succès sur de nombreuses confi-
gurations : couche de mélange [19], jet [108], turbulence homogène et isotrope [60]. A titre
d’illustration on donne ici un exemple de modélisation fonctionnelle dans les espaces physique
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4.2. Fermeture explicite

(modèle de Smagorinsky [100]) et spectral (modèle dynamique de Lesieur-Chollet-Metais [18]
[69]).

Espace physique

On modélise la partie déviatrice τd du tenseur de contraintes sous mailles en partant d’une
fermeture par hypothèse de viscosité newtonienne [90] :

τd
ij = τij −

1

3
τllδij

à partir de la relation :

−∇τd = ∇
(
νtd

)
(4.1)

avec

dij = ui,j + uj,i

L’équation de quantité de mouvement filtrée (3.2) prend alors la forme :

∂ui

∂t
+

∂

∂xj
(uiuj) +

1

ρ

∂P

∂xi
=

∂

∂xj

{(
ν + νt

)
dij

}

où P = p− ρ τll/3 est la pression modifiée obtenue par résolution d’une équation de Poisson via
l’équation de continuité (3.1).
La fermeture est maintenant déplacée au niveau de l’expression scalaire de νt. Pour le modèle
de Smagorinsky :

νt (~x, t) =
(
Cs∆

)2
√

2

2
|d (~x, t) |

avec |d|2 = dijdij .
La constante de Smagorinsky, Cs, est ajustée en pratique autour de la valeur théorique 0.18, et
la longueur de coupure, ∆, est généralement prise comme ∆ = (∆x∆y∆z)

1/3 pour un maillage
uniforme.

Espace spectral

Dans l’espace spectral, en turbulence homogène et isotrope, Kraichnan [49] propose d’utiliser
une fermeture par viscosité turbulente également. L’équation (3.4) devient alors :

[
∂

∂t
+

(
ν + νt (k|kc)

)
k2

]
ûi = ti,<kc (4.2)

Chollet et Lesieur [18] normalisent la viscosité turbulente spectrale par la valeur du spectre
d’énergie à la coupure :

νt (k|kc) = νt+ (k|kc)

[
E (kc, t)

kc

]1/2

(4.3)

de sorte que le modèle soit inactif tant que l’énergie initialement portée par les petits nombres
d’onde n’a pas été transférée jusqu’à la coupure kc. Le spectre d’énergie turbulente est calculé à
partir du tenseur de corrélation des vitesses :

Qij (~r, t) =
〈
u′

i (~x, t)u′
j (~x + ~r, t)

〉

31



Chapitre 4. Modélisation sous-maille

E (k, t) = 2πk2Q̂ii(~k, t) (4.4)

Les modèles stochastiques de fermeture en deux points EDQNM [58] prédisent que si kc est
dans la zone inertielle d’un spectre en -5/3, alors la viscosité turbulente réduite présente une
valeur asymptotique (νt+∞ = 0.267) pour k/kc → 0. Cette valeur est amendée par une fonction
correctrice proposée par Chollet [18] afin de prendre en compte la prédominance des transferts
locaux pour k ≈ kc (fig. 4.2) :

νt+ (k|kc) = νt+∞
(
1 + 34.5e−3.03(k/kc)

)
(4.5)

 

0
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Fig. 4.2 – Viscosité turbulente réduite pour νt+∞ = 0.267

Métais et Lesieur [69] ont généralisé ce modèle en montrant que si le spectre d’énergie est
proportionnel à k−m à la coupure, on obtient une valeur asymptotique :

νt+∞ = 0.31 C
−3/2
K

5 − m

m + 1
(3 − m)1/2 0 < m ≤ 3 (4.6)

où la constante de Kolmogorov, CK , prend la valeur 1.4.

4.2.2 Écoulement compressible mono-espèce

Pour un écoulement compressible, à l’équation de quantité de mouvement (3.8) s’ajoute
l’équation de l’énergie (3.9) à fermer. Malgré cette complexité supplémentaire, la SGE d’écou-
lement compressible a été réalisée avec succès sur de nombreux cas académiques : couche de
mélange [99], jet [9], couche limite [24], couche limite supersonique sur rampe de compression
[33].

Équation de quantité de mouvement

Comme pour le cas incompressible, le terme sous maille (3.10) est modélisé en séparant
parties isotrope et déviatrice :

τij =
1

3
τllδij + τd

ij

On peut là encore utiliser une fermeture par viscosité newtonienne mais cette fois le filtrage
pondéré par la masse est pris en compte. L’équivalent de (4.1) est alors :

−∇τd = ∇
(
ρνtd̃

)
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4.2. Fermeture explicite

et d̃ est défini comme :
d̃ij = ũi,j + ũj,i

La viscosité turbulente s’exprime directement à partir des expressions incompressibles en rem-
plaçant les grandeurs f par f̃ .
Pour la partie isotrope du tenseur de contraintes sous-maille on ne peut plus directement intro-
duire une pression modifiée, des hypothèses supplémentaires doivent être faites.
La manière la plus simple de procéder consiste à négliger τll en écrivant :

τll = γM2
sgsp

où le nombre de Mach sous-maille Msgs est supposé petit lorsque le nombre de Mach est petit
[20]. Yoshizawa [116] propose de modéliser ce terme en choisissant une forme compatible avec le
modèle pour τd :

τll = ρCI∆
2|d̃|

En pratique cependant, cette fermeture ne semble rien apporter de plus à la qualité des résultats
[27].
Vreman a étudié le terme sous-maille issu de la non linéarité du flux visqueux (eq. 3.11) par des
tests a priori sur les résultats de SND de couches de mélanges temporelles [112]. Ses conclusions
sont que ce type de contribution est négligeable :

σij ≈ σ̂ij

Équation de l’énergie

Des tests a priori ont également été réalisés sur les termes sous-mailles (3.12)–(3.17) de
l’équation de l’énergie filtrée (3.9) sous la forme présentée par Vreman. Les résultats de ces
calculs sont rappelés en table (4.1) où l’on a utilisé les conventions suivantes :

– les termes les plus importants sont notés ++
– les termes importants sont notés +
– les termes moins importants sont notés −
– les termes négligeables sont notés 0

Ai1 Ai2 B1 B2 B3 B4 B5 B6

++ 0 + + + – 0 0

Tab. 4.1 – Importance relative des termes sous-maille de l’équation de l’énergie filtrée (3.9)

Piomelli [80] rappelle que cette étude a permis d’améliorer la qualité des résultats numériques, no-
tamment à résolution marginale. Néanmoins en pratique, de nombreux auteurs [33] se contentent
d’utiliser une fermeture basée sur un nombre de Prandtl turbulent, dynamique ou non, en né-
gligeant les contributions des termes B3, B4 et B5 [71] [27].

4.2.3 Écoulement compressible bi-espèces

Les simulations des grandes échelles d’écoulements multi-espèces, ou même binaires, sont
beaucoup plus rares dans la littérature et les hypothèses de fermeture employées sont souvent
excessives [15] [101]. Le nombre de termes sous-maille à modéliser est beaucoup plus important
qu’en compressible mono-espèce et des corrélations nouvelles : vitesse/fraction massique, tem-
pérature/fraction massique interviennent.
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Chapitre 4. Modélisation sous-maille

L’approche la plus simple pour fermer le système (3.18) (3.19) (3.23) (3.34) (3.37) consiste à
supposer p̆ ≈ 0 et négliger les contributions des différents termes sous-maille non académiques
(3.21) (3.22) (3.24)–(3.30) (3.33) (3.36) [15]. L’équation de quantité de mouvement (3.19) est
alors fermée par hypothèse classique de viscosité newtonienne. La fermeture de l’équation de
l’énergie (3.23) est assurée en reliant les transferts énergétiques aux gradients de température
(via un nombre de Prandtl turbulent), et de fraction massique (via un nombre de Schmidt tur-
bulent) [101]. Ce type de fermeture est correct d’un point de vue numérique car il conduit à un
système simple et cohérent. Par contre, d’un point de vue physique, le manque d’information
sur les ordres de grandeur des différents termes sous-mailles rend le paramétrage des nombres
de Prandtl et de Schmidt turbulents délicat, surtout lors d’une approche dynamique.

A notre connaissance aucune étude similaire à celle de Vreman n’a été menée dans le cas de
mélanges binaires. Un des objectifs principaux de cette thèse est de fournir une évaluation relative
des ordres de grandeur des différents termes sous-maille (3.20)–(3.22) (3.24)–(3.33) (3.35)(3.36)
pour des espèces à faible et fort rapport de masse molaire.

4.3 Fermeture implicite

La fermeture explicite des équations filtrées, compressibles et a fortiori multi-espèces, n’est
pas évidente et constitue toujours un sujet de recherche actif. Aux problèmes théoriques liés au
filtrage des équations (fermeture, commutation, défiltrage des résultats) s’ajoutent des problèmes
numériques (taille effective du filtre, erreur de troncature, aliasing) et physiques (positivité des
concentrations) lors de la résolution informatique du problème.
Ces nombreuses difficultés ont conduit Boris [11] à considérer une résolution directe des équa-
tions de Navier-Stokes projetées sur la grille de calcul à l’aide de schémas numériques à capture
de choc. La dissipation non-linéaire intrinsèque à ces méthodes joue alors le rôle de modèle
sous-maille implicite. Dans le cas compressible, lorsque l’on utilise des schémas monotones, cette
approche est appelée Monotone Integrated Large Eddy Simulation (MILES).
Pour justifier cette méthode, Boris cite Reynolds [87] et rappelle que le but final de la SGE
classique ou MILES est le même :

”to compute the three-dimensional time-dependent details of the largest scales
of motion (those responsible for the primary transport) using a simple model
for the smaller scales. LES is intended to be useful in the study of turbu-
lence physics at high Re, in the development of turbulence models, and for
predicting flows of technical interest in demanding complex situations where
simpler model approaches (e.g. Reynolds stress transport) are inadequate.”

L’approche MILES peut être vue comme un remède, faute de mieux, aux situations difficiles. On
se passe ainsi des problèmes de fermeture explicite et on peut alors envisager des configurations
géométriques ou physiques complexes. Elaine et al. [26] montrent que si l’écoulement d’intérêt
est constitué de grosses structures, comme un jet ou une couche de mélange, en pratique les
interactions entre différentes échelles n’ont lieu que sur une décade. Ainsi, si le maillage est
suffisamment fin, les grosses structures de l’écoulement ne seront pas pénalisées par la diffusion
numérique de la méthode. De plus, Fureby et Grinstein [32] montrent que cette diffusion numé-
rique est de même ordre que celle introduite par un modèle de sous-maille et particulièrement
bien adaptée aux écoulement cisaillés libres.
Il y a cependant quelques limitations à prendre en compte :

– Tout d’abord il ne faut pas confondre MILES avec une simulation numérique directe sous-
résolue. Pour que les résultats obtenus soient corrects, il faut que la coupure ait lieu dans
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la zone inertielle.
– Le maillage peut devenir très fin. Boris [11] évoque le nombre de 20 mailles de calcul pour

résoudre les structures cohérentes d’un jet.
– Les tests de Garnier [33] sur une turbulence homogène et isotrope montrent que, sur ce

cas académique, la SGE classique est plus efficace que le MILES.
– L’approche MILES est difficilement utilisable en présence de paroi où la dégradation du

schéma conduit à une forte diffusion numérique.
Pour cela, on réservera cette approche aux cas complexes d’écoulement cisaillés libres, en rem-
plaçant la complexité de modélisation par un coût numérique élevé.
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Deuxième partie

Outils numériques
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Chapitre 5

Erreurs numériques

Ce chapitre est consacré à l’analyse des sources d’erreur liées à la discrétisation des équations
de Navier-Stokes par méthode de différences finies. On s’intéresse dans un premier temps à la
formulation du terme non linéaire puis aux méthodes de réduction de l’erreur numérique. Les
différentes formulations retenues sont ensuite testées de manière statique et dynamique sur la
SGE d’une turbulence homogène isotrope (THI) en auto-amortissement. On montre ainsi que
l’utilisation d’une formulation convective en association avec une méthode de différences finies
à haut pouvoir de résolution conduit à d’excellents résultats, quasi équivalents à ceux d’une
méthode pseudo-spectrale désaliasée.

5.1 Généralités

Moin et Mahesh [72] rappellent que la représentation correcte de la large gamme d’échelles
présente dans les calculs SND et SGE nécessite de porter une attention particulière à la discré-
tisation des équations et à la méthode numérique employée. Dans ce chapitre on ne s’intéresse
qu’aux erreurs liées aux termes spatiaux. Classiquement on décompose l’erreur numérique en :

– erreur de troncature : approximation discrète de l’opérateur de dérivation,
– erreur d’aliasing : recouvrement des fréquences résolues par les hautes fréquences non

capturables sur la grille.
De nombreuses études théoriques ont été dédiées à l’effet de l’erreur d’aliasing et aux moyens de
réduire son influence dans les calculs spectraux [16][74].
Dans l’espace physique, les recherches se sont longtemps focalisées sur l’ordre, la formulation,
et la stabilité des schémas aux différences finies. Lele [56] a donné un nouvel élan à ces études
en introduisant le concept de ”resolving efficiency” (ou ”habilité à la dérivation”). Ce travail
a conduit à la génération d’une nouvelle classe d’opérateurs de dérivation à haut pouvoir de
résolution : les schémas compacts. De même, des méthodes à haut pouvoir de résolution qui
conservent la masse, la quantité de mouvement, et l’énergie de manière discrète ont récemment
été développées [75][109].
Néanmoins, le problème de l’erreur d’aliasing pour les équations aux dérivées partielles non
linéaires avancées dans l’espace physique, via les méthodes aux différences finies, n’a pas été
clairement formulé. On pourra cependant citer les travaux de Kravchenko et Moin [50] qui ont
utilisé le concept de nombre d’onde modifié pour imiter l’effet de la dérivation par différences
finies dans l’espace spectral, avant d’extrapoler leurs résultats à l’espace physique. En fait on
montrera que cette extrapolation n’est pas directe et peut conduire à des conclusions erronées
pour les erreurs d’aliasing et de troncature (surtout en SGE où le spectre d’énergie est rempli
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jusqu’à la coupure).

5.1.1 Notations

Dans cette partie on utilise la transformée de Fourier discrète (TFD) plutôt que la forme
continue. Pour cela on considère un domaine mono-dimensionnel de longueur 2π (x ∈ [0; 2π]),
discrétisé de manière uniforme sur N + 1 points (xi = i∆x ; i = 0, ..., N , avec ∆x = 2π

N ). Toute
fonction périodique, u(x), est alors représentée par un ensemble de valeurs discrètes :

uN =
{
uN

i ; i = 0, ..., N − 1
}

La transformée de Fourier discrète est donnée par le polynôme d’interpolation trigonométrique
de degré N/2 :

INu (xi) = uN
i =

N/2−1∑

k=−N/2

ûN
k ejc

2π
N

ik (5.1)

ûN
k =

1

N

N−1∑

i=0

uN
i e−jc

2π
N

ik (5.2)

Les opérateurs de dérivation continue sont notés d/dx pour la dérivée première, et d 2/dx2 pour
la dérivée seconde. Les opérateurs de dérivation discrets associés au noeud i sont notés D1

i et
D2

i respectivement.

5.1.2 Troncature et nombre d’onde modifié

Le nombre d’onde modifié est introduit à partir du développement en série de Fourier de la
dérivation discrète :

du

dx
(xi) ≈ D1

i (INu) =

N/2−1∑

k=−N/2

jck
′ (ωk) ûN

k ejc
2π
N

ik (5.3)

d 2u

dx2
(xi) ≈ D2

i (INu) =

N/2−1∑

k=−N/2

−k′′ (ωk) ûN
k ejc

2π
N

ik (5.4)

où ωk = k∆x. Ces expressions sont à comparer avec la formulation exacte des dérivées :

du

dx
(xi) =

N/2−1∑

k=−N/2

jckûN
k ejc

2π
N

ik

d 2u

dx2
(xi) =

N/2−1∑

k=−N/2

−k2ûN
k ejc

2π
N

ik

Le passage à la pulsation modifiée :

ω′ (ωk) = ∆x k′ (ωk) ; ω′′ (ωk) = (∆x)2 k′′ (ωk)
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donne le pouvoir de résolution du schéma indépendamment de la grille. Ainsi, pour une for-
mulation centrée à l’ordre 2 : ω′ (ωk) = sin (ωk). Pour un schéma compact centré de dérivation
première comme défini par Lele [56] :

β
(
u

′N
i−2 + u

′N
i+2

)
+ α

(
u

′N
i−1 + u

′N
i+1

)
+ u

′N
i = a

uN
i+1 − uN

i−1

2∆x
+ b

uN
i+2 − uN

i−2

4∆x
+ c

uN
i+3 − uN

i−3

6∆x
(5.5)

Les coefficients du nombre d’onde réduit associé :

ω′ (ωk) =
a sin (ωk) + (b/2) sin (2ωk) + (c/3) sin (3ωk)

1 + 2α cos (ωk) + 2β cos (2ωk)
(5.6)

peuvent être optimisés pour satisfaire des critères d’ordre et de résolution (e.g. 80% de resolving
efficiency à 0.1% pour un schéma à l’ordre 6).

5.1.3 Aliasing

Le terme d’aliasing apparâıt habituellement lors de l’évaluation par TFD des coefficients de
Fourier du produit discret de deux fonctions u et v. Si w = uv, les transformées de Fourier
discrètes directes et inverses de w sont données par (5.1) et (5.2) :

IN w (xi) = wN
i =

N/2−1∑

k=−N/2

ŵN
k ejc

2π
N

ik ; ŵN
k =

1

N

N−1∑

i=0

uN
i vN

i e−jc
2π
N

ik (5.7)

Les coefficients de IN w sont à comparer avec le calcul exact du produit de convolution [16] :

(
ûN ∗ v̂N

)
k

=
∑

n+m=k

ûN
n v̂N

m ; n, m = −N/2, ..., N/2 − 1

soit, à partir de (5.7) :

ŵN
k =

∑

n+m=k

ûN
n v̂N

m +
∑

n+m=k±N

ûN
n v̂N

m k = −N/2, ..., N/2 − 1 (5.8)

Le second terme de sommation de l’équation (5.8) est le terme d’aliasing. Il représente l’effet de
la grille sur le calcul : elle limite à N/2 la fréquence maximale accessible. Le produit uv possédant
a priori N modes, les fréquences élevées sont redistribuées vers les fréquences inférieures.
Si on ”déaliase” (5.8) (i.e. on élimine l’erreur d’aliasing par la méthode des 3/2 par exemple
[16]) la transformée inverse de ŵN

k dans l’espace physique ne redonne pas wN
i = uN

i vN
i aux

points de grille. Numériquement, en partant de l’espace physique, on peut simuler la procédure
de déaliasing en doublant le nombre de points de discrétisation par interpolation (exacte) de u
et v. La représentation spectrale des fonctions est alors :

û2N
k =

{
ûN

k si − N/2 ≤ k ≤ N/2 − 1

0 sinon

v̂2N
k =

{
v̂N
k si − N/2 ≤ k ≤ N/2 − 1

0 sinon

Soit,

ŵ2N
k =

1

2N

2N−1∑

i=0

u2N
i v2N

i e−jc
2π
2N

ik ; k = −N, ..., N − 1 (5.9)
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avec,

I2N w (xi) = w2N
i =

N−1∑

k=−N

ŵ2N
k ejc

2π
2N

ik ; i = 0, ..., 2N − 1 (5.10)

où xi est le terme générique du maillage physique à densité double :
{

x2i = xi i = 0, ..., N

x2i+1 = (xi + xi+1)/2 i = 0, ..., N − 1

La différence entre IN w et I2N w est notée e(x).

e(x) = IN w(x) − I2N w(x)

Cet écart, évalué aux noeuds communs (xi = x2i), fait intervenir deux contributions. L’une est
l’aliasing sur le maillage à N points, l’autre est la somme des fréquences supérieures à la coupure
(|k| > N/2). Aux noeuds xi, il s’écrit :

ei = e (xi) =

N/2−1∑

k=−N/2

(
∑

n+m=k±N

ûN
n v̂N

m

)
ejc

2π
N

ik

−





−N/2−1∑

k=−N

(
∑

n+m=k

ûN
n v̂N

m

)
ejc

2π
2N

2ik +
N−1∑

k=N/2

(
∑

n+m=k

ûN
n v̂N

m

)
ejc

2π
2N

2ik





et est nul par définition. I2N possède donc un contenu spectral exact jusqu’à |k| = N/2 et des
valeurs physiques également exactes en xi.

5.2 Termes non linéaires et dérivation

Les termes non linéaires qui nous intéressent sont ceux issus des équations de Navier-Stokes.
Ces termes peuvent être modélisés en 1D par la forme divergente : d

dx (uu), ou convective :

udu
dx . Bien que ces deux formes soient mathématiquement équivalentes (à un facteur 2 près), on

montre que leur comportement discret est différent.

5.2.1 Forme divergente

En posant w = uu, d’après (5.3), l’expression de la dérivée du polynôme d’interpolation
trigonométrique associé à w conduit à la série de Fourier :

dw

dx
(xi) ≈ D1

i (IN w) =

N/2−1∑

k=−N/2

jck
′ (ωk) ŵN

k ejc
2π
N

ik (5.11)

Le coefficient ŵ′N
k = jck

′ (ωk) ŵN
k fait intervenir à la fois l’erreur de troncature et d’aliasing. Dans

l’espace physique on compare sur un exemple simple les résultats de D1
i (IN w) aliasé, D1

i (IN w)
déaliasé et de IN

dw
dx . La fonction test est :

u(x) = sin (15x)

et donc,

w(x) =
1

2
(1 − cos (30x))
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5.2. Termes non linéaires et dérivation

Erreur de troncature seule

Afin de ne considérer que l’effet de l’erreur de troncature, on utilise un maillage capable de
supporter au minimum 30 modes. On compare pour N = 64 et N = 128 les schémas compacts
à l’ordre 6 [56] et les différences finies centrées d’ordre 2. L’influence du nombre d’onde modifié
sur la fonction dérivée est très nette (fig. 5.1), surtout à résolution marginale où la fréquence
test est proche de la fréquence de coupure.
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Fig. 5.1 – Formulation divergente. Dérivées exacte et discrète par schéma compact et par diffé-
rences finies centrées d’ordre 2. Effet de raffinement de maillage.

Erreur d’aliasing seule

Sur une grille limitée à 16 modes (N = 32), le mode 30 aliase le mode -2 et IN (w) ressemble
à une onde de fréquence 2 (fig. 5.2). Les valeurs aux points de grille sont exactes, mais les
fréquences sont fausses.
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Fig. 5.2 – Formulation divergente. Polynôme d’interpolation trigonométrique simple et double
(gauche). Effet de l’erreur d’aliasing sur la dérivation (droite).

On écarte l’effet de troncature en considérant une dérivation spectrale. Les valeurs nodales de

la dérivation de l’interpolation sur grille double
(

dI2Nw(x)
dx

)
sont identiques à la dérivation exacte

IN
dw
dx . Par contre, la dérivation de l’interpolation trigonométrique sur grille simple conduit à des

valeurs erronées. Si on applique une méthode de déaliasing (e.g. règle des 3/2) avant d’effectuer
le calcul de la dérivée, le problème est dégénéré puisque cela revient à dériver la fonction nulle.
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Chapitre 5. Erreurs numériques

Cet exemple montre clairement que la comparaison entre calcul spectral et calcul dans l’espace
physique n’est possible que si l’on considère la partie aliasée des spectres.

Erreurs de troncature et d’aliasing

Compte tenu des figures (5.1) et (5.2), la combinaison des deux types d’erreurs précédentes
atténue d’autant plus les modes parasites que le pouvoir de résolution du schéma de dérivation
est mauvais, l’aliasing basse fréquence n’est donc pas atteint par l’erreur de troncature (fig. 5.3).
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Fig. 5.3 – Dérivation de la forme divergente aliasée.

5.2.2 Forme convective

La forme convective du terme non linéaire, udu
dx , nécessite d’effectuer la dérivation de la

fonction u avant le produit. La dérivation est donc menée sur un champ totalement capturé
par la grille et il n’y a plus de problème d’aliasing au sens où seule la valeur nodale (et non la
fréquence) du produit udu

dx nous intéresse dans ces tests statiques.
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Fig. 5.4 – Formulation convective, dérivées exacte, discrètes par schéma compact et par diffé-
rences finies centrées d’ordre 2. Effet de raffinement de maillage.
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5.2. Termes non linéaires et dérivation

5.2.3 Tests dynamiques

En pratique, au cours de la résolution numérique d’un problème instationnaire, l’erreur numé-
rique est produite et accumulée à chaque pas de temps et le contrôle de cette erreur (dynamique)
assure la stabilité de la méthode. On mène ici des tests sur l’équation de Burgers visqueuse. Pour
cela, on cherche une solution numérique périodique sur l’intervalle [0; 2π] au problème aux condi-
tions initiales :

∂u(x, t)

∂t
+ NL (u(x, t)) − ν

∂2u(x, t)

∂x2
= 0 (5.12)

u(x, 0) = u0(x) (5.13)

NL dans (5.12) désigne le terme non linéaire, pouvant être pris de façon convective ou divergente.
Ce problème possède le double avantage d’avoir une solution analytique via la transformation
de Cole-Hopf pour toute condition initiale u0 et de présenter un contenu spectral riche [115].

Forme divergente

Sous forme divergente, le terme non linéaire s’écrit :

NL (u(x, t)) =
∂

∂x

(
u2 (x, t)

2

)

La méthode des lignes appliquée à (5.12) conduit à un système de N équations semi-discrètes :

duN
i

dt
+

1

2
D1

i

(
uNuN

)
− νD2

i

(
uN

)
= 0 ; i = 0, ..., N − 1 (5.14)

où
(
uNuN

)
est le vecteur de composante uN

i uN
i . Dans l’espace spectral, le calcul du terme non

linéaire par méthode pseudo-spectrale est couplé au nombre d’onde modifié comme décrit par
(5.11). Ainsi, il faut résoudre :

dûN
k

dt
+

1

2
jck

′ (ωk)

[
∑

n+m=k

ûN
n ûN

m +
∑

n+m=k±N

ûN
n ûN

m

]
+ νk′′ (ωk) ûN

k = 0 (5.15)

k = −N/2, ..., N/2 − 1

Si une méthode de déaliasing est employée, on avance en temps la solution de :

dûN
k

dt
+

1

2
jck

′ (ωk)

[
∑

n+m=k

ûN
n ûN

m

]
+ νk′′ (ωk) ûN

k = 0

k = −N/2, ..., N/2 − 1

soit de manière équivalente dans l’espace physique :

duN
i

dt
+

1

2

N/2−1∑

k=−N/2

[
jck

′ (ωk)
∑

n+m=k

ûN
n ûN

m

]
ejc

2π
N

ik − νD2
i

(
uN

)
= 0 (5.16)

Les solutions physique et spectrale à t = 1.6 pour le cas aliasé (5.15) sont présentées en figure
(5.5). L’intégration en temps a été effectuée avec un schéma Runge-Kutta du quatrième ordre,
on a fixé Nx = 128, ν = 0.01, u0(x) = sin(x) et choisi ∆t = 10−4 afin de repousser les erreurs
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Fig. 5.5 – Formulation divergente. Comparaison des solutions physique (gauche) et spectrale
(droite) pour la résolution de l’équation de Burgers visqueuse (ν = 0.01), pour le schéma compact
d’ordre 6 et les différences finies centrées d’ordre 2, à t=1.6

d’intégration temporelle au-delà des erreurs spatiales.
On voit nettement sur le spectre de la solution (fig. 5.5) que la méthode centrée à l’ordre 2

(notée DF2), couplée avec le schéma RK4, atténue les fréquences élevées. Le faible pouvoir de
résolution de cette méthode agit comme un filtre écrasant les modes élevés créés par non-linéarité.
A contrario le schéma compact n’introduit presque pas d’erreur de troncature. L’aliasing est
prédominant et se traduit par un empilement d’énergie aux hautes fréquences et une sous-
résolution manifeste du calcul.
Ce premier exemple montre, qu’à résolution marginale, la forme divergente peut être acceptable
seulement en utilisation avec une méthode à forte diffusion numérique.

Forme convective

Sous forme convective, le terme non linéaire s’écrit :

NL (u(x, t)) = u(x, t)
∂u(x, t)

∂x

Soit à résoudre par la méthode des lignes :

duN
i

dt
+ uN

i D1
i

(
uN

)
− νD2

i

(
uN

)
= 0 ; i = 0, ..., N − 1

Ou dans l’espace spectral sous forme aliasée :

dûN
k

dt
+ jck

′ (ωk) +
∑

n+m=k

[
ûN

n

(
jck

′ (ωm) ûN
m

)]

+
∑

n+m=k±N

[
ûN

n

(
jck

′ (ωm) ûN
m

)]
+ νk′′ (ωk) ûN

k = 0

k = −N/2, ..., N/2 − 1

(5.17)

L’obtention de la formulation désaliasée est directe.

Les solutions physique et spectrale à t = 1.6 pour le cas aliasé (5.17) sont tracées en figure
(5.6), pour les mêmes paramètres que précédemment.
Cette fois-ci le schéma compact présente un excellent comportement, proche de la solution de
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référence, alors que la méthode de différences finies centrées d’ordre 2 est incorrecte. Le faible
pouvoir de résolution de ce schéma introduit une erreur de type dispersif qui pollue la solution
sur une large gamme de fréquences. La réduction des erreurs d’aliasing et de troncature de la
forme compact, couplée à la formulation convective, présente donc un compromis intéressant
pour la résolution des équations de Navier-Stokes, surtout en SGE où le contenu spectral des
champs est important au voisinage de la coupure. Ces conclusions seront affinées dans les sections
suivantes.
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Fig. 5.6 – Formulation convective. Comparaison des solutions physique (gauche) et spectrale
(droite) pour la résolution de l’équation de Burgers visqueuse (ν = 0.01), pour le schéma compact
d’ordre 6 et les différences finies centrées d’ordre 2, à t=1.6

5.3 Validation physique

La section précédente a permis d’illustrer le comportement de différentes formes du terme
non linéaire sur des exemples mathématiques. On s’intéresse maintenant à l’effet de l’erreur
d’aliasing sur la physique simulée. Pour cela on considère la simulation temporelle d’une couche
de mélange plane compressible.

5.3.1 Équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes écrites sous forme conservative faible sont déduites à partir
de (1.2)–(1.4). On a donc ici :

∂
~̃
U

∂t
+

∂
~̃
F

∂x
+

∂
~̃
G

∂y
=

~̃
V (5.18)

avec
~̃
U = [ρ, ρu, ρv, ρet]

T , ou de manière équivalente (mathématiquement), sous forme convective
toujours en variables conservatives :

∂
~̃
U

∂t
+ [ÃF ]

∂
~̃
U

∂x
+ [ÃG]

∂
~̃
U

∂y
=

~̃
V ; [ÃF ]ij =

∂F̃i

∂Ũj

[ÃG]ij =
∂G̃i

∂Ũj

(5.19)

5.3.2 Résolution numérique

On résout les systèmes (5.18) et (5.19) sur un domaine plan, périodique selon la direction
longitudinale (x). On applique des conditions non réflectives du type NSCBC [81] sur la direction
transversale (y). Les dérivations spatiales sont assurées par des schémas compacts centrés à
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Chapitre 5. Erreurs numériques

l’ordre 6, dégradés aux points frontière selon y [56]. L’avancement en temps est réalisé grâce
à une méthode de Runge-Kutta du troisième ordre à stockage réduit [16], le pas de temps est
limité par une condition de CFL.
Le fluide considéré est l’air, l’écoulement est supposé isotherme initialement. On choisit comme
condition initiale un profil en tangente hyperbolique pour la vitesse longitudinale, et un bruit
blanc de faible amplitude pour la vitesse transversale.
Le nombre de Reynolds, basé sur l’épaisseur de vorticité initiale (δ) et la vitesse infinie de la
couche de cisaillement vaut 200 pour un nombre de Mach convectif de 0.6. Le domaine de calcul :
Lx = 45δ, Ly = 50δ, est discrétisé selon Nx = 256, Ny = 256 points.

5.3.3 Résultats

La différence au niveau des calculs provient uniquement de la manière dont est évalué le
terme non linéaire. Le champ de vorticité pour les deux cas au même instant, t = 60tref , est
représenté en figure (5.7).

Fig. 5.7 – Effet de la formulation du terme non linéaire sur la résolution numérique des équations
de Navier-Stokes pour la couche de mélange temporelle plane. Forme convective (gauche) et
divergente (droite). Champ de vorticité à t=60.

Au début de la simulation les deux méthodes sont équivalentes, les structures cohérentes
émergent aux mêmes instants et aux mêmes positions. Lorsque les premiers appariements tour-
billonnaires interviennent, l’écoulement est très fortement cisaillé localement ce qui se traduit par
un contenu spectral important des champs. A partir de ce moment les erreurs d’aliasing dans
l’espace physique, propres à chacune des méthodes, polluent la solution. La forme divergente
montre des signes de sous résolution et d’instabilité (oscillations dans la zone de cisaillement),
alors que la forme convective accepte sans problème la coalescence.

Ce test physique confirme les conclusions de la section précédente : la forme convective
associée à un schéma à haut pouvoir de résolution minimise les erreurs dans l’espace physique.

5.4 Réduction des erreurs

Malgré l’importance des erreurs numériques introduites par la forme divergente en résolution
marginale, celle-ci est largement utilisée en pratique (dans l’espace physique) [75] [109], notam-
ment pour les écoulements compressibles avec choc [35].
La différence entre les formes convective et divergente réside dans l’erreur d’aliasing produite.
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Si dans l’espace spectral les méthodes de déaliasing sont bien établies [16], les choses sont en
revanche moins claires dans l’espace physique. Dans cette section on compare deux approches
destinées à réduire l’erreur d’aliasing physique de la forme divergente :

– une méthode de filtrage explicite sur maillage raffiné proposée par Ghosal [34],
– une méthode d’interpolation compacte [30].

5.4.1 Filtrage

Ghosal [34] a proposé récemment une technique de filtrage pour réduire l’erreur numérique
associée au terme non linéaire (aliasing et troncature). Si on s’intéresse uniquement à un contenu
spectral des champs inférieur au mode ks = πN/L = N/2, on peut utiliser un maillage plus fin
composé de M points de grille (qui possède donc une coupure numérique supérieure kc = M/2)
et appliquer un filtre passe-bas (du type porte) afin d’éliminer les modes compris entre ks et
kc (générés par les interactions non linéaires). D’après la règle des 3/2 dans l’espace spectral, il
conclut que si ks < 2kc/3 l’erreur d’aliasing est éliminée. Une technique similaire a été utilisée
par Lund [63] pour la SGE de turbulence isotrope.

Principe théorique

Le filtrage appliqué au terme non linéaire sous forme divergente s’écrit pour l’équation de
Burgers semi-discrète :

duM
i

dt
+

1

2
D1

i

(
F

(
uMuM

))
− νD2

i

(
uM

)
= 0 ; i = 0, ..., M − 1 (5.20)

où F (·) est l’opérateur de filtrage. Ainsi, si on suppose que le filtre est idéalement le filtre porte,
les coefficients de Fourier filtrés de u sont :

û
M
k = F̂ (k) ûM

k =

{
ûM

k si |k| ≤ ks

0 sinon

et le polynôme d’interpolation trigonométrique devient :

IMF
(
uMuM

)
(xi) =

M/2−1∑

k=−M/2

F̂ (k) ŵM
k ejc

2π
M

ik =

ks∑

k=−ks

ŵM
k ejc

2π
M

ik ; i = 0, ..., M − 1

Soit dans l’espace spectral :

dûM
k

dt
+

1

2
k′ (ωk) F̂ (k)

(
∑

n+m=k

ûM
n ûM

m +
∑

n+m=k±M

ûM
n ûM

m

)
+ νk′′ (ωk) ûM

k = 0

k = −M/2, ..., M/2 − 1 ; ûM
k = 0 siN/2 < |k| ≤ M/2

L’erreur d’aliasing est donc nulle jusqu’à |k| = ks si k−n±M = ±ks, soit ks = M/3 = 2/3kc =
N/2.

Application pratique

En pratique, les filtres employés dans l’espace physique ne sont que des approximations de la
fonction porte. Les filtres compacts pentadiagonaux de Lele [56] semblent être le meilleur com-
promis entre facilité d’optimisation et faible niveau d’erreur. Ils sont construits sur la molécule
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suivante :

β
(
ûN

i−2 + ûN
i+2

)
+ α

(
ûN

i−1 + ûN
i+1

)
+ ûN

i = auN
i +

b

2

(
uN

i−1 + uN
i+1

)

+
c

2

(
uN

i−2 + uN
i+2

)
+

d

2

(
uN

i−3 + uN
i+3

) (5.21)

et possèdent la fonction de transfert :

F̂ (ωk) =
a + b cos (ωk) + c cos (2ωk) + d cos (3ωk)

1 + 2α cos (ωk) + 2β cos (2ωk)

Ces filtres vérifient automatiquement la condition dF̂
dω (π) = 0. On peut disposer de deux para-

mètres d’optimisation de la fonction de transfert en imposant un filtre d’ordre 6, ou d’ordre 4

avec la condition supplémentaire : d2F̂
dω2 (π) = 0. Les fonctions de transfert de trois filtres aussi

raides que possibles dans le voisinage ω = 2/3π sont présentées en figure (5.8). Le nombre d’onde
modifié de l’opérateur couplé dérivation/filtrage (D ◦ F ) est tracé en figure (5.9). La perte de
résolution (au voisinage de ω = π/2) est due au caractère imparfait du filtre comparativement
au filtre porte.
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Fig. 5.8 – Fonction de transfert de trois filtres compacts pentadiagonaux

5.4.2 Interpolation

Une autre technique originale de réduction des erreurs d’aliasing dans l’espace physique
est l’interpolation. On a en effet vu en section 5.2 que l’erreur d’aliasing apparâıt du fait de
la troncature du produit de convolution discret et disparâıt si on dispose d’une grille double.
Le problème revient alors à évaluer INw (xi) = u2N

i u2N
i , c’est-à-dire à interpoler la fonction u

sur une grille de densité double avec le plus grand soin possible. Une fois encore, les schémas
d’interpolation de Lele [56] sont d’excellents candidats du fait de leur haut pouvoir de résolution.
Ces schémas s’écrivent de manière générique :

β
(
uN

i−2 + uN
i+2

)
+ α

(
uN

i−1 + uN
i+1

)
+ uN

i =
a

2

(
uN

i−1/2 + uN
i+1/2

)

+
b

2

(
uN

i−3/2 + uN
i+3/2

)
+

c

2

(
uN

i−5/2 + uN
i+5/2

) (5.22)
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Fig. 5.9 – Nombre d’onde modifié de l’opérateur de dérivation compacte centré d’ordre 6 avec
le filtre 3 de la figure (5.8)

La fonction de transfert associée :

T (ωk) =
a cos (ωk/2) + b cos (3ωk/2) + c cos (5ωk/2)

1 + 2α cos (ωk) + 2β cos (2ωk)

est tracée en figure (5.10) pour un schéma d’ordre 6, tel que T = 1 et dT
dωk

= 0 pour ωk =
2.10, 2.25, 2.50.
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Fig. 5.10 – Fonction de transfert des trois schémas d’interpolation compacts

Cet outil permet de construire un nouvel ensemble de valeurs de taille 2N pour u, noté u2N ,
en intercalant les valeurs exactes (uN ) et les valeurs interpolées (uN ) comme représenté en figure
(5.11).
Soit, {

u2N
2i = uN

i ; i = 0, ..., N

u2N
2i+1 = uN

i ; i = 0, ..., N − 1
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Fig. 5.11 – Principe d’interpolation

avec

uN
i =

N/2−1∑

n=−N/2

T (ωn) ûN
n ejc

2π
N

in

Les coefficients de Fourier de la fonction ainsi construite sont alors :

û
2N
n =

1

2N

N/2−1∑

m=−N/2

[
ûN

m

(
1 + T (ωn) ejc

π
N

(m−n)
) N−1∑

i=0

ejc
2π
N

i(m−n)

]
(5.23)

La propriété d’orthogonalité de la base complexe permet de simplifier (5.23) :

û
2N
n =





1
2 [1 − T (ωn+N )] ûN

n+N si − N ≤ n < −N
2

1
2 [1 + T (ωn)] ûN

n si − N
2 ≤ n ≤ +N

2
1
2 [1 − T (ωn−N )] ûN

n−N si + N
2 < n ≤ +N

(5.24)

Ou encore dans l’espace physique :

u2N
i =

1

2

N/2−1∑

n=−N/2

[(
ejcπi + 1

)
+

(
ejcπi − 1

)
T (ωn)

]
ûN

n ejc
2π
2N

in

i = −N, ..., N − 1

Les coefficients de Fourier du produit de convolution de deux fonctions u et v s’expriment alors
comme :

ŵ
2N
k =

1

2N

2N−1∑

i=0

u 2N
i v 2N

i ejc
2π
2N

ik

Soit après calcul :

ŵ
2N
k =

1

2

∑

n+m=k

û
N
n v̂

N
m (1 + T (ωn) T (ωm)) +

1

2

∑

n+m=k±N

û
N
n v̂

N
m (1 − T (ωn)T (ωm)) (5.25)

n, m = −N/2, ..., N/2 − 1 ; k = −N, ..., N − 1

On notera que ces expressions, et notamment (5.24) (5.25), sont cohérentes avec le cas de l’in-
terpolation exacte (T = 1) présenté en section (5.1.3).
L’erreur introduite sur le coefficient de Fourier (5.25) par la fonction de transfert par rapport
au cas de l’interpolation exacte (5.10) :

ŵ 2N
k − ŵ

2N
k =

1

2

∑

n+m=k

û
N
n v̂

N
m (1 − T (ωn) T (ωm)) − 1

2

∑

n+m=k±N

û
N
n v̂

N
m (1 − T (ωn)T (ωm))

n, m = −N/2, ..., N/2 − 1 ; k = −N, ..., N − 1
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Fig. 5.12 – Erreur spectrale pour le mode n + m = k de l’interpolateur compact

est tracée en figure (5.12) pour le mode k = n + m des fonctions réelles u et v telles que
ûN

n = v̂N
m = 1 ; n, m ≥ 0, N = 32. Cette méthode d’interpolation permet de réduire l’erreur

d’aliasing sur une large gamme de nombre d’onde (fig. 5.13).

 

0
8

16
0

8

16

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

n

m

Fig. 5.13 – Spectre de l’erreur d’aliasing pour le mode n + m = k après interpolation compacte

Une fois w2N construit, on peut dériver cette fonction sur la grille double et ne retenir que
les résultats aux noeuds solides : xi = x2i :

D1
2i

(
w2N

)
=

N−1∑

k=−N

jck
′ (ωk) ŵ

2N
k ejc

2π
2N

2ik

Le pouvoir de résolution du schéma derivation/interpolation est alors double. On notera tout de
même que l’équation (5.25) produit deux termes, l’un principal pour la contribution n + m = k,
l’autre d’aliasing (ou parasite) pour n + m = k ± N . Ainsi on a :

k ′ (ωn+m=k) =
1

2
k′ (ωk) (1 + T (ωn)T (ωm)) (5.26)
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k ′ (ωn+m=k−N ) =
1

2
k′ (ωk) (1 − T (ωn)T (ωm)) (5.27)

On a représenté en figure (5.14) ces nombres d’onde modifiés (5.26) (5.27) pour le cas n = m.
La perte de pouvoir de résolution est liée au caractère imparfait de l’opérateur d’interpolation
mais reste négligeable comparée à l’erreur introduite par la méthode de filtrage (fig. 5.9).
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Appliquée à l’équation de Burgers visqueuse, la technique d’interpolation donne simplement :

duM
i

dt
+

1

2

N−1∑

k=−N

jck
′ (ωk) ŵ

2N
k ejc

2π
2N

2ik − νD2
i

(
uM

)
= 0 ; i = 0, ..., N − 1 (5.28)

5.4.3 Comparaison

On compare maintenant l’efficacité de la méthode de filtrage de Ghosal à notre méthode
d’interpolation sur des tests statiques et dynamiques.

Tests statiques

On s’intéresse à la fonction w(x) = u2(x) construite à partir de u(x) = sin (k1x) + sin (k2x)
avec N = 32 (soit M = 48). On considère deux couples de valeurs (k1, k2), l’un conduisant à
une fonction non aliasée sur la grille : (k1, k2) = (6, 8), l’autre à une fonction aliasée : (k1, k2) =
(10, 13). Le résultat du filtrage est présenté en figure (5.15). Pour le cas non aliasé, le caractère
imparfait du filtre conduit à un léger écart avec la fonction de base. Pour le cas aliasé, le filtre
atténue fortement les modes 20 et 23 qui auraient pu être représentés par la grille à M = 48, et
le mode 26 qui aliase le mode 22. Il ne reste au final que la contribution du mode 3 et une erreur
importante aux noeuds de calcul. La méthode d’interpolation, elle, n’affecte pas les valeurs aux
noeuds solides.
La dérivation de la forme quadratique filtrée ou interpolée conduit aux courbes de la figure
(5.16). Le calcul interpolé est confondu avec le résultat exact alors que le calcul aliasé et la
dérivation du champ filtré conduisent à des résultats totalement faux.
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Fig. 5.15 – Filtrage de la convolution non aliasée (haut) et aliasée (bas) pour les trois filtres de
la figure (5.8).

Tests dynamiques

Les tests dynamiques sont menés sur l’équation de Burgers visqueuse (5.12) avec les mêmes
paramètres que précédemment (section 5.2.3). On dispose pour les comparaisons de la solution
exacte obtenue par la transformation de Cole-Hopf.
La norme L2 de l’erreur sert de critère d’exactitude :

||uN − uexact||L2(t) =

(
1

N

N−1∑

i=0

(
uN

i (t) − uexact(xi, t)
)2

)1/2

Les tests montrent que pour une valeur de ν = 0.01, le spectre de la solution exacte remplit la
moitié des nombres d’onde (k = 32) à t ≈ 0.45 et atteint la coupure kc = 64 à t ≈ 0.70 avec une
amplitude de |ûexact(k)| ≈ 10−10.
On résout dans l’espace physique par méthode de différences finies compactes les équations
(5.17), (5.15), (5.20) et (5.28). Les résultats de (5.17), (5.15) sont également donnés pour une
méthode pseudo-spectrale aliasée ou non.
Lors de l’évolution initiale de la solution (fig. 5.17) seules les erreurs de discrétisation entrent
en jeu. Les simulations spectrales donnent la solution exacte à la précision machine, l’effet du
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Fig. 5.16 – Comparaison statique du filtrage et de l’interpolation.

nombre d’onde modifié apparâıt d’abord pour la forme divergente qui dérive deux fois le contenu
spectral de la forme convective. Le filtrage sur grille fine M = 3N/2 et sur grille régulière M = N
produit un niveau d’erreur nettement plus élevé. La méthode d’interpolation se révèle être un
bon compromis entre introduction d’erreurs dues à la fonction de transfert de l’interpolateur
compact et augmentation du pouvoir de résolution de la dérivée.
A partir de t ≈ 0.45 on entre dans la phase de résolution marginale, les produits deviennent
aliasés et l’erreur de la forme convective commence à crôıtre. Les erreurs d’aliasing des calculs
spectraux sont quasi sans effet jusqu’à t ≈ 0.70 où le champ commence à être sous résolu.
Après t ≈ 0.70 on continue à faire avancer des solutions numériques sous-résolues (fig. 5.18).
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Fig. 5.17 – Évolution initiale de la norme L2 de l’erreur pour les méthodes spectrales, compacts
classiques (gauche) et compacts filtrées ou interpolées (droite).

Les méthodes spectrales (ou compacts) sous forme divergente sont les plus sévèrement touchées,
les erreurs d’aliasing de la forme convective atténuent l’effet de sous-résolution. La technique
de filtrage sur maillage fin (M = 3N/2), notée Divergente Compact Filtré sur la figure (5.18)
s’en sort le mieux du fait de la densité supérieure de points de grilles qu’elle utilise. La méthode
d’interpolation compact est proche de la forme convective.
Les solutions numériques à t = 1.6 sont représentées en figure (5.19). On notera là encore le bon
accord entre les formes convective et divergente interpolée.
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Fig. 5.18 – Évolution finale de la norme L2 de l’erreur pour les méthodes spectrales et compact
classiques (gauche), et compact filtrées ou interpolées (droite).
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Conclusion

On peut évaluer rapidement le surcoût numérique de ces deux méthodes. De manière géné-
rale tous les schémas compacts ont une formulation similaire qui conduit à un système matriciel
pouvant être inversé en O(N) opérations. Les dérivations première et seconde de (5.12) néces-
sitent ainsi O(2N) opérations.
Pour le filtrage, on ne travaille plus sur N , mais M = 3N/2 points. La discrétisation spatiale
de (5.20) requiert alors 2O(3N/2) opérations plus O(3N/2) pour le filtrage et un surcoût de
O(N/2) pour le produit. La méthode de Ghosal conduit donc à un surcoût de O(3N) opération
par itération, associé à une réduction du pas de temps de l’ordre de 2/3 compte tenu de la
condition de CFL.
L’interpolation nécessite O(N) opérations par champ, soit O(2N) pour former le terme non
linéaire (ici u = v, mais dans le cas général on n’a pas forcément cette égalité). La dérivation est
alors en O(2N) et le produit rajoute O(N) opérations. Le surcoût total est en O(4N), supérieur
à la méthode de filtrage, mais le pas de temps reste ici inchangé. Globalement ces deux méthodes
ont donc un coût algorithmique équivalent.
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D’un point de vue théorique la méthode d’interpolation est meilleure que le filtrage pour
rendre la forme divergente quasiment exacte aux points de grille et donc équivalente à la forme
convective dans l’espace physique. Néanmoins, en pratique, l’interpolation est limitée à des
problèmes suffisamment réguliers, alors qu’en choisissant correctement le filtre on peut s’assurer
de la stabilité et de la réduction des oscillations de la solution numérique au détriment de la
qualité de précision de celle-ci [98].

5.5 Erreur numérique et modèle sous-maille

Les études menées dans la section précédente ont montré que l’utilisation de la forme di-
vergente, pour la résolution d’équations aux dérivées partielles non linéaires avec des méthodes
numériques à haut pouvoir de résolution, peut conduire à d’importantes erreurs du fait de
l’aliasing statique. La forme convective possède par contre un meilleur comportement en cas de
résolution marginale. La résolution marginale, résolution à partir de laquelle l’erreur d’aliasing
apparâıt, peut être repoussée en SND pourvu que le maillage soit suffisamment fin. Par contre,
en SGE, les champs simulés présentant un contenu spectral chargé, l’erreur d’aliasing est for-
cément présente. Enfin, on a vu que l’on pouvait utiliser la notion de nombre d’onde modifié,
et effectuer des calculs avec un code pseudo-spectral, pour imiter le comportement d’un schéma
implémenté dans l’espace physique, pourvu que les calculs soient aliasés.
Dans cette section on regarde plus en détail l’effet de la formulation du terme non linéaire sur
la physique de l’écoulement en simulation des grandes échelles. Les études sont menées d’abord
en approche statique, sur des champs de vitesse réalistes, puis en dynamique sur la SGE d’une
THI en auto-amortissement à résolution 483.

5.5.1 Bases de l’étude

On considère un domaine cubique de volume (L = 2π)3 muni de la base orthonormale
(~e1, ~e2, ~e3) et discrétisé en N = 48 points dans chaque direction d’espace. On suppose de plus
que l’écoulement est homogène et isotrope en moyenne.
On s’intéresse à deux méthodes de discrétisation spatiale aux différences finies (de nom générique
FD) notées :

– DF2 pour différences finies centrées d’ordre 2.
– SL4 pour différences finies compactes centrées d’ordre 4 avec 80% de pouvoir de résolution

à 0.1% d’erreur relative.
Les méthodes de référence sont notées :

– SPDA pour méthode de collocation Fourier désaliasée.
– SP pour méthode de collocation Fourier aliasée.

Méthodologie

La comparaison des erreurs de troncature et d’aliasing statique des différentes formulations
du terme non linéaire des équations de Navier-Stokes 3D est menée sur la base de spectres

d’erreur comme en [34]. Supposons que ĜREF
i (~k) soit la ième composante spectrale d’un vecteur

de référence et ĜTEST
i (~k) son avatar obtenu par une méthode numérique quelconque. On évalue

alors en tout nombre d’onde la différence :

∆REF−TEST

Ĝi
= ĜREF

i (~k) − ĜTEST
i (~k)
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et on calcule le spectre d’erreur au mode k par intégration sur les sphères Ak de rayon k,
en moyennant sur les directions d’espace i = 1, 2, 3 puisque l’homogénéité et l’isotropie sont
supposées.

EREF−TEST

Ĝ
(k) =

1

3

3∑

i=1

1

4πk2

∫

Ak

∣∣∣∆REF−TEST

Ĝi
(~k)

∣∣∣ dAk

Champ initial

Afin d’effectuer des calculs réalistes, on impose au spectre d’énergie de suivre la théorie de
Kolmogorov [30]. Pour cela on suppose que ce spectre présente une zone infrarouge en k4, un
pic à kI et une zone inertielle en k−5/3 jusqu’à la coupure kc :

E(k) =

{
k4 si 0 ≤ k ≤ kI

k−5/3 si kI ≤ k ≤ kc

(5.29)

Les champs de vitesse sont alors déduits en introduisant la fonction de courant vectorielle :

ûi(~k) = jckjεijkΨ̂k(~k) (5.30)

avec

εijk =





1 si ijk sont en permutation circulaire directe

−1 si ijk sont en permutation circulaire inverse

0 sinon

On relie E(k) à ~u par la relation (4.4) qui devient ici, en introduisant le complexe conjugué du
champ de vitesse (réel) û∗

i (
~k) = ûi(−~k) :

E(k) = 2πk2 〈ûiû
∗
i 〉 = 2πk2

〈
(1 − δjk)

(
kjkjΨ̂kΨ̂

∗
k − kjkkΨ̂kΨ̂

∗
j

)〉
(5.31)

La fonction de courant est construite à partir de son spectre :

Ψ̂i(~k) = Ψi(k)ejcθi(~k)

où θi(~k) prend des valeurs aléatoires sur l’intervalle [0, 2π] et :

Ψi(k) =

(
E(k)

4πk4

)1/2

On vérifie a posteriori que le spectre d’énergie prescrit (5.29) et le spectre recalculé (5.31) sont
cohérents (fig. 5.20) et que la densité de probabilité associée est gaussienne.

5.5.2 Équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes projetées dans l’espace spectral ont été introduites en section
(3.1.2).
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Fig. 5.20 – Comparaison des spectres d’énergie prescrits et recalculés pour kI = 6 et N = 48.

Terme non linéaire

Le terme non linéaire peut s’exprimer sous plusieurs formes que l’on rappelle ici :

N1
i = (uiuj),j : forme divergente (5.32)

N2
i = ui,juj + uiuj,j : forme convective (5.33)

N3
i =

1

2

(
N1

i + N2
i

)
: forme skew-symétrique (5.34)

N41
i =εijk(ωkuj) +

1

2
(ujuj),i : forme rotationnelle n◦1 (5.35)

N42
i = εijk(ωkuj) + ui,juj : forme rotationnelle n◦2 (5.36)

ωk = εklmum,l

Seules N2 et N42 sont exactes aux points de grille dans l’espace physique, les autres formes sont
affectées par la grille discrète.
On rappelle que l’étude pseudo-spectrale des erreurs numériques introduites par les schémas aux
différences finies dans l’espace physique nécessite l’utilisation d’un code aliasé.

Projection biaisée

Le nombre d’onde modifié est introduit dans la représentation spectrale des équations de
Navier-Stokes en supposant que le champ de vitesse est réellement indivergent (à la précision
machine). Ainsi, seule l’équation de la dynamique est modifiée par rapport à (1.18)(1.15) :

jckiûi = 0 (5.37)

ûi,t + N̂ ′
i = −jckiP

′ − νk′′ûi (5.38)

N̂ ′
i est la représentation spectrale de l’écriture générique du terme non linéaire (5.32)–(5.36) et

P ′ le projecteur ”biaisé” :

P ′
ij(

~k) = δij −
k′

ikj

k′
lkl

(5.39)
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Fig. 5.21 – Écart entre le projecteur spectral (1.21) et le projecteur biaisé (5.39).
(a) terme diagonale pour SL4. (b) terme diagonale pour DF2.
(c) terme hors-diagonale pour SL4. (d) terme hors-diagonale pour DF2.

La différence entre les tenseurs de projection spectrale (1.21) et biaisé (5.39) est présentée en
figure (5.21) pour les schémas DF2 et SL4 dans le cas bidimensionnel pour plus de simplicité.
Plus le pouvoir de résolution du schéma est bas et plus l’écart au projecteur spectral est impor-
tant, à la fois en amplitude et en terme de nombre d’onde. On note une symétrie pour les termes
diagonaux P ′

11 et P ′
22 : amplification dans une direction et atténuation dans l’autre (fig. 5.21 (a)

et (b)), alors que les termes hors-diagonale P ′
12 et P ′

21 sont totalement asymétriques (fig. 5.21
(c) et (d)).
Sur la base du projecteur biaisé, le formalisme de SGE spectral (4.2) devient :

[
∂

∂t
+

(
ν + νt (k|kc)

)
k′′

]
ûi = ti,<kc (5.40)

avec

ti,<kc(
~k, t) = −jc kj P ′

il(
~k) N̂ ′

l(~k, t) (5.41)
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5.5.3 Analyse terme à terme

Chacun des termes de (5.40) est analysé à partir du champ statique (5.30) obtenu pour
kI = 6. On étudie l’erreur d’aliasing seule, de troncature seule, et l’erreur globale, comme précisé
en table (5.1). Pour plus de lisiblité, toutes les figures suivantes sont à la même échelle.

Aliasing seul Troncature seule Erreur globale

N1 N̂2
SP − N̂1

SP N̂1
SP − N̂1

FD N̂2
SP − N̂1

FD

N2 0 N̂2
SP − N̂2

FD N̂2
SP − N̂2

FD

N3 N̂2
SP − N̂3

SP N̂3
SP − N̂3

FD N̂2
SP − N̂3

FD

N41 N̂42
SP − N̂41

SP N̂41
SP − N̂41

FD N̂42
SP − N̂41

FD

N42 0 N̂42
SP − N̂42

FD N̂42
SP − N̂42

FD

Tab. 5.1 – Procédure pour l’étude des erreurs numériques 3D

Termes convectifs

Pour une analyse spectrale pure (hors problème de troncature), les erreurs d’aliasing seules
sont caractérisées en prenant la forme spectrale désaliasée pour référence (ESPDA−SP

N̂
(k)) (fig.

5.22). La forme rotationnelle n◦1 (N41), basée sur la forme divergente (N1), produit le plus
grand écart. La forme skew-symétrique (N3) est la plus efficace, les erreurs d’aliasing des formes
divergente (N1) et convective (N2) se compensant comme mentionné par kravchenko [50]. Néan-
moins, dans l’espace physique, on a montré en section (5.2) que la référence est la forme convec-
tive (N2). La figure de droite (fig. 5.22) montre le spectre de l’erreur d’aliasing présente dans
l’espace physique pour les différentes formes (voir la table 5.1).
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Fig. 5.22 – Aliasing 3D spectral (gauche), et en référence à N2 (droite), pour les différents
termes non linéaires (5.32)–(5.36).

Les erreurs de troncature seules pour DF2 et SL4 sont représentées en figure (5.23). Comme
prévu, l’erreur de troncature pour DF2 est supérieure à celle de SL4 et les formes de ces spectres
sont peu sensibles au choix de l’écriture du terme non linéaire.

Maintenant, en combinant les deux erreurs précédentes (cf table 5.1) on obtient le spectre
d’erreur globale (fig. 5.24). L’erreur globale est principalement due à la troncature pour le schéma
à faible pouvoir de résolution (DF2), alors que l’aliasing est le plus important pour le schéma
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Fig. 5.23 – Erreur de troncature 3D seule pour les schémas DF2 (gauche) et SL4 (droite).

à haut pouvoir de résolution (SL4). Le couple (N2, SL4) donne les meilleurs résultats, et
(N1,DF2) les moins bons.
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Fig. 5.24 – Erreur globale 3D pour les schémas DF2 (gauche) et SL4 (droite).

Transfert spectral

L’élimination de la pression dans les équations de Navier-Stokes (5.38) a introduit un couplage
entre le projecteur biaisé et le terme non linéaire. Le terme de transfert spectral résolu, moyenné
sur les sphères Ak de rayon k, (5.41) est tracé en figure (5.25) pour la forme convective (N1)
en association avec les schémas SPDA, SP, DF2, SL4. Le faible pouvoir de résolution de
DF2 réduit les transferts dans la zone inertielle et diminue la production de modes à haute
fréquence. A l’inverse, le schéma compact est très proche de la méthode spectrale et n’atténue
que légèrement les modes au voisinage de la coupure. On n’a pas représenté les résultats pour
les autres formes du terme non linéaire car ils sont très proches de ceux obtenus en figure (5.25).

Dissipation visqueuse et sous-maille

Le terme diffusif
(
ν + νt (k|kc)

)
k′′ûi(~k, t) est principalement gouverné par les interactions

entre le modèle sous-maille et les erreurs de dérivation via le produit νtk′′. On a représenté
en figure (5.26) ce terme pour les schémas DF2, SL4 et SP et pour une viscosité turbulente
de type plateau-pic (équation 4.6) ou constante. Le schéma DF2 avec modèle plateau-pic se
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Fig. 5.25 – Spectre du transfert spectral (5.41) pour la forme divergente N1.

comporte globalement comme un schéma spectral ou compact associé à une viscosité turbulente
sous-maille constante.
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Fig. 5.26 – Terme νtk′′ associé au terme sous-maille pour les schémas DF2 et SL4.

Le terme diffusif complet est tracé en figure (5.27). Le schéma compact est quasiment
confondu avec la méthode spectrale sur toute la gamme de nombre d’onde. Le schéma cen-
tré d’ordre 2 est proche de la forme spectrale jusqu’à kc/2 environ puis se situe entre le modèle
spectral à viscosité turbulente constante et dynamique.

Erreur totale et terme sous-maille

L’erreur totale est la somme des erreurs accumulées sur les termes de transfert et de dissi-
pation. On la calcule selon la procédure définie en table (5.1).
Le schéma SL4, compact d’ordre 4, possède une très faible erreur de troncature et fait ressortir
les effets d’aliasing des formes N1, N3 et N41 dont l’amplitude est comparable à celle du terme
sous-maille (fig. 5.28). Parmi les formes précédentes, la forme skew-symétrique (N3) est celle qui
s’en sort le mieux. Les formulations N2 et N42, exactes aux points de grille réduisent de manière
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Fig. 5.27 – Terme sous-maille pour différents schémas.

notable l’erreur totale sur toute la gamme de nombre d’onde. Le modèle sous-maille n’est plus
pollué par la formulation numérique.
Pour le schéma DF2, les erreurs de troncature dépassent la contribution du terme sous-maille
sur toute la plage de nombre d’onde, quelle que soit la forme du terme non linéaire. La contri-
bution du modèle est noyée dans les erreurs numériques et son effet devient incertain.
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Fig. 5.28 – Erreur totale comparée au terme sous-maille pour les schémas DF2 (gauche) et SL4
(droite).

5.5.4 Étude dynamique 3D

Les tests statiques précédents ont montré que la contribution du terme sous-maille peut faci-
lement être masquée par les erreurs numériques. Si l’ordre de la méthode est bas il s’agit d’erreurs
de troncature et d’erreurs d’aliasing pour une méthode d’ordre supérieur. Dans cette section on
s’intéresse au comportement dynamique des erreurs. Pour cela on effectue la SGE d’une turbu-
lence homogène isotrope en auto-amortissement à la résolution de 483 pour les formes N1 et N2.
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Code de calcul

Le calcul de référence, obtenu avec une méthode pseudo-spectrale désaliasée (SPDA), permet
d’effectuer des comparaisons avec les schémas DF2 et SL4, sur la base de l’évolution temporelle
de l’énergie cinétique et des spectres d’énergie. On rappelle que le comportement physique de
ces schémas est émulé dans l’espace spectral en considérant un calcul aliasé où est introduit le
nombre d’onde modifié.
Le code, initialement développé par Fedioun [30], utilise un avancement en temps d’Adams-
Bashforth du second ordre (AB2) et un schéma implicite de Cranck-Nicolson pour les termes
diffusifs.
Le champ initial est obtenu par la méthode détaillée en section (5.5.1), où cette fois-ci le spectre
d’énergie pique à kI = 8 et présente une zone infrarouge kn avec n = 8 :

E(k, 0) = Akne−4(k/kI)2

En choisissant de normaliser l’énergie cinétique : k0 à 1, la constante A devient :

A−1 =
1

2

(
4

k2
I

)−(n+1)/2

Γ

(
n + 1

2

)

Le temps de référence est basé sur le temps de retournement des grosses structures : tref =(
k

1/2
0 kI

)−1
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Fig. 5.29 – Spectre d’énergie à t=2 pour les schémas DF2 et SL4 et les formes N1 et N2.

Premiers retournements

Une des propriétés du modèle sous-maille dynamique (4.6) est d’être inactif tant que le
spectre d’énergie n’est pas chargé à la coupure. On peut ainsi évaluer la stabilité de la discré-
tisation et l’émergence de la cascade énergétique, indépendamment du modèle sous-maille. Le
spectre d’énergie à t = 2 est tracé en figure (5.29). On constate une amplification des modes sur
une large bande de nombres d’onde pour le schéma DF2, quelle que soit la forme du terme non
linéaire.
Cette instabilité est également visible sur l’évolution initiale de l’énergie cinétique qui devrait
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théoriquement être conservée en l’absence de dissipation (fig. 5.30). C’est le cas pour SPDA
alors que DF2 (sous forme N1 ou N2) conduit à une amplification de l’énergie cinétique, signe
d’instabilité, alors que la méthode SL4/AB2 est légèrement dissipatif, tendance également ob-
servée par krachvenko ([50]).
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Fig. 5.30 – Évolution initiale de l’énergie cinétique pour les schémas DF2 et SL4, et les formes
N1 et N2.
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Fig. 5.31 – Évolution temporelle de l’énergie cinétique pour les schémas DF2 et SL4, et les
formes N1 et N2.

Cascade établie

Vers t = 2.5 le modèle sous-maille devient actif et le terme diffusif ainsi introduit stabilise
DF2. SL4 sous forme N1 ou N2 est très proche de SPDA et vers t = 10 ces méthodes suivent
une loi de décroissance en t−1.38 prévue par la théorie [78](fig. 5.31). Outre le fait de stabiliser
le calcul, le modèle sous-maille dynamique semble s’adapter aux erreurs numériques du schéma
puisque DF2 tend lui aussi de manière asymptotique vers la bonne loi de décroissance.
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Ces comportements sont confirmés sur le spectre d’énergie, tracé à t = 40 en figure (5.32),
puisque SPDA et SL4/N2 ont des spectres très proches (SL4/N1 est légèrement moins bon)
avec une évolution en k−5/3 au voisinage de la coupure. En fait légèrement inférieure (−5.7/3),
en accord avec les calculs à résolution supérieure (643 et 1283) reportés par Lesieur [60]. DF2
présente également un spectre en k−5/3 mais avec un niveau énergétique supérieur (comporte-
ment dispersif), là encore le modèle sous-maille a un effet stabilisateur et permet de rétablir la
physique du processus simulé.
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Fig. 5.32 – Spectre d’énergie à t=40 pour les schémas DF2 et SL4, et les formes N1 et N2.
Échelle logarithmique.

5.6 Conclusion

Ce long chapitre a été consacré à l’identification et à l’étude des erreurs numériques interve-
nant lors de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes. Sur des cas tests statiques
réalistes on a montré que l’erreur principale est de type troncature pour un schéma à faible pou-
voir de résolution, alors qu’elle est due à l’aliasing lorsque le pouvoir de résolution est élevé. Dans
le cas d’une SGE ces erreurs peuvent être supérieures à l’amplitude du terme sous-maille. En
pratique cependant, un modèle dynamique semble s’adapter aux erreurs numériques et conduire
à des statistiques correctes.
Contrairement aux résultats trouvés dans la littérature, nous avons fait le distinguo entre aliasing
physique et spectral. Ceci nous permet de conclure que la forme convective du terme non linéaire
des équations de Navier-Stokes est celle qui minimise les erreurs numériques lors des calculs avec
méthode compacte. On s’est assuré de la validité de ce résultat sur la SND d’une couche de
mélange temporelle plane et la SGE d’une THI en auto-amortissement. Il ressort de cette étude
que la forme convective (N2), associée à un schéma compact (SL4), possède des propriétés très
proches d’une méthode spectrale désaliasée, à un coût nettement moindre. Enfin, on a proposé
une méthode d’interpolation afin de rendre la formulation divergente numériquement proche de
la forme convective, à un coût de calcul acceptable.
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Chapitre 6

Le code COMPACT

La simulation numérique directe des équations de Navier-Stokes nécessite de résoudre de la
manière la plus propre possible une large gamme de nombres d’onde. Pour cela, deux approches
sont possibles :

– utiliser un schéma à faible pouvoir de résolution associé à un maillage suffisamment fin
pour s’assurer que la gamme d’échelles d’intérêt se trouve dans la plage de nombres d’onde
correctement résolue,

– utiliser un schéma à haut pouvoir de résolution qui réduit le nombre de points nécessaires
mais augmente la complexité du code.

Une SND étant par définition un calcul instationnaire et tridimensionnel, nous avons choisi la
deuxième approche afin de réduire le coût numérique des simulations. Les schémas compacts,
présentés dans le chapitre précédent, ont ainsi été retenus et ont donné leur nom au code de
calcul : code COMPACT.
Ce code est destiné à la réalisation des simulations nécessaires à la classification des termes
sous-maille issus des équations filtrées du mélange binaire (3.18) (3.19) (3.23) (3.34).

6.1 Formulation mathématique

On se limite à des géométries simples, de type parallélépipèdique, en repère cartésien.

6.1.1 Équations

Le chapitre 5, consacré à l’étude des erreurs numériques, a montré que l’utilisation de la
forme convective du terme non linéaire des équations de transport réduit les erreurs d’aliasing
dans l’espace physique. De plus, la formulation en variables naturelles (ou primitives) (1.8) –
(1.11) permet une réduction du nombre d’opérations par pas de temps.

Adimensionnement

Les équations sont adimensionnées par les grandeurs de référence indicées ref :

x∗
i = xi · Lref t∗ = t · tref u∗ = u · Uref

ρ∗ = ρ · ρref T ∗ = T · Tref p∗ = p · pref

r∗ = r · rref C∗
p = Cp · Cp ref

C∗
v = Cv · Cv ref

µ∗ = µ · µref k∗ = k · kref D∗ = D · Dref
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où ∗ désigne la grandeur dimensionnée. Ces paramètres d’adimensionnement sont reliés entre
eux par :

tref =
Lref

Uref
ρref =

pref

rrefTref

pref = ρrefU2
ref rref = Cp ref

= Cv ref
=

U2
ref

Tref

µref =
1

2
(µ1 + µ2) Reref=

ρrefUrefLref

µref

Prref=
µrefCp ref

kref
Scref =

µrefρref

Dref

Ici, µ1 et µ2 sont les viscosités partielles des fluides 1 et 2 calculées dans des conditions à définir.
Reref , Prref et Scref sont respectivement les nombres de Reynolds, de Prandtl et de Schmidt
basés sur les grandeurs de référence.
Sous forme adimensionnelle, le système résolu, (1.8) – (1.11), devient :

∂ρ

∂t
+ ρ

∂uj

∂xj
+ uj

∂ρ

∂xj
= 0 (6.1)

ρ

[
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

]
+

∂p

∂xi
=

∂σij

∂xj
(6.2)

ρCv

[
∂T

∂t
+ uj

∂T

∂xj

]
+ p

∂uj

∂xj
= σij

∂ui

∂xj
+

∂

∂xj

(
k

RerefPrref

∂T

∂xj

)

− (Cp1 − Cp2) Jj
∂T

∂xj
− (r1 − r2)T

∂Jj

∂xj
(6.3)

ρ

[
∂Y

∂t
+ uj

∂Y

∂xj

]
= −∂Jj

∂xj
(6.4)

avec,
p = ρ (r2 + (r1 − r2)Y ) T

σij =
µ

Reref

[
−2

3

∂uk

∂xk
δij +

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

]

Jj = − ρD

RerefScref

∂Y

∂xj

Métriques

Le prototype d’écoulement d’intérêt pour notre étude est la couche de mélange qui pos-
sède une zone de cisaillement génératrice d’instabilités (cf partie suivante). Afin de résoudre ce
gradient avec un maximum de précision, on introduit une transformation géométrique sur le
maillage selon la direction perpendiculaire à l’écoulement, notée z. On relie la coordonnée phy-
sique z à la coordonnée mathématique Z par une fonction bijective f . En pratique, nous avons
choisi un maillage en racine :

z = L
Z√

1 − Z2

z ∈ [zmin ; zmax] ; Z ∈ ]−1 ; 1[
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Les dérivées première et seconde sont calculées par la règle de dérivation composée :

∂

∂z
=

∂

∂Z

dZ

dz

∂2

∂z2
=

∂2

∂Z2

(
dZ

dz

)2

+
∂

∂Z

d2Z

dz2

Des tests numériques ont montré qu’un rapport de dilatation de l’ordre de 3 entre la plus grande
et la plus petite maille est acceptable. Au-delà, des oscillations sur la pression peuvent être
visibles, les gradients étant mal résolus aux frontières.

6.1.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites d’un code de calcul ont un double rôle :
– un rôle physique : définir la nature des frontières (glissement, sortie libre, ...)
– un rôle numérique : éviter les formulations instables aux frontières (downwind).

Les méthodes basées sur une analyse caractéristique 1D suivant la direction perpendiculaire à la
frontière remplissent ces critères. Initialement développées par Thompson [105] pour le système
Euler compressible, elles ont été étendues aux équations de Navier-Stokes par Poinsot et Lele
[81], puis par Baum et al [5] au cas multi-espèces.
Le principe de la méthode est rappelé ici pour la direction x. Partant du système à résoudre
sous forme vectorielle :

∂~U

∂t
+

∂ ~F

∂x
+ ~C = 0

On exhibe la matrice jacobienne A du flux F :

[A]ij =
∂Fi

∂uj

que l’on diagonalise grâce aux matrices de vecteurs propres gauche et droit, [S]−1 et [S] :

[Λ] = [S]−1 [A] [S]

pour former le vecteur caractéristique ~L :

~L = [Λ] [S]−1 ∂~U

∂x

Les ondes qui sortent du domaine sont calculées naturellement, alors que l’évolution des ondes
entrantes est fixée ou reliée aux autres par le système LODI (Local One Dimansion Inviscid) :

∂~U

∂t
+ [S] ~L = 0

Avec les notations employées, le vecteur inconnu s’exprime comme :

~U = [ρ, u, v, w, T, Y ]T
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et le vecteur caractéristique selon x est :

Lx
1 =

u − c

2ρCp

[
∂p

∂x
− ρc

∂u

∂x

]

Lx
2 = u

∂v

∂x

Lx
3 = u

∂w

∂x

Lx
4 =

u

ρCp

[
−∂p

∂x
+ ρCp

∂T

∂x

]

Lx
5 = u

[
∂ρ

∂x
− 1

c2

∂p

∂x

]

Lx
6 =

u + c

2ρCp

[
∂p

∂x
+ ρc

∂u

∂x

]

où c est la vitesse locale du son et pour ~d = [S] ~L :

dx
1 =

ρCp

c2
[Lx

1 + Lx
6 ] + Lx

5

dx
2 =

Cp

c
[Lx

6 − Lx
1 ]

dx
3 = Lx

2

dx
4 = Lx

3

dx
5 = Lx

1 + Lx
4 + Lx

6

dx
6 = − r

r1 − r2

[Lx
5

ρ
+

Lx
4

T

]

Au final on résout à la frontière le système :

∂~U

∂t
+ ~d + ~C = 0

Les expressions pour les autres directions s’obtiennent par symétrie.

6.1.3 Algorithmes

La méthode des lignes est employée pour la résolution du système (6.1) – (6.4). On discré-
tise d’abord les termes de dérivation spatiale, puis on intègre en temps le système d’équations
différentielles ordinaires obtenu.

Espace

Les opérateurs de dérivation spatiale sont discrétisés par la méthode aux différences finies
compactes de Lele [56]. Pour la dérivée première, on utilise un schéma centré à l’ordre 6, dégradé
à l’ordre 4 aux noeuds frontière si besoin (direction non homogène). La dérivée seconde est
également d’ordre 6 mais dégradée aux ordres 3 et 4 à la frontière. Les nombres d’onde modifiés de
ces schémas sont tracés en figure (6.1). Le système pentadiagonal formé par le support numérique
du schéma compact est résolu grâce à un algorithme de Thomas [83] pour le cas non homogène à
un coût de l’ordre de O(N) opérations. En configuration périodique le système devient cyclique.
La formule de Woodbury [83] permet alors de se ramener à un système pentadiagonal bien
conditionné sans augmentation notable du coût de calcul.
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Fig. 6.1 – Nombres d’onde modifiés pour les schémas intérieurs de dérivation première (gauche)
et seconde (droite) pour le code COMPACT.

Temps

L’avancement en temps est explicite et réalisé grâce à une méthode Runge-Kutta d’ordre 3
à stockage réduit (Jameson, Schmidt, Turkel [16]). Le pas de temps est évalué selon un critère
de type CFL [46] :

∆t =
1

1

∆t1
+

1

∆t2

avec





∆t1 =
CFL∣∣∣ λx

∆x

∣∣∣
max

+
∣∣∣ λy

∆y

∣∣∣
max

+
∣∣∣ λz
∆z

∣∣∣
max

∆t2 =
1

2µ
(

1
∆2

x
+ 1

∆2
y

+ 1
∆2

z

)

où λ représente les valeurs propres du système :

λi = {ui − c ; ui ; ui + c}

6.2 Implémentation

Dans cette section on évoque la structure retenue pour le code de calcul. Le codage est réalisé
en Fortran 90 [21].

6.2.1 Arbre programmatique

La formation des flux numériques se résume au calcul de valeurs nodales de dérivées dont
l’obtention nécessite la résolution d’un système matriciel pentadiagonal. L’équation de l’éner-
gie du système Navier-Stokes (6.3) faisant intervenir simultanément les dérivées dans chaque
direction d’espace (terme ui,j σij), on a décidé de calculer d’un bloc toutes les dérivées selon la
direction z (tableaux de dimension [0, Nx][0, Ny][0, Nz]), puis d’évaluer celles selon x et y sur
des sous-blocs de dimension [0, Nx][0, Ny][0, M ]. Cette technique, représentée schématiquement
en figure (6.2), requiert le stockage simultané d’une vingtaine de tableaux 3D.

6.2.2 Optimisation

Un important effort d’optimisation a été consenti sur le code afin d’assurer la faisabilité des
SND. Quelques éléments de ce travail numérique sont donnés.
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Calcul complet des 
dérivées selon Z 

Initiali sation 

Lecture données 

Lecture champs initiaux 
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de dérivation Avancement 
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Calcul flux numériques 

Edition des résultats 

Calcul des dérivées selon 
X et Y sur les bandes 

[0 ;Nx]x[0 ;Ny]x[0 ;M] 

Formation du flux numérique 

SOLVEUR 
NAVIER-STOKES 

Pour Z=0, Nz, par 
pas de M+1 

Fig. 6.2 – Arbre programmatique simplifié du code COMPACT.

Vectorisation

La continuelle montée en puissance des machines vectorielles et l’acquisition récente par
l’IDRIS d’un supercalculateur NEC-SX5 nous ont conduit à orienter l’optimisation du code vers
ce type d’architecture.
Pour être efficace, un processeur vectoriel doit être alimenté par des flux de données contiguës
en mémoire et indépendants [37]. Le calcul des dérivées, qui représente la majeure partie du
temps d’exécution, conduit à la résolution d’un système récurrent difficilement vectorisable. On
profite donc des dimensions neutres du calcul pour effectuer une linéarisation et forcer ainsi la
vectorisation. Selon z on aura une longueur de vecteur de l’ordre de Nx · Ny, contre Nx · M
selon y et Ny · M selon x. En choisissant correctement la valeur de M on peut optimiser le
programme pour limiter le coût mémoire et maximiser les performances.
En pratique on obtient des performances supérieures à 5 Gflops sur un processeur de NEC-SX5
(pour une puissance crête de 8 Gflops) et un temps de calcul inférieur à 3 · 10−7 seconde par
itération Runge-Kutta et par point de maillage.
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Parallélisation

La diminution du temps d’exécution du code passe également par la parallélisation de celui-ci.
Plusieurs techniques sont envisageables dont :

– le partage des données (mode SIMD), qui consiste à faire effectuer les mêmes opérations
par chaque processus et à synchroniser les calculs par échange de messages,

– le partage des tâches (mode MIMD), où chaque processus effectue une action pouvant être
différente.

Bien que la première méthode ait été employée par Stoessel [103] et se soit avérée efficace, nous
avons choisi d’utiliser la seconde, nettement plus facile à mettre en oeuvre grâce au standard
OpenMP [36].
Le tableau (6.1) montre la qualité de parallélisation obtenue et la bonne ”scalabilité” du code.
Les performances crête et effective sont également tracées en figure (6.3).

Nbre Proc. Gflops efficacité // % crête

1 5.1 1.00 64
2 10.1 1.00 63
3 14.9 0.99 62
6 29.4 0.95 61

Tab. 6.1 – Performances et efficacité parallèle du code COMPACT sur NEC-SX5.
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Fig. 6.3 – Performances du code COMPACT sur le NEC-SX5.
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Chapitre 7

Le code WENO

Le second code développé dans le cadre de la thèse est basé sur l’utilisation de méthodes
récentes à capture de choc : les schémas WENO (Weighted Essentially Non Oscillatory) [61].
La reconstruction WENO est une méthode d’ordre élevé développée spécifiquement pour les
problèmes contenant des discontinuités et une physique riche (e.g. turbulence) [97]. L’idée de
base consiste à choisir localement, pour un ordre donné, le stencil le plus régulier grâce à une
procédure non linéaire. On peut ainsi garantir à la solution d’être d’ordre élevé en tout point
du domaine, sans dégradation au voisinage de la discontinuité. Cette méthode est détaillée en
annexe B.

7.1 Formulation mathématique

Ce second code, nommé WENO, est principalement destiné à tester l’approche de SGE
implicite (équivalente au MILES) pour le mélange binaire sur maillage structuré. On a choisi
une méthode d’ordre 5 qui semble être un bon compromis entre coût de calcul et précision
[97][33].

7.1.1 Pouvoir de résolution

Le pouvoir de résolution de l’approximation conservative de la dérivée (annexe B.1.2) est
déterminé grâce à une extension originale du concept de nombre d’onde modifié au cas des mé-
thodes non linéaires.
Classiquement, l’évaluation du nombre d’onde modifié, introduit en section 5.1.2, revient à exa-
miner la réponse de l’opérateur de dérivation à une fréquence fixée. Pour une méthode linéaire
(e.g. différences finies) cette réponse intervient à la même fréquence que le signal initial alors
que pour une méthode non linéaire (e.g. WENO) d’autres fréquences peuvent apparâıtre.
Ainsi, pour un mode k donné, on s’intéresse à la dérivation de la fonction Fk :

Fk(x) = F̂ke
jkx (7.1)

dont la dérivée numérique s’écrit :

δFk

δx
= F ′

k(x) =

N/2∑

n=−N/2

F̂ ′
k(n)ejnx

ou encore à partir de (7.1) en introduisant le nombre d’onde modifié k′
k :

F ′
k(x) = jk′

kF̂ke
jkx
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En séparant la contribution au mode k des autres, on écrit :

jk′
kF̂ke

jkx = F̂ ′
k(k)ejkx +

N/2∑

n=−N/2 ; n6=k

F̂ ′
k(n)ejnx (7.2)

Pour une méthode linéaire seul le premier terme de (7.2) est présent. Par analogie on pose :

F̂ ′
k(k) = jk′(k)F̂k

Et donc,

k′
k = k′(k) −

N/2∑

n=−N/2 ; n6=k

j
F̂ ′

k(n)

F̂k

ej(n−k)x (7.3)

Le pseudo nombre d’onde linéaire k′(k) est tracé en figure (7.1), en comparaison avec ceux des
schémas décentrés d’ordre 3 et 5 suivant :

f ′
i =

1

∆x

[
−1

6
fi+2 + fi+1 −

1

2
fi −

1

3
fi−1

]

f ′
i =

1

∆x

[
− 1

20
fi+2 +

1

2
fi+1 +

1

3
fi − fi−1 +

1

4
fi−2 −

1

30
fi−3

]

Bien que la méthode WENO soit d’ordre 5 en théorie, on constate que la partie dispersive est
proche de celle du schéma décentré d’ordre 3 (i.e. centrée d’ordre 4), avec toutefois une forte
atténuation des fréquences élevées. Cet effet de filtrage se retrouve également sur la courbe de
dissipation numérique. Globalement, au vue de ces courbes, le schéma semble capturer correc-
tement un tiers de la gamme de nombres d’onde et agit comme un filtre passe-bas sur le reste
des fréquences.

Les coefficients de Fourier −j
F̂ ′

k(n)

F̂k
de la partie non linéaire du nombre modifié sont tracés en

figure (7.2) pour les modes 1, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 31, du cas Nx = 64. D’une manière géné-
rale on constate pour le mode k considéré l’émergence des fréquences (3 + 2i)k mod(Nx) dont
l’amplitude décrôıt avec i (i entier). En pratique, lors de la résolution d’équation aux dérivées
partielles de type convectif/diffusif, les fréquences supérieures à kc/3 (physiques on numériques)
seront rapidement atténuées du fait de la forme du nombre d’onde linéaire.
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Fig. 7.1 – Pseudo nombre d’onde modifié du schéma WENO, parties dispersive (gauche) et
dissipative (droite).
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Fig. 7.2 – Part non linéaire du nombre d’onde modifié du schéma WENO
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7.1.2 Équations

La méthode de résolution des systèmes hyperboliques par reconstruction WENO, détaillée en
annexe B, est appliquée à la part Euler des équations de Navier-Stokes (1.2)–(1.5). Ces équations,
résolues sous forme conservative faible, sont rappelées ici en notation vectorielle :

∂
~̃
U

∂t
+

∂
~̃
F

∂x
+

∂
~̃
G

∂y
+

∂
~̃
H

∂z
=

~̃
V

avec

~̃
F =




ρu
ρu2 + p

ρuv
ρuw

(ρet + p)u
ρuY




~̃
G =




ρv
ρvu

ρv2 + p
ρvw

(ρet + p)v
ρvY




~̃
H =




ρw
ρwu
ρwv

ρw2 + p
(ρet + p)w

ρwY




L’adimensionnement du système, identique au code COMPACT, n’est pas détaillé.

Matrices de passage

La méthode de résolution nécessite le calcul des matrices de passage vers les bases carac-

téristiques associées aux flux
~̃
F ,

~̃
G,

~̃
H. On ne présente que les expressions pour

~̃
F , les autres

s’obtiennent par symétrie. La matrice de vecteurs propres à droite retenue est :

R =
ρCp

c2




1 0 0 0 c2

ρCp
1

u − c 0 0 0 u c2

ρCp
u + c

v (γ − 1)T 0 0 v c2

ρCp
v

w 0 (γ − 1)T 0 w c2

ρCp
w

H − uc (γ − 1)Tv (γ − 1)Tw c2 − (γ − 1)r h1−h2

r1−r2

c2

ρCp

[
H − r(h1−h2)

r1−r2

]
H + uc

Y 0 0 −(γ − 1) r
r1−r2

− r2

r1−r2

c2

ρCp
Y




où H = h + 1
2(u2 + v2 + w2). De même pour son inverse :

R−1 =




γr2T+uc+(γ−1)H2

2ρCp

−c−(γ−1)u
2ρCp

−(γ−1)v
2ρCp

−(γ−1)w
2ρCp

γ−1
2ρCp

γ(r1−r2)T−(γ−1)(h1−h2)
2ρCp

−v
ρ 0 1

ρ 0 0 0

−w
ρ 0 0 1

ρ 0 0

H2

ρCp
− u

ρCp
− v

ρCp
− w

ρCp

1
ρCp

−h1−h2

ρCp

r−r2

r − γ−1
c2

H2
γ−1
c2

u γ−1
c2

v γ−1
c2

w −γ−1
c2

− r1−r2

r + γ−1
c2

(h1 − h2)

γr2T−uc+(γ−1)H2

2ρCp

c−(γ−1)u
2ρCp

−(γ−1)v
2ρCp

−(γ−1)w
2ρCp

γ−1
2ρCp

γ(r1−r2)T−(γ−1)(h1−h2)
2ρCp



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où H2 = 1
2(u2 + v2 + w2) − h2.

Métriques

D’un point de vue géométrique on tient compte de la présence éventuelle de transformations
du plan physique (x, z) vers le plan de calcul (X, Z) : X = X(x, z) et Z = Z(x, z). Les termes
de dérivation première sont alors obtenus par les relations :

∂

∂x
=

∂

∂X

∂X

∂x
+

∂

∂Z

∂Z

∂x

∂

∂z
=

∂

∂X

∂X

∂z
+

∂

∂Z

∂Z

∂z

En introduisant la discrétisation conservative des flux (cf annexe B), on est conduit à résoudre
en tout point (i, j, k) du domaine (méthode des lignes) :

∂

∂t
~̃
U i,j,k +

1

∆X

[
~̂
F̃ i+ 1

2
,j,k −

~̂
F̃ i− 1

2
,j,k

] (
∂X

∂x

)

i,j,k

+
1

∆Z

[
~̂
F̃ i,j,k+ 1

2

−
~̂
F̃ i,j,k− 1

2

] (
∂Z

∂x

)

i,j,k

+
1

∆y

[
~̂
G̃i,j+ 1

2
,k −

~̂
G̃i,j− 1

2
,k

]

+
1

∆X

[
~̂
H̃ i+ 1

2
,j,k −

~̂
H̃ i− 1

2
,j,k

](
∂X

∂z

)

i,j,k

+
1

∆Z

[
~̂
H̃ i,j,k+ 1

2

−
~̂
H̃ i,j,k− 1

2

] (
∂Z

∂z

)

i,j,k

=
~̃
V i,j,k

Shu [97] rappelle que si on dispose d’une transformation suffisamment régulière, alors les
propriétés WENO obtenues dans le domaine de calcul sont conservées sur le domaine physique.
Nous ne considérons uniquement des transformations entre un plan physique (x, z) polygonal et
un domaine de calcul (X, Z) rectangulaire. Cette double restriction (transformation plane et do-
maine polygonal) autorise l’emploi de la transformation de Schwarz-Christoffel pour déterminer
les correspondances point à point entre les deux domaines. Pour cela on utilise la librairie scpack
développée par Trefethen [107]. A tire d’exemple on a représenté en figure (7.3) les maillages
physique et de calcul d’une rampe de compression.

7.1.3 Conditions aux limites

Pour plus de simplicité, Shu [97] recommande de conserver la formulation générale de la
méthode WENO aux frontières et d’ajuster les valeurs des points fantômes (hors du domaine de
calcul) suivant le type de frontière considérée. Trois sortes de conditions sont gérées par le code :

– La périodicité : les points fantômes sont reliés aux valeurs nodales internes. Par exemple :

(ρ)−1,j,k =(ρ)N−1,j,k (ρ)−2,j,k =(ρ)N−2,j,k ...

(ρu)−1,j,k =(ρu)N−1,j,k (ρu)−2,j,k =(ρu)N−2,j,k ...

(ρv)−1,j,k =(ρv)N−1,j,k (ρv)−2,j,k =(ρv)N−2,j,k ...

(ρw)−1,j,k=(ρw)N−1,j,k (ρw)−2,j,k=(ρw)N−2,j,k ...

(ρet)−1,j,k=(ρet)N−1,j,k (ρet)−2,j,k=(ρet)N−2,j,k ...

(ρY )−1,j,k=(ρY )N−1,j,k (ρY )−2,j,k=(ρY )N−2,j,k ...
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0 20 40
x

0

10

20

30

40

50

60

70

80z

0 5 10 15 20
X

0

10

20

30

40

50

Z

Fig. 7.3 – Exemple de projection plane des maillages physique (xz) à gauche, et de calcul (XZ)
à droite du code WENO

– La symétrie : la vitesse perpendiculaire à la frontière est inversée. Pour une frontière de ce
type en i = 0 on aura :

(ρ)−1,j,k = (ρ)1,j,k (ρ)−2,j,k = (ρ)2,j,k ...

(ρu)−1,j,k =−(ρu)1,j,k (ρu)−2,j,k =−(ρu)2,j,k ...

(ρv)−1,j,k = (ρv)1,j,k (ρv)−2,j,k = (ρv)2,j,k ...

(ρw)−1,j,k= (ρw)1,j,k (ρw)−2,j,k= (ρw)2,j,k ...

(ρet)−1,j,k= (ρet)1,j,k (ρet)−2,j,k= (ρet)2,j,k ...

(ρY )−1,j,k= (ρY )1,j,k (ρY )−2,j,k= (ρY )2,j,k ...

– Les entrées/sorties, par la méthode NSCBC détaillée en section 6.1.2. Dans ce cas les
points fantômes se voient attribuer des valeurs irréalistes présentant de larges variations
(e.g. u−i = (10i)10) afin de les exclure du processus de reconstruction.

7.1.4 Algorithmes

En complément des détails numériques de l’annexe B, on donne quelques indications sur le
calcul des métriques et des flux visqueux, ainsi que sur l’avancement en temps.
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Espace

Les termes de métrique sont obtenus à partir du domaine de calcul par une méthode de
différences finies d’ordre 2 (centrée pour les points intérieurs et décentrée aux bords) en utilisant
les relations [2] :

∂X

∂x
=

1

J

∂z

∂Z

∂Z

∂x
= − 1

J

∂z

∂X

∂Z

∂z
=

1

J

∂x

∂X

∂X

∂z
= − 1

J

∂x

∂Z

où

J =
∂x

∂X

∂z

∂Z
− ∂x

∂Z

∂z

∂X

Les dérivées secondes du flux visqueux
~̃
V sont calculées en appliquant successivement deux

opérateurs de dérivation première afin d’en limiter le coût numérique. Cet opérateur utilise des
différences finies centrées d’ordre 4 pour les points intérieurs et est dégradé au second ordre aux
frontières.

Temps

L’intégration en temps est réalisée selon la méthode des lignes. Shu [97] propose l’utilisa-
tion d’une méthode Runge-Kutta TVD (Total Variation Diminushing) pour la résolution des
équations hyperboliques de la forme :

du

dt
= F (u)

Il donne la méthode d’ordre 3 suivante, TVD pour un nombre de CFL maximum de 1 :

u(1) = un + ∆tF (un)

u(2) =
3

4
un +

1

4
u(1) +

1

4
∆tF (u(1))

un+1 =
1

3
un +

2

3
u(2) +

2

3
∆tF (u(2))

Le pas de temps est évalué par un critère identique à celui du code COMPACT.

7.2 Implémentation

Comme pour le code COMPACT, on évoque dans cette section la structure retenue pour le
code de calcul. Le codage est réalisé en Fortran 90 [21] afin de bénéficier de la gestion dynamique
de la mémoire.

7.2.1 Arbre programmatique

Les complexités numérique et d’implémentation de la méthode étant bien plus importantes
que pour le code COMPACT on a décidé de limiter le nombre de sous-programmes nécessaires à
la résolution du problème. Pour cela, on utilise les symétries des flux selon x, y, et z, au détriment
de quelques transpositions. Le principe de la méthode est représenté schématiquement en figure
(7.4).
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Fig. 7.4 – Arbre programmatique simplifié du code WENO.
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7.2.2 Optimisation

A partir de la structure retenue pour le code, l’optimisation a été effectuée aussi bien d’un
point de vue algorithmique qu’informatique. La présence des points fantômes et la localité des
reconstructions ont conduit à l’utilisation de calculateurs parallèles scalaires et notamment de
clusters de PC dont le principe est détaillé en annexe C.

Couplage différences finies/WENO

L’optimisation algorithmique a été menée en couplant la reconstruction WENO à la méthode
de différences finies. En partant de la constatation que la méthode WENO est extrêmement
consommatrice en temps de calcul (du fait des passages dans la base caractéristique), on a es-
sayé de restreindre son application uniquement aux parties nécessaires de l’écoulement. Ce type
de procédure a été utilisé dans la littérature sur des cas simples : interaction d’un choc fixe avec
une turbulence homogène et isotrope [25], mais rarement à notre connaissance pour le cas de
jets ou de couches de mélange qui sont nos cibles principales d’application.
La difficulté majeure consiste à déterminer le lieu d’application de l’une ou l’autre méthode. Dif-
férents tests numériques nous ont amené à considérer la dérivée de la densité comme indicateur.
En pratique, on fixe un seuil limite acceptable (de l’ordre de 5 · 10−3) au-delà duquel les flux
sont calculés par l’approche WENO.
Les résultats du couplage WENO/différences finies centrées d’ordre 4 (DF4) sont présentés sur
deux cas tests :

1. Test 1 : la couche de mélange. On considère l’évolution temporelle de la couche de cisaille-
ment isotherme (300 K) plane se développant entre l’azote et l’oxygène à nombre de Mach
0.3 pour un nombre de Reynolds de 100. Le domaine est rectangulaire, périodique selon x,
et discrétisé par 64 points de grille dans chaque direction. A partir de conditions initiales
identiques on obtient à t = 50 · tref les résultats présentés en figure (7.5). Le champ de
fraction massique d’oxygène est identique dans les deux cas mais le couplage WENO/DF4
permet de réduire le temps de calcul d’un facteur 2.
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Fig. 7.5 – Iso-valeurs de la fraction massique d’oxygène de la couche de mélange temporelle
N2/O2 à t = 50 · tref par la méthode WENO (gauche) et le couplage WENO/DF4 (droite).
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7.2. Implémentation

2. Test 2 : la rampe de compression. On considère maintenant l’évolution spatiale d’un jet
isotherme (300 K) et iso-vitesse (1000 m/s) d’oxygène dans l’azote sur une rampe de
compression à Re = 1000 . Les frontières selon z sont de type symétrie et entrée/sortie
pour x. Le domaine est discrétisé par 64 points de grille dans chaque direction. A partir
de conditions initiales identiques on obtient à t = 100 · tref les résultats présentés en figure
(7.6). L’accord entre les deux méthodes est là-encore excellent. La zone d’action du schéma
DF4 est visualisée en figure (7.7) où on a représenté la valeur absolue des dérivées de la
densité inférieure à 5 · 10−3.
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Fig. 7.6 – Iso-valeurs du champ de pression du jet iso-vitesse N2/O2 à t = 100 · tref pour la
méthode WENO (gauche) et le couplage WENO/DF4 (droite).

Fig. 7.7 – Lieu des dérivées du champ de densité selon x (gauche) et z (droite) dont la valeur
absolue est inférieure à 5.10−3

Bien que rudimentaire, ce critère nous a paru suffisamment simple et efficace pour ne pas
chercher à l’optimiser plus avant.
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Optimisation scalaire

L’optimisation informatique du code a débuté par l’optimisation scalaire. Un effort d’écriture
important a été consenti afin de respecter les règles classiques :

– accès contigus en mémoire,
– réutilisation des lignes de cache,
– inlining des procédures au sein des boucles.

Parallélisation

Le temps de restitution de calcul est réduit grâce à la parallélisation du code. La technique
de décomposition de domaine [17] a été choisie, d’une part pour la bonne ”scalabilité” de la
méthode et d’autre part pour la portabilité sur cluster de PC.
En supposant que le nombre de points de discrétisation selon z est proportionnel au nombre
de processeurs utilisés, on effectue un découpage monodimensionnel du domaine selon cette
direction. Le principe est représenté en figure (7.8). La topologie étant définie, chaque processus
effectue les mêmes opérations sur un jeu de données différentes (mode SIMD). La synchronisation
entre ces processus est assurée par échange de messages via la librairie MPI [38].

x 

z 

y 

P(n) 

P(n+1) 

P(n-1) 

Fig. 7.8 – Principe de la décomposition de domaine 1D.

Les performances du code, obtenues sur le cluster EPEE décrit en annexe C, sont présentées
en figure (7.9). Le cas test est un calcul 3D à la résolution de 64× 64× 128 points de grille. On
a tracé le rapport des temps de restitution séquentielle/parallèle, ainsi que l’efficacité parallèle
en fonction du nombre de processeurs. Ce rapport, appelé speedup, crôıt moins vite que la loi
linéaire mais reste correct. L’écart provient essentiellement du temps de latence du réseau.
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Fig. 7.9 – Speedup (haut) et efficacité parallèle (bas) du code WENO.
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Chapitre 8

Comparaison et validation des codes

La validation des codes de calcul a été menée sur des cas tests simples allant du transport
linéaire 1D à la simulation d’une couche de mélange. Ces tests permettent de mieux comprendre
les caractéristiques propres de chacun des codes et d’en fixer les limites.

8.1 Tests linéaires 1D

Les tests linéaires sont utiles afin de qualifier le comportement dissipatif/dispersif des mé-
thodes numériques. On a choisi d’étudier l’équation de convection munie de conditions aux
limites adaptées :

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (8.1)

u(x, 0) = x0(x) (8.2)

En configuration homogène le couple Runge-Kutta/COMPACT est aisément étudié par l’analyse
linéaire de Von Neumann [2]. En supposant que le schéma d’intégration en temps est d’ordre 3,

0
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C=0.25
C=0.5
C=0.75
C=1� /2 �✁

g

Fig. 8.1 – Module du facteur d’amplification du couple RK4/Compact pour l’équation de convec-
tion linéaire en fonction du nombre de CFL.

le facteur d’amplification de la méthode est :

g =
ûn+1

k

ûn
k

= 1 − C2

2
ω′2 + j

C

6

(
C2ω′3 − 6ω′)
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où C est le nombre de CFL, C = c∆t
∆x , et ω′ la pulsation modifiée. On constate en figure (8.1) que

ce couplage est instable pour des nombres de CFL proches de 1, par conséquent on se limitera
en pratique à une valeur de 0.5.

Pour une méthode vraiment non linéaire (non linéaire même pour une équation linéaire)
comme la reconstruction WENO cette analyse est impossible. Il est seulement possible de com-
parer l’une à l’autre les deux méthodes sur des transports simples.

8.1.1 Convection d’un mode

On suppose pour tous les cas tests que la vitesse de convection de l’équation (8.1) est unitaire
(c = 1). On considère d’abord le cas temporel (problème de condition initiale) puis le cas spatial
(problème aux limites).

Temporel

En configuration temporelle le domaine est périodique et la condition initiale (8.2) s’écrit
pour le mode k :

u(x, 0) = sin

(
k
2π

L
x

)

Avec Nx = 64 la grille numérique est apte à capturer 32 modes. Les tests sont effectués pour
k ∈ {1, 5, 10, 15}, les résultats sont tracés en figure (8.2) à t = 1.
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Fig. 8.2 – Transport d’un mode par l’équation de convection linéaire périodique avec Nx = 64,
résultats à t = 1, CFL = 0.5
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Compte tenu du haut pouvoir de résolution du schéma de dérivation, le code COMPACT
donne de très bons résultats. Tous les modes sont correctement transportés avec une très légère
atténuation pour le mode 15.
En revanche, le code WENO considère toute variation raide du champ comme une éventuelle
discontinuité et dissipe fortement. Ainsi le mode 5 est déjà légèrement atténué alors que les
modes supérieurs à 10 sont complètement écrasés à t = 1.

Spatial

En approche spatiale l’effet d’atténuation de la méthode WENO est encore plus net. Cette
fois ci, plus on s’éloigne de l’entrée du domaine et plus les modes sont atténués. Toujours avec
Nx = 64 et la même condition initiale, on impose comme conditions aux limites :

u(0, t) = sin

(
k(

2π

L
x − ct)

)
; u(L, t) = sortie libre

Les résultats de l’intégration de (8.1) par la méthode WENO sont présentés en figure (8.3). Sur
le graphique du mode 10 on note clairement l’effet dispersif de la méthode, la part dissipative
étant associée à l’atténuation de type exponentielle de l’amplitude du mode.
Cet exemple simple laisse supposer qu’en pratique l’utilisation du code WENO en configuration
spatiale nécessitera un grand nombre de points de grille pour limiter le rôle de la diffusion
numérique.
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Fig. 8.3 – Transport d’un mode par l’équation de convection linéaire spatiale avec Nx = 64,
résultats à t = 10, ∆t = 0.05
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8.1.2 Convection d’un gradient

On examine maintenant le cas d’un gradient. En configuration homogène, on transporte
un profil en tangentes hyperboliques raccordées numériquement jusqu’à la dérivée seconde. La
raideur du gradient est pilotée par le paramètre 2K qui mesure le nombre de points contenus
dans celui-ci. Les résultats sont tracés en figure (8.4) pour les valeurs 0, 2, 4, 8 de K.
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Fig. 8.4 – Transport d’un gradient par l’équation de convection linéaire périodique avec Nx = 64,
résultats à t = 10, CFL=0.5

Lorsque K = 8 le gradient est bien résolu, les schémas WENO et COMPACT donnent des
résultats très proches identiques et quasiment confondus avec la solution exacte.
A mesure que la raideur du gradient augmente on observe des signes évidents de sous-résolution
de la méthode COMPACT (centrée) conduisant à une oscillation point à point du système pour
le cas extrême K = 0. L’absence de dissipation de la méthode impose de disposer d’environ 12
à 16 points dans le gradient pour que le transport soit correct.
Pour le schéma WENO, quelle que soit la valeur de k, aucun signe d’oscillation n’est visible. Les
modes mal résolus sont atténués pour arriver au transport d’une fonction suffisamment régulière.
En pratique il faudra là encore 16 points dans le gradient pour un transport correct.
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8.2 Tests non linéaires 1D

Deux types de problèmes non linéaires ont été considérés : la résolution de l’équation de
Burgers et le problème du tube à choc. Dans cette section seule la méthode WENO est appliquée,
ces tests nécessitant le transport de discontinuités trop raides pour le schéma COMPACT.

8.2.1 Burgers

L’équation de Burgers (5.12) est résolue en configuration homogène à partir de la condition
initiale de Whitham sur une grille de 64 points.
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Fig. 8.5 – Transport du signal de Whitham par l’équation de Burgers avec ν = 0.005, Nx = 64
et ∆t = 0.01. Champ initial à gauche, et résultat à t=10 à droite.

La forme linéaire par morceaux de la solution (fig. 8.5) est aisément transportée par le schéma
WENO d’ordre élevé (local en espace). La discontinuité initiale est légèrement atténuée mais
la méthode se comporte mieux que dans le cas linéaire du fait de la redistribution énergétique
propre à l’équation non linéaire de Burgers, et aux équations de Navier-Stokes d’une manière
générale. Les spectres des solutions (à résolution identique) sont très proches et montrent l’effet
dissipatif de la méthode (fig. 8.6).
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Fig. 8.6 – Spectre de la solution de l’équation de Burgers par méthode WENO.
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8.2.2 Tube à choc

Le problème du tube à choc est un test standard pour les codes destinés à capturer les
discontinuités d’un écoulement. On résout le système Euler 1D mono-espèce avec les conditions
initiales du problème de Sod :




ρ
ρu
p




G

=




1
0
1







ρ
ρu
p




D

=




0.125
0

0.1




où l’indice G désigne les conditions à gauche, et D celles à droite. Deux méthodes WENO ont été
testées, l’une basée sur la reconstruction directe des flux (nommée DIRECT), et l’autre utilisant
la reconstruction dans la base caractéristique (nommée CARACT).

0

0.25

0.5

0.75

1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5x

D
en

si
té

Direct
Caract.

0

0.25

0.5

0.75

1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5x

V
ite

ss
e

Direct
Caract.

0.6

0.8

1

1.2

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5x

T
em

pé
ra

tu
re Direct

Caract.

0

0.25

0.5

0.75

1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5x

P
re

ss
io

n

Direct
Caract.

Fig. 8.7 – Problème du tube à choc à t = 2, Nx = 128, ∆t = 0.01

Les champs de densité, de vitesse, pression et température sont tracés en figure (8.7). Malgré
la simplicité du test (solution linéaire par morceaux) on constate une nette différence entre les
deux approches.
La reconstruction directe, moins chère en temps de calcul que la formulation caractéristique, est
moins précise. On note des oscillations sur la pression qui se traduisent par de fortes variations
sur la température au niveau de la discontinuité de contact. En pratique on évitera donc la forme
DIRECT, principalement lorsque de fortes variations de densité sont présentes dans l’écoulement
(e.g. mélange H2/O2). On valide ainsi le choix de la forme caractéristique retenue en annexe B
pour le code WENO.
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8.3 Couche de mélange plane

On s’intéresse maintenant à un cas bidimensionnel présentant une physique riche : la couche
de mélange temporelle compressible. Le cas mono-espèce permet de valider les codes avant de
mener une étude paramétrique sur la résolution nécessaire au calcul du mélange binaire.

8.3.1 Mono-espèce

On considère l’écoulement mono-espèce se développant entre deux couches de fluide se dé-
plaçant respectivement à U et −U selon x. Les paramètres du calcul sont :

Lx = 42 Lref Lz = 50 Lref

U = 200 m/s T = 300 K

Reref = 200 Mc = 0.6

où Lref est l’épaisseur de vorticité initiale. La valeur élevée du nombre de Mach correspond à la
borne inférieure d’apparition d’eddy-shocklets [55] (fig. 8.8).

Fig. 8.8 – Evidence des Eddy shocklets dans la couche de mélange compressible à Mc = 0.6
sur le champ de pression à t = 80 (gauche) et t = 120 (droite) pour un nombre de Reynolds
Re = 1000.

Les enroulements tourbillonnaires successifs accélèrent le fluide jusqu’à obtenir localement
des zones supersoniques pouvant induire des phénomènes de recompression forte. Ce cas est
doublement instructif, il permet d’une part de tester la formulation des équations résolues pour
le code COMPACT (première partie de la simulation jusqu’à t = 80) et d’autre part d’examiner
le comportement des codes face à cette recompression.

Plusieurs méthodes ont été testées à différentes résolutions :
– Le code COMPACT sous forme divergente en variables conservatives, avec 2562 et 5122

points de maillage.
– Le code COMPACT sous forme convective en variables conservatives, avec 2562 points de

maillage.
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– Un code utilisant une méthode de dérivation spectrale selon x et compact selon z, sous
forme convective en variables conservatives, avec 2562 points de maillage.

– Le code COMPACT sous forme convective en variables primitives, avec 2562 et 5122 points
de maillage.

– Le code WENO avec Nx = 192, Nz = 256.
Les résultats sont présentés en figure (8.9) en terme de la grandeur statistique : épaisseur de

quantité de mouvement compressible. Cette mesure de l’entrâınement est calculée à partir de la
définition suivante :

θ(t) =
1

ρrefLref∆U

∫ Lz/2

−Lz/2
ρ(U − u)(U + u)dz (8.3)

où · désigne la moyenne spatiale du champ selon la direction homogène et ∆U = 2U est la
différence de vitesse des couches.
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Fig. 8.9 – Comparaison des épaisseurs temporelles de quantité de mouvement compressible sur
la couche de mélange temporelle plane mono-espèce.

Ce test, duquel est issue la figure (5.7), permet de tirer les constatations suivantes :
– La formulation conservative faible du solveur COMPACT est limitée par les erreurs d’alia-

sing. Même en l’absence de choc le calcul peut devenir instable par sous-résolution des
zones d’appariements tourbillonnaires (fig. (8.10)).

– La forme convective en variables conservatives du même code est stable, et la forme com-
pact absorbe mieux la recompression comparé à une méthode spectrale. La perte de pouvoir
de résolution de la méthode agit comme un filtre.

– La dissipation numérique de la méthode WENO conduit à un entrâınement excessif lorsque
la solution devient riche en modes.
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Fig. 8.10 – Champs de Mach (gauche) et rotationnel (droite) de la couche de mélange monoes-
pèce sous forme conservative faible, à 2562 points pour t = 60.

8.3.2 Bi-espèces

Les codes bi-espèces sont maintenant testés sur la couche de mélange temporelle pour les
couples de fluides : N2/O2 et H2/O2. Pour les conditions de calcul suivantes :

Lx = 42 Lref Lz = 40 Lref

U = 100 m/s T = 300 K

Reref = 100 CFL = 0.5

McN2/O2
= 0.29 McH2/O2

= 0.12

le couple N2/O2 présente un rapport de densité proche de l’unité contre 16 pour le mélange
H2/O2. Les conditions initiales, obtenues à partir de profils en tangente hyperbolique, sont
identiques pour chacun des cas test. L’oxygène (Y → 1) est l’espèce correspondant à z → +∞.
Les tests, réalisés sur un maillage uniforme, ont pour but de déterminer les limites de résolution
inférieure et supérieure de chacun des codes, ainsi que de caractériser l’effet numérique de la
forte variation de densité. On présente les résultats en terme de la grandeur instantanée : fraction
massique d’oxygène, et des grandeurs statistiques :

– épaisseur de quantité de mouvement (eq. 8.3),
– épaisseur de vorticité :

δw(t) =
∆U∣∣∂u

∂z

∣∣
max

– spectre de vitesse longitudinale [59] :

Eu(k, t) =
1

Lz

∫ +Lz
2

−Lz
2

|û(k, z, t)|2 dz

où û est la transformée de Fourier monodimensionnelle de u(x, z, t) selon la direction
homogène x.

99



Chapitre 8. Comparaison et validation des codes

Couple N2/O2

Les calculs sont effectués pour différentes résolutions allant de 322 à 5122 points de grille.
On montre les résultats à t = 30, 45, 60 et 100. Au-delà, la bôıte de calcul est saturée. Ces
instants ont été choisis car ils permettent de mettre en évidence l’émergence des instabilités
de Kevin-Helmholtz ainsi que les différents appariements tourbillonnaires.

1. Fraction massique

Les champs instantanés de la fraction massique d’oxygène montrent clairement des
signes d’instabilité pour le code COMPACT à faible résolution (fig. 8.11). Il est néces-
saire de disposer d’au moins 128 points dans chaque direction (pour les paramètres de
calcul retenus) afin de résoudre correctement les structures de l’écoulement. Au-delà
on ne distingue plus visuellement de différence entre les simulations (fig. 8.12).
Le code WENO, quant à lui, est stable quelle que soit la résolution utilisée du fait
de la dissipation numérique adaptative de la méthode. Dès 322 (fig. 8.11) on observe
l’émergence des instabilités de Kevin-Helmholtz et une localisation spatiale correcte
des structures de l’écoulement (liée aux erreurs dispersives). Néanmoins, une résolu-
tion minimale de 1282 semble nécessaire afin de limiter l’effet diffusif de la méthode
(fig. 8.12).

2. Spectres de vitesse longitudinale

Les résultats précédents sont confirmés par l’étude des spectres de vitesse longitu-
dinale (fig. 8.13). Le code WENO est toujours dissipatif et le calcul à 1282 donne
d’excellents résultats, en accord avec ceux obtenus à résolution supérieure.
Le code COMPACT est beaucoup moins stable. On note un empilement de l’énergie à
la coupure lorsque l’écoulement devient complexe. Si la résolution n’est pas suffisante,
cette énergie remonte vers les bas nombres d’onde (back-scatter) et conduit à des in-
stabilités numériques. Là encore, 1282 points de grille semblent être un minimum.
La comparaison des deux méthodes, sur la base des spectres de vitesse (fig. 8.14),
montre un excellent accord des codes sur une large gamme de nombres d’ondes. On
notera cependant que lorsque l’écoulement est bien résolu, à nombre de points de
grille équivalent le code COMPACT est beaucoup plus précis et économique que le
WENO.

3. Épaisseurs statistiques

Pour 1282, les résultats statistiques du code WENO, à la fois sur l’épaisseur de vor-
ticité et sur l’épaisseur de quantité de mouvement, sont cohérents avec les calculs à
résolution supérieure (fig. 8.15) pour la phase de croissance linéaire et les premiers
appariements tourbillonnaires.
A l’inverse, le code COMPACT à 642 (limite stable) prédit correctement l’épaisseur
de vorticité mais pas l’épaisseur de quantité de mouvement qui ne devient correcte
que lorsque la bôıte de calcul est saturée.
A haute résolution, la comparaison des deux méthodes est excellente tant que la bôıte
de calcul n’est pas saturée. Au-delà, l’unique grosse structure tourbillonnaire induit
de forts gradients de vitesse gérés différemment par les conditions aux limites des
deux codes : NSCBC pour le COMPACT et symétrie pour le WENO.
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8.3. Couche de mélange plane

Fig. 8.11 – Couche de mélange N2/O2 à résolution 322 (haut) et 642 (bas). Iso-valeurs du champ
de fraction massique d’oxygène à t = 30, 45, 60, 100 pour les codes COMPACT et WENO.
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Fig. 8.12 – Couche de mélange N2/O2 à résolution 1282 (haut) et 2562 (bas). Iso-valeurs du
champ de fraction massique d’oxygène à t = 30, 45, 60, 100 pour les codes COMPACT et
WENO.
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Fig. 8.13 – Spectres monodimensionnels de la vitesse longitudinale pour la couche de mélange
N2/O2 calculée par le code WENO (gauche) et COMPACT (droite).
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Fig. 8.14 – Comparaison des spectres monodimensionnels de la vitesse longitudinale pour la
couche de mélange N2/O2 calculée par les codes WENO et COMPACT.
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Fig. 8.15 – Épaisseurs de vorticité (gauche) et de quantité de mouvement (droite) pour la couche
de mélange N2/O2 calculée par les codes WENO (haut) et COMPACT (milieu). Comparaison
des deux à 5122 en bas.
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Chapitre 8. Comparaison et validation des codes

Couple H2/O2

Comparé au cas précédent, la vitesse du son dans l’hydrogène impose une réduction d’un
facteur 4 du pas de temps.

1. Fraction massique

Le code COMPACT est instable à faible résolution et le code WENO donne des
résultats assez différents entre 642 et 1282, signe de la forte diffusion numérique ac-
tivée par les gradients locaux de densité (fig. 8.16). Il faut cette fois une résolution
minimale d’environ 2562 pour le WENO, et 5122 pour le COMPACT, pour que les
deux méthodes donnent des résultats similaires sur le champ de fraction massique
d’oxygène.

2. Spectres de vitesse longitudinale

On retrouve un comportement similaire à celui du cas N2/O2. L’effet dissipatif de la
reconstruction WENO est important et l’empilement énergétique lors de la résolu-
tion COMPACT est fortement marqué (fig. 8.18). Le contenu spectral de la solution
est maintenant nettement plus riche que dans le cas précédent et l’accord entre les
spectres WENO et COMPACT s’effectue sur une moins grande plage de nombre
d’onde (fig. 8.19).

3. Épaisseurs statistiques

Les effets de sous-résolution sont notables sur les grandeurs statistiques (fig. 8.20)
puisque 2562 points sont nécessaires pour le WENO pour caractériser correctement
l’épaisseur de vorticité, contre 5122 pour le COMPACT.
La comparaison de ces épaisseurs entre les deux codes est bonne tant que la structure
de l’écoulement ne devient pas trop complexe.
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8.3. Couche de mélange plane

Fig. 8.16 – Couche de mélange H2/O2 à résolution 642 (haut) et 1282 (bas). Iso-valeurs du champ
de fraction massique d’oxygène à t = 30, 45, 60, 100 pour les codes COMPACT et WENO.
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Chapitre 8. Comparaison et validation des codes

Fig. 8.17 – Couche de mélange H2/O2 à résolution 2562 (haut) et 5122 (bas). Iso-valeurs du
champ de fraction massique d’oxygène à t = 30, 45, 60, 100 pour les codes COMPACT et
WENO.
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Fig. 8.18 – Spectres monodimensionnels de la vitesse longitudinale pour la couche de mélange
H2/O2 calculée par le code WENO (gauche) et COMPACT (droite).
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Fig. 8.19 – Comparaison des spectres monodimensionnels de la vitesse longitudinale pour la
couche de mélange H2/O2 calculée par les codes WENO et COMPACT.
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Fig. 8.20 – Épaisseurs de vorticité (gauche) et de quantité de mouvement (droite) pour la couche
de mélange H2/O2 calculée par les codes WENO (haut) et COMPACT (milieu). Comparaison
des deux à 5122 en bas.
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8.4 Synthèse

Dans ce chapitre nous avons mené la validation et la comparaison des codes COMPACT
et WENO sur des problèmes numériques et physiques.
Les tests linéaires ont permis de mettre en évidence les caractères dispersifs et dissipatifs
des méthodes. Nous en avons déduit que chacun des codes nécessite un nombre de points
important dans les gradients (environ 16) afin d’en assurer correctement le transport.
Bien que les tests linéaires du transport d’une onde laissaient entrevoir un comportement
dispersif de la méthode WENO, les tests non linéaires ont montré qu’en pratique le code
WENO est nettement dissipatif. Le test du tube à choc a validé la forme retenue pour le
solveur WENO parmi celles proposées par Shu [97].
La formulation du solveur COMPACT a été validée sur la couche de mélange compressible
mono-espèce, elle s’avère plus stable et aussi précise que la forme divergente faible.
La comparaison numérique des deux codes sur le mélange de deux fluides de densité équi-
valente (N2/O2) a permis de valider mutuellement les codes COMPACT et WENO. Le
code WENO est stable quel que soit le nombre de points de grille et permet d’obtenir des
informations intéressantes même à faible résolution. Le code COMPACT est plus délicat
d’utilisation mais nécessite moins de points que le WENO pour fournir des statistiques
correctes.
L’augmentation du rapport de densité (H2/O2) a pour effet de rendre nettement plus
complexe la structure de la solution. Le code WENO peut alors devenir excessivement
dissipatif et conduire à des statistiques incorrectes à faible résolution, malgré des champs
instantanés visuellement acceptables. En pratique les deux codes nécessitent une forte aug-
mentation du nombre de points de grille par rapport au cas N2/O2 pour s’assurer de la
cohérence des résultats.
D’une manière générale, l’absence de dissipation numérique du code COMPACT assure la
qualité des résultats à condition que le calcul soit stable, alors que le code WENO fourni
toujours un résultat dont la validité dépend de la résolution utilisée.
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Chapitre 9

Coefficients de transport

Les coefficients de transport (viscosité, conductivité thermique, diffusivité) traduisent d’un
point de vue macroscopique les échanges énergétiques microscopiques. La formulation
multi-espèces de ces coefficients repose sur une analyse complexe de la théorie cinétique
des gaz [43] [28]. Pour nos applications, nous limitons cette étude au cas bi-espèces gazeux
peu dense détaillé par Reid et al. [85].

9.1 Formulations

Les formules théoriques issues des travaux de Hirschfelder et al. [43] sont souvent moins
précises que les relations empiriques compilées par Reid et al. [85] directement déduites
de mesures expérimentales, car elles reposent sur des modèles d’interaction simplifiés à
l’échelle moléculaire (e.g. potentiel de Lennard-Jones) qui produisent au niveau macrosco-
pique des erreurs de l’ordre de 10% par rapport à l’expérience.
Suivant la précision et la complexité numérique recherchées on calculera ces coefficients de
plusieurs manières. Ils pourront être évalués à partir de relations empiriques complexes ou
reliés les uns aux autres par différentes hypothèses, voire être considérés comme constants.
Ces différents types de formulation sont détaillés dans cette section en allant du plus
complexe au plus simple.

9.1.1 Relations empiriques

Les relations empiriques retenues, pour leur faible niveau d’erreur, sont simplement évo-
quées ici sur la base de [85].

Viscosité

Wilke donne comme relation de viscosité du mélange de deux gaz :

µ =
X1

X1 + X2Φ12
µ1 +

X2

X2 + X1Φ21
µ2 (9.1)

où Xi est la fraction molaire de l’espèce i, Φ une fonction de corrélation prise sous la forme
suggérée par Herning et Zipperer et µi la viscosité partielle de l’espèce i calculée par la
méthode de Chung.
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Conductivité thermique

Le coefficient de conductivité thermique est basé sur la méthode de Wassiljewa, proche de
celle de Wilke :

k =
X1

X1 + X2A12
k1 +

X2

X2 + X1A21
k2 (9.2)

où A est la fonction de corrélation de Mason et Saxena et ki la conductivité partielle de
l’espèce i également calculée par la méthode de Chung.

Diffusivité

Le coefficient de diffusion est obtenu directement par la relation de Fuller :

D = 4.522 · 10−4

√
W1 + W2

2W1W2

T 7/4

P
(
Σv1

1/3 + Σv2
1/3

)2 (9.3)

où Wi est la masse molaire de l’espèce i et Σvi un volume de diffusion empirique obtenu à
partir de données expérimentales (annexe A).

Application à quelques mélanges

Cette méthode empirique nous servira de référence et sera notée (i) dans la suite. En
supposant qu’une répartition en tangente hyperbolique des champs de fraction massique
est représentative d’une couche de mélange isotherme (T=300K) en régime de similarité,
on a tracé en figure (9.1) la répartition des nombres de Prandtl et Schmidt du mélange
pour différents couples d’espèces. Ces couples, N2/O2, Ne/Ar, H2/Ne, H2/O2, présentent
des rapports de densité allant de 1 environ à 16 (tab. 9.1).

Espèce H2 Ne N2 O2 Ar

W (g/mol) 2 20 28 32 40

Tab. 9.1 – Masse molaire des couples d’espèces retenus
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Fig. 9.1 – Évolution des nombres de Prandtl (gauche) et Schmidt (droite) pour la couche de
mélange isotherme

Lorsque le rapport de densité est proche de l’unité (e.g. N2/O2) les nombres de Prandtl
et Schmidt sont quasiment constants. Par contre, plus ce rapport augmente et plus leur
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9.1. Formulations

variation devient importante : rapport 2 pour le nombre de Prandtl et 6 pour le nombre de
Schmidt du mélange H2/O2, rendant caduques les approximations classiques de nombres
de Prandtl et Schmidt du mélange constants.

9.1.2 Approximations usuelles

Plusieurs approches simplificatrices ont été envisagées afin de réduire la complexité, et
donc le coût du calcul numérique des coefficients de transport.

Pr et Sc constants par espèce

L’évolution en fonction de la température des nombres de Prandtl, Schmidt et Lewis par
espèce est tracée en figure (9.2) pour N2/O2 et H2/O2.

Lei =
Sci

Pri
Pri =

µiCpi

ki
Sci =

µi

ρ r
ri

D
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Fig. 9.2 – Effet de température sur les nombres de Prandtl et Schmidt calculés par espèce pour
les couples N2/O2 (gauche) et H2/O2 (droite)

Sur la large plage de température étudiée on peut raisonnablement considérer ces nombres
comme constants. Ainsi, le calcul des viscosités (µi) et conductivités thermiques (ki) par-
tielles est obtenu directement à partir de D (eq. 9.3). Les valeurs de Pri et Sci sont
obtenues par les conditions initiales du problème. µ et k sont calculés par (9.1) et (9.2).
Cette approche est notée (ii).

Pr et Sc constants

Une simplification supplémentaire consiste à supposer que les nombres de Prandtl et
Schmidt globaux du problème sont constants, soit :

k =
µCp

Pr
D =

µ

ρSc

où µ est obtenu à partir de (9.1). Cette approche, sans doute réductrice au vue de la figure
(9.1), est notée (iii).
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Coefficients constants

Enfin, la méthode la plus simple revient à considérer les coefficients de transport comme
constants. A partir du calcul des valeurs partielles dans les conditions initiales on posera :

µ =
1

2
(µ1 + µ2) k =

1

2
(k1 + k2) D = D

(
1

2
(T1 + T2)

)

Cette simplification extrême est notée (iv).

9.2 Comparaisons

La comparaison des différentes formulations des coefficients de transport est menée sur des
cas test dynamiques 1D et 2D.

9.2.1 Tests 1D

Pour ce test monodimensionnel on considère un problème de mélange (fig. 9.3) en confi-
guration homogène. Les répartitions initiales de température et de fraction massique sont
obtenues à partir d’une distribution en double tangente hyperbolique.
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Fig. 9.3 – Représentation schématique du tube à espèce

On étudie ici trois effets : densité, température et Reynolds. En l’absence de vitesse l’inter-
prétation physique du nombre de Reynolds est quelque peu délicate, néanmoins il permet
de donner plus ou moins d’importance au terme visqueux des équations de Navier-Stokes.
Les cas test considérés sont présentés en table (9.2). L’espèce 2 correspond toujours à l’oxy-
gène. Les résultats de l’intégration du système Navier-Stokes 1D sont donnés à t = 100
sur le champ de densité.

Cas N2/O2 #1 N2/O2 #2 N2/O2 #3 N2/O2 #4
H2/O2 #1 H2/O2 #2 H2/O2 #3 H2/O2 #4

Re 100 1000 100 1000

T1 (K) 300 300 300 300

T2 (K) 300 300 1000 1000

Tab. 9.2 – Cas étudiés par le problème de mélange monodimensionnel
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Cas isothermes

Les tests isothermes font principalement intervenir l’effet de diffusion de masse d’une es-
pèce dans l’autre.

Pour un rapport de densité unitaire (cas N2/O2 #1 et N2/O2 #2) toutes les méthodes,
(ii), (iii) et (iv), sont proches de la référence (i) quel que soit le nombre de Reynolds
considéré (fig. 9.4).

Lorsque le rapport de densité augmente (cas H2/O2 #1 et H2/O2 #2) les hypothèses de
Pr et Sc constants (iii) sont mises en défaut (fig. 9.5), alors que l’approche constante
(iv) s’avère très efficace malgré sa simplicité. Ceci s’explique par la manière dont est
calculé le coefficient de diffusion D (eq. 9.3). Ce coefficient dépendant principalement
de la température, il demeure quasiment constant alors que l’hypothèse (iii) induit des
variations liées aux propriétés thermodynamiques des gaz (Cp) dont l’effet va en s’atténuant
avec l’augmentation du nombre de Reynolds.

Cas chauffés

La présence d’un gradient de température induit un effet thermodiffusif et un couplage
fort du système d’équation.

Pour un rapport de masse molaire unitaire (cas N2/O2 #3 et N2/O2 #4) l’approche (ii)
est toujours en bon accord avec (i) (fig. 9.5). (iii) est sensible aux valeurs des paramètres
Pr et Sc. Pr = 0.7 et Sc = 0.7 donnent de très bons résultats alors que ceux pour Sc = 1
sont en retrait. (ii) est encore proche de (i) et donne des résultats acceptables compte
tenu de la simplicité de la méthode, d’autant qu’à plus haut nombre de Reynolds toutes
les approches sont identiques.

A plus haut rapport de densité (cas H2/O2 #3 et H2/O2 #4) seule (ii) reste en excellent
accord avec (i) (fig. 9.7). Les autres approches montrent leurs limites à faible nombre de
Reynolds.

Synthèse

Ces tests monodimensionnels simples ont permis de tester la validité des différentes hypo-
thèses simplificatrices (ii), (iii) et (iv) du calcul des coefficients de transport en référence
à (i).
En écoulement isotherme l’approche constante (iv) s’avère très efficace malgré sa simpli-
cité, quel que soit le rapport de densité considéré.
Lorsque l’un des gaz est chauffé, seule (ii) est efficace. Les valeurs de Pr et Sc de l’hy-
pothèse (iii) deviennent difficiles à calibrer lorsque le rapport de densité augmente. On
notera cependant que toutes ces approches sont similaires lorsque le nombre de Reynolds
augmente.
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Fig. 9.4 – Test de la formulation des coefficients de transport pour le mélange N2/O2 isotherme
à Re= 100 (gauche) et Re= 1000 (droite).
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Fig. 9.5 – Test de la formulation des coefficients de transport pour le mélange H2/O2 isotherme
à Re= 100 (gauche) et Re= 1000 (droite).
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Fig. 9.6 – Test de la formulation des coefficients de transport pour le mélange N2/O2 chauffé à
Re= 100 (gauche) et Re= 1000 (droite).
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Fig. 9.7 – Test de la formulation des coefficients de transport pour le mélange H2/O2 chauffé à
Re= 100 (gauche) et Re= 1000 (droite).
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Chapitre 9. Coefficients de transport

9.2.2 Tests 2D

Les tests bidimensionnels sont menés sur l’évolution temporelle de la couche de mélange
H2/O2. On considère le mélange isotherme (T = 300K) de deux couches à ±100m/s, à
faible nombre de Reynolds (Re = 100), pour une résolution de 256 × 512 points. Seuls
les résultats de (iv) sont comparés à (i), (ii) étant identique à (i) et (iii) écarté par les
conclusions des tests 1D.

Grandeurs statistiques

Les épaisseurs statistiques de vorticité et de quantité de mouvement sont tracées en figure
(9.8).
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Fig. 9.8 – Évolution temporelle des épaisseurs de vorticité (gauche) et de quantité de mouvement
(droite) de la couche de mélange H2/O2 isotherme calculée avec les coefficients de transport
variables (i), approchés (ii) et constants (iv).

Bien que l’écoulement soit isotherme et que les tests 1D soient très positifs, on constate un
léger écart entre les courbes. Cette faible différence influe peu sur les spectres de vitesse
longitudinale (fig. 9.9). Les petits nombres d’onde ont un contenu énergétique équivalent
et la pente des spectres est comparable sur toute la gamme d’échelles.

Champs instantanés

La comparaison visuelle des champs de fraction massique obtenus par (iv) est également
en bon accord global avec (i). A t = 35, l’émergence des instabilités de Kevin-Helmholtz
est bien prédite, ainsi que les premiers appariements tourbillonnaires à t = 70. De lé-
gères différences sur le détail des structures cohérentes apparaissent après un long temps
d’intégration, lorsque la bôıte de calcul est saturée à t = 105 et t = 125.

Synthèse

Compte tenu de la bonne qualité des résultats sur cette simulation bidimensionnelle à fort
rapport de densité, nous avons choisi de retenir la formulation constante (iv) qui diminue
grandement le coût numérique du calcul des coefficients de transport comparativement à
(i) pour les SND. Cette hypothèse se justifie principalement pour assurer la faisabilité des
calculs tridimensionnels en vue de l’établissement des ordres de grandeur des termes filtrés
des équations de Navier-Stokes (3.18)–(3.34).
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Fig. 9.9 – Spectres de vitesse longitudinale de la couche de mélange H2/O2 isotherme calculée
avec les coefficients de transport variables (i) et constants (iv), à t = 35, t = 70, t = 105 et
t = 125.
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Fig. 9.10 – Iso-valeurs du champ de fraction massique d’oxygène pour la couche de mélange
H2/O2 isotherme calculée avec les coefficients de transport variables (i) (à gauche) et constants
(iv) (à droite), à t = 35, t = 70, t = 105 et t = 125.
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Troisième partie

La couche de mélange bi-espèce
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Chapitre 10

Conditions initiales

L’étude numérique de la transition à la turbulence nécessite d’imposer des conditions
initiales et aux limites réalistes, c’est-à-dire physiquement acceptables afin de reproduire
les observations expérimentales [80]. En pratique, toute grandeur numérique initiale φ est
formée par superposition d’une solution de base (ou laminaire) φb et d’une perturbation φ′

de faible amplitude dont le rôle est de forcer la transition à la turbulence par déstabilisation
de l’écoulement :

φ = φb + φ′

Les études expérimentales de Bradshaw [12] et numériques de Sandham & Reynolds [92]
montrent que la couche de mélange est très sensible aux conditions initiales. Pour cela
on la qualifie parfois d’amplificateur d’instabilité. L’objet de cette partie est de définir
théoriquement les conditions initiales utilisées pour la suite de l’étude de la couche de
mélange bi-espèces et d’en établir les propriétés de stabilité. On s’intéresse principalement
à la formulation de la solution de base, la forme de la perturbation est simplement évoquée.

On suppose dans toute la suite que lorsque y → − ∞ le fluide est composé du gaz 2 unique-
ment et possède les caractéristiques locales u2, v2, T2, Y2, soit Y = 0 (avec la formulation
retenue pour les équations de Navier-Stokes (1.8)–(1.11)). Inversement, lorsque y → + ∞
seul le gaz 1 est présent et le fluide possède les caractéristiques locales u1, v1, T1, Y1, soit
Y = 1.  

x 

y 

Fluide 1 

Fluide 2 

Y=1 

Y=0 

P1,, u 1, v1, T1 

P2,, u 2, v2, T2 

u 

Fig. 10.1 – Représentation schématique des paramètres de la couche de mélange en similitude
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10.1 Formulation en tangente hyperbolique

Classiquement, la solution de base adoptée pour le champ de vitesse longitudinale est
une tangente hyperbolique [77]. Cette forme est acceptable en première approximation
pour le profil de vitesse longitudinale en régime d’auto-similarité, au moins dans le cas
incompressible.

10.1.1 Principe de base

Pour le cas bi-espèce temporel plan, en étendant la forme hyperbolique au champ de
fraction massique, on imposera comme profils de base dans un cas isotherme :

u = Uth (2y/Lref ) v = 0

Y = (1 + th (2y/Lref )) /2 r = r2 + (r1 − r2)Y

T = T0 = cste ou T = T0 +
(
1 − u2

)
/ (2Cp)

P = P0 = cste ρ = P0/ (rT )

Avec cette définition, la longueur de référence est directement reliée à l’épaisseur de vor-
ticité initiale (fig. 10.2), Lref = δ0 où δ0 = 2U

|∂u/∂y|max
.

 

u

y

�
0 

U 

-U 

Fig. 10.2 – Représentation graphique de l’épaisseur de vorticité initiale

La forme de ces profils est donnée en figure (10.3) pour les couples N2/O2 (gauche) et
H2/O2 (droite). Le rapport de densité intervient principalement sur les expressions de r
et Cp et donc indirectement sur la forme des profils de densité et de température.

10.1.2 Ondes de pression

La réponse acoustique de l’opérateur Navier-Stokes, au jeu de conditions initiales détaillées
en table 10.1, est représentée en figure (10.4).

Lx/Lref Ly/Lref Nx Ny U T Re

14 20 64 256 100 m/s 300 K 100

Tab. 10.1 – Paramètres de calcul pour les couples N2/O2 et H2/O2
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Fig. 10.3 – Profils initiaux de la couche de mélange pour les couples N2/O2 (gauche) et H2/O2

(droite)
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Chapitre 10. Conditions initiales

Pour le couple N2/O2, les ondes de pression évoluent de manière quasi symétrique, les
vitesses du son dans chacun des gaz étant très proches. En revanche, pour le mélange
H2/O2 on observe une forte dissymétrie du système, les ondes les plus rapides (côté H2)
ont une amplitude nettement moins importante que du côté oxygène.
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Fig. 10.4 – Ondes de pression pour les couples N2/O2 à t=2 (gauche) et H2/O2 à t=0.6 (droite)

L’amplitude relative de ces ondes est tracée en figure (10.5) pour une abscisse fixée.
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Fig. 10.5 – Amplitude relative des ondes de pression pour les couples N2/O2 à t=2 (gauche) et
H2/O2 à t=0.6 (droite)

Van Kalmthout et al [110] notent que cette réponse acoustique peut conduire à des insta-
bilités de calcul lors de l’utilisation de schémas non dissipatifs du type compact.

10.2 Similitude temporelle

Pour les simulations bi-espèces à haut rapport de densité, nous avons choisi de lever ce
problème d’ondes acoustiques en utilisant des conditions initiales aussi proches que possible
de solutions des équations de Navier-Stokes.
En pratique, l’utilisation des résultats issus de la similitude spatiale (détaillée en annexe
D) comme conditions initiales de la couche de mélange temporelle n’est pas envisageable.
En effet, l’approche spatiale implique une évolution longitudinale des profils, incompatible
avec la condition de périodicité du cas temporel. Un travail semi-analytique original a donc
été mené afin de développer une version temporelle de la formulation en similitude.
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10.2. Similitude temporelle

10.2.1 Hypothèses de base

Effectuer un calcul temporel, où x est la direction homogène (fig. D.1), revient d’un point
de vue topographique à se déplacer sur un domaine cylindrique (fig. 10.6). La notion de
périodicité étant indépendante de la longueur du domaine, on recherche un champ initial
indépendant du rayon r du cylindre considéré, c’est-à-dire dépendant uniquement des
variables (t, y).

r

y

x

y

r → 0

Fig. 10.6 – Représentation du domaine de calcul d’une couche de mélange temporelle

Les hypothèses de base de la similitude temporelle sont donc :
– écoulement plan
– écoulement instationnaire
– ∂/∂x = 0
– v << u

10.2.2 Équations du problème

Partant des équations de Navier-Stokes sous forme convective-primitive (1.8)–(1.11), les
hypothèses précédentes conduisent au système :

∂ρ

∂t
+

∂ρv

∂y
= 0 (10.1)

ρ

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂y

)
=

∂τuv

∂y
(10.2)

ρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+

∂τvv

∂y
(10.3)

ρCv

(
∂T

∂t
+ v

∂T

∂y

)
= −p

∂v

∂y
+ τuv

∂u

∂y
+ τvv

∂v

∂y

+
∂

∂y

(
k
∂T

∂y

)
− (Cp1 − Cp2)Jy

∂T

∂y
− (r1 − r2) T

∂Jy

∂y
(10.4)

ρ

(
∂Y

∂t
+ v

∂Y

∂y

)
= −∂Jy

∂y
(10.5)

avec,

τuv = µ
∂u

∂y
τvv =

4

3
µ

∂v

∂y

131



Chapitre 10. Conditions initiales

On se ramène à une écriture classique des équations en introduisant une vitesse de convec-
tion constante U reliant longueur et temps :

x = U · t

L’adimensionnement des équations permet d’extraire les ordres de grandeur de chacun des
termes et de ne retenir que les plus importants. Les grandeurs de référence (indicées ref )
sont définies telles que :

u=ũ · uref v=ṽ · vref U=Ũ · Uref

x=x̃ · xref y=ỹ · yref

T=T̃ · Tref p=p̃ · pref ρ =ρ̃ · ρref

L’équation de continuité (10.1) conduit alors à :

xref

yref
=

Uref

vref
(10.6)

Pour la suite on suppose que l’on s’intéresse a des temps d’étude suffisamment grands et
on choisit :

Uref = uref

L’équation de Bernoulli pour la pression impose :

pref = ρrefu2
ref (10.7)

L’équation de quantité de mouvement selon x (10.2) est directement écrite sous sa forme
finale.
L’équation de quantité de mouvement selon y (10.3) fait apparâıtre le nombre de Reynolds
Rey,v =

ρref vref yref

µref
:

−∂p̃

∂ỹ
=

(
vref

uref

)2 [
ρ̃Ũ

∂ṽ

∂x̃
+ ρ̃ṽ

∂ṽ

∂ỹ
− 1

Rey,v

4

3

∂

∂ỹ

(
µ̃

∂ũ

∂ỹ

)]

et devient au premier ordre :
∂p

∂y
= 0 (10.8)

De même pour les équations (10.4) et (10.5).
Au final, le système à résoudre se résume à :

∂ρU

∂x
+

∂ρv

∂y
= 0 (10.9)

ρ

(
U

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=

∂

∂y

(
µ

∂u

∂y

)
(10.10)

∂p

∂y
= 0 (10.11)

ρCv

(
U

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= −p

∂v

∂y
+ µ

(
∂u

∂y

)2

+
∂

∂y

(
µCp

Pr

∂T

∂y

)

+ (Cp1 − Cp2)
µ

Sc

∂Y

∂y

∂T

∂y
+ (r1 − r2)T

∂

∂y

(
µ

Sc

∂Y

∂y

)
(10.12)
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ρ

(
U

∂Y

∂x
+ v

∂Y

∂y

)
=

∂

∂y

(
µ

Sc

∂Y

∂y

)
(10.13)

Ce système est proche de celui obtenu en formulation spatiale (D.1) – (D.5) et est résolu
sur le même principe.

10.2.3 Solution auto-semblable

Comme dans le cas spatial on effectue un changement de variables afin de passer en coor-
données de similitude. La fonction de courant compressible ψ est introduite à partir de sa
définition :

ρU =
∂ψ

∂y
; ρv = −∂ψ

∂x

et le changement de variables est le même que pour la transformation d’Illingworth :

x = x(ξ), y = y(ξ, η) (10.14)

ξ = ξ(x), η = η(x, y) (10.15)

Le découplage des variables pour la fonction de courant ψ = F (ξ)G(η) et les inconnues :

u (ξ, η) = u1 (ξ) f ′ (η) (10.16)

ρ (ξ, η) = ρ1 (ξ) g′ (η) (10.17)

T (ξ, η) = T1 (ξ) θ (η) (10.18)

Y (ξ, η) = Y (η) (10.19)

peut conduire à la transformation classique de Levy-Lees :

F (ξ) =
√

2ξ, G (η) = f (η) =

∫ η

−∞

u

u1
dη′ + f (−∞) (10.20)

ξ =

∫ x

x0

ρ1u1µ1 dx′ + ξ0, η =
u1

F (ξ)

∫ y

y0

ρ dy′ + η0 (10.21)

ou alternativement à la transformation originale suivante, offrant une correspondance li-
néaire pour (10.14)–(10.15) si les grandeurs u1, µ1 et ρ1 sont constantes :

F (ξ) =
√

2ξ, G (η) = g (η) =

∫ η

−∞

ρ

ρ1
dη′ + g (−∞) (10.22)

ξ = ρ1µ1U (x − x0) , η =
ρ1U

F (ξ)
(y − y0) (10.23)

La vitesse transversale s’exprime alors simplement par :

v =
U

2

(
y − y0

x − x0

)
−

√
ρ1µ1U√

2(x − x0)

(
g

ρ

)
(10.24)

En injectant (10.16)–(10.19) et (10.22) (10.23) dans (10.9)–(10.13) on obtient le système
d’équations différentielles ordinaires pour la similitude temporelle, complété par l’équation
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d’état :

(
Cf ′′)′ = −gf ′′ (10.25)

(
Cp

C

Pr
θ′

)′
= −

(
Cp g +

C

Sc
(Cp1

− Cp2
) Y ′

)
θ′ − C

u2
1

T1
f ′′2 (10.26)

(
C

Sc
Y ′

)′
= −gY ′ (10.27)

g′ =
p

ρ1rT1

1

θ
(10.28)

C = µ/µ1 remplace le paramètre de Chapman-Rubesin de l’approche spatiale.

10.2.4 Conditions aux limites

Résoudre le système (10.25)–(10.28) consiste à déterminer : f ′, θ, Y et g. Il s’agit donc d’un
système d’ordre 7 auquel on doit rattacher les conditions aux limites physiques suivantes
(liées par l’équation d’état) :

η → −∞ :





f ′ → βu = u2

u1
= −1

g′ → βρ = ρ2

ρ1

Y → 0

θ → βT = T2

T1

(10.29)

η → +∞ :





f ′ → 1

g′ → 1

Y → 1

θ → 1

(10.30)

10.2.5 Résolution numérique

L’intégration du système (10.25)–(10.28) est effectuée à l’aide d’une méthode de tir basée
sur un schéma Runge-Kutta d’ordre 4, démarrée grâce à une analyse asymptotique du
système en η → − ∞ [47]. Le comportement asymptotique des inconnues est proche de
celui du cas spatial :

f ′′= Q′
u (10.31)

f ′ = βu + Qu (10.32)

f = f0 + βuη +

∫
Qudη (10.33)

g = g0 + βρη +

∫
Qρdη (10.34)

θ′= Q′
θ (10.35)

θ = βT + Qθ (10.36)
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Y ′= Q′
Y (10.37)

Y = QY (10.38)

Les fonctions Qu, Qρ, Qθ, QY représentent le comportement asymptotique des variables
d’intégration, elles s’annulent en − ∞ ainsi que leurs dérivées. En injectant ces expressions
(10.31)–(10.38) dans le système (10.25)–(10.27) on obtient après linéarisation et intégra-
tion :

Qu = αu
βρ

ηβρ + g0
exp

{
− βρ

2C

(
η +

g0

βρ

)2
}

(10.39)

Qθ = αT
βρ

ηβρ + g0
exp

{
−βρPr

2C

(
η +

g0

βρ

)2
}

(10.40)

QY = αY
βρ

ηβρ + g0
exp

{
−βρSc

2C

(
η +

g0

βρ

)2
}

(10.41)

où les constantes αu, αT et αY sont les paramètres de tir, déterminés numériquement via
une procédure de Newton afin de satisfaire les conditions (10.30). Le domaine d’intégra-
tion, théoriquement ]−∞ ; + ∞[, est réduit numériquement à η ∈ [η−∞ ; η+∞].

A ce stade, f0 peut être choisi arbitrairement puisqu’il n’intervient pas dans la procédure
de tir et n’affecte donc pas la solution. Par contre, la valeur de g0, relative au rapport de
densité, est toujours indéterminée. Sa détermination, associée au problème de la ”troisième
condition” [47], permet de fixer la solution cherchée. Pour l’approche temporelle, nous avons
choisi de suivre la suggestion de Von Kàrmàn qui consiste à chercher la solution du système
qui annule la force transversale s’exerçant sur la couche de mélange.
L’intégration des équations de Navier-Stokes, sur un volume de contrôle V de frontières
∂V et de normale extérieure −→n , conduit pour la quantité de mouvement à :

∫

V

∂

∂t

(
ρ
−→
U

)
dV +

∫

∂V
ρ
−→
U

(−→
U .−→n

)
dS =

∫

∂V
−p−→n dS +

∫

∂V

¯̄τ ¦ −→n dS (10.42)

Ce qui conduit dans notre cas, en projection selon y compte tenu de l’annulation des
dérivées et de l’égalité des pressions en ±∞, à :

∫ +∞

−∞

∂

∂t
(ρv) dy + ρ1v

2
1 − ρ2v

2
2 = 0 = Fy (10.43)

La force transversale, notée Fy, sera nulle si on arrive à vérifier l’égalité (10.43). En intro-
duisant la relation :

∂

∂x
(ρv) =

(ρ1µ1U)2

2ξ
√

2ξ

(
g − ηg′ − η2g′′

)

et en prenant les limites de (10.24) aux bornes d’intégration, cela revient d’un point de
vue numérique à résoudre :

g2
0 + βρη−∞g0 + βρg+∞ (g+∞ − η+∞) = 0 (10.44)

Cependant, g0 ne peut être obtenu directement à partir de (10.44) car la valeur de
g+∞(= g(η+∞)) dépend elle-même de g0. On a donc recourt à un processus itératif pour
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satisfaire (10.43) et on vérifie a posteriori que la valeur déterminée pour g0 est cohérente
avec (10.44).

De retour en coordonnées physiques, grâce à la correspondance (10.23), on fixe le temps
(où l’abscisse) auquel on désire obtenir la forme de la solution en se donnant l’épaisseur
de vorticité initiale :

δ0 =
∆U

|∂u/∂y|max

Soit, en inversant cette relation :

t − t0 =
x − x0

U
=

ρ1

2µ1

(
u1δ0

∆U
max

{
f ′′}

)2

L’origine y0 de la coordonnée transversale est associée à la valeur maximale du gradient
de vitesse longitudinale u.

Un arbre algorithmique simplifié du principe de résolution est représenté en figure (10.7).

 � ✁ ✂ ✄ ☎ ✆ ✝✞ ✟ ✠
u
✠

T
✠

Y 

Dichotomie sur g0 

Conditions en + ✡  

Runge-Kutta 

Test sur g0 

Résultat 

oui 
non 

oui 
non 

Fig. 10.7 – Représentation schématique de l’algorithme de résolution numérique du système
d’équation pour la couche de mélange temporelle

10.2.6 Résultats

Tous les résultats de cette section sont présentés pour un nombre de Reynolds de 100
construit sur les grandeurs de référence (section 6.1.1) et des coefficients de transport
variables (forme (i) du chapitre 9). La couche supérieure, indicée 1, est toujours l’oxygène,
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la couche inférieure, indicée 2, peut être l’azote où l’hydrogène. Les paramètres évoluant
librement sont alors les rapports de densité, de température et la différence de vitesse.

Écoulement isotherme

Les effets de Mach convectif et de variation de densité sont étudiés indépendamment du
rapport de température. On suppose ici l’écoulement isotherme pour chacune des couches
à l’infini : T1 = T2 = 300K. Les rapports de densité présents lors du mélange binaire des
couples N2/O2 et H2/O2 varient de 1.14 à 15.87. Les écarts de vitesse, présentés en table
(10.2), permettent de balayer une large gamme de Mach convectif allant du subsonique
au supersonique. On peut ainsi étudier couple par couple l’effet de la vitesse, ou comparer
entre les deux couples l’effet du rapport de densité soit pour une même vitesse : ±400m/s,
soit pour un même nombre de Mach convectif : Mc = 0.485. Les résultats des calculs sont
présentés en figure (10.8).

∆U/2(m/s) 166 400 1200

H2/O2 0.201 0.485 1.456

N2/O2 0.485 1.172 3.516

Tab. 10.2 – Nombres de Mach convectif associés aux vitesses des couches de mélange H2/O2 et
N2/O2 pour le cas isotherme T=300K

Tout d’abord pour le profil de vitesse longitudinale (fig. 10.8b), il est intéressant de noter
la quasi non dépendance aux effets de vitesse et de densité. La solution obtenue est proche
d’une tangente hyperbolique, représentée en trait continu, mais toutefois un peu plus raide.
Par contre, la vitesse transversale (fig. 10.8c) est fortement influencée par les paramètres
de l’étude. Cette vitesse est négative en η → − ∞ et positive en η → + ∞ traduisant
une expansion de la couche de mélange. Lorsque le rapport de densité est faible (N2/O2),
cette expansion semble quasi-symétrique et la vitesse d’éjection du fluide est d’autant plus
grande que le Mach convectif augmente. Pour le rapport de densité supérieur (H2/O2), ce
profil présente une dissymétrie d’autant plus marquée que le nombre de Mach convectif est
grand. Cette perte de symétrie traduit un décalage de la couche de mélange vers le gaz le
plus léger, comme observé par [104] . L’évolution de ce décalage, associé à la variation de
l’ordonnée telle que v = 0, est tracé en figure (10.9) en fonction de la vitesse longitudinale.
La couche de mélange semble tendre vers une position asymptotique pour cette ligne de
séparation lorsque le Mach convectif augmente.
Le profil de fraction massique d’oxygène (fig. 10.8e) est sensible uniquement au rapport de
densité. Les courbes du couple N2/O2 sont proches d’un profil en tangente hyperbolique,
alors que celles pour H2/O2 présentent une forte déviation. On note là encore une partie
raide du côté du gaz léger et une partie plus arrondie vers le gaz lourd.
Le profil de température (fig. 10.8d) est affecté à la fois par le rapport de masse volumique
et la différence de vitesse. D’une manière générale, plus le Mach convectif est grand et moins
l’approximation de Busemann est correcte. Le rapport de densité intervient à travers le
profil de fraction massique qui décale le sommet de la courbe de température.
Enfin, compte tenu de l’équation d’état, le profil de densité (fig. 10.8a) est la combinaison
des profils de température et fraction massique, il est donc naturel qu’il présente une forte
sensibilité à tous les paramètres.
Les importantes variations des rapport de viscosité C, nombre de Prandtl Pr et de Schmidt
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Fig. 10.8 – Solution physique pour les couples H2/O2 et N2/O2 au même nombre de Mach
convectif (0.485), et pour le même écart de vitesse ; (a) densité ; (b) vitesse longitudinale ; (c)
vitesse transversale ; (d) température ; (e) fraction massique d’O2 ; (f ) rapport de viscosité,
nombres de Pr et Sc

138



10.2. Similitude temporelle

Sc dans la couche de mélange (fig. 10.8f ), justifient l’utilisation de coefficients de transport
variables pour l’intégration numérique du système.
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Fig. 10.9 – Ligne de séparation v = 0 (gauche) et évolution de g0 (droite) en fonction de la
vitesse longitudinale pour les couples N2/O2 (haut) et H2/O2 (bas)

Écoulement chauffé

L’effet de température est étudié uniquement pour le couple H2/O2 à une vitesse de
±400 m/s selon les paramètres détaillés en table 10.3. On chauffe ainsi alternativement la
couche d’oxygène ou la couche d’hydrogène, ce qui fait évoluer les rapports de densité de
8 à 32 environ.

H2/O2 300/600 K 300/300 K 600/300 K

βT 0.5 1 2

(βρ)
−1 7.94 15.87 31.75

Mc 0.450 0.485 0.366

Tab. 10.3 – Effet de température sur le rapport de densité et le nombre de Mach convectif pour
le couple H2/O2 à ± 400m/s

Comme le montre la figure (10.10f ), l’effet de température est très important sur la forme
du rapport de viscosité C et donc sur tout le système car ce paramètre apparâıt dans les
termes de dérivation supérieure des équations (10.25)–(10.27).
Les profils de vitesse longitudinale (fig. 10.10b) sont toujours très proches mais deviennent
maintenant distinguables sur la partie supérieure (O2).
L’amplitude de la vitesse transversale (fig. 10.10c) est fortement modifiée lorsque l’une ou
l’autre des couches est chauffée. Plus le rapport de densité augmente, plus cette amplitude
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Fig. 10.10 – Solution physique pour le couple H2/O2 chauffé à même écart de vitesse ± 400 m/s ;
(a) densité ; (b) vitesse longitudinale ; (c) vitesse transversale ; (d) température ; (e) fraction
massique d’O2 ; (f ) rapport de viscosité
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est importante.
Les profils de température (fig. 10.10d), pour les cas βT = 1/2 et βT = 2 ne sont pas
symétriques. Chauffer l’hydrogène (βT = 2), et ainsi augmenter le rapport de densité,
rend le problème beaucoup plus raide du fait des paramètres thermodynamiques différents
pour les deux gaz.
La fraction massique d’oxygène (fig. 10.10e) ainsi que la vitesse longitudinale sont très peu
sensibles au gradient de température.

Synthèse

L’étude paramétrique menée sur la solution numérique du système de la couche de mélange
temporelle (10.25)–(10.27), permet de dégager les points suivants :
– Le mélange de deux gaz différents rend le problème d’autant plus raide et dissymétrique

que les rapports de masse molaire et de densité sont élevés.
– Le nombre de Mach convectif ne semble pas être un paramètre pertinent pour la com-

paraison des résultats, dans ce cas temporel.
– Le profil de vitesse longitudinale est indépendant des effets de densité.
– La forme du profil de fraction massique d’oxygène dépend uniquement des espèces en

présence.
– Le profil de vitesse transversale dépend de tous les paramètres : écart de vitesse (∆U),

rapport de densité (βρ), et rapport de température (βT ).
– La forme de la température dépend du rapport de densité, du rapport de température,

et de l’écart de vitesse.
On notera également que plus le rapport de densité est élevé et moins l’approximation en
tangente hyperbolique est acceptable, au moins sur la forme du profil de fraction massique.
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Fig. 10.11 – Vérification du critère de Rayleigh généralisé pour les couples N2/O2 (gauche) et
H2/O2 (droite)

Enfin, on peut s’assurer que ces profils conduisent à un écoulement instable, c’est-à-dire que
l’introduction d’une perturbation de faible amplitude a tendance à s’amplifier, en vérifiant
la validité du critère du point d’inflexion généralisé. D’après Lees et Lin [53] (référence
citée Stoukov [104]) l’écoulement est instable s’il existe un point tel que :

∂

∂y

(
ρ
∂u

∂y

)
= 0

La figure (10.11) met clairement en évidence l’existence d’un tel point pour les couples
N2/O2 et H2/O2 (ici à T0 = 300K et ∆U = 100m/s) ce qui assure à la solution en
similitude temporelle un comportement cohérent en tant que condition initiale.
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Chapitre 10. Conditions initiales

10.2.7 Ondes de pression

On s’intéresse maintenant à la réponse acoustique du système Navier-Stokes (1.8)–(1.11)
lors de l’utilisation de la solution en similitude temporelle comme condition initiale. Pour
cela on reprend les paramètres utilisés pour la formulation en tangente hyperbolique (table
10.1).
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Fig. 10.12 – Amplitude relative des ondes de pression pour le couple H2/O2 à t=0.6, condition
initiale en tangente hyperbolique (gauche) et similitude temporelle (droite)

L’amplitude relative des ondes de pressions générées est représentée en figure (10.12).
L’utilisation de la condition en similitude temporelle crée des ondes au comportement plus
complexe que pour la tangente hyperbolique, mais permet une réduction en amplitude
de l’ordre de 100. Ce cas test valide le concept de l’approche temporelle. L’utilisation de
conditions initiales physiquement et mathématiquement cohérentes offre ainsi la possibilité
d’effectuer les calculs de couche de mélange binaire à fort rapport de densité avec des
schémas à haut pouvoir de résolution sans avoir recours à certains artifices numériques
pour stabiliser le calcul (augmentation excessive du nombre de point de maillage, filtrage,
domaine éponge, ...).

10.3 Perturbation

De nombreuses études numériques ont été consacrées à la forme de la perturbation utilisée
pour déclencher les instabilités de Kevin-Helmholtz [92]. Cette perturbation peut revêtir
un caractère aléatoire sous la forme d’un bruit blanc dont vont émerger certaines fréquences
privilégiées lors du calcul, ou être contrôlée en se basant sur les résultats de l’analyse de
stabilité linéaire.
Dans nos calculs, seules les composantes transversale et d’envergure (pour une couche
de mélange 3D) de la vitesse sont perturbées. On a choisi d’imposer un bruit basé sur un
nombre fixé de modes à phases aléatoires. Pour la couche de mélange, le bruit est normalisé
et confiné par une gaussienne (g) dans la zone de cisaillement :

g(a, b, y) = a e−b y2

(10.45)

où a et b sont des constantes et y désigne la direction normale à l’écoulement.
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Stabilité linéaire

Ce chapitre est consacré à l’étude tridimensionnelle des propriétés de stabilité des couches
de mélange compressibles bi-espèces pour des rapports de densité variant de 1 à 32 et des
nombres de Mach jusqu’à 2. A notre connaissance il n’existe pas de travail équivalent dans
le cadre de la stabilité linéaire, les résultats de Kozusko et al [48] étant limités au cas
bidimensionnel.

11.1 Généralités

L’analyse de stabilité des écoulements s’avère essentielle pour étudier et comprendre le
phénomène de la transition à la turbulence. L’idée de base de la théorie linéaire consiste
à examiner la réponse du système à une perturbation de faible amplitude. Si cette per-
turbation est amplifiée alors, d’après Betchov et Criminale [7], on peut s’attendre à ce
que la fréquence de la perturbation soit partie intégrante de la turbulence développée de
l’écoulement, mais que son amplitude réelle soit limitée par les effets non linéaires.
Depuis la mise en évidence expérimentale du concept de transition à la turbulence par
Reynolds en 1883 [86], de nombreuses études ont tenté de comprendre l’origine du phéno-
mène. Lord Rayleigh posa les bases de la théorie de la stabilité hydrodynamique et établit
en 1887 [84] qu’une condition nécessaire d’instabilité est que le profil de vitesse moyenne
possède un point d’inflexion. Prandtl, en 1921, montra physiquement que la viscosité pou-
vait également avoir un effet déstabilisant (référence citée par Vignau [111]).
L’avènement des ordinateurs a permis à Michalke en 1964 [70] de résoudre numériquement
l’équation de Rayleigh de la théorie linéaire pour une couche de mélange incompressible en
tangente hyperbolique. Il a ainsi pu déterminer une gamme de nombres d’onde instables
et l’existence d’une fréquence privilégiée.
L’analyse de l’influence de la contribution visqueuse sur les résultats de la stabilité de la
couche de mélange incompressible plane a été menée par Betchov & Szewczyk [6] (fig.
11.1). La viscosité a un effet stabilisant tendant à diminuer la valeur du taux de croissance
maximal et la gamme de nombres d’onde instables.
L’étude des écoulements compressibles a été initiée, entre autres, par Lees vers 1947 [54].
Les études numériques de Blumen et al. [8] sur la couche de mélange plane en tangente
hyperbolique ont montré que le principal effet de la compressibilité est l’atténuation du
facteur d’amplification lorsque le nombre de Mach augmente (fig. 11.2).
Ces auteurs ont également montré que tant que le Mach convectif est inférieur à 1 la vitesse
de phase est nulle et la solution est unique. Lorsque le régime supersonique est atteint,
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Chapitre 11. Stabilité linéaire

Fig. 11.1 – Analyse de stabilité linéaire en fluide visqueux incompressible. Taux de croissance
temporels ωi issus de Betchov & Szewczyk [6].
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Fig. 11.2 – Facteur d’amplification pour la couche de mélange isotherme (T = 300K) plane
air − air en Th(2y/δ), analyse non visqueuse.

la solution devient double et les 2 modes ont une vitesse de phase opposée non nulle.
En augmentant davantage le Mach convectif, les vitesses de phase augmentent (en restant
opposées) mais l’amplification des deux modes diminue pour tendre vers la stabilité neutre
(fig. 11.3).
Un autre effet de compressibilité est l’apparition d’une direction de propagation θ pri-
vilégiée pour les modes les plus instables, correspondant à une valeur αci maximale. En
dessous de Mc ≈ 0.6, les modes les plus instables sont plans (θ = 0). Au-delà, les modes
les plus instables s’orientent brusquement selon un angle θ croissant avec Mc jusqu’à de-
venir pratiquement orthogonaux à la direction de l’écoulement (fig. 11.4). Ce résultat a
également été constaté par Sandham et al [93].
Les études récentes de Kozusko et al [48] sur le cas bi-espèce ont montré que le facteur
d’amplification et la vitesse de phase sont sensibles au rapport de densité et à la modéli-
sation des coefficients de transport. Leur étude bidimensionnelle est néanmoins limitée à
des nombres de Mach convectif faibles [93].
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Fig. 11.3 – Partie réelle (gauche) et imaginaire (droite) de la vitesse de phase complexe pour
la couche de mélange plane isotherme (T = 300K) air − air en Th(2y/δ) . La solution devient
double en régime supersonique.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.5 1 1.5

modes 3D

modes 2D

αδci/Uref

Mc

θ = 64.86°
θ = 59.59°

θ = 52.71°
θ = 48.13°

θ = 41.25°
θ = 30.94°

0

10

20

30

40

50

60

70

0 0.5 1 1.5

θ°

Mc

Mc = 0.597
θ = 1.15°

Fig. 11.4 – Facteur d’amplification (gauche) et angle θ (droite) des modes les plus instables
pour la couche de mélange isotherme (T = 300K) air − air en Th(2y/δ)

145



Chapitre 11. Stabilité linéaire

11.2 Formulation bi-espèces

Dans cette section on détaille les équations résolues pour mener l’analyse temporelle de
stabilité linéaire tridimensionnelle d’un mélange bi-espèces compressible. x désigne la di-
rection longitudinale et y la direction transversale, normale au cisaillement.

11.2.1 Équations aux perturbations

Pour plus de simplicité, cette analyse est menée dans le cas non visqueux. On suppose
que l’écoulement de base est parallèle, homogène suivant la direction d’envergure z et à
pression constante P . Soit, en indiçant s l’écoulement de base :

vs(y, t) = ws(y, t) = 0 (11.1)

A la solution de base on superpose un champ de perturbations de petite amplitude, indicé

0, de sorte que le champ 3D instantané soit :

ρ(x, y, z, t) = ρ0(x, y, z, t) + ρs(y, t) (11.2)

u(x, y, z, t) = u0(x, y, z, t) + us(y, t) (11.3)

v(x, y, z, t) = v0(x, y, z, t) (11.4)

w(x, y, z, t) = w0(x, y, z, t) (11.5)

p(x, y, z, t) = p0(x, y, z, t) + P (11.6)

T (x, y, z, t) = T0(x, y, z, t) + Ts(y, t) (11.7)

Y (x, y, z, t) = Y0(x, y, z, t) + Ys(y, t) (11.8)

Le système linéaire pour les perturbations est obtenu en injectant (11.2)–(11.8) dans les
équations d’Euler issues de (1.8)–(1.11) une fois les termes quadratiques de perturbation
négligés. Soit :

∂ρ0

∂t
+ ρs

(
∂u0

∂x
+

∂v0

∂y
+

∂w0

∂z

)
+ us

∂ρ0

∂x
+ v0

∂ρs

∂y
= 0 (11.9)

ρs

(
∂u0

∂t
+ us

∂u0

∂x
+ v0

∂us

∂y

)
+

∂p0

∂x
= 0 (11.10)

ρs

(
∂v0

∂t
+ us

∂v0

∂x

)
+

∂p0

∂y
= 0 (11.11)

ρs

(
∂w0

∂t
+ us

∂w0

∂x

)
+

∂p0

∂z
= 0 (11.12)

ρsCv

(
∂T0

∂t
+ us

∂T0

∂x
+ v0

∂Ts

∂y

)
+ P

(
∂u0

∂x
+

∂v0

∂y
+

∂w0

∂z

)
= 0 (11.13)

∂Y0

∂t
+ us

∂Y0

∂x
+ v0

∂Ys

∂y
= 0 (11.14)

A ce stade, on décide de modéliser la perturbation par une onde sinusöıdale de nombre
d’onde 2π/α se déplaçant à la vitesse c dans le plan (x, z) suivant une direction faisant
l’angle θ avec l’axe x (θ ∈ [−π/2; π/2]), et d’amplitude complexe ne dépendant que de y.
Soit pour une variable de perturbation Φ0 :

Φ0(x, y, z, t) = Φ̂0(y)ejα(x cos θ+z sin θ−ct) (11.15)
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En introduisant ces perturbations (11.15) dans les équations linéarisées (11.9)–(11.14), on
obtient le système différentiel ordinaire linéaire à résoudre. Il s’agit d’un problème aux
valeurs propres pour l’amplitude des perturbations où le symbole ′ représente la dérivée
suivant y.

jα (us cos θ − c) ρ̂0 + ρ′sv̂0 + ρs

(
jα(û0 cos θ + ŵ0 sin θ) + v̂0

′) = 0 (11.16)

jαρs (us cos θ − c) û0 + ρsu
′
sv̂0 + jαp̂0 cos θ = 0 (11.17)

jαρs (us cos θ − c) v̂0 + p̂0
′ = 0 (11.18)

jαρs (us cos θ − c) ŵ0 + jαp̂0 sin θ = 0 (11.19)

jα (us cos θ − c) T̂0 + T ′
sv̂0 + (γ − 1)Ts

(
jα(û0 cos θ + ŵ0 sin θ) + v̂0

′) = 0 (11.20)

jα (us cos θ − c) Ŷ0 + v̂0Y
′
s = 0 (11.21)

L’amplitude de la perturbation de pression se déduit de l’équation d’état :

p̂0 = (r2 + (r1 − r2)Ys)
(
ρsT̂0 + ρ̂0Ts

)
+ ρsTs (r1 − r2) Ŷ0 (11.22)

Soit après quelques calculs :

p̂0
′′ −

(
ρ′s
ρs

+
2u′

s cos θ

(us cos θ − c)

)
p̂0

′ − α2

(
1 − (us cos θ − c)2

a2

)
p̂0 = 0 (11.23)

où a2 = γrTs est la vitesse du son dans le mélange aux conditions de la solution de base.

En pratique on résout plutôt ce problème en combinant (11.16)-(11.21) et (11.23) pour se
ramener à la détermination de p̂0 et v̂0 :

(us cos θ − c) v̂0
′ = u′

s cos θv̂0 + jα

(
1 − (us cos θ − c)2

a2

)
p̂0

ρs
(11.24)

p̂0
′ = −jαρs (us cos θ − c) v̂0 (11.25)

Les autres termes sont obtenus par les relations :

û0 = −ρsu
′
sv̂0 + jα cos θp̂0

jαρs (us cos θ − c)
(11.26)

ŵ0 = − sin θp̂0

ρs (us cos θ − c)
(11.27)

Ŷ0 = − Y ′
s v̂0

jα (us cos θ − c)
(11.28)

ρ̂0 =
p̂0

a2
− ρ′sv̂0

jα (us cos θ − c)
(11.29)

T̂0 =
(γ − 1)

γ
Ts

p̂0

P
− T ′

sv̂0

jα (us cos θ − c)
(11.30)

11.2.2 Conditions aux limites et procédure de résolution

Le problème numérique est résolu par une méthode de tir nécessitant la connaissance de
conditions initiales (problème de Cauchy) à partir des conditions aux limites physiques.
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Chapitre 11. Stabilité linéaire

Condition initiale

Les conditions aux limites du problème linéaire sont posées en terme de pression à partir
de (11.23). Les gradients de la solution de base s’annulant lorsque y → ±∞, l’équation
(11.23) prend la forme asymptotique :

p̂0
′′ − α2Zp̂0 = 0 (11.31)

où,

Z = 1 − (U±∞ cos θ − c)2

a2
±∞

(11.32)

tient compte des effets de compressibilité.

La solution générale de (11.31),

p̂0 = A1e
αy

√
Z + A2e

−αy
√

Z (11.33)

combinée avec (11.25) donne :

v̂0 =
j
√

Z

ρs±∞ (U±∞ cos θ − c)

[
A1e

αy
√

Z − A2e
−αy

√
Z
]

(11.34)

Les perturbations étant bornées à l’infini, l’une des constantes A1 ou A2 doit s’annuler
suivant le signe de la partie réelle de α

√
Z.

On considère l’analyse temporelle de la stabilité, α est donc réel positif et c complexe
(c = cr + jci), avec ci ≥ 0 puisque l’on recherche uniquement les modes instables. Soit
pour Z :

Z = 1 − (U±∞ cos θ − cr)
2 − c2

i

a2
+ j

2ci (U±∞ cos θ − cr)

a2

Comme pour la couche de mélange mono-espèce incompressible on suppose que |cr| ≤
|U±∞| cos θ [94], hypothèse vérifiée numériquement a posteriori. Ainsi, à la frontière in-
férieure (y → −∞) où la vitesse de la couche de mélange temporelle U−∞ est négative,
Im{Z} ≤ 0 quel que soit le signe de cr. En choisissant de retenir numériquement pour√

Z la détermination telle que arg{Z1/2} ∈ [3π/2, 2π] on a Re{Z1/2} ≥ 0 et il faut alors
annuler la constante A2 en y = −∞. Inversement, toujours avec la même détermination,
A1 doit être nulle en y = +∞.
Ceci fixe les conditions initiales du problème de Cauchy (11.24)(11.25) qui s’écrivent, en
posant A1 = 1, A2 = 0 :

p̂0−∞ = eαy−∞

√
Z (11.35)

v̂0−∞ =
j
√

Z

ρs−∞ (U−∞ cos θ − c)
eαy−∞

√
Z (11.36)

Résolution

S’étant donné une solution de base, le problème de stabilité revient à déterminer le qua-
druplet (α, θ, cr, ci) tel que l’intégration numérique de (11.24)(11.25) à partir des condi-
tions (11.35) produise la condition requise, à savoir A1 = 0 en y+∞. Soit, à partir de
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(11.33)(11.34) :

A1+∞ =
1

2

[
p̂0+∞ − jρs+∞Z

−1/2
+∞ (U+∞ cos θ − c) v̂0+∞

]
e−αy+∞Z

1/2

+∞

A2+∞ =
1

2

[
p̂0+∞ + jρs+∞Z

−1/2
+∞ (U+∞ cos θ − c) v̂0+∞

]
e+αy+∞Z

1/2

+∞

Annuler A1 en y+∞ est donc équivalent à imposer :

p̂0+∞ − jρs+∞Z
−1/2
+∞ (U+∞ cos θ − c) v̂0+∞ = 0 (11.37)

L’annulation de cette grandeur complexe requiert l’évaluation numérique de deux éléments
du quadruplet inconnu, les deux autres étant fixés. La procédure de résolution consiste
alors à intégrer (11.24)(11.25)(11.35) par un schéma Runge-Kutta d’ordre 4, en ”tirant”
sur (cr, ci) jusqu’à vérifier (11.37). A convergence, on obtient les valeurs propres et les
fonctions propres du problème de perturbation. Les modes les plus instables sont obtenus
par balayage en (α, θ) jusqu’à obtention de la valeur maximale de αci.

11.3 Résultats

Les paramètres qui régissent la stabilité d’une perturbation de nombre d’onde α en couche
de mélange binaire compressible sont :
– le rapport de densité βρ des espèces en présence,
– le nombre de Mach convectif de l’écoulement,
– l’angle θ d’orientation de la direction de propagation de l’onde.
La solution de base utilisée correspond au calcul en similitude temporelle décrit en section
10.2.

11.3.1 Influence du rapport de densité en 2D

On présente d’abord l’influence du rapport de densité sur les perturbations planes (θ = 0)
en fonction de Mc, en écoulement isotherme T = 300K. Deux couples sont envisagés pour
trois nombres de Mach (table 11.1).

Couple βρ Mc = 0.485 Mc = 1.152 Mc = 1.758

N2/O2 1.14 U = ±166m/s U = ±393m/s U = ±600m/s

H2/O2 15.87 U = ±400m/s U = ±949m/s U = ±1448m/s

Tab. 11.1 – Paramètres d’étude de l’effet de densité sur la stabilité linéaire de la couche de
mélange isotherme plane.

Cas subsonique : Mc = 0.485

Dans le cas subsonique, le problème aux valeurs propres admet une solution unique quel
que soit le couple envisagé. Lorsque le rapport de densité est proche de l’unité (N2/O2),
le bon accord des courbes avec le cas mono-espèce (le gaz air est considéré comme mono-
espèce) valide le code de stabilité linéaire (fig. 11.5).
Le passage au cas bi-espèces induit une légère diminution de la valeur du nombre d’onde
d’amplification maximale. L’accroissement du rapport de densité des espèces mélangées
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conduit à une réduction du facteur d’amplification accompagnée par une augmentation de
la vitesse de phase. Ainsi, plus les espèces en présence ont une masse molaire éloignée et
plus il est difficile de déstabiliser la couche de mélange. Dans le cadre d’une simulation
numérique directe, pour une même amplitude de la perturbation initiale, il faudra donc
plus de temps à la couche de mélange H2/O2 pour transitionner vers la turbulence que
dans le cas N2/O2 et les structures cohérentes ”voyageront” dans la bôıte de calcul.
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Fig. 11.5 – Facteur d’amplification (gauche) et vitesse de phase (droite) en fonction du rapport
de densité à Mc = 0.485

Cas sonique : Mc = 1.152

Dans le cas légèrement supersonique, l’analyse met en avant l’apparition d’un second mode,
on perd l’unicité de la solution (fig. 11.6).
Pour le mélange mono-espèce, comme rappelé en section 11.1, en dessous d’un nombre
d’onde critique, situé légèrement au-dessus de 0.1 en notation adimensionnelle, les deux
modes ont une vitesse de phase identiquement nulle mais un facteur d’amplification diffé-
rent : le second mode est nettement moins amplifié que le premier. Au-delà de ce nombre
d’onde critique les facteurs d’amplification sont identiques mais maintenant les vitesses de
phase sont opposées, les modes voyagent en sens inverse.
En bi-espèce le système est dissymétrisé. Les vitesses de phase ne sont plus opposées et le
facteur d’amplification est nettement plus faible que dans le cas subsonique. Il n’y a plus
non plus de nombre d’onde critique à proprement parler, les deux modes ont des compor-
tements d’autant plus distincts que le rapport de densité est grand, l’un étant largement
plus amplifié que l’autre.

Cas supersonique : Mc = 1.758

En augmentant encore le nombre de Mach, Mc = 1.758 (fig. 11.7), le mode critique du cas
mono-espèce disparâıt, les deux modes sont amplifiés de manière identique mais possèdent
des vitesses de phase opposées.
On retrouve un comportement similaire pour le mélange bi-espèces, les courbes d’amplifi-
cation se rapprochent mais les vitesses de phase sont d’autant moins symétriques que le
rapport de densité est élevé. Le facteur d’amplification devient de plus en plus faible, si
bien qu’il devient très difficile de déstabiliser une couche de mélange dans ces conditions,
d’autant plus que le rapport de densité est élevé.
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Fig. 11.6 – Facteur d’amplification (gauche) et vitesse de phase (droite) en fonction du rapport
de densité à Mc = 1.152. Les solutions sont doubles
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Fig. 11.7 – Facteur d’amplification (gauche) et vitesse de phase (droite) en fonction du rapport
de densité à Mc = 1.758. Les solutions sont doubles

11.3.2 Détail des solutions doubles

En section 11.1 on a rappelé que les solutions devenaient doubles à partir de Mc = 1 pour
la couche de mélange mono-espèce (fig. 11.3). Nous allons examiner ici plus en détail ce
qu’il en est pour les couches de mélange binaires planes (θ = 0).

Couple N2/O2

La figure (11.8) montre le diagramme de stabilité globale pour le couple N2/O2. On
constate numériquement que la solution devient double entre Mc = 0.9 et Mc = 1.0,
puis que les vitesses d’amplification ci se confondent à nouveau vers Mc = 1.8.
En zoomant sur la plage de dédoublement (fig. 11.9), on voit apparâıtre le second mode à
Mc ≈ 0.92. Ce mode émerge d’un état stable et est difficile à ”capturer” numériquement
du fait de la faible valeur de ci.
Lorsque Mc augmente, les deux solutions se différencient. Les vitesses de phase cr de-
viennent opposées autour d’une valeur moyenne non nulle. Vers Mc = 1.3, les valeurs de
ci se rejoignent et finissent par se confondre pour Mc ≈ 1.5 (fig. 11.10).

Couple H2/O2

A fort rapport de densité, le cas H2/O2 montre l’apparition de seconds modes très faible-
ment amplifiés (fig. 11.11). Les vitesses de phase cr des modes ne sont plus symétriques
autour de leurs valeurs moyennes, très élevées par ailleurs (fig. 11.12).

151



Chapitre 11. Stabilité linéaire
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H2/O2 isotherme à T = 300K - θ = 0. Zoom sur la plage Mc = 0.95 − 1.3

153



Chapitre 11. Stabilité linéaire

11.3.3 Apparition de modes obliques

Pour les deux couples de fluides envisagés, on étudie maintenant l’évolution de l’orientation
des modes les plus instables en fonction du nombre de Mach convectif. Comme pour la
couche de mélange mono-espèce, les modes les plus instables sont plans pour Mc . 0.6 et
s’orientent de façon privilégiée au-delà. L’effet de densité est faible, la solution bifurque de
manière identique au cas mono-espèce (fig. 11.13).
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Fig. 11.13 – Facteur d’amplification (gauche) et angle θ (droite) des modes les plus instables
pour la couche de mélange binaire isotherme à T = 300K

Une façon plus parlante de représenter les effets tridimensionnels associés à la compressi-
bilité est de tracer le facteur d’amplification maximum obtenu à un angle θ donné pour
différentes valeurs du nombre de Mach convectif. Pour chaque valeur de Mc, le maximum
observé définit la direction de propagation optimale des perturbations pour déstabiliser la
couche de mélange. Par exemple, pour le couple H2/O2 (fig. 11.14), la direction optimale à
Mc = 1.1 est θ ≈ 57◦. On constate également une fois de plus la stabilisation de la couche
de mélange avec l’augmentation des effets de compressibilité.

11.4 Comparaison à la SND

On se propose ici de vérifier les performances et les limites de validité de la théorie linéaire
bi-espèce non visqueuse, en comparant les taux de croissance et les vitesses de phase prédits
à ceux relevés dans une simulation numérique directe, comme l’a fait Amram [1] dans le
cas mono-espèce pour un profil de base en tangente hyperbolique.

11.4.1 Méthodologie

Les calculs de simulation numérique directe sont effectués grâce au code COMPACT dé-
crit au chapitre 6 (on notera que nous n’avons pas utilisé de termes anti-diffusifs proposés
par Huerre [44] dont le rôle est de compenser l’effet de la diffusion visqueuse). Les condi-
tions initiales sont construites à partir des solutions en similitude temporelle (section 10.2)
auxquelles on superpose les fonctions propres des modes les plus instables, telles que l’am-
plitude û0 vaille 5% de U. Pour des raisons de coût de calcul, on se limite au cas plan
(θ = 0) et donc à des valeurs de Mc inférieures à 0.6.

Quatre cas tests sont envisagés dont les paramètres et propriétés de stabilité sont rassem-
blés en table 11.2.
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en fonction de θ pour différentes valeurs de Mc

Couple T1/T2 (K) U (m/s) (βρ)
−1 Mc αLref cr/Uref αcitref

N2/O2 300/300 ±166 1.143 0.485 0.739 0.028 0.279

H2/O2 300/600 ±400 7.937 0.450 0.785 0.479 0.237

H2/O2 300/300 ±400 15.87 0.485 0.761 0.605 0.191

H2/O2 600/300 ±400 31.75 0.366 0.787 0.718 0.159

Tab. 11.2 – Rapports de densité et propriétés de stabilité (théorie linéaire)

La taille du domaine de calcul correspond à la longueur d’onde de la perturbation la plus
instable, de sorte qu’une seule structure apparaisse à partir de l’instabilité de Kelvin-
Helmholtz initiale.

S’il existe une phase de croissance linéaire au cours de la simulation alors les perturbations
suivent une loi de type exponentiel puisque selon (11.15) on a :

∂u′

∂t
= αciu

′

soit
lnu′ = αcit + cste (11.38)

Ce taux de croissance est mesuré en terme d’énergie cinétique fluctuante. Chaque grandeur
φ issue de la SND est décomposée en sa valeur moyenne :

φ(y, t) =
1

Lx

∫ Lx

0
φ(x, y, t)dx

et sa composante fluctuante :

φ′(x, y, t) = φ(x, y, t) − φ(y, t)

L’énergie cinétique fluctuante est donc :

k(t) =

∫ Lx

0

∫ Ly

0

(
u′2(x, y, t) + v′2(x, y, t)

)
dxdy
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Chapitre 11. Stabilité linéaire

D’après (11.38) la courbe 1
2 ln(k(t)) doit théoriquement être linéaire en début de simulation,

de pente αci.

11.4.2 Influence du nombre de Reynolds

La théorie étant non-visqueuse, on étudie dans un premier temps l’influence du nombre de
Reynolds de la simulation dans les cas isothermes N2/O2 et H2/O2 à Mc = 0.485. Pour
chaque couple, trois valeurs de Re on été testées : 100, 400 et 1000.
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Fig. 11.15 – Taux de croissance temporelle de l’énergie cinétique fluctuante pour les couples
N2/O2 (gauche) et H2/O2 (droite) dans le cas isotherme T = 300K, Mc = 0.485

La figure (11.15) montre clairement que la théorie non visqueuse n’est pas valable pour un
nombre de Reynolds inférieur à 400, au niveau de perturbation choisi. En effet, la théorie
étant linéaire, plus le facteur d’amplification est faible et plus l’amplitude des perturbations
reste petite et la simulation suit alors plus longtemps la courbe théorique. On notera que
les résultats de la simulation directe restent toujours en dessous des valeurs prédites, les
effets visqueux ayant un effet stabilisant.

11.4.3 Effets thermiques

Les effets thermiques sont étudiés seulement pour le couple H2/O2 à Re = 400.
Le fait de diminuer le rapport de densité en chauffant l’oxygène ((βρ)

−1 = 7.937) réduit
l’intervalle de temps où la simulation suit la théorie linéaire (fig. 11.16). L’effet inverse est
obtenu en chauffant l’hydrogène ((βρ)

−1 = 31.75), comme mentionné par Amram [1] dans
le cas mono-espèce.

11.4.4 Vitesse de phase

Les figures (11.17) et (11.18) présentent l’évolution temporelle du champ de fraction mas-
sique d’oxygène des quatre cas considérés pour un nombre de Reynolds de 400. Le taux
de croissance de la couche de mélange et la vitesse de phase des tourbillons issus des per-
turbations initiales sont clairement mis en évidence.
Plus le rapport de densité est élevé, à la fois par les espèces en présence et par les ef-
fets thermiques, et plus la vitesse de phase des structures est importante : les structures
”voyagent” dans la bôıte de calcul. L’estimation graphique de cette vitesse (à partir du
coeur des tourbillons) cöıncide exactement avec les valeurs prédites par la théorie linéaire
(table 11.2). Cette propriété est indépendante des effets visqueux.
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Fig. 11.16 – Taux de croissance temporelle de l’énergie cinétique fluctuante pour le couple H2/O2

chauffé à Re=400.

11.5 Synthèse

Dans ce chapitre, la théorie de la stabilité linéaire a été appliquée au mélange de deux
fluides. Comparativement au cas mono-espèce, le mélange bi-espèce brise la symétrie du
système, même en approche temporelle.

Les résultats du cas N2/O2 sont proches de ceux obtenus en mono-espèce. L’accroissement
du rapport de densité (H2/O2) conduit à une réduction du facteur d’amplification, associée
à l’augmentation de la vitesse de phase. Les résultats des simulations numériques directes
de la couche de mélange plane ont permis de retrouver ce comportement pour Re > 400.

L’augmentation du nombre de Mach conduit à l’apparition d’une orientation privilégiée
des modes les plus instables (du 2D vers le 3D) à partir de Mc = 0.6, quel que soit le
rapport de densité considéré. L’étude fine de la gamme supersonique a montré l’apparition
de nouveaux modes jusqu’à Mc ≈ 2.
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Fig. 11.17 – Fraction massique d’oxygène. Gauche : N2/O2−300K,±166m/s, droite : H2/O2 −
300K,±400m/s, aux temps t = 0, 4, 8, 12, 16, 20 (de haut en bas)
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Fig. 11.18 – Fraction massique d’oxygène. Gauche : H2 − 300K/O2 − 600K,±400m/s, droite :
H2 − 600K/O2 − 300K,±400m/s, aux temps t = 0, 4, 8, 12, 16, 20 (de haut en bas)
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Chapitre 12

Tests a priori

Ce chapitre détaille les tests effectués pour obtenir les ordres de grandeur des termes
sous-maille (3.20)–(3.22), (3.24)–(3.33), (3.35)(3.36), par filtrage explicite des champs ins-
tantanés issus de simulations numériques directes (cf section 4.1). Les seuls résultats dispo-
nibles sur cette approche sont ceux de Vreman [112] pour le cas compressible mono-espèce
isotherme rappelés en section 4.2.2.

12.1 Méthodologie

12.1.1 Simulation numérique directe

Les calculs sont effectués grâce au code COMPACT sur la couche de mélange compres-
sible bi-espèces en développement temporel (fig. 12.1). Les directions longitudinale (x) et
transversale (y) sont périodiques alors qu’une condition de frontière libre est imposée pour
la direction normale à l’écoulement (z).

U 

-U 

X 

Y 

Z 
 

Fig. 12.1 – Représentation schématique de la couche de mélange temporelle 3D

On considère deux couples de fluide : N2/O2 et H2/O2. Le premier, de rapport de masse
molaire quasi-unitaire, permet une comparaison aux résultats de Vreman, le second intro-
duit de fortes variations de densité et des paramètres thermodynamiques des fluides.
Les conditions initiales sont basées sur la similitude temporelle (section 10.2). Le bruit
initial est obtenu à partir de la méthode détaillée en section 10.3 par activation de 10
modes dans chaque direction d’espace (les résultats de l’analyse de stabilité linéaire n’ont
pas été utilisés ici).
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Enfin, pour plus de simplicité, les coefficients de transport utilisés pour les SND sont
supposés constants (approche (iv) détaillée au chapitre 9).

12.1.2 Statistiques

Un traitement statistique est nécessaire afin d’extraire les informations d’intérêt parmi
l’importante masse de données issues des SND.

Filtrage

Le filtrage retenu pour le calcul a priori des termes sous-mailles est basé sur le filtre porte
discret détaillé en sections 2.2.1 et 2.2.2 avec K = 4.

Échelles de la turbulence

Malgré la nature anisotrope de l’écoulement, les échelles de la turbulence sont évaluées à
partir de relations issues de la théorie de la turbulence homogène et isotrope incompressible
étendues au compressible [14].

Ici, l’opérateur ˜̃· désigne la moyenne de Favre construite comme :

˜̃
φ(z, t) =

〈ρφ〉xy

〈ρ〉xy

où la moyenne d’ensemble < · >xy est approchée par la moyenne spatiale sur les plans
homogènes :

〈φ〉xy (z, t) =
1

Nx Ny

Nx∑

i1=1

Ny∑

i2=1

φ(xi1 , yi2 , z, t)

La fluctuation de vitesse est obtenue par :

u′′
i (x, y, z, t) = ui(x, y, z, t) − ˜̃ui(z, t)

L’énergie cinétique turbulente pondérée par la masse s’écrit alors :

˜̃
k(z, t) =

1

2

〈ρu′′
i u

′′
i 〉xy

〈ρ〉xy

et son taux de dissipation comme :

˜̃ǫ(z, t) =

〈
ρν(u′′

i,j + u′′
j,i)u

′′
j,i

〉
xy

〈ρ〉xy

La micro-échelle de Taylor est définie à partir de la relation :

λ(z, t) =

√√√√10 · ˜̃ν · ˜̃k
˜̃ǫ

et le nombre de Reynolds construit sur les échelles de Taylor s’exprime alors comme :

Reλ(z, t) =

√
2
3
˜̃
kλ

˜̃ν
(12.1)
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Épaisseurs statistiques

Les épaisseurs statistiques (vorticité et quantité de mouvement compressible) sont obtenues
par les formules données en section 8.3.

Intensité des termes sous-maille

L’intensité des termes sous-maille est calculée à partir de la moyenne quadratique :

I(t) =

√√√√ 1

Nz

Nz∑

k=1

〈φ〉2xy (zk, t) (12.2)

A tire d’illustration on détaille la procédure complète sur le calcul de A1i, où on rappelle :

A1i = −τij,j = (ρũiũj − ρuiuj),j (12.3)

avec · filtrage porte et ·̃ = ρ·
ρ filtrage de Favre.

1. A t fixé, on calcule en chaque point : {ρ ; ũi ; ρuiuj} (x, y, z)

2. On forme A1i(x, y, z) à partir de (12.3) (cf annexe E).

3. On moyenne ensuite A1i sur les plans homogènes pour obtenir 〈A1i〉xy (z, t).

4. On calcule enfin la valeur rms du terme grâce à (12.2).

12.2 Couple N2/O2

Les différentes SND effectuées sur la couche de mélange N2/O2 ont permis d’étudier les
effets de nombre de Reynolds, de compressibilité et de température.

12.2.1 Paramètres

Les paramètres des simulations sont détaillés en table 12.1.

N2/O2 #1 N2/O2 #2 N2/O2 #5 N2/O2 #3 N2/O2 #4 N2/O2 #6

Reref 100 100 200 400 200 100

Mc 0.293 0.586 0.880 0.293 0.293 0.246

U (m/s) ±100 ±200 ±300 ±100 ±100 ±100

T2/T1 (K) 300/300 300/300 300/300 300/300 600/600 600/300

Lx×Ly×Lz 40×40×80 idem #1 40×40×40 28×28×40 idem #1 idem #1

Nx×Ny×Nz 181×181×245 idem #1 255×255×257 idem #5 idem #1 idem #1

(a,b) (0.05,3) (0.05,3) (0.5,3) (0.05,3) (0.05,3) (0.05,3)

Tab. 12.1 – Paramètres des différentes SND du cas N2/O2.

Dans tous les cas on a choisi un domaine suffisamment grand pour éviter une saturation
trop rapide de la bôıte de calcul. Le nombre de points de discrétisation choisi garantit une
bonne résolution des détails de l’écoulement, il est contrôlé en pratique par le critère de
positivité des concentrations (0 ≤ Y ≤ 1).
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La simulation de référence est N2/O2#1. Il s’agit d’un cas isotherme (T = 300K ini-
tialement), faiblement compressible (Mc = 0.293), à bas nombre de Reynolds initial
(Reref = 100).
L’effet du nombre de Reynolds est observé sur la simulation #3 (Reref = 400) où la bôıte
de calcul a été réduite et le nombre de points de maillage augmenté pour accrôıtre la ré-
solution générale et assurer la stabilité du calcul.
Les effets de compressibilité sur les termes sous-mailles sont constatés à travers les calculs
#2 (Mc ≈ 0.6) et #5 (Mc ≈ 0.9). A mesure que le nombre de Mach convectif augmente,
la couche de mélange devient plus difficile à déstabiliser. Pour #2 on a gardé une intensité
de bruit de 5% de U alors que pour #5 il a fallu passer à 50% pour assurer la transition
de l’écoulement.
L’effet de température est examiné au travers des simulations #4 (identique à #1 mais à
T = 600K) et #6 où la répartition de température initiale est TN2

= 600K et TO2
= 300K.

12.2.2 Champs instantanés

Les iso-valeurs du champ de fraction massique d’oxygène sont représentées en figure (12.2)
à t = 100 pour les cas #1 #2 #5 et #6. A part pour #2, à t = 100 les instabilités de
Kevin-Helmholtz ont donné naissance à des structures cohérentes qui ont évolué vers un
état de turbulence.
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Fig. 12.2 – Iso-valeurs de la fraction massique d’oxygène à t = 100 des cas N2/O2 #1, #2, #5
et #6 sur les plans x = 0 et y = 0.
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12.2.3 Statistiques

Échelles de Taylor

L’intensité de la turbulence de l’écoulement est évaluée grâce au nombre de Reynolds
construit sur les échelles de Taylor (eq. 12.1). L’évolution temporelle de Reλ est tracée
en figure (12.3). A t = 100 on obtient des valeurs comprises entre 50 (pour #2) et 100
(pour #3), ainsi qu’une répartition spatiale dissymétrique autour de z = 0 signes de
l’établissement d’une turbulence développée.
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Fig. 12.3 – Nombre de Reynolds construit sur les échelles de Taylor des cas N2/O2 #1 à #6.
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Épaisseurs statistiques

Les épaisseurs de vorticité et de quantité de mouvement sont tracées en figure (12.4) où,
pour plus de lisibilité, on a séparé les différents effets.
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Fig. 12.4 – Épaisseurs statistiques de vorticité (gauche) et de quantité de mouvement (droite)
des cas N2/O2 #1 à #6. Effet de température (haut), de Reref (milieu) et de Mc (bas).

Globalement, ces courbes présentent trois phases :
– une phase de croissance linéaire aux premiers instants de la simulation, où deux effets

se conjuguent : diffusion visqueuse et amplification par la dynamique.
– une phase de croissance non linéaire où les appariements tourbillonnaires ont un rôle

important dans le processus de mélange,
– et une phase de saturation où seule une grosse structure est présente une fois la bôıte

de calcul saturée (visible uniquement pour #3).
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Lors des calculs liés à l’effet de température, les cas #1, #4 et #6 montrent une phase de
croissance linéaire identique. Durant cette phase la température se comporte comme un
scalaire passif, la conduction est surpassée par la convection : les structures cohérentes de
l’écoulement entrâınent du fluide chaud dans le fluide froid, et inversement, assurant ainsi
l’homogénéisation de la couche de mélange. Les simulations ont ensuite des comportements
propres et des états stables différents.

L’effet de nombre de Reynolds est également important. Comparativement au cas #1, la
simulations #3 montre une phase de croissance linéaire différente confirmant les résul-
tats de l’analyse de stabilité menée en section 11.4. La viscosité retarde la transition de
l’écoulement mais ne semble pas altérer la phase suivante de croissance non linéaire. Cette
propriété assure, une fois la transition effectuée, aux SND à faible nombre de Reynolds de
reproduire les phénomènes présents à haut Re.

L’effet de compressibilité est plus délicat à gérer numériquement. La phase de croissance
linéaire est principalement gouvernée par la diffusion visqueuse jusqu’à t = 30 et ne montre
pas de différence notable entre #1, #2 et #5. Néanmoins, pour une même amplitude de
bruit initial, l’augmentation du nombre de Mach convectif retarde fortement l’apparition
de la phase de croissance non linéaire, jusqu’à la rendre inexistante. Pour la simulation
#5 à Mc = 0.880 une amplitude 5% est trop faible, on sort de la zone d’instabilité. On
a choisi de forcer la transition à la turbulence en augmentant légèrement le nombre de
Reynolds initial (Reref = 200) et fortement l’amplitude du bruit : 50% de U . Ceci assure
d’obtenir un écoulement turbulent pleinement développé en un temps de calcul acceptable.
La comparaison des statistiques de #5 à celles de #5 pour Reref = 100 et (a, b) = (0.05, 3)
est présentée en figure (12.5).
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Fig. 12.5 – Effet de compressibilité sur le cas N2/O2 #5. Épaisseurs statistiques de vorticité
(gauche) et de quantité de mouvement (droite) pour un bruit initial d’amplitude 5% (#5 OLD)
et 50% (#5).

12.2.4 Termes sous-maille

Dans cette section on présente l’évolution des intensités des termes sous-mailles obtenus
par filtrage explicite des champs de SND. Leur répartition spatiale, moyennée selon les
directions homogènes, est tracée en annexe E.
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Énergie

L’évolution temporelle de l’intensité (eq. 12.2) des dix termes sous-maille de l’équation de
l’énergie filtrée (3.23) est représentée en figure (12.6) en échelle logarithmique. On retrouve
sur cette figure les phases de croissance linéaire, non linéaire et d’écoulement établi. Selon
les paramètres de calcul ces phases ont des durées plus ou moins longues, mais à t = 100
les simulations présentent toutes une zone établie où les intensités des termes sous-maille
demeurent quasi constantes au cours du temps. L’objectif de ces calculs étant d’obtenir les
ordres de grandeur des termes sous-maille prépondérants qu’il faudrait modéliser, on ne
s’intéresse qu’à la phase établie et on choisit le temps t = 100 comme référence. A t = 100
ces mêmes termes sont représentés sous forme d’histogramme en figure (12.7).
Pour les simulations isothermes on note que B10, associé à la dissipation visqueuse, est
prépondérant. L’accroissement du nombre de Reynolds entre #1 (Reref = 100) et #3
(Reref = 400) ne modifie pas l’amplitude relative des termes sous-maille ; la gamme
d’échelles augmentant dans l’écoulement, l’intensité des termes sous-maille augmente éga-
lement. Vreman [112] constate également ce phénomène dans un cas mono-espèce mais
avec une amplitude moindre. Compte tenu du caractère isotherme de nos simulations, le
terme moteur est issu de la dynamique et il parâıt logique que celui-ci soit prépondérant.
Les autres termes d’importance sont B6 (transport d’espèce), B8 (transport d’énergie in-
terne) et B9 (pression dilatation), les autres sont négligeables.
Toujours pour le cas isotherme à T = 300K, on remarque en figure (12.7) que les termes
B9 et B6 ont des intensités égales et que B8 en est proche. Ceci peut se démontrer en
supposant :
– HYP#1 : ρ ≈ cste.
– HYP#2 : T ≈ cste ≈ T0, température de référence du calcul des enthalpies (eq. 1.1).
– HYP#3 : le champ de vitesse possède les variations spatiales les plus importantes.
La première hypothèse (HYP#1) implique que le filtrage de Favre est réduit au filtrage
classique : ·̃ ≈ ·. En combinaison avec HYP#2, B9 devient :

B9 ≈ ρ (r1 − r2) T
{
Y uj,j − Y uj,j

}

La seconde hypothèse (HYP#2) implique h̃1 ≈ 0 et h̃2 ≈ 0, soit pour B6 :

B6 ≈ ρ (r1 − r2)T
{
Y uj − Y uj

}
,j

La troisième hypothèse (HYP#3) permet de négliger la contribution de Y,j par rapport à
uj,j et d’arriver à la relation B6 ≈ B9.
Pour le terme dynamique B8 la relation ρh = ρe + p se réduit à p ≈ −ρe grâce à HYP#2
et HYP#3 conduit à B8 ≈ −B9.
On a donc au final :

B6 ≈ B9 ≈ −B8

Les effets de Re et Mc sont faibles sur cette relation. Ces égalités ne sont valables qu’au
voisinage de T0 et disparaissent pour le calcul #4, isotherme également, mais à 600K pour
lequel l’HYP#2 n’est plus valable.

Dans un cas plus général, comme N2/O2#6, on brise toute symétrie de l’écoulement et
l’importance relative des termes sous-maille évolue fortement, faisant ressortir B8. L’aug-
mentation des transferts de chaleur et du rapport de densité diminuent la contribution de
B10, B6 et B9 restant toujours significatifs. B5, qui traduit le transport instationnaire de
l’enthalpie sous-maille, s’ajoute au bilan, tout comme B7 dans une moindre mesure.
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Fig. 12.6 – Évolution temporelle de l’intensité des termes sous-mailles de l’équation de l’énergie
pour N2/O2.
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Fig. 12.7 – Termes sous-mailles de l’équation de l’énergie pour le couple N2/O2.
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Quantité de mouvement

Le bilan mené sur les équations de quantité de mouvement (eq. 3.19) montre que A2i est
toujours négligeable (fig. 12.8), soit : σij = σ̂ij .
Le terme prépondérant est issu de la dynamique : A1i, sauf pour le cas chauffé où le terme
de pression A3i devient équivalent dans la direction normale à l’écoulement.
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Fig. 12.8 – Termes sous-mailles des équations de quantité de mouvement selon x (haut), y
(milieu) et z (bas) pour le couple N2/O2.
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Espèces

Pour l’équation des espèces (fig. 12.9), le terme dynamique C1 est le plus important. Quelle
que soit la simulation on peut considérer en première approximation que C2 ≈ 0, d’où :

Jj = −D ρ Ỹ,j ≈ Ĵj = −D ρ Ỹ,j

Cette relation est cohérente avec l’hypothèse HYP#3.
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Fig. 12.9 – Comparaison des termes sous-mailles de l’équation des espèces pour le couple N2/O2.

Loi d’état

Au niveau de la loi d’état, le terme sous maille (p̆) issu du filtrage de p (eq. 3.37) a une
amplitude négligeable par rapport à p̂ (fig. 12.10). Le bilan des équations de quantité de
mouvement a néanmoins montré que les dérivées spatiales de p̆, i.e. le terme A3i = p̆,i,
ne sont pas négligeables par rapport au terme de dynamique A1i, notamment dans le cas
chauffé #6 (fig. 12.8).
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Fig. 12.10 – Répartition spatiale de p̆ à gauche et erreur relative par rapport à p en % à droite,
pour le cas N2/O2#6.
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12.2.5 Synthèse

La compilation des études menées sur le cas N2/O2, à rapport de densité proche de l’unité,
a permis de dégager les ordres de grandeur des différents termes sous-maille.

Loi d’état

La pression sous-maille est négligeable sur l’amplitude de la pression filtrée :

p ≈ p̂ = ρ
(
r2 + (r1 − r2)Ỹ

)
T̃

mais sa variation ne l’est pas dans le cas chauffé.

Équations de quantité de mouvement

Quelle que soit l’équation considérée on a quasi égalité des contraintes visqueuses sous-
maille :

σij ≈ σ̂ij

La modélisation de la variation du terme de pression sous-maille selon la direction normale
à l’écoulement est nécessaire dans le cas chauffé où il est du même ordre de grandeur que
le terme de dynamique.

N2/O2 #1 N2/O2 #2 N2/O2 #3 N2/O2 #4 N2/O2 #5 N2/O2 #6

A1i ++ ++ ++ ++ ++ ++

A2i 0 0 0 0 0 0

A3i 0 0 0 0 0 ++

Équation de l’énergie

Pour les écoulements initialement isothermes B10 est prépondérant, la température est
assimilée à un scalaire passif. Le cas avec gradient de température initial fait ressortir
fortement la contribution du terme dynamique B8.

N2/O2 #1 N2/O2 #2 N2/O2 #3 N2/O2 #4 N2/O2 #5 N2/O2 #6

B1 0 0 0 0 0 0

B2 0 0 0 0 0 0

B3 0 0 0 0 0 0

B4 0 0 0 0 0 –

B5 – – – – – +

B6 + + + + – +

B7 0 0 0 0 0 –

B8 + + + + + ++

B9 + + + + – +

B10 ++ ++ ++ ++ ++ +
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Équation des espèces

Le terme C2 dû à la non linéarité du flux diffusif de l’équation de transport de fraction
massique est négligeable :

Jj = −D ρ Ỹ,j ≈ Ĵj = −D ρ Ỹ,j

N2/O2 #1 N2/O2 #2 N2/O2 #3 N2/O2 #4 N2/O2 #5 N2/O2 #6

C1 ++ ++ ++ ++ ++ ++

C2 0 0 0 0 0 0

12.3 Couple H2/O2

L’effet de densité est introduit en examinant les résultats de SND sur le couple H2/O2.

12.3.1 Paramètres

Les paramètres des différentes simulations sont détaillés en table 12.2. Comme pour N2/O2

on fait varier les nombres de Mach convectif, de Reynolds et on étudie l’effet de tempé-
rature. La simulation de référence, H2/O2 #1, utilise des paramètres identiques au cas
N2/O2 #1. A Reref = 200, le calcul H2/O2#3 s’est avéré sous-résolu et donc instable dès

H2/O2 #1 H2/O2 #2 H2/O2 #4 H2/O2 #3 H2/O2 #5

Reref 100 100 200 200 100

Mc 0.121 0.243 0.607 0.121 0.113

U (m/s) ±100 ±200 ±500 ±100 ±100

T2/T1 (K) 300/300 300/300 300/300 300/300 600/300

Lx×Ly×Lz 33×33×60 20×20×60 20×20×60 33×33×60 20×20×60

Nx×Ny×Nz 199×199×485 199×199×485 199×199×485 199×199×485 199×199×485

(a,b) (0.05,3) (0.05,3) (0.05,3) (0.05,3) (0.05,3)

Tab. 12.2 – Paramètres des différentes SND du cas H2/O2.

t=40. Compte tenu du coût des simulations il n’a pas été possible d’envisager un calcul à
résolution supérieure. L’étude des effets de Re à bas Mc n’a donc pas pu être menée.
Les effets de compressibilité sont examinés sur les cas isothermes #2 et #4 où l’on passe
respectivement de Mc ≈ 0.25 à Mc ≈ 0.6.
L’effet de température est pris en compte sur H2/O2 #5 où l’on chauffe le dioxygène,
réduisant ainsi le rapport de densité.

12.3.2 Champs instantanés

Les iso-valeurs du champ de fraction massique d’oxygène sont représentées en figure (12.11)
à t = 100 pour les cas #1 #2 #4 et #5. Comme pour les tests 2D de la section 8.3, l’écou-
lement présente une évolution nettement plus complexe que pour le cas à faible différence
de densité. On constate également une amplitude moindre de la zone de mélange, signe
d’un retard de la transition à la turbulence, conformément aux prédictions de l’analyse de
stabilité linéaire (chapitre 11).
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Fig. 12.11 – Fraction massique à t = 100 des cas H2/O2 #1, #2, #4 et #5.
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12.3.3 Statistiques

Échelles de Taylor

L’intensité de la turbulence de l’écoulement est évaluée grâce au nombre de Reynolds
construit sur les échelles de Taylor (eq. 12.1). L’évolution temporelle de Reλ est tracée
en figure (12.12). A t = 100 on obtient des valeurs comprises entre 40 (pour #2) et 80
(pour #5). On notera un nette évolution temporelle de la frontière de la zone de mélange
(maximum de Reλ) depuis le gaz lourd vers le gaz léger.
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Fig. 12.12 – Nombre de Reynolds construit sur les échelles de Taylor des cas H2/O2 #1, #2,
#4 et #5.

Épaisseurs statistiques

Les épaisseurs de vorticité et de quantité de mouvement sont tracées en figure (12.13).
Comparativement au cas N2/O2, la zone de croissance linéaire est plus longue et à t = 100,
aucune des bôıtes de calcul n’est saturée.
Comme pour le mélange N2/O2, la température peut être assimilée à un scalaire passif
durant la phase de croissance linéaire. La réduction du rapport de densité du cas chauffé
#5 permet une augmentation de l’entrâınement.
L’effet de compressibilité, mis en évidence par les simulations #2 et #4, rend la couche
de mélange beaucoup plus stable et prolonge la phase de croissance linéaire. Pour une
amplitude initiale du bruit de 5%, le calcul à Mach convectif 0.6 est à peine déstabilisé et
comme dans le cas N2/O2 les effets visqueux deviennent alors prépondérants, modifiant la
zone de croissance linéaire des courbes de la figure (12.13).
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Fig. 12.13 – Épaisseurs statistiques de vorticité (haut) et de quantité de mouvement (bas) des
cas H2/O2 #1, #2, #4 et #5.
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12.3.4 Termes sous-maille

Dans cette section on présente l’évolution des intensités des termes sous-mailles obtenus
par filtrage explicite des champs de SND. Leur répartition spatiale, moyennée selon les
directions homogènes, est tracée en annexe E.

Énergie

L’évolution temporelle de l’intensité (eq. 12.2) des dix termes sous-maille de l’équation de
l’énergie filtrée (3.23) est représentée en figure (12.14) en échelle logarithmique.
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Fig. 12.14 – Évolution temporelle de l’intensité des termes sous-mailles de l’équation de l’énergie
pour H2/O2.
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Là encore, comme pour le mélange N2/O2, on retrouve les phases de croissance linéaire, non
linéaire et d’écoulement établi, sauf pour les cas #3 (instable) et #4 (à peine déstabilisé).
Les résultats de ce dernier cas pourraient être améliorés en augmentant le nombre de
Reynolds ou l’amplitude du bruit initial, ils devront donc être considérés avec précaution
lors de leur interprétation.
Les intensités des différents termes sous-maille sont tracées sous forme d’histogramme en
figure (12.15).
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Fig. 12.15 – Termes sous-mailles de l’équation de l’énergie pour le couple H2/O2.

Contrairement au cas N2/O2, le terme B10 n’est plus réellement significatif dans le bilan,
sauf pour le cas spécial #4. Les termes prépondérants des cas isothermes sont B6 (transport
d’espèce), B8 (transport d’énergie interne) et B9 (pression dilatation), suivis de plus loin
par B2, B5 et B10.
Comme pour N2/O2, toujours pour le cas isotherme à T = 300K, on remarque en figure
(12.15) que les intensités de B6, B8 et B9 sont quasiment identiques. Ceci se démontre
comme précédemment en supposant :
– HYP#1 : r1 >> r2 → r ≈ r1Y .
– HYP#2 : T ≈ cste ≈ T0 → h ≈ 0.
– HYP#3 : le champ de vitesse possède les variations spatiales les plus importantes.
Soit,

B6 ≈ B9 ≈ −B8

Ces égalités ne sont plus valables dans le cas général #5, où le gradient initial de tem-
pérature fait ressortir les contributions de B5 et B6 tout en diminuant celles de B8 et
B9.
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12.3. Couple H2/O2

Quantité de mouvement

Les simulations à haut rapport de densité confirment qu’en première approximation A2i

est négligeable (fig. 12.16). Le terme dynamique, A1i, est toujours important, mais main-
tenant la contribution de la variation de pression sous-maille selon la direction normale à
l’écoulement est considérable quelle que soit la simulation, jusqu’à devenir prépondérante
dans le cas chauffé.
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Fig. 12.16 – Termes sous-mailles des équations de quantité de mouvement selon x (haut), y
(milieu) et z (bas) pour le couple H2/O2.
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Espèces

Comme pour le mélange N2/O2, le terme dynamique C1 est le plus important (fig. 12.17).
C2 n’est plus nul mais pourra être considéré comme négligeable en première approximation.
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Fig. 12.17 – Comparaison des termes sous-mailles de l’équation des espèces pour le couple
H2/O2.

Loi d’état

Le bilan de quantité de mouvement a montré que les variations de pression sous-maille ne
sont pas négligeables même si la contribution de p̆ à p est faible (fig. 12.10).
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Fig. 12.18 – Répartition spatiale de p̆ à gauche et erreur relative par rapport à p en % à droite,
pour le cas H2/O2#5.

12.3.5 Synthèse

Comparativement aux résultats des calculs à densité voisine (N2/O2), les simulations à
fort rapport de densité conduisent à des répartitions différentes des termes sous-mailles.

Loi d’état

La pression sous-maille est négligeable sur l’amplitude de la pression filtrée :

p ≈ p̂ = ρ
(
r2 + (r1 − r2)Ỹ

)
T̃

182



12.3. Couple H2/O2

mais sa variation ne l’est plus quel que soit le cas considéré.

Équations de quantité de mouvement

Les contraintes visqueuses sous-maille apportent une faible contribution au bilan, soit :

σij ≈ σ̂ij

La forte anisotropie de l’écoulement impose une modélisation du terme de pression sous-
maille quel que soit le mélange considéré lorsque les variations de densité sont élevées.

H2/O2 #1 H2/O2 #2 H2/O2 #5

A1i ++ ++ ++

A2i 0 0 0

A3i ++ ++ ++

Équation de l’énergie

Contrairement au cas N2/O2, le terme sous-maille de dissipation visqueuse (B10) n’est
plus significatif. De plus, le gradient de température fait ressortir de manière importante
la contribution du terme sous-maille de transport d’enthalpie (B5).

H2/O2 #1 H2/O2 #2 H2/O2 #5

B1 0 0 –

B2 – + –

B3 0 0 0

B4 0 0 –

B5 – – +

B6 ++ ++ ++

B7 0 0 –

B8 ++ ++ +

B9 ++ ++ +

B10 – + –

Équation des espèces

En première approximation on pourra encore considérer que la non linéarité du flux diffusif
de l’équation de transport de fraction massique est négligeable :

Jj = −D ρ Ỹ,j ≈ Ĵj = −D ρ Ỹ,j

H2/O2 #1 H2/O2 #2 H2/O2 #5

C1 ++ ++ ++

C2 0 0 0
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12.4 Synthèse

Ce chapitre, consacré à l’étude a priori des termes sous-mailles issus du filtrage des équa-
tions de Navier-Stokes bi-espèces, a permis d’isoler les effets de température, de compres-
sibilité et de densité.
Les simulations N2/O2 isothermes sont proches du cas mono-espèce étudié par Vreman
[112]. Elles font ressortir pour l’équation de l’énergie les contributions du terme de trans-
fert de masse (B6), de transport de l’énergie interne (B8), de pression-dilatation (B9) et
de la dissipation visqueuse sous-maille B10.
Lorsque le rapport de densité augmente, soit par chauffage soit par mélange d’espèces de
masses molaires éloignées, la contribution de B10 est fortement réduite, alors que le terme
instationnaire B5 peut devenir important.
La compressibilité ne modifie pas cette analyse mais peut faire ressortir de manière ex-
cessive le terme associé à la dissipation visqueuse lorsque la couche de mélange devient
difficile à déstabiliser.
Le principal effet de la densité est l’introduction d’une non linéarité supplémentaire dans
la loi d’état qui possède des variations d’autant plus importantes que le rapport de den-
sité est élevé. Au terme sous-maille classique τij de l’équation de quantité de mouvement
filtrée, il devient nécessaire d’ajouter la contribution de A3i.

D’une manière générale les termes sous-mailles négligeables sont :
– Quantité de mouvement : A2i, soit σij ≈ σ̂ij .

– Espèces : C2, soit J j ≈ Ĵj .

– Énergie : B1, B2, B3, B4 et B7.
Les modèles sous-maille utilisés dans les simulations des grandes échelles d’écoulement
multi-espèces devraient donc prendre en compte les contributions des autres termes. En
pratique cela pourrait être réalisé grâce à l’emploi de modèles de type similarité d’échelle
pour le calcul dynamique :
– des constantes dans les modèles à viscosité turbulente pour fermer l’équation de quantité

de mouvement filtrée,
– des nombres de Pr et Sc sous-maille pour fermer les équations de l’énergie et des espèces,
comme proposé par Vreman dans le cas mono-espèce [112]. Faute de temps, ces fermetures
n’ont pas été testées dans le cadre de cette thèse.

Devant la complexité de la modélisation sous-maille du mélange d’espèces à fort rapport
de densité, l’approche MILES (section 4.3) apparâıt comme un moyen simple et efficace
d’obtenir des informations pertinentes sur la physique simulée, surtout pour des calculs
à caractère industriel. On présente en annexe F quelques exemples d’application du code
WENO au mélange hydrogène/oxygène.
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Conclusion générale

Les écoulements cisaillés à masse volumique variable constituent un sujet de recherche im-
portant depuis un demi-siècle. La contribution de notre étude se situe principalement au
niveau numérique et sur l’ensemble de notre travail, on peut retenir les résultats originaux
suivants, classés, de notre point de vue, par ordre d’importance décroissante :

1. Identification de la contribution au bilan sous-maille des différents termes non cal-
culables issus du filtrage des équations de Navier-Stokes compressibles bi-espèces, en
vue de leur modélisation.

2. Étude des erreurs numériques liées à la discrétisation, dans l’espace physique, du
terme non linéaire des équations de Navier-Stokes par clonage spectral et comparaison
à l’action d’un modèle sous-maille.

3. Réduction de l’amplitude des ondes acoustiques générées lors du démarrage des cal-
culs de couche de mélange bi-espèces par développement d’une solution en similitude
temporelle.

4. Étude de la stabilité linéaire d’une couche de mélange bi-espèce sur la base de la
solution en similitude temporelle.

5. Développement et optimisation de deux codes de calcul, l’un à haut pouvoir de réso-
lution destiné aux études fondamentales, l’autre capable d’absorber les discontinuités
des écoulements supersoniques en géométrie non triviale sur maillage structuré.

6. Extension du concept de nombre d’onde modifié aux schémas non linéaires.

Sur la base de nos résultats, les études futures pourraient s’orienter autour de deux axes :
– Modélisation sous-maille explicite et comparaison des résultats de SGE (code COM-

PACT) à des calculs MILES (code WENO) pour les écoulements de couche de mélange
et de jet à fort rapport de masse volumique.

– Extension du code WENO aux écoulements réactifs.
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Annexe A

Paramètres thermodynamiques

Les paramètres thermodynamiques des fluides considérés lors de cette étude sont détaillés
en tables A.1 et A.2 sur la base de Reid et al [85].

W (kg/mol) Cp0 (J/mol/K) Cp1 (J/mol) Cp2 (J/mol · K) Cp3 (J/mol · K2)

H2 2.0160E-03 2.7140E+01 9.2740E-03 -1.3810E-05 7.6450E-09

N2 2.8013E-02 3.1150E+01 -1.3570E-02 2.6800E-05 -1.1680E-08

O2 3.1999E-02 2.8110E+01 -3.6800E-06 1.7460E-05 -1.0650E-08

Air 2.8850E-02 3.0512E+01 -1.0721E-02 2.4839E-05 -1.1464E-08

Tab. A.1 – Masse molaire et coefficients polynômiaux du coefficient de chaleur à pression
constante

Le coefficient molaire de chaleur à pression constante est construit sur la base d’un poly-
nôme de degré 3 :

Cp =

3∑

k=0

CpkT
k

Tc (K) Vc (m3/mol) Pc (Pa) ω Σv

H2 3.3000E+01 6.4300E-05 1.2900E+06 -2.1800E-01 6.1200E+00

N2 1.2620E+02 8.9800E-05 3.3900E+06 3.9000E-02 1.8500E+01

O2 1.5460E+02 7.3400E-05 5.0400E+06 2.5000E-02 1.6300E+01

Air 1.3200E+02 8.6600E-05 3.6400E+06 3.8000E-02 1.9700E+01

Tab. A.2 – Température, volume et pression critiques ainsi que paramètres acentriques et volume
de diffusion.
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Annexe B

La méthode WENO

Les schémas WENO, développés par Liu et al. [61], sont une extension des méthodes ENO
initialement formulées par Harten et al. [42]. On présente dans cette annexe les points
essentiels de la méthode en référence à l’article de synthèse de Shu [97].

B.1 Reconstruction et approximation 1D

On considère un domaine monodimensionnel découpé en N cellules (Ii) :

Ii = [xi− 1

2

, xi+ 1

2

] pour i = 1, ..., N

où,
x 1

2

< x 3

2

< ... < xN− 1

2

< xN+ 1

2

Sur chaque cellule, on dispose au point milieu (xi) de la valeur moyenne de la fonction v,
notée v (fig. B.1) :

xi =
1

2

(
xi− 1

2

+ xi+ 1

2

)
et ∆xi = xi+ 1

2

− xi− 1

2

avec

vi =
1

∆xi

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

v (ξ) dξ
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v 

x1/2 x3/2 

x1 
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Fig. B.1 – Grille de reconstruction
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B.1.1 Reconstruction par valeur moyenne

Connaissant les valeurs moyennes vi, on cherche pour chaque cellule Ii une approximation
polynômiale d’ordre k de v. En particulier, aux interfaces :

vi+ 1

2

= v(xi+ 1

2

) + O(∆xk) avec ∆x = max
1≤i≤N

∆xi

Pour le stencil Sr(i) = {Ii−r, ..., Ii+s} contenant Ii, r cellules à gauche et s à droite telles
que r + s = k − 1, on obtient la reconstruction unique :

vr
i+ 1

2

=
k−1∑

j=0

crjvi−r+j r = 0, ..., k − 1

Les constantes crj sont données en table (B.1) pour k = 3.

r j = 0 j = 1 j = 2

0 1/3 5/6 -1/6

1 -1/6 5/6 1/3

2 1/3 -7/6 11/6

Tab. B.1 – Coefficients crj pour k = 3

B.1.2 Approximation conservative de la dérivée

Connaissant les valeurs nodales d’une fonction v :

vi = v(xi) i = 1, ..., N

on cherche le flux numérique v̂i+ 1

2

tel que la différence des flux soit une approximation

d’ordre k de la fonction dérivée v′ :

1

∆xi

(
v̂i+ 1

2

− v̂i− 1

2

)
= v′(xi) + O(∆xk) i = 1, ..., N

En supposant ∆xi constant, on peut se ramener au problème précédent en notant que si :

v(x) =
1

∆x

∫ x+∆x
2

x−∆x
2

h(ξ)dξ

alors

v′(x) =
1

∆x

[
h

(
x +

∆x

2

)
− h

(
x − ∆x

2

)]

Il suffit donc de déterminer v̂i+ 1

2

tel que :

v̂i+ 1

2

= h(xi+ 1

2

) + O(∆xk)

Ainsi sur le stencil Sr(i) on aura :

v̂r
i+ 1

2

=

k−1∑

j=0

crjvi−r+j
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B.1.3 Approximation WENO

A ce stade on dispose pour une cellule Ii donnée de plusieurs reconstructions vr
i+ 1

2

dépen-

dant du choix du stencil Sr(i). La stratégie WENO consiste à utiliser toutes les recons-
tructions possibles pour former l’approximation finale vi+ 1

2

:

vi+ 1

2

=
k−1∑

r=0

ωrv
r
i+ 1

2

avec

ωr ≥ 0 et
k−1∑

r=0

ωr = 1

En pratique les poids barycentriques ωr sont choisis de sorte à minimiser l’influence des
reconstructions obtenues sur un stencil contenant une discontinuité. Ainsi,

ωr =
αr∑k−1

n=0 αn

et αr =
dr

(ε + βr)2

où βr est une mesure de la raideur de la solution, ε une constante positive évitant une
division par 0, et dr les poids pour une reconstruction régulière sur tous les stencils telle
que :

vi+ 1

2

=
k−1∑

r=0

drv
r
i+ 1

2

= v(xi+ 1

2

) + O(∆x2k−1)

Soit pour k = 3 :

d0 =
3

10
d1 =

3

5
d2 =

1

10

De nombreux tests numériques ont conduit à la formulation suivante des βr pour k = 3 :

β0 =
13

12
(vi − 2vi+1 + vi+2)

2 +
1

4
(3vi − 4vi+1 + vi+2)

2

β1 =
13

12
(vi−1 − 2vi + vi+1)

2 +
1

4
(vi−1 − vi+1)

2

β2 =
13

12
(vi−2 − 2vi−1 + vi)

2 +
1

4
(vi−2 − 4vi−1 + 3vi)

2

La méthode WENO permet d’obtenir au final une reconstruction d’ordre 2k − 1. On
notera que les stencils utilisés sont décalés et applicables au cas où le vent souffle de la
gauche vers la droite. Si le vent souffle dans l’autre sens, la procédure est modifiée de
manière symétrique par rapport à xi+ 1

2

. Ainsi pour une cellule Ii donnée, on obtiendra les

reconstructions à gauche et à droite notées respectivement v−
i+ 1

2

et v+
i− 1

2

.

B.2 Lois de conservation

L’application de la méthode WENO aux lois de conservation hyperboliques est présentée
dans le cas monodimensionnel. L’extension aux dimensions supérieures est immédiate, il
suffit d’appliquer indépendamment la méthode dans chaque direction.
On ne considère que la formulation par différences finies, plus économique que celle par
volumes finis mais qui nécessite un maillage uniforme.
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B.2.1 Flux scalaire

On considère la loi de conservation scalaire :

∂u(x, t)

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0

munie de conditions initiale et limite adaptées.
La formulation conservative de la dérivée spatiale conduit à la résolution de :

dui(t)

dt
= − 1

∆x

(
f̂i+ 1

2

− f̂i− 1

2

)

où ui(t) = u(xi, t) et le flux numérique f̂i+ 1

2

est obtenu par la procédure WENO. Pour as-

surer la stabilité de la méthode Shu recommande d’utiliser des flux upwind. On décompose
donc f en deux parties (flux splitting) :

f(u) = f+(u) + f−(u)

avec
df+(u)

du
≥ 0 et

df−(u)

du
≤ 0

La décomposition de Lax-Friedrichs est retenue pour sa simplicité :

f±(u) =
1

2
(f(u) ± αu) où α = max

u

∣∣f ′(u)
∣∣

Pour f+ le vent souffle de la gauche vers la droite. Si vi = f+(ui) on aura alors f̂+
i+ 1

2

= v−
i+ 1

2

.

Inversement, si vi = f−(ui) alors f̂−
i+ 1

2

= v+
i+ 1

2

, et le flux numérique final est simplement :

f̂i+ 1

2

= f̂+
i+ 1

2

+ f̂−
i+ 1

2

B.2.2 Flux vectoriel

On s’intéresse maintenant au cas d’un système vectoriel hyperbolique de taille m :

∂~u(x, t)

∂t
+

∂ ~f(~u)

∂x
= ~0

Il existe plusieurs manières de généraliser la méthode WENO aux systèmes. La plus simple
consiste à appliquer directement la reconstruction composante par composante. En pra-
tique cependant, cette méthode s’avère limitée aux faibles ordres 2 ou 3, au-delà des signes
d’oscillations peuvent apparâıtre. Shu propose de renforcer la robustesse du schéma en
utilisant la décomposition caractéristique.
Le système étant hyperbolique, la matrice jacobienne A possède m valeurs propres réelles :

λ1(~u) ≤ ... ≤ λm(~u)

et m vecteurs propres à droite ~r1(~u), ..., ~rm(~u). On peut alors former la matrice de passage
R dont les colonnes sont les ~ri et obtenir la matrice diagonale des valeurs propres :

Λ(~u) = R−1(~u)A(~u)R(~u)

La reconstruction caractéristique au noeud xi+ 1

2

peut se résumer de la manière suivante :
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1. On calcule l’état moyen ~ui+ 1

2

par la simple relation :

~ui+ 1

2

=
1

2
(~ui + ~ui+1)

2. On forme les matrices de passage R et R−1 au point xi+ 1

2

:

R = R(~ui+ 1

2

) R−1 = R−1(~ui+ 1

2

) Λ = Λ(~ui+ 1

2

)

3. Pour j dans un voisinage de i on suppose que R, R−1 et Λ sont constantes. On forme
alors les vecteurs et flux caractéristiques :

~vj = R−1~uj ~gj = R−1 ~f(~uj) j dans un voisinage de i

4. On effectue la reconstruction WENO scalaire sur chaque composante du nouveau
système valable uniquement dans un voisinage de i :

∂~v(x, t)

∂t
+

∂~g

∂x
= 0

5. On repasse ensuite dans la base de départ :

~̂
f±

i+ 1

2

= R~̂g±
i+ 1

2

et on forme le flux numérique :

~̂
fi+ 1

2

=
~̂
f+

i+ 1

2

+
~̂
f−

i+ 1

2

195



Annexe B. La méthode WENO
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Annexe C

Cluster Beowulf

C.1 Historique

Le premier cluster de PC fut conçu en 1994 au centre Vol Spatial Goddard de la NASA.
Pour ses activités liées à la science de la Terre et au domaine spatial, l’agence américaine
avait besoin d’une machine capable de fournir une puissance d’un gigaflops (un milliard
d’opérations en virgule flottante par seconde) au moindre coût. Deux chercheurs, Thomas
Sterling et Don Becker, décidèrent d’utiliser les produits issus de l’industrie informatique
de masse afin de construire leur machine de calcul. Le premier cluster de PC, basé sur 16
machines de type DX4 reliées par un réseau Ethernet, fut baptisé Beowulf en référence au
héros mythologique du même nom [102]. Depuis, le succès de ce type de machine ne s’est
pas démenti et de nombreuses équipes de recherche commencent à se tourner vers cette
plateforme pour leurs besoins de calculs locaux.

C.2 Philosophie

Conformément à l’idée originale, la philosophie du projet Beowulf (www.beowulf.org) est
d’utiliser les avancées techniques de l’industrie informatique grand public pour construire
une machine. A cela s’ajoute le développement et l’utilisation de logiciels libres tels Linux.
En pratique les clusters de PC sont des machines parallèles à mémoire distribuée qui
se situent entre les machines massivement parallèles (e.g. Cray T3E) et les réseaux de
stations. Du fait de l’important temps de latence du réseau d’un cluster Beowulf, seules
les applications ne nécessitant pas des échanges d’information fréquents (grain moyen ou
gros) peuvent être envisagées sur cette architecture.

C.3 Le cluster EPEE

Le cluster utilisé dans le cadre de cette thèse, et sur lequel est porté le code WENO, est
constitué de 24 noeuds de calcul identiques et d’un noeud mâıtre (fig. C.1) :
– processeur Intel PIII 800 Mhz,
– 256 Mo de RAM,
– disque dur de 20 Go,
– carte réseau Fast Ethernet.
L’ensemble utilise le système Linux, les bibliothèques d’échange de messages sont MPI et
PVM.

197



Annexe C. Cluster Beowulf

Fig. C.1 – Cluster EPEE utilisé pour les calculs WENO
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Annexe D

Similitude spatiale

La recherche d’une solution en similitude pour la couche de mélange compressible binaire
en développement spatial ne constitue qu’une simple extension des études mono-espèces
classiques [114]. On rappelle ici le principe de cette approche ainsi que la méthode de
résolution employée en se basant sur les travaux de [47]. Les résultats présentés mettent
en évidence la forte dissymétrie des profils lorsque les rapports de densité ou de vitesse
sont grands.

D.1 Configuration et paramètres

On s’intéresse à la région lointaine de la couche de mélange, représentée schématiquement
en figure (D.1).

 

x 

y 

Fluide 1 

Fluide 2 

Y=1 

Y=0 

P1,, u 1, v1, T1 

P2,, u 2, v2, T2 

u 

Fig. D.1 – Représentation schématique des paramètres de la couche de mélange en similitude

Les hypothèses classiques de couche mince sont appliquées aux équations de Navier-Stokes
(1.8)–(1.11), à savoir :
– écoulement plan
– écoulement stationnaire
– v << u
– ∂/∂x << ∂/∂y
– Re >> 1
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pour aboutir au système asymptotique :

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
= 0 (D.1)

ρ

(
u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
+

∂

∂y

(
µ

∂u

∂y

)
(D.2)

∂p

∂y
= 0 (D.3)

ρCp

(
u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= u

∂p

∂x
+ µ

(
∂u

∂y

)2

+
∂

∂y

(
µCp

Pr

∂T

∂y

)

+ (Cp1 − Cp2)
µ

Sc

∂Y

∂y

∂T

∂y
(D.4)

ρ

(
u

∂Y

∂x
+ v

∂Y

∂y

)
=

∂

∂y

(
µ

Sc

∂Y

∂y

)
(D.5)

D.2 Principe d’affinité

Les équations (D.1)–(D.5) dépendent des variables d’espace x et y. Le principe d’affinité
consiste à définir des transformations telles que sous certaines conditions mathématiques
les solutions ne dépendent plus que de l’intégration d’un système d’équations différentielles
ordinaires à une seule variable [64].

Le point de départ de la méthode consiste à remplacer l’équation de continuité par un
système écrit à l’aide des dérivées partielles de la fonction de courant ψ.

∂ψ

∂x
= −ρv (D.6)

∂ψ

∂y
= ρu (D.7)

En écoulement incompressible, celle-ci s’écrit :

∂ψ

∂y
= U(x, y)ue(x) (D.8)

avec U(x, y) = u(x, y)/ue(x), ue(x) étant la vitesse extérieure à définir. Dans le cas com-
pressible, on introduit par analogie avec (D.8) deux nouvelles variables ξ et η telles que :

∂ψ

∂η
= U (ξ, η) F (ξ)

et,
ξ = ξ(x) η = η(x, y)

Soit,

∂

∂x
=

∂ξ

∂x
· ∂

∂ξ
+

∂η

∂x
· ∂

∂η
(D.9)

∂

∂y
=

∂η

∂y
· ∂

∂η
(D.10)
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Ainsi, (D.10) et (D.7) donnent :

η =
ue (ξ)

F (ξ)

∫ y

−∞
ρdy′ (D.11)

Le découplage des variables :

u (ξ, η) = ue (ξ) · f ′ (η) (D.12)

ρ (ξ, η) = ρe (ξ) · g′ (η) (D.13)

T (ξ, η) = Te (ξ) · θ (η) (D.14)

Y (ξ, η) = Y (η) (D.15)

associé à la condition issue de l’équation de quantité de mouvement selon x (D.2), conduit
à poser :

∂ξ

∂x
= ρeµeue (D.16)

et impose comme condition d’existence de la solution en similitude que :

F
∂F

∂ξ
= 1 (D.17)

Une dernière hypothèse simplificatrice, et non restrictive pour le cas étudié, est de consi-
dérer que les grandeurs extérieures, indicées ”e”, sont constantes (indépendantes de la
position d’abscisse) et relatives au fluide supérieur. D’où, pour les grandeurs physiques
(D.12)–(D.15) :

u (ξ, η) = u1 · f ′ (η) (D.18)

ρ (ξ, η) = ρ1 · g′ (η) (D.19)

T (ξ, η) = T1 · θ (η) (D.20)

Y (ξ, η) = Y (η) (D.21)

En injectant (D.16), (D.17), (D.18)–(D.21) dans (D.2), (D.4), et (D.5) on aboutit au sys-
tème final d’équations à résoudre :

[
Cf ′′]′ + ff ′′ = 0 (D.22)

[
C

Cp

Sc
θ′

]′
+

(
(Cp1 − Cp2)

C

Sc
Y ′ + Cpf

)
θ′ + C

u2
1

T1
f ′′2 = 0 (D.23)

[
C

Sc
Y ′

]′
+ fY ′ = 0 (D.24)

où C = ρµ
ρ1µ1

= µ
µ1

g′ est le paramètre de Chapmann-Rubesin. (D.22) est issue de l’équation
de quantité de mouvement selon x (D.2), (D.23) de l’équation de l’énergie sous forme
enthalpique (D.4), et (D.24) de l’équation de conservation des espèces (D.5). L’équation
d’état est également exprimée en variables de similitude :

P = ρ1T1 (r2 + (r1 − r2)Y ) g′θ (D.25)
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D.3 Conditions aux limites

La résolution du système (D.22)–(D.25) nécessite d’imposer 3 conditions pour (D.22), 2
pour (D.23) et 2 pour (D.24), soit au total 7 conditions aux limites. On peut en obtenir 6
directement à partir des conditions à l’infini illustrées en figure (D.1).
En η → −∞ :

f ′ → βu = u2/u1 (D.26)

Y → 0 (D.27)

θ → βT = T2/T1 (D.28)

En η → +∞ :

f ′ → 1 (D.29)

Y → 1 (D.30)

θ → 1 (D.31)

L’obtention de la dernière condition est plus délicate et fait référence au problème de la
”troisième condition”. Kennedy et Gatski [47] effectuent une revue quasi exhaustive des
approches classiques de fermeture. Ils rappellent que cette condition mathématique doit
s’appuyer sur des concepts physiques afin de ne pas dénaturer la solution du problème.
Ainsi, imposer simplement la valeur de f en η = 0 n’est pas correct (physiquement) car
cela revient à fixer arbitrairement la position transversale à laquelle la vitesse v change de
signe. Les travaux de Ting [106], basés sur des développements asymptotiques raccordés des
équations de la couche limite, ont montré que la condition de Von Kármán est acceptable.
Elle consiste à traduire mathématiquement l’annulation de la force transversale s’exerçant
sur la couche de mélange.

D.4 Résolution numérique

La résolution numérique de ce problème aux limites est effectuée en pratique grâce à une
méthode de tir. On intègre les équations (D.22)–(D.25) à l’aide d’un algorithme de Runge-
Kutta à l’ordre 4 à partir des conditions (D.26)–(D.28) en η → − ∞ pour satisfaire les
conditions (D.29)–(D.31) en η → +∞.
En pratique, l’intégration numérique ne peut débuter seule car les conditions (D.26)–(D.28)
imposent :

f ′′(−∞) = 0

θ′(−∞) = 0

Y ′(−∞) = 0

Afin de débuter la résolution du système, on effectue un développement asymptotique de
f , Y , et θ au voisinage de η → − ∞. Pour cela on introduit une fonction Q [47] telle que :

Q′(−∞) → 0

Q′′(−∞) → 0
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Soit, au voisinage de −∞ :

f ′′ = Q′
u θ′ = Q′

θ Y ′ = Q′
Y

f ′ = βu + Qu θ = βT + Qθ Y = QY

f = f0 + βuη +

∫
Qudη

En injectant ces expressions dans les équations (D.22) – (D.25) et en négligeant les termes
quadratiques en Q on obtient après intégration :

Qu = αu

[
1

η + f0/βu
· exp

(
− βu

2C
(η + f0/βu)2

)]

Qθ = αθ

[
1

η + f0/βu
· exp

(
−βuPr

2C
(η + f0/βu)2

)]

QY =αY

[
1

η + f0/βu
· exp

(
−βuSc

2C
(η + f0/βu)2

)]

Les paramètres de tir sont les constantes αu, αθ, αY , la ”troisième condition” permet de
fixer f0.
Le retour dans l’espace physique (x, y) est assuré par la transformation inverse :

x =
ξ

ρ1µ1u1
; y =

√
2ξ

u1

∫ η

0

1

ρ
dη′

D.5 Résultats

A titre d’illustration on a considéré deux couples de fluides : N2/O2 et H2/O2, associés à
deux rapports de vitesse. Les quatre cas considérés sont détaillés en table D.1.

u1 (m/s) u2 (m/s) T1 (K) T2 (K)

cas 1 100 300 300 300

cas 2 100 1000 300 300

Tab. D.1 – Paramètres de calcul pour les couples N2/O2 et H2/O2

Les résultats présentés en figures (D.2) et (D.3) ont été obtenus en posant f0 = 0 et sont
donnés à une abscisse telle que le nombre de Reynolds, construit sur l’épaisseur de vorticité
et les grandeurs de référence, vaille 100.
Ces figures montrent que l’effet de densité joue essentiellement sur les profils de densité,
concentration et température. Plus le rapport de densité est grand, plus le profil de fraction
massique d’oxygène est dissymétrique et ce, quasi-indépendamment du rapport de vitesse.
Inversement, la forme du profil de vitesse longitudinale est principalement liée au rapport
de vitesse, le rapport de densité n’ayant qu’une faible influence. Ceci suggère un découplage
entre les effets dynamique et de transport de masse au sein de la couche de mélange spatiale
en première approximation. La présence du paramètre de Chapman-Rubesin (figure D.4)
dans l’équation de quantité de mouvement (D.22), bien que devant le terme de dérivation
le plus élevé, semble donc anecdotique. Néanmoins, sans ce terme de couplage la solution
construite serait moins proche d’une solution exacte du système de Navier-Stokes.
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Fig. D.2 – Profils de la couche de mélange spatiale à Re = 100, pour les couples N2/O2 (carrés)
et H2/O2 (ligne), u2 = 100m/s et u1 = 300m/s
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Fig. D.3 – Profils de la couche de mélange spatiale à Re = 100, pour les couples N2/O2 (carrés)
et H2/O2 (ligne), u2 = 100m/s et u1 = 1000m/s
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Fig. D.4 – Paramètre de Chapman-Rubesin de la couche de mélange spatiale à Re = 100, pour
les couples N2/O2 (carrés) et H2/O2 (ligne)
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Annexe E

Termes sous-maille

Dans cette annexe on donne les figures des champs statistiques ayant servi à évaluer
l’intensité des termes sous-maille du chapitre 12. On présente d’abord le cas N2/O2 puis
les résultats de H2/O2. Les paramètres des différents cas sont détaillés en tables 12.1 et
12.2 respectivement.
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Fig. E.1 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas N2/O2 #1.
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Fig. E.3 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas N2/O2 #2.
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Fig. E.5 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas N2/O2 #3.
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Fig. E.7 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas N2/O2 #4.
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Fig. E.9 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas N2/O2 #5.
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Fig. E.11 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas N2/O2 #6.
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Fig. E.13 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas H2/O2 #1.
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Fig. E.14 – Termes sous-maille de l’équation de l’énergie pour le cas H2/O2 #1.
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Fig. E.15 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas H2/O2 #2.
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Fig. E.17 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas H2/O2 #3.
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Fig. E.19 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas H2/O2 #4.
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Fig. E.20 – Termes sous-maille de l’équation de l’énergie pour le cas H2/O2 #4.
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Fig. E.21 – Termes sous-maille de l’équation de quantité de mouvement (haut) et des espèces
(bas) pour le cas H2/O2 #5.
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Fig. E.22 – Termes sous-maille de l’équation de l’énergie pour le cas H2/O2 #5.
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Annexe F

Vers le MILES

Cette annexe présente quelques applications du code WENO afin d’illustrer ses capacités à
appréhender une physique complexe. Les simulations sont bidimensionnelles et ne peuvent
donc pas se prévaloir de la qualification MILES, néanmoins la qualité visuelle des résultats
encourage l’application de la méthode en trois dimension.

Pour les calculs, deux types de configurations ont été étudiées :
– l’interaction de jets,
– l’interaction choc/jet.
Les conditions en entrée de domaine pour les jets sont prescrites sur la base de [108]. Les
profils de vitesse et de fraction massique s’écrivent :

W (r) = Wext +
1

2
· (Wint − Wext) ·

{
1 − tanh

[
1

4
· R

θ
·
(

r

R
− R

r

)]}

Y (r) =
1

2
·
{

1 − tanh

[
1

4
· R

θ
·
(

r

R
− R

r

)]}

où,

✴ Wint est la vitesse axiale d’injection,

✴ Wext est la vitesse du jet co-courant en entrée de domaine,

✴ R est la demi-épaisseur dynamique, définie par W (R) = (Wint − Wext)/2,

✴ θ est l’épaisseur de quantité de mouvement de la zone de cisaillement en r = R :

θ =
∫ ∞
0

W (r)
Wint−Wext

·
(
1 − W (r)

Wint−Wext

)
· dr

En pratique on a choisi pour toutes les simulations R comme épaisseur de référence et un
rapport R/θ = 2. La vitesse de référence est ici calculée comme Uref = (Wint + Wext)/2.
Le bruit en entrée de domaine est construit comme en section 10.3 avec une amplitude de
5%.

F.1 Interaction de jets

Dans cette première étude on s’intéresse à l’établissement d’un jet d’hydrogène dans un
environnement d’oxygène initialement au repos en milieu confiné. Deux cas sont considé-
rés : le jet seul et le jet en interaction à 45◦ (fig. F.1). Cet exemple subsonique met en
évidence le fort caractère instationnaire de l’écoulement, notamment le battement des jets.
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Fig. F.1 – Représentation schématique de l’interaction de jets. Jet simple à gauche et jets en
interaction à droite.

Les paramètres des simulations sont détaillés en table F.1, où Winj est la vitesse d’injection
des jets à 45◦ et Tinj leur température. Ces deux jets supplémentaires sont localisés en Lx/4
et 3Lx/4 et ont un diamètre identique au jet principal. Initialement le domaine est rempli
d’oxygène au repos (Wext = 0) à T = 300K. Les murs, ainsi que la frontière libre sont
traités selon la procédure décrite en section 7.1.3.

Nom Reref Wint(m/s) Winj(m/s) Tint(K) Tinj(K) Mc Lx×Lz Nx×Nz

Solo 103 500 — 200 — 0.35 40×100 512×512

Interaction 103 500 100 200 500 0.26 40×100 512×512

Tab. F.1 – Paramètres des tests de l’interaction de jets.

On a représenté en figure (F.2)–(F.9) les champs instantanés de densité, Mach et tempéra-
ture pour ces deux cas. L’impulsion initiale du jet d’hydrogène induit un fort mouvement
tourbillonnaire visible sur l’évolution temporelle des structures cohérentes. Le fait que le
domaine soit fermé conduit à la naissance d’une zone de recirculation qui ajoute de l’en-
trâınement et influence fortement le comportement des jets à 45◦.

Cet exemple démontre la capacité numérique du code WENO à capturer une physique
instationnaire complexe, critère essentiel avant d’envisager le passage au cas réactif.
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Fig. F.2 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 260.

233



Annexe F. Vers le MILES

Fig. F.3 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 500.
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Fig. F.4 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 760.
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Fig. F.5 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 1000.
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Fig. F.6 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 1260.
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Fig. F.7 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 1500.
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Fig. F.8 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 1760.
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Fig. F.9 – Comparaison des champs instantanés de densité (gauche), Mach (milieu) et tempé-
rature (droite) pour l’interaction de jets à 45◦ et le jet seul à t = 2000.
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F.2 Interaction choc/jet

L’interaction choc/jet est testée géométrie non triviale. Le choc est généré par une rampe
de compression à 6.3◦ comme tracé en figure (F.10).

H2  
ou 
 N2 

O2 

O2 
z 

x 

Fig. F.10 – Géométrie de l’interaction de choc/jet.

Le jet d’hydrogène ou d’azote est entouré d’un écoulement d’oxygène. Les paramètres des
simulations sont détaillés en table F.2 auxquelles il faut ajouter les calculs sans choc
N2/O2#2 (paramètres identiques à N2/O2#1) et H2/O2#5 (paramètres identiques à
H2/O2#1).

Nom Reref Wint(m/s) Wext(m/s) Tint(K) Text(K) Mc Lx×Lz Nx×Nz

N2/O2#1 104 1000 500 300 300 0.73 40×200 512×512

H2/O2#1 104 1000 500 300 300 0.30 40×200 512×512

H2/O2#4 104 2000 500 300 300 0.91 40×200 512×512

Tab. F.2 – Paramètres des tests de l’interaction jet/choc.

On a représenté en figure (F.11) et (F.12) les champs instantanés de densité, Mach, pres-
sion et fraction massique du cas N2/O2 à t = 1000. Sur le champ de densité on note une
homogénéisation plus rapide du mélange en présence du choc.
Pour le couple H2/O2, les mêmes grandeurs que précédemment sont représentées en figure
(F.13) et (F.14) pour les trois cas considérés. On note une forte interaction entre le choc
principal et les structures cohérentes du jet : le choc est dévié en passant d’un fluide à
l’autre mais subit également de fortes déformations lors du passage d’un tourbillon. Sur le
champ de pression on constate un fort rayonnement acoustique du jet, amplifié au passage
des chocs. L’augmentation de mélange constatée sur le cas #4 est plus liée à l’augmenta-
tion de quantité de mouvement de l’hydrogène qu’à l’influence du choc.

L’interaction jet/choc n’a pas été étudiée plus avant, mais là encore la qualité des résultats
obtenus est encourageante. L’étude devrait être poursuivie sur des géométries réalistes par
confrontation avec l’expérience.

241



Annexe F. Vers le MILES

Fig. F.11 – Comparaison des champs instantanés de Mach et de densité, pour les mélanges
N2/O2#1 et #2 à t = 1000.
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Fig. F.12 – Comparaison des champs instantanés de pression et de fraction massique, pour les
mélanges N2/O2#1 et #2 à t = 1000.
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Fig. F.13 – Comparaison des champs instantanés de Mach et de densité, pour les mélanges
H2/O2#1, #4 et #5 à t = 1000.
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Fig. F.14 – Comparaison des champs instantanés de pression et de fraction massique pour les
mélanges H2/O2#1, #4 et #5 à t = 1000.
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1.2 Spectre d’énergie d’une THI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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4.2 Viscosité turbulente spectrale réduite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.1 Erreur de troncature seule en formulation divergente . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 Erreur d’aliasing seule en formulation divergente . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.3 Erreur d’aliasing et de troncature en formulation divergente . . . . . . . . . 44

5.4 Erreur de troncature en formulation convective . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.5 Burgers par formulation divergente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.6 Burgers par formulation convective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.7 Erreur d’aliasing pour la couche de mélange . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.8 Fonction de transfert des filtres compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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5.14 Fonction de transfert de l’opérateur Dérivation/Interpolation compact . . . 54
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11.15Taux de croissance temporelle de l’énergie cinétique fluctuante . . . . . . . 156
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391-421, 1965.
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[63] Lund, T. On the use of discrete filters for large eddy simulation. Center for
Turbulence Research. Annual Research Briefs, 1997.
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Résumé

Étude théorique et numérique des écoulements cisaillés
libres à masse volumique fortement variable

L’objet de ce travail concerne l’application de la méthode de simulation des grandes échelles
au mélange de deux fluides à propriétés thermodynamiques différentes.
L’origine des erreurs numériques liées à la discrétisation des équations de Navier-Stokes
ainsi que leur interaction avec un modèle sous-maille sont étudiées pour une turbulence
homogène et isotrope en auto-amortissement. Un code de calcul à haut pouvoir de résolu-
tion est alors développé pour la simulation de couches de mélange bi-espèces. La réduction
de l’amplitude des ondes acoustiques initiales est assurée par l’utilisation d’un champ en
similitude temporelle.
L’importance relative des termes sous-maille issus des équations filtrées est mesurée à
partir du filtrage explicite des champs de simulations numériques directes des couches de
mélange temporelles N2/O2 et H2/O2. L’utilisation d’une fermeture implicite autour d’un
schéma numérique dissipatif est ensuite évoquée.

Mots-clés: simulation des grandes échelles, simulation numérique, couche de mélange,
stabilité linéaire, différences finies, WENO, écoulement compressible.

Abstract

Theoretical and numerical study of free shear flows with
large density ratio

The subject of this work concerns the application of large-eddy simulation to the mixing
of two fluids with different thermodynamical properties.
Numerical errors in the discretisation of Navier-Stokes equations and their interaction with
subgrid models are investigated on a self decaying isotropic homogeneous turbulence. A
high resolution numerical code is then developed for the simulation of binary mixing layers.
Reduction of early acoustic waves’ amplitude is achieved by use of a temporal self-similar
initial condition.
The relative magnitude of subgrid terms arising from filtered equations is investigated
on explicit filtering of direct numerical simulation results of temporal N2/O2 and H2/O2

mixing layers. Implicit closure (MILES) is then evocated on the basis of WENO schemes.

Keywords: large eddy simulation, numerical simulation, mixing layer, linear stability,
finite differences, WENO, compressible flow.


