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Je tiens à remercier toutes les personnes ayant permis l’accomplissement de cette thèse. Bien sur cette
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Un grand merci à ma famille et mes amis. À ma mère et ma soeur pour leur soutien sans faille. À
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3 Modèles structurés de faible dimension 43
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Introduction

Marco Polo décrit un pont, pierre par pierre.

- Mais laquelle est la pierre qui soutient le pont? demande Kublai Khan.

- Le pont n’est pas soutenu par telle ou telle pierre, répond Marco, mais par la ligne

de l’arc qu’à elles toutes elles forment.

Kublai Kahn reste silencieux, il réfléchit. Puis, il ajoute:

- Pourquoi me parles-tu des pierres? C’est l’arc qui m’intéresse.

Polo répond:

- Sans pierres il n’y a pas d’arc.

Italo Calvino, Les villes invisibles.

Cette discussion, tirée des Villes Invisibles, illustre parfaitement les deux attitudes du modélisateur

face à la question “comment décrire ce phénomène?”. La première est de partir de lois très générales

pour arriver à décrire une situation particulière: c’est l’approche de Kublai Kahn qui préfère décrire

“l’arc”. Ce principe de modélisation est basé sur les trois étapes suivantes: une théorie, un modèle, une

situation. La deuxième attitude est au contraire de partir d’une situation concrète pour aboutir à une

théorie: c’est l’approche de Marco Polo qui ne s’attache qu’à décrire les “pierres”. Ce principe repose

les phases suivantes: une situation, un modèle, une théorie.

Le choix d’une approche ou l’autre est dû à la quantité et la qualité des données accessibles au

modélisateur. N’étant pas expérimentateurs, c’est la première approche que nous développerons dans

cette thèse. En effet, c’est en considérant des phénomènes très généraux et très schématiques, que nous

construirons des modèles explicatifs assez simples.

Ces modèles explicatifs sont basés sur le cycle de vie d’organismes unicellulaires, comme le phytoplanc-

ton et la levure de bière, et veulent reproduire des phénomènes biologiques issus de l’expérience, comme

le comportement oscillatoire ou encore la mise en réserve de nutriments azotés avant leur métabolisation

(phytoplancton).

Étant une schématisation de la nature, la confrontation de ces modèles avec des données réelles ne

pourra être qu’un échec. Ainsi, l’expérimentateur construit des appareils de laboratoire où la plupart

des paramètres seront contrôlés. Les données obtenues ne reflétant qu’une partie de la réalité, sont

alors plus à même d’être utilisées pour valider ces modèles explicatifs.

Ici, c’est le chemostat en particulier qui nous intéressera. C’est une enceinte confinée, dans laquelle

des microorganismes (levures, phytoplancton...) grandissent et se reproduisent, soumis au flux d’un

facteur limitant la croissance. C’est un dispositif expérimental dont la description est extrêmement

aisée (voir chapitre 1) et qui se prête le mieux à la reproduction des expériences et permet la validation

des comportements dynamiques.

Bien que des thèmes mathématiques différents tels que la compétition, le devenir d’une châıne tro-

phique, ou l’introduction de retard pour rendre compte du recyclage des organismes morts, aient été

étudiés pour un chemostat, c’est à l’étude de la structuration des populations que nous nous atta-

chons. Les modèles structurés décrivent une population par rapport à une ou plusieurs caractéristiques

structurelles: taille, âge, position dans le cycle cellulaire, ou encore position dans l’espace... Dans le
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chapitre 2, nous donnerons un bref état de l’art sur les travaux consacrés à la modélisation structurée

en chemostat.

L’idée de départ de ce travail a été un modèle en équations aux dérivées partielles en nombre [73]

structuré par la position dans le cycle cellulaire et dont les résultats numériques montrent la possibilité

d’obtenir des oscillations entretenues. Les modèles classiques (de type Monod ou Droop) ne condui-

saient jusqu’à présent qu’à des résultats de convergence globale vers un équilibre alors que certaines

espèces de phytoplancton et la levure de bière présentent des comportements oscillatoires. Notre but

est de simplifier le modèle donné dans [73] en conservant ses caractéristiques principales c’est à dire en

choisissant de structurer la population par sa position dans le cycle cellulaire. Ainsi, on considère deux

stades d’évolution permettant de mettre en valeur les deux étapes fondamentales du cycle de vie d’une

cellule à savoir sa croissance et sa division. On distingue alors les cellules en deux classes de taille: les

filles et les mères. On espère avec ces modèles en équations différentielles ordinaires de dimension 3

pouvoir reproduire le même genre de comportement. Ce sera l’objet du chapitre 3 où nos conjectures

seront vérifiées pour un type de modèle où on considère le nombre de cellules dans chacune des classes

de taille et non pas la biomasse comme dans la plupart des modèles biologiques: on obtient alors des

oscillations entretenues.

On s’est également intéressé à un autre type de structuration: elle est basée non plus sur le cycle de

vie complet d’une cellule mais uniquement sur son mode de croissance, plus particulièrement sur son

fonctionnement interne. On veut rendre compte du phénomène de mise en réserve de substances azotées

par une cellule de phytoplancton: ce sera l’objet du chapitre 4. Le but est d’appuyer la construction de

ce modèle sur des phénomènes biochimiques à la différence du modèle de Droop (modèle de référence

pour décrire ce phénomène). En effet, ce dernier est basé sur l’expérience et l’observation de certains

phénomènes précis rendant sa compréhension peu intuitive et non généralisable facilement. L’étude

de ce modèle permettra de justifier mathématiquement certains phénomènes imposés par l’expérience

biologique comme l’existence d’un taux minimum de réserve pour vivre ou encore d’un lien entre la

biomasse carbonée et la biomasse azotée. De plus, son comportement global n’est en aucun cas en

contradiction avec le modèle de référence.

Tous les modèles que nous construisons dans le cadre du chemostat représentent des variables qui ont

une réalité biologique c’est à dire qu’elles peuvent être mesurées plus ou moins facilement. Cette facilité

de mesure ne détermine en rien l’importance que joue une variable. En effet, même si une variable est

difficile à mesurer mais qu’elle joue un rôle important dans la dynamique du système biologique, elle

figurera dans le modèle.

Ainsi, après cette étape de modélisation, l’expérimentateur désire en général avoir accès aux variables

d’état à tout instant qu’elles soient mesurables ou pas. Pour ce faire, on fait appel aux observateurs qui

utilisent les variables mesurées et la formulation du modèle pour reconstruire des variables qui ne sont

pas mesurables. L’observateur peut être utilisé à d’autres fins. En effet, supposons que l’expérimentateur

est accès à toutes les variables d’états. L’utilisation de l’observateur en tant que reconstructeur de

certaines de ces variables (mesurées par ailleurs) pourra permettre la validation de son modèle. Si ces

variables sont bien reconstruites (la reconstruction cöıncide avec la mesure), on pourra conclure que le

modèle représente bien la réalité.

Pour pouvoir construire ces observateurs, une condition importante doit être vérifiée: la condition

d’observabilité. Ce sera l’objet du chapitre 6 et du chapitre 7. On y vérifie la condition d’observabilité
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pour les modèles structurés précédents, et on y construit des observateurs classiques (de type grand

gain) qui permettront de reconstruire les variables non mesurées d’un modèle à partir de celles qui le

sont.

Les lois en biologie sont souvent assez complexes et mal connues. En effet, même si à l’échelle moléculaire

intracellulaire, la biologie est bien décrite (connaissance de la structure de l’ADN par exemple), il est

difficile de conserver ce formalisme jusqu’à l’échelle de la cellule. Cette connaissance partielle des lois

biologiques entrâıne alors des incertitudes sur le modèle: par exemple, on ne connâıt souvent qu’une

approximation de la fonction de croissance... Ces incertitudes entrâınent, en général, la perte de l’obser-

vabilité d’un système. Malgré tout, il existe des outils que l’on appelle des détecteurs ou des estimateurs

qui reconstruisent les variables d’états en utilisant les mesures et le modèle. La différence entre les deux

résident dans l’erreur d’estimation que l’on fait et la vitesse de convergence. Un détecteur reconstruit les

variables avec une vitesse de convergence fixée par le modèle et sans erreur. Un estimateur reconstruit

les variables avec une erreur bornée à une vitesse de convergence réglable. Alors que les détecteurs

n’utilisent pas la connaissance complète du modèle, les estimateurs s’en servent pour améliorer leurs

performances, notamment leur vitesse de convergence. C’est ce que l’on décrira dans les chapitres 7 et

8 où l’on construit des détecteurs asymptotiques pour les modèles structurés de la première partie et

où l’on définit un estimateur hybride pour une classe de systèmes mal connus entre un estimateur de

type asymptotique et de type grand gain.

Ce manuscrit s’organisera de la façon suivante:

• Dans la première partie, nous donnons quelques préalables biologiques et nous rappelons la construc-

tion classique du modèle de croissance en chemostat dit de Monod. Puis, après un bref état de l’art sur

les modèles structurés de croissance cellulaire en chemostat, nous construisons deux modèles de dimen-

sion 3 structurés par le cycle cellulaire et nous montrons pour l’un d’entre eux l’existence d’un cycle

limite. Nous précisons ces modèles en y ajoutant un phénomène de mortalité induit par le vieillissement

de la cellule c’est à dire la dégénérescence de son fonctionnement. Nous construisons alors le modèle

de croissance structuré où la mise en réserve en nutriments azotés de la cellule de phytoplancton est

prise en compte. L’étude mathématique de ce système dépend de l’ajout du phénomène de mortalité

ou non. Après quelques comparaisons avec le modèle de Droop, nous prouvons la stabilité globale du

système. Nous donnons enfin quelques perspectives.

• Dans la deuxième partie, nous ferons le lien entre la modélisation et l’estimation des variables par

la construction d’observateurs. Nous définissons la notion d’observabilité nécessaire à la construction

d’observateurs. Puis, après un bref état de l’art, nous construisons des observateurs classiques de type

grand gain et des détecteurs asymptotiques pour les modèles de croissance cellulaire que nous avons

construits dans la première partie.

• Dans la troisième et dernière partie, nous considérons des modèles mal connus ce qui est souvent le cas

en biologie et après un bref état de l’art, nous nous intéressons à la construction d’estimateurs hybrides

utilisant la connaissance du modèle et basculant entre les deux types d’observateurs classiques bien

connus que nous avons décrit dans la deuxième partie. Nous finirons en présentant quelques perspectives

de ce travail.





Modélisation et étude
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1. Préalables biologiques et un

premier modèle mathématique

Nous donnons dans ce chapitre quelques éléments sur la biologie des espèces considérées. Nous présentons

ensuite le dispositif expérimental (le chemostat) qui fonctionne au Laboratoire d’Océanographie de Vil-

lefranche sur Mer. Enfin, nous rappelons un modèle mathématique classique de croissance de ces espèces

en chemostat.

Contenu du chapitre

1.1 Préalables biologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1.1 Les espèces biologiques cultivées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1.2 La division cellulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.1.3 Le chemostat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Premier modèle mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2.1 Mise au point du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2.2 Analyse du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.2.3 Conservation de la matière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.2.4 Prise en compte de la mortalité et de la maintenance . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.1 Préalables biologiques

1.1.1 Les espèces biologiques cultivées

Le phytoplancton

Nous n’entrons pas dans ce paragraphe dans les détails concernant le phytoplancton. On consultera

la thèse de Bernard [9], qui décrit de façon assez détaillée la biologie du phytoplancton et à partir de

laquelle cette partie a été élaborée.

Par plancton, on entend l’ensemble des organismes qui flottent ou nagent faiblement dans les eaux

(certains organismes pouvant être pourvus de flagelles). Le plancton est donc soumis au courant. Le

phytoplancton est la partie végétale du plancton contrairement au plancton animal, le zooplancton. Bien

que certains organismes planctoniques, comme les méduses, puissent atteindre des tailles importantes,

la très grande majorité du plancton est microscopique.
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Nous nous intéressons au phytoplancton pour plusieurs raisons:

• Il est assez courant dans les modèles d’écosystèmes marins qu’il soit considéré comme une constante

et qu’alors son influence ne soit pas mise en valeur. En améliorant la description de cet élément à la

base de la châıne alimentaire, on peut espérer arriver à des modèles de gestion des ressources aquatiques

plus pertinents.

• Le phytoplancton est également responsable d’une bonne partie de la production de l’oxygène at-

mosphérique (autant que la forêt amazonienne) et constitue une véritable pompe à dioxyde de carbone.

En effet, c’est par la photosynthèse, que le phytoplancton emmagasine du dioxyde de carbone et re-

jette de l’oxygène. Pour ce faire, il contient des organites appelés chloroplastes qui transforment, par

des réactions très complexes, des éléments nutritifs minéraux en éléments constitutifs organiques. En

mourant, le phytoplancton sédimente et forme la couche calcaire des fonds marins.

• D’autre part, on assiste régulièrement à des phénomènes de blooms, développements massifs d’algues

flottant à surface, potentiellement nocifs pour les autres composantes d’un écosystème.

Une caractéristique du phytoplancton, qu’il est important de noter, est qu’il s’agit d’organismes uni-

cellulaires, se reproduisant par division cellulaire.

Le nombre d’espèces dans le phytoplancton est considérable. Nous nous contentons d’en citer deux dont

les comportements biologiques sont intéressants bien que assez peu modélisés mathématiquement. Les

deux espèces considérées sont Chlamydomonas reinhardtii (organisme unicellulaire biflagellé, sexué et

produisant de l’hydrogène) et Cryptomonas (organisme unicellulaire, biflagellé, non sexué, se divisant en

deux parties égales). On observe, en effet, chez Chlamydomonas reinhardtii des oscillations entretenues

[70].

Fig. 1.1 Chlamydomonas reinhardtii – Cryptomonas

Les levures

L’utilisation des levures date d’environ 8000 ans: les civilisations mésopotamiennes qui cultivaient les

céréales savaient déjà utiliser les levures pour fabriquer des boissons alcoolisées. Pasteur découvre en

1860 que la fermentation est causée par des organismes vivants et que les agents responsables de la

réaction doivent être liés à la cellule de la levure.

Celle-ci peut vivre aussi bien en présence qu’en l’absence d’oxygène, se multipliant dans le premier

cas, provoquant une fermentation dans le second. C’est la levure de bière, Saccharomyces cerevisae

(champignon unicellulaire) qui nous intéresse particulièrement. En effet, c’est l’un des êtres vivants

les mieux connus et, en plus de son utilisation millénaire dans la fabrication de la bière, de vin,
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d’alcool ou de pain, elle constitue l’un des outils les plus utilisés dans les biotechnologies, notamment

en génie génétique. En effet, en introduisant dans les levures le gène humain responsable de la synthèse

de l’albumine ou de l’hémoglobine, les cellules de levures produisent de l’albumine humaine ou de

l’hémoglobine humaine. On peut également produire grâce aux levures un vaccin contre l’hépatite B

qui permet d’éviter le recours, toujours hasardeux à des virus inhibés. Les levures présentent aussi

l’avantage par rapport au microorganisme “vedette” du génie génétique, le colibacille E.coli (cellule

présente dans la flore intestinale de nombreux mammifères), d’être plus proches des cellules animales

car elle possède un noyau.

On peut considérer pour schématiser que son évolution se fait en deux stades: le stade non bourgeonné et

le stade bourgeonné. Chez la levure de bière, on observe, comme pour les algues décrites précédemment,

des oscillations entretenues [76], [72].

Fig. 1.2 Saccharomyces cerevisae (stade bourgeonné)

Notion de facteur limitant et facteur régulant

Les éléments influençant la croissance de ces espèces sont de plusieurs natures: composés dissous azotés

(nitrates, nitrites, ammonium) ou carbonés pour le phytoplancton, glucose pour les levures, oxygène,

salinité, mais aussi pH, intensité lumineuse.... On classera ces différents facteurs en deux types: les

facteurs limitants et les facteurs régulants.

Un facteur limitant est un facteur strictement nécessaire à la croissance des organismes; sa densité

dans le milieu est influencée par la consommation qu’en font les espèces. De plus, il peut carencer la

croissance de la cellule avant les autres facteurs. Les composés azotés ou carbonés pour le phytoplancton

ou encore le glucose pour les levures sont des facteurs limitants pour la croissance de ces espèces.

On parlera aussi de facteur régulant pour désigner un facteur qui a une influence sur la croissance mais

qui ne subit pas l’influence des organismes. Par exemple, le pH, l’intensité lumineuse sont des facteurs

régulants la croissance.

C’est en jouant sur la concentration du milieu en l’un des facteurs limitants (les autres étant fournis

en quantité suffisante), les facteurs régulants étant maintenus à des niveaux constants, que le dispositif

expérimental (chemostat) que nous présenterons plus loin, permet de quantifier l’effet de ce facteur sur

la croissance cellulaire [25], [26], [1].
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1.1.2 La division cellulaire

La division cellulaire sera l’objet d’un de nos développements. Cet aspect semble, en effet, primordial

lorsqu’il s’agit de décrire des populations d’organismes unicellulaires, dont la reproduction se fait par

division.

La division cellulaire est un processus biologique au cours duquel une cellule mère donne deux cellules

filles. On ne tentera en aucune façon de décrire ce processus biologique extrêmement complexe dans

cette thèse; nous donnons les différentes étapes du cycle cellulaire: la cellule se divisera lorsque toutes

ces étapes seront achevées. Ce cycle se divise en plusieurs parties, appelées phases:

G1 Synthèse des stocks de protéines qui serviront à retranscrire l’ADN.

S Synthèse de l’ADN, doublement du noyau en ADN, réplication des chromosomes.

G2 Phase transitoire précédent la mitose.

M Phase de division qui commence avec la mitose, comportant 5 étapes: prophase, prémétaphase,

métaphase, anaphase et télophase; et se termine avec la séparation du cytoplasme (cytocinèse).

Fig. 1.3 Le cycle cellulaire – La mitose

Les trois premières étapes (G1, S, G2) constituent l’interphase, tandis que l’étape M est la phase mi-

totique. La phase G1 contient un point R nommé point de restriction; jusqu’à ce point, la progression

du cycle est dépendante de l’environnement de la cellule: c’est pendant cette phase que l’on peut inter-

rompre le cycle de la cellule en la carençant en nutriments ou en lumière dans le cas du phytoplancton,

par exemple.

Il nous faut remarquer que le cycle cellulaire de Chlamydomonas reinhardtii nécessite des étapes

supplémentaires; en effet cette espèce étant sexuée sa reproduction doit mettre en présence deux cel-

lules. A partir de la phase 5 de la figure 1.4, on retrouve les mêmes étapes de cycle cellulaire G1, S,

Fig. 1.4 Le cycle cellulaire de Chlamydomonas reinhardtii
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G2 décrites précédemment, la phase M est la même que la phase 6.

Par contre, le cycle de la levure de bière (figure 1.5 cöıncide avec les phases de croissance et division

G1, S, G2, M décrites précédemment.

Fig. 1.5 Le cycle cellulaire de Saccharomyce Cerevisae

1.1.3 Le chemostat

Un chemostat est un type particulier de bioréacteur. Un bioréacteur est défini comme une enceinte

confinée où ont lieu des interactions biologiques.

Plus précisément, un chemostat est un dispositif dans lequel des micro-organismes (phytoplancton,

levures..) sont mis en présence d’un élément limitant et d’autres éléments en quantité non limitante.

On peut ainsi d’après les variations de l’élément limitant connâıtre l’influence de ce dernier sur la

population cultivée. Le chemostat est donc un modèle d’écosystème contrôlé dans lequel on peut

quantifier précisément les relations entre un élément et un organisme. Nous ne donnerons pas de

description précise du dispositif expérimental développé par Antoine Sciandra et présent au Laboratoire

d’Océanographie de Villefranche sur mer (CNRS, UMR 7093), pour plus de détails on se rapportera

aux thèses de Bernard [9] et de Arino [2].

Nous pouvons voir sur la figure 1.6 que le dispositif de Villefranche met en parallèle trois chemostats.

Ceci permet de mener plusieurs expériences simultanément.

Comment fonctionne un chemostat? Sur la figure 1.6, on note sin la concentration du nutriment limitant

entrant dans le chemostat, Qin la vitesse du flux entrant, Qout la vitesse du flux sortant, V le volume

du chemostat. On définit le taux de dilution, noté d, la vitesse du flux entrant par unité de volume i.e.

d = Qin
V .

Il existe trois modes de fonctionnement:

• En mode batch. On n’applique pas de dilution (d = 0 pas de flux entrant). La quantité de nutri-

ment est donc une donnée du début de l’expérience. La population crôıt de façon exponentielle

tant que le substrat est en abondance, puis atteint un plateau avant de décrôıtre finalement.

• En mode continu. C’est le mode de fonctionnement le plus courant. Le volume du chemostat est

maintenu constant (la vitesse du flux entrant est la même que la vitesse du flux sortant c’est à

dire Qin = Qout = Q). On parlera de ce flux traversant en faisant référence uniquement au taux

de dilution.

• En mode fed-batch. On combine les deux modes de fonctionnement précédent. On utilise une

dilution mais à volume variable ( pas de vitesse de flux sortant Qout = 0).
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Fig. 1.6 Les chemostats de laboratoire – Schéma du chemostat.

Le dispositif expérimental est assez complexe. L’appareil est capable d’assurer la conduite de huit

expériences simultanées. Il peut être considéré comme la réunion de deux dispositifs différents:

• un automate de culture, qui prend en charge le fonctionnement à proprement parler des chemo-

stats.

• un automate de mesure, s’occupant des mesures réalisées sur les chemostats.

Eau de merNitrate

Alimentation

Compteur
de

particules

Spectrophotomètre

Alimentation

Fig. 1.7 Automate de culture – Automate de mesure. Les flèches épaisses représentent des flux

de matière, les flèches pointillées représentent des flux de données

C’est grâce au compteur de particules que nous pouvons récupérer des données. Son fonctionnement

est décrit schématiquement par la figure 1.8. Avec cet appareil, on obtient des mesures individuelles

de la répartition en taille des cellules de l’échantillon et de leur concentration, que l’on peut utiliser

pour calculer le biovolume décrivant indirectement la biomasse.
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Fig. 1.8 Fonctionnement du compteur de particules – Exemple de données de culture de Cryp-

tomonas. Il y a 100 classes de diamètre de 1.5µm à 15µm

Les données obtenues sont donc structurées selon la taille des cellules d’où l’idée de faire des

modèles structurés en taille et être ainsi à même de les valider avec des données expérimentales.

1.2 Premier modèle mathématique

Dans ce paragraphe, nous décrivons le modèle de croissance en chemostat le plus simple: le modèle

de Monod. Nous donnons ici les éléments de modélisation nécessaires à sa compréhension. Ce type de

construction est à la base de l’élaboration des modèles que nous présenterons dans les chapitres suivants.

Ce premier modèle a été construit et validé pour l’étude de la croissance des bactéries; notamment, la

validation analytique du taux de croissance de ces bactéries par rapport à un élément limitant.

Puis, nous complétons ce modèle en prenant en compte les phénomènes de mortalité et de maintenance

cellulaire.

1.2.1 Mise au point du modèle

Nous nous plaçons dans le cas où le chemostat fonctionne en mode continu et qu’il est bien mélangé.

Ainsi, on a un répartition spatiale homogène des composants dans le réservoir.

Les nutriments nécessaires à la croissance des microorganismes sont en quantité suffisante sauf S qui

sera donc l’élément limitant. Il entre dans le chemostat à un taux d et à une concentration sin. Un

mélange de nutriments dont S, à la concentration s, et de microorganismes X, à la concentration x,

est prélevé du chemostat du fait du trop plein au même taux d.

Ainsi, la modélisation prend en compte deux choses: la partie physique qui décrit les flux de matière

dûs à la circulation du liquide; et la partie biologique qui décrit les processus biologiques ayant lieu

à l’intérieur du chemostat.

Partie physique – Cette partie est indépendante du modèle que l’on construit. La variation par

unité de temps d’un composant P présent dans le chemostat, à la concentration p , est la différence

entre la quantité pénétrant dans l’enceinte au taux d, à la concentration pin et la quantité sortant au
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� � �
� � �
� � �

� �
� �
� �

��
��
��

��
��
��� � � � �� � � � �� � � � �

� � � �� � � �� � � �
� � � � �� � � � �� � � � �
� � � � �� � � � �� � � � �

V

Substrat

Biomasse

Q

Sin

Q

Fig. 1.9 Schéma du chemostat en mode continu

même taux, à la concentration p:

ṗ = dpin − dp

Pour la biomasse X à la concentration x, comme il n’y a pas d’entrée de biomasse par le flux, on aura:

ẋ = −dx

Pour le substrat S à la concentration s dans l’enceinte et sin en entrée, on aura:

ṡ = dsin − ds

Partie biologique – Alors que la partie physique ne nécessite pas d’hypothèses particulières, la

partie biologique nous oblige à faire des choix; en effet, on peut décrire soit la concentration en masse

de cellules soit la concentration en nombre de cellules. Nous ferons dans ce premier exemple le choix

de compter la concentration en masse de cellules; ce ne sera pas toujours le cas. On notera µ(s) le taux

de croissance spécifique des organismes, correspondant à l’absorption d’une quantité s de nutriment.

Ainsi, on a:

ẋ = µ(s)x

La consommation de substrat par les organismes entrâıne une diminution de la quantité de ce nutriment

à un taux σ(s) appelé taux de consommation.

ṡ = −σ(s)x

Modèle – C’est en ajoutant les deux parties précédentes, partie physique et biologique, qu’on obtient

le modèle suivant:
ẋ = µ(s)x −dx

ṡ = −σ(s)x −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

(1.1)

Pour que ce système ait un sens biologique et soit bien posé, on prendra comme conditions initiales

x(0) > 0 et s(0) ≥ 0
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Définissons, un peu plus précisément, ces fonctions de croissance et de consommation.

Les fonctions de croissance et de consommation – La biologie des cellules va contraindre les

fonctions utilisées à vérifier certaines propriétés.

En effet, s’il n’y a pas de nutriments la cellule ne grandit pas.

La fonction de croissance devra être nulle en 0.

Cette hypothèse sera rejetée pour certains modèles classiques; en effet, cela suppose que la cellule ne

fait pas de réserve de nutriment et suivant les espèces que l’on considère ce n’est pas toujours vrai (voir

la description du modèle de Droop dans le chapitre suivant).

De plus, une cellule ne peut pas absorber plus qu’une certaine quantité de nutriments par unité de

temps.

La fonction de consommation devra être bornée.

Enfin, par définition même de la fonction de croissance, la vitesse de croissance d’une cellule est toujours

positive.

La fonction de croissance sera à valeurs positives.

Les fonctions de croissance et de consommation ne sont en général pas indépendantes l’une de l’autre.

On fait souvent l’hypothèse suivante:

σ(s) = α(1 + M)µ(s) (1.2)

qui signifie que la cellule consomme plus de substrat que ce qui est nécessaire à sa croissance. α est une

constante positive qui correspond à un terme de conversion entre l’unité du substrat et l’unité de la

biomasse; elle peut être déterminée en mesurant la masse de substrat utilisée par la masse d’organismes

formés; si on suppose que x et s sont mesurées dans les mêmes unités alors α = 1.

M est appelé facteur de maintenance. Par maintenance, on entend prise en compte de mécanismes

biologiques autres que la croissance, comme la respiration. Kooijman [52] définit ce phénomène de

maintenance comme l’énergie requise par un organisme pour vivre, en excluant les processus de crois-

sance, reproduction et développement. Ce facteur n’est pas forcément constant et peut aussi dépendre

de s. Remarquons que la traduction de l’hypothèse 1.2 est équivalente à dire que la cellule n’utilise pas

tout le substrat consommé pour sa croissance. Ceci devient mathématiquement:

αµ(s) = (1−M ′)σ(s)

Ces deux types de modélisation de la maintenance seront utilisés notamment dans la description du

modèle de Arino [2] dans le chapitre suivant.

Ces phénomènes de maintenance seront, dans la plupart des cas, négligeables.

Ainsi le taux de consommation de substrat sera nul en l’absence de nutriment, à valeurs positives et

le taux de croissance sera borné.

Il existe de nombreux types d’expressions analytiques pour la fonction de croissance µ(s). Nous en

donnons deux à titre d’exemple:

• La fonction de Monod ou de Michaelis Menten, qui est la fonction de croissance la plus classique

[65], [67]:

µ(s) =
µmaxs

k + s
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Elle modélise le fait que, plus il y a de substrat, et plus la cellule grandit.

• La fonction de Haldane, qui prend en compte un phénomène d’inhibition de la croissance pour

de forte concentration de substrat [35]:

µ(s) =
µmaxs

k1 + s + s2

k2

avec k2 le paramètre d’inhibition.

Elle modélise le fait qu’à partir d’un certain seuil de substrat la vitesse de croissance diminue.
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Fig. 1.10 Fonction de Monod – Fonction de Haldane

Nous ne prendrons pas de forme analytique pour les fonctions de croissance; les fonctions que nous

utiliserons seront de type Monod.

Une fonction de type Monod sera nulle en 0, croissante, à valeurs positives et bornée.

Le modèle (1.1), en considérant que la maintenance est nulle, peut être formulé par des schémas

réactionnels biochimiques basés sur le même principe que ceux utilisés en chimie.

Schémas réactionnels – En chimie, une réaction mettant en présence m composés notées X1 . . . Xm

s’écrit:
m∑

i=1

νiXi −→
m∑

i=1

ν′iXi

où νi et ν′i sont appelés coefficients stoechiométriques de la réaction et sont des rationnels positifs. On

dit que Xi est un produit si νi = 0 et Xi est un réactif si ν′i = 0. Pour décrire les réactions étudiées, on

s’intéresse plus particulièrement, aux concentrations ci des différents composés en fonction du temps.

Ainsi, dire que ν′j − νj moles de Xj sont produites lorsque ν′i − νi moles de Xi sont consommées, par

la réaction, signifie:
1

ν′i − νi
ċi =

1
ν′j − νj

ċj

C’est exactement la même chose que différents auteurs [5] ont proposé de faire pour schématiser les

phénomènes biologiques. La concentration de réactifs et produits sont considérées; la vitesse de réaction,

dépendant des mécanismes biologiques, sera notée au dessus de chacune des flèches de transformation.

Par exemple, dans le cas du chemostat classique, on aura:

αs + x
µ(s)x−→ 2x
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Ce schéma signifie qu’une unité de biomasse (2x−x) est produite à la vitesse µ(s)x lorsque α unités de

substrat (αs) sont consommées par la réaction à la même vitesse. Sa traduction en équation différentielle

est la suivante:
1

0− α
ṡ =

1
2− 1

ẋ = µ(s)x

Ce qui correspond à la partie biologique du modèle.

Avant de passer à l’analyse du modèle, formalisons le cadre biologique dans lequel on se trouve, par

les hypothèses suivantes.

Hypothèses Biologiques HB 1.1

(a) Les variables d’états étant des variables liées au vivant seront toujours positives ou nulles.

(b) Le taux spécifique de croissance est de type Monod.

Ces hypothèses se traduisent mathématiquement sous la forme.

Hypothèses H 1.2

(a) Le domaine d’étude sera R2
+.

(b) µ(s) est une fonction positive, croissante, bornée par µmax, vérifiant µ(0) = 0.

Nous vérifierons que le domaine d’étude considéré est en fait un domaine invariant pour le système

(1.1), c’est à dire que pour toutes conditions initiales dans ce domaine, les solutions du système y

restent.

De plus, dans le cadre de la théorie des équations différentielles ordinaires autonomes, l’hypothèse

suivante assurera l’existence et l’unicité de la solution (théorème de Cauchy Lipschitz [77]):

Hypothèse H 1.3

• La fonction µ(s) est continûment différentiable.

1.2.2 Analyse du modèle

Ce modèle de chemostat classique ayant largement été étudié [80], [5], nous ne donnerons ici que les

différentes étapes de l’étude de son comportement asymptotique; ces étapes seront les mêmes pour les

modèles structurés que nous étudierons dans les chapitres suivants.

Hypothèse H 1.4 • µ(sin) > d

Proposition 1.5

Sous l’hypothèse (H1.4), le système (1.1) admet deux équilibres xwo = 0, swo = sin dit équilibre de

lessivage et x∗ = −dµ−1(d) + dsin

αd
, s∗ = µ−1(d) dit équilibre non trivial.

Preuve :

On résout le système: {
ẋ = (µ(s)− d)x = 0

ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin = 0

qui a pour solution l’équilibre de lessivage et l’équilibre non trivial. �

Remarque–Le point de lessivage correspond au rinçage ou lessivage du chemostat, c’est à dire que la popu-

lation de microorganismes présente dans l’enceinte disparâıt. Dans les cas de fort taux de dilution (i.e. si H1.4

n’est pas vérifiée), le système possède un unique point stationnaire: l’équilibre de lessivage.
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Démontrons alors que le domaine d’étude considéré dans les hypothèses biologiques (H1.2) est invariant

pour le système.

Proposition 1.6

Sous les hypothèses (H1.2), le domaine d’étude R2
+ est invariant pour le système (1.1).

Preuve :

Pour démontrer que le domaine est invariant, on prouve que les faces de R2
+ sont répulsives ou inva-

riantes en évaluant ẋ en x = 0 et ṡ en s = 0:

ẋ(x=0) = 0

ṡ(s=0) = dsin > 0

ainsi la droite x = 0 est invariante et la droite s = 0 est répulsive donc si on part de conditions initiales

dans le domaine d’étude, on reste dans ce domaine. �

On choisit comme conditions initiales x(0) > 0 et s(0) ≥ 0. On veut aussi s’assurer que l’intérieur du

domaine d’étude est invariant même asymptotiquement.

Donnons alors avec précision les directions de stabilité du point de lessivage, lorsque le point non trivial

existe.

Proposition 1.7

Sous l’hypothèse (H1.4), le point de lessivage (0,sin) est localement instable; sa direction d’instabilité

(vecteur propre associé à la valeur propre positive) traverse le domaine d’étude R2
+ et sa direction de

stabilité (vecteur propre associé à la valeur propre négative) est sur la droite x = 0.

Preuve :

• Vérifions l’instabilité locale du point de lessivage. Soit J la jacobienne associée au système (1.1) dans

la base (x,s) définie telle que:

J =

(
µ(s)− d µ′(s)x

−αµ(s) −αµ′(s)x− d

)

Soit Jwo la jacobienne associée au point de lessivage xwo et swo:

Jwo =

(
µ(sin)− d 0

−αµ(sin) −d

)

−d < 0 et µ(sin)− d > 0 grâce à l’hypothèse (H1.4) sont les deux valeurs propres de Jwo donc le point

de lessivage est instable.

• Calculons la direction d’instabilité du point de lessivage c’est à dire calculons le vecteur propre

vinst = (v1,v2)t associé à la valeur propre positive µ(sin)− d > 0 défini tel que:

Jwovinst = (µ(sin)− d)vinst

On doit résoudre l’équation:

−αµ(sin)v1 − dv2 = (µ(sin)− d)v2

C’est à dire:

vinst =

(
1

−α

)
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La direction donnée par ce vecteur au point de lessivage (0,sin) dans la base (x,s) traverse bien le

domaine R2
+.

• Pour que notre étude soit complète, calculons la direction de stabilité du point de lessivage.

Par le même type de calcul que précédemment, le vecteur propre vstab associé à la valeur propre −d

est le suivant:

vstab =

(
0

1

)
La direction donnée par ce vecteur appartient à la droite x = 0. �

En d’autres termes, la seule façon d’atteindre l’équilibre de lessivage est que le système (1.1)

soit initialisé sur la variété stable de cet équilibre, c’est à dire sur x = 0. Ainsi, on peut donc

conclure que l’intérieur du domaine R2
+ est invariant même asymptotiquement (pour plus

de détails voir [80]).

Remarque– Si le point non trivial n’existe pas (i.e. (H1.4) non vérifiée), l’équilibre de lessivage sera localement

stable. En effet, les valeurs propres de Jwo, dans ce cas, sont strictement négatives et valent:

−d < 0 et µ(sin)− d < 0 (H1.4) n’est pas vérifiée

Nous terminons en donnant un résultat sur le comportement global du système (1.1) sur l’intérieur du

domaine R2
+. En effet, l’analyse locale du système (proposition 1.7) suggère que, si le point non trivial

existe, alors il est globalement stable; c’est ce que l’on démontre dans la proposition suivante.

Proposition 1.8

Sous les hypothèses (H1.2) et (H1.4), le point (x∗,s∗) est globalement asymptotiquement stable sur

l’intérieur du domaine d’étude R2
+.

Preuve :

Pour la stabilité globale du point non trivial, on se rapportera au travaux de Smith [80]. Il utilise le

théorème de stabilité de Lasalle (voir [49]) où la fonction définie positive est donnée par (c1 > 0):

W = s− s∗ − s∗ ln
s

s∗
+ c1

(
x− x∗ − x∗ ln

x

x∗

)
Vérifions que Ẇ est négative:

Ẇ = (1− s∗

s
)ṡ + c1(1−

x∗

x
)ẋ

par un choix judicieux de c1, qui dépend de l’expression analytique de la fonction de croissance, et de

la valeur de x∗, on démontre que Ẇ ≤ 0 (voir p.36 [80]).

Ainsi le théorème de Lasalle assure la convergence du système vers le plus grand ensemble invariant

de E =
{

(x,s) ∈ R2+, Ẇ = 0
}

. Il est réduit dans notre cas à l’ensemble {(x∗,s∗)}. On peut conclure

à la stabilité globale du point (x∗,s∗) . �

Il existe de nombreuses façons pour démontrer cette proposition; on aurait pu aussi choisir d’utiliser

les théorèmes classiques de Poincaré-Bendixson et de Butler-Mc Gehee [86], [80]. Nous reviendrons sur

ces techniques dans les chapitres suivants.

Remarque– Si l’hypothèse (H1.4) n’est pas vérifiée alors l’équilibre de lessivage (0,sin) sera globalement

asymptotiquement stable par rapport au domaine d’étude fermé R2
+. Pour démontrer cette propriété, on utilise

le critère de Bendixson et le théorème de Poincaré-Bendixson [86], [34].



28 Préalables biologiques et un premier modèle mathématique

1.2.3 Conservation de la matière

Dans de nombreux cas, l’étude d’un modèle de croissance en chemostat peut être simplifiée si le

principe de conservation de la matière est vérifié. Cette loi élémentaire signifie qu’il n’y a ni création

ni disparition de matière dans le chemostat.

• Si la dilution est nulle (chemostat en mode batch), alors la quantité de matière dans le chemostat

est constante.

• Si la dilution est non nulle, alors les seules augmentations de masse sont celles liées à l’entrée en

nutriments, et les seules pertes sont dues à la sortie de nutriments et d’organismes.

Pour le modèle de Monod, la quantité z = s+αx représente la matière totale présente dans le chemostat.

En utilisant (1.1), l’équation dynamique de z est la suivante:

ż = dsin − dz (1.3)

Conservativité – Un modèle sera dit conservatif ou vérifiant le principe de conservation de la matière,

si la masse totale présente dans le chemostat est régie par une équation de la forme (1.3).

Dans le cas du modèle de Monod, la quantité totale de matière est donnée par l’équation suivante:

z(t) = (z(0)− sin)e−dt + sin

Ainsi, comme d > 0 en mode continu, on aura:

lim
t→∞

z(t) = sin

On comprend assez facilement l’intérêt de cette propriété: elle permet de simplifier l’analyse du système

en réduisant sa dimension grâce au lemme de séparation A.1 (voir Annexe A); ainsi, le système (1.1)

devient asymptotiquement:

ẋ = µ(sin − x)x− dx

Nous reviendrons sur ces aspects dans les chapitres suivants.

Dans les modèles que nous étudierons dans la suite du manuscrit, ce principe ne sera pas toujours

vérifié; ils pourront être sous conservatifs.

Sous conservativité – On dira qu’un modèle de chemostat est sous conservatif si la quantité de

matière considérée vérifie l’inégalité suivante:

ż ≤ dsin − dz (1.4)

Cette équation permet de conclure que les variables du système sont bornées; en effet, z est toujours

une fonction définie positive et l’équation (1.4) en utilisant le lemme de Gronwall conduit à:

z(t) ≤ (z(0)− sin)e−dt + sin

c’est à dire:

z(t) ≤ max(z(0),sin)

La description d’un dispositif tel que le chemostat, en tant que système isolé, devrait théoriquement

être conservatif. Mais la représentation d’un tel système biologique implique pour atteindre cette for-

mulation conservative de décrire et de quantifier tous les états possibles de la matière dans la cellule.
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Dans les cas où des phénomènes de mortalité ou de maintenance sont pris en compte, la formulation

d’un système conservatif nécessiterait que l’on décrive dans le modèle les cellules mortes ou l’énergie

dépensée. Or ces variables sont très difficiles à modéliser comme nous le verrons dans le paragraphe

suivant.

1.2.4 Prise en compte de la mortalité et de la maintenance

Le modèle de Monod est une description synthétique du phénomène de croissance des microorga-

nismes soumis à un unique élément limitant. On pourrait prendre en compte d’autres mécanismes

biologiques comme la mortalité cellulaire ou encore la maintenance. Par mortalité cellulaire, on entend

dégénérescence des fonctions vitales comme la division par exemple. Ce processus se traduit par une

mortalité prématurée des cellules c’est à dire avant leur “disparition” du chemostat emporté par le flux

sortant. On suppose alors que le temps de résidence des cellules dans le chemostat est supérieur à leur

durée de vie. Pour définir ce temps de résidence, on utilise les notions suivantes. Le taux de dilution d

est donné par le rapport Q
V où Q est le débit volumique et V le volume du chemostat. La quantité

Tres =
V

Q
= d−1

est alors appelé temps de résidence des cellules dans le chemostat. Ainsi, si Tres n’est plus négligeable

par rapport à la durée de vie moyenne des cellules, alors la mortalité cellulaire doit être prise en compte.

Cette proportion sera quantifiée par un taux de mortalité 0 < m < 1 que l’on supposera constant

dans un premier temps mais qui pourrait aussi dépendre du substrat présent dans le chemostat [2]. La

mortalité sera donnée par le schéma réactionnel suivant:

x
mx−→ xm mortalité

xm est la concentration de cellules mortes; sa dynamique n’est pas décrite dans le modèle. On obtient

donc le nouveau système suivant:

ẋ = µ(s)x−mx −dx

ṡ = −αµ(s)x −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

x(0) > 0, s(0) ≥ 0 (1.5)

Le comportement de ce système est le même que le précédent [2] à la différence que l’on peut observer

des oscillations amorties. Seul l’intervalle des dilutions pour lesquels la population peut exister dans le

chemostat est réduit. On peut remarquer que ce modèle est sous conservatif. En effet, soit z = αx + s

la quantité de matière considérée, alors l’équation de z est de la forme (1.4).

Le phénomène de maintenance peut être modélisé et pris en compte de plusieurs façons, comme on l’a

vu dans la définition des fonctions de croissance et de consommation. Soit on considère que plus de

substrat est consommé; on aura le modèle suivant:

ẋ = µ(s)x −dx

ṡ = −(α + Ms)µ(s)x −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

x(0) > 0, s(0) ≥ 0 (1.6)
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Soit on considère que les cellules n’absorbent pas tout le substrat pour leur croissance; on aura alors

le modèle suivant:

ẋ = (1−Mx)µ(s)x −dx

ṡ = −αµ(s)x −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

x(0) > 0, s(0) ≥ 0 (1.7)

Le comportement de ces deux systèmes est le même que (1.1) (voir [2]). Seul l’intervalle des dilutions,

pour lesquels la population survit, est réduit et la valeur d’équilibre de la population baisse. Ces deux

modèles sont eux aussi sous conservatifs. En effet, la quantité de matière considérée z = αx + s vérifie

dans les deux cas, l’équation (1.4).

1.3 Conclusion

Ce type de modèle a l’avantage d’être intuitif et de donner une bonne idée de la dynamique de la

biomasse totale, tout en considérant des phénomènes autres que la croissance (respiration, mortalité).

Mais leur comportement mathématique est assez simple et n’explique pas certains phénomènes d’os-

cillations entretenues, observées en biologie. De plus, comme toute l’information décrivant une cellule

est liée à une seule variable, d’autres processus physiologiques, comme le stockage des nutriments, ne

peuvent pas être décrits.

Structurer cette variable semble être une bonne idée pour apporter plus de précision au modèle et ainsi

permettre une meilleure représentation des différentes espèces de microorganismes.
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2. Modèles structurés de croissance

cellulaire

Dans la partie précédente, nous avons rappelé quelques éléments sur la biologie du phytoplancton, la le-

vure de bière et sur le dispositif expérimental du chemostat. Nous avons décrit le modèle mathématique

de base ainsi que ses limites. Nous allons présenter dans ce chapitre, un des sujets principaux de cette

thèse, les modèles structurés de croissance cellulaire. Après avoir défini la notion de structuration, nous

dresserons un bref état de l’art de cette manière de modéliser.

Contrairement aux approches classiques, nous chercherons par la suite à schématiser des comportements

de populations structurés par des modèles d’équations différentielles ordinaires très simples (dimension

3).

Dans la littérature, la majorité des modèles sont a-dimensionnés c’est à dire que la plupart des pa-

ramètres sont supprimés par des changements de variables [80], [64]; nous choisirons dans ce manuscrit

de garder ces paramètres: en effet, comme nos modèles sont de faible dimension, leur étude ne sera pas

vraiment plus facile par cette simplification.

Contenu du chapitre

2.1 Définitions, notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.5 Deux modèles structurés de croissance cellulaire . . . . . . . . . . . . . . 37
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2.1 Définitions, notations

Nous utilisons le vocabulaire classique de la théorie des systèmes dynamiques. On note, dans ce chapitre,

x la concentration de la population en nombre ou en masse, décrite par un système dynamique en

équations différentielles ordinaires ou en équations aux dérivées partielles.
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Grandeur structurante – On dit que p est une grandeur structurante si elle caractérise une propriété

(structurelle) de la population.

Modèle structuré – On appelle modèle structuré un système dynamique dans lequel on choisit de

décrire les variables d’état suivant une ou plusieurs grandeurs structurantes.

Exemple – Considérons un modèle de population. Si tous les individus sont représentés sous une seule variable,

nous sommes dans le cas d’un modèle agrégé. Si par contre, on choisit de décrire les individus suivant leur taille,

ou suivant leur âge, on est alors dans le cas de modèle structuré.

Les modèles structurés sont alors de 2 types, selon la nature de la grandeur structurante.

Modèles à structuration discrète – Un système dynamique est à structuration discrète si la gran-

deur structurante est représentée par un ensemble discret. Par exemple, pour un modèle de population,

la taille sera une grandeur structurante. Elle peut être représentée par l’ensemble {1,2, . . . ,n} définissant

des tailles allant de 1 à n. La population sera alors décrite par rapport à ces différentes classes de taille.

On peut alors choisir de modéliser la dynamique de ces classes de taille par des systèmes en temps

discret ou en temps continu. Supposons que x est la variable d’état que l’on souhaite structurer suivant

l’ensemble discret {1,2, . . . ,n}, on note alors x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn suivant que la variable est dans

l’état 1, ou ....n. Ces variables vérifient les systèmes suivants:

x(t + 1) = f(t,x(t))

x(0) = x0 en temps discret

dx
dt

= f(t,x(t))

x(0) = x0 en temps continu

La fonction f décrit l’évolution de chaque classe en fonction de l’état et du temps. En particulier, elle

représente les flux de matière entre les différentes classes.

Dans la littérature, pour les systèmes en temps continu, on peut citer les papiers de Hofmann dans [82]

p.409-432, de Cushing [18] et de Cazzador [14] qui décrivent une population structurée en taille par un

système d’équations différentielles ordinaires. Pour les systèmes en temps discret, on peut rapporter

les travaux de Gage, Williams et Horton [30], Smith [81], [19] et celui de Arino, Gouzé et Sciandra [3]

qui est une généralisation des précédents.

Modèles à structuration continue – Un système dynamique est à structuration continue si la

grandeur de structuration est représentée par une variable parcourant de manière continue un ensemble

de valeurs. Ce type de système se présente sous la forme d’équations aux dérivées partielles. Si x(t,p)

décrit une certaine distribution de la population, p ∈ [p0,pc] ⊂ R la grandeur structurante, un modèle

possible est le suivant:
∂x

∂t
+

∂(ν(p)x)
∂p

= −f(t,x(t,p))

où ν(p) représente le taux de croissance de la grandeur structurante. On peut distinguer deux grands

types de structuration: la structuration en espace et la structuration en une variable descriptive de la

population (âge, taille...) [64], [19].



2.2 Pourquoi des modèles structurés? 33

2.2 Pourquoi des modèles structurés?

La première justification est d’ordre théorique:

La structuration induit une plus grande richesse de comportement.

Prenons un exemple académique pour justifier notre propos. Considérons le système dynamique:
ẋ = y − z

ẏ = z

ż = −y

Les valeurs propres de ce système sont 0, ±i. D’où les solutions associées:

x(t) = k1 + k2e
it − k3e

−it

y(t) = k2e
it

z(t) = k3e
−it

On a donc une solution périodique. Considérons le système agrégé w = x + y + z:

ẇ = 0

donc w(t) = k.

Ceci illustre parfaitement le fait que l’agrégation atténue la richesse de comportement. En biologie,

les variables que l’on considère sont, en général, extrêmement difficiles à mesurer. On est alors amené

à faire des choix entre les variables faciles à mesurer et les autres pour pouvoir rendre un modèle

comparable aux données. On peut, par exemple, comme dans le modèle de Droop, choisir de mettre en

équation le quota intracellulaire que l’on sait mesurer, mais qui est l’agrégation de deux variables que

l’on ne sait pas bien mesurer; ceci peut entrâıner (comme on l’a illustré sur le cas d’école précédent)

des erreurs d’autant plus grandes que cette agrégation est importante.

La deuxième justification qui rejoint la première est d’ordre plus pratique. Le dispositif expérimental

que nous avons décrit précédemment nous fournit des données structurées que nous pouvons exploiter.

L’idée la plus naturelle semble donc de considérer des modèles structurés. De plus, on a pu observer des

oscillations (voir figure 2.2) entretenues dans un chemostat en cultivant Chlamydomonas reinhardtii [70]

et Saccharomyces cervisae [72], [76]. Ceci nous incite donc à choisir une façon de modéliser induisant

un comportement mathématique assez riche pour pouvoir valider de telles observations.

2.3 Quelle vision mathématique de la division cellulaire?

Comme on l’a vu dans le chapitre 1, on ne peut pas parler de croissance cellulaire, sans évoquer la

division cellulaire qui fait partie intégrante de son cycle de vie. Dans la littérature, la division cellulaire

en chemostat est abordée dans [64] [19] notamment. Un des domaines, où la question est plus largement

étudiée, est le domaine de la prolifération cellulaire (description des cellules cancéreuses notamment)

[4]. La description de la division cellulaire dépend de la manière de compter la population et de la

grandeur structurante que l’on choisit. Nous évoquerons deux approches différentes: une approche en

biomasse et une approche en nombre.
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Fig. 2.1 Régime transitoire Chlamydomonas reinhardtii. Taux de dilution variant de 0.023h−1

à 0.034h−1 (gauche)[70]- Régime transitoire de Saccharomyces cervisae. Taux de di-

lution constant 0.2h−1 (droite)[76].

Une approche en biomasse

L’approche en biomasse, comme son nom l’indique consiste à compter la population en masse de

cellules. C’est une variable assez classiquement utilisée en biologie. Si la grandeur structurante est la

taille, c’est la masse dans chaque classe de taille que l’on mesure. Grâce à cette approche, certains

auteurs parlent de division homogène ou non homogène suivant que l’on considère que les cellules

mères se divisent dans une seule classe de taille ou que plusieurs classes de taille peuvent se diviser. De

même, on peut parler de division symétrique ou non symétrique suivant que la taille des cellules filles

est la même ou pas, nous évoquerons à nouveau ces aspects dans l’état de l’art.

Une approche en nombre

Dans cette approche, c’est le nombre de cellule par classe qui est compté. Le dispositif de mesure n’est

pas plus compliqué que celui que nous avons décrit dans le chapitre 1. Si par exemple, la grandeur

structurante est la position dans le cycle cellulaire, la division cellulaire se produira pour une valeur

précise de cette variable; pour Pascual et Caswell [73], ce paramètre varie de 0 à 1 et c’est lorsqu’il

repasse par 0 que la division d’une cellule mère en deux cellules filles se produit. Ici, la division cellulaire

est donc modélisée par une condition aux limites. On peut de plus, modéliser le fait qu’une cellule mère

donne deux ou plusieurs cellules filles à l’intérieur même du modèle et non pas par une condition aux

limites. Cette approche, possible pour des équations différentielles ordinaires, permet donc de donner,

très simplement, une précision sur la façon dont les cellules se divisent. D’autre part, comme dans

l’approche en biomasse, on peut parler de division homogène ou non, symétrique ou non.

2.4 Un bref état de l’art

On peut citer deux types de structuration différentes: la structuration spatiale et la structuration phy-

siologique; l’approche retenue pour ces deux types de structuration est la biomasse. En effet, l’approche

en nombre n’a pas été beaucoup utilisée dans la littérature.
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2.4.1 La structuration spatiale

Ce type de structuration intervient lorsque l’on considère le chemostat non mélangé. Ainsi aussi bien

les nutriments que les organismes se répartissent dans le chemostat en fonction de l’espace. On peut

citer les travaux de Hsu et Waltman [43] qui ont étudié un système d’équations réaction-diffusion

modélisant un chemostat non mélangé dans lequel il y a compétition entre deux espèces. Ce même

système a été plus tard étudié par Wu [87] dans le cas de population structurée en taille. Pilyugin et

Waltman [74], [75] se sont intéressés à un chemostat dans lequel des particules adhèrent aux parois.

Les populations décrites vivant dans deux parties distinctes du chemostat, on peut alors considérer le

modèle en équations différentielles ordinaires comme structuré spatialement.

2.4.2 La structuration physiologique

Structuration en âge

La structuration en âge est très peu traitée [66]. En effet, la validation d’un tel modèle dans le cadre

de la croissance phytoplanctonique est très difficile; s’il est facile de déterminer l’âge d’un organisme

supérieur (poisson, animal, arbre), c’est un autre problème en ce qui concerne l’âge d’une algue.

Structuration en taille

La structuration en taille est très souvent utilisée en dynamique des populations. La plupart des

modèles en équations aux dérivées partielles sont issus d’un modèle classique de structuration en taille

[69].
∂x

∂t
+

∂x

∂a
= −µ(a)x

où a la taille de la population, µ(a) le taux de croissance de la population par rapport à a.

Comment les différents auteurs ont-ils complexifié cette équation? C’est la manière de modéliser la

division cellulaire qui rend les équations plus précises quand on parle de croissance cellulaire.

Pour les modèles à division non homogène, c’est à dire dans lequel on considère que plusieurs classes

de taille peuvent se diviser en plusieurs classes de naissance, on citera notamment les travaux de Metz

et Diekmann [64] qui considère que la division cellulaire a lieu pour des cellules dont la taille suit une

distribution de probabilité f(p).

∂x

∂t
+

∂V (a)x
∂a

= −µ(a)x− b(a)x + 2
∫ 1

a

f(p)
p

b

(
a

p

)
x

(
t,

a

p

)
dp

où a est la taille, p une variable aléatoire, V (a) vitesse de changement de taille, µ(a) taux de mortalité,

b(a) taux de cellules se divisant. Dans le cadre plus particulier du chemostat, on peut citer également

les travaux de Arino [3] qui généralise le modèle à division homogène de Gage, Williams et Horton [30]:

xt+1 = (1− d)A(st)xt

st+1 = (1− d)(st − f(st)1ltxt) + dsin

où s est le substrat présent, d la dilution et sin la quantité de substrat entrant, 1lt = (1 . . . 1) c’est à

dire 1ltxt =
∑

i x
(i)
t .

Pour les modèles à division homogène, c’est à dire qu’une seule classe de taille se divise, on peut citer les

travaux de Gage, Williams et Horton [30] qui présentent un modèle discret (en temps et en structure),
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plus tard ré-analysé par Smith [81] et Cushing [19]. La structure de tous ces modèles est identique à

celle du modèle de Arino, cité précédemment, la différence vient de la définition de la matrice A(st)

qui décrit la division notamment.

Il existe une version continue de ces modèles construite par Arino [2], où il décrit un modèle structuré

en n classes de taille, à division homogène et symétrique.

ẋ = A(s)x− dx

ṡ = −µ(s)Γtx− ds + dsin

où la matrice A(s) décrit le passage entre les différentes classes de taille et la division; elle dépend de

µ(s), le taux spécifique de croissance et de Γt = (γ1 . . . γn). Nous reviendrons en détail sur ce modèle

dans le paragraphe 2.5.2.

Toujours dans le cadre du chemostat, Cazzador [14] a lui étudié un modèle en équations différentielles

ordinaires à division homogène où il a montré l’existence d’un cycle limite. Il a choisi deux classes de

taille x1 et x2 et modélise le passage d’une classe à l’autre par un taux de transfert ki(s); de plus, il

considère que les cellules d’une classe de taille grandissent au sein de leur classe au taux µi(s) avant

de passer dans la classe supérieure .

ẋ1 = (µ1(s)− d)x1 − k1(s)x1 + k2(s)x2

ẋ2 = (µ2(s)− d)x2 + k1(s)x1 − k2(s)x2

ṡ = d(sin − s)− µ1(s)
Y1

x1 −
µ2(s)
Y2

x2

(2.1)

où s est la quantité de substrat, d le taux de dilution, sin la quantité de substrat entrant. Les constantes

Yi font que le principe de conservation de la matière n’est pas vérifié. De plus pour définir les ki, il

utilise une description assez fine de la division cellulaire dans le cas de la levure de bière.

Structuration par la position dans le cycle cellulaire

On pourra évoquer le modèle publié par Pascual et Caswell [73] pour qui la variable de structuration

n’est plus la taille mais la position dans le cycle cellulaire et où l’unité considérée est le nombre de

cellules. Le modèle en équations aux dérivées partielles proposé n’y est étudié que numériquement mais

donne des résultats intéressants.
∂x
∂t

+ s
1 + s

∂x
∂p

= −(d + b)x pour p ∈ [p0; pc]

∂x
∂t

+ ν ∂x
∂p

= −(d + b)x sinon

ds
dt

= d(sin − s)− s
1 + sxtot

s étant le substrat, xtot =
∫

p
x(t,p)dp la population totale, p le paramètre de position dans le cycle

cellulaire, b(p) le taux de croissance de cellule en fonction de la position dans le cycle, d taux de dilution,

sin le substrat entrant. Le paramètre p varie de 0 à 1, mod (1). Ainsi, p0 = 0 et 0 < pc < 1 qui est

une valeur du paramètre critique et qui définit le moment à partir duquel la croissance de la cellule est

indépendante du substrat extérieur.

On prend comme condition aux limites νx(0,t) = 2
∫

p
b(p)x(p,t)dp qui modélise le fait qu’une cellule

mère donne deux cellules filles lorsque le paramètre p passe par la valeur 1 (c’est à dire repasse par 0).

On y montre notamment l’existence de cycle limite pour certaines valeurs de paramètres. De plus, on

peut y trouver une comparaison avec le modèle de Droop en décrivant la population par rapport à une

variable supplémentaire: le quota intracellulaire. Là encore, des oscillations entretenues sont observées.
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Ce modèle a été le point de départ de notre démarche de schématisation des comportements de po-

pulations structurées. En effet, nous avons voulu, en ayant une approche en équations différentielles

ordinaires structurée suivant le cycle cellulaire, conserver le comportement produit par ce modèle.

2.5 Deux modèles structurés de croissance cellulaire

Nous allons revenir sur deux modèles structurés de croissance cellulaire qui seront cités tout au long

de cette thèse.

2.5.1 Le modèle de Droop

Quand Droop [22] étudia l’effet du facteur limitant de croissance, la vitamine B12, sur l’algue Mono-

chrysis lutheri dans une culture en chemostat, il constata que le modèle de Monod représentait assez

mal les données qu’il venait d’obtenir.

En effet, le modèle de Monod 1.1 (p.22) est une vision simplifiée de la réalité et avait été validé pour la

culture de bactéries. En particulier, ce modèle considère que la croissance et l’absorption de nutriment

se font simultanément. De plus, en mode batch (d = 0), s’il n’y a plus de substrat (s = 0) alors la

croissance des cellules s’arrête (ẋ = 0). Or, on a pu observer au cours des expériences sur l’algue

Chlamydomonas reinhardii en mode batch (voir figure 2.2) que si s = 0 alors la croissance des cellules

continue. Une hypothèse pour expliquer ce phénomène est que les cellules font des réserves qu’elles

utilisent pour grandir lorsqu’il n’y a plus de substrat extérieur.

Fig. 2.2 Culture en batch de Chlamydomonas reinhardii [70]. Les cercles vides représentent la

population x et les cercles pleins le substrat s.

Pour vérifier cette hypothèse sur Monochrysis lutheri, le modèle de Droop introduit une nouvelle

variable q, le quota intracellulaire qui représente la quantité d’élément limitant (ici, la vitamine B12) par

unité de biomasse. Ainsi si x est la biomasse, qx représente la concentration totale en élément limitant

présent dans la population cellulaire qui peut être mesurée expérimentalement: c’est en dosant les

sédiments présent dans le chemostat que l’on peut déterminer la quantité d’élément limitant présente

dans la cellule.

Le principal problème de cette variable est qu’elle ne permet pas de distinguer la quantité d’élément

limitant stockée et celle métabolisée c’est à dire constitutive de la cellule. Ainsi, le phénomène de

métabolisation ne peut pas être décrit précisément en utilisant les variables s, q, x. En basant un
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modèle sur des réactions biochimiques à la différence de l’expérience comme dans le cas présent, nous

pourrons résoudre ce problème (voir chapitre 4).

Les équations du modèle de Droop sont les suivantes:

ṡ = −ρ(s)x −ds + dsin

˙qx = ρ(s)x −d(qx)

ẋ = µ(q)x −dx

Partie biologique Partie physique

(2.2)

L’équation qx est souvent remplacé par l’équation de q qui se déduit de (2.2)

q̇ = ρ(s)− µ(q)q (2.3)

La fonction ρ(s) est une fonction de type Monod, la fonction µ(q) est une fonction croissante, positive,

bornée à partir d’une certaine valeur de q.

Ce seuil représente la valeur en dessous de laquelle la croissance de la cellule n’est pas possible. C’est

grâce aux expériences biologiques faites à l’équilibre qu’il a été validé.

Ce type de fonction de croissance n’est pas classique: c’est la encore un problème de ce modèle que

nous résoudrons dans le chapitre 4.

Hypothèses H 2.1

• ρ(0) = 0 et ρ(s) est une fonction C1 positive, croissante et bornée.

• µ(q) est une fonction C1([qm, +∞[) positive, croissante et bornée vérifiant µ(qm) = 0 (qm > 0).

Pour que ce système ait un sens biologique et soit bien posé, on prend comme conditions initiales

s(0) ≥ 0, q(0) ≥ qm et x(0) > 0.

De plus, comme nous sommes dans un cadre biologique, les variables d’états devront toujours être dans

l’ensemble Ω = {s ≥ 0,q ≥ qm,x ≥ 0}. Cet ensemble est invariant pour (2.2).

Nous donnerons quelques propriétés du modèle de Droop, démontrées par Lange et Oyarsun [56].

Hypothèse H 2.2 µ(sin) > d

Cette hypothèse assurera, quand elle est vérifiée, l’existence de l’équilibre non trivial.

Proposition 2.3

Le principe de conservation de la matière est vérifié pour ce modèle.

Preuve :

Soit z = qx+s la quantité de matière totale présente dans le chemostat; l’équation dynamique ż vérifie:

ż = −dz + dsin ⇒ lim
t→∞

z = sin

qui est bien l’équation de conservation de la matière (1.3) donnée dans le chapitre 1. �

On résumera dans la proposition suivante le comportement dynamique du modèle.

Proposition 2.4

Sous l’hypothèse (H2.2), il existe deux états d’équilibres:

• l’équilibre trivial (disparition de la culture) (0,q1,sin) qui est instable;

• l’équilibre non trivial qui est globalement asymptotiquement stable sur l’intérieur du domaine Ω.
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Preuve :

Grâce au principe de conservation de la matière, l’étude du modèle est réduit à l’étude d’un système

en deux dimension en utilisant le lemme de séparation A.1. Par le critère de Dulac A.3 et le théorème

de Poincaré Bendixson A.8, on peut conclure à la stabilité globale de l’équilibre non trivial. �

Le modèle de Droop a l’avantage d’être plus descriptif que celui de Monod. Par contre, son com-

portement mathématique ne présente qu’un comportement globalement attractif et ne permet pas

de représenter les phénomènes d’oscillations entretenues observés chez certaines espèces.

Sur le plan de la modélisation, la notion de quota n’est pas très intuitive et ne permet pas une

compréhension immédiate du modèle:

• ce quota ne permet pas de distinguer la consommation de la cellule et la façon dont elle grandit;

• la notion de seuil minimum d’azote total nécessaire à la croissance de la cellule n’est validée

qu’empiriquement et à l’équilibre; elle nécessite une hypothèse appropriée µ(qm) = 0 sur la fonction

µ, qui n’est plus une fonction classique de type Monod.

2.5.2 Un modèle structuré de croissance

Nous rapportons, ici, le modèle de Arino [2] construit en équations différentielles ordinaires en dimension

n qui décrit la croissance, le passage des cellules entre les différentes classes et un phénomène de division

homogène (seule la dernière classe de taille se divise). Ceci est représenté par le schéma suivant.

Division

Dilu
tio

n

Dilu
tio

n

Dilu
tio

n

Dilu
tio

n

n

Dilu
tio

n

1 2 i n−1

Fig. 2.3 Schéma du modèle [2].

On notera xi la biomasse des cellules dans la classe de taille i, µ(s) le taux de croissance et de division.

À la différence des modèles que nous avons présentés jusqu’à présent (Monod–Droop), ce modèle a

été construit à partir des schémas réactionnels. C’est de cette façon que nous procéderons pour la

formulation de nos modèles dans les chapitres qui suivent.

Schémas réactionnels – On représentera les phénomènes de croissance et de division par les schémas

biochimiques suivants.

γis + xi
µ(s)xi−→ (1 + γi)xi+1 pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1} croissance

γns + xn
µ(s)xn−→ (1 + γn)x1 division
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γi sont des constantes strictement positives représentant les changements d’unités entre les différentes

biomasses et le substrat.

Partie biologique – Elle se déduit grâce au même formalisme que la cinétique chimique rappelé dans

le chapitre 1. Une unité de biomasse à la concentration xi et γi de substrat à la concentration s sont

consommées par la réaction lorsque (1 + γi) unités de biomasse à la concentration xi+1 sont produites

à la vitesse µ(s)xi pour i = 1 . . . n. La formulation en équation différentielles ordinaires donne pour

tout i:
1
−γi

ṡ =
1
−1

ẋi =
1

1 + γi
ẋi+1 = µ(s)xi

Partie physique – Elle dépend uniquement du flux de matière traversant le chemostat:

ṡ = −ds + dsin

ẋi = −dxi pour tout i ∈ {1, . . . , n}

En ajoutant la partie biologique et physique, on obtient le modèle suivant:

ẋ1 = −µ(s)x1 + (1 + γn)µ(s)xn − dx1

...

ẋi = −µ(s)xi + (1 + γi−1)µ(s)xi−1 − dxi

...

ẋn = −µ(s)xn + (1 + γn−1)µ(s)xn−1 − dxn

ṡ =
n∑

i=1

−γiµ(s)xi − ds + dsin

que l’on peut écrire sous la forme compacte suivante:{
ẋ = µ(s)Ax− dx

ṡ = −µ(s)Γtx− ds + dsin

avec x ∈ Rn, A une matrice de Mn(R), Γt = (γ1 . . . γn).

On prendra comme conditions initiales xi(0) > 0 pour tout i, et s(0) ≥ 0. Nous donnerons quelques

propriétés de ce modèle. Pour plus de détails, on se rapportera aux travaux de Arino [2].

Proposition 2.5

Le système vérifie le principe de conservation de la matière.

Preuve :

Soit z = 1ltx + s la quantité de matière totale présente dans le chemostat. L’équation dynamique de z

est la suivante:

ż = −dz + dsin ⇒ lim
t→∞

z = sin

qui vérifie l’équation (1.3) donnée dans le chapitre 1. �

De plus, le comportement général du système est donné par la proposition suivante.

Proposition 2.6

Si d < µ(sin), le système admet deux équilibres:
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• Un équilibre trivial instable (0, . . . , 0, sin).

• Un équilibre non trivial globalement asymptotiquement stable.

Si d ≥ µ(sin), le système admet pour seul équilibre l’équilibre non trivial, globalement asymptotiquement

stable.

Preuve : [2]

Pour pouvoir décrire d’autres phénomènes que la croissance et la division, on peut rajouter dans le

modèle précédent un phénomène de mortalité cellulaire ainsi qu’un phénomène de maintenance.

Le phénomène de mortalité est modélisé par la perte d’une certaine quantité de biomasse à la vitesse

dépendant du substrat m(s). Cette fonction est décroissante vérifiant m(0) = mmax et lim
s→∞

m(s) = 0.

Ainsi, on ajoute à la partie biologique du système les termes suivant:

ẋi = −m(s)xi pour tout i ∈ {1, . . . , n}

Le phénomène de maintenance est caractérisé par le fait que les cellules n’utilisent pas tout le substrat

absorbé pour leur croissance; il sera modélisé par la quantité Mxi
= (1 + γi)mi avec mi < 1.

On ajoute donc à la partie biologique du modèle les termes suivant:

ẋi = −µ(s)xi + (1 + γi−1)mi−1µ(s)xi−1 pour i = 1, . . . , n mod (n)

ṡ = −µ(s)Γtx

Les modèles sont sous conservatifs; le principe de conservation de la matière n’est, en effet, plus vérifié:

la dynamique des cellules mortes et l’énergie ne sont pas décrites. Mais l’existence et la stabilité des

équilibres restent les mêmes que pour le modèle sans mortalité.

La méthodologie développée ici permet d’étudier une large classe de modèles, prenant en compte des

phénomènes divers, en s’affranchissant de la contrainte de conservation de la matière. Cependant le

comportement globalement attractif du système ne permet pas de représenter des comportements

oscillatoires.

2.6 Conclusion

Par ce bref état de l’art, les caractéristiques des systèmes modélisant le cycle cellulaire et entrâınant

une richesse de comportement sont la structuration par la position dans son cycle, la modélisation

précise de la division cellulaire et la possibilité de choisir une unité autre que la biomasse (nombre).

Le phénomène de croissance peut être lui précisé par la prise en compte de la mise en réserve de

nutriments faite par la cellule.

Ce sont ces caractéristiques que nous exploiteront dans les chapitres suivants.
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3. Modèles structurés de faible

dimension

Dans ce chapitre, nous construirons et étudierons deux types de modèles structurés en taille de dimen-

sion 3. Les 2 classes de taille définies représentent la croissance et la division de la cellule. Un premier

modèle en biomasse sera exhibé puis, pour décrire plus précisément la division cellulaire, un modèle

en nombre sera construit. Le chapitre précédent suggère que la modélisation plus précise de la division

cellulaire induit une richesse de comportement.

On ne tiendra pas compte, dans un premier temps, du phénomène de vieillissement cellulaire évoqué

dans les chapitres 1 et 2; ce sera le sujet principal de la dernière section.

Ce chapitre a fait l’objet d’une publication dans “Mathematical Modelling and Computing in Biology

and Medicine, 5th ESMTB Conference 2002” [59]. Je tiens à remercier en particulier Claude Lobry

pour ses remarques pertinentes qui ont permis l’aboutissement du modèle en nombre notamment.
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Pourquoi avoir choisi des modèles minimaux?

• Le choix de considérer deux stades d’évolution (deux classes de taille) permet de mettre en valeur

les deux étapes fondamentales dans le cycle de vie d’une cellule à savoir sa croissance et sa division.
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• De plus, ils permettent une étude mathématique assez simple à la différence des modèles en équations

aux dérivées partielles ou aux équations différentielles ordinaires de dimension élevée.

• Malgré tout, ils conservent un comportement mathématique assez riche du fait de la structuration en

taille et de la classe de systèmes bien particulière à laquelle ils appartiennent (systèmes compétitifs).

Avant d’expliciter de façon plus formelle ces deux modèles, revenons sur quelques hypothèses assez

générales et notations qui seront valables dans tout le reste du chapitre.

Hypothèses biologiques – Nous considérons un chemostat bien mélangé (homogène en espace) et

une population cellulaire soumise à un seul élément limitant.

De plus, nous étudions le cas de division homogène (la division se produit pour une seule classe de

taille) et symétrique, c’est à dire qu’une cellule mère donne deux cellules filles de taille égale. Nous

faisons l’hypothèse que toute la matière absorbée par les cellules est utilisée pour leur croissance et

leur division.

Hypothèses de modélisation – La concentration des cellules au sein de chaque classe est exprimée

selon le cas, en biomasse ou en nombre. Dans les modèles construits, la croissance et le transfert (resp.

la division et le transfert) d’une classe de taille à l’autre sont modélisés par une seule fonction: on ne

tient pas compte du phénomène de mise en réserve. Cette fonction prend différentes formes suivant

que les cellules mères ou filles se divisent ou grandissent.

Notations – Notons x2 la concentration en biomasse ou en nombre de cellules mères, x1 la concentra-

tion ou le nombre de cellules filles et s la concentration du substrat (élément limitant). Nous utilisons

les notations habituelles liées au chemostat: d la dilution, et sin la concentration de substrat entrant.

Parallèle avec le modèle en équations aux dérivées partielles de Pascual [73] – Le but des

deux modèles en équations différentielles ordinaires que nous allons construire est de “simplifier” le

modèle de Pascual en conservant la structuration suivant le cycle cellulaire et le fait qu’une cellule mère

donne deux cellules filles à un moment précis du cycle en prenant en compte le nombre de cellules.

Ainsi, mettre en évidence deux classes de taille, mère-fille, permet de rendre compte de la division

d’une cellule mère. En considérant le nombre de cellules, on peut décrire, en plus, le fait qu’une cellule

mère donne deux cellules filles. Ainsi, les caractéristiques principales du modèle de Pascual semblent

être préserver. On espère alors pouvoir démontrer l’existence d’oscillations entretenues.

3.1 Un modèle conservatif en biomasse

Pour commencer, nous nous plaçons dans le cas où l’unité considérée est la biomasse; c’est le plus

classique en général.

La division et la croissance cellulaire sont modélisées par deux fonctions différentes. On donne alors une

précision sur le phénomène de division par rapport au phénomène de croissance. Ces deux fonctions

sont des fonctions dépendant de l’élément limitant. Ces phénomènes sont schématisés par le dessin 3.1.

Comme dans la construction du modèle de Monod dans le chapitre 1, la modélisation prend en compte

deux choses: la partie biologique et la partie physique. On notera µ1(s) le taux de croissance et

µ2(s) le taux de division. Avant de préciser ces deux parties, décrivons ces phénomènes par des schémas

réactionnels.
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x1

µ1( )s
αµ1 βµ2

x2
sµ2( )

Filles Mères

Fig. 3.1 Schéma du modèle

Schémas réactionnels – On représente les phénomènes de croissance et de division par les réactions

suivantes.
αs + x1

µ1(s)x1−→ (1 + α)x2 croissance

βs + x2
µ2(s)x2−→ (1 + β)x1 division

α et β sont des constantes strictement positives.

Grâce à ces schémas, nous pouvons décrire précisément la partie biologique du modèle.

Partie biologique – Lors du phénomène de croissance, α unités de substrat et une unité de biomasse

x1 sont consommées par la réaction lorsque (1 + α) unités de biomasse x2 sont produites à la vitesse

µ1(s)x1:
1
−α

ṡ =
1
−1

ẋ1 =
1

1 + α
ẋ2 = µ1(s)x1

Lors du phénomène de division, β unités de substrat et une unité de x2 sont consommées par la réaction

lorsque (1 + β) unités de x1 sont produites à la vitesse µ2(s)x2:

1
−α

ṡ =
1
−1

ẋ1 =
1

1 + α
ẋ2 = µ2(s)x2

Partie physique – Elle dépend uniquement des flux de matière:

ẋ1 = −dx1

ẋ2 = −dx2

ṡ = −ds + dsin

En ajoutant la partie biologique et la partie physique, on obtient le modèle suivant:

ẋ1 = −µ1(s)x1 + (1 + β)µ2(s)x2 −dx1

ẋ2 = (1 + α)µ1(s)x1 − µ2(s)x2 −dx2

ṡ = −αµ1(s)x1 − βµ2(s)x2 −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

(3.1)

On prendra comme conditions initiales, pour que le système ait un sens biologique et soit bien posé,

x1(0) > 0, x2(0) > 0 et s(0) ≥ 0.

Le cadre biologique dans lequel ce modèle est construit nous conduit à faire quelques hypothèses:

Hypothèses Biologiques HB 3.1

(a) Les fonctions de croissance et de division sont différentes et de type Monod.

(b) Les variables de population x1, x2 et de substrat s sont toujours positives.
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Ces hypothèses biologiques se traduisent mathématiquement par les hypothèses suivantes.

Hypothèses H 3.2

(a) µ1 6= µ2. µi(0) = 0 et µi(s) est une fonction croissante, positive, bornée pour i = 1,2.

(b) Le domaine d’étude du système (3.1) est R3
+.

On démontrera que le domaine d’étude, imposé par la biologie est en fait un domaine invariant pour

le modèle que nous avons construit.

3.1.1 Analyse du modèle : résultats préliminaires

Avant tout chose, donnons une hypothèse supplémentaire assurant l’existence et l’unicité d’une solution

(théorème de Cauchy Lipschitz [77]).

Hypothèses H 3.3

• Les fonctions µi(s) pour i = 1,2 sont des fonctions continûment différentiables sur R+.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés du système (3.1) sur l’existence des états

d’équilibres, sur la conservativité, et l’existence d’un domaine invariant. Ensuite, nous passons à

l’analyse locale du système en utilisant des techniques classiques de linéarisation autour des points

d’équilibre.

Hypothèse H 3.4 Soit g(s) = µ1(s)µ2(s)(α + β + αβ)− (µ1(s) + µ2(s))d.

• g(sin) > d2.

Cette hypothèse, quand elle est vérifiée, permet d’assurer l’existence d’un deuxième point d’équilibre.

Proposition 3.5

Le point de lessivage (0,0,sin) est le point d’équilibre trivial du système (3.1). Sous l’hypothèse (H3.4),

le point x∗1 > 0, x∗2 > 0, s∗ > 0 sera l’équilibre non trivial du système (3.1).

Preuve :

Pour évaluer les états d’équilibre du système, on doit résoudre le système suivant:
−µ1(s)x1 + (1 + β)µ2(s)x2 − dx1 = 0

(1 + α)µ1(s)x1 − µ2(s)x2 − dx2 = 0

−αµ1(s)x1 − βµ2(s)x2 − ds + dsin = 0

(3.2)

• On vérifie facilement que le point (0,0,sin) est toujours une solution du système.

• Reste à vérifier que sous l’hypothèse (H3.4), le point x∗1 > 0, x∗2 > 0, s∗ > 0, l’équilibre non trivial,

est unique. Il est défini tel que:

x∗2 = d + µ1(s∗)
(1 + β)µ2(s∗)

x∗1 = (1 + α)µ1(s∗)
µ2(s∗) + d

x∗1

−αµ1(s∗)x∗1 − βµ2(s∗)x∗2 − ds∗ + dsin = 0

C’est à dire:

d2 + (µ1(s∗) + µ2(s∗))d− µ1(s∗)µ2(s∗)(α + β + αβ) = 0
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Soit encore en posant

f(s) = µ1(s)µ2(s)
µ1(s) + µ2(s)

h(s) = d2

(α + β + αβ)(µ1(s) + µ2(s))
+ d

α + β + αβ

on obtient que s∗ est solution de l’équation suivante:

f(s∗) = h(s∗)

Pour démontrer que cette équation a une unique solution, il suffit d’étudier les fonctions f(s) et g(s).

Nous allons prouver pour cela que:

(i) la fonction f(s) est strictement croissante sur R+ et à valeurs positives;

(ii) la fonction h(s) est strictement décroissante sur R+ et à valeurs positives;

(iii) min f(s) < max h(s) et f(sin) > minh(s);

(iv) l’équation f(s) = h(s) a une unique solution s∗ ∈]0; sin].

Démontrons (i). Avant tout, remarquons que la limite en 0 de f(s) est finie; en effet, en utilisant

l’hypothèse que µi(0) = 0 pour i = 1, 2, c’est à dire que µi(s)
0∼ kis, on a:

f(s) 0∼ k1k2s

k1 + k2
⇒ lim

s→0
f(s) = 0

De plus, les fonctions µi(s) étant à valeurs strictement positives sur R+, on aura:

f(s) > 0 pour tout s ∈ R+

Calculons à présent le numérateur de la dérivée de f(s) (suffisant pour connâıtre le signe de f ′(s)):

Num{f ′(s)} = µ′1(s)µ2(s)2 + µ′2(s)µ1(s)2 > 0 pour s ∈ R+

La fonction f(s) est bien strictement croissante et à valeurs positives sur R+.

Démontrons (ii). Avant tout, remarquons que la limite en 0 de h(s) est infinie; en effet, en utilisant

l’hypothèse que µi(0) = 0 pour tout i = 1, 2, on a:

lim
s→0

h(s) = +∞

De plus, les fonctions µi(s) étant à valeurs strictement positives sur R+, on aura:

h(s) > 0 pour tout s ∈ R+

Calculons le numérateur de la dérivée de h(s):

Num{h′(s)} = −d2(α + β + αβ)(µ′1(s) + µ′2(s)) < 0 pour s ∈ R+

La fonction h(s) est bien strictement décroissante et à valeurs positives sur R+.

Démontrons (iii). On a:

min f(s) = 0 et maxh(s) = +∞
max f(s) = f(sin) et minh(s) = h(sin)
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On a bien vérifié que min f(s) < max h(s); reste à voir que max f(s) > minh(s):

f(sin) > h(sin) ⇔ g(sin) > d2

ce qui est toujours vérifié par l’hypothèse (H3.4). On a bien démontré que min f(s) < max h(s) et

max f(s) > minh(s).

Démontrons (iv). Directement en appliquant les points (i), (ii), (iii), on obtient que l’équation:

f(s) = h(s)

a une unique solution s∗ qui est dans l’intervalle ]0; sin].

On a donc bien démontré que l’équilibre non trivial est unique: à un s∗ correspond un unique couple

x∗1, x∗2 . �

Démontrons que le système (3.1) est conservatif. Cette propriété sera utilisée par la suite pour simplifier

l’étude du comportement asymptotique du système.

Proposition 3.6

Le principe de conservation de la matière est vérifiée, et les variables d’états sont bornées.

Preuve :

• Considérons la variable z = x1 + x2 + s quantité totale de matière dans le chemostat. Son équation

dynamique vérifie (1.3); en effet, on a:

ż = −dz + dsin ⇒ z(t) = (z(0)− sin)e−dt + sin

De plus, pour des conditions initiales telles que z(0) > sin, on aura z(t) < z(0) et sinon, z(t) < sin.

Les variables sont donc bornées car z(t) est définie positive. �

Vérifions que le domaine d’étude imposé par la biologie est un domaine invariant pour le système (3.1).

Proposition 3.7

Sous les hypothèses (H3.2), le domaine d’étude fermé R3
+ est invariant pour le système (3.1).

Preuve :

• Pour démontrer l’invariance d’un tel domaine, on prouve la répulsivité ou l’invariance des faces de

l’orthant R3
+ en évaluant ẋ1, ẋ2 et ṡ en x1 = 0, x2 = 0 et s = 0.

On obtient alors:
ẋ1(x1=0) = (1 + β)µ2(s)x2 ≥ 0

ẋ2(x2=0) = (1 + α)µ1(s)x1 ≥ 0

ṡ(s=0) = dsin > 0

Ainsi, les plans de l’orthant positif sont soit répulsifs soit invariants. �

Remarque– Remarquons que U = R2
+ × [0; sin], domaine fermé, est invariant pour le système (3.1). En effet,

le calcul de ṡ en s = sin donne ṡ(s=sin) = −αµ1(sin)x1 − βµ2(sin)x2 < 0 qui permet de conclure que s = sin

n’est pas franchissable pour des conditions initiales dans U .

On choisit comme conditions initiales acceptables x1(0) > 0, x2(0) > 0 et s(0) ≥ 0. On veut aussi

vérifier que l’intérieur du domaine d’étude est invariant asymptotiquement; pour ce faire, on donne
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les directions d’instabilité et de stabilité associées au point de lessivage (0,0,sin) qui est sur une des

frontières du domaine d’étude.

Remarque– Par abus de langage, on parle ici de variété stable (resp. instable) d’un point d’équilibre pour

définir la variété stable du système linéarisé (resp. instable) en ce point. On rappelle que la variété stable ou

instable du système linéarisé autour d’un point d’équilibre est l’espace engendré par les directions propres

associées aux valeurs propres négatives ou positives de la jacobienne évaluée en ce point.

Proposition 3.8

Sous les hypothèses (H3.4), (H3.3) et (H3.2), le point d’équilibre trivial (0, 0, sin) est hyperbolique

et localement instable; sa direction d’instabilité traverse le domaine R3
+; l’intersection entre sa variété

stable, et le domaine R3
+ est réduite à la droite d’équation {x1 = 0 et x2 = 0}.

L’intérieur du domaine R3
+ est donc asymptotiquement invariant.

Preuve :

• Démontrons sous l’hypothèse (H3.4) (le point non trivial existe), l’instabilité du point de lessivage.

En évaluant la matrice jacobienne au point de lessivage (0, 0, sin) dans la base (x1,x2,s), on obtient:

Jwo =


−µ1(sin)− d (1 + β)µ2(sin) 0

(1 + α)µ1(sin) −µ2(sin)− d 0

−αµ1(sin) −βµ2(sin) −d


−d est une valeur propre triviale; les deux autres valeurs propres sont celles de la sous matrice B définie

telle que:

B =

(
−µ1(sin)− d (1 + β)µ2(sin)

(1 + α)µ1(sin) −µ2(sin)− d

)
On a, en utilisant l’hypothèse (H3.4) d’existence de l’équilibre non trivial:

tr(B) < 0

det(B) = d2 − g(sin) < 0

On en déduit que la matrice B a une valeur propre négative et une positive donc l’équilibre de lessivage

est instable. De plus, n’ayant aucune valeur propre nulle, le point de lessivage sera hyperbolique.

• Cherchons alors la direction d’instabilité du point de lessivage. Calculons alors le vecteur propre

vinst = (v1,v2,v3)t associé à la valeur propre λ1 > 0 défini tel que:

Jwovinst = λ1vinst

On doit donc résoudre le système:
(λ1 + d)v3 +αµ1(sin)v1 + βµ2(sin)v2 = 0

(−µ1(sin)− d− λ1)v1 + (1 + β)µ2(sin)v2 = 0

(1 + α)µ1(sin)v1 + (−µ2(sin)− d− λ1)v2 = 0

On obtient:

vinst =


(1 + β)µ2(sin)

µ1(sin) + d + λ1

1
−αµ1(sin)v1

λ1 + d
− βµ2(sin)

λ1 + d


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Étant en (0,0,sin) et dans la base (x1,x2,s), la direction propre engendrée par vinst traverse bien le

domaine R3
+: les deux premières coordonnées sont positives et la troisième est négative.

• Calculons les vecteurs propres associés aux valeurs propres négatives suivantes:

−d

−µ1(sin)− µ2(sin)− 2d−
√

(µ1(sin) + µ2(sin) + 2d)2 + 4(g(sin)− d2)
2 = λ2

Les calculs sont les mêmes que pour le point précédent; on obtient ainsi pour vecteur propre associé à

−d:

v−d =


0

0

1


Pour le vecteur propre associé à λ2:

vλ2 =


(1 + β)µ2(sin)

µ1(sin) + d + λ2

1
−αµ1(sin)v1

λ2 + d
− βµ2(sin)

λ2 + d


La première coordonnée est négative; en effet:

µ1(sin) + d + λ2 =
µ1(sin)− µ2(sin)−

√
(µ1(sin) + µ2(sin) + 2d)2 + 4(g(sin)− d2)

2
(3.3)

D’après l’hypothèse 3.4, g(sin)− d2 > 0 et donc:√
(µ1(sin) + µ2(sin) + 2d)2 + 4(g(sin)− d2) > µ1(sin) + µ2(sin) + 2d

Ainsi, en majorant l’équation (3.3), on trouve:

µ1(sin) + d + λ2 < −µ2(sin)− d < 0

On peut conclure que la première coordonnée est strictement négative. Le signe de la troisième coor-

donnée n’influe pas sur la variété stable engendrée par ces deux vecteurs propres v−d et vλ2 .

L’intersection entre cette variété et le domaine R3
+ est bien la droite d’équation {x1 = 0 et x2 = 0}.

• Ainsi la variété stable du point de lessivage est à l’extérieur de l’orthant positif autour de ce point.

Pour une condition initiale à l’intérieur du domaine, le point de lessivage n’est pas atteignable.

L’intérieur de R3
+ est donc asymptotiquement invariant. Pour être plus précis, on pourra consulter

le théorème de Butler et Mac Gehee 3.10 donné p.52, qui assure que le point de lessivage ne peut pas

être dans l’ensemble limite d’un point de l’intérieur de R3
+. �

Remarque– Si l’hypothèse (H3.4) n’est pas vérifiée (le point non trivial n’existe pas), alors (0, 0, sin) sera

localement stable. En reprenant le calcul de la jacobienne en (0,0,sin), on a:

−d valeur propre trivial de Jwo, tr(B) < 0 et det(B) = d2 − g(sin) > 0 (H3.4) n’est pas vérifiée

Ainsi les trois valeurs propres de Jwo sont négatives et on peut conclure que l’équilibre de lessivage si le point

non trivial n’existe pas est localement stable.
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En d’autres termes, la seule possibilité pour atteindre l’équilibre de lessivage est que le

système soit initialisé sur la variété stable de ce point c’est à dire sur la droite d’équation

{x1 = 0, x2 = 0}. Ainsi, on peut conclure que l’intérieur de l’ensemble R3
+ sera invariant

(voir Butler MacGehee p.52).

En utilisant le changement de variable x2, s, z = x1 + x2 + s, on écrit le système (3.1) sous la forme:
ẋ2 = (1 + α)µ1(s)(z − s− x2)− µ2(s)x2 − dx2 = f1(x2,s,z)

ṡ = −αµ1(s)(z − s− x2)− βµ2(s)x2 − ds + dsin = f2(x2,s,z)

ż = −dz + dsin = f3(z)

(3.4)

Proposition 3.9

Sous les hypothèses (H3.4), (H3.2) et (H3.3), le point non trivial sera localement asymptotiquement

stable.

Preuve :

On utilise les techniques classiques de linéarisation autour du point d’équilibre non trivial (x∗2,s
∗,sin).

Le calcul de la jacobienne en ce point donne (on notera µi(s∗) = µi et µ′i(s
∗) = µ′i pour alléger

l’écriture):

J∗ =


−(1 + α)µ1 − µ2 − d −(1 + α)µ1 + (1 + α)µ′1(sin − s∗ − x∗2)− µ′2x

∗
2 (1 + α)µ1

αµ1 − βµ2 αµ1 − αµ′1(sin − s∗ − x∗2)− βµ′2x
∗
2 − d −αµ1

0 0 −d


−d < 0 est une valeur propre trivial de la matrice J∗; les deux autres valeurs propres sont associées à

la sous matrice C:

C =

(
−(1 + α)µ1 − µ2 − d −(1 + α)µ1 + (1 + α)µ′1(sin − s∗ − x∗2)− µ′2x

∗
2

αµ1 − βµ2 αµ1 − αµ′1(sin − s∗ − x∗2)− βµ′2x
∗
2 − d

)

On a:

tr(C ) < 0

En utilisant la définition de (x∗2,s
∗) :

(1 + α)µ1(−αµ1 + βµ2) = (d− αµ1)(d + (1 + α)µ1 + µ2)

on obtient comme expression du déterminant:

det(C ) = (

a︷ ︸︸ ︷
(1 + α)µ1 +

a′︷ ︸︸ ︷
µ2 + d)(

a1︷ ︸︸ ︷
αµ′1(sin − s∗ − x∗2) +

a′1︷ ︸︸ ︷
βµ′2x

∗
2)

+(−αµ1︸ ︷︷ ︸
b

+ βµ2︸︷︷︸
b′

)((1 + α)µ′1(sin − s∗ − x∗2)︸ ︷︷ ︸
b1

−µ′2x
∗
2︸ ︷︷ ︸

b′1

)

qui s’écrit encore en ajoutant les termes aa1, bb1, a′a′1et b′b′1:

det(C ) = 0︸︷︷︸
aa1+bb1

+ βdµ′2x
∗
2︸ ︷︷ ︸

a′a′1+b′b′1

> 0



52 Modèles structurés de faible dimension

On vient de démontrer que C a deux valeurs propres négatives donc le point d’équilibre non trivial s’il

existe est localement asymptotiquement stable. �

Sous l’hypothèse (H3.4), il existe deux états d’équilibre pour le système (3.1): l’équilibre de lessivage

et l’équilibre non trivial. Le premier est localement instable, le deuxième est localement stable. Si

cette hypothèse n’est pas vérifiée, alors il existe un unique point d’équilibre: le point de lessivage

qui sera localement stable.

3.1.2 Analyse du modèle : résultats principaux de convergence

Nous nous intéresserons dans cette section au comportement asymptotique du système (3.1).

L’étude locale du paragraphe précédent suggère que si l’hypothèse (H3.4) est vraie alors le système

converge vers l’équilibre non trivial; si cette hypothèse n’est plus vérifiée, alors le point de lessivage est

globalement asymptotiquement stable.

Avant tout, commençons par donner quelques propriétés supplémentaires sur ce système en utilisant

le théorème de Butler-McGehee (voir [80]).

Théorème 3.10 Soit le système

ẏ = f(y) y ∈ Rn et y(0) = x (3.5)

Supposons que P est un point d’équilibre hyperbolique de (3.5) qui est dans ω(x), l’ensemble ω−limite de

γ+(x) (orbite positive issue de x), mais qui n’est pas l’ensemble ω−limite entier (P n’est pas localement

stable). Alors, ω(x) (différent de P ) a une intersection non triviale avec les variétés stable et instable

de P .

Pour la plupart des systèmes que nous étudierons, les frontières du cône positif sont des ensembles

invariants et il y a un seul point d’équilibre sur les bords. Un point d’équilibre P sur les bords du

domaine dont la variété stable est contenue dans les frontières ne pourra pas être dans l’ensemble

ω−limite d’un point appartenant à l’intérieur du cône positif.

En effet, l’ensemble ω−limite ne peut pas être égal à P car les points initiaux n’appartiennent pas à la

variété stable de P . Si l’ensemble limite contient P alors par le théorème de Butler-McGehee, il doit

aussi contenir un point de la variété stable de P distinct de P ; ainsi, il doit contenir la fermeture de

l’orbite complète issue de ce point car un ensemble ω−limite est fermé et invariant. Or ceci conduit

à une contradiction, car les orbites dans la variété stable de P sont soient non bornées soient leurs

ensembles limites contiennent des points sources.

Or dans notre cas, on sait que les solutions sont bornées et qu’il n’y a qu’un seul équilibre sur le bord.

Donc ce point ne peut pas être dans un ensemble ω−limite d’une condition initiale à l’intérieur du

domaine.

Ainsi, notre stratégie pour démontrer que le système (3.1) tend vers l’équilibre non trivial consiste en

plusieurs points:

• Considérer le système réduit en dimension 2 en utilisant le principe de conservation de la matière.

• Appliquer le théorème de Poincaré-Bendixson: éliminer la possible existence d’un cycle limite (critère

de Bendixson), prouver que seul le point d’équilibre non trivial peut appartenir à l’ensemble ω−limite
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d’une condition initiale à l’intérieur du domaine z = sin (Butler-McGehee), enfin éliminer la possibilité

de châınes d’équilibres ou d’orbites homoclines (stabilité locale).

• Conclure à la stabilité globale du point non trivial sur l’intérieur de ce domaine.

On considère donc le système (3.4) équivalent au système (3.1) pour faire notre étude.

Proposition 3.11

Si l’hypothèse (H3.4) est vérifiée, l’équilibre non trivial est globalement asymptotiquement stable sur

l’intérieur du domaine R3
+.

Preuve :

• L’équation ż = −dz + dsin est globalement stable et les variables d’états sont bornées d’après la

proposition 3.6.

• Considérons la restriction du système (3.1) en dimension 2 sur le plan z = sin défini par:{
ẋ2 = (1 + α)µ1(s)(sin − s− x2)− µ2(s)x2 − dx2 = f1(x2,s)

ṡ = −αµ1(s)(sin − s− x2)− βµ2(s)x2 − ds + dsin = f2(x2,s)
(3.6)

• D’après le théorème de Poincaré-Bendixson, dans le plan z = sin qui est un fermé, l’ensemble

ω−limite de (x2(0),s(0)) contient soit (i) un point d’équilibre soit (ii) une orbite fermée soit (iii) un

point d’équilibre et une orbite homocline de ce point ou une châıne de points d’équilibres.

Démontrons que le point (ii) ne peut pas se produire. L’étude du signe de la trace de la

jacobienne de ce système permettra de conclure:

J =

(
−(1 + α)µ1(s)− µ2(s)− d −(1 + α)µ1(s) + (1 + α)µ′1(s)(sin − s− x2)− µ′2(s)x2

αµ1(s)− βµ2(s) αµ1(s)− αµ′1(s)(sin − s− x2)− βµ′2(s)x2 − d

)

Comme la trace de cette matrice est négative dans le plan z = sin (sin − s− x2 > 0) et ne change pas

de signe dans ce domaine, on peut conclure, en utilisant le critère de Bendixson (voir Annexe A), qu’il

n’y a pas d’orbite fermée pour ce système.

Démontrons le point (i). Supposons que l’ensemble ω−limite de (x2(0),s(0)) contient le point de

lessivage (0,sin), alors d’après le théorème de Butler-McGehee 3.10, comme ce point est hyperbolique

et localement instable (proposition 3.8), l’ensemble limite ne peut être réduit à ce point et doit avoir

une intersection non triviale avec la variété stable et instable de ce point.

Or d’après la proposition 3.8, l’intersection entre la variété stable et R3
+ est la droite d’équation x1 = 0

et x2 = 0. C’est à dire que l’intersection entre cette droite et le plan z = sin est réduite au point de

lessivage (0,sin) donc la variété stable du point d’équilibre est le point lui même d’où la contradiction.

Ainsi, l’ensemble ω−limite de (x2(0),s(0)) ne peut contenir que le point d’équilibre non trivial.

Démontrons que le point (iii) ne peut pas se produire. Comme le point d’équilibre non trivial

est localement stable, il n’existe pas de châıne possible entre les deux équilibres. De plus, le (x∗2,s
∗)

étant localement stable d’après la proposition 3.9, il n’existe pas d’orbite homocline issue de ce point.

Ainsi, l’ensemble ω−limite de (x2(0),s(0)) est réduit à (x∗2,s
∗). On a montré que (x∗2,s

∗) est globalement

attractif et comme il est localement stable, on peut conclure qu’il est globalement asymptotiquement

stable dans le plan z = sin.
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• En utilisant le lemme de séparation A.1 (voir Annexe A), on peut conclure que le point (x∗1,x
∗
2,s

∗)

est globalement asymptotiquement stable pour le système (3.1) sur l’intérieur du domaine R3
+. �

Remarque– Si l’hypothèse (H3.4) n’est pas vérifiée, on démontrerai que l’équilibre de lessivage est globalement

stable. En effet, après réduction du système sur le plan z = sin, le critère de Bendixson et le théorème de

Poincaré Bendixson s’appliquent encore. Comme il n’y a plus qu’un unique point d’équilibre localement stable

dans ce plan, la conclusion est immédiate: l’ensemble ω−limite d’une condition initiale dans le domaine d’étude

est réduit à ce point.

Sous l’hypothèse (H3.4), deux points d’équilibres existent: l’équilibre de lessivage qui est instable

et le point non trivial qui est globalement asymptotiquement stable. Si cette hypothèse n’est plus

vraie, alors le point de lessivage sera globalement asymptotiquement stable.

3.1.3 Analyse en simulations

On simule le modèle en dimension 3. On choisit des fonctions de Monod pour les deux taux de croissance

différents à savoir µ1(s) = s
1 + s , µ2(s) = 1.2s

1 + s et on prend α = 1 et β = 2. Pour trois conditions

initiales différentes, le système converge globalement vers l’équilibre non trivial.
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Fig. 3.2 Simulation du modèle en dimension 3.

3.1.4 Conclusion

Le modèle que nous venons de construire met en évidence une structuration par le cycle cellulaire

en prenant en compte deux classes de taille, les cellules filles et les cellules mères et de distinguer la

division cellulaire de la croissance.

Malgré tout, on perd la richesse de comportement que le modèle de Pascual avait. En effet, l’unité

considérée est la biomasse de chaque classe à la différence du modèle de Pascual qui considère le

nombre de cellules et ainsi permet de modéliser la division d’une cellule mère en deux cellules filles.

Ce changement d’unité sera l’objet de paragraphe suivant.
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3.2 Un modèle non conservatif en nombre

Nous nous plaçons désormais dans le cas où l’unité considérée est le nombre; l’avantage de cette

approche est de pouvoir préciser le phénomène de division cellulaire.

La croissance cellulaire est modélisée par une fonction de croissance dépendant du substrat; la division

cellulaire est donnée par une constante indépendante du substrat: on représente ainsi la proportion

de cellules mères à se diviser. On suppose que la fonction de consommation de substrat est différente

de la fonction de croissance des cellules. Cette hypothèse est très proche du phénomène de mainte-

nance. En effet, on suppose que l’énergie dépensée pour grandir n’est pas la même que celle dépensée

pour se nourrir. Ainsi, par le choix de l’approche en nombre et ne décrivant pas tous les états de la

cellule (l’énergie notamment), la formulation du modèle est non conservative. Ces phénomènes sont

schématisés par le dessin 3.3.

g(s)

x2x1

ν( )

ν( )s

s ν( )sFilles Mères

k

Fig. 3.3 Schéma du modèle

Comme dans la construction des modèles précédents, la modélisation prend en compte deux choses: la

partie biologique et la partie physique. On notera g(s) le taux de croissance, k le taux de division,

et ν(s) le taux de consommation de substrat par la population de cellule totale (mère et fille).

Schémas réactionnels – On représente les phénomènes de croissance de division et de consommation

de substrat par les schémas suivant.

x1
g(s)x1−→ x2 croissance

x2
kx2−→ 2x1 division

s + x1
ν(s)x1−→ x1, s + x2

ν(s)x2−→ x2 consommation

À la différence des schémas en biomasse, il n’y a pas de coefficients supplémentaires. Le changement

d’unité entre la concentration du substrat et le nombre de cellules est contenu dans la fonction ν(s).

Grâce à ces schémas, nous pouvons décrire précisément la partie biologique du modèle.

Partie biologique – Pour le phénomène de croissance, une cellule x1 disparâıt lorsque une cellule x2

est produite à la vitesse g(s)x1.
1
−1

ẋ1 =
1
1
ẋ2 = g(s)x1

Pour le phénomène de division, une cellule x2 disparâıt lorsque deux cellules x1 sont produites à la

vitesse kx2.
1
−1

ẋ2 =
1
2
ẋ1 = kx2

Pour le phénomène de consommation, une unité de substrat et une unité de x1 sont consommées par

la réaction lorsque une unité de x1 est produite à la vitesse ν(s)x1; de même, une unité de substrat



56 Modèles structurés de faible dimension

et une unité de x2 sont consommées par la réaction lorsqu’une unité de x2 est produite à la vitesse

ν(s)x2.
1
−1

ṡ =
1

1− 1
ẋ1 = ν(s)x1

1
−1

ṡ =
1

1− 1
ẋ2 = ν(s)x2

Partie physique – Elle dépend uniquement des flux de matière:

ẋ1 = −dx1

ẋ2 = −dx2

ṡ = −ds + dsin

En ajoutant la partie physique et biologique, on obtient le modèle suivant:

ẋ1 = −g(s)x1 + 2kx2 −dx1

ẋ2 = g(s)x1 − kx2 −dx2

ṡ = −ν(s)(x1 + x2) −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

(3.7)

On choisit comme conditions initiales, pour que le système ait un sens et soit bien posé, x1(0) > 0,

x2(0) > 0 et s ≥ 0.

Comme dans la partie précédente, le cadre biologique dans lequel sont construits ces modèles nous

conduit à quelques hypothèses:

Hypothèses Biologiques HB 3.12

(a) En mode batch, la vitesse de croissance d’une cellule est toujours positive.

(b) Plus le substrat est important, plus la cellule grandit.

(c) Dans un certain intervalle de substrat, la croissance de la cellule est très importante.

(d) Une cellule ne crôıt pas plus qu’une certaine quantité.

(e) Il n’y a pas de croissance de la population s’il n’y a pas de substrat.

(f) La fonction de consommation est de type Monod.

(g) Les variables de nombre de cellules x1, x2 et de substrat s sont toujours positives.

Ces hypothèses se traduisent mathématiquement par les hypothèses suivantes.

Hypothèses H 3.13

(a) g(s) ≥ 0.

(b) g(s) est strictement croissante.

(c) g′(s) � 0 pour s ≤ s ≤ s.

(d) g(s) est bornée.

(e) g(0) = 0.

(f) ν(0) = 0, ν(s) est une fonction bornée, positive, croissante.

(g) Le domaine d’étude du système (3.7) est R3
+.

On démontrera, comme dans le paragraphe précédent, que ce domaine d’étude imposé par la biologie

du système est invariant par le flot du modèle construit.

Notons que le point (c) de ces hypothèses biologiques est spécifique d’une certaine classe de cellules.

Notamment, c’est un phénomène que l’on a observé pour les levures de bière; en effet, le changement
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Fig. 3.4 Type de fonction de croissance g(s).

entre le stade bourgeonné et non bourgeonné (qui correspond au passage du stade fille au stade mère,

donc au phénomène de croissance) est très brutal: c’est à partir d’un certain seuil de substrat qu’il se

fait [72], [76].

On suppose donc que la fonction g est de forme sigmöıdale, suffisamment raide pour un certain seuil.

Par exemple, on peut choisir g(s) = sa

1 + sa avec a > 1.

3.2.1 Analyse du modèle : résultats et théorèmes préliminaires

Hypothèses H 3.14

• Les fonctions g(s) et ν(s) sont des fonctions continûment différentiables sur R+.

• s < s∗ < s.

Le premier point assure l’existence et l’unicité de la solution; le deuxième point permet d’obtenir

g′(s∗) � 0 qui est une donnée importante dans l’étude du comportement asymptotique du système

(3.7).

Nous procédons comme pour le modèle (3.1). Nous donnons quelques propriétés sur l’existence des

équilibres et d’un domaine invariant, puis sur la bornitude des variables. Nous passons, ensuite, à

l’étude de stabilité locale des points stationnaires.

Hypothèses H 3.15

(i) k − d > 0.

(ii) d(k + d)
k − d

< g(sin).

Proposition 3.16

Il existe le point d’équilibre de lessivage (0,0,sin). Sous l’hypothèse (H3.15), le système admet un

deuxième point d’équilibre: x∗1 > 0, x∗2 > 0, s∗ > 0 l’équilibre non trivial.

Preuve :

Pour évaluer les états d’équilibre du système, on doit résoudre le système suivant:
−g(s)x1 + 2kx2 − dx1 = 0

g(s)x1 − kx2 − dx2 = 0

−ν(s)(x1 + x2)− ds + dsin = 0

(3.8)
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• On vérifie facilement que (0,0,sin) équilibre trivial est toujours une solution du système.

• Reste à voir que x∗1 > 0, x∗2 > 0, s∗ > 0 l’équilibre non trivial du système existe et est unique. En

effet, il est défini par:

x∗2 = g(s∗) + d
2k

x∗1 = g(s∗)
k + d

x∗1

−ν(s∗)(x∗1 + x∗2)− ds∗ + dsin = 0

C’est à dire:

g(s∗) =
d(k + d)
k − d

qui admet une unique solution en utilisant l’hypothèse (H3.15) et le fait que g soit strictement crois-

sante.

Remarquons que g(sin) > g(s∗), et comme g est strictement croissante, on peut dire que sin > s∗. �

Vérifions que le domaine d’étude imposé par la biologie est en fait un domaine invariant pour le système

(3.7).

Proposition 3.17

Sous les hypothèses (H3.13), le domaine d’étude fermé R3
+ est invariant pour le système (3.7).

Preuve :

• Comme dans la proposition 3.7, on prouve la répulsivité ou l’invariance des frontières de R3
+ en

évaluant ẋi en xi = 0 pour i = 1,2, et ṡ en s = 0. On obtient:

ẋ1(x1=0) = 2kx2 ≥ 0

ẋ2(x2=0) = g(s)x1 ≥ 0

ṡ(s=0) = dsin > 0

Ainsi on ne peut que rester sur les frontières de l’orthant positif ou s’en écarter. �

Remarque– Le sous ensemble U = R2
+ × [0,sin] est invariant pour le système (3.7). En effet, en calculant ṡ

en sin, on a: ṡ(s=sin) = −ν(sin)(x1 + x2) < 0 qui rend le plan s = sin infranchissable pour toutes conditions

initiales de U .

Démontrons que les variables d’états sont bornées. En effet, comme l’unité est le nombre de cellules

par classe de taille et que l’on ne décrit pas tous les états de la matière, notamment l’énergie dépensée

pour la croissance et la consommation de la cellule, on ne peut pas espérer avoir une formulation

conservative de ce modèle.

Proposition 3.18 Soit c > 0 vérifiant: pour tout s ≥ 0, c >
g(s)
ν(s) . Soit V = x1 + 2x2 + cs fonction

définie positive. Alors V et donc les variables d’états sont bornées sur R3
+.

Preuve :

Vérifions que sur R3
+, V est bornée. En effet, en utilisant le fait que c >

g(s)
ν(s) :

V̇ = −dV + (g(s)− cν(s))x1 − ν(s)x2 + dsin < −dV + dsin

C’est à dire

V (t) < (V (0)− sin)e−dt + sin
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Soit, pour V (0) > sin, V (t) < V (0) et pour V (0) ≥ sin, V (t) ≤ sin. Les variables x1, x2, s sont donc

bornées sur R3
+. �

Remarque– L’existence de la constante strictement positive c est toujours assurée même au voisinage de 0.

En effet, d’après le type de fonctions de g(s) et ν(s) (sigmöıdale et de type Monod), on peut remarquer qu’au

voisinage de 0, g(s) ∼ ksa et ν(s) ∼ k′s avec k > 0, k′ > 0, a > 1. Ainsi, le rapport
g(s)
ν(s)

existe sur R+ entier

et peut être majoré.

Ici, la notion de sous conservativité ne peut pas être vérifiée: la quantité totale de matière considérée est

difficile à obtenir. En effet, le changement d’unité entre le substrat et la population n’est pas immédiat:

on sait qu’il est contenu dans la fonction ν(s) mais on en n’a pas donné une forme bien explicite.

Comme pour les modèles précédents, on a choisit des conditions initiales x1(0) > 0 , x2(0) > 0 et s(0) ≥
0; on veut aussi vérifier que l’intérieur du domaine d’étude est invariant même asymptotiquement. Pour

ce faire, on calculera la direction d’instabilité (vecteur propre associé à la valeur propre positive) et

la variété stable (engendrée par les vecteurs propres associés aux deux valeurs propres négatives) du

point de lessivage lorsque deux équilibres existent.

Proposition 3.19

Sous l’hypothèse (H3.13), le point de lessivage (0,0,sin) est hyperbolique et localement instable; la direc-

tion d’instabilité traverse le domaine invariant R3
+, l’intersection entre la variété stable et le domaine

R3
+ est réduite à la droite d’équation {x1 = 0 et x2 = 0}.

L’intérieur du domaine R3
+ est asymptotiquement invariant.

Preuve :

• Démontrons tout d’abord l’instabilité de ce point. Soit J la matrice jacobienne du système sur la

base (x1,x2,s):

J =


−g(s)− d 2k −g′(s)x1

g(s) −k − d g′(s)x1

−ν(s) −ν(s) −ν′(s)(x1 + x2)− d


En évaluant la matrice jacobienne au point de lessivage, on obtient:

Jwo =


−g(sin)− d 2k 0

g(sin) −k − d 0

−ν(sin) −ν(sin) −d


−d est une valeur propre triviale de la matrice; les deux autres valeurs propres sont celles de la sous

matrice A définie telle que:

A =

(
−g(sin)− d 2k

g(sin) −k − d

)
En utilisant la condition d’existence de l’équilibre non trivial (H3.15), on a:

tr(A) = −g(sin)− d − k − d < 0

det(A) = g(sin)(−k + d) + d(d + k) < 0

On en déduit que A possède une valeur propre positive et une négative. C’est cette valeur propre

positive qui prouve l’instabilité du point de lessivage. De plus, toutes ces valeurs propres étant non

nulles, le point d’équilibre sera hyperbolique.
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• Vérifions que la direction d’instabilité du point de lessivage traverse le domaine. Calculons le vecteur

propre vinst = (v1,v2,v3)t, associé à la valeur propre positive λ1, défini tel que:

Jwovinst = λ1vinst

On doit donc résoudre le système:
(λ1 + d)v3 +ν(sin)v1 + ν(sin)v2 = 0

g(sin)v1 + (−k − d− λ1)v2 = 0

(−g(sin)− d− λ1)v1 + 2kv2 = 0

On obtient:

vinst =


k + d + λ1

g(sin)
1

− ν(sin)
d + λ1

(v1 + 1)


Étant en (0,0,sin) et sur la base (x1,x2,s), la direction propre engendrée par vinst traverse bien le

domaine car les deux premières coordonnées sont positives la troisième est négative.

• La variété stable est engendrée par les vecteurs propres associés aux valeurs propres négatives:

−d

−(g(sin) + 2d + k)−
√

∆
2 = λ2

Avec ∆ = (g(sin)+2d+k)2 +4(g(sin)(k−d)−d(d+k)). Remarquons que comme l’hypothèse (H3.15)

est vérifiée, λ2 est inférieur strictement à −(g(sin) + 2d + k).

En reprenant les calculs précédents, v−d vecteur propre associé à −d est défini par:

v−d =


0

0

1


Le vecteur propre vλ2 associé à la valeur propre λ2 est défini par:

vλ2 =


k − g(sin)−

√
∆

2g(sin)
1

ν(sin)(k + g(sin)−
√

∆)
g(sin)(g(sin + k +

√
∆)


Or k− g(sin)−

√
∆ < −2g(sin − 2d < 0 et k + g(sin)−

√
∆ < −2d < 0 en utilisant l’expression de ∆.

On peut donc conclure que l’intersection entre le domaine R3
+ et la variété stable est la droite d’équation

x1 = 0 et x2 = 0.

• On utilise les mêmes arguments que la preuve de la proposition 3.8. La variété stable du point de

lessivage est à l’extérieur de l’orthant positif.

Donc, l’intérieur du domaine est asymptotiquement invariant. Pour être plus précis, on applique le

théorème de Bulter et Mac Gehee 3.10 qui assure que le point de lessivage ne peut pas être dans

l’ensemble limite d’un point à l’intérieur de R3
+. �
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Remarque– Si l’hypothèse (H3.15) n’est pas vérifiée, en reprenant les calculs de la jacobienne, on a:

−d est une valeur propre trivial de Jwo

tr(B) < 0

det(B) > 0 car (H3.15) n’est pas vérifiée

Ainsi, Jwo admet trois valeurs propres négatives et le point de lessivage est localement stable.

En d’autres termes, l’intérieur du domaine R3
+ est invariant même asymptotiquement; en

effet, la seule façon d’atteindre l’équilibre de lessivage sur la frontière du domaine est que le

système soit initialisé sur sa variété stable c’est à dire sur la droite {x1 = 0 et x2 = 0} (voir

Butler MacGehee 3.10).

Pour étudier les propriétés de l’équilibre non trivial quand il existe, on utilise le changement de variables

z = x1 + x2, u = x1
x1 + x2

, s = s valable sur D = R2∗
+ × R+.

On obtient le nouveau système suivant:
ż = k(1− u)z − dz

u̇ = −g(s)u + k(1− u)(2− u)

ṡ = −ν(s)z − ds + dsin

(3.9)

avec la matrice jacobienne associée:

J =


k(1− u)− d −kz 0

0 −g(s)− k − 2k(1− u) −g′(s)u

−ν(s) 0 −ν′(s)z − d


Ce nouveau système est compétitif (voir Annexe B) car tous les éléments hors diagonaux de J sont

négatifs.

Proposition 3.20

Sous l’hypothèse (H3.14), l’équilibre non trivial (z∗,u∗,s∗) est localement instable et la variété stable

de ce point est de dimension 1.

Preuve :

Soit J∗ la matrice jacobienne associée à (z∗,u∗,s∗) vérifiant notamment k(1− u∗) = d:

J∗ =


0 −kz∗ 0

0 −g(s∗)− k − 2d −g′(s∗)u∗

−ν(s∗) 0 −ν′(s∗)z∗ − d


Pour trouver le nombre de valeurs propres positives, nous allons appliquer le critère de Routh, qui

permet de connâıtre ce nombre (voir [39], Annexe A).

La première colonne du tableau de Routh est donnée par 1, a1 = −tr(J ∗), a1a2 − a3
a1

avec a2 la somme

des mineurs principaux 2 × 2 de J∗ , a3 = −det(J ∗). Le nombre de changement de signes entre ces

quatre éléments est égal au nombre de valeurs propres à partie réelle positive.

a1, a2, a3 sont définis tels que:

a1 = g(s∗) + k + 2d + ν′(s∗)z∗ + d > 0

a2 = (g(s∗) + k + 2d)(ν′(s∗)z∗ + d) > 0

a3 = g′(s∗)u∗ν(s∗)kz∗ > 0
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Calculons a1a2 − a3:

(g(s∗) + k + 2d + ν′(s∗)z∗ + d)(g(s∗) + k + 2d)(ν′(s∗)z∗ + d)︸ ︷︷ ︸
>0

−g′(s∗)u∗ν(s∗)kz∗︸ ︷︷ ︸
<0

En utilisant l’hypothèse (H3.14), comme g′(s∗) est très grand, on peut conclure que a1a2 − a3 sera

négatif.

Ainsi on peut compter deux changements de signe dans le tableau, on aura donc deux valeurs propres

à partie réelle positive c’est à dire que la variété stable de (z∗,u∗,s∗) est de dimension 1. �

Remarque–Si on voulait être plus précis, on pourrait calculer explicitement l’intervalle de dilutions pour lequel

a1a2 − a3 est négative (équation de degré 3 en d à résoudre).

Si l’hypothèse (H3.15) est vérifiée, deux équilibres existent pour le système (3.7): l’équilibre de

lessivage qui est localement instable et l’équilibre non trivial qui est localement instable si (H3.14)

est vraie et localement stable sinon. Si (H3.15) n’est pas vérifiée, l’équilibre de lessivage existe et

est unique; de plus, il est localement stable.

3.2.2 Analyse du modèle: résultats principaux de convergence

Les résultats du paragraphe précédent suggèrent qu’il existe un cycle limite non trivial stable si les

deux équilibres existent. En effet, l’existence de deux états d’équilibres localement instables met sur la

piste de l’existence d’une orbite périodique.

Notre stratégie pour démontrer l’existence d’une orbite périodique non triviale consiste tout d’abord

à restreindre notre étude au domaine ouvert D = R2+∗ × [0; sin[, qui est un domaine positivement

invariant pour le système (3.7) d’après la proposition 3.19.

De plus, on élimine la possibilité que le point de lessivage appartienne à l’ensemble ω−limite d’un

point de D par le théorème de Butler-McGehee 3.10. Supposons que le point de lessivage appartienne

à l’ensemble ω− limite d’une condition initiale de D, alors, d’après le théorème 3.10, comme le point

est hyperbolique et localement instable, l’ensemble limite ne peut être réduit à ce point.

De plus, l’intersection entre cet ensemble limite et la variété stable et instable de ce point doit être non

triviale; or, la variété stable du point de lessivage d’après la proposition 3.19 est réduite à la droite

x1 = 0 et x2 = 0. Cette droite est invariante pour le système (3.7) (i.e. ẋ1 = 0 et ẋ2 = 0 sur cette

droite) et elle est contenue dans une frontière du domaine R3
+. En reprenant le raisonnement donné

pour le théorème de Butler (voir paragraphe 3.1.2), on peut conclure que le point de lessivage ne peut

pas appartenir à l’ensemble ω−limite d’un point de D. Ainsi, une orbite initialisé dans D ne pourra

pas aller sur les bords.

Notons le point (x∗1,x
∗
2,s

∗) = ξ. Pour simplifier notre étude nous utiliserons le changement de variables

z = x1 +x2, u = x1
x1 + x2

, s = s valable dans D. On obtient le système (3.9) donné dans le paragraphe

précédent.
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Nous utiliserons alors la propriété de compétitivité de ce système pour démontrer l’existence d’une

orbite périodique non triviale. Le théorème suivant, donné par Smith [79] (voir Annexe A), nous sera

très utile.

Théorème 3.21

Soit ẋ = f(x) un système compétitif dans un ensemble ouvert D ⊂ R3 et supposons que D contient

un unique point d’équilibre ξ qui est hyperbolique. Supposons de plus que la variété stable W s(ξ) est de

dimension 1 et tangente en ξ à un vecteur v � 0. Si q ∈ D\W s(ξ) et que l’orbite positive γ+(ξ) a une

fermeture compacte dans D alors l’ensemble oméga limite ω(ξ) est une orbite périodique non triviale.

On peut alors donner la proposition résumant le comportement asymptotique du système 3.7.

Proposition 3.22

Sous l’hypothèse (H3.15), une orbite périodique non triviale existe pour le système (3.9) dans D.

Preuve :

Pour démontrer cette proposition, nous vérifions les hypothèses du théorème 3.21 énoncé plus haut.

On se réfère au calcul de la jacobienne J en ξ donnée dans la proposition 3.20.

• L’équilibre ξ est hyperbolique car les valeurs propres de J∗ sont non nulles d’après la proposition

3.20.

• On rappelle que la variété stable de ξ est de dimension 1 c’est à dire que J∗ a deux valeurs propres

positives (voir preuve de la proposition 3.20).

• On démontre, de plus, que W s(ξ) est tangent en ξ selon un vecteur propre strictement positif si et

seulement si la matrice jacobienne évaluée en ξ est irréductible.

Lemme 3.23 J∗ est irréductible.

Preuve : En appliquant directement la définition donnée dans l’annexe A, J∗ = (aij) est irréductible

si pour chaque sous ensemble non vide I de N = {1,2,3}, il y a un i ∈ I et j ∈ J = N\I tel que aij 6= 0.

I et J sont définis tels que:

I = {1} J = {2,3} a12 = −kz∗ 6= 0

I = {2} J = {1,3} a23 = −g′(s∗)u∗ 6= 0

I = {3} J = {1,2} a31 = −ν(s∗) 6= 0

et
I = {1,2} J = {3} a23 = −g′(s∗)u∗ 6= 0

I = {1,3} J = {2} a12 = −kz∗ 6= 0

I = {2,3} J = {1} a31 = −ν(s∗) 6= 0

Donc J∗ est bien irréductible. �

• De plus, dans D défini précédemment un ouvert de R3, l’orbite positive issue de q ∈ D\W s(ξ) a

une fermeture compacte. En effet, en utilisant les remarques du début de paragraphe (impossibilité

d’atteindre les bords du domaine en temps infini) et la bornitude des variables, on assure que les orbites

issues de q sont bornées.

• Ainsi, toutes les hypothèses du théorème 3.21 de Smith étant vérifiées, nous avons montré l’existence

d’une orbite périodique non triviale pour le système (3.9) qui est équivalent au système (3.7). �

La dilution comme paramètre de bifurcation – Une hypothèse importante pour assurer ce

comportement est le fait que g′(s∗) soit très grand et d’après (H3.14), s < s∗ < s. Or d’après la
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définition de l’équilibre non trivial:

g(s∗) =
d(k + d)
k − d

= f(d)

où f(d) est une fonction croissante de d. C’est à dire que plus d est grand (resp. petit) et plus s∗ le

sera et risque de sortir de l’intervalle [s,s].

Ainsi, pour un taux de dilution d trop important (resp. trop faible), le cycle limite disparâıtra. On

observe alors la convergence globale du système vers l’équilibre non trivial.

Sous l’hypothèse (H3.15), deux équilibres existent: le point de lessivage est instable, le point non

trivial est instable et un cycle limite existe si (H3.14) est vraie. Notons si (H3.14) n’est plus vérifiée,

par exemple pour un taux dilution en dehors d’un certain intervalle, le cycle disparâıt.

3.2.3 Étude en simulations

On simule le modèle en nombre en choisissant k = 0.6, sin = 10, g(s) = s18

1 + s18 et ν(s) = s
1 + s ,

qui vérifient les hypothèses (H3.14) pour d = 0.01, 0.1 et 0.25. On peut effectivement observer des

oscillations et l’apparition d’un cycle limite pour d = 0.1. Pour des valeurs de dilutions plus élevées,

ce cycle limite disparâıt. En effet, une étude rapide de la fonction g(s) et de sa dérivée, dans ce cas

précis, donne s ∼ 0.9, s ∼ 1; or g(0.9) = 0.07, g(1) = 0.5 donc pour 0.07 . f(d) & 0.5, le cycle limite

disparâıt; or avec les valeurs choisies, on a f(0.01) = 0.01, f(0.1) = 0.14 et f(0.25) = 0.6. Ainsi, pour

d = 0.01 et d = 0.25, on est sûr d’observer la disparition du cycle limite.
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Fig. 3.5 Diagramme de phase du système (dilution de plus en plus forte d = 0.01, d = 0.1,

d = 0.25)

On obtient les mêmes résultats simulatoires que ceux obtenus par Pascual: plus la dilution augmente

(resp. diminue), plus le cycle limite a tendance à disparâıtre.

Remarque– Une étude similaire a été faite pour le paramètre sin: plus sin diminue, plus le cycle limite a

tendance à disparâıtre.

3.2.4 Conclusion

Le modèle que nous avons construit ici conserve la structuration par rapport au cycle cellulaire en

choisissant deux classes de taille, les cellules filles et les cellules mères.
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Grâce à l’unité considérée, le nombre de cellules par classe, on peut tenir compte du fait qu’une cellule

mère donne deux cellules filles et ainsi préciser le phénomène de division cellulaire. Le comportement

mathématique observé est le même que celui du modèle de Pascual [73](oscillations entretenues et

comportement en simulations par rapport à d et sin équivalent), ce qui était notre objectif de départ.

3.3 Prise en compte de la mortalité

On considère les deux modèles que l’on vient de construire en tenant compte du vieillissement cellulaire

défini dans le chapitre 1. L’étude de ces modèles est la même que celle faite dans les paragraphes

précédents.

3.3.1 Description des modèles

Nous nous plaçons dans le cas où le phénomène de mortalité est indépendant des conditions extérieures,

notamment du substrat présent dans l’enceinte du chemostat. Elle est modélisée par une constante

m > 0. On aurait pu, comme dans le modèle de croissance de Arino rappelé chapitre 2, considérer que

cette mortalité est une fonction décroissante dépendant du substrat.

Les deux modèles que nous décrirons rapidement, sont non conservatifs car on ne représente pas la

dynamique des cellules mortes et leur possible recyclage. Ce recyclage dans la littérature est souvent

modélisé par un phénomène de retard [7], [8].

On ajoute à la construction des modèles précédents les schémas réactionnels suivants:

x1
mx1−→ x1m mortalité des cellules filles

x2
mx2−→ x2m mortalité des cellules mères

C’est à dire pour la mortalité des cellules filles, une unité de cellule x1 est consommée par la réaction

lorsqu’une unité de cellule morte x1m est produite à la vitesse mx1:

1
−1

ẋ1 =
1
1
ẋ1m = mx1

De même pour la mortalité des cellules mères:

1
−1

ẋ2 =
1
1
ẋ2m = mx2

Ainsi on obtient le nouveau modèle en biomasse suivant:

ẋ1 = −µ1(s)x1 + (1 + β)µ2(s)x2 −mx1 −dx1

ẋ2 = (1 + α)µ1(s)x1 − µ2(s)x2 −mx2 −dx2

ṡ = −αµ1(s)x1 − βµ2(s)x2 −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

(3.10)

et le nouveau modèle en nombre suivant:

ẋ1 = −g(s)x1 + 2kx2 −mx1 −dx1

ẋ2 = g(s)x1 − kx2 −mx2 −dx2

ṡ = −ν(s)(x1 + x2) −ds + dsin

Partie biologique Partie physique

(3.11)
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3.3.2 Modèle en biomasse

Pour le modèle en biomasse, les études seront un peu différentes. En effet, le nouveau système étant non

conservatif, on ne peut plus utiliser la conservation de la matière pour réduire le système en dimension

2 et simplifier l’étude. Par contre, le modèle (3.11) sera sous conservatif.

Proposition 3.24

Le modèle (3.10) est sous conservatif et les variables d’états sont donc bornées.

Preuve :

Soit z = x1 + x2 + s la quantité de matière considérée. Son équation dynamique vérifie bien (1.4):

ż = −dz −mx1 −mx2 + dsin < −dz − dsin

C’est à dire z(t) < (z(0)− sin)e−dt + sin.

Ainsi on peut conclure que les variables d’états sont bornées. �

On ne peut avoir que des résultats locaux pour ce système, en utilisant les techniques de linéarisation

classiques.

Proposition 3.25

Si l’hypothèse (H3.4) est vérifiée (en remplaçant d par d + m), il existe deux états d’équilibres pour

le système (3.10): l’équilibre de lessivage (0,0,sin) qui est localement instable et l’équilibre non trivial

(x∗1,x
∗
2,s

∗) qui est localement stable.

Preuve : (Idées) Calcul de la jacobienne, critère de Routh et conclusion �

En considérant un faible taux de mortalité puis un taux de mortalité plus important, une étude simu-

latoire donne malgré tout des résultats de convergence globale vers l’équilibre non trivial.

3.3.3 Modèle en nombre

On peut mener des études similaires pour le modèle en nombre (3.11) en remplaçant dans les différentes

preuves d par d + m et en utilisant le même changement de variables pour rendre le système (3.11)

compétitif. Ici d étant fixé, on peut voir la mortalité m comme paramètre de bifurcation.

Proposition 3.26

Sous les hypothèses (H3.15 (en remplaçant d par d + m), il existe deux états d’équilibres: le point de

lessivage (0,0,sin) qui est localement instable et le point non trivial (x∗1,x
∗
2,s

∗) localement instable. De

plus, une orbite périodique non triviale existe pour système (3.11).

La mortalité comme paramètre de bifurcation – Comme pour le modèle (3.7), l’hypothèse

importante pour assurer l’existence d’un cycle limite est le fait que g′(s∗) est grand et que s < s∗ < s.

Or d’après la définition de l’équilibre non trivial:

g(s∗) =
(d + m)(k + d + m)

k − d−m
= f(m)

où f(m) est une fonction croissante de m. C’est à dire que plus m est grand, plus s∗ le sera et risque de

sortir de l’intervalle [s,s]. Ainsi, pour un taux de mortalité m trop important, le cycle limite disparâıtra.

On observe alors la convergence globale du système vers l’équilibre non trivial. Ce paramètre n’est

évidemment pas découplé de la valeur de d. Si d fixé trés petit, plus la mortalité augmentera et plus le

cycle limite aura tendance à apparâıtre au contraire.
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3.3.4 Simulations des modèles

On simule les deux modèles en prenant les mêmes fonctions de croissance et de consommation que

(3.1) et (3.7). On fixe la dilution à 0.05, valeur pour laquelle lorsque m = 0 dans le modèle en nombre,

on observe des oscillations.
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Fig. 3.6 Diagramme de phase du système (3.10) (mortalité faible m = 0.01,mortalité forte

m = 0.2)
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m = 0.2, m = 0.25)

3.3.5 Conclusion

Pour le modèle en biomasse, on peut espérer en prenant un taux de mortalité assez faible conserver

le même genre de comportement que le modèle (3.1) (cycle limite ou pas suivant la valeur de d).

En effet, les propriétés structurelles du modèle et les études simulatoires menées semblent conforter

cette conjecture. Le comportement du modèle en nombre est le même que le modèle (3.7); on garde la

structuration par le cycle cellulaire et la modélisation précise du phénomène de division (une cellule

mère donne deux cellules filles). On rajoute une information supplémentaire sur le comportement de

la cellule: une dégénérescence de son fonctionnement entrâınant un taux de mortalité qui ne peut plus

être négligé par rapport au taux de dilution (temps de résidence important voir p.29).
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4. Un modèle de croissance algale

dans le chemostat

Nous nous intéresserons plus particulièrement dans ce chapitre, à décrire le phénomène de croissance

d’une algue dans un chemostat. Nous construirons un modèle basé sur des réactions biochimiques à la

différence du modèle de Droop [22], [23]. En effet, comme on l’a dit dans le chapitre 2, ce modèle basé

sur l’expérience, est assez peu intuitif. D’autres auteurs se sont intéressés à une approche basée sur des

bilans d’énergies pour décrire ce phénomène de mise en réserve [37]. Ici, nous mettrons en évidence un

modèle de croissance plus “mécaniste” où les variables et les fonctions mises en jeu sont plus explicites

que celles utilisées par Droop.

Ce chapitre a été présenté lors de la conférence ALCALA03 et est accépté pour publication [60]. Je tiens

à remercier Olivier Bernard et Antoine Sciandra pour leurs réflexions et leurs remarques fructueuses

ayant permis la construction de ce modèle.
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4.1 Description du modèle

4.1.1 Bref rappels biologiques

L’azote et le carbone qui représentent la majorité du poids sec d’une cellule phytoplanctonique sont

les éléments les plus importants qui la composent. Ces deux éléments sont donc essentiels pour décrire
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une cellule de phytoplancton.

La croissance de l’algue, en effet, se fait à partir d’éléments azotés et d’éléments carbonés. Elle résulte

d’une longue châıne de processus qui commence par leur absorption, c’est à dire leur transfert à travers

la cellule membranaire. Ensuite, les nutriments azotés sont progressivement assimilés au cours de

différentes étapes d’incorporation au sein de la matière organique (phase de mise en réserve notamment)

et les nutriments carbonés sont, quant à eux, directement assimilés au sein de la matière organique: il

n’y a pas de phase de mise en réserve pour le carbone.

Ainsi, absorption et assimilation sont les deux étapes essentielles qui donnent lieu à la croissance.

On définira alors la quantité d’azote ou de carbone organique, la quantité dont la cellule grandit et

la quantité d’azote inorganique, la quantité de nutriment absorbé utilisée par la cellule pour grandir.

On parlera aussi de manière équivalente de quantité d’azote ou carbone métabolisé et d’azote non

métabolisé.

Considérer des variables en azote et en carbone permet de rendre compte de la respiration de la cellule si

on le souhaite; en effet, la respiration de la cellule correspond à une perte en carbone. Cette respiration

a lieu toute la journée mais elle est la seule activité de l’algue la nuit.

4.1.2 Le modèle de croissance

Pour rendre compte de l’évolution de l’azote et du carbone présent dans la cellule, on considère les

éléments azotés et carbonés comme limitants dans le chemostat. En effet, dans le dispositif expérimental

que l’on a décrit dans le chapitre 1, l’influence de deux éléments limitants peut être aussi mise en valeur.

Ces deux éléments ont pour concentration en entrée du chemostat cex,in et sin.

En choisissant des variables caractéristiques de ce phénomène, on veut obtenir une vision plus précise

de la croissance d’une cellule. Pour ce faire, on distingue la quantité d’élément limitant stockée (réserve)

et celle métabolisée (constitutive de la cellule); ainsi, on considère les différentes variables s, r, b, x,

cex où s est le substrat extra cellulaire (azote), r l’azote non métabolisé intracellulaire (en réserve),

b l’azote métabolisé (matière organique), x le carbone metabolisé (matière organique), cex le carbone

extra cellulaire qui n’est pas métabolisé par la cellule (pas de mise en réserve). Nous représentons ces

mécanismes par le schéma suivant.

reserve

m

m

ρ( )

µ(      )

µ(      )

r/x,I

r/x,Is

substrat
azote s

azote b

biomasse
carbone x

m

biomasse

carbone
excazote r

Fig. 4.1 Schéma des mécanismes d’une cellule de phytoplancton

Schémas réactionnels – Pour décrire les échanges entre les différentes variables et la façon dont
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elles se transforment, on définit les schémas réactionnels suivant:

s
ρ(s)x−→ r mise en réserve (4.1)

x
r(x.cex)−→ cex respiration (nuit seulement) (4.2)

αr + (1 + γ)cex
µ( r

x ,I)x
−→ αb + x + γcex croissance et respiration (jour seulement) (4.3)

r
mr−→ rm

x
mx−→ xm

b
mb−→ bm

 mortalité (4.4)

Détaillons chacun des schémas précédent.

(4.1) Le substrat extra cellulaire azoté s se transforme en azote intracellulaire non métabolisé r à une

vitesse de réaction ρ(s)x. C’est le moment où la cellule fait ses réserves pour pouvoir grandir.

(4.2) Le carbone intracellulaire métabolisé x se transforme en carbone extra cellulaire non métabolisé

cex avec une vitesse de réaction r(x,cex). On décrit par ce schéma l’activité de la cellule la nuit:

la respiration uniquement (la photosynthèse ne pouvant plus avoir lieu). Le jour, ce phénomène

ne se produit plus, c’est à dire r(x,cex) = 0.

(4.3) Un peu plus d’une unité de carbone extra cellulaire cex est utilisée pour fabriquer une unité

de carbone intracellulaire métabolisé x (croissance de la cellule); le reste γcex est rejeté par la

respiration de la cellule .

L’azote non métabolisé intracellulaire r est utilisé pour la croissance de la cellule en azote

métabolisé intracellulaire b.

Ces deux activités simultanées ont lieu le jour à la vitesse de réaction µ( r
x ,I)x. La nuit ces ac-

tivités ne se produisent plus; la cellule continue de respirer, mais avec une vitesse de réaction

différente. La nuit, on a µ( r
x ,I)x = 0.

(4.4) Les trois autres réactions correspondent à une mortalité interne de la cellule due à son vieillisse-

ment. Comme pour les modèles précédents, on ne décrira pas la dynamique des cellules mortes

rm, xm, bm.

Notons que le phénomène de respiration n’est pas modélisé de la même façon le jour et la nuit. Les

réactions (4.2) et (4.3) ne se produisent pas en même temps et pas à la même vitesse.

Partie biologique – Formalisons les schémas réactionnels sous forme d’équations différentielles or-

dinaires.

Pour la mise en réserve, une unité de substrat azoté s est consommée par la réaction lorsqu’une unité

d’azote inorganique r est produite à la vitesse ρ(s)x:

1
−1

ṡ =
1
1
ṙ = ρ(s)x

La nuit, lorsque la cellule respire, une unité de carbone organique x disparâıt lorsqu’une unité de

carbone inorganique cex est produite à la vitesse r(x,cex):

1
−1

ẋ =
1
1
ċex = r(x,cex)

Le jour, lorsque la cellule grandit et respire, (1 + γ) unités de carbone inorganique disparâıssent lors-

qu’une unité de carbone organique x est produite et γ unités de carbone inorganique cex sont rejetées
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à la vitesse µ( r
x ,I)x. De plus, α unités d’azote inorganique disparâıssent lorsque α unités d’azote

organique sont produites à la même vitesse:

1
γ − (1 + γ)

ċex =
1
1
ẋ =

1
−α

ṙ =
1
α

ḃ = µ(
r

x
,I)x

La cellule vieillit à un taux de mortalité constant m:

1
−1 ẋ = 1

1 ẋm = mx 1
−1 ḃ = 1

1 ḃm = mb 1
−1 ṙ = 1

1 ṙm = mr

Partie physique – La partie physique du modèle est due au flux de matière dans le chemostat.

Les quantités vidées par la dilution d (trop plein du chemostat) sont données dans chaque équation par

−db, −dr, −dx et −dcex . L’apport de substrat azotée inorganique et l’apport de carbone inorganique

par la dilution sont donnés par les termes dsin et dcex,in dans les équations ṡ et ċex.

On modélise aussi un phénomène physique supplémentaire, qui est la transformation du carbone at-

mosphérique c en carbone extracellulaire inorganique cex dissout dans l’eau à la vitesse q(cex). Ce

phénomène n’a pas été pris en compte dans les modèles précédents car on ne s’intéressait pas au gaz

dissout dans l’eau. On aura:

ċex = q(cex)

Notons que cette quantité peut être négative.

On obtient les deux modèles suivants en ajoutant partie physique et partie biologique:

Le jour:

ṡ = −ρ(s)x −ds + dsin

ṙ = ρ(s)x− αµ( r
x ,I)x−mr −dr

ḃ = αµ( r
x ,I)x−mb −db

ẋ = µ( r
x ,I)x−mx −dx

ċex = −µ( r
x ,I)x +q(cex)− dcex + dcex,in

Partie biologique (jour) Partie physique

La nuit:
ṡ = −ρ(s)x −ds + dsin

ṙ = ρ(s)x−mr −dr

ḃ = −mb −db

ẋ = −mx− r(x,cex) −dx

ċex = r(x,cex) +q(cex)− dcex + dcex,in

Partie biologique(nuit) Partie physique

La quantité r
x correspond aux réserves disponible de la cellule en azote par unité de biomasse carbonée.

Remarquons que la fonction µ( r
x ,I) n’est pas définie pour x = 0: ce n’est pas un problème car cette

fonction décrit l’évolution des composants intracellulaires inorganiques qui n’existe que pour x > 0.

On se place dans le cas d’un chemostat éclairé constamment. On décrit ainsi uniquement le

phénomène de croissance le jour. Ainsi on suppose que I est une constante et on note par abus µ( r
x ,I)
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par µ( r
x ). On obtient le modèle suivant:

ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin (4.5)

ṙ = ρ(s)x− αµ(
r

x
)−mr − dr (4.6)

(S) ḃ = αµ(
r

x
)x−mb− db (4.7)

ẋ = µ(
r

x
)x−mx− dx (4.8)

ċex = −µ(
r

x
)x + q(cex)− dcex + dcex,in (4.9)

On explique par les quelques remarques suivantes pourquoi les équations (4.5), (4.6) et (4.8) sont

suffisantes pour décrire le système.

Remarques sur la réduction du modèle

• Considérons la variable V = −αx + b.

V̇ = −(m + d)V

Ainsi, on peut conclure qu’asymptotiquement les variables x et b ont le même comportement.

Plus précisément, le rapport b(t)
x(t) tend vers la constante α quand t tend vers l’infini.

Expérimentalement, on observe, à l’équilibre, ce rapport constant entre la biomasse azotée et la

biomasse carbonée. Ici, cette observation est justifiée mathématiquement. De plus, en étudiant la

dynamique des deux variables, on obtiendrait des informations supplémentaires sur ce rapport.

Ces informations pourraient être utiles pour mieux comprendre le lien entre biomasse carbonée

et azotée au cours du temps.

Étant intéressé par le comportement asymptotique du système, on ne considère pas dans la suite,

la dynamique de la variable b.

• L’équation en cex n’est pas utilisée. En effet, cette variable n’intervient dans aucune autres des

équations: elle est complètement découplée du reste du système. Son étude, si on le voulait, se

ferait en utilisant celle des autres variables.

On étudie le système réduit suivant:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

ṙ = ρ(s)x− αµ( r
x )−mr − dr

ẋ = µ( r
x )x−mx− dx

(4.10)

avec comme conditions initiales s(0) ≥ 0, r(0) ≥ 0 et x(0) > 0.

Quand nous avons décrit le modèle de Droop dans le chapitre 2, nous avons remarqué que la variable

de quota intracellulaire q n’était pas très intuitive et posait de nombreux problèmes pour être justifiée.

Qu’en est il à présent avec ce nouveau modèle?

Remarques sur le quota

• Le quota défini par Droop, c’est à dire la quantité d’azote dans la cellule par unité de biomasse,

est donné avec ces nouvelles variables par q = r + b
x . En effet, en biologie, l’unité de biomasse

de référence est le plus souvent le carbone. Ainsi, le quota est régi par l’équation dynamique

suivante:

q̇ = ρ(s)− µ(q − b

x
)q
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• Comparons cette équation à celle du quota (2.3) du modèle de Droop donnée dans le chapitre

2. On rappelle que le modèle (2.2) a été construit à l’équilibre et sans phénomène de mortalité

m = 0. Le modèle (S) pris à l’équilibre et sans phénomène de mortalité nous conduit à:

µ(
r

x
) = d et

b

x
= α

d’où l’équation pour le quota

q̇ = ρ(s)− µ(q − α)q (4.11)

• On retrouve alors la fonction seuil introduite par Droop expérimentalement (µ(q − α)) ainsi que

les équations du modèle (2.2) en x, s, q. On est avec ce modèle plus à même de donner une

définition plus claire du seuil qm défini par Droop expérimentalement: c’est la définition de la

constante α donnée dans le paragraphe précédent.

• Il n’y a donc pas de contradiction avec le modèle de Droop.

• Dynamiquement, le seuil b
x est variable et ne tend qu’asymptotiquement vers α.

Grâce à ce nouveau modèle, on a désormais accès à la dynamique de l’élément limitant non

métabolisé et l’élément limitant métabolisé à l’intérieur de la cellule; or ce n’était pas possible

dans le cas du modèle de Droop qui ne tenait compte que de l’élément limitant total de la cel-

lule. De plus, on obtient une définition mécaniste et dynamique du quota, basée sur des schémas

biologiques et non sur des données expérimentales uniquement.

4.2 Analyse du modèle

Premièrement, on donne dans cette section, quelques propriétés du modèle dans le cas où m ≥ 0. Puis,

on étudie, selon que m = 0 ou pas, le comportement asymptotique de ces deux modèles associés. Dans

le premier cas, une méthode similaire à celle employée pour le modèle de Droop classique par [56], [71]

sera utilisée.

4.2.1 Résultats préliminaires: états d’équilibres, ensemble invariant

On énonce, dans ce paragraphe, quelques propriétés générales pour le système (4.10) avec m ≥ 0. Pour

ce système, on rappelle que x = 0 n’est pas acceptable car la fonction µ( r
x ) n’est pas bien définie en ce

point et n’a pas de sens biologique. Ainsi, pour faire une étude complète de ce système, on considère

le changement de variables:

s, u =
r

x
, x

qui définit un difféomorphisme de l’ensemble D = {s ≥ 0,r ≥ 0,x > 0} vers Ω = {s ≥ 0,u ≥ 0,x ≥ 0}.
En effet, on obtient le nouveau système:

ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

ẋ = µ(u)x− dx−mx

(4.12)
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qui est bien défini dans l’ensemble Ω.

On choisit comme conditions initiales s(0) ≥ 0, u(0) ≥ 0 et x(0) > 0.

On peut remarquer que ce nouveau système est désormais valable en x = 0. Ainsi, on prendra comme

domaine d’étude l’ensemble Ω dans lequel les variables d’états ont un sens biologique pour (4.12).

Remarquons quelques caractéristiques sur ce système. Introduisons pour cela une nouvelle définition.

Définition 4.1 Considérons un système différentiel C1 défini tel que:

ẋ = f(x) avec x ∈ Rn

On dira que ce système a une structure en boucle s’il peut s’écrire:

ẋi = fi(xi,xi+1) ou ẋi = fi(xi−1,xi) pour i = 1 . . . n mod (n)

On peut alors remarquer que le système (4.12) est en boucle. Cette structure particulière sera utilisée

pour l’étude de son comportement asymptotique.

Nous commencerons par donner une série d’hypothèses générales que le système (4.12) doit vérifier

pour être bien défini.

Hypothèses Biologiques HB 4.2

(a) Les fonctions de croissance et de consommation, µ(u) et ρ(s), seront de type Monod.

(b) Les variables d’état sont positives.

La formalisation mathématique en est la suivante:

Hypothèses H 4.3

(a) µ(0) = 0 et ρ(0) = 0. µ(u) et ρ(s) sont des fonctions positives, croissantes, bornées.

(b) Le domaine d’étude est Ω.

Hypothèse H 4.4

• µ(u) et ρ(s) sont des fonctions continûment différentiables.

Grâce à toutes ces hypothèses, le système (4.12) sera bien défini et aura une unique solution.

Hypothèses H 4.5

• lim
u→∞

µ(u) = µM > d + m.

• lim
s→∞

ρ(s) = ρM > (d + m)(α + µ−1(d + m)).

Cette dernière hypothèse, si elle est vérifiée assurera l’existence d’un équilibre non trivial.

Proposition 4.6

Sous les hypothèses (H4.3) et (H4.5), il existe deux points d’équilibre admissibles pour le système (4.12):

le point de lessivage (sin,u1,0) et le point non trivial (s∗,u∗,x∗).

Preuve :

Les points stationnaires vérifient le système suivant:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin = 0

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u = 0

ẋ = µ(u)x−mx− dx = 0
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Les solutions admissibles dans Ω sont:

• (sin,u1,0) avec u1 défini tel que

ρ(sin) = αµ(u1) + µ(u1)u1 ≡ Φ(u1)

qui est unique car Φ(u) est une fonction strictement croissante vérifiant Φ(u) = 0 et lim
u→∞

Φ(u) = +∞
grâce à l’hypothèse (H4.3);

• (s∗,u∗,x∗) défini tel que 
ρ(s∗)x∗ = dsin − ds∗

ρ(s∗) = (d + m)(α + u∗)

µ(u∗) = d + m

u∗ = µ−1(d + m) est unique car µ(u) est une fonction croissante et µM > d + m (hypothèses (H4.5));

ρ(s∗) = (d + m)(α + µ−1(d + m)) définit un unique s∗ car ρ(s) est une fonction croissante et ρM >

(d + m)(α + µ−1(d + m)) (hypothèses (H4.5)). �

On prouvera dans la proposition suivante que l’ensemble Ω est invariant pour le système (4.12).

Proposition 4.7

Sous les hypothèses (H4.3), Ω = R3
+ est invariant pour le système (4.12).

Preuve :

Les équations dynamiques ṡ, u̇, ẋ évaluées en s = 0, u = 0 et x = 0, sont les suivantes:

ṡs=0 = dsin > 0 ⇒ s = 0 est répulsive

u̇u=0 = ρ(s) ≥ 0 ⇒ u = 0 est répulsive ou invariante.

ẋx=0 = 0 ⇒ x = 0 est invariante.

Ainsi, Ω est invariant pour (4.12). �

Remarque– Considérons l’ensemble restreint {0 ≤ s ≤ sin,u ≥ 0,x ≥ 0}. On peut montrer que cet ensemble

est invariant pour le système (4.12). En effet, en évaluant ṡ en s = sin, on obtient: ṡ(s=sin) = −ρ(sin)x ≤ 0

c’est à dire que le plan s = sin est infranchissable pour toutes conditions initiales dans cet ensemble.

4.2.2 Analyse locale

Pour l’étude locale du système (4.12), on utilise les méthodes classiques de linéarisation autour d’un

point d’équilibre. La matrice jacobienne associée au système (4.12) est la suivante:

J =


−d− ρ′(s)x 0 −ρ(s)

ρ′(s) −αµ′(u)− µ(u)− µ′(u)u 0

0 µ′(u)x µ(u)− d−m


On peut remarquer que, comme le nombre d’éléments hors diagonaux négatifs est impair, ce système

est équivalent à un système compétitif en prenant u = −v [79].

Premièrement, nous prouvons que si l’hypothèse (H4.5) est vérifiée, alors le point de lessivage est

localement instable et hyperbolique; ensuite, nous montrons que sa direction d’instabilité traverse le

domaine et que sa variété stable est dans le plan x = 0; enfin, on s’assure qu’il ne peut pas y avoir de
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cycle limite sur le plan x = 0. Ces propriétés prouvent l’invariance de l’intérieur du domaine Ω même

asymptotiquement.

Proposition 4.8

Sous les hypothèses (H4.3) et (H4.5), le point de lessivage (sin,u1,0) est localement instable et hyper-

bolique; sa direction d’instabilité traverse le domaine Ω et sa variété stable est contenue dans le plan

x = 0; il n’existe pas de cycle limite dans ce plan. Donc l’intérieur du domaine est asymptotiquement

invariant.

Preuve :

• Évaluons la matrice J au point (sin,u1,0) dans la base (s,u,x):

Jwo =


−d 0 −ρ(sin)

ρ′(sin) (−αµ′(u1)− µ(u1)− µ′(u1)u1) 0

0 0 µ(u1)− d−m


Les trois valeurs propres de Jwo sont −d < 0, λ1 = −αµ′(u1) − µ(u1) − µ′(u1)u1 < 0, et λ2 =

µ(u1)− d−m.

Pour prouver l’instabilité du point de lessivage, on doit trouver le signe de λ2 = µ(u1)− d−m. Or u1

et u∗ sont définis par:

ρ(sin) = αµ(u1) + µ(u1)u1 = Φ(u1)

{
ρ(s∗) = αµ(u∗) + µ(u∗)u∗ = Φ(u∗)

µ(u∗) = d + m

En utilisant l’hypothèse (H4.3) (ρ(s), µ(u) et Φ(u) sont des fonctions croissantes), on obtient:

ρ(sin) > ρ(s∗) ⇔ Φ(u1) > Φ(u∗) ⇔ u1 > u∗ ⇔ µ(u1) > µ(u∗) = d + m

Ainsi, λ2 > 0 et le point de lessivage est instable. Les valeurs propres étant toutes différentes de 0, on

peut affirmer que le point de lessivage est hyperbolique.

• Calculons les coordonnées du vecteur propre associé à la valeur propre λ2 positive.

Jwovinst = λ2vinst

Soit vinst de coordonnées (v1,v2,v3), on aura:

−dv1 − ρ(sin)v3 = λ2v1

ρ′(sin)v1 + λ1v2 = λ2v2

λ2v3 = λ2v3

C’est à dire:

vinst =


−ρ(sin)
λ2 + d

−ρ(sin)ρ′(sin)
(λ2 + d)(λ2 − λ1)

1


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Étant en (sin,u1,0) et dans la base (s,u,x), la direction d’instabilité engendrée par le vecteur vinst

traverse le domaine d’étude Ω car les deux premières coordonnées sont négatives (car λ1 < 0), la

dernière est positive.

• Calculons les vecteurs propres associés aux valeurs propres négatives: −d et λ2 = −αµ′(u1)−µ(u1)−
µ′(u1)u1 < 0.

En reprenant les calculs précédents, v−d associé à la valeur propre −d est défini par:

v−d =


−d− λ1
ρ′(sin)

1

0


La première coordonnée est positive; en effet, on a:

−d− λ1 = αµ′(u1) + µ′(u1)u1 + µ(u1)− d

avec µ1(u1)− d > 0 car λ2 = µ(u1)− d−m > 0.

De même, vλ1 vecteur propre associé à λ1 est donné par:

vλ1 =


0

1

0


La variété stable engendrée par les vecteurs propres v−d et vλ1 est bien contenue dans le plan x = 0.

• Dans le plan x = 0, le système (4.12) est réduit au système:

ṡ = −ds + dsin

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

Donc lim
t→∞

s(t) = sin, indépendamment de la dynamique de u. Ainsi, u converge vers u1. Il n’y a donc

pas de cycle limite possible.

On peut dire que le système est uniformément persistant (pas de cycle limite sur le bord, intersection

entre la variété stable et l’intérieur du domaine vide) c’est à dire que pour une condition initiale à

l’intérieur du domaine, les bords ne sont pas atteignables.

L’intérieur du domaine Ω est donc asymptotiquement invariant. Pour plus de précisions , on pourra

appliquer le théorème de Butler Mac Gehee 3.10 donné p.52qui assure que le point de lessivage ne peut

appartenir à l’ensemble limite d’un point à l’intérieur de l’orthant. On pourra aussi consulter Butler

et Waltman [13] sur la notion de persistance d’un système dynamique. �

Remarque– Si l’hypothèse (H4.5) n’est pas vérifiée, le point de lessivage sera localement stable. En effet, en

reprenant le calcul des valeurs propres de Jwo, le signe de µ(u1)−d−m sera négatif si l’hypothèse (H4.5) n’est

pas vérifiée (i.e. µ(u) < d + m pour tout u).

En d’autre termes, la seule possibilité pour atteindre l’équilibre de lessivage est que le système

soit initialisé sur la variété stable c’est à dire que x(0) = 0. Or on choisit des conditions

initiales à l’intérieur du domaine Ω plus précisément x(0) > 0. On assure donc par cette

proposition l’invariance de l’intérieur du domaine Ω.
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Nous démontrons à présent que l’équilibre non trivial lorsqu’il existe est localement stable.

Proposition 4.9

Sous les hypothèses (H4.3) et (H4.5), l’équilibre non trivial (s∗,u∗,x∗) est localement stable.

Preuve :

(s∗,u∗,x∗) est défini tel que: 
ρ(s∗)x∗ = dsin − ds∗

ρ(s∗) = (d + m)(α + u∗)

µ(u∗) = d + m

En calculant la matrice jacobienne J en (s∗,u,x∗), on obtient J∗

J∗ =


−d− ρ′(s∗)x∗ 0 −ρ(s∗)

ρ′(s∗) −αµ′(u∗)− (d + m)− µ′(u∗)u∗ 0

0 µ′(u∗)x∗ 0


On cherche le nombre de valeurs propres à partie réelle positive en utilisant le critère de Routh analysant

les coefficients du polynôme caractéristique de J∗. On calcule alors le nombre de changement de signe

dans la première colonne du tableau de Routh [39]. On rappelle que cette colonne est donnée par:

1, a1,
a1a2 − a3

a1
, a3

avec a1 = −tr(J ∗), a2 la somme des trois mineurs principaux 2× 2 de J∗ et a3 = −det(J ∗). On a:

a1 = −tr(J ∗) = (α + u)µ′(u)︸ ︷︷ ︸
a

+(d + m) + d + ρ(s∗)x∗ > 0

a3 = −det(J ∗) = (d + m)(α + u∗)ρ′(s∗)µ′(u)x∗ > 0

a2 = (d + m)ρ′(s∗)x∗︸ ︷︷ ︸
a′

+d(d + m) + (αµ′(u) + µ′(u)u)(d + ρ′(s∗)x∗) > 0

Ainsi, a1 > 0, a3 > 0.

Pour conclure, on doit trouver le signe de a1a2 − a3. On peut montrer que a1a2 − a3 > 0. En effet, on

peut voir que:

aa′ − a3 = 0

et tous les autres termes du produit a1a2 sont positifs.

Il n’y a donc pas de changement de signe dans le tableau de Routh, donc il n’y a pas de valeurs propres

à partie réelle positive.

L’équilibre non trivial est donc localement stable. �

Si l’hypothèse (H4.5) est vérifiée, il existe deux équilibres pour le système (4.12): l’équilibre de

lessivage qui est localement instable et l’équilibre non trivial qui est localement stable. Si cette

hypothèse n’est pas vérifiée, seul l’équilibre de lessivage existe et sera localement stable.

L’analyse locale du système suggère donc que si les deux équilibres existent alors le système converge

vers l’équilibre non trivial. Les paragraphes qui suivent, montrent ce comportement; l’étude sera

différente si l’on considère un phénomène de mortalité ou non.
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4.2.3 Modèle avec mortalité

On considère le système (4.12) dans le cas où m > 0.

Ce système est non conservatif: ne décrivant pas la dynamique des cellules mortes, on ne peut pas

espérer avoir une formulation conservative. Par contre, il existe une sous conservation de la matière.

Démontrons que le modèle est sous conservatif.

Proposition 4.10

Sous les hypothèses (H4.3), le modèle (4.12) est sous conservatif et les variables s, u, x sont bornées.

Preuve :

Démontrons qu’il existe une sous conservation de la matière pour le système (4.12). Soit z = ux+αx+s

fonction définie positive représentant la quantité de matière modélisée. Calculons ż qui vérifie (1.4):

ż = −m(ux)− αmx− dz + dsin < −dz + dsin ⇒ z(t) < (z(0)− sin)e−dt + sin

z est donc bornée ce qui entrâıne que les variables s, u, x le sont aussi. �

Pour conclure sur la stabilité globale de l’équilibre non trivial, notre stratégie consiste en plusieurs

points.

• Premièrement, en utilisant le théorème de Butler–McGehee 3.10 et les remarques de la section 3.1.2,

on peut assurer que le point de lessivage (sin,u1,0) ne peut pas appartenir à l’ensemble limite.

En effet, sa variété stable étant contenue dans le plan invariant x = 0, l’intersection entre l’ensemble

limite et ce plan ne peut être que triviale.

• Ensuite, on considère le changement de variable s, u, ln(x) = y. Avec ces nouvelles variables, le point

de lessivage est rejeté à l’infini. On obtient le nouveau système:
ṡ = −ρ(s)ey − ds + dsin

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

ẏ = µ(u)− d−m

(4.13)

On pourrait montrer facilement que le domaine convexe fermé U = {s ≥ 0,u ≥ 0,y ∈ R} est invariant

pour ce système.

• Enfin, on utilisera un théorème de Mallet-Paret et Smith [63] qui est une généralisation du théorème

de Poincaré-Bendixson pour les systèmes de dimension n à interactions monotones en boucle (voir

Annexe A pour plus de détails).

Définition 4.11

Soit le système ẋ = f(x) avec x ∈ Rn. Ce système est dit à interactions monotones si pour i 6= j,

chaque dérivée partielle ∂fi
∂xj

a un signe fixé sur un ouvert de Rn.

Théorème 4.12 (a) Soit

ẋi = fi(xi,xi−1) pour i = 1, . . . , n mod (n) (4.14)

un système à interactions monotones en boucle dans Rn
+. Supposons que Rn

+ est positivement invariant

pour (4.14) et qu’il contient un unique point d’équilibre x∗. Si γ+(x0) est bornée alors:

(i) soit ω(x0) = x∗;

(ii) soit ω(x0) est une orbite périodique non triviale;
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(iii) soit ω(x0) est le point x∗ et un ensemble d’orbites homoclines issues de x∗.

Si

∆det(−J ∗) < 0

avec ∆ =
∏n

i=1 δi et δi = sgn
(

∂fi
∂xi−1

)
alors le point (iii) ne peut pas se produire.

(b)Supposons que ∆ = −1 c’est à dire que le système est compétitif. Alors on se reportera au théorème

3.21 du chapitre 3 pour les systèmes de dimension 3.

Le comportement asymptotique du système (4.13) est donné par la proposition suivante.

Proposition 4.13

Sous les hypothèses (H4.3) et (H4.5), l’équilibre non trivial (s∗,u∗,y∗) du système (4.13) est globalement

asymptotiquement stable ou le système (4.13) admet une orbite périodique non triviale.

Preuve :

Vérifions les hypothèses du théorème 4.12.

• Le domaine U est positivement invariant et le point d’équilibre non trivial ξ∗ = (s∗,u∗,y∗).

• De plus, chaque orbite issue d’une condition initiale ξ0 = (s0,u0,y0) est bornée d’après la proposition

4.10; l’équilibre de lessivage ne peut pas être dans l’ensemble limite de ξ0 d’après le théorème de Butler–

McGehee.

On peut donc dire que:

(i) soit ω(ξ0) = xi∗;

(ii) soit ω(ξ0) est une orbite périodique non triviale;

(iii) soit ω(ξ0) est l’ensemble de ξ∗ et de ses orbites homoclines associées.

Or, comme ∆ = δ1δ2δ3 = −1, on a:

∆det(−J ∗) = det(J ∗) < 0

et le point (iii) ne peut pas se produire.

On peut conclure que si le point (ii) est éliminé alors le point d’équilibre ξ∗ est globalement attractif.

Étant localement stable, on peut dire qu’il est globalement asymptotiquement stable. �

Remarque– Comme le point ξ∗ est localement stable, le théorème 3.21 pour conclure sur l’existence ou non

d’une orbite périodique ne peut pas s’appliquer.

Remarque– Une étude qualitative dans différentes régions de l’espace (signe des dérivées et positions dans

l’espace par rapport aux points d’équilibres) permet aussi d’éliminer la possibilité d’aller vers l’équilibre de

lessivage (voir paragraphe 4.2.4).

Ce résultat n’est pas très fort mais en nous aidant des propriétés structurelles du système, des simula-

tions numériques et les résultats du paragraphe 4.2.3 pour m = 0, on peut espérer que pour des valeurs

de m faible, le système sera globalement stable.
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4.2.4 Comportement qualitatif du modèle avec mortalité

Nous utilisons ici des techniques différentes de celles utilisées jusqu’à présent qui permettent de mettre

en évidence le comportement qualitatif du modèle.

Nous donnons pour commencer quelques définitions et théorèmes utiles; on se reportera aux travaux

de Bernard et Gouzé [10] pour plus de détails. Soit Ω un ouvert de Rn. Pour les systèmes différentiels

en boucle, on donne une proposition dite propriété de transition.

Proposition 4.14

Soit le système différentiel, ẋi = fi(xi,xi+1) pour i = 1 . . . n.

• Dans une région de l’espace où ∂fi
∂xi+1

ẋi+1 est positive ( resp. négative), la variable xi peut avoir

au plus un extremum, et cet extremum est un minimum ( resp. maximum) local.

Remarque– Dans le cadre de systèmes à interactions monotones, où le signe de
∂fi

∂xi+1
est fixé, seule la

connaissance du signe de ẋi+1 est nécessaire pour conclure.

Pour visualiser de façon plus systématique ces propriétés, on utilisera une représentation graphique

de cette proposition. On représentera une partie de l’espace des vitesses par un vecteur de signes,

indiquant le signe de chaque composante.

Par exemple, la partie {ẋ1 ≥ 0,ẋ2 ≤ 0,ẋ3 ≥ 0} sera représentée par le vecteur

 +

−
+

.

Ceci nous conduit à la schématisation de la proposition de transition suivante.
Considérons par exemple un système en boucle à interactions monotones, avec ∂f1

∂x2
> 0. En représentant

par une flèche le passage entre deux parties de l’espace des vitesses on obtient par exemple: −
+

∗

 m(x1)
−−−−→

 +

+

∗

 et

 +

−
∗

 M(x1)
−−−−→

 −
−
∗


où m(x1) représente l’existence d’un minimum local en x1 et M(x1) l’existence d’un maximum local

en x1. On appellera graphe de transition d’un système la représentation de la transition entre chaque

partie de l’espace des vitesses.

Remarque–Pour trouver le sens des flèches entre les différents vecteurs, on multiplie la matrice jacobienne par
0

±
∗

: le signe ainsi trouvé indique le sens de passage (croissant ou décroissant). En effet, pour passer d’un

état − à un état +, on est obligé de passer par 0.

Considérons alors le système (4.12) et sa jacobienne associée. On remarque que le système est un

système en boucle à interactions monotones et c’est à dire que les équations de chacune des variables

ne dépendent que d’elle même et de la variable suivante, et que les signes de la jacobienne hors diagonale

sont fixés et valent:

J =


− 0 −
− − 0

0 + ∗


On peut alors construire le graphe de transition du système (chaque vecteur de vitesses représentant

la vitesse de s, u, x). Ce graphe (4.2.5) nous donne le comportement qualitatif du système que l’on

étudie. Connâıtre le comportement qualitatif d’un système peut permettre la validation expérimentale

de celui-ci notamment. C’est ce que nous allons vérifier dans le paragraphe suivant.
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4.2.5 Analyse en simulations

Nous ne possédons pas de données sur lesquelles le comportement qualitatif de notre modèle pourrait

être validé, car la réserve en azote par unité de biomasse u n’est pas mesurée dans les données que

nous connaissons.

On illustre l’utilisation du graphe permettant la validation qualitative d’un modèle en se basant sur

des simulations. On choisit d = 0.05, m = 0.1, ρ(s) = s
15 + s et µ( r

x ) = r
x + r .
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Fig. 4.2 Graphe de transition des vitesses – Simulation du modèle

Le graphe de transition que l’on obtient en observant cette simulation est la suivante (en rouge sur le

graphe de transition 4.2.5):

 −
−
+

 M(x)
−−−→

 −
−
−

 m(s)
−−−→

 +

−
−

 m(u)
−−−→

 +

+

−

 m(x)
−−−→

 +

+

+

 M(s)
−−−→

 −
+

+

 . . .

Ce graphe se retrouve effectivement dans le graphe de transition du système que nous avons construit

4.2.5. Ici, l’exemple est un peu artificiel, il est évident qu’on ne peut que retrouver une étape du graphe

de transition de notre système vu que c’est lui que l’on simule; l’objectif était plutôt une illustration

de l’utilisation de cette méthode.

Par le comportement qualitatif de ce système, nous pourrions être à même de valider le modèle

qualitativement avec des données expérimentales.
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4.2.6 Modèle sans mortalité

On étudie le modèle dans le cas où m = 0 suivant:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

u̇ = ρ(s)− µ(u)(α + u)

ẋ = µ(u)x− dx

(4.15)

Le modèle est conservatif: nous décrivons dans ce système tout les états de la matière. Nous considérons

que les hypothèses (H4.3) sont aussi vérifiées pour ce système.

Démontrons que le principe de conservation de la matière est vérifié.

Proposition 4.15

Le principe de conservation de la matière est vérifiée pour le système (4.15).

Preuve :

Soit la fonction z = ux+αx+s définie positive la quantité totale de matière présente dans le chemostat.

Calculons ż et vérifions qu’elle est de la forme (1.3):

ż = −dz + dsin ⇒ z(t) = (z(0)− sin)e−dt + sin

Ainsi, le principe de conservation de la masse est bien vérifiée et les variables d’états sont bornées. �

Notre stratégie pour démontrer que l’équilibre non trivial est globalement stable consiste en plusieurs

points:

• Utiliser la conservation de la matière pour réduire le système en dimension 2.

• Appliquer les techniques classiques du théorème de Poincaré-Bendixson: éliminer la possibilité d’exis-

tence d’un cycle limite par le critère de Bendixson, puis l’impossibilité que l’équilibre de lessivage soit

dans l’ensemble ω−limite d’un point à l’intérieur du plan z = sin par le théorème de Butler -McGehee.

• Conclure à la globale stabilité du système.

En utilisant la conservation de la matière, le système (4.15) est équivalent au système suivant:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ
(

z − αx− s
x

)
x− dx

ż = −dz + dsin

(4.16)

Proposition 4.16

Si l’hypothèse (H4.5) est vérifiée, l’équilibre non trivial (s∗,u∗,x∗) du système (4.16) est globalement

asymptotiquement stable par rapport à l’intérieur de l’orthant.

Preuve :

• En utilisant le lemme de séparation A.1, comme les variables d’états sont bornées et que l’équation

ż = −dz + dsin est globalement stable, l’étude du système (4.15) se réduit à l’étude du système (4.16)

en z = sin.

• Sur le plan z = sin (qui est un fermé), le système (4.16) s’écrit: ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin = f1(x,s)

ẋ = µ
(

sin − αx− s
x

)
x− dx = f2(x,s)

On notera ṡ = f1 et ẋ = f2.
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D’après le théorème de Poincaré-Bendixson, l’ensemble ω−limite d’une condition initiale (s(0),x(0))

dans le plan z = sin contient soit (i) un point d’équilibre, soit (ii) un point d’équilibre et une orbite

homocline de ce point ou une châıne de points d’équilibres, soit (iii) est réduit à une orbite fermée.

Démontrons que (iii) ne peut pas se produire. Soit la fonction réelle C1 définie par B(x,s) = 1
x

sur le domaine d’étude. Alors, étant sur le plan z = sin c’est à dire que s− sin = −ux− x < 0, on a:

∂

∂x
(Bf1) +

∂

∂s
(Bf2) = −ρ′(s)− d

x
+

s− sin

x2 µ′(
sin − αx− s

x
) < 0

qui vérifie le critère de Dulac.

Démontrons le point (i).Le théorème de Butler Mc-Gehee 3.10 et les remarques de la section 3.1.2

assurent que le point de lessivage ne peut pas appartenir à l’ensemble ω−limite d’une condition initiale

à l’intérieur du plan z = sin. En effet, l’intersection entre la variété stable et la variété de conservation

de la masse est la droite d’équation x = 0, s = sin. Cette droite est invariante et a une intersection

triviale avec l’ensemble limite issu de s(0) et x(0) > 0.

Ainsi, la seule possibilité est que l’ensemble ω−limite d’une condition initiale à l’intérieur du plan

z = sin soit l’équilibre non trivial.

Démontrons que (ii) ne peut pas se produire. Le point d’équilibre non trivial étant localement

stable, les deux équilibres ne peuvent pas être reliés: il n’existe pas d’orbite hétérocline. De plus, ce

point étant localement stable, il n’existe pas d’orbite homocline issue de ce point.

• L’ensemble ω−limite d’une condition initiale à l’intérieur du plan z = sin est réduit au point

d’équilibre non trivial. Ainsi, on a montré la globale attractivité de ce point; comme il est locale-

ment asymptotiquement stable, on peut conclure que l’équilibre non trivial du système (4.15) est

globalement stable. �

L’étude du système sans mortalité permet d’obtenir des résultats globaux de convergence en utili-

sant la théorie de Poincaré Bendixson. Par des propriétés structurelles de ce modèle, on peut dire

que si la mortalité n’est pas trop grande devant la dilution (par exemple), le comportement de

stabilité globale du système est assuré.

4.3 Conclusion

Grâce à ces deux différents modèles, une structuration de la croissance cellulaire est exhibée; en effet, la

structuration se fait ici à l’échelle de la cellule: on modélise le fait qu’une cellule stocke de la nourriture

avant de l’utiliser pour grandir.

C’est donc le phénomène de croissance qui est le plus mis en valeur ici avec une possibilité de rajouter

un phénomène de vieillissement prématuré de la cellule.

Le phénomène de division n’est pas pris en compte dans ce modèle: il serait possible de coupler les

modèles précédents et celui-ci pour avoir une description plus fine du cycle cellulaire de la cellule.
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5. Quelques perspectives...

Nous donnerons dans ce chapitre quelques perspectives sur l’utilisation des modèles précédents, no-

tamment comment des modèles de dimension n peuvent se ramener à ceux ci par des techniques de

réductions. Ces modèles de dimension n décriront alors plus précisément les différentes étapes du cycle

cellulaire, tout en conservant une étude mathématique assez simple.

Ce chapitre est plutôt introductif: on y verra un rapide état de l’art sur les techniques de réduction de

modèle, et quelques idées exploitées mais qui mériteraient sûrement plus de précision.

Pour finir enfin, nous verrons comment les modèles que nous avons construit peuvent aussi décrire

d’autres espèces. Là encore nous ne donnerons que quelques idées qu’il faudrait plus approfondir.

Contenu du chapitre

5.1 Un bref état de l’art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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5.3.1 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.1 Un bref état de l’art

C’est en écologie mathématique que l’on a vu apparâıtre des techniques de réduction dites de parfaite

agrégation développées par Iwasa [45]. Ces techniques se sont inspirées des méthodes de réduction

classique des systèmes linéaires dans la théorie du contrôle en automatique. Les conditions mises en

évidence sont très difficiles à obtenir. Deux ans après, Iwasa fait parâıtre un article sur l’agrégation

approchée qui donne des conditions plus faibles que le précédent mais qui reste toujours assez difficile

à exploiter [46]. Ces techniques se rapprochent plus du contrôle optimal; c’est sous forme d’un critère

intégral à minimiser que des conditions doivent être vérifiées.

Une autre technique de réduction, beaucoup plus connue, utilise la théorie des perturbations singulières

et a donné naissance à la théorie des systèmes lents rapides. On peut citer les travaux de Hoppensteadt

[41],[42], [40] qui dans ces trois articles nous donne une complète étude de ces systèmes. De nombreux

ouvrages en font part [49], [6]. Beaucoup d’auteurs ont utilisés ces techniques en biologie et notamment

dans l’étude de modèle en chemostat; on pourra citer notamment [78], [50], [51], [68].
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5.2 Modèles de croissance cellulaire lent rapide

Nous utilisons les techniques de réduction lent-rapide, dont les théorèmes principaux sont donnés dans

l’annexe A, pour réduire les modèles que nous allons décrire.

5.2.1 Un modèle en biomasse conservatif

En s’inspirant du modèle développé p.45, on construit un modèle à n classes de taille où la croissance

des n−2 premières classes est rapide; on note ce phénomène en définissant une vitesse de passage entre

les classes rapide αiµi
ε . De plus, chaque classe de taille contient peu de cellules et sont notés εxi pour

i = 1 . . . (n− 2).

On décrit ces phénomènes par le schéma suivant.

DIVISION

......X2 X3 Xn−1ε ε

RAPIDE
RAPIDERAPIDE

s sµ2( )/ε µ2( )/ε µ1( )s
RAPIDE

X1ε

α  −1µ1()n

α1µ2()/ε
α2µ2()/ε

α3µ2()/ε

Xn

nα   µ2()

LENT

CROISSANCE

µ2( )s

LENT

Fig. 5.1 Description du modèle

Schémas réactionnels – Plus précisément, ces phénomènes sont formalisés par les schémas réactionnels

suivant:

εxi + αis
µ2(s)xi/ε−→ (1 + αi)εxi+1 pour i = 1, . . . , n− 2 croissance rapide

xn−1 + αn−1s
µ1(s)xn−1−→ (1 + αn−1)xn croissance

xn + αns
µ2(s)xn−→ (1 + αn)εx1 division

On obtient le système dynamique suivant:

εẋ1 = (1 + αn)µ2(s)xn − µ2(s)x1 −dεx1 = g1(X,x)

εẋ2 = (1 + α1)µ2(s)x1 − µ2(s)x2 −dεx2 = g2(X,x)
...

εẋn−2 = (1 + αn−3)µ2(s)xn−3 − µ2(s)xn−2 −dεxn−2 = gn−2(X,x)

(5.1)

ẋn−1 = (1 + αn−2)µ2(s)xn−2 − µ1(s)xn−1 −dxn−1 = f1(X,x)

ẋn = (1 + αn−1)µ1(s)xn−1 − µ2(s)xn −dxn = f2(X,x)

ṡ = −α1µ2(s)x1 − . . .− αn−1µ1(s)xn−1 − αnµ2(s)xn −ds + dsin = f3(X,x)

Partie biologique Partie Physique

avec X = (xn−1,xn,s) les variables lentes, x = (x1,x2, . . . ,xn−2) les variables rapides.

Notons gi = εẋi pour i = 1, . . . n− 2, g = (g1, . . . ,gn−2) ∈ Rn−2, et f1 = ẋn−1, f2 = ẋn, f3 = ṡ.
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On suppose que les hypothèses (H3.2) du chapitre 3 sont vérifiées pour les fonctions de croissances et

que domaine d’étude est Rn+1
+ .

Analyse du modèle

Nous montrerons que l’étude du système (5.1) est la même que pour le système en biomasse conservatif

(3.1) du Chapitre 3.

Proposition 5.1

Sous les hypothèses (H3.3) et (H3.2), le système (5.1) est équivalent au système (3.1).

Preuve :

Montrons que les hypothèses du théorème (A.9) donné dans l’annexe (A) sont vérifiées.

• Soit ε = 0. On obtient alors le système:

(1 + αn)xn = x1, (1 + α1)x1 = x2, . . . , (1 + αn−3)xn−3 = xn−2

et

ẋn−1 = (1 + αn−2)(1 + αn−3) . . . (1 + α1)(1 + αn)µ2(s)xn − µ1(s)xn−1 − dxn−1

ẋn = (1 + αn−1)µ1(s)xn−1 − µ2(s)xn − dxn

ṡ = −(α1(1 + αn) + α2(1 + α1)(1 + αn) + . . . + αn)µ2(s)xn − αn−1µ1(s)xn−1 − ds + dsin

On notera Φ(X) la variété rapide du système qui vérifie g(X,0) = 0, g ∈ Rn−2.

La solution du système (X∗,x∗) vérifie

(1 + αn)x∗n = x∗1, (1 + α1)x∗1 = x∗2, . . . , (1 + αn−3)x∗n−3 = x∗n−2

et il est point d’équilibre du système:
ẋn−1 = (1 + αn−2)(1 + αn−3) . . . (1 + α1)(1 + αn)µ2(s)xn − µ1(s)xn−1 − dxn−1

ẋn = (1 + αn−1)µ1(s)xn−1 − µ2(s)xn − dxn

ṡ = −(α1(1 + αn) + α2(1 + α1)(1 + αn) + . . . + αn)µ2(s)xn − αn−1µ1(s)xn−1 − ds + dsin

qui est le même que (3.1) étudié dans le chapitre 3 dont la solution est x∗n−1, x∗n et s∗.

• De plus

gx(X∗,x∗) =



∂g1
∂x
∂g2
∂x
...

∂gn−2

∂x


c’est à dire

gx(X∗,x∗) =



−µ2(s∗) 0 0 · · · 0

(1 + α1)µ2(s∗) −µ2(s∗) 0 · · · 0

0 (1 + α2)µ2(s∗) −µ2(s∗) · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 −µ2(s∗)


Les valeurs propres de gx(X∗,x∗) sont strictement inférieures à une certaine constante négative ( va-

leurs propres valant −µ2(s∗)).
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• Le système réduit est hyperbolique et asymptotiquement stable (toutes ces valeurs propres sont stric-

tement négatives).

Les hypothèses du théorème d’Hoppensteadt sont vérifiées donc le système initial aura le même com-

portement au premier ordre en ε que le système réduit. �

Étude en simulations

On simule le modèle de dimension 4: il y a une classe qui se vide rapidement, les deux autres se vident

lentement. On prend pour fonctions de croissance les mêmes que pour le modèle en biomasse dans

le chapitre 3 à savoir µ1(s) = s
1 + s et µ2(s) = 1.2s

1 + s . De plus, on choisit ε = 0.01. Les hypothèses

(H3.2) sont bien vérifiées et on peut effectivement retrouver la stabilité globale de l’équilibre non trivial

démontré dans le paragraphe précédent.

Si on compare le modèle du chapitre précédent et le modèle des variables lentes, en prenant soin de

prendre les mêmes valeurs de paramètres (notamment pour les αi), on remarque que le comportement

est le même dans les deux cas; ceci confirme le fait que si les hypothèses du théorème A.9 sont vérifiées

le comportement entre les deux modèles sont extrêmement proches. Remarquons ici, que les variables

du systèmes lent- rapide en dimension 4, bien que représentant les mêmes variables que le système

(3.1), ne sont pas notées de la même façon.
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Fig. 5.2 Comportement du modèle (3.1)– Comportement du modèle des variables lentes. o

conditions initiales, ∗ point d’équilibre final.

5.2.2 Un modèle en nombre non conservatif

On s’inspire du modèle p.56 pour construire un modèle en nombre avec n classes de taille tel que n− 2

classes de tailles ont une croissance très rapide et se vident très rapidement. Les phénomènes sont

schématisés par le dessin 5.2.2.

Schémas réactionnels – Plus précisément, ces phénomènes sont régis par les schémas réactionnels

suivant:
εxi

µ(s)xi/ε−→ εxi+1 pour i = 1, . . . , n− 2 croissance rapide

xn−1
g(s)xn−1−→ xn croissance

xn
kxn−→ εx1 division

s
ν(s)xi7−→ xi pour i = 1, . . . , n− 2 consommation
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Fig. 5.3 Description du modèle

On obtient le système:

εẋ1 = 2kxn − µ(s)x1 −εdx1 = g1(X,x)

εẋ2 = µ(s)x1 − µ(s)x2 −εdx2 = g2(X,x)
...

εẋn−2 = µ(s)xn−3 − µ(s)xn−2 −εdxn−2 = gn−2(X,x)

ẋn−1 = µ(s)xn−2 − g(s)xn−1 −dxn−1 = f1(X,x)

ẋn = g(s)xn−1 − kxn −dxn = f2(X,x)

ṡ = −ν(s)(εx1 + εx2 + . . . + xn) −ds + dsin = f3(X,x)

Partie biologique Partie physique

(5.2)

avec X = (xn−1,xn,s) les variables lentes du système et x = (x1, . . . ,xn−2) les variables rapides.

Comme précédemment, on note gi = εẋi pour i = 1, . . . ,n− 2, g = (g1, . . . gn−2) ∈ Rn−2 et ẋn−1 = f1,

ẋn = f2, ṡ = f3.

On prend les mêmes hypothèses (H3.13) du chapitre 3 faites pour les fonctions de croissance et de

consommation g(s) et ν(s). On choisit µ(s) de type Monod (croissante, bornée et nulle en 0) et

continûment différentiable . Le domaine d’étude est Rn+1
+ .

Analyse du modèle

On démontre alors que le système (5.2) est équivalent au système (3.7) du chapitre 3.

Proposition 5.2

Sous les hypothèses (H3.13) et (H3.14), le comportement du système (5.2) est le même que le système

(3.7).

Preuve :

On vérifiera que les hypothèses données par le théorème A.10 de Khalil (voir Annexe A) sont valides.

• Soit ε = 0. On obtient alors comme nouveau système:

2kxn = µ(s)x1 x1 = x2 . . . xn−3 = xn−2

et

ẋn−1 = 2kxn − g(s)xn−1 − dxn−1

ẋn = g(s)xn −−kxn−1 − dxn

ṡ = −ν(s)(xn−1 + xn)− ds + dsin
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On notera Φ(X) la variété rapide du système vérifiant g(X,0) = 0.

La solution de ce système (X∗,x∗) vérifie le système:

2kx∗n = µ(s∗)x∗1, x∗1 = x∗2, . . . , x∗n−3 = x∗n−2

et est point d’équilibre du système:

ẋn−1 = 2kxn − g(s)xn−1 − dxn−1

ẋn = g(s)xn−1 − kxn − dxn

ṡ = −ν(s)(xn−1 + xn)− ds + dsin

qui correspond à (3.7) étudié dans le chapitre précédent dont la solution est x∗n−1, x∗n et s∗ l’équilibre

non trivial du système.

• Par hypothèses, les fonctions f , g et leurs dérivées sont bien continues.

• De plus, soit y = z + Φ(X) vérifiant le système:

dz

dτ
= g(X,z + Φ(X))

avec dτ
dt

= 1
ε , g(X,z + Φ(x)) = A(s) avec

A(s) =



−µ(s) 0 0 · · · 0

µ(s) −µ(s) 0 · · · 0

0 µ(s) −µ(s) · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 µ(s) −µ(s)


Alors l’origine du système (X∗,z∗) est hyperbolique et asymptotiquement stable. En effet, A∗ = A(s∗)

n’a que des valeurs propres strictement négatives égales à −µ(s∗).

Le système initial aura donc une unique solution au voisinage de la solution du système réduit. �

Étude en simulations

On simule le modèle de dimension 4 en prenant g(s) = s18

s18 + 1
, µ(s) = s

15 + s et ν(s) = s
1 + s qui

vérifient les hypothèses (H3.13). On a choisi 3 conditions initiales différentes: le substrat est toujours

initialisé en 1, les classes de croissance sont vides ou initialisées à 1. De plus, on prend ε = 0.01. On

observe effectivement un cycle limite comme nous le supposons.

On peut comparer les cycles limites obtenus dans la simulation du modèle en dimension 3 du chapitre

précédent et celui obtenu en traçant les variables lentes du système. On initialise les deux systèmes aux

même conditions initiales, même valeurs des paramètres. Le comportement qualitatif des deux systèmes

est le même mais la similitude entre les deux n’est pas aussi frappante que pour les modèles en biomasse.

Remarquons ici, que les variables du systèmes lent-rapide en dimension 4, bien que représentant les

mêmes variables que le système (3.7), ne sont pas notées de la même façon.
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Fig. 5.4 Cycle limite pour le système (3.7)– Cycle limite pour les variables lentes

5.2.3 Conclusion

Nous avons construit deux types de modèles en biomasse conservatif et en nombre non conservatif lent

rapide. Grâce à deux théorèmes différents, on peut ramener l’étude de ces systèmes aux études faites

dans le chapitre précédent et ainsi pouvoir donner le comportement de tels systèmes. Ces comporte-

ments ont été validés en simulations et on peut remarquer que même si le comportement qualitatif des

systèmes du chapitre 3 et des systèmes aux variables lentes sont les mêmes, suivant le théorème qui

s’applique les résultats sont plus ou moins proches.

Ainsi, on obtient des systèmes plus descriptifs tout en conservant le même comportement qualitatif

que les systèmes que nous avons construits en dimension inférieure.

5.3 Des cellules aux autres espèces

Les modèles décrits dans le cadre du développement d’une cellule peuvent aussi s’utiliser dans le cadre

de modèle d’interaction entre une proie (le substrat pour nous) et un prédateur (la cellule pour nous):

leur similitude vient de la façon dont ils sont construits.

En effet, on utilise souvent la structuration en classe de taille et le fait que le transfert d’une classe

à l’autre est modélisée par une fonction de croissance bien définie; ainsi, les outils que nous avons

développés pour étudier ce type de système pourrait encore être valable dans ce cas.

Nous évoquerons un modèle donné par Duffau [24], sur un problème qui a pour origine la lutte bio-

logique: la modélisation de l’interaction entre les coccinelles (prédateurs) et les pucerons (proies). Les

pucerons (P ) s’avèrent être nuisibles pour l’ensemble des cultures et les coccinelles, inoffensives pour

les cultures, sont de très bons prédateurs de ces nuisibles. Ainsi, en modélisant les interactions entre

les deux populations, on peut espérer lutter efficacement contre les pucerons.

Le développement des coccinelles se fait en plusieurs stades: œufs, larves, nymphes et adultes. Une

approche classique serait d’utiliser ces stades, en définissant des compartiments correspondant à chaque

stade. Ici, en plus de cette classification, les différents stades sont découpés en classes représentant la

masse d’individus. On obtient le découpage suivant:

• stade œuf, p classes notées x1, . . . xp.

• stade larve, q classes notées xp+1, . . . , xp+q.
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• stade nymphe, n classes notées xp+q+1, . . . , xp+q+n.

• stade adulte, 2 classes notées y et z.

Les stades œufs et nymphes ne consomment pas de pucerons, tandis que les stades larvaires et adultes

en ont besoin. Le schéma suivant résume leur développement.

P P

pxx 1 xp+1 x p+q p+q+1x x p+q+n y

P

z

P

h

h
h

P

P
: consommation de pucerons pour la  transition entre classes

: passage automatique  entre classes 

: mortalite ou fuite hors de la serre

x p+2

Adultes
(2 classes)(n classes)

NymphesLarves
(q classes)(p classes)

Oeufs

d d

Legende :

Fig. 5.5 Schéma récapitulatif du développement des coccinelles

On obtient le modèle suivant:

Oeufs

ẋ1 = −αpx1 + (1− b)αzz
...

ẋi = αpxi−1 − αpxi

...

ẋp = αpxp−1 − αpxp

Larves

ẋp+1 = αpxp − µ(P )xp+1 − hxp+1

...

ẋi = µ(P )(1 + αq)xi−1 − µ(P )xi − hxi

...

ẋp+q = µ(P )(1 + αq)xp+q−1 − µ(P )xp+q − hxp+q

Nymphes

ẋp+q+1 = µ(P )(1 + αq)xp+q − αnxp+q+1

...

ẋi = αnxi−1 − αnxi

...

ẋp+q+n = αnxp+q+n−1 − αnxp+q+n

Adultes – Pucerons

ẏ = αnxp+q+n − η(P )y + bαzz − dy

ż = (1 + αy)η(P )y − αzz − dz

Ṗ = aP (1− P

g
) + µ(P )αq

p+q∑
i=p+1

xi − η(P )αyy

Les différents taux de croissance sont de type Monod:

µ(P ) =
w P

P + s
η(P ) =

u P

P + r

Explication du modèle – Au sein du stade œuf, le passage d’une classe à l’autre s’effectue automa-

tiquement avec un taux de croissance αp constant (pas de consommation de pucerons). Le recrutement

de la première classe est uniquement dû à la ponte (i.e. (1− b)αzz proportion d’adultes qui donne des

œufs).

xi
αpxi−→ xi+1 pour i = 1, . . . , p
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Au sein du stade larve, le passage s’effectue en fonction de la disponibilité des ressources alimentaires

(pucerons) modélisé par un taux de croissance µ(P ):

xp+i + αqP
µ(P )xp+i−→ (1 + αq)xp+i+1 pour i = 1, . . . , q

Le passage entre les classes du stade nymphe s’effectue avec un taux de croissance constant αn (pas

de consommation de pucerons).

xp+q+i
αnxp+q+i−→ xp+q+i+1 pour i = 1, . . . , n

Tous les individus du stade larve disparaissent à un taux constant h. On néglige la disparition des

stades œuf et nymphe.

En ce qui concerne les adultes, les individus de la classe y consomment des pucerons pour passer dans

la classe z avec un taux de croissance η(P ); les individus de la classe z se reproduisent: une certaine

proportion b de la masse totale de la classe z revient à la classe y tandis qu’une proportion 1 − b se

matérialise sous forme d’œuf dans la classe x1 à un taux de reproduction constant αz.

y + αyP
η(P )y−→ (1 + αy)z croissance

z
αzz−→ (1− b)x1 + by reproduction

Tous les adultes subissent une mortalité avec un taux constant d.

Ce modèle a commencé à être validé expérimentalement. Une étude mathématique un peu plus poussée

serait sûrement possible.

5.3.1 Conclusion

Ce modèle est donc construit de la même façon que les modèles de croissance cellulaire structurée. En

effet, comme pour les modèles structurés, une vision biomécanique du développement des coccinelles est

faite (i.e. schémas réactionnels) et on peut imaginer que les outils d’études développés pour les modèles

de croissance cellulaire pourraient s’appliquer ici aussi. Ainsi la méthode de modélisation utilisée pour

la croissance cellulaire peut servir à modéliser bien d’autres espèces macroscopiques.





Lien entre modélisation et

estimation
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6. L’observabilité: définition et

applications

Les modèles que nous avons considérés représentent des variables biologiques c’est à dire qu’elles

peuvent être mesurées plus ou moins facilement. Cette facilité de mesure ne détermine pas l’importance

du rôle joué par une variable. En effet, si une variable, qui est importante dans la dynamique du système,

est difficile à mesurer, elle figurera, malgré tout, dans le modèle.

Pour connâıtre alors le comportement d’une telle variable, on fait en général appel aux observateurs

qui utilisent les variables mesurées et la formulation du modèle pour reconstruire des variables non

mesurées. Cette notion est donc extrêmement liée au modèle que l’on considère. Pour pouvoir construire

ces observateurs, une condition importante doit être vérifiée: la condition d’observabilité.

Contenu du chapitre

6.1 Rappels: concept et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.1.1 Observabilité pour les systèmes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6.2 Observabilité pour un premier modèle de croissance cellulaire . . . . . . 103

6.2.1 Condition d’observabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.2.2 La condition d’observabilité vue comme condition d’agrégation des variables. 106

6.2.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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6.3.2 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Nous nous attacherons dans ce chapitre à rappeler la notion d’observabilité; puis on vérifiera cette

condition pour les différents modèles de croissance cellulaire que nous avons évoqués dans la première

partie de ce manuscrit.

6.1 Rappels: concept et définitions

Comme on l’a dit en introduction, un observateur est un système dynamique qui utilise un modèle

(reflétant le plus fidèlement possible le système réel) et les variables mesurées du système réel pour

estimer les variables d’états non mesurées. L’observateur est un compromis entre les contraintes im-
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posées par le modèle dynamique (représentant le processus) et les mesures qui rendent compte de la

réalité de ce processus. Formalisons un peu plus ce concept.

Soit un système dynamique autonome représentant le système réel:{
ẋ = f(x)

y = h(x)

avec x ∈ Rn

y ∈ Rp(p ≤ n)
(6.1)

Les variables y représentent les variables que l’on mesure, les variables x sont les variables d’état du

système réel.

Remarque– Dans le cas des systèmes définis tels que ẋ = f(x,u) et des systèmes non autonomes, les définitions

et les résultats donnés dans ce paragraphe seront exactement les mêmes ([38]).

Définition 6.1

Un observateur du système dynamique réel (6.1) est un système dynamique:{
˙̂x = f̂(x̂,ŷ,y)

ŷ = ĥ(x̂)
(6.2)

défini tel que ||x̂− x|| tend vers 0 quand t tend vers l’infini (||.|| norme de Rn).

La convergence de l’observateur x̂ vers x peut être plus explicite: on peut demander, par exemple,

que l’observateur converge exponentiellement vers les variables du modèle, ou encore que la vitesse de

convergence de l’observateur soit réglable.

En général, la dimension p des variables mesurées y est inférieure à la dimension n des variables d’états

x. Dans la plupart des cas, on imagine assez facilement que reconstruire les variables d’états grâce aux

variables mesurées n’est pas très facile. Pour assurer cette reconstruction, l’observabilité du système

doit être assurée. Cette notion est différente suivant les auteurs [53], [54], [55], [38], [31]; on utilisera

comme référence, dans ce chapitre, l’article de Hermann et Krener [38].

La définition d’observabilité est basée sur la définition de discernabilité entre deux conditions initiales

différentes.

Définitions 6.2

• On dira que deux conditions initiales x0 et x1 pour le système (6.1) sont indiscernables (noté

x0Ix1) si pour tout t ≥ 0, les sorties correspondantes y0(t) et y1(t) sont identiques.

• Soit U un ouvert de Rn contenant x0 6= x1. On dira de la même façon que x0 et x1 sont U -

indiscernables (noté x0IUx1) si pour tout t ≥ 0 les sorties y0 et y1 sont les mêmes et que les

trajectoires issues de x0 et x1 appartiennent à U .

En utilisant ces définitions, on peut à présent donner celle de l’observabilité.

Définitions 6.3

• Le système (6.1) est dit observable s’il ne possède pas de couples initiaux de points x0 et x1

indiscernables.

i.e. x0Ix1 ⇒ x0 = x1 pour tout x0, x1 dans Rn.

• Le système (6.1) est dit localement observable s’il ne possède pas de couples initiaux de points

x0 et x1 U -indiscernables (U ouvert de l’espace de départ).

i.e. x0IUx1 ⇒ x0 = x1 pour tout x0, x1 dans Rn.
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• Le système (6.1) est dit faiblement observable s’il ne possède pas de couples initiaux de points

x0 et x1 indiscernables dans un voisinage U de x0.

i.e. x0Ix1 ∩ U ⇒ x0 = x1 pour tout x0, x1 dans Rn.

• Le système (6.1) est dit localement faiblement observable s’il ne possède pas de couples initiaux

de points x0 et x1 U -indiscernables dans un voisinage V ⊂ U de x0.

i.e. x0IUx1 ∩ V ⇒ x0 = x1 pour tout x0, x1 dans Rn.

Ces différentes définitions sont liées par les implications suivantes:

locale observabilité ⇒ observabilité

⇓ ⇓
locale faible observabilité ⇒ faible observabilité

Pour les systèmes linéaires autonomes, on peut montrer que les 4 notions sont équivalentes.

L’avantage de la locale faible observabilité par rapport aux autres définitions est qu’elle conduit à un

test algébrique assez simple: c’est ce qu’on appelle la condition d’observabilité.

En effet, par abus de langage, on dira qu’un système est “observable” si deux points voisins sont

discernables c’est à dire que le système est faiblement observable avec les définitions que l’on a choisies.

Ainsi, une condition nécessaire pour assurer l’observabilité d’un système sera la vérification de la

condition d’observabilité.

Pour décrire plus précisément cette condition, quelques outils sont nécessaires.

• Soit G le plus petit sous espace vectoriel de fonctions C∞(Rn) contenant l’espace des mesures y = h(x)

qui est stable pour la dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs f(x) ∈ Rn. On rappelle que la

dérivée de Lie et ses dérivées successives sont définies telles que:

Lf (ϕ)(x) = ∂ϕ(x)
∂x

f(x)

L0
f (ϕ)(x) = ϕ(x) et pour k > 0 Lk

f (ϕ)(x) = Lf (Lk−1
f (ϕ)(x))

Un élément de G sera donc un élément défini comme une combinaison linéaire de fonctions de la forme:

Lk
f (h)(x) avec k ∈ {1, . . . ,N}

En d’autres termes, l’ensemble G est l’ensemble des “mesures” y = h(x) et de ses dérivées

successives par rapport au champ de vecteur f(x), Lk
f (h)(x) avec k ∈ {1, . . . ,N} et N suf-

fisamment grand pour que LN+1
f (h)(x), . . . s’expriment en fonction de h(x) et des Lk

f (h)(x)

(notion de stabilité par rapport à la dérivée de Lie).

• Soit l’espace dG, l’espace de locale faible observabilité, défini comme le plus petit espace vectoriel des

1−formes contenant le gradient des mesures dy = dh(x) tel que :

dG = {dϕ;ϕ ∈ G}
où dϕ = ( ∂ϕ

∂x1
, . . . ,

∂ϕ
∂xn

) est le gradient de ϕ

Un élément de dG sera donc un élément défini comme une combinaison linéaire finie de 1−forme telle

que:

Lk
f (dh)(x) = dLk

f (h)(x) avec k ∈ {1, . . . ,N}
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En d’autres termes, l’ensemble dG est l’ensemble des gradients des “mesures” dy = dh(x)

et des dérivées successives par rapport au champ de vecteur f(x), dLk
f (h)(x) = Lk

f (dh)(x)

avec k ∈ {1, . . . ,N} et N défini par l’ensemble G.

On pourra trouver dans l’article de Krener et Hermann [38] une preuve de la proposition suivante.

Étant assez compliquée, nous ne donnerons aucun élément de preuve.

Proposition 6.4

Le système (6.1) est localement faiblement observable en un point x si la dimension de l’espace dG(x)

est n, dimension de l’espace des variables d’état. C’est ce qu’on appelle la condition d’observabilité en

x.

Preuve : [38] �

Si cette condition est vérifiée en tout point, alors le système est faiblement observable.

Historiquement, ce formalisme a été mis en valeur pour les systèmes non linéaires dans le but de

retrouver le même genre de définitions que pour les systèmes linéaires [29].

La définition d’observabilité repose donc sur le fait que la sortie y du système (6.1) et ses dérivées

successives produisent suffisamment d’informations pour reconstruire l’état tout entier.

Nous noterons dans la suite du chapitre pour alléger l’écriture

ẏ = Lf (dh)(x), ÿ = L2
f (dh)(x), . . . y(n) = Ln

f (dh)(x)

6.1.1 Observabilité pour les systèmes linéaires

Nous donnons, dans ce paragraphe, la condition d’observabilité pour un système linéaire [29] en appli-

quant la proposition 6.4. Soit le système suivant:{
ẋ = Ax

y = Cx
(6.3)

avec A un matrice de Gln(R) et C une matrice de Mn,p(R).

Proposition 6.5

Le système (6.3) est observable si et seulement si la condition d’observabilité suivante est vérifiée:

rg(C , CA, . . . ,CAn−1 ) = n

Preuve :

L’espace d’observabilité G, qui est l’espace des mesures y et de ces dérivées successives par rapport au

champ de vecteurs stable pour cette dérivée, contient l’espace:

y = Cx ẏ = Cẋ = CAx ÿ = Cẍ = CA2x . . . y(n) = Cx(n) = CAn−1x

Au delà de l’ordre n, les dérivées successives peuvent s’exprimer en fonction des dérivées précédentes;

en effet, par Cayley-Hamilton on a:

y(n+1) = CAnx = C

(
−1
an

n−1∑
k=0

akAk

)
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avec PA
c (λ) =

∑n
k=0 akλk le polynôme caractéristique de A.

De plus, l’espace dG, l’espace des gradients des mesures y et des dérivées par rapport au champ de

vecteurs, contient:

dy = ∂y
∂x

= C dẏ = ∂ẏ
∂x

= CA . . . dy(n) = ∂y(n)

∂x
= CAn−1

La condition d’observabilité s’exprime donc sous la forme:

rg(C , CA, . . . ,CAn−1 ) = n

Si et seulement si elle est vérifiée, le système (6.3) sera observable. �

Remarque– Cette condition assez simple sera la même pour les systèmes linéaires avec des variables d’entrées

u: ẋ = Ax + Bu. Ici, la condition que l’on obtient est nécessaire et suffisante car pour les systèmes linéaires

locale observabilité équivaut à observabilité.

6.2 Observabilité pour un premier modèle de croissance cellu-

laire

Pour faire le lien avec les chapitres de la première partie, on donne à présent les conditions d’obser-

vabilité pour les systèmes de croissance cellulaire en chemostat. Ces conditions nous permettront, par

la suite, d’assurer la construction d’observateurs pour ces systèmes. Ces observateurs n’existent pas à

notre connaissance dans la littérature.

On considère le modèle structuré en n classes de taille de croissance développé par Arino ([2]), dont la

construction et les principales propriétés ont été rappelées dans le chapitre 2.{
ṡ = −µ(s)Γtx− ds + dsin

ẋ = µ(s)Ax− dx
(6.4)

où x ∈ Rn
+ est le vecteur des n classes de la population en biomasse et s ∈ R+ la concentration en

substrat présent dans le chemostat. La matrice A est une matrice dans Gln(R) définie tels que ai,i < 0

et ai,i−1 > 0 (pour i = 1, . . . ,n mod (n)) et nuls sinon, et Γt défini tel que:

Γt = (γ1 . . . γn)t

On rappelle que les variables d’états sont bornées; en effet, il existe une conservation ou une sous conser-

vation de la matière pour ce système suivant que l’on tienne compte du phénomène de maintenance

ou pas.

Une propriété importante de ce système est l’invariance du domaine Ω = {s > 0,xi ≥ 0 pour tout i}.
En particulier, la stricte positivité de s est une caractéristique très importante du modèle.

Proposition 6.6

L’ensemble Ω est invariant pour le système (6.4). La variable s est donc strictement positive.
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Preuve :

Pour démontrer que cet ensemble est invariant, on évalue, comme dans les preuves similaires, ẋi en

xi = 0 et ṡ en s = ε > 0.

ẋi(xi=0) = ai,i−1µ(s)xi−1 ≥ 0 pour tout i = 1 . . . n mod (n)

Comme les variables d’états sont bornées, en particulier xi < xmax pour tout i, on a:

ṡ = −µ(s)Γtx− ds + dsin > −µ(s)xmax

n∑
i=1

γi − ds + dsin = ϕ(s)

ϕ(s) vérifie ϕ(0) = dsin > 0. Or, ϕ est continue, donc il existe un ε > 0 tel que ϕ(ε) > 0. Ainsi, on

obtient:

ṡ(s=ε) > ϕ(ε) > 0

Les variétés xi = 0 et s = ε sont répulsives, et on conclut que l’ensemble Ω est invariant. Ainsi, la

variable s est toujours strictement positive. �

6.2.1 Condition d’observabilité

Dans un chemostat, on peut mesurer la concentration du substrat et de la biomasse totale assez

facilement. Schématiquement les différentes opérations de mesures sont les suivantes: premièrement,

on prélève un mélange substrat–biomasse; on sépare les deux phases de ce mélange: la phase liquide et

la phase sédimentaire; dans la phase liquide, on mesure la quantité de substrat dissout dans le volume

prélevé; puis, dans la phase sédimentaire, on mesure la quantité de biomasse totale.

Cette biomasse totale représente une combinaison linéaire des différentes classes de taille définies dans

le système (6.4). Les coefficients de cette combinaison linéaire représentent les changements d’unités

possibles entre les différentes classes de tailles. Par exemple, si l’unité est la même pour chaque classe

de taille, en mesurant la biomasse totale, on donne x1 + x2 + . . . + xn.

Cas où on mesure le substrat s et une combinaison linéaire des biomasses x.

On considère alors le système suivant:
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx

y =

(
y1 = s

y2 = Ctx

) (6.5)

Le but est de trouver une condition pour que les variables x et s puissent être reconstruites en fonction

des mesures et de ses dérivées successives.

Proposition 6.7

Le système (6.5) est observable si la condition d’observabilité suivante est vérifiée:

rg(Γ t , . . . ,Γ tAn−1 ,C t ,C tA, . . . ,C tAn−1 ) = n

Preuve :

L’espace d’observation G, espace des mesures y et de ses dérivées par rapport au champ de vecteur

stable pour cette dérivée, contient l’espace suivant:

y ẏ ÿ . . . y(n+1)
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En effet, on verra qu’au delà de l’ordre n + 1, les dérivées de y par rapport au champ de vecteurs

s’expriment en fonction des précédentes.

Calculons ces dérivées:

ẏ =

(
ẏ1 = −µ(y1)Γtx− dy1 + dsin

ẏ2 = µ(y1)CtAx− dy2

)
c’est à dire  Γtx = −ẏ1 − dy1 + dsin

µ(y1)
CtAx = ẏ2 + dy2

µ(y1)


Γtx et CtAx sont bien définis car d’après la proposition 6.6, Ω est invariant et y1 est toujours non nul.

ÿ =


ÿ1 = −µ(y1)2ΓtAx + φ

(2)
1 (y1,ẏ1)

ÿ2 = µ(y1)2CtA2x + φ
(2)
2 (y1,ẏ1,y2,ẏ2)


c’est à dire 

ΓtAx = φ
(2)
1 (y1,ẏ1)− ÿ1

µ2(y1)

CtA2x = ÿ2 + φ
(2)
2 (y1,ẏ1,y2,ẏ2)
µ2(y1)


De même, ΓtAx et CtA2x sont bien définis car y1 est toujours non nul. On en déduit alors par

récurrence:

y(n+1) =


y
(n+1)
1 = −µ(y1)n+1ΓtAn−1x + φ

(n+1)
1 (y1, . . . ,y

(n)
1 )

y
(n+1)
2 = µ(y1)n+1CtAn+1x + φ

(n+1)
2 (y1, . . . ,y

(n)
1 ,y2, . . . ,y

(n)
2 )


C’est à dire: 

ΓtAn−1x = φ
(n+1)
1 (y1, . . . ,y

(n)
1 )− y

(n+1)
1

µ(y1)n+1

CtAn+1x = y
(n+1)
2 − φ

(n+1)
2 (y1, . . . ,y

(n)
1 ,y2, . . . ,y

(n)
2 )

µ(y1)n+1


qui sont bien définis car y1 6= 0

Ainsi l’espace G contient l’espace:

(s, Γtx, . . . , ΓtAn−1x, Ctx, CtAx, . . . , CtAnx, CtAn+1x)

De plus, l’espace dG, espace des gradients des mesures dy et des dérivées successives par rapport au

champ de vecteur, contient:

dy dẏ dÿ . . . dy(n+1)

C’est à dire:

(1 0 . . . 0, 0 Γt, . . . , 0 ΓtAn−1, 0 Ct, 0 CtA, . . . , 0 CtAn, 0 CtAn+1)

Or d’après Cayley Hamilton, An+1 et An s’expriment en fonction de A, A2, . . ., An−1. Ainsi l’espace

dG contient l’espace:

(1 0 . . . 0, 0 Γt, . . . , 0 ΓtAn−1, 0 Ct, 0 CtA, . . . , 0 CtAn−1)
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On obtient la condition d’observabilité suivante:

rg(1 0 . . . 0 , 0 Γ t , . . . , 0 Γ tAn−1 , 0 C t , 0 C tA, . . . , 0 C tAn−1 ) = n + 1

C’est à dire

rg(Γ t , . . . , Γ tAn−1 , C t , C tA, . . . , C tAn−1 ) = n

qui est bien la condition d’observabilité de la proposition. �

Si cette condition de rang est vérifiée, on pourra alors reconstruire les variables du système à partir

des mesures.

Cas où on mesure le substrat s uniquement.

Supposons que seule la variable de substrat s est mesurée. On considère le système suivant:
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx

y = s

(6.6)

Proposition 6.8

Le système (6.6) est observable si la condition d’observabilité suivante est vérifiée:

rg(Γt, . . . , ΓtAn−1) = n

Preuve : Les calculs des espaces G et dG sont exactement les mêmes que pour la preuve précédente

en posant C = 0. �

Dans le cas où une combinaison linéaire de l’état x et le substrat s sont mesurés, le modèle de

croissance structurée (6.4) est observable si rg(Γ t , . . . , Γ tAn−1 , C t , C tA, . . . , C tAn−1 ) = n.

Si seul le substrat s est mesuré, ce modèle sera observable si rg(Γ t , . . . , Γ tAn−1 ) = n.

6.2.2 La condition d’observabilité vue comme condition d’agrégation des

variables.

On définira tout d’abord ce qu’on appelle condition d’agrégation des variables. Cette définition est une

vision plus générale du principe de conservation de la matière.

Agrégation des variables – Soit une combinaison linéaire des variables V = Ktx+ks. On dira que

les variables peuvent s’agréger si V vérifie l’équation suivante:

V̇ = −dV + kdsin (6.7)

C’est à dire qu’asymptotiquement, V est constante.

La condition d’observabilité que l’on a obtenue pour le modèle (6.4) peut être vue comme une impos-

sibilité d’agréger les variables d’états. En effet, supposons que la condition d’observabilité n’est pas

vérifiée, c’est à dire, par exemple, que Γt est un vecteur propre à gauche de ΓtA (i.e. ΓtA = kΓt,

k ∈ R+ ). En posant z = Γtx la quantité de biomasse considérée, on aura alors:

ṡ = −µ(s)z + ds + dsin

ż = µ(s)ΓtAx− dz = kµ(s)z − dz
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Ainsi, soit V = z + ks, V̇ vérifie une équation de la forme (6.7):

V̇ = −dV + kdsin ⇒ lim
t→∞

V (t) = ksin

On obtiendrait le même genre de résultat si deux autres vecteurs étaient liés. Ainsi, on peut conclure:

Si le système 6.6 est non observable, alors une condition d’agrégation est vérifiée.

La réciproque sera vérifiée dans le cas où seul le substrat est mesuré (i.e. si le modèle est conservatif

et que seul le substrat est connu, le système sera non observable).

6.2.3 Applications

On vient de donner des conditions d’observabilité pour le système générique (6.4). On considère un

modèle de dimension 4 pour simplifier les calculs et les notations.

Cas où on mesure le substrat s et une combinaison linéaire des biomasses x.

On vérifie la condition d’observabilité dans le cas où le modèle est conservatif.

On considère le modèle: 
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx

y =

(
y1 = s

y2 = Ctx

)

où x ∈ R3
+, Ct = (1 1 1), Γt = (γ1 γ2 γ3),

A =


−1 0 (1 + γ3)

(1 + γ1) −1 0

0 (1 + γ2) −1


Pour vérifier que la condition de la proposition 6.7 est vraie, on calcule le rang de la matrice:

M = (Γt, ΓtA, ΓtA2, Ct, CtA, CtA2)

C’est à dire:

M =



γ1 γ2 γ3

−γ1 + γ2(1 + γ1) −γ2 + γ3(1 + γ2) −γ3 + γ1(1 + γ3)

γ1 − 2(1 + γ1)γ2

+(1 + γ1)(1 + γ2)γ3

γ2 − 2(1 + γ2)γ3

+(1 + γ2)(1 + γ3)γ1

γ3 − 2(1 + γ3)γ1

+(1 + γ1)(1 + γ3)γ2

1 1 1

γ1 γ2) γ3

−γ1 + γ2(1 + γ1) −γ2 + γ3(1 + +γ2) −γ3 + γ1(1 + γ3)


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Cette matrice se réduit à: 

1 1 1

0 γ2 − γ1 γ3 − γ1

0 0 c

0 0 0

0 0 0

0 0 0


avec c = −γ3γ2 − γ1γ3 − γ2γ1 + γ2

1 − 3γ3γ2γ1 + γ2
1γ3 + γ2

2γ1 + γ2
3 + γ3γ2

γ1 − γ2
,

qui est bien une matrice de rang 3. N’ayant pas de condition sur les γi, on peut en effet trouver une

combinaison qui assure que c 6= 0. La condition d’observabilité de la proposition 6.7 est alors bien

vérifiée et on peut donc conclure que le système est observable.

Cas où on mesure le substrat s uniquement.

On vérifie dans le cas où le phénomène de maintenance est pris en compte c’est à dire que ai,i = −1 et

ai,i−1 = (1 + γi)mi, que la condition d’observabilité est vérifiée. En effet, dans le cas où le substrat est

mesuré uniquement, on doit se placer sous des hypothèses de non agrégation des variables pour avoir

l’observabilité.

On considère le système dans R3: 
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx

y = s

avec Γt et A définis précédemment. On considère l’espace dG, espace des gradients des mesures et des

dérivées successives par rapport au champ de vecteur, contenant:

(Γt, ΓtA, ΓtA2)

Cette matrice est la suivante:

γ1 γ2 γ3

−γ1 + γ2(1 + γ1)m1 −γ2 + γ3(1 + γ2)m2 −γ3 + γ1(1 + γ3)m3

γ1 − 2(1 + γ1)m1γ2

+(1 + γ1)(1 + γ2)m1m2γ3

γ2 − 2(1 + γ2)m2γ3

+(1 + γ2)(1 + γ3)m2m3γ1

γ3 − 2(1 + γ3)m3γ1

+(1 + γ1)(1 + γ3)m1m3γ2


qui est de rang 3, car elle est équivalente à la matrice simplifiée par pivot de Gauss suivante:

B =


γ1 γ2 γ3

0 −γ2
γ1

(γ2(1 + γ1)m1) + γ3(1 + γ2)m2
−γ3
γ1

(γ2(1 + γ1)m1) + γ1(1 + γ3)m3

0 0 c


avec c = −γ3

γ1
(γ3(1 + γ1)(1 + γ2)m1m2) + (1 + γ1)(1 + γ3)γ2m1m3 + b2,3

b2,2
. On peut trouver une combi-

naison des γi et des mi tels que c 6= 0 vérifiant (1 + γi)mi < 1 qui est une hypothèse du modèle.

La condition d’observabilité de la proposition 6.8 est bien vérifiée, on peut donc conclure que le système

est observable quand on ne mesure que le substrat s.
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6.2.4 Conclusion

Grâce à ces conditions d’observabilité, on peut avoir un critère d’existence d’une variable d’agrégation;

de plus, lorsqu’elles sont vérifiées, on pourra construire des observateurs. Ces observateurs permettront,

notamment, de reconstruire toutes les variables d’état en ne mesurant que le substrat. Ainsi pour

connâıtre à tout instant la valeur de toutes les classes de taille, seule la mesure en nutriment sera

nécessaire, par exemple.

6.3 Observabilité pour un deuxième modèle de croissance

On considère le modèle de croissance construit dans le chapitre 4:
ṡ = −αρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ(u)x− dx−mx

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

(6.8)

On rappelle que s est le substrat, x la biomasse de la cellule en carbone, et u la quantité d’azote non

métabolisé par unité de biomasse carbonée (la réserve en azote de la cellule par unité de biomasse).

On ne revient pas sur la construction et l’étude du modèle, on se réfère au chapitre 4. On rappelle que

l’ensemble U = {s > 0, x > 0, u ≥ 0} est un ensemble invariant pour le système si deux équilibres

existent. Plus particulièrement, on veut assurer que les variables s et x sont toujours strictement

positives.

En effet, on rappelle que x = 0 ne peut jamais être atteint pour des conditions initiales dans U ; de

plus, comme les variables sont bornées, on aura:

ṡ = −αρ(s)x− ds + dsin > −αρ(s)xmax − ds + dsin = ϕ(s)

avec ϕ(s) fonction continue vérifiant ϕ(0) = dsin > 0. Il existe donc ε > 0 tel que ϕ(ε) > 0 et ainsi:

ṡ(s=ε) > ϕ(ε) > 0

La droite s = ε est donc répulsive; ce qui vérifie bien que l’ensemble U est invariant et que les variables

s et x sont toujours strictement positives.

6.3.1 La condition d’observabilité

On veut connâıtre la condition d’observabilité pour le système (6.8) lorsqu’on mesure le substrat s. On

considère le système suivant: 
ṡ = −αρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ(u)x− dx−mx

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

y = s

(6.9)

Proposition 6.9

Le système (6.9) est observable.
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Preuve :

Vérifions que on peut reconstruire les variables x et u à partie de s et de ces dérivées successives.

L’espace G, espace des mesures et de ses dérivées par rapport au champ de vecteur, contient:

(y, ẏ, ÿ)

Calculons ces dérivées:
ẏ = ṡ = −αρ(s)x− ds + dsin

ÿ = s̈ = −αρ′(s)ṡx− αρ(s)ẋ− dṡ

C’est à dire:

x = dsin − ds− ṡ
αρ(s) µ(u) = −s̈− αρ′(s)ṡx− dṡ + αρ(s)(d + m)x

αρ(s)x

qui sont bien défini car les variables x et s sont toujours strictement positives.

L’espace G contient l’espace:

(s, x, µ(u))

Ainsi si µ(u) est inversible, on pourra reconstruire u; comme cette hypothèse est bien vérifiée, on peut

conclure que le système est observable �

6.3.2 Conclusion

Comme pour le modèle précédent, l’observabilité de ce système assure la possibilité de construire des

observateurs. Ainsi, en ne mesurant que le substrat, on pourra reconstruire toutes les variables d’états

x et u qui sont en général difficile à mesurer (surtout u qui représente les réserves de la cellule).
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7. Construction d’observateurs

La construction d’un observateur nécessite la vérification de l’observabilité d’un système. Il existe,

cependant en biologie, de nombreux systèmes qui ne sont pas observables: en effet, ce sont souvent des

systèmes mal connus (non connaissance ou connaissance partielle de certaines fonctions de croissance,

notamment). Malgré tout, comme les variables modélisées sont importantes, on a besoin de reconstruire

ces variables. On définira alors les reconstructeurs-détecteurs ainsi que les estimateurs dans le chapitre

suivant.
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7.1 État de l’art

Comme on l’a défini dans le chapitre précédent, un observateur est un système dynamique auxiliaire,

qui utilise un modèle et les mesures du processus modélisé, défini tel que l’erreur entre l’observateur

et le modèle tends vers 0. Cette erreur est appelée erreur d’observation.

Comme pour la condition d’observabilité, les observateurs ont d’abord été défini pour les systèmes

linéaires: l’observateur de Luenberger [62] et le filtre de Kalman [48] sont les plus classiques d’entre eux.
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Puis, pour les systèmes non linéaires, c’est en utilisant le même genre de formalisme que l’observateur

grand gain [31] a été construit. Les conditions d’existence d’un tel observateur nécessitant la connais-

sance parfaite du modèle (difficile à avoir en biologie), la notion de reconstructeurs-détecteurs est alors

introduite. Ils permettent de reconstruire des variables d’un système même mal connu.

Nous rappellerons dans les paragraphes suivant ces différents observateurs.

7.1.1 Observateur de Luenberger

On considère le système dans Rn: {
ẋ = Ax

y = Cx
(7.1)

avec A ∈ Gln(R) et C ∈ Mp,n(R). On suppose que système est observable c’est à dire qu’il vérifie la

condition d’observabilité suivante:

rg(C , CA, . . . , CAn−1 ) = n (7.2)

Proposition 7.1

Le système ˙̂x = Ax̂ + K(y − Cx̂) est un observateur du système (7.1) avec K ∈Mn,p(R).

Preuve : [62]

Pour démontrer que ce système est un observateur, on calcule la dynamique de l’erreur d’observation

notée e = x̂− x. On a alors:

ė = ˙̂x− ẋ = (A−KC)(x̂− x) = (A−KC)e

En utilisant le théorème de placement de pôles [29] puisque le système est observable, on peut choisir

K, appelée matrice de gain, telle que A−KC soit asymptotiquement stable. Ainsi, l’erreur e tend vers

0 à la vitesse de la valeur propre dominante de A−KC dépendant du choix de K. On conclut que ce

système est un observateur pour (7.1) dont la vitesse de convergence est réglable. �

Cet observateur a l’avantage d’être assez immédiat et d’avoir une vitesse de convergence réglable.

Cette vitesse est constante et ne dépend pas du temps. Pour obtenir plus de précision sur la vitesse de

convergence et la reconstruction des variables, la matrice de gain peut être définie comme la solution

d’une équation différentielle ordinaire: c’est le cas du filtre de Kalman, par exemple.

Système linéaire: ẋ = Ax, y = Cx Observateur de Luenberger: ˙̂x = Ax̂ + K(y − Cx̂)

7.1.2 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est un observateur où la matrice de gain dépendant du temps est solution d’un

équation de type Riccati [48] et est optimal par rapport à un certain critère. On donnera dans ce

paragraphe la caractérisation déterministe de cet observateur: d’autres versions existent; Kalman l’avait

d’abord donné sous une vision stochastique puis d’autres l’ont interprété en utilisant un critère de

minimisation de l’erreur d’observation [17].
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On supposera que la condition d’observabilité (7.2) est encore vérifiée. Nous ne donnerons que quelques

détails dans ce paragraphe.

Proposition 7.2

Le système ˙̂x = Ax̂ + S−1Ct(y − Cx̂), avec S ∈ Sn(R+∗) définie comme la solution de

Ṡ = −θS − AtS − SA + CtC, est un observateur du système (7.1), si θ > 0. De plus, la norme de

l’erreur d’observation est bornée par une exponentielle décroissante dépendant de θ.

Preuve :

Soit l’erreur d’observation e = x̂− x vérifiant l’équation dynamique suivante:

ė = (A− S−1CtC)e (7.3)

Nous ne donnerons que les étapes de la preuve pour vérifier que l’équilibre e = 0 est asymptotiquement

stable:

• On utilise une fonction V (e) = etSe définie positive, nulle en 0

• On démontre qu’elle décrôıt le long des orbites en utilisant (7.2). �

On donnera l’interprétation de cet observateur en terme de minimisation d’un critère type moindres

carrés et intégral.

Proposition 7.3

L’état donné par l’observateur précédent est solution du problème de minimisation suivant:

min
x̂

J(x̂) = ||x(T )||2 +
∫ T

0

||y(τ)− Cx̂(τ)||2dτ

Preuve : [17] �

Cet observateur possède donc une vitesse de convergence réglable et optimale par rapport à un certain

critère. De plus, si les mesures sont bruitées, ce qui est souvent le cas, cet observateur joue le rôle de

filtre, d’où son nom, et conserve une vitesse de convergence optimale par rapport à ce bruit.

Système linéaire:

{
ẋ = Ax

y = Cx
Filtre de Kalman:

{
˙̂x = Ax̂ + S−1Ct(y − Cx̂)

Ṡ = −θS −AtS − SA + CtC

7.1.3 Observateur grand gain

Dans le cadre des systèmes non linéaires, l’observateur grand gain construit par Gauthier, Hammouri et

Othman [47] et puis étendu par [31], utilise le même genre de formalisme que l’observateur de Kalman.

On considère le système dans Ω ⊂ Rn suivant:{
ẋ = f(x,u) u ∈ Rp (p ≤ n)

y = h(x)
(7.4)
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On se place dans le cas particulier de système sous la forme canonique s’écrivant:

ż1 = F1(z1,z2,u)
...

żi = Fi(z1,z2, . . . ,zi+1,u)
...

żn = Fn(z1,z2, . . . ,zn,u)

y = H(z1,u)

(7.5)

Si système (7.4) n’est pas sous cette forme, il existe des hypothèses sous lesquelles il peut se ramener

par changement de variables au système (7.5) (voir [31] pour plus de détails).

Les hypothèses pour assurer l’existence d’un tel observateur sont assez contraignantes.

Hypothèses H 7.4

(i) Le système (7.4) est observable.

i.e. rg(dy , dẏ , . . . , dy(n−1)) = n.

(ii) Chaque fonction ∂Fi
∂zi+1

pour i = 1, . . . ,n− 1 est globalement lipschitzienne pour (z1, . . . ,zi) uni-

formément par rapport à zi+1 et u.

(iii) Il existe α, β réels tels que 0 < α < β vérifiant:

α ≤
∣∣∣∣∂H

∂z1

∣∣∣∣ ≤ β, α ≤
∣∣∣∣ ∂Fi

∂zi+1

∣∣∣∣ ≤ β pour i = 1, . . . ,n− 1

C’est à dire après un changement de variables, on a:

α ≤ ∂H

∂z1
≤ β, α ≤ ∂Fi

∂zi+1
≤ β pour i = 1, . . . ,n− 1

Dans ces hypothèses, c’est souvent l’inégalité à gauche (i.e. α ≤
∣∣∣ ∂Fi
∂zi+1

∣∣∣ et α ≤
∣∣∣∂H
∂z1

∣∣∣) qui est la plus

difficile à vérifier. On notera F (x,u) = (F1, . . . ,Fn)t.

Proposition 7.5

Sous les hypothèses (H7.4) , le système

˙̂z = F (ẑ,u) + Kθ(y −H(ẑ,u))

est un observateur pour le système (7.5) avec Kθ = ∆θK, ∆θ = diag(θ,θ2, . . . ,θn) et K défini par le

lemme 7.6.

Ce système est un observateur exponentiel défini tel que:

||ẑ(t)− z(t)|| ≤ ke−at||ẑ(0)− z(0)||, t > 0

pour chaque condition initiale ẑ(0), z(0). De plus, θ peut être choisi suffisamment grand pour que la

vitesse a de l’observateur soit arbitraire.

Preuve : [31] �

Le lemme suivant est utilisé dans la définition de la matrice de gain de l’observateur grand gain; l’idée

est la même que pour la matrice de gain du filtre de Kalman.
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Lemme 7.6

Soient deux matrices réelles dépendant du temps A(t) et C(t):

ai,i+1(t) = ϕi+1(t) pour i = 1, . . . ,n− 1 et ai,j = 0 sinon

C = (ϕ1(t) 0 . . . 0)

avec 0 < α < ϕi(t) < β < ∞ (α et β définis par les hypothèses précédentes). Alors il existe un λ > 0,

un vecteur K ∈ Rn et une matrice S symétrique n× n définie positive, dépendant uniquement de α et

β telle que:

(A−KC)tS + S(A−KC) ≤ −λId

Preuve : [31] �

Plus précisément, les matrices A et C sont définies par:

ϕi+1 = ∂Fi
∂zi+1

(z1, . . . ,zi,δi,u)

ϕ0 = ∂H
∂z1

(δ0,u)

avec δi ∈ (zi+1,ẑi+1)

On peut remarquer que le gain (Kθ)i est défini tel que (Kθ)i = kiθ
i où ki est imposé par l’équation

de Lyapounov de lemme 7.6. Ainsi, pour connâıtre les signes des gains ki, on vérifie, par exemple, que

la matrice (A −KC) + (A −KC)t est définie négative (i.e. on considère que S = Id). On peut aussi

remarquer que si le lemme est vrai, alors la matrice (A−KC) est stable: c’est une condition nécessaire

que l’on pourra aussi vérifier.

Cet observateur est le plus utilisé dans le cadre des systèmes non linéaires; son principal avantage est

une vitesse de convergence réglable en choisissant des gains plus ou moins élevés. On peut remarquer

que toutes les variables, mêmes celles que l’on mesure sont reconstruites. On verra dans le chapitre

suivant que cette propriété peut être aussi vue comme un filtrage des données.

Par contre, ces observateurs sont très sensibles aux conditions initiales et au bruit que l’on peut avoir

sur les mesures.

Système non linéaire canonique:

{
ż = F (z)

y = z1

Observateur grand gain:


˙̂z = F (ẑ,u) + Kθ(y −H(ẑ,u))

avec Kθ = ∆θK

∆θ = diag(θ,θ2, . . . ,θn) et K défini par le lemme 7.6

7.1.4 Reconstructeur-Détecteur asymptotique

Très souvent appelé observateur asymptotique.

Ce reconstructeur a été construit par Bastin et Dochain [5] pour des modèles non observables où

une partie du système est inconnue et où certaines des variables sont mesurées exactement. Dans les
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systèmes de croissance cellulaire en chemostat, c’est souvent le taux de croissance que l’on suppose

inconnu.

De plus, on suppose qu’il y a conservation de la matière ou agrégation des variables; c’est ce qui permet

d’assurer la reconstruction des variables que l’on ne mesure pas.

Soit le système: {
ẋ = Af(x)− kx + v x,v ∈ Rn A ∈Mn(R) k ∈ R+∗

y = Cx C ∈Mn−1,n(R) y ∈ Rn−1
(7.6)

Plus précisément, la matrice C est définie telle que ci,i = 1, ci,j = 0. On mesure exactement n − 1

variables xi sauf xn.

Hypothèses H 7.7

• Le système est non observable.

• La fonction f(x) est inconnue.

• Les mesures y = Cx sont exactes.

• Il existe un K ∈ Rn tel que KtA = 0.

Soit z = Ktx vérifiant l’équation dynamique suivante:{
ż = −kz + Ktv

y = Cx
(7.7)

La seule variable non mesurée est xn. Elle s’écrit en fonction des autres variables telle que:

xn =
z −K1x1 − . . .−Kn−1xn−1

Kn

où les coefficients Ki sont les coordonnées du vecteur K ∈ Rn
+∗.

Ainsi en ayant un reconstructeur de z, on pourra reconstruire xn en utilisant la connaissance parfaite

des autres variables.

Proposition 7.8

Sous les hypothèses (H7.7), on pose z = Ktx. Le système ˙̂z = −kẑ + Ktv est un reconstructeur

asymptotique du système (7.7).

Preuve :

• On pose e = ẑ − z et on veut démontrer que cette erreur tend vers 0.

L’équation dynamique de e est la suivante:

ė = −ke

donc e tend vers 0 quand t tend vers l’infini à la vitesse constante k imposée par le modèle. �

On choisira alors comme détecteur de xn:

x̂n =
ẑ −K1x1 − . . .−Kn−1xn−1

Kn

On vérifie en effet facilement que l’erreur x̂n − xn tend vers 0 quand t tend vers l’infini car ẑ − z → 0.

Système non linéaire (f(x) inconnue):

{
ẋ = Af(x)− kx + v

y = Cx et z = Ktx vérifiant KtA = 0

Reconstructeur asymptotique:

{
˙̂z = −kẑ + Ktv

ẑ = Ktx̂ et y = Cx
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7.1.5 Exemples: observateurs pour le modèle de chemostat classique

On appliquera les techniques de reconstructeur asymptotique et d’observateur grand gain dans le cas

du modèle de chemostat classique, le modèle de Monod p.22. On considère le modèle suivant:
ẋ = µ(s)x− dx = f1(s,x)

ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin = f2(s,x)

y = s

(7.8)

On ne reviendra pas sur la description du modèle ayant été largement abordée dans la première partie.

On fait l’hypothèse que l’on mesure le substrat s mais on aurait pu supposer sans changer les résultats

que l’on mesure la biomasse x.

Reconstructeur asymptotique – On suppose que le taux de croissance µ(s) n’est pas connu. On

rappelle que le principe de conservation de la matière est vérifiée. En effet, soit z = αx + s la quantité

totale de matière, on a:

ż = −dz + dsin ⇒ lim
t→∞

z = sin

Ainsi, les variables d’état sont bornées.

On considère le système suivant: {
ż = −dz + dsin

y = s
(7.9)

On veut reconstruire x en utilisant la connaissance exacte de s et un reconstructeur de z.

Proposition 7.9

Le système ˙̂z = −dẑ + dsin est un reconstructeur asymptotique du système (7.9).

Preuve :

Soit e = ẑ − z. L’équation dynamique de e est la suivante:

ė = −de

qui tend vers 0 quand t tends vers l’infini. Donc ẑ est bien un reconstructeur de z (voir [5]). �

Ainsi en prenant x̂ = ẑ − s
α , on pourra reconstruire x; en effet, on vérifie trivialement que x̂− x tend

vers 0 quand t tend vers l’infini.

Observateur grand gain – Pour construire un observateur grand gain, à la différence d’un recons-

tructeur asymptotique, on suppose que la fonction µ(s) est bien connue [47].

Avant de construire cet observateur, rappelons que l’ensemble Ω = {s > 0, x ≥ 0} est un ensemble

invariant et qu’ainsi s est toujours strictement positive.

Proposition 7.10

L’ensemble Ω est un ensemble positivement invariant pour le système (7.8) et la variable s est toujours

strictement positive.

Preuve :

Pour démontrer l’invariance d’un domaine par le flot d’un système, on prouvera que les faces de ce

domaine sont répulsives en évaluant ẋ en x = 0 et ṡ en s = ε > 0.

ẋ(x=0) = 0 la droite x = 0 est invariante
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En utilisant la bornitude de la variable x, on a:

ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin > −αµ(s)xmax − ds + dsin = ϕ(s)

où ϕ(s) est une fonction définie continue. En s = 0, ϕ(0) = dsin > 0; par la continuité de la fonction,

il existe donc un ε > 0 tel que ϕ(ε) > 0. Ainsi, on aura:

ṡ(s=ε) > ϕ(ε) > 0 la droite s = ε est répulsive

On conclut donc que Ω est invariant pour le système (7.8) et que la variable s est toujours strictement

positive. �

Vérifions que les hypothèses (H7.4) sont vraies:

(i) Le système (7.8) est observable.

• Il est sous sa forme canonique:
ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin = F1(s,x)

ẋ = µ(s)x− dx = F2(s,x)

y = s = H(s)

(7.10)

(ii) ∂F1
∂x

est globalement lipschitzienne pour s, uniformément par rapport à x.

(iii) Il existe A et B tels que 0 < A < B vérifiant:

A ≤
∣∣∣∣∂H

∂s

∣∣∣∣ ≤ B, A ≤
∣∣∣∣∂F1

∂x

∣∣∣∣ ≤ B

Vérifions (i). Calculons l’ensemble G contenant (s,ṡ):

(s, ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin)

C’est à dire: (
s, x =

−ṡ− ds + dsin

αµ(s)

)
qui est bien défini sur Ω (i.e. s 6= 0). Donc, G contient (s,x).

L’espace dG contient donc (ds,dx) = (1 0,0 1); or le rang de (ds,dx) est égal à 2 donc le système est

observable.

Vérifions le point (ii) et le point (iii) immédiatement. ∂F1
∂x

= −αµ(s) qui est bien globalement lip-

schitzienne pour s et uniformément pour x.

De plus, comme ∂H
∂s

= 1, il existe A et B tels que:

0 < A ≤
∣∣∣∣∂H

∂s

∣∣∣∣ = 1 ≤ B, A ≤
∣∣∣∣∂F1

∂x

∣∣∣∣ = αµ(s) ≤ B

Comme s est toujours strictement positive (i.e. s ≥ ε), on choisit A tel que A > min(1,αµ(ε)). De plus

comme µ(s) est bornée, on choisit B tel que B > max(αµmax).

Proposition 7.11 Sous les hypothèses (i), (ii), (iii), le système:

˙̂s = F1(ŝ,x̂) + k1θ(s− ŝ)
˙̂x = F2(ŝ,x̂) + k2θ

2(s− ŝ)

est un observateur grand gain pour le système (7.10).
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Preuve :

On applique le théorème 7.5 au système (7.10). Pour donner les signes de k1 et k2, on vérifie le lemme 7.6;

c’est à dire on cherche une condition nécessaire pour que (A−KC) soit stable avec A =

(
0 −αµ(s)

0 0

)
et C =

(
1 0

)
.

(A−KC) =

(
−k1 −αµ(s)

−k2 0

)
Une condition nécessaire pour assurer la stabilité de cette matrice est que:

tr(A−KC ) = −k1 < 0

det(A−KC ) = αµ(s)k2 > 0

C’est à dire k1 > 0 et k2 > 0; par exemple, on peut choisir k1 = 2 et k2 = 1. �

7.2 Observateurs pour un premier modèle de croissance

Ces observateurs à notre connaissance n’existent pas dans la littérature.

On considère le modèle développé par Arino [2] sans phénomène de mortalité (i.e. m(s) = 0):{
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx
(7.11)

où s est le substrat et x ∈ Rn avec xi la biomasse de chaque classe de taille i. On se reportera à la

construction du modèle donnée dans le chapitre 2. On choisira suivant les cas, de décrire ou pas le

phénomène de maintenance. En effet, pour la construction de l’observateur grand gain, on a besoin de

l’observabilité du système c’est à dire le système ne doit pas être conservatif (voir paragraphe 6.2.2 du

chapitre précédent). Par contre pour la construction du reconstructeur asymptotique, le principe de

conservation de la matière doit être vérifié.

7.2.1 Reconstructeur asymptotique

On cherche à construire un détecteur asymptotique de ce système dans le cas où on mesure s et les

n − 1 premières classes de biomasse exactement. On suppose que la fonction µ(s) est inconnue. On

considère le système: 
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx

y =

(
s

Cx

) (7.12)

avec C une matrice n− 1× n définie par ci,i = 1 et ci,j = 0 et la matrice A définie telle que ai,i = −1,

ai,i−1 = (1 + γi−1) pour i = 1, . . . , n mod (n) car le phénomène de maintenance n’est pas pris en

compte.

D’après la définition de A, le principe de conservation de la matière est vérifié. En effet, posons z = x+s

la quantité totale de matière. L’équation dynamique de z est la suivante:

ż = −dz + dsin
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On considère alors le système suivant: 
ż = −dz + dsin

y =

(
s

Cx

)
(7.13)

On veut reconstruire xn (la seule variable qu’on ne mesure pas) en utilisant la connaissance exacte des

mesures de substrat, des n− 1 concentrations de biomasses, et un reconstructeur de z.

Proposition 7.12

Le système ˙̂z = −dẑ + dsin est un reconstructeur asymptotique du système (7.13).

Preuve :

Soit e = ẑ − z vérifiant l’équation dynamique suivante:

ė = −de

c’est à dire que lim
t→∞

e(t) = 0 à la vitesse de convergence fixée par le modèle égale à d. Donc ẑ est bien

un reconstructeur asymptotique de z. �

Ainsi en prenant γnx̂n = ẑ − s − γ1x1 − . . . − γn−1xn−1 , on pourra reconstruire xn car on vérifie de

façon immédiate que x̂n − xn tend vers 0 quand t tend vers l’infini.

7.2.2 Observateur grand gain

On cherche à présent à construire un observateur grand gain dans le cas où on observe s uniquement; on

prendra en compte le phénomène de maintenance: le système est donc observable d’après le paragraphe

6.2.2. 
ṡ = −µ(s)Γtx + dsin − ds

ẋ = µ(s)Ax− dx

y = s

(7.14)

avec A définie telle que ai,i = −1 et ai,i−1 = (1 + γi−1)mi−1 pour i = 1, . . . , n mod (n) car le

phénomène de maintenance est pris en compte.

On rappelle que l’ensemble Ω = R∗ × Rn
+ est invariant d’après la proposition 6.6 et qu’ainsi s est

toujours strictement positive.

Vérifions que les hypothèses (H7.4) sont vraies:

(i) Le système (7.14) est observable.

• Le système peut être récrit sous la forme d’un système canonique en utilisant les hypothèses de

[31]: 

ż0 = F0(z0,z1)
...

żi = Fi(z0,z1, . . . ,zi+1)
...

żn = Fn(z0,z1, . . . ,zn)

y = z0

(7.15)
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(ii) Chaque fonction ∂Fi
∂xi+1

pour i = 0, . . . , n − 1 est globalement lipschitzienne pour (z1, . . . , zi)

uniformément par rapport à zi+1.

(iii) Il existe α et β tels que 0 < α < β vérifiant:

α ≤ 1 ≤ β et α ≤
∣∣∣∣ ∂Fi

∂zi+1

∣∣∣∣ ≤ β pour i = 0, . . . ,n− 2

Vérifions (i). L’observabilité du système dans ce cas a été vérifiée dans le chapitre précédent. C’est

stricte positivité de s qui assure l’observabilité.

• En utilisant les hypothèses de Gauthier [31], que nous ne détaillerons pas ici, on peut ramener le

système (7.14) au système suivant:

ż0 = −µ(z0)z1 − dz0 + dsin = F0

ż1 = µ(z0)z2 − dz1 = F1

ż2 = µ(z0)z3 − dz2 = F2

...

żn = µ(z0)f(z1, . . . ,zn−1)− dzn = Fn

y = z0

(7.16)

avec z0 = s, z1 = Γtx, z2 = ΓtAx,...et f(z1, . . . ,zn−1) = ΓtAn qui d’après la condition d’observabilité

s’écrit en fonction des variables précédentes. Les hypothèses de Gauthier [31] assurent que l’équivalence

entre ces deux systèmes, notamment que z0 = s, z1 = Γtx, z2 = ΓtAx,... est bien un changement de

variable sur un ensemble bien choisi.

Vérifions (ii). Calculons ∂Fi
∂zi+1

pour i = 0, . . . , n− 1:

∂F0
∂z1

= −µ(z0)
∂F1
∂z2

= µ(z0)
...
∂Fn−1

∂zn−2
= µ(z0)

La fonction µ(z0) étant globalement lipschitzienne pour zi = (z0, . . . ,zi) par rapport à zi+1, l’hypothèse

(iii) est bien vérifiée.

Vérifions (iii). Comme pour le modèle précédent, c’est l’invariance du domaine Ω qui assure l’existence

et la définition de Φ sur ce domaine.

De plus, d’après le calcul des dérivées partielles de Fi par rapport à zi+1, et l’invariance du domaine

Ω, on a:

α = µ(ε) ≤
∣∣∣∣ ∂Fi

∂zi+1

∣∣∣∣ = µ(z0) < µmax = β

L’hypothèse (iii) est donc bien vérifiée.
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Proposition 7.13

Sous les hypothèses (i), (ii), (iii), le système suivant est un observateur pour le système (7.16):

˙̂z0 = −µ(ẑ0)ẑ1 − dẑ0 + dsin + k1θ(z0 − ẑ0)
˙̂z1 = µ(ẑ0)ẑ2 − dẑ1 + k2θ

2(z0 − ẑ0)
...
˙̂zn = µ(ẑ0)f(ẑ1, . . . ,ẑn−1)− dẑn + kn+1θ

n+1(z0 − ẑ0)

où k1,k2, . . . , kn+1 sont définis par le lemme 7.6.

Preuve :

En appliquant le théorème 7.5 au système (7.16), on démontre la proposition. �

Ainsi en ne mesurant que le substrat s, on pourra grâce à cet observateur reconstruire toutes les

variables d’états de biomasse xi.

7.2.3 Précisions et simulations en dimension 3

On simule le détecteur asymptotique et l’observateur grand gain pour deux modèles de croissance

différents.

On choisit deux modèles de dimension 3 pour simplifier les calculs et les notations; on prendra comme

matrice A:

Aasym =

(
−1 (1 + γ2)

(1 + γ1) −1

)
Aobsgrand gain =

(
−1 (1 + γ2)m2

(1 + γ1)m1 −1

)

Pour la construction et la simulation du détecteur asymptotique, on choisit de prendre γ1 = γ2 = 1,

µ(s) est inconnue, d = 0.1 et sin = 10.

Pour la construction et la simulation de l’observateur grand gain, les signes des gains ki sont obtenus

en donnant des conditions nécessaires pour que la matrice M = A−KC soit stable (le lemme 7.6 est

alors vérifié).

M =


−k1 −µ(z0) 0

−k2 0 µ(z0)

−k3 0 0


On calcule les éléments de la première colonne du tableau de Routh pour avoir des conditions nécessaires

sur le signe des valeurs propres de M :

a1 = −tr(M ) = k1
a1a2 − a3 = µ(z0)(−k1k2 + k3µ(z0))

a3 = −det(M ) = −k3µ(z0 )2

On veut assurer que les valeurs propres sont à partie réelle strictement négative c’est à dire on veut

que det(M ) < 0 (i.e. a3 > 0) et qu’il n’y ait pas de changement de signe dans la première colonne du

tableau de Routh (i.e. tous les éléments de la colonne sont positifs):

a1 = k1 > 0

a1a2 − a3 = µ(z0)(−k1k2 + k3µ(z0)) > 0

a3 = −k3µ(z0)2 > 0
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Pour que a1 soit positif, on doit prendre k1 > 0. Pour avoir a3 > 0, on prendra k3 < 0.

Pour que a1a2−a3 soit positif sous ces conditions, il faut ces gains vérifient de plus −k1k2+k3µ(z0) > 0

c’est à dire k2 < 0 et −k1k2 > −k3µM .

On choisit de prendre µ(s) = s
10 + s (i.e. µM = 1), γ1 = 1, γ2 = 2, m1 = m2 = 0.5, d = 0.1 et

sin = 10. Pour les gains, on prendra k1 = 3, k2 = −3, k3 = −1 et θ = 2.5 vérifiant les conditions de

signes et l’inégalité −k1k2 > −k3µM données plus haut.

Pour ces valeurs de gains, on aura z1 = x1+2x2 et z2 = x1+x2 c’est à dire x1 = 2z2−z1 et x2 = z1−z2.
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Fig. 7.1 Simulation du détecteur asymptotique en vert–de l’observateur grand gain en rouge

On rappelle que pour le détecteur asymptotique, on mesure le substrat s et la biomasse x1 ainsi on

ne reconstruit que la biomasse x2. Sa vitesse de convergence est fixée par le modèle à la différence de

l’observateur grand gain dont la vitesse de convergence est réglable.

De plus, on peut noter que ce détecteur a le même comportement dynamique quelque soit les conditions

initiales.

On remarque un phénomène de peaking au début de la simulation de l’observateur grand gain. Ce

phénomène est caractéristique de cet observateur: il n’est pas très gênant tant qu’il n’entrâıne pas la

déstabilisation de l’observateur.

Par contre, à la différence du détecteur asymptotique, on peut noter que cet observateur est assez

sensible aux conditions initiales et aux valeurs des gains.

7.2.4 Conclusion

Ainsi, avec l’observateur grand gain, en ne mesurant que le substrat présent dans le chemostat, on

peut reconstruire toutes les variables de biomasses et ce avec une vitesse de convergence aussi rapide

que l’on veut. On connâıtra alors les différentes étapes du cycle cellulaire grâce à la connaissance du

comportement du substrat extra cellulaire.

La connaissance parfaite du modèle est nécessaire pour construire ce type d’observateur.

De plus, on peut remarquer que les deux modèles utilisés sont différents dans la construction du
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détecteur asymptotique d’une part et l’observateur grand gain d’autre part: c’est la condition d’ob-

servabilité qui n’est pas vérifiée pour le premier mais doit l’être pour le deuxième qui impose cette

différence.

Notons les deux propriétés intéressantes de ces deux types d’observateur–détecteur:

• la vitesse de convergence de l’observateur grand gain.

• la constance du comportement dynamique du détecteur asymptotique.

Ce sont ces deux propriétés que nous utiliserons pour construire l’estimateur hybride du chapitre

suivant.

7.3 Observateurs pour un deuxième modèle de croissance

On considère ici le modèle construit dans la première partie (chapitre 4) de croissance cellulaire où le

phénomène de stockage est pris en compte. Soit le modèle après changement de variables défini tel que:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ(u)x− dx−mx

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

(7.17)

Où s est le substrat, x la biomasse de la cellule en carbone, et u la quantité d’azote non métabolisé

par unité de biomasse carbonée (la réserve en azote de la cellule par unité de biomasse). De plus, on

rappelle que l’ensemble U = {s > 0,x > 0,u ≥ 0} est invariant pour le système (voir étude du système

chapitre 4); c’est a dire plus précisément, s et x sont toujours strictement positifs.

7.3.1 Reconstructeur asymptotique

On cherche à construire dans un premier temps un reconstructeur asymptotique. On considère le

système 7.17 dans le cas où m = 0 et où on mesure s et x exactement. On suppose que les fonctions

de croissance µ(u) et ρ(s) sont inconnues. Soit le système:

ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ(u)x− dx

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

y =

(
s

x

) (7.18)

On rappelle que dans ce cas le modèle est conservatif c’est à dire z = ux + αx + s vérifie l’équation

suivante:

ż = −dz + dsin

On considère le nouveau système suivant:
ż = −dz + dsin

y =

(
s

x

)
(7.19)

On veut reconstruire u en utilisant les mesures de s, x et un reconstructeur de z.

Proposition 7.14

Le système ˙̂z = −dẑ + dsin est un reconstructeur asymptotique du système (7.19).
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Preuve :

Soit e = ẑ − z. L’équation dynamique de e est la suivante:

ė = −de

c’est à dire que lim
t→∞

e(t) = 0 avec une vitesse de convergence fixe valant d. Donc ẑ est bien un

reconstructeur asymptotique de z. �

Ainsi en prenant û = ẑ − s− αx
x , on pourra reconstruire u car on peut vérifier de façon immédiate

que û− u tend vers 0 quand t tend vers l’infini.

Remarque–La variable u étant difficile à mesurer, le détecteur asymptotique permet de la reconstruire en

mesurant s et x qui se font beaucoup plus facilement.

7.3.2 Observateur grand gain

On considère le système 6.8 dans le cas où m 6= 0 et où on mesure s uniquement. Notons que pour le

mod̀le de Droop classique un tel observateur a été aussi construit [11]. On suppose à présent que les

fonctions de croissance µ(u) et ρ(s) sont bien connues. Soit le système:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin = F1(s,x)

ẋ = µ(u)x− dx−mx = F2(x,u)

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u = F3(u,s)

y = s

(7.20)

On veut construire un observateur grand gain pour ce système. Pour cela, on doit tout d’abord vérifier

les hypothèses suivantes:

(i) Le système (7.20) est observable.

• Le système est déjà sous la forme canonique.

(ii) Les fonctions ∂F1
∂x

, ∂F2
∂u

sont globalement lipschitziennes pour (s,x) par rapport à (x,u).

(iii) Il existe b > a > 0 tel que:

a ≤
∣∣∣∣∂F1

∂x

∣∣∣∣ ≤ b et a ≤
∣∣∣∣∂F2

∂u

∣∣∣∣ ≤ b

Vérifions (i). C’est ce qu’on a vérifié par la condition d’observabilité dans le chapitre précédent. La

propriété importante du système qui assure l’observabilité est l’invariance du domaine U = {s > 0,x >

0,u ≥ 0}.

Vérifions (ii). Calculons les dérivées partielles suivantes:

∂F1
∂x

= −ρ(s)
∂F2
∂u

= µ′(u)x

La fonction ρ(s) est bien globalement lipschitzienne pour s par rapport à x. De plus, µ′(u)x est aussi

globalement lipschitzienne pour x par rapport à u.

Vérifions (iii). Pour démontrer les inégalités a ≤
∣∣∣∂F1

∂x

∣∣∣ et a ≤
∣∣∣∂F2

∂u

∣∣∣.
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Par le calcul des dérivées partielles, les hypothèses sur la bornitude les fonctions de croissances, des

variables d’états (i.e. x < xmax), la stricte croissance des fonctions de croissances (i.e. µ′(u) > ε′) et

la stricte positivité des variables x et s (i.e. x ≥ εx, s ≥ ε), on a:

ρ(ε) <
∣∣∣∂F1

∂x

∣∣∣ = ρ(s) < αρmax

ε′εx <
∣∣∣∂F2

∂u

∣∣∣ = µ′(u)x < µ′maxxmax

On pose alors b = max(αρmax, µ′maxxmax) et a = min(αρ(ε), ε′εx) l’hypothèse (iii) sera bien vérifiée.

Proposition 7.15 Sous les hypothèses (i), (ii), (iii), le système suivant est un observateur grand gain

pour le système (7.20): 
˙̂s = −ρ(ŝ)x̂− dŝ + dsin + k1θ(s− ŝ)
˙̂x = µ(û)x̂− dx̂−mx̂ + k2θ

2(s− ŝ)
˙̂u = ρ(ŝ)− αµ(û)− µ(û)û + k3θ

3(s− ŝ)

en choisissant k1, k2 et k3 par le lemme 7.6.

Preuve :

C’est l’application directe du théorème 7.5. �

Le choix des signes des gains ki se fait en donnant des conditions nécessaires pour que la matrice

M = A−KC soit stable (le lemme 7.6 est vérifié).

M =


−k1 −ρ(s) 0

−k2 0 µ′(u)x

−k3 0 0


Pour ce faire, on calcule la première colonne du tableau de Routh:

a1 = −tr(M ) = k1
a1a2 − a3 = ρ(s)(−k1k2 + k3µ

′(u)x)

a3 = −det(M ) = −k3ρ(s)µ′(u)x

On cherche une condition nécessaire pour que les valeurs propres de M soient à partie réelle strictement

négative c’est à dire det(M ) < 0 (i.e. a3 > 0) et que les éléments de la colonne de Routh ne changent

pas de signe (i.e. tous les éléments sont positifs):

a1 = k1 > 0

a1a2 − a3 = ρ(s)(−k1k2 + k3µ
′(u)x) > 0

a3 = −k3ρ(s)µ′(u)x > 0

Pour avoir a1 > 0, on doit choisir k1 > 0. Pour que a3 soit positif, il faut choisir k3 < 0.

De plus, pour que sous ces conditions, a1a2−a3 soit positif, on doit choisir −k1k2 + k3µ
′(u)x > 0 c’est

à dire k2 < 0 et −k1k2 > −k3µ
′
MxM .

Il existe de nombreuses combinaisons possibles vérifiant ces conditions; on en choisira une pour notre

étude en simulations.
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7.3.3 Simulations

On simule le détecteur asymptotique et l’observateur grand gain dans le cas où m = 0. On choisit

µ(u) = u
5 + u (i.e. µ′M = 1/5), ρ(s) = 5s

10 + s , α = 1, d = 0.1 et sin = 10. Avec ces choix, xM ∼ 6.

On prendra des gains k1 = 3 > 0, k2 = −3 < 0 et k3 = −1 < 0 vérifiant les conditions de signes et

l’inégalité −k1k2 > −k3µ
′
MxM données plus haut; de plus on choisira θ = 1.5.
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Fig. 7.2 Simulation du détecteur asymptotique en vert– de l’observateur grand gain en rouge

On rappelle que pour la construction du détecteur asymptotique, on choisit de mesurer x et s; la seule

variable que l’on reconstruit est u qui est une quantité difficilement mesurable.

Comme dans les simulations précédentes, on remarque que le détecteur asymptotique a le même com-

portement dynamique quelque soit les conditions initiales et que pour l’observateur grand gain, on

observe un phénomène de peaking en début de simulation (surtout pour la variable u).

De plus, on notera, pour cet observateur, une très forte sensibilité aux valeurs des gains et au choix

des conditions initiales, caractéristique importante du grand gain..

7.3.4 Conclusion

Comme pour le modèle de croissance précédent, avec l’observateur grand gain, en ne mesurant que le

substrat présent dans le chemostat, on peut reconstruire les variables de biomasse.

Le comportement interne de la cellule pourra être connu avec une vitesse aussi rapide que l’on veut.

Là encore, une connaissance parfaite du modèle est nécessaire.

On peut remarquer à la différence du modèle de croissance précédent que le même modèle en posant

m = 0 peut être utilisé pour construire un détecteur asymptotique et un observateur grand gain: en

effet, l’observabilité du système est indépendante du choix de m.
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8. Estimateurs pour des modèles

mal connus

On parlera dans ce chapitre de modèles partiellement connus c’est à dire que les systèmes sont non

observables. En effet, en biologie en général on ne connâıt pas la forme analytique des fonctions de crois-

sances, on n’a souvent accès uniquement à leurs bornes supérieures ou (et) inférieures. On s’intéresse

donc dans cette partie à la construction d’estimateurs ou d’observateurs pratiques pour lesquels on ne

suppose plus la convergence exacte de l’estimateur vers le système ou pour lesquels la convergence de

l’observateur pratique vers le système se fait avec une erreur aussi petite que l’on veut et à une vitesse

aussi grande que l’on veut.

Cette construction se fera par le biais d’estimateurs hybrides évoluant entre deux cas limites: un

estimateur du type grand gain et un estimateur du type détecteur asymptotique.

Ce chapitre a fait l’objet de publications dans les proceedings (avec comité de lecture) de 3 conférences

ECC01 [32], CAB8 [57] (estimateur de dimension 1) et ECC03 [58] (estimateur de dimension 2). De plus,

un article sur l’estimateur de dimension 2 est à parâıtre dans le journal Bioprocess and Bioengineering

Systems [61].
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8.1 État de l’art

Différents auteurs se sont intéressés à la construction d’estimateurs hybrides [57], [12] ou d’observateurs

pratiques [33] pour des modèles mal connus. Nous commencerons par donner les définitions un peu



132 Estimateurs pour des modèles mal connus

plus formelles de ces deux notions. Soit le système suivant:

(S)

{
ẋ = f(x,u)

y = Cx

On suppose qu’une partie du système, non définie précisément pour l’instant, est inconnue.

On considère de plus le système:

(Ŝ) ˙̂x = f̂(x̂,u)

Définition 8.1

• On dira que x̂ est un observateur pratique faible si pour tout ε > 0, il existe un système dynamique

(Ŝ) associé à x̂ tel que:

Pour tout couple (x0,x̂0), il existe T > 0,||x̂(t)− x(t)|| ≤ ε, pour tout t ≥ T

Définition 8.2

On dira que x̂, défini par le système dynamique (Ŝ), est un estimateur du système dynamique (S) si

lim
t→∞

||x̂− x|| ≤ m

avec m une constante positive dépendant de la connaissance de f telle que m = 0 si f est parfaitement

connue.

Nous citerons pour commencer les travaux de Farza, Busawon et Hammouri [27],[28] qui construisent

des observateurs pratiques pour des modèles où l’incertitude est une fonction ε(t) ajoutée à la dyna-

mique de certaines variables: 
ż1 = f(z1,s)F1(z1,s)z2 + b1(u,z1,s)

ż2 = b2(u,z1,s) + ε(t)

y = z1

où les variables d’états z1,z2 sont dans Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rn les mesures, s un signal que l’on connâıt,

f et F1 matrices n× n dont les fonctions sont Cr, et ε(t) une fonction inconnue pouvant dépendre de

z, s, u variables que l’on connâıt. En utilisant les mêmes genre d’hypothèse et d’outils que pour la

construction d’observateurs grand gain, ils arrivent à construire un observateur pratique en supposant

que la fonction ε(t) est bornée.

Parlons des travaux de Gouzé, Rapaport et Hadj-Sadok [33], qui construisent des observateurs par

intervalles. L’incertitude du modèle n’est plus vue comme une fonction indépendante du modèle mais

elle est dans la structure même de la fonction f . En effet, ils ne connaissent que les bornes supérieure et

inférieure de cette fonction; ils construisent alors des observateurs classiques sur les systèmes supérieur

et inférieur de x et montrent sous certaines hypothèses que ces systèmes convergent vers le système

encadré. Soit le système: {
ẋ = Ax + Φ(y)

y = h(x)

On suppose que Φ−(y) ≤ Φ(y) ≤ Φ+(y) et on considère les observateurs supérieur et inférieur du

système:
ẋ+ = Ax + Φ+(y) + K(Cx+ − y)

ẋ− = Ax + Φ−(y) + K(Cx− − y)
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Ils démontrent, sous certaines hypothèses (A + KC stable, coopératif et l’incertitude totale Φ+(y) −
Φ−(y) bornée), que l’erreur est bornée par une erreur maximale qui tend vers 0 quand t tend vers

l’infini: ils ont donc construit un observateur pratique.

On peut aussi évoquer les travaux faits par Darouach [21], [20] sur les observateurs à entrées incon-

nues. Il construit des observateurs type détecteur asymptotique mais pour des systèmes linéaires; à la

différence du détecteur asymptotique qui ne reconstruit pas toutes les variables d’états, ces observa-

teurs à entrées inconnues réussissent à toutes les reconstruire. L’hypothèse importante qui permet de

construire ces observateurs est que la dimension des variables mesurées doit être supérieure à 1.

Ces trois premiers exemples ne construisent que des “observateurs simples”: il n’y a pas de notion

de basculement entre deux types d’observateurs. Ce basculement pourrait avoir pour effet d’améliorer

leur performance; c’est ce que Hullowen et Bogaerts [12], [44] ont construit: un estimateur hybride

entre un observateur de Kalman étendu et un observateur asymptotique. L’idée est de construire un

estimateur qui bascule entre les deux de façon à, premièrement éliminer les incertitudes du modèle par

un observateur asymptotique puis, grâce à un observateur de Kalman étendu reconstruire les variables

non mesurées.

8.2 Estimateurs hybrides en chemostat

On construit des estimateurs hybrides pour le modèle classique du chemostat où la fonction de crois-

sance est partiellement connue; l’idée de ces estimateurs hybrides est de basculer entre des estimateurs

de type grand gain et asymptotique. Lorsque l’erreur entre le modèle et l’estimateur est grande on

choisit l’estimateur de type grand gain, qui convergera rapidement vers une erreur bornée; lorsque la

borne de cette erreur est atteinte on choisit un estimateur de type asymptotique qui ramènera l’erreur

vers une erreur aussi petite que l’on veut à une vitesse constante.

8.2.1 Le modèle

On se placera dans le cas de modèle classique en chemostat:{
ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ(s)x− dx
(8.1)

L’hypothèse principale que l’on fait est que µ(s) n’est que partiellement connue; plus précisément:

Hypothèse H 8.3

• On a une estimation de µ(s) par une fonction µ̂(s) définie telle que:

|µ̂(s)− µ(s)| < a pour tout s ∈ [0,sin]

avec a une constante strictement positive.

Sous cette hypothèse, la constante de l’estimateur m donnée dans la définition 8.2 ne dépendra que de a.
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8.2.2 Motivations en simulations

Avant de passer à la construction d’estimateurs hybrides, on motivera par quelques remarques notre

démarche en rappelant les avantages et les faiblesses de deux types d’observateur-reconstructeur qui

vont nous intéresser.

L’observateur grand gain – On considère le modèle classique de croissance en chemostat de Monod

et en supposant que la fonction de croissance est bien connue, un observateur grand gain pourra être

construit (voir p.118). Les avantages et les inconvénients principaux de l’observateur grand gain sont

les suivants:

• L’avantage d’un observateur grand gain est que sa vitesse de convergence est réglable et qu’il

reconstruit toutes les variables d’état mesurées ou non. Cette reconstruction des variables me-

surées a l’avantage de filtrer les données: en effet, il est assez rare expérimentalement d’avoir

des données “propres” c’est à dire lisses, l’observateur grand gain en les reconstruisant permet

d’obtenir un lissage.

• Sa faiblesse est qu’il n’est pas très robuste: si on prend un gain trop grand, on peut voir ap-

parâıtre des phénomènes de peaking c’est à dire qu’on s’éloigne très fortement et très loin du

modèle en début d’intégration. Ces phénomènes ne sont pas très gênants tant qu’ils n’entrâınent

pas la déstabilisation de l’observateur.

Illustrons par quelques expériences simulatoires ces phénomènes.

Les modèles simulés ou les mesures seront marqués en rouge et les observateurs grand gain en bleu. On
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Fig. 8.1 Phénomène de filtrage de la variable mesurée s. Phénomène de peaking sur la variable

non mesurée x.

constate que l’observateur grand gain reste malgré tout très sensible au bruit et même si on récupère

un signal un peu plus lisse pour la variable mesurée, la reconstruction de la variable non mesurée est

plus bruitée que la mesure initiale: l’observateur grand gain entrâıne une amplification du bruit.

Faisons une autre expérience numérique, qui motivera notre recherche d’estimateur pour des modèles

mal connus. On construit un observateur grand gain classique mais en remplaçant la fonction µ(s) bien
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connue par une fonction µ̂(s) définie telle que |µ(s)− µ̂(s)| < a, a une constante strictement positive.

Cet “observateur mal connu” artificiel sera tracé en vert sur la figure.
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Fig. 8.2 Observateur grand gain bien connu comparé avec un “observateur” mal connu.

On observe que l’ ”observateur mal connu” converge vers le modèle avec une erreur bornée. C’est donc

ce qu’on a appelé un estimateur du modèle.

On veut utiliser les avantages d’un observateur grand gain pour la construction de notre estimateur

hybride à savoir sa rapidité de convergence ajustée par le choix d’un gain plus ou moins fort, même

quand la fonction de croissance est mal connue, et la possibilité de reconstruire toutes les variables

mesurées ou non.

Le reconstructeur asymptotique – On considère le modèle classique de croissance cellulaire en

chemostat de Monod, et à la différence de l’observateur grand gain, on supposera que la fonction

de croissance est inconnue. Un détecteur asymptotique pourra être alors construit (voir p.117). Les

avantages et les inconvénients principaux du reconstructeur asymptotique sont les suivants:

• Il est beaucoup moins sensible au bruit que l’observateur grand gain; en effet, même si la me-

sure est bruitée, la répercussion sur la variable non mesurée sera moins importante que pour

l’observateur grand gain et on n’a aucune chance d’observer un phénomène de peaking .

• Malgré tout son principal défaut est d’avoir une vitesse de convergence fixée par la partie connue

du modèle et de n’avoir aucun moyen d’améliorer sa convergence.

• Une autre de ces faiblesses est de ne pas reconstruire la variable que l’on mesure et ainsi on ne

peut pas vérifier son bon fonctionnement; en effet, la reconstruction de la variable mesurée en

plus d’avoir un effet lissant peut être un moyen d’ajuster le gain, par exemple en fonction de la

différence entre la mesure et la reconstruite: si cette erreur est grande, on peut imaginer prendre

un gain élevé, si cette erreur est plus faible on peut prendre un gain plus faible.

Illustrons ces remarques par quelques simulations.
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Fig. 8.3 Observateur asymptotique en bleu avec une mesure bruitée ou pas.

On ne reconstruit pas la variable mesurée s et on observe une convergence assez peu rapide de la

variable non mesurée. De plus, malgré le bruit sur la mesure, on peut constater que le reconstructeur

asymptotique est relativement robuste et il n’y a pas de phénomène de peaking.

On veut utiliser les avantages du reconstructeur asymptotique dans la construction de notre esti-

mateur à savoir sa convergence exacte sans connâıtre le modèle (même si sa vitesse est fixée) et sa

non sensibilité au bruit.

8.2.3 Estimateur hybride de dimension 1

C’est la première étape dans la construction d’un estimateur hybride [57], [32]. On considère le système:
ẋ = µ(s)x− dx

ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin

y = s

Rappelons quelques caractéristiques utiles de ce système:

Propriétés 8.4

(i) Le principe de conservation de la matière est vérifié:

zcons = αx + s tend vers sin pour t →∞

Les variables d’états x et s sont donc bornées.

(ii) Le domaine R+×]0,sin] est invariant pour le système.

On pose z = αx + θs avec θ ∈ R vérifiant l’équation dynamique suivante:

ż = µ(s)(1− θ)(z − θs)− dz + dsin

On veut construire un estimateur de z, s vérifiant donc le système suivant:
ṡ = −µ(s)(z − θs)− ds + dsin

ż = µ(s)(1− θ)(z − θs)− dz + dsin

y = s

(8.2)
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Pour cela, on fait les hypothèses suivantes:

Hypothèses H 8.5

• s est mesurée exactement (on n’a pas besoin de l’estimer).

• θ est un gain et on choisira θ > 1.

• µ̂(s) fonction strictement croissante lipschitzienne nulle en 0 est choisie telle que:

|µ̂(s)− µ(s)| < a avec a ∈ R∗+

Avec cet estimateur, seule la variable non mesurée est reconstruite.

Proposition 8.6

Sous les hypothèses (H8.5), le système

˙̂z = (1− θ)µ̂(s)(ẑ − θs)− dẑ + dsin

est un estimateur du système (8.2).

Preuve :

On pose e = ẑ − z et on veut démontrer que cette erreur est bornée.

L’équation dynamique de e est la suivante:

ė = ((1− θ)µ̂(s)− d)e + (1− θ)(µ̂(s)− µ(s))(z − θs)

Pour montrer que l’erreur est bornée, on s’intéresse à la valeur absolue de l’erreur dont la dérivée est

définie par

˙|e| = sgn(e)e avec sgn(e) =


1 si e > 0

0 si e = 0

−1 si e < 0

Ainsi, on obtient pour l’équation dynamique de la valeur absolue de l’erreur:

˙|e| = ((1− θ)µ̂(s)− d)|e|+ sgn(e)(1− θ)(µ̂(s)− µ(s))(z − θs)

Or sgn(e) ≤ 1, les variables d’états sont bornées d’après la propriété (i) et en utilisant la propriété (ii),

comme s ≥ ε > 0 et µ̂(s) est strictement croissante, on a µ̂(s) > l = µ̂(ε). Ce qui conduit à l’inégalité

suivante en utilisant les hypothèses (H8.5) pour |e|:
˙|e| = ((1− θ)l − d)|e|+ α(θ − 1)axmax

C’est à dire:

|e| ≤ (|e0| − k)e((1−θl−d))t + k avec k =
α(θ − 1)axmax

(θ − 1)l + d

On obtient donc quand t tend vers +∞:

lim
t→∞

|e| ≤ k

Ainsi, on a démontré que l’erreur e est bornée et de plus que la vitesse de convergence peut être choisie

aussi rapide que l’on veut par le choix d’un gain θ grand. �

Faisons deux remarques qui nous conduira à parler d’estimateur hybride asymptotique - grand gain:

• Si θ = 1, l’erreur converge vers 0 à la vitesse de convergence d: on a construit un reconstructeur

asymptotique du système
ż = −dz + dsin

˙̂z = −dẑ + dsin
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• Si µ(s) est parfaitement connue (i.e. µ̂(s) = µ(s)), l’erreur converge vers 0 mais avec une vitesse

exponentielle variable en fonction du gain θ En effet, la dynamique de l’erreur s’écrit alors:

˙|e| = ((1− θ)l − d)|e|

On a donc construit un observateur de type grand gain.

Suivant la valeur de θ et la connaissance de la fonction de croissance µ(s), on observe un basculement

entre un reconstructeur asymptotique et un observateur grand gain. Le problème pour ce premier es-

timateur est que le gain est fixé et que l’on ne peut pas observer ce basculement.

Pour améliorer cet estimateur, une bonne idée semble donc de prendre un gain dépendant du temps,

assez grand en début d’intégration pour approcher la borne de l’erreur aussi rapidement que l’on veut,

puis égal à 1 pour faire converger l’erreur vers 0 à la vitesse d.

On pose alors z = αx + θ(t)s. L’équation dynamique de z sera alors la suivante:

ż = (1− θ(t))µ(s)αx− dz + θ(t)dsin + θ̇s

On veut donc construire un estimateur de z et s qui vérifient le système:
ṡ = −αµ(s)− ds + dsin

ż = (1− θ(t))µ(s)αx− dz + θ(t)dsin + θ̇s

y = s

(8.3)

D’après ce qu’on a dit précédemment, on choisit de prendre θ(t) défini par:

θ(t) = 1 +
h(t)
µ̂(s)

avec lim
t→∞

h(t) = 0

h(t) une fonction continûment différentiable strictement décroissante.

De plus, on donne un théorème sur le comportement asymptotique d’un système dynamique qui nous

sera utile [16]:

Théorème 8.7

Soit le système dans Rn:

ẋ = Ax + f(t,x) + g(t,x)

Soient f et g des fonctions continues pour |x| petit et t ≥ 0. Pour |x| petit soit:

g(t,x) → 0 quand t →∞ uniformément en x

Supposons que les valeurs propres de A sont à parties réelles strictement négatives et que pour chaque

ε > 0, il existe δ et t tels que |f | ≤ ε|x| pour |x| ≤ δ et t ≥ tε.

Alors il existe un T tel que chaque solution ϕ(t) vérifie:

ϕ → 0 quand t →∞ si |ϕ(T )| est suffisamment petit
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Preuve : [16] �

On est conduit à construire l’estimateur suivant:

Proposition 8.8

Sous les hypothèses (H8.5) et d’après la définition de θ(t), le système:

˙̂z = (1− θ(t))µ̂(s)αx̂− dẑ + θ(t)dsin + θ̇s

est un estimateur pour le système (8.3).

Preuve :

En faisant les mêmes calculs que pour la preuve précédente, on obtient comme équation de la valeur

absolue de l’erreur e = ẑ − z:

˙|e| = ((1− θ(t))µ̂(s)− d)|e|+ sgn(e)(1− θ(t))(µ̂(s)− µ(s))αx

C’est à dire en utilisant la définition de θ(t):

˙|e| = (−h(t)− d)|e|+ sgn(e)h(t)(
µ(s)
µ̂(s)

− 1)αx

Comme sgn(e) ≤ 1, les variables d’états sont bornées, ˆµ(s) ≤ µ̂(ε) = l et en utilisant les hypothèses

(H8.5), |µ(s)
µ̂(s) − 1| < a

ˆµ(s)
< a

l
, on obtient:

˙|e| ≤ (−h(t)− d)|e|+ kh(t) avec k =
αaxmax

l

Considérons

ẏ = (−h(t)− d)y + kh(t)

avec y(0) > 0 alors y(t) sera toujours positive car kh(t) > 0. Ainsi d’après les inégalités classiques sur

les systèmes positifs, on peut dire que:

|e| < y

Appliquons le théorème 8.7 avec A = −d, f(t,y) = 0, g(t,y) = h(t)(b− y). On prouve ainsi que chaque

solution y(t) tend vers 0 quand t tend vers ∞ car lim
t→∞

h(t) = 0.

On peut donc conclure que e(t) → 0 pour t →∞ car |e| < y pour tout t.

On a donc construit un estimateur avec une erreur tendant vers 0: c’est ce qu’on a appelé un observateur

pratique. �

Remarque–On obtiendrait les mêmes résultats si on mesurait x [57].

On a donc construit un estimateur hybride qui bascule entre un observateur grand gain et un recons-

tructeur asymptotique. On aimerait pouvoir reconstruire la variable mesurée pour pouvoir par exemple,

en connaissant l’erreur entre la variable reconstruite et la variable mesurée, optimiser le gain θ, savoir

quel est le meilleur moment pour basculer de l’un à l’autre pour avoir une vitesse de convergence plus

rapide que celle d’un détecteur asymptotique classique.
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8.2.4 Études en simulations

On vérifie par quelques simulations, figure 8.4, les résultats démontrés précédemment. On choisit de

prendre quatre valeurs de gains différents: θ = 1 qui correspond à un reconstructeur asymptotique,

θ = 3 qui correspond à notre estimateur de dimension 1 (sans basculement), θ(t) une fonction expo-

nentielle décroissante de 3 à 1, et θ(t) une fonction sigmöıdale décroissante de 3 à 1.

On compare les différentes erreurs d’observations et on se rend compte que le choix d’une fonction θ(t)

donne de meilleurs résultats que le choix d’un θ constant. En noir, le modèle; en rouge, θ = 1, en bleu

θ = 3, en vert θ(t) exponentielle, en cyan θ(t) sigmöıdale.
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Fig. 8.4 Substrat. Biomasse réelle et estimée. Valeur de θ. Erreur d’estimation de la biomasse

8.2.5 Estimateur hybride de dimension 2

On construit dans cette section un estimateur hybride de dimension 2 c’est à dire que l’on reconstruit

les variables mesurées et non mesurées en même temps. Le principe de cet estimateur est le même

que pour l’estimateur de dimension 1: on cherche à avoir un estimateur type grand gain pour arriver

rapidement à une erreur bornée puis, on bascule en changeant la valeur du gain sur un reconstructeur

asymptotique qui ramènera cette erreur à zéro [58], [61].

On se place toujours dans le cadre du modèle classique en chemostat. Soit le système :
ẋ = µ(s)x− dx

ṡ = −αµ(s)x− ds + dsin

y = s

(8.4)

On fait le changement de variables suivant : z = αx + s. Le système (8.4) est équivalent au système

suivant: 
ṡ = −µ̂(s)(z − s)− ds + dsin + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

ż = −dz + dsin

y = s

(8.5)
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Le système obtenu est sous la forme canonique; on fera les hypothèses suivantes qui assurent la possi-

bilité de construire un estimateur de type grand gain (les hypothèses seront les mêmes que (H7.4) du

chapitre 6).

Hypothèses H 8.9

• µ̂(s) fonction strictement croissante lipschitzienne nulle en 0 majorée par µ̂max = µ̂(sin) définie

telle que

|µ̂(s)− µ(s)| ≤ a avec a > 0

• Soient K = (k1 k2)t un vecteur de R2 et λ > 0 vérifiant:

S(A−KC) + (A−KC)tS ≤ −λId

avec A =

(
0 −µ̂(s)

0 0

)
, C = (1 0) et S ∈ S2(R) définie positive

• k2 dépend de l’erreur ŝ− s tel que:

k2 = 0 quand ŝ− s < ε, ε une constante fixée assez petite, pendant un certain temps

On rappelle que le domaine ]0,sin]× R+ est invariant pour le système (8.5).

Proposition 8.10

Sous les hypothèses (H8.9), et en choisissant θ > 0, le système

˙̂s = −µ̂(s)(ẑ − ŝ)− dŝ + dsin − k1θ(ŝ− s)
˙̂z = −dẑ + dsin − k2θ

2(ŝ− s)

est un estimateur hybride du système (8.5) avec une erreur d’estimation aussi petite que l’on veut.

Preuve :

La démonstration se base sur les mêmes idées que l’observateur grand gain de Gauthier Kupka [31].

• Soit e l’erreur en s, et z telle que e =

(
es = ŝ− s

ez = ẑ − z

)
. L’erreur vérifie l’équation suivante:

ė =

(
−k1θ −µ̂(s)

−k2θ
2 0

)
e +

(
µ̂(s)− d 0

0 −d

)
e + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

(
1

0

)

On note ∆θ =

(
θ 0

0 θ2

)
. En utilisant les notations des hypothèses (H8.9), on récrit cette équation

sous la forme:

ė = (A−K∆θ)e + Be + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

(
1

0

)

• Soit le changement de variable e1 = ∆−1
θ e =

( es
θ
ez

θ2

)
.

On obtient l’équation suivante pour e1 :

ė1 = θ(A−KC)e1 + Be1 + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

( 1
θ
0

)

Remarquons que comme la matrice A−KC est stable, k1 > 0 et k2 < 0.
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• On considère la fonction de définie positive V = 1
2et

1Se1 avec S matrice définie positive donnée dans

l’hypothèse (H8.9), dépendant uniquement de µ̂(ε) et µ̂max minorant et majorant de µ̂(s) d’après le

lemme 7.6 du chapitre 6.

On cherche à démontrer que V̇ < 0. On aura :

V̇ < −θ
λ

2
||e1||22 + N(S).N(B).||e1||22 +

1
θ
||e1||2.N(S).|µ̂(s)− µ(s)|.|z − s|

où les normes des matrices N(S), N(B) sont les normes subordonnées à la norme euclidienne c’est à

dire

N(M) = max{
√

λ,λ ∈ Spect(M∗M)}

On peut remarquer que la norme N(B) dans notre cas vaut µ̂(s)− d qui est compris entre µ̂(ε)− d et

µ̂max − d d’après la définition de µ̂(s).

De plus les variables d’états étant bornées :

V̇ < (−θλ

2
+ N(S).N(b))||e1||22 +

αaxmaxN(S)
θ

||e1||2

Comme toutes les normes sont équivalentes dans R2, on aura

γ1||e1||S ≤ ||e1||2 ≤ γ2||e1||S

D’où :

V̇ < 2C1V + 2C2

√
V

avec C1 = γ2
1(−θλ

2 + N(S).N(B)) et C2 = γ2
αaxmaxN(S)

θ
.

Soit :
√̇

V < C1

√
V + C2

En utilisant le lemme de Gronwall :

√
V < (

√
V (0)− C2

C1
)eC1t − C2

C1
= ϕ(t)

• Pour pouvoir conclure sur la convergence de l’erreur e, on doit faire un nouveau changement de

variables pour revenir dans la base initiale.

On peut remarquer par un calcul simple que

V >
M2

θ4
ete avec M ∈ R vérifiant ∆−1

θ S∆θ −
M2

θ4 Id définie positive

Ainsi on obtient en revenant dans les coordonnées initiales:

√
ete <

θ2

M
ϕ(t)

On peut donc aller aussi vite que l’on veut vers une erreur bornée en choisissant θ suffisamment grand:

lim
t→∞

||e|| < 2γ2αaxmaxN(S)
γ2
1λM

(8.6)
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• On bascule sur un type de reconstructeur asymptotique en prenant k2 = 0 quand ŝ− s reste pendant

un certain temps inférieur ou égal à une constante ε > 0 fixée assez petite (pas trop loin de la borne

sur l’erreur en s obtenue précédemment).

Dans ce cas on obtient l’estimateur suivant:
˙̂s = −µ̂(s)(ẑ − ŝ)− dŝ + dsin − k1θ(ŝ− s)
˙̂z = −dẑ + dsin

y = s

Démontrons que l’erreur d’estimation e définie plus haut tend vers 0 à une vitesse constante d.

L’équation de l’erreur devient alors:

ė =

(
−k1θ −µ̂(s)

0 0

)
e +

(
µ̂(s)− d 0

0 −d

)
e + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

(
1

0

)
Ainsi en résolvant la première équation et en la réinjectant dans la deuxième on obtient :

ės = −k1θes − µ̂(s)ez(0)e−dt + (µ̂(s)− d)es + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

ez = ez(0)e−dt

Ce système est dit de type reconstructeur asymptotique car la vitesse de convergence de ez est fixé par

le modèle et vaut d.

• Montrons alors que es converge asymptotiquement vers 0.

Pour cela, on considère |es|. Son équation dynamique est donnée par:

˙|es| = sgn(es)(µ̂(s)− µ(s))(z − s) + (µ̂(s)− d− k1θ)|es| − sgn(es)µ̂(s)ez(0)e−dt

Or sgn(es) ≤ 1 et pour tout s, µ̂(s)− d− k1θ)|es| < 0 en choisissant θ suffisamment grand, k1 > 0, on

a:
˙|es| ≤ aαxmax + c1|es|+ c2e

−dt

avec c1 = µ̂max − d− k1θ et c2 = µ̂max|ez(0)|.

C’est à dire:

|es| ≤ (|es(0) +
c2

c1
)ec1t − aαxmax

c1
ec1t − c2

c1
e−dt − aαxmax

c1

Ainsi:

lim
t→∞

|es| ≤ −
aαxmax

c1

On remarque bien que pour k1θ suffisamment grand, on a lim
t→∞

|es| = 0 avec une vitesse de convergence

aussi rapide que l’on veut.

Globalement, on a bien démontré que l’erreur e tend vers 0 à la vitesse d fixée par la vitesse de conver-

gence de l’erreur en z; la convergence aussi rapide que l’on veut en s, n’influence pas la convergence

totale de l’erreur. �

Remarque–On obtiendrait le même genre de résultats si on considère µ̂(ŝ) dans l’estimateur au lieu de µ̂(s);

on utiliserait alors le fait que la fonction µ̂ est lipschitzienne pour “écraser” cette nouvelle non linéarité; c’est

pour plus de simplicité dans la démonstration que l’on a fait ce choix.



144 Estimateurs pour des modèles mal connus

8.2.6 Analyse en simulations

On vérifie en simulations les résultats obtenus. La borne de l’erreur finale dépend de θ c’est à dire que

pour θ grand cette erreur est aussi petite que l’on veut. La vitesse de convergence est aussi rapide que

l’on veut en début d’intégration puis fixée dans la suite de l’intégration.

On prendra comme valeur de paramètre k2 = −1.5 quand la valeur absolue de l’erreur d’estimation

(entre ŝ et s) est supérieure à 0.1 sinon on prend k2 = 0. Pour les autres gains, on choisit θ = 3 et

k1 = 5. En noir le modèle, en vert l’observateur asymptotique, en rouge l’estimateur de dimension

deux. On constate que l’estimateur de dimension deux est bien meilleur que l’asymptotique.

Le peaking en début de simulation est le même phénomène que pour l’observateur grand gain: il

apparâıt quand l’erreur de départ entre ŝ et s ou les gains k1 et k1 sont trop fort.
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Fig. 8.5 Substrat mesuré, estimé. Biomasse estimée. Erreur de substrat supérieure à 0.1. Erreur

de biomasse allant vers 0.

On a fixé le basculement entre l’estimateur de type grand gain et l’estimateur de type asymptotique

pour |ŝ − s| < 0.1. Le temps de ce basculement correspond dans la figure 8.5 à t ∼ 10. On constate

en regardant les erreurs en substrat et en biomasse que notre estimateur, en rouge, converge plus

rapidement vers le modèle que le reconstructeur asymptotique, en vert : ce qui était notre objectif de

départ.

8.3 Conclusion

Pour le modèle de chemostat classique, on a donc construit un estimateur qui bascule entre deux types

d’estimateurs bien connus en utilisant la connaissance partielle du modèle.

Ce nouvel outil permet de reconstruire toutes les variables mesurées ou non et d’avoir ainsi un moyen

d’améliorer la vitesse de convergence en utilisant l’erreur d’estimation. Cette vitesse de convergence

est meilleure que celle obtenue avec des outils classiques. Cet outil n’est performant que si l’erreur

de départ est grande (ce qui est le cas en général) et que la connaissance du modèle n’est pas trop

mauvaise (i.e. a pas trop grand).

Reste à voir une généralisation possible de cet outil à des systèmes de croissance cellulaire mais aussi

à des systèmes plus généraux de dimension plus grande.
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9. Quelques perspectives...

Nous évoquerons dans ce chapitre quelques pistes qui mériteraient d’être un peu plus exploitées.

Une première idée serait l’amélioration de l’estimateur hybride que nous avons construit en terme de

vitesse de convergence. Une version adaptative de cet estimateur, où l’on utilise l’erreur entre la mesure

et l’observée, semble être assez efficace. Nous présenterons ici un exemple d’observateur adaptatif pour

lequel l’étude en simulation semble encourageante.

Puis, l’idée d’une généralisation aux modèles de croissance que nous avons construits dans la première

partie et pour lesquels des observateurs grand gain et des détecteurs asymptotiques ont été construits

semble être assez naturelle.

De même, il semble possible de généraliser cet outil à des systèmes généraux. Nous présenterons

quelques étapes et les problèmes à résoudre.

Contenu du chapitre

9.1 Version adaptative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

9.2 Généralisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

9.2.1 Modèles de croissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

9.2.2 Modèles généraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

9.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

9.1 Version adaptative

On se place dans le cadre d’un modèle de chemostat classique et on rappelle que le système est

conservatif. On considère le système:
ṡ = −µ̂(s)(z − s)− ds + dsin + (µ̂(s)− µ(s))(z − s)

ż = −dz + dsin

y = s

(9.1)

L’estimateur de dimension deux que nous avons construit est de la forme:

˙̂s = −µ̂(s)(ẑ − ŝ)− dŝ + dsin − k1θ(ŝ− s)
˙̂z = −dẑ + dsin − k2θ

2(ŝ− s)

Pour améliorer la vitesse de convergence de cet estimateur qui, on le rappelle, est très grande au début

de l’intégration puis fixée par le modèle, on choisit de prendre un gain k2 qui dépend du temps; plus
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précisément, on choisit de le faire dépendre dynamiquement de l’erreur entre la mesure s et l’observée

ŝ.

C’est à dire:

k̇2 = k2(K |ŝ− s| − 1)

Ainsi lorsque l’erreur |ŝ− s| sera grande, k2 augmentera et lorsque cette erreur sera faible voir nulle

k2 décrôıtra pour finir par tendre vers 0.

C’est ce qu’on appelle version adaptative de l’estimateur en ce sens qu’elle s’adapte suivant la valeur

de l’erreur d’observation. D’autres auteurs se sont intéressés à ces constructions, notamment [5].

Nous ne ferons pas l’étude de cet estimateur adaptatif, nous nous contenterons de donner ici quelques

simulations qui tentent de montrer l’intérêt de ce type de version. Il faudrait évidemment un étude

mathématique plus approfondie.
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Fig. 9.1 Version adaptative en bleue : substrat (s)–biomasse(x); erreur d’observation

9.2 Généralisation

L’idée de cet estimateur hybride est d”’écraser” l’erreur que l’on fait sur le modèle par l’observateur

asymptotique et de reconstruire les variables que l’on mesure quasiment indépendamment de cette

erreur sur le modèle.

9.2.1 Modèles de croissance

Pour les deux modèles de croissance cellulaire en chemostat, le modèle en n classes de taille de Arino

et le modèle de croissance cellulaire où la réserve de nourriture de la cellule est considérée (chapitre

4), on a réussi à construire un reconstructeur asymptotique et un observateur grand gain.

Pour le modèle de croissance de Arino, la construction de l’observateur grand gain et du détecteur

asymptotique ne s’est pas faite sur les mêmes systèmes (prise en compte ou non de la maintenance).

Ainsi, le modèle de croissance qui, à priori, se prête le mieux à la construction d’un estimateur hybride

est le modèle de croissance cellulaire avec réserve (sans mortalité). On considérera la connaissance

partielle d’une fonction de croissance sur les deux.
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Considérons le modèle de croissance cellulaire construit dans le chapitre 4 où la mortalité m est nulle.

On rappelle que le système est alors conservatif.
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ(u)x− dx

u̇ = ρ(s)− αµ(u)− µ(u)u

y = s

On suppose que la fonction µ(u) est mal connue c’est à dire que µ̂(u) est définie telle que:

|µ̂(u)− µ(u)| < a avec a > 0

Soit z = ux + αx + s vérifiant l’équation:

ż = −dz + dsin

Le système est donc équivalent au système suivant:
ṡ = −ρ(s)x− ds + dsin

ẋ = µ̂(z − αx− s
x )x− dx + (µ(z − αx− s

x )− µ̂(z − αx− s
x ))x

ż = −dz + dsin

y = s

(9.2)

Ainsi on peut espérer que sous les hypothèses (i), (ii), (iii), (iv) du chapitre 7, que le système:
˙̂s = −ρ(s)x̂− dŝ + dsin − k1θ(ŝ− s)
˙̂x = µ̂( ẑ − αx̂− s

x̂
)x̂− dx̂− k2θ

2(ŝ− s)
˙̂z = −dẑ + dsin − k3θ

3(ŝ− s)

est un estimateur hybride du système (9.2).

La première partie de la preuve est assez similaire à celle de l’estimateur en dimension 2. On peut ainsi

prouver que l’estimateur hybride va vers une erreur bornée.

La seule difficulté est la mise en place du basculement entre l’estimateur grand gain et l’estimateur

asymptotique. En effet, en prenant k3 = 0, on obtient un observateur asymptotique pour z et un esti-

mateur avec une erreur sur la dernière variable x. On peut alors se reporter aux travaux de Hammouri,

Farza [28], [27] où les systèmes étudiés sont des systèmes avec une erreur sur la dernière variable (non

mesurée). Ils obtiennent un estimateur pratique c’est à dire que l’erreur d’estimation (X̂ −X) va vers

une erreur aussi petite que l’on veut à une vitesse aussi grande que l’ont.

En simulation, on peut remarquer que c’est exactement ce comportement que l’on observe; l’erreur

d’observation en x et u en rouge va vers une erreur aussi petite que l’on veut. La vitesse de convergence

n’est pas à la différence des travaux d’Hammouri aussi rapide que l’on veut car elle est fixée, après le

basculement sur le détecteur asymptotique, par le modèle.

9.2.2 Modèles généraux

Nous allons construire le même genre d’estimateur hybride mais pour des systèmes de dimension plus

élevée. On est alors dans un cadre beaucoup plus large que le chemostat. On considère un système
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Fig. 9.2 Erreurs d’observation. Basculement en bleu

pris sous sa forme canonique conservatif et pour lequel l’erreur de modélisation est sur l’avant dernière

variable. En dimension 4 par exemple, le système sera de la forme:

ẋ1 = f1(x1,x2)

ẋ2 = f2(x1,x2,x3)

ẋ3 = f̂3(x,z) + (f3(x,z)− f̂3(x,z))

z = −Kz + u

y = x1

(9.3)

avec xi ∈ R i = 1, 2, 3, z ∈ R et K, u ∈ R+ constante fixée, et z défini tel que:

z =
4∑

i=1

cixi ⇔ x4 =
1
c4

(z − c1x1 − c2x2 − c3x3)

avec ci constantes positives fixés.

On suppose que f3(x,z) est partiellement connue et f̂3(x,z) est défini par:∣∣∣f3(x,z)− f̂3(x,z)
∣∣∣ < a with a > 0

Un observateur hybride peut être alors construit:

˙̂x1 = f1(x̂1,x̂2)− k1θ(x̂1 − x1)
˙̂x2 = f2(x̂1,x̂2,x̂3)− k2θ

2(x̂1 − x1)
˙̂x3 = f̂3(x̂1,x̂2,x̂3,ẑ)− k3θ

3(x̂1 − x1)
˙̂z = −Kẑ + u− k4θ

4(x̂1 − x1)

y = x1

(9.4)

Les principales hypothèses sont que la connaissance partielle du modèle est sur l’avant dernière variable

(x3) et que la dernière variable z est une combinaison linéaire des variables vérifiant une équation

dynamique linéaire convergente.
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Premièrement, dans l’observateur hybride, on prend k4 6= 0, on obtient une sorte d’observateur grand

gain pour un modèle partiellement connu; puis, l’observateur converge vers une borne à une vitesse

aussi élevée que l’on veut.

Ensuite, on prend k4 = 0, on obtient alors un genre d’observateur grand gain avec une erreur bornée

sur l’avant dernière variable (x3) et un observateur asymptotique pour la dernière variable (z); on peut

alors prouver en utilisant les résultats de Farza et al. [27] que l’observateur hybride converge vers une

erreur aussi petite que l’on veut avec une vitesse de convergence fixée par l’observateur asymptotique.

On obtient au final une vitesse de convergence meilleure que l’observateur asymptotique.

9.3 Conclusion

La généralisation à des systèmes de dimension supérieur et qui ne sont plus dans le cadre du chemo-

stat semble être possible sans trop de difficultés. Reste évidemment à écrire plus formellement cette

démonstration. Le travail est encore en cours.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons développé plusieurs aspects de la modélisation du cycle cellulaire en

chemostat et de l’observation de ces modèles.

Nous avons commencé par rappeler le cadre mathématique et biologique dans lequel on se place et

nous avons ainsi mis en valeur la nécessité de mieux modéliser certaines espèces (phytoplancton et

levure de bière) dont le comportement oscillatoire expérimentalement observé est mal connu. Puis,

nous avons constaté que le modèle de Monod, qui est le plus utilisé pour décrire mathématiquement

un chemostat, ne pouvait pas représenter ce genre de comportement. En complexifiant ce modèle en

utilisant un paramètre de structuration, on a pu obtenir des résultats intéressants.

En effet, nous avons construit différents modèles structurés en taille de faible dimension en équations

différentielles ordinaires dont le comportement mathématique est assez riche. Nous avons choisi de sim-

plifier le cycle cellulaire en deux classes de taille représentant la croissance et la division de la cellule:

notre but était de simplifier ainsi un modèle en équations aux dérivées partielles donné par Pascual

[73]. Suivant l’approche que l’on choisit (en biomasse ou en nombre), on peut alors décrire avec plus

ou moins de précision le phénomène de division cellulaire: dans l’approche en nombre, on modélise le

fait qu’une cellule mère donne deux cellules filles. On obtient dans ce cas l’existence d’un cycle limite

ce qui était notre objectif de départ.

Nous nous sommes alors intéressés à un autre type de structuration dû au fonctionnement interne

de la cellule de phytoplancton. Nous avons voulu mettre en valeur le phénomène de mise en réserves

en ayant une approche basée sur des équations biochimiques. On obtient alors une formulation plus

intuitive que celle du modèle de Droop [22] qui est le modèle de référence dans la prise en compte de ce

phénomène. Notre modèle justifie certaines hypothèses biologiques comme la notion de réserve mini-

mum ou encore de l’existence d’un lien entre la biomasse carbonée et la biomasse azotée d’une cellule.

L’étude mathématique de ce modèle rend compte d’un comportement globalement asymptotiquement

stable ce qui est sans aucune contradiction avec le modèle de Droop.

Nous avons alors introduit la notion d’observation: en effet, après la modélisation, il est intéressant

d’estimer les variables d’état à tout instant. Les observateurs sont de bons outils pour cette réalisation:

ils permettent en utilisant les mesures d’un procédé, la reconstruction de variables non mesurées fa-

cilement. La première étape a été le rappel de la notion d’observabilité nécessaire à la construction

d’observateur. Puis, nous avons construit quelques observateurs classiques pour les modèles évoqués

précédemment. Ceci n’avait en effet à notre connaissance jamais été fait auparavant. Les résultats que

nous avons obtenus sont satisfaisants: en effet, en ne mesurant que le substrat, on peut reconstruire

toutes les autres variables d’état sous la condition très forte d’une parfaite connaissance du modèle.

Cette parfaite connaissance du modèle n’est pas une évidence en biologie: la complexité des lois régissant

le vivant est en effet loin d’être bien connue. Ainsi, nous avons construit des estimateurs hybrides bascu-

lant entre deux types d’estimateurs (grand gain et asymptotique), qui utilisent la connaissance partielle

du modèle et les mesures de celui-ci, pour reconstruire les variables non mesurées. Nous avons réussi
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sur le modèle de référence de Monod à trouver un estimateur dont la vitesse de convergence est plus

rapide que celle de l’observateur asymptotique classique, qui n’utilise pas la connaissance du système:

ce qui était notre objectif.

Le côté pratique n’a pas été évoqué dans cette thèse. En effet, notre but était plutôt de privilégier

l’aspect théorique. Ainsi, une des perspectives de continuation de ce travail pourrait être la comparaison

entre les modèles qui ont été développés et les données issues du dispositif expérimental ou encore la

validation des observateurs et estimateurs développés sur des procédés réels.
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[9] O. Bernard. Étude expérimentale et théorique de la croissance de Dunaliella tertiolecta soumise
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[32] J.L. Gouzé and V. Lemesle. A bounded error observer for a class of bioreactor models. In

Proceedings of ECC01, Porto, September 4-7 2001, 2001.
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A.1 Lemme de séparation

Ce lemme de séparation permet de décomposer un système dynamique en plusieurs sous-systèmes

et de conclure sur la convergence du système initial en connaissant le comportement des sous-systèmes

[85], [83].

Lemme A.1

Considérons le système: {
ẋ = f(x,y)

ẏ = g(y)
(A.1)

avec y ∈ Rk et x ∈ Rn−k

• y∗ ∈ Rk est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour ẏ = g(y)

• x∗ ∈ Rn−k est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour ẋ = f(x,y∗)

• Toutes les trajectoires du système (A.1) sont bornées.

Alors (x∗,y∗) ∈ Rn est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour le système (A.1).

Preuve : [84] [85] �

Les systèmes que nous construisons et étudions sont de dimension 3. Lorsque le principe de conservation

est vérifié, ce théorème permet de réduire un système de dimension trois en un système de dimension

deux et pouvoir conclure sur la stabilité globale du système général.
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A.2 Critère de Bendixson, de Dulac et Théorème de Poincaré

Bendixson

Ces théorèmes ne sont valables que pour les systèmes de dimension 2. Ils nous seront très utiles pour

étudier le comportement des systèmes réduits.

On considère un champ de vecteur Cr avec r ≥ 1 tel que:{
ẋ = f(x,y)

ẏ = g(x,y)
(x,y) ∈ R2

On notera le flot généré par ce champ de vecteur:

φt(.)

Le Critère de Bendixson permet de conclure sur l’existence de cycle limite.

Théorème A.2

Si dans une région simplement connexe D ⊆ R2 la trace de la matrice jacobienne associée au système

dynamique n’est pas identiquement nulle et ne change pas de signe, alors le système dynamique n’a pas

d’orbite fermée entièrement contenue dans D.

Preuve : Voir [34]. �

Il existe une importante généralisation du critère de Bendixson (A.2) le critère de Dulac que nous

donnons ici:

Théorème A.3

Soit D ⊆ R2 un ensemble ouvert simplement connexe et B(x,y) une fonction réelle C1 dans D. Si la

fonction
∂Bf

∂x
+

∂Bg

∂y

a un signe constant et n’est pas identiquement nulle sur D alors le système:{
ẋ = f(x,y)

ẏ = g(x,y)
(x,y) ∈ R2

n’a pas d’orbite périodique entièrement contenue dans D.

Preuve : [36] �

Avant de donner le théorème de Poincaré- Bendixson, nous rappelons quelques définitions et

propriétés sur les ensembles ω−limite d’une condition initiale p.

Définitions A.4

Soit p un point de R2.

• On appellera ensemble ω−limite de p, ω(p) défini tel que:

x ∈ ω(p) si et seulement si il existe une suite {tj} ⊂ R telle que φtj
(p) → x pour tj → +∞.

• On appellera ensemble α−limite de p, α(p) défini tel que:

x ∈ α(p) si et seulement si il existe une suite {tj} ⊂ R telle que φ−tj (p) → x pour tj → +∞.
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Les propriétés suivantes sont fondamentales et sont indépendantes de la dimension de l’espace dans

lequel on se trouve.

Propriétés A.5

Soit φt(.) le flot généré par un champ de vecteur et soit M un ensemble compact positivement invariant

de ce flot. Alors, pour p ∈M, on a:

i) ω(p) 6= ∅;

ii) ω(p) est fermé;

iii) ω(p) est invariant pour le flot; i.e. ω(p) est une réunion d’orbites.

iv) ω(p) est connexe par arcs.

Preuve : [86] �

Nous rappellerons enfin quelques lemmes qui sont utiles pour comprendre le théorème de Poincaré.

Lemme A.6

Si ω(p) ne contient pas de points fixes (points d’équilibre), alors ω(p) est une orbite fermée.

Preuve : [86] �

Lemme A.7

Soient p1 et p2 deux points fixes distincts du champ de vecteur contenus dans ω(p), p ∈ M. Alors, il

existe au moins une orbite γ ⊂ ω(p) telle que α(γ) = p1 et ω(γ) = p2. (Noter que par α(γ) ( resp.

ω(γ)) on entend l’ensemble α−limite de chaque point sur γ).

Preuve : [86] �

Nous pouvons donner le théorème de Poincaré-Bendixson qui est une caractérisation de l’ensemble

limite d’un point en dimension 2.

Théorème A.8

Soit M un ensemble positivement invariant pour le champ de vecteur contenant un nombre fini de

points fixes. Soit p ∈M, et considérons ω(p). Alors une des possibilités suivantes est vérifiées:

i) ω(p) est un point fixe;

ii) ω(p) est une orbite fermée;

iii) ω(p) est un nombre finis de points fixes p1, · · · ,pn et d’orbites γ vérifiant α(γ) = pi et ω(γ) = pj.

Preuve : [86] �

A.3 Théorie lent rapide: deux théorèmes utiles

La théorie des systèmes lents rapides est issue de la théorie des perturbations singulières. Parmi tous

les théorèmes qui ont été fait nous n’en utiliserons que deux : le premier permet de connâıtre la solution

exacte du système perturbé sous la forme d’une série convergente en puissances de ε; le deuxième, plus

faible par ses hypothèses, montre l’existence d’une solution unique au voisinage de la solution à l’ordre

0 en ε. Le premier est du à Hoppenstead. On considère le système suivant :{
dx
dt

= f(t,x,y,ε) x(t0) = ξ(ε)

ε
dy
dt

= g(t,x,y,ε) y(t0) = η(ε)
(A.2)
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où ε est un paramètre proche de 0 réel, x et y sont des vecteurs de Rm et Rp respectivement (m+p = n).

La dynamique de x est dite dynamique lente; la dynamique en y, dynamique rapide.

Le théorème suivant donne des conditions pour que le système (A.2) ait une unique solution convergeant

vers la solution stable du système (A.2) pour ε = 0.

Théorème A.9

Hypothèses :

• (x0(t),y0(t)) solution du problème réduit (ε = 0).

• Le système linéaire dz
dt = A(t)z où A(t) = (fx−fyg−1

y gx)(x0(t),y0(t),0) est exponentiellement asymp-

totiquement stable (n’a pas de valeurs propres positives ou nulles pour les systèmes autonomes).

• Les valeurs propres de gy(t,x0(t),y0(t),0) sont toutes à parties réelles strictement inférieures à un

nombre négatif.

• La solution x = x0(t) de dx
dt = f(t,x,φ(x,t),0) avec φ(t,x) une fonction continue qui définie la branche

de g(t,x,y,0) = 0 sur laquelle (x0,y0) repose, est asymptotiquement stable (vient du deuxième point).

Si ces hypothèses sont vérifiées, alors pour chaque ε > 0 petit, le système initial{
dx
dt

= f(t,x,y,ε)

ε
dy
dt

= g(t,x,y,ε)

a une unique solution (x(t,ε),y(t,ε)) pour tout t. De plus, elle peut être écrit telle que:

x = x∗(t,ε) + X(t/ε,ε),y = y∗(t,ε) + Y (t/ε,ε)

où (X,Y ) satisfait X(∞,ε) = 0, Y (∞,ε) = 0 et les fonctions x∗, y∗ sont des fonctions continues de t

et de ε pour ε = 0 avec :
x∗(t,ε) =

∑N
r=0 x∗r(t)ε

r + O(εN+1)

y∗(t,ε) =
∑N

r=0 y∗r (t)εr + O(εN+1)

Finalement, les fonctions x∗r et y∗r sont déterminées successivement en résolvant les équations différentielles:

dx∗0
dt

= f(t,x∗0,y
∗
0 ,0), x∗0(0) = ξ(0)

y∗0(0) = φ(t,x∗0(t))

et de même pour r = 1 . . . N , on évalue les coefficients de la série des perturbations singulières en la

réinjectant dans le système initial.

Preuve : [42] �

Le deuxième est cité dans Khalil [49]

Théorème A.10

On considère le système (A.2). On note φ(t,x) une fonction continue qui définie la branche de

g(t,x,y,0) = 0 sur laquelle (x0,y0) repose.

• Les fonctions f , g et leurs dérivées premières par rapport à (x,y,ε) sont continues. La fonction

φ(t,x) et la jacobienne gy(t,x,y,0) ont des dérivées premières continues. Les conditions initiales sont

des fonctions continues de ε.

• Le problème réduit a une unique solution x0(t), définie sur [t0,t1], et ||x0(t)|| ≤ r1 < r pour tout

t ∈ [t0,t1].
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• L’origine du système dz
dτ

= g(t,x,z + φ(t,x),0) est exponentiellement stable, uniformément en (t,x)

(dτ
dt = 1

ε ).

Alors, il existe des constantes positives µ et ε∗ telles que pour tout ||η(0)−φ(t0,ξ(0)|| < µ et 0 < ε < ε∗,

le problème initial a une unique solution x∗(t,ε), y∗(t,ε) sur [t0,t1], et

x∗(t,ε)− x0(t) = O(ε)

y∗(t,ε)− φ(t,x0(t))− (̂y)(t/ε) = O(ε)

uniformément pour t ∈ [t0,t1], où (̂y)(t/ε) est la solution du système limite

dy

dτ
= g(t0,x0,y + φ(t0,x0),0), y(0) = z(0)− φ(t0,x0)

De plus, soit tb > t0, il existe ε∗∗ ≤ ε∗ tel que:

z(t,ε)− φ(t,x0(t)) = O(ε)

uniformément pour t ∈ [tb,t1] tant que ε < ε∗∗.

Preuve : [49] �

A.4 Le critère de Routh

Ce critère est issu de l’étude des coefficients du polynôme caractéristique d’une matrice pour donner

le nombre de valeurs propres à partie réelle négative et ainsi, conclure sur la stabilité de cette matrice

(pour plus de détails, voir [62], [15]).

Il est donné en dimension 3 par le tableau suivant:

L1 1 a2 0

L2 a1 a3 0

L3 a1a2 − a3
a1

0 0

L4 a3 0 0

avec a1 = −tr(A), a2 est la somme des mineurs principaux 2× 2 et a3 = −det(A). On peut remarquer

que ces coefficients sont au signe prés les coefficients du polynôme caractéristique de la matrice A.

Toutes les racines auront une partie réelle négative si et seulement si tous les coefficients de la première

colonne du tableau de Routh sont de même signe. De plus, le nombre de changement de signes dans la

première colonne indique le nombre de racines à parties réelles positives.
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B. Systèmes compétitifs–coopératifs

Les deux définitions suivantes introduisent la notion de systèmes compétitifs et coopératifs. Ces deux

notions sont extrêmement liées: un système compétitif peut se ramener à un système coopératif et vis

versa par un changement de variable. Nous ne donnerons ici que des notions de base et des théorèmes

utiles, pour plus de précision on se référera à l’ouvrage de Smith [79].

B.1 Définitions

Définition B.1 On dira qu’un sous ensemble ouvert D est p-convex si tx + (1 − t)y ∈ D pour tout

t ∈ [0; 1] quand x,y ∈ D et x ≤ y.

Remarque– Si D est un ensemble convexe alors il est aussi p-convex. Le signe ≤ dans la relation x ≤ y est la

relation d’ordre dans Rn définie telle que xi ≤ yi pour tout i = 0 · · ·n.

Soit le système différentiel autonome:

ẋ = f(x) (B.1)

où f est continûment différentiable sur un sous ensemble ouvert D ⊂ Rn.

Définition B.2 Le système (B.1) est dit coopératif si D est p-convex et que:

∂fi

∂xj
(x) ≥ 0, pour i 6= j, et x ∈ D

Définition B.3 Le système (B.1) est dit compétitif si D est p-convex et que:

∂fi

∂xj
(x) ≤ 0, pour i 6= j, et x ∈ D

On voit bien qu’en renversant le temps un système coopératif devient compétitif et vice versa.

Remarquons que les systèmes compétitifs ou coopératifs sont à interactions monotones. En effet, on

rappelle qu’un système est à interactions monotones si les signes des éléments hors diagonaux de la

matrice jacobienne sont fixés.

Définition B.4 Le système (B.1) est dit à interactions monotones si pour i 6= j, chaque dérivée

partielle ∂fi
∂xj

a un signe fixé sur un ouvert de Rn.

B.2 Théorèmes utiles

L’avantage principal des systèmes compétitifs de dimension n est qu’asymptotiquement ils ne se com-

portent pas plus mal que des systèmes généraux de dimension n − 1 (pour plus de détails voir [79]).
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Ainsi pour les systèmes de dimension trois, une caractérisation des ensembles limites, assez similaire

au théorème de Poincaré-Bendixson, permet de conclure sur l’existence d’orbite périodique non trivial.

B.2.1 Poincaré-Bendixson pour les systèmes compétitifs

Théorème B.5

Soit ẋ = f(x) un système compétitif dans un ensemble ouvert D ⊂ R3 et supposons que D contient

un unique point d’équilibre p qui est hyperbolique. Supposons de plus que la variété stable W s(p) est de

dimension 1 et tangente en p à un vecteur v � 0. Si q ∈ D\W s(p) et que l’orbite positive γ+(q) a une

fermeture compacte dans D alors l’ensemble oméga limite ω(q) est une orbite périodique non triviale.

Preuve : Voir [79]. �

Remarquons que la fermeture d’une orbite positive est par définition l’orbite elle même et son ensemble

ω−limite. De plus, la fermeture d’une orbite étant toujours un ensemble fermé, si l’ensemble des orbites

du système est borné alors la fermeture de l’orbite sera compacte (fermée et bornée).

Notons que la variété stable W s(p) est de dimension 1 si et seulement si la matrice jacobienne associée

à p a deux valeurs propres positives; de plus, elle est tangente en p à un vecteur v � 0 si et seulement

si la matrice jacobienne associée à p est irréductible.

On rappelle qu’une matrice A = (aij) est irréductible si pour chaque sous ensemble non vide I de

N = {1,2. · · · ,n}, il y a un i ∈ I et j ∈ J = N\I tel que aij 6= 0.

B.2.2 Poincaré-Bendixson pour les systèmes monotones en boucle

On a remarqué que les systèmes compétitifs étaient aussi des systèmes à interactions monotones.

Or pour ce genre de système en boucle, il existe aussi une généralisation du théorème de Poincaré

Bendixson qui permet de montrer l’existence d’une orbite périodique.

Les systèmes à interactions monotones en boucle sont définis tels que:

ẋi = fi(xi,xi−1) pour i = 1, . . . , n mod (n) (B.2)

On note ∆ = δ1δ2 . . . δn où les δi sont définis tels que: δi
∂fi

∂xi−1
> 0 On remarque que ∆ = −1 si et

seulement si le système (B.2) est compétitif.

Théorème B.6

(a) Soit le système (B.2) un système monotone en boucle dans Rn
+. Supposons que Rn

+ est positivement

invariant pour (B.2) et qu’il contient un unique point d’équilibre x∗. Si γ+(x0) est bornée alors:

(i) soit ω(x0) = x∗;

(ii) soit ω(x0) est une orbite périodique non triviale;

(iii) soit ω(x0) est le point x∗ et un ensemble d’orbites homoclines issues de x∗.

Si ∆det(−J ∗) < 0 alors le point (iii) ne peut pas se produire.

(b)Supposons que ∆ = −1 c’est à dire que le système (B.2) est compétitif. Alors on se reportera au

théorème B.5 pour les systèmes en dimension 3.

Preuve : [63] �
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C. Principaux articles

Différents articles ont été présentés lors de conférences internationales.

Le premier article a été présenté lors d’un exposé de la conférence CAB8 (avec comité de lecture) qui

s’est tenu en 2001 à Québec au Canada; le sujet principal était l’estimateur de dimension 1 avec un

gain constant (voir chapitre 8).

• V. Lemesle and J. L. Gouzé, A bounded error observer for a class of bioreactor models, Proceedings

of CAB8, Québec, 24-27 June 2001, p.1-6.

Un second a été présenté lors d’un exposé de la conférence ECC01 (avec comité de lecture) qui s’est

tenu à Porto au Portugal en 2001. Le sujet traitait aussi de l’estimateur de dimension 1 mais pour un

gain variable.

• J. L. Gouzé and V. Lemesle, A bounded error observer for a class of bioreactor models, Proceedings

of ECC01, Porto, September 4-7 2001, CDROM.

Le troisième article a fait l’objet d’une présentation lors de plusieurs conférences: ESMTB02 (exposé)

qui s’est tenue à Milan en Italie et AMAM03 qui s’est tenue à Nice en France (poster).

La première conférence a donné lieu à une publication (avec comité de lecture) en 2003 dans un

volume de la collection MIRIAM, Mathematical Modelling and Computing in Medicine. Le sujet était

la construction des deux modèles structurés de croissance cellulaire en chemostat comptés en biomasse

ou en nombre évoqués dans le chapitre 3.

• V. Lemesle and J-L. Gouzé, Structured cell growth models in a chemostat, Mathematical Modelling

and Computing in Biology and Medicine, MIRIAM, V.Capasso Editor, pages 186-192, 2003.

Le quatrième article a été présenté lors de la conférence d’ECC03 qui s’est tenue à Cambridge en

Angleterre et donnera lieu prochainement à une publication dans le journal “Bioprocess and Biosystems

Engineering”. Le sujet principal est la construction de l’estimateur de dimension 2 évoqué dans le

chapitre 8.

• V. Lemesle and J. L. Gouzé, A two dimensional bounded error observer for a class of bioreactor

models, Proceedings of ECC03, Cambridge, September 1-4 2003, CDROM.

• V. Lemesle and J-L. Gouzé, An hybrid bounded error observer for uncertain bioreactor models , Bio-

process and Biosystems Engineering,(à parâıtre).

Enfin, le sixième article a été présenté lors d’un exposé de la conférence ALCALA03, qui s’est tenu à

Alcala en Espagne en 2003. Le sujet en est la construction et l’étude du modèle de croissance cellulaire
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avec prise en compte des réserves (voir 4).

• V. Lemesle and J. L. Gouzé, A structured model of phytoplankton growth in the chemostat , Procee-

dings of ALCALA03, Alcala, September 5-9 2003, (accepté à Ecological Complexity).

Nous joindrons l’article à parâıtre dans Bioprocess and Biosystems Engineering et l’article paru lors

de la conférence de ESMTB02.
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��t�y�z¡Ê º �ËS:�­�Ì y�Í+n�~M|�¯NÎ Xea Y�t�yÐÏ¯NÑ��­�µ lLrN�£|�lLv�|�¯NÑ]t�u¾v�u�u��)v����Âv�up��n-��v
y�|m�mt/|�l½vi·LÃ�n�}¦~Mr�y�¥�
n�q*z�n�y:~Mn{q*v�|&n��Ò�Ó ©���ÈËª�«�2�¬ X ~'r
yL~'��x:u&t�r
yÇY­)® r
y:~M�!xL}�n{|*lLv�|�¯�t!umv�umu��)v����>v�up��n-��v
y
|��
Ì y¢|*lLn{s�r����/rN�mt!y�z:����n�}�n'|�v�t���|*l�n�u&n�u*|&n�oLu��¨p©���ª�«�ª'«�2�¬­)® r
y:u&t!}�n�qm¯�|*l�n-n�q*q*r
q�t!y W �Lv
yL}½Ô)u*xL~�l |*l:v�|

¯{�ÖÕ ¯NÑ�� �Wm×4W¯NÎ¾� �Ô × ÔhØ
Ì |m�
n�q*t(·:n�u�|*l�n{s�r
�/��rN�mt�yLzin���xLv�|*t/r�y�§

Ï¯Q� Õ × Ê ± Á × �d XeW Y× Ê º Á º S Ø ¯�Ù Õ �d XeW Y ×6Ú SS ×�Ú Ø ¯Ù X d XeW Y × �d XeW Y*Y X Ô ×6W Y�ÕQÛShØ
­ khv���t�yLz)¯�±m��² ³ ±´ ¯Q� Õ ±´ ¯ Ñ±´�Ü ¯ Î Ø �mt/|�l ² ´ � Õ ÁËSS-Á º Ø ���n{r
��|�v�t!y�|�l�n{s�r����/rN�mt!y�z)n���xLv�|&t�r
y�s�r
qm¯ ± §

Ï¯�±¾�Ý²�³ ±´ Õ × Ê�±�Á × �d XeW Y× Ê º Á º S Ø ² ´ ¯�±ÙÝ² ³ ±´ Õ �d X�W Y ×8Ú SS ×�Ú Ø ² ´ ¯�±ÙÝ² ³ ±´ X d X�W Y × �d X�W Y*Y X Ô ×4W Y Õ ÛShØ

kmlLv�|mt�up|*r¡u*v�wÇ§
Ï¯ ± ��Á¡Õ × Ê�± × �d XeW Y× Ê º S Ø ¯ ± ÙÞÕ �d X�W Y ×8Ú SS ×�Ú Ø ¯ ±Ù X d XeW Y × �d XeW Y&Y X Ô ×4W Y Õ ±´S Ø

® r�yLu&t!}�n�qp|*l�n��)v�|�q&t/Ã ß��àÕ S × �d XeW YS S Ø �:áâ� X Û S�Y��kml�n�y��L|�l�n�q*n-v�q*nQv)q*n�v���~'r
yLu*|*v
y
|mã½RISL�Lvi��n�~M|*r
qpäæå¦ç º �ä°»-� X Ê�±¡Ê º Y]v�yL}èv�u&w��)�in'|�q&t!~��ho:r�u&t�|&t���n¡}�n'·Oy�t�|&n¦é¢ê8é�)v�|�q&t/Ã ¼ }�n�o:n�yL}�t!y�z�|*l�n��Or
x:yL}Lupr�s �d XeW Y�r�y��/w u*xL~�l¢|�lLv�|�§¼ X ß × ä8á�YÇÙ X ß × äGá�Y » ¼èë × ãLì Ú X Û
Û Yí oLq*r�r�shr�s�|*l�t!um��n��)�)vi~�v�y¢�:n{s�r�xLyL}¢t!y6� ¤N����8n�~�v�y�y�r
|&t!~Mn�|�lLv�|hß × äGáIt!uhu&|�v�����n���|*lLv�|Ât!u>|&rQu*v�w{Ê ± RfSv
yL}½Ê º{î SL��Ét�|*l½�)v�|�q&t/Ã y�r
|*v�|&t�r
y�����n{r
��|�v�t!y |�l�n-n���xLv�|&t�r
y�s�r
qm¯�±�§
Ï¯ ± �ÉÁ X ß × äGá�Ye¯ ± Ùèï�¯ ± Ù X d X�W Y × �d X�W Y*Y X Ô ×4W Y�Õ ±´SpØ

�mt�|*l¦ï¶�<Õ �d X�W Y ×8Ú SS ×�Ú Ø �­�® r�yLu&t!}�n�q�|�l�n�oOr
u*t/|*t/�
n{}LnM·Oy�t�|&n{sEx:yL~M|*t/r�y
¸Ð� Ûé ¯ » ± ¼ ¯ ± � Ûé�ð/ð ¯ ± ð�ð º ñ�8n-��v
y�|�|*r¡oLq*rN��nQ|*lLv�|¾¸òt!u��Or
xLy:}�n�}��:�Gn�lLv��
n�§Ï¸ î × Áhóº ð�ð ¯�± ð/ð ºº Ùõô X ¼ Y�ö ô X ï�Y�ö ð�ð ¯�± ð/ð ººÙ ±´ ð/ð ¯�± ð�ð º ö ô X ¼ Y�ö ð d XeW Y × �d XeW Y ð ö ð Ô ×4W ð��l�n�q&n�ô X ¼ Y��Oô X ï�Ypv�q*n-|*l�n�t�yL}:xL~Mn�}��)v�|*q*t/Ã¢y�r�q*�÷~Mr�q*q*nM¥u�o:r�yL}�t!y�z�|&r)|�l�n-ø�xL~'�/t!}�n�v�y r
y�n{|*l:v�|mt!um|&r�u�v�wô Xeù Yh�Ëú¢û��ÂüNý ã>þ�ã½å ¼Çÿ ¯�� a�X�ù��Mù Y���8nm~'v�y�q&n��)v�q��¾|�lLv�|�t!y�r
x:qh~�v�u*n�ô X ï�Y�t!u�n���xLv���|&r �d XeW Y ×�Ú��l�t!~�l�t!u"�On'|���n'n�y �d X P�Y × Ú v
yL} �d��	��
 × Ú xLu&t!y�z���n��)�)v
���:�¿½r�q&n�rN��n�q'��|*l�n�u*|*v�|&n�up��v
q&t!v��L�/n�umv�q*nQ�Or
xLy:}�n�}�§

Ï¸ î X*× Á
ãé Ùèô X ¼ Y*ö ô X ï¡Y&Y ð/ð ¯ ± ð�ð ºº Ù�� û�� �	��
 ô X ¼ YÁ ð/ð ¯ ± ð�ð ºí u�v�����|*l�n�yLr
q��iumv
q&n{n���xLt/�Nv���n�y�|pt!y¢ç�� �:��n-lLv��
n
� ± ð�ð ¯N± ð/ð ñ ë ð/ð ¯�± ð�ð º ë � º ð�ð ¯�± ð�ð ñ

�]n�yL~'n�§ Ï¸ î é���±'¸�Ùèé�� º ý ¸�mt�|*l���±¾� � º±�� × ´ óº Ùõô X ¼ Y*ö ô X ï�Y��"v�yL}�� º � � º�� ��
��! #"�$&% ñ('´ �kml�xLu�§ Ï¸é ý ¸ � Ú ý ¸Ú�a î ��± ý ¸ËÙ)� º
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Résumé

L’objet de cette thèse est la formulation, l’étude de modèles structurés de croissance cellulaire dans un che-

mostat, appareil de culture de micro-organismes en laboratoire, et l’estimation de certaines variables d’état

pour ces modèles. Après de bref rappels sur la biologie des espèces considérées et la présentation du dispositif

expérimental, nous introduirons les modèles classiques utilisés pour décrire le chemostat ainsi que les modèles

structurés prenant en compte la division cellulaire notamment. Nous construirons et étudierons alors deux

modèles en équations différentielles ordinaires de dimension 3 mettant en valeur la croissance et la division

d’une cellule. Nous terminerons cette partie par la construction et l’étude d’un modèle basé sur des réactions

biochimiques décrivant le stockage d’une cellule. La deuxième partie de cette thèse concerne l’estimation de

certaines variables d’état. Ainsi, les notions d’observabilité et d’observateur seront introduites. Des observa-

teurs classiques seront construits pour les modèles de croissance décrits dans la première partie. Enfin, comme

en biologie les modèles sont souvent mal connus, nous construirons des estimateurs hybrides, donnant les va-

riables d’états non mesurables en utilisant les variables mesurées et la connaissance partielle du modèle. Nous

terminerons ces deux parties par d’autres applications possibles.

Mots-clés : dynamique des populations, cycle cellulaire, chemostat, modèles structurés, observateurs, modèles

mal connus, estimateur hybride.

Structured cell growth models in the chemostat: analysis and estimation.

Abstract

This thesis deals with the formulation, the analysis of structured models of growth in a chemostat, an ex-

perimental device used for microorganisms growth in idealized conditions, and the estimate of non measured

variables. After a brief description of the species and the experimental apparatus, we introduce the classical

models used for the chemostat and the structured population models with emphasis on cellular division descrip-

tion. Then, two models described by ordinary differential equation, modeling the growth and the division, are

built and studied. To end this part, a model, based on biological mechanisms, describing the storage of the cell

(e.g. micro algae) is built and studied. The second part of this thesis deals with the estimate of variables. Then,

observability and observers are introduced. Classical observers are built for the structured models described

previously. Finally, since in biology a lot of models are badly known, hybrid observers using the measured

variables and the knowledge on the model, are built. Other possible applications conclude this thesis.

Keywords: population dynamics, cell cycle, chemostat, structured models, observers, partially known models,

hybrid observers.


