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INTRODUCTION 1

Introduction

Remarques générales

Le probleme & N —corps en général et celui des fermions fortement corrélés en particu-
lier sont loin d’étre résolus, en dépit du fait que d’énormes progres ont été accomplis ces
dernieres décennies. Dans cette introduction, nous ne voulons pas passer en revue toutes les
approches qui ont été développées dans le passé et qui sont actuellement en utilisation. Re-
marquons simplement qu’il y a les approches qui tentent d’étre variationnelles a la Raleigh
Ritz en partant d’une fonction d’onde d’essaie, comme par exemple 'ansatz de Jastrow [1]
ou qui essaient de minimiser le grand potentiel par des méthodes de Monte Carlo quan-
tiques et qu’il y a des approches basées plutot sur des arguments physiques ou perturbatifs
et qui resomment par exemple une certaine classe de diagrammes de Feynman. La tres
populaire “Random Phase Approximation (RPA)” fait partie de cette derniére catégorie
[2, 3]. L'objectif de cette these est précisement d’élaborer et de tester une généralisation
de la RPA en l'appliquant au modele de Hubbard bien connu pour décrire un systeme
d’électrons fortement corrélés. Il n’existe pratiquement pas de systeme du probleme a N
—corps ou la RPA n’est pas utilisée : bien entendu c’est le cas dans la matiére condensée ou
elle a été inventée, mais depuis elle est appliquée également en physique nucléaire, en phy-
sique des plasmas, en théorie des champs relativistes, pour décrire les atomes et molécules,
pour traiter les corrélations dans les systémes bosoniques, etc. etc...

La RPA considére les corrélations & deux corps du type densité—densité en resom-
mant les boucles particules—trous (ph ~-RPA). Mais il existe aussi une RPA qui resomme
les échelles et traite donc les corrélations particule-particule (pp —RPA) [1]. La RPA est
basée sur une théorie non moins célebre, a savoir, sur I’approximation du champ moyen
ou Hartree-Fock (HF). Précisement une des possibles dérivations des équations RPA est
de linéairiser les équations du champ moyen dépendant du temps autour de 1’équilibre.
C’est cette derniere définition que nous allons utiliser et ce que nous allons appeler RPA
standard (s-RPA) par la suite dans ce mémoire. En dépit de sa popularité, 'approche RPA

a aussi ses défauts. Ceci tient surtout au fait qu’elle viole le principe de Pauli (la fameuse
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approximation des “quasibosons”) et qu'on démontre facilement qu’elle contient une incon-
sistance interne (partiellement liée aux quasibosons). Ceci est par exemple clairement mis
en évidence en considérant la fonction de réponse & un champ externe ~ exp (i ¢ 7 — wt)

en approximation RPA [4]:

X’ (w,q)
1= v(g)x° (w,q) )

X (w,q) =

oi1 v(q) est la transformée de Fourier de I'interaction & deux corps, x° est la fonction de
Lindhardt,

7 7

e = [ g +f1777(2 = .

et n°(q) sont les nombres d’occupation HF qui, & T = 0, prennent les valeurs 0 ou 1.
Comme la RPA se veut précisement de traiter des corrélations, il est anormal qu’on trouve
a l'intérieur de son expréssion des quantités non corrélées comme les n%(g). Ceci ne peut
étre compris que dans un sens perturbatif ce qui limite I'application a des corrélations

relativement faibles.

Survol du formalisme

A cause de ces défauts, maintes essaies ont été entrepris pour améliorer la RPA [1, 5].
Inutile de vouloir tous les présenter. L’extension sur laquelle est basée ce présent travail a
été commencé par K. Hara [6] et élaboré par Rowe et ses collaborateurs [4, 7] et est basée
sur la méthode des équations du mouvement (EOM). Récemment, Dukelsky et Schuck
et indépendamment G. Ropke et ses collaborateurs ont encore davantage investi dans
cette théorie [2, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] ce qui est maintenant appelée RPA Self
Consistante (Self consistent Random phase Approximation : SCRPA) ou Cluster Hartree—
Fock (CHF), respectivement. Une des maniéres de dériver cette théorie est donnée par une
analogie a la facon dont M. Baranger a établi les équations HF [17]. Pour ceci, il a regardé

une énergie moyenne d’une particule:

a = > (BT = ENOakln, N+ D+ Y (EY = BT [(n, N = 1ag|0)?
n, (N+1) n, (N—1)

. (o {ax, [H ,af]}10) )
(0 {ax,a}.}10)

0) et H sont en principe le fondamental et ’hamiltonien exacts du systeme. {... , ...}

ou

est anticommutateur, [... , ...] est le commutateur et a;rg = 3" Dy, ¢, sont les opérateurs
v
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de création de fermions qu’on obtient a partir d’une base quelconque c,T/ par une transfor-
mation unitaire, D. L’énergie, €r, se présente comme la différence des énergies du systeme
avec N £ 1 particules et I’énergie du fondamental du systeme avec N particules pondérée
par les facteurs spectroscopiques. Il est alors facile de se convaincre que la minimisation
de €, par rapport aux amplitudes Dj, donne directement les équations HF usuelles en se

basant sur un Hamiltonien avec une interaction & deux corps,

H = + 1 = + + 4

= Ztlgal az + 1 Zv1234a1 aj asas . (4)
12 1234

Il est évident que ceci peut aussi étre étendu aux bosons. Cependant, aussi bien pour les
fermions que pour les bosons, il est souvent utile de partir non pas de la transformation
HF mais de la transformation Hartree-Fock—Bogoliubov (HFB). Par exemple, pour les

bosons, on a
0= Uia bl — via bi (5)
i

et on minimise

_ (O oo [#.ab] ] 10)

{0l g 1 ab] 10) o

par rapport aux amplitudes u et v. On vérifie aisément que ceci donne directement les

équations HFB pour les bosons [17]

h A U U
=F avec um-2— Um'zzl 7
B i ’ 3 fedl? = fea ™)

2

ou h et A sont I'hamiltonien du champ moyen et le champ d’appariement, respectivement.

Pour évaluer
hig = (0] [bi, [H 0[] 10) et Ay = (0] [bs, [H,b]] o) (8)

explicitement en fonction des amplitudes u et v, il est utile d’utiliser le fait que le fonda-
mental, |HFB) , est le vide des destructeurs des quasiparticules définies en (5), c’est a

dire
go|HFB) =0, pour tout « (9)
et q’on vérifie 'inversion de (5), c’est a dire

bF ="l al + vk o - (10)
o
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Rappelons a ce stade que les équations (7) se dérivent également en utilisant le formalisme

des fonctions de Green. Ceci nous mene aux équations bien connues [18] de Gorkov

.9 /
— £ —h —A ot —t
ou G est la fonction de Green & 1-boson
gt = =i (0T ba(t)b,(t)0) (12)

avec T l'opérateur chronologique et |0) en principe le fondamental exact du systeme avec
N-particules. by (t) = €t b, (0) et formé avec H, 'hamiltonien du systéme. La fonction

F est le propagateur anormal
Fil = =i (0T b1 ], ()]0, N = 2) (13)

qui lie les fondamentaux avec N et N — 2 particules. Nous avons donné ici les expres-
sions avec les fonctions de Green uniquement pour des raisons de complétude. Comme les
systemes que nous allons regarder ont tous un spectre entierement discret nous allons nous
restreindre dans ce mémoire & la formulation aux valeurs propres. En revanche, il n’est
pas inutile de garder toujours en téte qu’une formulation analogue avec les fonctions de
Green est toujours possible.

Pour dériver les équations RPA self consistantes a température zéro, nous procédons
par analogie et écrivons une transformation générale entre paires d’opérateurs fermioniques
particule-trou

Ql =3 (X ajan — Vo aay) (14)

ph

ou p et h correspondent aux états de particule et trou, respectivement, qui sont définis par
rapport a I’énergie de Fermi, comme d’habitude. Dans la plupart du temps nous allons
travailler, dans ce mémoire, dans la base des ondes planes et dans ce cas p et h référent
donc a des vecteurs d’ondes au dessus et en dessous de kg incluant les indices de spin.
Cependant dans le cas général et notamment dans les cas avec symétries brisées, la base
dans la quelle sont écrit les opérateurs ph dans (14) doit étre trouvée, comme usuellement,
par la minimisation de I’énergie du fondamental par rapport a la base dans laquelle sont
écrits les indices des opérateurs de fermions. Rappelons aussi que dans ce qui suit, on

pourrait également partir de la fonction de Green

Gtk = —i (OIT (af, ai,)(#) (al, ax)(#)]0) (15)

et établir tous les résultats qui vont étre donnés plus loin.
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Comme nous l'avons déja dit, 'ansatz (14) peut étre considéré comme une transfor-
mation générale de Hartree—Fock—Bogoliubov entre paires de fermions. Lorsqu’on bosonise

les paires de fermions [2], on obtient au plus bas ordre

a; ap ~—— B;h et aL a, — oh (16)

et & ce moment l’expression (14) devient une transformation HFB entre bosons avec
BBl =1. (17)

Dans notre travail nous n’allons cependant jamais faire appel a un développement bo-
sonique et nous travaillons strictement avec des paires de fermions comme indiqué en
(14). A notre avis ceci permet de respecter le principe de Pauli d’une maniére beaucoup
plus efficace. Nous procédons donc comme auparavant et minimisons I’énergie d’excitation

moyenne

o, _ O11Qu. [11. Q5] 10 )

(0@ Q¥ ]10)

par rapport aux amplitudes X et ). Bien entendu nous supposons également la relation

du vide

Qu|0> =0 (19)

en dépit du fait que la résolution explicite de cette équation pour la fonction d’onde du
fondamental n’est possible que dans des cas particulierement simples. La minimisation de
(18) résultera dans des équations analogues a celles de HFB pour bosons

A B P e XY

=Q, (20)
_B* _A* yl/ yl/

ou les éléments
A x <O\ [a;rl ap, {H, aL/ ah/” \0> et B <O\ [a;rl ap, {H, a;rl, ap/H \0> (21)

sont des fonctionnelles non-linéaires des amplitudes X et ). En fait les éqautions (20) ont
exactement la méme structure mathématique que les éqautions RPA standard. Notamment
il s’ensuit que les solutions (X', V) forment une base orthonormée et de ce fait on peut
inverser la relation (14), donc exprimer les paires de fermions, a; ay, en fonction des Ql

et @Q,, c’est a dire

alap <y ( v QL+ Y, Qy) (22)
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On vérifie aussi directement qu’en partant d’un Hamiltonien avec interaction a deux corps
que A et B contiennent uniquement des densités de type (aa) et (a'a afa). Ensemble
avec la condition (19) et la relation (22), cela nous permettra d’obtenir explicitement
les fonctionnelles A = A[X,)Y] et B = B[X,)]. Comme nous le verrons plus tard, la
résolution des équations (20) nous donnera une amélioration par rapport a la RPA standard
(qui correspond simplement & une linéarisation des équations (20)) parfois spectaculaire.
Voici donc les grandes lignes de notre démarche. Bien entendu les détails sont par endroit
assez subtils et nous discuterons et développerons la théorie amplement dans le texte
principal en élaborant explicitement des modeles.

Rajoutons & ceci simplement quelques remarques. Ainsi, le concept de la RPA standard
est fondé sur la resommation d’une certaine classe de graphes de Feynman (les bulles).
Ceci est donc basé sur des arguments perturbatifs et la RPA standard, comme on va le
voir explicitement plus tard, n’est certainement plus valable lorsque les corrélations dans le
fondamental deviennent trop fortes. Ceci est notamment le cas proche d’une transition de
phase. La généralisation de la RPA qui résulte dans la minimisation de la fonctionnelle (18)
donne a la RPA un statut non—perturbatif. La seule restriction réside alors dans I'ansatz
(14) lui méme. Pour aller au dela de la SCRPA, il faudrait alors inclure des opérateurs
a 2—corps, 3—corps, etc.. dans ansatz (14). Ce schéma d’extension, quoique possible en
principe, se heurtera trés vite aux limites de résolution numérique. On peut espérer pouvoir
inclure dans le futur des opérateurs de type 2p — 2h comme a;gl aLQ ap, ap,, mais aller au
dela semble étre trop ambitieux pour des systeémes réalistes.

Avant de conclure cette introduction rappelons qu’il existe une autre RPA, qu’on ap-
pelle en physique nucléaire la RPA particule-particule [2]. Au lieu de sommer les bulles ph
comme la RPA que nous venons de discuter, elle somme, au contraire, les échelles et a donc
a avoir avec la matrice de diffusion de deux Fermions dans un gaz de Fermions. C’est aussi
le canal ol se manifeste le pole de Cooper donnant lieu a I'instabilité concernant la transi-
tion a la supraconductivité ou a la superfluidité. La fonction de Green correspondante est

donnée par

Gty = —i (0T (ak, ai,)(2) (af, af,)(X)]0) - (23)

L’opérateur RPA s’écrit

o + AR B |

AP+ - Z XPPIPQ (12;2(12;1 - Z yhlhz ahgahl (24)
P2>p1 ho>hq

c’est opérateur qui additionne 2-particules au fondamental |0) avec N-particules et

nous donne acces aux états,
o, N +2) = Al |0) . (25)
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En dehors de cet opérateur d’addition de 2-particules, il existe aussi un opérateur qui

retranche 2-particules,
T - P
Rp— - Z Xh1h2 @hyQhy — Z yplpz Ap,Apy - (26)
ha>h1 p2>p1

La RPA correspondante donnera les énergies d’excitation dans le systeme avec N — 2
particules. On aboutira aux équations RPA particule—particule ou trou—trou, par analogie

avec le canal ph, en minimisant une énergie moyenne

B (0 [A,+, [H, A% ]]10) g o
(o 5] SR IR

par rapport aux amplitudes. Avec ceci, on aboutira & des équations RPA self consistantes

_O[A-.[m 57 ] o)

p

analogues au cas ph. Nous allons les détailler plus loin en prenant des exemples concrets.

En résumé, nous pouvons dire que l'ansatz (14) permet de calculer les fonctions de
corrélations a 1— et 2—corps d’une manieére self consistante et non-perturbative. L’inclusion
des fonctions de corrélations supérieures doit rester pour le futur. Notre optimisation pour
les fonctions de corrélations a 2—corps se traduit d’ailleurs par le fait que les systéemes
contenants uniquement 2—particules sont résolus exactement comme on va le voir plus loin.
Ceci peut certainement étre considéré comme prometteur car habituellement les approches

du probleme a N—corps se détériorent en considérant un petit nombre de particules.
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Chapitre 1
Modele de pairing multi-niveaux

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la SCRPA particule—particule au modele d’ap-
pariement multicouches. Ce modele a déja été traité en pp -SCRPA précédemment par
Dukelsky et Schuck [19, 21] mais pour nous familiariser avec le formalisme, nous avons
refait le calcul. Comme ce modele est particulierement instructif et transparent en ce qui
concerne 'application du formalisme SCRPA, nous tenons ici & le présenter pour faciliter

plus loin la compréhension du traitement en SCRPA du modeéle de Hubbard.

1.1 Modele de pairing multi—niveaux

Le modele de pairing multi-niveaux ou ”Picket Fence Model” a été introduit par Ri-
chardson en 1966 [22] pour décrire les noyaux déformés et superfluides. L’avantage de ce
modele réside dans le fait qu’on peut calculer la solution exacte pour un nombre prati-
quement arbitraire de niveaux. Cependant, aprés plusieures considérations en physique
nucléaire [23], le modele n’a pas été bien exploité. Probablement, il a été jugé comme un
condidat trop réduit pour la déscription d’un noyau réel. Cependant, le modéle contient
beaucoup d’informations physiques intéressantes ce qui a été exploré récemment pour les
grains métalliques supraconducteurs ultra-petits [24]. L'un des aspects intéressants de ce
modele est que la solution exacte révele une transition entre un régime superfluide (ou su-
praconducteur) et un état normal qui est complétement continue, c’est & dire il n’y a pas
de signe d’une transition de phase brusque d’un état a un autre en fonction des parametres
du systeme [25].

L’hamiltonien du modele est donné par

H:zﬂ:(si—u)Ni—Gzﬂz PiP; (1.1)

i=1 ij=1
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avec

N; = c;rcl- + cT_Z-c_Z-, P;r = cch_Z- , (1.2)
ou cZT crée une particule dans le i-tme niveau avec S = 3 et m = 3 et CT_Z. avec m = —3.
Les états +i et ¢ sont deux états opposés par rapport a l'inversion du temps. €2 est le

nombre total de niveaux, G est la valeur attractive de l'interaction de deux paires qui
diffuse les fermions par paires et ¢; = i ¢ (voir Fig. 1.1). Le potentiel chimique p est
défini de telle sorte que I’hamiltonien conserve la symétrie particule-trou. On suppose que
le systeme est demi-plein avec un nombre de pairs N = /2. Chaque niveau est 2-fois

dégénéré (dégénéréscence de Kramers).

(i)

@)

Fic. 1.1 — Schéma de niveaux pour le modéle de pairing multi-niveaus .

Les états de particules (p) et de trous (h) sont définis par
Ny|HF) = 2, Ny|HF) =0, (1.3)

ou, nous appelons |HF) I'état fondamental de 'hamiltonien (1.1) avec G = 0. Les états
de particules p correspondent a €; > u et ceux de trous h a g; < p (voir Fig. 1.1). A ce

moment, on doit reécrire I’hamiltonien avec la symétrie particule-trou.
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1.2 Symétrie particule-trou de ’hamiltonien

Les relations de commutations entre les opérateurs définis dans le paragraphe précédent
(1.1) sont

(PP =05 (1= N, [No Pl =205P), [N;, Py = =20 . (1.4)

Pour rendre la symétrie particule-trou explicite, on introduit la transformation suivante
cp = by, cp=b_yp, cp = bT_h , c_p = —bL . (1.5)
Ainsi, on définit les nouveaux opérateurs M, K et KT par
Ny=2-M,, N,=M,, Pl=-K,, Pl=kK} (1.6)
avec leurs relations de commutations
[Kp KL = G (1= M) [ My, K| = 26,0 K], [My, Kyy] = 26,y K, |
[ KL = o (1= M), [My, K =28 K] (M, K] = =200 K - (17)
Les énergies a une particule sont €, = (N +p) et ¢, = (N —h+1), avec p,h =1,...,N
et N = % Les particules (p) et les trous (h) sont dénombrés en commengant & partir du

niveau occupé le plus proche de celui du niveau de Fermi. On utilise un potentiel chimique

afin de restorer la symétrie ph :

pme(ved)-2 1

avec cette définition ’hamiltonien se réduit a
N 1\ G
H=-eN’+ > {s <p— 5) +§} (M, + M)
p=h=1

~-GY KiK, -G %L: KiKy+G zhj (KjK) + Kyky) - (1.9)
pp’ ! p

Manifestement, dans cette forme, on a une symétrie complete entre les états de particules
et de trous. Ceci facilite beaucoup la tache formelle et numérique de ’application de la

théorie RPA dans le canal particule-particule.

1.3 Application du formalisme RPA particule—particule

Les ingrédients de base de la théorie SCRPA dans le canal particule—particule sont les

deux opérateurs, tels que 'opérateur d’addition de deux particules

A =S K-S VR, (1.10)
P h
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et 'opérateur de retranchement de deux particules

Ri=-Y WK, +Y %K), (1.11)
p h

on K, =K,/\/1— (M) et Ky =Kp/\/1— (M,). Comme expliqué dans I'introduction,
nous suivons la dérivation de Baranger pour les équations de mouvements du champ moyen

a une particule [17]. Ainsi, on définit une énergie d’excitation moyenne comme

P = { > (Efes = BRpo) (el ANO)P + 37 (BN_ — ER ) (Bl A4,[0)
a(N+2) B(N-2)

+ 20 S {al Y0 — 200 3 (514,007
a B

-1
{ Yo lalAfjo)? = Y |<ﬁ|Ap|0>|2} : (1.12)

a(N+2) B(N—2)

ot 2uF) = (:l:)%(E]OV t)2 E%;) sont les potentiels chimiques, E]O\‘,’ﬁ sont, en principe, les
valeurs propres exactes de H et |a), |3), |0) les états propres exacts.

L’expression (1.12) peut étre considérée comme la moyenne de 1’énergie d’excitation
en faisant intervenir les deux spectres des deux systemes N + 2 et N — 2 particules,

respectivement. On peut reécrire aussi ’expression (1.12) comme

_ (0l[4,, [H, A]]]|0)
© o (0l[A,, Af]jo)

, (1.13)

qui représente, par analogie avec le canal ph, la régle de somme pondérée par 1’énergie.
Nous introduisons les deux potentiels chemiques (¥ en (1.12) dans le but de définir
correctement 1’origine du spectre des énergies d’excitations. Dans le cas ou on suppose que

M("—) ~ 'u/(_)’ on a

Ca(BRso = BReya)[(lANO) + Sp(ER o = BR-5)| (5l 4,l0)*

Q,—2u=
g (0[[4,, A][0)

(1.14)

ce qui illustre parfaitement ce que nous venons de dire. La minimisation de I’énergie a deux

particules (1.12) relativement aux amplitudes X et ), nous ameéne au systeme d’équations

L6 e

Ay = (0K, [H,K,]]|0)

suivant:

avec
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= Oppy {2 (ﬁ(p - %) + g) +2%]\/[p> < (%:K;l — %;Khl) Kp>}

e (=M= M)
V= (M) (1 = (M)

(1= My)(1 = My))

VA= () (1= (M)

B = —(O0|[K,,[H, Ku]ljo) =G (1.16)

Cow = (O|[Fn,[H, K})0)

= S {—2 (e(h— %) +%> —2% <KJL <_§Kgl +hleh1)>}

(1 — Mp)(1 — My))
VA= (Mp))(A = (Mp))

A cause de la symétrie particule-trou, le mode de retranchement & deux particules satisfait

+G

exactement au méme systeme d’équations, ce qui implique que les deux modes ont exca-
tement les mémes énergies et les mémes fonctions d’ondes. A partir de cette conclusion,

on donne les relations suivantes :

<Mp> = <Mh=p>7
(K Ky) = (Ki_ Kw—y), (K K,) = (KIK}) (1.17)
<MPMP’> = <Mh:th’:p’> s <MhMp> = <Mh’:pMp’:h> s

qui sont consistantes avec les equations (1.16) et ce que signifie

XP = +X)=F V=V (1.18)

:p?

Les amplitudes X et ) obeissent aux conditions de normalisation

Z?fﬁ?fﬁ/—ZyﬁyZ/ = Opp'
h

p
ZX;?Xh'—Zyﬁyﬁ' = 0w, (1.19)
h )
A A
S-S = 0.
) h

et de fermeture
Ay
ngxzf’ _Zypyp’ = Opp'
p A
ST =DSVVE = O (1.20)

A p
DAV =D XY = 0.
A p
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En plus, les valeurs moyennes des commutateurs suivants sont données par
[mA]) = ow. (A =a
([ALR]) = (A, R) =R Af] =0. (1.21)

A Daide de ces équations on peut inverser (1.10) et (1.11) comme

zqahqm%2ﬁ4+zmmy

p A

JQQM%M%Z%&+ZWM. (1.22)
A p

Comme l'on a déja signalé, on suppose que I'état du vide est équivalent a ’état SCRPA,
|0) = |RPA), tel que
A,|RPA) = R)\|RPA) =0. (1.23)

Les valeurs moyenne en (1.16) sont alors évaluées avec cet état fondamental et ce qui nous
permettera de fermer notre systéeme d’équations. Ainsi avec (1.22), on peut calculer les

valeurs moyennes suivantes

(KK = /(L= () (1— (M) S0
A

(K Ky = /(L= (M) (1= (M) S V0V
P

(KK = (K Ky = /(= (M) — (M) S0
A
(K K,) = (KfK;)=0. (1.24)

En plus, pour une algebre SU2 qui vérifie les relations de commutations (1.7) pour un

spin—%, on a la relation de Casimir,

% (K K+ KK )+ (K?)2 = (K)? | (1.25)
ce qui nous donne (on ne fait pas la différence entre indice de particule et de trou)

K KM +K 'K =1 (1.26)
car (KZQ)2 = Let (K;)? = 2. Ceci implique

M;=2K' K, (1.27)

et nous obtenons donc pour les nombres d’occupation la relation suivante
1

(Mi>:1—<—2K?>:1—1+2—W
o

(1.28)
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Connaissant toutes ces valeurs moyennes, nous pouvons évaluer 1’énergie fondamentale

SCRPA qui est donnée par la valeur moyenne de I’hamiltonien dans I’état RPA:

G
H) = —eN? -2 )+ = (M M
(Hy = - 1;j( 5) + 5| (O + ()
~GY (K Ky) = G (K Ky + G (KK + (K K)) - (1.29)
pp’ hh! ph

Ainsi I’énergie de corrélation SCRPA est donnée par
Eorr = (H) + N2, (1.30)
Par comparaison, pour 'énergie de corrélation RPA standard, on a [2]

B ==3"&> 1V (1.31)
P p

Enfin, pour fermer le systéme d’équations SCRPA, on doit exprimer les fonctions de
corrélations de type (M;Mj;) en foncton des amplitudes RPA. Pour trouver ces valeur

moyenne, on a une relation exacte pour i = j
M; M; = 2 M;. (1.32)

Il est aussi simple de montrer que pour ¢ # j

My, M,, = 4K} K| K, K,
My My, = My + M, — 2K} Ky K} K, —2K] K, K} Ky, , (1.33)
My, M, = 4Kj“KijKthhi .

ce qui nous donne ’équation aux valeurs moyennes dans 1’état RPA

(M, M) = 41— (M) (1 — (M) S 3" D0y YNy (Ry Ry, RRL,)
A0A3 A1 Ao
(Mpith> = <Mpz>+<Mh3>

=2(1 = (M) (1 = (M) D D" VpoVps X0t 02 (R, R, R, RY,)

AoA3 A1 A2
=2(1 = (My,)) (1 = (Mp;)) D D Vpe ,’in;?X;f (ApAp AL ALY
POP3 P1P2
(Mp,Mp;) = 41— (Mp,))(1 = (Mp,) D0 > VROVR YRV (A Ap AL AL - (1.34)
POP3 P1P2

En commutant en (1.34) les destructeurs R, A a droite, ce qui fait apparaitre des valeurs
moyennes du type (M M), on aboutit & un systéme linéaire d’équations pour ces der-
niers qu’on peut résoudre. Le systeme d’équations SCRPA est alors completement ferme
sans aucune entrave au formalisme. Pour le calcul de ces fonctions de corrélations qui

apparaissent dans I’équation (1.34), on donne le détail dans annexe (A.2).
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1.4 Discussion des résultats pour 2 = 10

Nous présentons les résultats obtenus par la SCRPA pour un nombre de niveaux 2 = 10
et ca pour ’énergie de corrélation et des états excités en fonction de la constante du

couplage G et en les comparant a la solution exacte avec € = 1 (voir Fig. 1.2 et Fig. 1.3).

12 1] I T I T | L] | 1 'I i ] Li I ]
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Fi1Gc. 1.2 — La différence des énergies fondamentales des deux systémes 2 =10, N =12 et
Q=N =10.

On remarque que ’énergie du premier état éxcité RPA standard tend vers zéro lorsque
G — 0.33. Elle se présente comme une fonction décroissante en fonction de G, alors que la
solution exacte est une fonction croissante. La RPA standard traduit le fait que le systeme
reste attractif alors que la solution exacte et aussi la SCRPA montre que le systéme devient
répulsif ce qui se traduit par la pente positive de Fq et E5y. Ceci est du a la forte influence
du principe d’exclusion de Pauli dans ce systeme qui renverse le signe de l'interaction
entre les paires de particules. On voit que la SCRPA reproduit bien la solution exacte
qualitativement et quantativement du fait qu’elle donne une pente positive comme celle
exacte alors que la RPA standard est completement fausse. De méme pour ’énergie du
fondamental, elle donne un bon résultat par rapport a I'exact et elle dépasse le point de

transition de phase a la superfluidité qui se produit en champ moyen et avec la RPA
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Fi1G. 1.3 — L’énergie du premier état excité du systeme avec 2 = 10 et N = 12 relativement

au systéme avec 2 =10 et N = 12.

standard (voir Fig. 1.4) pour G. = 0.33. Il n’est pas étonnant que la SCRPA s’arrétte a
converger a une valeur de G > G, parce qu’elle commence a ressentir l'effet de la base du
fait qu’on utilise la base qui conserve la symétrie (qu’on 'appelle "base sphérique”). A ce
moment, il faudrait qu’on travaille dans la base qui brise la symétrie, c-a-d la base des
quasiparticules (BCS). On représente également ’énergie du fondamental en fonction du
nombre de niveaux 2 (voir Fig. 1.5). On remarque que la SCRPA donne de bons résultats
par rapport a la RPA standard pour une valeur intermédiaire de l'interaction G = 0.21.
On peut aussi signaler que la SCRPA a été généralisée a température finie et appliquée a

ce modele et elle a produit également de trés bons résultats [26].
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Fi1Gc. 1.4 — L’énergie de corrélation du fondamental pour le systeme a 2 = 10 en fonction

de linteraction de paire G.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons illustré le formalisme SCRPA sur le modele d’appariement
multicouches (modele de Richardson ou ”Picket Fence Model”). Ce modeéle est non trivial
dans le sens qu’il n’est plus diagonalisable avec des méthodes simples a partir d’un certain
nombre de niveaux. Cependant, avec la méthode de Richardson, on peut trouver la solution
exacte méme pour un tres grand nombre de niveaux. La pp -SCRPA a pu étre appliquée
a ce modele sans probleme et sans entrave au formalisme. Les résultats obtenus sont en
excellent accord avec les résultats exacts a T'=0 et a T # 0. Ces résultats encourageants
nous ont motivés pour appliquer ce formalisme sur un modele plus compliqué tel que le
modele de Hubbard.
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Fi1a. 1.5 — L’énergie de corrélation du fondamental en fonction du nombre de niveauz §2
pour G = 0.21.
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Chapitre 2

Modele de Hubbard

Le modele de Hubbard est I'un des modeles les plus répandus en physique d’électrons
fortement corrélés. Il fournit probablement la description quantique la plus simple incluant
le mouvement des électrons et leurs interactions mutuelles sur réseau. En dépit de cette
simplicité structurelle, des résultats exacts sont seulement connus dans des conditions tres
particuliéres, par exemple a une dimension [27]. Depuis son introduction par Hubbard
jusqu’a nos jours, ce modele a ainsi représenté un défi énorme, stimulant la recherche de
nouvelles méthodes a N—corps. Nous commencerons ce chapitre en expliquant le lien entre
le probleme électronique dans un solide réaliste et le modele de Hubbard. Ensuite, nous

passerons a 'application du formalisme RPA sur le modele de Hubbard & deux sites.

2.1 Lien avec le probleme électronique d’un solide réaliste

Une description générale d’un solide doit, en principe, inclure le mouvement des noyaux
et des électrons, ainsi que 'interaction des noyaux entre eux, des électrons entre eux, et I'in-
teraction entre noyaux et électrons. C’est un probleme a N corps extrémement complexe,
non seulement insoluble exactement, mais qui représente une tache insurmontable dans
sa totalité pour les méthodes approximatives. Une théorie générale devrait expliquer des
effets aussi différents que la formation des atomes ou des ions, leur condensation dans 1’état
solide avec les divers structures amorphes et cristallines, les phénomeénes magnétiques et
électriques, qui, eux, possedent des aspects aussi variés que le comportement diélectrique,
I'ordre magnétique, la transition métal-isolant et la supraconductivité.

Nous sommes donc invités a estimer les différentes échelles d’énergie impliquées dans
ces phénomenes. En physique des solides, on s’intéresse aux propriétés magnétiques et
électriques. Elles sont créées par les couches externes des atomes qui ne sont remplies

d’électrons qu’en partie et dont I’énergie de liaison atteint 1’ordre de 10 électron-Volts
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(eV). Leur influence sur les électrons des couches internes, qui, eux, sont liés au noyau avec
une énergie de quelques dizaines de keV, est tres faible. Nous pouvons, par conséquent,

nous limiter & décrire un systeme composé d’électrons et d’ions.

Dans ce systeme, la condensation dans 1’état solide est le processus dominant. Les
énergies typiques sont de quelques eV. En chimie inorganique, I'arrangement exact des
ions est généralement déterminé par la composition chimique, c.a.d. la stoechiométrie, et
par la thermodynamique (pression, température, etc.). Apres la condensation, les ions sont
fixés sur leurs positions d’équilibre, hormis de petites oscillations autour de ces dernieres.

Dans un réseau cristallin, les quanta de ces oscillations s’appellent phonons.

Si nous nous intéressons au comportement du solide & température ambiante (300 K =
30meV), voir basse (1K ~ 0.1 meV), la structure cristalline reste fixe. Il suffit alors d’ana-
lyser le comportement des électrons des couches extérieures. Dans 'approximation la plus
simple, des électrons indépendants évoluent dans le potentiel périodique des ions. Leurs
fonctions d’onde sont caractérisées par un indice de bande provenant des nombres quan-
tiques de I'atome isolé. De plus, la fonction d’onde possede une quantité de mouvement.
Suite a la périodicité du probleme, cette impulsion de Bloch ne peut prendre que des va-
leurs de la premiere zone de Brillouin. Nous nous retrouvons avec un gaz de Fermi sur
réseau, pour lequel les fonctions de Bloch représentent, en quelque sorte, les ondes planes.
La diagonalisation numérique de 'hamiltonien des électrons indépendants est appelé “cal-
cul de structure des bandes”. L’influence du potentiel des ions se manifeste alors dans les

énergies a une particule, qu’on appelle bandes d’énergie.

On peut améliorer ces calculs si I'on tient compte du fait que l'interaction entre les
électrons modifie les bandes d’énergie. Au premier ordre, on n’inclut que la contribution
classique de cette interaction qui est la répulsion coulombienne entre les électrons: c’est
I’approximation de Hartree, qui, pour un cristal réaliste, pose déja un probleme numérique

considérable.

Une fois que la structure des bandes est déterminée, nous pouvons nous occuper des
phénomenes engendrés par la partie corrélée de 'interaction entre les électrons. La version
la plus simple de ce probleme purement électronique est réalisé dans le modele de Hub-
bard. Dans ce prototype, les électrons se propagent dans une seule bande d’énergie. Les
autres bandes sont supposées étre suffisamment loin de 1’énergie de Fermi pour qu’elles
n’interviennent pas dans nos considérations. Une seconde hypotheése concerne 'interaction
électron-électron : dans le modele de Hubbard, elle est réduite a une répulsion entre les
électrons se trouvant sur le “méme site” du réseau cristallin. Nous entendons par la que les
deux électrons se trouvent dans le méme état de Wannier. Ces fonctions d’onde centrées

autour d’un ion précis sont parfois mieux adaptées que les fonctions de Bloch pour la
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description des phénomenes locaux.

L’hamiltonien de Hubbard [28] est donnée par :

H = Ztij C;;ng + UZ’fLiT’fLil (2.1)

ijo i

Les opérateurs c;g et ¢;,, respectivement, créent et annihilent un électron de spin o dans
I’état de Wannier centré autour du site ¢. L’opérateur de nombre de particules au site ¢
est défini par n;, = c:; Cio- Le premier terme de (2.1) décrit la propagation des électrons:
le potentiel cristallin ne permet que des transitions directes entre des sites ¢ et j pour
lesquelles les éléments de matrice ¢;; sont non nuls. Le second terme tient compte de
I'interaction: si deux électrons se trouvent sur le méme site 7, ils se repoussent avec I’énergie
coulombienne U.

Ce modele semble étre une caricature du probleme électronique d’un solide réaliste.
Malgré ces séveres simplification, son diagramme de phases est extrémement riche, et, jus-
qu’a présent, seulement partiellement compris: au niveau Hartree-Fock, il offre une mul-
titude de phases magnétiques, métalliques et isolantes. Pour des interactions attractives,
on observe un “crossover” entre une phase supraconductrice et un régime de condensation
de Bose-Einstein [29, 30]. Cette richesse explique que, plus de quarente ans apres son in-
troduction, le débat sur beaucoup de ses propriétés principales n’est pas encore clos. Une
solution exacte pour le modele de Hubbard n’a pu étre trouvée et n’existe probablement
qu’a une dimension [27].

Nous renvoyons le lecteur s’intéressant plus précisément aux origines et a la dérivation
de ce modele aux travaux originaux de Hubbard [28, 31, 32] et d’Anderson [33], ou & des
ouvrages plus récents comme, par exemple, les réfs. [34, 35, 36]. En soulignant qu’il n’existe
presque aucun solide réel qui corresponde aux suppositions incorporées dans le modele de
Hubbard. Il doit plutét étre considéré comme un modele standard pour les systémes a
électrons fortement corrélés, représentant ainsi un ingrédient important pour les modeles
plus réalistes [34].

Tout le long de notre étude, nous considererons une chaine unidimensionnelle avec les
conditions aux limites périodiques. N = 2 pour le cas a deux sites, N = 4 pour le cas a
quatre sites et N = 6 pour le cas a six sites. Mathématiquement, le systeme est équivalent
a un probleme fini ce qui nous permet de tester nos approximations, principalement la
RPA auto—cohérente. En plus, pour étudier 'apport des corrélations pour chacunes des
aproximations utilisées, on doit extraire la partie Hartree-Fock (HF) qui décrit des quasi-
particules libres. Pour cela, on introduira 'approximation HF relativement au modele de
Hubbard.
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2.2 Modéle de Hubbard a deux—sites

Dans ce chapitre, nous considérons une chaine unidimensionnelle avec les conditions
aux limites périodiques N = 2 pour le cas a deux sites. Notre systéme physique est
constitué par deux atomes de type S situé chacun sur un site du réseau et présentant
un électron célibataire dans le cas demi-plein. Ce modele est relativement trivial mais
instructif dans le sens qu’on peut calculer toutes les quantités physiques analytiquement.
Ceci nous permet de mieux comprendre les différentes approximations. Tout d’abord pour
résoudre ce probleme, il est utile de passer par 'approximation HF afin de définir le spectre
des quasi-particules HF et voir quels sont les états occupés relatifs a ce systeme. Ensuite,
On peut séparer les canaux particule—trou (ph) de celui particule—particule (pp) (ou trou-

trou (hh)) afin de définir Popérateur d’excitation selon notre choix d’étude.

2.2.1 Approximation Hartree Fock

Tout d’abord, nous appliquons 'approximation HF dans le but de reécrire ’hamil-
tonien dans la base des quasi-particules et d’avoir un spectre d’excitation a particules
indépendantes. Nous essayons de trouver la transformation (HF) qui diagonalise 1’hamil-
tonien (2.1) dans cette approximation. Pour cela, on reécrit I’équation de mouvement a

une particule sous la forme suivante

28 = fone [11,]}) o2

Comme nous avons vérifié explicitement que les valeurs moyennes des densités <c;r o Ci—c)
restent nulles méme si on initialise le calcul HF self consistant avec une condition de
remplissage ol ces dernieres sont différentes de zéro, nous pouvons nous contenter avec
une transformation qui ne brise pas la symétrie du spin. Ainsi, la transformation HF

générale est donné par

T T T T
C%,T - D a%,T , c?,l - D a%,l , (2.3)
C27T az’T Cl’l a27~l'
avec
9 —sin e
p=| YV Temre D' =DT (2.4)
sinde'¥ cos Y

qui conserve la symétrie de spin et 1’état HF correspondant
|HF) =al al | |-). (2.5)

A ce moment, on peut calculer les valeurs moyennes de (cz,o ¢jo) dans cet état, qui sont

données par

(P1,1) = (fa,) = cos® (V) , (fn,)) = (Rg;p) = sin® (), (2.6)
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et I’énergie HF, en fonction de ¥ et ¢, est donnée par
. Uu . o
Eprp = =2t sin(29) cos(p) + 5 sin (29). (2.7)

Cette fonction est periodique de periode 27 en fonction de ¢ et de periode m en fonction

de 9. Analytiquement, on calcule les dérivées partielles de (2.7) par rapport a ¥ et ¢,

8EHF aEHF
—ost =0, ——|o=cst = 0. 2.8
20 lo=Cst 59 le=Cst (2.8)
Ceci nous donne
p = 0,
T
9 = :I:Z si U <2t
1 2t
= Z o (— i > . .
9 2Arcsm( U) si U>2t (2.9)

On remarque bien sur la figure (Fig. 2.1) que le minimum de ’énergie HF est situé a la
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Fi1Gc. 2.1 — Energie fondamental HF en fonction de ¥ pour le cas a 2-sites.

valeur de ¥ = 7 pour toute valeur de U comprise entre 0 et 2¢. Par contre pour U > 2t,
ce minimum est situé a J = %Arcsin(%). Ainsi pour U < 2t, la transformation HF ne

brise pas l'invariance de translation du fait qu'on a des densités de sites uniformes (Fig.
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2.2) et elle correspond a des ondes planes. Ceci signifie que le systéme a un comportement
métallique. Par contre, si U > 2t, cette symétrie est brisée et le systeme prend le com-
portement d’un isolant pour un minimum de 29 = Arcsz’n(%). La valeur U, = 2t est le
point de transition métal-isolant, prédit par Mott [34]. Cette transition est due aux mo-
ments magnétiques locaux crées par 'interaction électron-électron. Le parametre d’ordre

est défini comme

m = [(f1) — (i) | - (2.10)

et donné en approximation HF par

2t ,
m = 4/1-— T si U>2t, (2.11)

0.8

0.6 -

<nia>

04 r

Fi1G. 2.2 — Densités HF en fonction de U pour le cas a 2-sites demi-pleins. on note par dq
les valeurs moyennes de densités dans l'état HF de 11 et fig)| et do les valeurs moyennes

de densités dans l’état HF' de nia 1 et iy .

Pour U < 2t, les deux électrons sont completement délocalisés, ce qui donne un pa-

rametre d’ordre nul. Ainsi, le modele de Hubbard décrit des électrons libres sur réseau
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qui forment un gaz de Fermi libre, ou si on veut un métal idéal. L’état HF correspondant
(¥ = %) est donné par
1

HEF) =al ol |=) =5 [ el el cdy 4l el +ehed ] 1) (2.12)

Cet état montre bien que les sites sont occupés avec la méme probabilité, c’est a dire que
tous les termes ont le méme poids statistique.

Par contre, pour U > 2t, les deux électrons deviennent de plus en plus localisés lorsque
U augmente (29 = Arcsin(%)). Dans la limite atomique (¢t — 0 ou U — 0), les électrons
sont empéchés de sauter d’un site a un autre. Ils restent liés a un ion précis dans un
état atomique, c’est un isolant antiferromagnétique dans le cas demi-plein. L’état HF
correspondant est donné par

lim (|HF)=al al |-))=cb el [-) (2.13)

U—oo

ce qui montre cette fois-ci que les deux électrons sont bien localisés (celui de spin-1 dans
le site 1 et celui de spin-| dans le site 2). On peut aussi retrouver l'autre état analogue en
changeant le spin-1 par -| dans la transformation HF (2.3), c’est-a-dire 1'état C;T c; I |—).
Ceci explique I'existence d’une énergie d’excitation exacte qui tend vers zéro lorsque U —
oo. Signalons aussi que cette brisure de symétrie qu’on voit se former également sur la figure
(Fig.2.1) ne correspond pas a une brisure de symétrie continue, car la surface d’énergie en
©, Y ne forme pas un ‘Chapeau Mexicain’ comme on peut se convaincre facilement a partir
de (2.7).

2.2.2 Hamiltonien de quasiparticules Hartree Fock

Dans ce paragraphe, on reécrit ’hamiltonien (2.1) dans la nouvelle base avec la trans-

formation (2.3). Il est approprié¢ de définir les opérateurs de quasi-particules HF bt et b

comme
aJ{,U = b170 ) a2 = b2,a (214)
avec la propriété
b o|HF) =0 pour tout k

L’état HF s’écrit alors

|HF) = af a}, |-)
= bigbiy|-) .
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Ainsi, le hamiltonien en ordre normal des bf, b est donné par

H=FEygr + Z [—61 N1, + €2 Moo+ X1 (J, + Jj)]

X2 [(Ang + o) () + i) = (I + )T + 1)

X3 [(ﬁLT + 7~l27T) (Jl_ + Jf_) + (JT_ + JT+) (ﬁLl + ﬁZl)}

+ x4 (Rg,g g, +Nop 7y ) (2.15)
avec les opérateurs,
J = biobas, Jf =0l 00,
e = bi,a bio Noe = b;(, bao (2.16)

I’énergie fondamentale HF est donnée par

EHF:—QtWJr%WQ, (2.17)
les énergies HF & une particule (voir Fig.2.3)
U 1
elz—tw+gw2, egth+U(1—§W2), (2.18)
et les coefficients,
5 U U. »
xi = VI=Wi(=t+5 W), X2 =5 W=,
U oa—
X3 = _5W 1_W27 X4:_U7
W = sin(29) . (2.19)

On peut vérifier facilement que la minimisation de I’énergie HF revient & considérer le
coefficient y1 = 0. C’est aussi équivalent & dire que le commutateur (HF|[H, JE]|HF) =

0. A ce moment, on définit les opérateurs suivants

N, = c}acl,g + c;(,czg =1+n2, — N,
Mcr = fll,o’ + ﬁ2,o )
—2J° = 1-M,, (2.20)

formant avec les opérateurs J une algébre SU(2). Ainsi, les régles de commutations sont

données par

o Th] = =208 600,
05| = E G TE

(N, J5] = [No, %] =0. (2.21)
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Fi1G. 2.3 — Energies d’excitations HF' a une particule en fonction de U pour le cas a 2-sites

demi-plein avec la projection de spin ms =0 (éq. (2.18)).

Dans la limite t — 0 ou U — o0, le parametre de la minimisation de I’énergie, W — 0 (¢ —

0). Dans ce cas, les opérateurs de quasi-particules (a; ) sont ceux des vraies particules

(¢io). On peut vérifier que le hamiltonien (2.15) est égale au terme d’interaction de (2.1),

du fait que la partie cinétique est négligeable.

Dans ce qui suit, nous travaillerons dans la base non brisée, c-a-d ¢ = %

ce qui

correspond & un état HF invariant par translation et la transformation (2.3) se confond

avec celle des ondes planes
1
Cioc =—= Y Ofo€
7,0 Z k,o
V24
Ainsi, on a deux vecteurs d’ondes, pour U = 0,

ki = 0 pour les états

ke = -—-m pour les états
et les énergies de quasiparticules sont données par

e = —2t cos(k) .

—ikj

1,0)
12,0)

(2.22)

On représente ¢, en fonction de k dans la Fig.2.2.2 et on commence de remplir les états

les plus bas. On remarque que c’est équivalent a un modele a deux niveaux ou chacun
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Fi1G. 2.4 — Spectre d’excitation des quasiparticules HF o U = 0 pour le cas a 2-sites.

peut étre occupé par deux particules de spin opposés. Ceci nous donne ’expression de

I'hamiltonien dans la base non brisée en fonction des by, , comme

H = HHF + Hq:O + Hq:7r

HHF = EHF+Z[_€1 ﬁkl,U—i_EQ ﬁk2,0']
U . . . _
Homo = 7 (ky,p = Tk ) (ks | = Tk 1)
u ., _ _
Heen = —3 (J7 + I + 07 (2.23)

avec les énergies HF a une particule dans cette base

U
Epyrp = —2t+5
U U
€ = —t 4+ 5 s €9 =t+ 5 s (224)
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et les opérateurs d’excitations ph, J}, correspond a des excitations avec un moment de

transfert ¢ = 7.

2.2.3 Réponse de charge et spin longitudinal

Dans la réponse de charge et spin longitudinal, nous considérons que des opérateurs
d’excitation particule-trou qui conservent le spin, c’est a dire que I’état de particule a
le méme spin que celui du trou. En plus, dans ce qui suit, nous nous contenterons de
développer les équations RPA dans la base non-brisée.

Dévelopement des équations ph —RPA

On définit 'opérateur d’excitation RPA avec des composantes particule-trou de méme

spin et pour le transfert ¢ = —m comme
Ql =XV K + X Kf — VWK =Y/ K| (2.25)

avec K = J*/\/(1 = M,) et J£, M, sont définis en (2.16) et (2.20), respectivement. Les

valeurs moyennes (...) sont toujours prises par rapport au vide RPA,
Q,|RPA) =0 (2.26)

et en tenant compte des relations d’orthogonalisation et de fermeture,

S (A = Vv ) = > (v —vpad) =o,
ST(XEXL — VEVY) = b0 S (XXYL VLX) =0, (2.27)

cela nous permet d’inverser la relation (2.25)
Jpo= 1= 3 (A QY Q)
JE o= \J1=(Ms) ) (J&Z Q.+ X Qf ) (2.28)

Pour un systéme de fermions de spin—%, la relation de Casimir nous donne I’égalité
JrJo+J I =1 (2.29)
et par conséquent avec I’équation (2.21), on a

M, =2JfJ; . (2.30)
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Ainsi, on peut calculer les valeurs moyennes suivantes dans I’état RPA

(I507) = Ja-Mna SRR
( ) = \/<1—M0/><1 — M) Y an A,
<ﬂﬂ>=ﬂbmwem03mw
(o9 )

JLJr ) = \/<1 — M Z XL VY,
2% VP
(My) = W’ (2.31)

Enfin, pour fermer le systéme d’équations SCRPA, on doit calculer les fonctions de corrélations
de type (M, M,:) en fonction des amplitudes RPA,

M, M, =2 M,. (2.32)

Avec (2.30), il est simple de montrer que pour o # o’
MyMy = 4J500,0,00, (2.33)

ce qui nous donne la valeur moyenne dans I’état RPA

(MyMy) = 4(1 — (M,))(1 — (M) 3 3 VUV VI V2(Q,Q,,Q1,Q1) . (2.34)

vy V12
Pour le calcul des fonctions de corrélations qui apparaissent a droite dans ’équation (2.34),
on commute les @, vers la droite, ce qui engendre des fonctions de corrélations (M, M) et
on obtient un systeme fermé pour ces derniers. Le détail de calcul est donné dans ’annexe
(A.1).

Maintenant, les éléments de matrice RPA peuvent s’exprimer de la maniére suivante

(7 I+ I7 )

(1= My))
S_MT Z (XT ]+ &Y yl)
(KT +I7I0)

(1= My))

_ <1_MT> [N v v
— 24U m;(%yw%%)

Ay ={|K7, [HK]]) = 264U

= 2t+U

Ay = (&7 [HKEF]]) = 2t+0U
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o U ((1—Mp)(1— M)
Ay = (K7 (1K) = 2\/1—J\T4T><1 J‘Z)
- N LU (1= My)(1— M)
AL,T=<_K17_H’K#__> ) \/1_]\%)(1—]\20
Y S (7 Tf + 7 7))

((1 = Myp))
M> v 14 14 v
- U (1_7MTL> ; (xr v+ xp &)

B = —([k7.[HK]]) = 2t+U((JT+Jf+JT—J;)>

((1—My))
= U 78—]\41 Z (XTleryTyl)
_ _ U{(1l-M)1-M
=~ ] = UMM
_ _ U{(l-M)1—-M
mu == {[k [ ])) - U 259

En plus, la conservation du nombre de particules de spin ¢ (2.20), N,, nous donne
(Mg) = (20) (2.36)
et également la conservation de N2,
(R — 7iay) (gp —71y)) =0 . (2.37)
En tenant compte des relations d’othogonalisation et de fermeture, on obtient

Aty = A =4, Ary=A =4,
BTT = Bl7l - B y BT,l = BL7T = B/ . (2.38)

La matrice ph -RPA prend donc la forme

A A B B Xy Xy
A4 A B B S I (239
-B -B A A || w VY
B -B -A -A yr Y

Les valeurs propres de cette matrice sont

& =+\/(A- Ay - (B-B), & =+\(A+ A2 — (B+B) .  (240)
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On prend pour solutions physiques les valeurs positives et les vecteurs correspondants qui

ne sont pas normalisés,

A-—A'+ & A-A+&
Vl_[ B—_ B y B—_ B 7_]-71:|7
A+A +E A+A+&
VQ_[— T ,1,1]. (2.41)

A ce moment, on peut calculer les amplitudes RPA qui obeissent & la normalisation (2.27),

B A— A+ &\ B A+ A+ &)\
il = \/2 (ﬁ) -2, HV2H—\/2 (ﬁ) -2,
A—A+& 1
= Xl Vi yl——
! L (B-B) Wl ! l 4l
A+ A+ & 1
X2 = 2= ST T2 2 _ 2 = . 2.42
I A e A= =1 (242

Finalement, on aboutit & un systeme d’équation fermé non-linéaire qu’on peut résoudre
numériquement. Aussi pour ’énergie du fondamental SCRPA, Escrpa = (0|H|0), on

obtient ’expression

Escrpa = Epp —tYy (M)
g

DU I~ (M) SRRV + XEXE -+ PV VX Y24

v

avec les (M,) données en (2.31).

RPA standard particule—trou

Tout d’abord, on commence par considérer la RPA standard, c’est a dire on remplace
dans les expressions (2.35) 'état fondamental RPA par celui de HF (ceci est équivalent a
Papproximation quasi-boson). C’est également équivalent & considérer en (2.35) les deux

vecteurs pour v = 1,2 comme (ceci correspond a la solution RPA pour U = 0)

XTl 1 Xf 0
Xl 0 X2 1
T . L] = (2.44)
i 0 2 0
yll 0 yf 0

ce qui implique que (M,) = 0. Ainsi, les éléments de matrice RPA (2.35) sont donnés par

A=2t, B=0, A’:B’:—%. (2.45)
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On voit bien que la RPA standard correspond & une linéarisation de notre probléme;

I'énergie fondamentale dans I’état RPA est donnée par I’expression bien connue [2]
Erpa=FEup—Y &> VI (2.46)
v [ea

Les énergies d’excitations RPA, dans la région sphérique, peuvent étre déterminées analy-

U / U
=2 1—— =2 1+ —. 24
&l t 57 & t +2t (2.47)

Nous présentons les résultats pour les énergies d’excitations sur la Fig. 2.5 et pour I’énergie

tiquement comme

du fondamental sur la Fig. 2.6.

8
— — - ph —RPA Standard
+——+ ph —SCRPA

6 —— Exact

E/t4,

F1G. 2.5 — Energies d’excitation ph -RPA standard, ph -SCRPA (réponse de charge) et

celles exactes dans la région sphérique (W = 1) pour le cas a 2-sites.

Pour des petites valeurs de U, la RPA standard donne un bon accord avec la solution
exacte pour les deux états excités ainsi que pour ’énergie du fondamental. Par contre,
au voisinage de U = 2, elle s’éloigne de la solution exacte et I’énergie du premier état

excité tombe a zéro ce qui indique la transition de phase a un état qui brise la symétrie de
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0
05 | T g
~
pr
///
//
EGS/t -1k ,/ |
//
/
K —-— HF
’ +——+ ph—SCRPA
AN —— Exact
-15 ¢ ! — — - ph —RPA standard ]
_2 | 1 |
0 2 4 6 8
U/t

Fic. 2.6 — Energies du fondamental HF, ph

-RPA standard, ph -SCRPA (réponse de

charge) et exacte dans la région sphérique pour le cas a 2-sites.

translation ou les moments magnétiques locaux sont différents de zéro. Nous avons vu ceci

également en discutant la solution HF. Cette transition de phase artificielle, qui n’existe

pas dans la solution exacte, est due au fait que la RPA standard surestime les correlations

au voisinage du point de transition.

SCRPA particule—trou

On remarque bien que le probleme se réduit a quatre amplitudes RPA, en raison de

symétrie,
Xl = —xl=an, Vi=-Yl=u,
X = A=, Vi=Vi=y, (2.48)
ce qui nous permet de reécrire les densités sous la forme
) 2 2
My =M, = (2 + v1) (2.49)

I (B )

ainsi que les éléments de matrice SCRPA

A =

2t4+U (:13%—:17?-1—33292—33191)
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U
r r_ Y 2 2
A = B=-2 1+2(5+4)]
B = U (33% — 2l +a2yp — 71 yl) (2.50)
Egalement 1’énergie fondamentale SCRPA s’exprime comme

=2+ U (a7 + 95 + 2191 — 2292)
1+2 (y3+u?)

On initialise le calcul itératif par la solution RPA standard. On remarque qu’il y a une

Escrpa = (2.51)

convergence rapide de la solution SCRPA vers la solution exacte. Les résultats de la SCRPA
sont représentés dans les figures (Fig. 2.5 et Fig. 2.6). Le formalisme RPA self consistante
a donc reproduit la solution exacte pour I’énergie fondamentale et celles des excitations
(voir Tab. 2.1 et Tab. 2.2) pour toute valeur de U. Ceci ne doit pas étre considéré comme
un résultat trivial. Bien au contraire, habituellement les approches approximatives du
probléeme a N-corps se dégradent lorsque le nombre de particules diminue. Il est remar-
quable que ce résultat exact pour tout U a été trouvé dans la base des ondes planes, c-a-d
respectant la symétrie de translation, tandis que HF et RPA standard indiquent qu’il y a
une brisure spontannée de cette symétrie a partir de U, = 2. On comparera ces résultats
avec ceux touvés récemment utilisant d’autres approches dans le paragragphe (2.4).

Ce résultat qu’on vient de trouver numériquement, on peut aussi le vérifier en déterminant
analytiquement les solutions SCRPA. On détermine I’état fondamental exact (B.9) par la
condition,

Qu10)=0, (2.52)
0) = (cos(@) +sin(¢) J{J)") [HF) (2.53)
ainsi, on peut exprimer toutes les valeurs moyennes qui apparaissent dans I’équation de

mouvement en fonction du parametre ¢. En effet, on a

0|7k |0) = (Ot o7ip,—o|0) = sin®(¢) , (0]1 — M,|0) = 1 — 2sin*(¢) ,
(OlJF J510) = sin*(¢) (0175 1=, 0) =0,
1
O|JFJE,10) = (0], J—,|0) = 5 sin(2¢) . (2.54)
Ainsi, les éléments de matrice RPA sont donnés par
tan(¢) tan(¢)
A = 2 —_— B=U-——3—
t+v 1 — tan?(¢) ’ v 1 — tan?(¢) ’
U 1+ tan?(¢)
A = B=—-——— """ 2.
2 1—tan?(¢) ’ (255)

les énergies d’excitations,

B U 1-—tan(¢) B U 1+ tan(¢)
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et les amplitudes RPA,

S 14+« _ Q
1 — 2 ) y1 = 2(1+Oé) )

1-p 5
_ , N 2.57
x2 B Y2 2(1—5) ( )

avec
Uk U

a=— 2 7 R C) (2.58)

=— &tk K= —"I2
144,/1- 2 144,/1- Y= 1 —tg(¢)

Ainsi, les équations SCRPA ont été transformées en une équation non-linéaire pour ¢ qu’on
peut résoudre numériquement. Ce résultat est toujours la solution exacte. Ainsi, ’énergie
fondamentale SCRPA (2.43) est donnée par

U .
Escrpa = —2tcos(2¢) + B (1 —sin(2¢)) (2.59)
avec le parametre ¢,
¢ = arctan ( v ) (2.60)
4t +162+U2) '

ce qui est aussi le résultat exact.

Nombre d’occupation

Dans ce paragraphe, nous calculons les nombres d’occupations par la s-RPA et la
SCRPA avec (2.54). On remarque sur la figure (Fig.2.7) que la solution s-RPA diverge au
point de transition de phase champ moyen (U, = 2t). Ceci est dii au fait que les amplitudes
RPA deviennent infinies. En revanche, la SCRPA reproduit la solution exacte pour toute

valeur de U. Ce qui prouve encore une fois la performance de la SCRPA.

2.2.4 Reformulation du probleme
Comme on voit bien en (2.48) D’égalité des amplitudes SCRPA, on peut redéfinir
I'opérateur d’excitation pour les voies de charge et de spin longitudinal séparément.

La voie S =1 ou réponse de spin longitudinal

Ql, = —= [af (K7 = k) — o (K7 — K] (2.61)

1,v

S
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1
|
L |
0.8 Il -
I |
i
+n,, (SCRPA) Y
06 on, (SCRPA) || ]
n [ n,, (S—RPA) ]
ke I ——- n,, (s-RPA) !
04 L n., (Exact) I
02 +
O "
o}

Fia. 2.7 — Nombre d’occupation en fonction de U.

Ainsi, on se retrouve avec une matrice SCRPA de dimension 2 x 2, avec
U 1+ tan(¢)

Ay=A-A =24 B—p - U Lt

2 1—tan(9) 21— tan(o) (2:62)

et la valeur propre correspondante est donnée par

& =/ A2 - B? (2.63)

& — Ay By
_ 7 — : 2.64
T REE A = ReE - A (2.64)

on vérifie bien que £ = tan(¢).

La voie S =0 ou réponse de charge

1 v v — —
Qh, = 7 [;;;2 (K + K — 5 (K7 + K] )} (2.65)
Ainsi, on se retrouve aussi avec une matrice SCRPA de dimension 2 x 2, avec
U 1—tan(¢) U 1-tan(¢)
=A4+A =2t4+—- —— Bo=B+B' =— ———"< 2.66
A=A+ T TT tan(e) 2= 5T 2 1+ tan(o) (2:66)

et la valeur propre correspondante est donnée par

Ey =/ A3 — B3 (2.67)
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U EHE EPRPA Egrec pPr-SCRPA
0.0 | -2.00000000 | -2.00000000 | -2.00000000 | -2.00000000
0.5 | -1.75000000 | -1.76594061 | -1.76556444 | -1.76556444
1.0 | -1.50000000 | -1.56814835 | -1.56155281 | -1.56155281
1.5 | -1.25000000 | -1.42712434 | -1.38600094 | -1.38600094
2.0 | -1.00000000 -1.23606798 | -1.23606798
2.5 | -0.80000000 -1.10849528 | -1.10849528
3.0 | -0.66666667 -1.00000000 | -1.00000000
3.5 | -0.57142857 -0.90753645 | -0.90753645
4.0 | -0.50000000 -0.82842712 | -0.82842712
4.5 | -0.44444444 -0.76039864 | -0.76039864
5.0 | -0.40000000 -0.70156212 | -0.70156212
9.5 | -0.36363636 -0.65036763 | -0.65036763
6.0 | -0.33333333 -0.60555128 | -0.60555128

TaB. 2.1 — Comparaison des résultats de approximation HF, ph -RPA standard, ph -

SCRPA et exacts pour l’énergie fondamentale dans le cas a deuz sites.

on vérifie aussi que

par

Tro =

& — Ao

Yi
0) = co [1 + 2 JFIfE

V2&2(E — A) ’

£ = tan(¢) avec U =

Ty

et avec la normalisation, ¢y = cos(¢).

8 tan(¢)
1—tan2(¢)

Bo

V2= e (6 - A

|HF)

. Ainsi, I’état fondamental est donné

i=1,2
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U gfh—RPA gfh—SCRPA £ lEmct 52ph—RPA ggh—SCRPA < é;mct

0.0 | 2.00000000 | 2.00000000 | 2.00000000 | | 2.00000000 | 2.00000000 | 2.00000000
0.5 | 1.73205078 | 1.76556444 | 1.76556444 | | 2.23606801 | 2.26556444 | 2.26556444
1.0 | 1.41421354 | 1.56155281 | 1.56155281 2.44948983 | 2.56155281 | 2.56155281
1.5 | 1.00000000 | 1.38600094 | 1.38600094 | | 2.64575124 | 2.88600094 | 2.88600094
2.0 1.23606798 | 1.23606798 2.82842708 | 3.23606798 | 3.23606798
2.5 1.10849524 | 1.10849528 | | 3.00000000 | 3.60849524 | 3.60849528
3.0 1.00000003 | 1.00000000 | | 3.16227770 | 4.00000003 | 4.00000000
3.5 0.90753640 | 0.90753645 | | 3.31662488 | 4.40753640 | 4.40753645
4.0 0.82842715 | 0.82842712 | | 3.46410155 | 4.82842715 | 4.82842712
4.5 0.76039869 | 0.76039864 | | 3.60555124 | 5.26039869 | 5.26039864
5.0 0.70156216 | 0.70156212 | | 3.74165750 | 5.70156216 | 5.70156212
5.5 0.65036764 | 0.65036763 | | 3.87298346 | 6.15036764 | 6.15036763
6.0 0.60555152 | 0.60555128 | | 4.00000000 | 6.60555152 | 6.60555128

TaAB. 2.2 — Comparaison des résultats de la ph -RPA standard, ph -SCRPA et exacts pour

le premier et deuxiéme état excité dans le cas a deux sites.

2.2.5 Réponse du spin transverse

Pour la réponse de spin (plus précisement des excitations de spin transverse), nous

considérons des opérateurs d’excitations particule-trou qui changent le spin, c’est a dire

I’état de particule et celui du trou ont des spins opposés. Ainsi, on définit les opérateurs

d’excitations particule-trou de spin comme suit

Jo =
M, =

b1, b2y Jy =bi1b

ni,| + N2, My =n11+n29, ,

avec les relations de commutations,

5

) gl

ar] =

0ir (1 — M;)

[Jj, J;] -0, [M Jﬂ =+JE .

Ainsi, avec les opérateurs (2.70), ’hamiltonien en ordre normal est donné par

H=Fygr + Z (€2 N2y — €1 N1o)

S q

+ —= (NgTﬁgl +ﬁ1Tﬁ1l) - (J1+J1_ + J;JQ_)

| I
SIESISIES

+ (JfJ; + JgJ;) - (J;J; + J{Jj)

(2.70)

(2.71)

(2.72)
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avec
U
EFyr = —2t+§,
U U
€ = _t+§’ 62:t+§. (2.73)

Développement des équations ph —RPA

Dans la réponse de spin, on définit I'opérateur d’excitation RPA avec des composantes

particule—trou de spin opposé comme
2
QL= X K-V K} (2.74)
i=1

avec KX = J*/\/{1 = M;) et on suit la méme démarche du paragraphe (2.2.3). Les

éléments de matrice RPA sont donnés par

(1= My)(1 = My)) = (1= My)Ma) +2 ((J5 J7) — (7))

U
A =2t = 5 1= (L)
Al (J1'Jy)
A== UG - 06
e U (1= Mo)(1 = My)) — (1 = Mo)My) +2 (7 J5) — (5 J5))
22 =20 = 5 1= (V)
UL - )
e
Byo (J3 Iy ) = (Ji Jy)
2,2 1—<M2>
Braepyy— UMY M0) 420050 -

2 V(I = (M))(1 = (M)
D’autre part, la conservation du nombre de particules de spin—o (2.20), N,, nous donne
(M15) = (N20) (2.76)
et aussi la conservation de N2,
((Rgp — fing) (R — 7)) =0 (2.77)

nous permet de calculer la valeur moyenne dans I’état RPA des termes qui apparaissent

dans I'expression de I'hamiltonien (2.72) et qui sont de la forme

(ioyfiay) + (nging) = (ST )+ (J T3 ) - (2.78)
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En tenant compte des relations d’orthogonalisation et de fermeture, on a

-/411 =

)

Bip =

Ao =A,
Byo =18,

As1=A12=4",

By1=Bi2=HB, (2.79)

alors la matrice ph —RPA prend la méme forme analogue a celle de la réponse de charge
(2.39),

A A B B XV XY
A A B B Xy XY
2 l=¢,| 7 (2.80)
-B -B -4 -A Wy A
-B' -B -A -A Wy V¥

mais il faut signaler que les éléments A, A’, B et B’ dans la réponse de spin sont différents
de ceux de la réponse de charge (2.39). On a gardé la méme nomenclature par commodité.
Ainsi, on se retrouve avec un systéme d’équations qui ressemble & celui du paragraphe
(2.2.3). En revanche, I’énergie du fondamental SCRPA est donnée par la valeur moyenne
de 'hamiltonien (2.72),

Escrpa = Enr + ) (€2 (o) — €1 (f15)) +% <(J1+J2+ + J2_J1_)> : (2.81)

ag
En plus, on suppose a priori que la valeur moyenne dans I’état RPA de ( (JT'F Jl_ + JT_ Jf)) =
0, du fait qu’on peut pas I’exprimer en fonction des opérateurs d’excitation de spin. Il va

s’avérer que c’est exact.

RPA standard particule—trou

On commence & nouveau par I’application de la RPA standard, c¢’est & dire on remplace
dans les expressions (2.75) 'état fondamental RPA par celui de HF (ceci est équivalent a
l’approximation quasi-boson). C’est également équivalent & considérer en (2.75) les deux

vecteurs pour v = 1,2 comme donné pour U =0

Xt 1 X2 0
X} 0 X3 1
2 | 2 | = (2.82)
i 0 V2 0
A% 0 V3 0

ce qui implique que (M;) = 0. Ainsi, on obtient pour les matrices RPA

A:

U
2t -4
0

0
U , B=
2t - U

/
NS O

o v

) (2.83)
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ce qui nous donne ’énergie d’excitation RPA doublement dégénérée (voir Fig. 2.8),

U
E1=2t4/1 — —

2.84
- (2:84)

On remarque qu’au voisinage de U = 2, I’énergie d’excitation de spin tend vers zéro. C’est

2 T T T
— — - ph —RPA standard
N +——+ ph —SCRPA
A\ —— Exact
15 \\ _
\
\
\
\
& 1r \ -

\
\

\

\

\

05 \ S

|

|

|

O 1 1 1
0 2 4 6 8
U

F1a. 2.8 — Energies d’excitation ph ~RPA standard (trait tiré), ph ~SCRPA (les croiz) et
exacte (ligne pleine) dans la réponse de spin pour le cas a 2-sites.

le signe d’une instabilité de spin. Cette instabilité se produit en fonction de U, au méme

endroit que pour la réponse de charge, c-a-d pour U = 2. On peut calculer les amplitudes
RPA analytiquement et 1’énergie fondamentale dans I’état RPA (voir Fig. 2.9) est

Erpa = Eur—Y» &Y (V)

2
R

2 s (1+ _Q)z (2.85)

2t

En plus, la limite de Erpa lorsque U tend vers 27 est finie et vaut —3t.
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0 T T T
-05 9
Ees -1 r b
— — - ph —RPA standard
"""""" HF
+———+ ph =SCRPA
=15 r / SN —— Exact 7
? \
\
‘.
_2 Il 1 1
0 2 4 6 8

F1G. 2.9 — Energie du fondamental en approximation HF (en pointillé), ph -RPA (trait
tiré), ph -SCRPA (les croix) et exacte (ligne pleine) dans la réponse de spin pour le cas a

2-sites.

SCRPA particule—trou

Par analogie avec la réponse de charge, on remarque que la résolution du systeme

d’équations par la SCRPA se réduit a quatre amplitudes RPA, en raison de la symétrie,

Xl = -X=um, V=-Dy=u,
X2 = Xl=uy, VE=Y2=y,, (2.86)
ce qui nous permet de reécrire les éléments de matrice RPA comme ceci
U
A = 2t— 5 [14—2 (y%+y%) -1-3322/2—3312/1]
U
2 2 2
A = 5 (92 3/1)
U
r Y 2 2 _
B = 5 {14—2 (92 +@/1) + 2 Y2 33191}
B =U (y% — Y5+ T1YL + T yz) (2.87)

ainsi que ’énergie fondamentale SCRPA,

26+ G [+ (47 + 93 — w191 +2290)]
1+2 (v +v)

Escrpa = (2.88)
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On initialise le calcul itératif par la solution RPA standard. On remarque de nouveau
qu’il y a une convergence rapide de la solution SCRPA vers la solution exacte. Les résultats
de la SCRPA sont représentés dans les figures (Fig. 2.8 et Fig. 2.9). On constate que,
comme précédemment, le formalisme de la RPA self consistante a reproduit la solution
exacte pour I’énergie fondamentale et celles des excitations pour toute valeur de U.

Comme dans le canal de charge, on peut déterminer analytiquement 1’état fondamental
exact (B.9),

10) = (cos(6) — sin(e) Ji J5 ) [HF) (2.89)

ainsi, on peut exprimer toutes les valeurs moyennes qui apparaissent dans I’équation de

mouvement en fonction de l'interaction U. En effet, on a

(0l72i,0|0) = (Olfis o71,0[0) = sin*(¢) (011 = M;[0) = 1 = 2sin*(9) ,
O I710) = sin’(¢) ,

(OlJ;7J;F10) = (0|7 J7l0) =0,

(O|JZ.JFJiT|0> =0 pour i # i’
mﬁﬁm>:<wgym:—%mm@ pour i # i . (2.90)

Ainsi, les éléments de matrice RPA sont donnés par

A = Qt_gig(as)’ A=B=0,
2 1+tg(o)
U 1—tg(¢)
/ b A7 2.91
2 1+tg(e) (2:91)
et I’énergie d’excitation SCRPA doublement dégénérée (voir Fig. 2.8),
U 1—tg(¢)
E1=2t 41— — ——"~ . 2.92
! \/ 2t 1+ tg(9) (2.92)

Ainsi, on a de nouveau exprimé les équations SCRPA comme une équation non-linéaire
pour déterminer ¢. Cette équation est différente de celle du canal de charge. Cependant,
elle donne aussi la solution exacte pour toute valeur de U. Notons encore une fois que
c’est dans la base invariante de translation que nous avons trouvé ce résultat. De méme,
Iénergie fondamentale SCRPA (2.81) est exacte et de la forme

Escrpa = —2tcos(2 ) + % (1 —sin(29)) (2.93)

ce qui est la méme expression que celle dans la réponse de charge (2.59) (voir Fig. 2.9).

Egalement, le parametre ¢ est donné par

U
= arct . 2.94
¢ amg<4t+ 16t2+U2) (294
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2.2.6 Réponse du canal particule—particule

Comme 'on avait déja expliqué dans le paragraphe (), la RPA peut étre formulée soit
dans le canal particule-trou (ph), soit dans le canal particule-particule (pp). Ce dernier
décrit la diffusion de deux particules (ou deux trous) en présence d’une mer de Fermi et
implique les énergies d’excitations des systémes voisins avec N 2 particules. On peut par

exemple considérer le propagateur a deux particules

s (Olaraslo N +2)(p.N + 2/a}, a},|0)
p(N+2) w = (E/]JV+2 - Eév) +n
S (Olak, al,1p, N = 2)(p, N — 2|a; az|0)
p(N—2) w — (E(])V - Eév_Q) —in

On voit clairement que cette fonction de Green a des poles a

giu271'2' =

(2.95)

OF = BN - B -2 (2.96)

ou les potentiels chimiques sont définis comme
2ut =+ (EéVﬂ - Eév) , (2.97)

et les Eév sont les énergies propres correspondants a ’hamiltonien H en considération.

Nous avons également déja montionné a plusieurs reprises que les poles de la fonction
de Green (2.95) peuvent étre obtenus pareillement par I’équation du mouvement (EOM)
a savoir

[H, Q) 10) = 25 Q] [0) - (2.98)

En fermant cette équation a gauche avec une variation d¢) de la maniere suivante
(0l [5Q, [H,Q})] l0) = 25 (0] [5Q.Q}] l0) . (2.99)

nous avons implicitement introduit les deux poles fo correspondants a ceux de la fonction
de Green (2.95). En réalité, on doit, comme au chapitre (1), introduire deux opérateurs QL
différents, I'un A;') qui additionne deux particules et ’autre RL qui retranche deux particules

du systeme. Ici nous allons donc considérer comme pour le cas du modele d’appariement
t_ y pt -5— t_ - -+
A —X2P2—y1P1 R ——y2P2 —I—lel (2100)
avec
_+ ~ ~
Pl :Pl—i_/\/l—<M1>, Pf_:bJ{Tbh, M1:n1T+n1l,

Py =P /\J1— (M), P = bbb My = ngp +ngy
fio = bl bio (2.101)
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et I’état fondamental RPA par

A |RPA) =R |RPA)=0. (2.102)
En plus, les regles de commutations,

[P P = —2P

[MZ-,PZ.ﬂ = 40y 2PF, (2.103)
avec 2 PY = M; — 1, nous donnent les relations d’orthogonalisation et de fermeture

X2 -Yri=1, XYy — X1V =0, XYy — XY =0
= X=1+X=X, V=4 =Y (2.104)

Ainsi, on peut inverser les relations (2.100) et exprimer les opérateurs PZ.i en fonction de
Aet R,

Pf = \/1- (M) (¥ A + Y R) Pl =\J1- (M) (AT +XR),  (2105)

avec les regles de commutations suivantes

(BB = -v,

1— M- 1-M
T = 2 2 2 1
4, A1] B Yoo
1— M, 1— M,
AR = —XoYs——2 4V X , 2.106
My, B] = =2V, (XoA" + V3R)
[Ml,AT] = 2v; (YQAT +X1R)
telles que leurs valeurs moyennes dans 1’état RPA,
(7R =(a,4T]) = 1,
([4,R)) = ([Ma, R]) = {[M1,AT]) = 0. (2.107)

D’autre part, les opérateurs PZ-jE et P forment une algebre SU(2), c’est & dire ils vérifient
les relations de commutations (2.103). Ainsi pour des fermions de spin—%, la relation de
Casimir
(P = (PO + 5 (P P+ Py PY) (2.108)
nous donne 1’égalité suivante
PP +P P =1, (2.109)
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car (P;)2 = p(p+1) = 2 et (P?)? = 1. Ceci permet calculer les valeurs moyennes suivantes

(PFPT) = (1= (M) V2, (PR =(Py P7)=J1— (MyJ1— (My) XY,
(PER) = (BFPD) =0,  (M)=1-1rg5y. (MM =2,
(MyMy) = (M) + (Ma) —2(Py Py Pt Py) = 2P Py P Py) . (2.110)

et les valeurs moyennes de type (P;" P P]-Jr P) sont données dans I'annexe (A.2). Fina-

lement, on peut résoudre le systéme d’équation de mouvement pp-RPA qui est donnée par

la forme matricielle suivante

LG e

% | S s
C (P!, [, PL]]) (2.112)

avec

Dans la région sphérique, ’hamiltonien en fonction des opérateurs a deux particules

est donné par
H = H—-p) ik
ko

u . . .
= Egrp—2p+ (2 —p) My — (e — p) My —n— (Ropfgy + nypnig))

2
U
+5 (B Py + PP + PPy + PP + H,
U
H = 3 (H Ty +I507) (2.113)
avec
U U
Eyp = —2t+— =2
HF L+ 5 =73
U U
€1 = —t+§, 62:t+§. (2114)

Dans ce cas, on introduit un potentiel chimique, y, pour avoir la symértie particule-trou,
c’est & dire pour que la matrice A soit égale a la matrice C. Ainsi, on obtient pour les

éléments de matrice RPA

A = 2t4+U—-2u
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(1= My) (1= Ma)) — n(My (1 Ma)) — 2 (P} Py) + (P Py))
1 — (Ms)

bo|

U ((1=M)(A—M))—29{P Fy)
2

NI A) (2.115)

C = 2t+U—-2u

U (1= M) (1= M) —n(Ma (1 = My)) — 2 (P Py) + (P P)))
T2 1 — (M)

Il faut signaler que le terme H, de I'hamiltonien (2.113) ne contribue pas aux éléments
de matrice SCRPA et on montre que sa valeur moyenne dans I’état SCRPA est aussi
nulle. D’autre part, on introduit le coefficient 1 pour mieux discuter 'apport des termes
de produits de densités en (2.113) dans la résolution du systeme d’équations SCRPA. En
réalité n = 1, le systeme d’équation SCRPA (2.111) est fermé avec les expressions (2.110)
et on peut donc résoudre par itération. On remarque donc que 'hamiltonien (2.113) est
assez analogue a celui du modele de Richardson sauf qu’il y a en plus les termes de produits

de densités n; et que la force d’interaction est répulsive.

RPA standard particule—particule

Comme d’habitude, on commence par I'application de la RPA standard, ou en utilisant
lapproximation quasi-boson (en remplagant 1'état RPA par celui de HF dans (2.115)).

Dans ce cas, les éléments de matrice pp -RPA sont de la forme

U U U
A—2t+§, B_E’ C—2t+§. (2.116)
ce qui nous donne 'énergie d’excitation RPA standard,
U
Qrpa =2t 1+2—t R (2.117)

avec les amplitudes RPA standard correspondantes

U U 4t+U -2t 4+U

P , y=—= .
2,/(4t + U)(2t - VAT T 20) 4t e+ U2t - VITT 20)
(2.118)

Ceci est & comparer avec ’énergie exacte du premier état excité (voir Fig. 2.10) qui est

donnée par

Qewact = (4p|H'|4p) — (2p|H'12p) =24 — Ep (2.119)
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8 ——— 7

— — - pp —RPA standard
~~~~~~~~~~~~ pp —SCRPA (n=0)
+——+ pp —SCRPA (n=1)
Exact

F1G. 2.10 — Valeur propre Q pp -RPA standard, pp -SCRPA (pour n = 1) et celle exacte
(qui est confondue avec la solution SCRPA pour toute valeur de U ) en fonction de U dans

la région sphérique.

ou |4p) et |2p) sont les états fondamentaux des systémes & deux sites avec quatre et
deux particules, respectivement. L’énergie Fy est celle du fondamental du systéme avec 2-
particules. On remarque que, pour les 2 sites, la valeur moyenne (4p|H'|4p) = 0. L’énergie

du fondamental est donnée par
Erpa=Enp —2Qrpa Y . (2.120)

On donne les résultats pour l’énergie d’excitation et du fondamental en pp -RPA dans
les figures Fig. (2.10) et Fig. (2.11), respectivement. On voit bien que la solution RPA
standard est en bon accord avec la solution exacte seulement pour des tres petites valeurs

de l'interaction U.

SCRPA particule—particule

La RPA self consistante particule-particule consiste donc a calculer toutes les fonctions

de corrélations qui apparaissent dans ce canal (pp). En plus, on a (M Ma) = (M;)+ (M) =
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1 : : . —
s -
"""""" HF e
— — - pp —RPA standard P /
e——=o pp —SCRPA (n=0) P _
+ pp ~SCRPA (n=1) P
0 Exact _
i A s _
P~
. e
e
EGs P /
s -
s
-1 + / e i
P
e
g
7
_2 | ) I
0 2 4 6 .
U

Fi1Gc. 2.11 — Energies du fondamental HF, pp -RPA, pp -SCRPA et exacte dans la région

sphérique pour le cas a 2-sites.

2 (M). En effet, on a le systeme trés simple d’équations SCRPA pour n = 1,

U U U
A = 2t+5(x—y)2, B:E(X—yf, QSCRPA:2t\/1+§(X—y)2,
A+ Qscrpa -B
X Y - . 2.121
senpa V(A +Qscrpa)? — B? serpa V(A4 Qscrpa)? — B? ( )

ce qui consistue bien un systeme d’équations self consistantes. Ainsi, on trouve la solution

pour la valeur propre Qgcrpa pour 7 = 1 comme montré sur la figure (Fig. 2.10). En plus,

on donne I’énergie fondamentale SCRPA sur la figure (Fig. 2.11),

2t + U (X +D)?
1422

On remarque que pour = 1 on retrouve, comme précédemment dans le canal ph, la

EScrpaA = (2.122)

solution exacte pour toute valeur de U ainsi que pour le fondamental et ’état excité. Par
contre, pour n = 0, on voit bien Iimportance des termes de produit de densités pour
U > 2, c-a~d des corrélations de types ph.

D’autre part, on peut vérifier ce calcul connaissant ’état fondamental exact (B.9). On

peut le reécrire sous la forme suivante

0) = (cos(¢) — sin(¢) Py P}") [HF) (2.123)
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avec tg(¢p) = m,et qui obeit aux conditions,
Al0)=R|0)=0. (2.124)

Ainsi, on peut calculer facilement le rapport

2 =t9(0) (2.125)

et avec les conditions de normalisation et de fermeture (2.104), on donne les amplitudes

SCRPA . 10(6)
. _ g
Sy Y= (2.126)

Finalement, on peut exprimer toutes les valeurs moyennes qui apparaissent dans ’équation

de mouvement en fonction de l'interaction U. En effet, on donne

(0|Ri6|0) = (0|7 0715, |0) = sin?(¢) , (0|1 — M;|0) = 1 — 2sin?(¢) ,
(0[P P710) = sin?(¢) , (0| PPy |0) = (0| P, P]0) = 0,
(0| PFPf|0)y = (0|P7 P, |0) = —% sin(2¢) . (2.127)

Ainsi, les éléments de matrice RPA sont donnés par

A:C:2t_g+U1+2tg(¢) B_U1+tg(¢)

2 1—tg2(9) T2 1-tg(9)

et les énergies d’excitations par

(2.128)

Qscrpa = VA2 - B2, (2.129)

En plus, I'énergie fondamentale SCRPA (2.43) est donnée par

U - .
Escrpa = Enr + ez (0[M2]0) — e (0]M1]0) — = ((Olfig 711 [0) + (Olft11722|0))
U
+5 (01 (P Py + PP P + PPy + B P) (0)
U
= —2tcos(2¢) + 3 (1 -sin(2¢)) . (2.130)

En conclusion, on retrouve encore une fois la solution exacte dans ce canal (voir Tab. 2.4
et Tab. 2.3)
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U | eph~RPA | gph-SCRPA geract
0.0 | 2.00000000 | 2.00000000 | 2.00000000
0.5 | 1.73606801 | 1.76556438 | 1.76556444
1.0 | 1.44948971 | 1.56155287 | 1.56155281
1.5 | 1.14575136 | 1.38600085 | 1.38600094
2.0 | 0.82842714 | 1.23606780 | 1.23606798
2.5 | 0.50000000 | 1.10849537 | 1.10849528
3.0 | 0.16227765 | 1.00000000 | 1.00000000
3.5 | -0.18337521 | 0.90753610 | 0.90753645
4.0 | -0.53589839 | 0.82842701 | 0.82842712
4.5 | -0.89444870 | 0.76039874 | 0.76039864
5.0 | -1.25834262 | 0.70156262 | 0.70156212
5.5 | -1.62701666 | 0.65036737 | 0.65036763
6.0 | -2.00000000 | 0.60555133 | 0.60555128

TAB. 2.3 — Comparaison des résultats de la pp -RPA standard, pp -SCRPA et exacts pour

le premier état excité dans la base sphérique.

0.0 | -2.00000000 | -2.00000000 | -2.00000000
0.5 | -1.75000000 | -1.76556444 | -1.76556444
1.0 | -1.50000000 | -1.56155281 | -1.56155281
1.5 | -1.25000000 | -1.38600094 | -1.38600094
2.0 | -1.00000000 | -1.23606798 | -1.23606798
2.5 | -0.80000000 | -1.10849528 | -1.10849528
3.0 | -0.66666667 | -1.00000000 | -1.00000000
3.5 | -0.57142857 | -0.90753645 | -0.90753645
4.0 | -0.50000000 | -0.82842712 | -0.82842712
4.5 | -0.44444444 | -0.76039864 | -0.76039864
5.0 | -0.40000000 | -0.70156212 | -0.70156212
5.5 | -0.36363636 | -0.65036763 | -0.65036763
6.0 | -0.33333333 | -0.60555128 | -0.60555128

TaB. 2.4 — Comparaisons des résultats

-SCRPA et exacts pour ’énergie fondamentale dans la base sphérique.

de approzimation HF, pp -RPA standard, pp
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2.3 Regle de somme pondérée par I’énergie

Dans le but de tester notre approche, on doit regarder la regle de somme pondérée par
I'énergie (RSPE). Comme il est bien connu, si les états |0) et |v) sont des états propres
exacts de I’'Hamiltonien avec les énergies propres Ey et E,, I’égalité suivante est bien
satisfaite [37]:

(O|[F,[H, F]]|0) (2.131)

DO | =

> (B, — Eo) [(w[F|0))* =

v

Ou F est un opérateur hermitique a une particule,

F=> fagalas. (2.132)
af

L’égalité (2.131) est en général violée du fait qu'on calcule les quantités |0), |v), Eq et
E, avec une approximation. Pour la RPA standard, cette égalité est satisfaite [37], si on
calcule le membre de gauche en s-RPA et le membre de droite avec I'état |H F'). Egalement,
si on évalue (2.131) en SCRPA, on peut s’attendre a ce que la relation est satisfaite
puisque la SCRPA résoud le probleme a deux électrons exactement, comme on vient de le
voir. Néanmoins, il est satisfaisant de voir dériver cette égalité explicitement. Nous allons

prendre comme opérateur du transition

F=Y (Jf+ho), (2.133)

(voir 2.16). Le membre de gauche, MG, est facile & calculer et donne

MG = Y (B, — Eo)|(v|F|o)?

v

= > (B~ Eo) [(0]Q, Fl0)?

v

= > (B, — Eo) {01Qu Fl0)?

v

= > (B~ Eo) (0] Q. F1I0)[?

v
2

= > (B, —Eo)|D_V1— M, (X +) (2.134)

qui est formellement égale au résultat RPA standard apart le facteur /1 — M,. D’autre
part, 'équation de mouvement RPA et les propriétés des amplitudes RPA nous permettent

de reécrire (2.131) comme

MD = S (0|, [H,F))|0) = Y V1= M, S VT = My (A = Bor) - (2.135)

DN =
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RSPE

=

Fi1G. 2.12 — Régle de somme pondérée par l’énergie dans la réponse de charge pour le cas
a 2-sites. On note par M.D et M.G les membres de droite et de gauche de I’égalité (2.131)
qut sont calculés avec la SCRPA.

Nous présentons les résultats de la régle de somme pour le cas a deux sites dans la
réponse de charge (Fig. 2.12). On remarque bien que le membre de gauche, MG, est
parfaitement égale a celui de droite, M D pour toute valeur de U. Ceci montre bien que la
regle de somme est bien satisfaite dans ce canal. De méme, dans le canal réponse de spin,
la régle de somme est bien satisfaite aussi (Fig.2.13).

En revanche, dans le canal pp, on doit choisir F' comme un opérateur qui ajoute
deux particules car le fondamental |0) correspond au systeme & N + 2-particules. Ainsi,

lopérateur F' est donné par

F=3 (B +he) - (2.136)

De méme, on développe ’égalité (2.131) avec 'opérateur (2.136). On obtient la méme forme
d’expression pour les deux membres de (2.131) qui sont donnés par (2.134) et (2.135) sauf
que les amplitudes RPA X', ), les matrices A, B et les valeurs propres E,, Ey sont obtenues
dans le canal pp. On présente les résultas obtenus dans ce canal dans la figure (Fig.2.14).

On voit bien que la regle de somme est aussi satisfaite.
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4 T T T T T T
M.D
+M.G
3_ -
LUl
F2+ i
[a e
1_ -
O 1 1 1
0 2 4 6 8

Fi1Gc. 2.13 — Régle de somme pondérée par ’énergie dans la réponse de spin pour le cas a
2-sites. On note par M.D et M.G les membres de droite et de gauche de l’égalité (2.131)
qut sont calculés avec la SCRPA.

Bien entendu, on peut vérifier analytiquement que MG = M D en remplacant tous les
éléments (X,V, A, B, E,, Ey) par leurs expressions en fonction de ¢ dans les trois regles

de sommes mentionnées ci-dessus.
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RSPE

Fi1G. 2.14 — Régle de somme pondérée par l’énergie pour le canal particule—particule pour
le cas a 2-sites. On note par M.D et M.G les membres de droite et de gauche de I’égalité
(2.131) qui sont calculés avec la SCRPA.

2.4 Comparaison avec d’autres méthodes

Dans la littérature, il existe d’autres méthodes qui ont été inventées afin de traiter les
problemes a N-corps et principalement les systémes de fermions fortement corrélés issu de
la méthode des équations de mouvement. Dans ce contexte, on a trouvé la méme étude
du modele de Hubbard & 2-sites demi-plein par la méthode GW [39] (GW: Approximation
auto-cohérente pour la fonction de Grenn, G, faisant appel au potentiel écranté, W). Cette
méthode connait actuellement un grand succés en physique des solides. Elle se base essen-
tiellement sur un développement de la fonction de Green ou on présente la fonctionnelle

d’énergie de Luttinger—Ward (LW) dans la formulation & température zéro comme [40, 41]
ErwlG) =T[G] + @[] (2.137)

o, T est le terme de I’énergie cinétique et ® est I’énergie potentiel qui contient les

termes de Hartree, d’échange et de corrélations. G est la fonction de Green & un corps.

La minimisation de cette fonctionnelle d’énergie (2.137) par rapport a G, 6%ng = 0, nous
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Fi1G. 2.15 — Energie fondamentale du modéle de Hubbard a 2-sites en fonction de % [39].

“17 représente la solution exacte. “2” est la solution de la fonctionnelle LW (2.137) avec
la méthode GW standard. “3” représente la solution de (2.137) avec la GW standard pour
Iénergie cinétique et Gpp pour linteraction. “4” représente la solution de (2.137) avec

Ggr. “57 représente la solution de (2.137) avec la GW self consistante.

donne ’équation de Dyson

G=Go+GoMG (2.138)

ol Gy est la fonction de Green d’un systéme de particules libres et M est 'opérateur de
masse qui est donné par
6P
oG

La résolution de ce systeme d’équation par la méthode GW pour le modele de Hubbard

M = (2.139)

a deux sites demi-plein donne les résultats présentés sur la figure (Fig;2.15). On remarque
que le résultat de la GW self consistante est en bonne accord avec la solution exacte
jusqu’a U = 2t. Par ailleurs, elle s’éloigne fortement de celle-ci. En revanche, rappelons

que la SCRPA a reproduit la solution exacte pour toute valeur de U.
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D’autre part, il y a un autre développement de Vilk et Tremblay qui s’appelle Ap-
proximation TPSC (“ Two-particle self-consistent ”) [42, 43, 44, 45, 46]. Cette approche
est basée entre autres sur des regles de somme qui permettent d’assurer une cohérence
entre un vertex irréductible approximatif et les fonctions de corrélation a deux particules,
d’ou le nom de I'approche: Approximation TPSC. Cette approche a une certaine affinité
avec la SCRPA dans le sens qu’une interaction effective, Uy = U %, est également
introduite. Mais, comme on peut le voir, les détails sont complétement différents et en fait
on ne peut pas appliquer la TPSC a température zéro et/ou a des systeémes en 1-dimension
[47].

Le développement avec la fonction d’onde variationnelle de Gutzwiller est présenté

n [48]. Cette approche dite approximation de Gutzwiller (GA) a été appliqué sur le
modele de Hubbard & deux sites demi-plein. Les auteurs du papier [48] ont obtenu le
résultat montionné sur la figure (Fig.2.16). On remarque aussi que cette approximation
est loin d’étre en mesure de tenir compte des corrélations du fait que ’énergie fondamentale
obtenue s’éloigne de la solution exacte pour U > 2. Grosso modo, elle a le comportement
de la solution s-RPA (ou HF+RPA).

2.5 Conclusion

L’étude du modele de Hubbard a deux sites, nous a permis de tester I’approximation
RPA self consistante (SCRPA) en la comparant & la solution excate. A notre grande
satisfaction nous avons trouvé que la SCRPA résoud ce probléme exactement pour toute
valeur de l'interaction U. Et ceci dans différents canaux tels que le canal ph (réponse
de charge et de spin) et le canal pp. Ceci est donc un point de départ prometteur car
habituellement les approximations du probleme a N—corps se déteriorent en passant aux
systémes a un nombre de particules réduit. Nous avons vu ceci explicitement en présentant
les résultats donnés par la GW (voir Fig.2.15) que nous avons tiré d’une publication récente
[39], en discutant les travaux de Vilk et Tremblay [42, 43, 44, 45, 46] et en considérant une

application avec la fonction d’onde de Gutzwiller [48].
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—— HF+RPA
—— Exact
——— GA+APA

Et

=15

Un

Fia. 2.16 — Comparaison de la solution GA+RPA, HF+RPA et exacte pour l’énergie
fondamentale du modéle de Hubbard a 2-sites. Egalement, on représente l’occupation double

comme une fonction de % avec les mémes approches.
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Chapitre 3

Modele de Hubbard a six—sites

Dans ce chapitre, nous passons directement au cas a 6 sites. Le cas & quatre sites pose
quelques problemes particuliers et nous le traiterons dans le chapitre suivant (Chap.4).
Egalement, nous nous contenterons dans ce chapitre de rester dans la phase qui ne brise
pas la symétrie de translation, c’est a dire il n’y aura pas de magnétisation non nulle. Nous
avons vu dans le chapitre précédant que pour deux sites la base non brisée permettait de
retrouver le résultat exact pour toute valeur de U. Pour les six sites, les résultats ne
seront évidemment plus exacts et le formalisme SCRPA constituera une, comme on le
verra, trés bonne approximation. Cependant, contrairement au cas a deux sites nous ne
pouvons pas résoudre les équations non-linéaires pour toute valeurs de U. La transition de
phase commence a se faire sentir. Malgré cela, nous allons pouvoir largement dépasser la
valeur ot la RPA standard montre une instabilité. La théorie SCRPA dans la phase avec
une symétrie brisée a été aussi développée [10] mais elle présente encore quelques défauts
si bien que nous allons nous restreindre & la phase "sphérique” dans ce chapitre. Avec
I’application de la SCRPA au cas a six sites, nous allons procéder en analogie avec le cas
a deux sites. On considére une chaine lineaire a 6-sites demi-pleine avec la projection de
spin ms = 0. D’abord, on utilise la transformation qui conserve la symétrie de translation

telle que la transformation de Fourier
1 —ik x;
Cig = —— E k. o€ 3 3.1
]70' /N k K ( )

L’hamiltonien se transforme comme

. U
H= Z (e — 1) Mo + N Z aLTakJrqﬂaLlap—q,l (3.2)
k,o k,p,q
avec g o = aL o 0k,0y €k = —2t ZdD:l cos (kq), qui sont, respectivement, ’opérateur nombre

de particules du mode (k, o) et ’énergie d’une particule sur un réseau hyper-cubique de
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dimension D avec un parametre du réseau qui vaut 1. Pour un probléeme & Ny (nombre de

sites dans la direction d) sites, la condition au limite periodique est traduite par ¢y, 41,0 =

PR —ikg Ng _ N : _ 2
c1,0- Ceci implique que e™*"¢ ¥4 = 1, d’ol1 les valeurs prises par kg seront comme kg = N, Nd-

En plus, la premiere zone de Brillouin est définie sur le domaine ou —7 < kg < 7, ce qui

nous donne les valeurs de ng (ng est un entier relatif) comme _év d <Ing < %. On a alors

les états possibles avec des vecteurs d’ondes suivants:

§7 ky=—— /<?4—2—7r o

klzov k2: 37 _37 - 3

et avec les énergies cinétiques, respectivement,
€y = 28, €y =€y =—t, €k =€ =1, € =21.

Ceci nous permet d’écrire la matrice de transformation correspondante

CJLU 1 =z 2 =zt -z -1 aia
C;,o 1 -2 -z —z =2 1 ag’o
do |_1 1 -1 -1 1 1 -1 al, 33)
CLU V| 1 —2 —2 —2¢ —z 1 alo ’ .
c;[w 1 2 z =z —zF -1 a;[)’o
ek, 11 11 1 af,

al , 1 1 1 1 1 1 e,

a;(, z =z -1 -z ¥ 1 c;U

a;U _ 1 ¢ -z =1 =z =z 1 czﬂw (3.4)
ajw V6| -2 —2 1 -z -2 1 CLU . '
aga -z =2 1 -z =21 cga

al , -1 1 -1 1 -1 1 ek,

Dans le cas demi-plein avec une projection de spin ms = 0, ’état HF avec impulsion totale
zéro s’écrit comme

[HF) =al 0] abyaf oy paf|-) (3.5)

qu’on peut répresenter comme sur la figure (Fig.3.1). Ainsi, 'hamiltonien transformé s’ex-

prime comme

H= — 2tY (g —fes) =t Y (Rag + fige — g — N5s) +

o o

oS

6 6
Z ;1 Z Mk, |
i=1 j=1

U
{{[(an + Lzt 11) + (Lay 61 + Let,s51) + (Lagar + Lsp31)]

T35
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i
N .
1 - e
Sk 0+ i
1| | |
| |
_2 1 1 1 1 1
~3.2 —2.2 1.2 -y | 0.8 1.8 2.8
Kk
k=k6=—T[ /?\ :
| Y
k=k =273 _ | |
A L A
k=k,=2rv3 -~V 1 V¥ .
_______________ €
k=k ;=—TU3 _ a
~o | A
k=k,=TU3. - ~ V |
k=k,=0  _ _ _ _

Fi1G. 3.1 — Spectre d’excitation HF a U = 0 pour la chaine a 6-sites demi-pleine avec la

projection de spin mg = 0.

A(L2p1y + Laysy) + (Lepay + Loy 6)) + (Lag2) + L31,51)]}
+ {[(L2T,3T + Lstar) + (L1 st + Lag 11 + Laper + Let21)]
A(Lay2p + Lays)) + (Lspay + Lapag + Lep ) + inm)]} + CC}

_.I_

S R

(L1161 + Larsy + Larar) + ] [(L1ye) + Loy sy + Lapay) +ecf . (3.6)

avec

_ /
Lk(r,k’o‘ = Qp, 0K/ , k 7& k

Ny = a;'ma;w. (3.7)
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En calculant les moments de transfert pour un spin donné g, =k, — ki, (—7 < gpn, < )
associés aux excitations particule-trou (p — h) pour la chaine a six sites avec h I'indice de
trou (ex < €r) et p I'indice de particule (e > er). Dans le cas demi-plein, on obtient les

valeurs suivantes pour g,

gl =3¢ gl == gl =%
51 — 51 = — 2 61 — go1 = —7 42 — qup = +;§
Al — qu = +% 52 — @50 = — 53 — qs3 = —3
62—>q62:+7 43 — qu3 = +7
63 — qs3 = —

3.1 Hamiltonien de quasiparticules

La transformation (3.3) reste inchangée tant qu’on est dans la région “sphérique” c’est
a dire invariante par translation. On veut étudier ici le modele dans cette phase. Pour
cela, on définit les opérateurs by, , de telle sorte que I’action d’un destructeur sur 1'état HF

donne zéro,

_ T
o= bh70—7 Qp,o

)

:bpg

)

— bpo|HF) =0 pour tout k  (3.8)
Ainsi, Phamiltonien en ordre normal des bf, b est donné par

H=Hpyp+ Hjg=0 + H‘q‘zg + H‘q‘:%w + Hyg|=r (3.9)

Hyr = FEpr+ Z (€46 + €575 5 + €6 N6, — €1 11,0 — €2M2,5 — €373 )

g

3 3
Hymo = G (fp,g — g Z(ﬁpj,l—ﬁhj,i)»
=1 j=1

Hyg=z = G{{ [(Siror + Sd1) = (830 + Siyan) + (Fapar + Tt
[( 61,40 T 55, 61) - (Sﬂzi + 51131) + (Jilzl + 3 51)}} +Cc}
H|q|=%fr = {{ [(S 51,47 3T 2T) + (JI_T,E)T + JZRIT + J3_T,6T + JGT 2T)}

[( 4150 — 2¢ 31) + (JSJFLJL Tt J6J1,3l + Ji’ﬁl)}} + CC}

Hoew = G[(Jier+ a5 + Jarar) +ec| [(Fg) + Taps) + Japa)) +cc|» (310)
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avec
3
EHF = <HF|H|HF>:—8t+ZU,
2t + u T+ v
€ = - €0 =¢€3=—1+ —
1 27 2 3 9 )
t+ v 2t + u
€ = €r — — € = — —_—
4 5 2 ) 6 27
U
G = —, 3.11
d (3.11)
Mo = bl,abk’,a nombre d’occupation de quasiparticules du mode (k, o),
Joho = bhobpo opérateur d’annihilation d’une paire de quasiparticules
ph de spin o,
J;%,a = b;UbL - opérateur de création d’une paire de quasiparticules
ph de spin o.

SZJ{, .= b;r o avec | > 1’ opérateur d’excitation avec deux indices soit

o= (Si0)'

de particule, soit de trou.

On voit que 'hamiltonien a 6-sites a, en grande partie, la méme structure (Hpyp +
Hygj=o + H|g=x) que celui a deux sites. Il est augmenté uniquement par des termes S ljflﬁ
dans (H lgl=2 + H lql= %ﬂ), c’est a dire par des termes bilinéaires, soit avec deux indices de
trous, soit avec deux indices de particules.

3.2 Réponse de charge et spin longitudinal

Par analogie avec le cas a deux sites, les composantes ph de l'opérateur d’excitation
sont définies de telles sorte que les états p et h ont le méme spin. En général, pour chaque
canal (relativement a la valeur absolue du vecteur d’onde de transfert, |g|), on définit

lopérateur d’excitation ph -RPA
1

avec toujours la méme condition,

Qu[0) =0 et v) = Q}0) (3.13)
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ol, en notant les indices {p, h et o} par un seul indice {i}, les opérateurs de densités sont

donnés par

Mi = Mph,o— = Npo + 7’:Lpa )
1
J = J;?h,cr =3 (M; - 1),
Ni = Npho =1+ fipy — it (3.14)

Les relations de commutations entre les opérateurs définis en (3.12) sont

{J[,Jﬂ = —2J) 6 ,
{JZ.O, Jﬂ = +0w J;,
[Ni, Jlﬂ = [NZ JS} —0. (3.15)

C’est donc & nouveau une algebre SU2. L’équation SCRPA est, comme auparavant, donnée

(5 5)6)=0)

avec les éléments de matrice,

- A [ ]) g A ) 16

par

VI = (M))(1 = (05)) T VA=) - ()

Pour le calcul de A et B, on utilise les relations d’orthogonalisation et de fermeture

(A =y =6, > (wwr-yrar)=o,
ST (XX =Y VE) = G STAXL -V =0 (317)

ce qui nous permet d’inverser 1’équation (3.12)
Joo= =) Y (X +Yr Q)
o= 1=y (yreu+arql) (3.18)

Ainsi, avec (3.13) on peut calculer les valeurs moyennes dans I’état RPA des produits

d’opérateurs suivants

(7707) = Ja-Q@m)a - ) Y vy,
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(1774 = Ja— ) - ) Yy Ay,
() = Ja— ) — o) Y v Ay,
(I 07 ) = A= (M) (1= (M) 3 &g Yy (3.19)

En plus, on a pour une algebre SU2 et pour des particules de spin—%, la relation de Casimir

L T 0\2 _ (7.2
i(Ji T+ T )+ (1) = @) (3.20)
ce qui nous donne
Jo I+t =1 (3.21)
car (Ji())2 = 1et J3)? = 3. Ceci nous permet d’exprimer les quantités (M;) par les
amplitudes RPA
M; = 2JFJ;
2 - (p)?
(M;) - (3.22)

142 ()2

ce qui est formellement la méme relation qu’en (2.31). Dans le but de fermer le systeme
d’équations SCRPA, on doit aussi exprimer les fonctions de corrélations de type (M;M;)

en foncton des amplitudes RPA. Tout d’abord, on a une relation exacte si i = j
M;M; = 2M; | (3.23)
ce qui nous donne directement la relation
(M; M;) = 2(M;) . (3.24)
Avec (3.22) on a également
M;Mj = 4.J;J7 JFJ7 pour i#7j, (3.25)
ce qui donne pour i # j

(MiMj) = 41— (Mi)(1 = (M) D > YV X X2(Que @ QF, Q1) -(3.26)

Vo3 V12
Pour le calcul de la fonction de corrélation (Q,,Q., Q,JLQ QZT,3>, nous commutons les ), vers
la droite et en utilisant la condition (3.13), on obtient un systéme d’équations pour les
(M; Mj) qu’on peut résoudre. On donne le détail de ce calcul dans I’annexe (A.1). Il nous
reste encore a évaluer les valeurs moyennes de densités de type ny , et ny 17| pour calculer

la valeur moyenne de H. Ceci fait I’objet du paragraphe suivant.
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3.2.1 Calculs de (fig,s) €t (7, 7;|)

Etant donné que le présent formalisme RPA conserve le nombre de particules par spin-o
(du fait que la transformation HF (3.3) ne brise pas la symétrie de spin), on a
Ny =No+ 3 itpo — 3 e (3.27)
h

p

A

et la valeur moyenne (N,) = N, = % ce qui nous donne

> Aiipe) = > (fino) (3.28)

P h
Dans le canal my; = 0 et pour un systéeme demi-plein (3 électrons de spin-T et 3 électrons
de spin-|), on a N, = 3 et (3.28) donne

<7~160> + <ﬁ50> + <ﬁ40> = <ﬁ30> + <ﬁ20> + <ﬁ10> . (3.29)

On exprime les 7;, en fonction des My, qui sont données par 1'équation (3.22). En effet,
on a

Mphcr = ﬁpa + Nho (330)

pour chaque couple (p, h), on obtient ainsi,

(Neo) = 1_18 ({5 (Me15 + Mooy + Mess) — (Ms15 + Msoo + Ms3s) — (Maro + Maze + Myzs)})
(55) = 1—18<(—(M61cr + Me2o + Meso) + 5(Ms1o + Msae + Ms3s) — (Mais + Maze + Muss)))
(Nag) = 1—18<(—(M61cr + Me2o + Mesos) — (Ms15 + Ms2s + Mszs) + 5(Ma1s + Maze + Mass)))
(30) = (Meso) — (R6o) (20) = (Me2s) — (T60) (o) = (Me15) — (6s)  (3.31)

D’autre part, on a également
NUNU/ = (NU + Z’FLPU - Z ﬁha)(Ngl + Zﬁp/g/ - Z’flh/gl) (3.32)
P h o R
avec la valeur moyenne <N0N01> = N, + N/, ce qui nous donne
(O o =D o) (D fiper = Y iiigr)) = Not{(D_ Tips — Y o))
p h ' h! p h
FNAD A = D o)) (3.33)
p/ h/
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Ainsi pour notre cas, on a la relation
(Ot = D) QA — D)) = 3D ipe — D o))
p h p’ h' po ho
=0 (3.34)
ce qui nous permet de calculer la valeur moyenne de H (3.10),
Escrpa = (H) = (Hpr) + <H|q|:0> + <H‘q‘:§> + <H‘q‘:%rr> + <H‘q‘:7r> (3.35)

avec

T

T

<p
I

Enr+ Y (ea (fiae) + €5 (75 ) + €6 (ig0) — €1 (Ri1,0) — €2 (fiao) — €3 (fi3,0))

o

(Hig=z) = G‘<{{(J;TAT + I3 s ) (T + ng)} + cc})

(Hg=z) = G{<{(J1_T,5T Iy s+ Jian) (Fay i+ i+ Ji,6l)}>

+ cc}

(Hig=r) = G{(Jiior+ oo + Japar) + ] [(Fi 6, + Jopsy + Jipa)) +cc]) - (3:36)

Avec la conservation du nombre de particules (3.29) et (3.34), on a (H|4—o) = 0 (comme
pour le cas & deux sites). Nous avons ici négligé des valeurs moyennes de types (S J) et
(S S). Nous allons discuter dans le paragraphe (3.2.3) les raisons pour les quelles nous ne
considérons pas ces termes. Nous allons voir que c’est essentiellement a cause de leur tres

faible importance.

3.2.2 ph —RPA standard

Dans la RPA standard, on calcule la valeur moyenne de chaque élément de matrice
dans I'état HF. Ainsi les différentes valeurs moyennes des termes qui apparaissent dans

ces calculs sont données par
(Toht T, 1) = 0 (Mph,s) =0 (Mpp 1 My |) = 0. (3.37)

Ajoutons que la valeur absolue du vecteur d’onde de transfert est un bon nombre quan-
tique et que le systeme d’équations globale se découple en des sous-systemes pour chaque
valeur de |q|. Nous calculons les éléments de matrice A et B pour chaque transfert afin
de déterminer les énergies d’excitation ph —RPA standard et ’énergie fondamentale du

systeme. Nous allons discuter la séparation en excitations de charge et de spin plus loin.
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Pour |¢1| = %”:

On définit 'opérateur d’excitation ph -RPA pour +q; par

_ + + + +
Qb v = Xl 51 K1+ X151 K qy + X8 o) Ko + X361 Kop g
st Kipsr = Vi1s10 Kiysp = Yaler Ksp6p — Varer Kapen (3.38)

avec

+
KE o Jigge
10,)0 1 _ MZ]U

et 'opérateur d’excitation ph -RPA pour —q; par

T _ + + + +
QL v = X ay Koy 1y + X4 Ki| 1) + A5 6 Kg) o) + X5 61 Koy o

Va1 Ky ar = Via Ky a — V260 Koy e — Vorer Kaper (3.39)

Ceci nous amene a considérer dans ce canal |¢| = %’r, I'opérateur d’excitation globale
suivant

QJ{J/ - QT"‘(ILV + QT—ql,u (3.40)

Ainsi, nous calculons la matrice A,

A= Ava 0 (3.41)
0 "4—(11
avec

3t G G 0

G 3t 0 G
A=A, = 3.42
+q1 a1 G 0 3% G ( )

0 G G 3t

on remarque que les deux canaux (+¢q; et —¢qp) sont découplés. Par contre, pour la matrice

B,
g=| 0 B (3.43)
Bigy O

ils sont couplés par la matrice B44, qui est donnée par

G G

Big, = (3.44)

o Q Q o
o Q) Q o

0 0
0 0
G G
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Ceci nous donne les deux valeurs propres doublement dégénérées,

/ 2U / 2U
& =3t o’ E3 =3t + 9’ (3.45)

et une valeur 4-fois dégénérée

£ =3t . (3.46)

On remarque que la valeur propre £ tend vers zéro lorsque U tend vers % et au dela elle
devient imaginaire pure. Ceci montre qu’il y a un point de transition de phase pour U, = %

(voir Fig. 3.4). Nous constatons que toutes les valeurs propres de la matrice RPA sont au
moins doublement dégénérées. Ceci nous ramene a considérer 'opérateur d’excitation dans

ce canal comme

i — +- + + +
Qg = X5t Koy 1 T X5 Ko 1) + X316 K651 + 3161 Koz
=V Kipap = Vi) a Ky gy — Va6 Koy ey — Yar61 Koper (3.47)

ou

i — - +- + +
Qlgyw = Xhat Ky ag + Xiay Ky 1) + A2 6 K6 0) + o161 Koy
Vit 51 Koy s = V150 Ky s — Vsrer Ksp6 — Vare1 Kaper (3.48)

qui nous donne les deux matrice RPA (4 x 4) sous la forme
A=A = Ay B = Big (3.49)

et I’équation RPA nous donne les mémes valeurs propres.

Pour ¢ =7:

Remarquons dans ce canal que les transferts +m sont équivalents. Ainsi, 'opérateur

d’excitation ph -RPA dans ce canal est donné par

Q. = Xiro1 Kdy g + X061 Ko 1) + X8)51 Ko o
+X3) 51 K5 o) + X5y ag B g + X5 4y K 5
et Kiper = V16l Kipep = Vo151 Kap a1
V350 Koy 5 = Vara1 Kgpar — V3,00 Ky g (3.50)
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ce qui nous permet de calculer la matrice 4 qui est une matrice (6 x 6) et qui s’écrit comme

4 G 0 0 G
G 4 G 0 G O
0 G 2t G 0 G

Agy = (3.51)
G 0 2t G 0
0 G 0 G 2t G
G 0 0 G 2t

De méme, la matrice By s’écrit comme

0 G 0 G 0 @G
G 0 G 0 G 0
0 G 0 G 0 @G

By, = (3.52)
G 0 G 0 G 0
0 G 0 G 0 @G
G 0 G 0 G 0

Ceci nous donne les valeurs propres suivantes:

Ey=t 10—8§—2\/9—|—16(§)2, Es =t 10+8%—2,/9+16(%)2,
&=t 10—8§+2,/9+16(§)2, Es =t 10+8§+2,/9+16(%)2, (3.53)

et la valeur 2-fois dégénérée

E = At . (3.54)

On remarque aussi qu’il y a un point de transition de phase pour U, = % (voir Fig. 3.3).

Pour |g3| = % :

L’opérateur d’excitation est donné par
3v as,v g3,V ( : )
avec

T _ —+ +
Qgsw = X2 a1 Kapop + X4 Ky o)
—Vat,a1 Kopar = Vala) Ko a) (3.56)



3.2. REPONSE DE CHARGE ET SPIN LONGITUDINAL 75

et

T _ + +
Qgsw = Xsy,51 Ksp o + X550 K5 5
— Y315t Ks151 — V3150 K35, - (3.57)

Ceci nous donne la matrice A comme

A= ( A 0 ) (3.58)

0 A,
avec
2t G
Argy = Ags = ( a o ) (3.59)
et la matrice B s’écrit comme
0 B
B= = (3.60)
Btg, 0

avec la matrice B4y, qui s’écrit comme

Big = ( g i ) . (3.61)

Ceci donne les deux valeurs propres doublement dégénérées,

/ U / U
=2ty/1 — — =2t /1+ —. .62
Er t 6 Es t +6t (36)

On remarque qu'’il y a un point de transition de phase pour U. = 6t (voir Fig. 3.5). De
méme, par rapport au canal |q;| = 27”, on peut restreindre I'opérateur d’excitation et on
aura une matrice RPA qui est constituée par les deux matrices A et B de dimension (2 x 2)
chacune

A=A g, = Ay, B = Big, (3.63)

et qui donne les mémes valeurs propres qu’avant.

L’énergie fondamentale RPA est donnée par la formule standard [2]

Erpa = Epp—>_ &> |V
v i

1 1
= Bup - 5tr(A) - 3 zyjsy (3.64)

ol i décrit tous les couples {p, h, o }. Avant de discuter ces résultats, on développera d’abord
les équations SCRPA.
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3.2.3 ph -SCRPA

Comme on ’a vu avec la ph —RPA standard, le module du vecteur d’onde de trans-
fert est un bon nombre quantique alors qu’on a seulement le couplage en +q et —g par
Iintermédiaire de la matrice B. De méme, avec la ph —SCRPA, on reste avec cette sub-
division de l’espace ph complet. En plus, pour avoir une idée générale sur les fonctions
de corrélations a calculer par la ph —SCRPA, on donne quelques éléments de la matrice

A|q3‘__ En effet, par exemple

(o [T 21]])
A —
b (1 — (Maay))

e G{Z Usiar (Ja150 + i)
(Tt + Javer) (T + Taner + I + Jday) + S84 — Shal])
H(Tsra1 + I 1) | (Fis1 + o sy + Japap) +ce])
+2 (Jy1 49 [(Sm 61 541, 41) - (51_1,21 - S?J»rl,ll)}>
+{(Str.21 + Sdhar) [(Jonay + 5har) = (S50 + S1iy) + (St + Sg‘rwl)b}
(1= (Mg 1))~

b = (i [H T ]])
2.1
V(= (M) (1= (Mo )
— {41 = M) (L= Maa)) (T = T ) (i — o)
(= ) (o = Farsn)) +4(Sdas + Sirer) (Siiay + Sd1s1))

+ <(S2_T73T + 5y, 5T) (551,21 +53), 41)>}' {(1 = (Mas,1)) (1 = (Mag))} 2

(3.65)

On voit que ces éléments de matrice contiennent différentes fonctions de corrélations de
type (JEJT), (STJ*F) et (STST). Avec la ph ~SCRPA, on peut exprimer les fonctions
de corrélations de type (J*J*) en fonction des amplitudes RPA (X,)). On va voir que
les autres fonctions ((S*J*) et (S*ST)) ont une faible contribution par rapport aux
termes (JEJ*). On avait vu dans le chapitre (2.2) que pour le cas & deux sites, elles
n’apparaissent pas et elles ne contribuent pas non plus a la RPA standard. On va donner
a la fin du chapitre lorsqu’on discutera les regles de somme en (3.3) une ample discussion

si c’est approprié ou non d’inclure ces termes S,y = b;gbp/ = a;,ap/, qu’on appelle souvent
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Fi1G. 3.2 — L’énergie de l’état fondamental du systéme a 6-sites demi-pleins avec la projec-

tion de spin mgs = 0 pour la réponse de charge dans le canal ph.

aussi termes de diffusion ou termes ”anormaux”. En tout cas, ici dans ce travail nous ne
prenons pas en compte les termes du type (STJT) et (STST). Les équations SCRPA sont
fermées et on peut procéder a leurs résolutions ce qui se fait par itération en initialisant
avec les résultats de la RPA standard. La valeur absolue du transfert |g| reste évidemment
toujours un bon nombre quantique et on peut donc résoudre les équations pour chaque |g|
separément.

Cependant, en dehors de ces termes de diffusion ou termes ”anormaux” dont on vient
de parler, on doit écarter une deuxieme catégorie de termes. Ce sont les termes qui a

travers la self consistance coupleraient les différentes voies en transfert |g|. Par exemple

dans I'expression (3.65) pour I’élément A;; ol le canal |g3| = % est explicitement traité,
ce canal est implicitement couplé & la voie |q1| = %’T a travers le terme (voir 'expression
pour Aj 1)

<< 14+ i,m)( 115, ?>_l,6l+le,1l+J5172l)>

et a travers la voie |ga| = 7 par

<(J:;T74T + Jz‘m) [(Jﬂ,m + 55 + J3—L4L) + ccb
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[al=Tt
3.5_'"'I""I""I""I'"'I""I""

elt

— — - ph —RPA standard
—— Exact N

05 _ +——+ ph —SCRPA \\ _

FiGc. 3.3 — Spectre d’excitation ph du systéme a 6-sites demi-pleins avec la projection de

spin mg = 0 pour le vecteur d’onde de transfert |q| = .

Il est cependant dangereux de mélanger les voies par le biais de la non-linéairité, car les
fondamentaux définis implicitement dans la relation (3.13) ne sont pas forcement exac-
tement les mémes pour les différents canaux. Nous rappelons & cet égard que la relation
@,]0) = 0 n’est soluble explicitement que dans des cas trés particuliers (2 électrons par
exemple) et que par conséquent dans le cas général (3.13) est a considérer comme une
relation auxiliaire qui permet de fermer le systeme d’équations mais qui ne permet pas
de conclure & l'existence d’un fondamental unique. C’est pour cette raison qu’on doit
découpler completement les différentes voies de transfert. Ce méme constat a déja été fait
dans des travaux antérieurs [50]. Notons en passage que dans le cas a deux sites cette ques-
tion ne se posait pas car il n’existait qu'un seul transfert. Les résultats SCRPA que nous
allons discuter maintenant ont donc été obtenus en négligeant les termes ”anormaux” et en
découplant les différentes voies de transfert. Nous répetons qu’ainsi les équations SCRPA
sont fermées et on peut procéder a la résolution. Nous donnons ici pour le transfert |q| =
la totalité des éléments de matrice SCRPA A et B telle quelle a été utilisée dans le calcul

numérique. Pour d’autres transferts on aura des expréssions analogues. En effet avec les
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abréviations suivantes
i=1=(2141)  i=2=@24])  i=3=(3151)  i=4=(315])

les éléments de matrices A et B sont données par

N | R L2

2, 2¥)
V(L= (M) (1= (M) V(1= (M) (1= (M)
avec ¢ = 1,...,4, ainsi,
A = e 2G<J2_T,4T (Ja150 + Tilr))
o = ki)
My = G ((1— Mpap) (1 — Moyy))
V= (M) (1= (Maa))
((a151 + i 21) Ja1,a))
Azr = A41 =0, Ao =€ — €2 —2G ( T1T_<]\}24Tl)> LAl ;
(Ta1.51 (Jarar  J5131)
Aze = A42=0, A3z =¢e —e3—2G L Tl(_ l<7]\235,T> b l) ,
Ais = G (1= Ms51) (1 — Mss1))
| V(= (M 1)) (1= (Mg 1))
— J’_ —
A44 = €5 — €3 — 2 G<(J2T74T - J5T73T) J31751>
’ 1— (Mss,)) ’
(gt (Toia) + 51 51))
Bii = —2G = (Mo 1) ; Ba1=DB31=0,
Bi, = G ((1— Mpap) (1 — Mss,)))
V(= (M 1)) (1= (May 1))
— + —
’ 1= (May,)) ’
Bis = G ((1— Mss1) (1 — May,))) By =
V(L= (Mg 1)) (1= (M 1))
i (oo + T5 o1 )
Byy = —2G (Jsis1 + Tila) Bis—0

1 —(Mss 1) ’ ’
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— + —
G<< st T ar) Jasy)
1— (Mss,)) '
Ajoutons que les matrices A et B sont symétriques et que les valeurs moyennes en (3.66)
s’expriment a l’aide de (3.19) et (3.22) en fonction des amplitudes X, ).

Biy = -2 (3.66)

lal=21v3

6 L |

— — - ph —RPA standard
Exact
+—+ ph —SCRPA

U/t

Fi1Gc. 3.4 — Spectre d’excitation ph du systéme a 6-sites demi-pleins avec la projection de

spin mg = 0 pour le vecteur d’onde de transfert |q| = %’r

Les résultats de la ph —SCRPA pour I’énergie du fondamental et pour les énergies
d’excitations sont présentés en Fig. 3.2 et Figs. 3.3, 3.4 et 3.5, respectivement. Sur la Fig.
3.2, on voit ’énergie HF en trait point-tiré. Elle sous-lie assez fortement par rapport a la
solution exacte (trait plein). Les valeurs de I’énergie du fondamental en s-RPA s’arrétent
évidemment la ou se trouve 'instabilité la plus proche, c-a-d dans le canal g =7 a U =
%t. Au dela de U = 2, elle sur-lie fortement. Les valeurs SCRPA sont données par les
croix. On voit qu’on obtient un excellent résultat qui se confond pratiquement jusqu’a
U = 3.5 avec le résultat exact dans I’épaisseur du trait. Pour donc avoir une meilleure
appréciation, nous présentons les résultats des différentes approximations dans le tableau

(Tab.3.1). Nous avons arrété le calcul & U = 3.5t car la convergence ne se produisait
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lal=1v3
5—m—mmmw——7 7
— — - ph —RPA standard
4f —— Exact
+—+ ph —SCRPA
3
elt T
2_
1
L \\\
- ]
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O I I I " I I "
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FiGc. 3.5 — Spectre d’excitation ph du systéme a 6-sites demi-pleins avec la projection de

spin mg = 0 pour le vecteur d’onde de transfert |q| = L)

plus trés bien au dela. Ce fait est une constante de la SCRPA: en dehors de quelques
cas particuliers, comme notamment le cas a deux particules, on ne peut, dans la base
non-brisée de symétrie, dépasser indéfiniment le point de transition de phase donné par la
RPA standard. Comme pour cette derniére on devrait alors formuler une SCRPA dans la
base d’un champ moyen avec symétrie brisée. Ceci est, en principe, possible comme cela a
été démontré sur plusieurs modeles par d’autres auteurs [10]. Seulement ce changement de
base n’est pas completement sans probleme. Notamment les résultats SCRPA ne sont pas
tout a fait continus lorsqu’on effectue le changement de base au moment ou les iterations
SCRPA dans la base non-brisée ne convergent plus. Schuck et collaborateurs travaillent
actuellement a une élimination de ce défaut. C’est pour cette raison et aussi pour des
raisons que le temps pour préparer cette thése est bien fini que nous nous sommes pas
aventurés dans la phase avec symétrie brisée.

Sur la figure (Fig.3.3), nous présentons les résultats pour les énergies d’excitations
concernant le transfert |¢g| = m. Nous voyons ici que dans ce canal la RPA standard montre

une instabilité a U = %Qt. Au voisinage de ce point de transition la solution exacte ne
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U | BEF Epéhs —RPA Epéhs —SCRPA Beigct

0.0 | -8.0 | -8.00000000 | -8.00000000 | -8.00000000
0.4 | -7.4 | -7.41619730 | -7.41612196 | -7.41612329
0.8 | -6.8 | -6.86587429 | -6.86451340 | -6.86463657
1.2 | -6.2 | -6.35277271 | -6.34511757 | -6.34594838
1.6 | -5.6 | -5.88544607 | -5.85807419 | -5.86066333
2.0 | -5.0 | -5.48615360 | -5.40482712 | -5.40945685
2.4 | -4.4 | -5.31865931 | -4.98579121 | -4.99289207
2.6 | -4.1 -4.79000664 | -4.79769106
28| -3.8 -4.60383844 | -4.61119783
3.0 | -35 ~4.42797756 | -4.43335361
3.2 | -3.2 -4.26388264 | -4.26405565
34| -2.9 411429071 | -4.10315568

TaB. 3.1 — Comparaison des résultats de 'approximation HF, ph -RPA standard, ph -

SCRPA et exacts pour ’énergie fondamentale dans le cas a 6-sites.

montre aucun signe d’instabilité. Il est trés satifaisant que la SCRPA suit de tres prés cette
solution exacte et ceci bien au dela du point de transition. La méme chose se remarque
pour les deux autres états présents dans ce canal. Dans le canal |¢| = %’r, Iinstabilité RPA
se produit pour U = %t (voir Fig.3.4). Les mémes remarques que pour |q| = 7 s’appliquent
pour la SCRPA. L’accord avec les résultats exacts est tres bon. Pour |g| = %, nous avons
deux états excités (voir Fig.3.5). Pour le premier, la SCRPA reproduit de nouveau trés bien
le comportement exact. Par contre, et c’est la seule exception, le deuxieme état n’est pas
approché d’aussi pres par la SCRPA que dans tous les autres cas. Cependant, on constate
encore une tres nette amélioration par rapport a la RPA standard: I’écart avec la solution

exacte est réduit a peu prés d’un facteur deux.

En concluant ce chapitre, nous pouvons constater que, dans ce canal, pour des corrélations
du type densité—densité, la SCRPA améliore fortement la RPA standard et elle est en ex-
cellent accord avec le résultat exact. Au lieu de regarder le canal du spin transverse pour
lequel nous pouvons supposer la méme performance de la SCRPA que dans le canal de
charge, nous allons étudier le canal particule-particule. Egalement, avant de faire ceci,
nous allons regarder, comme pour le cas a deux sites, pour ce systéme la régle de somme

pondérée par 1’énergie.
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3.3 Regle de somme pondérée par I’énergie

Nous avons déja vu dans le chapitre (Chap. 2) sur le modele de Hubbard & deux sites
que I’étude de la regle de somme pondérée par I’énergie était un moyen puissant de tester
la consistance de la théorie SCRPA.

Reécrivons donc la régle de somme pondérée par I'énergie

Z(EV—E0)|<V|F|0>I2=%<0|[F’[H,FH|0> (3.67)

14
comme dans le cas & 2-sites nous allons considérer comme opérateur de transition
F=> (J+he) . (3.68)
i(q)

Le membre de gauche de (3.67) (MG) est évidemment exprimée par énergies d’excitations
et les amplitudes SCRPA. On obtient

MG = > (E,— Ep)|(v|F|0)]?
= > (B — Eo) [(0|Q, Fl0)?
v.q
= > (B, — Eo) (0|Q, F|0)?
= > (B, — Eo) [(0][Qu. F]|0)}?
v.q
2
= Y (B - Eo) [ VI M (X + )| (3.69)
v,q i(q)

En calculant le double commutateur du membre de droite (M D), on obtient

(O|[F, [H, F])|0) = > V1 —=M; Y V/1— My (A — Byy) - (3.70)

i(q) i'(q)

MD =

N | —

En RPA standard, on exprime le M G par énergie et amplitudes en s-RPA et on remplace
dans M D la valeur moyenne par celle dans I’état de |H F'). On vérifie directement qu’a ce
moment, comme cela doit I’étre en s-RPA; la regle de somme (3.67) est satisfaite.
Regardons maintenant ce que (3.67) donne en utilisant la SCRPA. Nous allons ren-
contrer ici un probléeme que nous avons déja évoqué en (3.2.3) c’est & dire l'inclusion ou
non dans l'opfateur SCRPA des termes de diffusion ou anormaux, Sy, ou Sps . En RPA
standard, la contribution de ces termes est identiquement nulle et on peut donc les négliger
des le départ. Par contre en SCRPA leur contribution n’est pas nulle et on ne voit pas de

raison, a priori, pourquoi ne pas les inclure. Comme en SCRPA la distribution en nombre
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d’occupation est arrondie c’est & dire pas une fonction d’échelon comme en HF et s-RPA,
la SCRPA prend formellement la méme structure mathématique que la RPA standard a
température finie ou les nombres d’occupation sont aussi arrondis et des configurations

al a, et azah/ sont parfaitement possibles. Nous les avons exclus ici pour des raisons pra-

P
tiques que nous allons expliquer plus loin. Cependant & ce moment pour des raisons de
consistance, il faut aussi les exclure dans H c’est a dire supprimer les termes en S, comme
nous l'avons fait pour le calcul de I’énergie du fondamental entre autre. Si donc en M D
de (3.67) on élimine ces termes en S dans H, nous montrons que la régle de somme est
a nouveau parfaitement satisfaite. Cependant, nous pouvons aussi évaluer le M D en gar-
dant les termes en S dans H et ainsi évaluer leur importance. Ceci est montré sur la figure
(Fig.3.6). Nous voyons que a ce moment la régle de somme est violée mais cette violation

reste dans des proportions trés modérées, elle est au maximum de 0.5% a U = 3t.

QO06 [~ v v vt
0.005 |
0.004 |
€ 0003 |
0.002 |

0.001 -

Fi1Gc. 3.6 — Rapport, R = %ﬂm, de la régle de somme pondérée par l’énergie dans la

réponse de charge pour le cas a 6-sites. On note par M D et MG les membres de droite et
de gauche de Uégalité (3.67) qui sont calculés avec la SCRPA.

Comme nous avons déja dit, si on veut que la régle de somme soit satisfaite en prenant
le H complet dans M D, nous aurions di inclure les opérateurs S,y = b;g b;, et Spp = bIL bL,
dans les opérateurs d’excitations RPA, Qj},u- Ceci a été fait dans un travail récent [53] et

en effet la regle de somme était satisfaite avec ’'Hamiltonien complet. Ici nous avons du
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renoncer a en tenir compte car ces composantes engendrent dans la matrice norme des
termes du type n, — n, ce qui peut donner lieu a des valeurs trés petites. Comme il faut,
dans les équations SCRPA, diviser par la matrice norme cela peut engendrer des difficultés
numériques. Ceci a été le cas ici et notamment cela a engendré une mauvaise convergence
dans le cycle itératif de la résolution des équations SCRPA et nous a contraint de laisser
tomber les termes en “S”. Comme les résultats satisfaisants de la regle de somme indiquent,
I'importance des termes en S semble étre trés faible. Ceci justifie donc & posteriori de les

avoir négliger des le départ.

3.4 Séparation en excitations de ‘charge’ et de ‘spin longitudinal’

Le lecteur attentif aura remarqué que, pour 'instant, nous n’avons pas triés nos solu-
tions selon si elles sont du type charge (ch), c’est a dire les composantes en spin — T et — |
s’arrangent comme J;;ﬁ + J;;ll ou J ;. +Jp,, olsielles sont du type spin (sp), c’est a dire
J;;LT — J;?L | ou Jp_hT — Jp_h - En RPA standard cette séparation se fait automatiquement et
nous pouvons identifier les deux types de solutions exactement. Nous avons donc indiqué

sur les figures si I'excitation est du type ‘charge’ ou ‘spin’. Par contre en SCRPA, di au

0.006 T T T T T T T T T T T T /
/
/
/
/
—— (Ph)=24) /
——- (ph)=(35) ,
0.004 -
r
0.002
0]
0

F1G. 3.7 — Le rapport, r (éq. 3.71), en fonction de l'interaction U pour les excitations
particule—trou (2,4) et (3,5) du canal ¢ = |5]|.
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fait que nous avons négligé les composantes du type ‘S’ dans H et dans la matrice SCRPA,
la symétrie de “spin” et de “charge” ne se séparent plus exactement. Cependant, cette
séparation reste vérifiée a une trés bonne approximation prét. Ceci est démontré sur la

figure (Fig.3.7) ou nous donnons quelques rapports

1A - 1

r= 7 / (3.71)
| Xphtl + 120 |

Nous voyons que la violation de la symétrie de spin reste toujours inférieure & 0.6% ce qui
démontre & nouveau la tres faible importance des termes du type “S” justifiant ainsi, a

nouveau, le fait de les avoir négligés.

3.5 Nombre d’occupations

Les nombres d’occupations sont représentés sur les figures (Figs. 3.8 et 3.9) pour les

0.1

0.08

0.06

po

0.04

0.02

Fia. 3.8 — Nombre d’occupation en fonction de l'interaction U pour différentes valeurs

du moment k pour les états de particules. Pour chacune des approximations (s-RPA et

SCRPA), les nombres d’occupations sont représentés par ordre croissant en k (—, —2%,
%”) Remarquons que les modes k = %” et k= —%” sont dégénérés.
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états de particules et de trous, respectivement. On voit bien que la solution de la s-RPA
diverge au premier point de transition de phase (U,

aussi a partir de lexpréssion de (7ig,),

12t __

== = 2.41) qu’on peut I'apercevoir

= ) = S0 1) S
h
Nho = (Rne) = 1_2 1—Mph0)z‘y;ha‘2. (3.72)

Ces expressions correspondent & celles données dans un autre contexte par Catara [38]

Elles réduisent aux expressions de la RPA standard en négligeant les M, dans (3.72). En

1 4 T T T T T T
\c\_\\ \\\
N
- \\ \
0.95 \ \ -
L \ \ .
Vo
\ 1
I Vo
N 09 F K|=TU/3 \\ \| i
i \
Vo A
Exact \ |
| —— Exac | _ ]
0.85 - —~ SRPA . =0 .
' +—+ SCRPA I
|
I
L
L | |
08 TR ST ST TR I ST SR SR TN N ST ST U SR N 1 PR MR | 1 PR |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
U/t

Fi1G. 3.9 — Nombre d’occupation en fonction de linteraction U pour différentes valeurs du

moment k pour les états de trous. Pour chacune des approzimations (s-RPA et SCRPA),

les nombres d’occupations sont représentés comme k = 0, §, —%. Remarquons que les
modes k = 3 et k = —% sont dégénérés.

revanche, la SCRPA peut aller jusqu’a U = 3.5t toute en restant continue et assez proche
de la solution exacte.
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3.6 Réponse du canal particule—particule

Comme dans le cas a 2-sites, nous voulons également considérer pour les 6-sites la
SCRPA dans le canal particule—particule. Nous avons vu que la RPA particule—particule
nous donne accés aux états a N +2 particules si ’état en considération est a N particules.
Le canal pp est particulierement adopté pour traiter les corrélations a courte portée. Nous
avons vu que dans le cas a deux sites aussi la pp—SCRPA donnait le résultat exact. Pour
le cas a 6-sites, on ne retrouvera évidemment plus la solution exacte. A ce moment, on
peut se poser la question si la pp— SCRPA sera capable de tenir compte correctement des
corrélations a longue portée certainement contenues dans le modele de Hubbard. Comme
nous allons voir ce ne sera que partiellement le cas.

Par analogie, on définit les opérateurs pp —RPA d’addition et de retranchement de
deux particules dans le canal ms; = 0 et avec un vecteur d’onde du centre de masse a
deux particules K (les notations sont comme auparavant pour le cas a deux sites dans le

paragraphe (2.2.6)) :

~ K=0(hi=hy=h3=p; =ps=p3=0)

Py = by by Py, = by by Py = by, by
P = be, by Py = bs, by Py = by bsy (3.73)
- K=%(ha=hs=ps=ps=73)
By, =b1 by By, = by b1y P,, = bs| b5y P, =bs bt (3.74)
- K=—-5% (h¢=hr =ps=pr =—3)
Py = b by P = b3 b Py = by b P =bybe  (3.75)
CK=F (s=p=%)
P = by by Py = by bsy (3.76)
~ K=-% (hg=py = —3)
P = by by Py = by bay (3.77)

ou hl :khT+kh/l et Pi = Rpp +kp/l'

En plus, afin de rendre la symétrie particule-trou explicite, on introduit la transformation

suivante (voir (Chap.1)):

Upo = bpg 5 apr = b;[Ll s ap| = _bJF[LT s (3.78)
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et un potentiel chimique, u, pour que la matrice A soit égale a la matrice C. Ceci nous

donne une expression de I’hamiltonien (3.10) dans la nouvelle base comme suit

H=  H-p) fig

avec
Hur = Eup —6p—(e1—p) My—(e2—p) My — (€3 —p) Mz + (€2 —p) My
+(e5 — ) Ms + (e6 — 1) Mg
Hon = —G{(ﬁm + A5t + fay) (Rag + fogp + Nap) + T<—>l}
3 3
Hik—o = G 'Zl (Bip, + LB, ) +G Zl (P By + cc)
1,]= ,J=
5 5
Hx_z = G '24 (Bip, + Pipy) + GZ;1 (BB, + cc)
1,j= =
7 7
Hyg——z = G 'Zﬁ (Bip, + PiPy) + G; (P By, + cc)
1,j= =
Hy—ze = G (PP + PP ) + G (PP + o)
Hy— 2z = G(PhBy + PPy ) +G (P, Py +cc)

G{{ (S0 + Siiar) = (S0 + Stian)] (i g + Tiisn) |+
—G{{(S far = S300) [(Far + Tay + I + Tt ) | } + cc}
—G{{(Jll 51+ Jaer) (Jaar + Jﬁjm)} + cc}
—G{{( i ) (T + J;T’ﬁl)} + cc}
=G (Jior + Tonsr + Jsrar) (e + Toor + Jiay ) +ee]
—G{{(s4T 5+ S ar) (Styan + Stia) + cc} + (THU}

s

—G1 155141 S21.31 + 9512, Sa, 51} + (THU}
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—G{{Jg}m Jsr50 + Jopan ij} + cc}

(3.80)
avec
3U
EHF = —8t+7,
€ = —2t+g e—e——t—i—g €4 =€ —t+g e—2t—|—g
1 — 2 ; 2 — €3 — 2 ) 4 — €5 — 92 ) 6 — 9 )
U U
= —_— G:—
M 27 67
M;, = ﬁz‘T"‘ﬁz’l 1=1,...,6. (381)

Cette forme de I’hamiltonien de Hubbard est trés similaire a celui du ” Picket Fence Model”
(Chap. 1), seulement le terme H,,, est en plus. Il joue, cependant, un réle non négligeable
comme on a vu dans le cas a 2-sites (Chap.2). En fait (3.80) a pratiquement la méme
structure que (2.113) pour deux sites. Ainsi, comme dans le cas & 2-sites, on peut vérifier

que le terme en H i ne contribue pas aux équations de mouvement pp -SCRPA.

3.6.1 Développement des équations pp —~RPA

En général, pour chaque canal, on définit 'opérateur d’addition de deux particules
_—'— J—
AL =3"x0P, - VI Py, | (3.82)
et I'opérateur de retranchement de deux particules

Rl=-S 0P, +S x\P} (3.83)
Pi hi

7

avec n n
_ P _ P
L I e T a— (3.84)

VTS T,
Avec la symétrie particule-trou, le mode de retranchement satisfait exactement au méme
systeme d’équations. Ceci implique que les deux modes ont exactement le méme spectre
d’excitation et les mémes fonctions d’ondes. Cette conclusion nous donne les relations
suivantes:

(Mp,) = (Mp,),

7

(Pl B, = (Pl P,), (P, Pp,) = (P Pl (3.85)

Pi 7
<MpiMpi/> = <MhiMhi/>7 <MhiMpi/> = <Mhi1MPi>7
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qui nous permettent d’écrire (comme pour le modele Picket Fence)
A= A=
XIZ = +4&, P, ypi =+, P, (3.86)
Ainsi, les amplitudes X et ) obeissent aux conditions de normalisations
! o ye
Z XIZXIZ - Z yhiyhi - 5pp/ )
Di hz
DXL =DV = (3.87)
h; i
A AyP
Z/Y]éoiypi B ZXhiYhi = 0,
et aux conditions de fermetures

ZXZZXIZ/ - Zy;\iy;\i/ = Opipy

4 A
DX, = VAV, = Oy (3.88)
A p

Y XYy, =2 XV = 0.

A p

Avec ces équations on peut maintenant inverser (3.82) et (3.83) ce qui donne
A
szi Y 1= (M) [Z XJZ‘AL + ZypiRA‘| )
P A
%ZM4mwzmm+Zmﬂ. (3.89)
A P

Séparément pour chaque canal K =0, K = &3 ou K = :i:%“, les éléments de matrice

pp —RPA sont de la forme:

A = ([P [73]))
2(2 (B + Pyy) Bp) + (1= My,) 3 My,)
Rl L= (My,) |

(1= My,) (1= M)

= 00 (1= (0,,))

«F%M%Mmﬁﬁﬁp@%
=00 (1= ()

+G

By = ([P 0BV =G
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Pour le calcul de ces derniers, on donne les valeurs moyennes dans I'état RPA des produits

d’opérateurs suivants

(PP, =1 = (M) (1= (M) S Ip Yy,
A

(Bl Py = /(0= (M3 ) (1= (M) S VEVE (3.91)
P

(Ph Py, = (P, PL) = /(1= (M) (1 = (M) S0, 40
A

En plus, on a pour une algebre SU2 et pour des particules de spin- %, la relation de Casimir
(voir aussi Chap.2)

1 B _ 2

B (Pz P’ + PP, ) + (Pz'o) = (P,)? (3.92)

qui entraine la relation (on fait pas la différence entre indice de particule et de trou)

P P +P P =1 (3.93)

car (Pio)2 =1let (P;)? = 3. Pour les quantités (M;), ceci donne pour les nombres d’occu-

pation
M; = 2P P
2 - (0)?
14

(M;) = 125072 (3.94)

Dans le but de fermer le systeme d’équations SCRPA, on doit exprimer les fonctions
de corrélations de type (M;M;) en foncton des amplitudes RPA. Tout d’abord, on a une
relation exacte si ¢ = j

M;M; =2M; | (3.95)
alors il est aussi simple de montrer que pour ¢ # j
My, M,, = 4P} P} P, P, ,
My My, = My, + My, — 2P} Py P} P, —2P} P, Pj Py, (3.96)
My, My, = 4P} Pl Py P .
ce qui nous donne ’équation aux valeurs moyennes dans 1’état RPA

(Mp, My,) = 41— (Mp))(1 = (M) 3= 3 VXYY 2(Ry Ry Ry RL)
Mo A2 7

(Mpith> = <Mpz> + <Mh]’>

21— (Mp ) (1= (My)) 35 5% D000 40 (oo, B, R L)
QA3 A1A2

=21 (M )1~ (M) 5 5 VA (A A AL AL)
(M My,) = 40 = (M)A = (M) 55 52 IRIVEVEE (ApAp AT AT Y L (3.97)
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et enfin pour le calcul de ces fonctions de corrélations & droite dans (3.97), on donne le
détail dans 'annexe (A.2). On voit bien qu’on a un systéme d’équations non-linéaire self
consistant fermé pour les amplitudes X et ) qu’on peut résoudre numériquement par
itération.

En plus, on peut exprimer ’énergie fondamentale pp -SCRPA, Escrpa = (RPA|H|RPA),
en fonction des amplitudes RPA,

Escrpa = Eurp —e1 (Mp,) —ea (Mp,) — €3 (Mpy) + €4 (Mp,) + €5 (Mp) + €6 (Mpg)
—G{((ﬁm + n5p + ﬁ4T) (ﬁlT + ngp + 77L3T)>+ T<—>l}
3 3
+G Y <(P;Pp; + P,;'ZP,;)> +G Y ((P,;_Pp; + cc)>
i,j=1 i,j=1

+G 25: (B By, + PPy )+ G i((Pf;Pp—i + cc))
=4

ij=4
7 7
e <(P;;Pp; + P,;tPh‘j)> +G Z((P,;Pp; + cc)>
i,j=6 i=6
+G((P By + PPy ) + (P By + cc))
+G(( Py By + B oy )) + G{(Pry By + €)) (3.98)

Pour le calcul des valeurs moyennes de densités de quasiparticules dans 'état RPA, (71;,) et
(NioTjo), on procede de la méme maniére que dans le paragraphe (3.2.1). Pour ¢ = ¢/, on

3
a Y (Np,oMh,e) = 0. On voit que, contrairement au cas ph ol on était “ obligé ” & négliger

0,0
les termes en “S”, ici avec la pp —RPA nous n’avons aucune entrave au formalisme. Ceci

va se faire sentir au niveau des regles de somme comme on va voir plus loin.

3.6.2 pp —RPA standard

Tout d’abord, on commence par l'application de la pp —RPA standard, en utilisant
Papproximation quasi-boson (en remplagant I’état RPA par celui de HF). On remarque
que le vecteur d’onde total de 'excitation de deux particules ou deux trous, K = k;; +kj|,
est un bon nombre quantique. Dans ce cas, les matrices pp —~RPA sont données pour chaque

K par

Pour K =0:

Dans ce canal, les opérateurs d’addition et de retranchement de 2-particules sont

3 3
AL = Z'prippi - yﬁiphi J RT\ = ZXli\iphi - yg\iPm ) (3.99)
i=1

=1
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Ainsi, les matrices RPA standard sont

44+ G G G G G @
Ay = G 2t+ G G , Bo=| G G G (3.100)
G G 2t + G G G @

Ce qui donne les valeurs propres

1 1

(3.101)

28 +--+ pp —SCRPA
— — - pp —RPA standard

2.6

2.2

F1G. 3.10 — Spectre d’excitation pp -RPA standard (trait tiré), pp -SCRPA (croix) et exact
(trait plein) du systéeme a 6-sites demi-pleins avec la projection de spin ms = 0 et un
vecteur d’onde total K = 0.
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Pour K = 4% ou K = —%:

Pour K = +7%, les opérateurs d’addition et de retranchement sont donnés respective-

ment par
5 i o 5 . _
A;rJ - ZXJZPPZ' - y;;_Phi ) R; = ZX}?Z-P}” - y;\ippi ) (3.102)
i=4 i=4
et pour K = —%
7 i o 7 . _
A;rJ = ZXJZPPZ' - yifiphi ) RI\ = ZX}?Z-P}” — y;\ippi , (3.103)
i=6 i=6

Cependant, les matrices RPA standard pour les deux canaux qui sont dégénérés,

4.4 —r 1 1t 1 r 1 r T 1 T
+-+ pp —SCRPA
4 ——- pp —RPA
—— Exact T
€ 36
3.2
28 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
0 0.5 1 15 2 25 3

Fi1a. 3.11 — Spectre d’excitation pp —RPA standard (trait tiré), pp ~SCRPA (les croizx) et
exact (trait plein) du systéme a 6-sites demi-pleins avec la projection de spin mg = 0 et

un vecteur d’onde total K = :l:%.

A+G G
Alr = , B
*3 ( G 3t+G> *

e
Il
—
Q@
QD
N———
‘w0
S
N
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28 b m—m—m—m—rm————————————7 7
+-+ pp —SCRPA
— — - pp —RPA standard
2.6 I —— Exact T
A
A+
A+
A
24 ++ 7 .
A+ -
-
7
e
,,.+"’+//
22 r 4_,;"'// .
2 | | | L | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3
U

F1G. 3.12 — Spectre d’excitation pp -RPA standard (trait tiré), pp -SCRPA (croix) et exact
(trait plein) du systéeme a 6-sites demi-pleins avec la projection de spin ms = 0 et un

vecteur d’onde total K = :l:%“.

ce qui donne les valeurs propres doublement dégénérée,

Q4 =3¢, Qs =3t /14— . (3.105)

Pouer—i—%7r ouK:—%”:

Pour K = —1—%”, les opérateurs d’addition et de retranchement sont donnés respective-

ment par
w5l -5 A Bt A B
Al = X0 P~ V! Py, Rl =X\P}. ~V\Pp (3.106)
et pour K = —%”
- -5 sl A B
Al = XL P — Vi Py Rl = X\ P}, — Ya Py, (3.107)
Ai%w:2t+G, Bi%rZG, (3.108)
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ce qui donne la valeur propre doublement dégénérée,

96:2“/1—1—%. (3.109)

Avant de comparer ces résultats avec la solution exacte, nous allons discuter la généralisation

self consistante.

—4 . . , . T . T T T T T
I HE Pre d :_
— — - pp —RPA standard e
+ pp —~SCRPA e
Exact
| P i
e e
~
P
ay
/‘” /
’”','l/ /
Ess -6 | A ]
-7 + N
-8 L :
0 1 2 3
U

F1a. 3.13 — L’énergie de l’état fondamental HF (trait pointillé), pp -RPA standard (trait
tiré), pp -SCRPA (croiz) et exact (trait plein) du systéme a 6-sites demi-plein avec la

projection de spin mgs = 0 dans le canal pp.

3.6.3 pp SCRPA

De nouveau, on initialise le calcul itératif avec la solution RPA standard. On obtient
les résultats présentés sur la figure (Fig.3.13) pour I’énergie fondamentale et sur les figures
(Figs. 3.10, 3.11 et 3.12) pour les énergies d’excitations de différents canaux du vecteur
d’onde total (K = 0, £7%, :l:%’r) On remarque que le spectre d’excitation de la SCRPA
est fortement amélioré par rapport a celui de la RPA standard, mais pas autant que ce

ne fut le cas dans le canal ph. Apparemment notre ansatz pour la pp -SCRPA n’est pas
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apte a capter toutes les corrélations essentielles. Probablement, le fait que le terme H g qui
contient des corrélations ph n’est pas du tout pris en compte par le présent traitement y
est pour une bonne part que la SCRPA réduit I'écart entre le résultat exact et celui de la
RPA standard certes par un facteur ~ 2 mais restant tout de méme bien en deca de ce a
quoi nous étions habitués. En revanche, ’énergie du fondamental est a nouveau trés bien
reproduite (Fig.3.13).

3.7 Regle de somme pondérée par I’énergie

De méme qu’avec le cas a deux sites, nous allons tester notre approche avec la regle de
somme pondérée par 1'énergie. Nous développons, par analogie avec le paragraphe (2.3),
le calcul des deux membres de 1’égalité (2.131) dans le canal particule-particule avec un

opérateur de transition, F', donné par
F=Y (Bl +he) . (3.110)
i(K)

qui ajoute deux particules car le fondamental |0) correspond au systéme a N +2-particules.
Ainsi, on doit développer les deux membres de gauche et de droite de ’égalité suivante
avec (3.110)

3" (B, — Eo) l{p [FI0)[* = 3 (0][F, [H, F]]| ) (3111)
P

De méme, nous calculons le membre de gauche pour chaque impulsion totate K de deux

particules et en sommant toute les contributions, nous obtenons

MG = Y (B, - Eo) |(v|F|0)]?

p(K)
= Y (B, — Eo)[{0]4, F|0)?
p(K)
= > (B, — Eo) (04, Flo)”
p(K)
— 3 (B, — Bo) (0] [4,, F][0)]
p(K)
2
= 3 (B, - Eo)| 3 VI M (AL + ) (8.112)
p(K) i(K)

qui est formellement égale au résultat RPA standard apart le facteur /1 — M;. C’est aussi
un résultat analogue & celui en paragraphe (3.3) concernant la régle de somme dans le

canal ph. Sauf qu’ici les amplitudes X', ) sont solution de la pp -SCRPA. D’autre part,
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I’équation de mouvement RPA et les propriétés des amplitudes RPA dans ce canal nous

permettent de reécrire (3.111) comme

MD = %(0 FHF))0) = S VI- MG S VI— My (A —Biy) . (3.113)

p(K) if
Nous présentons les résultats de la régle de somme pour le cas a six sites dans le
canal pp sur la figure (Fig. 3.14). On remarque bien que le membre de gauche, MG, est
pafaitement égale a celui de droite, M D, pour toute valeur de U. Cette performance est
due au fait, déja montionné plus haut, que dans le canal pp la SCRPA ne subit aucune
entrave au formalisme telle que négliger des termes “S” comme c’était le cas dans le canal
ph. Malgré tout la regle de somme n’est pas I'unique critére et on voit que les résultats pp

—SCRPA sont moins bons que ceux obtenus dans le canal ph.

2T

16 -

15.8

RSPE

15.6

15.4

15.2

Fi1G. 3.14 — Régle de somme pondérée par l’énergie pour le canal particule—particule pour
le cas a 6-sites. On note par MD et MG les membres de droite et de gauche de I’égalité
(2.131) qui sont calculés avec la SCRPA.

3.8 Discussion et Conclusion

Ce chapitre concernant la chaine de Hubbard & six sites demi-pleine est au coeur de

ce travail de these. Ce n’est plus un cas quelque peu trivial comme celui de deux sites
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et ce n’est pas non plus un cas avec des dégénérescences qui posent probléeme comme
on va le voir pour le cas a quatre sites dans le prochain chapitre. En fait les six sites
constituent le premier des cas & 2+ 4n (n = 1,2,...) sites qui est non trivial et ol on
peut supposer que si celui-ci est maitrisé, alors tous les autres avec n > 1 donneront des
résultats similaires (voir par exemple I'expérience de ce type avec le modele de Richardson
dans le chapitre 1). Nous avons vu que pour les six sites dans le canal particule-trou (ph)
la SCRPA donne d’excellents résultats en treés bon accord avec la solution exacte. Ceci est
particulierement vrai pour les nombres d’occupations qui constituent un test tres fort pour
la fonction d’onde du fondamental sousjacant. Ceci confirme les trés bonnes performances
de la SCRPA déja obtenus sur d’autres modeles [22] ainsi que I’espérance que nous avions
mise dans la méthode en constatant qu’elle donnait la solution exacte dans le cas a deux
sites. Nous avons ici travaillé exclusivement dans la base des ondes planes, une restriction
que nous nous sommes imposée pour des raisons expliquées dans le texte principal. De
ce fait nous n’avons pas pu appliquer la SCRPA pour toute valeur de U et nous étions
limités a des valeurs de U couvrant un domaine essentiellement donné par l'apparition
d’une brisure de symétrie en HF, mais allant dans la plupart des cas quand méme 20% a
30%, voir 50% au dela du point de I'instabilité HF. La limitation en U venait du fait que
la résolution des équations SCRPA par itération ne convergeait plus tres bien et se faisait
également sentir une dégradation des résultats qui dans le domaine de bonne convergence
étaient, comme on ’a déja dit, excellents. Au fait les résultats SCRPA, contrairement a
ceux de la RPA standard, ne montrent, en accord avec la solution exacte, aucun signe
d’instabilité. Pour un systeme de seulement 6-électrons, ceci n’a rien de surprenant mais

démontre la capacité de la SCRPA d’incorporer correctement les fluctuations quantiques.

Notons ici aussi encore une fois que nous avons restreint I’espace des configurations de
la SCRPA aux composantes ph et hp, exactement comme c’est aussi le cas dans la RPA
standard. Cependant, en s-RPA c’est une conséquence stricte de 'approximation, tandis
que en SCRPA en vue du fait que les membres d’occupations n # 0,1 il n’y aurait pas de
raison, & priori, de ne pas inclure aussi des configurations pp’ ou hh' (a;, a, ou aL apr). Cela
a été fait sur d’autre modeles [53]. Ici par contre, cela a engendré des difficultés numériques
et nous avons laissé tomber ces configurations “anormaux” avec pour conséquence que la
f —sum rule est tres légerement violée, démontrant par ailleurs de la faible importance
de ces configurations. Nous n’excluons pas qu’il peut y exister un algorithme numérique
qui puisse résoudre ce probléme, mais en vu de la tres faible influence de ces termes en
pp’ (hh') nous n’avons pas cherché plus loin. Une deuxiéme petite corrections ‘ad hoc’ au
formalisme & laquelle nous avons di procéder sans risquer une déterioration de nos résultats

était de limiter la self-consistance a I'intérieur de chaque canal (en principe, via les termes
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non linéaires, differentes voies en transfert |g| peuvent étre couplées indirectement). Des
raisons pour faire ceci ont été évoquées dans le texte principal. Nous voyons donc que,
contrairement a ce qui s’est passé pour le modele d’appariement multicouches (Chap.1) et
la chaine a deux sites, dans le cas général a multiples sites il faut faire une légere adaptation
‘a la main’ au formalisme. Une généralisation future en incluant les configurations 2p — 2h
pourra peut étre éviter ceci ainsi que de permettre la description de la phase avec symétrie
brisée.

Comme pour le cas a deux sites, I'application de la SCRPA dans le canal particule—
particule (resommations des échelles) a aussi produit le résultat exact, nous avons voulu
savoir si cette approche allait étre également performante dans le cas a 6-sites. A priori, en
vue de la forme de 'interaction, on ne s’attendrait pas a ce que ’Hamiltonien de Hubbard
engendre de maniére prédominante , ou méme égale aux ph, des corrélations du type pp.
Nous n’étions donc pas surpris que les résultats dans ce canal étaient moins bons que ceux
dans la voie ph. Néanmoins méme la pp —SCRPA a encore systématiquement réduit 1’écart

entre la s-RPA et la solution exacte de moitié.
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Chapitre 4

Modele de Hubbard a 4-—sites dans

la base des ondes planes

Le modele de Hubbard a un nombre de site N = 4n, ou n est un entier, a un spectre
d’excitation a U = 0 assez particulier. Cela provient du fait que la couche supérieure est

partiellement remplie (voir Fig.4.1). On remarque que la couche supérieure est doublement

LA
v

\\\\ : ﬁ\ /T\ S

kew2.-~ V0 |

Fi1Gc. 4.1 — Spectre d’excitation HF a U = 0 pour la chaine a 4-sites demi-pleine avec la

projection de spin mgs = 0. Les états occupés sont représentés par les fleches pleines et

ceur non-occupés sont représentés par les fleches trait-tiré.

dégénérée (Fig.4.1). Pour chaque orientation de spin, elle est remplie seulement par une
particule de spin o or il y a de la place pour deux. Cette dégénérescence produit une
excitation d’énergie zéro au niveau des approximations champ moyen (HF) et au niveau
de la RPA standard. Ceci entraine, comme nous allons le voir dans le chpitre (Chap.5),
une instabilité vers un état avec aimantation antiférromagnétique non nulle des que U # 0.
Donc, pour initialiser le calcul itératif, nous nous retrouvons avec un probleme numérique

du fait que les amplitudes RPA, X, correspondantes a ce mode zéro sont infinies. En
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revanche, le canal my; = +1 présente une couche supérieure totalement remplie du fait
que les deux particules sont toutes les deux de spin-] (pour mg = +1) ou de spin-| (pour
ms = —1) (voir Fig.4.2). Ainsi, nous commengons avec le cas demi-plein et avec une
projection de spin mg = £1 qui lui ne pose pas de probeme et ensuite nous discuterons le

cas mg = 0. Présentons d’abord le spectre d’excitation des quasiparticules HF.

4.1 Approximation Hartree—Fock

Comme auparavant pour le cas a deux- et six-sites, on applique une transformation HF
qui conserve la symétrie de translation, c’est & dire les densités des différents sites restent
uniformes jusqu’a une valeur critique de U. Pour cela, on utilise la méme transformation

qu’en (3.1). Dans le cas a 4-sites demi-plein, I’expression de I’hamiltonien en fonction des

t .
ay,,, €t agy est donnée par

. . U .
H= — 263 e — o+ > it 3 iy
ag k k/
U
+ 7 (L + Lopap) + e [(Lapay + Loya)) + e
U
+ Z{{(L”’QT + Lajar + Lapap + Laray)

(L1y2) + Laja) + Lapay + L4l,3l)} + CC}> (4.1)
avec Lo p'g = azgak/g avec k # k' et N, = a;rmakg.

Discussion du cas U =0:

On a les états possibles avec les vecteurs d’ondes

T T
klz()) k2:§7 kg__EJ k4——7['
et les énergies correspondantes, €, = —2t cos(k),
6k1:—2t, 6k2:0, €k3:0, 6k4:2t,

respectivement. Ainsi, la matrice de transformation est donnée par

Clo 1 1 1 1 aj o
0 | _ 1 1 = @+ -1 a2 o (4.2)
C3,0 1 -1 -1 1 a3,o
Cio 1 ¢+ - -1 a4
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On construit un état HF qui correspond a 1’énergie HF minimale et une impulsion totale

nulle. Ces états sont

|[HF1) = GITC‘IL%T%H ) (4.3)
|HF2) = aITahaNagT\ ) (4.4)
|HF3) = a al af, a3l -, (4.5)
|HF1) = afja] by al]-). (4.6)
L’énergie du fondamental HF qui correspond a ces états est donnée par Egp = —4t.

Discussion du cas U #0:

On suppose que la transformation (4.2) reste valable jusqu’a une valeur critique U..
Les énergies des états fondamentaux HF sont données par Egp = —4t+ U pour les états
(4.3) et (4.4) (ms = 0) et Exgr = —4t + 32U pour les états (4.5) et (4.6) (ms = *1).
Egalement, les énergies a une particule, e, dependent linéairement de U. Comme nous

allons le voir, les €, du canal m, = 0 sont différentes de celles du canal m, = +1.

4.2 Chaine demi-pleine avec la projection du spin m, = +1

Comme déja mentionné, le cas ms = 0 posera probléme, et nous traitons donc d’abord
la projection mg = +1. Ainsi, I’énergie des états fondamentaux HF (4.5 et 4.6) avec la
projection de spin mgs = +1 est donnée par Egp = —4t + %. Pour définir le spectre HF,
il faut qu’on choisisse 'un des déterminants de Slater (4.5) ou (4.6). Dans notre cas, on
choisit celui de '’équation (4.5). Ainsi, les valeurs moyennes dans cet état des différents

termes de densité sont

1 3 1
<C;'[TciT> =1 <CLCz¢> R <C;rTCi+lT> = <0L0i+11> =

4.2.1 Hamiltonien de quasiparticules

Comme dans les chapitres précédants, on définit les opérateurs by , de telle sorte que

I’action d’un destructeur sur ’état HF donne zéro,

arp bh azp ba,1
— , — .
ag,| b; | ay,1 ba,|

as,| bg,l as,| ba,y
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Fi1Gc. 4.2 — Spectre d’excitation HF a U = 0 pour la chaine a 4-sites demi-pleine avec la
projection de spin mgs = —1. Les états occupés sont représentés par les fleches pleines et

ceux non-occupés sont représentés par les fleches trait-tiré.

Ainsi, ’hamiltonien se transforme comme

H=Hyp + Hint (4.8)
Hyp = Egp — €1 1) — €19 Nt — €2 Ng| — €3] N3] + €21 Nap + €31 N3y + €4 Ng| + €41 T4y

Hint = % { (irar T L) Uiy + I ) + G 2p + 9500 sy + 04 2))
+(J2+T,1T + Jﬁ,sT)(Jzﬂ,m +Jya) — iy + J§,1T)(S2_l,31 +53,2))
~(S3131 +S3120) (I 4y + 1)) = (T o + 54 11) (ST 2 + 89, 1))
—(Sg1.a1 + Si1631) sy + 11 2) = (g + Jisr) (30 + Sy )
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+ - + — + g + -
—(Si121 + Ss1a1)(Ja) 3y + Japay) — {{Jm,mjum + J312173) 21
+ - + - + - + -
ot udarar T s Jar + an oy s J4T,3lJ1l,3T} + Cc}
+(Rag + N3y + Ngp — Nag) (g — Ry — gy — flu)}7 (4.9)

L’énergie du fondamental Hartree-Fock et les énergies des états de trous et de particules

sont données respectivement par

3U
Epp =—4t+ o
U 3U
€1l:—2t+z, €1T:—2t+j,
U 3U
€2l =€ = €21 = €1 =
U 3U
64l:2t+—, 64T:2t+—. (4.10)
4 4
et les opérateurs dans (4.9) s’expriment comme
Nk = b;rg T densité de quasiparticules du mode (k, o),
oo h—o = Uh—o bp,o opérateur d’annihilation d’une paire de
quasiparticules ph,
J;; heo = b;’,,g bL,—a opérateur de création d’une paire de
quasiparticules ph.
St = b;rablla avec | >[I opérateur d’excitation avec deux indices soit

de particule, soit de trou.

T
— _ +
Voo — (Sla,l/a)

En calculant les moments de transfert ¢po’ ho = kpor — kno (=7 < gpp, < ) associés

aux excitations particule-trou, on remarque que le moment de transfert prend les valeurs
g==xm/2, *m.

Le moment de transfert ¢ = —37/2 est équivalent & ¢ = 7/2 en ajoutant une peériode 27.

4.2.2 ph —RPA standard

Nous déveloperons les équations de mouvement ph —RPA avec un opérateur d’excita-

tion qui est composé par des excitations ph de méme spin. Ainsi, avec la RPA standard,
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on suppose que l’état fondamental du systeme est celui de HF. Les différentes valeurs

moyennes des termes qui apparaissent dans ces calculs sont
1

1 0 70
5 5 <Jph Jp’h’> — Z .

D’aprés nos calculs, la matrice globale RPA se scindent en des sous-matrices pour les deux

(T Ty = (T Ty = (T Ty =0, () =

réponses, celles de charge et spin longitudinal d’une part et de spin transverse d’autre
part, pour chaque |¢q|. La matrice A pour chaque réponse se scinde selon les valeurs de
q par contre B couple les excitations qui correspondent aux vecteurs d’onde de transfert
+qg. A ce moment, on doit traiter chaque réponse a part pour chacune des valeurs de
|g|. Nous présentons dans ce paragraphe la réponse de charge et spin longitudinal. Ainsi,
par analogie, nous peuvons développer la réponse de spin transverse que nous n’avons
pas voulu le mettre a raison de ne pas encombrer le manuscript. Mentionnons ici que la
solution exacte du modele de Hubbard pour une chaine & 4-sites est données dans I’annexe
(B.2).

Pour [¢| = 5 :
On définit 'opérateur d’excitation comme
T — + + + +
Qiz, = Ay Kapap + Xy s Ky g+ Aopu Kop oy + X0y K o)
V11 K = Vi s Kapa) = Voray Kipop = Vil o) Koy gp (411

=JE . /(=2 Jgha> et en calculant les deux matrices Ay z et Byz, de dimen-

+
avec K o ho

po,ho

sion (4 x 4) chacune. Nous remarquons que ces deux dernieres se scindent encore en deux

sous-matrices de la maniere suivante: Relativement aux opérateurs K ?TT 17> Kzrl 3] (pour les
ot : N _ + +

excitations qui correspondent & un moment de transfert ¢ = —7J) et K2T,1T’ K 121 (pour

les excitations qui correspondent a un moment de transfert ¢ = +3), la matrice Aq:i%

s’écrit comme

A= 0
= 2 avec Az =Az =

z 4.12
A (4.12)

N[ )
SIS (=

Par contre la matrice Big se scinde en deux sous matrices qui mélange les deux moments

de transfert ¢ = 3. La matrice Big s’écrit comme

0 Bi,. [
Big = 3 avec lS’liz = U 4 (4.13)
Bl:ﬁ:g 0 2 T 0
La matrice Bz couple les états de ¢ = § avec ceux de ¢ = —7. Ceci nous donne les deux
2

valeurs propres doublement dégénérées,

& =V4t-U , E =v4at+ U, (4.14)
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qu’on trouvera aussi dans le canal m, = 0 pour |q| = § (éq.4.31). On remarque que la

5

i + ph —SCRPA
4 i — — - ph —RPA standard

—— Exact
3
€
2 4
1
~
~
~N
N

- \
O | | | n \

0} 1 2 3 4 5

Fic. 4.3 — Comparaison des énergies d’excitations exactes, ph —RPA standard et ph —

SCRPA pour la réponse de charge pour |q| = 7.

s-RPA donne de bons résulats pour des petites valeurs de U (Fig.4.3). Par exemple pour
le deuxieme état excité, la s-RPA commence & s’écarter de la solution excate pour une
valeur de U = 1. Par contre, pour le premier état, elle suit de pres la solution exacte
jusqu’'a U = 2. Apres, elle s’éloigne fortement de la solution exacte et tend vers zéro en

déclenchant un mode zéro et au dela de cette énergie elle devient imaginaire pure.

Pour |¢| =7:

De méme, on définit 'opérateur d’excitation relativement & ce canal comme
Qliry = X8y 1y K iy + X010y Ky = Vi Koy = Vi Ky (4.15)

et en calculant les matrices A4, et B, de dimension 2 x 2. Relativement & ces opérateurs,

la matrice A;—+r s’écrit comme

Asr = : (4.16)

N SN
e



110 CHAPITRE 4. HUBBARD DANS BASE DES ONDES PLANES

Bir = ( ) . (4.17)

Ceci nous donne les valeurs propres
E3 =16t —-2U , E4=V16t+2U , (4.18)

qu’on trouvera aussi dans le canal ms; = 0 pour |¢| = 7 (éq.4.35). On remarque que la

et la matrice B4, s’écrit comme

N[l s}
o wa

7

+ ph —SCRPA
— — - ph —RPA standard
—— Exact

Fi1c. 4.4 — Comparaison des énergies d’excitations exactes, ph —RPA standard et ph —
SCRPA pour la réponse de charge pour |q| = 7.

s-RPA ici est complétement loin du compte du fait qu’elle s’échappe de la solution exacte
pour les deux énergies obtenues dans ce canal (voir Fig.4.4) méme pour U faible. Par
exemple, I'énergie, £3, décroit en fonction de U alors que la solution excate croit & partir
de U ~ 2. Ceci montre bien que la s-RPA surestime les corrélations dans le sens que la
pente de &3 simule un systeme attractif ot en réalité il est répulsif.

L’énergie fondamentale RPA est donnée par

Erpa = Epr— Z&/ Z |y;’{p|2 (4.19)
v hp

1 1
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et est représentée sur la figure (Fig.4.5) dans le canal ms = —1. On constate qu’elle est
bonne jusqu’a U = 3.5 mais qu’elle se dégrade fortement en s’approchant du point de

transition de phase.

_l T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ll,:‘l
~+i
— — - ph —RPA standard . ###*#-
——— Exact T
,,,,,,,,,,,, HE ++++++++
+ ph —SCRPA 2
2o L g .
EGS
_3 - -
_4 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
U

F1G. 4.5 — L’énergie du fondamental HF, ph —RPA, ph —SCRPA et exact dans la réponse

de charge pour ms = —1.

4.2.3 ph -SCRPA

Comme auparavant, on initialise le calcul itératif SCRPA par la solution RPA standard
et nous suivons la méme démarche et le méme développement de systeme d’équations que
ceux du paragraphe (3.2) du chapitre traitant les 6-sites. Ainsi, on obtient les résultats
présentés sur les figures (Fig.4.3) et (Fig.4.4) pour les deux transferts |q| = § et |q| =,
respectivement. On remarque, pour |q| = 7, que le premier état excité n’est pas bien
reproduit par la SCRPA, mais le deuxiéme état est une bonne approximation et suit de
prés la solution exacte. Pour le canal || = 7, on a des constatations similaires (voir
Fig.4.4) mais la SCRPA améliore quand méme nettement la situation pour les deux états.
Pour le fondamental (Fig.4.5), la SCRPA est en bon accord avec la solution exacte jusqu’a
U = 5. Par contre comme cela a déja été dit, la s-RPA s’éloigne tres fortement en se

rapprochant du point de transition & U = 4. Ceci est vrai aussi pour les états excités (voir
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Fig.4.4). En conclusion nous avons trouvé que la SCRPA améliore nettement la s-RPA
aussi pour les 4-sites demi-pleins avec projection mg = +1. Mais 'amélioration n’est pas

aussi spectaculaire que celle qui a été trouvée dans le cas 4 6-sites.

4.3 Chaine demi-pleine avec la projection du spin my; =0

Maintenant, on s’interesse au canal mgs = 0 ou les valeurs moyennes dans 1’état (4.3)
(ou (4.4)) des différents termes de densité qui figurent dans ’expréssion de I’hamiltonien
(4.1) dans I'approximation HF sont donnés par

1
<CZTTCiT> = <CLCz’l>:_

[\

1
(chieipan) = <leci+ll>:1- (4.21)

On remarque que les densités restent uniformes. Les énergies d’excitations HF (& une

2.5

15

0.5

—-05

—-15

—-25

Fi1G. 4.6 — Spectre d’excitation HF a U = 0 pour la chaine a 4-sites demi-pleine avec la
projection de spin mgs = 0. Les états occupés sont représentés par les fleches pleines et

ceux non-occupés sont représentés par les fleches trait-tiré.

particule) sont donnée par:

U
T R (4.22)
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En calculant les moments de transfert g,, = kp—kp, (—7 < gpn < ) associés aux excitations

particule-trou pour la chaine a quatre sites demi-pleine et avec un nombre égal de spin-T

et de spin-| :
Pour le spin—T: Pour le spin—|:
Bl =g =q=-35 2l gy =q1y =+35
42 = quoy = qoy = = 43— qu3) = @2 = —3
32— g3 =q3=—7 23 = qo3) =q3) =+
41 = quy =qup = -7 41 = qu| =qa) = —7

On remarque que le moment de transfert prend les valeurs +7/2 et +7 parce que le

moment de transfert ¢ = —37/2 est équivalent & ¢ = m/2 en ajoutant une periode 2.

4.3.1 Hamiltonien de quasiparticules Hartree—Fock

Comme auparavant nous restons dans la base invariante par translation. On peut
étudier notre modele dans cette phase. Comme auparavant, on définit les opérateurs by, »

de telle sorte que 'action d’un destructeur sur I’état HF donne zéro pour tout k,

a,y bl ag,| b,
ayl | _ bl asr | _ | b1 | (4.23)
az b;T ’ aq.1 b4,T
as,| b}, ag,| by,
Ainsi, 'hamiltonien (4.1) se transforme comme
H=Hyr+ Hin; (4.24)

avec, en ordre normal,

Hyp=FEpgp — €n, (1) +01)) —eny (P2 + 73 )

+ ey (N3 +72)) +€py (R +7g,)),

% Hiw = [(S31; = Siay) +ce] [(Soy) = Sigy) + ]
+ (Fiag + Jihy) [(Sany — Siay) +ce| + [(Szay = Sp) + | (o, + T )
+ (g + 1) (Tany + 5, ) + (T +911) (i + J5hy)
+ [ (Jrag + Tsp) + ] [(Jay + T ) + e (4.25)
avec les mémes notations qu'en (4.2.1) et les énergies HF
e =—20+2 =2 o =Y o —us L (4.26)

2
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4.3.2 ph —RPA standard

Avec la RPA standard, on suppose que I’état fondamental du systeme est celui de HF.

Les différentes valeurs moyennes des termes qui apparaissent dans ces calculs sont :

1 1
(J;;z,a J;/:h/,a/> =0 (Jpho) = 3 (Toho Iynr or) = 7 (4.27)

Comme pour le cas a 2 et 6 —sites, la matrice globale RPA se scindent en sous-matrices
d’une valeur |¢| donnée, ici une pour |¢| = 7/2 et autre pour |¢| = 7. Ceci nous amene
a considerer que |g| est un bon nombre quantique et nous permettra d’étudier les deux

canaux séparément.
Pour |¢| = 5
L’opérateur d’excitation est donné par
] — + + + +
Qly=z., = 310 Ka g+ Moy K g+ Aoy Ky |+ Xig | Koz
Vs Ko = Vigy Kagp = Vo Koy = Vis Kz (428)

+
avec K o ho

4 x 4. Nous remarquons que ces deux dernieres se scindent encore en deux sous-matrices.

= J;U’hg /1] (=2 J;?hg> et en calculant les deux matrices A et B, de dimension
Relativement aux opérateurs K;l - KL ! (pour les excitations qui correspondent & un
moment de transfert ¢ = —7) et szm K2+1 I (pour les excitations qui correspondent & un

moment de transfert ¢ = +7), la matrice Ai% s’écrit comme

Az 0 2 Y
.Aig = 0 2 s .A_g = .Ag = % 5 (4.29)
2

Par contre la matrice Big se scinde en deux sous matrices qui mélange les deux moments
de transfert ¢ = +7. Relativement aux opérateurs (K 3.1 K3 l) avec ¢ = —5 et (K2_4,T’

- _ T . I
Kl27l) avec ¢ = +7, la matrice Bi% s’écrit comme

0 B [
Biz = ., B= 4 4.30
2 By 0 Yoo (4:30)
La matrice Bq:i% couple les états de ¢ = m/2 avec ceux de ¢ = —m/2. Ceci nous donne

les deux valeurs propres doublement dégénérées,

& =Vit—U, & =Vit+U. (4.31)

Ces deux valeurs propres, on les a trouvé aussi dans le canal my = —1 pour |q| = 5 (voir

éq. 4.14). Elles sont représentées sur la figure (Fig.4.7).
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la|=1v2

4 + — — - ph —RPA standard
- + ph —SCRPA
Exact

3
elt

2_
1+ T~ -

L \\

~
~
~N
N

L \ 4
0 " " " " 1 " " " " 1 " " " " 1 " " " " N

0 1 2 3 4

U/t

Fi1G. 4.7 — Spectre d’excitation obtenu par la ph —RPA standard, ph —~SCRPA et exacte

pour q = 5 dans le cas oi on élimine les mode d’excitation zéro dans la base sphérique et
ms = 0.
Pour |¢| =7
De méme, on définit 'opérateur d’excitation relativement a ce canal comme
] — + + + +
Quomry = Miag Kyp g + X0y Ky |+ Xo35 Kgp g + X Koz |
g Kigp — Via, Kiy ) — Vs Koz — Vi) Kap | (4.32)

et en calculant les matrices A et B, de dimension 4 x 4. Relativement aux opérateurs K ZI,T

(¢ = —mn), Kzﬁi (¢ = —mn), K?ET (g = —m) et K;%l (¢ = +m), la matrice Ay, s’écrit

comme
A A 4 ¥ 0 &
Aee= | 707200 =, Y. A={, Y], (433
./42 ./42 Z 4 Z 0
et relativement aux opérateurs Ky, , (¢ = —m), K1, | (g = —7), K3, (¢ = —7) et Ky

(¢ = +7), la matrice By, s’écrit comme

Ay Ay
Bir = . 4.34
+ ( A A2) (4.34)
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Ceci nous donne les valeurs propres
E3 =16t —-2U , Es=V16t+2U , E =0, (4.35)

on les a trouvé aussi dans le canal mgs = —1 pour |q| = 7 (voir éq. 4.18) sauf la valeur
propre &5 = 0 qui est 4-fois dégénérée. Les énergies £3 et £4 sont représentées sur la figure
(Fig.4.8).

lgl=Tt

— — - ph —RPA standard
+ ph —SCRPA

Tt 4+ 4+ 44

Fic. 4.8 — Spectre d’excitation obtenu par la ph —RPA standard, ph —-SCRPA et exacte
pour g = 7 dans le cas ot on €limine les modes d’excitation zéro dans la base sphérique et

mg = 0.

Mode zéro

La valeur propre zéro, & = 0 en (4.35) est 4-fois dégénérée. Vue que la matrice RPA
est anti-symétrique, le spectre RPA est donnée comme un espace d’énergie positive et son
homologue négative. Réellement, c’est uniquement le spectre positif qui a un sens physique.
Par conséquant, on a seulement un mode d’excitation zéro qui est dégénéré deux-fois. Les

vecteurs propres non-normalisés correspondants sont

Vlo = [07 0? Oa _17 07 07 07 1}
vy =10, 0, -1, 0, 0,0, 1, 0] (4.36)
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On remarque que les composantes non-nulles pour V; sont X213,T =—1let y2137T =1 (pour
v = 1) et pour Vs sont X223,l = —1let y§37l = 1 (pour v = 2). Avec la normalisation,

(X2 — V?), les amplitudes deviennent infinies.

4.3.3 ph -SCRPA

Comme d’habitude, nous initialisons le calcul self consistant par la solution RPA stan-
dard. Nous avons deux voies |q| = 7 et |¢q| = F. Dans le dernier cas nous procédons
exactement comme pour les 6-sites et il n’y a pas de probleme car il n’y a pas de mode

zéro dans ce canal. Le résultat pour |g| = § est donné dans la figure (Fig.4.7). On voit que

0O T T T Tt L A AL L R L R B T
"""""" HF ++++
L — —- ph —RPA standard ++++++
-1+ + ph —SCRPA ﬁﬁﬁ i
- Exact ST
o= ke
o
Ees -2} e 4
e
s
-3k +,g¥ _
o
*Z@é*
2
+
fﬁ*‘
e
g [ Lovov v [ 1
0 1 2 3 4

F1G. 4.9 — Energie du fondamental obtenue par la ph —-RPA standard, ph —SCRPA et
exacte dans le cas ot on élimine les modes d’excitations zéro dans la base des ondes planes

et pour la projection de spin mg = 0.

la SCRPA donne un excellent accord avec ’état exact a basse énergie ou la RPA standard
échoue completement sauf pour des petites valeurs de U. Par contre pour le deuxieme état,
la SCRPA réduit ’écart entre la s-RPA et la solution exacte uniquement de moitié. En ce
qui concerne le transfert |¢| = 7, nous rencontrons le probléme déja mentionné au début
de ce chapitre: la s-RPA donne deux modes de zéro énergie et de ce fait nous n’avons pas

pu stabiliser la SCRPA dans ce canal. Comme solution ad hoc mais qui d’'un point de vue
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pragmatique ne semble pas compléetement déraisonnable, nous avons simplement exclu les
deux configurations dans 'opérateur RPA (4.32) qui pose probléme. Ceci correspond alors
simplement & un calcul SCRPA dans un espace de configuration réduit. Les résultats sont
montrés sur la figure (Fig.4.8). On voit qu’en dépit de notre ansatz atrophié 1’écart entre
la s-RPA et la solution exacte est encore réduit par moitié. Sur la méme figure, nous mon-
trons aussi les premiers états excitéss exact qui se trouvent a basse énergie et qui siirement
auraient di étre décrits par les configurations que nous avons éliminé.

Pour le fondamental, on voit bien sur la figure (Fig.4.9) qu’on n’a pas obtenu de bonnes
corrections par la SCRPA. En plus, le fondamental HF dans la base des ondes planes ne
repésente pas un minimum absolu. Ce qui montre bien au voisinage de U = 0, que les
solutions s-RPA et SCRPA restent plus proches de celle HF que de la solution exacte.
D’autre part, il faut signaler la grande importance des modes d’excitation zéro sur les

corrélations du fondamental.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité le cas a 4-sites avec 4-électrons. Comme discuté au
début du chapitre, ce cas, comme tous les cas de chaine a 4n avec n = 1,2, 3, ..., constitue
un probleme a part parce qu’au niveau HF le dernier niveau, la ou se situe ’énergie de
Fermi, n’est rempli qu’a moitié. Les deux et six -sites ainsi que toutes les configurations
4n 4+ 2 sites ont le dernier niveau complet. C’est comme en physique nucléaire ot on parle
de couches fermées et de couches ouvertes. Il est bien connu que les cas a couches ouvertes
posent probleme. Dans notre cas, comme on va le voir dans le chapitre suivant, la solution
HF dans la base des ondes planes est complétement instable et elle veut, dés que U # 0,
aller a une solution avec magnétisation antiférromagnétique non nulle. Malgré tout, dans
ce chapitre, nous avons forcé le maintient de la symétrie en imposant la base des ondes
planes. Moyennant quelques petites jongleries, nous avons encore pu obtenir des résultats
honorables par la SCRPA ce qui est une démonstration de sa flexibilité. Néanmoins, il faut
dire que ce cas de figure, qu’au début nous avons commencé & étudier tout naturellement
apres le cas a deux sites, nous a posé pas mal de probleme avant d’avoir réellement compris
ce qui se passe et ol se situe ce probléeme. C’est un peu dommage car cela nous a couté
pas mal de temps et nous a finalement empéché d’aller plus loin en nombre de sites pour
les cas semi-pleins & 4n + 2 électrons ou la SCRPA marche sans probleme.

Pour réellement faire du progrés dans ce probleme a 4n sites il faut sirement étendre
la présente approche en incluant dans I'opérateur RPA des composantes a 2—corps telles

qu’on les obtient en commutant les composantes actuelles avec la partie interaction de H.
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Par exemple,

(Hins, T34 =+ % (1— Mysy) {(me + T ) + (S + a0y ) + hed] }
g (g = ) { (g T50) + (S5 + Smy) + b}
% (Sras + Saa) {(ng + 350 ) + | (Jay + Jiy) + e }

On peut démontrer qu’en choisissant I’espace de ces opérateurs suplémentaires a 2—corps

_l’_

suffisamment large, en plus du cas & deux sites, le probléme a quatre sites avec 4 électrons
est également résolu exactement [51]. Ce genre d’extension de I’approche doit cependant

rester pour des travaux futurs.
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Chapitre 5

Modele de Hubbard a 4-sites avec
une transformation Hartree—Fock

générale

Nous avons vu dans le chapitre précédant que ’approche HF-RPA et SCRPA posent
des problemes dans la base des ondes planes pour le cas a 4-sites demi-plein. Il est
donc naturel d’essayer une transformation HF générale qui engendre une aimantation
antiférromagnétique non nulle. C’est ce que nous allons faire dans le paragraphe suivant.
Il est aussi a prévoir que dans la nouvelle base la RPA et SCRPA ont un comportement
stable. Nous remarquerons que les deux états dégénérés se séparent des que U # 0. Ainsi,
on se retrouve avec un spectre d’excitation ot la couche supérieure est complétement rem-
plie. Nous commencerons avec I'approximation HF générale afin de reproduire le spectre
d’excitation de quasiparticules. La transformation générale obtenue montre qu’on est tou-

jours sur un minimum HF absolu de I’énergie HF'.
5.1 Approximation de Hartree—Fock
Le calcul numérique de la solution HF self consistante, nous montre que les

it = <CZTCiL> = <CLCiT> =0, (5.1)

c’est a dire on n’a pas une brisure spontanée de symétrie de spin dans le sens qu’on
devrait mélanger les spin-T et spin-| dans la transformation HF. En plus, les densités de

quasiparticules dans I’état HF ont la propriété suivante

Mo =N30 , Noe =Ny - (5.2)
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Dans ce cas 'expréssion de 'hamiltonien HF (2.2) devient assez simple et nous pouvons

retrouver une forme analytique pour la transformation HF de la forme suivante

CJLT v —1 0 U a;T
Gr | _ i v 0 -1 —w as ¢ (5.3)
CiT’nT V2| v 1 0 U a;T ’
CLT v 0 1 —w ayq
cju v —1 0 U ah
)| L v 0 -1 —w as | (5.4)
Cy| V2| v 1 0 U as |
ch v 0 1 —w ay |
Ainsi, la transformation inverse est donnée par
a;T v* vt ot CJLT
a; [_ 1] -1 0 1 0 ch (55)
a;T V2 -1 0 CiT%,T ’
ay u  —v* u = CLT
ah v* u vt vF CLL
ag, [_1 ] -1 0 1 0 o (5:6)
al | V2| 0 -1 0 |
ay | (T A T A ch

avec u = cos() et v = sin(¥) e*¥. Ainsi, on définit I'’état HF, pour le cas demi-plein avec

ms = 0 (c’est & dire deux électrons de spin-T et deux -|), comme
|HF) = aLTaha;Ta;“—y (5.7)
L’énergie HF correspondante est donnée par
Enr = —4tsin(20) cos(p) + U cos?(¥) (1 + sinz(ﬁ)) . (5.8)

La minimisation de cette expréssion de Eppr par rapport a ¢ et 9 nous donne ¢ = 0 et

I’équation suivante pour

tan® (1) — Q_Ut tan®(d) — 1 = 0. (5.9)

La solution de cette équation nous donne quatre valeurs de 4,

f f 3x/§x3
1TVt y

9= arctan{ +322 -2 } (5.10)
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1.45
1.35
1.25
g 115
1.05
0.95

0.85

0.75 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Fic. 5.1 — Cette figure représente la valeur de ¥, qui correspond a l’énegie minimale HF,

en fonction de U (cas a 4-sites avec une transformation HF générale).

avec

U 1 96
c=— z:(—108x2+12\/768+81x4)3 : y=1/322+22— 2.
2t z

Il y a seulement deux solutions réelles pour —7/2 < 9 < 7/2 et U > 0. La valeur de ¢

qui correspond au minimum absolu est

x V3 \/ég 3v/323
Yy

ﬁzarct&ﬂ{——k— + - + +3x2—z} (5.11)

1 YT\

Pour mieux voir la variation de ¢}, qui correspond a I’énergie minimale, en fonction de U
on représente la fonction J(U) sur la figure (Fig.5.1). Ainsi, les nombres d’occupation sont

donneés par

1

nl’T = ng’T = n2,l = n4’l = 5 (]. + SZn2(19))
1
nl,l - ng’l = nz’T = n4’T = 5 0082(19) (512)

et représentés sur la figure (Fig.5.2). On remarque bien que le remplissage de différents

sites n’est pas uniforme. Ceci explique qu’il y a une brisure spontannée de la symétrie de
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1
0.75 |
—— (o =up)
— —- (o =down)
r\|()- 05 B |
025 |~ |
~
~
~
~
\\
0 ‘ B S Ta— 6
5 p 8 12 16 20

F1G. 5.2 — Cette figure représente les nombres d’ocupation du site 1, ny 1 et ny |, en fonction

de Uinteraction U.

translation pour toute valeur de U et qu’a posteriori que notre tentative de la SCRPA dans
la base sphérique était voué a rencontrer des difficultés. On peut le voir aussi en calculant

I’aimantation m, )
m = (i) = (i) | = 5 (1= cos(29)). (5.13)

On voit donc qu’une aimantation antiférromagnétique s’enclenche dés que U # 0. Contrai-
rement au cas a 6-sites, la base des ondes planes est instable pour toute valeur de U.
Maintenant, il reste a exprimer I’hamiltonien (2.1) dans la nouvelle base pour entamer

notre étude avec les différentes méthodes approximatives.

5.2 Hamiltonien de quasiparticules

Comme auparavant, on définit les opérateurs by ,, de telle sorte que l'action dun

destructeur sur ’état HF donne zéro pour tout k& par

ai,y bh as,y bs,1
ayl | _ bh , sl | _ | bsu , (5.14)
az,1 by, aa,1 ba,y
as,| b;l as,| by,
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Ainsi, 'hamiltonien se transforme comme

H=a + ¥ (€474 + €3 7130 — €2725 — €116 + X1 (Vg0 + cC))
4 xa{ g = fay) Giny = ) + (121)}
+xf (20800) (278) = (T + c0) (g +e) |
+ x4{ { (281 51) (Tipay + ce) + (S5i.a7 + cc) (Japay +cc)

+ (S0 +ec) (i + o)} + {11}

+ xo{ [(2980) (i + )] + 110}
4 oxo{ [(20800) (2a0) + (Siiar + ) (Siyay + )] + 10}

+ X?{ :(Jﬁm + cc) (J2_i,4i + cc)] + [T<—>l]}, (5.15)

Les coefficients qui figurent dans 1’expréssion de ’hamiltonien (5.15) sont données, respec-

tivement, par

U
€0 = —4tsin(29) + U, 61:—2tsin(219)+§,
U U
62—63—)(2:5, 64:21582'71(219)4-5,
u ,
X1 = —2tcos(29) , X3 = - sin (29) ,
U U
X =5 sin(29) , X5 =3 sin(49) ,
U U
X6 = —5 sin?(0) X1=-5 cos? (V) . (5.16)
Mo = b£ oOko densité de quasiparticules du mode (k, o),
Jz;r,ha = bp o bp,o opérateur d’annihilation d’une paire de
quasiparticules ph,
J;;’hg = b;’,,g blw opérateur de création d’'une paire de
quasiparticules ph.
Sf(; Ve = blTUbl/g avec [ > 1’ opérateur d’excitation avec deux indices soit

de particule, soit de trou.

SlTU,la = (‘S'l—l;,l’a)Jr
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On peut reécrire ’hamiltonien en ordre normal afin d’extraire la partie HF comme suit
H= Hprp + Xz{(ﬁn — nigy) (g — Nay) + (THU}
+ Xg{(fln t7iap) (i +7iay) — (i ag + o) (T + cc)}
+ x4{{(fm + 1) (i) ) + ce) + (S5p.7 + cc) (o) + )
+ (SI_T,2T + cc) (Jl_l,i’»l + cc)} + {THL}}
] [ + ) (774, +0)] + 111}
+ XG{ (o + figy) () + 7)) + (S5 01 + ) (S50, + )] + [THL]}

+ ><7{ (i1 + ce) (Japay +ee)] + 11 u}, (5.17)

avec

Hyp = Epr + Z (64 Mo + €3M3s — €2 M2 — €1 Mo + (X1 — X4 — X5) (Jl_a,4a + cc))
g
(5.18)
et I'énergie du fondamental et les énergies a une particule (des états de particules et de

trous) de HF sont données respectivement par

Epgr =€+ x3+2x6,
epl = €1+ X3+ X6, ep2 = €2+ X6 ,

€pl = €3 — X6 , €p2 = €4 — X3 — X6 - (5-19)

A ce moment, on remarque que les énergies a une quasiparticule, représentées sur la
figure (Fig.5.3), ne sont pas dégénérées. Ce qui laisse présager que l'approche s-RPA ou
SCRPA s’effectuera sans probleme. On vérifie aussi que 1’équation de minimisation de
I’énergie fondamentale HF est obtenue par la considération du terme non diagonale de

I’hamiltonien HF (5.18) comme nul, c’est a dire, (x1 — x4 — x5) = 0.

5.3 Reéponse de charge et spin longitudinal

Comme d’habitude, dans cette voie, on considere un opérateur d’excitation RPA avec
des composantes ph de méme spin. En anticipation du résultat de cette étude, dans le

cas “ déformé ”

nous avons constaté que les corrélations qui sont induites par la RPA
ou la SCRPA dans le fondamental sont extrémement faibles. Nous commengons donc par

les négliger, c’est a dire par I'approximation Tamm-Dancoff pour apres pouvoir mesurer
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Fi1G. 5.3 — Spectre d’énergies HF a une quasiparticule en fonction de l’interaction U.

lapport (tres faible) des corrélations RPA. A la fin de ce chapitre, nous essayerons de

donner une conclusion de ce constat un peu singulier concernant notre expérience avec la

(SC)RPA.

5.3.1 Approximation Tamm-Dancoff

Dans 'approximation Tamm-Dancoff (TDA), la matrice B qui figure dans le développement
des équations RPA est posée nulle. Egalement, on calcule la valeur moyenne de chacun
des éléments dans ’état HF. Les différentes valeurs moyennes des termes qui apparaissent

dans la matrice, sont données par

1 0 1

(Jor T ) =0, (Tpot Ty ) = 1 Tipor) = 5 -

p p

La résolution de ce probleme nous montre que le systéeme d’équations se scinde en quatre
sous matrices. Les états HF ont deux type de densité (5.12), une qui tend en fonction de
U vers 1 (on l'appelle spin grand (g)) et 'autre tend vers 0 (on I'appelle spin petit (p)).
On remarque que les excitations ph de spin grand-grand (les excitations 13 1= gg 1 et
24 |= gg |) se découple du reste. De méme, les excitations ph de spin petit-petit (les
excitations 13 |= pp | et 24 1= pp 1) se découple du reste. Ainsi, le mélange de spin

grand-petit se découple aussi en deux sous matrice: Une pour les excitations 14 7= gp |
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et 14 |= pg | et une pour les excitations 23 1= pg T et 23 |= gp |. Ceci est évidemment

une simple conséquence de la conservertion du spin.

F1G. 5.4 — Représentation de la distribution de densités de spin sur chaque sites

Ainsi, la matrice A dans 'approximation TDA se scinde en quatre sous-matrices de

dimension 2 X 2 chacunes:
— Relativement a 'opérateur d’excitation spin—gg
Ql, = Xy Ko 1y + X3 4 K o) = Va1 Kipgp — V54 Koy (5.20)
ou l'opérateur d’excitation spin—pp
Qb = X131 Ki,u + X5 4 KZTQT = W31 K 3) — Vora1 Koy ars (5.21)
la matrice A; s’écrit comme

€3 — €1 X7

A = (5.22)
X7 €4 — €2
avec e3 — e1 = e4 — eg. Ceci nous donne les deux valeurs propres doublement
dégénérées,
EIPA =e3— ey —x7 , ELPA = e3 —e1 + x7, (5.23)

qu’on peut comparer & la solution exacte analytique £7 et £ (voir annexe B.2.3),
respectivement.

— Pour l'opérateur d’excitation spin—pg

QL = Ay ay Ko g+ Xy KOy = Vi Koy = Ya Koy (5.24)
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0.15

0.1

—-0.25 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s \f// s
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

a=tan(U)

F1G. 5.5 — Les corrections apportées par la solution TDA par rapport a la solution exacte
; , fr ggract_gI'bA .
dans la réponse de charge. Les corrections sont définies comme r; = —eradt— (cas a

4-sites avec une transformation HF générale).

la matrice Ay s’écrit comme

e —e —
A= A7 T (5.25)
—X3 €1—€
Ceci nous donne les deux valeurs propres non dégénérées,
EEP = ey —e1—x3 ETPA = ey —e1 4 x3 - (5.26)

qu’on peut comparer aussi a la solution exacte analytique 53‘,1 et Sf (voir annexe
B.2.3), respectivement.
— Pour 'opérateur d’excitation spin—gp
T + + - -
Qu, = Xy 31 K3y 91 + X 50 K3 o) — Va1 Koy 5y = V2 31 Ko 3 (5.27)
la matrice A3 s’écrit comme
e3 —e 0
As=| 27 , (5.28)
0 €3 — €9

Ceci nous donne la valeur propre doublement dégénérée,

chgDA = €3 — €9, (5.29)

C

qu’on peut comparer a la solution exacte analytique 5:? (voir annexe B.2.3).



130 CHAPITRE 5. MODELE A 4-SITES DANS LA BASE DEFORMEE

5.3.2 ph—RPA standard

Avec la RPA standard, on calcule la valeur moyenne de chaque élément des matrices A
et B dans I’état HF. Comme ’évolution de taille de spin (c’est & dire qu’elle soit grand ou
petit) est un “bon nombre quantique”, les matrices s-RPA, A et B, se scindent en quatres

sous-matrices de dimension 2 x 2 chacunes de la méme facon que TDA :

— Pour QL, et Q;w la matrice A; s’écrit comme

€3 — €
A= BT X (5.30)
X7 €4 — €2

avec e3 — e1 = e4 — €9 et la matrice By s’écrit comme

By = ( 0 X1 ) . (5.31)
x7 0

Ceci nous donne les deux valeurs propres doublement dégénérées,

gs—RPA — (

2
cl €3 — 61) 1- 7X7 SS_RPA = (

2x7
2 63—61) 1+¢

5.32
eyt oo 032

qu’on peut comparer & la solution exacte £2 et £ et TDA (5.23), respectivement.

On remarque que les énergies Tamm-Dancoff sont obtenues par un développement &

Pordre 1 par rapport au terme 6, = efgl << 1 (voir Fig.5.6). On voit bien sur cette
figure, (Fig.5.6), que le terme 1 ne dépasse pas % en valeur absolue. Ce qui explique
bien que la s-RPA n’améliore pas la solution TDA comme on peut les voir aussi sur
la figure (Fig.5.7) ou on calcule la différence entre les énergies s-RPA et celles TDA
correspondantes (Cy et Cq). Cette différence ne dépasse pas 1% ce qui représente
une tres faible correction par rapport a la différence solution exacte-TDA (ry et r2)

qui est de l'odre de 15% au maximum (voir Fig.5.5).

— Pour 'opérateur d’excitation Q;w les deux matrices As et By sont de dimension 2 x 2

chacune. Ainsi, Ay s’écrit comme

Ay = ( “aTa T ) (5.33)

—X3 €4 — €1

et la matrice By s’écrit comme

By = ( 0 s ) . (5.34)
-x3 0
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0.4 T T T T T T T T

-0.4

Fi1G. 5.6 — Variation des termes 61 = 635761 et by = effil en fonction de U, dans la réponse

de charge (cas a 4-sites avec une transformation HF générale).

Ceci nous donne les deux valeurs propres non dégénérées,

2 2
ESTRPA — gy — 1) (J1 - X5 E5TRPA — ey — 1) (14 —2X5

. (5.35
€4 — €1 €4 — €1 ( )

qu’on peut comparer a la solution exacte 8§ et £f, respectivement. On remarque

aussi que les énergies Tamm-Dancoff sont obtenues par un développement a ['ordre

2x3
es—eq

que le terme 9 ne dépasse pas %. Ainsi, la différence entre les énergies s-RPA et celles

1 par rapport au terme §o = << 1 (voir Fig.5.6). De méme, On remarque aussi
TDA correspondantes (C3 et Cy) ne dépasse pas 1% (Fig.5.7) ce qui représente une
tres faible correction par rapport a la différence solution exacte-TDA (rs et r4) qui
est de odre de 15% au maximum (Fig.5.5).

— Pour 'opérateur d’excitation QL,, les deux matrices A3z et B3 sont aussi de dimension
2 x 2 chacune. La matrice A3 s’écrit comme

€3 — €2 0

As = : (5.36)
0 €3 — €9

et la matrice Bs est nulle, B3 = 0, c’est a dire dans ce cas la s-RPA se réduit carrément

a la TDA ce qu’on a représenté sur la figure (Fig.5.7) par C5. Ceci nous donne la
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—-0.004

—0.008

-0.012 ! y !
0

F1G. 5.7 — Les corrections apportées par la RPA standard par rapport a la solution Tamm-
s—RPA _oTDA
Dancoff dans la réponse de charge. Les corrections sont définies comme C; = ‘gigrimfi

(cas a 4-sites avec une transformation HF générale).

valeur propre doublement dégénérée,
£ A = 1P = e3 — ey, (5.37)

qu’on peut comparer a la solution exacte 53? . Ici, la s-RPA n’améliore pas du tout
la solution TDA ce qu’on a représenté sur la figure (Fig.5.7) par C5. Bien que la
différence exacte-TDA (r5) est de l'odre de 25% cette fois-ci (Fig.5.5).

Anisi, I"énergie du fondamental s-RPA est donnée (voir aussi Fig.5.10) par

Es_rpa = Eup—Y &Y |V,I? (5.38)
v hp
1 1
= Bur—tr(A)+5 ;@. (5.39)

On voit que la s-RPA donne une tres faible amélioration par rapport a HF déformé.

5.3.3 ph-SCRPA

Comme d’habitude, nous suivons la méme démarche pour fermer le systéme d’équations

ph —SCRPA. Nous obtenons les résultats montionnés sur les figures (Fig.5.8 et Fig.5.9)
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— — - ph —-RPA standard
~~~~~~~~~~~~ ph —~SCRPA
—— Exact

F1G. 5.8 — Comparaison du spectre ph —RPA et ph —SCRPA avec celui exact dans la réponse

de charge (cas a 4-sites avec une transformation HF générale).

pour les énergies d’excitations. On s’apercoit que la SCRPA n’améliore pas beaucoup
la s-RPA. Ceci est dii au fait que les fonctions de corrélations de type (J*JF) sont
extrémement faibles. Nous avons aussi essayé de rajouter des composantes anormales
(voir section 3.2.3). En dépit du fait qu’ici les équations ont pu étre résolues, le résultats
ne s’est pas beaucoup amélioré pour autant. Nous avons aussi regardé le canal du spin
transverse mais nous avons du faire le méme constat que dans le canal de charge. De ce
fait nous ne donnons pas de détails ici. En ce qui concerne ’énergie du fondamental, on
doit sommer les voies de charge et de spin transverse. Le résultat est montré sur la figure
(Fig.5.10). On voit que HF, s-RPA et SCRPA donnent des résultats tres proches. Ils sont
éloignés du résultat exact mais pas tant que ¢a ce qui montre que méme le résultat exact
ne contient pas beaucoup de corrélations au dela de HF déformé. Nous allons d’ailleurs

démontrer maintenant que HF devient exact pour U — oo

5.4 Limite du couplage fort

En calculant la limite pour U — oo des solutions s-RPA et exactes, on montre bien que

la s-RPA reproduit le spectre exact. Ainsi, on a un bloc qui tend vers U lorsque U — oo
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— — - ph —RPA standard
~~~~~~~~~~~~ ph —-SCRPA
—— Exact

F1G. 5.9 — Comparaison du spectre ph —RPA et ph —SCRPA avec celui exact dans la réponse

de charge (cas a 4-sites avec une transformation HF générale).

, tels que &1, Eo (voir éq.5.32), Ec3, Eca (voir éq.5.35) et Ec5 (voir éq.5.37). Méme pour

I’énergie fondamentale, les solutions HF et RPA reproduisent la solution exacte. En effet,

pour la limite s-RPA, on calcule la pente des énergies lorsque U — oo,

gcl U—oo

e Umoo 4
U )

e U—oo 1,
U

505 U—oo

S
U

502

U
504

U

U—o00
B

U—oo
_

L,
1,

(5.40)

qu’on peut le voir aussi lorqu’on regarde les termes ;1 et do sur la figure (Fig.5.6). Ces

derniers montrent que la solution s-RPA tend vers la solution TDA. Pour la limite de la

solution exacte (voir annexe B.2.3) des énergies correspondantes a celles de la TDA et

s-RPA, nous donne les pentes, respectivement,

g_?? U—oo 1’
U
E_él U—oo 1’
U
g_?? U—oo 1’

U

U—o00

U—oo

(5.41)
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Fi1G. 5.10 — Comparaison de l’énergie fondamentale Hartree-Fock, ph —RPA standard et

ph =SCRPA avec celle exacte (cas a 4-sites avec une transformation HF générale).

On peut conclure de tout ce qui précede qu’avec la RPA standard déformée et la TDA,
on retrouve la solution exacte. Bien entendu, la SCRPA aussi reproduit la solution excate.
On peut dire qu’a la limite du couplage fort (U — o0), le modele de Hubbard décrit un
isolant antiférromagnétique ou la densité des sites doublement occupés (deux électron de
spins opposés sur le méme site) est trés faible ou zéro. Ceci montre la localisation de chaque
électron sur chaque site. Ainsi, I’énergie d’excitation qui tend vers co montre I'impossibilité

de déplacement des électrons librement dans un isolant.

5.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre qu’en principe notre difficulté de résoudre RPA et
SCRPA dans le cas a 4-sites pour ms = 0 peut étre levé lorsqu’on procede avec une trans-
formation HF sans restriction. On a vu que pour toute valeur de U la solution HF se met
spontanément dans un état d’aimantation antifférromagnétique non-nulle. Dans cette base
qui constitue une brisure de symétrie discrete, donc sans mode de Goldstone, la solution
de la RPA standard et SCRPA ne pose pas de probleme, en principe. Cependant, il s’avere
que les corrélations du type RPA dans le fondamental sont extrémement faibles si bien que

Papproximation TDA (en négligeant les “les corrélations dans le fondamental” c¢’est a dire
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la matrice B dans la RPA) est trés bonne. De ce fait aussi la SCRPA n’apporte que des
corrections minuscules a la TDA. Décidément 'ansatz RPA est ici inefficace et il faudrait
probablement "augmenter par des composantes a 2p — 2h (voir discussion en Chap.). Nous
devons donc avouer un echec avec notre SCRPA pour les 4-sites avec m; = 0. Cepen-
dant, il faut dire que c’est une configuration assez particuliere qui nécessite davantage de

développement théorique.
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Conclusion générale

Le but de ce travail de theése était d’élaborer et de tester une méthode du probléme
a N —corps. Nous nous sommes intéressés notamment a ’application d’une généralisation
de la RPA, la SCRPA, au modeéle de Hubbard & une dimension et & un nombre de sites
fini. La SCRPA est une extension de la RPA standard ou on inclut les corrélations dans le
fondamental d’une maniere self consistante. Cette théorie a déja fait ces preuves dans de
multiples applications a différents types de modeles avec souvent d’excellents résultats. Ce
fut le cas notamment pour le modele d’appariement multicouches (modele de Richardson),
un travail que nous avons refait et présenté dans ce mémoire en capitre (Chap.1). Une
version simplifiée de la SCRPA, la RPA renormalisée (r-RPA) a méme déja été appliqué
au modele de Hubbard & la chaine infinie [52] mais & cause des difficultés numériques le
travail n’a pas pu étre poussé jusqu’a la SCRPA compléete et donc tout le potentiel de
la théorie n’a pas pu étre exploité. Par contre avec un nombre de sites fini, 'application
complete de la SCRPA est tout & fait possible. Nous avons donc commencé avec le plus
petit nombre de sites possible c’est a dire avec le cas a deux sites et 2-électrons et des
conditions aux limites périodiques. C’est évidemment un cas de figure un peu trivial.

Néanmoins, ’application des méthodes du probleme a N —corps a cet exemple simple est
déja assez révélatrice et riche en enseignements. Il semble évident que la RPA standard doit
donner des résultats assez faux pour un systéme aussi petit et sans surprise, c¢’est effective-
ment le cas surtout proche d’une transition de phase au niveau de la théorie Hartree—Fock.
Ce qui est plus surprenant c’est que des théories plus récentes et plus sophistiquées restent
encore assez loin du compte. C’est notamment le cas avec 'anstaz de Gutzwiller dans
sa version statique et dynamique [48], c’est aussi le cas avec 'approximation fréquement
utilisée GW [39] ainsi qu’avec la théorie proposée par Vilk et Tremblay [42, 43, 47]. Nous
avons eu la bonne surprise que la SCRPA résout le probleme & deux sites exactement pour
toute valeur de U et ceci en restant dans la base des ondes planes. La SCRPA englobe
donc deux cas limites correctement : la limite de deux particules et la limite de tres fortes
densités ou la RPA standard devient exacte. On peut donc naturellement s’attendre & ce

que la SCRPA interpole assez correctement dans les cas intermediaires. Cependant, dans
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un premier temps les choses ne se sont pas averées aussi simples.

L’étape suivante de notre étude était naturellement le cas & quatre sites. Cependant,
c’est un cas avec une dégénérescence au niveau HF qui engendre toute sorte d’instabilité au
niveau RPA standard et SCRPA que nous avons pu maitrisé uniquement partiellement et
avec des difficultés. Ceci nous a fait perdre pas mal de temps avant de directement franchir
le pas pour les cas a six sites demi-plein, c’est a dire six -électrons. Dans ce cas, les deux
premiers niveaux HF sont pleins et il n’y a pas de dégénérescence a ce niveau et I’application
du formalisme SCRPA se fait correctement. Bien entendu, la SCRPA ne reproduit plus
le résultat exact avec 6-électrons mais il s’est avéré que ’accord avec la solution exacte,
que nous avons obtenu par diagonalisation directe, est a nouveau excellent. Ceci est vrai
a la fois en ce qui concerne I’énergie du fondamental et les énergies d’excitations pour
les diférents moments de transfert possibles, tout comme pour les nombres d’occupations.
A ce constat tres satisfaisant et positif, il faut néanmoins rajouter quelques restrictions.
Notons d’abord que nous avons travaillé dans la base des ondes planes, c’est a dire que
nous avons imposé le maintient de I'invariance par translation ou au niveau de HF—RPA
standard, pour une valeur critique de U = U,, se produit toujours une rupture de cette
invariance et le systeme veut adopter une aimantation antiferromagnétique. La SCRPA
se rapprochant fortement de la solution exacte peut rester dans la base des ondes planes
pour des valeurs de U souvent (dépendant du transfert) bien au dela de U.. Cependant,
la transition de phase commence t6t ou tard a se faire sentir implicitement et le processus
d’itération a du mal de converger & ce moment. Egalement, contrairement & ce qui se passe
pour les deux sites, les résultats commencent a se déteriorer. Il faut donc constater que la
SCRPA dans la base avec bonne symétrie donne d’excellents résultats mais uniquement
pour un domaine de U limité. Ce domaine est généralement plus large que celui défini par
I’approche HF—RPA standard dans la base avec bonne symétrie. On pourrait certainement
dépasser ce domaine en développant 'approche SCRPA dans une base avec symétrie brisée,
c’est a dire dans une base sans restriction. Ceci a été fait par d’autres auteurs dans d’autres
modeles plus simples et par nous dans le chapitre 5 pour le cas critique (voir plus haut)
des 4-sites. Il s’est avéré que le passage d’une base a une autre n’est pas toujours sans
probleme et il y a la probablement encore un certain travail au niveau du formalisme a
accomplir. En tout cas, nous n’avons pas voulu nous lancer plus loin dans cette aventure

dans la présente these.

Un deuxieme point qu’il faut mentionner c’est que nous nous sommes restreint a
considérer uniquement les configuration particule-trou et trou—particule qui sont déja
prise en compte dans la RPA standard. Cependant, comme les nombres d’occupations

en SCRPA ne sont plus soit un, soit zéro il n’y aurait a priori pas de raison de ne pas in-



CONCLUSION GENERALE 139

clure dans la SCRPA des configurations de types aZT7 ay ou aL ap’, c’est a dire avec soit deux
indices de particules, soit avec deux indices de trou. L’inclusion de ces termes a l’avan-
tage certain que la regle de somme pondérée par I’énergie est automatiquement satisfaite
aussi en SCRPA. Ceci entraine que les lois de conservations sont satisfaites également.
Cependant, l'inclusion de ces termes “anormaux” n’est pas sans probleme. Les termes
sont presque linéairement dépendants avec les autres et produisent donc dans la “matrice
norme” des valeurs propres tres petites. Ce fait nous a causé dans ce travail des problémes
numériques dans le sens que le processus d’itération ne convergeait plus tres bien. Nous
avons laissé tomber I'inclusion de ces termes et avons accepté une petite violation de la
regle de somme pondérée par I’énergie. Il a été démontré par ailleurs dans un autre modele
par d’autres auteurs [53] que I'inclusion des termes “anormaux” n’influencait que trés peu
le spectre déja obtenu sans eux.

Résumons donc en bref les résultats principaux de notre travail: Le formalisme SCRPA
dans la base des ondes planes résout le modele de Hubbard a deux sites exactement. Par
rapport & la RPA standard, ceci est du a ’écrantage self consistant de I'interaction. Pour

le cas a 6 -sites avec 6 -électrons, toujours en travaillant dans la base des ondes planes,

4 9

nous avons du faire une “ petite ” entrave au formalisme ce qui a entrainé une tres légere
violation de la regle de somme pondérée par l’énergie. Néanmoins, les résultats sont en
excellent accord avec ceux de la diagonalisation exacte sur une plage de valeurs de U qui va
a peu pres, mais souvent bien au dela, jusqu’au point U = U, ou I’approche HF dans la base
des ondes planes devient instable. L’accord excellent concerne a la fois le fondamental et les
états excités ainsi que les nombres d’occupations. Malheureusement, nous n’avons pas eu le
temps dans cette these d’appliquer la SCRPA a un nombre beaucoup plus grand de sites et
d’explorer les limites de la théorie. Une application extrémement intéressante consisterait
évidemment de choisir un réseau bidimensionnel. Cependant, pour que la théorie soit
vraiment percutante, il faudra pouvoir couvrir toute la gamme des valeurs de U. A ce
moment, il faut soit recouvrir a la SCRPA dans une base avec brisure de symétrie soit
élargir 'opérateur RPA pour inclure des configurations de type 2p — 2h. Nous voudrions
également mentionner que la SCRPA peut tout a fait étre généralisée a température finie.

Ceci doit cependant rester des projets pour le futur.
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Annexe A

Fonctions de corrélations

A.1 Fonctions de corrélations dans le canal ph

On donne les regles de commutations suivants qui seront utiles dans le calcul des

fonctions de correlations dans le canal ph,

v v vy L — M
[QV7Q1/:| = XZ:(XZ Xz‘ —yz' yz ) 1_<Mi> )
vy v 1—M;
Q@] = (A - ) Ty (A1)
M Q) = =200 Y (A1Q), + Y1 Qu)
M QL = 207 (el + A Q) -

Ainsi, on calcule les valeurs moyennes suivantes (On commute les destructeurs vers la
droite)

(A7 — Vi Y®) (le'leJI'jo _ yjl'llygl'jo)

(QV:st/QQVle/O> = Z <(1 - Ml)(l - M])>

p (1—(M;)) (1= (Mj))
(A.2)
T Ty — (XingiVO_yfgyfo)(xaylxaw_yJ'Vlle'Q) — M1 = M
(@ Qi QL] QL) = XG0T a0 - My - )

i
Ly MR YRy
: (1= O6)

(A.3)
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Finalement, on peut exprimer la fonction de corrélation en fonction des amplitudes RPA,
(M;) et de (M;M;) comme

(QuyQun@D,Q1) = (Quy [Qu @1, ] QL) + (@, Q@1 Q1)

XVSXVQ — yrsyre) (X;’l X;’O — y;.’ly]l.‘o)

- zz —7 Ay M- M)
v yvo _ Yrayproy (XU QY2 — Yriyre
+Z (‘Xz gz_ <]\3}z>)yz ) ( J (13_ <]\2;]>)y] )<(1 — Mz)(l — M])>
XVSXVQ XVl XVO _ yfsy;@y;’ly;’o
B (T3
(A.4)

A.2 Fonctions de corrélations dans le canal pp

On donne les commutateurs suivants dans le canal pp qui seront utiles dans le calcul

des fonctions de correlations,

R =
t _ v pv _Mp - [2N% Mh
[mAA-ZXX——@E Z%%T?MT
VA 1— vy Mh
(A By = =X VT +th AR (A.5)
p
(M, Ry = —2)) (Z XAl + ZJ@IRAI)
vy Al

M, A = 20 (Z Al + 3 RA1> .
vy A1l

Ainsi,

y)\ y)\g y)\ly)\’
(AR FaFL) = 30 2l s (1= My)(1 = My,))

P1p2 - <MP1>) (1 - <MP2>)
— Z yg\ly;\f Xfi\f Xh1
2 = (M) (L= (M)
IoiVor X i

- 2 ALy a-ony

p1h1

(1= My,)(1 = My,))  (A.6)

— My,)(1 = Mp,))

xpxe aNay
gy

h1h2

- Mhl)(l - Mh2)>



A.2. FONCTIONS DE CORRELATIONS PP

(R [Rxl,RL} Rl = 22 Mj@z? B thl X,(?{ )f}?i\;;i;;%
> <1Ji?ll<ﬁ>> <13—}%i%2>> ~ My
) p; (131312%;3) (1)?21\)21» - My,)(1
o
= <1J—}%ﬁl>) (f?z\?};» - My,)(1
t (1)?11]\)2;) (i}?ﬁz» 1— Mj,)(1

hihso

(RyRy RL,RL) = (R [Ra, BL] RL) + (RAR Ry, BL)

:22

A1 VA2 VA VN AL pA2 pA p N
ypll ypf ypl ypl Xhl Xhl Xh1Xh1

h1
S 3’?3 Yoo Vi Vs + V! V)
pe (0= ()1 = (M)

0Ly 2 (= ()
(1 - M,

/ ! >\ >\
yg\f Xh y;li\l th)(yig\ll X}i\l + yg\l Xh1l)

-2

2 (1~ (M) (1~ (Mp,))

A 4 A A
th Xfi\g (Xhll Xfi\g + Xfi\l thl )

- MPQ
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Mp,))
— Mp,)) (A7)
- Mh1)>
- Mh2)>

(1= Mp,)(1 = Mp,))

+ 1 — My,)(1
2 (= (1= () (L M)
yZWnyhlyhl X”X”?X&X;l

(AAAA>:22

vitug Lyt

Vi2Vr (Vr Vph + 37;’:137@)

-9 P1°"p1
1_ Mhl Z Mp1>)

P2 U M (= () (7 M
- V& + Vi X2 X5 + Yy, A5
2 A= (M) (- (M)

X2 XV (X XY + XV X

P1°"p2 P1° P2 ((1_Mp1)(1_

P1° P2
2 T a0 = (M)

pip2

(1 -

1 - Mh2)>

Mp,))

= My,)) (A.8)

My, )(1 = Mp,))

(A.9)
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Annexe B

Solution exacte du modele de
Hubbard pour un nombre fini de

sites

La solution exacte est obtenue par la diagonalisation exacte de ’hamiltonien de Hub-

bard que se soit dans la base réelle, dans la base des ondes planes ou dans la base déformée.

B.1 Solution exacte du modele de Hubbard a 2-sites

B.1.1 Solution exacte dans la base réelle

On consideére la base, {|p1,p2)} constituée par les 6 états possibles pour un nombre de

sites, N = 2, et un nombre de particules, Q = 2:

{lp1,p2)} =111, 0,1 1,1,12,0),[ T,1),[ 1,1),10,2)} (B.1)
La diagonalisation de I’hamiltonien de Hubbard dans cette base,
—2u 0 0 0 0 0
0 —2u 0 0 0 0
0 0 U-2 -t —t 0
0 0 —t —2n 0 —t
0 0 —t 0 —2u —t
0 0 0 —t -t U-—-2u

nous donne les énergies propres exactes
E() =—-J- Z,u E1 = Ell = Elu = —2,UJ
Ey=U-2u E3=U+J-2u , (B.3)
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et les états correspondants

0) = %{ — sin(6)[2,0) + cos(d)| T, 1)
+ cos() 1,1) — sin(9)0.2)}
1
1) = ﬁ{ D m>}
‘1/>: | l7l>7 ‘1”>:’T7T>
1
2=—s{ - 2o+ 10.2)
3) = %{ cos(9)[2,0) + sin()] 1,1)
T+ cos(d)] 1,1) + sin(d)]o, 2>}. (B.4)
avec J = ﬁiﬂﬂj et sin(2¢) = \/lfi%ﬁ' Si on fixe le nombre de particule le potentiel

chimique est constant, u = cst, qu’'on peut le prendre égale a zéro. Ainsi, les énergies

d’excitations exactes sont
& =J , E=U-J , E=U+2J . (B.5)

Dans la limite du couplage fort U — oo les deux énergies €9 et &3 deviennent dégénérées
et tendent vers U, par contre, lénergie £ devient dégénérée avec celle du fondamental.
Ainsi, on peut interpréter notre systéme, comme un isolant pour U assez grande. L’énergie
d’excitation nulle est expliquée par le fait qu’il y a un changement de site instantané par les
deux électrons de spin opposés (voir les deux états correspondants qui sont un melange de
| T,1) et ] ], 7). Malgré qu’il y a une forte interaction coulombienne par site, les électrons

peuvent se deplacer sur un reseau demi plein.
B.1.2 Solution exacte dans la base des ondes planes
- Pour ¢ = 0, I'état excité est donné par
v) = (C§ +Cy 0t g ) [HF) (B.6)

ce qui nous donne la forme de ’hamiltonien dans cet sous-espace comme

—2t4+U0 Y
H= ;r 2 , (B.7)
-Y 2t+U

et les énergies propres exactes

By = % (v-Viee +0?) By = (U+V162+02) (B.8)

N =
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qui correspondent aux états suivants

0) = (cos(@) + sin() J{J)) |HF)

3) = (—sin(¢) + cos(¢) J{J}) |HF) (B.9)
avec tg(¢> = Wﬁ
- Pour ¢ = —m, I’état excité est donné par
v) = (CyJi +Cruf) [HF) (B.10)

ce qui nous donne la forme de 'hamiltonien dans cet sous-espace comme

vl 1 -1
HZE(_l 1 ) (B.11)

et les énergies propres exactes
FE1=0 E,=U, (B.12)

qui correspondent aux états suivants
+ +
(i + 1) 1)

(i =) |HF) . (B.13)

B.2 Solution exacte du modele de Hubbard a 4-sites
On définit 1’état completement général pour ce systéme (4-particules) comme

14 14 1 14
V)= CYHF)+ 3 Ch Bl HE) + g 30 Crmpan bnbjablublalHF)
ph ) plp2,h1h2

1
+ —(3,)2 Z Chp2p3,h1h2h3 51715;25;35211722523 |HF)
)" pl1p2p3,h1h2h3

1

+W Z Cip2p3pa,h1h2h3hd b;1b22b23b24b21b22b23b24‘HF>v(B~14)
' plp2p3p4,h1h2h3h4

ainsi, on définit 'opérateur d’excitation comme un mélange de composantes ph (particule-

trou), 2p—2h (2 particules - 2 trous), 3p—3h (3 particules - 3 trous) et 4p—4h (4 particules

- 4 trous), respectivement,

Jh = bl L = bl 05,0001,
T = bhblablsbhiblabhs: E = b1bjbisbiablbhobhsbhs  (B.15)
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B.2.1 Solution exacte dans la base des ondes planes

Le vecteur d’onde de transfert, ¢, est un bon nombre quantique, ainsi ’espace de my = 0

se découple en quatre sous-espaces qui correspondent aux quatre valeurs de gq.

Pour ¢ = —7, opérateur d’excitation est donné par

Ql, =, Jgi +Clay Jih +CH LT +Cly L + Cl LT +Cfy L +CH T+ CH Ty (B.16)

avec

Lf =
LT =

T =

la matrice H; s’écrit comme

avec

H,q

ap=-=2t+U,

p

blbiy.

ho | 2
G | 0
(&3] | G
G | U
0 | -G
0 | @
G | 0
G | 0
0 | @

ag =2t4+U et

+ gt ot
J421 = b4lb21>

+ _ 1+ 7+
Ly = J5p1 31,

+ _ 1+ 7+
Ly =Jida s

+ _ 1+ 7+ 7+
15" = Jgi3 oy Jiay

—  2h |  3p
-G G 0 | 0

o 0 -G | @&
-G G 0 | 0
aq G | -G

0 a9 -G | G
G -G o ‘ 0
-G G 0 | (%)

o 0 -G | @&
G=Y.

Pour ¢ = 7, 'opérateur d’excitation est donné par

(B.17)

(B.18)

Q;,:CgllJ?jl+CZ2TJLT+CZ’§)L§+Cﬁ6L§F+CﬁL$+Cﬁ8L§+ v Ty +CY T (B.19)

avec

L =
LT =

T =

7ot

+ 7+
J31Jaa)
+ 7+
J3ipda

+ 7+ 7+
J311 42131

+ gt ot
J42T = b4Tb21>

+ _ 1+ 7+
Lg = J511 733,

+ _ 1+ 7+
Lg = JiJa

+ _ 1+ 7+ 7+
Ty = Js51 45 oy

(B.20)
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la matrice Hy s’écrit comme

D h | 2p — 2h | 3p 3h
ap G 0o -G G 0 \ 0 G
G o | G 0 0o -G | G 0
0 G uv -G ¢ 0 0 G
Hy, = | | (B.21)
-G 0 | -G o 0 G | -G 0
0 | 0 ay -G | 0
0 -G | 0 -G ay | 0 -G
0 G | 0 -G G 0 | ay G
0 | 0 0 -G | G
Pour q = 0, 'opérateur d’excitation est donné par
QL, = CYI+ClhL{+ChoLfy+Chy L, + Chy Ly + Chis Liz + Chiy LT,
+Clis Lis + Clig L (B.22)
avec
L; = J;n‘];u ) Lfo = J4+21J4Ei ) Lii_l = J?ETJ& ) LTQ = JETJ:EL
Lfg = J4+11JZF11 ) Lﬂ = J;zTJ?jéi ) L{}, = J%JLT ) LI% = JZélJ:ju )

FPo= Ty Ty iy (B.23)



150

la matrice Hs s’écrit comme

ANNEXE B. SOLUTION EXACTE

oo QQaQa®

(B.24)

(B.25)

+ gt

Jing, = bagbiys
+_ o o+ g+
T = Jgi Jyo  Jy1ps

(B.26)

I | 2 p 2
Eyrp | G G G G G G
G | U 0o -G -G G G
G | 0 uv -G -G @ G
G | -G -G U 0 0 0
H; =
G | -G -G 0 U 0 0
G | G G 0 0 ao 0
G | G G 0 0 0 FEgrp
0 | G G -G -G -G -G
0 | G G -G -G -G -G
0 | 6 G G G G G
Pour ¢ = —m, l'opérateur d’excitation est donné par
Ql, Clyy Jap + oy + Chly iy + Cllyy Jih | + Clis Lis + Clig Lis + Cliz Lz
+Chs Ly + CH T + CRTE + CFF™
avec
J?jrzl = bgibgy J:’:rm = b:T),Tbgw J4+1l = bLbh )
Lf? = JLTJ?E ) L;% = J:JHTJ& ) T5Jr = J:’:ETJETJEy
TS = JJdind5, Tg = Jih Jh Tt
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la matrice Hy s’écrit comme

D h | 2p 2h | 3 — 3h
Eyr G 0 G | G -G | -G 0 -G 0
G Exgrp G O | -G G | 0 -G 0 -G
0 G v G | -G & | -G 0 -G 0
G 0 G U | G -G | 0O -G 0 -G
Hy = B - e (B.27)
G -G -G ¢ | U o | G -G -G G
-G G G -G | 0 v | -G G G -G
-G o -G 0o | G -G | a3 G 0 G
0 -G 0 -G | -G G | G a3 G 0
-G o -G o | -G G | o0 G U @G
0 -G 0 -G | G -G | 0 G U

avec a3 =4t+U .

Ainsi, la diagonalisation des ces matrices nous donne le spectre excat du modele de
Hubbard a 4-sites pour la projection de spin my; = 0. Ceci nous permet donc de bien
repérer et de comparer les spectres obtenus par différentes approximations pour chacun

des transfert.

B.2.2 Solution exacte dans la base déformée

La résolution de ce probleme nous montre que le systeme d’équations se scinde en
quatre sous matrices. Les états HF ont deux type de densité (5.12), une qui tend vers 1
(on 'appele spin grand (g)) et l'autre tend vers 0 (on ’appele spin petit (p)). On remarque
que les excitations ph de spin grand-grand (les excitations 13 1= gg T et 24 |[= gg |) se
découple du reste. De méme, les excitations ph de spin petit-petit (les excitations 13 |=
pp | et 24 1= pp 1) se découple du reste. Ainsi, le mélange de spin grand-petit se découple
aussi en deux sous matrice: Une pour les excitations 14 T=gp T et 14 |= pg | et une pour
les excitations 23 1= pg 1 et 23 |= gp |. Cette symétrie se conserve pour les opérateurs
d’excitations qui sont composés par un nombre impair d’opérateurs d’excitations ph.

Pour 'opérateur d’excitation
Ql, = C%yy T3 +Cllyy Ty +CH LT +Cl LY +Cl{ LY +Cl L +CH T +CH Ty (B.28)
avec

+  — pf ot A A
Jip = aibyy, Jyg) = by by,
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Fi1Gc. B.1 — Représentation de la distribution de densités de spin sur chaque sites

L J;TJ& , L] = JLBTJ;% ,
L3 J:,ETJ;u , L = J4+1TJ4+2L ,
+ + 7+ 7+ +_ o7+ 7+ 7+
J311 421 I3 Ty = Jg1 4o o (B.29)
la matrice H; s’écrit comme
ph | 2p - 2h | 3p 3h
ar x7 | x1 O x4 x4 | xr 0
X7 a2 | x4 x4 0 x» | 0 xt
X1t xa | an O X6 X6 | x4 0
Hi=] 0 x4 | 0 a2 x6 X6 | xa —Xx1 (B.30)
xa 0 | x6 x6 a3 0 | —-x1 x4
xa x1 | x6 x6 0 au | 0 x4
x2 0 | x4 x4 -x1 0 | an xt
0 xv | 0 —x1 xa x4 | xv oaw
avec
fo%1 €3 — €1+ €, Qa9 = €4 — €2+ €g , app = €4+ €3 —2€1 + ¢,
a2 €4 — €2+ €p , o3 = €3 — €1+ €, oy = 2€4 — €3 — €1 + €p,
o1 €4 — €+ 2(e3 —€1) + € gy = 2(eq — €2) + €3 — €1 + €. (B.31)

Pour 'opérateur d’excitation

Q;,:CgllJ?jl+CZ2TJLT+CZ”5L;F+C;%L§+C{7L§F+C;§L§+ v Ty +CY Ty (B.32)
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avec

J31,
Lg
Ly
T

la matrice Ho s’écrit comme

Pour 'opérateur d’excitation

avec

ph
a1
X7

X1
Ho=1 0
X4
X4

X7
0

Ql, =

Tt

+ 7+
Ty dyay

+ 7+ 7+
AT IIC IR

X7
(6%

X4
X4

X1

X7

+ gt ot
J32T = b3Tb21>

bglbh,

+ 7+ 7+
J31131 Jan

2p
X1
X4

(0751

X6
X6

X4

— 2h
0 X4
X4 0
0 X6
(e7)) X6
X6 a3
X6 0
X4 —X1
—X1 X4

+ _ 1+ 7+
Liy = JgpJ5)

+ 7+ 7+
J51, Jyoy Jane

T =

31]

Ty = Vbl

+ _ gt g+ g+
Ty = Js1ydaar iy

3p
X7

X4
X4
—X1

e731

X7

+ _ 1+ 7+
Ly = Jg11J)5

+ _ 7+ 7+
Lz = Jso1 41y

3h

X7

—X1
X4
X4

X7

a2

Cior Japr + Chay J5, + Clg Lg + Clig Ly + Cliy Ly
+Cho Ly + Cls Ly + Chuy Ly + CHL T + Cl T

153

(B.33)

(B.34)

(B.35)

+ _ g+ 7+
Liy = J511J51)

+ _ 1+ 7+
Liy = JjJs5)

(B.36)
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la matrice Hg s’écrit comme

ANNEXE B. SOLUTION EXACTE

ph | 2 p - 2 h | 3p 3h
az 0 | 0 xa x4 0 2x4 O | x3 O
0 a3 | 0 xa xa A 0 2x4 | 0 x3
0 0 | a9 xr xr 0 x3 0 | 2x1 O
«o 0
Hy — X4 X4 | xv oo X7 X6 X6 | X4 X4 (B.37)
X4 x4 | xr 0 am o xr x6 X6 | x4 x4
0O 0 | 0 xr xr o2 0 x3 | 0 2x
2xa 0 | x3 x6 x6 O anz 0 | 2x5 O
0 2x4 | 0 x6 x6 Xx3 0 ans | 0 2xs
x3 0 | 2x1 x4 x4 0 2x5 O | oz O
0 x3 | 0 xa x4 2xu 0 2x5 | 0 g
avec
a3 = e +Xx3, g9 = €4 — €1 + €0 — X3 — 2X6 » ajo =2(ezs —€1) + €
ann = 2(ea—e2)+eo, a2 = Qg a3 = a9 + 2x2
ape = ans, aps =2(es —€1) +e0+ X3, a6 = 5 (B.38)
Pour 'opérateur d’excitation
Ql, = CyI+ Chy Jiy + Clhy Jih + Clis Lis + Clig Lis + Ciir Lz
+Clhs Ly + Ci T + CR T + CF FF (B.39)
avec
J4+11 = bLbL ) J4+11, = bZTbip Lfs = JETJEL ) Lfﬁ = J4+21J3T11 )
Lf? = J?jTJLl ) Lfs = JgngJ?El ) T7+ = JPHTJETJ:EL» T8+ = Jﬁljjzlj?jéw
ot o+ o+ 7+
Fro= Jy1d391 941 I50) 0 (B.40)
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la matrice H4 s’écrit comme

|HF) | ph \ 2p - 2h | 3p 3h | 4p—4h
ar | 0 0 | —x3 X7 X1 0 \ 0 0 | 0
| as —x3 | 2x5 x4 x4 0 | 0 0 | 0
| —x3 o | 2% x4 x4 0 \ 0 0 | 0
X3 | 2xs 2x5 | ans X6 X6 0 \ 0 0 | 0
x| xa xa | x¢ ane O x6 | x4 X4 | X7
X7 | x4 xa | X6 0 anr  Xxe | X4 X4 | X7
0 | 0 0 | 0 x6 X6 oans | —2xa —2xa | —x3
0 |0 0O | 0 x4 x4 -2xa | v —x3 | —2x1
0 | 0 0 | 0 xa x4 —2x4 | —x3 as | —2x1
0 |0 o | 0 xr xr -x3 | -2a —2x1 | af
(B.41)
avec
af = Egrp=e€+x3+2x6, qia=¢€41—¢€ +€e—X3,
aps = 2(es —e€1) + €0+ x3— 2x6 — 2X2
e = ouis ., gy = €4 — €1+ €, a1y = €0 + X3 — 2X6 — 2Xx2
Qu7 = €4 — € +€ — X3, Qg = Oyt ,
ap = 2(e4 —€e1) + €0+ X3+ 2X6; (B.42)

B.2.3 Solution exacte analytique du modele de Hubbard a 4-sites

La solution exacte est donnée par Schumann [54] pour un nombre d’électrons Q = 4.

Ainsi, I’énergie de I’état fondamental correspond au canal ms = 0 et est donnée par

U_ 2 AGE LT cos (P
Ey=U 7 16t=+ U cos<3>, (B.43)

et les énergies des premiers états excités sont données comme
—pourms=0,r=0et S=0

2 —
g = U_ﬁ V1612 4+ U? cos(%) - Ey

£ = —2t+U - Ey 2-fois
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2
& = U— —=16t2+ U2 cos (ﬂ) - Ey

V3 3
2
& = U+ —= V1612 + U2 cos (M) — Ey, (B.44)
V3 3
avec
12 2 _
B = arccos VU 3 = I (B.45)
(1612 + U?2)2 2
— Pour mg =0, r =0 et S =1 sont données par
2 2 —
g — ?U_g VA8 12 + U2 cos (” 30‘) — E,
1
£2 = %—5\/16t2+U2—E0 2-fois
& = U-Ey 2-fois
2 2
& = TU_E V4812 + U2 cos (”;a> - E (B.46)
avec ) 5
a = arccos 00U 3 v g (B.47)
162 | U2)\2
27 (182 + %)
— Pour my =0, r =0 et S = 2 sont données par
£ =—E, (B.48)
— Pour my =0, r =1 et S =0 sont données par
4 2
£ = ?U — §V48t2 + U? cos (%) —Ep
9 3U 1 5 5 )
& = 5 —5\/1615 +U? - Ey 2-fois
4 2
& = ?U + g\/48t2 + U? cos (ﬂ;a> — Ey
& = & (B.49)
— Pour mg =0, r =1et S =1 sont données par
£ = & 2-fois
& = & 2-fois (B.50)

Pour mgs =0, r = 2 et S = 0 sont données par

£ =2U — Ey (B.51)
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— Pour mg =41, r =0 et S = 1 sont données par

£ = &
£ = &2 2-fois
o = & 2-fois
&L = & (B.52)

— Pour my = £1, r =0 et S = 2 sont données par
£ =& (B.53)
Pour mg =41, r =1 et S = 1 sont données par

2 =¢&2 2-fois
£l =& 2-fois (B.54)

— Pour my = 42, r =0 et S = 2 sont données par

El =& (B.55)

B.3 Solution exacte du modele de Hubbard a 6-sites

Tout d’abord, on commence par la construction de la base dans la quelle on peut
dénombrer tous les états possibles du systeme afin d’exprimer ’hamiltonien dans cette
base. Pour ce fait, on classe les états possibles d’un électron sur les différents sites 1 T, 1 |,
21,2],... N1, N | parunindicei =1, 2,3,4, ... 2N — 1, 2N (N est le nombre de sites).

Ainsi, on peut exprimer ’hamiltonien du systéme (2.1) comme
2N N
H = —tz (CICH_Q + CC) +U Z’fLQZ’_l n9; . (B.56)
i=1 i=1

Il faut remarquer que les indices 2N +1 et 2N + 2 sont équivalents aux indices 1 et 2 pour
une chaine fermée. Avec cette nomenclature, on définit un état completement général pour
le systéme a 6-sites demi-pleins comme

lv) = cjc}clc}c%cﬂ—) . (B.57)

En plus, on a la projection de spin qu’est un bon nombre quantique c’est a dire pour
6—particules fermionique de spin—% on a les valeurs de mys = 0, =1, £2, £3 pour un spin

total S = 0, 1, 2, 3. De ce fait, I’hamiltonien se scinde en des sous-matrices pour chaque
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valeur de ms. On projete 'hamiltonien (B.56) sur les états |v) qui, eux, forment une base

orthonormée complete dans le sous—espace mg = 0. Ainsi, on se retrouve avec une matrice

400 x 400 pour ms = 0, qu’on doit diagonaliser numeriquement. De méme, on peut aussi

calculer les nombres d’occupations exactes pour chaque mode ko. Ainsi, la valeur moyenne

dans I’état fondamental de 7y, est donnée par la diagonalisation de la matrice (0|c;,cp/|0>,

0|c cp|0) =

Z CO CO*

v,V

et ’élément de matrice, (v/ |c;',cp/|1/>, est donné par

5nn’
5nm’
5nl’

<V/|CLCP'|V> = Oppy s
nk’

Srn
S
St
Sk
S

5mi’

5mn’

5mm’

Ol
Omk!
Oy’
Omi’

Oy

Oint
5lm/
%
5lk/
51]'/
51

|C;Cp’ v)
Sk Sy
5km/ 5jm/
Ok Oju
5kk/ 5]k/
Sk Oy
5]{?”, 5‘]”/
Okm!  Ojmy
5kl/ 5]”
Okkr Ok
Ok Ojir
Okp'  Ojp!

(B.58)

(B.59)
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Résumé: Dans cette thése nous avons appliqué la RPA auto—consistante (SCRPA) au modele
de Hubbard avec un petit nombre de sites (une chaine a 2, 4, 6, ... sites). La SCRPA avait
précédemment donné de tres bon résultats dans d’autres modeles comme le modele d’apparie-
ment de Richardson. Il était donc intéressant de voir quel genre de résultats la méthode allait
produire pour un modele plus complexe comme le modele de Hubbard. A notre grande satisfaction
le cas a 2 sites et deux électrons (demi-remplissage) est résolu exactement par la SCRPA. Ceci
peut sembler un peu trivial mais le fait est que d’autres approximations toute & fait respectables
telles que la "GW?” ou l'approche avec la fonction d’onde de Gutzwiller restent loin du compte.
Avec ce bon point de départ le cas a 6 sites a été régardé ensuite. Pour ce cas la SCRPA n’est,
évidemment, plus exacte, cependant les résultats SCRPA s’en écartent uniquement de tres peu
sur une grande plage de valeurs de la constante de couplage U et notamment dans la région de
la transition de phase vers un état avec magnétisation non nulle. Ceci est vrai pour ’énergie du
fondamental, les excitations et les nombres d’occupations. On peut considérer cela comme un bon
succés de la théorie. Cependant, le cas & 4 sites (plaquette), comme tous les cas & 4n sites, pose un
probleme a cause d’'une dégénérescence au niveau Hartree-Fock. Une généralisation de la présente
méthode en incluant en plus des paires, des quadruples opérateurs de Fermions (seconde RPA) est
proposée pour traiter ces cas dans la présente approche. En effet pour une plaquette, on peut ainsi

également retrouver le résultat exact. C7est donc une perspective intéressante de ce travail.

Mots-clés: Probleme & N corps, Approximation de champ moyen, RPA, RPA auto-cohérente,
Transition de phase, Modele de Hubbard

Abstract: In the present thesis we have applied the self consistent RPA (SCRPA) to the
Hubbard model with a small number of sites (a chain of 2, 4, 6, ... sites). Earlier SCRPA had
produced very good results in other models like the pairing model of Richardson. It was therefore
interesting to see what kind of results the method is able to produce in the case of a more complex
model like the Hubbard model. To our great satisfaction the case of two sites with two electrons
(half-filling) is solved exactly by the SCRPA. This may seem a little trivial but the fact is that
other respectable approximations like “GW”or the approach with the Gutzwiller wave function
yield results still far from exact. With this promising starting point, the case of 6 sites at half
filling was considered next. For that case, evidently, SCRPA does not any longer give exact results.
However, they are still excellent for a wide range of values of the coupling constant U, covering for
instance the phase transition region towards a state with non zero magnetisation. We consider this
as a good success of the theory. Non the less the case of 4 sites (a plaquette), as indeed all cases
with 4n sites at half filling, turned out to have a problem because of degeneracies at the Hartree—
Fock level. A generalisation of the present method, including in addition to the pairs, quadruples
of Fermions operators (called second RPA) is proposed to also include exactly the plaquette case

in our approach. This is therfore a very interesting perspective of the present work.

Keywords: Many-body problem, Mean-field approximation, RPA, Self consistent RPA, Phase
transition, Hubbard Model



