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Introduction

Nombre de situations physiques sont décrites par la minimisation de fonctionnelles
de diffusion du type

Fo(u) = /Q o(2)|Vu(z)|? dz, (1)

ou le coefficient de diffusion du matériau o peut varier d’une zone a l'autre. Ici, €2
représente le domaine occupé par le matériau. Un vaste champ de recherches mathématiques
a pour objet I'étude du comportement asymptotique de ces fonctionnelles lorsque le co-
efficient a dépend d’un parametre £ qui devient de plus en plus petit. C’est le cas, par
exemple, lorsque I'on étudie un processus de diffusion dans un milieu poreux ou compos-
ite dans lequel le parametre € est caractéristique de ’hétérogénéité. On est alors amené
a considérer une famille (F,.) dont on détermine la limite F"°™. La fonctionnelle Fhom
ainsi trouvée décrit les propriétés effectives d’un matériau qui tend a se comporter comme
un matériau idéal, homogene. Ces propriétés peuvent étre décrites par un coefficient de
diffusion homogénéisé a"™. Mais, il peut arriver que le nouveau matériau ne soit plus
isotrope auquel cas les propriétés effectives du matériau homogénéisé sont décrites par
une matrice de diffusion A(x) et la fonctionnelle limite F'™ g’écrit

Fhom(y) .= /QVu(x) - A(z) - Vu(z) de. (2)

I1 a été prouvé [39] que, lorsque la suite des coefficients de diffusion («.) ainsi que celle
de leurs inverses (a.!) sont bornées, alors la limite F™°™ des fonctionnelles (1) est de
la forme (2). Bien que ce résultat soit encore vrai sous de moindres hypotheses [12], il
n’en est pas toujours ainsi : des exemples sont connus (cf. [12], [4], [5] et [36]) ou des
interactions non-locales apparaissent a la limite . Ces interactions sont représentées par
une mesure de Radon p positive sur Q x Q. et dans la fonctionnelle limite F"™ apparait
alors le terme non-local :

/Q (ule) = ulw)? e ). (3)

D’autres exemples sont connus [18] ot la fonctionnelle limite F"°™ contient un terme dit
étrange de la forme :

/Q (u(2))? (dz), (4)
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ou v est une mesure de Radon positive sur 2.

La question qui se pose naturellement apres ces observations est l'identification de
toutes les fonctionnelles qui peuvent étre obtenues comme limites de suites de fonction-
nelles de diffusion. D’apres un résultat di a Umberto MOSCO, la limite d’une suite de
fonctionnelles de type (1) est une forme de Dirichlet, ¢’est-a-dire dans le cas régulier, une
somme de termes de type (2), (3) et (4). Dans la premiere partie de cette these (Chapitres
2 et 3), nous nous intéressons au probléme inverse suivant : Est-ce que toute forme de
Dirichlet est la limite d’une suite de fonctionnelles de type (1) ? Treés récemment, Briane
et Tchou [10] ont apporté une réponse partielle a cette question. Ils ont prouvé que toute
interaction non-locale de type (3), ou la mesure p a la forme particuliere 1g(z)1g(y) dedy
peut etre atteinte. Le résultat principal du chapitre 3 de cette these précise davantage
les choses : il énonce que toute forme de Dirichlet est limite d’une suite de fonctionnelles
de type (1). Autrement dit, la fermeture des fonctionnelles de diffusion coincide avec
I’ensemble de toutes les formes de Dirichlet.

La preuve de ce résultat se fait en plusieurs étapes : on commence (Chapitre 2) par
construire un matériau composite dont les propriétés effectives contiennent un terme non-
local du type (3) avec une interaction p a portée et direction fixes. i.e. la mesure p est de
la forme

p(de, dy) == 0prw(dy)Llo(z + w) f(z) dx (5)

olt w est un vecteur de R? et f une fonction positive dans L°°(€2). Dans ce cas particulier,
le terme non-local (3) s’écrit

/Q (u(@) — u(z + W) Loz + w) f(z) dr . (6)

Puis, de proche en proche, on atteint des formes de Dirichlet de plus en plus complexes.

Plus précisément, au chapitre 3, dans un premier temps, grace a la régularisation de
Moreau-Yosida, nous focalisons notre attention sur les formes de Dirichlet continues ; dans
le cas objectif, c’est-a-dire lorsque la fonctionnelle F' vérifie

VeeR, F(u+c)=F(u), (7)

on montre qu’elle se met alors sous la forme (3). Dans un second temps, nous généralisons
le résultat du chapitre 2 au cas ou la mesure p est une combinaison finie de terme de la
forme (5). Ensuite, par une discrétisation de la mesure p ( section 3.4), nous approchons
F' par une suite de combinaisons finies de termes non-locaux de type (6). La section 3.5
est consacrée a la conclusion de la preuve du résultat de densité dans le cas objectif
(Théoreme 3.1).

En dernier lieu, dans la section 3.6, on détermine la fermeture des fonctionnelles de
diffusion soumises a une condition de Dirichlet sur une partie du bord 92 (Théoreme
3.2). Lidée principale de la preuve de ce dernier résultat est que : un terme étrange peut
étre vu comme une interaction non-locale entre la partie du bord 9€2 ot on a imposé la
condition de Dirichlet et le reste du domaine. Ceci acheéve la partie scalaire de ce mémoire.

Dans une seconde partie (Chapitres 4, 5 et 6), nous répondons a une question similaire
a celle traitée aux chapitres précédents, mais cette fois, en ce qui concerne les fonctionnelles
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de I'élasticité linéaire. Quelles sont les fonctionnelles que I'on peut obtenir comme limites
de suites de fonctionnelles de 1’élasticité linéaire ? Les fonctionnelles que nous considérons
sont des formes quadratiques positives sur H' (Q, R?) de la forme

F(u) :—/Qf(x,Vu(x))dx, (8)

ou € est, comme précédemment, le domaine occupé par le matériau. La fonction f(x,-)
est une forme quadratique positive sur I'espace des matrices 3 x 3. Des considérations
physiques ([’objectivité) nous conduisent a ne considérer que des fonctionnelles f dont les
noyaux contiennent les mouvements rigides. i.e les déplacements du type u(x) = a+bAx,
ot a et b sont des vecteurs de R®. Il est bien connu [21],[25] que dans ce cas f dépend
uniquement du tenseur des déformations linéarisé, i.e. la partie symétrique du gradient

de u (e(u) := (Vu + Vu')/2).

Le cas particulier des matériaux élastiques isotropes est d’'un grand intérét. En effet,
dans ce cas la densité d’énergie f est déterminée par deux constantes a et [ appelées
coefficients de Lamé du matériau :

flz, Vu(z)) = o(z)|le(w)|* + B(z)(Tr(e(u)))?, (9)
ou ||e(u)|| désigne la norme Euclidienne de la matrice e(u) et Tr(e(u)) sa trace.

Nous considérons un ensemble S de fonctionnelles du types (8)-(9) et nous cherchons
I’ensemble de toutes les limites de suites dans S. Autrement dit, nous cherchons la ferme-
ture séquentielle de cet ensemble. Ce sujet a été intensivement étudié sous des hypotheses
qui assurent que la fonctionnelle limite est encore une fonctionnelle de I’élasticité linéaire.
Un exemple d’hypothese qui assure cela est [28] I'existence de deux constantes positives
c et C telles que, pour tout F' dans S, la densité d’énergie f vérifie

clle(w)|* < f(@, Vu(z)) < Clle(w)||*. (10)

C’est le cas, par exemple, d'un matériau composite fait de deux autres matériaux isotropes
de rigidité comparable. La densité f est alors de la forme (9) avec

a=algn + aloon B =Filar + foloan (11)

ol §2" est la zone occupée par I'un des deux constituants. Dans ces cas, la théorie de bornes
[26],[45],]40],[44] donne des estimations sur la fonctionnelle limite. Cependant la fermeture
de I'ensemble de fonctionnelles considéré n’est pas encore completement déterminée.

Mais il se trouve que dans beaucoup de matériaux composites, les coefficients de Lamé
des constituants peuvent étre tres différents. Alors des hypotheses du type (10) et (11)
ne conviennent plus et l'on doit considérer , par exemple, des suites de fonctionnelles
telles que le rapport «a;/ay tende vers zéro ou l'infini. Il est connu que dans ce cas,
la fonctionnelle limite peut étre radicalement différente des fonctionnelles initiales. Des
exemples sont connus ou la fonctionnelle limite est non-locale [4],[5]. Un autre exemple
[41] montre que la fonctionnelle limite peut dépendre du second gradient de u. Alors, de
nombreuses questions se posent :



4 INTRODUCTION

Peut-on obtenir toute fonctionnelle dépendant du second gradient de u? En particulier,
peut-on obtenir la fonctionnelle

F(u):/Q@Q—;?)Q da, (12)

ou x1 et u; sont les composantes de x et v dans la méme direction? Une telle énergie
conduit a un matériau d’un comportement inhabituel (voir [1] pour la description de ce
comportement en dimension 1).

Est-ce que la fonctionnelle limite peut dépendre des dérivées d’ordre supérieur de u ? par
exemple, peut-on obtenir la fonctionnelle suivante :

F(u) = /Q VYV (u)||* dz ? (13)

Dans un autre genre, est-ce qu’une suite de fonctionnelles du type (8)-(9), avec des coef-
ficients (3, positifs, peut conduire a une fonctionnelle limite du méme type mais avec un
coefficient limite (3 négatif 7 Grace a la définition du coefficient de Poisson v en fonction
de ceux de Lamé :

V= b
26+ a’

(14)

cette derniere question peut étre reformulée d’'une maniere plus classique : est-ce qu'un
matériau avec coefficient de Poisson négatif peut-étre la limite de matériaux a coefficients
de Poisson positifs 7 En particulier, peut-on obtenir la fonctionnelle dégénérée (lorsque
v=-—1):

Fu) = [ afa) (et = (Te)y?) de. (15)

de cette maniere ?
Une réponse positive a cette derniere question a été donnée par Milton dans [33] par la
construction explicite et assez complexe d’une suite de matériaux composites.

Il est clair que cette liste de questions n’est pas exhaustive et répondre a toutes ces
questions par construction explicite de suites semble hors portée.

Dans les chapitres 5 et 6 de cette these, nous donnons une réponse positive a chacune
des questions ci-dessus. On y montre que toute fonctionnelle quadratique, positive, objec-
tive et semi-continue inférieurement (pour la topologie considérée) est limite d’une suite
de fonctionnelles de 1’élasticité linéaire.

Notez que dans le cas ou la densité d’énergie f dépend uniquement de Vu et non de
e(u) de la maniére suivante,

fl@, V(u)(z)) = a(2)|Vu(@)]?, (16)
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on peut se servir des résultats du cas scalaire pour identifier toutes les limites possibles. En
effet, on peut alors écrire f(x, Vu(x)) comme somme de trois fonctionnelles de diffusion
indépendantes

3

f(2, ¥V (w)(2)) = a(@)[[Vu(@)[* = Y a(@)|[Vu ()| (17)

=1

qui operent sur les différentes composantes de u. Donc, d’apres le résultat du chapitre 3,
toute limite est une somme de trois formes de Dirichlet. Par la formule de représentation
de Deny-Beurling toute limite s’écrit donc

) (Z / ?Z (QE)Z—Z(@ miy(dz) + / (ur(z) — ur(y))?n* (dz, dy)

QxQ

+ [ (o)t o) (18)

oi1, pour tout k € {1,2,3}, v* et ¥ sont des mesures de Radon positives, respectivement
sur, Q et Q x Q, et n* est une mesure de Radon sur Q & valeurs dans l’ensemble des
matrices symétriques positives. Nous voyons donc qu’avec des densités d’énergie du type
(16) on n’obtient qu’'une petite partie de la fermeture. Au chapitre 5 nous montrons que
la fermeture de I’ensemble des fonctionnelles de 1’élasticité est beaucoup plus grande.

La plupart des résultats présentés dans ce mémoire sont publiés ou soumis a publica-
tion, voir [13],[14] et [15].



Chapitre 1

Rappels et Notations générales

Sommaire

1.1 Sur la théoriedelamesure . ... ... .. ..., 6
1.2 Sur lanotionde capacité . . . . ... ... ... 000000 8
1.3 Sur la Gamma-convergence (ou épi-convergence) . . ... .. 11
1.3.1 Définition et premieres propriétés . . . . . . . . . ... ... .. 11

1.3.2 Comparaison de la Gamma-convergence avec la convergence sim-
ple . o 15
1.4 Sur la régularisation de Moreau-Yosida . . ... ... ... .. 18
1.5 Sur les formes quadratiques . . . . ... ... ... 00000 23
1.6 Sur les formes de Dirichlet . . . . .. ... ... .. ..., 27
1.7 Sur la convergence au sens de Mosco . . ... ......... 33

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail. La plupart de ces résultats seront énoncés sans démonstration. Pour les
lecteurs désireux de plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement
données.

1.1 Sur la théorie de la mesure

Soit © un ouvert borné de R*® & frontiere réguliere. Soit ¥ une tribu sur Q (i.e une
collection de parties de €2 contenant le vide, stable par complémentarité et par réunion
dénombrable). Une application p : ¥ — [0; +00] vérifiant les deux propriétés suivantes

i) p(0) =0,
i) u( U An> = Z 1(Ay) , pour toute famille, au plus dénombrable, d’éléments de X
n=1 n=1

deux a deux disjoints,

est appelée une mesure sur §2. On parle, parfois, de mesure positive pour la différencier
des mesures vectorielles lorsque p est a valeurs dans un espace vectoriel E. Si la tribu
Y est la tribu Borélienne B(2) de €2, p est alors appelée mesure Borélienne. Si de plus,
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p vérifie u(K) < oo pour tout compact K C €, alors la mesure p est dite de Radon.
Dans ce qui suit, toutes les mesures considérées seront des mesures Boréliennes. Lorsque
1 est une mesure vectorielle, on définit la variation totale de u, pour tout Borélien B,
par |u|(B) := sup{ > i1 1(B;)|}, ot le supremum est pris sur 'ensemble des familles
{B;}j>1 C %, au plus dénombrables, de parties de B deux a deux disjointes. Ceci définit
une mesure Borélienne positive notée |u[. On notera M(€2)(resp. M,;(2)) I'ensemble des
mesures de Radon sur €2 (resp. mesures de Radon bornées sur €2 i.e. telles que p(92) <
+00). Par M(Q,R™*") on désignera l'ensemble des mesures de Radon sur §2 a valeurs
matricielles dans R™*". L’ensemble M, (€2, R™*™) muni de la norme ||p|| := |p|(£2) est un
espace de Banach.

Nous aurons a considérer la mesure de Lebesgue dans R* que I'on notera dx et la
mesure de Hausdorff de dimension «, notée H®. Lorsque p est une mesure de Radon sur
Q, et g une fonction p- intégrable la mesure de densité g par rapport a u est définie, pour
tout Borélien A C Q, par (g,)(A) := [, g9(x) . Soit p € [1,400], on notera LP(£2, )
I’ensemble des (classes modulo legahte I P. p des) fonctions u p-mesurables telles que

(fQ up,u(dx))% < 00. On appellera support de p sur €2 , 'ensemble
supp(p) = {z € Q; u(QN B(z,r)) >0, Vr>0}.

Si v est une autre mesure de Radon sur 2, on dira que v est absolument continue
par rapport a u, et I'on notera v << pu, si la propriété suivante est satisfaite : VA €

B(Q) [pA)=0]= [v(4)=0].

Théoréme 1.1 (Approximation par des ouverts et des compacts) Soit p une
mesure de Radon sur Q. Alors, pour tout A € B(Q2), on a

i) p(A) =1inf{u(U) ; A C U, U ouvert}.
i) p(A) =sup{u(K) ;A D K, K compact}.

Pour la preuve de ce théoréme, voir, par exemple [22].

Dualité entre mesures et fonctions continues

On note C,(€2) (resp. Co(€2)) I'ensemble des fonctions continues & support compact dans
Q (la fermeture de C.(€2) vis-a-vis de la topologie de la convergence uniforme). I1 est
bien connu (cf. [42]) que M,(Q2) s’identifie au dual de Cy(£2). I découle de cette dualité,
une notion de topologie faible-x sur M,;(2), définie par la convergence, dite faible (ou
vague), des suites de mesures dans M;(2) : on dit qu'une suite (p,) C Mp(€2) converge
faiblement (ou vaguement) vers p € M,(€2) si, et seulement si, pour tout ¢ € Cy(£2), on

a hm / x) i (d) / o(x)p(dx). Lorsque cette égalité est vraie pour des fonctions
Q

® E Cb , on parle de convergence étroite.

Espaces fonctionnels
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Nous désignerons par L?(Q2) et H!(Q), respectivement, espace des fonctions Lebesgue-

mesurables, de carré intégrable sur €2, muni de la norme |[u|12) := ([, |u(z)|? dz)/?, et

Pespace de Sobolev usuel muni de la norme |[ulm o) = ( [y (Ju(@)]* + [Vu(z)]?) dx)l/Q.

Par H}(Q), on désignera I’ensemble des fonctions v € H'(Q2) qui s’annulent au bord 95
de Q. L’ensemble des fonctions Lebesgue-mesurables essentiellement bornées sur €) sera
noté L>(€2). 11 est muni de la norme [jul[r~(q) = inf{K; |u(z)] < K p.p. z € Q}. Si Q
est le cube unité ouvert de R3, Q :=]0, 1[> et B sa base inférieure B :=|0, 1[*x {0}, alors
on notera Hj(2) le sous-ensemble de H'(2) des fonctions qui s’annulent sur la base B de
Q, soit H5(Q) := {u € H(Q),u = 0 sur B}. Dans le cas vectoriel, L?(Q2), H(Q2) et H5(Q)
seront remplacés, respectivement, par L?(Q, R?), H'(Q,R?), et H5(22,R?). Enfin, si pour
tout Borélien D de €2 on note |D| sa mesure de Lebesgue, la valeur moyenne, sur D, d'une
fonction u € L'(Q) sera parfois notée £, u := D] Jpudz.

1.2 Sur la notion de capacité

Un outil efficace pour étudier les propriétés fines des fonctions de Sobolev est fourni
par la notion de capacité. Cette derniere permet de mesurer, dans un certain sens, des
ensembles tres “petits’et tres “complexes”. Elle permet donc d’établir, de maniere tres
précise, des énoncés en théorie des équations aux dérivées partielles. Il existe plusieurs
types de capacités. Dans nos travaux, nous avons choisi la capacité de Sobolev, appelée
également, capacité variationnelle. Pour plus de détails, nous renvoyons, pour ne citer que
ceux-la, aux ouvrages (22|, [31], [23] et [46].

Définition 1.2 (Capacité )
Soit A un sous-ensemble de Q) C R®. On appellera capacité de A, la quantité

Cap(A, Q) = inf {/ Vo> dr ;0 € Hy(Q) , A€ int({p > 1})} ;
Q
ou int({y > 1}) désigne l'intérieur de I'ensemble {¢ > 1}.

Remarque 1.3 Par régularisation, on montre que, lorsque A est compact, on a :

Cap(A, Q) := inf {/ Vpl?dz ;0 € C°(Q) , ¢ > 1sur A}.
0

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité a craindre, nous écrirons Cap(A) au lieu de Cap(A4, §2).

Interprétation physique et exemples : Si 'on imagine les bords 0€) et 0A, respec-
tivement de €2 et de A, comme les armatures d'un condensateur électrique, alors, a une
constante multiplicative pres, Cap(A, Q) est la charge électrique portée par cette config-
uration lorsque les armatures 0A et 0€) sont portées, respectivement, a des potentiels
électriques égaux a 1 et 0.

Voici deux exemples élémentaires de calcul explicite de capacité d'un domaine relativement
a un autre.
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i) Si Q= B(0,R) et A= B(0,r) avec r < R, alors un calcul élémentaire montre que

Cap(4,Q) = 47r< % - % >1.

Prenant, par exemple, r = n~? et R =n"', pour n assez grand, la capacité¢ de B(0,n=2)

relativement & B(0,n~!) se comporte comme n~2.

ii) Soient Cr := B(0, R) x [0,h] et C, := B(0,r) x [0, h] deux cylindres dans R3. On
calcule, sans difficulté, la capacité de C, relativement a Cgr et I'on obtient

Cap(C,,Cr) = 27Th(1n(R) — In(r) >_1.

Aussi, en considérant un réseau de 2n? cylindres {Cg, ?il et {C,, };‘il tels que lim R; =
limr; = 0 et r; << R;, la somme des capacités Cap(C,;,Cg,) se comporte comme

3 -1 P 213 e P . n3
n°|In(r,)|~'. Par consequent, si 'on veut que la capacité du réseau de cylindres ( U= CT].),
“ relativement ” a (U?leRj), tende vers zéro, lorsque n tend vers l'infini, il suffit de
choisir la suite de rayons (r;) de telle sorte que

lim j°|In(r;)| " = 0. (1.1)
j—oo

Remarque 1.4 L’application Cap, restreinte a la tribu Borélienne B(€)) de €2, n’est pas
une mesure sur ), au sens de la définition donnée au début de ce chapitre.

En effet, elle n’est pas additive : prenant 2 = B(0, R) et A = B(0,7), on a Cap(A4, ) =
Cap(04,Q) (la sphere a la méme capacité que la boule fermée de méme rayon). Si Cap
était additive, on aurait Cap(B(0,7),€) = 0 pour tout r < R; ce qui n’est pas le cas.
Plus simple : sur la droite réelle R, deux points distincts A et 3 de |0, 1[, avec A < 3 ont

pour capacités, relativement & ce méme intervalle, (A(1 —\))~! et (8(1 — )71, alors que
celle de leur réunion est (A" + (1 — 8)71) £ (A1 = X\))' + (B(1 - 8))~".

Néanmoins, Cap est une mesure extérieure sur €2, en ce sens qu’elle est dénombrablement
sous-additive et s’annule pour ’ensemble vide (c.f [22]). Cependant, cette mesure extérieure
n’est pas Borélienne, puisque, par exemple, le Borélien B(0,r) n’est pas mesurable au sens
de Caratheodory [22]

Un autre outil permettant de mesurer des ensembles “petits” de R?® étant fourni par
les mesures de Hausdorff, il est intéressant de connaitre le lien entre la mesure extérieure
Cap et les mesures de Hausdorff de dimension 1 et 2 dans R3, soit H! et H2. Ceci est, en
partie, expliqué dans la remarque suivante :

Remarque 1.5 Soit A C 2. Si Cap(A)=0, alors H*(A) = 0. Inversement, si H'(A) < oo,
alors Cap(A)=0 (voir Martio [32] ou Evans-Gariepy [22]).

On dit qu’une propriété P(x) a lieu quasi-partout dans 2 (ou pour quasi tout x € Q) ,
si elle est vérifiée sur le complémentaire d'un ensemble de capacité nulle. On notera P(x)
q.p- z € €.
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Définition 1.6 (Représentant précis)
Soit u € L1(Q). On appelle représentant précis de u, la fonction u* définie par

limjf udy, sicette limite existe,
u(x) = "0 B (1.2)

0, sinon,

ot |B(z,r)| désigne la mesure de Lebesgue de la boule B(x,r).

On voit donc que, deux fonctions qui sont presque-partout égales, ont le méme représentant
précis. Rappelons qu'un point xy € R? est appelé un point de Lebesgue d’une fonction u
définie sur un voisinage de xy si I'on a

1
lim—/ u(y) —u(zg)|dy = 0. 1.3
0 ‘B(.ﬁlﬁo,?")‘ B(IO,T)| ( ) ( 0)| ( )

Il est bien connu (c.f. [22]) que, si la fonction u appartient a L, (£2), alors pour presque
tout x dans €2, x est un point de Lebesgue de u ; par conséquent u* = u presque-partout.
La limite dans la définition de u* pouvant exister sans que le point x soit un point de
Lebesgue, le théoreme 1.8 ci-dessous nous dit que le domaine ot u* ne coincide pas avec
u est tres petit, en ce sens qu’il est de capacité nulle.

Cette notion de représentant précis nous sera utile pour donner un sens aux fonction-
nelles de types

/Q (u(x))2 v(dr) ou /Q . (u(z) — u(y))z,u(dx, ay) (1.4)

olt v appartient a H'(Q) et v est une mesure de Radon qui ne charge pas les ensembles de
capacité nulle. En effet, u* est définie partout sur €2 ; par ailleurs il appartient a la classe
d’équivalence (modulo 'égalité presque partout) de u. Aussi, dans les formules (1.4), on
devrait écrire u* au lieu de w; mais pour alléger les notations, nous écrirons u a la place
de u*.

Définition 1.7 (Quasi-continuité et représentant quasi-continu)
i) Une fonction u : 2 — R est dite quasi-continue sur € si, pour tout ¢ > 0, il existe
un ouvert © C ) tel que la restriction de u a ©° est continue et Cap(©) < e.

ii) On appelle représentant quasi-continu de u, tout élément quasi-continu v de H*(£2)
vérifiant v = u p.p. sur 2.

Le théoréme 1.8 ci-dessous affirme, entre autres, qu'un élément de H*(€2) est une fonction
quasi-continue sur €.

Théoréme 1.8 Soit u € HY(Q). Alors,

i) il existe un Borélien © de capacité nulle tel que lim u(y) dy existe pour tout

=0/ B(a,r)
T € O°.
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it) De plus, on a, pour tout x € O°F,

lim lu(y) — u*(x)|° dy =0,
r—0 B(z,r)

ou u* est le représentant précis de u.

ii) Le représentant précis u* de u est quasi-continu sur ).

Pour la preuve de ce théoreme, voir Evans-Gariepy [22].

Un résultat qui aide a la compréhension de la notion de capacité est donné par la
proposition 1.9 ci-dessous. Celle-ci énonce que deux fonctions peuvent différer sur un
ensemble de capacité nulle tout en correspondant au méme élément de H*(2). Compte
tenu du fait que, dans R? les fonctions de H*(2) ont une trace sur les sous-variétés de
dimension 2, ces dernieres ne sont donc pas de capacité nulle. Par un argument similaire,
les lignes ne sont pas de capacité nulle dans le plan, comme les points ne le sont pas sur
la droite réelle.

Proposition 1.9 Soit O C Q un ouvert et u € H'(Q). Alors w, € Hj(O) si, et seule-
ment si, & =0 ¢.p. sur Q\ O, ou U est un représentant quasi-continu de u.

Pour la preuve de cette proposition, voir par exemple, [27].

1.3 Sur la I'-convergence (ou épi-convergence)

Un outil particulierement adapté a I’'étude du comportement asymptotique d’une suite
de problemes de minimisation est fourni par la théorie de I'-convergence. Cette forme
d’analyse introduite, il y a environ 25 ans, par Ennio De Giorgi [20], prend ses racines
dans la méthode directe de Tonelli en calcul des variations. Pour une étude détaillée de
cette théorie, nous renvoyons aux ouvrages [2] et [19].

1.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1.10 (I'-convergence)

Soit (X, 7) un espace topologique (métrisable). Soient (F,) une suite de fonctionnelles
définies sur X a valeurs dans R\ {—oo} et /' : X —] — 00, +00]. On dit que Ia suite
(F,,) T'-converge vers F, si, et seulement si, les deux assertions suivantes sont vérifiées :

i) L’inégalité de la I'-limite inférieure : pour tout u € X, pour toute suite (u,,) convergeant
vers u on a :

liminf F,(u,) > F(u) . (1.5)

n—-aoo

ii) L’inégalité de la I'-limite supérieure : pour tout u € X, il existe une suite (u,) dans
X, dite approximante, telle que

u, — u et limsup F,(u,) < F(u). (1.6)

n—>=aoQ
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Les topologies rencontrées tout au long de ce mémoire étant toutes métrisables ((X ,T) =
L2(Q)(respH'(22)), muni de la topologie de la norme || - ||;2q) (resp.|| - [l () nous
établissons nos résultats de I'-convergence suivant le schéma ci-dessous : on montre d’une
part I'inégalité de la I'-limite inférieure (1.5) en considérant une suite (u,) convergeant
vers u dans X de telle sorte que (F},(u,)) soit bornée (sinon, (1.5) est trivialement vérifiée).
Du fait que (F,(uy,)) est bornée, on arrive a déduire une relative compacité de la suite
(up,). Ceci nous permet d’extraire de (u,,) une sous-suite (uy, ) qui converge vers u dans
X, et vérifiant kh—{go F,, (up,) = h?ﬂglf F,(u,). Ainsi, pour établir I'inégalité (1.5), il nous

suffit de le faire avec la sous-suite (u,, ), c’est-a-dire d’établir

h;?_l,glf F,, (up,) > F(u).

On établit, d’autre part, I'inégalité de la I'-limite supérieure (1.6). Pour ce faire, on
commence, par étudier le cas ou la fonction u est réguliere. Puis, par un argument de
densité, on étend le résultat au cas général. Bien que ce dernier point soit souvent facile,
dans certains cas le passage du cas régulier au cas général ne se fait pas sans difficultés.

L’une des motivations premieres de cette notion de convergence de fonctionnelles est
que, sous une hypothese d’équi-coercivité sur (F,) (i.e. pour tout ¢ € R, il existe un
compact K; tel que {F,, <t} C K, pour tout n € N), lorsqu’une suite (u,) C X, vérifiant
F,(u,) = minx F,,, pour tout n dans N, converge vers un élément u, pour une topologie
7, alors la ['-convergence de la suite (F},) vers F', pour la topologie 7, assure que

i) F(u) =infx F,
i1) lim (min F),) = min F'.
n—oo X X
Ceci fait de ce type de convergence , une convergence variationnelle. Nous en énongons
quelques propriétés qui servent dans la suite.

Rappelons qu'une fonctionnelle L : X —]—o00, +00] est 7-semi-continue inférieurement
sur X si, et seulement si, pour tout réel A, '’ensemble {x € X; F(r) < )\} est, fermé
pour la topologie 7, dans X. On écrira, en abrégé, L est s.c.i sur X. Par F, on désignera
la relaxée de F'; c’est-a-dire la plus grande minorante s.c.i de F. On montre (cf. [11]

Proposition 1.3.3) que, pour tout v € X, F/(u) = min { liminf F(u,) ; u, — u}

n—oo

Remarque 1.11 (Suite stationnaire) Une conséquence immédiate de la définition 1.10
est qu’une suite constante F,, = F T'-converge vers la relaxée F de F'.

En effet, si on note G la I'-limite de la suite F,, = F', on a, par définition d'une I'-limite,
pour tout u € X

G(u) = min { liminf F, (uy,) 5 t, — u} = min { liminf F(u,) ; u, — u} = F(u). (1.7)

n—0oo n—0o0

Par conséquent G = F. Plus généralement on a la

Proposition 1.12 Soit (F,) une suite de fonctionnelles qui I'-converge vers une fonc-
tionnelle F'. Alors F' est semi-continue inférieurement sur X.
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Pour la commodité du lecteur nous rappelons la preuve de cette proposition dans le cas
ou F,, et F sont a valeurs dans [0, +00] et ou la topologie 7 est métrisable. On notera d
la distance qui définit 7.

Preuve : Soit u € X et (u,) une suite qui converge vers u dans X. D’apres 'inégalité de
la I'-convergence supérieure, pour tout n > 1, il existe un élément v, € X tel que

1 1
(o) < — et Flug) + = > Fy(vy)

La suite (v,,) converge alors vers u et, par I'inégalité de la I'-limite inférieure,

liminf F'(u,) > liminf F,,(v,) > F(u).

n—oo n—oo

La semi-continuité inférieure de F' sur X est ainsi établie.
O

Remarque 1.13 Une suite de fonctionnelles (F,,) I'-converge vers F' si, et seulement si,

la suite des relaxées (F',,) I'-converge vers F.

Preuve : Supposons que (F},) T-converge vers F' et montrons que (F,) -converge vers
F. Soit u € X et (u,) une suite qui converge vers u dans X. Par définition de la relaxéé
de F;,, pour tout n > 1, il existe un élément v, € X tel que

1 — 1
dnan<_ t an _an nj-.
(uns0n) < — et Fulun) + = = Fy(vn)

Donc, d’apres la I-limite supérieure de (F,,) vers F, on a

liminf F,,(u,) > liminf F,(v,) > F(u).

n—oo n—0oo

L’inégalité de la I-limite supérieure est immédiate puisque F,, < F,.

Etablissons, & présent, I'implication inverse. Soit v € X. Il existe une suite (u,) qui
converge vers u dans X telle que lim F,,(u,,) = F(u). Pour tout n > 1, il existe un élément
v, € X tel que

1 — 1
dn7n<_ t an _ZFn n)-
(o) < et Pulun) + = = Fo(vn)

On en déduit que la suite (v,) converge vers u et

limsup F,(v,) < lim F,(u,) = F(u).

n—oo n—0o0

L’inégalité de la I'-limite inférieure est immédiate puisque F,, < F,.
O

Il faut noter que la I'-limite d’une suite de fonctionnelles dépend de la topologie choisie
sur X comme le montre 'exemple suivant :
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Exemple 1.14 On pose Q =|0, 1] et X = L*(2). Soit (a,) la suite définie par

1, si dkeN tel que ,
2n

k k 1
a,(z) = n n
3, sinon.

Soient F,, F et G les fonctionnelles définies, sur L%(Q2), par

F,(u) :/Qan(x)(u(a:))de, F(u) :2/Q(u(:v))2d:v et G(u) = ;/ﬂ(u(x))2dx

On montre alors que la suite (F,) T-converge vers I pour la topologie forte de L2(£2),
tandis que sa I-limite, pour la topologie faible de L?(Q), est G.

En effet, soit (u,,) une suite convergeant fortement vers un certain v dans L*(€2). Alors
la suite (u?) converge fortement vers u? dans L'(€2). Comme (a,) converge *-faiblement
vers 2 dans L*(€2), on a lim [ an(x)(un(az))2 de =2 [, (u(az))2 dx = F(u), ce qui prouve
la T-convergence de (F,) vers F' pour la topologie forte de L?(€2).

Soit, & présent, (u,) une suite convergeant vers u, faiblement dans L?(Q2). Comme la
suite (a,!) converge x-faiblement vers 2/3 dans L*°(2), on a, puisque pour tout n > 1
an(ty)? > 3u,u — 9’ /4a, |

lim inf /Q () (un (2))? dz > ; / (u(x))® d.

n—oo QO
D’autre part, pour tout v € L*(), la suite (u,) définie par u,(zr) = 3u(x)/2a,(z),

converge faiblement vers u dans L?(2). Comme, pour tout n > 1, a,u? = 9u?/4a,, on en
déduit

limsup/ﬂan(:z:)(un(:c))2 dr < g/ (u(x))de

n—00 [¢)

Finalement, (F},) [-converge vers G, pour la topologie faible de L%(€2). O

Nous rappelons cette proposition affirmant la stabilité, par perturbation continue, de
la I"-convergence.

Proposition 1.15 Soit G : X — R une fonctionnelle continue. Si (F,) I'-converge
vers ' dans X, alors (F,, + G) I'-converge vers F'+ G dans X.

Pour la preuve de cette proposition, voir, par exemple, [2] ou [19].

Une autre curiosité de cette notion de I'-convergence est le fait que la somme de deux
suites qui I'-convergent ne converge pas nécessairement ; de plus, méme dans la situation
ou cette somme converge, la I'-limite de la somme n’est pas nécessairement égale a la
somme des ['-limites. Voici quelques exemples :
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Exemple 1.16 On prend X =R, F,(z) = sin(nz) et G,(x) = —sin(nz). 1l est clair que
la suite (F,,+G),) I'-converge vers zéro alors que (F,) et (G,,) I'-convergent toutes les deux,
clairement, vers -1. En effet, soit (z,,) une suite qui converge vers un certain z dans R. On
a liminfsin(nz,) > —1. D’autre part, pour tout = € R, la fonction 2 — sin(nx) étant
Z8_périodique, il existe une suite (z,) dans R qui vérifie |z, — x| < 2* et sin(nz,) = —1.

O

Exemple 1.17 Sur R, on pose F,(z) = sin(nz) et Gy,(x) = (—1)"sin(nzx). Alors (F,) et
(G,,) I'-convergent vers -1. Cependant la suite (F), + G,,) ne ['-converge pas, puisque 1'on a
inf{liminf(F, + G,)(z,);x, — 0}=—2 et inf{limsup(F, + G,)(z,);z, — 0} = 0.
Ceci empéche la suite (F, + G,) de I'-converger, bien que (F,) et (G,) I'-convergent
séparément.

En général, on a seulement une inégalité comme l'indique la

Proposition 1.18 Soient (F,) et (G,) deux suites I'-convergeant sur X, respectivement,
vers F' et G. Si la suite (F,, + G,,) I'-converge vers H, alors

F+G<H, (1.8)
des que les fonctionnelles F,, + G, et F'+ G sont bien définies sur X.

Pour la démonstration de cette proposition, voir Dal Maso [19].

L’exemple 1.16 montre que I'inégalité 1.8 peut étre stricte. La proposition 1.21 suivante
donne un cadre ou la I'-limite de la somme est égale a la somme des I'-limites. Avant de
I"énoncer, rappelons la définition suivante (c.f. [19]).

Définition 1.19 (convergence continue)

On dit qu’une suite (F,) est continument convergente (dans (X, T)) vers une fonctionnelle
F : X — R si pour tout x € X et pour tout voisinage V de F(x) dans R, il existe un
entier k et un voisinage U de x tels que F,(y) € V pour tout n > k et tout y € U.

Remarque 1.20 La convergence continue entraine la convergence simple. Elle entraine
aussi la I'-convergence puisqu’une suite (F,,) converge continiment vers I’ si, et seulement
si, (F,) et (—F,) I'-convergent, respectivement, vers F' et —F.

Proposition 1.21 Soient (F),) et (G,) deux suites I'-convergeant, dans (X, T), respec-
tivement vers F et G. Si les fonctionnelles G,, et G sont partout finies sur X et si, de
plus, la suite (G,,) est continument convergente vers G, alors la suite (F,,+G,,) I'-converge
vers '+ G.

1.3.2 Comparaison de la [~convergence avec la convergence simple

Une question naturelle qui se pose est : la I'-convergence dune suite de fonctionnelles
(F,) vers I entraine-t-elle la convergence simple de la suite (F,,) vers F' et vice versa? La
réponse a cette question est non, comme l'indique les exemples ci-apres, tirés de I'ouvrage
de Dal maso [19].
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Exemple 1.22 On se place dans le cas ou X = R et 7 est la topologie usuelle de R. Si
(F,) est la suite de fonctions définies, pour tout n € N et z € R, par F,(z) = nze 2"’

on montre facilement que la suite (F,,) I'-converge vers la fonction qui vaut zéro sur toute
1

26_%, alors que (F,)

la droite réelle a 'exception de l'origine ou elle prend la valeur —
converge simplement vers la fonction identiquement nulle.

Exemple 1.23 Pour tout n € N, on pose

Fo(x) = {O si n(x—e") €N,

1 sinon.

La suite (F,,) ainsi définie I'-converge vers zéro. L’inégalité de la I'-limite inférieure est
évidente. Soit x € R. Pour tout n € N*, on note ,, un entier quelconque de l'intervalle
[—14+n(z—e"),14+n(z—e")](un tel entier existe puisque [—1 4+ n(z —e"), 1 +n(x —e")]
est un intervalle de longueur égale a 2). Si I'on pose z, := ¢, /n+¢e", on a

|z —x,| <
et
n(z, —e") =y, € N.

On en déduit que la suite (z,) converge vers x et que lim F,(z,) = 0.

n—0o0

D’autre part, le réel e étant transcendant sur Q, pour tout z € R, il existe au plus un
entier n tel que F,,(x) = 0 (Sinon, il existerait deux entiers distincts n et m et un rationnel
r tels que e soit racine du polynéme P(X) = X" — X™ +r = 0. Ce qui est impossible). Tl
suit alors que la suite (F},) converge simplement vers 1, bien qu’elle I'-converge vers zéro.

Exemple 1.24 On pose X = R. Soit (r,,) une énumération de l’ensemble des rationnels
Q. Soit (F,,) la suite définie par : pour tout n € N,

0, si x=r; pourun certain j > n,

Fo(x) = { A ' =

sinon.

La suite (F),) converge simplement vers 1 (En effet, si z € Q, alors pour n assez grand,
F,(z) =1et lim F,(z) =1.Siz € R\Q, F,(z) =1 pour tout n et lim F,(z) =1). Par

n—oo

ailleurs, grace a la densité de Q dans R, la suite (F},) I'-converge vers 0.

Ces exemples montrent que, lorsqu’il y a simultanément I"-convergence et convergence
simple d’une suite (F},), les limites obtenues par les deux procédures ne coincident pas
nécessairement. Néanmoins, lorsque la suite considérée est monotone, et que chaque F),
est s.c.i, alors les deux notions coincident. On a les deux propositions suivantes :

Proposition 1.25 Soit (F,,) une suite de fonctionnelles s.c.i sur X a valeurs dans RU
{+o0}.

i) Si (F,) est croissante, alors elle I'-converge vers sup F,.
neN
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ii) Si (F,) est décroissante et converge simplement vers F, alors elle I'-converge vers
F.

iii) Si (F,) converge uniformément, sur X, vers F, alors elle I'-converge vers F.

Pour la preuve de cette proposition, voir par exemple, [19, 2].

Noter que I’hypothese de semi-continuité dans la proposition 1.25 n’est pas superflue. Si
on la supprime, on obtient les mémes assertions mais cette fois avec F' comme I'-limite
au lieu de F' (cf. [19]). Ceci, méme si la suite est monotone. L’exemple 1.24 en témoigne.

Pour assurer 'égalité des deux limites, on demande a la suite (F},) d’avoir la propriété
d’équi-semicontinuité inférieure, auquel cas, (F,) I'-converge vers F' si, et seulement si,
elle converge simplement vers F' (cf. [19] Proposition 5.9).

Les assertions i) et ii) de la proposition 1.25 expliquent le succes de toutes les méthodes
d’approximation monotone en optimisation, telle 'approximation de Yosida qui est d'un
grand usage dans I’ensemble de notre travail. Nous en rappelons la définition et quelques
propriétés dans la section 1.4.

Remarque 1.26 Noter que la I'-convergence est aussi appelée I’épi-convergence. Cette
autre appellation est justifiée par le fait que la I'-convergence d’une suite (F,,) vers I est
équivalente a la convergence de la suite {épi(Fn)} des épigraphes des fonctionnelles F),
vers épi(F), au sens de Kuratowski-Painlevé [2, 19].

Rappelons maintenant, une importante propriété qui justifie l'intérét de ce type de con-
vergence dans 1’étude des problemes variationnels.

Proposition 1.27 Soit (F),) une suite de fonctionnelles définies sur X et vérifiant :
i) (F,) I'-converge vers une fonctionnelle F'.

it) Il existe un compact K (indépendant de n) pour la topologie T tel que igl(f F, = i%f F,.

Alors la suite de réels (i%f F,) converge vers i&fF = ir&fF. En outre, si (uy,)r est une

suite vérifiant
-

—u et By, (u,,)=minkF,, ,
X

k—o0

Unp,,

alors u vérifie F(u) = m)}n F.

Pour la preuve de cette proposition, voir [19] ou [2]. Il faut noter que 'hypothese ii)
(qui est moins forte que I'équi-coercivité de la suite (F},)) est fondamentale. En effet,
I'exemple élémentaire suivant, montre que la I'-convergence de (F;,) vers F, a elle seule,
n’entraine pas la convergence des minima (miny F,) vers miny F' :

Exemple 1.28 Sur la droite réelle R, on pose Fy,(z) = (1 + x/n)?. 1l est clair que (F,)
[-converge vers la fonction constante égale a 1, puisque toute suite (z,,) convergeant vers

x
un certain z dans R, est bornée et lim (1 4+ —)? = 1. Par ailleurs chaque F,, admet zéro
n

n—0o0

comme minimum. On n’a donc pas convergence de H}}n F, vers H}}n F.



18 1. RAPPELS ET NOTATIONS GENERALES

1.4 Sur la régularisation de Moreau-Yosida

Soient (X, d) un espace métrique et F' : X — [0, +00] une fonctionnelle définie sur X.
On suppose qu'il existe au moins un élément v € X tel que F(u) < oo (on dit alors que la
fonctionnelle F' est propre). Pour tout A > 0, on appelle approximation de Moreau-Yosida
d’ordre A de F, la fonctionnelle Y, (F') définie sur X par

Y\(F)(u) = 5££{F(U) + Ad(u,v)?}. (1.9)

Dans [34] Moreau introduit la notion de “proximal approximation” d’une fonction nu-
mérique F' convexe et s.c.i sur un espace de Hilbert H, en posant, pour tout v € H,
Proxp(u) = u, ou @ est 'unique élément de H solution du probleme variationnel (1.9)
lorsque A\ = 2. Par exemple, lorsque F' est la fonction indicatrice d’'un convexe fermé
K C H, alors Proxp(u) n’est rien d’autre que la projection de u sur le convexe K. Il a
été prouvé [34] que la dérivée de Y,(F'), au sens de Frechet, coincide avec la régularisée
Yosida d’ordre A [8],]9] de l'opérateur 0F (le sous-différentiel de F'); d’ou la référence a
Yosida.

Voici, en bref, quelques propriétés de Y (F).

Proposition 1.29 Soit F': X — RU{+o0} une fonctionnelle propre. Pour tout A >0,
la fonctionnelle Y \(F') vérifie :

i) Pour tout A > 0, la fonctionnelle Y\(F') est localement-Lipschitzienne. Plus précisé-
ment, pour tout ug € X, et ro > 0, 1l existe une constante cy > 0 telle que

Vu,v € B(ug,ro), Y A(F)(u) = YA(F) ()| < cod(u,v). (1.10)
ii) Pour toutu € X, on a

lim Y(F)(u) =sup Y(F)(u) = F(u), (1.11)

A—+o0 A>0

ou F désigne la relazée de F.

Nous en rappelons la preuve.
Preuve : i) Soient u, v et uy dans X. Soit A > 0. Par définition de Y,(F)(v) , on a
Y\(F)(v) < F(w) + Ad(w, u)* + A(d(w,v)* — d(w,u)?), pour tout w € X.  (1.12)
Pour tout € > 0, il existe un élément w? € X tel que
F(w®) + Mdw*, u)* < Yr(F)(u) + €. (1.13)
On en déduit que

YaA(F)(v) < YA(F)(w) + e + A(d(wy, u) + d(w?, v))d(u, v)
<YA(F)(u) + € + A(2d(w?, u) + d(u, v))d(u,v) . (1.14)
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D’autre part, on a, pour tout z dans X

d(w",u)? + 1F(w;‘) <! [YA(F)(u) +¢] <

3 =5 [F(2) + Ad(z,u)* + ¢]. (1.15)

> =

La fonctionnelle F' étant propre, il existe un élément zy dans X et un réel M > 0 tels que
F(z9) < M < oo. L’inégalité (1.15) donne

d(w,u)® < = (YA(F)(u) + &) < ~(M + 2X(d(20, uo)* + d(ug, u)*) + €). (1.16)

> =
> =

Par conséquent

[N

d(w?,u) < (%(M + 2X(d(20, uo)* + d(ug, u)?) + 5)) . (1.17)

Si u et v sont dans la boule B(ug, o), alors (1.14) devient

Ya(F) () < YA(F)(u)+e + 2A(7”0+ G (M 4 2X(d(z0,u0)? + d(ug, u)2))) §+\/§)d(u, v).

Cette inégalité étant valable pour tout € > 0, par passage a la limite, lorsque ¢ tend
vers zéro, on obtient

Y (F)(0) — Yx(F)(u) < 2) (m n G (M + 20 (d(z0, u0)? + d(up, u)2))) ) d(u,v).

Permutant les roles de u et v dans cette derniere inégalité, on obtient

1

VA (F) (0)=YA(F)(u)] < 2)\<7’0+ (% (M + 2X(d(20, u0)? + d(up, u)2))> 2>d(u, V). (1.18)

2

Posant ¢y = 2A (ro + (%(M + 2/\(d(z07u0)2 + d(ug,u)2)>>

que Y (F) est co-Lipschitzienne sur la boule B(uyg, ro). L’assertion i) est ainsi prouvée.

), I'inégalité (1.18) prouve

ii) Pour tout A > 0, par définition de Yx(F), on a Y(F') < F. D’apres i), Y\ (F)
est localement-Lipschitzienne et donc continue. Par conséquent, Y (F) < F' et donc

sup { YA(F)(u) : A >0} < F(u) pour tout u € X. (1.19)

Nous fixons maintenant u € X et supposons que sup { Y(F)(u) : A > 0} < +o0. Soit
uy € X tel que

Yo(F)(u) + % > F(uy) 4 Ad(u, uy)?.
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Il vient donc que la suite (uy) converge vers u, lorsque A tend vers plus U'infini. On en
déduit, par définition de la relaxée de F', que

F(u) < liminf F(uy) < liminf F(uy) + Ad(u, uy)? < 1)i\m inf Y, (F)(u). (1.20)

A——+00 A—400 —+00

Regroupant (1.19) et (1.20), on obtient 'assertion i1).
O

En particulier, si la fonctionnelle F' est s.c.i, on a, puisque la suite (Y,,(F')), est croissante
enm, F(u) =sup Y,,(F)(u).

La proposition suivante énonce que, sous certaines hypotheses, la ['-convergence d’une
suite de fonctionnelles (F,) est équivalente a la convergence simple des approximations
Moreau-Yosida (Y (F,))n , pour tout A > 0.

Proposition 1.30 Soit (F,) une suite de fonctions de (X, d) a valeurs dans | — 0o, +o0]
vérifiant :

3r>0,3x0€ X |VneEN, Vo e X, ona F,(z)+r(d*(z,z) +1)>0. (1.21)
Alors (F,) T'-converge vers F' si, et seulement si,

sup limsup Y (F,)(x) = sup liminf Y\ (F},)(x) = F(x), pour tout = € X. (1.22)

A>0 n—oo A>0 Moo

Cette proposition découle immédiatement du théoreme 2.65 de [2] . Comme conséquence
de la proposition 1.30, nous faisons la

Remarque 1.31 i) Si pour tout A > 0 et tout x € X, la suite (Y,(F,)(z)) converge
dans R, alors la suite (F},) I'-converge vers la fonction F' définie par

Vee X, F(zx)=sup lim Y (F,)(x). (1.23)

A>0 oo

ii) Lorsque (F,) est une suite de fonctions définies sur X = RN alors sa I'-convergence
vers une fonction F' est équivalente a la convergence simple de la suite (Y,\(Fn))n des
régularisées des F,, vers Y \(F'), pour tout A > 0. C’est-a-dire

F, — F

(*) I

VA >0, Vue X, in)f({Fn(v) + Al —v||*} —— in)f({F(v) + Allu — v|]*}.
ve n—oo V€

Ceci signifie qu’en dimension finie, la I'-convergence peut étre caractérisée par la conver-
)
gence des infima de toute une famille de perturbations quadratiques.
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Remarque 1.32 Noter que, méme lorsque X est de dimension infinie, la converge sim-
ple de la suite des approximations Moreau-Yosida (Y \(F},,)), associée a une suite (F,),
pour tout \, vers une fonction notée F*, entraine la I'-converge de la suite (F,) vers la
fonctionnelle F' définie par,

Yu e X, F(u) =sup lim Y,(F,)(u)

A>0 oo

=sup F*(u) . (cf. remarque 1.31 i)). (1.24)
A>0

Cependant, on n’a pas nécessairement F* = Y, (F). Ce phénoméne est illustré dans I'ex-
emple 1.33 ci-dessous. Nous voyons donc que le diagramme (%) au ii) de la remarque 1.31
ci-dessus n’est plus vrai en dimension infinie : la convergence simple des approximations
Moreau-Yosida (Y(F,)) d’une suite (F,) vers une famille (F*)y-o entraine toujours la
['-convergence de la suite (F,,) vers F := sup,., F* ; mais la réciproque n’est, en général,
pas vraie. Autrement dit, il peut y avoir I'-convergence de (F,) vers F' sans que, pour
tout A > 0, la limite simple éventuelle de (Y (F,,)) soit (Y\(F)).

Exemple 1.33 On pose Q =]0,1[, X = L*(Q2) muni de sa topologie forte. Soit (a,) la
suite définie par

[257]

1 1 L., 2t 21+1
an(s):{2’ Sose avec [, = U {—Z, i { (1.25)

sinon, = Ln n

Ici, [s] désigne la partie entiere de s. Pour tout u € L%(€2), on pose

Fo(u) = /0 1 an(s)u?(s) ds.

Un calcul élémentaire donne

veL2(Q)

Y\(F,)(u) = inf /0 {a,(s)v*(s) + Av(s) — u(s))*} ds (1.26)
an(s)

u?(s) ds

/o1 T+ A la(s)
= [ Wi as (1.27

ol
1+AxHt si o sel,

br(s) = (1.28)
2(1+2X"H71 sinon.

(En effet, la résolution de I’équation d’Euler-Lagrange associée au probleme variationnelle

(1.26) donne, comme unique point stationnnaire de l'intégrand f(s,v) = a(s)v?(s) +

AMv(s) — u(s))?, Vélément o = Au/(a + N).)
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Or pour tout A > 0, la suite (b)) converge -faiblement, dans la dualité o(L>(Q), L1(2)),
vers b = (3+4171) (2(1+ A7) (1 + 2)\_1))_1. Donc, pour chaque A positif fixé, la suite
(Ya(F},)) converge simplement vers la fonctionnelle F* définie par

oy (344171 b
F(u) = AT AT ) /0 u(s) ds. (1.29)

D’autre part, d’apres la proposition 1.30, la suite (F,) I'-converge vers F = sup F* soit,
A>0

L’ approximation Moreau-Yosida de F' se calcule aisément ; on obtient

3 by
Comparant (1.29) avec (1.30), on voit immédiatement que Yy(F) # F*. Noter le fait que,
lorque l'on fait tendre A vers 400, aussi bien dans (1.29) que dans (1.30), on retrouve F.
Ceci signifie que la fonctionnelle £, bien que différente de Y (F'), est une approximation
de F.

Remarque 1.34 Pour finir cette section, nous faisons remarquer que la réciproque de
lassertion i) de la remarque 1.31 est fausse. En d’autres termes, la I'-convergence d’une
suite (F,) n’entraine pas nécessairement la convergence simple de la suite (Yx(F,)), ,
pour tout A > 0. Ceci est illustré par I'exemple suivant.

Exemple 1.35 On pose 2 =]0,1[, X = L?(Q) muni de sa topologie forte. Soient («,) et
((,) deux suites définies comme suit :

k Eoo1
1, si dk tel — < -+ —
Bals) = 4 1 S FREN telane LS sty
3, sinon,
et
2, si n est impair,
an(s) = .
Bn(s), sinon.

On pose, pour tout u € L?(Q),

Fy(u) = /0 1 an(s)u?(s) ds.

La suite ((3,) converge x-faiblement vers 2. Ce qui assure la convergence faible de (o)

1
vers 2 et, par suite, la I'-convergence de la suite (F,,) vers F' ou F(u) = 2/ u?(s) ds.
0

Comme dans 'exemple 1.33, on a
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ou
2(1+237)7, si n est impair,
72(5> = (1.31)
Ba(s) (1 + Aflﬁn(s))_l . sinon.
Sila suite (73, = B2n/(1+A"!B2,)) convergeait x-faiblement, dans la dualité o (L>(Q), L' (Q2)),
sa limite serait (2+ 3A) (1 A~)(1+3A)™ . Or (2:43X71) (1 + A~)(1 +3A1)) "

(
est différent de 2(1 +2A71) " qui est la limite de (72, +1)- Ceci empéche la convergence
simple de la suite (YA(Fn)(u))n des approximations Moreau-Yosida.

1.5 Sur les formes quadratiques

Soit H un espace de Hilbert réel de produit scalaire (-, ). On note || - || la norme associée
A ce produit scalaire. Dans ce mémoire, les espaces de Hilbert considérés seront L?((2),
L2(Q,R?), HY(Q), HY(Q,R?), HL(Q) et HL(Q, R).

Définition 1.36 ( Forme quadratique)

On dit qu’une fonctionnelle F' : H — [0, +o0] est une forme quadratique (positive), s’il
existe un sous-espace vectoriel Y de H et une forme bilinéaire symétrique B : Y XY — R
tels que :

Flu) = {B(u,u), s% u€ey,
+00, SInon.

Le sous-espace vectoriel Y, ot F' prend des valeurs finies, est appelé le domaine de F.
On le note D(F'). La forme bilinéaire B est appelée forme polaire associée a F'.

Il est souvent plus pratique d’utiliser cette caractérisation, purement algébrique, des
formes quadratiques (voir Dal Maso [19]) :

Proposition 1.37 Une fonctionnelle F : H — [0, 400] est une forme quadratique sur
H si, et seulement si, F vérifie les trois assertions suivantes :

F(0) =0, (1.32)
F(tu) < t*F(u) pour tout u € H et tout t > 0, (1.33)

Fu+v)+ F(u—v) <2(F(u) + F(v)), pour tout u et v dans H. (1.34)
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L’ensemble des formes quadratiques positives est fermé vis-a-vis de la I'-convergence. Plus
précisement, on a (cf. Dal maso [19]) le

Théoréeme 1.38 (Fermeture de I’ensemble des formes quadratiques positives)
Soit (F,) une suite de formes quadratiques positives sur H. Si (F,) I'-converge vers F,
alors F' est une forme quadratique positive sur H.

Preuve : La positivité de F' découle immédiatement de celle des F;,. Il suffit donc de
montrer que F vérifie les assertions (1.32), (1.33) et (1.34) de la proposition 1.37. Si I'on
pose u, := 0, 'inégalité de la I'-limite inférieure entraine (puisque pour tout n € N,
F,(0) =0) que

0 = liminf £, (u,) > F(0),

et F(0) =0.

Soit ¢ un réel positif donné. Pour tout w € H, il existe une suite (u,) convergeant vers
u dans H telle que
limsup F, (u,) < F(u).

n—o0

Or, pour tout n € N, F,(tu,) = t*F,(u,). Donc

limsup F), (tu,) < t*limsup F, (u,) < t*F(u). (1.35)
De plus, la suite (tu,,) converge vers tu dans H. L’inégalité de I'-limite inférieure entraine
que
liminf F,,(tu,) > F(tu), (1.36)
ce qui prouve (1.33) .
Reste a prouver (1.34). Soient u et v dans H. Puisque (F,,) I'-converge vers F, il existe
deux suites (u,) et (v,) convergeant, respectivement, vers u et v telles que

lim F,(u,) = F(u) et lim F,(v,) = F(v). (1.37)

n—oo n—oo

Donc

2(F(u) + F(v)) = lim 2(F,(u,) + Fy(v,))

n—oQ

> lim SUP(Fn(un + Un) + Fn(“n - Un))

n—o0

> liminf F,,(u, + v,) + liminf F,, (u, — v,)
> F(u+v)+ F(u—v).
Ce qui prouve que F' vérifie (1.34). La fonctionnelle F' est donc une forme quadratique

positive sur H.
O

A une forme quadratique F' (de forme polaire B) on peut associer le produit scalaire

(u,v)p = B(u,v) + (u,v), la norme |u|p := \/F(u) + ||ul|?, et définir :
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Définition 1.39 (Formes quadratiques fermées, fermables)
a) Une forme quadratique F': H — [0, +00] est dite fermée sur H si, et seulement si,
son domaine D(F') muni du produit scalaire (-,-)r est un espace de Hilbert.

b) F est dite fermable dans H si, et seulement si, elle admet une extension fermée dans
H.

La proposition suivante permet de caractériser les formes fermées, sur H, en termes de
semi-continuité inférieure. En effet, on a

Proposition 1.40 Une forme quadratique F est fermée sur H si, et seulement si, elle
est s.c.i sur (H, (-,-)). Elle est fermable sur H si, et seulement si, elle coincide avec sa
relazée F', sur son domaine D(F).

Preuve : L’implication (F' fermée == F' s.c.i) est une conséquence de la réflexivité
du domaine D(F) ( le domaine D(F') est réflexif puisqu’il est un espace de Hilbert).
En effet, soit (u,) une suite convergeant fortement vers un certain u dans (H,(-,-)) et
vérifiant liminf F'(u,,) < +oo (sinon, il n’y a rien a démontrer). Donc (u,) est bornée

n—oo

pour la norme || - ||p. Il existe donc une sous-suite, encore notée (u,), et un élément
v € D(F) tels que (u,) converge faiblement vers v dans (D(F'),(+,+)r). Or la sous-suite
(u,) converge aussi faiblement vers u dans (H,(+,-)). Il en resulte que (u,) converge
faiblement vers u dans (D(F),(-,-)r). On a donc u = v et u appartient a D(F). Il en
résulte que h}[&iﬁf F(u,) > F(u) et donc, queF est s.c.i sur H.

Montrons, a présent, I'implication inverse. Soit (u,) une suite de Cauchy dans
(D(F), (,-)r). La quantité (F(u, — uy) + ||u, — un|?) tend vers zéro lorsque m et n
tendent vers plus I'infini. Il existe donc un élément u € H tel que (u,,) converge, fortement
dans (H, (+,-)), vers u . Pour tout n € N, on a, par semi-continuité inférieure de F' sur H,
liminf F(u,, — u,) > F(u, —u). Ainsi,

m—0o0

0 < limsup F(u, —u) < limsup liminf F'(u,, — u,,) = 0.

I en découle que F'(u,, —u) < +oo et, par la suite, que u € D(F). Enfin, de I’égalité
lim |u, —ulp = lim (F(u, — u) + [|u, — uf?) =0, (1.38)

n—oo

on déduit la convergence, dans (D(F), (,9) F), de (u,) vers u, et par conséquent, que
(D(F), (-,-)r) est un espace de Hilbert.

Montrons, maintenant, I’équivalence
F est fermable sur H <=V u € D(F), F(u)= F(u).

“«" Si l'on suppose que ¥V u € D(F), F( ) F(u), alors F est une extension s.c.i
de F, puisque D(F) C D(F)(Yu € H, F(u (u)). Par définition, F' est donc une
forme quadratique fermable sur H.

“— 7 Supposons F fermable sur H. Soit F une extension s.c.i de F. On a D(F) C D(F)
et donc F < F sur H. Par conséquent, F' < F sur H. Par ailleurs, Vu € D(F), F(u)=
ﬁ(u) Il suit que Yu € D(F), F(u) = ﬁ(u) < F(u) < F(u). Donc F(u) = F(u), pour
tout u dans D(F). 0
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Exemple 1.41 On considere un ouvert borné ) de R" a frontiere réguliere et S C 2 une
hypersurface réguliere. On définit sur L2(£2), la fonctionnelle quadratique suivante :

/ |Vul? dx—l—/ IVul*H" ! (ds), siue€ CL),
F(U) = QO S

+00, sinon.

(1.39)

Dans [7], Bouchitté, Buttazzo et Seppecher ont montré que la relaxée de F' dans L2(£2)
est :

Flu) / |Vul? dx +/ \VsulPH" ! (ds), siueH{(Q) et u, € H(S),
u) =4 Jo s

7 (1.40)

00, sinon.

Ici Vsu désigne la projection orthogonale du gradient de u sur la variété §. Cet exemple
montre, qu’en général, F'(u) < F(u), méme lorsque v € D(F) (ici C1(2)). D’apres la
proposition 1.40, la fonctionnelle F' n’est pas fermable sur L2(£2), puisqu’elle ne coincide
pas avec sa relaxée sur son domaine C} ().

Définition 1.42 (Forme Markovienne)
Une forme quadratique F sur H = 1L2(Q) sera dite Markovienne si pour tout € > 0, il
existe une fonction 1. : R — R vérifiant

VieR, —e <n.(t) <1+ Vte[0;1] n(t) =t VE <t 0<n(t') —n-()< t' —t, (1.41)
et telle que

Vu € D(F) n.ou€ D(F) et F(n.ou) < F(u). (1.42)
Grace a la proposition 1.40, on a, pour les formes fermées sur L?(Q), la caractérisation

suivante :

Proposition 1.43 (Décroissance par troncature) Une forme fermée F' sur H =
L%(Q) est Markovienne si, et seulement si, la condition suivante est satisfaite :

we D(F) = (uVO)Ale D(F) et F((uVO0)Al)< F(u). (1.43)

Preuve : Soit F' une forme quadratique s.c.i sur H vérifiant la condition (1.43). Soit € > 0
et n-(t) = (tV0O)Al. On vérifie facilement que la famille (1.) satisfait aux conditions (1.41)
et (1.42) et donc, que F' est Markovienne.

Inversement, on suppose F' Markovienne et s.c.i sur H. Soit (1.) une famille de fonc-
tions vérifiant (1.41) et (1.42). Done, pour tout élément u € H, la suite (7. o u) converge
presque partout vers (u V 0) A 1, lorsque € tend vers zéro. Par le théoreme de conver-
gence dominée de Lebesgue, la suite (1. o u) converge vers (u V 0) A 1 dans L*(Q). Par
semi-continuité inférieure de F' sur H et le fait que F(n. ou) < F(u), pour tout € et tout
u € H;on

F((uv0o)Al) < limiglfF(nE ou) < F(u).
O

Voici une proposition qui énonce que la classe des formes Markoviennes sur L%*(€2) est
fermée vis-a-vis de la I'-convergence.
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Proposition 1.44 Soit (F,) une suite de formes Markoviennes sur L*(€)) qui T'-converge
vers F. Alors F' est Markovienne sur 1L2(Q).

Preuve : Par la remarque 1.13, la fonctionnelle F est aussi la I-limite de la suite (F,)
des relaxées. Nous pouvons donc supposer que, pour tout n € N, F,, est semi-continue
inférieurement sur L2(2). Ainsi, pour tout u € L*(Q2), on a F,((u V 0) A1) < F,(u).
D’autre part, par I'inégalité de la I'-limite supérieure, pour tout u € L2(2), il existe une
suite (u,) dans L*(Q) qui vérifie

un S8 0w et lim Fy(up) = Flu). (1.44)

n—oo

L’application R >t — (¢tV 0) A1 étant 1-Lipschitzienne, on a

/](un\/O)/\l—(u\/O)/\l\Qg/]un—u|2dx,
Q Q

et la suite ((u, V0) A1), converge vers (uV0) Al dans L?(Q). Par I'inégalité de la I-limite
inférieure et par le fait que chaque F), est Markovienne, on a

F((uVv0)A1) <liminf F,((u, V0) A1) < lim F,(u,) = F(u), (1.45)

n—oo n—oo

ce qui, par la proposition 1.43, puisque F' est s.c.i, prouve que F' est Markovienne sur
L2(Q).

O
Pour des exemples de formes quadratiques Markoviennes, on peut consulter, par exemple,
I'ouvrage de Fukushima [24].

1.6 Sur les formes de Dirichlet

Les fonctionnelles F' que nous considérons dans les chapitres 2 et 3 sont définies sur L?((2)
a valeurs dans [0, 4+o00]. Elles sont positives, semi-continues inférieurement, et Markovi-
ennes (c’est—é—dire (cf. proposition 1.43) possedent la propriété de décroissance par tron-
cature suivante : pour tout u € L*(Q), on a F((uV0) A1) < F(u), olt (uV0)Al:=
sup (O,inf(l,u))). Elles appartiennent, en fait, a une grande classe de fonctionnelles
quadratiques appelées formes de Dirichlet [24].

Définition 1.45 (Formes de Dirichlet)
On appelle forme de Dirichlet sur L?(2), toute forme quadratique fermée et Markovienne

sur L2(92).

Autrement dit, une forme de Dirichlet sur L?(€2) est une forme semi-continue inférieurement
sur L(Q), et décroissante par troncature. On notera ® I'ensemble de toutes les formes
de Dirichlet sur L?(©). L’intérét fondamental de ces formes en calcul des variations réside
dans leur stabilité dans le passage a la limite, au sens de la I'-convergence, et donc par
relaxation (puisque celle-ci n’est qu’un cas particulier de I'-convergence).

L’une des propriétés fondamentales dont nous nous servons tout au long de cette these
est la stabilité de ’ensemble des formes de Dirichlet par ['-convergence.
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Proposition 1.46 Soit (F,) une suite de formes de Dirichlet sur L2(2) qui I'-converge
vers F. Alors F est une forme de Dirichlet sur L*().

Preuve : Par le théoreme 1.38, les propositions 1.12 et 1.44, F est une forme quadratique,
s.c.i et Markovienne sur L?*(2). C’est donc une forme de Dirichlet sur L?(2).

O
En d’autres termes, la proposition 1.46 énonce que I’ensemble des formes de Dirichlet sur
L%(Q) est fermé pour la I-convergence.

Remarque 1.47 Noter, par ailleurs, que I'ensemble des formes de Dirichlet sur L2(£2)
est stable sous I'action de la régularisation Moreau-Yosida :

Fe®D=Y,(F)eD. (1.46)

Quelques classes de formes de Dirichlet

Tout au long de ce mémoire, LY, (2) désignera I'ensemble des coefficients de diffusion a
inverse dans L*°(2) :

L2 (Q) = {p € L%(Q), 1/p € L=(R),» > 0}.

Une classe importante de formes de Dirichlet, est celle des formes de Dirichlet dites
régulieres.

Formes de Dirichlet réguliéres : Soit ' une forme de Dirichlet sur L2(2) de domaine
D(F). Soit C§(£2) I'ensemble des fonctions continiment différentiables sur 2 & support
compact dans 2. S’il existe un sous-ensemble C' de D(F) N Cy(§2) qui soit dense, a la
fois dans Cp(€2) pour la norme de la convergence uniforme, et dans D(F') pour la norme

lulp = (F(u)+ ||u|]iz(ﬂ))l/2 associée a la forme F', alors F est dite réguliére. Nous noterons
®, l'ensemble des formes de Dirichlet régulieres. Pour plus de détails a ce sujet, nous
renvoyons le lecteur a 'ouvrage de Fukushima [24].

L’un des nombreux avantages de ces formes régulieres réside dans le fait qu’elles ad-
mettent, sur Cj(§2), une représentation intégrale.

Théoréme 1.48 (Formule de représentation intégrale de Deny-Beurling) Toute
forme de Dirichlet réguliére F' sur L2(Q), admet sur D(F) N C3(Q), une représentation
intégrale unique du type

Py =Y. [ i ot mn + [@Pvido) + [ (uo) - u)? alde,dy), (147

e v est une mesure de Radon sur €,

° <mj)1<ij<3 sont des mesures de Radon sur §) telles que, pour tout & € R3, et pour
tout compact K C Q, on a

3
Z §&mii(K) >0, nii(K) =n;:(K), 1 <14,7 <3, (1.48)

2,j=1
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e 1 est une mesure de Radon sur € x Q telle que u(A) =0 ot A désigne la diagonale
de €2 x Q.

Pour la preuve du théoreme 1.48 voir, par exemple, le livre de Fukushima [24]. Les quan-
tités qui apparaissent dans (1.47) s’appellent, respectivement, terme de diffusion, terme
étrange et terme non-local. On peut remarquer que dans la formule (1.47), seule la partie
symétrique p*¥"™ de la mesure p définie par

P (A x B) = o (WA x B) + pu(B x A))

N | —

joue un role. Cependant, nous ne supposons pas la mesure p symétrique. De plus, la mesure
p peut étre prise sur 'ouvert 2 x Q de telle sorte que u(A) = 0 (puisque la trace de p sur
A n’a aucune contribution dans le terme non-local qui apparait dans (1.47)). Et enfin, il
faut noter qu'une fonctionnelle définie sur L?(Q) par (1.47) n’est pas nécessairement une
forme de Dirichlet. En effet, elle peut ne pas étre semi-continue inférieurement sur L2((Q2).
On peut montrer que lorsque v et pu sont deux mesures de Radon, respectivement, sur 2
et Q x Q, et a appartient & LY, () alors la fonctionnelle F* définie sur L*(Q) par

/Qa(x)]Vu(x)\zdij/(u(x))QV(dx)

Fou(u) = +/ (u(z) — u(y)Pulde,dy), siueH(Q), (149)
+00, sinon.

est semi-continue inférieurement sur L%(€2) si, et seulement si, v et la marginale pu*¥™(dx, Q)
de p®¥™ ne chargent pas les ensembles de capacité nulle.

Formes de Dirichlet continues : On notera ®. 'ensembles des formes de Dirichlet
continues pour la topologie forte de L?(€2). Comme nous le verrons tout au long de ce
travail, ces formes jouent un role capital dans nos preuves. Elles sont régulieres . De plus,
les mesures 7;; qui apparaissent dans leurs représentations intégrales de Deny-Beurling
(1.47) sont nulles, pendant que v(dz) et p*¥™(dx,2) sont absolument continues par rap-
port a la mesure de Lebesgue dz avec des densités dans L>°(Q2). Ceci est 'objet des trois
prochains lemmes.

Lemme 1.49 Soit (1,;) comme dans le théoréme 1.48. Soit F : L*(Q) — [0, +o0]
quadratique et continue pour la topologie forte de 12(Q2). Si F admet sur D(F) N CL(Q)
la représentation intégrale

ou Ou
Z / amz axj 771] df]:)

7,7=1

alors,
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Preuve : Comme F est quadratique et continue, il existe une constante positive C' telle
que, pour tout u dans L2(9),

P(u) < Cllulf g, - (1.50)

Donc, pour toute fonction ¢ € D(Q) telle que 0 < ¢ < 1, on a, pour tout u € C*(Q)

ou 8u

t,j=1

Notons 7, la mesure matricielle de densité ¢ par rapport an : 7, := ¢(z)n(dz) et montrons
que 71, = 0. Pour ce faire, nous appliquons (1.51) & des fonctions u € C*(2) ne dépendant
que d’une variable (c’est-a-dire telle qu’il existe une fonction f de la variable reélle vérifiant
u(x) = f(x;)). Grace a I'inégalité de Jensen, I'application

feD0.1)—— / £(:) (n)is(de) € R,

ol (1,):i(dx;) représente la marginale de (n,);;(dz) sur R, est continue pour la topologie
forte L?(]0, 1[). Ainsi, (n,):(dz;) est de la forme 7;(dx;) = g(z;) dx; avec g continue sur
10, 1[. Si la densité g n’est pas nulle, alors en considérant des fonctions f qui s’annulent
en dehors d’un intervalle I ou g(z;) > ¢ > 0, on obtient

/If/($i)2 dz; < g/lf(xl)2 dz; .

Cette inégalité ne pouvant pas étre vraie pour tout f, la densité g est identiquement
nulle sur |0, 1[. On en déduit que la trace de la matrice ¢(x)n(dz) est nulle. Comme cette
matrice est positive, elle est donc nulle. Ceci étant vrai pour tout ¢ € D(Q2), 0 < ¢ < 1,
on en déduit que n(dx) = 0.

O

Lemme 1.50 Soit F : L2(Q) — [0, +00] quadratique et continue pour la topologie forte
de L*(Q). Si F admet sur D(F) N CY() une représentation intégrale

Pu) = [ (u(a))* v(do),
Q
ou v est une mesure de Radon sur €2, alors v est absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesgque dx, avec une densité dans L>°(, RT).

Preuve : Comme F est quadratique et continue sur L?(2), il existe une constante positive
C telle que, pour tout u € L?(Q),

F(u) < Cllul?ae) - (1.52)

Soit B un Borélien de Q. Il existe une suite (K,) de compacts croisssant vers B et une
autre (£2,) d’ouverts décroissant vers B telles que

lim v(K,) =v(B) et lim |Q,|=|B|. (1.53)

n—od
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Pour tout n > 1, soit ¢, € C1(Q) une fonction égale & 1 sur K, et nulle sur Q¢. On a
alors, compte tenu de (1.52) et(1.53)

v(B) = lim v(K,) < lim [ ¢ v(dx)

n—oo n—oo Jo
<O lim | o de
= CJLH;JSM
< C|B]. (1.54)

Il en résulte que v est absolument continue par rapport a dx avec une densité dans
L, RT). O

Lemme 1.51 Soit F': L2(Q) — [0, +00] quadratique et continue pour la topologie forte
de L*(Q). St F' admet sur D(F) N Cy(S2) une représentation intégrale du type

Flu) = / (u(e) = uly)? el dy).

ot 1 est une mesure de Radon sur € x Q, alors p*¥™(dx,Q)) est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque dx, avec une densité dans L>°(Q,R™).

Preuve : Pour tout € > 0, on note A, le voisinage de la diagonale A défini par A, :=
{(z,y) € 2 xQ : ||z —vy| <e} et u. la restriction de p & AL. Soit B un Borélien de
tel que diam(B) < e. Il existe une suite (K,) de compacts croisssant vers B et une autre
(Q,,) d’ouverts décroissant vers B telles que, pour tout n > 1, diam(£2,) < ¢ et

lim p¥™ (K, x Q) = p!™ (B x Q) et lim [Q,] =|B]. (1.55)
Pour tout n > 1, soit ¢, € C1(Q) une fonction égale & 1 sur K, et nulle sur Q¢. On a
alors, compte tenu de (1.55),

pf™(B x Q) = lim p!" (K, x Q) = lim p2"(K, x Q)

< lim p™™(K, x Q)

n—0o0

1
— lim F(p,)

n—o0

IN

< — lim [Q,]
n—oo

IN
R Qro| QY

B, (1.56)

ou C' est une constante positive qui vérifie F'(u) < C HuHiQ(Q) sur L?(Q)(puisque F' est
continue). L’inégalité (1.56) étant vraie pour tout € > 0, tenant compte du fait que u ne
charge pas la diagonale A, on en déduit que

P(B X Q) = sup (B x Q) <

e>0

| Q

B, (1.57)
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Il en découle que p*¥™(dzx, §2) est absolument continue par rappoprt a dx avec une densité
dans L>(Q,R™). 0

Inversement, on vérifie aisément que si v et p sont deux mesures de Radon respective-
ment sur € et 2 x (2 telles que v(dx) et pu(dx,2) sont absolument continues par rapport
a dz avec des densités dans L>°((2), alors la fonctionnelle définie par

Vuel?(Q), Fu(u):= /Q(u(x))Zl/(dx) —i—/Q (u(z) — u(y))*u(de, dy). (1.58)

xQ

est une forme de Dirichlet continues.

Comme mesures p qui rendent continues la fonctionnelle Fpp,, il y a les mesures
correspondant aux interactions a direction et portée fixes. On les appellera interactions
élémentaires. On notera £ 'ensemble des interactions élémentaires :

E = {0rw(dy) f(2x)Ig(z + w)dz, w € Qq, f LX), f>0}, (1.59)
ou )y désigne 'ensemble de tous les vecteurs de €2 a composantes dyadiques, soit
Qyi={weR’ IpeN : 2we N}

Cette restriction aux vecteurs a composantes dyadiques est purement technique.

Toute combinaison finie d’interactions élémentaires rend également continue la fonc-
tionnelle définie par (1.58). On appellera interactions atomiques de telles combi-
naisons. On notera A I'ensemble des interactions atomiques :

.A = {Zéx+Wz<dy)fz($)]IQ<x ‘I’Wz)dxv n e N, w; € QZa fz € LOO(Q)7 fz Z O} .
- (1.60)

Dans la suite nous utiliserons aussi le terme d’interaction élémentaire (resp. atomique)
pour désigner les fonctionnelles Fj g, lorsque la mesure p appartient a € (resp. A).

Remarque 1.52 Une fonctionnelle quadratique F' définie et continue sur 1L2(Q) admet
comme domaine, L*(Q) tout entier.

En effet, soit uy € L*(Q) tel que F(ug) = +oo. Si F était continue en wugy, on aurait
u u

/\lim F(TO) = F(0) = 0, ce qui est absurde puisque l'on a F(TO) = 400, pour tout

— 400

A > 0.

Formes de Dirichlet objectives : On appellera forme de Dirichlet objective (par analo-
gie au cas vectoriel), toute forme F' qui vérifie, pour tout u € L?(€2), et pour tout ¢ € R,

F(u+c¢) = F(u). (1.61)
Cette propriété est équivalente a

VeeR, F(c)=0. (1.62)
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En effet, si (1.62) est vérifiée, la quantité (F(u+ ¢) — F(u) — F(c)) est lindaire en c et
minorée par F'(u). Donc elle s’annule pour tout ¢ € R, soit

Vu € L*(Q), Ve €R, F(u+ec)=F(u) .

L’ensemble des formes de Dirichlet objectives sera noté ©;. Par ®;, (resp. ©;.) on notera
le sous-ensemble des formes de Dirichlet objectives et régulieres (resp. objectives et con-
tinues).

Remarque 1.53 Toute forme de Dirichlet continue et objective sur L%(§)) peut étre
représentée par une mesure i, sur ) x €, de la maniere suivante :

F(u) = /Q Q(u(a:) —u(y))? u(dx, dy), pour tout u € L*(Q). (1.63)

En effet, F' étant continue sur L%(Q2), d’apres ce qui précéde, il existe deux mesures de
Radon v et p sur © et Q x € telles que F' = Iy, ,,. La fonctionnelle I étant objective, v
est nulle. D’ou 'assertion de la remarque.

Formes de Dirichlet de type diffusion : On appelle fonctionnelle de diffusion (isotrope)
a coefficient non-dégénéré et borné, toute fonctionnelle de la forme F' = F, o avec
a € LT, (2). On notera Dy 'ensemble de telles fonctionnelles :

D4 1= {Fago; a € LT (Q)} . (1.64)

Il faut noter qu’il n’y a pas de borne uniforme sur les coefficients de diffusion des éléments
de ®, : aussi bien les grands que les petits coefficients de diffusion sont admissibles. Plus

précisement,
vV M G]O, +OO[, FM70’0 c @d-

Le fait que l'ensemble ®©, soit relativement “petit” n’affaiblit en aucune maniere nos
résultats. Au contraire, plus petit est D4, plus fort est un resultat de densité de Dg.

Nous aurons a considérer également, ’ensemble ®, des fonctionnelles de diffusion
soumises a une condition de Dirichlet sur B :

Do = {F(S,O,O ; ae LT ()}, (1.65)
ou
/ a(2)|Vu(x)|* dz, siue€ HY(Q) et u=0sur B,
FS,O,O(U) = . (1.66)

+00, sinon.

1.7 Sur la convergence au sens de Mosco

La notion de convergence au sens de Mosco, introduite par U.Mosco [38] est reconnue
comme un outil approprié¢ a I’étude du comportement asymptotique des problemes vari-
ationnels a données convexes. On en rappelle la définition et quelques propriétés. Pour
plus de détails sur cette notion, nous renvoyons a [2] et [43].
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Définition 1.54 (Mosco-convergence)

Soit X un espace de Banach réflexif. Soif (F),) une suite de fonctionnelles convexes s.c.i et
propres sur X a valeurs dans RU {+o0}. Soit F': X — RU {400} aussi convexe s.c.i et
propre. On dit que la suite (F,) converge au sens de Mosco vers F si les deux conditions
suivantes sont réalisées :

i) L’inégalité de la Mosco-limite inférieure : pour tout u € X, pour toute suite (uy)
convergeant faiblement vers u on a :

liminf F,,(u,) > F(u) .

n—-aoQo

ii) Linégalité de la Mosco-limite supérieure : pour tout u € X, il existe une suite (uy,)
dans X, dite approximante, telle que

u, — u fortement dans X, et limsup F,(u,) < F(u).

n—-aoo

X-M
On dira que la suite (F,,) Mosco-converge vers F' et on notera F,, —— F'. Cette définition
est a rapprocher avec celle de la I'-convergence. Il apparait alors immédiatement que

X—M r
F,b—F=F, —F. (1.67)

Il faut, d’emblée, noter que les notions de Mosco-convergence et de convergence simple
des suites de fonctionnelles sont indépendantes, comme le montre 'exemple élémentaire
suivant :

Exemple 1.55 On prend X = R muni de sa topologie usuelle. On pose, pour tout x € X,
F,(z) = e 1l est clair que (F,) converge simplement vers F' définie par F(0) = 1 et
F(z) = 0 pour tout x # 0. Cependant (F,,) ne Mosco-converge pas vers F. En effet, la
suite x, = % converge vers 0 sans que l'on ait h??liolgf F,(x,) > F(0), puisque pour tout

n, F,(xz,) =e et F(0) = 1.

Dans l'ouvrage [2], Attouch démontre (cf. théoreme 3.26) que lorsque l'on se place
dans le cadre des fonctionnelles convexes, s.c.i et propres, la convergence au sens de
Mosco d’une suite (F,,) vers I est équivalente a la convergence simple, pour tout A > 0,
de (YA(Fn)) vers Y (F'). Ce qui, mis a part le cas de dimension finie, n’est, en général,
pas vrai pour la ['-convergence. Ce résultat a été généralisé par Azé dans [3] ou il a
remplacé la régularisée Moreau-Yosida Y, (F') par une approximée inf-convolutive du type
WA (F)(u) = gg)f({F(U)—l—)\k(]u—vD}, ot le noyau k est de la forme k(t) = [t|* avec v > 1.

Remarque 1.56 Il est facile de voir que pour établir un résultat de Mosco-convergence,
il suffit de ne considérer dans (i) que des suites a énergie bornée (c’est-a-dire telles que
Fo(u,) < M < +oo ) et dans (ii) que des fonctions u appartenant au domaine de F
(c’est-a-dire vérifiant F(u) < +00).
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Remarque 1.57 Un résultat de Mosco-convergence établi pour la topologie de L%() est
aussi valable pour la topologie de Hy(Q) si, pour tout u € H(2), on peut imposer a la
suite approximante (u,) dans (ii) de converger vers u pour la topologie forte de Hy(€).
Dans ce cas nous dirons que la suite (F,,) T-converge vers F' et nous écrirons

F, —F

Puisque la Mosco-convergence met en jeu, simultanément les deux convergences forte et
faible de L?(f2), la seule hypotheése de continuité sur une fonctionnelle G' ne suffit pas a
garantir la Mosco convergence de la suite (F,,+G) vers F'+G lorsque (F,,) Mosco-converge
vers I dans L?(Q). On exige, en plus de la continuité, que la perturbation G soit convexe.

Remarque 1.58 Si G est une fonctionnelle convexe, et fortement continue sur L*((2),
alors on a

L2(Q)-M L2(Q)-M
F,—— F=F,+G —— F+(, (1.68)
F,— —F=—=F,+G——F+G. (1.69)

En effet, si G est convexe et fortement continue sur L?(Q), elle est alors semicontinue
inférieurement pour la topologie faible de L2(£2). Ainsi, (1.68) découle immédiatement de
la définition 1.54. L’assertion (1.69) est due au fait que G est continue pour la topologie
forte de Hy(Q).

Ultérieurement, nous aurons a considérer des perturbations de la forme FP,, qui sont
clairement convexes mais seulement semi-continues inférieurement. On sort alors du cadre
de la remarque 1.58. Néanmoins, le résultat reste vrai.

Remarque 1.59 Pour tout ¢ > 0, on a
Fy 5 F = Fy 4 cFlyy ——— F+ el . (1.70)

En effet, pour tout ¢ > 0, la fonctionnelle cF: 107070 est convexe et semi-continue inférieure-
ment pour la topologie forte de L2(£2). Elle est donc s.c.i pour la topologie faible de
L%(Q) et I'inégalité de la Mosco-limite inférieure en découle. Considérons maintenant un
élément u dans L*(Q) tel que F(u) + cF{o(u) < +oo. Alors u appartient a Hy(€).
Comme F,, —— F il existe une suite (u,) convergeant fortement vers u dans Hj(f2) telle
que limsup F, (u,) < F(u). Tenant compte de la continuité forte de cFY,, dans Hg(€2),

n—oo

on a limsup (F,(u,) + cFYoo(un)) < Fu) 4 cFgo(u) -

n—oo

Procédure de diagonalisation :

Lorsque 'on cherche a établir un résultat de densité, on est souvent amené a utiliser une
procédure de diagonalisation. Plus précisément, si (F},) est une suite qui Mosco-converge
vers une fonctionnelle F' et si pour tout n € N, il existe une suite (F),,,), qui Mosco-
converge vers F),, lorsque m tend vers plus I'infini, alors on veut pouvoir affirmer I'existence
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d’une suite d’entiers (m,,) telle que (F, ) Mosco-converge vers F, lorsque n tend vers
plus I'infini. Cette procédure de diagonalisation est bien connue lorsque les suites étudiées
sont dans un espace métrique. Ce qui est bien le cas dans la présente étude, puisque nos
fonctionnelles appartiennent au cone convexe des fonctionnelles convexes, fortement s.c.i
et propres sur L?(Q2) & valeurs dans R U {400}, classiquement noté 'y (L*(2)) . Or il est
bien connu (cf. [2] théoreme 3.36) que sur I'y (L*(€2)), la topologie de la Mosco-convergence
est métrisable . Par conséquent, on a

Proposition 1.60 Soit (F,) une suite dans T'\i(L*(Q)) qui Mosco-converge vers une
fonctionnelle F. Si pour tout n € N, il existe une suite (F,,)m, dans Dy(L3()), qui
Mosco-converge vers F,,, lorsque m tend vers plus ['infini, alors il existe une suite d’entiers
(my,) telle que la suite (F), ., ) Mosco-converge vers F, lorsque n tend vers plus l'infini.

Dans la derniere étape de la preuve du résultat principal du chapitre 3, nous aurons
besoin d’un résultat similaire a celui de la proposition 1.60, mais en ce qui concerne la
T-convergence. Nous faisons donc la

Remarque 1.61 La proposition 1.60 est vraie lorsque I’'on remplace la Mosco-convergence
par la T-convergence.

En effet, soit d; la métrique associée a la Mosco-convergence dans I'y (Lz(Q)) . Soit dy
celle associée a la Mosco-convergence, dans le cone convexe des fonctionnelles convexes,
fortement s.c.i et propres sur Hg(Q) & valeurs dans R U {+o00}. Si 'on pose pour tout F
et G dans L2(9),

d(F,G) = d\(F,G) + dy(Flur (), Glav @),

alors d est une métrique dont la topologie sur I'y (Lz(Q)) est équivalente a celle de la
T-convergence :

F,—— F <= (d+dy)(F,,F) —— 0. (1.71)

n—oo

On est alors dans un cadre métrique ou la diagonalisation est toujours vraie. D’ou la
remarque 1.61. 0

Définition 1.62 B
Soit 3 un sous-ensemble de ®. On appellera Mosco-fermeture de U et on notera U, I'ensem-
ble des Mosco-limites, pour la topologie de L*(f2), des suites de .

On peut remarquer que, grace a la proposition 1.60, on a

&l

=4. (1.72)

Remarque 1.63 L’ensemble ® des formes de Dirichlet ainsi que le sous-ensemble ®; des
formes de Dirichlet objectives sont fermés vis-a-vis de la Mosco-convergence, en ce sens
que
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Ceci découle de la proposition 1.46 et du fait que la propriété (1.61) passe a la limite par
Mosco-convergence.

Remarque 1.64 Puisque (1.73) est aussi vraie pour la topologie de la I'-convergence,
tous nos résultats de densité peuvent étre interprétés en termes de I'-convergence pour la
topologie forte de L*(12).
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Notre objectif dans ce chapitre est de démontrer que toute interaction élémentaire est la
Mosco-limite d’une suite de fonctionnelles de diffusion. Ce résultat constitue la premiere
étape de notre démarche dans l'identification de la fermeture de l'ensemble des fonc-
tionnelles de diffusion. Elle consiste en la construction explicite d’'un matériau composite
ayant les bonnes propriétés effectives. Cette étape est cruciale pour I'ensemble de mon
travail parce que les deux résultats principaux du cas scalaire de ma these 1'utilisent
fondamentalement.

2.1 Enoncé du résultat principal

Le résultat principal de ce chapitre s’énonce

Théoreme 2.1 Soit o dans L (Q) ou o = 0, et p(de, dy) = 6pqw(dy) f(x)dr dans &.
Alors, il existe une suite (o) dans LT () telle que (Fy, 00) Mosco-converge vers Fy,,
dans L2(Q).

Dans la section 2.2 nous décrivons la construction d’'un matériau hétérogene dont la
suite d’énergie correspondante (F,, o0) va converger vers F, (. La preuve de la Mosco-
convergence des fonctionnelles Fy,, oo vers F, o, constitue I'objet de la section 2.3.

2.2 Description du matériau composite

L’interaction non-locale p est simulée par des cylindres de grandes conductivités, de
longueur ||w|| et d’axe w. Nous allons décrire ces fibres de maniere plus détaillée.

38
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Comme w € €y, il existe un certain ¢ € N tel que 29w € N3. Ici n représente une suite
d’entiers naturels qui tend vers plus l'infini. Pour des raisons purement techniques, nous
choisirons la suite n de la forme n = 2% ou ¢, vérifie g, > ¢. Soit (r,,) une suite tendant
vers zéro de telle sorte que

lim n~?[In7r,| = + oo. (2.1)

n—o0

N’importe quel rayon de la forme r, := e~ avec v > 3 satisfait & I’hypothese (2.1).

On découpe le domaine Q en n? cubes élémentaires Q7

Q’;:z(z‘l,i)x(f‘l,l)x(’“‘l,ﬁ), (2.2
n n n n n n

de centres ¢} ot I = (i, 7, k) appartient a {1---n}? ( que l'on identifie & {1---n3}). On
note Z" I'ensemble d’indices I € {1,---n?} tels que Q7 +w C €. Noter que , pour de tels
indices, grace aux hypotheses sur w et n, {27 +w coincide avec un autre cube élémentaire.
Nous allons maintenant définir les rayons de nos fibres conductrices en posant, pour tout
1e1”,

1
2

=1, (l + [wll f(x)dx) , (2.3)

n m Q?
On introduit en méme temps la grandeur
R = (44 wllm | fllue o)) 2 . (2.4)

de telle sorte que la suite (Rr,) majore celle des rayons (r7).

Pour définir les extrémités de nos fibres conductrices, nous introduisons une famille de
points 7 de la facon suivante : soit A} la droite passant par x} et de direction w. Notons
p}(x) la projection orthogonale de x sur A%. Cette famille de points est choisie de telle
maniere que les trois propriétés suivantes soient vérifiées :

o7 — 7l < (4n) ™", 5)

2.
siQf+mw=Q} , meZ, alorsa]+mw=ux}, 2.6)
d(A},2%) > 2Rn™?, sinon . 2.7)

Grace a ces trois propriétés, aucune collision entre les fibres n’est possible. Montrons
maintenant qu’une telle famille existe bel et bien. Pour ce faire, nous démontrons, par
7 3 . . . n n n . /.
récurrence, que, pour tout p € {1---n’} il existe une famille {z},z3, - 27} qui vérifie

la propriété P, :

VI <p, lo7 = cfll < (4n)~,
Py VI, I <p, si QU +mw =}, pour un certain m € Z, alors 2} + mw = z7, ,
d(A7,2%) > 2Rn™2%, sinon.
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Le cas p = 1 est évident : il suffit de choisir 2] = ¢}. Supposons maintenant 1’existence
de p — 1 points {27,253, -, 25 ;} qui vérifient la propriété P,_;. Si Q}f + mw =
pour un certain I < p et un certain m € Z, prendre T, = T] +mw. Sinon, pour tout
I < p—1, considérons le cylindre d’axe A” et de rayon 2Rn~2. On vérifie sans difficulté
que le nombre de tels cylindres qui coupent la boule B(cj, (4n)~1) est inférieur & 3n. De
plus, comme le volume de chaque intersection est plus petit que 2n~'7(2Rn?)?2, le volume
total de ces intersections est inférieur & 147 R?n~*, et donc plus petit que celui de la boule
B(cy, (4n)~1). Par conséquent, on peut choisir le point z;, dans cette boule et en dehors
des cylindres. Il est clair que la famille {z, 2, -+ ,2,} ainsi choisie vérifie la propriété

Pp.
O

Nos fibres de grande conductivité sont les cylindres C}, de rayons r}, d’axes A’ et de
longueur ||w|| :

Cr={2zeQpi(x) €[z}, z7 +w], [x—pia)] <77} (2.8)

Comme les rayons de nos cylindres sont tres petits, ils ne sont que faiblement connectés
a la matrice. Pour améliorer cette connexion (aux extrémités seulement), on place aux
extrémités de chaque fibre des boules B} faites d'un matériau hautement conducteur.

7= B (a},n7?). (2.9)

Nous définissons maintenant la zone de grande conductivité de notre matériau hétérogene
Q" (cf. figure 1) par :

o= (| Jephudsy. (2.10)

Ieln 1

Dans cette zone Q", le coefficient de conductivité a été choisi constant et égal a r,, ?n 2.

Plus précisément, le coefficient de conductivité du matériau composite considéré est donné
par :

(N §
() = ax) + NG sizeQ\Qm, (2.11)

r2n73, sixz e Q.

L’addition du terme n~/? & o dans la matrice n’aura d’intérét que lorsque le coefficient

de diffusion est identiquement nul, a = 0. Cela assurera I'appartenance de o, a LS, (Q2).
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Figure 1 : Géométrie du matériau composite.

2.3 Preuve du théoréme 2.1

Dans cette section, nous établissons la Mosco-convergence de la suite de fonctionnelles
(Fa.00) vers Foop.

2.3.1 L’inégalité de la Mosco-limite inférieure

Soit (u,) une suite a énergie bornée (F,, 00(un) < M) convergeant faiblement vers un
certain u dans L%(Q).

On commence par estimer I’énergie de u,, dans la matrice Q\Q". Comme [, r;,*n=?|Vu, |*dz-
< M, la quantité [, a(z)|Vu,|*dz tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Ainsi, on
a

()| Vu,|* dz > liminf F,g0(u,) . (2.12)

n—oo Q

lim inf/ ()| Vu,|* doe > lim inf/
Q\Qn n— oo

La fonctionnelle F, o étant semi-continue inférieurement pour la topologie faible de
L%(Q), on a

lim inf / an(2)|Vu,|* dv > F,0(u) . (2.13)
Q\Qn

n—oo

En deuxieme lieu, on évalue I'énergie de u,, dans le renforcement 2". On définit, pour tout
I €1 les C}Nflindres Dy = {x € C}, ||p}(x)—a?|| < n72/2} D} = {z € C¥, Hp}l(x)—x?HNg
n=?/2} ol I est lindice du point z7 +w (Q2 = QF + w). De cette facon D% et Df
sont les deux extrémités du cylindre C}. Pour estimer 1’énergie de u,, dans C}, on se sert
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temporairement des coordonnées cylindriques de centre ¢} et d’axe w. On note w le disque
w = D(0,r7) C R% Pour tout 0 < y < z < ||w||, on a

9 B [lwl ) /
? w 0
I R o\ 2
> zn d de’ > n d g
_/‘*’</0 (83:3) x3> ! _/w</y (69:3) x3) &
1 z au 2 1 )
> o IS T , _ , .
I y/u ( y O3 dx?’) 4 2 |w]| /w (u”(x 1 2) = un(@ 73/)) dzx

(2.14)

En prenant la moyenne de cette derniere inégalité pour les y € [0,n72/2] et z € [||w|—
n~2/2,||wl|], utilisant I'inégalité de Jensen, on a

[l
|V, |* de > — || i/ f f (2',2) — un(2',y))? dz) dy) da’
cn

WII**

ku (J[ . ][ “)

Ce qui donne

/n an (2)|Vu,|* do > _|E1gn (7"1) <][ u, — ][ un> : (2.15)

Comme les cylindres D} sont contenus dans les boules B}, grace a 'inégalité de Poincaré-
Wirtinger appliquée a la boule B}, on a

/ (U, —][ u,)? dr < / (up —][ u,)? dr < % |V, |* dx.
7 7 7 7 e Jey

Par ailleurs le volume de D} est petit devant %ﬂrin{)’, la encore, par I'inégalité de Jensen,
et apres sommation sur les 7, on obtient

20M\ '/?
2
(A5 (fmfo)) = (25 [ omrmure) < (220)
(2.16)
De la méme maniere, comme 5}‘ C B CQf+w,ona
20M\ '/?
2
(A5 (fmfo)) = (25 [ wtmrmure) < (220)

(2.17)



2.3. PREUVE DU THEOREME D’HOMOGENEISATION 43

1 1
Notons FJ' 'ensemble F}' := {z € o < |z — 27| < 4—} Nous utilisons des
n n

coordonnées cylindriques adaptées en posant p := ||z — 27| et y := p(x — 27) (y est
un élément de la sphere unité S de R3). On introduit la mesure n(dp) := p~tdp sur R.
La quantité £, f(s) n(ds) = (fA n(ds)) (fA n(ds) > représente la valeur moyenne

de f sur un Borelien A de R, par rapport a cette mesure. On remarque que 7(dp)dy est
I’élément de volume pour ces nouvelles coordonnées. On a donc

(7[ P ][ ; un) - (7565 {O il i) dy - ]iesjé i) dy)2
= ]ies 7£2 7{ (“” ) — un (27 + %)) n(dt) n(ds) dy

1 00 8n

< [ IVu@Pd (s — t) n(dt) n(ds)
47T Q? n 4n
n2

< — 2dx .

=3 /?\Vun(xﬂ dx

Comme «,, > n~ /2, la quantité [, |Vu,(z)[* dz est inférieure & M+/n, pour tout n € N*.
Apres sommation de ces dernieres inégalités sur I, on a

( = 7[u” ][u” > (gm> : (2.18)

D’autre part, I'application de l'inégalité de Poincaré-Wirtinger au cube élémentaire €27
donne

/ <un—][ un>2d:v§/ <un—][ un>2d:)3§g—;, |V, | du . (2.19)
T T T T QrF

On en déduit, apres sommation sur les I, et compte tenu du fait que o, > n="2, que

"M 1/2
( fnun ][n Up, ) < (—n3/2 ) ) (2.20)
Iezn

Regroupant les inégalités (2.16),(2.17), (2.18) et (2.20), I'estimation (2.15) s’écrit

(/n an(x)\Vunde))m (Hw”ng 3 (rl) ][nun ][nun > ot

Iezn
(2.21)




44 2. UN RESULTAT D’HOMOGENEISATION

Si, pour tout n € N*, on définit sur €2, la fonction constante par morceaux u,,, par

U () = Z(][ u,) Ioy (2), (2.22)

=1 Y9

rappelant la définition (2.3) de 7}, 'inégalité (2.21) s’écrit

(/ ()| V| dx))1/2 > (/Q(un(x) — tp(z 4+ w))? f(2) d$> 1/_2 O(n~Y).  (2.23)

De plus, par l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, la suite (u,) converge faiblement vers u
dans L2(2) . Le poids f étant un élément de L*°(Q2), on peut passer & la limite dans
I'inégalité (2.23) et déduire

lim inf/n an ()| Vu,|* dv > /Q(u(m) —u(z +w))? f(r) dr. (2.24)

n—oo

En regroupant les estimations (2.13) et (2.24), on obtient 'inégalité de la Mosco-limite
inférieure :

liminf F, o0(u,) > Foou(u) . (2.25)

n—o0

O

2.3.2 L’inégalité de la Mosco-limite supérieure

Soit u € L*(Q) tel que F,,(u) < oo (sinon I'inégalité de la Mosco-limite supérieure est
évidente). Puisque C'(Q) est dense dans le domaine de F,q, pour la norme |u|g,,, =
(||u||ig(m + Fa707“(u))1/2,_il suffit de prouver I'inégalité de la Mosco-limite supérieure pour
les fonctions u dans C*(Q).

On construit de maniére explicite une suite approximante (u,) en deux étapes. On
commence par définir une premiere suite (u,,) comme suit

u(@y) st e —apl < Rn?
Up () := u(x) si ||z —a%|| > 2Rn"? , )
2 28 () + 2R A
n2H]] — :L'?H u\xr TLQH.T _ x?H w(xy) , snon

ou R est la quantité définie par (2.4). Il est facile de vérifier que @, est continue sur €2,
constante sur les boules B(z", Rn~?) (qui contiennent les boules B7), coincide avec u sur
la base B et vérifie ||a"(|ro(q) < ||ul|r=(q). De plus, puisque I'on a

fu(e) — ul@})] < V3| Vulleg Vi€ Q. (2.27)
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la suite 1,, converge uniformément vers u. Sur chaque zone de transition G7 := B(z%,2Rn~2)\
B(x%, Rn™?), un simple calcul donne I'estimation

1247rR3
Z/ Vi, (2))? da < IV ul|Foe ) - (2.28)

Comme en dehors des zones de transition G}, la fonction u, est soit constante, soit égale
a u, on obtient, pour toute suite de domaines (G") dont les volumes tendent vers zéro,

lim [ |V, (2)|*dz = 0. (2.29)

n—oo Jon

Le domaine ot la fonction 4, ne coincide pas avec u a un volume qui tend vers zéro. Donc,
la remarque précédente nous permet d’affirmer que la suite (a,) converge vers u pour la
topologie forte de H'(€2). On a ainsi

hin_)solip/( (z) + \/_)|Vun|2dx—/ga(x)|Vu|2dx. (2.30)

Pour définir la suite approximante (u,), on a besoin d’introduire les fonctions d’inter-
polation f, et g, de R & valeurs dans [0, 1] comme suit :

log(s) 1, -2 s—n" -2 -2
m Vs € (1,7’71 n ) et gn(8> = Tl o._2 Vs € (n s HWH —n )

(2.31)

fn<5) =

lwil =2

Elles sont continues et croissantes sur R. Par ailleurs f,,(s) = 0 pour tout s < 1, g,(s) =0
pour tout s < n~2, f,(s) = 1 pour tout s > r;'n"? et g,(s) = 1 pour tout s > ||w| —n"2
Dans chaque cylindre (I € Z%)

n 7 n n 7 R
pm{oen @ el ot bl ol <5} (23)

nous utiliserons les coordonnées cylindriques adaptées (r,0, z) de centre z7 et d’axe AY.
Notons A" la réunion de ces cylindres A" := ;.7 A7. On définit, enfin, la suite approx-
imante (u,) en posant, pour tout I € Z", pour tout = dans A}

wle) = 15D+ (1= 5 (=@ ulep) ol i +w) . 233)

En dehors de A", on pose u,(z) = Uy, (z).
Grace a I'hypothese (2.7), les ensembles A} sont disjoints et wu, est bien définie par
(2.33). Pour une raison similaire, on peut aussi remarquer que

u=0onB= u, =0o0nkB. (2.34)

Grace aux définitions (2.4) de R et (2.31) de f,,, grace a la fagon dont 4, a été définie,
on peut affirmer que u,, est continue dans le domaine €2 tout entier.
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Estimons, maintenant, 1’énergie de u, dans les différentes zones du domaine € : la
zone de renforcement ", la zone de transition A" \ Q" et la zone restante 2\ A™.

Les fonctions u,, sont constantes sur chaque boule B}. Donc, pour la zone de renforce-
ment, on a

/Q 0, (2) |V, (z |2dx—2/ 0 (2) |V, ()] do

< 52 D sy )l o). @9

Passant a la limite dans cette derniére inégalité lorsque n tend vers I'infini, utilisant (2.3),
(2.11) et (2.27), on obtient

n—00 n—o0o n3

limsup/n an(2) |V, (z)* dr < lim sup — Z fn —u(z +w))’ f(2)Ig(z + w) dz
< (u(x) —u(y)) Franldy) () do. (2.36)

Dans la zone 2\ A", utilisant (2.30), on a

lim sup/ an(2)|Vu, (z)]* dr = lim sup/ (a(x) + L)|V1ln(9c)\2 dx
Q\ AP Q\ A" \/ﬁ

S/Qa(x)|Vu(m)| dx . (2.37)

Et pour finir, il reste a estimer I’énergie de wu,, dans la zone de transition A" \ Q"
Puisque la suite (|.4,,|) tend vers zéro, grace a (2.29) et tenant compte du fait que ¢/, est
uniformément bornée, on obtient I’estimation

2
hmsupz [ 1wt r2dx<12uuum hmsupzn [ (rE) s
1

Rn—2
w|| T 1
n—o00 n ™

Calculant explicitement cette derniere intégrale et utilisant I’hypothese fondamentale
(2.1), on obtient

log(Rn~2) — log(r})

lifln_)sotip/n |V, ()| de < 247 |Ju|ro liin_}soljp n’ Tog(n?r)2 =0. (2.39)
Ainsi
lim sup/ o (2) |V, (z)[* dr < limsup | [|a+ —= H / Vu,(z)]>dz) | = 0.
n—00 Am\Qn n—o0 \/7 AP\Q™

(2.40)
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Regroupant les estimations (2.36), (2.37) et (2.40), on obtient I'inégalité de la Mosco-
limite supérieure

limsup F, 0,0(tn) < Foo,u(u). (2.41)
n—odo
O
Ceci, avec l'inégalité de la Mosco-limite inférieure (2.25) établie dans la sous-section

précédente, conclut la preuve du théoreme 2.1.
O

Le résultat du théoreme 2.1 reste valable lorsque ’on remplace la topologie de la Mosco-
convergence sur L?(2) par la 7-convergence. On a

Proposition 2.2 Soit o dans LT, (Q) ou o = 0, et p(dz,dy) := 0p1w(dy) f(x)dx dans
E. Alors, il existe une suite (ov,) dans LY, (Q) telle que (F,, 00) T-converge vers Fg,,.

Preuve : Nous devons montrer que, si u appartient a Hi(€), alors la suite approximante
(un) que l'on a définie dans la preuve du théoreme 2.1 converge aussi vers u pour la
topologie forte de Hg(f2). Par un argument de densité, il suffit d’examiner le cas ot
u € C1(Q) et u = 0 sur la base B. En fait, dans ce qui précede, nous avons déja prouvé
la convergence de la suite (u,) vers u pour la topologie forte de H'(€2). Pour avoir la
convergence de (u,) dans Hg (), il faut s’assurer de 'appartenance de u,, & H;(Q2) pour
tout n € N; ce qui est fournie par (2.34).

O
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Dans ce chapitre nous explicitons completement la fermeture, vis-a-vis de la Mosco-
convergence, de I'’ensemble des fonctionnelles de diffusion, en montrant qu’elle coincide
avec ’ensemble de toutes les formes de Dirichlet positives. Nous devons considérer deux
situations fondamentalement différentes :

a) le cas objectif, i.e. lorsque aucune condition de Dirichlet n’est imposée dans le
probleme de diffusion de départ, et

b) le cas non-objectif, i.e. si une condition de Dirichlet est imposée dans le probleme
de diffusion de départ.

3.1 Enoncé des résultats principaux de Mosco-densité

Dans le cas objectif, notre résultat s’énonce

48
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Théoreme 3.1 La fermeture des fonctionnelles de diffusion, vis-a-vis de la Mosco-conver-
gence, coincide avec [’ensemble des formes de Dirichlet objectives :

Puisque tous les éléments de ®,; sont objectifs, une forme quadratique non-objective
ne peut étre obtenue comme Mosco-limite d’une suite d’éléments dans ;4. Ceci est du
au fait que 'objectivité passe a la limite au sens de la Mosco-convergence. Aussi, pour
atteindre des fonctionnelles non-objectives, comme, par exemple, celles qui contiennent des
termes étranges, nous supprimons 'objectivité des fonctionnelles des diffusion de départ,
en imposant une condition de Dirichlet sur une partie du bord du domaine €. Le second
résultat s’écrit

Théoreme 3.2 La fermeture des fonctionnelles de diffusion avec conditions de Dirichlet

au bord, vis-a-vis de la Mosco-convergence, coincide avec l'ensemble de toutes les formes
de Dirichlet :
Do=29.

3.2 Densité des formes de Dirichlet continues dans

I’ensemble de toutes les formes de Dirichlet :
D. =2

Approximation de Moreau-Yosida

Soient F' € © une forme de Dirichlet et A un réel positif. On rappelle (cf. section 1.4) que
I approzimation de Moreau-Yosida d’ordre A\ de F est la fonctionnelle définie sur L2(£2)
par

YVA(F)w) = it {F(0) + Alu = olfam)} (31)
C’est une forme de Dirichlet qui est localement Lipschitzienne et par conséquent continue
sur L2(Q) : Y\(F) € D.. Par ailleurs, il est clair que, si la fonctionnelle F' est objective,
son approximation Moreau-Yosida 'est également : (F € ’DZ) — (Y,\(F ) € CDZ) Une
forme de Dirichlet pouvant ne pas étre continue, le passage a la limite dans certaines
équations, lorsque n tend vers I'infini, peut ne pas étre sans difficultés. La proposition
suivante fournit un outil pour pallier a cet état de fait. En effet, elle nous permet de
travailler, d’abord avec des formes de Dirichlet continues, et ensuite, par un processus de
diagonalisation d’atteindre toute forme de Dirichlet. On a la

Proposition 3.3 i) L’ensemble des formes de Dirichlet continues ©. est dense dans
®  pour la topologie de la Mosco-convergence :

D, =9.

it) L’ensemble des formes de Dirichlet objectives et continues ®; est
dense dans ®; pour la topologie de la Mosco-convergence :

Qci - @Z
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Preuve : Considérons la suite (Y, (F")). Pour tout n € N*, la fonctionnelle Y, (F") appar-
tient & D, (3 D, si F € D;). Par ailleurs, pour tout u € L?(), par 'assertion ii) de la
proposition 1.29 | on a

lim Y, (F)(u) = F(u). (3.2)

n—oo

Ceci démontre I'inégalité de la Mosco-limite supérieure, puisqu’il suffit de choisir comme
suite approximante, la suite constante u,, = u.

Pour établir I'inégalité de la Mosco-limite inférieure, considérons maintenant une suite
(u,) qui converge faiblement vers un certain u dans L?(€2). Pour tout n > ng, on a

Yo (F)(un) 2 Yoo (F)(un). (3.3)

Par ailleurs, la fonctionnelle Y, (F') étant convexe et semi-continue inférieurement pour
la topologie forte de L%(Q2), elle est faiblement semi-continue inférieurement sur L2((2).
Ainsi, pour tout ng € N,

limninf Y. (F)(u,) > limninf Yoo (F)(un) > Yoo (F)(u). (3.4)

Passant a la limite dans cette derniere inégalité, lorsque ny tend vers plus 'infini, on
obtient I'inégalité de la Mosco-limite inférieure :

liminf Y, (F)(u,) > F(u).
La Mosco-convergence de la suite (Y, (F')) vers F' est ainsi établie.
O

Le choix fait pour la suite approximante dans la Mosco-limite supérieure nous permet
clairement de faire la

Remarque 3.4 La proposition 3.3 reste valable lorsque I’on remplace la Mosco-convergence
dans L%(Q) par la T-converge.

En effet, soit (u,) une suite dans Hg(f2) convergeant faiblement vers un certain u dans
H(9). Elle converge faiblement vers u dans L?(€2), et 'on a I'inégalité de la Mosco-limite
inférieure. Quant a I'inégalité de la Mosco-limite supérieure, elle est immédiate du fait que,
pour tout u dans Hg(f2), la suite approximante choisie est la suite constante w,, :=u . O

3.3 Extension du résultat d’homogénéisation aux
mesures atomiques

Dans cette section, nous généralisons le résultat du théoreme 2.1 a une somme finie d’in-
teractions élémentaires ; soit a une interaction atomique. On a le

Théoreme 3.5 Soit jn € A. Alors il existe une suite (o) dans L, (Q) telle que la suite
de fonctionnelles (F,, 00) Mosco-converge vers Fyp, dans L?().
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Preuve : Comme p est un élément de A, par définition, il existe p éléments wi, wy - - w,
de € et p fonctions fi, fo,-- -, f, dans L=°(Q, R™) tels que

= Z Og-twi (dy) i) M (2 + w;)de. (3:5)

Nous allons démontrer par récurrence, sur I'entier p, que toute fonctionnelle Fy( ,, avec p
de la forme (3.5) appartient a la fermeture ©,; de ©.

Le cas p = 1 est donné par le théoreme 2.1. En effet, dans ce cas p étant une interaction
élémentaire, ce dernier affirme 1’ existence d’une suite (oy,) dans L, () telle que (Fi,, 0,0)
Mosco-converge vers Fy g, dans L*(Q).

Pour tout i < p, on note u' I'interaction élémentaire j1' := 0,1, (dy) f;(2) Lo (z + w;)dx et
= Z?:_ll ¢ Supposons maintenant le résultat vrai a lordre p—1. Il existe donc une suite
(F3,.00) dans ©,4 qui Mosco-converge vers Fo 5, lorsque n tend vers plus I'infini. Comme
la fonctionnelle Fy ,» est convexe et continue pour la topologie forte de L?(€2), grace a
la remarque 1.58, nous avons la Mosco-converge de la suite (Fp, 0,0 = Fp,.00 + Fo,0ur)
vers Fyo, = Foou + Fooue- Par ailleurs, d’apres le théoreme 2.1, pour tout n € N, il
existe une suite (Fp, . 00) dans ®4 qui Mosco-converge vers Fjp, o ,» lorsque m tend vers
I'infini. Ainsi, par un argument de diagonalisation (Proposition 1.60), il existe une suite
(an = Bpmm)), dans L2, (), telle que (F,, 0,0) Mosco-converge vers F . Ceci conclut
la preuve du théoreme 3.5.

O

D’apres la proposition 2.2, tous les arguments utilisés dans la preuve du théoreme 3.5
sont valables pour la topologie de Hj(£2). Par conséquent, on peut faire la

Remarque 3.6 Le théoréme 3.5 reste valable lorsque I'on remplace la Mosco-convergence
dans L%(Q) par la T-converge.

3.4 Discrétisation d’une interaction non-locale

Dans cette section nous nous servons du concept d’interaction atomique défini dans la
section 1.6 pour démontrer que toute forme de Dirichlet continue et objective est la
Mosco-limite d'une suite de telles interactions. Plus précisément, on a le

Théoreme 3.7 Soit F' une forme de Dirichlet continue et objective. Alors, il existe une
suite (un) dans A telle que la suite (Fy,,) Mosco-converge vers F dans L*(2).

Preuve : Nous rappelons (voir remarque 1.53) que toute forme de Dirichlet continue
et objective sur L?(Q2) peut étre représentée par une mesure p sur €2 x € de la maniere
suivante :

Flu) = / (o) = uw)? . ).

Autrement dit, toute forme de Dirichlet continue et objective sur L?(2) n’est rien d’autre
qu’une interaction non-locale. Comme au chapitre 2, ici n représente une suite d’entiers
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naturels tendant vers plus l'infini de la forme n = 2% (avec ¢, € N). Le domaine ) est
divisé en n? cubes élémentaires

o m (L 1) (A0 2 (£ 6 "
L n 'n n 'n n 'n)j)’ '

de centres ¢} ou I := (i,7, k) appartient a {1...n}* que l'on identifie & {1...n%}. Con-
sidérons la suite (u,,) de mesures définies par

n3 n3
pn =Yy atplop (@) Sarwy, (dy) In(z + wip) dz (3.7)

I=1I'=1

N o a3 n n n o o._ .n n
Grace a la forme particuliere de n, chaque vecteur w};, est a composantes dyadiques. Donc
pour tout n € N*| la mesure pu,, appartient a A.

Montrons maintenant que la suite (Fp ,, ) Mosco-converge vers Fy g ,, lorsque n tend
vers plus I'infini.

Soit (u,) une suite a énergie bornée (Fy ., (un) < M < 400) convergeant faiblement
vers un certain u dans L%(€2). Pour tout n, on définit la fonction constante par morceaux
U, sur €) par

w

n

Up(x) == (]{2 ) Tgn (). (3.8)

n
=1 I

La suite (a,) ainsi définie converge faiblement vers u dans L?(Q). En effet, pour tout
v € CHQ). On a

lim sup | Qﬂn(x)go(x) dx—/ﬂu(x)go(x) dx| < limsup (HunHLQ(Q)H@n(x) — o(@)|lr2@),
(3.9)

n3

ou l'on a posé @, (x) = Z ( f ¢) Tgn(z). La régularité de la fonction test ¢ assurant
=1 Y9
la convergence uniforme, sur €2, de la suite (,,) vers ¢, on a

lim [ a,(z)p(x) d:z::/u(:c)go(x) dx. (3.10)

Par densité de C1(Q) dans L?(2), la suite (u,) converge faiblement vers u dans L2().
D’apres les définitions (3.7) et (3.8), respectivement de p, et @,, on a, puisque u,(dz, 2)
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ne charge pas les ensembles (09)7),

Fy 0, (1) ZZanm , [0n() = wnl i) da

I=11'=1

2
SN </ @) de = e +w?p>das)
I

I=1I'=1

> ZZCLII,/ — ﬂn(x+w?p))]2 dz

I=11'=1
Z F070,#n(un). (311)

Par ailleurs, la fonctionnelle Fyq,, étant continue sur L*(Q2), la mesure p*™(dz,(2) ne
charge pas les ensembles 00} (cf. Chapitre 1, paragraphe sur les formes de Dirichlet
continues). On a

ZZ / o () = ) ) = Fuopia), (312)

I=

et l'inégalité (3.11) devient
FO,O,;LH (un) Z FO,O,M(,ZL’VL) (313)

Comme la suite (@,) converge faiblement vers u dans L2(Q), et comme la fonctionnelle
Fy 0, est faiblement semi-continue inférieurement sur L?(2), par passage a la limite dans
(3.13), on obtient l'inégalité de la Mosco-limite inférieure

liminf Fop ., (u,) > liminf Fo ,(@,) > Foou(u).

n—o0o n—00
Soit maintenant u € L?(Q) tel que Fyp ,(u) < M < 400, sinon l'inégalité de la Mosco-
limite supérieure est trivialement vérifiée. Par un argument de densité, on peut supposer

u dans Cj(€2). A la suite constante u, := u on associe la suite (u,) définie par (3.8). La
suite (u,) converge uniformément vers u. De plus, on a

| F0,0,n (n) — Fo.0, 1., (W ]—Zan/ x)—u(x + WH/)]2— [t () — tp(x + W}‘I,)]2) do <
I
8\/7HquOOHu”OO Z arp 8\/§HV?;HOOHUHOO#(Q x Q). (3.14)

11

Il en découle que

1 1
F0,0,, (Un) = Fo 0., (Un) + O(E) = Fo,0,u(tn) + 0(5)- (3.15)
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Ainsi, par passage a la limite dans (3.15), utilisant la continuité de £y ,, on obtient

hHl sup F070,#n (Un) S hm sup FO,O,,LL<an) = F070,H(U)

n—oo n—oo

et I'inégalité de la Mosco-limite supérieure est établie. Ceci conclut la preuve du théoreme
3.7.
O

Le choix que 'on a fait pour la suite approximante nous permet de faire la

Remarque 3.8 Le théoréme 3.7 reste valable lorsque I'on remplace la Mosco-convergence
par la T-convergence.

3.5 Preuve du théoreme principal de Mosco-densité

La preuve du théoreme 3.1 est une combinaison de la proposition 3.3 avec les théoremes
3.7 et 3.5 établis dans les deux sections précédentes.

Preuve : Il s’agit, étant donnée une forme de Dirichlet objective F', d’établir I'existence
d’une suite de fonctionnelles purement diffusives dans ©, qui Mosco-converge vers F'.
Soit donc F' une forme de Dirichlet dans ®; . D’apres la proposition 3.3, il existe
une suite (Fo ., )men de formes de Dirichlet continues et objectives qui Mosco-converge
vers F. D’autre part, le théoreme 3.7 assure, pour tout m € N, I'existence d’une suite
(tmm)nen d’interactions atomiques telle que la suite (Fy ., )nen Mosco-converge vers
Fo.0.,- Et enfin, grace au théoreme 3.5, pour tout couple (m,n) € N x N, il existe une
suite (Fy,,.,.,.00)pen dans Dy qui Mosco-converge vers Fy,,,. .. Par conséquent, en vertu
de la proposition 1.60, il existe une suite (F,;0,0)jen dans Dg qui Mosco-converge vers F'.
Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.1.
0

Dans la démonstration du théoreme 3.2, on aura besoin du résultat de Mosco-densité du

théoreme 3.1, mais cette fois, vis-a-vis de la 7-convergence. Nous avons la

Remarque 3.9 Le théoréeme 3.1 est encore valable lorsque I'on remplace la Mosco-
convergence dans L%(§)) par la T-convergence.

Ceci est une conséquence immédiate des remarques 3.6, 3.8, 3.4 et 1.61 puisque dans la
preuve du théoreme 3.1, les seuls résultas utilisés sont : les théoremes 3.5 et 3.7 ainsi que
les propositions 3.3 et 1.60.

3.6 Preuve du théoreme de Mosco-densité en présence
d’une condition de Dirichlet

L’idée principale de cette preuve suit la remarque selon laquelle, grace a la condition de
Dirichlet sur B dans la définition des éléments de Dy, tout terme étrange [, (u(x))? v(dx)
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peut s’exprimer comme une interaction non-locale [, o (u(z)—u(y))*n(dz,dy) entre 'ou-
vert 2 et la zone B du bord 02 ou est imposée cette condition de Dirichlet. Il est question,
pour une forme de Dirichlet F' quelconque, de construire une suite (Faon,o,o) dans ®, qui
Mosco-converge vers F. Comme dans la preuve du théoreme 3.1, grace a la densité de ©,
dans ®, il suffit de traiter le cas ou F' appartient a ®.; la fonctionnelle F' prend alors la
forme F' = Fp,, (cf. Chapitre 1, paragraphe sur les formes de Dirichlet continues). Soit
fi 1a mesure de Radon définie sur Q x Q par

fi(dx, dy) = p(dz, dy) + v(de)H, (dy), (3.16)

olt H?, désigne la mesure de Hausdorff de dimension 2 dans R®. Pour tout A > 0, on
définit la fonctionnelle F) gz, sur L*(Q) par

/Q)\|Vu(9c)|2 dx +/§ %L(ZL') —u(y))?fu(dx, dy), siueHY(Q), (3.17)

+00, sinon.

F,\707ﬂ(u) =

(On peut remarquer que, malgré une grande ressemblance entre (3.17) et (1.66), la fonc-
tionnelle F)\(; n’appartient pas nécessairement a ®j, puisque la mesure ji peut étre
concentrée sur le bord 9€).) Puisque pour tout u dans Hj(Q)

/Q (ula))? v(dz) = /_ (ule) = ) P (dy)olde) (3.18)

on a, pour tout u dans L2(£2)
Foupu(w) + 2N Fo o(u) = Froa(u) + A FLoo(u) (3.19)

La mesure %™ (dz, ) ne chargeant pas les ensembles de capacité nulle, la fonctionnelle
Fy 0 est une forme de Dirichlet sur L?(Q). De plus, elle est objective. Elle appartient
donc a ®;. Grace a la proposition 2.2, F) o 5 est la 7-limite d'une suite (Fy,, 00) dans D,.
Par la remarque 1.59, on a

L2(Q)-M
F3n+)\7030 - FOén,O,O + >\F10,0,0 — F)\’O’ﬂ + )\ F107070 - FO,I/”U« + 2)\ F](E),O,O' (3.20)

Ainsi, pour tout A > 0, la fonctionnelle Fp,, , + 2 F10,0,0 appartient a la fermeture D, de
Dy. Par ailleurs, on vérifie facilement que la suite (+ FY, o) Mosco-converge vers zéro. La
fonctionnelle Fp, , étant convexe et continue pour la topologie forte de L*(Q), grace a la
remarque 1.58, la suite (£, + % F107070) Mosco-converge vers Fp,, ,. On conclut la preuve
du théoreme 3.2 en utilisant la procédure de diagonalisation énoncée dans la proposition
1.60.
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Dans ce chapitre, apres de brefs rappels sur I’élasticité linéaire, nous introduisons une no-
tion de convergence de fonctionnelles qui servira a établir les résultats des deux prochains
chapitres. L’intéréet de cette notion de convergence, plus forte que la Mosco-convergence
et la T-convergence pour la topologie forte de L?(Q2, R?), est qu’elle simplifie I'énoncé des
résultats et en raccourcit aussi les démonstrations.

4.1 Elasticité linéaire

4.1.1 Déplacements dans ’espace physique

Soit  un convexe ouvert, borné et régulier de I’espace physique R*. Nous référerons & un
point x de Q par ses coordonnées cartésiennes (xy, za, x3). De méme, par (uy, us, ug) nous
désignerons les coordonnées d'un vecteur u de R3. On appellera déplacement, tout élément
u de H(Q,R?). Noter que son gradient est alors un élément de L?(Q, Mszy3), ot M3y3
désigne I'espace des matrices 3 x 3 a coefficients réels muni de sa norme Euclidienne notée
| W5z, ,- Quand il n’y a pas de risques de confusion, on la notera simplement || - [|. Pour
toute matrice A € Mjy3, on notera A” sa transposée et Tr(A) sa trace. On définit le tenseur
des déformations linéarisé e(u) associé a u comme étant la partie symétrique du gradient
de u , soit e(u) := (Vu + Vu')/2. La notation V®u désignera la partie antisymétrique

96
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de Vu, soit Vo := (Vu — Vu')/2. On appellera mouvement rigide, tout élément u de
H'(Q,R3) vérifiant e(u) = 0. On montre [17] qu'un déplacement u est un mouvement
rigide si, et seulement si, il existe deux vecteurs a et b dans R? tels que, pour presque tout
r € Q, u(x) =a+bAx. L'ensemble des mouvements rigides sera noté R.

4.1.2 Objectivité

Des considérations physiques (1'objectivité de I’énergie) suggerent de ne prendre en compte
que des fonctionnelles qui s’annulent pour les mouvements rigides. Une fonctionnelle
F: L*Q,R3) — [0, 400], sera dite objective si elle vérifie :

Vr e R, F(r) = 0. (4.1)

On référera a cette propriété comme étant [’objectivité de F.

4.1.3 Inégalité de Korn

Cette inégalité régulierement utilisée dans les problemes d’élasticité linéaire, est assez
surprenante a premiere vue, puisqu’elle affirme que I'on peut controler la norme L?(§2, R3)
des 9 dérivées partielles d'un élément u de H'(€2, R?) par la norme L?(Q, R?) de seulement
6 combinaisons linéaires de ces mémes dérivées partielles.

Théoréme 4.1 (Inégalité de Korn) Soit Q un ouvert borné de R? de frontic¢re régulicre.
Il existe une constante C' = C(Q) positive telle que

Vu € H'(Q,R?), HV“HL2(Q;M3X3) < C(HUHL2(Q,R3) + He(u)Hm(Q;Msxg))' (4.2)

Pour la preuve du théoréeme 4.1, voir par exemple [21]. Comme conséquence de (4.2), la
semi-norme [|e(u)|| 2., ,) €t une norme sur Hy(Q2,R?) équivalente & la norme usuelle
de HY(Q, R3).

On peut noter que la présence de la norme L*(Q,R?) de u dans (4.2) fait que la
constante C' varie par changement d’échelle. Ceci rend l'inégalité de Korn inopérante
dans certaines situations. Pour contourner cette difficulté, nous établissons une variante
de l'inégalité de Korn avec une constante invariante par changement d’échelle.

Lemme 4.2 (Inégalité de Korn homogene) Soit Q un ouvert borné de R® de frontiére
réguliere. Alors, il existe une constante C = C(Q) positive telle que, pour tout u €

H'(Q,R?),
/ Vu — f Veu
Q Q

Preuve : Nous allons faire un raisonnement par ’absurde. Supposons donc que pour
toute constante C' > 0, il existe un certain u € H'(Q, R?) vérifiant 'inégalité inverse de

2

dx < C’/Q lle(u)|? d. (4.3)
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(4.3), soit tel que

2
/ Vu—fvau
Q Q

Il existe donc une suite (u,) dans H'(Q, R?) qui vérifie

[ letas — o
v = f v
Q Q

Posant v" := u" — (][ V“u”) ST — ][ u", la suite (v,,) vérifie
Q Q
L ds = [ fetwypar —o. f o <o, [ 9orpar =1,
Q Q
Vo' = Vu" —][ Veu" ,/ V@™ =0
Q Q

D’apres I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, la suite (v™) est bornée dans H* (€2, R?) : il existe
un certain v dans H'(Q, R?) tel que, & une sous-suite pres, (v") converge faiblement vers
v dans H'(Q,R?). On a [, [le(v)||* = 0 et, d’aprés ce qui précede, v est un mouvement

rigide. De plus
/v(x) dx = / Vu(z)de =
Q 0

Par conséquent v = (. Ainsi (v") converge fortement dans L*(€, R?) vers 0. Par suite on
a

dr > C/Q le(w)||? d. (4.4)

2
de = 1.

||Un||i2(ﬂ,R3) + ||an||iQ(Q,R3) — L

D’autre part, puisque e(v") — 0 et v — 0, on a

v ||L2(Q,R3) + [le(v )HL?(Q,Mnxn) — 0.

Ceci est en contradiction avec I'inégalité de Korn (4.2) qui assure que ces deux quantités
sont des normes équivalentes dans H' (2, R3).
O

4.2 Sur une notion de convergence adaptée

L’étude de la fermeture des fonctionnelles de 1’élasticité ayant été conclue apres celle de la
fermeture de celles de diffusion, nous nous sommes apergus que les résultats s’énoncaient
plus simplement et se démontraient plus élégamment en introduisant une notion de con-
vergence plus adaptée que la Mosco ou la ['-convergence : une notion que nous nommons
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T-convergence dans la suite. Faute de temps nous n’avons malheureusement pas pu réécrire
les chapitres précédent dans ce cadre.

Toutes les fonctionnelles que nous considérons dans ce chapitre sont définies sur 1'es-
pace de Lebesgue L?(€, R3). Elles sont propres, convexes et semi-continues inférieurement
sur L?(©,R?). Nous notons P leur ensemble et introduisons cette notion de convergence
de fonctionnelles qui est particulierement adaptée a notre probleme :

Définition 4.3
Nous dirons qu’une suite de fonctionnelles (F},) dans B T-converge vers une fonctionnelle

, . T . . ;. . e sy 2 .
F, et nous écrirons F,,—F, si, et seulement si, elle vérifie les trois propriétés suivantes :
i) Inégalité de la borne inférieure : Pour toute suite (u,) qui converge faiblement vers un
certain u dans L2(Q2,R3),

liminf F}, (u,,) > F(u) . (4.5)
n—oo
ii) Premiére inégalité de la borne supérieure : Pour tout u dans L?(Q,R3), il existe une
suite approximante (u,) convergeant vers u fortement dans L*(2,R?) de telle sorte que

lim sup F,(u,) < F(u) . (4.6)

n—oo

iii) Deuzieme inégalité de la borne supérieure : Pour tout u dans H'(Q, R?), il existe une
suite (u,) convergeant vers u pour la topologie forte de H'(2,R?) telle que

lim sup F,(u,,) < F(u) . (4.7)
n—od
Remarque 4.4 Tout résultat de densité établi pour la T-convergence est aussi valable

pour la Mosco-convergence dans 1.2(2, R3) et la I'-convergence pour la topologie forte de
L2(Q,R3).

Cette notion de 7-convergence est étroitement liée a celle de I'-convergence qui est
adaptée a 1’étude de problemes variationnels et a celle de Mosco-convergence qui est
particulierement adaptée aux cas convexes. En effet les points (i) et (ii) de notre définition
sont équivalents a la Mosco-convergence dans L?(2, R?) de la suite (F},) vers F. Le point
(iii) affirme de plus que la suite des restrictions a H'(Q, R?) des fonctionnelles F,, Mosco-
converge, dans H*(Q2,IR3), vers la restriction de F' a H!(Q,R?) : grossierement parlant,
la T-convergence est la Mosco convergence a la fois dans L2(2,R3) et H!(Q,R?). La I'-
convergence est une notion plus faible : comme vu au premier chapitre, pour prouver la
[-convergence de (F,,) vers F' pour une certaine topologie, on doit établir 'inégalité de la
borne inférieure et celle de la borne supérieure (4.5) et (4.6) lorsque (u,) tend vers u pour
cette topologie. On vérifie facilement que la 7-convergence de (F},) vers F' implique sa
[-convergence vers F pour les topologies forte et faible de L?(Q, R?) et la I'-convergence
des restrictions & H'(Q, R?) pour les topologies forte et faible de H'(2, R?). La remarque
4.4 résulte du fait que, plus une notion de convergence est forte, plus fort est le résultat
de densité associé.

Il est classique de raccourcir les preuves en analyse asymptotique en considérant
uniquement des suites a énergie bornée. En effet :
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Remarque 4.5 Il est clair qu'un résultat de T-convergence est prouvé méme si l'on ne
considere dans (i) que des suites (u,,) a énergie bornée (i.e. telles que F, (u,) < M < 4+00)
et dans (ii) ainsi que dans (iii) uniquement des fonctions u telles que F'(u) < +o00.

De la méme maniere, on raccourcit la démonstration des points ii) et iii) en ne con-
sidérant pour des raisons de densité que des fonctions régulieres.

Remarque 4.6 Si F est continue pour la topologie forte de L*(2,R3) alors les assertions
ii) et iii) sont équivalentes a ’assertion suivante :

iv) Pour tout u € C*(2,R?), il existe une suite (u,) convergeant fortement vers u
dans H'(Q, R?) et vérifiant

limsup F, (u,) < F(u). (4.8)

n—o0

En effet, soit v € L?(Q,R?). Pour tout n > 1, il existe v, € C*(2, R?) tel que

o= enllaozs) < (1.9
[F(u) = F(vn)| < % (4.10)
et [t — vl sy < % G ue H'(Q,RY). (4.11)
D’apres (4.8), pour tout n il existe u,, tel que
1 1
[t = Unllggr ora) < et Fo(un) < Flun) + . (4.12)

Les inégalités (4.10), (4.11) et (4.12) impliquent l'assertion iii) alors que les inégalités
(4.9), (4.10) et (4.12) impliquent l'assertion ii). O

La propriété suivante mettra en évidence un premier intérét de la notion de 7-convergence.
En effet cette convergence est stable par addition d’éléments d’une large classe de pertur-
bations.

Propriété 4.7 Notons SR l'ensemble de toutes les fonctionnelles dans B qui sont, soit
continues pour la topologie forte de L*(2,R3), soit continues pour la topologie forte de
HY(Q, R?) avec un domaine contenu dans H'(,R?). On a

F,—F e GeR = F,+GF+G. (4.13)

Preuve : Soit (u,) une suite convergeant faiblement vers u dans L?(2, R?). Comme G €
P est semi-continue inférieurement pour la topologie faible de L?(£2, R?), la 7-convergence
de (F,) vers F' implique 'inégalité de la borne inférieure :

liminf(F, + G)(u,) > liminf F, (u,) + liminf G(u,) > F(u) + G(u) ,

n—oo n—oo n—oo
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et le point (i) de la définition 4.3 est prouvé. Soit maintenant v € H'(Q,R?). La 7-
convergence de (F,) vers F' implique I'existence d’une suite (u,) qui converge fortement
vers u dans H'(2, R?) et qui vérifie

lim sup F, (u,) < F(u) . (4.14)

n—oo

Comme dans tous les cas G est continue, pour la topologie forte de H*(€2, R?), nous avons
aussi

limsup(F,, + G)(u,) < (F + G)(u) (4.15)

n—0o0

et le point (iii) est prouvé. Clairement, ceci prouve également le point (ii) lorsque le
domaine de G est contenu dans H*(2,R?). Sinon, G est continue pour la topologie forte
de L%(Q,R?). La 7-convergence de (F),) vers I donne l'existence d’une suite (u,) qui
converge fortement vers u dans L?(2, R?) et qui satisfait I'inégalité de la borne supérieure
(4.14). Par continuité de G, 'inégalité (4.15) et donc le point (ii) sont vérifiés.

0

Définition 4.8 B
Soit i un sous-ensemble de B. On appellera fermeture de i et on notera 44 I’ensemble de
toutes les T-limites de suites dans il.

La propriété suivante est essentielle dans notre démarche. Elle met en évidence un
deuxieme intérét de la notion de 7-convergence.

Propriété 4.9 Pour tout sous-ensemble 3 de B, on a =1

Preuve : Comme la Mosco-convergence et contrairement a la ['-convergence, la 7-
convergence est métrisable au moins sur une grande partie de 3, notamment sur I’ensemble
B, de toutes les fonctionnelles dans 3 dont les domaines rencontrent H' (2, R?).

Il a été prouvé dans [2] (section 3.5) que la topologie de la Mosco-convergence est
métrisable sur '’ensemble des fonctionnelles propres, convexes et semi-continues inférieure-
ment : il existe une métrique d; sur P telle que la Mosco-convergence, dans L?(2, R?),
d’une suite (F},) vers une fonctionnelle F' soit équivalente a la convergence de d;(F,, I)
vers zEéro :

L2(Q)-M
F, —— F <= d,(F,,F) — 0.

Comme dans tout espace métrique, la propriété de diagonalisation est alors valable.

Soit F' € 4. Par définition de 4, il existe une suite (F),) dans U qui 7-converge vers F
lorsque n tend vers plus l'infini, et par définition de U, pour tout n, il existe une suite (F)
dans 4 qui 7-converge vers F,, lorsque m tend vers plus I'infini. Comme la 7-convergence
implique la Mosco-convergence dans L?(€, R?), et comme cette derniere convergence est
métrisable, il existe une suite diagonale (£}, ) qui Mosco-converge dans L2(Q,R3) vers
F lorsque n tend vers plus 'infini.
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Si F appartient a B \ PB,,, ceci suffit a affirmer la 7-convergence de (F),) vers F. En
effet, F(u) = +o00 pour tout u € H(Q,R?) et, en vertu de la remarque 4.5, le point (iii)
de la définition 4.3 est trivial.

Si F' appartient a J3,,, on peut supposer, quitte a extraire des sous-suites, que chaque
F,, et chaque F} appartient aussi a J3,,. Montrons, maintenant, que la 7-convergence est
métrisable sur 93, La restriction & H'(Q, R?) de n’importe quel élément de 9B, appartient
a I’ensemble des fonctionnelles propres, convexes et semi-continues inférieurement pour
la topologie de H'(Q,R?). Donc, il existe une métrique dy sur cet ensemble qui définit
la Mosco-convergence dans H'(Q, R?). Introduisons la distance d := dy + dy sur P,,.
La convergence au sens de la distance d est équivalente a la 7-convergence et 'on peut
encore utiliser la propriété de diagonalisation. Il existe une suite diagonale (I}, ) qui
T-converge dans L?(Q,R?) vers I lorsque n tend vers plus l'infini. Ainsi, dans les deux

cas, F' appartient a . O

Propriété 4.10 Soit 4 un cone convere dans R. Soit F' et G dans . Si F € R alors
F + G appartient a U.

En effet, il existe des suites (F},) et (G,,) dans &l qui T-convergent respectivement vers F
and G. Donc, par la propriété 4.7, F'+ G, T-converge vers F'+ G et, pour tout n, Fy, + G,
T-converge vers F 4+ G, lorsque m tend vers plus I'infini. Ainsi F + G appartient a 4 et
le résultat découle de la propriété 4.9. O

Propriété 4.11 Soit (F,) une suite croissante de fonctionnelles dans B qui converge
simplement vers une fonctionnelle F'. Alors (F,) T-converge vers F.

Preuve : On a, pour tout n > ng, et tout v € L2(,R3),
F(v) > F,(v) > F,,(v). (4.16)

Soit (u,) une suite qui converge faiblement dans L2(2, R?) vers un certain u. Pour tout
no € N, la fonctionnelle F,,, est semi-continue inférieurement. Donc les inégalités (4.16)
donnent

limninf Fo(u,) > limninf Foo(un) > Foy(u) .

Par passage a la limite, lorsque ng tend vers plus I'infini, dans 'inégalité précédente, nous
obtenons l'inégalité de la borne inférieure :
liminf F, (u,) > F(u).
n—oo
Les inégalités de la borne supérieure (points (ii) et (iii) de la définition 4.3) sont as-
surées par la convergence simple de (F},) vers F. En effet, il suffit de choisir comme suite
approximante la suite constante wu,, := u. O

4.2.1 Les formes quadratiques

Formes quadratiques objectives : On note Q C P I'ensemble des formes quadratiques
objectives, i.e. 'ensemble de toutes les formes quadratiques F' : L%(Q, R?) — R* U {+oc},
positives et semi-continues inférieurement qui vérifiant F'(r) = 0, pour tout r € R.



4.2. SUR UNE NOTION DE CONVERGENCE ADAPTEE 63

Remarque 4.12 L’ensemble de toutes les formes quadratiques objectives est fermé :

Q=9.

En effet, on vérifie facilement que toute 7-limite est s.c.i dans L%(Q, R®) et que les pro-
priétés (4.1), (1.32), (1.33) et (1.34) passent a la limite par 7-convergence. Noter que ce
résultat de fermeture est valable pour la I'-convergence pour la topologie forte de L?(§2, R3)
[36]. Ceci est nécessaire si 'on veut interpréter nos résultats de densité en termes de I'-
convergence pour la topologie forte de L?(€, R?).

Fonctionnelles d’élasticité : Les fonctionnelles d’élasticité appartiennent & £. Dorénavant,
nous fixons un coefficient de Poisson v dans (—1,1/2). Nous considérons I’ensemble €, des
fonctionnelles d’élasticité dont le coefficient de Poisson coincide avec v. Plus précisément,
posant

v

Ju(u) = [le(u)]|* + mﬁ“(e(u»2 : (4.17)
et
Eo() = /Qa(:c)jl,(u) dr, siue HY(Q,R?), (4.18)
400, sinon,
I’ensemble &, s’exprime comme suit
¢, :={E,, ;a € L°(LR"), ' € L*(Q,RT)} . (4.19)

De simples comparaisons algébriques de formes quadratiques sur les matrices symétriques
menent a la

Remarque 4.13 Pour tout u, on a
(1+v)(eas(w))? < i (u) (4.20)
et

kulle()l* < ju(u) < Ko lle(u)l?, (4.21)

ou k, et K, sont les constantes positives : k, := min(1, £2£), K, := max(1, ;=% ).

En effet, on a

Ju(u) = (1 +v)(ess(u)?® >

> (en(w)? + (e22(u)® — v(ess(w))* + 1 _I/2V (e11(w) + ean(u) + eg3(u))”
> ((en(u)® + (eaa(u))® + 11— 2y(€11(u) + ex(u))?
+ 1— 9, (611(U) + 622(U))I/€33(U) + 1 21/(1/633(u))2.
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Utilisant le fait que 2((e11(u))? + (e22(w))?) > (e11(u) + €22(U))2, on obtient

jy(U) — (14 V)(egg(u))2 >
! 2 (vess(u))®

> m(en(u) +eg(u))? + 1= 2y(€11(u) + e22(u))vess(u) + 2 11— 9
1 (en(u) + exnlu) °
> 1 — 9 ( \/5 + I/€33(U)\/§) .

Ceci prouve (4.20). Pour établir (4.21), on distingue deux cas :
Lorsque v € [0,1/2], grace a I'inégalité

3((enn(u)? + (e22(w))? + (ess(w)?) > (en(u) + exa(u) + (633(U))27
on a

le(u)[|? < ji(u) = (ex1(u)® + (e2(u)® + (ess(w)? + 2((ex2(u))? + (ers(u))? + (eas(u))?)

1 _VQV (en1(u) + ean(u) + (es3(u))

< (e (u))? + (e22(u)® + (es3(u)® + 2((er2(u))* + (exs(u))? + (e23(w))?)

+ 1 EVQV ((611(u))2 + <€22(u>)2 n (egg(u))2)
< (1 -+ 0 iyzy) He(u)“2
(11j2yu) le(w)II”, .

Lorsque v €] — 1,0], de la méme manieére, on obtient

IN

3 1
el 2 3.0 > (14 12 ) el 2 (55 ) letwl. (429
L’inégalité (4.23) complétée par (4.22) implique (4.21) 1.

Formes continues : Comme dans le cas scalaire, le sous-ensemble de £ de fonctionnelles
qui sont continues pour la topologie forte de L?*(€2,R?) joue un role trés important dans
nos preuves. On le note €.

Remarque 4.14 L’ensemble &, N € est un cone convexe.

_ En effet, €, et € sont des cones convexes inclus dans R. Si F' et G appartiennent a
¢, N ¢, alors la propriété 4.10 assures que F + G € &,,.

1Une autre facon d’établir (4.21) consiste & décomposer la matrice e(u) en partie déviatrice e(u) et
partie trace 1Tr(e(u))I, olt I est identité dans Msys(R). On a alors j, (u) = [e(u)]|® + (%) 2 Tr(e(u))?,

1-2v
et donc min(1, 52) le(u) |2 < ji (u) < max(1, £2)le(w)].
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Formes discrétes : Pour toute fonction g # 0 dans L>®(R3 R*"), pour toute famille
(z;) € QP de p points distincts dans € et toute forme quadratique positive ¢ sur (R?)?, on
note Dy (4,4 la forme quadratique définie, pour tout u € L%(Q,R?), par

Dy (w),9(w) == /ﬁq(u(ml +x),u(ry + ), ..., u(z, + x))g(z) dz, (4.24)

ol Q== M?_,(©Q — ;). On vérifie qu'une telle fonctionnelle est continue pour la topologie
forte de L2(£2,R3) et qu’elle est objective si, et seulement si, pour tout v € R?,

qv,v,...,0) =0 et qvAz, VAT ..., v AT, =0. (4.25)

Nous référerons a la propriété (4.25) comme [’objectivité de (q, (z;)). L'ensemble de toutes
les formes objectives Dy (5,),4 €st noté Q,,.

Formes discrétes de rang un : Pour toute fonction g # 0 dans L>°(R3, R™), pour toute
famille (z;) € P de p points distincts dans €2 et toute famille de“forces” (f;) € (R*)?, on
note L(y,) z:).¢ 12 forme quadratique définie, pour tout v € L*(2,R?), par

2
Ligs),ai).9(u :—/ (Zf :vz+x> g(z) du. (4.26)

Pour qu’une telle fonctionnelle soit objective, il faut et il suffit que la famille (z;, f;) vérifie

=1 =1

Nous référerons a cette propriété comme [’équilibre du systéme de forces (fi, x;). L'ensem-
ble de toutes les formes objectives Ly,) (z,),s €st un sous-ensemble de Q,. On le note £,.

Formes élémentaires : Le cas p = 2 joue un role crucial dans cette étude. On vérifie sans
peine que Qs coincide avec £o qui contient uniquement des fonctionnelles “élémentaires”
de la forme :

Storieny10) = / Stovaon (ul@r + @), u(zs + 2))g(z) de, (4.28)
Q

Ol S(z, 1) st la forme quadratique définie, pour tout (ui,us) € (R*)?, par

2
xrK1 — X
S(ﬂcl,wz)(uhu?) = <<U1 - UZ) : #) . (429)

|21 — 2]

Noter que, d'un point de vue mécanique, s, .,) correspond a une interaction de type
“ressort” entre les points x; et xs.
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4.3 Stratégie de la preuve du résultat de densité en
élasticité

Le résultat principal (Théoreme 6.13) de cette partie sur I'élasticité s’établit, a 'instar
du cas scalaire, en plusieurs étapes : D’abord, on montre au chapitre 5 que £5 C €,.
Ceci signifie que toute interaction a deux points de type ressort appartient a la fermeture.
Pour ce faire, on construit un matériau composite qui a les propriétés effectives cherchées.
Cette étape est la plus longue et aussi la plus technique. Mais le résultat qu’on y établit
est la base sur laquelle s’appuie le reste de notre argument.

Le deuxieme outil fondamental est fourni par le théoreme 6.3 au chapitre 6. Un
théoreme qui nous permet de considérer des interactions “indirectes”. D’un point de
vue mécanique, les interactions a plusieurs points via un “treillis de ressorts” peuvent
alors étre obtenues. Ceci nous permet de généraliser le premier résultat et de prouver
successivement que £4 et donc, par récurrence, £, pour p > 4, sont inclus dans ¢,. La
généralisation de ce dernier a 9, ne présente aucune difficulté.

Ensuite, nous approchons toute fonctionnelle continue par des éléments de 9,. La
difficulté majeure de cette discrétisation réside dans le fait que I’on ne doit utiliser que des
fonctionnelles approximantes objectives. Tous ces résultats sont résumés dans le théoreme
6.11 qui affirme que

CC¢,. (4.30)

La derniere étape est classique. On utilise la notion d’approximation de Moreau-Yosida,
pour approcher tout élément de £ par une suite de fonctionnelles continues. Le théoreme
6.12 affirme que

Qcc (4.31)
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Un milieu composite élastique
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Le but de ce chapitre est de montrer que toute interaction non-locale a deux points
appartient a la fermeture €, de I'ensemble des fonctionnelles de ’élasticité de coefficient
de Poisson v. Il s’agit d’un probleme tout a fait similaire a celui traité dans le chapitre
2. Les constructions utilisées sont voisines. Les modifications proviennent essentiellement
des estimations d’énergie qui sont spécifiques a 1’élasticité. D'un point de vue technique,
et grace au cadre fonctionnel adapté que nous avons introduit dans le chapitre précédent,
nous traitons le cas d’'un ouvert borné régulier €2 au lieu de nous limiter a un cube. Les
démonstrations en sont méme simplifiées. Le résultat principal de ce chapitre s’énonce

Théoréme 5.1 Ona £, C &,

Preuve : Soit S, 4,), dans £,. Il existe une suite croissante de fonctions (g,) a support
compact dans Q := (Q—21)N (2 — x2) qui converge vers g pour presque tout x € Q. Ceci
entraine la convergence simple de la suite croissante (S, 24)g,) VeIs S(z; 2,),4 €t donc,
grace a la propriété 4.11, sa 7-convergence vers S, .,) 4. Par conséquent, par la propriété
de diagonalisation (Propriété 4.9), il suffit de prouver que S, 4,) 4, appartient a &,. Donc,
sans perte de généralité, on peut supposer que g a un support compact dans Q.

De plus, puisque £ C € C R, la remarque 4.14 nous permet de découper la fonction
g en plusieurs parties et donc de supposer, sans perte de généralité, que le support de g

67
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est contenu dans un cube
C =0+ (0,d)* (5.1)
qui vérifie
11+CCQ 1+CCQ et (r1+0)N(x2+C)=0. (5.2)

Par un argument de translation suvie d’une homothétie nous pouvons supposer, sans perte
de généralité, que

C:=(0,1)%. (5.3)

Lorsque g vérifie toutes ses hypotheses, on conclut la preuve en construisant, de
maniere explicite, une suite (E,, ,) de fonctionnelles de 1'élasticité et en prouvant la
T-convergence de cette suite vers S, ,)4. Ceci est 'objet des deux prochaines sections.

5.1 Description d’un matériau composite élastique

Nous allons construire un matériau composite qui conduit aux propriétés effectives voulues.
Soit n une suite d’entiers naturels tendant vers plus l'infini et (r,,) une suite de réels qui
converge vers zéro de telle sorte que

lim n~%[Inr,| = + oo. (5.4)

n—oo

Pour tout n, on divise le cube C' en n® petits cubes

oy = (<i‘1,i>x<j‘17i>x<’“‘175>), (5.5)

n n n n n n

ot I = (i,j, k) appartient a 'ensemble {1---n}® qui, dans la suite, sera identifié & 7" :=
{1---n3}.

L’interaction non-locale est simulée par des fibres d'une grande rigidité : ce sont des
cylindres tres fins d’axe x9 — x1 et de rayon

N S e L A
"= ”(ﬁ+ r Y] /C}Lg( )d) . (5.6)

On fixe les extrémités de nos fibres en introduisant une famille (2}') comme suit : soit ¢}
le centre de C7, soit A} la droite passant par 2} et de direction xo — x1. On impose a la
famille (2}) de vérifier
|2F — | < (8n)~t, VI € {1---n’} (5.7)
d(A},20) > 2n 2 VI # 1" € {1---n%}. (5.8)

L’existence d’une telle famille a déja été prouvée au chapitre 2.
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Considérons, dans C, les boules : BY := B (27,n72), et , dans Q, les cylindres F7 :

Fp =z +{a" + (1 —t)xy +txg ; &' L (zg—x1), ||2/|| <r}, t€(0,1)}.

xy -
Figure 2 : Le matériau composite .
On définit la zone de renforcement Q" C 2 (cf. Figure 2) par :
Q"= (FH U1+ By U (2 + BY). (5.9)
IGIH

Noter que la fagon dont on a choisi la famille (2}) évite toute collision entre les fibres; ce
qui n’était, a priori, pas évident (cf. Figure 2) puisque le nombre ( n?) des fibres est tres
grand. Et enfin, on fixe la rigidité de notre matériau composite en posant

—-1/2 " O\ O
ay(z) = {n sia €\, (5.10)

r2nT? six e Q.

Le théoreme 5.1 sera prouvé une fois que 'on aura montré que la suite (E,, ) 7-
converge vers Sz, ,).q-

5.2 Un théoreme d’homogénéisation en élasticité
Le but de cette section est de prouver le

Théoreme 5.2 La suite de fonctionnelles de l'élasticité (E,, ,) définies dans la section
5.1 T-converge vers Siz, us).q-
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5.2.1 Lemmes préliminaires

Le premier lemme donne une estimation de I’énergie d’une poutre en extension. Soit
e > 0 et £ > 0 deux nombres réels donnés. Soit D(0,g) C R? le disque de rayon e. Dans
le cylindre D(0,¢) x (0,¢) C R3, on pose x = (2/,z3) et u = (v, u3).

Lemme 5.3 Pour tout 0 < a <b</{ etue H(D(0,¢) x (0,£), R?), on a

2 2
/ Ju(u) dz > T (1+v) (][ Us —][ u3) .
D(0,6)x(0,0) 4 D(0,6)x(0,a) D(0,6)x (b,0)

Preuve : Dans D(0,¢) x (0, /), posons x = (z', x3). Grace a la remarque 4.13, on a, pour
tout 0 <y < z </,

G (u)dz > (1+v) ( e(%)wg)dx/
D(0,6)x(0,0) Dog) Jo  O0T3
<1+u>/ </Z<8“3> drs) da’

/ / %dl’g dx’
z— D(0,6) 0rs

(1+V)€/D(0 )(ug(x ,2) —ug(a',y))*da’

(1+v)

Prenant la moyenne dans cette derniére inégalité pour les y € (0,a) et z € (b, £), 'inégalité
de Jensen et le théoreme de Fubini impliquent que

/D UL
> ;1(;7_;) / ( / «f (s, 2) — sl ) dz) dy) da’

ZW((elJr—zwﬁ(/OE) /u3x z)dz—(e—b)/oau3(x y)dy)dx)

1 2
> M <][ ug(z) dx —][ usz(x) dx) : (5.11)
¢ D(0,6)x(0,a) D(0,6)x (b,0)

O

2

Le lemme suivant affirme que , pour un cylindre suffisamment mince, I'inégalité précé-
dente est optimale. De plus, il donne une estimation de ’énergie d’interaction entre ce
cylindre et un autre qui I’entoure .

Soit 6 un nombre réel tel que 0 < ¢ < § < (/4. Soit C C R3 le cylindre C :=
D(0,6) x (0,£), et B~, B les demi-spheres (cf. Figure 3) définies par

B ={zeC; ||lz] <8} et B :={zeC; [lz—(0,0)] <3}
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On note $ I'ensemble des fonctions de classe C! par morceaux sur C qui sont constantes
sur B~ et BT (u~ et u" sont les valeurs prises par un u € ), respectivement, sur B~ et

B*).

+

e G\
y% Y,

Figure 3 : La géométrie du cylindre C.

Lemme 5.4 Il existe un opérateur Ac. de §) dans 9, qui vérifie, pour tout u € 9,

Ace(u) =u" sur B~ | Ac.(u)=u" sur B, (5.12)
Ace(u) =u sur dC , |Ace(u)|| <csurC , (5.13)
2
/ Ju(Ac:(u)) do Sﬁ(l + v)(ud — ug)? + ce?, (5.14)
D(0,6)x(0,0) ¢
1
Ju(Ace(u)) de <c (52— g2 + ) : (5.15)
/<D(o,6>\D(o,s>>x<o,e> ect) log(9) — log(¢)

ou ¢ est une constante qui dépend uniquement de v, { et M = max(||u||oo, [[e(®)]|c0)-

Preuve : Nous allons construire une fonction A¢.(u) (que nous noterons simplement v)
qui vérifie (5.12)-(5.15). Soit (eq, e, e3) une base orthonormée dans laquelle (u™ — u™)
s'écrit (u™ —u”) = &€ + &es. On introduit v € C°((0,¢), (0,1)) comme suit

Y(s):=0 sis<dous>l—9, ~(s):=1 sise(2d(—20),

”y(s):zg—l sis€(6,20) et 7(5);26775_1 sise (0 —20,0—50).

On définit v sur D(0,¢) x (0,¢) en posant v(x) :=u~ si x3 <0, v(zr) :=ut sixg >0 —0
et, pour tout x = (x1, x9, x3) € D(0,¢) X [6,¢ —9),

73— 6\° x5 —6\° v
k (53— 25) 2 (123— 25) ] _5377@”3)9“’
_ &

vo(x) 1= uy — 77(:53)352,

;

vi(r) =uy +&

vlz) =g =& [%— 55352) ) 65255)1’2} nr (x - 5) |

\
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X3

X1
Figure 4 : Le déplacement v dans une poutre.

D’un point de vue mécanique, v est une approximation du mouvement d’une poutre
élastique qui a des déplacements fixés et constants aux extrémités. Les termes qui font
intervenir & décrivent la flexion de la poutre, le dernier terme dans v3 décrit son extension
pendant que les termes qui font intervenir v décrivent le rétrécissement (ou 1’élargissement
si v < 0) di & un coefficient de Poisson non nul (voir Figure 4). La précision de cette
approximation est donnée par les estimations ci-dessous. Il est évident que v est de classe
C' par morceaux sur D(0,¢) x (0,¢). Des estimations rapides sur chaque composante de
v et Vv montrent qu’il existe des constantes My, My, M3 dépendant uniquement de M,
v et { telles que, pour tout x € D(0,¢) x (0,¢),

[o(@)]] < My, [[Vo(a))]| < My, (5.16)
et pour tout x € D(0,¢) x (0,€ — 0)
less(v)(x) — 71| < Mo, (5.17)

Utilisant ces estimations et la remarque 4.13 on peut écrire

/ 4, (V) dx < 2K, Mye*s + / Ju(v) dz.
D(0,e)x(0,0) D(0,e)x(25,6—26)

Sur D(0,¢) x (26,¢ — 26), un simple calcul donne

Ju(v) = (1 +v)(ezs(v)(2))* + 0 2_1/; (633(1,)(@ _ %)
§s

<(1+v) (Z)Z + M,9, (5.18)

ou M, dépend uniquement de M, v et £. L’inégalité (5.14) en découle. Elle reflete une pro-
priété bien connue des poutres élastiques minces : I'énergie liée a leur flexion est négligeable
comparée a celle due a ’extension.

Nous prolongeons v a ’ensemble (D(0,4) \ D(0,¢)) x (0,¢) en posant, pour tout z’ €
(D(0,9) \ D(0,¢)) et tout =3 € [0, /],

o) = BUTD TBE) ) os(®) ol o

log(0) — log(e) log(9) — log(2) i ,T3).
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Le fait que v soit de classe C'* par morceaux sur D(0,§) x (0, £) est clair. De plus v coincide
avec u sur le bord “latéral 7 {(2/, x3); ||2’|| = 0} du cylindre. Tel est aussi le cas sur B~ et
Bt puisque u(z’, x3) et v( Hfr’lll ,x3) coincident avec les constantes u~ et u™ lorsque (2, z3)
appartient a ces ensembles. Par définition de v et grace aux estimations (5.16) et (5.17)

on obtient des constantes C et Cy , dépendant uniquement de M, v et ¢ telles que, pour
tout o’ € (D(0,9) \ D(0,¢)) et tout x5 € (0,7),

/ 2 1 >
61 < 4 () T

Par la remarque 4.13, on obtient, apres intégration

)
log(6) —log(e) ]~

/ Jy(v)de < K, [7?01((52 — )0 4270y
(D(0,6)\D(0,£))%(0,)

L’inégalité (5.15) en découle.
O

Le lemme suivant nous donne une estimation de la capacité d'un réseau de boules et
de celle d’un réseau de petites zones incluses dans ces boules.

Lemme 5.5 Soitn < —1 ety < 3+n deuxr nombres réels. Soit (V") une suite convergeant
faiblement vers v dans L*(C,R?).

i) Si, pour un certain M > 0, v™ vérifie

/ le(v™)||*dx < Mn?, (5.19)

alors la convergence faible, dans L*(C,R?), de Z <][ v”(x)) Icp vers v est as-
B(z},nm)

Ien
surée.

i) Soit D} C B(z},n") des sous-ensembles centrés en z} en ce sens que f3,, vdr = z}.
I

Si |D}Y| > s, > 0 pour une certaine suite (s,) et si v™ vérifie, outre (5.19), la condition
suivante

> / ") |2da < Ms,n?2", (5.20)

1ezn Y B(z1m7)

alors la convergence faible, dans L*(C,R3), de Z <][ v"(x) dw) I versv est également
Dy

Iezn
assurée.

. 1 1
Preuve : Dans C7, considérons les ensembles E} := {z € C}; o < |z — 27| < —1}.

Nous considérons également les fonctions v,, définies sur chaque C} par

() =" — (f Vav”) Sz — 2.
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Nous avons alors

e(v") = 6(v"),][ Ve =0, ][ v" :f v, et f " :][ v, (5.21)
c B(z%,nn) B(z},nm) n n

L’inégalité de Korn fournit une constante Cj, indépendante de n et invariante par change-
ment d’échelle, telle que, pour tout ¢ € H(Q,R?) on a

J

En appliquant cette inégalité a v™ on obtient

/ V" |? dx < 00/ le(™)|? da. (5.22)
cr cr

n
I

2

Vi —fc Ve

dr < 00/ le(w)|2 da.
T T cr

L’inégalité de Poincaré-Wirtinger, suivie d'un changement d’échelle, fournit une constante

2

n

I
Soit 52 la sphere unité de R?. Dans chaque C7 nous utilisons les coordonnées sphériques
r— 27
I

i < %/ Vo™ |2 da. (5.23)
cr

1
de centre 2z} : p = ||z — 2}, y := € S?. Pour tout 0 < a < b < 1, ona
n

p

b
/ IV |2 da > / /
C? S2 Ja

Une simple minimisation unidimensionnelle donne

b
ab? /
/ a’b? ‘
S2

En intégrant cette inégalité pour les a € (0,n") et les b € (

2
prdpdy.

8%@%? T o)

2

i

2
a—p(Z? +py) || pPdp > a*V?||0" (2] + by) — 0" (2] + ay)H :

Ainsi

v" (27 + by) — 0" (2 + ay)

2
dy < abQ/ V0" ||? d.
cr

—,—), et en utilisant
S . . 8n’ 4n
I'inégalité de Holder, on obtient

2

n' ﬁ
/ / / a®b® (0"(2} + by) — 0" (2} + ay)) dy dbda
0 J& Js?

n" % n" %
< / / ab*dbda | x / / / a’b*dy dbda
0 J& 0 Jg& Js2
<\
C

||Vv”||2dm> : (5.24)

n
I
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Par conséquent, on a

87m’7

][” f (27 ,nﬂ)

Grace a (5.21), avec l'estimation (5.22) on obtient

2
3C
][v"—][ | < 0/ le(v™)|? da. (5.26)
7 B(z},nm) 7

8mn’
Cette estimation, complétée par (5.23), donne

30
Ll da <—/ e GRS
i B(z}‘,n")

Apres sommation pour tous les [ € 7™, on obtient

vt — " | Tem

I;;" (][B(z}”,n’?) > !
2C 3C

2 / T / le(Pde.  (5.27)

L’assertion i) du lemme est ainsi prouvée puisque l'inégalité de Korn et les hypotheses
faites sur n assurent que les deux termes du membre de droite de cette derniere inégalité
tendent vers zéro.

3
/ Vo™ ||? d. (5.25)
cy

2

dx

Nous allons établir la deuxieme assertion d’une maniere similaire. Soit, maintenant,
(0™) définie sur chaque B(z},n") par

() = 0" (z) — (7{3 . vw) =),

ou V™" := V" — e(v"™), comme précédemment, désigne la partie antisymétrique du
gradient de v". Comme 2z est le centre de B(z},n") mais aussi celui de D} on a

e(i") = e(v"), 7/ Ve —
(27 ,mm)

(R P f
B(z},nm) B(z?,n" 7 7

D’apres I'inégalité de Korn (4.3), il existe une constante Cy (invariant par changement
d’échelle et donc indépendant de n) telle que, pour tout w € H (€, R?),

2
/ Vuw —f Viw|| dx < Cg/ le(w)]? dz.
B(z},nm) B(z},n"m) B(z},n"m)
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De plus, si I'on note Cy la constante de Poincaré pour la boule unité de R?, on obtient
par changement d’échelle
w— f w
B(z},nm)

/B(z?,n”)

Appliquant ces deux dernieres inégalités a 0", on obtient

2

dr < anQ”/ [Vwl||? da.

B(z},n")

2 2
/ @"—f o dxg/ ﬁ"—f 0" dz
Dy B(z},nm) B(z},nm) B(z},nm)
< 0203n2’7/ le(@™)]? d.
B(z},nm)

et donc

CgCgﬂQﬂ n
<2o [ P
‘ [l B(z},nm)

CoCln
< i/ le(v™) |2 dz (5.28)
B(z},nm)

Sn

2
" — ][ "
B(z},nm)

J

T
Par sommation sur tous les I € 7™, on obtient

Z (fp? v”(x)) Ty — Z (ﬁwmn) U"(@) I, 2

Iezn Iezn L2(C,R3)

< MCQC;)).

n

La preuve de Iassertion (ii) en découle grace au (i).
O

Le lemme suivant nous permet d’approcher une fonction réguliere sur C' par une autre
qui prend des valeurs constantes sur un réseau de boules.

Lemme 5.6 Pour tout entier n, pour tout réeln < —2, pour toute fonction u € C*(C,R?)
et toute famille (w}) ez € (R®)™, on pose

(W, si x € B(z},n"),

u(z), siVI €I, ||z — 27| > 2n72,

I

(2 —nm2) |z — 2}

20" — "2l — 27|
w
(2= nm2) flz — 27|

\ sin’ < |z — 2} <2n72

L opérateur T, ,, vérifie alors
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i) Trn(u, (w})) est de classe C* par morceauz et coincide avec u sur le bord de C,

i8) [ T2 (1))l < 1m0 (o, mavsy ),

iii) [, |le(Thn(u, (wi)))|?dz < cnGD7, o (34 n)* := max(0,3+n) et ¢ dépend unique-
ment de max (|0, || V]| oo, maxy [|w]|]),

iv) sin < —3 et siles familles (w}) sont uniformément bornées, alors la suite T, ,(u, (w}))
converge fortement vers u dans H'(C,R3) lorsque n tend vers plus ’infini,

0) IV T (u, (u(z) oo < V10 Vul|oc,

vi) Ty, (u, (u(z}))) converge fortement vers u dans H'(C,R?) lorsque n tend vers plus

I’infina.

Preuve : L’assertion (i) découle immédiatement de I’hypothese (5.7) qui, pour n < —2,

empéche les boules B(z},n") non seulement de se toucher, mais de toucher le bord de C.
L’assertion (ii) est évidente puisque, en chaque point x € C, T}, ,,(u, (w}))(x) vaut soit

u(z), soit w?, ou une interpolation entre u(x) et un certain wiy.

Dans chaque C7, on pose p := ||z — 2}|| et on note G} la zone de transition G} := {z €
n p € (n",2n"?)}. Pour tout x € G, on a
IV (T, (w7)) (@)1 < 2] V() [|* + 8llu(z) — w[*n*p~" . (5.29)

Apres intégration sur G} et par sommation, pour tous les I € 7", on obtient

> et ) (@) P de

1e7n Y97
1
< 647 (§||Vu|lc2>on3 + (max (||| s, max ||w?H))2n3+”> ) (5.30)

On en déduit I'assertion (iii), puisqu’en dehors des zones de transition G}, T, ,(u, (w}))
est soit constant, soit égal a wu.

La zone ou T}, ,(u, (w})) ne coincide pas avec u a un volume qui tend vers zéro. Grace
a (ii), on sait que T), ,(u, (w})) converge vers u fortement dans L?(C,R?). Lorsque n < —3,
I'inégalité (5.30) implique que

[ et =T, b)) e — 0
c

L’assertion (iv) s’obtient alors en utilisant 'inégalité de Korn.
Dans le cas particulier on w} = u(z}), I'inégalité (5.29) conduit a une estimation plus
fine :

IV (T (s (u(27))) (@) < 2 Vu(a)|* + 8] VulZnp™
< 10||Vul|2,. (5.31)

L’assertion (v) est ainsi prouvée.

La différence v — 1), , (u, (u(2})) est nulle en dehors d’'un domaine de volume tendant

vers zéro. Elle est uniformément bornée ainsi que son gradient. On en déduit 1’assertion

(vi).

O

Nous allons, a présent, montrer la 7-convergence de la suite (E,, ) Vers S(z, z5),¢-
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5.2.2 L’inégalité de la borne inférieure

Soit (u") une suite & énergie bornée (E,, ,(u") < M) qui converge faiblement vers un
certain u dans L?(Q,R?). On a

E,, ,(u") > / angy,(u") dr > n_37“;2/ Ju(u") dx. (5.32)
Posons temporairement a :=n"2, b := ||xy — x4, £ = ||z2 — 21| + n "2 et w := = oo ©F

appliquons le lemme 5.3 a chaque cylindre
n / / / n a a
27 + a1+ {m +itw; 2 Lw, |2 <rf, te <—§,€— 5)} (5.33)

En remarquant que ces cylindres sont disjoints et contenus dans €2, on obtient

E n 1+V Z 71'7"[
ans( — n3r2 |xe — 1] + n~2

noreIn
2
][ un_][ B I Bk (5.34)
224D z1+D} |2 — @]

ou D} est le cylindre (inclus dans B}) défini par

X

D} =2} + {:1:’ +tw ;o Lw, ||| <1}, te (—%, g)} : (5.35)

de telle sorte que 1 + D} et x5 + D} soient les extrémités des cylindres définis par (5.33).
Rappelant la définition (5.6) de 77, on obtient

2 — 4] /
E "> E
anw(U") 2 22 — 21| + n2 ?g(x) dx

Iezn

2
X ][ u” —f L R (5.36)
22+ D7 x1+D} |22 — 24|

n sz - 131“ .
B, »(u") > 22 — 21| + n2 /(J[((; (i{ﬁmu > ]IC?(x)>
_ (Z (][ wnu”) ]10;1(9:))) ﬁ] g(z) dz. (5.37)

La définition (5.6) de r} nous assure que le volume de chaque cylindre {D}} est supérieur

A s, i=mrin~2n=2 Pour i = 1 ou 2, / an(zi+)||e(v™)(z; +2)||* dr < M implique que
c

Ainsi

/|| )(zi + 2)||* de < Mn'/?
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/ le(v™)(z; + 2)||* de < Mn’r2 < Msnn“m.
rezn /By T

Si 'on pose n = —2 et v = 1/2, les hypotheses du lemme 5.5 sont vérifiées. En effet les
suites de fonctions translatées © — u"(x — x3) et * — u™(x — x1) convergent faiblement
dans L?(C,R?), respectivement, vers r — wu(x — x3) et  — u(z — ;). Le lemme 5.5
nous permet donc de passer a la limite dans (5.37) pour obtenir I'inégalité de la borne
inférieure

To — X7

lim inf B, (u") > /C {(u(@ + o) — ulz + 7))

n—0o0

g(x)dx

. ||372 - $1||

> S(ar,w2),9(W). (5.38)

5.2.3 L’inégalité de la borne supérieure

Pour tout w € R? et toute fonction u, on note 7T,u la fonction translatée : Tyu(x) :=
u(z — w). Soit u € L*(Q,R?) telle que Sy, 4,),4(1) < +00. Par un argument de densité on
peut supposer que u appartiennent & C°°(2, R?). Commencons par appliquer le lemme
5.6 et définissons, pour tout x € €,

ut(x) =T —o(Tsyu, (u(zy + 27)))(x — 1), siz €z +C,
u(x) = Tp —o(T_gou, (u(xe + 27)))(x — 22), siz € xy+C, (5.39)

u™(z) = u(x), sinon.

D’apres le lemme 5.6, la fonction @ est de classe C' par morceaux et est constante sur
les boules x1 + B} et xo + B}. Il existe une constante M, qui dépend uniquement de wu,
telle que, pour tout x € €2,

|u" ()] < M et |e(@")(z)| < M. (5.40)

De plus, la suite (") converge vers u pour la topologie forte de H(€2, R?).

Pour chaque I dans Z", utilisant les coordonnées cylindriques adaptées (2, z3), de
centre 2} + x1 et d’axe o — x1, la fibre F}' s’écrit

Fi =A@ zs); (|2 <77, w5 € (0, oo — 2a))} -
Elle est contenue dans un cylindre A7} plus large

A7 = {(@ z3); |2l <072, @5 € (0, 22 — 2} }-
Le lemme 5.4 fournit sur A7 une fonction A 4» ,» (a") qui vérifie

(r})?

m(l + V)(Ug— — u§)2 + c/(T?)2n_2, (541)

/ oot (@) (&) dz <
7
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et

. ~n / -4 7 2 1
/A?\J;?(AA?’T?(U Nw)de < c (n 1) 2log(n) +10g(7’?))’ (5:42)

ou ¢’ ne dépend que de x1, x9, v et M (i.e., de u). Grace a 'hypothese (5.8), les cylindres

A’ sont disjoints et on peut définir la suite approximante (u") par :

{u"(x) = Agp o (@) (z), size€ A}, (5.43)
u

"z) = u"(z), sinon.
Estimons, a présent, I'énergie E, ,(u"). On remarque que u" est constante sur les
) ) ()

boules z1 + B} et xo + B}. En effet, grace a I'hypothese (5.12), u™ coincide avec u™ sur
ces boules. Ainsi,

Eo, u(u") =n~/? / (") dz +n 02 / g (u™) da. (5.44)
Q U

\Urezn 77 1enFT

L’inégalité (5.40) nous assure que

lim sup n_l/z/ Ju(u™)dx | =0. (5.45)
n—00 Q\Urezn A7

Prenant en compte l'ordre de grandeur de r,, donné par (5.4), on obtient, apres sommation
des inégalités (5.42) pour tous les I € 7",

lim sup (/ Ju(u™) () dx) =0, (5.46)
oo Urezn (A7\F7)

et donc

lim sup nl/z/ Jy(u™)(x)dx | = 0. (5.47)
n—oo Urezn (AT\FT)

Enfin, par sommation des inégalités (5.41) pour tous les I € Z", et en rappelant la
définition (5.6) de 77, on obtient

n—oo

lim sup/ n3r 25, (u™) (z) da
UreznFp

. r2n 73 (1 4 v)m(r)? . . Ty —x 12
< lim sup T ! [W(:cﬁzf)—umﬂz)) - M}
n—o0  ro7n 2 1 2 1
Ty—11 |°
< lim sup E / {(u(:vl +27)—u(za + 27)) - #} g(x)dx
n—oo T cr HxQ - le

< /Q [(u(ml ta) —u(zs + 1)) 2L r (@) dz. (5.48)

e —
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Cette inégalité, complétée par (5.44), (5.45) et (5.47) prouve que u" vérifie I'inégalité de
la borne supérieure

limsup Ea, » (u") < Sty 20),6(0). (5.49)

n—oo

Des estimations (5.46), (5.48) et la remarque 4.13, on déduit également que

lim sup/ le(u™)||* dr < k' lim sup/ Ju(u") dz =0, (5.50)
@] @]

n—0o0 1ezn A7 n—00 1e7n A}

et donc que la suite (u™ — u™) converge fortement vers zéro dans H'(Q,R3). Ainsi, u",
comme ", tend vers u fortement dans H'(£2,R?). Ceci, avec l'inégalité de la borne
inférieure (5.38) et celle de la borne supérieure (5.49) acheve la preuve de la T-convergence
du théoreme 5.2 et donc celle du théoreme 5.1.

O
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Dans ce chapitre nous déterminons complétement la fermeture de ’ensemble des fonction-
nelles de 'élasticité qui nous intéressent. La démarche est similaire a celle suivie dans le
chapitre 3 pour déterminer celle des fonctionnelles de diffusion. Cependant les difficultés
sont d'un tout autre ordre de grandeur et une démarche calquée sur celle du chapitre
3 conduit a une impasse. C’est ce que nous montrons dans le paragraphe suivant, para-
graphe qui peut étre ignoré par un lecteur intéressé uniquement par la démonstration de
notre résultat principal.

6.1 Interactions a deux points non élémentaires

Dans ce qui suit, u désigne une mesure de Radon positive sur 2 x €2 qui rend fortement
continue la fonctionnelle F), définie sur L*(Q2, R?) par

Fufw)i= [ st (ula),u(w) . d). (6.1)

Notre objectif dans cette section, est de démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 6.1 On a F), &,

82



6.1. INTERACTIONS A DEUX POINTS NON ELEMENTAIRES 83

6.1.1 Approximation de i par des interactions atomiques

A Tlinstar de ce que 'on a vu au chapitre 3 (section 3.4), nous allons approcher F), par
une suite de fonctionnelles (F),, ) avec des mesures p,, atomiques.

Théoréeme 6.2 1] existe une suite (f1,,) dans A telle que la suite de fonctionnelles (F),,)
T-converge vers F,.

Preuve : Soit (u,) la suite de mesures de Radon sur €2 x € définie par

= Z Z arp ]IQ? (w)éﬂc-i-vv?ﬂ (dy)lo(x + wip) dr,

I=11'=1

NCOAT e 3 n n n.o._ .n n
ou afy = nu( x Q) et wh, = ¢} — ¢},. On peut noter que chaque mesure g, est
atomique.

Montrons que la suite (F),, ) ainsi définie 7-convergence vers F), .
L’inégalité de la borne inférieure :

Soit (u,) une suite qui converge faiblement vers un certain u dans L*(€, R?). Soit la suite
(u™) définie par

=1 791
Par définition de u,, et par convexité, on a

o) =323 / o [00(@) =0 () - (@ = ) B, (1)

I=11'=1

—ZZamm [0 @) = o i) da

I=11'=1
2
= Zzan/mn ((f u"(z) dx —]/ U”($+W?1/)d$) 'W?p>
I=11'=1 T
TLS n3
>3 a0 @)~ ) i do
I=11'=1 I

> Fo,0,p, (0"). (6.2)



84 6. FERMETURE DES FONCTIONNELLES DE L’ELASTICITE LINEAIRE

D’autre part, on a

| Fo0,n (@) = Foou(@") =) 0 o [ég”(w)—ﬂ”(y))'(w}‘pﬂ(ﬂ? —y) = wip])] lia—p) (dz, dy)

n3 n3

<2) M (@ @) —a" ()W) — ) (der, dy)

I=11=1 27>
N

J/

-~

I1

+2 3 [@(@)-u"y)- (& —y) = W) (=) (de,dy) . (6.3)

1=11=1 97 xQ
N

J/

-~

Iz

La quantité I; s’annule car 4" est constante sur chaque 2} et par définition de la mesure
L, O & 1, (QF X QF) = p(2F x Q) . Par ailleurs, pour tout (x,y) € Q} x 7}, on a

|z —y —wi|> < et, par suite

n2
—n —n 12 —n —n 2
| 0,040, (0") = Fpy 0, (0")] < 2 ) Q||U (z) — u"(y)||” p(de, dy)
48 —n 2
< — [ [la"(@)|]" p(dw, ). (6.4)
n= Jo

Comme la fonctionnelle Fy g, est fortement continue sur L2(Q2, R?), la marginale p(dz, Q)
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue avec une densité dans
L>(Q,R") (cf. Lemme 1.51). Par ailleurs, la suite (") converge faiblement vers u dans
L%(Q2,R?); elle y est donc bornée. 11 en résulte que la suite de réels ( [, (a")*u(dz,Q)) est
bornée. On déduit alors de (6.4) que

lim inf F070’un (/I_Ln) = lim inf FO,U,,u,(ﬂn)- (65)

D’autre part, grace a (6.2), on a

liminf Fyp ,, (u") > liminf Fyg ,, (") = liminf Fyq ,(a"); (6.6)

n—oo
ce qui, par semi-continuité inférieure de Fyq , sur L?(Q, R?) faible, donne

lim inf F070,Mn (u") Z F0707M(U). (67)

Les inégalités de la borne supérieure :

Nous commengons par établir la convergence étroite de la suite de mesures (u,) vers i .
Pour tout ¢ € Cp°(2 x Q) (ici Cp°(Q x Q) représente I'ensemble des fonctions infiniment
differentiables et bornées sur €2 x ) et n > 1, on pose

Gul,y) =D ) ol e+ wip) do Top (@) Ty, (v)

I=11'=1 I
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Grace a la régularité de ¢, la suite (¢,) ainsi définie converge uniformément vers . Par
ailleurs,

n3 77/3
lim ¢ pn(dz,dy) = lim Z Z a?l,/ o(x,z +wip)de

" Jaxa =1 I'=1
nS n3 1
= nh_{go Z Z Ea% fn oz, x+ wipy)dx
=1 I'=1 7
= lim Pn (2, y)p(dz, dy). (6.8)
=% Jaxa
Donc
lim @ pin(dz, dy) = / ¢ p(dz, dy) .
o Jax0 QxQ

Ceci prouve la convergence étroite de la suite de mesures (u,) vers f.

Soit, maintenant, u dans C*(Q, R3). Par convergence étroite de (u,,) vers u, la suite
constante u" := u vérifie
lim F), (u")= lim F, (u) = F,(u). (6.9)
n—oo n—oo
D’apres la remarque 4.6, ceci prouve les deux inégalités de la borne supérieure. La 7-
convergence de la suite (F),,) vers F), est ainsi établie.
O

Preuve du théoreme 6.1 : D’apres le théoreme 6.2, il existe une suite de mesures
atomiques (y,) telle que (F),,) T-converge vers F),. Par ailleurs, d’apres la propriété 4.10
et le théoreme 5.1, pour tout n > 1, F}, appartient a €,. Donc, par diagonalisation, la
fonctionnelle F), appartient a €,. Le théoreme 6.1 est ainsi démontré.

O

6.1.2 De l’insuffisance de ce résultat

Le probléme que nous avons rencontré apres avoir démontré ce résultat (théoreme 6.1)
est que, contrairement au cas scalaire, I’ensemble des fonctionnelles non-locales obtenues
est loin d’étre 'ensemble de toutes les fonctionnelles non-locales continues appartenant a
la fermeture recherchée. Dans le cas scalaire, c’est la formule de Denis-Beurling (1.47) qui
nous assure que la mesure d’interaction non-locale p est positive. Rien de tel dans le cas
de I'élasticité.

Considérons I'exemple suivant. Soit w = (w;,0,0) € R3 et f € L®(Q,RT) tels que le
support de f soit contenu dans 2N (2 4+ w) N (2 — w), et soit la fonctionnelle F; définie
par

Fi(u) :== /Q[ul(x —w) — 2u;(x) + wi(z +w)]Af(z) do. (6.10)

On vérifie sans peine que F; est fortement continue sur L?(Q,R?), quadratique, posi-
tive et surtout objective. Une telle fonctionnelle appartient a £3 et (nous le prouverons
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ultérieurement) appartient a la fermeture recherchée. Réécrivons cette fonctionnelle sous
une forme qui nous permette de la comparer au résultat du théoreme 6.1. On a

Fi(u) = /Q[Q(Ui(x—w)—ui(x))z + 2w (z4w) —ui (1)) — (wi(r—w) —ui(x+w))?] f(z) da.

Soit
Fy(u) = / (uly) = uta) - (),

ot (i, dy) = (20— w(dy) F () + 20, 1 (dy) £ () — Oyous(dy) F( + w))d

Lorsque 7 = 1, on obtient bien une énergie du type considéré dans le théoreme 6.1 mais
il est facile de vérifier que la mesure p n’est pas positive! D’autre part, lorsque i = 2,
on est face & un phénomene différent. La mesure énergie (us(y) — uz(x))? p(dz, dy) n’est
plus objective. Bien que la fonctionnelle soit positive et objective, on a perdu la positivité
et I'objectivité locale. C’est ce phénomene qui rend plus délicate I’étude de la fermeture
des fonctionnelles de 'élasticité. C’est aussi pour cela que le résultat est plus riche. Afin
d’atteindre des fonctionnelles qui ne sont pas localement positives ou objectives, nous
établissons un second résultat d’homogénéisation.

6.2 Interactions non-locales a plusieurs points

Dans cette section on étend le résultat du chapitre précédent aux interactions faisant in-
tervenir plus de deux points, en montrant, notamment que, pour tout entier naturel p,
£, et plus généralement £, sont inclus dans la fermeture des fonctionnelles de I'élasticité
linéaire &,. On commence par prouver un deuxieme résultat d’homogénéisation qui con-
stitue un outil essentiel pour la suite.

6.2.1 Un deuxieme résultat d’homogénéisation

Théoréme 6.3 Soit 0 < r < p deuz entiers naturels. Soit (z;) € (R*)P une famille de
p points distincts dans Q et (y;) € (R®)" la sous-famille y; = x;, i = 1...7. Soit ¢ une
forme quadratique positive sur (R3)?.On définit la forme quadratique positive q sur (R?)",
en posant, pour tout (u;) € (R?)",

q(ur, ug, ... up) = 1inf {q(ur, ug, ..., up); (Wrgr, Urga, .. 1) € (RP)P)

Si, pour tout g dans L°(R3, RT), les fonctionnelles Dy (2),g appartiennent a la fermeture
€&, des fonctionnelles de lélasticité, alors il en est de méme pour les fonctionnelles D5 (y).9-

Preuve : Pour les mémes raisons que dans la preuve du théoreme 5.1, il suffit de traiter
le cas ou le support de la fonction g est inclus dans un cube C' de telle sorte que les
ensembles z; + C, (i € {1,...,p}) soient disjoints et inclus dans €.
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Nous utilisons les notations géométriques du chapitre 5 et définissons «,
L>(2,R) par

{an(x) =nd, siz€x;+ B(zf,n?), ie{l,...r}, [ €I,
an(z) =n~Y2, sinon,
et
1
Gn = ;l 1B(zr, 00| (/?g(x) da:) Lp(zpn-1)
Posons

E, = Dq,(xi),gn + Eam,, .
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et g, dans

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Les hypotheses du théoréme 6.3 impliquent que, pour tout n, Dy ()4, appartient a ¢,
Grace a la propriété 4.10, E,, appartient aussi a €,. Donc, par la propriété 4.9, le théoreme
sera prouvé une fois que I'on aura établi la 7-convergence de la suite (£,) vers Dg .,4-

Tel est I'objectif des deux prochains paragraphes.

6.2.1.1 L’inégalité de la borne inférieure

Soit (u") une suite convergeant faiblement vers un certain u dans L?(2,R?) & énergie

bornée (E,(u") < M < o0). On a
E,(u") > /Cq(u”(atl +x), ..., u"(z, + 7)) gu(2z) da

2/ inf q(u"(xy +2),... 0 (T +T), Ups1, ..., Up) gu(T) dT
c

> Z /Cn qu"(z1 +x), ..., u"(z, + x)) gu(z) do
> Z </C” g(z) dsz:) (7{3< - qu™(xy + ), .. u (2, + :C))dx)

et par convexité,

x(/o?g(m)dxﬁ.

Y

(6.14)

Si l'on définit a" sur chaque x; + C' (i = 1,...,r) en posant, pour tout i € {1,...,r} et

pour tout x € C,

u(x; + ) = Z (][B(z”,n_4) u"(z; +y) dy) Loy (z)

Ieln

(6.15)
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et u"(x) := u"(z) ailleurs, I'inégalité (6.14) s’écrit

Ea(u") =) j{, q@ (xy + ), ... 0"z, + 1)) g(2) da

> Dg (y).g(0"). (6.16)

D’autre part, la borne E,,(u™) < M, implique que, pour tout i € {1,...,r},

012 / le(")|P de < k"M

et

S [ el <k

IeTn B(ZI n—
Les hypotheses du lemme 5.5 sont satisfaites si l'on pose n = —2, v = 1/2, D} =
B(z},n™%) et s, = 4/3mn~12. Ainsi, pour chaque i € {1,...,7}, (@") converge vers u

faiblement dans L?(z; +C,R?), (@") converge vers u falblement dans L?(Q, R?) et on peut
passer a la limite dans I'inégalité (6.16) pour obtenir :

hmmen( ) > Dz (yl)’g( ) (617)

n—oo

6.2.1.2 Les inégalités de la borne supérieure

Soit v € L2(2,R3). Par un argument de densité, on peut supposer que u appartient a
C>(Q,R?). Pour tout I € I" et tout i € {1,...,r}, on pose uf,; := u(z; + 27 ). On définit
alors (uf,.y,...,u},) comme une solution du probléme de minimisation

inf {q(u?l) tee 7u?,7'7 u?,r—&—l? te ,U?p); (u?,r—&—l’ te ,U?p) € <R3>P—T} .

On peut, de plus, imposer a la solution choisie de vérifier, pour une certaine constante M
qui dépend uniquement de u et de g,

VIeT" Vie{l,....p} |luj,] <M.

On définit , enfin, la suite approximante (u™), en utilisant 'opérateur 7, ,, donné par le
lemme 5.6, en posant

Ta; Tn,—o(T-2,(u), (u7,)), siz€x;+C,ie€{l,... r},
W(2) = { 1Ty (o (), (), Sizem+C,icfril . p},  (618)

u(z) sinon.

La propriété (iv) de 7),,, énoncée dans le lemme 5.6, nous assure que (u") converge vers
u fortement dans H'(z; + C,R?) pour tout ¢ € {r +1,...,p}. Par ailleurs la propriété
(vi) assure que tel est encore le cas, pour tout ¢ € {1,...,7}. Ainsi (u") converge vers u
fortement dans H'(Q, R?).

La propriété (iii) de 7),,, énoncée dans le lemme 5.6, nous assure que la suite réelle
<fxi+C Ju(u™) dz), est bornée pour tout i € {r+1,...,p} par un certain M’ qui ne dépend
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que de u et de M. Par la propriété (v), la suite (||[Vu"||) est uniformément bornée sur
chaque ensemble z; + C lorsque i € {1,...,r}. Ainsi

limsup/ n~ Y2, (u") dr < limsup K,, [ n~'?|le(u|, dz = 0. (6.19)
n—oo 9] n—oo 0

Comme u™ est constante sur les boules z; + B(27,n?) pour tout i € {1,...r} et [ € I",
cette derniere inégalité implique que

lim E,, ,(u")=0. (6.20)

n—oo

D’autre part, on a

Dyayon (@) = 3 (i, oul,) / o(z) da

Iein I
= qufy,....uf,) / g(x) dz. (6.21)
Iezn cy

Si 'on note, comme précédemment, " la fonction définie par (6.15) sur chaque x; + C' et
u"(z) = u"(x) ailleurs, la derniere égalité s’écrit

Dq>(mi)7gn (un> = Dav(yz)zg(an) (622)

Puisque u est réguliere, la suite (4™) converge vers u fortement dans L?(€2, R?). On peut
ainsi passer a la limite pour obtenir

]'lm Sup qu(xi)vgn (un) S Dav(yz)vg(u) (623)

n—oo

Regroupant les inégalités (6.20) et (6.23) on obtient I'inégalité de la borne supérieure :

limsup Ey, (u") < Dy y,),0(1). (6.24)

Ceci conclut la preuve de la 7-convergence de (£,) vers Dg ,,) 4 ¢t donc celle du théoreme
6.3.

O

6.2.2 Des interactions a deux points aux interactions a plusieurs
points

Dans cette section nous prouvons que toute fonctionnelle dans £, (i.e., du type (4.26)) ap-
partient a la fermeture des fonctionnelles de 1’élasticité linéaire. Ceci est une généralisation
du théoreme 5.1 qui donne ce résultat dans le cas p = 2. Pour p > 4 ce résultat se démontre
par récurrence alors que les cas p = 3 et p = 4 nécessitent un traitement spécifique. On
généralise ensuite ce résultat a toute fonctionnelle discrete et objective, en prouvant que
1, est aussi inclus dans la fermeture des fonctionnelles de 1'élasticité linéaire. Dun point
de vue mécanique, ces résultats montrent que toute interaction objective entre p points
peut étre vue comme 'énergie d’un treillis, ¢’est-a-dire d’une réunion finie de ressorts.
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Lemme 6.4 Ona £,C ¢, .

La preuve du ce lemme utilise deux autres lemmes algebriques que voici :
Lemme 6.5 Soit {u, us, us, f1, f2, f3} une famille de rang 3 dans R® vérifiant
up A fi +us A fa+uz A fs =0.

Alors le rang de la famille {uy + € f1,us + e fo,uz + € f3} est 3 pour tout ¢ de R sauf pour
un nombre fini de valeurs de €.

Preuve du lemme 6.5 : Remarquons tout d’abord que le probleme est symétrique
vis-a-vis de la transposition des familles {uy, uq, us} et {f1, f2, f3}

Nous allons faire une démonstration par ’absurde. Supposons alors que le rang de la
famille {uy + e f1, us + € fo, uz + £ f3} soit inférieur a 3 pour plus de 3 valeurs distinctes de
e. Le polynome de degré 3 en ¢ : det(uy +¢€f1,us + e fo, us+ef3) est donec nul. Considérant
en particulier le coefficient des termes de degré 3 on obtient

det(flv f27f3) = 07
et en considérant le coefficient des termes de degré 0
det(uq, ug, ug) = 0.

Ces deux familles sont de rang inférieur a 2, leur réunion est de rang 3 : 'une des deux,
et 'on peut, par symétrie, supposer que c’est {uy, us, uz}, est de rang 2. On peut aussi
supposer, sans nuire a la généralité, que {uy, us} est libre.

En considérant les termes de degré 1 on obtient

det(ul, Ua, fg) + det(UQ, us, fl) + det(U3, Uy, fg) =0. (625)

Notons f1, f5 et fi les parties de fi, f2 et f3 orthogonales au plan engendré par {uy, us}.
L’équation (6.25) peut alors se réécrire

det(uy, us, f3) + det(ug, us, f1) + det(ug, uq, f5) = 0. (6.26)

Notons a et b les réels tels que
fo=auy Aus et f1 = —buy A us,
puis définissons w = auy + bus. On a
fi=wAu et fo=w A us.
L’équation (6.26) se traduit alors par

fi- (ur Aug) + (w Aug) - (ug Aug) + (w A ug) - (ug Auy) =0,
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soit
f5 (ug Aug) = blug Aug) - (ug Aug) —alug Aug) - (ug Auy)
ou finalement

f3=w A us.

On a alors
0 ZW'(UlAf1+U2/\f2+U3/\f3)
=w- (ur A fi +ug A fy+us A fy)
= (W Aw) - fi+ (wAus) - fo+ (wAus) - fs
= llw Aw® + [Jw Aual|* + [lw A us]|*.
Donc [jw A w;|| = 0 pour tout i et w = 0. On obtient alors f/ = 0 pour tout i. Les

vecteurs f; appartiennent au plan des u; ce qui est contraire a I’hypothese que la famille

{ur, ug, uz, f1, fo, f3} est de rang 3.
0

Lemme 6.6 Soit {uy,us,us} trois vecteurs distincts non nuls. Il existe une famille { f1, fa, f3}
telle que {uy,us, us, f1, f2, f3} soit une famille de rang 3 et vérifiant

uy A fi Fug A fo +ug A fz = 0.

Preuve du lemme 6.6 : La famille {u;, us, ug} est de rang 1 ou 2 sinon le résultat est
trivial. Supposons d’abord qu’elle soit de rang 2 et engendrée par {u;,us}. En posant
us = auy + busg, il est facile de vérifier que la famille

fii=—aui ANus ,  foi=—bui Auy et f3:=up Auo,

convient. Supposons maintenant que la famille est de rang 1. On peut supposer, sans nuire
a la généralité, que u; = 4, uy = ai et uz = bi on {7, 4, k} est une base orthonormée de R3.
il est facile de vérifier que la famille

fii=aj+0k | fo:=—j et f3:=—Fk,

convient.
O
Nous pouvons maintenant procéder a la preuve du lemme 6.4.

Preuve du lemme 6.4 : Considérons un systéme équilibré de quatre forces (f;, z;)
(1 =0,1,2,3), avec z; € Q, i =0,...,3. Nous commencons par considérer le cas ou f;
et x; — xg, pour ¢ = 1,2,3, n’appartiennent pas au méme plan. Alors, grace au lemme
6.5, il existe un € > 0 tel que les points (xg, 2, 25, 2%) (ou z} := x; + €f;) ne soient pas
coplanaires. On définit la forme quadratique ¢ sur (R®)” en posant :

3

3
/AN E : / 2 : /
q<UQ,U1,U2,U3,U1,U2,U3) T S(:C()w;)(uOvui) + S(Iz,mg)(uwuz)
i=1 i=1

+ S(x’pxg)(u/lv u/2) + S(x;,xg)(U'w ug) + S(ﬂCé,Ii)(“éu UI1>>
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et sur (R?)?, la forme quadratique ¢ par :
q(ug, ur, ug, ug) = inf {Q(U07U1,U2,U37U/17Ulzaué,)é (uy, uy,uy) € (Rg)g}-

Identifions le noyau K de q : (ug,u1, us,u3) appartient a K si, et seulement si, il existe
(u}, ub, ufy) tel que

S(I/I’I/Q)(ull, u’2) = O, S(wé’xé)(ué, ug) = 0, S(xg,x’l)(u{%?u/l) = 0, (6.27)

S(l‘ow'l)(uo’ ull) =0, S(l‘o,xé)(“(]a Ulg) =0 S(zo,wé)(uo, ué) =0, (6.28)
et pour ¢ = 1,2 ou 3,
S(aya) (Ui, u;) = 0 (6.29)

Comme les points (z, 2}, x5, 25) ne sont pas coplanaires, ces derniéres conditions sont
équivalentes a l'existence d'un vecteur w tel que, pour tout ¢ = 1, 2 ou 3,

ou, de maniere équivalente,

w - ((x; — o) A fi) = fi - (wi —uo) - (6.31)

En effet, d’apres (6.27) et (6.28), les vecteurs ug, u}, u, et v} sont les valeurs d'un champs
équiprojectif, respectivement, en xg, 1, T2, et x3. Si 'on note w sa résultante on a

uw, =up —w A (x; — x9) — WA f;.
Par ailleurs, d’apres (6.29) on a (u; — u;) - f; = 0. I en résulte que

et (6.30) en découle.
Comme les vecteurs f; et x;—x¢ n’appartiennent pas au méme plan et comme 1’équilibre
de notre systeme impose que

3

> ((xi = o) A fi) =0,

i=1

la famille ((z; — zo) A f;) est donc de rang 2. L’existence d'un w vérifiant (6.31) est

équivalente a
3

> fie (i —ug) = 0.

i=1

La codimension du noyau de ¢ est un : il existe A > 0 tel que

3 2 3 2
q(uo, u1, ug, ug) = A (Z fie (u; — u0)> =A <Z fi- uz> )
=1 i=0
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D’aprés le théoreme 5.1 et la propriété 4.10, pour tout g € L=(R? R*), la fonctionnelle
Dy (2o ,2:,27),9 aPpartient a €,. Par le théoreme 6.3, la fonctionnelle Dy (., , appartient aussi

)

a &,. Comme L)), :),g coincide avec A‘ng,(mi)ﬁg, le lemme est prouvé dans le cas ou f;

et x; — xg, pour © = 1,2, 3, n’appartiennent pas au méme plan.

Maintenant considérons le cas général : pour toute famille de quatre points distincts
(x;), grace au lemme 6.6, il existe une famille (g;) telle que les vecteurs g; et x; — xq, pour
i =1,2,3, ne soient pas coplanaires et telle que le systeme de forces (g;, z;) soit équilibré.

Alors, pour un n > 0 suffisamment petit, les vecteurs f; + ng; et x; — xo ne sont
pas coplanaires. Par la remarque précédente, on sait que la fonctionnelle Ly yg,).(2:).9
appartient & la fermeture &,. Si I'on fait tendre 7 vers zéro, alors, clairement, la suite de
fonctionnelles (Lf,) (z:),g T 1 L(g:),(w:),9)n T-cONVerge vers Ly, (z,),4- Par conséquent, grace a
la propriété de diagonalisation (propriété 4.9), la fonctionnelle L(y,) (z,)¢ appartient aussi
a €,

O
Remarque 6.7 Comme £5 C £4, ceci prouve aussi que £5 C &,,.
Théoréme 6.8 Pour tout entierp > 1, on a £, C ¢,
La preuve du ce théoreme utilise un autre lemme algebrique que voici :
Lemme 6.9 Soit, dans R3, {uy, usy, ..., u,} une famille de n vecteurs distincts non nuls
et {f1, fo, ..., fu} une autre famille de n vecteurs. On note m le vecteur m := > w; A f;.
Soit u un vecteur non nul n’appartenant pas a la famille {uy,us, ..., u,} et orthogonal a

m. Alors il existe f et f' tels que
FHP+Y _fi=0, et uAf+m=0.
i=1

Preuve du lemme 6.9 : On vérifie aisément que les vecteurs f et f’ définis par

u n
= mEhm e fl==fr=>_1
i=1
conviennent. En effet
ulf+m :m—l—u/\( UQ/\m)
]|
1
=m+ Hqu(u(u m) —m(u-u))
1
m HuH2m(u w))
=0.
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Preuve du théoréme 6.8 : Nous allons procéder par récurrence sur p. Le cas p = 2 est
traité dans le théoreme 5.1. Le cas p < 4 a été considéré dans le lemme 6.4.

Soit p > 4 et supposons que £, C &, pour tout t < p. Soit L())e;),9 un €élément de
£,. Soit r la partie entiere de p/2 et y € Q\ {z1,...2,} tel que y — 2 soit orthogonal a
Z:izl (x; — 1) A f;. Alors, il existe deux vecteurs f et f’ dans R? tels que les deux familles

((fa y)? (fl + f/a £L‘1), (va xZ)’ (f3:373)7 ceey (fr+17x7‘+1))
et
((_f7 y)? (_flv xl)a (fr+27 $r+2)’ (f?“+37 xr+3)> SRR (fpv xp))

soient des systemes de forces équilibrés. On définit les formes quadratiques ¢ et ¢” re-
spectivement sur (R3)™2 et (R3)P~"*! par

r+1 2
q/(vuu17"'7u7“+1>:: (fv+f/u1+2flul> ’
i=1

2
p
q" (v, Uy, Upsoy .o uy) = (—f-v—f’~u1+ Z flul> )

i=r+2
Les fonctionnelles Dy (ye:...zri1).g €0 Dy (ya1,242,..2,),g @PPartiennent respectivement a

Lo et £ ry1. Comme p >4, alors r+2 < pet p—r+1<p; hypothese de récurrence
implique que ces deux fonctionnelles appartiennent a €, ainsi que leur somme.

Calculons maintenant 'infimum

q~(U1, Ugy - .. 7up) = lél]Rg {2q/(v7 Uy - - 7u7"+1) + QQII(U, Upy Upy2,y - - - ,Up)} .

Comme cet infimum est atteint lorsque
1 r+1 p
f'U:§ - f/’U1+Zfi‘Ui + _f/'u1+Zfi‘ui ;
i=1 i=r+2

on obtient
» 2
q(uy, ug, ..., up) = (Z fi- ul)> .
i=1

Ainsi, Ly, (2,),9 coincide avec Dy (., 4. Donc, par le théoreme 6.3, la fonctionnelle L,y (2,4
appartient & &,. La proposition £, C &, est vraie pour ¢t = p.
O

Théoréme 6.10 Pour tout p > 1, on a Q, C €,.

Preuve : Soit D, ), dans 9,. La forme quadratique positive ¢ sur (R*)? peut étre con-
sidérée comme une forme quadratique sur R? et diagonalisée dans une base orthogonale.
C’est alors la somme des carrés de 3p formes linéaires sur R (c’est-a-dire sur (R*)?) qui
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s’annulent sur le noyau de ¢. Ainsi, il existe 3p familles de p vecteurs (f/) (i = 1,...p,
j=1,...3p) telles que

Q(ula--'vup) :Z <Z (fzjuz)2> .

j=1 \i=1

De plus, pour chaque j, le systeme de forces (f; I x;) est équilibré puisque (g, (z;)) est

objective. Par conséquent, chaque fonctionnelle L( (@i appartient a £, et donc, par
le théoréme 6.8, & &,. Grace a la remarque 4.14, leur somme D, (), = Z?il L) @

appartient a &,.
0

6.3 Discrétisation d’une interaction non-locale con-
tinue

Théoréme 6.11 Ona ¢ C €&,.

Preuve : Pour tout F' dans €, on construit une suite dans U,Q,, qui 7-converge vers F'.

Soit C"™ le cube R
C"i=—(—=,=)}
n( 2’ 2>
et (CM)P", la famille de tous les cubes C" := ¢! + C™ inclus dans Q et tels que ncl* € Z3.
Tout compact inclus dans € est, pour n sufﬁsamment grand, recouvert, presque partout,
par la famille (C'); mais ceci n’est, en général, pas le cas pour tout le domaine Q. On
élargit alors certains C]' en définissant la famille
Kr={eeQio-dl<le—glvi=Ll.pg#i).  (632)

7
Noter que, pour tout i € {1,...,p,},
Cl' CK!' et QcCuUlm Kr

De plus, puisque €2 est a frontiere réguliere, le diametre des ensembles K tend vers zéro
lorsque n tend Vers plus l'infini (max;c(1,.. p,1 {diam(K")} — 0). Introduisons le barycentre
= (pn) "t 2P, ¢ des centres (c') et J™ leur matrice centrale d’inertie définie par
n 1 - n n n n 3
Thewi=— > (=" Aw) A (] = "), VYweR® (6.33)
Pni3

Pour n suffisamment grand, la matrice J" est symétrique, définie positive et donc in-
versible. On peut alors introduire un opérateur linéaire I'" qui a chaque famille (u}') de
(R3)Pr associe, une fonction I ((u?)) € L?(Q2,R?) de la maniére suivante :

r"(w))(x) =
( (J")~ inz_: cj —c" ) /\(x—c?)] 1gn(z). (6.34)

=1
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L’intéret de cet opérateur réside dans ses propriétés que voici :

i) I™(w,w,...,w)(r) =wet T"(wAcl,wAdy,...,wAcy )(r) =wAz, pour presque tout
x dans (2,

if) 17 () oo < 2maxiequ,..po [luf ]
iii) si une suite de fonctions (u™) converge vers u faiblement dans L?(Q2, R?), alors la suite
rm <(JCC” u")) converge aussi vers u faiblement dans L2(2, R3).

iv) si u appartient & C°°(€2, R?), alors la suite (F”((u(c?)))) converge vers u fortement
dans L%(Q, R?).

La propriété (i) est facile. Pour prouver (ii) et (iii), il suffit de remarque que la suite de
matrices (J™) converge vers la matrice centrale d’inertie de {2 qui est définie positive. Par

p%l (e =) Al
Comme le diametre de K" tend vers zéro, le terme de droite dans la définition de
I ((ur)) tend uniformément vers zéro. La propriété (iii) résulte de la convergence faible

de Y7 (fon u™)1xn vers u. La propriété (iv) est évidente. En effet, cette convergence est

conséquent ||(J™)7!|| est bornée ainsi que la quantité H(J")*1 :

en réalité uniforme.

_ 1

Notons g, la fonction g, := o Tcn et g, la forme quadratique définie sur (R3)P» par

G (Ut Uy s Uy ) = F(F”((uf))) (6.35)

La propriété (i) de I'* assure I'objectivité de (gy, (z7')) : la fonctionnelle Dy, () ,, appar-
tient & 9, . Grace au théoreme 6.10, elle appartient a €,.

Soit (u™) une suite convergeant vers u faiblement dans L?(£2, R?). Par convexité , on a

Dy, (c).g, (u") = ][ qn(u"(c] +2),u"(cy +),...,u"(cy +x))dr
Cn

(f fooedf )
> F (F”((]{T u"))) . (6.36)

Grace a la propriété (iii) de I' et a la semi-continuité de F', on peut passer a la limite et
obtenir 'inégalité de la borne inférieure

liminf Dy, (e, (u") > liminf F (F" ((][ u"))) > F(u). (6.37)
o

n—o0 n—0o0

Soit, maintenant u dans L*(2, R?). Par un argument de densité on peut supposer que
u appartient & C*° (2, R?). Comme pour tout i € {1,...,p,} et tout = € C", ||u(c? +z) —
u(e)|l < 2l Vullos, la propriété (i) de I'™ implique que [T ((u(cf +))) =T ((u(c}))) || <
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2||Vul|s. La forme quadratique continue F' est Lipschitzienne sur tout domaine borné de
L2(Q,R3) : il existe une constante C’ telle que, pour tout z € C™,

‘qn(u(c?—i—x), u(cy+m),. .., u(c, +x)) — qu(u(cy), u(cy), . .. ,u(cgn))‘ < —.
Donc

Dy, (¢),9n (u) = ][ gn(u(ct +x),u(cy +),...,u(c, +))dv
!

< gulu(e), u(cd), . u(ch ) + %
< r{e () + &

Grace a la propriété (iv) de I'™ et a la continuité de F', on peut passer a la limite pour
obtenir I'inégalité de la borne supérieure

limsup Dy, (en),, (1) < F(u). (6.38)

n—oo

Cette inégalité, complétée par celle de la borne inférieure (6.37) prouve que (Dg, (cr)g,)
T-converge vers F'. On conclut la preuve du théoreme 6.11 en évoquant la propriété 4.9.
O

6.4 Approximation Moreau-Yosida

Comme déja vu dans les chapitres antérieurs, 'approximation Moreau-Yosida est un
moyen classique d’approcher une fonctionnelle qui n’est pas continue par une autre qui
I'est. La restriction aux fonctionnelles objectives ne présente aucune difficulté.

Théoréme 6.12 Ona £ C C.

Preuve : Soit F' € 9. Soit (Y, (F)) la suite des approximations Moreau-Yosida de F'.
On sait d’une part que, pour tout n > 1, Y,,(F) est continue sur L*(Q2, R?). D’autre part,
on vérifie facilement que si F' est objective alors son approximation Moreau-Yosida ’est
également. Par conséquent Y, (F) € €. Par ailleurs, la suite (Y, (F')) est croissante et
converge simplement vers F' dans L*(Q, R?). Donc, grace a la propriété 4.11, (Y, (F))
T-converge vers F. On en déduit que F appartient & €.

O

6.5 Fermeture des fonctionnelles de 1’élasticité

Nous avons, a présent tous les outils nécessaires pour établir le résultat principal de ce
chapitre qui s’énonce
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Théoréme 6.13 Soit v € (—1,1/2). La fermeture de l’ensemble €, des fonctionnelles de
Vélasticité linéaire coincide avec l'ensemble de toutes les formes quadratiques positives,
objectives et semi-continues inférieurement : €, = Q.

Preuve : Nous savons déja, par la remarque 4.12 que €, C Q. Par ailleurs nous venons
de voir dans la section précédente que

Qcée.
Or, d’apres le théoreme 6.11, € C &, ; ce qui, par la propriété 4.9, implique que
CCé@,

Ceci prouve l'inclusion inverse et le théoreme 6.13 est ainsi démontré.
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