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disponibilité chaque fois que j’en ai eue besoin tout au long de ce travail.

Je remercie vivement Monsieur BRIANE Marc et Monsieur DAL MASO Gianni
pour avoir accepté la lourde tâche de rapporter cette thèse. C’est pour moi un grand
honneur.

Que Monsieur CHAMBOLLE Antonin et Monsieur SUQUET Pierre trouvent ici
l’expression de ma plus profonde reconnaissance pour avoir accepté de participer au jury.
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donné la chance de faire des études supérieures.
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Introduction

Nombre de situations physiques sont décrites par la minimisation de fonctionnelles
de diffusion du type

Fα(u) :=

∫
Ω

α(x)|∇u(x)|2 dx, (1)

où le coefficient de diffusion du matériau α peut varier d’une zone à l’autre. Ici, Ω
représente le domaine occupé par le matériau. Un vaste champ de recherches mathématiques
a pour objet l’étude du comportement asymptotique de ces fonctionnelles lorsque le co-
efficient α dépend d’un paramètre ε qui devient de plus en plus petit. C’est le cas, par
exemple, lorsque l’on étudie un processus de diffusion dans un milieu poreux ou compos-
ite dans lequel le paramètre ε est caractéristique de l’hétérogénéité. On est alors amené
à considérer une famille (Fαε) dont on détermine la limite F hom. La fonctionnelle F hom

ainsi trouvée décrit les propriétés effectives d’un matériau qui tend à se comporter comme
un matériau idéal, homogène. Ces propriétés peuvent être décrites par un coefficient de
diffusion homogénéisé αhom. Mais, il peut arriver que le nouveau matériau ne soit plus
isotrope auquel cas les propriétés effectives du matériau homogénéisé sont décrites par
une matrice de diffusion A(x) et la fonctionnelle limite F hom s’écrit :

F hom(u) :=

∫
Ω

∇u(x) · A(x) · ∇u(x) dx. (2)

Il a été prouvé [39] que, lorsque la suite des coefficients de diffusion (αε) ainsi que celle
de leurs inverses (α−1

ε ) sont bornées, alors la limite F hom des fonctionnelles (1) est de
la forme (2). Bien que ce résultat soit encore vrai sous de moindres hypothèses [12], il
n’en est pas toujours ainsi : des exemples sont connus (cf. [12], [4], [5] et [36]) où des
interactions non-locales apparaissent à la limite . Ces interactions sont représentées par
une mesure de Radon µ positive sur Ω×Ω, et dans la fonctionnelle limite F hom apparâıt
alors le terme non-local : ∫

Ω×Ω

(u(x) − u(y))2 µ(dx, dy). (3)

D’autres exemples sont connus [18] où la fonctionnelle limite F hom contient un terme dit
étrange de la forme : ∫

Ω

(u(x))2 ν(dx), (4)
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2 Introduction

où ν est une mesure de Radon positive sur Ω.
La question qui se pose naturellement après ces observations est l’identification de

toutes les fonctionnelles qui peuvent être obtenues comme limites de suites de fonction-
nelles de diffusion. D’après un résultat dû à Umberto MOSCO, la limite d’une suite de
fonctionnelles de type (1) est une forme de Dirichlet, c’est-à-dire dans le cas régulier, une
somme de termes de type (2), (3) et (4). Dans la première partie de cette thèse (Chapitres
2 et 3), nous nous intéressons au problème inverse suivant : Est-ce que toute forme de
Dirichlet est la limite d’une suite de fonctionnelles de type (1) ? Très récemment, Briane
et Tchou [10] ont apporté une réponse partielle à cette question. Ils ont prouvé que toute
interaction non-locale de type (3), où la mesure µ a la forme particulière 1E(x)1E(y) dxdy
peut être atteinte. Le résultat principal du chapitre 3 de cette thèse précise davantage
les choses : il énonce que toute forme de Dirichlet est limite d’une suite de fonctionnelles
de type (1). Autrement dit, la fermeture des fonctionnelles de diffusion cöıncide avec
l’ensemble de toutes les formes de Dirichlet.

La preuve de ce résultat se fait en plusieurs étapes : on commence (Chapitre 2) par
construire un matériau composite dont les propriétés effectives contiennent un terme non-
local du type (3) avec une interaction µ à portée et direction fixes. i.e. la mesure µ est de
la forme

µ(dx, dy) := δx+w(dy)1Ω(x+ w)f(x) dx , (5)

où w est un vecteur de R3 et f une fonction positive dans L∞(Ω). Dans ce cas particulier,
le terme non-local (3) s’écrit∫

Ω

(u(x) − u(x+ w))2 1Ω(x+ w)f(x) dx . (6)

Puis, de proche en proche, on atteint des formes de Dirichlet de plus en plus complexes.

Plus précisément, au chapitre 3, dans un premier temps, grâce à la régularisation de
Moreau-Yosida, nous focalisons notre attention sur les formes de Dirichlet continues ; dans
le cas objectif, c’est-à-dire lorsque la fonctionnelle F vérifie

∀c ∈ R, F (u+ c) = F (u), (7)

on montre qu’elle se met alors sous la forme (3). Dans un second temps, nous généralisons
le résultat du chapitre 2 au cas où la mesure µ est une combinaison finie de terme de la
forme (5). Ensuite, par une discrétisation de la mesure µ ( section 3.4), nous approchons
F par une suite de combinaisons finies de termes non-locaux de type (6). La section 3.5
est consacrée à la conclusion de la preuve du résultat de densité dans le cas objectif
(Théorème 3.1).

En dernier lieu, dans la section 3.6, on détermine la fermeture des fonctionnelles de
diffusion soumises à une condition de Dirichlet sur une partie du bord ∂Ω (Théorème
3.2). L’idée principale de la preuve de ce dernier résultat est que : un terme étrange peut
être vu comme une interaction non-locale entre la partie du bord ∂Ω où on a imposé la
condition de Dirichlet et le reste du domaine. Ceci achève la partie scalaire de ce mémoire.

Dans une seconde partie (Chapitres 4, 5 et 6), nous répondons à une question similaire
à celle traitée aux chapitres précédents, mais cette fois, en ce qui concerne les fonctionnelles
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de l’élasticité linéaire. Quelles sont les fonctionnelles que l’on peut obtenir comme limites
de suites de fonctionnelles de l’élasticité linéaire ? Les fonctionnelles que nous considérons
sont des formes quadratiques positives sur H1(Ω,R3) de la forme

F (u) :=

∫
Ω

f(x,∇u(x)) dx, (8)

où Ω est, comme précédemment, le domaine occupé par le matériau. La fonction f(x, ·)
est une forme quadratique positive sur l’espace des matrices 3 × 3. Des considérations
physiques (l’objectivité) nous conduisent à ne considérer que des fonctionnelles f dont les
noyaux contiennent les mouvements rigides. i.e les déplacements du type u(x) = a+ b∧x,
où a et b sont des vecteurs de R3. Il est bien connu [21],[25] que dans ce cas f dépend
uniquement du tenseur des déformations linéarisé, i.e. la partie symétrique du gradient
de u (e(u) := (∇u+ ∇ut)/2).

Le cas particulier des matériaux élastiques isotropes est d’un grand intérêt. En effet,
dans ce cas la densité d’énergie f est déterminée par deux constantes α et β appelées
coefficients de Lamé du matériau :

f(x,∇u(x)) = α(x)‖e(u)‖2 + β(x)(Tr(e(u)))2, (9)

où ‖e(u)‖ désigne la norme Euclidienne de la matrice e(u) et Tr(e(u)) sa trace.

Nous considérons un ensemble S de fonctionnelles du types (8)-(9) et nous cherchons
l’ensemble de toutes les limites de suites dans S. Autrement dit, nous cherchons la ferme-
ture séquentielle de cet ensemble. Ce sujet a été intensivement étudié sous des hypothèses
qui assurent que la fonctionnelle limite est encore une fonctionnelle de l’élasticité linéaire.
Un exemple d’hypothèse qui assure cela est [28] l’existence de deux constantes positives
c et C telles que, pour tout F dans S, la densité d’énergie f vérifie

c‖e(u)‖2 ≤ f(x,∇u(x)) ≤ C‖e(u)‖2. (10)

C’est le cas, par exemple, d’un matériau composite fait de deux autres matériaux isotropes
de rigidité comparable. La densité f est alors de la forme (9) avec

α = α11Ωn + α21Ω\Ωn β = β11Ωn + β21Ω\Ωn , (11)

où Ωn est la zone occupée par l’un des deux constituants. Dans ces cas, la théorie de bornes
[26],[45],[40],[44] donne des estimations sur la fonctionnelle limite. Cependant la fermeture
de l’ensemble de fonctionnelles considéré n’est pas encore complètement déterminée.

Mais il se trouve que dans beaucoup de matériaux composites, les coefficients de Lamé
des constituants peuvent être très différents. Alors des hypothèses du type (10) et (11)
ne conviennent plus et l’on doit considérer , par exemple, des suites de fonctionnelles
telles que le rapport α1/α2 tende vers zéro ou l’infini. Il est connu que dans ce cas,
la fonctionnelle limite peut être radicalement différente des fonctionnelles initiales. Des
exemples sont connus où la fonctionnelle limite est non-locale [4],[5]. Un autre exemple
[41] montre que la fonctionnelle limite peut dépendre du second gradient de u. Alors, de
nombreuses questions se posent :
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Peut-on obtenir toute fonctionnelle dépendant du second gradient de u ? En particulier,
peut-on obtenir la fonctionnelle

F (u) =

∫
Ω

(
∂2u1

∂x2
1

)2

dx, (12)

où x1 et u1 sont les composantes de x et u dans la même direction ? Une telle énergie
conduit à un matériau d’un comportement inhabituel (voir [1] pour la description de ce
comportement en dimension 1).

Est-ce que la fonctionnelle limite peut dépendre des dérivées d’ordre supérieur de u ? par
exemple, peut-on obtenir la fonctionnelle suivante :

F (u) =

∫
Ω

‖∇∇∇(u)‖2 dx ? (13)

Dans un autre genre, est-ce qu’une suite de fonctionnelles du type (8)-(9), avec des coef-
ficients βn positifs, peut conduire à une fonctionnelle limite du même type mais avec un
coefficient limite β négatif ? Grâce à la définition du coefficient de Poisson ν en fonction
de ceux de Lamé :

ν :=
β

2β + α
, (14)

cette dernière question peut être reformulée d’une manière plus classique : est-ce qu’un
matériau avec coefficient de Poisson négatif peut-être la limite de matériaux à coefficients
de Poisson positifs ? En particulier, peut-on obtenir la fonctionnelle dégénérée (lorsque
ν = −1) :

F (u) =

∫
Ω

α(x)

(
‖e(u)‖2 − 1

3
(Tr(e(u)))2

)
dx , (15)

de cette manière ?

Une réponse positive à cette dernière question a été donnée par Milton dans [33] par la
construction explicite et assez complexe d’une suite de matériaux composites.

Il est clair que cette liste de questions n’est pas exhaustive et répondre à toutes ces
questions par construction explicite de suites semble hors portée.

Dans les chapitres 5 et 6 de cette thèse, nous donnons une réponse positive à chacune
des questions ci-dessus. On y montre que toute fonctionnelle quadratique, positive, objec-
tive et semi-continue inférieurement (pour la topologie considérée) est limite d’une suite
de fonctionnelles de l’élasticité linéaire.

Notez que dans le cas où la densité d’énergie f dépend uniquement de ∇u et non de
e(u) de la manière suivante,

f(x,∇(u)(x)) := α(x)‖∇u(x)‖2 , (16)



Introduction 5

on peut se servir des résultats du cas scalaire pour identifier toutes les limites possibles. En
effet, on peut alors écrire f(x,∇u(x)) comme somme de trois fonctionnelles de diffusion
indépendantes

f(x,∇(u)(x)) := α(x)‖∇u(x)‖2 =
3∑
i=1

α(x)‖∇ui(x)‖2 (17)

qui opèrent sur les différentes composantes de u. Donc, d’après le résultat du chapitre 3,
toute limite est une somme de trois formes de Dirichlet. Par la formule de représentation
de Deny-Beurling toute limite s’écrit donc

3∑
k=1

( 3∑
i,j=1

∫
Ω

∂uk
∂xi

(x)
∂uk
∂xj

(x) ηkij(dx) +

∫
Ω×Ω

(uk(x) − uk(y))2µk(dx, dy)

+

∫
Ω

(uk(x))
2νk(dx)

)
(18)

où, pour tout k ∈ {1, 2, 3}, νk et µk sont des mesures de Radon positives, respectivement
sur, Ω et Ω × Ω, et ηk est une mesure de Radon sur Ω à valeurs dans l’ensemble des
matrices symétriques positives. Nous voyons donc qu’avec des densités d’énergie du type
(16) on n’obtient qu’une petite partie de la fermeture. Au chapitre 5 nous montrons que
la fermeture de l’ensemble des fonctionnelles de l’élasticité est beaucoup plus grande.

La plupart des résultats présentés dans ce mémoire sont publiés ou soumis à publica-
tion, voir [13],[14] et [15].



Chapitre 1

Rappels et Notations générales

Sommaire
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1.2 Sur la notion de capacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Sur la Gamma-convergence (ou épi-convergence) . . . . . . . 11

1.3.1 Définition et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Comparaison de la Gamma-convergence avec la convergence sim-

ple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4 Sur la régularisation de Moreau-Yosida . . . . . . . . . . . . . 18
1.5 Sur les formes quadratiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.6 Sur les formes de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.7 Sur la convergence au sens de Mosco . . . . . . . . . . . . . . 33

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail. La plupart de ces résultats seront énoncés sans démonstration. Pour les
lecteurs désireux de plus de détails, des références à la littérature seront systématiquement
données.

1.1 Sur la théorie de la mesure

Soit Ω un ouvert borné de R3 à frontière régulière. Soit Σ une tribu sur Ω (i.e une
collection de parties de Ω contenant le vide, stable par complémentarité et par réunion
dénombrable). Une application µ : Σ −→ [0; +∞] vérifiant les deux propriétés suivantes

i) µ(∅) = 0,

ii) µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An) , pour toute famille, au plus dénombrable, d’éléments de Σ

deux à deux disjoints,

est appelée une mesure sur Ω. On parle, parfois, de mesure positive pour la différencier
des mesures vectorielles lorsque µ est à valeurs dans un espace vectoriel E. Si la tribu
Σ est la tribu Borélienne B(Ω) de Ω, µ est alors appelée mesure Borélienne. Si de plus,
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1.1. Sur la théorie de la mesure 7

µ vérifie µ(K) < ∞ pour tout compact K ⊂ Ω, alors la mesure µ est dite de Radon.
Dans ce qui suit, toutes les mesures considérées seront des mesures Boréliennes. Lorsque
µ est une mesure vectorielle, on définit la variation totale de µ, pour tout Borélien B,
par |µ|(B) := sup

{ ∑
j≥1 |µ(Bj)|

}
, où le supremum est pris sur l’ensemble des familles

{Bj}j≥1 ⊂ Σ, au plus dénombrables, de parties de B deux à deux disjointes. Ceci définit
une mesure Borélienne positive notée |µ|. On notera M(Ω)

(
resp. Mb(Ω)

)
l’ensemble des

mesures de Radon sur Ω (resp. mesures de Radon bornées sur Ω i.e. telles que µ(Ω) <
+∞). Par M(Ω,Rm×n) on désignera l’ensemble des mesures de Radon sur Ω à valeurs
matricielles dans Rm×n. L’ensemble Mb(Ω,R

m×n) muni de la norme ‖µ‖ := |µ|(Ω) est un
espace de Banach.

Nous aurons à considérer la mesure de Lebesgue dans R3 que l’on notera dx et la
mesure de Hausdorff de dimension α, notée Hα. Lorsque µ est une mesure de Radon sur
Ω, et g une fonction µ-intégrable, la mesure de densité g par rapport à µ est définie, pour
tout Borélien A ⊂ Ω, par (gµ)(A) :=

∫
A
g(x)µ(dx). Soit p ∈ [1,+∞[, on notera Lp(Ω, µ)

l’ensemble des (classes modulo l’égalité µ p.p. des) fonctions u µ-mesurables telles que( ∫
Ω
upµ(dx)

) 1
p <∞. On appellera support de µ sur Ω , l’ensemble

supp(µ) = {x ∈ Ω ; µ
(
Ω ∩B(x, r)

)
> 0, ∀r > 0}.

Si ν est une autre mesure de Radon sur Ω, on dira que ν est absolument continue
par rapport à µ, et l’on notera ν << µ, si la propriété suivante est satisfaite : ∀A ∈
B(Ω)

[
µ(A) = 0

]
=⇒

[
ν(A) = 0

]
.

Théorème 1.1 (Approximation par des ouverts et des compacts) Soit µ une
mesure de Radon sur Ω. Alors, pour tout A ∈ B(Ω), on a

i) µ(A) = inf{µ(U) ;A ⊂ U,U ouvert}.
ii) µ(A) = sup{µ(K) ;A ⊃ K,K compact}.

Pour la preuve de ce théorème, voir, par exemple [22].

Dualité entre mesures et fonctions continues

On note Cc(Ω)
(
resp. C0(Ω)

)
l’ensemble des fonctions continues à support compact dans

Ω (la fermeture de Cc(Ω) vis-à-vis de la topologie de la convergence uniforme). Il est
bien connu (cf. [42]) que Mb(Ω) s’identifie au dual de C0(Ω). Il découle de cette dualité,
une notion de topologie faible-" sur Mb(Ω), définie par la convergence, dite faible (ou
vague), des suites de mesures dans Mb(Ω) : on dit qu’une suite (µn) ⊂ Mb(Ω) converge
faiblement (ou vaguement) vers µ ∈ Mb(Ω) si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ C0(Ω), on

a lim
n→∞

∫
Ω

ϕ(x)µn(dx) =

∫
Ω

ϕ(x)µ(dx). Lorsque cette égalité est vraie pour des fonctions

ϕ ∈ Cb(Ω), on parle de convergence étroite.

Espaces fonctionnels
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Nous désignerons par L2(Ω) et H1(Ω), respectivement, l’espace des fonctions Lebesgue-
mesurables, de carré intégrable sur Ω, muni de la norme ‖u‖L2(Ω) := (

∫
Ω
|u(x)|2 dx)1/2, et

l’espace de Sobolev usuel muni de la norme ‖u‖H1(Ω) :=
( ∫

Ω
(|u(x)|2 + |∇u(x)|2) dx

)1/2
.

Par H1
0(Ω), on désignera l’ensemble des fonctions u ∈ H1(Ω) qui s’annulent au bord ∂Ω

de Ω. L’ensemble des fonctions Lebesgue-mesurables essentiellement bornées sur Ω sera
noté L∞(Ω). Il est muni de la norme ‖u‖L∞(Ω) := inf{K; |u(x)| ≤ K p.p. x ∈ Ω}. Si Ω
est le cube unité ouvert de R3, Ω :=]0, 1[3 et B sa base inférieure B :=]0, 1[2×{0}, alors
on notera H1

B(Ω) le sous-ensemble de H1(Ω) des fonctions qui s’annulent sur la base B de
Ω, soit H1

B(Ω) := {u ∈ H1(Ω), u = 0 sur B}. Dans le cas vectoriel, L2(Ω), H1(Ω) et H1
B(Ω)

seront remplacés, respectivement, par L2(Ω,R3), H1(Ω,R3), et H1
B(Ω,R3). Enfin, si pour

tout Borélien D de Ω on note |D| sa mesure de Lebesgue, la valeur moyenne, sur D, d’une
fonction u ∈ L1(Ω) sera parfois notée −

∫
D u := |D|−1 ∫

D u dx.

1.2 Sur la notion de capacité

Un outil efficace pour étudier les propriétés fines des fonctions de Sobolev est fourni
par la notion de capacité. Cette dernière permet de mesurer, dans un certain sens, des
ensembles très “petits”et très “complexes”. Elle permet donc d’établir, de manière très
précise, des énoncés en théorie des équations aux dérivées partielles. Il existe plusieurs
types de capacités. Dans nos travaux, nous avons choisi la capacité de Sobolev, appelée
également, capacité variationnelle. Pour plus de détails, nous renvoyons, pour ne citer que
ceux-là, aux ouvrages [22], [31], [23] et [46].

Définition 1.2 (Capacité )
Soit A un sous-ensemble de Ω ⊂ R3. On appellera capacité de A, la quantité

Cap(A,Ω) := inf

{∫
Ω

|∇ϕ|2 dx ;ϕ ∈ H1
0(Ω) , A ∈ int({ϕ ≥ 1})

}
,

où int({ϕ ≥ 1}) désigne l’intérieur de l’ensemble {ϕ ≥ 1}.

Remarque 1.3 Par régularisation, on montre que, lorsque A est compact, on a :

Cap(A,Ω) := inf

{∫
Ω

|∇ϕ|2 dx ;ϕ ∈ C∞
0 (Ω) , ϕ ≥ 1 sur A

}
.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüıté à craindre, nous écrirons Cap(A) au lieu de Cap(A,Ω).

Interprétation physique et exemples : Si l’on imagine les bords ∂Ω et ∂A, respec-
tivement de Ω et de A, comme les armatures d’un condensateur électrique, alors, à une
constante multiplicative près, Cap(A,Ω) est la charge électrique portée par cette config-
uration lorsque les armatures ∂A et ∂Ω sont portées, respectivement, à des potentiels
électriques égaux à 1 et 0.

Voici deux exemples élémentaires de calcul explicite de capacité d’un domaine relativement
à un autre.



1.2. Sur la notion de capacité 9

i) Si Ω = B(0, R) et A = B(0, r) avec r < R, alors un calcul élémentaire montre que

Cap(A,Ω) = 4π
( 1

r
− 1

R

)−1

.

Prenant, par exemple, r = n−2 et R = n−1, pour n assez grand, la capacité de B(0, n−2)
relativement à B(0, n−1) se comporte comme n−2.

ii) Soient CR := B(0, R) × [0, h] et Cr := B(0, r) × [0, h] deux cylindres dans R3. On
calcule, sans difficulté, la capacité de Cr relativement à CR et l’on obtient

Cap(Cr, CR) = 2πh
(

ln(R) − ln(r)
)−1

.

Aussi, en considérant un réseau de 2n3 cylindres {CRj
}n3

j=1 et {Crj
}n3

j=1 tels que limRj =
lim rj = 0 et rj << Rj , la somme des capacités Cap(Crj

, CRj
) se comporte comme

n3| ln(rn)|−1. Par conséquent, si l’on veut que la capacité du réseau de cylindres
( ⋃n3

j=1 Crj

)
,

“ relativement ” à
( ⋃n3

j=1 CRj

)
, tende vers zéro, lorsque n tend vers l’infini, il suffit de

choisir la suite de rayons (rj) de telle sorte que

lim
j→∞

j3| ln(rj)|−1 = 0. (1.1)

Remarque 1.4 L’application Cap, restreinte à la tribu Borélienne B(Ω) de Ω, n’est pas
une mesure sur Ω, au sens de la définition donnée au début de ce chapitre.

En effet, elle n’est pas additive : prenant Ω = B(0, R) et A = B(0, r), on a Cap(A,Ω) =
Cap(∂A,Ω) (la sphère a la même capacité que la boule fermée de même rayon). Si Cap
était additive, on aurait Cap(B(0, r),Ω) = 0 pour tout r < R ; ce qui n’est pas le cas.
Plus simple : sur la droite réelle R, deux points distincts λ et β de ]0, 1[, avec λ < β ont
pour capacités, relativement à ce même intervalle, (λ(1− λ))−1 et (β(1− β))−1, alors que
celle de leur réunion est (λ−1 + (1 − β)−1) �= (λ(1 − λ))−1 + (β(1 − β))−1.

Néanmoins, Cap est une mesure extérieure sur Ω, en ce sens qu’elle est dénombrablement
sous-additive et s’annule pour l’ensemble vide (c.f [22]). Cependant, cette mesure extérieure
n’est pas Borélienne, puisque, par exemple, le Borélien B(0, r) n’est pas mesurable au sens
de Caratheodory [22]

Un autre outil permettant de mesurer des ensembles “petits” de R3 étant fourni par
les mesures de Hausdorff, il est intéressant de connâıtre le lien entre la mesure extérieure
Cap et les mesures de Hausdorff de dimension 1 et 2 dans R3, soit H1 et H2. Ceci est, en
partie, expliqué dans la remarque suivante :

Remarque 1.5 Soit A ⊂ Ω. Si Cap(A)=0, alors H2(A) = 0. Inversement, si H1(A) <∞,
alors Cap(A)=0 (voir Martio [32] ou Evans-Gariepy [22]).

On dit qu’une propriété P(x) a lieu quasi-partout dans Ω (ou pour quasi tout x ∈ Ω) ,
si elle est vérifiée sur le complémentaire d’un ensemble de capacité nulle. On notera P(x)
q.p. x ∈ Ω.
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Définition 1.6 (Représentant précis)
Soit u ∈ L1(Ω). On appelle représentant précis de u, la fonction u� définie par

u�(x) =

lim
r→0

−
∫
B(x,r)

u dy, si cette limite existe,

0, sinon,

(1.2)

où |B(x, r)| désigne la mesure de Lebesgue de la boule B(x, r).

On voit donc que, deux fonctions qui sont presque-partout égales, ont le même représentant
précis. Rappelons qu’un point x0 ∈ R3 est appelé un point de Lebesgue d’une fonction u
définie sur un voisinage de x0 si l’on a

lim
r→0

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|u(y) − u(x0)| dy = 0. (1.3)

Il est bien connu (c.f. [22]) que, si la fonction u appartient à L1
loc(Ω), alors pour presque

tout x dans Ω, x est un point de Lebesgue de u ; par conséquent u� = u presque-partout.
La limite dans la définition de u� pouvant exister sans que le point x soit un point de
Lebesgue, le théorème 1.8 ci-dessous nous dit que le domaine où u� ne cöıncide pas avec
u est très petit, en ce sens qu’il est de capacité nulle.

Cette notion de représentant précis nous sera utile pour donner un sens aux fonction-
nelles de types ∫

Ω

(
u(x)

)2
ν(dx) ou

∫
Ω×Ω

(
u(x) − u(y)

)2
µ(dx, dy) (1.4)

où u appartient à H1(Ω) et ν est une mesure de Radon qui ne charge pas les ensembles de
capacité nulle. En effet, u� est définie partout sur Ω ; par ailleurs il appartient à la classe
d’équivalence (modulo l’égalité presque partout) de u. Aussi, dans les formules (1.4), on
devrait écrire u� au lieu de u ; mais pour alléger les notations, nous écrirons u à la place
de u�.

Définition 1.7 (Quasi-continuité et représentant quasi-continu)
i) Une fonction u : Ω −→ R est dite quasi-continue sur Ω si, pour tout ε > 0, il existe

un ouvert Θ ⊂ Ω tel que la restriction de u à Θc est continue et Cap(Θ) ≤ ε.
ii) On appelle représentant quasi-continu de u, tout élément quasi-continu v de H1(Ω)

vérifiant v = u p.p. sur Ω.

Le théorème 1.8 ci-dessous affirme, entre autres, qu’un élément de H1(Ω) est une fonction
quasi-continue sur Ω.

Théorème 1.8 Soit u ∈ H1(Ω). Alors,

i) il existe un Borélien Θ de capacité nulle tel que lim
r→0

−
∫
B(x,r)

u(y) dy existe pour tout

x ∈ Θc.
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ii) De plus, on a, pour tout x ∈ Θc,

lim
r→0

−
∫
B(x,r)

|u(y) − u�(x)|6 dy = 0,

où u� est le représentant précis de u.

ii) Le représentant précis u� de u est quasi-continu sur Ω.

Pour la preuve de ce théorème, voir Evans-Gariepy [22].

Un résultat qui aide à la compréhension de la notion de capacité est donné par la
proposition 1.9 ci-dessous. Celle-ci énonce que deux fonctions peuvent différer sur un
ensemble de capacité nulle tout en correspondant au même élément de H1(Ω). Compte
tenu du fait que, dans R3 les fonctions de H1(Ω) ont une trace sur les sous-variétés de
dimension 2, ces dernières ne sont donc pas de capacité nulle. Par un argument similaire,
les lignes ne sont pas de capacité nulle dans le plan, comme les points ne le sont pas sur
la droite réelle.

Proposition 1.9 Soit O ⊆ Ω un ouvert et u ∈ H1(Ω). Alors u|O ∈ H1
0(O) si, et seule-

ment si, ũ = 0 q.p. sur Ω \ O, où ũ est un représentant quasi-continu de u.

Pour la preuve de cette proposition, voir par exemple, [27].

1.3 Sur la Γ-convergence (ou épi-convergence)

Un outil particulièrement adapté à l’étude du comportement asymptotique d’une suite
de problèmes de minimisation est fourni par la théorie de Γ-convergence. Cette forme
d’analyse introduite, il y a environ 25 ans, par Ennio De Giorgi [20], prend ses racines
dans la méthode directe de Tonelli en calcul des variations. Pour une étude détaillée de
cette théorie, nous renvoyons aux ouvrages [2] et [19].

1.3.1 Définition et premières propriétés

Définition 1.10 (Γ-convergence)
Soit (X, τ) un espace topologique (métrisable). Soient (Fn) une suite de fonctionnelles

définies sur X à valeurs dans R \ {−∞} et F : X −→] − ∞,+∞]. On dit que la suite
(Fn) Γ-converge vers F , si, et seulement si, les deux assertions suivantes sont vérifiées :

i) L’inégalité de la Γ-limite inférieure : pour tout u ∈ X, pour toute suite (un) convergeant
vers u on a :

lim inf
n−→∞

Fn(un) ≥ F (u) . (1.5)

ii) L’inégalité de la Γ-limite supérieure : pour tout u ∈ X, il existe une suite (un) dans
X, dite approximante, telle que

un
τ−→ u et lim sup

n−→∞
Fn(un) ≤ F (u). (1.6)



12 1. Rappels et Notations générales

Les topologies rencontrées tout au long de ce mémoire étant toutes métrisables
(
(X, τ) =

L2(Ω)(resp.H1(Ω)), muni de la topologie de la norme ‖ · ‖L2(Ω) (resp.‖ · ‖H1(Ω))
)

nous
établissons nos résultats de Γ-convergence suivant le schéma ci-dessous : on montre d’une
part l’inégalité de la Γ-limite inférieure (1.5) en considérant une suite (un) convergeant
vers u dansX de telle sorte que (Fn(un)) soit bornée (sinon, (1.5) est trivialement vérifiée).
Du fait que (Fn(un)) est bornée, on arrive à déduire une relative compacité de la suite
(un). Ceci nous permet d’extraire de (un) une sous-suite (unk

)k qui converge vers u dans
X, et vérifiant lim

k→∞
Fnk

(unk
) = lim inf

n→∞
Fn(un). Ainsi, pour établir l’inégalité (1.5), il nous

suffit de le faire avec la sous-suite (unk
), c’est-à-dire d’établir

lim inf
k→∞

Fnk
(unk

) ≥ F (u).

On établit, d’autre part, l’inégalité de la Γ-limite supérieure (1.6). Pour ce faire, on
commence, par étudier le cas où la fonction u est régulière. Puis, par un argument de
densité, on étend le résultat au cas général. Bien que ce dernier point soit souvent facile,
dans certains cas le passage du cas régulier au cas général ne se fait pas sans difficultés.

L’une des motivations premières de cette notion de convergence de fonctionnelles est
que, sous une hypothèse d’équi-coercivité sur (Fn) (i.e. pour tout t ∈ R, il existe un
compact Kt tel que {Fn ≤ t} ⊆ Kt pour tout n ∈ N), lorsqu’une suite (un) ⊂ X, vérifiant
Fn(un) = minX Fn, pour tout n dans N, converge vers un élément u, pour une topologie
τ , alors la Γ-convergence de la suite (Fn) vers F , pour la topologie τ , assure que

i) F (u) = infX F,

ii) lim
n→∞

(min
X
Fn) = min

X
F .

Ceci fait de ce type de convergence , une convergence variationnelle. Nous en énonçons
quelques propriétés qui servent dans la suite.

Rappelons qu’une fonctionnelle L : X −→]−∞,+∞] est τ -semi-continue inférieurement
sur X si, et seulement si, pour tout réel λ, l’ensemble

{
x ∈ X ; F (x) ≤ λ

}
est, fermé

pour la topologie τ , dans X. On écrira, en abrégé, L est s.c.i sur X. Par F , on désignera
la relaxée de F ; c’est-à-dire la plus grande minorante s.c.i de F . On montre (cf. [11]

Proposition 1.3.3) que, pour tout u ∈ X, F (u) = min
{

lim inf
n→∞

F (un) ; un
τ−→ u

}
.

Remarque 1.11 (Suite stationnaire) Une conséquence immédiate de la définition 1.10
est qu’une suite constante Fn = F Γ-converge vers la relaxée F de F .

En effet, si on note G la Γ-limite de la suite Fn = F , on a, par définition d’une Γ-limite,
pour tout u ∈ X

G(u)= min
{

lim inf
n→∞

Fn(un) ; un
τ−→ u

}
= min

{
lim inf
n→∞

F (un) ; un
τ−→ u

}
= F (u). (1.7)

Par conséquent G = F . Plus généralement on a la

Proposition 1.12 Soit (Fn) une suite de fonctionnelles qui Γ-converge vers une fonc-
tionnelle F . Alors F est semi-continue inférieurement sur X.
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Pour la commodité du lecteur nous rappelons la preuve de cette proposition dans le cas
où Fn et F sont à valeurs dans [0,+∞] et où la topologie τ est métrisable. On notera d
la distance qui définit τ .
Preuve : Soit u ∈ X et (un) une suite qui converge vers u dans X. D’après l’inégalité de
la Γ-convergence supérieure, pour tout n ≥ 1, il existe un élément vn ∈ X tel que

d(un, vn) <
1

n
et F (un) +

1

n
≥ Fn(vn).

La suite (vn) converge alors vers u et, par l’inégalité de la Γ-limite inférieure,

lim inf
n→∞

F (un) ≥ lim inf
n→∞

Fn(vn) ≥ F (u).

La semi-continuité inférieure de F sur X est ainsi établie.
!"

Remarque 1.13 Une suite de fonctionnelles (Fn) Γ-converge vers F si, et seulement si,
la suite des relaxées (F n) Γ-converge vers F .

Preuve : Supposons que (Fn) Γ-converge vers F et montrons que (F n) Γ-converge vers
F . Soit u ∈ X et (un) une suite qui converge vers u dans X. Par définition de la relaxéé
de Fn, pour tout n ≥ 1, il existe un élément vn ∈ X tel que

d(un, vn) <
1

n
et F n(un) +

1

n
≥ Fn(vn).

Donc, d’après la Γ-limite supérieure de (Fn) vers F , on a

lim inf
n→∞

F n(un) ≥ lim inf
n→∞

Fn(vn) ≥ F (u).

L’inégalité de la Γ-limite supérieure est immédiate puisque F n ≤ Fn.
Etablissons, à présent, l’implication inverse. Soit u ∈ X. Il existe une suite (un) qui

converge vers u dans X telle que limF n(un) = F (u). Pour tout n ≥ 1, il existe un élément
vn ∈ X tel que

d(un, vn) <
1

n
et F n(un) +

1

n
≥ Fn(vn).

On en déduit que la suite (vn) converge vers u et

lim sup
n→∞

Fn(vn) ≤ lim
n→∞

F n(un) = F (u).

L’inégalité de la Γ-limite inférieure est immédiate puisque F n ≤ Fn.
!"

Il faut noter que la Γ-limite d’une suite de fonctionnelles dépend de la topologie choisie
sur X comme le montre l’exemple suivant :
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Exemple 1.14 On pose Ω =]0, 1[ et X = L2(Ω). Soit (an) la suite définie par

an(x) =

1, si ∃ k ∈ N tel que
k

n
≤ x < k

n
+

1

2n
,

3, sinon.

Soient Fn, F et G les fonctionnelles définies, sur L2(Ω), par

Fn(u) =

∫
Ω

an(x)
(
u(x)

)2
dx , F (u) = 2

∫
Ω

(
u(x)

)2
dx et G(u) =

3

2

∫
Ω

(
u(x)

)2
dx.

On montre alors que la suite (Fn) Γ-converge vers F pour la topologie forte de L2(Ω),
tandis que sa Γ-limite, pour la topologie faible de L2(Ω), est G.

En effet, soit (un) une suite convergeant fortement vers un certain u dans L2(Ω). Alors
la suite (u2

n) converge fortement vers u2 dans L1(Ω). Comme (an) converge "-faiblement

vers 2 dans L∞(Ω), on a lim
∫

Ω
an(x)

(
un(x)

)2
dx = 2

∫
Ω

(
u(x)

)2
dx = F (u), ce qui prouve

la Γ-convergence de (Fn) vers F pour la topologie forte de L2(Ω).

Soit, à présent, (un) une suite convergeant vers u, faiblement dans L2(Ω). Comme la
suite (a−1

n ) converge "-faiblement vers 2/3 dans L∞(Ω), on a, puisque pour tout n ≥ 1
an(un)

2 ≥ 3unu− 9u2/4an ,

lim inf
n→∞

∫
Ω

an(x)(un(x))
2 dx ≥ 3

2

∫
Ω

(
u(x)

)2
dx.

D’autre part, pour tout u ∈ L2(Ω), la suite (un) définie par un(x) = 3u(x)/2an(x),
converge faiblement vers u dans L2(Ω). Comme, pour tout n ≥ 1, anu

2
n = 9u2/4an, on en

déduit

lim sup
n→∞

∫
Ω

an(x)(un(x))
2 dx ≤ 3

2

∫
Ω

(
u(x)

)2
dx.

Finalement, (Fn) Γ-converge vers G, pour la topologie faible de L2(Ω). !"

Nous rappelons cette proposition affirmant la stabilité, par perturbation continue, de
la Γ-convergence.

Proposition 1.15 Soit G : X −→ R une fonctionnelle continue. Si (Fn) Γ-converge
vers F dans X, alors (Fn +G) Γ-converge vers F +G dans X.

Pour la preuve de cette proposition, voir, par exemple, [2] ou [19].

Une autre curiosité de cette notion de Γ-convergence est le fait que la somme de deux
suites qui Γ-convergent ne converge pas nécessairement ; de plus, même dans la situation
où cette somme converge, la Γ-limite de la somme n’est pas nécessairement égale à la
somme des Γ-limites. Voici quelques exemples :
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Exemple 1.16 On prend X = R, Fn(x) = sin(nx) et Gn(x) = − sin(nx). Il est clair que
la suite (Fn+Gn) Γ-converge vers zéro alors que (Fn) et (Gn) Γ-convergent toutes les deux,
clairement, vers -1. En effet, soit (xn) une suite qui converge vers un certain x dans R. On
a lim inf sin(nxn) ≥ −1. D’autre part, pour tout x ∈ R, la fonction x −→ sin(nx) étant
2π
n

-périodique, il existe une suite (xn) dans R qui vérifie |xn − x| ≤ 2π
n

et sin(nxn) = −1.
!"

Exemple 1.17 Sur R, on pose Fn(x) = sin(nx) et Gn(x) = (−1)n sin(nx). Alors (Fn) et
(Gn) Γ-convergent vers -1. Cependant la suite (Fn+Gn) ne Γ-converge pas, puisque l’on a
inf{lim inf(Fn +Gn)(xn);xn −→

n→∞
0}=−2 et inf{lim sup(Fn +Gn)(xn);xn −→

n→∞
0} = 0.

Ceci empêche la suite (Fn + Gn) de Γ-converger, bien que (Fn) et (Gn) Γ-convergent
séparément.

En général, on a seulement une inégalité comme l’indique la

Proposition 1.18 Soient (Fn) et (Gn) deux suites Γ-convergeant sur X, respectivement,
vers F et G. Si la suite (Fn +Gn) Γ-converge vers H, alors

F +G ≤ H, (1.8)

dès que les fonctionnelles Fn +Gn et F +G sont bien définies sur X.

Pour la démonstration de cette proposition, voir Dal Maso [19].

L’exemple 1.16 montre que l’inégalité 1.8 peut être stricte. La proposition 1.21 suivante
donne un cadre où la Γ-limite de la somme est égale à la somme des Γ-limites. Avant de
l’énoncer, rappelons la définition suivante (c.f. [19]).

Définition 1.19 (convergence continue)
On dit qu’une suite (Fn) est continûment convergente

(
dans (X, τ)

)
vers une fonctionnelle

F : X −→ R si pour tout x ∈ X et pour tout voisinage V de F (x) dans R, il existe un
entier k et un voisinage U de x tels que Fn(y) ∈ V pour tout n ≥ k et tout y ∈ U .

Remarque 1.20 La convergence continue entrâıne la convergence simple. Elle entrâıne
aussi la Γ-convergence puisqu’une suite (Fn) converge continûment vers F si, et seulement
si, (Fn) et (−Fn) Γ-convergent, respectivement, vers F et −F .

Proposition 1.21 Soient (Fn) et (Gn) deux suites Γ-convergeant, dans (X, τ), respec-
tivement vers F et G. Si les fonctionnelles Gn et G sont partout finies sur X et si, de
plus, la suite (Gn) est continûment convergente vers G, alors la suite (Fn+Gn) Γ-converge
vers F +G.

1.3.2 Comparaison de la Γ-convergence avec la convergence simple

Une question naturelle qui se pose est : la Γ-convergence d’une suite de fonctionnelles
(Fn) vers F entrâıne-t-elle la convergence simple de la suite (Fn) vers F et vice versa ? La
réponse à cette question est non, comme l’indique les exemples ci-après, tirés de l’ouvrage
de Dal maso [19].
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Exemple 1.22 On se place dans le cas où X = R et τ est la topologie usuelle de R. Si
(Fn) est la suite de fonctions définies, pour tout n ∈ N et x ∈ R, par Fn(x) = nxe−2n2x2

,
on montre facilement que la suite (Fn) Γ-converge vers la fonction qui vaut zéro sur toute

la droite réelle à l’exception de l’origine où elle prend la valeur −1
2
e−

1
2 , alors que (Fn)

converge simplement vers la fonction identiquement nulle.

Exemple 1.23 Pour tout n ∈ N, on pose

Fn(x) =

{
0 si n(x− en) ∈ N,

1 sinon.

La suite (Fn) ainsi définie Γ-converge vers zéro. L’inégalité de la Γ-limite inférieure est
évidente. Soit x ∈ R. Pour tout n ∈ N�, on note ϕn un entier quelconque de l’intervalle
[−1 + n(x− en), 1 + n(x− en)](un tel entier existe puisque [−1 + n(x− en), 1 + n(x− en)]
est un intervalle de longueur égale à 2). Si l’on pose xn := ϕn/n+ en, on a

|x− xn| ≤
1

n
et

n(xn − en) = ϕn ∈ N.

On en déduit que la suite (xn) converge vers x et que lim
n→∞

Fn(xn) = 0.

D’autre part, le réel e étant transcendant sur Q, pour tout x ∈ R, il existe au plus un
entier n tel que Fn(x) = 0 (Sinon, il existerait deux entiers distincts n et m et un rationnel
r tels que e soit racine du polynôme P (X) = Xn−Xm + r = 0. Ce qui est impossible). Il
suit alors que la suite (Fn) converge simplement vers 1, bien qu’elle Γ-converge vers zéro.

Exemple 1.24 On pose X = R. Soit (rn) une énumération de l’ensemble des rationnels
Q. Soit (Fn) la suite définie par : pour tout n ∈ N,

Fn(x) =

{
0, si x = rj pour un certain j ≥ n,
1, sinon.

La suite (Fn) converge simplement vers 1
(
En effet, si x ∈ Q, alors pour n assez grand,

Fn(x) = 1 et lim
n→∞

Fn(x) = 1. Si x ∈ R \Q, Fn(x) = 1 pour tout n et lim
n→∞

Fn(x) = 1
)
. Par

ailleurs, grâce à la densité de Q dans R, la suite (Fn) Γ-converge vers 0.

Ces exemples montrent que, lorsqu’il y a simultanément Γ-convergence et convergence
simple d’une suite (Fn), les limites obtenues par les deux procédures ne cöıncident pas
nécessairement. Néanmoins, lorsque la suite considérée est monotone, et que chaque Fn
est s.c.i, alors les deux notions cöıncident. On a les deux propositions suivantes :

Proposition 1.25 Soit (Fn) une suite de fonctionnelles s.c.i sur X à valeurs dans R ∪
{+∞}.

i) Si (Fn) est croissante, alors elle Γ-converge vers sup
n∈N

Fn.
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ii) Si (Fn) est décroissante et converge simplement vers F , alors elle Γ-converge vers
F .

iii) Si (Fn) converge uniformément, sur X, vers F , alors elle Γ-converge vers F .

Pour la preuve de cette proposition, voir par exemple, [19, 2].

Noter que l’hypothèse de semi-continuité dans la proposition 1.25 n’est pas superflue. Si
on la supprime, on obtient les mêmes assertions mais cette fois avec F comme Γ-limite
au lieu de F (cf. [19]). Ceci, même si la suite est monotone. L’exemple 1.24 en témoigne.

Pour assurer l’égalité des deux limites, on demande à la suite (Fn) d’avoir la propriété
d’équi-semicontinuité inférieure, auquel cas, (Fn) Γ-converge vers F si, et seulement si,
elle converge simplement vers F (cf. [19] Proposition 5.9).

Les assertions i) et ii) de la proposition 1.25 expliquent le succès de toutes les méthodes
d’approximation monotone en optimisation, telle l’approximation de Yosida qui est d’un
grand usage dans l’ensemble de notre travail. Nous en rappelons la définition et quelques
propriétés dans la section 1.4.

Remarque 1.26 Noter que la Γ-convergence est aussi appelée l’épi-convergence. Cette
autre appellation est justifiée par le fait que la Γ-convergence d’une suite (Fn) vers F est
équivalente à la convergence de la suite

{
épi(Fn)

}
des épigraphes des fonctionnelles Fn

vers épi(F), au sens de Kuratowski-Painlevé [2, 19].

Rappelons maintenant, une importante propriété qui justifie l’intérêt de ce type de con-
vergence dans l’étude des problèmes variationnels.

Proposition 1.27 Soit (Fn) une suite de fonctionnelles définies sur X et vérifiant :

i) (Fn) Γ-converge vers une fonctionnelle F .

ii) Il existe un compact K (indépendant de n) pour la topologie τ tel que inf
X
Fn = inf

K
Fn.

Alors la suite de réels (inf
X
Fn) converge vers inf

X
F = inf

K
F . En outre, si (unk

)k est une

suite vérifiant

unk

τ
−−−→
k→∞

u et Fnk
(unk

) = min
X
Fnk

,

alors u vérifie F (u) = min
X
F .

Pour la preuve de cette proposition, voir [19] ou [2]. Il faut noter que l’hypothèse ii)
(qui est moins forte que l’équi-coercivité de la suite (Fn)) est fondamentale. En effet,
l’exemple élémentaire suivant, montre que la Γ-convergence de (Fn) vers F , à elle seule,
n’entrâıne pas la convergence des minima (minX Fn) vers minX F :

Exemple 1.28 Sur la droite réelle R, on pose Fn(x) = (1 + x/n)2. Il est clair que (Fn)
Γ-converge vers la fonction constante égale à 1, puisque toute suite (xn) convergeant vers

un certain x dans R, est bornée et lim
n→∞

(1 +
xn
n

)2 = 1. Par ailleurs chaque Fn admet zéro

comme minimum. On n’a donc pas convergence de min
X
Fn vers min

X
F .
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1.4 Sur la régularisation de Moreau-Yosida

Soient (X, d) un espace métrique et F : X −→ [0,+∞] une fonctionnelle définie sur X.
On suppose qu’il existe au moins un élément u ∈ X tel que F (u) <∞ (on dit alors que la
fonctionnelle F est propre). Pour tout λ > 0, on appelle approximation de Moreau-Yosida
d’ordre λ de F , la fonctionnelle Yλ(F ) définie sur X par

Yλ(F )(u) = inf
v∈X

{F (v) + λd(u, v)2}. (1.9)

Dans [34] Moreau introduit la notion de “proximal approximation” d’une fonction nu-
mérique F convexe et s.c.i sur un espace de Hilbert H, en posant, pour tout u ∈ H,
ProxF (u) = ū, où ū est l’unique élément de H solution du problème variationnel (1.9)
lorsque λ = 2. Par exemple, lorsque F est la fonction indicatrice d’un convexe fermé
K ⊂ H, alors ProxF (u) n’est rien d’autre que la projection de u sur le convexe K. Il a
été prouvé [34] que la dérivée de Yλ(F ), au sens de Frechet, cöıncide avec la régularisée
Yosida d’ordre λ [8],[9] de l’opérateur ∂F (le sous-différentiel de F ) ; d’où la référence à
Yosida.

Voici, en bref, quelques propriétés de Yλ(F ).

Proposition 1.29 Soit F : X −→ R∪{+∞} une fonctionnelle propre. Pour tout λ >0,
la fonctionnelle Yλ(F ) vérifie :

i) Pour tout λ > 0, la fonctionnelle Yλ(F ) est localement-Lipschitzienne. Plus précisé-
ment, pour tout u0 ∈ X, et r0 > 0, il existe une constante c0 > 0 telle que

∀u, v ∈ B(u0, r0), |Yλ(F )(u) − Yλ(F )(v)| ≤ c0d(u, v). (1.10)

ii) Pour tout u ∈ X, on a

lim
λ→+∞

Yλ(F )(u) = sup
λ>0

Yλ(F )(u) = F (u), (1.11)

où F désigne la relaxée de F .

Nous en rappelons la preuve.

Preuve : i) Soient u, v et u0 dans X. Soit λ > 0. Par définition de Yλ(F )(v) , on a

Yλ(F )(v) ≤ F (w) + λd(w, u)2 + λ
(
d(w, v)2 − d(w, u)2

)
, pour tout w ∈ X. (1.12)

Pour tout ε > 0, il existe un élément wu
ε ∈ X tel que

F (wu
ε ) + λd(wu

ε , u)
2 ≤ Yλ(F )(u) + ε. (1.13)

On en déduit que

Yλ(F )(v) ≤ Yλ(F )(u) + ε+ λ
(
d(wu

ε , u) + d(wu
ε , v)

)
d(u, v)

≤ Yλ(F )(u) + ε+ λ
(
2d(wu

ε , u) + d(u, v)
)
d(u, v) . (1.14)
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D’autre part, on a, pour tout z dans X

d(wu
ε , u)

2 +
1

λ
F (wu

ε ) ≤
1

λ

[
Yλ(F )(u) + ε

]
≤ 1

λ

[
F (z) + λd(z, u)2 + ε

]
. (1.15)

La fonctionnelle F étant propre, il existe un élément z0 dans X et un réel M > 0 tels que
F (z0) < M <∞. L’inégalité (1.15) donne

d(wu
ε , u)

2 ≤ 1

λ

(
Yλ(F )(u) + ε

)
≤ 1

λ

(
M + 2λ(d(z0, u0)

2 + d(u0, u)
2) + ε

)
. (1.16)

Par conséquent

d(wu
ε , u) ≤

(
1

λ

(
M + 2λ(d(z0, u0)

2 + d(u0, u)
2) + ε

)) 1
2

. (1.17)

Si u et v sont dans la boule B(u0, r0), alors (1.14) devient

Yλ(F )(v) ≤ Yλ(F )(u)+ε+ 2λ

(
r0+

(
1

λ

(
M + 2λ(d(z0, u0)

2 + d(u0, u)
2)

)) 1
2

+

√
ε

λ

)
d(u, v).

Cette inégalité étant valable pour tout ε > 0, par passage à la limite, lorsque ε tend
vers zéro, on obtient

Yλ(F )(v) − Yλ(F )(u) ≤ 2λ

(
r0 +

(
1

λ

(
M + 2λ

(
d(z0, u0)

2 + d(u0, u)
2
))) 1

2

)
d(u, v).

Permutant les rôles de u et v dans cette dernière inégalité, on obtient

|Yλ(F )(v)−Yλ(F )(u)| ≤ 2λ

(
r0+

(
1

λ

(
M + 2λ

(
d(z0, u0)

2 + d(u0, u)
2
))) 1

2

)
d(u, v). (1.18)

Posant c0 = 2λ

(
r0 +

(
1
λ

(
M + 2λ

(
d(z0, u0)

2 + d(u0, u)
2
))) 1

2

)
, l’inégalité (1.18) prouve

que Yλ(F ) est c0-Lipschitzienne sur la boule B(u0, r0). L’assertion i) est ainsi prouvée.

ii) Pour tout λ > 0, par définition de Yλ(F ), on a Yλ(F ) ≤ F. D’après i), Yλ(F )
est localement-Lipschitzienne et donc continue. Par conséquent, Yλ(F ) ≤ F et donc

sup
{
Yλ(F )(u) : λ > 0

}
≤ F (u) pour tout u ∈ X. (1.19)

Nous fixons maintenant u ∈ X et supposons que sup
{
Yλ(F )(u) : λ > 0

}
< +∞. Soit

uλ ∈ X tel que

Yλ(F )(u) +
1

λ
≥ F (uλ) + λd(u, uλ)

2.
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Il vient donc que la suite (uλ) converge vers u, lorsque λ tend vers plus l’infini. On en
déduit, par définition de la relaxée de F , que

F (u) ≤ lim inf
λ→+∞

F (uλ) ≤ lim inf
λ→+∞

F (uλ) + λd(u, uλ)
2 ≤ lim inf

λ→+∞
Yλ(F )(u). (1.20)

Regroupant (1.19) et (1.20), on obtient l’assertion ii).
!"

En particulier, si la fonctionnelle F est s.c.i, on a, puisque la suite (Ym(F ))m est croissante
en m, F (u) = sup

m
Ym(F )(u).

La proposition suivante énonce que, sous certaines hypothèses, la Γ-convergence d’une
suite de fonctionnelles (Fn) est équivalente à la convergence simple des approximations
Moreau-Yosida (Yλ(Fn))n , pour tout λ > 0.

Proposition 1.30 Soit (Fn) une suite de fonctions de (X, d) à valeurs dans ]−∞,+∞]
vérifiant :

∃ r ≥ 0, ∃x0 ∈ X | ∀n ∈ N, ∀x ∈ X, on a Fn(x) + r(d2(x, x0) + 1) ≥ 0. (1.21)

Alors (Fn) Γ-converge vers F si, et seulement si,

sup
λ>0

lim sup
n→∞

Yλ(Fn)(x) = sup
λ>0

lim inf
n→∞

Yλ(Fn)(x) = F (x), pour tout x ∈ X. (1.22)

Cette proposition découle immédiatement du théorème 2.65 de [2] . Comme conséquence
de la proposition 1.30, nous faisons la

Remarque 1.31 i) Si pour tout λ > 0 et tout x ∈ X, la suite
(
Yλ(Fn)(x)

)
converge

dans R, alors la suite (Fn) Γ-converge vers la fonction F définie par

∀x ∈ X, F (x) = sup
λ>0

lim
n→∞

Yλ(Fn)(x). (1.23)

ii) Lorsque (Fn) est une suite de fonctions définies sur X = RN, alors sa Γ-convergence
vers une fonction F est équivalente à la convergence simple de la suite

(
Yλ(Fn)

)
n

des
régularisées des Fn vers Yλ(F ), pour tout λ > 0. C’est-à-dire

Fn
Γ−→ F�� (")

∀λ > 0, ∀u ∈ X, inf
v∈X

{Fn(v) + λ‖u− v‖2} −−−→
n→∞

inf
v∈X

{F (v) + λ‖u− v‖2}.

Ceci signifie qu’en dimension finie, la Γ-convergence peut être caractérisée par la conver-
gence des infima de toute une famille de perturbations quadratiques.
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Remarque 1.32 Noter que, même lorsque X est de dimension infinie, la converge sim-
ple de la suite des approximations Moreau-Yosida (Yλ(Fn)), associée à une suite (Fn),
pour tout λ, vers une fonction notée F λ, entrâıne la Γ-converge de la suite (Fn) vers la
fonctionnelle F définie par,

∀u ∈ X, F (u) = sup
λ>0

lim
n→∞

Yλ(Fn)(u)

= sup
λ>0

F λ(u) . (cf. remarque 1.31 i)). (1.24)

Cependant, on n’a pas nécessairement F λ = Yλ(F ). Ce phénomène est illustré dans l’ex-
emple 1.33 ci-dessous. Nous voyons donc que le diagramme (") au ii) de la remarque 1.31
ci-dessus n’est plus vrai en dimension infinie : la convergence simple des approximations
Moreau-Yosida (Yλ(Fn)) d’une suite (Fn) vers une famille (F λ)λ>0 entrâıne toujours la
Γ-convergence de la suite (Fn) vers F := supλ>0 F

λ ; mais la réciproque n’est, en général,
pas vraie. Autrement dit, il peut y avoir Γ-convergence de (Fn) vers F sans que, pour
tout λ > 0, la limite simple éventuelle de (Yλ(Fn)) soit (Yλ(F )).

Exemple 1.33 On pose Ω =]0, 1[, X = L2(Ω) muni de sa topologie forte. Soit (an) la
suite définie par

an(s) =

{
1, si s ∈ In,

2, sinon,
avec In =

[n−1
2

]⋃
i=1

[
2i

n
,
2i+ 1

n

[
. (1.25)

Ici, [s] désigne la partie entière de s. Pour tout u ∈ L2(Ω), on pose

Fn(u) =

∫ 1

0

an(s)u
2(s) ds.

Un calcul élémentaire donne

Yλ(Fn)(u) = inf
v∈L2(Ω)

∫ 1

0

{an(s)v2(s) + λ(v(s) − u(s))2} ds (1.26)

=

∫ 1

0

an(s)

1 + λ−1an(s)
u2(s) ds

=

∫ 1

0

bλn(s)u
2(s) ds, (1.27)

où

bλn(s) =


(1 + λ−1)−1, si s ∈ In,

2(1 + 2λ−1)−1, sinon.

(1.28)

(
En effet, la résolution de l’équation d’Euler-Lagrange associée au problème variationnelle

(1.26) donne, comme unique point stationnnaire de l’intégrand f(s, v) = a(s)v2(s) +
λ(v(s) − u(s))2, l’élément v̄ = λu/(a+ λ).

)
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Or pour tout λ > 0, la suite (bλn) converge "-faiblement, dans la dualité σ(L∞(Ω),L1(Ω)),

vers bλ = (3 + 4λ−1)
(
2(1 + λ−1)(1 + 2λ−1)

)−1
. Donc, pour chaque λ positif fixé, la suite

(Yλ(Fn)) converge simplement vers la fonctionnelle F λ définie par

F λ(u) =
(3 + 4λ−1)

2(1 + λ−1)(1 + 2λ−1)

∫ 1

0

u2(s) ds. (1.29)

D’autre part, d’après la proposition 1.30, la suite (Fn) Γ-converge vers F = sup
λ>0

F λ soit,

F (u) =
3

2

∫ 1

0

u2(s) ds.

L’ approximation Moreau-Yosida de F se calcule aisément ; on obtient

Yλ(F )(u) =
3

2 + 3λ−1

∫ 1

0

u2(s) ds. (1.30)

Comparant (1.29) avec (1.30), on voit immédiatement que Yλ(F ) �= F λ. Noter le fait que,
lorque l’on fait tendre λ vers +∞, aussi bien dans (1.29) que dans (1.30), on retrouve F .
Ceci signifie que la fonctionnelle F λ, bien que différente de Yλ(F ), est une approximation
de F .

Remarque 1.34 Pour finir cette section, nous faisons remarquer que la réciproque de
l’assertion i) de la remarque 1.31 est fausse. En d’autres termes, la Γ-convergence d’une
suite (Fn) n’entrâıne pas nécessairement la convergence simple de la suite

(
Yλ(Fn)

)
n
,

pour tout λ > 0. Ceci est illustré par l’exemple suivant.

Exemple 1.35 On pose Ω =]0, 1[, X = L2(Ω) muni de sa topologie forte. Soient (αn) et
(βn) deux suites définies comme suit :

βn(s) =

1, si ∃ k ∈ N tel que
k

n
≤ s < k

n
+

1

2n
,

3, sinon,

et

αn(s) =

{
2, si n est impair,

βn(s), sinon.

On pose, pour tout u ∈ L2(Ω),

Fn(u) =

∫ 1

0

αn(s)u
2(s) ds.

La suite (βn) converge "-faiblement vers 2. Ce qui assure la convergence faible de (αn)

vers 2 et, par suite, la Γ-convergence de la suite (Fn) vers F où F (u) = 2

∫ 1

0

u2(s) ds.

Comme dans l’exemple 1.33, on a
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Yλ(Fn)(u) =

∫ 1

0

γλn(s)u
2(s) ds,

où

γλn(s) =


2 (1 + 2λ−1)

−1
, si n est impair,

βn(s) (1 + λ−1βn(s))
−1
, sinon.

(1.31)

Si la suite
(
γλ2n = β2n/(1+λ−1β2n)

)
convergeait "-faiblement, dans la dualité σ(L∞(Ω),L1(Ω)),

sa limite serait (2 + 3λ−1) ((1 + λ−1)(1 + 3λ−1))
−1

. Or (2+3λ−1) ((1 + λ−1)(1 + 3λ−1))
−1

est différent de 2 (1 + 2λ−1)
−1

qui est la limite de (γλ2n+1). Ceci empêche la convergence
simple de la suite

(
Yλ(Fn)(u)

)
n

des approximations Moreau-Yosida.

1.5 Sur les formes quadratiques

Soit H un espace de Hilbert réel de produit scalaire (·, ·). On note ‖ · ‖ la norme associée
à ce produit scalaire. Dans ce mémoire, les espaces de Hilbert considérés seront L2(Ω),
L2(Ω,R3), H1(Ω), H1(Ω,R3), H1

B(Ω) et H1
B(Ω,R3).

Définition 1.36 ( Forme quadratique)
On dit qu’une fonctionnelle F : H −→ [0,+∞] est une forme quadratique (positive), s’il
existe un sous-espace vectoriel Y de H et une forme bilinéaire symétrique B : Y×Y −→ R

tels que :

F (u) =

{
B(u, u), si u ∈ Y,

+∞, sinon.

Le sous-espace vectoriel Y, où F prend des valeurs finies, est appelé le domaine de F .
On le note D(F ). La forme bilinéaire B est appelée forme polaire associée à F .

Il est souvent plus pratique d’utiliser cette caractérisation, purement algébrique, des
formes quadratiques (voir Dal Maso [19]) :

Proposition 1.37 Une fonctionnelle F : H −→ [0,+∞] est une forme quadratique sur
H si, et seulement si, F vérifie les trois assertions suivantes :

F (0) = 0, (1.32)

F (tu) ≤ t2F (u) pour tout u ∈ H et tout t > 0, (1.33)

F (u+ v) + F (u− v) ≤ 2(F (u) + F (v)), pour tout u et v dans H. (1.34)
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L’ensemble des formes quadratiques positives est fermé vis-à-vis de la Γ-convergence. Plus
précisement, on a (cf. Dal maso [19]) le

Théorème 1.38 (Fermeture de l’ensemble des formes quadratiques positives)
Soit (Fn) une suite de formes quadratiques positives sur H. Si (Fn) Γ-converge vers F ,
alors F est une forme quadratique positive sur H.

Preuve : La positivité de F découle immédiatement de celle des Fn. Il suffit donc de
montrer que F vérifie les assertions (1.32), (1.33) et (1.34) de la proposition 1.37. Si l’on
pose un := 0, l’inégalité de la Γ-limite inférieure entrâıne (puisque pour tout n ∈ N,
Fn(0) = 0) que

0 = lim inf
n→∞

Fn(un) ≥ F (0),

et F (0) = 0.

Soit t un réel positif donné. Pour tout u ∈ H, il existe une suite (un) convergeant vers
u dans H telle que

lim sup
n→∞

Fn(un) ≤ F (u).

Or, pour tout n ∈ N, Fn(tun) = t2Fn(un). Donc

lim sup
n→∞

Fn(tun) ≤ t2 lim sup
n→∞

Fn(un) ≤ t2F (u). (1.35)

De plus, la suite (tun) converge vers tu dans H. L’inégalité de Γ-limite inférieure entrâıne
que

lim inf
n→∞

Fn(tun) ≥ F (tu), (1.36)

ce qui prouve (1.33) .
Reste à prouver (1.34). Soient u et v dans H. Puisque (Fn) Γ-converge vers F , il existe

deux suites (un) et (vn) convergeant, respectivement, vers u et v telles que

lim
n→∞

Fn(un) = F (u) et lim
n→∞

Fn(vn) = F (v). (1.37)

Donc

2(F (u) + F (v)) = lim
n→∞

2(Fn(un) + Fn(vn))

≥ lim sup
n→∞

(Fn(un + vn) + Fn(un − vn))

≥ lim inf
n→∞

Fn(un + vn) + lim inf
n→∞

Fn(un − vn)

≥ F (u+ v) + F (u− v).

Ce qui prouve que F vérifie (1.34). La fonctionnelle F est donc une forme quadratique
positive sur H.

!"
A une forme quadratique F (de forme polaire B) on peut associer le produit scalaire

(u, v)F := B(u, v) + (u, v), la norme |u|F :=
√
F (u) + ‖u‖2, et définir :
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Définition 1.39 (Formes quadratiques fermées, fermables)
a) Une forme quadratique F : H −→ [0,+∞] est dite fermée sur H si, et seulement si,

son domaine D(F ) muni du produit scalaire (·, ·)F est un espace de Hilbert.

b) F est dite fermable dans H si, et seulement si, elle admet une extension fermée dans
H.

La proposition suivante permet de caractériser les formes fermées, sur H, en termes de
semi-continuité inférieure. En effet, on a

Proposition 1.40 Une forme quadratique F est fermée sur H si, et seulement si, elle
est s.c.i sur (H, (·, ·)). Elle est fermable sur H si, et seulement si, elle cöıncide avec sa
relaxée F , sur son domaine D(F ).

Preuve : L’implication (F fermée =⇒ F s.c.i) est une conséquence de la réflexivité
du domaine D(F ) ( le domaine D(F ) est réflexif puisqu’il est un espace de Hilbert).
En effet, soit (un) une suite convergeant fortement vers un certain u dans (H, (·, ·)) et
vérifiant lim inf

n→∞
F (un) < +∞ (sinon, il n’y a rien à démontrer). Donc (un) est bornée

pour la norme ‖ · ‖F . Il existe donc une sous-suite, encore notée (un), et un élément
v ∈ D(F ) tels que (un) converge faiblement vers v dans (D(F ), (·, ·)F ). Or la sous-suite
(un) converge aussi faiblement vers u dans (H, (·, ·)). Il en resulte que (un) converge
faiblement vers u dans (D(F ), (·, ·)F ). On a donc u = v et u appartient à D(F ). Il en
résulte que lim inf

n→∞
F (un) ≥ F (u) et donc, queF est s.c.i sur H.

Montrons, à présent, l’implication inverse. Soit (un) une suite de Cauchy dans(
D(F ), (·, ·)F

)
. La quantité

(
F (un − um) + ‖un − um‖2

)
tend vers zéro lorsque m et n

tendent vers plus l’infini. Il existe donc un élément u ∈ H tel que (un) converge, fortement
dans (H, (·, ·)), vers u . Pour tout n ∈ N, on a, par semi-continuité inférieure de F sur H,
lim inf
m→∞

F (un − um) ≥ F (un − u). Ainsi,

0 ≤ lim sup
n→+∞

F (un − u) ≤ lim sup
n→+∞

lim inf
m→+∞

F (un − um) = 0.

Il en découle que F (un − u) < +∞ et, par la suite, que u ∈ D(F ). Enfin, de l’égalité

lim
n→∞

|un − u|2F = lim
n→∞

(
F (un − u) + ‖un − u‖2

)
= 0, (1.38)

on déduit la convergence, dans
(
D(F ), (·, ·)F

)
, de (un) vers u, et par conséquent, que(

D(F ), (·, ·)F
)

est un espace de Hilbert.

Montrons, maintenant, l’équivalence

F est fermable sur H ⇐⇒ ∀ u ∈ D(F ), F (u) = F (u).

“⇐= ” Si l’on suppose que ∀ u ∈ D(F ), F (u) = F (u), alors F est une extension s.c.i
de F , puisque D(F ) ⊂ D(F )

(
∀u ∈ H, F (u) ≤ F (u)

)
. Par définition, F est donc une

forme quadratique fermable sur H.

“=⇒ ” Supposons F fermable sur H. Soit F̂ une extension s.c.i de F . On a D(F ) ⊂ D(F̂ )

et donc F̂ ≤ F sur H. Par conséquent, F̂ ≤ F sur H. Par ailleurs, ∀u ∈ D(F ), F (u) =

F̂ (u). Il suit que ∀u ∈ D(F ), F (u) = F̂ (u) ≤ F (u) ≤ F (u). Donc F (u) = F (u), pour
tout u dans D(F ). !"
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Exemple 1.41 On considère un ouvert borné Ω de Rn à frontière régulière et S ⊂ Ω une
hypersurface régulière. On définit sur L2(Ω), la fonctionnelle quadratique suivante :

F (u) =


∫

Ω

|∇u|2 dx+

∫
S
|∇u|2Hn−1(ds), si u ∈ C1

c (Ω),

+∞, sinon.
(1.39)

Dans [7], Bouchitté, Buttazzo et Seppecher ont montré que la relaxée de F dans L2(Ω)
est :

F (u) =


∫

Ω

|∇u|2 dx+

∫
S
|∇Su|2Hn−1(ds), si u ∈ H1

0(Ω) et u|S ∈ H1(S),

+∞, sinon.
(1.40)

Ici ∇Su désigne la projection orthogonale du gradient de u sur la variété S. Cet exemple
montre, qu’en général, F (u) < F (u), même lorsque u ∈ D(F ) (ici C1

c (Ω)). D’après la
proposition 1.40, la fonctionnelle F n’est pas fermable sur L2(Ω), puisqu’elle ne cöıncide
pas avec sa relaxée sur son domaine C1

c (Ω).

Définition 1.42 (Forme Markovienne)
Une forme quadratique F sur H = L2(Ω) sera dite Markovienne si pour tout ε > 0, il
existe une fonction ηε : R −→ R vérifiant

∀t ∈ R, −ε ≤ ηε(t) ≤ 1 + ε, ∀t ∈ [0; 1] ηε(t) = t, ∀t < t′ 0 ≤ ηε(t′) − ηε(t)≤ t′ − t, (1.41)

et telle que

∀u ∈ D(F ) ηε ◦ u ∈ D(F ) et F (ηε ◦ u) ≤ F (u). (1.42)

Grâce à la proposition 1.40, on a, pour les formes fermées sur L2(Ω), la caractérisation
suivante :

Proposition 1.43 (Décroissance par troncature) Une forme fermée F sur H =
L2(Ω) est Markovienne si, et seulement si, la condition suivante est satisfaite :

u ∈ D(F ) =⇒ (u ∨ 0) ∧ 1 ∈ D(F ) et F ((u ∨ 0) ∧ 1) ≤ F (u). (1.43)

Preuve : Soit F une forme quadratique s.c.i sur H vérifiant la condition (1.43). Soit ε > 0
et ηε(t) = (t∨0)∧1. On vérifie facilement que la famille (ηε) satisfait aux conditions (1.41)
et (1.42) et donc, que F est Markovienne.

Inversement, on suppose F Markovienne et s.c.i sur H. Soit (ηε) une famille de fonc-
tions vérifiant (1.41) et (1.42). Donc, pour tout élément u ∈ H, la suite (ηε ◦ u) converge
presque partout vers (u ∨ 0) ∧ 1, lorsque ε tend vers zéro. Par le théorème de conver-
gence dominée de Lebesgue, la suite (ηε ◦ u) converge vers (u ∨ 0) ∧ 1 dans L2(Ω). Par
semi-continuité inférieure de F sur H et le fait que F (ηε ◦ u) ≤ F (u), pour tout ε et tout
u ∈ H ; on

F ((u ∨ 0) ∧ 1) ≤ lim inf
ε→0

F (ηε ◦ u) ≤ F (u).

!"
Voici une proposition qui énonce que la classe des formes Markoviennes sur L2(Ω) est
fermée vis-à-vis de la Γ-convergence.
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Proposition 1.44 Soit (Fn) une suite de formes Markoviennes sur L2(Ω) qui Γ-converge
vers F . Alors F est Markovienne sur L2(Ω).

Preuve : Par la remarque 1.13, la fonctionnelle F est aussi la Γ-limite de la suite (F n)
des relaxées. Nous pouvons donc supposer que, pour tout n ∈ N, Fn est semi-continue
inférieurement sur L2(Ω). Ainsi, pour tout u ∈ L2(Ω), on a Fn

(
(u ∨ 0) ∧ 1

)
≤ Fn(u).

D’autre part, par l’inégalité de la Γ-limite supérieure, pour tout u ∈ L2(Ω), il existe une
suite (un) dans L2(Ω) qui vérifie

un
L2(Ω)−→ u et lim

n→∞
Fn(un) = F (u). (1.44)

L’application R ( t −→ (t ∨ 0) ∧ 1 étant 1-Lipschitzienne, on a∫
Ω

|(un ∨ 0) ∧ 1 − (u ∨ 0) ∧ 1|2 ≤
∫

Ω

|un − u|2 dx,

et la suite
(
(un∨0)∧1)n converge vers (u∨0)∧1 dans L2(Ω). Par l’inégalité de la Γ-limite

inférieure et par le fait que chaque Fn est Markovienne, on a

F
(
(u ∨ 0) ∧ 1

)
≤ lim inf

n→∞
Fn

(
(un ∨ 0) ∧ 1

)
≤ lim

n→∞
Fn(un) = F (u), (1.45)

ce qui, par la proposition 1.43, puisque F est s.c.i, prouve que F est Markovienne sur
L2(Ω).

!"
Pour des exemples de formes quadratiques Markoviennes, on peut consulter, par exemple,
l’ouvrage de Fukushima [24].

1.6 Sur les formes de Dirichlet

Les fonctionnelles F que nous considérons dans les chapitres 2 et 3 sont définies sur L2(Ω)
à valeurs dans [0,+∞]. Elles sont positives, semi-continues inférieurement, et Markovi-
ennes

(
c’est-à-dire (cf. proposition 1.43) possèdent la propriété de décroissance par tron-

cature suivante : pour tout u ∈ L2(Ω), on a F
(
(u ∨ 0) ∧ 1

)
≤ F (u), où (u ∨ 0) ∧ 1 :=

sup
(
0, inf(1, u)

))
. Elles appartiennent, en fait, à une grande classe de fonctionnelles

quadratiques appelées formes de Dirichlet [24].

Définition 1.45 (Formes de Dirichlet)
On appelle forme de Dirichlet sur L2(Ω), toute forme quadratique fermée et Markovienne
sur L2(Ω).

Autrement dit, une forme de Dirichlet sur L2(Ω) est une forme semi-continue inférieurement
sur L2(Ω), et décroissante par troncature. On notera D l’ensemble de toutes les formes
de Dirichlet sur L2(Ω). L’intérêt fondamental de ces formes en calcul des variations réside
dans leur stabilité dans le passage à la limite, au sens de la Γ-convergence, et donc par
relaxation (puisque celle-ci n’est qu’un cas particulier de Γ-convergence).

L’une des propriétés fondamentales dont nous nous servons tout au long de cette thèse
est la stabilité de l’ensemble des formes de Dirichlet par Γ-convergence.
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Proposition 1.46 Soit (Fn) une suite de formes de Dirichlet sur L2(Ω) qui Γ-converge
vers F . Alors F est une forme de Dirichlet sur L2(Ω).

Preuve : Par le théorème 1.38, les propositions 1.12 et 1.44, F est une forme quadratique,
s.c.i et Markovienne sur L2(Ω). C’est donc une forme de Dirichlet sur L2(Ω).

!"
En d’autres termes, la proposition 1.46 énonce que l’ensemble des formes de Dirichlet sur
L2(Ω) est fermé pour la Γ-convergence.

Remarque 1.47 Noter, par ailleurs, que l’ensemble des formes de Dirichlet sur L2(Ω)
est stable sous l’action de la régularisation Moreau-Yosida :

F ∈ D =⇒ Yλ(F ) ∈ D. (1.46)

Quelques classes de formes de Dirichlet

Tout au long de ce mémoire, L∞
++(Ω) désignera l’ensemble des coefficients de diffusion à

inverse dans L∞(Ω) :

L∞
++(Ω) := {ϕ ∈ L∞(Ω), 1/ϕ ∈ L∞(Ω), ϕ > 0}.

Une classe importante de formes de Dirichlet, est celle des formes de Dirichlet dites
régulières.

Formes de Dirichlet régulières : Soit F une forme de Dirichlet sur L2(Ω) de domaine
D(F ). Soit C1

0(Ω) l’ensemble des fonctions continûment différentiables sur Ω à support
compact dans Ω. S’il existe un sous-ensemble C de D(F ) ∩ C0(Ω) qui soit dense, à la
fois dans C0(Ω) pour la norme de la convergence uniforme, et dans D(F ) pour la norme

|u|F =
(
F (u)+‖u‖2

L2(Ω)

)1/2
associée à la forme F , alors F est dite régulière. Nous noterons

Dr l’ensemble des formes de Dirichlet régulières. Pour plus de détails à ce sujet, nous
renvoyons le lecteur à l’ouvrage de Fukushima [24].

L’un des nombreux avantages de ces formes régulières réside dans le fait qu’elles ad-
mettent, sur C1

0(Ω), une représentation intégrale.

Théorème 1.48 (Formule de représentation intégrale de Deny-Beurling) Toute
forme de Dirichlet régulière F sur L2(Ω), admet sur D(F ) ∩ C1

0(Ω), une représentation
intégrale unique du type

F (u) =
3∑

i,j=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂u

∂xj
ηij(dx) +

∫
Ω

(u(x))2 ν(dx) +

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2 µ(dx, dy), (1.47)

où

• ν est une mesure de Radon sur Ω,

• (ηij)1≤i,j≤3 sont des mesures de Radon sur Ω telles que, pour tout ξ ∈ R3, et pour
tout compact K ⊂ Ω, on a

3∑
i,j=1

ξiξjηij(K) ≥ 0, ηij(K) = ηji(K), 1 ≤ i, j ≤ 3, (1.48)
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• µ est une mesure de Radon sur Ω×Ω telle que µ(∆) = 0 où ∆ désigne la diagonale
de Ω × Ω.

Pour la preuve du théorème 1.48 voir, par exemple, le livre de Fukushima [24]. Les quan-
tités qui apparaissent dans (1.47) s’appellent, respectivement, terme de diffusion, terme
étrange et terme non-local. On peut remarquer que dans la formule (1.47), seule la partie
symétrique µsym de la mesure µ définie par

µsym(A×B) =
1

2
(µ(A×B) + µ(B × A))

joue un rôle. Cependant, nous ne supposons pas la mesure µ symétrique. De plus, la mesure
µ peut être prise sur l’ouvert Ω×Ω de telle sorte que µ(∆) = 0 (puisque la trace de µ sur
∆ n’a aucune contribution dans le terme non-local qui apparâıt dans (1.47)). Et enfin, il
faut noter qu’une fonctionnelle définie sur L2(Ω) par (1.47) n’est pas nécessairement une
forme de Dirichlet. En effet, elle peut ne pas être semi-continue inférieurement sur L2(Ω).
On peut montrer que lorsque ν et µ sont deux mesures de Radon, respectivement, sur Ω
et Ω × Ω, et α appartient à L∞

++(Ω) alors la fonctionnelle F définie sur L2(Ω) par

Fα,ν,µ(u) :=



∫
Ω

α(x)|∇u(x)|2 dx+

∫
Ω

(u(x))2ν(dx)

+

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2µ(dx, dy), si u ∈ H1(Ω),

+∞, sinon.

(1.49)

est semi-continue inférieurement sur L2(Ω) si, et seulement si, ν et la marginale µsym(dx,Ω)
de µsym ne chargent pas les ensembles de capacité nulle.

Formes de Dirichlet continues : On notera Dc l’ensembles des formes de Dirichlet
continues pour la topologie forte de L2(Ω). Comme nous le verrons tout au long de ce
travail, ces formes jouent un rôle capital dans nos preuves. Elles sont régulières . De plus,
les mesures ηij qui apparaissent dans leurs représentations intégrales de Deny-Beurling
(1.47) sont nulles, pendant que ν(dx) et µsym(dx,Ω) sont absolument continues par rap-
port à la mesure de Lebesgue dx avec des densités dans L∞(Ω). Ceci est l’objet des trois
prochains lemmes.

Lemme 1.49 Soit (ηij) comme dans le théorème 1.48. Soit F : L2(Ω) −→ [0,+∞]
quadratique et continue pour la topologie forte de L2(Ω). Si F admet sur D(F ) ∩ C1

0(Ω)
la représentation intégrale

F (u) =
3∑

i,j=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂u

∂xj
ηij(dx) ,

alors,

ηij = 0, ∀ 1 ≤ i, j ≤ 3 .
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Preuve : Comme F est quadratique et continue, il existe une constante positive C telle
que, pour tout u dans L2(Ω),

F (u) ≤ C‖u‖2
L2(Ω) . (1.50)

Donc, pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω) telle que 0 ≤ ϕ ≤ 1, on a, pour tout u ∈ C1(Ω)

3∑
i,j=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂u

∂xj
ϕ(x)ηij(dx) ≤ C‖u‖2

L2(Ω) . (1.51)

Notons ηϕ la mesure matricielle de densité ϕ par rapport à η : ηϕ := ϕ(x)η(dx) et montrons
que ηϕ = 0. Pour ce faire, nous appliquons (1.51) à des fonctions u ∈ C1(Ω) ne dépendant
que d’une variable (c’est-à-dire telle qu’il existe une fonction f de la variable reélle vérifiant
u(x) = f(xi)). Grâce à l’inégalité de Jensen, l’application

f ∈ D(0, 1)−−−→
∫ 1

0

f ′(xi) (ηϕ)ii(dxi) ∈ R,

où (ηϕ)ii(dxi) représente la marginale de (ηϕ)ii(dx) sur R, est continue pour la topologie
forte L2(]0, 1[). Ainsi, (ηϕ)ii(dxi) est de la forme η̃ii(dxi) = g(xi) dxi avec g continue sur
]0, 1[. Si la densité g n’est pas nulle, alors en considérant des fonctions f qui s’annulent
en dehors d’un intervalle I où g(xi) > ε > 0, on obtient∫

I

f ′(xi)
2 dxi ≤

C

ε

∫
I

f(xi)
2 dxi .

Cette inégalité ne pouvant pas être vraie pour tout f , la densité g est identiquement
nulle sur ]0, 1[. On en déduit que la trace de la matrice ϕ(x)η(dx) est nulle. Comme cette
matrice est positive, elle est donc nulle. Ceci étant vrai pour tout ϕ ∈ D(Ω), 0 ≤ ϕ ≤ 1,
on en déduit que η(dx) = 0.

!"

Lemme 1.50 Soit F : L2(Ω) −→ [0,+∞] quadratique et continue pour la topologie forte
de L2(Ω). Si F admet sur D(F ) ∩ C1

0(Ω) une représentation intégrale

F (u) =

∫
Ω

(u(x))2 ν(dx) ,

où ν est une mesure de Radon sur Ω, alors ν est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue dx, avec une densité dans L∞(Ω,R+).

Preuve : Comme F est quadratique et continue sur L2(Ω), il existe une constante positive
C telle que, pour tout u ∈ L2(Ω),

F (u) ≤ C‖u‖2
L2(Ω) . (1.52)

Soit B un Borélien de Ω. Il existe une suite (Kn) de compacts croisssant vers B et une
autre (Ωn) d’ouverts décroissant vers B telles que

lim
n→∞

ν(Kn) = ν(B) et lim
n→∞

|Ωn| = |B|. (1.53)
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Pour tout n ≥ 1, soit ϕn ∈ C1
c (Ω) une fonction égale à 1 sur Kn et nulle sur Ωc

n. On a
alors, compte tenu de (1.52) et(1.53)

ν(B) = lim
n→∞

ν(Kn) ≤ lim
n→∞

∫
Ω

ϕ2
n ν(dx)

≤ C lim
n→∞

∫
Ω

ϕ2
n dx

≤ C lim
n→∞

|Ωn|

≤ C|B|. (1.54)

Il en résulte que ν est absolument continue par rapport à dx avec une densité dans
L∞(Ω,R+). !"

Lemme 1.51 Soit F : L2(Ω) −→ [0,+∞] quadratique et continue pour la topologie forte
de L2(Ω). Si F admet sur D(F ) ∩ C1

0(Ω) une représentation intégrale du type

F (u) =

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2 µ(dx, dy) ,

où µ est une mesure de Radon sur Ω × Ω, alors µsym(dx,Ω) est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue dx, avec une densité dans L∞(Ω,R+).

Preuve : Pour tout ε > 0, on note ∆ε le voisinage de la diagonale ∆ défini par ∆ε :=
{(x, y) ∈ Ω × Ω : ‖x − y‖ < ε} et µε la restriction de µ à ∆c

ε. Soit B un Borélien de Ω
tel que diam(B) < ε. Il existe une suite (Kn) de compacts croisssant vers B et une autre
(Ωn) d’ouverts décroissant vers B telles que, pour tout n ≥ 1, diam(Ωn) < ε et

lim
n→∞

µsymε (Kn × Ω) = µsymε (B × Ω) et lim
n→∞

|Ωn| = |B|. (1.55)

Pour tout n ≥ 1, soit ϕn ∈ C1
c (Ω) une fonction égale à 1 sur Kn et nulle sur Ωc

n. On a
alors, compte tenu de (1.55),

µsymε (B × Ω) = lim
n→∞

µsymε (Kn × Ω) = lim
n→∞

µsymε (Kn × Ωc
n)

≤ lim
n→∞

µsym(Kn × Ωc
n)

≤ 1

2
lim
n→∞

F (ϕn)

≤ C

2
lim
n→∞

|Ωn|

≤ C

2
|B|, (1.56)

où C est une constante positive qui vérifie F (u) ≤ C‖u‖2
L2(Ω) sur L2(Ω)(puisque F est

continue). L’inégalité (1.56) étant vraie pour tout ε > 0, tenant compte du fait que µ ne
charge pas la diagonale ∆, on en déduit que

µsym(B × Ω) = sup
ε>0
µsymε (B × Ω) ≤ C

2
|B|. (1.57)
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Il en découle que µsym(dx,Ω) est absolument continue par rappoprt à dx avec une densité
dans L∞(Ω,R+). !"

Inversement, on vérifie aisément que si ν et µ sont deux mesures de Radon respective-
ment sur Ω et Ω × Ω telles que ν(dx) et µ(dx,Ω) sont absolument continues par rapport
à dx avec des densités dans L∞(Ω), alors la fonctionnelle définie par

∀ u ∈ L2(Ω), F0,ν,µ(u) :=

∫
Ω

(u(x))2ν(dx) +

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2µ(dx, dy). (1.58)

est une forme de Dirichlet continues.

Comme mesures µ qui rendent continues la fonctionnelle F0,0,µ, il y a les mesures
correspondant aux interactions à direction et portée fixes. On les appellera interactions
élémentaires . On notera E l’ensemble des interactions élémentaires :

E := {δx+w(dy)f(x)1IΩ(x+ w)dx, w ∈ Ω2, f ∈ L∞(Ω), f ≥ 0} , (1.59)

où Ω2 désigne l’ensemble de tous les vecteurs de Ω à composantes dyadiques, soit

Ω2 := {w ∈ R3, ∃p ∈ N : 2pw ∈ N3}.

Cette restriction aux vecteurs à composantes dyadiques est purement technique.

Toute combinaison finie d’interactions élémentaires rend également continue la fonc-
tionnelle définie par (1.58). On appellera interactions atomiques de telles combi-
naisons. On notera A l’ensemble des interactions atomiques :

A :=

{
n∑
i=1

δx+wi
(dy)fi(x)1IΩ(x+ wi)dx, n ∈ N, wi ∈ Ω2, fi ∈ L∞(Ω), fi ≥ 0

}
.

(1.60)

Dans la suite nous utiliserons aussi le terme d’interaction élémentaire (resp. atomique)
pour désigner les fonctionnelles F0,0,µ lorsque la mesure µ appartient à E (resp. A).

Remarque 1.52 Une fonctionnelle quadratique F définie et continue sur L2(Ω) admet
comme domaine, L2(Ω) tout entier.

En effet, soit u0 ∈ L2(Ω) tel que F (u0) = +∞. Si F était continue en u0, on aurait

lim
λ→+∞

F
(u0

λ

)
= F (0) = 0, ce qui est absurde puisque l’on a F

(u0

λ

)
= +∞, pour tout

λ > 0.

Formes de Dirichlet objectives : On appellera forme de Dirichlet objective (par analo-
gie au cas vectoriel), toute forme F qui vérifie, pour tout u ∈ L2(Ω), et pour tout c ∈ R,

F (u+ c) = F (u). (1.61)

Cette propriété est équivalente à

∀c ∈ R, F (c) = 0. (1.62)
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En effet, si (1.62) est vérifiée, la quantité
(
F (u + c) − F (u) − F (c)

)
est linéaire en c et

minorée par F (u). Donc elle s’annule pour tout c ∈ R, soit

∀u ∈ L2(Ω), ∀c ∈ R, F (u+ c) = F (u) .

L’ensemble des formes de Dirichlet objectives sera noté Di. Par Dir (resp. Dic) on notera
le sous-ensemble des formes de Dirichlet objectives et régulières (resp. objectives et con-
tinues).

Remarque 1.53 Toute forme de Dirichlet continue et objective sur L2(Ω) peut être
représentée par une mesure µ, sur Ω × Ω, de la manière suivante :

F (u) =

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2 µ(dx, dy), pour tout u ∈ L2(Ω). (1.63)

En effet, F étant continue sur L2(Ω), d’après ce qui précéde, il existe deux mesures de
Radon ν et µ sur Ω et Ω × Ω telles que F = F0,ν,µ. La fonctionnelle F étant objective, ν
est nulle. D’où l’assertion de la remarque.

Formes de Dirichlet de type diffusion : On appelle fonctionnelle de diffusion (isotrope)
à coefficient non-dégénéré et borné, toute fonctionnelle de la forme F = Fα,0,0 avec
α ∈ L∞

++(Ω). On notera Dd l’ensemble de telles fonctionnelles :

Dd := {Fα,0,0 ; α ∈ L∞
++(Ω)} . (1.64)

Il faut noter qu’il n’y a pas de borne uniforme sur les coefficients de diffusion des éléments
de Dd : aussi bien les grands que les petits coefficients de diffusion sont admissibles. Plus
précisement,

∀ M ∈]0,+∞[, FM,0,0 ∈ Dd.

Le fait que l’ensemble Dd soit relativement “petit” n’affaiblit en aucune manière nos
résultats. Au contraire, plus petit est Dd, plus fort est un resultat de densité de Dd.

Nous aurons à considérer également, l’ensemble D0 des fonctionnelles de diffusion
soumises à une condition de Dirichlet sur B :

D0 := {F 0
α,0,0 ; α ∈ L∞

++(Ω)} , (1.65)

où

F 0
α,0,0(u) :=


∫

Ω

α(x)|∇u(x)|2 dx, si u ∈ H1(Ω) et u = 0 sur B,

+∞, sinon.

(1.66)

1.7 Sur la convergence au sens de Mosco

La notion de convergence au sens de Mosco, introduite par U.Mosco [38] est reconnue
comme un outil approprié à l’étude du comportement asymptotique des problèmes vari-
ationnels à données convexes. On en rappelle la définition et quelques propriétés. Pour
plus de détails sur cette notion, nous renvoyons à [2] et [43].
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Définition 1.54 (Mosco-convergence)
Soit X un espace de Banach réflexif. Soif (Fn) une suite de fonctionnelles convexes s.c.i et
propres sur X à valeurs dans R∪ {+∞}. Soit F : X −→ R∪ {+∞} aussi convexe s.c.i et
propre. On dit que la suite (Fn) converge au sens de Mosco vers F si les deux conditions
suivantes sont réalisées :

i) L’inégalité de la Mosco-limite inférieure : pour tout u ∈ X, pour toute suite (un)
convergeant faiblement vers u on a :

lim inf
n−→∞

Fn(un) ≥ F (u) .

ii) L’inégalité de la Mosco-limite supérieure : pour tout u ∈ X, il existe une suite (un)
dans X, dite approximante, telle que

un −→ u fortement dans X, et lim sup
n−→∞

Fn(un) ≤ F (u).

On dira que la suite (Fn) Mosco-converge vers F et on notera Fn
X−M
−−−→F . Cette définition

est à rapprocher avec celle de la Γ-convergence. Il apparâıt alors immédiatement que

Fn
X−M
−−−→ F =⇒ Fn

Γ
−−−→ F . (1.67)

Il faut, d’emblée, noter que les notions de Mosco-convergence et de convergence simple
des suites de fonctionnelles sont indépendantes, comme le montre l’exemple élémentaire
suivant :

Exemple 1.55 On prendX = R muni de sa topologie usuelle. On pose, pour tout x ∈ X,
Fn(x) = e−nx

2
. Il est clair que (Fn) converge simplement vers F définie par F (0) = 1 et

F (x) = 0 pour tout x �= 0. Cependant (Fn) ne Mosco-converge pas vers F . En effet, la
suite xn = 1√

n
converge vers 0 sans que l’on ait lim inf

n→∞
Fn(xn) ≥ F (0), puisque pour tout

n, Fn(xn) = e−1 et F (0) = 1.

Dans l’ouvrage [2], Attouch démontre (cf. théorème 3.26) que lorsque l’on se place
dans le cadre des fonctionnelles convexes, s.c.i et propres, la convergence au sens de
Mosco d’une suite (Fn) vers F est équivalente à la convergence simple, pour tout λ > 0,
de

(
Yλ(Fn)

)
vers Yλ(F ). Ce qui, mis à part le cas de dimension finie, n’est, en général,

pas vrai pour la Γ-convergence. Ce résultat a été généralisé par Azé dans [3] où il a
remplacé la régularisée Moreau-Yosida Yλ(F ) par une approximée inf-convolutive du type
Ψk
λ(F )(u) := inf

v∈X
{F (v)+λk(|u−v|)}, où le noyau k est de la forme k(t) = |t|α avec α ≥ 1.

Remarque 1.56 Il est facile de voir que pour établir un résultat de Mosco-convergence,
il suffit de ne considérer dans (i) que des suites à énergie bornée (c’est-à-dire telles que
Fn(un) < M < +∞ ) et dans (ii) que des fonctions u appartenant au domaine de F
(c’est-à-dire vérifiant F (u) < +∞).



1.7. Sur la convergence au sens de Mosco 35

Remarque 1.57 Un résultat de Mosco-convergence établi pour la topologie de L2(Ω) est
aussi valable pour la topologie de H1

B(Ω) si, pour tout u ∈ H1
B(Ω), on peut imposer à la

suite approximante (un) dans (ii) de converger vers u pour la topologie forte de H1
B(Ω).

Dans ce cas nous dirons que la suite (Fn) τ -converge vers F et nous écrirons

Fn
τ−→ F

Puisque la Mosco-convergence met en jeu, simultanément les deux convergences forte et
faible de L2(Ω), la seule hypothèse de continuité sur une fonctionnelle G ne suffit pas à
garantir la Mosco convergence de la suite (Fn+G) vers F+G lorsque (Fn) Mosco-converge
vers F dans L2(Ω). On exige, en plus de la continuité, que la perturbation G soit convexe.

Remarque 1.58 Si G est une fonctionnelle convexe, et fortement continue sur L2(Ω),
alors on a

Fn
L2(Ω)−M
−−−−→ F =⇒ Fn +G

L2(Ω)−M
−−−−→ F +G, (1.68)

Fn
τ

−−−−→ F =⇒ Fn +G
τ

−−−−→ F +G . (1.69)

En effet, si G est convexe et fortement continue sur L2(Ω), elle est alors semicontinue
inférieurement pour la topologie faible de L2(Ω). Ainsi, (1.68) découle immédiatement de
la définition 1.54. L’assertion (1.69) est due au fait que G est continue pour la topologie
forte de H1

B(Ω).

Ultérieurement, nous aurons à considérer des perturbations de la forme F 0
1,0,0 qui sont

clairement convexes mais seulement semi-continues inférieurement. On sort alors du cadre
de la remarque 1.58. Néanmoins, le résultat reste vrai.

Remarque 1.59 Pour tout c > 0, on a

Fn
τ−→ F =⇒ Fn + cF 0

1,0,0

τ
−−−−→ F + cF 0

1,0,0 . (1.70)

En effet, pour tout c > 0 , la fonctionnelle cF 0
1,0,0 est convexe et semi-continue inférieure-

ment pour la topologie forte de L2(Ω). Elle est donc s.c.i pour la topologie faible de
L2(Ω) et l’inégalité de la Mosco-limite inférieure en découle. Considérons maintenant un
élément u dans L2(Ω) tel que F (u) + cF 0

1,0,0(u) < +∞. Alors u appartient à H1
B(Ω).

Comme Fn
τ−→ F , il existe une suite (un) convergeant fortement vers u dans H1

B(Ω) telle
que lim sup

n→∞
Fn(un) ≤ F (u). Tenant compte de la continuité forte de cF 0

1,0,0 dans H1
B(Ω),

on a lim sup
n→∞

(
Fn(un) + cF 0

1,0,0(un)
)
≤ F (u) + cF 0

1,0,0(u) .

Procédure de diagonalisation :

Lorsque l’on cherche à établir un résultat de densité, on est souvent amené à utiliser une
procédure de diagonalisation. Plus précisément, si (Fn) est une suite qui Mosco-converge
vers une fonctionnelle F et si pour tout n ∈ N, il existe une suite (Fn,m)m qui Mosco-
converge vers Fn, lorsquem tend vers plus l’infini, alors on veut pouvoir affirmer l’existence
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d’une suite d’entiers (mn) telle que (Fn,mn) Mosco-converge vers F , lorsque n tend vers
plus l’infini. Cette procédure de diagonalisation est bien connue lorsque les suites étudiées
sont dans un espace métrique. Ce qui est bien le cas dans la présente étude, puisque nos
fonctionnelles appartiennent au cône convexe des fonctionnelles convexes, fortement s.c.i
et propres sur L2(Ω) à valeurs dans R∪ {+∞}, classiquement noté ΓM

(
L2(Ω)

)
. Or il est

bien connu (cf. [2] théorème 3.36) que sur ΓM

(
L2(Ω)

)
, la topologie de la Mosco-convergence

est métrisable . Par conséquent, on a

Proposition 1.60 Soit (Fn) une suite dans ΓM

(
L2(Ω)

)
qui Mosco-converge vers une

fonctionnelle F . Si pour tout n ∈ N, il existe une suite (Fn,m)m, dans ΓM

(
L2(Ω)

)
, qui

Mosco-converge vers Fn, lorsque m tend vers plus l’infini, alors il existe une suite d’entiers
(mn) telle que la suite (Fn,mn) Mosco-converge vers F, lorsque n tend vers plus l’infini.

Dans la dernière étape de la preuve du résultat principal du chapitre 3, nous aurons
besoin d’un résultat similaire à celui de la proposition 1.60, mais en ce qui concerne la
τ -convergence. Nous faisons donc la

Remarque 1.61 La proposition 1.60 est vraie lorsque l’on remplace la Mosco-convergence
par la τ -convergence.

En effet, soit d1 la métrique associée à la Mosco-convergence dans ΓM

(
L2(Ω)

)
. Soit d2

celle associée à la Mosco-convergence, dans le cône convexe des fonctionnelles convexes,
fortement s.c.i et propres sur H1

B(Ω) à valeurs dans R ∪ {+∞}. Si l’on pose pour tout F
et G dans L2(Ω),

d(F,G) = d1(F,G) + d2(F|H1(Ω), G|H1(Ω)),

alors d est une métrique dont la topologie sur ΓM

(
L2(Ω)

)
est équivalente à celle de la

τ -convergence :

Fn
τ

−−−→ F ⇐⇒ (d1 + d2)(Fn, F ) −−−−→
n→∞

0 . (1.71)

On est alors dans un cadre métrique où la diagonalisation est toujours vraie. D’où la
remarque 1.61. !"

Définition 1.62
Soit U un sous-ensemble de D. On appellera Mosco-fermeture de U et on notera U, l’ensem-
ble des Mosco-limites, pour la topologie de L2(Ω), des suites de U.

On peut remarquer que, grâce à la proposition 1.60, on a

U = U . (1.72)

Remarque 1.63 L’ensemble D des formes de Dirichlet ainsi que le sous-ensemble Di des
formes de Dirichlet objectives sont fermés vis-à-vis de la Mosco-convergence, en ce sens
que

D = D et Di = Di . (1.73)
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Ceci découle de la proposition 1.46 et du fait que la propriété (1.61) passe à la limite par
Mosco-convergence.

Remarque 1.64 Puisque (1.73) est aussi vraie pour la topologie de la Γ-convergence,
tous nos résultats de densité peuvent être interprétés en termes de Γ-convergence pour la
topologie forte de L2(Ω).
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Un résultat d’homogénéisation
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Notre objectif dans ce chapitre est de démontrer que toute interaction élémentaire est la
Mosco-limite d’une suite de fonctionnelles de diffusion. Ce résultat constitue la première
étape de notre démarche dans l’identification de la fermeture de l’ensemble des fonc-
tionnelles de diffusion. Elle consiste en la construction explicite d’un matériau composite
ayant les bonnes propriétés effectives. Cette étape est cruciale pour l’ensemble de mon
travail parce que les deux résultats principaux du cas scalaire de ma thèse l’utilisent
fondamentalement.

2.1 Enoncé du résultat principal

Le résultat principal de ce chapitre s’énonce

Théorème 2.1 Soit α dans L∞
++(Ω) ou α ≡ 0, et µ(dx, dy) := δx+w(dy)f(x)dx dans E.

Alors, il existe une suite (αn) dans L∞
++(Ω) telle que (Fαn,0,0) Mosco-converge vers Fα,0,µ

dans L2(Ω).

Dans la section 2.2 nous décrivons la construction d’un matériau hétérogène dont la
suite d’énergie correspondante (Fαn,0,0) va converger vers Fα,0,µ. La preuve de la Mosco-
convergence des fonctionnelles Fαn,0,0 vers Fα,0,µ constitue l’objet de la section 2.3.

2.2 Description du matériau composite

L’interaction non-locale µ est simulée par des cylindres de grandes conductivités, de
longueur ‖w‖ et d’axe w. Nous allons décrire ces fibres de manière plus détaillée.

38
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Comme w ∈ Ω2, il existe un certain q ∈ N tel que 2qw ∈ N3. Ici n représente une suite
d’entiers naturels qui tend vers plus l’infini. Pour des raisons purement techniques, nous
choisirons la suite n de la forme n = 2qn où qn vérifie qn > q. Soit (rn) une suite tendant
vers zéro de telle sorte que

lim
n→∞

n−3| ln rn| = +∞. (2.1)

N’importe quel rayon de la forme rn := e−(n)γ
avec γ > 3 satisfait à l’hypothèse (2.1).

On découpe le domaine Ω en n3 cubes élémentaires Ωn
I

Ωn
I :=

(
i− 1

n
,
i

n

)
×

(
j − 1

n
,
j

n

)
×

(
k − 1

n
,
k

n

)
, (2.2)

de centres cnI où I = (i, j, k) appartient à {1 · · ·n}3 ( que l’on identifie à {1 · · ·n3}). On
note In l’ensemble d’indices I ∈ {1, · · ·n3} tels que Ωn

I + w ⊂ Ω. Noter que , pour de tels
indices, grâce aux hypothèses sur w et n, Ωn

I +w cöıncide avec un autre cube élémentaire.
Nous allons maintenant définir les rayons de nos fibres conductrices en posant, pour tout
I ∈ In,

rnI := rn

(
1

n
+

‖w‖
π

−
∫

Ωn
I

f(x)dx

) 1
2

. (2.3)

On introduit en même temps la grandeur

R := (4 + ‖w‖π−1‖f‖L∞(Ω))
1/2 , (2.4)

de telle sorte que la suite (Rrn) majore celle des rayons (rnI ).

Pour définir les extrémités de nos fibres conductrices, nous introduisons une famille de
points xnI de la façon suivante : soit ∆n

I la droite passant par xnI et de direction w. Notons
pnI (x) la projection orthogonale de x sur ∆n

I . Cette famille de points est choisie de telle
manière que les trois propriétés suivantes soient vérifiées :

‖xnI − cnI ‖ < (4n)−1, (2.5)

si Ωn
I +mw = Ωn

I′ , m ∈ Z, alors xnI +mw = xnI′ , (2.6)

d(∆n
I , x

n
I′) > 2Rn−2, sinon . (2.7)

Grâce à ces trois propriétés, aucune collision entre les fibres n’est possible. Montrons
maintenant qu’une telle famille existe bel et bien. Pour ce faire, nous démontrons, par
récurrence, que, pour tout p ∈ {1 · · ·n3} il existe une famille {xn1 , xn2 , · · · , xnp} qui vérifie
la propriété Pp :

Pp


∀I ≤ p, ‖xnI − cnI ‖ < (4n)−1,

∀I, I ′ ≤ p, si Ωn
I +mw = Ωn

I′ pour un certain m ∈ Z, alors xnI +mw = xnI′ ,

d(∆n
I , x

n
I′) > 2Rn−2, sinon.
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Le cas p = 1 est évident : il suffit de choisir xn1 = cn1 . Supposons maintenant l’existence
de p − 1 points {xn1 , xn2 , · · · , xnp−1} qui vérifient la propriété Pp−1. Si Ωn

I + mw = Ωn
p

pour un certain I < p et un certain m ∈ Z, prendre xnp = xnI + mw. Sinon, pour tout
I ≤ p− 1, considérons le cylindre d’axe ∆n

I et de rayon 2Rn−2. On vérifie sans difficulté
que le nombre de tels cylindres qui coupent la boule B(cnp , (4n)

−1) est inférieur à 3n. De
plus, comme le volume de chaque intersection est plus petit que 2n−1π(2Rn−2)2, le volume
total de ces intersections est inférieur à 14πR2n−4, et donc plus petit que celui de la boule
B(cnp , (4n)

−1). Par conséquent, on peut choisir le point xnp dans cette boule et en dehors
des cylindres. Il est clair que la famille {x1, x2, · · · , xp} ainsi choisie vérifie la propriété
Pp.

!"

Nos fibres de grande conductivité sont les cylindres CnI , de rayons rnI , d’axes ∆n
I et de

longueur ‖w‖ :

CnI := { x ∈ Ω | pnI (x) ∈ [xnI , x
n
I + w] , ‖x− pnI (x)‖ ≤ rnI } . (2.8)

Comme les rayons de nos cylindres sont très petits, ils ne sont que faiblement connectés
à la matrice. Pour améliorer cette connexion (aux extrémités seulement), on place aux
extrémités de chaque fibre des boules Bn

I faites d’un matériau hautement conducteur.

Bn
I := B

(
xnI , n

−2
)
. (2.9)

Nous définissons maintenant la zone de grande conductivité de notre matériau hétérogène
Ωn (cf. figure 1) par :

Ωn := (
⋃
I∈In

CnI ) ∪ (
⋃
I

Bn
I ). (2.10)

Dans cette zone Ωn, le coefficient de conductivité a été choisi constant et égal à r−2
n n

−3.
Plus précisément, le coefficient de conductivité du matériau composite considéré est donné
par :

αn(x) :=

α(x) +
1√
n
, si x ∈ Ω \ Ωn,

r−2
n n

−3, si x ∈ Ωn.
(2.11)

L’addition du terme n−1/2 à α dans la matrice n’aura d’intérêt que lorsque le coefficient
de diffusion est identiquement nul, α ≡ 0. Cela assurera l’appartenance de αn à L∞

++(Ω).
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Figure 1 : Géométrie du matériau composite.

2.3 Preuve du théorème 2.1

Dans cette section, nous établissons la Mosco-convergence de la suite de fonctionnelles
(Fαn,0,0) vers Fα,0,µ.

2.3.1 L’inégalité de la Mosco-limite inférieure

Soit (un) une suite à énergie bornée (Fαn,0,0(un) < M) convergeant faiblement vers un
certain u dans L2(Ω).

On commence par estimer l’énergie de un dans la matrice Ω\Ωn. Comme
∫

Ωn
r−2
n n

−3|∇un|2dx-
< M , la quantité

∫
Ωn
α(x) |∇un|2 dx tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini. Ainsi, on

a

lim inf
n→∞

∫
Ω\Ωn

αn(x)|∇un|2 dx ≥ lim inf
n→∞

∫
Ω

α(x)|∇un|2 dx ≥ lim inf
n→∞

Fα,0,0(un) . (2.12)

La fonctionnelle Fα,0,0 étant semi-continue inférieurement pour la topologie faible de
L2(Ω), on a

lim inf
n→∞

∫
Ω\Ωn

αn(x)|∇un|2 dx ≥ Fα,0,0(u) . (2.13)

En deuxième lieu, on évalue l’énergie de un dans le renforcement Ωn. On définit, pour tout
I ∈ In, les cylindres Dn

I := {x ∈ CnI , ‖pnI (x)−xnI ‖ ≤ n−2/2} D̃n
I := {x ∈ CnI , ‖pnI (x)−xnĨ ‖ ≤

n−2/2} où Ĩ est l’indice du point xnI + w (Ωn
Ĩ

= Ωn
I + w). De cette façon Dn

Ĩ
et D̃n

I

sont les deux extrémités du cylindre CnI . Pour estimer l’énergie de un dans CnI , on se sert
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temporairement des coordonnées cylindriques de centre cnI et d’axe w. On note ω le disque
ω := D(0, rnI ) ⊂ R2. Pour tout 0 < y < z < ‖w‖, on a∫

Cn
I

|∇un|2 dx =

∫
ω

( ∫ ‖w‖

0

|∇un|2 dx3

)
dx′

≥
∫
ω

( ∫ ‖w‖

0

(
∂un
∂x3

)2

dx3

)
dx′ ≥

∫
ω

( ∫ z

y

(
∂un
∂x3

)2

dx3

)
dx′

≥ 1

z − y

∫
ω

(∫ z

y

∂un
∂x3

dx3

)2

dx′ ≥ 1

‖w‖

∫
ω

(
un(x

′, z) − un(x′, y)
)2

dx′.

(2.14)

En prenant la moyenne de cette dernière inégalité pour les y ∈ [0, n−2/2] et z ∈ [‖w‖−
n−2/2, ‖w‖], utilisant l’inégalité de Jensen, on a∫

Cn
I

|∇un|2 dx ≥ 1

‖w‖

∫
ω

(
−
∫ 1

2n2

0

(−
∫ ‖w‖

‖w‖− 1
2n2

(
un(x

′, z) − un(x′, y))2 dz
)
dy

)
dx′

≥ π(rnI )
2

‖w‖

(
−
∫
Dn

I

un −−
∫
D̃n

I

un

)2

.

Ce qui donne∫
Ωn

αn(x)|∇un|2 dx ≥ π

‖w‖
1

n3

∑
I∈In

(
rnI
rn

)2
(
−
∫
Dn

I

un −−
∫
D̃n

I

un

)2

. (2.15)

Comme les cylindres Dn
I sont contenus dans les boules Bn

I , grâce à l’inégalité de Poincaré-
Wirtinger appliquée à la boule Bn

I , on a∫
Dn

I

(un −−
∫
Bn

I

un)
2 dx ≤

∫
Bn

I

(un −−
∫
Bn

I

un)
2 dx ≤ C

n4

∫
Bn

I

|∇un|2 dx.

Par ailleurs le volume de Dn
I est petit devant 1

2
πr2nn

−3, là encore, par l’inégalité de Jensen,
et après sommation sur les I, on obtient(

1

n3

∑
I∈In

(
−
∫
Dn

I

un −−
∫
Bn

I

un

)2
)1/2

≤
(

2C

πn

∑
I∈In

∫
Bn

I

αn(x)|∇un|2 dx
)1/2

≤
(

2CM

πn

)1/2

.

(2.16)

De la même manière, comme D̃n
I ⊂ Bn

Ĩ
⊂ Ωn

I + w, on a(
1

n3

∑
I∈In

(
−
∫
D̃n

I

un −−
∫
Bn

Ĩ

un

)2
)1/2

≤
(

2C

πn

∑
I∈In

∫
Bn

Ĩ

αn(x)|∇un|2 dx
)1/2

≤
(

2CM

πn

)1/2

.

(2.17)
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Notons Fn
I l’ensemble Fn

I := {x ∈ Ω;
1

8n
< ‖x − xnI ‖ <

1

4n
}. Nous utilisons des

coordonnées cylindriques adaptées en posant ρ := ‖x − xnI ‖−1 et y := ρ(x − xnI ) (y est
un élément de la sphère unité S de R3). On introduit la mesure η(dρ) := ρ−4dρ sur R.

La quantité
∫
A

= f(s) η(ds) :=
( ∫

A
η(ds)

)−1( ∫
A
f(s) η(ds)

)
représente la valeur moyenne

de f sur un Borelien A de R, par rapport à cette mesure. On remarque que η(dρ)dy est
l’élément de volume pour ces nouvelles coordonnées. On a donc(

−
∫
Bn

I

un −−
∫
Fn

I

un

)2

=

(
−
∫
y∈S

=

∫ ∞

n2

un(x
n
I +

y

s
) η(ds) dy −−

∫
y∈S

=

∫ 8n

4n

un(x
n
I +

y

t
) η(dt) dy

)2

≤ −
∫
y∈S

=

∫ ∞

n2

=

∫ 8n

4n

(
un(x

n
I +

y

s
) − un(xnI +

y

t
)
)2

η(dt) η(ds) dy

≤ −
∫
y∈S

=

∫ ∞

n2

=

∫ 8n

4n

(∫ s

t

|∇un(xnI +
y

r
)|r−2 dr

)2

η(dt) η(ds) dy

≤ −
∫
y∈S

=

∫ ∞

n2

=

∫ 8n

4n

(∫ s

t

dr

∫ s

t

|∇un(xnI +
y

r
)|2η(dr)

)
η(dt) η(ds) dy

≤ 1

4π

∫
Ωn

I

|∇un(x)|2 dx =

∫ ∞

n2

=

∫ 8n

4n

(s− t) η(dt) η(ds)

≤ n2

2π

∫
Ωn

I

|∇un(x)|2 dx .

Comme αn > n
−1/2, la quantité

∫
Ω
|∇un(x)|2 dx est inférieure à M

√
n, pour tout n ∈ N�.

Après sommation de ces dernières inégalités sur I, on a(
1

n3

∑
I∈In

(
−
∫
Bn

I

un −−
∫
Fn

I

un

)2
)1/2

≤
(
C ′M

2πn

)1/2

. (2.18)

D’autre part, l’application de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger au cube élémentaire Ωn
I

donne ∫
Fn

I

(
un −−

∫
Ωn

I

un

)2

dx ≤
∫

Ωn
I

(
un −−

∫
Ωn

I

un

)2

dx ≤ C ′′

n2

∫
Ωn

I

|∇un|2 dx . (2.19)

On en déduit, après sommation sur les I, et compte tenu du fait que αn > n
−1/2, que(

1

n3

∑
I∈In

(
−
∫
Fn

I

un −−
∫

Ωn
I

un

)2
)1/2

≤
(
C ′′′M

n3/2

)1/2

. (2.20)

Regroupant les inégalités (2.16),(2.17), (2.18) et (2.20), l’estimation (2.15) s’écrit(∫
Ωn

αn(x)|∇un|2 dx)
)1/2

≥
(
π

‖w‖
1

n3

∑
I∈In

(
rnI
rn

)2 (
−
∫

Ωn
I

un −−
∫

Ωn
Ĩ

un

)2
)1/2

−O(n−1/4).

(2.21)
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Si, pour tout n ∈ N�, on définit sur Ω, la fonction constante par morceaux ūn, par

ūn(x) :=
n3∑
I=1

(−
∫

Ωn
I

un) 1IΩn
I
(x), (2.22)

rappelant la définition (2.3) de rnI , l’inégalité (2.21) s’écrit(∫
Ωn

αn(x)|∇un|2 dx)
)1/2

≥
(∫

Ω

(ūn(x) − ūn(x+ w))2 f(x) dx

)1/2

−O(n−1/4). (2.23)

De plus, par l’inégalité de Poincaré-Wirtinger, la suite (ūn) converge faiblement vers u
dans L2(Ω) . Le poids f étant un élément de L∞(Ω), on peut passer à la limite dans
l’inégalité (2.23) et déduire

lim inf
n→∞

∫
Ωn

αn(x)|∇un|2 dx ≥
∫

Ω

(u(x) − u(x+ w))2 f(x) dx. (2.24)

En regroupant les estimations (2.13) et (2.24), on obtient l’inégalité de la Mosco-limite
inférieure :

lim inf
n→∞

Fαn,0,0(un) ≥ Fα,0,µ(u) . (2.25)

!"

2.3.2 L’inégalité de la Mosco-limite supérieure

Soit u ∈ L2(Ω) tel que Fα,0,µ(u) < ∞ (sinon l’inégalité de la Mosco-limite supérieure est
évidente). Puisque C1(Ω) est dense dans le domaine de Fα,0,µ pour la norme |u|Fα,0,µ =(
‖u‖2

L2(Ω) +Fα,0,µ(u)
)1/2

, il suffit de prouver l’inégalité de la Mosco-limite supérieure pour

les fonctions u dans C1(Ω).

On construit de manière explicite une suite approximante (un) en deux étapes. On
commence par définir une première suite (ũn) comme suit

ũn(x) :=


u(xnI ) si ‖x− xnI ‖ ≤ Rn−2 ,

u(x) si ‖x− xnI ‖ ≥ 2Rn−2 ,(
2 − 2R

n2‖x− xnI ‖

)
u(x) +

(
2R

n2‖x− xnI ‖
− 1

)
u(xnI ) , sinon

(2.26)

où R est la quantité définie par (2.4). Il est facile de vérifier que ũn est continue sur Ω,
constante sur les boules B(xnI , Rn

−2) (qui contiennent les boules Bn
I ), cöıncide avec u sur

la base B et vérifie ‖ũn‖L∞(Ω) ≤ ‖u‖L∞(Ω). De plus, puisque l’on a

|u(x) − u(xnI )| ≤
√

3n−1‖∇u‖L∞(Ω) ∀x ∈ Ωn
I , (2.27)
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la suite ũn converge uniformément vers u. Sur chaque zone de transition Gn
I := B(xnI , 2Rn

−2)\
B(xnI , Rn

−2), un simple calcul donne l’estimation

n3∑
I=1

∫
Gn

I

|∇ũn(x)|2 dx ≤ 124πR3

3n3
‖∇u‖2

L∞(Ω) . (2.28)

Comme en dehors des zones de transition Gn
I , la fonction ũn est soit constante, soit égale

à u, on obtient, pour toute suite de domaines (Gn) dont les volumes tendent vers zéro,

lim
n→∞

∫
Gn

|∇ũn(x)|2 dx = 0. (2.29)

Le domaine où la fonction ũn ne cöıncide pas avec u a un volume qui tend vers zéro. Donc,
la remarque précédente nous permet d’affirmer que la suite (ũn) converge vers u pour la
topologie forte de H1(Ω). On a ainsi

lim sup
n→∞

∫
Ω

(α(x) +
1√
n

)|∇ũn|2 dx =

∫
Ω

α(x)|∇u|2 dx. (2.30)

Pour définir la suite approximante (un), on a besoin d’introduire les fonctions d’inter-
polation fn et gn de R à valeurs dans [0, 1] comme suit :

fn(s) =
log(s)

| log(n2rn)|
∀s ∈ (1, r−1

n n
−2) et gn(s) =

s− n−2

‖w‖ − 2n−2
∀s ∈ (n−2, ‖w‖ − n−2).

(2.31)

Elles sont continues et croissantes sur R. Par ailleurs fn(s) = 0 pour tout s ≤ 1, gn(s) = 0
pour tout s ≤ n−2, fn(s) = 1 pour tout s ≥ r−1

n n
−2 et gn(s) = 1 pour tout s ≥ ‖w‖−n−2.

Dans chaque cylindre (I ∈ In)

An
I :=

{
x ∈ Ω, pnI (x) ∈ ]xnI , x

n
I + w[ , ‖x− pnI (x)‖ <

R

n2

}
, (2.32)

nous utiliserons les coordonnées cylindriques adaptées (r, θ, z) de centre xnI et d’axe ∆n
I .

Notons An la réunion de ces cylindres An :=
⋃

I∈In An
I . On définit, enfin, la suite approx-

imante (un) en posant, pour tout I ∈ In, pour tout x dans An
I

un(x) =fn

(r(x)
rnI

)
ũn(x)+

(
1−fn

(r(x)
rnI

))(
(1−gn(z(x)))u(xnI )+gn(z(x))u(xnI +w)

)
. (2.33)

En dehors de An, on pose un(x) = ũn(x).
Grâce à l’hypothèse (2.7), les ensembles An

I sont disjoints et un est bien définie par
(2.33). Pour une raison similaire, on peut aussi remarquer que

u = 0 on B =⇒ un = 0 on B. (2.34)

Grâce aux définitions (2.4) de R et (2.31) de fn, grâce à la façon dont ũn a été définie,
on peut affirmer que un est continue dans le domaine Ω tout entier.
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Estimons, maintenant, l’énergie de un dans les différentes zones du domaine Ω : la
zone de renforcement Ωn, la zone de transition An \ Ωn et la zone restante Ω \ An.

Les fonctions un sont constantes sur chaque boule Bn
I . Donc, pour la zone de renforce-

ment, on a∫
Ωn

αn(x)|∇un(x)|2 dx =
∑
I∈In

∫
Cn

I

αn(x)|∇un(x)|2 dx

≤
∑
I∈In

r−2
n n

−3π(rnI )
2

‖w‖
(
u(xnI )− u(xnI + w)

)2

(1 +O(
1

n2
)). (2.35)

Passant à la limite dans cette dernière inégalité lorsque n tend vers l’infini, utilisant (2.3),
(2.11) et (2.27), on obtient

lim sup
n→∞

∫
Ωn

αn(x)|∇un(x)|2 dx ≤ lim sup
n→∞

1

n3

n3∑
I=1

−
∫

Ωn
I

(u(x) − u(x+ w))2 f(x)1IΩ(x+ w) dx

≤
∫

Ω×Ω

(
u(x) − u(y)

)2

δx+w(dy)f(x) dx. (2.36)

Dans la zone Ω \ An, utilisant (2.30), on a

lim sup
n→∞

∫
Ω\An

αn(x)|∇un(x)|2 dx = lim sup
n→∞

∫
Ω\An

(α(x) +
1√
n

)|∇ũn(x)|2 dx

≤
∫

Ω

α(x)|∇u(x)|2 dx . (2.37)

Et pour finir, il reste à estimer l’énergie de un dans la zone de transition An \ Ωn.
Puisque la suite (|An|) tend vers zéro, grâce à (2.29) et tenant compte du fait que g′n est
uniformément bornée, on obtient l’estimation

lim sup
n→∞

n3∑
I=1

∫
An

I

|∇un(x)|2 dx ≤ 12‖u‖2
L∞(Ω) lim sup

n→∞

n3∑
I

(rnI )
−2

∫
An

I

(
f ′n(
r(x)

rnI
)
)2

dx ≤

≤ 12‖u‖2
L∞(Ω) lim sup

n→∞

n3∑
I

‖w‖ π
2 (log(n2rn))

2

∫ Rn−2

rn
I

1

r
dr . (2.38)

Calculant explicitement cette dernière intégrale et utilisant l’hypothèse fondamentale
(2.1), on obtient

lim sup
n→∞

∫
An

|∇un(x)|2 dx ≤ 24π‖u‖L∞(Ω) lim sup
n→∞

n3 log(Rn−2) − log(rnI )

| log(n2rn)|2
= 0. (2.39)

Ainsi

lim sup
n→∞

∫
An\Ωn

αn(x)|∇un(x)|2 dx ≤ lim sup
n→∞

(
‖α+

1√
n
‖

L∞(Ω)

∫
An\Ωn

|∇un(x)|2 dx)
)

= 0.

(2.40)
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Regroupant les estimations (2.36), (2.37) et (2.40), on obtient l’inégalité de la Mosco-
limite supérieure

lim sup
n→∞

Fαn,0,0(un) ≤ Fα,0,µ(u). (2.41)

!"
Ceci, avec l’inégalité de la Mosco-limite inférieure (2.25) établie dans la sous-section

précédente, conclut la preuve du théorème 2.1.
!"

Le résultat du théorème 2.1 reste valable lorsque l’on remplace la topologie de la Mosco-
convergence sur L2(Ω) par la τ -convergence. On a

Proposition 2.2 Soit α dans L∞
++(Ω) ou α ≡ 0, et µ(dx, dy) := δx+w(dy)f(x)dx dans

E. Alors, il existe une suite (αn) dans L∞
++(Ω) telle que (Fαn,0,0) τ -converge vers Fα,0,µ.

Preuve : Nous devons montrer que, si u appartient à H1
B(Ω), alors la suite approximante

(un) que l’on a définie dans la preuve du théorème 2.1 converge aussi vers u pour la
topologie forte de H1

B(Ω). Par un argument de densité, il suffit d’examiner le cas où
u ∈ C1(Ω) et u = 0 sur la base B. En fait, dans ce qui précède, nous avons déjà prouvé
la convergence de la suite (un) vers u pour la topologie forte de H1(Ω). Pour avoir la
convergence de (un) dans H1

B(Ω), il faut s’assurer de l’appartenance de un à H1
B(Ω) pour

tout n ∈ N ; ce qui est fournie par (2.34).
!"
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La Mosco-fermeture des
fonctionnelles de diffusion : Dd = Di
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3.5 Preuve du théorème principal de Mosco-densité . . . . . . . . 54
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Dans ce chapitre nous explicitons complètement la fermeture, vis-à-vis de la Mosco-
convergence, de l’ensemble des fonctionnelles de diffusion, en montrant qu’elle cöıncide
avec l’ensemble de toutes les formes de Dirichlet positives. Nous devons considérer deux
situations fondamentalement différentes :

a) le cas objectif, i.e. lorsque aucune condition de Dirichlet n’est imposée dans le
problème de diffusion de départ, et

b) le cas non-objectif, i.e. si une condition de Dirichlet est imposée dans le problème
de diffusion de départ.

3.1 Enoncé des résultats principaux de Mosco-densité

Dans le cas objectif, notre résultat s’énonce

48



3.2. Densité des formes de Dirichlet continues dans l’ensemble de . . . 49

Théorème 3.1 La fermeture des fonctionnelles de diffusion, vis-à-vis de la Mosco-conver-
gence, cöıncide avec l’ensemble des formes de Dirichlet objectives :

Dd = Di.

Puisque tous les éléments de Dd sont objectifs, une forme quadratique non-objective
ne peut être obtenue comme Mosco-limite d’une suite d’éléments dans Dd. Ceci est dû
au fait que l’objectivité passe à la limite au sens de la Mosco-convergence. Aussi, pour
atteindre des fonctionnelles non-objectives, comme, par exemple, celles qui contiennent des
termes étranges, nous supprimons l’objectivité des fonctionnelles des diffusion de départ,
en imposant une condition de Dirichlet sur une partie du bord du domaine Ω. Le second
résultat s’écrit

Théorème 3.2 La fermeture des fonctionnelles de diffusion avec conditions de Dirichlet
au bord, vis-à-vis de la Mosco-convergence, cöıncide avec l’ensemble de toutes les formes
de Dirichlet :

D0 = D.

3.2 Densité des formes de Dirichlet continues dans

l’ensemble de toutes les formes de Dirichlet :

Dc = D

Approximation de Moreau-Yosida

Soient F ∈ D une forme de Dirichlet et λ un réel positif. On rappelle (cf. section 1.4) que
l’approximation de Moreau-Yosida d’ordre λ de F est la fonctionnelle définie sur L2(Ω)
par

Yλ(F )(u) = inf
v∈L2(Ω)

{F (v) + λ‖u− v‖2
L2(Ω)}. (3.1)

C’est une forme de Dirichlet qui est localement Lipschitzienne et par conséquent continue
sur L2(Ω) : Yλ(F ) ∈ Dc. Par ailleurs, il est clair que, si la fonctionnelle F est objective,
son approximation Moreau-Yosida l’est également :

(
F ∈ Di

)
=⇒

(
Yλ(F ) ∈ Di

)
. Une

forme de Dirichlet pouvant ne pas être continue, le passage à la limite dans certaines
équations, lorsque n tend vers l’infini, peut ne pas être sans difficultés. La proposition
suivante fournit un outil pour pallier à cet état de fait. En effet, elle nous permet de
travailler, d’abord avec des formes de Dirichlet continues, et ensuite, par un processus de
diagonalisation d’atteindre toute forme de Dirichlet. On a la

Proposition 3.3 i) L’ensemble des formes de Dirichlet continues Dc est dense dans
D pour la topologie de la Mosco-convergence :

Dc = D.

ii) L’ensemble des formes de Dirichlet objectives et continues Dci est
dense dans Di pour la topologie de la Mosco-convergence :

Dci = Di.
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Preuve : Considérons la suite (Yn(F )). Pour tout n ∈ N∗, la fonctionnelle Yn(F ) appar-
tient à Dc (à Dci si F ∈ Di). Par ailleurs, pour tout u ∈ L2(Ω), par l’assertion ii) de la
proposition 1.29 , on a

lim
n→∞

Yn(F )(u) = F (u). (3.2)

Ceci démontre l’inégalité de la Mosco-limite supérieure, puisqu’il suffit de choisir comme
suite approximante, la suite constante un = u.

Pour établir l’inégalité de la Mosco-limite inférieure, considérons maintenant une suite
(un) qui converge faiblement vers un certain u dans L2(Ω). Pour tout n ≥ n0, on a

Yn(F )(un) ≥ Yn0(F )(un). (3.3)

Par ailleurs, la fonctionnelle Yn0(F ) étant convexe et semi-continue inférieurement pour
la topologie forte de L2(Ω), elle est faiblement semi-continue inférieurement sur L2(Ω).
Ainsi, pour tout n0 ∈ N,

lim inf
n

Yn(F )(un) ≥ lim inf
n

Yn0(F )(un) ≥ Yn0(F )(u). (3.4)

Passant à la limite dans cette dernière inégalité, lorsque n0 tend vers plus l’infini, on
obtient l’inégalité de la Mosco-limite inférieure :

lim inf
n

Yn(F )(un) ≥ F (u).

La Mosco-convergence de la suite (Yn(F )) vers F est ainsi établie.
!"

Le choix fait pour la suite approximante dans la Mosco-limite supérieure nous permet
clairement de faire la

Remarque 3.4 La proposition 3.3 reste valable lorsque l’on remplace la Mosco-convergence
dans L2(Ω) par la τ -converge.

En effet, soit (un) une suite dans H1
B(Ω) convergeant faiblement vers un certain u dans

H1
B(Ω). Elle converge faiblement vers u dans L2(Ω), et l’on a l’inégalité de la Mosco-limite

inférieure. Quant à l’inégalité de la Mosco-limite supérieure, elle est immédiate du fait que,
pour tout u dans H1

B(Ω), la suite approximante choisie est la suite constante un := u . !"

3.3 Extension du résultat d’homogénéisation aux

mesures atomiques

Dans cette section, nous généralisons le résultat du théorème 2.1 à une somme finie d’in-
teractions élémentaires ; soit à une interaction atomique. On a le

Théorème 3.5 Soit µ ∈ A. Alors il existe une suite (αn) dans L∞
++(Ω) telle que la suite

de fonctionnelles (Fαn,0,0) Mosco-converge vers F0,0,µ dans L2(Ω).
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Preuve : Comme µ est un élément de A, par définition, il existe p éléments w1,w2 · · ·wp

de Ω2 et p fonctions f1, f2, · · · , fp dans L∞(Ω,R+) tels que

µ =

p∑
i=1

δx+wi
(dy)fi(x)1IΩ(x+ wi)dx. (3.5)

Nous allons démontrer par récurrence, sur l’entier p, que toute fonctionnelle F0,0,µ avec µ
de la forme (3.5) appartient à la fermeture Dd de Dd.

Le cas p = 1 est donné par le théorème 2.1. En effet, dans ce cas µ étant une interaction
élémentaire, ce dernier affirme l’ existence d’une suite (αn) dans L∞

++(Ω) telle que (Fαn,0,0)
Mosco-converge vers F0,0,µ dans L2(Ω).

Pour tout i ≤ p, on note µi l’interaction élémentaire µi := δx+wi
(dy)fi(x)1IΩ(x+ wi)dx et

µ̃ :=
∑p−1

i=1 µ
i. Supposons maintenant le résultat vrai à l’ordre p−1. Il existe donc une suite

(Fβn,0,0) dans Dd qui Mosco-converge vers F0,0,µ̃, lorsque n tend vers plus l’infini. Comme
la fonctionnelle F0,0,µp est convexe et continue pour la topologie forte de L2(Ω), grâce à
la remarque 1.58, nous avons la Mosco-converge de la suite (Fβn,0,µp = Fβn,0,0 + F0,0,µp)
vers F0,0,µ = F0,0,µ̃ + F0,0,µp . Par ailleurs, d’après le théorème 2.1, pour tout n ∈ N, il
existe une suite (Fβn,m,0,0) dans Dd qui Mosco-converge vers Fβn,0,µp lorsque m tend vers
l’infini. Ainsi, par un argument de diagonalisation (Proposition 1.60), il existe une suite
(αn = βn,m(n)), dans L∞

++(Ω), telle que (Fαn,0,0) Mosco-converge vers F0,0,µ. Ceci conclut
la preuve du théorème 3.5.

!"
D’après la proposition 2.2, tous les arguments utilisés dans la preuve du théorème 3.5

sont valables pour la topologie de H1
B(Ω). Par conséquent, on peut faire la

Remarque 3.6 Le théorème 3.5 reste valable lorsque l’on remplace la Mosco-convergence
dans L2(Ω) par la τ -converge.

3.4 Discrétisation d’une interaction non-locale

Dans cette section nous nous servons du concept d’interaction atomique défini dans la
section 1.6 pour démontrer que toute forme de Dirichlet continue et objective est la
Mosco-limite d’une suite de telles interactions. Plus précisément, on a le

Théorème 3.7 Soit F une forme de Dirichlet continue et objective. Alors, il existe une
suite (µn) dans A telle que la suite (F0,0,µn) Mosco-converge vers F dans L2(Ω).

Preuve : Nous rappelons (voir remarque 1.53) que toute forme de Dirichlet continue
et objective sur L2(Ω) peut être représentée par une mesure µ sur Ω × Ω de la manière
suivante :

F (u) =

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2 µ(dx, dy).

Autrement dit, toute forme de Dirichlet continue et objective sur L2(Ω) n’est rien d’autre
qu’une interaction non-locale. Comme au chapitre 2, ici n représente une suite d’entiers
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naturels tendant vers plus l’infini de la forme n = 2qn (avec qn ∈ N). Le domaine Ω est
divisé en n3 cubes élémentaires

Ωn
I :=

(
i− 1

n
,
i

n

)
×

(
j − 1

n
,
j

n

)
×

(
k − 1

n
,
k

n

)
, (3.6)

de centres cnI où I := (i, j, k) appartient à {1 . . . n}3 que l’on identifie à {1 . . . n3}. Con-
sidérons la suite (µn) de mesures définies par

µn :=
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′1IΩn
I
(x) δx+wn

II′
(dy)1IΩ(x+ wn

II′) dx (3.7)

où anII′ := n3µ(Ωn
I × Ωn

I′) et wn
II′ := cnI − cnI′ .

Grâce à la forme particulière de n, chaque vecteur wn
II′ est à composantes dyadiques. Donc

pour tout n ∈ N�, la mesure µn appartient à A.

Montrons maintenant que la suite (F0,0,µn) Mosco-converge vers F0,0,µ, lorsque n tend
vers plus l’infini.

Soit (un) une suite à énergie bornée (F0,0,µn(un) < M < +∞) convergeant faiblement
vers un certain u dans L2(Ω). Pour tout n, on définit la fonction constante par morceaux
ūn sur Ω par

ūn(x) :=
n3∑
I=1

(
−
∫

Ωn
I

un
)
1IΩn

I
(x). (3.8)

La suite (ūn) ainsi définie converge faiblement vers u dans L2(Ω). En effet, pour tout
ϕ ∈ C1(Ω). On a

lim sup
n→∞

|
∫

Ω

ūn(x)ϕ(x) dx−
∫

Ω

u(x)ϕ(x) dx| ≤ lim sup
n→∞

(
‖un‖L2(Ω)‖ϕ̄n(x) − ϕ(x)‖L2(Ω)

)
,

(3.9)

où l’on a posé ϕ̄n(x) :=
n3∑
I=1

(
−
∫

Ωn
I

ϕ
)
1IΩn

I
(x). La régularité de la fonction test ϕ assurant

la convergence uniforme, sur Ω, de la suite (ϕ̄n) vers ϕ, on a

lim
n→∞

∫
Ω

ūn(x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx. (3.10)

Par densité de C1(Ω) dans L2(Ω), la suite (ūn) converge faiblement vers u dans L2(Ω).
D’après les définitions (3.7) et (3.8), respectivement de µn et ūn, on a, puisque µn(dx,Ω)
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ne charge pas les ensembles (∂Ωn
I ),

F0,0,µn(un) =
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′|Ωn
I | −

∫
Ωn

I

[un(x) − un(x+ wn
II′)]

2 dx

≥
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′|Ωn
I |

(
−
∫

Ωn
I

un(x) dx−−
∫

Ωn
I

un(x+ wn
II′) dx

)2

≥
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′

∫
Ωn

I

[(ūn(x) − ūn(x+ wn
II′))]

2 dx

≥ F0,0,µn(ūn). (3.11)

Par ailleurs, la fonctionnelle F0,0,µ étant continue sur L2(Ω), la mesure µsym(dx,Ω) ne
charge pas les ensembles ∂Ωn

I (cf. Chapitre 1, paragraphe sur les formes de Dirichlet
continues). On a

F0,0,µn(ūn) =
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

∫
Ωn

I ×Ωn
I′

(ūn(x) − ūn(y))2 µn(dx, dy) = F0,0,µ(ūn), (3.12)

et l’inégalité (3.11) devient

F0,0,µn(un) ≥ F0,0,µ(ūn). (3.13)

Comme la suite (ūn) converge faiblement vers u dans L2(Ω), et comme la fonctionnelle
F0,0,µ est faiblement semi-continue inférieurement sur L2(Ω), par passage à la limite dans
(3.13), on obtient l’inégalité de la Mosco-limite inférieure

lim inf
n→∞

F0,0,µn(un) ≥ lim inf
n→∞

F0,0,µ(ūn) ≥ F0,0,µ(u).

Soit maintenant u ∈ L2(Ω) tel que F0,0,µ(u) ≤M < +∞, sinon l’inégalité de la Mosco-
limite supérieure est trivialement vérifiée. Par un argument de densité, on peut supposer
u dans C1

0(Ω). A la suite constante un := u on associe la suite (ūn) définie par (3.8). La
suite (ūn) converge uniformément vers u. De plus, on a

|F0,0,µn(un)−F0,0,µn(ūn)|=
n3∑
II′

anII′

∫
Ωn

I

(
[u(x)−u(x+ wn

II′)]
2− [ūn(x) − ūn(x+ wn

II′)]
2) dx ≤

≤ 8
√

3‖∇u‖∞‖u‖∞
n

n3∑
II′

anII′

n3
≤ 8

√
3‖∇u‖∞‖u‖∞

n
µ(Ω × Ω). (3.14)

Il en découle que

F0,0,µn(un) = F0,0,µn(ūn) +O(
1

n
) = F0,0,µ(ūn) +O(

1

n
). (3.15)
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Ainsi, par passage à la limite dans (3.15), utilisant la continuité de F0,0,µ, on obtient

lim sup
n→∞

F0,0,µn(un) ≤ lim sup
n→∞

F0,0,µ(ūn) = F0,0,µ(u)

et l’inégalité de la Mosco-limite supérieure est établie. Ceci conclut la preuve du théorème
3.7.

!"
Le choix que l’on a fait pour la suite approximante nous permet de faire la

Remarque 3.8 Le théorème 3.7 reste valable lorsque l’on remplace la Mosco-convergence
par la τ -convergence.

3.5 Preuve du théorème principal de Mosco-densité

La preuve du théorème 3.1 est une combinaison de la proposition 3.3 avec les théorèmes
3.7 et 3.5 établis dans les deux sections précédentes.

Preuve : Il s’agit, étant donnée une forme de Dirichlet objective F , d’établir l’existence
d’une suite de fonctionnelles purement diffusives dans Dd qui Mosco-converge vers F .

Soit donc F une forme de Dirichlet dans Di . D’après la proposition 3.3, il existe
une suite (F0,0,µm)m∈N de formes de Dirichlet continues et objectives qui Mosco-converge
vers F . D’autre part, le théorème 3.7 assure, pour tout m ∈ N, l’existence d’une suite
(µm,n)n∈N d’interactions atomiques telle que la suite (F0,0,µm,n)n∈N Mosco-converge vers
F0,0,µm . Et enfin, grâce au théorème 3.5, pour tout couple (m,n) ∈ N × N, il existe une
suite (Fαm,n,p,0,0)p∈N dans Dd qui Mosco-converge vers F0,0,µm,n . Par conséquent, en vertu
de la proposition 1.60, il existe une suite (Fαj ,0,0)j∈N dans Dd qui Mosco-converge vers F .
Ceci achève la démonstration du théorème 3.1.

!"
Dans la démonstration du théorème 3.2, on aura besoin du résultat de Mosco-densité du
théorème 3.1, mais cette fois, vis-à-vis de la τ -convergence. Nous avons la

Remarque 3.9 Le théorème 3.1 est encore valable lorsque l’on remplace la Mosco-
convergence dans L2(Ω) par la τ -convergence.

Ceci est une conséquence immédiate des remarques 3.6, 3.8, 3.4 et 1.61 puisque dans la
preuve du théorème 3.1, les seuls résultas utilisés sont : les théorèmes 3.5 et 3.7 ainsi que
les propositions 3.3 et 1.60.

3.6 Preuve du théorème de Mosco-densité en présence

d’une condition de Dirichlet

L’idée principale de cette preuve suit la remarque selon laquelle, grâce à la condition de
Dirichlet sur B dans la définition des éléments de D0, tout terme étrange

∫
Ω
(u(x))2 ν(dx)
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peut s’exprimer comme une interaction non-locale
∫

Ω×Ω
(u(x)−u(y))2η(dx, dy) entre l’ou-

vert Ω et la zone B du bord ∂Ω où est imposée cette condition de Dirichlet. Il est question,
pour une forme de Dirichlet F quelconque, de construire une suite (F 0

αn,0,0) dans D0 qui
Mosco-converge vers F . Comme dans la preuve du théorème 3.1, grâce à la densité de Dc

dans D, il suffit de traiter le cas où F appartient à Dc ; la fonctionnelle F prend alors la
forme F = F0,ν,µ (cf. Chapitre 1, paragraphe sur les formes de Dirichlet continues). Soit
µ̃ la mesure de Radon définie sur Ω × Ω par

µ̃(dx, dy) := µ(dx, dy) + ν(dx)H2
|B(dy), (3.16)

où H2
|B désigne la mesure de Hausdorff de dimension 2 dans R3. Pour tout λ > 0, on

définit la fonctionnelle Fλ,0,µ̃, sur L2(Ω) par

Fλ,0,µ̃(u) :=


∫

Ω

λ|∇u(x)|2 dx+

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2µ̃(dx, dy), si u ∈ H1(Ω),

+∞, sinon.
(3.17)

(On peut remarquer que, malgré une grande ressemblance entre (3.17) et (1.66), la fonc-
tionnelle Fλ,0,µ̃ n’appartient pas nécessairement à D0, puisque la mesure µ̃ peut être
concentrée sur le bord ∂Ω.) Puisque pour tout u dans H1

B(Ω)∫
Ω

(u(x))2 ν(dx) =

∫
Ω×Ω

(u(x) − u(y))2 H2
|B(dy)ν(dx) , (3.18)

on a, pour tout u dans L2(Ω)

F0,ν,µ(u) + 2λF 0
1,0,0(u) = Fλ,0,µ̃(u) + λF 0

1,0,0(u) . (3.19)

La mesure µ̃sym(dx,Ω) ne chargeant pas les ensembles de capacité nulle, la fonctionnelle
Fλ,0,µ̃ est une forme de Dirichlet sur L2(Ω). De plus, elle est objective. Elle appartient
donc à Di. Grâce à la proposition 2.2, Fλ,0,µ̃ est la τ -limite d’une suite (Fαn,0,0) dans Dd.
Par la remarque 1.59, on a

F 0
αn+λ,0,0 = Fαn,0,0 + λF 0

1,0,0

L2(Ω)−M
−−−−→ Fλ,0,µ̃ + λF 0

1,0,0 = F0,ν,µ + 2λF 0
1,0,0. (3.20)

Ainsi, pour tout λ > 0, la fonctionnelle F0,ν,µ + 2λF 0
1,0,0 appartient à la fermeture D0 de

D0. Par ailleurs, on vérifie facilement que la suite ( 1
n
F 0

1,0,0) Mosco-converge vers zéro. La
fonctionnelle F0,ν,µ étant convexe et continue pour la topologie forte de L2(Ω), grâce à la
remarque 1.58, la suite (F0,ν,µ + 1

n
F 0

1,0,0) Mosco-converge vers F0,ν,µ. On conclut la preuve
du théorème 3.2 en utilisant la procédure de diagonalisation énoncée dans la proposition
1.60.



Chapitre 4

Fonctionnelles objectives des
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Dans ce chapitre, après de brefs rappels sur l’élasticité linéaire, nous introduisons une no-
tion de convergence de fonctionnelles qui servira à établir les résultats des deux prochains
chapitres. L’intérêt de cette notion de convergence, plus forte que la Mosco-convergence
et la Γ-convergence pour la topologie forte de L2(Ω,R3), est qu’elle simplifie l’énoncé des
résultats et en raccourcit aussi les démonstrations.

4.1 Elasticité linéaire

4.1.1 Déplacements dans l’espace physique

Soit Ω un convexe ouvert, borné et régulier de l’espace physique R3. Nous référerons à un
point x de Ω par ses coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3). De même, par (u1, u2, u3) nous
désignerons les coordonnées d’un vecteur u de R3. On appellera déplacement, tout élément
u de H1(Ω,R3). Noter que son gradient est alors un élément de L2(Ω, M3×3), où M3×3

désigne l’espace des matrices 3×3 à coefficients réels muni de sa norme Euclidienne notée
‖ · ‖M3×3

. Quand il n’y a pas de risques de confusion, on la notera simplement ‖ · ‖. Pour

toute matrice A ∈M3×3, on notera At sa transposée et Tr(A) sa trace. On définit le tenseur
des déformations linéarisé e(u) associé à u comme étant la partie symétrique du gradient
de u , soit e(u) := (∇u + ∇ut)/2. La notation ∇au désignera la partie antisymétrique

56



4.1. Elasticité linéaire 57

de ∇u, soit ∇au := (∇u − ∇ut)/2. On appellera mouvement rigide, tout élément u de
H1(Ω,R3) vérifiant e(u) = 0. On montre [17] qu’un déplacement u est un mouvement
rigide si, et seulement si, il existe deux vecteurs a et b dans R3 tels que, pour presque tout
x ∈ Ω, u(x) = a+ b ∧ x. L’ensemble des mouvements rigides sera noté R.

4.1.2 Objectivité

Des considérations physiques (l’objectivité de l’énergie) suggèrent de ne prendre en compte
que des fonctionnelles qui s’annulent pour les mouvements rigides. Une fonctionnelle
F : L2(Ω,R3) → [0,+∞], sera dite objective si elle vérifie :

∀r ∈ R, F (r) = 0. (4.1)

On référera à cette propriété comme étant l’objectivité de F .

4.1.3 Inégalité de Korn

Cette inégalité régulièrement utilisée dans les problèmes d’élasticité linéaire, est assez
surprenante à première vue, puisqu’elle affirme que l’on peut contrôler la norme L2(Ω,R3)
des 9 dérivées partielles d’un élément u de H1(Ω,R3) par la norme L2(Ω,R3) de seulement
6 combinaisons linéaires de ces mêmes dérivées partielles.

Théorème 4.1 (Inégalité de Korn) Soit Ω un ouvert borné de R3 de frontière régulière.
Il existe une constante C = C(Ω) positive telle que

∀u ∈ H1(Ω,R3), ‖∇u‖L2(Ω;M3×3) ≤ C
(
‖u‖L2(Ω,R3) + ‖e(u)‖L2(Ω;M3×3)

)
. (4.2)

Pour la preuve du théorème 4.1, voir par exemple [21]. Comme conséquence de (4.2), la
semi-norme ‖e(u)‖L2(Ω;M3×3) est une norme sur H1

0(Ω,R
3) équivalente à la norme usuelle

de H1(Ω,R3).

On peut noter que la présence de la norme L2(Ω,R3) de u dans (4.2) fait que la
constante C varie par changement d’échelle. Ceci rend l’inégalité de Korn inopérante
dans certaines situations. Pour contourner cette difficulté, nous établissons une variante
de l’inégalité de Korn avec une constante invariante par changement d’échelle.

Lemme 4.2 (Inégalité de Korn homogène) Soit Ω un ouvert borné de R3 de frontière
régulière. Alors, il existe une constante C = C(Ω) positive telle que, pour tout u ∈
H1(Ω,R3), ∫

Ω

∥∥∥∥∇u−−
∫

Ω

∇au

∥∥∥∥2

dx ≤ C
∫

Ω

‖e(u)‖2 dx. (4.3)

Preuve : Nous allons faire un raisonnement par l’absurde. Supposons donc que pour
toute constante C > 0, il existe un certain u ∈ H1(Ω,R3) vérifiant l’inégalité inverse de



58 4. Fonctionnelles objectives des déplacements de l’espace physique

(4.3), soit tel que ∫
Ω

∥∥∥∥∇u−−
∫

Ω

∇au

∥∥∥∥2

dx > C

∫
Ω

‖e(u)‖2 dx. (4.4)

Il existe donc une suite (un) dans H1(Ω,R3) qui vérifie
∫

Ω

‖e(un)‖2 dx −→ 0∫
Ω

∥∥∥∥∇un −−
∫

Ω

∇aun
∥∥∥∥2

dx = 1.

Posant vn := un −
(
−
∫

Ω

∇aun
)
· x−−

∫
Ω

un, la suite (vn) vérifie



∫
Ω

‖e(vn)‖2 dx =

∫
Ω

‖e(un)‖2 dx −→ 0, −
∫

Ω

vn = 0,

∫
Ω

‖∇vn‖2 dx = 1,

∇vn = ∇un −−
∫

Ω

∇aun ,−
∫

Ω

∇avn = 0.

D’après l’inégalité de Poincaré-Wirtinger, la suite (vn) est bornée dans H1(Ω,R3) : il existe
un certain v dans H1(Ω,R3) tel que, à une sous-suite près, (vn) converge faiblement vers
v dans H1(Ω,R3). On a

∫
Ω
‖e(v)‖2 = 0 et, d’après ce qui précède, v est un mouvement

rigide. De plus ∫
Ω

v(x) dx =

∫
Ω

∇av(x) dx = 0.

Par conséquent v = 0. Ainsi (vn) converge fortement dans L2(Ω,R3) vers 0. Par suite on
a

‖vn‖2
L2(Ω,R3) + ‖∇vn‖2

L2(Ω,R3) −→ 1.

D’autre part, puisque e(vn) −→ 0 et vn −→ 0, on a

‖vn‖2
L2(Ω,R3) + ‖e(vn)‖2

L2(Ω,Mn×n) −→ 0.

Ceci est en contradiction avec l’inégalité de Korn (4.2) qui assure que ces deux quantités
sont des normes équivalentes dans H1(Ω,R3).

!"

4.2 Sur une notion de convergence adaptée

L’étude de la fermeture des fonctionnelles de l’élasticité ayant été conclue après celle de la
fermeture de celles de diffusion, nous nous sommes aperçus que les résultats s’énoncaient
plus simplement et se démontraient plus élégamment en introduisant une notion de con-
vergence plus adaptée que la Mosco ou la Γ-convergence : une notion que nous nommons
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τ -convergence dans la suite. Faute de temps nous n’avons malheureusement pas pu réécrire
les chapitres précédent dans ce cadre.

Toutes les fonctionnelles que nous considérons dans ce chapitre sont définies sur l’es-
pace de Lebesgue L2(Ω,R3). Elles sont propres, convexes et semi-continues inférieurement
sur L2(Ω,R3). Nous notons P leur ensemble et introduisons cette notion de convergence
de fonctionnelles qui est particulièrement adaptée à notre problème :

Définition 4.3
Nous dirons qu’une suite de fonctionnelles (Fn) dans P τ -converge vers une fonctionnelle

F , et nous écrirons Fn
τ−→F , si, et seulement si, elle vérifie les trois propriétés suivantes :

i) Inégalité de la borne inférieure : Pour toute suite (un) qui converge faiblement vers un
certain u dans L2(Ω,R3),

lim inf
n→∞

Fn(un) ≥ F (u) . (4.5)

ii) Première inégalité de la borne supérieure : Pour tout u dans L2(Ω,R3), il existe une
suite approximante (un) convergeant vers u fortement dans L2(Ω,R3) de telle sorte que

lim sup
n→∞

Fn(un) ≤ F (u) . (4.6)

iii) Deuxième inégalité de la borne supérieure : Pour tout u dans H1(Ω,R3), il existe une
suite (un) convergeant vers u pour la topologie forte de H1(Ω,R3) telle que

lim sup
n→∞

Fn(un) ≤ F (u) . (4.7)

Remarque 4.4 Tout résultat de densité établi pour la τ -convergence est aussi valable
pour la Mosco-convergence dans L2(Ω,R3) et la Γ-convergence pour la topologie forte de
L2(Ω,R3).

Cette notion de τ -convergence est étroitement liée à celle de Γ-convergence qui est
adaptée à l’étude de problèmes variationnels et à celle de Mosco-convergence qui est
particulièrement adaptée aux cas convexes. En effet les points (i) et (ii) de notre définition
sont équivalents à la Mosco-convergence dans L2(Ω,R3) de la suite (Fn) vers F . Le point
(iii) affirme de plus que la suite des restrictions à H1(Ω,R3) des fonctionnelles Fn Mosco-
converge, dans H1(Ω,R3), vers la restriction de F à H1(Ω,R3) : grossièrement parlant,
la τ -convergence est la Mosco convergence à la fois dans L2(Ω,R3) et H1(Ω,R3). La Γ-
convergence est une notion plus faible : comme vu au premier chapitre, pour prouver la
Γ-convergence de (Fn) vers F pour une certaine topologie, on doit établir l’inégalité de la
borne inférieure et celle de la borne supérieure (4.5) et (4.6) lorsque (un) tend vers u pour
cette topologie. On vérifie facilement que la τ -convergence de (Fn) vers F implique sa
Γ-convergence vers F pour les topologies forte et faible de L2(Ω,R3) et la Γ-convergence
des restrictions à H1(Ω,R3) pour les topologies forte et faible de H1(Ω,R3). La remarque
4.4 résulte du fait que, plus une notion de convergence est forte, plus fort est le résultat
de densité associé.

Il est classique de raccourcir les preuves en analyse asymptotique en considérant
uniquement des suites à énergie bornée. En effet :
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Remarque 4.5 Il est clair qu’un résultat de τ -convergence est prouvé même si l’on ne
considère dans (i) que des suites (un) à énergie bornée (i.e. telles que Fn(un) < M < +∞)
et dans (ii) ainsi que dans (iii) uniquement des fonctions u telles que F (u) < +∞.

De la même manière, on raccourcit la démonstration des points ii) et iii) en ne con-
sidérant pour des raisons de densité que des fonctions régulières.

Remarque 4.6 Si F est continue pour la topologie forte de L2(Ω,R3) alors les assertions
ii) et iii) sont équivalentes à l’assertion suivante :

iv) Pour tout u ∈ C∞(Ω,R3), il existe une suite (un) convergeant fortement vers u
dans H1(Ω,R3) et vérifiant

lim sup
n→∞

Fn(un) ≤ F (u). (4.8)

En effet, soit u ∈ L2(Ω,R3). Pour tout n ≥ 1, il existe vn ∈ C∞(Ω,R3) tel que

‖u− vn‖L2(Ω,R3) ≤
1

n
, (4.9)

|F (u) − F (vn)| ≤
1

n
, (4.10)

et ‖u− vn‖H1(Ω,R3) ≤
1

n
si u ∈ H1(Ω,R3). (4.11)

D’après (4.8), pour tout n il existe un tel que

‖un − vn‖H1(Ω,R3) ≤
1

n
et Fn(un) ≤ F (vn) +

1

n
. (4.12)

Les inégalités (4.10), (4.11) et (4.12) impliquent l’assertion iii) alors que les inégalités
(4.9), (4.10) et (4.12) impliquent l’assertion ii). !"

La propriété suivante mettra en évidence un premier intérêt de la notion de τ -convergence.
En effet cette convergence est stable par addition d’éléments d’une large classe de pertur-
bations.

Propriété 4.7 Notons R l’ensemble de toutes les fonctionnelles dans P qui sont, soit
continues pour la topologie forte de L2(Ω,R3), soit continues pour la topologie forte de
H1(Ω,R3) avec un domaine contenu dans H1(Ω,R3). On a

Fn
τ−→F et G ∈ R ⇒ Fn +G

τ−→F +G. (4.13)

Preuve : Soit (un) une suite convergeant faiblement vers u dans L2(Ω,R3). Comme G ∈
P est semi-continue inférieurement pour la topologie faible de L2(Ω,R3), la τ -convergence
de (Fn) vers F implique l’inégalité de la borne inférieure :

lim inf
n→∞

(Fn +G)(un) ≥ lim inf
n→∞

Fn(un) + lim inf
n→∞

G(un) ≥ F (u) +G(u) ,
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et le point (i) de la définition 4.3 est prouvé. Soit maintenant u ∈ H1(Ω,R3). La τ -
convergence de (Fn) vers F implique l’existence d’une suite (un) qui converge fortement
vers u dans H1(Ω,R3) et qui vérifie

lim sup
n→∞

Fn(un) ≤ F (u) . (4.14)

Comme dans tous les cas G est continue, pour la topologie forte de H1(Ω,R3), nous avons
aussi

lim sup
n→∞

(Fn +G)(un) ≤ (F +G)(u) (4.15)

et le point (iii) est prouvé. Clairement, ceci prouve également le point (ii) lorsque le
domaine de G est contenu dans H1(Ω,R3). Sinon, G est continue pour la topologie forte
de L2(Ω,R3). La τ -convergence de (Fn) vers F donne l’existence d’une suite (un) qui
converge fortement vers u dans L2(Ω,R3) et qui satisfait l’inégalité de la borne supérieure
(4.14). Par continuité de G, l’inégalité (4.15) et donc le point (ii) sont vérifiés.

!"

Définition 4.8
Soit U un sous-ensemble de P. On appellera fermeture de U et on notera U l’ensemble de
toutes les τ -limites de suites dans U.

La propriété suivante est essentielle dans notre démarche. Elle met en évidence un
deuxième intérêt de la notion de τ -convergence.

Propriété 4.9 Pour tout sous-ensemble U de P, on a U = U.

Preuve : Comme la Mosco-convergence et contrairement à la Γ-convergence, la τ -
convergence est métrisable au moins sur une grande partie de P, notamment sur l’ensemble
Ppr de toutes les fonctionnelles dans P dont les domaines rencontrent H1(Ω,R3).

Il a été prouvé dans [2] (section 3.5) que la topologie de la Mosco-convergence est
métrisable sur l’ensemble des fonctionnelles propres, convexes et semi-continues inférieure-
ment : il existe une métrique d1 sur P telle que la Mosco-convergence, dans L2(Ω,R3),
d’une suite (Fn) vers une fonctionnelle F soit équivalente à la convergence de d1(Fn, F )
vers zéro :

Fn
L2(Ω)−M
−−−−→ F ⇐⇒ d1(Fn, F ) −→ 0.

Comme dans tout espace métrique, la propriété de diagonalisation est alors valable.

Soit F ∈ U. Par définition de U, il existe une suite (Fn) dans U qui τ -converge vers F
lorsque n tend vers plus l’infini, et par définition de U, pour tout n, il existe une suite (F n

m)
dans U qui τ -converge vers Fn lorsque m tend vers plus l’infini. Comme la τ -convergence
implique la Mosco-convergence dans L2(Ω,R3), et comme cette dernière convergence est
métrisable, il existe une suite diagonale (F n

m(n)) qui Mosco-converge dans L2(Ω,R3) vers
F lorsque n tend vers plus l’infini.
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Si F appartient à P \ Ppr, ceci suffit à affirmer la τ -convergence de (Fn) vers F . En
effet, F (u) = +∞ pour tout u ∈ H1(Ω,R3) et, en vertu de la remarque 4.5, le point (iii)
de la définition 4.3 est trivial.

Si F appartient à Ppr, on peut supposer, quitte à extraire des sous-suites, que chaque
Fn et chaque F n

m appartient aussi à Ppr. Montrons, maintenant, que la τ -convergence est
métrisable sur Ppr. La restriction à H1(Ω,R3) de n’importe quel élément de Ppr appartient
à l’ensemble des fonctionnelles propres, convexes et semi-continues inférieurement pour
la topologie de H1(Ω,R3). Donc, il existe une métrique d2 sur cet ensemble qui définit
la Mosco-convergence dans H1(Ω,R3). Introduisons la distance d := d1 + d2 sur Ppr.
La convergence au sens de la distance d est équivalente à la τ -convergence et l’on peut
encore utiliser la propriété de diagonalisation. Il existe une suite diagonale (F n

m(n)) qui

τ -converge dans L2(Ω,R3) vers F lorsque n tend vers plus l’infini. Ainsi, dans les deux
cas, F appartient à U. !"

Propriété 4.10 Soit U un cône convexe dans R. Soit F et G dans U. Si F ∈ R alors
F +G appartient à U.

En effet, il existe des suites (Fn) et (Gn) dans U qui τ -convergent respectivement vers F
and G. Donc, par la propriété 4.7, F +Gn τ -converge vers F +G et, pour tout n, Fm+Gn

τ -converge vers F + Gn lorsque m tend vers plus l’infini. Ainsi F + G appartient à U et
le résultat découle de la propriété 4.9. !"

Propriété 4.11 Soit (Fn) une suite croissante de fonctionnelles dans P qui converge
simplement vers une fonctionnelle F . Alors (Fn) τ -converge vers F .

Preuve : On a, pour tout n > n0, et tout v ∈ L2(Ω,R3),

F (v) ≥ Fn(v) ≥ Fn0(v). (4.16)

Soit (un) une suite qui converge faiblement dans L2(Ω,R3) vers un certain u. Pour tout
n0 ∈ N, la fonctionnelle Fn0 est semi-continue inférieurement. Donc les inégalités (4.16)
donnent

lim inf
n

Fn(un) ≥ lim inf
n

Fn0(un) ≥ Fn0(u) .

Par passage à la limite, lorsque n0 tend vers plus l’infini, dans l’inégalité précédente, nous
obtenons l’inégalité de la borne inférieure :

lim inf
n→∞

Fn(un) ≥ F (u).

Les inégalités de la borne supérieure (points (ii) et (iii) de la définition 4.3) sont as-
surées par la convergence simple de (Fn) vers F . En effet, il suffit de choisir comme suite
approximante la suite constante un := u. !"

4.2.1 Les formes quadratiques

Formes quadratiques objectives : On note Q ⊂ P l’ensemble des formes quadratiques
objectives, i.e. l’ensemble de toutes les formes quadratiques F : L2(Ω,R3) → R+ ∪{+∞},
positives et semi-continues inférieurement qui vérifiant F (r) = 0, pour tout r ∈ R.
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Remarque 4.12 L’ensemble de toutes les formes quadratiques objectives est fermé :
Q = Q.

En effet, on vérifie facilement que toute τ -limite est s.c.i dans L2(Ω,R3) et que les pro-
priétés (4.1), (1.32), (1.33) et (1.34) passent à la limite par τ -convergence. Noter que ce
résultat de fermeture est valable pour la Γ-convergence pour la topologie forte de L2(Ω,R3)
[36]. Ceci est nécessaire si l’on veut interpréter nos résultats de densité en termes de Γ-
convergence pour la topologie forte de L2(Ω,R3).

Fonctionnelles d’élasticité : Les fonctionnelles d’élasticité appartiennent à Q. Dorénavant,
nous fixons un coefficient de Poisson ν dans (−1, 1/2). Nous considérons l’ensemble Eν des
fonctionnelles d’élasticité dont le coefficient de Poisson cöıncide avec ν. Plus précisément,
posant

jν(u) := ‖e(u)‖2 +
ν

(1 − 2ν)
tr(e(u))2 , (4.17)

et

Eα,ν(u) :=


∫

Ω

α(x)jν(u) dx, si u ∈ H1(Ω,R3),

+∞, sinon,
(4.18)

l’ensemble Eν s’exprime comme suit

Eν :=
{
Eα,ν ;α ∈ L∞(Ω,R+), α−1 ∈ L∞(Ω,R+)

}
. (4.19)

De simples comparaisons algébriques de formes quadratiques sur les matrices symétriques
mènent à la

Remarque 4.13 Pour tout u, on a

(1 + ν)(e33(u))
2 ≤ jν(u) (4.20)

et

kν‖e(u)‖2 ≤ jν(u) ≤ Kν‖e(u)‖2, (4.21)

où kν et Kν sont les constantes positives : kν := min(1, 1+ν
1−2ν

), Kν := max(1, 1+ν
1−2ν

).

En effet, on a

jν(u) − (1 + ν)(e33(u))
2 ≥

≥ (e11(u))
2 + (e22(u))

2 − ν(e33(u))2 +
ν

1 − 2ν
(e11(u) + e22(u) + e33(u))

2

≥ ((e11(u))
2 + (e22(u))

2 +
ν

1 − 2ν
(e11(u) + e22(u))

2

+
2

1 − 2ν
(e11(u) + e22(u))νe33(u) +

2

1 − 2ν
(νe33(u))

2.
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Utilisant le fait que 2
(
(e11(u))

2 + (e22(u))
2
)
≥

(
e11(u) + e22(u)

)2
, on obtient

jν(u) − (1 + ν)(e33(u))
2 ≥

≥ 1

2(1 − 2ν)
(e11(u) + e22(u))

2 +
2

1 − 2ν
(e11(u) + e22(u))νe33(u) + 2

(νe33(u))
2

1 − 2ν

≥ 1

1 − 2ν

(
e11(u) + e22(u)√

2
+ νe33(u)

√
2

)2

.

Ceci prouve (4.20). Pour établir (4.21), on distingue deux cas :

Lorsque ν ∈ [0, 1/2[, grâce à l’inégalité

3
(
(e11(u))

2 + (e22(u))
2 + (e33(u))

2
)
≥

(
e11(u) + e22(u) + (e33(u)

)2
,

on a

‖e(u)‖2 ≤ jν(u) = (e11(u))
2 + (e22(u))

2 + (e33(u))
2 + 2

(
(e12(u))

2 + (e13(u))
2 + (e23(u))

2
)

+
ν

1 − 2ν

(
e11(u) + e22(u) + (e33(u)

)2

≤ (e11(u))
2 + (e22(u))

2 + (e33(u))
2 + 2

(
(e12(u))

2 + (e13(u))
2 + (e23(u))

2
)

+
3ν

1 − 2ν

(
(e11(u))

2 + (e22(u))
2 + (e33(u))

2
)

≤
(

1 +
3ν

1 − 2ν

)
‖e(u)‖2

≤
(

1 + ν

1 − 2ν

)
‖e(u)‖2. (4.22)

Lorsque ν ∈] − 1, 0], de la même manière, on obtient

‖e(u)‖2 ≥ jν(u) ≥
(

1 +
3ν

1 − 2ν

)
‖e(u)‖2 ≥

(
1 + ν

1 − 2ν

)
‖e(u)‖2. (4.23)

L’inégalité (4.23) complétée par (4.22) implique (4.21) 1.

Formes continues : Comme dans le cas scalaire, le sous-ensemble de Q de fonctionnelles
qui sont continues pour la topologie forte de L2(Ω,R3) joue un rôle très important dans
nos preuves. On le note C.

Remarque 4.14 L’ensemble Eν ∩ C est un cône convexe.

En effet, Eν et C sont des cônes convexes inclus dans R. Si F et G appartiennent à
Eν ∩ C, alors la propriété 4.10 assures que F +G ∈ Eν .

1Une autre façon d’établir (4.21) consiste à décomposer la matrice e(u) en partie déviatrice
◦
e(u) et

partie trace 1
3Tr(e(u))II, où II est l’identité dans M3×3(R). On a alors jν(u) = ‖◦e(u)‖2 +( 1+ν

1−2ν ) 1
3Tr(e(u))2,

et donc min(1, 1+ν
1−2ν )‖e(u)‖2 ≤ jν(u) ≤ max(1, 1+ν

1−2ν )‖e(u)‖2.
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Formes discrètes : Pour toute fonction g �= 0 dans L∞(R3,R+), pour toute famille
(xi) ∈ Ωp de p points distincts dans Ω et toute forme quadratique positive q sur (R3)p, on
note Dq,(xi),g la forme quadratique définie, pour tout u ∈ L2(Ω,R3), par

Dq,(xi),g(u) :=

∫
Ω̃

q(u(x1 + x), u(x2 + x), . . . , u(xp + x))g(x) dx, (4.24)

où Ω̃ := ∩p
i=1(Ω − xi). On vérifie qu’une telle fonctionnelle est continue pour la topologie

forte de L2(Ω,R3) et qu’elle est objective si, et seulement si, pour tout v ∈ R3,

q(v, v, . . . , v) = 0 et q(v ∧ x1, v ∧ x2, . . . , v ∧ xp) = 0. (4.25)

Nous référerons à la propriété (4.25) comme l’objectivité de (q, (xi)). L’ensemble de toutes
les formes objectives Dq,(xi),g est noté Qp.

Formes discrètes de rang un : Pour toute fonction g �= 0 dans L∞(R3,R+), pour toute
famille (xi) ∈ Ωp de p points distincts dans Ω et toute famille de“forces” (fi) ∈ (R3)p, on
note L(fi),(xi),g la forme quadratique définie, pour tout u ∈ L2(Ω,R3), par

L(fi),(xi),g(u) :=

∫
Ω̃

(
p∑
i=1

fi · u(xi + x)
)2

g(x) dx. (4.26)

Pour qu’une telle fonctionnelle soit objective, il faut et il suffit que la famille (xi, fi) vérifie

p∑
i=1

fi = 0 et

p∑
i=1

xi ∧ fi = 0 . (4.27)

Nous référerons à cette propriété comme l’équilibre du système de forces (fi, xi). L’ensem-
ble de toutes les formes objectives L(fi),(xi),g est un sous-ensemble de Qp. On le note Lp.

Formes élémentaires : Le cas p = 2 joue un rôle crucial dans cette étude. On vérifie sans
peine que Q2 cöıncide avec L2 qui contient uniquement des fonctionnelles “élémentaires”
de la forme :

S(x1,x2),g(u) =

∫
Ω̃

s(x1,x2)(u(x1 + x), u(x2 + x))g(x) dx, (4.28)

où s(x1,x2) est la forme quadratique définie, pour tout (u1, u2) ∈ (R3)2, par

s(x1,x2)(u1, u2) =

(
(u1 − u2) ·

x1 − x2

‖x1 − x2‖

)2

. (4.29)

Noter que, d’un point de vue mécanique, s(x1,x2) correspond à une interaction de type
“ressort” entre les points x1 et x2.
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4.3 Stratégie de la preuve du résultat de densité en

élasticité

Le résultat principal (Théorème 6.13) de cette partie sur l’élasticité s’établit, à l’instar
du cas scalaire, en plusieurs étapes : D’abord, on montre au chapitre 5 que L2 ⊂ Eν .
Ceci signifie que toute interaction à deux points de type ressort appartient à la fermeture.
Pour ce faire, on construit un matériau composite qui a les propriétés effectives cherchées.
Cette étape est la plus longue et aussi la plus technique. Mais le résultat qu’on y établit
est la base sur laquelle s’appuie le reste de notre argument.

Le deuxième outil fondamental est fourni par le théorème 6.3 au chapitre 6. Un
théorème qui nous permet de considérer des interactions “indirectes”. D’un point de
vue mécanique, les interactions à plusieurs points via un “treillis de ressorts” peuvent
alors être obtenues. Ceci nous permet de généraliser le premier résultat et de prouver
successivement que L4 et donc, par récurrence, Lp pour p > 4, sont inclus dans Eν . La
généralisation de ce dernier à Qp ne présente aucune difficulté.

Ensuite, nous approchons toute fonctionnelle continue par des éléments de Qp. La
difficulté majeure de cette discrétisation réside dans le fait que l’on ne doit utiliser que des
fonctionnelles approximantes objectives. Tous ces résultats sont résumés dans le théorème
6.11 qui affirme que

C ⊂ Eν . (4.30)

La dernière étape est classique. On utilise la notion d’approximation de Moreau-Yosida,
pour approcher tout élément de Q par une suite de fonctionnelles continues. Le théorème
6.12 affirme que

Q ⊂ C. (4.31)
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5.2.3 L’inégalité de la borne supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Le but de ce chapitre est de montrer que toute interaction non-locale à deux points
appartient à la fermeture Eν de l’ensemble des fonctionnelles de l’élasticité de coefficient
de Poisson ν. Il s’agit d’un problème tout à fait similaire à celui traité dans le chapitre
2. Les constructions utilisées sont voisines. Les modifications proviennent essentiellement
des estimations d’énergie qui sont spécifiques à l’élasticité. D’un point de vue technique,
et grâce au cadre fonctionnel adapté que nous avons introduit dans le chapitre précédent,
nous traitons le cas d’un ouvert borné régulier Ω au lieu de nous limiter à un cube. Les
démonstrations en sont même simplifiées. Le résultat principal de ce chapitre s’énonce

Théorème 5.1 On a L2 ⊂ Eν.

Preuve : Soit S(x1,x2),g dans L2. Il existe une suite croissante de fonctions (gn) à support

compact dans Ω̃ := (Ω−x1)∩ (Ω−x2) qui converge vers g pour presque tout x ∈ Ω̃. Ceci
entrâıne la convergence simple de la suite croissante (S(x1,x2),gn) vers S(x1,x2),g et donc,
grâce à la propriété 4.11, sa τ -convergence vers S(x1,x2),g. Par conséquent, par la propriété

de diagonalisation (Propriété 4.9), il suffit de prouver que S(x1,x2),gn appartient à Eν . Donc,

sans perte de généralité, on peut supposer que g a un support compact dans Ω̃.

De plus, puisque L2 ⊂ C ⊂ R, la remarque 4.14 nous permet de découper la fonction
g en plusieurs parties et donc de supposer, sans perte de généralité, que le support de g

67
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est contenu dans un cube

C := x0 + (0, d)3 (5.1)

qui vérifie

x1 + C ⊂ Ω, x2 + C ⊂ Ω et (x1 + C) ∩ (x2 + C) = ∅. (5.2)

Par un argument de translation suvie d’une homothétie nous pouvons supposer, sans perte
de généralité, que

C := (0, 1)3 . (5.3)

Lorsque g vérifie toutes ses hypothèses, on conclut la preuve en construisant, de
manière explicite, une suite (Eαn,ν) de fonctionnelles de l’élasticité et en prouvant la
τ -convergence de cette suite vers S(x1,x2),g. Ceci est l’objet des deux prochaines sections.

5.1 Description d’un matériau composite élastique

Nous allons construire un matériau composite qui conduit aux propriétés effectives voulues.
Soit n une suite d’entiers naturels tendant vers plus l’infini et (rn) une suite de réels qui
converge vers zéro de telle sorte que

lim
n→∞

n−3| ln rn| = +∞. (5.4)

Pour tout n, on divise le cube C en n3 petits cubes

Cn
I :=

(
(
i− 1

n
,
i

n
) × (

j − 1

n
,
j

n
) × (

k − 1

n
,
k

n
)

)
, (5.5)

où I = (i, j, k) appartient à l’ensemble {1 · · ·n}3 qui, dans la suite, sera identifié à In :=
{1 · · ·n3}.
L’interaction non-locale est simulée par des fibres d’une grande rigidité : ce sont des
cylindres très fins d’axe x2 − x1 et de rayon

rnI := rn

(
1√
n

+
‖x2 − x1‖n3

π(1 + ν)

∫
Cn

I

g(x)dx

) 1
2

. (5.6)

On fixe les extrémités de nos fibres en introduisant une famille (znI ) comme suit : soit cnI
le centre de Cn

I , soit ∆n
I la droite passant par znI et de direction x2 − x1. On impose à la

famille (znI ) de vérifier

‖znI − cnI ‖ < (8n)−1, ∀I ∈ {1 · · ·n3} (5.7)

d(∆n
I , z

n
I′) > 2n−2,∀I �= I ′ ∈ {1 · · ·n3}. (5.8)

L’existence d’une telle famille a déjà été prouvée au chapitre 2.
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Considérons, dans C, les boules : Bn
I := B (znI , n

−2) , et , dans Ω, les cylindres Fn
I :

Fn
I := znI + {x′ + (1 − t)x1 + tx2 ; x′ ⊥ (x2 − x1), ‖x′‖ < rnI , t ∈ (0, 1)} .

CI
n

FI
n

B n
I

0x

x1

x2

Ω

C

d

Figure 2 : Le matériau composite .

On définit la zone de renforcement Ωn ⊂ Ω (cf. Figure 2) par :

Ωn :=
⋃
I∈In

(Fn
I ) ∪ (x1 + Bn

I ) ∪ (x2 + Bn
I ) . (5.9)

Noter que la façon dont on a choisi la famille (znI ) évite toute collision entre les fibres ; ce
qui n’était, a priori, pas évident (cf. Figure 2) puisque le nombre ( n3) des fibres est très
grand. Et enfin, on fixe la rigidité de notre matériau composite en posant

αn(x) :=

{
n−1/2 si x ∈ Ω \ Ωn,

r−2
n n

−3 si x ∈ Ωn.
(5.10)

Le théorème 5.1 sera prouvé une fois que l’on aura montré que la suite (Eαn,ν) τ -
converge vers S(x1,x2),g.

5.2 Un théorème d’homogénéisation en élasticité

Le but de cette section est de prouver le

Théorème 5.2 La suite de fonctionnelles de l’élasticité (Eαn,ν) définies dans la section
5.1 τ -converge vers S(x1,x2),g.
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5.2.1 Lemmes préliminaires

Le premier lemme donne une estimation de l’énergie d’une poutre en extension. Soit
ε > 0 et D > 0 deux nombres réels donnés. Soit D(0, ε) ⊂ R2 le disque de rayon ε. Dans
le cylindre D(0, ε) × (0, D) ⊂ R3, on pose x = (x′, x3) et u = (u′, u3).

Lemme 5.3 Pour tout 0 < a < b < D et u ∈ H1(D(0, ε) × (0, D), R3), on a∫
D(0,ε)×(0,2)

jν(u) dx ≥ πε2

D
(1 + ν)

(
−
∫
D(0,ε)×(0,a)

u3 −−
∫
D(0,ε)×(b,2)

u3

)2

.

Preuve : Dans D(0, ε)× (0, D), posons x = (x′, x3). Grâce à la remarque 4.13, on a, pour
tout 0 < y < z < D,∫

D(0,ε)×(0,2)

jν(u) dx ≥ (1 + ν)

∫
D(0,ε)

(

∫ 2

0

(
∂u3

∂x3

)2 dx3) dx
′

≥ (1 + ν)

∫
D(0,ε)

(

∫ z

y

(
∂u3

∂x3

)2 dx3) dx
′

≥ (1 + ν)
1

z − y

∫
D(0,ε)

(

∫ z

y

∂u3

∂x3

dx3)
2dx′

≥ (1 + ν)
1

D

∫
D(0,ε)

(u3(x
′, z) − u3(x

′, y))2dx′.

Prenant la moyenne dans cette dernière inégalité pour les y ∈ (0, a) et z ∈ (b, D), l’inégalité
de Jensen et le théorème de Fubini impliquent que∫

D(0,ε)×(0,2)

jν(u) dx

≥ (1 + ν)

Da(D− b)

∫
D(0,ε)

(

∫ a

0

(

∫ 2

b

(u3(x
′, z) − u3(x

′, y))2 dz) dy) dx′

≥ (1 + ν)

Da2(D− b)2πε2

(∫
D(0,ε)

(a

∫ 2

b

u3(x
′, z) dz −(D− b)

∫ a

0

u3(x
′, y) dy) dx′

)2

≥ (1 + ν)πε2

D

(
−
∫
D(0,ε)×(0,a)

u3(x) dx−−
∫
D(0,ε)×(b,2)

u3(x) dx

)2

. (5.11)

!"

Le lemme suivant affirme que , pour un cylindre suffisamment mince, l’inégalité précé-
dente est optimale. De plus, il donne une estimation de l’énergie d’interaction entre ce
cylindre et un autre qui l’entoure .

Soit δ un nombre réel tel que 0 < ε < δ < D/4. Soit C ⊂ R3 le cylindre C :=
D(0, δ) × (0, D), et B−, B+ les demi-sphères (cf. Figure 3) définies par

B− := {x ∈ C; ‖x‖ < δ} et B+ := {x ∈ C; ‖x− (0, D)‖ < δ}.
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On note H l’ensemble des fonctions de classe C1 par morceaux sur C qui sont constantes
sur B− et B+ (u− et u+ sont les valeurs prises par un u ∈ H, respectivement, sur B− et
B+).

x 3

δ

ε

B B− +

Figure 3 : La géométrie du cylindre C.

Lemme 5.4 Il existe un opérateur ΛC,ε de H dans H, qui vérifie, pour tout u ∈ H,

ΛC,ε(u) = u− sur B− , ΛC,ε(u) = u+ sur B+, (5.12)

ΛC,ε(u) = u sur ∂C , ‖ΛC,ε(u)‖ ≤ c sur C , (5.13)∫
D(0,ε)×(0,2)

jν(ΛC,ε(u)) dx ≤πε
2

D
(1 + ν)(u+

3 − u−3 )2 + cε2δ, (5.14)∫
(D(0,δ)\D(0,ε))×(0,2)

jν(ΛC,ε(u)) dx ≤c
(
δ2− ε2 +

1

log(δ) − log(ε)

)
, (5.15)

où c est une constante qui dépend uniquement de ν, D et M := max(‖u‖∞, ‖e(u)‖∞).

Preuve : Nous allons construire une fonction ΛC,ε(u) (que nous noterons simplement v)
qui vérifie (5.12)-(5.15). Soit (e1, e2, e3) une base orthonormée dans laquelle (u+ − u−)
s’écrit (u+ − u−) = ξ1e1 + ξ3e3. On introduit γ ∈ C0((0, D), (0, 1)) comme suit

γ(s) := 0 si s ≤ δ ou s ≥ D− δ, γ(s) := 1 si s ∈ (2δ, D− 2δ),

γ(s) :=
s

δ
− 1 si s ∈ (δ, 2δ) et γ(s) :=

D− s
δ

− 1 si s ∈ (D− 2δ, D− δ).

On définit v sur D(0, ε) × (0, D) en posant v(x) := u− si x3 ≤ δ, v(x) := u+ si x3 ≥ D− δ
et, pour tout x = (x1, x2, x3) ∈ D(0, ε) × [δ, D− δ),

v1(x) := u−1 + ξ1

[
3

(
x3 − δ
D− 2δ

)2

− 2

(
x3 − δ
D− 2δ

)3
]
− ξ3ν

D
γ(x3)x1,

v2(x) := u−2 − ξ3ν

D
γ(x3)x2,

v3(x) := u−3 − ξ1
[
6(x3 − δ)
(D− 2δ)2

− 6(x3 − δ)2

(D− 2δ)3

]
x1 + ξ3

(
x3 − δ
D− 2δ

)
.



72 5. Un milieu composite élastique présentant des interactions . . .

x1

3x
0

ε

δ 2δ

Figure 4 : Le déplacement v dans une poutre.

D’un point de vue mécanique, v est une approximation du mouvement d’une poutre
élastique qui a des déplacements fixés et constants aux extrémités. Les termes qui font
intervenir ξ1 décrivent la flexion de la poutre, le dernier terme dans v3 décrit son extension
pendant que les termes qui font intervenir γ décrivent le rétrécissement (ou l’élargissement
si ν < 0) dû à un coefficient de Poisson non nul (voir Figure 4). La précision de cette
approximation est donnée par les estimations ci-dessous. Il est évident que v est de classe
C1 par morceaux sur D(0, ε) × (0, D). Des estimations rapides sur chaque composante de
v et ∇v montrent qu’il existe des constantes M1, M2, M3 dépendant uniquement de M ,
ν et D telles que, pour tout x ∈ D(0, ε) × (0, D),

‖v(x)‖ ≤M1, ‖∇v(x))‖ ≤M2, (5.16)

et pour tout x ∈ D(0, ε) × (δ, D− δ)

|e33(v)(x) − D−1ξ3| ≤M3δ. (5.17)

Utilisant ces estimations et la remarque 4.13 on peut écrire∫
D(0,ε)×(0,2)

jν(v) dx ≤ 2KνπM
2
2 ε

2δ +

∫
D(0,ε)×(2δ,2−2δ)

jν(v) dx.

Sur D(0, ε) × (2δ, D− 2δ), un simple calcul donne

jν(v) = (1 + ν)(e33(v)(x))
2 +

2ν2

1 − 2ν

(
e33(v)(x) −

ξ3
D

)2

≤ (1 + ν)

(
ξ3
D

)2

+M4δ, (5.18)

oùM4 dépend uniquement deM , ν et D. L’inégalité (5.14) en découle. Elle reflète une pro-
priété bien connue des poutres élastiques minces : l’énergie liée à leur flexion est négligeable
comparée à celle due à l’extension.

Nous prolongeons v à l’ensemble (D(0, δ) \D(0, ε)) × (0, D) en posant, pour tout x′ ∈
(D(0, δ) \D(0, ε)) et tout x3 ∈ [0, D],

v(x′, x3) =
log(‖x′‖) − log(ε)

log(δ) − log(ε)
u(x′, x3) +

log(δ) − log(‖x′‖)
log(δ) − log(ε)

v(
εx′

‖x′‖ , x3).
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Le fait que v soit de classe C1 par morceaux sur D(0, δ)×(0, D) est clair. De plus v cöıncide
avec u sur le bord “ latéral ” {(x′, x3); ‖x′‖ = δ} du cylindre. Tel est aussi le cas sur B− et
B+ puisque u(x′, x3) et v( εx′

‖x′‖ , x3) cöıncident avec les constantes u− et u+ lorsque (x′, x3)

appartient à ces ensembles. Par définition de v et grâce aux estimations (5.16) et (5.17)
on obtient des constantes C1 et C2 , dépendant uniquement de M , ν et D telles que, pour
tout x′ ∈ (D(0, δ) \D(0, ε)) et tout x3 ∈ (0, D),

‖e(v)(x′, x3)‖2 ≤ C1 + C2

(
1

log(δ) − log(ε)

)2
1

‖x′‖2
.

Par la remarque 4.13, on obtient, après intégration∫
(D(0,δ)\D(0,ε))×(0,2)

jν(v) dx ≤ Kν

[
πC1(δ

2 − ε2)D+ 2πC2D
1

log(δ) − log(ε)

]
.

L’inégalité (5.15) en découle.
!"

Le lemme suivant nous donne une estimation de la capacité d’un réseau de boules et
de celle d’un réseau de petites zones incluses dans ces boules.

Lemme 5.5 Soit η < −1 et γ < 3+η deux nombres réels. Soit (vn) une suite convergeant
faiblement vers v dans L2(C,R3).

i) Si, pour un certain M > 0, vn vérifie∫
C

‖e(vn)‖2dx < Mnγ, (5.19)

alors la convergence faible, dans L2(C,R3), de
∑
I∈In

(
−
∫
B(zn

I ,n
η)

vn(x)

)
1ICn

I
vers v est as-

surée.

ii) Soit Dn
I ⊂ B(znI , n

η) des sous-ensembles centrés en znI en ce sens que −
∫
Dn

I
x dx = znI .

Si |Dn
I | ≥ sn > 0 pour une certaine suite (sn) et si vn vérifie, outre (5.19), la condition

suivante ∑
I∈In

∫
B(zn

I ,n
η)

‖e(vn)‖2dx ≤Msnn2−2η, (5.20)

alors la convergence faible, dans L2(C,R3), de
∑
I∈In

(
−
∫
Dn

I

vn(x) dx

)
1ICn

I
vers v est également

assurée.

Preuve : Dans Cn
I , considérons les ensembles En

I := {x ∈ Cn
I ;

1

8n
< ‖x − znI ‖ <

1

4n
}.

Nous considérons également les fonctions v̄n définies sur chaque Cn
I par

v̄n(x) := vn −
(
−
∫
Cn

I

∇avn

)
· (x− znI ).
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Nous avons alors

e(v̄n) = e(vn), −
∫
Cn

I

∇av̄n = 0, −
∫
B(zn

I ,n
η)

v̄n = −
∫
B(zn

I ,n
η)

vn, et −
∫
En

I

v̄n = −
∫
En

I

vn. (5.21)

L’inégalité de Korn fournit une constante C0, indépendante de n et invariante par change-
ment d’échelle, telle que, pour tout ψ ∈ H1(Ω,R3) on a∫

Cn
I

∥∥∥∥∥∇ψ −−
∫
Cn

I

∇aψ

∥∥∥∥∥
2

dx ≤ C0

∫
Cn

I

‖e(ψ)‖2 dx.

En appliquant cette inégalité à v̄n on obtient∫
Cn

I

‖∇v̄n‖2 dx ≤ C0

∫
Cn

I

‖e(vn)‖2 dx. (5.22)

L’inégalité de Poincaré-Wirtinger, suivie d’un changement d’échelle, fournit une constante
C1 > 0 telle que ∫

Cn
I

∥∥∥∥∥vn −−
∫
En

I

vn

∥∥∥∥∥
2

dx ≤ C1

n2

∫
Cn

I

‖∇vn‖2 dx. (5.23)

Soit S2 la sphère unité de R3. Dans chaque Cn
I nous utilisons les coordonnées sphériques

de centre znI : ρ := ‖x− znI ‖, y :=
x− znI
ρ

∈ S2. Pour tout 0 < a < b <
1

4n
, on a

∫
Cn

I

‖∇v̄n‖2 dx ≥
∫
S2

∫ b

a

∥∥∥∥ ∂∂ρ(v̄n(znI + ρy))

∥∥∥∥2

ρ2dρ dy.

Une simple minimisation unidimensionnelle donne

ab2
∫ b

a

∥∥∥∥∂v̄n∂ρ (znI + ρy)

∥∥∥∥2

ρ2dρ ≥ a2b2
∥∥v̄n(znI + by) − v̄n(znI + ay)

∥∥∥2

.

Ainsi ∫
S2

a2b2
∥∥∥v̄n(znI + by) − v̄n(znI + ay)

∥∥∥2

dy ≤ ab2
∫
Cn

I

‖∇v̄n‖2 dx.

En intégrant cette inégalité pour les a ∈ (0, nη) et les b ∈ (
1

8n
,

1

4n
), et en utilisant

l’inégalité de Hölder, on obtient∥∥∥∥∥
∫ nη

0

∫ 1
4n

1
8n

∫
S2

a2b2 (v̄n(znI + by) − v̄n(znI + ay)) dy db da

∥∥∥∥∥
2

≤
(∫ nη

0

∫ 1
4n

1
8n

ab2 db da

)
×

(∫ nη

0

∫ 1
4n

1
8n

∫
S2

a2b2dy db da

)

×
(∫

Cn
I

‖∇v̄n‖2 dx

)
. (5.24)
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Par conséquent, on a ∥∥∥∥∥−
∫
En

I

v̄n −−
∫
B(zn

I ,n
η)

v̄n

∥∥∥∥∥
2

≤ 3

8πnη

∫
Cn

I

‖∇v̄n‖2 dx. (5.25)

Grâce à (5.21), avec l’estimation (5.22) on obtient∥∥∥∥∥−
∫
En

I

vn −−
∫
B(zn

I ,n
η)

vn

∥∥∥∥∥
2

≤ 3C0

8πnη

∫
Cn

I

‖e(vn)‖2 dx. (5.26)

Cette estimation, complétée par (5.23), donne∫
Cn

I

∥∥∥∥∥vn −−
∫
B(zn

I ,n
η)

vn

∥∥∥∥∥
2

dx ≤ 2C1

n2

∫
Cn

I

‖∇vn‖2 dx+
3C0

4πn3+η

∫
Cn

I

‖e(vn‖2 dx.

Après sommation pour tous les I ∈ In, on obtient∫
C

∥∥∥∥∥vn − ∑
I∈In

(
−
∫
B(zn

I ,n
η)

vn

)
1ICn

I

∥∥∥∥∥
2

dx

≤ 2C1

n2

∫
C

‖∇vn‖2 dx+
3C0

4πn3+η

∫
C

‖e(vn)‖2 dx. (5.27)

L’assertion i) du lemme est ainsi prouvée puisque l’inégalité de Korn et les hypothèses
faites sur η assurent que les deux termes du membre de droite de cette dernière inégalité
tendent vers zéro.

Nous allons établir la deuxième assertion d’une manière similaire. Soit, maintenant,
(ṽn) définie sur chaque B(znI , n

η) par

ṽn(x) = vn(x) −
(
−
∫
B(zn

I ,n
η)

∇avn

)
· (x− znI ),

où ∇avn := ∇vn − e(vn), comme précédemment, désigne la partie antisymétrique du
gradient de vn. Comme zni est le centre de B(znI , n

η) mais aussi celui de Dn
I on a

e(ṽn) = e(vn), −
∫
B(zn

I ,n
η)

∇aṽn = 0,

−
∫
B(zn

I ,n
η)

ṽn = −
∫
B(zn

I ,n
η)

vn, et −
∫
Dn

I

ṽn = −
∫
Dn

I

vn.

D’après l’inégalité de Korn (4.3), il existe une constante C2 (invariant par changement
d’échelle et donc indépendant de n) telle que, pour tout w ∈ H1(Ω,R3),∫

B(zn
I ,n

η)

∥∥∥∥∥∇w −−
∫
B(zn

I ,n
η)

∇aw

∥∥∥∥∥
2

dx ≤ C2

∫
B(zn

I ,n
η)

‖e(w)‖2 dx.
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De plus, si l’on note C3 la constante de Poincaré pour la boule unité de R3, on obtient
par changement d’échelle∫

B(zn
I ,n

η)

∥∥∥∥∥w −−
∫
B(zn

I ,n
η)

w

∥∥∥∥∥
2

dx ≤ C3n
2η

∫
B(zn

I ,n
η)

‖∇w‖2 dx.

Appliquant ces deux dernières inégalités à ṽn, on obtient∫
Dn

I

∥∥∥∥∥ṽn −−
∫
B(zn

I ,n
η)

ṽn

∥∥∥∥∥
2

dx ≤
∫
B(zn

I ,n
η)

∥∥∥∥∥ṽn −−
∫
B(zn

I ,n
η)

ṽn

∥∥∥∥∥
2

dx

≤ C2C3n
2η

∫
B(zn

I ,n
η)

‖e(ṽn)‖2 dx.

et donc ∥∥∥∥∥−
∫
Dn

I

vn −−
∫
B(zn

I ,n
η)

vn

∥∥∥∥∥
2

≤ C2C3n
2η

|Dn
I |

∫
B(zn

I ,n
η)

‖e(vn)‖2 dx

≤ C2C3n
2η

sn

∫
B(zn

I ,n
η)

‖e(vn)‖2 dx (5.28)

Par sommation sur tous les I ∈ In, on obtient∥∥∥∥∥∑
I∈In

(
−
∫
Dn

I

vn(x)

)
1ICn

I
−

∑
I∈In

(
−
∫
B(zn

I ,n
η)

vn(x)

)
1ICn

I

∥∥∥∥∥
2

L2(C,R3)

≤ MC2C3

n
.

La preuve de l’assertion (ii) en découle grâce au (i).
!"

Le lemme suivant nous permet d’approcher une fonction régulière sur C par une autre
qui prend des valeurs constantes sur un réseau de boules.

Lemme 5.6 Pour tout entier n, pour tout réel η ≤ −2, pour toute fonction u ∈ C1(C,R3)
et toute famille (wn

I )I∈In ∈ (R3)n
3
, on pose

Tn,η(u, (w
n
I ))(x) :=



wn
I , si x ∈ B(znI , n

η),

u(x), si ∀I ∈ In, ‖x− znI ‖ ≥ 2n−2,

2‖x− znI ‖ − 2nη

(2 − nη+2) ‖x− znI ‖
u(x) +

2nη − nη+2‖x− znI ‖
(2 − nη+2) ‖x− znI ‖

wn
I ,

si nη ≤ ‖x− znI ‖ ≤ 2n−2.

L’opérateur Tn,η vérifie alors
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i) Tn,η(u, (w
n
I )) est de classe C1 par morceaux et cöıncide avec u sur le bord de C,

ii) ‖Tn,η(u, (wn
I ))‖∞ ≤ max (‖u‖∞,maxI ‖wn

I ‖),
iii)

∫
C
‖e(Tn,η(u, (wn

I )))‖2dx < cn(3+η)+, où (3 + η)+ := max(0, 3 + η) et c dépend unique-
ment de max (‖u‖∞, ‖∇u‖∞,maxI ‖wn

I ‖),
iv) si η < −3 et si les familles (wn

I ) sont uniformément bornées, alors la suite Tn,η(u, (w
n
I ))

converge fortement vers u dans H1(C,R3) lorsque n tend vers plus l’infini,

v) ‖∇Tn,η(u, (u(znI )))‖∞ ≤
√

10‖∇u‖∞,

vi) Tn,η(u, (u(z
n
I ))) converge fortement vers u dans H1(C,R3) lorsque n tend vers plus

l’infini.

Preuve : L’assertion (i) découle immédiatement de l’hypothèse (5.7) qui, pour η ≤ −2,
empêche les boules B(znI , n

η) non seulement de se toucher, mais de toucher le bord de C.
L’assertion (ii) est évidente puisque, en chaque point x ∈ C, Tn,η(u, (w

n
I ))(x) vaut soit

u(x), soit wn
I , ou une interpolation entre u(x) et un certain wn

I .

Dans chaque Cn
I , on pose ρ := ‖x−znI ‖ et on note Gn

I la zone de transition Gn
I := {x ∈

Cn
I ; ρ ∈ (nη, 2n−2)}. Pour tout x ∈ Gn

I , on a

‖∇(Tn,η(u, (w
n
I ))(x)‖2 ≤ 2‖∇u(x)‖2 + 8‖u(x) − wn

I ‖2n2ηρ−4 . (5.29)

Après intégration sur Gn
I et par sommation, pour tous les I ∈ In, on obtient∑

I∈In

∫
Gn

I

‖e(Tn,η(u, (wn
I ))(x)‖2 dx

≤ 64π

(
1

3
‖∇u‖2

∞n
−3 + (max(‖u‖∞,max

I
‖wn

I ‖))2n3+η

)
. (5.30)

On en déduit l’assertion (iii), puisqu’en dehors des zones de transition Gn
I , Tn,η(u, (w

n
I ))

est soit constant, soit égal à u.
La zone où Tn,η(u, (w

n
I )) ne cöıncide pas avec u a un volume qui tend vers zéro. Grâce

à (ii), on sait que Tn,η(u, (w
n
I )) converge vers u fortement dans L2(C,R3). Lorsque η < −3,

l’inégalité (5.30) implique que∫
C

‖e(u− Tn,η(u, (wn
I ))(x)‖2 dx→ 0.

L’assertion (iv) s’obtient alors en utilisant l’inégalité de Korn.
Dans le cas particulier où wn

I = u(znI ), l’inégalité (5.29) conduit à une estimation plus
fine :

‖∇(Tn,η(u, (u(z
n
I )))(x)‖2 ≤ 2‖∇u(x)‖2 + 8‖∇u‖2

∞n
2ηρ−2

≤ 10‖∇u‖2
∞. (5.31)

L’assertion (v) est ainsi prouvée.
La différence u− Tn,η(u, (u(znI )) est nulle en dehors d’un domaine de volume tendant

vers zéro. Elle est uniformément bornée ainsi que son gradient. On en déduit l’assertion
(vi).

!"

Nous allons, à présent, montrer la τ -convergence de la suite (Eαn,ν) vers S(x1,x2),g.
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5.2.2 L’inégalité de la borne inférieure

Soit (un) une suite à énergie bornée
(
Eαn,ν(u

n) < M
)

qui converge faiblement vers un
certain u dans L2(Ω,R3). On a

Eαn,ν(u
n) ≥

∫
Ωn

αnjν(u
n) dx ≥ n−3r−2

n

∫
Ωn

jν(u
n) dx. (5.32)

Posons temporairement a := n−2, b := ‖x2 − x1‖, D := ‖x2 − x1‖+ n−2 et w := x2−x1

‖x2−x1‖ , et
appliquons le lemme 5.3 à chaque cylindre

znI + x1 +
{
x′ + tw ; x′ ⊥ w, ‖x′‖ < rnI , t ∈

(
−a

2
, D− a

2

)}
. (5.33)

En remarquant que ces cylindres sont disjoints et contenus dans Ωn, on obtient

Eαn,ν(u
n) ≥ 1 + ν

n3r2n

∑
I∈In

πrnI
2

‖x2 − x1‖ + n−2

×
[(

−
∫
x2+Dn

I

un −−
∫
x1+Dn

I

un

)
· x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

, (5.34)

où Dn
I est le cylindre (inclus dans Bn

I ) défini par

Dn
I := znI +

{
x′ + tw ; x′ ⊥ w, ‖x′‖ < rnI , t ∈

(
−a

2
,
a

2

)}
, (5.35)

de telle sorte que x1 +Dn
I et x2 +Dn

I soient les extrémités des cylindres définis par (5.33).
Rappelant la définition (5.6) de rnI , on obtient

Eαn,ν(u
n) ≥ ‖x2 − x1‖

‖x2 − x1‖ + n−2

∑
I∈In

(∫
Cn

I

g(x) dx

)

×
[(

−
∫
x2+Dn

I

un −−
∫
x1+Dn

I

un

)
· x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

. (5.36)

Ainsi

Eαn,ν(u
n) ≥ ‖x2 − x1‖

‖x2 − x1‖ + n−2

∫
C

[((∑
I∈In

(
−
∫
x2+Dn

I

un

)
1ICn

I
(x)

)

−
(∑
I∈In

(
−
∫
x1+Dn

I

un

)
1ICn

I
(x)

))
· x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

g(x) dx. (5.37)

La définition (5.6) de rnI nous assure que le volume de chaque cylindre {Dn
I } est supérieur

à sn := πr2nn
−1/2n−2. Pour i = 1 ou 2,

∫
C

αn(xi+x)‖e(vn)(xi+x)‖2 dx ≤M implique que

∫
C

‖e(vn)(xi + x)‖2 dx ≤Mn1/2
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et ∑
I∈In

∫
Bn

I

‖e(vn)(xi + x)‖2 dx ≤Mn3r2n ≤ M

π
snn

11/2.

Si l’on pose η = −2 et γ = 1/2, les hypothèses du lemme 5.5 sont vérifiées. En effet les
suites de fonctions translatées x → un(x − x2) et x → un(x − x1) convergent faiblement
dans L2(C,R3), respectivement, vers x → u(x − x2) et x → u(x − x1). Le lemme 5.5
nous permet donc de passer à la limite dans (5.37) pour obtenir l’inégalité de la borne
inférieure

lim inf
n→∞

Eαn,ν(u
n) ≥

∫
C

[
(u(x2 + x) − u(x1 + x)) · x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

g(x) dx

≥ S(x1,x2),g(u). (5.38)

!"

5.2.3 L’inégalité de la borne supérieure

Pour tout w ∈ R3 et toute fonction u, on note τwu la fonction translatée : τwu(x) :=
u(x−w). Soit u ∈ L2(Ω,R3) telle que S(x1,x2),g(u) < +∞. Par un argument de densité on
peut supposer que u appartiennent à C∞(Ω,R3). Commençons par appliquer le lemme
5.6 et définissons, pour tout x ∈ Ω,

ũn(x) = Tn,−2(τ−x1u, (u(x1 + xnI )))(x− x1), si x ∈ x1 + C,

ũn(x) = Tn,−2(τ−x2u, (u(x2 + xnI )))(x− x2), si x ∈ x2 + C,

ũn(x) = u(x), sinon.

(5.39)

D’après le lemme 5.6, la fonction ũn est de classe C1 par morceaux et est constante sur
les boules x1 + Bn

I et x2 + Bn
I . Il existe une constante M , qui dépend uniquement de u,

telle que, pour tout x ∈ Ω,

‖ũn(x)‖ < M et ‖e(ũn)(x)‖ < M. (5.40)

De plus, la suite (ũn) converge vers u pour la topologie forte de H1(Ω,R3).

Pour chaque I dans In, utilisant les coordonnées cylindriques adaptées (x′, x3), de
centre znI + x1 et d’axe x2 − x1, la fibre Fn

I s’écrit

Fn
I = {(x′, x3); ‖x′‖ ≤ rnI , x3 ∈ (0, ‖x2 − x1‖)} .

Elle est contenue dans un cylindre An
I plus large

An
I =

{
(x′, x3); ‖x′‖ ≤ n−2, x3 ∈ (0, ‖x2 − x1‖)

}
.

Le lemme 5.4 fournit sur An
I une fonction ΛAn

I ,r
n
I
(ũn) qui vérifie∫

Fn
I

jν(ΛAn
I ,r

n
I
(ũn))(x) dx ≤ π(rnI )

2

‖x2 − x1‖
(1 + ν)(u+

3 − u−3 )2 + c′(rnI )
2n−2, (5.41)
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et ∫
An

I \Fn
I

jν(ΛAn
I ,r

n
I
(ũn))(x) dx ≤ c′

(
n−4 − (rnI )

2 − 1

2 log(n) + log(rnI )

)
, (5.42)

où c′ ne dépend que de x1, x2, ν et M (i.e., de u). Grâce à l’hypothèse (5.8), les cylindres
An
I sont disjoints et on peut définir la suite approximante (un) par :{

un(x) = ΛAn
I ,r

n
I
(ũn)(x), si x ∈ An

I ,

un(x) = ũn(x), sinon.
(5.43)

Estimons, à présent, l’énergie Eαn,ν(u
n). On remarque que un est constante sur les

boules x1 + Bn
I et x2 + Bn

I . En effet, grâce à l’hypothèse (5.12), un cöıncide avec ũn sur
ces boules. Ainsi,

Eαn,ν(u
n) = n−1/2

∫
Ω\∪I∈InFn

I

jν(u
n) dx+ n−3r−2

n

∫
∪I∈InFn

I

jν(u
n) dx. (5.44)

L’inégalité (5.40) nous assure que

lim sup
n→∞

(
n−1/2

∫
Ω\∪I∈InAn

I

jν(u
n) dx

)
= 0. (5.45)

Prenant en compte l’ordre de grandeur de rn donné par (5.4), on obtient, après sommation
des inégalités (5.42) pour tous les I ∈ In,

lim sup
n→∞

(∫
∪I∈In (An

I \Fn
I )

jν(u
n)(x) dx

)
= 0, (5.46)

et donc

lim sup
n→∞

(
n−1/2

∫
∪I∈In (An

I \Fn
I )

jν(u
n)(x) dx

)
= 0. (5.47)

Enfin, par sommation des inégalités (5.41) pour tous les I ∈ In, et en rappelant la
définition (5.6) de rnI , on obtient

lim sup
n→∞

∫
∪I∈InFn

I

n−3r−2
n jν(u

n)(x) dx

≤ lim sup
n→∞

∑
I∈In

r−2
n n

−3(1 + ν)π(rnI )
2

‖x2 − x1‖

[
(u(x1 + znI )− u(x2 + znI )) · x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

≤ lim sup
n→∞

∑
I∈In

∫
Cn

I

[
(u(x1 + znI )− u(x2 + znI )) · x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

g(x) dx

≤
∫

Ω

[
(u(x1 + x) − u(x2 + x)) · x2 − x1

‖x2 − x1‖

]2

g(x) dx. (5.48)
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Cette inégalité, complétée par (5.44), (5.45) et (5.47) prouve que un vérifie l’inégalité de
la borne supérieure

lim sup
n→∞

Eαn,ν(u
n) ≤ S(x1,x2),g(u). (5.49)

Des estimations (5.46), (5.48) et la remarque 4.13, on déduit également que

lim sup
n→∞

∫
∪I∈InAn

I

‖e(un)‖2 dx ≤ k−1
ν lim sup

n→∞

∫
∪I∈InAn

I

jν(u
n) dx = 0, (5.50)

et donc que la suite (un − ũn) converge fortement vers zéro dans H1(Ω,R3). Ainsi, un,
comme ũn, tend vers u fortement dans H1(Ω,R3). Ceci, avec l’inégalité de la borne
inférieure (5.38) et celle de la borne supérieure (5.49) achève la preuve de la τ -convergence
du théorème 5.2 et donc celle du théorème 5.1.

!"



Chapitre 6

Fermeture des fonctionnelles de
l’élasticité linéaire
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6.3 Discrétisation d’une interaction non-locale continue . . . . . 95
6.4 Approximation Moreau-Yosida . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.5 Fermeture des fonctionnelles de l’élasticité . . . . . . . . . . . 97

Dans ce chapitre nous déterminons complètement la fermeture de l’ensemble des fonction-
nelles de l’élasticité qui nous intéressent. La démarche est similaire à celle suivie dans le
chapitre 3 pour déterminer celle des fonctionnelles de diffusion. Cependant les difficultés
sont d’un tout autre ordre de grandeur et une démarche calquée sur celle du chapitre
3 conduit à une impasse. C’est ce que nous montrons dans le paragraphe suivant, para-
graphe qui peut être ignoré par un lecteur intéressé uniquement par la démonstration de
notre résultat principal.

6.1 Interactions à deux points non élémentaires

Dans ce qui suit, µ désigne une mesure de Radon positive sur Ω × Ω qui rend fortement
continue la fonctionnelle Fµ définie sur L2(Ω,R3) par

Fµ(u) :=

∫
Ω×Ω

s(x,y)

(
u(x), u(y)

)
µ(dx, dy). (6.1)

Notre objectif dans cette section, est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.1 On a Fµ ∈ Eν.

82
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6.1.1 Approximation de µ par des interactions atomiques

A l’instar de ce que l’on a vu au chapitre 3 (section 3.4), nous allons approcher Fµ par
une suite de fonctionnelles (Fµn) avec des mesures µn atomiques.

Théorème 6.2 Il existe une suite (µn) dans A telle que la suite de fonctionnelles (Fµn)
τ -converge vers Fµ.

Preuve : Soit (µn) la suite de mesures de Radon sur Ω × Ω définie par

µn :=
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′1IΩn
I
(x)δx+wn

II′
(dy)1IΩ(x+ wn

II′) dx,

où anII′ := n3µ(Ωn
I × Ωn

I′) et wn
II′ := cnI − cnI′ . On peut noter que chaque mesure µn est

atomique.

Montrons que la suite (Fµn) ainsi définie τ -convergence vers Fµ .

L’inégalité de la borne inférieure :

Soit (un) une suite qui converge faiblement vers un certain u dans L2(Ω,R3). Soit la suite
(ūn) définie par

ūn :=
n3∑
I=1

(−
∫

Ωn
I

un)1IΩn
I
.

Par définition de µn, et par convexité, on a

F0,0,µn(un) =
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

∫
Ωn

I ×Ωn
I′

anII′ [(u
n(x) − un(y)) · (x− y)]2 δx+wn

II′
(y)dx

=
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′|Ωn
I | −

∫
Ωn

I

[(un(x) − un(x+ wn
II′)) · wn

II′ ]
2 dx

≥
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′|Ωn
I |

((
−
∫

Ωn
I

un(x) dx−−
∫

Ωn
I

un(x+ wn
II′) dx

)
· wn

II′

)2

≥
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′

∫
Ωn

I

[(ūn(x) − ūn(x+ wn
II′)) · wn

II′ ]
2 dx

≥ F0,0,µn(ūn). (6.2)
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D’autre part, on a

|F0,0,µn(ūn)−F0,0,µ(ū
n)|=

n3∑
I=1

n3∑
I′=1

∫
Ωn

I ×Ωn
I′

[
(ūn(x)−ūn(y))·(wn

II′+[(x− y) − wnII′ ])
]2
(µn−µ)(dx, dy)

≤ 2
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

∫
Ωn

I ×Ωn
I′

[(ūn(x)−ūn(y))·wnII′ ]
2(µn−µ)(dx, dy)︸ ︷︷ ︸

I1

+ 2
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

∫
Ωn

I ×Ωn
I′

[(ūn(x)−ūn(y))·((x− y) − wnII′)]
2(µn−µ)(dx, dy)︸ ︷︷ ︸

I2

. (6.3)

La quantité I1 s’annule car ūn est constante sur chaque Ωn
I et par définition de la mesure

µn, on a µn(Ω
n
I × Ωn

I′) = µ(Ωn
I × Ωn

I′) . Par ailleurs, pour tout (x, y) ∈ Ωn
I × Ωn

I′ , on a

‖x− y − wn
II′‖2 ≤ 3

n2
et, par suite

|F0,0,µn(ūn)−F0,0,µ(ū
n)| ≤ 12

n2

∫
Ω×Ω

∥∥ūn(x) − ūn(y)∥∥2
µ(dx, dy)

≤ 48

n2

∫
Ω

‖ūn(x)‖2 µ(dx,Ω). (6.4)

Comme la fonctionnelle F0,0,µ est fortement continue sur L2(Ω,R3), la marginale µ(dx,Ω)
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue avec une densité dans
L∞(Ω,R+) (cf. Lemme 1.51). Par ailleurs, la suite (ūn) converge faiblement vers u dans
L2(Ω,R3) ; elle y est donc bornée. Il en résulte que la suite de réels

( ∫
Ω
(ūn)2µ(dx,Ω)

)
est

bornée. On déduit alors de (6.4) que

lim inf
n→∞

F0,0,µn(ūn) = lim inf
n→∞

F0,0,µ(ū
n). (6.5)

D’autre part, grâce à (6.2), on a

lim inf
n→∞

F0,0,µn(un) ≥ lim inf
n→∞

F0,0,µn(ūn) = lim inf
n→∞

F0,0,µ(ū
n); (6.6)

ce qui, par semi-continuité inférieure de F0,0,µ sur L2(Ω,R3) faible, donne

lim inf
n→∞

F0,0,µn(un) ≥ F0,0,µ(u). (6.7)

Les inégalités de la borne supérieure :

Nous commençons par établir la convergence étroite de la suite de mesures (µn) vers µ .
Pour tout ϕ ∈ C∞

b (Ω×Ω) (ici C∞
b (Ω×Ω) représente l’ensemble des fonctions infiniment

differentiables et bornées sur Ω × Ω) et n ≥ 1, on pose

ϕ̄n(x, y) :=
n3∑
I=1

n3∑
I′=1

−
∫

Ωn
I

ϕ(x, x+ wn
II′) dx 1IΩn

I
(x)1IΩn

I′
(y).
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Grâce à la régularité de ϕ, la suite (ϕ̄n) ainsi définie converge uniformément vers ϕ. Par
ailleurs,

lim
n→∞

∫
Ω×Ω

ϕ µn(dx, dy) = lim
n→∞

n3∑
I=1

n3∑
I′=1

anII′

∫
Ωn

I

ϕ(x, x+ wn
II′)dx

= lim
n→∞

n3∑
I=1

n3∑
I′=1

1

n3
anII′ −

∫
Ωn

I

ϕ(x, x+ wn
II′)dx

= lim
n→∞

∫
Ω×Ω

ϕ̄n(x, y)µ(dx, dy). (6.8)

Donc

lim
n→∞

∫
Ω×Ω

ϕµn(dx, dy) =

∫
Ω×Ω

ϕµ(dx, dy) .

Ceci prouve la convergence étroite de la suite de mesures (µn) vers µ.

Soit, maintenant, u dans C∞(Ω,R3). Par convergence étroite de (µn) vers µ, la suite
constante un := u vérifie

lim
n→∞

Fµn(un) = lim
n→∞

Fµn(u) = Fµ(u). (6.9)

D’après la remarque 4.6, ceci prouve les deux inégalités de la borne supérieure. La τ -
convergence de la suite (Fµn) vers Fµ est ainsi établie.

!"
Preuve du théorème 6.1 : D’après le théorème 6.2, il existe une suite de mesures
atomiques (µn) telle que (Fµn) τ -converge vers Fµ. Par ailleurs, d’après la propriété 4.10
et le théorème 5.1, pour tout n ≥ 1, Fµn appartient à Eν . Donc, par diagonalisation, la
fonctionnelle Fµ appartient à Eν . Le théorème 6.1 est ainsi démontré.

!"

6.1.2 De l’insuffisance de ce résultat

Le problème que nous avons rencontré après avoir démontré ce résultat (théorème 6.1)
est que, contrairement au cas scalaire, l’ensemble des fonctionnelles non-locales obtenues
est loin d’être l’ensemble de toutes les fonctionnelles non-locales continues appartenant à
la fermeture recherchée. Dans le cas scalaire, c’est la formule de Denis-Beurling (1.47) qui
nous assure que la mesure d’interaction non-locale µ est positive. Rien de tel dans le cas
de l’élasticité.

Considérons l’exemple suivant. Soit w = (w1, 0, 0) ∈ R3 et f ∈ L∞(Ω,R+) tels que le
support de f soit contenu dans Ω ∩ (Ω + w) ∩ (Ω − w), et soit la fonctionnelle Fi définie
par

Fi(u) :=

∫
Ω

[ui(x− w) − 2ui(x) + ui(x+ w)]2f(x) dx. (6.10)

On vérifie sans peine que Fi est fortement continue sur L2(Ω,R3), quadratique, posi-
tive et surtout objective. Une telle fonctionnelle appartient à L3 et (nous le prouverons
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ultérieurement) appartient à la fermeture recherchée. Réécrivons cette fonctionnelle sous
une forme qui nous permette de la comparer au résultat du théorème 6.1. On a

Fi(u) =

∫
Ω

[2(ui(x−w)−ui(x))2 + 2(ui(x+w)−ui(x))2 − (ui(x−w)−ui(x+w))2] f(x) dx.

Soit

Fi(u) =

∫
Ω×Ω

(u(y) − u(x) · ei)2 µ(dx, dy),

où µ(dx, dy) := (2δx−w(dy)f(x) + 2δx+w(dy)f(x) − δx+2w(dy)f(x+ w))dx.
Lorsque i = 1, on obtient bien une énergie du type considéré dans le théorème 6.1 mais

il est facile de vérifier que la mesure µ n’est pas positive ! D’autre part, lorsque i = 2,
on est face à un phénomène différent. La mesure énergie (u2(y) − u2(x))

2 µ(dx, dy) n’est
plus objective. Bien que la fonctionnelle soit positive et objective, on a perdu la positivité
et l’objectivité locale. C’est ce phénomène qui rend plus délicate l’étude de la fermeture
des fonctionnelles de l’élasticité. C’est aussi pour cela que le résultat est plus riche. Afin
d’atteindre des fonctionnelles qui ne sont pas localement positives ou objectives, nous
établissons un second résultat d’homogénéisation.

6.2 Interactions non-locales à plusieurs points

Dans cette section on étend le résultat du chapitre précédent aux interactions faisant in-
tervenir plus de deux points, en montrant, notamment que, pour tout entier naturel p,
Lp et plus généralement Qp sont inclus dans la fermeture des fonctionnelles de l’élasticité
linéaire Eν . On commence par prouver un deuxième résultat d’homogénéisation qui con-
stitue un outil essentiel pour la suite.

6.2.1 Un deuxième résultat d’homogénéisation

Théorème 6.3 Soit 0 < r < p deux entiers naturels. Soit (xi) ∈ (R3)p une famille de
p points distincts dans Ω et (yi) ∈ (R3)r la sous-famille yi = xi, i = 1 . . . r. Soit q une
forme quadratique positive sur (R3)p.On définit la forme quadratique positive q̃ sur (R3)r,
en posant, pour tout (ui) ∈ (R3)r,

q̃(u1, u2, . . . , ur) := inf
{
q(u1, u2, . . . , up); (ur+1, ur+2, . . . , up) ∈ (R3)p−r

}
.

Si, pour tout g dans L∞(R3,R+), les fonctionnelles Dq,(xi),g appartiennent à la fermeture

Eν des fonctionnelles de l’élasticité, alors il en est de même pour les fonctionnelles Dq̃,(yi),g.

Preuve : Pour les mêmes raisons que dans la preuve du théorème 5.1, il suffit de traiter
le cas où le support de la fonction g est inclus dans un cube C de telle sorte que les
ensembles xi + C, (i ∈ {1, . . . , p}) soient disjoints et inclus dans Ω.
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Nous utilisons les notations géométriques du chapitre 5 et définissons αn et gn dans
L∞(Ω,R) par{

αn(x) = n6, si x ∈ xi +B(znI , n
−2), i ∈ {1, . . . r}, I ∈ In,

αn(x) = n−1/2, sinon,
(6.11)

et

gn =
∑
I∈In

1

|B(znI , n
−4)|

(∫
Cn

I

g(x) dx

)
1IB(zn

I ,n
−4) . (6.12)

Posons

En := Dq,(xi),gn + Eαn,ν . (6.13)

Les hypothèses du théorème 6.3 impliquent que, pour tout n, Dq,(xi),gn appartient à Eν .

Grâce à la propriété 4.10, En appartient aussi à Eν . Donc, par la propriété 4.9, le théorème
sera prouvé une fois que l’on aura établi la τ -convergence de la suite (En) vers Dq̃,(yi),g.
Tel est l’objectif des deux prochains paragraphes.

6.2.1.1 L’inégalité de la borne inférieure

Soit (un) une suite convergeant faiblement vers un certain u dans L2(Ω,R3) à énergie
bornée (En(u

n) < M <∞). On a

En(u
n) ≥

∫
C

q(un(x1 + x), . . . , un(xp + x)) gn(x) dx

≥
∫
C

inf
ur+1,...,up

q(un(x1 + x), . . . , un(xr + x), ur+1, . . . , up) gn(x) dx

≥
∑
I∈In

∫
Cn

I

q̃(un(x1 + x), . . . , un(xr + x)) gn(x) dx

≥
∑
I∈In

(∫
Cn

I

g(x) dx

) (
−
∫
B(zn

I ,n
−4)

q̃(un(x1 + x), . . . , un(xr + x)) dx

)
,

et par convexité,

En(u
n) ≥

∑
I∈In

[
q̃

(
−
∫
B(zn

I ,n
−4)

un(x1 + x) dx, . . . ,−
∫
B(zn

I ,n
−4)

un(xr + x)) dx

)

×
(∫

Cn
I

g(x) dx

)]
. (6.14)

Si l’on définit ūn sur chaque xi + C (i = 1, . . . , r) en posant, pour tout i ∈ {1, . . . , r} et
pour tout x ∈ C,

ūn(xi + x) :=
∑
I∈In

(
−
∫
B(zn

I ,n
−4)

un(xi + y) dy

)
1ICn

I
(x) (6.15)
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et ūn(x) := un(x) ailleurs, l’inégalité (6.14) s’écrit

En(u
n) ≥

∑
I∈In

∫
Cn

I

q̃ (ūn(x1 + x), . . . , ūn(xr + x)) g(x) dx

≥ Dq̃,(yi),g(ū
n). (6.16)

D’autre part, la borne En(u
n) < M , implique que, pour tout i ∈ {1, . . . , r},

n−1/2

∫
xi+C

‖e(un)‖2 dx ≤ k−1
ν M

et ∑
I∈In

∫
B(zn

I ,n
−4)

n6‖e(un)‖2 dx ≤ k−1
ν M.

Les hypothèses du lemme 5.5 sont satisfaites si l’on pose η = −2, γ = 1/2, Dn
I =

B(znI , n
−4) et sn = 4/3πn−12. Ainsi, pour chaque i ∈ {1, . . . , r}, (ūn) converge vers u

faiblement dans L2(xi+C,R
3), (ūn) converge vers u faiblement dans L2(Ω,R3) et on peut

passer à la limite dans l’inégalité (6.16) pour obtenir :

lim inf
n→∞

En(u
n) ≥ Dq̃,(yi),g(u). (6.17)

6.2.1.2 Les inégalités de la borne supérieure

Soit u ∈ L2(Ω,R3). Par un argument de densité, on peut supposer que u appartient à
C∞(Ω,R3). Pour tout I ∈ In et tout i ∈ {1, . . . , r}, on pose unI,i := u(xi + z

n
I ). On définit

alors (unI,r+1, . . . , u
n
I,p) comme une solution du problème de minimisation

inf
{
q
(
unI,1, . . . , u

n
I,r, u

n
I,r+1, . . . , u

n
I,p

)
; (unI,r+1, . . . , u

n
I,p) ∈ (R3)p−r

}
.

On peut, de plus, imposer à la solution choisie de vérifier, pour une certaine constante M
qui dépend uniquement de u et de q,

∀I ∈ In, ∀i ∈ {1, . . . , p} ‖unI,i‖ ≤M.

On définit , enfin, la suite approximante (un), en utilisant l’opérateur Tn,η donné par le
lemme 5.6, en posant

un(x) :=


τxi
Tn,−2(τ−xi

(u), (unI,i)), si x ∈ xi + C, i ∈ {1, . . . , r},
τxi
Tn,−4(τ−xi

(u), (unI,i)), si x ∈ xi + C, i ∈ {r + 1, . . . , p},
u(x) sinon.

(6.18)

La propriété (iv) de Tn,η, énoncée dans le lemme 5.6, nous assure que (un) converge vers
u fortement dans H1(xi + C,R3) pour tout i ∈ {r + 1, . . . , p}. Par ailleurs la propriété
(vi) assure que tel est encore le cas, pour tout i ∈ {1, . . . , r}. Ainsi (un) converge vers u
fortement dans H1(Ω,R3).

La propriété (iii) de Tn,η, énoncée dans le lemme 5.6, nous assure que la suite réelle
(
∫
xi+C

jν(u
n) dx)n est bornée pour tout i ∈ {r+1, . . . , p} par un certainM ′ qui ne dépend



6.2. Interactions non-locales à plusieurs points 89

que de u et de M . Par la propriété (v), la suite (‖∇un‖) est uniformément bornée sur
chaque ensemble xi + C lorsque i ∈ {1, . . . , r}. Ainsi

lim sup
n→∞

∫
Ω

n−1/2jν(u
n) dx ≤ lim sup

n→∞
Kν

∫
Ω

n−1/2‖e(un‖, dx = 0. (6.19)

Comme un est constante sur les boules xi +B(znI , n
−2) pour tout i ∈ {1, . . . r} et I ∈ In,

cette dernière inégalité implique que

lim
n→∞

Eαn,ν(u
n) = 0. (6.20)

D’autre part, on a

Dq,(xi),gn(un) =
∑
I∈In

q(unI,1, . . . , u
n
I,p)

∫
Cn

I

g(x) dx

=
∑
I∈In

q̃(unI,1, . . . , u
n
I,r)

∫
Cn

I

g(x) dx. (6.21)

Si l’on note, comme précédemment, ūn la fonction définie par (6.15) sur chaque xi +C et
ūn(x) = un(x) ailleurs, la dernière égalité s’écrit

Dq,(xi),gn(un) = Dq̃,(yi),g(ū
n). (6.22)

Puisque u est régulière, la suite (ūn) converge vers u fortement dans L2(Ω,R3). On peut
ainsi passer à la limite pour obtenir

lim sup
n→∞

Dq,(xi),gn(un) ≤ Dq̃,(yi),g(u). (6.23)

Regroupant les inégalités (6.20) et (6.23) on obtient l’inégalité de la borne supérieure :

lim sup
n→∞

En(u
n) ≤ Dq̃,(yi),g(u). (6.24)

Ceci conclut la preuve de la τ -convergence de (En) vers Dq̃,(yi),g et donc celle du théorème
6.3.

!"

6.2.2 Des interactions à deux points aux interactions à plusieurs
points

Dans cette section nous prouvons que toute fonctionnelle dans Lp (i.e., du type (4.26)) ap-
partient à la fermeture des fonctionnelles de l’élasticité linéaire. Ceci est une généralisation
du théorème 5.1 qui donne ce résultat dans le cas p = 2. Pour p > 4 ce résultat se démontre
par récurrence alors que les cas p = 3 et p = 4 nécessitent un traitement spécifique. On
généralise ensuite ce résultat à toute fonctionnelle discrète et objective, en prouvant que
Qp est aussi inclus dans la fermeture des fonctionnelles de l’élasticité linéaire. D’un point
de vue mécanique, ces résultats montrent que toute interaction objective entre p points
peut être vue comme l’énergie d’un treillis, c’est-à-dire d’une réunion finie de ressorts.
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Lemme 6.4 On a L4 ⊂ Eν .

La preuve du ce lemme utilise deux autres lemmes algèbriques que voici :

Lemme 6.5 Soit {u1, u2, u3, f1, f2, f3} une famille de rang 3 dans R3 vérifiant

u1 ∧ f1 + u2 ∧ f2 + u3 ∧ f3 = 0.

Alors le rang de la famille {u1 + εf1, u2 + εf2, u3 + εf3} est 3 pour tout ε de R sauf pour
un nombre fini de valeurs de ε.

Preuve du lemme 6.5 : Remarquons tout d’abord que le problème est symétrique
vis-à-vis de la transposition des familles {u1, u2, u3} et {f1, f2, f3}.

Nous allons faire une démonstration par l’absurde. Supposons alors que le rang de la
famille {u1 + εf1, u2 + εf2, u3 + εf3} soit inférieur à 3 pour plus de 3 valeurs distinctes de
ε. Le polynôme de degré 3 en ε : det(u1 +εf1, u2 +εf2, u3 +εf3) est donc nul. Considérant
en particulier le coefficient des termes de degré 3 on obtient

det(f1, f2, f3) = 0,

et en considérant le coefficient des termes de degré 0

det(u1, u2, u3) = 0.

Ces deux familles sont de rang inférieur à 2, leur réunion est de rang 3 : l’une des deux,
et l’on peut, par symétrie, supposer que c’est {u1, u2, u3}, est de rang 2. On peut aussi
supposer, sans nuire à la généralité, que {u1, u2} est libre.

En considérant les termes de degré 1 on obtient

det(u1, u2, f3) + det(u2, u3, f1) + det(u3, u1, f2) = 0. (6.25)

Notons f ′1, f
′
2 et f ′3 les parties de f1, f2 et f3 orthogonales au plan engendré par {u1, u2}.

L’équation (6.25) peut alors se réécrire

det(u1, u2, f
′
3) + det(u2, u3, f

′
1) + det(u3, u1, f

′
2) = 0. (6.26)

Notons a et b les réels tels que

f ′2 = au1 ∧ u2 et f ′1 = −bu1 ∧ u2,

puis définissons w = au1 + bu2. On a

f ′1 = w ∧ u1 et f ′2 = w ∧ u2.

L’équation (6.26) se traduit alors par

f ′3 · (u1 ∧ u2) + (w ∧ u1) · (u2 ∧ u3) + (w ∧ u2) · (u3 ∧ u1) = 0,
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soit

f ′3 · (u1 ∧ u2) = b(u1 ∧ u2) · (u2 ∧ u3) − a(u1 ∧ u2) · (u3 ∧ u1)

ou finalement

f ′3 = w ∧ u3.

On a alors

0 = w · (u1 ∧ f1 + u2 ∧ f2 + u3 ∧ f3)
= w · (u1 ∧ f ′1 + u2 ∧ f ′2 + u3 ∧ f ′3)
= (w ∧ u1) · f ′1 + (w ∧ u2) · f ′2 + (w ∧ u3) · f ′3
= ‖w ∧ u1‖2 + ‖w ∧ u2‖2 + ‖w ∧ u3‖2.

Donc ‖w ∧ ui‖ = 0 pour tout i et w = 0. On obtient alors f ′i = 0 pour tout i. Les
vecteurs fi appartiennent au plan des ui ce qui est contraire à l’hypothèse que la famille
{u1, u2, u3, f1, f2, f3} est de rang 3.

!"

Lemme 6.6 Soit {u1, u2, u3} trois vecteurs distincts non nuls. Il existe une famille {f1, f2, f3}
telle que {u1, u2, u3, f1, f2, f3} soit une famille de rang 3 et vérifiant

u1 ∧ f1 + u2 ∧ f2 + u3 ∧ f3 = 0.

Preuve du lemme 6.6 : La famille {u1, u2, u3} est de rang 1 ou 2 sinon le résultat est
trivial. Supposons d’abord qu’elle soit de rang 2 et engendrée par {u1, u2}. En posant
u3 = au1 + bu2, il est facile de vérifier que la famille

f1 := −au1 ∧ u2 , f2 := −bu1 ∧ u2 et f3 := u1 ∧ u2,

convient. Supposons maintenant que la famille est de rang 1. On peut supposer, sans nuire
à la généralité, que u1 = i, u2 = ai et u3 = bi où {i, j, k} est une base orthonormée de R3.
il est facile de vérifier que la famille

f1 := aj + bk , f2 := −j et f3 := −k,

convient.
!"

Nous pouvons maintenant procéder à la preuve du lemme 6.4.

Preuve du lemme 6.4 : Considérons un système équilibré de quatre forces (fi, xi)
(i = 0, 1, 2, 3), avec xi ∈ Ω, i = 0, . . . , 3. Nous commençons par considérer le cas où fi
et xi − x0, pour i = 1, 2, 3, n’appartiennent pas au même plan. Alors, grâce au lemme
6.5, il existe un ε > 0 tel que les points (x0, x

′
1, x

′
2, x

′
3) (où x′i := xi + εfi) ne soient pas

coplanaires. On définit la forme quadratique q sur (R3)7 en posant :

q(u0, u1, u2, u3, u
′
1, u

′
2, u

′
3) :=

3∑
i=1

s(x0,x′i)
(u0, u

′
i) +

3∑
i=1

s(xi,x′i)
(ui, u

′
i)

+ s(x′1,x
′
2)(u

′
1, u

′
2) + s(x′2,x

′
3)(u

′
2, u

′
3) + s(x′3,x

′
1)(u

′
3, u

′
1),
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et sur (R3)4, la forme quadratique q̃ par :

q̃(u0, u1, u2, u3) := inf
{
q(u0, u1, u2, u3, u

′
1, u

′
2, u

′
3); (u′1, u

′
2, u

′
3) ∈ (R3)3

}
.

Identifions le noyau K de q̃ : (u0, u1, u2, u3) appartient à K si, et seulement si, il existe
(u′1, u

′
2, u

′
3) tel que

s(x′1,x
′
2)(u

′
1, u

′
2) = 0, s(x′2,x

′
3)(u

′
2, u

′
3) = 0, s(x′3,x

′
1)(u

′
3, u

′
1) = 0, (6.27)

s(x0,x′1)(u0, u
′
1) = 0, s(x0,x′2)(u0, u

′
2) = 0 s(x0,x′3)(u0, u

′
3) = 0, (6.28)

et pour i = 1,2 ou 3,

s(xi,x′i)
(ui, u

′
i) = 0 . (6.29)

Comme les points (x0, x
′
1, x

′
2, x

′
3) ne sont pas coplanaires, ces dernières conditions sont

équivalentes à l’existence d’un vecteur w tel que, pour tout i = 1, 2 ou 3,

u′i − u0 = w ∧ (x′i − x0) et fi · (ui − (u0 + w ∧ (xi − x0))) = 0 (6.30)

ou, de manière équivalente,

w · ((xi − x0) ∧ fi) = fi · (ui − u0) . (6.31)

En effet, d’après (6.27) et (6.28), les vecteurs u0, u
′
1, u

′
2 et u′3 sont les valeurs d’un champs

équiprojectif, respectivement, en x0, x1, x2, et x3. Si l’on note w sa résultante on a

u′i = u0 − w ∧ (xi − x0) − εw ∧ fi.

Par ailleurs, d’après (6.29) on a (u′i − ui) · fi = 0. Il en résulte que

fi · ((u0 − ui) − w ∧ (xi − x0) − εw ∧ fi)) = fi · (u′i − ui) = 0,

et (6.30) en découle.
Comme les vecteurs fi et xi−x0 n’appartiennent pas au même plan et comme l’équilibre

de notre système impose que

3∑
i=1

((xi − x0) ∧ fi) = 0,

la famille ((xi − x0) ∧ fi) est donc de rang 2. L’existence d’un w vérifiant (6.31) est
équivalente à

3∑
i=1

fi · (ui − u0) = 0.

La codimension du noyau de q̃ est un : il existe λ > 0 tel que

q̃(u0, u1, u2, u3) = λ

(
3∑
i=1

fi · (ui − u0)

)2

= λ

(
3∑
i=0

fi · ui

)2

.
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D’après le théorème 5.1 et la propriété 4.10, pour tout g ∈ L∞(R3,R+), la fonctionnelle
Dq,(x0,xi,x′i),g

appartient à Eν . Par le théorème 6.3, la fonctionnelle Dq̃,(xi),g appartient aussi

à Eν . Comme L(fi),(xi),g cöıncide avec λ−1Dq̃,(xi),g, le lemme est prouvé dans le cas où fi
et xi − x0, pour i = 1, 2, 3, n’appartiennent pas au même plan.

Maintenant considérons le cas général : pour toute famille de quatre points distincts
(xi), grâce au lemme 6.6, il existe une famille (gi) telle que les vecteurs gi et xi−x0, pour
i = 1, 2, 3, ne soient pas coplanaires et telle que le système de forces (gi, xi) soit équilibré.

Alors, pour un η > 0 suffisamment petit, les vecteurs fi + ηgi et xi − x0 ne sont
pas coplanaires. Par la remarque précédente, on sait que la fonctionnelle L(fi+ηgi),(xi),g

appartient à la fermeture Eν . Si l’on fait tendre η vers zéro, alors, clairement, la suite de
fonctionnelles (L(fi),(xi),g +ηL(gi),(xi),g)η τ -converge vers L(fi),(xi),g. Par conséquent, grâce à
la propriété de diagonalisation (propriété 4.9), la fonctionnelle L(fi),(xi),g appartient aussi

à Eν .
!"

Remarque 6.7 Comme L3 ⊂ L4, ceci prouve aussi que L3 ⊂ Eν .

Théorème 6.8 Pour tout entier p > 1, on a Lp ⊂ Eν.

La preuve du ce théorème utilise un autre lemme algèbrique que voici :

Lemme 6.9 Soit, dans R3, {u1, u2, . . . , un} une famille de n vecteurs distincts non nuls
et {f1, f2, . . . , fn} une autre famille de n vecteurs. On note m le vecteur m :=

∑n
i=1 ui∧fi.

Soit u un vecteur non nul n’appartenant pas à la famille {u1, u2, . . . , un} et orthogonal à
m. Alors il existe f et f ′ tels que

f + f ′ +
n∑
i=1

fi = 0, et u ∧ f +m = 0.

Preuve du lemme 6.9 : On vérifie aisément que les vecteurs f et f ′ définis par

f :=
u

‖u‖2
∧m et f ′ := −f −

n∑
i=1

fi

conviennent. En effet

u ∧ f +m = m+ u ∧
(

u

‖u‖2
∧m

)
= m+

1

‖u‖2
(u(u ·m) −m(u · u))

= m− 1

‖u‖2
m(u · u))

= 0.

!"
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Preuve du théorème 6.8 : Nous allons procéder par récurrence sur p. Le cas p = 2 est
traité dans le théorème 5.1. Le cas p ≤ 4 a été considéré dans le lemme 6.4.

Soit p > 4 et supposons que Lt ⊂ Eν pour tout t < p. Soit L(fi),xi),g un élément de
Lp. Soit r la partie entière de p/2 et y ∈ Ω \ {x1, . . . xp} tel que y − x1 soit orthogonal à∑r+1

i=2 (xi−x1)∧fi. Alors, il existe deux vecteurs f et f ′ dans R3 tels que les deux familles

((f, y), (f1 + f ′, x1), (f2, x2), (f3, x3), . . . , (fr+1, xr+1))

et

((−f, y), (−f ′, x1), (fr+2, xr+2), (fr+3, xr+3), . . . , (fp, xp))

soient des systèmes de forces équilibrés. On définit les formes quadratiques q′ et q′′ re-
spectivement sur (R3)r+2 et (R3)p−r+1 par

q′(v, u1, . . . , ur+1) :=

(
f · v + f ′ · u1 +

r+1∑
i=1

fi · ui

)2

,

q′′(v, u1, ur+2, . . . , up) :=

(
−f · v − f ′ · u1 +

p∑
i=r+2

fi · ui

)2

.

Les fonctionnelles Dq′,(y,x1,...,xr+1),g et Dq′′,(y,x1,xr+2,...,xp),g appartiennent respectivement à
Lr+2 et Lp−r+1. Comme p > 4, alors r+ 2 < p et p− r+ 1 < p ; l’hypothèse de récurrence
implique que ces deux fonctionnelles appartiennent à Eν ainsi que leur somme.

Calculons maintenant l’infimum

q̃(u1, u2, . . . , up) := inf
v∈R3

{2q′(v, u1, . . . , ur+1) + 2q′′(v, u1, ur+2, . . . , up)} .

Comme cet infimum est atteint lorsque

f · v =
1

2

(
−

(
f ′ · u1 +

r+1∑
i=1

fi · ui

)
+

(
−f ′ · u1 +

p∑
i=r+2

fi · ui

))
,

on obtient

q̃(u1, u2, . . . , up) =

(
p∑
i=1

fi · ui)
)2

.

Ainsi, L(fi),(xi),g cöıncide avecDq̃,(xi),g. Donc, par le théorème 6.3, la fonctionnelle L(fi),(xi),g

appartient à Eν . La proposition Lt ⊂ Eν est vraie pour t = p.
!"

Théorème 6.10 Pour tout p > 1, on a Qp ⊂ Eν.

Preuve : Soit Dq,(xi),g dans Qp. La forme quadratique positive q sur (R3)p peut être con-
sidérée comme une forme quadratique sur R3p et diagonalisée dans une base orthogonale.
C’est alors la somme des carrés de 3p formes linéaires sur R3p (c’est-à-dire sur (R3)p) qui
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s’annulent sur le noyau de q. Ainsi, il existe 3p familles de p vecteurs (f ji ) (i = 1, . . . p,
j = 1, . . . 3p) telles que

q(u1, . . . , up) =

3p∑
j=1

(
p∑
i=1

(
f ji · ui

)2

)
.

De plus, pour chaque j, le système de forces (f ji , xi) est équilibré puisque (q, (xi)) est
objective. Par conséquent, chaque fonctionnelle L(fj

i ),(xi),g
appartient à Lp et donc, par

le théorème 6.8, à Eν . Grâce à la remarque 4.14, leur somme Dq,(xi),g =
∑3p

j=1 L(fj
i ),(xi),g

appartient à Eν .
!"

6.3 Discrétisation d’une interaction non-locale con-

tinue

Théorème 6.11 On a C ⊂ Eν.

Preuve : Pour tout F dans C, on construit une suite dans ∪pQp qui τ -converge vers F .

Soit Cn le cube

Cn :=
1

n
(−1

2
,
1

2
)3

et (Cn
i )pn

i=1 la famille de tous les cubes Cn
i := cni + Cn inclus dans Ω et tels que ncni ∈ Z3.

Tout compact inclus dans Ω est, pour n suffisamment grand, recouvert, presque partout,
par la famille (Cn

i ) ; mais ceci n’est, en général, pas le cas pour tout le domaine Ω. On
élargit alors certains Cn

i en définissant la famille

Kn
i :=

{
x ∈ Ω ; ‖x− cni ‖ < ‖x− cnj ‖, ∀j = 1, . . . , pn , j �= i

}
. (6.32)

Noter que, pour tout i ∈ {1, . . . , pn},

Cn
i ⊂ Kn

i et Ω ⊂ ∪pn

i=1K
n
i .

De plus, puisque Ω est à frontière régulière, le diamètre des ensembles Kn
i tend vers zéro

lorsque n tend vers plus l’infini (maxi∈{1,...,pn}{diam(Kn
i )} → 0). Introduisons le barycentre

cn := (pn)
−1

∑pn

i=1 c
n
i des centres (cni ) et Jn leur matrice centrale d’inertie définie par

Jn · w :=
1

pn

pn∑
i=1

((cni − cn) ∧ w) ∧ (cni − cn), ∀w ∈ R3. (6.33)

Pour n suffisamment grand, la matrice Jn est symétrique, définie positive et donc in-
versible. On peut alors introduire un opérateur linéaire Γn qui à chaque famille (uni ) de
(R3)pn associe, une fonction Γn((uni )) ∈ L2(Ω,R3) de la manière suivante :

Γn
(
(uni )

)
(x) :=

pn∑
i=1

[
uni +

(
(Jn)−1 · 1

pn

pn∑
j=1

(cnj − cn) ∧ unj

)
∧ (x− cni )

]
1Kn

i
(x). (6.34)
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L’intérêt de cet opérateur réside dans ses propriétés que voici :

i) Γn(w,w, . . . , w)(x) = w et Γn(w∧ cn1 , w∧ cn2 , . . . , w∧ cnpn
)(x) = w∧x, pour presque tout

x dans Ω,

ii) ‖Γn
(
(uni )

)
‖∞ ≤ 2 maxi∈{1,...,pn} ‖uni ‖,

iii) si une suite de fonctions (un) converge vers u faiblement dans L2(Ω,R3), alors la suite

Γn
(
(−
∫
Cn

i
un)

)
converge aussi vers u faiblement dans L2(Ω,R3).

iv) si u appartient à C∞(Ω,R3), alors la suite
(
Γn

((
u(cni )

)))
converge vers u fortement

dans L2(Ω,R3).

La propriété (i) est facile. Pour prouver (ii) et (iii), il suffit de remarque que la suite de
matrices (Jn) converge vers la matrice centrale d’inertie de Ω qui est définie positive. Par

conséquent ‖(Jn)−1‖ est bornée ainsi que la quantité
∥∥∥(Jn)−1 · 1

pn

∑pn

j=1(c
n
j − cn) ∧ unj

∥∥∥.

Comme le diamètre de Kn
i tend vers zéro, le terme de droite dans la définition de

Γn
(
(uni )

)
tend uniformément vers zéro. La propriété (iii) résulte de la convergence faible

de
∑pn

i=1(−
∫
Cn

i
un)1Kn

i
vers u. La propriété (iv) est évidente. En effet, cette convergence est

en réalité uniforme.

Notons gn la fonction gn := 1
|Cn|1ICn et qn la forme quadratique définie sur (R3)pn par

qn(u
n
1 , u

n
2 , . . . , u

n
pn

) := F
(
Γn

(
(uni )

))
. (6.35)

La propriété (i) de Γn assure l’objectivité de (qn, (x
n
i )) : la fonctionnelle Dqn,(cni ),gn appar-

tient à Qpn . Grâce au théorème 6.10, elle appartient à Eν .

Soit (un) une suite convergeant vers u faiblement dans L2(Ω,R3). Par convexité , on a

Dqn,(cni ),gn(un) = −
∫
Cn

qn(u
n(cn1 + x), un(cn2 + x), . . . , un(cnpn

+ x)) dx

≥ qn

(
−
∫
Cn

1

un,−
∫
Cn

2

un, . . . ,−
∫
Cn

pn

un

)

≥ F
(

Γn
(
(−
∫
Cn

i

un)
))

. (6.36)

Grâce à la propriété (iii) de Γn et à la semi-continuité de F , on peut passer à la limite et
obtenir l’inégalité de la borne inférieure

lim inf
n→∞

Dqn,(cni ),gn(un) ≥ lim inf
n→∞

F

(
Γn

(
(−
∫
Cn

i

un)
))

≥ F (u). (6.37)

Soit, maintenant u dans L2(Ω,R3). Par un argument de densité on peut supposer que
u appartient à C∞(Ω,R3). Comme pour tout i ∈ {1, . . . , pn} et tout x ∈ Cn, ‖u(cni +x)−
u(cni )‖ ≤ 1

n
‖∇u‖∞, la propriété (ii) de Γn implique que ‖Γn((u(cni +x)))−Γn((u(cni )))‖∞ ≤
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2
n
‖∇u‖∞. La forme quadratique continue F est Lipschitzienne sur tout domaine borné de

L2(Ω,R3) : il existe une constante C ′ telle que, pour tout x ∈ Cn,

∣∣qn(u(cn1 +x), u(cn2 +x), . . . , u(cnpn
+x)) − qn(u(cn1 ), u(cn2 ), . . . , u(cnpn

))
∣∣≤ C ′

n
.

Donc

Dqn,(cni ),gn(u) = −
∫
Cn

qn(u(c
n
1 + x), u(cn2 + x), . . . , u(cnpn

+ x)) dx

≤ qn(u(cn1 ), u(cn2 ), . . . , u(cnpn
)) +

C ′

n

≤ F
(
Γn

((
u(cni )

)))
+
C ′

n
.

Grâce à la propriété (iv) de Γn et à la continuité de F , on peut passer à la limite pour
obtenir l’inégalité de la borne supérieure

lim sup
n→∞

Dqn,(cni ),gn(u) ≤ F (u). (6.38)

Cette inégalité, complétée par celle de la borne inférieure (6.37) prouve que (Dqn,(cni ),gn)
τ -converge vers F . On conclut la preuve du théorème 6.11 en évoquant la propriété 4.9.

!"

6.4 Approximation Moreau-Yosida

Comme déjà vu dans les chapitres antérieurs, l’approximation Moreau-Yosida est un
moyen classique d’approcher une fonctionnelle qui n’est pas continue par une autre qui
l’est. La restriction aux fonctionnelles objectives ne présente aucune difficulté.

Théorème 6.12 On a Q ⊂ C.

Preuve : Soit F ∈ Q. Soit (Yn(F )) la suite des approximations Moreau-Yosida de F .
On sait d’une part que, pour tout n ≥ 1, Yn(F ) est continue sur L2(Ω,R3). D’autre part,
on vérifie facilement que si F est objective alors son approximation Moreau-Yosida l’est
également. Par conséquent Yn(F ) ∈ C. Par ailleurs, la suite (Yn(F )) est croissante et
converge simplement vers F dans L2(Ω,R3). Donc, grâce à la propriété 4.11, (Yn(F ))
τ -converge vers F . On en déduit que F appartient à C.

!"

6.5 Fermeture des fonctionnelles de l’élasticité

Nous avons, à présent tous les outils nécessaires pour établir le résultat principal de ce
chapitre qui s’énonce
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Théorème 6.13 Soit ν ∈ (−1, 1/2). La fermeture de l’ensemble Eν des fonctionnelles de
l’élasticité linéaire cöıncide avec l’ensemble de toutes les formes quadratiques positives,
objectives et semi-continues inférieurement : Eν = Q.

Preuve : Nous savons déjà, par la remarque 4.12 que Eν ⊂ Q. Par ailleurs nous venons
de voir dans la section précédente que

Q ⊂ C.

Or, d’après le théorème 6.11, C ⊂ Eν ; ce qui, par la propriété 4.9, implique que

C ⊂ Eν .

Ceci prouve l’inclusion inverse et le théorème 6.13 est ainsi démontré.
!"
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their app., Birkhäuser, Boston, (1993).

[20] De Giorgi E., Su un tipo di convergenza variazionale, Atti. Accad. Naz. Lincei
Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. 58 (1975), pp. 842-850.
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