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Introduction

La théorie relativiste de la gravitation, ou Relativité Générale, conduit a une vision
géométrique de l'interaction gravitationnelle. Elle est régie par les équations d’Einstein.
Parmi les solutions de ces équations, il existe des solutions décrivant des espace-temps
contenant un trou noir, c¢’est-a-dire une région ou la gravité est si intense que rien ne peut
s’en échapper. La frontiere de cette région est appelée horizon des évenements. Lorsque
I’observateur franchit I’horizon, la coordonnée qui était de genre espace a l'extérieur de
I’horizon devient de genre temps et vice versa. Le cone de lumiere de tout observateur
franchissant cet horizon bascule et tout retour en arriere est exclu. De nombreuses solu-
tions trou noir en Relativité Générale ont été construites et étudiées. La premiere fut la
solution de Schwarzschild qui décrit un trou noir statique a symétrie sphérique. L’espace-
temps de Schwarzschild est asymptotiquement Minkowskien. Par la suite, d’autres solu-
tions avec un autre type de comportement asymptotique ont été dérivées. Mentionnons
la solution de Schwarzschild-anti deSitter (AdS) qui est une solution généralisant la
métrique de Schwarzschild au cas des équations d’Einstein avec constante cosmologique
(négative). Cet espace-temps n’est plus asymptotiquement Minkowskien mais asympto-
tiquement AdS; a l'infini il est dominé par la constante cosmologique et tend vers la
solution a courbure constante de AdS.

Dans cette these, nous allons nous consacrer a la construction et a 1’étude de nouvelles
solutions trou noir, dans des théories décrivant la gravitation couplée a des champs de
matiere, avec un comportement asymptotique différent de ceux que nous venons de
mentionner. En effet, ces solutions ne sont ni asymptotiquement Minkowskiennes ni
asymptotiquement AdS. Nous construirons de telles solutions principalement dans des
théories a quatre dimensions d’espace-temps. Mais nous le ferons aussi a 2+ 1 dimensions
et pour un nombre quelconque de dimensions.

Pourquoi s’intéresser a des espace-temps non asymptotiquement plats, alors que
ceux-ci semblent a priori exclus par 'observation ? Une motivation pourrait étre d’essayer
d’étendre le champ d’application de la conjecture de Maldacena, selon laquelle il y a
une correspondance étroite (dite correspondance AdS/CFT) entre certaines théories
des cordes sur des espace-temps de la forme AdSy; x Mp_g4, et des théories de champs
conformes sur le bord de AdS,;. Mais notre motivation principale sera d’utiliser de telles
solutions afin d’étendre et de vérifier la validité de méthodes et d’outils mis au point pour
I’étude des trous noirs asymptotiquement Minkowskiens ou asymptotiquement AdS.

Un premier probleme est celui du calcul de I'énergie et du moment angulaire de
tels trous noirs. Dans le cas de la solution de Schwarzschild, la composante gy de la
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métrique est reliée au potentiel gravitationnel, en 1/r, dont I’ “intensité” donne la masse
du trou noir. Une telle approche naive n’est pas possible pour des trous noirs non
asymptotiquement plats. Nous utiliserons le formalisme quasilocal qui est ’approche
moderne au calcul de I'énergie en Relativité Générale. Intuitivement, cette méthode
permet de calculer le flux d’énergie a travers une surface fermée. L’approche quasilocale,
qui permet de calculer la masse et le moment angulaire d'une solution quelque soit
son comportement asymptotique, constitue la seule méthode pouvant s’appliquer aux
solutions que nous construirons.

Deuxiemement, comme nous le verrons dans le premier chapitre, les trous noirs présentent
des liens intrigants avec la thermodynamique. En effet, quatre lois de la mécanique des
trous noirs ont été dérivées au début des années 70. Or, ces quatre lois montrent de
fortes ressemblances avec les quatre principes de la thermodynamique. En particulier,
la premiere loi relie entre elles les différentielles de la masse, du moment angulaire, de
I’entropie et de la charge électrique d’un trou noir. Il est généralement admis que ces
quatre lois, qui ont été démontrées pour des espace-temps asymptotiquement plats, s’ap-
pliquent aussi au cas des espace-temps non asymptotiquement plats. Nous chercherons
a vérifier si les solutions que nous construirons satisfont ou non a la premiere loi de la
thermodynamique des trous noirs.

La these est organisée de la maniere suivante.

Dans le premier chapitre, nous ferons une breve introduction historique sur les trous
noirs, puis nous introduirons les diagrammes de Penrose et le formalisme quasilocal ;
deux outils que nous utiliserons tout au long du reste de la these. Nous conclurons le
chapitre en parlant du lien entre trous noirs et thermodynamique.

Dans les chapitres 2 a 5, nous allons travailler dans le cadre de théories inspirées des
théories des cordes, c’est-a-dire, soit des théories obtenues par réduction dimensionnelle
des théories des cordes, soit des théories représentant une partie du secteur bosonique
de ces théories.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduirons la théorie d’Einstein-Maxwell Dilato-
nique. Nous rappelerons les solutions trou noir statiques a symétrie sphérique (asympto-
tiquement plates et non asymptotiquement plates) de cette théorie. Ensuite, nous nous
concentrerons sur les solutions non asymptotiquement plates et nous étudierons le mou-
vement géodésique des particules dans le champ de gravitation de ces solutions. Puis
nous montrerons comment construire les diagrammes de Penrose de ces solutions. Pour
finir, nous adapterons le formalisme quasilocal a la théorie d’Einstein-Maxwell dilato-
nique et nous l'utiliserons pour calculer la masse des solutions non asymptotiquement
plates a symétrie sphérique.

Dans le troisieme chapitre, nous construirons de nouvelles solutions trou noir en ro-
tation de la théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique pour une valeur particuliere de la
constante de couplage du dilaton : a®> = 3. Pour ce faire, nous utiliserons les deux
ingrédients suivants. Premieérement, la théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique (pour
a? = 3) est la réduction dimensionnelle de la théorie d’Einstein & cinq dimensions sans
source par rapport a un vecteur de Killing du genre espace. Deuxiemement, la théorie
d’Einstein a cing dimensions sans source avec un vecteur de Killing du genre temps



admet un modele ¢ invariant sous un groupe de transformations reliant entre elles les
différentes solutions de la théorie. Nous montrerons aussi quels sont les liens entre les
nouvelles solutions de la théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique (pour o = 3) que nous
avons construites et les solutions connues de la théorie d’Einstein a cinq dimensions sans
source. Ensuite, nous utiliserons le formalisme quasilocal, que nous avons adapté a la
théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique dans le chapitre 2, pour calculer la masse et le
moment angulaire des nouvelles solutions.

Dans le quatrieme chapitre, nous construirons une nouvelle solution, décrivant un
trou noir en rotation non asymptotiquement plat, de la théorie d’Einstein-Maxwell
dilato-axionique. Elle contient la théorie d'Einstein-Maxwell dilatonique lorsque la constante
de couplage du dilaton est égale a un. Nous verrons ensuite quel est le lien entre la
nouvelle solution et une certaine solution de la Relativité Générale sans source a six di-
mensions, en utilisant le fait que la théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique s’obtient
par réduction dimensionnelle d’'un secteur de la Relativité Générale sans source a six
dimensions avec deux vecteurs de Killing. Apres avoir adapté le formalisme quasilocal
a la théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique, nous utiliserons ce formalisme pour
calculer la masse et le moment angulaire de la nouvelle solution. Enfin, nous conclurons
le chapitre en étudiant le mouvement géodésique des particules, et en déterminant les
modes propres d’un champ scalaire dans le champ de gravitation de la nouvelle solution.

Dans le cinquieme chapitre, nous construirons de nouvelles solutions (décrivant des
trous noirs ou des branes noires) non asymptotiquement plates d’une théorie a D di-
mensions d’espace-temps généralisant la théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique. Nous
résoudrons les équations du mouvement de cette théorie en cherchant des solutions sta-
tiques. Comme dans les chapitres précédents, nous calculerons la masse de ces solutions
en utilisant le formalisme quasilocal apres I'avoir adapté a cette théorie. Puis, pour des
valeurs particulieres de la constante de couplage du dilaton, nous montrerons comment
généraliser les solutions statiques a des solutions en rotation.

Enfin, dans le sixieme chapitre, nous construirons une nouvelle famille de solutions
trou noir d’une théorie a trois dimensions d’espace-temps, la Gravitation Topologique-
ment Massive, qui généralise la Relativité Générale sans source a trois dimensions. Nous
construirons les diagrammes de Penrose, et nous calculerons la masse et le moment
angulaire de ces solutions.

Les conventions et les définitions de termes que nous utiliserons tout au long de cette
these sont regroupées dans 1’ appendice Conventions et définitions.

Les travaux regroupés dans les chapitres 2 et 3 ont fait I'objet d'un article sou-
mis a Physical Review D (voir Appendice C. ¢ ‘Non-asymptotically flat, non-AdS
dilaton black holes’’). De méme, le travail exposé dans le chapitre 4 a été pu-
blié dans la revue Physical Review D (voir Appendice A. ¢‘Linear Dilaton Black
Holes’’). Enfin, le travail détaillé dans le chapitre 6 a été publié dans la revue Classi-
cal and Quantum Gravity. Cet article est reproduit dans 'appendice B. ¢ ‘The Black
Holes of Topologically Massive Gravity’’.






Chapitre 1

Trous noirs

Dans ce premier chapitre, nous allons tout d’abord faire une petite introduction
historique sur les trous noirs. Puis, dans les sections 2 et 3, nous introduirons deux
outils que nous utiliserons tout au long du reste de la these : les diagrammes de Penrose
et le formalisme quasilocal. Pour finir, nous exposerons brievement les liens intrigants
existant entre les trous noirs et la thermodynamique.

Dans ce chapitre (sauf la section 1), le systeme d’unité utilisé est tel que G = ¢ = 1.

1.1 Introduction

Au cours du mois de décembre 1915, Einstein publia une série de quatre papiers don-
nant les grandes lignes de la Relativité Générale conduisant a une vision géométrique de
I'interaction gravitationnelle. Dans cette théorie, la gravitation est régie par les équations
d’Einstein . -

s
R;UJ - §guuR = ?Tuu- (11)
Peu de temps apres, en 1916, Schwarzschild obtint une solution a ces équations décrivant
le champ de gravitation a I'extérieur d'un corps sphérique

2GM 2GM\ !
d32:—<1— G )dt2+<1— G ) dr? + r2dQ>. (1.2)

r T

Cette solution est I'unique solution a symétrie sphérique des équations d’Einstein sans
source (théoreme de Birkhoff [1], 1923). La région 0 < r < 2G'M fut longtemps ignorée
et méme considérée comme non physique pour deux raisons : d’une part, I'apparente
singularité en r = 2G M, qui a été tout d’abord considérée comme une vraie singularité,
et d’autre part le fait que le rayon r = 2G'M soit en pratique situé bien a I'intérieur du
rayon de I’étoile r., dont la solution de Schwarzschild représente le champ de gravitation
extérieur. [’extension analytique maximale de la solution de Schwarzschild qui montre,
entre autres, que la surface r = 2GM n’est pas une vraie singularité, a été obtenue par
Kruskal [2] et Szekeres [3].
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Chapitre 1. Trous noirs

Plus tard, avec I’émergence du concept de trou noir (voir [4]), il a été réalisé que la so-
lution de Schwarzschild pouvait représenter ’extérieur d’une étoile en effondrement ainsi
que l'intérieur et 'extérieur de I’horizon du trou noir formé a la fin de cet effondrement.

En 1963, Kerr [5] obtint une solution, généralisant celle de Schwarzschild, décrivant
le champ de gravitation produit par un corps en rotation. Carter [6] et Robinson [7] ont
montré que tout trou noir stationnaire et axisymétrique est caractérisé par seulement
deux parametres : sa masse et son moment angulaire, et que sa métrique est donnée
par la solution de Kerr. Il est remarquable que 'effondrement gravitationnel de corps
différant par leurs formes et leurs compositions conduise a la méme famille de solutions
(Kerr) possédant une masse et un moment angulaire. On dit que le trou noir n’a pas de
“cheveux”.

Les solutions de Schwarzschild et de Kerr constituent donc les seules solutions sta-
tique a symétrie sphérique et stationnaire axisymétrique, respectivement, de la Relativité
Générale sans source.

Les solutions trou noir de la Relativité Générale avec source ont aussi été étudiées.
Dans la théorie d’Einstein-Maxwell, les solutions de Reissner-Nordstrom et de Kerr-
Newman sont les généralisations avec charge des solutions de Schwarzschild et de Kerr,
respectivement. Il a été montré que la solution de Reissner-Norstrom est I'unique solution
trou noir statique (vide a 'extérieur de I’horizon excepté le champ électromagnétique
produit par la charge du trou noir) a symétrie sphérique de la théorie d’Einstein-Maxwell
[8]. De méme, la solution de Kerr-Newman est I'unique solution trou noir stationnaire
axisymétrique vide a Uextérieur de 1'horizon (excepté le champ électromagnétique) [9].

Toutes les solutions précédemment citées sont asymptotiquement Minkowskiennes.
Il existe cependant des solutions avec un comportement asymptotique différent. Par
exemple, les solutions de de-Sitter (dS) et Anti-de-Sitter (AdS) sont des solutions de la
Relativité Générale avec constante cosmologique A

1
Ruu - §guyR = Aguu (13)

(A > 0 pour dS et A < 0 pour AdS). Encore une fois, les généralisations correspondantes
des solutions de Schwarzschild (Schwarzschild-dS et Schwarzschild-AdS) :

2GM  Ar? o0GM  Ar2\ *
d82:—<1— G —Tr)dtQJr(l— G ——T) dr? 4+ r2dQ? (1.4)

r T 3

et des autres trous noirs que nous avons mentionnés précédemment : Reissner-Nordstrom-
(A)dS et Kerr-Newman-(A)dS ont été construites. Dans le cas A < 0, ces solutions ont
asymptotiquement (r — o0) la signature — + ++, avec un comportement dominé par
le terme proportionnel a la constante cosmologique

5 Ar?

3
2 2 | 2702
ds* ~ 3 dt _ATQdT + r=dQ*. (1.5)

On dit que ces solutions sont asymptotiquement AdS.
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1.1. Introduction

Tout au long de cette these nous allons construire des solutions avec un autre type
de comportement asymptotique. En effet, ces solutions ne seront ni asymptotiquement
Minkowskiennes ni asymptotiquement AdS. Le comportement asymptotique de ces so-
lutions est tel que

ds? ~ —r"™dt? 4~ dr? 417790 1<y < 1. (1.6)
Nous voyons que la métrique est asymptotiquement plate uniquement dans le cas limite
ou~y — —1.
Pour finir, évoquons la solution de Taub-NUT (Newman, Tamburini et Unti) [10, 11]
qui est une solution de la Relativité Générale sans source (G = 1) :
r?2 —2Mr — N?

r2 —2Mr — N2
r2 + N2

ds* = (dt + 2N cos Odp)* + dr? + (r* + N?)dQ*. (1.7)
Le parametre N est appelé charge NUT (pour une définition plus précise de la charge
NUT voir 'appendice Conventions et définitions). Le terme croisé entre dtdy propor-
tionnel & N introduit une singularité appelée corde de Misner [12] similaire a la corde
de Dirac apparaissant en électromagnétisme dans le cas du monopole magnétique. Par
conséquent, ces trous noirs ne sont pas des trous noirs réguliers, la corde introduisant
une singularité a I'extérieur de I’horizon.

Les solutions trou noir de théories a 2 4+ 1 dimensions [13, 14] (voir aussi chapitre
6) et de théories a plus de 4 dimensions d’espace-temps [15, 16, 17, 18, 19] (voir aussi
chapitre 5) ont été aussi étudiées.

Donnons maintenant la définition d’un trou noir.

e Trou noir : On appelle trou noir une région de ’espace-temps ou la gravité est si
intense que rien ne peut s’en échapper y compris la lumiere. Les éveénements se produi-
sant a l'intérieur de cette région sont alors completement déconnectés causalement du
reste de I'espace-temps. La frontiere de cette région est appelée horizon des évenements.
Dans le cas des trous noirs statiques, les emplacements des horizons sont “donnés” par
les zéros de gy (par exemple r = 2G'M, dans le cas de la solution de Schwarzschild).

Plus rigoureusement, une région B d’un espace-temps M est appelée trou noir si
cette région est déconnectée causalement de l'infini I+ c’est-a-dire B = M — J (1)
(voir figure 1.1). L’horizon des événements ou horizon apparent, H, est défini comme
Dintersection entre la frontiere du passé causal de 'infini du genre lumiere futur (J= (1))
et de D'espace-temps M : H = J~(I*) N M (en se rappelant que les infinis conformes
I*, i* et i ne font pas partie de M).

Remarquons que la définition d’un trou noir ne fait pas intervenir la notion de singu-
larité mais uniquement la notion d’horizon (pouvant ou non masquer une singularité).

Définissons maintenant ce qu’est une singularité.

e Singularité : La notion de singularité en Relativité Générale est souvent associée
aux singularités de courbure, c¢’est-a-dire aux “endroits” ou la courbure de I’espace-temps
diverge.

Nous adopterons ici une définition plus générale. Un espace-temps sera dit singulier
si il est géodésiquement incomplet, c’est-a-dire si il possede au moins une géodésique ne
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Chapitre 1. Trous noirs

I+

J7(IF)_ - __ L~ B
-

F1G. 1.1 — Diagramme de Penrose (voir section suivante) d’un espace-temps représentant
un trou noir formé a la suite de I'effondrement gravitationnel d’une étoile, par exemple.
I* sont les infinis conformes de genre lumiere futur et passé. La double barre représente
une singularité cachée derriere ’horizon H.

pouvant étre prolongée au-dela d’une valeur finie de son parametre affine (la singularité
se trouvant au bout de cette géodésique).

1.2 Diagramme de Penrose

Dans cette deuxieme partie, nous allons introduire une représentation de 'espace-
temps proposée par Penrose : le diagramme de Penrose. Il permet de représenter ’espace-
temps en entier sur une feuille de papier, nous donnant ainsi une vision globale de celui-ci.

Pour bien comprendre en quoi consiste ce diagramme et la maniere de le construire,
nous allons prendre un exemple : la métrique de Minkowski,

ds? = —dt*> + dr? + r2dQ%, r >0, te€]—o0,00] (1.8)

ot d2? = df? + sin® Odw?. Nous pouvons aussi paramétriser la solution de Minkowski en
utilisant les coordonnées du cone de lumiere : u=t—ret v =t+r (u, v € — 00, +00|)
mettant la métrique sous la forme

MdQQ, v>u(r>0). (1.9)

ds® = —dudv +
Les points situés a I'infini “r = c0” et “t = £00” ne font bien str pas partie de ’espace-
temps de Minkowski alors que » = 0 et sinf = 0 sont des singularités de coordonnées
(le systeme de coordonnées est mal adapté pour décrire I’espace-temps en ce point ; la
métrique étant cependant réguliere en ces points comme nous le verrons plus loin en
utilisant un autre systeme de coordonnées).
Pour construire le diagramme correspondant a (1.8), nous allons tout d’abord intro-
duire un nouveau systeme de coordonnées ot les coordonnées des points situés a 'infini
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1.2. Diagramme de Penrose

prennent des valeurs finies. Pour cela, nous introduisons deux nouvelles coordonnées du
genre lumiere
U =tan ' u, V = tan"'v. (1.10)

La métrique devient alors
ds* = (2cosU cos V) ~? (=4dUdV + sin*(V — U)dQ?) (1.11)

avec —5 <U < 3, =5 <V <ZetV>U(r>0). Les points “r = 00” et “t = 00"
correspondent dans le nouveau systéme de coordonnées a U = £7 et V = £7. Cepen-
dant, ces points restent & distance géodésique infinie & cause du terme (2 cos U cos V) 2.
Pour les amener a distance géodésique finie, nous multiplions la métrique par le fac-
teur A = (2cosU cos V)? (transformation conforme). Nous obtenons alors la métrique
suivante

d3® = A(U,V)ds* = —4dUdV + sin®*(V — U)dQ* (1.12)

qui n’est pas solution des équations d’Einstein sans source mais qui donne la structure
conforme de la métrique de Minkowski (la transformation conforme n’affecte pas la
structure causale de I'espace-temps). Dans cette métrique (1.12), les points qui étaient
situés a l'infini dans la métrique (1.8) sont maintenant a distance géodésique finie, ce
qui nous permet de les inclure dans l'espace-temps (-5 < U < 5, =5 <V < 7).
D’autre part, ils correspondent a des coordonnées finies, ce qui va nous permettre de les
représenter sur une feuille de papier. De plus, les singularités de coordonnées ne sont
plus présentes dans le nouveau systeme de coordonnées et nous pouvons considérer aussi
bien les valeurs positives de r (V' > U) que les valeurs négatives de r (V < U).

Finalement, introduisons les coordonnées T" et X définies par
I'=U+V, X=V-U (1.13)
qui nous permettent d’écrire la métrique sous la forme plus familiere
d3® = —dT? + dX? + sin® Xd* (1.14)

avec — T < T+ X <.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une représentation de ’espace-temps
(1.8) ou plus précisément de sa structure conforme (1.14). Le diagramme de Penrose
ne prend en compte que la partie (T, X) de la métrique et néglige les coordonnées
angulaires. Compte-tenu des domaines de variations de 71" et de X, il est facile de voir
que l'on obtient la figure 1.2. En se rappelant que 1'espace-temps de Minkowski (1.8) ne
contient pas les points situés a 'infini, nous en déduisons que (1.8) est représentée par
I'intérieur de la partie droite du losange (r > 0) plus la ligne r = 0.

Le diagramme de Penrose fait la distinction entre plusieurs types d’infinis appelés
infinis conformes dénotés par i°, i* et I* (voir Figure 1.3). i° est 'infini du genre espace
c’est-a-dire lorsque 7 — oo & t fini. i* sont les infinis du genre temps futur et passé
(t — 400 et r fini). Enfin, I* sont les infinis du genre lumiere futur (¢ — oo, r — oo et
r—t fini) et passé (t — —oo, r — oo et r+t fini). Pour finir, notons que les géodésiques
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Chapitre 1. Trous noirs

»X
//@ PIA\\%.
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r<0 r>0
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F1a. 1.2 — La représentation dans le plan (T,X) de (1.14) est donnée par l'intérieur du
losange ainsi que ses cotés. (1.8) est représentée par l'intérieur de la partie droite du
losange plus la ligne = 0 (voir Fig 1.3).

du genre lumiere sont représentées par des lignes inclinées a 45°. Les géodésiques du
genre temps commencent en i~ et se terminent en i*. Cependant, des courbes du genre
temps peuvent, par exemple, commencer en I~ et se terminer en /7. De méme, les
géodésiques du genre lumiere commencent en I~ et se terminent en 7. Les géodésiques
du genre espace commencent et se terminent en i°. Les vraies singularités, c’est-a-dire
n’incluant pas les singularités de coordonnées, seront représentées dans la suite par une
double ligne.

1.3 Energie quasilocale

En Relativité Générale, 'existence d’une définition satisfaisante de I’énergie est tou-
jours un probleme ouvert. Beaucoup de travaux ont été consacrés a la recherche d'un
équivalent gravitationnel a la densité d’énergie-impulsion T de la matiere [22, 23, 24,
25, 26, 27]. Cependant, les quantités obtenues sont des pseudotenseurs et donc dépendent
du référentiel choisi. Ces quantités ne sont donc pas satisfaisantes. Il est maintenant
généralement admis qu’il est impossible d’obtenir une définition locale de I’énergie en
Relativité Générale. Nous pouvons le comprendre en se rappelant le postulat du principe
d’équivalence. En un point, un observateur ne peut faire la différence entre sa propre
accélération et celle du champ de gravitation, rendant impossible la mesure du champ de
gravitation en ce point (voir [27] pages 466-468 pour une discussion plus approfondie).
Autrement dit, nous pouvons toujours choisir, en un point, un repere ou le champ de
gravitation est nul alors que la gravitation est pourtant présente.

Il existe des définitions permettant de calculer la masse et le moment angulaire a
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r= cste
,

.
I+
,

0

N
v t=cste

i

F1G. 1.3 — Le diagramme de Penrose de (1.8) est donné par I'intérieur du losange plus
la ligne » = 0. Nous avons représenté une courbe de genre espace t = cste et une courbe
de genre temps r = cste. Tous les points du diagramme sont des spheres de rayons sin X
sauf 1%, i*, [T et r = 0. 1%, i* et r = 0 sont des points alors que I* sont des hypersurfaces
de genre lumiere. Il est important aussi de noter que les points i* et i sont distincts
des lignes I* et r = 0.

Iinfini. Dans le cas d’espace-temps asymptotiquement plats, la définition la plus utilisée
est celle de Arnowitt, Deser et Misner (ADM) [28]. Pour des espace-temps asymptotique-
ment AdS, mentionnons la définition de Abott et Deser [29] qui adapte la méthode uti-
lisée par ADM au cas d’espace-temps asymptotiquement AdS. Cependant, nous construi-
rons, dans les chapitres suivants, des solutions qui ne seront ni asymptotiquement Min-
kowskiennes ni asymptotiquement AdS. Nous ne pourrons donc pas utiliser les formules
précédentes pour calculer la masse et le moment angulaire de nos solutions.
L’impossibilité de définir une énergie locale en Relativité Générale a conduit les phy-
siciens (Penrose ayant semble-t-il été le premier [30]) & introduire le concept d’énergie
quasilocale, qui comme nous le verrons plus loin, est associée a une surface a deux di-
mensions de genre espace. De nombreuses définitions ont été proposées pour 1’énergie
quasilocale (voir [31] pour un résumé des approches utilisées et les références associées).
Nous utiliserons dans cette these la définition proposée par Hawking et Horowitz [32]
qui utilise 'approche Hamiltonienne (voir aussi [33, 34]). Rappelons brievement en quoi
consiste cette définition et les principales étapes du calcul.

Pour cela, prenons I’exemple de la gravitation sans source donnée par I'action d’Einstein-
Hilbert

1 L1
- — | RY — | KvVhd? 1.1
S T6m R |g\d:c+87r/ Vhdz (1.15)
oM

M

a laquelle nous avons ajouté un terme de surface [35] (0); désignant la frontiere de
l'espace-temps M). L’ajout de ce terme de surface est nécessaire. En effet, I'action
d’Einstein-Hilbert est généralement présentée comme ’action dont la variation par rap-
port a la métrique g,,, donne les équations d’Einstein. Or, la densité Lagrangienne /gR
dépendant de la métrique g, ainsi que de ses dérivées premiere et seconde, la variation
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de l'action d’Einstein-Hilbert est

4SS = /(éqs du mouvement)dg"’+/|g| d*z + terme de surface(6g", 6¢**).  (1.16)

Pour avoir un principe variationnel bien défini le terme de surface doit s’annuler, ce
qui implique d’imposer a la fois 6g"” = 0 (conditions aux limites de type Dirichlet) et
0g" = 0 (conditions aux limites de type Neumann) ce qui est impossible en général.
Choisissons, par exemple, d’'imposer des conditions aux limites de type Dirichlet. Le
terme de surface ne contient plus alors qu'un terme proportionnel a dg*”. Or, nous
pouvons montrer (voir [20] page 458) que ce terme n’est autre que la variation de la
courbure extrinseque K de 0. C’est la raison pour laquelle nous ajoutons le terme
/. o K d3z & laction d’Einstein-Hilbert, ce terme permettant d’éliminer la contribution
proportionnelle a d¢g"” lors de la variation.

Revenons a la définition de Hawking et Horowitz de l'énergie quasilocale. Tout
d’abord nous devons calculer le Hamiltonien de la théorie d’Einstein. Pour cela, nous
effectuons une décomposition a la ADM (Arnowitt, Deser et Misner) [28] de la métrique

ds* = —N?dt?* + hy(dz’ + Ndt)(da? + N7dt) (1.17)

qui correspond au découpage de l'espace-temps (voir Figure 1.4) en une famille d’hy-
persurfaces de genre espace X; de métrique h;;. La frontiere de ’espace-temps consiste
en une hypersurface de genre temps > et deux hypersurfaces de genre espace >, et
Y, Pour la simplicité du calcul les hypersurfaces ¥; sont prises orthogonales a ¥°° (voir
[36] pour le calcul dans le cas non orthogonal). Les intersections entre les ¥; et £ sont
appelées S7°. Ces surfaces ont pour métrique o,,. Lorsque nous avons donné la définition
d’un trou noir dans la premiere section, nous avons indiqué que, pour les trous noirs
statiques, les emplacements des horizons sont donnés par les zéros de g. Dans le cas
d’un trou noir stationnaire, les emplacements des horizons sont donnés par les zéros de
N. Le zéro, r, (situé avant I’horizon des évenements rs > r3), de gy est appelé limite
statique car il ne peut exister d’observateur statique dans la zone r, < r < r, (appelée
ergosphere).

En utilisant (1.17), nous pouvons réécrire 'action (1.15) en faisant apparaitre le
Hamiltonien

S = / dt / (p7his = NH = N'H; ) d*z — f (Ne+ 2N'myn?) dx (1.18)
P S{
ol
i = —Vh(hIK — K 1.1
P’ = Vi ) (1.19)

/7

. P i o 1
est le moment conjugué de h;j, ™ = pbij et € = Vo k.
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1.3. Energie quasilocale

F1G. 1.4 — Représentation de l'espace-temps (1.17). On appelle u la normale (de genre
temps) aux hypersufaces 3; et n la normale (de genre espace) aux hypersurfaces ¥". La
métrique de I'espace-temps g,,,, induit une métrique h;; = g;; +w;u; sur les hypersurfaces
Y et une métrique o4 = Gup + UgUp — NNy Sur les hypersurfaces 7.

Les quantités k et K sont, respectivement, la trace de la courbure extrinseque de S{° et
> données par

Ku = —h2Van, = —% (h,w - 2D(#N,,)> (1.20)

ku = —0;Dan, (1.21)
ou V est la dérivée covariante associée a la métrique g, et D celle associée a la métrique
Les quantités H et H; sont des contraintes associées aux multiplicateurs de Lagrange N
et N*

1 1 I
H=—-Rs+ ﬁ (p“"p,w - 5]?2) ) H; = —QDM (\p/%) . (1.22)

Maintenant que nous avons obtenu le Hamiltonien de la Relativité Générale, nous
définissons 1’énergie comme étant la valeur de ce Hamiltonien “sur couche” (c’est-a-
dire lorsque les équations d’Einstein sont satisfaites) . Etant donné que les contraintes
‘H et H; s’annulent pour une solution de la théorie, I’énergie est simplement donnée par
le terme de surface du Hamiltonien (qui provient en partie de 'action d’Einstein-Hilbert
et en partie du terme de surface ajouté a celle-ci deés le départ)

E= f (Ne+2N'm;n’) d°x. (1.23)
St

En particulier, nous voyons que l'énergie ne dépend que de quantités évaluées sur la
surface a deux dimensions du genre espace 57 .
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Cependant, I’énergie quasilocale est généralement divergente. Pour obtenir une énergie
finie, il faut retrancher la contribution E° d’une solution de fond. Pour une solution (g,
¢) (¢ représentant d’éventuels champs de matiere), la solution de fond (gy),,, ¢°) est choi-
sie de telle maniére que les (g, @) et les (g, ¢°) (_:o'l'ncident1 sur 'hypersurface S;. En
supposant que la solution de fond est statique (N = 0) (ce qui sera le cas dans cette
these), I’énergie est alors donnée par la formule suivante :

E = % (N(G — 60) + 2Ni7rijnj) dzl’. (124)
SH
Pour finir, en examinant la variation du Hamiltonien sous une rotation infinitésimale
at — xt + dxt,
OH = J,oz", (1.25)

nous en déduisons I'expression suivante pour le moment angulaire (J° = 0 pour une
solution de fond statique)

Ji = -2 f n,md>x. (1.26)
57
Nous pouvons vérifier que ces définitions coincident avec les précédentes définitions
de 'énergie en Relativité Générale [32].

1.4 La thermodynamique des trous noirs
Au début des années 1970, Bekenstein [37, 38] obtint la formule suivante
dM = TpdA + QpdJ + $,dQ (1.27)

reliant entre elles les différentielles de la masse M, de 'aire A de 'horizon, du moment
angulaire J et de la charge électrique @) de la solution de Kerr-Newman. Les quantités
Ty, 2, et @, sont la tension effective de surface de I'horizon, la vitesse angulaire de
I’horizon et le potentiel électrostatique sur I’horizon, respectivement. Peu de temps apres,
toujours pour la solution de Kerr-Newman, Smarr [39] dériva & partir de (1.27), la
formule suivante

M =T,A+2Q,J + $,0Q. (1.28)

En 1971, Hawking démontre un théoreme sur l'aire d’'un trou noir. Ce théoreme dit
que l'aire d’un trou noir ne diminue jamais

§A > 0. (1.29)

Ce théoreme fait fortement penser au deuxieme principe de la thermodynamique qui dit
que pour tout processus physique ’entropie d'un syteme ne peut diminuer. Cependant, le

lou au moins sont égaux & un ordre d’approximation suffisant.
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1.4. La thermodynamique des trous noirs

théoreme de Hawking est plus fort encore car pour un systeme de trous noirs, c’est ’aire
de chaque trou noir qui ne peut diminuer. De plus, lorque deux trous noirs fusionnent
et qu'un nouveau trou noir en résulte, I'aire du trou noir final ne peut étre inférieure
a la somme des aires initiales. L’aire d’'un trou noir semble donc reliée a 'entropie
de celui-ci. Dans larticle [40], Bardeen, Carter et Hawking ont généralisé les résultats
obtenus par Bekenstein (1.27) et Smarr (1.28) au cas d’une solution asymptotiquement
plate quelconque et, en poursuivant ’analogie avec la thermodynamique, ont formulé
les quatre lois de la mécanique des trous noirs.

Rappelons ici leur expression :

. La “loi zéro” : La gravité de surface est constante sur 1’horizon pour un trou noir
stationnaire.
a comparer avec le principe zéro de la thermodynamique : la température 7" d’un corps
en équilibre est constante.

. La “premiere loi” :

dM = 8%@4 + QdJ + 8,dQ (1.30)

ou k est la gravité de surface de I'horizon, a comparer avec le premier principe de la
thermodynamique : dE = T'dS — pdV, les termes QdJ et ®d() étant des termes de
travail.

. La “deuxieme loi” :

0A > 0 pour tout processus physique (1.31)

a comparer avec le deuxieme principe de la thermodynamique : 05 > 0 pour tout
processus physique .
. La “troisieme loi” :

On ne peut atteindre x = 0 par aucun processus physique (1.32)

a comparer avec le troisieme principe de la thermodynamique : On ne peut atteindre
T = 0 par aucun processus physique.

Nous avons donc quatre lois de la mécanique des trous noirs qui montrent une tres
grande ressemblance avec les quatre principes de la thermodynamique. En particulier,
il semble y avoir un lien entre la température et la gravité de surface d’une part et
I’entropie et ’aire du trou noir d’autre part. Cependant, en Relativité Générale classique
les trous noirs, comme leur nom l'indique, ne font qu’absorber et n’émettent rien. Leur
température est nulle. Apparemment, il ne peut donc y avoir de lien entre la température
T et la gravité de surface k, et 'analogie entre les lois de la mécanique des trous noirs et
les quatre principes de la thermodynamique ne semble étre rien d’autre qu’une analogie.

En fait, il existe bel et bien un lien entre les quatre lois et les quatre principes. En
effet, Hawking a montré qu’en incluant les effets quantiques, les trous noirs rayonnent.
Au voisinage de I'horizon, il y a création de paires particules-antiparticules. Les anti-
particules tombent dans le trou noir et les particules partent vers 'infini. Tout se passe
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donc comme si le trou noir émettait des particules en se comportant comme un corps

noir a la température
K

T = o (1.33)
Ce phénomene a pour nom le rayonnement de Hawking [41]. Il s’agit donc d'une émission
spontanée, phénomene purement quantique qui n’a pas d’équivalent classique. Il y a donc
bien un lien entre la température et la gravité de surface. En poursuivant I’analogie, nous

voyons en comparant deuxieme loi et deuxieme principe que

S=—. (1.34)
4
Nous pouvons montrer que 'une des conséquences du rayonnement de Hawking est
que le trou noir peut s’évaporer totalement et donc que son aire tend vers zéro. En
tenant compte des effets quantiques la deuxieme loi est donc violée. Mais nous pouvons
introduire une deuxieme loi généralisée [42].
. La “deuxieme loi généralisée” :

0St > 0 pour tout processus physique (1.35)

ou St est la somme de I'entropie du trou noir Sy, et de 'entropie S.,; de tout ce qui se
trouve a 'extérieur de celui-ci.

Ces quatre lois montrent qu’il existe un lien entre gravitation, théorie quantique et
physique statistique (voir [43] pour une revue relativement récente de la thermodyna-
mique des trous noirs).

Aucune théorie satisfaisante de la gravitation quantique n’a pour l'instant été ob-
tenue [20]. Cependant de nombreux résultats (dont le rayonnement de Hawking) ont
pu étre obtenus en faisant les calculs dans leuclidien [44], c’est-a-dire en effectuant la
continuation analytique

T =it, (1.36)

appelée rotation de Wick, dans la métrique. Prenons I'exemple de la métrique de Schwarz-
schild dans laquelle nous effectuons la rotation de Wick (1.36)

2M oM\
0s? = (1 - _) P <1 - _) 0 4 r2d0, (1.37)
r r
Au voisinage de 1'horizon r = 2M, en posant z? = r — 2M, nous avons
2
2=8M 2 < 2 2402, 1.
ds* =38 <d:c + 16M2dT +rd (1.38)

La métrique de Schwarzschild euclidienne est réguliere si 7 est une variable angulaire
de période = 87 M. Or, la régularité de la métrique euclidienne est nécesssaire pour
qu'une théorie quantique des champs & la température 7' = S~ ! soit en équilibre avec
un trou noir. D’autre part, nous pouvons vérifier que la température 5! est bien égale
a la température de Hawking (k = 1/4M pour Schwarzschild).
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1.4. La thermodynamique des trous noirs

De maniére générale pour une métrique stationnaire écrite sous la forme ADM [28]
ds® = —N?dt* + n2dr® + hged0® + hy,,(dp + N¥dt)? (1.39)

nous avons, en adoptant un repére tournant avec ’horizon 7y, (dp — dp — N¥(rp,)dt) et
en effectuant une rotation de Wick,

ds* = N2d7? + nZdr? (1.40)

o nous avons négligé la partie angulaire (0, ). Au voisinage de I’horizon, r = r, + = et
N =N, + ..., la métrique devient

ds? ~ 2’ N'|,d7? + n?|pda® ~ n?|,(dz? + (n'0;N)|pdr?) (1.41)

qui est réguliere si 7 est une variable angulaire de période 3 = 27 /(n‘d;N)|;. Nous en
déduisons alors la formule générale de la température d’un trou noir

1 )
T=p8"1 = _—(n0;N)|, (1.42)
2
que nous utiliserons régulierement dans cette these.
Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement a la premiere loi. Nous vérifierons

si les nouvelles solutions trou noir que nous dériverons satisfont ou non a cette premiere
loi.
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Chapitre 2

La théorie d’Einstein-Maxwell
dilatonique

Dans ce chapitre, nous allons dans une premiere partie présenter la théorie d’Einstein-
Maxwell dilatonique (EMD). Puis nous rappelerons les solutions a symétrie sphérique
(décrivant des trous noirs asymptotiquement plats et non asymptotiquement plats) de
cette théorie. Dans les troisieme et quatrieme parties, nous étudierons le mouvement
géodésique et nous construirons les diagrammes de Penrose des solutions non asymp-
totiquement plates. Enfin, dans les cinquieme et sixieme parties, nous adapterons le
formalisme quasilocal a EMD puis nous I'appliquerons aux solutions non asymptotique-
ment plates.

Dans ce chapitre, le systeme d’unité utilisé est tel que G = 1.

2.1 La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique (EMD), donnée par 'action

1

S=-—
167

d'z+/|gl {R — 20,00"¢ — e **°F,, "'} (2.1)
contient un champ scalaire, le dilaton ¢, ainsi qu'un vecteur A abélien, qui sont couplés
a la gravité. F),, = 0,A, — 0, A, est le tenseur électromagnétique. La force du couplage
entre le dilaton et le champ électromagnétique est “mesurée” par «, appelée constante
de couplage du dilaton . Nous pouvons nous restreindre, sans perte de généralité, au cas
a >0, le cas a < 0 étant aisément obtenu par redéfinition du dilaton (¢ — —¢).
Remarquons que l'action (2.1) est invariante sous la transformation de dualité

(guw ¢7 Fuu) - (g,uu = Guv, (% = _¢7 p,ul/ = iei2a¢ﬁlw> (2'2)

avec 1
P = o p (2.3)

2V
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

oll "7 est le symbole totalement antisymétrique!. Cette transformation peut étre
utilisée pour passer d’une solution chargée électriquement (g,.,¢, F),) & sa version
chargée magnétiquement (g, gzg, FW) et vice versa. En effet, prenons I’exemple d’une
solution statique chargée électriquement. Les seules composantes non nulles du tenseur
électromagnétique sont alors Fyo. En utilisant (2.2), nous avons :

A 1 iy
F7 = —e M, (2.4)
V9

La transformation (2.2) n’affectant pas la métrique, nous avons donc la méme solution
mais avec cette fois-ci un tenseur électromagnétique dont les seules composantes non
nulles sont Fij, donc une solution chargée magnétiquement.

Trois cas particuliers, dépendant de la valeur de «, sont a signaler. Le cas a = 0 se
réduit a la théorie d’Einstein-Maxwell couplée a un champ scalaire de masse nulle.
Le cas a = 1 provient de la limite a basse énergie (compactification des dimensions
supplémentaires sur un tore) de la théorie des cordes hétérotiques. Il peut aussi étre vu
comme la troncation du secteur bosonique de la supergravité D =4, N = 4.
Enfin, le cas o = v/3 peut étre obtenu par réduction dimensionnelle de la théorie d’Ein-
stein a 5 dimensions par rapport a un vecteur de Killing de genre espace.

En variant l'action par rapport a ¢, A, et g,,, nous obtenons les équations du
mouvement suivantes :

1

— 5 Ohp) = — Lo 200 2 25
Tl = - (25)

1 —zaQ 14
m%(v lgle ¢ F") =0 (2.6)
1
Ry = 20,00,¢ = 5 Gue 2F? 4272 F AR, (2.7)

Notons que, lorsque ¢ = 0, EMD ne se réduit pas a la théorie d’Einstein-Maxwell puisque
I'équation du dilaton (2.5) impose la contrainte F? = 0 sur le champ électromagnétique.
La théorie d’Einstein-Maxwell n’est retrouvée qu’en imposant ¢ = 0 et o = 0. Enfin,
dans la limite & — oo, nous retrouvons la théorie d’Einstein couplée a un champ scalaire
de masse nulle et la théorie d’Einstein sans source en imposant en plus que le dilaton ¢
soit constant.

2.2 Solutions a symétrie sphérique de EMD

Dans l'article [1], les auteurs ont démontré que les solutions obtenues par Gib-
bons et Maeda [2, 3] sont les seules solutions asymptotiquement plates décrivant des

1230

Nous adopterons la convention & =louz’=t.
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2.2. Solutions a symétrie sphérique de EMD

trous noirs réguliers (c’est-a-dire possedant un horizon non singulier) électrostatiques et
magnétostatiques de EMD. La solution électrostatique est donnée par :

o = e (- 5) T e
F = Qe:;(boo dr Adt, e*9=9=) = (1 — %)1_7 (2.9)

ou 1 — o2
V=1 C1<aEl (2.10)

e >1_ >0 et ¢y est la valeur asymptotique du dilaton. Dans le cas général (y # 1),
cette solution décrit un trou noir avec un horizon en 7, et une singularité du genre
espace en r_. Lorsque v = 1, la solution se réduit a la solution de Reissner-Nordstrom
et possede deux horizons en ry et une singularité du genre temps en r = 0.

La masse et la charge électrique sont :

1
M = % + %7’,, Q = e %,/ur (2.11)

La version magnétostatique s’obtient aisément en utilisant la transformation de dualité
(2.2).

Etudions, maintenant, la limite pres de I'horizon (on fait tendre la coordonnée radiale
r vers rp, le rayon de I'horizon) et pres de I'extrémalité (on fait tendre les deux horizons
ry I'un vers 'autre) de ces solutions. Cependant, il ne s’agit pas de faire brutalement
r — r_ et r. — r_ dans la métrique. Détaillons le calcul. Tout d’abord posons

ry=r_+¢€b et r=r_+er, (2.12)

ou € est un parametre infinitésimal (que nous ferons tendre vers zéro plus loin). La
solution (2.8)-(2.9) devient

e (7 —b) (r_+er)™

ds> = — e dt* + T () dr® + (e7) 1 (r_ +er)dQ? (2.13)
1 P\
F = ¢ o0 ﬂ\/r_ (r_ +eb)edr Ndt, > =% <L) (2.14)
2 r_+e€r

Il est clair en examinant (2.13) et (2.14) que nous ne pouvons pas prendre ¢ — 0
brutalement. Pour pouvoir prendre la limite ¢ — 0 “proprement”, il est nécessaire de
changer 1’échelle de r_ et de ¢ ainsi que de fixer la valeur de ¢

t=€¢'t, r_=¢€¢%ry, ¢u=—ahe (2.15)
La solution s’écrit alors

Pr=b) s (ot elto’ ;)L

2 1+a? N\1+y 702
(ro + el+o? 7)1+ 71 (7 —b) dr*+7""(rg +e€ 7)dQ° (2.16)

ds® = —
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

F—,/H—VW (ro + et b)dr A df, e — (— T o (2.17)
Vo2 VR ’ C\rgFetty ) '

Nous pouvons maintenant prendre la limite ¢ — 0 sans probleme et nous obtenons ainsi
une solution a deux parametres de EMD), solution précédemment obtenue par résolution
directe des équations du mouvement dans l'article [4],

2 (r—>b) Téﬂ 2 2
T+~1 =
P2 T2 dr A dt, e* = <L> , (2.19)
2 1 To

oll nous avons renommé 7 en r et ¢ en t.
Le parametre ry est relié a la charge électrique

1 —2a r 1+
Q= E/e 20¢ [0 Vgldody = 5 ,yro (2.20)

et le parametre b a la masse (voir section 6 pour le calcul)

M = %b. (2.21)

La version magnétique est facilement obtenue en utilisant (2.2),

/1 i
F = ;’y rosinf di A dp, e = <L) , (2.22)
To

la métrique étant toujours donnée par (2.18). Le parametre rq est cette fois-ci relié a la
charge magnétique

1 1+
P=— | Fpdfdp =
47r/ 0V P

Lorsque @« — oo (7 — —1), le champ scalaire se découple alors que le champ
électromagnétique s’annule. La solution (2.18) se réduit alors a la solution de Schwarz-
schild (b = 2M) ce qui est en accord avec la valeur de la masse donnée par la formule
(2.21) M = M. Lorsque a = 0 (y = 1), le dilaton s’annule et la métrique (2.18) peut se
ramener a

ro. (2.23)

2

ds® =12 (‘(962 — A)dr?* + + dQQ) (2.24)

22 _ 2
en posant x =1 — b/2, ¢ = b/2 et t = r2r. Cette métrique est la solution de Bertotti-
Robinson (AdSs x S?) [5, 6] :
d 2
ds> = 2*di* + = 4 dO? (2.25)
x
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2.2. Solutions a symétrie sphérique de EMD

écrite dans un systeme de coordonnées couvrant 1’espace-temps entier [7]. La solution
de Bertotti-Robinson n’est pas un trou noir, ce qui est en accord avec le fait que la
masse (2.21) s’annule pour v = 1. Dong, la solution (2.18) interpole contintiment entre
la solution de Bertotti-Robinson (o = 0) et la solution de Schwarzschild (o — o0).

Les solutions (2.18) possedent plusieurs caractéristiques inhabituelles. Premiérement,
contrairement aux solutions (2.8), elles sont non asymptotiquement Minkowskiennes et
non asymptotiquement AdS. Cependant, nous pouvons vérifier que la courbure scalaire

1— 2
R= Tvrgk%ﬂ*?(r — ) (2.26)

ainsi que les autres invariants de courbure, qui tendent vers les expressions suivantes a
I'infini

1 2(3 2
rvR, ~ UEN GV a6 (2.27)
4T0( +7)
1 2(11—-10 72
R,uu)\oR e ( +’7) ( v+ )T2(ﬁ/71)7 (228)
(Z 4 2(14)
"o
s’annulent a l'infini (y — 1 = —2a%/(1 + a?) < 0). De méme, ces invariants restent finis

dans tout l'espace excepté bien sir en r = (0 ou se situe la singularité de courbure.

Deuxiemement, contrairement au cas des solutions de Reissner-Nordstrom et de Kerr-
Newman, le fond (b = 0) sur lequel les trous noirs (b > 0) se forment n’est pas Minkowski.
De plus, ce fond n’est pas neutre et le parametre rg n’est donc pas un parametre as-
socié au trou noir mais un parametre associé au fond. Nous verrons que ceci aura des
conséquences lorsque nous calculerons la masse des solutions (2.18) et lorsque nous exa-
minerons la thermodynamique de ces solutions. En fait, il existe une famille de fonds
chargés (électriquement ou magnétiquement) et a chaque membre de cette famille est
associée une famille de trous noirs (b > 0) (voir fig. 2.1)

Enfin, terminons cette section en remarquant que nous pouvons, sans modifier ’ac-
tion (2.1), effectuer la transformation suivante :

b — ¢+ ¢, F — e*™F. (2.29)
Or, les définitions des charges (2.20) et (2.23) ne sont pas invariantes sous cette trans-

formation. Par exemple, en appliquant cette transformation avec ¢y = —a~!Inry pour
la version électrique et ¢y = a~!Inry pour la version magnétique, nous obtenons :

1
Fey /%dr A dt, (2.30)

1
Fe 7

sin 0df A de. (2.31)
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

familles de trous noirs

fonds (b=0)
F1a. 2.1 — A chaque valeur de 7 correspond un fond (b = 0) sur lequel une famille de

trous noirs (b > 0) peut se former.

Les valeurs des charges correspondantes sont :

1 9 . 147
Q= E/e 200 pOr /| gldfdyp = ’/T (2.32)

14+

1
P= / Fypdfdip = | =5 (2.33)

La transformation (2.29) permet de sélectionner un fond particulier (ro = 1 dans ce cas)
et de passer d'un fond a un autre.

2.3 Mouvement géodésique dans la métrique (2.18)

Examinons maintenant le mouvement géodésique des particules dans le champ de
gravitation donné par la métrique (2.18). La trajectoire d’une particule se déplagant
dans le champ de gravitation de (2.18) est donnée par ’équation des géodésiques

d?xt dz” dx°
my -
d\? YO dA dA

0 (2.34)

qui dérive du Lagrangien :

r(r —b) 2y Téﬂ

R -2 —1- —1/p2 - 2. -2
Té—w Tv(r—b)r +ry 7707 +sin” 0 o°) (2.35)

L=gpitis’ =—
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2.3. Mouvement géodésique dans la métrique (2.18)

ou = Jy; A étant le parametre affine paramétrisant la géodésique. Or, A doit étre relié
au temps propre 7 pour les géodésiques du genre temps. D’autre part, 7 est défini par

A
o / g — / g dA. (2.36)
0

Nous obtenons 7 = A si nous imposons la contrainte :
guite” = —1 (2.37)

pour les géodésiques du genre temps. Nous pouvons étendre la validité de cette équation
au cas des géodésiques du genre lumiere et du genre espace en remplacant 1 par ¢,

Gt = —¢. (2.38)

Nous allons utiliser cette contrainte pour étudier les géodésiques de genre temps (¢ = 1,
ds? < 0), du genre lumiere (¢ = 0, ds* = 0) et du genre espace (¢ = —1, ds* > 0).

Le Lagrangien (2.35) étant indépendant de ¢ et ¢, nous en déduisons les deux
constantes du mouvement E (énergie) et L (moment angulaire) :

oL r(r—»b),;

rrll réﬂ t=F (2.39)
g—g = gt sin?0p = L (2.40)
ce qui donne pour £ et ¢
t iE (2.41)
rY(r —b)
p = L (2.42)

'r’éﬂrl”f sin?0’
En remplacant f et ¢ par leurs expressions, la contrainte (2.38) devient

r—b 5 1(r—70)

2(1 - 1+
TO( -&-7)741_2W ry v

2 = E* —r(r — b)§* — €. (2.43)

Etudions le mouvement géodésique dans le plan équatorial (6 = 7/2). L’équation
(2.43) devient :

2+ V = E? (2.44)
avec
r—>b rY(r —b)
V= 2 E. 2.45
T§(1+7)T1_2’Y Téﬂ ( )
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

Examinons tout d’abord le comportement des géodésiques au voisinage de l'infini du
genre espace. Lorsque r tend vers I'infini le potentiel effectif est donné par :

:i:s, e#0
0
Vo L e=0,L#0 (2.46)
To
0, e=0,L=0.
Nous voyons que les géodésiques du genre espace (¢ = —1) peuvent s’étendre jusqu’a

r — oo (147 > 0). Au contraire, les géodésiques du genre temps (¢ = 1) ne peuvent
pas s’étendre jusqu’a l'infini. En effet, le potentiel effectif V' tend vers U'infini (14~ > 0)
et les géodésiques du genre temps sont réflechies par la barriere de potentiel. Dans le
cas des géodésiques du genre lumiere, deux cas sont a distinguer. Premierement, lorsque
L=0o0u~vy<0 (a>1),les géodésiques du genre lumiére peuvent se propager jusqu’a
I'infini. Deuxiemement, lorsque L # 0 et v > 0 (o < 1), les géodésiques du genre lumiere
sont réflechies par la barriere de potentiel.
Au voisinage de I'horizon, le potentiel effectif s’annule et 1’équation de contrainte
devient
7 = E? (2.47)

qui s’integre par
r = EX + cste. (2.48)

Nous voyons alors que 'horizon (r = b) se situe a distance géodésique finie (A fini) et
qu’il est traversable.
Finalement, au voisinage de la singularité, le potentiel devient

__bL? 7“27_1, L;«EO

7,(2)(1+“/)
V — _rmw, L=0,e#0 (2.49)
0
0, L=¢=0.

Nous voyons que la singularité est a distance géodésique finie. Lorsque L # 0, toutes
les géodésiques atteignent la singularité (2y — 1 < 0, —1 < v < 1). Lorsque L = 0,
les géodésiques du genre lumiere atteignent la singularité (V' = 0) alors que plusieurs
cas, en fonction de la valeur de v, sont a distinguer pour les géodésiques des genres
temps et espace (¢ # 0). Lorsque v > 0, le potentiel effectif tend vers zéro et toutes les
géodésiques atteignent la singularité. Lorsque v = 0, les géodésisques du genre temps et
les géodésiques du genre espace (telle que E + be/ réﬂ > () atteignent la singularité.
Enfin, lorsque v < 0, les géodésiques du genre temps atteignent la singularité (e = 1,
V — —o0) alors que les géodésiques du genre espace sont réflechies par la singularité.

2.4 Diagrammes de Penrose de (2.18)

Dans cette section, nous allons construire les diagrammes de Penrose de la solu-
tion (2.18). Dans la section 2 du chapitre 1, nous avons obtenu l’extension analytique
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2.4. Diagrammes de Penrose de (2.18)

(a) (b) (c)

F1G. 2.2 — Les différents “morceaux” composant le diagramme de Penrose de la structure
conforme de la solution de Minkowski.

maximale de l'espace-temps de Minkowski en introduisant un systeme de coordonées
approprié puis nous avons construit le diagramme de Penrose correspondant. Cepen-
dant, il n’est pas toujours aisé de trouver un tel systeme de coordonnées dans le cas
d’espace-temps plus complexes. Il est alors plus commode de construire le diagramme
de Penrose morceau par morceau comme nous allons le voir maintenant.

En négligeant les coordonnées angulaires, la solution (2.18) peut s’écrire

rY(r —b)
d82 = T’Y
To

(—dt® + dz?) (2.50)

ol nous avons introduit la nouvelle coordonnée = définie par

1
rot?

der = —%—dr. 2.51
v r“f('r’—b)T (251)

La partie (t,7) de la métrique (2.18) est donc conforme a celle de la solution de Min-
kowski. Par conséquent, sa structure conforme est identique a celle de Minkowski et les
diagrammes de Penrose correspondants sont constitués des mémes morceaux (voir fig.
2.2) que ceux composant le diagramme de Penrose de Minkowski (fig. 1.2).

Pour construire les diagrammes de Penrose associés a la solution (2.18), il faut dis-
tinguer plusieurs cas en fonction des valeurs de la constante de couplage du dilaton «
(a=0,0<a<l,a=1let a>1)etduparametre b (b <0,b=0et b>0).

Le cas a = 0 correspond, comme nous ’avons signalé précédemment, a la solution
de Bertotti-Robinson.

Détaillons la construction des diagrammes de Penrose (qui sont donnés dans la fig.
2.3) dans le cas a« = 1 (7 = 0). Lorsque b < 0, il n’y a pas d’horizon et r varie de zéro
(ot se trouve la singularité de courbure) a l'infini. Lorsque r tend vers zéro, la variable
x

x =r1oln(r —b) + cste (2.52)

tend vers une valeur finie que nous pouvons fixer a zéro en posant cste = —rqgIn(—b).
Par conséquent, lorsque » = 0, la partie du diagramme de Penrose correspondante est
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

(b<0) (b=0) (b>0)

F1G. 2.3 — Diagrammes de Penrose de (2.18) lorsque oo = 1

identique a celle de Minkowski lorsque r» = 0. Il s’agit donc d’une ligne de genre temps
(verticale)(voir. 2.2 (b)). De méme, lorsque r tend vers l'infini la variable x tend vers
Iinfini et la partie du diagramme de Penrose correspondante est alors identique a celle
de Minkowski lorsque 7 tend vers l'infini (voir fig. 2.2 (¢)). En réunissant les deux parties
(b) et (c), nous voyons que le diagramme de Penrose est identique a celui de Minkowski
(voir fig. 1.3) avec une double ligne du genre temps en r = 0 pour signaler la présence
d’une singularité de courbure.

Lorsque b = 0, il n’y a pas d’horizon et r varie toujours de zéro a 'infini. Cependant,
cette fois-ci la variable x est

x =r1oln(r) €] — 0o, 00| (2.53)

Lorsque r = 0, la partie du diagramme de Penrose est identique a celle de Minkowski
lorsque x — —oo (fig 2.2 (a)). Lorsque r — oo, la partie du diagramme de Penrose est
identique a celle de Minkowski pour x — oo (fig. 2.2 (¢)). En réunissant les deux parties,
nous obtenons le deuxieme diagramme de la figure 2.3 ou la singularité de courbure est
signalée par une double ligne de genre lumiere (inclinée a 45°).

Le cas b > 0 est un peu plus complexe. Il y a un horizon en r = b et il faut alors
distinguer deux domaines de variation de r. Lorsque r € [b, 00|, la variable x

z =r1oln(r —b) (2.54)

varie de —oo a +00. Lorsque r = b, la variable = tend vers —oo et la partie du diagramme
de Penrose est donnée par la figure 2.2(a). Lorsque r — 0o, la variable z tend vers oo et
la partie du diagramme de Penrose correspondante est représentée dans la figure 2.2(c).
En regroupant les parties (a) et (c¢), nous obtenons le morceau de diagramme représenté
dans la figure figure 2.4(b). Lorsque r € [0, b[, la variable x est

x =r1oln(b —r) + cste (2.55)

qui varie de —oo a 0 (cste = —roIn(b)). Lorsque r = b, la variable x tend vers —oo et la
partie du diagramme de Penrose est donnée dans la figure 2.2(a). Lorsque r = 0, x = 0
et la partie est fig. 2.2(b). Le morceau du diagramme de Penrose pour r € [0, ] est
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2.5. Le formalisme quasilocal

(a) (b)

F1G. 2.4 — Les deux parties constituant le diagramme de Penrose de la solution (2.18)
lorsque . =1 et b > 0.

r=0
//Q
<
= 8 8 8 8
I AN AN A A
— I I | I
O\\/
r=0
(b<0) (b=0) (b>0)

F1G. 2.5 — Diagrammes de Penrose de (2.18) lorsque 0 < a < 1

donné par la figure 2.4(a). Le diagramme de Penrose lorsque b > 0 est un assemblage
des parties (a) et (b) de la figure 2.4 en prenant garde au changement de signature de la
métrique, qui se traduit par un basculement (rotation de 90°) du morceau du diagramme
de Penrose correspondant (fig. 2.4 (a) dans notre cas), lors du franchissement de I’horizon
(r = b ici).

Les diagrammes de Penrose dans les cas 0 < o < 1 et @ > 1 se construisent de
maniere similaire et sont représentés dans les figures 2.5 et 2.6.

2.5 Le formalisme quasilocal

Le formalisme quasilocal peut bien sir étre adapté au cas de la gravitation en
présence de sources. Le cas de la théorie d’Einstein-Maxwell a été examiné dans les
références [8, 9]. Pour EMD, le calcul a été conduit de maniere détaillée dans [10]. Nous
allons maintenant rappeler les grandes lignes du calcul afin de mieux comprendre 1’ori-
gine de la contribution de la matiere a ’énergie quasilocale et au moment angulaire
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r=0
»\4 »\4 & »\4
EY EY ,\/” ®
& $ “\ £
7 7 7
&/ ‘/ S \/
r=0
(b=0) (b<0)
(b>0)

F1G. 2.6 — Diagrammes de Penrose de (2.18) lorsque o > 1

quasilocal. Considérons la partie matérielle de I'action de EMD (2.1)

1 3 —2a v
Sm = T~ /dt/d 11/9{20,00" ¢ + e **VF,, "'} . (2.56)
¢
Les moments conjugués de ¢ et de A; sont
VY 50 VI s0p 0 _ VI 5
=Y~ I[I' = Y=o 2" = X2 F° 2.
Py 47 79, Az © 47 (257)

ol E' est le champ électrique modifié, par rapport au cas de la théorie d’Einstein-
Maxwell, par la présence du dilaton.
En utilisant les relations

N? , 4 y 4r N
Do+ Nidib, 96 =h10,¢+ 22 p, 2.58

30<Z5:47T

4 20011,  F = il 4 i(NZHJ — NII")e?>¢ (2.59)
Vh V9

(ou Ej = 0;A; — 0;A; est un tenseur a trois dimensions dont les indices sont élevés et
abaissés par la métrique h;;) obtenues en utilisant la métrique (1.17) et son inverse

Foi = N7Fj; +

9" 8,0, = —N 20,0, + 2N >N'9;0, + (h — N"2N'N’)9,0;, (2.60)

nous pouvons réécrire 'action (2.56) sous la forme suivante

S = / dt / d*z (psOod + 'O A; — NH — N'H;) — / d*zIT'9; Ay (2.61)
t ¢

ou

2T Vh .. 2r VR
— ~—h"0;00;¢ + —=e**’TLIT + ——e 2* [, F 2.62
\/Ep¢+ o 0;00;¢ + \/Ee A1+ 16:° ¥ (2.62)
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2.6. Masse et thermodynamique des solutions non asymptotiquement plates

sont les contraintes Hamiltoniennes associées aux multiplicateurs de Lagrange N et N°.
Le dernier terme dans I'action (2.61) s’integre par partie :

o 3t ¢
puis, en utilisant le théoreme de Gauss, nous pouvons intégrer le premier terme
/ d*x 0;(ApIT") = / VhD{(NAE) Pz = — / Vod*zNAyE'n; (2.65)
3t

ce qui donne finalement pour 'action (2.56)

S /dt /d x(p¢80¢+H80A NH — N'H,; — AOHA — —/fdeNAOEZnZ
3t
(2.66)
ol | . |
Ha=—0lIl' = —E&-(\/EEZ) (2.67)

est la contrainte, qui impose que la divergence du champ électrique soit nulle, associée au
multiplicateur de Lagrange Ag. En conclusion, nous voyons que le dilaton ne contribue
pas directement a l’énergie quasilocale. Il n’apparait qu’indirectement, dans la contri-
bution du champ électromagnétique (dans le E?).

Les contributions a l’énergie quasilocale et au moment angulaire quasilocal de la
partie matérielle (2.56) de EMD sont donc :

E, = /AOHinide, Iy = —/Awﬂinid% (2.68)
Sy Sr

ot nous avons introduit II* = (y/o/v/h)IT!

2.6 Masse et thermodynamique des solutions non
asymptotiquement plates

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la masse des solutions (2.18). En
regroupant la contribution gravitationnelle (1.23) et la contribution matérielle (2.68),
nous obtenons la formule suivante pour 1’énergie quasilocale

E = f (N(e =€) + 2N'mm’ + Ao(II' — II{)n;) d°x (2.69)

St
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

ol nous avons retranché la contribution d’une solution de fond statique (N} = 0). Cette
solution de fond est choisie de telle sorte que les N, N*, /o et Ay de la solution dont
nous voulons calculer ’énergie quasilocale et ceux de la solution de fond coincident sur
la surface d’intégration Sy, afin de pouvoir imposer les mémes conditions aux limites
de type Dirichlet. La masse est donnée par 1'énergie quasilocale (2.69) calculée sur une
surface a l'infini S7°.

Commengcons par calculer la masse de la version électrique (2.19) de la solution
(2.18). En comparant (1.17) et (2.18), nous en déduisons

7”7(7“ - b) Nt — 0, hz‘jdl’idxj _ T(I)JF’Y

N=,/———~ A —
it P (r —b)

[dr® +r(r —b)dQ?*] . (2.70)

De plus, la métrique de S} = ¥; N X" (voir section 1.3 et fig. 1.4) est donnée par
oapdr®dz’ = (hgy — ngny)da®da® = Téﬂrl_wdQQ (2.71)
qui est la métrique d’une sphere o

r r (T — b)
"o
est la normale aux hypersurfaces X". La solution (2.18) étant statique (N? = 0), le
deuxieme terme dans la formule (2.69) ne contribue pas. Calculons les deux autres

termes. Le premier terme est proportionnel a la courbure extrinseque de S :

-1 1 /b
k= 0"*Dan, = — (" Ty + 0% 3P:w) n, = il rie )1 " (2.73)

14
\/ 7o

oll D est la dérivée covariante et T sont les symboles de Christoffel associés & la métrique

-7
2
Le deuxieme terme est proportionnel au moment conjugué de A,

1
T, = sin®0°Tp, = (r — b)sin 6. (2.74)

_ 1 1+
I =1{'n, = ——
" P VA

fyro sin 6. (2.75)

Les deux termes contribuant a 1’énergie quasilocale sont donc

-1 1
Ne=1""rsin 0, Apll" = — Ty sin . (2.76)

Y m

Or, nous voyons que ces deux termes divergent lorsque r tend vers l'infini ce qui n’est
pas surprenant puisque, comme nous ’avons fait remarqué dans le chapitre 1 (section 3),
ceci est généralement le cas. Il est nécessaire de retrancher la contribution d’une solution
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2.6. Masse et thermodynamique des solutions non asymptotiquement plates

de fond. Le choix le plus logique semble étre de choisir le fond chargé (b = 0) sur lequel
les trous noirs existent. Nous pouvons vérifier que ce choix implique bien que les (N, N¢,
Vo et A;) coincident avec les (N, N{, /00 et AY) sur la surface d’intégration S;°. La
contribution de la solution de fond étant ajoutée pour annuler la contribution du terme
dominant dans I’énergie, il faut tenir compte de 'ordre d’approximation suivant en 1/r
pour € et II". Pour le terme gravitationnel, nous avons

-1 1- b
€= 787r retr e (1 g5t ) sin 6 (2.77)

et la contribution du terme gravitationnel a 1’énergie devient

- T bsin 6. (2.78)

™

N(e—¢€) =

Dans le cas de la contribution électromagnétique, II" est constant et ne dépend pas de
b. Il s’ensuit que I = II" et que la contribution du terme électromagnétique est nulle

Ao(IT" — I15) = 0. (2.79)

En regroupant les deux contributions, nous obtenons pour la masse

M = 1?T7Z). (2.80)

Nous pouvons aussi calculer la température (en utilisant la formule (1.42)) et I'en-
tropie du trou noir

7 o— L (n'o;N)| - (2.81)
BT AL 4yt .
A 11
S R / Vodidp = mry 6. (282)

Nous pouvons maintenant vérifier si la version électrique de la solution (2.18) vérifie
la premiere loi de la thermodynamique des trous noirs. Nous avons :
1+

Y
bdry. 2.
47’0 o ( 83)

1— 1—
dM = T’de, TdS — AgdQ = T’de _

La premiere loi est donc satisfaite uniquement si dry = 0, c’est-a-dire si nous fixons la
valeur de la charge électrique. Ce résultat peut se comprendre en se rappelant que la
charge électrique n’est pas associée au trou noir mais au fond sur lequel le trou noir se
forme. Il est donc logique de ne pas varier la charge puisque ce n’est pas un parametre
du trou noir. De plus, en calculant la masse avec le formalisme quasilocal nous avons
déja retranché la contribution du fond. En conclusion, la version électrique de la solution
(2.18) vérifie la premiére loi si nous ne varions pas la charge (ce qui semble logique au
regard de ce que nous avons dit plus haut). Cependant, seule une étude approfondie de la
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Chapitre 2. La théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique

thermodynamique de ces trous noirs au comportement asymptotique atypique pourrait
entériner ce résultat.

Remarquons que la premiere loi dépend de la jauge dans laquelle nous écrivons Aj.
Dans le cas d'un trou noir asymptotiquement plat, il y a une jauge naturelle qui est
celle dans laquelle Ay est fini sur I’horizon et nul a 'infini. Dans le cas d’un trou noir
non asymptotiquement plat il n’y a pas de choix de jauge préferentiel car A, diverge a
I'infini.

Nous pourrions bien str refaire le méme genre de calcul dans le cas de la version
magnétique (2.22), mais nous pouvons obtenir le résultat sans calcul en faisant les re-
marques suivantes. Tout d’abord Ag = 0 et donc le troisieme terme ne contribue pas
a ’énergie quasilocale. Donc, seul le premier terme contribue, comme pour la version
électrique. Or, ce terme ne dépend que de quantités calculées a partir de la métrique.
La métrique étant la méme pour la version électrique et pour la version magnétique,
la contribution de ce terme a l'énergie quasilocale sera la méme que pour la version
électrique. Autrement dit la masse de la version magnétique est la méme (2.80) que
celle de la version électrique. Concernant la premiere loi, nous avons

11—y 11—y 1+~
dM = 1 db, TdS——4 db + Ire bdry. (2.84)

et donc la méme conclusion que pour la version électrique.
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Chapitre 3

Nouvelles solutions trou noir de
EMD pour a? =3

Dans ce chapitre nous allons construire de nouvelles solutions de la théorie d’Einstein-
Maxwell dilatonique pour la valeur particuliere de la constante de couplage du dilaton
a? = 3. Pour cela, nous allons tout d’abord introduire le lien unissant EMD3 (EMD avec
a? = 3) et la théorie d’Einstein a cinq dimensions (E5) ainsi que le modele o de E5.
Puis nous utiliserons ces deux ingrédients pour générer de nouvelles solutions de EMD3
et pour montrer quels sont les liens unissant ces nouvelles solutions et les solutions de
E5. Pour finir, en utilisant le formalisme quasilocal, que nous avons adapté a EMD dans
la section 5 du chapitre précédent, nous calculerons les masses et moments angulaires
des nouvelles solutions.

Dans ce chapitre, le systeme d’'unité utilisé est tel que G = 1.

3.1 Lien entre EMD3 et la théorie d’Einstein a cinq
dimensions

Avant d’aborder le lien existant entre EMD3 et E5, nous allons tout d’abord intro-
duire la notion de modele o [1, 2, 3]. Soit M un espace Riemannien de dimension m de
métrique g,, (z) et N un espace de dimension n (appelé espace des potentiels ou espace
cible) de métrique Gap(®P). On dit que I'espace M admet un modele o si il existe une
fonction ®4(z#) de M dans N dite harmonique, c’est-a-dire satisfaisant aux équations
d’FEuler-Lagrange dérivant de I'action

— vHA HB
Se = /\/EQAB g e, . (3.1)
Nous voyons que (3.1) est invariante sous les transformations infinitésimales
P — o4 4 e XA(D) (3.2)

si X4 est un vecteur de Killing de A, c’est-a-dire si X;p) = 0. L'un des intérets du
modele o est que les transformations finies (résultant des transformations infinitésimales
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Chapitre 3. Nouvelles solutions trou noir de EMD pour a? = 3

(3.2)) peuvent étre utilisées pour générer une nouvelle solution (®',¢') & partir d’une
solution connue (®, g). Les théories d’Einstein [4] et d’Einstein-Maxwell [5, 6] admettent
un tel modele. Le modele o est couplé a la gravitation
1 g
Sa = 5 / (RU - QAB@(I)A@(I)B) hw\/ﬁd:sl‘. (33)
Les équations du mouvement de ce modele sont I’équation d’Einstein a trois dimensions
et les équations du mouvement des ®4
Ri; = Gap0i®0;0" (3.4)
1 -
—0;(Vh hiG,pd;®P) = 0. (3.5)

Vh

Les modeles o de nombreuses théories a quatre dimensions, décrivant la Relativité
Générale couplée a des champs de jauge abéliens et a des champs scalaires, sont dérivés
dans la référence [7]. Mentionnons aussi les travaux de Geroch [8] et Cremmer et al. [9].

Dans l'article [10], les auteurs ont montré que, dans le cas général (a # 0,v/3),
les générateurs du groupe laissant invariant le modele o de EMD sont au nombre de
cinq et que trois de ces générateurs conduisent a des transformations de jauge. Les
deux autres transformations sont des combinaisons de translations du dilaton et de
transformations d’échelle. Le faible nombre de transformations non triviales du groupe
dans le cas o # 0, /3 rend délicate la génération de nouvelles solutions, bien que cela
soit possible [10]. Au contraire, dans les cas particuliers a = 0 et a? = 3, le nombre de
générateurs est de huit. Parmi les transformations associées se trouvent, entre autres,
les transformations de Ehlers et Harrison [11, 12] qui sont absentes dans le cas général
(a # 0,v/3). Les transformations du groupe sont alors suffisamment générales pour
permettre de générer plus facilement de nouvelles solutions que dans le cas général
(o £0,V3).

Dans le cas a = 0, le dilaton se découple du champ électromagnétique. Ce cas est
donc peu intéressant a étudier. Nous allons nous concentrer, dans le reste du chapitre,
sur le cas o = 3. Or, dans ce cas, EMD peut étre obtenue par réduction dimensionnelle
de la théorie d’Einstein a cinq dimensions (E5). En effet, en supposant I'existence d’un
vecteur de Killing du genre espace (05), toute solution de E5

16w

peut étre écrite sous la forme
dsi = e20/V3 (52 4+ e 19/V3(da® 4 2A,da")? (3.7)

ou dsi, ¢ et A, sont indépendants de x°. En utilisant cette paramétrisation de la
métrique, la courbure scalaire a cinq dimensions se décompose de la facon suivante

VGRs = /g1 | Ry — 2(0,)* — ie—ﬂﬁqﬁzﬂ - %v% (3.8)
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et nous retrouvons l'action de EMD3 (en négligeant la divergence).
Donc, a toute solution ds? de EMD3 correspond une solution de E5.

Les solutions décrivant des trous noirs de E5 sont bien connues. 11 existe trois familles
de solutions décrivant des trous noirs asymptotiquement plats de E5. Gibbons et Wilt-
shire [13] ont obtenu les solutions décrivant des trous noirs a symétrie sphérique dans
trois des quatre dimensions d’espace. Cette solution fut ensuite généralisée au cas sta-
tionnaire par Rasheed [14]. Les solutions décrivant des trous noirs a symétrie sphérique
dans les quatre dimensions d’espace ont été obtenues par Tangherlini [15]. Elles ont
ensuite été généralisées au cas stationnaire par Myers et Perry [16]. Enfin, récemment,
Reall et Emparan ont obtenu des solutions décrivant des anneaux noirs [17].

Dérivons maintenant le modele o de E5. Pour cela, nous allons utiliser le formalisme
de Maison [18] pour réduire la théorie de cinq a trois dimensions. La métrique a cing
dimensions doit posséder deux vecteurs de Killing, I'un de genre espace 05 et I'autre de
genre temps ;. Elle peut alors se mettre sous la forme

ds? = Gpdride® = Ny (da® + Qda®) (da’ + a?dxj) + 77 hyjdat da? (3.9)
olt Ay, 7 = |det(N)], A7 et h;; ne dépendent pas des coordonnées x* = ¢ et z°. Les
indices ¢, j ... varient de 1 a 3 alors que les indices a, b. .. prennent les valeurs 4 et 5.

Les composantes °R,; = 0 de I’équation d’Einstein *Ryp = 0 sont trivialement

satifaites en introduisant le 2-vecteur w, tel que
_ ikl b
Wai = [h] TP AphaeM A, (3.10)

(dw est le dual de d@). En utilisant (3.9) et (3.10), les deux autres composantes *R,; et
°R,; deviennent

(x 'x")u =0, (3.11)

1 _ _
Rij = 7Tr(x " xax ™ x) (3.12)

ou Y est une matrice anti-unimodulaire

1 1
Y= ( Aab 7'1 WaWp —T ffa ) . (3.13)

—T Wy -7

Ces deux équations dérivent de I'action
1 .
S, = /\/ﬁd?’x (R — ZTT (X_lx,ix_lx’l)) . (3.14)

Nous avons ainsi obtenu le modele o de E5 qui est paramétrisé par la matrice y €
SL(3,R)/SO(3), la métrique de l'espace cible étant

1
di* = ZTT (dxdx™"). (3.15)
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En particulier, nous voyons immédiatement que l'action (3.14) est invariante sous la
transformation

X — X = U\, U e SL(3,R). (3.16)

Nous utiliserons dans les sections suivantes cette transformation pour générer de nou-
velles solutions (¥, G) de E5 conduisant & de nouvelles solutions de EMD en utilisant
(3.7). De méme, remarquons que les équations du mouvement (3.11) et (3.12) sont
elles aussi invariantes sous la transformation (3.16). De (3.11), nous déduisons que
X~ 'x' = x"'x' = cste. En reportant ce résultat dans (3.12), nous voyons que R;; = R;
et donc que h;; = }_Ll'j. Dongc, toutes solutions x et x reliées par la transformation (3.16)
possedent forcément la méme métrique réduite h;;.

Considérons maintenant le cas particulier ou la matrice x ne dépend des coordonnées
r’ que par lintermédiaire d’'un potentiel o, y(o(x")). Nous pouvons montrer que le
potentiel o peut toujours étre choisi harmonique (Ao = 0). Pour cela, utilisons la
paramétrisation du modele o en fonction des ®“. Si nous faisons ’hypothese que les &4
ne dépendent des ' uniquement par l'intermédiaire d’un potentiel o, c’est-a-dire que
P4 = ®4(a(x?)), alors équation pour les potentiels 4 (3.5) devient [1, 3] :

2 DO .= 7=
i+ do? BC 4o do

AdpA A2 PA A ddE doc
do

) 0;00'c = 0. (3.17)

Les ®4 étant des fonctions de o seulement, nous pouvons réécrire (3.17) de la fagon

suivante
A PoA | A deP el ,
D;do = —-12 dquf do_do 9.00'c = g(0)0;00'0. (3.18)
“do

Or, comme les z* sont définis & une transformation de coordonnées pres, ' — z'*(z?),
nous avons la méme liberté de choix pour le potentiel o, 0 — ¢'(0). Cette liberté de
choix du o peut étre utilisée pour mettre (3.18) sous la forme (9;00%c # 0)

D;d'c = 0. (3.19)

En utilisant cette relation, (3.5) devient
d?®4 L doP doC
do? B¢ do do

qui est simplement I’'équation des géodésiques sur 1’espace cible.

En utilisant a nouveau la paramétrisation du modele ¢ en fonction de y, nous avons
pour I'équation des géodésiques de l'espace cible (3.11) et I’équation d’Einstein a trois
dimensions (3.12)

(3.20)

d _1dx
— —=1=0 3.21
do <X da) (3:21)
1 dx\’
Rij = ZTT (X_lﬁ) 620'8]‘0'. (322)
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L’équation des géodésiques (3.21) admet pour solution
x = ne” (3.23)

ou 7 et A sont deux matrices constantes. Donc, toute solution de EMD dont la matrice
X peut se mettre sous la forme x (o (z°)) est représentée par une géodésique dans ’espace
cible. Les équations (3.22) et (3.15) deviennent

1
Rij = ZT'/’(Az)@-a@ja (324)
1
di* = ZTfr(A?)do—Q. (3.25)

Donc, en particulier, nous voyons que les solutions ayant une matrice A telle que
Tr(A?) = 0, sont des géodésiques du genre lumiere de I'espace cible. De plus, les com-
posantes du tenseur de Ricci sont nulles. Or, a trois dimensions, le tenseur de Riemann
étant une combinaison linéaire du tenseur de Ricci et de sa trace, nous en déduisons
que les composantes du tenseur de Riemann sont elles aussi nulles. Donc, les solutions
avec Tr(A?%) = 0 sont des géodésiques du genre lumiere de l'espace cible représentant
des solutions de EMD ayant des sections spatiales h;; plates.

Dans le cas ol les sections spatiales h;; sont plates, I’équation de Laplace, Ao = 0,
admet comme solution o = 1/7. A partir de cette solution, nous pouvons construire une
solution multi-centres

OZZOiZZ|Fiiﬁ|’ X =netXivi, (3.26)

Pour finir signalons que nous pouvons aussi considérer le cas ou y dépend de plusieurs
potentiels [19, 20]
X = neXoa Aece (3.27)

et dériver les conditions nécessaires pour pouvoir construire les solutions multi-centres
correspondantes.

3.2 Génération de solutions en rotation - Secteur
magnétique

Dans cette section, nous allons considérer uniquement la version magnétique (2.22)
de la solution (2.18). Dans le cas o = 3, la solution s’écrit :

1200~ T
ds® = _L\/%)dﬂ + %[dﬁ + r(r — b)dQ?], (3.28)
3
T2
F = g—osianQ A dg, e2V39 — (TLO) : (3.29)
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Son partenaire a cingq dimensions s’obtient facilement en utilisant la formule (3.7) :

—b
dsi = T dt? + o (dr2 +7r(r— b)dQQ) + r (dx5 — 1y Cos¢9dcp)2 . (3.30)

r r—>b 7o

Deux points sont a souligner concernant cette solution. Premierement, cette solution
possede la méme métrique réduite h;; que la métrique de Schwarzschild plongée dans
cingq dimensions (b = 2M)

r—>b r
r

ds? = (da®)® — ——dt* + — (dr? +r(r — b)) dQ. (3.31)

Par conséquent, comme nous ’avons vu dans la section précédente, ces deux métriques
sont liées par la transformation (3.16),

ou Xm et Xs
—r=b 0 —=t 0 0
Ym = 0 —wizm & | xs= 0 1 0 , (3.33)
0 L 0o 0 —=

sont les matrices associées aux solutions (3.30) et (3.31), respectivement. La matrice Uy,

est
0 0

0 V% . (3.34)
_ /b )
0 b

Deuxiemement, la métrique (3.30) peut-étre réécrite sous la forme (en posant r =
x? [4rg et 2° = ron)

1
Un=| "0
0

~1
2 _ Y 2 I 2 2 7302
olt dQ2 est la métrique d'une 3-sphere de rayon unité,

dQ; = = (d6” + sin® 0 dp® + (dn — cos 0 dip)?) . (3.36)

A

Or, nous reconnaissons dans cette métrique la solution de Tangherlini [15] qui est conte-
nue dans la solution plus générale de Myers et Perry [16] (la solution de Tangherlini
s’obtient en prenant les deux moments angulaires a+ = 0) :

2
dsi = —dt* + % dt +a,sin®0dp, +a_cos’>Odp_| + p? db?
p

2.2
+(2? + a2)sin® 0 dp? + (2° + a” ) cos® 0 dp” + % dz® (3.37)
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(1) (2)

Myers et Perry statique

U?n XU, partenaire a 5D du trou noir non ( solution de Tangherlini )

Schwarzschild —— = asymptotiquement plat chargé magnétiquement 5D

plongée dans 5D

réduction dimensionnelle

(3.7) par rapporta x> =1, 1

Trou noir non asymptotiquement plat chargé magnétiquement
4D

F1G. 3.1 — Les deux fagons de construire la solution (3.28)-(3.29).

avec
p? = 2 +alcos’+a’sin’0, O =(2*+al)(a* +a’) — pa’, (3.38)
- 0 p+En
g = = =71, 3.39
97 P+ 92 ( )

Autrement dit, dans le cas o = 3, la version magnétique de la solution (2.18) peut-
étre obtenue de deux manieres différentes (voir fig 3.1) :

1) En appliquant la transformation U, sur la matrice xg associée a la métrique de
Schwarzschild plongée dans cinq dimensions, nous obtenons une matrice Yy, associée a
la solution (3.30). Puis nous utilisons (3.7) pour passer de la solution a cinq dimensions
(3.30) de E5 a la solution & quatre dimensions (3.28)-(3.29) de EMD3.

2) En réduisant la métrique de Myers et Perry statique (la solution de Tangherlini)
par rapport au vecteur de Killing 95 (z° = rgn).

La transformation (3.32) fait passer d’une solution asymptotiquement plate a une
solution non asymptotiquement plate, tout en générant une charge magnétique. Donc,
nous pouvons prévoir que, en appliquant U, sur la matrice yx

—(r—0)*—akcos*0 0 agbcost

1
= 0 2o (3.40)
0 agb cos 6 0 —>

représentant la solution de Kerr plongée dans cing dimensions (solution asymptotique-
ment plate en rotation qui se réduit a Schwarzschild en prenant le parametre associé a
la rotation ag nul),

— +db* +
Ag 13

o1

2
ds* = —é—o(dt — wodp)? + X

(dr2 Ay sin? 0
0

dgoQ) + (dx®)? (3.41)
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avec
Ao = rP—brtad, So—1+adieostd, (3:42)
br sin® 0
22— Ag—alsin?e, wo:—%, (3.43)
0

nous obtiendrons une solution généralisant (3.28)-(3.29) par une rotation (une solution
non asymptotiquement plate en rotation chargée magnétiquement). En appliquant la
transformation (3.32) nous obtenons la nouvelle matrice x g,

—(r —b)* — a2 cos* 6 —aob\/gcose aog\/brg cos 6

XKm = f_oz —agpby / % cos 6 —%ZO 2o : (3.44)
aog\/brg cos @ o —ror

En comparant cette matrice avec (3.13) nous en déduisons les quantités 7, Ay et wy.
Puis, en utilisant la relation de dualité (3.10), nous obtenons les (i & partir des w,.
Nous pouvons alors reconstruire la métrique associée a la matrice x k., et nous obtenons
la métrique & cing dimensions suivante (z° = ron) :

ds? = —<1—2)1/124‘am/bZOCOSQQ?/Jf‘f‘TOEOfQ

2
+7;S—§ (2—00 dr? + f2d6% + Agsin 0 dgoQ) . (3.45)
0
o V 20 A 0
ap\/bror sin cos
wzdﬂr%d% ¢ =dn— Ofog de, (3.46)
qui est le partenaire a cinq dimensions de la solution
2 02 2 2 2
9 15 broagr sin” 0 dr o Agsin®f
= — -~ Yol — —_— 4

5=~ B (s P 1) s (a2 02 (o)

r2 +a2 70 aox/l_) ToT
A=— 0 2 cosf|dp — ————dt 20/v3 _ [T 3.48
Yo 2 < CT Rt @) )’ ’ Xo (348)

qui généralise effectivement (3.28)-(3.29) par I'ajout d’'un nouveau parametre aq lié au
moment angulaire. La charge magnétique

1 1 om0
P=_ / Fopdfdp = 5 AlG=) = —7 (3.49)

est identique a celle du cas statique. La masse et le moment angulaire de cette solution
sont (voir section 6 pour le calcul)

M== J=

3b aopyV bTO
g - (3.50)
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3.2. Génération de solutions en rotation - Secteur magnétique

La masse est la méme que dans le cas statique. Les diagrammes de Penrose de cette
solution sont donnés dans la figure 3.2. Il sont identiques a ceux bien connus de la
solution de Reissner-Nordstrom (le “role” de la charge électrique est ici tenu par le
moment angulaire ap).

Lorsque b? > 4a?, la solution décrit un trou noir en rotation possédant deux horizons

situés en ry
1
=g (b:i: \/b? — 4a%) . (3.51)

Lorsque b? = 4a2, la solution décrit un trou noir extréme. Les deux horizons coincident
en r, =1y =r_ = b/2. Enfin, lorsque b? < 4a2, la solution décrit une singularité nue.
Quelque soit b, la singularité de courbure, de genre temps, est située en r = 0. Nous
voyons sur les diagrammes de Penrose (fig. 3.2) que les solutions stationnaires ont la
méme structure conforme a l'infini que dans le cas statique.

D’autre part, comme la solution (3.30), nous pouvons montrer que la solution (3.45)
est elle aussi liée a la métrique de Myers et Perry. En effet, en posant

47’0&0

VI

-0 +
0=~ @i:%, $2:4T0T—d2, /~L:4r0b7 ay =a_=a=—

(3.52)

la métrique (3.45) se réduit a la métrique de Myers et Perry avec les deux moments
angulaires ay égaux. Donc (3.47)-(3.48), comme (3.28)-(3.29), peut-étre obtenue de deux
facons différentes. Soit par réduction dimensionnelle de la métrique de Myers et Perry
avec deux moments angulaires égaux (par rapport a d; = 0,/r), soit en utilisant la
transformation (3.16) sur la métrique de Kerr plongée dans cing dimensions puis la
formule (3.7).

Nous avons donc vu que la version magnétique de (2.18)(dans le cas a? = 3) s’obtient
par réduction dimensionnelle de la métrique de Myers et Perry avec ar = 0 et que sa
généralisation en rotation (3.47) s’obtient par réduction dimensionnelle de la métrique
de Myers et Perry avec ay = a_. Nous pouvons donc nous demander ce que nous
obtiendrions en réduisant dimensionnellement la métrique de Myers et Perry la plus
générale (ay # a_) par rapport a d; = 0,/r9. Comme nous pouvions le supposer, nous
obtenons une solution encore plus générale que (3.47)-(3.48) :

2 2 2 ‘2
s ] e dr* 5 Asin“d
ds? = m(dt wdgo) +\/HA<A g = dgo), (3.53)
1 bps  Bo . 5
A = A { [(A—i—br) cos 6 T (r —b/2)sin” 0| dy
b
—5(5 — [ cosb) dt} , (3.54)
0
e2/V3 = %, (3.55)
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(a) b2>4a} (b) b2 =4a}

J

F1a. 3.2 — Diagrammes de Penrose de la solution (3.47). Dans les cas (a) et (b), les
diagrammes sont des tours infinies constituées par un empilement infini du méme motif.
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3.3. Génération de solutions en rotation - Secteur électrique

avec

2 2252 2752
A = (r—é) —ﬁé fP=A b7 sin?f, ar =049,

2 402’ B 42

b 3262 61
o2, v 2 2 _
A = r°+ e (6 — Bcosb) e cos”0, Il =ror+ e cosf, (3.56)
2
_52/9 _ _

Cette solution décrit un trou noir dyonique (chargé électriquement et magnétiquement)
en rotation qui possede deux horizons situés en r

L 58

ry = .
To

NSl

(3.57)

La charge magnétique (toujours identique au cas statique) et la charge électrique sont

bo

il Q= / VIR fgdfdyp = o (3.58)

p=-2

2
Ces deux résultats peuvent étre compris en examinant le terme dominant de A, pour P
et le terme dominant de Ay pour Q. En effet, le terme dominant de A, est —rycos6/2
qui conduit & P = —rg/2 en utilisant (3.49). Le terme dominant de Ay est proportionnel
a (0 — Bcosf). Or, 'intégration du terme (3 cos § multiplié par le sin 6 provenant du /g
donne zéro. Il ne reste donc que la contribution du terme proportionnel a ¢ conduisant
au résultat ci-dessus.

Lorsque 6 = 0, nous retrouvons (en posant = —2agy/7o/b) la solution (3.47).
Lorsque 8 = 0, la solution décrit un trou noir dyonique statique possédant deux horizons
si bro > 6%, un trou noir statique extréme (r; = r_) si brg = 6% et une singularité nue si
b'f’() < 52.

Finalement, en se souvenant que la transformation (3.32) fait passer d’une solution
asymptotiquement plate a une solution non asymptotiquement plate tout en générant
une charge magnétique, nous conjecturons que ce dyon en rotation peut aussi étre obtenu
par application de U, sur la matrice associée a la métrique de Kerr-Newman chargée
électriquement plongée dans cing dimensions.

3.3 Génération de solutions en rotation - Secteur
électrique

Les versions électriques des solutions dérivées dans la section précédente peuvent étre
obtenues aisément en utilisant la transformation de dualité (2.2). Cependant, comme

nous allons le voir, les liens entre les versions électriques et leurs partenaires a cing
dimensions valent aussi la peine d’étre étudier.
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Cette fois-ci, nous prenons comme point de départ la version électrique (2.18)-(2.19) :

—1/2(p. _ b
ds? — _L\/%)dﬁ n %W (e — b)d9?), (3.59)
3
1 2
F = Wdr/\dt, e2V39 — <7’L) : (3.60)
0 0

La métrique de la version électrique étant la méme que celle de la version magnétique,
il en résulte que, comme dans la section précédente, le partenaire a cinq dimensions :

2
o r—=b r—>b r
ds? = = da° dt) — dt* + —— (dr? — b)) d¥? 3.61

% T<x+ To ) To +r_b(r+r(r )) ( )
possede la méme métrique réduite h;; que la métrique de Schwarzschild plongée dans
cinq dimensions (3.31) (qui est contenue dans la solution de Rasheed [14]). Ces deux
solutions sont donc reliées entre elles par la transformation :

Xe = UeTXSUe (362)
ol
_blr=b) r=b 0 b _ /o
rqr r T b
Xe = % o 0 , Ue= 0 ’ oo (3.63)
0 0 -5 0 0 1

et xs est la matrice associée a la métrique de Schwarzschild plongée dans cinq dimensions
(3.31) dont 'expression est donnée en (3.33). D’autre part, (3.61) peut se réécrire sous
la forme

br—> To 2 r 7o
dsi = —— dt — —dz® dr? 4+ r* dQ* + —= (da®)? .64
S5 P ( b$)+r_b7“+r +b(x) (3.64)

qui se déduit de la métrique de Schwarzschild plongée dans cing dimensions (3.31) par

la transformation
25— y2’, t—- =S, = 1/%0. (3.65)

Effectuer une telle transformation n’est pas anodin. Premierement, dans le contexte
de la théorie de Kaluza-Klein, la réduction dimensionnelle se fait en supposant la coor-
donnée x® périodique. Il s’ensuit que la nouvelle coordonnée de temps dans la métrique
de Schwarzschild “twistée” (3.64) est elle aussi périodique.

Deuxiemement, en prenant comme point de départ une solution de Kaluza-Klein a
symétrie sphérique neutre (Schwarzschild plongée dans cinq dimensions) dont la matrice
X est donnée en (3.33), nous pouvons générer une solution de Kaluza-Klein a symétrie
sphérique chargée électriquement en utilisant la matrice V'

cosha sinha 0
V = sinha cosha 0 |. (3.66)
0 0 1
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3.3. Génération de solutions en rotation - Secteur électrique

Nous obtenons la matrice y = VgV,

— f cosh? o + sinh? & % cosh asinh 0
X = Y cosh asinh o cosh’a — fsinh®>a 0 : (3.67)
0 0 1

ou f=1—"b/r, qui correspond & la métrique suivante :

b
ds? = (—fcosh®a +sinh® a)dt* + 2- cosh a sinh adtdz®
r
+(cosh? a — fsinh® @) (da®)? + f~ dr? + r? dQ2. (3.68)

Nous pouvons vérifier que cette solution contient bien une charge électrique en se rappe-
lant que le coefficient du terme croisé dtdax® est proportionnel & la composante de temps
Ap du 4-vecteur potentiel électromagnétique (3.7).

En appliquant la transformation de twist (3.65) sur cette métrique, nous obtenons

ds: = —f(coshay 'dt —y(cosha — sinha)dz®)? + f~dr® + r* dQ?
+(sinh ay'dt + y(cosh a — sinh a)dz”)?. (3.69)

Or, en effectuant les transformations de jauge

2° — 2 —y 'sinhadt, ~ '(cosha —sinha)t — Ft, 7 = ~(cosha — sinh ) (3.70)

la métrique devient
2
ds? = —f (f‘y‘ldt — f‘yda:5) + £ dr? + 2 dO? + 72 (daP)?. (3.71)

Or cette métrique est identique (en remplagant 7 par ) a la solution de Schwarzschild
“twistée” (3.64) que nous avons obtenue en appliquant la transformation (3.65) sur une
solution neutre de Kaluza-Klein.

En fait ce résultat n’est pas étonnant. En effet, la transformation (3.62) génére une
charge électrique tout en changeant le comportement asymptotique. Donc, en appli-
quant cette transformation sur une solution neutre asymptotiquement plate nous obte-
nons une solution chargée électriquement non asymptotiquement plate. Mais si, comme
nous venons de le faire, nous appliquons cette transformation sur une solution asympto-
tiquement plate chargée électriquement, nous obtenons a nouveau une solution chargé
électriquement non asymptotiquement plate. Donc, réduire dimensionnellement une so-
lution neutre asymptotiquement plate “twistée” ou une solution asymptotiquement plate
chargée électriquement “twistée” conduit au méme résultat.

En conclusion , comme pour la version magnétique, la version électrique de la solution
non asymptotiquement plate (2.18) peut étre obtenue (dans le cas o = v/3) de deux
fagons différentes (voir fig. 3.3).

1) En utilisant la transformation (3.62) sur la matrice associée a une solution de
Kaluza-Klein neutre ou chargée électriquement (qui sont contenues dans la solution de
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Chapitre 3. Nouvelles solutions trou noir de EMD pour a? = 3

(1) (2)

UE M, U partenaire a 5D du trou noir non Schwarzschild

(<

Schwarzschild —— = asymptotiquement plat chargé électriquement

plongé dans 5D
plongée dans 5D

réduction dimensionnelle

(3.7) par rapportd M =7 (x> +1t)

Trou noir non asymptotiquement plat chargé électriquement
4D

F1G. 3.3 — Les deux facons d’obtenir la solution (3.59)-(3.60).

Rasheed [14]), nous obtenons une nouvelle matrice a partir de laquelle nous construisons
la nouvelle solution & cingq dimensions. Puis, en utilisant (3.7), nous obtenons la solution
a quatre dimensions de EMD3.

2) En réduisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein neutre ou chargée
électriquement par rapport au vecteur de Killing (095 —03;). Ou bien ce qui est équivalent,
en “twistant” la solution de Kaluza-Klein neutre ou chargée électriquement puis en

réduisant par rapport a la nouvelle coordonnée z°.

Comme dans la section précédente, en appliquant la transformation (3.62) sur la
matrice associée a la métrique de Kerr plongée dans cing dimensions (contenue dans
la solution de Rasheed) puis en utilisant (3.7) sur la nouvelle métrique a cinq dimen-
sions ainsi obtenue, nous obtenons la version électrique de la solution (3.47)-(3.48). La
métrique est toujours donnée par (3.47) et les champs de matiere sont donnés par

by
A= (fOQ dt + /broagr sin® ngo), e2/V3 = [0 (3.72)

1
2ror roT

Sans surprise, nous pourrions montrer que cette solution peut aussi étre obtenue en
réduisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein en rotation (qui est contenue
dans la solution de [14]) (neutre ou chargée électriquement ) par rapport a (ds — ).

Calculons maintenant a l’aide de (2.2)(en choisissant le signe —), la version électrique
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3.3. Génération de solutions en rotation - Secteur électrique

du dyon en rotation (3.53) :

2 2 2 f 2
s [ e dr* 5  Asin“d
ds; = m(dt wdgo) +\/HA<A + do* + 72 dgo), (3.73)
1 bo?
pe (1w )
—Zi (26T cos 6 + B(ror + 6°/2) sin®0) dgp) : (3.74)
To
2e/vi A (3.75)

0
Nous obtenons une solution décrivant un trou noir dyonique en rotation mais qui, cette
fois-ci, est une excitation sur le vide (b = a = 0) chargé électriquement.

Nous pouvons a 'aide de (3.7) obtenir le partenaire a cinq dimensions de cette
métrique. Puis, en appliquant la transformation de twist inverse

’
P -yt -yt +2P), y= 30 (3.76)
nous obtenons une solution en rotation analogue a celle de Rasheed [14] mais avec en plus

une charge NUT'; cette charge NUT ayant une valeur opposée a la charge magnétique

(N = —P). Essayons maintenant de comprendre pourquoi le dyon en rotation de “type
électrique” est la réduction dimensionnelle “twistée” d’une solution analogue a la so-
lution de Rasheed avec P = —N. Prenons comme point de départ une solution de

Kaluza-Klein statique chargée magnétiquement :

A 2
dt? + T dr? 4 r2d0? (3.77)

ds? = (dz® + 2P cos0dyp)? — =
sz = (dz” 4 2P cos 0dyp) = A

(qui est le partenaire a cinq dimensions de la solution de Reissner-Nordstrom chargée
magnétiquement) ot A = r? — 2Mr + P?. En “twistant” cette solution nous obtenons
comme prévu une solution avec une charge électrique mais nous voyons aussi I’apparition
d’une charge NUT proportionnelle a la charge magnétique P (N = P)

A 2Pr2cosf A 2
B = ( ) (d“”” R e v A)dt)

2
dt + 2P cos Bdyp)? + %er +r2d02. (3.78)

)

Nous voyons donc que le “twist”, en plus de générer une charge électrique et de changer
le comportement asymptotique, génere aussi une charge NUT a partir de la charge
magnétique.

D’autre part, nous avons vu que le trou noir dyonique en rotation de type électrique
est la réduction dimensionnelle “twistée” d’une solution analogue a celle de Rasheed avec
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une charge NUT, N, telle que N = —P. De plus, le trou noir dyonique en rotation ne
possede pas de charge NUT. Nous en déduisons donc que la transformation de “twist”
est telle que, appliquée sur une solution asymptotiquement plate avec N = —P, elle
produit une solution non asymptotiquement plate avec une charge magnétique mais
dépourvue de charge NUT.

Pour finir, nous conjecturons que si nous effectuions la réduction dimensionnelle de
la solution généralisant celle de Rasheed (avec N # P), nous obtiendrions une trou noir
dyonique en rotation avec charge NUT (NN # P) de type “electrique”.

3.4 'Trous noirs avec charge NUT-Version électrique
et version magnétique

Nous avons vu dans la section 2 que le dyon en rotation de type magnétique est
la réduction dimensionnelle par rapport a 05 = (0,, — 0,_)/(2ry) de la métrique de
Myers et Perry (3.37). Dans la section 3 nous avons vu que le dyon en rotation de type
électrique est la réduction dimensionnelle “twistée” d’une solution généralisant celle de
Rasheed [14] par 'ajout d'une charge NUT ; la charge NUT étant égale en valeur absolue
a la charge magnétique mais avec un signe opposé.

Nous avons conjecturé a la fin de la section précédente que la réduction dimension-
nelle de la solution généralisant celle de Rasheed avec N # P donnerait la version
électrique d'un dyon en rotation avec charge NUT. Nous pouvons aussi nous demander
quel serait le partenaire a cinq dimensions de la version magnétique de ce dyon. Dans
cette section, nous allons répondre a ces deux questions dans un cas particulier. Prenons
I'exemple d’une métrique a cinq dimensions avec charge NUT, c’est-a-dire la métrique
de Taub-NUT (1.7) plongée dans cinq dimensions (voir fig. 3.4)

A D> /
dsi = 5 (dt' + 21 cos@dgo) + A (dr2 + AdQ%) + (dx®)?,
avec
A=r*—2mr—1*, Y=r+[%. (3.79)

En “twistant” (3.65) cette métrique puis en la réduisant de cinq a quatre dimensions,
nous obtenons la solution

A 2 dr?
ds? = ———|(dt+2vylcosfd ) +vHZ<—+d§22), 3.80
A
A = o0 (dt + 27l cos ngo), (3.81)
by
20/V3 _ 2 2
e o (3.82)
avec
IT = 2+*(mr + 7). (3.83)

60



3.4. Trous noirs avec charge NUT-Version électrique et version magnétique

Solution de Kaluza—Klein statique neutre avec charge NUT

c’est—a—dire la solution de Taub—NUT plongée dans cinq dimensions Solution de Myers et Perry
avec les deux moments angulaires égaux

twist (3.65) twist inverse

Solution de Taub—NUT "twistée" Solution de Myers et Perry twistée
avec les deux moments angulaires égaux

3.7 3.7
. . . 2.2) . . .
version électrique du trou noir non - o version magnétique du trou noir non
asymptotiquement plat dyonique avec charge NUT asymptotiquement plat dyonique avec charge NUT

F1G. 3.4 — En réduisant dimensionnellement une solution de Kaluza-Klein avec charge
NUT “twistée”, nous obtenons un trou noir non asymptotiquement plat dyonique de
type électrique. Ensuite, nous calculons la version magnétique de ce dyon puis nous
calculons son partenaire a cinq dimensions. Nous reconnaissons alors la métrique de
Myers et Perry avec a, = a_ “twistée” (3.86).

qui est un trou noir non asymptotiquement plat avec une charge électrique et une charge
magnétique ainsi qu'une charge NUT telle que N = P = ~l.

En utilisant la transformation de dualité (2.2), nous pouvons obtenir la version
magnétique de cette solution. Puis, en utilisant (3.7), nous obtenons son partenaire
a cing dimensions qui peut étre mis sous la forme

2

2 _
ds?:—(dt—l—ddn) +%<dt+ddn—%(dn—cos€dnp))
)

4 2
P 2 P 2 2 2
d — | do +d dn® —2cosfdpd 3.84
+p4_up2ﬂw2p+4( + dp® + dn” — 2 cos wn), (3.84)
avec

p2 = 8’}/2(7’)17“ + l2) » = W "L‘5 y M= 1672@2 + m2) ; 4= 2’Yl : (385)
Nous reconnaissons alors la métrique de Myers et Perry (3.37) avec les deux moments

angulaires égaux (a. = a_ = a) qui aurait subi le “twist”
t—t+an. (3.86)

Nous en déduisons que la version magnétique de la solution non asymptotiquement plate
dyonique avec charge NUT est la réduction dimensionnelle de la métrique de Myers et
Perry avec les deux moments angulaires égaux “twistée” (3.86) par rapport a 0,,.

En conclusion, nous avons prouvé la conjecture faite a la fin de la section précédente
dans un cas particulier et nous avons montré que la version magnétique du trou noir
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non asymptotiquement plat avec charge NUT est la réduction dimensionnelle d'un cas
particulier de la métrique de Myers et Perry “twistée”. Nous faisons alors la deuxieme

conjecture suivante : la version magnétique du trou noir dyonique en rotation avec charge
8y, —0
+ Y-

NUT peut-étre obtenue en réduisant par rapport a 05 = 5

et Perry (3.37) générale (avec ay # a_) “twistée” (3.86).

la métrique de Myers

3.5 Solutions multi-centres

En prenant le carré de la matrice A de la solution (3.59)-(3.60)

b -2 0
r ro
A2=[0 o o |, (3.87)
b
0 0 5

nous voyons que A? = ( lorsque b = 0. Dans ce cas la matrice x. est simplement

01 0
Xe =nee? =n(ls+oA)=| 1 2 0 |, o= % (3.88)
00 -1

Ce cas correspond au fond chargé électriquement (b = 0), sur lequel les versions électriques
des trous noirs (b > 0) se forment, dont la métrique s’écrit

ds? = ——di> + 22 [dr* +12d0?] | (3.89)

To T

Nous remarquons que la métrique h;; est plate. Or, comme nous I’avons vu a la fin de
la premiere section, lorsque la métrique réduite h;; est plate, nous pouvons construire
des solutions multi-centres. En effet, le potentiel o satisfait a I’équation de Lagrange
Ao = 0 qui admet des solutions du type

C;
_ , 3.9
P (90

Dans ce cas la matrice x. devient

01 0
Xe =N =n.(Is+0A)=|[ 1 o 0 (3.91)
00 -1
et la métrique de la solution multi-centres est
ds? = o(da® + o 'dt)* — o tdt? + (dr® 4+ r2dQ?). (3.92)
En utilisant (3.7), nous en déduisons la solution de EMD3 correspondante
ds® = —g~2dt? + o2 [er + TZdQZ] (3.93)
1 1
V3 — 73 Ay= 0!, (3.94)

’ 2
qui décrit une superposition de fonds chargés.
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3.6. Energie quasilocale et thermodynamique

3.6 Energie quasilocale et thermodynamique

Nous allons dans cette section appliquer le formalisme quasilocal aux solutions que
nous avons obtenues dans les sections précédentes. En rassemblant les contributions
gravitationnelles (1.23)-(1.26) et matérielles (2.68) a ’énergie quasilocale et au moment
angulaire quasilocal, nous obtenons les formules suivantes :

E = 7{ (N(e =€) + 2N'myn + A(II — IIH)n;) d*x (3.95)
S;
J = —Q%nmi@de—/Aq,H"nidzx. (3.96)
57 57

Détaillons le calcul des quantités quasilocales pour la solution (3.47)-(3.72) qui décrit
un trou noir en rotation chargé électriquement. Tout d’abord réécrivons la métrique sous
la forme ADM

2
JANRVAI dr? r? + a? aoV'b
ds® = —— =0V 0 g2 Yo | — + d6? O6in?0 | dp — —————dt
’ Vror(r? + ag) TVTorSe Ay e 2o o v Vro(r? + a)

(3.97)
L’espace-temps M est alors représenté (voir fig. 1.3) par un empilement d’hypersurfaces
%t de normale u, = —N 52. La métrique induite par g,, sur ces hypersurfaces est :
o dr? 2, 2
hijdz'dz? = gi; +wuy; = /o120 (AL + do* + % sin? ngOZ) . (3.98)
0 0

Cet empilement est borné, pour une valeur de la coordonnée radiale r fixée, par une
hypersurface " de normale n, = ,/g,, de métrique :

A D 2 2
——\/_dt2+ rory d02+%

V()

2
Vb

in26 [ do— —2V% ) |, (3.99

S (SO VTo(r? + ad) (3.99)

L’énergie quasilocale est donnée par l'intégrale (3.95) sur la surface S} = 3, N 3" dont
la métrique est donnée par

r? 4+ a?
opdrtda’ = Gab + UgUly — NgNp = \/Tor2 (d92 + TO sin? Gdgoz) (3.100)

olt u, = N§? est la normale aux hypersurfaces ¥; et n, = V90, est la normale aux
hypersurfaces ¥". La masse du trou noir est définie comme étant 1’énergie quasilocale
évaluée sur une surface a I'infini

M=ImFE (3.101)

r—00
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Chapitre 3. Nouvelles solutions trou noir de EMD pour a? = 3

En comparant (3.97) et (1.17), nous voyons que

A ¥\ i i
VoA (E) () 3107
r“+ag \ror 70

ao\/l; - ao\/l_?

’ ro(r? + a2 Tor? (3.103)
Vol 0 V7o
Les déterminants des métriques h;; et o, sont
3/2(,.2 2 )
h = (ror) / (r +Aa0)\/ism i ~ T8/27’5/2 sin? 6 (3.104)
o = ror(r?+aj)sin® 0 ~ ror’sin® 0 (3.105)

ou nous avons aussi indiqué leurs valeurs lorsque r tend vers l'infini.

Calculons tout d’abord la masse de la solution. Pour évaluer le premier terme dans
I'intégrale (3.95), nous devons calculer ¢ = \/ok/(87). La courbure extrinseque k de S}
est

k = —o™Dyn, = (" T+ 17 ))n, (3.106)

1 VA@Br? +a?
_ 1 VABrta) (3.107)
2T0/ 15/4 (12 —|—a%)21/4

ott les ®T sont les symboles de Christoffel calculés & partir de la métrique hi;. Lorsque

r — 00, k devient
3 b
ke~ ——mm (1 — — 3.108
2ry/ /4 < 27“) ( )

Comme n; = (/g 07 et N' = N¥5., le deuxieme terme dans l'intégrale (3.95) est
N¥mgn" avec :

1
K™ = —ﬁ(h”&N“’ + (A" (3)Ff¢ + h¥¥ (3)F:¢)N“’) (3.109)
Vhav/Ar
— T3/, 2)3/2¥73/4 (3.110)
ry (1?2 +a?)3/?2%
bar3/? sin @ b
7 = oK™ = _% o~ —% sin 6. (3.111)
r’+a r
Enfin la contribution électromagnétique est Agll" avec
. ro(r?+a?)(r* —a®cos®0) sin b To a’*(1—3cos?0)\ .

I =- = ~ o 1+ = sinf. (3.112)
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3.6. Energie quasilocale et thermodynamique

Finalement, les trois termes contribuant a la masse s’écrivent (en ne gardant que le
terme dominant lorsque r — 00) :

3 .
Ne = —Ersm@ (3.113)

ba?r? sin® 0
8m(r? +a?)X
(r?* +a®)(r* — a®cos®0) sin 0

167y '
Nous voyons que le deuxieme terme tend vers zéro et ne contribue donc pas a la masse.
Au contraire, les deux autres termes sont linéaires en r et donc divergent lorsque r
tend vers l'infini. Donc nous obtenons un résultat infini pour la masse. Comme dans le
cas statique (voir chapitre 2 section 6), nous devons retrancher la contribution d’une
solution de fond. La solution de fond doit étre telle que les (N, Nt \/o, A;, @) et les
(No, N¢, /oy, AV, ¢o) coincident sur la surface Sp°. Comme dans le cas statique, nous
choisissons le fond chargé (b = a = 0) sur lesquel les trous noirs se forment

—\/ dt2 1/ (dr* + r*d6” + r* sin® 0dp?) . (3.116)

La contribution de la solution de fond étant ajoutée pour annuler la contribution do-
minante a la masse, nous devons reprendre les calculs précédents en tenant compte de
l'ordre suivant dans les développements de k (3.108) et I1" (3.112). Nous obtenons

2N'mym! = 2N¥m,m" = (3.114)

A(]HT - —

(3.115)

3b
N(e —¢e) = — A17
(o) = oo (3.117)
. a*(1 — 3cos?0) |
Apg(IT" =11 = — T sin 0 (3.118)
ce qui donne pour la masse

3b

M = R (3.119)

Le calcul du moment angulaire est similaire a celui de la masse excepté que nous
n’avons pas a retrancher la contribution de la solution de fond puisque celle-ci est sta-
tique (Jy = 0). Les quantités intervenant dans l'intégrale (3.96) ont déja été calculées
lors du calcul de la masse. Les termes dominants des contributions gravitationnelles et
matérielles sont

2n, 7", =~ —2ag+/brysin® 0 (3.120)
AT >~ —ag\/brgsin® 6. (3.121)

Nous voyons que la contribution gravitationnelle est deux fois plus grande que la contri-
bution matérielle. En regroupant ces contributions, nous obtenons pour le moment an-

gulaire
J— vV b'f’() ag
5

(3.122)
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Chapitre 3. Nouvelles solutions trou noir de EMD pour a? = 3

Nous pouvons faire le méme calcul pour la solution dyonique en rotation (3.73)-(3.75).
La masse et le moment angulaire sont
3b bg

M=, J=

3.123
3 1 (3.123)

Comme dans le cas statique (voir chapitre 1 section 6), nous pouvons vérifier que les
versions magnétiques ont les mémes masses et moments angulaires que les versions
électriques.

Vérifions maintenant si la premiere loi est satisfaite pour ces trous noirs non asymp-
totiquement plats. Prenons a nouveau l'exemple de la solution (3.47)-(3.72). Nous avons
pour ’entropie, la température, la vitesse angulaire de ’horizon et le potentiel électrosta-
tique sur 'horizon :

A 1
S:Z:Z/\/mdedgpzﬂ\/m,/riJrag, (3.124)
1 Ty —T_
T = — nrﬁrN = ) 3125
gttp aO\/E
h=—h=—F" (3.126)
Gop ﬁo(ri + ap)
b
Vio= (Ao + QA,)|h = — (3.127)
27"0
ce qui donne (en variant M, S, J et () par rapport a b, ¢ et ag)
db db b
dM = %, TdS + QpdJ — VidQ = % — ngo- (3.128)
0

Donc la solution (3.47)-(3.72) satisfait a la premiere loi si dro = 0, c’est-a-dire si I'on
fixe la charge électrique. Il se passe donc la méme chose que dans le cas statique. Le
parametre 7y étant un parametre du fond chargé et non un parametre du trou noir,
il semble logique de ne pas varier ce parametre. Donc, nous concluons que la solution
(3.47)-(3.72) satisfait a la premiere loi des trous noirs. Comme dans le cas statique, nous
pouvons vérifier que la version magnétique satisfait aussi a la premiere loi.

De méme, nous pourrions vérifier que les versions électriques et magnétiques des trous
noirs dyoniques en rotation satisfont aussi a la premiere loi de la thermodynamique des
trous noirs si la charge n’est pas variée.
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Chapitre 4

Trous noirs en théorie
d’Einstein-Maxwell dilato-axionique

Dans le chapitre précédent nous avons obtenu de nouvelles solutions des équations
du mouvement (2.5)-(2.7) de la théorie d'Einstein-Maxwell dilatonique (EMD) pour une
valeur particuliere de la constante de couplage du dilaton, a? = 3. Pour se faire, nous
avons utilisé le fait que EMD3 (EMD avec o? = 3) est la réduction dimensionnelle de la
théorie d’Einstein a cinq dimensions qui admet un modele o. Nous avons ainsi obtenu
de nouvelles solutions de EMD3 et mis en évidence les liens existants entre ces nouvelles
solutions de EMD3 et les solutions de la théorie d’Einstein a cing dimensions. Dans ce
chapitre, nous allons nous intéresser au cas o = 1. Dans ce cas, EMD est la réduction
dimensionnelle de la théorie des cordes hétérotiques. Mais nous avons mentionné, dans
la premiere section du chapitre précédent, que dans le cas général (o # 0, \/3), les
transformations laissant le modele o de EMD invariant étaient difficiles a exploiter pour
la génération de nouvelles solutions. Pour générer de nouvelles solutions de EMD pour
a = 1, nous allons utiliser le fait que, dans ce cas, EMD est contenue dans une théorie
plus vaste : la théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique (EMDA). Cette théorie admet
un modele o. Dans une premiere partie nous allons introduire la théorie EMDA puis dans
une deuxieme partie nous rappelerons les principales caractéristiques de son modele o.
Ensuite, nous utiliserons ce modele o pour construire une nouvelle solution en rotation
non asymptotiquement plate et nous calculerons sa masse et son moment angulaire en
utilisant le formalisme quasilocal. Apres avoir montrer que EMDA peut étre obtenue
par réduction dimensionnelle de la théorie d’Einstein a six dimensions, nous chercherons
quelle est la solution a six dimensions correspondante a la solution en rotation. Pour
finir, nous étudierons le mouvement géodésique et le comportement d’'un champ scalaire
dans le champ de gravitation de la nouvelle solution en rotation.

Dans ce chapitre, le systeme d’unité utilisé est tel que G = 1.
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Chapitre 4. Trous noirs en théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique

4.1 La théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique

La théorie EMDA est définie par I'action

1

S =-—
167

1 .
d*z\/|g| {R — 20,00 — §e4¢8u/<;8“/<; — e_Z‘bFH,,FW — HFHVFMV} , (4.1)
qui contient en plus du dilaton ¢ et du vecteur A, déja présents dans EMD, un champ
pseudo-scalaire, I'axion k.

Le tenseur F* est le dual du tenseur électromagnétique défini en (2.3).
L’action de EMDA (4.1) est invariante sous la transformation (S-dualité) de SL(2, R)

r=ktie® wi=—"—1" G=06vtyu, d=pFv+aou (af—pPy=1) (4.2)

qui peut-étre utilisée pour générer une charge électrique a partir d'une charge magnétique
(et vice versa) ou encore pour passer d'une solution de type électrique a une solution de
type magnétique (et vice versa).

En variant l'action (4.1) par rapport a ¢, k, A, et g,,, nous obtenons les équations
du mouvement de EMDA :

1 1 1

- o\ — Ta20p2 L 4e 2

maﬂ (\/\g|8 ¢) S F? 4 2e'(0r) (4.3)
Lﬁu ( lg| e4¢8“/£> + F,F" =0 (4.4)
varl

\/—1@@ [\/@ (e’zd’F“” + /iﬁ’“”)} —0 (4.5)

1 1
R, =20,00,¢ + 564(758” KO,k + e 2 <2FMAF3\ + §gul/F2) ) (4.6)
Signalons que la limite ¢ — 0 et K — 0 ne redonne pas la théorie d’Einstein-Maxwell

puisque les équations du dilaton (4.3) et de I'axion (4.4) imposent respectivement les
contraintes F? =0 et F,, F" = 0.

4.2 Le modele 0 de EMDA

Nous allons rappeler les principales étapes de I'obtention du modele o de EMDA en
se basant sur l'article [1]. La notion de modele o a été introduite dans la section 1 du
chapitre précédent.

Tout d’abord il est nécessaire d’imposer que la métrique possede un vecteur de Killing
du genre temps afin de pouvoir mettre la métrique sous la forme :

ds® = — f(dt — widz")(dt — wjdx?) + f~ hyda'dx? (4.7)

70



4.2. Le modele ¢ de EMDA

olt la fonction f, la 1-forme w = w;dz’ et la métrique réduite h;; sont indépendantes
du temps. La métrique g, est alors stationnaire et la métrique réduite h;; est de genre
espace.
Les composantes spatiales (¢ = i) de I'équation de Maxwell (4.5) et de l'identité de
Bianchi

1

d, F'M) =0 4.8
NG (v/1g|F™") (4.8)

sont trivialement satisfaites en introduisant les quantités u et v appelées potentiel
“électrique” et “magnétique” respectivement (par analogie avec ’électromagnétisme
sans source) :

Fyp = —=0w 4.9
0 \/§ ( )
e WU 4 gFU = %eijk&gu. (4.10)

En introduisant le 3-vecteur 7 et le potentiel y,

Vh

ot1 €% est le symbole totalement antisymétrique a trois dimensions!, la composante (0i)
de ’équation d’Einstein est satisfaite.

Les équations (4.3), (4.4), les composantes (00) et (ij) de 'équation d’Einstein (4.6)
ainsi que la composante = 0 des équations (4.4) et (4.8) constituent alors un systeéme
de six équations pour les variables f, x, u, v, ¢ et k. Or, ce systeme de six équations
dérivent de 'action

5ijk8jwk, 7 = OixX + vOiu — udyv (4.11)

Sg = %/ (RU - QABQ-CI)A@-(I)B) hij\/ﬁdzsx (412)
ot ®4 = (f, x,v,u, ¢, k) est appelé espace cible, G4p étant la métrique de cet espace.
Nous avons ainsi obtenu le modele o de EMDA.

En étudiant les isométries (vecteurs de Killing) de la métrique de 1’espace cible G4p,
les auteurs [1] ont montré que ce modele o pouvait étre paramétrisé par la matrice
M € Sp(4, R)/U(2) qui dépend des potentiels ®4 :

p1 PQ
M_(QP_1 P+QP‘1Q)’ (4.13)
ou P et () sont deux matrices réelles

P a2 (112 _vfe2¢ 11}) 0= (vw -X w ) ’ (4.14)

w —K

LConvention : 122 =1
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Chapitre 4. Trous noirs en théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique

avec W = U — K.
L’action du modele o

Sy = % / <R+ iTr(VMVMl)) Vhd*z (4.15)

est invariante sous la transformation matricielle
M — M =U"MU, U € Sp(4, R), (4.16)

que nous utiliserons dans la suite pour construire de nouvelles solutions de EMDA.
Comme dans le cas du modele o de EMD, toutes solutions M et M liées par la trans-
formation (4.16) possedent la méme métrique réduite h;;.

4.3 Lien entre EMDA et la Relativité Générale a six
dimensions

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, le modele o de EMDA est in-
variant sous le groupe Sp(4, R) [1, 2, 3]. D’autre part, la Relativité Générale a six
dimensions sans source admet un modele o invariant sous le groupe SL(4, R) [4] qui
contient le groupe Sp(4, R). Ceci ameéne a penser qu’il pourrait exister un lien entre les
deux théories. Dans l'article [5], les auteurs ont montré que, a toute solution de EMDA
correspond une solution de la Relativité Générale a six dimensions, généralisant ainsi le
résultat obtenu dans [6].

Rappelons brievement la procédure suivie dans [5] afin de voir sous quelles conditions
la Relativité Générale a six dimensions se réduit a EMDA. Pour cela nous allons réduire,
a la Kaluza-Klein, la Relativité Générale sans source a six dimensions

Sg = / d°r+/g6 Rs. (4.17)

Quelque soit le nombre de dimensions, en imposant 'existence d'un vecteur de Killing
du genre espace, la métrique peut s’écrire

ds .y = e %0 ds? + 20D (g 4 (C,) dat)? (4.18)

ou ¢ est une constante arbitraire que nous fixerons plus loin. En utilisant (4.18) nous
pouvons exprimer la courbure scalaire a n + 1 dimensions de la maniere suivante

A 1 5 A
V gn+1Rn+1 = \/gT% [Rn - (n - 1>(n o 2)62<8¢n>2 - 162(1171)0(;5”}72(0”) + 26v2¢n:|

(1.19)

Pour réduire I'action (4.17) de six & cinq dimensions, nous utilisons (4.18) et (4.19)

avec n = 5. En dualisant la 2-forme F et en fixant ¢ = 1/1/6, Iaction (4.17) devient (en
négligeant la divergence)

S5 = / d°x\/95 {RS — 2(ds)? — %e—aémz} (4.20)
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4.3. Lien entre EMDA et la Relativité Générale a six dimensions

ot H = dK = xF(Cs) et a = 4,/2/3. Nous devons maintenant réduire (4.20) de cing &
quatre dimensions. Pour cela nous utilisons (4.18) et (4.19) avec n = 4 ainsi que

K = K, do" A dz” + E,, da® A da. (4.21)

L’action (4.20) devient

1 1
Sy = /d4x\/g_4 [R4 —2(0¢)* — (0Y)* — §e4¢(8m)2 — ZeQ(¢_¢)F2(C4)
_ie—wwpzw) - Z (F(c4)F(E) + F(E)F(c4))] (4.22)
oll nous avons introduit & tel que H = —e*® x k et

¢ = \/g% - \/gﬁl% =2 <\/§¢5 + \/g@) : (4.23)

Nous voulons que l'action (4.22), et les équations du mouvement qui en découlent, se
réduisent a 'action de EMDA (4.1) et les équations du mouvement correspondantes
(4.3)-(4.6). Ceci peut-étre fait en imposant les conditions

v=0, (Cu),=E,=+24, (4.24)

compatibles avec toutes les équations du mouvement.
En résumé l'action de la Relativité Générale a six dimensions (4.17) se réduit a
I'action de EMDA (4.1) en posant

dsi = dsi 4+ e 20> + e*(( + K 0)? (4.25)

avec
0 = di® +V2A,dr", (¢ =di®+V2B,da", (4.26)
Fu(B) = ¢ 2F,(A) —rF,(A). (4.27)

Nous voyons donc que, & toute solution (ds?, A, ¢, k) de EMDA correspond une solution
ds? de la Relativité Générale sans source & six dimensions.

Pour finir signalons que nous pouvons mettre (4.25)-(4.27) sous la forme plus com-
pacte

dsg = Gapdada® = dsi + A (da® + V2A%da") (da’ + V2A" dat) (4.28)

avec 2 2 2 2
e+ K Ke a
= (TR ) - (4.2

ou (ds?, A, ¢, k) est une solution de EMDA si

det(A\) =1, Ff, = ="\ [, (4.30)
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Chapitre 4. Trous noirs en théorie d’Einstein-Maxwell dilato-axionique

avec
F! ) ( F.(A) )
el = m . 4.31
( Fiu FMV(B) ( )
Les indices a,b, ... varient de 5 a 6 alors que les indices u, v, ... prennent les valeurs
1,2,3,4 et €® est le symbole totalement antisymétrique 2.
Au début de ce chapitre, nous avons vu que 'action de EMDA est invariante sous

la transformation de SL(2, R) (4.2). Ici, nous voyons que cette symétrie a pour origine

I'invariance de la théorie d’Einstein a six dimensions dans I’espace des deux vecteurs de
Killing 05 et 0.

4.4 Le formalisme quasilocal

La dérivation des formules pour 1’énergie quasilocale et le moment angulaire quasi-
local dans le cas de EMDA est tres similaire a ce qui a été fait dans le cas de EMD
(voir chapitre 2, section 5). La contribution gravitationnelle est toujours inchangée et
est donnée par les formules (1.24) et (1.26). Concentrons nous sur la partie matiere de
I’action de EMDA :

1 1 2
m="15r | TVl {2au<z>8“¢ + 560"+ e F P 4 kF F W}  (432)
™

Le moment conjugué de k est

VI 460
=_YJ . 4.
D 167re 0’k (4.33)

Le moment conjugué de ¢ est inchangé
V9 0
= ——-=0 4.34
py=—7_-0¢ (4.34)

alors que le moment conjugué de A; est modifié par I’ajout d’une contribution provenant
du terme de couplage entre ’axion et le champ électromagnétique :

VY9, s o £4i0 VI i
II' = XY= F? FY)y=Y=F" 4.
. (e + KF"7) B (4.35)

le champ électrique E? étant lui aussi modifié.
Pour faire apparaitre le Hamiltonien dans l'action (4.32), nous utilisons les relations

16w N
"o, (4.36)

e’4¢’pﬁ + N9k, Ok = hijaj/‘{/ +

2011 nous avons adopté la convention 2 =1
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4.5. Génération de solutions en rotation

ainsi que les relations similaires pour ¢ (2.58)(en prenant av = 1). Les relations pour F'*
(2.59) sont modifiées par 'ajout d’une contribution de I’axion :

- 47N N{ _
FOZ‘ = NJF’]Z + WeQ(bHi — 7/{62¢€ilekl, (437)
y . N? ) K o — NI ) K o —
F9 = [ 4 (4710 — M F)e® — —(4rll’ — Ze™ Fy)e®. 4.38
I — S e — ol — G (439

Comme dans le cas de EMD (chapitre 2, section 5), nous obtenons

) . 1 )
S = / dt / d*z (psOod + 'O Ay — NH — N'H; — AgHa) — o / Vod?xN A E'n,
T
P St

(4.39)
ol H, H, et H4 sont les contraintes associées aux multitplicateurs de Lagrange N, N°
et AO

o2 Vh 8T _y4 Vh . 2m ~
= — —h"0;¢0; —e Yp? 4 TV RY9,Kk0, I IT
Ro= et g 10000+ e pL o+ ao e RO e
+%(e_2¢ + ﬁ262¢)EjFij — g/{e%ﬂisiklpkl (4.40)
s
H; = p¢ai¢+pﬁai/€+ﬁ1ijnj (4.41)
Ha = —0OlII" (4.42)

En particulier, nous voyons que l’axion, comme le dilaton, ne contribue qu’indirecte-
ment au Hamiltonien (dans le II'). Nous en déduisons les formules suivantes pour les
contributions de la matiere a I’énergie quasilocale et au moment angulaire quasilocal :

E, = /Aolz[inide, I = —/Awﬁinid% (4.43)
Sr Sy

oll nous avons introduit I = (y/o'/v/h)IT’.

4.5 Génération de solutions en rotation

Lorsque la constante de couplage du dilaton « est égale a un, nous avons vu que EMD
était contenue dans EMDA. Donc les solutions non asymptotiquement plates (2.18) de
EMD pour a = 1 sont aussi solution de EMDA. Dans I'article ¢ ‘Linear Dilaton Black
Holes’’ (voir Appendice A), en utilisant I'invariance du modele o sous la transformation
(4.16), la version électrique de la solution (2.18) a été généralisée. Dans cette section,
nous allons faire le méme travail pour la version magnétique

—b
ds? — _TTO 2 + —f 2 [+ r(r = 0)d2’] (4.44)
To . 2 To
F=—sinfdd Ndp, e =—. 4.45
7 @ . (4.45)
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Nous remarquons que cette solution possede la méme métrique réduite h;; que la solution

de Schwarzschild

r T
, k=0, F=0, b=2M. (4.47)

ds* = — (1 — 9) dt* + (1 - 9)1 (dr* +r(r — b)dQ?), (4.46)

2 = 1

Par conséquent, ces deux solutions sont liées par la transformation de Sp(4, R)

My, = UFMsU,, (4.48)
avec
0 0 0 To- 0o =
0 -1 0 0 0O -2 -1 0
T br
0 0 0 -1 000
et
T b
5 00 =
Us=| 0 VB Vu 0 |. (4.50)
0 V2 0 0

2 0 0 0

Cette transformation fait passer d’une solution asymptotiquement plate neutre a une
solution non asymptotiquement plate chargée magnétiquement. Donc, comme au cha-
pitre précédent, en appliquant cette transformation sur une métrique asymptotiquement
plate neutre en rotation, la solution de Kerr,

A — a?sin? 6 dr? Asin® 6
ds? = ———— (dt —wdp)®* -2 — 4+ do?> + ————— dp? 4.51
5 by ( wip) (A + +A—a251n20 7 ) )
e =1, k=0, F=0, (4.52)
avec
Mrsin® 0
A=1r2—2Mr+da® S=r’+dcos?l, w=-2—— " (4.53)

A —a?sin’ 6’

nous obtenons une solution non asymptotiquement plate chargée magnétiquement et en
rotation. La matrice (4.13) associée a la métrique de Kerr étant

/L0 =t o
0 —1 0 0
My = B ) , 454
e I . (454)
0 0 0 -1
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avec A 22 .
— a“sin aM cos
= =—-2——. 4.55
nous obtenons la nouvelle matrice
o i SR
_rox roX*4f-f 1 _x
Mg = Up Mg U, = brob y ) (4.56)
0 -1 — 0
-1 _X b
f f 0 rof

En comparant (4.13) et (4.56), nous en déduisons les f, ¢, k, u, v et x de la nouvelle
solution. Puis en utilisant (4.11), nous obtenons, & partir du potentiel x, les 7% puis les
wg. Nous pouvons alors reconstituer la solution associée a la matrice Mg,

A — a?sin’0 dr? Asin? 6
ds> = —— " " (dt — wdp)® — S (A S — [ 4.57
s ror ( wdp) TOT(A + +A—a251n29 @) (457)
62(15:7*_0’ /{:_CLCOSG’ A:_acosedt_rocosﬁd% Y aror sin? 6 (4.58)

r To V2r V2 A —a?sin®6’
Nous avons vu dans la section 4.1 que EMDA était invariante sous une transformation
de dualité (4.2) permettant de passer de la version magnétique d’une solution a la
version électrique de cette solution. Cependant, nous pouvons aussi utiliser la matrice
Une qui fait passer des matrices M,, associées aux versions magnétiques des solutions
aux matrices M, associée aux versions électriques des solutions

0 -1 -2
noo_nmo ]
M, =UL M Upe,  Upe = b b : (4.59)

om0 0
o 1 0 0

Dans la section précédente, nous avons adapté le formalisme quasilocal a EMDA. En
regroupant les contributions matérielles et gravitationnelles, nous obtenons les mémes
formules (3.95) et (3.96) que dans le cas de EMD pour I"énergie quasilocale et le moment
angulaire quasilocal, mais avec le moment conjugué II* de A; modifié par la contribution
de I’axion (4.35). Nous allons maintenant utiliser ces formules pour calculer la masse et le
moment angulaire de la solution (4.57)-(4.58). Le calcul des quantités quasilocales a été
grandement détaillé dans la section 6 du chapitre 2 et dans la section 5 du chapitre 3. De
plus, le calcul de la masse et du moment angulaire de la solution en rotation de EMDA
étant tres similaire a celui conduit dans la section 5 du chapitre 3, nous n’entrerons pas
dans les détails. L’énergie quasilocale est divergente et il est nécessaire de retrancher
la contribution d’une solution de fond pour obtenir un résultat fini. Comme dans les
chapitres précédents, nous choisissons comme solution de fond le fond chargé sur lequel
les trous noirs se forment, c’est-a-dire la solution (4.57)-(4.58) avec a = b = 0. Pour
calculer la masse nous avons besoin de la courbure extrinseque de la surface S}

AUy N (1 b) (4.60)
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ce qui donne pour le premier terme de la contribution gravitationnelle

b
N(E — 80) = E sin 6. (461)

De méme, en utilisant
argsin®d | A

=\ — 4.62
T 327 ror ( )
la contribution du deuxiéme terme est
a?sin® 0
O N = ———— 4.63
Ty 327 (4.63)

qui s’annule a l'infini et donc ne contribue pas a la masse. Pour calculer la contribution
matérielle, nous avons besoin du moment conjugué II" de A,

T

a

cos fsin 6. 4.64
2271 ( )
La contribution matérielle est alors (II; = II"(a = b = 0) = 0)

a? cos? sin 0

ATl —TIp) = =————— (4.65)

qui s’annule a l'infini et donc ne contribue pas a la masse. En regroupant les trois
contributions, nous obtenons pour la masse

b

Le calcul du moment angulaire fait intervenir les mémes quantités que nous venons
d’utiliser pour le calcul de la masse. De plus, nous n’avons pas a retrancher la contri-
bution de la solution de fond puisque celle-ci est statique (Jy = 0). La contribution
gravitationnelle et la contribution matérielle au moment angulaire sont

r_ arg . 3
2n,m;, = ~1g, b 0 (4.67)
A" = —% cos? 0 sin 0 (4.68)

et nous voyons que, comme pour la version électrique (voir l'article ¢ ‘Linear Dilaton
Black Holes’’ dans ’Appendice A ), la contribution matérielle est deux fois supérieure
a la contribution gravitationnelle

ary aro ary
J=J 4J, = o o _ 9% 4.69
ot 6 "3 2 (4.69)

Nous voyons aussi que la masse et le moment angulaire sont les mémes que ceux de la
version électrique. Comme dans le cas des solutions de la théorie d’Einstein-Maxwell
dilatonique dans les chapitres 2 et 3, nous pouvons montrer que la version électrique
et la version magnétique de la solution en rotation satisfont a la premiere loi de la
thermodynamique des trous noirs si la charge n’est pas variée. La charge n’étant pas un
parametre du trou noir mais un parametre du fond, ce résultat semble correct.
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4.6. Partenaire & six dimensions de la solution en rotation

4.6 Partenaire a six dimensions de la solution en
rotation

Déterminons maintenant le partenaire a six dimensions de la solution (4.57)-(4.58).
Nous obtenons en utilisant (4.25)

b 2 7
ds? = —2dtda® + 2adtdp + —dt* + "2 (dz®)? + rordp? — “2°27 425 da®
To T
2 1 42 cos? 0
—2r cos Odpdx® + TjL&(d:f)2 + rordd® + D% 2. (4.70)
ror A
En posant
— +
p = 2\/ror, 0= 3 P = % (4.71)

b dz®
dr = /2 (d2® — adp), dip = —<dt—,/@d7), dy="— (472
b ro b To

la métrique se met sous la forme d'un produit direct
dsi = d* + dsz, (4.73)

olt ds? est la métrique de Myers et Perry (3.37) avec les deux moments angulaires égaux
(ay =a_):

2 2
2 _ 2 M _ dp 5 o
ds; = —dr°+ 7z (dT + (a/2)(dp — cos@dn)) +1o Py + p~ dS23
2
= —dr* + % (dT + asin® fdyp, + acos® édgo_) (4.74)
dp?

+ — 4+ p? <d0_2 + sin? dg? + cos? 5dg02>
1 — pp=2 + pa2p= "

avec p = 4brg et @ = 2(ro/b)/%2a. Donc la version magnétique de la solution (4.57)

peut-étre obtenue par une double réduction dimensionnelle (4.25) de (4.73) en utilisant
les définitions (4.71)-(4.72) pour z° et 5.

Or, dans I'article “Linear dilaton black holes”, le partenaire a six dimensions de la
version électrique de la solution (4.57) a été calculé et il a été montré que la métrique a
six dimensions peut-étre aussi mise sous la forme d'un produit direct (4.73) ol ds? est
aussi la métrique de Myers et Perry avec les deux moments angulaires égaux. La version
électrique s’obtient elle aussi par double réduction dimensionnelle de (4.73) mais par
rapport a des variables 2° et 2% différentes :

+ 28/,
oy = %/o (4.75)
&y = £<dt+r—0dx5), dr = | 2 da®. (4.76)
To b b
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Nous voyons que la différence dans la réduction dimensionnelle conduisant a la ver-
sion électrique ou a la version magnétique réside principalement dans ’échange des
variables 2° et 2°. Le fait que '’échange des variables x° et 2% n’affecte pas le résultat
de la réduction dimensionnelle n’est pas étonnant. En effet, nous avons imposé des le
départ que la théorie d’Einstein a six dimensions possede les deux vecteurs de Killing 05
et 0s. La théorie EMDA obtenue par réduction de la théorie d’Einstein a six dimensions
par rapport a ces deux vecteurs de Killing est alors invariante sous les transformations
de SL(2, R) agissant dans le plan (05, 0g).

4.7 Mouvement géodésique et champ scalaire

Etudions le mouvement géodésique des particules dans le champ de gravitation de
la métrique (4.57) que nous écrivons sous la forme ADM :

A
ds* = ——dt* + ror
ToT

dr? ?
T+ sin®0 (dgp - T;irdt) ] . (4.77)

La métrique inverse est donnée par :

. 9
w _nor _ 2a A — a’sin? 6 A 1
g"" 0,0, A 0,0, A 040, + oAl 00, + ror&"ar + ror@g@g. (4.78)

La courbure scalaire -
A+ a®sin” 6
R=— """ (4.79)
2ror3
est finie dans tout I'espace exceptée bien stur en r = 0 ou se trouve la singularité.

Comme dans la section 3 du chapitre 2, nous allons utiliser I’équation de contrainte

gttt = —e. (4.80)
pour étudier le mouvement des géodésiques du genre temps (¢ = 1), lumieére (¢ = 0) et
espace (¢ = —1) .

Le Lagrangien étant indépendant de ¢ et ¢, nous en déduisons les deux constantes

du mouvement F et L :

oL 2A . .
—= = —=—{+2ryrsin®0 <gb — it) <—i) = —2F (4.81)
ot ror ror ror
oL .
P= — ryrsin?d <¢ - it) = 2L (4.82)
op ror
ce qui donne, en inversant le systeme,
. ror a
t = —FE——L 4.83
A A (4.83)
A —a®sin?0
p = Sp+ =22 (4.84)

A rorAsin® 6
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4.7. Mouvement géodésique et champ scalaire

En utilisant ces deux relations, la contrainte (4.80) devient

2 25in%60 — A A :
g Mp 0N, A g (155
ror rgr?sin® 0 ror

Etudions le mouvement géodésique dans le plan équatorial (6 = 7/2). L’équation
(4.85) devient :

2+ V = E? (4.86)
avec le potentiel effectif
2 —b —b
V="pr+_"r24+1 "2 (4.87)
Tror ror To

Lorsque r tend vers l'infini le potentiel effectif est donné par :

%2, e=1
2 =0, B4 L
V— E?Q + b—22aL2 e=0.F = L (488>
rgT ? ) 0
—= e=—L

ro’

Nous en déduisons que les géodésiques du genre espace peuvent se propager a l'infini
au contraire des géodésiques du genre temps qui sont réfléchies par le potentiel qui

croit linéairement avec r. Les géodésiques du genre lumiere pour lesquelles £ > % se

propagent jusqu’a l'infini alors que celles pour lesquelles E < % sont réfléchies par le
potentiel. Lorsque E = %, le comportement des géodésiques du genre lumiere differe
suivant que (4.77) représente une singularité nue, un trou noir extréme ou un trou noir.
Elles sont confinées lorsque b < 2a (singularité nue), orbitent autour du trou noir lorsque
b = 2a (trou noir extréme) et se propagent jusqu’a l'infini lorsque b > 2a (trou noir).

Examinons, maintenant, le comportement d’un champ scalaire massif dans le champ
de gravitation de la solution (4.77). Le champ scalaire ¢ = 1(r, #)e!™#=“Y obéit &
I’équation de Klein-Gordon

(V9" — 1) = 0 (139)
qui devient en utilisant (4.77) et (4.78)

(rorw — am)? ) 1 , m?
0, (A0 ) + A W — pror + Sineag(sm 00p1)) 2 Hw =0. (4.90)
Cette équation est séparable en posant ) = R(r)©(0)
(rorw — am)? 9 5
1 . m? 9
—Sineag(sm 00y0) + -~ 9@ = 0. (4.92)
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L’équation (4.92) est I'équation différentielle des harmoniques sphériques avec s? =

[(I14+1),l=0,1...etl>]|m]|.
Etudions maintenant ’équation radiale.
i) b =a = 0 (fond chargé) :

L’équation (4.91) se réduit a

0r(r*0.R) — (V> —1/4+ p*ror)R =10 (4.93)
o v =/(l+1/2)2 —rdw2.
En posant,
72
= , R=X/z 4.94
e / (4.99)
I’équation devient
202X + 20, X — (PP +2H)X =0 (4.95)

avec U = 2v. Cette équation est I’équation différentielle des fonctions de Bessel modifiées
La solution de (4.93) est donc une combinaison linéaire d'une fonction de Bessel de
premiere espece I et d'une fonction de Bessel de seconde espece K :

R = Ar Y21, (2u\/ror) + Br= Y2 Ky, (2u\/ror). (4.96)

Le comportement asymptotique de cette solution est le suivant. A Uinfini (r — o) et
pour i # 0, nous avons

_ eQ/JW _ 872/1‘\/7'077'
R~ Ci—gr + Co—gpg (4.97)
Lorsque 7 — oo et 1 = 0, la solution dépend de la valeur de w :
R~ Cir V20 4 Cor V20 < (14 1/2) /ro, v > 0 (4.98)
R~ Cyr~12et® 4 Czr_l/Qeiqwa w> (I+1/2)/ro, v =ig (4.99)
R~ Cyr V2 4 Coyr=21n T, w=(+1/2)/ro, v=0 (4.100)

ou x = Inr. Par analogie avec le mouvement géodésique nous pouvons interpréter les
solutions (4.97) et (4.98)-(4.100). Lorsque p # 0, comme pour les géodésiques du genre
temps, il y a une barriere de potentiel et I'exponentielle décroissante représente ’'onde
exponentiellement supprimée au fur et a mesure qu’elle pénetre la barriere de potentiel.
De plus, nous devons prendre C; = 0 pour avoir une solution physiquement accep-
table, I'exponentielle croissante divergeant a l'infini. Lorsque p = 0, comme pour les
géodésiques du genre lumiere, il y a deux cas de figure. Lorsque v > 1/2, c’est-a-dire
w? < (I+1/4)(1+3/4)/r3 (E < L/rg), 'onde est confinée et nous devons prendre
Cy = 0 pour avoir une solution physiquement acceptable. Au contraire, lorsque v < 1/2
clest-a-dire w? > (I4+1/4)(1+3/4)/r2 (E > L/ry), Vonde est libre de se propager jusqu’a
I'infini.
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Il y a donc des modes provenant de la singularité et d’autres provenant de 'infini. En
interférant, ces ondes peuvent alors donner naissance a un spectre d’énergie w discret.
Dans ce cas la fonction d’onde doit étre de carré sommable :

I¥]]* = /j“dEu = —i/(z/@“w* — 0" Y)dE,.. (4.101)
% %

Lorsque a=b=0et v e R (w> (Il +1/2)/ry), cette condition devient

[e.e]

—/wgoo|w|2\/§d3x :47T/wTOR2dr (4.102)

0

Il

= 47r/wr8 (AT_1/2]2y(2M\/TQT) +B7"_1/2K2V(2,u\/ror))2dr. (4.103)
0

Or, cette intégrale n’est finie que lorsque A = B = 0 donc il n’y a pas de solution de
carré sommable. Lorsque v € iR (w < (I 4+ 1/2)/r¢), la solution n’est pas normalisable,
mais est une onde sphérique. Donc, dans le cas a = b = 0 qui correspond au fond sur
lesquel les trous noirs se forment, le spectre est continu.

ii) M < |a| (singularité nue) :
Dans ce cas la condition de normalisation (4.101) devient

[I* = - /(wgoo —mg")|[Y|*/gd’z = 47?/ rowr — am) R2d7’ (4.104)
0

Tout d’abord examinons le cas a = 0 et M < 0. L’équation radiale est :

(rorw)?
r(r—2»b)

que nous pouvons résoudre exactement dans le cas p = 0. Posons

Oy (r(r—0)0.R) + < — pPror — %2) R=0 (4.105)

b 1
r=-, R=2(1-2)X, a= ;V, 0 =irqw (4.106)
r
ol v = /1 +4(»2 — r3w?). L’équation devient alors
(1 - 2)02X + (c — (1 +a+b)z)d, X —abX =0 (4.107)
avec oy
a—b—T—i—zrow c=1+v (4.108)

qui est I’équation différentielle des fonctions hypergéométriques. La solution est donnée
par (7]

R=1"(1-12)° [CiF(a,bjc;z) + Coa' *Fla—c+1,b—c+1;2—c;z)]. (4.109)
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Lorsque v € R, au voisinage de l'infini (z — 0), la solution est

1—v

R~ Cia' " + Cyx' 2 (4.110)

Cette solution est de carré sommable si Cs = 0. Au voisinage de la singularité (z — —o0),
la solution normalisable & U'infini (c’est-a-dire avec Cy = 0) s’écrit

R=Ci(Az®Fla,1—c+a; ;2 '+ Ba "F[b,1 —c+b;L;271]). (4.111)

Cette solution diverge logarithmiquement et n’est donc pas normalisable. Donc, lorsque
i =0, comme dans le cas a = b = 0, il n’y a pas de solution de carré sommable, et le
spectre est continu.

Lorsque 1 # 0, la solution a l'infini est donnée par (4.97) alors que pres de la
singularité 1’équation radiale s’écrit

r0?R+ 0,R =0 (4.112)

qui a pour solution

R=Cs+CyInR. (4.113)

Or, In R est une solution singuliere de 1’équation de Klein-Gordon (4.91). Donc, pour
avoir une solution réguliere, il faut poser Cy = 0. Cette solution a une norme finie. A
I'infini la solution est normalisable si C; = 0. Donc il existe une solution normalisable
si C; =0 et Cy = 0. Le spectre est discret.

Examinons maintenant le cas a > 0, M < a. Dans le cas u = 0, I’équation radiale
peut-étre a nouveau résolue. Posons

41

r= M+z'c§—1, R =¢£%(1—€)=(¢) (4.114)
ou
! o . ! 1
¢c = VE_IE, a= % =50+ V1H4062 — ) (4115)
! M - !
D ) (4.116)
C
E(1— 6+ (c— (1 +a+D)E)dE — ab= = (4.117)
avec
8 — 142w + /14 4(52 — 7‘3002)7 b 1 —2im’ + /1 +4(s — Tng)(4.118)
2 2
c = l+w —im. (4.119)

La solution est

R = ¢%(1 —{)5<C1F(a,b;a+b+c —11-¢)
+C05(1 =€) PF(c—b,c—ajc—a—b+1;1 —f))(4.120)
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Au voisinage de l'infini (£ — 1), la solution

R~ (1=6%(Cr + Co(1 =€) (4.121)

est de carré sommable si Cy = 0 et /1 + 4(52 — rgw?) > 0. Au voisinage de la singularité
I’équation radiale devient :

PR+ (m* — > )R=0 (4.122)

qui a pour solution une série entiere en r. Cependant la solution R = r est une solution
singuliere de I’équation (4.91) et pour avoir une solution réguliére il faut donc imposer
la contrainte

9, R|;=0 = 0. (4.123)

Donc lorsque g = 0, il existe un spectre semi-discret. Lorsque w? > (3% + 1/4)/r2,
le spectre est continu alors que lorsque w? < (3¢ + 1/4)/r2, le spectre est discret. La
résolution numérique de ’équation (4.123) montre que le nombre de niveaux d’énergie
est égal a m et que le signe de w est opposé a celui de m.

Lorsque p # 0, au voisinage de I'infini la solution est donnée par (4.97) et nous devons
prendre Cy = 0 pour avoir une solution finie & I'infini. Au voisinage de la singularité, la
solution est donnée par (4.122) et nous devons, comme dans la cas p = 0, imposer la
condition de régularité (4.123). Donc, dans le cas p # 0, le spectre est discret.

iii) M2 > a® (trou noir) :

Dans le cas d’un trou noir, il est bien connu qu’il ne peut exister de spectre discret.
En effet, en introduisant la coordonne “tortue”,

ToT+ Tor+ r—=r4
dr, = dr, r,= 1 , 4.124
" AT T+—T_n(7‘—7‘_) ( )
I’équation radiale devient
AR 2rA AL+ 1 2 ?
TR yp_p, s AED o, am (4.125)
dr? rory rori ry ror

Or, au voisinage de I'horizon (A = 0), cette équation admet pour solution une onde
sphérique A
R = C1e* ™ 4 Che™ ™ k= w — mQ, (4.126)

qui n’est pas de carré sommable. Le spectre est donc continu dans le cas d’un trou noir.

Cependant, dans le cas d’un trou noir en rotation, comme c’est le cas ici, un autre
phénomene mérite d’étre étudié : la super-radiance. Ce processus, découvert par Penrose
[8], permet d’extraire de I’énergie du trou noir. Il nécessite la présence d’une zone ou gy
est positif, appelée ergosphere, qui est située entre I’horizon 7, (zéro du lapse N, voir
1.17) et 7 (zéro de gy, appelée limite statique).

L’extraction de I'énergie du trou noir peut se faire par I'intermédiaire de particules [8,
9] ou d’ondes [9, 10, 11, 12]. Dans le cas d’une onde incidente ¢ = ¢ (r, §)e’™*=%*) envoyée
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sur le trou noir, nous pouvons montrer que, lorsque 1’énergie w de 'onde incidente est
telle que
w < my, (4.127)

(ou1 , est la vitesse angulaire de 1’horizon) une partie de 1'onde est absorbée par le
trou noir (onde transmise) alors que la partie réfléchie par I’horizon du trou noir a une
énergie supérieure a ’onde incidente. Ceci peut étre fait, soit en calculant les coefficients
de réflexion et de transmission [13], soit & partir du théoreme de Hawking sur I'aire d'un
trou noir [14, 15].

Dans le cas d'une solution trou noir asymptotiquement plate, les modes super-
radiants peuvent se propager jusqu’a l'infini en emportant une partie de ’énergie du
trou noir. Au contraire dans le cas de la solution non asymptotiquement plate (4.77),
les modes super-radiants ne peuvent s’échapper a l'infini. En effet, nous avons vu plus
haut que les modes massifs 1 # 0 ainsi que les modes non massifs tels que

1+1/2
To

w < (4.128)

sont réfléchis par une barriere de potentiel avant d’atteindre 'infini. Or, comme la vitesse
angulaire de ’horizon est

ng gt a a
D=5 - = = 4.129
= S 9o ly—p,  ToT+  To(M +/M?—a?) ( )
et que M > a et |m| < [ nous avons
[+1/2
12 medy,. (4.130)
To

Donc tous les modes super-radiants sont réfléchis par la barriere de potentiel. L’énergie
prise au trou noir ne peut donc étre emportée a I'infini dans notre cas. L’onde effectue
des allers et retours entre I’horizon et la barriere de potentiel pompant a chaque fois
un peu plus de I'énergie du trou noir. En raisonnant par analogie avec le cas des trous
noirs asymptotiquement plats, le processus pourrait se poursuivre jusqu’a épuisement
du moment angulaire du trou noir. La solution trou noir en rotation serait donc instable
et I’état final du trou noir serait la solution (4.77) avec a = 0, c’est-a-dire la solution
statique (4.44). Cependant, avant de tirer des conclusions et pour savoir si un tel pro-
cessus peut avoir lieu pour nos solutions, il faudrait faire une étude plus rigoureuse de
la quantification du champ scalaire dans un espace-temps non asymptotiquement Min-
kowskien et non asymptotiquement AdS, puis étudier la super-radiance a I'image de ce
qui a été fait pour des espaces asymptotiquement AdS [16, 17]
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Chapitre 5

Trous noirs a plus de quatre
dimensions et branes noires

Dans les chapitres précédents nous nous sommes intéressés a des solutions (décrivant
des trous noirs) a quatre dimensions, alors que dans le chapitre suivant nous chercherons
des solutions a trois dimensions. Dans ce chapitre, nous allons élargir notre recherche a
un nombre quelconque D de dimensions d’espace-temps (D > 2). Ce chapitre regroupe
une partie d’un travail en cours sur la construction et I’étude de solutions trou noir et
branes noires non asymptotiquement plates.

Nous allons tout d’abord introduire la théorie, puis nous construirons de nouvelles
solutions statiques non asymptotiquement plates de cette théorie. Apres avoir adapté
le formalisme quasilocal a la théorie, nous l'utiliserons pour calculer la masse de ces
solutions. Les deux dernieres parties de ce chapitre seront consacrées a montrer comment
nous pouvons généraliser les solutions statiques a des solutions en rotation, pour des
valeurs particulieres de la constante de couplage du dilaton.

Dans ce chapitre, nous utilisons un systeme d’unité tel que G = 1/167.

5.1 Trous noirs et branes noires

La théorie de Kaluza-Klein [1, 2] fut la premiere a postuler 'existence de dimensions
supplémentaires dans une tentative d’unification de la gravitation et de I’électromagné-
tisme. En prenant comme point de départ la gravitation sans source a cinq dimensions et
en compactifiant la théorie le long de la cinquieme dimension, nous obtenons la Relativité
Générale a quatre dimensions couplée au champ électromagnétique (plus un champ
scalaire non désiré couplé au champ électromagnétique, nommé plus tard le dilaton).
Les solutions de cette théorie décrivant des trous noirs ont été largement étudiées [3, 4,
5,6, 7.

L’idée des dimensions supplémentaires a retrouvé un second souffle avec ’apparition
de la théorie des cordes, qui est le candidat moderne a l'unification des quatre inter-
actions fondamentales et a la formulation d'une théorie quantique de la gravitation. Il
existe cinq théories de supercordes (D = 10) différentes reliées entre elles (ainsi qu’a
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Chapitre 5. Trous noirs a plus de quatre dimensions et branes noires

la supergravité & 11 dimensions) par de nombreuses dualités [8, 9, 10, 11], ce qui laisse
penser qu’elles ne sont que différentes facettes d’une seule et méme théorie : la théorie
M (D = 11). Les trous noirs sont supposés jouer un role aussi important en gravitation
quantique qu’en Relativité Générale. Il est donc important d’étudier les solutions trou
noir des différentes théories des cordes. Un exemple de trous noirs a plus de quatre
dimensions est fourni par la solution de Tangherlini [6]

2M oM\
ds? = — (1 - TDB) dt*> + (1 — TD3) dr® 4+ r2dQ% . (5.1)

Cette solution est la généralisation de la solution de Schwarzschild pour la Relativité
Générale sans source a D dimensions.

Cependant 'existence de dimensions supplémentaires fait apparaitre un autre type d’ob-
jet noir : les p-branes noires qui sont des objets étendus a p dimensions d’espace (la
1-brane étant une corde) entourés par un horizon. Par exemple, la solution

2M oM\ ! :
ds® = — <1 — —) dt® + (1 - —) dr® + r?dQ3 + dr'dx;, (5.2)

r T

qui est le produit de la solution de Schwarzschild a quatre dimensions et d'un objet
étendu & D —4 dimensions, représente une (D —4)-brane entourée d’un horizon. D’autres
solutions trou noir et p-branes noires ont été construites dans les références [12, 13].

5.2 Présentation de la théorie

Dans la suite, nous allons chercher des solutions décrivant des p-branes noires de la
théorie définie par 1'action :

S = / dPz/—g (R — %auqsaﬂgb — 2%‘ e®? F@) (5.3)
qui décrit la gravitation a D dimensions couplée a un champ scalaire ¢ (le dilaton)
et a une g-forme F' = dA. Les solutions obtenues dans cette théorie peuvent avoir
de nombreuses applications. En effet, cette théorie, suivant les valeurs de a et ¢ peut
représenter, par exemple, une partie du secteur bosonique de la supergravité (D = 11,
g = 4 et a = 0) ou bien l'action effective a basse énergie des différentes théories des
cordes [15]. D’autre part, dans le cas D = 4 et ¢ = 2, (5.3) se réduit (moyennant le
remplacement ¢ — —2¢) a l'action de EMD (2.1).

Contrairement a 'action de EMD (2.1), l'action (5.3) n’est pas invariante sous la
tranformation de dualité (nommée S-dualité) (sauf dans le cas ot d = d, auquel cas les
formes F et F ont le méme rang) :

(g,U«IM ¢7 F,U«I/) - (gﬂl/ = gll«lhqg = _¢7 F = ea¢ * F) (54)
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5.3. Résolution des équations du mouvement

ou la (D — q)-forme xF" est le dual de la g-forme F' :

(*F)Ml---uD—q — K1 -fD—q--ID [

HD—g+1--HD

J \/gs (5.5)
avec € le tenseur totalement antisymétriquel. Cette transformation fait passer d’une
théorie ott F' est une g-forme & la théorie duale ot F' est une (D — g)-forme.

Remarquons que, de maniere similaire au cas de la théorie d’Einstein-Maxwell di-
latonique, nous pouvons librement effectuer une translation de ¢ accompagnée d’un
changement d’échelle de F

b— b+ ¢y, F — e 012F (5.6)

sans que l'action (5.3) en soit modifiée.
En variant l'action par rapport a g,., A, et ¢, nous obtenons les équations du
mouvement associées :
1 e? qg—1
R, — =0,00,¢ — ———— | Fraga, F, 227 — ———F% g,
o TR T gy [ (D~ 2) 1%
Oy (V=ge* Fr=va) = 0, (5.8)

a
8M (\/ —g8“¢) — 2—q'ea¢F[2q} = 0. (59)

1
7

5.3 Résolution des équations du mouvement

Nous allons chercher des solutions de la théorie (5.3) en résolvant les équations du
mouvement correspondantes (5.7)-(5.9). Nous donnerons seulement les grandes étapes
de cette résolution. Plus de détails seront donnés dans un article en préparation (voir
aussi [16]).

Nous souhaitons obtenir des solutions statiques décrivant des p-branes donc des
objets étendus dans p dimensions avec un volume d’univers a d = p+1 dimensions. Nous
allons donc résoudre les équations (5.7)-(5.9) en utilisant 1’ansatz métrique suivant :

ds® = —e?Pdt? + *P(daf + -+ dal) + 27 dS2 | + e*Adp?, (5.10)

ol les fonctions A, B, C et D ne dépendant que de p et

dyp? + sinh® ¢ d22, o=—1,
52, = gudydy’ = { dy* + 2 dS2, o =0, (5.11)
dy? + sin® ¢ d§22, o=+1.

otd =¢q—1 Le cas 0 = 1 est le cas & symétrie sphérique ou X est une g-sphere.
Les solutions avec 0 = 0 (X est un hyperplan de dimension ¢) et ¢ = —1 (X est un

1TLa convention adoptée pour le symbole antisymétrique est ¢! (P=Dt =1
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espace hyperbolique de dimension ¢) sont appelées solutions topologiques. La dimension
de 'espace-temps est D=p+q+2=d+d+ 2.
L’équation du mouvement pour la g-forme F (5.8) est trivialement résolue en posant :

F[q] = b VOI(ZJ—H,U)’ (5.12)

ce qui correspond a une solution du type “magnétique” ou le parametre b est relié a la
charge “magnétique” et vol(X,,) est le volume de ¥, :

Vi
vol(3,,) = o Eppnopig AT N LN 2 (5.13)
La version électrique peut bien sir étre obtenue a ’aide de la transformation de dualité

(5.5).

En utilisant Iansatz (5.10), les composantes du tenseur de Ricci sont :

Ry = 24 [B"+ B (B — A +qC' +pD')], (5.14)
R,y = P74 [-D"—D'(B' = A'+qC'+pD")], (5.15)
Rpp — _B// o B/(B/ - A/) o C](C” 4 CIQ o A/C/)

—p (D" + D"?* - A'D"), (5.16)
Ry = {—eQC*zA C"+C'(B'— A"+ qC"+pD")| + a(j} Gab- (5.17)

Nous voyons alors que pour résoudre I'équation d’Einstein (5.7) et I’équation du
dilaton (5.9), il est commode de se placer dans la jauge

A—B—qC—pD=0. (5.18)

Les équations (5.7) et (5.9) donnent quatre équations pour les fonctions B, C, D et ¢,

B" = ————¢° 1
IRk (5.19)

c" o= —dierGJracZeZ(A_c) (5.20)
2(D — 2) ’
db?

D" = ———ef 21
PR (5.21)
2

¢ = e (5.22)

plus une contrainte,

1 b -
—(B'+¢C" +pD')* + B? 4 qC" + pD” + 56" = Ze — od(d + 1)) (5.23)

avec

G =ad+2B+2(d—1)D. (5.24)

92



5.3. Résolution des équations du mouvement

Ce systeme d’équations admet pour solution [16]

d
B = m (G'=g91p = 90), (5.25)
d
D = A(D—2) (G —g1p— go) + dip + do, (5.26)
1 d
= —H———F— 2
C 5 A(D—Z)G+Clp+€0’ (5.27)
_ (1+a) d
A = ¥ H AD = 2) G+ c1p+ co, (5.28)
6 = 3 G+hin+h (5.29)
ol
a? e
G = In (E) —1In [smh (5(,0 - po))] : (5.30)
21n3/2d — In (sinh*[B(p — p1)/2]), o=1,
H = £6(p — p1), o=0, (5.31)
21In 3/2d — In (cosh*[B(p — p1)/2]) o=-1,
et
2dd
_ 2
A = a+D_2 (5.32)
a d d—1)a
Co1 = Z (D _ 2@5071 — ( d, ) dO,l) (533)
2d
foq = ;Co,l (5.34)
goi = ado1+2(d—1)do;. (5.35)
La contrainte (5.23) s’écrit alors :
(d+1)3* o? dd ., 2a(d—1)
™ AD—pi T T A
d—1 2 ~2) 2
- D —2)(D—-3)+2d" |d] =0. 5.36
oo GCEEICEDEE T I (5.36)

La solution dépend de neuf parametres b, dy, dy, ¢o, @1, po, p1, @ et 3 ce qui laisse huit
parametres indépendants en tenant compte de la contrainte (5.36).

Nous pouvons cependant fixer certains de ces parametres. Tout d’abord, nous pou-
vons effectuer une translation de p sans changer la signification physique de la métrique.
Ceci nous permet de fixer py,

p1 = 0. (5.37)
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Les fonctions G (5.30) et H (5.31) ne dépendent pas du signe de p. En effet, nous pouvons
passer de p positif a p négatif en changeant o et § en —a et —(3. Nous choisissons « et
[ positif. Lorsque p tend vers I'infini, le comportement asymptotique de G et H est

G~—ap, Hx~-fp (5.38)
et B tend vers ~
d
B~ ———(—ap— . .

Or, nous sommes intéressés par une solution possédant un horizon, c’est-a-dire un zéro
de gy. Nous voyons que g, = €28 s’annule en p — oo lorsque

a+ g > 0. (540)

De plus, cet horizon doit étre régulier (les invariants de courbure doivent étre finis) si
nous voulons que la solution décrive un trou noir et non une singularité nue. Une condi-
tion suffisante pour que I'horizon soit régulier est que D et ¢ soient finis sur I’horizon.
Lorsque p tend vers 'infini, nous avons

D ~ —m(a +g1)T +dyT (5.41)
¢ =~ —%m + T (5.42)

Nous voyons que D et ¢ sont finis sur I’horizon si les coefficients de 7 dans D et ¢ sont
nuls, ce qui impose les deux relations suivantes

d

TGRS

1. (5.44)
En translatant p et en imposant que I’horizon soit régulier, nous avons donc fixé trois
nouveaux parametres ce qui laisse cinq parametres libres. Mais nous pouvons encore
changer 1’échelle de p, t et = sans changer la signification physique de la métrique ce qui
nous permet de fixer deux autres parametres

d() = 0, d1 =1. (545)

En combinant toutes les conditions précédentes (5.37), (5.43)-(5.44), (5.45) et la contrainte
(5.23), nous avons
A(D —2) a?

PG Y 5.46
n d LT Ad (5.46)

2a

a:ﬁ:27 f1:Z7 ¢1:

Qe

et il ne reste que trois parametres libres py, ¢o et b. Les solutions du systeme (5.19)-(5.23),
suivant les valeurs de o, qui admettent un horizon régulier sont
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5.4. La solution non asymptotiquement plate a symétrie sphérique (o = 1)

ad

ds? — e’ AD=2) ~20 42 1 2 du?
S = m (—e t° + I1++ pr)

2 4d
P d (2sinh(p — AD—2) do?
w2 () (2sinhlo = o) a2 — %\ (547
2sinh p el d?sinh® p

d 2 e’ A(é;2) —ZpdtZ d 2 d 2
< = s ) (et dry o dy)

2 4d
2 e 4 (2sinh(p — po) | 2P~ 2 dp’
_— dy _— 5.48
tH (2 coshp) ( er + d?cosh?p)’ ( )

o=0et H=—0p:

2 e’ A(DLQ) —2p 7,2 2 2
ds®> = Ssinh(p — 7o) (—e?dt +dat + ... 4 dz))
4d
2sinh(p — A(D-2)
2 <W) (d52 + e 20dp?) | (5.49)

o=0et H=0p:
4d

2 e’ A=) —2p 1,2 2 2
ds® = —) (—e dt +dx1+...+dxp)

2sinh(p — po
2 (9 o - gA+d? 2 ~2p 7 2
+u? (2sinh(p — po)) 3P ¢ aa P (dX? + e *dp?) | (5.50)
ol nous avons introduit p défini par
a’ 1. - d 4
Inp= =In2 — =Ind — 1 : 5.51
np co+Adn dn A(D—Q)H<Ab2) (5.51)

L’expression du dilaton est la méme quelque soit o :

4d? - e
ap __ 2d 2
= 5 () 552

5.4 La solution non asymptotiquement plate a symétrie
sphérique (o = 1)

Dans cette section, nous allons nous intéresser plus particulierement a la solution
avec 0 = 1, c’est-a-dire lorsque ¥, , est une sphere de dimensions ¢. La solution dépend
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Chapitre 5. Trous noirs a plus de quatre dimensions et branes noires

de trois parametres b, u et pg. Le systeme de coordonnées utilisé jusqu’ici étant peu
intuitif (I'infini étant “situé” en p = 0 et I'horizon en p — o), nous allons utiliser un
autre systeme de coordonnées :
r
e =
T p
our = pu (r > p) est 'horizon et r = 0o correspond a 'infini. Dans ce nouveau systéme
de coordonnées et en posant,

(5.53)

e = 10 (5.54)
K —=To
avec 0 < rog < p, gy s’écrit :
2d
ro(p — ro)r? AD=2) pr —
git = — < olp — o) 2) Uy (5.55)
[(1e = 2ro)r + Top] r

En particulier, nous remarquons que dans le cas général (u # 2rg), gi tend vers une
valeur finie lorsque r tend vers l'infini. La solution correspondante est donc asymptoti-
quement plate et nous pouvons vérifier que cette solution est identique a celle donnée
par Horowitz et Strominger [13, 14]. Par contre, dans le cas particulier p = 2rq, gy di-
verge lorsque 7 tend vers I'infini. La solution correspondante est non asymptotiquement
plate et a été donnée par [17] dans le cas p = 0 (d = 1). Dans la suite, nous allons nous
intéresser uniquement a la solution a symétrie sphérique non asymptotiquement plate
(0 =1et u=2rg).

Dans le nouveau systeme de coordonnées (5.53) et pour ro = /2, la solution non
asymptotiquement plate a symétrie sphérique s’écrit :

4d
X0 _
ds® = (Z) (—udt2 +dei ...+ d:vf,)

1 r
202 2
i d
L (1) = <d22 + ¥> (5.56)
M d?r(r — p)
ap 4(?2 2 (T % =
(& = @M (;) s FMI---Mq == b\/§ (557)

et dépend de deux parametres p et b.

5.5 Le formalisme quasilocal

Nous pouvons maintenant appliquer le formalisme quasilocal aux solutions trouvées
précédemment afin de calculer leur masse et leur moment angulaire. La dérivation des
formules pour 'énergie quasilocale et le moment angulaire quasilocal est tres similaire
a celle exposée dans les chapitres précédents, avec cependant quelques différences.
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Le point de départ est I'action (5.3) a laquelle nous ajoutons le terme de surface
habituel

_ /de\/—_g (R _ %augb@“gb - —qewF ) + 2/K\/_dD 1 (5.58)
M

ou K est la courbure extrinseque de la frontiere 0y, de 'espace-temps M qui est cette
fois-ci une hypersurface a D — 1 dimensions.
Les moments conjugués de ¢, h;; et Ay _;,_, sont

Cpe = Vg0, p? = VR(hIK — KY), (5.59)
Mot = [ge@ FO-ta-t = _ fgFi-ia-t, (5.60)

Nous obtenons pour le Hamiltonien de la théorie

N,
H = /(NH+NZH + Agiy i, HZ l)dD 1x+2/\/_<Nk:+n“Zz/E )dD 20

3¢

+(q — 1) / N\/EA%“,Z-(FIEm"'iqflndi_Qx (561)

avec les contraintes

2 _
P Vh e 9 Vh
H=—Rp  + K, K" K2+ 4+ Y% 2+ 2 ¥7 “¢F2 5.62

P ) 1
H~ _ —D +p 8 ¢+ Hll dg— lF’Zl g1 563
J H <\/ﬁ oYj (q 1) J ( )
HZQ dg—1 _ _(q B 1)ajHji2...iq_1. (564)

L’hypersurface S; est constituée du produit de I'espace Yy, et de la p-brane.
Nous en déduisons donc les formules suivantes pour I’énergie et le moment angulaire :

n,p* N, D—g
2 ol Nk—-k +”7>d T

+q—1) / Agiy iy (D0t — TG dP =2 (5.65)
Sy
npt D—2 Fjio...i D—2
Ji=—2 Vh Vod e — (¢ —1) | Ay, JU= 0 n;dP 2 (5.66)
Sy S¢
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ou TIf2-ia—1 — (\/E/\/E)Hjig...z‘q,l'

Appliquons ces formules a la solution (5.56)-(5.57). Comme précédemment, pour
obtenir un résultat fini, il faut retrancher la contribution d’une solution de fond. Le
candidat naturel est le fond chargé (¢ = 0). Cependant nous voyons que I’on ne peut
pas prendre 1 = 0 dans cette métrique. Introduisons un syteme de coordonnées plus

adapté. Posons

a2

r=Hpd =yt cha, (5.67)
C

accompagné d'un changement d’échelle de t et de x

b\ A b\ a0
t— (—) t, = — (—) x. (5.68)
c c

La solution (5.56)-(5.57) devient :

7 72
ds? — b A ,Ab D {_ (1 — %) A+ da? + -+ d:vf,]

r
4 __ 4dd d 2
+bA(Dd—2)7o A(Ddd—Q) [1 r P +7”2d2k,1] (5.69)
Tl
22
4d% [ rd B
ea¢ — K ? , Fﬂl---ﬂk = b\/geﬂl---ﬂk (570)

olt nous avons renommé 7 en r. La solution de fond est maintenant ds?(c = 0). C’est
une solution statique donc son moment angulaire est nul et N = 0. De plus, elle est
du type “magnétique” c’est-a-dire Ag,. ;,_, = 0. Le calcul de sa masse en utilisant la
formule (5.65) donne

m =7 <<1 +Ad>a * QAd(gl:;;) ¢ vol(X). (5.71)

Cette masse est toujours positive puisque d > 1, A > 0et D > 2.

5.6 Génération de branes noires en rotation

Dans le chapitre 3 (section 1), nous avons remarqué que 'action de EMD, dans le
cas o = \/g, est la réduction de la Relativité Générale sans source a cinq dimensions.
De méme, pour une certaine valeur de la constante de couplage du dilaton, I'action a D
dimensions (5.3) peut étre obtenue par réduction dimensionnelle de la théorie d’Einstein
a D+ 1 dimensions :

S = / VIpsiRpi1dP e, (5.72)
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5.6. Génération de branes noires en rotation

Pour réduire 'action de la Relativité Générale a D + 1 dimensions, nous supposons que
la métrique gD 1 possede un vecteur de Killing dp,; de genre espace. La métrique peut
alors étre mise sous la forme :

dsh,, = e 2%dsh, + PR (daPH 4 A da)? (5.73)

olt ¢, A, et ds?, sont indépendants de la coordonnée 27+ et ¢ est une constante que nous

fixerons plus loin. En utilisant (5.73), la courbure scalaire Rp,; peut étre décomposée
en fonction de la courbure scalaire a D dimensions Rp, d'un champ scalaire ¢ et d’une
2-forme F' = dA :

V9p+1Bpi1 = /9p (RD — (D = 1)(D = 2)3(0¢)? — ~eXP~VP 2 4 9cv ¢) (5.74)

L’action (5.72) devient alors
/\/g_Dd x <RD — (D = 1)(D = 2)c*(0¢)* — —e* P~ 1>C¢F2) (5.75)

ou nous reconnaissons l'action (5.3) dans le cas ¢ =2 et a = ag = 2% :

S = / Vopd"x (RD — —(a¢) aoqﬁF[Q}) . (5.76)

1
2(D-1)(D-2)

L’action (5.3) peut donc étre obtenue par réduction dimensionnelle de la gravitation

sans source a D + 1 dimensions dans le cas ou F' est une 2-forme et pour une valeur

particuliere ag de la constante de couplage a. .
Dans ce cas particulier, la solution (5.56)-(5.57) s’écrit (d=1, A=4et d= D — 3)

1
r\ D2 r—
ds® = (;) (— . dt* +daxi + ...+ dx%_4)

D—1
+ 2 (

)m <d92 + T(fi?fu)) (5.77)

e0?  — %(%) . F =bsin0do A dp. (5.78)

avec la normalisation ¢ =

oo = | 3

Elle décrit une (D — 4)-brane noire chargée magnétiquement.
En utilisant (5.73) et en posant

1
b\ D1 b\ D1
R %T’ . (;) L oy— (;) z (5.79)

daP ™ = by, v =4 (p"?p) P (5.80)
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nous obtenons facilement la métrique a D + 1 dimensions qui lui est associée :

ds? = — (1 - %) dr? + (1 - %) VAR RAE 4+ dyE t .+ dy?. (581
De maniere non surprenante, il se passe la méme chose que dans le cas de la théorie
d’Einstein-Maxwell dilatonique avec o = V3. Le partenaire a D + 1 dimensions est le
produit de la métrique de Myers et Perry a cinq dimensions statique (la solution de
Tangherlini) [5, 6] par un espace euclidien de dimension p. En poursuivant I'analogie
avec le cas D = 4 et & = /3, nous pouvons obtenir des branes noires dyoniques en
rotation en réduisant (par rapport au vecteur de Killing 05 = (95, — 05_)/(2r¢)) la
métrique a D + 1 dimensions obtenue en multipliant la métrique de Myers et Perry
générale (3.37) par un espace euclidien & p = D — 4 dimensions. En suivant la méme
procédure que dans le chapitre 3 (section 1) pour réduire la métrique de Myers et Perry,
nous obtenons la solution suivante :

ANP= [ 2 2 Assin® 0
ds?, = <ﬁ) {—fz(dt—wdgo) +H(£+d92+ S}S dg02>

+(dy; + - -dyi)] (5.82)
_ b6s _ 5o in?
A = 54 { {(Aerr) cos 6 o QTO(T b/2)sin” 0| dy
b
_2—7’0<5 — (cos ) dt} : (5.83)
Vit _ A
e 0 (5.84)

ou les fonctions f, II, A, A et w sont définies par (3.56).

5.7 Trous noirs multi-dimensionnels

Nous avons obtenu, dans la section précédente, des solutions décrivant des branes
noires dyoniques en rotation non asymptotiquement plates. Pour obtenir des solutions
décrivant des trous noirs multi-dimensionnels, nous allons prendre comme point de
départ 'action (5.76) et nous allons dualiser la 2-forme F :

¢F =% H (5.85)
ce qui donne
2
F? = - ————e27H?, 5.86
(D—2)1° (5.86)
Les équations d’Einstein (5.7) et I’équation du dilaton (5.9) deviennent (¢o = D —2)
1 e a0 q — 1
R — =0,00,¢ — ————— | Hyopoa, H, 270 — —————H?qg,, | = 0,587
1 2 ,U«(b (b 2(q0_1)' poo a0 0 q0<D—2) gy, O( )
1 ap
—— 0, (V=g0"¢) + —=e ?H? = (.(5.88
\/_—g H ( ) 2(]0! ( )
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alors que I’équation de la g-forme F' est trivialement satisfaite. L’équation pour la ¢q-
forme H provient de l'identité de Bianchi

8;L ( /__g e—a0¢ Huug...uqo) =0. (589)
Ces équations dérivent de I'action

1 1
Sp = Rp — =(0¢)? — —————e “°H? ] . 5.90
o= [ vam (7o - 5007 - 555 (5.90)
Remarquons que cette action differe de celle obtenue en remplagant simplement F' par
son expression (5.86) [18, 19] (le signe devant le terme proportionnel & H est différent)
1 1
Sp = Rp — =(0¢)? + —————e “°H? ) 5.91
o= [ VD (Ro - 5007 + gr5gme (5.91)

Dans ce cas particulier la solution (5.56)-(5.57) devient (d =1, d =D — 3, A = 4)

D-3 D—1
D=2 —p T\ P23 dr?
ds?=— (L Tl 2 (L 402 5.92
i <M) ;e (u) < Dt (D—3)27“(T—u)) (592)
D-1
—as _ (p_ 32?00 (NPT H — b/d 5.93
€ - ( ) b2 ,M ) Qa1...0(p—2) g . ( . )

et décrit un trou noir statique chargé magnétiquement.
Quel est le partenaire a D + 1 dimensions de cette solution ? Tout d’abord utilisons
(5.85) pour calculer la 2-forme F. Nous obtenons
L e (=nP
S - N e b\ /70. 5.94
(D_Q)'«/QD ! D—2 /gD ( )

ce qui donne pour F

FTOI_

D -3
F = (—1)DTMD*4dr A dt (5.95)

qui dérive du potentiel

A= (—1)D?MD4(7» — 1) dt. (5.96)

En utilisant (5.92)-(5.93) et (5.96) dans (5.73), nous obtenons la métrique a D + 1
dimensions suivante

d32D+1 = dn* — (1 —

ou nous avons introduit

v

RD-3

14
-3

—1
= ) AR+ R2d0? (5.97)

) (dr — dn)? + (1 -

V)

1 1 2=D
R (2527 () e (252) e

W
(5.98)
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D — 1 _ b D-1 - —2
- (TS) = T (T_g) PP (5.99)

Nous reconnaissons la solution de Tangherlini (Myers et Perry statique) a D dimensions
[5, 6] plongée dans D + 1 dimensions et “twistée” c¢’est-a-dire ol nous avons posé

ofls]
—leo

t=71—n. (5.100)
Donc, en réduisant la métrique de Myers et Perry générale (avec les moments angu-

laires non nuls) plongée dans D+ 1 dimensions et “twistée”, puis en dualisant la 2-forme
F, nous devrions obtenir une solution généralisant la solution (5.92)-(5.93).
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Chapitre 6

Trous noirs en Gravitation
Topologiquement Massive

Dans ce chapitre, nous allons construire et étudier une famille de solutions décrivant
des trous noirs dans une théorie a trois dimensions, qui est une extension de la Relativité
Générale.

Il peut sembler étrange de s’intéresser a une théorie a trois dimensions alors que la
recherche d'une théorie englobant toutes les interactions fondamentales conduit plutot
a supposer l'existence d’un certain nombre de dimensions supplémentaires. Pourtant, en
général, il est habituel de commencer par I’étude de modeles simples. Puis, a la lumiere
de ce qui a été appris précédemment, la théorie complete est examinée.

Cependant, la Relativité Générale a trois dimensions (RG3) est une théorie triviale.
En effet, a trois dimensions, les composantes du tenseur de Riemann R*,,, sont des
combinaisons linéaires des composantes du tenseur d’Einstein G, = R, — g R. Or,
pour toute solution de la Relativité Générale, les composantes du tenseur d’Einstein sont
nulles, G, = 0, ce qui implique que toute solution de RG3 est plate (R",,, = 0). De
plus, RG3 ne contient aucun degré de liberté dynamique (pas d’onde gravitationnelle).
Donc pour que le modele a 2+ 1 dimensions ait un intéret, il faut considérer une théorie
plus générale que RG3. Pour cela, nous ajoutons a l'action de RG3 un terme de Chern-
Simons [1], terme que 1'on trouve aussi dans 'action de la supergravité, par exemple.

6.1 La Gravitation Topologiquement Massive

En 1982, Deser, Jackiw et Templeton [2] ont introduit la Gravitation Topologique-
ment Massive (GTM) qui généralise RG3 en lui ajoutant un terme dit de Chern-Simons.
L’action de cette théorie est

1 3 1 v B o 2 o T
S:m dx(\/|g|R+ﬂE e Ay aurﬁv+§rm Vﬂ}) (6.1)

ol R est le scalaire de Ricci a trois dimensions, g le déterminant de la métrique g,,, € le
symbole totalement antisymétrique a trois dimensions, Fl’)y les symboles de Christoffel,
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G la constante de Newton et p la constante de couplage du terme de Chern-Simons.
Le terme de Chern-Simons est aussi appelé terme topologique car il ne dépend pas
explicitement de la métrique. D’autre part, 'ajout de ce terme fait apparaitre un degré
de liberté dynamique : une particule de spin 2 et de masse . Dans la limite y — 00, cette
particule devient infiniment massive et se découple, les équations de GTM se réduisant
a celles la théorie d’Einstein a trois dimensions.

En variant I'action par rapport a g,,, nous obtenons I’équation du mouvement suivante

1
Gy O =0 (6.2)

ol
v, = oy (R~ 1g.4R) (6.3)
v \/g « vB 4911,8 .
est appelé le tenseur de Cotton. Nous voyons aisément que sa trace C*, est nulle, ce
qui conduit en prenant la trace de (6.2) & R = 0. Donc, pour toute solution de GTM,
la courbure scalaire est nulle.

Les auteurs de [2] ont montré que, pour un espace asymptotiquement plat, I’énergie
est positive a condition de prendre le “mauvais” signe pour le terme d’Einstein dans
l'action (6.1), c’est-a-dire prendre G négatif. De méme, en étudiant la théorie linéarisée
autour de la métrique de Minkowski, ils ont montré que cette théorie décrivait la propa-
gation d’'une particule de masse i et de spin 2 avec un Hamiltonien défini positivement
a condition de prendre a nouveau G négatif.

De nombreuses solutions de GTM ont été dérivées [3, 4, 5, 6, 8, 9]. Signalons en
particulier la solution de Vuorio [4], telle que gy est constant,

2
ds® = —|dt — (2cosho + @)d@| + do? + sinh® o d@>. (6.4)

Nous avons écrit cette solution dans un systeme de coordonnées tel que p = 3 et nous
avons réintroduit la constante d’intégration, @, que Vuorio avait prise égale a —2. Cette
solution présente l'intérét d’admettre le groupe d’isométrie SL(2, R) x U(1). De plus,
c’est la seule solution (en 'absence de constante cosmologique) a admettre un horizon
des évenements (voir [6, 7] pour les solutions avec constante cosmologique). Cependant,
cette solution ne décrit pas un “bon” trou noir comme nous allons le voir dans la section
suivante.

6.2 Une famille de trous noirs
Pour mettre en évidence les horizons de la solution de Vuorio [4], posons
p = pocosho, (6.5)
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avec pg > 0. La métrique devient

2
P’ = P dp* 2p + pow
ds® = —52dt* + s — 7 (dgo + #dt) (6.6)
P57 P* = g PoT
ou A5
7:2:3L+—p+~2+1 (6.7)
I Po

Les horizons sont situés en (zéro de N (1.17))

p = Epo. (6.8)

Nous voyons que ggg s’annule lorsque
D= pes = %(—2@ + V@2 —3). (6.9)

Donc ggs est toujours négatif lorsque w? < 3 et est négatif pour p < p._ et p > pet
lorsque @? > 3. Or, lorsque gz est négatif, le vecteur de Killing 05 est du genre temps.
La coordonnée angulaire ¢ étant périodique, les orbites de Oz sont alors des courbes
fermées du genre temps. Donc la solution de Vuorio décrit un trou noir avec des courbes
fermées de genre temps situées, en particulier, a ’extérieur de I'horizon des évenements
p = po- Les violations de causalité provoquées par ces courbes fermées de genre temps
sont donc “visibles” puisque situées a l’extérieur de I’horizon. La solution de Vuorio
n’est donc pas une solution trou noir acceptable.
Cependant, en effectuant une continuation analytique,

F=iv3t, @=1i(po/V3)e, (6.10)

de la métrique de Vuorio, nous pouvons éliminer une partie des singularités causales.
Nous obtenons alors une solution a deux parameétres (w et pg) décrivant des trous noirs

acceptables
' o PPy e dp? 2 2p + 3w
ds® = =2 dt* + — +r (dgp 7dt) (6.11)

r? PP =P r?

avec
r? = p? + dwp + 3w + o3 /3 (6.12)

ol nous avons posé w = pyw/3. Cette solution possede toujours deux horizons situés en
p+ = Epo. (6.13)

La métrique n’est pas asymptotiquement plate mais est dépourvue de singularité de
courbure. En effet, nous avons signalé plus haut que pour toute solution de GTM, la
courbure scalaire est nulle. Les autres invariants de courbure R, R* et RW/\UR“”)‘U

R,R"™ =6,  RuaR" =24 (6.14)
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sont constants.

Pour interpéter physiquement la solution (6.11), il faut distinguer plusieurs cas en

fonction des valeurs des deux parametres w et pg. Les diagrammes de Penrose corres-
pondants sont donnés dans la figure 6.1.
Dans le cas général w # +2py/3, (6.11) décrit un trou noir avec deux horizons. Son
diagramme de Penrose est similaire & celui de la métrique de Kerr (voir fig. 6.1). Cepen-
dant, la continuation analytique (6.10) n’a pas totalement supprimé les courbes fermées
de genre temps. En effet, g, est négatif lorsque p.— < p < pc4 avec

2

pes = —2w + {fw? — %. (6.15)
Donc, lorsque w? < p2/3, (6.11) est dépourvue de courbes fermées de genre temps alors
que pour w? > p2/3, (6.11) contient des courbes fermées de genre temps. De plus,
lorsque w? > p2/3 et w < 0, il est facile de voir que p.y > p.. > p; et donc que les
courbes fermées de genre temps sont situées a l'extérieur de 1'horizon. La présence de
courbes fermées de genre temps “visibles” par un observateur nous conduit a rejeter
cette solution. Au contraire, lorsque w? > p2/3 et w > 0, on a p.. < p.y < p_ donc
les courbes fermées de genre temps sont cachées derriere ’horizon intérieur (p_) et, par
conséquent, invisibles pour un observateur. Dans ce cas (6.11) est donc une solution trou
noir acceptable.
Lorsque pg = 0, les deux horizons py coincident en p = 0. (6.11) décrit un trou noir
extréme et le diagramme de Penrose est similaire a celui de la métrique de Kerr extréme.
Encore une fois, lorsque w > 0, les courbes fermées de genre temps sont cachées derriere
I’horizon et, lorsque w < 0, les courbes fermées de genre temps sont situées a ’extérieur
de I'horizon. Les seuls trous noirs extrémes acceptables sont donc ceux pour lesquels
w > 0.
Examinons maintenant le cas particulier w = :EQ%. Lorsque w est négatif les courbes
fermées de genre temps sont situées a l'extérieur de I’horizon et donc la solution corres-
pondante doit étre rejetée. Dans le cas w = 2%, (6.11) devient

2

2 p=po o dp 2dt - \*
ds® = PR dt” + o + (p+5p0/3)(p+ po) (dgo pyn 5p0/3) . (6.16)
Cette solution possede un horizon en p = py et les courbes fermées de genre temps sont
situées dans la zone —5pg/3 < p < —po. En essayant de construire le diagramme de
Penrose de cette solution, nous voyons que les géodésiques sont prolongeables a travers
I’horizon mais nous rencontrons un probleme en p = —py. En effet, au voisinage de
p = —po, (6.16) devient

dp? 2
ds? ~ 3dt2 — — L4 0

2p0(p+po) 3

ou nous avons pos¢ ¢ = ¢ — 3t. Nous voyons que la continuation analytique est

problématique dans le secteur (p, ¢). En effet, la variable ¢ est une variable périodique,

(p + po)dg” (6.17)
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(m2<poz,3) ((1)2>p(2)/3 et ©>0)

(0>0 et p(]=0) ((o=2p0/3)

F1G. 6.1 — Représentation des diagrammes de Penrose de (6.11), excepté pour le cas
w = pg = 0 pour lequel on ne peut pas construire un tel diagramme. Les zones hachurées
indiquent la présence de courbes fermées de genre temps. Enfin, signalons que dans le
cas w = 2%, la double ligne n’est pas une singularité de courbure (voir texte).
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donc la continuation analytique au-dela de I’hypersurface p = —py va entrainer l’iden-
tification de points de l'espace-temps les uns avec les autres. Nous ne savons pas com-
ment continuer la métrique ni comment construire le diagramme de Penrose dans une
telle situation. Par conséquent, nous considérons p = —pg comme une singularité de la
métrique.

Enfin, lorsque w = 0 et py = 0, la métrique s’écrit

2 2 dpz 2 2 ?

Pour construire le diagramme de Penrose, les coordonnées angulaires sont négligées.
Dans le cas d'un trou noir en rotation, on se place dans le repere tournant avec le trou
noir afin d’éliminer le terme croisé dtdy (en posant dp = (dy — wdt)). La coordonnée
angulaire ¢ est alors négligée et I'on se concentre sur la partie (¢, p). Or, ici, nous voyons
que nous ne pouvons pas le faire car, lorsque p — 0, la vitesse angulaire w diverge et nous
ne pouvons pas introduire une nouvelle coordonnée ¢. Donc, dans le cas w = py = 0,
nous ne pouvons pas construire le diagramme de Penrose.

En effectuant une continuation analytique de la solution de Vuorio, nous avons obtenu
une solution a deux parametres qui, pour certaines valeurs de ces parametres, décrit des
trous noirs acceptables ou les singularités causales ont été rejetées derriere ’horizon.
Notons que la métrique de Kerr possede, elle aussi, des courbes fermées de genre temps
cachées derriere ’horizon, pres de l'anneau singulier. Cette situation n’est donc pas
unique.

Cependant, I'espace-temps décrit par (6.11) est quelque peu spécial. En effet, gy est
positif, ce qui implique que la norme du vecteur de Killing £ = 0; est positive (|£|> = gi)
et donc que J; est du genre espace. L’espace-temps n’est donc pas statique et il ne peut
exister d’observateur au repos. L’absence d’observateur statique n’est pas inhabituelle.
En effet, reprenons I'exemple de la métrique de Kerr

A —a%sin?f dr? Asin? 6
2 T (dt-— 21— T —————dy® 1
ds 5 (dt — wdp)” + (A + df +A—a25in20dgp) (6.19)
avec
Mr sin® 6
A=7r*—2Mr+a* =1+ (acosh)? w=-—2 T T (6.20)

A —a?sin’f’

Il existe une zone appelée ergosphere (voir fig. 6.2)

r<r<r. avec 1, =M+VM?2—a? r.=M+VM?2—a2cos?0 (6.21)

comprise entre I’horizon 7, (pole de g,,.) et r. (zéro de g;;) ou gy est positif. Dans cette
zone, il ne peut exister d’observateur statique puisque le vecteur de Killing 9, est du
genre espace. Mais il peut exister des observateurs stationnaires, se déplagant avec la
vitesse angulaire (2, lorsque le vecteur de Killing x = 9; 4+ Q0, est de genre temps,
c’est-a-dire lorsque x.x = gu + 2Qgs, + Q%g,, est négatif.
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ergosphére

horizon

F1G. 6.2 — Représentation de I'ergosphere de la métrique de Kerr. L’axe de rotation du
trou noir est dans le plan de la figure.

La différence avec la métrique de Kerr est qu’ici g4 est positif de I’horizon a l'infini
et donc I'ergosphere s’étend de ’horizon a l'infini. Il n’existe aucun endroit permettant
I'existence d’observateur statique. Mais, comme dans le cas de la métrique de Kerr, il
peut exister des observateurs stationnaires, se déplacant avec la vitesse angulaire €2 le
long des orbites du vecteur de Killing x = 0, + €20, lorsque celui-ci est de genre temps,
c’est-a-dire lorsque

2p—|—3w—\/p2—p%<Q<2p+3w+\/p2—p% (6.22)
N . .

r2

6.3 Masse, moment angulaire et thermodynamique

Dans la section 1.3, nous avons vu que la variation de I'action d’Einstein-Hilbert
4SS = /(éqs du mouvement )dg*/|g| d*x + terme de surface(5g", §G*) (6.23)

ne conduisait aux équations d’Einstein que si ’on pouvait imposer a la fois des conditions
aux limites du type de Dirichlet (6g"*” = 0) et du type de Neumann (6¢*” = 0), ce qui est
impossible en général. Nous avons aussi remarqué qu’en ajoutant un terme de surface a
I’action d’Einstein-Hilbert, la contribution propotionnelle a §g** disparaissait et que le
principe variationnel était alors bien défini. En variant ’action

S= 16 G R/|g| d4x+/de3 (6.24)

et en imposant des conditions aux limites de type Dirichlet, nous obtenions bien les
équations d’Einstein.

Dans le cas de GTM le probleme est le méme. En effet, en variant 'action (6.1) par
rapport a g, nous obtenons (6.23). La différence avec la théorie d’Einstein est que le
terme de Chern-Simons contribue lui aussi au terme de surface et que nous ne savons
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pas, pour l'instant, quel terme de surface ajouter a 'action (6.1) pour éliminer cette
contribution. Nous ne pouvons donc pas utiliser le formalisme quasilocal pour calculer
la masse et le moment angulaire de la solution (6.11).

Pour calculer la masse et le moment angulaire de la solution (6.11), nous allons
utiliser la méthode introduite dans [10]. Nous allons brievement introduire cette méthode
en prenant 'exemple de la Relativité Générale sans source a trois dimensions

_ 1 3
S=175 /d 2\/gRs. (6.25)

La premiere étape consiste a reformuler la théorie, en supposant 'existence de deux
vecteurs de Killing, en un probleme unidimensionnel en suivant [11, 12]. Nous utilisons
pour la métrique 1'ansatz suivant

ds? = Aap(p)da®dz® + C*(p)R™*(p)dp? (6.26)

ou a,b = t,p. La présence du ( assure l'invariance de cet ansatz sous une repa-
ramétrisation de p. L’invariance de la partie Aq(p)dr®dz® sous les transformations du
groupe SL(2, R), localement isomorphe au groupe SO(2, 1), suggere la paramétrisation
suivante pour la matrice Ay

A:(T;X>TYX). (6.27)

L’invariance de A\, se traduit par I'invariance sous les rotations du groupe de Lorentz du

vecteur X = (7, X,Y") d’un espace cible de Minkowski muni de la métrique nap = —++.

La coordonnée p est choisie telle sorte que R? = —det(\) = nap X4AXP = —T?+ X24+Y2,
En utilisant la paramétrisation (6.26), I'action (6.25) devient

1 2 2
S_SQWG/d :E/deX. (6.28)

Nous avons donc reformulé la théorie d’Einstein a trois dimensions sous la forme d’un
probléme a une dimension ou toute solution (6.26) est représentée par un point, repéré
par le vecteur X, dans ’espace cible.

En examinant la variation de (6.28) par rapport a une rotation infinitésimale 60X =

(SS — (]! (]!/) .Sz (3.2!)

nous en déduisons la quantité conservée J

_ ¢
167G

J X AX (6.30)

appelée super moment angulaire!. Bien que le vecteur J ait trois composantes, il n’y a
que deux quantités conservées, la troisieme étant associée a la liberté que nous avons

La définition du produit vectoriel étant (U A V)4 = n4BepopUC VP avec erxy = 1.
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6.3. Masse, moment angulaire et thermodynamique

d’effectuer une rotation infinitésimale dp = —0Q¢ dans (6.26) [10]. Nous pouvons alors
montrer [10] que ces quantités conservées sont reliées a 1’énergie et au moment angulaire

E=-2nJ" (6.31)
J=2r(J" —J%) (6.32)

de la solution (6.26). Dans I’article [10], il a été montré que les définitions (6.31) et (6.32)
sont compatibles avec les quantités quasilocales obtenues en ajoutant a (6.25) des termes
de surface appropriés et pour des conditions aux limites mélangeant des conditions aux
limites de type Dirichlet et de type Neumann. Cette démonstration a été effectuée pour
les théories d’Einstein-champ scalaire et d’Einstein-Maxwell.

Cette méthode peut aussi s’appliquer en principe a GTM.

Le super moment angulaire conservé de GTM s’écrit (dans le cas ¢ = 1) [13, §]

J:%(XAX+${X/\(XAX)—2X/\(X/\X)}). (6.33)

Nous admettrons ici que la masse et le moment angulaire des solutions de GTM sont
encore donnés par les formules (6.31)-(6.32) (avec J donné par (6.33)). Cette conjecture
peut étre vérifiée dans le cas de la métrique de BTZ [15], qui est solution des équations
de GTM avec constante cosmologique [16]. Dans I'article [14], les auteurs ont calculé la
masse et le moment angulaire de la solution de BTZ dans une théorie contenant GTM.
Or, nous pouvons vérifier que les valeurs obtenues dans 'article [14] et celles obtenues
en appliquant les formules (6.31) et (6.32) sont identiques.
Le vecteur X de la solution (6.11) est

P?)2+ 2wp+ 3(w?+1)/2+ p2 /6

X=| —p?/2—2wp—3(w?>—1)/2—p3/6 (6.34)
—2p — 3w
ce qui donne pour la masse et le moment angulaire
w w? —5p2/9
= == 0= 6.35
M 8G’ J 8G ( )

Nous remarquons que la masse M n’est pas reliée au rayon de I'horizon comme c’est le
cas habituellement. D’autre part, nous voyons que M et J s’annulent pour la solution
représentant le vide des trous noirs (py = w = 0).

Vérifions maintenant si les trous noirs satisfont a la premiere loi de la thermody-
namique des trous noirs. Nous pouvons calculer la température de ces trous noirs en
utilisant la formule habituelle

o1 PN, — (RR V3
~op Ot le=a = A T or 200 + 3w
™ pPo + ow
p:

Ph

(6.36)

Par contre, les lois de la thermodynamique n’ont jamais été dérivées dans le cas de GTM
donc nous ne savons pas quelle est, dans ce cas, la forme de la premiere loi, ni d’ailleurs
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Chapitre 6. Trous noirs en Gravitation Topologiquement Massive

si 'entropie est donnée par la formule habituelle (un quart de Iaire de I’horizon du trou
noir).
Nous allons supposer que la premiere loi est de la forme

dM = TdS + 2QdT (6.37)

ou z est une constante que nous déterminerons plus loin et €2, est la vitesse angulaire

de I’horizon
3

:2p0+3w'

En utilisant cette premiere loi nous pouvons déterminer I’entropie S par l'intégration de
la relation

Q (6.38)

oS

—| =711 (6.39)
L’entropie est donc donnée par
T
= 5p0 + 6w) + f(T 6.40
e om0 + £(7) (6.40)

ou f(J) est une fonction de J que nous prendrons égale a zéro. Nous voyons alors que
la solution (6.11) satisfait a la premiere loi (6.37) si z = 1/2.

Nous avons fait remarquer dans la premiere section que la constante de gravitation G
doit étre négative pour que GTM soit dépourvue de fantomes et que 1’énergie soit définie
positive [2]. La masse et 'entropie des trous noirs (6.11) seraient donc négatives (ce qui
pose, entre autre, le probleme de I'existence d'un état de plus basse énergie). Signalons
qu’il en est de méme pour la masse des trous noirs de BTZ considérés comme solutions
de GTM avec constante cosmologique. Cependant, la condition GG négative a été obtenue
en linéarisant la théorie GTM autour de la solution de Minkowski. Or, nous avons vu
que, de méme que le vide de BTZ n’est pas I'espace-temps de Anti-deSitter, le vide des
trous noirs (6.11) n’est pas l'espace-temps de Minkowski. Donc, avant de conclure que
la masse et I’entropie des trous noirs (6.11) sont négatives, il faudrait refaire une étude
similaire & celle conduite dans [2], en prenant comme fond non pas Minkowski mais le
vide (p9 = w = 0) des trous noirs (6.11).
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Conclusion

Tout au long de cette these, nous avons construit et étudié de nouvelles solutions
trou noir non asymptotiquement plates, dans le cadre de théories décrivant la gravitation
couplée a des champs de matieres et pour des dimensions allant de 3 a D dimensions
d’espace-temps (D > 2).

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a des solutions avec un compor-
tement asymptotique atypique. En effet, ces solutions ne sont ni asymptotiquement
Minkowskiennes ni asymptotiquement AdS. En étudiant le mouvement géodésique des
particules dans le champ de gravitation de ces solutions, nous avons vu que 1'une des
caractéristiques de ces espace-temps non asymptotiquement plats est la présence d’'une
barriere de potentiel réfléchissant les géodésiques du genre temps, les empéchant d’aller
jusqu’a l'infini. Un autre aspect inhabituel de ces trous noirs est qu’il sont des excita-
tions sur un fond chargé. En fait, il existe une infinité de fonds chargés et sur chaque
fond peut exister une famille de trous noirs caractérisés par une masse et un moment
angulaire. Donc la charge électrique (ou magnétique) est un parametre associé au fond
sur lesquel les trous noirs se forment, et non aux trous noirs eux-mémes. Nous avons
calculé les masses et les moments angulaires de ces solutions non asymptotiquement
plates en utilisant I’approche moderne au calcul de 1’énergie en Relativité Générale, le
formalisme quasilocal. Pour obtenir un résultat fini, nous avons retranché la contribu-
tion du fond chargé sur lequel les trous noirs existent. Nous avons ensuite vérifié que ces
solutions satisfont a la premiere loi de la thermodynamique des trous noirs si la charge
n’est pas variée. Nous avons conclu qu’il était logique de ne pas varier la charge puisque
celle-ci n’est pas un parametre du trou noir. Cependant, nous avons indiqué qu’il serait
intéressant d’étudier de maniere plus approfondie la thermodynamique de ces solutions,
ce qui nous permettrait de valider ou non ce résultat.

Dans le chapitre 3, nous avons construit de nouvelles solutions de la théorie d’Einstein-
Maxwell dilatonique, de type électrique ou magnétique, pour une valeur particuliere de la
constante de couplage du dilaton : a? = 3. En utilisant le lien existant entre cette théorie
et la théorie d’Einstein a cingq dimensions (la théorie d’Einstein-Maxwell dilatonique est
la réduction dimensionnelle de la théorie d’Einstein sans source a cing dimensions par
rapport a un vecteur de Killing du genre espace), nous avons montré que les versions
électriques et magnétiques sont des réductions dimensionnelles inhabituelles de solutions
de la gravitation a cinq dimensions. Les versions magnétiques sont des réductions di-
mensionnelles de la solution de Myers et Perry, alors que les versions électriques sont
des réductions dimensionnelles de solutions de Rasheed.
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Dans le chapitre 4, nous avons construit une nouvelle solution en rotation de la théorie
d’Einstein-Maxwell dilato-axionique. Cette théorie peut étre obtenue par réduction d’un
secteur de la théorie d’Einstein sans source a six dimensions. Nous avons montré que
la version électrique et la version magnétique de la solution en rotation sont toutes les
deux des réductions dimensionnelles de la solution de Myers et Perry a cinq dimensions
(avec les deux moments angulaires égaux) trivialement plongée dans six dimensions.
Nous avons ensuite étudié les modes d'un champ scalaire dans le champ de gravitation
de la solution en rotation. Nous avons vu que, suivant les cas, le spectre d’énergie est
continu, semi-discret ou discret. Lorsque la solution décrit un trou noir en rotation, il
est bien connu que le spectre est continu. Cependant, dans ce cas, le trou noir possede
une ergosphere. Il peut alors y avoir super-radiance, c¢’est-a-dire, extraction d'une partie
de I'énergie du trou noir a ’aide d’'une onde envoyée sur l'horizon. Or, dans le cas
de notre solution non asymptotiquement plate, la barriere de potentiel empéche 'onde
d’atteindre l'infini, et la renvoie sur ’horizon. Les allers et retours effectués par 'onde
entre 1’horizon et la barriere de potentiel peuvent alors conduire a une instabilité des
solutions en rotation. Cependant, ceci est un raisonnement par analogie avec le cas des
trous noirs asymptotiquement plats ou asymptotiquement AdS. Pour bien comprendre
ce qui se passe pour les solutions construites dans cette these, il faudrait faire une étude
plus rigoureuse de la quantification du champ scalaire et de la super-radiance, a I'image

de ce qui a été fait dans le cas des espaces asymptotiquement plats ou asymptotiquement
AdS.

Dans le chapitre 5, nous avons construit des solutions trou noir et branes noires sta-
tiques d'une théorie a D dimensions d’espace-temps qui généralise la théorie d’Einstein-
Maxwell dilatonique. Pour une valeur particuliere de la constante de couplage du dila-
ton, cette théorie est la réduction dimensionnelle de la théorie d’Einstein sans source
a D + 1 dimensions par rapport a un vecteur de Killing du genre espace. En utilisant
une approche similaire a celle utilisée dans le chapitre 3, nous avons montré que nous
pouvions construire des dyons en rotation pour cette valeur de la constante de cou-
plage. Le travail exposé dans ce chapitre est une partie d'un travail en cours. Dans
la suite, plusieurs pistes sont a explorer. Premierement, il serait intéressant d’exami-
ner si les solutions non asymptotiquement plates préservent au moins une partie des
supersymétries. D’autre part, des solutions dyons statiques asymptotiquement plates
ont été obtenues pour une valeur de la constante de couplage du dilaton différente de
celle que nous avons considérée ici. Il serait intéressant de construire les solutions non
asymptotiquement plates correspondantes.

Dans le chapitre 6, nous avons travaillé dans le cadre d’une théorie a 241 dimensions
généralisant la théorie d’Einstein sans source par I’ajout d’un terme de Chern-Simons.
Nous avons construit une famille de trous noirs de cette théorie en prenant comme
point de départ la solution de Vuorio. La solution de Vuorio possede un horizon mais
contient des courbes fermées de genre temps a ’extérieur de I'horizon. Cette violation de
causalité visible fait que la solution de Vuorio ne peut-étre considérée comme une solution
trou noir acceptable. Nous avons montré que, en effectuant une continuation analytique
de cette solution, nous pouvions résoudre cette violation de causalité en rejetant les
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courbes fermées de genre temps a l'intérieur de ’horizon. Nous avons ensuite construit
les diagrammes de Penrose et calculé la masse et le moment angulaire de la nouvelle
solution ainsi obtenue.

La solution de Vuorio a été généralisée au cas de la Gravitation Topologiquement Massive
avec constante cosmologique. Or, ces solutions, comme la solution de Vuorio, possedent
des courbes fermées de genre temps a l'extérieur de 1'horizon. Ce ne sont donc pas de
bons trous noirs. Il devrait étre possible d’effectuer, comme pour la solution de Vuorio,
une continuation analytique pour obtenir de bons trous noirs. D’autre part, il serait
intéressant de généraliser la famille de solutions que nous avons construite au cas de la
Gravito-électrodynamique Topologiquement Massive qui décrit la Gravitation Topologi-
quement Massive couplée a I’Electrodynamique Topologiquement Massive (c’est-a-dire
I’électrodynamique généralisée par l'ajout d’un terme de Chern-Simons).
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Conventions et Définitions

Dans cet appendice sont regroupées les conventions et les définitions de terme qui
sont utilisées tout au long de la these. Les définitions d'un trou noir, d’un horizon et
d’une singularité sont données a la fin de la partie 1.1.

Conventions :

Le systeme d’unité utilisé est spécifié au début de chaque chapitre.

Pour la signature de la métrique, nous prenons la convention avec une majorité de
signes +, c’est-a-dire — + +- - -.

Pour le tenseur de Riemann, nous adoptons la convention de Landau et Lifchitz

RY o\ = 6>\1—‘ — 0, FMA + FM PT FTU U\ (1)

Le tenseur de Ricci est défini en contractant le tenseur de Riemann par rapport au
premier et au troisieme indice

Ry = R\ =0T, — 0,10, + TN, — T2 T, (2)
et la courbure scalaire par
R =Ry, (3)
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Définitions :

e Asymptotiquement plat : Un espace-temps est dit asymptotiquement plat si la
métrique de cet espace-temps, dans le systeme de coordonnées ou r est le rayon de la
sphere,

ds* = —B(r)(dt + widz')* + A(r)dr® + 12dQ?, (4)

tend & l'infini (r — oo) vers la métrique de Minkowski plus une contribution en 1/r,

1
Guw = M + O <;) ) (5)

Nous pouvons montrer que ceci implique que les composantes du tenseur de Riemann
et du tenseur de Ricci ainsi que la courbure scalaire doivent alors décroitre au moins
aussi vite que r~3. De méme, les invariants de courbure R R, et R“”’\"RW)\(, doivent

décroitre au moins aussi vite que 5.

e Charge NUT : En réduisant la théorie d’Einstein a la Kaluza-Klein (de quatre a
trois dimensions), c’est-a-dire en utilisant I’ansatz

d52 = —f(dt — wl-dxi)2 + fﬁlhijdxidxjv <6)

la composante (0i) de I’équation d’Einstein s’écrit

2
T; =0, avec 1" = —f—e”kajwk. (7)

vh

ciik

On en déduit les deux résultats suivants
T =0iX, 0O (6 ]kajwk) = —0; (FT =0 (8)

ol x est appelé potentiel NUT.
Il existe donc une charge conservée appelée charge NUT

_ 1 _ 1 2
N=-= / Fypdfdp = — / Vhf~20,xdbdy (9)

Oﬁ F’ij = &wj — 8jwi.

D’autre part, on peut montrer que les équations a trois dimensions prennent une
forme tres similaire a celle des équations de Maxwell avec un champ “électrique” Eg
proportionnel a la masse et un champ “magnétique” Eg proportionnel a la charge NUT.
Pour cette raison la masse est parfois appelée masse du type “électrique” et la charge
NUT masse du type “magnétique”.
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e Isométrie : Une isométrie est un changement de coordonnées x — z’ tel que
G (1) = 0,20, g, (') = 0,20 0,27 o (2'), (10)

5 N ’ A ’
c’est-a-dire g, (') = gpo (7).
Counsidérons les isométries infinitésimales

't = ot + egh(x), e << 1. (11)

L’équation (10) est satisfaite au premier ordre en ¢ si le vecteur £ appelé vecteur de
Killing satisfait a ’équation
€oip + Epio = 0 (12)

appelée équation de Killing.

e Stationnaire : Un espace-temps est dit stationnaire lorsqu’il possede un vecteur de
Killing du genre temps. La métrique d'un espace-temps stationnaire peut toujours étre
mise sous la forme :

ds® = —f(dt — wida")(dt — w;da’) + f~ hy;da’da’. (13)

e Statique : Un espace-temps est dit statique lorsqu’il est stationnaire et qu’il existe
une hypersurface du genre espace 3, telle que les orbites du vecteur de Killing du genre
temps soient perpendiculaire a X. Il existe alors un systeme de coordonnées tel que la
métrique puisse se mettre sous la forme :

ds® = —fdt* + f ' hydx'da’. (14)
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1 Introduction

Non-asymptotically flat spacetimes containing event horizons recently attracted attention in con-
nection with the conjecture of AdS/CFT correspondence and its generalizations. In most cases the
asymptotic geometry considered was of the AdS type, such configurations frequently demonstrate
holography, the field theory side being some conformal field theory. As is well-known, AdS geometry
typically arises in the near-horizon limit of non-dilatonic BPS black holes and/or p-branes. Other
examples of holographic backgrounds are provided by the linear dilaton solutions which arise as
near-horizon limits of dilatonic holes/branes [1]. In such cases the dual theory is likely to be not a
local field theory. In particular, the near-horizon limit of parallel NS5 branes is dual to the decou-
pled NS5 brane theory known as “little string theory” [2, 3]. It is therefore interesting to investigate
other backgrounds which asymptote to the linear dilaton vacuum.

Here we present new four-dimensional solutions describing rotating black holes in a linear dilaton
background. Actually, a non-rotating version of such a black hole was given long ago by Giddings
and Strominger [4] (see also [5]) as some limit of extremal dilaton black holes [6, 7, 8, 5] (‘horizon
plus throat’ geometry), but apparently was not fully appreciated as an exact solution of Einstein-
Maxwell-dilaton theory describing a non-asymptotically flat black hole. We find that within the
Einstein-Maxwell-dilaton-axion theory there exist rotating black hole solutions (possibly with NUT
parameter) which asymptote to the linear dilaton space-time. The latter is supersymmetric (1/2
BPS), while our black holes break all supersymmetries. Presumably their higher dimensional coun-
terparts exist as well and may serve as an arena for non-supersymmetric holography, although we do
not present any evidence for this here, being concentrated on geometric and other physical properties
of the new solutions in four dimensions.

In the non-rotating case our black holes can be regarded as excitations over the linear dilaton
vacua, forming a two-parameter family, which can be obtained as near-horizon and near-extreme
limits of the “parent” dilaton black holes. To identify the physical mass we use the Brown-York
formalism [9]. These spacetimes are not asymptotically flat, so a suitable substraction procedure
is needed (of the type described in [10]) to obtain finite quantities from the integrals divergent at
infinity. For the non-rotating black hole the linear dilaton background is a natural (and unique)
choice for such substraction background. With this prescription we are able to establish the validity
of the first law of black hole thermodynamics dM = T'dS, in which the Hawking temperature
is independent of the black hole mass, but depends on the parameter of the background. The
entropy is given by the quarter of the area as usual. The mass is therefore independent on the
temperature, so the heat capacity is precisely zero. In other words, these black holes will be in a
marginal thermodynamical equilibrium with the heat bath. We also check that the non-rotating
linear dilaton black holes are classically stable against spherical perturbations.

We also present a rotating version (possibly with NUT) of linear dilaton black holes, in which
case the axion is non-zero, but (as well as the dilaton) is independent of the black hole mass. These

may be regarded as excitations over the rotating Israel-Perjes-Wilson (IWP) [11] solutions which
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correspond to a vanishing black hole mass parameter, but non-zero rotation parameter. The metric
possesses an ergosphere outside the event horizon, which rotates with some angular velocity 2;,. The
angular momentum J computed as a surface integral at spatial infinity contains both a geometrical
contribution and that coming from the Maxwell field. The Hawking temperature and the entropy
depend both on the mass and the angular momentum of the black hole, these quantities are shown
to satisfy the first law in the form dM = TdS + QdJ.

Surprisingly, these new rotating black holes are related in a certain way to the five-dimensional
Myers-Perry [12] rotating black hole with two equal angular momenta. This relation is non-local
and derives from the recently found new classical duality between the D = 4 EMDA system and
six-dimensional vacuum gravity [13] (for more general non-local dualities of this kind see [14]). The
symmetries of the six-dimensional solution combine in a non-trivial way the space-time symmetry
of the four-dimensional EMDA solution with the internal symmetry SO(2,3) ~ Sp(4, R) of the
stationary EMDA system.

The Hamilton-Jacobi equation in the rotating linear dilaton black hole spacetime is shown to
be separable as in the Kerr case, indicating the existence of a Stachel-Killing tensor. Timelike
geodesics do not escape to infinity, while null ones do so for an infinite affine parameter. The Klein-
Gordon equation is also separable, the mode behavior near the horizon exhibits the superradiance
phenomenon. We show that all superradiant modes are reflected at large distances from the black
hole, so there is no superradiant flux at infinity, in contrast with the case of massless fields in the
Kerr spacetime. This situation is similar to the confinement of massive superradiant modes in the
Kerr metric, which are reflected back to the horizon causing stimulated emission and absorption. In
the classical limit this leads to an amplification effect due to the positive balance between emission
and absorption. In the Kerr spacetime this phenomenon is rather small, being present only for
massive modes. In our case massless modes are confined too, therefore all superradiant modes
will form a cloud outside the horizon with an exponentially growing amplitude. This is in fact a
classical instability which manifests itself in the rapid transfer of angular momentum from the hole
to the outside matter cloud. A similar conclusion was obtained in [15] for the case of the Kerr-AdS
spacetime with reflecting boundary conditions on the AdS boundary.

For certain values of the parameters our solutions represent a naked singularity on the rotating
linear dilaton background. We have found that in some cases the spectrum of the massless scalar
field may be partially or entirely discrete.

The plan of the paper is as follows. In Sect. 2 we investigate the near-horizon limit of static
dilaton black holes and show that a suitable limiting procedure leads to a two-parameter family
of exact solutions of the EMDA theory, which includes static black holes asymptoting to the linear
dilaton background. In Sect. 3 we apply the Sp(4, R) generating technique to find rotating and NUT
generalizations of the above solutions, forming now a five-parameter family. Then in Sect. 4 we apply
a non-local uplifting precedure to find six and five-dimensional counterparts to our rotating solution
without NUT parameter, and show that it corresponds to the five-dimensional vacuum Kerr solution

with two equal rotation parameters. The next Sect. 5 is devoted to the determination of the physical
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mass, angular momentum and other parameters of our new black holes, and to the demonstration of
the validity of the first black hole law. In Sect. 6 we investigate geodesics and modes of a minimally
coupled scalar field showing, in particular, confinement of the superradiant modes. The stability of

the static solutions against spherically symmetric perturbations is established in Sect. 7.

2 Static linear dilaton black holes

Consider the EMDA theory arising as a truncated version of the bosonic sector of D = 4, N = 4
supergravity. It comprises the dilaton ¢ and (pseudoscalar) axion x coupled to an Abelian vector
field A, :

1 1 _
§= 10 /d% lg] {—R + 20, 60" ¢ + §e4¢8u/18’% — e 20F,, F" — HFIWF’W} , (2.1)

where! FHv = %E’“”\TFAT, F = dA . The black hole solutions to this theory were extensively
studied in the recent past [16, 11, 17, 18, 19, 20].

In this section we will study a solution, describing charged static dilaton black holes, found in
Refs. [6, 7, 8]. Recall the electrically charged solution (whose magnetic dual is obtained by the
replacement (¢, F) — (¢ = —¢, F = e 2?F)):

ds? = (1— %*)alt2 -(1- %*)*Hirz -r?(1- %)dﬂz, (2.2)

02— (2] %)’ k=0, (2.3)
Qoo

F o= “—drndt. (2.4)

where ¢, is the asymptotic value of the dilaton field. The mass and charge of the black hole are

r4r—

M:%’ Q= e 9= = ¢ b >

(2.5)

The extreme black hole (r; = r_) is singular, the singularity being marginally trapped. In [5]
and [4] (the “infinite throat with linear dilaton” case) the near-horizon limit of the extreme dilaton
black hole has been considered, leading to

V2Q
ds? = L_giz Y=¥ dp* + p*d0?), 2.6
750 5 ( ) (2.6)

e = ¥ F= L_e%odp Adt. (2.7)

o P
V2Q 2Q

The string metric associated with the magnetic version of (2.6)-(2.7) is

ds?,, = 2%ds? = e~ 2% @12 — du? — 2@2 dQ?|, (2.8)

str

with w = v/2QIn p. This spacetime is a cylinder R? x S?, and the associated dilaton

=Y const. (2.9)

V2Q

Here EFYAT = |g|~1/2eM¥ AT | with €1234 = 41, where 2 = ¢ is the time coordinate.

AS
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is linear.

Returning to the Einstein metric (2.6), we see from the conformal map (2.8) that p = 0 (w = —o0)
is a null bifurcate singularity, while p = oo (w = +00) is at spacelike and null infinity. While all
curvature invariants go to zero at spacelike infinity, this metric is not asymptotically flat. In fact

the following coordinate transformation
¢ =a'ypcosh(22t), n=a 'y/psinh(2a°t) (2.10)
(with a2 = 4v/2Q) transforms (2.6) to
ds® = dn?® — d¢* — #dﬂz. (2.11)
When £ goes to infinity with 7 held fixed this last metric asymptotes to the conical spacetime

2
ds* = dn? — de* — %dm. (2.12)

Now we shall generalize the “linear dilaton vacuum” metric (2.6) by studying the near-horizon

and near-extremal limit of (2.2)-(2.4). Putting

r_=¢€1lrg, ro=¢€'rg+eb, r=¢etrg+tep, t=e 't (2.13)

where the dimensionless parameter e shall eventually be taken to zero, the solution (2.2)-(2.4) be-

comes
—-b ro + €2p
ds? = L—° a2 — dp? — 2)d0)? 2.14
5 o+ 2p =y p(ro + € p)dSd”, (2.14)
20 _ P _ Q T
e = — F=—""—dpAdt, 2.15
ro + €2p (ro + 2p)2 7 (215)
where we have chosen ¢, = —Ine. Finally taking ¢ — 0 and relabelling £ — ¢, p — r, we obtain
—-b
ds® = —2d? — " dr® — rord0?, (2.16)
o r—>b
1
2 = dr A dt, (2.17)

To B \/57"0
which is a generalisation of (2.6)-(2.7). This configuration, which was previously given in [4] (the
“horizon plus infinite throat case”) is an exact solution of EMDA.

The Penrose diagrams corresponding to the different values of b (b < 0, b = 0 and b > 0) are
shown in Fig.1. For b > 0, (2.16) describes a static black hole, with a spacelike singularity r = 0
hidden behind a horizon located at » = b. The corresponding Penrose diagram is identical to that
of the Schwarzschild black hole. However the spacetime is not asymptotically flat. The case b =0
corresponds to the extreme black hole (2.6), with a null singularity. Finally for b < 0, (2.16) describes
a naked timelike singularity located at r = 0.

The two parameters ry and b have somewhat different physical meanings. The first describes the

electric charge @ of the solution which is given by the flux through a 2-sphere

7o

1
Q=1 /e‘2¢FOT\/§dQ -7 (2.18)
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It is associated, not with a specific black hole, but rather with a given linear dilaton background
and its black hole family. The parameter b characterizing a black hole is proportional to its mass,
as suggested by the following thermodynamical argument. Carrying out the Wick rotation 7 = it

and putting r = b + 2% the two dimensional sector (¢,7) of (2.16) becomes :

2
ds?® = i—dT2 + droda?, (2.19)
0

which is free from conical singularity provided 7 is an angular variable of period P = 47rg. Therefore

the Hawking temperature of the black hole is

1 1
T: — =
P 47‘(7"0

(2.20)

(computation of the surface gravity gives the same value). Assuming that the entropy is given as

usual by the quarter of the horizon area
A
S = i mrob, (2.21)

we obtain from the thermodynamic first law

dM =TdS (2.22)
the value
M= Z (2.23)

This mass value will be confirmed in Sect. 5 by an independent computation using the method of
Brown and York [9].

Note that here the parameter rg is kept fixed, being related to the linear dilaton background,
not to the hole. It would be interesting, however, to check whether this is correct in the framework
of the grand canonical ensemble approach [21, 22]. This is a non-trivial task because of the lack of
asymptotic flatness (in particular, the value of the Maxwell potential entering the standard first law
for charged black holes diverges at infinity), and remains beyond the scope of the present paper,
where we rather use microcanonical considerations.

Now we give the o-model representation of the solutions (2.16)-(2.17). In the stationary sector
of EMDA, reduction to three dimensions can be performed by using the metric ansatz

gw—| 1 ~fes : (2.24)
—fwi —f7 hij + fow;
and parametrizing the vector field A, by an electric potential v and a magnetic potential v according

to
1

V2

From the mixed components of the four-dimensional Einstein equations, wy may be dualized to a

f

Fio = —=0ww, e 2°FJ 4 xF9 = Eeijkaku. (2.25)

twist potential x by [17]
2
(91‘)( + v@iu — u@w = ——hij€jkla1€wl. (226)

Vh
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The six potentials f, x, u, v, ¢, kK parametrize a target space isomorphic to the coset Sp(4, R)/U(2)

[23], the EMDA field equations reducing to those of the corresponding three-dimensional o model.

A matrix representative of this coset can be chosen to be the symmetric symplectic matrix [24]
P! PQ

M= , (2.27)
QP! P+QP'Q

where P and @ are the real symmetric 2 X 2 matrices

'U2 — e2¢ v VW — w
P=—c% ! . Q= X : (2.28)
v 1 w —K

with w = u — k.

When all the potentials depend on a single scalar potential o (such as in the case of spherical
symmetry), this potential can always be chosen to be harmonic (VZo = 0). The remaining o-model
equations, which reduce to the geodesic equation on the target space, with ¢ as affine parameter,
are solved by [20]

M = AeB7, (2.29)

where the matrices A and B are constant. In the case of asymptotically flat solutions, the vacuum
matrix A is diag(+1,—1,+41,—1) in the gauge o(oco) = 0. In the present case, the matrix M
associated with the linear dilaton black hole solution (2.16)-(2.17) is

TT—Ob _rib 0 0
—r_ b _r 0
M, = reb ror=h (2.30)
0 0o -2 -1
0 0 -1 -
The corresponding harmonic potential is
1 r—b
=—-1 2.31
7 b r ‘ ’ ( )
and the matrices A and B are
0 -1 0 0 0O 0 0 O
-1 X 0 0 —rg b 0 0
A — 0 , B = "o (232)
0 0 - -1 0 0 0 —rp
0 0o -1 0 0 0 0 -b

In the case Tr(B?) = 0, (2.29) is a null geodesic in the target space [20], and the corresponding
solution is of the Majumdar-Papetrou type. Here this occurs for a vanishing black hole mass b = 0.
As obvious from (2.6), the spatial metric h;; is flat in this case, so that one can linearly superpose

harmonic potentials o; = 1/r; to construct multi-center solutions

1

S

%

ds® =

dt* = o;dz”. (2.33)
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This is related to the fact that the linear dilaton vacuum solution (2.6)-(2.7) is BPS, in the sense that

it has N = 2 supersymmetry [5], i.e. half of the original symmetries of N = 4, D = 4 supergravity

are preserved.

3 Kerr extension

In this section we wish to generalize the static solution (2.16)-(2.17) to a rotating one. To do this,

we shall first find the linear transformation U

M - UTMU

(3.1)

that transforms the matrix Mg associated with the Schwarzschild solution into the matrix M,

associated with the static black hole solution (2.30). Note that this transformation changes the

matrix representative, i.e. the potentials contained in the matrices P and @, without changing

the reduced three-space metric h;;, which is invariant under U. Then we shall apply the same

transformation to the matrix representative Mg of the Kerr solution to generate a rotating black

hole metric Myg.

The Schwarzschild solution

oM oM
ds? = (1— )2 — (1 - =) 1dr? — r2d0?,
T

r

e = 1, k=0, F=0

has the same reduced 3-metric as (2.16) provided we identify
b=2M.

The corresponding Schwarzschild matrix is

r—2M
0 -1 0 0
Mg =
0 0 r—2M 0
0 0 0 -1

Using (3.1), (3.5) and (2.30) we derive the expression of the matrix U

_ . /T 2M
2M T0
T0

0
S VL 0
0 0 0
o0 VR

Consider now the Kerr-NUT solution

242
ds? = W(dt—wdap)Q—E(——kd&Q—%

e = 1, k=0, F=0,
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with

A = 72 —2Mr+a* - N? Y=7r+(N+acosh)? (3.9)
W - _2NAc059—|—a(M7".—i;N2)sin29. (3.10)
A —a?sin” 6
The corresponding matrix Mg is
70 =xft o0
0 -1 0 0
My = , (3.11)
=Xf1 0 fxfTh 0
0 0 0 -1
where
f:A—azsiHQH7 X:_2N(M—r)+aMcose. (3.12)
Y Y
Applying the transformation (3.1) to the matrix Mk we obtain
ro(1—-f) _1 0 ToX
2Mf f 2M f
_1 2M 0 _X
My =UTMxU = fooomof f (3.13)
0 0o -2 -1
ey A S S v O o Rl )
Comparing (3.13) and (2.27) we obtain the rotating black hole solution generalizing (2.16)-(2.17)
A — a?sin? 0 dr? Asin? @
ds® = ———(dt —wdp)® — T —— + db* + ————5— d¢* 14
N r ( wig) <A+ +A—a2sin29 7 ) (3.14)
2 N <02 N(r— M) —aM o
26 T + (N +acosb) ’ LT (r )—a c0597 (3.15)
r M r?2+ (N +acosf)?
72 + (N + acosf)? ro N(r— M) —aM cosf
v o= T , U= g7 T , (3.16)
with
A = r*—2Mr+a® - N? F:%(Mr—&—]\ﬂ—&—a]\fcosﬁ), (3.17)
_ N NACOSH-I—G(MT-FNz)SiHQQ. (3.18)

M A —a2sin® 6
This new solution can again be slightly generalized by the action of the S-duality transformation

SL(2,R)
Z=F+ie ¥ =—F 0=0v+7u, aw=pLv+oaou (ad — By =1), (3.19)

which generates a magnetic charge without modifying the spacetime metric.
We now focus on the case N = 0. The stationary solution (3.14)-(3.16) is then significantly
simplified to

r2 — 2Mr + a? dr? a 2
ds? = ——— =~ g2 - 14k in26(do — —dt 2
d ror "o 2 o0y +a? + s 4 ToT » (3:20)
1 T2 — a2 cos2 0
F o= — |2 20 ndt+asin20d0 (d@—idtﬂ, (3.21)
V2 ror ror
o2 _ roT o roa cos (3.22)

r2 + a2 cos?6’ r2 +a?cos?20’
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The Maxwell two-form is derivable from the following four-potential

A:i(rz—l—azcoszﬁ

dt + asin® 6 dgp) , (3.23)
ror
where the gauge is chosen such that the vector magnetic potential be regular on the axis § = 0.

Although the metric (3.20) was derived from the Kerr metric, it differs in its asymptotic behavior
(r — o00), which is the same as for the linear dilaton metric (2.6), and in its behavior near r = 0.
In the case of the Kerr metric, r = 0 is the equation of a disk through which the metric can be
continued to negative r, while in (3.20) » = 0 is a timelike line singularity. It follows that the Penrose
diagrams of (3.20) for the three cases M? > a?, M? = a? and M? < a? are identical, not to those
of the Kerr spacetime, but rather to those of the Reissner-Nordstréom spacetime, with the charge
replaced by the angular momentum parameter a.

The massless case M = 0 is of particular interest. The Kerr metric with M = 0 representing flat
Lorentzian spacetime, it follows that the reduced 3-metric h;; in (3.20), which is identical to that
of the Kerr metric with M = 0, represents flat Euclidean space. This property is characteristic of
the generalized Israel-Wilson-Perjes (IWP) solutions. Indeed, following the methods of [20], we can

show that for M = 0 the matrix Mk depends on the two harmonic potentials

r cosf
- B 3.24
T Y a%cos?8’ | 12+ acos20 (3:24)
through
Mg = AePot0m, (3.25)
where the matrices A and B are those of (2.32) with b =2M = 0, and
0 0 0 ©
0 0 0 ar
= 0 (3.26)
arg 0 0 O
0 0 0 ©

These matrices are such that B2 = C? = BC = CB = 0, so that the matrix Myg is linear in the
two harmonic potentials,

My = A(I + Bo +Cr). (3.27)

It follows that given any two harmonic potentials o, 7, we can construct the IWP generalization of

the rotating black hole solution (3.14)-(3.16) with M = N =0
1

ds* = (dt — w; daz)? — rood>z, (3.28)

ToO

1 .

A = —(dt —w;dz"), (3.29)

ToO
e ? = ryo, K=—aroT, (3.30)

with
aiwj‘ = %EiﬂcakT. (331)
10
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The general IWP solution (3.28)-(3.30) was previously constructed in [11]. The multi-center
solutions given in [11], [20] are asymptotically flat, and so do not explicitly include the solution
(3.14)-(3.16) with M = N = 0. This solution can be recovered from the one-particle rotating IWP
solution given in [11] by taking the infinite mass limit. It was shown in [11] that the general IWP
solution is BPS, i.e. has N = 2 supersymmetry when embedded in N = 4, D = 4 supergravity, and
this result applies also to our new non-asymptotically flat solutions (3.14)-(3.16) with M = N = 0.

4 Six-dimensional vacuum dual

As shown in [13], the four-dimensional EMDA theory is equivalent to a sector of sourceless six-
dimensional general relativity with two Killing vectors. That is, any solution (ds%, A4,, ¢, ) of

EMDA may be lifted to the Ricci-flat six-dimensional metric

ds? = ds? — ™20 €2 — e (C + kE)? (4.1)

with
€ =dx + V24, dz" ¢ =dn+ V2B, dz", (4.2)
Fu(B)=e %F,(A) — kF,,(A). (4.3)

Note that the S-duality of the four-dimensional dilaton-axion theory is here explicitly realized as
the group of linear transformations of the 2-plane (x, 7).

In the present case we obtain from Eqs. (3.14)-(3.16)

_ L 2 . N\2 71_0 . 2y .. 2
A = oy ([r + (N + acosb) ]dt+M[NAc050+a(Mr+N ) sin G]dga), (4.4)
M?+ N?)r,
B = (\/§TF)O((N+acos€)dt—rorcosﬁdcp), (4.5)

leading for the six-dimensional metric to a long and unenlightening expression. In the case N =0,

after rescaling n — ron this reduces to

2M
ds2 = o dt* — 2 dy dt — %O(dx + adp — acosfdn)?
L dror dQ3. (4.6)
A
In (4.6),
dQ3 = i (d92 +sin? 0 dp* + (dn — cos dgp)2) (4.7

is the metric of the three-sphere if 0 < 6 < 7, and the angles n and ¢ are defined modulo 27. This

can be seen from the fact that the coordinate transformation

inte

T+ iy =rcos(/2)e T, z+iw =rsin(d/2)e’ 7T, (4.8)

11
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describes the embedding of the three-sphere 2 + 32 + 22 + w? = 2 in four-dimensional Euclidean
space

7.2

de? + dy? + d2* + dw? = dr® + 1 (d02 +dn? + dp® —2cosOdndy) . (4.9)

Remarkably, the metric (4.6) is asymptotically flat. Defining new coordinates by

p = 2yror,

0 = 0/2, or=(p*n)/2,

dip = (2M/ro)Y?(dt + (ro/2M) dy), (4.10)
dr = (2M/ro)"Y /2 dy,

it can be put in the form of a direct product

dsg = —di? + ds2, (4.11)
where
p 2 dp?
2 _ 2 ~ 2 102
ds; = dr*— 7 (dT + (a/2)(dy — cos@dn)) Tt p-dQ;
2
= dr’ - % (dT + asin®Odyp, + acos? 9dg0) (4.12)

dp?
1 —pp=2+ pa’p

— =0 (d02 + sin® 0dy? + cos? dez)

(n = 8Mrg, @ = (2ro/M)*/?a) is the five-dimensional Myers-Perry black hole [12] with two equal
angular momentum parameters. Accordingly, the six-dimensional metric (4.6) enjoys the symmetry

group SO(3) x U(1) x U(1) x U(1) generated by the six Killing vectors

lecosn&g—:%%aw—cotﬁ sinn Oy, Ly=0,,
Ly =sinn0dy + gﬁg 0, + cot 0 cosn Oy, Ls =0, (4.13)
L3 = 0y, Le = 0y.

It is interesting to observe that the four-dimensional rotating solution did not possess the spherical
symmetry, the origin of the SO(3) component in six dimensions may be traced to the Sp(4, R) ~
S0(3,2) invariance of stationary EMDA configurations.

Several particular cases are interesting. The Myers-Perry black hole is extremal for 4a? = pu
(a®> = M?). For a =0 (a = 0), the spacetime (4.12) reduces to the static black hole

d 2
ds? = (1 — %)d# — - P, (4.14)
e

leading for the six-dimensional metric to the higher symmetry group SO(4) x U(1) x U(1). ( Note
that SO(4) ~ SO(3) x SO(3), where the first SO(3) is the spatial spherical symmetry, and the
second is the internal SO(3) subgroup of SO(3,2)). For u = 0 (4.12) reduces to five-dimensional

Minkowski space.

12
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For M = 0 the coordinate transformation (4.10) breaks down. In this case (4.6) reduces to the

six-dimensional asymptotically flat metric

dsi = —2dtd _ 45 dx + a(dp — cos 0 dn) 2—d—”2— 2d03 (4.15)
6= X 02 X ¥ N 1+ 16r¢a?p=* s '
Finally, for M = 0 and a = 0, this reduces to the six-dimensional metric
2 arg |, 2 2 102
dsg = —2dtdx — — dx” — dp” — p~ d€23. (4.16)
p

This has flat spatial four-sections, and is easily seen to be a special case of the six-dimensional
multi-center metric, generalizing the five-dimensional “antigravitating” solutions given by Gibbons

[6] (Eq. (18), see also [25], Eq. (40))
dsi = 2dt dyp — F dip* — dx?, (4.17)

with F'(x) an arbitrary harmonic function of the four spatial dimensions.

5 Mass, spin and the first law

Let us discuss the physical properties of the rotating dilaton black hole solution with N = 0 (3.20).
The space-time contains an event horizon located at » = r which is the largest root of the equation
A=(r—r_)(r—ry)=0:

re =M+ M? —a? (5.1)

This expression is the same as for the Kerr metric, but one has to keep in mind that M is no longer
the physical mass of the solution.

Again as the Kerr space-time, the space-time (3.20) does not admit a globally timelike Killing
vector field, and therefore contains an ergosphere whose boundary corresponds to vanishing of the

norm of the Killing vector 9; (i.e. is given by the largest root of g = 0):
M? — a?cos? 6. (5.2)

All physical frames inside the ergosphere are rotating. The angular velocity of the horizon is de-
termined by vanishing of the norm of the linear combination of the timelike and azimuthal Killing

vectors 0; + 5,0, on the horizon (5.1)

a
o= (5.3)

Let us compute the mass and the angular momentum of the NUT-less stationary black hole
(3.20) using the method developed by Brown and York [9]. Consider a spacetime region M foliated
by a family X of spacelike slices of two-boundary B, which we shall assume to be 2-spheres r =

constant. The metric on M is written in the ADM form [26] as

ds® = —=N2dt* + hij(da’ + V' dt)(da? + V7 dt). (5.4)

13
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From (3.20) the unit normal to ¥ is u, = —N§2, with N = /A/rgr, and the induced metric
huu = Guv + Uy Uy ON Y is
Q7.9 dr? 2
hijdz'da? = ror N +dQ° ). (5.5)
The timelike component 3B of the three-boundary of M is the product of B with segments of timelike

lines orthogonal to ¥ at B. The unit normal to *B is n, = \/ror/Ad

o = hyw —nyn, on B is Tapdz®da? = ror dQ2.

1.» and the induced metric
The surface stress-energy-momentum tensor 7% is defined by the functional derivative of the
action with respect to the three-metric on 3B. The normal and tangential projections of 7% on B

lead to the proper energy surface density and proper momentum surface density

1 68

E = ’U,i’ZLjT J = —%6—]\[, (56)
1 S

Ja = —0uu;TY? = —= S. (5.7)

Here the “renormalized” action S is the sum

S = S(g) + S(m) — S(O), (5.8)

where S(;) and S,y are the “gravitational” and “matter” pieces of the action (2.1), evaluated at a

given classical solution, and S(g) is the value of the action S at a reference or background “vacuum”

classical solution. Such a substraction is necessary in the case of a non-asymptotically flat metric

[9] [10]. Here the natural choice for the vacuum in a given charge sector is the linear dilaton metric
(2.6), corresponding to M = a = 0 and the specified value Q = r¢/+/2 of the electric charge.

We first discuss the computation of the proper energy surface density . The gravitational

contribution is
1
E(g) = 8_7'l'k7 (59)

where k is the trace of the extrinsic curvature of B as embedded in 3,

ke 2L (5.10)
Tror T

The matter contribution originates solely from the gauge field piece of the action (2.1) and is given

by

1
= ——A,Il" 5.11
€(m) N\/E oLl ( )
Here II' = NVhE" /4w is the canonical momentum conjugate to A;, the radial component E” reads
~ 1
Er=e 2F f gF™ = - — (5.12)

V2r

(it follows from (5.12) that the electric charge is given as in the static case by Q = —47II" = r/v/2),

so that we obtain from (3.23)
1 ror 2 + a® cos? 0
-7 1
£(m) 8mrg V A 72 (5.13)

14
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It is worth noting that in the Brown-York formalism there are two quantities associated with
energy: the proper energy density ¢, whose integral gives the Brown-York total quasilocal energy
E=] B d%x\/oe, and the mass M, which is given by the following integral over a large sphere at
spatial infinity

M = —/d2x\/5u05 =— /dzxﬁuo(e(g) + €m) — £(0))- (5.14)

B B
Both quantities give the same answer for asymptotically flat spacetimes, but not for non-asymptotically

flat ones. This difference, in particular, manifests itself for asymptotically AdS black holes, and it
was found that it is the mass M which gives the correct form of the first law, while the energy gives
the redshifted quantity [27]. So here we will calculate the Brown-York mass (5.14). For asymptoti-
cally flat black holes, such as the Kerr-Newman one, the second term is zero and is usually ignored.
In our case it is non-zero, and indeed linearly divergent, but is exactly cancelled by the electromag-
netic contribution of the linear dilaton background evaluated with the same boundary data for the
fields o, N and Ap [28], and in the present case with the same value of the electric charge. The
linear divergence of the first term is cancelled by substracting the gravitational contribution of the

linear dilaton background

(5.15)

leading to the finite result )
= =1 (5.16)
in accordance with the value (2.22) for the static case (we recall that the parameter M is the mass
of the Kerr black hole which is transformed into the black hole metric (3.20) by the group transfor-
mation (3.1)). Here (as usual) the black hole mass is given by the finite part of the gravitational
contribution, the (divergent) matter contribution which is independent of the black hole parameters
M and a being completely compensated by the background substraction.

The angular momentum is computed along similar lines. The gravitational and matter contri-

butions to the azimuthal proper momentum surface density are

1 1

j(g)so = _ganle’ j(m)go = \/EALPHT7 (517)

where Kj; is the extrinsic curvature of ¥. The total angular momentum is given by the integral

J = /d2$\/3j¢ = /d2$\/5(.](g)90 +j(m)¢) (518)
B B

(the spherically symmetric background does not contribute to (5.18)). Again the matter contribution
J(m)e» Which vanishes in the Kerr-Newman case, is often ignored (see however [29] and references

therein). In the case of our rotating black hole metric (3.20) we obtain j4, = asin® §/167r,

Jm)e = 2J(g),» leading to -
0

Now we are in a position to check that our black holes obey the differential first law of black hole
mechanics:
dM =TdS + QpdJ. (5.20)
15
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The Hawking temperature of rotating dilaton black holes can be computed either via the surface

gravity, or using euclidean continuation, both leading to

- M
Sk (5.21)

2mror4

The entropy is given by the quarter of the horizon area
S = mrory. (5.22)

Using (5.16), (5.21), (5.22), (5.3) and (5.19) it is straightforward to verify the first law (5.20), in which
differentiations are performed for a fixed value of the electric charge 7/+/2 which is characteristic

of the linear dilaton background.

6 Geodesics and test scalar field

To get further insight into the nature of our solutions, consider first geodesics. The Hamilton-Jacobi
equation is separable in the general rotating linear dilaton black hole space-time (3.20) in exactly
the same way as as in the usual Kerr metric. This indicates that a Stachel-Killing tensor exists in

the present case too. The variables in the equation

a8 08
el w2 1
Ozt Oxv a (6.1)
are separated by setting
S=-Et+ Lo+ 0(0)+R(r), (6.2)

where & is the conserved energy and L is the azimuthal momentum. We find

N 2 2 2
R _ <SrorA aL> N K +A/J T _ (6.3)
2 L? 12
0" (0) + —— =K". (6.4)
sin“ 6

The separation constant K is an analogue of Carter’s integral for the Kerr metric, it is equal to the
square of the total angular momentum. Equatorial motion corresponds to K = L. Finally we obtain

the Hamilton-Jacobi action in the form

2
S=-Et+Lp+t /HICQ — .Lz J d + / V(Eror —aL)? — A(K2 + p2ror) % (6.5)
sin

From this one can derive the trajectory and the dependence of coordinates on time t.

Alternatively one may describe timelike and null geodesics using the constraint equation

dxt dx¥
N N v — € = 17 .
I =6 € 0 (6.6)
in terms of the affine parameter. Reintroducing the (renormalized) energy and azimuthal momentum
as
dxt dxt
&= Jtn g\ L= “Ien Ty (6.7)
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one obtains the following equation for the equatorial motion:

(Z_DQ _ (g _ %)2 + (TOAT)Q (L2 + err) = 0, (6.8)

which can be rewritten as the conservation equation

(%)2 + Uest(r) = %, (6.9)

with the effective potential energy

L? 2M 2aL A
Ueﬂ‘(’r) == (]. — —> + al€ + 6_ (610)
TO T ror ror

For € = 1 this potential grows linearly as r — oo, so all timelike equatorial geodesics are reflected
at large r. For null ones the potential is stabilized at infinity, so the geodesics with & < L/rg are
confined, while those with £ > L/ry go to infinity at an infinite affine parameter.

Let us discuss the behavior of a minimally coupled test scalar field, starting with the linear

dilaton background M = a = 0. The Klein-Gordon equation
(V2 + 1) =0 (6.11)
separates in terms of the spherical harmonics
Yutm = CuotmYim (0, 0) Rut(r) e ™", (6.12)
where we assume w > 0, and the radial functions obey the equation
(r*R.;) — (V* = 1/4+ pPror) Ry = 0, (6.13)

where

v=/(+1/2)? w2, (6.14)
For p # 0 the general asymptotic solution of the radial equation (6.13) reads
R(r) ~ Cy e 2VToT 4 Cfy e21V7oT, (6.15)
where one has to put Cy = 0 for physical solutions, the exact solution vanishing at infinity being
R(r) = Cr~ 2Ky, (2uy/ror), (6.16)

with K53, a modified Bessel function. These are the massive modes reflected from infinity whose
existence could be guessed from the above analysis of geodesics.
Near the singularity the mass term can be neglected and we obtain the following generic solution

of the equation (6.13) which is of course exact in the massless case:
R(r) = Cyr Y2 4 Corv =12 (6.17)

For w > (I +1/2)/r¢ (imaginary v so that v = iq) these two terms represent ingoing and outgoing
waves

1 . .
R(’I’) = m (Cl e ' + 02 elqw) ) (618)
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where x = Inr. Introducing the current

j* = 5 o, (6.19)

one can see that the flux of the (spherical) mode is

ff\/—_gdﬂ = 47q(|C1 > — |Ca)?). (6.20)

It can be checked that the solution (6.16) corresponds to |C1] = |Cs|, so it can be interpreted as
initiating from the singularity and reflected back to it by the linear potential barrier p?r/2rg.
Now consider our general class of rotating metrics with N = 0 (3.20). The Klein-Gordon equation

for the modes 1 = 9 (r, 6)e’™?~“! takes the form

rorT am. 2 m?

! Do (sin 00g1)) + [K(w e ,ﬂ] v=0 (6.21)

_ar (A@ﬂ/)) +
Tor

ror sin 6 roT rorsin® 6

and is again separable. In fact, putting ¥ = R(r)O(6) the above equation is split into the following

two ordinary differential equations

o 2
8, (MO, R) + <—u2r0r n w> R = K2R, (6.22)
— L sin020) + -6 — K20 (6.23)

sing o\ sinf ’ '

where we keep the same notation for the separation constant as before. Unlike the Kerr case, now

the angular equation (6.23) is that for the associated Legendre functions so we have
K2=1(l+1), I>|m|], 1=0,1,2,... (6.24)

Let us consider the radial equation (6.22) in the black hole case M > a (assuming without loss
of generality a > 0) when a regular event horizon exists. As usual, the radial wave function behaves
near the horizon as a spherical wave, and the energy spectrum is continuous. One question to be
answered is that of superradiance. Since the rotating dilaton black hole contains an ergosphere
outside the horizon, it potentially has a superradiant instability. In an asymptotically flat spacetime
such as Kerr, superradiance manifests itself as a quantum emission of certain modes transporting
the angular momentum of the black hole to infinity. If the asymptotic region is non-flat, one has to
analyse the set of modes more carefully paying attention to their behavior at infinity [30, 31]. In
particular, the situation is different (from that of the Kerr spacetime) in the AdS-Kerr spacetime,
which is neither asymptotically flat nor globally hyperbolic. As was argued in [32] one is free either
to impose reflecting boundary conditions at infinity, or to allow for modes w > u to propagate.
In the first case the superradiant modes will be reflected back to the black hole. These waves
will generate stimulated superradiant emission and absorption, whose balance in the classical limit
corresponds to the classical amplification phenomenon [33]. As a result, the superradiant modes will
grow exponentially causing transport of the angular momentum to the field cloud rotating outside

the horizon [15], until the black hole angular momentum is lost completely. From the previous
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analysis it follows that in our case not all modes are reflected, so we have to explore whether the
superradiant ones propagate to infinity or not.

One can eliminate the first derivative in the radial equation by introducing the tortoise coordinate

dr, = ”Z* dr, (6.25)
leading to
1 rT—TrL
= —1 , 6.26
" % (r - r) ( )

where k = (ry — r_)/2rory is the surface gravity of the horizon. Note that the range of the
tortoise coordinate here is (—oo, 0) unlike the case of the Kerr metric, where it is the whole real axis.

Rewriting the radial equation as
—d2 -VR=0 (6.27)
dr? - '

we obtain the potential

2 2 2
wrA  Al(l+1) ¢ am
_ L D, am (6.28)
ToTY (rory) i Tor
At the horizon A = 0 the potential takes the value
V=—-k? k=w-—mQy, (6.29)

where k is the wave frequency with respect to the observer rotating with the horizon. Therefore
radial functions at the horizon are

so the general solution is a superposition of ingoing and outgoing waves
Y~ (0, 9)e” R 1 g (6, p)e (IR (6.31)

In the case of the Kerr metric one then constructs the asymptotic modes as exp[iw(t £ r)] and
finds that there is a constant flux at infinity of the modes w > 0, k < 0, i.e. w < my, [34]. In our
case one case see that the superradiant modes do not propagate to infinity. Indeed, all terms in the
potential (6.28) containing the black hole parameters M, a are small when r — oo, so the asymptotic
behavior is still given by Eq. (6.15) for i # 0 or (6.17) for u = 0. Since all the massive modes, as well
as the massless modes with w < (I + 1/2)/rg, are confined (do not propagate to infinity), and since
|m| <l and a < 74, leading to mQy, = ma/rory < (I+1/2)/ro, all superradiant modes are reflected.
Therefore there cannot be any superradiant flux at infinity. But it would be wrong to conclude that
there is no superradiance at all. In fact, these modes are confined in a region outside the black
hole. Their amplitude will grow up exponentially due to the amplification of waves impinging on
the horizon, leading in the quantum description to a positive balance between stimulated emission
and absorption. This effect is basically classical in nature [33], so that the rotating dilaton black

holes are unstable, similarly to the Kerr-AdS spacetime with reflecting boundary conditions [15].
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It is interesting also to analyse the behavior of the Klein-Gordon modes in the case of a naked
singularity, M < a. One can show that there are modes reflected from the singularity, so that the

spectrum is partially discrete. For the discrete spectrum the Klein-Gordon norm

10l = [ (e ds, (6.32)

=

has to be finite. Choosing the spacelike hypersurface ¥ to be a hyperplane ¢ = constant, this

condition reads here

12| = / (g% — mg®)[[2V/]gl =

- 47r7<w - fb—";> %R%) dr < co. (6.33)
0

The discussion of the eigenvalue problem depends on the value of the rotation parameter a.

a) For a = 0, M < 0, the radial wave function behaves near r = 0 as
R(r) ~Cs+ Cylnr. (6.34)

However in this case Inr is a singular solution of the Klein-Gordon equation (6.21) (the action of
the Klein-Gordon operator on it yields a delta function), so that the regularity condition demands

Cy4 = 0. For p = 0, the solution of the radial equation which is bounded at infinity is

R(r)=C1 (r— 2M)_1/2_”F(% + v+ iwrg, % + v —iwrg, 1+ 2v; r_—2é\j\[4) , (6.35)
with F' a hypergeometric function. This diverges logarithmically for » — 0, so that there are no
regular normalisable solutions. So in this case one has again the same continuous spectrum as in the
linear dilaton case, now describing normal scattering by the timelike singularity » = 0. On the other
hand, for p # 0, the normalisability and regularity conditions lead to the two constraints Cy = 0 in
(6.15) and Cy = 0, so that the energy spectrum is discrete. Our numerical computations show that,
at least for small values of the angular momentum [, the low-lying energy levels are approximately

evenly spaced.

b) For a > 0, M < a, the approximate radial equation near r = 0 is
a’R"(r) — N*R(r) ~ 0, (6.36)

with A = \/I(I + 1) — m2. This is solved by a series in powers of r. In the present case R = r is a
singular solution of the Klein-Gordon equation (6.21) (again, the action on it of the Klein-Gordon

operator gives a delta function), so that the regularity condition now reads
R'(0) =0. (6.37)

For 1 # 0 we again have two boundary conditions, Cy = 0 and (6.37), leading to a discrete spectrum.
For . = 0, the energy spectrum contains as before the continuous component w € [(I4+1/2)/rq, +o0],
plus possibly a finite number of discrete eigenvalues in the range [0, (I +1/2)/ro].
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In this case (M < a,p = 0), the radial wave function can be obtained in closed form. After the
change of variables

r=M+cxr with c¢=+a?—- M2, (6.38)

the radial equation (6.22) becomes
9 (W +m'z)?
9 (1+2*)0,R) + | -l(l+1)+ ———— | R=0 (6.39)

where
’ M — !
w = M, m = row. (6.40)
c
Remarkably (6.39) is identical to the massless radial equation in rotating Bertotti-Robinson space-

time (Ref.[35], Eq.(3.13) with x = 0), though the boundary conditions are quite different here.

Putting
1
xzigtl, (6.41)
(6.39) reduces to the hypergeometric type equation
1, . ,
E(E—1)?FR+£(E—1)°0R—1(1+1)ER — Z(w+§ —w_ )?R =0, (6.42)
with wli = w +im’. The solution of this equation which is bounded at infinity is
(w'—im’)/2 1/2+4v 1 , 1 "
R=Cy¢ (1-9 F §+V—|—w,§+l/—zm,1—|—21/;1—§ . (6.43)

The regularity condition (6.37) may then be solved numerically for given values of the quantum
numbers (I,m). We find that the number of discrete energy levels is equal to the azimuthal quantum

number m, the sign of the energy w being opposite to that of m.

7 Stability of the static solution

Having established the superradiant classical instability of the rotating linear dilaton black holes, we
now investigate linearization stability of the static solution (2.16)-(2.17). A potentially dangerous
perturbation is the s-mode. An electric time-dependent spherically-symmetric solution of the EMDA

field equations may be written as

ds®> = e¥dt? —e2™dr? — e2PdQ0?, (7.1)
_ T a—28+v+2¢

F = —e dr ANdt, 7.2

NG (7.2)

where the metric functions «, 3, v and the dilaton ¢ depend on r and t. We assume that these fields

are small perturbations of the static background fields of (2.16)-(2.17),

v(r,t) = vo(r) + evi(r,t), a(rt) = ao(r) + ey (r,t)
B(r,t) = Bo(r) + €B1(r,t), o(r,t) = do(r) + ep1(r, t). (7.3)
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Choosing the gauge (31(r,t) = 0 (that is, e*” = ror), we obtain for the linearized Klein-Gordon

equation and the linearized Einstein equations for the components R and Ro:

2 (;5.1 " 2(7‘ — M) ’ a; — ’}/1 ¢1 + a1
g, =2 = 4
Ny v A B s 7 R B P s v (7.4)

a =1 a; — @1
2r + r(r—2M) ’ (7.5)
a1 —¢1 =0, (7.6)

where = 8; and "~ = §,. Integrating the constraint equation (7.6)

o] = ¢1, (77)

and eliminating the perturbations a; and 7; between the equations (7.4), (7.7) and (7.5) we arrive

at the effective Klein-Gordon equation

oo ’
m —¢1 —

2(r— M)

- 2
r(r—2M)

(r—2M)

by + . ¢ = 0. (7.8)

The resulting equation for growing modes ¢ (r,t) = e** ¢ (r)

" 2(r— M) 2 kzr% B
0 T ot (r(r o) T 2M)2) o1 =0, (7.9)

is seen to be identical to the radial Klein-Gordon equation (6.22) (with a = 0) for a massless scalar
field with the particular value of the orbital quantum number [ = 1 and imaginary frequency w = ik.

Introducing the new radial variable

1 r—2M
r. = ——1In

2M ro

(7.10)

we obtain the equation
—an + (2r(r — 2M) + E*r3r?)p = 0 (7.11)

For real k the effective potential in (7.11) is positive definite for all r > 2M (in the black hole case
M > 0), or for all r (in the singular case M < 0), so that there are no bounded solutions. Therefore,
the static linear dilaton black holes are linearly stable in the s-sector (and presumably stable with

respect to other modes as well).

8 Conclusion

We have constructed new exact solutions to the Einstein-Maxwell-dilaton-axion system in four di-
mensions describing black holes which asymptote to the linear dilaton background. Although these
solutions are not asymptotically flat and break all supersymmetries, they are interesting since their
asymptotic region is closely related to an exact solution of string theory. Non-rotating solutions
may be obtained in different ways, the simplest being to pass to the near-horizon limit of a “parent”

BPS dilaton black hole. Using the Sp(4, R) duality of the stationary EMDA system we were also
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able to find the rotating (and NUT) generalizations of the above solutions. The rotating linear
dilaton black hole has some similarity with the Kerr one, but is very different asymptotically. In
the limit of a vanishing mass parameter the rotating holes tend to the supersymmetric dilaton-axion
generalization of the Israel-Wilson-Perjes solutions.

Rather unexpectedly, our new black holes have a very simple counterpart in six dimensions,
where they can be uplifted using a non-local procedure involving dualization. Actually it is the
smeared vacuum five-dimensional black hole with two equal rotation parameters. The spacetime
symmetry of the six-dimensional solutions has a component inherited from the internal symmetry
of the stationary EMDA system.

The physical mass and angular momentum were computed using the Brown-York definition of
quasilocal gravitational energy-momentum tensor, and shown to satisfy the first law of thermody-
namics consistent with the definition of the Hawking temperature via the surface gravity and of
the geometric entropy as the quarter of the horizon area. A remarkable feature of the static linear
dilaton black hole is that the temperature is constant (depending on a parameter of the background)
and the mass is independent of it, so the heat capacity is zero. The rotating black hole possesses
an ergosphere with an associated superradiance phenomenon. Analysing the asymptotic behavior
of the Klein-Gordon modes, one finds that the superradiant modes do not propagate to infinity,
but are confined in some region outside the black hole. This leads to an exponential growth of the
superradiant modes, equivalent to classical instability of the rotating solution. The remaining static
black hole is shown to be stable with respect to spherical perturbations. We have also found that
in the case of a naked singularity the Klein-Gordon operator has regions of discrete spectrum. It is
expected that ten-dimensional brane generalizations of our solutions exist as well, and presumably

have holographic interpretation as thermal states of the little string theory.
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Figure 1: Penrose diagrams of the static spacetimes (2.16) with b < 0, b =0 and b > 0.
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It is well known that Einstein gravity in 241 dimensions is dynamically trivial,
without propagating degrees of freedom. The addition to the Einstein-Hilbert
action of a gravitational Chern-Simons term leads to topologically massive gravity
[1] (TMG), with massive spin 2 excitations. A long standing question [2] is that
of the existence of Schwarzschild- or Kerr-like black hole solutions to TMG. The
equations of TMG with a negative cosmological constant are trivially solved [3] by
the BTZ black-hole metric [4]. Other black hole solutions to cosmological TMG
were written down in [5, 6], however it is possible to show that these solutions
are not bona fide black holes for the range of parameters considered in [5, 6]. A
number of exact solutions to TMG with vanishing cosmological constant are known
[7, 8,9, 10], but these do not include black hole solutions. The purpose of this Letter
is to show that a simple extension of the Vuorio solution [7] leads to regular TMG
black holes, and to present an introductory exploration of their properties.

The field equations of TMG are

1
ar, + tom, —o, 1)
W
where G, = R", — £ R 4", is the Einstein tensor,
1
C", ="’ Do (Rgy — 7 9pu R) (2)
is the Cotton tensor (the antisymmetrical tensor is e#®? = |g|~%/2pref with

712 = +1), and p is the topological mass constant. Vuorio searched for stationary
rotationally symmetric solutions to these equations, and noticed that they could be
solved exactly by assuming a constant g+, which he normalized to the Minkowski
value! g;; = —1. Vuorio’s solution is, in units such that = +3,

2
ds? = —|dt — (2cosho + @)d@| + do® + sinh? o dp?, (3)

where ¢ is assumed to be periodic with period 27, and we have reintroduced an
integration constant @ which Vuorio set to —2 for regularity. This spacetime is
homogeneous, with constant curvature scalars, and admits four Killing vectors
generating the Lie algebra of SL(2, R) x U(1) [7, 11]. However, it has one undesir-
able property. From (3) we obtain ggg = —3 cosh? o + 4% cosho — &2 — 1, which
is negative definite if ©? < 3, and negative outside a critical radius o, if @ > 3,
leading to closed timelike circles? for all ¢ > 0.

To overcome this indesirable violation of causality, let us analytically continue
the solution (3) by the combined imaginary coordinate transformation (which does
not change the overall Lorentzian signature) ¢ = iv/3t, ¢ = i(po/v/3)¢, with pg an
arbitrary positive constant, leading to

2
9 dp? 2 _ 2
ds® = S[dt - (?p +w>d<p} + 7 f p S de?, (4)

3

LContrary to Vuorio, we use the signature (— + +) for a Lorentzian metric.
2The same is true for the purported black-hole solutions of [5] with A = 0, 2J > M, or of [6]
with A =0, ap > 0.
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where w = pow/3, the new radial coordinate is p = pgcosho, and ¢ is again
assumed to be an angular variable with period 27. This new solution of the field
equations can also be derived directly a la Vuorio by making the unconventional
ansatz g = +3 (instead of —1). The fact that the Killing vector field 9 is spacelike,
not timelike, means that there can be no static observers in such a geometry.
Furthermore it is easily seen that no linear combination of the Killing vectors 0y
and 0, can remain timelike for p — oo. This situation is quite similar to that
inside the ergosphere of the Kerr metric, except that here the ergosphere extends
to spacelike infinity. As in the case of the Kerr ergosphere, the solution is however
locally stationary. At a given radius p, observers moving with uniform angular
velocity € remain timelike, (9; + Q0,,)? < 0, provided

2p+3w—\/p2—p%<Q<2p+3w+\/p2—p(2) 5)
r2 '

r2

The divergence of the metric component g,, at p = £po suggests that (4) is a
black hole solution, which is made obvious by rearranging the metric as

2 2 dp? 20+3w )\
d32=—p72p0dt2+ﬁ+r2<dga—udt>, (6)
0

r r2

with
r? = p? + dwp + 3w? + p3 /3. (7)

While this metric is not asymptotically Minkowskian, the squared lapse N? =
(p*—p3)/r? and the shift N¥ = —(2p+3w)/r? respectively go to 1 and 0 at spacelike
infinity p — +oo. For p3 > 0, there are two horizons located at pn+ = +po, of
perimeter and angular velocity

Aps = 21rpe = 27[2p0 £ 3w|/V3, Qi = 3/(£2p0 + 3w). (8)

If w # F2po/3, the metric may be extended through these horizons by the usual
Kruskal method. Just as in the case of the BTZ black holes, the metric (4) is regular
for all p # +pg, so that the maximally extended spacetime is geodesically complete,
with a Penrose diagram similar to that of the Kerr black hole (except of course for
the ring singularity). However, singularities in the causal structure do occur for a
range of values of w. If w? < p3/3, the Killing vector d,, is everywhere spacelike.
On the contrary, if w? > p2/3, 8, becomes timelike in the range p.— < p < pe4,

with
per = —2w £ \/w? —p3/3. (9)

It is easily seen that these two zeros of (9,)? are timelike lines belonging to the
same stationary Kruskal patch, so that the acausal regions 72 < 0 are safely hidden
behind the horizon for an observer at p = +oo if w > 0, which we shall assume
henceforth. The Penrose diagram for the maximally extended spacetime with the
acausal regions cut out is the same as for Reissner-Nordstrém black holes. The
limiting case pg = 0 leads to extreme black holes, with a double horizon at p = 0.
In this case, there is an acausal region (9,,)? < 0 behind the horizon for all positive
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values of w. The resulting Penrose diagram (again with the acausal regions cut
out) is identical to that of extreme Reissner-Nordstrém black holes.

The case w = 2pg/3 deserves special consideration. In this case the metric (6)
reduces to

2
pP=po_ o, dp? 2dt
ds? = — dt* + + (p+5p0/3)(p + (d ——— ). (10
S 5o0/3 prp (p+5p0/3)(p+ po) | de T 50073 (10)
This has only one horizon at p = +pg, where Kruskal extension can be carried out
as usual. Near the causal singularity p = —pg, the metric (10) can be approximated

by
2

2 2 2 2 _ dp 22
ds® ~ 3dt” +do*, do* = 3000 70) + (2p0/3)(p + po) dg*, (11)
with dp = dyp — 3dt. Clearly the two-dimensional metric do? becomes null for
p — —po, and is non-extendible because of the periodicity condition on ¢, so that
p = —po is a spacelike singularity of the metric (10). The corresponding Penrose
diagram is thus identical to that of the Schwarzschild black hole.

The even more special case w = pg = 0 lies at the intersection of the preceding
case and of the extreme black hole case pg = 0. In this case the metric (6) reduces
to ) )

ds? = —dt®> + dp% +p? <d<p - %dt) : (12)
which is devoid of horizons, and thus qualifies as the ground state or “vacuum”
of our two-parameter family of black-hole solutions. This metric does not appear
to be extendible beyond the manifest singularity p = 0, which can be shown to
be at finite affine distance. Moreover, the angular velocity of stationary observers
approaching this singularity increases without bound, so that the very concept of
a Penrose diagram breaks down.

The black hole metric (6) depends on two parameters pp and w, which should
somehow be related to the physical parameters, mass and angular momentum. The
standard approach for computing these quantities in the case of non-asymptotically
flat spacetimes® uses the idea of quasilocal energy [13]. From the action functional
for a self-gravitating system with boundary conditions on a given hypersurface,
one derives canonically a Hamiltonian, given by the sum of a bulk integral, which
vanishes on shell, and of a surface term. The quasilocal energy is the (substracted)
on-shell value of the Hamiltonian in the limit where the spatial boundary is taken
to infinity. A canonical formulation of topologically massive gravity was given in
[14]. However integrations by part were freely performed in [14], so that at present
we do not know what is the correct surface term. Instead we shall bypass the
standard quasilocal approach by suitably extending the recently proposed super
angular momentum approach to the computation of conserved quantities in 2+1
gravity [15]. This approach relies on the observation that the dimensional reduction
of a self-gravitating system with two Killing vectors 0; and 0, leads to a mechani-
cal system with the SL(2, R) ~ SO(2, 1) invariance. This mechanical system has a

3The computation of energy and angular momentum for asymptotically Minkowkian or asymp-
totically (A)dS solutions to TMG recently carried out in [12] cannot be used here.
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conserved super angular momentum, two components of which may be identified as
the mass and angular momentum of the (241)-dimensional gravitating configura-
tion. These identifications have been shown in [15] to correspond to a well-defined
“finite part” prescription for computing the (unsubstracted) quasilocal conserved
quantities, and to lead to consistent results for Einstein-scalar and (up to some
gauge ambiguity) for Einstein-Maxwell black holes.

The conserved super angular momentum for TMG has been given in [10]. The
general stationary rotationally symmetric metric may be written in the 2+1 form

ds® = Aap(p) dz dz” + (2(p) R*(p) dp?, (13)
where ) is the 2 x 2 matrix
_(T+X Y
A‘( Y T—X)’ (14)

R? = X? = —T? + X2 + Y? is the Minkowski pseudo-norm of the vector X(p) =
(T, X,Y), and the function {(p) allows for arbitrary reparametrizations of the radial

coordinate p. In the gauge ¢ = 1, the conserved generalized angular momentum
for TMG is

1 1
= — ([ XAX' + — | X'AN(XAX)—2X A (XAX 1
J %( A +2M{ AXAX) = 2X A (XA )D (15)

where K = 87(G is the Einstein gravitational constant, the prime is the derivative
d/dp, and the wedge product is defined by (X A Y)4 =
N4 Bepcp XCYP (with nAB the inverse Minkowski metric, and egy2 = +1). Assum-
ing that the identifications of Einstein-scalar or Einstein-Maxwell black hole con-
served quantities proposed in [15] can be extended to TMG, the (2+1)-dimensional
mass and angular momentum are given by

M = —2rJY, (16)
J = 2z(JT - J%). (17)

We first test these formulas on the example of the BTZ solution, for which the
quasilocal mass and angular momentum have recently been computed in the wider
framework of a Poincaré gauge theory [16] (the action for this theory reduces to
that of TMG when a constraint for vanishing torsion is added). The BTZ metric
is given by

ds®> = (=207%p+M/2)dt* — Jdtdp + (2p + Mi?/2) dip?
FA2p? — (M2 - ) /47 dp?, (18)
with A = —1~2 the cosmological constant. The parametrization (14) of this metric

corresponds to [15]

1—=01"Hp+ (1 +1"2)MI*/4
X=| -(1+12p—(1-1"2)M2/4 , (19)
-J/2
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with ¢ = 1. The computation of the superangular momentum (15) is straightfor-
ward and gives the TMG mass and angular momentum of the BTZ black holes in
terms of the Einstein conserved quantities M and J,

M:%(M—%), J:%(J—%). (20)

These values (which reduce to the Einstein values in the limit @ — oo0) coincide
with the values (22) and (23) obtained in [16] in the special case of a vanishing
torsion 7 = 0 (the identification is 200, = —1/p, Aegy = —A =172, 0 =k = 7,
x =1).

Strengthened by this agreement, we proceed with the computation of the con-
served quantities M and J for the A = 0 TMG black holes. The parametrization
(14) of the metric (6) corresponds to

p%/2 4 2wp + 3(W? +1)/2+ p3/6
X =| —p?/2—2wp—3(w?—1)/2-p3/6 | (21)
—2p — 3w

with ¢ = 1. The computation of the super angular momentum (15) leads to
M:Ew, J=£(w2—5p3/9). (22)

Surprisingly, the mass depends only on the parameter w, and not on the ostensible
horizon radius pg. These relations can be inverted to yield

9k2

= (M? —7J/K). (23)

w="M, pi=
™
Extreme black holes thus have J = xM? /7, Schwarzschild-like black holes have
J = —kM?/4n, while the mass and angular momentum vanish for the vacuum
solution (12), as expected.
What are the thermodynamical properties of these black holes? The Hawking
temperature depends only on the metric, not on the particular theory of gravity
considered, and is given by the inverse of the period in imaginary time,

(RR'

1
TH = —’I”[,pakap:p ) = — . (24)
271- " 27T\/V (P:Ph)
We obtain here the temperature
= @ __Po (25)
B on 200 + 3w’

which as usual vanishes for extreme black holes (pp = 0). On the other hand, the
black hole entropy should depend on the specific theory under consideration, and we
have no reason to expect that it is given by the Einstein value Sg = (27/k)Ap. To
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determine the black hole entropy, we use the first law of thermodynamics, according
to which the entropy variation is given by

aS —1
EXi ; =15 (26)
This can be integrated to yield
2 2
§ = == (50 + 6w). (27)

33k

up to an arbitrary additive function of J. Assuming that this function vanishes,
we obtain from (27), (25), (22) and (8) a modified form of the first law of black
hole thermodynamics:

1
dM =Ty dS + 5 QudJ . (28)

The anomalous factor 1/2 in front of the angular velocity is another surprising effect
of TMG. Finally, a simple quadratic combination of the same (undifferentiated)
quantities yields the Smarr-like formula

M=TyS+QJ, (29)

to be compared with the Smarr-like formula for 241 Einstein-scalar black holes [15]
M=TgS/2+ QpJ.

A problem with the value (22) for the black hole mass is that, contrary to
the case of four-dimensional Einstein gravity, the gravitational constant x must
be negative in TMG to avoid the occurrence of ghosts [1]. This means that, for
w? > p3 /3, causally regular black holes, with w > 0, have a negative mass (as well
as a negative entropy). For w? < p3/3, all black holes are regular, but only those
with w < 0 have a positive mass (but a negative entropy). We do not know how to
solve this problem, but point out that a similar problem arises with the BTZ black
holes viewed as solutions of TMG with negative gravitational constant. It follows
from (20) that, for k < 0, regular BTZ black holes, with M > 0 and J? < M?[2,
necessarily have a negative TMG mass M if p212 > 1, and do not necessarily have
a positive TMG mass if ,u212 <1.

We have shown that an analytical extension of the Vuorio solution to TMG
leads to a two-parameter family of black hole solutions, which are causally reg-
ular within a certain parameter range. While their metric is not asymptotically
Minkowskian, the AdM lapse and shift functions go to the Minkowski values 1 and
0 at spacelike infinity, so that their Penrose diagrams are similar to those of Kerr
or Reissner-Nordstrom black holes. In this respect, these black hole spacetimes
are closer to four-dimensional black holes than the asymptotically AdS BTZ black
holes of [4]. No observers can remain static in these spacetimes, however stationary
observers are allowed, which is all that is needed to discusss physical experiments
such as wave scattering. We have evaluated the mass, angular momentum, and
entropy of these black holes, which satisfy a slightly modified form of the first law
of thermodynamics. At present these evaluations remain tentative. Our formulas
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(16) and (17) for computing the black hole mass and angular momentum generalize
formulas previously derived and tested in the case of Einstein-scalar or Einstein-
Maxwell black holes, and have been tested here in the specific case of the BTZ
solution to cosmological TMG. However a full computation of the quasilocal en-
ergy and angular momentum in TMG should be carried out in order to ascertain
the validity of our evaluations (the computations of [16] cannot be adapted for this
purpose because the field equations of the Poincaré gauge theory considered there
are stronger than those of TMG, and do not admit our black holes as solutions).
A direct computation of the black hole entropy is also desirable. We intend to
address these questions, and to further elucidate the properties of our black holes,
in a future publication.
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Abstract

We show that previously known non-asymptotically flat static black hole solutions
of Einstein-Maxwell-dilaton theory may be obtained as near-horizon limits of asymptot-
ically flat black holes. Specializing to the case of the dilaton coupling constant o = 3,
we generate from the non-asymptotically flat magnetostatic or electrostatic black holes
two classes of rotating dyonic black hole solutions. The rotating dyonic black holes
of the “magnetic” class are dimensional reductions of the five-dimensional Myers-Perry
black holes relative to one of the azimuthal angles, while those of the “electric” class
are twisted dimensional reductions of rotating dyonic Rasheed black strings. We com-
pute the quasi-local mass and angular momentum of our rotating dyonic black holes,
and show that they satisfy the first law of black hole thermodynamics, as well as a
generalized Smarr formula. We also discuss the construction of non-asymptotically flat
multi-extreme black hole configurations.
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1 Introduction

The investigation of black hole properties in general relativity has long been restricted to
the case of asymptotically flat or asymptotically (anti-)de Sitter ((A)dS) black holes. To our
knowledge, non-asymptotically flat, non-AdS black holes in four (and higher) dimensions were
first found in [1] as spherically symmetric solutions to Einstein-Maxwell-dilaton theory. The
properties of such non-asymptotically flat solutions to Einstein-Maxwell-dilaton-axion theory
in four dimensions were extensively studied in [2]. Similar non-asymptotically flat topological
black holes in four dimensions were found in [3], and extended to higher dimensions in [4].
The aim of the present work is, first to reinvestigate four-dimensional non-asymptotically flat,
spherically symmetric dilaton black holes for general dilatonic coupling, second to analyze in
more detail the special case with dilaton coupling constant o? = 3.

A motivation to investigate non-asymptotically flat, non-AdS black holes is that these
might lead to possible extensions of AdS/CFT correspondence. It has thus been speculated
that the linear dilaton spacetimes, which arise as near-horizon limits of dilatonic black holes,
might exhibit holography [5]. Another motivation is that such solutions may be used to
extend the range of validity of methods and tools originally developed for, and tested in the
case of, asymptotically flat or asymptotically AdS black holes. Specifically, we shall show that
the quasi-local energy approach [6, 7, 8, 9] may be applied successfully to the computation of
the mass and angular momentum of non-asymptotically flat rotating black holes. We shall
also show that such black holes follow the first law of black-hole thermodynamics, originally
formulated in the case of asymptotically flat black holes [10].

In the next section we recover the non-asymptotically flat (NAF) static black hole so-
lutions of Einstein-Maxwell-dilaton (EMD) theory as near-horizon, near-extreme limits of
asymptotically flat black holes, and we discuss briefly their properties. Section 3 is devoted
to multicenter solutions of EMD; these are found to fall in two classes, one of which in-
cludes both asymptotically flat and NAF multi-extreme black holes. The computation of the
quasilocal mass of the NAF static black holes is recalled in Sect. 4.

The case with dilaton coupling constant a? = 1 has been considered in more detail in
[2], where the NAF static black holes have been extended to rotating black hole solutions
of Einstein-Maxwell-dilaton-axion gravity (EMDA). Here we shall consider the case a? = 3,
which is a dimensional reduction of five-dimensional Kaluza-Klein theory. Unlike the case
of four-dimensional general relativity, the five-dimensional vacuum Einstein equations admit
solutions with event horizons of various topologies [11]: the static Gibbons-Wiltshire black
string (topology S? x R) family [12], extended to rotating black strings by Rasheed [13]; the
static Tangherlini black hole (topology S%) [14], extended to rotating black holes by Myers
and Perry [15]; and the Emparan-Reall rotating black rings (topology S? x S!) [16]. These
are all asymptotically flat in five-dimensions. The NAF (a? = 3) EMD static black holes and
their rotating and dyonic generalizations will turn out to correspond to special dimensional
reductions of these asymptotically flat five-dimensional black holes.

In Sect. 5, we use the group SL(3, R) of invariance transformations of the stationary
sector of (a? = 3) EMD to generate NAF rotating magnetic black holes. We find that
these are a dimensional reduction of a subclass of Myers-Perry black holes. Conversely,
we find in Sect. 6 that the dimensional reduction of the generic Myers-Perry black hole
depending on three parameters (mass and two angular momenta) leads to a wider class of
NAF rotating dyonic black holes. In the extreme case, these may be further generalized
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to regular multicenter configurations. We then compute the quasilocal mass and angular
momentum of our rotating dyonic black holes, and check the validity of the generalized first
law of thermodynamics [13]. Finally, we use in Sect. 7 electromagnetic duality to generate
from this “magnetic” family a dual “electric” sector of NAF rotating dyonic black holes,
which are found to correspond to a twisted dimensional reduction of Rasheed rotating dyonic
black strings with a NUT charge balancing the magnetic charge. We conclude in Sect. 8.

2 Static NAF dilaton black holes

Consider EMD theory, defined by the action

=1 / d'z/Igl { R —20,60"¢ — e *** Fu ™}, 21)
i

where F' = dA, and « is the dilaton coupling constant. Special values of a are o = 0,
corresponding to Einstein-Maxwell theory, o = 1, which is a truncation of the bosonic sector
of D =4, N = 4 supergravity, and o = v/3, which corresponds to a dimensional reduction of
five-dimensional Einstein gravity with a spacelike Killing vector (Kaluza-Klein theory). The
static, spherically symmetric, asymptotically flat black hole solutions of EMD were found
in [17] and rediscovered in [18]. They exist in two versions, electrostatic or magnetostatic,
related to each other by the electro-magnetic duality transformation

(6, F) = (¢ = —¢, I = e 2*F), (2.2)
with! Frv = %E‘“’)‘TF,\T. The electric black hole solutions are

(r=r)(r=ry)

2 _ 2
ds® = e dt? +
ity ) ,
+(T—7‘_)’Y(r—7‘+) |:d7" +(r—r)(r—ry)dQd ]’ (2.3)
200¢ o0 N\ 1=
R o IR
r r
with ,
-«
T v (24)

The black hole parameters r4 (the location of the event horizon) and r_ (for o # 0, the
spacelike singularity, 0 < r_ < r4) are related to the physical parameters M (mass) and @
(electric charge) by

Tt +yr—

1
M 5 , Q=e %= —_|2_ 7,/7"4_7‘_ . (2.5)

The solutions (2.3) have been proved to be the only electrostatic, asymptotically flat
regular black hole solutions for & = 1 [19] and, more recently, for arbitrary o [20]. However

1Here EHYAT = |g|~1/2eM¥A7T | with ¢1234 = 41, where 2% = ¢ is the time coordinate.

166



this proof leaves open the possibility, for a # 0, of NAF electrostatic black holes, generalizing
the a = 1 linear dilaton black holes [21, 2]. These have previously been found by a direct
solution of the field equations of EMD [1] (see also [22, 23]). Here we shall recover these
non-asymptotically flat black holes by taking the near-extreme, near-horizon limit of the
asymptotically flat solutions (2.3). Define three new black-hole parameters ro, b and v by

r_ = 6_0‘27"0, ry = 6_0‘27“0 +eb, ¢oo =a llnv—alne, (2.6)
where the dimensionless parameter € shall eventually be taken to zero, and transform the
(t,r) coordinates to

t=e, r=erg+er (2.7)
Finally take the limit ¢ — 0 and relabel £ — ¢, ¥ — 7, which yields
14+~
2 r(r—=>0) "o 2 2
ds = _réf’y dt* + m dr* + ’I"(?" - b)dQ y (28)

1—y
1
F = \/——i_vidr/\dt7 e2a¢’:1/2(i) . (2.9)
2 To To

The magnetic dual version also exists, with the same metric supported by the magnetic and

dilaton fields )
1 i
F = ke sinf df A de, e2? =2 (L) . (2.10)
2 v To

These NAF solutions of EMD depend on three parameters, v which accounts for the
invariance under dilaton rescalings ¢ — ¢ + constant, ro > 0 which sets the overall scale and
is related to the electric charge @ according to

1 9 - 1+vymr
Q:E/e POF G = 5= (2.11)

and the horizon radius b, which we expect to be proportional to the black hole mass M, the
exact computation (recalled in Sect. 4) giving [1]

(1—v)b
T

For a? = 0 (y = 1), the family of solutions (2.8)-(2.10) depending on b correspond to different
parametrizations of the Bertotti-Robinson spacetime AdS; x S? generated by a homogeneous
electric or magnetic field. Being related to the b = 0 solution by global coordinate trans-
formations, these solutions are not black holes, and accordingly their mass vanishes. For
a? — oo (y = —1), the dilaton and electromagnetic fields decouple and the solutions (2.8)
reduce to the Schwarzschild black holes with the appropriate mass M = b/2. Thus, this
family of non-asymptotically flat black hole solutions interpolate continuously between the
Bertotti-Robinson and Schwarzschild solutions.

The Penrose diagrams corresponding to the different values of b (b < 0, b =0 and b > 0)
are shown in Fig. 1 for 0 < o? < 1 (0 < v < 1), Fig. 2 for a®> = 1 (y = 0) and Fig. 3 for
a?>1 (v < 0). The Ricci scalar

M = (2.12)

1—~2(r—b)yr—2
- ré+7

R= (2.13)
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vanishes at spatial infinity 7 — oo and on the horizon, and is singular for » = 0. For o? < 1,
spatial infinity is conformally time-like, as in the AdS case, leading to a Penrose diagram
for the black-hole case b > 0 which is similar to that of the three-dimensional BTZ static
black hole [24]. For a? > 1, spatial infinity is conformally null, with a Schwarzschild-like
Penrose diagram in the black-hole case. The extreme black holes (b = 0) are all singular, the
singularity being null for o? < 1 and timelike for o > 1.

3 Extreme case: multicenter solutions

As in the special case b = 0 of the linear dilaton [2], the extreme b = 0 solutions have a
conformally flat spatial metric, which suggests that they can be linearly superposed to yield
multicenter solutions. To show this, let us follow the reduction of the electrostatic sector of
EMD to a three-dimensional self-gravitating o model carried out in [25]. The dimensional
reduction, achieved by

1
V2
reduces the original 4-dimensional EMD equations to a three-dimensional problem deriving
from the gravity coupled o model action

S5 = / BT { Ry — Cap(X)0:XA0;X B0}, (3.2)

ds® = —f dt® + f_l’}/ij da’ dxj, Fyo = o, (3.1)

where R, is the Ricci scalar constructed from the 3-dimensional metric 7,5, and Gap(X) is
the target space metric
2 Avn_ A 1 —2a¢ 2 2

dS* =G apdX“*dX :ﬁ—?e dv® +2d¢”. (3.3)
In the case where the potentials f, v and ¢ depend on a single scalar potential o, this potential
can always [26, 27] be chosen to be harmonic (V2o = 0). The point (f, v, ¢) then follows a
geodesic in target space, null geodesics leading to a Ricci-flat, hence flat, reduced 3-space of
metric 7;; [28, 29, 30]. The geodesics for the metric (3.3) are obtained by solving the system

fF=1 = fe?%? (3.4)
(f'e7*%0) = 0, (3.5)
2fp = ae 202 (3.6)

It is straightforward to show that, for the choice v;; = d;;, there are two kinds of null
geodesics.

Null geodesics of the first, generic kind lead (up to a linear transformation on o) to the
two-parameter (c, k) family of singular solutions

ka2 ao \ 1+
f = (C N © ) 3 (3‘7)
sin o
v = c¢y/1+coto, (3.8)
1—vy
209 _ c —(1+v)ao
e (ksina) e . (3.9)
5
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For a = 1, these correspond to the electrostatic sector (x = u = x = 0) of the type 2
(nondegenerate) solutions found in [30] (for instance, the solution (6.17) of [30] corresponds
to c =1/v2,k = e 3™/4). For a = /3, the lift to five dimensions according to the Kaluza-
Klein ansatz recalled in Sect. 5 leads to the metric

ds? = ke”/‘/g< —csino dt? 4 2coso dt dz® + ¢ 'sino (da:5)2) + k267 V3 4x2, (3.10)

which belongs to the electrostatic sector of the class (a) of solutions found in [28] (Eq. (25)).
Let us recall that the corresponding multi-center five-dimensional metric generated by the
linear superposition

0= 00 + Xi(ci/7i) (3.11)

is geodesically complete if all the c¢; are negative. Finally, for o = 0, the dilaton field does not
decouple, so that the multicenter configurations (3.7) lead to the family of singular solutions
of Einstein-Maxwell-massless scalar field theory:

2

f=—— v=cV2coto, ¢=-0. (3.12)
sin® o

Null geodesics of the second, special kind lead (again up to a linear transformation on o)
to the one-parameter family of solutions

ds®> = —o 17TV dt? + o' dx?, (3.13)

1
A = 1y % o tdt, e2? = g7t (3.14)

where the harmonic function ¢ may for instance be chosen in the multicenter form (3.11). As
discussed in [31], for oo # 0 these are BPS (supersymmetric) asymptotically flat solutions
generalizing the extreme(ry = r_) asymptotically flat black holes (2.3), while for ooc = 0
these multicenter solutions, which generalize (2.8)-(2.9) for b = 0, are NAF. While the proof
of supersymmetry given in [31] invokes asymptotic flatness, we conjecture that (as in the
special case a = 1 [32, 2]), these last NAF multicenter solutions are supersymmetric for
all a. By electro-magnetic duality one may derive from these electrostatic solutions the
corresponding multicenter magnetostatic solutions.

4 Quasilocal mass

The mass of the static NAF self-gravitating configurations (2.8)-(2.9) was previously com-
puted in [1]. For the sake of completeness, and to pave the way for a similar computation
of the mass and spin of rotating NAF solutions in the next two sections, we outline this
computation here. It employs the quasilocal energy approach developed among others by
Brown and York [6] and put on a firm canonical basis by Hawking and Horowitz [7] (see also
[8, 9] and references therein). Consider a spacetime region M bounded by initial and final
spacelike surfaces 3;, and X;,, and a timelike surface X" (not necessarily at spatial infinity),
which we assume to be orthogonal to the ;. In the canonical 1 + 3 ADM decomposition
[33], the metric and electromagnetic potential on M are written as

ds® = —N?dt* + h;;(dz' + N'dt)(dz? + N7 dt), A= Agdt+ A;da’, (4.1)
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where h;; is the induced metric on ;. The three-surfaces ¥; and X" intersect on a two-
surface S7, with induced metric o, = hu, — nun,, where n' is the unit normal to X". In
the present case S| is a two-sphere of radius r, with

rY(r—=>
Oap dz® dzb = ré'wrl_'y 0%, n"=N= (17+A/) (4.2)

To
The action (2.1) in the region M, supplemented by boundary terms necessary to correctly
account for Dirichlet boundary conditions on M, can be rearranged after integration by

parts as
S = /dt |:/ (pijhij+piAi+p(Z.5—NH—NiHi—AOHA)—
P

- jér(Ne + 2N md 4+ Apll")| (4.3)

where p%/, p’ and p are the canonical momenta conjugate to h;;, A; and ¢, and H, H;, and H 4
are the Hamiltonian, momentum and Coulomb constraints conjugate to the non-dynamical
variables N, N® and Ag. These constraints vanish on shell, the Hamiltonian then reducing
to the surface term

H=¢ (Ne+2N'm;n! + ApIll"), (4.4)
sy

where 1
=—k , 4.5
e = 5-kVIo] (45)
k being the trace of the extrinsic curvature of S} in ¥,

k=—-0c""D,n, (4.6)

(with D,, the covariant derivative on X;), the reduced momenta m;; =
(V1ol/v/|h|)pi; are related to the extrinsic curvature of ¥,

Kij = _%(hzj —2DNy), (4.7)
by
Tij = m%\/H(Khij - Kij), (4.8)
and ) ) s
I = =N/l F, (4.9)

The value of the Hamiltonian (4.4) generically diverges when the radius r of the 2-sphere
S{ is taken to infinity. The quasilocal energy or mass is the difference between the value of
this Hamiltonian and that for a suitable reference background or “vacuum” evaluated with
the same boundary data for the fields ||, N and Ag. Here, the area 4r|o| of a sphere of given
radius 7 depends only on the charge parameter ry, hence the natural choice for the vacuum
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in a given charge sector (ro fixed) is the extreme black hole solution with b = 0. As the
electric potential and dilaton field also depend only on 7y (or vanish in the magnetic case),
it follows that the electric contribution to the energy cancels between the black hole and
background, leaving only the gravitostatic contribution given by the first term of (4.4) minus
the corresponding background contribution. The computation of the extrinsic curvature of
Sy gives

r—>b
k=—(1- _— 4.1
(1-7) Ty (4.10)
leading, after substraction, to the value for the mass
1—7)b
m= =2k (4.11)
4
quoted in Sect. 2.
Now we check agreement with the first law of black hole thermodynamics
dM =TdS + V;, dQ. (4.12)
The Hawking temperature T is given by the surface gravity divided by 2,
1 .
T=—n'd;N| =b/4rrit7, (4.13)
21 h
while the black hole entropy is given by a quarter of the horizon area
S = Ap/4=mry b, (4.14)
A straightforward computation gives
1 d
dM —TdS =~y 20, (4.15)
4 To

In the magnetostatic case, the electric charge @) is identically zero, so that the first law
holds provided the scale parameter rg is held fixed during the variation. This makes sense,
because we have defined the mass of a given black hole as the difference between its energy
and the energy of the extreme black hole with the same value of rg.

In the electrostatic case, the electric charge being proprtional to ro/v, the first law again
holds if the metric scale ry and dilaton scale v are both held fixed. There is however another
intriguing possibility. The electric potential associated with (2.9),

V=-A=—-vy/— —-C, (4.16)
is defined only up to an additive (gauge) constant C. In the case of, say, the Reissner-
Nordstrém solution, the potential goes to a constant at spatial infinity, and there is a preferred
gauge in which the potential vanishes at infinity and the first law (4.12) is valid. In the present
case, the potential (4.16) diverges at spatial infinity, so that there is a priori no preferred
gauge. It is however possible (just as in the case of charged black holes in 2 + 1 gravity [34])
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to choose the gauge C such that the first law holds when both the parameters b and ro are
varied (with v held fixed). Interestingly enough, with this choice

14y v

C 4.17
2 27’0 ’ ( )

both the static versions of the differential first law (4.12) and of the Smarr formula
M =2TS+V,Q (4.18)

are satisfied. We suggest that a more careful thermodynamical treatment of these NAF
charged black holes might explain the success of this apparently ad hoc procedure.

5 Case o? = 3: rotating magnetic black holes

Can these static non-asymptotically flat black holes be extended to rotating black holes?
Such an extension was carried out in [2] for the special case a? = 1, by taking advantage of
the fact that EMD can be embedded in EMDA whose stationary sector can be reduced to a
three-dimensional self-gravitating Sp(4, R)/U(2) o model [35]. The strategy used was, first
to find the Sp(4, R) group transformation U which generated the linear dilaton black holes
of [2] from a certain Schwarzschild solution, then to apply the same transformation to the
corresponding Kerr family of solutions to generate a family of rotating linear dilaton black
holes.

The symmetries of the target space of pure stationary EMD with general o were studied
in [25], [36], where it was shown that this target space has a symmetric Riemannian space (or
o model) structure only in the two cases a? = 0 (Einstein-Maxwell theory, with the target
space SU(2,1)/S(U(1) x U(2)) and a? = 3 (dimensionally reduced Kaluza-Klein theory
with the target space SL(3,R)/S0O(3)). In the first case, the static solutions (2.8) and
(2.9) or (2.10) all correspond to Bertotti-Robinson spacetime viewed by different uniformly
accelerating observers. As shown in [37], the rotating solutions generated from these by
the 0 model procedure described above again correspond to the same Bertotti-Robinson
spacetime viewed by uniformly rotating observers. Conversely, this means that the Kerr
solution can be generated from the Schwarzschild solution by a combination of SU(2, 1) group
transformations and uniform frame rotations, which can more generally be used to generate
asymptotically dipole solutions of Einstein-Maxwell theory from asymptotically monopole
solutions [38]. We shall focus here on the other case a? = 3, corresponding to v = —1/2.

It is well-known that EMD theory with a? = 3 is a dimensional reduction of 5-dimensional
sourceless Kaluza-Klein theory, i.e. 5-dimensional vacuum Einstein gravity

1 5
5= 16—7r/d zv/|g5|Rs (5.1)

together with the assumption of a spacelike Killing vector 9/0z°. Indeed, making the stan-
dard Kaluza-Klein ansatz

ds? = e2#/V3 4g2 4 ¢=19/V3 (dg® 4 9 A, dxt)? (5:2)
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and integrating out the cyclic coordinate z° reduces the action (5.1) to the EMD action
(2.1) with o = /3. Tt follows that the stationary solutions (i.e. solutions with a timelike
Killing vector 9;) of a?> = 3 EMD are dimensional reductions of solutions of 5D vacuum
gravity with two Killing vectors. As shown by Maison [39], this two-stationary sector of
Kaluza-Klein theory may be reduced to a three-dimensional self-gravitating SL(3, R)/SO(3)
o model. The metric ansatz appropriate for this five-to-three dimensional reduction is

ds? = Aap(dz® + QF da) (dx® + CL?— da?) + 77ty dat da? (5.3)

where i = 1,...,3, a = 4,5 (z* = t), 7 = |det()\)|, and the various fields depend only on
the coordinates z'. Using the 5-dimensional Einstein equations, the magnetic-like vector
potentials (I; may be dualized to the scalar twist potentials V,, according to

Vi = |’y|*1/2r)\ab’yilejkla?)k . (5.4)

The remaining Einstein equations may then be written in the 3—dimensional self-gravitating
o-model form

1 1 _ _
(x "X =0, Rz’jZZTr(X XX G) (5.5)

where the 3-metric is v;;, and x is the unimodular symmetric 3 x 3 matrix—valued field

Aap — 7 WV, W =171V,
X = < 1y, 1 (5.6)
These equations are clearly invariant under SL(3, R) transformations
x — UTxU, (5.7)

which therefore transform a stationary solution of (a? = 3) EMD into another solution with
the same reduced 3-metric v;;.

We first consider the magnetic NAF black hole solution (2.8), (2.10) with a = v/3 (where
we have chosen without loss of generality v = 1), which leads according to (5.2) to the
five-dimensional metric

—b 2
ds?= a2 + = <da:5 — o cosﬁdw) + (dr2 +r(r—b) dQ2> . (5.8)
T ro r—>b
The resulting representative matrix
_ r:b 0 0
br T
Xm = 0 _T’o(’r‘—b) —b (59)
0 rib _rTfOb
is a target space geodesic [28]
X =ne?, (5.10)
with the harmonic potential
ro r—b
=——1 , 5.11
R s ‘ (5.11)
10
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and the constant matrices  and A

-1 0 0 —% 0 0
M= 0 =& 1|, A,= 0o £ -1 . (5.12)
0 1 0 0 0 0

The metric (5.8) is regular on the axis sin = 0 provided z° is periodic with period 47
[40]. Making the coordinate transformation

r= T , x° = ron, (5.13)

where 7 is an angle, the metric (5.8) can be rearranged to

-1
2 _ H 2 M 2 2 102
where 1
dQ3 = 1 (d6® + sin® 0 d® + (dn — cos 6 dy)?) (5.15)

is the metric of the three-sphere. We recognize in (5.14) the static, spherically symmetric
(in the four spatial dimensions) Tangherlini-Myers-Perry (TMP) five-dimensional black hole
[14, 15] with mass parameter

= 4rob. (5.16)

So the static NAF magnetic black holes of (a? = 3) EMD are simply the dimensional re-
duction of the asymptotically flat TMP black holes relative to one of the azimuthal angles.
Correspondingly, the NAF extreme (b = 0) magnetic black holes of (a? = 3) EMD are simply
the dimensional reduction of five-dimensional Minkowski spacetime, their timelike singularity
r = 0 arising from the dimensional reduction of the (spurious if #° is periodic with period
27rg) Dirac string singularity of (5.8).

The reduced 3-metric 7;; of (5.8) coincides with that of the four-dimensional Schwarzschild
solution with mass M = b/2. It follows that there is an SL(3, R) transformation Usg,, which
transforms the five-dimensional trivially embedded Schwarzschild solution, i.e. the direct
product of the four-dimensional Schwarzschild solution with the line (or the circle), with
representative matrix

_T;b 0 0
xs=| 0 1 o , (5.17)
0 0 —%5

into the TMP black hole, written in the form (5.8), with representative xp,:

0 0
0 V¥ (5.18)
_./b To
T0 b

1
Xm = UnsxsUsm , Usm=| 0
0
(with U,,s = Ugm).

11
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As explained above, this transformation acting on the trivially embedded Kerr solution
will generate rotating NAF magnetic black holes according to

XmK = UmSXKUSm- (519)

The trivially embedded Kerr solution with mass My = b/2 and rotation parameter ag is (in
Boyer-Lindquist coordinates)

r 2
dst = —(E—z><dt—wodcp)

dr? Agsin® 0
+3 <L +do? 4 22T d<p2> + (dz)?, (5.20)
Ao FO
with
Ay = 7'2 —br + a(2)7 Yo = 72 + a(% COS2 97 (521)
)
o = Ao a2sin?0. wo— _@, (5.22)
0

Acting on its representative matrix
—(r—"b)2 —atcos’0 0 agbcosd
0 To 0 (5.23)
aob cos 6 0 -

1

XK:I‘_O

with the transformation (5.19), we obtain

—(r—10)2 —a2cos?0 —agb,/ % cos® ag\/brocosé

1
XmK = Ty —apb,/ % cos 6 —%Eo o : (5.24)
agy/bro cosd >0 —ror
The resulting five-dimensional metric is
b b 0 Y
ds? = _<1 _ —)w2 4 Govbrocosfy o\ Yo 2
T r T
r
+@<—° dr? +Todf? + Ao sin29d<p2>, (5.25)
Fo \ Ao
with )
Vb in” 6 A 0
U= dt+ T dp, €= dy - =i dp, (5.26)
0 0

where as before we have put 2° = r9n. Not surprisingly, this turns out to coincide with a
subclass of rotating Myers-Perry black holes [15]. The general rotating Myers-Perry (MP)
black hole in five dimensions depends on two angular momentum parameters a and a_ and
is given by

2
ds? = —dt* + % dt +aysin®Odoy +a_cos?Odp_| + p? do?
_ _ 22
+(2? + a3)sin® 0dp? + (2% + a?) cos® O dp? + o da® . (5.27)
12
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with
p* =a®+a3cos’+a’sin’f, ©=(2>+a%)(a®+a’)— pat. (5.28)
After transforming the spatial coordinates to

0=0/2, ¢ir=(pxn)/2, z*=drogr—a?, (5.29)

the metric (5.25) is found to go over into the MP metric with two equal angular momentum
parameters, the identification being
47’0(10
NI
The Kaluza-Klein dimensional reduction of (5.25) leads to the rotating NAF magnetic
black hole solution

p=4rob, ayr=a_=a= (5.30)

T 2 2
is? = — 0 (dt—|— v/broagr sin 0d<p>
\/7“07‘20 Fo
2 . 2
-l-\/rorEo(dL L g 4 Dosin’0 d<p2> , (5.31)
AO Ty
7"2—|—ag 0 aox/l_)
= - — 0 dp — —————dt .32
4 g eosd(do - S at). 32

e20/V3 ,/TEO—T. (5.33)

Similarly to the Kerr spacetime, the rotating spacetime (5.31) possesses two horizons at

r =1y, with
1 /
r4+ = 5 (b + b2 - 40,(2)) 5 (534)

r = r4 corresponding to the event horizon. However, to the difference of the Kerr black hole,
but similarly to the case of rotating linear dilaton black holes (o = 1) [2], the metric (5.31) (as
well as the five-dimensional metric (5.25)) is singular on the timelike line » = 0. Accordingly,
the Penrose diagrams along the symmetry axis of these NAF rotating black holes are, for the
three cases b*> > 4a3, b*> = 4a3 and b? < 4a?, identical to those of the Reissner-Nordstrém
spacetime, with the charge replaced by the angular momentum parameter ag. According to
(5.32), this metric supports a rotating monopole magnetic field with magnetic charge

1 1 1%7° To
P=— | F —_A S— .
47r/ vp d0dp =5 Ap 2 (5.35)

O=m

as in the static case. The quasilocal computation of the mass M and angular momentum J
of these black holes, discussed in the next section, gives

3b ao
M—g, J—? b’/‘o. (536)

In the massless case My = b/2 = 0, we know that the Kerr spacetime reduces to Minkowski

spacetime. Therefore the spatial part of the five-dimensional metric (5.20) is a (spheroidal

13
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coordinate) parametrization of flat three-space. This means that the solutions (5.31)-(5.33)
with b = 0 can be linearly superposed to give multicenter solutions similar to the Israel-
Wilson-Perjes [41] (IWP) solutions of Einstein-Maxwell theory. For b = 0, the matrix A,
of (5.12) is such that A% = 0, so that the target space geodesic (5.10) is null [28, 29]. The
corresponding five-dimensional metric

ds? = —dt? + dx* + o~ (da® + (Zf dz')?, (5.37)

with
VAQ =Vo, (5.38)

reduces to the magnetic equivalent of the four-dimensional solution (3.13)-(3.14) with o = /3
(v = —1/2). For the choice of the harmonic function
Tor
e — 5.39
? 72 4+ atcos? 0’ (5.39)
this coincides with the singular solution (5.31)-(5.33) with b = 0. As we have seen, for
ap = 0 the corresponding five-dimensional metric reduces to five-dimensional Minkowski
if % is periodic with period 27rg. Accordingly, the static multi-center harmonic function
(3.11) with 0o = 0 will lead to five-dimensional spacetimes with Dirac string singularities
originating from the centers, unless all the residues ¢; are equal, in which case (5.37) will
reduce again to five-dimensional Minkowski spacetime.

6 Case o’ = 3: dyonic black holes (magnetic sector)

We have seen that the static NAF magnetic black holes of (a? = 3) EMD are a dimensional
reduction of the five-dimensional TMP black holes, while their rotating generalisations (5.31)-
(5.33) are a dimensional reduction of the MP black holes with two equal angular momentum
parameters. One may surmise that the more general MP black holes (5.27) with two unequal
angular momentum parameters should lead, by an appropriate dimensional reduction, to
generalized four-dimensional NAF magnetic black holes with two extra quantum numbers,
which as we will now show can be identified as four-dimensional angular momentum and
electric charge associated with rotating dyonic black holes. Putting

ar =pB=£9, (6.1)
transforming as before the spatial coordinates to
0=20/2, pir=(p%n)/2, 2*=dror—(8*+6?), (6.2)

carrying out the dimensional reduction (5.2) of (5.27) relative to 95 = 7,9, and putting
= 4rgb, we obtain

r 2 dr? Asin? 6
>R S (T VIA( = 2 ? :
ds; A (dt wdg&) + < A +do* + T dy ) , (6.3)
_ T bps 36 9
A = 51 ([(A + br) cos 3 214 (r—b/2)sin” 6|dp
14
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—L(CS — B cos) dt) , (6.4)

27’0
26/V3 E
. JE, (6.5)
with
(32462 B26% .
A = (T_b/2)2_ma F:A_ 4’/"% Sln297
252
A = 24 %(5 — 50059)2 — 547% cos’, I =ryr+ %COS@, (6.6)
52 B _
o o= PUZS0) Geg (B b 2, 8 = br— 7).

2r

We see that the reduced spatial metric in (6.3) coincides with that of the Kerr metric with
parameters M? = bd2/4rg, a®> = 3262 /4r, , meaning that the solutions (6.3)-(6.5) can also be
generated from the trivially embedded Kerr metric, or from the rotating magnetic solutions
(5.31)-(5.33), by a suitably chosen SL(3, R) transformation.

The spacetimes (6.3) have two horizons r = r4, with

ry = 1<bi @>, (6.7)

2 To

if either 3% < brg and 6% < brg, or 82 > brg and §% > brg. However, as discussed in [15], this
second possibility does not lead to regular black holes. The values of A, on the Dirac strings
0 = 0 and § = 7 are unchanged from their static (8 = 0) values, so that the magnetic charge

is again given by (5.35),
To

P=——. 6.8
) (63)
In order to compute the electric charge, we evaluate
1
I = - ‘9‘672\/§¢Frt
4
inf b 0
- %% ((5 — Bcosf)r? — fTO[ﬁ(l + cos? ) — 25 cos 0]r
B2’ )
- sin“ 6 |, (6.9)
8r2
leading after integration to
b
=——. 6.10
27”0 ( )

So the difference ¢ between the two angular momentum parameters of the original MP black
hole (5.27) leads, after dimensional reduction, to a four-dimensional electric charge, while
the sum  leads to a four-dimensional angular momentum, which shall be computed below.

For § =0 (a— = a4 ), we recover the rotating magnetic black holes of the previous section,
with
a():—\/b/’/‘oﬂ/Q. (611)
15
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For 8 =0 (a— = —a4), the solution takes the form
C(r— b/2)% — bd? /4rg g2

ds? =
\/7'01"(7"2 + b62 /4rp)
dr?

2 4 b62/4 - dn? 6.12
+\/TOT(T + / TO)<(T—b/2)2 —b52/47"0 + )7 ( )

To bé

_ _Io - .1

A 5 cos 0 dy + 107 5 37 rg) dt, (6.13)

20/V3  _ ror 6.14
¢ \/ 72 + 062 /4ry’ (6.14)

corresponding to static NAF dyonic black holes. Finally, for b = 0 we recover the magneto-
static IWP solutions discussed at the end of the previous section.

The NAF black holes (6.3) become extreme for 3 = 0 (32 = brg) or 6 = 0 (62 = brg), In
this last case (§ = 0), it follows from (6.6) that A = I' = (r — b/2)2, so that the solutions
(6.3) have conformally flat spatial sections. Again, this means that these solutions can be
linearly superposed to give multicenter solutions. We only discuss here the static case (5 = 0,
82 = brg, i.e. ay = —a_ = +/p/4). In this case the solution (6.12)-(6.14) is of the form (5.10),
with the matrix n given in (5.12),

-1 =/ 0
A=| o 1 -] (6.15)
b b 0
T0 T0

and o = b/(r — b/2). This matrix A is such that A2 # 0, A3 = 0. The corresponding
multicenter solution thus belongs to the class (b) discussed in [28] and is given by

ds} = —fdt*+ 7, f=\/:%\/a(1+0/2)(1+0+02/2) (6.16)

A = Toad +\/70—2 (6.17)
41+ 0+ 02/2)
203 _ \/> /1—1—0—:—00/22/2 (6.18)
with
oc=%i(ci/ri), VANA=Vo. (6.19)
Now we compute the mass and angular momentum of the four-dimensional o = /3

rotating dyonic NAF black holes. The mass is again given by the limit r — oo of the
difference between the values of the quasilocal Hamiltonian (4.4) for the rotating (rg, b, 5,
d) black hole and for the (rg, 0, 0, 0) background. The ADM form of the metric (6.3) is

2
ds® = —LIQAA dt® + VIIA [‘% T dp?

_ 52 2
+% sin29<dcp+ Wdt) } (6.20)
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with
Q = TA + bro(r? — %62 /4r2) . (6.21)

Keeping only the leading asymptotic (r — oo) monopole and dipole contributions, we obtain

a 7,.b 2 [ ~ ~
oapdx®dx’ ~rvIIdQ*, n" ~ N ~ A N¥ ~ Sror? (6.22)
leading to the asymptotic extrinsic curvature
3 —1/4 _34 b 7 36
ke~ —— 1—— ———cosf ). 2
2T0 " 2r 24 rgr €08 (6.23)

So the value of the first term Ne of the integrand of (4.4) differs from the magnetostatic
(6 = 6 = 0) value only by a term in sinf cosf which disappears after integration over the
sphere. The second term of the integrand behaves asymptotically as the product of N, in
r~2, with

bg .

Tprn' 3on sin® 6, (6.24)
so that its contribution to the quasilocal mass vanishes when the radius of the sphere St
is taken to infinity. Finally, the third term of the integrand behaves asymptotically as the
product of

b
AO ~ W((S - /6COS 0) (625)
with bsind
I~ 227 (5~ Beosh), (6.26)
8’7‘(’7”0

and again goes to zero when r — oo. It follows that the mass of the rotating dyonic black
hole is unchanged from its magnetostatic value,

M:%_ (6.27)

The quasilocal momenta are obtained from the Hamiltonian by carrying out an infinites-
imal gauge transformation dx* = §¢*¢ and evaluating the response P; = §H/6&'. For the
angular momentum J = P,, one obtains [43]

J:—fqﬁmﬂf+AﬂY) (6.28)
sy

(the static background does not contribute). From the preceding evaluations and

A, ~ —%0 cos 0, (6.29)
one obtains asymptotically
AL >~ — blsg;@ (8 cosf — Bcos? 6). (6.30)
17
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The first term disappears after integration over the sphere, while the second term combines
with the gravitational contribution (6.24) to yield

b
-

It is remarkable that, as in the case of the linear dilaton black holes [2], the (often ignored)
electromagnetic contribution to the angular momentum is of the same order as the purely
gravitational contribution.

There is a simple relation between these values of the mass and angular momentum for the
four-dimensional NAF black holes (6.3)-(6.5) and the values of the corresponding quantities
[15] for the five-dimensional Myers-Perry black holes (5.27)

M5 = 3% Moy J5i = % M5ai y (6.32)
which may be understood in terms of the dimensional reduction procedure. This amounts
to integrating out the cyclic coordinate 2 = rgn from the five-dimensional action. The
perimeter § dz°® may be evaluated by computing the area As (= 27?) of the three-sphere

from (5.15), "

Using the relations (5.16) and (6.1), we then check that the ratio between the four- and
five-dimensional parameters is equal to the perimeter of the cyclic dimension:

%__J5++J57 . Jsy — J5— :‘7§d$5:47_‘_7ﬂ07

J= (6.31)

M, 2Js 2QP (6:34)

We now check that these values of the black hole mass and angular momentum, together
with the other physical parameters of the rotating black holes (6.3)-(6.5), satisfy the gener-
alized first law of thermodynamics for dyonic, rotating black holes [13],

dM = TdS + QudJ + V,,dQ + WydP . (6.35)

In (6.35), the Hawking temperature and entropy are

B3 - <
= _  S=_— ). 6.36
2bro(D + ) g (B+9) (6.36)
Qp, is the horizon angular velocity
36
QO = —_N¢| = ___"=— 6.37
" I bro(B + 6) (6:37)

V4, is the proper horizon electric potential, i.e. the electric potential in the horizon rest frame
2 evaluated on the horizon r = r

.
Vi = (Ao - N¥A,), = ‘Wﬁm , (6.38)

2The electric potential in (6.4) is uniquely defined by the condition that it vanish at spatial infinity.
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while W}, is the proper horizon magnetic potential, which (in the absence of a better defini-
tion) we shall define by duality as the proper horizon electric potential of the dyonic black
hole of the electric type (see Section 7) with electric charge P, magnetic charge @, and an-
gular momentum —J [13], given in (7.37). A straightforward computation then shows that
when the three parameters b, 3, 6 are varied independently, the generalized first law (6.35)
is satisfied identically, provided the scale parameter rg is held fixed.

One also easily checks that the rotating dyonic black holes satisfy the Smarr-like formula

M= 2 <2TS 20,7 + ViQ + WhP> , (6.39)

similar to the Smarr formula for the asymptotically flat dyonic black holes of Kaluza-Klein
theory [13], except for the anomalous factor 3/4. This factor may be understood by comparing
(6.39) (where V,,Q + W, P = 2V, Q on account of (7.38)) with the 5-dimensional Myers-Perry
Smarr formula [15]

M = g <2T55 120, J, + 2QJ> , (6.40)

where the 5-dimensional entropy (the quarter of the 5-dimensional horizon area) is S5 =
47rgSy, and Q4 are the two horizon angular velocities.

7 Case o’ = 3: dyonic black holes (electric sector)

From these NAF rotating dyonic black holes of the magnetic type, one can construct a
dual sector of NAF rotating dyonic black holes of the electric type by the electromagnetic
duality transformation (2.2). Before doing this, it is instructive to first consider the purely
electrostatic NAF black holes and their rotating counterparts. For o = /3, we obtain for
our electric NAF black hole solution (2.8)-(2.9)

2/v3 _ (T /2 _r—>
(§] = E s AO = 2’/‘0 s (71)

leading for the 5-dimensional metric (5.2) to

2
ds? = —T—_bdt2+7;—0<dx5+;bdt) +

r r
To To

— (dﬂ +r(r —b) d92> . (7.2)

The corresponding representative matrix x.

__b(r=b) r—b 0

roT
= r—
Xe =
0

10 —% 1 0
ne=| 1 0 0 ], A4=( 0 0 0 |. (7.4)
0 0 -1 0 0 %
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Again, the reduced 3-metric 7;; in (7.2) coincides with that of the Schwarzschild solution
with mass M = b/2, meaning that the matrix x. is an SL(3, R) transform of the matrix
(5.17) for the trivially embedded Schwarzschild solution,

/b _ /Ta
T b

Xe = UesxsUse, Use = 0 ’ /T o |- (7.5)
0 0 1

Equivalently, one can simply note that the 5-dimensional metric (7.2) can be rearranged as

b b T 2 T T
2 _ Y v 0 45 2 2 2,0 512
ds; = <1 r) (dt 5 d;v) +—7’—de + 74 dQ* + 2 (dz”)*, (7.6)

which is clearly the product of the Schwarzschild solution for an observer with time

b To
/I e _ V.5
t = m( ba:) (7.7)

with the line or the circle. So the NAF electric black hole solution (2.8)-(2.9) with a@ = /3
is simply a twisted dimensional reduction of the trivial 5-dimensional embedding of the
Schwarzschild solution with respect to the Killing vector

ol = \/?(35 - at> . (7.8)

Note that the “twist”® in the relation (7.7) between the two times is not innocent in the
traditional Kaluza-Klein interpretation, where the fifth coordinate z° varies on the so-called
Klein circle so that, assuming the domain of the time ¢ to be the real axis, the corresponding
Schwarzschild time ¢’ must be periodically identified?.

Let us recall that the well-known asymptotically flat electrically charged Kaluza-Klein
black holes, given by (2.3) with a = V3, may also be obtained from the trivially embedded
Schwarzschild solution by a twisted dimensional reduction, this time with respect to the
boosted Killing vector

0% = cosh € 05 + sinh € 9, (7.9)

(the SL(3,R) transformations preserving staticity and asymptotic flatness belong to the
subgroup SO(1, 1) of Lorentz boosts in the 2-space (¢,2°)). The product of this boost with
the transformation (7.8) — an infinite boost together with an unessential rescaling — being
again a rescaled infinite boost, it follows that the twisted dimensional reduction with respect
to (7.8) of the AF electrostatic Kaluza-Klein black holes will also lead to essentially the same
(up to a rescaling of ry) NAF electrostatic black hole®.

We are now in a position to generate the rotating electric NAF black hole solutions of
(a? = 3) EMD. We have noted that the transformation from the Schwarzschild solution of

3This term is used here in a different sense from that used in (5.4).

4 A similar phenomenon occurs for the spinning point particle solution of 241 gravity [42] which is obtained
from the non-spinning solution ds3 = —dt? + dr? + o?r? df? by the replacement t — t + w (o, w constant).

5In this case there is no simple relation between the electric charge of the AF black hole and that of the
NAF black hole.
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(e = 3) EMD to the static solution (2.8)-(2.9) boils down in this case to the “twist in
time” (7.7). Therefore the rotating solutions are simply the twisted dimensional reduction
of the trivially embedded Kerr solutions with mass b/2 and rotation parameter ag, i.e. their
5-dimensional metric is (in Boyer-Lindquist coordinates)

b Fo To To 2
ds? = —— (< )(dt—y/—wodp— > da®
% 7“0(20)( bWO 4 b x)

2 A . 2 2
N G I LL L) BN (A B (7.10)
Ay Iy b

Reversing the steps which led from the static solutions (2.8)-(2.9) with a = /3 to (7.6), we
obtain the rotating NAF electric black holes of (a? = 3) EMD

r NG in2g  \?
dsi _ 0 dt + ToQoT S11 d(p
VrorXo Lo
dr? Agsin® 0
+/rorSo | S+ do? + 202 a2 ) (7.11)
AO FO
1
A = — (Fo dt + vV b’/‘oao’l“ Sin2 0 d(p) y (712)
2ror
20Vs . [Z0 (7.13)
Tror
The corresponding electric field
2 — a2 cos? 6 b ag
F=——"Y9"_drAdt+/—agcosOsinfdd A | dp — dt 7.14
Sror? r + - ag cos 0 sin ( %) Torer ) ( )
leads again to the electric charge (2.11),
Q= %0 (7.15)

As in the magnetic case, for b = 0 the reduced three-dimensional metric in (7.11) is flat,
so that the solution (7.11)-(7.13) with b = 0 can be generalized to multicenter solutions.
Using the null geodesic construction with (7.4) with b = 0 as input, it is easy to show that
the corresponding 5-dimensional metric is [44]

ds? = 2dt dz® + o(dz®)? + dx?, (7.16)

in accordance with (3.13)-(3.14) for & = /3. The solution (7.11)-(7.13) with b = 0 is
recovered for the choice (5.39) of the harmonic function o.

Clearly, the rotating electric solutions (7.11)-(7.13) are dual to the rotating magnetic so-
lutions (5.31)-(5.33). More generally, acting on the rotating dyonic solutions of the magnetic
type (6.3)-(6.5) with the duality transformation (2.2) with the lower sign, we obtain the new
sector of NAF rotating dyonic black hole solutions:

F 2 d 2 A . 29
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— 1 2 b <
A = ﬁ<|:A—b(T—|—5/27"0)]6#—%[51_[(3059

+%(r + 82 /2rg) sin? 9} d(p), (7.18)
020/V3 % 7 (7.19)

(the functions A, I', A, II, @ are given in (6.6) with electric and magnetic charges

_ b
27’0 '

Q:%O, pP= (7.20)

Lifting these solutions to five dimensions according to (5.2), and carrying out the inverse
“twist” transformation

t= ”r_o (' +2%), 2= ﬁx’5, (7.21)
b To
we arrive after some calculations to the asymptotically flat five-dimensional metric
r 2 dr? Asin? 6
2 _ __ o Al =— 2 es v 2
dsj B (dt wd<p> + < A + do” + T de
B R 2
+= (dx’5 + 24, d;v'“) (7.22)
with
2\ ?
B = _ 2 Z (5= 2
<7’ 2r0> + e (5 0 cos 9) , (7.23)
w - | b 6Acost — (862 /2r0)r sin? 0 7 (7.24)
To I
. § &6(r—0b/2)+ (86%/2r) cosb
0 27_0 B ) (7 5)
- § [b [r? — (brod® — B%6%)/4r3] cos O + (35 /2r¢)(r — b/2) sin® 6
0

The asymptotically flat metric (7.22) describes rotating dyonic black holes with NUT
charge, generalizing the five-dimensional rotating dyonic black holes given by Rasheed [13].
The corresponding mass, scalar charge, NUT charge, electric charge, magnetic charge, and
angular momentum are given by

b 52 PRAVE] é b
Mar = -—-—, Yar=-— ;o Nar=514/—,
2 To 47‘0 2 To
52 6 |b
= Pip=——4/— 2
Qar 99’ AF 5\ 7o (7.27)
2 b
JAF = ﬂ— —.
47’0 To
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There is no simple relation between these and the corresponding charges for the NAF dy-
onic black hole solutions (7.17)-(7.19). The appearance here of an AF NUT charge equal in
magnitude to the AF magnetic charge is easy to understand. Generically, the twist trans-
formation (7.8) acting on a magnetized AF solution will generate a NUTted NAF solution,
the NAF NUT charge vanishing only if Nap + Par = 0. Recalling that the combination
of any SO(1,1) boost (7.9) with the twist acting on an AF Kaluza-Klein black hole will
lead to essentially the same £ = 0 NAF black hole solution, we conclude that that the twist
transformation acting on any NUTted dyonic AF black hole with Nag + Pap = 0 will gen-
erate a NUTless dyonic NAF black hole of the electric type (7.17)-(7.19), which as we have
seen is equivalent by electromagnetic duality to the dimensional reduction of a Myers-Perry
black hole (5.27) relative to 9, = 0,, — J,_. More generally, we conjecture that the twist
transformation acting on a generic NUTted dyonic AF black hole will generate a NUTted
dyonic NAF black hole, equivalent by electromagnetic duality to the dimensional reduction
of a twisted Myers-Perry black hole (5.27). This conjecture is proven in the Appendix in
the case where the original five-dimensional solution is the trivially embedded Taub-NUT
solution.

Again, as in the magnetic case, for 6 = 0 (62 = brg) these dyonic black hole solutions
become extreme and can be linearly superposed to give multicenter IWP solutions. Remark-
ably, the twisted asymptotically flat metric (7.22) reduces in this case to the static, pure

NUT form
A
ds? = —(dt' +bcosfdyp)® + DL (dr2 +(r— b/2)2d92>
—b/2)? N 2
+% (dx’5 n 2A#dx’“> : (7.28)

with Jap = 0, so that the parameter 3 seems to be irrelevant. In the case g = 0, the solution
(7.28) is of the form (5.10) with n = diag(-1,1,-1),

0 1 1
A= -1 -1 -1 |, (7.29)
11 1

and o0 = b/(r — b/2). Again, this matrix A is such that A% # 0, A3 = 0. After carrying out
the twist transformation, we arrive at the NAF multi-extreme black hole solution given by
(6.16) and

b 1-0%/2 1 /D 4
S A TR B .
A 2roo(1+0/2) + 2V ro * (7.30)

2evi _ b [1+ot o2 (7.31)
0 c(l+ao/2 '

where o and ( are given by (6.19).
Let us now compute the quasilocal mass and angular momentum of the “electric” dyonic

black holes (7.17)-(7.19). The spacetime metric is the same as for the “magnetic” dyonic
black holes, so that the gravitational contributions to the quasilocal energy and angular
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momentum are the same. To compute the electromagnetic contributions, we evaluate the
asymptotic behavior of the electric field density

r _ 1 —2\/5 r 1
Iy = in |gle YFT = _EF(m)W
1
~— 8—(r0 sinf + B4 sinf cos ), (7.32)
U

where F, is the dual electromagnetic field derived from (6.4). The electromagnetic contri-
bution to the quasilocal mass is the integral over a large sphere of the product of
r

Ay ~ — .
0= 5 (7.3

(a fixed boundary data) with the substracted electric field density
o
I —1r|g ~ _pe sin 0 cos 0 (7.34)
87r

(where the index 0 stands for the static background (b = 8 = ¢ = 0)). This product goes
to the finite value —(86/16mr¢) sin @ cosf, which however averages to zero after integration
over the sphere, so that the mass is the same as in the magnetic case. The electromagnetic
contribution to the quasilocal momentum is the integral of

bsin 6

167

A" =~ (6 cosf + Bsin? 4) (7.35)

(compare with (6.30)). Again the first term disappears after averaging over the sphere, while
the integral of the second term is the same as in the magnetic case. So the mass and angular
momentum of these “electric” dyonic black holes are, not surprisingly, the same as those of
their dual magnetic counterparts

_3b __%
M=%, J=-7. (7.36)

Finally we return to the question of the validity of the generalized first law (6.35) for
rotating dyonic black holes. For a black hole of the magnetic sector (index (m)), the potential
Wmyn is the proper horizon electric potential for the dyonic black hole of the electric sector
(index (e)) with electric and magnetic charges exchanged, and opposite angular momentum,
i.e. (compare (6.10), (6.8), (6.31) and (7.20), (7.36)) the charge and parity conjugate (A9 —
—Ay, N¥ — —N¥) of the dyonic black hole (7.17)-(7.19) . We obtain for this quantity the
value _

5?23

2r5(B+0)’
which was used in Sect. 6 to check the generalized first law (6.35) in the magnetic sector.
Symmetrically, it follows from this definition of the proper horizon magnetic potential that
Wieyh = Vim)n, leading to the conclusion that the generalized first law is also satisfied (as it
should by duality) in the electric sector. Another noteworthy consequence of (7.37) is that
the electric and magnetic contributions to the generalized dyonic Smarr formula (6.39) are
equal, i.e. for dyons of either sector

Winn = =Vien = (Ao = N Are), = (7.37)

5B

QVi, = PW), = IR (7.38)
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8 Conclusion

We have shown that the non-asymptotically flat static black hole solutions of EMD theory
may be obtained as near-horizon limits of asymptotically flat black holes, and recalled how
their mass and angular momentum may be computed unambiguously in the quasilocal energy
framework.

We have then concentrated on the special case with dilaton coupling constant a? = 3,
which is a dimensional reduction of five-dimensional Kaluza-Klein theory. We have shown
that in this case the action of the group SL(3, R) of invariance transformations may be used
to generate from the NAF magnetostatic or electrostatic black hole solutions two classes
of NAF rotating dyonic black hole solutions. The NAF black holes of the magnetic class
turn out to be simply dimensional reductions of the AF five-dimensional Myers-Perry black
holes relative to one of the azimuthal angles, and their four-dimensional quasi-local mass,
quasi-local angular momentum, and “dyonic momentum” (the product of their electric and
magnetic charges) may be obtained from the mass and the two angular momenta of the
parent five-dimensional black hole by dimensional reduction. We view this as a quite non-
trivial success of the quasi-local energy approach, insofar as the computation of the quasilocal
mass and angular momentum is rather involved.

On the other hand, the black holes of the electric class are unusual, twisted dimensional
reductions of the AF five-dimensional Rasheed black holes with a NUT charge balancing the
magnetic charge. It is important to note that the extension of the local “twist” coordinate
transformation to a global coordinate transformation introduces a periodicity in time if the
fifth dimension is compactified on the Klein circle, so that the NAF black holes of the electric
sector are only locally, not globally, equivalent to AF Rasheed black holes. A by-product of
this analysis is that, by electro-magnetic duality, there is a one-to-one local correspondence
between the Myers-Perry and Rasheed classes of AF five-dimensional black holes.

We have also shown that the first law of black hole thermodynamics, as generalized to
dyonic black holes by Rasheed, is satisfied by both classes of NAF rotating dyonic black
holes, provided the overall scale parameter ro is not varied. Again, this validity of the first
law under variation of three independent parameters is by no means trivial, and constitutes
another test of the validity of our quasilocal energy computations. The NAF dyonic black
holes are also found to obey a generalized Smarr-like formula, Eq. (6.39).

Finally, we have discussed the construction of NAF multi-extreme black hole solutions.
In the static case with generic «, these are actually singular multi-center solutions. In the
case a? = 3, we have shown that, besides these, there are also two classes (magnetic and
electric) of regular, intrinsically dyonic multi-extreme black hole solutions given by (6.16)
and (6.17)—(6.18) or (7.30)—(7.31).

It may be expected that higher-dimensional generalizations of these NAF black holes to
NAF static black brane solutions to the Einstein-p-form-dilaton theory also exist, as well as
NAF rotating and dyonic black branes for special values of the dilaton coupling constant.
We intend to address this question in a future publication [45].
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Appendix A

Here we derive from the trivially embedded Taub-NUT solution a NUTted NAF black hole
of the electric sector, and show that its magnetic dual is a twisted dimensional reduction of
the Myers-Perry black hole with two equal angular momenta. The trivial five-dimensional
embedding of the Taub-NUT metric is

A >y ,
ds? = -5 (dt’ + 21 cos@dcp) +3 (dr2 + A dQ§> + (dz 5)?, (A1)
with
A=7r?>—2mr—1?, S=r>410%. (A.2)
The twist ,
=yt =~2"), x®=nqa°, (A.3)
leads to the five-dimensional metric
2 A > 2 2
dsi = ——=|dt+2vylcosbdy | + —|dr®+ AdQ;
II A
1T A 2
+= (da:5 += [dt + 2yl cosf dw} ) , (A.4)
% II
with
I = 2v*(mr + 7). (A.5)
After dimensional reduction, this leads to the four-dimensional NAF “electric” solution
ds? = —i(dwz lcos@d >2+\/H2(d—r2+d£22) (A.6)
4 \/ﬁ Y 2 A 2> .
A
A = o (dt + 27l cosd dgo) ) (A7)

2¢/V3 z A
e \/H, (A.8)

The four-dimensional “magnetic” dual solution has the same four-dimensional metric with
electromagnetic and dilaton fields

A = —% <l(r Cmydt+ 27 coso d@) : (A.9)
(20/VE g (A =12+ 2% Jm — 12). (A.10)
The corresponding five-dimensional lift
ds? = —% (dt + 291 cos9d<p)2 + % (dr2 + Ad93>
+§<dﬂc5—2% {l(r—m)dt—i—’y?/& costap]>2, (A.11)
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may be rearranged as

ds? = —(dt+adn>2 + 5—2<dt+adn - g(dn - cos0d<p)>2
+% dp* + r <d02 +dp? +dn* — 2cos0dy dn) ; (A.12)
p* — pp® + pa 4
with 1
pr=8 mr + ), = gg 2t p=1677(0 4 m®), @ =21 (A.13)

After carrying out the inverse twist
t=t—an, (A.14)

we recognize in (A.12) another form of the Myers-Perry metric with two equal angular mo-
menta, Eq. (5.27) with a; =a_ =a.
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Figure 1: Penrose diagrams of (2.8) for 0 < aw < 1 with b < 0, b =0 and b > 0.
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Figure 2: Penrose diagrams of (2.8) for « =1 with b <0, b= 0 and b > 0.
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Figure 3: Penrose diagrams of (2.8) for « > 1 with b <0, b=0 and b > 0.
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Résumé :

Dans le cadre de théories de la gravitation dilatonique inspirées des théories des
cordes (de 4 a D dimensions d’espace-temps), nous construisons de nouvelles solutions
trou noir ou branes noires non asymptotiquement plates. Pour certaines valeurs de la
constante de couplage dilatonique, nous généralisons les trous noirs statiques a des trous
noirs en rotation, en utilisant le groupe d’isométrie de I’espace cible. Nous calculons leurs
masses et leurs moments angulaires en utilisant ’approche moderne au calcul de 1’énergie
en Relativité Générale, le formalisme quasilocal, et nous vérifions qu’ils satisfont a la
premiere loi de la thermodynamique des trous noirs. Enfin, nous étudions une famille
de trous noirs en Gravitation Topologiquement Massive a 2 4+ 1 dimensions.

Mots-clés : Relativité Générale, trous noirs, énergie quasilocale.

Abstract :

In the framework of string-inspired dilatonic gravity theories (from 4 to D space-
time dimensions), we construct new non-asymptotically flat black hole or black brane
solutions. For particular values of the dilatonic coupling constant, we generalize static
solutions to rotating ones, using the target space isometry group. We compute their
masses and their angular momentum using the modern approach to the computation
of energy in General Relativity, the quasilocal formalism, and we check the agreement
of these solutions with the first law of black hole thermodynamics. Finally, we study a
black hole family in the 2 + 1 dimensional theory of Topologically Massive Gravity.

Keywords : General Relativity, black holes, quasilocal energy.
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