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IntrodutionÀ la �n des années 1970, John MKay observe qu'il existe un lien ombinatoireentre la théorie des représentations des sous-groupes �nis G de SL2(C ) et les singularitésanoniques de surfae de la géométrie algébrique.Soit G un sous-groupe �ni non trivial de SL(2; C ). Ce groupe appartient à l'une desfamilles dénombrables des groupes yliques ou diédraux binaires, ou est l'un des troissous-groupes exeptionnels préservant un solide platoniien. Il agit naturellement surV = C 2 admettant pour seul point �xe l'origine, et en dehors de e point, son ationest libre. Le quotient C 2=G est une variété algébrique admettant une singularité iso-lée, qui est un point double rationnel. Toutes les singularités de surfae de type pointdouble rationnel sont ainsi obtenues, et l'on les nomme selon le point de vue : singularitésde points doubles rationnels, A-D-E, anoniques, de Du Val, de Klein, ou de Dynkin.D'après des résultats généraux sur la résolution des singularités de surfaes, il existe uneunique (à isomorphisme près) résolution minimale, 'est à dire un morphisme de shé-mas Y q- C 2=G tel que Y est lisse, q est un isomorphisme en dehors de l'origine ettout autre Y 0 q0- C 2=G ayant es propriétés se fatorise par Y (voir annexe C). NotonsE la �bre de q au-dessus du point singulier. C'est le lieu exeptionnel de la résolution.La singularité C 2=G est rationnelle, de sorte que la résolution minimale est bonne : lesomposantes irrédutibles de E sont lisses et transverses. On peut lui assoier un grapheen prenant pour ensemble des sommets Irr(E) l'ensemble des omposantes irrédutiblesde E, une arête entre deux sommets représentant l'intersetion des omposantes irrédu-tibles orrespondantes.Par ailleurs, soit Irr�(G) l'ensemble des représentations irrédutibles non triviales deG. On peut dé�nir un graphe dont les sommets sont indexés par Irr�(G) et le nombred'arêtes entre Vi et Vj est égal à la multipliité de Vi dans C 2
Vj. On démontre que ettedé�nition est symétrique en Vi et Vj et on appelle e graphe le diagramme de MKay dugroupe G.Le résultat de MKay ([MK81℄) est qu'il existe une bijetion entre e diagramme etle graphe assoié au diviseur exeptionnel de la résolution minimale du quotient C 2=G.Cette bijetion est dé�nie à automorphisme de diagrammes près. De plus, le grapheobtenu est elui d'un système de raines A-D-E et la forme intersetion sur l'ensembleIrr(E) a pour matrie la matrie de Cartan du système de raines omplété.C'est Gérard Gonzalez-Sprinberg et Jean-Louis Verdier qui donnent à e joli lien om-binatoire le nom de orrespondane de MKay ([GSV83℄). Ils en donnent une onstrutionvii



viii INTRODUCTIONgéométrique en termes de K-théorie de la résolution minimale : à toute représentation� 2 Irr�(G), ils assoient un �bré vetoriel F� sur la résolution minimale Y , de sorte que lapremière lasse de Chern 1(F�) est un élément de la base de Pi(Y ) en bijetion ave lesomposantes irrédutibles du diviseur exeptionnel. Au passage, ils onstruisent un iso-morphisme de groupes entre la K-théorie de la résolution et la K-théorie G-équivariantede C 2 . Cette onstrution mène à une reformulation des onjetures géométriques liées àla orrespondane de MKay que Miles Reid exprime telle un slogan omme suit ([Rei02℄).Soit X une variété algébrique, G un groupe d'automorphismes de X et X=G le quotientde X par G. Soit Y une résolution des singularités de X=G. Alors la réponse à toutequestion bien posée au sujet de la géométrie de Y se lit dans la géométrie G-équivariantede X.Ainsi, la généralisation naturelle de la orrespondane de MKay est de remplaer C 2par une variété X quasiprojetive omplexe lisse et G par un groupe d'automorphismesde X. L'uniité de la résolution minimale est partiulière à la dimension deux. En dimen-sion supérieure, on s'intéresse à l'existene de résolutions répantes (voir l'annexe C). Endimension trois, les singularités quotients de Gorenstein admettent une résolution ré-pante, mais elle-i n'est pas forément unique. En dimension supérieure à quatre, iln'existe pas toujours de résolution répante (on trouve un exemple en dimension quatredans [BS95℄).Au milieu des années 1990, le shéma de Hilbert G-équivariant G-Hilb(X) s'imposeomme étant le andidat naturel pour résoudre les singularités du quotient X=G. Ceshéma paramètre les G-grappes de X, 'est à dire les sous-shémas Z de dimensionzéro de X qui sont G-invariants et dont l'espae des setions globales H0(Z;OZ) estisomorphe à la représentation régulière C [G℄ de G (dé�nition 1.4.1). Il existe un mor-phisme birationnel entre G-Hilb(X) et X=G, dit morphisme de Hilbert-Chow, qui estune résolution des singularités dans le as où le shéma de Hilbert G-équivariant estlisse.Lorsque X est de dimension 2, le G-shéma de Hilbert de points est lisse ([Fog68℄).Ito et Nakamura démontrent qu'il s'agit de la résolution minimale du quotient C 2=G etidenti�ent la bijetion entre l'ensemble Irr(E) des omposantes irrédutibles du diviseurexeptionnel et elui Irr�(G) des représentations irrédutibles non triviales de G ([IN96,IN99℄). Une des diretions de reherhe dans la orrespondane de MKay est alorsdevenue la généralisation de e résultat en dimension supérieure.En dimension 3, Nakamura, Ito et Nakajima démontrent que le G-shéma de Hilbertest lisse et identi�ent la orrespondane de MKay dans les termes de Gonzalez-Sprinberget Verdier dans le as où G est un groupe abélien ([Nak01, IN00℄).Finalement, 'est par une méthode homologique que Bridgeland, King et Reid dé-montrent en 1999 que dans le as de la dimension 3, le shéma G-Hilb(X) est lisse, etqu'il s'agit d'une résolution répante du quotient. De plus, ils démontrent l'équivalenede atégories dérivées suivante ([BKR01℄).D(G-Hilb(X)) �= DG(X):



ixCette thèse s'insrit dans le adre de la orrespondane de MKay en dimension trois.On y étudie une famille d'exemples de quotients par des groupes d'automorphismes non-abéliens. Ces quotients admettent deux résolutions répantes naturelles. L'une est leG-shéma de Hilbert (qui résout les singularités d'après le théorème susité), et l'autreest le résultat d'un proessus de désingularisation inspiré de la méthode de Jung pourla désingularisation des points doubles rationnels en dimension deux. Ce qui a motivé etravail est le désir de omprendre le lien et les di�érenes entre es deux résolutions.Les résultats obtenus permettent de onlure que la résolution par le shéma de Hil-bert G-équivariant est plus naturelle. En e�et, elle mène à un énoné de orrespondanede MKay ombinatoire (théorème 2.4.2).Au delà de l'équivalene de atégories dérivées donnée par le théorème de Bridgeland,King et Reid, nous avons don herhé un lien diret entre le G-shéma de Hilbert et lagéométrie équivariante de la variété. Cette uriosité nous a mené vers une tentative d'in-terprétation de e shéma en tant qu'espae modulaire d'une famille de �brés vetoriels(hapitre 4).En�n, et toujours motivée par la ompréhension du théorème de Bridgeland, Kinget Reid, la dernière partie de ette thèse est onsarée à l'étude de la atégorie dérivéeG-équivariante d'une variété, ave ation d'un groupe �ni.Voii un résumé des problèmes qui sont traitées dans ette thèse, et les prinipauxrésultats. Certains sont nouveaux et d'autres présentés ave une nouvelle preuve.
Chapitre 1 Le premier hapitre est onsaré au shéma de Hilbert G-équivariant d'unshéma quasi-projetif lisse ave ation de G. Dans un premier temps, on y rappelleles dé�nitions d'ation d'un groupe sur un shéma, G-faiseau et aratéristique d'EulerG-équivariante.On dé�nit et démontre alors l'existene d'un shéma de Hilbert équivariant assoiéà un polyn�me de représentations quelonque. C'est le théorème 1.1.6 :Soit PG un polyn�me à oe�ients dans l'anneau des représentations de G. Il existeun shéma G-HilbPG(n)X paramétrant les sous-shémas G-stables de X, admettant lepolyn�me PG pour aratéristique d'Euler G-équivariante.Le shéma de Hilbert G-équivariant G-Hilb(X) est alors dé�ni omme le as partiulierde ette onstrution où PG est le polyn�me onstant égal à la représentation régulièrede G. Dans le paragraphe 1.4, on énone et on démontre des propriétés du shéma deHilbert G-équivariant.Dans le paragraphe 1.5, on propose une onstrution du morphisme de Hilbert-ChowHilbn(X) - Sn(X) = Xn=Sn utilisant une méthode de linéarisation du déterminant.On démontre ainsi le théorème 1.5.6 :



x INTRODUCTIONIl existe un morphisme � : Hilbn(X) - Sn(X) projetif birationnel, qui à un point hde Hilbn(X) orrespondant au sous-shéma Z de X assoie son support ave multipliitéZ 7! Xx2jZjprof(Zx)x:La restrition de e morphisme au G-shéma de Hilbert onduit à la dé�nition du mor-phisme de Hilbert-Chow G-équivariant G-Hilb(X) �- X=G; qui à une G-grappe assoieson support. Dans le as où G-Hilb(X) est lisse, � est une résolution des singularités.En�n, on traite dans le paragraphe 1.6 le as où le quotient X=G est lisse. D'après unthéorème de Chevalley, ela orrespond au as où G agit loalement omme un groupe deré�exions. On démontre loalement, puis globalement que le morphisme de Hilbert-Chowest alors un isomorphisme. Ce sont les théorèmes 1.6.7 et 1.6.9 :Soit X une variété et G un groupe �ni agissant sur X de telle sorte que le quotientX=G est lisse. Alors G-Hilb(X) est isomorphe à X=G.Chapitre 2 Ce hapitre onerne l'étude loale des singularités non-abéliennes qui nousintéressent : soit E une ourbe elliptique munie de sa struture de groupe. Notons p0 2 El'origine. Soit R un système de raines, Q(R) le réseau engendré par R et A := Q(R)
E.Le groupe de Weyl W = W (R) agit naturellement sur A et d'après un théorème deLooijenga ([Loo76℄), le quotient A=W est un espae projetif ave poids. Par exemple,si R = An, alors W = Sn+1, et A=W = E 
Q(R)=Sn+1 = Pn.Soit W+(R) = W (R) \ SLn le sous-groupe de W (R) formé des produits pairs deré�exions. Si auune onfusion n'est possible, nous le noterons W+. Par exemple, dansle as An, on a W+ = An+1. On onsidère le quotient de A par W+. Notons XR ettevariété. Elle est singulière, et 'est un revêtement double de A=W .Dans le as de la dimension trois, Bertin et Markushevih ont démontré que l'on peutrésoudre les singularités de XR par une variété de Calabi-Yau grâe à la méthode de Jung([BM94℄). Par ailleurs, d'après le théorème de Bridgeland, King et Reid, le W+-shémade Hilbert de A résout également es singularités de façon répante. Dans e hapitre,on dérit les �bres au-dessus de tout point par haune de es résolutions. Soit R unsystème de raines réel de dimension trois. On s'intéresse ii à la singularité loale deC 3=W+ à l'origine. On verra dans le hapitre suivant que tous les points singuliers deA=W+ sont de ette forme.Le premier paragraphe est un rappel de résultats sur les revêtements doubles et laméthode de résolution de Jung.Dans le deuxième paragraphe, on résout expliitement la singularité C 3=W+ par laméthode de Jung pour tout système de raines de dimension trois. En partiulier, ondémontre que la méthode de Jung s'applique pour résoudre haune de es singularités,et on exhibe la �bre exeptionnelle au-dessus de l'origine.Dans le troisième paragraphe, on onsidère la résolution de la singularité C 3=W+



xipar le W+-shéma de Hilbert et on alule pour tout système de raines de dimensiontrois la �bre de ette résolution au-dessus de la singularité à l'origine. Pour e faire, ondéveloppe une tehnique de déomposition de l'algèbre oinvariante C [x; y; z℄=IW+ , oùIW+ est l'idéal engendré par les mon�mes W+-invariants de degré stritement positif.Cette méthode est expliitée en 2.3.1.En�n, en omparant les résultats obtenus et les diagrammes de MKay des groupesde Weyl assoiés à haque système de raines, on obtient dans le quatrième paragrapheune orrespondane ombinatoire de MKay. C'est le théorème 2.4.2 :Soit (X; 0) un germe de singularité analytiquement équivalent au quotient (C 3 ; 0) parun sous-groupe �ni de la forme W+ = W \SL3(C ), où W est le groupe de Weyl assoiéà un système de raines en dimension trois. Lors de la résolution par le W+-shéma deHilbert, le graphe dual de la �bre exeptionnelle est en bijetion ave le diagramme deMKay du groupe W+ privé de ses boules.De plus, e résultat n'est pas véri�é par le shéma obtenu lors de la résolution par laméthode de Jung. Cela démontre que le shéma de Hilbert fournit une résolution plusnaturelle, au moins du point de vue de la orrespondane de MKay.Chapitre 3 Ce troisième hapitre est le pendant global du hapitre préédent. SoitE une ourbe elliptique, R = A3, B3 ou C3 un système de raines, et XR le quotient(E 
Q(R))=W+.Dans un premier paragraphe, on rappelle le théorème de Looijenga, et le démontredans les as étudiés.Dans le deuxième paragraphe sont rappelés les résultats de Bertin et Markushe-vih sur la résolution de XR par la méthode de Jung ([BM94℄). Le as B3 est traitéen détail : on dérit la strati�ation du lieu de branhement du revêtement doubleA=W+(B3) - P3 et on explique omment la méthode de Jung permet de résoudreette variété singulière.D'après le théorème de Bridgeland, King et Reid, leW+(R)-shéma de Hilbert résoutégalement la singularité XR de façon répante. Dans le troisième paragraphe, on étudieette résolution. Grâe aux propriétés loales du shéma de Hilbert démontrées au pa-ragraphe 1.4, on démontre que ette résolution oïnide ave la résolution obtenue parla méthode de Jung en dehors d'un nombre �ni de points. De plus, XR véri�e en toutpoint les hypothèses du théorème 2.4.2, ar tout point a 2 A a pour stabilisateur sousl'ation de W (R) un groupe de Weyl assoié à un sous-système de raines de R. Ainsi,les résultats du hapitre préédent permettent d'obtenir les �bres de la résolution de XRpar W+(R)-Hilb(A) en tout point.Chapitre 4 Le théorème de Loojienga a une interprétation en terme de �brés vetorielssur la ourbe elliptique E ([FMW97℄). C'est la diretion empruntée dans e hapitre.Comme dans les hapitres préédents, E est une ourbe elliptique, R un systèmede raines et A = E 
Q(R). D'après Friedman, Morgan et Witten, le quotient A=W =P(a1; : : : ; ak) est l'espae de modulesM paramétrant une ertaine famille de �brés sur E



xii INTRODUCTION(voir le théorème 4.0.4). Dans les as des systèmes de raines R = An ou Bn, le quotientA=W est lisse, de sorte que d'après le théorème 1.6.9, A=W �=W -Hilb(A). De plus, danses as, la famille universelle de M est expliite, et il existe une méthode permettantd'assoier à haque W -grappe le �bré qui lui est assoié : 'est la onstrution spetrale.L'idée motivant e hapitre est d'appliquer la onstrution spetrale auW+-shéma deHilbert, pour identi�er la famille des �brés paramétrée par lesW+-grappes de A, dans lesas An et Bn. Par omposition du morphisme de Hilbert-Chow W+-Hilb(A) - A=W+ave le quotient A=W+ - A=W , il existe un morphisme naturel de W+-Hilb(A) dansW -Hilb(A) �= M. Le premier objetif est don de savoir si la famille paramétrée parle W+-shéma de Hilbert est le tiré en arrière de la famille universelle de M ou sielle omporte des informations supplémentaires. L'espoir était alors que es éventuellesinformations s'expriment enore en termes d'une orrespondane de MKay.Dans le premier paragraphe, on dé�nit et démontre l'existene dans le théorème 4.1.1d'un shéma omme i-dessous.Soient X et A deux shéma projetifs lisses et N un entier. Il existe un sous-shémaouvert HilbN (A;X) de HilbN (A � X) paramétrant les ouples (Z; g), où Z est uneN -grappe de A et g est un morphisme de Z vers X.On dé�nit alors une onstrution spetrale générale qui permet d'assoier un �bré surX à un point (Z; g) de Hilb(A;X) lorsque X est une ourbe.On suppose par la suite que E est une ourbe elliptique. Soit (Z; g) un point deHilbN (A;E). On assoie une partition �(Z; g) = (k1; : : : ; kr) de N au ouple (Z; g) (voirle paragraphe 4.2.2). On démontre alors le théorème 4.2.2 donnant la forme du �bréassoié à (Z; g) par la onstrution spetrale :Soit (Z; g) un point de HilbN (A;E) tel que Z est une grappe supporté en un pointa 2 A. Soit �(Z; g) = (k1; : : : ; kr) la partition assoiée à (Z; g). Alors le �bré assoiésur E est VZ;g = Ik1 � Ik2 � : : :� Ikr ;où Ik est la k-ième extension non-triviale du �bré trivial sur E.En�n, en utilisant les résultats du hapitre 2, on applique e théorème aux W+-grappes de A dans les as de la dimension trois, A3 et B3. On démontre ainsi par lealul que le W+-shéma de Hilbert paramètre une famille de �brés sur E plus riheque elle paramétrée par W -Hilb(A). En revanhe, la orrespondane entre une grappeet le �bré assoié ne permet pas de séparer les omposantes irrédutibles du diviseurexeptionnel de W+-Hilb(A), don ontrairement à nos attentes, auun phénomène deorrespondane de MKay n'apparaît ii.Chapitre 5 Le dernier hapitre est la version longue d'une note publiée aux omptesrendus de l'aadémie des sienes ([Tér03℄). Il est onsaré à l'étude de la atégoriedérivée G-équivariante d'une variété.Dans le premier paragraphe, on dé�nit la atégorie dérivée G-équivariante des om-



xiiiplexes bornés de G-faiseaux, ainsi que elle des omplexes bornés supérieurement. Onen donne alors une desription dans le théorème 5.1.2 :La atégorie dérivée G-équivariante D�;G(X) est équivalente à la sous-atégorie pleinedes omplexes formés de G-faiseaux ohérents loalement libres sur X.On traite alors les exemples simples où l'ation de G est libre ou triviale sur X.En partiulier, lorsque G agit trivialement sur X, on démontre que la atégorie dérivéeG-équivariante DG(X) admet une déomposition orthogonale indexée par les représen-tations irrédutibles de G. On appelle omposante triviale de DG(X) la sous-atégorieindexée par la représentation triviale dans ette déomposition.Dans le deuxième paragraphe, on propose une version G-équivariante du théorèmede Be��linson (théorème 5.2.1) :Soit Pn = P(V ) et A l'algèbre symétrique ou extérieure sur V . La atégorie dérivéeG-équivariante de Pn est équivalente à la atégorie des omplexes à homotopie près de(A-G)-modules gradués, libres et de type �ni dont les générateurs sont de degrés omprisentre 0 et n.En�n, l'objetif du dernier paragraphe est d'évaluer la distane qui sépare la atégoriedérivée G-équivariante d'une variété X de la atégorie dérivée du quotient X=G. En e�et,le quotient � : X - X=G induit des fonteurs entre les atégories dérivées DG(X) etD(X=G). On dérit exatement l'obstrution à la desente au quotient d'un objet deDG(X). C'est le théorème 5.3.8 :Un omplexe E de G-faiseaux sur X se desend en un omplexe de faiseaux sur lequotient si et seulement si pour tout sous-groupe H de G, la restrition de E au sous-shéma adhérene des points de stabilisateur H est dans la omposante triviale de laatégorie dérivée des H-faiseaux sur e sous-shéma.On démontre alors que le fonteur L�� : D(X=G) - DG(X) est pleinement �dèle, desorte qu'il induit une équivalene de atégories entre D(X=G) et la sous atégorie pleinede DG(X) formée des objets sans obstrution à la desente.En�n, onluons sur l'élargissement éventuel du ontexte, et les possibilités d'applia-tions des résultats de ette thèse.Dans e travail, nous nous limitons à des résolutions de singularités en dimensiontrois. Dans e adre, il est onnu qu'il existe des résolutions répantes, et pour la familletraitée, nous démontrons que la résolution par le shéma de Hilbert équivariant est larésolution la plus naturelle au sens de MKay. La question du devenir de e résultaten dimension supérieure s'impose. D'après le théorème de Bridgeland, King et Reid, leshéma de Hilbert équivariant G-Hilb(X) résout les singularités deX=G si le produit �bréG-Hilb(X)�X=G G-Hilb(X) est de dimension inférieure à dim(X) + 1 ([BKR01℄). Cetteondition n'est pas véri�ée en dimension quatre dès que le morphisme de Hilbert-Chowadmet un diviseur pour �bre au dessus d'un point. Grae à la méthode de déomposi-



xiv INTRODUCTIONtion de l'algèbre oinvariante, le travail fait en dimension trois dans le ontexte loal estenvisageable en dimension quatre, mais il risque d'être fastidieux. Par exemple, dans leas du système de raines A4, l'algèbre oinvariante est de dimension 119, et le groupeW+ = A5 admet 5 représentations irrédutibles. Exhiber la déomposition en représen-tations irrédutibles de ette algèbre est don un problème de théorie de représentationsdes groupes �nis. Une fois e travail aompli, le même type de rédution que dans leas de la dimension trois pourrait permettre de majorer la dimension des �bres. Il fau-drait majorer ette dimension par deux, pour pouvoir appliquer le théorème [BKR01℄, etonlure que le W+-shéma de Hilbert est lisse et résout la singularité de façon répante.Ce résultat n'est absolument pas garanti, puisque l'on sait qu'il existe des singularitésen dimension quatre qui n'admettent pas de résolution répante.Pour e qui est de la résolution par le proessus de Jung, la méthode onsiste àse ramener à la résolution de singularités en dimensions inférieures. Pour appliquer eproessus en dimension quatre, il su�t de savoir résoudre les singularités de la variétédisriminant du revêtement double ; et la qualité de résolution de la variété de dimen-sion quatre dépend de la qualité de la résolution de la variété disriminant, qui est dedimension trois. Si les singularités de elle-i sont obtenues par quotient, (respetivementpar revêtement double), le shéma de Hilbert (respetivement le proessus de Jung endimension trois) les résout, et l'on peut appliquer le proessus. Cependant, la résolutionobtenue n'est généralement pas répante (voir la proposition 2.1.9).Les atégories dérivées oupent depuis quelques années une plae importante en géo-métrie algébrique, que e soit dans le domaine de la résolution des singularités, de lagéométrie birationnelle ou de la symétrie miroir.Dans [BO01℄, Bondal et Orlov démontrent que l'on peut reonstruire une variétéprojetive lisse dont le faiseau anonique (ou antianonique) est ample à partir de saatégorie dérivée. En partiulier, si une variété lisse X a une atégorie dérivée équiva-lente à elle de Pn, alors X est isomorphe à Pn. Ce résultat suggère l'existene d'unedémonstration homologique du théorème de Loojenga, au moins dans les as où le quo-tient E 
 Q(R)=W (R) est lisse. L'idée onsiste à exhiber une famille exeptionnelle deDW (R)(E 
 Q(R)) formée de omplexes sans obstrution à la desente et démontrerqu'elle engendre la atégorie dérivée du quotient, vue omme sous-atégorie pleine de laatégorie dérivée W (R)-équivariante.



Chapitre 1Le G-shéma de HilbertSoit G un groupe �ni et X un shéma quasi-projetif lisse sur C , dans lequel Gagit �dèlement. Dans toute la thèse, on appelle shéma un shéma sur C , noethérien.Le G-shéma de Hilbert de X est l'espae de module des G-grappes de X, à savoir lessous-shémas Z de dimension zéro de X qui sont G-stables et dont l'espae des setionsglobales du faiseau strutural H0(Z;OZ) est isomorphe à la représentation régulièreC [G℄. Ce shéma est un bon andidat à la résolution des singularités du quotient X=G etjoue un r�le important dans la orrespondane de MKay ; omme l'ont mis en valeur lestravaux de Ito et Nakamura ([IN99℄), ou Bridgeland, King et Reid ([BKR01℄). En e�et, ilexiste un morphisme birationnel G-Hilb(X) - X=G, qui est un isomorphisme au-dessusde l'ouvert régulier de X=G (image du lieu de X sur lequel G agit librement). C'est lemorphisme de Hilbert-Chow. Lorsque le G-shéma de Hilbert est lisse, e morphismerésout les singularités de X=G.Dans les premiers paragraphes de e hapitre, on démontre l'existene du G-shémade Hilbert, et plus généralement du shéma HilbPG(X) paramétrisant les sous-shémas G-stables de X, et admettant le polyn�me PG pour aratéristique d'Euler G-équivariante.Dans le inquième paragraphe, on onstruit le morphisme de Hilbert-Chow par uneméthode de linéarisation du déterminant.Dans le sixième paragraphe, on traite l'exemple où G agit loalement omme ungroupe de ré�exions sur X. D'après un théorème de Chevalley et Shephard et Todd, elaorrespond au as où le quotient X=G est lisse ([Bou81℄). On démontre que le morphismede Hilbert-Chow est alors un isomorphisme.1.1 Dé�nitions.Soit X un shéma quasi-projetif lisse sur C et G un groupe �ni.Dé�nition 1.1.1 Supposons que G agisse sur l'espae topologique sous-jaent à X etpour tout g 2 G, notons g le morphisme de X dans lui même induit par l'ation de g.On dit qu'un faiseau sur X est G-linéarisé si il existe une olletion de morphismes de1



2 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERTfaiseaux f'ggg2G, g�F 'g- F telle que'1 = Id et 'fg = 'f Æ f�'g:Un morphisme de faiseaux G-linéarisés est un morphisme de faiseaux qui ommuteà l'ation de G.Dé�nition 1.1.2 On dira que le groupe G agit sur le shéma X (ou que X est un G-shéma) si pour tout g 2 G, il existe un isomorphisme de shémas g : X - X de tellesorte que les morphismes g# : OX - g�OX fournissent une G-linéarisation de OX :f(g#�1)gg2G.Dé�nition 1.1.3 On dira qu'un faiseau G-linéarisé F sur le G-shéma X est un G-faiseau si il est muni d'une G-linéarisation telle que le morphisme OX � F - F estun morphisme de G-faiseaux (pour l'ation diagonale sur OX � F ).On dit qu'un sous shéma fermé Y de X est G-stable si il est dé�ni par un G-faiseaud'idéaux, e qui équivaut à dire que le quotient OY = OX=IY est un G-faiseau.Soit O(1) un faiseau très ample relativement à X. Comme on le démontre lors dela preuve de la proposition 1.2.4, on peut hoisir le plongement de X dans un espaeprojetif de telle sorte que O(1) soit G-linéarisé. Ainsi, pour tout sous-shéma ferméG-stable Y de X, les groupes d'homologie Hi(Y;OY (n)) sont des représentations de G.Si de plus Y est propre, e sont des représentations de dimension �nie.Dé�nition 1.1.4 Soit X un G-shéma quasi-projetif. Soit Y un sous-shéma fermépropre et G-stable de X. On dé�nit la aratéristique d'Euler G-équivariante de Y de lafaçon suivante : �G(Y;OY (n)) =X(�1)i[Hi(Y;OY (n))℄;où [V ℄ désigne la lasse de représentation de V . Ainsi, �G(Y;OY (n)) est un élément del'anneau des représentations de G.Dé�nition 1.1.5 Soit PG un polyn�me à oe�ients dans l'anneau des représentationsde G. On dé�nit le fonteur G�HilbPG(n)X de la façon suivante.G�HilbPG(n)X : Sh �! SetZ �! fY ,! Z �X sous-shéma fermé propreet plat sur Z tel que8s 2 Z; Ys est G-stableet �G(Y;OY (n)) = PG(n):gOn remarque que si P = dim Æ PG, où PG est un polyn�me à oe�ients dans R(G),alors G�HilbPG(n)X est un sous-fonteur du fonteur de Hilbert usuel HilbPX .Fixons désormais PG un polyn�me à oe�ients dans l'anneau des représentationsde G et P = dimÆPG. Le but des premiers paragraphes de ette partie est de démontrerle théorème suivant.



1.2. ACTION DE G SUR HILBP (N)X : 3Théorème 1.1.6 Le fonteur G �HilbPG(n)X est représentable. Son représentant est lasomme de ertaines omposantes onnexes de (HilbPX)G, le sous-shéma des points �xesde HilbPX . On le notera G-HilbPG(n)X .Notons R(G) la représentation régulière de G. On dé�nit le G-shéma de Hilbertd'un G-shéma quasi-projetif X par G-Hilb(X) = HilbR(G)X , où R(G) est le polyn�meonstant égal à la représentation régulière. Dans le paragraphe 1.4, on donne quelquespropriétés de e shéma.Dans le paragraphe 1.5, on onstruit le morphisme de Hilbert-Chow� : HilbnX - Sn(X):On verra que sa restrition au G-shéma de Hilbert G-Hilb(X) fatorise par le quotientX=G.En�n, dans le paragraphe 1.6, on traite l'exemple du W -shéma de Hilbert de A n ,pour W un groupe de ré�exions.1.2 Ation de G sur HilbP (n)X :1.2.1 Ation sur un fonteur de points.On démontre dans e paragraphe qu'il est équivalent de onnaître l'ation d'un groupesur un shéma ou sur son fonteur de points.Si l'ation de G sur X est onnue, alors pour tout shéma V sur C , G agit surHomSh(V;X) de la façon suivante : 8g 2 G; f 2 HomSh(V;X); f � g = g Æ f . Cetteation est fontorielle ar si V '! W est un morphisme de shémas, alors le fonteur depoints appliqué à ' donne HomSh(W;X) '�! HomSh(V;X), qui à f assoie f Æ ', et ona '�(g � f) = (g Æ f) Æ ' = g Æ (f Æ ') = g'�(f).Réiproquement, si on onnaît une ation fontorielle de G sur le fonteur de pointsde X, alors en partiulier on a une ation de G sur le groupe HomSh(X;X), d'où pourtout g 2 G un morphisme de shéma : 'g = g � Id : X ! X. Pour véri�er qu'il s'agitd'une ation de G sur le shéma X, il faut véri�er que f'#�1g est une G linéarisationde OX . Soient don f; g 2 G. on veut démontrer que '#�1hg = '#�1h Æ h�'#�1g . Orhg � IdX = h � (g � IdX) ation sur HomSh(X;X)= h � (IdX Æ g � IdX)= h � IdX Æ g � IdX ar l'ation est fontorielle, don si� : X ! X; alors (g � IdX) Æ � = g � �= 'h Æ 'g:Cette identité au niveau des morphismes de shémas donne bien l'identité de G-linéarisation du faiseau strutural OX .



4 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERT1.2.2 Ation de G sur le fonteur HilbPX .Le groupe G agit naturellement sur le shéma produit Z �X pour tout shéma Z,par ation diagonale, ave l'ation donnée sur X et l'ation triviale sur Z.Ainsi, pour tout shéma Z, on obtient une ation de G sur HilbPX(Z), l'ensembledes sous-shémas fermés Y ,! Z �X plats et propres sur Z tels que 8s 2 Z; Ys est G-stable et �G(Y;OY (n)) = PG(n). En e�et, si Y 2 HilbPX(Z) a pour faiseaux d'idéauxIY , alors l'image g � Y est le sous shéma fermé de Z �X ayant pour faiseau d'idéaux('#g )�1('g�IY ). OZ�X '#g- 'g�OZ�X � 'g�IYAlors 'gjY est un isomorphisme de shémas entre Y et g �Y , de sorte qu'en appliquantle ritère valuatif, on démontre que g � Y est propre :Y
....................

.........9! 7�������*��'g���T PPPPPqg � Y..............9! 3U? - VAAAU ?Par ailleurs, pour tout s 2 Z, (g � Y )s a le même polyn�me de Hilbert que Y'�1g (s),de sorte que g � Y 2 HilbPX(Z).On a bien dé�ni une ation de groupe, ar si h et g sont dans G alors (hg)�Y est dé�nipar l'idéal ('#hg)�1(h�g�IY ) = ('#h )�1h�('#g )�1(h�g�IY ) et l'idéal dé�nissant h � (g � Y )est ('#h )�1((h�Ig�Y ) = ('#h )�1h�('#g )�1(h�g�IY ), d'où (hg) � Y = h � (g � Y ).Démontrons maintenant que ette ation est fontorielle. Soit � : Z1 ! Z2 un mor-phisme de shémas sur C . Montrons que pour tout g 2 G le diagramme suivant estommutatif HilbPX(Z2) 'g- HilbPX(Z2)HilbPX(Z1)�� ? 'g- HilbPX(Z1)�� ?Soit don Y1 2 HilbPX(Z1) et soit g 2 G. Le morphisme �� envoit Y1 sur (�� IdX)�1(Y1).Par dé�nition 'g = IdZ1 � g (respetivement : 'g = IdZ2 � g ), de sorte que la ommu-tativité du diagramme équivaut à l'identité(�� IdX)�1 Æ (IdZ2 � g)(Y1) = (IdZ1 � g) Æ (�� IdX)�1(Y1)qui est laire par dé�nition du produit �bré Z �X.On a ainsi dé�ni une ation de G sur le fonteur de points de HilbPX et don sur leshéma de Hilbert lui-même d'après le paragraphe préédent.



1.2. ACTION DE G SUR HILBP (N)X : 51.2.3 Shéma des points �xes de HilbPX .Dé�nition 1.2.1 Soit X un G-shéma. On dé�nit le sous-shéma des points �xes XG,lorsqu'il existe, par le shéma représentant le fonteurV 7! (HomSh(V;X))G:Ainsi, le sous shéma des points �xes de X est le shéma par lequel se fatorise tous lesmorphismes de shémas G-invariants.Lemme 1.2.2 Si X est a�ne, alors XG existe, et 'est un sous shéma fermé de X.Preuve : On démontre que si X = Spe(A), alors le sous-shéma ferméXG = Spe(A= < ga� a >g2G; a2A)onvient. Soit V un shéma. Alors HomSh(V;X) �= (HomAnn(A;�(V;OV )), de sorte queHomSh(V;X)G �= (HomAnn(A;�(V;OV ))G. Or' 2 (HomAnn(A;�(V;OV ))G () ' est onstant sur les orbites del'ation de G sur A() ' fatorise par le quotientA= < ga� a >g2G; a2A : �Dé�nition 1.2.3 On dit qu'un G-shéma X est G-admissible si on peut le reouvrird'ouverts a�nes stables par G.Proposition 1.2.4 Soit X un G-shéma quasi-projetif. Alors il est G-admissible et XGexiste.Preuve : Il existe un faiseau L très ample. A priori, L n'est pas un G-faiseau. Posonsdon M = 
g2Gg�L. Alors M est ample et il est G-linéarisé par dé�nition. Or toutfaiseau ample a une puissane très ample, d'où l'existene d'un G-faiseau très ample.Notons le enore M. Soit V un sous-espae vetoriel de dimension �nie de �(X;M) telqu'il existe une immersion X � - P(V �). Quitte à remplaer V par Pg2G V , on aainsi onstruit une immersion G-équivariante de X dans un G-shéma projetif P(V �).Il su�t don de voir que pour toute représentation V de G, P(V ) est G-admissible.Supposons que V est de dimension n ave pour système de oordonnées x1; � � � xn. Ilalors su�t de démontrer que pour tout x 2 V , il existe un polyn�me G-invariant f 2k[x1; � � � ; xn℄G qui ne s'annule pas en x. (Ainsi, x appartient à l'ouvert G-stable D(f)).Soit x 2 V et soit P un polyn�me ne s'annulant pas en x. Étant donné que k[x1; � � � ; xn℄est de type �ni sur k[x1; � � � ; xn℄G ([Bou81, théorème 2.6.2℄), la déomposition de P selonune base de k[x1; � � � ; xn℄ sur k[x1; � � � ; xn℄G fournit au moins un polyn�me G-invariantne s'annulant pas en x. Ainsi, on peut dé�nir XG loalement grâe au lemme 1.2.2, etle aratère fontoriel de la dé�nition assure que les reollements sont possibles. �



6 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERT1.3 Démonstration du théorème d'existene1.3.1 Dé�nition de G�HilbPGXLa dé�nition du shéma G�HilbPGX s'appuie sur la version équivariante suivante d'unlemme de Mumford ([Mum74, p.50℄).Lemme 1.3.1 Soit � : X ! S un morphisme propre et plat de shémas. Soit G ungroupe �ni d'automorphismes de X sur S et F un G-faiseau loalement libre de rang�ni sur X. Alors si S est onnexe, �G(Xs; Fs) est onstante dans R(G).Supposons e lemme aquis. On va l'appliquer au shéma (HilbPX)G, sous-shéma despoints �xes du shéma de Hilbert assoié au polyn�me P .Notons F la famille universelle de sous-shémas de X de polyn�me de Hilbert P .On a don F est un sous-shéma fermé de HilbPX � X, propre et plat sur HilbPX . Larestrition au sous shéma des points �xes (HilbPX)G orrespond à un hangement debase, de telle sorte que i�(F ) est propre et plat sur (HilbPX)G.i�(F ) �- (HilbPX)G �X - HilbPX �X � � F���R 	���(HilbPX)G? � i - HilbPX?Soit I le faiseau d'idéaux de i�(F ) dans (HilbPX)G � X. Pour pouvoir appliquerle lemme, il su�t de démontrer que I est G-stable. C'est équivalent à démontrer quei�(F ) est G-stable, et omme l'ation de G sur (HilbPX)G est triviale, ela revient enoreà démontrer que pour tout s 2 (HilbPX)G, i�(F )s ,! X est G-stable. Or la donnée d'unpoint d'un shéma orrespond à la donnée d'un morphisme d'un orps vers e shéma,d'image le point. Soit don k un orps. Alors s est l'image d'un morphisme appartenant àHomSh(Spe(k); (HilbPX)G) = HomSh(Spe(k);HilbPX)G, par dé�nition du shéma despoints �xes. Or un point du shéma de Hilbert orrespond, via la famille universelle F àun sous-shéma de X. Et un point G-invariant omme s (dans le sens où il est donné parun morphisme G-invariant) donne un sous-shémaFs deX qui est G-stable. Maintenant,i�(F )s = Fi�1(s) = Fs ar i est une immersion, de sorte que le raisonnement i-dessusnous donne bien : i�(F )s ,! X est G-stable.On peut alors appliquer le lemme, qui dit qu'au-dessus d'une omposante onnexe Sde (HilbPX)G, le G-polyn�me de Hilbert �G(OFs(n)) de la �bre de la famille universelleest onstant. Notons alors G-HilbPGX la réunion des omposantes onnexes de (HilbPX)Gau-dessus desquelles le polyn�me de Hilbert G-équivariant est PG, et notons Z le produit�bré F �(HilbPX)G G-HilbPGX . Nous allons démontrer que le ouple (G-HilbPGX ;Z ) est unesolution au problème universel du G-shéma de Hilbert posé dans le théorème 1.1.6.Soit don Z un shéma et Y un sous shéma fermé de Z �X, propre et plat sur Ztel que 8s 2 Z, Ys est G-stable et admet PG pour polyn�me de Hilbert G-équivariant.



1.3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME D'EXISTENCE 7D'après la propriété universelle du shéma de Hilbert HilbPX , il existe un uniquemorphisme de shéma f tel que Y = f�(F ).f�(F ) = Y �- Z �X - HilbPX �X � � F���R 	���Z?� f - HilbPX?Il s'agit de démontrer que f est à but dans G-HilbPGX . Or 8s 2 Z, Ys est G-stable,don f(s) 2 (HilbPX)G, et son polyn�me de Hilbert G-équivariant est PG, don f(s) 2G-HilbPGX . On a don un unique morphisme f : Z ! G-HilbPGX telle que Y = f�(Z ): Ona bien démontré que G�HilbPG est représentable ; son représentant est G-HilbPGX et lafamille universelle est Z . �1.3.2 Démonstration du lemme 1.3.1Le théorème suivant est la version équivariante d'un théorème de Mumford ([Mum74,p.46℄).Théorème 1.3.2 Soit � : X ! S = Spe(A) un morphisme propre de shémas, ave Xprojetif de dimension n et A noethérien. Soit G un groupe �ni d'automorphismes de Xsur S. Soit F un G-faiseau ohérent sur X, plat sur S. Alors il existe un omplexe �niK� = 0 - K0 - K1 � � � - Kn - 0de (A-G)-modules projetifs de type �ni tels que les deux fonteurs de la atégorie desA-algèbres dans la atégorie des représentations de G suivantsB - Hp(X �S Spe(B); F 
A B)B - Hp(K� 
A B)sont isomorphes.Preuve : Soit U un reouvrement d'ouverts a�nes G-stables de X et C� le omplexede �eh de F assoié à e reouvrement. Le G-faiseau F étant supposé plat sur S, leomplexe de �eh C� est formé de (A-G)-modules A-plats. Pour toute A-algèbre B (surlaquelle G agit trivialement), le reouvrement a�ne U�SSpe(B) = fUi�SSpe(B)g deX�SSpe(B) est G-stable et F
AB est un G-faiseau quasi-ohérent sur X�SSpe(B),de sorte que C� 
A B est un omplexe de �eh adapté pour aluler la ohomologie deF 
A B.On démontre qu'il existe un omplexe �ni K� de modules plats de types �nis sur Aquasi-isomorphe à C�. Comme A est noethérien, es modules plats sont projetifs. Ononstruit K� par réurrene desendante.Hypothèse de réurrene au rang m : Il existe un diagrammeKm �mK- Km+1 �m+1K- Km+2 -Cm �mC- Cm+1�m+1 ? �m+1C - Cm+2�m+2 ? -



8 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERToù les modulesKi sont onstruits pour tout i > m et véri�ent 8i � m+1; �i : Ki - Ciest un morphisme de (G-A)-modules tel que1. �iC Æ �i = �i+1 Æ �iK ,2. �i+1K Æ �iK = 0,3. les �i induisent des isomorphismes en ohomologie pour tout p � m + 2 et unesurjetion ker �m+1K - (Hm+1C�),4. les Ki sont A-libres de type �ni pour tout i � m+ 1.Pour initialiser la réurrene, on pose Kp = 0 pour tout p > n. Alors au rang m = n,les hypothèses i-dessus sont véri�ées, puisque Hm(F ) = 0 pour tout m > n = dim(X).Supposons maintenant que les hypothèses sont véri�ées au rang m et onstruisons(Km; �m; �mK ). D'après le point 3, �m+1 induit une surjetion de ker �m+1K sur Hm+1(C�).Notons Bm+1 le noyau de ette surjetion. Alors Bm+1 est un sous-(A-G)-module deKm+1 et il est noethérien ar de type �ni sur A noethérien. Comme l'ation de G surA est triviale, on peut prolonger l'ation de G sur Bm+1 en une ation de G sur Lm, lemodule libre engendré par les générateurs de Bm+1. On a ainsi une surjetion de (A-G)-modules Lm �- Bm+1. Par ailleurs, Hm(C�) est également un A-module de type �niar F est ohérent sur X qui est propre sur A. On peut don onstruire L0m - Hm(C�)une surjetion d'un (A-G)-module libre de A sur Hm(C�).Puis, Hm(C�) étant un (A-G)-module quotient de (A-G)-morphismes, on peut re-monter la surjetion en un (A-G)-morphisme �0 : L0m - Cm. Posons Km = Lm�L0m,puis �mK : ( Km - Km+1(x; x0) - �(x) et �m : ( Km - Cm(x; x0) - �(x) + �0(x0)où � est dé�ni omme suit. Lm �- Bm+1 � Km+1 �m+1K- � � �- Cm� ? �mC - Cm+1�m+1 ? �m+1C -Pour tout x dans Lm, �(x) 2 ker(�m+1j ker(�m+1K )), don �m+1 Æ �(Lm) � �mC (Cm), desorte qu'il existe � : Lm - Cm tel que �mC Æ � = �m+1 Æ �.Le morphisme �m est ainsi bien dé�ni et on a �mC Æ �m = �m+1 Æ �mC et lairement�m+1K Æ �mK = 0. Par onstrution, Hm+1(K�) - Hm+1(C�) est un isomorphisme, et �minduit une surjetion ��0 de L0m = ker(�mK ) sur Hm(C�). De plus, Lm et L0m étant libresde type �ni, Km l'est aussi.Au rang 0, les modules Ki sont onstruits pour 0 � i � n. Changeons K0 enK0=(ker(�0K \ ker(�0))) de sorte qu'en posant K�1 = 0 on aitH0(K�) = ker(�0K)=(ker(�0K) \ ker(�0)) �= H0(C�):



1.3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME D'EXISTENCE 9Alors K0 est de type �ni, mais il n'est plus néessairement libre.Démontrons que K0 est plat.Notons C0� le omplexe (C[1℄;��C ). Soit P� le �ne de � : P p = Kp � Cp�1, �pP =(�pK ; �p � �pC). Alors la suite0 - C0� - P� - K� - 0est exate et dans la suite longue induite en ohomologie, le morphisme de onnexion estégal au morphisme induit par � en ohomologie. On a démontré qu'il s'agit d'isomor-phismes. Ainsi, pour tout p, Hp(P�) = 0, 'est à dire P� est un omplexe exat. Or pourtout i � 1, P i est plat par onstrution. L'exatitude de P� implique que P 0 = K0 estplat. Comme A est supposé noethérien, et que K0 est de type �ni, il est don projetif.On a ainsi onstruit un omplexe K� de (A-G)-modules projetifs quasi-isomorphe àC�. Pour toute A-algèbre B, on a don ([Mum74℄)Hp(K� 
A B) �= Hp(C� 
A B): �Fin de la démonstration du lemme : Pour tout y 2 S, on noteXy = X�SSpe(k(y))et Fy = F
k(y). Il s'agit de démontrer queP(�1)i[Hi(Xy; Fy)℄ est loalement onstantedans l'anneau R(G). En appliquant le théorème préédent à F , on obtient un omplexeK� tel que [Hi(Xy; Fy)℄ = [ker(�pK� 
 k(y))℄� [im(�p�1K� 
 k(y))℄. Puis, omme0 - ker(�p 
 k(y))℄ - [Kp 
 k(y)℄ - [im(�p 
 k(y))℄ - 0;on a par additivité [ker(�p 
 k(y))℄ = [Kp 
 k(y)℄ � [im(�p 
 k(y))℄, d'où en sommantsur Z X(�1)p[Hp(Xy; Fy)℄ =X(�1)p[Kp 
 k(y)℄:On est don ramené à démontrer que P(�1)p[Kp 
 k(y)℄ est loalement onstant poury 2 S. Comme les onlusions sont loales, on peut supposer que S = Spe(A) esta�ne. Chaque Kp est une représentation linéaire de G que l'on peut déomposer selonles représentations irrédutibles Kp = ��2Irr(G)V� 
A Kp� , où Kp� = HomA(V�;Kp) estprojetif (ar fateur diret d'un libre). On obtient�G(Xy; Fy) =X(�1)i dim(Ki� 
 k(y))[V�℄;de sorte que le lemme 1.3.1 déoule du lemme suivant. �Lemme 1.3.3 Un module projetif K sur A est de rang loalement onstant.Preuve : Soit p un idéal premier de A. Alors Kp est libre sur Ap. Soit e1; : : : er une base.On va démontrer qu'au voisinage de p, le rang de K est r. Le module K étant de type�ni, il a lui même un système générateur !1; : : : !s. Pour tout j 2 f1; : : : ; sg, il existegj 62 p tel que gj!j = P�j;iei. Posons f = �sj=1gj et dé�nissons ' : Arf - Kf par'(ai) = P ai eif . Alors ' est surjetif, et par hypothèse, ker(')p = 0. Don d'après lelemme de Nakayama, ker(') = 0 au voisinage de p, de sorte que ' est un isomorphismesur un voisinage de p. �



10 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERT1.4 Le G-shéma de HilbertDé�nition 1.4.1 Le G-shéma de Hilbert de X est le shéma G-Hilb(X) préédemmentnoté G-HilbR(G)X , où R(G) est le polyn�me onstant égal à la représentation régulière deG. Un point du G-shéma de Hilbert est un sous-shéma Z de X de dimension 0, etde faiseau strutural OZ tel que H0(Z;OZ ) est isomorphe à R(G). On appelle un telsous-shéma de X une G-grappe.Lemme 1.4.2 Soit Z une G-grappe de X. Alors le support de Z est une orbite de Xsous G.Preuve : Pour Z 2 G�Hilb(X), omme Z est invariant sous l'ation de G, son supportonsiste en une union de G-orbites. Par ailleurs G agit trivialement sur le sous espaevetoriel de H0(Z;OZ) formé des fontions onstantes sur haque orbite. Or en tantque G-module, H0(Z;OZ) est la représentation régulière. Elle ne ontient don qu'uneseule opie de la représentation triviale, e qui implique que le support d'une G-grappeZ 2 G�Hilb(X) est réduit à une unique orbite de X sous l'ation de G. �Proposition 1.4.3 Soit U � X un ouvert G-stable. Alors le G-shéma de HilbertG-Hilb(U) est un ouvert de G-Hilb(X).Preuve : On sait que le shéma de Hilbert de n points d'un fermé de X est un fermé dushéma de Hilbert Hilbn(X) ([Ser86℄). Ainsi, G-Hilb(X nU) est un fermé de G-Hilb(X).Or par G-stabilité de U ,G-Hilb(X) = G-Hilb(X n U) tG-Hilb(U): �Proposition 1.4.4 Si X est un produit X = X1 �X2, tel que G agit trivialement surX2, alors G-Hilb(X) ' G-Hilb(X1)�X2.Preuve : On va démontrer que les fonteurs de points sont isomorphes. Soit S unshéma, et Z un S-point de G-Hilb(X1)�X2. Alors Z 2 Hom(S;G-Hilb(X1)�X2) quipar dé�nition est G�HilbX1(S)�Hom(S;X2), de sorte que Z est un oupleZ = �Z � i- S �X1; S f- X2� :Considérons l'appliation Z � i0- S �X1 �X2 qui à z 2 Z assoie (i(z); f Æ p1(i(z))). Ils'agit d'un S-point de G�Hilb(X). En e�et, pour tout s 2 S, la �bre Z 0s = Zs � ff(s)gest une G-grappe de X. On a don dé�ni une appliation de G�HilbX1(S)�Hom(S;X2)dans G�HilbX(S):Réiproquement, si Z � i- S �X est un S-point de G�Hilb(X), alors on onsidèreZ � i- S �X1 �X2 p2- S �X2�����q R 	�����q2S?



1.4. LE G-SCHÉMA DE HILBERT 11Soit s 2 S et (x1; x2) 2 Supp(Zs) alors la oordonnée x2 est indépendante du point dusupport hoisi, ar Supp(Zs) est une orbite de G dans X et X2 est invariant sous G. Onveut dé�nir un morphisme tel que l'appliation sous-jaente envoie s sur x2. Raisonnonsloalement. Soit Spe(R) � S un ouvert a�ne. Alors q�1(Spe(R)) = Spe(B), où Best une R-algèbre �nie. Soit � l'image shématique de p2 Æ i et A la R algèbre telle queq�12 (Spe(R)) \ � = Spe(A). Étant donné que G agit trivialement sur X2, A est uneR-algèbre ave ation triviale de G. Ainsi, le morphisme (p2 Æ i)#A - B est à butdans BG. Or, pour tout idéal premier p de R, Bp=mp est la représentation régulière deG sur C . Ainsi, la omposante isotypique de B relative à la représentation régulière estde dimension 1. En partiulier, BG = R. On a don le diagramme suivant.B � R �(p2Æi)# � AI����� Rq#2[6On en déduit que q2 est un isomorphisme loal entre l'image shématique de Z et S. Enpartiulier il existe un morphisme de shémas S f- X2 tel que (IS ; f) est une setionde la restrition de q2 à l'image shématique de p2 Æ i. De plus, dans le arré artésiensuivant, l'isomorphisme p2 Æ i(Z) �= S implique que p1 Æ i est une immersion fermée.S �X1 q1 - S�����p1Æi �Z � i- S �X1 �X2p1 6 p2- S �X2q2 6L'appliation G�HilbX(S) - G�HilbX1(S)�Hom(S;X2) dé�nie par�Z � i- S �X1 �X2� 7�! �Z � iÆp1- S �X1; S f- X2�est la réiproque de la préédente, d'où l'isomorphisme des fonteurs de points. �Remarque : Le lemme 1.4.4 est utile pour obtenir des résolutions loalement produit :supposons que X = X1 �X2, où G agit trivialement sur la omposante X1, et qu'il estonnu que le G-shéma de Hilbert résout les singularités de X2. Alors G-Hilb(X1)�X2est une résolution loalement produit de X (voir [Joy00℄).Dé�nition 1.4.5 Soit G un groupe �ni et H un sous-groupe de G agissant sur unshéma Y . Considérons le shéma produit P = G � Y . Alors H agit naturellementsur P par h(g; y) = (gh�1; hy). On peut dé�nir le G-shéma induit par Y omme étantle quotient de P par H. IndHG (Y ) = (G� Y )=H.Proposition 1.4.6 Supposons que H est un sous-groupe de G agissant sur un sous-shéma Y de X de telle sorte que X = IndHG (Y ). Alors G-Hilb(X) ' H-Hilb(Y ).



12 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERTPreuve : Ii enore, on va démontrer l'isomorphisme des fonteurs de points. Soit S unshéma et Z un S-point de H-Hilb(Y ). Posons Z 0 = IndHG (Z). Alors pour tout s 2 S,Z 0s = IndHG (Zs), et omme le support de Zs est une H-orbite, elui de Z 0s est une G-orbite.Puis, OZ0s = OIndHG (Zs) = �g2G=Hg�OZsde sorte que la représentation H0(Z 0;OZ0s) de G est la représentation induite de lareprésentation H0(Z;OZs) = R(H) de H. On obtient bien la représentation régulière deG et on a ainsi dé�ni une appliation de H �HilbY vers G�HilbX .Réiproquement, soit Z un S-point de G-Hilb(X). On dé�nit Z 0 = Z \ (S�Y ). Soits 2 S. Comme Y est stable par H, H0(Z 0; Z 0s) est une représentation de H, et ommeX = IndHG (Y ), la représentation H0(Zs;OZs) est la représentation induite de H à Gde H0(Z 0; Z 0s). Ainsi, pour tout s 2 S, Z 0s est une H-grappe, de sorte que Z 0 est unS-point de H-Hilb(Y ) et on a dé�ni une appliation réiproque à la préédente, don lesfonteurs de points de G-Hilb(X) et H-Hilb(Y ) sont isomorphes. �1.5 Constrution du morphisme de Hilbert-ChowDans e paragraphe, on utilise la méthode de linéarisation du déterminant pouronstruire le morphisme de Hilbert-Chow � : HilbN (X) - Sn(X). Le résultat de li-néarisation du déterminant est largement inspiré de Iversen ([Ive70℄). L'appliation à laonstrution du morphisme de Hilbert-Chow semble en revanhe inédite.1.5.1 Linéarisation du déterminantProposition 1.5.1 Soit A un anneau ommutatif et n un entier. Il existe un uniquemorphisme d'anneaux ldet : (Mn(A)
n)Sn - Atel que ldet(a
 : : :
 a) = det(a).Preuve : On note er;s la matrie élémentaire nulle partout sauf en ligne r et olonnes. Comme Mn(A) = �1�r;s�ner;sA, le produit tensoriel Mn(A)
n est engendré par leser1;s1 
 : : :
 ern;sn , pour 1 � ri; si � n.Soient f et g des éléments de Tn (ensemble des appliations de N dans lui même).Notons Ef;g = ef(1);g(1)
: : :
ef(n);g(n). AlorsMn(A)
n = �(f;g)2T 2nEf;gA. Le groupe sy-métrique Sn agit naturellement surMn(A)
n via son ation sur T 2n : � �Ef;g = E��(f;g) =Ef��1;g��1 .Lemme 1.5.2 L'algèbre des invariants est donnée par(Mn(A)
n)Sn = �(f;g)2T 2n=Sn�Ef;gA;où �Ef;g =P(f 0;g0)�(f;g)modSn Ef 0;g0 .Pour toute appliation f 2 Tn on dé�nit "(f) omme étant égale à la signature de fsi f 2 Sn et nulle sinon.



1.5. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE HILBERT-CHOW 13Lemme 1.5.3 Posons ldet(�Ef;g) = "(f)"(g). Cette formule dé�nit ldet omme mor-phisme d'anneaux de (Mn(A)
n)Sn dans A.Preuve : Il su�t de démontrerldet(�Ef;g�Eh;k) = "(f)"(g)"(h)"(k) = ldet(�Ef;g)ldet(�Eh;k):Soient f; g; h; k 2 Tn. Remarquons que Ef;gEh;k = Æg;hEf;k, où Æg;h = �ni=1g(i)h(i).Ainsi, �Ef;g�Eh;k = X(f 0;g0)2Sn(f;g) X(h0;k0)2Sn(h;k) Æg0;h0Ef 0;k0 :Cette somme étant dans (Mn(A)
n)Sn , 'est lairement une ombinaison linéaire de�Ef;�k, pour � 2 Sn, de sorte que le déterminant linéarisé de �Ef;g�Eh;k est nul dèsque f ou k n'est pas bijetive. Dans e as, on a bien l'identité herhée.Supposons maintenant que f et k sont bijetives. Alors l'orbite de (f; g) est libre,ainsi que elle de (h; k). On a don�Ef;g�Eh;k = X�2Sn;�2Sn Æg��1;h��1Ef��1;k��1 :Or Æg��1;h��1 = Æg;h��1�, don en posant � 0 = ��1� , on a�Ef;g�Eh;k = X�2Sn X� 02Sn Æg;h� 0�1Ef��1;k� 0�1��1 = X�2Sn Æg;h��1�Ef;k��1 :Comme la signature est multipliative, �Ef;k��1 = "(f)"(k)"(�), et il reste à démon-trer que P�2Snjg�=h "(�) = "(g)"(h). Si g et h ne sont pas dans la même orbite moduloSn, alors g ou h n'est pas inversible, et l'égalité est véri�ée. Si il existe �0 tel que g�0 = h,alors on herhe la somme S = Pg�0=g� "(�). Si g est inversible, h également et ettesomme est réduite à un élément : on a S = "(�0) = "(g)"(h). Sinon, �xons i et j ayant lamême image par g. Alors la permutation (ij) éhange les permutations paires et impairesvéri�ant g� = h. La somme S est don nulle et l'égalité est enore véri�ée. �Reste à voir que pour tout a 2 Mn(A), on a ldet(a 
 : : : 
 a) = det(a). Soit a =P ai;jei;j la déomposition de a dans la base anonique de Mn(A). Alors a
 a : : :
 a =P ai1;j1 : : : ain;jnei1;j1 
 : : : 
 ein;jn. Notons af;g = �ni=1af(i);g(i). Pour tout � 2 Sn,a��(f;g) = af;g, de sorte que l'on a a 
 a : : : 
 a = P(f;g)2T 2n=Sn af;g�Ef;g, et ldet(a 
a : : :
a) =P(f;g)2T 2n=Sn af;g"(f)"(g). Les fateurs tels que f et g ne sont pas inversiblesétant nuls, on obtientldet(a
 a : : : 
 a) = Xg2Sn a1;g"(g) = Xg2Sn "(g)�ni=1ai;g(i) = det(a):En�n, l'uniité provient de la multilinéarité du produit tensoriel. Soient ldet et ldet0 vé-ri�ant les propriétés requises. Notons  = ldet� ldet0. Soit a = a1
 : : :
an 2Mn(A)(n)A .Alors en développant  (Pni=1 aiti
 : : :
Pni=1 aiti) = 0, on obtient un polyn�me homo-gène de degré n en t1; : : : ; tn dont le oe�ient du mon�me �ni=1ti est n! (a). Ainsi,  est nul, d'où l'uniité de la linéarisation du déterminant. �



14 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERTRemarque : : on démontre failement que si A est de aratéristique nulle, la formulesuivante dé�nit le déterminant linéarisé :ldet(a1 
 a2 : : :
 an) = 1=n!P�2Sn det(a�1(1); :::a�n (n))= 1=n!P�2Sn "(�) det(a1(�1); :::an(�n));où aj(i) est la i-ième olonne de aj .1.5.2 Appliation géométriqueSoit A un anneau ommutatif et B une A-algèbre libre de dimension n. L'identi-�ation anonique EndA(B) ' Mn(A) induit un morphisme d'anneaux EndA(B)(n) =(EndA(B)
n)Sn ldet- A: Si l'on ompose ave le morphisme induit par le morphismenaturel b! hb de B dans EndA(B), on obtient le orollaire suivant.Proposition 1.5.4 Il existe un morphisme d'anneaux B(n)A lNm- A dit norme linéarisée,tel que pour tout b 2 B, lNm(b
 : : : 
 b) = det(hb).La dé�nition de la norme linéarisée est indépendante de la base hoisie pour B. Ene�et, soit ' un hangement de bases. Pour tout f 2 EndA(B)(n), on a ldet('f'�1) =ldet(f), par uniité de la linéarisation du déterminant. �Lemme 1.5.5 Si B est un produit d'algèbres B = B1 � B2 ave dim(B1) = n1 etdim(B2) = n2, alors B(n)A = �p+q=nB(p)1 
 B(q)2 et lNm fatorise par la projetion surB(n1)1 
B(n2)2 : B(n)A lNm - A���RB(n1)1 
B(n2)2lNm1
lNm26Preuve : Si B = B1 �B2, alors B
n = �p+q=nB
p1 
 B
q2 et il est lair que lorsqu'onprend les invariants sous l'ation de Sn, on obtient B(n) = �p+q=nB(p)1 
B(q)2 .Pour démontrer que le morphisme lNm : B(n) - k fatorise par le produit lNm1
lNm2 : B(n1)1 
B(n2)2 - k, utilisons la formule du déterminant linéarisé.Soit b = b1
 : : :
bp
b01
 : : :
b0q 2 B(
p)1 
B(
q)2 . Soit (e1; : : : en1) une base de B1 et(en1+1; : : : ; en) une base de B2. Alors ((e1; 1); : : : (en1 ; 1); (1; en1+1); : : : ; (1; en)) est unek-base de B. Notons hbi la matrie représentant l'appliation multipliation par bi dansette base. AlorslNm(b) = 1n! X�2Sn "(�) det0� olonne�(1)de hb1 ; : : : ; olonne�(p)de hbp ; olonne�(p+ 1)de hb01 ; : : : ; olonne�(n)de hb0q 1AOr si bi 2 B1, la matrie hbi est une matrie par blo de la forme � � 00 0 �, et si b0j 2 B2,alors hb0j = � 0 00 � �, de sorte que si p 6= n1 et q 6= n2, haun des termes de la somme



1.5. CONSTRUCTION DU MORPHISME DE HILBERT-CHOW 15est nul. Par ailleurs, si p = n1 et q = n2, alors la norme linéarisée de b estlNm(b) = 1n! X�12Sn1 ;�22Sn2 "(�) det0� olonne�1(1)de hb1 ; : : : ; olonne�1(n1)de hbn1 ; olonne�2(1)de hb01 ; : : : ; olonne�2(n2)de hb0n2 1A= 1n! X�12Sn1 ;�22Sn2 "(�1) det0� olonne�1(1)de hb1 ; : : : ; olonne�1(n1)de hbn1 1A�"(�2) det0� olonne�2(1)de hb01 ; : : : ; olonne�2(n2)de hb0n2 1AFinalement, on obtientlNm(b) = n1!n2!n! lNm(b1 
 : : : 
 bn1) lNm(b01 
 : : :
 b0n2): �Soit Z - H un morphisme �ni de rang n. La onstrution loale i-avant étantfontorielle, on peut reoller les morphismes dé�nis sur des ouverts a�nes et on obtient unmorphisme H - (Z �H : : :�H Z )=Sn, setion du morphisme naturel de SnH(Z ) =(Z �H : : :�HZ )=Sn dans H. Ave H = Hilbn(X) et Z la famille universelle, on obtientle résultat suivant.Théorème 1.5.6 Il existe un morphisme � : Hilbn(X) - Sn(X) projetif, dit mor-phisme de Hilbert-Chow qui à un point h 2 HilbN (X) orrespondant au sous-shéma Zde X assoie son support ave multipliitéZ 7! Xx2jZjprof(Zx)x:De plus, le morphisme de Hilbert-Chow est un isomorphisme au dessus de l'ouvert om-plémentaire à la grosse diagonale de Sn(X).Preuve : Ave la onstrution i-avant, omme Z � - X �Hilbn(X), on obtient � paromposition� : Hilbn(X) - SnHilbn(X)(Z ) �- Sn(X)�Hilbn(X) - Sn(X)Remarquons que � est la omposé d'un morphisme �ni et de la première projetionde Sn(X)�Hilbn(X) sur Sn(X). Le shéma de Hilbert étant projetif, es morphismesle sont également don � est projetif.Soit h 2 Hilbn(X). Pour montrer que �(h) est le yle dé�ni par le support de Zhave multipliité, on va faire une réurrene sur le ardinal de e support.Supposons que Supp(Zh) est réduit à un point x 2 X. Par dé�nition � fatorise parSnHilbn(X)(Z ). Remarquons que la norme linéarisée est une setion du morphisme naturel



16 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERTSnHilbn(X)(Z ) p- Hilbn(X). Comme Zh est de support réduit à un point x, la �bre de pau-dessus de h est l'image du n-uplet (x; : : : ; x) lors du quotientZh �Hilbn(X) : : :�Hilbn(X) Zh - SnHilbn(X)(Zh):Ainsi, �(h) = nx = Xx2jZhjprof(Zhx)x:Supposons maintenant que le résultat est démontré pour tout h tel que Supp(Zh)a un support de ardinal inférieur à k, et soit h 2 Hilbn(X) un point orrespondantà une grappe de support de ardinal k. Notons Zh = Z = Z1 t Z2, où Z1 et Z2 sontdisjoints. Au voisinage de h, le support de Zh est de ardinal k, et il existe un ouverta�ne U = Spe(A) de Hilbn(X) tel queZ jU = Spe(B1 �B2);où B1 et B2 sont des A-algèbres de types �nis. D'après le lemme 1.5.5, La restrition à Udu morphisme � fatorise par Sn(Spe(B1))[Sn(Spe(B2)). En appliquant l'hypothèsede réurrene à �1 et �2, on obtient le résultat voulu.Soit U l'ouvert de Hilbn(X) réiproque de Sn(X)r�, où � est la diagonale épaissie.Soit h 2 U . Alors le support de Zh est de ardinal n : Supp(Zh) = fx1; : : : xng ; et la �bredu morphisme Z �Hilbn(X) : : :�Hilbn(X) Z - Hilbn(X) au-dessus de h est l'orbite de(x1; : : : xn) sous l'ation de Sn. En partiulier, elle est de ardinal n. Soit Uh = Spe(A)un voisinage ouvert a�ne de h et p � A l'idéal premier orrespondant au point h.Soit B l'algèbre �nie sur A telle que Z jUh = Spe(B). Alors il existe un morphismesurjetif Am - B. Soit C son noyau. D'après l'hypothèse, la loalisation en p donneBp=mp = (Ap=mp)n, de sorte que m = n et Cp=mP = 0. D'après le lemme de Nakayama,il existe un ouvert a�ne A(f) tel que B(f) = An(f).Supposons maintenant que Uh est hoisi assez petit pour que B = An. D'après lelemme 1.5.5, la norme linéarisée fatorise par le produit tensoriel A
n = A :(A� : : : �A)(n) lNm - A���R A
 : : :
AlNm1
:::
lNm26Or si B = A, la norme linéarisée A lNm- A est l'identité, de sorte que B(n)A lNm- A estl'identité.On a démontré que � est un isomorphisme au voisinage de haque point de l'ouvert Uomplémentaire à la grosse diagonale. Comme il est bijetif sur et ouvert, la restrition�U est un isomorphisme entre U et Sn(X)r�.



1.6. CAS DES GROUPES ENGENDRÉ PAR DES RÉFLEXIONS 171.5.3 Le morphisme de Hilbert-Chow G-équivariantSoit Z � G-Hilb(X)�X la famille universelle du G-shéma de Hilbert. Considéronsle quotient Z - Z=G � G-Hilb(X)�X=G. Chaque G-grappe Z est envoyée sur unpoint de longueur un dans X=G, ar l'algèbre des invariants de la représentation régulièreest de dimension un. On dé�nit ainsi un morphismeG-Hilb(X) �- X=G:Dé�nition 1.5.7 � est le morphisme de Hilbert-Chow G-équivariant.Proposition 1.5.8 Le morphisme de Hilbert-Chow G-équivariant est en ensembliste-ment la restrition du morphisme de Hilbert-Chow au shéma G-Hilb(X).Preuve : Pour Z 2 G-Hilb(X), on a vu que le support de Z est une orbite de Xsous l'ation de G (lemme 1.4.2). Ainsi, la restrition du morphisme de Hilbert-Chowà G-Hilb(X) envoit une grappe Z dont le support ontient x sur Py2Gx#(Gx)[y℄ =Pg2G[gx℄ 2 Sn(X)G. Or l'image du morphisme X �- Sn(X) envoyant x surPg2G[gx℄est une omposante irrédutible du shéma des points �xes Sn(X)G de la variété de ChowSn(X) qui est en bijetion ave X=G. �Au-dessus de l'ouvert dense de X=G image par � de l'ensemble des points de stabi-lisateur trivial, et ontenu dans l'ouvert des points réguliers de X=G, le morphisme deHilbert-Chow est un isomorphisme. Ainsi, si G-Hilb(X) est lisse, onnexe et de dimen-sion égale à elle de X, alors � : G-Hilb(X) - X=G est une résolution des singularitésde X.1.6 Cas des groupes engendré par des ré�exions. Variationsautour du théorème de Chevalley1.6.1 NotationsDé�nition 1.6.1 Soit V un espae vetoriel omplexe de dimension �nie. On appelleré�exion de V tout automorphisme linéaire g d'ordre �ni tel que 1� g soit de rang 1. Ungroupe de ré�exions de V est un groupe �ni engendré par des ré�exions de V .Par exemple, si R est un système de raines réel et Q le réseau engendré par R, le groupede Weyl W (R) est un groupe de ré�exions sur Q
C . Notons S = C [x1 ; : : : ; xn℄ l'algèbresymétrique sur V . Le groupe W agit alors naturellement sur S et sur le shéma a�neA n = Spe(S). Notons R = SW l'algèbre des polyn�mes invariants sous l'ation de W .Alors A n=W = Spe(R).Dé�nition 1.6.2 Pour tout groupe G agissant sur S, on notera IG l'idéal engendré parles polyn�mes invariants sous G s'annulant en 0 et SG = S=IG le quotient par et idéal.Cette algèbre SG est appelée algèbre oinvariante de S pour l'ation de G.



18 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERT1.6.2 Quelques résultats préliminairesDans e paragraphe, on rappelle les résultats de Steinberg sur les algèbres S et R([Ste64℄).Théorème 1.6.3 [Ste64, Theorem 1.5℄, [Hum90, proposition 1.14℄Soit U un sous-espae vetoriel de V . Alors le sous-groupe W 0 de W laissant Uinvariant point par point est un groupe de ré�exions de U .De plus, si W = W (R) est le groupe de Weyl d'un système de raines, alors W 0 estle groupe de Weyl d'un sous-système de raines de R.Théorème 1.6.4 [Ste64, Theorem 1.3℄, [Bou81, Ch.V no 5.3℄La C -algèbre R des polyn�mes invariants sous W est engendrée par n éléments homo-gènes algébriquement indépendants sur C . En partiulier, le quotient A n=W = Spe(R) �=A n .Théorème 1.6.5 [Bou81, Ch.V no 5.2℄L'algèbre oinvariante SW est isomorphe à la représentation régulière de W sur C .Un élément s 2 S est dit anti-invariant par W si pour tout w 2W , w �s = det(w)�1s.Soit H l'ensemble des hyperplans des ré�exions non triviales appartenant à W et pourtout h 2 H soit Rh 2 V � s'annulant sur h et eh son ordre.Théorème 1.6.6 [Ste64, Theorem 1.3℄, [Bou81, Ch.V no 5.4℄1. Soit � le produit des Reh�1h pour h parourant H. Les éléments de S anti-invariantssont les éléments de �R.2. Si f1; : : : ; fn sont des générateurs homogènes algébriquement indépendants de Sengendrant R (théorème 1.6.4), alors le jaobien J = det� �fi�xj � est de la forme��, ave � 2 C � .1.6.3 Le W -shéma de Hilbert de A nEn utilisant les résultats de Steinberg (théorème 1.6.4), on démontre que si W estengendré par des ré�exions, alors A n=W �=W -Hilb(A n).Théorème 1.6.7 Soit W un groupe de ré�exions agissant naturellement sur A n . Alorsle morphisme de Hilbert-Chow W -Hilb(A n) �- A n=W est un isomorphisme.Preuve : Pour ommener, démontrons que � est un morphisme bijetif. Au-dessus del'ouvert des points de A n de stabilisateur trivial, on sait que � est un isomorphisme.Soit maintenant x 2 A n de stabilisateur H non trivial, et y 2 A n=W son image par lequotient.Si H = W , alors x est l'origine de A n . Un point de ��1(y) est uneW -grappe de A n desupport l'origine. Une telle grappe est dé�nie par un idéal I de S = C [x1 ; : : : ; xn℄ ontenudans S+, l'ensemble des polyn�mes s'annulant en l'origine, et tel que S=I �= C [W ℄, lareprésentation régulière de W .La représentation triviale apparaissant ave multipliité 1 dans la représentation ré-gulière, l'idéal IW = R+S engendré par les polyn�mesW -invariants somme de polyn�mes



1.6. CAS DES GROUPES ENGENDRÉ PAR DES RÉFLEXIONS 19homogènes de degrés stritement positifs est inlus dans I. On herhe don l'ensemblefI idéal de S tel que IW � I et S=I �= C [W ℄g. Il est en bijetion ave l'ensemble desidéaux J de SW = S=IW tels que SW=J �= C [W ℄. Or d'après le théorème 1.6.5, l'algèbreSW est la représentation régulière de W . Il existe don une unique W -grappe antéédentà y.Si H est un sous-groupe strit de W stabilisant x, notons �H = \�2H ker(� � 1), etsoit �0 un supplémentaire W -stable de �H . Alors H est un groupe de ré�exions de �0.Choisissons e1; : : : ; en une base de V ave ei 2 �H pour i � r et ei 2 �0 pour i � r + 1.Alors A n = A r � A n�r et il existe un voisinage U de x stable par W tel queU = Gg2W=H g � U0;ave U0 = UH � U 0, où H agit trivialement sur UH � A r , et U 0 est un voisinage de0 2 A n�r , sur lequel H agit naturellement omme groupe de ré�exions.D'après la proposition 1.4.6, on a W -Hilb(U) = H-Hilb(U0), puis d'après la pro-position 1.4.4, H-Hilb(U0) = UH � H-Hilb(U 0). Or le morphisme de Hilbert-ChowH-Hilb(U 0) - U 0=H est bijetif d'après la situation préédente. Par ailleurs, ommeH agit trivialement sur UH , on a (UH � U 0)=H �= UH � U 0=H.Finalement, d'après la proposition 1.4.3 le morphisme de Hilbert-ChowW -Hilb(A n) - A n=WW -Hilb(U)6 - U=W6est bijetif au voisinage de x.On a démontré que � : W -Hilb(A n) - A n=W est bijetif. En partiulier, ses �bressont �nies, et omme il est projetif (théorème 1.5.6), ela implique que e morphismeest �ni ([Har77℄). Finalement, il est birationnel et �ni à but dans une variété lisse, lethéorème suivant qui est une onséquene du théorème de Zariski ([Mum88℄) permetalors de onlure. �Théorème 1.6.8 Soit Y une variété lisse, et X �- Y un morphisme birationnel �ni.Alors � est un isomorphisme.1.6.4 Appliation au as global lorsque le quotient est lisseThéorème 1.6.9 Soit X une variété et G un groupe �ni agissant sur X de telle sorteque le quotient X=G est lisse. Alors le morphisme de Hilbert-Chow G-Hilb(X) - X=Gest un isomorphisme.Preuve : Le morphisme quotient X �- X=G est plat, de sorte que son graphe G�,qui est isomorphe à X peut être onsidéré omme une famille plate de G-grappes de Xindexée par X=G :



20 CHAPITRE 1. LE G-SCHÉMA DE HILBERTG� - X �X=G���R X=Gp2 ?En e�et, si ! 2 X=G, alors pour ! général, ��1(!) est un shéma de support uneorbite libre de Card(G) points de X. C'est lairement une G-grappe de X. Puis, d'aprèsle lemme 1.3.1, �G(Xs; Fs) est onstante ar X=G est onnexe. Ainsi, G� est bien unefamille plate de G-grappes de X, indexée par X=G.D'après la propriété universelle du shéma de Hilbert, il existe un morphismeX=G 	- G-Hilb(X)tel que G� est l'image réiproque par 	 de la famille universelle des G-grappes. Si l'ononsidère le morphisme 	 au niveau des points, à un point ! 2 X=G il assoie la G-grappe ��1(!), qui est un point de G-Hilb(X). En partiulier, on remarque que si � estle morphisme de Hilbert-Chow G-Hilb(X) �- X=G;alors le morphisme omposé �	 : X=G - X=G est topologiquement égal à l'identitésur les points de X=G.Nous démontrons que le morphisme de Hilbert-Chow est bijetif. Étant donné qu'ilest projetif et birationnel, le théorème de Zariski 1.6.8 permet alors de onlure. Pourela, et étant donnée la remarque préédente, il su�t de démontrer que 	 est bijetif.Lemme 1.6.10 Soit X une variété et G un groupe �ni agissant sur X de telle sorte quele quotient X=G soit lisse. Alors pour tout ! 2 X=G, il existe une unique G-grappe deX de support ��1(!).Preuve : Soit ! 2 X=G. Si ��1(!) a pour ardinal Card(G), alors il n'y a qu'un moyende munir ��1(!) d'une struture de G-grappe. Sinon, soit x un point de ��1(!) et Hson stabilisateur. Alors ��1(!) = IndHG (fxg), de sorte que l'ensemble des G-grappes deX de support ��1(!) est en bijetion ave l'ensemble des H-grappes supportées en fxg(proposition 1.4.6).Soient t1; : : : tr des générateurs de l'espae tangent Tx(X) = mx=m2x. D'après le théo-rème de Chevalley, Shephard et Todd [Bou81℄, H agit omme un groupe de ré�exion surTx(X). D'après le théorème 1.6.7, il n'existe don qu'une H-grappe supportée en l'originede Spe([OX;x) = Spe(k[[t1; : : : ; tr℄℄). Soit I � OX un faiseau d'idéaux dé�nissant uneH-grappe supportée en x. Alors I est entièrement déterminée par sa �bre Ix, et[OX;xétant �dèlement plat sur OX;x, elle-i est unique. �



Chapitre 2
Résolution de singularités a�nes etorrespondane de MKay endimension trois

Soit W un groupe de ré�exions de A 3 assoié à un système de raines réel. D'aprèsle théorème de Steinberg 1.6.4, le quotient A 3=W est lisse ar l'algèbre des invariantsC [x; y; z℄W est une C -algèbre graduée de polyn�mes de degré de transendane 3 sur C .On a démontré dans le hapitre 1 que le W -shéma de Hilbert est alors isomorphe auquotient A 3=W (théorème 1.6.7).On s'intéresse ii au quotient de A 3 par le sous-groupe W+ = W \ SL3(C ) engendrépar les produits pairs de ré�exions de W . Le quotient A 3=W+ présente une singularitéà l'origine dont on exhibe deux résolutions naturelles di�érentes. D'une part, on observeque le quotient A 3=W+ - A 3=W est un revêtement double, e qui donne naissaneà une résolution par la méthode de Jung, qui onsiste à résoudre les singularités dulieu de branhement tout en onservant un revêtement double. D'autre part, d'après lethéorème de Bridgeland, King et Reid [BKR01℄ le shéma de Hilbert W+-Hilb(A 3 ) estlisse et résout la singularité.Dans le premier paragraphe, on explique la méthode de résolution de Jung pourdes singularités de points doubles. Pour haque système de raines R, de dimension3, on alule alors dans le deuxième paragraphe la �bre exeptionnelle au-dessus de lasingularité XR = A 3=W+(R) lors de la résolution par la méthode de Jung. Puis, dansle troisième paragraphe, on alule la �bre exeptionnelle lors de la résolution par leW+-shéma de Hilbert. En�n, on remarque dans le dernier paragraphe un phénomènede orrespondane de MKay lors de la résolution par le shéma de Hilbert.21



22 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS2.1 La méthode de résolution de Jung2.1.1 Revêtement doubleDé�nition 2.1.1 Soient X et Y deux variétés normales. Un morphisme X �- Y estun revêtement double si et seulement si le morphisme � est �ni tel que ��(OX) est uneOY -algèbre loalement libre de rang 2.Dans la suite du paragraphe, on supposera toujours X et Y normales.Lemme 2.1.2 Soit X �- Y un revêtement double. Alors il existe un unique faiseauinversible L sur Y tel que ��(OX) = OY �L:Preuve : Loalement, on a un morphisme Vi = Spe(Bi) �- Spe(Ai) = Ui ave Ai, Biloaux tels que Bi est libre de rang 2 omme Ai-algèbre. On dé�nit le morphisme traeBi T r- Ai de la façon suivante.Tr : b - tr� Bi ! Biy 7! yb �Par hypothèse, Tr(1) = 2 est inversible dans Ai, de sorte que le morphisme trae estsurjetif.Ainsi, Bi = Ai � ker(Tr), ar la suite exate ker(Tr) - Bi Tr-��# Ai - 0 estsindée. Il existe don � 2 ker(Tr) tel que Bi = Ai � Ai�. On observe qu'alors on anéessairement �2 2 Ai.En reollant le long des ouverts a�nes Ui, on obtient ��(OX) = OY �L, où loalementLjUi = OY jUi�i ave �2i 2 O�Y (Ui). Sur l'intersetion Ui;j, on a �i = sj;i�j ave sj;i 2OY (Ui;j). �Remarque : : Réiproquement, une struture d'algèbre sur OY �L est déterminée parune appliation L
2 '- OY . Pour tout (�; �) 2 L2, posons � � � = 12('(� + �)� '(�)�'(�)). Alors on peut dé�nir un produit sur OY �L par(a+ �)(b+ �) = (ab+ � � �) + (a�+ b�); 8((a+ �); (b + �)) 2 (OY �L)2:Proposition 2.1.3 Un revêtement double est dé�ni par un faiseau loalement libre Lsur Y et un diviseur de Cartier B tel que O(�B) = L
2.Preuve : Soit X �- Y un revêtement double et L le faiseau inversible sur Y donnépar le lemme. Sur un ouvert a�ne Ui, on a L = OUi�i où �2i = '(�i; �i) = bi 2 OUi , desorte que OUi �LjUi = OUi �OUi�i = OUi [X℄=(X2 � bi):Posons B = fUi; bi = 0g le diviseur de Cartier d'équation bi sur Ui. Sur Ui;j = Ui\Uj, ona �i = sj;i�j ave sj;i 2 O�Y (Ui;j). On en déduit que bi = s2j;ibj , et x2i � bi = s2j;i(x2j � bj).Ainsi, on a bien O(�B) = L
2.



2.1. LA MÉTHODE DE RÉSOLUTION DE JUNG 23Réiproquement, si B = fUi; bi = 0g, où les bi sont hoisis de telle façon queOY (�B) = L
2 est un arré, alors on peut onstruire un revêtement double X �- Yà partir de B en posant OX = OY � L, le produit sur OX étant dé�ni à partir deL2 '- OY , où loalement sur Ui, si L = �iOY jUi , alors '(��i; ��i) = ��bi. �Le diviseur B est appelé diviseur de branhement du revêtement double �. Il a poursupport l'image du lieu de rami�ation du morphisme �. En e�et, les raines de (X2�bi)sont onfondues si et seulement si bi = 0. Si R est le diviseur de rami�ation de � surX, alors B = ��(R).Proposition 2.1.4 Soit X �- Y un revêtement double de Y , variété lisse. Les sin-gularités éventuelles de X se trouvent au-dessus du lieu singulier du lieu de branhement.En partiulier, si B est lisse, alors X est lisse.Preuve : Loalement, X est de la forme Spe(Ai[t℄=t2 � f), où f est l'équation de Bdans Spe(Ai) = Ui � Y . Or �(t2�f)�t = 2t = 0, t = 0, don d'après le ritère Jaobien,les singularités de X sont au-dessus de B. Puis ft = 0g \ Sing(t2 � f) = Sing(f), d'oùla proposition. �Proposition 2.1.5 Soit X �- Y un revêtement double de Y , variété lisse onnexe.Soit B le diviseur de branhement de �. Le revêtement double X est irrédutible si etseulement si il n'existe pas de diviseur C tel que B = 2C.Preuve : On raisonne enore loalement. En gardant les mêmes notations que pour laproposition 2.1.4, il est lair que X est rédutible si et seulement si f est un arré. �Proposition 2.1.6 Soit X �- Y un revêtement double de Y de diviseur de branhe-ment B et V � Y une sous variété. L'image réiproque ��1(V ) dans X est isomorpheau revêtement double de V rami�é le long de B \ V .Preuve : On garde enore les mêmes notations que dans les preuves préédentes. AlorsV \ Ui = V (I), où I est un idéal de Ai, et ��1(V ) \ Vi est dé�ni par l'idéal �#� I deBi = Ai[t℄=(t2 � bi). Ainsi, ��1(V ) \ Vi = Spe ��Ai[t℄=(t2 � bi)� = �IAi[t℄=(t2 � bi)�� =Spe �(Ai=I)[t℄=(t2 � bi)�. �Proposition 2.1.7 Soit X �- Y un revêtement double de Y de diviseur de branhe-ment B, et soit L tel que O(�B) = L
2. Alors!X = ��(!Y 
L�1)Preuve : Rappelons la dé�nition de !X lorsque X est une variété normale singulièrede dimension n. On note 
nk(X) l'espae des formes di�érentielles sur X. C'est l'espaevetoriel de dimension 1 de base df1 ^ : : : ^ dfn pour toute famille (f1 : : : fn) de k(X)formant une base de transendane de k(X) sur k. Notons X0 le lieu non-singulier deX. Alors, pour tout P 2 X0, on peut hoisir une base de oordonnées x1 : : : ; xn en P etun élément s de 
nk(X) s'érits = fdx1 ^ : : : ^ dxn; ave f 2 k(X):



24 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISAlors s est régulier en P 2 X0 si f est régulier. On dit alors que s est régulier en P 2 Xsi il existe un voisinage U � X de P tel que s est régulier en tout point de U \X0. Ondé�nit alors !X omme étant le faiseau dont les setions sur U sont les suivantes.�(U;!X) = fs 2 
nk(X) j s est régulier sur U \X0g:En partiulier, !X = i�(!X0), où !X0 est le faiseau dualisant de X0. Les variétés étantnormales, les singularités de X sont en odimension supérieure ou égale à 2. Il su�t dedémontrer le résultat dans le as lisse, les diviseurs s'étendant à la partie singulière.Raisonnons loalement. Soit fUigi2I un reouvrement de Y tel que B admette pouréquation bi sur Ui et bi = s2j;ibj . Alors X est reouvert par les ouverts a�nes omme suit.X =[i Spe(Ai[t℄=(t2 � bi)):Soit V = V(L�1) le �bré vetoriel assoié au faiseau loalement libre L. Loalement,au-dessus de Ui, 'est Spe(Ai[t℄), de sorte que X se réalise omme une hypersurfae deV d'équation loale t2�bi. Le faiseau inversible normal est alors ��(L�2) et la premièresuite exate des formes di�érentielles appliquée à la sous-variété lisse X de V implique!X = !V jX 
 ��(L�2):Par ailleurs, la deuxième suite exate appliquée à la projetion V �- Y donne!V = ��(!Y 
L): �2.1.2 La méthode de JungLa méthode de Jung est une méthode de résolution pour les singularités qui sont desrevêtements doubles de variétés lisses. Elle s'appuie sur la proposition 2.1.4. L'idée estde désingulariser le lieu de branhement B tout en gardant un revêtement double.Soit X �- Y un revêtement double de la variété lisse Y de lieu de branhementB. D'après la proposition 2.1.4, si B est lisse, alors X est lisse. Sinon, soit S � Sing(B)une omposante non singulière du lieu singulier de B. Notons Y1 q1- Y l'élatementde Y le long de S. Le shéma Y1 ainsi obtenu est lisse. Posons B1 = q�1(B) � 2[m12 ℄E1,où E1 = q�11 (S) est le diviseur exeptionnel et m1 la multipliité de E1 dans q�11 (B) enle sens suivant : omme S � B, lorsqu'on élate le long de S, l'image réiproque de Bontient E1, de sorte que l'équation loale e1 de E1 divise l'équation loale b1 de q�11 (B).La multipliité m1 est dé�nie omme étant le plus grand entier tel que em11 divise b1. Ilest évident que ette dé�nition ne dépend pas de l'ouvert sur lequel on se plae.Comme OY (�B) = L
2, on aOY1(�B1) = (q1;�(L)
O(E1)
[m12 ℄)
2:



2.1. LA MÉTHODE DE RÉSOLUTION DE JUNG 25D'après la proposition 2.1.3 il existe un revêtement double X1 de Y1 de lieu de bran-hement B1. Soit fUjg un reouvrement de Y par des ouverts a�nes Uj = Spe(Aj)au-dessus desquels X est dé�ni par l'équation t2j = bj . Pour tout j, soit Vi;j = Spe(A0i;j)un reouvrement a�ne de q�11 (Uj) dans Y1 tel que X1 soit dé�ni par l'équation t02i;j = b0i;jau-dessus de Vi;j. Soit ei l'équation de E1 sur Vi;j. Par dé�nition de B1, on a e2[m1=2℄i bi;j =q#1 (bj), où q#1 : Aj - A0i;j est le morphisme d'anneaux loalement induit par q1. Onpeut alors dé�nir une appliation birationnelle p1 de X1 dans X en posant loalementA=(t2j � bj) p#1- A0i;j=(t02i;j � b0i;j)a - e�2[m1=2℄i q#1 (a):Si B1 est lisse, on a ainsi obtenu une désingularisation de X par X1. Sinon, on peutréappliquer e proessus ; mais il n'est pas garanti d'obtenir ainsi une désingularisationde X. En partiulier, si Sing(B) a des omposantes singulières, e proessus ne fontionneque dans le as où es singularités sont résolues lors de l'élatement d'autres omposantesde Sing(B).Proposition 2.1.8 [Hor75℄ Si X - Y est un revêtement double de surfae avesingularités isolées, alors la méthode de Jung permet de résoudre les singularités de X.De plus, elle fournit la résolution minimale.En partiulier, la méthode de Jung permet de résoudre les singularités de Klein, etdonne la résolution minimale. L'intérêt de ette méthode est alors qu'il su�t de moinsd'élatements que par la méthode direte pour résoudre la singularité. Dans la suite, onutilise ette méthode pour résoudre des singularités en dimension trois. La résolutionobtenue est répante sous ertaines onditions.Proposition 2.1.9 Soit X - Y un revêtement double de la variété lisse Y de lieude branhement B. Supposons que la méthode de Jung fournit une résolution de X enélatant suessivement des omposantes S, S1,. . .Sr de odimension 2.Xr �r- Yr� Br = q�r(Br�1)� 2 hmr2 iEr...pr ? ... qr?X1p2 ? �1- Y1q2?� B1 = q�r(B)� 2 hm12 iE1 � S1Xp1 ? �- Yq1?� B � Soù Ei = q�1i (Si�1) est le diviseur exeptionnel de l'élatement de Yi�1 le long de Si�1.Alors la résolution Xr - X est répante si et seulement si �m12 � = : : : = �mr2 � = 1.



26 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISPreuve : Notons Li = q�i (Li�1) 
 OYi(Ei)
[mi2 ℄. C'est le faiseau inversible véri�antO(�Bi) = L
2i . Alors d'après la proposition 2.1.7, !Xi = ��i (!Yi
L�1i ):Or par hypothèseYi est l'élaté de Yi�1 le long de Si�1, qui est de odimension deux. Don!Yi = q�i (!Yi�1)
O(Ei):Ainsi, !Yi 
L�1i = q�i (!Yi�1)
 q�i (Li�1)�1 
O(Ei)
1�[mi2 ℄, d'où :!Xi = ��i �q�i (!Yi�1 
L�1i�1)
O(Ei)
1�[mi2 ℄�= p�i (��i�1(!Yi 
L�1i�1))= p�i (!Xi�1)si et seulement si �mi2 � = 1. On en déduit par réurrene �nie sur i 2 f1 : : : rg que larésolution est répante si et seulement si �mi2 � = 1 pour tout i 2 f1 : : : rg.2.2 Résolutions des singularités a�nes par la méthode deJung2.2.1 NotationsSoit R un système de raines réel de dimension n. On notera Q(R), ou Q s 'il n'y a pasde onfusion possible le réseau engendré par R, W (R) ou W le groupe de Weyl engendrépar les symétries assoiées aux raines de R, V = Q 
 C l'espae vetoriel omplexesur lequel il agit naturellement, et V � son dual. Notons S = C [x1 ; : : : ; xn℄ l'algèbresymétrique sur V �. Le groupe W agit alors naturellement sur S et sur le shéma a�neV = A n = Spe(S).Notons R = SW l'algèbre des polyn�mes invariants sous l'ation de W . D'après lethéorème 1.6.4, il existe des éléments homogènes u1; : : : ; un 2 S tels que SW = R =C [u1 ; : : : ; un℄, de sorte que A n=W = Spe(R) �= A n .Considérons maintenant le sous-groupe W+ de W engendré par les produits pairs deré�exions de W . Les ré�exions ayant pour déterminant (�1), W+ = W \ SL(V ) et leséléments de S invariants par W+ sont les éléments de R et les éléments anti-invariants.Ainsi, si � est l'élément anti-invariant donné par le théorème 1.6.6, alors SW+ = R[R�.De plus, omme �2 2 R, il existe un polyn�me f tel que �2 = f(u1; : : : ; un), et on aSW+ = C [u1 ; : : : ; un;�℄=(�2 � f(u1; : : : ; un)):Le quotient A n=W+ présente une singularité en l'origine qui est un revêtement doublede A n = Spe(C [u1 ; : : : ; un℄), ave pour lieu de branhement B d'équation ff = 0g. Onnotera XR la singularité a�ne Spe(RW+) ainsi obtenue. On dira que 'est la singularitéa�ne assoiée au système de raines R.Dans e paragraphe, on étudie la �bre au-dessus de l'origine des résolutions par laméthode de Jung de es singularités a�nes assoiées à un système de raines en dimension3. On ommene par les as rédutibles A1�A1�A1, A1�A2, A1�B2, et A1�G2, puison traite les as irrédutibles A3 et B3. Le système C3 se déduit de son système dual B3puisque W (C3) =W (B3), de sorte que les singularités a�nes assoiées sont identiques.



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 272.2.2 Le système de raines A1 �A1 �A1Soit R = A1 �A1 �A1 le système de raines R = f�e1;�e2;�e3g � R3 . Le groupede Weyl W (R) est le produit diret W = Z=2Z�Z=2Z�Z=2Z. Chaque fateur agissantsur la omposante orrespondante de Q = Ze1�Ze2�Ze3 en envoyant ei sur son opposé.Pour l'ation naturelle de W sur S, l'algèbre des invariants estC [x; y; z℄W = C [x2 ; y2; z2℄ = C [u; v; w℄:En e�et, si P = P ai;j;kxiyjzk 2 C [x; y; z℄W , alors pour tout ("1; "2; "3) 2 W on aP ai;j;kxiyjzk = P "i1"j2"k3ai;j;kxiyjzk, de sorte que l'on somme néessairement sur desindies pairs. C'est une première illustration du théorème 1.6.4.Soit W+ le sous-groupe des produits pairs de ré�exions de W .W+ = f(1; 1; 1); (1;�1;�1); (�1; 1;�1); (�1;�1; 1)g �= Z=2Z�Z=2Z:L'algèbre des invariants C [x; y; z℄W+ est engendrée par C [x; y; z℄W et l'anti-invariant � =xyz. En e�et, d'après le théorème 1.6.6.2, on sait que le générateur des anti-invariantsest donné par le jaobien ������ 2x 0 00 2y 00 0 2z ������ = 8xyz:On onsidère la singularité a�ne XA1�A1�A1 = A 3=W+ = Spe(SW+).En notant u = x2; v = y2; w = z2; t = xyz, on aC [x; y; z℄W+ = C [u; v; w; t℄=(t2 � uvw):Ainsi, X = A 3=W+ est un revêtement double de A 3 de lieu de branhement B d'équationfuvw = 0g. Le lieu singulier de B estSing(B) : fv = w = 0g [ fu = w = 0g [ fu = v = 0g = S1 [ S2 [ S3:Le long de haun des axes Si, XR présente une singularité de dimension deux de typeA1 dans la terminologie A � D � E. Un sous-système de raines de A1 � A1 � A1 estassoié à haune de es axes. Par exemple, le long de S1 : fv = w = 0g agit le groupe deWeyl Z=2Z�Z=2Z du sous-système de raines R1 = A1�A1 de A1�A1�A1 engendrépar e2 et e3.La méthode de Jung onsiste à désingulariser B par élatements suessifs des om-posantes du lieu singulier, 'est à dire ii les axes Si. L'ordre dans lequel les élatementssont e�etués donnent trois résolutions di�érentes. Ci-après, on dérit le as où l'on élated'abord l'axe assoié au sous-système de raines R1, puis les deux autres.Étape 1 : Élatons l'idéal < v;w > dans A 3 (Cela résout les singularités assoiées ausous-système de raines R1).Notons Y1 q1- A 3 et élatement. Alors Y1 est la réunion des ouverts U et V dé�nisomme suit. U = Spe(C [u; vw ;w℄) = Spe(C [u0 ; v0; w0℄);



28 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISV = Spe(C [u; v; wv ℄) = Spe(C [u0 0; v00; w00℄):Ces deux ouverts se reollent via les relations v0w0 = v00 et v00w00 = w0 le long du lieuexeptionnel E1 ayant pour équation w0 = 0 dans U et v00 = 0 dans V .� Dans U , E1 a pour équation w0 = 0 , B1 = q�1(B)� 2E1 a pour équation u0v0 = 0,de sorte que son lieu singulier est fu0 = v0 = 0g� Dans V , E1 a pour équation v0 = 0, B1 = q�1(B)� 2E1 a pour équation u00w00 = 0,de sorte que son lieu singulier est fu00 = w00 = 0gÉtape 2 : Élatons l'idéal < u00; w00 > dans V (sous-système de raines R2 engendré pare1 et e3). Notons Y2 = U [ V 0 q2- Y1 la omposée de et élatement ave les immersionsouvertes de U et V dans Y1. Alors Y2 est la réunion des ouverts U , V1 et V2, où en notant(u001 ; v001 ; w001) = ( u00w00 ; v00; w00) et (u002 ; v002 ; w002 ) = (u00; v00; w00u00 ), alors V1 = Spe(C [u0 01 ; v001 ; w001 ℄)et V2 = Spe(C [u0 02 ; v002 ; w002 ℄). Ces ouverts se reollent le long de E1 [ E2 donné par leséquations suivantes.� Dans V1, E2 a pour équation w001 = 0, fE1 = q�2(fE1) � E2 a pour équation v001 = 0,et B2 = q�2(B2)� 2E2 est lisse, d'équation u001 = 0� Dans V2, E2 a pour équation u002 = 0, fE1 = q�2(fE1) � E2 a pour équation v002 = 0,et B2 = q�2(B2)� 2E2 est lisse, d'équation w002 = 0Étape 3 : Élatons l'idéal < u0; v0 > dans U (sous-système de raines R3 engendré par e1et e2). De la même façon, notons Y3 = U 0 [ V1 [ V2 q3- Y2 la omposée de et élatementave les immersions ouvertes dans Y2. Alors Y3 est la réunion des ouverts U1 et U2 etV tels que U1 = Spe(C [u0v0 ; v0; w0℄) = Spe(C [u01 ; v01; w01℄) et U2 = Spe(C [u0 ; v0u0 ; w0℄) =Spe(C [u02 ; v02; w02℄). Ces trois ouverts se reollent le long du lieu exeptionnel E1[E2[E3.� Dans U1, E3 a pour équation v01 = 0, fE1 = q�3(E1) � E3 a pour équation w01 = 0,et B3 = q�3(B1)� 2E3 est lisse, d'équation u01 = 0� Dans U2, E3 a pour équation u02 = 0, fE1 = q�3(E1) � E3 a pour équation w02 = 0,et B3 = q�3(B1)� 2E3 est lisse, d'équation v02 = 0Dérivons la �bre de 0 2 A 3 par la omposée q = q3 Æ q2 Æ q1 : Y3 - A 3 .� q�1(0) \ U1 = (F1 \ U1) [ (F3 \ U1) ave pour équation fu01 = w01 = 0g [ fv01 =w01 = 0g,� q�1(0) \ U2 = F3 \ U2 ave pour équation fu02 = w02 = 0g,� q�1(0)\V1 = (F1\V1)[(F2\V1) ave pour équation fu001 = v001 = 0g[fv001 = w001 = 0get� q�1(0) \ U2 = F2 \ V2 ave pour équation fu002 = v002 = 0g.C'est la réunion des Fi, i = 1 : : : 3, ave Fi �= P1 et F2 \ F3 = ;.D'après le paragraphe 2.1.2, le revêtement double X� �3- Y3 ave pour diviseur debranhement B3 est une résolution de la singularité X. Le diviseur exeptionnel de etterésolution est l'image réiproque de F1 [F2 [F3 par le revêtement double. Remarquonsque F1 � B3, de sorte que son image réiproque par �3 est isomorphe à F1 �= P1. D'aprèsla proposition 2.1.6, l'image réiproque de Fi est le revêtement double de Fi ave pourlieu de branhement Fi \ B3. Or pour i = 1 ou 2 l'équation de B3 n'est pas un arrédans Fi, don d'après la proposition 2.1.5 l'image réiproque de Fi est irrédutible. on adon des revêtements étales de P1, e qui implique que ��3(Fi) �= P1, pour i = 2 et 3.



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 29Finalement, le diviseur exeptionnel de la résolution de ette singularité par la mé-thode de Jung est la réunion de trois P1 formant une haîne. Le graphe dual est alors lesuivant. F3F2 F1Si on e�etue es élatements dans un autre ordre, en notant toujours Fi la om-posante de la �bre exeptionnelle apparaissant lors de l'élatement de l'axe assoié ausous-système de raines Ri, on obtient,F3F1 F2 ou F1 F3 F22.2.3 Le système de raines A1 �A2Soit R le système de raines A1 � A2. Alors le groupe W (R) = Z=2Z� S3 agitnaturellement sur C [x; y; z℄ = C [V �℄, où V = Q
 C . L'algèbre des invariants estC [x; y; z℄W = C [x2 ; yz; y3 + z3℄:Soit W+ = W \ SL3(C ). Alors W+ = D 3 = S3, et l'algèbre des invariants par W+ontient C [x; y; z℄W et l'anti-invariant � alulé grâe au jaobien������ 2x 0 00 3y2 3z20 z y ������ = 6x(y3 � z3):Posons u = x2; v = yz; w = y3 + z3 et t = x(y3 � z3). AlorsC [x; y; z℄W+ (A1�A2) = C [u; v; w; t℄=(t2 � u(w2 � 4v3));de sorte que XA1�A2 est le revêtement double de A 3 de lieu de branhement B d'équationfu(w2 � 4v3) = 0g. Le lieu singulier de B estSing(B) : fv = w = 0g [ fu = w2 � 4v3 = 0g = S1 [ S2:La omposante S1 est l'image du lieu de A 3 dé�ni par fy = z = 0g, formé des pointsde stabilisateur S3 � W . Ainsi, XA1�A2 présente des singularités de type A2 (dans laterminologie de Klein) au-dessus de S1, singularités assoiées au sous-système de rainesA2 de A1�A2. La omposante S2 est l'image des points f(0; a; !a)g 2 A 3 , ave ! raineubique de l'unité. Ce sont les points de stabilisateur Z=2Z� Z=2Z � W de sorte queau-dessus de S2, XA1�A2 présente des singularités de type A1 assoiées au sous-systèmede raines A1 �A1 de A1 �A2.On résout les singularités de B en élatant suessivement S1 et S2. La omposanteS1 étant lisse, 'est elle que l'on va élater en premier.Étape 1 : Élatons l'idéal < v;w > dans A 3Notons Y1 q1- A 3 et élatement. Alors Y1 est la réunion des ouverts U et V dé-�nis omme suit : U = Spe(C [u; vw ; w℄) = Spe(C [u0 ; v0; w0℄) et V = Spe(C [u; v; wv ℄)=Spe(C [u0 0; v00; w00℄). Ces deux ouverts se reollent via les relations v0w0 = v00 et v00w00 = w0le long du lieu exeptionnel E1 ayant pour équation w0 = 0 dans U et v00 = 0 dans V .



30 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS� Dans U , E1 a pour équation w0 = 0 , F1 = q�11 (0) a pour équation fu0 = w0 = 0get B1 = q�1(B) � 2E1 a pour équation u0(1 � 4v03w0) = 0, de sorte que son lieusingulier S0 a pour équation fu0 = 1 � v03w0 = 0g. Remarquons que S0 \ F1 = ;,de sorte que l'élatement de S0 n'apportera auune nouvelle omposante à la �breau dessus de l'origine.� Dans V , E1 a pour équation v0 = 0, B1 = q�1(B)� 2E1 a pour équation u00(w002 �4v00) = 0, de sorte que son lieu singulier S00 a pour équation fu00 = w002 � 4v = 0g.C'est la transformée strite de S2.Étape 2 : Élatons la transformée strite de S2 dans Y1 (on résout ainsi les singula-rités assoiées au sous-système de raines A1 � A1). Après le hangement de variables(u; v; w) (u00; w002 � 4v; w00), on a dans V :B1 : uv = 0;E1 : v � w2 = 0;F1 : u = v � w2 = 0:On élate don l'idéal < u; v > dans V . Notons Y2 = U [ V 0 q2- Y1 la omposée deet élatement ave les immersions ouvertes de U et V dans Y1. Alors Y2 est la réuniondes ouverts U , V1 et V2. Les ouverts V1 = Spe(C [uv ; v; w℄) = Spe(C [u1 ; v1; w1℄) etV2 = Spe(C [u; vu ; w℄) = Spe(C [u2 ; v2; w2℄), se reollent le long de E2.� Dans V1, E2 a pour équation v1 = 0, fE1 = q�2(fE1)�E2 a pour équation v1�w21 = 0,et B2 = q�2(B2)� 2E2 est lisse, d'équation u1 = 0� Dans V2, E2 a pour équation u2 = 0, et B2 = q�2(B2) � 2E2 est lisse, d'équationv2 = 0Après l'élatement q3 de S0 dans U , le lieu de branhement est lisse. La �bre de 0 2 A 3par la omposée q = q3 Æ q2 Æ q1 : Y3 - A 3 est la réunion F1 [ F2 où F1 � U [ V1ave F1 \ U : fu0 = w0 = 0g et F1 \ V1 : fu1 = v1 � w21 = 0g, et F2 � V1 [ V2F2 \ V1 : fv1 = w1 = 0g et F2 \ V2 : fu2 = w2 = 0g.D'après le paragraphe 2.1.2, le revêtement double X� �3- Y3 ave pour diviseur debranhement B3 est une résolution de la singularité XR. Le diviseur exeptionnel de etterésolution est l'image réiproque de F1 [ F2 par le revêtement double. Remarquons queF1 � B3, de sorte que son image réiproque par �3 est isomorphe à F1 �= P1. D'aprèsla proposition 2.1.6, l'image réiproque de F2 est le revêtement double de F2 ave pourlieu de branhement F2 \ B3. Or l'équation de B3 n'est pas un arré dans F2, dond'après la proposition 2.1.5 l'image réiproque de F2 est irrédutible, e qui implique que��3(F2) �= P1.Finalement, le diviseur exeptionnel de la résolution de ette singularité par la mé-thode de Jung est la réunion de deux P1. Le graphe dual est alors le suivant.2.2.4 Le système de raines A1 �B2Considérons le système de raines R = A1 � B2, dans R3 , dé�ni omme l'union def�e1g et f�e2;�e3;�e2 � e3g. Alors W (R) = Z=2Z� Z=2Zo (Z=2Z)2. Il agit naturel-



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 31lement sur S = C [x; y; z℄ et l'algèbre des invariants estSW = R = C [x2 ; y2 + z2; y2z2℄:Le sous-groupe W+ engendré par les produits pairs de ré�exions de W est un grouped'ordre 8 ave deux éléments d'ordre 4. Posons s = (�1;�1; (1; 1)) et r = (1;�1; (�1; 1)).Ces deux éléments engendrent W+, tout élément s'érivant sous la forme sk ou srk etsrs = r�1. Ainsi,W+ est le groupe D 4 . D'après le théorème 1.6.6, les invariants de S sousl'ation de W+ sont engendrés par les invariants sous l'ation de W et l'anti-invariant�, déterminé grâe au Jaobien������ 2x 0 00 2y 2z0 2yz2 2y2z ������ = 8xyz(y2 � z2):On onsidère la singularité a�ne XA1�B2 = A 3=W+ = Spe(SW+).Notons � = xyz(y2 � z2), u = x2, v = y2 + z2, et w = y2z2. Alors on a l'équation�2 = uw(v2 � 4w): On en déduit que XA1�B2 est un revêtement double de A 3=W delieu de branhement B d'équation uw(v2 � 4w) = 0. Le lieu singulier de B estSing(B) : fv = w = 0g [ fu = w = 0g [ fu = v2 � 4w = 0g = S1 [ S2 [ S3:Au-dessus de S1, XA1�B2 présente des singularités assoiées au sous-système de ra-ines naturel B2 de A1�B2. En e�et, es points sont les images des points (a; 0; 0) 2 A 3 ,de stabilisateur Z=2Zo (Z=2Z)2 �W , groupe de Weyl du système de raines B2.Au-dessus de S2 et S3, on trouve des singularités de type A1 dans la nomenlatureA �D � E, assoiées à des sous-systèmes de raines A1 � A1 de A1 � B2. En e�et, lespoints de S2 sont les images des points f(0; 0; a)g ou f(0; a; 0)g de A 3 , de stabilisateurZ2� Z2, et les points de S2 sont les images des points f(0; a; a)g ou f(0; a;�a)g de A 3 ,de stabilisateur Z2� Z2.On va résoudre les singularités de B par élatements suessifs, pour résoudre lasingularité du revêtement. Il est néessaire d'élater deux fois S1, une fois S2 et unefois S3. On remarquera que l'ordre dans lequel on e�etue es élatements in�ue sur laon�guration de la �bre au-dessus de l'origine.Étape 1 : Élatons l'idéal < v;w >. Cela résout partiellement les singularités assoiéesau sous-système de raines B2, dans le sens où elles sont transformées en singularitésassoiées à un système de raines A1 �A1, naturellement plongé dans B2.� Dans la arte de oordonnées (u; vw ; w) = (u0; v0; w0), on aE : w0 = 0;��1(0) : u0 = w0 = 0;��1(B)� 2E = B1 : u0(v02w0 � 4) = 0;B1 \E : w0 = 0; u0 = 0:Cette équation n'est pas un arré dans E, e qui implique que lors du revêtementle long de B1, l'image réiproque de E est irrédutible. B1 présente une famille à



32 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISun paramètre de singularité A1�A1. Il su�t d'élater une fois pour désingulariser.Cette famille de singularités ne renontrant pas ��1(0), le diviseur exeptionnelest inhangé au ours de et élatement. L'intersetion de ��1(0) ave ette arteest l'axe fu0 = w0 = 0g.� Dans la arte de oordonnées (u; v; wv ) = (u00; v00; w00), on aE : v00 = 0;��1(0) : u00 = v00 = 0;��1(B)� 2E = B1 : u00w00(v00 � 4w00) = 0:Le lieu de branhement B1 présente une singularité du type de elle renontréelors de la résolution par la méthode de Jung de la singularité a�ne assoiée ausystème de raines A1�A1�A1. Posons le hangement de variables (u00; v00; w00) (u00; v00 � 4w00; w00). Alors E : v00 + 4w00 = 0;��1(0) : u00 = v00 + 4w00 = 0;B1 : u00v00w00 = 0:Étape 2 : Résolution de la singularité assoié au sous-système de raines A1�A1�A1ainsi obtenue.On élate suessivement < v00; w00 >, < u00; v00 > et < u00; w00 >, e qui fait ap-paraître une haîne de trois P1 au-dessus de l'origine, et résout les singularités du lieude branhement B1. Si on e�etue les élatements dans et ordre, 'est à dire si l'onommene par résoudre entièrement les singularités assoiées au sous-système de rainesB2 avant d'aborder les autres, alors ave les notations du paragraphe 2.2.2, le diviseurexeptionnel E a pour transformée strite une surfae enore noté E telle queE \ U1 : v01 + 4 = 0;E \ U2 : v02 + 4 = 0;E \ V1 : 1 + 4w001 = 0;E \ V2 : 1 + 4w002 = 0:La �bre au-dessus de l'origine de la omposée q : Y � - A 3 de es élatements estla réunion de quatre P1 que l'on note F , F1, F2 et F3 véri�ant dans les artes Ui et Viles équations suivantes� q�1(0) \ U1 = (F1 \ U1) [ (F3 \ U1) [ F \ U1 ave pour équation respetivementfu01 = w01 = 0g [ fv01 = w01 = 0g [ fv01 + 4 = u01 = 0g,� q�1(0) \ U2 = F3 \ U2 ave pour équation fu02 = w02 = 0g,� q�1(0) \ V1 = (F1 \ V1) [ (F2 \ V1) [ F \ V1 ave pour équation respetivementfu001 = v001 = 0g [ fv001 = w001 = 0g [ f1 + 4w001 = u001 = 0g et� q�1(0) \ U2 = F2 \ V2 ave pour équation fu002 = v002 = 0g.Les omposantes F , F2 et F3 ne se renontrent pas deux à deux, mais ont haun uneintersetion ave F1.Soit B� la transformée strite de B1 par ette suite de trois élatements. D'aprèsle paragraphe 2.1.2, B� est lisse et il existe un revêtement double de Y � de lieu de



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 33branhement B� qui est une résolution de la singularité XA1�B2 . La �bre exeptionnellede ette résolution est l'image réiproque de q�1(0) par e revêtement double. D'après laproposition 2.1.6, 'est le revêtement double de [iFi de lieu de branhement [iFi \B�.Comme F [ F1 � B� et B� \ Fi n'a pas pour équation loale un arré pour i = 2 et3, on obtient omme dans le paragraphe 2.2.2, que haque omposante Fi a pour imageréiproque une omposante isomorphe à P1, de sorte que le diviseur exeptionnel dela résolution ainsi obtenue est la réunion de quatre P1 dont un seul renontre les troisautres. En partiulier, le graphe dual est le suivant.En revanhe, si on fait les élatement dans un autre ordre, en ne tenant par ompte dessystèmes de raines orrespondants, alors les quatre P1 formant le diviseur exeptionnelde Y � au-dessus de la singularité sont dans la on�guration d'une haîne. Ainsi, le graphedual est le suivant2.2.5 Le système de raines A1 �G2Considérons le système de raines R = A1 � G2, dé�ni dans R4 omme l'union dusystème de raines A1 = f�e1g, dont un système générateur est e1, et du système G2des deux ou six-raines dans l'intersetion de l'hyperplan V = f�1e2 + �2e3 + �3e4 2R3 j �1 + �2 + �3 = 0g ave Z3. Alors W (R) = Z=2Z� D 6 . Il agit naturellement surC [x; y; z℄ d'après le paragraphe A.4, et l'algèbre des invariants estSW = R = C [x2 ; yz; y6 + z6℄:Soit W+ = W \ SL3(C ). Alors W+ = D 6 , et l'algèbre des invariants par W+ ontientC [x; y; z℄W et l'anti-invariant � alulé grâe au jaobien������ 2x 0 00 z y0 6y5 6z5 ������ = 12x(z6 � y6):Posons u = x2; v = yz; w = y6 + z6 et t = x(z6 � y6). AlorsC [x; y; z℄W+ (A1�G2) = C [u; v; w; t℄=(t2 � u(w2 � 4v6));de sorte que XA1�G2 est le revêtement double de A 3 de lieu de branhement B d'équationu(w2 � 4v6) = 0. Il est singulier et S = Sing(B) = S1 [ S2 [ S3, où S1 = fv = w = 0g,S2 = fu = w � 2v3 = 0g et S3 = fu = w + 2v3 = 0g.Au-dessus de S1, XA1�G2 présente des singularités assoiées au sous-système de ra-ines naturel G2 de A1�G2. En e�et, es points sont les images des points (a; 0; 0) 2 A 3 ,de stabilisateur D 6 �W , groupe de Weyl du système de raines G2.Au-dessus de S2 et S3, on trouve des singularités de type A1 dans la nomenlatureA�D �E, assoiées à des sous-systèmes de raines A1 �A1 de A1 �G2.Pour résoudre B, on va élater trois fois S1 et une fois S2 et une fois S3.Étape 1 : Élatons l'idéal < v;w >.



34 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS� Dans la arte U1 de oordonnées (u; vw ; w) = (u0; v0; w0), on aE1 : w0 = 0;��1(0) = F1 : u0 = w0 = 0;��1(B)� 2E = B1 : u0(1� 4v06w04) = 0;B1 \E : w0 = 0; u0 = 0:Cette équation n'est pas un arré dans E, e qui implique que lors du revêtementle long de B1, l'image réiproque de E est irrédutible. Comme lors de la résolutionde la singularité assoiée au système de raine A1�A2, le lieu de branhement B1obtenu présente des singularités de type A1 �A1 le long des transformées stritesde S2 et S3, mais es lieu ne renontrent pas ��1(0). Il su�t d'élater une fois esourbes pour désingulariser, et le diviseur exeptionnel est inhangé au ours deet élatement. L'intersetion de ��1(0) ave ette arte est l'axe fu0 = w0 = 0g.� Dans la arte V1 de oordonnées (u; v; wv ) = (u00; v00; w00), on aE1 : v00 = 0;��1(0) = F1 : u00 = v00 = 0;��1(B)� 2E = B1 : u00(w002 � 4v004) = 0:Le lieu de branhement B1 admet des singularités le long des transformées stritesde S1, S2 et S3.Étape 2 : Élatons la transformée strite de S1 dans X1, à savoir l'idéal < v;w > dansla arte V1 ; puisque S1 n'a pas de trae dans U1.� Dans la arte U2 de oordonnées (u; vw ; w) = (u0; v0; w0), on aE1 : v = 0;F1 : u = v = 0;E2 : w0 = 0;F2 : u0 = w0 = 0;��1(B)� 2E = B2 : u0(1� 4v04w02) = 0;B2 \E : w0 = 0; u0 = 0:On est dans le même as que dans U1 : après l'élatement des transformées stritesde S2 et S3, le lieu de branhement sera lisse et la ontribution à la �bre au-dessusde l'origine inhangée.� Dans la arte V2 de oordonnées (u; v; wv ) = (u00; v00; w00), on aE2 : v00 = 0;F2 : u00 = v00 = 0;��1(B1)� 2E2 = B2 : u00(w002 � 4v002) = 0:Le lieu de branhement B1 admet enore des singularités le long des transforméesstrites de S1, S2 et S3.Étape 3 : Après un troisième élatement de S1, on obtient



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 35� Dans la arte U3 de oordonnées (u; vw ; w) = (u0; v0; w0), on aE2 : v0 = 0;F2 : u0 = v0 = 0;E3 : w0 = 0;F3 : u0 = w0 = 0;��1(B2)� 2E = B3 : u0(1� 4v02) = 0:� Dans la arte V3 de oordonnées (u; v; wv ) = (u00; v00; w00), on aE3 : v00 = 0;F3 : u00 = v00 = 0;��1(B2)� 2E = B3 : u00(w002 � 4) = 0:Le lieu de branhement B3 admet ses singularités le long des transformées stritesde S2 et S3.Étape 4 : Élatons la transformée strite de S2 et suivons les aluls au dessus de V3.On e�etue le hangement de variables w � 2 7! w. Alors E1 et E2 n'ont pas de traedans V3, et E3 : v = 0;F3 : u = v = 0;B3 : uw(w + 4) = 0:� Dans la arte U4 de oordonnées (u; vw ; w) = (u0; v0; w0), on aE3 : v0 = 0;F3 : u0 = v0 = 0;E4 : w0 = 0;F4 : v0 = w0 = 0;��1(B3)� 2E4 = B4 : u0(w + 4) = 0:� Dans la arte V4 de oordonnées (u; v; wv ) = (u00; v00; w00), on aE3 : v00 = 0;E4 : u00 = 0;F4 : u00 = v00 = 0;��1(B3)� 2E4 = B4 : w00(u00w00 + 4) = 0 est lisse.Le lieu de branhement B4 admet ses singularités le long de la transformée strites deS3 dans U4.Étape 5 : En�n, élatons la transformée strite de S3 et suivons les aluls au dessusde V4. Après hangement de variables, on a dans V4 :E3 : v = 0;F3 : u = v = 0;E4 : w � 4 = 0;F4 : v = w � 4 = 0;B4 : uw = 0;



36 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS� Dans la arte U5 de oordonnées (u; vw ; w) = (u0; v0; w0), on aE3 : v0 = 0;F3 : u0 = v0 = 0;E5 : w0 = 0;F5 : v0 = w0 = 0;��1(B4)� 2E5 = B5 : u0 = 0 est lisse.� Dans la arte V5 de oordonnées (u; v; wv ) = (u00; v00; w00), on aE3 : v00 = 0;E4 : w00 � 4 = 0;F4 : v00 = w00 � 4 = 0;E5 : u00 = 0;F5 : u00 = v00 = 0;��1(B4)� 2E5 = B5 : w00 = 0 est lisse.Notons q : Y � - A 3 la omposée des inq élatements dérits i-avant. D'après leparagraphe 2.1.2, il existe un revêtement double de Y � de lieu de branhement B� = B5qui est une résolution répante de la singularité XA1�G2 . La �bre exeptionnelle deette résolution est l'image réiproque de q�1(0) par e revêtement double. D'après laproposition 2.1.6, 'est le revêtement double de [iFi de lieu de branhement [iFi \B�.Comme F [F1 � B� et B�\Fi n'a pas pour équation loale un arré dans haque arte,on obtient omme dans le paragraphe 2.2.2, que haque omposante Fi a pour imageréiproque une omposante isomorphe à P1, de sorte que le diviseur exeptionnel de larésolution ainsi obtenue est la réunion de inq �bres isomorphes à P1. Le graphe dual dela �bre est le suivant. F2F1 F3 F5 F42.2.6 Le système de raines A3On dé�nit le système de raines R = A3 omme étant l'ensemble de tous les veteursde longueur p2 et appartenant à l'intersetion de H � R4 , hyperplan de somme desoordonnées égale à zéro ave le réseau "1Z� "2Z� "3Z� "4Z. Alors R = f"i � "j ; 1 �i 6= j � 4g, et on peut prendre�1 = "1 � "2; �2 = "2 � "3; �3 = "3 � "4omme système générateur.Le groupe de WeylW (R) = S4 agit naturellement par permutation des "i. En posante1 = �"1 + "2 + "3� "4, e2 = "1� "2 + "3� "4, e3 = "1 + "2� "3 � "4, il agit omme suit



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 37dans la base (e1; e2; e3).(12) (12)(34) (123) (1234)0� 0 1 01 0 00 0 1 1A 0� �1 0 00 �1 00 0 1 1A 0� 0 0 11 0 00 1 0 1A 0� 0 0 10 �1 0�1 0 0 1ARemarquons que si xi = "�i , alors C [x1 ; x2; x3; x4℄W = C [�1 ; �2; �3; �4℄, où �i sont lesfontions symétriques en quatre variables.Notons x = e�1, y = e�2 et z = e�3. Alors C [x1 ; x2; x3; x4℄= < � >= S = C [x; y; z℄, desorte que SW = C [�2 ; �3; �4℄. Orf2 = x2 + y2 + z2 = 3�21 � 8�2;f3 = xyz = �21 � 4�1�2 + 8�3;f4 = x2y2 + x2z2 + y2z2 = 3�41 � 16�1�3 + 16�22 � 64�4:Ainsi, modulo �1, les fontions symétriques en x1, x2, x3 et x4 sont des polyn�mes enf2, f3 et f4, de sorte que l'algèbre des invariants R = SW = C [f2 ; f3; f4℄. Le sous-groupeW+ est le groupe A4, et d'après le théorème 1.6.6, l'algèbre des invariants par W+ estengendrée par les invariants par W et un anti-invariant donné par le Jaobien de f2, f3,et f4. On trouve������ 2x 2y 2zyz xz xy2x(y2 + z2) 2y(x2 + z2) 2z(x2 + y2) ������ = 4(x2 � y2)(y2 � z2)(z2 � x2):Notons � = (x2 � y2)(y2 � z2)(z2 � x2), et u = f2, v = f3 et w = f4 pour alléger lesnotations.La singularité XA3 = A 3=A4 est le revêtement double de A 3=S4 = A 3 , de lieu debranhement B d'équation f(u; v; w) = u2w2 � 4u3v2 � 4w3 + 18uv2w � 27v4 = 0. Ene�et, le lieu de branhement B est le lieu des points de A 3=W au-dessus desquels XA3n'a qu'une pré-image. Ce sont les images des points de A 3 pour lesquels la W -orbite etla W+-orbite oïnident. Soit (a; b; ; d) 2 R4 . Alors S4(a; b; ; d) = A4(a; b; ; d) si etseulement si deux des oordonnées sont égales (ar dans e as, (a; b; ; d) est stabilisépar une transposition). Dans la base (e1; e2; e3) de A 3 , les points dont les W -orbites etW+-orbites oïnident sont don les points de oordonnées f(�; �; �); �; � 2 C g. Leursimages dans A 3=W ont pour oordonnéesf2 = 2�2 + �2;f3 = �2�;f4 = �4 + �2�2:Or, en notant l = �2 etm = �2, les points (a; b; ) 2 C 3 de la forme (2l+m; l2+2lm; l2m)sont les solutions de l'équation �(x3+ �1x2+ �2x+ �3) = 0, où les �i sont les fontions



38 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISsymétriques en a,b et , et � est le disriminant du polyn�me. Ainsi, omme�1(a2; b2; 2) = f2(a; b; );�2(a2; b2; 2) = f4(a; b; ); et�3(a2; b2; 2) = f3(a; b; )2:d'après la formule du disriminant d'un polyn�me de degré trois, le lieu de branhementB a pour équationDis(x3 + ux2 +wx+ v2) = u2w2 � 4u3v2 � 4w3 + 18uv2w � 27v4:On véri�e par ailleurs qu'on a bien�2 = u2w2 � 4u3v2 � 4w3 + 18uv2w � 27v4:Le lieu singulier de B est formé de deux omposantesT1 := fv = w = 0g;T2 := f(3�2;��3; 3�4)gqui s'intersetent en 0. Ces ourbes orrespondent aux images des points de stabilisateurnon trivial, et non inlus dans W+. Dans C 4 , les points de stabilisateur non trivial sont� les points du type (a; a; a; a), stabilisés par le groupe entier. Seul l'origine est dansH. et son image dans A 3=S4 est l'origine.� les points du type (a; a; a; b), a 6= b. Sous l'ation deW+ = A4, ils sont stabilisés parun yle d'ordre trois. L'intersetion ave H donne des points du type (a; a; a;�3a)ave a 6= 0, qui dans le nouveau système de oordonnées donnent (�; �;��) =(4a; 4a;�4a) dans A 3 , s'envoyant sur (3�2;��3; 3�4) 2 A 3=S4� les points du type (a; a; b; b), a 6= b. Sous l'ation de W+, ils sont stabilisés parun élément d'ordre deux ((12)(34)). L'intersetion ave H donne des points dutype (a; a;�a;�a), a 6= 0, qui dans le nouveau système de oordonnées donnent(16a2; 0; 0) 2 A 3 , s'envoyant sur la droite fv = w = 0g 2 A 3=S4Ainsi, au-dessus de T1, XA3 présente des singularités de type A1, assoiées à unsystème de raines A1�A1, et au-dessus de T2 , des singularités de type A2, assoiées àun système de raines A2.On remarque que T1 est la droite tangente au usp que présente T2 en 0. On veutdésingulariser le disriminant B, don on va élater suessivement es deux ourbesdans C 3 . autrement dit, on résout les singularités au dessus des omposantes T1 et T2,puis on véri�e que la singularité au-dessus de l'origine est résolue. Lors de l'élatementde la ourbe T1, le usp de T2 se résout, don on peut ensuite élater transformée stritelisse de T2 dans e premier élatement.Étape 1 : On élate la ourbe lisse : Y1 = BlT1(A 3) �1- A 3 .� Dans la arte U de oordonnées (u; v=w;w) = (u0; v0; w0), on aE1 : w0 = 0;��11 (B) : u02w02 � 4u03v02w02 � 4w03 + 18u0v02w03 � 27v04w04 = 0;��11 (B)� 2E1 = B1 : u02 � 4u03v02 � 4w0 + 18u0v02w0 � 27v04w02 = 0:



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 39Alors B1 est lisse. En partiulier, il n'y a pas de trae de la ourbe T2 de singularitéA2 dans ette arte.� Dans la arte V ayant pour oordonnées (u; v; w=v) = (u00; v00; w00),E1 : v00 = 0;��11 (B)� 2E1 = B1 : u002w002 � 4u003 � 4v00w003 + 18u00v00w00 � 27v002 = 0;��11 (T2)� 2E1 =fT2 : (3�2;��3;�3�);où fT2 est la transformée strite de T2 (On la notera simplement enore T2 par lasuite).Étape 2 : Considérons l'élatement de Y1 le long de T2 : Y2 = BlT2(Y1) - Y1. Étantdonné que T2 est entièrement inlus dans la arte V lors de l'élatement préédent, on serestreint au alul de l'élatement dans ette arte. En e�et, l'autre demeurera inhangéepar l'opération. Par ailleurs, pour simpli�er les aluls, on e�etue un hangement deoordonnées qui nous ramène à un élatement le long d'un axe de oordonnées. Pourela, on pose le hangement de oordonnées (u�w2=3; v �w3=27; w) 7! (u; v; w). AlorsB1 : �4u3 � 27v2 � 3u2w2 + 18uvw = 0;E1 : v + w3=27 = 0;T2 : u = v = 0:L'élatement Y2 �2- Y1 orrespond don dans V à l'élatement de l'axe < u; v > dansSpe(C [u; v; w℄).� Dans la arte V1 de oordonnées (u; v=u;w) = (u0; v0; w0),E2 : u0 = 0;��12 (E1)� 2E2 = fE1 : u0v0 + w03=27 = 0;��12 (B1)� 2E2 = B2 : �4u0 � 27v02 � 3w02 + 18v0w0 = 0:On note que l'intersetion T2\E1 étant d'ordre 3, la transformée strite de E1 lorsde l'élatement le long de T2 (qui est isomorphe à l'élatement de E1 le long deT2 \E1) présente une singularité A2.� Dans la arte V2 de oordonnées (u=v; v; w) = (u00; v00; w00),E2 : v00 = 0;��12 (B1)� 2E2 = B2 : �4u003v00 � 27� 3u002w002 � 18u00w00 = 0:En partiulier, B2 est lisse, de sorte que d'après la proposition 2.1.9, le revêtement doubleX� �- Y2 ave pour diviseur de branhement B2 est une résolution de la singularitéXA3 .Pour déterminer les �bres dans X2 au-dessus des points singuliers du quotient, on vadéterminer les �bres dans Y2 au-dessus des points des ourbes T1 et T2, puis en étudiantleur intersetion ave le lieu de rami�ation B2 du dernier revêtement double, on endéduira les �bres herhées dans X2.Plaçons nous dans la arte V1 de Y2 au-dessus de la arte V de Y1 ontenant la ourbeT2. (Car ette arte renontre E1 et E2).



40 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISLes surfaes exeptionnelles E1 : uv � w3=27 = 0 et E2 : u = 0 se oupent le long dela droite u = w = 0. La �bre au-dessus de l'origine est la réunion de ette droite et de laourbe C (inluse dans E1 ) paramétrée C : f(27�2; �; 9�); � 2 C g. En�n, l'intersetiondes surfaes exeptionnelles ave le lieu de branhement sontE2 \B2 : � u = 0(3v � w)2 = 0de sorte que B2 \E2 est de multipliité deux dans E2, etE1 \B2 = C : � 27uv + w3 = 0�4u� 3(3v � w)2 = 0:D'après la proposition 2.1.6, l'image réiproque de E2 par le revêtement doubleX2 - Y2 est isomorphe au revêtement double de E2 ave pour lieu de branhementE2\B2. Puis, d'après la proposition 2.1.5, le fait que l'équation de E2 \B2 dans E2 soitun arré entraîne que le revêtement double n'est pas irrédutible. Lors du revêtementdouble, la surfae E2 se dédouble en deux surfaes qui se oupent le long de leur inter-setion ave l'image réiproque de B2. En partiulier, la �bre au-dessus de 0 se dédoubleen deux ourbes. En revanhe, omme l'équation de E1 \ E2 n'est pas un arré dansE1, l'image réiproque de E1 est irrédutible. La omposante C de la �bre au-dessus del'origine étant inluse dans le diviseur de branhement, elle est omptée ave multipliitédeux dans le revêtement.On obtient don pour lieu exeptionnel au-dessus du lieu singulier de XA3 une surfaeà trois omposantes irrédutibles. La �bre au-dessus de l'origine est la réunion de troisourbes rationnelles s'intersetent en un unique point.��1(0) �!E2 sedédouble lorsdu revêtement E2 \B2E2E1C = E1 \B2 E1 \E2
En partiulier, le graphe dual de la �bre au-dessus de l'origine est le suivant.

2.2.7 Le système de raines B3On dé�nit R = B3 omme étant l'ensemble des veteurs de longueurs 1 ou p2 de R3appartenant au réseau standard "1Z�"2Z�"3Z. Alors R = f�"i;�"i�"j; 1 � i 6= j � 3g,et on peut prendre �1 = "1 � "2; �2 = "2 � "3; �3 = "3



2.2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE JUNG 41omme système générateur. W (R) = S3 o (Z=2Z)3 agit par permutation des "i pourla première omposante et multipliation par (-1) pour la deuxième. Ainsi, l'algèbre desinvariants R = C [x; y; z℄W = C [x2 ; y2; z2℄S3 = C [f2 ; f4; f6℄ ave f2 = x2 + y2 + z2; f4 =x2y2 + x2z2 + y2z2; f6 = x2y2z2.Pour identi�er la singularité A 3=W+ = XB3 , herhons un anti-invariant. D'après lethéorème 1.6.6.2, il est donné par le Jaobien :2x 2y 2z2x(y2 + z2) 2y(x2 + z2) 2z(x2 + y2)2xy2z2 2x2y2z 2x2y2z =8xyz(x2y2(x2 � y2) + x2z2(z2 � x2) + y2z2(y2 � z2)):Notons � = xyz(x2y2(x2 � y2) + x2z2(z2 � x2) + y2z2(y2 � z2)), et pour simpli�er lesnotations, u = f2, v = f4 et w = f6. Alors XB3 est le revêtement double de A 3=W delieu de branhement B d'équation w(u2v2�4u3w�4v3+18uvw�27w2) = 0. En e�et, lelieu de branhement est le lieu de A 3=W formé des points images de (a; b; ) 2 A 3 ayantla même orbite sous l'ation de W et de W+, 'est à dire stabilisés par une ré�exion deW . Ce sont les points dont une oordonnée au moins est nulle (par exemple, si a = 0,l'élément est stabilisé par (I; (�1; 1; 1))), et les points dont deux oordonnées sont égalesou opposées (si a = b, alors l'élément est stabilisé par ((12); (1; 1; 1)), et si a = �b, il l'estpar ((12); (�1;�1; 1)). Ces points véri�ent don xyz = 0 ou Dis(x3 + �1(a2; b2; 2)x2 +�2(a2; b2; 2)x+�3(a2; b2; 2)) = 0, où � est le disriminant du polyn�me. Autrement dit,et d'après la formule du disriminant d'un polyn�me de degré trois, dans A 3 , l'équationde B est f6(f22 f24 � 4f32 f6 � 4f34 + 18f2f4f6 � 27f26 ):Par ailleurs, on véri�e que�2 = w(u2v2 � 4u3w � 4v3 + 18uvw � 27w2):Notons B = S [ H où H est l'hyperplan d'équation w = 0 et S a pour équationu2v2 � 4u3w � 4v3 + 18uvw � 27w2 = 0. Alors B a trois omposantes singulières serenontrant en 0. D'une part le lieu singulier de S, qui est une ourbe rationnelle normalede représentation paramétriqueSing(S) : f(3�; 3�2; �3)g:D'autre part le lieu d'intersetion S \ H qui se divise en deux omposantes dont uneonique C et une droite L. C : � w = 0u2 � 4v = 0L : fv = w = 0g:Ils orrespondent aux images des points de stabilisateur non trivial pour l'ation deW+ = S4 sur A 3 . Ces points sont� l'origine, seul point stabilisé par le groupe entier.



42 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS� les points du type (a; a; a), stabilisés par le sous-groupe A3 de S3. Ils s'envoientsur (3a2; 3a4; a6) 2 Sing(S), de sorte que, au-dessus de Sing(S), XB3 présente dessingularités de type A2 dans la terminologie A-D-E, assoiées au sous-système deraines A2 engendré par �1 et �2 de B3 .� les points du type (0; a; a), stabilisés par le sous-groupe de W Z=2Z � (S2 o(Z=2Z)2), et don par le sous-groupe D 4 de W+ assoié au sous-système de rainesA1 � B2 de B3. Ces points s'envoient sur (2a2; a4; 0) 2 C dans A 3=W , de sorteque l'on a au-dessus de C des singularités de type D4 dans la terminologie A-D-E,assoiées à un système de raines A1 �B2.� les points du type (0; 0; a), stabilisés par S2 o (Z=2Z)2 de W . Ils s'envoient sur(a2; 0; 0) 2 L dans A 3=W , de sorte que XB3 présente des singularités de typeD4 dans la terminologie A-D-E, assoiées au sous-système de raines B2 de B3au-dessus de L.Comme dans le as A3, on va résoudre es familles de singularités planes en élatantles ourbes C, L et Sing(S), et on véri�era que le singularité à l'origine est ainsi résolue.Étape 1 et 2 : On élate deux fois l'axe L (pour résoudre les singularités de type D4).Dans la arte de oordonnées (x; y; z) = (u; v; wv ), on obtient pour le lieu de branhementB1 : z(x2y � x3z � 4y2 + 18xyz � 27yz2) = 0:Le lieu exeptionnel E1 : y = 0 et la �bre au-dessus de l'origine : F1 : � x = 0y = 0:On élate enore l'axe Ox et on obtient� dans la arte U de oordonnées (x; y; zy ), il n'y a pas de trae de E1,E2 : y = 0;��1(B1)� 2E2 = B2 : z(x2 � 4x3z � 4y + 18xyz � 27y2z2) = 0;��1(0) = F2 : x = y = 0:� dans la arte V de oordonnées (x; yz ; z),E1 : y = 0;E2 : z = 0;B2 : x2y � 4x3 � 4y2z + 18xyz � 27yz2 = 0;F1 : x = y = 0;F2 : x = z = 0:B2 \ U est le lieu de branhement d'une famille à un paramètre de singularitésassoiées au système de raines A1 �A1 (Le long de la transformée de C). Elle se résouten un élatement qui fait apparaître un fateur F3 �= P1 dans la �bre au-dessus del'origine.Étape 3 : On élate la transformée de Sing(S). Le lieu de branhement B2\V présentedes singularités le long de l'axe (3�; 9�; �3 ). Après le hangement de variables (u; v; w) =



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 43(x� 9z; y � 27z; z), on obtient les équations suivantes :B2 : w(9u � 2v)2 � u2v + 4u3 = 0;E1 : v + 27w = 0;E2 : w = 0;F1 : u+ 9w = v + 27w = 0;F2 : u = w = 0:On élate alors l'axe Ow et on obtient� Dans la arte V1 de oordonnées (uv ; v; w),E4 : v = 0;F4 : v = w = 0;B4 : w(9u � 2)2 � u2v + 4u3v = 0;��1(E1) : v + 27w = 0;��1(F1) : uv + 9w = v + 27w = 0;(��1(F1)� F4) = fF1 : u = 13 ; v + 27w = 0;��1(E2) : w = 0;��1(F2) : uv = w = 0;(��1(F2)� F4) \ fw = 0g = fF2 : u = w = 0:� Dans la arte V2 de oordonnées (u; vu ; w)E4 : u = 0;B4 : w(9� 2v)2 � uv + 4u = 0;fF1 : u+ 9w = 0; v = 3;F4 : u = w = 0:et F2 n'a pas de trae dans ette arte.Le lieu de branhement obtenu après es quatre élatements est lisse. Reste à voir e quedevient la �bre au-dessus de l'origine lors du revêtement double au-dessus de e nouveaulieu de branhement. On véri�e failement que les �bres F1, F2 et F4 sont ontenues dansle lieu de branhement. Elles ne sont don pas dédoublées lors du revêtement double.En revanhe, F3 n'est pas inluse dans le lieu de branhement mais l'équation de elui-i n'étant pas un arré dans F3, l'image réiproque de la �bre F3 lors du revêtementdouble est irrédutible. Elle est don isomorphe à P1, seul revêtement étale de lui même.Finalement, on obtient une haîne de quatre P1. En partiulier, le graphe dual de la �breest le suivant.2.3 Résolution des singularités loales par le W+-shéma deHilbertRappelons que d'après le théorème de Bridgeland King et Reid ([BKR01℄), pour toutsous-groupe G de SL3(C ), le morphisme de Hilbert-Chow G-Hilb(A 3 ) - A 3=G (dé�niau paragraphe 1.5, théorème 1.5.6) résout les singularités de A 3=G.



44 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS2.3.1 Méthode de déomposition de l'algèbre oinvarianteDéterminer la �bre au-dessus de l'origine du W+-shéma de Hilbert de A 3 revient àdéterminer la struture de l'ensemble des idéaux I � C [x; y; z℄ tels que C [x; y; z℄=I soit lareprésentation régulière deW+, etpI est l'idéal (x; y; z). Ce sont les idéaux dé�nissant unsous-shéma ayant une struture de W+-grappe de support l'origine. Comme on l'a déjàvu pour le W -shéma de Hilbert (preuve du théorème 1.6.7), il est équivalent d'étudierla struture de l'ensemble des idéaux I de l'algèbre oinvariante SW+ tels que SW+=Idé�nisse une W+-grappe de Spe(SW+) de support l'origine.En e�et, étant donné que les onstantes sont invariantes sous l'ation de W+ et quela représentation triviale intervient ave multipliité 1 dans la déomposition de la repré-sentation régulière en représentations irrédutibles, tout idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant uneW+-grappe ontient l'idéal engendré par les polyn�mes non-onstants de la sous-algèbredes polyn�mes invariants par W+. Notons S = C [x; y; z℄, IW+ = SW++ S et SW+ = S=IW+l'algèbre oinvariante de W+. L'ensemble des idéaux I � S+ tels que S=I est la repré-sentation régulière de W+ est en orrespondane biunivoque ave l'ensemble des idéauxI � (SW+)+ tels que SW+=I est la représentation régulière de W+.idéal de SW+ idéal de S = C [x; y; z℄dé�nissant une W+-grappe dé�nissant une W+-grappede support l'origine de support l'origineI ! ��1(I)J=IW+  J;où � : S - SW+ est la surjetion anonique.Par ailleurs, (f p. 26) rappelons qu'il existe un système générateur de la C -algèbreR = SW formée d'éléments homogènes fd1 ; fd2 ; fd3 de S. (1.6.4, [Ste64, Theorem 1.3℄,[Bou81, Ch.V no 5.3℄). En partiulier, fd1 ; fd2 ; fd3 est une suite S-régulière ([Bou81,Ch.V no 5.5℄). En notant SW = S=R+S l'algèbre oinvariante de W , on a don le om-plexe de Koszul exat suivant.0 - (e1 ^ e2 ^ e3)S �3 -(e1 ^ e2)S � (e2 ^ e3)S � (e3 ^ e1)S �2- e1S � e2S � e3S�1- S - SW - 0;où �2(ei ^ ej) = fdiej � fdjei et �1(ei) = fdi . On peut rendre ette suite homogène ena�etant les poids di = deg(fdi) à ei. Alors en degré n, on a0 - S[n� (d1 + d2 + d3)℄ - S[n� (d2 + d3)℄� S[n� (d1 + d3)℄� S[n� (d1 + d2)℄- S[n� d1℄� S[n� d2℄� S[n� d3℄ - S[n℄ - SW [n℄ - 0Cette suite permet de aluler les dimensions des omposantes homogènes de l'algèbreSW . En partiulier, pour n � d1 + d2 + d3 � 2,dim(SW [n℄) = C2n+2 � (C2n�d1+2 + C2n�d2+2 + C2n�d3+2)+(C2n�d2�d3+2 + C2n�d1�d3+2 + C2n�d1�d2+2)� C2n�d1�d2�d3+2 = 0



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 45Puis si n = d1 + d2 + d3 � 3, alors SW [n℄ est de dimension 1, engendrée par l'anti-invariant � = Ja(fdi) Comme SW+ = SW=�SW , on en déduit la proposition suivantesur les dimensions des omposantes de l'algèbre oinvariante SW+Proposition 2.3.1 Pour tout n � d1 + d2 + d3 � 3 la omposante SW+[n℄ est nulle.Autrement dit, tout mon�me de C [x; y; z℄ de degré supérieur à d1+d2+d3�3 appartientà l'idéal IW+.Pour n � d1 + d2 + d3 � 3, ave la onvention Cpn = 0 si p 62 [0; n℄, on adim(SW+[n℄) = C2n+2 � (C2n�d1+2 + C2n�d2+2 + C2n�d3+2)+ (C2n�d2�d3+2 + C2n�d1�d3+2 + C2n�d1�d2+2):Par ailleurs, rappelons que SW est isomorphe à la représentation régulière de W(théorème 1.6.5). Ainsi, la dimension totale de SW+ est Card(W )�1 = 2Card(W+)�1, ethaune des représentations irrédutibles non triviale Vi de dimension di de W+ apparaîtave la multipliité 2di. Ainsi, hoisir uneW+-grappe de support l'origine revient à hoisirpour haque représentation irrédutible Vi de W+ une famille libre de di opies de Vi, defaçon ompatible ave la multipliation de l'algèbre.Pour haque système de raines, on va déomposer l'algèbre graduée SW+ en repré-sentations irrédutibles, puis on va en déduire la struture de l'ensemble des W+-grappesde support l'origine de A 3 .Rappelons que l'idéal IW+ = (C [x; y; z℄W+ )+C [x; y; z℄ est ontenu dans tous les idéauxdé�nissant des W+-grappes de support l'origine. Ainsi, si Bi est une Vi-base dans SW+,et I un idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+-grappe, on s'autorisera à érire �Bi 2 I�pour �des représentants dans C [x; y; z℄ des lasses omposant la base Bi appartiennentà l'idéal I�. De plus, omme toute Vi-base est ontenue dans la somme des Vi[k℄, pour kvariant de 0 à 6, on s'autorisera à érire des ombinaisons linéaires de bases. Par exemple,si B�[4℄ = f�y4; �z4g et B�[5℄ = f�x�y�z(�z2 � �x2); �x�y�z(�y2 � �x2g, on érira aB�[4℄ + B�[5℄ 2 Ipour � ay4 + bxyz(z2 � x2) 2 I;az4 + bxyz(y2 � x2) 2 I;Soit Vi une représentation de dimension k et Bi une base. On dira qu'on multipliel'identité Bi 2 I par le veteur (a1; : : : ; ak) si on multiplie la i-ème ligne de l'identitépar ai. Par exemple, si B [4℄ = fx2yz; xy2z; xyz2g, la multipliation de B [4℄ 2 I par(z; x; y), donne 8<: x2yz2 2 Ix2y2z 2 Ixy2z2 2 I .2.3.2 Le système de raines A1 �A1 �A1Ii, l'algèbre des polyn�mes invariants par W+ est engendrée par x2; y2; z2 et xyz,de sorte que l'algèbre oinvariante SW+ = 1 �k�x �k�y �k� z �k�yz �k�xz �k�xy �k.Le groupe W+ = Z=2Z�Z=2Z possède quatre représentations irrédutibles de degré un,�1; �2; �3; �4 (voir paragraphe A.1) et on a 1 � k �= V�1 ; x � k �= yz � k �= V�2 ; y � k �=xz � k �= V�3 ; z � k �= xy � k �= V�4 :



46 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISLemme 2.3.2 Soit I un idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+- grappe de support l'ori-gine. Alors il existe un unique triplet((a : b); ( : d); (e : f)) 2 (P1)3 tel que 8<: ax+ byz 2 Iy + dxz 2 Iez + fxy 2 I:De plus, si a 6= 0 alors  = e = 0, si  6= 0 alors a = e = 0 et si e 6= 0 alors a =  = 0.Preuve : Pour que haune des représentations irrédutibles n'apparaisse qu'une foisdans la déomposition du quotient S=I en représentations irrédutibles de W+, il estnéessaire qu'un fateur isomorphe à V�i soit inlus dans l'idéal I pour i = 2; 3 ou4. Puis, si (a : b) 6= (a0 : b0) 2 P1, alors ax + byz; a0x + b0yz forme une famille librede x � k � yz � k � SW+. L'appartenane de es deux polyn�mes à I impliquerait donl'absene de �2 dans la déomposition en représentations irrédutibles de SW+=(I\SW+),e qui est impossible puisqu'il s'agit de la représentation régulière de W+. On en déduitl'uniité du triplet ((a : b); ( : d); (e : f)).Maintenant, supposons que ax + byz 2 I, ave a 6= 0. Comme y2 2 IW+ � I etz2 2 IW+ , ela implique xy 2 I et xz 2 I, 'est à dire  = e = 0 par uniité du triplet((a : b); ( : d); (e : f)). �On en déduit la proposition suivante.Proposition 2.3.3 La �bre exeptionnelle du W+-shéma de Hilbert est la réunion detrois P1 s'intersetant en un unique point orrespondant à l'idéal < xy; xz; yz; x2; y2; z2 >de C [x; y; z℄. En partiulier, le graphe dual de la �bre du morphisme de Hilbert-Chow au-dessus de la singularité à l'origine est �2 �3�4Preuve : En e�et, si J est un idéal représentant une W+-grappe de support l'origine,d'après le lemme, il appartient à l'une des familles suivantes.I�2(a : b) = < ax+ byz; x2; y2; z2; xy; xz > (a : b) 2 P1;I�3(a : b) = < ay + bxz; x2; y2; z2; xy; yz > (a : b) 2 P1;I�4(a : b) = < az + bxy; x2; y2; z2; xz; yz > (a : b) 2 P1: �2.3.3 Le système de raines A1 �A2La table des représentations de W+ = D 3 est donnée en annexe, au paragraphe A.2.Par ailleurs, on a vu dans le paragraphe 2.2.3 que IW+ =< x2; yz; y3 + z3; x(y3 � z3) >.D'après la proposition 2.3.1 l'algèbre graduée SW+ voit ses omposantes s'annuler pourn � 4, et on a dim(SW+[0℄) = 1, dim(SW+ [1℄) = 3 dim(SW+ [2℄) = 6 � 2 = 4,dim(SW+ [3℄) = 10 � 6 � 1 = 3. Elle se déompose omme suit en omposantes irré-dutibles.



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 47dé. en rep. irréd. baseSW+[0℄ V 1 B 1 [0℄ = f�1gSW+[1℄ V 2 � V� B 2 [1℄ = f�xgB�[1℄ = f�y; �zgSW+[2℄ V� � V� B�[2℄1 = f�x�y; ��x�zgB�[2℄2 = f�z2; �y2gSW+[3℄ V 2 � V� B 2 [3℄ = f�y3 � �z3gB�[3℄ = f�x�z2; ��x�y2gLemme 2.3.4 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors il existe un unique ouple (a : b ) 2 P1 tel quea x+ b (y3 � z3) 2 I:Preuve : En e�et, la représentation irrédutible V 2 étant de degré un, elle ne doitapparaître qu'ave multipliité un dans le quotient S=I, or elle apparaît ave multipliitédeux dans SW+. �Lemme 2.3.5 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors B�[3℄ 2 I et il existe un unique ouple (a� : b�) 2 P1 tel quea�B�[2℄1 + b�B�[2℄2 2 I:Preuve : A priori, la famille formée des (� : � :  : Æ) 2 P4 véri�ant l'identité I(�)suivante �B�[2℄ � �B�[2℄1 + B�[2℄2 � ÆB�[3℄ 2 I est de dimension 2, ar V� apparaîtave multipliité 4 dans SW+ .Remarquons que en multipliant l'identité I(�) par (x; y), on obtient (0 : � : 0 : �)véri�e I(�). Puis, en la multipliant par (xy : xz), on obtient (0 : 0 : 0 : �) également.Comme le rang de ette famille est deux, on a néessairement � = 0.Maintenant, supposons qu'il existe (0 : � :  : Æ) véri�ant I(�) ave  6= 0, alorsomme x2 2 I ar il est invariant par W+, en multipliant par (x;�x), on obtient (0 : 0 :0 : ) véri�e I(�), 'est à dire B�[3℄ 2 I, et il existe un unique ouple (a� : b�) 2 P1 telque a�B�[2℄1 + b�B�[2℄2 2 I, ave b 6= 0. Si au ontraire pour tout (0 : � :  : Æ) véri�antI(�), on a  = 0, alors omme le rang de la famille véri�ant l'identité est deux, on anéessairement B�[2℄1 2 I et B�[3℄ 2 I. �



48 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISProposition 2.3.6 Les deux familles suivantes dérivent exatement l'ensemble des idé-aux de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+-grappe de support l'origine.I (a : b) =< ax+ b(y3 � z3); xy; xz; yz; x2; x3 + z3 >;
I�(a : b) =< aB�[2℄1 + bB�[2℄2; x2; yz; y3; z3; xy2; xz2 > :De plus, I (0 : 1) = I�(1 : 0). En partiulier, le graphe dual de la �bre est le suivant.�  2

Preuve : Soit I uneW+-grappe. D'après le lemme 2.3.4, il existe un ouple (a : b ) 2 P1tel que a x+ b (y3�z3) 2 I. Supposons que a 6= 0. Étant donné que tout les mon�mesde degrés supérieurs à 4 sont néessairement dans I, la relation a x + b (y3 � z3) 2 Iimplique B�[2℄1 2 I et B�[3℄ 2 I, de sorte que I = I (a : b ). Sinon, a = 0 et d'aprèsle lemme 2.3.5, B�[3℄ 2 I et il existe (a� : b�) 2 P1 tel que a�B�[2℄1 + b�B�[2℄2 2 I. Danse as, on a don I = I�(a� : b�). �
2.3.4 Le système de raines A1 �B2La table des représentations de W+ = D 4 est donnée en annexe, au paragraphe A.3.On a vu que IW+ =< x2; y2 + z2; y2z2; xyz(y2 � z2) >. D'après la proposition , l'algèbregraduée SW+ a des omposantes nulles en degré supérieurs à 5 et dim(SW+[0℄) = 1,dim(SW+ [1℄) = 3, dim(SW+ [2℄) = 6�2 = 4, dim(SW+ [3℄) = 10�6 = 4, et dim(SW+ [4℄) =15� 12� 1 + 1 = 3. Elle se déompose omme suit en omposantes irrédutibles.



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 49dé. en rep. irréd. baseSW+ [0℄ V 1 B 1 [1℄ = f�1gSW+ [1℄ V 2 � V� B 1 [2℄ = f�xgB�[1℄ = f�y; �zgSW+ [2℄ V 3 � V 4 � V� B 3 [2℄ = f�y�zgB 4 [2℄ = f�y2 � �z2gB�[2℄ = f��x�z; �x�ygSW+ [3℄ V 3 � V 4 � V� B 3 [3℄ = f�x(�y2 � �z2)gB 4 [3℄ = f�x�y�zgB�[3℄ = f�y3; �z3gSW+ [4℄ V 2 � V� B 2 [4℄ = f�y�z(�y2 � �z2)gB�[4℄ = f��x�z3; �x�y3gLes représentations  2,  3 et  4 sont de dimensions un et interviennent don hauneave multipliité un dans la représentation régulière. On obtient diretement le lemmesuivant.Lemme 2.3.7 Soit I un idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+-grappe de support l'ori-gine. Il existe, et de façon unique (a 4 : b 4), (a 3 : b 3) et (a 2 : b 2) dans P1 tels quea 4(y2 � z2) + b 4xyz 2 I, a 3x(y2 � z2) + b 3yz 2 I et a 2x+ b 2yz(y2 � z2) 2 I.Lemme 2.3.8 Soit I un idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+-grappe de support l'ori-gine. B�[4℄ 2 I et il existe un unique ouple (a� : b�) 2 P1 tel que a�B�[2℄ + b�B�[3℄ 2 I.Preuve : Étant donné que � ne doit intervenir que deux fois dans la déomposition deS=I en représentation irrédutibles de D 4 , et qu'elles apparaissent ave multipliité 4dans SW+, la famille des (a : b :  : d) 2 P3 véri�ant l'identité I(�) : aB�[1℄ + bB�[2℄ +B�[3℄+dB�[4℄ 2 I est de rang deux. Soit (a : b :  : d) véri�ant I(�). Alors en multipliantpar (�x; x), on obtient (0 : a : 0 : ) véri�e également I(�), puis en multipliant enorepar (z2; y2), on obtient (0 : 0 : 0 : a) véri�e enore I(�). Cei implique que a = 0.Soit (0 : b :  : d) véri�ant I(�), ave b ou  non nul. (Il en existe, d'après le rang de lafamille). En multipliant respetivement par (z2; y2) ou par (�x; x) l'identité, on obtientB�[4℄ 2 I.On a bien démontré que B�[4℄ 2 I et il existe un unique (a� : b�) 2 P1 tel quea�B�[2℄ + b�B�[3℄ 2 I. �



50 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISProposition 2.3.9 Soit I un idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+-grappe de supportl'origine. Alors I appartient à l'une des quatre familles d'idéaux suivantes.I 2(a : b) =< ax� byz(y2 � z2); xy; xz; x2; y2 + z2xy3; xz3; y2z2; xyz(y2 � z2) >;I 3(a : b) =< ax(y2 � z2)� byz; x2y2 + z2; xyz; y3; z3; xy3; xz3; y2z2 >;I 4(a : b) =< a(y2 � z2)� bxyz; x2; y2 + z2; x(y2 � z2); y3; z3; y2z2 >;I�(a : b) =< axz � by3; axy + bz3; x2; y2 + z2; xyz; x(y2 � z2);yz(y2 � z2); xy3; xz3; y2z2 > :De plus, I 2(0 : 1) = I�(1 : 0), I 3(1 : 0) = I 4(0 : 1) = I�(0 : 1). En partiulier, legraphe dual de la �bre est le suivant. �  2 3 4Preuve : D'après le lemme 2.3.7, il existe trois ouples (a 2 : b 2), (a 3 : b 3), (a 4 : b 4)tels que a 2x+b 2yz(y2�z2) 2 I, a 3x(y2�z2)+b 3yz 2 I et a 4(y2�z2)+b 4xyz 2 I.Supposons dans un premier temps que a 2 6= 0. Alors omme tout les mon�mes dedegré supérieur à 5 appartiennent à IW+ � I, en multipliant l'identité par y et z, onobtient que B�[2℄ 2 I, puis en la multipliant par yz et (y2 � z2), on a B 3 [3℄ 2 I etB 4 [3℄ 2 I. On a don I = I 2(a 2 : b 2).On peut maintenant supposer que a 2 = 0, de sorte que tous les mon�mes de degréssupérieurs à quatre appartiennent à I. D'après le lemme 2.3.8, il existe (a� : b�) 2 P1 telque a�B�[2℄ + b�B�[3℄ 2 I, 'est à dire : � �a�xz + b�y3 2 I;a�xy + b�z3 2 I:Supposons alors que a� 6= 0. Comme tout les mon�mes de degré supérieur à quatreappartiennent à I, en multipliant la première ligne par y, on obtient xyz 2 I, de sorteque a 4 = 0, et en multipliant la première ligne par z et la deuxième par y, on obtientxy2 2 I et xz2 2 I, de sorte que B 3 [3℄ 2 I et b 3 = 0. Dans e as, I = I�(a� : b�).On est maintenant dans le as où a 2 = a� = 0. Supposons maintenant que a 4 6= 0.Étant donné que x2 2 IW+ � I, l'identité a 4(y2 � z2) + b 4xyz 2 I ave a 4 6= 0implique que x(y2 � z2) 2 I, don b 3 = 0. Ainsi, I = I 4(a 4 : b 4).En�n, si a 3x(y2�z2)+b 3yz 2 I ave b 3 6= 0, ela implique xyz 2 I, don a 4 = 0,de sorte que xyz 2 I et yz(y2 � z2) 2 I, et I = I 3(a 3 : b 3). �2.3.5 Le système de raines A1 �G2La table des représentations de W+ = D 6 est donnée en annexe au paragraphe A.4.Par ailleurs, on a vu dans le paragraphe 2.2.5 que IW est engendré par les polyn�mesu = x2, v = yz, w = y6 + z6 et IW+ est engendré par u, v, w et � = x(z6 � y6).En partiulier, d'après la proposition 2.3.1, on a dim(SW+[n℄) = 0 pour tout n � 7, etdim(SW+ [0℄) = 1, dim(SW+ [1℄) = 3, dim(SW+ [2℄) = 6�2 = 4, dim(SW+ [3℄) = 10�6 = 4,dim(SW+ [4℄) = 15 � 12 + 1 = 4, dim(SW+ [5℄) = 21 � 20 + 3 = 4, dim(SW+[6℄) =28 � 30 � 1 + 6 = 3. La déomposition de l'algèbre graduée SW+ en représentationsirrédutibles est la suivante.



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 51dé. en rep. irréd. baseSW+[0℄ V 1 B 1 [1℄ = f�1gSW+[1℄ V 2 � V�1 B 1 [2℄ = f�xgB�1 [1℄ = f�y; �zgSW+[2℄ V�1 � V�2 B�1 [2℄ = f�x�y;��x�zgB�2 [2℄ = f�y2; �z2gSW+[3℄ V 3 � V 4 � V�2 B 3 [3℄ = f�y3 + �z3gB 4 [3℄ = f�y3 � �z3gB�2 [3℄ = f�x�y2;��x�z2)gSW+[4℄ V 3 � V 4 � V�2 B 3 [4℄ = f�x(�y3 � �z3)gB 4 [4℄ = f�x(�y3 + �z3)gB�2 [4℄ = f�y4; �z4gSW+[5℄ V�1 � V�2 B�1 [5℄ = f�y5; �z5gB�2 [5℄ = f�x�y4;��x�z4gSW+[6℄ V 2 � V�1 B 2 [6℄ = f�y6 � �z6gB�1 [6℄ = f�x�y5;��x�z5)gLes représentations V i de D 6 sont de degré un, don elles apparaissent ave multi-pliité un dans la représentation régulière. On en déduit le lemme suivantLemme 2.3.10 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Il existe, et de façon unique, trois ouples (a i : b i) 2 P1, i = 2; 3; 4 tels que a 2x +b 2(y6 � z6) 2 I, a 3(y3 + z3) + b 3x(y3 � z3) 2 I, a 4(y3 � z3) + b 4x(y3 + z3) 2 I.Lemme 2.3.11 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors B�1 [6℄ 2 I et il existe un unique ouple (a�1 : b�1) 2 P1 tel que a�1B�1 [2℄ +b�1B�1 [5℄ 2 I.Preuve : La représentation �1 étant de dimension 2 et apparaissant ave multipliité 4



52 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISdans SW+, la famille des (a : b :  : d) 2 P3 véri�ant l'identitéI(�1) : a� yz �+ b� xy�xz �+ � y5z5 �+ d� xy5�xz5 � 2 Iest a priori de rang deux. Soit (a : b :  : d) véri�ant I(�1). Alors en multipliant haqueomposante par x, on obtient (0 : a : 0 : ) véri�e I(�1), puis en multipliant enore par(y4; z4), on obtient (0 : 0 : 0 : a) véri�e I(�1), e qui implique que a = 0.Si il existe (0 : b :  : d) véri�ant I(�1) ave b 6= 0, alors en multipliant enorepar (y4; z4), on a B�1 [6℄ 2 I, et il existe un unique ouple (a�1 : b�1) 2 P1 tel quea�1B�1 [2℄ + b�1B�1 [5℄ 2 I. Sinon, la famille des veteurs véri�ant I(�1) étant de rangdeux, on a B�1 [5℄ 2 I et B�1 [6℄ 2 I, e qui orrespond au point (a�1 : b�1) = (0 : 1) aveles notations de l'énoné. �On démontre de la même façon le lemme suivant.Lemme 2.3.12 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors B�2 [5℄ 2 I et il existe un unique ouple (a�2 : b�2) 2 P1 tel que a�2B�2 [3℄ +b�2B�2 [4℄ 2 I.Proposition 2.3.13 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'ori-gine. Alors I appartient à l'une des familles suivantesI 2(a : b) =< ax+ b(y6 � z6); x2; xy; xz; yz; y6 + z6; x(y6 � z6) >;I 3(a : b) =< a(y3 + z3) + bx(y3 � z3); x2; yz; x(y3 + z3); y4; z4; degré supérieur à 5 >;I 4(a : b) =< a(y3 � z3) + bx(y3 + z3); x2; yz; x(y3 � z3); y4; z4; degré supérieur à 5 >;I�1(a : b) =< axy + by5; axz � bz5; xy2; xz2; yz; x2; degré supérieur à 6 >;I�2(a : b) =< axy2 + by4; axz2 � bz4; x2; xy3; xz3; yz; y5; z5; degré supérieur à 6 > :Et I 2(0 : 1) = I�1(1 : 0), I�1(0 : 1) = I�2(1 : 0), et I�2(0 : 1) = I 3(0 : 1) = I 4(0 : 1).En partiulier, le graphe dual de la �bre du morphisme de Hilbert-Chow au-dessus de lasingularité à l'origine est le suivant. �2 �1 3 4  2Preuve : En utilisant les notations des lemmes 2.3.10, 2.3.11, et 2.3.12, supposons quea 2 6= 0. Alors en multipliant l'identité a 2x+b 2(y6�z6) 2 I par y et z, étant donné quetous les mon�mes de degré supérieur à 7 appartiennent à IW+ � I, on obtient B�1 [2℄ 2 I,B�2 [3℄ 2 I, B 3 [4℄ 2 I et B 4 [4℄ 2 I. Ainsi, I = I 2(a 2 : b 2)Sinon, a 2 = 0, de sorte que d'après le lemme 2.3.11, tous les mon�mes de degrésupérieur à six appartiennent à I. Supposons que a�1 6= 0. Alors en multipliant l'identitéa�1B�1 [2℄+b�1B�1 [5℄ 2 I par (y; z), on obtient B�3 [3℄ 2 I, puis en multipliant par (y2; z2)on obtient B 3 [4℄ 2 I et B 4 [4℄ 2 I. Finalement, I = I�1(a�1 : b�1).On peut maintenant supposer que a�1 = a 2 = 0. Si a�2 6= 0, alors en multipliantl'identité a�2B�2 [3℄+ b�2B�2 [4℄ 2 I par y et z, on obtient B 3 [3℄ 2 I et B 4 [3℄ 2 I. Ainsi,I = I�2(a�2 : b�2).



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 53En�n, a�2 = a�1 = a 2 = 0, de sorte que tous les mon�mes de degré supérieur à 5appartiennent à I. Alors a 3 6= 0 implique a 4 = 0 et réiproquement, a 4 6= 0 impliquea 3 = 0, de sorte soit I = I 3(a 3 : b 3) soit I = I 4(a 4 : b 4). On remarque queI 3(0 : 1) = I 4(0 : 1). �
2.3.6 Le système de raines A3Le résultat de e paragraphe est donné dans [GNS00℄.On a déjà vu dans le paragraphe 2.2.6 que IW est engendré par les polyn�mes f2 =x2 + y2 + z2, f3 = xyz, f4 = x2y2 + x2y2 + y2z2 et IW+ est engendré par f2,f3, f4et � = (x2 � y2)(y2 � z2)(z2 � x2). En partiulier, d'après la proposition 2.3.1, on adim(SW+[n℄) = 0 pour tout n � 6, et dim(SW+ [0℄) = 1, dim(SW+[1℄) = 3, dim(SW+[2℄) =6 � 1 = 5, dim(SW+ [3℄) = 10 � 3 � 1 = 6, dim(SW+[4℄) = 15 � 6 � 3 � 1 = 5, etdim(SW+[5℄) = 21� 10� 6� 3 + 1 = 3.Si on note f = x2 + jy2 + j2z2, on observe queyzf + yz �f = yz(2x2 + (j + j2)y2 + (j + j2)z2)= yz(3x2 � f2)= 3xf3 � yzf2 2 IW :De même, xz(j2f + j �f) 2 IW ) et xy(jf + j2 �f) 2 IW :Puis, f2 + �f2 = x4 � y4 � z4 + 2(y2z2 � (x2y2 + x2z2)), de sorte quex(f2 + �f2) = 2x5 � x(x4 + y4 + z4) + 4xy2z2 � 2x(y2z2 + x2y2 + x2z2)= x5 � x(f22 � 2f4) + 4yzf3 � 2xf4:Or x5 = x3f2 � xf4 + yzf3, don on obtientx(f2 + �f2) = x3f2 + 5yzf3 � xf22 � xf4 2 IW :De même, y((jf)2 + (j2 �f)2) 2 IW et z((j2f)2 + (j �f)2) 2 IW .Ainsi, la déomposition de l'algèbre graduée SW+ en représentations irrédutibles estla suivante.



54 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROIS
dé. en rep. irréd. Vi-baseSW+[0℄ V 1 B0[0℄ = f�1gSW+[1℄ V	 B	[1℄ = f�x; �y; �zgSW+[2℄ V 2 � V 3 � V	 B 2 [2℄ = f�x2 + j2�y2 + j�z2g = f �fgB 3 [2℄ = f�x2 + j�y2 + j2�z2g = ffgB	[2℄ = f�y�z; �x�z; �x�ygSW+[3℄ V	 � V	 B	[3℄1 = f�xf; j2�yf; j�zfgB	[3℄2 = f�x �f; j�y �f; j2�z �fgSW+[4℄ V 2 � V 3 � V	 B 2 [4℄ = ff2gB 3 [4℄ = f �f2gB	[4℄ = f�y�zf; j2�x�zf; j�x�yfg;SW+[5℄ V	 B	[5℄ = f�xf2; �yjf2; �zj2f2gLes représentations V 2 et V 3 étant de rang un, elles apparaissent ave multipliitéun dans la représentation régulière. Cela implique les lemmes 2.3.14 et 2.3.15 suivant.Lemme 2.3.14 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Il existe un unique ouple (a 2 : b 2) 2 P1 tel que a 2 �f + b 2f2 2 I.Lemme 2.3.15 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Il existe un unique ouple (a 3 : b 3) 2 P1 tel que a 3f + b 3 �f2 2 I.Puis, V	 étant de multipliité trois, on a le lemme suivant.Lemme 2.3.16 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.B	[4℄ 2 I, B	[5℄ 2 I et il existe un unique ouple (a	 : b	) 2 P1 tel que a	B	[3℄1 +b	B	[3℄2 2 I.Preuve : Pour ommener, remarquons que le lemme 2.3.15 implique B	[5℄ 2 I. Ene�et, si a 3 6= 0, alors f2 2 I, don B	[5℄ 2 I: Si a 3 = 0, alors �f2 2 I. On a vu que8<: x(f2 � �f2) 2 IW+ ;y(j2f2 � j �f2) 2 IW+;z(jf2 � j2 �f) 2 IW+: Comme IW+ � I, on obtient enore B	[5℄ 2 I.



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 55Notons I(	) l'identité �B	[1℄ + �B	[2℄ + B	[3℄1 + ÆB	[3℄2 + �B	[4℄ 2 I: Alors lafamille des (� : � :  : Æ : �) 2 P5 véri�ant I(	) est de rang deux.Soit (� : � :  : Æ : �) 2 P5 véri�ant I(	). Alors, en multipliant I(	) par (f; j2f; jf),on obtient (0 : 0 : � : 0 : �) véri�e I(	), et en la multipliant par ( �f; j �f; j2 �f), on obtient�0� x �fjy �fj2z �f 1A+ �0� yz �fjxz �fj2xy �f 1A 2 I:Les identités 8<: yz(f + �f) 2 IW+xz(j2f + j �f) 2 IW+xy(jf � j2 �f) 2 IW+ et la relation IW+ � I impliquent alors �B	[3℄2��B	[4℄ 2 I, 'est à dire (0 : 0 : 0 : � : ��) véri�e I(	). Ainsi, omme la famille desveteurs véri�ant I(	) est de rang deux, on a néessairement � = 0.Supposons maintenant qu'il existe (0 : � :  : Æ : �) 2 P5 véri�ant I(	), ave � 6= 0.On obtient diretement B [4℄ 2 I en multipliant par (f; j2f; jf), et il reste�B	[2℄ + B	[3℄1 + ÆB	[3℄2 2 I:En multipliant la deuxième ligne de ette identité par z et la troisième par y, on obtient� �xz2 + jyzf + Æj2yz �f 2 I�xy2 + jyzf + Æj2yz �f 2 I , de sorte que xy2 2 I et xz2 2 I. En e�et, B	[4℄ 2 Iimplique yzf et yz �f 2 I. Or xf = x3 + jxy2 + j2xz2, et x �f = x3 + j2xy2 + jxz2.Ainsi, xf � x �f 2 I. De la même façon, on a j2yf � jy �f 2 I et jzf � j2z �f 2 I, don(0 : 0 : 1 : �1 : 0) véri�e I(	), e qui ontredit le fait que la famille de es veteurs estde rang deux. On a don � = 0.Finalement, la famille des (0 : 0 :  : Æ : �) 2 P5 véri�ant I(	) est de rang deux, desorte qu'il existe (0 : 0 :  : Æ : �) 2 P5 véri�ant I(	) ave  6= 0 ou Æ 6= 0. En multipliantpar (y; z; x), on obtient (a � bj2)xyf 2 I, (a � b)yzf 2 I et (a � bj)xzf 2 I, de sorteque B	[4℄ 2 I.On a bien démontré que B	[4℄ 2 I, B	[5℄ 2 I et il existe un unique ouple (a	 :b	) 2 P1 tel que a	B	[3℄1 + b	B	[3℄2 2 I. �Proposition 2.3.17 Soit I un idéal de C [x; y; z℄ dé�nissant une W+-grappe de supportl'origine. Alors I appartient à l'une des trois familles d'idéaux suivantes.I 2(a : b) =< af + b �f2; f2; x �f; y �f; z �f; f2; f3; f4;� > :I 3(a : b) =< a �f + bf2; �f2; xf; yf; zf; f2; f3; f4;� > :I	(a : b) =< aB	[3℄1 + bB	[3℄2; f2; �f2; f2; f3; f4;� > :De plus, I 2 [0 : 1℄ = I	[0 : 1℄, et I 3 [0 : 1℄ = I	[1 : 0℄. En partiulier, le graphe dualde la �bre est le suivant.  2  3	Preuve : Ave les notations des lemmes 2.3.14 et 2.3.15, si a 2 6= 0, alors en multipliantl'identité a �f + b f2 2 I par �f , on obtient a 3 = 0, et en la multipliant par x, y et z,on a B	[3℄2. Dans e as, I = I 2(a 2 : b 2) ave a 2 6= 0.



56 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISDe même, si a 3 6= 0, on a B	[3℄1 2 I, et b	 = 0, de sorte que I = I 3(a 3 : b 3).En�n, si a 2 = a 3 = 0, alors d'après le lemme 2.3.16, il existe (a : b) 2 P1 tel queI = I	(a : b). On véri�e en�n que I 2 [0 : 1℄ = I	[0 : 1℄, et I 3 [0 : 1℄ = I	[1 : 0℄. �
2.3.7 Le système de raines B3On a déjà vu dans le paragraphe 2.2.7 que IW est engendré par les polyn�mes f2 =x2 + y2 + z2, f4 = x2y2 + x2y2 + y2z2, f6 = x2y2z2 et IW+ est engendré par f2,f3, f4et � = xyz(x2y2(x2 � y2) + x2z2(z2 � x2) + y2z2(y2 � z2)). En partiulier, d'après laproposition 2.3.1, on a

dim(SW+ [n℄) = 0 pour tout n � 9, etdim(SW+ [0℄) = 1;dim(SW+ [1℄) = 3;dim(SW+ [2℄) = 6� 1 = 5;dim(SW+ [3℄) = 10� 3 = 7;dim(SW+ [4℄) = 15� 6� 1 = 8;dim(SW+ [5℄) = 21� 10� 3 = 8;dim(SW+ [6℄) = 28� 15� 6� 1 + 1 = 7;dim(SW+ [7℄) = 36� 21� 10 � 3 + 3 = 5, etdim(SW+ [8℄) = 45� 28� 15 � 6 + 6 + 1 = 3:
Ci-après un tableau représentant la déomposition de haque omposante en représenta-tions irrédutibles, et pour haune d'elle une Vi-base.
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dé. en rep. irréd. Vi-baseSW+[0℄ V0 B0[0℄ = f�1gSW+[1℄ V" B" [1℄ = f�x; �y; �zgSW+[2℄ V� � V B�[2℄ = f�y2; �z2gB [2℄ = f�y�z; �x�z; �x�ygSW+[3℄ V" � V � V" B"[3℄ = f�x�y�zgB [3℄ = f�x(�y2 � �z2); �y(�z2 � �x2); �z(�x2 � �y2)gB" [3℄ = f�x3; �y3; �z3gSW+[4℄ V� � V � V" B�[4℄ = f�y4; �z4gB [4℄ = f�x2�y�z; �x�y2�z; �x�y�z2gB" [4℄ = f�y�z(�y2 � �z2); �x�z(�z2 � �x2); �x�y(�x2 � �y2)gSW+[5℄ V� � V � V" B�[5℄ = f�x�y�z(�z2 � �x2); �x�y�z(�x2 � �y2gB [5℄ = f�x3(�y2 � �z2); �y3(�z2 � �x2); �z3(�x2 � �y2)gB" [5℄ = f�x5; �y5; �z5gSW+[6℄ V" � V � V" B"[6℄ = f�x2�y2(�x2 � �y2) + �x2�z2(�z2 � �x2) + �y2�z2(�y2 � �z2)gB [6℄ = f�y3�z3; �x3�z3; �x3�y3gB" [6℄ = f�x2�y�z(�y2 � �z2); �x�y2�z(�z2 � �x2); �x�y�z2(�x2 � �y2)gSW+[7℄ V� � V B�[7℄ = f�x�y�z(�x4 � �z4); �x�y�z(�y4 � �x4)gB [7℄ = f�x5(�y2 � �z2); �y5(�z2 � �x2); �z5(�x2 � �y2)gSW+[8℄ V" B" [8℄ = f�x4�y�z(�y2 � �z2); �x�y4�z(�z2 � �x2); �x�y�z4(�x2 � �y2)gLemme 2.3.18 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.



58 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISIl existe un ouple (a" : b") 2 P1 tel quea"xyz + b"(x2y2(x2 � y2) + x2z2(z2 � x2) + y2z2(y2 � z2)) 2 I:Preuve : Comme V" est une représentation de degré un de W+, elle doit apparaître avemultipliité un dans la déomposition de C [x; y; z℄=I en représentations irrédutibles. Or,elle apparaît ave multipliité deux dans la déomposition de l'algèbre oinvariante SW+.Il existe don un unique (a : b) 2 P1 tel que axyz + b(x2y2(x2 � y2) + x2z2(z2 � x2) +y2z2(y2 � z2)) appartient à I. �Lemme 2.3.19 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors B" [8℄ 2 I, B" [6℄ 2 I et il existe un unique ouple (a" : b" ) 2 P1 tel quea" B" [4℄ + b" B" [5℄ 2 I:Preuve : Comme V" est une représentation de degré trois de W+, elle doit apparaîtreave multipliité trois dans la déomposition de C [x; y; z℄=I en représentations irrédu-tibles. Notons I(" ) l'identité suivante :aB" [1℄ + bB" [3℄ + �B" [4℄ + B" [5℄ + �B" [6℄ + B" [8℄ 2 I:Comme V" apparaît ave multipliité six dans la déomposition de SW+ en représenta-tions irrédutibles, la famille de veteurs (a : b :  : � : � : ) de P5 véri�ant I(" ) est derang trois.Soit (a : b :  : � : � : ) un veteur de ette famille. Alors en multipliant par(x2; y2; z2) puis par (x4; y4; z4) l'identité I(" ), on montre que (0 : a : b : 0 : � : �) et(0 : 0 : a : 0 : 0 : �) véri�ent également ette identité. C'est une onséquene des égalités(x2; y2; z2)B" [k℄ = B" [k + 2℄, et de l 'identité (x2; y2; z2)B" 2 I.Supposons que a 6= 0. Alors en multipliant I(" ) par (x3yz(y2 � z2); xy3z(z2 �x2); xyz3(x2 � y2)), étant donné que tous les mon�mes de degré supérieur à 9 appar-tiennent à I, on obtient B" [8℄ 2 I. Mais omme a 6= 0, (a : b :  : � : � : ),(0 : a : b : 0 : � : �), (0 : 0 : a : 0 : 0 : �) et (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) forment une famille librede rang 4, d'où une ontradition. Ainsi, a = 0.Supposons maintenant qu'il existe (0 : b :  : � : � : ) un veteur de ette familleave b 6= 0. En multipliant I(" ) par (xyz(y2 � z2); xyz(z2 � x2); xyz(x2 � y2)), onobtient B" [8℄ 2 I. Alors, les mon�mes de degré supérieur à huit appartenant tous à I,on obtient en multipliant I(" ) par (y2z; z2x; x2y) puis par (yz2; x2z; xy2) :8<: bx3y2z + �y3z2(y2 � z2) 2 Ibxy3z2 + �x2z3(z2 � x2) 2 Ibx2yz3 + �x3y2(x2 � y2) 2 I et 8<: bx3yz2 + �y2z3(y2 � z2) 2 Ibx2y3z + �x3z2(z2 � x2) 2 Ibxy2z3 + �x2y3(x2 � y2) 2 I ;d'où par di�érene,8<: bx2yz(y2 � z2) + �(x3z4 � x5z2 � x5y2 + x3y4) 2 Ibxy2z(z2 � x2) + �(x4y3 � x2y5 � y5z2 + y3z4) 2 Ibxyz2(x2 � y2) + �(y4z3 � y2z5 � x2z5 + x4z3) 2 I :



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 59Or x4 + y4 + z4 = f22 � 2f4 2 I, d'où par exemple, x3z4 � x5z2 � x5y2 + x3y4 =x3(f22 � 2f4) � x5f2 2 I. Ainsi, si b 6= 0, B" [6℄ 2 I. Mais alors (0 : b :  : � : � : ),(0 : 0 : b : 0 : � : �), (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) véri�ent I(" ) et formentune famille libre de rang 4, d'où une ontradition. Ainsi, b = 0.En�n, supposons qu'il existe (0 : 0 :  : � : � : ) de P5 véri�ant l'identité I(" ), ave� 6= 0. Dans e as, B" [8℄ 2 I, B" [6℄ 2 I, et il existe un unique (a" : b" ) 2 P1 tel quea" B" [4℄ + b" B" [5℄ 2 I. Si en revanhe pour tout (0 : 0 :  : � : � : ) de P5 véri�antl'identité I(" ), � = 0, étant donné que la famille est de rang trois, on a B" [5℄ 2 I,B" [6℄ 2 I et B" [8℄ 2 I. Cela orrespond au point (a" : b" ) = (0 : 1). �Lemme 2.3.20 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors B [7℄ 2 I, B [6℄ 2 I et il existe un unique ouple (a : b ) 2 P1 tel quea B [4℄ + b B [5℄ 2 I:Preuve : Ii enore, omme V est une représentation de degré trois de W+, elle doitapparaître ave multipliité trois dans la déomposition de C [x; y; z℄=I en représentationsirrédutibles. Notons I( ) l'identité suivante :aB [2℄ + �B [3℄ + bB [4℄ + �B [5℄ + B [6℄ + B [7℄ 2 I:Comme V apparaît ave multipliité six dans la déomposition de SW+ en représenta-tions irrédutibles, la famille de veteurs (a : b :  : � : � : ) de P5 véri�ant I( ) est derang trois.Comme préédemment, on remarque que (x2; y2; z2)B [k℄ = B [k+2℄. Le seul as nonévident est pour k = 4. Il est une onséquene des égalités du type y3z3�yzf4+x2yzf2 =x4yz. De plus, tous les mon�mes de degré supérieurs à 8 appartiennent à I d'après lelemme 2.3.19. Ainsi, si (a : b :  : � : � : ) véri�e I( ), alors (0 : a : b : 0 : � : �) et(0 : 0 : a : 0 : 0 : �) également.Supposons qu'il existe (a : b :  : � : � : ) véri�ant I( ), ave a 6= 0. En multipliantI par (y4z; x4z; x4y) puis par yz4; xz4; xy4, on obtient8<: ay5z2 + �xy4z(y2 � z2) 2 Iax5z2 + �x4yz(z2 � x2) 2 Iax5y2 + �x4yz(x2 � y2) 2 I et 8<: ay2z5 + �xyz4(y2 � z2) 2 Iax2z5 + �xyz4(z2 � x2) 2 Iax2y5 + �xy4z(x2 � y2) 2 I ;d'où par di�érene, B [7℄ 2 I, ar par exemple,x4yz(x2 � y2)� x4yz(z2 � x2) = �x4yz(y2 + z2)= x6yz � x4yzf2= yz(x4f2 � x2f4 + f6 � x4f2) 2 I:Ainsi, si a 6= 0, (a : b :  : � : � : ), (0 : a : b : 0 : � : �) et (0 : 0 : a : 0 : 0 : �) et(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) forment une famille libre de quatre veteurs véri�ant I( ), d'où uneontradition. Don a = 0.



60 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISSupposons qu'il existe (0 : b :  : � : � : ) véri�ant I( ), ave � 6= 0. En multipliantI par (x2y; y2z; xz2) puis par (x2z; y2x; z2y), on obtient8<: �x3y3 � x3yz2 + bx4y2z 2 I�y3z3 � x2y3z + bxy4z2 2 I�x3z3 � xy2z3 + bx2yz4 2 I et 8<: �x3y2z � x3z3 + bx4yz2 2 I�xy3z2 � x3y3 + bx2y4z 2 I�x2yz3 � y3z3 + bxy2z4 2 IEn tenant ompte des identités8<: �(x2y3z + x2yz3) = �yz(x2y2 + x2z2) = y3z3 � yzf4;�(xy2z3 + x3y2z) = �xz(y2z2 + x2y2) = x3z3 � xzf4;�(x3yz2 + xy3z2) = = �xy(x2z2 + y2z2) = x3y3 � xyf4;on obtient par di�érene8<: 3�y3z3 + b(xy4z2 � xy2z4) 2 I3�x3z3 + b(x2yz4 � x4yz2) 2 I3�x3y3 + b(x4y4z � x2y4z) 2 I :Or par exemple,xy4z2 � xy2z4 = xy2z2(y2 � z2)= xf4(y2 � z2)� x3(y2 + z2)(y2 � z2)= xf4(y2 � z2)� x3f2(y2 � z2) + x5(y2 � z2):D'où �nalement 3�B [6℄ + bB [7℄ 2 I. Si � 6= 0, on a don (0 : b :  : � : � : ),(0 : 0 : b : 0 : � : �), (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) et (0 : 0 : 0 : 0 : 3� : b) forment une famille librede ardinal 4 véri�ant I( ). D'où une ontradition, don � = 0.En�n, supposons qu'il existe (0 : b :  : 0 : � : ) véri�ant I( ), ave b 6= 0. Alors enmultipliant I( ) par (x2z � z3; y2z � z3; xz2 � x3), omme tous les mon�mes de degrésupérieurs à 8 appartiennent à I , x4yz2�x2yz4 2 I, xy4z2�xy2z4 2 I, et x2yz4�x4yz2 2I. Or on a vu que, par exemple xy4z2�xy2z4 = xf4(y2�z2)�x3f2(y2�z2)+x5(y2�z2).Ainsi, on obtient B [7℄ 2 I.Finalement, si il existe (0 : b :  : 0 : � : ) véri�ant I( ) ave b 6= 0, B [6℄ etB [7℄ 2 I, et il existe un unique (a : b ) 2 P1 tel que a B [4℄ + b B [5℄ 2 I. Sinon, lefait que la famille des veteurs véri�ant I( ) est de rang trois implique B [5℄ B [6℄ etB [7℄ 2 I. Cela orrespond au point (a : b ) = (0 : 1). �Lemme 2.3.21 Soit I un idéal dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.Alors B�[7℄ 2 I, et il existe un unique ouple (a� : b�) 2 P1 tel quea�B�[4℄ + b�B�[5℄ 2 I:Preuve : La représentation V� étant de dimension 2 et apparaissant quatre fois dans ladéomposition de SW+ en représentations irrédutibles, la famille des veteurs (a : b :  :d) véri�ant I(�) est de rang 2, où I(�) est l'identité suivante :aB�[2℄ + bB�[4℄ + B�[5℄ + dB�[7℄ 2 I:



2.3. RÉSOLUTION PAR LE W+-SCHÉMA DE HILBERT 61Remarquons que (y2; z2)B�[2℄ = B�[4℄, (y2; z2)B�[5℄ = B�[7℄, et (y2; z2)B�[4℄ 2 I, desorte que si (a : b :  : d) véri�e I(�), alors (0 : a : 0 : d) également. Supposons qu'ilexiste (a : b :  : d) véri�ant I(�), ave a 6= 0. Alors omme tous les mon�mes de degréssupérieurs ou égaux à 8 sont dans I d'après le lemme 2.3.19, en multipliant I(�) pardes mon�mes de degré 5 et par ombinaisons linéraires, on obtient B�[7℄ 2 I. Alors(a : b :  : d), (0 : a : 0 : d) et (0 : 0 : 0 : 1) forment une famille libre de veteurs véri�antI(�), d'où une ontradition. Ainsi, a = 0.Si il existe (0 : b :  : d) véri�ant I(�), ave b 6= 0, enore une fois, en multipliant I(�)par des mon�mes de degré 3 et par ombinaisons linéraires, on obtient B�[7℄ 2 I. Sinon,omme l'ensemble des veteurs véri�ant I(�) forme une famille de rang 2, B�[6℄ 2 I etB�[7℄ 2 I.Finalement, on a toujours B�[7℄ 2 I et il existe un unique (a� : b�) 2 P1 tel quea�B�[4℄ + b�B�[5℄ 2 I. �Proposition 2.3.22 Les quatre familles suivantes indéxées par P1 dérivent exatementl'ensemble des idéaux dé�nissant une W+-grappe de A 3 de support l'origine.I"(a : b) =< aB"[3℄ + bB"[6℄; B�[5℄; B [4℄; B" [5℄; f2; f4; f6; B [6℄; B" [6℄; dÆ � 7 >;I (a : b) =< aB [4℄ + bB [5℄; B� [5℄; B" [5℄; f2; f4; dÆ � 6 >;I" (a : b) =< aB" [4℄ + bB" [5℄; B�[5℄; B [5℄; f2; f4; dÆ � 6 >;I�(a : b) =< aB�[4℄ + bB�[5℄; B [5℄; B" [5℄; f2; f4; dÆ � 6 > :De plus, on a I"(0 : 1) = I (1 : 0) et I (0 : 1) = I" (0 : 1) = I�(0 : 1). En partiulier, legraphe dual de la �bre est le suivant.  " "�Preuve : En gardant les notations des lemmes 2.3.18, 2.3.19, 2.3.20 et 2.3.21, supposonsa" 6= 0. Alors, omme tous les mon�mes de degré supérieur à 8 appartiennent à I,en multipliant par (z2 � x2) puis par (x2 � y2) l'identité a"B"[3℄ + b"B"[6℄ 2 I, onobtient B�[5℄ 2 I, de sorte que a� = 0. Puis, en multipliant par yz, par xz et parxy ette identité, on obtient xy2z2 2 I, x2yz2 2 I et x2y2z 2 I. Or par exemple,xy2z2 = xf4�x3(y2+z2) = x5+xf4�x3f2. Ainsi, B" [5℄ 2 I, de sorte que a" = 0. En�n,remarquons que si b 6= 0, alors en multipliant par (x; y; z) l'identité a B [4℄+b B [5℄ 2I, et en additionnant les trois équations ainsi obtenues, on obtient a xyz(x2+y2+z2)+b B"[6℄ 2 I, e qui implique que B"[6℄ 2 I, et a" = 0. Finalement, si a" 6= 0, alorsa� = b = a" = 0, de sorte que I = I"(a"; b").Supposons maintenant que a� 6= 0. D'après e qui préède, ela implique a" = 0.On a alors d'après les lemmes 2.3.19, 2.3.20 et 2.3.21 que tous les mon�mes de degréssupérieurs ou égaux à 6 sont dans I. En multipliant l'identité a�B�[4℄ + b�B�[5℄ par(y; z), et en utilisant la W+-stabilité de I, on obtient a�B" [5℄ + b�B" [6℄ 2 I. On endéduit que B" [5℄ 2 I, 'est à dire a" = 0. En�n, supposons a 6= 0. En multipliant



62 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISpar (x; y; z) l'identité a B [4℄ + b B [5℄ 2 I, et par ombinaisons linéaires, on obtienta xyz(z2 � x2)+ sommes des mon�mes de degré � 6 2 I, de sorte que B�[5℄ 2 I eta� = 0. Finalement, si a� 6= 0, alors a" = a = a" = 0, de sorte que I = I�(a�; b�).Si a" 6= 0. Alors d'après e qui préède, a� 6= 0 et a" = 0. Par ailleurs, supposons quea 6= 0. Alors omme x5 = xy2z2 � xf4 + x3f2, et que les mon�mes de degré supérieursà 6 sont dans I, lorsqu'on multiplie l'identité a B [4℄ + b B [5℄ 2 I par (y; z; x), onobtient B" [5℄ 2 I, de sorte que a" = 0 Finalement, si a" 6= 0, alors a" = a = a� = 0,de sorte que I = I" (a" ; b" ).Si a 6= 0 et b 6= 0, alors e qui préède implique a" = a" = a� = 0, de sorte queI = I (a ; b ).En�n, si l'on est dans auun des as préédent, alors ou bien a = 0, ou bien b = 0.Si a = 0, alors néessairement a" = 0 ar b 6= 0, don a� = a" = 0. Dans e as,I = I"(0 : 1) = I (1 : 0). Si b = 0, alors a 6= 0 implique a� = a" = 0, et don a" = 0.Dans e as, I = I (0 : 1) = I" (0 : 1) = I�(0 : 1). �
2.4 Une orrespondane de MKay en dimension troisDans [BM94℄, Bertin et Markushevih rappellent la onjeture suivante.Conjeture 2.4.1 (Conjeture loale) Soit (X; 0) un germe de singularité analyti-quement équivalent au quotient (C 3 ; 0) par un sous-groupe �ni G � SL3(C ). Alors ilexiste une résolution f : eX - X ave K eX � 0 telle que�(f�1(0)) = #f lasses de onjugaison de Gg:Soit (X; 0) un germe de singularité analytiquement équivalent au quotient (C 3 ; 0) par unsous-groupe �ni de la formeW\SL3(C ), oùW est le groupe de Weyl assoié à un systèmede raines en dimension trois. Les résolutions de es singularités loales par la méthode deJung et par le shéma de Hilbert dérites i-avant répondent à ette onjeture. D'aprèse même artile de Bertin et Markushevih ([BM94℄), e résultat était déjà onnu pour larésolution par la méthode de Jung dans ertains as. D'après le théorème de Bridgeland,King et Reid ([BKR01℄), il était également onnu pour la résolution par le shéma deHilbert. Si G est un graphe, appelons graphe simpli�é de G le graphe G auquel on asupprimé les boules. Comme le réapitule le tableau suivant, on vient de démontrer le



2.4. CORRESPONDANCE DE MCKAY 63théorème qui suit.R W+ diagramme de MKay graphe dual de la�bre dans W+-Hilb(A 3)A1 �A1 �A1 Z=2Z�Z=2Z �2 �3�4 �2 �3�4A1 �A2 S3 = D 3 �  2 �  2
A1 �B2 D 4 �  2 3 4 �  2 3 4A1 �G2 D 6 �2 �1 3 4  2 �2 �1 3 4  2
A3 A4  2  3	  2  3	
B3 S4  " "�  " "�

Théorème 2.4.2 Soit (X; 0) un germe de singularité analytiquement équivalent au quo-tient (C 3 ; 0) par un sous-groupe �ni de la forme W+ =W \ SL3(C ), où W est le groupede Weyl assoié à un système de raines en dimension trois. Le morphisme de Hilbert-Chow � : H - X est une résolution répante de X en 0 et le graphe dual de la �bre��1(0) est en bijetion ave le diagramme de MKay simpli�é du groupe W+.En revanhe, on observe dans la tableau i-après que la résolution par la méthode deJung ne véri�e généralement pas e ritère.



64 CHAPITRE 2. SINGULARITÉS AFFINES EN DIMENSION TROISR W+ �bre lors de larésolution par Jung graphe dual de la�bre dans W+-Hilb(A 3)A1 �A1 �A1 Z=2Z� Z=2ZA1 �A2 S3 = D 3A1 �B2 D 4 ouA1 �G2 D 6A3 A4B3 S4



Chapitre 3Singularités non abéliennesassoiées à un système de raines endimension troisSoit R un système de raines réel irrédutible. Dans le hapitre 1, on a onsidérél'ation du groupe de Weyl W (R) sur A n . D'après un théorème de Steinberg (1.6.4), lequotient est lisse. On a alors démontré (théorème 1.6.7) que W -Hilb(A 3) �= A 3=W . Dansle hapitre 2, on a onsidéré le quotient par le sous-groupe W+ = W \ SLn(C ). C'estun revêtement double de A n=W . Dans le as de la dimension trois, le shéma de HilbertW+-Hilb(A 3) est une résolution répante d'après le théorème de Bridgeland King et Reid([BKR01℄) et l'on a onstruit une autre résolution répante par la méthode de Jung.Soit E une ourbe elliptique munie de sa struture de groupe. Notons p0 2 E l'origine.Dans [Loo76℄, Looijenga propose le résultat suivant. Bernstein et Shvartsman remarquentque sa preuve ne fontionne que pour E de module générique ([BS79℄), mais le résultatest valable. Une nouvelle preuve est donnée dans [FMW98℄.Théorème 3.0.3 Soit R un système de raines, Q(R) le réseau engendré par R et Eune ourbe elliptique. Le groupe de Weyl W (R) agit naturellement sur A := Q(R)
E etle quotient A=W (R) est un espae projetif ave poids.Dans un premier paragraphe, on explique e théorème de façon élémentaire dans les asdes systèmes de raines A3, B3 et C3. D'après le théorème 1.6.9, lorsque le quotient A=West lisse, le morphisme de Hilbert-Chow W �Hilb(A) - A=W est un isomorphisme. SiR est de dimension trois, on a don un isomorphisme W �Hilb(A) - A=W dans lesas A3 et B3. Dans le as, C3, on verra que le quotient A=W = P(1; 1; 2) admet unesingularité isolée qui est résolue par le shéma de Hilbert.Dans la suite de e hapitre, on étudie globalement la situation dérite loalementdans le hapitre 2. Ainsi, R est un système de raines réel irrédutible de dimension trois,Q = Q(R) et XR le quotient de A = E 
ZQ par W+. C'est un revêtement double del'espae projetif A=W . Dans e adre, Bertin et Markushevih on démontré le théorèmesuivant ([BM94℄). 65



66 CHAPITRE 3. SINGULARITÉS NON ABÉLIENNES EN DIMENSION TROISThéorème 3.0.4 Dans le as des systèmes de raines A3, B3 et C3, le quotient XRadmet une résolution répante obtenue par la méthode de Jung. De plus, ette résolutionest une variété de Calabi-Yau.Par ailleurs, d'après le théorème de Bridgeland, King et Reid, le W+-shéma de Hilbertdonne également une résolution répante de ette singularité.Dans le deuxième paragraphe, on rappelle le théorème de Bertin et Markushevihpour haun des systèmes de raines A3, B3 et C3. On ne traite en détail que le as B3.Dans le troisième paragraphe, on rappelle le théorème de Bridgeland, King et Reidet on ompare les résolutions obtenues ave haune des deux méthodes. Ii aussi, on netraite en détail que le as B3, les autres étant analogues.3.1 Le théorème de LooijengaSoit R un système de raines irrédutible et réduit de dimension 3. Dans e premierparagraphe, on onsidère le quotient de A = Q(R) 
 E par le groupe de Weyl W (R).Dans e as, le théorème de Looijenga et le théorème 1.6.9 rappelés en introdutions'expriment omme suit.Théorème 3.1.1 Si R = A3 ou B3, alors le quotient (Q(R)
E)=W (R) est isomorpheà P3 et on a W (R)-Hilb(Q(R)
E) �= (Q(R)
E)=W (R) �= P3:Si R = C3, alors (Q(C3) 
 E)=W (C3) �= P(1; 1; 2) et W (C3)-Hilb(Q(C3) 
 E) est unerésolution répante de e quotient.3.1.1 Cas du système de raines A3Rappelons que R = A3 est l'ensemble de tous les veteurs de longueur p2 et appar-tenant à l'intersetion de H � R4 , hyperplan de somme des oordonnées égale à zéroave le réseau "1Z� "2Z� "3Z� "4Z. Alors R = f"i � "j; 1 � i 6= j � 4g. La variétéA = E 
 Q est lisse, isomorphe à E3 dé�nie omme sous variété de E4 par l'équationsomme des oordonnées égale zéro. Le groupe de Weyl W = S4 agit naturellement surA via son ation sur Q et d'après le théorème de Looijenga, A=W �= P3. On redémontree résultat diretement.Les points de A sont les quadruples (x1; : : : ; x4) 2 E4 tels que P4i=1 xi = 4p0, detelle sorte que O(P4i=1 xi) = O(4p0). Ainsi, A=S4 s'identi�e naturellement à l'ensembledes diviseurs de E linéairement équivalent à 4p0 ; qui est lui même en orrespondaneave les fontions méromorphes f 2 O� telles que div(f) =P4i=1(xi�po). Finalement, àun point de A=S4 orrespond une droite de l'espae des fontions H0(E;OE(4p0)) ayantun p�le d'ordre 4 en p0 et auun ailleurs.A=S4 �= P�(H0(E;O(4p0))) = P3:Ce quotient étant lisse, le morphisme de Hilbert ChowS4-Hilb(A) - A=S4 �= P3est un isomorphisme d'après le théorème 1.6.9.



3.1. LE THÉORÈME DE LOOIJENGA 673.1.2 Cas du système de raines B3Rappelons que R = B3 est dé�ni omme étant l'ensemble des veteurs de longueurs1 ou p2 de R3 appartenant au réseau standard "1Z� "2Z� "3Z. Alors R = f�"i;�"i �"j ; 1 � i 6= j � 3g, etW (R) = S3o(Z=2Z)3 agit surQ = Z"1�Z"2�Z"3 par permutationdes "i et multipliation par (�1). On onsidère l'ation induite sur A = E 
ZQ �= E3.Le quotient de E par l'ation de l'involution E=(Z=2Z) �= P1, de sorte qu'on obtientdiretement A=W (B3) = E3=(S3 o (Z=2Z)3) = (P1)3=S3 �= P3;e qui est une preuve du théorème de Looijenga pour les systèmes de raines de type Bn.De plus, e quotient étant lisse, le morphisme de Hilbert ChowW -Hilb(A) - A=W �= Pnest un isomorphisme d'après le théorème 1.6.9.3.1.3 Cas du système de raines C3Le système de raines C3 est l'ensemble des deux et des quatre-raines du réseauZ4 \ fx1 + x2 + x3 + x4 = 0g � R4 . Ainsi, C3 = A3 [ fe1 + e2 � e3 � e4; : : : g. Enpartiulier, W (C3) ontient W (A3). Remarquons que W+(C3) =W (A3) = O, le groupeotaédral, mais W+(C3) agit par " alors que W (A3) agit par  sur C 
 Q(C3) �= C 3 .Ainsi, on a deux plongements non onjugués de O dans W (C3). Soit T =W+(A3) �= A4.Dans W (C3), T = W (A3) \W+(C3) et il existe � 2 W+(C3)=T tel que le diagrammesuivant est ommutatif. W (C3)���� I����W+(C3) = 0 O =W (A3)I���� ����W+(A3) = TPar exemple, � = (12)W+(C3). Alors W (C3) s'obtient à partir de W (A3) par adjon-tion de �1. (En e�et, le produit (12)W (A3)(12)W+(C3) = �1.)Ainsi, le quotient E
Q(C3)=W (C3) �= E
Q(C3)=(W (A3)n�) est isomorphe à P3=� .Les points �xes de P3 = H0(E;O(4p0)) sous l'ation de � sont d'une part les diviseursde la forme x+(�x)+ y+(�y), où x; y 2 E et d'autre part le diviseur p1+ p2+ p3+ p4,où les pi sont les quatre points d'ordre 2 de E. Au voisinage d'un point de la formex+ (�x) + y + (�y), � agit omme une pseudo ré�exion, don le quotient est lisse. Enrevanhe, P3=� présente une singularité isolée en l'image du point p1 + p2 + p3 + p4, desorte que E 
Q(C3)=W (C3) �= P(1; 1; 2):



68 CHAPITRE 3. SINGULARITÉS NON ABÉLIENNES EN DIMENSION TROISCelle-i est loalement isomorphe au quotient de A 3 par Z=2Z, pour l'ation (x; y; z) 7!(�x;�y;�z). Elle est don résolue par le Z=2Z-shéma de Hilbert d'après le théorèmede Bridgeland, King et Reid. D'après les propriétés loales du shéma de Hilbert équiva-riant (propositions 1.4.3 et 1.4.6), le morphisme de Hilbert Chow W �Hilb(A) - A=Winduit un isomorphisme entre leW -shéma de Hilbert de A et le quotient A=W en dehorsdu point singulier de A=W = P(1; 1; 2), et il donne une résolution répante de e shéma.3.2 Strati�ation du lieu de branhement et résolution parla méthode de JungLes résultats de e paragraphes sont dûs à Bertin et Markushevih ([BM94℄). On lesrappelle brièvement dans les as A3 et C3, et on explique plus en détail la géométrie dulieu de branhement et de la résolution dans le as B3.3.2.1 Cas du système de raines A3Comme dans le as a�ne, le sous-groupe W+ étant d'indie 2 dans W , le quotientA=W+ est un revêtement double de P3. Son lieu de branhement B est par dé�nitionl'image du lieu de A où les orbites sous l'ation de W et W+ oïnident. Cela revient àdire que le stabilisateur sous l'ation de W est non trivial, et n'est pas inlus dans W+.Il se déompose en strates orrespondantes aux sous-shémas des points de stabilisateur�xé.� S0 formée des points (a; a; a; a) 2 E4 ave 4a = 0.� S1 formée des points (a; a; a; b) 2 E4 ave 3a+ b = 0; a 6= b.� S2 formée des points (a; a; b; b) 2 E4 ave 2a+ 2b = 0.Proposition 3.2.1 ([BM94℄) Le lieu S2 est la réunion de quatre oniques disjointes etS1 est une ourbe elliptique ave 16 points singuliers qui sont les points d'intersetionS1 \ S2 = S0.On ommene par résoudre les singularités du lieu de branhement B, puis ononstruit un revêtement double le long du nouveau lieu de branhement. D'après lasituation loale, on obtient ainsi une résolution du quotient A=W+.Proposition 3.2.2 ([BM94℄) La méthode de Jung fournit une résolution du quotientA=W+ en élatant suessivement S2 puis S1.Preuve : D'après la situation loale au voisinage des points de S0 (paragraphe 2.2.6),la transformée strite de S1 lors de l'élatement de S2 est lisse ; et si l'on élate suessi-vement es deux omposantes, le lieu de branhement est résolu au voisinage des pointsde S0.Par ailleurs, A=W+ présente une famille de singularités planes de type A2 au-dessusde S1 et une famille de singularités planes de type A1 au-dessus de S2. D'après le théo-rème 2.1.8 de Horikawa, elles admettent une résolution par la méthode de Jung, etelle-i fournit la résolution minimale. Elles sont respetivement assoiées aux systèmes



3.2. MÉTHODE DE JUNG 69de raines A2 et A1 � A1. Dans les deux as, un élatement su�t à résoudre le lieu debranhement.D'après le paragraphe 2.2.6, la transformée strite ~B de B après les élatements deS2 et S1 est lisse. Le revêtement double le long de ~B est une résolution répante dushéma singulier A=W+.3.2.2 Cas du système de raines C3Ii, A=W+ est un revêtement double de P(1; 1; 2). Son lieu de branhement B est pardé�nition l'image du lieu de A où les orbites sous l'ation de W et W+ oïnident. Celarevient à dire que le stabilisateur sous l'ation de W est non trivial, et n'est pas inlusdans W+. Rappelons que A=W (C3) = A=(W (A3)n < � >) = P �H0(E;O(4p0))� = <� >. Ainsi, B est l'image lors du quotient par � de la réunion de B(A3) (image dudisriminant du quotient par W (A3)) et du plan H onstitué des diviseurs de la formex+ (�x) + y + (�y), où x; y 2 E.Proposition 3.2.3 ([BM94℄) Le lieu singulier de B est la réunion de l'image du lieusingulier de B(A3) et des points de B(A3)\H. Il s'agit d'un quadrilatère et d'une oniqueinsrite dans e quadrilatère.On remarque que le point singulier de P(1; 1; 2) ne ontribue pas à un point singulierde A=W+. Plus préisemment, p0+p1+p2+p3 est l'unique point �xe de P3 sous l'ationde � et son image n'appartient pas au lieu de branhement de �. Par onséquent, lediagramme suivant est ommutatif :Y 2:1 - P3 � B(A3) [HA=W+(C3)�? 2:1- P(1; 1; 2)�? � B(C3)et l'ation de � sur Y est sans point �xe.Proposition 3.2.4 ([BM94℄) En élatant suessivement les omposantes du lieu sin-gulier de B(A3 et de B(A3)\H, la méthode de Jung donne une résolution répante eY deY respetant ette ation de sorte que eY = < � > est lisse et 'est une résolution répantede A=W+(C3).3.2.3 Cas du système de raines B3Lors du quotient de E3 par le sous-groupe distingué (Z=2Z)3, il y a seize points destabilisateurs non triviaux, qui sont les triplets faisant intervenir des points d'ordre deuxde E.Le morphisme (P1)3 - P3 est dé�ni par ((t0 : t1); (u0 : u1); (v0 : v1)) 7! (a0 : a1 :a2 : a3), où (xt1� yt0)(xu1� yu0)(xv1� yv0) = a0x3+ a1x2y+ a2xy2+ a3y3 = Fa(x; y).Les images des points de (P1)3 de stabilisateurs non triviaux sont les (a0 : a1 : a2 : a3)tels que le polyn�me Fa(x; y) = a0x3 + a1x2y + a2xy2 + a3y3 a un fateur double. Ceuxave un fateur triple ont pour stabilisateur S3.



70 CHAPITRE 3. SINGULARITÉS NON ABÉLIENNES EN DIMENSION TROISStrati�ation du lieu de branhementLe groupe W+ étant d'indie deux dans W , le quotient A=W+ est enore un revête-ment double de P3. Son lieu de branhement est donné par l'image dans P3 du lieu despoints de stabilisateur non trivial et non inlus dans W+.Les points de stabilisateur non trivial sont don à l'intersetion des hypersurfaes deré�exions dans E3. Celles-i sont� les douze hypersurfaes du type : f(x1; x2; x3) 2 E3 j x1 = ag, où 2a = 0. Ellessont stabilisées par la ré�exion assoiée à une raine de longueur 1,� les trois hypersurfaes du type : f(x1; x2; x3) 2 E3 j x1 = x2g . Elles sont stabiliséespar la ré�exion assoiée à une raine de longueur p2.Les premières ont pour images dans P3 quatre hyperplans orrespondant aux (a0 :a1 : a2 : a3) tels que le polyn�me Fa a un fateur imposé : si on note 1; 2; 3; 4 lesimages par E - P1 des quatre éléments d'ordre 2 de E, alors l'un des (xi;1 � yi;0)doit être fateur du polyn�me. On note Hi l'hyperplan fa 2 P3 j Fa(i) = 0g. Il admetpour équation dans P3 a03i;0 + a12i;0i;1 + a2i;02i;1 + a33i;1 = 0:Les trois autres hypersurfaes de stabilisateur non trivial s'envoient dans P3 sur lasurfae S des points de oordonnées (a0 : a1 : a2 : a3) telles que le polyn�me a0x3 +a1x2y + a2xy2 + a3y3 a un fateur double. D'après la formule du disriminant d'unpolyn�me de degré trois, l'équation de S dans P3 est dona21a22 � 4a31a3 + 18a0a1a2a3 � 27a20a23 � 4a0a32 = 0:Résolution par la méthode de JungLe quotient A=W+ est un morphisme de degré deux rami�é le long de la surfaeB = S [Si=1::4Hi. D'après la méthode de Jung, il su�t pour désingulariser A=W+ dedésingulariser ette surfae de branhement, de sorte à pouvoir onstruire un revêtementdouble rami�é le long de la surfae lisse ainsi obtenue.Le lieu singulier de B est une union de trois omposantes. D'une part le lieu singulierde S, d'autre part l'intersetion de S ave la réunion des hyperplans et en�n l'intersetiondes hyperplans entre eux.Le lieu singulier de S, est l'ensemble des (a0 : a1 : a2 : a3) tels que Fa a un fateurtriple, 'est à dire a est de la forme (t31 : �3t21t0 : 3t1t20 : �t30). C'est une ourbe rationnellede degré 3. Sing(S) : � a1a2 = 9a0a33a1a3 = a22L'intersetion de S ave l'un des hyperplans Hi orrespond à la réunion d'une oniqueet d'une droite dans P3. En e�et, a 2 S si Fa admet une raine double, et a 2 Hi si iest raine, de sorte que l'on obtient la déomposition suivante.fa 2 P3 j a 2 S et Fa(i) = 0g = fa 2 P3 j Fa(x; y) = (t1x� t0y)2(i;0x� i;1y)g[fa 2 P3 j Fa(x; y) = (t1x� t0y)(i;0x� i;1y)2g= Ci [ Li:



3.2. MÉTHODE DE JUNG 71La onique Ci est l'ensemble des Fa admettant i pour raine et une raine double. Ellea pour équation � 2i;0(a22 � 4a1a3) = i;1a3(3i;1a3 + 2i;0a2)2i;1(a21 � 4a0a2) = i;0a0(3i;0a0 + 2i;1a1);ou enore � a03i;0 + a12i;0i;1 + a2i;02i;1 + a33i;1 = 02i;0(a22 � 4a1a3) = i;1a3(3i;1a3 + 2i;0a2):La droite Li des Fa admettant i pour raine double a pour équation� a03i;0 + a12i;0i;1 + a2i;02i;1 + a33i;1 = 03a32i;1 + 2a2i;0i;1 + a12i;0 = 0:Les deux omposantes Ci et Li de S \ Hi se oupent en le point ai orrespondant aupolyn�me admettant i pour raine triple. Montrons qu'elles sont tangentes en e point.Calulons un veteur normal à la onique en ai = (3i;1 : �3i;02i;1 : 32i;0i;1 : �3i;0) : SiF (a0; a1; a2; a3) = 2i;0(a22 � 4a1a3)� i;1a3(3i;1a3 + 2i;0a2) alors8>><>>: �F=�a0 = 0�F=�a1 = �42i;0a3;�F=�a2 = 22i;0a2 � 2i;0i;1a3�F=�a3 = �42i;0a1 � 62i;1a3 � 2i;1i;0a2:En ai , on obtient don le veteur (0 : 45i;0 : 84i;0i;1 : 123i;02i;1), de sorte que le pland'équation 2i;0a1 + 2i;0i;1a2 + 32i;1a3 = 0est tangent à Ci en ai , don Li est tangente à Ci en ai .L'intersetion Di;j de deux hyperplans Hi et Hj représente l'ensemble des Fa admet-tant i et j pour raine. Il renontre Li en un point ai;i;j, qui représente le polyn�meadmettant i pour raine double et j pour raine simple. La droite Li;j renontre Ci enl'unique point ai;j;j qui représente le polyn�me admettant i pour raine double et ipour raine simple.En partiulier, la onique Cj inluse dans le plan Hj oupe la droite Li du plan Hien ai;i;j 2 Hi \Hj = Di;jDans haun des quatre plan Hi, on obtient une �gure analogue à la suivante. Le lieusingulier de S n'apparaît pas sur la �gure ar il oupe Hi en l'unique point ai .
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ai;i;jai aj;j;i
ak;k;i

al;l;i

Di;lDi;j

Li ai;i;l
Di;kai;j;k

Cj

Ci

ai;j;l

ai;k;lAu-dessus du lieu générique de Ci, le quotient A=W+ présente une famille de singula-rités de type A1. En e�et, les antéédents dans E3 sont les points du type (�i; e; e) ou(�i; e;�e) (où �i est un élément d'ordre 2 de E) à permutations près. Or le stabilisateurde (�i; e; e) sous l'ation de W+ est Z=2Z =< ((23); "1) >, et elui de (�i; e;�e) est< (23); "1"2"3 > . Ces singularités sont résolues par le shéma de Hilbert d'après Ito etNakamura ([IN99℄) ou par la méthode de Jung d'après Horikawa ([Hor75℄), et es deuxrésolutions oïnident et donnent la résolution minimale de la singularité.Au-dessus du lieu générique de Sing(S), le quotient A=W+ présente une famille desingularités de type A2. En e�et, les antéédents dans E3 sont les points du type (e; e; e)et (e; e;�e) à permutations près. Or le stabilisateur de (e; e; e) sous l'ation de W+est A3 et elui de (e; e;�e) est f(1; 1); ((123); "2"3); ((132); "1"3g = A3. Ii enore, essingularités sont résolues indi�éremment par le shéma de Hilbert ou par la méthode deJung.Au-dessus du lieu générique de Li, le quotient A=W+ est lisse. En e�et, les antéédentsdans E3 sont les points du type (�i; �i; e). Or le stabilisateur sous l'ation de W+ de espoints est f(1; 1); (1; "1"2); ((12); "1); ((12); "2)g = (Z=2Z)2. Il s'agit don d'un quotientpar un groupe de ré�exions en dimension 2.



3.2. MÉTHODE DE JUNG 73Les di�érents types de points apparaissant dans le lieu de branhement sont réapi-tulés dans le tableau suivant.a raines stabilisateur Rai i; i; i S3 o (Z=2Z)3 B3ai;i;j i; i; j Z=2Zo (Z=2Z)3=< (12) > o < "1; "2; "3 > A1 �B2ai;j;k i; j ; k (Z=2Z)3=< "1; "2; "3 > A1 �A1 �A1a 2 Di;j i; j ; x (Z=2Z)2=< "1; "2 > A1 �A1a 2 Li i; i; x Z=2Zo (Z=2Z)2=< (12) > o < "1; "2 > B2a 2 Sing(S) x; x; x S3 A2a 2 Ci i; x; x Z=2Z�Z=2Z=< (23) > � < "1 > A1 �A1a 2 Hi i; x; y Z=2Z=< "3 > A1a 2 S x; x; y Z=2Z=< (12) > A1D'après la résolution loale des singularités assoiées à un système de raines, il su�t,� pour résoudre la singularité au-dessus de ai d'élater deux fois la droite Li puisla transformée strite du lieu singulier de S ;� pour résoudre la singularité au-dessus de ai;i;j d'élater une première fois Li, puisdans un ordre indi�érent les transformées strites de Li, Cj et Di;j ;� pour résoudre la singularité au-dessus de ai;j;k d'élater les trois axes Di;j, Di;k etDj;k.Proposition 3.2.5 ([BM94℄) La méthode de Jung fournit une résolution répante deA=W+ en élatant suessivement deux fois [4i=1Li, puis Sing(S), [4i=1Ci et [1�i<j�4Di;j.



74 CHAPITRE 3. SINGULARITÉS NON ABÉLIENNES EN DIMENSION TROISPreuve : L'étude loale des paragraphes 2.2.7, 2.2.4, 2.2.2 assure que les singularitésau-dessus des points ai , ai;i;j et ai;j;k sont ainsi résolues. De plus, on onnaît la �bre dela résolution au-dessus de haun des es points.Les autres singularités sont des familles à un paramètre de singularités planes. D'aprèsle théorème de Horikawa (théorème 2.1.8), elles sont résolues par la méthode de Jung,et de plus, elle-i fournit la résolution minimale. Ainsi,� Au-dessus d'un point générique de Di;j, la singularité plane de type A1, assoié ausystème de raines A1 �A1 est résolue grâe à l'élatement de Di;j.� Au-dessus d'un point générique de Ci, la singularité est résolue grâe à l'élatementde Ci.� Au-dessus d'un point générique de Li, la singularité plane de type A3 et assoiéeau système de raines B2 est résolue après deux élatement du point singulier dulieu de branhement.� Au-dessus d'un point générique de Sing(S), la singularité plane de type A2 etassoiée au système de raines A2 est résolue par l'élatement de Sing(S). �3.3 Résolution par le shéma de HilbertRappelons le théorème de Bridgeland, King et Reid.Théorème 3.3.1 ([BKR01℄) Soit M une variété omplexe projetive lisse de dimen-sion trois sur laquelle agit un groupe G �ni tel que !M est trivial en tant que G-faiseau.Soit X = M=G et Z la famille universelle du G-shéma de Hilbert de M . Alors lediagramme ommutatif suivant Z	���p ���qRG-Hilb(M) M���� R 	����M=Gpermet de dé�nir un fonteur de Fourier-Mukai� = Rq� Æ p� : D(G-Hilb(M)) - DG(M):Alors � est une équivalene de atégorie et G-Hilb(M) est une résolution répante deX =M=G.Par ailleurs, d'après le théorème suivant de Bridgeland, ette équivalene de atégorieest également véri�ée par le shéma obtenu lors de la résolution par la méthode de Jung :Théorème 3.3.2 ([Bri02℄) Soient Y1 et Y2 deux variétés de Calabi Yau de dimensiontrois, lisses et birationnellement équivalentes. Alors on a une équivalene de atégoriesD(Y1) �= D(Y2):



3.3. RÉSOLUTION PAR LE SCHÉMA DE HILBERT 75Dans les as que nous étudions, es théorèmes s'appliquent, de sorte que le W+-shéma de Hilbert fournit de A une résolution répante de A=W+. Notons Y (W+) leshéma obtenu lors de la résolution par la méthode de Jung. Alors Y (W+) etW+-Hilb(A)sont des variétés de Calabi-Yau et elles sont birationnellement équivalentes, puisqu'ils'agit de deux résolutions du quotient A=W+. On a les équivalenes de atégoriesD(Y (W+)) �= D(W+-Hilb(A)) �= DW+(A):Ces équivalenes impliquent en partiulier et diretement que la onjeture loale (2.4.1)sur les nombres d'Euler est véri�ée par les deux résolutions. Mais l'étude loale duhapitre 2 donne plus de préision. En e�et, on onnaît la géométrie des �bres au-dessusde haque point du quotient A=W+. Par exemple, dans le as du système de raines B3 :� Au-dessus des 4 points de type ai , en lesquels A=W+ présente une singularitéloale du type de XB3 , le shéma W+-Hilb(A) admet une �bre formée de quatrebranhes isomorphes à P1 dans la on�guration donnée au paragraphe 2.3.7� Au dessus des 12 points de type ai;i;j, on obtient également une �bre de quatre P1dans la on�guration donnée au paragraphe 2.3.4� Au-dessus des 4 points de type ai;j;l, on obtient une �bre de trois P1 s'intersetanten un unique point.� Les autres singularités de A=W+ sont des familles à un paramètre de singularitésplanes. Le shéma de Hilbert donne don loalement la résolution minimale de essingularités.En dehors des 20 points fortement ritiques, de type B3, A1 � B2 ou A1 � A1 �A1, lessingularités sont des familles à un paramètre de singularités planes, et les deux résolutionsdonnent la résolution minimale au voisinage de es points d'après les résultats de Ito etNakamura pour le shéma de Hilbert ([IN99℄) et de Horikawa pour la méthode de Jung([Hor75℄). De plus, la géométrie de es �bres réapitulée dans le tableau du paragraphe 2.4démontre le résultat suivant.Proposition 3.3.3 Les deux résolutions de la singularité A=W+(B3) oïnident en de-hors des �bres des 20 points fortement ritiques, de type B3, A1 �B2 ou A1 �A1 �A1,et et ouvert de dé�nition de l'isomorphisme est maximal.De plus, au-dessus des points de type B3, A1 � B2 et A1 � A1 � A1, les �bres duW+-shéma de Hilbert admettent pour graphe dual le diagramme de MKay simpli�é desgroupes W+(B3), W+(A1 �B2) et W+(A1 �A1 �A1) respetivement.
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Chapitre 4Espaes modulaires de �brésvetoriels sur une ourbe elliptiqueDans e hapitre, nous examinons la situation globale du hapitre 3 sous un nouvelangle. Soit E une ourbe elliptique, R un système de raines irrédutibles, Q(R) leréseau engendré par R et A = E 
 Q(R). Lors du quotient de A par le groupe deWeyl W (R), le théorème de Looijenga 3.0.3 admet d'après Friedman, Morgan et Wittenune reformulation en termes de �brés vetoriels sur la ourbe elliptique E : soit G legroupe de Lie omplexe semi-simple et simplement onnexe orrespondant à R. On peutdé�nir une relation d'équivalene, de G-�brés semi-stables, dite S-équivalene qui estgénéralement plus faible que l'isomorphisme. Il existe alors un espae de module Mparamétrant les G-�brés holomorphes semi-stables à S-équivalene près. De plus, on ale théorème suivant.Théorème 4.0.4 ([FMW97℄) L'espae de moduleM est un espae projetif ave poidsP(s0; : : : ; sr) ; et les poids sont 1 et les oe�ients de la plus grande raine de R.De plus, la famille universelle est expliite dans les as des systèmes de raines An etBn, et elle assoie à haque lasse d'isomorphisme son représentant régulier, 'est à direle G-�bré holomorphe semi-stable � tel que h0(E; ad(�)) = rang(G) (voir [FMW98℄). Laonstrution de ette famille se fait grâe à une onstrution dite onstrution spetrale.Lors du quotient de A par le sous-groupe W+ de W engendré par les produits pairsde ré�exions, la onstrution spetrale fournit une autre famille de �brés sur E, indexéeparW+-Hilb(A). Il est naturel de se demander si ette famille est ou non le tiré en arrièrede L. L+ LE �W+-Hilb(A)? �- E �W -Hilb(A):?On peut également s'interroger sur les éventuelles informations que L+ pourrait ontenirsur la géométrie de A=W+, et de sa résolution par W+-Hilb(A).Dans le premier paragraphe, on dé�nit un shéma de Hilbert HilbN (A;E) paramé-trant les ouples (Z; g), où Z est une N -grappe de A et g un morphisme Z - E. On77



78 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELSexplique alors omment assoier à haque point (Z; g) de HilbN (A;E), un �bré vetorielVZ;g de degré zéro et de rang N sur E : 'est la onstrution spetrale.Dans le deuxième paragraphe, on étudie e �bré VZ;g. Les �brés vetoriels sur uneourbe elliptique sont lassi�és par le théorème d'Atiyah ([Ati57℄). Le théorème 4.2.2,dérit la struture du �bré assoié à un point (Z; g) de HilbN (A;E) en fontion de lagéométrie de Z et du morphisme g : Z - E.Dans le troisième paragraphe, on traite quelques exemples.Dans les quatrième et inquième paragraphes, on s'intéresse suessivement aux asdes systèmes de raines An et Bn. On rappelle le théorème de Friedman, Morgan etWitten, puis on démontre que le �bré assoié à l'unique grappe supportée en l'origineest le �bré régulier In+1 (respetivement I2n). En�n, en e�etuant la onstrution spe-trale assoiée au groupe W+, on démontre grâe aux tables du hapitre 2 que la fa-mille universelle L+ lassi�e une famille de �brés qui n'est pas l'image réiproque de L.Cependant, ontrairement à nos espéranes, le type des �brés ne sépare pas les di�é-rentes branhes du graphe assoié à la �bre à l'origine du morphisme de Hilbert-ChowW+-Hilb(A) �- A=W+, de sorte qu'auune onlusion en terme de orrespondane deMKay ne se dessine ii.4.1 Dé�nitions4.1.1 HilbN(A;X)Soit A et X deux shémas projetifs lisses sur C , et N un entier. On dé�nit le fonteurHilbN (A;X) de la façon suivante.HilbN (A;X) : Sh �! SetS �! 8>><>>: Z � - A� S�X � Sg ? - S? ave Z 2 HilbN (A)(S)et le graphe �g de gest plat sur S 9>>=>>;Théorème 4.1.1 Le fonteur HilbN (A;X) est représentable par un sous-shéma ouvertHilbN (A;X) de HilbN (A�X).Preuve : On démontre que e fonteur est un sous-fonteur ouvert de HilbN (A �X).Soit S un shéma et (Z; g) 2 HilbN (A;X)(S). Alors le graphe de g est un sous-shémafermé de A�X � S plat sur S par hypothèse et qui restreint à haune de ses �bres estun sous-shéma de dimension 0 et de longueur N de A�X.�g � - Z �S (X � S) �- (A� S)�S (X � S) = A�X � S:Soient maintenant Y 2 HilbN (A�X)(S) et g : Y - X � S le morphisme induit pardeuxième projetion de A�X �S. Soit p1 la restrition de la première projetion à Y :A�X � S - A� SY p1- Z:



4.1. DÉFINITIONS 79Alors (Y; g) est dans HilbN (A;X)(S) si et seulement si p1 est une immersion fermée.Soit Z la famille universelle de HilbN (A � X). On veut dé�nir un sous-shéma H deHilbN (A�X) ayant la propriété suivante :8h 2 H; (Z)h - A est une immersion fermée:Plus préisément, on va onstruire un shéma H  - HilbN (A�X) tel que(1�  )�(Z) - A�Hest une immersion fermée et H est universel pour ette propriété, 'est à dire que siS �- HilbN (A�X) véri�e (1� �)�(Z) - A� S est une immersion fermée, alors �fatorise par  : S � - HilbN (A�X).......R ��� �HCe problème étant un problème universel, il su�t de le résoudre loalement. L'uniitéde la solution assure que les reollements ont lieu orretement. On démontre que lapropriété qui doit être véri�ée au-dessus de H est une propriété ouverte, de sorte que Hest un sous shéma ouvert de HilbN (A�X).Soit U = Spe(R) un ouvert a�ne de HilbN (A � X), et V = Spe(T ) un ouverta�ne de X. Alors le morphisme Z p- HilbN (A�X) étant �ni, p�1(U) = Spe(B) estun ouvert a�ne de Z, et B est une R-algèbre de type �ni. Considérons la suite exatede R-algèbres - T 
R - B - C - 0;où C est le onoyau du morphisme T 
R - B. Soit h un point de U � HilbN (A�X)au-dessus duquel le morphisme Zh - A est une immersion fermée. Soit p l'idéalpremier de R orrespondant au point h et mP l'idéal maximal de l'anneau Rp. Alors ona - T 
Rp=mp - B 
Rp=mp - 0;de sorte que C 
 Rp=mp = 0. Mais alors C étant une R-algèbre de type �ni, d'aprèsle lemme de Nakayama Cp = 0, et il existe f 62 p tel que C(f) = 0. Ainsi, il existeun voisinage D(f) de h dans U au-dessus duquel le morphisme Zk - A est uneimmersion fermée. Soit H l'ouvert maximal véri�ant ette propriété. Il représente lefonteur HilbN (A�X), et la famille universelle est (ZjH; p2), où p2 est la restrition dela projetion de Z à X �HilbN (A�X). �4.1.2 La onstrution spetraleSoit X une ourbe lisse, et A un shéma projetif lisse sur C . Un point de HilbN (A;X)est donné par un ouple (Z; g), où Z est une N -grappe de A et g : Z - X . À un



80 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELStel point, on assoie un �bré de rang N sur X de la façon suivante. Notons P l'imageshématique de g. Le support de P est �ni, et on note Supp(P ) = fp1; : : : ; prg. Pourtout i, posons Zi = g�1(pi). En�n, soit �g le graphe de g. Alors pour tout i, Zi�fpig et�g sont des diviseurs de Cartier sur Z�X et on peut dé�nir le faiseau loalement libreLg = OZ�X(�g �XZi � fpig):Alors p2;�(Lg) est un faiseau loalement libre de rang N sur X. On note VZ;g le �brédont les setions sont e faiseau. Les deux lemmes suivants démontrent que VZ;g est un�bré de degré nul.Lemme 4.1.2 Supposons que (Z; g) 2 HilbN (A;X) véri�e Z = Z1t : : :tZr, où haquefateur est supporté en un point. Alors VZ;g = VZ1;g1 � : : : � VZr;gr , ave Zi gi- X.Preuve : Notons Pi l'image shématique de gi dansX, et pi son support. Alors g�1(Pj) =Wj = tg(Zi)=pjZi, et les diviseursWj ainsi obtenus forment une partition de Z. Notons qjle support de l'image shématique de Wj. Alors le diviseurPkj=1Wj�fqjg =Pri=1 Zi�fpig. Par ailleurs, �g = P�gi , où �gi est un diviseur de Z � X supporté par Zi � Pi.Finalement, Lg = OZ�X(X�gi �XZi � fpig):Or OZ�X = OZ1�X � : : :�OZr�X , de sorte queLg = OZ1�X(�g1 � Z1 � fp1g)� : : :�OZr�X(�gr � Zr � fprg):Ainsi, après avoir appliqué p2;�, on obtient VZ;g = VZ1;g1 � : : :� VZr;gr . �On se ramène ainsi au as où Z est une grappe de longueur N supportée par un pointa 2 A.Lemme 4.1.3 Soit (Z; g) 2 HilbN (A;X), supporté en un point. Alors deg(VZ;g) = 0.Preuve : Par hypothèse, OZ est une C -algèbre de dimension N . Si N = 1, alors OZ =C = OP , et Lg = OZ�X , de sorte que VZ;g est le �bré trivial. Il est bien de degré zéro.Par réurrene, supposons que si OZ est une C -algèbre de dimension N � 1, alorsVZ;g est de degré zéro. Notons p0 l'image de Z par g. Soit m l'anneau maximal de OZet � 2 mr�1 non nul, où mr = 0. Soit Z� � Z dé�ni par � = 0 et g� la restrition de g àZ�. On a la suite exate suivante.0 - J - OZ�X - OZ�X jZ��X - 0Or Lg
OZ�X jZ��X = OZ�X jZ��X(�g�Z�fp0g) = OZ��X(�g��Z��fp0g), de sorteque l'on obtient la suite exate :0 - I - OZ�X(�g � Z � fp0g) - OZ��X(�g� � Z� � fp0g) - 0:Comme m annule � et OZ=m est de dimension 1, Z� est une (N � 1)-grappe de A.Soit a 2 A le support de la grappe Z. Au voisinage de (a; p0), la suite exate est lasuivante. 0 - I - xt� xC [t; x℄=tn - xt� xC [t; x℄=tn�1 - 0:Ainsi, I �= C [x℄ et le noyau I �= Oa�X . Finalement, VZ;g est une extension de VZ�;g� parle �bré trivial sur X, don il est de degré nul. �



4.2. FIBRÉS VECTORIELS SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE 814.2 Fibrés vetoriels sur une ourbe elliptique4.2.1 Le théorème d'AtiyahSupposons que E est une ourbe elliptique. Les �brés de degré nul sur E sont lassi�éspar le théorème d'Atiyah suivant.Théorème 4.2.1 ([Ati57℄) Soit E une ourbe elliptique. Il existe, à isomorphisme près,un unique �bré vetoriel Ir de degré zéro et de rang r indéomposable et tel que �(Ir) 6=0. Pour tout �bré F indéomposable de degré zéro et de rang r, il existe un faiseauloalement libre L de degré zéro tel que F = L
 Ir.De plus, pour tout s < r, on a0 - Is - Ir - Ir�s - 0:4.2.2 Étude du �bré VZ;g assoié à un point de HilbN(A;E)Soit A un shéma projetif lisse, E une ourbe elliptique et (Z; g) 2 HilbN (A;E).Supposons que Z est supporté par un point a 2 A. Alors l'image shématique P de g estégalement supportée en un point fp0g, et de longueur n. Comme P est un sous-shémade la ourbe lisse E, on a OP = C [x℄=xn . Puis OZ étant de dimension �nie sur C , OZest un OP -module de type �ni. D'après la déomposition en modules monogènes d'unmodule de type �ni sur un anneau prinipal, il existe des générateurs p1; : : : ; pr et desentiers k1; : : : ; kr tels que OZ = C [t℄=tk1 p1� C [t℄=tk2 p2 : : :� C [t℄=tkr pr. De plus, ommeg# : OP - OZ est injetive, on peut supposer que k1 = n et les ki sont tous inférieursou égaux à n. On ordonne les entiers ki et on note �(Z; g) = (k1; : : : ; kr) la partition deN assoiée à (Z; g).Théorème 4.2.2 Soit A un shéma projetif lisse et E une ourbe elliptique. Soit (Z; g)un point de HilbN (A;E) tel que Z est une grappe supporté en un point a 2 A. Soit�(Z; g) = (k1; : : : ; kr) la partition assoiée à (Z; g). Alors le �bré assoié sur E estVZ;g = Ik1 � Ik2 � : : :� Ikr :Preuve : On démontre e théorème par réurrene en s'appuyant sur les lemmes 4.2.3et 4.2.4 suivants.Lemme 4.2.3 Soit E une ourbe de genre supérieur ou égal à 1 et (Z; g) 2 HilbN (A;E)supporté en un point a 2 A, ave �(Z; g) = fk1; : : : ; krg. Alors dim(H0(E; VZ;g)) = r.Preuve : Soit s 2 H0(E; VZ;g) �= H0(Z�E;OZ�E(�g�Z�fp0g)). Soit t = g#x 2 OZ .Le graphe �g a pour équation t� x au voisinage de (a; p0). Ainsi, le faiseau loalementlibre OZ�E(�g �Z �fp0g) est loalement engendré par xt� x au voisinage de (a; p0), etpar 1 en dehors de e point.Soit U un voisinage de a � p0 2 Z � E, et V = Z � (E r p0). Alors il existef 2 OZ�E(U) telle que sjU = f xt�x et g 2 OZ�E(V ) telle que sjV = g. En�n, sur U \ V ,on a xf = (t� x)g



82 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELSRappelons que OZ = C [t℄=tk1 p1 � C [t℄=tk2 p2 : : : � C [t℄=tkr pr. On a don une déom-position 8<: f = Pri=1Pki�1m=0(tm � pi)fi;m(x);g = Pri=1Pki�1m=0(tm � pi)gi;m(x);où fi;m et gi;m sont des setions de OE . Comme t = t � 1OZ , t(tm � pk) = tm+1 � pk, desorte que8<: xf = Pri=1Pki�1m=0(tm � pi)xfi;m(x);(t� x)g = Pri=1Pki�1m=1(tm � pi)gi;m�1(x)�Pri=1Pki�1m=0(tm � pi)xgi;m(x):L'identité sur U \ V donne don pour tout i 2 [1; r℄ :xfi;0 = �xgi;0; xfi;1 = gi;0 � xgi;1; : : : xfi;ki�1 = gi;ki�2 � xgi;ki�1:Étant donné que x n'est pas diviseur de zéro dans OE , la première égalité impliqueque pour tout i 2 [1; r℄, gi;0 = �fi;0 est régulière sur au voisinage de p0. Comme elle estrégulière en dehors de p0, 'est une setion globale de OE , don 'est don une onstante.Fixons i 2 [1; r℄ et raisonnons par réurrene sur m. Soit m 2 [0; ki � 2℄. Supposonsque gi;m = fi;m est onstante, et montrons que gi;m+1 = fi;m+1 est onstante et quegi;m = 0. La (m + 1)-ième identité xgi;m+1 = gi;m � xfi;m implique que gi;m+1 admetau plus un p�le en p0. Si elle admettait un p�le, elle admettrait également un uniquezéro, et dé�nirait un morphisme birationnel entre E et P1 ([Har77, II, 6.10.1℄). Celaest impossible puisque E est de genre supérieur ou égal à 1. Ainsi, gi;m+1 est régulièresur E, don onstante. Puis, l'identité gi;m = x(gi;m+1 + fi;m) implique gi;m = 0, etgi;m+1 = fi;m+1.Par réurrene, on a démontré que pour tout i 2 [1; r℄, fi;0 = gi;0 = : : : = fi;ki�2 =gi;ki�2 = 0 et fi;ki�1 = �gi;ki�1 est une onstante. En partiulier, la setion s est dé�niepar r onstantes et H0(Z�E;O(�g�Z�p0)) est de dimension r. Une famille génératrieest s1; : : : ; sr, où sijU = (tki�1 � pi) xt� x et sijV = tki�1 � pi. �Lemme 4.2.4 Soit (Z; g) 2 HilbN (A;E), de partition assoiée �(Z; g) = (1; 1; : : : ; 1).Alors le �bré assoié sur E est VZ;g = I1 � I1 � : : :� I1:Preuve : Sous les hypothèses, on a n = 1, de sorte que P = fp0g = Spe(C ), etOZ = C N . Le graphe �g = Z � p0, de sorte que OZ�E(�g � Z � fp0g)) = OZ�E . Ainsi,VZ;g = p2;�(OZ�E) = ONE , d'où le résultat. �Notons HRn l'hypothèse de réurrene suivante au rang nHRn : Soit (Z; g) 2 HilbN (A;E) ave �(Z; g) = (k1; : : : ; kr) véri�ant k1 � n, 'est àdire Z g- E envoie Z sur un point de longueur inférieure à n et la déomposition deOZ en C [t℄=tn -modules yliques est OZ = C [t℄=tk1 p1 � : : : � C [t℄=tkr pr. AlorsVZ;g = Ik1 � : : :� Ikr :



4.2. FIBRÉS VECTORIELS SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE 83De plus, on onnaît une base s1; : : : ; sr de H0(E; VZ;g) = H0(Z �E;O(�g �Z �fp0g))telle que si est une setion globale de Iki, et elle est loalement donnée par les formulessijU = (tki�1 � pi) xt� x au voisinage de (a; p0) et sijV = tki�1 � pi en dehors de (a; p0).Les lemmes 4.2.4 et 4.2.3 initialisent la réurrene à n = 1.Supposons que HRn�1 est véri�é et démontrons le résultat au rang n. Soit don(Z; g) 2 HilbN (A;E) ave �(Z; g) = (k1; : : : ; kr) véri�ant k1 = n. Soit � le plus grandentier tel que k� = n. AlorsOZ = C [t℄=tnp1 � : : :� C [t℄=tnp� � C [t℄=tk�+1 p�+1 : : :� C [t℄=tkr pr:Considérons le sous-shéma Z� de Z dé�ni par l'équation (g#x)n�1 = tn�1 � p1. AlorsOZ� = C [t℄=tn�1p1 � : : :� C [t℄=tn�1p� � C [t℄=tk�+1 p�+1 : : :� C [t℄=tkr pr:Notons g� la restrition de g à Z�. Alors �(Z�; g�) = (k�1 ; : : : ; k�r ) ave k�1 = : : : = k�� =n � 1, et k�i = ki � n � 1 pour i > �. En partiulier, (Z�; g�) véri�e les hypothèses deHRn�1. De plus, OZ�E jZ��E(�g�Z�fp0g) = OZ��E(�g� �Z��fp0g), de sorte qu'ona la suite exate0 - I - OZ�E(�g � Z � fp0g) �- OZ��E(�g� � Z� � fp0g) - 0;où � est l'appliation induite par la projetion de OZ sur OZ=(tn�1 � 1) = OZ� .Lemme 4.2.5 VZ;g est une extension non triviale de VZ�;g� par (OE)�.Preuve : Pour ommener, remarquons que H0(E; VZ;g) et H0(E; VZ�;g�) ont la mêmedimension r d'après le lemme 4.2.3. Plus préisemment, la preuve de e lemme montreque H0(E; VZ;g) est engendré par les setions s1; : : : ; sr dé�nies omme suit. Soit U unvoisinage de (a; p0), et V le omplémentaire de (a; p0), alors sijU = (tki�1 � pi)� xt�x� etsijV = tki�1 � pi. De même, H0(E; VZ;g) est engendré par les setions s�1; : : : ; s�r. De plus,d'après HRn�1, VZ�;g� = �ri=1Ik�i et s�i est une setion globale de Ik�i .Montrons que I = (Ofag�E)�. Par dé�nition, il est lair que le noyau de � est engen-dré par les setions s1; : : : ; s�. Soit s 2 OZ�E(�g � Z � fp0g), une setion. Alors sjU 2OZ [x℄� xt�x�, et il existe une déomposition sjU = Pri=1Pki�1m=0(tm � pi)fi;m(x)� xt�x�.Pour tout i � �, (tm � pi)fi;m(x) est dans l'annulateur de fs1; : : : s�g. De même, pourtout m � 1, (tm � pi)fi;m(x) est dans l'annulateur de fs1; : : : ; s�g. De la même façon,sjV 2 OZ [x℄, et il existe une déomposition sjV =Pri=1Pki�1m=0(tm � pi)gi;m(x). Mais pourtout i � � ou m � 1, (tm � pi)gi;m(x) est dans l'annulateur de fs1; : : : ; s�g.Finalement, si s n'est pas dans l'annulateur de �, alors sjU = P�i=1 fi;0(x)pi �xx�et sjV = P�i=1 gi;0(x)pi. Par reollement, fi;0 = gi;0 2 OE et ker(�) est isomorphe à(C p1 � : : :� C p� )
OE �= (Ofag�E)�.Le fonteur p2;� étant exat ar p2 est �ni, on obtient la suite exate suivante.0 - (OE)� - VZ;g - (In�1)�M�ri=�+1Iki - 0:Or H0(E; VZ;g) et H0(E; VZ�;g�) ont la même dimension r, don VZ;g est une extensionnon triviale de VZ�;g� par (OE)�. �



84 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELSL'ensemble des extensions de VZ�;g� = (In�1)� �L�ri=�+1Iki par (OE)� est enbijetion ave l'ensemble des morphismes H0(E; VZ�;g�) - H1(E; (OE)�). En e�et, lasuite exate d'extension induit la suite exate longue suivante.0 - H0(E; (OE)�) �0- H0(E; VZ;g) - H0(E; VZ�;g�) Æ- H1(E; (OE)�) -Étant donné que dim(H0(E; VZ;g)) = dim(H0(E; VZ�;g�)) = r et dim(H1(E; (OE)�)) =dim(H0(E; (OE)�)) = �, la dernière �èhe est surjetive. De plus, on onnaît la �èheH0(E; VZ;g) - H0(E; VZ�;g�) qui envoie s1; : : : s� sur 0 et pour i < �, si 7! s�i . Fi-nalement, omme s��+1; : : : ; s�r engendrent H0(E;�ri=�+1Iki), la suite exate longue seréérit omme suit.0 - C � - ker(�0)MK �0 -H0(E; (In�1)�)MH0(E;�ri=�+1Iki) Æ- C � - 0:Ainsi, la restrition de � au omplémentaire K de ker(�0) induit une bijetion K �=H0(E;�ri=�+1Iki) et Æ = Æ1 + Æ2, où le morphisme H0(E; (In�1)�) Æ1- C � est bijetifet H0(E;�ri=�+1Iki) Æ2- C � est nul. On en déduit que VZ;g est la somme de �ri=�+1Iki(extension orrespondante au morphisme Æ2) ave une extension non triviale de (In�1)�par (OE)�.Puis, omme Æ1 est injetif, sa restrition à haque fateur H0(E; In�1) - C � estinjetive, de sorte que l'extension de (In�1)� par (OE)� est une somme de � extensionsnon triviales. Néessairement,VZ;g = (In)�M�ri=�+1Iki = �ri=1Iki :Pour tout i 2 [� + 1; r℄, si s'identi�e ave s�i , don il s'agit bien d'une setion globalede Iki . Puis, la famille s1; : : : ; s� engendre ker(�0), et ker(�0) = H0(E; (In)�), donl'hypothèse de réurrene est démontrée au rang n. �4.2.3 ExemplesSoit A un shéma projetif lisse et E une ourbe elliptique.Proposition 4.2.6 Soit Z une N -grappe de A supportée en un point telle que OZ =C [z℄=zN . Si Z g- E est un morphisme d'image de longueur n, alors il existe �, sentiers tels que N = (n� 1)s+ � et le �bré assoié est le suivant.VZ;g = (In)� � (In�1)s��:Preuve : Dans e as, OP = C [x℄=xn - OZ = C [z℄=zN est injetif, et quitte à hangerz, il envoie x sur zr. Cela implique que nr � N > (n� 1)r. Il existe don 1 � � � r telque N = r(n� 1) + �, et la déomposition en modules yliques de OZ estOZ = (C [x℄=xn) � 1� : : :� (C [x℄=xn) � z� � (C [x℄=xn�1) � z�+1 � : : :� (C [x℄=xn�1) � zr�1:



4.3. LE REVÊTEMENT SPECTRAL DANS LE CAS AN 85Ainsi, �(Z; r) = (n; : : : ; n; n� 1 : : : ; n� 1), de sorte qu'en appliquant le théorème 4.2.2,on obtient VZ;g = (In)� � (In�1)r��: �Le deuxième exemple orrespond aux as que nous renontrons dans la suite duhapitre.Proposition 4.2.7 Supposons que (Z; g) 2 HilbN (A;E) est de la formeSpe(C [t; s℄=(tN ; tn � sP (t); tks; s2)) g- P = Spe(C [x℄=xn) � E;ave g#(x) = t. Si P = 0 et n = N , alors VZ;g = IN � Ik: Sinon, soit m la valuation deP . Alors VZ;g = IN � Im:Preuve : Supposons que P =Pk�1i=m aiti, ave am 6= 0. On se ramène au as où P = 0et k = m en posant s0 = (Pk�1i=m aiti�m)s + tn�m. Puis, si P = 0, la déomposition deOZ en OP -modules yliques est OZ = (C [x℄=xn) � 1� (C [x℄=xm) � s, d'où le résultat enappliquant le théorème 4.2.2. �Dans la suite du hapitre, A = E
Q(R) où R est un système de raines irrédutibleet réduit.4.3 Le revêtement spetral dans le as AnSoit A, l'hypersurfae de En+1 d'équation la somme des oordonnées, et Z � A �Sn+1-Hilb(A) la famille universelle du Sn+1-shéma de Hilbert de A. On peut onsidérerl'ation de Sn sur les n premières oordonnées de En+1. Cette ation induit une ationsur Z et on obtient par fatorisation par le quotient le morphisme de degré (n+1) suivantZ = Z=Sn n+1:1- Sn+1-Hilb(A):Par ailleurs, on peut onsidérer la restrition à A de la projetion sur la dernière oor-donnée. Ce morphisme fatorise par le quotient A = A=Sn. Notons g la omposée avela première projetion de Z sur A :g : Z p1 - A - E( nXi=1 xi; xn+1) - xn+1:Soit � le graphe de g et L = ��O(�), où E � Z �- E �Sn+1-Hilb(A). Alors L estun �bré loalement libre de rang (n+ 1) et Friedman, Morgan et Witten démontrent lerésultat suivant.Théorème 4.3.1 ([FMW97℄) Soit MSU(n) l'espae de modules de SU(n)-�brés régu-liers semi-stables sur E. AlorsMSU(n) �= Sn+1 �Hilb(A) �= Pn ;et le �bré L obtenu par la onstrution spetrale est la famille universelle.



86 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELSDans les hapitres préédents, on a étudié le quotient de A par le groupe alternéAn+1. Dans le as de la dimension trois, on a vu qu'il est résolu par le An+1-shéma deHilbert de A. Plus généralement, il y a une �èhe naturelleAn+1-Hilb(A) �- Sn+1-Hilb(A);morphisme omposé du morphisme de Hilbert-Chow An+1-équivariant ave le quotientA=An+1 - A=Sn+1.Par ailleurs, la onstrution spetrale i-avant se fait de la même façon ave la fa-mille universelle du An+1-shéma de Hilbert Z+. On onsidère l'ation du sous-groupeSn \ An+1 sur Z+ et on onstruit de façon analogue L+ �bré de rang (n + 1) surE � An+1-Hilb(A). On démontre que la famille L+ de �brés sur E omprend des �brésnon réguliers, de sorte qu'elle n'est pas le tiré en arrière de L.4.3.1 Fibré assoié à l'unique Sn+1-grappe de A supportée en 0Soit Æ 2 Sn+1-Hilb(A) et ZÆ � A la Sn+1-grappe orrespondante. On a vu queSn agit sur ZÆ et que g : Pxi 7! xn+1 fatorise par le quotient ZÆ = ZÆ=Sn. Notons�Æ � E � ZÆ le graphe de g.Le morphisme E � Z �- E �Sn+1-Hilb(A) étant �ni, il ommute aux hangementsde bases. Par la onstrution i-dessus, on retrouve don la �bre au-dessus de E � Æ dudiviseur � onstruit en famille.� � - E � Z �- E �Sn+1-Hilb(A)�Æ[6� - E � ZÆ[6 � - E � Æ[6Proposition 4.3.2 Si Æ est l'unique Sn+1-grappe supportée par l'origine (p0; : : : ; p0) deA, alors le �bré VÆ orrespondant est la n-ième extension In+1 de OE.Preuve : Rappelons que la grappe ZÆ est isomorphe à Spe(RSn+1), où RSn+1 estl'algèbre oinvariante de C [x1 ; : : : ; xn+1℄ relative à l'ation deSn+1. Notons �1; : : : ; �n+1les fontions symétriques élémentaires en les n+ 1 variables x1; : : : ; xn+1 et w1; : : : ; wnles fontions symétriques élémentaires en les n premières variables.RSn+1 = C [x1 ; : : : xn+1℄=(�1; : : : ; �n+1):Ainsi, ZÆ=Sn = Spe(RSnSn+1) = Spe(C [w1 ; : : : ; wn; xn+1℄=(�1; : : : ; �n)). Or on a lesrelations �1 = w1 + xn+1, �2 = w2 + w1xn+1, . . ., �n+1 = wnxn+1, de sorte queZÆ=Sn = Spe(C [xn+1 ℄=xn+1n+1) g- P = Spe(C [x℄=xn+1) � E;ave g#(x) = xn+1. On déduit alors le résultat d'après la proposition 4.2.6. �



4.3. LE REVÊTEMENT SPECTRAL DANS LE CAS AN 874.3.2 Fibré assoié à une An+1-grappe de A supportée en 0L'ation de An sur A est induite par elle de Sn. On a donC [x1 ; : : : ; xn+1℄An = C [w1 ; : : : ; wn; xn+1;�0℄=(�02 � f(w1; : : : ; wn));où �0 est un générateur des anti-invariants et f(w1; : : : ; wn) est donné par la formuledu disriminant en degré n.Considérons maintenant Z une An+1-grappe au-dessus de l'origine et I l'idéal deC [x1 ; : : : ; xn+1℄ le dé�nissant. Alors I ontient néessairement �1; : : : ; �n+1 et �, lesgénérateurs des polyn�mes invariants sous An+1. Ainsi, Z=An est un quotient deSpe(C [w1 ; : : : ; wn; xn+1;�0℄=�1; : : : ; �n+1;�;�02 � f(w1; : : : ; wn)) = Spe(R):Les relations 8>>>>><>>>>>: �1 = w1 + xn+1�2 = w2 + w1xn+1...�n+1 = wnxn+1� = (wn � xn+1wn�1 + : : : + (�1)nxnn+1)�0impliquent xn+1n+1 2 IAn , xnn+1�0 2 IAn et �02 2 IAn . Ainsi l'anneau de Z=An est unquotient de Spe(C [xn+1 ;�0℄=(xn+1n+1; xnn+1�0;�02). Comme il est de longueur n+1, 'estle spetre de C [x;�℄=I, où I est un idéal de la forme (xn+1; xN ��P (x); xk�;�2):En appliquant la proposition 4.2.7, on obtient le résultat suivant.Proposition 4.3.3 Si Z est une An+1 grappe supportée en (p0; : : : ; p0) 2 A, alors le�bré assoié par la onstrution spetrale est de la forme IN � Im, ave N +m = n+ 1.4.3.3 Cas de la dimension 3On suppose maintenant que n = 3, et on reprend les notations du paragraphe 2.3.6.Soit Z une A4-grappe au-dessus de l'origine et I l'idéal de C [x; y; z℄ le dé�nissant. Alors,d'après le paragraphe 2.3.6, en notant f = x2 + jy2 + j2z2, on a� f2 = w21 � 2w2 2 I� f3 = w3 2 I,� f4 = w22 � 2w1w3 2 I,� � = �0(w3 � w1w2) 2 I� yzf , xzf et xyf 2 I,� tous les mon�mes de degré supérieur à 5 sont dans I,� il existe (a : b) 2 P1 tel que x(af+b �f) 2 I, y(aj2f+bj �f) 2 I et z(ajf +bj2 �f) 2 I,� il existe (a0 : b0) 2 P1 tel que a0 �f + b0f2 2 I,� il existe (a00 : b00) 2 P1 tel que a00f + b00 �f2 2 I.En partiulier, le polyn�me A3-invariant s(a:b) = x(af + b �f+y(aj2f+ bj �f)+z(ajf +bj2 �f) 2 I. Remarquons que �0 = x2y+ y2z + xz2 � (xy2 + yz2 + x2z) et w1w2 � 3w3 =x2y + y2z + xz2 � (xy2 + yz2 + x2z), de sorte que



88 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELSs(a:b) = (a+ b)(w31 � 6w1w2 + 12w3) + (aj+bj2)2 (w1w2 � 3w3 ��0)+ (aj2+bj)2 (w1w2 � 3w3 +�0)= (a+ b)(w31 � 6w1w2 + 12w3) + 12 (a+ b)(j + j2)(w1w2 � 3w3)+12(a� b)(j � j2)�0= (a+ b)(w31 � 132 w1w2 + 272 w3) + 12(a� b)(j � j2)�0Ainsi, si a 6= b, 'est à dire si I 6= I	(1 : 1), omme w3 = f3 2 IA3 et 2w2�w21 2 IA3 ,on a (a� b)(j2 � j)�0 � 5(a+ b)w31 2 IA3 , d'où(C [x; y; z℄=I)A3 = C [w1�0℄=(w41 ; (a� b)(j2 � j)�0 � 5(a+ b)w31) �= C [w℄=(w4):Ainsi, Z=A3 = Z0=S3.En revanhe, si a = b, alors s(1:1) = 2w31 � 13w1w2 + 27w3 2 IA3 , et omme w3 =f3 2 IA3 et 2w2 � w21 2 IA3 , on en déduit que w31 2 IA3 . Dans e as tous les mon�mesde degré supérieur à 4 appartiennent à I, et on obtient(C [x; y; z℄=I)A3 = C [w1�0℄=(w1�;�02; w31):Ainsi, en appliquant la proposition 4.2.7, on obtient le résultat suivant.Proposition 4.3.4 Soit I 2 C [x; y; z℄ un idéal dé�nissant une A4-grappe de A, de sup-port f4p0g. Si I 6= I	(1 : 1), alors le �bré assoié à I est I4, la troisième extension nontriviale du �bré trivial sur E. Si I = I	(1 : 1), alors 'est la somme direte I3 �OE.4.4 Le revêtement spetral dans le as BnSoit Z � A�W (Bn)-Hilb(A) la famille universelle du W (Bn)-shéma de Hilbert deA = En. On peut onsidérer l'ation de W (Bn�1) = Sn�1 o (Z=2Z)n�1 sur les n � 1premières oordonnées de En. Cette ation induit une ation sur Z et on obtient parfatorisation par le quotient le morphisme de degré 2n suivantZ = Z=Sn 2n:1- W (Bn)-Hilb(A):Considérons le morphisme projetion A - E sur le dernier fateur. Ce morphismefatorise par le quotient A = A=W (Bn�1). Notons g la omposée ave la projetion de Zsur A. Soit � le graphe de g, et L = ��O(�), où E � Z �- E �W (Bn)-Hilb(A). AlorsL est un �bré loalement libre de rang 2n et Friedman, Morgan et Witten démontrentle théorème suivant.Théorème 4.4.1 ([FMW97℄) SoitMSp(2n) l'espae de modules de Sp(2n)-�brés régu-liers semi-stables sur E. AlorsMSp(2n) �= W (Bn)�Hilb(A) �= Pn ;et le �bré L obtenu par la onstrution spetrale est la famille universelle.



4.4. LE REVÊTEMENT SPECTRAL DANS LE CAS BN 89Ii également, on peut onsidérer la onstrution spetrale relative au sous-groupeW+(Bn) �W (Bn). On démontre que dans le as n = 3, la famille de �brés sur E indexéepar W+-Hilb(A) obtenue n'est pas exlusivement formée de �brés réguliers.4.4.1 Fibré assoié à la W (Bn)-grappe de A supportée en 0Comme dans le as An, on va onsidérer le �bré assoié à la grappe supportée en(p0; : : : ; p0) 2 A.Proposition 4.4.2 Le �bré orrespondant à l'unique W (Bn)-grappe supportée en l'ori-gine (p0; : : : ; p0) de A est I2n, la (2n� 1)-ième extension non triviale de OE.Preuve : On a Z = Spe(RW (Bn)), où RW (Bn) est l'algèbre oinvariante relative àl'ation de W (Bn) sur A : RW (Bn) = C [x1 ; : : : ; xn℄=(�i(x21; : : : ; x2n))i=1:::n, où les �isont les fontions symétriques élémentaires en n variables. AlorsZ=W (Bn�1) = Spe(RW (Bn)W (Bn�1)); etRW (Bn)W (Bn�1) = C [w1 (x21; : : : ; x2n�1); : : : ; wn�1(x21; : : : ; x2n�1); xn℄=(�i(x21; : : : ; x2n));où les wi sont les fontions symétriques élémentaires en (n � 1) variables. D'après lesrelations entre les �i et les wi, on obtientZ=W (Bn�1) = Spe(C [xn ℄=x2nn ) g- Spe(C [x℄=x2n) = P � E;ave g#(x) = xn de sorte que la proposition 4.2.6 donne le résultat. �4.4.2 Fibré assoié à une W+-grappe de AConsidérons maintenant la onstrution analogue pour W+ �W .Proposition 4.4.3 Le �bré orrespondant à une W+ grappe supportée en (p0; : : : ; p0)est de la forme IN � Ik, où k +N = 2n.Preuve : Soit Z une grappe supportée en (p0; : : : ; p0). Il existe un idéal I tel queZ = Spe(C [x1 ; : : : ; xn℄=I), et on a donZ=W+(Bn) = Spe(C [w1(x2i ); : : : ; wn�1(x2i ); xn;�0℄=(IW+(Bn);�02 � f(wi))):Les relations entre les wi et xi, ainsi qu'entre �0 et �, l'anti-invariant en dimensionn impliquent que Z=W+(Bn) est un quotient de Spe(C [x;�℄=x2n ; x2n�1�;�2): OrZ=W+(Bn) est de longueur 2n, don en appliquant la proposition 4.2.7, on obtient lerésultat. �4.4.3 Cas de la dimension 3On suppose ii que n = 3 et on reprend les notations du paragraphe 2.3.7. Soit Zune W+(B3)-grappe de A = E3 supportée en (p0; p0; p0), et soit I � C [x; y; z℄ l'idéal ledé�nissant. Le quotient Z=W+(B2) est le spetre deC [x; y; z℄W+ (B2)=IW+(B2) = C [g2 ; g4; z;�0℄=(IW+(B2);�02 � f(g2; g4));



90 CHAPITRE 4. ESPACES MODULAIRES DE FIBRÉS VECTORIELSoù g2 = x2 + y2, g4 = x2y2 et �0 = xy(x2 � y2).Or on a� f2 = x2 + y2 + z2 = g2 + z2 2 IW+(B2),� f4 = x2y2 + x2z2 + y2z2 = g4 + g2z2 2 IW+(B2),� f6 = x2y2z2 = g4z2 2 IW+(B2),� � = (zg4 � z3g2 + z5)�0 2 IW+(B2),� Il existe un unique (a" : b" ) 2 P1 tel que a" �0 + b" z5 2 IW+(B2),� Il existe un unique (a� : b�) 2 P1 tel que a�z4 + b�z�0 2 IW+(B2)� Ou bien xyz 2 I, ou bien tous les mon�mes de degré supérieur à 6 sont dans I.Quoi qu'il en soit, z2�0 2 IW+(B2).Or d'après la preuve de la proposition 2.3.22, a" 6= 0 si et seulement si I = I" (a" : b" ),et dans e as, tous les mon�mes de degré supérieur à 6 sont dans I. Puis, si a" = 0, equi implique z5 2 I, alors b� = 0 sauf en I = I�(1 : 0). Ainsi, d'après la proposition 4.2.7,on obtient le résultat suivant.Proposition 4.4.4 Soit I 2 C [x; y; z℄ un idéal dé�nissant une W+(B3)-grappe Z de Ade support f(p0; p0; p0)g.� Si I = I" (a" : b" ), alors le �bré assoié à Z est I6.� Si I = I�(1 : 0), alors le �bré assoié à Z est I4 � I2� Sinon, 'est la somme direte I5 �OE. "�I5 �OE"  I6I4 � I2



Chapitre 5La atégorie dérivée G-équivarianteDG(X)Soit X un shéma projetif lisse sur C , et G un groupe �ni agissant sur X. On adéjà observé dans les hapitres préédents que la géométrie G-équivariante de X est unbon outil pour étudier la géométrie du quotient X=G et de ses éventuelles résolutions.En partiulier, d'après le théorème de Bridgeland, King et Reid ([BKR01℄), on a dansertains as une équivalene entre la atégorie dérivée G-équivariante de X et la atégoriedérivée d'une résolution répante de X=G.Dans e hapitre, nous nous intéressons à la atégorie dérivée G-équivariante de X :DG(X). Dans le premier paragraphe, nous la dé�nissons et la dérivons dans les as del'ation libre et triviale. Dans le deuxième paragraphe, nous donnons une desription de laatégorie dérivée G équivariante de l'espae projetif en suivant une méthode de Be��linsonG-équivariante. En�n, nous nous intéressons dans le dernier paragraphe à l'éart entreDG(X), qui ontient des informations sur la géométrie G-équivariante deX et la atégoriedérivée du quotient D(X=G). Les théorèmes de omparaison que l'on peut obtenir sontdes ritères de desente au quotient. Déjà, dans [Mum66℄, Mumford résout la question dela desente d'un faiseau inversible symétrique sur une variété abélienne X, le quotientKX = X= < � > étant la variété de Kummer assoiée. Dans [Løn83℄, Lønsted dérit legroupe K �G(X) en fontion de K �(X=G), lorsque G agit sur une ourbe projetive lisseX de telle façon que X=G �= P1.On note � : X - X=G le morphisme quotient. Les fonteurs adjoints suivant appa-raissent alors naturellement. �G� : D�;G(X) - D�(X=G)L�� : D�(X=G) - D�;G(X):Remarquons que le fonteur �G� est exat ar � est a�ne et par hypothèse, l'ordrede G est inversible dans le orps de base.Dans le as partiulier où X=G est lisse sur C , � est plat don �� est égalementexat. Il envoie alors D(X=G) dans DG(X). D'après le théorème de Chevalley, Shephardet Todd, une orbifold omplexe (voir dé�nition C.1.5) X=G est lisse si et seulement si91



92 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)pour tout x 2 X, le sous-groupe d'orbifold Gx est engendré par des pseudo-ré�exions([Bou81℄). Dans e as, d'après le théorème 1.6.9, le G-shéma de Hilbert G-Hilb(X)et le quotient X=G oïnident. Ainsi, le fonteur de Fourier-Mukai D(X=G) - DG(X)dé�ni dans [BKR01℄ (voir théorème 3.3.1) est le fonteur ��.Le résultat prinipal de e hapitre est un ritère donnant l'obstrution pour un om-plexe de faiseaux G-équivariants à desendre en un omplexe de faiseaux sur le quo-tient( théorème 5.3.8). Il généralise le théorème de Lønsted en K-théorie G-équivariantesur des ourbes ([Løn83℄) et est à rapproher d'un résultat de Nevins ([Nev02℄) dans leas des groupes algébriques rédutifs.Soit E une ourbe elliptique, R un système de raines et Q(R) le réseau engendrépar R. Le but de ette étude est d'arriver à une preuve homologique du théorème deLooijenga (théorème 3.0.3), en utilisant e ritère de desente pour identi�er la atégoriedérivée du quotient D((E
Q(R))=W (R)) ave la atégorie dérivée d'un espae projetifave poids.NotationsPour le langage des atégories dérivées, on renvoie aux notes de Hartshorne ([Har66℄).Rappelons tout de même quelques notations.Pour tout shéma Y , la atégorie D�(Y ) (respetivement D(Y )) est la atégorie déri-vée des faiseaux quasi-ohérents sur Y , restreinte aux omplexes bornés supérieurement(respetivement bornés) et à homologies ohérentes.D�(X) def= D�Coh(Qo):Les atégories G-Coh(X) et G-Qo(X) sont les atégories dont les objets sont lesfaiseaux ohérents (respetivement quasi-ohérents) G-linéarisés et les morphismes sontles morphismes de G-faiseaux. Ces atégories sont abéliennes et G-Qo(X) a assezd'injetifs (f [Gro57℄). Si G agit sur X, la atégorie D�;G(X) (respetivement DG(X)))est la atégorie dérivée des G-faiseaux quasi-ohérents sur X restreinte aux omplexesbornés supérieurement (respetivement bornés) et à homologies ohérentes.D�;G(X) def= D�;GG-Coh(G-Qo):Pour toute atégorie de omplexes D, on notera D� lorsqu'on ne veut pas préiser si ononsidère la atégorie des omplexes bornés supérieurement ou bornés.Dans tout le hapitre, on peut remplaer C par un orps k algébriquement los, dontla aratéristique ne divise pas l'ordre de G.5.1 La atégorie dérivée bornée G-équivariante5.1.1 Une équivalene de atégoriesPour dérire la atégorie dérivée G-équivariante, on va voir qu'il su�t de onnaîtrela sous-atégorie pleine dont les objets sont des omplexes de faiseaux ohérents loa-lement libres. Rappelons que HsG(X;F ) (respetivement ExtsG(A;B)) désigne le s-ième



5.1. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE BORNÉE G-ÉQUIVARIANTE 93groupe de ohomologie G-équivariante du G-faiseau F sur X (respetivement le ExtG-équivariant). Il existe une suite spetrale de terme initial E2p;q = Hp(G;Hq(X;F ))qui onverge vers Hp+qG (X;F ) (voir [Gro57℄). Sous nos hypothèses, il n'y a pas de oho-mologie des groupes, de sorte que d'après ette suite spetrale, on obtient HsG(X;F ) =Hs(X;F )G.Lemme 5.1.1 Si X est un G-shéma de dimension n lisse sur C , alors la atégorieG-Coh(X) est de dimension homologique inférieure à n. C'est à dire, pour tout ouplede G-faiseaux ohérents (A;B) et pour tout entier s > n, ExtsG(A;B) = 0.Preuve : La suite spetrale de terme initial Ep;q2 = HpG(X;E xtq(A;B) onverge versExtp+qG (A;B). Or, par théorème d'annulation de Grothendiek, Hp(X;E xtq(A;B)) = 0dès que p est un entier stritement supérieur à dim(Supp(E xtq(A;B))). Ainsi, Ep;q2 =Hp(X;E xtq(A;B))G = 0 pour p > dim(Supp(E xtq(A;B))).Supposons maintenant que E xtq(A;B) est non nul et majorons la dimension d deson support. Soit x un point générique de E xtq(A;B). Alors OX;x est un anneau régu-lier de dimension inférieure à n � d et la �bre E xtq(A;B)x = ExtqOX;x(Ax; Bx) est unOX;x-module non nul. Or la dimension homologique de la atégorie des OX;x-moduleest inférieure à la dimension de OX;x, don la non-nullité de ExtqOX;x(Ax; Bx) impliqueq � n� d.Finalement, pour que Ep;q2 = HpG(X;E xtq(A;B)) soit non nul, il est néessaire d'avoirp+ q � n. En partiulier, pour tout entier s > n, ExtsG(A;B) = 0. �Théorème 5.1.2 Soit X un shéma projetif lisse et soit G un groupe �ni agissant surX. Soit L � G-Coh(X)) la sous-atégorie pleine des G-faiseaux ohérents loalementlibres sur X et M � DG(X) (respetivement M� � D�;G(X)) la sous-atégorie pleinedes omplexes de faiseaux dans L . On a les équivalenes de atégoriesM ' DG(X);M� ' D�;G(X):Preuve : Comme on a imposé dans la dé�nition que M � soit une sous-atégorie pleinede D�;G(X), il su�t de démontrer que tout objet de D�;G(X) est quasi-isomorphe à unobjet de M . Dans un premier temps, on rappelle que tout G-faiseau ohérent admetune résolution loalement libre �nie. Ce résultat de Thomason est lassique, mais on leredémontre ii à défaut d'une référene satisfaisante (lemme 5.1.3). On applique alors unrésultat de Hartshorne (lemme 5.1.4) qui démontre le as borné supérieurement, et onen déduit le as borné.Lemme 5.1.3 Soit G un groupe �ni, et soit X un G-shéma projetif lisse sur C . ToutG-faiseau ohérent admet une résolution �nie par des G-faiseaux loalement libres detype �ni.Preuve : On a démontré dans la preuve de la proposition 1.2.4 qu'il existe un faiseautrès ample G linéarisé sur X. Notons M e faiseau. Soit F un G-faiseau ohérent sur



94 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)X. Par théorème, il existe un entier n tel que F 
M
n est engendré pas ses setionsglobales. Alors G agit naturellement sur �(X;F
M
n) et le morphisme de G-faiseaux :OX 
 �(X;F 
M
n) - F 
M
na
 s - asest surjetif. D'où la surjetion�(X;F 
M
n)
M
(�n) - F :En répétant autant de fois que néessaire e proédé en remplaçant F par le noyau dee morphisme, on obtient une résolution de F par des G-faiseaux ohérents loalementlibres. Or d'après le lemme 5.1.1, la atégorie G-Coh(X) est de dimension homologique�nie, don ette itération s'arête et F admet une résolution libre �nie par des objets deL . �On utilise maintenant le lemme [Har66, I.4.6℄ et la proposition [Har66, I.4.8℄ deHartshorne qui s'expriment dans e ontexte omme suit.Lemme 5.1.4 Soit A une atégorie abélienne. Soit L un sous-ensemble d'objets de A telque pour tout objet A de A il existe L 2 L se projetant sur A. Alors pour tout omplexe A�borné supérieurement d'objets de A, il existe un omplexe borné supérieurement d'objetsde L quasi-isomorphe à A�.Proposition 5.1.5 Soit A une atégorie abélienne et A0 une sous-atégorie pleine deA. Si pour tout objet A de A0 il existe un objet A-projetif appartenant à A0 se projetantA, alors on a l'équivalene de atégoriesD�A0(A) ' D�(A0):En appliquant ette proposition à A0 = G-Coh(X) � G-Qo(X) = A, omme lelemme 5.1.3 démontre en partiulier que les hypothèses de la proposition sont véri�ées,on obtient l'équivalene D�;G(X) ' D�(G-Coh(X)):On peut don supposer que F est un omplexe borné supérieurement de G-faiseauxohérents. D'après le lemme 5.1.3, les hypothèses de lemme 5.1.4 sont véri�ées. Ainsi, ilexiste un omplexe borné supérieurement L d'objets de L quasi-isomorphe à F . On abien démontré l'équivalene D�;G(X) 'M�:Supposons maintenant que F est borné. L'objet donné par le lemme 5.1.4 est onstruitpar réursivité sur le degré de la façon suivante : Si L0, L�1, . . .L�n sont onstruits, onhoisit L�n�1 omme étant un objet de L admettant une surjetion versker(L�n - L�n+1)�F�n F�n�1:Or, pour n assez grand, F�n est nul. Soit m est le plus petit entier tel que Fm 6= 0. Paronstrution, le omplexe L est une résolution de ker(Lm - Lm+1) par des objets de



5.1. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE BORNÉE G-ÉQUIVARIANTE 95L en degrés inférieurs à m. En partiulier, G-Coh(X) étant de dimension homologique�nie, on peut hoisir ette résolution �nie.On a don bien onstruit un omplexe L 2 M qui est quasi-isomorphe à F , d'oùl'équivalene DG(X) 'M : �5.1.2 Cas d'une ation libreDans le as où l'ation de G est libre sur X, on trouve dans [Mum74, p.70℄ la dé-monstration de la proposition suivante.Proposition 5.1.6 Lorsque G agit librement sur un shéma X de façon à e que X soitG-admissible, les fonteurs �G� : G-Coh(X) - Coh(X=G), qui envoie un G-faiseausur la partie G-invariante de son image direte par �, et �� : Coh(X=G) - G-Coh(X)induisent une équivalene de atégories :G-Coh(X) ' Coh(X=G):Si de plus X est lisse sur C , alors le quotient l'est également et on en déduit le résultatsuivant.Proposition 5.1.7 Si G agit librement sur un shéma X lisse sur C , le fonteur�� : D(X=G) - DG(X)est une équivalene de atégories.Preuve : Il s'agit de démontrer que �� est essentiellement surjetif. Soit F 2 DG(X).On démontre par réurrene sur l'amplitude homologique de F qu'il existe E 2 D(X=G)tel que ��(E) est quasi-isomorphe à F .Si F est de dimension homologique nulle, 'est la proposition 5.1.6. Si F est dedimension homologique n, on peut supposer que Hi(F ) = 0 si i 62 [0; n℄. Considéronsalors le triangle ker(�0) - F - �>0F ;où ker(�0) est vu omme omplexe onentré en degré zéro et�>0F = : : : - 0 - im(�0) - F 1 - F 2 - : : :;de telle sorte que �>0F est de dimension homologique n� 1.On se ramène ainsi à démontrer le lemme suivant.Lemme 5.1.8 Soient E un faiseau ohérent sur X=G et F un objet de D(X=G). Onpeut onsidérer E omme étant un omplexe onentré en degré 0. Si � : ��F - ��Eest un morphisme dans DG(X), alors � = ��� pour un ertain morphisme � 2 D(X=G).



96 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)Preuve : D'après le théorème 5.1.2 on peut remplaer F par un omplexe L de faiseauxloalement libres et par exatitude de ��, ��L est alors une résolution de ��F . Ainsi, ona Hi(H om(��F; ��E)) = Hi(H om(��L; ��E))= E xti(��L; ��E)= 0; pour i 6= 0;ar ��L est loalement libre. On est don ramené à des morphismes de faiseaux et onpeut utiliser la proposition 5.1.6 :Hom(��F; ��E) = HomG-Coh(X)(��L0; ��E)�= HomCoh(X=G)(L0; E)�= HomD(X=G)(L;E)�= HomD(X=G)(F;E): ��Remarque : La proposition 5.1.7 est une généralisation d'un résultat de Bridgeland etMaioia dans le as d'un groupe ylique ([BM98, proposition 2.5℄). Ils démontrent ene�et que si G = Z=nZ agit librement sur un shéma X lisse sur C , alors un objet F de laatégorie dérivée D(X) se desend en un objet de D(X=G) si et seulement si il existe unisomorphisme g�F �= F , où g est un générateur de G. Dans le as d'un groupe ylique'est équivalent à dire que F est G-linéarisé, 'est à dire F 2 DG(X).5.1.3 Cas de l'ation trivialeSupposons maintenant que le groupe G agit trivialement sur le shéma X. Celane nous empêhe pas de dé�nir la atégorie des G-faiseaux, ni a fortiori la atégoriedérivée D�;G(X). Nous allons voir que dans e as, ette atégorie se déompose en lesens suivant :Dé�nition 5.1.9 On dit qu'une atégorie additive A se déompose en �Ai si pour toutA 2 Ob(A ), il existe Ai 2 Ai tels que A = �Ai et HomA (Ai; Aj) = 0 si i 6= j.Lemme 5.1.10 Soit A une atégorie abélienne qui se déompose en A = �i2IAi, où Iest �ni. Supposons que A admet assez de projetifs. Alors la atégorie dérivée D�(A ) sedéompose en �i2ID�(Ai). Si de plus A et haque Ai sont de dimension homologique�nie, alors D(A ) se déompose en �i2ID(Ai).Preuve : Soit X 2 Ob(D�(A )). On peut lairement érire X = �Xi où haque om-plexe Xi est formé d'objets de Ai. Soient maintenant Xi et Xj des omplexes formésrespetivement d'objets de Ai et Aj . Soit P un omplexe borné supérieurement forméde projetifs et quasi-isomorphe au omplexe Xj . On peut érire P omme une sommede omplexes P = �Pi où haque omplexe Pi est formé d'objets de Ai. De plus, lesobjets formant les omplexes Pi sont également projetifs, ar fateur diret d'un objetprojetif ; et la �èhe P - Xj se réduit à Pj - Xi, les autres �èhes étant nulles.Il existe don un omplexe Pj formé d'objets projetifs de Aj qui est quasi-isomorphe àXj . Ainsi, HomD�(A )(Xi;Xj) = HomK�(A )(Xi; Pj) = 0:



5.1. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE BORNÉE G-ÉQUIVARIANTE 97On a bien une déomposition de la atégorie dérivée D�(A ). Dans le as borné, la mêmepreuve s'applique. �On applique e lemme à la atégorie G-Qo(X) des G-faiseaux quasi-ohérents surX, dans le as où G agit trivialement sur X.Proposition 5.1.11 Si G agit trivialement sur le shéma X, on a une déompositionde G-Qo(X) suivant les représentations irrédutibles de G, dont haque fateur estisomorphe à Qo(X) : tout G-faiseau se déompose en une somme direte ��2Irr(G)E�
�, où les E� sont des faiseaux quasi-ohérents sur X (sans ation de G).Preuve : Pour ommener, démontrons la déomposition pour lesG-faiseaux ohérents.Le as quasi-ohérent s'en déduira par limite indutive. Pour tout �, représentationirrédutible de G, et pour tout G-faiseau ohérent F , notonsF� =H omOX�G(OX 
 �; F ):F� est un OX-module ohérent (sans ation de G) et on a un morphisme naturel��2Irr(G)(F� 
 �) ' - Ff 
 v - f(1
 v):Montrons que ' est un isomorphisme.Dans un premier temps, supposons F loalement libre. Alors le problème étant loal,on peut se plaer sur un ouvert où F est libre et alors pour toute représentation � irrédu-tible de G, F� est libre. Sur haque �bre ' est un morphisme de (G-OX;x)-modules libresde type �ni qui est un isomorphisme lorsqu'on passe au quotient par l'idéal maximal.En e�et, ette déomposition est onnue pour les représentation linéaires de dimension�nie. D'après le lemme de Nakayama, ' induit don un isomorphisme sur haque �bre.Cela implique que ' est un isomorphisme.Maintenant, soit F un G-faiseau ohérent quelonque et soit L1 ! L0 ! F ! 0une présentation libre de F . Si on applique le fonteur F - ��2Irr(G)(F� 
 �) à ettesuite exate, on obtient une suite exate ar le fonteur F - F� est exat à droite.En e�et, OX 
 � est un (OX -G)-module projetif ar il est libre. Puis, d'après le lemmedes inq, on obtient l'isomorphisme pour le faiseau F , et la proposition est démontréepour les faiseaux ohérents..Montrons maintenant la déomposition dans le as quasi-ohérent. Soit F un G-faiseau quasi-ohérent. Loalement, F est un (A-G)-module. Montrons qu'il est limiteindutive de (A-G)-modules de type �ni. Comme G est �ni, pour tout x 2 F , x appartientà un sous-(A-G)-module de type �ni, par exemple elui engendré par les éléments del'orbite de x. On a don bien : F = limind(M), pour M sous-(A-G)-module de type�ni. On érit alors F = limind(�M� 
 �), et omme une somme direte est une limiteindutive sur une atégorie disrète, limite indutive et somme direte ommutent, desorte que l'on a F = ��2Irr(G)limind(M�)
� qui est bien une déomposition de la formeattendue. Le aratère fontoriel de la onstrution loale assure que les modules ainsiobtenus se reollent pour former des faiseaux de (OX -G)-modules F� tels queF = ��2Irr(G)F� 
 �:



98 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)�Les hypothèses du lemme 5.1.10 étant véri�ées, on a une déomposition de la atégo-rie dérivée D�(G-Qo(X)), qui par restrition aux omplexes de faiseaux à homologieohérente donne :Corollaire 5.1.12 Si G agit trivialement sur le shéma X, on a une déompositionD�;G(X) = ��2Irr(G)D�;�(X);où pour tout �, le fonteur D�(X) 
�- D�;�(X) est une équivalene de atégories. Ainsi,un objet F 2 D�;G(X) est image réiproque d'un objet de D�(X=G) = D�(X) si etseulement si il appartient à la omposante D�;�0(X) orrespondante à la représentationtriviale de G.5.2 Théorème de Be��linson G-équivariantSoit Pn = P(V) où V est un espae vetoriel de dimension (n + 1). Soit S = S(V)l'algèbre symétrique sur V et � = �(V) l'algèbre extérieure. On herhe une desriptionde la atégorie dérivée bornée G-équivariante D(Pn) des faiseaux ohérents sur Pn entermes de modules sur � ou sur S.Pour A = S ou �, notons MGA ([0; n℄) la atégorie des (A-G)-modules gradués, libreset de type �ni dans la atégorie des A-modules, dont les générateurs sont de degrésompris entre 0 et n. Soit KGA ([0; n℄) la atégorie triangulée des omplexes d'objets deMGA ([0; n℄) à homotopie près. Comme dans l'artile [Be��79℄ de Be��linson pour dérire laatégorie dérivée D(Pn) on onstruit des fonteursFA : KGA ([0; n℄) - DG(Pn):Dans e paragraphe, nous adaptons la démarhe de Be��linson pour démontrer le théorèmesuivant :Théorème 5.2.1 Les fonteurs FS et F� sont des équivalenes de atégories.Pour démontrer haune de es deux équivalenes, on va mettre en bijetion des objetsdes deux atégories, qui forment des familles génératries au sens suivant : La plus petitesous-atégorie triangulée pleine de KGA ([0; n℄) (respetivement DG(Pn) ) ontenant ettelasse d'objet est la atégorie entière. Rappelons alors le lemme utile suivant sur lequels'appuie la preuve de Be��linson (voir [Be��79℄ pour l'énoné, et par exemple [Hap87℄ pourune preuve).Lemme 5.2.2 Soient C et D deux atégories triangulées, et F : C - D un fonteurtriangulé. Si Xi est une famille génératrie d'objets de C telle que F (Xi) est une famillegénératrie de D , si pour tout (i; j) et pour tout l :F : Homl(Xi;Xj) - Homl(F (Xi); F (Xj))est un isomorphisme, alors F est une équivalene de atégorie.Pour appliquer e lemme, il su�t don de déterminer une famille génératrie fXig deKGA ([0; n℄) et un fonteur F : KGA ([0; n℄) - DG(Pn) véri�ant les hypothèses et tel quefF (Xi)g est une famille génératrie de DG(Pn).



5.2. THÉORÈME DE BE�ILINSON G-ÉQUIVARIANT 995.2.1 Théorème de struture des (A-G)-modules libres gradués de type�ni sur une C -algèbre graduée A de type �niDans e paragraphe, A est une C -algèbre graduée sur laquelle agit un groupe �ni G.Un (A-G)-module gradué est un (A-G)-module gradué en tant que A-module et tel quel'ation de G respete le degré.Proposition 5.2.3 Soit M un (A-G)-module gradué libre de type �ni sur A dont lesgénérateurs sont de degrés ompris entre 0 et n. Alors il existe des représentations V� 2R(G) telles que M = �n�=0V� 
A(��);où A(��) est l'anneau gradué obtenu en déalant la graduation de A de � : A(��)i =Ai��Preuve : Soit fei; i 2 Ig une famille de générateurs de M . On peut partitionner I ent�2[O;n℄I� de telle sorte que pour tout i 2 I�, le générateur ei soit de degré �. Pour toutg dans G et pour tout �, si i 2 I� alors g � ei est de degré �, don :g � ei =Xj2I� rj;iej + Xj2I��1 rj;iej + : : :+Xj2I0 rj;iejoù rj;i est de degré ��deg(ej). Il s'agit de démontrer que l'on peut hoisir la base feigi2Itelle que pour tout g dans G, pour tout �, et pour tout i 2 I�,g � ei =Xj2I� rj;iej :Soient �0 = maxf� j I� 6= 0g, J = t�<�0I� et N = �j2JAej . Pour tout g 2 G,g �N � N , de sorte que N est un sous-(A-G)-module de M .On va démontrer qu'il existe un sous-(A-G)-module gradué N 0 de M , dont les géné-rateurs sont de degré �0 et tel que M = N �N 0.Le A-module M peut être vu omme C -espae vetoriel, ar A est une C -algèbregraduée (A0 = C ). Comme la aratéristique du orps de base ne divise pas l'ordre dugroupe G, les représentations de dimension �nie de G sont semi-simples. Or en tant quereprésentation de G, M = �n2NMn, où Mn est la partie de M de degré n :Mn = ���n �i2I� An��ei:Comme M est de type �ni sur A, I� est �ni, et haque Ai étant une représentation dedimension �nie de G, Mn est une représentation de dimension �nie pour tout n 2 N.(Remarquons que Mn est stable par G ar l'ation respete la graduation). Ainsi, en tantque somme direte de représentations semi-simples, M est semi-simple.En partiulier, la suite exate de (C -G)-modules0 - N - M - M=N - 0est sindée. Ainsi, la (A-G)-base f�ei; i 2 I�0g de M=N se relève en fe0i; i 2 I�0g dans M ,de telle façon que g �e0i =Pj2I�0 rj;ie0j . Le A-module engendré par la famille fe0i; i 2 I�0g



100 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)est don un sous-(A-G)-module de M . Cependant, il n'est pas gradué a priori. On a pourtout i 2 I�0 , e0i = ei +Xj2J �i;jej :Posons e00i = [e0i℄�0 = ei + X�<�0Xj2I�[�i;j℄�0��ej :Pour tout i 2 I�0 , e00i est un antéédent de �ei 2M=N de degré �0 et on a :g � e00j = g � [e0i℄�0= [Pj2I�0 rj;ie0j ℄�0= Pj2I�0 rj;i[e0j ℄�0 (les rj;i sont de degré nul)= Pj2I�0 rj;ie00j :Soit N 0 le A-module engendré par la famille fe00i ; i 2 I�0g. Alors N 0 est un sous-(A-G)-module de M supplémentaire de N . De plus, on a N 0 = V�0 
 A(��0) où V�0 =�i2I�0C ei est la représentation de G de dimension �nie dé�nie par l'ation de G sur labase fe001 ; i 2 I�0g. En e�et, A(��0) est le module libre de dimension 1 sur A ave ungénérateur en degré �0.On peut reommener le raisonnement en remplaçant M par N . Par réurrene des-endante sur le degré maximal des générateurs de M , on obtient le résultat :M = �n�=0V� 
A(��): �Remarque : On pourrait aussi déomposer M=A+M en représentations irrédutiblesM=A+M = ��V�(��) ;puis, appliquer le lemme de Nakayama gradué à des relèvements des V�(��) dans M .5.2.2 Démonstration du théorème 5.2.1D'après la proposition 5.2.3, la famille fV 
 A(�i); V 2 Irr(G); i 2 [0; n℄g engendrela atégorie MGA ([0; n℄). Si on la onsidère omme une famille de omplexes (où les fais-eaux sont vus omme des omplexes onentrés en degré nul), ette famille engendre laatégorie triangulée KGA ([0; n℄).Considérons le fonteur additif suivant.FA : MGA ([0; n℄) - G-Coh(Pn)M = �n�=0V� 
A(��) - � �n�=0V� 
O(��) si A = S�n�=0V� 
 
�(�) si A = �Il se prolonge à la atégorie triangulée des omplexes KGA ([0; n℄), et quitte à omposerave le fonteur de loalisation, on peut voir F omme étant un fonteur de KGA ([0; n℄)dans DG(Pn). Le lemme 5.2.5 est la version G-équivariante du lemme lassique i après.



5.2. THÉORÈME DE BE�ILINSON G-ÉQUIVARIANT 101Lemme 5.2.4 ([BGG79℄) Pour tout ouple (i; j) d'entiers ompris entre 1 et n,1. HomlD(Pn)(O(�i);O(�j)) = � O si l 6= 0Si�j sinon.2. (Théorème de Bott)HomlD(Pn)(
i(i);
j(j)) = � O si l 6= 0�i�j sinon.Lemme 5.2.5 Pour tout triplet (V;W; l), on aHomlKGS ([0;n℄)(V 
 S(�i);W 
 S(�j)) �= HomlDG(Pn)(V 
O(�i);W 
O(�j));HomlKG� ([0;n℄)(V 
 �(�i);W 
 �(�j)) �= HomlDG(Pn)(V 
 
i(i);W 
 
j(j)):Preuve : On démontre le lemme pour A = S. Sous la ondition du théorème de Botténoné i-avant, la preuve pour A = � est analogue. Soient (V;W ) un ouple de représen-tations irrédutibles et (i; j) un ouple d'entiers entre 1 et n. Alors d'après le lemme deShur, C étant algébriquement los (de sorte que pour toute représentation irrédutibleV de G, EndG(V ) = C ), on aHom(V 
 S(�i);W 
 S(�j)) = 8>><>>: 0 si j > i;0 si i = j et V 6=W;C si i = j et V =W;Cm si j < i et m(V; Si�j 
W ) = m;où m(V;E) est la multipliité de la représentation irrédutible V dans la représentationde dimension �nie E. Puis, pour l 6= 0, omme les morphismes de KS([0; n℄) sont desmorphismes de omplexes, il n'y a pas de morphisme non nul de V 
S(�i) versW
S(�j)déalé de l ar ils sont onentrés en des degrés distints.Homl(V 
 S(�i);W 
 S(�j)) = 0:Calulons maintenant le terme de droite. Pour l = 0, on aHom(V 
O(�i);W 
O(�j)) �= Hom(V 
OPn;W 
O(i� j))�= Hom(V;�(Pn;O(i � j)
W ))�= Hom(V;�(Pn;O(i � j))
W ):D'où, d'après le lemme de Shur,Hom(V 
O(�i);W 
O(�j)) = 8>><>>: 0 si j > i;0 si i = j et V 6=W;C si i = j et V =W;Cm si j < i et m(V; Si�j 
W ) = m:Pour l 6= 0, il s'agit de démontrer que ExtlG(V 
O(�i);W 
O(�j)) = 0. Or d'après[Gro57℄, il s'agit de l'aboutissement de la suite spetrale de terme initialEp;q2 = Hp(G;Extq(V 
O(�i);W 
O(�j))):



102 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)Or l'ordre du groupe G est inversible dans C , de sorte qu'il n'y a pas de ohomologie desgroupes, don on aExtlG(V 
O(�i);W 
O(�j)) = Extl(V 
O(�i);W 
O(�j))G:Il su�t don de démontrer que Extl(V 
O(�i);W 
O(�j)) = 0: Or il s'agit de l'abou-tissement de la suite spetrale de terme initialEp;q2 = Hp(Pn;E xtq(V 
O(�i);W 
O(�j))):Comme O(�i) 
 V est loalement libre, les Ext loaux sont triviaux pour q 6= 0, donétant donné que i� j > �n� 1, on aExtl(V 
O(�i);W 
O(�j)) = H l(Pn;H om(V 
O(�i);W 
O(�j)))= H l(Pn; V � 
W 
O(i� j))= H l(Pn;O(i � j)) 
 V � 
W= 0:Ainsi, pour tout V;W 2 R(G) et pour tout i; j 2 [0; n℄, on aHomKGS ([0;n℄)(V 
 S(�i);W 
 S(�j)) �= HomDG(Pn)(F (V 
 S(�i)); F (W 
 S(�j))):Pour appliquer le lemme 5.2.2, il reste à démontrer la proposition suivante :Proposition 5.2.6 La famille fV 
O(�i); V 2 Irr(G); i 2 [0; n℄g, respetivement fV 

i(�i); V 2 Irr(G); i 2 [0; n℄g, engendre la atégorie DG(Pn).Preuve : Comme dans [Be��79℄, on onsidère la résolution de la diagonale par le omplexede Koszul :0 - p�1
n(n)
 p�2O(�n) - : : : p�1
1(1)
 p�2O(�1) - OPn�Pn - O� - 0:La diagonale � est un sous-G-shéma de Pn � Pn, don O� est un G-faiseau etla résolution étant omposée de G-faiseaux, il s'agit d'une résolution dans la atégorieG-Coh(Pn � Pn) de O� par des G-faiseaux loalement libres don projetifs.Considérons les fonteursp�1 : G-Coh(Pn) - G-Coh(Pn � Pn);
O� : G-Coh(Pn � Pn) - G-Coh(Pn � Pn);et p2;� : G-Coh(Pn � Pn) - G-Coh(Pn):La omposition de es trois fonteurs est l'identité de G-Coh(Pn), de sorte qu'en dérivanton obtient : 8M 2 DG(Pn); M = Rp2;�(O� 
L p�1(M)):Or, d'après la résolution de la diagonale par des omplexes 
-ayliques, on sait alulerle omplexe O� 
L p�1(M). En degré ��, on trouve le faiseau�nd=0p�2O(�d) 
 p�1
d(d)
 p�1(M)d��:



5.2. THÉORÈME DE BE�ILINSON G-ÉQUIVARIANT 103Puis, omme p�1 est exat et ommute au produit tensoriel, p�1
d(d) 
 p�1(M)d�� =p�1(
d(d) 
Md��). Ainsi, le omplexe O� 
L p�1(M) appartient à la sous-atégorie tri-angulée engendrée par les faiseaux du type : p�2O(�d)
 p�1(N), où N est un G-faiseausur Pn.Alors, omme les triangles sont onservés par les fonteurs dérivés, on peut obtenirM par une suite de triangles débutant par des objets du type Rp2;�(p�2O(�d)
 p�1(N)),où N 2 G-Coh(Pn). Or, d'après la formule de projetion,Rp2;�(p�2O(�d)
 p�1(N)) = O(�d) 
Rp2;�(p�1(N)):Il su�t don de démontrer que es objets appartiennent à la sous-atégorie trian-gulée engendrée par la famille C = fV 
 O(�i); V 2 Irr(G); i 2 [0; n℄g: Notons < C >ette atégorie. D'après le lemme 5.2.7 i-après, il su�t de démontrer que les faiseauxd'homologie de Rp2;�(p�2O(�d)
 p�1(N)) appartiennent à < C >.Or, pour tout i, le faiseau Rip2;�(p�1(N)) = Hi(Rp2;�(p�1(N))) est le faiseau asso-ié au préfaiseau onstant V - Hi(Pn � V; p�1(N)jPn�V ) = Hi(Pn; N). C'est don lefaiseau onstant égal à Hi(Pn; N) qui est une représentation de G. Ainsi, les faiseauxd'homologie de Rp2;�(p�2O(�d) 
 p�1(N)) sont de la forme V 
 O(�i), où V est unereprésentation de G. Ils appartiennent don à < C >, d'où le résultat pour A = S.En onsidérant la formule de projetionRp1;�(p�1
d(d)
 p�2(N)) = 
d(d)
Rp1;�(p�2(N));on obtient le résultat pour le fonteur F�. �Lemme 5.2.7 Soit A une atégorie abélienne, C une lasse d'objets de A et < C > lasous atégorie triangulée de Db(A ) engendrée par C . Si M 2 Db(A ) a tous ses faiseauxd'homologie dans < C >, alors M 2< C >.Preuve : On démontre e lemme par réurrene sur l'amplitude homologique de M .Si elle est nulle, il n'existe qu'un faiseau d'homologie non nul Hk(M), et M est quasi-isomorphe au omplexe Hk(M)[�k℄. Puis, omme < C > est stable par triangles, ellel'est en partiulier par quasi-isomorphisme, don M 2< C >.Supposons le lemme démontré pour tout omplexe d'amplitude homologique infé-rieure ou égale à d. Soit M 2 Db(A ) un omplexe d'amplitude d+ 1 dont les faiseauxd'homologie appartiennent à < C >. Soit k0 = minfk tel que Hk(M) 6= 0g. Considéronsle omplexe �>k0M := : : : - 0 - Im(�k0) - Mk0+1 - : : :On a alors le triangle exat suivant dans Db(A ) ([Har66, I.7℄).ker(�k0)(M) - M - �>k0MLe premier terme appartient à < C > par hypothèse et le troisième par hypothèsede réurrene, ar �>k0M est d'amplitude homologique d et ses faiseaux d'homologiesont eux de M , don appartiennent à < C > par hypothèse. Ainsi, omme < C > estune sous-atégorie triangulée de Db(A ), M 2< C >. �On peut don appliquer le lemme 5.2.2, et on obtient le théorème 5.2.1. �



104 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)5.2.3 Version Bernstein-Gel'fand-Gel'fandOn a vu que la atégorie dérivée DG(Pn) est engendrée par une famille exeptionnelleforte, 'est à dire une famille fE1; : : : Ekg telle que pour tout i � 1, Homi(El; Em) = 0.D'après le théorème de Bondal [Bon90, 6.2℄, la atégorie dérivée DG(Pn) est équivalenteà la atégorie dérivée de la atégorie de modules à gauhe d'une algèbre de hemins d'unarquois ave relations A = Hom(LEi;LEi).Dans le as partiulier de P1, il n'y a pas de relations. L'algèbre A est l'algèbre deshemins du arquois dé�ni de la façon suivante : les sommets sont les Ei;l indexés pari 2 f0; 1g et j 2 f0; kg, où f�0; : : : ; �kg sont les représentations irrédutibles de G etentre les sommets Ei;j et Ei0;j0 il n'y a auune �èhe si i � i0 et 2m(V�j ; V�j0 
S1) �èhessi i = 0 et i0 = 1.Par exemple, dans le as du groupe ylique agissant sur P1 = Proj(C [x; y℄) parx 7! �x, y 7! ��1y, le arquois est le suivant, à gauhe, où le sommet indexé par (i; j)représente O(i) 
 Vj . Dans le as du groupe tétraédral, le arquois est elui de droitei-après. On l'obtient grae au diagramme omplété de MKay, qui est le système deraines E6 omplété : 1 3 0 654 2
(1; 0)

(0; k)
(0; 1)(0; 0)

(1; k)
... ...

(0; 0)(0; 1) (1; 0)

(1; 6)

(1; 1)
(0; 6)Dans le as général, A est une algèbre de Koszul, et si B est son algèbre duale,alors d'après [Pol94℄, B est une algèbre de Frobenius. De plus, il y a une équivalene deatégories B�Mod ' DG(Pn)où B�Mod est la atégorie obtenue à partir de la atégorie des B-modules à gauhe enfatorisant modulo les morphismes qui fatorisent par un module projetif.



5.3. CRITÈRE DE DESCENTE 1055.3 Critère de desente d'un objet de la atégorie dérivéeG-équivarianteDans ette deuxième partie, nous évaluons la distane qui sépare les atégoriesD�;G(X) et D�(X=G). Autrement dit, nous déterminons l'obstrution pour un objetde D�;G(X) à être l'image par �� d'un objet de D�(X=G).On a vu dans le théorème 5.1.2 que D�;G(X) 'M �, mais M � n'est pas la atégoriedérivée bornée de la atégorie L des G-faiseaux ohérents loalement libres sur X.Dans un premier paragraphe, on traite malgré ela le problème sur L .On se ramène alors à e as en démontrant qu'un objet deM � est image par �� d'unobjet de D�(X=G) si et seulement si haun des faiseaux de L qui le ompose est imagepar �� d'un faiseau de Coh(X=G). Cela résout le problème de la desente d'un objet deD�;G(X).5.3.1 Desente d'un G-faiseau loalement libreOn ommene par raisonner dans le as loal. On suppose que X est un shémaprojetif lisse sur un orps k algébriquement los. La proposition suivante traite le asde la desente d'un G-faiseau loalement libre au voisinage d'un point fermé de X.Proposition 5.3.1 Soit R une C -algèbre loale d'idéal maximal m et de orps résiduelk. Soit LG(R) la atégorie des (R-G)-modules libres et RG(k) la atégorie des représen-tations de G. Il existe des fonteursF1 : LG(R) 
k- RG(k) et F2 : RG(k) 
R- LG(R):Alors F1 Æ F2 = IdRG(k) et F2 est essentiellement surjetif.Preuve : On a lairement8V 2 RG(k); (V 
k R)
R k = V 
k R=m �= V:Montrons alors que 8M 2 LG(R); M=mM 
k R �=M dans LG(R):Soit donM un (R-G)-module libre. CommeM est la limite indutive de ses sous-(R-G)-modules de types �nis, on peut supposer M de type �ni. En e�et, si M = limind(N),alors(M 
 k)
R = (limind(N)
 k)
R = limind(N 
 k)
R = limind((N 
 k)
R)ar les limites indutives ommutent aux fonteurs adjoints à gauhes, don en partiulieraux produits tensoriels.Soit V = M 
 k = M=mM . On veut démontrer que M �= V 
 R en tant que (R-G)-module. V étant une représentation de dimension �nie de G, on peut en hoisir unebase e1; : : : ; en, où les ei sont dans M et ei est la lasse modulo m. Soit W le sous-(k-G)-module de M engendré par les ei. C'est le sous-espae vetoriel engendré par les ei et



106 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)leurs transformés par G. Il est de dimension �nie ar G est �ni. Soit V1 le quotient de Wpar un supplémentaire de V en tant que k-espae vetoriel. La surjetionW - V1 �= V ,est un morphisme de (k-G)-modules par onstrution. Soit V 0 son noyau. On a0 - V 0 - W - V - 0:Comme toute représentation de dimension �nie, W est semi-simple. Il existe don un (k-G)-module V2 �= V telle que W = V2�V 0. Notons le enore V . On a alors un morphismenaturel de (R-G)-modules V 
k R ' - M:D'après le lemme de Nakayama, il est surjetif, et omme il s'agit d'une surjetionentre R-modules libres de même rang, 'est un isomorphisme. �On en déduit le résultat suivant, déjà onnu dans le adre plus général où G est ungroupe algébrique rédutif agissant sur X, de sorte qu'il existe un bon quotient X=G(lemme de desente de Kempf, voir [DN89℄).Corollaire 5.3.2 Soit E un G-faiseau loalement libre sur X. Il existe un faiseauF 2 Qo(X=G) tel que E = ��(F ) si et seulement si en haun des points fermés x deX de stabilisateur non trivial Gx, la représentation i�x(E) = Ex=mxEx de Gx est triviale.De plus, e faiseau peut alors être hoisi loalement libre, et e de manière unique àisomorphisme près.Preuve : Soit E un G-faiseau loalement libre de type �ni sur X. Le morphisme���G� (E) - E est un isomorphisme si et seulement si 'est un isomorphisme sur ha-une des �bres au-dessus des points fermés.En tout point où G agit librement, il s'agit bien d'un isomorphisme d'après le pa-ragraphe 5.1.2. Soit x un point fermé de X de stabilisateur non trivial Gx. Si il existeF 2 Qo(X=G) tel que E = ��(F ), alors Ex = F�(x), de sorte que i�x(E) est triviale.Réiproquement, supposons que V = i�x(E) est triviale. D'après la proposition 5.3.1, ona Ex �= OX;x 
 V:Dans un premier temps, supposons que OX;x est omplet. Alors, (�G� (E))�(x) = EGxx =OGxX;x 
 V = OX=G;�(x) 
 V est un OX=G;�(x)-module libre. En partiulier, le faiseauohérent �G� (E) est loalement libre (voir [Har77, Exerie II.5.7℄).Ainsi, (���G� (E))x �= (�G� (E))�(x) 
OGxX;x OX;x�= (OGxX;x 
 V )
OGxX;x OX;x�= V 
OX;x:Le morphisme ���G� (E) - E induit don un isomorphisme sur la �bre en x.Si OX;x n'est pas omplet, on se ramène à e as ar le omplété[OX;x est �dèlementplat sur OX;x. En�n, remarquons que si F est un faiseau loalement libre tel que ��(F ) =E, alors �G� (��(F )) �= F , d'où l'uniité. �Remarque : Dans la atégorie dérivée, nous verrons que lorsqu'il existe, l'antéédentpar L�� est unique.



5.3. CRITÈRE DE DESCENTE 107Dans le as général, les points de stabilisateur non trivial ne sont pas isolés. On peutalors onstruire une strati�ation du lieu des points de stabilisateur non trivial indexéepar les sous-groupes de G de la façon suivante. Pour tout sous-groupe H de G, notons�H l'ensemble des points de stabilisateur H et XH le shéma des points �xes par H :�H = fx 2 X j Gx = Hg; XH = fx 2 X j Hx = xg = GH�K�G�K :XH est lisse sur C ar il s'agit du sous-shéma des points �xes sous l'ation du sous-groupe H de G.On onsidère alors le sous-shéma fermé �H de X muni de sa struture réduite, eton note iH : �H � - X l'inlusion fermée.Lemme 5.3.3 �H est lisse sur C .Preuve : Notons XH = t�2IXH� les omposantes irrédutibles de XH . Alors �H =t�2I�H \XH� . Puis, si J � I est le sous-ensemble (non vide si �H est non vide ) formédes indies � tels que �H \XH� est non vide, alors �H = t�2J�H \XH� et�H = t�2JXH� :En e�et, l'adhérene d'un sous-ensemble non vide d'une omposante irrédutible XH� estXH� entier. Ainsi, �H est la réunion de ertaines omposantes onnexes de XH qui estlisse sur C , don il est lisse sur C . �Remarquons queH agit trivialement sur�H � XH . Ainsi, d'après le paragraphe 5.1.3on a une déomposition : H-Qo(�H) = ��2R(H)Qo�(�H)Proposition 5.3.4 Soit E un G-faiseau loalement libre sur X. Pour tout H sous-groupe de G, i�H(E) = EH est un H-faiseau loalement libre sur �H . Alors E estl'image réiproque d'un faiseau loalement libre sur X=G si et seulement si pour toutsous-groupe H de G, i�H(E) appartient à la omposante orrespondant à la représentationtriviale de H dans la déomposition de H-Qo(�H).Preuve : SoitH un sous-groupe deG. Si�H est vide, on onviendra que i�H(E) est trivialdans le sens i-dessus. Sinon, soit x 2 �H . En partiulier, x est un point de stabilisateurnon trivial. D'après le orollaire 5.3.2, E provient du quotient si et seulement si pour toutx 2 Fix(X), i�x(E) est une représentation triviale du stabilisateur de x. Considérons lemorphisme iHx : Spe(k(x)) - �H d'image x. Alors ix = iH Æ iHx , de sorte que si i�H(E)appartient à la omposante orrespondant à la représentation triviale de H dans ladéomposition de H-Qo(�H), alors i�x(E) = iH�x Æ i�H(E) est une représentation trivialede H. D'où la ondition su�sante.Réiproquement, supposons que E = ��(F ) où F est un faiseau loalement libresur X=G. Alors E est un G-faiseau trivial sur X en e sens que l'ation de G sur Eest diagonale. En e�et, pour tout ouvert U � X, le (G-OX(U))-module E(U) véri�eg:(ae) = (g:a)e pour tout (g; a; e) 2 G � OX(U) � E(U). Ainsi, omme l'ation de Hest triviale sur �H , elle l'est également sur i�H(E), de sorte que i�H(E) appartient à laomposante orrespondant à la représentation triviale de H dans la déomposition deH-Qo(�H). �



108 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)On va maintenant démontrer que la restrition du fonteur �� à la sous-atégoriedes faiseaux loalement libres de Coh(X=G) est pleinement �dèle : tout morphismeG-équivariant dans G-Coh(X) entre image réiproques de faiseaux loalement libresprovient d'un morphisme entre es faiseaux. Loalement, il s'agit du lemme suivant.Lemme 5.3.5 Soit A un anneau loal ave ation de G. Soient V et W deux représen-tations triviales de dimension �nie du groupe G et V 
A �- W 
A un morphisme deA-modules ommutant à l'ation de G. Alors � est l'image réiproque d'un morphismeV 
AG - W 
AG:Preuve : Soit (e1; : : : ; eN ) une base de V et (f1; : : : ; fM ) une base de W . On a :�(PNi=1 aiei) = PNi=1 ai�(ei) = PNi=1 aiPMi=1 �j;ifj où l'appliation A-linéaire � estreprésentée par la matrie ((�j;i)) 2MM;N (A).Alors le fait que � ommute à l'ation de G s'érit de la manière suivante (omptetenu du fait que G agit trivialement sur V et W , et don que les bases sont invariantes)8g 2 G; g � �(PNi=1 aiei) = PNi=1 g � aiPMi=1 g � �j;ifj =�(g �PNi=1 aiei) = PNi=1 g � aiPMi=1 �j;ifj:De sorte que � ommute à l'ation de G revient à dire que � est G-invariant, en e sensqu'il provient d'un morphisme V 
AG - W 
AG. �Proposition 5.3.6 Soit L1 = ��(E1) �- L2 = ��(E2) un G-morphisme de G-faiseauxloalement libres de type �ni sur X images réiproques de faiseaux sur X=G. Alors �provient d'un morphisme unique E1 - E2 dans Coh(X=G).Preuve : L'identité �G� Æ �� = IdCoh(X=G) entraine que s'il existe, e morphisme estnéessairement �G� (L1) = E1 �G� (�)- �G� (L2) = E2. Par ailleurs, l'adjontion de �� et �G�fournit un morphisme anonique �� Æ �G� �- IdG-Coh(X) d'où le diagrame :L1 ��(�G� (�))- L2L1�(L1) ? � - L2�(L2)?Il s'agit don de démontrer que �(Li) = IdLi , pour i = 1; 2 et que � = ��(�G� (�)).On peut raisonner loalement, et don se plaer sur un ouvert a�ne Spe(A), où Aest loal. Comme L1 et L2 sont loalement libres, la proposition 5.3.1 s'applique et donLi = Vi
A, où Vi est une représentation de G. Alors l'hypothèse que les Li proviennentdu quotient se traduit par le fait que es représentations sont triviales. Par ailleurs, �étant un morphisme de G-faiseaux, il ommute à l'ation de G et on peut appliquer lelemme 5.3.5. Ainsi, � est G-invariante.Or dans le as a�ne, Spe(A) �- Spe(B), où B = AG, l'opération �G� revient àonsidérer un A-module omme B-module et prendre sa partie G invariante, de sorteque le omplexe V1 
A �- V2 
A est transformé en V1 
AG �G=�- V2 
AG, puis ��



5.3. CRITÈRE DE DESCENTE 109revient à tensoriser par A au-dessus de AG, de telle sorte qu'on retrouve le omplexeV1 
A �- V2 
A. On a don ���G� � = �. Autrement dit, � provient du morphisme�G� � : E1 - E2. �5.3.2 Critère de desenteEn appliquant les résultats obtenus pour les faiseaux loalement libres, on démontrequ'un omplexe de faiseaux ohérents loalement libres provient du quotient, si et seule-ment si haque faiseau qui le ompose provient du quotient.On démontre alors un ritère de desente au quotient pour un objet de la atégoriedérivée G-équivariante, et on identi�e la atégorie dérivée du quotient omme sous-atégorie de elle-i.Proposition 5.3.7 Soit L un omplexe de G-faiseaux loalement libres. Alors L estimage réiproque d'un objet de D�(X=G) si et seulement si pour tout i, Li est imageréiproque d'un faiseau de Coh(X=G).Preuve : La partie direte est évidente. Réiproquement, si L est un omplexe du type :: : : �j�1- ��(Ej) �j- ��(Ej+1): : : �r�1- ��(Er) - 0où haque �i est un morphisme de G-faiseaux, alors en appliquant la proposition 5.3.6 onobtient que haque morphisme provient du quotient. Comme les G-faiseaux loalementlibres sont �� ayliques, on a: : : ��( j�1)- ��(Ej) ��( j)- ��(Ej+1): : : ��( r�1)- ��(Er) - 0 = L��(E; ) �D'après le paragraphe 5.1.3, pour tout sous-groupe H de G et tout shéma �H asso-ié, on a une déomposition de la atégorie dérivée D�;H(�H) suivant les représentationsirrédutibles de H.Théorème 5.3.8 Un objet E 2 D�;G(X) est l'image par L�� d'un objet de D�(X=G)si et seulement si pour tout sous-groupe H de G, la restrition Li�H(E) du omplexeà l'adhérene du sous-shéma des points de stabilisateur H appartient à la omposanteorrespondant à la représentation triviale dans la déomposition de la atégorie dérivéeD�;H(�H) . Autrement dit, la �èheD�;G(X) �HLi�H- �HD�;H(�H)est à but dans �HD�;�0(�H).Si le quotient X=G est lisse sur C , alors � est plat, et L�� = �� envoie D(X=G) dansDG(X). Le ritère pour qu'un objet de DG(X) provienne du quotient est le même quedans le as borné supérieurement.



110 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)Preuve : Le but de e théorème est de déterminer sous quelles onditions le omplexeE est quasi-isomorphe au omplexe L��(�G� (E)).D'après le paragraphe 5.1.1 il existe un omplexes de G-faiseaux ohérents loale-ment libres L quasi-isomorphe à E. Alors �G� (L) est quasi-isomorphe à �G� (E) et il estformé de faiseaux loalement libres. Comme la lasse des faiseaux loalement libresest ��-aylique, on a L��(�G� (E)) ' ��(�G� (L)). Il su�t don de déterminer à quelleondition sur E le omplexe L est quasi-isomorphe au omplexe ��(�G� (L)).D'après le paragraphe 5.3.1 un omplexe de faiseaux loalement libres se desend siet seulement si haun des faiseaux se desend. Alors en appliquant la proposition 5.3.4,on obtient que E provient du quotient si et seulement si pour tout sous-groupe H de G etpour tout k 2 Z, i�H(Lk) est un H-faiseau ohérent sur �H appartenant à la omposanteorrespondant à la représentation triviale dans la déomposition de H-Coh(�H). Or lesfaiseaux loalement libres sont i�H -ayliques, don ette ondition s'érit enore (d'aprèsle paragraphe 5.1.3) Li�H(E) 2 D�;�0(�H). �Lemme 5.3.9 Le fonteur L�� : D(X=G) - D�;G(X) est l'adjoint à gauhe du fon-teur �G� : D�;G(X) - D�(X=G).Preuve : Par onstrution, le fonteur �G� : G-Qo(X) - Qo(X=G) est la omposédu fonteur �� : G-Qo(X) - G-Qo(X=G) ave le fonteur �G envoyant un objet deG-Qo(X=G) sur sa partie G-invariante dans Qo(X=G). Ces fonteurs admettent respe-tivement pour adjoint à gauhe le fonteur �� et l'inlusion Qo(X=G) � G-Qo(X=G),qui à un faiseau assoie e même faiseau vu en tant que G-faiseau ave ation tri-viale ; de sorte que �� : Qo(X=G) - G-Qo(X) et �G� : G-Qo(X) - Qo(X=G) sontadjoints.Étant donné qu'il n'y a pas de ohomologie des groupes en aratéristique nulle, lefonteur �G est exat, ainsi que son adjoint. Il n'est don pas néessaire de les dériver,et on peut a�rmer qu'ils restent adjoints dans les atégories dérivées.Par ailleurs, la preuve de Hartshorne ([Har66, orollaire II.5.11℄) dans le as non-équivariant s'adapte parfaitement pour démontrer que �� : DG(X) - DG(X=G) etL�� : DG(X=G) - DG(X) sont adjoints. Par omposition, on a le résultat. �Notons D�;G(X)s:o: la sous-atégorie pleine de D�;G(X) dont les objets sont les om-plexes F sans obstrution à la desente, 'est à dire tels que Li�H(F ) 2 D�;�0(�H), pourtout sous-groupe H de G.Proposition 5.3.10 La restrition du fonteur �G� à D�;G(X)s:o: induit une équivalenede atégories D�;G(X)s:o: ' D�(X=G):Preuve : D'après le théorème 5.3.8, la atégorie D�;G(X)s:o: est l'image essentielle dufonteur L�� : D�(X=G) - D�;G(X). Il su�t don de démontrer que L�� est pleinement�dèle pour voir que L�� induit une équivalene de atégorie. Alors, �G� étant son adjointà droite il s'agit de son quasi-inverse.



5.3. CRITÈRE DE DESCENTE 111Soient E1 et E2 deux objets de D�(X=G), et soit � 2 HomD�;G(X)(L��(E1);L��(E2)).D'après le paragraphe 5.1.1, on peut supposer que les omplexes Fi = L��(Ei) sontformés de faiseaux loalement libres. Il existe don F 2 D�;G(X) quasi-isomorphe àL��(E1) et un morphisme de omplexes F e�- L��(E2) qui représente �. Soit L unomplexe de faiseaux loalement libres quasi-isomorphe à F :LF1= L��(E1) �.......qis Fq ?......... e�- L��(E2) =F2:Les ritères d'obstrutions étant homologiques, les omplexes F et L appartiennenteux aussi à D�;G(X)s:o:, de sorte que L���G� (F ) �= F , et de même pour L. Le morphisme� est alors également représenté par F1 �.......... L e�Æq- F2, où �0 = e�Æq est un morphismede omplexes de faiseaux loalement libres, qui se desendent tous au quotient d'aprèsla proposition 5.3.7. Chaque morphisme �0i : Li - F2;i se desend de manière uniqued'après la proposition 5.3.6, de sorte que �0 se desend de manière unique ; 'est à direqu'il existe un unique morphisme  : �G� (L) - �G� (F2) = E2 tel que L��( ) = �0. Puis,omme �G� transforme un quasi-isomorphisme en un quasi-isomorphisme, le morphismeE1 �......qis �G� (L)  - E2est dans HomD�(X=G)(E1; E2), et il s'envoie sur � 2 HomD�;G(X)(L��(E1);L��(E2)). Deplus, par uniité de  , le morphisme est unique dans la atégorie dérivée D�(X=G) ; desorte que L�� est pleinement �dèle. �Remarques : Grâe à l'équivalene de atégories i-dessus, le ritère d'obstrutiondu théorème 5.3.8 aratérise la atégorie dérivée D�(X=G) en tant que sous-atégoriede D�;G(X).Une appliation possible serait de aluler ainsi des atégories dérivées de ertainesvariétés quotients, en les onsidérant omme sous-atégorie d'une atégorie dérivée G-équivariante. Par exemple, les espaes projetifs ave poids peuvent être étudiée en tantque quotient par un groupe �ni d'un espae projetif lassique. Comme nous onnaissonsla atégorie dérivée G-équivariante de Pn (théorème 5.2.1), l'étude de la atégorie dérivéed'un espae projetif ave poids se ramène à elle des omplexes sans obstrution dansDG(Pn).Inversement, modulo une généralisation des théorèmes de reonstrution d'une variétéà partir de sa atégorie dérivée de Bondal et Orlov (voir [BO01℄), e ritère pourraitpermettre d'identifer des quotients.Par exemple, soit E est une ourbe elliptique, et A � En+1, dé�nie par P ei =0. Si l'on exhibe dans la atégorie dérivée DSn+1(A) une famille exeptionnelle fortefE0; : : : ; Eng de omplexes sans obstrution à la desente et ayant les mêmes araté-ristiques homologiques que la famille fO; : : : ;O(n)g de Pn alors l'image de D(A=Sn+1)



112 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE DÉRIVÉE G-ÉQUIVARIANTE DG(X)dans DSn+1(A) ontient la atégorie dérivée de Pn. Si de plus tout objet de DSn+1(A)orthogonal à ette famille a des obstrutions à la desente, alors A=Sn+1 a exatementla même atégorie dérivée que Pn. Ce serait un moyen de redémontrer le théorème deLoojenga par une méthode homologique.



Annexe AAutour des groupes de Weyl endimension troisSoit R un système de raines réel de rang trois. On note Q le réseau engendré par R,W le groupe de Weyl de R et W+ le sous-groupe formé des produits pairs de ré�exions.Dé�nition A.0.11 ([MK81℄) Soit V une représentation de dimension �nie d'un groupe�ni G. Notons Irr(G) l'ensemble des représentations irrédutibles de G, et V0 la repré-sentation triviale. On dé�nit le arquois de MKay de V omme étant le arquois dontles sommets sont indexés par Irr(G)r fV0g et le nombre de �èhes entre les sommets Viet Vj est égal à la multipliité de Vi dans V 
 Vj.Si V est auto-dual, alors e arquois est symétrique et on appelle diagramme deMKay de la représentation V de G le graphe sous-jaent.Dans e hapitre, on alule le diagramme de MKay de la représentation V = Q
CdeW+. Pour ela, on a besoin des tables de aratères des groupesW+. Plus préisément,on va utiliser des tables de représentations irrédutibles dé�nies de la façon suivante.Fixons F (W+) une famille de représentants des lasses de onjugaisons de W+. Pourhaque représentation irrédutible � : W+ - Gl(V ), �xons une base B�, et exprimonsles matries des appliations �f , pour f 2 F dans ette base. On appelle table desreprésentations irrédutibles deW+ relative à (F;B) la table des matries ainsi obtenues.Dé�nition A.0.12 On appelle alors V�-base toute base de V dans laquelle les applia-tions �f sont représentées par es matries.Ces tables de représentations irrédutibles servent également lors de la reherhe dela �bre du shéma de Hilbert W+-Hilb(A) au-dessus des points singuliers de A=W+,images des points de A de stabilisateur W+ (hapitres 2 et 3).A.1 A1 �A1 �A1Soit R = A1 � A1 � A1 le système de raines R = f�e1;�e2;�e3g � R3 . Il a poursystème générateur fe1; e2; e3g, et le système de raines R est don le suivant.113



114 ANNEXE A. AUTOUR DES GROUPES DE WEYLe1 e2 e3Le groupe de Weyl W (R) est le produit diret W = Z=2Z� Z=2Z� Z=2Z. Chaquefateur agissant sur la omposante orrespondante de Q = Ze1�Ze2�Ze3 en envoyantei sur son opposé. Soit W+ le sous-groupe des produits pairs de ré�exions de W .W+ = f(1; 1; 1); (1;�1;�1); (�1; 1;�1); (�1;�1; 1)g �= Z=2Z� Z=2Z:Les lasses de onjugaisons sont F (W+) =W+, mais les représentations W+ �- GL(V )sont entièrement déterminées par �(0;1) et �(1;0). Le groupe Z=2Z�Z=2Z possède quatrereprésentations irrédutibles de rang 1 :(0; 1) (1; 0)�1 1 1�2 1 �1�3 �1 1�4 �1 �1La représentation Q
 C de W+ est V �= V�2 � V�3 � V�4 de sorte que8>><>>: V 
 V�1 �= V�2 � V�3 � V�4 ;V 
 V�2 �= V�1 � V�4 � V�3 ;V 
 V�3 �= V�4 � V�1 � V�2 ;V 
 V�4 �= V�3 � V�2 � V�1 :En partiulier, le diagramme de MKay assoié à W+ est le suivant.�2 �3�4A.2 A1 �A2On dé�nit le système de raines R = A1�A2 dans R4 omme étant l'union de f�e1gave l'ensemble de tous les veteurs de longueur p2 et appartenant à l'intersetion del'hyperplan f(x2; x3; x4) 2 R3 j x2 + x3 + x4 = 0g ave le réseau e2Z� e3Z� e4Z. Ainsi



A.3. A1 �B2 115R = f�e1g [ fei � ej ; 2 � i 6= j � 4g, et on peut prendre e1; e2 � e3; e3 � e4 ommesystème générateur, de sorte que le système de raines R est le suivant.e1 e2 � e3 e3 � e4Alors W (R) = Z=2Z�S3. Le premier fateur agit sur Ze1�Z(e2� e3)�Z(e3� e4)par multipliation par (�1) sur le premier fateur, le deuxième fateur agit en permutante2, e3 et e4. Le sous-groupe W+ est isomorphe à S3 =< r; s >, où s est d'ordre deux etr d'ordre trois. Toute représentation de W+ est déterminée par l'ation des générateursr et s. On hoisit la table suivante pour table de représentations de W+.r s 1 1 1 2 1 �1� � j 00 j2 � � 0 11 0 �La représentation Q
 C de W+ est V = V 2 � V�, de sorte que8<: V 
 V 1 �= V 2 � V�V 
 V 2 �= V 1 � V�V 
 V� �= V 1 � V 2 � V� � V�En partiulier le diagramme de MKay assoié à W+ est le suivant.�  2En e�et, soit fe1; e2; e3g une base de V telle que e1 est une V 1 -base, et fe2; e3g est uneV�-base. Alors� si " est une V 1-base, e1 
 " est une V 2-base et fe2 
 "; e3 
 "g est une V�-base,� si " est une V 2-base, e1 
 " est une V 1 -base et fe2 
 ";�e3 
 "g est une V�-base,� si f"1; "2g est une V�-base, fe1 
 "1;�e1 
 "2g est une V�-base, e3 
 "1 + e2 
 "2est une V 1-base, e3 
 "1 � e2 
 "2 est une V 2-base, et fe3 
 "2; e2 
 "1g est uneV�-base.A.3 A1 �B2Considérons le système de raines R = A1 � B2, dans R3 , dé�ni omme l'union def�e1g et f�e2;�e3;�e2�e3g. On peut prendre omme système générateur (e1; e2�e3; e3)



116 ANNEXE A. AUTOUR DES GROUPES DE WEYLet le système de raines est le suivant.e1 e2 � e3 e3Alors W (R) = Z=2Z� (Z=2Zo (Z=2Z)2). Le premier fateur agit sur Q = Ze1 �Ze2�Ze3 par multipliation par (�1) sur le premier fateur, le deuxième fateur agit enéhangeant e2 et e3 et les deux derniers en multipliant respetivement e2 et e3 par (�1).Soit W+ le sous-groupe des produits pairs de ré�exions de W . Alors W+ est isomorpheà D 4 =< r; s >, où r = (1; (�1; (�1; 1))) et s = (�1; (�1; (1; 1))). Ainsi, on peut hoisirpour table de représentations irrédutibles la table suivante.r s 1 1 1 2 1 �1 3 �1 1 4 �1 �1� � 0 �11 0 � � 0 11 0 �La représentation Q
 C de W+ est V = V 2 � V�, de sorte que8>>>><>>>>: V 
 V 1 �= V 2 � V�V 
 V 2 �= V 1 � V�V 
 V 3 �= V 4 � V�V 
 V 4 �= V 3 � V�V 
 V� �= V 1 � V 2 � V 3 � V 4 � V�En partiulier le diagramme de MKay assoié à W+ est�  2 3 4En e�et, soit e1 une V 2-base et fe2; e3g une V�-base, alors� si " est une V 1-base, e1 
 " est une V 2-base et fe2 
 "; e3 
 "g est une V�-base,



A.4. A1 �G2 117� si " est une V 2 -base, e1 
 " est une V 1-base et fe3 
 ";�e2 
 "g est une V�-base,� si " est une V 3 -base, e1 
 " est une V 4-base et fe3 
 "; e2 
 "g est une V�-base,� si " est une V 4 -base, e1 
 " est une V 3-base et fe2 
 ";�e3 
 "g est une V�-base,� si f"1; "2g est une V�-base, fe1
 "2;�e1
 "1g est une V�-base, e2
 "1+ e3
 "2 estune V 1-base, e2
 "1� e3
 "2 est une V 4-base, e2
 "2+ e3
 "1 est une V 3 -base,et e2 
 "2 � e3 
 "1 est une V 2-base.
A.4 A1 �G2

Considérons le système de raines R = A1 � G2, dé�ni dans R4 omme l'union dusystème de raines A1 = f�e1g, dont un système générateur est e1, et du système G2formé des deux ou six-raines de l'intersetion de l'hyperplan V = f�1e2 + �2e3 + �3e4 2R3 j �1+�2+�3 = 0g ave Z3. Ainsi, G2 = f�(e2�e3);�(e2�e4);�(e3�e4);�(2e2�e3�e4);�(2e3�e2�e4);�(2e4�e2�e3)g: Une base de G2 est �1 = e2�e3; �2 = 2e2�e3�e4,ave (�1; �2) = 3. Finalement le système de raines R = A1 �G2 est le suivant.
e1 �2 �3

Alors W (R) = Z=2Z� D 6 . Le premier fateur Z=2Z agit sur Q = Ze1 � Z�1 �Z�2 par multipliation par (�1) sur le premier fateur, le deuxième fateur D 6 =<s�1s�2 ; s�1 >=< r1; s1 > agit omme le groupe des isométries de l'hexagone. Soit W+le sous-groupe des produits pairs de ré�exions de W . Alors W+ est isomorphe à D 6 =<r; s >, où r = (1; r1) et s = (�1; s1).Ainsi, sa table de représentations irrédutibles est la suivante.



118 ANNEXE A. AUTOUR DES GROUPES DE WEYLr s 1 1 1 2 1 �1 3 �1 1 4 �1 �1�1 � ! 00 !�1 � � 0 11 0 ��2 � !2 00 !�2 � � 0 11 0 �où ! = ei�=3, raine primitive sixième de l'unité.La représentation Q
 C de W+ est V = V 2 � V�1 , de sorte que8>>>>>><>>>>>>:
V 
 V 1 �= V 2 � V�1V 
 V 2 �= V 1 � V�1V 
 V 3 �= V 4 � V�2V 
 V 4 �= V 3 � V�2V 
 V�1 �= V 1 � V 2 � V�1 � V�2V 
 V�2 �= V 3 � V 4 � V�3 � V�4 :En partiulier le diagramme de MKay assoié à W+ est le suivant.�2 �1 3 4  2En e�et, soit e1 une V 2 -base et fe2; e3g une V�1-base, alors� si " est une V 1-base, e1 
 " est une V 2-base et fe2 
 "; e3 
 "g est une V�1-base,� si " est une V 2-base, e1
 " est une V 1-base et fe2
 ";�e3
 "g est une V�1-base,� si " est une V 3-base, e1 
 " est une V 4 -base et fe3 
 "; e2 
 "g est une V�2-base,� si " est une V 4-base, e1
 " est une V 3 -base et fe3
 ";�e2
 "g est une V�2-base,



A.5. A3 119� si f"1; "2g est une V�1-base, fe1 
 "1;�e1
 "2g est une V�1-base, fe2 
 "1; e3 
 "2gest une V�2-base, e2 
 "2 + e3 
 "1 est une V 1-base, et e2 
 "2 � e3 
 "1 est uneV 2-base,� si f"1; "2g est une V�2-base, fe1 
 "1;�e1
 "2g est une V�2 -base, fe3 
 "1; e2 
 "2gest une V�1-base, e2 
 "1 + e3 
 "2 est une V 3 -base, et e2 
 "1 � e3 
 "2 est uneV 4-base.A.5 A3On dé�nit le système de raines R = A3 omme étant l'ensemble de tous les veteursde longueur p2 et appartenant à l'intersetion de H = f(x1; x2; x3; x4) 2 R4 j x1 + x2 +x3 + x4 = 0g ave le réseau e1Z� e2Z� e3Z� e4Z. Alors R = fei � ej ; 1 � i 6= j � 4g,et on peut prendre �1 = e1� e2; �2 = e2� e3; �3 = e3� e4 omme système générateur,de sorte que le système de raines A3 est le suivant.�2 �3�1Le groupeW (R) = S4 agit sur Q = Z�1�Z�2�Z�3 par permutation des ei. SoitW+ lesous-groupe des produits pairs de ré�exions de W . AlorsW+ est isomorphe à A4 de sorteque F (W+) = f1; (12)(34); (123); (132)g est un système de représentants des lassesde onjugaisons de W+ et sa table de représentations irrédutibles est la suivante.(12)(34) (123) (132) 1 1 1 1 2 1 j j2 3 1 j2 j	 0� �1 0 00 �1 00 0 1 1A 0� 0 0 11 0 00 1 0 1A 0� 0 1 00 0 11 0 0 1Aoù j = e2i�=3 est une raine primitive troisième de l'unité.La représentation Q
 C de W+ est V	, de sorte que



120 ANNEXE A. AUTOUR DES GROUPES DE WEYL8>><>>: V 
 V 1 �= V	V 
 V 2 �= V	V 
 V 3 �= V	V 
 V	 �= V 1 � V 2 � V 3 � V	 � V	:En partiulier le diagramme de MKay assoié à W+ est le suivant. 2  3	En e�et, soit fe1; e2; e3g une V	-base, alors� si " est une V 1-base, fe1 
 "; e2 
 "; e3 
 "; g est une V	-base,� si " est une V 2-base, fe1 
 "; je2 
 "; j2e3 
 "; g est une V	-base,� si " est une V 3-base, fe1 
 "; j2e2 
 "; je3 
 "; g est une V	-base,� si f"1; "2; "3g est une V	-base, fe2 
 "3; e3 
 "1; e1 
 "2g est une V	-base, fe3 
"2; e1 
 "3; e2 
 "1g est une V	-base, e1 
 "1 + e2 
 "2 + e3 
 "3 est une V 1-base,e1 
 "1 + j2e2 
 "2 + je3 
 "3 est une V 2-base, et e1 
 "1 + j2e2 
 "2 + je3 
 "3est une V 3-base.A.6 B3On dé�nit R = B3 omme étant l'ensemble des veteurs de longueurs 1 ou p2 de R3appartenant au réseau standard e1Z�e2Z�e3Z. Alors R = f�ei;�ei�ej; 1 � i 6= j � 3g,et on peut prendre �1 = e1 � e2; �2 = e2 � e3; �3 = e3omme système générateur, de sorte que le système de raines est le suivant.e1 � e2 e2 � e3 e3Le groupe W (R) = S3 o (Z=2Z)3 agit sur Q = Z�1 � Z�2 � Z�3 par permutation desei pour la première omposante et multipliation par (-1) pour la deuxième.A.6.1 Identi�ation de W+(B3) et S4.Rappelons que W+ est dé�ni omme étant le sous-groupe des permutations paires deW = S3 o (Z=2)3. Ce sont les ouples (�; ("1; "2; "3)) ave � paire et "1"2"3 = 1 ou �impaire et "1"2"3 = �1.On peut identi�er W+(B3) à S4 omme suit.



A.6. B3 121IS4 $ (IS3 ; (1; 1; 1)) (123)$ ((132); (�1; 1;�1)) (12)(34)$ (I; (1;�1;�1))(132)$ ((123); (1;�1;�1)) (13)(24)$ (I; (�1; 1;�1))(12)$ ((23); (�1; 1; 1)) (124)$ ((123); (�1;�1; 1)) (14)(23)$ (I; (�1;�1; 1))(13)$ ((13); (1;�1; 1)) (142)$ ((132); (1;�1;�1))(14)$ ((12); (1; 1;�1)) (134)$ ((132); (�1;�1; 1)) (1234)$ ((13); (1; 1;�1))(23)$ ((12); (�1;�1;�1)) (143)$ ((123); (�1; 1;�1)) (1432)$ ((13); (�1; 1; 1))(24)$ ((13); (�1;�1;�1)) (234)$ ((123); (1; 1; 1)) (1324)$ ((23); (1; 1;�1))(34)$ ((23); (�1;�1;�1)) (243)$ ((132); (1; 1; 1)) (1423)$ ((23); (1;�1; 1))(1243)$ ((12); (1;�1; 1))(1342)$ ((12); (�1; 1; 1))
A.6.2 Représentations irrédutibles de W+ = S4.Le groupe S4 possède deux représentations irrédutibles de degré 1 : V0 la représenta-tion triviale et V" la signature, une représentation de degré 2 : V� et deux représentationsde degré 3 : V et V" . F (W+) = fI; (12); (12)(34); (123); (1234)g est un système dereprésentants des lasses de onjugaisons de W+ et on prendra la table suivante pourtable de représentations de W+.i (12) (12)(34) (123) (1234)0 1 1 1 1" �1 1 1 �1� � 0 11 0 � � 1 00 1 � � �1 1�1 0 � � 1 �10 �1 � 0� 1 0 00 0 �10 �1 0 1A 0� 1 0 00 �1 00 0 �1 1A 0� 0 1 00 0 �1�1 0 0 1A 0� 0 0 10 �1 0�1 0 0 1A" 0� �1 0 00 0 10 1 0 1A 0� 1 0 00 �1 00 0 �1 1A 0� 0 1 00 0 �1�1 0 0 1A 0� 0 0 �10 1 01 0 0 1A



122 ANNEXE A. AUTOUR DES GROUPES DE WEYLA.6.3 Diagramme de MKayLa représentation Q
 C de W+ est V = V" , de sorte que8>>>><>>>>: V 
 V0 �= V" V 
 V" �= V V 
 V� �= V � V" V 
 V �= V" � V� � V � V" V 
 V" �= V0 � V� � V � V" Ainsi, le diagramme de MKay assoié à W+ est le suivant. " "�
En e�et, soit fe1; e2; e3g une V" -base, alors� si " est une V0-base, fe1 
 "; e2 
 "; e3 
 "g est une V" -base,� si " est une V"-base, fe1 
 "; e2 
 "; e3 
 "; g est une V -base,� si f"1; "2g est une V�-base, fe1
 ("1+ "2);�e2
 "1;�e3
 "2g est une V" -base, etfe1 
 ("1 � "2); e2 
 (2"2 + "1);�e3 
 (2"1 + "2)g est une V -base,� si f"1; "2; "3g est une V -base, e1
"1+e2
"2+e3
"3 est une V"-base, f�(e3
"3+e1
"1); (e2
"2+e1
"1)g est une V�-base, fe3
"2+e2
"3; e1
"3+e3
"1; e1
"2+e2
"1g est une V" -base, et fe2
"3�e3
"2; e3
"1�e1
"3; e1
"2�e2
"1gest une V -base.� si f"1; "2; "3g est une V" -base, e1
"1+e2
"2+e3
"3 est une V0-base, f�(e3
"3�e1
"1); (e2
"2�e1
"1)g est une V�-base, fe3
"2+e2
"3; e1
"3+e3
"1; e1
"2+e2
"1g est une V -base, et fe2
"3�e3
"2; e3
"1�e1
"3; e1
"2�e2
"1gest une V" -base.A.7 C3Le système de raines C3 est dual du système B3.e1 � e2 e2 � e3 2e3Ils ont don même groupe de Weyl et même sous-groupe W+. Le réseau est le réseaudual, mais l'ation sur le C espae vetoriel V = Q 
 C est la même, de sorte que lediagramme de MKay est identique à elui de W+(B3).



Annexe BSingularités a�nes assoiées à unsystème de raines en dimensiondeuxEn dimension deux, les singularités a�nes assoiées à un système de raines sont desrevêtement doubles du plan. Il s'agit don des singularités de Klein, ou enore onnuessous la lassi�ation A-D-E. On va ii voir la orrespondane entre ette terminologieet le système de raine assoié à la singularité, puis on verra omment es singularitéssont résolues par la Méthode de Klein et par le shéma de Hilbert.B.1 TerminologieA1 �A1 Le système de raines A1 � A1 a pour groupe de Weyl Z=2Z � Z=2Z, etW+ = Z=2Z= f(1; 1); (�1;�1)g agissant sur A 2 . La singularité XA1�A1 est donla singularité de Klein de type A1.A2 Le système de raines A2 a pour groupe de Weyl S3, de sorte queW+ = A3 = Z=3Z.Ainsi, la singularité XA2 est la singularité de Klein de type A2.B2 Le système de raines B2 a pour groupe de Weyl Z=2Zo (Z=2Z)2, de sorte queW+ = f(1; (1; 1)); (1; (�1;�1)); (�; (�1; 1)); (�; (1;�1))g �= Z=4Z, ar (�; (�1; 1))est d'ordre 4. Ainsi, la singularité XB2 est la singularité de Klein de type A3.B.2 Résolution par la méthode de JungD'après le théorème de Horikawa, les singularités de Klein peuvent toutes être résoluespar la méthode de Jung. Nous donnons ii les détails des aluls, ar il seront utiles pourvéri�er que l'on a bien résolu globalement les singularités dans le as global (hapitre 3).A1 �A1 Le lieu de branhement du revêtement double XA1�A1 est donnée par l'équa-tion reliant l'anti-invariant � = x1x2 et les mon�mes générateurs desW -invariants123



124 ANNEXE B. LE CAS DE LA DIMENSION DEUXu = x21 et v = x22. On aXA1�A1 = Spe(C[u; v;�℄=(�2 � uv) - A 2 = Spe(C[u; v℄):En partiulier le lieu de branhement B a pour équation uv = 0 dans A 2 . Cettesingularité se résout en un élatement de l'origine, e qui fait apparaître un di-viseur exeptionnel E1 �= P1. Lors du revêtement double de Bl0(A 2) ave pourlieu de branhement la transformée strite de B, l'image réiproque de E1 est unrevêtement étale de E1, de sorte qu'il est lui même isomorphe à P1.A2 Le lieu de branhement du revêtement double XA2 est donnée par l'équation reliantl'anti-invariant � = z3 � y3 et les mon�mes générateurs des W -invariants u = yz,v = y3 + z3. On aXA2 = Spe(C[u; v;�℄=(�2 � v2 + 4u3) - A 2 = Spe(C[u; v℄):En partiulier le lieu de branhement B a pour équation v2 � 4u3 = 0 dans A 2 .Pour résoudre ette singularité, on élate A 2 en (0; 0).� Dans la arte U1 = Spe(C [u; v=u℄, le diviseur exeptionnel a pour équationE1 \ U1 : u = 0, la transformée strite de B est B1 \ U1 : v21 � 4u = 0 est lisse.De plus, son intersetion ave E1 a pour équation un arré.� Dans la arte U2 = Spe(C [u=v; v℄), on a E1 \U2 : v = 0 et B1 \U2 : 1� 4u = 0est lisse et ne renontre pas E1.On a résolu la singularité du lieu de branhement en un élatement de l'origine, equi fait apparaître un diviseur exeptionnel E1 �= P1. Lors du revêtement doublede Bl0(A 2) ave pour lieu de branhement B1, l'image réiproque de E1 se sindeen deux branhes isomorphes à P1 et se renontrant en un point.B2 Le lieu de branhement du revêtement double XB2 est donnée par l'équation reliantl'anti-invariant � = yz(y2 � z2) et les mon�mes générateurs des W -invariantsu = y2 + z2, v = y2z2. On aXA2 = Spe(C[u; v;�℄=(�2 � u2v + 4v2) - A 2 = Spe(C[u; v℄):En partiulier le lieu de branhement B a pour équation v(u2 � 4v) = 0 dans A 2 .Pour résoudre ette singularité, on élate A 2 en (0; 0).� Dans la arte U1 = Spe(C [u; v=u℄, le diviseur exeptionnel a pour équationE1\U1 : u = 0, la transformée strite de B est B1\U1 : v1(u�4v1) = 0. C'est lelieu de branhement d'une singularité assoié à un système de raines A1 �A1.Elle se résout en un élatement.� Dans la arte U2 = Spe(C [u=v; v℄), on a E1\U2 : v = 0 et B1\U2 : u22v�4 = 0est lisse et ne renontre pas E1.Pour déterminer la �bre au-dessus de l'origine après la résolution du lieu de bran-hement, érivons les équations de des diviseurs exeptionnels après le deuxièmeélatement.



B.3. RÉSOLUTION PAR LE SCHÉMA DE HILBERT 125� Dans la arte V1 = Spe(C [u; v=u℄, E1 n'a pas de trae, et le deuxième diviseurexeptionnel a pour équation E2 \ V1 : u = 0, la transformée strite de B1 estB2 \ V1 : v1(1 � 4v1) = 0. Elle est lisse et l'équation de E2 \ B1 \ V1 n'est pasun arré.� Dans la arte V2 = Spe(C [u=v; v℄), on a E1 \ V2 : u = 0 et E2 \ V2 : v = 0. Latransformée strite du lieu de branhement a pour équation B2 \U2 : u� 4 = 0.En partiulier, elle est lisse et ne renontre pas E1.Finalement, lors du revêtement double de l'élaté de A 2 ave pour lieu de bran-hement B2, l'image réiproque F2 de E2 est un revêtement étale de E2, de sortequ'il est lui même isomorphe à P1, et l'image réiproque de E1 se sinde en deuxbranhes isomorphes à P1, renontrant haune F2 en un point, et ne se renontrantpas l'une l'autre.B.3 Résolution par le shéma de HilbertD'après le théorème de Ito et Nakamura, le shéma de Hilbert W+-équivariant donnela résolution minimale des singularités de Klein. En partiulier, on a ii oïnidene entrela résolution par le shéma de Hilbert et par la méthode de Jung.



126 ANNEXE B. LE CAS DE LA DIMENSION DEUX



Annexe CSur les singularitésDans ette annexe, nous donnons le voabulaire de base utilisé dans la thèse sur lessingularités et leurs résolutions ; et nous énonçons les théorèmes d'existene de résolutionsrépantes en dimension trois.C.1 Dé�nitionsC.1.1 SingularitésDé�nition C.1.1 Un shéma X est dit régulier en x 2 X si l'anneau loal OX;x estrégulier, 'est à dire si dim(OX;x) = dim(mx=m2x), où mx est l'idéal maximal de OX;x.Si X n'est pas régulier en x, il est singulier en x.Proposition C.1.2 ([Har77℄) Soit X une variété et S le lieu singulier de X. Alors Sest un sous espae fermé propre de X.Dé�nition C.1.3 Soit X un shéma et G un groupe agissant sur X. On dit que X estG-admissible si il existe un reouvrement d'ouverts a�nes [i2IUi de X tel que Ui estG-stable pour tout i 2 I.Dé�nition et proposition C.1.4 Soit X un shéma et G un groupe �ni d'automor-phismes de X, agissant de telle sorte que X est G-admissible. Alors il existe un shémaquotient X=G et un morphisme X �- X=G par lequel fatorisent tous les morphismesX - Y qui sont G-invariants.Remarque : Loalement, il donnée par Spe(A)=G = Spe(AG).Dé�nition C.1.5 On appelle orbifold omplexe une variété X de dimension n loale-ment isomorphe à un ouvert de C n=G pour G � GL(n; C ), au sens de la topologie étale(voir [Mum83℄).Dé�nition C.1.6 Soit X une orbifold omplexe. Pour tout point x de X, il existe unsous-groupe Gx de GL(n; C ) unique à onjugaison près tel que des voisinages ouverts dex 2 X et de 0 2 C n=Gx sont homéomorphes. On appelle Gx le groupe orbifold de X enx. 127



128 ANNEXE C. SUR LES SINGULARITÉSExemple : Si Y = X=G est un shéma quotient d'une variété X, alors Y est uneorbifold. Les groupes orbifolds de Y sont des sous-groupes de G : e sont les stabilisateursde points de x sous l'ation de G.C.1.2 RésolutionsDé�nition C.1.7 Soit X un shéma normal singulier. Une résolution des singularitésde X est la donnée d'un shéma lisse Y et d'un morphisme birationnel propre Y q- X.Dé�nition C.1.8 Soit Y q- X une résolution de singularités. Le lieu exeptionnelE de q est l'ensemble des points e de Y tel que dim(q�1q(e)) � 1. Généralement, E =q�1(S), où S est le lieu singulier de X.Théorème C.1.9 (Hironaka,[Hir64℄) Soit X une variété normale sur k, orps de a-ratéristique nulle. Alors il existe une résolution de singularités q : Y - X dontle lieu exeptionnel E est un diviseur à roisements normaux. De plus, q peut être ob-tenu omme produit d'élatements de entres lisses, et si q0 : Y 0 - X est une autrerésolution, il existe un arré ommutatif Z	���p ���p0RY Y 0���q R 	���q0Xoù p et p0 sont des produits d'élatements de entres lisses.Soit X une variété (normale) singulière et Y q- X une résolution des singularitésdeX. On peut dé�nir un faiseau divisoriel !X par !X = j�!X0 , oùX0 � j- X est le lieurégulier de X. On dé�nit le diviseur de Weil KX omme elui véri�ant !X = OX(KX).Dé�nition C.1.10 Une résolution Y q- X est dite répante si !X est inversible (Xest de Gorenstein) et véri�e l'égalité !Y = q�!X :Dé�nition C.1.11 Soit X une variété de Gorenstein et q : Y - X une résolutionde singularités. Le diviseur � = KY � q�KX s'appelle diviseur de disrépane de larésolution. On a � = P aiDi, où [Di = E, le diviseur exeptionnel de q. Alors Xadmet des singularités anoniques si les ai sont tous positifs ou nuls, et terminales si ilssont stritement positifs.On peut démontrer que es dé�nitions sont indépendantes de la résolution.Remarque : Une singularité admettant une résolution répante est anonique. Une sin-gularité terminale n'admet pas de résolution répante. Reid démontre qu'une singularitéde type C n=G, où G est un sous-groupe de SLn(C ) est terminale, si et seulement si l'âgede haque élément du groupe est di�érent de 1.



C.2. RÉSOLUTIONS EN DIMENSION DEUX ET TROIS 129C.2 Résolutions de singularités en dimension deux et troisThéorème C.2.1 Une surfae omplexe X a des singularités anoniques en x si etseulement si (X;x) est isomorphe à (A 2=G; 0), où G est un sous-groupe �ni de SL2(C ).Ces singularités sont de Gorenstein et admettent une unique résolution minimale, qui estrépante.Théorème C.2.2 ([Roa96℄, . . .) Si G est un sous groupe �ni de SL(3; C ), alors lasingularité quotient C 3=G admet une résolution répanteThéorème C.2.3 Si X est une orbifold de Gorenstein omplexe de dimension trois telque les groupes orbifolds sont dans SL(3; C ), alors X admet une résolution répante.Remarque : En dimension quatre, il existe des orbifolds qui n'admettent pas de ré-solution répante. Par exemple, d'après le ritère de Reid, la singularité C 4=f�1g estterminale. Elle n'admet don pas de résolution répante.
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