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A Emmanuelle.

\Trois allumettes une �a une allum�ees dans la nuit,

la premi�ere pour voir ton visage tout entier,

la se
onde pour voir tes yeux,

la derni�ere pour voir ta bou
he,

et l'obs
urit�e toute enti�ere

pour me rappeler tout 
ela,

en te serrant dans mes bras."

Paris at night, Yves Montant & Ja
ques Pr�evert.
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Chapitre 1

Introdu
tion

G�en�eralit�es sur les langages logi
o-fon
tionnels

Les langages logi
o-fon
tionnels [dGL86, Han94℄ sont des langages de programmation de
tr�es haut niveau permettant de d�e�nir dans un formalisme uni��e des types de donn�ees, des
fon
tions et des pr�edi
ats (relations). Ces langages, r�esultants de l'int�egration des langages
logiques et des langages fon
tionnels, ont de nombreux avantages. Pour illustrer nos dires, nous

onsid�erons un exemple simple de programme utilisant les entiers naturels d�e�nis �a partir des

onstru
teurs 0 et s d�esignants respe
tivement la 
onstante z�ero et la fon
tion su

esseur.
Notre programme d�e�nit une op�eration et deux pr�edi
ats : l'op�eration d'addition + sur les
entiers et les pr�edi
ats Pair et Impair qui r�eussissent si leurs arguments sont des naturels
pairs ou impairs. Si nous �e
rivons 
e programme dans un langage logi
o-fon
tionnel 
omme
LPG [BE86, BER94℄ ou EQLOG [GM86℄, nous obtenons 
e
i :

0 + x == x

s(x) + y == s(x + y)

Pair(x + x)

Impair(s(x)) <== Pair(x)

Par rapport aux langages logiques, on 
onstate que les langages logi
o-fon
tionnels o�rent
la possibilit�e de d�e�nir des op�erations, 
omme l'addition, alors qu'il faut les 
oder ave
 des
pr�edi
ats, 
omme Add, dans un langage logique pur [SS86℄ :

Add(0,x,x)

Add(s(x),y,s(z)) <== Add(x,y,z)

De plus, la possibilit�e de d�e�nir des fon
tions permet d'�eviter l'utilisation de primitives de

ontrôle, 
omme le 
ut, qui font de Prolog un langage logique impur [GM86℄. En�n, du point
de vue de la s�emantique op�erationnelle (
'est-�a-dire le mode d'ex�e
ution des programmes),
les langages logi
o-fon
tionnels sont plus eÆ
a
es que les langages logiques : l'usage de fon
-
tions dans les programmes permet des �evaluations d�eterministes d'expressions alors que 
es
�evaluations sont ind�eterministes (don
 
oûteuses) dans les langages logiques purs.

Par rapport aux langages fon
tionnels, les langages logi
o-fon
tionnels sont, l�a aussi, plus
fa
iles �a utiliser. Dans notre exemple de programme, les pr�edi
ats Pair et Impair sont d�e�nis
�a l'aide de 
lauses de Horn alors qu'il faudrait les 
oder ave
 des fon
tions dans un langage
fon
tionnel pur 
omme OBJ3 [GKK+87℄ :

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

pair(0) == true

impair(0) == false

pair(s(x)) == impair(x)

impair(s(x)) == pair(x)

De plus, les langages logi
o-fon
tionnels permettent de r�esoudre des buts, 
omme par exemple
i + j == s(s(0)) & Pair(i), en autorisant l'usage de variables logiques permettant l'in-
version de fon
tions1 et l'utilisation de stru
tures de donn�ees partielles [Red85℄. Ces 
a-
ra
t�eristiques n'existent pas dans les langages fon
tionnels purs.

En outre, les langages logi
o-fon
tionnels jouissent des avantages qui d�e
oulent de
l'int�egration de la programmation logique et fon
tionnelle. Dans notre exemple, on 
onstate
que la d�e�nition de Pair se fait �a l'aide d'une op�eration, +, que nous avons nous-même d�e�nie.
De même, on pourrait imaginer une op�eration d�e�nie �a l'aide d'un pr�edi
at :

pair(x) == true <== Pair(x)

pair(x) == false <== Impair(x)

Les langages logi
o-fon
tionnels permettent don
 des d�e�nitions mutuellement r�e
ursives de
fon
tions et de pr�edi
ats. Cette 
ara
t�eristique leur 
onf�ere une grande souplesse.

Plusieurs langages logi
o-fon
tionnels ont �et�e propos�es durant les vingt derni�eres ann�ees.
[dGL86℄ et [Han94℄ pr�esentent une 
ompilation signi�
ative des propositions faites. Parmi
les plus 
�el�ebres, 
itons LogLisp [RS82℄ (le tout premier d'entre eux), SLOG [Fri85℄,
LPG [BE86, BE95℄, EQLOG [GM86℄, Life [AN86, AN89℄, ALF [Han90℄, K-LEAF [GLMP91℄,
Babel [MR92℄, Es
her [Llo94℄ et Curry [HAK+99℄. A 
ela, il faut ajouter les langages lo-
giques ave
 
ontraintes, 
omme Prolog3 [Col90℄, et les langages qui tentent d'int�egrer tous les
paradigmes de programmation, 
omme Oz [Smo95℄.

Obje
tifs de la th�ese

L'�etude de la mise en �uvre des langages logi
o-fon
tionnels fait en
ore partie du domaine
de la re
her
he. Mais des progr�es importants ont �et�e r�ealis�es 
es derni�eres ann�ees. En e�et,
une s�emantique op�erationnelle tr�es eÆ
a
e a �et�e propos�ee [AEH94a, AEH97a℄ et plusieurs
ma
hines abstraites ont �et�e invent�ees pour la 
ompilation de 
es langages 
omme par
exemple [LK99℄ (voir le 
atalogue �etabli dans [Han94℄). Cependant, toutes les propositions
faites se restreignent �a des 
al
uls bas�es sur les termes de premier ordre. Cette restri
tion
importante permet de manipuler les types abstraits alg�ebriques [EM85℄ mais elle rend diÆ
ile
la d�e�nition de 
ertaines stru
tures de donn�ees mod�elis�ees sous la forme de graphes 
y
liques.

Dans 
ette th�ese, nous introduisons les graphes 
y
liques 
omme stru
ture

de donn�ees de base des langages logi
o-fon
tionnels puis nous �etudions les

ons�equen
es qui en d�e
oulent sur la s�emantique op�erationnelle de 
es langages.

L'utilisation de graphes 
y
liques dans un langage logi
o-fon
tionnel a trois avantages
majeurs. Tout d'abord, la syntaxe du langage 
onsid�er�e est plus expressive que 
elles des
langages logi
o-fon
tionnels a
tuels 
ar les graphes 
y
liques permettent de repr�esenter les
types de donn�ees du monde r�eel. Pour s'en 
onvain
re, nous 
onsid�erons le graphe de la
Figure 1.1. Ce graphe repr�esente une famille 
ompos�ee de deux adultes, Adam et Eve, et de

1On parle de bidire
tionalit�e dans l'�evaluation des arguments d'une fon
tion ou d'un pr�edi
at.
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adult

"Adam"

adult

"Eve"


hild

"Cain"


hild

"Abel" 1412

Fig. 1.1:

deux enfants, Ca��n, qui a 12 ans, et Abel, qui a 14 ans. Adam et Eve sont mari�es ensemble,

omme le montrent les deuxi�emes 
�e
hes qui partent des n�uds adult et qui s'entre
roisent.
Les troisi�emes 
�e
hes partant des n�uds 
hild indiquent que Adam est le p�ere de Ca��n et
de Abel. L'ensemble de 
es informations peut être 
od�e dans un langage logi
o-fon
tionnel
a
tuel ; notre proposition vise �a �eliminer 
ette phase de 
odage en permettant de manipuler
les graphes dire
tement dans un langage logi
o-fon
tionnel.

Ensuite, l'utilisation de graphes am�eliore la repr�esentation interne des donn�ees. En ef-
fet, s'ils respe
tent les s�emantiques op�erationnelles 
lassiques, les langages logi
o-fon
tionnels
existants doivent repr�esenter les donn�ees sous la forme de termes du premier ordre dans leurs
implantations. Or un graphe permet de gagner en pla
e m�emoire. Dans la Figure 1.2, le terme
(arbre) repr�esentant l'expression (0 + 0) + (0 + 0) est un graphe 
ompos�e de sept n�uds.
Le graphe �equivalent �a 
e terme n'est 
ompos�e que de trois n�uds.

+

+

0

+

00 0 0

+

+

Fig. 1.2:

En�n, la s�emantique op�erationnelle des langages logi
o-fon
tionnels modernes [Han94℄ est
souvent bas�ee sur des 
al
uls de r�e�e
riture et de surr�edu
tion2. Leur utilisation engendre des

al
uls (des d�erivations) qui peuvent être de longueurs exponentielles sur les termes alors
qu'elles sont lin�eaires sur les graphes. Les graphes permettent don
 de gagner �enorm�ement
en temps de 
al
ul. Dans la Figure 1.3, l'�evaluation d'une expression n�e
essite 2p � 1 pas de

al
ul lorsqu'on la repr�esente sous forme de terme et seulement p pas de 
al
ul lorsqu'on la
repr�esente sous forme de graphe.

L'usage de graphes dans un langage logi
o-fon
tionnel permet don
 de gagner en expres-
sivit�e, en pla
e m�emoire et en temps de 
al
ul. Les langages imp�eratifs ont �et�e les premiers �a
permettre de repr�esenter les graphes grâ
e �a la notion de pointeurs. Dans les langages fond�es
sur le �-
al
ul, l'utilisation d'un symbole d'a�e
tation (le setq de Lisp ou le := d'Obje
tive
Caml) permet aussi de repr�esenter les graphes mais elle fait perdre la d�e
larativit�e du langage.
D'autres langages fon
tionnels plus r�e
ents 
omme CLEAN [PvE93℄ ou HOPS [Kah94℄ sont
dire
tement implant�es �a l'aide de graphes 
e qui permet de les utiliser dans le langage. Quant
aux langages logiques, la manipulation de graphes est rendue possible par l'utilisation de

2La r�esiduation [ALN87℄ 
onstitue un autre pilier de la s�emantique op�erationnelle de 
es langages.
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p+ 1

+

++

+

0

+ + +. . .

+ +

0 0 0 0 0 0 0

+

+

+

0

Fig. 1.3:

termes in�nis rationnels [Cou83℄ 
omme dans le langage Prolog2 [CKvC83℄ (voir aussi [Llo87,
Chapter 6℄). Citons en�n le 
as de LIFE [AP92℄ qui utilise les 	-termes, des types de graphes
souvent utilis�es en Intelligen
e Arti�
ielle [AL88, HdBA93℄.

De mani�ere plus g�en�erale, les syst�emes de transformations de graphes 
onnaissent un
v�eritable essor a
tuellement. Cet engouement s'explique de deux mani�eres. D'une part, la
puissan
e a
tuelle des ordinateurs nous permet d'utiliser les graphes ave
 des performan
es rai-
sonnables [D�or95℄. D'autre part, les syst�emes de transformations de graphes ont �enorm�ement
d'appli
ations, que 
e soit en g�enie logi
iel (ave
 le syst�eme PROGRESS [ELN+92, Nag96,
PRO99℄ en parti
ulier), dans les langages de programmation de tout type (visuels [BMST99℄,

on
urrents [Cor96℄ et distribu�es, fon
tionnels [PvE93, Pey87℄, logiques . . . ), en bases de
donn�ees, dans les syst�emes d'informations, dans les r�eseaux neuronaux et même en biolo-
gie [CER79℄. Le le
teur peut se faire une id�ee plus pr�e
ise des appli
ations possibles en feuille-
tant les r�e
apitulatifs 
lassiques des travaux sur le domaine [ET96, EEKR99, KP98, KP99℄
ainsi que l'ensemble des a
tes des di��erents ateliers intitul�es \Graph Grammars and Their
Appli
ations to Computer S
ien
e" [CER79, ENR83, ENRR87, EKR91, ER94℄.

Notre appro
he

Dans 
ette th�ese, nous voyons un programme logi
o-fon
tionnel 
omme un syst�eme de
r�e�e
riture de graphes ave
 
onstru
teurs. Un tel syst�eme 
omporte deux parties :

{ une signature qui regroupe les d�e
larations des types de donn�ees, des 
onstru
teurs de

es types et des op�erations permettant de 
al
uler sur 
es types.

{ un ensemble de r�egles de r�e�e
riture de graphes permettant de d�e�nir (
'est-�a-dire d'im-
planter) les op�erations.

D�e
rivons le programme permettant de travailler ave
 la famille de Adam, Eve, Ca��n et
Abel (
f. Figure 1.4). La signature d�e
rit le type human d�e�ni �a l'aide des 
onstru
teurs adult
et 
hild. Un adulte a un nom de type string et une �epouse de type human. Un enfant a un
nom de type string, un age de type nat et un p�ere de type human.

Nous sp�e
i�ons ensuite trois op�erations : spouse, father et mother. spouse permet de

al
uler l'�epoux d'un adulte. father et mother permettent de retrouver les parents d'un
enfant. Ces op�erations sont d�e
rites (\implant�ees") ave
 des r�egles de r�e�e
riture de graphes
(
f. Figure 1.4). La premi�ere r�egle signi�e que l'�epoux d'un adulte mari�e ave
 m est m. La
se
onde r�egle signi�e que le p�ere d'un enfant de p�ere f est f . En�n, la troisi�eme r�egle signi�e
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que la m�ere d'un enfant est l'�epouse du p�ere de 
et enfant3.

Signature People

Sorts
human

Constru
tors

adult : string human ! human


hild : string nat human ! human

Operations

spouse : human ! human

father : human ! human

mother : human ! human

Rules People

spouse

n

adult

m

father

n


hild

fa n fa

mother


hild

spouse

father

=)=) =)

Fig. 1.4:

Con
ernant l'ex�e
ution (s�emantique op�erationnelle) des langages logi
o-fon
tionnels, elle

onsiste en la r�esolution de buts. Un tel 
al
ul [Han94, E
h90℄ repose, entre autre, sur les
relations de r�e�e
riture et de surr�edu
tion de termes du premier ordre. Dans 
ette �etude, nous
rempla�
ons les termes par des graphes 
y
liques. Nous nous proposons don
 d'�etudier les re-
lations de r�e�e
riture et de surr�edu
tion de graphes 
y
liques engendr�ees par les syst�emes de
r�e�e
riture de graphes d�e
rits 
i-dessus. La r�e�e
riture (ou la surr�edu
tion) de graphes 
y
liques
permettent de 
al
uler la \valeur" d'une expression. Dans la Figure 1.5, nous utilisons le pro-
gramme de la Figure 1.4 pour 
al
uler l'�epoux de la m�ere de Abel. L'�evaluation par r�e�e
riture
du graphe 
y
lique repr�esentant 
ette expression nous permet de d�eduire qu'il s'agit d'Adam.

La r�e�e
riture des termes du premier ordre fait l'objet de nombreux travaux dont les
prin
ipaux r�esultats sont regroup�es dans [DJ90, Klo92℄. Quant �a la r�e�e
riture de graphes,
plusieurs d�e�nitions de 
e 
al
ul existent : [SPvE93, ET96, Roz97℄ 
onstitue une 
ompi-
lation signi�
ative des formalismes utilis�es. Nos travaux appartiennent �a un domaine de
re
her
he 
onnu sous le nom de \Term Graph Rewriting" dans la litt�erature. En 
e qui

on
erne la r�e�e
riture et la surr�edu
tion des graphes a
y
liques, les r�esultats des �etudes dans

e domaine sont regroup�es dans [Plu98a℄. La r�e�e
riture des graphes 
y
liques, 
elle qui nous

3Les r�egles de la Figure 1.4 et, plus g�en�eralement, les graphes de nos exemples sont souvent repr�esent�ees
ave
 des dessins. N�eanmoins, il existe des syntaxes permettant de d�e
rire les r�egles et les graphes de mani�ere
textuelle (par exemple [BvEG+87℄). De plus, un �editeur de graphes 
omme daVin
i [FW99℄ permet de dessiner
nos graphes puis d'en obtenir automatiquement une expression sous la forme d'un texte (voir aussi l'interfa
e
graphique du syst�eme PROGRESS [PRO99℄).



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

adult

"Adam"

adult

"Eve" "Abel" 14

spouse


hild

mother 


adult

"Adam"

adult

"Eve"

spouse 


spouse

adult

"Adam"

adult

"Eve" "Abel" 14


hild

spouse

father 


spouse

adult

"Adam"

adult

"Eve"

adult

"Adam"

adult

"Eve"

spouse 


Fig. 1.5:


on
erne dans 
ette �etude, fait l'objet de travaux ind�ependants dont les prin
ipales r�ef�eren
es
sont [BvEG+87, FRW89, Cor93, KKSV94, KKSV95℄. Quant �a la surr�edu
tion des graphes

y
liques, les seuls travaux que nous 
onnaissions sur 
e sujet sont [EJ98a, EJ98b, EJ99
℄.

Nos r�esultats

Pour introduire les graphes dans les langages logi
o-fon
tionnels, nous mod�elisons les pro-
grammes sous la forme de syst�emes de r�e�e
riture de graphes 
y
liques ave
 
onstru
teurs
(
GRS4) et nous �etudions les relations de r�e�e
riture et de surr�edu
tion qu'ils induisent. Ces
r�esultats sont th�eoriques. N�eanmoins, les performan
es des implantations des langages fon
-
tionnels �a base de graphes, 
omme 
elles de CLEAN [PvE93℄, nous laissent penser qu'une
implantation d'un langage logi
o-fon
tionnel ave
 des graphes sera plus performante que les
implantations ave
 des termes.

R�esultats sur la r�e�e
riture de graphes 
y
liques

Une propri�et�e importante de la r�e�e
riture 
on
erne la 
on
uen
e : elle exprime le
d�eterminisme des 
al
uls e�e
tu�es, l'uni
it�e du r�esultat d'un 
al
ul lorsqu'il termine. Dans
le 
adre des termes du premier ordre, 
e probl�eme a fait l'objet de nombreuses �etudes (par
exemple [CR36, New42, KB70, Hue80℄). Malheureusement, les r�esultats de 
on
uen
e 
on
er-
nant la r�e�e
riture des termes ne s'�etendent g�en�eralement pas �a la r�e�e
riture des graphes

4Constru
tor-based Graph Rewriting Systems en anglais.
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y
liques (voir par exemple [KKSV94℄). Nous mettons en �eviden
e une 
lasse de graphes 
y-

liques parti
uliers, les graphes admissibles, qui est stable par r�e�e
riture. Puis nous montrons
que la relation de r�e�e
riture engendr�ee par les syst�emes de r�e�e
riture faiblement admissibles

de graphes (WAGRS5) est 
on
uente sur la 
lasse des graphes admissibles.

D'autre part, il est important que deux graphes repr�esentant la même information (graphes
bisimilaires [AK96℄) 
onduisent aux mêmes r�esultats apr�es une �evaluation par r�e�e
riture. Nous
montrons que la relation de r�e�e
riture engendr�ee par les WAGRS (et par les bWAGRS6) est

on
uente modulo la bisimilarit�e sur la 
lasse des graphes admissibles. Un r�esultat similaire
est �etabli dans [AKP97, Theorem 6.4℄ pour le 
as des syst�emes de r�e�e
riture orthogonaux de
graphes a
y
liques.

Ces premiers r�esultats sur la r�e�e
riture font l'objet du Chapitre 3.

Une fois la 
on
uen
e �etablie, nous proposons une strat�egie optimale de r�e�e
riture de
graphes admissibles, 
'est-�a-dire un algorithme permettant d'�eviter de faire des pas de 
al
ul
inutiles ou redondants pendant l'�evaluation d'un graphe par r�e�e
riture. Les strat�egies de
r�e�e
riture de termes ont fait l'objet de plusieurs �etudes [Klo92, Mid90℄ ; les plus 
�el�ebres sont
d�e�nies dans [HL91, O'D77, SR93℄. Notre strat�egie de r�e�e
riture de graphes admissibles �etend
deux strat�egies d�e�nies sur les termes du premier ordre dans [Ant92℄.

Lorsque le WAGRS 
onsid�er�e est indu
tivement s�equentiel [Ant92℄, notre strat�egie induit
des pas de r�e�e
riture qui sont n�e
essaires7 �a l'�evaluation d'un graphe par r�e�e
riture. En

ons�equen
e, on 
al
ule e�e
tivement la valeur d'un graphe en utilisant les pas par r�e�e
riture

al
ul�es par notre strat�egie (propri�et�e de C-hyper-normalisation). De plus, notre strat�egie
engendre des d�erivations de r�e�e
riture qui sont plus 
ourtes que toute autre d�erivation de
r�e�e
riture. Notre strat�egie est don
 optimale.

Lorsque le WAGRS 
onsid�er�e n'est pas indu
tivement s�equentiel, notre strat�egie re-
tourne un ensemble suÆsant de r�edex8, 
e qui nous permet de montrer qu'elle est C-hyper-
normalisante, 
omme dans le 
as pr�e
�edent. Pour traiter 
es r�edex de mani�ere eÆ
a
e, nous
d�e�nissons la relation de r�e�e
riture parall�ele de graphes. Cette relation �etend la r�e�e
riture pa-
rall�ele de termes [Hue80, O'D77℄, mais sa d�e�nition pose plus de probl�emes dans le 
adre des
graphes que dans le 
adre des termes, du fait du partage de sous-stru
tures dans les graphes.
Une d�e�nition di��erente de la r�e�e
riture parall�ele de graphes existe dans [PvE93, Chap. 14℄ ;
elle est �etudi�ee du point de vue de l'implantation.

En�n, 
omme l'ensemble des r�edex que notre strat�egie 
al
ule est un sous-ensemble des
plus hauts r�edex dans un graphe, nous obtenons 
omme 
orollaire que la strat�egie qui 
onsiste
en la r�e�e
riture parall�ele de tous les plus hauts r�edex d'un graphe9 est elle aussi C-hyper-
normalisante. Nous retrouvons don
, dans le 
adre des graphes admissibles, un r�esultat 
las-
sique �etabli pour les termes du premier ordre dans [O'D77℄.

Nous pr�esentons nos travaux sur notre strat�egie de r�e�e
riture dans le Chapitre 4.
L'ensemble de nos r�esultats sur la r�e�e
riture des graphes admissibles ont �et�e publi�es
dans [EJ99b, EJ97
℄. Les preuves se trouvent dans [EJ98
, EJ97b℄.

5Weakly Admissible Graph Rewriting Systems en anglais.
6Bisimilar Weakly Admissible Graph Rewriting Systems en anglais.
7needed en anglais [HL91℄.
8ne
essary set of redexes en anglais [SR93℄.
9parallel-outermost strategy en anglais.
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R�esultats sur la surr�edu
tion de graphes 
y
liques

La surr�edu
tion des termes du premier ordre est une relation qui a �et�e introduite
pour la premi�ere fois dans [Sla74℄. Son utilisation pour r�esoudre des �equations a �et�e
illustr�ee dans [Fay79℄ et [Hul80a℄. Une premi�ere �etude de la surr�edu
tion de graphes
a �et�e faite dans [Yam93, Kri96, HP96, HP99℄ dans le 
adre des graphes a
y
liques et
dans [EJ99
, EJ98a, EJ99a℄ dans le 
adre des graphes 
y
liques admissibles.

Pour la d�e�nir, nous utilisons des strat�egies de 
ompression de graphes10 permettant d'uti-
liser judi
ieusement les propri�et�es de partage de sous-stru
tures dans les graphes a�n d'optimi-
ser les 
al
uls [Kri96, HP99, EJ99a℄. La relation qu'on obtient, la surr�edu
tion 
ompressante,
pr�eserve l'admissibilit�e des graphes. Nous d�e�nissons la 
oh�eren
e et la 
ompl�etude de 
ette
relation par rapport �a la r�e�e
riture. Nous montrons que la surr�edu
tion 
ompressante est

oh�erente dans le 
as des 
GRS. Puis nous montrons que la surr�edu
tion 
ompressante la plus

g�en�erale est 
ompl�ete dans le 
as des WAGRS mais qu'elle ne l'est pas dans le 
as des 
GRS.
En�n, nous proposons un 
ontre-exemple montrant que la surr�edu
tion d�e
ompressante de
graphes n'est pas 
ompl�ete.

La surr�edu
tion 
ompressante des graphes admissibles est trait�ee dans le Chapitre 5.

Nous d�eveloppons en�n deux strat�egies de surr�edu
tion 
ompressante de graphes admis-
sibles. De nombreuses strat�egies de surr�edu
tion existent dans le 
adre des termes du pre-
mier ordre, par exemple, la surr�edu
tion basique [Hul80a, MH92℄, innermost [Fri85℄, outer-
most [E
h88, E
h92℄, outer [You89℄, paresseuse [DG89, MKLR90, Red85℄ ou ave
 des tests de
redondan
e [BKW92, KB91℄. Nous nous int�eressons plus parti
uli�erement �a la surr�edu
tion
n�e
essaire11 [AEH94a℄, �a la surr�edu
tion faiblement n�e
essaire12 [AEH97a℄ et �a la surr�edu
tion
parall�ele13 [AEH97a℄. R�e
emment �etudi�ees, 
es strat�egies de surr�edu
tion de termes sont op-
timales selon de nombreux 
rit�eres. Elles peuvent être fa
ilement programm�ees et sont don


ouramment utilis�ees dans l'implantation des langages logi
o-fon
tionnels.

Notre premi�ere strat�egie �etend la surr�edu
tion n�e
essaire [AEH94a℄ et la surr�edu
tion fai-
blement n�e
essaire [AEH97a℄ de termes aux graphes admissibles. La relation de surr�edu
tion

ompressante qu'elle engendre est 
oh�erente et 
ompl�ete dans le 
as des WAGRS. De plus,
elle a d'int�eressantes propri�et�es d'optimalit�es. En e�et, les d�erivations de surr�edu
tion 
om-
pressante qu'elle engendre sont plus 
ourtes que n'importe quelle d�erivation de surr�edu
tion
non 
ompressante. De plus, nous montrons qu'en nous restreignant �a des WAGRS indu
ti-
vement s�equentiels, les substitutions qu'elle 
al
ule sont disjointes [AEH94b, EJ98a℄ et les
pas de surr�edu
tion qu'elle induit sont n�e
essaires14. La se
onde strat�egie que nous �etudions
�etend la surr�edu
tion parall�ele [AEH97a℄ de termes aux graphes admissibles. De même que
pour notre premi�ere strat�egie, la relation de surr�edu
tion 
ompressante qu'elle engendre est

oh�erente et 
ompl�ete.

Une autre strat�egie de surr�edu
tion de graphes existe dans la litt�erature, la surr�edu
tion
basique de graphes a
y
liques15 [Kri96, HP99℄. La surr�edu
tion basique de termes est la
premi�ere strat�egie de surr�edu
tion �a avoir �et�e �etudi�ee [Hul80a℄. Elle ne poss�ede pas les pro-
pri�et�es d'optimalit�e des trois strat�egies qui nous int�eressent.

10graph 
ollapsing strategies en anglais.
11needed narrowing en anglais.
12weakly needed narrowing en anglais.
13parallel narrowing en anglais.
14needed narrowing steps en anglais [AEH94a℄.
15basi
 graph narrowing en anglais.
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Ces r�esultats sur les strat�egies de surr�edu
tion 
ompressante de graphes admissibles sont
d�evelopp�es dans le Chapitre 6. L'ensemble de nos travaux sur la surr�edu
tion des graphes
admissibles ont �et�e publi�es dans [EJ99
, EJ98a, EJ98b℄. Les versions longues de 
es papiers
sont [EJ99a, EJ97a℄.

Plan de la th�ese

Le Chapitre 2 regroupe l'ensemble des notions de bases qui sont utiles pour d�e�nir la
r�e�e
riture et la surr�edu
tion de graphes.

Le reste de 
ette th�ese est divis�ee en deux. Nous attaquons d'abord l'�etude de la relation
de r�e�e
riture. Sa d�e�nition et les r�esultats de 
on
uen
e que nous obtenons sont d�evelopp�es
dans le Chapitre 3. Nous 
onsa
rons le Chapitre 4 aux strat�egies de r�e�e
riture.

Nous d�eveloppons dans un deuxi�eme temps notre �etude de la surr�edu
tion 
ompressante.
La d�e�nition de 
ette relation, sa 
oh�eren
e et sa 
ompl�etude font l'objet du Chapitre 5. Nous
abordons les strat�egies de surr�edu
tion dans le Chapitre 6.

Pour �nir, le Chapitre 7 pr�esente un r�esum�e de notre 
ontribution ainsi que les perspe
tives
de 
es travaux.
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Chapitre 2

D�e�nitions et pr�eliminaires

Comme mentionn�e en introdu
tion, nous mod�elisons les stru
tures de donn�ees des langages
logi
o-fon
tionnels �a l'aide de graphes 
y
liques. La s�emantique op�erationnelle de 
es langages
est bas�ee sur la r�e�e
riture et la surr�edu
tion de graphes. L'�etude de 
es 
al
uls fait l'objet des
autres parties de 
ette th�ese mais leurs d�e�nitions n�e
essitent plusieurs notions de base qui
sont d�evelopp�ees dans 
e 
hapitre de pr�eliminaires.

Nous 
ommen�
ons par donner une d�e�nition formelle des graphes dans la se
tion suivante.
Puis nous expli
itons le 
al
ul du rempla
ement, dans un graphe, d'un sous-graphe par un
autre, �a l'aide de la notion de redire
tion de pointeurs (Se
tion 2.2) ; la notion de rempla
ement
pose plus de probl�eme dans le 
adre des graphes que dans le 
adre des termes du fait du
partage de sous-graphes. Dans la Se
tion 2.3, nous d�eveloppons la notion d'homomorphisme de
graphes. Les homomorphismes permettent d'exprimer le �ltrage et l'uni�
ation des graphes.
Nous verrons dans la Se
tion 2.4 
omment se 
al
ule l'appli
ation d'un homomorphisme sur un
graphe. Toutes les notions pr�e
�edentes sont n�e
essaires aussi bien pour la r�e�e
riture que pour
la surr�edu
tion de graphes. La relation de surr�edu
tion n�e
essite en plus des substitutions que
nous �etudions bri�evement dans la Se
tion 2.5. Pour �nir 
e 
hapitre, nous faisons une liste des
pr�eordres et des relations d'�egalit�e (en parti
ulier la bisimilarit�e [AK96℄) que nous utiliserons
sur les graphes et les substitutions (Se
tion 2.6). Ces pr�eliminaires sont issus de [EJ97b℄ ; ils
nous ont servi pour �e
rire toutes nos publi
ations.

Toutes les se
tions de 
e 
hapitre sont importantes pour lire la th�ese. Toutefois, la Se
-
tion 2.5 n'est utile que dans les Chapitres 5 et 6.

2.1 D�e�nition des graphes

Plusieurs notations de graphes existent dans la litt�erature pour traiter de la r�e�e
riture et de
la surr�edu
tion, par exemple, les syst�emes d'�equations [AK96℄, les hypergraphes [Plu98a℄, les
graphes de donn�ees1 [PvE93℄ ou les formalismes �a base de 
at�egories [ET96℄. Nos d�e�nitions
sont pro
hes de 
elles de [BvEG+87, KKSV94℄.

D�e�nition 2.1.1 (Signature multi-sort�ee)
Une signature multi-sort�ee � = hS;
i 
onsiste en un ensemble de sortes S et une famille
S-indi
�ee d'ensembles de symboles de fon
tions 
 = ℄s2S
s ave
 
s = ℄w2S�
w;s. On note

1data graph en anglais.
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f : s1 : : : sn ! s tout symbole f 2 
s1:::sn;s et on dit que f est de sorte s, d'arit�e s1 : : : sn, et
de pro�l s1 : : : sn ! s. 3

Exemple 2.1.2 Soit � = hS;
i la signature multi-sort�ee telle que S = f�1; �2g et

 = f
 : �1�2 ! �2; s : �1 ! �1; a : "! �1; f : �1�1 ! �2; g : �1�1 ! �1; h : �1�1 ! �1g. 2

Nous 
onsid�erons qu'un graphe est 
ompos�e de n�uds et de 
�e
hes entre ses n�uds.
Chaque n�ud est �etiquet�e par un symbole de fon
tion ou par une variable. Les 
�e
hes
d�esignent les su

esseurs d'un n�ud. Ces 
�e
hes sont ordonn�ees 
ar elles repr�esentent les
arguments de la fon
tion qui �etiquette le n�ud. Soient N = ℄s2SNs une famille S-indi
�ee
d'ensembles de n�uds et X = ℄s2SXs une famille S-indi
�ee d'ensembles de variables. Nous
supposons que X et N sont �x�es dans toute la suite.

Un graphe g est alors un quadruplet hNg;Lg;Sg;Rootsgi tel que Ng soit un sous-ensemble
�ni de n�uds de N , Lg : Ng ! 
 [ X soit une fon
tion d'�etiquetage qui asso
ie �a 
haque
n�ud un symbole de fon
tion ou une variable, Sg : Ng ! N �

g soit une fon
tion de su

esseur
qui asso
ie �a 
haque n�ud une 
hâ�ne �eventuellement vide de n�uds et Rootsg soit une 
hâ�ne
non vide de n�uds distingu�es qu'on appelle les ra
ines de g. On suppose, de plus, que tous les
n�uds de g sont a

essibles depuis au moins une ra
ine (
ondition de 
onnexit�e). On suppose
en�n qu'une variable �etiquette au plus un n�ud de g. Un terme-graphe est un graphe ave

une seule ra
ine.

Exemple 2.1.3 Dans la Figure 2.1, nous montrons deux exemples de graphes G et T . Leurs
ra
ines sont d�esign�ees par des 
�e
hes sans ant�e
�edent. Le terme-graphe G est le quadruplet
tel que (1) NG = fn1, . . . , n5g, (2) RootG = n1, (3) LG est d�e�nie par LG(n1) = LG(n5) = 
,
LG(n2) = g, LG(n3) = s et LG(n4) = a et (4) SG est d�e�nie par SG(n1) = n2.n5 , SG(n2) =
n3.n3 , SG(n3) = n4, SG(n4) = " et SG(n5) = n3.n1. A droite de la �gure, T est un graphe
ave
 deux ra
ines l1.r1 ; il repr�esente une r�egle de r�e�e
riture (
f. D�e�nition 3.1.9). 2

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a l3 :x

r1 :s

r2 :g

l5 :y

l2 :s

l1 :g

l4 :s

G T

Fig. 2.1:

La d�e�nition suivante tient 
ompte du typage :

D�e�nition 2.1.4 (Graphe)
Un graphe (enra
in�e) g sur h�;N ;Xi est un quadruplet g = hNg;Lg;Sg;Rootsgi tel que :

{ Ng soit l'ensemble des n�uds de g, i.e., Ng = ℄s2S(Ng)s ave
 (Ng)s � Ns.

{ La fon
tion d'�etiquetage des n�uds de g, Lg, soit une famille S-indi
�ee de fon
tions
qui asso
ient un symbole de fon
tion ou une variable �a tous les n�uds de g, i.e., Lg =
℄s2S(Lg)s ave
 (Lg)s : (Ng)s ! 
s [ Xs.
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{ La fon
tion de su

esseur des n�uds de g, Sg, soit une famille S-indi
�ee de fon
tions
qui asso
ient une 
hâ�ne �eventuellement vide de n�uds �a tous les n�uds de g, i.e.,
Sg = ℄s2S(Sg)s ave
 (Sg)s : (Ng)s ! N �

g .

{ Rootsg soit une 
hâ�ne non vide de n�uds distingu�es de g qu'on appelle ses ra
ines :
Rootsg 2 Ng

+.

En outre, nous imposons trois 
onditions de bonne d�e�nition des graphes :

1. Les graphes sont bien typ�es, 
'est-�a-dire (1) un n�ud n est de même sorte que son
�etiquette Lg(n) et (2) ses su

esseurs Sg(n) sont 
ompatibles ave
 l'arit�e de Lg(n).
Formellement, pour tout n�ud n 2 Ng :

{ si (Lg)s(n) = f ave
 f : s1 : : : sk ! s, alors n 2 (Ng)s et il existe n1; : : : ; nk 2 Ng

tels que (Sg)s(n) = n1 : : : nk et ni 2 (Ng)si pour tout i 2 1::k.

{ si (Lg)s(n) = 
 ave
 
 2 
";s (
 est une 
onstante), alors n 2 (Ng)s et (Sg)s(n) = "
(i.e., n n'a pas de su

esseur).

{ si (Lg)s(n) = x ave
 x 2 Xs (x est une variable), alors n 2 (Ng)s et (Sg)s(n) = ".

2. On d�esigne par Vg l'ensemble des variables de g. Une variable de g n'�etiquette qu'un seul
n�ud de g : pour tout n�ud n1; n2 2 Ng, pour toute variable x1; x2 2 Vg, si Lg(n1) = x1
et Lg(n2) = x2, alors x1 = x2 =) n1 = n2.

3. Condition de 
onnexit�e : Chaque n�ud de g est une ra
ine ou bien est a

essible depuis
une ra
ine (
f. D�e�nition 2.1.5).

Un terme-graphe g est un graphe (�eventuellement 
y
lique) ave
 une seule ra
ine que l'on
note Rootg. 3

Nous donnons 
i-dessous la d�e�nition de 
hemin dans un graphe [Ken95℄ 
e qui permet
de pr�e
iser la 
ondition de 
onnexit�e des graphes. De plus, nous introduisons des notations
permettant de 
omparer les positions relatives de deux n�uds dans un graphe.

D�e�nition 2.1.5 (Chemins)
Soient g un graphe et p et q deux n�uds de g.

On dit que q est le j�eme su

esseur de p dans g, not�e q = Sg(p)j ou simplement q 2 Sg(p), si
Sg(p) = v1 : : : vk et vj = q.
Un 
hemin C d'un n�ud p vers un n�ud q dans un graphe g est une s�equen
e non vide
C = [u0; i0; u1; i1; : : : ; ik�1; uk℄ alternant des n�uds et des entiers telle que :

1. u0 = p, uk = q et k � 1.

2. up 2 Ng pour tout p 2 0::k.

3. up+1 est le ip
�eme su

esseur de up dans g, pour tout p 2 0::k � 1 (i.e., up+1 = Sg(up)ip).

On note Pathsg(p; q) l'ensemble �eventuellement vide des 
hemins de p vers q dans g.
On dit que le n�ud q est a

essible depuis le n�ud p dans g, not�e p � q, ssi il existe un 
hemin
de p vers q dans g : p � q () Pathsg(p; q) 6= ;. Nous �e
rirons p � q ssi p � q ou p = q.
On dit que les n�uds p et q sont disjoints dans g, not�e pkq, ssi il n'existe pas de 
hemin de p
vers q ni de q vers p : pkq () :(p � q _ q � p)() Pathsg(p; q) = Pathsg(q; p) = ;. 3

Exemple 2.1.6 Dans le graphe T de la Figure 2.1, il est 
lair que l1 k r1. Par 
ontre,
dans le graphe G de la Figure 2.1, nous avons n1 � n3. En e�et, il existe un ensemble
in�ni de 
hemins du n�ud n1 vers le n�ud n3, par exemple, [n1,1,n2,1,n3℄, [n1,1,n2,2,n3℄,
[n1,2,n5,1,n3℄, [n1,2,n5,2,n1,1,n2,1,n3℄, . . .
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On remarque que � n'est pas un ordre partiel, mais juste un pr�e-ordre : dans un graphe

y
lique, il est possible qu'un n�ud soit a

essible depuis un autre n�ud et r�e
iproquement.
C'est le 
as des n�uds n1 et n5 dans le graphe G de la Figure 2.1 : on 
onstate que n1 � n5,
n5 � n1 et n1 6= n5.
Pour �nir, revenons sur la 
ondition de 
onnexit�e des graphes. Compte tenu de la d�e�nition
d'a

essibilit�e, elle s'exprime ainsi : 8n 2 Ng;9r 2 Rootsg tel que r � n. 2

La d�e�nition formelle des graphes n'est pas pratique pour traiter les exemples. Aussi, nous
utilisons une notation lin�eaire pour d�e
rire les graphes, qui est �a peu pr�es la même que 
elle
de [BvEG+87℄.

D�e�nition 2.1.7 (Notation lin�eaire des graphes)
Dans la grammaire suivante, la variable A (resp. n) par
ourt l'ensemble 
 [ X (resp. N ).
L'expression lin�eaire d'un graphe est d�e�nie par :
Graph : := Node j Node + Graph

Node : := n :A(Node,. . . ,Node) j n
La 
hâ�ne des ra
ines d'un graphe d�e
rit ave
 une telle expression est 
ompos�ee du premier
n�ud apparaissant dans l'expression et de tous les n�uds apparaissant juste apr�es un +. 3

Exemple 2.1.8 Dans la Figure 2.1, G = n1 :
(n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3),n5 :
(n3,n1))

et T = l1 :g(l2 :s(l3 :x),l4 :s(l5 :y)) + r1 :s(r2 :g(l3,l4)). 2

Nous terminons 
ette se
tion ave
 la notion de sous-graphe :

D�e�nition 2.1.9 (Sous-graphe)
Soient g un graphe et P une 
hâ�ne de n�uds de g. On d�e�nit le sous-graphe de ra
ines P ,
not�e gjP , 
omme le graphe tel que :

{ N(gjP ) soit l'ensemble des n�uds a

essibles depuis les n�uds de P dans g, i.e.,

N(gjP ) = P [ fn 2 Ng j 9r 2 P;Pathsg(r; n) 6= ;g.

{ L(gjP ) (resp. S(gjP )) soit la restri
tion de Lg (resp. Sg) �a N(gjP ), i.e.,

pour tout n 2 N(gjP ), L(gjP )(n) = Lg(n) et S(gjP )(n) = Sg(n).

{ Roots(gjP ) = P .

En d'autres termes, le sous-graphe de ra
ines P d'un graphe g se 
onstruit en 
onsid�erant P

omme la 
hâ�ne des ra
ines de g et en e�a�
ant tous les n�uds de g qui ne sont pas a

essibles
depuis 
eux de P . 3

Exemple 2.1.10 Dans la Figure 2.1, Gjn2 = n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3) et Tjl3.l4 = l3 :x

+ l4 :s(l5 :y). 2

2.2 Rempla
ement

La notion de rempla
ement d'un sous-graphe (ave
 une ra
ine) par un autre terme-graphe
dans un graphe est essentielle pour la r�e�e
riture et la surr�edu
tion. Cette notion, 
lassique
dans le 
adre des termes du premier ordre, pose des probl�emes dans le 
adre des graphes,
du fait du partage de sous-graphes. Nous 
ommen�
ons par expliquer le pro
essus de 
al
ul
sur un exemple. Puis nous d�e�nissons les notions de somme de graphes et de redire
tion de
pointeurs permettant d'�e
rire une d�e�nition formelle du 
al
ul de rempla
ement.

La Figure 2.2 montre les di��erentes �etapes du rempla
ement par D du sous-graphe de G
au n�ud n2. Comme G et D partage les n�uds n3 et n4, nous ne devons pas 
onsid�erer G
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r1 :s

r2 :g

n3 :s

n4 :a

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a

GD

H2

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a

r1 :s

r2 :g

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a

r1 :s

r2 :g

G[n2 D℄

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a

r1 :s

r2 :g

H1
(a) (b)

(d)(
)

Fig. 2.2:



24 CHAPITRE 2. D�EFINITIONS ET PR�ELIMINAIRES

et D s�epar�ement, 
omme deux graphes ind�ependants, mais 
omme un seul graphe ave
 deux
ra
ines (
f. H1 dans la Figure 2.2). Nous appelons 
e 
al
ul somme des graphes G et D et nous
le notons G�D (i.e., H1 = G�D). Une fois que G�D a �et�e 
al
ul�e, nous redirigeons toutes les

�e
hes pointant sur n2 vers le n�ud r1 (
f. H2 dans la Figure 2.2). Cette op�eration s'appelle
une redire
tion de pointeurs. On remarque que n2 est devenu une ra
ine : si 
e n'�etait pas le

as, le graphe obtenu apr�es la redire
tion de pointeurs ne serait pas 
onnexe (il ne satisferait
pas la troisi�eme 
ondition de la D�e�nition 2.1.4). Pour �nir, on ignore les n�uds, les 
�e
hes et
les ra
ines \inint�eressants" (ramasse-miette, garbage 
olle
tion). Le r�esultat du rempla
ement

par D du sous-graphe de G au n�ud n2 se note G[n2 D℄ (
f. Figure 2.2).

Nous donnons maintenant toutes les d�e�nitions formelles d'un pas de rempla
ement. Nous

ommen�
ons par d�e�nir la somme de graphes qui formalise le fait qu'on peut 
onsid�erer deux
graphes 
omme un seul en faisant l'union de leurs n�uds et la 
on
at�enation de leurs ra
ines.
Sans pr�e
aution, le r�esultat de 
e 
al
ul n'est pas toujours un graphe. C'est la raison pour
laquelle nous posons la d�e�nition te
hnique suivante :

D�e�nition 2.2.1 (Compatibilit�e de deux graphes)
Soient g1 et g2 deux graphes. On dit que g1 et g2 sont 
ompatibles ssi :

1. Tous les n�uds qui apparaissent �a la fois dans g1 et dans g2 ont la même �etiquette et
les mêmes su

esseurs : Pour tout n 2 (Ng1 \Ng2), Lg1(n) = Lg2(n) et Sg1(n) = Sg2(n).

2. Toute variable apparaissant �a la fois dans g1 et dans g2 �etiquette le même n�ud :
Pour tout x 2 (Vg1 \ Vg2), si Lg1(n) = x et Lg2(m) = x, alors n = m.

3

Exemple 2.2.2 Dans la Figure 2.3, les graphes g1 et g2 ne sont pas 
ompatibles 
ar le n�ud
n1 est �etiquet�e ave
 B dans g1 alors qu'il est �etiquet�e ave
 A dans g2. Les graphes g1 et g3
ne sont pas non plus 
ompatibles 
ar le n�ud n1 n'a pas le même su

esseur dans g1 et g3.
En�n, les graphes g3 et g4 ne sont pas 
ompatibles 
ar la variable X �etiquette deux n�uds
distin
ts dans g3 et g4 (i.e., n3 et n5). On remarque que les graphes G et D de la Figure 2.2
sont 
ompatibles. 2

n1 :B

n2 :A

n2 :B

n1 :A

n1 :B

n3 :X

n4 :B

n5 :X

g1 g2 g3 g4

Fig. 2.3:

D�e�nition 2.2.3 (Somme de graphes 
ompatibles)
�Etant donn�es deux graphes 
ompatibles g1 et g2, nous d�e�nissons la somme g1 � g2 
omme
le graphe tel que N(g1�g2) = Ng1 [ Ng2 , L(g1�g2) = Lg1 [

2 Lg2 , S(g1�g2) = Sg1 [
2 Sg2 et

Roots(g1�g2) = Rootsg1 :Rootsg2 . 3

Exemple 2.2.4 Dans la Figure 2.2, G�D = H1 =
n1 :
(n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3),n5 :
(n3,n1)) + r1 :s(r2 :g(n4,n3)). 2

2L'union f [ g des fon
tions f et g est l'union des relations qui d�e�nissent 
es fon
tions. Dans notre 
as,
f [ g reste une fon
tion (par 
ompatibilit�e des graphes).
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Nous abordons 
i-dessous la notion de redire
tion de pointeurs qui 
onsiste en la substi-
tution d'un n�ud par un autre n�ud dans un graphe.

D�e�nition 2.2.5 (Redire
tion de pointeurs)
Soient p et q deux n�uds de même sorte non n�e
essairement distin
ts. La redire
tion de

pointeurs � de p vers q est la fon
tion � : N ! N telle que �(p) = q et �(n) = n pour tout
n�ud n 6= p.

Plus g�en�eralement, si p1; : : : ; pn et q1; : : : ; qn sont des n�uds de mêmes sortes deux �a deux,
on d�e�nit la redire
tion de pointeurs (multiple) � de p1 vers q1, . . . , pn vers qn, 
omme la
fon
tion � : N ! N telle que �(pi) = qi pour tout i 2 1::n et �(p) = p pour tout n�ud p tel
que p 6= p1, p 6= p2, . . . et p 6= pn.

Soient g un graphe et � = fp1 7! q1; : : : ; pn 7! qng une redire
tion de pointeurs telle que
p1; : : : ; pn; q1; : : : ; qn soient des n�uds de g. On d�e�nit le graphe �(g) obtenu par appli
ation

de la redire
tion de pointeurs � sur le graphe g 
omme le graphe tel que tout n�ud de g ayant
pi 
omme su

esseur soit un n�ud de �(g) ayant qi 
omme su

esseur :

{ N�(g) = Ng et L�(g) = Lg.

{ Pour tout n 2 Ng, si Sg(n) = n1 : : : nk, (k � 0), alors S�(g)(n) = �(n1) : : : �(nk).

{ SiRootsg = n1 : : : nk, alorsRoots�(g) = �(n1) : : : �(nk):p1:p2 : : : pn. Les n�uds p1; : : : ; pn
apparaissent dans Roots�(g) pour que �(g) soit un graphe 
onnexe (i.e., pour que �(g)
satisfasse la troisi�eme 
ondition de la D�e�nition 2.1.4).

3

Exemple 2.2.6 Soit � = fn2 7!r1g. Dans la Figure 2.2, �(H1) = H2 =
n1 :
(r1 :s(r2 :g(n4 :a),n3 :s(n4)),n5 :
(n3,n1)) + r1 + n2 :g(n3,n3). Un
exemple de redire
tion de pointeurs multiple est donn�e dans la Figure 4.10 (page 75) o�u le
graphe H1 (resp. H2) est obtenu �a partir de H en appliquant la redire
tion de pointeurs
� = fp2 7! r1; p4 7! p2g (resp. � = fp2 7! r1; p4 7! r1g). 2

Nous sommes maintenant prêts pour donner la d�e�nition d'un pas de rempla
ement.

D�e�nition 2.2.7 (Rempla
ement)
Soient g un graphe, u un terme-graphe tel que g et u soient 
ompatibles et p un n�ud de
même sorte que Rootu. Si p est un n�ud de g, nous d�e�nissons le rempla
ement par u du

sous-graphe de ra
ine p dans g, not�e g[p u℄, en trois �etapes :

1. Soient H = g � u et � = fp 7! Rootug la redire
tion de pointeurs de p vers Rootu.

2. Soient H 0 = �(H) et Q = �(Rootsg).

3. g[p u℄ = H 0
jQ.

Si p n'est pas un n�ud de g, alors nous posons g[p u℄ = g. 3

Exemple 2.2.8 Nous avons d�etaill�e dans la Figure 2.2 le rempla
ement par D =
r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))) du sous-graphe de ra
ine n2 dans le graphe G =
n1 :
(n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3),n5 :
(n3,n1)). Le graphe r�esultat est G[n2  D℄ =
n1 :
(r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))),n5 :
(n3,n1)). Notons qu'ave
 la d�e�nition
pr�e
�edente, si n est un n�ud d'un graphe g, alors g[n gjn℄ = g. 2

Pour terminer 
ette se
tion, nous pr�evenons le le
teur que le 
al
ul de g[p u℄ peut avoir
des r�esultats surprenants dans 
ertains 
as :
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Exemple 2.2.9 Soient g = p1 :A et u = m1 :B(p1 :A,m2 :A). Cal
ulons g[p1  u℄. Tout
d'abord, g et u sont 
ompatibles et g�u = p1 :A + m1 :B(p1,m2 :A). Soit � = fp1 7! m1g.
Nous obtenons �(g�u) = m1 :B(m1,m2 :A) + m1 + p1 :A et �(p1) = m1. Nous 
on
luons
don
 que g[p1  u℄ = m1 :B(m1,m2 :A). Or p1 est la ra
ine de g. Don
 le le
teur pourrait
s'attendre �a obtenir g[p1  u℄ = u. Il n'en est rien : u est modi��e dans g[p1 u℄ par
e que
p1 est un n�ud 
ommun �a g et u. 2

2.3 Homomorphismes

Nous d�eveloppons 
i-dessous la notion d'homomorphisme de graphes. Les homomor-
phismes jouent, dans le 
adre de la r�e�e
riture de graphes, un rôle similaire �a 
elui des sub-
stitutions, dans le 
adre de la r�e�e
riture de termes. En e�et, ils permettent d'exprimer les
notions fondamentales de �ltrage et d'uni�
ation.

Un homomorphisme h : g1 ! g2 allant d'un graphe g1 vers un graphe g2 est une appli
ation
des n�uds de g1 vers les n�uds de g2 qui (1) pr�eserve les ra
ines de g1 : Rootsg2 = h(Rootsg1)
et (2) pr�eserve l'�etiquette et les su

esseurs des n�uds de g1 qui ne sont pas �etiquet�es par
des variables : Lg2(h(n)) = Lg1(n) et Sg2(h(n)) = h(Sg1(n)) pour tout n 2 Ng1 tel que
Lg1(n) =2 X .

Exemple 2.3.1 Consid�erons les graphes G et L de la Figure 2.4. Soit � l'appli
ation allant
de NL vers N(G

jn2) telle que �(l1) = n2, �(l2) = �(l4) = n3 et �(l3) = �(l5) = n4. � est

un homomorphisme de L vers Gjn2. 2

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

n4 :a

�

l5 :y

G L R

Fig. 2.4:

La d�e�nition que nous donnons 
i-dessous tient 
ompte du typage :

D�e�nition 2.3.2 (Homomorphisme)
Un homomorphisme (enra
in�e) h : g1 ! g2 allant d'un graphe g1 vers un graphe g2 est une
appli
ation h = ℄s2Shs ave
 hs : (Ng1)s ! (Ng2)s telle que :

1. h pr�eserve la valeur de la fon
tion d'�etiquetage et de la fon
tion su

esseur de tous les
n�uds de g1 qui ne sont pas �etiquet�es par des variables : Pour tout n�ud n 2 (Ng1)s
tel que (Lg1)s(n) =2 Xs,

{ (Lg2)s(hs(n)) = (Lg1)s(n).

{ si (Sg1)s(n) = n1 : : : nk, k � 0, ave
 ni 2 (Ng1)si pour tout i 2 1::k, alors
(Sg2)s(hs(n)) = hs1(n1) : : : hsk(nk).
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2. h asso
ie un sous-graphe de g2 aux n�uds de g1 qui sont �etiquet�es par des variables :
Pour tout n�ud n 2 (Ng1)s tel que (Lg1)s(n) 2 Xs, hs(n) 2 (Ng2)s.

3. Les images des ra
ines de g1 sont les ra
ines de g2 : si Rootsg1 = n1 : : : nk, k � 0,
ave
 ni 2 (Ng1)si pour tout i 2 1::k, alors Rootsg2 = hs1(n1) : : : hsk(nk).

3

Nous rappelons maintenant quelques d�e�nitions 
lassiques sur les homomorphismes. Soient
h1 : g1 ! g2 et h2 : g2 ! g3 deux homomorphismes. La 
omposition de h1 et h2, not�ee h2 Æh1,
est une appli
ation h : Ng1 ! Ng3 telle que h(n) = h2(h1(n)) pour tout n 2 Ng1 . Il est 
lair
que h2 Æ h1 est un homomorphisme de g1 vers g3. De plus, il est 
lair que la fon
tion identit�e
sur Ng est un homomorphisme de g vers lui-même, pour tout graphe g.

Un homomorphisme h : g1 ! g2 est inje
tif au n�ud n 2 Ng1 ssi pour tout n0 2 Ng1 ,
n0 6= n =) h(n0) 6= h(n). h est inje
tif ssi h est inje
tif au n�ud n, pour tout n 2 Ng1 . h est
surje
tif ssi pour tout q 2 Ng2 , il existe p 2 Ng1 tel que h(p) = q. Un isomorphisme est un
homomorphisme inje
tif et surje
tif.

D�e�nition 2.3.3 (Restri
tion et Image)
Soient g1 et g2 deux graphes, h : g1 ! g2 un homomorphisme, P une 
hâ�ne de n�uds de g1
et g un sous-graphe de g1.

Par restri
tion de h �a P , not�ee hjP , nous entendons la restri
tion de h �a N(g1jP ). hjP reste un
homomorphisme allant du graphe g1jP vers le graphe g2jh(P ).

Nous d�e�nissons l'image de g par h en posant h(g) = g2jh(Rootsg). 3

Exemple 2.3.4 Dans la Figure 2.4, �jl3.l4 est l'homomorphisme allant du graphe l3 :x

+ l4 :s(l5 :y) vers le graphe n4 :a + n3 :s(n4). On a �(l3 :x + l4 :s(l5 :y)) =
n4 :a + n3 :s(n4). 2

Nous donnons 
i-dessous la d�e�nition du �ltrage de graphes. Informellement, un graphe l
�ltre un graphe g si on peut projeter l sur g ave
 un homomorphisme.

D�e�nition 2.3.5 (Filtrage)
Etant donn�e un graphe g, un terme-graphe l et un n�ud n de g, on dit que l �ltre g au

n�ud n ssi il existe un homomorphisme h : l! gjn (tel que h(l) = gjn). h est appel�e �ltre de l
sur gjn. 3

Exemple 2.3.6 Dans la Figure 2.4, � est un �ltre de L sur G au n�ud n2. 2

Nous d�e�nissons maintenant l'uni�
ation des termes-graphes. L'uni�
ation des termes
du premier ordre est un probl�eme 
lassique [Rob65℄. De nombreux travaux ont �et�e faits
(voir par exemple [Kni89, JK91, BS94℄) et plusieurs algorithmes ont �et�e propos�es, par
exemple [Hue76, MM82℄. Le probl�eme de l'uni�
ation des termes-graphes se ram�ene, en fait,
�a 
elui de l'uni�
ation des termes in�nis rationnels (puisqu'on obtient un terme rationnel
en \d�epliant" un graphe (voir Figure 2.9 page 35)). Un algorithme d'uni�
ation des termes
rationnels est propos�e dans [Col82℄. Notons que [HP94℄ d�eveloppe une �etude du probl�eme
de l'uni�
ation des hypergraphes d'ordre quel
onque. Notre d�e�nition s'inspire de [AK96,
De�nition 5.4℄. Elle sera 
ompl�et�ee dans le Chapitre 5.

D�e�nition 2.3.7 (Uni�
ation)
Soient g1 et g2 deux termes-graphes 
ompatibles.
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{ Deux termes-graphes 
ompatibles g1 et g2 sont uni�ables ssi il existe un homomorphisme
h : L!M o�u L et M sont deux graphes tels que (1) g1 � g2 soit un sous-graphe de L
et (2) h(g1) = h(g2). Un tel homomorphisme h : L!M est appel�e uni�
ateur de g1 et
g2.

{ On dit qu'un homomorphisme h : L!M est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g1 et g2
ssi L et M sont deux graphes tels que (1) L = g1 � g2, (2) h(g1) = h(g2) et (3) pour
tout uni�
ateur h0 : L0 !M 0 de g1 et g2, il existe un homomorphisme � : h(g1 � g2)!
h0(g1 � g2).

3

Exemple 2.3.8 Soient L1 = n1 :f(n2 :a,n3 :x) et L2 = m1 :f(m2 :y,m3 :s(m4 :a))

deux termes-graphes 
ompatibles. On 
onstate dans la Figure 2.5 qu'il existe un graphe M =
p1 :f(p2 :a,p3 :s(p4 :a)) et deux homomorphismes h1 : L1 ! M et h2 : L2 ! M . Par

ons�equent, il existe un graphe g = M �M = p1 :f(p2 :a,p3 :s(p4 :a)) + p1 et un
homomorphisme � : (L1 � L2)! g tels que �(L1) = �(L2). Autrement dit, (1) L1 et L2 sont
uni�ables et (2) � : (L1 � L2)! g est un uni�
ateur.

n1 :f m1 :f
h2h1

n3 :xn2 :a m2 :y m3 :s

m4 :aL1

p1 :f

p2 :a p3 :s

p4 :aM L2

'

q1 :f

q3 :s

q2 :a M 0

h0
1 h0

2

Fig. 2.5:

Consid�erons maintenant le graphe g0 = M 0 �M 0 = q1 :f(q2 :a,q3 :s(q2)) + q1 et
l'homomorphisme �0 : (L1�L2)! g0 (
f. Figure 2.5). Comme �0(L1) = �0(L2), on d�eduit que
�0 est aussi un uni�
ateur de L1 et L2. On remarque aussi qu'il existe un homomorphisme
� : g ! g0. Don
 �0 est un uni�
ateur \moins g�en�eral" que �. En fait, M est un arbre, don

on d�eduit que � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de L1 et L2. 2

2.4 Appli
ation d'un homomorphisme sur un graphe

Nous nous int�eressons maintenant �a la notion d'appli
ation d'un homomorphisme h : g1 !
g2 sur un graphe g, que l'on note h[g℄. Au niveau des termes, 
e 
al
ul 
orrespond �a l'ap-
pli
ation �(t) de l'extension d'une substitution � sur un terme t. Cal
uler h[g℄ 
onsiste �a
substituer, dans g, tous les sous-graphes 
ommuns entre g et g1 par les sous-graphes 
orres-
pondants dans g2. On r�ealise 
e
i ave
 une redire
tion de pointeurs.
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Exemple 2.4.1 Consid�erons les graphes G, L et R de la Figure 2.6 (a). Nous avons vu dans
l'Exemple 2.3.1 qu'il existe un homomorphisme � : L! Gjn2. Cal
uler �[R℄ 
onsiste �a rem-

n4 :a

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

n4 :a

�

(b) Evaluation de �[R℄

G

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

L R

�

G

(a) Filtrage de L sur Gjn2 ave
 l'homomorphisme �

L �[R℄l5 :y

l5 :y

Fig. 2.6:

pla
er tous les sous-graphes 
ommuns entre R et L par leurs sous-graphes 
orrespondants dans
Gjn2. I
i, R et L partagent les sous-graphes l3 :x et l4 :s(l5 :y) dont les images par � sont
respe
tivement n4 :a et n3 :s(n4 :a). Aussi, �[R℄ = r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4)))

(
f. Figure 2.6 (b)). 2

Pour donner une d�e�nition formelle de l'appli
ation d'un homomorphisme sur un graphe,
il faut prendre des pr�e
autions. Tout d'abord, il peut arriver que h[g℄ ne soit pas un graphe :

Exemple 2.4.2 Soient g = p1 :A(n1 :B(n2 :X),m1 :C(p2 :Y)) et h : g1 ! g2 l'homo-
morphisme tel que g1 = n1 :B(n2 :X) et g2 = m1 :B(m2 :Y). Cal
uler h[g℄ 
onsiste �a
rempla
er dans g le sous-graphe n1 :B(n2 :X) par m1 :B(m2 :Y). Nous obtenons h[g℄ =
p1 :A(m1 :B(m2 :Y),m1 :C(p2 :Y)). h[g℄ n'est pas un graphe puisque le n�ud m1 a deux
�etiquettes dis
tin
tes B et C. De plus, la variable Y est l'�etiquette de deux n�uds di��erents m2
et p2. 2

Ensuite, nous avons vu dans l'Exemple 2.2.9 que l'�evaluation d'un rempla
ement pouvait
avoir des e�ets de bord surprenants. Il en est de même pour le 
al
ul de h[g℄ :
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Exemple 2.4.3 Soient g1 = n :X et g2 = p :B(n :X) deux graphes. Il existe un homomor-
phisme h : g1 ! g2. Cal
ulons h[g1℄ : le seul sous-graphe que partage g1 ave
 lui-même est
lui-même, don
 h[g1℄ = g1[n g2℄. Le le
teur peut v�eri�er que g1[n g2℄ = p :B(p). I
i, h
est un homomorphisme allant de g1 vers g2, mais h[g1℄ 6= g2. 2

En�n, la d�e�nition du 
al
ul de h[g℄ ave
 des rempla
ements peut pr�esenter un autre in-

onv�enient : le r�esultat du rempla
ement de plusieurs sous-graphes par d'autres peut d�ependre
de l'ordre dans lequel on e�e
tue 
es rempla
ements.

Exemple 2.4.4 Soient g1 = n1 :X + n2 :Y, g2 = m1 :B(n2 :Y) + m2 :A et h : g1 ! g2
l'homomorphisme tel que h(n1) = m1 et h(n2) = m2. Soit g = p1 :C(n1 :X,n2 :Y). Les
sous-graphes que partagent g et g1 sont n1 :X et n2 :Y. Le le
teur peut rempla
er n1 :X

par m1 :B(n2 :Y) dans un premier temps, puis n2 :Y par m2 :A dans un deuxi�eme temps.
Le graphe h[g℄ serait alors p1 :C(m1 :B(m2 :A),m2). Le le
teur peut aussi faire l'inverse,

'est-�a-dire rempla
er n2 :Y par m2 :A dans un premier temps puis n1 :X par m1 :B(n2 :Y)

dans un deuxi�eme temps. Le graphe h[g℄ serait alors p1 :C(m1 :B(n2 :Y),m2 :A). Ces deux
r�esultats sont 
lairement di��erents. 2

Apr�es avoir relev�e plusieurs probl�emes pos�es par l'appli
ation d'un homomorphisme sur
un graphe, nous en donnons une d�e�nition formelle. Nous 
ommen�
ons ave
 la notion de
fronti�ere entre deux graphes qui d�e�nit l'ensemble des n�uds o�u nous devrons ensuite faire
des redire
tions de pointeurs.

D�e�nition 2.4.5 (Fronti�ere)
Soient g et g1 deux graphes 
ompatibles. On appelle fronti�ere de g ave
 g1 l'ensemble

B(g; g1) = fp 2 (Ng \Ng1) j p 2 Rootsg ou 9q 2 (Ng �Ng1); p 2 Sg(q)g

3

Exemple 2.4.6 Dans la Figure 2.6 (a), B(R;L) = fl3; l4g. 2

Pour �eviter les probl�emes pr�esent�es dans les exemples pr�e
�edents, nous introduisons la
notion de 
ompatibilit�e d'un graphe ave
 un homomorphisme :

D�e�nition 2.4.7 (Compatibilit�e d'un graphe ave
 un homomorphisme)
Soient g un graphe et h : g1 ! g2 un homomorphisme.
On dit que g est 
ompatible ave
 h ssi :

1. g, g1 et g2 sont 
ompatibles deux �a deux.

2. B(g; g1) \Ng2 = ;.

3

Exemple 2.4.8 Dans la Figure 2.6 (a), on 
onstate que les graphes R, L et Gjn2 sont

ompatibles deux �a deux. De plus, nous avons vu que B(R;L) = fl3; l4g. Il est 
lair que
B(R;L) \ N(G

jn2) = ;. Don
 nous 
on
luons que R est 
ompatible ave
 l'homomorphisme

� : L ! Gjn2. Revenons maintenant sur les exemples probl�ematiques. L'Exemple 2.4.2 est
un 
as o�u g n'est pas 
ompatible ave
 g2, 
e qui viole la premi�ere 
ondition de 
ompatibi-
lit�e de g ave
 h : g1 ! g2. Quant aux Exemples 2.4.3 et 2.4.4, ils pr�esentent des 
as o�u
B(g; g1)\Ng2 6= ;, 
e qui viole la se
onde 
ondition de 
ompatibilit�e de g ave
 h : g1 ! g2. 2

Nous sommes prêts pour poser la d�e�nition suivante :
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D�e�nition 2.4.9 (Appli
ation d'un homomorphisme sur un graphe)
Soient g un graphe et h : g1 ! g2 un homomorphisme tels que g soit 
ompatible ave
 h. Soit
B = fp1; : : : ; pkg la fronti�ere entre g et g1. L'appli
ation de h sur g, not�ee h[g℄, est d�e�nie
par :

h[g℄ = g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pk  g2jh(pk)
℄

3

Exemple 2.4.10 Nous avons vu que le graphe R et l'homomorphisme � : L ! Gjn2 de la
Figure 2.6 �etaient 
ompatibles. De plus, B(R;L) = fl3; l4g. Don
, par d�e�nition, �[R℄ =
R[l3 Gj�(l3)℄[l4  Gj�(l4)℄, 
'est-�a-dire �[R℄ = R[l3 n4 :a℄[l4  n3 :s(n4 :a)℄ =
r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))). 2

Nous donnons 
i-dessous une preuve de bonne 
onstru
tion de h[g℄ :

Proposition 2.4.11 Soient g un graphe et h : g1 ! g2 un homomorphisme tels que g soit

ompatible ave
 h. Alors h[g℄ est un graphe d�e�ni de mani�ere unique. 3

Preuve : Soit fp1; : : : ; pkg = B(g; g1) la fronti�ere de g par rapport �a g1. Nous 
ommen�
ons par
montrer que l'expression g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pk  g2jh(pk)℄ d�e�nit bien un graphe. Pour 
ela, nous
prouvons par indu
tion la proposition P(i) suivante : g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pi  g2jh(pi)℄ d�e�nit un

graphe qui est 
ompatible ave
 g2.
P(1) est �evidente. En e�et, g et g2 sont 
ompatibles par hypoth�ese, don
 le rempla
ement g[p1  

g2jh(p1)℄ d�e�nit bien un graphe. De plus, B(g; g1) \ Ng2 = ;, puisque g est 
ompatible ave
 h par
hypoth�ese. Comme p1 2 B(g; g1), on en d�eduit que g[p1  g2jh(p1)℄ est 
ompatible ave
 g2 (i.e., g2
n'est pas modi��e par la redire
tion de pointeurs permettant de 
al
uler g[p1  g2jh(p1)℄).

Soit i 2 1::k � 1. Supposons que P(i) soit vraie. Puisque g2jh(pi+1) est un sous-graphe de g2 et que
g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pi  g2jh(pi)℄ est un graphe 
ompatible ave
 g2, g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pi  g2jh(pi)℄
est 
ompatible ave
 g2jh(pi+1). Don
 le rempla
ement g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pi+1  g2jh(pi+1)℄ est un
graphe. De plus, pi+1 n'est pas un n�ud de g2 puisque pi+1 2 B(g; g1) et B(g; g1) \ Ng2 = ;. Don

g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pi+1  g2jh(pi+1)℄ est 
ompatible ave
 g2.

Nous 
on
luons don
 que P(i) est vraie pour tout i 2 1::k. Don
 l'expression
g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pk  g2jh(pk)

℄ d�e�nit bien un graphe (qui est 
ompatible ave
 g2).

Nous montrons maintenant que h[g℄ est d�e�ni de mani�ere unique, 
'est-�a-dire que l'ordre dans

lequel sont faits les rempla
ements dans g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pk  g2jh(pk)℄ n'a au
une importan
e. pi
n'est pas un n�ud de g2jh(pj) pour tout pi; pj 2 B(g; g1) puisque B(g; g1) \ Ng2 = ;. Nous verrons

(Proposition 3.4.6) qu'�etant donn�e un graphe g, deux termes-graphes u1 et u2 et deux n�uds n1
et n2 tels que g, u1 et u2 soient 
ompatibles, si n1 =2 Nu2 et n2 =2 Nu1 , alors (g[n1  u1℄)[n2  

u2℄ = (g[n2  u2℄)[n1  u1℄. I
i, pi n'est pas un n�ud de g2jh(pj) pour tout pi; pj 2 B(g; g1) (puisque

B(g; g1) \ Ng2 = ;), don
 nous 
on
luons que l'ordre dans lequel sont faits les rempla
ements dans

g[p1  g2jh(p1)℄ : : :[pk  g2jh(pk)℄ n'a pas d'importan
e. 2

2.5 Substitutions

Ind�ependemment des homomorphismes, nous avons besoin des substitutions dans les Cha-
pitres 5 et 6 pour d�e�nir le 
al
ul de surr�edu
tion, sa 
oh�eren
e et sa 
ompl�etude.

D�e�nition 2.5.1 (Substitution)
Une substitution � est une fon
tion totale d'un ensemble V � X de variables vers un en-
semble de termes-graphes 
ompatibles deux �a deux. On d�e�nit le domaine de �, not�e D�,

omme l'ensemble des variables x telles que �(x) ne soit pas un graphe 
ompos�e d'un seul
n�ud �etiquet�e par la variable x. Par Id, nous d�esignons n'importe quelle substitution telle
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que D(Id) = ;. Nous d�e�nissons l'image de �, not�e I�, 
omme l'ensemble des variables du

odomaine de � : I� =

S
x2D� V�(x). On dit que � est idempotente ssi D� \ I� = ;. Etant

donn�e un ensemble V � X de variables, on d�e�nit la restri
tion de � �a V , not�ee �jV , 
omme
la substitution de domaine V \ D� telle que �jV (x) = �(x) pour tout x 2 V \ D�. 3

Exemple 2.5.2 Soit � la fon
tion telle que �(U) = n1 :A, �(V) = n2 :B(n1 :A), �(W) =
n3 :C(n4 :X) et �(Z) = n5 :Z. � est une substitution de domaine D� = fU; V; Wg et d'image
I� = fXg. La restri
tion de � �a fU; Vg est la substitution �jfU;Vg = fU 7! n1 :A; V 7!
n2 :B(n1 :A)g. 2

Nous nous int�eressons maintenant �a l'appli
ation d'une substitution sur un graphe. En
fait, une substitution est une sorte d'homomorphisme qui a�e
te les \variables" d'un graphe,

'est-�a-dire des sous-graphes r�eduits �a un n�ud �etiquet�e par une variable, ave
 des termes-
graphes. Aussi, nous d�e�nissons l'appli
ation d'une substitution � sur un graphe g 
omme
l'appli
ation d'un homomorphisme parti
ulier not�e h�;g, i.e., �(g) = h�;g[g℄.

D�e�nition 2.5.3 (Homomorphisme engendr�e par une substitution et un graphe)
Nous d�e�nissons l'homomorphisme engendr�e par une substitution � et un graphe g 
omme
l'homomorphisme h�;g : l�;g ! r�;g tel que :

1. Soit V = x1 : : : xp une 
hâ�ne des variables de Vg \D� = fx1; : : : ; xpg.

2. Soit N = n1 : : : np la 
hâ�ne des n�uds de g telle que Lg(ni) = xi pour tout i 2 1::p.

3. l�;g est le graphe gjN .

4. r�;g est le graphe �x2V �(x).

5. En�n, h�;g(n) = Root�(x) pour tout n 2 N tel que Lg(n) = x.

3

Exemple 2.5.4 Soient � = fU 7! n1 :A; V 7! n2 :B(n1 :A); W 7! n3 :C(n4 :X)g une sub-
stitution et g = p1 :D(n1 :A,p2 :U,p3 :V) un graphe. Nous voulons 
al
uler �(g). L'ho-

p1 :D

p2 :Un1 :A n2 :B

n1 :A

r�;g

p3 :V

g

h�;g
l�;g

Fig. 2.7:

momorphisme h�;g : l�;g ! r�;g est repr�esent�e dans la Figure 2.7 et d�e�ni 
omme suit :

1. Soient V = U:V et N = p2:p3.

2. l�;g = gjN = p2 :U + p3 :V.

3. r�;g = �x2V �(x) = n1 :A + n2 :B(n1).

4. h�;g(p2) = n1 et h�;g(p3) = n2.

2

Comme l'appli
ation d'un homomorphisme sur un graphe, l'appli
ation d'une substitution
sur un graphe est sujette �a 
aution. Aussi, nous introduisons la notion suivante :
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D�e�nition 2.5.5 (Compatibilit�e d'un graphe ave
 une substitution)
Soient g un graphe et � une substitution. On dit que g est 
ompatible ave
 � ssi :

1. � est idempotente : D� \ I� = ;.

2. g est 
ompatible ave
 �(x) pour tout x 2 D�.

3

Exemple 2.5.6 Consid�erons la substitution � et le graphe g de l'Exemple 2.5.4. D�\I� = ;
et g est 
ompatible ave
 �(U), �(V ) et �(W ), don
 g est 
ompatible ave
 �. 2

La premi�ere 
ondition de la d�e�nition pr�e
�edente peut surprendre le le
teur. En e�et,
il n'est pas n�e
essaire qu'une substitution soit idempotente pour l'appliquer sur un terme
du premier ordre. N�eanmoins, elle est n�e
essaire dans le 
adre des graphes pour �eviter les
probl�emes de mauvaise d�e�nition. De plus, elle n'est pas gênante en pratique puisqu'elle est
sous-ja
ente �a la plupart des r�esultats �etablis sur la surr�edu
tion de termes du premier ordre
(voir par exemple [MH92℄).

D�e�nition 2.5.7 (Appli
ation d'une substitution sur un graphe)
Soient g un graphe et � une substitution tels que g soit 
ompatible ave
 �. L'appli
ation de �
sur g, not�ee �(g), est d�e�nie par �(g) = h�;g[g℄. 3

Exemple 2.5.8 Consid�erons de nouveau la substitution � et le graphe g de l'Exemple 2.5.4.
Ave
 la d�e�nition de l'homomorphisme h�;g : l�;g ! r�;g, nous d�eduisons que �(g) = h�;g[g℄ =
p1 :D(n1 :A,n1,n2 :B(n1)). 2

Proposition 2.5.9 Soient g un graphe et � une substitution tels que g soit 
ompatible ave
 �.
Alors �(g) est un graphe d�e�ni de mani�ere unique. 3

Preuve : Nous montrons que g est 
ompatible ave
 h�;g : l�;g ! r�;g . Premi�erement, l�;g est un

sous-graphe de g, don
 l�;g est 
ompatible ave
 g. De plus, r�;g est une somme de �(x), et g (don


l�;g) est 
ompatible ave
 �(x) pour tout x 2 D� par 
ompatibilit�e de g ave
 �. Par 
ons�equent, g, l�;g
et r�;g sont 
ompatibles deux �a deux. Deuxi�emement, B(g; l�;g) est un ensemble de n�uds �etiquet�es

par des variables dans g et 
es variables sont dans D�. De plus, r�;g est une somme de �(x). Comme

g, l�;g et r�;g sont 
ompatibles deux �a deux et D� \ I� = ;, on en 
on
lut que B(g; l�;g) \N(r�;g) = ;.

Don
 g est 
ompatible ave
 h�;g 
e qui implique que �(g) = h�;g[g℄ est un graphe d�e�ni de mani�ere

unique d'apr�es la Proposition 2.4.11. 2

Nous d�e�nissons maintenant la 
omposition de deux substitutions :

D�e�nition 2.5.10 (Composition de substitutions)
Soient �1 et �2 deux substitutions telles que �1(x) soit 
ompatible ave
 �2 pour tout x 2 D�1.
La 
omposition de �1 ave
 �2, not�ee �2 Æ �1, est la substitution � telle que �(x) = �2(�1(x))
pour tout x 2 D�1 et �(x) = �2(x) pour tout x 2 (D�2 �D�1). 3

Exemple 2.5.11 Soient �1 = fX 7! n1 :B(n2 :U); Y 7! n3 :B(n4 :V)g et �2 = fU 7!
n5 :Ag. Le le
teur peut v�eri�er que �2 Æ �1 = fX 7! n1 :B(n5 :A); Y 7! n3 :B(n4 :V); U 7!
n5 :Ag. 2

Nous avons abord�e la notion d'homomorphisme engendr�e par une substitution et un graphe
dans la D�e�nition 2.5.7. Nous nous int�eressons 
i-dessous �a la notion duale de substitution
engendr�ee par un homomorphisme : �etant donn�e un homomorphisme h : g1 ! g2, on d�e�nit
la substitution �h qui lie les variables de g1 ave
 leurs valeurs dans g2 par h.



34 CHAPITRE 2. D�EFINITIONS ET PR�ELIMINAIRES

D�e�nition 2.5.12 (Substitution engendr�ee par un homomorphisme)
Soient g1 et g2 deux graphes 
ompatibles et h : g1 ! g2 un homomorphisme. Soit N l'ensemble
des n�uds �etiquet�es par des variables de g1 qui sont a�e
t�ees ave
 des termes-graphes de g2
par h et soit V l'ensemble des �etiquettes des n�uds de N :

N = fn 2 Ng1 j Lg1(n) 2 X et Lg2(h(n)) 6= Lg1(n)g et V = fLg1(n) j n 2 Ng

Nous d�e�nissons la substitution engendr�ee par l'homomorphisme h, not�ee �h, 
omme la sub-
stitution de domaine V telle que �h(x) = g2jh(n) pour tout n 2 N et pour tout x 2 V tels que
Lg1(n) = x. 3

Exemple 2.5.13 Consid�erons l'homomorphisme � : L ! Gjn2 de l'Exemple 2.3.1.
�� est d�e�nie par ��(u) = ��(v) = n4 :a. Le le
teur peut v�eri�er que ��(L) =
l1 :g(l2 :s(n4 :a),l4 :s(n4)) et �[L℄ = Gjn2 = n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3). Il est 
lair
que ��(L) et �[L℄ ne sont pas �egaux. En fait, on peut montrer qu'il existe un homomorphisme
� : ��(L)! �[L℄. 2

2.6 Pr�eordres et �egalit�es sur les graphes et les substitutions

Nous �nissons 
e 
hapitre de pr�eliminaires en faisant la liste des pr�eordres et des �egalit�es
d�e�nis sur les graphes et les substitutions que nous utiliserons dans la suite de 
ette th�ese.
Con
ernant les relations d'�egalit�es sur les graphes, nous avons d�ej�a utilis�e l'�egalit�e syn-

taxique = de deux graphes. Nous donnons 
i-dessous la d�e�nition de trois autres �egalit�es :
�egalit�e au renommage (des n�uds et des variables) pr�es � , �egalit�e au renommage des n�uds
pr�es � et bisimilarit�e

:
=.

On dit que deux graphes sont �egaux au renommage pr�es si on peut obtenir l'un �a partir
de l'autre en renommant ses n�uds et ses variables :

D�e�nition 2.6.1 (Egalit�e au renommage pr�es)
Deux graphes g1 et g2 sont �egaux au renommage (des n�uds et des variables) pr�es ssi il existe
un isomorphisme � : g1 ! g2. Nous �e
rirons alors g1 �� g2 ou simplement g1 � g2. 3

On dit que deux graphes sont �egaux au renommage des n�uds pr�es si on peut obtenir l'un
�a partir de l'autre en renommant ses n�uds uniquement (et pas ses variables). Pour d�e�nir for-
mellement 
ette notion d'�egalit�e, on introduit la notion (importante) de V-homomorphisme :

D�e�nition 2.6.2 (V-homomorphisme)
Soient g1 et g2 deux graphes et h : g1 ! g2 un homomorphisme. h est un V-homomorphisme

ssi pour tout n�ud n 2 Ng1 et toute variable x 2 Vg1 , si Lg1(n) = x, alors Lg2(h(n)) = x. 3

Exemple 2.6.3 Dans la Figure 2.8, il existe un homomorphisme h : g1 ! g2 mais h n'est pas
un V-homomorphisme par
e qu'il a�e
te la variable X de g3 ave
 n4 :A. Les homomorphismes
h0 : g1 ! g3 et h00 : g2 ! g4 sont, eux, des V-homomorphismes. 2

D�e�nition 2.6.4 (Egalit�e au renommage des n�uds pr�es)
Deux graphes g1 et g2 sont �egaux au renommage des n�uds pr�es ssi il existe un V-isomorphisme
� : g1 ! g2. Nous �e
rirons alors g1 �� g2 ou simplement g1 � g2. 3

Ave
 l'�egalit�e � , on ne peut 
hanger que les n�uds d'un graphe mais pas ses variables
(puisque l'isomorphisme utilis�e est un V-isomorphisme). L'�egalit�e au renommage des n�uds
pr�es ressemble �a l'�-
onversion dans le �-
al
ul [Bar84℄.
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n2 :X

g1

n3 :B

n4 :A

g2

n3 :B

n2 :X

g3

n1 :B

n2 :A

g4

n1 :B

Fig. 2.8:

Nous d�e�nissons maintenant la bisimilarit�e. Informellement, deux termes-graphes sont
bisimilaires s'ils repr�esentent le même arbre in�ni quand on les d�eplie. La bisimilarit�e est
appel�ee tree-equivalen
e dans [BvEG+87℄. La bisimilarit�e entre termes-graphes sans variable
fait l'objet d'une longue �etude dans [AK96℄. Notre d�e�nition est une 
ons�equen
e de leur
Th�eor�eme 3.9.

D�e�nition 2.6.5 (Bisimilarit�e)
Deux termes-graphes 
ompatibles g1 et g2 sont bisimilaires, not�e g1

:
= g2, ssi il existe un

graphe g ave
 deux ra
ines et un V-homomorphisme h : (g1�g2)! g tels que h(g1) = h(g2), ou
de mani�ere �equivalente, ssi il existe un terme-graphe g et deux V-homomorphismes h1 : g1 ! g
et h2 : g2 ! g. 3

Exemple 2.6.6 Dans la Figure 2.9, les termes-graphes g1 et g2 sont bisimilaires puisqu'il
existe un terme-graphe g et deux V-homomorphismes h1 : g1 ! g et h2 : g2 ! g. On
remarque qu'on obtient le terme in�ni t lorsqu'on d�eplie les graphes g1, g2 et g. 2

m :


q :x

p1 :


p2 :


q :x

h2

g1 g

h1






x 


x

x

g2 t

n1 :


n2 :


q :x

Fig. 2.9:

En fait, la notion de bisimilarit�e est la même que 
elle d'uni�
ation, sauf pour les variables
qui sont trait�ees 
omme des 
onstantes dans le 
as de la bisimilarit�e. Deux termes-graphes
ave
 des ensembles de variables di��erents ne peuvent pas être bisimilaires.

D�e�nition 2.6.7 (Pr�eordre sur les graphes)

Soient g1 et g2 deux graphes. On pose g1
:
� g2 ssi il existe une substitution � telle que

�(g1)
:
= g2. 3

Exemple 2.6.8 Soient g1 = n1 :B(n2 :X,n2) et g2 = m1 :B(m2 :A,m3 :A). On v�eri�e que
g1

:
� g2. En e�et, si � = fX 7! p :Ag, alors �(g1) = n1 :B(p :A,p)

:
= g2. 2

Nous �etendons maintenant les relations
:
� et

:
= d�e�nies sur les graphes aux substitutions.

D�e�nition 2.6.9 (Pr�eordre sur les substitutions)
Soient �1 et �2 deux substitutions et V un ensemble de variables. On dit que �1 est plus
g�en�erale que �2 sur V , not�e �1

:
� �2 [V ℄, ssi il existe une substitution � telle que � Æ �1(x)

:
=

�2(x) pour tout x 2 V . On omettra d'�e
rire l'ensemble V lorsque V = D�1. 3
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Exemple 2.6.10 Soient �1 = fU 7! n1 :B(n2 :X,n2); V 7! n3 :Ag et �2 = fU 7!

m1 :B(m2 :A,m3 :A); W 7! m4 :Ag. Il est fa
ile de v�eri�er que �1
:
� �2 [fUg℄. En e�et, soit

� = fX 7! p :Ag. Alors, � Æ �1(U) = n1 :B(p :A,p)
:
= �2(U). 2

D�e�nition 2.6.11 (Relation d'�equivalen
e sur les substitutions)
Soient �1 et �2 deux substitutions et V un ensemble de variables. On dit que �1 est bisimilaire

�a �2 sur V , not�e �1
:
= �2 [V ℄, ssi �1

:
� �2 [V ℄ et �2

:
� �1 [V ℄, 
'est-�a-dire, �1(x)

:
= �2(x) pour

tout x 2 V . 3



Chapitre 3

Graphes admissibles, r�e�e
riture et


on
uen
e

Dans les langages logi
o-fon
tionnels que nous 
onsid�erons, les donn�ees sont mod�elis�ees
�a l'aide de graphes 
y
liques et les programmes sont vus 
omme des syst�emes de r�e�e
riture
de graphes. L'�etude de 
es syst�emes fait l'objet d'une importante litt�erature (voir [SPvE93,
ET96, Roz97, EEKR99℄, entre autres). Ils sont utilis�es dans l'implantation des langages fon
-
tionnels [Pey87℄ 
omme par exemple CLEAN [PvE93℄ ou HOPS [Kah94℄.

Une premi�ere fa�
on d'utiliser un langage logi
o-fon
tionnel �a base de graphes 
onsiste en
l'�evaluation par r�e�e
riture d'expressions mod�elis�ees sous la forme de graphes 
y
liques. Cette
s�emantique op�erationnelle a plusieurs propri�et�es remarquables. Outre les gains en terme d'ex-
pressivit�e, d'espa
e et de temps de 
al
ul que nous avons vus dans le 
hapitre d'introdu
tion,
nous nous int�eressons aux \bonnes" propri�et�es du 
al
ul, en parti
ulier, la 
on
uen
e de la
relation de r�e�e
riture. Elle exprime le d�eterminisme de l'�evaluation d'une expression, l'uni
it�e
de la valeur d'une expression lorsque 
ette valeur existe.

Les syst�emes de r�e�e
riture de graphes que nous 
onsid�erons (
'est-�a-dire, les programmes)
peuvent être vus 
omme une extension naturelle des syst�emes de r�e�e
riture faiblement orthogo-
naux de termes ave
 
onstru
teurs. Ceux-
i sont 
on
uents dans le 
adre des termes [Hue80℄,
mais 
ette propri�et�e n'est pas pr�eserv�ee dans le 
adre des graphes 
y
liques. En e�et, le
syst�eme orthogonal form�e par les r�egles (R1) A(x) ! x et (R2) B(x) ! x induit une
relation de r�e�e
riture qui est 
on
uente sur les termes mais pas sur les graphes, 
omme le
montre l'exemple suivant [KKSV94℄ : le graphe n :A(B(n)) peut se r�e�e
rire en deux graphes
di��erents u :A(u) et v :B(v).

Ce syst�eme de r�e�e
riture n'est pas 
on
uent par
e qu'il utilise des r�egles e�ondrantes1,

'est-�a-dire des r�egles dont les membres droits sont r�eduits �a de simples variables. L'usage
de telles r�egles ne peut pas être interdit dans un langage de programmation. En e�et, la
plupart des fon
tions d'a

�es (
omme 
ar et 
dr sur les listes) sont d�e�nies �a l'aide de r�egles
e�ondrantes.

Dans 
e 
hapitre, nous mettons en �eviden
e une 
lasse de graphes dits admissibles qui
est stable par r�e�e
riture et sur laquelle la relation de r�e�e
riture que nous 
onsid�erons est

on
uente. Un graphe est admissible si ses 
y
les ne 
ontiennent pas d'op�eration d�e�nie.
Le graphe 
dr(n :
ons(0,n)) est un graphe admissible. Ce n'est pas le 
as du graphe
n :
dr(
ons(0,n)) puisque l'op�eration d�e�nie 
dr appartient �a un 
y
le.

1
ollapsing rules en anglais.
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Nous montrons de plus que la relation de r�e�e
riture est 
on
uente modulo la bisimila-
rit�e par rapport aux graphes admissibles. Autrement dit, une expression mod�elis�ee par deux
graphes admissibles \�equivalents" (bisimilaires) a une unique valeur (forme normale) lorsque

ette valeur existe. Nous aurons besoin de 
e r�esultat dans les Chapitres 5 et 6 traitant de la
surr�edu
tion de graphes.

L'ensemble de 
es r�esultats a fait l'objet de plusieurs publi
ations [EJ98a, EJ98b, EJ97
℄.
Quant aux d�etails te
hniques, ils se trouvent dans deux rapports [EJ97b, EJ98
℄.

Dans la se
tion suivante, nous d�e�nissons les graphes admissibles, les r�egles de r�e�e
riture
de graphes et des syst�emes de r�e�e
riture de graphes que nous �etudions dans 
ette th�ese. Nous
donnons la d�e�nition du pas de r�e�e
riture dans la Se
tion 3.2 et nous montrons la stabilit�e de
la 
lasse des graphes admissibles par r�e�e
riture. Nous faisons ensuite une liste de nos r�esultats

on
ernant la 
on
uen
e de la relation de r�e�e
riture dans la Se
tion 3.3. Les preuves de 
es
r�esultats sont donn�ees dans les Se
tions 3.4 et 3.5. Nous terminons 
e 
hapitre ave
 une �etude
su

inte de la 
on
uen
e dans un 
as parti
ulier de syst�emes de r�e�e
riture de graphes dits
faiblement admissibles ave
 bisimilarit�e.

3.1 Graphes admissibles et syst�emes de r�e�e
riture 
onsid�er�es

Pour des raisons aussi bien pratiques [O'D77℄ que th�eoriques [HH82℄, les langages
d�e
laratifs utilisent des signatures ave
 
onstru
teurs, 
'est-�a-dire des signatures o�u des fon
-
tions qu'on appelle les 
onstru
teurs, qui sont utilis�ees pour 
onstruire les donn�ees, sont
distingu�ees des fon
tions qu'on appelle les op�erations d�e�nies, qui sont utilis�ees pour 
al
uler
des informations sur les donn�ees et qui sont d�e
rites �a l'aide de r�egles de r�e�e
riture.

D�e�nition 3.1.1 (Signature ave
 
onstru
teurs)
Une signature ave
 
onstru
teurs � est un triplet hS; C;Di tel que S soit un ensemble de
sortes, C soit une famille S-indi
�ee d'ensembles de symboles de 
onstru
teurs et D soit une
famille S-indi
�ee d'ensembles d'op�erations d�e�nies telles que C \D = ; et hS; C [Di soit une
signature. 3

Exemple 3.1.2 Soit � = hS; C;Di la signature ave
 
onstru
teurs telle que S = f�1; �2g,
C = f
 : �1�2 ! �2; s : �1 ! �1; a : "! �1g et D = ff : �1�1 ! �2; g : �1�1 ! �1; h : �1�1 ! �1g.
2

Comme nous faisons la distin
tion entre les op�erations d�e�nies et les symboles 
onstru
-
teurs dans une signature, on peut d�e�nir di��erentes sortes de n�uds dans un graphe :

D�e�nition 3.1.3 Soit g un graphe d�e�ni sur une signature ave
 
onstru
teurs. Un n�ud
n 2 Ng est un n�ud fon
tionnel (resp. 
onstru
teur, variable) si n est �etiquet�e ave
 une
op�eration d�e�nie (resp. un symbole 
onstru
teur, une variable) dans g. On dit que g est un
terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle (resp. 
onstru
teur) si Rootg est un n�ud fon
tionnel
(resp. 
onstru
teur). 3

Exemple 3.1.4 Supposons que les graphes de la Figure 3.1 soient d�e�nis sur la signature �
de l'Exemple 3.1.2 o�u g est une op�eration d�e�nie, 
, s et a sont des symboles 
onstru
teurs
et x et y sont des variables. Le n�ud n1 est un n�ud 
onstru
teur, le n�ud l1 est un n�ud
fon
tionnel et les n�uds l3 et l4 sont des n�uds variables. G est un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur et L est un terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle. 2
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n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a l3 :x

r1 :s

r2 :g

l5 :y

l2 :s

l1 :g

l4 :s

G L R

Fig. 3.1:

Dans 
ette th�ese, nous 
onsid�erons la r�e�e
riture et la surr�edu
tion de 
ertains graphes
qu'on appelle des graphes admissibles. Les termes-graphes admissibles 
orrespondent, sur le
plan de la programmation imp�erative, �a des appels imbriqu�es de fon
tions dont les param�etres
sont des graphes 
y
liques 
onstru
teurs mod�elisant les stru
tures de donn�ees 
lassiques.

D�e�nition 3.1.5 (Graphes admissibles et graphes 
onstru
teurs)
Un graphe g est un graphe admissible si il n'existe pas de 
hemin allant d'un n�ud fon
tionnel
de g vers lui-même : Pour tout n 2 Ng, si Lg(n) 2 D, alors nkn (i.e., Pathsg(n; n) = ;).
g est un graphe 
onstru
teur si g n'a pas de n�ud fon
tionnel : Pour tout n 2 Ng, Lg(n) 2 C
ou Lg(n) 2 X . Un graphe 
onstru
teur est n�e
essairement admissible. 3

Exemple 3.1.6 Le grapheG de la Figure 3.1 est un terme-graphe admissible mais z :g(z,z)

et z :g(n :s(z),n) n'en sont pas (puisque g est une op�eration d�e�nie appartenant �a un

y
le). 2

Nous distinguons 
i-dessous 
ertains termes-graphes admissibles qu'on appelle des motifs2

et qui sont n�e
essaires pour d�e�nir les r�egles de r�e�e
riture :

D�e�nition 3.1.7 (Motif)
Un terme-graphe admissible g est un motif ssi :

1. Tous les n�uds de g sont soit des n�uds 
onstru
teurs soit des n�uds variables, sauf
la ra
ine qui est un n�ud fon
tionnel : Pour tout n 2 Ng, Lg(n) 2 D () n = Rootg.

2. g a une stru
ture d'arbre, i.e., il existe au plus un 
hemin de Rootg vers n'importe
quel n�ud de g : Pour tout n 2 Ng, si n = Rootg alors Pathsg(Rootg; n) = ;, sinon si
n 6= Rootg alors 
ardinal(Pathsg(Rootg; n)) = 1.

3

Exemple 3.1.8 Dans la Figure 3.1, le graphe L est un motif. Le terme-graphe p :B(q :X,q)

n'est pas un motif puisqu'il existe deux 
hemins allant de p vers q. En fait, un motif est un
terme-graphe 
orrespondant �a un terme du premier ordre lin�eaire ne 
ontenant qu'une seule
o

uren
e d'op�eration d�e�nie situ�ee �a la ra
ine. 2

La d�e�nition qui suit introduit la notion de r�egle de r�e�e
riture admissible. Ces r�egles sont
d�e�nies de sorte que l'ensemble des graphes admissibles soit stable par rapport �a la relation
de r�e�e
riture qu'elles induisent (Th�eor�eme 3.2.8).

2pattern en anglais.
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D�e�nition 3.1.9 (R�egle de r�e�e
riture admissible)
Une r�egle de r�e�e
riture est un graphe ave
 deux ra
ines not�e l! r [BvEG+87℄. l (resp. r) est
un terme-graphe qu'on appelle le membre gau
he (resp. membre droit) de la r�egle. Une r�egle
e0 est une variante d'une autre r�egle e ssi e0 est obtenue �a partir de e en renommant toutes
les variables et tous les n�uds (i.e., e � e0 et tous les n�uds et toutes les variables de e0 sont
nouveaux).
Une r�egle de r�e�e
riture l! r est dite admissible ssi :

1. l est un motif.

2. r est un terme-graphe admissible.

3. l n'est pas un sous-graphe de r.

4. Vr � Vl.

On dit que deux r�egles admissibles sont superposables si leurs membres gau
hes s'uni�ent. 3

Exemple 3.1.10 Le graphe L! R de la Figure 3.1 montre un exemple de r�egle admissible.
Des r�egles non admissibles sont utilis�ees dans les Exemples 3.2.9 et 3.3.6. On remarque que les
variables apparaissant dans une r�egle de r�e�e
riture sont toujours partag�ees entre le membre
gau
he et le membre droit (par d�e�nition des graphes). 2

Nous sommes prêts pour d�e�nir les syst�emes de r�e�e
riture de graphes qui sont �etudi�es
dans la suite :

D�e�nition 3.1.11 (Syst�emes de r�e�e
riture 
onsid�er�es)
Un syst�eme de r�e�e
riture de graphes ave
 
onstru
teurs (
GRS3) est un 
ouple SP = h�;Ri
tel que � soit une signature ave
 
onstru
teurs et R soit un ensemble de r�egles de r�e�e
riture
admissibles.
On dit que SP est un syst�eme de r�e�e
riture admissible (AGRS4) ssi pour toute r�egle distin
te
R1 et R2 de R, R1 et R2 ne sont pas superposables.
On dit que SP est un syst�eme de r�e�e
riture faiblement admissible (WAGRS5) ssi R est un
ensemble de r�egles telles que si l1 ! r1 et l2 ! r2 sont deux r�egles superposables, alors leurs
membres droits instan
i�es sont �egaux au renommage des n�uds pr�es, i.e., si il existe un graphe
admissible g et un homomorphisme h : (l1 � l2)! g tel que h(l1) = h(l2), alors h[r1℄ � h[r2℄.
3

Exemple 3.1.12 Soit � la signature ave
 
onstru
teurs de l'Exemple 3.1.2. Consid�erons les
r�egles de r�e�e
riture suivantes (
f. Figure 3.2) :

(R1) l1:f(l2:a,l3:x) -> r1:
(l3:x,r1)

(R2) l1:f(l2:x,l3:s(l4:a)) -> r1:
(r2:s(r3:a),r1)

(R3) l1:g(l2:a,l3:x) -> r1:s(l2:a)

(R4) l1:g(l2:x,l3:a) -> r1:s(l2:x)

(R5) l1:g(l2:s(l3:x),l4:s(l5:y)) -> r1:s(r2:g(l3:x,l4:s(l5:y)))

(R6) l1:h(l2:x,l3:y) -> r1:h(l3:y,l2:x)

Soient R1 = fR1; R3; R5; R6g et SP1 = h�;R1i. Comme les r�egles de R1 ne sont pas
superposables deux �a deux, SP1 est un AGRS.

Posons maintenant R2 = fR1; R2; R3; R4; R5; R6g et SP2 = h�;R2i. Les r�egles R1 et R2

(resp. R3 et R4) sont superposables et leurs membres droits instan
i�es sont �egaux au renom-
mage des n�uds pr�es. Don
 SP2 est un WAGRS. 2

3Constru
tor-based Graph Rewriting System en anglais.
4Admissible Graph Rewriting System en anglais.
5Weakly Admissible Graph Rewriting System en anglais.
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r1 :h

l2 :x

l1 :h

l3 :y

R6

l3 :x l5 :y

r1 :s

l2 :s

l1 :g

l4 :s r2 :g

r1 :


l2 :a

l1 :f

l3 :x

R1

r1 :s

l2 :a

l1 :g

l3 :x

R3

r1 :
l1 :f

l4 :a

l3 :sl2 :x r2 :s

r3 :a

R2

r1 :s

l2 :x

l1 :g

l3 :a

R4R5 R1 R2

Fig. 3.2:

3.2 Pas et relation de r�e�e
riture

R�e�e
rire un graphe se fait en deux �etapes [BvEG+87℄. Tout d'abord, on 
al
ule le �ltre
entre le membre gau
he d'une r�egle et un sous-graphe du graphe �a r�e�e
rire ; ensuite, on
rempla
e 
e sous-graphe par le membre droit instan
i�e de la r�egle.

D�e�nition 3.2.1 (Pas de r�e�e
riture)
Soient SP = h�;Ri un 
GRS, g1 et g2 deux graphes, R une r�egle de r�e�e
riture de R et p un
n�ud de g1. On dit que g1 se r�e�e
rit en g2 au n�ud p ave
 la r�egle R, not�e g1 ![p;R℄ g2, ssi :

1. Il existe une variante l! r de R et un homomorphisme h : l ! g1jp (tels que l �ltre g1
au n�ud p ave
 l'homomorphisme h).

2. g2 = g1[p h[r℄℄.

Dans 
e 
as, on dit que g1jp est un r�edex de g1 de ra
ine p. 3

Exemple 3.2.2 Reprenons les Figures 2.6 page 29 et 2.2 page 2.2 et montrons le pas de
r�e�e
riture du graphe G ave
 la r�egle L! R au n�ud n2 :

1. Filtrage (Figure 2.6 (a)) : On "projette" le membre gau
he de la r�egle, L, sur le sous-
graphe du graphe �a r�e�e
rire, Gjn2. Le �ltre est un homomorphisme � : L! Gjn2.

2. On instan
ie le membre droit de la r�egle, R (Figure 2.6 (b)) : Ce 
al
ul revient �a rem-
pla
er tous les sous-graphes 
ommuns entre R et L, 
'est-�a-dire l3 :x et l4 :s(y), par
leurs images par �, 
'est-�a-dire n4 :a et n3 :s(n4 :a), respe
tivement. On note �[R℄ le
graphe qu'on obtient. Remarquons que la Figure 2.6 (b) 
orrespond �a la Figure 2.2 (b)
(i.e., �[R℄ = D).

3. On rempla
e Gjn2 par �[R℄ dans G (Figure 2.2 (
) et (d)) : Pour 
al
uler 
e rempla-

ement, on redirige toutes les 
�e
hes pointant sur n2 (i
i, la premi�ere 
�e
he partant de
n1) vers la ra
ine de �[R℄, r1. On obtient le graphe H2 (Figure 2.2 (
)) �a partir de H1

(Figure 2.2 (b)). Pour �nir, il ne reste plus qu'�a faire l'�etape de garbage 
olle
tion. Le
graphe resultat, G0 = G[n2 D℄, est 
elui de la Figure 2.2 (d).

Nous obtenons don
 G![n2;R5℄ G
0 (voir Figure 3.3). 2
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n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :s

n4 :a

G G0

n1 :
 n5 :


r1 :s

r2 :g

n3 :s

n4 :a

[n2; R5℄

Fig. 3.3:

D�e�nition 3.2.3 (D�erivation de r�e�e
riture)

Soient SP un 
GRS. On note
�
! la fermeture r�e
exive et transitive de ! et on parle de

d�erivation (de r�e�e
riture) d'un graphe g1 vers un graphe g2 lorsque g1
�
! g2. On note

+
!

la fermeture transitive de !. En�n,
"
!6 d�enote la fermeture r�e
exive de ! et on dit qu'un

graphe g1 se r�e�e
rit en au plus un pas en un graphe g2 lorsque g1
"
! g2. 3

Exemple 3.2.4 Dans l'Exemple 3.2.2, nous avons vu que G ![n2;R5℄ G0 ave
 G0 =
n1 :
(r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))),n5 :
(n3,n1)). Le membre gau
he de la r�egle R3
(
f. Exemple 3.1.12 et Figure 3.2) �ltre G0 au n�ud r2. Don
 G0 se r�e�e
rit au n�ud r2 ave
 la
r�egle R3 en un graphe G00 ave
 G00 = n1 :
(r1 :s(r3 :s(n4 :a)),n5 :
(n3 :s(n4),n1))

(voir Figure 3.4). Par d�e�nition d'une d�erivation de r�e�e
riture, nous 
on
luons que G
�
! G00.

G0

n1 :
 n5 :


r1 :s

r2 :g

n3 :s

n4 :a

n1 :
 n5 :


r1 :s

r3 :s n3 :s

n4 :a

G00

[r2; R3℄

Fig. 3.4:

2

Dans les langages que nous 
onsid�erons, on �evalue une expression mod�elis�ee sous forme
d'un graphe 
y
lique par r�e�e
riture. On 
onsid�ere qu'on a 
al
ul�e la valeur d'une expression
lorsque les deux 
onditions suivantes sont r�eunies :

1. Le graphe qui repr�esente 
ette expression n'a plus de r�edex. On dit qu'il est sous forme
normale.

2. Le graphe obtenu est un graphe 
onstru
teur.

6Cette notation est introduite dans [Hue80℄. Dans [Klo92℄, elle se note !�.
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Cette derni�ere 
ondition est v�eri��ee dans la plupart des langages qui suivent une dis
ipline

onstru
teur. En e�et, une forme normale qui 
ontient des fon
tions d�e�nies (par exemple

ar(nil)) provoque une erreur d'ex�e
ution. On dit qu'un graphe est C-normalisable7 s'il
admet une forme normale 
onstru
teur.

D�e�nition 3.2.5 (Forme normale, C-normalisation)
Soient SP un 
GRS. Un terme-graphe admissible est sous forme normale s'il n'a pas de r�edex.
Un terme-graphe admissible g est C-normalisable s'il existe un graphe 
onstru
teur 
 et une
d�erivation de r�e�e
riture g

�
! 
. 3

Exemple 3.2.6 Le graphe G00 de l'Exemple 3.2.4 est un graphe 
onstru
teur. Don
 G00 est
sous forme normale. De plus, G00 est un graphe 
onstru
teur et G

�
! G00, don
 G est C-

normalisable. 2

Nous montrons 
i-dessous la bonne d�e�nition d'un pas de r�e�e
riture, 
'est-�a-dire que la
r�e�e
riture d'un graphe permet bien de 
al
uler un graphe.

Proposition 3.2.7 Soient SP = h�;Ri un 
GRS, g1 un graphe, l ! r une variante d'une
r�egle de r�e�e
riture R de R et p un n�ud de g1. Si l �ltre g1 au n�ud p, alors il existe un
graphe g2 tel que g1 ![p;R℄ g2. 3

Preuve : Soit h : l ! g1jp le �ltre de l sur g1 au n�ud p. Nous devons montrer que l'expression

g1[p  h[r℄℄ d�esigne un graphe. Montrons tout d'abord qu'on peut 
al
uler h[r℄. Par hypoth�ese, l, r

et g1 sont 
ompatibles deux �a deux. De plus B(l; r) � N(l�r) don
 B(l; r) \ N(g1jp)
= ;. On 
on
lut

don
 que h est 
ompatible ave
 r, et par 
ons�equent, h[r℄ est bien d�e�ni. Montrons maintenant que

g1 et h[r℄ sont 
ompatibles. Supposons que B(l; r) = fp1; : : : ; pkg. Par d�e�nition de l'appli
ation d'un

homomorphisme �a un graphe, h[r℄ = r[p1  (g1jp)jh(p1)
℄ : : :[pk  (g1jp)jh(pk)

℄. Le graphe pr�e
�edent

est 
ompos�e de n�uds de r et de sous-graphes de g1. Ces sous-graphes ne sont pas modi��es par les

redire
tions de pointeurs 
ar pi 2 N(l�r), don
 pi =2 Ng1 , pour tout i 2 1::k. Don
 h[r℄ est 
ompatible

ave
 g1, 
e qui nous permet de 
on
lure que g1[p h[r℄℄ peut être 
al
ul�e, i.e., que g2 peut être 
al
ul�e.

2

Pour �nir 
ette se
tion, nous montrons que l'ensemble des termes-graphes admissibles est
stable par r�e�e
riture ave
 des r�egles admissibles.

Theor�eme 3.2.8 Soient SP un 
GRS et g1 ![p;R℄ g2 un pas de r�e�e
riture. Si g1 est un
graphe admissible, alors g2 est un graphe admissible. 3

L'exemple suivant montre que 
ette proposition est fausse si les r�egles de r�e�e
riture utilis�ees
ne sont pas admissibles.

Exemple 3.2.9 La r�egle l1 :B(l2 :A,l3 :X) ! r1 :B(l1,r2 :A) n'est pas admissible
puisque la ra
ine de son membre gau
he est un n�ud de son membre droit, i.e., son
membre gau
he est un sous-graphe de son membre droit, et don
 la troisi�eme 
ondition de
la D�e�nition 3.1.9 n'est pas remplie. En utilisant 
ette r�egle, le le
teur peut v�eri�er que le
terme-graphe admissible n1 :B(n2 :A,n3 :A) se r�e�e
rit en r1 :B(r1,r2 :A). Ce dernier
graphe n'est pas admissible puisque l'op�eration d�e�nie B appartient �a un 
y
le. 2

Pour prouver le Th�eor�eme 3.2.8, nous �etablissons la proposition suivante qui donne une

ondition suÆsante pour qu'un graphe obtenu par rempla
ement d'un sous-graphe dans un
graphe admissible soit admissible.

7[SR93℄ parle de terme l�egal (legal term en anglais) dans le 
adre des termes du premier ordre C-normalisable.
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Proposition 3.2.10 Soient g un graphe admissible, p un n�ud de g et u un terme-graphe
admissible tels que g et u soient 
ompatibles. Si p =2 Nu, alors g[p  u℄ est un graphe
admissible. 3

Preuve : Puisque p n'est pas un n�ud de u, il n'existe pas de 
hemin allant de Rootu vers p dans

le graphe g � u. Don
 la redire
tion de pointeurs de p vers Rootu utilis�ee pour 
al
uler g[p  u℄ ne

modi�e pas u pour 
r�eer un 
y
le passant par un n�ud fon
tionnel dans g � u. Don
 g[p u℄ est un

graphe admissible. 2

Preuve du Th�eor�eme 3.2.8 : Soit h : l ! g1jp. Pour montrer que g1[p  h[r℄℄ est un graphe

admissible, il suÆt de montrer que p =2 Nh[r℄, d'apr�es la Proposition 3.2.10. Supposons que B(l; r) =

fp1; : : : ; pkg. Alors h[r℄ = r[p1  (g1jp)jh(p1)
℄ : : :[pk  (g1jp)jh(pk)

℄. Le graphe pr�e
�edent est 
ompos�e

de n�uds de r et de sous-graphes de g1 qui ne sont pas modi��es par les redire
tions de pointeurs

(puisque pi =2 Ng1 pour tout i 2 1::k). p n'est pas un n�ud de r puisque p 2 Ng1 et Ng1 \ Nr = ;.

Don
 si p apparâ�t dans h[r℄, alors p est un n�ud de (g1jp)jh(pi)
pour un i donn�e. Autrement dit,

h(pi) � p dans g1. De plus, nous aÆrmons que p � h(pi) dans g1. En e�et, 
omme pi 2 B(l; r), pi est

un n�ud de l, don
 Rootl � pi (dans l). Comme h est un homomorphisme, h(Rootl) � h(pi) dans g1,

et 
omme h(Rootl) = p, nous en d�eduisons que p � h(pi) dans g1. Nous avons don
 h(pi) � p et

p � h(pi) dans g1. Or p est un n�ud fon
tionnel de g1 et g1 est un graphe admissible. Don
 il n'y

a pas de 
y
le sur p dans g1. Par 
ons�equent, h(pi) = p. h : l ! g1jp est un homomorphisme, don


h(Rootl) = p et pour tout n 2 Nl tel que n 6= Rootl, h(n) 6= p (sinon il existerait un 
y
le sur p dans

g1). Don
 si h(pi) = p = h(Rootl), alors pi = Rootl. Pourtant, pi 2 B(l; r) et Rootl =2 Nr par d�e�nition

d'une r�egle admissible, don
 pi 6= Rootl. On en 
on
lut que p ne peut pas être un n�ud de h[r℄. Par


ons�equent, g1[p h(r)℄ est un graphe admissible, d'apr�es la Proposition 3.2.10. 2

3.3 Con
uen
e et 
on
uen
e modulo la bisimilarit�e

La 
on
uen
e est une des prin
ipales propri�et�es des relations de r�e�e
riture : elle exprime
le d�eterminisme des 
al
uls e�e
tu�es, l'uni
it�e du r�esultat d'un 
al
ul lorsqu'il termine. Ce
probl�eme, abord�e pour la premi�ere fois dans [CR36℄, a fait l'objet de nombreuses �etudes
(voir [Klo92℄) dont deux �etapes essentielles furent [New42℄ et [KB70℄. Malheureusement, 
es
�etudes ne s'�etendent pas imm�ediatement aux graphes 
y
liques, 
omme nous l'avons remarqu�e
en introdu
tion de 
e 
hapitre. Dans 
ette se
tion, nous �etablissons que la r�e�e
riture des
graphes admissibles est 
on
uente.

D�e�nition 3.3.1 (Con
uen
e)
Soit SP un 
GRS. On dit que la relation de r�e�e
riture ! est 
on
uente (au renommage des

n�uds pr�es) par rapport aux termes-graphes admissibles si pour tout terme-graphe admissible

g1, g2, g
0
1 et g

0
2 tels que g1 et g2 soient �egaux au renommage des n�uds pr�es (g1 � g2), g1

�
! g01

et g2
�
! g02, il existe deux termes-graphes admissibles g001 et g002 tels que g01

�
! g001 , g

0
2

�
! g002 et

g001 � g002 (
f. Figure 3.5). 3

Remarque 3.3.2 Dans les �gures, une ligne 
ontinue repr�esente une hypoth�ese alors qu'une
ligne en pointill�es repr�esente une 
on
lusion. 3

Dans [KKSV94℄, il est prouv�e que la relation de r�e�e
riture engendr�ee par les syst�emes de
r�e�e
riture orthogonaux de graphes (don
 en parti
ulier les syst�emes de r�e�e
riture admissibles)
est 
on
uente modulo l'�equivalen
e de 
ertains graphes dits hyper-e�ondrants8 ; un graphe
est hyper-e�ondrant s'il se r�e�e
rit en un pas en lui-même (i.e., g ! g).

8hyper
ollapsing graphs en anglais.
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g1 g2�

g00
1 � g00

2

g0
2g0

1

��

��

Fig. 3.5:

Exemple 3.3.3 Soient g = n1 :A(n2 :B(n1)) un terme-graphe et S1 et S2 les deux r�egles
suivantes :

(S1) l1:A(l2:X) -> l2:X

(S2) l3:B(l4:Y) -> l4:Y

g se r�e�e
rit en deux termes-graphes distin
ts g1 = n2 :B(n2) (ave
 la r�egle S1) et g2 =
n1 :A(n1) (ave
 la r�egle S2). g1 (resp. g2) se r�e�e
rit uniquement en lui-même ave
 la r�egle
S2 (resp. S1). Don
 g1 et g2 sont des graphes hyper-e�ondrants. Il est 
lair que la relation
de r�e�e
riture n'est pas 
on
uente, mais elle est 
on
uente modulo l'�equivalen
e des graphes
hyper-e�ondrants. On note que le graphe initial g n'est pas admissible. 2

Nous ne nous int�eressons pas �a la 
on
uen
e modulo l'�equivalen
e des graphes hyper-
e�ondrants dans 
ette th�ese. Nous obtenons le r�esultat suivant :

Theor�eme 3.3.4 Soit SP un WAGRS. Alors la relation de r�e�e
riture ! est 
on
uente (mo-
dulo � ) par rapport aux termes-graphes admissibles. 3

Le Th�eor�eme 3.3.4 est prouv�e dans la Se
tion 3.4. Dans [AK96℄, tout syst�eme de r�e�e
riture
de graphes sans r�egle superposable mais dont les membres gau
hes sont �eventuellement non
lin�eaires est 
on
uent. Toutefois, 
e r�esultat (surprenant) est �etabli pour une relation de
r�e�e
riture parti
uli�ere qui est di��erente de 
elle que nous 
onsid�erons i
i. Citons aussi [Plu94℄
qui propose une d�e�nition des pairs 
ritiques dans le 
adre des syst�emes de r�e�e
riture de
graphes a
y
liques, puis qui donne un 
rit�ere permettant de d�e
ider la 
on
uen
e de la relation
de r�e�e
riture lorsqu'elle est n�th�erienne (i.e., terminante).

Nous posons maintenant le probl�eme de la 
on
uen
e modulo la bisimilarit�e. Nous aurons
besoin de 
e r�esultat dans le Chapitre 6.

D�e�nition 3.3.5 (Con
uen
e modulo la bisimilarit�e)
Soit SP un 
GRS. On dit que la relation de r�e�e
riture ! est 
on
uente modulo la bisimila-

rit�e
:
= par rapport aux termes-graphes admissibles si pour tout terme-graphe admissible g1,

g2, g
0
1 et g

0
2 tels que g1

:
= g2, g1

�
! g0

1 et g2
�
! g0

2, il existe deux termes-graphes admissibles g00
1

et g00
2 tels que g0

1
�
! g00

1 , g
0
2

�
! g00

2 et g00
1

:
= g00

2 (
f. Figure 3.6). 3

g1 g2:
=

g00
1

:
= g00

2

g0
2g0

1

��

��

Fig. 3.6:
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Notons que si les membres gau
hes des r�egles ne sont pas des arbres, alors la 
on
uen
e
de la r�e�e
riture modulo la bisimilarit�e n'est pas assur�ee :

Exemple 3.3.6 Consid�erons les termes-graphes admissibles g1 = n1 :B(n2 :A,n2) et g2 =
m1 :B(m2 :A,m3 :A) et la r�egle l1 :B(l2 :X,l2) ! l2 :X. g1 se r�e�e
rit �a la ra
ine en g0

1 =
n2 :A alors que le graphe g2 ne peut pas se r�e�e
rire. Comme g0

1 et g2 ne sont pas bisimilaires,
! n'est pas 
on
uente modulo

:
= par rapport aux termes-graphes admissibles. 2

Nous obtenons le r�esultat suivant :

Theor�eme 3.3.7 Soit SP un WAGRS. La relation de r�e�e
riture ! est 
on
uente modulo la
bisimilarit�e par rapport aux termes-graphes admissibles. 3

Le Th�eor�eme 3.3.7 est prouv�e dans la Se
tion 3.5. Le le
teur trouvera dans [AKP97℄ un

atalogue des propri�et�es de 
on
uen
e et de 
on
uen
e modulo la bisimilarit�e sur les termes-
graphes a
y
liques.

Une autre question int�eressante 
on
erne la 
on
uen
e de la relation de r�e�e
riture en-
gendr�ee par des 
GRS tels que les membres droits instan
i�es de deux r�egles superposables
soient bisimilaires (et don
 pas n�e
essairement �egaux au renommage des n�uds pr�es). Nous
aborderons 
e probl�eme dans la Se
tion 3.6.

3.4 Preuve de 
on
uen
e des WAGRS

Dans 
ette se
tion, nous prouvons le Th�eor�eme 3.3.4 :

Th�eor�eme 3.3.4 Soit SP un WAGRS. La relation de r�e�e
riture! est 
on
uente au renom-
mage des n�uds pr�es par rapport aux termes-graphes admissibles, i.e., pour tout terme-graphe
admissible g1, g2, g

0
1 et g

0
2 tels que g1 � g2, g1

�
! g0

1 et g2
�
! g0

2, il existe deux termes-graphes

admissibles g00
1 et g00

2 tels que g0
1

�
! g00

1 , g
0
2

�
! g00

2 et g00
1 � g00

2 (
f. Figure 3.5). 2

Nous 
ommen�
ons par faire une liste de propri�et�es te
hniques 
on
ernant les sous-graphes et
le rempla
ement. Ces propri�et�es s'inspirent de 
elles utilis�ees dans [Hue80℄ pour la preuve de

on
uen
e de la r�e�e
riture de termes. Toutefois, leurs utilisations dans notre 
adre d'�etude
requiert des pr�e
autions : nous avons vu que le r�esultat d'un rempla
ement pouvait parfois
être surprenant (
f. Exemple 2.2.9).

Propri�et�es de persisten
e

Nous 
ommen�
ons par �etablir deux propositions qui simpli�ent le 
al
ul d'un sous-graphe
dans un graphe obtenu par rempla
ement.

Proposition 3.4.1 (Persisten
e globale)
Soient g un graphe, u un terme-graphe 
ompatible ave
 g et n1 et n2 deux n�uds de g. Si il
n'existe pas de 
hemin de n2 vers n1 dans g et qu'il existe un 
hemin d'une ra
ine de g vers
n2 qui ne passe pas par n1, alors (g[n1  u℄)jn2 = gjn2 . Cette proposition s'applique dans le

as parti
ulier o�u n1kn2. 3

Preuve : Par hypoth�ese, il existe un 
hemin d'une ra
ine r de g vers n2 qui ne passe pas par n1. Don


n2 reste un n�ud de g[n1  u℄ (i.e., le 
hemin allant de r vers n2 n'est pas modi��e par la redire
tion de

pointeurs de n1 vers Rootu). De plus, il n'existe pas de 
hemin de n2 vers n1 dans g, i.e., n1 =2 N(gjn2 )
.
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Don
 gjn2 est un sous-graphe de g[n1  u℄ (i.e., gjn2 n'est pas modi��e par la redire
tion de pointeurs

de n1 vers Rootu). On en 
on
lut que (g[n1  u℄)jn2 = gjn2 . 2

Proposition 3.4.2 (Persisten
e lo
ale 9)
Soient g un graphe, u un terme-graphe 
ompatible ave
 g et n1 et n2 deux n�uds de g. Si
n1 =2 Nu et n2 2 Nu, alors (g[n1  u℄)jn2 = ujn2 . 3

Preuve : Par hypoth�ese, n1 =2 Nu, don
 u n'est pas modi��e par la redire
tion de pointeurs de n1

vers Rootu. De plus, n2 reste un n�ud de u dans g[n1  u℄ et par 
ons�equent, (g[n1  u℄)jn2 = ujn2 .

2

Propri�et�es 
on
ernant les doubles rempla
ements

Nous travaillons maintenant sur des propositions qui mettent en jeu des doubles rempla-

ements. Il apparâ�t qu'une expression telle que (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ n'est pas toujours bien
d�e�nie. En e�et, supposons que g soit un graphe 
ompatible ave
 deux termes-graphes u1 et
u2. Comme g est 
ompatible ave
 u1, on peut 
al
uler g[n1  u1℄. Mais 
e graphe peut ne
plus être 
ompatible ave
 u2.

Exemple 3.4.3 Soient g, u1 et u2 trois termes-graphes 
ompatibles tels que g =
n1 :A(n2 :B(n3 :C)), u1 = n4 :D et u2 = n5 :E(n2 :B(n3 :C)). Alors g[n3  u1℄ =
n1 :A(n2 :B(n4 :D)). Ce graphe n'est plus 
ompatible ave
 u2 puisque le n�ud n2 n'a pas
les mêmes su

esseurs dans g[n3 u1℄ et dans u2. Le probl�eme vient du fait que n3 apparâ�t
�a la fois dans g et dans u2. 2

Dans la proposition suivante, nous donnons une 
ondition suÆsante pour �eviter 
e
probl�eme.

Proposition 3.4.4 Soient g un graphe, n1 et n2 deux n�uds de g et u1 et u2 deux termes-
graphes tels que g, u1 et u2 soient 
ompatibles. Si n1 =2 Nu2 , alors g[n1  u1℄ et u2 sont

ompatibles, et don
 (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ est bien d�e�ni. 3

Preuve : Supposons que g[n1  u1℄ et u2 ne soient pas 
ompatibles alors que g, u1 et u2 le sont.

Par d�e�nition de la 
ompatibilit�e, il existe for
�ement un n�ud p 
ommun �a g[n1  u1℄ et �a u2 tel que

Sg�u1(p) = Su2(p) mais Sg[n1 u1℄(p) 6= Su2(p). Supposons que Sg�u1(p) = p1 : : : pk = Su2(p). Soit �

la redire
tion de pointeurs telle que �(n1) = Rootu1 et �(q) = q pour tout q 6= n1. Par d�e�nition d'un

rempla
ement, Sg[n1 u1℄(p) = �(p1) : : : �(pk). Puisque Su2(p) = p1 : : : pk et Sg[n1 u1℄(p) 6= Su2(p), il

existe i 2 1::k tel que �(pi) 6= pi. Aussi il existe i 2 1::k tel que pi = n1. Puisque Su2(p) = p1 : : : pk, on

en 
on
lut que n1 2 Nu2 . Don
 si n1 n'est pas un n�ud de u2, alors g[n1  u1℄ et u2 sont 
ompatibles.

2

Proposition 3.4.5 (Asso
iativit�e)
Soient g un graphe, n1 et n2 deux n�uds de g et u1 et u2 deux termes-graphes tels que g,
u1 et u2 soient 
ompatibles. Si n1 =2 Nu2 , alors (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ = (g[n2  u2℄)[n1  
(u1[n2  u2℄)℄. 3

Preuve : Soit E1 = (g[n1  u1℄)[n2  u2℄. Comme n1 =2 Nu2 , l'expression E1 est bien d�e�nie
(d'apr�es la Proposition 3.4.4). Soient �1 = fn1 7! Rootu1g et �2 = fn2 7! Rootu2g deux redire
tions
de pointeurs. On a : E1 = (�2(�1(g � u1 � u2)))j�2(�1(Rootsg)).

9Le mot Embedding est utilis�e dans [Hue80℄.



48 CHAPITRE 3. GRAPHES ADMISSIBLES, R�E�ECRITURE ET CONFLUENCE

Soit E2 = (g[n2  u2℄)[n1  (u1[n2  u2℄)℄. L'expression E2 est, elle aussi, bien d�e�nie 
ar si g et u1
sont 
ompatibles, alors g[n2  u2℄ et u1[n2  u2℄ restent 
ompatibles. Soit �3 = fn2 7! �2(Rootu1)g
une nouvelle redire
tion de pointeurs. On a : E2 = (�3(�2(g � u1 � u2)))j�3(�2(Rootsg)).

Pour montrer queE1 = E2, il suÆt don
 de montrer que �2(�1(p)) = �3(�2(p)) pour tout p 2 Ng�u1�u2 ,


e qui est trivial ave
 une analyse des di��erents 
as pour p. 2

Proposition 3.4.6 (Commutativit�e)
Soient g un graphe, n1 et n2 deux n�uds de g et u1 et u2 deux termes-graphes tels que
g, u1 et u2 soient 
ompatibles. Si n1 =2 Nu2 et n2 =2 Nu1 , alors (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ =
(g[n2  u2℄)[n1  u1℄. 3

Preuve : D'apr�es la Proposition 3.4.5 (Asso
iativit�e), (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ = (g[n2  u2℄)[n1  

(u1[n2  u2℄)℄, puisque n1 =2 Nu2 . Or n2 =2 Nu1 , don
 u1[n2  u2℄ = u1. Aussi, nous 
on
luons que

(g[n1  u1℄)[n2  u2℄ = (g[n2  u2℄)[n1  u1℄. 2

Proposition 3.4.7 (Dominan
e faible)
Soient g un graphe, n1 et n2 deux n�uds de g et u1 et u2 deux termes-graphes tels que g,
u1 et u2 soient 
ompatibles. Si n1 =2 Nu2 et tous les 
hemins allant d'une ra
ine de g vers n1
passent par n2, i.e., 8r 2 Rootsg;8C 2 Pathsg(r; n1); n2 2 C, alors (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ =
g[n2  u2℄. 3

Preuve : D'apr�es la Proposition 3.4.5 (Asso
iativit�e), (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ = (g[n2  u2℄)[n1  

(u1[n2  u2℄)℄, puisque n1 =2 Nu2 . Or n1 n'est pas un n�ud de g[n2  u2℄. En e�et, n1 n'est pas un

n�ud de u2 et tous les 
hemins allant d'une ra
ine de g vers n1 passent par n2, don
 n1 a �et�e �elimin�e par

le rempla
ement dans g[n2  u2℄. En 
ons�equen
e, (g[n2  u2℄)[n1  (u1[n2  u2℄)℄ = g[n2  u2℄,

et don
 (g[n1  u1℄)[n2  u2℄ = g[n2  u2℄. 2

Preuve de 
on
uen
e proprement dite

La proposition suivante �etablit que la r�e�e
riture de deux graphes �egaux au renommage
des n�uds pr�es 
onduit �a deux graphes �egaux au renommage des n�uds pr�es. La preuve est
�evidente.

Proposition 3.4.8 Soient SP un 
GRS et g1, g2 et g0
1 trois termes-graphes admissibles tels

que g1 � g2 et g1 ! g0
1 (resp. g1

�
! g0

1). Alors il existe un terme-graphe admissible g0
2 tel que

g2 ! g0
2 (resp. g2

�
! g0

2) et g
0
1 � g0

2 (
f. Figure 3.7). 3

* *

g0
2g0

1 g0
2g0

1� �

�g1 g2 g1 � g2

Fig. 3.7:

Le lemme 
i-dessous est un r�esultat 
l�e pour montrer le Th�eor�eme 3.3.4. Il �etablit que
si un terme-graphe admissible se r�e�e
rit de deux mani�eres di��erentes, alors les deux graphes
qu'on obtient peuvent se r�e�e
rire en un même troisi�eme (au renommage des n�uds pr�es).
Cette propri�et�e est presque la même que 
elle de sous-
ommutativit�e [Klo92℄.
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Lemme 3.4.9 Soient SP un WAGRS et g, g1 et g2 trois termes-graphes admissibles tels que
g ! g1 et g ! g2. Alors il existe deux termes-graphes admissibles g0

1 et g0
2 tels que g1

"
! g0

1,

g2
"
! g0

2 et g0
1 � g0

2 (
f. Figure 3.8). 3

g0
1 � g0

2

g2g1

"

g

"

Fig. 3.8:

Preuve : Soient g, g1 et g2 trois graphes admissibles tels que g ![n1; l1!r1℄ g1 et g ![n2; l2!r2℄ g2. Par
d�e�nition d'un pas de r�e�e
riture, il existe h1 : l1 ! gjn1 et h2 : l2 ! gjn2 tels que g1 = g[n1  h1[r1℄℄
et g2 = g[n2  h2[r2℄℄. Si n1 = n2, alors n�e
essairement h1[r1℄ � h2[r2℄ par d�e�nition d'un WAGRS et
don
 le lemme est vrai (i.e., g01 = g1 et g02 = g2). A partir de maintenant, nous supposons que n1 6= n2.
Nous 
onsid�erons deux 
as d�ependants des positions de n1 et n2 dans g : soit n1 et n2 sont disjoints
(i.e., n1kn2), soit il existe un 
hemin allant de n1 vers n2 (i.e., n1 � n2). Le 
as n2 � n1 est sym�etrique.

Cas 1 : n1 et n2 sont disjoints (n1kn2) :
D'apr�es la d�e�nition de g1, g1jn2 = (g[n1  h1[r1℄℄)jn2 . Puisque n1kn2, nous d�eduisons de la Pro-

position 3.4.1 (Persisten
e globale) que (g[n1  h1[r1℄℄)jn2 = gjn2 , i.e., g1jn2 = gjn2 . Par hypoth�ese,
h2 est un homomorphisme de l2 vers gjn2 , et 
omme gjn2 = g1jn2 , h2 est aussi un homomorphisme
de l2 vers g1jn2 , i.e., l2 �ltre g1 au n�ud n2 ave
 h2. Don
 g1 se r�e�e
rit ave
 la r�egle l2 ! r2 en
g01 = g1[n2  h2[r2℄℄, 
'est-�a-dire g01 = (g[n1  h1[r1℄℄)[n2  h2[r2℄℄. Pour les mêmes raisons, g2 se
r�e�e
rit en g02 = (g[n2  h2[r2℄℄)[n1  h1[r1℄℄ ave
 la r�egle l1 ! r1. Nous montrons maintenant que
g01 = g02. Pour 
ela, nous v�eri�ons que n1 n'est pas un n�ud de h2[r2℄ et que n2 n'est pas un n�ud de
h1[r1℄, 
e qui nous permet d'utiliser la Proposition 3.4.6 (Commutativit�e). Le graphe h2[r2℄ est 
om-
pos�e de n�uds de r2 et de n�uds qui sont introduits par h2, 
'est-�a-dire des n�uds de gjn2 (puisque
h2 est un homomorphisme de l2 vers gjn2). Par hypoth�ese, Ng \ Nr2 = ;, don
 n1 n'est pas un n�ud
de r2. De plus, n1 et n2 sont disjoints, don
 n2 6� n1 dans g, i.e., n1 n'est pas un n�ud de gjn2 . Nous
en d�eduisons que n1 n'est pas un n�ud de h2[r2℄. Ave
 un raisonnement similaire, on montre que n2

n'est pas un n�ud de h1[r1℄. Et don
, d'apr�es la Proposition 3.4.6, g01 = g02.
Cas 2 : Il existe un 
hemin de n1 vers n2 (n1 � n2) (
f. Figure 3.9) :

Comme n1 � n2, n2 est un n�ud de gjn1 . Par hypoth�ese, h1(l1) = gjn1 , don
 n2 est un n�ud de h1(l1).
l1 est un motif don
 tous ses n�uds sont 
ontru
teurs ou variables sauf sa ra
ine qui est fon
tionnelle.
Comme n2 est �etiquet�e par une fon
tion d�e�nie et que h1(Rootl1) = n1 6= n2, n2 est introduit dans le
graphe h1(l1) par h1 grâ
e �a une variable de l1. Autrement dit, il existe au moins un n�ud variable p1
de l1 tel que n2 soit un n�ud de gjh1(p1). Il peut exister d'autres n�uds variables 
omme p1 dans l1.
Aussi, nous d�e�nissons l'ensemble P = fp1; p2; : : : ; pkg des n�uds variables pi de l1 tels que n2 soit
un n�ud de gjh1(pi). Il y a deux sous-
as �a �etudier, selon que P \ Nr1 = ; ou que P \ Nr1 6= ;,

'est-�a-dire selon qu'il existe au moins un n�ud variable de P apparaissant dans le membre droit de
la r�egle l1 ! r1 ou pas.

Cas 2.1 : Il existe un n�ud pk 2 P tel que pk 2 Nr1 (P \ Nr1 6= ;) :
Ce sous-
as est repr�esent�e dans la Figure 3.9. Par d�e�nition de P , n2 est un n�ud de gjh1(pk). Par
hypoth�ese, pk est un n�ud variable de r1, don
 n2 est un n�ud du graphe h1[r1℄. Par 
ons�equent, n2

est un n�ud de g1 = g[n1  h1[r1℄℄.
Nous pr�etendons que g1jn2 = gjn2 . En e�et, n1 =2 Nh1[r1℄ et n2 2 Nh1[r1℄, don
 g1jn2 = (h1[r1℄)jn2

d'apr�es la Proposition 3.4.2 (Persisten
e lo
ale). Le graphe h1[r1℄ est 
ompos�e de n�uds de r1 et de
n�uds qui sont introduits par h1, 
'est-�a-dire des n�uds de gjn1 (puisque h1 est un homomorphisme
de l1 vers gjn1). Par hypoth�ese, Ng \ Nr1 = ;, don
 n2 n'est pas un n�ud de r1. Par 
ons�equent,
(h1[r1℄)jn2 est un sous-graphe de gjn1 , i.e., (h1[r1℄)jn2 = gjn2 . Nous en 
on
luons que g1jn2 = gjn2 .
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r1l1

�

�

���
p1 pk: : :

g

h1

n1

n2

��
h1(p1) h1(pk)

Fig. 3.9:

Par hypoth�ese, h2 est un homomorphisme de l2 vers gjn2 et nous avons montr�e que gjn2 = g1jn2 ,
don
 h2 est aussi un homomorphisme de l2 vers g1jn2 , i.e., l2 �ltre g1 au n�ud n2 ave
 h2. Aussi, g1
se r�e�e
rit ave
 la r�egle l2 ! r2 en g01 = g1[n2  h2[r2℄℄, 
'est-�a-dire g

0
1 = (g[n1  h1[r1℄℄)[n2  h2[r2℄℄.

Nous venons de d�e�nir g01 et nous d�e�nissons maintenant g02. Par hypoth�ese, n1 � n2 et n2 6� n1 (
ar
g est admissible). Don
 n1 reste un n�ud de g2 = g[n2  h2[r2℄℄ et g2jn1 = (gjn1)[n2  h2[r2℄℄. Nous
aÆrmons qu'il existe un �ltre h01 : l1 ! g2jn1 . En e�et, il existe un �ltre h1 : l1 ! gjn1 . De plus, l1 est
un motif et n2 est un n�ud fon
tionnel de gjn1 , don
 l1 
ontinue de �ltrer (gjn1)[n2  h2[r2℄℄. Comme
(gjn1)[n2  h2[r2℄℄ = g2jn1 , nous d�eduisons l'existen
e du �ltre h01 : l1 ! g2jn1 . Don
 g2 se r�e�e
rit ave

la r�egle l1 ! r1 en g02 = g2[n1  h01[r1℄℄, 
'est-�a-dire g02 = (g[n2  h2[r2℄℄)[n1  h01[r1℄℄. Il est 
lair
que h01[r1℄ = h1[r1℄[n2  h2[r2℄℄. Ave
 l'�egalit�e pr�e
�edente, on 
on
lut que g02 = (g[n2  h2[r2℄℄)[n1  
(h1[r1℄[n2  h2[r2℄℄)℄.

Pour �nir, g1 se r�e�e
rit en g01 = (g[n1  h1[r1℄℄)[n2  h2[r2℄℄ et g2 se r�e�e
rit en g02 =
(g[n2  h2[r2℄℄)[n1  (h1[r1℄[n2  h2[r2℄℄)℄. Comme n1 n'est pas un n�ud de h2[r2℄, on obtient
g01 = g02, ave
 la Proposition 3.4.5 (Asso
iativit�e).

Cas 2.2 : Il n'existe pas de n�ud variable de P qui apparaisse dans r1 (P \Nr1 = ;) :
Dans 
e 
as, n2 n'est pas un n�ud de h1[r1℄. Mais n2 peut quand même être un n�ud de g[n1  h1[r1℄℄
si il existe un 
hemin allant d'une ra
ine de g vers n2 qui ne passe pas par n1. Il y a don
 deux nouveaux
sous-
as.

Cas 2.2.1 : Tous les 
hemins allant d'une ra
ine de g vers n2 passe par n1 :
Alors n2 n'est plus un n�ud de g1 = g[n1  h1[r1℄℄ : il est e�a
�e par le rempla
ement. Con
ernant g2,
par hypoth�ese n1 � n2 et n2 6� n1, don
 n1 est un n�ud de g2 = g[n2  h2[r2℄℄. De plus, il existe
un homomorphisme h01 : l1 ! g2jn1 (pour la même raison que dans le Cas 2.1). Don
 l1 �ltre g2 au
n�ud n1 et g2 se r�e�e
rit en g02 = g2[n1  h01[r1℄℄. Par hypoth�ese, n2 n'est pas un n�ud de h1[r1℄, don

h01[r1℄ = h1[r1℄. Ainsi g2 peut se r�e�e
rire en g02 = (g[n2  h2[r2℄℄)[n1  h1[r1℄℄. Comme n2 n'est pas
un n�ud de h1[r1℄ et 
omme tous les 
hemins allant d'une ra
ine de g vers n2 passe par n1, d'apr�es la
Proposition 3.4.7 (Dominan
e faible), nous obtenons (g[n2  h2[r2℄℄)[n1  h1[r1℄℄ = g[n1  h1[r1℄℄,

'est-�a-dire g2 ![n1; l1!r1℄ g1. Pour �nir, soient g

0
1 = g02 = g1 et le lemme est v�eri��e.

Cas 2.2.2 : Il existe un 
hemin C allant d'une ra
ine de g vers n2 tel que n1 =2 C :

Dans 
e 
as, le n�ud n2 n'est pas un n�ud de h1[r1℄ mais n2 reste un n�ud de g1 = g[n1  

h1[r1℄℄ 
ar le 
hemin C n'est pas modi��e par le rempla
ement au n�ud n1. Il n'existe pas de 
hemin
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de n2 vers n1 et il existe un 
hemin de la ra
ine de g qui ne passe pas par n1, don
 d'apr�es la

Proposition 3.4.1 (Persisten
e globale), (g[n1  h1[r1℄℄)jn2 = gjn2 , i.e., g1jn2 = gjn2 . Par hypoth�ese, l2
�ltre gjn2 , don
 l2 �ltre g1jn2 . Par 
ons�equent, g1 peut se r�e�e
rire en g0

1 = g1[n2  h2[r2℄℄, 
'est-�a-dire

g0
1 = (g[n1  h1[r1℄℄)[n2  h2[r2℄℄. Con
ernant g2, par hypoth�ese, n1 � n2 et n2 6� n1, don
 n1 est

un n�ud de g2 = g[n2  h2[r2℄℄. De plus, il existe un homomorphisme h0
1 : l1 ! g2jn1 (pour la même

raison que dans le Cas 2.1). Aussi, l1 �ltre g2 au n�ud n1 et g2 peut se r�e�e
rire en g0
2 = g2[n1  h0

1[r1℄℄.

Par hypoth�ese, n2 n'est pas un n�ud de h1[r1℄, don
 h0
1[r1℄ = h1[r1℄. Par 
ons�equent, g2 se r�e�e
rit en

g0
2 = (g[n2  h2[r2℄℄)[n1  h1[r1℄℄ ave
 la r�egle l1 ! r1. Pour �nir, n1 n'est pas un n�ud de h2[r2℄

(puisque n1 � n2) et n2 n'est pas un n�ud de h1[r1℄ (par hypoth�ese), don
 d'apr�es la Proposition 3.4.6

(Commutativit�e), g0
1 = g0

2. 2

Du Lemme 3.4.9 et de la Proposition 3.4.8, on d�eduit la proposition suivante. La preuve
se fait fa
ilement par indu
tion.

Proposition 3.4.10 Soient SP un WAGRS et g, g1 et g2 trois termes-graphes admissibles
tels que g

�
! g1 et g

"
! g2 (resp. g

�
! g2). Alors il existe deux termes-graphes admissibles g0

1

et g0
2 tels que g1

"
! g0

1 (resp. g1
�
! g0

1), g2
�
! g0

2 et g0
1 � g0

2 (
f. Figure 3.10). 3

g0
1 � g0

2

g2g1

�"

g
"�

g0
1 � g0

2

g2g1

��

g
��

Fig. 3.10:

Nous sommes prêts pour d�emontrer la 
on
uen
e des WAGRS par rapport �a l'ensemble
des termes-graphes admissibles :

Preuve du Th�eor�eme 3.3.4 : Soient SP un WAGRS et g1, g2, g
0
1 et g0

2 quatre termes-graphes

admissibles tels que g1 � g2, g1
�
! g0

1 et g2
�
! g0

2. Comme g1
�
! g0

1 et g1 � g2, nous d�eduisons de la

Proposition 3.4.8 qu'il existe un terme-graphe admissible d tel que g2
�
! d et g0

1 � d. Comme g2
�
! d

et g2
�
! g0

2, il existe deux termes-graphes admissibles d0 et g00
2 tels que d

�
! d0, g0

2
�
! g00

2 et d0 � g00
2 ,

d'apr�es la Proposition 3.4.10. Puisque g0
1 � d et d

�
! d0, nous inf�erons ave
 la Proposition 3.4.8 qu'il

existe un terme-graphe admissible g00
1 tel que g0

1
�
! g00

1 et g00
1 � d0. Pour �nir, 
omme g00

1 � d0 et d0 � g00
2 ,

nous 
on
luons que g00
1 � g00

2 . 2

3.5 Preuve de 
on
uen
e modulo la bisimilarit�e des WAGRS

Dans 
ette se
tion, nous prouvons le Th�eor�eme 3.3.7 :

Th�eor�eme 3.3.7 Soit SP un WAGRS. La relation de r�e�e
riture ! est 
on
uente modulo
la bisimilarit�e

:
= par rapport aux termes-graphes admissibles, i.e., pour tout terme-graphe

admissible g1, g2, g
0
1 et g0

2 tels que g1 et g2 soient bisimilaires (g1
:
= g2), g1

�
! g0

1 et g2
�
! g0

2,

il existe deux termes-graphes admissibles g00
1 et g00

2 tels que g0
1

�
! g00

1 , g
0
2

�
! g00

2 et g00
1

:
= g00

2

(
f. Figure 3.6). 2

La proposition suivante �etabli que si deux graphes sont bisimilaires et le membre gau
he d'une
r�egle admissible �ltre l'un d'entre eux, alors il �ltre aussi l'autre.
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Proposition 3.5.1 Soient SP = h�;Ri un 
GRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles
et l ! r une r�egle de R.

1. Si il existe un homomorphisme h : g1 ! g2 et que l �ltre g1 �a la ra
ine, alors l �ltre g2
�a la ra
ine.

2. Si il existe un V-homomorphisme h : g1 ! g2 et que l �ltre g2 �a la ra
ine, alors l �ltre g1
�a la ra
ine.

3. Si g1 et g2 sont bisimilaires et que l �ltre g1 �a la ra
ine, alors l �ltre g2 �a la ra
ine.

3

La proposition 
i-dessus est valide par
e que les membres gau
hes des r�egles d'un 
GRS
sont des motifs, don
 des arbres �nis et lin�eaires. Cette proposition est fausse en g�en�eral,

omme le montre l'exemple suivant :

Exemple 3.5.2 Consid�erons la r�egle l1 :A(l2 :B,l2) ! l2. Son membre gau
he, l, ne
�ltre pas le terme-graphe admissible g1 = n1 :A(n2 :B,n3 :B) puisqu'il n'existe pas d'ho-
momorphisme de l vers g1. Aussi g1 ne peut pas être r�e�e
rit. Pourtant l et g1 sont bisimilaires
et l se r�e�e
rit en l2 :B. Consid�erons maintenant la r�egle l1 :A(l2 :X,l3 :B(l3)) ! l3.
Son membre gau
he �ltre le graphe g3 = n1 :A(n2 :C,n3 :B(n3)) mais il ne �ltre pas le
graphe g4 = n1 :A(n2 :C,n3 :B(n4 :B(n3))) alors que g3 et g4 sont bisimilaires. 2

Preuve de la Proposition 3.5.1 : La premi�ere partie de 
ette proposition est �evidente : s'il existe un
homomorphisme h1 : l ! g1 et un homomorphisme h : g1 ! g2, alors h Æ h1 est un homomorphisme
de l vers g2, i.e., l �ltre g2 �a la ra
ine.

Nous montrons maintenant la se
onde partie de la proposition. Par d�e�nition d'un 
GRS, l est un
motif, don
 un arbre �ni et lin�eaire. Dans la suite, nous utilisons 
ette propri�et�e en faisant une preuve
par indu
tion sur la hauteur de l, 
'est-�a-dire la longueur maximale des 
hemins allant de la ra
ine de
l vers les feuilles de l.
Cas de base : Soient l un arbre lin�eaire de hauteur � = 0, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles
et h : g1 ! g2 un V-homomorphisme tel que l �ltre g2 �a la ra
ine. Comme � = 0, l est soit une variable,
soit une 
onstante. Si l est une variable, il est 
lair que l �ltre g2. Si l est une 
onstante, alors g2 est
exa
tement la même 
onstante puisque h2 : l! g2 est un homomorphisme. Et 
omme h : g1 ! g2 est
un V-homomorphisme, g1 est aussi la même 
onstante. Don
 l �ltre g1 �a la ra
ine.
Cas d'indu
tion : Soit � > 0. On suppose que pour tout arbre lin�eaire de hauteur inf�erieur ou �egale
�a �, pour tout terme-graphe admissible g1 et g2 et pour tout V-homomorphisme h : g1 ! g2, si l �ltre
g2 �a la ra
ine, alors l �ltre g1 �a la ra
ine. Soient l un arbre lin�eaire de hauteur � + 1, g1 et g2 deux
termes-graphes admissibles et h : g1 ! g2 un V-homomorphisme tels qu'il existe un homomorphisme
h2 : l ! g2. Nous 
onstruisons un homomorphisme h1 : l ! g1.
l est ni une variable ni une 
onstante, puisque 
'est un arbre de hauteur � + 1. Don
 sa ra
ine est
�etiquet�ee par une fon
tion d'arit�e non vide f (un 
onstru
teur ou une op�eration d�e�nie). Comme
h2 : l ! g2 est un homomorphisme, la ra
ine de g2 est aussi �etiquet�ee par f , et 
omme h : g1 ! g2
est un V-homomorphisme, la ra
ine de g1 est elle aussi �etiquet�ee par f . Supposons maintenant que
Sl(Rootl) = n1 : : : nk, Sg1(Rootg1) = u1 : : : uk et Sg2 (Rootg2) = v1 : : : vk . Pour tout i 2 1::k, hjui est
un V-homomorphime allant de g1jui vers g2jvi . Pour tout i 2 1::k, ljni est un arbre lin�eaire de hauteur
inf�erieure ou �egale �a � et h2jni est un V-homomorphisme allant de ljni vers g2jvi . Don
 par hypoth�ese
d'indu
tion, il existe un �ltre �i : ljni ! g1jui pour tout i 2 1::k. Soit h1 : Nl ! Ng1 une fon
tion
telle que h1(Rootl) = Rootg1 et pour tout i 2 1::k, pour tout n 2 N(ljni )

, h1(n) = �i(n). Nous allons
prouver que h1 est un homomorphisme de l vers g1. Premi�erement, l est un arbre lin�eaire, don
 pour
tout i; j 2 1::k, si i 6= j, alors N(ljni )

\ N(ljnj )
= ; et V(ljni ) \ V(ljnj ) = ;. Par 
ons�equent, h1(n)

est d�e�ni une et une seule fois, pour tout n�ud n 2 Nl, i.e., h1 est une fon
tion. Deuxi�emement, h1

pr�eserve la fon
tion d'�etiquetage de l puisque Lg1(h1(Rootl)) = Lg1 (Rootg1) = Ll(Rootl) = f et tous
les �i pr�eservent la fon
tion d'�etiquetage de ljni . Troisi�emement, h1 pr�eserve la fon
tion su

esseur
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de l puisque Sg1 (Rootg1) = u1 : : : uk = �1(n1) : : : �k(nk) = h1(Sl(Rootl)) et tous les �i pr�eservent
la fon
tion su

esseur de ljni

. Quatri�emement, h1 pr�eserve la ra
ine de l. Nous en 
on
luons que
h1 : l ! g1 est un homomorphisme et don
 que l �ltre g1 �a la ra
ine.

Pour �nir, nous montrons la derni�ere partie de la proposition. Soient g1 et g2 deux termes-graphes

bisimilaires tel que l �ltre g1 �a la ra
ine. Par d�e�nition de la relation de bisimilarit�e, il existe un

graphe g et deux V-homomorphimes �1 : g1 ! g et �2 : g2 ! g. l �ltre g1 �a la ra
ine, don
 l �ltre g

�a la ra
ine (d'apr�es la premi�ere partie de la proposition). l �ltre g �a la ra
ine et �2 : g2 ! g est un

V-homomorphime, don
 l �ltre g2 �a la ra
ine (d'apr�es la se
onde partie de la proposition). 2

Nous �etablissons maintenant un r�esultat 
l�e pour la preuve de 
on
uen
e modulo la bisi-
milarit�e de la relation de r�e�e
riture.

Proposition 3.5.3 Soient SP un 
GRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et
h : g1 ! g2 un V-homomorphisme. Si il existe un graphe g02 tel que g2 ! g02 (resp. g2

�
! g02),

alors il existe un terme-graphe admissible g01 et un V-homomorphisme h0 : g01 ! g02 tel que

g1
+
! g01 (resp. g1

�
! g01) (
f. Figure 3.11). 3

+ * *

g1 g2 g1 g2
h h

(a) (b)

g0
2g0

1 g0
2g0

1

h0 h0

Fig. 3.11:

Une proposition similaire est donn�ee dans [AK96, Proposition 5.13℄ (pour une relation de
r�e�e
riture di��erente de la notre, 
omme nous l'avons d�ej�a dit).

Preuve : Nous donnons la preuve dans le 
as d'un seul pas de r�e�e
riture de g2 vers g02. Le 
as de
plusieurs pas se d�eduit imm�ediatement (par indu
tion). Supposons que g2 ![q; l!r℄ g

0
2. Par d�e�nition

du pas de r�e�e
riture, il existe un homomorphisme  : l! g2jq et g02 = g2[q   (r)℄.

Soit P = h�1(q) = fp1; p2; : : : ; png. Tous les n�uds de P sont disjoints deux �a deux : sinon,
si pi � pj et i 6= j, alors il existe un 
hemin C = [pi; n1; u1; : : : ; uk�1; nk; pj ℄ dans g1 ; h �etant un
homomorphisme, h(C) = [h(pi); n1; h(u1); : : : ; h(uk�1); nk; h(pj)℄ est un 
hemin de g2 ; or h(pi) =
h(pj) = q, don
 il existe un 
y
le sur le n�ud q dans g2, 
e qui est impossible puisque q est un n�ud
fon
tionnel et que g2 est admissible. Par 
ons�equent tous les n�uds de P sont disjoints deux �a deux.

Soient fli ! ri j i 2 1::ng un ensemble de n variantes de la r�egle l! r et �i l'isomorphisme allant
du graphe li ! ri vers le graphe l ! r pour tout i 2 1::n (i.e., �i est l'isomorphisme allant du graphe
li � ri vers le graphe l � r qui renomme tous les n�uds et toutes les variables de li � ri).  est un
homomorphisme allant de l vers g2jq et hjpi est un homomorphisme allant de g1jpi vers g2jq pour tout
i 2 1::n. Don
 d'apr�es la Proposition 3.5.1, il existe un homomorphisme �i allant de l vers g1jpi pour
tout i 2 1::n. Par 
ons�equent, g1 se r�e�e
rit au n�ud pi ave
 la r�egle li ! ri en g1[pi  �i(ri)℄ pour tout
i 2 1::n. Toutes les positions dans P sont disjointes deux �a deux, don
 d'apr�es la Proposition 3.4.6
(Commutativit�e), nous pouvons faire tous 
es pas de r�e�e
riture dans n'importe quel ordre et nous

obtenons le graphe g01 = g1[p1  �1(r1)℄ : : :[pn  �n(rn)℄. Il est 
lair que g1
+
! g01.

Montrons maintenant qu'il existe un V-homomorphisme h0 : g01 ! g02. Pour 
ela, nous d�e
omposons
la 
onstru
tion de g01 et de g02 en trois �etapes su

essives (en suivant les trois �etapes de la d�e�nition
d'un pas de rempla
ement) et nous prouvons �a 
haque �etape qu'il existe un V-homomorphisme.
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Etape 1 : Soient G1 = g1 � �1(r1)� : : :� �n(rn) et G2 = g2 � (r). Il existe un V-homomorphisme
� : G1 ! G2 tel que pour tout n 2 Ng1 , �(n) = h(n) et pour tout i 2 1::k, pour tout n 2 (Nri �Nli),
�(n) = �i(n).
Etape 2 : Nous appliquons la redire
tion multiple de pointeurs �1 sur G1 et la redire
tion de
pointeurs �2 sur g2 ave
 �1 = fp1 7! Root�1(r1); : : : ; pn 7! Root�n(rn)g et �2 = fq 7! Root (r)g. �
est un homomorphisme allant de G1 vers G2 ; nous allons prouver que � est aussi un homomorphisme
allant de �1(G1) vers �2(G2). Premi�erement, � est une fon
tion allant de NG1 vers NG2 , don
 � est
aussi une fon
tion allant de N�1(G1) vers N�2(G2). Deuxi�emement, � pr�eserve la fon
tion d'�etiquetage
de G1, don
 � pr�eserve aussi la fon
tion d'�etiquetage de �1(G1). Troisi�emement, � pr�eserve la fon
tion
su

esseur de �1(G1). Pour montrer 
ela, nous devons v�eri�er que S�2(G2)(�(n)) = �(S�1(G1)(n))
pour tout n 2 N�1(G1). Comme N�1(G1) = NG1 , 
ela revient �a montrer que pour tout n 2 NG1 ,
�2(SG2(�(n))) = �(�1(SG1(n))). Puisque � est un homomorphisme allant de G1 vers G2, nous savons
que SG2(�(n)) = �(SG1(n)), don
 il faut �etablir que �2(�(SG1 (n))) = �(�1(SG1(n))). Ce
i est vrai si
�2(�(n)) = �(�1(n)) pour tout n 2 NG1 . Il y a deux 
as �a �etudier selon n. Premier 
as, si n =2 P ,
alors �1(n) = n et don
 �(�1(n)) = �(n). Comme n =2 P , �(n) 6= q, don
 �2(�(n)) = �(n). Par

ons�equent, �(�1(n)) = �2(�(n)). Se
ond 
as, si n 2 P , alors il existe un i 2 1::k tel que n = pi. Don

�1(n) = �1(pi) = Root�i(ri) = �i(Rootri), et don
 �(�1(n)) = �(�i(Rootri)). D'autre part, �2(�(n)) =
�2(�(pi)) = �2(q) = Root (r) =  (Rootr). Or par d�e�nition de �, �(�i(Rootri)) =  (Rootr). Don

dans le 
as o�u n 2 P , nous d�eduisons en
ore que �(�1(n)) = �2(�(n)), 
e qui implique que � pr�eserve la
fon
tion su

esseur de �1(G1). Quatri�emement, �(Roots�1(G1)) = Roots�2(G2). Don
 nous en 
on
luons
que � est un V-homomorphisme allant de �1(G1) vers �2(G2).

Etape 3 : Soient g01 = �1(G1)j�1(Rootsg1 )
, g02 = �2(G2)j�2(Rootsg2 )

et h0 = �jRootg0
1

. Il est 
lair que

h0 est un V-homomorphisme allant de g01 vers g02. 2

Nous �etablissons maintenant un se
ond r�esultat fondamental pour faire la preuve du
Th�eor�eme 3.3.7.

Proposition 3.5.4 Soient SP un WAGRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et
h : g1 ! g2 un V-homomorphisme. Si il existe un graphe g01 tel que g1 ! g01, alors il existe

deux termes-graphes admissibles g001 et g02 et un homomorphisme h0 : g001 ! g02 tels que g
0
1

�
! g001

et g2 ! g02. (
f. Figure 3.12). 3

g00
1 g0

2

h0

g1 g2
h

g0
1

�

Fig. 3.12:

Preuve : Un s
h�ema de 
ette preuve est donn�e dans la Figure 3.13. Supposons g1 ![p1; l!r℄ g
0
1. Soient

q = h(p1) et P = h�1(q) = fp1; : : : png (i.e., P est l'ensemble des ant�e
�edents de q par h). Comme il

existe un homomorphisme allant de l vers g1jp1 (i.e., le �ltre) et que hjp1 est un homomorphisme allant

de g1jp1 vers g2jq , il existe un homomorphisme allant de l vers g2jq (par 
omposition). Don
 le graphe

g2 se r�e�e
rit au n�ud q ave
 la r�egle l ! r : il existe un graphe g02 tel que g2 ![q; l!r℄ g
0
2. Puisque

g2 ![q; l!r℄ g
0
2 et qu'il existe un V-homomorphisme h : g1 ! g2, on d�eduit ave
 la Proposition 3.5.3

qu'il existe un graphe d et un homomorphisme j : d! g02 tels que g1
+
! d (
f. A dans la Figure 3.13).

En reprenant la preuve de la Proposition 3.5.3, on inf�ere que tous les pas de la d�erivation de r�e�e
riture

g1
+
! d sont ex�e
ut�es ave
 les n�uds de P . De plus, on sait que les n�uds de P sont deux �a deux disjoints
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d g0
2

j

g1 g2
h

g00
1

+

�

g0
1 A

� B

Fig. 3.13:

dans g1. Comme p1 est un n�ud de P et que g1 ![p1; l!r℄ g
0
1, il existe un graphe g001 tel que g01

�
! g001

et g001 � d (
f. B dans la Figure 3.13). Les n�uds utilis�es dans la d�erivation de r�e�e
riture g01
�
! g001 sont


eux de P � fp1g, 
'est-�a-dire fp2; : : : ; png. Pour �nir, g001 et d sont �egaux au renommage des n�uds

pr�es, don
 il existe un V-isomorphisme � : g001 ! d. De plus, j : d ! g02 est un V-homomorphisme.

Don
 par 
omposition, � Æ j est un V-homomorphisme allant de g001 vers g02. 2

Nous g�en�eralisons maintenant la Proposition 3.5.4.

Proposition 3.5.5 Soient SP un WAGRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et
h : g1 ! g2 un V-homomorphisme. Si il existe un graphe g01 tel que g1

�
! g01, alors il existe

deux termes-graphes admissibles g001 et g02 et un V-homomorphisme h0 : g001 ! g02 tels que

g01
�
! g001 et g2

�
! g02 (
f. Figure 3.12). 3

g00
1 g0

2

h0

g1 g2
h

g0
1

�

�

�

Fig. 3.14:

Preuve : Nous faisons 
ette preuve par indu
tion sur la longueur de la d�erivation g1
�
! g01, 
omme

indiqu�e dans la Figure 3.15. Pour une d�erivation de longueur 0, la proposition est �evidente (i.e.,

f1

�

g1 g2
h

�

g0
2

j0

d1 d2
j

f2

e�

�

g00
1

HR

C

�

n

"

"

d

�D

B
g0
1

�

Fig. 3.15:

g001 = g1, g
0
2 = g2 et h0 = h). Supposons que la proposition soit vraie pour une longueur n donn�ee.

Soient g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et h : g1 ! g2 un V-homomorphisme tels qu'il existe
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un graphe g01 ave
 g1
n+1
! g01. Alors il existe un graphe d tel que g1

n
! d ! g01. Comme h : g1 ! g2

est un V-homomorphisme et que g1
n
! d, on en d�eduit qu'il existe deux graphes d1 et d2 et un V-

homomorphisme j : d1 ! d2 tels que d
�
! d1 et g2

�
! d2 par hypoth�ese d'indu
tion (
f. HR dans la

Figure 3.15). Comme d! g01 et d
�
! d1, d'apr�es le Th�eor�eme 3.3.4, il existe deux graphes f1 et f2 tels

que g01
�
! f1, d1

"
! f2 et f1 � f2 (
f. B dans la Figure 3.15). Puisqu'il existe un V-homomorphisme

j : d1 ! d2 et que d1
"
! f2, d'apr�es la Proposition 3.5.4, il existe deux graphes e et g02 et un V-

homomorphisme j0 : e! g02 tels que f2
�
! e et d2

"
! g02 (
f. C dans la Figure 3.15). Puisque f2

�
! e et

f1 � f2, d'apr�es la Proposition 3.4.8, il existe un graphe g001 tel que f1
�
! g001 et g001 � e (
f. D dans la

Figure 3.15). Pour �nir, 
omme g001 � e, il existe un V-isomorphisme � : g001 ! e. De plus, j0 : e ! g02
est un V-homomorphisme. Don
 j0 Æ � : g001 ! g02 est un V-homomorphisme par 
omposition. 2

Nous sommes prêts pour d�emontrer le Th�eor�eme 3.3.7. Cette preuve est dire
te grâ
e aux
propositions pr�e
�edentes.

Preuve du Th�eor�eme 3.3.7 : Soient SP un WAGRS et g1 et g2 deux termes-graphes admissibles

et bisimilaires (g1
:
= g2) tels qu'il existe deux graphes g01 et g02 ave
 g1

�
! g01 et g2

�
! g02. Nous

prouvons qu'il existe deux termes-graphes admissibles g001 et g002 tels que g01
�
! g001 , g

0
2

�
! g002 et g001

:
= g002 .

Nous donnons le s
h�ema de 
ette preuve dans la Figure 3.16. D'apr�es la D�e�nition 2.6.5, il existe un

g2

g

A
h1 h2

g0
2g0

1

f1 f2d1 d2

d0
1 d0

2� g00
2g00

1

� �

� �

h0
1 h0

2

�

� �

�

h00
1 h00

2

B B0

C
D D0

� �

g1 :
=

Fig. 3.16:

terme-graphe admissible g, un V-homomorphisme h1 : g1 ! g et un V-homomorphisme h2 : g2 ! g

(
f. A dans la Figure 3.16). Puisque g1
�
! g01 et qu'il existe un V-homomorphisme h1 : g1 ! g,

d'apr�es la Proposition 3.5.5, il existe deux termes-graphes admissibles f1 et d1 et un V-homomorphisme

h0
1 : f1 ! d1 tel que g01

�
! f1 et g

�
! d1 (
f. B dans la Figure 3.16). Pour les mêmes raisons, il existe

deux termes-graphes admissibles f2 et d2 et un V-homomorphisme h0
2 : f2 ! d2 tels que g02

�
! f2 et

g
�
! d2 (
f. B

0 dans la Figure 3.16). Comme g
�
! d1 et g

�
! d2, d'apr�es le Th�eor�eme 3.3.4 (Con
uen
e),

il existe deux termes-graphes admissibles d01 et d02 tels que d1
�
! d01, d2

�
! d02 et d01 � d02 (
f. C dans

la Figure 3.16). Comme d1
�
! d01 et qu'il existe un V-homomorphisme h0

1 : f1 ! d1, d'apr�es la

Proposition 3.5.3, il existe un graphe g001 et un V-homomorphisme h00
1 : g001 ! d01 tels que f1

�
! g001

(
f. D dans la Figure 3.16). Pour les mêmes raisons, il existe un graphe g002 et un V-homomorphisme

h00
2 : g002 ! d02 tels que f2

�
! g002 (
f. D0 dans la Figure 3.16). Pour �nir, h00

1 est un V-homomorphisme

allant de g001 vers d01, d
0
1 et d

0
2 sont �egaux au renommage des n�uds pr�es et h00

2 est un V-homomorphisme

allant de g002 vers d02, don
 d'apr�es la D�e�nition 2.6.5, nous 
on
luons que g001
:
= g002 . 2

3.6 Syst�emes bWAGRS

Nous avons vu dans la se
tion pr�e
�edente que les WAGRS �etaient 
on
uents modulo la
bisimilarit�e. On peut aussi se demander si la 
lasse des 
GRS telle que les membres droits ins-
tan
i�es de deux r�egles superposables soient bisimilaires (et don
 pas n�e
essairement �egaux au
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renommage des n�uds pr�es) induisent, eux aussi, une relation de r�e�e
riture qui est 
on
uente
modulo la bisimilarit�e.

D�e�nition 3.6.1 (bWAGRS)
Soit SP = h�;Ri un 
GRS. On dit que SP est un syst�eme de r�e�e
riture de graphes faiblement
admissible ave
 bisimilarit�e (bWAGRS) ssi R est un ensemble de r�egles admissibles tel que si
deux r�egles l1 ! r1 et l2 ! r2 sont superposables, alors leurs membres droits instan
i�es sont
bisimilaires, i.e., si il existe un graphe admissible g et un homomorphisme h : (l1 � l2) ! g
tel que h(l1) = h(l2) = g, alors h[r1℄

:
= h[r2℄. 3

Exemple 3.6.2 Consid�erons les r�egles suivantes :

(T1) l1:A(l2:B,l3:X) -> r1:C(r2:C(r1,l3:X),l3)

(T2) l1:A(l2:Y,l3:D(l4:B)) -> r1:C(r1,r2:D(r3:B))

Comme T1 et T2 sont superposables et que leurs membres droits instan
�es sont bisimilaires,

e 
GRS est un bWAGRS. 2

Il est 
lair qu'un bWAGRS ne peut pas être 
on
uent au renommage de n�uds pr�es, en
g�en�eral. Mais un bWAGRS peut quand même être 
on
uent modulo la bisimilarit�e. Nous
montrons 
ette propri�et�e dans le 
as o�u la relation de r�e�e
riture 
onsid�er�ee est n�th�erienne
(ou terminante) par rapport aux termes-graphes admissibles.

D�e�nition 3.6.3 (Relation de r�e�e
riture n�th�erienne)
Soit SP un 
GRS. On dit que la relation de r�e�e
riture est n�th�erienne par rapport aux termes-
graphes admissibles ssi pour tout terme-graphe admissible g, il n'existe pas de d�erivation de
r�e�e
riture in�nie g ! g1 ! g2 ! : : :. 3

Dau
het a montr�e que la terminaison des syst�emes de r�e�e
riture de termes �etait
ind�e
idable, même si 
eux-
i ne 
ontiennent qu'une seule r�egle de r�e�e
riture [Dau89℄. Toute-
fois, de nombreuses te
hniques de preuve de terminaison existent (voir [HO80, DJ90, Klo92℄).
Con
ernant la terminaison les syst�emes de r�e�e
riture de graphes, [Plu98b℄ a r�e
emment
montr�e qu'elle �etait aussi ind�e
idable en g�en�eral (pour le 
as d'une d�e�nition de la r�e�e
riture
ave
 des double pushouts [EKL90℄). Une te
hnique de preuve de terminaison est d�evelopp�ee
dans [Plu97℄ dans le 
as des syst�emes de r�e�e
riture de graphes a
y
liques. Cette te
hnique
peut être �etendue pour traiter les bWAGRS dans le 
as des graphes 
y
liques admissibles.

Theor�eme 3.6.4 Soit SP un bWAGRS. Si la relation de r�e�e
riture est n�th�erienne par
rapport aux termes-graphes admissibles, alors ! est 
on
uente modulo la bisimilarit�e par
rapport aux termes-graphes admissibles (
f. Figure 3.6). 3

Notre preuve du Th�eor�eme 3.6.4 repose sur la notion de 
on
uen
e lo
ale modulo la bisi-

milarit�e qui est d�e�nie 
i-dessous :

D�e�nition 3.6.5 (Con
uen
e lo
ale modulo la bisimilarit�e)
Soit SP un 
GRS. On dit que la relation de r�e�e
riture est lo
alement 
on
uente modulo

la bisimilarit�e par rapport aux termes-graphes admissibles ssi les 
onditions suivantes sont
v�eri��ees :

1. Pour tout terme-graphe admissible g, g1 et g2 tels que g ! g1 et g ! g2, il existe
deux termes-graphes admissibles g0

1 et g0
2 tels que g1

�
! g0

1, g2
�
! g0

2 et g0
1

:
= g0

2 (
f. Fi-
gure 3.17 (a)).
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�

g

�

g1 g2

g0
1 g0

2
:
=

(a) (b)

g1 g2:
=

g0
1

g00
1 g0

2

�

�

:
=

Fig. 3.17:

2. Pour tout terme-graphe admissible g1, g2 et g0
1 tels que g1

:
= g2 et g1 ! g0

1, il existe

deux termes-graphes admissibles g00
1 et g0

2 tels que g0
1

�
! g00

1 , g2
�
! g0

2 et g00
1

:
= g0

2 (
f. Fi-
gure 3.17 (b)).

3

Quand une relation de r�e�e
riture est n�th�erienne et lo
alement 
on
uente modulo
une relation d'�equivalen
e, on peut montrer qu'elle est 
on
uente modulo 
ette relation
d'�equivalen
e :

Lemme 3.6.6 Soit SP un 
GRS. Si ! est n�th�erienne par rapport aux termes-graphes
admissibles, alors! est 
on
uente modulo

:
= par rapport aux termes-graphes admissibles ssi

! est lo
alement 
on
uente modulo
:
= par rapport aux termes-graphes admissibles. 3

Preuve : Cons�equen
e �evidente de [Hue80, Lemma 2.7℄. 2

Nous �etablissons 
i-dessous deux propositions impliquant la 
on
uen
e lo
ale modulo
:
=

par rapport aux termes-graphes admissibles de la relation de r�e�e
riture engendr�ee par un
bWAGRS.

Proposition 3.6.7 Soit SP un bWAGRS. Pour tout terme-graphe admissible g, g1 et g2 tels
que g ! g1 et g ! g2, il existe deux termes-graphes admissibles g0

1 et g0
2 tels que g1

"
! g0

1,

g2
"
! g0

2 et g0
1
:
= g0

2 (
f. Figure 3.18). 3

g0
1

:
= g0

2

g2g1

"

g

"

Fig. 3.18:

Preuve : Cette preuve n�e
essite une analyse par 
as. Soient g, g1 et g2 trois termes-graphes admis-

sibles tels que g ![n1; l1!r1℄ g1 et g ![n2; l2!r2℄ g2. Par d�e�nition d'un pas de r�e�e
riture, il existe un

�ltre h1 : l1 ! gjn1 tel que g1 = g[n1  h1[r1℄℄. De même, il existe un �ltre h2 : l2 ! gjn2 tel que

g2 = g[n2  h2[r2℄℄. Si n1 = n2, alors h1[r1℄ et h2[r2℄ sont bisimilaires, par d�e�nition d'un bWAGRS.

Aussi, g[n1  h1[r1℄℄ et g[n2  h2[r2℄℄ sont bisimilaires, i.e., g1
:
= g2. Don
 le lemme est v�eri��e (i.e.,

g01 = g1 et g02 = g2). Si n1 6= n2, alors la preuve est exa
tement la même que 
elle du Lemme 3.4.9, i.e.,

il existe deux termes-graphes admissibles g01 et g02 tels que g1
"
! g01, g2

"
! g02 et g01 � g02 (
f. Figure 3.8).

Comme g01 et g02 sont �egaux au renommage des n�uds pr�es, g01 et g02 sont bisimilaires. Don
 le lemme

est v�eri��e. 2
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Proposition 3.6.8 Soit SP un bWAGRS. Pour tout terme-graphe admissible g1, g2 et g
0
1 tels

que g1 ! g0
1 et g1

:
= g2, il existe deux termes-graphes admissibles g00

1 et g0
2 tels que g0

1
�
! g00

1 ,

g2
�
! g0

2 et g00
1

:
= g0

2 (
f. Figure 3.19). 3

g00
1

g1

g0
1

�

:
=

:
= g0

2

g2

�

Fig. 3.19:

Preuve : Soient g1, g2 et g0
1 trois termes-graphes admissibles tels que g1 ! g0

1 et g1
:
= g2. Comme

g1
:
= g2, il existe un terme-graphe admissible g et deux V-homomorphismes h1 : g1 ! g et h2 : g2 ! g,

d'apr�es la De�nition 2.6.5. Puisqu'il existe un V-homomorphisme h1 : g1 ! g et que g1 ! g0
1, il existe

deux termes-graphes admissibles g00
1 et g0 et un V-homomorphisme h0

1 : g00
1 ! g0 tels que g0

1
�
! g00

1 et

g ! g0 (
f. Figure 3.12). Comme il existe un V-homomorphisme h2 : g2 ! g et que g ! g0, il existe un

terme-graphe admissible g0
2 et un V-homomorphisme h0

2 : g
0
2 ! g0 tels que g2

+
! g0

2 (
f. Figure 3.11).

Pour �nir, il existe deux V-homomorphismes h0
1 : g

00
1 ! g0 et h0

2 : g
0
2 ! g0, don
 g00

1
:
= g0

2. 2

Preuve du Th�eor�eme 3.6.4 : Les Propositions 3.6.7 et 3.6.8 impliquent que la relation de r�e�e
riture

engendr�ee par le bWAGRS est lo
alement 
on
uente modulo
:
= par rapport aux termes-graphes ad-

missibles. De plus nous supposons qu'elle est n�th�erienne par rapport aux termes-graphes admissibles.

Don
 le Th�eor�eme 3.6.4 est une 
ons�equen
e imm�ediate du Lemme 3.6.6. 2
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Chapitre 4

Strat�egies de r�e�e
riture de graphes

admissibles

Les programmes des langages logi
o-fon
tionnels que nous 
onsid�erons sont mod�elis�es �a
l'aide de syst�emes de r�e�e
riture de graphes ave
 
onstru
teurs. Une mani�ere d'utiliser 
es
programmes 
onsiste en l'�evaluation par r�e�e
riture d'expressions repr�esent�ees sous la forme
de graphes 
y
liques parti
uliers, les graphes admissibles, qui ne 
ontiennent pas d'op�eration
d�e�nie dans leurs 
y
les. Nous avons montr�e dans le 
hapitre pr�e
�edent que la relation de
r�e�e
riture engendr�ee par les syst�emes de r�e�e
riture de graphes faiblement admissibles ave


onstru
teurs (WAGRS) �etait 
on
uente par rapport aux graphes admissibles.

Lorsqu'un syst�eme de r�e�e
riture est 
on
uent, on peut 
al
uler une expression de mani�ere
d�eterministe et eÆ
a
e en utilisant des strat�egies de r�e�e
riture. Appliqu�ee �a un graphe, une
strat�egie de r�e�e
riture d�esigne les r�edex de 
e graphe qu'il est utile de r�e�e
rire pour 
al
uler
sa forme normale 
onstru
teur quand elle existe (
'est-�a-dire la valeur de l'expression que 
e
graphe repr�esente).

De nombreuses strat�egies ont �et�e propos�ees dans le 
adre des syst�emes de r�e�e
riture or-

thogonaux de termes du premier ordre (OTRS) (par exemple [HL91℄) et de termes in�nis
(OT1RS) (par exemple [KKSV95℄). Une strat�egie adapt�ee aux syst�emes de r�e�e
riture de
termes ave
 
onstru
teurs est d�evelopp�ee dans [Ant92℄. Nous montrons dans 
e 
hapitre que

ette strat�egie, not�ee �, peut être �etendue aux graphes admissibles tout en pr�eservant ses
\bonnes" propri�et�es.

De même, plusieurs strat�egies ont �et�e propos�ees dans le 
adre des syst�emes de r�e�e
riture
faiblement orthogonaux de termes (WOTRS). O'Donnell a par exemple montr�e que la strat�egie
qui 
onsiste en la r�e�e
riture en parall�ele de tous les plus hauts r�edex d'un terme1 permet
de 
al
uler la forme normale de 
e terme [O'D77℄. Sekar and Ramakrishnan [SR93℄ ainsi
qu'Antoy [Ant92℄ ont am�elior�e 
ette strat�egie. Nous montrons dans 
e 
hapitre que la se
onde
strat�egie d'Antoy, not�ee ��, peut être �etendue aux graphes admissibles, tout 
omme �. Pour
faire 
ette extension, nous d�e�nissons la relation de r�e�e
riture parall�ele de graphes admissibles.

Nos r�esultats 
on
ernant � sont publi�es dans [EJ97
, EJ98a, EJ98b℄. Ceux 
on
ernant ��
se trouvent dans [EJ99b℄. Ils sont d�evelopp�es en d�etails dans [EJ98
, EJ97b℄.

Nous 
ommen�
ons 
e 
hapitre ave
 des pr�eliminaires pr�e
isant le vo
abulaire et les notions
utilis�es dans la suite. Dans les Se
tions 4.2 et 4.3, nous �etudions su

essivement les extensions
des strat�egies � et �� aux graphes admissibles tout en soulignant leurs propri�et�es d'optimalit�e.

1parallel-outermost strategy en anglais.
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4.1 Pr�eliminaires

Pour 
al
uler la forme normale 
onstru
teur d'un graphe, il faut exhiber un n�ud de 
e
graphe ainsi qu'une r�egle permettant de r�e�e
rire 
e n�ud :

D�e�nition 4.1.1 (Strat�egie de r�e�e
riture de graphes)
Soit SP = h�;Ri un 
GRS. Une strat�egie (s�equentielle) de r�e�e
riture de graphes est une
fon
tion partielle S qui prend un terme-graphe admissible g et qui retourne un 
ouple (p;R)
tel que p soit un n�ud de g, R soit une r�egle de r�e�e
riture de R et g se r�e�e
rive au n�ud p
ave
 la r�egle R. On note g !S g0 le S-pas de r�e�e
riture de g vers g0 tel que S(g) = (p;R) et

g ![p;R℄ g
0. On note

�
!S la fermeture r�e
exive et transitive de!S et on parle de S-d�erivation

de r�e�e
riture de g en g0 lorsque g
�
!S g0. 3

Plusieurs propri�et�es des strat�egies sont int�eressantes. On exigera toujours d'une strat�egie
qu'elle permette de 
al
uler la forme normale 
onstru
teur d'un graphe lorsqu'elle existe.
C'est la propri�et�e dite de C-normalisation.

D�e�nition 4.1.2 (C-normalisation)
Soit SP un 
GRS. Une strat�egie S est C-normalisante ssi pour tout terme-graphe admis-
sible g et pour tout terme-graphe 
onstru
teur 
 tels que g

�
! 
, il existe un terme-graphe


onstru
teur 
0 et une S-d�erivation g
�
!S 
0 tels que 
0

:
= 
. 3

Une autre propri�et�e plus forte que la C-normalisation stipule que l'usage arbitraire mais
r�egulier d'une strat�egie engendre des d�erivations de r�e�e
riture qui aboutissent �a la forme
normale 
onstru
teur d'un graphe lorsqu'elle existe. Cette propri�et�e permet de 
ombiner une
strat�egie de r�e�e
riture ave
 d'autres strat�egies de r�e�e
riture tout en 
onservant la propri�et�e
de C-normalisation. C'est la propri�et�e dite de C-hyper-normalisation.

D�e�nition 4.1.3 (C-hyper-normalisation)
Soit SP un 
GRS. Une strat�egie S est C-hyper-normalisante ssi pour tout terme-graphe
admissible g et pour tout terme-graphe 
onstru
teur 
 tels que g

�
! 
, toute d�erivation de

r�e�e
riture D qui 
ommen
e ave
 g et qui alterne des S-pas de r�e�e
riture ave
 un ou plusieurs
pas de r�e�e
riture quel
onques termine par une forme normale 
onstru
teur 
0 telle que 
0

:
= 
.

Une strat�egie C-hyper-normalisante est for
�ement C-normalisante. 3

De nombreuses strat�egies ont �et�e d�e�nies dans le 
adre de la r�e�e
riture de termes du
premier ordre (voir le 
atalogue �etabli dans [Klo92℄). Dans 
e 
hapitre, nous nous int�eressons
�a l'une d'entre elle, �, d�e�nie dans [Ant92℄ pour 
ertains syst�emes de r�e�e
riture de termes ave


onstru
teurs qui sont dits indu
tivement s�equentiels. Tr�es eÆ
a
e, 
ette strat�egie 
al
ule des
r�edex n�e
essaires2 [HL91℄. Cette propri�et�e permet de montrer que � est C-hyper-normalisante.
Dans la d�e�nition suivante, nous g�en�eralisons la notion de r�edex n�e
essaires aux termes-
graphes admissibles.

D�e�nition 4.1.4 (R�edex n�e
essaire)

Soient SP un 
GRS, g et g0 deux termes-graphes admissibles, D = g
�
! g0 une d�erivation de

r�e�e
riture et q un n�ud fon
tionnel de g.
On dit que q est un n�ud r�esiduel par D si q reste un n�ud de g0 ; dans 
e 
as, on appelle
des
endant de gjq par D le sous-graphe (g0)jq.
On dit qu'un r�edex de ra
ine q est n�e
essaire dans g ssi dans toute d�erivation de g vers une
forme normale 
onstru
teur, un des
endant de g se r�e�e
rit au n�ud q. 3

2needed redexes en anglais.



4.1. PR�ELIMINAIRES 63

Exemple 4.1.5 Soit g = n1 :A(n2 :A(n3 :B,n3),n4 :A(n2,n3)) o�u A est d�e�nie ave

la r�egle (T) l1 :A(l2 :B,l3 :X) ! l2 :B. Pour 
al
uler la forme normale 
onstru
teur
de g, il faut r�e�e
rire g �a la ra
ine en un terme-graphe 
onstru
teur. Ce
i n'est possible
que si gjn2 se r�e�e
rit en un terme-graphe 
onstru
teur. Comme gjn2 est un r�edex, nous en
d�eduisons que gjn2 est un r�edex n�e
essaire de g. Nous obtenons g ![n2;T℄ g0 ave
 g0 =
n1 :A(n3 :B,n4 :A(n3,n3)). Pour 
al
uler la forme normale 
onstru
teur de g0, il suÆt de
r�e�e
rire g0 �a la ra
ine en g00 = n3 :B. On 
onstate que g0

jn4 est aussi un r�edex de g0. Mais il
n'est pas n�e
essaire de le r�e�e
rire pour 
al
uler la forme normale de g0. g0

jn4 n'est don
 pas
un r�edex n�e
essaire de g0. 2

n1 :A

n4 :A

n2 :A

n3 :B

g

[n2; T℄ [n1; T℄

n4 :A

n3 :B

n1 :A

g0

n3 :B

g00

Fig. 4.1:

L'exemple 
i-dessus illustre la notion de r�edex n�e
essaire mais 
ette notion n'est pas tou-
jours pertinente dans le 
as g�en�eral d'un WAGRS.

Exemple 4.1.6 On 
onsid�ere de nouveau le graphe g de l'Exemple 4.1.5 mais on suppose
maintenant que A est d�e�nie ave
 les r�egles (T1) l1 :A(l2 :B,l3 :X) ! l2 :B et (T2)

l1 :A(l2 :X,l3 :B) ! l3 :B. Dans 
e 
as, les sous-graphes gjn2 et gjn4 sont des r�edex
de g, mais au
un d'entre eux n'est n�e
essaire au sens de la D�e�nition 4.1.4. Par 
ontre, il faut
for
�ement r�eduire l'un d'entre eux pour 
al
uler la forme normale 
onstru
teur de g. 2

n1 :A

n4 :A

n2 :A

n3 :B

g

n4 :A

n3 :B

n1 :A

n3 :B

n2 :A

n1 :A

n3 :B

[n2; T1℄

[n4; T2℄

[n1; T2℄

[n1; T1℄

Fig. 4.2:
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Dans l'exemple pr�e
�edent, nous avons besoin d'une notion qui g�en�eralise 
elle de r�edex
n�e
essaire. Nous introduisons 
i-dessous la notion d'ensemble suÆsant de r�edex3 [SR93℄ :

D�e�nition 4.1.7 (Ensemble suÆsant de r�edex)
Soient SP un 
GRS et g un terme-graphe admissible. On dit qu'un ensemble de r�edex S =
fu1; : : : ; ung est un ensemble suÆsant de r�edex dans g ssi dans toute d�erivation de r�e�e
riture
allant de g vers une forme normale 
onstru
teur, un des
endant d'au moins un r�edex u 2 S
est r�e�e
rit �a la ra
ine. 3

Exemple 4.1.8 Dans l'Exemple 4.1.6, l'ensemble S = fgjn2; gjn4g est un ensemble suÆsant
de r�edex dans g. 2

Nous avons vu dans l'Exemple 4.1.6 un 
as de WAGRS o�u la notion de r�edex n�e
essaire
n'est pas pertinente. En fait, la strat�egie � de [Ant92℄ n'est pas d�e�nie pour 
e syst�eme de
r�e�e
riture 
ar il n'est pas indu
tivement s�equentiel.

Dans le 
as g�en�eral des syst�emes de r�e�e
riture de termes ave
 
onstru
teurs qui sont
faiblement orthogonaux mais pas indu
tivement s�equentiels, [Ant92℄ propose une se
onde
\strat�egie", ��, qui 
al
ule des ensembles suÆsants de r�edex. Le mot \strat�egie" ne 
orrespond
pas �a 
elui de la D�e�nition 4.1.1 : �� est une strat�egie parall�ele de r�e�e
riture.

D�e�nition 4.1.9 (Strat�egie parall�ele de r�e�e
riture)
Soit SP = h�;Ri un 
GRS. Une strat�egie parall�ele de r�e�e
riture de graphes est une fon
tion
partielle �S qui prend un terme-graphe admissible g et qui retourne un ensemble de 
ouples

(p;R) tels que p soit un n�ud de g, R soit une r�egle de r�e�e
riture de R et g se r�e�e
rive au
n�ud p ave
 la r�egle R. 3

Tous les r�edex 
al
ul�es par �� doivent être r�e�e
rits si on veut être sûr de 
al
uler la forme
normale 
onstru
teur d'un graphe lorsqu'elle existe. Ces pas de r�e�e
riture peuvent être vus de
mani�ere atomique en utilisant un pas de r�e�e
riture parall�ele de graphes. C'est la raison pour
laquelle on quali�e de parall�ele 
e type de strat�egies.

Dans la Se
tion 4.2, nous d�e�nissons les syst�emes de r�e�e
riture de graphes indu
tivement
s�equentiels puis nous �etendons la strat�egie � aux termes-graphes admissibles. Nous montrons
ensuite que � 
al
ule des r�edex n�e
essaires puis qu'elle est C-hyper-normalisante. En�n, nous
verrons que � engendre la d�erivation de r�e�e
riture la plus 
ourte �a partir d'un graphe.

Dans la Se
tion 4.3, nous 
ommen�
ons par d�e�nir le pas de r�e�e
riture parall�ele de graphes,
puis nous �etendons la strat�egie �� aux WAGRS. Nous verrons que �� 
al
ule des ensembles
suÆsants de r�edex puis qu'elle est C-hyper-normalisante.

4.2 Strat�egie �

Dans 
ette se
tion, nous �etendons la strat�egie � d�e�nie dans [Ant92℄ aux syst�emes de
r�e�e
riture de graphes indu
tivement s�equentiels. Cette strat�egie 
al
ule des plus hauts r�edex

n�e
essaires. Nous avons d�ej�a vu la notion de r�edex n�e
essaire (
f. D�e�nition 4.1.4). Nous
expli
itons 
i-dessous les notions de plus haut n�ud, de plus haut r�edex, de plus haut n�ud �a

gau
he et de plus haut r�edex �a gau
he dans un graphe admissible.

D�e�nition 4.2.1 Soient SP un 
GRS et g un terme-graphe admissible.

3ne
essary set of redexes en anglais.
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On dit qu'un n�ud fon
tionnel q est un plus haut n�ud fon
tionnel de g ssi q = Rootg lorsque
Rootg est un n�ud fon
tionnel ou sinon Sg(Rootg) = r1 : : : rk et il existe i 2 1::k tel que q
soit un plus haut n�ud fon
tionnel de gjri .

Un r�edex u de ra
ine q dans g est un plus haut r�edex de g ssi q = Rootg lorsque g est un r�edex
ou sinon Sg(Rootg) = r1 : : : rk et il existe i 2 1::k tel que u soit un plus haut r�edex de gjri .

Un n�ud fon
tionnel q est le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g ssi q = Rootg lorsque
Rootg est un n�ud fon
tionnel ou sinon Sg(Rootg) = r1 : : : rk et il existe i 2 1::k tel que q soit
un plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans gjri et les sous-graphes gjrj sont 
onstru
teurs
pour tout j < i.

Un r�edex u de ra
ine q dans g est le plus haut r�edex �a gau
he de g ssi q = Rootg lorsque g est
un r�edex ou sinon Sg(Rootg) = r1 : : : rk et il existe i 2 1::k tel que u soit un plus haut r�edex
�a gau
he dans gjri et les sous-graphes gjrj sont 
onstru
teurs pour tout j < i. 3

Exemple 4.2.2 Soit g = n1 :
(n2 :g(n3 :a,n4 :h(n3,n3)),n5 :
(n4,n1)) (
f. Fi-
gure 4.3) et SP2 = h�;R2i le WAGRS de l'Exemple 3.1.12. Les plus hauts r�edex de g sont
gjn2 et gjn4. gjn2 est le plus haut r�edex �a gau
he de g. Le le
teur remarque qu'il existe un

hemin allant de n2 vers n4, mais gjn4 ne disparait pas si on r�e�e
rit gjn2 (
ar le 
hemin
[n1; 2; n5; 1; n4℄ n'est pas modi��e par un pas de r�e�e
riture au n�ud n2). Notons en
ore que les

n1 :
 n5 :


n2 :g

n3 :a

G

n4 :s

Fig. 4.3:

notions de plus haut n�ud fon
tionnel (�a gau
he) et de plus haut r�edex (�a gau
he) sont bien
d�e�nies dans le 
adre des graphes admissibles ; en e�et, si p et q sont deux n�uds fon
tionnels
tels qu'il existe un 
hemin de p vers q, 
'est-�a-dire, tels que p soit plus haut que q, alors il
n'existe pas de 
hemin de q vers p, par admissibilit�e. 2

La strat�egie � que nous d�eveloppons i
i utilise une extension des arbres de
d�e�nition [Ant92℄. Un arbre de d�e�nition est une stru
ture hi�erar
hique dont les feuilles sont
des r�egles d'un 
GRS utilis�ees pour d�e�nir une op�eration. Dans la d�e�nition suivante, bran
h
et rule sont des symboles non interpr�et�es utilis�es pour 
onstruire les n�uds d'un arbre de
d�e�nition.

D�e�nition 4.2.3 (Arbre de d�e�nition)
Soit SP = h�;Ri un 
GRS. Un arbre T est un arbre de d�e�nition partiel (pdt) de motif �
dans les deux 
as suivants :

{ T = rule(� ! r), o�u � ! r est une variante d'une r�egle de R.

{ T = bran
h(�; o;T1; : : : ;Tk), o�u o est un n�ud variable de �, o a pour sorte �, 
1; : : : ; 
k
(k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k, Tj est un pdt
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de motif �[o  p : 
j(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄, tel que n soit le nombre d'arguments de 
j ,
x1; : : : ; xn soient des variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds.

pattern(T ) d�esigne le motif du pdt T .
Un arbre de d�e�nition T d'une op�eration d�e�nie f est un pdt �ni ave
 un motif de la forme
p : f(o1 : x1; : : : ; on : xn) o�u n est le nombre d'arguments de f , x1; : : : ; xn sont des variables
frâ�
hes et p; o1; : : : ; on sont des nouveaux n�uds. 3

Exemple 4.2.4 Consid�erons le 
GRS SP2 = h�;R2i de l'Exemple 3.1.12, en parti
ulier les
trois r�egles de r�e�e
riture d�e�nissant l'op�eration g :

(R3) l1:g(l2:a,l3:x) -> r1:s(l2:a)

(R4) l1:g(l2:x,l3:a) -> r1:s(l2:x)

(R5) l1:g(l2:s(l3:x),l4:s(l5:y)) -> r1:s(r2:g(l3:x,l4:s(l5:y)))

Un arbre de d�e�nition T 1
g de l'op�eration g est donn�e par :

T 1
g = bran
h(k19 :g(k20 :x8,k21 :x9),

k20,
rule(k19 :g(k22 :a,k21 :x9) ! k23 :s(k22 :a)),
bran
h(k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9),

k21,
rule(k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11)) !

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11))))))

T 1
g est repr�esent�e dans la Figure 4.4. On remarque que la r�egle R4 n'est pas repr�esent�ee par

une feuille de T 1
g . En fait, il est impossible de 
onstruire un seul arbre de d�e�nition 
ontenant

toutes les r�egles d�e�nissant g. 2

Nous d�e�nissons 
i-dessous les syst�emes de r�e�e
riture indu
tivement s�equentiels 
omme
�etant 
eux tels que toutes les r�egles d�e�nissant une op�eration puissent être rang�ees dans un
seul arbre de d�e�nition.

D�e�nition 4.2.5 (ISGRS)
Un 
GRS SP = h�;Ri est un syst�eme de r�e�e
riture de graphes indu
tivement s�equentiel

(ISGRS) ssi pour toute op�eration d�e�nie f , il existe un arbre de d�e�nition T de f tel que
pour toute r�egle l ! r de R, o�u l est de la forme f(g1; : : : ; gn), il existe une feuille rule(R)
de T telle que R soit une variante de l! r. 3

Exemple 4.2.6 Nous remarquons dans la Figure 4.4 que l'AGRS SP1 = h�;R1i de
l'Exemple 3.1.12 est un ISGRS. Par 
ontre, le WAGRS SP2 = h�;R2i n'en est pas un.
2

Dans l'exemple pr�e
�edent, nous 
onstatons qu'un WAGRS n'est pas indu
tivement
s�equentiel en g�en�eral. En fait, seuls les AGRS peuvent être indu
tivement s�equentiels : un
ISGRS est for
�ement un AGRS. Mais tous les AGRS ne sont pas indu
tivement s�equentiels :

Exemple 4.2.7 Consid�erons le 
GRS suivant :

(U1) l1:A(l2:B,l3:C,l4:X) -> r1:O

(U2) l1:A(l2:X,l3:B,l4:C) -> r1:O

(U2) l1:A(l2:C,l3:X,l4:B) -> r1:O

Comme au
une de 
es r�egles n'est superposable �a une autre, 
e 
GRS est un AGRS. Pourtant,
il n'est pas possible de 
onstruire un arbre de d�e�nition 
ontenant toutes les r�egles de r�e�e
riture
d�e�nissant l'op�eration A. Autrement dit, 
et AGRS n'est pas un ISGRS. 2
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k5 :f(k6 :x3,k7 :x4)

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)

k10 :f(k11 :x5,k12 :x6)

k10 :f(k11 :x5,k13 :s(k14 :x7))

k1 :h(k2 :x1,k3 :x2)

k4 :h(k3 :x2,k2 :x1)

Th

k5 :f(k8 :a,k7 :x4)

k9 :
(k7 :x4,k9)

T 1
f

k16 :
(k17 :s(k18 :a),k16)

k10 :f(k11 :x5,k13 :s(k15 :a))

k30 :g(k31 :x12,k32 :x13)

T 2
f

k30 :g(k31 :x12,k33 :a)

k34 :s(k31 :x12)

R1

R6

T 2
g

R4
R2

k23 :s(k22 :a)

k19 :g(k22 :a,k21 :x9)
R3

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

T 1
g

R5
R1

R2

Fig. 4.4:
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Nous sommes prêts pour d�e�nir la strat�egie de r�e�e
riture �. Cette strat�egie est une fon
tion
partielle qui op�ere sur les termes-graphes admissibles dans le 
adre d'un ISGRS. �(g) retourne
(quand 
'est possible) un 
ouple (p;R) tel que p soit un n�ud de g, R soit une r�egle de
r�e�e
riture et g se r�e�e
rive au n�ud p en utilisant la r�egle R. � utilise une fon
tion auxilliaire
' qui prend deux arguments : un terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle et un pdt de 
ette
fon
tion.

D�e�nition 4.2.8 (Strat�egie �)
Soit SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible. � est la fon
tion partielle telle que
�(g) = '(gjp;T ), o�u p d�esigne le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g, p est �etiquet�e
par une op�eration d�e�nie f et T est un arbre de d�e�nition de f .

Soit g un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle et T un pdt tel que pattern(T )
�ltre g �a la ra
ine. On d�e�nit 
i-dessous la fon
tion partielle ' :

'(g;T ) =

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

(p;R) si T = rule(� ! r); p = Rootg et
R est une variante de � ! r ;

'(g;Ti) si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk) et
pattern(Ti) �ltre g pour un i 2 1::k ;

(p;R) si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk);
� �ltre g par l'homomorphisme h : � ! g,
h(o) est �etiquet�e par l'op�eration f (dans g),
T 0 est un arbre de d�e�nition de f et
'(gjh(o);T

0) = (p;R):

3

Exemple 4.2.9 Consid�erons le terme-graphe g de la Figure 4.5 :
g = n1 :
(n2 :g(n3 :s(n4 :g(n5 :a,n6 :h(n5,n5))),n4),n7 :
(n4,n1)). On 
al
ule
�(g) dans le 
as de l'ISGRS SP1 = h�;R1i de l'Exemple 3.1.12 (
f. Figures 3.2 et 4.4). Le

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

M1 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

M2 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))k23 :s(k22 :a)

k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

R3

n7 :


n2 :g

n3 :s

n1 :


n4 :g

n6 :h

n5 :agT 1
g

R5

Fig. 4.5:

plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g est n2. Aussi, �(g) = '(gjn2;T
1
g ).

Dans T 1
g , le motif M1 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9) �ltre le terme-graphe gjn2,

mais le motif M2 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11)) ne �ltre pas gjn2. En
e�et, le n�ud k26 est �etiquet�e par s alors que le n�ud n4 est �etiquet�e par g. Aussi,
'(gjn2; T

1
g ) fait un appel r�e
ursif �a '(gjn4;T

1
g ) (
f. Figure 4.6). On 
onstate que le motifM3 =
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n7 :


n2 :g

n3 :s

n1 :


n4 :g

n6 :h

n5 :ag

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)

T 1
g

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

R5

k23 :s(k22 :a)

M3 = k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

R3

Fig. 4.6:

k19 :g(k22 :a,k21 :x9) �ltre le terme-graphe gjn4. Comme 
e motif est le membre gau
he

de la r�egle de r�e�e
riture R3, on 
on
lut que '(gjn4;T
1
g ) = (n4; R3), et don
, �(g) = (n4; R3).

2

Remarque 4.2.10 �(g) utilise le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g. En fait, n'im-
porte quel plus haut n�ud fon
tionnel de g pourrait être utilis�e. Mais 
omme notre strat�egie
est d�eterministe, nous 
hoisissons 
elui de gau
he entre tous. 3

Nous �etablissons maintenant quelques propri�et�es de la strat�egie �.

Proposition 4.2.11 Soient SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible.

{ Si �(g) = (p;R), alors gjp est un plus haut r�edex n�e
essaire de g et
g se r�e�e
rit au n�ud p ave
 la r�egle R.

{ Si �(g) n'est pas d�e�nie, alors g n'admet pas de forme normale 
onstru
teur.

3

La Proposition 4.2.11 est une 
ons�equen
e imm�ediate du lemme suivant, qui s'inspire
de [AEH94b, Theorem 3℄ :

Lemme 4.2.12 Soient SP = h�;Ri un ISGRS, g un terme-graphe admissible de ra
ine
fon
tionnelle f et T un arbre de d�e�nition de f .

{ Si '(g;T ) = (p;R), alors

1. dans toute d�erivation de r�e�e
riture de g vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
-
teur, un des
endant de gjp est r�e�e
rit �a la ra
ine, en un ou plusieurs pas, en un
terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur ;

2. gjp est un r�edex de g �ltr�e par le membre gau
he de la r�egle R ;

3. gjp est un plus haut r�edex de g.

{ Si '(g;T ) n'est pas d�e�nie, alors g ne peut pas se r�e�e
rire en un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur.

3
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Preuve : Dans la suite, < d�enote l'ordre n�th�erien d�e�ni par (g1; T1) < (g2; T2) ssi le graphe g1
a moins d'o

urren
e d'op�eration d�e�nie que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre
propre de T2. Cette preuve se fait par indu
tion n�th�erienne sur <. Nous �etudions les di��erents 
as
de la d�e�nition de ' :

Cas de base : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tion-
nelle, T = rule(� ! r) et � ! r est une variante d'une r�egle de R tels que � �ltre g �a la ra
ine.
Par d�e�nition de ', '(g; T ) est d�e�ni et '(g; T ) = (Rootg; R) o�u R est une variante de � ! r. (1)
Comme g est de ra
ine fon
tionnelle, toute d�erivation de r�e�e
riture de g vers un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur 
ontient un pas de r�e�e
riture au n�ud Rootg . Don
 dans toute d�erivation de r�e�e
riture
de g vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de gjRootg doit être r�e�e
rit �a la

ra
ine, en un ou plusieurs pas, en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. (2) Par hypoth�ese, � �ltre
g �a la ra
ine, et 
omme R est une variante de � ! r, gjRootg est un r�edex (de g) �ltr�e par le membre

gau
he de la r�egle R ; (3) Il est 
lair que gjRootg = g est un plus haut r�edex de g.

Cas d'indu
tion : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine
fon
tionnelle, T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk), o est un n�ud variable de �, o est de sorte �, 
1; : : : ; 
k
(k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k, Tj est un pdt de motif
�[o  p : 
j(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄ tel que n soit le nombre d'arguments de 
j , x1; : : : ; xn soient des
variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds. Nous supposons que pattern(T ) �ltre g
�a la ra
ine don
 il existe un homomorphisme h : � ! g. Trois 
as sont �a �etudier, selon l'�etiquette du
n�ud h(o) dans g.

Cas 1 : h(o) est un n�ud 
onstru
teur de g :
Deux 
as sont possibles. Si il existe i 2 1::k tel que pattern(Ti) �ltre g �a la ra
ine, alors par d�e�nition
de ', '(g; T ) = '(g; Ti). Toutes les 
lauses du lemme sont v�eri��ees par '(g; Ti), d'apr�es l'hypoth�ese
d'indu
tion. Don
 elles le sont aussi par '(g; T ). Si il n'existe pas de i 2 1::k tel que pattern(Ti) �ltre
g �a la ra
ine, alors l'op�eration Lg(Rootg) est in
ompl�etement d�e�nie par le syst�eme de r�e�e
riture R.
Don
 g ne peut pas être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur et '(g; T ) n'est pas d�e�ni.
Cas 2 : h(o) est un n�ud fon
tionnel de g :
Posons Lg(h(o)) = f . Soit T 0 l'arbre de d�e�nition de f . De même que dans le Cas 1, il existe deux
possibilit�es selon que '(gjh(o); T

0) est d�e�ni ou pas.

Cas 2.1 : Supposons que '(gjh(o); T
0) = (p;R), o�u p est un n�ud de gjh(o) et R est une variante

d'une r�egle de R. Alors '(g; T ) = (p;R).

(1) Par hypoth�ese, pattern(T ) �ltre g �a la ra
ine. Par d�e�nition d'un ISGRS, toutes les r�egles l ! r
de R dont le membre gau
he �ltre g �a la ra
ine sont repr�esent�ees par une feuille rule(l0 ! r0) de T ,
o�u l0 ! r0 est une variante de l! r. Par 
onstru
tion d'un arbre de d�e�nition, si l! r est repr�esent�ee
par une feuille de T , alors pattern(T ) �ltre l �a la ra
ine, i.e., il existe un homomorphisme h0 : � ! l.
Par hypoth�ese, T est un pdt dont la ra
ine est �etiquet�ee par le symbole bran
h et pas par le symbole
rule. Don
 pattern(T ) �ltre l sans être un renommage de l. Ce
i implique que h0(o) est un n�ud

onstru
teur de l. Pourtant, dans le 
as que nous 
onsid�erons, h(o) est un n�ud fon
tionnel de g.
Don
 il n'existe pas de r�egle de R dont le membre gau
he �ltre g �a la ra
ine, i.e., g n'est pas un
r�edex. De plus, dans toute d�erivation de r�e�e
riture de g qui 
ontient un pas de r�e�e
riture �a la ra
ine,
un des
endant de gjh(o) doit être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. Comme g est
de ra
ine fon
tionnelle, dans toute d�erivation de g vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un
des
endant de g est r�e�e
rit �a la ra
ine, et don
, un des
endant de gjh(o) est r�e�e
rit en un terme-graphe
de ra
ine 
onstru
teur. Par hypoth�ese d'indu
tion, dans toute d�erivation de r�e�e
riture de gjh(o) vers
un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de (gjh(o))jp est r�e�e
rit en un terme-graphe de

ra
ine 
onstru
teur. Comme (gjh(o))jp = gjp, on 
on
lut que dans toute d�erivation de r�e�e
riture de g

vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de gjp est r�e�e
rit en un terme-graphe de
ra
ine 
onstru
teur.

(2) Par hypoth�ese d'indu
tion, gjp est un r�edex de gjh(o) �ltr�e par le membre gau
he de R ; don
 gjp
est un r�edex de g �ltr�e par le membre gau
he de R.

(3) Par hypoth�ese, � �ltre g �a la ra
ine, i.e., il existe un homomorphisme h : � ! g. Par d�e�nition
d'un arbre de d�e�nition, � est un motif et o est un n�ud de �. Ces 
onditions impliquent qu'il existe
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un 
hemin allant de Rootg vers h(o) dans g et que tous les n�uds de 
e 
hemin sont 
onstru
teurs,
sauf Rootg et h(o). Dans les 
GRS, les r�edex sont toujours de ra
ine fon
tionnelle. Nous venons de
montrer que g n'�etait pas un r�edex. Don
 il n'existe pas de r�edex sur le 
hemin allant de Rootg vers
h(o). Comme gjp est un plus haut r�edex de gjh(o) par hypoth�ese d'indu
tion, gjp est aussi un plus haut
r�edex de g.
Cas 2.2 : Supposons que '(gjh(o); T

0) ne soit pas d�e�ni. Alors '(g; T ) n'est pas d�e�ni, lui non
plus. De plus, par hypoth�ese d'indu
tion, gjh(o) ne peut pas être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur. Pourtant, 
omme dans le 
as 2.1, g n'est pas un r�edex et dans toute d�erivation de g vers
un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de gjh(o) doit être r�e�e
rit en un terme-graphe
de ra
ine 
onstru
teur. Don
 g ne peut pas être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur.

Cas 3 : h(o) est un n�ud variable de g :

Dans 
e 
as, '(g; T ) n'est pas d�e�ni. Nous aÆrmons que g n'a pas de forme normale 
onstru
teur.

En e�et, � �ltre g �a la ra
ine par hypoth�ese. Toute r�egle dont le membre gau
he �ltre g �a la ra
ine

est repr�esent�ee par une feuille de T . Si l ! r est une r�egle repr�esent�ee par une feuille de T , alors il

existe un homomorphisme h0 : � ! l. De plus, � n'est pas �egal �a l �a un renommage pr�es. Don
 par


onstru
tion d'un arbre de d�e�nition, h0(o) est un n�ud 
onstru
teur de l. Pourtant, dans le 
as que

nous 
onsid�erons, h(o) est un n�ud variable de g. Par 
ons�equent, g n'est pas un r�edex. De plus, dans

toute d�erivation de r�e�e
riture de g vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de

gjh(o) doit être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, 
e qui est impossible puisque gjh(o)

est une variable. Don
 g n'admet pas de forme normale 
onstru
teur. 2

Dans le 
adre des syst�emes de r�e�e
riture orthogonaux de termes, la r�e�e
riture des r�edex
n�e
essaires d'un terme du premier ordre permet de 
al
uler sa forme normale. Nous obtenons
un r�esultat similaire dans le 
adre des ISGRS.

Theor�eme 4.2.13 Soit SP un ISGRS. La strat�egie � est C-hyper-normalisante, don
 C-
normalisante. 3

Pour prouver le Th�eor�eme 4.2.13, nous avons besoin du lemme suivant. Ave
 la Propo-
sition 4.2.11, nous avons vu que toute d�erivation de r�e�e
riture d'un graphe g vers sa forme
normale 
onstru
teur devait ex�e
uter un pas en utilisant le n�ud p et la r�egle R 
al
ul�es
par �(g). De plus, nous savons que g se r�e�e
rit au n�ud p ave
 la r�egle R. Le lemme suivant

stipule qu'�etant donn�ee une d�erivation D = g
�
! 
, si on 
ommen
e par ex�e
uter le pas 
al
ul�e

par �(g), on obtient une nouvelle d�erivation de longueur inf�erieure (ou �egale) �a 
elle de D.

Lemme 4.2.14 Soient SP un ISGRS, g un terme-graphe admissible C-normalisable non

onstru
teur et 
 un terme-graphe 
onstru
teur tels qu'il existe une d�erivation de r�e�e
riture
g

�
! 
 de longueur n. Alors il existe un terme-graphe admissible g0 et un terme-graphe


onstru
teur 
0 tels que g !� g0, g0
�
! 
0, 
0 � 
 et si n0 est la longueur de g0

�
! 
0, alors

n0 < n. 3

Preuve : On donne un s
h�ema de 
ette preuve �a la Figure 4.7. Par hypoth�ese, il existe une d�erivation

: : :

: : : ak�1 ![p;R℄ ak

"
![uk�1;Rk�1℄

![uk�1;Rk�1℄

bk�1

a0k�1 a0k�1=

![uk+1;Rk+1℄

![uk+1;Rk+1℄

: : : ![un;Rn℄ 


: : : ![un;Rn℄ 
0

[p;R℄

B C D

g ![u1;R1℄ a1

g0
"
![u2;R2℄

![u2;R2℄

b1

a01
"
![u1;R1℄

[p;R℄

[p;R℄ A

� �

� �

Fig. 4.7:

de r�e�e
riture D allant de g vers le graphe 
onstru
teur 
. Don
 d'apr�es la Proposition 4.2.11, �(g) est



72 CHAPITRE 4. STRAT�EGIES DE R�E�ECRITURE DE GRAPHES ADMISSIBLES

d�e�ni et si �(g) = (p;R), alors (1) g se r�e�e
rit au n�ud p ave
 la r�egle R et (2) dans toute d�erivation
de g vers 
, un des
endant de gjp est r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. D'apr�es le
point (1), il existe un graphe g0 tel que g ![p;R℄ g

0 et d'apr�es le point (2), la d�erivation D est de la
forme D = g ![u1;R1℄ a1 ![u2;R2℄ : : : ![uk�1;Rk�1℄ ak�1 ![p;R℄ ak ![uk+1;Rk+1℄ : : : ![un;Rn℄ 
, ave


ui 6= p pour tout i 2 1::(k � 1) et pour tout i 2 (k + 1)::n.

Premi�erement, d'apr�es le Lemme 3.4.9, puisque g ![u1;R1℄ a1 et g ![p;R℄ g
0, il existe deux graphes

b1 et a01 tels que a1
"
![p;R℄ b1, g

0 "
![u1;R1℄ a

0
1 et b1 � a01. De plus, gjp est un r�edex n�e
essaire de g et

u1 6= p, don
 p est un n�ud de a1. Par 
ons�equent, a1 6= b1 et a1 ![p;R℄ b1 (
f. A dans la Figure 4.7).

Plus g�en�eralement, 
omme g ![u1;R1℄ a1 : : :![uk�1;Rk�1℄ ak�1 et g ![p;R℄ g
0, on d�eduit qu'il existe

deux graphes bk�1 et a
0
k�1 tels que ak�1

"
![p;R℄ bk�1, g

0 "
![u1;R1℄ : : :

"
![uk�1;Rk�1℄ a

0
k�1 et bk�1 � a0k�1,

d'apr�es la Proposition 3.4.10. De plus, gjp est un r�edex n�e
essaire de g et p =2 fu1; : : : ; uk�1g, don

p est un n�ud de ak�1. Par 
ons�equent, ak�1 6= bk�1 et ak�1 ![p;R℄ bk�1 (
f. B dans la Figure 4.7).
La longueur de la d�erivation g ![u1;R1℄ : : :![uk�1;Rk�1℄ ak�1 est exa
tement k�1 alors que la longueur

de la d�erivation g0
"
![u1;R1℄ : : :

"
![uk�1;Rk�1℄ a

0
k�1 est inf�erieure ou �egale �a k � 1.

Deuxi�emement, on 
onstate �a l'aide de la partie C dans la Figure 4.7 que ak�1 ![p;R℄ ak et
ak�1 ![p;R℄ bk�1, don
 ak � bk�1. Comme a0k�1 � bk�1 et bk�1 � ak, on inf�ere que a0k�1 � ak. La
longueur de la d�erivation g ![u1;R1℄ : : : ![uk�1;Rk�1℄ ak�1 ![p;R℄ bk�1 est exa
tement k alors que la

longueur de la d�erivation g0
"
![u1;R1℄ : : :

"
![uk�1;Rk�1℄ a

0
k�1 est inf�erieure ou �egale �a k � 1.

Troisi�emement, nous avons ak ![uk+1;Rk+1℄ : : : ![un;Rn℄ 
 par hypoth�ese. Comme a0k�1 � ak, il

est 
lair qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
0 tel que 
0 � 
 et a0k�1 ![uk+1;Rk+1℄ : : :![un;Rn℄ 

0 (
f. D

dans la Figure 4.7). La longueur de la d�erivation

D = g ![u1;R1℄ a1 ![u2;R2℄ : : :![uk�1;Rk�1℄ ak�1 ![p;R℄ ak ![uk+1;Rk+1℄ : : :![un;Rn℄ 


est exa
tement n alors que la longueur de la d�erivation

g0
"
![u1;R1℄ : : :

"
![uk�1;Rk�1℄ a

0
k�1 ![uk+1;Rk+1℄ : : :![un;Rn℄ 


0

est inf�erieure ou �egale �a n� 1. 2

Preuve du Th�eor�eme 4.2.13 : On donne un s
h�ema de 
ette preuve �a la Figure 4.8. Soient g0 un


0 �
00

!�


1

C0

� : : : � C0

� 0

g0 g00 g1 : : : !�

�

�
!

�
!

n0
0 � n0 n1 < n0

0n0

Fig. 4.8:

terme-graphe admissible et 
0 un terme-graphe 
onstru
teur tel qu'il existe une d�erivation g0
�
! 
0 de

longueur n0. Nous montrons 
e th�eor�eme par indu
tion sur n0. Le 
as n0 = 0 est �evident. Soit n0 > 0 et

supposons le th�eor�eme vrai pour toutes les longueurs p < n0. Soit D une d�erivation 
ommen�
ant ave
 g


ontenant des �-pas in�niment souvent, i.e., D est de la forme g0
�
! g00 !� g1

�
! g01 !� g2

�
! : : :

Par 
on
uen
e (Th�eor�eme 3.3.4), 
omme (1) g0
�
! g00, (2) g0

�
! 
0 est de longueur n0 et (3) 
0 est un

graphe 
onstru
teur, il existe un graphe 
onstru
teur 
00 � 
0 et une d�erivation g00
�
! 
00 de longueur

n00 � n0. Comme (1) g00
�
! 
00 est de longueur n00, (2) g

0
0 !� g1, et (3) 


0
0 est un graphe 
onstru
teur,

nous d�eduisons du Lemme 4.2.14 l'existen
e d'un graphe 
onstru
teur 
1 � 
00 et d'une d�erivation

g1
�
! 
1 de longueur n1 < n00. Soit D

0 la sous-d�erivation de D 
ommen�
ant ave
 g1. La d�erivation

g1
�
! 
1 est de longueur n1 < n0 et D0 
ontient des �-pas in�niment souvent (puisque D 
ontient des

�-pas in�niment souvent). Don
 par hypoth�ese d'indu
tion, D0 termine, ave
 un graphe 
onstru
teur

C 0 � 
1. Par 
ons�equent, D termine, ave
 un graphe 
onstru
teur C 0 � 
0. 2
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La r�e�e
riture de graphes ne duplique pas les donn�ees. Aussi, le nombre de pas n�e
essaires
pour 
al
uler une forme normale 
onstru
teur peut être optimis�e. Nous obtenons le th�eor�eme
d'optimalit�e suivant :

Theor�eme 4.2.15 Soient SP un ISGRS, g un terme-graphe admissible C-normalisable et

 un terme-graphe 
onstru
teur tel qu'il existe une d�erivation de r�e�e
riture g

�
! 
. Alors il

existe un terme-graphe 
onstru
teur 
0 tel que 
0 � 
 et la longueur de la �-d�erivation g
�
!� 
0

soit inf�erieure (ou �egale) �a la longueur de la d�erivation g
�
! 
. 3

Preuve : Par indu
tion sur la longueur de la d�erivation g
�
! 
. Le 
as n = 0 est imm�ediat. Soit

n > 0 et supposons le th�eor�eme vrai pour toute longueur p < n. D'apr�es le Lemme 4.2.14, il existe

un terme-graphe admissible g0 et un terme-graphe 
onstru
teur 
0 � 
 tels que g !� g0, g0
�
! 
0 et

si n0 est la longueur 
e g0
�
! 
0 alors n0 < n. Par hypoth�ese d'indu
tion, il existe un terme-graphe


onstru
teur 
00 � 
0 et une �-d�erivation g0
�
!� 
00 de longueur n00 � n0. La longueur de la d�erivation

g !� g0
�
!� 
00 est n00 + 1 � n0 + 1 � n et 
00 � 
. 2

4.3 Strat�egie parall�ele ��

Dans la se
tion pr�e
�edente, nous avons �etendu la strat�egie � d�e�nie dans [Ant92℄ aux
syst�emes de r�e�e
riture de graphes indu
tivement s�equentiels. Cette strat�egie ne peut plus
être utilis�ee dans le 
adre g�en�eral des WAGRS. En e�et, � 
al
ule des r�edex n�e
essaires et

ette notion n'est pas pertinente dans le 
adre des WAGRS (
f. Exemple 4.1.6). De plus,
� utilise des arbres de d�e�nition 
ontenant toutes les r�egles de r�e�e
riture d�e�nissant une
op�eration et de tels arbres ne peuvent pas être 
onstruits en g�en�eral dans le 
adre d'un
WAGRS (
f. Exemple 4.2.7).

Dans 
ette se
tion, nous �etendons la strat�egie parall�ele �� d�e�nie dans [Ant92℄ aux WA-
GRS. �� ne 
al
ule pas des r�edex n�e
essaires, 
omme �, mais des ensembles suÆsants de r�edex.
Tous les r�edex 
al
ul�es par �� doivent être r�e�e
rits si on veut être sûr de 
al
uler la forme nor-
male 
onstru
teur d'un graphe. Ces pas de r�e�e
riture peuvent être vus de mani�ere atomique
en utilisant un pas de r�e�e
riture parall�ele de graphes. Nous donnons une d�e�nition de la re-
lation de r�e�e
riture parall�ele �!bb dans le paragraphe suivant. Nous �etudierons la strat�egie ��
proprement dite dans le Paragraphe 4.3.2.

4.3.1 R�e�e
riture parall�ele

La r�e�e
riture parall�ele est 
ourante dans le 
adre des syst�emes de r�e�e
riture de termes
du premier ordre. Dans [PvE93, Chap. 14℄, une r�e�e
riture parall�ele de graphes a �et�e �etudi�ee
du point de vue de l'implantation : des annotations peuvent être ajout�ees aux membres
droits des r�egles 
e qui permet d'indiquer quels r�edex doivent être �evalu�es en parall�ele. Dans

ette se
tion, nous nous int�eressons davantage �a une notion g�en�erale de r�e�e
riture parall�ele
permettant de r�e�e
rire plusieurs r�edex arbitraires d'un terme-graphe admissible en un seul
pas.

La r�e�e
riture parall�ele d'un graphe n�e
essite plus de pr�e
autions que la r�e�e
riture parall�ele
de termes [Hue80, O'D77℄ du fait du partage des sous-graphes. En e�et, on ne peut r�e�e
rire
en parall�ele les r�edex d'un terme que si 
eux-
i sont disjoints. Mais on ne peut plus faire 
ette
hypoth�ese dans le 
adre des graphes :
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Exemple 4.3.1 Soient t = A(B(C),D(B(C))) un terme et
g = p1 :A(p2 :B(p3 :C),p4 :D(p2)) un terme-graphe admissible
\�equivalent" (bisimilaire) (
f. Figure 4.9). Consid�erons les deux r�egles suivantes :

A

B D

C

t

B

C

p1 :A

p2 :B p4 :D

p3 :C

g

Fig. 4.9:

(V1) l1:B(l2:X) -> r1:E(l2:X)

(V2) l1:D(l2:X) -> l2:X

Les sous-termes B(C) et D(B(C)) sont des r�edex disjoints du terme t. Mais les sous-graphes

orrespondants p2 :B(p3 :C) et p4 :D(p2 :B(p3 :C)) ne sont pas disjoints dans g. 2

Nous dis
utons 
i-dessous deux d�e�nitions possibles de la r�e�e
riture parall�ele de graphes.
La se
onde sera utilis�ee dans la suite.

D�e�nition 4.3.2 (R�e�e
riture parall�ele \na��ve")
Soient SP = h�;Ri un 
GRS, g1 un terme-graphe admissible, g2 un graphe, R1; : : : ; Rn

n r�egles de r�e�e
riture de R et p1; : : : ; pn n n�uds distin
ts de g1. On dit que g1 se

r�e�e
rit \na��vement" en parall�ele en g2 aux n�uds p1; : : : ; pn ave
 les r�egles R1; : : : ; Rn, not�e
g1 �!k [p1;R1℄:::[pn;Rn℄ g2 ssi :

1. Soient li ! ri une variante de Ri et hi : li ! g1jpi un �ltre de li sur g1 au n�ud pi pour
tout i 2 1::n.

2. Soit H = g � h1[r1℄� : : :� hn[rn℄.

3. Soit � la redire
tion de pointeurs (
f. D�e�nition 2.2.5) telle que �(pi) = Roothi[ri℄ pour
tout i 2 1::n et �(p) = p pour tout p tel que p 6= p1, . . . , p 6= pn.

4. Soient H 0 = �(H) et r = �(Rootg).

5. g2 = H 0
jr.

3

La d�e�nition pr�e
�edente utilise des redire
tions de pointeurs en parall�ele sans tenir 
ompte
des positions relatives des r�edex.

Exemple 4.3.3 Consid�erons le graphe g et les r�egles V1 et V2 de l'Exemple 4.3.1.
Le membre gau
he de V1 = l1 ! r1 �ltre g au n�ud p2 ave
 l'homomorphisme
h1 : l1 ! gjp2 et on a h1[r1℄ = r1 :E(p3 :C). D'autre part, le membre gau
he de
V2 = l2 ! r2 �ltre g au n�ud p4 ave
 l'homomorphisme h2 : l2 ! gjp4 et on a
h2[r2℄ = p2 :B(p3 :C). Soit H = g�h1[r1℄�h2[r2℄ = p1 :A(p2 :B(p3 :C),p4 :D(p2)) +

r1 :E(p3) + p2 (
f. Figure 4.10). Soit � = fp2 7! r1; p4 7! p2g. Le le
teur peut v�eri�er que
�(H) = H1 = p1 :A(r1 :E(p3 :C),p2 :B(p3)) + r1 + r1 + p2 + p4 :D(r1) (
f. Fi-
gure 4.10) et �(Rootg) = p1. Don
 d'apr�es la D�e�nition 4.3.2, g �!k [p2;V1℄[p4;V2℄ g1 o�u g1 =
p1 :A(r1 :E(p3 :C),p2 :B(p3)). 2
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p1 :A

p2 :Br1 :E p4 :D

p3 :C

p1 :A

p2 :Br1 :E p4 :D

p3 :C

p1 :A

p2 :Br1 :E p4 :D

p3 :C

H H1 H2

Fig. 4.10:

En poursuivant l'Exemple 4.3.1 (Figure 4.9) pr�esent�e au d�ebut de 
e paragraphe, le le
teur
peut v�eri�er que la r�e�e
riture parall�ele du terme t et la r�e�e
riture parall�ele du graphe g

onduisent �a deux graphes qui sont bisimilaires. En 
e sens, notre pas de r�e�e
riture parall�ele
de graphes est 
oh�erent ave
 le pas de la r�e�e
riture parall�ele de termes. Pourtant, la relation
�!k n'est pas satisfaisante :

1. D'une part, un r�edex d'un graphe qui est r�e�e
rit ave
 un �!k -pas de r�e�e
riture peut

ontinuer d'être un r�edex dans le graphe r�esultant. C'est le 
as, par exemple, du r�edex
gjp2 = p2 :B(p3 :C) qui reste un sous-graphe de g1 dans l'Exemple 4.3.3.

2. D'autre part, un �!k -pas de r�e�e
riture ne peut pas toujours être simul�e ave
 une
d�erivation de r�e�e
riture s�equentielle. En e�et, dans l'Exemple 4.3.3, on a g �!k g1
mais g 6

�
! g1.

Ce genre de 
omportement se produit par
e que nous utilisons des redire
tions de pointeurs
de mani�ere aveugle dans la d�e�nition de �!k .

Nous d�e�nissons 
i-dessous un se
ond pas de r�e�e
riture parall�ele, not�e �!bb , qui utilise une
nouvelle redire
tion de pointeurs 
al
ul�ee de mani�ere �a imposer un ordre dans l'appli
ation
des di��erentes redire
tions de pointeurs.

D�e�nition 4.3.4 (R�e�e
riture parall�ele)
Soient SP = h�;Ri un 
GRS, g1 un terme-graphe admissible, g2 un graphe, R1; : : : ; Rn n
r�egles de r�e�e
riture de R et p1; : : : ; pn n n�uds distin
ts de g1. On dit que g1 se r�e�e
rit en

parall�ele en g2 aux n�uds p1; : : : ; pn ave
 les r�egles R1; : : : ; Rn, not�e g1 �!bb [p1;R1℄:::[pn;Rn℄ g2
ssi :

1. Soient li ! ri une variante de Ri et hi : li ! g1jpi un �ltre de li sur g1 au n�ud pi pour
tout i 2 1::n.

2. Soit H = g � h1[r1℄� : : :� hn[rn℄.

3. Soient �1; : : : ; �n des redire
tions de pointeurs telles que pour tout i 2 1::k, �i(pi) =
Roothi[ri℄ et �i(p) = p pour tout n�ud p tel que p 6= pi.

4. Soit � = ��(1) Æ : : : Æ ��(n) o�u � : 1::n! 1::n est une permutation telle que si i < j, alors
il n'existe pas de 
hemin de p�(i) vers p�(j).

5. Soient H 0 = �(H) et r = �(Rootg).

6. g2 = H 0
jr.

On note �!bb � la fermeture r�e
exive et transitive de �!bb et on parle de d�erivation de r�e�e
riture
parall�ele de g en g0 lorsque g �!bb � g0. 3

On remarque que dans le 
adre des termes-graphes admissibles, il existe toujours au moins
une permutation satisfaisant les 
onditions du point 4.
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Exemple 4.3.5 Consid�erons de nouveau l'Exemple 4.3.3. Soient �1 = fp2 7! r1g et
�2 = fp4 7! p2g. Il existe un 
hemin allant de p4 vers p2 dans g mais au
un 
hemin allant
de p2 vers p4. Don
 on pose � = �1 Æ �2 = fp2 7! r1; p4 7! r1g. Le le
teur peut v�eri�er que
�(H) = H2 = p1 :A(r1 :E(p3 :C),r1) + r1 + r1 + p2 :B(p3) + p4 :D(r1) (
f. Fi-
gure 4.10) et que �(Rootg) = p1. Don
 d'apr�es la D�e�nition 4.3.4, g �!bb [p2;V1℄[p4;V2℄ g2 o�u
g2 = p1 :A(r1 :E(p3 :C),r1). 2

Proposition 4.3.6 Soit SP un 
GRS.

{ Si g1 �!bb g2, alors g1
�
! g2.

{ Si g1 ! g2, alors g1 �!bb g2.

3

Preuve : Du fait de la redire
tion de pointeurs utilis�ee, la r�e�e
riture en parall�ele des r�edex d'un

graphe 
onsiste en la r�e�e
riture de 
es r�edex, les uns apr�es le autres, de bas en haut dans 
e graphe. En


ons�equen
e, on inf�ere que si g1 �!bb g2, alors g1
�
! g2. Le se
ond point de la proposition est �evident.

2

Theor�eme 4.3.7 Soit SP un WAGRS. �!bb est 
on
uente modulo � et
:
= par rapport aux

termes-graphes admissibles. 3

Preuve : Cons�equen
e �evidente du Th�eor�eme 3.3.4 et de la Proposition 4.3.6. 2

4.3.2 Strat�egie ��

Dans 
e paragraphe, nous �etendons la strat�egie �� d�e�nie dans [Ant92℄ aux WAGRS. �� est
une strat�egie parall�ele de r�e�e
riture de graphes, 
'est-�a-dire une fon
tion partielle qui prend
un terme-graphe admissible g et qui retourne un ensemble de 
ouples (p;R) tels que p soit un
n�ud de g, R soit une r�egle de r�e�e
riture de R et g se r�e�e
rive au n�ud p ave
 la r�egle R.

Comme tous les r�edex 
al
ul�es par une strat�egie �S peuvent être utiles pour 
al
uler la
forme normale 
onstru
teur d'un terme-graphe g, on les 
onsid�ere tous en e�e
tuant des pas
de r�e�e
riture parall�ele. On note g �!bb �S g0 le �S-pas de r�e�e
riture parall�ele de g vers g0 tel
que g �!bb �S(g) g

0. On note �!bb �
�S la fermeture r�e
exive et transitive de �!bb �S et on parle de

�S-d�erivation de g en g0 lorsque g �!bb �
�S g0.

Nous �etendons les notions de C-normalisation et de C-hyper-normalisation d�e�nies pour
les strat�egies s�equentielles aux strat�egies parall�eles :

D�e�nition 4.3.8 (C-normalisation)
Soit SP un 
GRS. Une strat�egie parall�ele �S est C-normalisante ssi pour tout terme-graphe
admissible C-normalisable g et pour tout terme-graphe 
onstru
teur 
 tels que g

�
! 
, il existe

un terme-graphe 
onstru
teur 
0 et une �S-d�erivation g �!bb �
�S 
0 tels que 
0

:
= 
.

Une strat�egie �S est C-hyper-normalisante ssi pour tout terme-graphe admissible C-
normalisable g et pour tout terme-graphe 
onstru
teur 
 tels que g

�
! 
, toute d�erivation

de r�e�e
riture D qui 
ommen
e ave
 g et qui alterne des �S-pas de r�e�e
riture parall�ele ave
 des
pas de r�e�e
riture quel
onques termine par une forme normale 
onstru
teur 
0 telle que 
0

:
= 
.

3

Comme �, la strat�egie �� est bas�ee sur des arbres de d�e�nition (
f. D�e�nition 4.2.3). Nous
avons vu dans les Exemples 4.2.4, 4.2.6 et 4.2.7 qu'il est impossible en g�en�eral de 
onstruire
un arbre de d�e�nition 
ontenant toutes les r�egles de r�e�e
riture d�e�nissant une op�eration
dans le 
as des WAGRS. En d'autres termes, les WAGRS ne sont g�en�eralement pas des
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ISGRS. Toutefois, un WAGRS peut être d�e
ompos�e en plusieurs sous-syst�emes indu
tivement
s�equentiels. Aussi, une op�eration f peut être 
ompl�etement d�e
rite ave
 un ensemble d'arbres
de d�e�nition fT 1

f ;T
2
f ; : : : ;T

k
f g qu'on appelle une forêt d'arbres de d�e�nition et qu'on note Ff .

Proposition 4.3.9 Soit SP = h�;Ri un WAGRS. L'ensemble des r�egles R peut être parti-
tionn�e en une union disjointe d'ensembles de r�egles R = ℄n

i=1Ri tel que h�;Rii soit un ISGRS
pour tout i 2 1::n. 3

Preuve : Imm�ediat puisque si R = fl1 ! r1; : : : ; lk ! rkg, alors h�; fli ! rigi est un ISGRS pour

tout i 2 1::k. 2

D�e�nition 4.3.10 (Forêt d'arbres de d�e�nition)
Soit SP = h�;Ri un WAGRS. Soit R = ℄n

i=1Ri une partition de l'ensemble de r�egles de R
telle que SPi = h�;Rii soit un ISGRS pour tout i 2 1::n. Soient f une op�eration d�e�nie de
� et Ti l'arbre de d�e�nition de f dans SPi pour tout i 2 1::n. On appelle forêt d'arbres de

d�e�nition de f l'ensemble Ff des arbres Ti, 
'est-�a-dire Ff = fT1; : : : ; Tng. 3

Exemple 4.3.11 Dans la Figure 4.4, nous repr�esentons un exemple de forêts d'arbres de
d�e�nition des op�erations f, g et h du WAGRS SP2 = h�;R2i de l'Exemple 3.1.12. On pose
Ff = fT 1

f ;T
2
f g, Fg = fT 1

g ;T
2
g g et Fh = fThg. 2

Notre strat�egie parall�ele �� est une fon
tion partielle qui op�ere sur les termes-graphes ad-
missibles en pr�esen
e d'un WAGRS et de forêts d'arbres de d�e�nition. ��(g) retourne (lorsque

'est possible) un ensemble de 
ouples (p;R) tels que p soit un n�ud de g, R soit une r�egle de
r�e�e
riture de R et g se r�e�e
rive au n�ud p ave
 la r�egle R. �� utilise deux fon
tions auxilliaires
�' et Outer. �' prend deux arguments : un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle et
un pdt de 
ette op�eration.

D�e�nition 4.3.12 ( �')
Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle et T un pdt tel
que pattern(T ) �ltre g �a la ra
ine. On d�e�nit la fon
tion partielle �' de la mani�ere suivante :

�'(g;T ) =

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

f(p;R)g si T = rule(� ! r), p = Rootg et
R est une variante de � ! r ;

�'(g;Ti) si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk) et
pattern(Ti) �ltre g pour un i 2 1::k ;

S si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk);
� �ltre g par l'homomorphisme h : � ! g,
h(o) est �etiquet�e par l'op�eration f (dans g),
Ff = fT 0

1 ; : : : ; T
0
kg est une forêt

d'arbres de d�e�nition de f et
S = �'(gjh(o);T

0
1 ) [ : : : [ �'(gjh(o);T

0
k):

3

Dans la d�e�nition 
i-dessus, �'(g; T ) 
al
ule un ensemble S de 
ouples (p;R) tels que R
soit une r�egle dont le membre gau
he �ltre g au n�ud p. Certains des 
ouples (p;R) sont
inutiles dans le 
al
ul de la strat�egie ��. Aussi, on d�e�nit la fon
tion Outer(g; S) qui 
hoisit
un sous-ensemble maximal (pour l'in
lusion) de 
ouples (p;R) de S tels que p soit un plus
haut n�ud fon
tionnel de g. Si un plus haut n�ud fon
tionnel p de g apparâ�t plusieurs fois
dans S, un seul 
ouple (p;R) interviendra dans Outer(g; S). Outer(g; S) peut être d�e�ni de
mani�ere d�eterministe en utilisant un ordre sur les r�egles de r�e�e
riture.
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D�e�nition 4.3.13 (Outer)
Soient SP = h�;Ri un WAGRS, g un terme-graphe admissible et
S = f(p1; R1); : : : ; (pn; Rn)g un ensemble de 
ouples tels que pi soit un n�ud de g et Ri soit
une r�egle de r�e�e
riture admissible. On d�e�nit Outer(g; S) 
omme un sous-ensemble maximal
f(q1; S1); : : : ; (qk; Sk)g de S tel que :

1. Pour tout i; j 2 1::k, i 6= j =) qi 6= qj.

2. Pour tout i 2 1::k, il existe un 
hemin [Rootg; i0; u1; i1; : : : ; ik�1; qi℄ tel que pour tout
j 2 0::k � 1 et pour toute variante R d'une r�egle de R, (uj ; R) =2 S.

3

D�e�nition 4.3.14 (Strat�egie ��)
Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible, p le plus haut n�ud fon
tionnel �a
gau
he de g, f l'�etiquette de p dans g et Ff = fT1; : : : ; Tkg une forêt d'arbres de d�e�nition de f .
�� est la fon
tion partielle d�e�nie par ��(g) = Outer(g; S) o�u S = �'(gjp;T1) [ : : : [ �'(gjp;Tk).
3

Exemple 4.3.15 Consid�erons les forêts de l'Exemple 4.3.11 et de la Figure 4.4. Soit g =
n1 :
(n2 :f(n3 :h(n4 :g(n5 :a,n5),n6 :g(n4,n5)),n6),n7 :
(n6,n1)) le graphe de
la Figure 4.11. D'apr�es la D�e�nition 4.3.14, ��(g) = Outer(g; S) o�u

n7 :


n2 :f

n3 :h

n5 :a

n6 :g

n1 :


n4 :g

Fig. 4.11:

S = �'(gjn2;T
1
f ) [ �'(gjn2;T

2
f )

= �'(gjn3;Th) [ �'(gjn6;T
1
g ) [ �'(gjn6;T

2
g )

= f(n3; R6)g [ �'(gjn4;T
1
g ) [ �'(gjn4;T

2
g ) [ f(n6; R4)g

= f(n3; R6); (n4; R3); (n4; R4); (n6; R4)g

D'apr�es la se
onde 
ondition de la D�e�nition 4.3.13, Outer(g; S) s�ele
tionne les plus hauts
r�edex de S dans g, don
 ��(g) = f(n3; R6); (n6; R4)g.
On remarque sur 
et exemple que S 
ontient deux 
ouples utilisant le n�ud n4, �a savoir
(n4; R3) et (n4; R4). Si gjn4 avait �et�e un plus haut r�edex de S dans g, alors la premi�ere 
ondition
de la D�e�nition 4.3.13 aurait n�e
essit�e de 
hoisir un 
ouple parmi (n4; R3) et (n4; R4) pour

al
uler ��(g). Ce 
hoix n'a pas d'importan
e puisque r�e�e
rire g ave
 les r�egles R3 ou R4 
onduit
au même graphe (par d�e�nition d'un WAGRS). 2

Nous faisons maintenant la liste des propri�et�es de ��.

Proposition 4.3.16 Soit SP un WAGRS et g un terme-graphe admissible. L'ensemble des
r�edex 
al
ul�es par ��(g) 
onstitue un ensemble suÆsant de r�edex de g. 3
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Comme 
as parti
ulier du th�eor�eme 
i-dessus, on retrouve le fait que si le syst�eme de
r�e�e
riture 
onsid�er�e est un ISGRS, alors ��(g) 
al
ule un singleton f(p;R)g tel que gjp soit
un r�edex n�e
essaire de g (
f. Proposition 4.2.11).

La Proposition 4.3.16 est une 
ons�equen
e du lemme suivant, qui s'inspire de [AEH97a,
Lemma 2℄ :

Lemme 4.3.17 Soient SP unWAGRS, g un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle,
f l'�etiquette de la ra
ine de g, Ff = fT1; : : : ; Tng une forêt d'arbres de d�e�nition de f et
S = �'(g;T1)[ : : : [ �'(g;Tn). Au
un des
endant de g ne peut être r�e�e
rit en un terme-graphe
de ra
ine 
onstru
teur �a moins qu'un des
endant de gjp ne soit r�e�e
rit en un terme-graphe
de ra
ine 
onstru
teur pour un 
ouple (p;R) 2 S. En d'autres termes, S est un ensemble
suÆsant de r�edex de g. 3

Preuve : Il y a deux 
as �a �etudier d�ependant du fait que g soit un r�edex ou pas.
Cas 1 : Si g est un r�edex :
Dans 
e 
as, il existe une ou plusieurs r�egles R dans R dont le membre gau
he �ltre g �a la ra-

ine. Par 
onstru
tion de Ff , pour toutes 
es r�egles R, il existe un arbre de d�e�nition T 2 Ff

tel que R soit repr�esent�ee par une feuille de T . D'apr�es la d�e�nition de �', �'(g; T ) est d�e�nie et
�'(g; T ) = f(Rootg; R)g. Comme nous travaillons ave
 des WAGRS, le membre gau
he de R �ltre tous
les des
endants de g qui ne sont pas r�e�e
rits �a la ra
ine. Par 
ons�equent, au
un des
endant de g ne
peut être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur �a moins qu'un des
endant de gjRootg ne

soit r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur (ave
 la r�egle R ou ave
 une autre r�egle).

Cas 2 : Si g n'est pas un r�edex :

Nous prouvons le Lemme 4.3.17 par indu
tion sur le nombre d'op�erations d�e�nies de g. Si g n'a qu'une

op�eration d�e�nie, alors elle est situ�ee �a la ra
ine et 
omme g n'est pas un r�edex, g ne peut pas être

r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. Don
 le 
as de base est �evident. Supposons que g

ait plus d'une op�eration d�e�nie. Soient f l'�etiquette de la ra
ine de g, Ff = fT1; : : : ; Tng une forêt

d'arbres de d�e�nition de f et S = �'(g; T1) [ : : : [ �'(g; Tn). g n'est pas un r�edex, don
 pour tout

i 2 1::n, soit �'(g; Ti) = ; soit il existe un sous-arbre T 0
i de Ti tel que T 0

i = bran
h(�i; oi; : : :), �i
�ltre g �a la ra
ine ave
 l'homomorphisme hi : �i ! g, hi(oi) soit �etiquet�e ave
 l'op�eration d�e�nie fi
dans g, Ffi = fT 00

1 ; : : : ; T 00
mi
g et �'(g; Ti) 6= ; = �'(gjhi(oi); T

00
1 ) [ : : : [ �'(gjhi(oi); T

00
mi

). Soit R = l ! r

une des r�egles permettant de r�e�e
rire un des
endant de g �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine


onstru
teur. Par 
onstru
tion d'une forêt d'arbres de d�e�nition, il existe i 2 1::n tel que la r�egle R soit

repr�esent�ee par une feuille du sous-arbre T 0
i de l'arbre Ti (tel que �'(g; Ti) 6= ;). Par 
onstru
tion d'un

arbre de d�e�nition, il existe un homomorphisme � : �i ! l et �(oi) est �etiquet�e par un 
onstru
teur

(puisque l est un motif). Or dans le 
as que nous 
onsid�erons, hi(oi) est �etiquet�e par une op�eration

d�e�nie dans g. Don
 il est n�e
essaire de r�e�e
rire un des
endant de gjhi(oi) en un terme-graphe de ra
ine


onstru
teur pour pouvoir r�e�e
rire un des
endant de g ave
 la r�egle R en un terme-graphe de ra
ine


onstru
teur. Autrement dit, au
un des
endant de g ne peut être r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-

graphe de ra
ine 
onstru
teur �a moins qu'un des
endant de gjhi(oi) ne soit r�e�e
rit �a la ra
ine en un

terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur pour au moins un i 2 1::n. gjhi(oi) est un sous-graphe propre de g.

Don
 par hypoth�ese d'indu
tion, au
un des
endant de gjhi(oi) ne peut être r�e�e
rit �a la ra
ine en un

terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur �a moins qu'un des
endant de (gjhi(oi))jp ne soit r�e�e
rit �a la ra
ine

en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur pour un (p;R) 2 �'(gjhi(oi); T
00
j ). Par transitivit�e, au
un

des
endant de g ne peut être r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur �a moins

qu'un des
endant de gjp ne soit r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur pour un

(p;R) 2 �'(g; Ti) (don
 pour un (p;R) 2 S). 2

Preuve de la Proposition 4.3.16 : On traite le 
as o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine
fon
tionnelle tel que f soit l'�etiquette de la ra
ine de g, Ff = fT1; : : : ; Tng soit une forêt d'arbres
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de d�e�nition de f et S = �'(g; T1) [ : : : [ �'(g; Tn). Le 
as o�u g est un terme-graphe admissible de
ra
ine 
onstru
teur est une 
ons�equen
e imm�ediate. D'apr�es le Lemme 4.3.17, l'ensemble S est un
ensemble suÆsant de r�edex de g, i.e., dans toute d�erivation de r�e�e
riture allant de g vers une forme
normale 
onstru
teur, un des
endant d'au moins un r�edex (p;R) 2 S est r�e�e
rit �a la ra
ine. Soit
O = Outer(g; S). Nous montrons que O reste un ensemble suÆsant de r�edex de g. Il suÆt de montrer
que pour toute d�erivation de r�e�e
riture D allant de g vers une forme normale 
onstru
teur telle qu'un
des
endant du r�edex gjp soit r�e�e
rit �a la ra
ine ave
 la r�egle R pour (p;R) 2 (S�O), il existe un autre
r�edex gjq dont un des
endant dans D est r�e�e
rit �a la ra
ine ave
 une r�egle R0 telle que (q; R0) 2 O.

Il y a deux 
as �a �etudier selon les raisons pour lesquelles le 
ouple (p;R) n'appartient pas �a O.
Cas 1 : (p;R) 62 O 
ar il existe R0 tel que (p;R0) 2 O :
Par d�e�nition d'un WAGRS, on peut aussi r�e�e
rire le des
endant de gjp aussi bien ave
 la r�egle R
qu'ave
 la r�egle R0 et on obtient le même r�esultat. Don
 dans D, un des
endant de gjp est r�e�e
rit �a la
ra
ine ave
 une r�egle R0.
Cas 2 : (p;R) 62 O 
ar pour tous les 
hemins C allant de Rootg vers p, il existe un n�ud q et une
r�egle R0 tel que q 2 C et (q; R0) 2 O :
Si g est un r�edex, il est 
lair que q = Rootg et qu'un des
endant de gjRootg est r�e�e
rit dans D. Si g
n'est pas un r�edex, tous les 
hemins allant de Rootg vers p passent par des n�uds fon
tionnels q tel
que (q; R0) 2 O et gjq soit un r�edex de g. Don
 au moins un des
endant des r�edex gjq est r�e�e
rit dans
D pour 
al
uler la forme normale 
onstru
teur de g.

On en 
on
lut que O = Outer(g; S) = ��(g) est un ensemble suÆsant de r�edex de g. 2

De la proposition pr�e
�edente, on d�eduit que si un terme-graphe admissible a une forme
normale 
onstru
teur 
, alors toute d�erivation allant de g vers 
 doit 
ontenir un pas de
r�e�e
riture au n�ud p ave
 la r�egle R pour un 
ouple (p;R) 2 ��(g). Le lemme suivant �etablit

qu'�etant donn�ee une d�erivation D = g
�
! 
, la r�e�e
riture parall�ele de tous les r�edex 
al
ul�es

par ��(g) 
onduit �a une nouvelle d�erivation de longueur inf�erieure (ou �egale) �a 
elle de D.

Lemme 4.3.18 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible non 
onstru
teur C-
normalisable et 
 un graphe 
onstru
teur tel qu'il existe une d�erivation de r�e�e
riture g

�
! 
 de

longueur n. Alors il existe un terme-graphe admissible g0 tel que g �!bb �� g0 et une d�erivation

de r�e�e
riture g0
�
! 
0 de longueur n0 tels que n0 < n et que 
0 soit un graphe 
onstru
teur ave



0 � 
. 3

Preuve : Par hypoth�ese, il existe une d�erivation A = g
�
! 
 de longueur n. Supposons que A =

g ![p1;R1℄ u1 : : : un�1 ![pn;Rn℄ 
. Soit g
0 un terme-graphe admissible tel que g �!bb �� g0. Supposons que

��(g) = f(q1; S1); : : : ; (qm; Sm)g. D'apr�es la Proposition 4.3.6, il existe une d�erivation de r�e�e
riture B

allant de g vers g0 telle que B = g ![q1;S1℄ v1 : : : vm�1 ![qm;Sm℄ g
0. Comme 
 est un terme-graphe


onstru
teur, nous pouvons montrer �a partir de la preuve de la Proposition 3.4.10 qu'il existe un

terme-graphe 
onstru
teur 
0 et une d�erivation A0 = g0
"
![p1;R1℄ a1 : : : an�1

"
![pn;Rn℄ 
0 tels que


0 � 
00. D'apr�es la Proposition 4.3.16, f(q1; S1); : : : ; (qm; Sm)g est un ensemble suÆsant de r�edex,

don
 il existe au moins un 
ouple (qi; Si) dans la d�erivation B et un 
ouple (pj ; Rj) dans la d�erivation

A tels que (pj ; Rj) = (qi; Si). Comme (qi; Si) = (pj ; Rj), pj n'est pas un n�ud de g0 : il est e�a
�e par

le pas de r�e�e
riture vi�1 ![qi;Si℄ vi de la d�erivation B. Le 
ouple (pj ; Rj) apparâ�t �egalement dans la

d�erivation A0 puisque A0 = g0
"
![p1;R1℄ a1 : : : aj�1

"
![pj ;Rj ℄ aj : : : an�1

"
![pn;Rn℄ 


0. Comme pj n'est

pas un n�ud de g0, pj ne peut pas être un n�ud de aj�1, don
 de aj = aj�1. Nous en 
on
luons que

la longueur de la d�erivation A0 est inf�erieure ou �egale �a n� 1. 2

Du lemme pr�e
�edent, nous d�eduisons le th�eor�eme suivant :

Theor�eme 4.3.19 Soit SP un WAGRS. �� est un strat�egie C-hyper-normalisante (don
 C-
normalisante). 3
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Preuve : Soient g0 un terme-graphe admissible et 
0 un graphe 
onstru
teur tel qu'il existe une

d�erivation de r�e�e
riture g0
�
! 
0 de longueur n0. On fait 
ette preuve par indu
tion sur n0. Le 
as de

base n0 = 0 est �evident. Soit n0 > 0 et D une d�erivation de la forme

g0
�
! g00 �!bb �� g1

�
! g01 �!bb �� g2

�
! : : : Comme g0 se r�e�e
rit en g00 et qu'il existe une d�erivation

de longueur n0 allant de g0 vers le graphe 
onstru
teur 
0, on peut montrer (preuve de la Proposi-

tion 3.4.10) qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
00 � 
0 et une d�erivation g00
�
! 
00 de longueur n0

0 � n0.

Comme la longueur de g00
�
! 
00 est n0

0 et que g00 �!bb �� g1, il existe un graphe 
onstru
teur 
1 � 
00
et une d�erivation g1

�
! 
1 de longueur n1 < n0

0, d'apr�es le Lemme 4.3.18. Soit D0 la sous-d�erivation

de D 
ommen�
ant ave
 g1. Comme la longueur de la d�erivation g1
�
! 
1 est n1 < n0, nous utilisons

l'hypoth�ese d'indu
tion : la d�erivation D0, don
 la d�erivation D, termine ave
 un graphe 
onstru
teur

C 0 � 
1 � 
0. Par 
ons�equent, nous 
on
luons que �� est C-hyper-normalisante. 2

Il est 
lair que tout sur-ensemble d'un ensemble suÆsant de r�edex reste un ensemble
suÆsant de r�edex. Comme l'ensemble de tous les plus hauts r�edex d'un graphe g est un sur-
ensemble de ��(g), on d�eduit le 
orollaire suivant du Th�eor�eme 4.3.19. Ce 
orollaire est une
extension d'un r�esultat montr�e dans le 
adre des terme du premier ordre par [O'D77℄ :

Corollaire 4.3.20 Soit SP un WAGRS. La strat�egie parall�ele qui 
onsiste en la r�e�e
riture
de tous les plus hauts r�edex d'un graphe4 est une strat�egie C-hyper-normalisante. 3

En�n, la Proposition 4.3.16 montre que la strat�egie �� 
al
ule un ensemble suÆsant de
r�edex et l'Exemple 4.1.6 montre qu'on peut 
onstruire des d�erivations de r�e�e
riture 
al
ulant
la forme normale 
onstru
teur d'un graphe g sans for
�ement 
onsid�erer tous les r�edex 
al
ul�es
par ��(g). On pourrait don
 imaginer des strat�egies 
al
ulant des ensembles plus petits de
r�edex que 
eux de ��(g) . . .

N�eanmoins, une strat�egie de r�e�e
riture �S qui ne prend pas en 
ompte les membres droits

des r�egles de r�e�e
riture ne peut pas \faire mieux" que ��. En 
e sens, �� est une strat�egie
parall�ele optimale. Pour d�evelopper 
ette notion d'optimalit�e de ��, il faut d�e�nir une notion de
r�e�e
riture arbitraire de graphes et une notion de re
ouvrement5 d'un graphe par un ensemble
de r�edex. Le th�eor�eme d'optimalit�e de �� se montrerait alors en utilisant les te
hniques de
preuve de [SR93℄.

4parallel-outermost graph rewriting strategy en anglais.
5
over en anglais.
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Chapitre 5

Surr�edu
tion de graphes

admissibles

Dans les pr�e
�edents 
hapitres, nous avons utilis�e des programmes logi
o-fon
tionnels pour
�evaluer par r�e�e
riture des expressions repr�esent�ees sous la forme de graphes 
y
liques admis-
sibles. Dans 
e 
hapitre, nous utilisons les programmes pour �evaluer par surr�edu
tion des
expressions partiellement d�e�nies repr�esent�ees sous la forme de graphes admissibles 
onte-

nant des variables. On utilise 
e mode d'�evaluation dans les langages logi
o-fon
tionnels pour
r�esoudre des buts. Comme notre �etude vise �a introduire les graphes dans les langages logi
o-
fon
tionnels, il est n�e
essaire d'�etudier la relation de surr�edu
tion des graphes admissibles.

Surr�eduire un graphe g en un graphe g0 
onsiste �a trouver une substitution � instan
iant
suÆsamment les variables de g pour que �(g) puisse se r�e�e
rire en g0. Consid�erons par exemple
le graphe H et la r�egle L! R de la Figure 5.1. Il est 
lair que H ne peut pas être r�e�e
rit et

l3 :x

l2 :s

l1 :g

l4 :s

l5 :y

L R

n1 :


n3 :z

n4 :


n5 :gn2 :g

[n2; L! R℄

H

n1 :
 n4 :


n5 :g

n1 :
 n4 :


n2 :g n5 :g

m1 :s

m2 :u

r1 :s

r2 :g

p1 :s

p2 :g m1 :s

m2 :u

I�(H)

Fig. 5.1:

qu'il n'est pas non plus sous forme normale 
onstru
teur puisque le n�ud n2 est �etiquet�e par

83
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l'op�eration d�e�nie g. N�eanmoins, en instan
iant la variable z ave
 le graphe m1 :s(m2 :u)

�a l'aide d'une substitution �, on peut r�e�e
rire �(H) en I et se rappro
her ainsi d'une forme
normale 
onstru
teur.

La relation de surr�edu
tion a �et�e introduite dans [Sla74℄. Son utilisation en d�emonstration
automatique a �et�e illustr�ee pour la premi�ere fois dans [Fay79℄ et [Hul80a℄. Une premi�ere
�etude de la surr�edu
tion de graphes a �et�e faite dans [Yam93, Kri96, HP96℄ dans le 
adre des
graphes a
y
liques et dans [EJ98a, EJ98b℄ dans le 
adre des graphes 
y
liques admissibles.
Toutefois, nous ne pro�tons pas pleinement de la stru
ture de graphe dans le 
al
ul que
nous avons bri�evement d�e
rit 
i-dessus. En e�et, dans la Figure 5.1, on 
onstate que �(H)

ontient deux sous-graphes qui ne sont pas partag�es : 
elui de ra
ine n2 et 
elui de ra
ine n5.
En 
ons�equen
e, le sous-graphe de ra
ine n5 
ontinue d'apparâ�tre dans I. Il faudra don
 le
r�e�e
rire pour progresser de nouveau vers une forme normale 
onstru
teur.

Pour pallier 
e \d�efaut", nous 
ombinons la relation de surr�edu
tion ave
 une relation dite
de 
ompression ou de 
ompa
tion de graphes1 [HP99℄. On dit qu'un graphe g1 se 
ompa
te en
un graphe g2 si g1 et g2 repr�esentent la même expression (i.e., g1 et g2 sont bisimilaires) mais
que la taille de g2, 
'est-�a-dire le nombre de n�uds de g2, est plus petit que 
elui de g1. On
parle de 
ompression maximale de g1 en g2 si g2 ne peut plus être 
ompa
t�e. Nous montrons
dans la Figure 5.2 le graphe H 0 obtenu par 
ompression maximale de �(H). Il est 
lair qu'en
r�e�e
rivant H 0 au n�ud p2, on progresse plus rapidement vers une forme normale 
onstru
teur
qu'en r�e�e
rivant �(H) au n�ud n2.

n1 :
 n4 :


m1 :s

m2 :u

�(H)

n2 :g n5 :g

p1 :


p3 :s

m2 :u

H 0

p2 :g

p1 :


q1 :s

q2 :g

m2 :u

p3 :s

B

H1

[p2; R5℄

Fig. 5.2:

Dans 
e 
hapitre, nous �etudions don
 la relation de surr�edu
tion 
ompressante des
graphes 
y
liques admissibles. Cette relation est \meilleure" que toutes les autres relations de
surr�edu
tion. Consid�erons par exemple la r�egle A(O) ! O et le terme C(A(X),A(O),A(O))

o�u A est une op�eration d�e�nie, C et O sont des 
onstru
teurs et X est une variable. Dans la
Figure 5.3, nous repr�esentons trois d�erivations de surr�edu
tion. La premi�ere 
orrespond �a
une d�erivation de surr�edu
tion de termes ; sa longueur est 3. La se
onde 
orrespond �a une
d�erivation de surr�edu
tion \
lassique" de graphes ; sa longueur est 2. La troisi�eme 
orrespond
�a une d�erivation de surr�edu
tion 
ompressante maximale de graphes ; sa longueur est 1.

Nous avons men�e une premi�ere �etude de la surr�edu
tion de graphes admissibles
dans [EJ98a, EJ98b, EJ97a℄. La surr�edu
tion 
ompressante des graphes admissibles fait l'objet
d'un rapport [EJ99a℄.

Dans la se
tion suivante, nous d�eveloppons l'ensemble des notions qui sont n�e
essaires

1graph 
ollapsing en anglais.
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C

O

A A

OX

A

C

O

O O

A A

C

OO

O

A

C

O OO

n1 :C

n5 :O

n4 :A

n3 :X

n2 :A

n1 :C

n5 :O

n4 :A

n3 :X

n2 :A

n1 :C

n5 :O

n4 :A

n1 :C

n6 :On6 :O n7 :O

p2 :O

;[1;R;fX7!Og℄ ;[2;R; Id℄ ;[3;R; Id℄

;[n2;R;fX7!n6 :Og℄ ;[n4;R; Id℄

I>;[n2;R;fX7!n6 :Og℄
p1 :C

Fig. 5.3:

pour 
omprendre la d�e�nition du pas de surr�edu
tion 
ompressante. Nous donnons 
ette
d�e�nition dans la Se
tion 5.2. Nous �enon�
ons les th�eor�emes de 
oh�eren
e et de 
ompl�etude
dans la Se
tion 5.3 puis nous les d�emontrons dans les Se
tions 5.4 et 5.5.

5.1 Pr�eliminaires

Un pas de surr�edu
tion 
ompressante d'un graphe g1 en un graphe g2 se fait en trois
temps :

1. Tout d'abord, il faut 
al
uler une substitution � qui instan
ie suÆsamment les variables
de g1 pour qu'on puisse r�e�e
rire �(g1). Cette substitution est un uni�
ateur d'un sous-
graphe de g1 par rapport au membre gau
he d'une r�egle de r�e�e
riture.

2. Ensuite, il faut 
ompresser l'instan
e �(g1) en un graphe g01.

3. En�n, il faut r�e�e
rire le graphe g01.

Dans 
ette se
tion de pr�eliminaire, nous 
ommen�
ons par d�e�nir la notion d'uni�
ateur
d'un graphe par rapport �a un motif, puis nous posons les bases de la 
ompression de graphes.

5.1.1 Uni�
ateur d'un graphe par rapport �a un motif

Dans la Se
tion 2.3, nous avons d�e�ni l'uni�
ation des termes-graphes ave
 des homomor-
phismes (voir D�e�nition 2.3.7). Comme les homomorphismes sont moins pratiques que les
substitutions pour d�e�nir les pas de surr�edu
tion, nous introduisons la notion suivante :

D�e�nition 5.1.1 (Uni�
ateur d'un graphe par rapport �a un motif)
Soient g un terme-graphe admissible, l un motif et � une substitution tels que g soit 
ompatible
ave
 �. On dit que � est un uni�
ateur de g par rapport �a l ssi il existe un uni�
ateur
h : L!M de g et de l tel que � = (�h)jVg . On dit que � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de

g par rapport �a l ssi h est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g et de l. 3
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Exemple 5.1.2 Soient H = n1 :
(n2 :g(n3 :z,n3),n4 :
(n5 :g(n3,n3),n1)) un
terme-graphe admissible et L = l1 :g(l2 :s(l3 :x),l4 :s(l5 :y)) un motif (
f. Fi-
gure 5.4). Soit � = fz 7! m1 :s(m2 :u)g. Le le
teur peut v�eri�er que �(H) =

n1 :


n3 :z

n4 :


n2 :g n5 :g

n1 :
 n4 :


m1 :s

m2 :u

n2 :g n5 :g

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

l5 :y

L R�(H)H

Fig. 5.4:

n1 :
(n2 :g(m1 :s(m2 :u),m1),n4 :
(n5 :g(m1,m1),n1)). Nous aÆrmons que � est un
uni�
ateur de Hjn2 par rapport �a L. En e�et, il existe un homomorphisme

� : (Hjn2 � L)! (�(Hjn2)� �(Hjn2))

tel que �(n2) = �(l1) = n2, �(n3) = �(l2) = �(l4) = m1 et �(l3) = �(l5) = m2. De plus, on

onstate que � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de Hjn2 et de L. Don
 � est un uni�
ateur
le plus g�en�eral de Hjn2 par rapport �a L. 2

5.1.2 Compression d'un graphe

On dit qu'un graphe g1 se 
ompa
te (ou se 
ompresse) en un graphe g2 si g1 et g2 sont
bisimilaires mais que le nombre de n�uds de g2 est plus petit que 
elui de g1 :

D�e�nition 5.1.3 (Compression d'un graphe)
Soient g1 et g2 deux graphes 
ompatibles. On dit que g1 se 
ompa
te en g2, not�e g1 B g2, ssi
il existe un V-homomorphisme h : g1 ! g2. 3

Exemple 5.1.4 Consid�erons les graphes �(H) et H 0 de la Figure 5.5. Comme il existe un

n1 :
 n4 :


m1 :s

m2 :u

�(H)

n2 :g n5 :g

p1 :


p3 :s

m2 :u

H 0

p2 :g

B

Fig. 5.5:
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V-homomorphisme h : �(H)! H 0 tel que h(n1) = h(n4) = p1, h(n2) = h(n5) = p2, h(m1) =
p3 et h(m2) = m2, on 
on
lut que �(H) B H 0. 2

Pour d�e�nir la relation de surr�edu
tion 
ompressante de graphe, nous avons besoin d'uti-
liser un algorithme de 
ompression de graphes :

D�e�nition 5.1.5 (Strat�egie de 
ompression)
On appelle strat�egie de 
ompression une fon
tion totale I d�e�nie sur les graphes telle que
si I(g) = g0, alors g se 
ompa
te en g0 (i.e., g B g0). On suppose que I est une fon
tion
d�eterministe au renommage des n�uds pr�es (i.e., I(g) est unique au renommage des n�uds
pr�es). 3

Dans la suite, nous utiliserons deux strat�egies de 
ompression remarquables :

{ La premi�ere strat�egie de 
ompression est l'identit�e. Cette strat�egie parti
uli�ere n'a au
un
e�et de 
ompression sur les graphes.

{ La se
onde strat�egie de 
ompression, not�ee I>, est 
elle qui 
ompresse les graphes au
maximum. Formellement, I>(g1) = g2 ssi (1) g1 B g2 et (2) pour tout terme-graphe
admissible g, si g1 B g, alors g B g2.

Exemple 5.1.6 Dans l'Exemple 5.1.4, nous avons 
ompress�e le graphe �(H) au maximum
pour obtenir H 0. On a don
 I>(�(H)) = H 0. 2

5.2 Pas de surr�edu
tion 
ompressante

Plusieurs d�e�nitions du pas de surr�edu
tion 
ompressante sont possibles, 
omme nous le
verrons plus loin. Nous 
hoisissons la suivante :

D�e�nition 5.2.1 (Pas de surr�edu
tion 
ompressante)
Soient SP = h�;Ri un 
GRS, Iune strat�egie de 
ompression, g1 et g2 deux graphes,
p un n�ud fon
tionnel de g1, l! r une r�egle de r�e�e
riture de R et � une substitution.
Un pas de surr�edu
tion 
ompressante de g1 en g2 au n�ud p ave
 la r�egle l! r, la substitu-

tion � et la strat�egie de 
ompression Ise note g1 I;[p; l!r;�℄ g2 et satisfait les trois 
onditions
suivantes :

1. � est un uni�
ateur de g1jp par rapport �a l.

2. Il existe un graphe g01 = I(�(g1)) et un V-homomorphisme h : �(g1)! g01.

3. g01 ![h(p);R℄ g2.

On dit que g1 I;[p; l!r;�℄ g2 est un pas de surr�edu
tion 
ompressante la plus g�en�erale ssi �
est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g1jp par rapport �a l. 3

Nous avons d�e�ni deux strat�egies parti
uli�eres de 
ompression dans le paragraphe
pr�e
�edent. Nous disposons don
 de deux relations de surr�edu
tion 
ompressante :

{ la relation de surr�edu
tion \
lassique" de graphes ; qui utilise l'identit�e 
omme
strat�egie de 
ompression et

{ la relation de surr�edu
tion 
ompressante maximale de graphes I>; qui utilise la
strat�egie de 
ompression maximale I>.



88 CHAPITRE 5. SURR�EDUCTION DE GRAPHES ADMISSIBLES

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

l5 :y

L R

n1 :


n3 :z

n4 :


n2 :g

H

n1 :
 n4 :


m1 :s

m2 :u

�(H)

n2 :g n5 :g

n5 :g

p1 :


p3 :s

m2 :u

H 0

p2 :g

p1 :


q1 :s

q2 :g

m2 :u

p3 :s

B

H1

[p2; R5℄

Fig. 5.6:

Exemple 5.2.2 Soient H le terme-graphe admissible et L ! R la r�egle de la Figure 5.6.
La r�egle L ! R est exa
tement la r�egle R5 de la Figure 3.2 et de l'Exemple 3.1.12. Soit
� = fz 7! m1 :s(m2 :u)g. Nous avons vu dans l'Exemple 5.1.2 que � �etait un uni�
ateur le
plus g�en�eral de Hjn2 par rapport �a L. Soit H 0 = p1 :
(p2 :g(p3 :s(m2 :u),p3),p1). Nous
avons vu dans l'Exemple 5.1.6 que I>(�(H)) = H 0 ave
 le V-homomorphisme h : �(H) ! H 0

d�e�ni dans l'Exemple 5.1.4. H 0 se r�e�e
rit au n�ud h(n2) = p2 ave
 la r�egle R5 en H1 =
p1 :
(q1 :s(q2 :g(m2 :u,p3 :s(m2))),p1). Don
 nous 
on
luons que H I>;[n2;R5;�℄
H1. Ce pas de surr�edu
tion est un pas de surr�edu
tion 
ompressante maximale la plus g�en�erale.
2

La proposition 
i-dessous �etablit d'une part qu'un pas de surr�edu
tion 
ompressante est
bien d�e�ni (au sens o�u la surr�edu
tion d'un graphe permet bien de 
al
uler un graphe) et
d'autre part que l'ensemble des termes-graphes admissibles est stable par surr�edu
tion.

Proposition 5.2.3 Soient SP = h�;Ri un 
GRS, I une strat�egie de 
ompression, g1 un
terme-graphe admissible, R = l ! r une r�egle de r�e�e
riture de R, p un n�ud fon
tionnel de
g1 et � un uni�
ateur de g1jp par rapport �a l. Alors il existe un terme-graphe admissible g2
tel que g1 I;[p;R;�℄ g2. 3

Preuve : Puisque g1 I;[p;R;�℄ g2, il existe un graphe g0
1 et un V-homomorphisme h : �(g1) ! g0

1

tels que g0
1 ![h(p);R℄ g2. Comme � est un uni�
ateur de g1jp par rapport �a l, � est une substitution

telle que g1 soit 
ompatible ave
 �. Don
 on inf�ere que �(g1) est un terme-graphe admissible, �a partir

de la preuve de la Proposition 2.5.9. �(g1) est un terme-graphe admissible et �(g1) B g0
1, don
 g0

1 est

aussi un terme-graphe admissible. D'apr�es la Proposition 3.2.7 et le Th�eor�eme 3.2.8, la r�e�e
riture du

terme-graphe admissible g0
1 permet bien de 
al
uler un terme-graphe admissible. Nous 
on
luons don


que g2 est un terme-graphe admissible. 2

Notons qu'il existe d'autres d�e�nitions du pas de surr�edu
tion, en parti
ulier 
elles qui uti-
lisent des homomorphismes [Yam93, EJ98a, EJ98b℄. Toutefois, nous pr�ef�erons une d�e�nition
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utilisant des substitutions 
ar elle se rappro
he de la d�e�nition de la surr�edu
tion des termes
du premier ordre. Elle fa
ilite don
 la 
ompr�ehension des exemples, des r�esultats et des
preuves. Notre d�e�nition est �equivalente aux d�e�nitions �a base d'homomorphismes dans le

adre des 
GRS.

Apr�es avoir pos�e les bases du 
al
ul de surr�edu
tion 
ompressante, nous donnons 
i-dessous
les raisons qui nous ont pouss�ees �a 
hoisir 
ette d�e�nition de la relation de surr�edu
tion

ompressante. En e�et, il existe plusieurs mani�eres de 
ombiner la 
ompression de graphes et
la surr�edu
tion de graphes :

1. On peut 
ommen
er par faire le pas de 
ompression puis 
elui de surr�edu
tion. La
relation I�; qu'on obtient est d�e�nie de la mani�ere suivante :

g1 I�;[p;R;�℄ g2 ()

8<
:

il existe un graphe g0
1 tel que I(g1) = g0

1,
il existe un V-homomorphisme h : g1 ! g0

1 et
�(g0

1)![h(p);R℄ g2

2. On peut aussi 
ommen
er par faire le pas de surr�edu
tion puis 
elui de 
ompression. La
relation ;�I qu'on obtient est d�e�nie de la mani�ere suivante :

g1 ;�I[p;R;�℄ g2 () �(g1)![p;R℄ g
0
1 et I(g0

1) = g2

3. Rappelons en�n la d�e�nition de la relation de surr�edu
tion 
ompressante I; que nous
avons 
hoisie :

g1 I;[p;R;�℄ g2 ()

8<
:

il existe un graphe g0
1 tel que I(�(g1)) = g0

1,
il existe un V-homomorphisme h : �(g1)! g0

1 et
�(g0

1)![h(p);R℄ g2

Mais des trois relations 
i-dessus, la relation de surr�edu
tion 
ompressante I; semble
\meilleure" que les autres, au sens o�u elle permet de 
al
uler plus rapidement des formes
normales 
onstru
teurs que I�; et;�I. Cette propri�et�e semble v�eri��ee lorsque la strat�egie
de 
ompression utilis�ee est I>. C'est en tout 
as 
e que sugg�ere l'exemple 
i-dessous. Par

ontre, nous ignorons si 
ette propri�et�e est vraie pour une strat�egie de 
ompression quel
onque.

Exemple 5.2.4 Soient g = n1 :A(n2 :B(n3 :X,n3),n4 :B(n5 :O,n5)) un terme-graphe
admissible (
f. Figure 5.7) o�u A et O sont des symboles 
onstru
teurs, B est une op�eration
d�e�nie et X est une variable. Soient R = l1 :B(l2 :O,l3 :O) ! l2 :O une r�egle de
r�e�e
riture, p = n2 un n�ud fon
tionnel de g et � = fX 7! n6 :Og une substitution. Ex�e
utons

n1 :A

n2 :B n4 :B

n5 :On3 :X

g

n1 :A

n6 :O n4 :B

n5 :O

g1

p1 :A

p3 :B

g2

p2 :O

q1 :A

g3

q3 :O

Fig. 5.7:

su

essivement les trois pas de surr�edu
tion d�e�nis pr�e
�edemment :
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1. Soit g1 le graphe tel que g I>�;[p;R;�℄ g1. On ne peut pas 
ompa
ter g
plus qu'il ne l'est d�ej�a, don
 g I>�;[p;R;�℄ g1 ssi �(g) ![p;R℄ g1.
Comme �(g) = n1 :A(n2 :B(n6 :O,n6),n4 :B(n5 :O,n5)), le le
teur
peut v�eri�er que g1 = n1 :A(n6 :O,n4 :B(n5 :O,n5)) (
f. Figure 5.7).

2. Soit g2 le graphe tel que g ;�I>[p;R;�℄ g2. Nous venons juste de montrer que
�(g) ![p;R℄ g1 o�u g1 = n1 :A(n6 :O,n4 :B(n5 :O,n5)). En 
ompa
tant g1 au
maximum, on obtient le graphe g2 = p1 :A(p2 :O,p3 :B(p2,p2)) (
f. Figure 5.7).

3. Nous e�e
tuons maintenant le pas de surr�edu
tion 
ompressante g I>;[p;R;�℄ g3. En

ompa
tant �(g) au maximum, on obtient g01 = q1 :A(q2 :B(q3 :O,q3),q2). Le le
-
teur peut v�eri�er que �(g01) se r�e�e
rit au n�ud q2 en g3 = q1 :A(q3 :O,q3) (
f. Fi-
gure 5.7).

g3 est une forme normale 
onstru
teur alors qu'il faut en
ore surr�eduire g1 et g2 pour 
al
uler
leurs formes normales 
onstru
teurs. On 
onstate don
 sur 
et exemple que I>; est meilleure
que I>�; et ;�I>. 2

5.3 Coh�eren
e et 
ompl�etude de I;

Dans 
ette partie, nous d�e�nissons les notions de 
oh�eren
e et de 
ompl�etude de la
surr�edu
tion 
ompressante. Ces d�e�nitions ne 
onsid�erent pas la surr�edu
tion 
omme une
r�egle d'inf�eren
e permettant de r�esoudre des buts parti
uliers mais plutôt 
omme un mod�ele
g�en�eral de 
al
ul d'expressions arbitraires repr�esent�ees sous la forme de graphes 
y
liques
admissibles. Les buts traditionnels 
omme les �equations peuvent être repr�esent�es 
omme des
expressions bool�eennes. La solution d'un but est une substitution.

D�e�nition 5.3.1 (Substitution 
al
ul�ee par surr�edu
tion 
ompressante)
Soient SP un 
GRS, I une strat�egie de 
ompression et g1 et g2 deux termes-graphes ad-
missibles. On dit qu'une substitution � est 
al
ul�ee par surr�edu
tion 
ompressante de g1

en g2, not�e g1
�
I;� g2, ssi il existe une d�erivation g1 I;[p1;R1; �1℄ : : : I;[pk;Rk; �k℄ g2 et

� = (�k Æ : : : Æ �1)jVg1 . 3

Exemple 5.3.2 SoitH I>;[n2;R5;�℄ H1 le pas de surr�edu
tion 
ompressante de la Figure 5.6
et de l'Exemple 5.2.2 o�u H1 = p1 :
(q1 :s(q2 :g(m2 :u,p3 :s(m2))),p1) et � = fz 7!
m1 :s(m2 :u)g. Consid�erons la r�egle L0 ! R0 de la Figure 5.8. Cette r�egle est exa
tement
la r�egle R3 de Figure 3.2 et de l'Exemple 3.1.12. Soit �0 = fu 7! m3 :ag une substitution.
Le le
teur peut v�eri�er de �0 est un uni�
ateur le plus g�en�eral de H1jq2 par rapport �a L0.

De plus, 
omme �0(H1) = p1 :
(q1 :s(q2 :g(m3 :a,p3 :s(m3))),p1) (
f. Figure 5.8),
�0(H1) ne peut pas être plus 
ompress�e qu'il ne l'est d�ej�a. Don
 I>(�0(H1)) = �0(H1). En�n,
�0(H1) se r�e�e
rit au n�ud q2 ave
 la r�egle R3 en H2 = p1 :
(q1 :s(q3 :s(m3 :a)),p1).
Par 
ons�equent, nous 
on
luons qu'il existe une d�erivation de surr�edu
tion 
ompressante

H
�

I>;� H2 o�u � = (�0 Æ �)jVH = fz 7! m1 :s(m3 :a). � est 
al
ul�ee par surr�edu
tion

ompressante de H en H2. 2

La 
oh�eren
e et la 
ompl�etude de la surr�edu
tion 
ompressante sont d�e�nies par rapport
�a la r�e�e
riture de graphes.

D�e�nition 5.3.3 (Coh�eren
e)
Soit SP un 
GRS et I une strat�egie de 
ompression. On dit que la relation de surr�edu
tion

ompressante I; est 
oh�erente ssi pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe
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r1 :s

l2 :a

l1 :g

l3 :x

L0 R0

p1 :


q1 :s

q2 :g

m2 :u

p3 :s

p1 :


q1 :s

q2 :g

m3 :a

p3 :s

p1 :


q1 :s

q3 :s

m3 :a

[q2; R3℄

H1 �0(H1) H2

Fig. 5.8:


onstru
teur 
 et pour toute substitution � tels que g
�
I;� 
, il existe un graphe 
onstru
teur s

tel que �(g)
�
! s et s

:
= 
. 3

Theor�eme 5.3.4 Soit SP un 
GRS et I une strat�egie de 
ompression. La relation de
surr�edu
tion 
ompressante I; est 
oh�erente. 3

Nous montrons le Th�eor�eme 5.3.4 dans la Se
tion 5.4.

D�e�nition 5.3.5 (Compl�etude)
Soit SP un 
GRS et I une strat�egie de 
ompression. On dit que la relation de surr�edu
tion

ompressante I; est 
ompl�ete ssi pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe

onstru
teur 
 et pour toute substitution 
onstru
teur2 � tels que �(g)

�
! 
, il existe un

terme-graphe 
onstru
teur s et une substitution � tels que g
�
I;� s, s

:
� 
 et �

:
� � [Vg℄. 3

Theor�eme 5.3.6 Soit SP un WAGRS et I une strat�egie de 
ompression. La relation de
surr�edu
tion 
ompressante la plus g�en�erale I; est 
ompl�ete. 3

Nous prouvons le Th�eor�eme 5.3.6 dans la Se
tion 5.5. Comme 
ons�equen
e des deux
th�eor�emes pr�e
�edents, nous obtenons le r�esultat suivant :

Corollaire 5.3.7 Soit SP un WAGRS. Alors I>; et ; sont 
oh�erentes et 
ompl�etes. 3

On remarque que nous restreignons le Th�eor�eme 5.3.6 et le Corollaire 5.3.7 �a des WAGRS.
En e�et, les preuves de 
es r�esultats n�e
essitent la 
on
uen
e de la relation de r�e�e
riture
(Th�eor�eme 3.3.4). En fait, on peut d�eduire de la preuve du Th�eor�eme 5.3.6 que; est 
ompl�ete
dans le 
as g�en�eral d'un 
GRS. Mais 
e n'est pas vrai pour I>; (et don
 pour I;), 
omme
le montre l'exemple suivant :

2Une substitution 
onstru
teur � est une substitution telle que �(x) soit un terme-graphe 
onstru
teur pour
tout x 2 D�.
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Exemple 5.3.8 Les trois r�egles suivantes 
onstituent un 
GRS non 
on
uent :

(R1) l1:A(l2:B(l3:X)) -> r1:C(r2:D,r3:D)

(R2) l1:D -> r1:E

(R3) l1:D -> r1:F

On suppose que A et D sont des op�erations d�e�nies et B, C, E, F et O sont des sym-
boles 
onstru
teurs. Soient s = n1 :A(n2 :Y) et t = �(s) = n1 :A(n3 :B(n4 :O)) o�u

� = fY 7! n3 :B(n4 :O)g (
f. Figure 5.9). Le le
teur peut v�eri�er que t
�
! t0 ave
 t0 =

m1 :C(m4 :E,m5 :F). Consid�erons les d�erivations de surr�edu
tion 
ompressante maximale

n1 :A

n3 :B

n4 :O

m2 :D

m1 :C

m3 :D m4 :E

m1 :C

m4 :E

m1 :C

m5 :F

t0

t = �(s)

![n1;R1℄ ![m2;R2℄ ![m3;R3℄

m3 :D

n1 :A

n2 :Y

s

s1

s2

p3 :E

p1 :C

p4 :F

p1 :C

p2 :D

p1 :C

s0

I>;[p1;R2; Id℄

I>;[p1;R3; Id℄

I>;[n1;R1;�℄

Fig. 5.9:

partant de s (
f. Figure 5.9). Tout d'abord, il existe une seule mani�ere de 
ommen
er une
d�erivation de surr�edu
tion 
ompressante maximale �a partir de s : s I>;[n1;R1;�℄ s0 ave

� = fY 7! q1 :B(q2 :Z)g et s0 = p1 :C(p2 :D,p2). Ensuite, s0 peut être surr�eduit de deux
mani�eres di��erentes en s1 = p1 :C(p3 :E,p3) ou en s2 = p1 :C(p4 :F,p4) qui sont des
graphes 
onstru
teurs. Il est 
lair que s1 6

:
� t0 et que s2 6

:
� t0. Nous 
on
luons don
 que I>;

et, plus g�en�eralement, I; ne sont pas 
ompl�etes dans le 
as g�en�eral d'un 
GRS. 2

Pour �nir 
ette se
tion, nous abordons une autre question int�eressante 
on
ernant la

ompl�etude de la relation de surr�edu
tion d�e
ompressante de graphes. On dit qu'un graphe g1
se d�e
ompresse en un graphe g2, not�e g1 C g2, ssi g2 se 
ompa
te en g1 (i.e., g2 B g1).
On d�e�nit un pas de surr�edu
tion d�e
ompressante de graphes en posant g1 J;[p;R;�℄ g2 ssi
(1) il existe un graphe g0 tel que I(g0) = �(g1) ave
 le V-homomorphisme h : g0 ! �(g1)
(
'est-�a-dire �(g1) C g0), (2) il existe un n�ud q 2 Ng0 tel que h(q) = p et (3) g0 ![q;R℄ g2.
L'exemple suivant montre que la surr�edu
tion d�e
ompressante n'est pas 
ompl�ete dans le

adre des WAGRS :

Exemple 5.3.9 Consid�erons la simple r�egle (R) l1 :A(l2 :O) ! l2 :O o�u A est une
op�eration d�e�nie et O et C sont des symboles 
onstru
teurs. Soit s = n :C(A(O),n). A partir
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de s, on peut 
onstruire une d�erivation de surr�edu
tion d�e
ompressante in�nie :

s C m :C(A(O),C(A(O),m))

! m :C(O,C(A(O),m))

C p :C(O,C(A(O),C(O,C(A(O),p))))

! p :C(O,C(O,C(O,C(A(O),p))))

C q :C(O,C(O,C(O,C(A(O),C(O,C(O,C(O,C(A(O),q))))))))

! q :C(O,C(O,C(O,C(O,C(O,C(O,C(O,C(A(O),q))))))))

C : : :

Pourtant, s
�
;Id n :C(O,C(O,n)). 2

5.4 Preuve de 
oh�eren
e de I;

Dans 
ette se
tion, nous prouvons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5.3.4 Soit SP un 
GRS et I une strat�egie de 
ompression. La relation de
surr�edu
tion 
ompressante I; est 
oh�erente, i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour

tout graphe 
onstru
teur 
 et pour toute substitution � tels que g
�
I;� 
, il existe un graphe


onstru
teur s tel que �(g)
�
! s et s

:
= 
. 2

La preuve du Th�eor�eme 5.3.4 repose sur la proposition suivante :

Proposition 5.4.1 Soient SP un 
GRS et g1 et g2 deux termes-graphes admissibles tels
que g1 B g2. Si il existe un graphe g0

2 tel que g2 ! g0
2 (resp. g2

�
! g0

2), alors il existe un

terme-graphe admissible g0
1 tel que g1

+
! g0

1 (resp. g1
�
! g0

1) et g
0
1 B g0

2 (
f. Figure 5.10). 3

+ * *

g0
2g0

1

g1 g2

(a)

g0
2g0

1

g1 g2

(b)

Fig. 5.10:

Preuve : Imm�ediat ave
 la d�e�nition de B et la Proposition 3.5.3. 2

Preuve du Th�eor�eme 5.3.4 : Par indu
tion sur la longueur n de la d�erivation de surr�edu
tion


ompressante. Le 
as de base n = 0 est �evident. Soit n � 0. Supposons que le th�eor�eme soit vrai

pour toutes les d�erivations de surr�edu
tion 
ompressante de longueur n. Soit g1 I;� g2
n
I;� 
 une

d�erivation de surr�edu
tion 
ompressante de longueur n+1. g2
n
I;� 
 est une d�erivation de surr�edu
tion


ompressante de longueur n. Don
 par hypoth�ese d'indu
tion, il existe un terme-graphe 
onstru
teur

s tel que �(g2)
�
! s et s

:
= 
. Comme g1 I;� g2, il existe un graphe g0

1 tel que �(g1) B g0
1 et g0

1 ! g2.

Il est 
lair que �(�(g1)) B �(g0
1) et �(g0

1) ! �(g2). Puisque �(�(g1)) B �(g0
1) et �(g0

1) ! �(g2)
�
! s,

nous d�eduisons de la Proposition 5.4.1 qu'il existe un graphe s0 tel que �(�(g1))
�
! s0 et s0 B s.

Comme s0 B s et s
:
= 
, on inf�ere que s0

:
= 
. Don
 il existe un terme-graphe 
onstru
teur s0 tel que

�(�(g1))
�
! s0 et s0

:
= 
. 2
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5.5 Preuve de 
ompl�etude de I;

Nous 
onsa
rons 
ette se
tion �a la preuve du th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5.3.6 Soient SP un WAGRS et Iune strat�egie de 
ompression. Alors la relation
de surr�edu
tion 
ompressante la plus g�en�erale I; est 
ompl�ete, i.e., pour tout terme-graphe
admissible g, pour tout graphe 
onstru
teur 
 et pour toute substitution 
onstru
teur � tels

que �(g)
�
! 
, il existe un graphe 
onstru
teur s et une substitution � tels que g

�
I;� s, s

:
� 


et �
:
� � [Vg℄. 2

5.5.1 Lemme de Hullot

Comme pour la 
ompl�etude de la surr�edu
tion la plus g�en�erale dans le 
adre des termes
du premier ordre, le Th�eor�eme 5.3.6 repose sur un lemme qui relie la r�e�e
riture de graphes
et la surr�edu
tion de graphes. Nous l'appelons lemme de Hullot, en r�ef�eren
e au premier

her
heur qui a utilis�e 
ette te
hnique de preuve pour montrer la 
ompl�etude de la relation
de surr�edu
tion de termes [Hul80a, Hul80b℄. Ce nom n'est pas standart. Nous l'utilisons �a
d�efaut d'une \bonne" tradu
tion de lifting lemma en fran�
ais).

Dans 
ette partie, nous �etablissons progressivement l'�enon
�e de 
e lemme. Nous partons
ave
 un �enon
�e \simpliste", puis nous donnons plusieurs 
ontre-exemples nous permettant
de raÆner 
et �enon
�e. Nous r�ep�etons 
e pro
essus plusieurs fois, jusqu'�a obtenir le v�eritable
lemme du Hullot qui se trouve �a la �n du paragraphe (Lemme 5.5.6 page 98). Cette mani�ere
de pro
�eder nous permet d'introduire progressivement les notions qui sont n�e
essaires pour
�enon
er le lemme.

Pour simpli�er 
ette analyse, nous supposons que la strat�egie de 
ompression est la fon
-
tion identit�e. Nous travaillons don
 ave
 la relation de surr�edu
tion la plus g�en�erale 
lassique
de graphes ;. Une premi�ere expression du lemme de Hullot qu'un le
teur pourrait imaginer
serait sans doute la suivante :

Lemme Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles et �1 une sub-
stitution 
onstru
teur tels que t1 � �1(s1). Supposons qu'il existe un graphe t2, un n�ud
fon
tionnel q 2 Nt1 et une r�egle l ! r tels que t1 ![q; l!r℄ t2.

Alors il existe un terme-graphe admissible s2, un n�ud fon
tionnel p 2 Ns1 et un uni�
ateur
le plus g�en�eral � de s1jp par rapport �a l tels que s1 ;[p; l!r;�℄ s2. De plus, il existe une
substitution 
onstru
teur �2 telle que t2 � �2(s2) et �2 Æ �

:
= �1 [Vs1 ℄ (
f. Figure 5.11). 2

t1 t2![q;R℄

�

�1(s1)
�

�2(s2)

s1 s2;[p;R;�℄

Fig. 5.11:

Mais 
e lemme est faux, 
omme le montre l'exemple suivant :

Exemple 5.5.1 Soient s1 = n1 :A(n2 :Z,n2) un terme-graphe admissible, �1 une sub-
stitution 
onstru
teur telle que �1(Z) = p :B(p) et t1 le terme-graphe tel que t1 =
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�1(s1) = n1 :B(p :A(p),p) (
f. Figure 5.12). Consid�erons la r�egle R = l ! r o�u l =

n1 :A

p :B

t1 = �1(s1)

![n1;R℄ r1 :C

t2 6= �2(s2)

p :B

n1 :A

n2 :Z

s1

;[n1;R;�℄ r1 :C

m2 :U s2

m1 :B

h1 h2

Fig. 5.12:

l1 :A(l2 :B(l3 :X),l4 :Y) et r = r1 :C(l3 :X,l4 :Y). Le le
teur peut v�eri�er que
t1 ![n1;R℄ t2 ave
 t2 = r1 :C(p :B(p),p). D'un autre 
ôt�e, la substitution � = fZ 7!
m1 :B(m2 :U)g est un uni�
ateur le plus g�en�eral de s1 par rapport �a l. Don
 s1 se surr�eduit
�a la ra
ine ave
 la r�egle R et la substitution � en s2 = r1 :C(m2 :U,m1 :B(m2)). Pourtant,
il n'existe pas de substitution �2 telle que �2(s2) soit �egal �a t2 au renommage des n�uds pr�es.
En fait, il existe une substitution �2 telle que �2(s2) soit bisimilaire �a t2. 2

Nous 
onstatons ave
 l'exemple 
i-dessus qu'il n'existe pas de substitution 
onstru
teur �2
telle que t2 � �2(s2) mais qu'il existe une substitution 
onstru
teur �2 telle que t2

:
= �2(s2).

On est don
 tent�e de proposer le lemme de Hullot suivant :

Lemme Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles et �1 une sub-
stitution 
onstru
teur tels que t1

:
= �1(s1). Supposons qu'il existe un graphe t2, un n�ud

fon
tionnel q 2 Nt1 et une r�egle l ! r tels que t1 ![q; l!r℄ t2.
Alors il existe un terme-graphe admissible s2, un n�ud fon
tionnel p 2 Ns1 et un uni�
ateur
le plus g�en�eral � de s1jp par rapport �a l tels que s1 ;[p; l!r;�℄ s2.
De plus, il existe une substitution 
onstru
teur �2 telle que t2

:
= �2(s2) et �2 Æ �

:
= �1 [Vs1 ℄

(
f. Figure 5.13). 2

t1 t2![q;R℄
:
=

�1(s1)

:
=

�2(s2)

s1 s2;[p;R;�℄

Fig. 5.13:

Mais 
e lemme est faux, lui aussi :

Exemple 5.5.2 Soit s1 = n1 :A(n2 :B(n3 :Z),n4 :B(n3)) un terme-graphe admissible,
�1 une substitution 
onstru
teur telle que �1(Z) = n5 :O et t1 = m1 :A(m2 :B(m3 :O),m2)
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un terme-graphe tel que t1
:
= �1(s1) (
f. Figure 5.14). Consid�erons la r�egle R = l1 :B(l2 :O)

![m2;R℄ m1 :C

m3 :O

m1 :A

m2 :B

m3 :O t1

n1 :A

n3 :Z

n4 :Bn2 :B

;[?;?;?℄

h1

s1

?

t2

s2

Fig. 5.14:

! l2 :O. Le le
teur peut v�eri�er que t1 ![m2;R℄ t2 ave
 t2 = n1 :A(m3 :O,m3). D'un autre

ôt�e, s1 est surr�edu
tible aux n�uds m2 et m4 mais il est impossible de 
onstruire un graphe
s2 tel que s1 se surr�eduise en un seul pas en s2 et t2

:
= �2(s2). 2

On 
onstate ave
 l'Exemple 5.5.1 (resp. 5.5.2) que si on suppose t1 � �1(s1) (resp. t1
:
=

�1(s1)), alors on ne peut pas montrer que t2 � �2(s2) (resp. t2
:
= �2(s2)). N�eanmoins, on

remarque dans l'Exemple 5.5.1 qu'il existe deux homomorphismes h1 : s1 ! t1 et h2 : s2 ! t2
qu'on pourrait essayer d'utiliser pour �etablir le lemme de Hullot.

Dans l'Exemple 5.5.2, il existe aussi un homomorphisme h1 : s1 ! t1 mais pas d'homomor-
phisme h2 : s2 ! t2. Notre id�ee n'est pas mauvaise pour autant : en fait, les homomorphismes
qui nous int�eressent ne doivent pas \
oller" deux n�uds fon
tionnels de s1 dans t1 (ou de s2
dans t2). C'est le 
as des homomorphismes h1 : s1 ! t1 et h2 : s2 ! t2 de l'Exemple 5.5.1.
Mais 
e n'est pas le 
as de l'homomorphisme h1 : s1 ! t1 de l'Exemple 5.5.2 puisqu'il \
olle"
les n�uds fon
tionnels n2 et n4 de s1 en seul n�ud m2 dans t1.

On appelle 
es homomorphismes parti
uliers des D-monomorphismes :

D�e�nition 5.5.3 (D-monomorphisme)
Soit SP un 
GRS, g1 et g2 deux graphes admissibles et h : g1 ! g2 un homomorphisme.
On dit que h est un D-monomorphisme ssi h est inje
tif sur tous les n�uds fon
tionnels de g1 :
Pour tout n�ud n1; n2 2 Ng1 , si Lg1(n1) 2 D, Lg1(n2) 2 D et h(n1) = h(n2), alors n1 = n2.
3

Ave
 de tels homomorphismes, nous proposons le lemme suivant :

Lemme Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles et h1 : s1 ! t1 un
D-monomorphisme tel que �h1 soit une substitution 
onstru
teur. Supposons qu'il existe un
graphe t2, un n�ud fon
tionnel q 2 Nt1 et une r�egle l ! r tels que t1 ![q; l!r℄ t2.
Alors il existe un terme-graphe admissible s2, un n�ud fon
tionnel p 2 Ns1 et un uni�
ateur
le plus g�en�eral � de s1jp par rapport �a l tels que h1(p) = q et s1 ;[p; l!r;�℄ s2.
De plus, il existe un D-monomorphisme h2 : s2 ! t2 tel que �h2 soit une substitution

onstru
teur et �h2 Æ �

:
= �h1 [Vs1 ℄ (
f. Figure 5.15). 2
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t1 t2![q;R℄

h1 h2

s1 ;[p;R;�℄ s2

Fig. 5.15:

Mais 
e lemme est faux, une fois de plus :

Exemple 5.5.4 Soit s1 = n1 :A(n2 :X,n3 :Y) et t1 = m1 :A(m2 :O,m2) deux termes-
graphes admissibles (
f. Figure 5.16). Il est 
lair qu'il existe un D-monomorphisme h1 : s1 !
t1 ; la substitution �h1 est telle que �h1(X) = �h1(Y) = m2 :O. Consid�erons la r�egle R =

![m1;R℄m1 :A

m2 :O

m1 :A

m2 :O

T2

t1 t2

;[n1;R; Id℄

h1

n1 :A

n3 :Yn2 :X

h2

n1 :A

n3 :Yn2 :X

s2

S2

s1

Fig. 5.16:

l1 :A(l2 :U,l3 :V) ! l2 :U (o�u U et V sont des variables). Le le
teur peut v�eri�er que
t1 ![m1;R℄ t2 ave
 t2 = m2 :O et s1 ;[n1;R;�℄ s2 ave
 � = Id et s2 = n2 :X. On 
onstate
sur la Figure 5.16 qu'il existe bien un D-monomorphisme h2 : s2 ! t2 ; la substitution
�h2 est telle que �h2(X) = m2 :O. Nous obtenons �h2 Æ � = �h2 puisque � = Id. Comme
�h1 = fX 7! m2 :O; Y 7! m2 :Og et �h2 = fX 7! m2 :Og, il est 
lair que �h2 Æ � 6

:
= �h1 [Vs1 ℄. 2

Dans l'exemple pr�e
�edent, la relation �h2 Æ �
:
= �h1 [Vs1 ℄ est fausse 
ar nous avons \perdu"

la variable Y (don
 la valeur de �h1(Y)) pendant que nous 
al
ulions s2. En fait, Y a �et�e �elimin�ee
de s2 lorsque nous avons �elimin�e les n�uds et les variables \inutiles" de s2 (garbage 
olle
tion).

Si nous ne faisons pas 
ette �etape d'�elimination pendant le 
al
ul de s2 et de t2, nous obte-
nons les graphes S2 et T2 de la Figure 5.16. Il est 
lair qu'il existe un nouvel homomorphisme
h02 : S2 ! T2. De plus, nous obtenons �h0

2
Æ �

:
= �h1 [Vs1 ℄.

Nous proposons don
 le lemme (
orre
t !) suivant :

Lemme 5.5.5 Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles, S1 et T1

deux graphes admissibles et h1 : S1 ! T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un sous-
graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1 soit une substitution

onstru
teur. Supposons qu'il existe un graphe t2, un n�ud fon
tionnel q 2 Nt1 et une r�egle
l ! r tels que t1 ![q; l!r℄ t2 (
f. Figure 5.17). Alors :
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s2S2s1S1

t1T1

h1 h2

t2T2

;[p;R;�℄

![q;R℄

Fig. 5.17:

1. Il existe une terme-graphe admissible s2, un n�ud fon
tionnel p de s1 et un uni�
ateur
le plus g�en�eral � de s1jp par rapport �a l tels que s1 ;[p; l!r;�℄ s2.

2. Il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 ! T2 tels
que s2 soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2
soit une substitution 
onstru
teur.

3. �h2 Æ �
:
= �h1 [VS1 ℄.

3

Le lemme 
i-dessus est un 
as parti
ulier du lemme suivant qui, lui, prend en 
ompte une
strat�egie de 
ompression I :

Lemme 5.5.6 (Lemme de Hullot)

Soient SP un 
GRS, Iune strat�egie de 
ompression, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles,
S1 et T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 ! T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un
sous-graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1 soit une substitution

onstru
teur. Supposons qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
 et une d�erivation de r�e�e
riture

t1
+
! 
 
ommen�
ant par un pas de r�e�e
riture au n�ud q ave
 la r�egle R = l ! r (i.e.,

t1 ![q;R℄ u
�
! 
) (
f. Figure 5.18). Alors :

1. Il existe une terme-graphe admissible s2, un n�ud fon
tionnel p de s1 et un uni�
ateur
le plus g�en�eral � de s1jp par rapport �a l tels que s1 I;[p; l!r;�℄ s2.

2. Il existe deux termes-graphes admissibles t01 et t2 tels que t1 B t01 ave
 le V-
homomorphisme 
 : t1 ! t01 et t01 ![
(q); l!r℄ t2.

3. Il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 ! T2 tels
que s2 soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2
soit une substitution 
onstru
teur.

4. Pour tout sous-graphe 
onstru
teur u de S1, �(u) est bisimilaire �a un sous-graphe

onstru
teur de S2.

5. �h2 Æ �
:
= �h1 [VS1 ℄.

3

5.5.2 Preuve du lemme de Hullot

Dans 
ette partie, nous nous attaquons �a la preuve du Lemme 5.5.6. Nous utiliserons les
deux propositions suivantes :



5.5. PREUVE DE COMPL�ETUDE DE I; 99

t1T1 t01

t2T2

[
(q); R℄

s2S2s1S1

h2

h1




I;[p;R;�℄

u 

�

[q; R℄

Fig. 5.18:

Proposition 5.5.7 Soit SP un 
GRS, s et t deux termes-graphes admissibles et h : s ! t
un D-monomorphisme tels que �h soit une substitution 
onstru
teur. Supposons qu'il existe
un terme-graphe admissible s0 tel que s B s0 (
f. Figure 5.19). Alors, il existe un terme-graphe

t t0

s s0

B

B

h0h

Fig. 5.19:

admissible t0 tel que t B t0. De plus, il existe un D-monomorphisme h0 : s0 ! t0 tel que �h0

soit une substitution 
onstru
teur. 3

Preuve : Comme s B s0, il existe un V-homomorphisme � : s ! s0. Par hypoth�ese, h(s) = t, don

�h(s)

:
= t. De plus, � : s! s0 est un V-homomorphisme, don
 s

:
= s0. Comme �h(s)

:
= t et s

:
= s0, nous

inf�erons que �h(s
0)

:
= t. Par 
ons�equent, s0 et t sont uni�ables : il existe un terme-graphe admissible

t0 et deux homomorphismes � : t ! t0 et Æ : s0 ! t0 tels que pour tout terme-graphe admissible g et
pour tout homomorphisme �1 : t! g et �2 : s

0 ! g, il existe un homomorphisme � : t0 ! g.

Comme �h(s
0)

:
= t, au
une variable de t n'est a�e
t�ee par uni�
ation. Don
 nous d�eduisons que

� : t! t0 est un V-homomorphisme, i.e., t B t0. Nous avons 
hoisi t0 de sorte que �[h0 : (t�s0)! (t0�t0)

soit un uni�
ateur le plus g�en�eral de t et s0. Si h0 n'�etait pas un D-monomorphisme, alors h0 \
ollerait"

deux n�uds fon
tionnels n1 et n2 de s0. Mais alors, nous pourrions 
onstruire un graphe g et deux

homomorphismes �1 : t! g et �2 : s
0 ! g qui ne \
ollent" pas n1 et n2. Par 
ons�equent, il n'existerait

pas d'homomorphisme � : t0 ! g, 
e qui est faux par 
onstru
tion. Don
 h0 est un D-monomorphisme.

2

Proposition 5.5.8 Soit SP un 
GRS, g1 et g2 deux graphes admissibles et h : g1 ! g2
un D-monomorphisme. Soient n1 un n�ud fon
tionnel de g1, p1 un n�ud de g1 de même
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sorte que n1 et �1 la redire
tion de pointeurs telle que �1(n1) = p1 et �1(n) = n pour tout
n 6= n1. Soient n2 un n�ud fon
tionnel de g2, p2 un n�ud de g2 de même sorte que n2 et �2
la redire
tion de pointeurs telle que �2(n2) = p2 et �2(n) = n pour tout n 6= n2. Supposons
que h(n1) = n2 et h(p1) = p2. Alors :

1. h(�1(n)) = �2(h(n)) pour tout n 2 Ng1 .

2. h est un D-monomorphisme allant de �1(g1) vers �2(g2).

3

Preuve :
Point 1 : Nous prouvons que �2(h(q)) = h(�1(q)) pour tout n�ud q 2 Ng1 . Il y a deux 
as �a �etudier
selon que q 6= n1 ou que q = n1. Premier 
as, si q 6= n1, alors par d�e�nition de �1, �1(q) = q et
don
 h(�1(q)) = h(q). Comme q 6= n1 et h est inje
tif sur n1, h(q) 6= h(n1), don
 h(q) 6= n2. Aussi,
par d�e�nition de �2, �2(h(q)) = h(q). Par 
ons�equent, h(�1(q)) = �2(h(q)). Deuxi�eme 
as, si q = n1,
alors par d�e�nition de �1, �1(q) = �1(n1) = p1 et don
 h(�1(q)) = h(p1) = p2. Or p2 = �2(n2) et
n2 = h(n1) = h(q). Don
 h(�1(q)) = p2 = �2(h(q)).

Point 2 : h est un D-monomorphisme allant de g1 vers g2. Nous prouvons que h est aussi un D-

monomorphisme allant de �1(g1) vers �2(g2). Tout d'abord, h est une fon
tion allant de Ng1 vers

Ng2 . Comme N�1(g1) = Ng1 et N�2(g2) = Ng2 , h est aussi une fon
tion allant de N�1(g1) vers N�2(g2).

De plus, h pr�eserve la fon
tion d'�etiquetage de �1(g1). En e�et, h pr�eserve la fon
tion d'�etiquetage

de g1, L�1(g1) = Lg1 et L�2(g2) = Lg2 . Nous devons ensuite montrer que h pr�eserve la fon
tion de

su

esseur de �1(g1), 
'est-�a-dire que S�2(g2)(h(p)) = h(S�1(g1)(p)) pour tout n�ud p 2 N�1(g1). D'une

part, S�(g)(q) = �(Sg(q)) pour tout graphe g, pour toute redire
tion de pointeurs � et pour tout n�ud

q 2 Ng. D'autre part,N�1(g1) = Ng1 . Don
 nous 
her
hons �a montrer que �2(Sg2 (h(p))) = h(�1(Sg1(p)))

pour tout n�ud p 2 Ng1 . h est un homomorphisme allant de g1 vers g2, don
 h pr�eserve la fon
tion de

su

esseur de g1 : Sg2(h(p)) = h(Sg1 (p)). Aussi, nous devons v�eri�er que �2(h(Sg1 (p))) = h(�1(Sg1(p)))

pour tout n�ud p 2 Ng1 . Grâ
e au point 1 de la proposition, �2(h(q)) = h(�1(q)) pour tout n�ud q 2

Ng1 . Don
 nous d�eduisons la propri�et�e qu'il faut v�eri�er, �a savoir, �2(h(Sg1 (p))) = h(�1(Sg1(p))) pour

tout n�ud p 2 Ng1 . Nous 
on
luons don
 que h pr�eserve la fon
tion de su

esseur de �1(g1). Pour �nir,

nous devons v�eri�er que h(Roots�1(g1)) = Roots�2(g2), 
'est-�a-dire h(�1(Rootsg1):n1) = �2(Rootsg2):n2,


e qui est �evident puisque h(n1) = n2 et h(�1(Rootsg1)) = �2(h(Rootsg1)) = �2(Rootsg2), d'apr�es le

point 1 de la proposition. 2

Nous sommes prêts pour montrer le lemme de Hullot :

Preuve du Lemme 5.5.6 :
Constru
tion de p : t1 se r�e�e
rit au n�ud q ave
 la r�egle l ! r. Don
 il existe un �ltre � : l! t1jq.
l est un motif, don
 Rootl est un n�ud fon
tionnel de l. Comme � : l ! t1jq est un homomorphisme,
nous inf�erons que q est aussi un n�ud fon
tionnel de t1. (�h1)jVs1

est une substitution 
onstru
teur,
don
 il existe au moins un n�ud fon
tionnel p de s1 tel que h1(p) = q. h1 est un D-monomorphisme,
don
 deux n�uds distin
ts de s1 �etiquet�es par la même op�eration d�e�nie ont deux images distin
tes
par h1. Aussi, nous 
on
luons que p est le seul n�ud de s1 tel que h1(p) = q.
Constru
tion de � : � : l ! t1jq et h1jp : s1jp ! t1jq sont tous les deux des homomorphismes, don

h1jp[� : (s1jp� l)! (t1jq� t1jq) est un homomorphisme tel que (h1jp[�)(s1jp) = (h1jp[�)(l) = t1jq.
Par 
ons�equent, s1jp et l sont uni�ables. Comme l est un motif, nous inf�erons qu'il existe un uni�
ateur
le plus g�en�eral � de s1jp par rapport �a l et un homomorphisme � : (s1jp � l)! (�(s1jp)� �(s1jp)) tels
que �(s1jp) = �(l) = �(s1jp). De plus, 
omme � : (s1jp � l)! (�(s1jp)� �(s1jp)) est un uni�
ateur le
plus g�en�eral de s1jp et l et h1jp [ � : (s1jp � l)! (t1jq � t1jq) est un simple uni�
ateur de s1jp et l, il
existe un homomorphisme Æ : �(s1jp)! t1jq tel que Æ Æ �jp = h1jp et Æ Æ �jRootl = � (
f. Figure 5.20).
Constru
tion de s2, t

0
1 et t2 : Pour 
onstruire s2 et t2, on 
ommen
e par �etendre Æ : �(s1jp)! t1jq

au graphe �(s1) tout entier. Soit Æ1 la fon
tion allant de N�(s1) vers Nt1 telle que Æ1(n) = Æ(n) pour
tout n 2 N�(s1 jp) et Æ1(n) = h1(n) pour tout n 2 (N�(s1) � N�(s1 jp)). Il est 
lair que Æ1 est un



5.5. PREUVE DE COMPL�ETUDE DE I; 101

t1jq l

s1jp �(s1jp)

h1jp

�jp

�

�jRootlÆ

Fig. 5.20:

homomorphisme allant de �(s1) vers t1 et que Æ = Æ1jp. Soit �1 l'homomorphisme allant de s1 vers
�(s1). Nous avons Æ1 Æ�1 = h1jRoots1

(
f. A dans la Figure 5.21). Cette �egalit�e nous permet de d�eduire

t1 t01

s1 �(s1) s01

B
2

I
1

![
2(q); l!r℄

![
1(p); l!r℄

t2

s2
�1

Æ01Æ1
h1jRoots1

A

B C

Fig. 5.21:

que Æ1 est un D-monomorphisme allant de �(s1) vers t1 tel que �Æ1 soit une substitution 
onstru
teur ;
si 
e n'�etait pas le 
as, h1jRoots1

: s1 ! t1 ne serait pas un D-monomorphisme tel que �(h1
jRoots1

)

soit une substitution 
onstru
teur (puisque Æ1 Æ �1 = h1jRoots1
), 
e qui est 
ontraire aux hypoth�eses.

Nous e�e
tuons maintenant le pas de 
ompression de �(s1) en s01, 
e qui nous permet de d�e�nir
le pas de 
ompression de t1 en t01. Soit s01 le terme-graphe admissible tel que I (�(s1)) = s01. Par
d�e�nition de I, il existe un V-homomorphisme 
1 : �(s1)! s01. De plus, Æ1 est un D-monomorphisme
allant de �(s1) vers t1 tel que �Æ1 soit une substitution 
onstru
teur. Don
 d'apr�es la Proposition 5.5.7,
il existe un terme-graphe admissible t01, un V-homomorphisme 
2 : t1 ! t01 et un D-monomorphisme
Æ01 : s01 ! t01 tels que t1 B t01 et �Æ01 soit une substitution 
onstru
teur (
f. B dans la Figure 5.21).

Nous pouvons d�esormais 
onstruire t2 par r�e�e
riture de t01 et s2 par r�e�e
riture de s01 (
f. C dans
la Figure 5.21). Par 
omposition, 
2jq Æ � est un homomorphisme allant de l vers t01j
2(q), don
 t01 se

r�e�e
rit au n�ud 
2(q) ave
 la r�egle l ! r en t2 = t01[
2(q)  
2[�[r℄℄℄. Par 
omposition, 
1jp Æ �jRootl
est un homomorphisme allant de l vers s01j
1(q), don
 s

0
1 se r�e�e
rit au n�ud 
1(p) ave
 la r�egle l ! r

en s2 = s01[
1(p) 
1[�[r℄℄℄.
Constru
tion de S2 et T2 : Par hypoth�ese, les graphes S1 et T1 
ontiennent les graphes s1 et t1. On

al
ule S2 et T2 de sorte qu'ils 
ontiennent s2 et t2 ainsi que les n�uds et les variables de s1 et t1 qui
ont �et�e �elimin�es par r�e�e
riture de s2 et t2. Ce 
al
ul est s
h�ematis�e dans la Figure 5.22.

T1 � r

S1 � r

T 01 = T1 � �[r℄

S01 = �(S1)� �[r℄ S02 = 
1[S
0
1℄

T 02 = 
2[T
0
1℄ T2 = %(T 02)

S2 = �(S02)
�0 
01

�0 
02

h01 �1 �2 h2A B C

Fig. 5.22:

Consid�erons les graphes T1 � r et S1 � r. Comme il existe un D-monomorphisme h1 : S1 ! T1, il
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existe aussi un D-monomorphisme h01 : (S1� r)! (T1� r). Soit T 0
1 = T1��[r℄. Il est 
lair qu'il existe

un D-monomorphisme �0 : (T1� r)! (T1��[r℄). Soit S0
1 = �(S1)��[r℄. Il existe un homomorphisme

�0 : (S1� r)! (�(S1)��[r℄). Nous pr�etendons qu'il existe un D-monomorphisme �1 : S0
1 ! T 0

1 (
f. A
dans la Figure 5.22) ; �1 est d�e�ni par �1(n) = Æ(n) pour tout n 2 N�(s1jp), �1(n) = h1(n) pour tout

n 2 (NS1 �N�(s1jp)) et �1(n) = n pour tout n 2 (Nr �Nl). De plus, nous obtenons �1 Æ �0 = �0 Æ h01.

Comme �0 et h01 sont des D-monomorphismes, �0 Æh01, don
 �1 Æ�0, sont aussi des D-monomorphismes.
Si �1 n'�etait pas un D-monomorphisme, alors �1 Æ �0 ne serait pas non plus un D-monomorphisme,

e qui n'est pas possible. Don
 �1 est un D-monomorphisme.

Soit T 0
2 = 
2[T

0
1℄. Comme 
2 est un V-homomorphisme, nous d�eduisons qu'il existe un V-

homomorphisme 
02 : T 0
1 ! T 0

2. Soit S
0
2 = 
1[S

0
1℄. De même, il existe un V-homomorphisme 
01 : S0

1 ! S0
2.

De plus, il existe un D-monomorphisme �2 : S0
2 ! T 0

2 tel que �2 Æ 
01 = 
02 Æ �1 (
f. B dans la Fi-
gure 5.22).

Soit % la redire
tion de pointeurs telle que %(
2(q)) = Root
2[�[r℄℄ et %(n) = n pour tout n 6= 
2(q).
Soit T2 = %(T 0

2). t1 est un sous-graphe de T1, don
 de T 0
1. Comme t01 = 
2(t1) et T 0

2 = 
2[T
0
1℄, t

0
1 est

un sous-graphe de T2. t2 est obtenu �a partir de t01 en redirigeant toutes les 
�e
hes pointant sur 
2(q)
pour qu'elles pointent sur Root
2[�[r℄℄, i.e., t2 est obtenu �a partir de t01 ave
 %. Don
 il est 
lair que t2
est un sous-graphe de T2 : t2 = T2j%(Roott0

1
).

Soit � la redire
tion de pointeurs telle que �(
1(p)) = Root
1[�[r℄℄. Soit S2 = �(S0
2). s1 est un

sous-graphe de S1. Don
 �(s1) est un sous-graphe de �(S1), don
 de S0
1. Comme s01 = 
1(�(s1)) et

S2 = 
1[S
0
1℄, s

0
1 est un sous-graphe de S0

2. s2 est obtenu �a partir de s01 en redirigeant toutes les 
�e
hes
pointant sur 
1(p) pour qu'elles pointent sur Root
1[�[r℄℄, i.e., s2 est obtenu �a partir de s01 ave
 �. Don

il est 
lair que s2 est un sous-graphe de S2 : s2 = S2j�(Roots0

1
).

Constru
tion de h2 : S2 ! T2 : Nous avons vu que �2 : S0
2 ! T 0

2 �etait un D-monomorphisme.
Comme �2(
1(p)) = 
2(q) et �2(Root
2[�[r℄℄) = Root
1[�[r℄℄, nous d�eduisons ave
 la Proposition 5.5.8
que �2 reste un D-monomorphisme allant de S2 vers T2. Don
 soit h2 = �2 (
f. C dans la Figure 5.22).
Il est 
lair que h2(s2) = t2. De plus, �(h2)jVs2

est une substitution 
onstru
teur. En e�et, Æ01 est un

D-monomorphisme allant de s01 vers t01 tel que �h0
1
soit une substitution 
onstru
teur. Comme �2

est un homomorphisme allant de S0
1 vers T 0

1 et que s01 (resp. t01) est un sous-graphe de S0
1 (resp. T 0

1),
nous inf�erons que Æ01 = �2jRoots0

1

. Don
 �(�2)jVs0
1

= �(Æ0
1)jVs01

. Comme �(Æ0
1)jVs01

est une substitution


onstru
teur, nous d�eduisons que �(�2)jVs0
1

est une substitution 
onstru
teur. Pour �nir, 
omme h2 =

�2 et Vs2 = Vs01 , nous 
on
luons que �(h2)jVs2
est aussi une substitution 
onstru
teur.

� pr�eserve les sous-graphes 
onstru
teurs de S1 dans S2 : Soit u un sous-graphe 
onstru
teur
de S1. Comme S0

1 = �(S1) � �[r℄, �(u) est un sous-graphe de S0
1. Comme � est l'uni�
ateur le plus

g�en�eral de s1jp par rapport �a l, � est une substitution 
onstru
teur. Don
 �(u) est un sous-graphe

onstru
teur de S0

1. Puisque S
0
2 = 
1[S

0
1℄, 
1[�(u)℄ est un sous-graphe 
onstru
teur de S0

2. De plus, 
1
est un V-homomorphisme, don
 
1[�(u)℄ est bisimilaire �a �(u). Nous avons vu que S2 = �(S0

2) o�u �
est la redire
tion de pointeurs allant du n�ud fon
tionnel 
1(p) vers Root
1[�[r℄℄. Puisque 
1[�(u)℄ est
un graphe 
onstru
teur, 
1(p) n'est pas un n�ud de 
1[�(u)℄, don
 
1[�(u)℄ n'est pas modi��e par la
redire
tion de pointeurs �. Par 
ons�equent, 
1[�(u)℄ est un sous-graphe 
onstru
teur de S2. Comme
�(u) est bisimilaire �a 
1[�(u)℄, nous 
on
luons que �(u) est bisimilaire �a un sous-graphe 
onstru
teur
de S2.

V�eri�
ation de l'�equation �h2 Æ �
:
= �h1 [VS1 ℄ : Soient x 2 VS1 et n 2 NS1 tels que LS1(n) = x.

Comme x est une variable de S1, �h1(n : x) = h01(S1jn) (
f. Figure 5.22). h01 est une homomorphisme

allant de S1�r vers T1�r, don
 �h1(n : x) est un sous-graphe de T1. T1 est invariant par �
0, don
 �h1(n :

x) est un sous-graphe de T 0
1 et �h1(n : x) = �0 Æ h01(S1jn). Comme �h1(n : x) est un sous-graphe de

T 0
1, nous d�eduisons que 


0
2(�h1(n : x)) est un sous-graphe de T 0

2. Comme 
02 est un V-homomorphisme,

�h1(n : x)
:
= 
02(�h1(n : x)). Don
 nous d�eduisons que �h1(n : x)

:
= 
02 Æ �

0 Æ h01(S1jn). Par 
omposition,


02 Æ �
0 Æ h01 = �2 Æ 
01 Æ �

0, don
 �h1(n : x)
:
= �2 Æ 
01 Æ �

0(S1jn). �
0 est un homomorphisme allant de

S1 � r vers �(S1)� �[r℄ et n : x est un sous-graphe de S1, don
 �
0(n : x) = �(n : x). Par 
ons�equent,
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�h1(n : x)
:
= �2(


0
1(�(n : x))). 
01 est un V-homomorphisme, don
 
01(�(n : x))

:
= �(n : x) et par


ons�equent, �h1(n : x)
:
= �2(�(n : x)). �(n : x) est un sous-graphe 
onstru
teur de S02, don
 nous

inf�erons que �2(�(n : x)) = h2(�(n : x)). Comme h2(�(n : x))
:
= �h2(�(n : x)), nous d�eduisons que

�h1(n : x)
:
= �h2(�(n : x)). Nous 
on
luons don
 que �h1

:
= �h2 Æ � [VS1 ℄. 2

5.5.3 Preuve du th�eor�eme de 
ompl�etude

Nous prouvons 
i-dessous le Th�eor�eme 5.3.6. Nous utiliserons le r�esultat 
lef suivant :

Proposition 5.5.9 Soient SP un WAGRS et g1 et g2 deux termes-graphes admissibles tels

que g1 B g2. Si il existe un graphe g01 tel que g1 ! g01 (resp. g1
k
! g01), alors il existe deux

termes-graphes admissibles g001 et g02 tels que g01
�
! g001 , g2 ! g02 (resp. g2

k0

! g02 ave
 k0 � k) et
g001 B g02 (
f. Figure 5.23). 3

g00
1 g0

2

*

g1 g2

g0
1

(a)

g00
1 g0

2

*

g1 g2

g0
1

(b)

k

k0 � k

Fig. 5.23:

Preuve : Imm�ediat ave
 la d�e�nition de B et les Propositions 3.5.4 et 3.5.5. 2

La proposition suivante g�en�eralise le lemme de Hullot :

Proposition 5.5.10 Soit SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles, S1 et
T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 ! T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un sous-
graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1

soit une substitution


onstru
teur. Si il existe un graphe 
onstru
teur 
1 tel que t1
n
! 
1, alors il existe un graphe


onstru
teur s et deux substitutions � et � tels que s1
�
I;� s, �(s)

:
= 
1 et � Æ �

:
= �h1 [VS1 ℄.

3

Preuve : Par indu
tion sur la longueur n de la d�erivation de r�e�e
riture t1
n
! 
1. Le 
as n = 0 est

�evident. Soit k1 � 0 et supposons que la propri�et�e soit vraie pour tout k < k1. Soit t1
k1! 
1 une

d�erivation de longueur k1 (
f. Figure 5.24). Supposons que 
ette d�erivation 
ommen
e ave
 un pas de
r�e�e
riture au n�ud q ave
 la r�egle R. Alors, d'apr�es le Lemme 5.5.6, (1) il existe un terme-graphe
admissible s2 et une substitution �0 tels que s1 I;�0 s2, (2) il existe deux termes-graphes admissibles
t01 et t2 tels que t1 B t01 ave
 l'homomorphisme 
 : t1 ! t01 et t01 ![
(q); l!r℄ t2, (3) il existe deux
graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 ! T2 tels que s2 soit un sous-graphe
de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2 soit une substitution 
onstru
teur, (4)
pour tout sous-graphe 
onstru
teur u de S1, �

0(u) est bisimilaire �a un sous-graphe 
onstru
teur de S2

et (5) �h2 Æ �
0 :
= �h1 [VS1 ℄.

D'apr�es le point (2), t1 B t01 ave
 l'homomorphisme 
 : t1 ! t01 et t1
k1! 
1, par hypoth�ese. Don


nous d�eduisons de la Proposition 5.5.9 qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
2 et une d�erivation de

r�e�e
riture t01
k0
1! 
2 tels que k01 � k1 et 
2

:
= 
1. Le premier pas de la d�erivation t1

k1! 
1 est au n�ud
q ave
 la r�egle R et t1 se 
ompa
te en t01 ave
 l'homomorphisme 
. La preuve de la Proposition 5.5.9

montre que le premier pas de la d�erivation t01
k0
1! 
2 est e�e
tu�e au n�ud 
(q) ave
 la r�egle R, i.e.,
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2
k2 < k1

t2T2

t1T1

h1

h2

t01


1

:
=

�(s)

:
=

ss2S2s1S1

k0
1 � k1

�




[
(q); R℄

k1 � 1
[q; R℄ u

�0 �

Fig. 5.24:

le premier pas de 
ette d�erivation est t01 ![
(q);R℄ t2. Don
 nous 
on
luons qu'il existe une d�erivation

t01 ![
(q);R℄ t2
k0
1�1
! 
2 et la longueur de la d�erivation t2

�
! 
2 est k2 = k01 � 1 < k1.

s2 est un sous-graphe de S2, t2 est un sous-graphe de T2, h2 : S2 ! T2 est un D-monomorphisme

tels que h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2 est une substitution 
onstru
teur. De plus, t2
k2! 
2 et k2 < k1. Don


par hypoth�ese d'indu
tion, il existe un graphe 
onstru
teur s et deux substitutions � et � tels que

s2
�
I;� s, �(s)

:
= 
2 et � Æ �

:
= �h2 [VS2 ℄.

Nous devons prouver que �(s)
:
= 
1. C'est imm�ediat puisque �(s)

:
= 
2 et 
2

:
= 
1. Nous prouvons

maintenant que � Æ (� Æ �0)
:
= �h1 [VS1 ℄. Soient x 2 VS1 et n 2 NS1 tels que Ls1(n) = x. D'apr�es le

Lemme 5.5.6, �h1(n : x)
:
= �h2(�

0(n : x)). De plus, 
omme n : x est un sous-graphe variable (don



onstru
teur) de S1, �
0(n : x) est bisimilaire �a un sous-graphe 
onstru
teur de S2. Don
 V�0(n:x) � VS2 .

Par hypoth�ese d'indu
tion, � Æ �
:
= �h2 [VS2 ℄. Don
 nous 
on
luons que �h1(n : x)

:
= �h2(�

0(n : x)
:
=

�(�(�0(n : x))), i.e., � Æ (� Æ �0)
:
= �h1 [VS1 ℄. 2

Le Th�eor�eme 5.3.6 est une 
ons�equen
e imm�ediate de la Proposition 5.5.10 :

Preuve du Th�eor�eme 5.3.6 : Soient g un terme-graphe admissible, 
 un graphe 
onstru
teur et � une

substitution 
onstru
teur tels que �(g)
�
! 
. Soient S1 = s1 = g et T1 = t1 = �(g). Il est 
lair qu'il existe

un D-monomorphisme h1 : S1 ! T1 tel que h1(s1) = t1 et (�h1 )jVs1 soit une substitution 
onstru
teur

(puisque (�h1)jVs1 = �jVs1 ). Don
 d'apr�es la Proposition 5.5.10, il existe un graphe 
onstru
teur s et

deux substitutions � et � tels que g
�
I;� s, �(s)

:
= 
 et � Æ �

:
= � [Vg ℄. Comme �(s)

:
= 
, nous d�eduisons

que s
:

� 
. Comme � Æ �
:
= � [Vg℄, nous 
on
luons que �

:

� � [Vg℄. 2



Chapitre 6

Strat�egies de surr�edu
tion de

graphes admissibles

Dans le 
hapitre pr�e
�edent, nous avons montr�e qu'on pouvait utiliser les programmes d'un
langage logi
o-fon
tionnel pour �evaluer par surr�edu
tion des expressions partiellement d�e�nies
mod�elis�ees sous la forme de graphes 
y
liques admissibles 
ontenant des variables. Pour 
ela,
nous avons d�e�ni la relation de surr�edu
tion 
ompressante I; et nous avons montr�e qu'elle
�etait 
oh�erente et 
ompl�ete.

Toutefois, nous n'avons pas abord�e le probl�eme du 
hoix des positions et des r�egles qu'il
faut utiliser pour surr�eduire un graphe. C'est sur 
ette probl�ematique que nous travaillons dans

e 
hapitre : nous d�e�nissons plusieurs strat�egies de surr�edu
tion. De nombreuses strat�egies de
surr�edu
tion existent dans le 
adre des termes du premier ordre, par exemple, la surr�edu
tion
basique [Hul80a, MH92℄, innermost [Fri85℄, outermost [E
h88, E
h92℄, outer [You89℄, pares-
seuse [DG89, MKLR90, Red85℄ ou ave
 des tests de redondan
e [BKW92, KB91℄. Nous nous
int�eressons plus parti
uli�erement �a la surr�edu
tion n�e
essaire1 [AEH94a℄, �a la surr�edu
tion
faiblement n�e
essaire2 [AEH97a℄ et �a la surr�edu
tion parall�ele3 [AEH97a℄. Ces strat�egies
r�e
emment �etudi�ees sont optimales selon de nombreux 
rit�eres. Elles peuvent être fa
ile-
ment programm�ees et sont don
 
ouramment utilis�ees dans l'implantation des langages logi
o-
fon
tionnels.

Dans 
e 
hapitre, nous g�en�eralisons les trois strat�egies pr�e
�edentes �a la surr�edu
tion 
om-
pressante de graphes. Nous montrons que notre extension pr�eserve les propri�et�es de 
oh�eren
e,
de 
ompl�etude et d'optimalit�e qu'elles ont sur les termes du premier ordre. De plus, nous
mettons en �eviden
e plusieurs propri�et�es d'optimalit�e propres �a la surr�edu
tion de graphes
admissibles. Nos travaux ont partiellement �et�e publi�es dans [EJ99
, EJ98a, EJ98b℄. Leurs
fondements se trouvent dans deux rapports [EJ99a, EJ97a℄.

Une seule autre strat�egie de surr�edu
tion de graphes existe dans la litt�erature, la
surr�edu
tion basique de graphes a
y
liques4 [Kri96, HP99℄. La surr�edu
tion basique de termes
est la premi�ere strat�egie de surr�edu
tion �a avoir �et�e �etudi�ee [Hul80a℄. Elle ne poss�ede pas les
propri�et�es d'optimalit�e des trois strat�egies qui nous int�eressent.

Dans la Se
tion 6.1, nous �etendons les strat�egies de surr�edu
tion n�e
essaire [AEH94a℄ et

1needed narrowing en anglais.
2weakly needed narrowing en anglais.
3parallel narrowing en anglais.
4basi
 graph narrowing en anglais.
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de surr�edu
tion faiblement n�e
essaire [AEH97a℄ aux graphes admissibles. Ces strat�egies dites
s�equentielles am�eliorent la surr�edu
tion 
ompressante la plus g�en�erale de graphes dans le 
adre
des ISGRS et des WAGRS respe
tivement. Nous montrons que les relations de surr�edu
tion

ompressante qu'elles engendrent sont 
oh�erentes et 
ompl�etes. Nous �etudions leurs propri�et�es
d'optimalit�e dans la Se
tion 6.2. Puis nous am�eliorons la relation de surr�edu
tion faiblement
n�e
essaire de graphes dans la Se
tion 6.3, en �etendant la relation de surr�edu
tion parall�ele
de termes [AEH97a℄ aux graphes admissibles. Nous terminons 
e 
hapitre en d�eveloppant
quelques propri�et�es d'optimalit�e de la surr�edu
tion parall�ele 
ompressante de graphes (Se
-
tion 6.4).

6.1 Strat�egies s�equentielles de surr�edu
tion 
ompressante

Nous avons vu dans le Chapitre 4 qu'une strat�egie de r�e�e
riture �etait une fon
tion qui
prenait un terme-graphe admissible g et qui retournait un ou plusieurs 
ouple de la forme
(p;R) o�u p est un n�ud fon
tionnel de g et R est une r�egle tels que g se r�e�e
rive au n�ud p
ave
 la r�egle R. La d�e�nition d'une strat�egie de surr�edu
tion 
ompressante est �a peu pr�es la
même :

D�e�nition 6.1.1 (Strat�egie de surr�edu
tion 
ompressante de graphes)
Soient SP = h�;Ri un 
GRS et Iune strat�egie de 
ompression. Une strat�egie (s�equentielle)

de surr�edu
tion 
ompressante de graphes est une fon
tion partielle S qui prend un terme-
graphe admissible g et qui retourne un ensemble de triplets (p;R; �) tels que p soit un n�ud
fon
tionnel de g, R soit une r�egle de r�e�e
riture de R, � soit une substitution 
ompatible ave
 g
et g I;[p;R;�℄ g

0 pour un 
ertain terme-graphe g0.
On note g I;S;[p;R;�℄ ou g I;S;� g0 ou en
ore g I;S g0 le S-pas de surr�edu
tion 
om-

pressante de g en g0 tel que S(g) 3 (p;R; �) et g I;[p;R;�℄ g0. On note g
�
I;S;� g0 ou

simplement g
�
I;S g0 toute S-d�erivation de surr�edu
tion 
ompressante de g en g0 
al
ulant

la substitution �. 3

Dans 
ette se
tion, nous d�e�nissons deux strat�egies de surr�edu
tion 
ompressante. La
premi�ere, �, est adapt�ee aux ISGRS. Nous l'introduisons dans le Paragraphe 6.1.1. La se
onde,
��, �etend � au 
as g�en�eral des WAGRS. Nous la d�e�nissons dans le Paragraphe 6.1.2. Puis
nous montrons la 
oh�eren
e et la 
ompl�etude de I;� et de I;�� dans les Paragraphes 6.1.3
et 6.1.4.

6.1.1 Strat�egie � (Cas des ISGRS)

La strat�egie de surr�edu
tion � est une fon
tion partielle qui op�ere sur les termes-graphes
admissibles en pr�esen
e d'un ISGRS. �(g) retourne, quand 
'est possible, un ensemble de
triplets de la forme (p; l ! r; �). � est un uni�
ateur parti
ulier de gjp par rapport �a l qui n'est
g�en�eralement pas un uni�
ateur le plus g�en�eral de gjp par rapport �a l. En fait, � peut a�e
ter
des variables de g qui ne sont pas des variables de gjp. � utilise une fon
tion auxilliaire � qui
prend deux arguments : un terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle et un pdt de 
ette fon
tion.

D�e�nition 6.1.2 (Strat�egie �)
Soit SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible. � est la fon
tion partielle telle que
�(g) = �(gjp;T ) o�u p d�esigne le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g, p est �etiquet�e par
une op�eration d�e�nie f et T est un arbre de d�e�nition de f .
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Soit g un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle et T un pdt tel que pattern(T ) et g
soient uni�ables. �(g;T ) est d�e�nie 
omme le plus petit ensemble tel que :

�(g;T ) �

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

f(p;R; �)g si T = rule(� ! r), p = Rootg, R = � ! r et
� est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a � ;

�(g;Ti) si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk) et
pattern(Ti) et g sont uni�ables pour un 
ertain i 2 1::k ;

f(p;R; �)g si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk);
� est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport
�a � et il existe un homomorphisme h : � ! �(g),
h(o) est �etiquet�e par une op�eration d�e�nie f ,
T 0 est un arbre de d�e�nition de f ,
(p;R; �0) 2 �(�(gjh(o));T

0) et � = �0 Æ � .

3

Exemple 6.1.3 Consid�erons le terme-graphe g de la Figure 6.1 :
g = n1 :
(n2 :g(n3 :x,n4 :f(n5 :y,n5)),n6 :
(n7 :g(n3,n4),n1)). On 
al
ule �(g)
dans le 
as de l'ISGRS SP1 = h�;R1i de l'Exemple 3.1.12 (
f. Figures 3.2 et 4.4). Le plus

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)
n6 :


n2 :g

n3 :x

n1 :


n7 :g

n4 :f

n5 :y

g

k23 :s(k22 :a)

M1 = k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

M2 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

M3 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))R3

R5

T 1
g

Fig. 6.1:

haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g est n2. Aussi, �(g) = �(gjn2;T
1
g ). Le terme-graphe gjn2

est uni�able ave
 le motif M1 = k19 :g(k22 :a,k21 :x9) de T 1
g . La substitution �1 = fx 7!

p1 :ag est un uni�
ateur le plus g�en�eral de gjn2 par rapport �a M1. Comme le motif M1 est
le membre gau
he de la r�egle de r�e�e
riture R3, on d�eduit que le triplet (n2; R3; �1) est dans
�(g).

D'autre part, le terme-graphe admissible gjn2 est uni�able ave
 M2 =
k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9) et � = fx 7! p2 :s(p3 :u)g est un uni�
ateur le plus
g�en�eral de gjn2 par rapport �a M2. On a �(gjn2) = n2 :g(p2 :s(p3 :u),n4 :f(n5 :y,n5))

(
f. Figure 6.2) et il existe un homomorphisme h : M2 ! �(gjn2) tel que h(k21) = n4. Le
motif M3 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11)) ne s'uni�e pas ave
 gjn2. En
e�et, le n�ud k26 est �etiquet�e par s dans M3 alors que le n�ud n4 est �etiquet�e par f dans
�(gjn4). Aussi, �(gjn2;T

1
g ) fait un appel r�e
ursif �a �(�(gjn4);T

1
f ) (
f. Figure 6.2).

On 
onstate que le terme-graphe �(gjn4) s'uni�e ave
 le motif M4 =
k5 :f(k8 :a,k7 :x4) et la substitution �0 = fy 7! p4 :ag est un uni�
ateur le
plus g�en�eral de �(gjn4) par rapport �a M4. Comme le motif M4 est le membre gau
he
de la r�egle de r�e�e
riture R1, on d�eduit que �(g) 
ontient le triplet (n4; R1; �2) o�u
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n6 :


n2 :g

p1 :s

n1 :


n7 :g

n4 :f

n5 :y

�(g)

p2 :u

k5 :f(k6 :x3,k7 :x4)

k9 :
(k7 :x4,k9)

T 1
f

M4 = k5 :f(k8 :a,k7 :x4)

R1

Fig. 6.2:

�2 = �0 Æ � = fx 7! p2 :s(p3 :u); y 7! p4 :ag. On remarque que �2 n'est pas un uni�
ateur
le plus g�en�eral de �(gjn4) par rapport au motif M4.

Nous 
on
luons don
 que �(g) = f(n2; R3; �1); (n4; R1; �2)g ave
 �1 = fx 7! p1 :ag et
�2 = fx 7! p2 :s(p3 :u); y 7! p4 :ag. 2

Nous montrerons plus loin que la relation de �-surr�edu
tion 
ompressante, I;�, est

oh�erente et 
ompl�ete.

6.1.2 Strat�egie �� (Cas des WAGRS)

Nous venons de d�e�nir la strat�egie � dans le 
as des ISGRS. Cette strat�egie ne peut plus
être utilis�ee dans le 
as d'un WAGRS puisque la d�e�nition de � repose sur l'existen
e d'un
arbre de d�e�nition 
ontenant toutes les r�egles de r�e�e
riture d�e�nissant une op�eration. Nous
avons vu dans le Chapitre 4 qu'un tel arbre n'existait pas toujours dans le 
as d'un WAGRS
et qu'il fallait utiliser des forêts d'arbres de d�e�nition pour 
lasser les r�egles d'un WAGRS.
Dans 
ette partie, nous g�en�eralisons la strat�egie � au 
as des WAGRS de sorte qu'elle n'utilise
pas de simples arbres de d�e�nition mais des forêts d'arbres de d�e�nition des op�erations.

Cette nouvelle strat�egie, ��, op�ere don
 sur les termes-graphes admissibles en pr�esen
e
d'un WAGRS. ��(g) retourne, quand 
'est possible, un ensemble de triplets (p; l ! r; �) tels
que g se surr�eduise au n�ud p ave
 la r�egle l ! r et la substitution �. �� utilise une fon
tion
auxilliaire �� qui prend deux arguments : un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle
et un pdt de 
ette op�eration.

D�e�nition 6.1.4 (Strat�egie ��)
Soient SP = h�;Ri un WAGRS et g un terme-graphe admissible. �� est la fon
tion partielle
telle que ��(g) = ��(gjp;T1) [ : : : [ ��(gjp;Tn) o�u p d�esigne le plus haut n�ud fon
tionnel �a
gau
he de g et fT1; : : : ;Tng est une forêt d'arbres de d�e�nition de l'�etiquette de p dans g.

Soient g un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle et T un pdt tel que pattern(T )
et g s'uni�ent. ��(g;T ) est un ensemble de triplets de la forme (p;R; �), o�u p est un n�ud
fon
tionnel de g, R est une r�egle de r�e�e
riture de R et � est un uni�
ateur de gjp par rapport
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au membre gau
he de R. ��(g;T ) est d�e�ni 
omme le plus petit ensemble tel que :

��(g;T ) �

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

f(p;R; �)g si T = rule(� ! r), p = Rootg, R = � ! r et
� est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a � ;

��(g;Ti) si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk) et
g et pattern(Ti) s'uni�ent pour un 
ertain i 2 1::k ;

f(p;R; �)g si T = bran
h(�; o;T1; : : : ; Tk);
� est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport
�a � et il existe un homomorphisme h : � ! �(g),
h(o) est �etiquet�e par une op�eration d�e�nie f ,
F = fT 0

1 ; : : : ; T
0
kg est une forêt d'arbres de d�e�nition de f ,

S = ��(�(gjh(o));T
0
1 ) [ : : : [ ��(�(gjh(o));T

0
k),

(p;R; �0) 2 S et � = �0 Æ � .

3

Exemple 6.1.5 Pour traiter 
et exemple, on 
onsid�ere un nouveau WAGRS d�e�ni par le
syst�eme de r�e�e
riture suivant :

(R1) l1:f(l2:a,l3:x) -> r1:
(l3:x,r1)

(R2) l1:f(l2:x,l3:s(l4:y)) -> r1:
(l3:s(l4:y),r1)

(R3) l1:g(l2:a,l3:a,l4:x) -> l4:x

(R4) l1:h(l2:a) -> l2:a

(R5) l1:i(l2:a,l3:x,l4:y) -> l2:a

(R6) l1:i(l2:x,l3:a,l4:y) -> l2:x

(R7) l1:i(l2:x,l3:y,l4:a) -> l2:x

Des forêts d'arbres de d�e�nition des op�erations f, g, h et i sont repr�esent�ees dans la Figure 6.4.
Soit g = n1 :f(n2 :g(n3 :x,n4 :y,n5 :h(n4)),n6 :i(n5,n7 :h(n4),n8 :a) le terme-
graphe de la Figure 6.3.

n1 :f

n5 :h

n6 :in2 :g

n4 :y

n7 :h n8 :an3 :x

g

Fig. 6.3:

Nous montrons 
i-dessous le 
al
ul de ��(g). D'apr�es la D�e�nition 6.1.4,

��(g) = ��(gjn1;T
1
f ) [

��(gjn1;T
2
f )

= ��(gjn2;Tg) [
��(gjn6;T

1
i ) [

��(gjn6;T
2
i ) [

��(gjn6;T
3
i )

= f(n2; R3; �1)g [ ��(gjn5;Th) [
��(gjn7;Th) [ f(n6; R7; Id)g

= f(n2; R3; �1); (n5; R4; �2); (n7; R4; �2); (n6; R7; Id)g

o�u les substitutions �1 et �2 sont d�e�nies par
�1 = fx 7! r1 : a; y 7! r2 : ag et �2 = fy 7! r3 : ag. 2
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k1 :f(k2 :x1,k3 :x2)

k5 :
(k3 :x2,k5)

T 1
f

k6 :f(k7 :x3,k8 :x4)

k6 :f(k7 :x3,k9 :s(k10 :x5))

k11 :
(k9 :s(k10 :x5),k11)

T 2
f

R1 R2

k1 :f(k4 :a,k3 :x2)

k12 :g(k13 :x6,k14 :x7,k15 :x8)

k12 :g(k16 :a,k14 :x7,k15 :x8)

k12 :g(k16 :a,k17 :a,k15 :x8)

k15 :x8

Tg

k18 :h(k19 :x9)

k18 :h(k20 :a)

k20 :a

Th

R3 R4

k26 :i(k27 :x13,k28 :x14,k29 :x15)

k27 :x13

k26 :i(k27 :x13,k30 :a,k29 :x15)

T 2
i

k21 :i(k22 :x10,k23 :x11,k24 :x12)

k25 :a

k21 :i(k25 :a,k23 :x11,k24 :x12)

T 1
i

k13 :i(k32 :x16,k33 :x17,k34 :x18)

k31 :i(k32 :x16,k33 :x17,k35 :a)

k32 :x16

T 3
i

R5 R6 R7

Fig. 6.4:
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De même que I;� est 
oh�erente et 
ompl�ete, la relation de ��-surr�edu
tion 
ompres-
sante, I;��, est 
oh�erente et 
ompl�ete. Nous montrons 
es r�esultats dans les deux pro
hains
paragraphes.

6.1.3 Coh�eren
e de I;� et de I;��

Dans 
e paragraphe, nous montrons le th�eor�eme suivant :

Theor�eme 6.1.6 Soient SP un WAGRS et I une strat�egie de 
ompression. I;�� est

oh�erente sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe 
onstru
teur 


et pour toute substitution � tels que g
�
I;��;� 
, il existe un terme-graphe 
onstru
teur s tel

que �(g)
�
! s et s

:
= 
. 3

Nous 
onstatons que la strat�egie � est un 
as parti
ulier de �� lorsque le syst�eme de
r�e�e
riture de graphes 
onsid�er�e est un ISGRS plutôt qu'un WAGRS. Nous obtenons don
 le

orollaire suivant :

Corollaire 6.1.7 Soient SP un ISGRS et Iune strat�egie de 
ompression. I;� est 
oh�erente
sur SP . 3

Nous avons vu que la relation g�en�erale de surr�edu
tion 
ompressante I; �etait 
oh�erente
(Th�eor�eme 5.3.4). Aussi, pour prouver le th�eor�eme pr�e
�edent, il suÆt de montrer que g peut
se surr�eduire au n�ud p ave
 la r�egle R et la substitution � si (p;R; �) 2 ��(g). Cette propri�et�e
est une 
ons�equen
e imm�ediate de la proposition suivante :

Proposition 6.1.8 Soit SP = h�;Ri un WAGRS et s un terme-graphe admissible.
Si (p;R; �) 2 ��(s), alors (1) p est un n�ud fon
tionnel de s, (2) R est une r�egle de R, (3)
� est un uni�
ateur de sjp par rapport au membre gau
he de R et (4) �(x) est un arbre

onstru
teur pour tout x 2 D�. 3

Preuve : Par d�e�nition de ��, si (p;R; �) 2 ��(s), alors il existe un plus haut n�ud fon
tionnel q
dans s et un arbre de d�e�nition T tels que (p;R; �) 2 ��(sjq ; T ). Les points de la proposition sont vrais
pour (p;R; �) 2 ��(s) ssi ils sont vrais pour (p;R; �) 2 ��(sjq; T ). Don
 nous supposons sans perte de
g�en�eralit�e que s est un terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle. On note < l'ordre n�th�erien d�e�ni par
(g1; T1) < (g2; T2) ssi le graphe g1 a moins d'o

urren
es d'op�erations d�e�nies que le graphe g2, ou
alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre de T2. Cette preuve se fait par indu
tion n�th�erienne sur
<. Nous �etudions les di��erents 
as de la d�e�nition de ��(s; T ) o�u T est un pdt dont le motif s'uni�e
ave
 s :
Cas de base : Consid�erons (s; T ) o�u T = rule(� ! r) et � ! r est une r�egle de R. On a alors
��(s; T ) = f(Roots; � ! r; �)g o�u � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de s par rapport �a �. Don
 tous
les points de la proposition sont trivialement vrais.
Cas d'indu
tion :Consid�erons (s; T ) o�u T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk), o est un n�ud variable de �, o a
pour sorte �, 
1; : : : ; 
k (k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k, Tj est un
pdt de motif �[o p : 
j(o1 : X1; : : : ; on : Xn)℄ tel que n soit le nombre d'arguments de 
j , X1; : : : ; Xn

soient des variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds. Soit (p; l ! r; �) 2 ��(s; T ).
Nous �etudions les di��erents 
as de la d�e�nition de ��(s; T ) lorsque la ra
ine du motif de T est �etiquet�ee
par bran
h.
Cas 1 : Supposons qu'il existe i 2 1::k tel que s et pattern(Ti) soient uni�ables. Alors ��(s; T ) � ��(s; Ti).
De plus, le triplet (p; l! r; �) que nous 
onsid�erons est dans ��(s; Ti) pour un 
ertain i 2 1::k. Comme
(s; Ti) < (s; T ), nous utilisons l'hypoth�ese d'indu
tion : tous les points de la proposition sont v�eri��es
pour (s; Ti) don
 ils le sont aussi pour (s; T ).
Cas 2 : Supposons qu'il n'existe pas i 2 1::k tel que s et pattern(Ti) soient uni�ables. Soient � un
uni�
ateur le plus g�en�eral de s par rapport �a � et h l'homomorphisme allant de � vers �(s). Dans le
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as que nous 
onsid�erons i
i, h(o) est �etiquet�e par une op�eration d�e�nie f . Soit F = fT 0
1 ; : : : ; T

0
kg une

forêt d'arbres de d�e�nition de f et soit S = ��(�(sjh(o)); T
0
1 ) [ : : : [ ��(�(sjh(o)); T

0
k ).

Nous avons 
hoisi (p; l ! r; �) 2 ��(s; T ), don
 par d�e�nition de ��, il existe une substitution �0 et
un entier i 2 1::k tels que (p; l ! r; �0) 2 ��(�(sjh(o)); T

0
i ) et � = �0 Æ � . Comme � est un uni�
ateur le

plus g�en�eral de s par rapport �a �, �(x) est un arbre 
onstru
teur pour tout x 2 D� . Don
 �(sjh(o)) a
moins d'op�erations d�e�nies que s, i.e., (�(sjh(o)); T

0
i ) < (s; T ). Aussi, par hypoth�ese d'indu
tion, tous

les points de la proposition sont v�eri��es par (p; l ! r; �0), �a savoir (a) p est un n�ud fon
tionnel de
�(sjh(o)), (b) l ! r est une r�egle de R, (
) �0 est un uni�
ateur de �(sjh(o))jp par rapport �a l et (d)

�0(x) est un arbre 
onstru
teur pour tout x 2 D�0.
(1) D'apr�es le point (a), p est un n�ud fon
tionnel de �(sjh(o)). Comme � est un uni�
ateur le plus

g�en�eral de s par rapport �a �, � est une substitution 
onstru
teur. Par 
ons�equent p n'est pas introduit
par � dans �(sjh(o)). Autrement dit, p est un n�ud fon
tionnel de sjh(o), don
 de s.

(2) D'apr�es le point (b), l ! r est une r�egle de R.
(3) D'apr�es le point (
), �0 est un uni�
ateur de �(sjh(o))jp par rapport �a l, don
 il existe un

homomorphisme � : l ! �0(�(sjh(o))jp). De plus, �0(�(sjh(o))jp) = �0(�(sjp)) = �(sjp) (puisque � =

�0 Æ �). Don
 � est un homomorphisme allant de l vers �(sjp), i.e., � est un uni�
ateur de sjp par
rapport �a l.

(4) Soit x 2 D�. Si x 62 D� , alors �(x) = �0 Æ �(x) = �0(x), don
 �(x) est un arbre 
onstru
teur

(d'apr�es le point (d)). Si x 2 D� , alors �(x) est un arbre 
onstru
teur puisque � est un uni�
ateur

le plus g�en�eral de s par rapport �a �. Pour tout u; v 2 (D�0 \ V�(x)) tels que u 6= v, �0(u) et �0(v)

ne partage au
un n�ud ni au
une variable et �0(u) et �0(v) sont des arbres 
onstru
teurs. Don
 nous


on
luons que �(x) = �0(�(x)) est un arbre 
onstru
teur. 2

6.1.4 Compl�etude de I;� et de I;��

Nous obtenons le r�esultat suivant :

Theor�eme 6.1.9 Soient SP un WAGRS et I une strat�egie de 
ompression. I;�� est

ompl�ete sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe 
onstru
teur 

et pour toute substitution 
onstru
teur � tels que �(g)

�
! 
, il existe un graphe 
onstru
teur s

et une substitution � tels que g
�
I;��;� s, s

:
� 
 et �

:
� � [Vg℄. 3

Comme nous l'avons dit pr�e
�edemment, la strat�egie � est un 
as parti
ulier de �� lorsque
le WAGRS 
onsid�er�e est un ISGRS. Nous en d�eduisons le 
orollaire suivant :

Corollaire 6.1.10 Soient SP un ISGRS et I une strat�egie de 
ompression. Alors I;� est

ompl�ete sur SP . 3

Nous 
onsa
rons le reste de 
e paragraphe �a la preuve du th�eor�eme de 
ompl�etude de
I;��. Nous 
ommen�
ons par �etablir le lien entre le 
al
ul de �� et le 
al
ul de ��. Ce lemme
s'apparente �a [AEH97b, Lemma 4℄ :

Lemme 6.1.11 Soit SP = h�;Ri un WAGRS, s et t deux termes-graphes admissibles et
h : s! t un D-monomorphisme tels que �h soit une substitution 
onstru
teur. Si (q; l ! r) 2
��(t), alors il existe un n�ud fon
tionnel p de s et une substitution � tels que :

1. h(p) = q.

2. (p; l ! r; �) 2 ��(s).

3. �
:
� �h [Vs℄.

3
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Preuve : Soitm le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans t et F = fT1; : : : ; Tkg une forêt d'arbres
de d�e�nition de l'�etiquette de m. Si (q; l! r) 2 ��(t), alors il existe i 2 1::k tel que (q; l! r) 2
�'(tjm; Ti), par d�e�nition de ��. Soit n le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans s. Nous allons
montrer qu'il existe un n�ud fon
tionnel p de s et une substitution � tels que (p; l! r; �) 2 ��(sjn; Ti),

h(p) = q et �
:

� �h [Vs℄. Comme ��(s) � ��(sjn; Ti), nous aurons don
 bien une preuve du Lemme 6.1.11.
n et m sont respe
tivement les plus hauts fon
tionnels �a gau
he de s et t et �h est une substitution


onstru
teur, don
 h(n) = m. Par 
ons�equent, hjn est un D-monomorphisme allant de sjn vers tjm
tel que �(hjn) soit une substitution 
onstru
teur. Aussi, nous supposons sans perte de g�en�eralit�e que s
et t sont des termes-graphes admissibles de ra
ine fon
tionnelle et qu'il existe un D-monomorphisme
h : s! t tel que �h soit une substitution 
onstru
teur.

Soit T un pdt tel que pattern(T ) �ltre t �a la ra
ine. Nous montrons que si (q; l ! r) 2 �'(t; T ),
alors il existe un n�ud fon
tionnel p de s et une substitution � tels que h(p) = q, (p; l ! r; �) 2 ��(s; T )

et �
:

� �h [Vs℄. On note < l'ordre n�th�erien d�e�ni par (g1; T1) < (g2; T2) ssi le graphe g1 a moins
d'o

urren
es d'op�erations d�e�nies que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre
de T2. Cette preuve se fait par indu
tion n�th�erienne sur <. Nous �etudions les di��erents 
as de la
d�e�nition de �'(t; T ) o�u T est un pdt dont le motif �ltre t �a la ra
ine :
Cas de base : Consid�erons (t; T ) o�u T = rule(� ! r) et � ! r est une r�egle de R. On a alors
�'(t; T ) = f(Roott; � ! r)g. � �ltre t �a la ra
ine, don
 il existe un homomorphisme � : � ! t. De
plus, h est un homomorphisme allant de s vers t. Don
 s et � sont uni�ables et l'homomorphisme
(h[�) : (s��)! (t� t) tel que (h[�)(s) = (h[�)(�) = t est un uni�
ateur. Comme � est un motif,
nous d�eduisons qu'il existe un uni�
ateur le plus g�en�eral � de s par rapport �a � et un homomorphisme
� : (s � �) ! (�(s) � �(s)) tels que �(s) = �(�) = �(s). De plus, il existe un homomorphisme
Æ : �(s)! t tel que Æ Æ �jRoots = h et Æ Æ �jRoot� = � (
f. Figure 6.5).

(2) Puisque s et � sont uni�ables, ��(s; T ) est d�e�ni et ��(s; T ) 3 (Roots; � ! r; �). (1) h est un
homomorphisme allant de s vers t, don
 h(Roots) = Roott. (3) Nous avons vu que Æ Æ �jRoots = h,

don
 �Æ Æ �
:
= �h [Vs℄ 
e qui implique �

:

� �h [Vs℄.
Cas d'indu
tion : Consid�erons (t; T ) o�u T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk), o est un n�ud variable de �,
o est de sorte �, 
1; : : : ; 
k (k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k,
Tj est un pdt de motif �[o  p : 
j(o1 : X1; : : : ; on : Xn)℄ tel que n soit le nombre d'arguments de 
j ,
X1; : : : ; Xn soient des variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds.

� �ltre t �a la ra
ine, don
 il existe un homomorphisme � : � ! t. De plus, h est un homomorphisme
allant de s vers t. Don
 s et � sont uni�ables et l'homomorphisme (h [ �) : (s� �) ! (t � t) tel que
(h [ �)(s) = (h [ �)(�) = t est un uni�
ateur. Comme s et � sont uni�ables, ��(s; T ) est d�e�ni. Nous
�etudions les di��erents 
as de la d�e�nition de �'(t; T ) lorsque la ra
ine du motif de T est �etiquet�ee par
bran
h.
Cas 1 : Supposons qu'il existe i 2 1::k tel que pattern(Ti) �ltre t �a la ra
ine. On a alors �'(t; T ) =
�'(t; Ti) 3 (q; l ! r). Puisque (t; Ti) < (t; T ), nous utilisons l'hypoth�ese d'indu
tion : il existe un n�ud

fon
tionnel p de s et une substitution � tels que (1) h(p) = q, (3) �
:

� �h [Vs℄ et (2) (p; l! r; �) 2
��(s; Ti). Comme ��(s; T ) � ��(s; Ti), nous 
on
luons que (p; l ! r; �) 2 ��(s; T ).
Cas 2 : Supposons qu'il n'existe pas i 2 1::k tel que pattern(Ti) �ltre t �a la ra
ine. Soit b = �(o).
Dans le 
as que nous 
onsid�erons a
tuellement, nous supposons que b est �etiquet�e par une op�eration
d�e�nie f dans t. Soit F = fT 0

1 ; : : : ; T
0
kg une forêt d'arbres de d�e�nition de f . On a alors �'(t; T ) =

�'(tjb; T
0
1 )[ : : :[ �'(tjb; T

0
k ). Comme (q; l! r) 2 �'(t; T ), il existe i 2 1::k tel que (q; l ! r) 2 �'(tjb; T

0
i ).

Nous avons vu que s et � �etaient uni�ables et que l'homomorphisme (h[ �) : (s� �)! (t� t) tel
que (h[�)(s) = (h[�)(�) = t �etait un uni�
ateur. Comme � est un motif, nous d�eduisons qu'il existe
un uni�
ateur le plus g�en�eral � de s par rapport �a � et un homomorphisme � : (s��)! (�(s)� �(s))
tels que �(s) = �(�) = �(s). De plus, il existe un homomorphisme Æ : �(s)! t tel que Æ Æ �jRoots = h
et Æ Æ �jRoot� = � (
f. Figure 6.5). Nous aÆrmons que Æ : �(s) ! t est un D-monomorphisme tel que
�Æ soit une substitution 
onstru
teur. En e�et, Æ Æ �jRoots = h. Comme h est un D-monomorphisme
tel que �h soit une substitution 
onstru
teur, on d�eduit que Æ est aussi un D-monomorphisme tel que
�Æ soit une substitution 
onstru
teur (sinon h ne serait pas un D-monomorphisme tel que �h soit une
substitution 
onstru
teur).
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h �jRoot�

�jRoots

�

Æ

t

s � (s)

�
b o

aa

Fig. 6.5:

Soit a = �(o). Puisque ÆÆ�jRoot� = �, Æ(a) = Æ(�(o)) = �(o) = b. Don
 Æ(a) = b. Comme b = �(o)
est un n�ud fon
tionnel de t et 
omme Æ : �(s) ! t est un D-monomorphisme tel que �Æ soit une
substitution 
onstru
teur, nous d�eduisons que a = �(o) est un n�ud fon
tionnel de �(s). De plus, �
est un uni�
ateur le plus g�en�eral de s par rapport �a �, don
 � est une substitution 
onstru
teur. Par

ons�equent, a est aussi un n�ud fon
tionnel de s. Aussi, ��(s; T ) � ��(�(sja); T

0
1 ) [ : : : [ ��(�(sja); T

0
k ),

par d�e�nition de ��.

Soit h0 = Æja. h
0 est un D-monomorphisme allant de �(sja) vers tjb tel que �0

h soit une substitution

onstru
teur (puisque Æ est un D-monomorphisme tel que �Æ soit une substitution 
onstru
teur). De
plus, �(sja) et tjb sont des termes-graphes admissibles de ra
ine fon
tionnelle et (q; l ! r) 2 �'(tjb; T

0
i )

pour un 
ertain i. Pour �nir, tjb a moins d'op�erations d�e�nies que t, don
 (tjb; T
0
i ) < (t; T ). Par


ons�equent, nous pouvons utiliser l'hypoth�ese d'indu
tion : il existe un n�ud fon
tionnel p dans �(sja)

et une substitution �0 tels que h0(p) = q, (p; l ! r; �0) 2 ��(�(sja); Ti) et �0
:

� �h0 [V�(sja)℄.

(1) p est un n�ud fon
tionnel de �(sja) et � est une substitution 
onstru
teur, don
 p est un n�ud
fon
tionnel de sja et h(p) = hja(p). Comme Æ Æ �jRoots = h et h0 = Æja, il est 
lair que h0 Æ �ja = hja.
Don
 hja(p) = (h0 Æ�ja)(p). �ja est un homomorphisme allant de sja vers �(sja). Comme p est un n�ud
fon
tionnel et � est une substitution 
onstru
teur, �ja(p) = p. Aussi h(p) = h0(�ja(p)) = h0(p) = q.

(2) Soit � = �0 Æ � . Par hypoth�ese d'indu
tion, (p; l! r; �0) 2 ��(�(sja); Ti), don
 (p; l ! r; �) 2
��(s; T ).

(3) Nous avons vu que Æ Æ �jRoots = h. Don
 nous inf�erons que �Æ Æ �
:
= �h [Vs℄. Par hypoth�ese

d'indu
tion, �0
:

� �h0 [V�(sja)℄. De plus h0 = Æja, don
 �0
:

� �Æ [V�(sja)℄. �0 n'a pas d'e�et sur les

variables de (V�(s)�V�(sja)), don
 nous d�eduisons que �0
:

� �Æ [V�(s)℄, i.e., il existe une substitution �

telle que � Æ �0 :
= �Æ [V�(s)℄. Nous avons montr�e que �Æ Æ �

:
= �h [Vs℄ et � Æ �0 :

= �Æ [V�(s)℄, don
 nous

d�eduisons que � Æ (�0 Æ �)
:
= �h [Vs℄, i.e., � Æ �

:
= �h [Vs℄. Par 
ons�equent, �

:

� �h [Vs℄. 2

Nous �etablissons maintenant un lemme similaire au lemme de Hullot (Lemme 5.5.6). La
seule di��eren
e 
onsiste en l'utilisation d'une d�erivation de r�e�e
riture 
al
ul�ee par �� plutôt
qu'une d�erivation de r�e�e
riture quel
onque :

Lemme 6.1.12 Soient SP = h�;Ri un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles,
S1 et T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 ! T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un
sous-graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1 soit une substitution

onstru
teur. Supposons qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
 et une d�erivation de r�e�e
riture

t1
+
!�� 
 
ommen�
ant par un pas de r�e�e
riture au n�ud q ave
 la r�egle l ! r, (i.e., t1 ![q;R℄

u
�
!�� 
 et (q; l ! r) 2 ��(t1)). Alors :

1. Il existe un terme-graphe admissible s2, un n�ud fon
tionnel p de s1 et un uni�
ateur
� de s1jp par rapport �a l tels que s1 I;[p; l!r;�℄ s2 et (p; l ! r; �) 2 ��(s1).
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2. Il existe deux termes-graphes admissibles t01 et t2 tels que t1 B t01 ave
 le V-
homomorphisme 
 : t1 ! t01 et t01 ![
(q); l!r℄ t2.

3. Il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 ! T2 tels
que s2 soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2

soit une substitution 
onstru
teur.

4. Pour tout sous-graphe 
onstru
teur u de S1, �(u) est bisimilaire �a un sous-graphe

onstru
teur de S2.

5. �h2 Æ �
:
= �h1 [VS1 ℄.

3

Preuve : Par hypoth�ese, t1 se r�e�e
rit au n�ud q ave
 la r�egle l ! r pour un 
ertain (q; l ! r) 2
��(t1). De plus h1jRoots1

est un D-monomorphisme allant de s1 vers t1 tel que �(h1
jRoots1

) soit une

substitution 
onstru
teur (puisque �(h1
jRoots1

) = (�h1 )jVs1
). Don
 d'apr�es le Lemme 6.1.11, il existe

un n�ud fon
tionnel p de s1 et une substitution � tels que (1) h1(p) = q, (2) (p; l ! r; �) 2 ��(s1)

et (3) �
:

� �h1 [Vs1 ℄. De plus, (4) � est un uni�
ateur de s1jp par rapport �a l et (5) �(x) est un

arbre 
onstru
teur pour tout x 2 D� d'apr�es la Proposition 6.1.8. Nous d�eduisons du point (4) qu'il

existe un terme-graphe admissible s2 tel que s1 I;[p; l!r;�℄ s2. Soit �1 l'homomorphisme allant de s1
vers �(s1). Les points (3) et (5) impliquent qu'il existe un homomorphisme Æ1 : �(s1) ! t1 tel que

Æ1 Æ �1 = h1jRoots1
(
f. Figure 6.6). Soit � : (s1jp � l)! (�(s1jp)� �(s1jp)) l'homomorphisme tel que

t1 t01

s1 �(s1) s01

B
2

I
1

![
2(q); l!r℄

![
1(p); l!r℄

t2

s2
�1

Æ01Æ1
h1jRoots1

Fig. 6.6:

�(l) = �(s1jp) = �(s1jp). Soit Æ = Æ1jp et � = Æ Æ �jRootl Il est 
lair que Æ Æ �jp = h1jp (
f. Figure 6.7).

Pour r�esumer, les relations suivantes sont satisfaites : (a) Æ Æ �jRootl = �, (b) Æ Æ �jp = h1jp et (
)

t1jq l

s1jp �(s1jp)

h1jp

�jp

�

�jRootlÆ

Fig. 6.7:

Æ1 Æ �1 = h1jRoots1
. Ces relations sont exa
tement les mêmes que 
elles utilis�ees dans la preuve du

lemme de Hullot 5.5.6, 
omme le montre les Figures 5.20 et 5.21. Aussi, la 
onstru
tion de t01, t2, S
0
1,

T 01, S
0
2, T

0
2, S2, T2, �1, �2 et h2 sont exa
tement les mêmes que 
elles de la preuve du Lemme 5.5.6.

Don
 nous inf�erons que tous les points du Lemme 6.1.12 sont v�eri��es. 2

La proposition suivante stipule qu'on peut 
al
uler la forme normale d'un graphe C-
normalisable en n'utilisant que des n�uds et des r�egles 
al
ul�ees par �� :
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Proposition 6.1.13 Soient SP = h�;Ri un WAGRS, t un terme-graphe admissible et 
1 un

graphe 
onstru
teur tels qu'il existe une d�erivation de r�e�e
riture t
�
! 
1 de longueur n1 � 0.

Alors il existe un graphe 
onstru
teur 
2 et une d�erivation de r�e�e
riture

t = t1 ![p1;R1℄ t2 ![p2;R2℄ : : :![pn2 ;Rn2 ℄

2

de longueur n2 tels que (pi; Ri) 2 ��(ti) pour tout i 2 1::n2, n2 � n1 et 
2 � 
1. Par abus de

langage, on note t
�
!�� 
2 la ��-d�erivation de r�e�e
riture pr�e
�edente. 3

Preuve : Par indu
tion sur n1. La proposition est �evidente lorsque n1 = 0. Soit n1 � 0 et A = t
�
! 
1

une d�erivation de longueur n1. Supposons que la proposition soit vraie pour tout n
0
1 < n1. La d�erivation

A est de la forme A = t ![q1;S1℄ u1 : : : un�1 ![qn;Sn℄ 
1. D'apr�es la Proposition 4.3.16, ��(t) est un

ensemble n�e
essaire de r�edex. Don
 il existe au moins un 
ouple (qi; Si) de la d�erivation A tel que

(qi; Si) 2 ��(t). Soit t0 le terme-graphe admissible tel que t ![qi;Si℄ t
0 (i.e., t !�� t0). La preuve du

th�eor�eme de 
on
uen
e des WAGRS implique qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
01 et une d�erivation

de r�e�e
riture t0
�
! 
01 de longueur n01 tels que n01 < n1 et 
01 � 
1. Par hypoth�ese d'indu
tion, il existe

un graphe 
onstru
teur 
2 et une d�erivation de r�e�e
riture t0
�
!�� 
2 de longueur n02 � n01 tels que


2 � 
01. Don
 nous 
on
luons qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
2 et une d�erivation de r�e�e
riture

B = t !�� t0
�
!�� 
2. La longueur de B est n2 = n02 + 1. Comme n02 � n01 < n1, nous d�eduisons que

n2 � n01 + 1 � n1. De plus, 
2 � 
01 et 
01 � 
1, don
 
2 � 
1. 2

Ci-dessous, nous g�en�eralisons le Lemme 6.1.12. Son �enon
�e rappelle 
elui de la Proposi-
tion 5.5.10 qu'on utilise dans la preuve de 
ompl�etude de I; :

Proposition 6.1.14 Soit SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles, S1 et
T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 ! T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un sous-
graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1 soit une substitution


onstru
teur. Si il existe un graphe 
onstru
teur 
1 tel que t1
n
!�� 
1, alors il existe un graphe


onstru
teur s et deux substitutions � et � tels que s1
m
I;��;� s, m � n, �(s)

:
= 
1 et

� Æ �
:
= �h1 [VS1 ℄. 3

Preuve : Par indu
tion sur la longueur n de la d�erivation de r�e�e
riture t1
n
!�� 
1. Le 
as n = 0 est

�evident. Soit k1 � 0 et supposons que la propri�et�e soit vraie pour tout k < k1. Soit t1
k1!�� 
1 une

��-d�erivation de longueur k1. Supposons que 
ette d�erivation 
ommen
e par un pas de r�e�e
riture au
n�ud q ave
 la r�egle l ! r tels que (q; l ! r) 2 ��(t1). Alors, d'apr�es le Lemme 6.1.12, (1) il existe
un terme-graphe admissible s2 et une substitution �0 tels que s1 I;��;�0 s2, (2) il existe deux termes-
graphes admissibles t01 et t2 tels que t1 B t01 ave
 le V-homomorphisme 
 : t1 ! t01 et t01 ![
(q); l!r℄ t2,
(3) il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 ! T2 tels que s2
soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2 soit une substitution

onstru
teur, (4) pour tout sous-graphe 
onstru
teur u de S1, �

0(u) est bisimilaire �a un sous-graphe

onstru
teur de S2 et (5) �h2 Æ �

0 :
= �h1 [VS1 ℄.

D'apr�es le point (2), t1 B t01 ave
 l'homomorphisme 
 : t1 ! t01 et t1
k1! 
1, par hypoth�ese. Don


nous d�eduisons de la Proposition 5.5.9 qu'il existe un graphe 
onstru
teur 
01 et une d�erivation de

r�e�e
riture t01
k0
1! 
01 tels que k01 � k1 et 
01

:
= 
1. Le premier pas de la d�erivation t1

k1! 
1 se fait
au n�ud q ave
 la r�egle l ! r et t1 se 
ompa
te en t01 ave
 l'homomorphisme 
. La preuve de la

Proposition 5.5.9 montre que le premier pas de la d�erivation t01
k0
1! 
01 est au n�ud 
(q) ave
 la r�egle

l ! r, i.e., le premier pas de 
ette d�erivation est t01 ![
(q); l!r℄ t2. Don
 on 
on
lut qu'il existe une

d�erivation t01 ![
(q); l!r℄ t2
k0
1�1
! 
01 et la longueur de la d�erivation t2

�
! 
01 est k02 = k01 � 1 < k1. t2 est

un terme-graphe admissible, 
01 est un graphe 
onstru
teur et t2
�
! 
01 est une d�erivation de r�e�e
riture
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de longueur k02 � 0. Don
 il existe un graphe 
onstru
teur 
2 et une d�erivation de r�e�e
riture t2
�
!�� 
2

de longueur k2 tels que k2 � k02 < k1 et 
2 � 
01, d'apr�es la Proposition 6.1.13.
s2 est un sous-graphe de S2, t2 est un sous-graphe de T2, h2 : S2 ! T2 est un D-monomorphisme

tel que h2(s2) = t2 et (�h2)jVs2 soit une substitution 
onstru
teur. De plus, t2
k2!�� 
2 et k2 < k1. Don


par hypoth�ese d'indu
tion, il existe un graphe 
onstru
teur s et deux substitutions � et � tels que

s2
m0

I;��;� s, m0 � k2, �(s)
:
= 
2 et � Æ �

:
= �h2 [VS2 ℄.

Nous devons prouver que �(s)
:
= 
1. C'est imm�ediat puisque �(s)

:
= 
2, 
2 � 
01 et 
01

:
= 
1. Nous

prouvons maintenant que � Æ (� Æ �0)
:
= �h1 [VS1 ℄. Soit x 2 VS1 et n 2 NS1 tels que Ls1(n) = x. D'apr�es

le Lemme 6.1.12, �h1(n : x)
:
= �h2(�

0(n : x)). De plus, 
omme n : x est un sous-graphe variable (don



onstru
teur) de S1, �
0(n : x) est bisimilaire �a un sous-graphe 
onstru
teur de S2. Don
 V�0(n:x) � VS2 .

Par hypoth�ese d'indu
tion, � Æ �
:
= �h2 [VS2 ℄. Don
 nous 
on
luons que �h1(n : x)

:
= �h2(�

0(n : x)
:
=

�(�(�0(n : x))), i.e., � Æ (� Æ �0)
:
= �h1 [VS1 ℄. En�n, la d�erivation s1 I;��;�0 s2

m0

I;��;� s est de longueur

m = m0 + 1. Comme m0 � k2 < k1, on d�eduit que m � k1. 2

Nous sommes prêt pour montrer la 
ompl�etude de I;�� :

Preuve du Th�eor�eme 6.1.9 : Le Th�eor�eme 6.1.9 est une 
ons�equen
e imm�ediate de la Propo-

sition 6.1.14 : Soient g un terme-graphe admissible, 
 un graphe 
onstru
teur et � une substitution


onstru
teur tels que �(g)
�
! 
. D'apr�es la Proposition 6.1.13, il existe un graphe 
onstru
teur d et

une d�erivation de r�e�e
riture �(g)
�
!�� d tels que d

:
= 
. Soient S1 = s1 = g et T1 = t1 = �(g). Il

est 
lair qu'il existe un D-monomorphisme h1 : S1 ! T1 tels que h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1 soit une

substitution 
onstru
teur (puisque (�h1)jVs1 = �jVs1 ). Don
, d'apr�es la Proposition 6.1.14, il existe un

graphe 
onstru
teur s et deux substitutions � et � tels que g
�
I;��;� s, �(s)

:
= d et � Æ �

:
= � [Vg ℄.

Comme �(s)
:
= 
, nous d�eduisons que s

:

� 
. Comme � Æ �
:
= � [Vg ℄, nous 
on
luons que �

:

� � [Vg ℄. 2

6.2 Propri�et�es d'optimalit�e de I;� et de I;��

Les relations de �-surr�edu
tion 
ompressante et de ��-surr�edu
tion 
ompressante sont
plus int�eressantes que la relation de surr�edu
tion 
ompressante la plus g�en�erale �etudi�ee dans
le 
hapitre pr�e
�edent. Tout d'abord, elle diminue drastiquement l'espa
e de re
her
he d'un
algorithme fond�e sur la surr�edu
tion de graphes. De plus, les substitutions 
al
ul�ees par � sont
disjointes, 
e qui implique que � ne fait pas de 
al
ul redondant. Ensuite, les d�erivations de
�-surr�edu
tion 
ompressante et de ��-surr�edu
tion 
ompressante sont toujours plus 
ourtes
que 
elles engendr�ees par la relation de surr�edu
tion 
ompressante la plus g�en�erale. En�n,
nous montrerons que � ne 
al
ule des pas n�e
essaires de surr�edu
tion. Nous pr�e
iserons 
ette
notion le moment venu.

6.2.1 Ind�ependan
e des substitutions 
al
ul�ees

Dans 
ette partie, nous nous int�eressons aux substitutions 
al
ul�ees par � et par ��.

D�e�nition 6.2.1 (Substitutions disjointes)
Etant donn�ees deux substitutions � et �0 et un ensemble V de variables, on dit que � et �0

sont disjointes sur V ssi il existe x 2 V tel que �(x) et �0(x) ne soient pas uni�ables. 3

On 
onstate dans l'Exemple 6.1.5 que ��(g) ne 
al
ule pas des substitutions disjointes. En
e�et, nous avons trouv�e que ��(g) = f(n2; R3; �1); (n5; R4; �2); (n7; R4; �2); (n6; R7; Id)g o�u les
substitutions �1 et �2 sont d�e�nies par �1 = fx 7! r1 : a; y 7! r2 : ag et �2 = fy 7! r3 : ag. Il
est 
lair que Id, �1 et �2 ne sont pas disjointes.
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Par 
ontre, nous obtenons le r�esultat suivant pour � :

Theor�eme 6.2.2 Soit SP un ISGRS, I une strat�egie de 
ompression, g un terme-graphe

admissible, 
 et 
0 deux graphes 
onstru
teurs et g
�
I;� 
 et g

�
I;�0 
0 deux �-d�erivations de

surr�edu
tion 
ompressante distin
tes. Alors � et �0 sont disjointes sur Vg. 3

Pour prouver 
e th�eor�eme, on 
ommen
e par montrer le lemme suivant qui s'inspire
de [AEH94b, Proposition 3℄ :

Lemme 6.2.3 Soient SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible. Si (p1; R1; �1) et
(p2; R2; �2) sont deux triplets distin
ts de �(g), alors �1 et �2 sont disjointes sur Vg. 3

Preuve : Soit m le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans g et T un arbre de d�e�nition de
l'�etiquette de m dans g. (p1; R1; �1) et (p2; R2; �2) sont deux triplets distin
ts de �(g) si et seulement
si (p1; R1; �1) et (p2; R2; �2) sont deux triplets distin
ts de �(gjm; T ), par d�e�nition de �. Aussi, nous
supposons que g est un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle et que T est un pdt dont
le motif s'uni�e ave
 g. On note < l'ordre n�th�erien d�e�ni par (g1; T1) < (g2; T2) ssi le graphe g1 a
moins d'o

urren
es d'op�erations d�e�nies que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre
propre de T2. On montre par indu
tion n�th�erienne sur < que si (p1; R1; �1) et (p2; R2; �2) sont deux
triplets distin
ts de �(g; T ), alors �1 et �2 sont disjointes sur Vg. Nous �etudions les di��erents 
as de
la d�e�nition de �(g; T ) :
Cas de base : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle
et T = rule(� ! r) o�u � ! r est une variante d'une r�egle de R. Comme � et g sont uni�ables, �(g; T )
est d�e�ni et �(g; T ) = f(Rootg; � ! r; �)g o�u � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a �.
Comme �(g; T ) est un singleton, il n'existe pas deux triplets distin
ts dans �(g; T ). Don
 le lemme
est trivialement vrai.
Cas d'indu
tion : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine
fon
tionnelle, T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk), o est un n�ud variable de �, o est de sorte �, 
1; : : : ; 
k
(k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k, Tj est un pdt de motif
�[o  p : 
j(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄ tel que n soit le nombre d'arguments de 
j , x1; : : : ; xn soient des
variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds. Comme � et g s'uni�ent et 
omme �
est un motif, on d�eduit qu'il existe un uni�
ateur le plus g�en�eral � de g par rapport �a � ainsi qu'un
homomorphisme h : � ! �(g). Trois 
as sont �a �etudier, selon l'�etiquette du n�ud h(o) dans g.
Cas 1 : h(o) est un n�ud 
onstru
teur de g :
Puisque �(g; T ) est d�e�ni, il existe i 2 1::k tel que pattern(Ti) et g s'uni�ent et �(g; T ) � �(g; Ti).
De plus, h(o) est un n�ud 
onstru
teur de g don
 il existe un et un seul i 2 1::k tel que pattern(Ti)
et g s'uni�ent, par 
onstru
tion des n�uds �etiquet�es par bran
h dans les arbres de d�e�nition. En

ons�equen
e, �(g; T ) = �(g; Ti). Par hypoth�ese d'indu
tion, le lemme est vrai pour �(g; Ti) don
 il est
aussi vrai pour �(g; T ).
Cas 2 : h(o) est un n�ud fon
tionnel de g :
Posons Lg(h(o)) = f . Soit T 0 l'arbre de d�e�nition de f . Puisque �(g; T ) est d�e�ni, �(�(gjh(o)); T

0)
est aussi d�e�ni. Soient (p1; R1; �1) et (p2; R2; �2) deux triplets distin
ts de �(g; T ). Par d�e�nition de
�(g; T ), il existe deux triplets (p1; R1; �

0
1) et (p2; R2; �

0
2) dans �(�(gjh(o)); T

0) tels que �1 = �0
1 Æ � et

�2 = �0
2 Æ � . Comme � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a �, � est une substitution


onstru
teur. Don
 �(gjh(o)) 
ontient moins de n�uds fon
tionnels que g. Don
 (�(gjh(o)); T
0) < (g; T ).

Aussi, par hypoth�ese d'indu
tion, �0
1 et �0

2 sont disjointes sur V�(gjh(o)), i.e., il existe une variable
y 2 V�(gjh(o)) tel que �0

1(y) et �0
2(y) ne soient pas uni�ables. Comme y 2 V�(gjh(o)), il existe un n�ud

n 2 N(gjh(o)) et une variable x 2 V(gjh(o)) tels que L(gjh(o))(n) = x et y 2 V�(n:x)). Il est 
lair que �0
1(y)

est un sous-graphe de �0
1(�(n : x)), 
'est-�a-dire de �1(n : x). De même, �0

2(y) est un sous-graphe de
�2(n : x). Comme �0

1(y) et �
0
2(y) ne sont pas uni�ables, on d�eduit que �1(n : x) et �2(n : x) ne sont

pas uni�ables. De plus, x 2 V(gjh(o)) et V(gjh(o)) � Vg . Par 
ons�equent, �1 et �2 sont disjointes sur Vg .

Cas 3 : h(o) est un n�ud variable de g :

Posons Lg(h(o)) = y. � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a � et h est un homo-

morphisme allant de � vers �(g). De plus, o et h(o) sont �etiquet�es ave
 des variables. Don
 il existe
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un n�ud n 2 Ng et une variable x 2 Vg tels que Lg(n) = x, h(o) 2 N�(n:x) et y 2 V�(n:x). Puisque

pattern(Ti) = �[o  p : 
i(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄ pour tout i 2 1::k, il est 
lair que pattern(Ti) s'uni�e

ave
 g pour tout i 2 1::k. Par 
ons�equent, �(g; T ) =
S

i21::k �(s; Ti). Par hypoth�ese d'indu
tion, si

(p1; R1; �1) et (p2; R2; �2) sont deux triplets distin
ts de �(g; Ti) pour un 
ertain i 2 1::k, alors �1
et �2 sont disjointes sur Vg . Soient i 6= j, (p1; R1; �1) 2 �(g; Ti) et (p2; R2; �2) 2 �(g; Tj) deux tri-

plets distin
ts de �(g; T ). Par 
onstru
tion d'un arbre de d�e�nition, il existe deux homomorphismes

hi : � ! pattern(Ti) et hj : � ! pattern(Tj). pattern(Ti) et pattern(Tj) ont deux 
onstru
teurs

di��erents aux n�uds hi(o) et hj(o). Comme (p1; R1; �1) 2 �(g; Ti), il existe un homomorphisme

h0i : � ! �1(g). De même, il existe un homomorphisme h02 : � ! �2(g). Comme hi(o) et hj(o)

sont �etiquet�es par deux 
onstru
teurs di��erents, h01(o) et h
0
2(o) sont aussi �etiquet�es par deux 
onstru
-

teurs di��erents. Don
 �1(n : x) et �2(n : x) ne sont pas uni�ables. Par 
ons�equent, �1 et �2 sont

disjointes sur Vg . 2

Preuve du Th�eor�eme 6.2.2 : Soient g un terme-graphe admissible, 
 et 
0 deux graphes 
onstru
teurs

et g
+
I;�;� 
 et g

+
I;�;�0 
0 deux �-d�erivations de surr�edu
tion distin
tes. Nous 
ommen�
ons par

prouver le th�eor�eme lorsque 
e sont les premiers pas des d�erivations g
+
I;� 
 et g

+
I;�0 
0 qui di��erent,

i.e., nous supposons que 
es d�erivations sont de la forme g I;�1 g1
�
I;�0

1

 et g I;�2 g2

�
I;�0

2

0

et nous supposons que les triplets (p1; R1; �1) 2 �(g) et (p2; R2; �2) 2 �(g) sont di��erents. D'apr�es le
lemme 6.2.3, les substitutions �1 et �2 sont disjointes sur Vg . Don
 il existe un n�ud n 2 Ng et une
variable x 2 Vg tels que Lg(n) = x et �1(x) et �2(x) ne soient pas uni�ables. Puisque � = �01 Æ �1 et
�0 = �02 Æ �2, il est 
lair que �(x) et �0(x) ne sont pas non plus uni�ables. Don
 � et �0 sont disjointes
sur Vg .

Nous nous attaquons maintenant au 
as g�en�eral, en supposant que les d�erivations de surr�edu
tion

que nous 
onsid�erons sont de la forme g
�
I;� g0

�
I;�0

1

 et g

�
I;� g0

�
I;�0

2

0 et en supposant que les

premiers pas des d�erivations g0
�
I;�0

1

 et g0

�
I;�0

2

0 sont di��erents. Dans 
e 
as, nous avons montr�e

que �01 et �02 �etaient disjointes sur Vg0 . Don
 il existe une variable y 2 Vg0 telle que �01(y) et �02(y) ne

soient pas uni�ables. Il y a deux 
as �a �etudier selon que y 2 Vg ou qu'il existe x 2 Vg telle que y 2 V�(x).

Premier 
as, si y 2 Vg , alors y =2 D�. Don
 �(y) = (�01 Æ �)(y) = �01(y) et �0(y) = (�02 Æ �)(y) = �02(y).

Puisque �01(y) et �
0
2(y) ne sont pas uni�ables, nous 
on
luons que �(y) et �0(y) ne sont pas uni�ables,


'est-�a-dire que � et �0 sont disjointes sur Vg . Deuxi�eme 
as, nous supposons qu'il existe x 2 Vg telle

que y 2 V�(x) et �
0
1(y) et �

0
2(y) ne soient pas uni�ables. Comme �(x) = �01(�(x)), �

0(x) = �02(�(x)) et

y 2 V�(x), il est 
lair que �(x) et �0(x) ne sont pas uni�ables, don
 que � et �0 sont disjointes sur Vg.

2

6.2.2 Longueur des d�erivations engendr�ees

La restri
tion de � aux termes du premier ordre d�eveloppe toujours les plus petites
d�erivation de surr�edu
tion [AEH94a℄. Aussi, lorsque nous avons 
on�
u �, nous esp�erions

montrer que les d�erivations de surr�edu
tion engendr�ees par
�

I>;� �etaient de longueurs plus
petites que toute autre d�erivation de surr�edu
tion. C'est malheureusement faux :

Exemple 6.2.4 Soit g = n1 :A(n2 :B(n3 :X,n4 :C),n5 :B(n6 :Y,n4) un terme-graphe
admissible et (R) l1 :B(l2 :C,l3 :Z) ! l3 :Z une r�egle de r�e�e
riture. Le le
teur peut
v�eri�er que �(g) = (n2; R; �1) o�u �1 = fX 7! p :Cg. On a don
 g I>;�;�1 g0 ave
 g0 =
p1 :A(p2 :C,p3 :B(n6 :Y,p2)). De plus, 
omme �(g0) = (n5; R; �2) ave
 �2 = fY 7! q :Cg,
on d�eduit que g0

I>;�;�2 
 o�u 
 = m1 :A(m2 :C,m2). Par 
ons�equent, il existe une �-

d�erivation g
�

I>;�;� 
 o�u � = fX 7! m :C; Y 7! m :Cg. Cette �-d�erivation est 
ompos�ee de
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deux �-pas de surr�edu
tion. Pourtant, on peut aussi e�e
tuer la d�erivation g I>;[n2;R; �℄ 

qui est, elle, 
ompos�ee d'un seul pas de surr�edu
tion. 2

N�eanmoins, nous obtenons le r�esultat suivant :

Theor�eme 6.2.5 Soient SP un WAGRS, Iune strat�egie de 
ompression, g un terme-graphe
admissible, 
 un graphe 
onstru
teur et � une substitution 
onstru
teur tels que g

n
;� 
 soit

une d�erivation quel
onque de surr�edu
tion non 
ompressante de longueur n. Alors il existe un

graphe 
onstru
teur s et une substitution � tels que g
m
I;��;� s, s

:
� 
, �

:
� � [Vg℄ et m � n.

3

Preuve : Par hypoth�ese, g
n
;� 
 est une d�erivation de surr�edu
tion non 
ompressante de longueur n.

Dans 
e 
as, on d�eduit de la preuve du th�eor�eme de 
oh�eren
e (Th�eor�eme 5.3.4) qu'il existe une

d�erivation de r�e�e
riture �(g)
n
! 
0 de longueur n telle que 
0 � 
. Comme �(g)

n
! 
0, il existe une

��-d�erivation de r�e�e
riture �(g)
p
!�� 
00 de longueur p telle que p � n et 
00 � 
0, d'apr�es la Proposi-

tion 6.1.13. Utilisons maintenant la Proposition 6.1.14 ave
 S1 = s1 = g et T1 = t1 = �(g). Il est 
lair

qu'il existe un D-monomorphisme h1 : S1 ! T1 tel que h1(s1) = t1 et (�h1)jVs1
soit une substitution


onstru
teur. Comme 
00 est un graphe 
onstru
teur et �(g) = t1
p
!�� 
00 est une d�erivation de r�e�e
riture

de longueur p, il existe un graphe 
onstru
teur s et deux substitutions � et � tels que s1 = g
m
I;��;� s,

m � p, �(s)
:
= 
00 et � Æ �

:
= �h1 [VS1 ℄. Comme �(s)

:
= 
00, 
00 � 
0 et 
0 � 
, on d�eduit que s

:

� 
.

Comme � Æ �
:
= �h1 [VS1 ℄, S1 = g et �h1 = �, on inf�ere que �

:

� � [Vg℄. En�n, 
omme m � p et p � n,

on 
on
lut que m � n. 2

6.2.3 N�e
essit�e des �-pas de surr�edu
tion 
ompressante

Dans [AEH94a℄, les auteurs montrent que les �-pas de surr�edu
tion de termes du premier
ordre sont des pas n�e
essaires de surr�edu
tion. Nous g�en�eralisons leur d�e�nition dans le 
as
de la �-surr�edu
tion de graphes admissibles :

D�e�nition 6.2.6 (Pas de surr�edu
tion n�e
essaire)
Soient SP un 
GRS, I une strat�egie de 
ompression et g un terme-graphe admissible. Un
pas de surr�edu
tion g I;[p;R;�℄ g

0 est un plus haut pas n�e
essaire de surr�edu
tion5 ssi pour

toute substitution 
onstru
teur � telle que �
:
� � [Vg℄, �(gjp) est un plus haut r�edex n�e
essaire

de �(g). 3

Nous obtenons le r�esultat suivant :

Theor�eme 6.2.7 Soient SP un ISGRS, I une strat�egie de 
ompression, g un terme-graphe
admissible et � une substitution 
onstru
teur tels que �(g) soit C-normalisable. Alors :

1. Il existe un unique triplet (p;R; �) 2 �(g) tel que �
:
� � [Vg℄.

2. �(gjp) est un plus haut r�edex n�e
essaire de �(g).

Autrement dit, les triplets 
al
ul�es par � engendrent des plus hauts pas n�e
essaires de
surr�edu
tion. 3

Ce th�eor�eme repose sur le lemme suivant dont les origines se trouve dans [AEH94b, Theo-
rem 1℄ :

Lemme 6.2.8 Soient SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible.

5outermost-needed narrowing step en anglais.
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{ Si �(g) 3 (p;R; �), alors pour toute substitution � telle que �
:
� � [Vg℄, et pour toute

d�erivation de r�e�e
riture de �(g) vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des-

endant de �(gjp) est r�e�e
rit �a la ra
ine, en un ou plusieurs pas, en un terme-graphe de
ra
ine 
onstru
teur et �(gjp) est un plus haut r�edex de �(g).

{ Si �(g) n'est pas d�e�nie, alors g ne peut pas être surr�eduit en un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur.

3

Preuve : Soit m le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans g et T un arbre de d�e�nition de
l'�etiquette de m dans g. Dans 
e 
as, �(g) = �(gjm; T ). Il est 
lair que le lemme est vrai pour �(g) ssi
il est vrai pour �(gjm; T ). Aussi, nous supposons sans perte de g�en�eralit�e que g est un terme-graphe
admissible de ra
ine fon
tionnelle et que T est un pdt dont le motif s'uni�e ave
 g. On note < l'ordre
n�th�erien d�e�ni par (g1; T1) < (g2; T2) ssi le graphe g1 a moins d'o

urren
es d'op�erations d�e�nies que
le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre de T2. On montre le lemme par indu
tion
n�th�erienne sur <. Nous �etudions les di��erents 
as de la d�e�nition de �(g; T ) :
Cas de base : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle
et T = rule(� ! r) o�u � ! r est une variante d'une r�egle de R. Comme � et g sont uni�ables, �(g; T )
est d�e�ni et �(g; T ) = f(Rootg ; � ! r; �)g o�u � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport

�a �. Soit � une substitution telle que �
:

� � [Vg ℄. g est un terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle don

�(g) est aussi un terme-graphe de ra
ine fon
tionnelle. Don
 dans toute d�erivation de r�e�e
riture de
�(g) vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de �(gjRootg ) doit être r�e�e
rit �a la
ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. D'autre part, � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de

g par rapport �a �, don
 � �ltre �(g) �a la ra
ine. Comme �
:

� � [Vg ℄, il existe une substitution � telle
que � Æ �

:
= � [Vg ℄. Comme � �ltre �(g) �a la ra
ine, on inf�ere que � �ltre �(�(g)) �a la ra
ine. Comme

�(�(g))
:
= �(g), on d�eduit de la Proposition 3.5.1 que � �ltre �(g) �a la ra
ine. Don
 �(gjRootg ) est plus

haut r�edex de �(g).
Cas d'indu
tion : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine
fon
tionnelle, T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk), o est un n�ud variable de �, o est de sorte �, 
1; : : : ; 
k
(k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k, Tj est un pdt de motif
�[o  p : 
j(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄ tel que n soit le nombre d'arguments de 
j , x1; : : : ; xn soient des
variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds. Comme � et g s'uni�ent et 
omme �
est un motif, on d�eduit qu'il existe un uni�
ateur le plus g�en�eral � de g par rapport �a � ainsi qu'un
homomorphisme h : � ! �(g). Trois 
as sont �a �etudier, selon l'�etiquette du n�ud h(o) dans �(g).
Cas 1 : h(o) est un n�ud 
onstru
teur :
Dans 
e 
as, il y a deux possibilit�es. Si il existe i 2 1::k tel que pattern(Ti) et g s'uni�ent, alors
�(g; T ) � �(g; Ti). Par hypoth�ese d'indu
tion, le lemme est vrai pour �(g; Ti) don
 il est aussi vrai
pour �(g; T ). Si il n'existe pas i 2 1::k tel que pattern(Ti) et g s'uni�ent, alors l'op�eration Lg(Rootg)
est in
ompl�etement d�e�nie par le syst�eme de r�e�e
riture R. Don
 g ne peut pas être surr�eduit en un
terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur et �(g; T ) n'est pas d�e�ni.
Cas 2 : h(o) est un n�ud fon
tionnel de g :
Posons Lg(h(o)) = f . Soit T 0 l'arbre de d�e�nition de f . On distingue le 
as o�u �(�(gjh(o)); T

0) est
d�e�ni et le 
as o�u �(�(gjh(o)); T

0) n'est pas d�e�ni.
Cas 2.1 : Supposons que �(�(gjh(o)); T

0) 3 (p;R; �0), o�u p est un n�ud fon
tionnel de �(gjh(o)), R est
une variante d'une r�egle de R et �0 est une substitution. Alors �(g; T ) est d�e�ni et �(g; T ) 3 (p;R; �)

ave
 � = �0 Æ � . Soit � une substitution telle que �
:

� � [Vg ℄. Nous montrons que dans toute d�erivation
de r�e�e
riture de �(g) vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de �(gjh(o)) doit être
r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur.

Supposons que �(g) puisse se r�e�e
rire �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. Dans

e 
as, g lui-même peut se surr�eduire �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur (en utilisant
par exemple la substitution �). Par d�e�nition d'un ISGRS, toutes les r�egles l! r de R dont le membre
gau
he s'uni�e ave
 g sont repr�esent�ees par une feuille rule(l0 ! r0) de T , o�u l0 ! r0 est une variante
de l! r. Par 
onstru
tion d'un arbre de d�e�nition, si l! r est repr�esent�ee par une feuille de T , alors
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� �ltre l �a la ra
ine, i.e., il existe un homomorphisme h0 : � ! l. Par hypoth�ese, T est un pdt dont
la ra
ine est �etiquet�ee par le symbole bran
h et pas par le symbole rule. Don
 � �ltre l sans être un
renommage de l. Ce
i implique que h0(o) est un n�ud 
onstru
teur de l. Pourtant, dans le 
as que nous

onsid�erons, nous supposons que h(o) est un n�ud fon
tionnel de g. Don
 il n'existe pas de r�egle de R
dont le membre gau
he s'uni�e ave
 g. Par 
ons�equent, g ne peut pas se surr�eduire �a la ra
ine en un
terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur et dans toute d�erivation de surr�edu
tion de g en un terme-graphe
de ra
ine 
onstru
teur, il existe un pas de surr�edu
tion qui se fait au n�ud h(o). De 
e fait, on d�eduit
qu'il est impossible de r�e�e
rire �(g) �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur (sinon g
lui-même pourrait se surr�eduire �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur). De plus, dans
toute d�erivation de r�e�e
riture de �(g) qui 
ontient un pas de r�e�e
riture �a la ra
ine, un des
endant de
�(gjh(o)) doit être r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur.

Nous montrons maintenant que dans toute d�erivation de r�e�e
riture de �(gjh(o)) vers un terme-
graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de �((gjh(o))jp) est r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-

graphe de ra
ine 
onstru
teur. Comme � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport
�a �, � est une substitution 
onstru
teur, don
 �(gjh(o)) a moins d'op�erations d�e�nies que g. Par

ons�equent, (�(gjh(o)); T

0) < (g; T ). Don
 par hypoth�ese d'indu
tion, pour toute substitution �0 telle

que �0
:

� �0 [V�(gjh(o)
℄, et pour toute toute d�erivation de r�e�e
riture de �0(�(gjh(o))) vers un terme-

graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de �0(�((gjh(o))jp)) est r�e�e
rit en un terme-graphe de

ra
ine 
onstru
teur. Par hypoth�ese, �
:

� � [Vg ℄ et � = �0 Æ � . Don
 il existe une substitution � telle

que � Æ �0 Æ �
:
= � [Vg ℄. Posons �0 = � Æ �0. On a �0 Æ �

:
= � [Vg℄. De plus, on a �0

:

� �0 [V�(g)℄, don
 en

parti
ulier �0
:

� �0 [V�(gjh(o))℄. On d�eduit don
 de l'hypoth�ese d'indu
tion que dans toute d�erivation de

r�e�e
riture de �0(�(gjh(o)))
:
= �(gjh(o)) vers un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de

�0(�((gjh(o))jp))
:
= �((gjh(o))jp) est r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur.

Nous avons prouv�e que dans toute d�erivation de r�e�e
riture de �(g) vers un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur, un des
endant de �(gjh(o)) doit être r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur. De plus, dans toute d�erivation de r�e�e
riture de �(gjh(o)) vers un terme-graphe de ra
ine

onstru
teur, un des
endant de �((gjh(o))jp) = �(gjp) est r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de

ra
ine 
onstru
teur. Don
 par transitivit�e, dans toute d�erivation de r�e�e
riture de �(g) vers un terme-
graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de �(gjp) est r�e�e
rit �a la ra
ine en un terme-graphe de
ra
ine 
onstru
teur.

D'autre part, �0(�((gjh(o))jp))
:
= �(gjp) est un plus haut r�edex de �0(�(gjh(o)))

:
= �(gjh(o)) par

hypoth�ese d'indu
tion. Comme � �ltre �(g) �a la ra
ine, � �ltre �0(�(g)) �a la ra
ine. Comme �0(�(g))
:
=

�(g), on d�eduit de la Proposition 3.5.1 que � �ltre �(g) �a la ra
ine. � est un motif et o est un n�ud
variable de �, don
 il existe un 
hemin allant de Root�(g) vers �(o) dans �(g) et tous les n�uds de 
e

hemin sont 
onstru
teurs, sauf Root�(g) et h(o). Nous avons montr�e que �(g) n'�etait pas un r�edex.
Don
 il n'existe pas de r�edex sur le 
hemin allant de Root�(g) vers h(o). Comme �(gjp) est un plus
haut r�edex de �(gjh(o)), on 
on
lut que �(gjp) est un plus haut r�edex de �(g).

Cas 2.2 : Supposons que �(�(gjh(o)); T
0) ne soit pas d�e�ni. Alors �(g; T ) n'est pas d�e�ni, lui non

plus. De plus, par hypoth�ese d'indu
tion, �(gjh(o)) ne peut pas être surr�eduit (don
 r�e�e
rit) en un
terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. De même que dans le 
as 2.1, g ne peut pas être surr�eduit �a la
ra
ine en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur et dans toute d�erivation de r�e�e
riture de �(g) vers
un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, un des
endant de �(gjh(o)) doit être r�e�e
rit �a la ra
ine en un
terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur. Comme �(gjh(o)) ne peut pas être r�e�e
rit en un terme-graphe de
ra
ine 
onstru
teur, �(g) ne peut pas non plus être r�e�e
rit en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur.
Si g pouvait se surr�eduire en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, alors �(g) pourrait se r�e�e
rire
en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur, 
e qui est impossible. Don
 g ne peut pas être surr�eduit
en un terme-graphe de ra
ine 
onstru
teur.

Cas 3 : h(o) est un n�ud variable de g :

� est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a �. De plus, o et h(o) sont �etiquet�es ave
 des

variables. Don
 il existe un n�ud q �etiquet�e par une variable dans g tel que h(o) 2 N�(gjq). Puisque



6.3. SURR�EDUCTION PARALL�ELE COMPRESSANTE DE GRAPHE 123

pattern(T ) = �[o  p : 
j(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄ pour tout i 2 1::k, il est 
lair que pattern(Ti) s'uni�e

ave
 g pour tout i 2 1::k. Par 
ons�equent, �(g; T ) � �(g; Ti) pour tout i 2 1::k. Par hypoth�ese

d'indu
tion, le lemme est v�eri��e par �(g; Ti) pour tout i 2 1::k. Don
 il l'est aussi par �(g; T ). 2

Preuve du Th�eor�eme 6.2.7 : Soient g un terme-graphe admissible et � une substitution 
onstru
teur

tels que �(g) soit C-normalisable. On d�eduit du Lemme 6.1.11 qu'il existe un triplet (p;R; �) 2 �(g) tel

que �
:

� � [Vg℄. On doit montrer que 
e triplet est unique. Supposons qu'il existe deux triplets distin
ts

(p1; R1; �1) et (p2; R2; �2) tels que �1

:

� � [Vg℄ et �2

:

� � [Vg℄. Alors il existe deux substitutions �1
et �2 telles que �1 Æ �1

:
= � [Vg ℄ et �2 Æ �2

:
= � [Vg℄. En 
ons�equen
e, pour toute variable x 2 Vg ,

�1(�1(x))
:
= �2(�2(x)). Aussi, �1 et �2 ne sont pas des substitutions disjointes, 
e qui est impossible

d'apr�es le Lemme 6.2.3. Nous devons en
ore montrer que �(gjp) est un plus haut r�edex n�e
essaire de

�(g). C'est une 
ons�equen
e imm�ediate du Lemme 6.2.8. Aussi, nous 
on
luons que g I;[p;R;�℄ g
0 est

un plus haut pas n�e
essaire de surr�edu
tion et don
 que les triplets 
al
ul�es par � engendrent des plus

hauts pas n�e
essaires de surr�edu
tion. 2

6.3 Surr�edu
tion parall�ele 
ompressante de graphe

Dans la d�e�nition d'un pas de surr�edu
tion 
ompressante, nous utilisons des pas de
r�e�e
riture simples. Or la relation de r�e�e
riture parall�ele (
f. D�e�nition 4.3.4) est beau
oup
plus eÆ
a
e. Aussi, on peut d�e�nir une nouvelle relation de surr�edu
tion 
ompressante :

D�e�nition 6.3.1 (Surr�edu
tion parall�ele 
ompressante de graphe)
Soient SP = h�;Ri un 
GRS, Iune strat�egie de 
ompression, g1 un terme-graphe admissible,
g2 un graphe, � une substitution R1; : : : ; Rn n r�egles de r�e�e
riture de R et p1; : : : ; pn n n�uds
distin
ts de g1. On d�e�nit le pas de surr�edu
tion parall�ele 
ompressante de g1 en g2 aux n�uds

p1; : : : ; pn ave
 les r�egles R1; : : : ; Rn et la substitution � en posant g1 I;bb [p1;R1℄:::[pn;Rn℄;�
g2

ssi il existe un graphe g0
1 tel que I(�(g1)) = g0

1 ave
 le V-homomorphisme h : �(g1) ! g0
1 et

g0
1 �!bb [h(p1);R1℄:::[h(pn);Rn℄

g2. 3

6.3.1 D�e�nition de I;bb ���;��

Dans la d�e�nition du pas de surr�edu
tion parall�ele 
ompressante, plusieurs param�etres
ne sont pas �x�es. En e�et, il faut exhiber des n�uds et des r�egles de r�e�e
riture pour ef-
fe
tuer les pas de r�e�e
riture parall�ele. Pour 
ela, nous utilisons la strat�egie de r�e�e
riture ��
(
f. D�e�nition 4.3.14).

Quant aux 
al
uls des substitutions, nous pourrions utiliser 
elles qui apparaissent dans
les triplets 
al
ul�es par ��. Mais 
es substitutions sont parfois redondantes. En e�et, nous
avons vu dans l'Exemple 6.1.5 que ��(g) = f(n2; R3; �1); (n5; R4; �2); (n7; R4; �2); (n6; R7; Id)g
o�u les substitutions �1 et �2 sont d�e�nies par �1 = fx 7! r1 : a; y 7! r2 : ag et �2 = fy 7!
r3 : ag. Il est 
lair que �1 est moins g�en�eral que �2. Aussi, il n'est pas for
�ement utile de

onsid�erer �1 tout de suite pour faire un pas de surr�edu
tion ; l'a�e
tation de la variable x

sera �eventuellement faite plus tard dans le 
al
ul.

Bref, nous am�eliorons le 
al
ul des substitutions de �� en d�e�nissant la strat�egie parall�ele

de surr�edu
tion ��� :

D�e�nition 6.3.2 (Strat�egie ���)
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Soient SP un WAGRS et g un terme-graphe admissible. ��� est la fon
tion partielle telle que :

���(g) =

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

9(p;R; �) 2 ��(g);
(8(q; S; �) 2 ��(g);

si �
:
� � [Vg℄ et � 6

:
= Id [Vg℄;

alors �
:
= � [Vg℄)

�jVg telle que et

(9C 2 Pathsg(Rootg; p);
8(q; S; �) 2 ��(g);

si �
:
� � [Vg℄ et q 2 C;

alors �
:
= � [Vg℄)

9>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>;

=
:
=

3

Dans la d�e�nition de ���(g), la premi�ere 
ondition s�ele
tionne les substitutions les moins
instan
i�ees parmi 
elles de ��(g) qui ne sont pas l'identit�e, en plus de l'identit�e s'il existe un
triplet (p;R; Id) dans ��(g). La se
onde 
ondition permet d'�eliminer les substitutions qui sont
en dessous de l'identit�e dans tous les 
hemins du graphe. On remarque que 
ette 
ondition est
di��erente de 
elle donn�ee dans [AEH97a℄ du fait du partage de sous-graphes. En�n, l'ensemble
���(g) est d�e�ni �a la bisimilarit�e pr�es : si A d�enote un ensemble de substitutions, A=

:
= d�enote

l'ensemble \quotient" de A par
:
= qui est 
onstitu�e de repr�esentants de A au renommage et

�a la bisimilarit�e pr�es.

D�e�nition 6.3.3 (���-surr�edu
tion parall�ele 
ompressante)
Soient SP = h�;Ri un WAGRS et I une strat�egie de 
ompression. La relation de ���-
surr�edu
tion parall�ele 
ompressante I;bb ���;�� est d�e�nie par :

g1 I;bb ���;��;�
g2 () � 2 ���(g1);I(�(g1)) = g01 et g01 �!bb ��(g0

1)
g2

3

Exemple 6.3.4 Consid�erons de nouveau l'Exemple 6.1.5. Nous 
al
ulons maintenant ���(g).
Dans la Figure 6.8, nous repr�esentons les positions relatives des triplets de ��(g) dans g. Ce
\graphe" n'a pas de d�e�nition formelle mais il fa
ilite la 
ompr�ehension du 
al
ul de ���(g).
On rappelle que les substitutions �1 et �2 sont d�e�nies par �1 = fx 7! r1 : a; y 7! r2 : ag et
�2 = fy 7! r3 : ag.

n1

(n5; R4; �2)

n4

(n6; R7; Id)(n2; R3; �1)

n3 n8(n7; R4; �2)

Fig. 6.8:

Cal
uler ���(g) 
onsiste �a e�a
er les triplets (p;R; �) 2 ��(g) tels que � =2 ���(g). (n2; R3; �1)

doit être �elimin�e par
e que �2
:
� �1 [Vg℄. (n7; R4; �2) doit être e�a
�e par
e que le seul 
hemin

allant de n1 vers n7 (
'est-�a-dire, [n1; 2; n6; 2; n7℄) 
ontient le n�ud n6 et (n6; R7; Id) 2 ��(g) et
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Id
:
� �2 [Vg℄. On 
onserve (n5; R4; �2) puisqu'il existe un 
hemin C = [n1; 1; n2; 3; n5℄ tel que

pour tout (q;R; �) 2 ��(g), si q 2 C (par exemple, n2), alors �2
:
� � [Vg℄. On 
onserve le triplet

(n6; R7; Id) pour les mêmes raisons. Par 
ons�equent, nous 
on
luons que ���(g) = fId; �2g.
Pour �nir, 
al
ulons le ���-pas de surr�edu
tion parall�ele 
ompressante maxi-

male 
ommen�
ant ave
 g ave
 la substitution �2. Le le
teur peut v�eri�er que
�2(g) = n1 :f(n2 :g(n3 :x,r3 :a,n5 :h(r3)),n6 :i(n5,n7 :h(r3),n8 :a). De plus
I>(�2(g)) = g00 o�u g00 = p1 :f(p2 :g(n3 :x,p3 :a,p4 :h(p3)),p5 :i(p4,p4,p3)) (
f. Fi-
gure 6.9). D'apr�es la D�e�nition 4.3.14, ��(g00) = Outer(g00; S) o�u

p1 :f

p4 :h

p5 :ip2 :g

p3 :a

n3 :x

p2 :g

p3 :a

p1 :f

n3 :x

g00 g0

Fig. 6.9:

S = �'(g00
jp1;T

1
f ) [ �'(g00

jp1;T
2
f )

= �'(g00
jp2;Tg) [ �'(g00

jp5;T
1
i ) [ �'(g00

jp5;T
2
i ) [ �'(g00

jp5;T
3
i )

= ; [ �'(g00
jp4;Th) [ �'(g00

jp4;Th) [ f(p5; R7)g

= f(p4; R4); (p5; R7)g

Outer(g00; S) s�ele
tionne les plus hauts n�uds de S dans g00, don
 ��(g00) = f(p4; R4); (p5; R7)g.
Le le
teur peut v�eri�er que g00 �!bb �� g0 ave
 g0 = p1 :f(p2 :g(n3 :x,p3 :a,p3),p3) (
f. Fi-
gure 6.9). Don
 on 
on
lut que g I>;bb ���;��;�2

g0. 2

6.3.2 Coh�eren
e de I;bb ���;��

Dans 
ette se
tion, nous montrons le r�esultat suivant :

Theor�eme 6.3.5 Soient SP un WAGRS et I une strat�egie de 
ompression. I;bb ���;�� est

oh�erente sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe 
onstru
teur 


et pour toute substitution � tels que g
�

I;bb ���;��;�

, il existe un terme-graphe 
onstru
teur s

tel que �(g)
�
! s et s

:
= 
. 3

Preuve : On montre de mani�ere plus g�en�erale que pour tout terme-graphe admissible g1 et g2 et

pour toute substitution � tels que g1
�

I;bb ���;��;� g2, il existe un terme-graphe g02 tel que �(g)
�
! g02

et g02 B g2. Nous faisons 
e
i par indu
tion sur la longueur n de la d�erivation g1
n

I;bb ���;��;� g2. Le


as n = 0 est �evident. Soit g1 I;bb ���;��;� g2
n

I;bb ���;��;� g3 une d�erivation de longueur n + 1. Comme

g1 I;bb ���;��;� g2, il existe un terme-graphe g01 tel que I(�(g1)) = g01 et g01 �!bb �� g2. Comme g01 �!bb �� g2,

on d�eduit que g01
�
! g2 d'apr�es la Proposition 4.3.6. Nous avons �(g1) B g01 et g01

�
! g2, don
 d'apr�es

la Proposition 5.4.1, il existe un terme-graphe g02 tel que �(g1)
�
! g02 et g02 B g2. Par ailleurs, nous

avons g2
n

I;bb ���;��;� g3, don
 il existe un terme-graphe g03 tel que �(g2)
�
! g03 et g03 B g3 par hypoth�ese
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d'indu
tion. Comme g0
2 B g2, il est 
lair que �(g0

2) B �(g2). Nous avons �(g0
2) B �(g2) et �(g2)

�
! g0

3,

don
 d'apr�es la Proposition 5.4.1, il existe un terme-graphe g00
3 tel que �(g0

2)
�
! g00

3 et g00
3 B g0

3. Nous

avons vu que �(g1)
�
! g0

2, don
 �(�(g1))
�
! �(g0

2). Comme �(�(g1))
�
! �(g0

2) et �(g0
2)

�
! g00

3 , nous

d�eduisons que �(�(g1))
�
! g00

3 . Comme g00
3 B g0

3 et g0
3 B g3, nous 
on
luons que g00

3 B g3. 2

6.3.3 Compl�etude de I;bb ���;��

Dans 
e paragraphe, nous nous attaquons au r�esultat suivant :

Theor�eme 6.3.6 Soient SP un WAGRS et I une strat�egie de 
ompression. I;bb ���;�� est

ompl�ete sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe 
onstru
teur 

et pour toute substitution 
onstru
teur � tels que �(g)

�
! 
, il existe un graphe 
onstru
teur s

et une substitution � tels que g
�

I;bb ���;��;�
s, s

:
� 
 et �

:
� � [Vg℄. 3

Notre preuve du th�eor�eme 
i-dessus est pro
he de 
elle donn�ee dans [AEH97b℄ pour le

as des termes du premier ordre. Elle n�e
essite plusieurs propositions que nous �enon�
ons
maintenant.

Proposition 6.3.7 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible et T un pdt dont
le motif s'uni�e ave
 g. Si (p;R; �) 2 ��(g; T ), alors (p;R) 2 �'(�(g);T ). 3

Preuve : On note < l'ordre n�th�erien d�e�ni par (g1; T1) < (g2; T2) ssi le graphe g1 a moins
d'o

urren
es d'op�erations d�e�nies que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre de
T2. On montre par indu
tion n�th�erienne sur < que si (p;R; �) 2 ��(g; T ), alors (p;R) 2 �'(�(g); T ).
Nous �etudions les di��erents 
as de la d�e�nition de ��(g; T ) :
Cas de base : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine fon
tionnelle
et T = rule(� ! r) tel que � ! r soit une variante d'une r�egle deR. Soit (p;R; �) 2 ��(g; T ). On d�eduit
de la d�e�nition de �� que p = Rootg , R = � ! r et � est un uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport
�a �. Comme � est un uni�
ateur de g par rapport �a �, il existe un homomorphisme h : � ! �(g). Don

� �ltre �(g) �a la ra
ine. Par 
ons�equent, �'(�(g); T ) est d�e�ni et �'(�(g); T ) = f(Rootg ; � ! r)g. Don

(p;R) 2 �'(�(g); T ).
Cas d'indu
tion : Consid�erons le 
ouple (g; T ) o�u g est un terme-graphe admissible de ra
ine
fon
tionnelle, T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk), o est un n�ud variable de �, o est de sorte �, 
1; : : : ; 
k
(k > 0) sont di��erents 
onstru
teurs de la sorte � et pour tout j 2 1::k, Tj est un pdt de motif
�[o  p : 
j(o1 : x1; : : : ; on : xn)℄ tel que n soit le nombre d'arguments de 
j , x1; : : : ; xn soient des
variables frâ�
hes et p; o1; : : : ; on soient de nouveaux n�uds. Soit (p;R; �) 2 ��(g; T ). Nous �etudions les
di��erents 
as de la d�e�nition de ��(g; T ) lorsque la ra
ine du motif de T est �etiquet�ee par bran
h.
Cas 1 : Supposons qu'il existe i 2 1::k tel que g et pattern(Ti) soient uni�ables. Alors ��(g; T ) �
��(g; Ti). De plus, le triplet (p;R; �) que nous 
onsid�erons est dans ��(g; Ti) pour un 
ertain i 2 1::k.
Comme (g; Ti) < (g; T ), nous d�eduisons de l'hypoth�ese d'indu
tion que (p;R) 2 �'(�(g); Ti). Comme
�'(�(g); Ti) est d�e�ni, pattern(Ti) �ltre g �a la ra
ine, don
 �'(�(g); T ) est d�e�ni et �'(�(g); T ) =
�'(�(g); Ti). Par 
ons�equent, (p;R) 2 �'(�(g); T ).
Cas 2 : Supposons qu'il n'existe pas i 2 1::k tel que g et pattern(Ti) soient uni�ables. Soient � un
uni�
ateur le plus g�en�eral de g par rapport �a � et h l'homomorphisme allant de � vers �(g). Dans le

as que nous 
onsid�erons i
i, h(o) est �etiquet�e par une op�eration d�e�nie f . Soit F = fT 0

1 ; : : : ; T
0
kg une

forêt d'arbres de d�e�nition de f et soit S = ��(�(gjh(o)); T
0
1 ) [ : : : [ ��(�(gjh(o)); T

0
k ).

Nous avons 
hoisi (p;R; �) 2 ��(g; T ), don
 par d�e�nition de ��, il existe une substitution �0 et un
entier i 2 1::k tels que (p;R; �0) 2 ��(�(gjh(o)); T

0
i ) et � = �0 Æ � . Comme � est un uni�
ateur le plus

g�en�eral de g par rapport �a �, � est une substitution 
onstru
teur. Don
 �(gjh(o)) a moins d'op�erations
d�e�nies que g, i.e., (�(gjh(o)); T

0
i ) < (g; T ). Aussi, par hypoth�ese d'indu
tion, �'(�0(�(gjh(o))); T

0
i ) est

d�e�ni et (p;R) 2 �'(�0(�(gjh(o))); T
0
i ). Comme � = �0 Æ � et 
omme h(o) est un n�ud fon
tionnel de g,

don
 de �(g), on inf�ere que (p;R) 2 �'(�(g)jh(o); T
0
i ).
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Par hypoth�ese, T = bran
h(�; o; T1; : : : ; Tk). De plus, il existe un homomorphisme h allant de �

vers �(g). Comme � = �0 Æ � , il est 
lair qu'il existe un homomorphisme h0 : � ! �(g). Comme h(o)

est �etiquet�e par une op�eration d�e�nie f , h0(o) est aussi �etiquet�e par f . Aussi �'(�(g); T ) est d�e�ni

et 
omme F = fT 0
1 ; : : : ; T

0
kg est une forêt d'arbres de d�e�nition de f , on d�eduit que �'(�(g); T ) =

�'(�(g)jh(o); T
0
1 )[ : : :[ �'(�(g)jh(o); T

0
k) par d�e�nition de �'. Nous avons vu que (p;R) 2 �'(�(g)jh(o); T

0
i ).

Don
 il est 
lair que (p;R) 2 �'(�(g); T ). 2

Proposition 6.3.8 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible et � une substitu-
tion 
onstru
teur tels que ��(g) = ; et ��(�(g)) 6= ;. Alors l'ensemble f� 2 ���(g) j �

:
� � et � 6

:
=

Idg est non vide. 3

Preuve : Soit (p;R) 2 ��(�(g)). Nous d�eduisons du Lemme 6.1.11 qu'il existe une substitution � telle

que (p;R; �) 2 ��(g) et �
:

� � [Vg℄. Par 
ons�equent, l'ensemble A = f(p;R; �) 2 ��(g) j �
:

� � [Vg℄g n'est

pas vide. Nous aÆrmons que � 6
:
= Id [Vg℄ pour tout (p;R; �) 2 ��(g). En e�et, d'apr�es la d�e�nition de

��, si n est le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he de g, il existe un arbre de d�e�nition T dont le motif

s'uni�e ave
 gjn tel que (p;R; �) 2 ��(gjn; T ). De plus, d'apr�es la Proposition 6.3.7, (p;R) 2 �'(�(gjn); T ),

don
 ��(�(g)) 6= ;. Si �
:
= Id [Vg℄, alors �(g) et g sont �egaux au renommage de n�uds et des variables

pr�es. Comme ��(�(g)) 6= ;, nous d�eduisons que ��(g) 6= ;, 
e qui est impossible par hypoth�ese. Par


ons�equent, il n'existe pas de triplet (p;R; �) 2 ��(g) tel que �
:
= Id [Vg ℄. Don
 l'ensemble A =

f(p;R; �) 2 ��(g) j �
:

� � [Vg ℄g est �egal �a l'ensemble B = f(p;R; �) 2 ��(g) j �
:

� � [Vg ℄ et � 6
:
= Id [Vg℄g.

Comme A 6= ; et A = B, nous d�eduisons que B 6= ;. Pour �nir, ���(g) 
hoisit un ensemble de

substitutions minimales par rapport �a
:

� parmi 
elles intervenant dans les triplets de ��(g). De plus, ���(g)

restreint le domaine de 
es substitutions �a Vg . En�n, toutes les substitutions � apparaissant dans les

triplets de B satisfont �
:

� � [Vg ℄. Comme l'ensemble B = f(p;R; �) 2 ��(g) j �
:

� � [Vg℄ et � 6
:
= Id [Vg℄g

est non vide, nous 
on
luons que l'ensemble C = f� 2 ���(g) j �
:

� � et � 6
:
= Idg est non vide. 2

Proposition 6.3.9 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible et � une substi-
tution 
onstru
teur tels que l'ensemble A = f� 2 ���(g) j �

:
� � et � 6

:
= Idg soit vide. Alors

��(�(g)) � ��(g). 3

Preuve : Soit (p;R) 2 ��(�(g)). Nous aÆrmons que (p;R) 2 ��(g). En e�et, si (p;R) 2 ��(�(g)), alors

il existe une substitution � telle que (p;R; �) 2 ��(g) et �
:

� � [Vg ℄, d'apr�es le Lemme 6.1.11. Il y a
deux 
as �a �etudier.
Cas 1 : Supposons qu'il existe � 2 ���(g) telle que �

:
= � [Vg℄ :

Comme �
:
= � [Vg ℄ et �

:

� � [Vg℄, nous d�eduisons que �
:

� � [Vg ℄. Par hypoth�ese, l'ensemble f� 2 ���(g) j

�
:

� � et � 6
:
= Idg est vide, don
 �

:
= Id. Comme �

:
= � [Vg ℄ et �

:
= Id, nous inf�erons que �

:
= Id [Vg ℄.

Soitm le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans �(g) et soit F = fT1; : : : ; Tkg une forêt d'arbres
de d�e�nition de l'�etiquette de m. On a alors ��(�(g)) = Outer(�(g); S) ave
 S = �'(�(g)jm; T1) [

: : : [ �'(�(g)jm; Tk). Comme (p;R) 2 ��(�(g)), p est un plus n�ud fon
tionnel de �(g) parmi 
eux qui
apparaissent dans les 
ouples de S. � est une substitution 
onstru
teur et m est le plus haut n�ud
fon
tionnel �a gau
he dans �(g), don
 m est aussi le plus haut n�ud fon
tionnel �a gau
he dans g.
De plus, on a ��(g) = ��(gjm; T1) [ : : : [ ��(gjm; Tk). Comme (p;R; �) 2 ��(g), il existe i 2 1::k tel
que (p;R; �) 2 ��(gjm; Ti). Aussi, (p;R) 2 �'(�(gjm); Ti), d'apr�es la Proposition 6.3.7. Nous avons vu
que �

:
= Id [Vg℄. Don
 �(g) et g sont �egaux au renommage des n�uds et des variables pr�es. Comme

(p;R) 2 �'(�(gjm); Ti), nous d�eduisons que (p;R) 2 �'(gjm; Ti).
Nous avons vu que p �etait un plus n�ud fon
tionnel de �(g) parmi 
eux qui apparaissent dans

les 
ouples de S = �'(�(g)jm; T1) [ : : : [ �'(�(g)jm; Tk). Nous aÆrmons que p est aussi un plus n�ud

fon
tionnel de g parmi 
eux qui apparaissent dans les 
ouples de T = �'(gjm; T1) [ : : : [ �'(gjm; Tk),

'est-�a-dire, (p;R) 2 ��(g) (puisque ��(g) = Outer(g; T )). En e�et, dans le 
as 
ontraire, il existerait
des 
ouples (q; S) 2 T tels que q soit au dessus de p dans g. Mais 
omme 
es n�uds q sont des n�uds
fon
tionnels et que � est une substitution 
onstru
teur, 
es n�uds q existeraient aussi au dessus de
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p dans �(g) et les 
ouples (q; S) appartiendraient tous �a S. Aussi, p ne pourrait pas être un plus
n�ud fon
tionnel de �(g) parmi 
eux qui apparaissent dans les 
ouples de S. Autrement dit, (p;R) ne
pourrait pas être un 
ouple de ��(�(g)) 
e qui est 
ontraire �a l'hypoth�ese. Par 
ons�equent, (p;R) 2 ��(g).

Cas 2 : Supposons que � 6
:
= � [Vg ℄ pour tout � 2

���(g) :

Dans 
e 
as, il existe une substitution � 2 ���(g) telle que � 6
:
= � [Vg ℄ et �

:

� �, par d�e�nition de ���. De

plus, 
omme �
:

� � et �
:

� � [Vg℄ et l'ensemble f� 2 ���(g) j �
:

� � et � 6
:
= Idg est vide, nous d�eduisons

que �
:
= Id. Par 
ons�equent, la substitution �jVg n'apparâ�t pas dans ���(g) par
e qu'elle a �et�e e�a
�ee

ave
 la se
onde 
lause de la d�e�nition de ��� : tous les 
hemins allant de Rootg vers p dans g passent

par un 
ertain n�ud q tel qu'il existe (q; S; 
) 2 ��(g) ave
 

:
= Id [Vg℄. Comme � est une substitution


onstru
teur et p est un n�ud fon
tionnel, au
un nouveau 
hemin allant du n�ud Rootg vers le n�ud

p n'a �et�e 
r�e�e dans �(g). Don
 tous les 
hemins allant de Root�(g) vers p dans �(g) passent par les

n�uds q d�e�nis pr�e
�edemment. Le 
al
ul de ��(�(g)) s�ele
tionne des plus hauts n�uds fon
tionnels.

Comme tous les n�uds q sont au dessus de p dans �(g), nous 
on
luons que (p;R) =2 ��(�(g)), 
e qui

est impossible. Par 
ons�equent, le 
as 2 n'est pas possible. 2

Nous utilisons les trois propositions pr�e
�edentes pour prouver le lemme 
lef suivant :

Lemme 6.3.10 Soient SP un WAGRS, Iune strat�egie de 
ompression, g0 un terme-graphe
admissible, 
 un graphe 
onstru
teur et � une substitution 
onstru
teur tels que � 6

:
= Id [Vg℄

et �(g0)
�
! 
. Alors il existe une d�erivation g0 I;bb ���;��;Id

g1 I;bb ���;��;Id
: : : I;bb ���;��;Id

gn tels

que n � 0 et soit (1) gn est un graphe 
onstru
teur tel que gn
:
� 
, soit (2) l'ensemble

A = f� 2 ���(gn) j �
:
� � et � 6

:
= Idg est non vide. 3

Preuve : Nous distinguons deux 
as, 
elui o�u la d�erivation g0 I;bb ���;��;Id
g1 I;bb ���;��;Id

: : : est �nie et

elui o�u elle est in�nie.
Cas 1 : La d�erivation g0 I;bb ���;��;Id

g1 I;bb ���;��;Id
: : : est �nie :

Soit gn le dernier terme-graphe de 
ette d�erivation. Comme g0
�

I;bb ���;��;Id
gn, nous d�eduisons du

th�eor�eme de 
oh�eren
e de I;bb ���;�� (Th�eor�eme 6.3.5) qu'il existe un terme-graphe g0n tel que Id(g0) =

g0
�
! g0n et g0n

:
= gn. Comme g0

�
! g0n et g0n

:
= gn, il est 
lair que �(g0)

�
! �(g0n) et �(g

0
n)

:
= �(gn). Par

hypoth�ese, �(g0)
�
! 
 et 
 est un graphe 
onstru
teur ; de plus, �(g0)

�
! �(g0n). Comme! est 
on
uente

au renommage des n�uds pr�es (Th�eor�eme 3.3.4), nous d�eduisons qu'il existe un graphe 
onstru
teur


0 tel que �(g0n)
�
! 
0 et 
0 � 
. Comme �(g0n)

:
= �(gn) et �(g

0
n)

�
! 
0 o�u 
0 est un graphe 
onstru
teur,

nous d�eduisons du th�eor�eme de 
on
uen
e de ! modulo la bisimilarit�e (Th�eor�eme 3.3.7) qu'il existe

un graphe 
onstru
teur d tel que �(gn)
�
! d et d

:
= 
0. Il y a deux nouveaux 
as �a �etudier.

Cas 1.1 : Si �(gn) est un graphe 
onstru
teur, alors �(gn) = d. Comme 
 � 
0 et 
0
:
= d et d = �(gn),

nous d�eduisons que �(gn)
:
= 
, 
'est-�a-dire gn

:

� 
.

Cas 1.2 : Si �(gn) n'est pas un graphe 
onstru
teur, alors �(gn)
+
! d. Comme �� est C-normalisante

(Th�eor�eme 4.3.19), on inf�ere que ��(�(gn)) 6= ;. De plus, gn est le dernier terme-graphe de la d�erivation

g0 I;bb ���;��;Id
g1 I;bb ���;��;Id

: : : I;bb ���;��;Id
gn, don
 Id =2 ���(gn) (sinon, on pourrait faire un nouveau pas

gn I;bb ���;��;Id
gn+1). Comme Id =2 ���(gn), on ne peut pas r�e�e
rire gn. Aussi, ��(gn) = ;. Nous avons

montr�e que ��(gn) = ; et ��(�(gn)) 6= ;, don
 d'apr�es la Proposition 6.3.8, l'ensemble A = f� 2 ���(gn) j

�
:

� � et � 6
:
= Idg n'est pas vide.

Cas 2 : La d�erivation g0 I;bb ���;��;Id
g1 I;bb ���;��;Id

: : : est in�nie :

Supposons qu'il n'existe pas de terme-graphe gn tel que l'ensemble A = f� 2 ���(gn) j �
:

� � et � 6
:
= Idg

soit non vide. Alors, d'apr�es la Proposition 6.3.9, ��(�(gn)) � ��(gn) pour tout n � 0. Comme toutes les

substitutions utilis�ees dans la d�erivation g0 I;bb ���;��;Id
g1 I;bb ���;��;Id

: : : sont l'identit�e, on peut voir 
ette

d�erivation 
omme une d�erivation alternant des pas de 
ompression et des pas de r�e�e
riture 
al
ul�es par
�� : g0 B g00 �!bb �� g1 B g01 �!bb �� g2 : : :. Nous avons vu que ��(�(gn)) � ��(gn) pour tout n � 0. Comme
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gn B g0n, nous inf�erons que ��(�(g0n)) � ��(g0n) pour tout n � 0. En 
ons�equen
e, il existe une d�erivation

in�nie 
ommen�
ant ave
 �(g0) qui alterne des pas de 
ompression et des pas de r�e�e
riture 
al
ul�es par
�� de la forme �(g0) B �(g00) �!bb �� �(g1) B �(g01) �!bb �� �(g2) : : :. Etant donn�es trois termes-graphes

admissibles u, v et v0 tels que u B v et v �!bb �� v0, il existe deux termes-graphes admissibles w et u0 tels

que u �!bb �� w
�
! u0 et u0

B v0. Comme il existe une d�erivation �(g0) B �(g00) �!bb �� �(g1) B �(g01) �!bb ��

�(g2) : : :, nous d�eduisons qu'il existe une d�erivation �(g0) �!bb �� w0
�
! u1 �!bb �� w1

�
! u2 : : : (ave


u1 B �(g1); u2 B �(g2); : : :). De plus, la d�erivation �(g0) B �(g00) �!bb �� �(g1) B �(g01) �!bb �� �(g2) : : :

est in�nie, don
 la d�erivation �(g0) �!bb �� w0
�
! u1 �!bb �� w1

�
! u2 : : : est in�nie, elle aussi. Mais 
e
i

n'est pas possible. En e�et, �(g0)
�
! 
 et 
 est un graphe 
onstru
teur. Or �� est C-hypernormalisante

(d'apr�es le Th�eor�eme 4.3.19), don
 une d�erivation de r�e�e
riture qui alterne des ��-pas de r�e�e
riture ave


des pas de r�e�e
riture quel
onques termine n�e
essairement ave
 un graphe d tel que d
:
= 
. La d�erivation

�(g0) �!bb �� w0
�
! u1 �!bb �� w1

�
! u2 : : : est un exemple d'une telle d�erivation de r�e�e
riture. Elle termine

don
 n�e
essairement ave
 un graphe d tel que d
:
= 
. Pourtant nous avons montr�e qu'elle �etait in�nie.

Cette 
ontradi
tion nous permet de refuter l'hypoth�ese : il existe n�e
essairement un terme-graphe

admissible gn tel que l'ensemble A = f� 2 ���(gn) j �
:

� � et � 6
:
= Idg soit non vide. 2

Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante :

Proposition 6.3.11 Soient SP un WAGRS, I une strat�egie de 
ompression, g un terme-
graphe admissible et d un graphe 
onstru
teur tels que g

�
! d. Il existe un graphe 
onstru
-

teur s tel que g
�

I;bb ���;��;Id
s et s

:
� d. 3

Preuve : Par indu
tion sur la longueur n de la d�erivation g
�
! d. Le 
as de base n = 0 est �evident.

Soit n > 0. Supposons que la propri�et�e soit vraie pour tout n0 < n. Soit g
n
! d une d�erivation de

longueur n. Soit g0 n'importe quel graphe tel que g B g0. Comme g B g0 et g
n
! d et d est un graphe


onstru
teur, il existe un graphe 
onstru
teur d0 et une d�erivation g0
n0

! d0 tels que d B d0 et n0 � n,

d'apr�es la Proposition 5.4.1. Puisque g0
n0

! d0 et d0 est un graphe 
onstru
teur, il existe un terme-graphe

admissible g00 et un graphe 
onstru
teur d00 tels que g0 �!bb �� g00, g00
n00

! d00, n00 < n0 et d00 � d0, d'apr�es
le Lemme 4.3.18.

Supposons que ��(g0) = f(p1; R1); : : : ; (pk; Rk)g. D'apr�es le Lemme 6.1.11, 
omme (pj ; Rj) 2 ��(g0),

il existe une substitution �j telle que (pj ; Rj ; �j) 2 ��(g0) et �j
:

� Id [Vg0 ℄, i.e., �j
:
= Id [Vg0 ℄. Par

d�e�nition de ��, tous les n�uds pj sont des plus hauts n�uds fon
tionnels de g
0, don
 Id 2 ���(g0). Aussi,

le ��-pas de r�e�e
riture g0 �!bb �� g00 peut être vu 
omme un ���-pas de surr�edu
tion non 
ompressante
g0 ;bb ���;��;Id

g00. Il est 
lair que Id(g) = g. Ci-dessus, nous utilisons un graphe g0 quel
onque tel que

g B g0. Posons g0 = I(Id(g)). Dans 
e 
as, nous obtenons g I;bb ���;��;Id
g00.

Nous avons vu que g00
n00

! d00 est une d�erivation telle que n00 < n0 et d00 est un graphe 
onstru
teur.

Comme n00 < n0 et n0 � n, nous utilisons l'hypoth�ese d'indu
tion : il existe un graphe 
onstru
teur s

tel que g00
�

I;bb ���;��;Id
s et s

:

� d00. Comme g I;bb ���;��;Id
g00 et g00

�

I;bb ���;��;Id
s, nous d�eduisons que

g
�

I;bb ���;��;Id
s. Comme s

:

� d00 et d00 � d0 et d B d0, nous 
on
luons que s
:

� d. 2

Nous avons expli
it�e toutes les propositions et tous les lemmes qui sont utiles pour la
preuve du th�eor�eme de 
ompl�etude de I;bb ���;��. Cette preuve se fait par indu
tion sur la taille
des substitutions :

D�e�nition 6.3.12 (Taille d'une substitution)
On note kgk le nombre de n�uds non variables d'un terme-graphe admissible g (
'est-�a-dire
le nombre de n�uds 
onstru
teurs et de n�uds fon
tionnels de g). On appelle taille d'une
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substitution � l'entier not�e size(�) tel que :

size(�) =
X
x2D�

k I>(�(x))k

3

Nous sommes prêt pour faire la preuve du th�eor�eme de 
ompl�etude de I;bb ���;��.

Preuve du Th�eor�eme 6.3.6 : On montre par indu
tion sur la taille d'une substitution 
onstru
teur �
que pour tout terme-graphe admissible g et pour tout graphe 
onstru
teur 
 tels que �(g)

�
! 
, il existe

un graphe 
onstru
teur s et une substitution � tels que g
�

I;bb ���;��;� s, s
:

� 
 et �
:

� � [Vg ℄.

Cas de base : Supposons que size(�) = 0. Dans 
e 
as, � est un simple renommage de variables.

Don
 si �(g)
�
! 
, nous inf�erons qu'il existe un graphe 
onstru
teur d tel que g

�
! d et �(d) � 
. Aussi,

d'apr�es la Proposition 6.3.11, il existe un graphe 
onstru
teur s tel que g
�

I;bb ���;��;Id s et s
:

� d. Comme

�(d) � 
, nous inf�erons que d
:

� 
. Comme s
:

� d et d
:

� 
, nous d�eduisons que s
:

� 
. Il existe don


bien un graphe 
onstru
teur s et une substitution � = Id tels que g
�

I;bb ���;��;� s, s
:

� 
 et �
:

� � [Vg ℄.

Cas d'indu
tion : Supposons que size(�) > 0 et que le th�eor�eme soit vrai pour toute substitution

onstru
teur de taille stri
tement inf�erieure �a 
elle de �. Comme size(�) > 0, il est 
lair que � 6

:
= Id.

Don
 d'apr�es le Lemme 6.3.10, il existe une d�erivation g = g0 I;bb ���;��;Id g1 I;bb ���;��;Id : : : I;bb ���;��;Id gn

telle que n � 0 et soit (1) gn est un graphe 
onstru
teur tel que gn
:

� 
, soit (2) l'ensemble A = f� 2
���(gn) j �

:

� � et � 6
:
= Idg est non vide.

Cas 1 : Il existe bien un graphe 
onstru
teur s = gn et une substitution � = Id tels que g
�

I;bb ���;��;� s,

s
:

� 
 et �
:

� � [Vg ℄.

Cas 2 : Soit � 2 A = f� 2 ���(gn) j �
:

� � et � 6
:
= Idg et gn+1 le terme-graphe admissible tels que

gn I;bb ���;��;� gn+1. On a don
 g = g0 I;bb ���;��;Id g1 I;bb ���;��;Id : : : I;bb ���;��;Id gn I;bb ���;��;� gn+1. Comme

g
�

I;bb ���;��;� gn+1, on d�eduit du th�eor�eme de 
oh�eren
e deI;bb ���;�� (Th�eor�eme 6.3.5) qu'il existe un terme-

graphe g0n+1 tel que �(g)
�
! g0n+1 et g

0
n+1

:
= gn+1. Comme � 2 A = f� 2 ���(gn) j �

:

� � et � 6
:
= Idg, nous

avons �
:

� �. Don
 il existe une substitution 
onstru
teur �0 telle que �0 Æ �
:
= � [Vg ℄. Comme �(g)

�
!

g0n+1, nous d�eduisons que �
0(�(g))

�
! �0(g0n+1). Comme �0 Æ �

:
= � [Vg ℄, il est 
lair que �0(�(g))

:
= �(g).

De plus, �0(�(g))
�
! �0(g0n+1) et �(g)

�
! 
 o�u 
 est un graphe 
onstru
teur. Comme ! est 
on
uente

modulo la bisimilarit�e (Th�eor�eme 3.3.7), nous d�eduisons qu'il existe un graphe 
onstru
teur u tel que

�0(g0n+1)
�
! u et u

:
= 
. Nous avons vu que g0n+1

:
= gn+1, don
 �0(g0n+1)

:
= �0(gn+1). De plus, nous

avons montr�e qu'il existait un graphe 
onstru
teur u tel que �0(g0n+1)
�
! u. Comme ! est 
on
uente

modulo la bisimilarit�e (Th�eor�eme 3.3.7), nous d�eduisons qu'il existe un graphe 
onstru
teur v tel que

�0(gn+1)
�
! v et v

:
= u. En r�esum�e, nous avons 
onstruit une d�erivation g

�

I;bb ���;��;� gn+1 et nous avons

montr�e qu'il existait une substitution 
onstru
teur �0 et un graphe 
onstru
teur v tels que �0(gn+1)
�
! v.

Par d�e�nition de �0, nous avons �0Æ�
:
= � [Vg℄. De plus, 
omme � 2 A = f� 2 ���(gn) j �

:

� � et � 6
:
= Idg,

� 6
:
= Id, don
 size(�0) < size(�). Aussi, par hypoth�ese d'indu
tion, nous d�eduisons qu'il existe un

graphe 
onstru
teur s et une substitution �0 tels que gn+1
�

I;bb ���;��;�0 s, s
:

� v et �0
:

� �0. Nous avons

g
�

I;bb ���;��;� gn+1 et gn+1
�

I;bb ���;��;�0 s, don
 g
�

I;bb ���;��;�0Æ� gn+1. De plus, s
:

� v, v
:
= u et u

:
= 
,

don
 s
:

� 
. En�n, nous devons montr�e que �0 Æ �
:

� � [Vg ℄. Nous avons vu que �0 Æ �
:
= � [Vg ℄.

De plus, 
omme �0
:

� �0, il existe une substition �00 telle que �00 Æ �0 :
= �0 [Vgn+1 ℄. Par 
ons�equent,

�00 Æ �0 Æ �
:
= �0 Æ �

:
= � [Vg ℄. Aussi, nous 
on
luons que �

0 Æ �
:

� � [Vg ℄. 2
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6.4 Propri�et�es d'optimalit�e de I;bb ���;��

Nous �etudions maintenant quelques propri�et�es d'optimalit�e de I;bb ���;��
. Il va de soit que

la relation de surr�edu
tion parall�ele 
ompressante h�erite de toutes les propri�et�es d'optimalit�e
de la surr�edu
tion parall�ele de termes [AEH97a℄ :

{ I;bb ���;�� ne 
al
ule que des pas n�e
essaires de surr�edu
tion 
ompressante dans le 
as des

ISGRS (puisque pour 
es syst�emes de r�e�e
riture, I;bb ���;��=I;��).

{ I;bb ���;�� normalise les termes-graphes sans variable en des graphes 
onstru
teurs de
mani�ere d�eterministe.

En plus des propri�et�es 
i-dessus, les stru
tures de graphes induisent de nouvelles
am�eliorations pour la surr�edu
tion. En fait, l'implantation de �� est plus eÆ
a
e que 
elle

orrespondant aux termes. En e�et, grâ
e au partage des sous-expressions dans les stru
tures
de graphes, �� permet d'�eviter les 
al
uls redondants qui se font quand �� doit revisiter plu-
sieurs fois le même sous-graphe partag�e. Ce genre d'am�elioration n'est pas possible sur des
stru
tures d'arbres qui permettent d'implanter les termes.

Par 
ontre, les substitutions 
al
ul�ees par
�

I;bb ���;�� ne sont pas disjointes [AEH97a,

Example 8℄. De même, les d�erivations de surr�edu
tion engendr�ees par I>;bb ���;�� ne sont pas de
longueurs plus petites que toute autre d�erivation de surr�edu
tion, tout 
omme 
elles 
al
ul�ees

par
�

I>;� dans le 
as des ISGRS (
f. Exemple 6.2.4).
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Chapitre 7

Con
lusion

Bilan

Les langages logi
o-fon
tionnels sont des langages de programmation de tr�es haut niveau
permettant de d�e�nir dans un formalisme uni��e des types de donn�ees, des fon
tions et des
pr�edi
ats (relations). Ces langages o�rent aux utilisateurs tous les avantages de la programma-
tion fon
tionnelle (r�edu
tion eÆ
a
e d'expressions) et de la programmation logique (variables
logiques, d�e�nition de relations, r�esolution de buts). En outre, les langages logi
o-fon
tionnels
jouissent des avantages qui d�e
oulent de l'int�egration de la programmation logique et fon
tion-
nelle 
omme, par exemple, les d�e�nitions mutuellement r�e
ursives de fon
tions et de pr�edi
ats.

Plusieurs langages logi
o-fon
tionnels ont �et�e propos�es durant les dix derni�eres ann�ees.
Cependant, tous 
es langages mod�elisent les stru
tures de donn�ees sous la forme de termes du

premier ordre (arbres). Cette restri
tion importante permet de manipuler les types abstraits
alg�ebriques mais elle rend diÆ
ile l'utilisation de 
ertaines stru
tures de donn�ees repr�esent�ees
sous la forme de graphes 
y
liques. Rappelons l'importan
e de 
es stru
tures dans de nom-
breux domaines, 
omme les bases de donn�ees, o�u elles permettent de mod�eliser simplement les
relations s�emantiques qui existent entre di��erents objets (par exemple, les humains, 
omme
la famille de Adam, trait�ee en exemple dans l'introdu
tion, les villes . . . ).

L'obje
tif de 
ette th�ese �etait d'introduire les graphes 
y
liques 
omme stru
ture de
donn�ees de base dans les langages logi
o-fon
tionnels. Les retomb�ees de 
ette �etude sont mul-
tiples. D'une part, la syntaxe du langage 
onsid�er�e est plus expressive que 
elles des langages
logi
o-fon
tionnels a
tuels. D'autre part, l'utilisation de graphes plutôt que de termes per-
met d'am�eliorer les performan
es des s�emantiques op�erationnelles 
lassiques de 
es langages.
En�n, 
ompte tenu des performan
es des implantations de langages fon
tionnels �a base de
graphes, 
omme CLEAN [PvE93℄, nos travaux 
ontribueront �a l'am�elioration de l'eÆ
a
it�e
des implantations de langages logi
o-fontionnels.

Pour introduire les graphes dans les langages logi
o-fon
tionnels, nous avons mod�elis�e les
programmes sous la forme de syst�emes de r�e�e
riture de graphes 
y
liques ave
 
onstru
teurs
(
GRS) et nous avons �etudi�e les relations de r�e�e
riture et de surr�edu
tion qu'ils induisent.
Ces relations n'ont pas les mêmes propri�et�es sur les graphes 
y
liques que sur les termes du
premier ordre. Par exemple, les syst�emes de r�e�e
riture orthogonaux de graphes ne sont pas

on
uents alors que les syst�emes de r�e�e
riture orthogonaux de termes le sont.

Notre prin
ipale 
ontribution est la mise en �eviden
e d'une 
lasse de graphes 
y
liques
parti
uliers que nous appelons les graphes admissibles. Ces graphes 
y
liques sont 
eux qu'on

133
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utilise en programmation pour mod�eliser les donn�ees du monde r�e�el. De plus, ils permettent
de retrouver les \bonnes" propri�et�es de la relation de r�e�e
riture et de surr�edu
tion engendr�ee
par les syst�emes de r�e�e
riture usuels de termes.

Ainsi, nous avons montr�e que la relation de r�e�e
riture engendr�ee par les syst�emes de
r�e�e
riture faiblement admissibles de graphes (WAGRS) �etait 
on
uente et 
on
uente modulo
la bisimilarit�e par rapport aux graphes admissibles. De plus, nous avons montr�e que la re-
lation de r�e�e
riture engendr�ee par les syst�emes faiblement admissibles ave
 bisimilarit�e �etait

on
uente modulo la bisimilarit�e par rapport aux graphes admissibles lorsque 
ette relation est
n�th�erienne. Nous 
onje
turons qu'elle le reste lorsque 
ette relation n'est pas n�th�erienne.

Ces propri�et�es de 
on
uen
e permettent d'une part, de faire des 
al
uls d�eterministes,
et d'autre part, de faire 
es 
al
uls de mani�ere eÆ
a
e. Pour 
ela, nous avons �etendu deux
strat�egies de r�e�e
riture de termes, d�e�nies dans [Ant92℄, aux graphes admissibles et nous
avons montr�e que notre extension pr�eservait leurs propri�et�es de normalisation et d'optima-
lit�e. L'�etude de 
es strat�egies nous a 
onduit �a d�e�nir une nouvelle relation de r�e�e
riture de
graphes, la r�e�e
riture parall�ele. En�n, 
omme 
ons�equen
e de notre �etude, nous retrouvons
un r�esultat 
onnu pour les termes du premier ordre [O'D77℄, �a savoir la C-normalisation de
la strat�egie 
onsistant en la r�e�e
riture parall�ele de tous les plus hauts r�edex d'un graphe
admissible (parallel outermost strategy en anglais).

De même que pour la r�e�e
riture, les graphes admissibles nous ont permis de d�e�nir une re-
lation de surr�edu
tion (
ompressante) qui est 
oh�erente et 
ompl�ete par rapport �a la r�e�e
riture
dans le 
adre des WAGRS. Cette relation de surr�edu
tion est un m�e
anisme de base pour
r�esoudre des buts ave
 un programme logi
o-fon
tionnel. Pour am�eliorer l'eÆ
a
it�e de 
e 
al-

ul, nous avons �etendu trois strat�egies optimales de surr�edu
tion de termes aux graphes admis-
sibles : la surr�edu
tion n�e
essaire [AEH94a℄, la surr�edu
tion faiblement n�e
essaire [AEH97a℄
et la surr�edu
tion parall�ele [AEH97a℄. Nous avons montr�e que les relations de surr�edu
tion

ompressante qu'elles induisent �etaient 
oh�erentes et 
ompl�etes dans le 
adre des WAGRS.
Puis nous avons �enon
�e plusieurs propri�et�es d'optimalit�e les 
on
ernant.

L'ensemble de 
es r�esultats tend �a prouver que les graphes admissibles sont de tr�es bons

andidats pour repr�esenter les types de donn�ees du monde r�eel dans les langages logi
o-
fon
tionnels. Ces r�esultats ont donn�e lieu �a plusieurs 
ommuni
ations en Fran
e [EJ99
, EJ97
℄
et �a l'�etranger [EJ98a, EJ99b, EJ98b℄.

Travaux futurs

Plusieurs voies sont possibles pour poursuivre 
e travail. Tout d'abord, les langages logi
o-
fon
tionnels a
tuels ne permettent pas de manipuler dire
tement les pointeurs. Cette restri
-
tion n'a pas d'in
iden
e dans les langages �a base de termes, mais elle rend diÆ
ile l'�evolution
d'une stru
ture de donn�ees repr�esent�ee par un graphe 
y
lique lors de l'ex�e
ution d'un pro-
gramme (par exemple, l'insertion d'un �el�ement dans une liste 
ir
ulaire). Nous souhaitons
don
 �etendre les syst�emes de r�e�e
riture de graphes 
lassiques en permettant �a l'utilisateur de
faire des redire
tions expli
ites de pointeurs.

Ensuite, les programmes dans les langages logi
o-fon
tionnels n�e
essitent souvent d'utiliser
des r�egles de r�e�e
riture 
onditionnelles de graphes, 
'est-�a-dire des r�egles ave
 des 
onditions
d'appli
ation qui en restreignent l'utilisation. La r�e�e
riture 
onditionnelle de termes a fait l'ob-
jet de plusieurs �etudes dont les prin
ipaux r�esultats sont regroup�es dans [Klo92, Chapter 11℄.
La surr�edu
tion 
onditionnelle, elle, a fait l'objet d'une �etude \syst�ematique" dans [MH92℄.
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Peu de r�esultats sont �etablis sur la r�e�e
riture et la surr�edu
tion 
onditionnelle des graphes :
la seule r�ef�eren
e que nous ayions trouv�ee dans la litt�erature est [Ohl97℄. Pourtant, les per-
pe
tives de 
e 
hamp d'investigation sont assez vastes.

En�n, nous avons 
ommen
�e un travail de programmation d'un interpr�eteur d'un langage
logi
o-fon
tionnel �a base de graphes. Ce travail vise �a montrer l'impl�ementabilit�e de nos
strat�egies de r�e�e
riture et de surr�edu
tion et don
 �a valider l'ensemble de nos r�esultats en
pratique.
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Sur les types de donn�ees dans les langages logi
o-fon
tionnels :

R�e�e
riture et surr�edu
tion des graphes admissibles.

Les langages logi
o-fon
tionnels sont des langages de programmation de tr�es haut niveau permet-
tant de d�e�nir dans un formalisme uni��e des types de donn�ees, des fon
tions et des pr�edi
ats (relations).
Plusieurs propositions de langages logi
o-fon
tionnels ont �et�e faites mais toutes se restreignent �a des

al
uls bas�es sur les termes du premier ordre. Cette restri
tion permet de programmer ave
 des types
abstraits alg�ebriques mais elle rend diÆ
ile la manipulation des stru
tures de donn�ees du monde r�eel,
mod�elis�ees sous la forme de graphes 
y
liques. L'obje
tif de 
ette th�ese est don
 d'introduire les graphes

y
liques 
omme stru
ture de donn�ees de base des langages logi
o-fon
tionnels. Pour 
ela, nous voyons
les programmes 
omme des syst�emes de r�e�e
riture de graphes 
y
liques et nous �etudions les relations
de r�e�e
riture et de surr�edu
tion qu'ils induisent (s�emantique op�erationnelle).

Une propri�et�e importante de la r�e�e
riture 
on
erne la 
on
uen
e : elle exprime le d�eterminisme des

al
uls e�e
tu�es. De nombreux r�esultats de 
on
uen
e existent pour la r�e�e
riture de termes mais ils ne
s'�etendent g�en�eralement pas aux graphes 
y
liques. Nous mettons en �eviden
e une 
lasse de graphes

y
liques parti
uliers, les graphes admissibles, pour laquelle nous donnons une preuve de 
on
uen
e
de la r�e�e
riture. Con
ernant la relation de surr�edu
tion, nous en proposons une d�e�nition puis nous
montrons que 
e 
al
ul est 
oh�erent et 
omplet par rapport �a 
elui de la r�e�e
riture dans le 
adre des
graphes admissibles. Nous �etudions ensuite plusieurs strat�egies de r�e�e
riture et de surr�edu
tion de
graphes admissibles, 
'est-�a-dire des algorithmes permettant d'�eliminer des 
al
uls inutiles ou redon-
dants. Nous montrons que nos strat�egies sont optimales selon de nombreux 
rit�eres d�ependants des
syst�emes de r�e�e
riture 
onsid�er�es.

On Data Types in Fun
tional Logi
 Programming Languages :

Admissible Graph Rewriting and Narrowing.

Fun
tional logi
 languages are very high level programming languages whi
h allow to de�ne in a
uniform way data types, fun
tions and predi
ates (relations). Several propositions of fun
tional logi

languages have been done but they are based on �rst-order terms 
omputations. This restri
tion allows
to program with algebrai
 abstra
t data types but is not appropriate to manipulate real-world data
types, as they are modeled with 
y
li
 graphs. The aim of this thesis is thus to introdu
e 
y
li
 graphs as
basi
 data stru
ture in fun
tional logi
 languages : we 
onsider the programs as 
y
li
 graph rewriting
systems and we study the rewriting and narrowing relations they indu
e (operational semanti
s).

An important property of rewriting 
on
erns 
on
uen
e : it expresses the determinism of the

omputations. Many results of 
on
uen
e exist for term rewriting but they do not hold for 
y
li

graph rewriting in general. We 
hara
terize a 
lass of parti
ular 
y
li
 graphs, the admissible graphs,
and prove that the admissible graph rewriting relation is 
on
uent. Con
erning the narrowing relation,
we propose a de�nition and prove that this 
al
ulus is sound and 
omplete w.r.t. the admissible graph
rewriting relation. Then we study several admissible graph rewriting and narrowing strategies, i.e.,
algorithms allowing to eliminate useless or redundant 
al
ulus. We show that our strategies are optimal
w.r.t. many 
riteria depending on the graph rewriting system whi
h is 
onsidered.

Sp�e
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ations."
Mots-Clefs : Langages de programmation, langages logi
o-fon
tionnels, types de donn�ees,
graphes admissibles, r�e�e
riture de graphes, surr�edu
tion de graphes, strat�egies de r�e�e
riture,
strat�egies de surr�edu
tion.
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