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Notations

a,a, A un scalaire, un vecteur de composantes a;, une matrice d’éléments a;;
diag [a;] la matrice diagonale définie par le vecteur [a;]

Diag [Ag] la matrice diagonale par blocs définie par les matrices Ay

[AF] la matrice par blocs définie par les matrices A*

0,1 les matrices nulle et identité

O, Orx1, Iy les matrices nulles d’ordre k et k x [, I'identité d’ordre k

el?) la i-ieme colonne de [

al, AT transposée de a, transposée de A

det A, rg A, A™! le déterminant, le rang et I'inverse de A

€ la matrice diagonale dont le ¢-ieme élément est €%
a le vecteur mirroir de @, égal & [a,41_;] si @ est d’ordre n
lz], [=] les entiers tels que |z] = [z] = 2 pour 2 entier et

z—1<|z] <z <Jz] <z+ 1 pour z réel non entier
A® B la matrice [a;; B] (produit de Kronecker de deux matrices)
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Préambule

Cette these étudie les formes normales rationnelles de perturbations de matrices en vue
de la résolution du probleme des perturbations pour les valeurs propres.

On appelle perturbation de matrice A(e) la somme d’une matrice constante Ag et
d’une fonction matricielle de €, nulle en € = 0. Or, les valeurs propres de A(e) = Ag+O(e)
peuvent varier tres fortement au voisinage de € = 0. Typiquement, pour une perturbation
aléatoire de I'ordre de 107 du bloc de Jordan nilpotent 3 x 3 la variation de la valeur
propre nulle de ce bloc sera trés probablement de 1’ordre de 1072, Un probléeme important
en algebre linéaire est alors d’étre capable d’estimer ces variations au vu de la matrice
A(€) dont on dispose.

En tant que solution de ’équation algébrique det(A] — A(e)) = 0, les valeurs propres
de A(e) admettent au voisinage de € = 0 des développements en séries de Puiseux. Leur
comportement asymptotique en zéro est donc entierement décrit par les termes dominants
de ces séries, tous de la forme

e’

avec g un élément non nul d’une cléture algébrique du corps des éléments de la matrice
Ag et S un nombre rationnel positif ou nul, appelé valuation de la valeur propre. Si la
méthode du polygone de Newton permet de déduire tous les termes dominants de quelques
monémes du polynéme caractéristique det(A — A(e)), on ne cherchera pas a calculer ce
polynéme, essentiellement pour des raisons de coit mais aussi parce que cela n’est pas
nécessaire: seuls quelques uns parmi ses monomes - disons, les plus influents - participent
a la définition des termes dominants. Par définition du polynome caractéristique cela
signifie que les termes dominants peuvent étre représentés de facon rationnelle a I’aide de
quelques éléments de quelques coefficients matriciels de la série A(e). Lesquels?

Pour tenter de répondre a cette question, une approche consiste a identifier les va-
luations § & des caractéristiques de la matrice A(e) supposées immédiatement accessibles

comme - et ce sont celles que nous étudierons - les valuations de ses colonnes et/ou I'in-

17



18 Préambule

verse des dimensions des blocs de la structure de Jordan de sa matrice non perturbée Ag.
(Les coefficients dominants p sont alors obtenus facilement et représentés rationnellement

commme des racines de polynémes.)

Deux voies s’ouvrent alors, que nous emprunterons successivement. On peut commen-
cer par expliciter des conditions suffisantes sur A(e) pour que ces caractéristiques soient
effectivement les valuations de ses valeurs propres. Suivant Lidskii [40], nous verrons
que de telles conditions ne portent que sur quelques coefficients de la série A(e€) et sont
génériquement satisfaites. On parlera alors de famille de perturbations quasi-génériques

(par rapport a la caractéristique en question).

Dans un deuxiéme temps, si une perturbation de matrice A(e) n’appartient a aucune
des familles connues, on cherche alors a la “rapprocher le plus possible” de 'une d’entre
elles au moyen d’une similitude polynomiale en ¢. Cette forme “la plus proche” - en un
sens qui sera précisé - est appelée forme réduite de A(e). Elle n’est pas unique mais rend en
général possible la lecture d’un type de valuation (entiere, inverse d’un entier, rationnelle)
et donc la détermination de certains termes dominants, parfois méme de tous. Par forme
normale on entend une forme réduite diagonalisée par blocs a I'aide d’une similitude a
coefficients des séries formelles en €. Elle non plus n’est pas unique mais elle réalise une
normalisation rationnelle de la forme réduite dans la mesure ol elle ne contient aucune

série de Puiseux, contrairement aux solutions déja proposées [18, 13].

Ces notions et [’énoncé précis des problémes qui leur sont associés sont présentés dans le

premier chapitre en guise d’introduction.

Les contributions de cette these sont les suivantes. Nous proposons, en plus de la famille
L des perturbations de Lidskii [40, 45], deux nouvelles familles VP et LT de perturba-
tions quasi-génériques: les perturbations quasi-génériques a profil de valuations fixé et les

perturbations de Lidskii généralisées.

A chacune des deux familles VP (chapitre 3) et L (chapitre 4) on associe une forme
réduite pour laquelle on donne trois caractérisations, un algorithme de réduction et une
forme normale rationnelle. Les perturbations quasi-génériques a profil de valuations fixé
permettent d’obtenir les termes dominants de toutes les valeurs propres de valuation
entiere; les perturbations de Lidskii permettent d’obtenir ceux des valeurs propres de

valuation I'inverse d’un entier positif.

Les algorithmes proposés s’inspirent de travaux de Moser [46] et de Hilali et Wazner
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[28, 27] portant sur la réduction formelle des systemes différentiels linéaires. Dans les deux
cas il s’agit de maximiser ou minimiser selon ’ordre lexicographique une partition entiere
de la dimension de la matrice A(e) sur son orbite. Avant de développer ces algorithmes,
nous analysons le cas particulier de la minimisation du rang de la matrice non perturbée
Ag de A(€) au chapitre 2.

Enfin, nous montrons au chapitre 5 que toute perturbation de matrice est semblable
a une perturbation de Lidskii généralisée, ce qui permet en définitive de considérer toute

valuation B d’une valeur propre de A(e) = Ag + O(e) comme le quotient

valuation d’une colonne de A(e) — Ag

~ dimension d’un bloc de Jordan de Ag"

Une technique utilisée systématiquement dans cette étude est une factorisation de per-
turbation de matrice conduisant a une perturbation de faisceau, dont un cas particulier

est couramment utilisé en réduction des systemes différentiels linéaires [6, 50].






Chapitre 1

Invariants rationnels de

perturbations de matrices

Ce chapitre introductif présente, a partir de rappels sur les séries de Puiseux solutions
d’une équation algébrique bivariée, les invariants rationnels d’une perturbation de matrice
qui permettent une analyse locale du comportement de ses valeurs propres. Cela conduit
a une présentation des problemes abordés par la suite.

Par perturbation de matrice on entend une matrice A(e) = Ag + €Ay + Ay + ... de
séries formelles en la variable €. Lorsque A(e) est carrée ses valeurs propres admettent au
voisinage de ¢ = 0 des développements en séries de Puiseux formelles dont les premiers
termes non nuls, appelés termes dominants, ne dépendent que de certains de ses coeffi-
cients matriciels Ag, Ay, Ag,.... La détermination des termes dominants en fonction de
ces matrices constantes est un probleme ouvert, important en algebre linéaire numérique
notamment [43, page 47].

Considérons un exemple. Soit

ae 1+ fe| ke? qe? Ve
be ge l€? re? we?
Ale)= | ce  he |me* 1+se2  ze
de 1€ ne2 te? 1+ ye
| ec J€ pe? ue? z€? i
en supposant que a,b,c, ...,z sont génériques. “Déterminer” signifie ici étre capable de

déduire de la seule connaissance des éléments de A(e) que cette perturbation de matrice

posséde au voisinage de ¢ = 0 deux valeurs propres de la forme +b!/2¢!/2 + 0(61/2) et

21



22 1. Invariants rationnels de perturbations de matrices

trois de la forme 1'/3a!/3¢?/3 4 o(€%/3) avec o = p — el /b. Les termes dominants des cing

valeurs propres de A(€) ne dépendent donc que des coefficients Ag, A; et As.

Nous commencons par quelques rappels sur les séries formelles, les perturbations de
matrices et surtout la nature de leurs valeurs propres, essentiellement tirés des livres de
Kato [37] et de Walker [58] et de la these de Duval [19]. On pourra également consulter
la these de Wall [59]. En général les termes dominants sont des monémes de la forme
pe’ o B € QF et oll pu appartient & une cloture algébrique du corps K des éléments
des coefficients de A(e). Une formulation du probleme des termes dominants a l’aide
d’invariants rationnels est cependant possible via la méthode du polygone de Newton
[58, 45]: les coefficients dominants g sont alors définis comme les racines d’un polynoéme
de K[A] associé au segment de pente 3 du polygone de Newton. Une autre formulation
rationnelle résulte immédiatement de la premiere: il s’agit d’identifier les coefficients du
polynome caractéristique det(A] — A(e)) de A(e) qui définissent les termes dominants de
ses valeurs propres. Ces coeflicients, que nous appellerons monémes influents du polynéme

caractéristique, sont des monémes de la forme ae’X\° avec @ € K et b, ¢ € N.

Partant de ces invariants rationnels, nous posons les questions traitées dans la suite
de cette these. Il s’agit d’abord de définir de nouveaux sous-ensembles de perturbations
de matrices pour lesquelles le probleme des termes dominants est résolu. Faute d’apporter
une réponse complete, nous cherchons a réduire A(e) par similitude en € de fagon a faire
apparaitre les monomes influents de son polynéme caractéristique. La forme réduite ainsi
obtenue est dite normale si elle est de plus diagonale par blocs. Dans tous les cas, nous
nous interdisons d’introduire des puissances de ¢ fractionnaires, contrairement a ’approche
classique développée dans des contextes différents par Chen [18] et Bogaevski et Povzner

[13]. C’est pourquoi nous parlons de formes réduites et normales rationnelles.

Enfin, une technique de factorisation d’une perturbation de matrice est proposée, qui
généralise celle utilisée de facon classique pour la réduction des systemes différentiels
linéaires (voir par exemple [28, 6, 50]). Elle est a la base de plusieurs démonstrations

faites dans les chapitres suivants.

On pourra remarquer que nous nous concentrons sur les termes dominants des valeurs
propres d’une perturbation de matrice A(e) quelconque. Nous ne considérons donc ni le
calcul des développements de ces valeurs propres a un ordre donné, ni le probleme de
la détermination des vecteurs propres associés. Des résultats ont é€té obtenus dans ces

deuz directions par Lidskii [40], Vishik et Lyusternik [57], Yokoyama et Takeshima [63]
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et Faves, Rothlum et Schneider [20] au priz de conditions restrictives sur A(e). Ces ques-

tions sont également abordées dans les livres de Kato [37] et de Baumgdrtel [10].

1.1 Séries formelles et valuation

Séries formelles, séries de Laurent formelles et valuation

Dans ce document, K désigne un corps de caractéristique nulle, K une cloture algébrique
de K, K[A] 'anneau des polynémes d’indéterminée A & coefficients dans le corps K, et
Kl[e]] 'anneau des séries formelles d’indéterminée ¢, c’est-a-dire I’ensemble de toutes les

sommes de la forme ) . a;¢’ ou a; € K. Nous noterons

F=K((e))

le corps des séries de Laurent formelles, défini comme le corps quotient de K[[¢]]. Toute
série de Laurent formelle a(e) s’écrit a(e) = Y5, ;€' avec a, # 0 et v € Z.

Nous appellerons valuation de a(e) et nous noterons val a(e) Pexposant v du premier
terme non nul de a(e); c’est la plus petite puissance de e dans a(e€). Ainsi, vala(e) € Z
pour tout a(e) € F\{0} et on définit val 0 = +oo0.

Remarquons que K[[¢]] = {a(e) € F : vala(e) > 0}.

On peut étendre de facon naturelle la définition de valuation aux trois cas suivants.
La valuation vala(e) d’un vecteur a(e¢) € F™ est le minimum des valuations de ses compo-
santes, et la valuation val A(e) d’une matrice A(e) € F™*" est le minimum des valuations
de ses éléments ou encore le minimum des valuations de ses colonnes (ou de ses lignes)
considérées comme des vecteurs. Enfin, pour un polynéme p(X,€) € K[[e]][A] de degré d,

on définit val p(), €) comme la valuation du vecteur de K[[¢]]¢ de ses coefficients.

Séries de Puiseux, indice de ramification et valuation

1/m une racine d’ordre m de e dans une cléture algébrique du

Pour m € N*, on note €
corps des fractions K(e), choisie telle que (¢'/™")" = ¢'/™ pour tout n € N*. La réunion de
tous les corps K((el/m)) est encore un corps, appelé corps des séries de Puiseux formelles
sur K. Il est de plus algébriquement clos d’aprés le théoreme de Puiseux [58]. Nous le

désignerons comme dans [19] par

K()= | K('™).
meN*

Si a(e) est une série de Puiseux formelle sur K et si m désigne le plus petit entier positif

tel que a(e) € K((¢'/™), alors a(e) est de la forme a(e) = 3,5, a;e/™ avec a; # 0, | € Z.
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On appelle m 'indice de ramification de a(e). On définit encore la valuation val a(e)
comme 'exposant - rationnel cette fois - du premier terme non nul de a(e). C’est donc
%. Notons que les coefficients a;, aj4+1, @j42,... d’une série de Puiseux formelle sont a
priori dans K et non dans K, contrairement aux séries de Laurent formelles. On a bien siir
K[lell ¢ F ¢ K((0).

Rappelons maintenant deux conséquences du théoreme de Puiseux qui seront utilisées

au paragraphe 1.3 pour préciser la nature des valeurs propres considérées.
Propriété 1.1 [58] Soit p(X,€) = ag(e) A" +.. .+ an—1(e) A+ a,(€) € K[[e]][A]. Supposons
ag(€) non nul. Alors

(1) il existe un unique ensemble {A1(€), ..., A\, (€)} de séries de Puiseux formelles telles

gue p(\,©) = aofe) TT—s (A = Aule);
(ii) sivalag(e) < vala;(€) pour 1 <i < n, alors val A\g(€) > 0 pour 1 < k < n.
Enfin, il est possible de substituer & ¢ la constante nulle dans une série de Puiseux

a(e€) pourvu que celle-ci soit de valuation positive ou nulle. Si vala(e) = 0 alors a(0) = ao;

si vala(e) > 0 alors a(0) = 0.

Nous prendrons pour tous les exemples K=0Q et K=Q C C.

1.2 Perturbations de matrices

On appelle perturbation de matrice toute matrice de F™*™ de valuation positive ou
nulle. Ce sont en fait les matrices de K[[¢]]”*". Elles sont donc de la forme
Ale) =) Aic, A e K™,
i>0

En écrivant A(e) = Ag+ O(e), la matrice A(e) apparait clairement comme une perturba-
tion d’ordre O(e) de la matrice constante Ag. La matrice Ag, lorsqu’elle est non nulle, est
appelée matrice non perturbée de A(e¢). De la méme fagon, on appellera perturba-
tion de matrice polynomiale la matrice A(X,€) = 3.5, A; (A€ olt A;(A) € K[A]™*".
Les perturbations de matrices polynomiales de degré 1 sozlt appelées perturbations de
faisceaux. Nous les désignerons généralement par C'(e) — AD(€). On parlera de per-
turbations génériques lorsque les coefficients de la série matricielle en €, qu’ils soient
constants ou polynomiaux, sont génériques.

Enfin, on appelle orbite d’une matrice A € K®*" ’ensemble

O(A) = {P7'AP : P e K™ detP #0}
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des matrices semblables & A. Si A, B € K™*™ sont semblables, on notera A ~ B. Comme
F est un corps et que K[[¢]] n’en est pas un, le fait de voir une perturbation de matrice
carrée A(€) comme un élément de F"*™ permettra, en particulier, de chercher a minimiser
une fonction de A(e) sur son orbite O(A(e)).

Notons enfin qu’une matrice de passage P(¢) dans F**" pourra toujours étre supposée
dans K[[e]]"*™. En effet, si v = val P(e) alors val P71(¢) = —v et il suffit de remplacer
P(e) par e " P(e).

Nous nous limiterons désormais aux perturbations de matrices carrées en vue d’une étude

locale de leurs valeurs propres.

1.3 Polynéme caractéristique et valeurs propres

Soit A(e) € F"*™ une perturbation de matrice carrée. Le polynéme caractéristique de
A(e) est p(A, €) = det(A — A(e)). C’est un polynéme de degré n, a coefficients dans K[[¢]].

Nous I’écrirons
n

p(A€) = Z a; (YA

1=0

ou, pour tout a;(€) non nul,
a;(€) = a;e” +o(e™), a; € K\{0}, a; €N.
Par définition, ag(e) = 1.

Termes dominants des valeurs propres
Les valeurs propres de A(€) sont par définition les solutions de I’équation caractéristique
p(A, €) = det(A — A(e)) = 0. La matrice A(e) posseéde n valeurs propres Aq(€), ..., A,(€)

dans K((€)) d’apres la premiere conséquence du théoreme de Puiseux (propriété 1.1(i)).

En rappelant que le coefficient ag(€) de p(A,€) associé & A" vaut 1, on déduit que la fac-
torisation de p(A,€) sur K((€))[A] est p(A,€) = [Tre; (A — Ak(€)). De plus, la valuation

de chacun des Aj(€) est positive ou nulle (propriété 1.1(ii)). Cela signifie que les valeurs

propres de A(e) sont continues en € = 0. En notant Ay = Ax(0), on obtient alors les n

développements en séries de Puiseux formelles

)\k(G) :)‘k0+>‘k161/mk+)\k262/mk+"' ) k:17"'7n7
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ot my, est l'indice de ramification de Ag(€) et olt Ay € K pour [ = 0,1,2,.... Les termes

constants Arg sont bien sir les valeurs propres de la matrice non perturbée Ag.

Définition 1.1 [45] On appelle terme dominant de la valeur propre \i(€) le monome
i

Api €™ ot i est le plus petit indice tel que Ay, # 0. Le rationnel positif ou nul 72—’1

est appelé exposant dominant ou valuation de la valeur propre Ai(e€); le coefficient

dominant associé est A\, € K\{0}.

Les termes dominants décrivent donc le comportement asymptotique des valeurs propres
au voisinage de € = 0. Cependant, ils n’indiquent généralement pas les indices de rami-
fication. En effet, dés que ged(lx, my) # 1 le dénominateur de I'exposant dominant est
inférieur a 'indice de ramification. Nous reviendrons sur ce point avec la notion de cycle,
rappelée plus loin.

Nous noterons désormais pour k=1,...,n

lx
e = Mgty Br=—.
my

Quitte a renuméroter les S et en posant M = [51] et N =[5, ] on a
0<SM<B<Pp<...<B <N (1.1)

Ces exposants dominants seront regroupés par valeurs égales au paragraphe 1.4.
Dans le cas d’une valeur propre de A(e) nulle, I'exposant dominant est infini. Nous
faisons donc I’hypotheése naturelle suivante.

Hypothése 1.1 Les perturbations de matrices A(e) € F**™ considérées sont inversibles.

Le probleme de perturbations pour les valeurs propres (“eigenvalue perturbation problem”

(voir par exemple [43, 42])) s’énonce alors de la fagon suivante.

Probléme 1.1 (TERMFES - DOMINANTS) Soit A(e) € F"*™ une perturbation de
matrice. Exprimer les termes dominants des n valeurs propres de A(e) en fonction de ses

coefficients Aqg, Ay, Ag,. ...

C’est un probleme important en algebre linéaire numérique et ses applications, ou I’on
considere en général une perturbation linéaire A(e) = Ao+ €A; d’une matrice Ag € C**".
En effet, sa solution indique en particulier la sensibilité aux perturbations des valeurs
propres de Ag. Plus précisément: en modélisant par €¢A; une erreur d’arrondi commise sur
une matrice donnée Ag, quel est I'effet de cette perturbation d’ordre O(e) sur les valeurs

propres de Ap7 Bien qu’il n’existe pas, a notre connaissance, de réponse complete a cette
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question, tout dépend évidemment de Ag et de A;.

Une premiére classification peut étre faite a partir de la géométrie de Ag.

1. Si Ag est inversible, le probleme 1.1 (ITERMES - DOMINANTS) a une solution
triviale: les termes dominants des valeurs propres de A(e) sont les valeurs propres de Ag.
Par conséquent, une erreur commise sur Ag n’a aucun effet sur les termes dominants de

ses valeurs propres.

2. Lorsque la valeur propre nulle de Ag est semi-simple, c’est-a-dire lorsque la struc-
ture de Jordan qui lui est associée dans Ag n’a que des blocs de dimension 1, les valeurs
propres Ap(€) de A(e) telles que Ag(0) = 0 ont toutes un indice de ramification égal
a 1. Ce résultat classique (voir par exemple le livre de Wilkinson [61, §2.17-2.18]) en-
traine que les valeurs propres de A(e) ne varient pas plus, au voisinage de € = 0, que
I’ordre de la perturbation appliquée a Ag. En revanche, cela ne résout pas le probleme 1.1
(TERMES-DOMINANTS) dans la mesure ot les valeurs des exposants dominants et

des coefficients dominants demandent a étre déterminées.

3. Des que la valeur propre nulle de Ag a une multiplicité géométrique inférieure a
sa multiplicité algébrique, c’est-a-dire dés que sa structure de Jordan associée possede
au moins un bloc de dimension au moins 2, I'ordre des valeurs propres A (€) telles que
Ak(0) = 0 peut alors dépasser O(e) largement. Un exemple classique ([61, §2.2], [26,
§7.2.3]) consiste a prendre pour Ag le bloc de Jordan nilpotent d’ordre n et & supposer A
générique. On sait alors que 'unique valeur propre nulle de Ay “se disperse” sous I'effet
de la perturbation ¢A; en n valeurs propres d’ordre O(e!/"). Dans [40], Lidskii généralise
cette observation au cas d’une structure de Jordan quelconque pour Ag. De plus, il définit
a partir de cette structure des conditions suffisantes sur Ay, vérifiées génériquement, pour
que le probleme 1.1 (TERMES - DOMIN ANTS) soit résolu. Dans [45], Moro, Burke et
Overton apportent une réponse pour certains cas particuliers ne vérifiant pas les condi-

tions de Lidskii.

Une seconde classification a été initiée par Ma et Edelman dans [43], basée sur le
caractere creux de la matrice A;. Comme dans ’exemple du paragraphe 3 ci-dessus, Ag

est supposée égale a 0. Une facon d’empécher ’apparition de valeurs propres d’ordre
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O(el/”) consiste a imposer a A; une structure de type k-Hessenberg supérieure. En no-
tant n = pk 4+ r la division euclidienne de n par k, on aura alors au pire pk valeurs
propres d’ordre O(el/k) et r valeurs propres d’ordre O(el/r). De plus, des conditions sur les
éléments de Ay, génériquement satisfaites, peuvent étre données, qui suffisent a résoudre
le probleme des termes dominants. Quelques cas particuliers sont également considérés

lorsque tous les blocs de Jordan nilpotents de Ay ont la méme dimension.

Cycles et périodes
En général - c’est-a-dire dés qu’une des valeurs propres a un indice de ramification
supérieur a 1 -, une représentation plus fine de 'ensemble {A(€), ..., A, (€)} est possible.

(Voir par exemple [19] et [37].) En effet, si w; désigne une racine k-ieme de I'unité dans

im

K alors les séries Ap(w,;

ke), 1 =0,...,my — 1, forment my, racines distinctes de p(A,¢€) €

K((€))[A]. Or, il existe une relation d’équivalence pour laquelle ces m; développements
sont équivalents, ce qui permet de partitionner I"ensemble {A;(€),..., A, (€)} en g classes
d’équivalence avec g < n. Ainsi n = my + ...+ my et les valeurs propres de A(e), a une

renumérotation pres, peuvent étre regroupées de la facon suivante

€)M (O, {4106, s A () -y A A 41(€), - An(€) )

En renommant Agp(€) les my éléments de la k-ieme classe d’équivalence, on peut décrire

les n valeurs propres de A(e€) par

)\kh(ﬁ) = Apo + )\klwfnkél/mk + )\kngnhkfwmk +..., h=0,...,mp—1,
ou k =1,...,¢9. Remarquons que les constantes Agg, Agy, Ag2, ... sont les mémes pour

les my, valeurs propres Agp(€), ces dernieres n’étant distinguées que par my puissances
successives d’une racine mg-ieme de 'unité.

Définition 1.2 [37, page 65] Avec les notations précédentes, soit k € {1,...,¢g}. L’en-
semble des my, valeurs propres {Ago(€), ..., Apm,—1(€)} est appelé cycle de période my.
On appelle constante du cycle le coefficient dominant Ay, commun auzr valeurs propres

qui le constituent, et ordre du cycle leur ordre O(elk/mk) commun.

Dans [43, page 51], Ma et Edelman parlent de “ring” pour désigner la méme notion.
Bien que la détermination des cycles et de leurs périodes ne soit en général pas possible

a l’aide des seuls termes dominants des valeurs propres, il existe plusieurs ensembles de

perturbations de matrices pour lesquels les exposants dominants sont exactement les in-

dices de ramification. En particulier, les perturbations telles que les valeurs propres ont un
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indice de ramification égal a 1, comme les perturbations symétriques et les perturbations
génériques a profil de valuations fixé (chapitre 3). C’est aussi le cas des perturbations
génériques d’une forme de Jordan nilpotente (chapitre 4) et de leur généralisation (cha-
pitre 5).

Jusqu’a présent, les termes dominants ont été représentés pour 1 < k < n sous la forme
ukeﬁk avec U € K\{O} et Bx € QT. Les coefficients dominants y; peuvent cependant étre
définis de facon rationnelle comme les racines de certains polynémes de K[A]. L’approche
avec le polygone de Newton que nous rappelons au paragraphe suivant conduit naturelle-

ment a la définition de tels polyndomes et donc a une version rationnelle du probleme 1.1

(TERMES-DOMINANTS).

1.4 Polygone de Newton d’une perturbation de matrice
Rappelons que pour 0 <z < n, ’entier naturel o; désigne la valuation du coefficient
a;(€) = a; e + o(e™)

de p(A,€) en A"~ lorsque ce coefficient est non nul.

Définition 1.3 [15, 45] Soit A(e) € F**" une perturbation de matrice. On appelle po-
lygone de Newton associé a A(e) et on note N 'enveloppe conveze inférieure de

Uensemble des points (i, ;) du plan tels que a;(€) soit non nul.

Le polygone N est formé d’un nombre fini ¢ de segments de pentes deux a deux distinctes.
Pour j € {1,...,¢} on note §; le j-ieme segment de N et Z—i sa pente, les entiers v; et n;
étant premiers entre eux. Puisque ap = 0 est le minimum des «;, 'origine (0, 0) appartient
a N; d’autre part, le point (n, a,) est aussi sur A car, A(€) étant supposée non singuliere,
on a a,(€) # 0. Par conséquent, N posséde au moins un segment (¢ > 1) et, quitte a

réordonner §1,S,,...,8,,

Considérons maintenant les points extrémités de chaque segment de N. Pour j €
{1,...,¢q} soient P;_y et P; les deux extrémités de §;. On a bien sir Py = (0,0) et

P, = (n,a,). Plus précisément, pour j =1,...,q,
Pi=(z5,y;), zj=rm+...+rmn;, y;=rv+...+7r0;.

Appelons longueur (resp. hauteur) d’un segment la longueur de sa projection sur I’axe

des abscisses (resp. des ordonnées). Comme chacun des P; a par définition des coordonnées
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entieres, la longueur de §; est un multiple du dénominateur n; de sa pente. On associe

ainsi a chaque segment S; un entier positif r; tel que ;n; soit sa longueur. Par conséquent,
ring +rong + ...+ 1ryny = N,

L’ensemble des n; répétés r; fois forment donc une partition entiere du rang de A(e),
qui ici vaut n, et ’ensemble des ¢ triplets (r;, v;,n;) définit completement le polygone de
Newton associé a Af(e).

Enfin, les points de §; non nécessairement situés a ses extrémités seront notés

k kb k k
PP=(xf,y5), 2i=wxj1+kn;, yi=yi1+ko, 0<k<r;.

Le nombre de ces points intermédiaires est bien siir au plus égal & r; + 1 et on retrouve
P = 73]Q et P; = 73;] pour les deux extrémités. De plus, il existe une relation simple
exprimant ’ordonnée de 77;'C en fonction de son abscisse. En effet, I’application (A,€) —
(Ae¥i, €") transforme p(A, €) en p(Ae¥, €"i). Comme (y; — yj—1)/(z; — z;-1) = vj/n;, le
segment S; d’extrémités P;_; et P; est alors transformé en un segment de pente nulle,
dont les points sont (:vf, y) avec y = njy;.“—l—vj(n—;rf). Tous les autres segments étant trans-
formés en des segments de pente soit négative soit positive, on a aussi y = val p(Ae"s, €"7).

Finalement

val p(Ae¥s | €%) — v;(n — 2
yh = d ) — vl f), 0<k<r; (1.2)
nj

Cette égalité sera utilisée a plusieurs reprises aux chapitres 2, 3 et 4.

Bien sir, le polynéme caractéristique de A(e) seul suffit a définir le polygone de Newton
N associé a cette matrice. Nous préférons cependant parler de “polygone de Newton
associé a une perturbation de matrice” que de “polygone de Newton associé a un polynéme
caractéristique” pour deux raisons: le fait que A(e) n’ait pas de pole en € = 0 indique
d’emblée que N n’a pas de pente négative et réciproquement; de plus, nous serons amenés
aux chapitres 3 et 4 & “comparer” le polygone A & d’autres polygones qui eux sont définis
a partir de caractéristiques de A(€) non invariantes par similitude, comme son nombre
de colonnes d’une valuation donnée, ou, dans le cas d’une matrice non perturbée Ag
nilpotente, le nombre de blocs de Jordan de Ay d’une taille donnée.

La définition du polygone de Newton adoptée ici est celle proposée par Burke et Over-
ton dans [15] et reprise par Moro, Burke et Overton dans [45], par Ma et Edelman dans
[43] et par Ilahi dans [29]. Elle assure que les pentes seront positives ou nulles, contrai-

rement a la définition classique en théorie des équations algébriques ([58],[14, §8.3], [19]),
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en théorie des singularités [54] et en théorie des perturbations analytiques [10] ou I’on
dessine les points (n — 7, ;) plutot que les points (7, ;). Par ailleurs, plusieurs construc-
tions similaires sont couramment utilisées en calcul formel, dans des contextes différents.
Voir par exemple les travaux de Duval [19] sur les équations algébriques, ceux de Jung
et Della-Dora [34] sur les séries de Taylor solutions d’équations différentielles ordinaires,
ceux de Rebillard [53] sur les séries de Chebyshev solutions d’équations différentielles or-
dinaires, ceux de Béringer et Jung sur les équations algébriques “généralisées” [12] et les
équations algébriques multivariées [11], ceux de Macutan sur les perturbations singulieres
d’équations différentielles ordinaires [44], ceux d’Hilali et Wazner [28, 27] et de Barkatou
et Pfliigel [50, 9] sur les systemes différentiels linéaires. Enfin, le polygone de Newton a
également été appliqué a des perturbations de fonctions matricielles par Langer et Najman
dans [38] et [39] et & des perturbations singuliéres de fonctions matricielles par Najman
dans [48].

On pourra retenir que dans tous les cas le but est le méme: il s’agit de lire sur le
polygone en question des informations concernant le comportement asymptotique des
solutions de I’équation ou du systeme d’équations a partir desquels il est construit. Dans
notre cas, une telle analyse locale est rendue possible par les deux propriétés 1.2 et 1.3
ci-dessous.

Propriété 1.2 [58, 15, 45] Le polygone de Newton N associé a A(€) posséde un segment

de longueur rin; et de pente -

O(e”ﬂ/”ﬂ).

o si et seulement si A(e) admet r;n; valeurs propres d’ordre

En regroupant les exposants dominants de (1.1) par valeurs égales on obtient donc

U1
OSMSBIZ"':Brlnl = —
n1

U2

< 57“1n1+1 == 6T1n1+7“2n2 =

ng

Uq
< 5r1n1+...+rq_1nq_1+1 — .= 5r1n1+...+rqnq = n_ S N.

q

De plus, on voit que si la matrice non perturbée Ag de A(e) est nilpotente, le polygone de
Newton associé a A(e) n’a que des pentes positives. A ce stade, le dessin du polygone de
Newton n’indique que les exposants dominants mais ne donne aucune information sur les
coefficients dominants correspondants. Suivant Duval [19, chapitre “Développements de

Puiseux rationnels”, page 46], on associe a chacun des segments un polynoéme, que nous
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appellerons polynome (caractéristique) de Newton, défini comme suit.

Définition 1.4 [19] Soient A(e) € F"*™ une perturbation de matrice et 7 € {1,...,q}.
On appelle j-ieme polyndéme caractéristique de Newton associé a A(e) le polynome
¢; € K[A] de degré r; et non nul en 0

—1

6N =3 @

(i,a,‘)ESJ

x

Comme i — z;_1 € {0,n;,2n;,...,r;n;} pour tout i tel que (7, ;) € S;, ¢;(A) est bien
un polynome; son degré est (z; — z;_1)/n; = r; et, comme P; € N, sa valeur en zéro
$;(0) = @, est non nulle. Les racines des ¢;(A) conduisent aux coefficients dominants de
la facon suivante.

Propriété 1.3 [58, 15, 45] Soit j € {1,...,q}. Un ensemble de r; éléments y; € K\{0}
constitue les r; racines du polynéme ¢;()\) dans K si et seulement si la matrice A(e) admet

r;n; valeurs propres de la forme
1/n
)\fl(e) = (,uf) / jwijeyj/”ﬂ —}—0(6“J/”J) , 1=0,...,n;,—-1, k=1,...,r;

Une premiere formulation rationnelle du probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS)
résulte des propriétés 1.2 et 1.3.

Probléme 1.2 (POLY - NEWTON) Soit A(e) € F**™ une perturbation de matrice.
Déterminer le polygone et les polynémes de Newton associés a A(e) en fonction de ses

coefficients Ag, A1, Ag,. ...

En désignant par ue le terme dominant d’une valeur propre de A(e), on déduit également
des propriétés 1.2 et 1.3 une caractérisation de ue® en termes du polynéme caractéristique
de A(€) a partir des observations suivantes.

1. Certains coefficients a;(€) de p(A, €) n’interviennent pas dans la définition de ue”.

2. Les autres coefficients ne mettent en jeu que leurs monomes de téte a;e:.

3. Ces mondmes de téte sont uniquement les a;e™¢ tels que le point (i, «;) appartienne
au segment de pente 3 du polygone de Newton.

4. Ces monémes sont entierement caractérisés par la connaissance de I’exposant domi-
nant 3, de la somme des longueurs et de celle des hauteurs de tous les segments de
pente inférieure & 3, et du polynéme de Newton associé au segment de pente .

D’otu la définition suivante ainsi qu’une seconde formulation rationnelle du probleme 1.1
(TERMES-DOMINANTS).

Définition 1.5 Soit A(e) € F"*™ une perturbation de matrice. On appelle coefficients
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influents du polynome caractéristique de A(e) les mondmes Q€N qui définissent
les termes dominants des valeurs propres de A(e). Pour j € {1,...,q} les monémes

. 3 \ . v
influents d’ordre O(¢¥/™) sont ceux associés a ’exposant dominant L.
J

Probléme 1.3 (MON - INFLUENTS) Soit A(e) € F**" une perturbation de matrice.
Déterminer les monomes influents du polynome caractéristique de A(e€) en fonction de ses

coefficients Aqg, A1, Ag,. ...

Les monomes A" et a,e”" sont toujours influents et il y a au moins 2 et au plus r; + 1
monomes influents d’ordre O(e“ﬂ/”ﬂ). De plus, par définition du polynéme caractéristique
d’une matrice, ’ensemble des monomes influents n’est fonction que d’un nombre fini de

coefficients matriciels A; de A(e).

Nous terminons ce paragraphe par deux exemples.

Exemple 1.1 Soient A;(e€) et A3(e€) les matrices compagnons définies par les polynémes
pi(A €)= pn (3—}—6))\5—|—6)\4—|— (6—|—62) pRgn (262—|—64) MNrEdte

et

p2(A€) = A6 4 (6—|—63) AP 4 et (—362 + 63) M4 ENF268 + €L

Dans les deux cas n = 6. Les polygones de Newton associés sont représentés figure 1.1.

&S
et °

3 3 .

2 €2

€ . € .

1)\6 A5 A2 A2 A1 1)\6 A5 A2 1

F1G. 1.1 - Polygones de Newton associés respectivement auzr matrices Aq(€) et Ag(e) de

lexemple 1.1.

Pour Aji(e€), on déduit alors que ¢ = 4, (ry,v,n1) = (1,0,1), (re,ve,n2) = (1,1,2),
(ra,vs,n3) = (2,1,1) et (rq,vs,nq) = (1,2,1). Les quatre polynémes de Newton corres-
pondants sont ¢1(A) = A+ 3, ¢2(A) = A+ 1, ¢3(A) = (A + 1) et ¢4(A) = A+ 1. D’aprés
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la propriété 1.3, les valeurs propres de la matrice A;(e) vérifient donc

AM(€)==3+---,
Az3(€) = HieT 4o,
Ags(€) = —e4 -1,

Ao(€) = —€* +

Elles ne forment cependant pas 4 cycles de longueur 1 et un cycle de longueur 2, mais
2 cycles de longueur 1 et 2 cycles de longueur 2. En effet, la suite du développement de

A4(€) et As(e) donne
Ags(e) = —e+ zﬂe% R

Les monémes influents d’ordre O(1) sont A® et 3A°, ceux d’ordre O(eé) sont 3A° et eA?,
ceux d’ordre O(e) sont €3, 2¢2 A2 et €2 X. Enfin, ceux d’ordre O(e?) sont €>X et €°.

Le polygone de Newton associé a A, (€) n’ayant pas de pente nulle, A5(0) est nilpotente.
De plus ¢ = 1 et (rq,v1,n1) = (3, 1,2). L’unique polynéme de Newton associé est ¢ (A) =
(A4 2)(X — 1) Par conséquent, les valeurs propres de Ay (e) vérifient

Si As(e) et Ag(€) forment bien un cycle de longeur 2, les quatre autres valeurs propres

doivent en revanche étre regroupées dans un seul cycle de longueur 4 car elles vérifient

; 1 3imh 3
An (e :e“rheé—I——eTez—l—---, h=1,...,4,
© =

a une permutation pres. Par ailleurs, il n’y a que des monomes influents d’ordre O(ez).

Ce sont A8, —3€2)\? et 263, O

[’approche avec le polygone de Newton exprime donc le probleme 1.1 (TERMES -
DOMINANTS) au moyen d’invariants rationnels de A(e) par similitude: polygone
de Newton et polynémes de Newton, ou monoémes influents. On peut donc espérer lire
ces invariants, sinon sur la matrice A(e) elle-méme - auquel cas le probléme des termes
dominants serait complétement résolu -, au moins sur une matrice semblable & A(e). Le

paragraphe suivant présente ce point de vue, qui sera adopté tout au long de cette these.
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1.5 Approche par les formes normales

Partant du probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS) et de ses formulations ration-

nelles, on dérive naturellement quelques sous-problemes explicités ci-dessous.

Perturbations génériques, sous-matrices influentes, conditions de régularité

La premiere question porte sur la résolution du probleme des termes dominants lui-méme.
Nous appellerons famille de perturbations quasi-génériques tout ensemble de per-
turbations de matrices A(e) € F"*" caractérisé par des conditions portant sur un nombre
fini d’éléments pris parmi les coefficients A; de A(e), génériquement satisfaites et suffisant
a la résolution du probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS). Par exemple, I’ensemble
des perturbations de matrices dont la matrice non perturbée est inversible forme une fa-
mille de perturbations quasi-génériques de facon évidente. Les perturbations de Lidskii,
déja brievement évoquées, forment aussi une telle famille. Elles n’utilisent cependant que
Ag et Aq. Or, le fait de considérer des perturbations de matrices a coefficients séries for-
melles autorise la prise en compte de termes de valuation supérieure a 1. Cela conduit au

probléeme suivant.

Probléeme 1.4 (PERT - QUASI - GEN) Identifier des familles de perturbations quasi-

génériques dans F™*",

Pour expliciter les invariants rationnels de A(e), on peut chercher a regrouper, en s’ins-
pirant de Lidskii [40, 45], les éléments des coefficients A; qui les définissent dans des
matrices constantes, que nous appellerons sous-matrices influentes de A(e). Chacune
des conditions suffisantes caractéristiques de la famille de perturbations quasi-génériques
considérée s’exprimera par l'inversibilité d’une sous-matrice influente. On parlera donc de
conditions de régularité. Soient A(e) € F**" une perturbation de matrice et J une fa-
mille de perturbations quasi-génériques. Si A(e) vérifie toutes les conditions de régularité
associées a J alors A(e) € JF, tous les invariants rationnels peuvent étre déterminés a
partir de Ag, Ay, Ag, ... et le probleme 1.1 (TERMES - DOMIN ANT S)est résolu; mais
si quelques conditions de régularité seulement sont satisfaites, certains monémes influents
restent a priori inconnus.

L’exemple le plus simple est encore celui ou Ag est inversible. Dans ce cas, 'unique
sous-matrice influente de A(e) est Ag et la condition de régularité associée “det Ag # 0”
est vérifiée. Les monémes influents sont les coefficients du polynéme det(A] — Ag) construit

a partir de la sous-matrice influente Ag.
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Formes réduites et formes normales rationnelles

Lorsqu’une perturbation de matrice A(e) € F**™ n’appartient a aucune des familles de
perturbations quasi-génériques connues, c’est-a-dire si pour chacune d’entre elles au moins
une condition de régularité n’est pas vérifiée par A(e), on peut s’interroger sur la possibi-
lité de transformer A(e) par similitude en une perturbation quasi-générique. Cela dépend

évidemment de la famille considérée:

Soit F une famille de perturbations quasi-génériques. Toute perturbation de matrice

A(e) € F**" est-elle semblable a un élément de 7

Ce n’est pas toujours possible. En reprenant I’exemple de la famille Fy des perturba-
tions de matrices dont la matrice non perturbée est inversible, on voit que si A(e) possede

au moins une valeur propre nulle en € = 0 alors O(A(e)) N Fo = 0.

D’une certaine fagon, les conditions de régularité de la famille & considérée peuvent
étre trop fortes pour qu’une réduction de A(e) par similitude a un élément de JF soit
possible. Il est alors naturel de chercher & mettre en évidence un ensemble de conditions
(portant toujours sur un nombre fini de coefficients A;) qui soient plus faibles que les
conditions de régularité mais qui puissent étre satisfaites par au moins un élément de
O(A(e)) pour toute perturbation de matrice A(e) € F**™. Une perturbation de matrice
semblable & A(e) et vérifiant ces nouvelles conditions sera appelée forme réduite de
A(e) associée a la famille de perturbations quasi-génériques considérée. Intuitivement,
une perturbation de matrice est sous forme réduite lorsqu’elle est “le plus pres possi-
ble” - en un sens qui sera précisé aux chapitres 3 et 4 - de la famille de perturbations
quasi-génériques correspondante. En d’autres termes, lorsque A(e) est sous forme réduite
on peut déterminer a partir de Ag, Ay, Ag, ... “le plus grand nombre possible” de ses

invariants rationnels.

Probléme 1.5 (FORMFE - REDUITE) Soit  une famille de perturbations quasi-

génériques. Associer a J une forme réduite.

Notons enfin que si la famille de perturbations quasi-génériques F est telle que toute
perturbation de matrice A(e) € F**" est semblable a I'un de ses éléments, toute forme
réduite A(e) de A(e) est dans . Par conséquent, tous les invariants rationnels de A(e)
peuvent &tre déterminés & partir de Ag, Ay, Ay, . ... Clest le cas idéal. Une telle famille de

perturbations quasi-génériques sera proposée au chapitre 5.
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Par définition, il existe pour toute perturbation de matrice A(e) € F**" une matrice
P(e) de séries formelles, inversible, telle que P~1(€)A(e) P(€) soit sous forme réduite. Or,
les invariants rationnels de A(e) étant completement déterminés par un nombre fini de de
ses coefficients A;, il est possible de réduire A(e) a I’aide d’une matrice P(€) polynomiale.
Le probleme 1.6 (REDUCTION) ci-dessous pose la question du calcul d’une telle ma-

trice de passage.

Probleme 1.6 (REDUCTION) Soient A(e) € F"*" une perturbation de matrice et J
une famille de perturbations quasi-génériques. Calculer une matrice de passage P(e) €

Kle]™*™ telle que P~'(€)A(€)P(e) soit sous forme réduite par rapport & F.

Enfin, une forme réduite n’a a priori aucune structure particuliere. Une normalisa-
tion plus fine d’une perturbation de matrice A(e€) peut alors consister a diagonaliser par
blocs une forme réduite A(¢) de A(e) en autant de blocs que le nombre de conditions de
régularité vérifiées par A(e). Une telle forme sera appelée forme normale de A(e) par
rapport a la famille de perturbations quasi-génériques considérée. Ce n’est pas une forme

canonique car il n’y a pas unicité.

Probléme 1.7 (FORME - NORMALFE) Soient A(e) € F**” une perturbation de ma-
trice et F une famille de perturbations quasi-génériques. Déterminer une matrice de pas-
sage P(e) € K[[e]]"*" telle que P~1(e)A(e)P(e) soit sous forme normale par rapport a
J.

Les formes réduites et normales que ’on vient d’introduire sont rationnelles au sens

ou leurs coefficents sont des séries formelles et non des séries de Puiseux.

Il existe cependant une forme normale non rationnelle, c’est-a-dire une forme normale
contenant des puissance fractionnaires du parametre ¢. Elle est décrite par Bogaevski et
Povzner dans [13] et peut étre vue comme une conséquence directe d’une forme normale
non rationnelle proposée antérieurement par Chen [18] dans le cadre de la résolution
formelle des systemes différentiels linéaires dépendant d’un parametre. Elle a également

été reprise par Murdock dans [47].

Il s’agit essentiellement de diagonaliser A(€) par blocs de plus en plus finement jusqu’a
faire apparaitre les termes dominants pe® des n valeurs propres de A(e) sur la diagonale

—_nXn
d’une matrice semblable a A(e) dans K((¢)) . Ce procédé utilise donc nécessairement
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des matrices de passage dont les coefficients sont des séries de Puiseux formelles et la
forme normale A(e) obtenue & partir de A(e) est finalement non rationnelle. L’exemple
treés simple ci-dessous suffit & mettre en évidence le caractére non rationnel de cette forme

normale.

Exemple 1.2 Soit la perturbation de matrice

A@:[g ]

0 1
1 o]
La forme de Jordan de la matrice non perturbée de 6_%A(6) étant diag (—1,1), cela donne

finalement la forme normale

]
™
Wl

S
—~~
™
A
Il
| ——|
|
™
ST
e
—_

qui est bien siir non rationnelle. <

Notre but est au contraire de normaliser A(e€) sans avoir a introduire de puissances frac-
tionnaires du parametre. Nous ne détaillons donc pas la normalisation non rationnelle de
Chen / Bogaevski et Povzner. Nous n’en rappelons que le point de départ, un lemme de

décomposition di a Wasow [60].

Lemme 1.1 [60] Soit A(e) € F**™ une perturbation de matrice. Si

Al O

An =
“Tl o az

(1.3)

est telle que les blocs Al! et A2? n'ont aucune valeur propre en commun, alors il existe une
perturbation P(e) de Uidentité telle que la matrice A(e) = P~'(e)A(e) P(e) soit diagonale

par blocs, de méme structure par blocs que Aq.

Ce résultat permet au moins en théorie de se ramener au cas d’une matrice non perturbée
Ag nilpotente. Nous 'utiliserons en particulier au chapitre 2 pour décrire une premiere

forme normale rationnelle.
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1.6 Factorisation d’une perturbation de matrice

Nous terminons ce premier chapitre avec un lien entre perturbations de matrices et per-
turbations de faisceaux. L’approche consistant a étudier une perturbation de faisceau
définie par une factorisation appropriée d’une perturbation de matrice A(e) plutét que
A(e) est particulierement utilisée par Pfliigel [50]. Elle apparait déja dans [28] et [6]. Nous

la présentons ici dans un cadre plus général. Elle sera utilisée aux chapitres 2, 3 et 4.

Un faisceau de matrices C'— AD € K[A]"*" est dit régulier lorsque det(C' — AD) # 0.

Lemme 1.2 Soient a un entier et b un entier positif premier avec a. Supposons que
la matrice A(e®) € F**" se factorise sous la forme A(e") = e*L™1(e)C(e)R™(e) et que
ni C'(e) ni D(e) = L(e)R(e) n'ont de pole en e = 0. Supposons de plus que le faisceau
Co — ADg est régulier. Alors i est une racine de det(Co — ADyg) de multiplicité m si et

seulement si la matrice A(e) admet mb valeurs propres vérifiant
)\kl(e) :,ul/bwée”‘/b—l—o(ea/b), k=1,...,m, [=0,...,b—1.

Preuve. Comme ged (a,b) = 1, les ensembles {wi'} ., , et {w}} . ,c,_, coincident. On

vérifie de plus facilement que
det( AT — A(e®)) = (=1)"e*™ det D71 (¢) det(C'(¢) — Ae~2D(e)). (1.4)

Par conséquent, les valeurs propres de C'(¢)—AD(¢) sont celles de A(€®) mutlipliées par ¢=2.

Comme C'(¢) — AD(e) est par hypothése une perturbation du faisceau régulier Cy — A Dy,
on sait [10, théoréeme 1 p.351] que les valeurs propres finies de Cy — ADq définissent les
termes de premier ordre des valeurs propres finies de C'(e) — AD(¢), ce qui permet de

conclure. OJ

Définition 1.6 Avec les notations et sous les hypothéses du lemme précédent, on appelle
factorisation d’ordre O(¢"/®) lécriture A(e®) = ¢*L~"(e)C(e)R™'(¢), et polynéme

quasi-Newton d’ordre O(¢*/*) le polynéme non nul
Ha/b()‘) = det(Co - )\Do)

. ’ N . v ~
Si ¢ nest égal & aucun des exposants dominants ;-2 alors 6,/,(A) est un monéme en
J
X et il n’y a aucun monéme influent d’ordre O(¢*/?). Le cas échéant, la connaissance

7 . ’ . v ’ .
supplémentaire des cordonnées d’un des points du segment S; tel que 7 = - est nécessaire.
J
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En effet, en termes de polygone de Newton, 6, /,()) indique la pente et la longueur du seg-
ment §; ainsi que les coefficients @; du polynéme caractéristique de A(e) qui définissent
le j-ieme polynéme de Newton. Il reste cependant a “positionner” §; en fixant un de
ses points. Cela permet de déterminer les puissances € et A"~ qui, combinées a la
constante @;, définissent les monémes influents @;e® A"~ d’ordre O(¢¥/"). On peut donc
par exemple chercher a expliciter les coordonnées de P;_q, le premier point de §;. Le
théoreme 1.1 ci-dessous donne une condition suffisante sur la matrice D(e) de la facto-
risation d’ordre O(é“/b) considérée pour expliciter, au signe pres, les mondmes influents
des que les coordonnées z;_; et y;_; du point P;_; sont connues. Nous montrerons aux
chapitres 2 et 3 comment déterminer le signe ainsi que z;_; et y;_; a partir d’invariants
de la matrice Af(e).

Théoréme 1.1 Soientj € {1,...,q} et Z—i un exposant dominant pour les valeurs propres
de A(e). On suppose connue une factorisation d’ordre O(e%/™) telle que det D(e) soit un

monome unitaire. Si 4; désigne la multiplicité de la racine nulle de 0y, /n, (A) alors

(=N 78y, () = (=1%5 (V) g€ {0,1}. (1.5)

Si de plus on note 271::0 c]'k)\rﬂ_k le polynome défini par (1.5) alors les monomes influents

d’ordre O(e"/"5) sont les monémes non nuls de la forme
(=1)fe;pevimtthvs \n=wimi=hny g < o <, (1.6)

Preuve. Comme 8, /, (A) = det(Co — ADg) possede au moins une racine non nulle, on
déduit du lemme 1.2 que (—)\)_uj Oy, /n; (A) est égal au j-ieme polynome de Newton & une
constante pres. D’apres I’équation (1.4), cette constante vaut +1. Les termes constants
d; des mondémes influents sont donc connus. Pour déterminer les puissances € et \*~*
correspondantes, il suffit de rappeler que tous les points appartenant au segment §; associé
a ¢;(X) ont des coordonnées de la forme (z;_1 + knj, y;—1 + kv;) avec 0 < k < r;, et qu’a

I’abscisse x correspond le monéme A\"~%. [

Nous utiliserons différentes matrices L(e) et R(e) selon que I'on veut séparer des co-
lonnes d’apres leurs valuations ou des blocs de Jordan d’aprés leurs dimensions.

En pratique, nous choisissons a priori deux matrices L(€) et R(e) diagonales de monémes
unitaires dont nous déduisons D(e) = L(e)R(e) puis C'(e) = e~ *A(e)D(e). Dans les cha-
pitres 2 et 3, nous considérons le cas ot b =1 et L(e) = I. Ainsi, A(e) = €*C(e)D™'(e)
et seules les valeurs propres d’ordre O(e®) avec @ entier positif ou nul sont étudiées

(en particulier @ = 1 au chapitre 2). Dans ce contexte, les valuations des colonnes de
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A(e) suffiront & définir D(e). Une spécialisation du lemme 1.2 duale de la précédente est
proposée au chapitre 4. En posant @ = 1, nous considérons cette fois la factorisation
A(e¥) = L= (e)C(€)R™'(€) en vue de I’étude des valeurs propres d’ordre O(e'/?) avec
b entier positif. Si R(e) est encore définie a partir du profile de valuations de A(e), la

matrice L(€) est quant a elle déterminée par la structure de Jordan de la matrice non

perturbée Ag de A(e).

1.7 Plan d’étude

On commence par étudier au chapitre 2 un invariant d’une perturbation de matrice A(e) €
F?*™ particulierement important: son rang dominant minimal, c’est-a~dire le rang de sa
matrice non perturbée Ag. Cette étude, portant sur la minimisation de cette quantité dans
lorbite de A(e) et inspirée de travaux de Moser [46], fournit une approche algorithmique
qui sera reprise par la suite.

Les problemes 1.5 (FORME - REDUITFE), 1.6 (REDUCTION) et 1.7 (FORME -
NORM ALFE) sont ensuite résolus aux chapitres 3 et 4 pour deux familles de perturba-
tions quasi-génériques: les perturbations quasi-génériques a profil de valuations fixé et les
perturbations de Lidskii [40, 45]. Dans les deux cas on procede de la facon suivante.
Une famille de perturbations quasi-génériques est identifiée, qui permet la résolution
du probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS) et de ses deux versions rationnelles 1.2
(POLY - NEWTON) et 1.3 (MON - INFLUENTS). On propose ensuite la définition
d’une forme réduite par rapport a cette famille de perturbations quasi-génériques ainsi
que trois caractérisations: la premiere en termes d’optimisation d’une structure associée
a la famille considérée, la seconde en termes de polynomes quasi-Newton et la troisieme
en termes de polygone de Newton. Ces caractérisations conduisent a la résolution des
problemes indiqués ci-dessus.

Une généralisation de la famille des perturbations de Lidskii du chapitre 4 est proposée
au chapitre 5, qui non seulement résout le probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS)
mais permet surtout de résoudre le probleme 1.5 (FORME - REDUITFE) de la facon
la plus satisfaisante possible. On montre en effet que toute perturbation d’une forme de
Jordan nilpotente est semblable & une perturbation de Lidskii généralisée. On s’affranchit
donc de la restriction sur la nature des valuations des valeurs propres imposée par chacune
des formes réduites précédentes.

Enfin, le chapitre 6 décrit des procédures Maple pour les perturbations de matrices.






Chapitre 2

Rang dominant minimal et

valuation maximale

On appelle rang dominant d’une perturbation de matrice A(e) € F"*" le rang de sa
matrice non perturbée Ag. Ce chapitre est consacré a I’étude de cette quantité et de ses
variations dans l'orbite de A(e). A partir des travaux de Moser [46] sur la réduction de
I’ordre d’une singularité d’un systeéme différentiel linéaire, nous cherchons & minimiser le
rang dominant de A(e) sur O(A(e)).

On propose deux algorithmes de minimisation du rang dominant, inspirés d’un al-
gorithme de réduction des systemes différentiels linéaires di a Hilali et Wazner [28]. Le
premier calcule une matrice de passage polynomiale transformant A(e) en une pertur-
bation de matrice A(¢) dont le nombre de colonnes de valuation nulle est égal au rang
dominant minimal de A(e) sur son orbite. Le second, paresseux, fait apparaitre le rang
dominant minimal de la méme facon mais ne calcule que les deux premiers coefficients A
et fll.

Les trois conséquences détaillées dans ce chapitre sont les suivantes. La minimisation
du rang dominant conduit de facon évidente a la maximisation de la valuation de la per-
turbation de matrice considérée sur son orbite. De plus, nous montrons que I’on construit
A partir de Ag et A; un polynéme quasi-Newton d’ordre O(e). Cela permet de déterminer
les termes dominants de toutes les valeurs propres de A(e) d’ordre O(e) en appliquant le
lemme 1.2. Grace & un calcul explicite du rang dominant minimal nous montrons aussi
comment déduire tous les monémes influents du polynéme caractéristique de A(€) d’ordre
O(e). Enfin, en adaptant un lemme de décomposition de Pfliigel [50, 51], nous montrons

que A(e) est semblable dans F”*™ & une perturbation de matrice diagonale par blocs a

43
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un entiery heyvent étre

partir de laquelle tous les monémes influents d’ordre de la forme O(e
calculés. Cependant la preuve consiste a expliciter une matrice de passage a coefficients
séries formelles et & ce stade nous ne disposons pas d’une matrice de passage polynomiale.
Ce sera ’objet du chapitre suivant.

En effet, la minimisation du rang dominant présentée dans ce chapitre est fonda-
mentale pour la suite. Nous |'utiliserons surtout au chapitre 3 pour définir une premiere

(€"™ e"Her) majs associée a

forme réduite donnant encore les monomes influents d’ordre O
une famille de perturbations quasi-génériques et calculée a 'aide d’une matrice de pas-
sage polynomiale. (Le probleme 1.6 (REDUCTION) pour les perturbations de matrices
n’ayant que des valeurs propres de valuation entiere ne sera donc résolu qu’au chapitre
3.) Elle sera ensuite & la base d’une remarque importante concernant la réduction des

perturbations d’une forme de Jordan nilpotente proposée au chapitre 4.

La factorisation d’ordre O(e€) que nous utilisons ici est une adaptation d’un cas clas-
sique en réduction des systemes différentiels linéaires. (Voir par exemple [28], [6] ou [50]).

Elle est définie & partir des valuations des colonnes a;(€) de A(e) = [a;(€), ... ,a,(¢)] par
A = COD™(e),  Dle) = diag [mOi-walay(N) (21)

et permet de séparer les colonnes de A(e) de valuation nulle de celles de valuation positive
en marquant d’un —\ diagonal toutes les colonnes de Co — ADy issues de colonnes de A(e)

de valuation positive.

Exemple 2.1 Soit

1 2e 3é
Ae) = | 4 b5e 662
7 8¢ 9¢
Alors D(e) = diag|e, 1, 1] et donc
2 3e 1 2 0
Cle)=14 5 6¢ et Co—ADp= |4 5-X 0
8 9¢ 7 8 -

&

Comme A(e) est semblable @ sa transposée A(€)T, le fait de privilégier les colonnes de

A(e) plutot que ses lignes n’est pas restrictif.
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2.1 Définitions de minlr A(e) et maxval A(e)

Définition 2.1 Soit A(e) € F**". Le rang dominant de A(e) est défini par

rg Ag  si val A(e) > 0,
Ir A(e) = g Ao () >
+oo  si val A(e) < 0.

Ainsi, Ir A(e) € {0,...,n} U {+00} et ’ensemble des rangs dominants des matrices sem-
blables & une perturbation de matrice n X » admet un unique minimum, compris entre 0

et n.

Exemple 2.2 Les matrices 3 X 3 et 2 X 2 ci-dessous illustrent la possibilité de faire varier

le rang dominant par similitude. Soient

1 0 1
Ale)=10 0 ~ Ale) =
01 0 0le O

et

1 0

0 ¢ - K
Al(e) = [ ‘ ] ~ A= °
Pour le premier exemple, le rang dominant de A(e) est égal & 2 alors que celui de A(e)

vaut 1. Pour le second, Ir A’(¢) = 1 et Ir A’(¢) = 0. Dans les deux cas le rang dominant
décroit strictement par similitude; lorsqu’il s’annule, la valuation croit strictement. <

D’autre part, rappelons que pour A(e) € F**” sa valuation val A(€) est définie comme
la plus petite puissance de € apparaissant dans ses éléments. Soient M, N € Z définissant
la meilleure approximation entiére des exposants dominants 3 des valeurs propres de
A(e). On a

M<Br<B2<...< B <N

La propriété triviale suivante indique que la valuation de toute matrice semblable a A(e)
est majorée par 'entier M.
Propriété 2.1 VB(¢) € O(A(e)), val B(e) < M.
En revanche, dans O(A(e)) la valuation peut décroitre autant que ’on veut. Par exemple,

la matrice 2 x 2 de I’exemple 2.2 précédent vérifie

0 2 0 2412
1o~ f Vi€ Z.
1 0 et 0
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Par conséquent, val A(e) €] — 00,..., M| NZ et ’ensemble des valuations des matrices

semblables & A(e) admet un unique maximum. D’ou la double définition ci-dessous.

Définition 2.2 Soit A(e) € F"*™ une perturbation de matrice. On appelle rang domi-
nant minimal de A(e) Uentier minlr A(e) = min{lr B(e) : B(e) ~ A(e)}. On appelle
valuation maximale de A(¢) l'entier maxval A(e) = max{val B(¢) : B(e) ~ A(e)}.

Le paragraphe suivant présente deux algorithmes de minimisation du rang dominant
d’une perturbation de matrice. La maximisation de la valuation sera vue comme une

conséquence directe de ces algorithmes au paragraphe 2.3.1.

2.2 Calcul de minlr A(¢) par similitude polynomiale

2.2.1 Formes échelonnées en lignes et en colonnes

Soit A € K™*™ de rang r. Il existe [24, tome 1, §4] une matrice inversible U d’ordre m et

une matrice inversible V d’ordre n telles que

X X X X

UA= et AV =

X
X X X X
X X X X
X X X X

X X X X X X X
X X X X X X
X X X X

X

X

ol les X désignent les r premiers éléments non nuls rencontrés en parcourant les lignes
de UA ou les colonnes de AV. En notant ji I'indice de colonne de X dans la k-iéme ligne
non identiquement nulle de U A, et i3 'indice de ligne de X dans la k-ieme colonne non

identiquement nulle de AV, on a
1<Hi<jo<...<jr<n et 1< <ig<...<1 <m.

Nous dirons que UA est une forme échelonnée en lignes de A et que AV est une
forme échelonnée en colonnes de A.

Le rang de A peut donc étre lu sur une matrice équivalente a A. Lorsque m = n, cela
est encore possible en opérant par similitude. Il suffit de considérer les matrices U AU~}

et V1AV, semblables & A, dont seules les r premieres lignes et colonnes - respectivement
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- sont non identiquement nulles. Sur les deux exemples précédents, cela donne

X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X
UAU = | x x x X X X X et VAV =| x x x x O
X X X X
0] X X X X
X X X X

La mise sous forme échelonnée en colonnes servira exclusivement 3 “compresser” les
colonnes de valuation 0 d’une perturbation de matrice A(e) = Ag + O(e) € F**". 1l
suffit de transformer A(e) en A(e) = V' A(€)V avec V telle que AoV soit échelonnée en
colonnes. Le nombre de colonnes de valuation 0 de A(e) est donc égal au rang r de Ag; ces
colonnes sont les r premieres et sont donc séparées des colonnes de valuation au moins 1.

La réduction selon les lignes se fera parfois sans pivotage de fagon a préserver la
compression réalisée sur les colonnes de valuation 0. En effet, si A(e) — U A(e) ne modifie
pas la structure en colonnes de Ag, la transformation UA(e) — UA(e)U™! peut faire
apparaitre des colonnes de valuation 0 parmi les n — r dernieres. Mais si aucun échange
de lignes n’a lieu, aucune colonne ne sera échangée avec une autre par similitude et la

compression des colonnes de Ag sera conservée.

2.2.2 Décroissance stricte du rang dominant

Quitte & échelonner Ag en colonnes, nous supposons que la matrice A(e) s’écrit

atfo] At a2 ] o
Ale) = +e +0(?), A €K™, r=r1gAy.  (2.2)
Ao A | A2

Le nombre de colonnes de A(e) de valuation nulle 7y vérifie donc g = r. De plus, le
rang dominant Ir A(e) de A(e) n’a pas changé, mais dans la factorisation de premier ordre

A(e) = eC(e) D™ (€) définie par (2.1) on a en particulier

All A12 r
C 0 1
0 pu—
A21 A22 n—r
0 1]
r n-—r

et Do = Diag[O,, I,,_,]. Le lemme 2.1 ci-dessous donne une condition de régularité sur Cy

suffisante pour que Ir A(e) soit minimal. Le lemme 2.2 donnera quant & lui une condition



48 2. Rang dominant minimal et valuation maximale

suffisante sur Cy pour que, le cas échéant, on soit capable d’expliciter une transformation
de similitude faisant décroitre Ir A(e) strictement. Avant d’énoncer ces deux lemmes, nous
introduisons les notations 7, Cy et Dg suivantes.

Nous noterons 7 le plus petit entier compris entre r et n tel que les n — 7 derniéres
lignes de Cy forment une matrice triangulaire supérieure stricte. Cela revient a réécrire

Cy sous la forme
A(l)l A%Qa A%Qb r
CO — A(Q)la A%Qa A%?b F—r

@) O |ABd ] n-—7

avec A% triangulaire supérieure stricte. La sous-matrice principale de Cy d’ordre 7 sera

notée Cy. Ainsi,

11 12a | = _
C Ao A1 “ r " C CO * r
0= e 0=
Al | AP | T O |APY| n—7
r r—r r n—r

Au pire, la derniere ligne de Cj n’est pas nulle; dans ce cas, 7 = n et Cy = Cy. Par
analogie, Dy = Diag [O,, Ir_,] est la sous-matrice principale de Dy d’ordre 7.

La structure particuliere de (g dans (2.3) a été introduite par Hilali et Wazner
([28], [27]) et reprise dans de nombreux travaux concernant la réduction des systémes
d’équations différentielles linéaires ou aux différences ([6], [7], [4], [50], [8], [9], [5]). Cepen-
dant la condition de régularité que nous donnons dans le lemme 2.1 ci-dessous n’apparait

pas dans ces références.

Lemme 2.1 SidetCy # 0 alors alors le rang dominant de A(e) est minimal.

Preuve. Supposons Ir A(€) non minimal. Il existe alors une matrice A(e) semblable & A(e)
et telle que Ir A(¢) < Ir A(¢). Nous pouvons admettre, comme pour A(e), que Ir A(e) est
égal au nombre 7jp des colonnes non nulles de Ag. Ainsi, Ir A(e) = 1o > 7o = Ir A(e).
D’autre part, les factorisations A(e) = eC(e)D~"(¢) et A(€) = eC'(€) D" (¢) conduisent 3

det(C'(e) = AD(€)) = €™~ det(C(e) — AD(e)).

Doti, C(€) — AD(e) étant sans pole en ¢ = 0, det(Co — ADg) = 0. Comme A est

triangulaire supérieure cela entraine det(C’o — )\DO) =0 et en particulier rgCy < r. O
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Lemme 2.2 Soit 7 = rg[A}'||A1**]. Si 7 < r, c’est-a-dire si les r premicéres lignes
de Cy sont linéairement dépendantes, alors la similitude P(¢) = Diagel,, Ir_,, €I, 7]
transforme A(e¢) en la perturbation de matrice A(e) = P~'(¢)A(e)P(¢) de rang dominant
Ir A(e) = 7 < Ir A(e).

Preuve. 1’effet de P(e) est de transformer

AL lo]o] AL | AL | Af2 ]
A= | A2 | OO | +e| A2e |l 4220 422 | +O(e?)
o [0]0] ARe |0 | AP
en
ASL |l A 1O AT x| AL
A =P AP =| O || O |O|+e| a2*|| 42| 0 |+0(&). (24)
o o 0] Az | x| AR

Les * désignent des blocs d’éléments de Ay. O

Ces deux lemmes conduisent a une procédure de décroissance du rang dominant décrite
par algorithme 2.1 (LRD). Son principe est le suivant. On suppose que Ag est de rang
r et que seules ses n — r derniéres colonnes sont nulles. La matrice Cy n’ayant a priori
pas de structure particuliere, on part avec ¥ = n et donc Cy = Cy. Si Cy est singuliere,
de rang 7/, et si ses r premieres lignes sont de plein rang, aucun des deux lemmes 2.1 et
2.2 précédents ne s’applique directement. On exploite alors la singularité de la matrice
Cp en I’échelonnant en lignes de facon a annuler ses n — 7' derniéres lignes. La nouvelle
matrice Cp est donc de la forme (2.3) avec ¥ = 7' < n. On recommence avec Cj, sa sous-
matrice principale d’ordre 7, jusqu’a obtenir soit une matrice inversible (lemme 2.1), soit

une matrice dont les r premiéres lignes sont linéairement dépendantes (lemme 2.2).

Proposition 2.1 La procédure LRD calcule au moyen d’une matrice polynomiale P(e)
inversible de degré au plus 1 une matrice A(e) semblable i A(e) telle que Ir A(e) < Ir A(e).

Il y a égalité si et seulement si le rang dominant de la matrice A(e) en entrée est minimal.

Preuve. Montrons que ’algorithme s’arréte aprés un nombre fini d’étapes (3). Si on trouve
une matrice Cy dont les r premiéres lignes sont linéairement dépendantes, c’est terminé.

Dans le cas contraire, la dimension de Cj décroit a chaque nouvelle itération (voir la
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Procédure LRD [Leading Rank Decrease]

Entrée:
Sortie:

(1)

- une perturbation de matrice A(e) € F"*™.

une perturbation de matrice A(¢) ~ A(e) de rang dominant # < Ir A(e).
les entiers r = Ir A(€) et 7.

- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).

[ Compression des colonnes de Ag et initialisations |
A(e) « V71 A(e)V avec AgV échelonnée en colonnes, de rang r.
sir=0our=nmn,7 < retaller en (5).
T4 n, Co +— Ch.
[ Calculer le rang des r premieres lignes de Cj |
Py < Diag[Uy, I,,_,] avec U;[AL||A}29] échelonnée en lignes, de rang F.
Ale) « PLA(e) P
[ Boucle principale ]
tant que r =r
(3.1) [ Echelonner en lignes, sans pivotage, ce qui reste de Cy |
Py < Diag[Us, I,,_;] avec UyCy échelonnée en lignes, de rang 7.
si C est de plein rang
aller en (5)
sinon
(3.2) [ Calculer une permutation S annulant les dernieres lignes de UsCy |
P « Diag[l,, S, I_,].
Ale) & Py A(e) Pyt Pyt
(3.3) [ Mise & jour de 7 et Cy |
T
Cy + la sous-matrice principale de Cy d’ordre 7.
(3.4) [ Calculer le rang des r premieres lignes de Cj |
Py « Diag[Us, I,—,] avec Us[A}!||A1%9] échelonnée en lignes, de rang 7.
Ale) « PyA(e) P
[ Décroissance stricte du rang dominant |
Ps(e) « Diaglel,, Ir—, €l ,_7].
Ale) « P (e)A(e) Ps(e).
[ Retourner le résultat |
Ale) — Ale).

retourner la matrice A(e) et les entiers r et 7.

Algorithme 2.1: Décroissance du rang dominant
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I'1G. 2.1 — Evolution de la structure de la matrice Cy au fil des passages a létape (3) de
Ualgorithme 2.1 (LRD). Sa sous-matrice principale d’ordre r est représentée en noir et la
matrice Cy en gris foncé; tous les éléments en gris clair sont situés strictement au-dessus
de la diagonale; les parties blanches désignent des zéros. Au pire, la matrice Cy est de

taille r (parties noire et gris foncé confondues) et elle est alors inversible.

figure 2.1). Au pire dim Cy = r. Dans ce cas, Cy est inversible car on a Cy = A(l)1 et
A%l = 0. Cela vient du fait que la structure de Ag obtenue & I’étape (1) en compressant
ses colonnes n’est pas détériorée par la suite. Examinons pour cela les étapes (2), (3.1) et
(3.2):les opérations élémentaires de I’étape (2) portent toutes sur des lignes et des colonnes
d’indice compris entre 1 et r; & ’étape (3.1), on échelonne Cy en lignes sans pivotage. Par
conséquent, les opérations élémentaires effectuées sont de la forme R; < R; — a;; R; et
C; « Cj 4 a;;C; avec a5 € K\{0} et 1 < 7 < j. Les colonnes de A(e) de valuation 1
ne sont donc jamais modifiées par des colonnes de valuation 0. La structure de Ag en
colonnes est donc inchangée a 'issue de I’étape (3.1); il en est de méme a ’étape (3.2) ol
les lignes et les colonnes permutées sont toutes d’indice compris entre r + 1 et 7 car les
r premieres lignes de Cp sont linéairement indépendantes. Notons enfin que I’étape (3.4)
est identique a ’étape (2).

La matrice de passage P(€) calculée est alors clairement le produit d’un nombre fini
de matrices constantes inversibles et, éventuellement, d’une matrice polynomiale de degré
1 en e.

Enfin, on a 7 = r en sortie de "algorithme si et seulement si on a trouvé au cours des
itérations de I’étape (3) une matrice Cy inversible. Donc 7 = r entraine que r est minimal

(lemme 2.1); la réciproque est évidente. [J

Remarque 2.1 Le rang dominant de A(¢) en sortie de la procédure LRD est égal & celui
de P71(€)(A(€) mod €?)P(e). 1l suffit donc de connaitre Ag et A; pour en déduire P(e)
et Ir fl(e) Cela conduira a un calcul paresseux du rang dominant minimal au paragraphe

suivant.
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Remarque 2.2 A I’étape (3.3) il faut reconstruire Cy = C(A(€)) a partir de la matrice
A(e) courante. En effet, si Co(PyA(€)P7") = PiCo(A(€)) P! et 8%l en est de méme pour
P3, on a en revanche Co(P2A(e) Py ') # PaCo(A(e)) Py ' dés qu'une colonne de valuation

1 est ajoutée & une colonne de valuation 0.

2.2.3 Deux algorithmes de calcul de minlr A(e)
Calcul d’une perturbation de matrice semblable & A(¢)

[’algorithme 2.2 (MLRF) ci-dessous est une conséquence directe de ’algorithme 2.1 (LRD)
de chute du rang. Il suffit d’appliquer la procédure LRD jusqu’a ce que le rang dominant

soit minimal. On obtient une perturbation de matrice semblable a A(e).

Algorithme MLRF [Minimal Leading Rank Form]
Entrée: - une perturbation de matrice A(e) € F**”.
Sortie: - une perturbation de matrice A(¢) ~ A(e) de rang dominant minimal.
- le rang dominant minimal égal & 7.
- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).
(1) [ Appeler la procédure LRD avec A(e) |
r—IrAe), 7 « Ir A(e), A(e) « A(e).
(2) recommencer (1) jusqu’a ce que 7 = r.
(3) [ Compression des colonnes de Ay |
A(e) « V=1 A(e)V avec AgV échelonnée en colonnes, de rang 7.
(4) [ Retourner le résultat ]
Ale) + A(e).

retourner la matrice A(e) et I’entier .

Algorithme 2.2: Calcul d’une forme réduite de rang dominant minimal

Corollaire 2.1 [ ’algorithme MLRF calcule au moyen d’une matrice polynomiale P(e) in-
versible de degré au plus rg Ay une matrice A(e) semblable a A(e) de rang dominant

minimal, €gal a 7.

Calcul du rang dominant minimal seul

Le but ici est de se limiter au calcul des deux premiers termes flo et 1211 de la matrice

A(e) construite par I’algorithme 2.2 (MLRF) précédent.
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Considérons la premiere chute de rang. D’apres le lemme 2.2, la matrice polynomiale
A(e) mod € = Ag + €A suffit & définir une matrice de passage P(e) et Ir A(e) < Ir A(e)
mais ne permet de déterminer A(¢) mod €2 = Ag+€A; que lorsque Ir A(e) = Ir A(e), c’est-
a-dire lorsque le rang dominant minimal est atteint. En effet, bien que Ap ne dépende que
de Ag et Ay, le terme de premier ordre A; dépend aussi de Ay des que Ir A(e) < Ir A(e).
(Voir les blocs désignés par * dans I’équation (2.4).) Or, si le rang dominant minimal n’est
pas obtenu a l’issue de cette premiere itération, une deuxieme chute de rang devra étre
tentée, pour laquelle la connaissance de A; est nécessaire.

En notant A©)(e) = A(e), AN (€) = A(e) et P()(¢) = P(e), on commence par appeler

la procédure LRD avec A(O)(e) mod €2. Cela retourne la matrice polynomiale de degré 2

-1

PO (a0 +ea) PO = Al +eB + )

ol en général B?) # A(ll). Pour déterminer A(ll), on prend en compte A(QO) en calculant

la matrice polynomiale de valuation 1 et de degré 3
P(l)_l(e) (EQA(QO)) P(l)(e) =€ (XQ(U + eYQ(l) + 62Z£1)) .

Puisque Agl) ne dépend que de Ago), Ago), Ago), on obtient ainsi Agl) = Bg) + XZ(I).

Comme effet de bord, on obtient de plus de “meilleures approximations”

BM Z o 4y
et iV =z

des matrices A(Ql) et de Agl) définies respectivement par A(10)7 Ago), Ago) et par Ago), Ago),

(1)

AEIO). A Ditération suivante, Bél) sera complétée afin d’avoir A; 7, et Cél) sera “améliorée”
de la méme facon que Cgl). (Les lettres “A”, “B”, “C” peuvent étre vues comme désignant
trois niveaux d’approximation de plus en plus grossiére de la matrice “A” recherchée.)
On conserve donc a priori ces deux quantités. Dans le cas d’une seule itération, elles sont
bien sir superflues.

La i-ieme itération (i > 1) s’écrit de la méme fagon. Désignons par A (¢) la perturba-
tion de matrice résultant des 7 premiers appels de la procédure LRD. En supposant A(()i_l)
et A(li_l) connus, on obtient P()(¢) et A(()i) en appliquant LRD & A®)(¢) mod €2 seulement.
On note

PO () (A4S 4+ el™) PO () = 4D 4 el + 0.
(i)

La détermination de A’ se fait en 7 étapes (voir la figure 2.2). On suppose connus Agi)l



54 2. Rang dominant minimal et valuation maximale

et, pour k =1,...,1, B® et ¢®

k41 i_p4o- Pour k=1,...,4, on calcule

PO (Al PO = e (0 + il £ f2h,) 25

i—k+2 z
et
Agli)k+1 = Bz(f)k+1 + /Yi(ﬁ)k-l-Q ) (2.5b)
k k k
Bz(—)k—i—Q = Ci(—)k+2 + Y;'(—l)c+2 1 (2.5¢)
k k
Ci(—)k-l—?) = Zi(—)k-l-Q' (2:5d)

A© A A© A© A©
X X \J Ry
AW A A AD A A
X X \] B
A® A® AD AD A®

A A® A AD

FiG. 2.2 — Ezemple pour i = 3 de dépendance de AY) mod €% par rapport auz coefficients
des matrices A©(¢), AV (e),..., AU=D(e) précédentes. Les fleches minces ont pour ori-
gine un coefficient qui est connu lorsque 1 = 3 el que Agi) n’a pas encore été€ calculé.
L’origine des fleches en gras désigne un coefficient a déterminer; les effets de bord de la
prise en compte d’un tel coefficient sont indiqués par les fleches en pointillés. A partir de
la deuziéeme colonne, toute matrice pointée par trois fleches est connue; les autres ne le

sont que partiellement: niveau “B” pour une matrice pointée par deux fleches, et niveau

“C” pour une matrice pointée par une seule fléche.

Remarque 2.3 Pour le i-ieme appel de la procédure LRD on doit disposer de Ag_l) et

Agi_l), et donc des coefficients Ag, A1, ..., A; de la matrice A(e) de départ. Si le minimum
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Algorithme MLR [Minimal Leading Rank]
Entrée: - une perturbation de matrice A(e) € F**".
Sortie: - les matrices flo et 1211.
- le rang dominant minimal minlr A(e).
(1) [ Initialisations ]
Aéo),Ago), . ,A&O) — A(e) mod "t et 7 « 1.
(2) [ Boucle principale |
faire
(2.1) [ Appeler la procédure LRD sur A(()Z_l) + eAgZ_l) ]
déduire r, 7, Agl), Bp, ng), P(i)(e)7 P(i)_l(e).
(2.2) [ Déterminer A(ll) ]
pour kde 1l az
déterminer A(k)k B c® i partir de (2.5).
i—k+1" Ti—k+27 ~Yi—k+3
(2.3) [ Le rang dominant minimal est atteint ]

sirtr=r
Ag A(()Z), Al Agl) et aller en (3)
sinon
(2.4) [ Ttérer ]
1t 1.
(3) [ Compression des colonnes de Ag ]

Ao+ €Ay V_l(flo + 61‘11)‘/ avec AoV échelonnée en colonnes, de rang 7.
(4) [ Retourner le résultat ]
retourner ’entier 7 et les matrices Ag et Ay.

Algorithme 2.3: Calcul du rang dominant minimal seul
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est atteint avec P(i)(e), on s’arréte et le coefficient A;41 n’a pas a étre pris en compte.
Comme la minimisation du rang dominant nécessite au plus rg Ap < n itérations, la
premiere étape de I’agorithme 2.3 (MLR) consiste & ne stocker que les coefficients de A(e)

mod €*t1,

Corollaire 2.2 [L’algorithme MLR calcule flo et 111 en utilisant au plus les g Ag + 1

premiers coefficients de A(e). Le rang dominant minimal de A(e) est 7o.

2.3 Conséquences

2.3.1 Calcul de maxval A(¢) par similitude polynomiale

L’algorithme 2.4 (MVF) et le corollaire 2.3 ci-dessous découlent immédiatement des algo-

rithmes 2.1 (LRD) et 2.2 (MLRF) et du corollaire 2.1.

Algorithme MVF [Maximal Valuation Form]
Entrée: - une perturbation de matrice A(e) € F™x".
Sortie: - une perturbation de matrice A(€) ~ A(e) et de valuation maximale v,
telle que A(e) = e ¥ A(e) soit de rang dominant minimal r et 7o = r.
- les entiers v et 7.
- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).
(1) v 0.
(2) [ Appeler la procédure LRD avec A(e) |
r o IrAe), 7 « Ir A(e), A(e) « A(e).
(3) tant que 7 < r
sit=20
Ale) « e 1 A(e).
v —v+1.
recommencer (2).
(4) [ Compression des colonnes de Ag |
A(e) + V71 A(e)V avec AgV échelonnée en colonnes, de rang r.
(5) [ Retourner le résultat |
Ale) + A(e).

retourner la matrice A(ﬁ) et les entiers v et r.

Algorithme 2.4: Calcul d’une forme réduite de valuation maximale

Corollaire 2.3 [’algorithme 2.4 (MVF) calcule au moyen d’une matrice polynomiale P(e)
inversible de degré au plus M une matrice A(e) semblable a A(e) de valuation mazimale

v, telle que A(e) = ¢V A(e) soit de rang dominant minimal, égal a .
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Une version paresseuse basée sur I’algorithme 2.3 (MLR) est également possible. A chaque
(%) (%)

fois que le rang dominant s’annule, il faut non seulement déterminer A}’ mais aussi A;’.

Sur la figure 2.2, cela se traduit par un décalage d’une colonne vers la droite.

2.3.2 Valeurs propres d’ordre O(e)

La caractérisation du rang dominant minimal proposée ci-dessous permet de déterminer
les termes de premier ordre des valeurs propres de A(e) d’ordre O(e). On la déduit fa-
cilement du lemme 2.1 et de la proposition 2.1 qui sont & la base des algorithmes de
minimisation du rang dominant vus précédemment. Elle peut étre vue comme un ana-
logue algébrique du critere d’irréductibilité d’un systeme différentiel linéaire introduit par
Moser [46, théoreme 1 page 381].

Proposition 2.2 Une perturbation de matrice A(e) € F**" est de rang dominant mini-

mal ng si et seulement si le faisceau Cy — XDy est régulier.

Preuve. On a déja montré (preuve du lemme 2.1) que si det(Cy — ADg) est non nul alors
Ir A(€) est minimal et égal & . Réciproquement, supposons que det(Cy — ADg) est nul
et, quitte a compresser les colonnes de Ag, que Ir A(e) = ng. Alors det Cy = 0 et donc

det Cyp = 0. Dans ce cas Ir A(e) n’est pas minimal (preuve de la proposition 2.1). O

Une perturbation de matrice A(¢€) de rang dominant minimal 1y admet donc det(Co—ADy)
pour polynéme quasi-Newton d’ordre O(e) et nous notons désormais 6y (A) = det(Cy —
ADg). Le lemme 1.2 permet alors de déduire du polynéme 6; () tous les termes dominants
d’ordre O(e) ainsi que le nombre de valeurs propres de A(e) d’ordre o(e).

Précisons maintenant les monémes influents d’ordre O(e¢) du polynéme caractéristique
d’une telle matrice. lls n’existent que lorsque le polynéme quasi-Newton #; () n’est pas
réduit & un monome et leur détermination requiert alors non seulement la connaissance
de #;()\) mais aussi celle du rang dominant minimal. On commence donc par explici-
ter la valeur du rang dominant minimal en fonction du polynéme caractéristique. Une

spécialisation du théoréeme 1.1 permettra ensuite de conclure.

Proposition 2.3 Soit A(e) € F**". Alors minlr A(e) = n — valp(Ae, €).

Preuve. Le coefficient de p(Ae,e) = Y7 a;(€)A"" associé & A" étant €, on a 0 <
val p(Xe, ) < n. Cet encadrement est nécessaire car minlr A(e) est par définition com-

pris entre 0 et n. Montrons maintenant que toute matrice B(e) semblable a A(e) vérifie

Ir B(e) > n — val p(Xe, €). (2.6)
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Si val B(e) < 0, c’est évident car alors Ir B(e) = +o0. Si val B(e) > 0, on suppose By

échelonnée en colonnes. La factorisation d’ordre O(e) de A(e) conduit alors a

p(Ae, €) = det(Ael — A(e))
= €"det D' () det(AD(e) — C(e)).

Comme det D(¢) = "B et puisque C'(e) — AD(¢) n’a pas de pole en ¢ = 0, nous
obtenons (2.6) en considérant la valuation des deux membres de ’égalité précédente. Par

conséquent,

minlr B(e) > n — val p(Xe, ).

Il reste a expliciter une perturbation de matrice B(€) semblable a A(e) pour laquelle il
y a égalité dans (2.6). Nous en déduirons que minlr B(€) est en particulier atteint pour
cette matrice et vaut n — val p(e, ¢€).

La construction ci-dessous est celle proposée par Moser dans [46, p. 388-389] et s’appuie
sur la forme canonique de Frobenius. Soit F(e) = Diag[Cy, (€),...,Cy(¢)] la forme de
Frobenius de A(e) dans F**". (Voir le livre de Gantmacher [24] et les théses d’Ozello [49]
et de Giesbrecht [25].) Soit v = val p(Xe, €). Soient également nj la dimension du bloc
compagnon associé au k-ieme facteur invariant fi(,€) et vy la valuation de ce facteur.
Comme n — v = 22:1(”16 — v), il suffit de transformer séparément chacun des blocs de
F(e) en une matrice Bj(e) telle que Ir Bx(€) = ni — vg. Nous supposons donc que F'(e)
n’a qu’un bloc compagnon C),(€) défini par le polynéme caractéristique p(A, €) de A(e).

Par définition, v = min{ap, +n —h : 0 < h < n} et chaque a;(€) est ainsi mutiple de

=" En particulier, le vecteur b(e) = [by(e), ... 751(6)]T défini par

a;(€) si1<i<n-—uv,
bi(e) =

_ai(e) sin—v+1<i1<n

ev—nti
a une valuation positive ou nulle. Posons P(e) = Diag[diag[e’, ¢!, ... 1], 1,_,]. En
rappelant que () désigne le i-ieme vecteur canonique et que @(e) = [an(c), ... ,al(e)]T

on transforme alors

en

B(e) = P~ (e)F(e)P(e) = [ee?) ... etV e+ ") _p(e)].

D’ot Ir B(e) < n — v et finalement Ir B(e) = n — v d’apres (2.6) . O
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Supposons #;(A) non réduit & un mondéme. D’apres le lemme 1.2 il existe donc j €
{1,...,¢} tel que v; = n; = 1. Comme n; = 1, on a de plus z;_1 = n — degf;(A).
Il reste a déterminer y;_;. L’équation (1.2) reliant I’abscisse et 'ordonnée d’un sommet
du polygone de Newton s’écrit ici y;_1 = val p(Ae, €) — n+ x;_;. D’aprés la proposition
2.3 démontrée juste avant on obtient finalement y;_; = n —deg #; (X) — 1. En appliquant
a A(e) un des deux algorithmes de minimisation du rang dominant, on est ramené au cas
ot A(e) est telle que sa matrice Cy associée est inversible. La structure de Cy donnée par
I’équation (2.3) entraine 8 (\) = (=))""" det(Cy— ADg). Comme det Cy # 0, on a de plus
en notant d = deg 6, ()

i g=n—-d, yi1=n—-d-r, rj=d—n+r (2.7a)

et
r<n—d<r.

(Voir la figure 2.3 pour une lecture de ces relations sur le polygone de Newton.) On en
déduit que §; = n — 7. Or, si un coefficient de ;(A) = det(Cy — ADg) apparait dans
det(A] — A(e)), c’est & (—1)" prés. D’aprés le théoreme 1.1 cela implique (—X)%6;(\) =
(—=1)7¢;(A) et donc

det(Cy — ADg) = (=1)"; (V). (2.7b)

D’apres (2.7) et comme det D(e) = € est un mondéme unitaire, on déduit du théoreme

1.1 le cas particulier suivant.

Corollaire 2.4 Soit A(e) € F"*™ une perturbation de matrice de rang dominant minimal
no obtenue en sortie de l’algorithme 2.2 (MLRF ). Alors les monémes influents d’ordre O(e)

associés a A(€) sont les monomes non nuls de la forme
(—I)Fcken_d_’"+k)\d_k, 0<k<d-n+r,

les coefficients c;, € K étant définis par

d—n+7
det(Co— ADo) = Y epA® ™7,
k=0

Exemple 2.3 Nous reprenons la matrice 3 X 3 A(e) de I'exemple 2.2. Son polynéme
caractéristique est

p(A, €)= A% — A2 — @A+ €



60 2. Rang dominant minimal et valuation maximale

T n—r
(&7
v
segment §; de pente 1 d—r;
Y;
T
Yi-1
n—d-—r
0
0 ro Ti-1 L n
n—d r; d—r;

Fic. 2.3 — Polygone de Newton associé a une perturbation de matrice A(e) € F**™ de rang
dominant minimal r = ng et telle que Cy est inversible. Le j-iéme segment est supposé
étre de pente 1. Le degré du polynome de Newton associé a ce segment est r; et, comme
n; = 1, celui du polynéme quasi-Newton d’ordre O(€) est d =n — z;_1 d’apreés le lemme
1.2. D’apreés le théoréme 1.1 on a A™756,(X) = (=1)"¢;(\) et la matrice A(e) posséde
r; valeurs propres d’ordre O(e) et d — r; valeurs propres d’ordre o(e€); les x;_1 valeurs
propres restantes sont d’ordre O(e®) avec B < 1. La droite portant S; a pour équation
y=v—n+z avec v = val p(Xe,€). Flle coupe donc l'aze des abscisses en x = r d’aprés

la proposition 2.3. On remarquera enfin que r <n—d <7 et quen —7=d —r;.
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En dessinant le polygone de Newton correspondant, on déduit facilement que les monémes
influents d’ordre O(e) sont —A? et €2. Le but de cet exemple est de retrouver ces monémes
influents en minimisant le rang dominant de A(e). Les différentes valeurs prises par A(e)

lors de I'exécution de ’algorithme 2.2 (MLRF) sont

1 0 1 1 110 1 1|0 110 ¢
0 0 ¢ — 0 0] ¢ — 0 0]e€ — 010 €
01 0 0 1]0 0 €|0 0jle O

La derniere de ces quatre matrices vérifie donc les conditions du corollaire 2.4 précédent.

Précisément, r =np =1, 7r =n =3 et

CO_ADOZ 0 —)\ 1

Ainsi det(Co — ADg) = A2 —1,d=2et cg=1,¢; =0 et c; = —1. D’apres le corollaire

2.4 les monémes influents d’ordre O(e) sont donc bien —A% et €. <&

Remarque 2.4 En utilisant une technique de preuve analogue a celle de la proposition
2.3 on peut montrer que maxval A(e) = M. Il n’y a donc aucun monéme influent d’ordre
O(é?) avec B < M et pour déterminer les monémes influents d’ordre O(eM) on utilisera
’algorithme 2.4 (MVF) de maximisation de la valuation. Le probleme 1.6 (REDUCTION)
est donc résolu pour les perturbations de matrices dont toutes les valeurs propres ont la

méme valuation, égale a un entier.

2.3.3 Valeurs propres de valuation entiére

Une premiere facon d’obtenir les termes dominants de toutes les valeurs propres de valua-
tion entiére consiste a diagonaliser par blocs la perturbation de matrice obtenue en sortie
de lalgorithme 2.2 (MLRF). Cela est rendu possible par la régularité du faisceau Cy — ADg
associé a une telle matrice (proposition 2.2). On obtient de plus ainsi une premiére forme
normale rationnelle pour les perturbations de matrices.

Commencons par rappeler I’existence d’une forme normale rationnelle pour les fais-
ceaux réguliers (voir par exemple le livre de Gantmacher [24, tome 2, page 25]).
Lemme 2.3 [24] Pour tout faisceau C'— XD € K[X]"*" régulier il existe deux matrices

U etV de K" inversibles telles que

Cll _ )\DH O

U(C - AD)V =
9, 22— \D22
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et
det(C11 — )\DH) =1, det(C22 — )\Dm) = det(C — )\D).

A partir d’un algorithme de Van Dooren [55], Quéré-Stuchlik propose dans [52, page 50]
un algorithme de calcul d’une telle forme diagonale par blocs ainsi que des matrices U et
V. Le deuxiéme résultat que nous rappelons est un lemme de décomposition initialement
donné par Pfliigel [50, 51] dans un contexte différentiel et adapté a notre cas algébrique
dans [32, lemme 1 page 124]: c’est une généralisation du lemme 1.1 selon laquelle toute
perturbation de faisceau régulier peut étre diagonalisée par blocs a I’aide de matrices
de séries formelles pourvu que le faisceau non perturbé soit sous une forme appropriée,
dont la forme normale vue dans le lemme précédent est un cas particulier. C’est une
généralisation du lemme 1.1 (lemme de Wasow) au cas des faisceaux de matrices.
Lemme 2.4 [32] Soit C(e) — AD(€) € F[A]"*" la perturbation d’un faisceau Cy — XDy
régulier. Si Co — ADq est de la forme

Clt - ADJ! 0

Co = ADo = 22 22
0 €22 _\D?

ou C3V = AD{Y et C2 — AD2% n'ont aucune valeur propre - finie ou infinie - en commun,
alors il existe deux perturbations de identité S(e) et T(e) dans F"*™ telles que la per-
turbation de faisceau C(e) — AD(e) = S(€)(C(€) — AD(€))T (€) soit diagonale par blocs, de
méme structure que Cy — ADg.

Ces deux lemmes permettent de diagonaliser par blocs une perturbation de matrice A(e) €
F?*™ & ’aide d’une matrice de passage dans F"*™ de la facon suivante. Partant de Af(e),
on commence par lui appliquer le lemme de décomposition de Wasow (lemme 1.1) pour

obtenir

, det 11170 #+0, Aj nilpotente.

Grace au lemme 2.3 on réduit C'(€) — AD(e) & U(C(e) — AD(¢e))V de facon a pouvoir

appliquer le lemme 2.4 a cette nouvelle perturbation de faisceau. On obtient alors

C™(e) =AD" (e) O

C(e) = AD(e) = S()U(C(€) = AD(e))VT(€) = 0 C22() — AD2(0)
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et on pose A(e) = ¢C'(¢)D~"(¢). Cette nouvelle perturbation de matrice est semblable &

A(e) En effet, on peut vérifier que

S(e)U(A(e) —ANUT'S™(e) = (/Nl(e) — Al) D(E)T_l(6)‘/_1D_1(6)U_1S_1(6) .

=T car D(¢€) = S(e)UD()VT(e)

Comme 6;(\) = det(Cy — ADy) est de degré d = n — x;_; (voir la figure 2.3) on obtient

finalement

det(CH' = ADIY) =1, det(C3? — AD2%) = 6, (\).

Par conséquent toutes les valeurs propres du bloc A (¢) sont d’ordre O(¢®) avec 0 <
B < 1, et toutes celles de A2%(€) sont d’ordre O(e?) avec 8 > 1. Les deux blocs A''(e) et
A?2(¢) sont clairement de rang dominant minimal. Mais la valuation de A??(¢) n’est pas
forcément maximale. Sa valuation maximale est supérieure ou égale & 1 car A?%(¢) n’a que
des valeurs propres de valuation au moins 1. En notant Ay(¢) = A'(¢) et en désignant
par €As(e) la matrice obtenue i partir de A*?(¢) en minimisant son rang dominant, on

obtient

€As(e)

ol 1211,0 est inversible, ou /12(6) n’a que des valeurs propres d’ordre 0(6’82) avec g €
10,1[NQ et ot A3(e) est une perturbation de matrice de F**”. De plus, la valuation de
fig(e) est maximale, égale a 0; son rang dominant est minimal, égal & 7,0 le nombre
de ses colonnes de valuation nulle; et sa matrice 6'270 associée est inversible. La matrice
/13(6) est également de rang dominant minimal mais celui-ci peut étre nul; le cas échéant,
la matrice non perturbée 121370 n’est pas forcément nilpotente. Si 1213(6) est de dimension
nulle, on s’arréte; sinon, on applique a cette matrice la transformation que I’on vient de
décrire pour A(e). Le corollaire ci-dessous précise la forme diagonale par blocs a laquelle

conduisent ces itérations.
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FTLXTL

Corollaire 2.5 Toute perturbation de matrice de est semblable a une perturbation

de matrice A(€) diagonale par blocs

€1 A1 (e€)
€2 Ay (e
Ale) = 2(9 _ , 0<vy <y <. . <y,

€t Ay (e)
telle que pour k=1,...,1
(1) la valuation de €% Ay (€) est vy € N;
(i1) soit Apg = Ay (0) est inversible, soit Ay(€) n'a que des valeurs propres de valuations
comprises strictement entre 0 et 1 ;
(7ii) la valuation de la perturbation de matrice Ay(€) est mazimale, égale a 0; son rang

dominant minimal est minimal, égal a Ny le nombre de ses colonnes de valuation

nulle; et sa matrice Crg associée est inversible.

Remarque 2.5 Une telle forme diagonale par blocs n’est bien siir pas unique. Pour en
déduire les termes dominants et les monomes influents, seules comptent les matrices non
perturbées Ayq inversibles et, le cas échéant, les perturbations linéaires Ag(e) mod €* avec

Apg nilpotente.

En appliquant le corollaire 2.4 du paragraphe précédent a chacun des blocs Ag(e) on
voit que la forme bloc-diagonale ci-dessus permet aussi de déterminer tous les monémes

(e entiery On a de plus le cas particulier suivant.

influents dont ’ordre est de la forme O
Corollaire 2.6 Toute perturbation de matrice de F™*"™ n’ayant que des valeurs propres

de valuation entiére est semblable a une perturbation de matrice A(e) diagonale par blocs

€1 Ay (e€)
€2 Ag(e
Ale) = 2(9 _ , 0<uy < <. <y,

€ Ay(e)

telle que pour k = 1,...,1 val Ap(e) = vy et les matrices constantes Ay = Ar(0) sont
inversibles, sous forme canonique de Frobenius.

Pourtant, la détermination de ces monémes influents fait appel a des matrices de
passage dont les coefficients sont des séries formelles en ¢ et non des polynémes. A ce
stade, le probleme 1.6 (REDUCTION) n’est donc pas résolu pour les valeurs propres de

valuation entiere.
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Nous allons voir au chapitre 3 suivant qu’une telle diagonalisation par blocs n’est en
fait pas nécessaire. En effet, nous y proposerons entre autres un algorithme de calcul des
mémes monomes influents a ’aide d’une matrice de passage polynomiale. Toute diagona-
lisation par blocs de la perturbation de matrice de départ, a quelque ordre que ce soit,

est évitée.






Chapitre 3

Perturbations selon les valuations

Ce chapitre étudie la possibilité pour la valuation d’une colonne d’une perturbation de
matrice A(e) € F**" d’étre la valuation d’une des valeurs propres de A(e). Les termes
dominants que ’on peut espérer lire ainsi sont donc ceux de valeurs propres de valuation

entiere exclusivement.

Nous introduisons pour cela la notion de profil de valuations: c’est le vecteur d’ordre
n des valuations des colonnes de A(e€). Partant de ce profil de valuations il est possible de
définir une famille de perturbations quasi-génériques, dites perturbations quasi-génériques
a profil de valuations fixé, pour laquelle le probleme 1.1 (TERMES-DOMINANTS) et
ses deux versions rationnelles sont résolus. C’est donc une premiere solution au probleme
1.4 (PERT -QUASI-GEN). En particulier, une perturbation quasi-générique a profil de
valuations fixé qui possede r colonnes de valuation v admet exactement r valeurs propres

de valuation v.

Nous proposons ensuite la définition d’une forme réduite par rapport a la famille
des perturbations quasi-génériques a profil de valuations fixé, appelée forme v-réduite
(“réduite au sens des valuations de colonnes”). Apres une étude des invariants matri-
ciels qui sont a la base de cette définition, nous caractérisons une forme v-réduite de
deux maniéres. Selon la premiere, une forme v-réduite est une perturbation de matrice
de profil de valuations maximal sur son orbite. Les invariants matriciels qui la définissent
apparaissent ainsi comme des nombres minimaux de colonnes d’une valuation donnée. On
parlera alors d’indices minimaux en valuation. Cette premiére caractérisation conduira de
plus & un algorithme de réduction qui généralise la minimisation du rang dominant vue
au chapitre précédent. Cependant, elle ne permet pas de décider si une perturbation de

matrice est v-réduite sans la connaissance de son polynéme caractéristique. La deuxieme

67
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caractérisation proposée résout ce probleme en montrant que le calcul de quelques po-
lynémes quasi-Newton d’ordre entier suffit. Elle conduit aussi, et surtout, a la résolution
du probleme 1.5 (FORME - REDUITE). Grace a 'algorithme issu de la premiére ca-
ractérisation, le probleme 1.6 (REDUCTION) est également résolu. Enfin, le probleme
1.1 (TERMES-DOMINANTS) est résolu pour toute perturbation de matrice A(e) qui
est v-réduite et n’a que des valeurs propres de valuation entiere.

Avant de conclure, une caractérisation a I’aide du polygone de Newton est proposée a
la fois pour les perturbations quasi-génériques a profil de valuations fixé et pour la forme
v-réduite, qui s’inspire des travaux de Moro, Burke et Overton [45].

Enfin, nous terminons ce chapitre en retrouvant les deux formes diagonales par blocs
du chapitre précédent. On peut désormais parler de forme normale rationnelle associée a
la famille des perturbations quasi-génériques a profil de valuations fixé et donc solution
du probleme 1.7 (FORME - NORM ALFE). En particulier, la seconde forme normale est

une perturbation quasi-générique a profil de valuations fixé diagonale par blocs.

La factorisation qui sera utilisée tout au long de ce chapitre est définie par
Ae) = €Ci(e) D7 (e),  Dy(e) = diag [emax(Oivalar(e)] = 4 e N (3.1)

ou aj(€) désigne la k-ieme colonne de A(e). Le k-ieme élément diagonal de D;(e) vaut

donc Ei—valak(e)

lorsque val ax(€) < 7, et 1 sinon. De plus, la k-ieme colonne de la matrice
constante Cjg est nulle si et seulement si valay(€) > 7; le cas échéant, sa j-iéme composante
est le coefficient de a;i(€) d’ordre val ay(e).

Exemple 3.1 Soient

1 0 5 7t
0 3¢2 0 8¢t )
Ale) = et =3
2 0 6 0
0 4¢¢ 0 9¢
Alors D3(e) = diag[e3,¢,1,1] et donc
1 0 5 Te 10 5 0
0 3 0 B8e 0 3 0 0
03(6) = et Cs0— AD3g =
2 0 6 0 2 0 6-X 0
0 4 0 9e 0 4 0 -
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Lorsque 7 est fixé, une telle factorisation s’obtient & partir de la définition 1.6 en posant
a=1,b=1et L(e) = I. Lorsque ¢ = 1, on retrouve la factorisation d’ordre O(¢) du

chapitre précédent.

3.1 Profil de valuations d’une perturbation de matrice

Soit A(e) € F™*". En considérant chacune de ses colonnes comme un vecteur de F™, la
matrice A(e€) se réécrit A(e) = [ar(e)].

Définition 3.1 Soit A(e) € F™*™ une perturbation de matrice. On appelle profil de
valuations de A(e) le vecteur de n entiers vp A(e) = [valay(€)]. On associe a A(e) la
matrice de téte de ses valuations A € K"™*" définie par A(e)e="PA() = A+ O(e).
Cette définition est ’analogue pour les perturbations de matrices de celle donnée dans le
livre de Wolovich [62, p.27] pour les degrés en colonnes et la matrice de téte des degrés en
colonne d’une matrice polynomiale. Ici on ne se place pas a I'infini mais au voisinage de
€ = 0; de plus on n’opere pas sur A(e) par équivalence comme dans le cas, par exemple, de
la mise sous forme colonne-réduite d’une matrice polynomiale, mais par similitude. (Voir
aussi le livre de Kailath [35, §6.5.3].)

Remarque 3.1 Les profils de valuations étant des vecteurs de m entiers, on peut les
comparer selon l'ordre lexicographique. Nous reviendrons sur ce point a la section 3.5.1.
Les colonnes de A(e) seront désormais supposées rangées par ordre de valuations crois-
santes. Cette hypothéese se fait sans perte de généralité car il suffit de permuter simul-

tanément certaines colonnes et certaines lignes de la matrice considérée. Soient

v < v < .. < Y (3.2a)
les ¢ valeurs distinctes du profil de valuations de A(e) et ry,7ry,...,r, leurs multiplicités
respectives. Pour j = 1,..., ¢ la matrice A(e) possede donc r; colonnes de valuation v;

et la famille des r; forme une partition entiere de n. En effet,
Mmtret...+r,=n (3.2b)

On peut alors identifier le profil de valuations de A(e) au vecteur des ¢ couples (r;, v;) €

N* x N. Nous notons donc également

vp A(e) = [(r1,v1), (T2, v2), ..., (g, v4)]. (3.2¢)

Dans la suite de ce chapitre, les colonnes de toute perturbation de matrice seront supposées

rangées par ordre de valuations croissantes.
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3.2 Perturbations quasi-génériques a profil de valuations

fixé

Sous I’hypothese précédente, les notions de profil de valuations et de matrice de téte des
valuations conduisent a définir des conditions de régularité génériquement satisfaites et
donc a proposer une nouvelle famille de perturbations quasi-génériques, dites perturba-

tions quasi-génériques a profil de valuations fixé.

Définition 3.2 Soit A(e) € F**" une perturbation de matrice de profil de valuations

[(rj, Uj)]1<]‘<q- Pour j =1,...,q on appelle j-iéme sous-matrice influente associée a
A(e) la sous-matrice principale de A d’ordre r'; = 521 r; notée L;. On appelle j-iéme

condition de régularité associée a A(e€) la condition “A; #0” ou A; =det L;.
Puisque 7, = n, la g-ieme sous-matrice influente I, est en fait la matrice de téte A des
valuations de A(e). Par ailleurs, dés que j > 2 la matrice L;_; occupe le “coin supérieur
gauche” de L;.

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat dont la conséquence principale est la

suivante: lorsque les conditions de régularité sont satisfaites, les termes dominants des
valeurs propres de A(e) sont entierement définis par son profil de valuations et ses sous-
matrices influentes.
Théoréme 3.1 Soit A(e) € F**" une perturbation de matrice de profil de valuations
[(rj’vj)]ISjSQ' Soient j € {1,...,q} et E/; = Diag [Or;_lvlr]]- Supposons que A; # 0.
Supposons de plus que A;_y # 0 lorsque j > 2. Alors la matrice A(e) posséde r; valeurs
propres de la forme

)\f(e) :,u?e“ﬂ +o(e"), k=1,...,r;,

ot les ,u;? sont les r; racines du polynome det(L; — AE;).

Preuve. Soit j € {1, ..., ¢} fixé. Considérons la factorisation d’ordre O(e") de A(€) définie
par (3.1). Les colonnes ax(e) de A(e) = [aq(€),...,a,(€)] étant supposées rangées par

valuations croissantes, on a

C’UJO = [0’11)17"' @ 0,... 70] et DUJO :Dlag [OT’;_17ITL—T‘;_1]'

r; RV
Par conséquent, det(Cl,0 — ADy0) = (—)\)n_T§ det(L; — AE;). Comme A; # 0, le faisceau
Cy,0 = AD,, ¢ est régulier et on peut appliquer le lemme 1.2 avec a = v;, b= 1 et L(e) = I.
De plus, si j = 1 alors Fy = I, et det(L; — AFE}) est de degré rq. Si j > 2, ’hypothese
selon laquelle A;_y # 0 entraine que det(L; — AE;) est de degré r;. Dans les deux cas, les

r; racines de det(L; — AE;) dans K sont toutes non nulles car A; # 0. O
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Les conditions de régularité “A; # 0” étant génériquement satisfaites, le théoreme précédent

permet de définir une nouvelle famille de perturbations de matrices quasi-génériques et

donc d’apporter une premiere réponse au probleme 1.4 (PERT - QUASIT - GEN).

Définition 3.3 Une perturbation de matrice A(e) € F"*™ est appelée perturbation

quasi-générique a profil de valuations fixé lorsque toutes les conditions de régularité

définies a partir de son profil de valuations sont satisfaites. On notera VP l'ensemble de

ces matrices.

Exemple 3.2 Considérons une matrice A(e) de VP de dimension 6 et de profil de valua-

tions [0,0,1,1,1,3] =[(2,0), (3,1), (1, 3)]. Elle s’écrit A(e) =

> > P> 34
> > P> 34
o o o o o o

&

&

o O o o o O
o O o o o O
o O o o o O

X X X X X X

X X X X X X

> > >

> > >

> > > >
o o o o o o

&

%

[ )

&

€+

e +O(eh).

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
SO oo O

Les termes dominants des valeurs propres de A(e) ne dépendent que des O, &, { et non

des éléments désignés par X ni des termes d’ordre supérieur & 3. Plus précisément, n = 6,

q:3,7’/1:2,r/2:57ré:6et

L=V
o Q
(O Ol & &
VIRV PP QP
R
A MDA
XXX
VERVER S AR
VEEVIP QP S R
'R EEIE
"W XX
WX EIE
IR
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Comme A(e) € VP les O, &, & sont tels que les matrices Ly, Ly et Lg sont inversibles.
Les polynémes det(L; — Alz), det(Ly — AE2) et det(Ls — AFE3) n’ont donc pas de racine
nulle et ont pour degrés respectifs 2, 3 et 1. Soient ul, u?, ud, u3, p3 et pl leurs racines.

D’apres le théoreme 3.1 la matrice A(e) admet deux valeurs propres d’ordre O(1), trois

d’ordre O(€) et une d’ordre O(€?):
M) =i +o(1), Mle)=pi+o(l),

Ay(e) = phe+0(), A3(6) = ude+ole), X3(e) = e +o(e),
A(0) = #3¢ + ofc?).
&

On voit sur I’exemple précédent que les éléments désignés par x ne participent pas a la
définition des termes dominants des valeurs propres de A(e). [.’ensemble VP est donc un

sous-ensemble de ’ensemble des perturbations génériques.

Exemple 3.3 Reprenons I'exemple 3.1 du début. On vérifie facilement que A(e) € VP.
En effet Ay =1 et

10
10
Ag:det[ ]:3, Ag:det 0 3 = 20.
0 3
2 0

o O O Ot

0 7
3 8
0 0
4 9

S NS =

Cette perturbation de matrice A(€) est bien sir non générique (presque un élément sur

deux est nul) et pourtant toutes ses conditions de régularité sont satisfaites. <

On pourra aussi remarquer que l'indice de ramification d’une valeur propre d’un élément

de VP n’est pas nécessairement égal a 1. En effet,

1 ¢

Ale) = evy

et pourtant ses valeurs propres sont de la forme 1 + €!/2 4 0(61/2) et donc d’indice de
ramification 2. Mais si les r; racines de det(L; — AE;) sont deux a deux distinctes, les n
valeurs propres se développent en n séries formelles deux a deux distinctes et donc d’indice
de ramification 1. Ces séries se distinguent soit par des exposants dominants différents,
soit, pour un méme exposant dominant, par des coefficients dominants différents. C’est

en particulier le cas des perturbations génériques a profil de valuations fixé.
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Enfin, avec les mémes notations que dans le théoréme 3.1 on obtient immédiatement les
solutions suivantes aux problemes 1.2 (POLY -NEWTON )et 1.3 (MON-INFLUENTS)

respectivement.

Corollaire 3.1 Le polygone de Newton associé a une perturbation quasi-générique a profil
de valuations fizé égal a [(r;, vj)]1<].<q est formé de r; segments de pente v; et de longueur

1,7=1,...,q. Le j-iéme polynome de Newton est ¢;(\) = (—1)r§ det(L; — AE;).

Corollaire 3.2 Les mondmes influents du polynéme caractéristique d’une perturbation

quasi-générique a profil de valuations fixé égal a [(r;,v;)] sont les monomes non

1<j<q
nuls de la forme

rl r* kv yn—r'  —k .
(=) o¢jpe a1 TN TR D k=0, 1, Li=1,...,q,

avec 1} = 23:1 rin; et det(L; — AE;) = Y00 A7k,

D’apres le théoreme 3.1 les conditions de régularité de la définition 3.2 constituent des
conditions suffisantes sur la matrice A(e) pour qu’elle n’ait que des valeurs propres de
valuation entiere. Elles ne sont bien sir pas nécessaires. De plus, toute perturbation de
matrice n’est pas semblable a une perturbation quasi-générique a profil de valuations fixé.

F2%2 dont les deux valeurs

C’est par exemple le cas d’une perturbation de matrice de
propres sont d’ordre 0(6%). (Voir par exemple la matrice de I’exemple 1.2 au chapitre 1.)
D’otu la question suivante: existe-t-il une forme matricielle a laquelle toute perturbation de
matrice A(e) puisse étre réduite par similitude et telle que tout exposant dominant entier
d’une valeur propre de A(e) soit la valuation d’un certain nombre de ses colonnes? C’est
pour répondre a cette question que nous introduisons les notions d’indices minimaux en

valuation (paragraphe 3.3) et de forme v-réduite (paragraphe 3.4).

3.3 Indices minimaux en valuation

Rappelons que p(, €) = Y 7_, ap(€)A\"~* désigne le polynome caractéristique de A(e) et

que oy, = val ag(€) pour k = 0,...,n. On étudie dans ce paragraphe la suite (J;);cy définie
par

0 = 2s; — Sit1 — Si—1, S = Valpi()‘v 6) ) pi()‘v 6) = p()\6i7 6)' (33)
Comme s; = min{i(n — k) + ax : 0 < k < n}, on a sy = —n. De plus, les s; forment

une suite croissante et les s;;11 — s; une suite décroissante. (Cette propriété apparait déja
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dans [6, page 169].) Par conséquent, les ¢; sont tous positifs ou nuls. En rappelant que les
n exposants dominants des valeurs propres de A(e) vérifient 0 < M < 1 < B < ... <
Brn < N avec M = |B1]| et N = [f,], nous avons de plus la propriété suivante.

Propriété 3.1 s, =in Vi <M, s; = a, Yi > N, sprp1 < (M + 1)n et sny_1 < o,

Preuve. Les exposants dominants 3;; des solutions de p;(A, €) = 0 vérifient 5;; = 5, — ¢
pour 1 < j < n.Sii< M alors ;; > 0. La valuation s; de p;(A, €) est donc atteinte en
A" et vaut in. Pour i > N, les 3;; sont tous négatifs ou nuls et s; est atteinte en a,(e), le
coefficient de p; (A, €) indépendant de A. Ainsi s; = a,,. D’autre part, spr41 < (M +1)n et,
s’il y a égalité, c’est-a-dire si min{(M+1)n—k+ay : 0 < k < n} est atteint en particulier
pour k = 0, alors tous les Bar41,; sont positifs ou nuls, ce qui contredit la définition de

M. Le méme raisonnement est valable pour sy_1, qui conduit & contredire la définition

de N. O

Les propriétés (a), (b), (c) ci-dessous montrent que la suite (&;);.y est nulle presque
partout et qu’elle définit une partition entiere de n. Nous nous servirons des propriétés
(d) et (e) pour démontrer le théoreme 3.2. La propriété (e) sera également utilisée a
plusieurs reprises aux paragraphes 3.5 et 3.7.
Propriété 3.2

(a) & € N pour tout i € N;

(b) & =0 pour tout i € N\{M, ... ,N}, dpr #0 et dn #0;

(d) Yilaribi = o

(e) Soit j € N. Alors Zf;]&(] —1)6; = jn —s;.

Preuve. La décroissance de la suite des s;y1 — s; implique (a), et (b) est une conséquence
directe de la propriété 3.1. De plus, Ef\iM 28;—8;41—8;—1 seréduit & spr—sSpr—1+SN—SN+1
car tous les s; intermédiaires s’éliminent. En réappliquant la propriété 3.1 on trouve alors
(c). Pour obtenir (d) et (e), il suffit d’observer que l'identité —(i — 1) +2i — (i+1) =0

permet de simplifier les sommes. En effet, Zf\iM 18; se réduit a
M(QSM — 5M—1) — (M + 1)8M + N(QSN — 5N+1) — (N — 1)8]\7,
et EZ;J}/I(] — 1)d; se réduit a

(J—M)(2sm — sm—1) — (J — M — 1)spr — 5.
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D’apres la propriété 3.1 ces expressions valent respectivement a, et jn —s;. O

Définition 3.4 On appelle indices minimaux en valuation de A(e) les §; non nuls.

Exemple 3.4 Considérons la matrice de dimension n = 4

0 0 € 0

0 ¢ 0 0
A =] ¢

10 0 0

0 0 0 ¢

Son polynéme caractéristique est p(A, €) = (A? — €)(A — €2)(\ — €°). Par conséquent, ses

3 3
valeurs propres sont €2, —e€2, 62, € et on a

3

De plus, le calcul des premieres valeurs des suites (s;);cy et (8;);cpy donne

ilo [1] 23 4 [5] 6 7
s |0 4 7 89 10 10 10
101200 1 0 0

ou les valeurs encadrées sont celles de M et IV et ou les pointillés indiquent que s; = s7 et
§; = 87 pour tout ¢ > 7. Les indices minimaux en valuation de la matrice A(e) sont donc

61 =1, 69 = 2 et 65 = 1. lls forment la partition entiere 14+ 2+ 1 = 4 de sa dimension. <

3.4 La forme v-réduite

Définition 3.5 Une perturbation de matrice A(c) € F**" de profil de valuations [(r;,v;)], <,

est v-réduite sir; =4, pour j=1,...,q.
Théoréme 3.2 Toute perturbation de matrice n x n est semblable a une forme v-réduite.

Preuve. Soit F(¢) = Diag[CY, (€),...,C ()] la forme de Frobenius de A(e). Soit (5z(k))ieN

la suite associée au k-ieme facteur invariant fi(A,€), définie a partir de (3.3). Comme
p(A,€) = fi(A €)...fi(A, €) nous pouvons décomposer chaque &; en §; = 52(1) + ...+ 52(1).
La réduction de A(e) a une forme v-réduite se ramene donc a la réduction a une telle
forme de chacun des blocs de sa forme de Frobenius. Nous pouvons donc supposer que
F(e) n’a qu’un bloc compagnon C),(€) défini par le polynéme caractéristique p(A,€) =

S ar(e)A" ™k de A(e).
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Explicitons maintenant une matrice de passage P(¢) telle que P(¢)™! F(€)P(e) est v-
réduite. Soit ¢ le nombre des §; non nuls. Si les indices 7 correspondants sont désignés
par v; < vg < ... < v, on a alors d’apres le paragraphe précédent vi = M, vy = N et
v, + ...+ 8y, = n. 1l sagit donc de trouver une matrice P(e) telle que P(e)~'F(e) P(e)
posseéde d,, colonnes de valuation v;. Pour cela, une matrice diagonale de monémes en €

suffit, dont I’effet sur
Fle)=1e?,... ™ —a(e)], a(e) =[anle),...,a1()]",

est le suivant. Les 5Uq premiers el sont transformés en 6“‘16(2), les 5%_ suivants en

1
¢va-1e(?) et ainsi de suite jusqu’aux dy, — 1 derniers. Il restera & montrer que la derniere
colonne de la matrice ainsi obtenue est de valuation v;.

Puisque seuls les &, sont non nuls, on a 4, = Sl i =0 + ...+ 6y et & =
E;J]:M i6; = v10y, + ...+ v;0,; et donc également 52] = 573]_1 + 8y, et 53] = 55]_1 + v; 0y,
Posons alors P(€) = Diag[F,(¢), ..., Pi(¢)] avec, pour 1 < j < ¢, Pj(¢) de dimension 4,
définie par

P (6) = diag [65:} e 62,UJ+5:]—1 ’ €UJ+5:J_1].

Il est clair que P(e) transforme les n—1 premiéres colonnes de F'(€) comme on le souhaite.
Examinons maintenant la derniere colonne. Partitionnée conformément a la structure par

blocs de P(e), elle s’écrit
—a(e) = —[ay(e), ..., a1 ()],
otl, pour 1 < j < g, le vecteur a;(¢) est d’ordre 4, et vérifie
(01"

Par conséquent, la derniere colonne —b(¢) de la matrice P(€)~! F(¢) P(e) est telle que pour

1<j<qet1<k<d,

a;(c) =las (€),... a1, (€),a14s,
J 31 g—1

bk+51/}]_1 (6) = ak+51/}]_1 (6)/6YJk , ij = 5;]_1 + k?}j — V1.

Montrons d’abord que ces composantes sont de valuation au moins v;. Comme €% divise

. L . / AT
Pu, (A, €), 0n a sy > Xjp avec X = 5,, —vj(n—Fk — 5%_1). En réécrivant la somme

&;._, on voit que Xz = Yj + v1, ou encore &) = s, —v;(n— 4, ). En effet,
5:;_1 =00y, +...+ 5%_1) + (v1 — )8y, + ...+ (vjo1 — v]-)&j_l
v;—1
I .
= vjcsvj_l — Z (vj —i)d; car les seuls &; non nuls sont &,,,...,4,,
=M

= v]-(%]_l —vjn+s,, dapres la propriété 3.2(e).
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Montrons enfin que la valuation de la premiere composante —b, (¢) de —b(¢) est exactement
vy. Puisque P(e)~'F(e)P(e) est semblable & A(e) et a la méme structure qu’un bloc

compagnon, le coefficient de p(A, €) = det(A] — A(€)) qui ne dépend pas de A vérifie

(Ln(6) _ (_1)n€Uq5/uq+...+'U25y2 +v1 (8v; _1)bn(6) )

Dot val by (€) = vi + an, — &7 et donc val by, (e) = vy d’apres la propriété 3.2(d). O

VU

Exemple 3.5 Reprenons I'exemple 3.4. Le profil de valuations de A(e) est [0,2,3,5] =
[(1,0),(1,2),(1,3),(1,5)]. Mais r; =1 # §y = 0 et cette matrice n’est pas v-réduite. Elle

est cependant semblable a, par exemple,

0 0 ¢€ 0
_ 0 € 0 0
A= °

e 0 0 0

0 0 0 ¢

dont le profil de valuations est [1,2,2,5]=[(1,1), (2,2), (1,5)]. En observant que 7; = 1,

Y
Py = 8y et 73 = &5 on conclut que la matrice A(e) est une forme v-réduite de A(e). <

La forme v-réduite n’est bien siir pas unique. Sur I’exemple 3.5 précédent, il suffit d’ajouter
a la premiere colonne de A(¢) sa deuxieme colonne et de soustraire ensuite la premiére

ligne de la deuxieme ligne pour obtenir la matrice

0 0 € o0
L T = |
e 0 0 0
00 0 ¢

Son profil de valuations étant celui de A(e), c’est une autre forme v-réduite pour A(e).

3.5 Deux caractérisations

On propose dans cette partie deux caractérisations d’une forme v-réduite. La premiere
justifie expression “indices minimaux en valuation” et la seconde permet de décider si
une perturbation de matrice est v-réduite en utilisant seulement un nombre fini de ces

coeflicients.
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Pour k£ € N, on note 7; le nombre de colonnes de A(e) de valuation k. D’apres la

factorisation d’ordre O(¢') de A(e) définie par (3.1) on a en particulier
det D;(¢) = Zimo(i=k)me. (3.4)

Cette égalité sera utilisée pour chacune des deux caractérisations ci-dessous, tout comme

la propriété suivante qui permet de borner les §; & partir du profil de valuations de A(e).

Propriété 3.3 Soit A(e) € F"*™ une perturbation de matrice de profil de valuations
[(rj,vj)]1<j<q. Pour j € {1,...,q} fizé on suppose que r, = 6,,, k=1,...,7— 1. Alors
8; = 0 pour tout i < v; tel que i & {vy,va,...,vj_1}. De plusrj >4, .

Preuve. Soit i < v; tel que i & {v1,vy,...,v;_1}. La factorisation d’ordre O(e'T!) de A(e)
définie par (3.1) conduit a

pir1 (A, €) = D det DY (€) det(ADiy1 (€) — Cia (€)).

D’apres (3.4) et comme val (C41(€) — AD;4+1(€)) > 0 on obtient pour la valuation de

pit+1(A, €) la minoration

7

sipr > (i+1)n—> (i—k+1)m (3.5)
k=0
c’est-a-dire -
m > (i Dn—sip =Y (i—k+ D
k=0

D’apres la propriété 3.2(e) cela s’écrit

i—1 i—1
7 > o; + Z(i—k+1)5k—2(i—k+1)nk.
k=M k=0

Par hypothese et comme k£ < ¢ —1 < v;, les 1, de la deuxieme somme dans le membre de
droite sont soit nuls soit égaux a d,,; ils s’éliminent donc avec les termes correspondants
dans la premiere sommme. Tous les §;, restants étant positifs ou nuls (propriété 3.2(a))

on a finalement 7; > &;. Le profil de valuations de A(e) permet de conclure. OJ

3.5.1 Profil de valuations maximal

Partant d’une perturbation de matrice A(e) € F**" de profil de valuations [(r;, v))], <;<,

et d’un entier naturel k, désignons par O (A(e)) 'ensemble des perturbations de matrices

A(e€) semblables 3 A(e) telles que 7 = m pour [ = 0,. .., k, c’est-a-dire dont les nombres
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de colonnes de valuation au plus k coincident avec ceux de A(e). En notant O_;(A(e))

I’ensemble des perturbations de matrices semblables & A(e), on a alors les inclusions
O(A(©)) > O-1(A(€) > Op(A(©)) D OLA(©) D - 3 Oy (A() = Oupy (A(E)) = ... .

En particulier, des que 7 > vy, O;(A(e)) est Pensemble des perturbations de matrices
de méme profil de valuations que A(e). D’autre part, pour j € {1,...,q} ’ensemble
Oy, -1(A(€)) est formé de toutes les perturbations de matrices semblables & A(e) dont les
nombres de colonnes de valuation inférieure a v; sont les mémes que pour A(e). Lorsque
Jj =1, Oy —1(A(€)) est donc 'ensemble des perturbations de matrices semblables a A(e)
de valuation au moins vy = val A(e).

Le lemme 3.1 ci-dessous est a la base d’une premiere caractérisation d’une forme
v-réduite. Il justifie de plus I'expression “indices minimaux en valuation” introduite au
paragraphe 3.3 en exprimant que §,, est le nombre minimal de colonnes de A(e) de
valuation vy dans O,,_1(A(e)), puis que §,, est le nombre minimal de ses colonnes de

valuation vy dans O,,_1(A(e)) etc.

Lemme 3.1 Soit A(e) € F"*" une perturbation de matrice de profil de valuations [(rj, vj)], <<,
Pour j € {1,...,q} fizé supposons que ri, = &, , k = 1,...,5— 1. Alors r; = §,, si et

seulement si r; est minimal dans O, _1(A(e)).

Preuve. Nous montrons d’abord que si r; = 7,, n’est pas minimal dans O,,_1(A(¢)) alors
rj > 0,,. Soit Ale) € O,,-1(A(€)) telle que 7,, < 71,,. En appliquant (3.5) & Ale) avec

© = v; on obtient

J—1 i—1
Sut 2 (U + Dn =Y (v = vp + 1)y, = 7, > (v + 1= > (v; = vp + 18y, = 7
D’ou
-1
Mo, > (Vj + 1)1 — 54,41 — Z(’Uj —vp+1)4,,

k=1

v;—1 j=1

> by, + Z —141)é Z(vj — v+ 1)d,, d’apres la propriété 3.2(e),
k=1

et finalement r; = 7, > &,, car les §; sont positifs ou nuls (propriété 3.2(a)). Réciproquement,
supposons que r; est minimal dans O,,_;(A(€)) et montrons qu’alors r; = 4, . D’apres
la propriété 3.3 §; = 0 pour tout 7 < v; tel que ¢ & {vq,v2,...,v;_1}. Par ailleurs les
R

_, sont tous non nuls car égaux, par hypothese, a des nombres de colonnes
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de A(e). Ce sont donc les j — 1 premiers indices minimaux en valuation de A(e). Si A(e)
désigne une forme v-réduite de A(e) (théoreme 3.2) on a donc A(e) € O,,-1(A(e)) et en
particulier 7, = &,, > r;. Comme r; > &, (propriété 3.3) on obtient r; =4, . O

Rappelons que les colonnes de A(e) ont été supposées rangées par ordre de valuations
croissantes. Par conséquent, la minimisation du nombre des colonnes de plus petite va-
luation introduit en général des colonnes de valuation supérieure, faisant ainsi croitre le
profil de valuations par rapport a lordre lexicographique (voir la remarque 3.1 en début
de chapitre). En répétant ce procédé avec des colonnes de valuations de plus en plus
grandes, on finit par maximiser le profil de valuations dans orbite de A(e). En effet,
Brn < 400 désignant le plus grand exposant dominant pour les valeurs propres de Af(e)
supposée inversible, on a vp A(€) < [Bn, ..., B,] pour tout A(e) € O(A(e)) et 'ensemble
des profils de valuations des matrices semblables a A(e) admet un unique maximum.
Théoréme 3.3 Soit A(e) € F**™ une perturbation de matrice. Les deux propositions
suivantes sont équivalentes:
(i) Ale) est v-réduite.

(ii) Le profil de valuations de A(e) est mazimal dans O(A(€)) au sens lexicographique.
Preuve. On applique le lemme 3.1 successivement pour j =1,2,...,q.

Exemple 3.6 Reprenons les exemples 3.4 et 3.5 en introduisant une autre matrice, notée

A(e), semblable & A(e) et A(e):

0 0 & 0 0 0 0 ¢ 0 € 0

0 ¢ 0 0 . 0 e 0 O - 0 ¢ 0 0
Ale) = ~ Ale) = ) ~ Ae) =

1 0 0 0 0 0 ¢ 0 e 0 0 0

0 0 0 ¢ e 0 0 0 0 0 0 ¢

Leurs profils de valuations respectifs vérifient
[07 27 37 5] < [17 17 27 6] < [17 27 27 5].
On déduit alors du théoreme 3.3 que ni A(€) ni A(e) ne sont v-réduites. Si I’on sait de

plus que 8; = 1, 63 = 2 et 65 = 1 on en déduit que A(e) est v-réduite. Ainsi son profil de
valuations [1,2,2, 5] est le profil de valuations maximal dans O(A(e)). <

Cette premiere caractérisation a pour intérét principal de suggérer une méthode de calcul
d’une forme v-réduite d’une perturbation de matrice A(€) quelconque. Elle consiste & mi-

nimiser successivement par similitude des nombres de colonnes de valuations croissantes.
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Nous proposerons au paragraphe 3.6 des algorithmes correspondants, qui généralisent les
algorithmes de minimisation du rang dominant et de maximisation de la valuation étudiés
au chapitre 2.

Cependant une telle caractérisation ne permet pas de décider si A(e) est v-réduite
ou non sans recourir aux valeurs de la suite (&;);o qui est définie a partir du polynéme
caractéristique de A(e). C’est pourquoi nous présentons au paragraphe suivant une seconde

caractérisation, basée sur la seule connaissance d’un nombre fini de coefficients de A(e).

3.5.2 Polynomes quasi-Newton d’ordre entier

Pour 7 € N; soit
@i(A, €) = det(Ci(€) — AD;(e)).

Lorsque ¢;(X,0) = det(Ciop — ADjg) est non identiquement nul, c’est un polynéme quasi-
Newton 6;(\) d’ordre O(e') associé a A(e). D’apres la définition de D;(e) les polynémes
©i(A, €) et ©;(X,0) dépendent du profil de valuations de A(e). Ce ne sont donc pas des
invariants de A(e), contrairement a p;(A, €). Cependant ¢;(), 0) ne peut prendre que deux
valeurs, zéro ou 6; () qui est non nul par définition. Puisque ¢; (A, 0) est nul si et seulement
si la valuation de @;(A, €) est positive, explicitons val ¢;(], €) en fonction du profil de
valuations et du polynéme caractéristique de A(e). En remplagant cette matrice par sa

factorisation d’ordre O(€') dans la définition de p;(), €), on trouve
i\, €) = (=1) " det D ()pi(\, €)

et donc d’apres (3.4)

val p; (A €) = s; —in + Z(z — k)n. (3.6)

De la méme facon qu’on avait obtenu au chapitre 2 un polynéome quasi-Newton d’ordre
O(e) en ne considérant que vy = 0, on s’intéresse désormais aux polynomes ¢, 41(A,0)
pour 7 = 1,...,q afin de caractériser une forme v-réduite a I’aide de polynémes quasi-
Newton d’ordre O(e*st1).

Lemme 3.2 Soit A(e) € F"*" une perturbation de matrice de profil de valuations [(rj, vj)], <<,
Pour j € {1,...,q} fizé, supposons que r, = &y, k =1,...,5 — 1. Alorsr; = &, si et

seulement si @, 11(A,0) # 0.
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Preuve. Le polynéme ¢, 41(A,0) est non nul si et seulement si val ¢, 11(A, €) = 0. C'est-
a-dire, par hypothese et d’apres (3.6),

j—1

r;=(v;+1)n— Sy, 41 — Z(vj —vg +1)d,,.
k=1

v

Montrons que le membre de droite vaut 6,,. On a (v; +1)n— sy, 41 = > .25, (v; — 1+ 1)

d’apres la propriété 3.2(e). En appliquant la propriété 3.3 cette somme se réduit a 4, +
f;ll(vj — vg + 1)4,,, ce qui permet de conclure. O

Théoréme 3.4 Soit A(e) € F**" une perturbation de matrice de profil de valuations

[(rj, Uj)]1<]‘<q- Les deux propositions suivantes sont équivalentes:
(i) A(e) est v-réduite.
(i) @ +1(A,0) #0,. .. @p41(A,0) #0.

Preuve. On applique le lemme 3.2 successivement pour j =1,2,...,q. O

Remarque 3.2 Si A(e) est v-réduite alors sa derniere condition de régularité “A, # 0”
est toujours vérifiée car ¢, 41(,0) = A,.
Exemple 3.7 Calculons quelques polynémes ¢;(A,0) associés a chacune des trois ma-

trices A(e), A(¢), A(e) de Pexemple 3.6 précédent.

Pour A(e), on a v; = 0 donc le premier polynome a calculer est (X, 0). Or

et on retrouve le fait que A(€) n’est pas v-réduite d’apres le théoreme 3.4. En particulier
le lemme 3.2 nous indique que r; = 1, le nombre de colonnes de A(e) de valuation v; =0,
n’est pas minimal dans Og(A(¢)). En effet, A(e) est semblable & A(e) de valuation %, = 1.
Calculons alors ¢5(A,0). On a

0ol o ow
@2()\, 0) = det ! 0 0 =0
0l1-x o0
1 0] 0 —A‘
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Par conséquent, A(€) n’est pas v-réduite car © = 2 n’est pas minimal dans Og(A(e)),
I’ensemble des matrices de valuation au moins 1 semblables 3 A(e). Enfin, A(e) est telle
que 01 = 1, 03 = 2 et 93 = 5. Calculons les trois polynémes associés @2(A, 0), @3(A,0) et

956()‘70)'

o] o 1 o]
1—X 0 0
@2(),0) = det —A\(1- ),
0 —XA 0
ol 0 0 -
00 1] o0 0010
01 0|0 0100
;93()\,0) = det = )\, 356()\70) = det = —1,
100/ 0 1000
0 0 0\—,\J 000 1

et on déduit du théoreme 3.4 que A(e) est v-réduite. ©

Cette seconde caractérisation est plus effective que la premiére dans la mesure ou elle
n’impose pas de connaitre le polynoéme caractéristique de A(e) mais utilise seulement
A(e) mod e¥st!. Elle généralise de plus la caractérisation de Moser [46] vue au chapitre
précédent: la proposition 2.2 correspond en effet a la minimisation du nombre de colonnes
de A(e) de valuation vy = 0.

Quant aux polynémes quasi-Newton ¢,,4+1(A,0),...,¢y41(A,0) du théoreme 3.4 ils
indiquent d’apres le lemme 1.2 les termes dominants de toutes les valeurs propres dont la
valuation est 'un des v; 4+ 1. Sur Pexemple précédent, on déduit de @z(A,0) = A(1— A)
que A(e) posséde une seule valeur propre d’ordre O(e?) et que celle-ci est de la forme
Me) = €2+ o(€?). En revanche, il est & ce stade impossible de conclure qu’il existe une
valeur propre de valuation 5 comme cela a été annoncé dans ’exemple 3.4 & partir du
polynome caractéristique de A(e). En général, 'ensemble {¢,, 41(,0),..., v 41(A,0)}
ne permet donc pas de déterminer les termes dominants de toutes les valeurs propres de
valuation entiere. Nous résoudrons ce probleme au paragraphe 3.7.

Enfin, comme chaque condition de régularité “A; # 0” implique ¢, 41(A,0) # 0, on
déduit du théoreme 3.4 le corollaire suivant.

Corollaire 3.3 Toute perturbation quasi-générique a profil de valuations fizé€ est v-réduite.

Pour les autres, c’est-a-dire pour toutes les perturbations de matrices qui ne seraient
pas quasi-génériques a profil de valuations fixé, nous allons voir maintenant comment

les ramener a une forme v-réduite par similitude polynomiale. Une condition suffisante
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pour que la réciproque du corollaire 3.3 soit vraie apparaitra de facon naturelle grace au

polygone de Newton (paragraphe 3.8, corollaire 3.11).

3.6 Calcul d’une forme v-réduite par similitude polynomiale

Le lemme 3.1 nous indique comment procéder: on cherche a déterminer un indice minimal
donné en supposant tous les précédents déja calculés. On s’arréte des que la somme des
indices obtenus vaut n. On considére donc une perturbation de matrice A(e) € F**" de

profil de valuations [(r;, v;)] telle que r, = 6,, pour k =1,...,j — 1. Le point es-

1<5<q
sentiel de ce paragraphe est d’arriver a faire décroitre r; par similitude polynomiale. Cela

conduira alors immédiatement a un algorithme de maximisation du profil de valuations.

Rappelons que 7; est le nombre de colonnes de A(e) de valuation ¢ et que 7‘; = Zle ;.

3.6.1 Compression de colonnes par similitude non constante

Si les colonnes non nulles de Cujo sont liées alors QDU]_}_L()()\, 0) = 0 et r; n’est pas minimal
dans O, _1(A(€)) (lemme 3.2). La premiere chose a faire est donc de compresser les
colonnes de (o au moyen d’une similitude appliquée a A(e). Comme les éléments de
Cy,0 correspondent par définition a des colonnes de A(e) de valuations différentes, la
similitude a utiliser dépend nécessairement de e. C’est la différence essentielle avec la
décroissance du rang dominant étudiée au paragraphe 2.2.1 ou il suffisait de compresser

les colonnes non nulles de Ag par similitude constante.

Lemme 3.3 Soit A(e) € F"*" une perturbation de matrice de profil de valuations [(rj, v;)]; < ;<,-
Pour j € {1,...,q} fizé on suppose que r, =6,,, k=1,...,j—1. Soient V€ K"*" une
matrice inversible telle que C, oV soil échelonnée en colonnes, et

L(G) = Diag [GU]_UIL»“... L€ TV I ] € K[e]an‘

rj—1)tn=r;_y

Alors la similitude V (¢) = L(¢)V transforme A(e) en la perturbation de matrice A(e) =

V) A(e)V (€) € Oy,—1(A(e)) de profil de valuations [(7;, ;)] et telle que

1<5<4
A 6%710 <% =11 7ox i ~1 =,
CﬁJO - C~'21 0 s C{)JO e K's*"s , 7"]~ = l‘gC{,JO. (37)
50 | ¢ ]

Preuve. Par hypothese et d’apres le lemme 3.2 on a ¢,,_,41(A,0) # 0, ce qui entraine

que les 7‘;‘—1 premieres colonnes de (o sont linéairement indépendantes. La matrice de
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passage V (€) définit donc des opérations élémentaires de la forme
Cr+ Cy— aklebklck, Ry « R+ ak1€b“ R;

avec by > 0, k < letl = r;_l +1,... ,r;. Les opérations de colonnes ont clairement
pour effet d’échelonner (', o en colonnes; quant aux opérations de lignes, elle ne modifient
pas le profil de valuations de A(e)V (¢). En effet, la valuation d’une colonne ne peut ni

augmenter ni diminuer car by > 0. [

3.6.2 Calcul d’une forme v-réduite par similitude polynomiale

Quitte & remplacer A(e) par V='(e)A(e)V (€) avec V (€) définie dans le lemme 3.3 nous

pouvons supposer que la matrice C, o associée a A(e) a la structure décrite par (3.7)

Cvll0 O .,
Cu 0= = ’ C%IO € K" %" ) i = rgCU 0- (38)
J 021 O ] J J
v;0 _

C’est I'analogue de la structure (2.2) attribuée a Ay au chapitre 2. (Choisir v; = 0 pour
retrouver Clygg = Ag et r; = rg Ag.) Mais ici les r; premieres colonnes de Cujo correspondent
a des colonnes de A(e) de valuation appartenant a {vy,va,...,v;}. On a alors pour la

factorisation d’ordre O(e%*1)

11 12 ’
2,40 A’U7+1 rj
C11/]+1,0 -
021 A22 n—r.
v;0 v;+1 J
! !
Tj n T‘j

. o . -, .
et Dy, 41,0 = Diag [OT;, ]n_,n;]. Comme au chapitre 2 nous désignons par r; le plus petit
entier compris entre r; et n tel que les n — f; derniéres lignes de Cuj+1,0 forment une
matrice triangulaire supérieure stricte, et par C,, 11,0 la sous-matrice principale de ;o

d’ordre f;.. On peut alors partitionner ', 41,0 en 9 blocs

11 12a 126 ] ’
CU,O AU7+1 AU,-I—I 7“]-
- 21a 22a 22b o
CUJ+170 Cujo Au]+1 Auj+1 Ty=T (3.9)
22d _ :
O 0 AUJ+1 | n—r;
! =1 ! =1
r; ro—r; m—T;
avec AgJQL triangulaire supérieure stricte. De plus,
11 12 | ~ i
= Cu,o Au,+1 r; Cuj+1,0 ‘ * -| r;
Co410 = et Co410 =
g 021,1 Agga FA Jro [ O A22d J n — i
v;0 v;+1 J J vy +1 J
! =1 ! =1 =
ri =T Ty n—r;
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Lemme 3.4 Sidet éu]+1,0 # 0 alors r; est minimal dans O, _1(A(e)).

Preuve. Supposons qu’il existe une perturbation de matrice A(e) € O,,-1(A(e)) telle que
7; < r;. Comme A(e) /et et A(e)/e"t! sont semblables et d’aprés les factorisations

d’ordre O(e¥s11) de A(e) et A(e), on a
det(Cy,41(€) — ADy,11(€)) = det Dy, 41 (€) det f);]l_H(e) det(éyﬁl(e) — )\DU]H (€)).

Puisque A(e) € O,,-1(A(e)) I'équation (3.4) entraine det D, 11 (¢) det f);]l_H(e) ="

avec 7; < r;. Par conséquent det(C., 110 — ADy,41,0) = 0 et donc rgC’UﬁLo < F;-. O

Lemme 3.5 Soit 7, = rg [C5J10||Ai]2i1]. Si 7 < rl, c’est-a-dire si les r}; premiéres lignes

de Cy sont linéairement dépendantes, alors la similitude P(e) = Diag[el., Iz_,. el _w]
J J J J

transforme A(e) en la perturbation de matrice A(e) = P~ (e) A(e) P(e) € O,,_1(A(e)) telle
que rgé’ujo = f; <rgChyo-

Preuve. La similitude P(€) transforme en particulier

cy, folo Al | A AV
Co= 03,15 010 et Ay 1= Ag}il Ag?il Agfg-l
o |o|o] AR O AP
en, respectivement,
ety Az, [o] Al xR
Cio=1| O O O] et Ayp=|c2g|la2 | 0 |,
o o |o] Az e A

les * désignant des blocs d’éléments de AUJ+2. O

On déduit de ces deux lemmes I'algorithme 3.1 (VPI) de décroissance du nombre colonnes
de A(e) de valuation v; par similitude dans O,, 1(A(€)) de la méme maniere qu’on avait
obtenu ’algorithme 2.1 (LRD) de décroissance du rang dominant. C’est bien sir une fagon
de faire croitre le profil de valuations de A(e) dans O,,_1(A(¢)). La seule différence avec
’algorithme 2.1 (LRD) de décroissance du rang dominant est I’étape (1) ou I'on compresse
les composantes de colonnes de valuations différentes. (A 'étape (5) on fait aussi une
compression de colonnes, mais dans le seul but de lire F; comme le nombre de colonnes de
A(e) de valuation v; car le rang 7 de CN'UJO est connu depuis I’étape (4) d’apres le lemme

3.5.) Toutes les similitudes constantes appliquées lors des étapes suivantes ne modifient
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Procédure VPI [Valuation Profile Increase]

Entrée:

Sortie:

(1)

- une perturbation de matrice A(e) € F**" avec vp A(e) = [(r},v))];<;<,-
un entier j € {1,...,¢} tel que ry =46, pour k=1,...,j — 1.

- une perturbation de matrice A(e) € O,,-1(A(€)) telle que 7; = 7, <r;.
les entiers r’ et .

- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).

[ Compression des colonnes de (), o et initialisations ]
A(e) « V=He)A(€)V (e) avec V (€) définie par le lemme 3.4.
7‘; 18 Cyj0-
sir; =0our;=mn,7; ¢ r}etalleren (5).
f; — n, CU]+170 — CUJ+170. -
[ Calculer le rang des r; premieres lignes de C, 410 ]
Py « Diag[Uy, In_,n;] avec Uy [C&JIOHA})JQL] échelonnée en lignes, de rang .
Ale) + PLA(e) P
[ Boucle principale ]
tant que 7 = r’
(3.1) [ Echelonner en lignes, sans pivotage, ce qui reste de (', 11,0 ]
P, « Diag|[Us, In_,:;] avec UpC), 41,0 échelonnée en lignes, de rang ;.
si Cuj+1,0 est de plein rang
aller en (5)
sinon
(3.2) [ Calculer une permutation S annulant les dernieres lignes de UQCU]+17O ]
Py ¢ Diag I, 5, I,_].
Ale) & PyPA(e) Py Pyt
(3.3) [ Mise & jour de 77 et Cui41,0 ]
i = T
Cy,+1,0 ¢ la sous-matrice principale de €', 1 ¢ d’ordre F;.
(3.4) [ Calculer le rang des r; premieres lignes de C 410 |
Py «+ Diag[Us, In_,,;] avec Ug[C%]lOHA}JJQiI] échelonnée en lignes, de rang 7.
Ale) « PyA(e) P
[ Décroissance stricte du nombre de colonnes de valuation v; ]
P5(6) + Diag [GIT; , L:;_T; , EIn_Fg].
Ale) « P () A(e) Ps(e).
[ Compression des colonnes de C'y o et résultat ]
A(e) + V™€) A(e)V (€) avec V () définie par le lemme 3.4.
f; — Tg évjo. }
retourner la matrice A(e) et les entiers r’ et 7.

Algorithme 3.1: Décroissance du nombre de colonnes de A(e) de valuation v; dans

Oy, -1(A(€))
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pas les valuations des 7‘;‘—1 premieres colonnes de la matrice courante pour les mémes
raisons que celles données dans la preuve de la proposition 2.1. D’ou le résultat suivant.
Corollaire 3.4 Soient A(e) € F**" une perturbation de matrice de profil de valuations
[(rjvvj)]lgqu' Pour j € {1,...,q} la procédure VPI calcule au moyen d’une maltrice
polynomiale P(e€) inversible de degré au plus 1 une matrice A(e) € O,,_1(A(e)) telle que
7; < r;. Iy a égalité si et seulement si r; est le j-ieme indice minimal en valuation de
la matrice A(€) en entrée.

On déduit du lemme 3.1 que si f; = r; alors r; est le j-ieme indice minimal en valuation de
la matrice A(e). Sinon il suffit de repéter les appels a la procédure VPI afin de minimiser
r;j dans O,, _1(A(e)). En itérant sur j on finit alors par maximiser le profil de valuations

de A(e) (théoreme 3.4). Cest I'algorithme 3.2 (VRF) suivant.

Algorithme VRF [Valuation Reduced Form]
Entrée: - une perturbation de matrice A(e) € F**™ avec vp A(e) = [(rj, v))]; < <,-
Sortie: - une forme v-réduite A(e) semblable & A(e). o
- la liste Z des indices minimaux en valuation de A(e).
- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).
(1) [ Initialisations ]
T+ 0,005« 1.
(2) [ Maximisation du profil de valuations ]
tant que o £ n
(2.1) [ Appeler la procédure VPI avec A(e) et j |
r; — S F; — Y T, Ale) + Ale).

(2.2) recommencer (2.1) jusqu’a ce que 7. = r’.

i
(2.3) [Ici A(e) est telle que r; est minimal dans O,,_1(A(e)) et vaut n,, ]
sir; 0
[ r; est le j-ieme indice minimal en valuation de A(e) |
T+ 71U {7“]'}.

[ Mise a jour de o et j |
c—o+r;, i+ 1.
(3) [ Retourner le résultat |

Ale) + Ale).

retourner la matrice A(e) et la liste Z.

Algorithme 3.2: Calcul d’une forme v-réduite par similitude polynomiale

Corollaire 3.5 [’algorithme VRF calcule au moyen d’une matrice polynomiale P(€) in-

versible une forme v-réduite A(e) semblable a A(c).
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3.7 Valeurs propres de valuation entiere

On suppose dans toute cette partie que la perturbation de matrice A(e) considérée est
v-réduite. La propriété ci-dessous précise la nature des polynémes ;(A, 0) associés a une

telle matrice.

Propriété 3.4 Soient i+ € N et A(e) € F"*" une perturbation de matrice de profil de

valuations [(r;, v;)] Si A(e) est v-réduite alors

1<j<q”
(a) le polynome @;(X,0) est non nul;

(b) si ;(X,0) n'est pas un mondéme alors i € {vy, vy, ..., v},

Preuve. Pour (a) il suffit de vérifier que val ¢;(A,¢) = 0. Or (3.6) on a valg; (X, €) =
si —in + 22;10(2 — k)ng. La matrice A(e) étant supposée v-réduite, la somme dans le
membre de droite vaut 3 5, (i —k)d; c’est-a-dire in—s; d’apres la propriété 3.2(e). Pour

(b) supposons que 7 € {vy,vy,...,v,}. Alors

*| O

©i(A,0) = det
(*,0) x| =Al

I

les blocs * regroupant des éléments de K issus de colonnes de A(e) de valuation inférieure

a 1. Ce déterminant, non nul d’aprés (a), est donc un monéme en A. O

Remarque 3.3 La réciproque de la propriété 3.4(b) ci-dessus est fausse: certains ¢, (A, 0)

peuvent étre des monomes. En effet, soit par exemple

o O = O
o o O
o o O

On vérifie facilement que cette perturbation de matrice est v-réduite, de profil de valua-

tions [(1,0),(2,1), (1,2)]. Soit alors ¢ = 1. On a 7 € {0,1,2} et pourtant

I 0
©1(A,0) = det =A%
0
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Un cas particulier trivial de la propriété 3.4(b) est obtenu avec ¢ = 0 car si Ag est
nilpotente, c’est-a-dire si ¢g(A,0) = det(Ag — M) n’est pas un mondme, A(e) est de

valuation nulle.

Corollaire 3.6 Soit A(e) € F"*™ une perturbation de matrice de profil de valuations
[(rj’vj)]lﬁjﬁﬂf Si A(e) est v-réduite alors 'ensemble {p,, (A, 0),...,9,,(A,0)} contient
tous les polynémes quasi-Newton associés a A(e) dont lordre est Q(e" entier).

Ce résultat indique donc que les termes dominants de toutes les valeurs propres de valua-
tion entiere d’une perturbation de matrice A(e) v-réduite peuvent étre obtenus a partir de
A(e) mod €vstl. Ce n’était pas le cas au chapitre 2 précédent ol nous avions utilisé une
diagonalisation par blocs de A(e) au moyen de matrices de séries formelles. La forme v-
réduite est donc bien une forme réduite au sens du probleme 1.5 (FORME-REDUITE).
Gréce a l’algorithme 3.2 (VRF) précédent, le probleme 1.6 (REDUCTION ) est également
résolu. Enfin, le probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS) est résolu dés que A(e) est

v-réduite et n’a que des valeurs propres de valuation entiere.

Remarque 3.4 Lorsque K = C et que € est un parameétre réel, les valeurs propres d’une
perturbation de matrice A(e) symétrique se développent en séries de Taylor au voisi-
nage de ¢ = 0 (voir par exemple le livre de Baumgirtel [10, page 21] ou celui de Kato
[37, page 120].) Par conséquent, si A(e) est sous forme v-réduite, on déduira de ses po-
lynémes quasi-Newton d’ordre entier les termes dominants de toutes ses valeurs propres.
De telles perturbations de matrices apparaissent en particulier lors de la discrétisation

d’un opérateur de Schrodinger en théorie des semi-conducteurs [41, 36, 22, 33].

Nous terminons ce paragraphe en montrant comment déduire d’une forme v-réduite

(€™ entier) associés & son polyndme caractéristique.

tous les monoémes influents d’ordre O
Soit 7 € {1,...,q} tel que le polynéme quasi-Newton 8,, () = ¢,,(X,0) ne soit pas un
monome. Il existe donc au moins deux monoémes influents du polynéme caractéristique de
A(€) d’ordre O(€"). En désignant comme d’habitude par ¢;(A) le polynéme de Newton
correspondant. Le j-ieme segment S; du polygone de Newton associé a A(e) est donc de
pente v; et de longueur r; = é,,. Comme det D,,(€) est un monéme unitaire et en notant
4; la multiplicité de la racine nulle de 8,, (), on a d’aprés le théoreme 1.1 (=) 796, (\) =
(=1)f¢;(A) avec § € {0,1}.

On exprime ¢;(A) en fonction de 6,,()) de la méme facon qu’au paragraphe 2.3.2 en
remplacant 7 par 7,, et det(Co — ADg) par det(Cy,0 — AD,,0) dans la matrice obtenue &

I'issue de la minimisation du nombre de colonnes de valuation v; lors de ’exécution de
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’algorithme 3.2 (VRF) (début de I’étape (2.3)). On a donc
det(Ch0 — ADy0) = (=1)" ¢ (N).

D’autre part, on a clairement

Tj_1=mn—dy, d, =degb,(N), (3.10a)
degdet(Cy,0 — ADy0) = dy; —n + 75, (3.10b)
et, d’apres (1.2),
Yj—1 = Sy, — V(1 — dy;). (3.10c)
Il reste a déterminer s,,. Si ¢ = 1 alors s,,_; = s,, = vin d’apres la propriété 3.1.

En supposant s,,_1 et s,, connus, on peut de plus en déduire s,,,,. En effet, s,,41 =

28, — Sy;—1 — Oy, et, pour k=1,... 0,41 —v; — 1,
Suitktl = 28y, 4k — Su;+k—1  €ar Oy 4k = 0 pour 0 < k < w41 — v;.

En rappelant qu’une suite entieére définie par ses deux premieres valeurs ug et u; et par

Uky1 = 2up — up—y vérifie ugpy1 = uy + k(w1 — ug), on obtient

Sptkt1 = (k4 1)(2sy, — Sp,—1 — 0y,) — ks, , k=0,... 041 —v; — 1. (3.10d)

(Eun entier)

Finalement, I’ensemble des mondomes influents d’ordre O peut étre obtenu a

partir d’une forme v-réduite de la facon suivante.

Corollaire 3.7 Soit A(e) € F"*" une perturbation de matrice v-réduite obtenue en sortie
de Ualgorithme 3.2 (VRF). Soient vp A(e) = [(rj,vj)]; <<, €1 € {1,...,q}. Alors les

monomes influents d’ordre O(€"*) associés a A(e) sont les monomes non nuls de la forme
(_1)Fickeyﬂ—1+kvi)\d”i_k7 0< k< d"ui —n4 7,

les coefficients ci, € K étant définis par

dvl' —n47;
det(CwO — ADwO) — Z Ck)\d”i_n+ﬂ_k,
k=0
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3.8 Interprétations avec le polygone de Newton

Nous présentons ici une caractérisation des perturbations quasi-génériques a profil de
valuations fixé et une caractérisation de la forme v-réduite basées sur le polygone de
Newton associé a une perturbation de matrice. Il s’agit essentiellement d’identifier le profil
de valuations d’une perturbation de matrice a un diagramme comparable au polygone
de Newton associé a cette perturbation. Cette approche caractérise les conditions de
régularité “A; # 0” de facon simple et en fait apparaitre d’autres, plus fines, que nous
noterons “A? #07".

Désignons par A(e) une perturbation de matrice dans F**™ dont le profil de valuations
[(r;, Uj)]lﬁjﬁq seul est imposé et déterminons parmi tous les polygones de Newton possibles
pour A(e) celui qui est le plus bas. Pour cela, on fixe une abscisse z € {1,...,n} et
on cherche I'ordonnée y(z) minimale compatible avec le profil de valuations de A(e). Le
théoreme 3.5 ci-dessous précise y(z) ainsi que le coefficient correspondant @, du polynéme
caractéristique de A(e). La technique de preuve que nous utilisons est due & Moro, Burke et

Overton [45, théoreme 3.1 page 807] et repose uniquement sur la définition du déterminant

I

J R * J a.
; sy Tiet T = =1 Tl

d’une matrice. On rappelle les notations r

Théoréme 3.5 Soient j € {1,...,q} et 0 < k < r;. Siz =71, | +Fk alors y(z) =
ri_y + kv; et le coefficient a, de e¥(®) dans a,(€) est égal a (=1)" fois la somme de
tous les mineurs principauzr de L; d’ordre 7‘;‘—1 + k qui contiennent L;_;. En particulier,

ar; = (—1) i det, L]'.

Preuve. Rappelons que le polynéme caractéristique de A(e) est une combinaison linéaire
de coefficients +1 de tous les produits possibles de n éléments de la matrice AT — A(e)
non situés sur une méme ligne ou une méme colonne. Un terme de p(A,€) en A\*7% est
donc obtenu en choisissant n — z A sur la diagonale et en les complétant avec des e
pris parmi les colonnes de Al — A(e) non encore utilisées. Notons y; € {0,...,r;} le
nombre de €¥ pris dans des colonnes de valuation v;. On a alors z = >_7_; y; et on veut
que y(z) = Y. y;v; ait la plus petite valeur possible. Comme v; < vy < ... < v, ce
minimum est atteint en prenant le plus possible de €', puis le plus possible de €2 etc.,
c’est-a-dire pour y1 = r1,...,yj_1 = rj_1 et y; = k. Ainsi y(z) = r7_; + kv;.

Les différentes fagons de choisir les k colonnes de A(e) de valuation v; conduisent a
prendre la somme de tous les mineurs de L; d’ordre 7‘;‘—1 + k contenant L;_; dans leur
coin supérieur gauche. Le signe (—1)" vient du fait qu’on utilise 2 éléments de —A(¢) par

définition du polynéme caractéristique. [
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La premiere conséquence de ce résultat est que le polygone de Newton le plus bas possible
pour A(e) est entierement déterminé par le profil de valuations vp A(€). D’ou la définition

ci-dessous.

Définition 3.6 Soit A(e) € F**" une perturbation de matrice de profil de valuations
[(rj, Uj)]lﬁjﬁq' Soient les points du plan Qg = (0,0) et Q? = (ri_y +k,r7_y + kv;) pour
j=1,...,qetk=1,...,r;. On note Q; = Q;] et on appelle enveloppe de Newton
associée au profil de valuations de A(e) 'enveloppe conveze inférieure &, de l’ensemble
{Qi}ocicy

L’enveloppe &, est donc le polygone obtenu en mettant bout a bout les segments reliant
Q;_1a Q; pour j =1,...,q. Le j-iéme de ces segments est de pente v; et de hauteur
r;v;. On notera de plus que les points Q; constituent les sommets de &, alors que les
points Q? avec k < r; et a j fixé sont tous situés sur un méme segment, de pente v;. Enfin

nous identifions &, au profil de valuations de A(e) en notant

Ev =1[(r1,v1),. .., (rq,v9)]. (3.11)

Soit A;? la somme de tous les mineurs principaux de L; d’ordre 7‘;-_1 + k qui contiennent

L;_y dans leur “coin supérieur gauche”. Les coefficients du polynome caractéristique ex-

k
77

“Af # 07 contenant les conditions de régularité “A; # 0”. Les deux caractérisations

plicités dans le théoreme 3.5 étant égaux & +A7, on obtient un ensemble de conditions

suivantes sont alors immédiates.

Corollaire 3.8 Soient A(e) € F**" une perturbation de matrice de profil de valuations
[(rj,vj)]lsqu et N son polygone de Newton. Soient j € {1,...,q} et k € {1,...,r;}.
Alors Q? € N si et seulement si A;? #0.

Corollaire 3.9 Une perturbation de matrice est quasi-générique a profil de valuations
fizé€ si et seulement si son polygone de Newton et [’enveloppe de Newton associée a son

profil de valuations coincident.

Pour caractériser graphiquement la forme v-réduite, nous adoptons le point de vue symétrique
consistant & imposer A(e) et a faire varier son profil de valuations par similitude dans

O(A(e)). Le théoreme 3.4 et I’écriture (3.11) conduisent au résultat suivant.

Corollaire 3.10 Une perturbation de matrice A(e) € F**" est v-réduite si et seulement

si l’enveloppe de Newton associée a son profil de valuations est “la plus haute possible”

dans O(A(e)).
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Rappelons que si A(e) est v-réduite alors A, # 0. Par conséquent ’enveloppe de Newton
et le polygone de Newton ont les mémes extrémités Qp et Q,. L’expression “la plus
haute possible” doit alors est comprise de la fagon suivante: une forme v-réduite d’une
perturbation de matrice A(e) définit la meilleure approximation du polygone de Newton
N associé a A(e) par un polygone convexe situé sous N, dont les extrémités coincident
avec celles de A et n’ayant que des pentes entieres.

De plus, on retrouve graphiquement les propriétés 3.2(c) et 3.2(d): par définition du
polygone de Newton A et puisque ses extrémités coincident avec celles de I’enveloppe &,
associée, la longueur de A vaut Zf\;M &; = n et sa hauteur vaut Ef\;M 10, = Q.
Exemple 3.8 Reprenons les trois matrices semblables A(e), A(e), A(¢) de 'exemple 3.6.
Rappelons que leur polynéme caractéristique vaut p(X, €) = A — (2 +€>)A3 — (3 — ") A2 +

(€® + )X — €'? et qu’elles ont pour profils de valuations respectifs
vpA(e) =[0,2,3,5], vpA(e)=[1,1,2,6], vpA(e)=1[1,2,2,5).

La figure 3.1 représente leur polygone de Newton commun A et les enveloppes de Newton
&y, &, €, associées A leurs profils de valuations. Dans les trois derniers graphiques, le
polygone de Newton a été dessiné en pointillés afin de repérer les segments “cachés” par
I’enveloppe. On notera que lorsque ’enveloppe est maximale (quatrieme graphique) le
seul segment du polygone de Newton avec lequel elle ne coincide pas est celui de pente
non entiére, égale a %

On déduit du quatrieme graphique que la premiere condition de régularité “A; # 0”

n’est pas vérifide, alors que Ay # 0 mais aussi Al #£0. O

Remarque 3.5 Notons que ’enveloppe peut ne pas contenir le dernier sommet du po-

lygone de Newton. C’est méme le cas si et seulement si @, ¢ . Un exemple est
0 €
11

Notons enfin une conséquence du corollaire 3.10 que nous utiliserons au paragraphe

caricig=1et Ay =0.

suivant.
Propriété 3.5 Soit A(e) € F**™ une perturbation de matrice v-réduite. Si A(e) n'a que
des valeurs propres de valuation entiére alors &, coincide avec N'. Sinon, tout segment de

pente non entiére B de N est approché par deux segments de &, de pentes || et |B] + 1.
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Fi1c. 3.1 — Polygone N et enveloppes £, £; et £ de Newton associés auzx trois pertur-
bations de matrices A(e), A(e) et A(e) de Uexemple 3.6. La meilleure approzimation de
N a Uaide de pentes entiéres uniquement est &, (quatrieme dessin): c¢’est l’enveloppe “la
plus haute possible” dans O(A(e)). On en déduit que A(e) est v-réduite et que ni A(e) ni
A(e) ne le sont. Fn revanche il est impossible de comparer graphiquement &; et &, car ces

deuz enveloppes, lorsqu’on les superpose, se croisent au point (2,2).
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En rappelant que Q; € N entraine A; # 0 on déduit de ce qui précede une réciproque
“faible” du corollaire 3.3.
Corollaire 3.11 Toute perturbation de matrice qui est v-réduite et qui n’a que des valeurs

propres de valuation entiere est quasi-générique a profil de valuations fixé.

3.9 Formes normales rationnelles

On retrouve les deux formes diagonales par blocs décrites a la fin du chapitre 2. En
effet, si A(e) € F"*™ est une perturbation de matrice v-réduite de profil de valuations
[(rj, Uj)]lﬁjﬁq’ on sait d’apres le théoreme 3.4 que ¢, 4+1(X,0) = det(Cy 41,0 — ADy, 0) est
non nul. On peut donc diagonaliser par blocs le faisceau €\, 41(€) — AD,, 4+1(€) résultant
de la factorisation d’ordre O(e"'*!) de la matrice A(€) comme on I’a fait au chapitre 2
avec v; = 0. En répétant le procédé on obtient une forme v-réduite, diagonale par blocs
comme dans le corollaire 2.5. On a donc une forme normale solution du probléeme 1.7
(FORME-NORMALFE) associée a la famille des perturbations quasi-génériques a profil
de valuations fixé.

De plus, on peut davantage préciser la structure indiquée dans le corollaire 2.5 grace a
Iinterprétation d’une forme v-réduite avec le polygone de Newton du paragraphe précédent.
Si 'on note &;,,0d;,,... ,52'(1, les indices minimaux en valuation de A(e) et si pour j €
{1,...,¢'} on désigne par d; le nombre des valeurs propres de A(e) de valuation i; et
par €; le nombre de ses valeurs propres de valuations strictement comprises entre 7; et
;41 on voit que les indices minimaux en valuation regroupent et séparent les valuations

B1 < By <...< B, des n valeurs propres de A(e) comme décrit ci-dessous.

OSBIZ---:Bdl =1
< Ba+1 <o < By ge
< 5d1+61+1 — .= 5d1+61+d2 =13

< 5d1+e1+...+dq,_1+1 <...< 5d1+el+...+dq,_1+eq/_l
< 6d1+61+...+6q1_1+1 = ... = 5d1+61 +"'+eq’—1+dq’ — 'iq’
! ,— . ~ . .
et 23:1 d; + 23211 e; = n, certains d; et e; pouvant étre nuls. Comme 7;4; = ¢; + 1
des que e; # 0 (propriété 3.5), on obtient finalement la forme normale décrite dans le

théoreme suivant.

Théoréme 3.6 Toute perturbation de matrice de F"*™ est semblable ¢ une forme v-
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réduite A(e) diagonale par blocs

€1 A1 (e€)
€2 Ay (e
Ale) = 2(¢ _ , 0<vy <<, .. <y,

€“ A (e)

telle que pour k=1,... 1 il existe j € {1,...,q'} tel que v =1, et

- soit Ayg est inversible et dim A;(e) = d; ;

- soit Ayg est nilpotente non nulle et Aj(e) est de dimension e; et ses colonnes sont de
valuation au plus 1. Dans ce cas A;(€) n’a que des valeurs propres de valuations strictement

comprises entre i; et 1; + 1.
Remarque 3.6 Le nombre de blocs / est égal au nombre des d; et e; non nuls.

Exemple 3.9 En reprenant les trois matrices semblables des exemples précédents, on a

¢ =3,i,=1,iy =2 et i3 = 5. De plus,
d1:O, 61:2, dgzl, 62:0, d3:1

et donc [ = 3. On observe effectivement que e; # 0 et que i3 = 7; + 1. Finalement, la

forme normale rationnelle pour ces trois matrices est
€A (e)
e2ay(e)
eSaz(e)
avec vp Ay (e) = [0,1], A1(0) € K?X2 nilpotente non nulle, a3(0) # 0 et a3(0) # 0. Sur le

quatrieme dessin de la figure 3.1 cela revient a “découper verticalement” le polygone de

Newton en trois parties aux points QN% et Qg. &

Lorsque A(e) n’a que des valeurs propres de valuation entiere - disons r; valeurs propres

de valuation v; avec 1 < j < ¢ -, on a pour les notations précédentes ¢’ = ¢,

et on retrouve la forme diagonale par blocs du corollaire 2.6 avec ¢ = [. C’est une per-
turbation quasi-générique a profil de valuations fixé égal a [(r;, ,Uj)]1<j<q' De plus, par

définition des sous-matrices influentes on a pour j =1,...,¢

L] = Dlag [A107 . ,Ajo]
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et donc
7—1

¢;(X) = (=1)"7 det(M — Ajzo) [ det Av.

i=1
Tous les monomes influents du polynéme caractéristique de A(e) peuvent donc étre
déterminés a partir du profil de valuations de cette perturbation de matrice et des coef-

ficients des polynémes caractéristiques des matrices constantes A ,..., Ay (corollaire

3.2).

Ce qui suit ne se limite plus aux valeurs propres de valuation entiére. D’aprés la théorie
de Lidskii [40, 45] et comme nous allons le rappeler, la structure de Jordan de la matrice
non perturbée joue un role clé dans lapparition d’exposants dominants rationnels non
entiers, notamment lorsqu’il s’agit d’inverses d’entiers. Or, jusqu’a présent cette struc-
ture a €t€ ignorée. Au chapitre suivant nous la substituons au profil de valuations: au lieu
de considérer une perturbation de matrice a profil de valuations fixé, on considére une
perturbation d’une forme de Jordan nilpotente donnée. Profil de valuations et structure
de Jordan seront associ€és au chapitre 5 pour généraliser un théoréme de Lidskii et per-
mettre de voir désormais tout exposant dominant d’une valeur propre d’une perturbation
de matrice comme le quotient d’une valuation de colonne par une dimension de bloc de

Jordan.



Chapitre 4

Perturbations d’une forme de

Jordan nilpotente

On propose ici une approche duale de celle du chapitre précédent, basée sur la connaissance
de la structure de Jordan de la matrice A(0) non perturbée d’une perturbation de matrice

A(e) € F»*" . Un exemple classique [61, §2.2] est donné par la matrice d’ordre n

0 1
Ale) =
0 1
€ 0

ol l'on voit que 'unique valeur propre nulle du bloc de Jordan nilpotent d’ordre n se

disperse dans le champ complexe en n valeurs propres

En particulier, A(e) admet donc n valeurs propres de valuation 1/n, l'inverse de la di-
mension de 'unique bloc de Jordan de A(0). Partant de ce cas simple et de son extension
par un théoréme de Lidskii [40] au cas d’une structure de Jordan arbitraire, nous posons
la question: dans quelle mesure la dimension d’un des blocs de la forme de Jordan de
A(0) peut-elle étre considérée comme l'inverse - ou, a défaut, “le plus proche possible” de
'inverse - de la valuation d’une valeur propre de A(€)? Nous nous plagons donc dans le
cas ou A(0) est nilpotente et ou il s’agit de lire sur A(e) des exposants dominants de la
forme l'inverse d’un entier positif.

Nous commencons par rappeler un résultat de Lidskii [40, 45] qui peut étre utilisé

directement pour définir une deuxieme famille de perturbations quasi-génériques, solution
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du probleme 1.4 (PERT -QUASI-GEN), que nous appellerons perturbations de Lidskii.
Il indique en particulier que si la structure de Jordan de A(0) posseéde m blocs d’ordre
r alors A(e) admet mr valeurs propres de valuation 1/m. Cependant, nous donnons de
ce résultat une preuve permettant de le voir comme une minimisation de rang dominant

explicite.

Afin d’apporter une réponse au probleme 1.5 (FORME - REDUITFE) par rapport a
la famille des perturbations de Lidskii, nous proposons ensuite une seconde forme réduite,
duale de la forme v-réduite: la forme J-réduite (“réduite par rapport aux dimensions
des blocs de la forme de Jordan dominante”). Deux caractérisations d’une telle forme
sont encore proposées, la premiere en termes de forme de Jordan dominante minimale; la
seconde en termes de polynomes quasi-Newton d’ordre l'inverse d’un entier positif. Les
indices minimaux a partir desquels la forme J-réduite est définie sont d’autres invariants
matriciels que les indices minimaux en valuation, que nous appelons indices minimaux
en dimension. Les deux caractérisations sont utilisées de la méme facon qu’au chapitre

précédent: la premiere pour donner une idée algorithmique, la seconde pour montrer que
la forme J-réduite est une seconde réponse au probleme 1.5 (FORME - REDUITE).

De plus, en reprenant I'analyse de la théorie de Lidskii en termes de polygone de
Newton due a Moro, Burke et Overton [45] on obtient facilement une caractérisation gra-
phique d’une forme J-réduite. Nous I’exploitons a deux reprises; d’abord pour construire
un algorithme de minimisation de la forme de Jordan dominante solution du probléeme
1.6 (REDUCTION). 1 algorithme de réduction présenté ici généralise celui proposé dans
[31]; ensuite pour établir une normalisation rationnelle d’une forme .J-réduite, solution du
probléme 1.7 (FORME - NORMALEFE). On procede ici directement, sans passer par une
diagonalisation par blocs d’une perturbation de faisceau comme celle du chapitre 2. Enfin,
le probleme 1.1 (TERMES - DOMINANTS) sera résolu pour les perturbations d’une
forme de Jordan nilpotente qui sont J-réduites et qui n’ont que des valeurs propres de

valuation I'inverse d’un entier positif.

Si cette étude est duale de celle faite au chapitre 3 (voir la synthese donnée a la fin
de ce chapitre), la notion de forme de Jordan nilpotente semble cependant plus riche que
celle de profil de valuations & cause du rang qui lui est associé. En particulier, la minimi-
sation du rang dominant préalable a celle de la forme de Jordan nilpotente conduit a une
interprétation originale en termes du diagramme de Ferrer associé a une partition entiere

que nous décrivons au paragraphe 4.7.1.
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Enfin, deux factorisations apparaissent dans ce chapitre. Celle d’ordre O(e) définie au
chapitre 2 par (2.1) et une autre, d’ordre O(el/i) ,¢ € N* introduite au paragraphe 4.5.
Nous utiliserons la premiere pour démontrer le théoreme de Lidskii et la seconde pour

caractériser une forme .J-réduite.

4.1 Formes de Jordan nilpotentes

La notation adoptée pour représenter la forme de Jordan d’une matrice est celle d’Arnold
([3, page 36],[21]). Par exemple ()\S)Q(MQ)SM désigne la forme de Jordan constituée de deux
blocs d’ordre 3 associés a la valeur propre A et trois blocs d’ordre 2 et un bloc d’ordre 1

associés a la valeur propre p. Toute forme de Jordan nilpotente dans K™*™ g’écrit alors
J=(0")" ... (0%e)"e (4.1a)
avec
np>ng>...>n, > 1 (4.1b)
quitte & échanger des blocs. On a de plus une partition entiere de n donnée par
rny +rone 4+ ...+ 10 = n. (4.1c)

En identifiant la forme de Jordan nilpotente définie par (4.1a) au vecteur de ¢ couples d’en-

tiers positifs [(r;, nj)]ISJSQ’ on pourra comparer (4.1) avec (3.2). On appelle perturba-
tion d’une forme de Jordan nilpotente .J toute perturbation de matrice A(e) € F**”
telle que Ag = J. La structure de blocs de J permet de voir A(e) comme une matrice
par blocs [A*(¢)] partitionnée conformément & .J. Enfin, le coin inférieur gauche d’une
matrice de dimension m x n est défini comme son élément de position (m, 1). Le coin
inférieur gauche d’un bloc de Jordan nilpotent étant toujours zéro, les coins inférieurs
gauches des blocs A*(¢) sont donc tous de valuation au moins 1. Ils jouent un réle essen-

tiel au paragraphe suivant.

Dans la suite de ce chapitre, les blocs de toute forme de Jordan nilpotente seront sup-

posés rangés par ordre de dimensions décroissantes.
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4.2 Perturbations de Lidskii

Un théoréme de Lidskii

Ce résultat, dont nous donnons une démonstration en termes de minimisation du rang
dominant minimal & la fin de ce paragraphe, donne des conditions suffisantes sur le coeffi-
cient Ay de A(e) = J+€A; +O(€?) pour que le probleme 1.1 (TERMES-DOMINANTS)
soit résolu. Nous introduisons au préalable les notions de sous-matrice de Lidskii et de

condition de Lidskii.

Définition 4.1 Soient A(e) = .J + O(e) € F**™ une perturbation de la forme de Jordan
nilpotente J = (0™M) ... (0%)'¢ et r' = Y°0_, r;. Soient Ay = [A}!] le coefficient d’ordre
1 de A(e) partitionné en r'? blocs conformément a la structure par blocs de Ag = J, et by,
le coin inférieur gauche du bloc A’fl. Pour 7 =1,...,q on appelle j-iéme sous-matrice
de Lidskii associée a A(e) la matrice constante L; = [bkl]ISkJSTj d’ordre 1’ = 25:1 T
On appelle j-ieme condition de Lidskii associée a A(e) la condition “A; # 07 oi

A]‘ = det L]'.

Théoréme 4.1 (Lidskii [{0]) Soit A(e) = J +O(e) € F**™ une perturbation de la forme
de Jordan nilpotente J = (0™)" ...(0")"". Soientj € {1,...,q} et E; = Diag [OT;_I, I.].
Supposons que A; # 0. Supposons de plus que A;_; # 0 lorsque j > 2. Alors la matrice

A(e€) posséde rjn; valeurs propres de la forme
1/n n n
)\?l(e) = (,ué“) Jwijel/ J —I—O(él/ ), 1=0,...,n;—1, k=1,...,r;,
ot les ,ué? sont les r; racines du polynome det(L; — AE;).

La différence essentielle par rapport aux perturbations selon les valuations est ’apparition
de valeurs propres d’ordre O(el/”ﬂ) > O(e) pour e suffisamment petit et des que n; > 2
(bloc de Jordan de dimension au moins 2). Le fait de prendre les n; racines n;-iemes de €
est a l'origine du phénomene suivant: la valeur propre nulle de la matrice non perturbée
J “se disperse” sous ’effet de la perturbation A; en n; valeurs propres d’ordre O(el/”ﬂ).

Cette dispersion est facile & observer lorsque K = C. Soient par exemple .J = 0302
et Ay € C*5 telle que les conditions de Lidskii soient vérifiées. On obtient alors deux
valeurs propres d’ordre O(G%) et trois d’ordre 0(6%). Comme les conditions de Lidskii
sont des déterminants de matrices extraites de Ay, elles sont génériquement satisfaites.
En pratique il suffit de choisir A; au hasard. Les valeurs numériques des valeurs propres

de J 4 €A, obtenues pour € = 1076 et 1000 choix aléatoires de A; sont représentées sur
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la figure ci-dessous.

0.008 +

0.006

0.004 +

0.002

—0.002

—0.004

—0.006

—0.008 1

—olo1 ~0.005 o 0.005 0.01

On observe que les valeurs propres se répartissent dans le champ complexe selon trois
directions d’une part (étoile) et selon deux directions d’autre part (croix centrale). De
plus, les valeurs dessinant ’étoile sont bien de 'ordre de €5 = 0.01 et celles situées au
centre sont de I'ordre de €3 = 0.001. Les cinq directions qui apparaissent de facon floue
indiquent des perturbations pour lesquelles la premiere condition de Lidskii n’est pas
satisfaite. On peut montrer [45] qu’on a alors dans ce cas 5 valeurs propres d’ordre O(e%).
Par ailleurs, pour une étude de la “réciproque” on pourra consulter la these d’llahi [29]:
dans quelle mesure ce dessin indique-t-il que la matrice que ’on a perturbée admet bien
0302 comme structure de Jordan et non 0*0 ou 0°?

Mais le théoreme de Lidskii ne se contente pas d’indiquer les exposants dominants des
valeurs propres. Il précise de plus leurs coefficients dominants. Cela nous ameéne alors a

considérer une seconde famille de perturbations quasi-génériques.

Une famille de perturbations quasi-génériques, exemple et conséquences

Nous posons la définition suivante, qui apparait déja dans [29].

Définition 4.2 Une perturbation de matrice A(e) = J + O(e) € F**" d’une forme de
Jordan nilpotente J est appelée perturbation de Lidskii lorsque toutes les conditions
de Lidskii définies a partir de la structure de J sont satisfaites. On notera L [’ensemble

de ces matrices.

Exemple 4.1 Considérons une matrice A(e) de £ telle que J = (03)%(02)°0. En parti-
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tionnant Ay conformément a la structure par blocs de J = Ag on a

[ x x|x x x|x x|x x|x x|x]
X X X |X X X|X X|X X|xX XxX|X
O x x|V X X| & X|#W X| & x|
X X X |X X X|X X|X X|x X|X
X X X |X X X|X X|X X|xX X|X
O x x|O X xX|&d x| & X|& x|
Al)=J4+ | x X X|X X X|X X|X X[X X|X
M X X|h X X| & X|h X & x|
X X X |X X X|X X|X X|xX X|X
M X X|h X X| & X|& X| & x|
X X X |X X X|X X|X X|x X|X
M X X|h X X| & X|W X & x|
O X X [0 x xX|[O xX[O x|¢ x|&]

D’apres le théoreme de Lidskii les termes dominants des valeurs propres de A(e) € L ne

dépendent que des ©, #, & et non des éléments désignés par X ni des termes d’ordre

supérieur a 1. Comme dans ’exemple 3.2 du chapitre 3 on a les mémes indices ¢ = 6,

ri =2, ry, =5, rf = 6. Les sous-matrices de Lidskii ont donc les mémes dimensions que

les sous-matrices influentes du chapitre précédent et s’emboitent de la méme facon:

o

0 Q
0 Q

Ly

oAk 2N 2 JBRCERC

K JE X JRCERCIEE 2 2 JIRCIRS

K I K K 3K R 2 i I RCIRS

K K K 3 K R 2 4k dh di 4

SIE I I I I N 2 2B dk 2 4

Sl oo PP

) EIZ

3 E2

1
1 )

0
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Mais ici » vaut 13 et non 6 et les sous-matrices de Lidskii sont entierement définies par
la géométrie de Ag = J et par les valeurs des éléments de A;. Comme A(e) € L, les
polynomes det(L; — A1 Eq), det(Ly — A1 F2) et det(Ls — A1 FE3) sont de degré 2, 3 et 1
respectivement et n’ont que des racines non nulles. En notant pl, p?, ul, p2, u3 et ul
leurs racines, on sait d’apres le théoreme de Lidskii que A(e) posséde six valeurs propres
d’ordre O(e'/3), six d’ordre O(¢'/2) et une d’ordre O(e):

21 23

AMle) = (u%)l/ge = o 3) et A(e) = (,u%)l/se 37r161/3+0(61/3) avec [ € {0,1,2},

N () = (uh) e o), N () = (1) e o)
et A () = (1) P62 £ o(e?) avec € {0,1},
A () = e +o(e).
<&

Nous pouvons faire ici deux remarques déja faites lors de ’étude des perturbations quasi-
génériques a profil de valuations fixé. D’une part, les conditions de Lidskii sont moins
fortes que la généricité de A;. La famille des perturbations de Lidskii est donc un sous-
ensemble des perturbations génériques de formes de Jordan nilpotentes.

D’aure part, les exposants dominants des valeurs propres d’une perturbation de Lidskii
n’ont pas nécessairement pour dénominateur un indice de ramification. Considérons par

exemple la perturbation de (02)4

0 1

e 0|ce€
0 1
e 0]ce¢

Ale) = 01 e L. (4.2)
e 0]ce¢
0 1
| €2 e 0]

Son unique condition de Lidskii est satisfaite car Ay =1 et la matrice A(e) est bien une
perturbation de Lidskii. Pourtant ses huit valeurs propres vérifient
1 2izn 2

Ah(e):6%+56761+---, h=1,...,4,

et
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Leur indice de ramification commun n’est donc pas la dimension 2 des blocs de Jordan de
Ap mais 4. Ce phénoméme ne peut se produire que parce det(L; —AFE7) = (1 — )\)4 possede
une racine multiple. En effet, dés que tous les polynémes det(L; — AE;) n’ont que des
racines simples, les n valeurs propres de A(e) se développent en séries de Puiseux formelles
d’indices de ramification les dimensions des blocs de la forme de Jordan nilpotente que
I’on perturbe. C’est bien siir le cas lorsque A; est générique. Cette observation a déja été
faite pour les perturbations analytiques par Moro, Burke et Overton dans [45, page 798].

Enfin, le théoreme de Lidskii (théoreme 4.1) permet évidemment de résoudre les

problemes 1.2 (POLY - NEWTON) et 1.3 (MON - INFLUFENTS) dés que A(e) € L.

Corollaire 4.1 Le polygone de Newton associé a une perturbation de Lidskii de la forme
de Jordan nilpotente (0™1)™ ...(0™9)" est formé de rjn; segments de pente 1/n;, j =

1,...,q. Le j-iéme polynéme de Newton est ¢;(N) = (—1)7"3 det(L; — AE;).

Corollaire 4.2 Les mondmes influents du polynome caractéristique d’une perturbation
de Lidskii de la forme de Jordan nilpotente (0™)™ ...(0™4)" sont les monémes non nuls

pris parmi
(—l)ankeT§—1+k)\”_T;—1_knj , k=0,...,r;, ,7=1,...,q,
avec 1} = 25:1 rin; et det(L; — AE;) = Y00 A7k,

Démonstration du théoreme de Lidskii

La démonstration initialement proposée par Lidskii [40] et rappelée par Moro, Burke et
Overton dans [45, page 799] consiste & poser z = €l/m et 3 expliciter les termes dominants
d’ordre O(z) des valeurs propres de la matrice ramifiée A(2") en fonction des sous-
matrices de Lidskii. Pour cela, A(z™) est réduite par équivalence & L™1(2)A(2™)R(z).
Un bon choix des diagonales de monémes L(z) et R(z) conduit & une nouvelle équation
algébrique ¢(A, z) = 0 équivalente a det(A — A(2™)) = 0 et telle que ¢(A,0) est, & une
puissance de A pres, égale a det(L; — A" ;).

La preuve que nous donnons ci-dessous est légérement différente. On procede en effet
par similitude et non par équivalence, en explicitant une matrice de passage P(z) diagonale
inspirée du choix de L(z) et R(z) dans [45] et qui minimise le rang dominant de A(2"/) sur
son orbite. La matrice P(z) est suffisamment simple pour mesurer son effet sur A(z") et
exprimer un polynéme quasi-Newton d’ordre O(z) associé & P~!(z) A(z"7) P(z) en fonction
du polynéme det(L; — A E;).

Nous réutiliserons cette technique pour généraliser le théoréme 4.1 au chapitre 5.
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Moro, Burke et Overton ont développé dans [45] une autre preuve, basée sur le po-
lygone de Newton. Nous avons déja repris leur approche au paragraphe 3.8 du chapitre

précédent pour démontrer le théoreme 3.5. Nous y reviendrons au paragraphe 4.6.

Preuve. Soit j € {1,...,q}. En posant z = €'/" on cherche & déterminer les valeurs

propres d’ordre O(z) de la matrice ramifiée A(2"/). Soit
P(z) = Diag [P} ()., P (), -, PM(2), o, P(2))
ou pour 1 <i<ygq

Diag[l,._,.,diag[l,¢,...,e% 1] sii<j,
P o pro(ey [ Dl il ] j

Z diag[l,¢€,...,e" 1]

sii>j.

Posons A(z) = P~!(2)A(2")P(2) et désignons par V € N™" et V € Z™*" les matrices
des valuations par rapport 3 z des éléments de A(2™) et A(z) respectivement. Parti-
tionnées elles aussi conformément & la structure de J, les matrices V et V possédent r('f
blocs et nous notons V = [V#] et V = [V*]. Un moyen simple de quantifier I'effet de la
similitude P(2) sur A(2"™) consiste & exprimer V en fonction de V. En effet, P(z) étant
par définition une diagonale de monomes unitaires, elle ne modifie que les valuations des
éléments de A(z™) mais pas la valeur des coefficients de ces éléments. En désignant par
vg,ll I’élément du bloc V¥ de position (g, h) dans ce bloc, on a & cause de la structure de
Jordan de J

)0 si(kh)=(lLg+1),

'Ugh —

n; sinon.

En notant 2% le g-ieme élément diagonal du k-ieme bloc diagonal de P(z) on a de plus

pour V

W u§+1—u§ si (k,h)=1(l,9+1),

<
Q

) (4.3)

I R :
n]—l—uh U, SInon.

Comme il y a deux définitions les blocs de P(z) selon que i < j ou i > j, quatre situations

se présentent pour la valeur de la différence ulh — u;f.

k,l1>r’_ ;| Dans ce cas uy, — uf = h — g par définition de P(z). D’apres (4.3) et comme

n; < n; pour tout 7 > j, on a alors

o =1 s k) = g+ 1) ousi k <Y et (g,h) = (nj, 1),
ok I (4.4)
> 2 sinon.
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k,l <r’_,|Considérons d’abord les n; — n; + 1 premieres colonnes de VE en rappelant

7—1
que uh =0pour 1 <h<n—n;+1.Si k=1]les éléments de la premiere surdiagonale de

VI yérifient donc
U p=0, 2<h<mn—n;+1. (4.5a)

Comme ug est égal a n; — 1 si g = ny, et est inférieur a n; — 1 sinon, cela entraine pour
les autres éléments de V¥

Sk =1 sig=mng,
Ugh 1§h§nl_nj+17 (k7h)7£(l7g+1) (45b)

> 2 sinon,

Considérons maintenant les colonnes restantes de V*. Pour n; — n;j+2<h<mona

cette fois uﬁL > 1. Comme uﬁl = u2—1 + 1 les éléments de la premiere surdiagonale de V¥

vérifient
Thoip=1, m—-nj+2<h<n, (4.5¢)
Comme '”2 >1et u]; < n; — 1, les autres éléments de VK vérifient

WhL>2, m—nj+2<h<m, (kh)#(@Lg+1). (4.5d)

I <7ty <k|lcile bloc de départ V¥ ne contient aucun zéro car k # [ et (4.3) se réduit

avk}ll_n]—}—ulh—u;f.CommekZjonau];:g—letdoncvh_n]—l—uh g+1. Sik>j

alors ny < n; entraine g < n; et donc ﬁ;“}ll > 2.Si k=jet g<mn;onaencore o h > 2;si
k=jetg=n; alorsf)ﬁih:uﬁl—l—letdonc fzﬁjh estégala 1sil <h<mn —mn;+1etest
supérieur a 1 sinon. Finalement,

S =1 sik<rietg=njet1<h<mn—mn;+l1,

Vg, N - (4.6)
> 2 sinon.

k <ri_y; <l|Dans ce cas, (4.3) se réduit encore a ﬁg}ll =n; +ul — u]; car k # [. Comme

leonauﬁL:h—letdoncvh_n]—}—h 1—u§.Sig<nka101‘su§<nj—1etdonc

kl

’Uk}ll > 2.Si g = ny alors u* = n; — 1 et donc [

x , = h. Dot finalement

R =1 si(g,h) = (nk, 1),
Ogh (4.7)
> 2 sinon.
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L’étude de la matrice V que nous venons de faire indique en particulier que fl(z) est de
valuation positive ou nulle. C’est donc bien une perturbation de matrice en la variable
2z et nous pouvons considérer sa factorisation A(z) = 2C'(2)D~'(2) d’ordre O(z) définie
au chapitre 2 par (2.1). Rappelons qu’un élément de la diagonale D(z) vaut z (resp. 1)
si la colonne de A(z) correspondante est de valuation nulle (resp. positive). Le but est
d’expliciter det(Cy — ADy) en fonction des matrices constantes L; et F;. Pour cela, une
premiére remarque concernant la structure du faisceau Cy — ADg peut étre faite. En effet,
on voit sur (4.4) et (4.7) que lorsque [ > r’ le bloc V* n’a aucun zéro. Avec ri= 23:1 ring,
cela signifie que les n —r} dernieres colonnes de A(z) sont toutes de valuation positive, et
donc D(z) = Diag[D'!(z), In—r]*]- D’autre part, lorsque [ < r! < k les éléments des blocs
VH# sont tous supérieurs 3 1 d’apres (4.4) et (4.6) et la matrice Cy est donc triangulaire

supérieure. Plus précisément,

11 12 * 11 J
o Cyo Gy T D — D 0 . .
0= (22 x 7 0= y Ty = i,
0 5 n—r; 0 In_rj* Py
r¥ on—rk

et C2%2 = (0™+1)9+1 .. (0%)"@ car d’apres (4.4) seuls les blocs diagonaux V¥ ont des

éléments égaux a 1 lorsque [ > r;, qui sont ceux de leurs surdiagonales. Finalement
det(Co — ADg) = (—=1)"7"7 det(CA* — ADEY). (4.8)

En considérant les T;Z blocs ¥ ()) du faisceau C3' — ADEY = [F*())] partitionné

conformément a .JJ, on a pour 1 <[ < 7“;'—1

-1
0
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et

FH(\) = sik# L (4.10)

by x ... X

Pour chacun des blocs diagonaux F''()\) définis par (4.9) il existe i € {1,...,5—1} tel que
FU()) soit d’ordre n; > n; et possede n; —n; zéros sur la diagonale. Pour 7";'—1 << r; on

a les blocs diagonaux d’ordre n; et les blocs non diagonaux n; X n; avec n; > n; suivants.

-2 1
P = R et FH()\) = sik#£L (4.11)
-x 1
bkl —-A bkl
Considérons la colonne de blocs F*(\) avec [ € {ri_y4+1,...,ri} fixé. D’aprés la structure

des deux matrices dans (4.11) on voit que det(Cy — ADg) ne change pas lorsqu’on ajoute
a la premiere colonne de [F*(\)] A fois sa deuxieme colonne, puis A\? fois sa troisieme
etc. On peut donc finalement remplacer la matrice F''(\) de (4.11) par le nouveau bloc

diagonal

(4.12)

bkl — A\ -2

Les blocs non diagonaux F*!(\) ne sont pas modifiés.

Les matrices définies par (4.9), (4.10), (4.11) et (4.12) permettent de simplifier le calcul
du déterminant de Cy — ADg. En effet, la premiere ligne des blocs contenant la matrice
F"()\) de (4.9) a pour seuls éléments non nuls —A et 1. A cause des zéros diagonaux
dans (4.9), on ne développe que par rapport au 1 de cette premiere ligne, et on itere

sur 'opposé de la sous-matrice obtenue. (Il y a un changement de signe car 1’élément
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par rapport auquel on développe est situé sur la premiére surdiagonale.) En continuant
jusqu’a l’avant-derniere ligne et en répétant cela pour tous les blocs définis par (4.9),
on isole les by qui définissent la sous-matrice de Lidskii L;_4. Il y a eu 23;11 ri(n; — 1)
changements de signe en tout. De la méme facon, on développe par rapport aux 1 de
la surdiagonale de chacune des r; matrices d’ordre n; définies par (4.12). Cela nécessite
r;(n; — 1) changements de signe et cela permet surtout de compléter L;_; avec d’autres

éléments by de fagon a avoir L;. On obtient ainsi
det(CA1 = ADEYY = (=1)77 777 det(L; — A™ E;)
et donc d’apres (4.8)
det(Co — ADg) = (=1)"""7 det(L; — N ).

Comme A; # 0 le faisceau Cy — ADg est régulier et on peut appliquer le lemme 1.2 4 la
matrice A(2) avec a =b=1et L(z) =1.Si j =1 alors Ey = I,, et det(L; — A" E}) est
de degré ryn;. Si j > 2, Phypotheése supplémentaire A;_; # 0 entraine que degdet(L; —
AE;) = r;. Dans les deux cas, les r; racines de det(L; — A\F;) dans K sont toutes non

nulles car A; # 0.0

Dans cette preuve, la régularité du faisceau Cy — ADg indique que la matrice A(Z) est
effectivement de rang dominant minimal égal & son nombre de colonnes de valuation zéro
(proposition 2.2). Ce rang dominant minimal vaut 23;11 ri(n; — n;) d’apres la structure
des blocs diagonaux d’ordre n; > n; définis par (4.9). Cette possibilité de minimiser ex-
plicitement le rang dominant de la matrice A(z") au moyen d’une similitude tres simple

car diagonale n’apparait pas dans I’étude de Moro, Burke et Overton [45].

Si A(e) n’est pas une perturbation de Lidskii, nous cherchons dans son orbite une matrice
qui soit la plus proche possible d’une perturbation de Lidskii. La question est désormais:
existe-t-il une perturbation /1(6) d’une forme de Jordan nilpotente .J & laquelle toute per-
turbation A(€) d’une forme de Jordan nilpotente puisse étre réduite par similitude et telle
que pour toute valeur propre de A(€) d’exposant dominant l'inverse d’un entier positif cet
entier soit la dimension d’un bloc de J? Pour identifier une telle forme réduite, nous com-
mengons par étudier d’autres invariants de A(€) que les indices minimaux en valuation,

que nous appelons indices minimaux en dimension.
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4.3 Indices minimaux en dimension
On étudie ici la suite (6;);cpy> définie par
52' =28 — Sit1 — Si—1, S = val pi(>‘7 6) ’ pi()‘v 6) = p()\e, €i)' (413)

Cette suite est duale de celle définie par (3.3) au chapitre 3 a cause du choix de p; (A, €).
Elle possede des propriétés analogues, décrites par les propriétés 4.1 et 4.2 ci-dessous.
Comme s; = min{n —k+iag : 0 < k < n}, on peut poser so = 0 et on montre facilement
que (8;);cny+ est une suite croissante et que (s;11 — 8;);cy« est une suite décroissante. Les
4; sont donc tous positifs ou nuls. Introduisons maintenant 'indice j; égal au nombre de

valeurs propres d’exposant dominant inférieur ou égal a 1 et les deux entiers positifs M

v=l5lv=l5]

Ainsi N est le plus petit entier positif tel que % < By et M est le plus grand entier tel

et N tels que

que 3;, < ﬁ D’ou
1
M

1
0< 5 <A< <8 < S1<Bn < o< B

Propriété 4.1 s;, =n Vi > N et sy_1 < N.

Preuve. Les exposants dominants f3;; des solutions de p;(A,e) = 0 vérifient cette fois
Bi; =1B; — 1. Si 1 > N ils sont tous positifs ou nuls et s; est atteinte en £ = 0 et vaut n.
On asy_1 =min{n—k+ (N — 1)ay : 0 <k < n} et donc en particulier sy_1 < n pour
k = 0. Si sy_1 = n alors tous les By_1 ; sont positifs ou nuls, c’est-a-dire 3; > 1/(N — 1)

pour tout 1 < j < n, ce qui contredit la définition de N. O

Propriété 4.2
(a) & € N* pour tout i € N*;
(b) 8 =0 pour tout i > N et §n #£0;
(¢) SLiidi=n;
(d) S 6 =n—ji+aj ;
(e) Soit j € N. Alors Zfijﬂ(i —7)% =n—s;.

Preuve. On déduit (a) de la décroissance de (s;41 — 5;);cp €t (b) de la propriété 4.1. Pour
(c), (d) et () rappelons que sy = sy41 = n d’aprés la propriété 4.1. La somme S, i6;

de (c) se réduit & —sg + N(2sny — sy+41) — (N — 1)sy. Puisque sg = 0 elle est donc égale
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a n. Pour (d) la somme Zf\il d; se réduit a s; + sy — sy41 et donc a s1. Or By; <0
pour j < jy et B1; > 0 pour j > j;. Par conséquent, sy = min{n —k+ oy : 0 <k < n}
est atteint pour k = j; et s; = n — j; + «;,. Enfin pour (e) la somme se réduit a

—s;+ (N —j+1)sy — (N — j)sn41 et vaut donc n — s;. O
Définition 4.3 On appelle indices minimaux en dimension de A(e) les §; non nuls.

Exemple 4.2 Considérons la perturbation de la forme de Jordan nilpotente 0°0%0

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
Ale) = e 0 0 0 1 0 0 0
0 0 ¢ €? € €? 0 0
—e 0 0 0 0 0 1 0
—€ 0 262 —e—-26e -3¢ —2¢2 —€ 0
_26 0 2¢ 2¢2 4 ¢ be 2¢2 3¢ € |

Son polynéme caractéristique est p(A, €) = A8 — AT — 2 \° + (—6 + 63) Myl -t
et on vérifie facilement a I’aide du polygone de Newton que A(€) possede quatre valeurs
propres d’ordre O(ei), trois d’ordre 0(6%) et une d’ordre O(e). Dot N =4, M =1 et
J1 = 8. Le début des suites (s;);onyx et (8;);cy« est indiqué dans le tableau

i|[1] 2 3[4 5 6
si|4 6 7 8 8 8
12 10 1 00

ol les valeurs encadrées sont celles de M etN. Pour ¢ > 4 on observe que s; = 8 et que
d; = 0. Les indices minimaux en dimension de A(e) sont 64 = 1, 8, = 1 et &, = 2. IIs ne
définissent pas a eux seuls une partition entiere de n = 8, mais on a 484 + 28, + & = 8.

&

4.4 La forme .J-réduite

Définition 4.4 Une perturbation de matrice A(e) = J + O(e) € F**" d’une forme de
Jordan nilpotente J = (0™)™ ... (0%2)" est J-réduite sir; =4, pourj=1,...,q.

Théoréme 4.2 Toute perturbation de matrice d’une forme de Jordan nilpotente est sem-

blable a une forme J-réduite.
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Preuve. Nous nous ramenons comme dans la preuve du théoréme 3.2 du chapitre 3 au cas
d’une perturbation de matrice A(e) dont la forme de Frobenius F'(e) est réduite au bloc
compagnon défini par le polynéme caractéristique p(A,€) = Y 7_, ar(€)A"~* de A(e).

On cherche alors & expliciter une matrice de passage P(e) telle que P! (e) F'(€) P(e) est
J-réduite. Soit ¢ le nombre des ¢; non nuls. En désignant par n, < ... < ng < n; les indices
i > 1 correspondants, il suffit donc de trouver une matrice P(e) telle que P~ (¢) F(€) P(e)
soit une perturbation de la forme de Jordan nilpotente (07¢)* ... (0™)%"1. Puisque sculs
les &,; sont non nuls, on a &, = Zf\inj 0i = Op; + ...+ Oy et Oy = Ef\in] i6; =

n;0n, + ...+ n1dy, . Partant du bloc compagnon
Fle)=[e?,....e" —a(e)], ale)=lan(e),...,a(e)],

on remplace certains 1 de sa premiere sous-diagonale par des € en lui appliquant la simi-
litude P(€) = Diag[F,(e),..., Pi(e)] ou, pour 1 < j < ¢, la matrice P;(¢) de dimension
dn,m; est définie par

s

Pj(e) = Diag[P; “(€),..., Pl (e)] avec P]k(e) =¢

ML 1<k <6y,
Les n—ny premiéres colonnes de P~1(€) F(¢) P(¢) sont donc la perturbation d’une matrice
formée de d,,, blocs 0™¢,...,d,, blocs 072 et d,, — 1 blocs 0™1. Partitionnons la derniere

colonne de F'(e) conformément a la structure par blocs de P(e). On a

*5“1 ~1 T

—a(e) = —[ag " (e), ... ,d;(e),... @ (€), ..., a;(€)]

olt pour 1 < j < getl <k <4, levecteur sz(e) est d’ordre n; et vérifie
a;(€) = [asy +hn, (), .-, a5, (€), as; (01"
3 5n] +kn; sy 5n]_1+(k—1)n]+2 ) 5n]_1—|—(k—1)nj—|—1 .

Les ny derniéres colonnes de P~!(¢)F(¢) P(e) définissent alors la matrice de F**™

1

— 75n — n —
—b(e) = —[b,"(€),... ,b,(€),...,b;"" (€),...,by(e)]
est tel que pour 1 < j<get1 <k <4,

bi()=¢ake), YE=6  +k-1.

Pour que la matrice P~ (¢)F(€) P(€) soit une perturbation de (074)* ... (07)% il suffit

donc de montrer que sa derniere colonne —6(6) est de valuation au moins 1. Pour 1 </ < n;
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k

J

montrer que Qx4 (k—1yn;+1 > Y]k Puisque € divise p(Ae, €™), on sait par définition
nj_q

+ (k—1)n; 4. Vérifions

la [-ieme composante du vecteur a7 (e) étant de valuation agx +(k—1)n,+1 cela revient a
nj_1

k . k __ _ *
de s,, que sy +(k=1)ny 41 > X7 /m; avec Xi=sn;, —n+ 5n]_1

k ] L s . %
que X7/n; > Y. On réécrit pour cela la somme 5nj_1 comme

-1

.

Oy =m0y + ) (i —mn)dy,

R

k3

= nj(sl +

nj_1 (1 —mn;)é; car seuls les é,; sont non nuls et car n; < n;_y,

t=n;+1

=n;0,  +n-— s, d’apres la propriété 4.2(e).

TL]_l

Par définition de X;“ et Y]]C on obtient finalement X]lg = anjk +lavecl e {l,...,n;} et
donc X]k/n]' > Y]k O

Exemple 4.3 On reprend I'exemple 4.2 ou J = 0°0%0. On a n; = 5 et r; = 1. Comme

05 = 0 la matrice A(e) n’est pas J-réduite. Elle est pourtant semblable a

0100000 0
00100000
00010000

g |0 00000
00000100
000000 ¢ 0
0000 ¢ 000
(0000000 e|

qui est une perturbation de J = 0%02(0)%. C’est une forme J-réduite de A(e) car 7 =
54:1,7;2:52:16tf3:51:2. &

Comme pour la forme v-réduite, il n’y a pas unicité de la forme J-réduite. On la caractérise
également de deux facons, en termes de forme de Jordan nilpotente minimale, puis en

termes de polynomes quasi-Newton d’ordre I'inverse d’un entier positif.

4.5 Deux caractérisations

Pour £ € N* on note ici n; le nombre de blocs de J de dimension k. On introduit de plus

une factorisation d’ordre O(6l/i) pour 7 € N* qui permet de séparer les blocs de J de
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dimension supérieure a ¢ de ceux de dimension inférieure ou égale a 7. Nous considérons

pour cela
A(ei) =7 OC (R e), Di(e) = Li(e)R;(e), (4.14a)

ot L;(€) et R;(€) sont deux diagonales de monémes telles que le produit D;(€) et la matrice
Ci(€) = Li(e)A(€) R;(€) /e soient de valuation positive ou nulle. Il reste & choisir L;(e) et
Ri(€). En nous inspirant des transformations de Lidskii rappelées par Moro, Burke et
Overton dans [45, page 799] et afin d’obtenir deux caractérisations d’une forme J-réduite

analogues a celles données au chapitre 3 pour la forme v-réduite, nous prenons

Li(e) = Diag[Ljy(€), ..., Lii(€), ..., Liy(e),..., Lii(e)] (4.14b)

) Zq
Ri(e) = Diag [RA (), ., R(©)s -, REy(6), ., B2 ()] (4.14c)

oupour 1 <j<gq

Diag [I,,,—;,diag[1,e7!, 72, ... e ] sin; >,

Lijle)=...= L =4 o e _ C o (4.14d)
diag [1,e7 1 e72, ... et sin; < i,
et
. Diag[1, e, _;, diag[e,e?,... ¢ sin; >,
Ri()=...= R(e) = el [ ! ! (4.14e)
diag[1,e,€%,...,ew™1 sinj <.
Ainsi pour k=1,...,r;
€T sing >,
det ij(e) det Rfj(e) = _ ! .
1 sin; <.

En rappelant que 7 désigne le nombre de blocs de J de dimension k et que ny est la plus

grande dimension possible pour un bloc de .J, on en déduit que
det D;(e) = eZrmir (F=i)mi (4.15)

Dans cette expression, certains 7 peuvent bien siir étre nuls. D’autre part, comme A(ei) —
J est de valuation au moins ¢ la matrice C;(¢) est bien de valuation positive ou nulle.
Propriété 4.3 Soit A(e) = J + O(e) € F**" une perturbation de la forme de Jordan
nilpotente J = (0™)™ ...(0")". Pour j € {1,...,q} fixé on suppose que ri = &,,,
k=1,...,7—1. Alors § = 0 pour tout i > n; tel que i &€ {ny,nqg,...,nj_1}. De plus
rj > 0On,-
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Preuve. La démarche est la méme que pour la propriété 3.3 du chapitre précédent. D’apres

(4.14a) et en rappelant que p;_;(A, €) = det(Ael — A(e~!)) on a
pic1 (A, €) = € det DY, (€) det(AD;_; (€) — Ci_1(e)). (4.16)

Par hypotheése et d’apres la propriété 4.2(e) cela conduit a

N n1
mi> Y (k—i+ )6 =Y (k—i+1)n
Comme k > i > n; on en déduit que §; = 0 lorsque ¢ € {nq,ng,...,n;_1} et que

ri =1, > 0y, O

4.5.1 Forme de Jordan dominante minimale

Afin de pouvoir considérer 'orbite de A(e) et pas seulement les perturbations d’une forme

de Jordan nilpotente semblables a A(e), nous introduisons la définition suivante.
Définition 4.5 Soit A(e) € F**™. Sival A(e) > 0 notons (0")™ ...(0%)" la forme de
Jordan de Ag. La forme de Jordan dominante de A(e) est définie par
1 A(e) = (M1, .. M1,y 0y, ..., ng] st val A(e) > 0,
[n] si val A(e) < 0,
ot dans le premier cas n; est répété r; fois pour 1 < j <gq.
On utilisera encore ’ordre lexicographique pour comparer deux formes de Jordan do-

minantes. Les valeurs extrémes possibles pour une forme de Jordan dominante sont la

matrice nulle O,, et le bloc de Jordan 0”. Ainsi,

[1,... 1] <A@ < [n], ¥ A(e) € F™*m, (4.17)

n

Un exemple ol ces bornes sont atteintes est, en dimension n,

0 ¢ 0 1
0 e 0 1
€ 0 € 0
en prenant diag[l,e7 1 e72 ... e '] pour passer de la premiere matrice & la seconde

par similitude. On remarquera que contrairement aux profils de valuations, les vecteurs
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1J A(e) et 1J A(e) associés a deux perturbations de matrices semblables A(e) et A(e) n’ont
pas nécessairement le méme nombre de composantes.

Enfin, pour & € N* et pour une perturbation A(e) =.J + O(e) € F**" de la forme de
Jordan nilpotente J = (0™)™ ...(0™)", nous notons Oy (A(e)) ’ensemble des perturba-
tions d’une forme de Jordan nilpotente A(e) = .J + O(e) semblables 3 A(e) et telles que
= m pour | =k, ..., ny, c’est-a-dire telles J et J aient les mémes nombres de blocs de

dimension au moins k. D’ou
O(A(€)) D On(A(€)) = ... = On41(A(€)) D Ony (A(€)) D ... D Op (Ae)) = ... = O1(A(e)).

Pour 1 <7 < ny O;(A(e)) est 'ensemble des perturbations de la forme de Jordan nilpo-
tente J semblables & A(e), et pour n; < i < n c’est 'ensemble des perturbations d’une
forme de Jordan nilpotente arbitraire semblables a A(e). Le lemme ci-dessous donne des
conditions suffisantes sur J pour qu’une valeur &; soit un nombre minimal de blocs de

Jordan de dimension 1.

Lemme 4.1 Soit A(e) = J 4+ O(e) € F"*™ une perturbation de la forme de Jordan
nilpotente J = (0")™ ...(0")". Pour j € {1,...,q} fizé supposons que ry = by,
k=1,....,5—-1¢€l sij=gq, ng > 2. Alorsrj =34, siet seulement si r; est mini-
mal dans Oy, 11(A(e)).

On remarquera que lorsque j = ¢ et n, = 1 le nombre de blocs de .J de dimension 1 est

nécessairement minimal dans O, 41(A(€)).

Preuve. On procede comme pour la preuve du lemme 3.1 en montrant d’abord que si r;
qui ici vaut 7, n’est pas minimal dans O, ;1(A(e)) alors r; > §,,. On applique pour cela
(4.16) & A(e) € On,+1(A(€)) telle que 7, < 1, Les propriétés 4.2(e) et 4.2(a) permettent
de conclure. On montre ensuite que si r; est minimal dans O,,;1(A(€)) alors r; = 6, en
remarquant que d’apres la propriété 4.3 la forme J-réduite construite pour démontrer le

théoreme 4.2 est bien un élément de O, 11(A(€)). O

D’apres (4.17) il existe une unique plus petite forme de Jordan dominante dans
O(A(e)). On déduit alors du lemme précédent une premiere caractérisation d’une forme

J-réduite en termes de ce minimum.

Théoréme 4.3 Soit A(e) € F"*" une perturbation d’une forme de Jordan nilpotente. Les

deuz propositions suivantes sont équivalentes:

(i) Ale) est J-réduite.
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(ii) La forme de Jordan dominante de A(€) est minimale dans O(A(€)) par rapport a

lordre lexicographique.
Preuve. On applique le lemme 4.1 successivement pour j =1,2,...,q. O

L’expression “indices minimaux en dimension” trouve ici son explication. On peut de
plus faire la remarque évidente suivante, que nous retrouverons lors du calcul d’une forme
J-réduite (paragraphe 4.7).

Remarque 4.1 Toute forme J-réduite est de rang dominant minimal dans O(A(e)).

Exemple 4.4 On reprend les deux exemples 4.2 et 4.3 en considérant une troisieme

matrice A(e) semblable & A(e) et A(e)

[0 10 0 0 0 0 0]

0 01 0 0 0 0 O

0 0o 1 0 0 0 O

fl(e): e 00 0O 1 0 0 O
0 00 0 € € 0 O

0 00 € 0 0 € O

—€ 0 0 — —¢ —€ —€ 0

L € 0 0 0 € € € €|

On voit que 1J A(e) =[5,1,1,1] et on a 1J A(e) > 1J A(e) > 1J A(e) car
[57 27 1] > [57 17 17 1] > [47 27 17 1]'

D’aprés le théoreme 4.3 ni A(e) ni A(e) ne sont J-réduites. On peut cependant conclure

que fl(e) I’est si 'on sait que §4 = 1, § = 1 et § = 2. La forme de Jordan dominante

[4,2,1,1] est donc minimale dans O(A(e)). <

Une seconde caractérisation a ’aide de polynémes quasi-Newton est donnée dans le pa-

ragraphe suivant. Elle n’utilise qu’un nombre fini de coefficients matriciels de la série

Ale).

4.5.2 Polynomes quasi-Newton d’ordre I’'inverse d’un entier

Sing =1alors ¢g =1, r = n et J est la matrice nulle. Nous supposerons donc ny; > 2.

Pour ¢ € N* on pose

wi(A, €) = det(Ci(e) — AD;(e))
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et on vérifie que

wi(A €)= (=1)"e " det D;(e)pi(A, €)

et donc d’apres (4.15)
val (A, €) = s; —n+ Z (k — ) ng. (4.18)

Lemme 4.2 Soit A(e) = J + O(e) € F™*" une perturbation de la forme de Jordan
nilpotente J = (0™)" ...(0™)". Pour j € {1,...,q} fizé, supposons que ri = &,,,
k=1,...,5—1et, sij=gq, ng>2. Alorsr; =0d,, si et seulement si @, _1(),0) # 0.

Preuve. Le polynéme ¢, _1(A,0) est non nul si et seulement si val ¢, _1(A,€) = 0. On

applique alors (4.18) et les propriétés 4.2(e) et 4.3. O

Théoréme 4.4 Soit A(e) = J + O(e) € F**" une perturbation de la forme de Jordan

nilpotente J = (07)™ ... (0™)"9. Les deux propositions suivantes sont équivalentes:
(i) Ale) est J-réduite.
(i) ©ny—1(A0) £ 0, e 0n, —1(A,0) £ 0 e, sing > 2, ¢n,1(A,0) #0.

Preuve. On applique le lemme 4.2 successivement pour j =1,2,...,¢—1 (gsing, > 2). O

Exemple 4.5 Toujours a partir des exemples 4.2, 4.3 et 4.4 précédents, commencons par
vérifier pour A(e) et A(e) que p4(X,0) et F4(X,0) sont nuls. On déduira alors du théoreme
4.4 que ces deux matrices ne sont pas J-réduites. Comme 1J A(e) = [5,2,1] on a d’apres

(4.14)
La(e) =diag[l,1,e7 €773, 1,71 1] et Ryle) = diag[l, e, ¢, 6%, €%, 1, ¢, 1].
On obtient alors avec la factorisation A(e*) = eI (€)Cy(e) Ry (€) d’ordre O(e%)

-1
01

©4(A,0) = det =0.
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Cela signifie d’apres le lemme 4.2 qu’il existe une perturbation de forme de Jordan nilpo-
tente semblable & A(e) dont la forme de Jordan dominante n’a que des blocs de dimension
inférieure a 5.
Il en est bien siir de méme pour A(e) dont on a vu dans exemple 4.4 que 1J A(¢e) =
[5,1,1,1]. On pourra vérifier que ¢4(A,0) = 0. (On a en fait ¢4(X,0) = p4(X,0).)
Calculons maintenant pour A(e) les polynémes @3(X,0) et @1 (X, 0). Puisque 1J A(e) =
[4,2,1,1] la factorisation A(¢%) = eL3'(e)Cs(e)R3 " (¢) d’ordre O(eé) est définie par

Lz(e) = diag[l,1,e e 1,e7 1, 1,1] et 1%3(6):diag[l,e,e,eQ,l,e,l,l],

ce qui conduit a

$3(X,0) = det =A%

Enfin, pour @;(X,0) on a A(e) = L7 (e)Ci(e)RT" (€) avec Li(€) = Iz et Ri(e) =
diag[1,¢,¢,¢,1,¢,1,1]. D’ou

#1(X,0) = det =21

On constate que @3(A, 0) et @1 (A, 0) sont deux polynémes quasi-Newton d’ordres respectifs

0(6%) et O(¢) et on conclut grace au théoreme 4.4 que A(e) est une forme J-réduite. <

Enfin en remarquant que A; # 0 entraine @, _1(A,0) # 0 par définition de la factorisation

(4.14), on déduit du théoréme 4.4 le corollaire suivant.

Corollaire 4.3 Toute perturbation de Lidskii est J-réduite.
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4.6 Interprétations avec le polygone de Newton (Moro, Burke

et Overton [45])

Ce paragraphe reprend exclusivement l'interprétation de la théorie de Lidskii avec le
polygone de Newton introduite par Moro, Burke et Overton dans [45]. Par rapport a
I’analyse en termes de polygone de Newton des perturbations selon les valuations faite au
paragraphe 3.8 il s’agit, tres schématiquement, d’échanger les abscisses et les ordonnées.

Une forme de Jordan nilpotente .J = (071)™ ... (0"¢)"? arbitraire étant donnée, le but
est d’identifier parmi tous les polygones de Newton possibles pour une perturbation de
J dans F"*™ celui qui est le plus bas. On fixe cette fois une ordonnée y, c’est-a-dire une
puissance de ¢, et on cherche ’abscisse z(y) maximale, c’est-a-dire la plus petite puissance
de X du polynéme caractéristique a laquelle €Y puisse étre associé. Le théoreme 3.1 de [45]
que nous rappelons ci-dessous précise z(y) ainsi que le coefficient az(y) du polynome

P . . b i . i
caractéristique. Comme partout ailleurs dans ce chapitre r; = Y riet rT= ) iy Tl

Théoréme 4.5 [/5] Soientj € {1,...,q} et 0 <k <r;. Siy=ri_,+k alors z(y) =
ri_y + kn; et le coefficient Gy, de € dans a,)(€) est égal a (—1)Y fois la somme de
tous les mineurs principauzr de L; d’ordre 7";‘—1 + k qui contiennent L;_;. En particulier,
(ALT]* = (—1)TJ det L]'.

Par conséquent, ’enveloppe inférieure de tous les polygones de Newton possibles ne

dépend que de la structure de la forme de Jordan nilpotente .J donnée au départ.

Définition 4.6 [45] Soit A(e) = J + O(e) € F™*" une perturbation de la forme de
Jordan nilpotente J = (0™)™ ...(0")"". Soient les points du plan Qy = (0,0) et Q% =
(riy+knj,ri_ +k)pourj=1,...,qetk=1,...,r;. On note Q; = Q;J et on appelle
enveloppe de Newton associée a la forme de Jordan dominante de A(e) [’enveloppe

convexe inférieure £5 de ['ensemble {Qj}0<j<q.

Cette seconde enveloppe - apres celle du chapitre 3 - est formée uniquement de segments
dont la pente est 'inverse d’un entier positif et dont la longueur - et non plus la hauteur

- est le produit d’une dimension de bloc de J et de la multiplicité de ce bloc dans .J.

Remarque 4.2 Moro, Burke et Overton déduisent du théoréme 4.5 une autre preuve du

théoreme 4.1 (théoréme de Lidskii) que nous ne rappelons pas ici (voir [45, page 808]).

En notant encore Af la somme de tous les mineurs principaux de L; d’ordre 7‘;‘—1 + k qui
contiennent L;_; dans leur “coin supérieur gauche”, on a de plus les caractérisations sui-

vantes pour, respectivement, les conditions de Lidskii (intermédiaires), les perturbations



4.6. Interprétations avec le polygone de Newton (Moro, Burke et Overton [{5]) 123

de Lidskii et les formes .J-réduites.

Corollaire 4.4 Soient A(e) = J + O(e) € F**" une perturbation de la forme de Jordan
nilpotente J = (0™)™ ... (0")" et N son polygone de Newton. Soient j € {1,...,q} et
ke{l,...,r;}. Alors Q;? € N si et seulement si Af # 0.

Corollaire 4.5 Une perturbation d’une forme de Jordan nilpotente est une perturbation
de Lidskii si et seulement si son polygone de Newton et [’enveloppe de Newton associée a

sa forme de Jordan dominante coincident.

Corollaire 4.6 Une perturbation de matrice A(e) € F**" d’une forme de Jordan nilpo-
tente est J-réduite si et seulement si [’enveloppe de Newton associée a sa forme de Jordan

dominante est “la plus haute possible” dans O(A(e)).

L’enveloppe de Newton définie par une forme J-réduite d’une perturbation d’une forme de
Jordan nilpotente est donc la meilleure approximation du polygone de Newton a I’aide de
segments de pente I'inverse d’un entier positif uniquement. Une interprétation graphique

des propriétés 4.2(c) et 4.2(d) est donnée par la figure 4.1.

Exemple 4.6 Le premier dessin de la figure 4.2 ci-dessous représente le polygone de
Newton A associé aux trois matrices A(e), A(e) et A(e) des exemples 4.2, 4.3 et 4.4 et

défini & partir de leur polynéme caractéristique commun
p(A€) = PRI U L (—6 + 63) M3 a3N -

Les trois autres dessins superposent A et, successivement, I’enveloppe de Newton définie
par J = 0%0%0, J = 0°5(0)° et J = 0*0%(0)%. On voit donc que A(e) est J-réduite sans
étre une perturbation de Lidskii car sa deuxieme condition de Lidskii n’est pas satisfaite.
Cependant, le fait que Q et Qé soient sur N indique que A(¢) admet trois valeurs propres
de valuations strictement comprises entre 1/2 et 1 et de numérateur au moins 2. La seule
possibilité est une valuation commune, égale & 2/3. Ce constat simple permettant de
déceler des valeurs propres de valuation différente de I'inverse d’un entier positif a été
étendu par Moro, Burke et Overton [45, corollaire 3.3] & un sous-ensemble de I’ensemble
des perturbations d’une forme de Jordan nilpotente qui ne sont pas des perturbations de
Lidskii. La situation n’étant pas toujours aussi simple que sur cet exemple, de nombreux

cas “non génériques”demeurent non traités. <&
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nzzf\ili&

Oy,

A +n_j1

n—J1

25\;1 di

n—Jj1

Fia. 4.1 — Polygone de Newton N (pointillés) et enveloppe de Newton E; (traits pleins)
associés a une perturbation d’une forme de Jordan nilpotente A(e) = J+O(e) € F**" sup-
posée J-réduite. On note j; le nombre des valeurs propres de A(e) de valuation inférieure
ou égale a 1. La partie de [’enveloppe dont les points ont une abscisse comprise entre 0 et
j1 est la meilleure approrimation de la partie correspondante de N d l'aide de pentes (3
avec 1/ € N*. Puisqu’un bloc de Jordan est de dimension au moins 1, ce qui reste de N
est nécessairement approché au mieux par un segment de pente 1 et de longueur n — j1.
On en déduit que la longueur de £y est Zfil i6; = n (propriété 4.2(c)) et que sa hauteur
est Ef\il 8 =n— j1+ oy, (propriété 4.2(d)). On remarquera que dans le cas particulier
ot j1 = n les deux extrémités de N et £; coincident. (Voir par exemple les deux derniers

dessins sur la figure 4.2.)
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A8 Al A2 1

Q3 =0

F1G. 4.2 — Polygone N et enveloppes £, £; et €5 de Newton associés auz trois perturba-
tions de matrices A(e), fl(e) et fl(e) semblables des exemples 4.2, 4.3 et 4.4. La meilleure
approximation de N a l'aide de pentes égales a l'inverse d’un entier positif uniquement
est £ (quatriéme dessin): c’est l'enveloppe “la plus haute possible” dans O(A(e)). On

pourra comparer avec la figure 3.1.
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Enfin, on retrouve les analogues de la propriété 3.5 et du corollaire 3.11 du chapitre 3.
Propriété 4.4 Soit A(e) € F**" une forme .J-réduite. Si A(€) n’a que des valeurs propres
de valuation Uinverse d’un entier positif alors 5 coincide avec N. Sinon, tout segment

de N de pente 0 < 8 < 1 telle que 1/3 ¢ N* est approché par deuzx segments de £y de
pentes 1/[871] et 1/(1871] = 1).

Corollaire 4.7 Toute perturbation d’une forme de Jordan nilpotente qui est J-réduite et
qui n’a que des valeurs propres de valuation ['inverse d’un entier est une perturbation de

Lidskii.

4.7 Calcul d’une forme .J-réduite par similitude polyno-

miale

Considérons une perturbation d’une forme de Jordan nilpotente A(e) = J + O € F**™.
D’apres le lemme 4.1 et si ”A; # 07 est la premiere condition de Lidskii non satisfaite, on
cherche a faire décroitre le nombre de blocs d’ordre n; de .J sans modifier les nombres de ses
blocs d’ordre supérieur. Nous utilisons pour cela les conditions de Lidskii intermédiaires
“Af # 0”7 du paragraphe précédent afin de définir un critere d’arrét.

On commence par une interprétation d’une forme de Jordan dominante minimale
a rang dominant fixé & l'aide du diagramme de Ferrer associé a une forme de Jordan
nilpotente. On indique ensuite un algorithme de minimisation d’une forme de Jordan
nilpotente qui peut étre vu comme une version duale de la maximisation du profil de

valuations du chapitre 3.

4.7.1 Minimisation du rang dominant d’une perturbation d’une forme

de Jordan nilpotente et diagramme de Ferrer

Comme on cherche a minimiser la forme de Jordan dominante de A(e) dans son orbite
(théoreme 4.3) et comme une condition nécessaire pour que 1J A(e) soit minimal est que le
rang dominant Ir A(e) le soit également (remarque 4.1), on peut commencer par minimiser
Ir A(e) avec 'algorithme 2.2 (MLRF) du chapitre 2. On connait alors la longueur n — j; du
segment de pente 1 qui approche au mieux les pentes du polygone de Newton de Af(e)
supérieures a 1 (voir la figure 4.1): c’est la multiplicité de la racine nulle du polynéme
quasi-Newton 6, ().

Ensuite, il reste & “équilibrer” ou “stabiliser” la forme de Jordan de la matrice ainsi

obtenue dans I’ensemble des perturbations d’une forme de Jordan nilpotente de méme
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rang dominant, égal & ce minimum. La notion de forme de Jordan nilpotente “stable”
est a relier a la possibilité de la représenter par un diagramme de Ferrer [21] (ou tableau

" ...(0™)" représente

d’Young [23]). Le diagramme de Ferrer F; associé a J = (0™)
chaque bloc de Jordan 0™ comme une pile de n; pieces. (La terminologie “coins” est
due a Edelman, Elmroth et Kagstrom [21].) Ces piles sont rangées par ordre de hauteurs
décroissantes, de la gauche vers la droite. En déplacant des piéces d’une pile vers une
autre, il est toujours possible d’obtenir un diagramme de Ferrer dont les différences de
hauteurs de piles sont, en valeur absolue, soit 0 soit 1. Dans ce cas, le diagramme de
Ferrer sera dit stable. (On retrouve alors la propriété 4.4.) Un diagramme de Ferrer Fy
stable correspond a une enveloppe de Newton £; la plus haute possible et donc a une
forme de Jordan nilpotente J minimale parmi toutes les formes de Jordan nilpotentes de

méme rang. Les figures 4.3 et 4.4 illustrent cette dualité. La lecture de la minimalité de

J nous parailt plus directe sur F; que sur £;.

I'1G. 4.3 — Diagrammes de Ferrer Fj et F; associés a .J = (03)2(02)30 et J = 03(02)5. La

différence de hauteur entre la premiére et la derniére pile de Fj est 2 en valeur absolue

et Fy n’est pas stable. Une seule chute de piece suffit ici a obtenir un diagramme stable.

La stabilisation de J est bien sir conditionnée par la satisfaction des conditions de Lidskii.
Par exemple, si J = 0%0 et si A(e) = .J + O(e) est une perturbation de Lidskii alors on
sait d’apres le corollaire 4.3 que A(e) J-réduite. Pourtant le diagramme de Ferrer associé

a J n’est pas stable.

4.7.2 Minimisation d’une forme de Jordan nilpotente

Préliminaires

Les lemmes 4.3, 4.4 et 4.5 indiquent comment simplifier par similitude des matrices de la
forme J + B avec J une forme de Jordan nilpotente et B une matrice constante. Nous
nous en servirons pour les démonstrations ultérieures. Quant aux lemmes 4.6 et 4.7 ils

permettent d’exploiter la non inversibilité de la j-ieme sous-matrice de Lidskii.
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Q2 = O3

Qo = Qo

F1G. 4.4 — Enveloppes de Newton £ et £; associées a J = (03)2(02)30 et J = 03(02)5.
L’enveloppe €5 est la plus haute possible et correspond au diagramme de Ferrer F; stable

de la figure 4.3 précédente.

Lemme 4.3 Soit (ay,...,a,) € K. [l existe une similitude constante d’ordre n + 1 qui
transforme
[0 1 0] [0 1 0]
M= 0 1 en M= 0 1
010 00
a1 Qg ... OQp 0 6&1 0 ... 0]0

avec &1 € K.

Preuve. La derniére colonne C, 1 de M est identiquement nulle et on applique & M les

transformations élémentaires

Rpty1 — Ry —oi Ry, G~ Ci+0i1Cnga

pourt=1,...,n—1.0
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Lemme 4.4 Soient o € K\{0} et
0 1 -
a
Mij(a) = 1 & K(m#n)x(n)
0 1
L O -
avect € {1,...,m—1}, 7€ {m+2,...,m+n}, m>n et ot a est 'élément de M;;(c)

en position (1, 7). Alors il existe une similitude constante d’ordre m + n qui transforme

M;;(a) en M;;(0) = 0™0".

Preuve. On applique a M;;(a) les opérations élémentaires

C]' — C]‘ — OzCZ'_H s

Rip1 & Rip1 + aRR;

de fagon a transformer M;;(a) en M;41 j41(a). En répétant le procédé jusqu’a j = m+n

on obtient finalement R,,4+, = 0.0

Lemme 4.5 Soit

avecJ = 0™ ...0" € K", ny > ... > n, etu € K". Supposons que u = [uy, ..
ot, pour j = 1,...

premiére composante x de u; est non nulle alors la forme de Jordan de M est

a l'ordre des blocs prés.

(RN RN R | KR

€ K(n+1)x(n+1)

0"

g #0

¢, uj = [%,0,...,0] € K%. Sij est le plus petit indice tel que la

Preuve. On élimine d’abord tous les autres éléments x a ['aide de la premiere composante

de u; et en appliquant le lemme 4.4 & chaque étape. On peut ensuite permuter les blocs
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diagonaux de la matrice obtenue de facon & avoir 0™ ...0% -1 M 0™+ ...0" avec

0l 0 ... 0]

. 0

M = e K+ x(n;+1)
. Onj
0

Puisque * # 0 la forme de Jordan de M est bien 0%+, O

Lemme 4.6 Soit j le plus petit indice tel que A; = 0. Il existe une similitude constante

d’ordre n qui ne modifie pas J mais qui annule la derniére ligne de la sous-matrice de

Lidskii L;.

Preuve. Puisque Aj_1 # 0 et Aj = 0 il existe ri_; < k <ri_; tel que la k-ieme ligne de
L; soit une combinaison linéaire des autres lignes. A partir d’un vecteur a du noyau a

gauche de L;, ona L;_1[k,.]= E;;‘lll#k arL;_4[l,.]. Soit alors i = r;_l + kn;. La k-ieme

ligne de L; est formée d’éléments de la ix-ieme ligne de A;. En appliquant & A(e) les

opérations élémentaires de lignes

R;, < R;, — Ry, (4.19)

ik i

!
7
modifient pas .J car ses lignes d’indice ¢; sont nulles. Pour définir une transformation de

pour [ =1,...,7% 1% k on annule en particulier la k-ieéme ligne de L;. De plus, elles ne

similitude, on applique aprés chaque opération (4.19) I'opération de colonnes
Ci, — Cy + oG, . (4.20)

Examinons Peffet de (4.20) sur L; et J. La combinaison linéaire e entre les lignes n’est
pas modifiée et donc on annule bien la k-ieme ligne de L; par similitude. En revanche,
chaque opération (4.20) pour [ donné modifie J en ajoutant —a; a son élément (ig, i+ 1)
(initialement nul). Soit .J; matrice ainsi obtenue. D’aprés le lemme 4.4 les 1 du bloc de
Ji qui contient I’élément diagonal (i1 + 1,744+ 1) permettent de retrouver J. De plus, les
opérations élémentaires nécessaires ici ne modifient pas la sous-matrice de Lidskii L; car
ses éléments proviennent de lignes et de colonnes non utilisées lors de telles opérations. Par
conséquent, en appliquant (4.19), (4.20) et le lemme 4.4 pour [ =1, ... ,7‘;- avec | < k, on
annule la k-ieme colonne de L; sans modifier J. Une permutation des blocs de .J d’ordre

n; permet de conclure. [
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Lemme 4.7 Soit j le plus petit indice tel que A; = 0. St de plus A;?_H =0 pour k =
1,...,7rj41 alors il existe une similitude constante P d’ordre n qui ne modifie pas J mais

qui transforme Ay en Ay = P~1 AP telle que
5 L
Liy1 = [O]

avec X triangulaire supérieure stricte et ou la derniere ligne de L; est nulle.

*
. 4.21
% (4.21)

Preuve. Comme A 41 = 0 on peut annuler la derniere ligne de L;1; (lemme 4.6). Soient

Lﬁ)l la nouvelle j + 1-ieme sous-matrice de Lidskii et M](i)l la sous-matrice princi(p)ale de
1

1 -1 PR . , . .

L§‘+)1 d’ordre r;4; — 1. Alors A;fll se réduit a un unique déterminant, det M; 5, qui
R . C -2

est nul par hypothese. On peut alors annuler sa derniere colonne et ainsi réduire A;fll

. . , . . 2 -1 . .

a un unique déterminant. En continuant avec M]( )1, .. ,M;:_Jl“ ) on obtient la matrice

X. On conclut en annulant la dernigre ligne de L;. 0O

Décroissance stricte du nombre de blocs d’ordre 7; et critéere de minimalité

Pour la décroissance stricte du nombre r; de blocs de Jordan de dimension n; on peut
distinguer deux cas selon que la différence n; — n;4q est supérieure a 1 (lemme 4.8) ou
égale a 1. Dans ce dernier cas, on a soit une condition suffisante sur les valeurs A;? pour
que r; soit minimal (lemme 4.9), soit une condition suffisante pour que r; diminue stric-

tement par similitude polynomiale (lemme 4.10).

‘nj+1 <n]‘—1‘

Lemme 4.8 Sin;y1 < n; — 1 et si la derniere ligne de L; est nulle alors la similitude
P(e) = Diag[lx_y, €, I,_,»] transforme A(e) en A(e) = P~ (e)A(e) P(e) semblable a un
élément de Oy, 11(Ale)) et telle que la forme de Jordan de Ag vérifie 7; =r; — 1.

Preuve. On a val A(e) > 0 et

_ . -
J 0
0
Ag = ﬂ 0 B
0
0 K
L 0 .
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avec J = (0™)™ ... (0%-1)"7=1(0™)" 710" ~" de dimension ri—let K = (0%)7 ... (0"%)"
de dimension n — r7. De plus, la r7-ieme ligne [4,0,0] de Ag est égale A la ri-ieme ligne

de Ay sauf pour son r}-ieme élément, égal a zéro. Par conséquent

| o ~1 Sri—1 =1 ~ri=1 )
u=[ay,...,1u L N T T I T ']
avec pour j1 =1,...,7
@2 =[0,%,...,%], et @' =[0,%...,%]
i
——— N——’
nj —1 n;—2
pour jo =1,...,7;si j1 <jet jo=1,...,r; —1sij; =j. Les x désignent des éléments

de A; de méme position et les zéros en premiere composante proviennent de la derniere

*_
J

annuler tous les éléments de [, 0, 7] situés sur une colonne de A contenant un 1 d’un des

ligne de L;. Comme la r?-ieme colonne de Ag est nulle, on applique le lemme 4.3 pour

blocs des formes de Jordan .J et K. La matrice Ag qu’on obtient ainsi a la méme structure

que Ag. Plus précisément J = J, K = K et & = 0. Examinons maintenant le vecteur o.

S’il est nul on a clairement ce qu’on veut. Sinon sa structure est

U= [0 gy Oy ey Ogye D] £ 0 (4.22)

D’apres le lemme 4.5 la forme de Jordan de la sous-matrice

0| @
0
K
0

de Ay a des blocs de dimension au plus n; + 1. O
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Ce premier cas est illustré avec le diagramme de Ferrer sur la figure 4.5.

FiG. 4.5 — Chutes de piéces indiquant, o partir de 0020, l'obtention de 03(02)2 ou (03)20.

On pourra remarquer que la matrice P(€) du lemme 4.8 ne définit pas a priori une chute

plutét qu’une autre.

njy1 =m; — 1

Lemme 4.9 S’il existe k € {1,...,r;11} tel que A?—I-l # 0 alors le nombre de blocs de J

de dimension n; est minimal dans Oy, 11(A(e)).

Preuve. Si k' désigne le plus petit indice compris entre 1 et r; tel que A;J_k # 0 alors
les points P;J_k et P]]?H appartiennent au polygone de Newton. Le diagramme de Ferrer
associé a la portion du polygone de Newton qu’ils délimitent est stable car il n’y a que

des blocs 0% et 07—, O

Reste le cas ol A}H =...= A;fll = 0. Le résultat ci-dessous montre comment exploiter

la structure particuliere que I'on peut ici supposer pour L;4q (lemme 4.7).

Lemme 4.10 Sinj1; = n; — 1 et si L1y a la structure triangulaire décrite par (4.21)

alors la similitude

€, Y —

P(é) :Diag[lrj*—lyé,ln]_l_l_hé,... ) j+1]

n]+1—17

S

T3+175+1

transforme A(e) en A(e) = P~ (e)A(e)P(e) € On,+1(A(€)) telle que la forme de Jordan

de Ag vérifier; =r; — 1.



134 4. Perturbations d’une forme de Jordan nilpotente

Preuve. En appliquant les lemmes 4.3 et 4.5 comme dans la preuve du lemme 4.8 on

obtient pour la nouvelle matrice non perturbée

ALAR AR
Ao=| 0 AR AP
0 0 AP
Ici )
0
A= J
0
0 --- 010 ]

est la méme qu’avant. De plus, tous les éléments de [ AJ2AL3] sont nuls sauf ceux de
la derniére ligne qui ont la méme structure que v dans (4.22). La matrice [ A22A23] est

définie de fagon analogue mais A2? est de plus triangulaire supérieure stricte. Enfin,
Ag?’ = (0”]+2)TJ+2 R (()nq)Tq‘

On déduit de cette forme que seule .J contient des blocs d’ordre supérieur ou égal 3 n; et

que le nombre de blocs 0% est désormais r; — 1. [

Les diagrammes de Ferrer correspondant & cette situation sont ceux de la figure 4.3.

Finalement, les lemmes 4.8, 4.9 et 4.10 conduisent & I’algorithme 4.1 (LJD) de décroissance
du nombre de blocs 0™ dans O,;11(A(€)) décrit ci-dessous. D’oli 'algorithme 4.2 (JRF)
de minimisation de 1J A(e) dans O(A(e)).

Corollaire 4.8 [’algorithme 4.1 (LID) calcule au moyen d’une matrice polynomiale P(e)

inversible une matrice A(e) € On,+1(A(€)) telle que 7 <r;.

Corollaire 4.9 [’algorithme 4.2 (JRF) calcule au moyen d’une matrice polynomiale P(e)
inversible une forme J-réduite A(¢) semblable ¢ A(e).

4.8 Valeurs propres de valuation I’'inverse d’un entier

On utilise ici la seconde caractérisation d’une forme J-réduite pour voir ce qu’elle révele
en termes de valeurs propres. La propriété ci-dessous est ’analogue de la propriété 3.4 et

indique ou chercher les polynémes quasi-Newton d’ordre I'inverse d’un entier.
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Algorithme LID [Leading Jordan Decrease]

Entrée:

Sortie:

(1)

- une perturbation de matrice A(e) = (0™)" ...(0"9)" 4+ O(e) € F™*".
- le plus petit entier j € {1,..., ¢} tel que A; =0.
- une perturbation de matrice A(e) € On,1+1(A(€)) telle que 7j = 7, < ;.
- les entiers r; et 7;.
- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).
[ Initialisations ]
T Ty
sinjpp <mnj—1
[ Décroissance stricte de r; |
A(e) « P71 A(e) Py ot Py annule la derniere ligne de ; sans modifier A(0).
P, (6) = Diag []7“]*—17 €, ]n—rj*]'
Ale) « Pyt (e)Ae) Pa(e).
sinon
siAL, = =A% =0
[ Décroissance stricte de r; |
A(€) « Py A(e) Py ot P triangularise L, sans changer A(0).
Py(e) = Diag [L»J*—h €l 1,6 1,6 T ]

J+1

T3+175+1
A(e) «+ Py (€)A(e) Pale).
[ Retourner le résultat ]
A(e) « P:1A(e) Ps avec P AgPs sous forme de Jordan.
retourner la matrice fl(e) et les entiers z et 7;.

Algorithme 4.1: Décroissance de la forme de Jordan dominante
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Algorithme JRF [J-Reduced Form]
Entrée: - une perturbation de matrice A(e) = (0™)" ...(0"9)"? 4+ O(e) € F™*".
Sortie: - une forme J-réduite A(e) semblable & A(e).
- la liste Z des indices minimaux en dimension de A(e).
- éventuellement, une matrice de passage P(¢) polynomiale (et son inverse).
(1) [ Initialisations ]
T+ 0,0¢0,7«1.
(2) [ Minimisation du rang dominant ]
A(e) < P71 A(e)P ot P'A(0)P est une forme de Jordan nilpotente.
J1 ¢ n — multiplicité de la racine nulle de 6; (A).
(3) [ Minimisation de la forme de Jordan dominante |
tant que o # j;
(2.1) [ Appeler la procédure LID avec A(e) et j |
(2.2) sir;#0etr; #r;
A(e) < A(e) et recommencer (2.1).
Ale) « A(e).
(2.3) [Ici A(e) est telle que r; est minimal dans O, 41(A(e)) et vaut 7,; ]
sir; #0
[ r; est le j-itme indice minimal en valuation de A(e) |
7+ 71U {7“]'}.
[ Mise a jour de o et j ]
oc—o+rin;, j— 7+ 1
(3) [ Retourner le résultat |
Ale) « A(e).

retourner la matrice A(e) et la liste Z.

Algorithme 4.2: Calcul d’une forme J-réduite par similitude polynomiale
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Propriété 4.5 Soient i € N* et A(e) € F**" une perturbation de la forme de Jordan
nilpotente (0™)™ ... (0m9)". Si A(e) est J-réduite alors

(a) le polynéme @;(X,0) est non nul;

(b) sipi(A,0) nest pas un monéme alors © € {ny,ng,...,n4}.

Preuve. Pour (a) on montre que val ¢;(A, €) = 0 grace a (4.18) et en simplifiant la somme
obtenue a ’aide de la propriété 4.2(e). Pour (b) on suppose que ¢ ¢ {ny,n2,...,n,} et
on examine la structure de Cjp — AD;g pour vérifier que ¢;(A, 0) est alors un monéme. En
effet, par définition de L;(¢) et R;(€¢) une colonne de C;(e) correspondant a un bloc de
dimension n; < ¢ est de valuation au moins ¢ — n; > 0 et la méme colonne dans D;(e) est

nulle partout sauf en I’élément qui est diagonal dans D;(e) et qui vaut 1. Ainsi

*(A) | O
* -

©i(X,0) = det [

Les # correspondent aux colonnes associées aux blocs de dimension n; < i et () désigne
en particulier un faisceau de matrices carrées. Son déterminant est nécessairement un
mondéme en A. On peut raisonner comme dans la preuve du théoréeme 4.1 (théoreme de
Lidskii). En effet on vérifie facilement que les blocs de Djg qui correspondent a une valeur
n; > i sont soit nuls (blocs hors diagonaux) soit de la forme Diag[1,O,;_;, I[;_1] (blocs
diagonaux). Dans Cjg, ces mémes blocs sont nuls partout sauf éventuellement en leur coin
inférieur gauche. Les zéros situés sur la diagonale de D,y imposent alors pour le calcul
du déterminant de C;g — AD;g de prendre tous les derniers A de la diagonale puis les
coins inférieurs gauches et enfin de compléter avec des 1 surdiagonaux. Cela construit

effectivement un monome en A. O

Corollaire 4.10 Soit A(e) € F*™*" une perturbation de la forme de Jordan nilpotente
(071)™ ... (0™e)"9. Si A(e) est J-réduite alors Uensemble {@n, (X,0),. .., @n, (), 0)} contient

tous les polynémes quasi-Newton associés a A(e) dont Uordre est Q(e'/vn entier),

La forme J-réduite est donc bien une forme réduite par rapport a la famille des pertur-
bations de Lidskii, solution du probleme 1.5 (FORME - REDUITE). Avec 'algorithme
4.2 (JRF) on a de plus une solution au probleme 1.6 (REDUCTION). Enfin, le probleme
1.1 (TERMES - DOMINANTS) est résolu pour toute matrice J-réduite n’ayant que

des valeurs propres de valuation I'inverse d’un entier.
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4.9 Formes normales rationnelles

On considere ici la possibilité de diagonaliser par blocs une forme J-réduite a I’aide d’une
matrice de passage dont les éléments sont des séries formelles. Nous ne passons pas par
une diagonalisation préalable de faisceau comme au chapitre 2. En effet, ici on ne factorise
pas A(e) mais A(e') avec i € N* (voir (4.14)). La reconstruction d’une forme diagonale
pour A(e) a partir d’une forme diagonale diag[C}'(e) — AD!'(e), C?2(e) — AD?*(€)] du
faisceau défini par A(€') = € C;(€) D' (e) nécessiterait de montrer que les éléments des
matrices C’Z»H(el/i)DiH_1 (e'/7) et 0222(61/i)D222_1(61/i) sont bien des séries formelles et non
des séries de Puiseux formelles. L’alternative que nous proposons utilise les conditions
de Lidskii intermédiaires “A;? # 07 que l'interprétation de la forme .J-réduite avec le
polygone de Newton a fait apparaitre (paragraphe 4.6).

En effet, si A(e) est J-réduite, nous allons voir que grace aux conditions “A? # 0”7
cette matrice est en fait semblable & une forme J-réduite triangulaire par blocs. On en

déduit ensuite facilement I’existence d’une forme .J-réduite semblable diagonale par blocs.

4.9.1 Mise sous forme triangulaire par blocs d’une forme .J-réduite

Proposition 4.1 Soit A(e) € F"*" une forme J-réduite avec Ag = (0™)™ ...(0%)"".
Soient j € {1,...,q} et k € {1,...,r;} tels que “A? # 07 soit la premiere condition de
Lidskii intermédiaire satisfaite. Alors il existe une perturbation de matrice P(e) € F**"

unitaire telle que A(e) = P~'(e)A(e) P(e) soit encore J-réduite et vérifie

All(e) O
AZI(G) 12122(6)

Afe) = ;AN =m0 AR = (0™ TR L (0m)

Preuve. Comme A(e) est J-réduite on a soit (j,k) = (1,7r), soit j = 1, k < ry et
A]f‘H =...=Al'=0,s0itenfin j =2, ke {l,...,m}et Al =...= A=Al = ... =
Ag_l = 0. Nous ne détaillons que le premier cas (j = 1 et k = ry). Pour les deux autres,
une simplification de la sous-matrice de Lidskii L; doit étre faite a I’aide du lemme 4.7
afin d’exprimer la condition “Af # 0” comme un seul déterminant non nul et se ramener
ainsi au premier cas.

Soient m = ryny et m’ = n — m. Le principe de la preuve consiste a imposer a P(¢) la

structure

P(e) = , X(=) Xy, X;eKmm

i>0

I, X(e)
O Iy
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et & montrer qu’on peut choisir X (¢) de fagon & ce que P~ (€) A(€) P(e) ait la forme voulue.

Remarquons qu’a priori Xy n’est pas la matrice nulle. En rappelant que 12112(6) =0,

la relation de similitude P(e)A(e) = A(€) P(e) se réécrit comme

A% (e) = A%Y(e) (4.23a)
All(e) = Al (e) — X () A% (e) (4.23b)
A2 () = A1 () X (e) + A% (e) (4.23¢)
et
A2(e) = AN () X (e) — X () A%%(e) 4+ A" (). (4.23d)

On cherche donc une matrice X (¢) = Y.o, ¢ X; telle que A'?(¢) = 0 dans (4.23d). Une
fois X (€) déterminée, on déduit des équagions (4.23a), (4.23b) et (4.23c) les trois blocs
non nuls de la matrice A(¢). On vérifie de plus que Ag = Ag et qu’ainsi A(e) est encore
J-réduite.

Déterminons maintenant X (€) progressivement. On suppose pour A > 1 que Al%(¢) =

éhA}lz + o(€*) et on cherche & annuler Aj%. Or, pour transformer

(a9 A 1ol ] o [A9 ] o ]
= [AQl(e) ‘ FETR J en A(e) =

A(e)

une matrice de passage de la forme

B [Ip ‘ P A +6hUh]
PO |

convient. En effet, a 'ordre h ’équation (4.23d) s’écrit alors

ATy + PUL) = (7 Ty + UL A% (6) + P AL2 = o).

D’apres (4.23c) elle est satisfaite a l'ordre h si et seulement si il existe un couple de

matrices (Tj_1, Up) solution du systéme d’équations matricielles

ATy — Th1 A2 =0 (4.24a)
AY UL — Up A2 + AP Ty — Tt (AT + AF?) = —A)2. (4.24b)
Une telle solution existe car A; = A" est non nul.

En effet, A}l et A2% étant deux formes de Jordan nilpotentes, I"ensemble des solutions

de (4.24a) est décrit par les matrices par blocs T = [T®%] partitionnées conformément
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af
J—itl

Toeplitz triangulaire supérieure. (Voir par exemple le livre de Gantmacher [24, tome 1,

pages 221-222].) On cherche donc une solution (7, U) de I’équation matricielle (4.24b) ou

aux structures par blocs de A! et A2% et ol chaque bloc T%° = [t ] est une matrice

T a la structure que nous venons de décrire, sachant que A; # 0. Cette équation, que

nous étudions ci-dessous, est de la forme
JU-UJ' + AT -TBT -TC =D (4.25)

avec A € K™*™m B e K™'xm (¢ K™'*m' of D € K™*™' donnés. De plus J = 0™ ...0™*

1 _ qm! m!, s o s' )
et JI=0"...0" avec >0 ,m;=m, > ;. m:=met
! !
my 2 ...2Mg>my 2> ...2 My.

Partitionnons les matrices A, B, C', D en blocs de dimensions m, X m'B et notons KB
le bloc (a, 8) de JU et L% celui de U.J'. L’équation (4.25) est alors équivalente aux ss’

équations de la forme
KoP — [2F 4 xob _yob _ zob — pob (4.26)

avec

Sl

Xof = XS:AMT’W, yor=3%" XS:TMBWTM, 7P = XS:TMC%B. (4.27)
~y=1

y=1 y=16=1

Introduisons de plus les notations suivantes. Si A = [A%F] = [afjﬁ] avec A%P de dimensions

My X m;g, on note
—af _ af A.. — [728
afj = agza—iﬂ,j et A= [afj ].
Ainsi Ay est la matrice des coins inférieurs gauches des blocs de A et I’hypothese “A #£ 07

faite pour I’équation (4.24b) s’écrit désormais
det All 7é 0
pour I’équation (4.25). On note aussi pour 1 < j < m]

T; = [t3"]

avec («, 3) décrivant I’ensemble des blocs ayant au moins j colonnes. Les matrices 7} ont
donc toutes exactement s lignes. Leurs nombres de colonnes varient en fonction de j et
d’apres les valeurs m} > ... > m/,. Pour k > j, la sous-matrice de 7; construite & partir

de tous les blocs (a, 8) ayant au moins k colonnes sera désignée par T].(k).
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On précise également quelques propriétés élémentaires des matrices apparaissant dans

(4.26) qui faciliteront la résolution de (4.25):

aﬁ .« .
u; . 811 < My
kP = (4.284)
0 si ¢ =m, (derniere ligne nulle).
aﬁ .« .
N (e sig>1
(2P =q (4.28b)
0 si =1 (premiere colonne nulle).
s
=3 el 1<i<me, 1< <mj. (4.28¢)
y=1k=1
s’ s mfy ms 5 55
g : : /
Yij = Vv=ts=1k=11=1 :
0 si mj <i<m, (i-ieme ligne nulle).

2 SN sigism

= v=1 k= (4.286)

0 si m) <i<m, (i-ieme ligne nulle).

Nous allons maintenant montrer I’existence d’une solution (7, U) en déterminant suc-
cessivement 77, ... ’Tm'l ainsi que les matrices U;; en examinant les éléments des équations

(4.26). On commence par les coins inférieurs gauches (4.26),?,571. D’apres (4.28) on a

2P =d*® | Va,B.

moul Ma,l

D’apres (4.27) cela s’écrit ATy = Dyq. Puisque par hypotheése Ay; est inversible, on
obtient

T, = 1211_11311-
Soit i € {1,...,m}| — 1} avec m| > 2. Déterminons maintenant U;; en supposant
Ti,...,T; connus. D’apres (4.28) les éléments (4. 26) _; Vvérifient
7QB + xma —i1 y;i —i1 Zsfi—m = d;i—m Va,B.



142 4. Perturbations d’une forme de Jordan nilpotente

af af
i1 et 2 —i1 D€

s . . af
On vérifie facilement que z,~ o —i

_;1 ne dépend que de T et que y
dépendent que de T1, ..., T;. Par conséquent, U;; est déterminée de facon unique & partir
des données A, B, C', D et de Ty,...,T;.

Soit 7 € {1,. — 1} avec m} > 2. Soit j € {1,...,7—1}. En supposant désormais
que Tq,...,T; et U217 U —j+1,; sont connus, determlnons U;_ —ji+1- D’apres (4.28) les

éléments (4 26);5 _itjj+1 Vérifient

—af —af af aff ozB aff
UiZgit ~ Bimjity T T mibiat T Ymaitiitl T Fma—itigl = Gmaitigrr V05
On peut vérifier que les termes en z ne dépendent que de T7,...,7T;41 et que ceux en y
et en z ne dépendent que de Ty, ..., T;. Comme j <i— 1, on en déduit que la différence
matricielle Uz’—j,j-l—l — UZ(']_?_IF)L]- est entierement définie par A, B,C, D et Ty,...,T;.

On obtient alors T;41 pour tout i € {1,...,m} — 1} en examinant les éléments

(4. 26);’?; i+1- D’apres (4.28) ils vérifient en effet

—u? 42 =d .. Va, VB/ms>itl.

ma,z ma i+1 T Ymga,i+1

D’apres (4.27) cela s’écrit matriciellement

ry Z+1 7 = .
Tiy1 = An < ZAlkT —Z_l|_2 + Dl,i+1) , i=1,...,my - 1.

A ce stade T est donc déterminée complétement et de fagon unique. [.’équation (4.25)
se réduit alors & JU — U.J' = F avec F une matrice connue, et il reste a compléter la
connaissance de U.

Commencons par déterminer les matrices Ui—j,j-l-l pour i € {m},...,my — 1} et
j€40,...,i—1}. Pour j = 0, les éléments de U;; vérifient ﬂflﬁ = éflﬁ, foralla, 3. Pour
j€A{l,...,i—1}, on déduit des éléments de (4. 26)ma itji+1 que Ui_ji+1 —Ui_jr1,; ne
dépend que de F. On procede de méme pour les matrices Uij restantes : des différences
successives (i,7) — (¢ — 1,7 + 1) permettent de toutes les déterminer sauf la premiere
ligne de chaque bloc U%%. Pour fixer U, on peut annuler ces premieres lignes.

Finalement, on déduit de ce procédé - et donc du fait que Ay # 0 - I’existence d’une

solution (Th—1,Us) au systéeme d’équations matricielles (4.24a). Une mise sous forme tri-

angulaire de A(e) a un ordre o quelconque peut alors se faire comme suit.

1. /Xr(f) — Ome’-
2. h « val A'(€). Si h > o alors retourner A(e) et X (e).
3. Déterminer I"'unique solution (751, Us) de (4.24a).
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4. X’(e) — T+ U et X(€) « X(e)+ X’(e).
5. Calculer les blocs de A(e) avec (4.23a), (4.23b) et (4.23c).
6. A(e) < A(e) et retourner i ’étape 2.

On obtient la forme triangulaire annoncée en faisant tendre o vers I'infini. Les éléments

de la matrice de passage P(€) sont alors des séries formelles. O

4.9.2 Normalisation d’une forme J-réduite

Soit A(e) la forme triangulaire inférieure obtenue pour la premigre condition “A? #
0” satisfaite grace a la proposition 4.1 précédente. Elle est semblable a sa transposée
A(e)T. Comme il existe une matrice constante inversible P telle que P~'A(e)TP soit
une perturbation de la forme de Jordan de départ A(0), on met cette forme triangulaire
supérieure sous forme diagonale. LLa matrice obtenue est une perturbation diagonale par
blocs (deux blocs) de A(0). En recommengant avec les conditions de Lidskii intermédiaires
satisfaites restantes, on finit par transformer A(€) en une perturbation diagonale par blocs
de la méme forme de Jordan nilpotente A(0), et donc encore .J-réduite.

Le théoreme ci-dessous précise la nature des blocs de cette matrice en fonction des
indices minimaux en dimension de A(e). On désigne pour cela par &,,8;,,... ,52'(1, les
indices minimaux en dimension de A(¢) rangés de telle sorte que i3 > ig > ... > .
Soient d; tel que A(e) ait d;i; valeurs propres de valuation 1/i; et e; le nombre de ses
valeurs propres de valuations strictement comprises entre 1/i; et 1/(i; — 1). Alors, en
rappelant que j; désigne le nombre de valeurs propres de A(e) de valuation au plus 1, on

a

0<Br=...= By =1/01
< Bdlil-i-l S e S 5d1i1+61

< 5d1i1+61+1 == 5d1i1+61+d2i2 = 1/i2
< Bdlil+61+...+dq1_1iq1_1+1 g o S 5d1i1+61+...+dq1_1’iq1_1+eq/_1
< 5d1i1+61+...+6q/_1+1 = ... = ﬁdlil-}—el-I—...-}-eq/_l-l-dq/’iq/ — 1/@-{1/

’ ’
cN g Q=1 ; : , & "apre
et aussi ) 1, dji; + > 77 ej = n — ji, certains d; et e; pouvant étre nuls. D’apres la

propriété 4.4 on a de plus 7;41 = 7; — 1 lorsque e; # 0. Cela conduit au théoreme suivant.
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Théoréme 4.6 Toute perturbation dans F"*" d’une forme de Jordan nilpotente est sem-

blable a une forme J-réduite A(e) diagonale par blocs
Ax(e)
/42 (6)

Ai(e)

€Ary1(e)

telle que A;41(0) est nilpotente et telle que pour k = 1,...,1 il existe j € {1,...,q'} tel
que Uindice de nilpotence de Ay (0) est i; et

- soit Ay(€) est une perturbation de Lidskii de (Oiﬂ)d] ;

- s0it A (€) est une perturbation de dimension e; d’une forme de Jordan nilpotente n’ayant
que des blocs 0% et 0%~'. Dans ce cas Aj(e) n'a que des valeurs propres de valuations

strictement comprises entre 1/i; et 1/(i; — 1).
Remarque 4.3 On a encore [ égal au nombre des d; et ¢; non nuls.

Exemple 4.7 Pour les trois matrices de 'exemple 4.2 utilisées depuis le début du chapitre

onaji=n=2_8,q¢ =3,1 =4, iy =2 et i3 = 1. De plus,
dlzl7 61:0, dQZO, 62:37 d3:1

et donc [ = 3. On vérifie que ey # 0 et i3 = i3 — 1 et la forme normale rationnelle pour
cet exemple est une forme J-réduite diagonale par blocs
A1(e)
Az(e)
as(e)
avec Aq(€) = 0*+0(e) et as(e) = O(e) deux perturbations de Lidskii et A3(e) = 0204 O(e)
n’ayant que des valeurs propres de valuations strictement comprises entre 1/2 et 1. Sur le
quatrieme dessin de la figure 4.2 cela revient a “découper verticalement” le polygone de

Newton aux points Q) et Qé &

La forme décrite par le théoreme 4.6 ci-dessus est bien une forme normale solution du
probleme 1.7 (FORME - NORM ALFE) associée a la famille des perturbations de Lidskii.
Enfin, lorsque A(€) n’a que des valeurs propres de valuation I'inverse d’un entier positif,
le lemme ci-dessous permet une normalisation un peu plus fine.

Lemme 4.11 Soit n = rm avec r et m deuz entiers positifs. Pour A(e) = (0™)" + €eB €

Frxn désignons par L ['unique sous-matrice de Lidskii associée a A(e). Si L est une
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matrice semblable & L dans K™ et si U désigne une matrice de passage de L & L alors la
matrice inversible d’ordre n définie par P = U @ I,,, transforme A(€) en une perturbation

de la méme forme de Jordan (0™)" et de sous-matrice de Lidskii associée L = U~'LU.

Preuve. En notant U = [u; ;] la matrice P = U ® I, s’écrit

1<i j<r

Ui Uyr

U1 Uy

P=U®I, =

Ury Upy

Ury Uy

et peut donc étre vue comme une matrice de r? blocs diagonaux, donc en particulier
Toeplitz supérieurs. Par conséquent, P commute avec .J (voir [24, tome 1, §8.2]). Montrons
maintenant que la sous-matrice de Lidskii L associée & A(e) = P~'A(e)P = (0™)" 4 ¢B
est UT'LU. Pour 1 < 4,5 < r, soient @ = im et 8 = 1+ (j — 1)m. Ces indices définissent
les éléments de I comme les coins inférieurs gauches de B partitionnée conformément a
(0™)". Soit W = BP = PB avec W = [wij],¢; icps B = [bijli<i j<nr B =
P= [pij]lgi,jgn' On a wog = p_q bakPis = D p—1 paki)kg, Comme la $-ieme colonne de

P est nulle partout sauf en les éléments dont I'indice de ligne est 14 (j—1)m, 1 < j < r,on

[bish<ij<n €t

déduit de W = BP que w, g = >y lLixug;. De la méme facon, on déduit de la structure
des lignes de P et de W = PB que wy 3 = 22:1 uikZNkj. Dot UL =LU.O

En appliquant ce lemme avec L la forme de Frobenius de L, on obtient comme cas parti-
culier du théoreme 4.6 le résultat suivant.

Corollaire 4.11 Soit une perturbation dans F**" d’une forme de Jordan nilpotente n’ayant
que des valeurs propres de valuation Uinverse d’un entier positif. Si l'on désigne par q le
nombre des valuations distinctes et, pour j =1,...,q, par r; et n; les entiers positifs tels
que cette matrice posséde r;n; valeurs propres de valuation 1/n;, alors elle est semblable

a une perturbation de Lidskii A(e) = (0™)" ...(0™)"" 4+ O(e) diagonale par blocs

A1(6)

/42 €
e ()
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telle que pour j=1,...,q,
(i) Aj(e) = (0™)" +O(e)
i1) "unique sous-matrice de Lidskii F; € K"iX"5i de A;(e) est sous forme de Frobenius.
J y

Par conséquent, pour une telle forme, la j-ieme sous-matrice de Lidskii est
L; = Diag[Fy, Fy, ..., I}

et le j-ieme polynéme de Newton associé est

7—1
;(A) = (1) det (A — ) ][] det F.

=1



Valuation vs. dimension

Le tableau ci-dessous oppose les perturbations selon les valuations du chapitre 3 aux

perturbations d’une forme de Jordan nilpotente du chapitre 4.

chapitre 3

chapitre 4

profil de valuations

forme de Jordan nilpotente

0<v <wve<...< 1

n1>n2>...>nq21

r; colonnes de valuation v;

r; blocs de dimension n;

rn+...+rg=n

rni+...+rgng=n

perturbations quasi-génériques

a profil de valuations fixé

perturbations (quasi-génériques)

de Lidskii [40]

j-ieme sous-matrice influente

j-ieme sous-matrice de Lidskii

j-ieme condition de régularité

j-ieme condition de Lidskii

indices minimaux en valuation

indices minimaux en dimension

s; =val p(Ae',€),i € N

s; = val p(Ae, €') i € N*

0 =2s8; — 841 — 5i—1,1 €N

0 = 28; — Sip1 — Si—1,1 € N*

Eizo 0 =mn

Y00 =n

forme v-réduite

forme .J-réduite

rj:5U]71§j§q

r]:(sn]71§]§q

vp A(€) maximal dans O(A(e))

1J A(e) minimale dans O(A(e))

@U]+1(A70)7£071§j§q

Q‘Qn]—l()‘vo)#071§j§q

v-réduction

J-réduction

minimiser r; dans O, _1(A(¢))

minimiser r; dans Oy, +1(A(e))

valeurs propres de valuation 7 € N

valeurs propres de valuation 1/i,i € N*

polynémes quasi-Newton d’ordre O(¢')

polynémes quasi-Newton d’ordre O(e!/?)

enveloppe &,

enveloppe &7 [45]

r; segments de pente v;

r; segments de pente 1/n;
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Chapitre 5
Théorie de Lidskii généralisée

Ce chapitre propose, pour une perturbation d’une forme de Jordan nilpotente A(e) =
J 4 O(e), une extension du théoreme 4.1 (théoreme de Lidskii) basée sur la prise en
compte d’éléments de A(e) de valuation supérieure a 1, ainsi qu’une troisitme forme
réduite, plus générale que les formes v— et J—réduites. L.’objectif que nous poursuivons
ici consiste a identifier une famille de perturbations de matrices pour laquelle le probleme
1.1 (TERMES-DOMINANTS) est résolu et telle que toute perturbation d’une forme de
Jordan nilpotente soit semblable & I'un de ses éléments. Cette seconde contrainte impose
de ne pas se restreindre a certains types de valuation de valeurs propres, contrairement
aux cas étudiés dans les deux chapitres précédents. Si v/n, avec ged(v,n) = 1, désigne
la valuation d’une valeur propre d’une matrice A(e) de la famille que nous cherchons a
identifier, on remarque que les restrictions au cas n = 1 (chapitre 3) et au cas v = 1

(chapitre 4) vérifient la “formule”

v valuation d’une colonne de A(e) —.J

n  dimension d’un bloc de Jordan de J°

Celle-ci reste vraie, comme nous allons le voir, pour tout couple (v,n) d’entiers positifs
premiers entre eux. Une premiére illustration est la matrice A(e) ci-dessous introduite par

Wilkinson dans [61, §22]. (Elle apparait également dans [16], [21] et [45].) Soient

01 0 1
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Le polynéme caractéristique de A(e) est clairement p(),€) = A* — €. Par conséquent les
cinq valeurs propres de A(e) sont d’ordre 0(6%) et A(e) n’est pas une perturbation de
Lidskii. On remarque qu’elle est cependant semblable & la matrice Zl(e) qui est la pertur-
bation du bloc 0° par une matrice de valuation 2. De plus, le coin inférieur gauche de cette
matrice suffit & définir les termes dominants des valeurs propres de A(e). Une extension
naturelle de la théorie de Lidskii semble alors étre la suivante: si 0™ est un bloc de J, les
n colonnes de A(€) —.J qui perturbent ce bloc ne seront plus nécessairement de valuation
1 mais de valuation v. Et on peut en effet vérifier [30] qu’on définit ainsi une famille
de perturbations permettant de résoudre le probleme 1.1 (TERMFES- DOMINANTS).
Cependant toute perturbation d’une forme de Jordan nilpotente n’est pas nécessairement

semblable & un élément d’une telle famille. Considérons par exemple la matrice

0 1 0
Al)=10 0 1
62 62 €

dont les trois valeurs propres sont d’ordre 0(6%). Son polynéme caractéristique est p(A, €) =
A3 —eX? — 2X — €%, A cause du mondme —eA? de valuation 1 par rapport a e, il est clair
que A(e) n’est semblable & aucune perturbation A(e) du bloc 0° telle que le profil de va-
luations de A(e) — 07 soit [2,2, 2]. Certaines colonnes - la derniére sur 'exemple précédent
- devront donc avoir une valuation inférieure au numérateur v de ’exposant dominant
v/n considéré. En fait nous allons montrer qu’une facon de définir ces valuations consiste
a les identifier & une discrétisation du segment de pente v/n reliant les points (0,0) et
(n,v).

Apres avoir rappelé la notion de discrétisation d’un segment de droite avec contrainte
d’unilatéralité au paragraphe 5.1, nous introduisons au paragraphe 5.2 les notions de
profils de valuations échelonnés et quasi-échelonnés qui indiquent des valuations possibles
pour n colonnes correspondant a un bloc 0™. Une généralisation du théoréme de Lidskii
est proposée dans la section 5.3, qui définit une famille L de perturbations de formes de
Jordan nilpotentes dites perturbations de Lidskii généralisées, pour laquelle le probleme
1.1 (TERMES-DOMINANTS) est résolu. Nous terminons ce chapitre en montrant que
toute perturbation d’une forme de Jordan nilpotente est semblable a une perturbation
de Lidskii généralisée. D’ot une troisieme solution au 1.4 (PERT - QUASI - GEN) ainsi
qu’au probleme 1.5 (FORME - REDUITE).
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5.1 Discrétisation d’un segment de droite

Partant d’un couple (v,n) d’entiers positifs, premiers entre eux, on peut définir les n
valeurs
k) = [(n—k—}—l)%—‘ . 1<k<n. (5.1)
Elles forment une séquence décroissante d’entiers positifs, certains pouvant étre égaux. Le
maximum est v(!) = v et le minimum est v(® = [Z] > 1. De plus, le fait que ged (v, n) =1
conduit a I'inégalité stricte suivante, valable pour toutes les valeurs sauf la premieére,
v(k)>(n—k—|—1)%, 2 < k< n. (5.2)
Nous 'utiliserons particulierement au paragraphe 5.3.3 pour démontrer le théoréme 5.1.
Graphiquement, ces valeurs s’interpretent de facon triviale. Le dessin dans le plan des
n + 1 points de ’ensemble D = {(0,0)} U {(7, v(”_“‘l))}KKn donne une approximation
A l'aide de points de N? du segment de droite & de pent_e _v/n et d’extrémités (0,0) et
(n,v). L’ensemble D est couramment appelé discrétisation du segment de droite S.
Comme D est constitué des plus proches voisins de S appartenant & N? et situés au-dessus
de 8, on parle de discrétisation avec contrainte d’unilatéralité. (Voir par exemple le livre
de Chassery et Montanvert [17, page 65].) Par définition de la partie entiére, une telle
discrétisation est la meilleure approximation possible de § sous cette double contrainte.
On déduit de plus de I'inégalité (5.2) que les seuls points communs au segment S et a sa
discrétisation D sont les extrémités (0,0) et (n,v).
Exemple 5.1 Soit (v,n) = (3,7). Alors v(1) = (2 = () = 3 ) = ) = 2 et
v®) = v = 1. Pour (v,n) = (5,4) on a v() =5, v =4, v =3 et vl¥ = 2. Les

segments et les discrétisations associées apparaissent sur la figure 5.1 ci-dessous. <

Les échelons qui apparaissent en discrétisant un segment de droite (voir le dessin de gauche

de la figure 5.1) sont a 'origine des notions que nous introduisons au paragraphe suivant.

5.2 Profils de valuations échelonnés et quasi-échelonnés

Des nombres rationnels positifs et irréductibles étant donnés, nous proposons la définition
d’un profil de valuations plus riche que celui introduit au chapitre 3: il s’agit de considérer
leurs dénominateurs comme des dimensions de blocs de Jordan nilpotents et leurs numérateurs

comme des valuations de colonnes d’une matrice dépendant d’un parametre.
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Fic. 5.1 — Discrétisations avec contrainte d’unilatéralité des segments de droite reliant
lorigine auz points (7,3) et (4,5) respectivement. Sur le dessin de gauche, deuz points
consécutifs de la discrétisation ont des ordonnées dont la différence en valeur absolue
vaut soit 0 soit 1 car 3/7 < 1. A droite, comme 5/4 est supérieur a 1, il y au moins deuz
points consécutifs dont les ordonnées différent en valeur absolue d’au moins 2. Dans tous
les cas, la primalité entre numérateur et dénominateur assure que seuls les points situés

aux extrémités de la discrétisation sont sur le segment de droite.

Soient A(e) = J + B(e) € F**” la perturbation d’une forme de Jordan nilpotente
J = (0")"...(0"%)". Soient de plus vy, ..., v, des entiers positifs tels que ged(v;,n;) = 1
pour 1 < j < n. Définissons v](-k) pour 1 < k < n; comme dans (5.1) et considérons
désormais B(¢) comme une matrice [B*(¢)] par blocs, partitionnée conformément & J.

On obtient

Uj('k):’V(n]_k+1)%-‘7 1<k <y,
J
et
va(e):[v%,...,v?,...,v;,...,vgq]
avec
1 _ — ' N =1
v;=...=v/ € , J=1,...,q.

Cela conduit a la définition suivante.

Définition 5.1 Siv; = [U(k)

; ]1<k<n pour j =1,...,q le profil de valuations de B(e) est
==

(1) (%)

dit échelonné. Si on a seulement v;; = v, etvjp > v pour k=2,...,n;, le profil de

valuations de B(e) est dit quasi-échelonné.

Exemple 5.2 Considérons la forme de Jordan 0%203. On a donc ¢ = 2, r; = ry = 1 et
ny = 2 et ng = 3. Soient de plus vy = 1 et vy = 2. Alors [1,1,2,2,1] définit un profil de

valuations échelonné et [1,2,2,3, 1] définit un profil de valuations quasi-échelonné. <
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Tout profil de valuations échelonné est évidemment quasi-échelonné. Notons aussi que,
de méme que pour la notion de profil de valuations, il n’est pas nécessaire a ce stade de
supposer les valeurs v;/n; ordonnées.

En revanche, pour j € {1,...,¢}, la premiere colonne de la j-ieme colonne de blocs de
la matrice B(e) doit toujours étre de valuation exactement v;, que vp B(e) soit échelonné
ou seulement quasi-échelonné.

Enfin, une facon d’écrire un profil de valuations échelonné est bien sar

(2) (n)

vp B(e) = [(rj,vi, v 07 7)]

Et, si pour un entier naturel = on désigne par z¥ un entier supérieur ou égal a z, tout

profil de valuations quasi-échelonné peut alors étre noté

vp B(f) = [(rﬁ Uj, U]('2)+ T ’vj(n])+)]1§j5q'

Deux cas particuliers de profils de valuations échelonnés ont déja été étudiés aux chapitres
(1)
J

introduit au paragraphe 3.1 en vue d’une analyse locale

3 et 4: si tous les n; sont égaux a 1 on considere uniquement v;’ = v; et on retrouve le

profil de valuations [(r;, v;)]

1<j<q
des valeurs propres de valuation entiere; si tous les v; valent 1 alors vj(l) =...= v](nj) =
1 et, en identifiant le nj-uplet (1,...,1) a l'entier n;, on obtient [(rj,nj)]1<j<q. Cette

partition entiere de n définit la forme de Jordan nilpotente introduite au paragraphe 4.1
et sur laquelle la théorie de Lidskii s’appuie pour décrire localement le comportement des
valeurs propres de valuation I'inverse d’un entier.

Exemple 5.3 On peut réécrire les deux profils de valuations considérés dans I’exemple
5.2 précédent comme [(1,1,1),(1,2,2,1)] et [(1,1,17),(1,2,2%,1)]. ©

En mettant bout & bout pour j = 1,...,¢ les segments de droite de pente v;/n; et de
longueur n; on construit bien sir un polygone A du plan, de la méme maniére que le
polygone de Newton associé a une perturbation de matrice (voir le paragraphe 1.4). Notons
qu’ici N est convexe si et seulement si les v;/n; sont ordonnés par valeurs croissantes.

Lorsque vp B(e) est échelonné le dessin dans le plan de I’ensemble

{(0,0)} U { <z_: reng + 1, z_: rEvE + U;nj_i+1)> } (5.3)
1<i<n;

1<5<q k=1 k=1
peut alors étre vu comme une discrétisation du polygone N, c’est-a-dire I'union des

discrétisations de ses ri + ...+ r, segments. Une premiere illustration en est donnée

figure 5.2 & partir de 'exemple 5.2. Nous verrons un deuxiéme exemple au paragraphe

5.3.2.
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4 .
3 U 3
2 ) 2 e .
1 e 1
0 0
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5

F'1G. 5.2 — Dessins des ensembles de points définis par (5.3) pour les profils de valuations
[vl,v?),vg,vg),vg?’)] =[1,1,2,2,1] et [vl,v£2)+,v2,vg2)+,v£3)] =[1,2,2,3,1] de lezemple
5.2, ainsi que du polygone N défini par les triplets (r1,vi,n1) = (1,1,2) et (ra, ve,n2) =
(1,2,3). Comme vy /ny < vy/ng, ce polygone est l'enveloppe conveze de chacun des deux
ensembles de points considérés: celui de gauche correspondant a un profil de valuations
échelonné, c’est une discrétisation de N'; ce n’est pas le cas de celui de droite car le profil

de valuations associé [1,2,2,3,1] n'est que quasi-échelonné.
5.3 Perturbations de Lidskii généralisées

Soit ¢ € N* et supposons donnés ¢ triplets (r;, v;, n;) d’entiers positifs tels que

ng(’U]',’IZ]‘) = 17 ]: 17 e gy (54&)
et
v v v
0< L <2< <L (5.4b)
al n9 ’qu

a partir desquels on définit la forme de Jordan nilpotente
J=(0")" .. (0%) T e KM (5.4c)
et, pour une perturbation de matrice B(e) € F"*" son profil de valuations échelonné
vp B(e) = [(r1, vy, v£2), . ,vY”)), ooy (g, vy, ’U;Q), .. ,vgnQ))] (5.5)

ou quasi-échelonné

2)+ (n1)+)

vp B(e) = [(rl,vl,v£ yeee Uy e ,(rq,vq,v(gQH,... ,vgnq)+)]. (5.6)

Notons que dans ce dernier cas, vp B(e) n’est pas défini complétement. Seules les deux
premieres composantes de chaque (n; +1)-uplet sont fixées; pour les suivantes, on connait
une borne inférieure.

Définition 5.2 Soient A(e) = J + B(e) € F**" une perturbation de matrice définie par
(5.4) et (5.6), et ' =>_1_, r;. Soit B = [B*] la matrice de téte des valuations de B(e)



5.3. Perturbations de Lidskii généralisées 155

partitionnée en r'? blocs conformément a la structure de J, et by le coin inférieur gauche
du bloc B¥'. Pour j =1,...,q on appelle j-ieme sous-matrice de Lidskii généralisée
associée a A(€) la matrice constante L; = [bkl]lgk,lsrg d’ordre 1’ = Z:l ri. On appelle
j-ieme condition de Lidskii généralisée associée a A(e) la condition “A; # 07 ou
Aj; =det L;.

Ces conditions de régularité permettent de généraliser le théoreme 4.1 (théoreme de Lid-
skii) en considérant non seulement la structure de Jordan de la matrice non perturbée Ay
de A(e) mais aussi les valuations des colonnes de la partie perturbative A(e) — Ag.

C’est ce qu’exprime le résultat de la section suivante. Nous le démontrerons au para-

graphe 5.3.3 apres avoir examiné un exemple.

5.3.1 Théoréme

La généralisation du théoreme de Lidskii proposée ci-dessous décrit le comportement au
voisinage de € = 0 des valeurs propres d’une perturbation A(e) = J + B(e) d’une forme
de Jordan nilpotente .J par une matrice B(e) de profil de valuations échelonné donné.
Il s’avere que lorsque les conditions de Lidskii généralisées sont satisfaites, les termes
dominants des valeurs propres de A(e) dépendent uniquement de la structure par blocs
de J, du profil de valuations de B(e) et des sous-matrices de Lidskii généralisées.

Théoréme 5.1 Soit A(e) = J + B(e) € F"*" une perturbation de matrice définie par
(5.4) et (5.5). Soient j € {1,...,q} et E; = Diag [OT;_l,ITJ]. Supposons que A; # 0.
Supposons de plus que A;_y # 0 lorsque j > 2. Alors la matrice A(e) posséde r;n;

valeurs propres de la forme
)\?l(e) = (,u;?)l/n]wijﬁvﬂ/nj +o(e/™), 1=0,... ynp—1, k=1,...,r;,

ot les ,ué? sont les r; racines du polynoéme det(L; — AE;).

On retrouve le théoreme 4.1 (théoréme de Lidskii) lorsque tous les v; sont égaux a 1. Par
ailleurs, comme les conditions de Lidskii généralisées ne dépendent que d’éléments de la
matrice B = [B¥] situés dans les premieres colonnes de ses blocs B*, le théoreme 5.1
ci-dessus reste valide pour un profil de valuations quasi-échelonné (5.6). Cela permet de
définir une famille de pertubations plus générale que les perturbations de Lidskii.
Définition 5.3 Une perturbation de matrice A(e) = J + B(e) € F**" définie par (5.4)
et (5.6) est appelée perturbation de Lidskii généralisée lorsque toutes les conditions
de Lidskii généralisées définies a partir de J et de vp B(e€) sont satisfaites. I ensemble de

ces matrices sera désigné par LT.
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On a bien siir L C LT. De plus, I'intérét a priori de cette famille de perturbations de
matrices est de n’exclure aucun type exposant, contrairement aux perturbations de Lidskii
qui elles ne conduisent qu’a des exposants dominants égaux a I'inverse d’un entier positif.
La généralité de cette famille sera démontrée au paragraphe 5.4.

Comme pour les perturbations de Lidskii, la famille des perturbations de Lidskii
généralisées est un sous-ensemble de I’ensemble des perturbations génériques de formes de
Jordan nilpotentes. Par ailleurs, d’aprés 'inclusion £ C L1 on déduit encore du contre-
exemple (4.2) du chapitre 4 que les dénominateurs des exposants dominants des valeurs
propres d’une perturbation de Lidskii généralisée ne coincident pas nécessairement avec
leurs indices de ramification. C’est en revanche le cas dés que les r; racines de chacun
des polynémes det(L; — F;) du théoreme 5.1 sont deux a deux distinctes, et donc en
particulier des que B(e) est générique, a profil de valuations échelonné fixé.

Enfin, pour toute matrice de L%, les deux problemes 1.2 (POLY - NEWTON) et 1.3
(MON - INFLUFENTS) admettent les solutions suivantes.

Corollaire 5.1 Le polygone de Newton associé a une perturbation de Lidskii généralisée
définie par (5.4) et (5.6) est formé de r; segments de pente v;/n;, j=1,...,q. Le j-iéme
polynéme de Newton est ¢;(A\) = (—1)T§ det(L; — AE};).

Corollaire 5.2 Les monomes influents du polynome caractéristique d’une perturbation

de Lidskii généralisée définie par (5.4) et (5.6) sont les monémes non nuls de la forme

!

=1 . Ny .
(_1)7“]0]'1662":1 rivithy, A" 2;21 rimi—kn; ’ k= 07 R J = 17 s

avec det(L; — AE;) = Y10 cipA™i 7k,

5.3.2 Exemple

Considérons les quatre fractions irréductibles v;/n;
1 2 1 4

—<o< o<
3 5 2 3
et leurs “multiplicités” r; respectives
1,1,2,1.

Les quatre triplets (r;, vj, n;) sont alors (1, 1,3), (1,2,5), (2, 1,2), (1,4, 3) et permettent de
définir la forme de Jordan nilpotente J = 0305(02)203 et, pour une matrice B(e) 15 x 15
d’éléments de Q((¢)), le profil de valuations échelonné
vpB(e) =[1,1,1,2,2,2,1,1,1,1,1, 1,4, 3, 2]
=1(1,1,1,1),(1,2,2,2,1,1),(2,1,1), (1,4,3,2)].
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5. En partitionnant

rit+retrstrg =

J + B(€). On a donc ¢ = 4 et 1’
B la matrice de téte des valuations de B(e) conformément a .J en r

obtient

Soit A(e)

25 blocs B* on

12 _

X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X S X X X X O X O X O X X <O
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X €| X X X X €| X €| X €| X X <
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X €| X X X X €| X €| X €| X X <
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X & X X X X Ol X €| X €| X X <
X X X[ X X X X X|X X|X X|XxX X X
X X X[ X X X X X|X X|X X|X X X
X X | X X X X | X €| X €| X X <
|

I

Aa

O 6 O
O 0 & 6O
O 0 & 60
L I I I R
L B B R E%

RV R

Les quatres sous-matrices de Lidskii généralisées et leurs matrices diagonales associées

sont donc



158 5. Théorie de Lidskii généralisée

D’apres le théoreme de Lidskii généralisé 5.1 les termes dominants des 15 valeurs propres
de A(e) € LT ne dépendent que des éléments de la matrice de téte des valuations de B(e)
désignés par &, O, &, & et non de ceux désignés par x, ni d’aucun autre élément. En
supposant Ly, Ly, L3 et L4 inversibles on conclut que A(€) possede trois valeurs propres
de valuation %, cinq de valuation %, quatre de valuation % et trois de valuation %. On
retrouve cette répartition des valeurs propres sur le polygone de Newton de la figure 5.3
ci-dessous.

69

)\15 )\12 )\7 )\5 )\3 1

F1G. 5.3 — Discrétisation du polygone de Newton associé a la matrice A(e) = J + B(e)
de Uexemple du paragraphe 5.3.2. Comme A(e) € LT la structure de J et les valuations
v; des premiéres colonnes de chaque colonne de B(e€) partitionnée conformément a J
définissent le polygone de Newton associé a A(e). Par ailleurs, les valeurs échelonnées
v](k) des valuations de l’ensemble des colonnes de B(e€) définissent la discrétisation de ce

polygone.

Si de plus pour j € {1,2,3,4} on note ,u}, e ,u;J les r; racines dans C\{0} du polynéme
det(L; — AFE};) alors les valeurs propres de A(e) vérifient

21

Al(e) = #/3e* T3 L o(e 3, 1€40,1,2},

2:7l

M) = (ud) P @5 1 o(5), 1€ {0,1,2,3,4},

1/2 i 1/2 i
MHe) = (uh) P2 L o(d12), NHe) = (1) P2 4o(¢?), e 0,1,

21

Mie) = (1)) e e o(V?), 1€ {0,1,2).
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La “bonne” facon d’ordonner les blocs de Jordan de .J est dictée par I'ordre des v;/n;.
Ici les deux blocs 0% sont séparés car ils correspondent a des v;/n; différents, 1/3 et 4/3.

En revanche les deux blocs 0? restent groupés car tous deux sont associés a 1/2.

5.3.3 Démonstration du théoréme

On utilise une technique analogue a celle employée pour démontrer le théoreme 4.1 de
Lidskii au chapitre précédent. Pour j € {1,...,¢q} fixé et en posant z = ¢/ on cherche
a expliciter les termes dominants des valeurs propres d’ordre O(e%) de A(2™) en fonction
des sous-matrices de Lidskii généralisées définies & partir de J et de vp B(e). Pour cela
nous procédons encore par similitude et la factorisation utilisée, d’ordre O(e"7) cette fois,
est celle définie au chapitre 3 par (3.1).

Dans [30] nous démontrons le cas particulier - déja évoqué en introduction de ce cha-
pitre - du théoréeme 5.1 uniquement a I’aide du polygone de Newton et du polynéme
caractéristique: lorsque tous les v](.k) sont supposés égaux a v;, nous obtenons ainsi une
extension du théoreme 4.5 de Moro, Burke et Overton [45, théoreme 3.1 page 807] et donc

du théoréme de Lidskii. Mais dans le cas plus général considéré ici, nous ne savons pas

comment exploiter leur technique et nous procédons par similitude.

Preuve du théoréme 5.1. Soit
P(2) = Diag[PL); oo, P (), PLE) o PO ()
ou, pour 1 <7 < ¢ et en utilisant des notations compatibles avec (5.1),

. u(g) (g)_ \‘ ,U.J .. .
, diag [z ney U= —vj— [nj(n; —g)t stt < g,
Pl () == Pl () = | 8 T hsasn i [l o)

"% diag [1, 2%, 220, ..., z(n= D) sii> 7.

En rappelant que I'on note r’ = 23:1 r; nous allons montrer que A(z) = P(2)"'A(2™) P(z)
est encore une perturbation d’une forme de Jordan nilpotente et que sa factorisation
d’ordre O(2%) A(z) = 20, (Z)D;]l(z) définie par (3.1) est telle que det(C\,,0—ADy0) =
(= 1) An=Xiay i det(L; — A" E;). On aura ainsi obtenu pour A(z) un polynéme quasi-
Newton d’ordre O(z%) et donc une représentation des termes dominants de toutes les
valeurs propres de A(z"7) de valuation v; (lemme 1.2).

Notons encore V et V les matrices des valuations de A(z) et A(z) partitionnées
conformément & la structure par blocs de la forme de Jordan J. Pour 1 < k,[l < ¢

nous désignons cette fois par V¥ tout bloc de V correspondant aux mémes lignes (resp.
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colonnes) dans J qu’un bloc de Jordan associé a vy /ng (resp. v;/n;). On définit de la
méme facon les blocs de V. D’aprés la structure de J et le profil de valuations de B(z"),
I’élément d’un bloc V* de position (g, k) dans ce bloc vérifie alors

El 0 si (k7h):(l7g+1)7

v e
gh () :
’Il] ’Ul sinon.

Les quatre cas de figure qui se présentent pour les blocs V* sont

+1 )
Sik.l< i ~kl uggg )_ug{q) 81 (k7h):(l7g+1)7
PRES Voh = B 0@
n;u, + U — Uy sinon ,
sik>7>1, 65}1:njvl(h)—l—(nk—g—l—l)vj—l—u;h),
sik <j<|, 6§é:njvl(h)—(ng—h—l—l)vj—uig),
v si(k,h)=(l,g+1),
ik 12, =" o= bty
n;v, ) + (g —ni+h—g)v; sinon.

L’étude de ces différentes situations repose sur les propriétés élémentaires suivantes

a>|a] >0 poura>0, (5.8a)
Oh P bour h < B, (5.8b)
nE o M
vl(h) > (np—h+ 1)2—11 pour 2 < h < ny, (5.8¢)
u?h) < ughl) pour h < I/, (5.8d)

Pour chacun des quatre cas de (5.7) on commence par étudier le coin inférieur gauche du

bloc V¥, puis les autres composantes de sa premiére colonne et enfin les colonnes restantes.

k,l < j|D’apres (5.7a) le coin inférieur gauche de V est

65171 =n;v — \‘nj(nz — I)Z—IZJ . (5.9a)

Comme il est indépendant de k tous les blocs V* ont le méme coin inférieur gauche pour
1 < k < j. Les autres composantes de la premiére colonne sont supérieures ou égales a

cette valeur. En effet, on déduit de (5.7a), (5.9a) et (5.8d) que

k — gk (n&) (9)

g1 = Un, 1 + uy, — Uy
>k 1< g <y (5.9b)

(5.7a)

(5.7b)

(5.7¢)

(5.7d)
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Enfin, les éléments f)ﬁ des autres colonnes de V¥ sont supérieurs & I’élément surdiagonal

correspondant ¢, . de V. D’apres (5.7a)

Bhh = Ty + ol + {ny‘(nk - Q)Z—ZJ - {nj(nl —h+ 1)%J :
Avec (5.8¢c) et (5.8a) cela conduit a
B>y, 1<g<ng,2<h<n h#g+1. (5.9¢)
On déduit de (5.7b) que le coin inférieur gauche de V¥ vérifie
o= o+ v+, (5.9d)

C’est la valeur trouvée en (5.9a). (Remarquons qu’ainsi les blocs de toutes les colonnes

de blocs V! avec 1 < [ < j ont le méme coin inférieur gauche.) De plus, les autres

composantes de la premiere colonne de V¥ sont supérieures ou égales i cette valeur. En
effet,
~kl ~kl
vgl = vnk,l + (Tbk - g)’U]
> 1< g <. (5.9¢)

d’aprés (5.7b) et (5.9d). Pour les mémes raisons que dans le premier cas, les éléments ﬁg}ll
des colonnes de V* autres que la premiére sont tous supérieurs & 1’élément surdiagonal

ol de VU En effet, d’apres (5.7b) et (5.7a),

g1 = Dl o "™ (= g+ )y

~ v
= 1y 5, + njol ™) - {nj(nl —h+ 1)n—llJ + (n — 9)v;
> 64, 1<g<ng,2<h<m, h#g+1. (5.9f)

Rappelons que v;/n; > v;/n; dés que [ > j. (Voir (5.8b).) C’est I'argument principal pour

traiter les deux cas restants.
D’apres (5.7¢) et (5.8b)

=, sil=7
175271 =v; + nju — n; ! 7 (5.10a)
> v; sil> 7.
Pour les autres composantes de la premiere colonne de V# on déduit de (5.7¢), (5.10a)

et (5.8d) que

El _ ~kl (nk) (9)
g1 = Un, 1 + U, — Uy

> gkl 1< g < ng. (5.10b)

ng,17

0]
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Par conséquent, les ny — 1 premiéres composantes de la premiére colonne de V*/ sont
supérieures ou égales au coin inférieur gauche v; de ce bloc, alors que tous les blocs
VE ot [ > j n’ont que des éléments supérieurs i v; dans leur premiere colonne. Enfin,
les composantes des autres colonnes sont toutes supérieures a v;. En effet, les éléments
surdiagonaux correspondants étant 6%—1,h = v; on déduit de (5.7c), (5.8a), (5.8b), (5.8¢)
que

Vg

ﬁj}lz = ﬁ%_Lh + njvl(h) —(m—h+1)v;+ \‘nj(nk — g)—J

ng

- v v
S ol (= b 1) (Y~ v [nm _ g)—’“J

ng ng
>0, =v, 1<g<ng,2<h<n,h#g+1. (5.10c)

k,l > j|Partant de (5.7d) on obtient pour le coin inférieur gauche 65171 de V¥ la méme

expression qu’en (5.10a). Les autres composantes de la premiere colonne sont toutes

supérieures a cette valeur. En effet,

~kl ~kl
,Ugl = nk,1+(nk_g)vj
>of 0 1< g <. (5.10d)

Enfin, les éléments des colonnes restantes sont tous supérieurs a v; et donc supérieurs a
I’élément surdiagonal qui est f)}f_Lh = v; par définition de P(z). Plus précisément, (5.7d)

et (5.8¢) conduisent a

. v
vgfll > nj(nl_h+1)n_l+(nk —ny+h—g)v;
!
> vj + (ng — g)v; d’apres (5.8b),
>ﬁg_1,h:vj, 1<g<ng,2<h<mn,h#g+1. (5.10e)

L’étude des éléments de la matrice V selon les quatre cas annoncés est terminée. Comme
V n’a aucun élément négatif, A(2) est encore une perturbation de matrice. Considérons
le faisceau non perturbé €', 0 — AD, 0 de sa factorisation d’ordre O(2%) définie par (3.1).
Pour [ > 7, on déduit des équations (5.10) que VH n’a aucun élément inférieur 3 v;. En

I_, rin; et en rappelant qu'un élément diagonal de D,,(z) vaut z% (resp.

notant r; =
1) si la valuation de la colonne correspondante de A(2) est inférieure 3 v; (resp. supérieure
ou égale & v;), on obtient alors D(z) = Diag [D!(z), In_rj*]. D’autre part, puisque d’apres

(5.10a-b-c) tous les éléments de V¥ sont supérieurs & v; lorsque k£ < j < [, la matrice
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Cujo est en fait trianglaire inférieure:

11 * 11 J
o Cy 0 r; D — Dy 0 o .
0~ c?o o2 n—r* o 0 I .|’ ]_ZZ“
0 0 3 n—r} i=1
* *
r;om—r;

avec C3? = (0m+1)"7+1 . (0m9)". Et donc
det(Co — ADg) = (=A)"7"7 det(C' — ADS). (5.11)

Explicitons maintenant C{'—AD}! & I’aide des équations (5.10) avec [ = j et des équations

(5.9). Désormais 1 < k,! < j. Les blocs non diagonaux sont des blocs ny x n; de la forme
X

sik <y, sik=j,
X

* *

et les blocs diagonaux, dont la dimension est n;, sont de la forme

[ x(=n) 1 ] a1 ]
X (=x) 1 -2 1
sil<ij, sil=j.
X (=A) 1 - 1
* 0 * )\

Les * représentent des éléments de la matrice de téte des valuations de A(2"7), les x sont
soit de tels éléments soit des zéros, et (—A) signifie ici =8, § € {0,1}. D’apres (5.10) on
a Uy = vj pour [ = j. Les —\ sur la diagonale des blocs d’ordre n; viennent du fait que
toutes les colonnes de A(z) correspondant & des blocs ayant n; colonnes sont de valuation
v; d’apres (5.10). Pour les blocs diagonaux d’ordre n; avec [ < j, on remarque que les
n; — 1 premieres colonnes de A(z) correspondantes sont de valuation inférieure ou égale 3
vj, alors que les autres colonnes ont une valuation inférieure a v;. Cela explique les n; — 1
(—A) diagonaux et le zéro en position (n;, n;). En effet, d’apres (5.9a) la valuation d’une
premiére colonne vérifie o}l | < njt+1. Elle est donc inférieure & vj+1 a cause de (5.8b)
et donc, puisque c’est un entier, inférieure ou égale a v;. Le méme argument est valable

pour les valuations 1321_1 ;, des autres colonnes, c’est-a-dire lorsque 2 < 2 < n;. On a de

i

plus pour la derniere colonne h = n; et Opy—1

v ,
< Ny < Uj
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On peut désormais expliciter le déterminant du faisceau Cujo — )\DUJO d’ordre r;.
L’exemple avec 7‘;‘—1 = 2 et r; = 2 ci-dessous illustre comment simplifier le calcul de ce

déterminant en exploitant la structure tres particuliere de Cujo — )\DUJO.

_x(—)\) 1 X X X
X (=A) 1 X X X
* 0 * * *
X x(=A) 1 X X
X X (=A) 1| x X
* * 0 * *
-2 1
-2 1
* * * | *
-2 1
-2 1
| * * * * )\

A l'aide de la deuxieéme colonne, on commence par annuler tous les éléments de la premiere
ligne sauf le 1 en position (1, 2). Ces opérations laissent bien sir le déterminant du faisceau
inchangé. En supprimant la premiere ligne et la seconde colonne, on obtient un faisceau
d’ordre 7 — 1 dont le déterminant est — det(C3' — AD{'). On recommence avec tous les
autres 1 du premier bloc diagonal et en remarquant que les * ne sont pas modifiés (car
ce sont les seuls éléments non nuls de la ligne qui les contient) on obtient finalement un
faisceau d’ordre n} —nq +1 et de déterminant (=)™~ det(C3' —=ADEY). Comme 23;11 =
* !

ri(ni —1) = i =T la répétition de ce procédé pour tous les blocs correspondant a
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v;/n; avec i < j conduit a

* ok ||k *

ok ||k *

- 1
11 11 T -1 -A 1

det(Cy" — ADg") = (—1)7s—17"3-1 det \ ,

ok ||k — *

-A 1
- 1
| * ok * * —)\_

oll les x sont les mémes que dans le faisceau de départ C{' — AD}!. On simplifie enfin
les blocs diagonaux restants comme suit. L.e —X en position (1,1) dans un tel bloc est
éliminé en ajoutant X fois la deuxieme colonne & la premiere, ce qui fait apparaitre —A? en
position (2,1). On supprime alors la premiére ligne et la deuxiéme colonne, ce qui a pour
seul effet sur le déterminant du faisceau de changer son signe. En répétant ce procédé

jusqu’a I’avant dernier —A du bloc on obtient

* 0 ok ||k — A | %
det(CL = AD{Y) = (=1)77-1 7=+ 7 et -2 1

% * * )\

*
J

en répétant le procédé pour le deuxieme bloc diagonal d’ordre n;

Commeil y a (n; — 1) 1 diagonaux et comme r7_; —r!_; +rj(n; —1) = r7 —r’, on trouve

J

* ! [Lj_l ‘ L12 -| * !
det(Co' = ADg!) = (=1)"7 7" det R ],\w |= (=1)5 775 det(L; — A ;).
J i Ty

Finalement, on déduit de (5.11) que det(Co — ADg) = (—1)"73A""3 det(L; — A E;).
Comme déja vu dans la preuve du théoreme 4.1, les hypotheses A; # 0 et, si j > 2
A;_1 # 0, assurent que det(L; — A E;) possede r;n; racines non nulles dans K. On

conclut en appliquant & A(2) le lemme 1.2 avec a = v;, b= 1et L(z) = 1.0
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5.4 Réduction a une perturbation de Lidskii généralisée

Théoréme 5.2 Toute perturbation d’une forme de Jordan nilpotente est semblable a une

perturbation de Lidskii généralisée.

Preuve. Soit A(e€) la perturbation de matrice en question. Soit ¢ le nombre de segments
du polygone de Newton associé & A(e). Pour j € {1,...,¢} la pente du j-iéme segment
est notée v;/n; et sa longueur r;n;.

Soient F(e) = Diag[Cy, (€),...,C}f(¢)] la forme de Frobenius de A(e) et, pour 1 < k& <
l rgk)

n; le nombre de valeurs propres de CY, (€) de valuation v;/n;. On a alors T‘;k) >0

et 7“;1) + ...+ rﬁq) = r;. Supposons que chaque CY, (¢) est semblable & une perturbation
de Lidskii généralisée notée Ag(e). Pour tout j € {1,...,¢} la forme de Jordan Ag(0)
contient donc r;k) blocs 0™. 11 est clair que A(e) est semblable & A(e) = Diag[Az(e)].
Réordonnons les blocs de Jordan des matrices A;(0),..., A4;(0) de fagon a ce que toutes
les occurrences des couples (v;, n;) correspondent a des blocs consécutifs. On obtient une
matrice A(e) semblable & A(e) dont la matrice non perturbée vérifie (5.4) et dont la partie
perturbative A(e) — A(0) a un profil de valuations quasi-échelonné (5.6). De plus chacune
des sous-matrices de Lidskii généralisées L; de A(e) est inversible car échanger deux blocs

de A(0) a pour effet d’échanger certaines lignes et colonnes de I;: la matrice ij ainsi

obtenue est semblable, & une matrice de permutation pres, a i]’ = Diag [i;k)] qui est
inversible par hypothese.

Nous supposons donc désormais que la forme de Frobenius de A(€) se réduit a 'unique
bloc Cy(€) ot p(A, €) = Y 7_g ar(€)A"~* est le polyndme caractéristique de A(e). La trans-

posée de I'(¢), semblable & F'(¢), est alors la perturbation du bloc de Jordan 0"

0 1

0 1
an(€) ... az(€e) aq(e)

Ce qui suit a pour but de réduire F(€)” explicitement par similitude & une perturbation de

Lidskii généralisée. En partitionnant le vecteur a(e) = [a,(¢), ..., a1(€)] des n coefficients
de p(A, €) conformément a (0™¢)™...(0™)™ on a
a(e) = [ag'(c),...,ak(e),... a7 (¢),...,a;(c)],

ou,pour 1 <j<getl1<k<ry,

a%(e) = [a;?nj(e), o aby(e),ak (o]
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De plus, d’apres I’hypothese faite sur le nombre de valeurs propres de A(€) d’une valuation
donnée,
j=1
val a;?nj () = vai + kv;, (5.12a)
=1
-1

val a;?’n]_H_l(e) > vai + (k—1)v; + v](l) , 2< 1< n;. (5.12b)

=1
En posant

kE _ k .
af = val i, (€) —vj,
on déduit de (5.12a) que af = 0 et que

k+1 k... : .
a7 —af=v; sil<k<ry,

s

1 — v &=
ajyy —af =v; sik=r;.

Par conséquent la similitude
P(e) = Diag [P, ..., P},...,P[*,..., P}]

k ~
définie & partir de P]k(e) = €% 1,, transforme F(€)7 en une matrice de la forme A(e) =

P(e)~ F(e)TP(e) = (0™)"...(0™)™ + B(e). Plus précisément,

Z§12(6)
BQS(e)

I 0
_Bﬂ(e) B(¢) B®(e) ... B'(e)

est une matrice par blocs partitionnée conformément a la structure de (0"¢)" ... (0"1)™.
On a donct =37, r;. De plus, pour j € {1,...,q} et l € {2:?:]4+1 ri+1,..., g:]- it
tous les éléments du bloc B'~"!(¢) (I > 1) sont nuls sauf le coin inférieur gauche, égal &
¢%. Quant au bloc BY(¢), toutes ses lignes sont nulles sauf la derniére, qui vaut eaﬁa;‘?(e)
car aj = 0.

Permutons les blocs de (0™¢)"¢...(0™)"" au moyen d’une similitude constante S de

facon & retrouver J = (0™)"...(0"%)"? définie en (5.4). On obtient alors la matrice



168 5. Théorie de Lidskii généralisée

S='A(e)S = J + B(e) avec B(e) de la forme

[ BU(e) BY(e) ... BYl(e) BY(e)
B21(6)
B(e) = B3%(e)

Bt,t—l (6)

Pour [ € {32l ri+1,...,5_, i} le bloc BtYi(e) (i < t) a tous ses éléments nuls

sauf son coin inférieur gauche, égal & €7, et le bloc B'*(¢) a toutes ses lignes nulles sauf

k

la derniere, égale a 6a§aj (€). On déduit de (5.12) que la premiere colonne de la j-ieme

colonne de blocs de B(¢) est de valuation v; alors que les n; —1 colonnes restantes ont une
valuation au moins ’UJ(Z). Par conséquent, le profil de valuations de B(¢) est quasi-échelonné.
En rappelant que le coefficient ax(€) associé a \*~% dans le polynéme caractéristique de

A(€) est noté a(e) = are™* 4 o(e**) on déduit de la structure que nous venons de décrire

que
[ -1 ATl o1 Py i ]
P o IR () S (R R
1
1 .
L= v J=1...,q
1
1
s o ATy ATj A T
D’ou det L; = —ag et Ul = Orynytotrim, est non nul par définition du polygone de

Newton associé a A(e). Toutes les conditions de Lidskii généralisées sont donc satisfaites

et la matrice S'A(€)S est une perturbation de Lidskii généralisée semblable & A(e). O

Remarque 5.1 Il est important d’observer que la réduction par similitude d’une pertur-
bation d’une forme de Jordan nilpotente a une perturbation de la forme J 4 B(e) avec
vp B(e) échelonné - et pas seulement quasi-échelonné comme dans I’énoncé du théoreme

5.2 - est parfois impossible. Considérons par exemple la perturbation du bloc 03

0 1 0
Al=10 0 1
2 2 2
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Onag=1,n; =3,v; =2.0r, le profil de valuations échelonné défini par (vy, ny) = (2, 3)
est [2,2, 1]. Pour réduire A(e) par similitude & une perturbation de matrice A(e) = 0% +
B(e) telle que la troisieme colonne de B(¢) soit de valuation 1, il est nécessaire d’appliquer
a A(€) une opération élémentaire de lignes de la forme Rz <— R34+ O(€) Ry. L’opération de
colonnes associée Cy « Cy — O(€)Cs5 fait alors chuter la valuation de la deuxieme colonne

de A(e) et empéche d’avoir vp B(e) = [2,2,1].






Chapitre 6

Procédures Maple pour les

perturbations de matrices

Ce dernier chapitre présente quelques programmes écrits dans le langage de calcul formel
Maple! et implantant pour les matrices polynomiales I’essentiel des techniques et des
algorithmes des chapitres précédents. La “boite & outils” qu’ils constituent permet une
premiere approche expérimentale des perturbations de matrices. Elle demande & étre
améliorée par des implantations plus efficaces et enrichie de nouvelles fonctionnalités.

Les différentes procédures disponibles sont regroupées dans le paquetage MPs et peuvent
étre utilisées, apres avoir chargé la librairie d’algebre linéaire 1inalg, en tapant

> with(MPs);

[Berkowitz, Jfact, Jrf, Jsortf, Newtondiag, Segre2jcf, Val, dmind, eiglc, isJred,

isVP, isred, isvred, jef2Segre, lj, mirf, mplot2, msort, pmrand, rcef, val, vfact,

vmind, vp, vrf, vsortf]

6.1 Génération aléatoire de perturbations de matrices

La procédure pmrand permet de créer des perturbations de matrices polynomiales de
profil de valuations donné. Les polynomes formant les éléments de la matrice sont choisis
a I’aide la fonction randpoly de Maple. On choisit la dimension, la variable, le corps des
coefficients (ici Z3), le degré des polynémes derriére la valuation, et le profil de valuations

en colonnes.

1. Maple 5, Release 5
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> A:=pmrand(4,x,field=2,deg=1,colvp=[0,1,1,3]);

Cette matrice n’est pas une perturbation quasi-générique a profil de valuations fixé car

son élément (1, 1)n’est pas de valuation nulle.

6.2 Opérations élémentaires sur les perturbations de ma-

trices

Il s’agit des procédures

val valuation

vp profil de valuations

Val matrice des valuations

1j forme de Jordan dominante

vfact factorisation d’ordre entier

Jfact factorisation d’ordre l'inverse d’un entier

vsortf colonnes triées par valuations croissantes

Jsortf dimensions de blocs triées par valeurs décroissantes

En reprenant ’exemple précédent, on obtient

> val(A,x);

> vp(4,x);

[07 17 17 3]

> Val(A,x);
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_1 2 13_
0 oo 1 3
1 2 2 3
0 1 1 3

6.3 A partir du polynéome caractéristique

Tous les calculs de polynéme caractéristique sont faits avec I'implantation de ’algorithme
de Berkowitz proposée par Abdeljaoued [2, 1]. La procédure Berkowitz est plus rapide
que la procédure [1inalg] charpoly de Maple. En supposant le polynéme caractéristique
connu ou calculable en un temps raisonnable, on peut utiliser les procédures évoquées dans

les sections ci-dessous.

6.3.1 Termes dominants

La procédure eiglc ne fait qu’appliquer la procédure puiseux de la share library
au polynéme caractéristique de la perturbation de matrice considérée. Elle est parti-
culierement utile pour connaitre les termes dominants d’une petite perturbation de ma-

trice. Sur I’exemple précédent cela donne, en développant jusqu’a 'ordre 3,
> eiglc(A,x,3);

1 2 2
(—a?, (g—l RootOf (1 + _Z3 + _72) + 3—? RootOf(1 4+ 7% + 72)2 4 =

20N 2
31"

+ 2 RootOf (1 + I3+ _ZQ)}

6.3.2 Polygone de Newton

La procédure Newtondiag trace le polygone de Newton associé a une perturbation de
matrice donnée et calcule a partir du polynéme caractéristique de A(e) ses polynémes de
Newton. L’option cp = true indique qu’il s’agit d’une perturbation de matrice A(e) et
que le polygone de Newton est défini par det(A] — A(€)) et non d’une perturbation de
polynéme A(X, €) ou 'on prendrait det A(X, €).

> with(plottools):

> Newtondiag(A,x,u,cp=true);
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21,3, w(w’+w+ D], [1,2, 1, ut 1]]
Ici, on a 2 segments de méme pente 1, de longueur totale 3, et un segment de pente 2 et

de longueur 1.

6.3.3 Indices minimaux

Les procédures vmind et dmind calculent §; avec la définition correspondante du chapitre
3 ou 4. On en déduit les indices minimaux en valuation et en dimension. Toujours sur le
méme exemple, cela donne

> seq(vmind(A,x,u,i), i=0..5);

0,3,1,0,0,0
> seq(dmind(A,x,u,i), i=1..5);

4,0,0,0,0

6.4 Tests

Les procédures suivantes permettent de décider si une perturbation de matrice appartient
A I'une des familles de perturbations quasi-génériques VP, £, L% ou si elle est v-réduite ou

J-réduite a I’aide des caractérisations en termes de polynémes quasi-Newton des chapitres

3 et 4.

isvred test par rapport a la forme v-réduite
isJred test par rapport a la forme J-réduite
isred test par rapport a la forme réduite
isVP test par rapport a VP

isLidskii test par rapport a L
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L’exemple précédent n’est pas une forme v-réduite. En choisissant une perturbation de

matrice de profil de valuations [(r;, v;)] = [0, 1,1, 3], on trouve cette fois une forme

1<j<q
v-réduite. Les polynomes donnés en sortie sont les ¢, 41(A) pour j=1,...,¢q.

> isvred(A,x);

[false, []]
> A:=pmrand(4,x,field=2,deg=1,colvp=[0,1,1,3]);
1 z? —z? —zt
—x 2?2 —z?—z -zt
A=
0 - —z? —zt
—z—-1 —z 2%-z 0

> isvred(A,x);

[true, [[0, (=1 4+ X) A7), [1, =A%+ A], [4, =14 A]]]

6.5 Réductions

Il s’agit des procédures implantant les formes matricielles des chapitres 2, 3 et 4.

mlrf forme semblable de rang dominant minimal
vrf forme v-réduite
Jrf forme J-réduite

Ces versions ne sont pas completement optimisées et fonctionnent correctement pour de
petits exemples (n < 10). Considérons I'exemple ci-dessous. Le point de départ est une
perturbation du bloc 0° de rang 4. Ce rang n’est pas minimal et peut étre diminué jusqu’a
3. On trouve ensuite 020 comme forme de Jordan dominante minimale. On remarquera la
croissance a la fois du degré et des coeflicients qui apparaissent dans la forme J-réduite C.
Cela devient vite rédhibitoire, et des versions paresseuses sont a envisager. Les matrices
P et invP lors de "appel & m1rf sont bien siir des matrices de passage polynomiales telles
que B = invP A P.

> A:=matriX([EX, 1+x, 0, O, X]’ [X’ x, 1, 0, X], [X’ 0, 0, 1, O]’ [O’ X,
x, x, 11, [0, 0, x, 0, 0]1);
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0 0 z

> B:=mlrf(A,x,’r’,’P’,’invP’);

_ 0
x
B:=| 4
1
0
> r; _
> issimilar(A,B);
> C:=Jrf(B,_x);
:U—I—a;2
r 4222+ 23
C:= 3z 423

—z?2 -2+

—2x 4 322

> issimilar(C,A);

1 z2 z+z2 =z
z 1422 22422 —=z
0 0 0 -
0 T x 0
0 x2 r+ 22 oz
3
true
1— 22 0 —x?
—22 23 142 —z% — 23
—23 4 2? 0 -z — 2%+ 2?
x> — —x 3 —x
_aj_3$2 233 $_3$2

true
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> jcf2Segre(subs(x=0,evalm(C)));

[5,2,2,[[1, 3], [1, 2]]]

6.6 Perturbations numériques (Matlab / Maple)

La procédure eigplot trace dans le champ complexe les valeurs numériques des valeurs
propres de perturbations aléatoires d’une forme de Jordan nilpotente ou de perturbations
polynomiales aléatoires d’une forme de Smith locale. Les valeurs propres numériques sont
calculées par Matlab, appelé depuis Maple. [.’exemple ci-dessous correspond a 200 pertur-
bations aléatoires d’ordre ¢ = 10~ de la forme de Smith locale décrite sous la commande
Maple. Le but est d’observer les comportements numériques des familles de perturba-
tions quasi-génériques (Lidskii par exemple) et éventuellement d’en exhiber d’autres. La
répartition ci-dessous a été annoncée par Langer et Najman dans [38, 39] ou ils généralisent
la théorie de Lidskii aux perturbations de fonctions matricielles

> eigplot([3,[4,0],[3,0]],var=x,eps=10."(-6),trial=200);







Conclusion

[’étude de la mise sous forme normale rationnelle d’une perturbation de matrice que nous
venons de faire appelle des développements d’ordres pratique, algorithmique et théorique.

Tout d’abord, le traitement des perturbations analytiques de matrices demande de
pouvoir évaluer ces objets de facon paresseuse, c’est-a-dire coefficient par coefficient en
fonction des besoins. On peut penser a une évaluation paresseuse sur le modele de celles
implantées par van Hoeij [56] et Pfliigel [50].

Au niveau algorithmique, outre I’écriture de versions paresseuses des algorithmes de
calcul d’une forme v-réduite et d’une forme .J-réduite - importantes lorsqu’on ne demande
pas une matrice semblable & celle de départ mais seulement les indices minimaux -, il
reste & concevoir un algorithme de réduction d’une perturbation d’une forme de Jordan
nilpotente a une perturbation de Lidskii généralisée. Le probleme 1.6 (REDUCTION)
serait alors completement résolu. Cependant la principale difficulté vient du fait qu’ici
I’enveloppe recherchée est exactement le polygone de Newton et non un polygone pouvant
étre décrit avec une seule dimension, comme les partitions entieres des chapitres 3 et 4.

Enfin, sur le plan théorique, il reste & montrer que ’on peut diagonaliser par blocs une
perturbation de Lidskii généralisée a ’aide d’une matrice de passage a coeflicients séries
formelles. Cela achéverait de résoudre le probleme 1.7 (FORME - NORMALE).

Par ailleurs, I’étude des perturbations de matrices polynomiales et en particulier des
perturbations de faisceaux de matrices semble prometteuse pour au moins trois raisons: les
problemes du chapitre 1 se posent dans les mémes termes, le fait d’opérer par équivalence
plutot que par similitude semble moins contraignant, et enfin une facon plus immédiate
d’aboutir aux résultats du chapitre 4 pourrait passer par le remplacement de la forme de
Jordan J par la forme de Smith du faisceau Al — J. Un point d’entrée évident semble
étre les travaux de Langer et Najman [38, 39] généralisant la théorie de Lidskii au cas des

perturbations de fonctions matricielles.
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Titre: Formes normales de perturbations de matrices: étude et calcul exact.

Résumé: Cette these étudie les formes normales rationnelles de perturbations de matrices
en vue de la résolution du probleme de perturbations pour les valeurs propres: le com-
portement asymptotique des valeurs propres d’une perturbation de matrice pouvant étre
entierement décrit a partir de seulement quelques monémes du polynéme caractéristique,
il s’agit essentiellement d’arriver & “lire” ces invariants matriciels directement sur la ma-
trice de départ (perturbations quasi-génériques) ou, a défaut, sur une perturbation qui
lui soit semblable (forme réduite). Partant des travaux de Moser et de Lidskii, on propose
deux premieres formes réduites, chacune étant associée a une famille de perturbations
quasi-génériques. Des algorithmes de réduction par similitude polynomiale ainsi que les
formes normales correspondantes sont également présentés. Enfin, une généralisation d’un
théoréme de Lidskii indique une troisieme forme réduite, pour laquelle le probleme de
départ est completement résolu. L’ensemble de ces résultats trouve une interprétation
simple avec le polygone de Newton et 'implantation en Maple des algorithmes proposés

a permis de développer une premiere ”boite a outils” pour les perturbations de matrices.

Mots-clés : valeurs propres de perturbations de matrices, algebre linéaire exacte, formes
normales matricielles, polynéme caractéristique, perturbations de Lidskii, séries de Pui-

seux, polygone de Newton.

Title: Studies in matrix perturbations: algebraic computation of normal forms.

Abstract: This thesis deals with rational normal forms of matrix perturbations and the
eigenvalue perturbation problem: the asymptotic behavior of perturbed eigenvalues only
depends on a few monomials of the characteristic polynomial and the goal is thus to be able
to “recover” these monomials directly from the initial matrix (quasi-generic perturbations)
or at least from a similar matrix perturbation (reduced form). Following Moser and Lidskii,
we define two reduced forms that are associated with two different families of quasi-generic
matrix perturbations. We also extend Lidskii’s perturbation theorem in order to give a
third reduced form and to provide a complete solution to the problem. Additionally,
a Newton diagram interpretation is detailed for each of these results and some Maple

functionalities for handling matrix perturbations are described.

Keywords: eigenvalues of matrix perturbations, symbolic linear algebra, normal matrix

forms, characteristic polynomial, Lidskii perturbations, Puiseux series, Newton diagram.



