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Claude SABBAH,
Rapporteur, Directeur de recherche, Ecole polytechnique

Eric DELABAERE,
Examinateur, Professeur, Université d’Angers
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Merci à Philippe Maisonobe et Adam Parusiński pour leur participation dans mon jury
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lui suis reconnaissante pour les discussions très intéressantes que nous avons eues sur les
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3.2 Réduction à un calcul géométrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Enoncés des résultats locaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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6.3.2 Le cas où le support du module n’est pas inclus dans z = 0. . . . . . . 97
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Chapitre 1

Introduction.

1.1 Connexion de Gauss-Manin et analogues irréguliers.

Ce travail a pour but d’étudier certains analogues irréguliers de la connexion de Gauss-
Manin.

Si f : X → S est un morphisme entre deux variétés algébriques complexes lisses, avec
S de dimension un, f propre et de rang maximum, on peut lui associer des fibrés vectoriels
plats dont les fibres sont les espaces vectoriels de cohomologie des fibres de f à valeur dans

C :
⋃

t∈S
Hp(f−1(t),C). Ils sont appelés les fibrés de Gauss-Manin. La platitude de ces fibrés

permet alors de définir des connexions, appelées classiquement connexions transcendantes.

Lorsque certaines fibres de f ne sont pas lisses ou que le morphisme n’est pas propre, on
définit de façon similaire les connexions transcendantes en dehors de certaines valeurs (en
nombre fini) de S. A l’aide du prolongement de Deligne, elles se prolongent en des connexions
méromorphes, les connexions de Gauss-Manin. Lorsque f est un morphisme régulier non
propre, les valeurs au voisinage desquelles f n’est pas une fibration topologique localement
triviale, sont les singularités des connexions de Gauss-Manin. Ces travaux sont dus, à l’origine,
à A. Grothendieck ([16]) et à N.M. Katz et T. Oda ([21]).

Le résultat fondamental sur les connexions de Gauss-Manin est leur régularité (c.f. [33] et
[15]). Les solutions de ces connexions peuvent être représentées par des intégrales de période.
Il s’agit d’intégrales du type

∫
γ w, où γ est une collection de classes d’homologie dans les

fibres localement constante et w est une forme algébrique. Ces intégrales de période ont été
étudiées par Varchenko ([40]), dans le cas local et par Katz ([20]), dans le cas global.

Dans la théorie des D-modules, on étudie l’image directe par un morphisme f : X → S
du faisceau structural OX , que l’on note f+(OX). Si U est l’ouvert de S sur lequel f est une
fibration lisse localement triviale, la cohomologie de la restriction à U de l’analytisé de cette
image directe, f+(OX)an|U , cöıncide avec les sections des fibrés de Gauss-Manin. Le localisé de

f+(OX)an correspond quant à lui aux connexions méromorphes de Gauss-Manin. Le complexe
f+(OX) est appelé système de Gauss-Manin.

Il est naturel de se poser des questions sur l’image directe d’un D-module irrégulier. Dans
la situation qui nous occupe, on veut étudier l’image directe algébrique, f+(OCneg), où f
et g sont des applications polynomiales à n variables et OCneg est le DCn-module irrégulier
élémentaire définit de la façon suivante : OCneg est égal à OCn en tant que OCn -module et est
muni de l’action de DCn définie par ξ(heg) = ξ(h)eg + ξ(g)heg, où h est une section de OCn et
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ξ un champ de vecteurs. La définition de ces DCn -modules élémentaires n’est pertinente que
dans le cas algébrique. En effet, si l’on considère g application holomorphe et HCn le faisceau
des applications holomorphes, on peut définir de la même façon le DCn -module analytique
HCneg. Mais ce dernier est isomorphe en tant que DCn -module à HCn .

Nous allons tout d’abord présenter les résultats de A. Dimca, C. Sabbah et M. Saito sur
les D-modules irréguliers élémentaires, Oeg.

Dans [11], A. Dimca et M. Saito s’intéressent au calcul, de façon algébrique, de la coho-
mologie de la fibre générique d’une application polynomiale g : Cn → C. Soit G cette fibre
générique et Ω•(Cn) le complexe des formes différentielles algébriques sur Cn, muni de la
différentielle Dg, définie par Dg(ω) = dω − dg ∧ ω, pour ω ∈ Ωk(Cn). Ils démontrent alors
que l’on a un isomorphisme :

H̃k(G,C) ' Hk+1(Ω•(Cn), Dg),

où H̃ désigne la cohomologie réduite. Cet isomorphisme peut également s’écrire sous la forme :

H̃k(G,C) ' Hk+1(Cn, DR(OCne−g)).

C. Sabbah généralise ce résultat dans [35]. Si U est une variété quasi-projective com-
plexe, g : U → C une fonction régulière et M un DU -module holonome régulier, on définit
Mg comme étant le DU -module M tordu par eg. Par définition, Mg est égal à M en
tant que OU -module et l’action d’un champs de vecteurs ξ sur une section meg de Mg

est donnée par ξ(meg) = ξ(m)eg + ξ(g)meg . C. Sabbah démontre alors que l’hypercohomolo-
gie Hk(U,DR(Mg)) est isomorphe à l’hypercohomologie Hk

Φ(Uan, DRan(M)), où Φ est une
famille de fermés sur lesquels e−g décroit rapidement. Il démontre alors que Hk(U,DR(Mg))
est isomorphe à Hk(Uan, g−1(t), DRan(M)), où la partie réelle de −t est suffisamment grande.
Dans le cas où U an est contractile, on retrouve le résultat de A. Dimca et de M. Saito.

Si M est holonome régulier, Mg est holonome mais irrégulier en général. Si X est une
compactification de U telle qu’on ait le diagramme suivant :

U
g //

� _

η

��

C� _

��
X

G // P1,

C. Sabbah démontre que l’irrégularité du module Mg a la même fonction caractéristique que
le complexe des cycles proches, φ 1

G
(Rη∗DRan(M)). Rappelons que le complexe d’irrégularité

de Mg est le cône du morphisme :

DRan(η+(M)[∗G−1(∞)]eG) → Rη∗η
−1(DRan(η+(M)[∗G−1(∞)]eG)).

En utilisant la correspondance de Riemann-Hilbert, on peut étudier la fonction caractéristique
de l’irrégularité à l’aide de cycles caractéristiques. On utilise pour cela le théorème d’in-
dice de Kashiwara (c.f. [18]). Comme Rη∗η−1(DRan(η+(M)[∗G−1(∞)]eG)) est isomorphe
au DR(η+(M)[∗G−1(∞)]), il faut étudier la différence entre les cycles caractéristiques des
complexes η+(M[∗G−1(∞)])eG et de η+(M[∗G−1(∞)]). D’après le théorème de positivité de
l’irrégularité de Z. Mebkhout(c.f. [31]), on sait que le cycle caractéristique associé au com-
plexe d’irrégularité est à coefficients positifs. De plus, dans [5], J. Briançon et P. Maisonobe
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démontrent que les supports des variétés caractéristiques cöıncident dans le cas où M est
holonome et régulier, y compris à l’infini.

Comme annoncé précédemment, on se propose de regarder le complexe f+(OCneg), où f
et g sont deux polynômes complexes à n variables. Dans [24], F. Maaref s’interesse au calcul
de la fibre de ce complexe. Il s’agit d’un analogue relatif de la connexion de Gauss-Manin. En
effet, si it désigne l’inclusion de {t} dans C, avec t ∈ C privé d’un nombre fini de points (il
faut que f+(OCneg) soit une connexion holomorphe au voisinage de t et que t ne soit pas une
valeur critique de f), il démontre que pour tout ρt, nombre complexe tel que la partie réelle
de −ρt soit suffisamment grande, on a un isomorphisme (avec les décalages correspondant au
choix de la définition de l’image directe) :

i+t (Hk−n+1(f+(OCneg))) ' Hk(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρt))
an,C).

Ce résultat est une version relative de celui de C. Sabbah appliqués à U = f−1(t).
Il démontre de plus la rationalité des exposants de monodromie.
Le but de cette thèse est d’étudier l’irrégularité (dans un sens que l’on précisera plus

tard) du complexe f+(OCneg) essentiellement dans le cas où f et g sont des polynômes à
deux variables.

On se concentrera sur le cas où f et g sont des polynômes algébriquement indépendants.
En effet, si f et g sont deux polynômes à deux variables algébriquement dépendants, le
complexe f+(OC2eg) est régulier. Pour cela, considérons le diagramme :

C2
(f,g) //

f   B
BB

BB
BB

B C2 � � j //

p

��

C × P1

π
{{ww

ww
ww

ww
w

C.

On peut alors démontrer que f+(OC2eg) = π+(Meπ), où M = j+(f, g)+(OC2). Comme f et
g sont algébriquement dépendants, le support de M est inclus dans une courbe et il n’existe
qu’un nombre fini de t0 ∈ C tel que (t0,∞) ∈ supp(M). Si (t0,∞) /∈ supp(M), il existe alors
un voisinage ouvert U de t0 tel que U × {∞} ∩ supp(M) = ∅. Ainsi, comme π est borné
sur le support de M, on aura (Meπ)an|U×P1 ' Man

|U×P1 . Comme π est propre, on aura alors

(f+(OC2eg))an|U ' (f+(OC2))an|U . Ces deux complexes sont donc égaux en dehors d’un nombre

fini de points. Comme f+(OC2) est régulier, f+(OC2eg) le sera également.
Dans une première méthode, nous exprimerons le résultat à l’aide de la géométrie de

l’application (f, g) : C2 → C2. Dans une deuxième méthode, moins géométrique, nous donne-
rons le résultat en terme de cycles caractéristiques du complexe (f, g)+(OC2). Cette dernière
méthode s’applique dans le cadre plus général des polynômes à n variables. Nous ferons alors
une étude comparative des résultats obtenus dans le cas des polynômes à deux variables. Des
résultats similaires sont possibles pour U surface affine lisse en considérant une compactifi-
cation lisse U de U .

Pour la connexion de Gauss-Manin, on sait que ses solutions peuvent s’écrire sous forme
d’intégrales de période du type

∫
γ w, où γ est une collection de classes d’homologie lo-

calement constante et w une forme différentielle. Dans notre situation, les solutions du
système f+(OCneg) s’écrivent également sous la forme d’une intégrale. Bien que les tech-
niques développées dans les chapitres 4, 5 et 6 soient de natures différentes, les considérations
suivantes apportent une vision heuristique sur le système f+(OCneg).
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Revenons pour cela au résultat de F. Maaref. On sait qu’il existe un ensemble fini Σ ⊂ C

tel que si it désigne l’inclusion de {t} dans C, avec t ∈ C\Σ, on ait un isomorphisme canonique
d’espaces vectoriels :

i+t (Hk−n+1(f+(OCneg))) ' Hk
φt

(f−1(t)an,C),

où φt est la famille de fermés définie de la façon suivante. Identifions P1 à C ∪ {∞}. Soit

π : P̃1 → P1 l’éclaté réel de l’infini. P̃1 peut alors être identifié à C ∪ S1, avec S1 cercle des
directions à l’infini. Alors A est un fermé de φt si :

– A fermé de f−1(t).
– Notons g(A) l’adhérence de g(A) dans C∪S1. On doit alors avoir g(A)∩S1 ⊂]− π

2 ,
π
2 [.

Soit ψt la famille de fermés A tels que :

– A fermé de f−1(t),
– pour tout ρ > 0, A \ g−1({t ∈ C | Re(−t) > ρ}) est compact.

On peut alors définir le complexe des châınes semi-algébriques à support dans ψt, introduit
par F. Pham dans [34]. On notera Hk,ψt

le k-ième groupe d’homologie associé à ce complexe.

L’intégration des formes dans Hk
φt

sur des cycles de Hk,ψt
est alors possible.

De plus, comme f : f−1(C \ Σ) → C \ Σ est une submersion (les valeurs atypiques de
f sont dans Σ), on a Hk−n+1(f+(OCneg))|C\Σ ' Rkf∗(Ω•Cn�Ce

g)|C\Σ (c.f. proposition 1.4 de
[10]). L’intégration définie précédemment s’étend alors aux formes du type weg, où w est
une forme algébrique relative, puisque d’une part, la définition de ψt permet d’avoir eg à
décroissance rapide sur les cycles et d’autre part, la définition des chaines semi-algébriques à
support dans ψt permet d’avoir un bon comportement à l’infini.

Ainsi, si γ(t) est une collection de classes d’homologie de Hk,ψt
localement constante, on

peut lui associer une solution de Hk−n+1(f+(OCneg)) sous la forme [weg] →
∫
γ(t) we

g
|f−1(t)

.

Illustrons ce qui précède par ces deux exemples pris dans le cas où f(x, y) = x est une
projection :

EXEMPLE . Si g est un polynôme et f est une projection de Cn dans C, l’image directe
f+(OCneg) est canoniquement isomorphe au complexe de De Rham relatif : Rf∗(Ω•Cn/Ce

g),

avec d(weg) = dweg +dg∧weg. Dans le cas où l’on suppose de plus n = 2, si f(x, y) = x et g
n’est pas une application polynomiale constante, le complexe f+(OC2eg) n’a de la cohomologie
qu’en degré 0.

1. f(x, y) = x et g(x, y) = (xy+ 1)y (polynôme de Broughton). On peut alors démontrer :

H0(f+(OC2eg)) ' DC[egdy] ' DC

DC(4t2∂t − 1 + 2t)
.

Considérons alors I(t), pour t 6= 0, définie par :

I(t) =

∫

{t}×ie−i θ
2 R

(egdy)|f−1(t) =

∫

ie−i θ
2 R

e(ty+1)ydy,

où θ = arg(t) ∈ [0, 2π[. Un calcul montre alors que I(t) = i
√
π√
t
e−

1

4t , solution de

l’équation différentielle définie par l’opérateur 4t2∂t − 1 + 2t.
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2. f(x, y) = x et g(x, y) = xy2. On peut alors démontrer :

H0(f+(OC2eg)) ' DC[egdy] ⊕DC[yegdy] ' DC

DC(t∂t + 1
2)

⊕ DC

DC(t)
.

Considérons alors I(t), pour t 6= 0, définie par :

I(t) =

∫

{t}×ie−i θ
2 R

(egdy)|f−1(t) =

∫

ie−i θ
2 R

ety
2

dy,

où θ = arg(t) ∈ [0, 2π[. Un calcul montre alors que I(t) = i
√
π√
t
, solution de l’équation

différentielle définie par l’opérateur t∂t + 1
2 .

Le résultat de cette thèse détermine l’irrégularité du système f+(OC2eg) à l’aide de la
courbe discriminante de f et g (image par (f, g) de la courbe polaire de f et g), dans le cas
où f et g sont deux applications polynomiales à deux variables algébriquement indépendantes.
Pour motiver ce résultat, on peut faire la remarque suivante.

Le faisceau H0(f+(OC2eg))an|C\Σ est isomorphe au faisceau des sections d’un fibré vectoriel⋃

t∈C\Σ
H1
φt

(f−1(t)an,C).

Pour tout t ∈ C \Σ, H1
φt

(f−1(t)an,C) ' H1(f−1(t)an, (f−1(t)∩ g−1(ρ))an,C), où Re(−ρ)
est suffisamment grande. Cette isomorphisme n’est pas horizontal si l’on met sur le membre
de droite la connexion naturelle à ρ fixé. On peut cependant dire que dans certains cas, la
famille des fibrés définie à partir de ces cohomologies relatives à ρ fixé approche le système
défini par f+(OC2eg), quand la partie réelle de −ρ tend vers l’infini. Ceci devient incorrect au
voisinage des points singuliers évoqués ci-dessous en b, où le système est irrégulier. Regardons
d’un peu plus près cette famille de fibrés.

Soit ∆̃ la courbe de C2 telle que (f, g) : (f, g)−1(C2 \ ∆̃) → C2 \ ∆̃ est un revêtement. A

ρ fixé,
⋃

t∈C\∆ρ

H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C) est un fibré vectoriel plat, où ∆ρ × {ρ} =

∆̃ ∩ (C × {ρ}).
Nous allons donc regarder le comportement de cette famille de fibrés vectoriels. Soit

t0 ∈ C. Deux cas sont alors possibles :

1. Supposons qu’il existe un voisinage ouvert U de t0 tel que pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ)
suffisamment grande, on ait U ∩ ∆ρ = ∅.
Dans ce cas, pour de tels ρ,

⋃

t∈U
H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C) est un fibré vec-

toriel plat. Il est donc associé à une connexion holomorphe sur U . On verra que
(H0(f+(OC2eg)))an est une connexion holomorphe en t0.

2. Supposons qu’il existe un voisinage ouvert U de t0 tel que pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ)
suffisamment grande, on ait U ∩ ∆ρ 6= ∅.
Dans ce cas, pour de tels ρ,

⋃

t∈U\∆ρ

H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C) est un fibré

vectoriel plat. Il est donc associé à une connexion holomorphe sur U \∆ρ qui se prolonge
en une connexion méromorphe le long de ∆ρ. D’après 1, (H0(f+(OC2eg)))an est une
connexion méromorphe en t0.
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Les pôles de la connexion définie par (H0(f+(OC2eg)))an seront donc les t0 ∈ C tels que
(t0,∞) appartienne à l’adhérence de Zariski de ∆̃ dans P1 × P1.

Remarquons que cette courbe ∆̃ contient la courbe discriminante ∆ de f et g. De plus,
au voisinage des points (t0,∞), avec t0 ∈ C, l’adhérence de Zariski de ∆̃ \∆ dans P1 ×P1 est
incluse dans {c} × P1 (c.f. lemme 5.5.1).

Le résultat de cette thèse apporte alors la distinction suivante :

a) S’il existe un voisinage U de t0 tel que pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ) suffisamment
grande, on ait U ∩ ∆ρ = {t0}, alors H0(f+(OC2eg)) est régulier en t0.

On remarque également que dans ce cas, pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ) suffisamment

grande,
⋃

t∈U\{t0}
H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C) est un fibré vectoriel plat. On a

ainsi une famille de connexion méromorphe en t0.

b) S’il existe un voisinage U de t0 tel que pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ) suffisamment
grande, on ait U ∩ ∆ρ 6= {t0} (intervention de la courbe polaire de f et g), alors
H0(f+(OC2eg)) est irrégulier en t0.

On remarque également que dans ce cas, pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ) suffisamment

grande,
⋃

t∈U\∆ρ

H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C) est un fibré vectoriel plat. On re-

marque ici que les points singuliers dépendent de ρ et tendent vers t0 quand la partie
réelle de −ρ tend vers l’infini.

Voici deux exemples qui étayent ces considérations.

EXEMPLE . 1. f(x, y) = x et g(x, y) = (xy + 1)y.

(f, g) est alors un revêtement en dehors de la courbe ∆̃ = {t = 0} ∪ {1 + 4tρ = 0}.
Alors pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ) suffisamment grande, on a le fibré vectoriel plat :

⋃

t∈U\{0,−1

4ρ
}
H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C).

Fixons un tel ρ. Les solutions de la connexion associée sont alors : pour t 6= 0, −1
4ρ ,

Iρ(t) =

∫

γt,ρ

e(ty+1)ydy =
e−

1

4t√
t

∫

[−
q

1

t
+4ρ,

q
1

t
+4ρ]

ey
2

dy,

avec γt,γ chemin d’origine
−1−αtρ

2t et d’extrémité
−1+αtρ

2t , où αtρ est une racine de 1+4tρ.

On peut alors montrer que ces intégrales ne sont pas à croissance modérée au voisinage
de 0. On remarque également que Iρ n’est pas exactement une solution de l’équation
différentielle associée à l’opérateur 4t2∂t − 1 + 2t.

2. f(x, y) = x et g(x, y) = xy2.

(f, g) est alors un revêtement en dehors de la courbe ∆̃ = {t = 0} ∪ {ρ = 0}.
Alors pour tout ρ ∈ C, avec Re(−ρ) suffisamment grande, on a le fibré vectoriel plat :

⋃

t∈U\{0}
H1(f−1(t)an, (f−1(t) ∩ g−1(ρ))an,C).
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Fixons un tel ρ. Les solutions de la connexion associée sont alors : pour t 6= 0,

Iρ(t) =

∫

γt,ρ

ety
2

dy =
1√
t

∫

[−√ρ,√ρ]
ey

2

dy,

avec γt,ρ chemin d’origine −αtρ et d’extrémité αtρ, où αtρ est une racine de ρ
t .

On peut alors montrer que ces intégrales sont à croissance modérée au voisinage de 0.
On remarque également que Iρ est une solution de l’équation différentielle associée à
l’opérateur t∂t + 1

2 .

Dans les deux exemples précédents, on a calculé complètement le système différentiel
définissant le complexe f+(OC2eg). On va étudier l’irrégularité de ces systèmes différentiels.

Rappelons la définition de l’irrégularité, au sens de Fuchs et de B. Malgrange, d’un
opérateur différentiel P = am∂

m
x + . . . + a1∂x + a0 en 0. Il s’agit de l’entier i0(P ) donné

par la formule :
i0(P ) = sup

p
(p− val(ap)) −m+ val(am).

(c.f. [27]). Ce nombre d’irrégularité correspond au rang de la partie irrégulière d’un système
fondamental de solutions de l’équation différentielle définie par P au voisinage de 0. Dans
le première exemple, l’équation obtenue admet une singularité irrégulière en 0. Son nombre
d’irrégularité est 1. L’infini est quant à lui une singularité régulière. Dans le deuxième exemple,
l’équation est régulière y compris à l’infini.

1.2 Complexes d’irrégularité.

Nous utiliserons la généralisation, due à Z. Mebkhout, du nombre d’irrégularité de Fuchs-
Malgrange d’un système différentiel à une variable, aux complexes de D-modules en dimension
supérieure. Si M est une connexion méromorphe régulière au sens de Deligne ([8]) le long de
Y , le théorème de comparaison de Grothendieck-Deligne affirme que le morphismeDR(M) →
Ri∗i−1(DR(M)) est un isomorphisme, où i désigne l’inclusion de X \Y dans X. La définition
des complexes d’irrégularité de Z. Mebkhout permet de décrire l’obstruction de ce morphisme
à être un isomorphisme.

Dans le cas analytique, si X est une variété analytique complexe lisse, Z un fermé
analytique de X et M• un complexe de DX -modules, Z. Mebkhout définit le complexe
d’irrégularité de M• le long de Z comme étant le cône du morphisme DR(M•[∗Z]) →
Ri∗i−1(DR(M•)[∗Z]), où i désigne l’inclusion de X \ Z dans X. Dans la suite, on notera ce
complexe IRZ(M•) et IRkZ(M•) son k-ième espace de cohomologie. Si Z est une hypersurface
et M• est un complexe à cohomologies holonomes, IRZ(M•) est un complexe de faisceaux
constructibles à support dans Z. De plus, si Z est une hypersurface, le foncteur irrégularité le
long de Z est un foncteur exact de la catégorie des DX -modules holonomes dans la catégorie
des complexes F• de CX -espaces vectoriels à support dans Z tels que F •[−1] est pervers.

Dans le cas algébrique, on a encore la notion de complexe d’irrégularité. Si X est une
variété algébrique complexe lisse, on considère une immersion j de X dans un espace pro-
jectif complexe Pn. Pour Z sous-variété localement fermée de Pn, on définit le complexe
d’irrégularité du complexe M• de DX -modules algébriques le long de Z comme étant le com-
plexe IRZan((j+(M•))an). On dira alors que le complexe M• est régulier si son complexe
d’irrégularité est nul le long de toutes sous-variétés de Pn.
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1.3 Résultats.

Dans le cas qui nous intéresse, f+(OCneg) est un complexe de DC-modules dont on veut
étudier l’irrégularité. Si j désigne l’inclusion de C dans C ∪ {∞} ' P1, on regardera alors
l’irrégularité du complexe de DP1-modules, (j+f+(OCn))an en c ∈ P1.

Nous regarderons plus particulièrement le cas où f et g sont deux polynômes à deux
variables algébriquement indépendants. A l’aide du résultat de F. Maaref ([24]) liant des
cohomologies relatives aux cohomologies du complexe f+(OC2eg), on démontrera que ce com-
plexe n’a de la cohomologie qu’en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points. Il en résulte
alors que pour tout c ∈ P1, le complexe d’irrégularité en c de f+(OC2eg) n’a de la cohomolo-
gie qu’en degré 0 et, comme il est à support dans c, nous calculerons alors la dimension du
C-espace vectoriel (IR0

c((j+f+(OC2eg))an))c de deux manières différentes.

L’outil principal de la première méthode est la résolution à l’infini des polynômes f et g.
Il nous permet de définir des applications méromorphes F : X → P1 et G : X → P1, où X est
une variété complexe lisse, telles qu’on ait les diagrammes suivants :

C2
f //

i

��

C

j
��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1, X

G // P1,

avec i et j inclusions.

La deuxième méthode a été suggérée par C. Sabbah dans [36]. Elle consiste à se ramener
aux calculs de complexe d’irrégularité d’un complexe, image directe par la première projection
p1 : C2 → C d’un module holonome tordu par l’exponentielle de p2 : C2 → C, deuxième
projection.

Résultats obtenus par résolution à l’infini.

Dans la première méthode, nous obtenons les résultats suivants :

1. Dans le cas à distance fini (c ∈ C) :

Notons Γ la courbe polaire de f et g et ∆ la courbe discriminante (image de Γ par
(f, g)), comptée avec sa multiplicité. Notons ∆ \ ({c} × C) l’adhérence de Zariski de
∆ \ {c} ×C dans P1 ×P1. La dimension de (IR0

c((j+f+(OC2eg))an))c est la multiplicité
d’intersection de ∆ \ ({c} × C) avec P1 × {∞} au point (c,∞).

THEOREME (1).

dimC(IR0
c((j+f+(OC2eg))an))c = i(c,∞)(∆ \ ({c} × C),P1 × {∞}).

(Voir chapitre 5 théorème 5.5.18.)

1
{c}x P

  

∆

P  x1
{ }8
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2. Dans le cas à l’infini :

Notons Γ̃ la courbe polaire de F et G et ∆̃ la trace dans C2 de la courbe discriminante de
F et G (image par (F,G) de Γ̃) comptée avec multiplicité. Notons ∆2 la trace dans C2

de l’image par (F,G) de D comptée avec multiplicité. ∆2 est appelée la courbe de non
propreté. La dimension de (IR0

∞((j+f+(OC2eg))an))∞ est la multiplicité d’intersection
en (∞,∞) de l’adhérence de Zariski de ∆̃ ∪ ∆2 dans P1 × P1 avec P1 × {∞}. Il faut
remarquer que certaines branches de ∆2 et de ∆̃ peuvent être communes. Dans ce cas,
on les compte avec les multiplicités adéquates.

THEOREME (1’).

dimC(IR0
∞((j+f+(OC2eg))an))∞ = i(∞,∞)(∆̃,P

1 × {∞}) + i(∞,∞)(∆2,P
1 × {∞}).

(Voir chapitre 5 théorème 5.5.19.)

  

∆

∆2

P
1
x{ 8 }

{ 8 }x P
1

~

Les résultats dans le cas à distance finie et dans le cas à l’infini diffèrent par le fait que,
au voisinage de (c,∞), avec c ∈ C, ∆2 \ {c} × C est vide.

Résultats obtenus par réduction à des projections.

Dans la deuxième méthode, nous obtenons les résultats suivants :
Notons i l’inclusion de C2 dans P1 ×P1. Considérons le cycle caractéristique du complexe

de DP1×P1-modules i+(f, g)+(OC2) dans un voisinage U = U1 × U2 ⊂ P1 × P1 de (c,∞) :

Cchc(i+(f, g)+(OC2)) = mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

miT
∗
Zi
U,

où les Zi sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (c,∞) distinctes de U1×{∞}
et de {c} × U2. On a alors :

THEOREME (2).

dim((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) =

∑
mii(c,∞)(Zi, U1 × {∞}).

(Voir chapitre 6 théorème 6.3.9.)
Cette méthode s’applique dans un cadre plus général que celui des polynômes à deux

variables algébriquement indépendants. Mais dans ce cas, le fait que le complexe d’irrégularité
de f+(OCneg) en c ∈ P1 est concentré en degré 0 n’est plus nécessairement vérifié. Comme il
est toujours à support dans c, on peut cependant calculer la caractéristique d’Euler du germe
en c de ce complexe. Ainsi, si f et g sont deux polynômes quelconques à n variables, nous
noterons

Cchc(i+(f, g)+(OCn)) = mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

miT
∗
Zi
U,
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le cycle caractéristique de i+(f, g)+(OCn) (somme alternée des cycles caractéristiques des
modules de cohomologie du complexe) dans un voisinage U = U1 × U2 ⊂ P1 × P1 de (c,∞),
où les Zi sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (c,∞) distinctes de U1×{∞}
et de {c} × U2. On a alors :

χ((IRc(j+f+(OCneg)))c) =
∑

mii(c,∞)(Zi, U1 × {∞}).

(Voir chapitre 6 théorème 6.3.8.)

Etude comparative des deux résultats.

Une étude comparative des deux méthodes, dans le cas où f et g sont des polynômes à deux
variables algébriquement indépendants, montre alors que les germes de courbes irréductibles
Zi de la deuxième méthode sont les branches irréductibles de ∆ \ {c} × C, si c ∈ C et de

∆̃ ∪ ∆2, si c = ∞. Les multiplicités mi de i+(f, g)+(OC2)|U sur T ∗Zi
U sont les multiplicités

des germes irréductibles Zi dans ∆ \ {c} × C, si c ∈ C et de ∆̃ ∪ ∆2, si c = ∞.

Nous allons maintenant expliquer la façon dont les résultats sont obtenus dans les deux
méthodes.

1.4 La méthode par résolution à l’infini.

La première technique consiste à rendre f propre en résolvant simultanément f et g à
l’infini. Le but est de trouver des applications méromorphes propres F : X → P1 et G : X →
P1, X variété projective complexe lisse, telles qu’on ait les diagrammes suivants :

C2
f //

i

��

C

j
��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1, X

G // P1,

où i et j sont des inclusions. Leur existence est une adaptation au cas de deux polynômes
de la résolution à l’infini d’un polynôme donnée par Lê Dung Trang et C. Weber ([22] et
[23]). Elle consiste à plonger C2 dans P2 de manière canonique et à définir des applications
rationnelles f̃ et g̃, prolongeant f et g. Les points en lesquels f̃ et g̃ ne sont pas bien définies
sont sur la droite à l’infini de P2. Par éclatements successifs de ces points, on obtient les
applications F et G, en levant les indéterminations de f̃ et de g̃.

On se ramène ainsi au complexe d’irrégularité de (F+(OX[∗D]eG))an, en c ∈ P1, où D est
le diviseur exceptionnel X \ i(C2). A l’aide du résultat de Z. Mebkhout sur la commutation
du foncteur irrégularité le long d’une hypersurface et du foncteur image directe analytique
par une application propre ([30]), on montre que la dimension dim((IR0

c(j+f+(OC2eg)))c) est
égale à −χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an))). Le calcul de cette caractéristique d’Euler

se fait alors en étudiant le complexe d’irrégularité IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an). Notons Dc
∞ l’en-

semble des composantes irréductibles de D sur lesquelles F est constante et vaut c et G est
constante et vaut ∞. On remarque alors que ce complexe est à support dans ∪

Z∈Dc
∞

Z, puisque
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G est holomorphe en dehors. Pour pouvoir étudier IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an) au voisinage des
points de ∪

Z∈Dc
∞

Z, il nous faut une hypothèse supplémentaire : pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪D
est à croisement normal au voisinage de tout point de D. Il est toujours possible de trouver
des applications méromorphes F et G, telles qu’on ait les diagrammes :

C2
f //

i

��

C

j
��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1, X

G // P1,

avec pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪D est à croisement normal au voisinage de tout point de D.
On se ramène alors aux études locales des complexes d’irrégularité suivants :

– (A1) IRx=0(OC2 [ 1
x ]e

1

xk ). On démontrera que ce complexe est concentré en degré 0 et
que la restriction de son 0-ième espace de cohomologie à x = 0 est un système local de
rang k.

– (A3) IRxy=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xk ).

– (A4) IRx=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xk ).

– (B1) IRxy=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xkyl ).

– (B2) IRx=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xkyl ).
Dans les quatres derniers cas, on montrera que la caractéristique d’Euler du germe en (0, 0) de
ces complexes est nulle. Finalement, on remarquera que le complexe IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an)
est un système local sur chaque composante irréductible Z ∈ Dc

∞ en dehors de ses points
d’intersection avec les autres composantes irréductibles de D et les transformées strictes de
F−1(c) et que ces points d’intersection n’apportent aucune contribution à la caractéristique
d’Euler χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an))).

Pour Zi ∈ Dc
∞, on notera li la multiplicité de Zi dans le diviseur G−1(∞) et ni le nombre

de composantes irréductibles de D et de transformées strictes de F −1(c) intersectant Zi. On
démontrera alors :

χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an))) =
∑

Zi∈Dc
∞

li(2 − ni).

Ainsi,

dim((IR0
c (j+f+(OC2eg)))c) =

∑

Zi∈Dc
∞

li(ni − 2).

On reliera alors cette formule à la caractéristique d’Euler de la fibre de la fibration par g,
à l’infini, près de f−1(c) définie de la façon suivante. Nous noterons D(c, η1) le disque ouvert
de C ⊂ P1 de centre c et de rayon η1, si c ∈ C et D(∞, η1) = {z ∈ C | |z| > 1

η1
} ∪ {∞} ⊂

C ∪ {∞} ' P1. Pour c ∈ P1, D(c, η1)
∗ désignera alors le disque D(c, η1) privé de c. On

démontre que pour η1 suffisamment petit et R suffisamment grand,

g : f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1({|ρ| > R}) → {|ρ| > R}

est une fibration lisse localement triviale. Le nombre d’irrégularité que l’on vient de calculer
n’est autre que l’opposé de la caractéristique d’Euler de la fibre f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ). En
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effet, en utilisant une description par plombages d’un petit voisinage de G−1(∞), dans un
voisinage tubulaire de F−1(c), on démontrera :

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −

∑

Zi∈Dc
∞

li(ni − 2).

On démontrera alors le théorème en terme de courbe discriminante en reliant la ca-
ractéristique d’Euler de la fibre f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ) avec des multiplicités d’intersection
de la courbe discriminante. Pour cela, on effectuera une étude topologique de l’application
(f, g) : C2 → C2 et de son extension (F,G) : X → P1 × P1. Comme (F,G) est propre, on
démontrera que (F,G) : F−1(D(c, η1)

∗)∩G−1(ρ) → D(c, η1)
∗×{ρ} est un revêtement ramifié

et que ses ramifications sont des points isolés de la courbe polaire de F et G.

Dans le cas à distance fini (c ∈ C), le résultat clé est l’absence de point d’intersection de
F−1(D(c, η1)

∗)∩G−1(ρ) avec D. L’ application (F,G) : F−1(D(c, η1)
∗)∩G−1(ρ) → D(c, η1)

∗×
{ρ} cöıncide alors avec l’application (f, g) : f−1(D(c, η1)

∗)∩ g−1(ρ) → D(c, η1)
∗×{ρ} qui est

ainsi un revêtement ramifié et ses points de ramifications sont des points de la courbe polaire
de f et g. Si on considère alors ∆ la courbe discriminante de f et g (i.e. l’image par (f, g)
de la courbe polaire de f et g) comptée avec multiplicité (idéaux de Fitting), et ∆ \ {c} × C

l’adhérence de Zariski dans P1 × P1 de ∆ \ {c} × C, on obtient alors que la dimension du
complexe d’irrégularité en c est égale à la multiplicité d’intersection de ∆ \ {c} × C avec
P1 × {∞} au point (c,∞).

Dans le cas où c = ∞, il peut y avoir des points d’intersection de F −1(D(c, η1)
∗)∩G−1(ρ)

avec D. Ils sont sur les composantes irréductibles de D dicritiques pour F et G (i.e. les
composantes sur lesquelles F et G sont non constantes et donc surjectives). Notons ∆̃ la
trace dans C2 de la courbe discriminante de F et G (image par (F,G) de la courbe polaire
de F et G) comptée avec multiplicité. Notons ∆2 la trace dans C2 de l’image par (F,G) de
D comptée avec multiplicité. On trouve que la dimension de (IR0

∞((j+f+(OC2eg))an))∞ est
la multiplicité d’intersection en (∞,∞) de l’adhérence de Zariski de ∆̃ ∪ ∆2 dans P1 × P1

avec P1 × {∞} (c.f. paragraphe 5.5.4). Cela résulte d’un calcul tenant compte de la courbe
∆2, qui empêche f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ) et F−1(D(c, η1)
∗) ∩G−1(ρ) d’être égales.

L’apparition de ∆2 provient des points d’intersection de F−1(D(c, η1)
∗)∩G−1(ρ) avec D.

Au voisinage de l’un de ces points, P, G−1(ρ) et F−1(F (P )) peuvent ne pas être transverses.
P sera alors sur la courbe polaire de F et G. Dans ce cas, ∆̃ et ∆2 auront une branche
commune.

1.5 La méthode par réduction à des projections.

Pour la deuxième méthode, on s’intéresse à l’irrégularité en c ∈ C de (f+(OCneg))an, avec
n ≥ 2, f et g polynômes à n variables. Dans le cas où f et g sont des polynômes à deux
variables algébriquement indépendants, on rappelle qu’il s’agit d’un complexe concentré en
degré 0 et à support {c} et qu’il s’agit donc d’un C-espace vectoriel dont on cherche la
dimension. Dans le cas à n variables, avec n ≥ 3, on calculera la caractéristique d’Euler du
germe en c de ce complexe.

On commence par réduire le problème au calcul de l’irrégularité de l’image directe par
une projection d’un module holonome tordu par ep2 , où p2 : C2 → C, p2(x, y) = y. Pour cela,
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on considère le diagramme :

Cn
(f,g) //

f
&&NNNNNNNNNNNNN C2

p1
��

C,

avec p1(x, y) = x. On démontre alors que , f+(OCneg) = p1+((f, g)+(OCn)ep2) et (f, g)+(OCn)
est un complexe à cohomologies holonomes régulières.

Par définition, le complexe d’irrégularité de f+(OCneg) en c ∈ P1 est égal au complexe
d’irrégularité du complexe (j+f+(OCneg))an en c, où j est l’inclusion de C dans P1. Enfin,
pour pouvoir utiliser le théorème de Z. Mebkhout sur la commutation du foncteur irrégularité
le long d’une hypersurface et du foncteur image directe par une application propre, on rend p1

propre en compactifiant par rapport à la deuxième variable. On considère alors le diagramme :

C2 i //

p1

��

P1 × P1

π1

��
C

j // P1.

Notons π2 : P1 × P1 → P1 la projection par rapport au deuxième facteur, et Z =
P1 × P1 \ C2. On est alors amené à regarder le complexe d’irrégularité en c du complexe
(π1+(i+(f, g)+(OCn)[∗Z]eπ2))an.

En utilisant le théorème de Z. Mebkhout sur la commutation du foncteur irrégularité
le long d’une hypersurface et du foncteur image directe par une application propre, on
démontrera que pour c ∈ P1 :

χ((IRc(f+(OCneg)))c) = −χ(IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2)(c,∞)),

où N • = i+(f, g)+(OCn) est un complexe de DP1×P1-modules à cohomologies holonomes et
régulières. Pour cela, on montrera que le complexe d’irrégularité de N •an[∗Z]eπ2 le long de
{c} × P1 est à support (c,∞). Ses espaces de cohomologie sont alors à support ponctuel. Il
s’agit donc de C-espaces vectoriels.

On se placera alors dans un voisinage U = U1×U2 ⊂ P1×P1 de (c,∞). On définit le cycle
caractéristique généralisé du complexe N •an au voisinage de (c,∞), que l’on note Cchc(N •an),
comme étant la somme alternée des cycles caractéristiques au voisinage de (c,∞) des modules
de cohomologie de N •an. Notons :

Cchc(N •an) = mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

miT
∗
Zi
U,

où les Zi sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (c,∞) distinctes de U1×{∞}
et de {c} × U2. On démontre alors que :

χ((IRc(f+(OCneg)))c) =
∑

i

mii(c,∞)(Zi, U1 × {∞}).

Dans le cas où f et g sont deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants,
on a la formule :

dimC(IR0
c(f+(OC2eg)))c =

∑

i

mii(c,∞)(Zi, U1 × {∞}).
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Pour démontrer cette formule, on se ramène, par un changement de variables au voisinage
de (c,∞), au calcul de la caractéristique d’Euler χ(IRx=0(M•[1z ]e

1

z )(0,0)), avec M• com-
plexe de DC2 -modules analytiques à cohomologies holonomes et régulières. Notons le cycle
caractéristique de M• au voisinage de (0, 0) par :

Cch(M•) = mT ∗C2C
2 +m

′

T ∗(0,0)C
2 +m

′′

T ∗x=0C
2 +m

′′′

T ∗z=0C
2 +

∑

i

miT
∗
Zi

C2,

où les Zi sont des germes de courbes irréductibles en (0, 0), distincts de x = 0 et z = 0. On
démontrera alors le résultat suivant :

(∗) χ(IRx=0(M•[
1

z
]e

1

z )(0,0)) =
∑

i

mii(0,0)(Zi, z = 0).

Comme on a affaire à des modules holonomes, les cycles caractéristiques ont une propriété
d’additivité. Parallèlement, on voit que le membre de gauche de l’égalité (∗) vérifie les mêmes
propriétés d’additivité que les cycles caractéristiques. On va pouvoir ainsi se réduire au calcul
de la caractéristique d’Euler de IRx=0(M[1z ]e

1

z )(0,0), avec M, un DC2–module holonome et
régulier. On est alors amené à faire les calculs dans les deux cas suivants :

– Le cas où le lieu singulier de M est inclus dans xz = 0 au voisinage de (0, 0) (les mi

sont tous nuls). Dans ce cas, on trouve, par un calcul local (A2) que la dimension de
l’irrégularité est nulle.

– Le cas où le support de M n’est pas inclus dans z = 0. Notons π : X → C2 un
morphisme permettant de désingulariser ∪Zi ∪ {x = 0} ∪ {z = 0}. De façon si-
milaire à la première méthode, on se ramène à l’étude du complexe d’irrégularité
IRπ−1(x=0)(π

∗(M)[ 1
z◦π ]e

1

z◦π ) et aux études locales de complexes d’irrégularité de mo-
dules dont le lieu singulier est un croisement normal :

– (A1) IRu=0(N [ 1
u ]e

1

uk ), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans u = 0. On démontrera que ce complexe est concentré en degré 0 et que la
restriction de son 0-ième espace de cohomologie à u = 0 est un système local de rang
k.

– (A3) IRuv=0(N [ 1
uv ]e

1

uk ), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0.

– (A4) IRu=0(N [ 1
uv ]e

1

uk ), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0.

– (B1) IRuv=0(N [ 1
uv ]e

1

ukvl ), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0.

– (B2) IRu=0(N [ 1
uv ]e

1

ukvl ), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0.

Dans les quatre derniers cas, on s’intéresse à la caractéristique d’Euler du germe en
(0, 0) de ces complexes et on montre qu’elle est nulle sauf dans le cas (A4).

Pour faire un lien entre les deux méthodes, dans le cas où f et g sont deux polynômes à
deux variables algébriquement indépendants, on montre en premier lieu que les Zi sont les

branches irréductibles de ∆ \ {c} × C, si c ∈ C et de ∆̃ ∪ ∆2, si c = ∞. Il suffit pour cela de
regarder le lieu singulier de (f, g)+(OC2) et de voir qu’il est inclus dans la courbe en dehors
de laquelle (f, g) n’est par un revêtement. Enfin, il faut montrer que les multiplicités de
i+(f, g)+(OC2) sur T ∗Zi

U sont les multiplicités des germes irréductibles Zi dans ∆ \ {c} × C,
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si c ∈ C et dans ∆̃ ∪ ∆2, si c = ∞. Pour cela, si (c
′

, ρ) ∈ Zi, avec |ρ| suffisamment grand, on
étudie le morphisme (F,G) au voisinage de chaque point P de F −1(c

′

)∩G−1(ρ). On constate
que (F,G) peut s’écrire simplement , dans des coordonnées au voisinage de P . Comme le
morphisme (F,G) est fini, on se ramène, après des changements de coordonnées au but et
à la source, au calcul du germe en (0, 0) de la cohomologie de l’image directe par (x, yk) du
faisceau structural OC2 , si P /∈ D et du faisceau OC2 [ 1y ], si P ∈ D.

1.6 Plan de la thèse.

Dans le chapitre 2, on rappellera des résultats classiques sur les images inverses et les
images directes de D-modules, sur les complexes d’irrégularité, sur les D-modules irréguliers
associés à une application méromorphe et sur les cycles caractéristiques. Nous donnerons
également des propriétés d’additivité sur les cycles caractéristiques et sur des caractéristiques
d’Euler.

Le chapitre 3 répertorie les calculs locaux dont nous auront besoin dans les études du
complexe d’irrégularité de f+(OCneg) des chapitres 5 et 6. On considèrera les complexes
d’irrégularité suivants :

Soit M un DC2 -module holonome régulier dont le lieu singulier est inclus dans xy = 0.
Soit k, l > 0.

– (A1) Si le lieu singulier de M est inclus dans x = 0, IRx=0(M[ 1
x ]e

1

xk ) est concentré en
degré 0 et la restriction de son 0-ième espace de cohomologie à x = 0 est un système
local de rang k.

– (A2) IRy=0(M[ 1
x ]e

1

xk ) = 0.

– (A3) χ(IRxy=0(M[ 1
x ]e

1

xk )(0,0) = 0.

– (A4) χ(IRx=0(M[ 1
x ]e

1

xk )(0,0)) = (rg(M) − m)k, où m est la multiplicité de M sur
T ∗y=0C2.

– (B1) χ(IRxy=0(M[ 1
xy ]e

1

xkyl )(0,0)) = 0.

– (B2) χ(IRx=0(M[ 1
xy ]e

1

xkyl )(0,0)) = 0.

Les démonstrations de ce chapitre consiste à calculer la fonction caractéristique de ces
conplexes d’irrégularité à l’aide de celle d’un complexe de cycles proches. Elles utilisent un
résultat de C. Sabbah ([35]) permettant d’expliciter la fonction caractéristique du complexe

IRf=0(M[ 1
f ]e

1

f ) comme étant la restriction à f−1(0) de celle du complexe Ψf (DR(M[ 1
f ])).

Le résultat quand f et g sont deux polynômes distincts m’a aussi été indiqué par C. Sabbah.

Dans le chapitre 4, on se place dans le cas particulier où f et g sont deux polynômes
à deux variables algébriquement indépendants. On définira alors la notion de résolution à
l’infini de deux polynômes. Ensuite, on démontrera à l’aide du résultat de F. Maaref ([24])
que le complexe f+(OC2eg) est concentré en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points et
que pour tout c ∈ P1, son complexe d’irrégularité en c est concentré en degré 0. Pour calculer
la cohomologie du complexe d’irrégularité en c de f+(OC2eg), il restera donc à calculer la
dimension du C-espace vectoriel (IR0

c(f+(OC2eg)))c.

Dans le chapitre 5, on détaillera le calcul par résolution à l’infini, de la dimension de ce
C-espace vectoriel, pour obtenir une interprétation géométrique en terme de courbes discri-
minantes.
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Enfin, dans le chapitre 6, on présentera la méthode par réduction à des projections dans le
but de traduire l’irrégularité en terme de cycles caractéristiques. Pour finir, nous comparerons
les résultats obtenus par les deux méthodes dans le cas de deux polynômes à deux variables
algébriquement indépendants.
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Chapitre 2

Préliminaires.

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques définitions et résultats classiques.

Dans un premier temps, nous définirons l’image inverse et l’image directe des D-modules.
Dans le cas algébrique, nous rappellerons le théorème de composition des images directes.
Nous montrerons que l’image directe analytique d’un D-module algébrique cohérent par un
morphisme propre cöıncide avec l’analytisé de son image directe algébrique.

Dans un deuxième temps, en utilisant le complexe d’irrégularité d’un D-module analy-
tique, nous définirons le complexe d’irrégularité d’un D-module algébrique. Nous donnerons
alors le théorème de commutation du foncteur d’irrégularité le long d’une hypersurface et du
foncteur image directe analytique par une application propre.

Ensuite, nous définirons un D-module irrégulier associé à une application méromorphe.
Cela consiste à tordre un D-module par l’exponentielle de cette application. Nous étudierons
alors l’effet sur ce module de l’image directe par une inclusion du complementaire d’une
courbe et de l’image inverse.

Puis nous introduirons les cycles caractéristiques de D-modules. Dans le chapitre 6, nous
aurons besoin de connâıtre des renseignements sur le cycle caractéristique de l’image inverse
par une modification d’un D-module.

Enfin, nous donnerons des propriétés d’additivité utiles dans les chapitres 3 et 6, sur
les cycles caractéristiques et sur la caractéristique d’Euler de complexes liés au complexe
d’irrégularité.

2.2 Image inverse et image directe de D-modules.

Image inverse de D-modules analytiques.

Dans ce paragraphe, on ne considèrera que des D-modules analytiques. Pour plus de
détails, voir [26].

Soit f : X → Y un morphisme de variétés analytiques complexes lisses.

DEFINITION 2.2.1. Soit M un DY -module à gauche. On appelle image inverse de M, le
DX -module à gauche :

f∗(M) = OX ⊗f−1(OY ) f
−1(M),
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muni de la structure de DX -module à gauche définie en coordonnées locales par :

∂

∂xi
(a⊗m) =

∂a

∂xi
⊗m+

p∑

j=1

a
∂fj
∂xi

⊗ ∂

∂yj
m,

où a est une section de OX et m une section de f−1(M).

REMARQUE 2.2.2. Si f est un isomorphisme, f ∗(M) est naturellement isomorphe à
f−1(M).

La famille des DY -modules plats étant une famille acyclique pour le foncteur f ∗ et la
catégorie des DY -modules ayant assez d’objet plats, on peut définir le foncteur dérivé :

DEFINITION 2.2.3. Lf ∗ : D−(Dan
Y ) → D−(Dan

X ), où D−(Dan
Y ) (resp. D−(Dan

X )) désigne
la catégorie dérivée des complexes de DY -modules (resp. DX -modules) à gauche bornés à
droite.

Si M• ∈ D−(Dan
Y ) et P• est une résolution plate de M•, on pose alors :

Lf∗(M•) = f∗(P•).
REMARQUE 2.2.4. Si f est un isomorphisme, Lf ∗(M•) est naturellement isomorphe à
f−1(M•).

PROPOSITION 2.2.5. Si M• est un complexe de DY -modules à cohomologies holonomes
et f : X → Y est un morphisme propre de variétés algébriques complexes lisses, alors
Lf∗(M•) est un complexe de DX-modules à cohomologies holonomes.

(c.f. [1] page 292).

Image directe de D-modules.

On trouvera les différents résultats de ce paragraphe dans [1], pour le cas algébrique et
dans [25], pour le cas analytique.

Image directe de O-modules.

On notera ici indifféremment O le faisceau des fonctions holomorphes ou des fonctions
régulières.

Soit f : X → Y une application holomorphe entre deux variétés algébriques complexes
lisses.

DEFINITION 2.2.6. Soit M un OX -module. L’image directe de M est le OY -module
défini par :

(f∗(M))(V ) = M(f−1(V )),

avec V ouvert de Y .

f∗ est un foncteur exact à gauche. On peut définir le foncteur dérivé :

DEFINITION 2.2.7. Rf∗ : D(OX) → D(OY ), où D(OX) (resp. D(OY )) désigne la
catégorie dérivée des complexes de OX-modules (resp. OY -modules).

Si M• ∈ D(OX) et I• est une résolution injective de M•, on pose alors :

Rf∗(M•) = f∗(I•).
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Modules de transfert.

1. Version algébrique :

Soit f : X → Y un morphisme de variétés algébriques complexes lisses. Soit ωX (resp.
ωY ) le faisceau des formes régulières de dimension maximale sur X (resp. Y ).

DEFINITION 2.2.8. On définit le (DX , f
−1(DY ))-bimodule DX→Y par :

DX→Y = OX ⊗f−1(OY ) f
−1(DY ).

On notera DY←X le (f−1(DY ),DX)-bimodule :

DY←X = Homf−1(OY )(ωY , ωX ⊗OX
DX→Y ).

2. Version analyique : Soit f : X → Y un morphisme de variétés analytiques complexes
lisses. On définit de la même manière les modules de transfert DX→Y et DY←X en
utilisant les opérateurs différentiels analytiques et les fonctions holomorphes.

Image directe algébrique d’un complexe de D-modules à droite.

DEFINITION 2.2.9. Soit M• un complexe de DX -modules à droite quasi-cohérents et
f : X → Y un morphisme de variétés algébriques complexes lisses. On définit alors l’image
directe par f du complexe M• par :

f+(M•) = Rf∗(M• ⊗L
DX

DX→Y )).

PROPOSITION 2.2.10. f+ est un δ-foncteur de la catégorie Db(DX) des complexes bornés
de DX -modules à droite quasi-cohérents dans la catégorie Db(DY ) des complexes bornés de
DY -modules à droite quasi-cohérents. De plus, si M• est à cohomologies holonomes, f+(M•)
est également à cohomologies holonomes.

(c.f. [1] page 292).

Image directe algébrique d’un complexe de D-modules à gauche.

NOTATION 2.2.11. On note ωX le faisceau des formes régulières de dimension maximale
sur X.

– Soit M un DX-module à gauche algébrique. On lui associe un DX-module à droite
défini par :

M(d) = ωX ⊗OX
M.

– Soit M un DX-module à droite algébrique. On lui associe un DX -module à gauche
défini par :

M(g) = HomOX
(ωX ,M).

DEFINITION 2.2.12. Soit M• un complexe de DX-modules à gauche quasi-cohérents et
f : X → Y un morphisme de variétés algébriques complexes lisses. On définit alors l’image
directe par f du complexe M• par :

f+(M•) = (f+(M•(d)))(g).
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PROPOSITION 2.2.13. f+ est un δ-foncteur de la catégorie Db(DX) des complexes bornés
de DX -modules à gauche quasi-cohérents dans la catégorie Db(DY ) des complexes bornés de
DY -modules à gauche quasi-cohérents. De plus, si M• est à cohomologies holonomes, f+(M•)
est également à cohomologies holonomes.

(c.f. [1] page 292).

PROPOSITION 2.2.14. Soit f : X → Y un morphisme de variétés algébriques complexes
lisses.

1. Soit M• un complexe de DX -modules à gauche quasi-cohérents. On a alors : f+(M) =
Rf∗(DY←X ⊗L

DX
M•).

2. Notons n la dimension de X. Soit M un DX-module à gauche quasi-cohérent. Alors
f+(M) est le complexe de DY -modules à gauche associé au complexe de DY -modules à
droite Rf∗(Ω

n+•
X (M⊗OX

DX→Y )).

Démonstration

1. Soit I• une résolution injective de (ωX ⊗OX
M•) ⊗L

DX
DX→Y .

Le complexe Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), I•) est alors une résolution flasque du complexe

Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), (ωX ⊗OX

M•) ⊗L
DX

DX→Y ). Ainsi,

(f+(M•(d)))(g) = HomOY
(ωY , Rf∗((ωX ⊗OX

M•) ⊗L
DX

DX→Y ))

= HomOY
(ωY , f∗(I•))

= f∗(Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), I•))

= Rf∗(Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), (ωX ⊗OX

M•) ⊗L
DX

DX→Y )).

Soit P• une résolution DX -plate de M•. Alors, ωX⊗OX
P• est une résolution DX -plate

de ωX ⊗OX
M•. Ainsi,

Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), (ωX ⊗OX

M•) ⊗L
DX

DX→Y )

= Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), (ωX ⊗OX

P•) ⊗DX
DX→Y )

= Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), ωX ⊗OX

DX→Y ) ⊗DX
P•

= Homf−1(OY )(f
−1(ωY ), ωX ⊗OX

DX→Y ) ⊗L
DX

M•.

D’où f+(M•) = Rf∗(DY←X ⊗L
DX

M•).

2. Ce deuxième isomorphisme est donné en exercice dans [25] dans le cas analytique (exer-
cice 2.1.15). On y trouvera les définitions utiles dans la démonstration qui suit en les
transposant au cas algébrique. On montre tout d’abord que l’on a l’isomorphisme sui-
vant :

Ωn+•
X (M⊗OX

DX→Y ) ' M(d) ⊗DX
(DX→Y ⊗OX

Sp•X(DX)).

Comme DX→Y ⊗OX
Sp•X(DX) est une résolution de DX→Y par des f−1(DY )-modules

à droite localement libres sur DX , on a :

M(d) ⊗L
DX

DX→Y = M(d) ⊗DX
(DX→Y ⊗OX

Sp•X(DX)).

D’où :
f+(M(d)) = Rf∗(M(d) ⊗DX

(DX→Y ⊗OX
Sp•X(DX)))

= Rf∗(Ω
n+•
X (M⊗DX→Y ))

On a donc f+(M) = (Rf∗(Ω
n+•
X (M⊗DX→Y )))(g).

�
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Composition des images directes algébriques.

PROPOSITION 2.2.15. Soit f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes de variétés
algébriques complexes lisses. On a alors, dans la catégorie des complexes de DX-modules
algébriques à gauche quasi-cohérents, (g ◦ f)+ = g+ ◦ f+.

Démonstration
Nous allons faire la démonstration pour les complexes de DX -modules à droite. Soit M• un
complexe de DX -modules à droite quasi-cohérents.

g+f+(M•) = Rg∗(Rf∗(M• ⊗L
DX

DX→Y ) ⊗L
DY

DY→Z). Soit L• une résolution localement

libre sur DX de M•. Alors, L• ⊗DX
DX→Y est localement libre sur f−1(DY ). On a ainsi :

g+f+(M•) = Rg∗(Rf∗(L• ⊗DX
DX→Y ) ⊗L

DY
DY→Z)

= Rg∗Rf∗((L• ⊗DX
DX→Y ) ⊗L

f−1(DY ) f
−1(DY→Z))

(par la formule de projection.)
= Rg∗Rf∗((L• ⊗DX

DX→Y ) ⊗f−1(DY ) f
−1(DY→Z))

= R(g ◦ f)∗(L• ⊗DX
DX→Z)

= R(g ◦ f)∗(M• ⊗L
DX

DX→Z)

= (g ◦ f)+(M•).

�

REMARQUE 2.2.16. Considérons le diagramme commutatif :

X
f //

g̃
��

Y

g

��

X̃
f̃ // Ỹ

.

D’après la proposition précédente, on a pour tout complexe M• de DX-modules à gauche
quasi-cohérents, g+f+(M•) = (g ◦ f)+(M•) = (f̃ ◦ g̃)+(M•) = f̃+ ◦ g̃+(M•)

Image directe analytique d’un D-module.

Dans ce paragraphe, on ne considère que des DX -modules analytiques. On définit alors
l’image directe analytique de la façon suivante :

DEFINITION 2.2.17. Soit f : X → Y un morphisme de variétés analytiques complexes
lisses.

1. Soit M• un complexe de DX-modules à droite. On définit alors l’image directe par f
du complexe M• par :

f+(M•) = Rf∗(M• ⊗L
DX

DX→Y )).

2. Soit M• un complexe de DX -modules à gauche. On définit alors l’image directe par f
du complexe M• par :

f+(M•) = (f+(M•(d)))(g).
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Image directe algébrique-Image directe analytique.

Dans la suite, on notera :
– OX le faisceau algébrique des fonctions régulières sur X,
– HX le faisceau analytique des fonctions holomorphes sur X,
– AX le faisceau algébrique des opérateurs différentiels sur X,
– DX le faisceau analytique des opérateurs différentiels sur X.

DEFINITION 2.2.18. Soit M un AX-module. On définit l’analytisé de M de la façon
suivante :

Man = M′ ⊗O′

X
H,

où M′

(resp. O′

X) est l’image réciproque de M (resp. OX) par l’application continue Xan →
X (Xan munie de la topologie usuelle et X munie de la topologie de Zariski).

PROPOSITION 2.2.19. Si F : X → Y est un morphisme propre, avec X variété projective
et M est un AX-module à gauche cohérent, on a (F+(M))an = F an+ (Man).

Démonstration
On va faire le raisonnement pour les AX -modules à droite. Il suffira alors de faire le passage
module à droite, module à gauche pour avoir le résultat.

1. Soit G un OX -module cohérent, et F : X → Y un morphisme propre avec X variété
projective. Démontrons que (RF∗(G))an = RF an∗ (Gan). Soit y ∈ Y . Comme F est
propre, d’après le théorème de changement de base, on a (RpF∗(G))y = Hp(F−1(y),G)
et (RpF an∗ (Gan))y = Hp(F−1(y),Gan). Or F−1(y) est une variété projective et G est
OX -cohérent. Ainsi, d’après GAGA (c.f. théorème 1 de [37]), on a H p(F−1(y),G) '
Hp(F−1(y),Gan). D’où (RF∗(G))an = RF an∗ (Gan).

2. Soit G un OX -module cohérent, et F : X → Y un morphisme propre, avec X variété
projective. Démontrons que (F+(G⊗OX

AX))an = F an+ (Gan⊗HX
DX). On a tout d’abord

(G ⊗OX
AX) ⊗L

AX
AX→Y = G ⊗F−1OY

F−1AY . En effet :

Comme AX est OX -plat, si P• est une résolution OX -plate de G, alors P• ⊗OX
AX est

une résolution AX -plate de G ⊗OX
AX . Ainsi,

(G ⊗OX
AX) ⊗L

AX
AX→Y = G ⊗L

OX
AX→Y

= G ⊗L
OX

(OX ⊗F−1OY
F−1AY ).

On sait de plus que F−1AY est libre sur F−1OY . On a ainsi (OX ⊗F−1OY
F−1AY ) libre

sur OX donc OX -plat. On a alors :

(G ⊗OX
AX) ⊗L

AX
AX→Y = G ⊗F−1OY

F−1AY .

Par le même raisonnement dans le cadre analytique, on montre que :

(Gan ⊗HX
DX) ⊗L

DX
DX→Y = Gan ⊗F−1HY

F−1DY .

Ainsi, d’après la définition de l’image directe d’un module à droite, on a :

(F+(G ⊗OX
AX))an = (RF∗(G ⊗F−1OY

F−1AY ))an

= (RF∗(G) ⊗OY
AY )an

= (RF∗(G))an ⊗HY
DY

= RF an∗ (Gan) ⊗HY
DY , d’après 1.

= RF an(Gan ⊗F−1(HY ) F
−1(DY ))

= F an+ (Gan ⊗HX
DX).
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3. Soit M un AX -module cohérent. Comme on est dans une situation algégrique, M
admet globalement une bonne filtration (c.f. [1] lemme 2.3 page 220). On sait alors
qu’il existe un OX -module cohérent L0 qui engendre M. Il existe donc un morphisme
L0 ⊗OX

AX
π→ M qui est surjectif. Comme L0 ⊗OX

AX admet globalement une bonne
filtration, ker(π) admet également une bonne filtration. On obtient ainsi une suite
exacte :

LN ⊗OX
AX → . . .→ L0 ⊗OX

AX → M → 0.

avec Li OX -modules cohérents. Notons N le noyau du morphisme LN ⊗OX
AX →

LN−1 ⊗OX
AX . On a alors la suite exacte de complexes :

0 → N [N ] → L• ⊗OX
AX → M → 0.

On a donc la suite exacte longue de cohomologie :

. . .→ Hi+NF+N → HiF+(L• ⊗OX
AX) → HiF+M → Hi+N+1F+N → . . .

De même, en raisonnant dans le cadre analytique, on a :

. . . → H
i+N

F
an
+ N

an
→ H

i
F

an
+ ((L•)an

⊗HX
DX) → H

i
F

an
+ M

an
→ H

i+N+1
F

an
+ N

an
→ . . .

Or :

– Hi(F+(L• ⊗OX
AX))an = HiF an+ ((L• ⊗OX

AX)an), d’après 2.
– Notons n = dimX. Comme l’image directe algébrique et analytique d’un module vit

en degrés [−n, 2n], pour un N suffisamment grand, on aura :
– Hi+NF+N = Hi+N+1F+N = 0,
– Hi+NF an+ N an = Hi+N+1F an+ N an = 0.

On a donc :
(HiF+M)an = (HiF+(L• ⊗OX

AX))an

= HiF an+ ((L• ⊗OX
AX)an)

= HiF an+ ((L•)an ⊗HX
DX)

= HiF an+ Man.

�

2.3 Complexe d’irrégularité.

Complexe d’irrégularité d’un complexe de D-modules analytiques.

Nous allons donner ici des définitions équivalentes de l’irrégularité d’un D-module analy-
tique le long d’une hypersurface. Pour plus de détails, voir [30].

Soit X une variété analytique complexe lisse et Z un fermé analytique de X.

DEFINITION 2.3.1. Pour M• ∈ Db(Dan
X ), on définit le complexe d’irrégularité par :

IRZ(M•) := cône

(
DR(M•[∗Z]) → Ri∗i−1(DR(M•[∗Z]))

)
,

où i : X r Z → X est l’inclusion ouverte de X r Z dans X.
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Une autre façon de voir le complexe d’irrégularité le long d’une hypersurface consiste à
utiliser le triangle distingué de cohomologie locale dans Db(Dan

X ) :

Ri∗i−1(DR(M•[∗Z]))

[+1]ttiiiiiiiiiiiiiiii

RΓZ(DR(M•[∗Z])) // DR(M•[∗Z]),

iiTTTTTTTTTTTTTTT

où i : X r Z → X est l’inclusion ouverte de X r Z dans X.
On a alors :

DEFINITION 2.3.2. Pour M• ∈ Db(Dan
X ), on définit le complexe d’irrégularité par :

IRZ(M•) := RΓZ(DR(M•[∗Z]))[+1]

Ce complexe est dans la catégorie Db(CX) des complexes bornés de faisceaux de CX -espaces
vectoriels.

PROPOSITION 2.3.3. Soit Z une hypersurface de X. IRZ est un δ-foncteur de la caté-
gorie des complexes de Db

h(Dan
X ) dans la catégorie des complexes de Db

const(CX) à support
dans Z.

On trouvera également dans [30], le résultat fondamental suivant :

THEOREME 2.3.4. Soit Z une hypersurface de X. IRZ est un foncteur exact de la
catégorie abélienne Modh(DX) dans la catégorie Perv(CZ ), catégorie abélienne des com-
plexes F• de CX-espaces vectoriels à support dans Z tels que F •[−1] ∈ Perv(CX ).

NOTATION 2.3.5. On notera IRkZ(M) le k-ième faisceau de cohomologie de IRZ(M).

DEFINITION 2.3.6. Soit M• un complexe de DX -modules à cohomologies holonomes. On
dit que M• est régulier si pour toute hypersurface Z de X, son complexe d’irrégularité le
long de Z est nul.

Complexe d’irrégularité d’un D-module algébrique.

Soit X une variété algébrique affine complexe lisse. Dans le cas algébrique, il faut tenir
compte du diviseur à l’infini.

Soit j : X → Pn une immersion de X dans un espace projectif. Soit M• un complexe de
DX -modules à cohomologies holonomes et Z une sous variété localement fermée de Pn.

DEFINITION 2.3.7. On appelle complexe d’irrégularité de M• le long de Z et on note
IRZ(j+(M•)), le complexe IRZan(j+(M•)an), où Zan est la variété analytique associée à Z.

EXEMPLE : Si X = C et M• est un complexe de DC-modules à cohomologies holo-
nomes, on note j : C → P1 et on a, pour tout c ∈ P1,

IRc(j+(M•)) = IRc(j+(M•)an).

DEFINITION 2.3.8. On dit que M• est régulier si son complexe d’irrégularité est nul le
long de toute sous-variété de Pn.
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Complexe d’irrégularité et image directe.

Nous aurons besoin d’un autre résultat qui concerne la commutation du foncteur image
directe analytique par une application propre et du foncteur irrégularité le long d’un sous-
espace analytique fermé. Nous nous plaçons dans le cadre analytique.

THEOREME 2.3.9. Si π : X → Y est un morphisme propre de variétés analytiques
complexes lisses, alors pour toute hypersurface T de Y et tout complexe borné de DX-modules
à cohomologies holonomes M•, nous avons l’isomorphisme dans Db

const(CX) :

IRT (π+(M•))[dimY ] ' Rπ∗(IRπ−1(T )(M•))[dimX]

Démonstration
Cette démonstration a été donnée par Z. Mebkhout. Nous rappelons ici la démonstration
donnée dans [3]. Cet isomorphisme vient des trois résultats suivants :

1. Rπ∗ ◦RΓπ−1(T ) = RΓT ◦ Rπ∗.
2. Si N • est un complexe de DX -modules à cohomologies holonomes,DRπ+(N •)[dim Y ] '
Rπ∗DR(N •)[dim X](c.f. [32] II.5.5).

3. Si π est un morphisme propre, (π+(M•))[∗T ] ' π+(M•[∗π−1(T )]) (c.f. [29] page 88).

D’où :

Rπ∗(IRπ−1(T )(M•))[dim X] = Rπ∗(RΓπ−1(T )(DR(M•[∗π−1(T )])))[dim X]

= RΓT (Rπ∗(DR(M•[∗π−1(T )])))[dim X]
= RΓT (DR(π+(M•[∗π−1(T )])))[dim Y ]
= RΓT (DR(π+(M•)[∗T ]))[dim Y ]
= IRT (π+(M•))[dim Y ].

�

COROLLAIRE 2.3.10. 1. La catégorie Db
hr(Dan

X ) des complexes holonomes réguliers
de DX -modules analytiques est stable par image directe propre.

2. La catégorie Db
hr(DX) des complexes holonomes réguliers de DX -modules algébriques

est stable par image directe.

Une démonstration de ce corollaire est donnée dans [30] page 76.

Complexe d’irrégularité et image inverse par une modification.

Soit π : X → C2 une modification (i.e. une suite d’éclatement de l’origine dans C2). Soit
M un DC2 -module analytique holonome. Soit Z une hypersurface de X contenant le lieu
exceptionnel π−1(0, 0). On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3.11.

IRZ(Lπ∗(M)) = IRZ(π∗(M)).

Démonstration
Pour démontrer cette égalité, il suffit de montrer que Lπ∗(M)[∗Z] = π∗(M)[∗Z].

On sait qu’il existe un morphisme de complexes Lπ∗(M) → π∗(M). Notons C• le cône
de ce morphisme. Comme π est un isomorphisme en dehors de Z, C• est à support dans Z.
Ainsi, C•[∗Z] = 0. Le foncteur de localisation par rapport à Z étant un δ-foncteur, on obtient
Lπ∗(M)[∗Z] = π∗(M)[∗Z].

�
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2.4 D-module élémentaire.

Définition.

Soit X une variété algébrique complexe lisse et h : X → P1 ' C ∪ {∞} une application
méromorphe.

On définit le DX -module à gauche OX [∗h−1(∞)]eh par :

– OX [∗h−1(∞)]eh est égal à OX [∗h−1(∞)] en tant que OX -module.
– Si ξ est un champ de vecteurs sur U ouvert de X,

ξ(geh) = ξ(g)eh + gξ(h)eh.

REMARQUE 2.4.1. Si ξ est un champ de vecteurs sur U ouvert de X, tel que pour tout
x ∈ U , h(x) 6= ∞, alors ξ(h) est une fonction régulière sur U . Mais si il existe un x dans
U tel que h(x) = ∞, h et ξ(h) sont méromorphes sur U . Il s’agit d’une section sur U de
OX [∗h−1(∞)].

On a ainsi ξ : OX [∗h−1(∞)] → OX [∗h−1(∞)].

Soit M un DX -module à gauche algébrique cohérent.

DEFINITION 2.4.2. Meh est le DX -module à gauche : Meh = M⊗OX
OX [∗h−1(∞)]eh.

REMARQUE 2.4.3. Ce complexe a bien une structure de DX-module à gauche puisqu’il
s’agit du produit tensoriel sur OX de deux DX -modules à gauche.

La structure de DX -modules à gauche est donnée par :

ξ(m⊗ aeh) = ξ(m) ⊗ aeh +m⊗ (ξ(a) + aξ(h))eh,

où ξ est un champ de vecteurs sur U ouvert de X.

PROPOSITION 2.4.4. 1. Le foncteur F : Db(DX) → Db(DX), tel que F (M•) =
M•eh est un δ-foncteur.

2. Si M• est un complexe à cohomologies holonomes, alors M•eh est une complexe à
cohomologies holonomes.

Démonstration

1. Pour montrer que F est un δ-foncteur, il suffit de remarquer que OX [∗h−1(∞)]eh est
un module OX -plat.

2. Soit M un DX -module holonome. On sait que OX [∗h−1(∞)]eh est également holonome
(c.f. théorème 1 de [5]). Comme le produit tensoriel de deux modules holonomes est
holonome (c.f. théorème 4.6. de [19]), on a Meh holonome.

�

REMARQUE 2.4.5. On donne une définition analogue à la définition 2.4.2 dans le cas
d’un DX -module à gauche analytique.
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Image directe par une inclusion ouverte.

Soit X une variété algébrique complexe lisse et U un ouvert de Zariski de X tel que X \U
est un diviseur D. Notons i l’inclusion ouverte de U dans X.

Soit h : U → C une fonction régulière. Supposons qu’il existe un diagramme commutatif :

U
i //

h
��

X

H
��

C
j // C ∪ {∞},

avec H morphisme régulier et j l’inclusion de C dans C ∪ {∞}.
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.6. Soit M• un complexe de DU -modules. Alors :

i+(M•eh) = i+(M•)[∗D]eH .

Démonstration
Comme i est une inclusion ouverte, on a :

i+(M•eh) = Ri∗(M•eh)
= Ri∗(M•) ⊗OX

Ri∗(OUe
h)

= Ri∗(M•) ⊗OX
Ri∗i−1(OXe

H)
= i+(M•) ⊗OX

OX [∗D]eH

= i+(M•)[∗D]eH .

�

Image inverse.

Considérons le diagramme suivant :

X
π //

h◦π
��

Y
h

~~||
||

||
||

P1.

PROPOSITION 2.4.7. Soit M un DY -module quasi-cohérent. Alors :

π∗(Meh) = (π∗(M))eh◦π .

Démonstration

π∗(Meh) = OX ⊗π−1(OY ) π
−1(M⊗OY

OY [∗h−1(∞)]eh)

= OX ⊗π−1(OY )

(
π−1(M) ⊗π−1(OY ) π

−1(OY [∗h−1(∞)]eh)

)

(∗)
= (OX ⊗π−1(OY ) π

−1(M)) ⊗OX
OX [∗(h ◦ π)−1(∞)]eh◦π

= π∗(M)eh◦π.
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Démontrons (∗).
Soit ψ le morphisme entre OX ⊗π−1(OY )

(
π−1(M) ⊗π−1(OY ) π

−1(OY [∗h−1(∞)]eh)

)
et

(OX ⊗π−1(OY ) π
−1(M)) ⊗OX

OX [∗(h ◦ π)−1(∞)]eh◦π, défini par :

ψ(f ⊗ (m⊗ aeh)) = (f ⊗m) ⊗ a ◦ πeh◦π.

ψ est clairement bijective. Nous allons montrer qu’il s’agit d’un morphisme de DX -modules.
Plaçons nous dans des coordonnées locales.

∂
∂xi
ψ(f ⊗ (m⊗ aeh)) = ∂

∂xi
((f ⊗m) ⊗ a ◦ πeh◦π)

= ( ∂f∂xi
⊗m) ⊗ a ◦ πeh◦π +

∑p
j=1(

∂π
∂xi

f ⊗ ∂
∂yj

m) ⊗ a ◦ πeh◦π

+(f ⊗m) ⊗ ∑p
j=1

∂π
∂xi

∂(aeh)
∂yj

◦ π
= ψ( ∂f∂xi

⊗ (m⊗ aeh)) + ψ(
∑p

j=1
∂π
∂xi

f ⊗ ( ∂
∂yj

m⊗ aeh))

+
∑p

j=1(
∂π
∂xi

f ⊗m) ⊗ ∂(aeh)
∂yj

◦ π
= ψ( ∂f∂xi

⊗ (m⊗ aeh)) + ψ(
∑p

j=1
∂π
∂xi

f ⊗ ( ∂
∂yj

m⊗ aeh))

+ψ(
∑p

j=1
∂π
∂xi
f ⊗ (m⊗ ∂

∂yj
(aeh)))

= ψ( ∂
∂xi

(f ⊗ (m⊗ aeh))).

�

2.5 Cycles caractéristiques.

On trouvera les définitions et résultats de ce paragraphe dans [14]. Nous n’utiliserons ici
que des D-modules analytiques.

Variété caractéristique.

Soit X une variété analytique complexe lisse. Pour m ∈ N, nous noterons DX(m), le
faisceau des opérateurs différentiels d’ordre au plus m. Soit M un DX -module cohérent.

DEFINITION 2.5.1. Une bonne filtration de M est la donnée d’une famille (Mk)k∈N de
sous faisceaux de OX -modules de M telle que :

1. pour tout k ∈ N, Mk est un faisceau de OX -modules cohérent.

2. M = ∪
k≥0

Mk.

3. Pour tout k, l ∈ N, DX(l)Mk ⊂ Mk+l.

4. Il existe k0 ∈ N, tel que pour tout l ∈ N, DX(l)Mk0 = Mk0+l.

PROPOSITION 2.5.2. Si M est un DX -module cohérent, il admet localement une bonne
filtration.

DEFINITION 2.5.3. On définit alors le gr(DX)-module gradué de M :

gr(M) = ⊕
k≥0

Mk

Mk−1
, avec M−1 = 0.
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Si M est DX -cohérent, gr(M) est gr(DX )-cohérent.

REMARQUE 2.5.4. gr(DX) ' OT ∗X . Ainsi, le radical de l’annulateur anngr(DX)(gr(M))
peut être vu comme un idéal de OT ∗X . On peut démontrer que ce radical ne dépend pas de la
bonne filtration de M choisie. On a ainsi la définition, indépendante de la bonne filtration :

DEFINITION 2.5.5. La variété caractéristique de M est le sous espace analytique fermé

de T ∗X définit par l’idéal
√
anngr(DX)(gr(M)). Elle sera notée Char(M).

L’inégalité de Bernstein permet de dire que la dimension de la variété caractéristique est
toujours supérieure ou égale à la dimension de X. Nous allons maintenant considérer le cas
où elle est de dimension n, c’est à dire le cas où le module est holonome.

PROPOSITION 2.5.6. Si M est un DX-module holonome, sa variété caractéristique est
la réunion de conormaux :

Char(M) = ∪
α
T ∗Sα

X, avec Sα sous espace analytique irréductible de X.

DEFINITION 2.5.7. On définit enfin le lieu singulier d’un module holonome M :

Sing(M) = ∪
dim Sα<dim X

Sα.

Multiplicité.

Soit M un DX -module holonome et Char(M) = ∪T ∗Sα
X sa variété caractéristique. On

veut définir, pour chaque Sα, la multiplicité de M sur T ∗Sα
X.

Commençons pour cela par définir le degré et la multiplicité d’un C{x1, . . . , xn}[ξ1, . . . , ξn]-
module de type fini en a ∈ Cn.

THEOREME 2.5.8. Soit a ∈ Cn. On note Qa = (x1, . . . , xn, ξ1 − a1, . . . , ξn − an) idéal
maximal dans C{x1, . . . , xn}[ξ1, . . . , ξn]. Soit M un C{x1, . . . , xn}[ξ1, . . . , ξn]-module de type
fini

1. L’application HM,a : N → N, définie par HM,a(n) = dimC
M

Qn+1
a M

est un polynôme PM,a

à partir d’un n suffisamment grand.

2. Le terme de plus haut degré est de la forme m
d!X

d, avec m ∈ N et d ∈ N.

3. – L’entier d est appelé la dimension de M en a et est noté da(M).
– L’entier m est appelé la multiplicité de M en a et est noté ma(M).

PROPOSITION 2.5.9. Soit a ∈ Cn et 0 → E → F → G → 0 une suite exacte de
C{x1, . . . , xn}[ξ1, . . . , ξn]-module de type fini.

Si da(E) = da(G), alors ma(F ) = ma(E) +ma(G).

Définissons maintenant la multiplicité de M, DX -module cohérent, en x∗ ∈ T ∗X. Soit
(Mk)k∈N une bonne filtration de M et gr(M) son module gradué.

Au voisinage du point x∗, on peut choisir des coordonnées telles que gr(DX)x∗ soit iso-
morphe à C{x1, . . . , xn}[ξ1, . . . , ξn] et x∗ s’identifie à (x, a).

Notons M = gr(M)x. M est de type fini puisque gr(M) est cohérent.
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DEFINITION 2.5.10. On définit alors :

1. le degré de M en x∗ est : dx∗(M) = da(M).

2. la multiplicité de M en x∗ est : mx∗(M) = ma(M).

PROPOSITION 2.5.11. Le degré et la multiplicité de M en x∗ ∈ T ∗X sont indépendants
de la bonne filtration choisie.

On va maintenant définir la multiplicité de M, DX -module holonome, de variété ca-
ractéristique ∪T ∗Sα

X, sur T ∗Sα
X. Commençons par remarquer que dans le cas où M est holo-

nome, le degré de M en x∗ est toujours égal à la dimension de X.

DEFINITION 2.5.12. La multiplicité de M sur T ∗Sα
X est la multiplicité de M en x∗, avec

x∗ ∈ T ∗Sα
X \ ∪

β 6=α
T ∗Sβ

X.

REMARQUE 2.5.13. Si Sα = X, notons Σ0 = X \ sing(M), ouvert de X. La variété
caractéristique de M|Σ0

est alors T ∗Σ0
Σ0. On sait alors que M|Σ0

est localement libre de rang
r sur OΣ0

. On montre alors que la multiplicité de M sur T ∗X est r, c’est à dire, le rang de
M|Σ0

. Dans la suite, nous le noterons rg(M).

Cycles caractéristiques.

DEFINITION 2.5.14. Soit M un DX -module holonome. On définit le cycle caractéristique
de M comme étant la somme formelle :

∑
mαT

∗
Sα
X,

où

– Char(M) = ∪T ∗Sα
X, avec Sα sous espace analytique irréductible de X.

– mα est la multiplicité de M sur T ∗Sα
X.

DEFINITION 2.5.15. Soit M• un complexe de DX -modules à cohomologies holonomes.
On définit le cycle caractéristique du complexe M• comme étant la somme formelle :

Cch(M•) =
∑

(−1)kCch(Hk(M)).

Cycles caractéristiques et image inverse par une modification.

Soit U un voisinage ouvert de (0, 0) dans C2. Soit π : X → U une modification (i.e.
une suite d’éclatement de points telle que le lieu exceptionnel se projette sur (0, 0)). Notons
D = π−1(0, 0) le lieu exceptionnel de la modification.

Soit M un DU -module holonome tel que :

Cch(M) = rg(M)T ∗UU +

p∑

i=0

miT
∗
Zi
U +mT ∗(0,0)U,

où les Zi sont des courbes irréductibles distinctes avec éventuellement une singularité en
(0, 0). Notons Z̃i les transformées strictes des Zi.
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PROPOSITION 2.5.16. 1. Le lieu singulier de π∗(M) est inclus dans D
⋃( p⋃

i=0

Z̃i

)
.

2. Le rang de π∗(M) est égal au rang de M.

3. La multiplicité de π∗(M) sur T ∗
Z̃i

X est égale à la multiplicité de M sur T ∗Zi
U .

Démonstration

1. π est un isomorphisme de X \D dans U \ {(0, 0)}. Donc, d’après la remarque 2.2.2,

π∗(M)|X\D = π−1(M)|X\D.

Ainsi, il existe une bonne filtration de M|U\{(0,0)} induisant une bonne filtration de
π∗(M)|X\D telles que :

gr(π∗(M))X\D = π−1(gr(M))|X\D.

D’où

Char(π∗(M)|X\D) = T ∗X\D(X \D)
⋃( p⋃

i=0

T ∗
Z̃i

∗(X \D)

)
,

où Z̃i
∗

= π−1(Zi \ {(0, 0)}).

Ainsi, le lieu singulier de M est inclus dans D
⋃ ( p⋃

i=0

Z̃i

)
.

2. Par définition, le rang de π∗(M) est le rang du OX\Sing(M)-module localement libre
π∗(M)|X\Sing(M). Or,

π∗(M)|X\(Sing(M)∪D) = π−1(M)|X\(Sing(M)∪D).

D’où le rang de π∗(M) est égal au rang de M.

3. La multiplicité de π∗(M) sur T ∗
Z̃i

X est la multiplicité de π∗(M) en x∗, avec x∗ ∈ T ∗
Z̃i

X

suffisamment général. On choisit alors x∗ tel que p(x∗) = x /∈ D, où p : T ∗X → X.
Alors, π∗(M)x = Mπ(x), car x /∈ D. On peut donc choisir une bonne filtration telle
que gr(π∗(M))x = gr(M)π(x). On voit ainsi que la multiplicité de π∗(M) sur T ∗

Z̃i
X est

celle de M sur T ∗Zi
U .

�

2.6 Propriétés d’additivité.

Nous allons donner ici trois propositions portant sur l’additivité des cycles caractéristiques
et de nombres liés aux complexes d’irrégularité le long d’hypersurfaces qui nous permettrons
dans les prochains chapitres de simplifier les calculs en passant d’un complexe de modules à
un seul module.

PROPOSITION 2.6.1. Soit 0 → M1 → M π→ M2 → 0 une suite exacte de DX -modules,
avec M holonome. On a alors :

Cch(M) = Cch(M1) + Cch(M2).

En particulier :
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– Les lieux singuliers de M1 et de M2 sont inclus dans le lieu singulier de M.
– rg(M) = rg(M1) + rg(M2).
– Si T ∗Sα

X est inclus dans la variété caractéristique de M, la multiplicité de M sur T ∗Sα
X

est égale à la somme des multiplicités de M1 et de M2 sur T ∗Sα
X.

Démonstration
Soit (Mk)k∈N, une bonne filtration de M. Soit (Mk

1)k∈N la filtration définie par Mk
1 =

M1 ∩Mk et (Mk
2)k∈N, la filtration définie par Mk

2 = π(Mk). Ces filtrations sont bonnes et
on a la suite exacte de gr(DX)-modules cohérents :

(1) 0 → gr(M1) → gr(M) → gr(M2) → 0.

1. Commençons par montrer que Char(M) = Char(M1) ∪ Char(M2). La suite exacte
(1) nous donne :

√
anngr(DX)(gr(M)) =

√
anngr(DX)(gr(M1)) ∩

√
anngr(DX)(gr(M2)).

Ainsi, Char(M) = Char(M1) ∪ Char(M2).

En particulier, M1 et M2 sont holonomes.

2. Montrons maintenant que les multiplicités s’ajoutent. Comme les trois modules sont
holonomes, d’après la proposition 2.5.9, pour x∗ ∈ T ∗X, on a mx∗(M) = mx∗(M1) +
mx∗(M2). On a donc bien

Cch(M) = Cch(M1) + Cch(M2).

�

Soit Z une hypersurface de X variété analytique complexe lisse. Soit g : X → C ∪ {∞}
une application méromorphe.

PROPOSITION 2.6.2. Soit F le foncteur dans la catégorie triangulée Db
h(Dan

X ) définit par
F (M•) = IRZ((M•)eg). F est un δ-foncteur.

En particulier, si M•
3

[+1]

}}zz
zz

zz
zz

M•
1

// M•
2

aaDDDDDDDD

est un triangle distingué dans Db
h(Dan

X ), alors,

pour tout P ∈ Z,

χ((F (M•
2))P )) = χ((F (M•

1))P )) + χ((F (M•
3))P )).

Démonstration
Le foncteur F est la composée de deux δ-foncteurs (c.f. théorème 2.3.3 et proposition 2.4.4).

L’additivité des caractéristiques d’Euler provient alors de la suite exacte longue associée
au triangle F (M•

3)
[+1]

yysssssssss

F (M•
1)

// F (M•
2)

eeKKKKKKKKK

.
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La proposition précédente permet de démontrer :

PROPOSITION 2.6.3. Soit M• un complexe borné de DX -modules à cohomologies holo-
nomes. Soit P ∈ Z. Alors :

χ((IRZ((M•)eg))P ) =
∑

(−1)kχ((IRZ((Hk(M•
1))e

g))P ).

Démonstration
On a la suite exacte de complexe :

0 → H0(M•) → M• → M′• → 0.

avec M′• : 0 → M0

ker(d0)
→ M1 → . . .. En appliquant la proposition précédente, on a :

χ((IRZ((M•)eg))P ) = χ((IRZ((H0(M•))eg))P ) + χ((IRZ((M′•)eg))P ).

On conclut alors par récurrence sur la longueur en cohomologie du complexe.

�
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Chapitre 3

Etude locale de complexes
d’irrégularité pour les DC2-modules
à support singulier un croisement
normal.

3.1 introduction.

Nous allons donner ici les théorèmes utiles dans les calculs des chapitres 5 et 6 portant
sur l’étude de l’irrégularité de f+(OCneg). Dans les deux méthodes, on se ramène aux études
locales de complexes d’irrégularité de modules holonomes réguliers analytiques à deux va-
riables dont le lieu singulier est un croisement normal. Nous aurons besoin de connâıtre la
fonction caractéristique des complexes IRf=0(M[1g ]e

g), où :

– M est un DC2 -module holonome régulier dont le lieu singulier est inclus dans xy = 0.
– f : C2 → C, telle que f(x, y) = x ou f(x, y) = y ou f(x, y) = xy.
– g : C2 → C, telle que g(x, y) = xkyl, avec k ≥ 1 et l ≥ 0.

Une première méthode consiste à se ranener aux cas des DC2 -modules simples dont le lieu
singulier est un croisement normal. Dans [13], A. Galligo, M. Granger et P. Maisonobe donnent
une classification de ces DC2 -modules simples. En utilisant le triangle définissant le complexe
d’irrégularité, on calcule les espaces de cohomologie des complexes d’irrégularité des DC2 -
modules simples. On connait ainsi les fonctions caractéristiques cherchées. Cette méthode
est très couteuse puisqu’elle nécessite le calcul des espaces de cohomologie des complexes
d’irrégularité.

La démonstration que nous proposons ici est plus rapide. Nous utiliserons le résultat de
C. Sabbah données dans [35] permettant de calculer la fonction caractéristique du complexe
IRf=0(M[ 1

f ]ef ) en calculant celle du complexe des cycles proches Ψf (DR(M[ 1
f ])). Dans le

cas où f et g sont deux polynômes distincts, on en déduira le résultat analogue donné aussi
par C. Sabbah : la fonction caractéristique du complexe IRf=0(M[1g ]e

g) est la restriction à

f−1(0) ∩ g−1(0) de celle de Ψg(DR(M[ 1
f ])).
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3.2 Réduction à un calcul géométrique.

Rappelons tout d’abord la définition du foncteur des cycles proches.

DEFINITION 3.2.1. Soit f : X → C une fonction holomorphe. Soit t ∈ C. On définit le
foncteur Ψf−t des cycles proches de la façon suivante :

Soit F• un complexe borné constructible de CX -espaces vectoriels. Considérons le dia-
gramme :

f−1(t)
� � j // X oo i

? _f−1(Dη) \ f−1(t) oo π̃

f

��

E

��

{t} � � // C oo ? _D∗η oo rev.univ.
D̃∗η,

où Dη est un disque dans C de centre t et de rayon η suffisamment petit de sorte que f :
f−1(Dη) \ f−1(t) → D∗η soit une fibration topologique localement triviale.

On pose alors Ψf−t(F•) = j−1(R(i ◦ π̃)∗(i ◦ π̃)−1(F•)).

Le théorème clé nous permettant de calculer la fonction caractéristique des complexes
d’irrégularité est le suivant :

THEOREME 3.2.2. Soit X une variété analytique complexe. Soit f et g deux fonctions
holomorphes sur X non identiquement nulles. Soit M un DX-module holonome régulier

sur X. Alors la fonction caractéristique du complexe d’irrégularité IRf=0(M[1g ]e
1

g ) est la

restriction à f−1(0) ∩ g−1(0) de celle du complexe Ψg(DR(M[ 1
f ])).

Démonstration
Dans [35], C. Sabbah démontre ce théorème dans le cas où f et g sont des applications
holomorphes identiques (c.f. corollaire 5-2).

Considérons maintenant deux applications holomorphes f et g distinctes.

1. Montrons tout d’abord que IRf=0(M[1g ]e
1

g ) = RΓf=0(IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g )).

(a) Par définition, IRf=0(M[1g ]e
1

g ) = RΓf=0(DR(M[ 1
fg ]e

1

g )).

(b) Notons X∗ = X \ g−1(0) et η l’inclusion de X∗ dans X.

IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g ) = cône

(
DR(M[ 1

fg ]e
1

g ) → Rη∗(DR(M[ 1
fg ]e

1

g )|X∗)

)

= cône

(
DR(M[ 1

fg ]e
1

g ) → Rη∗(DR(M[ 1
f ])|X∗)

)

Considérons alors le diagramme suivant :

X∗
� � η // X

X∗ \ f−1(0)
� � η

′

//
?�

j

OO

X \ f−1(0).
?�

j
′

OO
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Alors

Rη∗(DR(M[ 1
f ])|X∗)) = Rη∗Rj∗(DR(M)|X∗\f−1(0)), car M est régulier

= Rj
′

∗Rη
′

∗(DR(M)|X∗\f−1(0)).

Ainsi, comme RΓf=0Rj
′

∗ = 0, on a RΓf=0Rη∗(DR(M[ 1
f ])|X∗)) = 0. On en conclut

alors que RΓf=0(IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g )) = RΓf=0(DR(M[ 1
fg ]e

1

g )) = IRf=0(M[1g ]e
1

g ).

2. D’après le théorème 3.2.2 dans le cas où les deux fonctions holomorphes sont iden-
tiques (corollaire 5-2 de [35]), on sait que la fonction caractéristique du complexe

IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g ) est égale à la restriction à g−1(0) de celle de Ψg(DR(M[ 1
fg ])) =

Ψg(DR(M[ 1
f ])).

3. Il reste donc à montrer que la fonction caractéristique de RΓf=0(IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g )) est

égale à la restriction à f−1(0) ∩ g−1(0) de celle de IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g ).

– Pour montrer que la caractéristique d’Euler de (RΓf=0(IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g )))P est égale

à celle de (IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g ))P , pour P ∈ f−1(0), il suffit de démontrer que la ca-

ractéristique d’Euler de Rj
′

∗j
′−1(IRg=0(M[ 1

fg ]e
1

g ))P est nulle en utilisant le triangle
distingué suivant :

Rj
′

∗j
′−1(IRg=0(M[ 1

fg ]e
1

g ))

[+1]ttiiiiiiiiiiiiiiiii

RΓf=0(IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g )) // IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g ),

iiTTTTTTTTTTTTTTT

avec j
′

: X \ f−1(0) → X inclusion ouverte.

– Notons F le complexe pervers IRg=0(M[ 1
fg ]e

1

g ) et DF le dual de Verdier de F . On

a alors Rj
′

∗j
′−1(F) = D(j

′

! j
′−1(DF)) (c.f. [2], page 137).

Or, pour P ∈ f−1(0), le germe en P de j
′

! j
′−1(DF) est nul. Ainsi :

χ(Rj
′

∗j
′−1(F)P ) = χ(D(j

′

! j
′−1(DF))P )

= χ(j
′

! j
′−1(DF)P )

= 0

La caractéristique d’Euler de Rj
′

∗j
′−1(IRg=0(M[ 1

fg ]e
1

g ))P est donc bien nulle.

�

Démontrons maintenant la proposition permettant de relier le germe en P ∈ g−1(0) de
Ψg(DR(M[ 1

f ])) à l’hypercohomologie d’une fibre locale de Milnor de g en P privée des points

de f−1(0) sur le complexe de De Rham de M :

PROPOSITION 3.2.3. Soit P ∈ g−1(0). Notons Xt une fibre locale de Milnor de g en x
(i.e. Xt = g−1(t) ∩ B(P, ε), avec B(P, ε) boule de centre P de rayon ε suffisamment petit et
|t| suffisamment petit, t 6= 0). Notons j l’inclusion de Xt \ (f−1(0) ∩Xt) dans Xt. Alors :

Ψg(DR(M[
1

f
]))P = RΓ(j−1(Xt), j

−1(DR(M)|Xt
)).
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Démonstration

1. Comme M est régulier, remarquons tout d’abord que DR(M[ 1
f ]) = Rj

′

∗j
′−1(DR(M)),

avec j
′

inclusion de X \ f−1(0) dans X.

2. Dans la suite, on notera C le complexe constructible Rj
′

∗j
′−1(DR(M)). Considérons le

diagramme permettant de définir le foncteur Ψg :

g−1(0)
� � j // X oo i

? _g−1(Dη) \ g−1(0) oo π̃

f

��

E

��
{0} � � // C oo ? _D∗η oo rev.univ.

D̃∗η,

où Dη est un disque dans C de centre 0 et de rayon η suffisamment petit de sorte que
f : g−1(Dη) \ g−1(0) → D∗η soit une fibration topologique localement triviale.

Pour P ∈ g−1(0), on a :

Ψg(DR(M[ 1
f ]))P = R(i ◦ π̃)∗(i ◦ π̃)−1(C)P

= lim
−→
P∈U

RΓ((i ◦ π̃)−1(U), (i ◦ π̃)−1(C)).

Notons (Uk)k∈N∗ une famille de tubes de Milnor de g au voisinage de P , c’est-à-dire
Uk = g−1(Dηk

)∩B(P, 1
k ), avec ηk suffisamment petit devant 1

k . Cette famille forme une
base de voisinage de P . On a ainsi :

Ψg(DR(M[
1

f
]))P = lim

−→
k

RΓ((i ◦ π̃)−1(Uk), (i ◦ π̃)−1(C)).

Or, pour k ∈ N∗, on a (i◦ π̃)−1(Uk) ' (g−1(t)∩B(P, 1
k ))×D̃η

pr→ Xk
t = g−1(t)∩B(P, 1

k ),
t ∈ Dηk

. De plus, par constructibilité de C, on a (i ◦ π̃)−1(C) ' pr−1(C|Xk
t
). On obtient

donc (c.f. proposition I.3.8 de [32]) :

Ψg(DR(M[ 1
f ]))P = lim

−→
k

RΓ(pr−1(Xk
t ), pr−1(C|Xk

t
))

= lim
−→

k

RΓ(Xk
t , C|Xk

t
).

Comme C est constructible, on a alors :

Ψg(DR(M[
1

f
]))P = RΓ(Xt, C|Xt

),

où Xt = g−1(t) ∩B(P, ε) est une fibre générique locale de g au voisinage de P .

Ainsi, Ψg(DR(M[ 1
f ]))P = RΓ(j−1(Xt), j

−1(DR(M)|Xt
)).

�
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3.3 Enoncés des résultats locaux.

Dans le paragraphe suivant, nous allons utiliser le théorème 3.2.2 et la proposition 3.2.3

pour calculer la fonction caractéristique des complexes IRf=0(M[1g ]e
1

g ), dans les cas où :
– M est un DC2 -module holonome régulier dont le lieu singulier est inclus dans xy = 0.
– f : C2 → C, telle que f(x, y) = x ou f(x, y) = y ou f(x, y) = xy.
– g : C2 → C, telle que g(x, y) = xkyl, avec k ≥ 0 et l ≥ 1.
Plus précisemment, nous auront besoin des théorèmes suivants :

3.3.1 Le théorème (A1).

THEOREME 3.3.1 (A1). Soit k > 0. Soit M un DC2-module holonome régulier dont le

lieu singulier est inclus dans x = 0. Le complexe d’irrégularité de M[ 1
x ]e

1

xk le long de x = 0
est concentré en degré 0, à support dans x = 0 et la restriction à x = 0 de son 0-ième espace

de cohomologie , IR0
x=0(M[ 1

x ]e
1

xk )|x=0, est un faisceau constant sur x = 0 de rang rg(M)k.

En particulier, on a :

COROLLAIRE 3.3.2 (A1). Soit k > 0. IRx=0(OC2 [ 1
x ]e

1

xk ) est un complexe concentré en

degré 0 à support dans x = 0 et (IR0
x=0(OC2 [ 1

x ]e
1

xk ))|x=0 est un faisceau constant sur x = 0
de rang k.

3.3.2 Le théorème (A2).

THEOREME 3.3.3 (A2). Soit k > 0. Soit M un DC2-module holonome régulier dont le

lieu singulier est inclus dans xy = 0. Le complexe d’irrégularité de M[ 1
x ]e

1

xk le long de y = 0
est nul.

IRy=0(M[
1

x
]e

1

xk ) = 0.

En particulier, on a :

COROLLAIRE 3.3.4 (A2). Soit k > 0. Les complexes d’irrégularité de OC2
[ 1
xy ]e

1

xk et de

OC2
[ 1
x ]e

1

xk le long de y = 0 sont nuls.

IRy=0(OC2
[

1

xy
]e

1

xk ) = 0 et IRy=0(OC2
[
1

x
]e

1

xk ) = 0.

3.3.3 Le théorème (A3).

THEOREME 3.3.5 (A3). Soit k > 0. Soit M un DC2-module holonome régulier dont le
lieu singulier est inclus dans xy = 0. On a alors :

χ(IRxy=0(M[
1

x
]e

1

xk )(0,0)) = 0.

En particulier on a :

COROLLAIRE 3.3.6 (A3). Soit k > 0.

1. χ(IRxy=0(OC2 [ 1
x ]e

1

xk )(0,0)) = 0.

2. χ(IRxy=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xk )(0,0)) = 0.
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3.3.4 Le théorème (A4).

THEOREME 3.3.7 (A4). Soit k > 0. Soit M un DC2-module holonome régulier dont le
lieu singulier est inclus dans xy = 0. Notons m la multiplicité de M sur T ∗y=0C2. On a alors :

χ(IRx=0(M[
1

x
]e

1

xk )(0,0)) = (rg(M) −m) ∗ k.

En particulier on a :

COROLLAIRE 3.3.8 (A4). Soit k > 0.

χ(IRx=0(OC2 [
1

xy
]e

1

xk )(0,0)) = 0.

3.3.5 Le théorème (B1).

THEOREME 3.3.9 (B1). Soit k, l > 0. Soit M un DC2-module holonome régulier dont le
lieu singulier est inclus dans xy = 0. On a alors :

χ(IRxy=0(M[
1

xy
]e

1

xkyl )(0,0)) = 0.

En particulier on a :

COROLLAIRE 3.3.10 (B1). Soit k, l > 0.

χ(IRxy=0(OC2 [
1

xy
]e

1

xkyl )(0,0)) = 0.

3.3.6 Le théorème (B2).

THEOREME 3.3.11 (B2). Soit k, l > 0. Soit M un DC2-module holonome régulier dont
le lieu singulier est inclus dans xy = 0. On a alors :

χ(IRx=0(M[
1

xy
]e

1

xkyl )(0,0)) = 0.

En particulier on a :

COROLLAIRE 3.3.12 (B2). Soit k, l > 0.

χ(IRx=0(OC2 [
1

xy
]e

1

xkyl )(0,0)) = 0.

3.4 Démonstrations.

D’après le théorème 3.2.2, la fonction caractéristique du complexe IRf=0(M[1g ]e
1

g ) est la

restriction à f−1(0) ∩ g−1(0) de celle du complexe Ψg(DR(M[ 1
f ])).

Ainsi, si P ∈ f−1(0) ∩ g−1(0), χ((IRf=0(M[1g ]e
1

g ))P ) = χ((Ψg(DR(M[ 1
f ])))P ).
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En utilisant la proposition 3.2.3, on obtient alors :

χ((IRf=0(M[
1

g
]e

1

g ))P ) = χ(RΓ(j−1(Xt), j
−1(DR(M)|Xt

))),

où Xt = g−1(t)∩B(P, ε), ε et |t| suffisamment petit, t 6= 0 et j inclusion de Xt \ (f−1(0)∩Xt)
dans Xt.

Nous allons donc calculer cette caractéristique d’Euler dans les différents cas qui nous
occupent.

On utilisera systématiquement l’égalité :

χ(X,L) = χ(X) ∗ rg(L),

si L est un système local sur X.

1. Démonstration du théorème 3.3.1 (A1) : f(x, y) = x et g(x, y) = xk, k > 0.

Soit P ∈ f−1(0) ∩ g−1(0). Avec les notations précédentes, Xt = {xk = t} ∩ B(P, ε) est
la réunion de k disques disjoints et j−1(Xt) = Xt. De plus, le lieu singulier de M est
supposé inclus dans x = 0. Comme Xt ne rencontre pas x = 0, le complexe DR(M)|Xt

est un système local de rang rg(M). Ainsi,

χ(IRx=0(M[ 1
x ]e

1

xk )P ) = χ(RΓ(j−1(Xt), j
−1(DR(M)|Xt

)))

= χ(RΓ(Xt, DR(M)|Xt
))

= χ(Xt) ∗ rg(M)
= k ∗ rg(M).

Ainsi, la fonction caractéristique du complexe IRx=0(M[ 1
x ]e

1

xk ) est constante égale

à rg(M)k sur x = 0. Comme IRx=0(M[ 1
x ]e

1

xk ) est pervers, on peut lui associé un
DC2 -module holonome régulier, N , à l’aide de la correspondance de Riemann-Hilbert
(c.f. [1] page 325). On a alors Cch(N ) = rg(M)kT ∗x=0C2. On sait alors que N est
isomorphe à la somme directe de rg(M)k copies de Bx=0(C

2) (c.f. IV.2.1 de [14]). En
revenant au complexe d’irrégularité à l’aide du foncteur de De Rham, on voit alors que

IRx=0(M[ 1
x ]e

1

xk )x=0 est un faisceau constant de rang rg(M)k.

2. Démonstration des théorèmes 3.3.3 (A2) et 3.3.5(A3) : f(x, y) = y ou f(x, y) = xy et
g(x, y) = xk.

Avec les notations précédentes pour P = (0, 0), Xt = {xk = t} ∩ B((0, 0), ε) est la
réunion de k disques disjoints et j−1(Xt) est la réunion de k disques épointés disjoints.
De plus, comme le lieu singulier de M est inclus dans xy = 0 et que j−1(Xt) n’intersecte
pas xy = 0, j−1(DR(M)|Xt

) est un système local de rang rg(M). Ainsi,

χ(IRf=0(M[ 1
x ]e

1

xk )(0,0)) = χ(RΓ(j−1(Xt), j
−1(DR(M)|Xt

)))

= χ(j−1(Xt)) ∗ rg(M)
= 0.

Le théorème 3.3.5 (A3) est ainsi démontré.

Pour finir la démonstration du théorème 3.3.3 (A2), rappelons que IRy=0(M[ 1
x ]e

1

xk )

est à support (0, 0) et que χ(IRy=0(M[ 1
x ]e

1

xk )(0,0)) = 0. Comme IRy=0(M[ 1
x ]e

1

xk ) est
pervers, ce complexe est nul.
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3. Démonstration du théorème 3.3.7 (A4) : f(x, y) = x et g(x, y) = xk, k > 0.

Avec les notations précédentes pour P = (0, 0), Xt = {xk = t} ∩ B((0, 0), ε) est la
réunion de k disques disjoints et j−1(Xt) = Xt. Notons P1, . . . , Pk les points d’in-
tersection de Xt avec y = 0. Comme le lieu singulier de M est inclus dans xy =
0, on sait que DR(M)|Xt

est un complexe constructible associé à la stratification
{Xt \ {P1, . . . , Pk}, P1, . . . , Pk}. On a ainsi :

χ(IRf=0(M[ 1
x ]e

1

xk )(0,0)) = χ(RΓ(j−1(Xt), j
−1(DR(M)|Xt

)))

=
k∑

i=1

χ(DR(M)Pi
).

Si m est la multiplicité de M sur T ∗y=0C2, d’après le théorème d’indice (c.f. [18] page
129), χ(DR(M)Pi

) = rg(M) −m. On a donc :

χ(IRf=0(M[
1

x
]e

1

xk )(0,0)) =
k∑

i=1

(rg(M) −m) = k(rg(M) −m).

4. Démonstration des théorèmes 3.3.9 (B1) et 3.3.11(B2) : f(x, y) = xy ou f(x, y) = x
et g(x, y) = xkyl, k, l > 0.

Avec les notations précédentes pour P = (0, 0), Xt = {xkyl = t} ∩ B((0, 0), ε) est une
réunion de d = pgcd(k, l) couronnes donc de caractéristique d’Euler nulle et j−1(Xt) =
Xt. De plus, comme le lieu singulier de M est inclus dans xy = 0 et que Xt n’intersecte
pas xy = 0, j−1(DR(M)|Xt

) est un système local de rang rg(M). Ainsi,

χ(IRf=0(M[ 1
xy ]e

1

xkyl )(0,0)) = χ(RΓ(j−1(Xt), j
−1(DR(M)|Xt

)))

= χ(RΓ(Xt, DR(M)|Xt
))

= χ(Xt) ∗ rg(M)
= 0.
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Chapitre 4

Résolution à l’infini de polynômes
et complexe d’irrégularité.

4.1 Introduction.

On considère f et g deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants. On
montrera qu’avec cette hypothèse, le complexe f+(OC2eg) est concentré en degré 0 en dehors
d’un nombre fini de points. On peut ainsi lui associer un système différentiel qui peut être
irrégulier. On cherche alors à étudier la cohomologie du complexe d’irrégularité de l’image
directe f+(OC2eg) en c. Ce complexe est concentré en degré 0 et à support c. Il s’agit donc
d’un C-espace vectoriel. Dans les chapitres 5 et 6, nous calculerons la dimension de cet espace
vectoriel de deux façons différentes.

Dans un premier temps, nous définirons la notion de résolution à l’infini de deux po-
lynômes. On considère pour cela les applications rationnelles associées à f et g définies par :

f̃ : P2 −− → P1

(x : y : z) 7→ f(xz ,
y
z ),

g̃ : P2 −− → P1

(x : y : z) 7→ g(xz ,
y
z ).

Ces applications rationnelles ne sont pas définies en certains points de la droite à l’infini
P2 \ C2. Ce sont les points (x : y : 0) ∈ P2 tels que fd(x, y) = 0 et gd′(x, y) = 0, où fd et
gd′ sont les parties homogènes de f et g de plus haut degré. On va donc éclater ces points
pour ne plus avoir d’indétermination. Considérons une résolution de f et de g donnée par les
diagrammes suivant :

C2
f //

i

��

C

j
��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1, X

G // P1,

où F et G sont des applications propres. On démontrera que l’on peut trouver une telle
résolution telle que pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪ (X \ i(C2)) est à croisement normal au
voisinage de tout point de X \ i(C2). Cette propriété n’est pas nécessaire dans ce chapitre.
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Elle sera largement utilisée dans le suivant. Nous ne nous servirons ici que de la propreté des
applications F et G.

Dans un deuxième temps, si j désigne l’inclusion de C dans P1 ' C ∪ {∞}, nous
démontrerons alors à l’aide d’un résultat de F. Maaref [24], qui lie le complexe f+(OC2eg)
avec des cohomologies relatives, que j+f+(OC2eg) est essentiellement concentré en un seul
degré et qu’il n’y a qu’un seul groupe de cohomologie du complexe d’irrégularité en c, dans
le cas où f et g sont algébriquement indépendants.

4.2 Résolution à l’infini de deux polynômes.

4.2.1 Résolution d’une fonction méromorphe à deux variables.

On va donner ici des résultats sur la façon de résoudre les points d’indétermination d’une
fonction méromorphe à deux variables. Pour plus de détails, voir [12], [22] et [23].
Soit

h : U −− → P1

(x, y) 7→ h1(x,y)
h2(x,y)

,

avec U domaine de C2 contenant l’origine et (0, 0) seul zéro commun à h1 et h2. (0, 0) est
donc un point d’indétermination de h. On veut construire une résolution de h qui lève cette
indétermination.
Une résolution de h est une suite d’éclatements de points telle que le lieu exceptionnel se
projette sur (0, 0) (modification). (0, 0) étant un point d’indétermination de h, on va éclater
ce point. L’application obtenue peut ne pas être définie en certains points du lieu exceptionnel.
On va refaire des éclatements supplémentaires jusqu’à obtenir une application méromorphe
définie partout.

PROPOSITION 4.2.1. Il existe une résolution de h.

Démonstration
On commence par éclater le point (0, 0). Notons π1 le morphisme d’éclatement de centre
Σ = {(0, 0)}. On considère alors l’ensemble (fini) des points d’indétermination de h ◦ π1, Σ1.
On refait l’éclatement de centre Σ1. On obtient ainsi une succession d’éclatements :

Xk
πk→ . . .

π2→ X1
π1→ C2

h
−− → P1,

∪ ∪ ∪
Σk Σ1 Σ

avec :

– πi est le morphisme d’éclatement de centre Σi−1,
– Σi est l’ensemble des points d’indétermination de h ◦ π1 ◦ . . . ◦ πi.

Il faut voir qu’au bout d’un nombre fini d’éclatements, il n’y a plus de points d’indétermination
(il existe un i0 tel que Σi0 = ∅). Ceci vient du fait que la multiplicité d’intersection en
0 du numérateur et du dénominateur d’une fraction rationnelle diminue strictement par
éclatement. Notons ic(h) = ic(h1, h2), si c est un point d’indétermination de h et ic(h) = 0,
sinon. Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :
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LEMME. Notons E : C̃2 → C2 le morphisme d’éclatement de l’origine et Z le lieu excep-
tionnel de E. On a alors :

si i0(h) 6= 0, ∀c ∈ Z, ic(h ◦ E) < i0(h).

Démonstration
Démontrons l’inégalité pour le point (0, 0) dans la carte de C̃2 définie par x = x et y = xt.
Les autres cas se démontrent de la même façon. On a :

h ◦ E(x, t) =
xµh̃1(x, t)

xν h̃2(x, t)
,

où µ est l’ordre de h1 et ν l’ordre de h2. Nous allons supposer µ ≥ ν. Si on est dans l’autre
cas, on fait le même raisonnement avec 1

h . On a alors :

h ◦ E(x, t) =
xµ−ν h̃1(x, t)

h̃2(x, t)
.

On a ainsi :

i0(h ◦ E) = (µ− ν)i0(
x

h̃2(x, t)
) + i0(

h̃1

h̃2

).

Notons ν0 l’ordre de h̃2(0, t). On a :

i0(h ◦ E) = (µ− ν)ν0 + i0(
h̃1

h̃2

).

Or : {
i0(

fh1

fh2

) ≤ i0(h) − µν,

ν0 ≤ ν.

La première inégalité provient de la formule i0(h1, h2) = µν +
∑

j∈J iOj
(h̃1, h̃2), où Oj sont

les points infiniment voisins communs à h1 et h2. On en déduit :

i0(h ◦ E) ≤ (µ− ν)ν + i0(h) − µν = i0(h) − ν2.

Si ν = 0, h est holomorphe et i0(h) = 0. Sinon, on a i0(h ◦E) < i0(h).

�

�

4.2.2 Résolution à l’infini de deux polynômes.

Dans ce paragraphe, on cherche une résolution de f et g qui lève les indéterminations de
f et g et qui nous permettra d’étudier le complexe d’irrégularité du module f+(OC2eg). On
trouvera les démonstrations des différents résultats dans le cas d’un seul polynôme dans [12].
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Soit deux polynômes :

f : C2 → C

(x, y) 7→ f(x, y) = fd(x, y) + . . . f0(x, y), avec fi homogène de degré i
et
g : C2 → C

(x, y) 7→ g(x, y) = gd′(x, y) + . . . + g0(x, y), avec gj homogène de degré j.

Plongeons C2 dans P2 de manière canonique, i.e. à (x, y) ∈ C2, on associe les coordonnées
homogènes (x : y : 1) ∈ P2. On considère tout d’abord les applications rationnelles :

f̃ : P2 −− → P1

(x : y : z) 7→ fd(x,y)+...+f0(x,y)zd

zd ,

g̃ : P2 −− → P1

(x : y : z) 7→ g
d
′ (x,y)+...+g0(x,y)zd

′

zd
′ .

On voit ainsi que sur la droite à l’infini P1
∞, f̃ et g̃ sont égaux à ∞ sauf en (x : y : 0) ∈ P2

tel que fd(x, y) = 0 ou gd′(x, y) = 0. En ces points, f̃ ou g̃ sont indéterminées.

On cherche une résolution π : X → P2 de f et g qui lève les indéterminations de f̃ et de
g̃ :

C2
f //

��

C

��

C2
g //

��

C

��

P2
f̃ //___ P1 , P2

g̃ //___ P1,

X

π

OO

F

>>}}}}}}}}
X

G

==||||||||
π

OO

telle que pour tout c ∈ P1, F−1(c)∪D est à croisement normal au voisinage de tout point
de D, où D = π−1(P1

∞).

Il suffit de suivre la méthode de la proposition 4.2.1 au voisinage de chaque point (x : y : 0)
de P1

∞ ⊂ P2, tel que fd(x, y) = 0 ou gd′ (x, y) = 0, pour trouver une résolution π1 de f et g

qui lève les points d’indétermination de f̃ et g̃.

Pour le calcul qui nous intéresse, il faudra également faire en sorte que pour tout c ∈ P1,
F−1(c) ∪D1 soit à croisement normal au voisinage de tout point de D1, où D1 = π−1

1 (P1
∞).

Si à la suite de la modification précédente, ce n’est pas le cas, il suffit d’appliquer la théorie
de réduction des singularités pour (f ◦ π1)

−1(c) ∪D1 au voisinage de D1.

On commence par les points critiques de (f ◦ π1)
−1(c) appartenant à D1. On obtient

ainsi une résolution π2 levant les indéterminations de f̃ et de g̃ telle que pour tout c ∈ P1,
(f ◦ π2)

−1(c) est à croisement normal au voisinage de tout point de D2, où D2 = π−1
2 (P1

∞).

Il faut enfin remarquer que certaines branches du diviseur exceptionnel peuvent être
tangentes en des points isolés à des transformées strictes de f ◦ π2. On applique alors la
théorie de réduction des singularités à (f ◦ π2)

−1(c) ∪D2, au voisinage des points de D2.

On obtient ainsi une résolution π qui lève les indéterminations de f̃ et de g̃ telle que, si
F = f ◦ π, pour tout c ∈ P1, F−1(c) est à croisement normal au voisinage de tout point de
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D et telle que pour tout c ∈ C, les transformées strictes de F −1(c) coupent transversalement
D, où D = π−1(P1

∞). On a ainsi :

PROPOSITION 4.2.2. Il existe une résolution π : X → P2 de f et de g qui lève les
indéterminations de f̃ et de g̃

C2
f //

��

C

��

C2
g //

��

C

��

P2
f̃ //___ P1 ,

P2
g̃ //___ P1,

X

π

OO

F

>>~~~~~~~~
X,

G

>>}}}}}}}}
π

OO

telle que pour tout c ∈ P1, F−1(c)∪D est à croisement normal au voisinage des points de D,
où D = π−1(P1

∞).

REMARQUE 4.2.3. Dans la suite nous appelerons résolution à l’infini les diagrammes
suivants :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,

où i est l’inclusion de C2 dans X et j l’inclusion de C dans P1 ' C ∪ {∞}.
On doit avoir, pour tout c ∈ P1, F−1(c)∪D à croisement normal au voisinage des points

de D.
De tels diagrammes existent puisque l’on a éclaté des points qui sont sur le lieu excep-

tionnel de la résolution. On ne touche pas aux points de C2 ⊂ P2.
On notera L∞ la transformée stricte de la droite à l’infini P1

∞ dans X.

Soit Z une composante irréductible dans D. La restriction G|Z peut être de l’un des trois
types suivants :

(i) La restriction G|Z est constante et a pour image le point ∞ ∈ P1. On notera D∞,
l’ensemble de ces composantes.

(ii) La restriction G|Z est constante et a pour image une valeur c distincte de ∞ ∈ P1. On
notera Dc, l’ensemble des composantes dans D qui ont pour image la valeur c.

(iii) La restriction G|Z est non constante (et donc surjective). On dira alors que Z est une
composante dicritique pour G et on notera Ddic, l’ensemble de ces composantes.

On a alors la proposition fondamentale suivante :

PROPOSITION 4.2.4. 1. ∪
Z∈D∞

Z est connexe et contient L∞.

2. Pour tout Z1 ∈ D∞ et tout Z2 ∈ Dc, Z1 et Z2 sont d’intersection vide.

3. Toute composante de Ddic intersecte une composante de D∞.

Démonstration
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1. La démonstration de la connexité est donnée dans [12] (lemme I 2.1). Elle consiste à
montrer que G−1(∞) est connexe. Il faut de plus remarquer que sur P1

∞ ⊂ P2, g̃ vaut
l’infini sauf en un nombre fini de points (les points d’indétermination de g̃). Ainsi, en
résolvant les indéterminations de g̃, G vaut l’infini sur L∞.

2. Le deuxième point vient du fait que G est déterminée en tout point et ne peut donc
pas prendre deux valeurs distinctes en un point.

3. Soit E ∈ Ddic. Si E n’intersecte aucune composantes irréductibles de D∞, comme G
est surjective sur E, il existerait alors un point isolé sur lequel G vaut l’infini. On aurait
alors une contradiction avec le fait que G−1(∞) est connexe.

�

NOTATION 4.2.5. On a les mêmes propriétés pour F . On notera en indice les rensei-
gnements concernant G et en exposant ceux concernant F (ex : Z ∈ Dc

∞ si G|Z ≡ ∞ et
F|Z ≡ c).

COROLLAIRE 4.2.6. – ∪
Z∈D∞

∞

Z est connexe et contient L∞.

– ∪
Z∈D∞∪D∞

Z est connexe et contient L∞.

Démonstration
En échangeant les rôles de F et G dans la proposition 4.2.4, on voit que ∪

Z∈D∞
Z est connexe.

– On a affaire à deux arbres, l’un représentant D∞ et l’autre D∞. Pour montrer que
∪

Z∈D∞
∞

Z est connexe, il suffit alors de remarquer que l’intersection de deux arbres est

un arbre. On voit de plus clairement que L∞ est inclus dans ∪
Z∈D∞

∞

Z.

– Pour démontrer la connexité de ∪
Z∈D∞∪D∞

Z, il suffit de voit qu’il s’agit de la réunion

de deux connexes d’intersection non vide (il contient L∞).

�

4.3 Le complexe f+(OC2eg) est essentiellement concentré en
degré 0.

Soit f et g deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants. Donnons main-
tenant les résultats qui nous permettrons de calculer la cohomologie du complexe d’irrégularité
de f+(OC2eg) en c ∈ C ainsi que celle à l’infini. Dans un premier temps, nous donnerons une
proposition technique permettant de se ramener à une image directe par une application
propre. Ensuite, nous démontrerons que le complexe j+f+(OC2eg), où j est l’inclusion de C

dans P1 ' C∪{∞}, est concentré en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points. On a ainsi
affaire à un système différentiel dont on veut étudier l’irrégularité. On démontrera alors que
le complexe d’irrégularité de j+f+(OC2eg) en c ∈ P1 est concentré en degré 0.
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Considérons une résolution à l’infini de f et g comme dans le paragraphe 4.2.2. Nous
aurons alors les diagrammes :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,

avec F et G applications propres. Dans la suite, nous noterons D le lieu exceptionnel
X \ i(C2). On a alors :

PROPOSITION 4.3.1. 1. j+(f+(OC2eg)) = F+(OX[∗D]eG).

2. (F+(OX[∗D]eG))an = F an+ ((OX[∗D]eG)an).

Démonstration

1. Montrons que j+(f+(OC2eg)) = F+(OX[∗D]eG). On a le diagramme commutatif :

C2
f //

i

��

C

j

��
X

F // P1.

D’où j+(f+(OC2eg)) = F+(i+(OC2eg)).

En utilisant la proposition 2.4.6 et le diagramme :

C2
g //

i

��

C

j
��

X
G // P1,

on a i+(OC2eg) = OX[∗D]eG. On a donc bien j+(f+(OC2eg)) = F+(OX[∗D]eG).

2. Pour démontrer que (F+(OX[∗D]eG))an = F an+ ((OX[∗D]eG)an), il suffit de remarquer
que F est propre et que OX[∗D]eG est holonome, donc cohérent. Ainsi, en utilisant la
proposition 2.2.19, on a le résultat.

�

En général, l’image directe d’un D-module est un complexe de D-modules. Dans notre
cas, on est dans une situation plus confortable puisqu’on a affaire à un complexe concentré
en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points. On a en effet la proposition :

PROPOSITION 4.3.2. Soit f et g deux polynômes algébriquement indépendants.

1. Le complexe j+f+(OC2eg) est un complexe de DP1-modules concentré en degré 0 en
dehors d’un nombre fini de points.

2. Pour tout c ∈ P1, IRc(j+f+(OC2eg)) est un complexe de faisceaux de C-espaces vecto-
riels concentré en degré 0.
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Démonstration
Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin d’un résultat de F. Maaref [24] :

THEOREME 4.3.3. Pour c ∈ C\Σ, avec Σ ensemble fini, il existe ρc assez grand tel qu’on
ait l’isomorphisme :

i+c Hk−1(f+(OC2eg)) ' Hk(f−1(c)an, g−1
c (ρc)

an,C),

où gc est la restriction de g à f−1(c).

1. Pour c, ρ ∈ C on a la suite exacte longue de cohomologie :

0 // H0(f−1(c), g−1(ρ) ∩ f−1(c)) // H0(f−1(c))
α // H0(g−1(ρ) ∩ f−1(c))

rrddddddddddddddddddddddddddddddd

H1(f−1(c), g−1(ρ) ∩ f−1(c)) // H1(f−1(c))
β // H1(g−1(ρ) ∩ f−1(c))

rrddddddddddddddddddddddddddddddd

H2(f−1(c), g−1(ρ) ∩ f−1(c)) // 0.

On veut montrer que sous la condition f , g algébriquement indépendants, α est injective
et β est surjective. Considérons une résolution à l’infini de f et g :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,

avec F et G morphismes projectifs. Soit (F,G) : X → P1 × P1 morphisme projectif. On
sait que l’image de (F,G) est un ensemble constructible (c.f. [28] chapitre 2, paragraphe
6). Deux cas sont alors possibles : soit l’image de (F,G) est incluse dans une courbe de
P1×P1, soit l’image de (F,G) contient un ouvert dense de Zariski. Dans le premier cas,
on a alors f et g algébriquement dépendants ce que l’on a exclu. On a donc l’image de
(F,G) qui contient un ouvert dense de Zariski.

D’après le théorème de factorisation de Stein (c.f. [17] corollaire 11.5 page 280), il existe
F ′ : X → Y morphisme surjectif de variétés projectives à fibres connexes et ψ : Y → P1

morphisme fini tel que F = ψ ◦ F ′. On a ainsi séparé les composantes connexes des
fibres de F . Considérons le diagramme :

X
(F,G) //

(F ′,G) ""F
FF

FF
FF

FF
P1 × P1

Y × P1

(ψ,id)

99ssssssssss

.

L’image de (F ′, G) est soit incluse dans une courbe de Y × P1, soit contient un ouvert
dense de Zariski. Comme Y est irréductible et que ψ est un morphisme fini, on aurait
dans le premier cas une contradiction avec le fait que l’image de (F,G) contient un
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ouvert dense de Zariski. Ainsi, on a toujours l’image de (F ′, G) qui contient un ouvert
dense de Zariski de Y × P1.

On a alors pour (c, ρ) dans un ouvert dense de Zariski de P1×P1,G−1(ρ) rencontre toutes
les composantes connexes de F−1(c), i.e. G restreint à chaque composante connexe de
F−1(c) est d’image dense dans P1. On considère alors les c ∈ C tel que F−1(c) est lisse
(i.e. c n’est pas une valeur atypique de f). Ainsi, f−1(c) est égal à F−1(c) privé d’un
nombre fini de points. On a alors g restreint à chaque composante connexe de f−1(c)
est d’image dense dans C. Ainsi, pour tout c ∈ C sauf un nombre fini, et pour tout ρ
sauf un nombre fini, f−1(c) ∩ g−1(ρ) est un ensemble fini de points rencontrant toutes
les composantes connexes de f−1(c). On a ainsi clairement α injective et β surjective.

2. Ainsi, d’après le théorème 4.3.3, on a, pour tout k 6= 0 et pour tout c ∈ C sauf un
nombre fini, i+c Hk(f+(OC2eg)) = 0. Comme i+c (M) = Mc

(x−c)Mc
et M = Hk(f+(OC2eg))

est une connexion intégrable, on a Mc = 0, pour tout c ∈ C sauf un nombre fini (lemme
de Nakayama). Ainsi, pour tout k 6= 0, Hk(f+(OC2eg)) est à support ponctuel. Donc
Hk(j+f+(OC2eg)) est également à support ponctuel. On a ainsi montré que le complexe
j+f+(OC2eg) est concentré en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points.

3. Hk(j+f+(OC2eg)) est à support ponctuel pour tout k 6= 0. Il est donc régulier, i.e.
∀k 6= 0 et ∀c ∈ P1,

IRc(Hk(j+f+(OC2eg))) = 0.

On sait de plus que pHk(IRZ(M•)) = IRZ(Hk(M•)). D’où :

{
pHk(IRc(j+f+(OC2eg))) = 0, ∀k 6= 0,
pH0(IRc(j+f+(OC2eg))) = IRc(H0(j+f+(OC2eg))).

Or on a la suite exacte courte :

0→H0( pHk(IRc(j+f+(OC2eg))))→ Hk(IRc(j+f+(OC2eg)))→ H−1( pHk+1(IRc(j+f+(OC2eg)))) → 0.

(c.f. [9]).

D’où :




Hk(IRc(j+f+(OC2eg))) = 0, ∀k 6= 0,−1,
H0(IRc(j+f+(OC2eg))) = H0(pH0(IRc(j+f+(OC2eg)))),
H−1(IRc(j+f+(OC2eg))) = H−1(pH0(IRc(j+f+(OC2eg)))) = 0,

car pH0(IRc(j+f+(OC2eg))) = IRc(H0(j+f+(OC2eg))) ∈ Perv(C{c}) (théorème 2.3.4).
Le 0-ième groupe de cohomologie de IRc(j+f+(OC2eg)) est donc le seul groupe de
cohomologie non nul.

�
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Chapitre 5

Calcul de l’irrégularité par
résolution à l’infini.

5.1 Introduction.

Soit f et g deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants. Notons j
l’inclusion de C dans P1 ' C∪{∞}. On cherche à étudier le complexe d’irrégularité en c ∈ P1

de l’image directe j+f+(OC2eg). D’après le chapitre précédent, ce complexe est concentré en
degré 0 et à support c. Il s’agit donc d’un C-espace vectoriel dont on calculera la dimension.
Le comportement de f et g à l’infini joue un rôle dans ce complexe d’irrégularité. Il est donc
naturel de considérer une résolution à l’infini de ces deux polynômes :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,

avec pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪D à croisement normal au voisinage de tout point de D, où
D = X \ i(C2).

Dans un premier temps, nous montrerons que la dimension du complexe d’irrégularité
n’est autre que :

−χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an))).

Nous associerons alors à une résolution à l’infini de f et g et à c ∈ P1, un sous graphe
de l’arbre de résolution à l’infini de f et g, augmenté des transformées strictes de F −1(c),
contenant les composantes irréductibles de D sur lesquelles IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an est non
nul et pondéré par la multiplicité de G. Nous serons alors ramenés aux calculs locaux de
complexes d’irrégularité le long de x = 0 ou y = 0 ou xy = 0 de DC2 -modules du type

OC2 [ 1
x ]e

1

xk , avec k ≥ 1 ou OC2 [ 1
xy ]e

1

xkyl , avec k ≥ 1 et l ≥ 0. Nous utiliserons alors les
corollaires du chapitre 3. Finalement, si Zi est une composante irréductible de D sur laquelle
F est constante et vaut c et G est constante et vaut l’infini, nous noterons li la multiplicité
de Zi dans le diviseur G−1(∞) et ni le nombre de composantes irréductibles de D et de
transformées strictes de F−1(c) l’intersectant. On montrera que la dimension de l’irrégularité
en c ∈ P1 est la somme sur tous ces Zi des produits (ni − 2)li.
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Nous donnerons enfin une interprétation géométrique de ce résultat. Pour c ∈ C, nous
noteronsD(c, η1)

∗ le disque ouvert épointé de centre c et de rayon η1, inclus dans C ⊂ C∪{∞}.
Nous noterons également D(∞, η1)

∗ = {z ∈ C | |z| > 1
η1
} ⊂ C∪ {∞}. Pour tout c ∈ P1, nous

avons une fibration lisse localement triviale du type fibration de Milnor partielle pour g dans
un voisinage tubulaire de f−1(c) :

g : f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1({|ρ| ≥ R}) → {|ρ| ≥ R},

où R est suffisamment grand et η1 suffisamment petit. La dimension cherchée est l’opposé de
la caractéristique d’Euler de la fibre générique f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ).
Nous étudierons alors la topologie de cette fibre.
Commençons par le cas de l’irrégularité en c ∈ C. Notons Γ la courbe polaire de f et g

et ∆ la courbe discriminante de f et g (image de Γ par (f, g)) comptée avec sa multiplicité.
Notons ∆ \ ({c} × C) l’adhérence de Zariski de ∆ \ ({c} × C) dans P1 × P1. On démontrera
que la dimension cherchée est la multiplicité d’intersection de ∆ \ ({c} × C) avec P1 × {∞}
au point (c,∞).

Dans le cas de l’irrégularité à l’infini, l’existence de composantes irréductibles dicritiques
pour F et G augmente la dimension de l’irrégularité. Notons Γ

′

la courbe polaire de F et
G et ∆̃ la trace dans C2 de la courbe discriminante de F et G (image par (F,G) de Γ

′

)
comptée avec multiplicité. Notons ∆2 la trace dans C2 de l’image par (F,G) de D comptée
avec multiplicité. On démontrera alors que la dimension de l’irrégularité à l’infini est la
multiplicité d’intersection en (∞,∞) de l’adhérence de Zariski de ∆̃ ∪ ∆2 dans P1 × P1 avec
P1 × {∞}. Il faut remarquer que certaines branches de ∆2 et de ∆̃ peuvent être communes.
Dans ce cas, on les compte avec les multiplicités adéquates.

c ∈ C c = ∞

1
{c}x P

  

∆

P  x1
{ }8

  

∆

∆2

P
1
x{ 8 }

{ 8 }x P
1

~

5.2 Passage aux caractéristiques d’Euler.

On veut démontrer la proposition suivante permettant de lier le complexe d’irrégularité
en c ∈ P1 de j+f+(OC2eg) avec une caractéristique d’Euler :

PROPOSITION 5.2.1. Pour c ∈ P1, IRc(j+f+(OC2eg)) est un complexe concentré en
degré 0 et à support c. On a de plus :

dimC(IR0
c(j+f+(OC2eg)))c = −χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).

Démonstration
D’après la définition 2.3.7 et la proposition 4.3.1,

IRc(j+f+(OC2eg)) = IRc((j+f+(OC2eg))an)
= IRc((F+(OX[∗D]eG))an)
= IRc(F

an
+ ((OX[∗D]eG)an)).
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D’après le théorème 2.3.9 de commutation du foncteur irrégularité le long d’une hypersurface
et du foncteur image directe analytique par une application propre, on a :

(IRc(j+f+(OC2eg)))c = (RF an∗ (IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an)))c[+1]

= RΓ(F−1(c), IRF−1(c)((OX[∗D]eG)an))[+1].

Si f et g sont algébriquement indépendants, d’après le théorème 4.3.2, IRc(j+f+(OC2eg))
est un complexe concentré en degré 0. Ainsi,

dim((IR0
c (j+f+(OC2eg)))c) = χ((IRc(j+f+(OC2eg)))c).

On a alors :

dim((IR0
c (j+f+(OC2eg)))c) = −χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).

�

REMARQUE 5.2.2. Algorithme pour le calcul de la cohomologie du complexe d’irrégularité
de (j+f+(OC2eg)) en c ∈ P1 :

– Calcul d’une résolution à l’infini de f et g en suivant pas à pas les comportements de F
et de G. Il faut que pour tout c ∈ P1, F−1(c)∪D soit à croisement normal au voisinage
de tout point de D.

– Calcul de la caractéristique d’Euler χ(RΓ(F −1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)). Grâce au
théorème de Mayer-Vietoris, on est ramené aux calculs de la caractéristique d’Euler des
complexes RΓ(Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an), où les Zi sont les composantes irréductibles
de D sur lesquelles F est constant et vaut c et G est constant et vaut l’infini. Le fait
que pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪D est à croisement normal au voisinage de tout point
dans D, permet alors d’utiliser les résultats locaux sur les complexes d’irrégularité le

long de x = 0 ou y = 0 ou xy = 0 de DC2-modules du type OC2 [ 1
x ]e

1

xk , avec k ≥ 1 ou

OC2 [ 1
xy ]e

1

xkyl , avec k ≥ 1 et l ≥ 0 (c.f. les corollaires du chapitre 3).

5.3 Réunion d’arbres associée à une résolution à l’infini.

Soit une résolution à l’infini de f et g :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,

telle que, pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪D est à croisement normal au voisinage des points de
D, où D = X \ i(C2).

Fixons c ∈ P1. On veut définir une réunion d’arbre nous permettant d’avoir des infor-
mations sur les dimensions des groupes de cohomologie du complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an.
Il s’agit d’un sous graphe de l’arbre de résolution à l’infini de f et g, augmenté des trans-
formées strictes de F−1(c) et contenant les composantes irréductibles de D sur lesquelles
IRF−1(c)(OX [∗D]eG) est non nul, pondéré par la multiplicité de G.
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NOTATION 5.3.1. – On note Dc
∞ l’ensemble des composantes irréductibles de D sur

lesquelles G est constante et vaut l’infini et F est constante et vaut c.
– On note Dc

dic l’ensemble des composantes irréductibles de D dicritiques pour G et sur
lesquelles F est constante et vaut c auquel on ajoute les transformées strictes de F −1(c)
intersectant une composante irréductible de D∞.

– On note Ddic
∞ l’ensemble des composantes irréductibles de D dicritiques pour F et sur

lesquelles G est constante et vaut l’infini.
– On note Ddic

dic l’ensemble des composantes irréductibles de D dicritiques pour F et G.

Commençons par démontrer le lemme suivant :

LEMME 5.3.2. 1. Si Z ∈ Dc
∞, avec c ∈ C, les seules composantes irréductibles de D

l’intersectant sont celles de Dc
∞, Ddic

∞ et Dc
dic.

2. Si Z ∈ D∞∞, les seules composantes irréductibles de D l’intersectant sont celles de D∞∞,
Ddic
∞ , D∞dic et Ddic

dic.

Démonstration
Supposons c ∈ P1. Soit Z ∈ Dc

∞ et Z
′

une composante irréductible de D intersectant Z.
Comme F est constante et vaut c sur Z, soit F est constante et vaut c sur Z

′

, soit Z
′

est dicritique pour F (sinon, on aurait un point d’indétermination). De même, comme G
est constante et vaut l’infini sur Z, soit G est constante et vaut l’infini sur Z

′

, soit Z
′

est
dicritique pour G. Le deuxième point est donc démontré.

Pour démontrer le premier point, il faut montrer que si Z ∈ Dc
∞, avec c ∈ C, Z ne peut

pas intersecter une composante irréductible de D à la fois dicritique pour F et G. Supposons
qu’il existe une composante irréductible Z

′

de D qui soit dicritique pour F et G, intersectant
Z. Alors il existe une conposante irréductible Z

′′

de D, intersectant Z
′

, sur laquelle F est
constante et vaut ∞. Or F est constante et vaut c sur Z, donc Z 6= Z

′′

. Comme on a affaire
à un arbre d’éclatements, on aurait alors que la réunion des composantes sur lesquelles F ou
G est constante et vaut ∞ n’est pas connexe. Ceci est absurde car cette réunion est connexe
(c.f. proposition 4.2.4).

�

DEFINITION 5.3.3. On définit la réunion d’arbres associée à un c ∈ P1 et à une résolution
à l’infini de f et g de la manière suivante :

1. Un sommet sera noté par (•, l) si il correspond à une composante irréductible Z de D c
∞,

avec l = multZ(G−1(∞)).

2. Un sommet sera noté par � si il correspond à une composante irréductible de Dc
dic inter-

sectant une composante irréductible de Dc
∞. On compte ici les composantes irréductibles

de D et les transformées strictes de F−1(c) intersectant Dc
∞.

3. Si c = ∞, un sommet sera noté par � si il correspond à une composante irréductible
de Ddic

dic intersectant une composante irréductible de D∞∞.

4. Un sommet sera noté ◦ si il correspond à une composante irréductible de Ddic
∞ intersec-

tant une composante irréductible de Dc
∞.

5. Les autres composantes irréductibles de D ne sont pas représentées.

6. Une arète joint deux sommets si les composantes correspondantes se coupent.
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EXEMPLE :

1. Un arbre sera de ce type :

�

� (•, l6) � �

(•, l3)

DDDDDDDDD

(•, l4)

vvvvvvvvvv

(•, l5)

(•, l2)

HHHHHHHHH

vvvvvvvvv

ou ◦ ◦ �

(•, l1) (•, l′2)

BBBBBBBBB

(•, l′3)

◦ (•, l′1)

wwwwwwww

2. (Polynôme de Broughton) arbre associé au cas où f(x, y) = x, g(x, y) = (xy + 1)y et :

– c = 0 :

� �

(•, 1)

DDDDDDDD

zzzzzzzz

◦
– c = ∞ :

�

(•, 1) ◦

(•, 3)

|||||||||

3. arbre associé au cas où f(x, y) = x, g(x, y) = yd + ad−1(x)y
d−1 + . . .+ a0(x) et c ∈ C :

�

◦

4. arbre associé au cas où f(x, y) = (x− 1)y, g(x, y) = (x2 − 1)y et :
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– c = 0 :

�

◦
– c = ∞ :

�

DD
DD

DD
DD

� ◦

(•, 1) (•, 2)

wwwwwwww

(•, 3)

5.4 Calcul de la cohomologie du complexe d’irrégularité.

Soit j l’inclusion canonique de C dans P1. Soit f et g deux polynômes à deux va-
riables algébriquement indépendants. On s’intéresse au calcul de la cohomologie du com-
plexe IRc(j+f+(OC2eg)), c ∈ P1. On considère une résolution à l’infini de f et g au sens du
paragraphe 4.2.2 :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j

��
X

F // P1 , X
F // P1.

avec pour tout c ∈ P1, F−1(c) ∪D à croisement normal au voisinage de tout point de D, où
D = X \ i(C2).

On sait alors que le complexe IRc(j+f+(OC2eg)), c ∈ P1, est concentré en degré 0 et à
support c. On calculera alors la dimension de cet espace vectoriel grâce à la formule :

dim((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) = −χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).

(c.f. proposition 5.2.1).

Pour cela, on utilisera la définition des réunions d’arbres de résolution à l’infini et le
théorème de Mayer-Vietoris.

5.4.1 Préliminaires.

Soit f et g deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants. On considère
une résolution à l’infini de f et g :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,
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telle que pour tout c ∈ P1, F−1(c)∪D est à croisement normal au voisinage de tout point
dans D (c.f. paragraphe 4.2.2).

REMARQUE 5.4.1. 1. Soit Z ∈ D∞. Au voisinage de P ∈ Z, supposons Z d’équation
x = 0. Alors :

(a) Si P est un point d’intersection de Z avec une composante irréductible de D∞
d’équation y = 0, G sera équivalent au voisinage de ce point à 1

xkyl , avec k, l ≥ 1.

(b) Si P est un point d’intersection de Z avec une composante dicritique d’équation
y = 0, G sera équivalent au voisinage de ce point à 1

xk , avec k ≥ 1.

(c) Si P n’est pas un point d’intersection de Z avec une autre composante irréductible
de D∞ , G sera équivalent au voisinage de P à 1

xk , avec k ≥ 1. On remarque que
ce cas contient le cas où P est un point d’intersection de Z avec une transformée
stricte de F−1(c) et que l’on peut choisir des coordonnées (x, y) telle que cette
transformée stricte soit d’équation y = 0.

2. Si P ∈ X n’appartient à aucunes composantes irréductibles de D sur lesquelles G est
constante et vaut l’infini, alors G sera holomorphe au voisinage de P .

Démonstration
On a G−1(∞) ⊂ D. Comme D est à croisements normaux, G−1(∞) l’est également.

1. Si Z ∈ D∞, par définition, G|Z = ∞. Comme G−1(∞) est à croisements normaux, on

a nécessairement G équivalent à 1
xkyl , k ≥ 1 et l ≥ 0, au voisinage de chaque point P

de Z (Z d’équation x = 0).

– Si P est un point d’intersection avec une autre composante irréductible de D∞
d’équation y = 0, on a nécessairement G ∼ 1

xkyl , avec k, l ≥ 1.
– Si P est un point d’intersection de Z avec un diviseur dicritique pour G d’équation
y = 0, on a G ∼ 1

xk , avec k ≥ 1, car sinon, G = ∞ sur un petit ouvert du diviseur
dicritique, ce qui est impossible.

– Si P n’est pas un point d’intersection de Z avec une autre composante irréductible
de D, on a nécessairement G ∼ 1

xk , avec k ≥ 1, car G−1(∞) est inclus dans D.

2. Pour le deuxième point, il suffit de remarquer que si P ∈ X n’appartient à aucunes com-
posantes irréductibles de D sur lesquelles G est constant et vaut l’infini, alors G(P ) ∈ C.

�

Soit c ∈ P1 tel qu’il existe une composante irréductible de D sur lequel F est constant
et vaut c et G est constant et vaut l’infini (i.e. Dc

∞ 6= ∅). Il existe un nombre fini de tel c.
Notons ∆ l’ensemble de ces c.

On démontrera que si c /∈ ∆, j+f+(OC2eg) est régulier en c. Dans le paragraphe suivant,
on donnera une formule de la dimension caractérisant le complexe d’irrégularité en c de
j+f+(OC2eg). On remarquera alors que dans le cas où la réunion d’arbre associé à c et à une
résolution à l’infini de f et g est une réunion de bambous, j+f+(OC2eg) est régulier en c.

PROPOSITION 5.4.2. Si c /∈ ∆ = {c′ ∈ P1 | Dc
′

∞ 6= ∅}, IRc(j+f+(OC2eg)) = 0.
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Démonstration
D’après la proposition 4.3.1 et le théorème 2.3.9 de commutation du foncteur image directe
analytique par une application propre avec le foncteur irrégularité le long d’une hypersurface,
on a :

IRc(j+f+(OC2eg)) = RF an∗ (IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an).

Il suffit donc de voir que IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an = 0. Comme c /∈ ∆, Dc
∞ = ∅. Soit

P ∈ F−1(c). Etudions le complexe d’irrégularité IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an au voisinage du point
P . On a alors les cas suivants :

1. Si P ∈ F−1(c)∩ i(C2). D’après la remarque 5.4.1, au voisinage de P , G est une fonction
holomorphe. Le complexe d’irrégularité IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an est donc nul au voisinage
du point P .

2. Si P ∈ Z, avec Z ∈ Dc. Comme Dc
∞ = ∅, on a alors Z ∈ Dc

dic ou Z ∈ Dc
t , avec t ∈ C.

(a) Si Z ∈ Dc
t . D’après la remarque 5.4.1, au voisinage de P , G est une fonction

holomorphe. Le complexe d’irrégularité IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an est donc nul au
voisinage du point P .

(b) Si Z ∈ Dc
dic. Soit Z

′ ∈ D∞ intersectant Z. Comme Dc
∞ = ∅, on a nécessairement

Z
′ ∈ Ddic

∞ . Deux cas sont alors possible :

i. Si P /∈ Z∩Z ′

. D’après la remarque 5.4.1, au voisinage de P , G est une fonction
holomorphe. Le complexe d’irrégularité IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an est donc nul au
voisinage du point P .

ii. Si P ∈ Z ∩ Z ′

. D’après la remarque 5.4.1, on a alors, au voisinage de P , dans
des coordonnées convenables (x, y) :

– D a pour équation x = 0 ou xy = 0.
– F−1(c) a pour équation y = 0.
– G est équivalent au voisinage de P à 1

xk , avec k ≥ 1.

Le complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an est donc égal, au voisinage du point P , au

complexe IRy=0(OC2 [ 1
x ]e

1

xk ) ou au complexe IRy=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xk ). Or, d’après
le corollaire 3.3.4 (A2) du chapitre 3, ce complexe est nul.

Finalement, on a démontré que IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an = 0.

�

REMARQUE 5.4.3. 1. D’après le corollaire 4.2.6, D∞∞ est non vide. On a donc ∞ ∈ ∆.

2. Certaines valeurs atypiques pour f proviennent des composantes irréductibles de D sur
lesquelles F est constantes et vaut c. Si sur certaines de ces composantes irréductibles,
G est constantes et vaut l’infini, alors c appardiendra à ∆.

3. Les éléments de ∆ ne sont pas nécéssairement des valeurs atypiques de f . Si lors de la
succession d’éclatements, G est indéterminée en un point P qui est sur une composante
dicritique pour F , on pourra également avoir F (P ) ∈ ∆.

EXEMPLE : Dans le cas où f = x, f n’a pas de valeur atypique et pourtant, on obtient
de l’irrégularité en certains c ∈ C. Notons g(x, y) sous la forme ad(x)y

d + . . . + a0(x). En

66



plongeant C2 dans P2 de manière canonique, on obtient les fonctions rationnelles :

f̃ : P2 → P1

(x : y : z) 7→ x
z ,

g̃ : P2 → P1

(x : y : z) 7→ ad( x
z
)yd+...+a0( x

z
)zd

zd .

On fait alors l’éclatement π de (0 : 1 : 0). Dans la première carte, f̃ ◦π vaut l’infini à l’origine.
Pour calculer la cohomologie du complexe d’irrégularité le long de c ∈ C, il suffit donc de
regarder les changements dans la deuxième carte de l’éclatement. Posons π(u, z) = (uz, z).
Alors : {

f̃ ◦ π(u, z) = u,

g̃ ◦ π(u, z) = ad(u)+...+a0(u)zd

zd .

On remarque que f̃ ◦π est bien définie partout et que le diviseur E obtenu est dicritique pour
f̃ ◦π. Ainsi pour calculer l’irrégularité en c ∈ C, il suffit de regarder le comportement de g̃ ◦π
au point (u, z) = (c, 0).

– Si ad(c) 6= 0, ad(u) + . . . + a0(u)z
d est une unité dans C{u − c, z} et ainsi g ∼(c,0)

1
zd .

On aura alors IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an = IRu=c(OC2 [1z ]e
1

zd )an = 0, d’après le corollaire
3.3.4 (A2) du chapitre 3.

– Si ad(c) = 0, g est indéterminée en (u, z) = (c, 0). Il faudra alors résoudre g̃ ◦ π en ce
point et calculer la cohomologie du complexe d’irrégularité en c.

5.4.2 Le résultat principal.

D’après le paragraphe précédent, il suffit de calculer l’irrégularité de j+f+(OC2eg) en
c ∈ ∆.

Soit c ∈ ∆.

NOTATION 5.4.4. – On note Dc
∞ l’ensemble des composantes irréductibles de D sur

lesquelles G est constante et vaut l’infini et F est constante et vaut c.
– Pour Zi ∈ Dc

∞, on note :
– li = multZi

(G−1(∞)) (multiplicité de Zi dans G−1(∞)).
– ni le nombre de composantes irréductibles de D et de transformée stricte de F −1(c)

intersectant Zi. Ce nombre correspond au nombre de segments liant le sommet cor-
respondant à Zi avec un autre sommet de l’arbre.

THEOREME 5.4.5.

dim (IR0
c(j+f+(OC2eg)))c =

∑

Zi∈Dc
∞

(ni − 2)li.

Démonstration
D’après la proposition 5.2.1,

dim (IR0
c(j+f+(OC2eg)))c = −χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).
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Il suffit de montrer que :

χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) =
∑

Zi∈Dc
∞

(2 − ni)li.

1. Montrons tout d’abord que le complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an) est à support dans
∪

Zi∈Dc
∞

Zi. Comme ce complexe est à support F−1(c), il faut montrer que si P ∈ F−1(c)

et P /∈ ∪
Zi∈Dc

∞

Zi, alors le complexe d’irrégularité IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an) est nul au

voisinage de P . Ceci vient du fait qu’avec ces conditions sur P , on a G holomorphe au
voisinage de P . Ainsi :

χ(RΓ(F−1(c), IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = χ(RΓ( ∪
Zi∈Dc

∞

Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).

2. On va maintenant étudier localement le complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an.

Soit Zi une composante irréductible de Dc
∞. Il intersecte un certain nombre de compo-

santes irréductibles de D et de transformées strictes de F −1(c), Zj1 , . . . , Zjni
. Dans le

cas où c ∈ C, ces composantes sont soit dans Dc
∞, soit dans Dc

dic, soit dans Ddic
∞ . Dans

le cas où c = ∞, il faut ajouter le cas où certaines de ces composantes sont dans Ddic
dic

(c.f. lemme 5.3.2). Nous noterons P i
jk

le point d’intersection de Zi avec Zjk .

(a) Au voisinage d’un point P de Zi qui n’est pas un de ces points d’intersection, on
a, dans des coordonnées convenables (x, y) au voisinage de P :

– Zi d’équation x = 0.
– D d’équation x = 0.
– F−1(c) d’équation x = 0.
– G est équivalent au voisinage de P à 1

xli
(li = multZi

(G−1(∞))).

Ainsi, au voisinage de P le complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an se calcule à l’aide du

complexe IRx=0(OC2 [ 1
x ]e

1

xli ). En utilisant le corollaire 3.3.2 (A1) du chapitre 3,
on voit que la restriction du complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an à Zi privé des ni
points d’intersection P i

jk
est un système local de rang li.

(b) Etudions alors le complexe IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an au voisinage des points d’inter-
section. Regardons pour cela l’écriture locale de D, F −1(c) et G au voisinage des
points d’intersection. Nous supposerons toujours que localement Zi est d’équation
x = 0. Soit P ijk le point d’intersection de Zi avec Zjk . Quatre cas sont alors pos-
sibles :

i. Zjk ∈ Dc
∞. Au voisinage du point P i

jk
, G est équivalent à 1

xliy
ljk

. D a pour

équation xy = 0 et F−1(c) a pour équation xy = 0. Il faudra alors regarder

IRxy=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xli y
ljk ) (B1).

ii. Zjk ∈ Ddic
∞ . Au voisinage du point P i

jk
, G est équivalent à 1

xliy
ljk

. D a pour

équation xy = 0 et F−1(c) a pour équation x = 0. Il faudra alors regarder

IRx=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xliy
ljk ) (B2).
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iii. Zjk ∈ Dc
dic. Au voisinage du point P i

jk
, G est équivalent à 1

xli
. D a pour

équation x = 0 ou xy = 0 et F−1(c) a pour équation xy = 0. Il faudra alors

regarder IRxy=0(OC2 [ 1
x ]e

1

xli ) ou IRxy=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xli ) (A3).

iv. Zjk ∈ Ddic
dic. Au voisinage du point P i

jk
, G est équivalent à 1

xli
. D a pour

équation xy = 0 et F−1(c) a pour équation x = 0. Il faudra alors regarder

IRx=0(OC2 [ 1
xy ]e

1

xli ) (A4).

3. Calculons maintenant χ(RΓ( ∪
Zi∈Dc

∞

Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).

En utilisant le théorème de Mayer-Vietoris pour chaque composante irréductible de D c
∞

en partant toujours d’une composante irréductible en fin de branche, on obtient :

χ(RΓ( ∪
Zi∈Dc

∞

Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) =
∑

Zi∈Dc
∞

χ(RΓ(Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an))

−
∑

Si
j

χ(RΓ(P i
j , IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)),

où Sij est le segment de l’arbre liant les sommets associés à Zi et Zj de Dc
∞ et P ij est le

point d’intersection de Zi et Zj.

Or d’après le corollaire 3.3.10 (B1) et le point 2.(b)i.,

χ(RΓ(P ij , IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = χ((IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)P i
j
)

= 0

D’où :

χ(RΓ( ∪
Zi∈Dc

∞

Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) =
∑

Zi∈Dc
∞

χ(RΓ(Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)).

Il reste donc à montrer que pour Zi ∈ Dc
∞,

χ(RΓ(Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = (2 − ni)li.

Soit U1, . . . , Uni
des ouverts de Zi tel que :

(a) Uk boule ouverte dans Zi de centre Pk et de rayon suffisamment petit.

(b) Les Uk sont disjoints deux à deux.

(c) On a les écritures locales sur chaque Uk de 2.(b).

(d) Comme (IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)|Uk
est un complexe constructible, on choisit Uk

suffisamment petit pour que

RΓ(Uk, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an|Uk
) = (IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)Pk

(c.f. corollaire I.4.17 de [32]).

Notons U la réunion disjointe des Ui et V l’adhérence du complémentaire dans P1 de
boules de centre Pk incluses dans Ui. On a alors U ∩V réunion disjointe de ni couronnes
ouvertes. Alors :
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– Comme IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an|V est un système local de rang li (c.f. 2.(a)) et que

χ(V ) = (2 − ni), on a χ(RΓ(V, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = (2 − ni)li.

– Comme IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an|U∩V est un système local de rang li et que χ(U∩V ) = 0,

on a χ(RΓ(U ∩ V, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = 0.
–

χ(RΓ(U, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) =
∑ni

k=1 χ(RΓ(Ui, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an|Ui
))

=
∑ni

k=1 χ((IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)Pi
).

Or d’après les écritures locales de 2.(b) et les corollaires 3.3.10 (B1), 3.3.12 (B2),
3.3.6 (A3) et 3.3.8 (A4),

χ((IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)Pi
) = 0.

Donc

χ(RΓ(U, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = 0.

Par le théorème de Mayer-Vietoris, on a alors :

χ(RΓ(Zi, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an)) = χ(RΓ(U, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an))

+χ(RΓ(V, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an))

−χ(RΓ(U ∩ V, IRF−1(c)(OX[∗D]eG)an))

= (2 − ni)li.

�

REMARQUE 5.4.6. On peut vérifier que la formule obtenue ne dépend pas de la résolution
à l’infini choisie pour f et g. Il suffit de remarquer qu’elle reste inchangée si on effectue un
éclatement supplémentaire. Si à la suite de cet éclatement, on fait apparâıtre une composante
irréductible Z de Dc

∞ :

– soit Z est représentée à la fin d’une branche, sur la réunion d’arbre associé à c et à
la nouvelle résolution à l’infini. Alors la multiplicité de G−1(∞) sur Z est la même
que sur la composante irréductible de Dc

∞ liée à Z. On montre alors que la formule ne
change pas.

– Soit Z s’intercale entre deux composantes de Dc
∞ et alors on doit ajouter à la formule

(2 − 2)lZ = 0. La formule reste donc encore inchangée.

Cette remarque est en principe superflu, mais cet argument sera utilisé dans la démonstration
du lemme 6.3.6.

COROLLAIRE 5.4.7. Soit c ∈ P1. Si la réunion d’arbre associé à c et à une résolution à
l’infini de f et g est une réunion de bambou, on a :

(IRc(j+f+(OC2eg)))c = 0.

EXEMPLE :

1. (Polynôme de Broughton) f(x, y) = x et g(x, y) = (xy + 1)y. On a ∆ = {0,∞}.

70



– arbre associé à c = 0 :

�

DD
DD

DD
DD

�

zz
zz

zz
zz

(•, 1)

◦
– arbre associé à c = ∞ :

�

(•, 1) ◦

(•, 3)

|||||||||

On a ainsi :

dim ((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) =





0 pour c 6= 0,∞
(2 − 2)3 + (2 − 2)1 = 0 pour c = ∞
(3 − 2)1 = 1 pour c = 0.

2. f(x, y) = x et g(x, y) = yd + ad−1(x)y
d−1 + . . . + a0(x). On a alors ∆ = {∞}.

Ainsi, f+(OC2eg) est régulier sauf éventuellement à l’infini. On ne peut rien dire sur
l’irrégularité de j+f+(OC2eg) à l’infini dans cet exemple. Plus généralement, on a :

COROLLAIRE 5.4.8. Si f est lisse et que les points d’indétermination de g sont
disjoints de ceux de f , f+(OC2eg) est régulier sauf éventuellement à l’infini.

En effet, ∆ est inclus dans l’ensemble des c tel que :
– c = ∞.
– c valeurs atypiques pour f . Dans notre cas, il n’y en a pas.
– Les c ∈ C tel que f(P ) = c avec g indéterminée au point P et P ∈ Z avec Z ∈
DF

0 ∪DF
c . Or dans notre cas, aucune de ces valeurs ne peut apparaitre car les points

d’indétermination de f et de g sont disjoints.

3. Si f(x, y) = x et g(x, y) = xα(ad(x)y
d + . . . + a0(x)), avec ad(0) 6= 0 on aura g̃(x : y :

z) =
xα(ad( x

z
)yd+...+a0( x

z
)zd)

zα+d et ainsi, dans la carte y = 1, g̃(x, z) =
xα(ad( x

z
)+...+a0( x

z
)zd)

zα+d .
On regarde alors le résultat de l’éclatement π de (x, z) = (0, 0) dans la deuxième carte.

Posons π(u, z) = (uz, z). On a alors g̃ ◦ π(u, z) = uα(ad(u)+...+a0(u)zd)
zd = uα∗h(u,z)

zd avec
h(u, z) unité au voisinage de (0, 0). L’arbre de résolution d’une telle fraction rationnelle
est un bambou. Ainsi, f+(OC2eg) est régulier en 0.

4. f(x, y) = (x− 1)y et g(x, y) = (x2 − 1)y. On a ∆ = {0,∞}.
– arbre associé à c = 0 :

�

◦
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– arbre associé à c = ∞ :

�

DD
DD

DD
DD

� ◦

(•, 1) (•, 2)

wwwwwwww

(•, 3)
On a ainsi :

dim ((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) =





0 pour c 6= 0,∞
0 pour c = 0
(3 − 2) ∗ 1 = 1 pour c = ∞.

5.5 Traduction du résultat en terme géométrique.

5.5.1 Introduction.

On suppose toujours que f et g sont deux polynômes à deux variables algébriquement
indépendants. Nous allons commencer par donner un théorème de fibration pour tout c ∈ P1.
Il s’agit d’une version locale de la fibration de Milnor pour g. Pour η1 suffisamment petit et
R suffisamment grand,

g : f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(|ρ| > R) → {|ρ| > R}

est une fibration lisse localement triviale. La caractéristique d’Euler de la fibre générique est
l’opposé de la dimension de la cohomologie du complexe d’irrégularité en c calculée dans le
paragraphe précédent.

Nous étudierons ensuite la topologie de cette fibre. Le cas où c est à distance fini (c ∈ C)
et le cas où c vaut l’infini diffèrent. Considérons une résolution à l’infini de f et g :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j

��
X

F // P1 X
G // P1.

On note D = X \ i(C2). L’existence de composantes irréductibles dicritiques pour F et G
augmente la dimension de l’irrégularité à l’infini. Ils n’ont aucun effet sur l’irrégularité à
distance fini. Ce phénomène est lié au fait que la fibre générique F −1(D(c, η1)

∗) ∩ G−1(ρ),
pour c ∈ C, ne rencontre pas D, ou encore que F−1(D(c, η1))∩G−1(ρ) coupe uniquement des
composantes irréductibles de D dicritiques pour G sur lesquelles F est constante et vaut c.
Dans le cas à l’infini, la fibre F−1(D(∞, η1))∩G−1(ρ) coupe des composantes irréductibles de
D dicritique pour G sur lesquelles F est constante et vaut l’infini mais aussi des composantes
irréductibles de D dicritiques pour F et G.

Voici le résultat obtenu dans le cas à distance fini (c ∈ C). Notons Γ la courbe polaire
de f et g et ∆ la courbe discriminante (image de Γ par (f, g)), comptée avec sa multiplicité.
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Notons ∆ \ ({c} × C) l’adhérence de Zariski de ∆ \ {c} × C dans P1 × P1. On démontrera
que la dimension cherchée est la multiplicité d’intersection de ∆ \ ({c} × C) avec P1 × {∞}
au point (c,∞).

Dans le cas où c = ∞, notons Γ
′

la courbe polaire de F et G et ∆̃ la trace dans C2 de la
courbe discriminante de F et G (image par (F,G) de Γ

′

) comptée avec multiplicité. Notons
∆2 la trace dans C2 de l’image par (F,G) de D comptée avec multiplicité. On démontrera
alors que la dimension de l’irrégularité à l’infini est la multiplicité d’intersection en (∞,∞)
de l’adhérence de Zariski de ∆̃ ∪ ∆2 dans P1 × P1 avec P1 × {∞}. Il faut remarquer que
certaines branches de ∆2 et de ∆̃ peuvent être communes. Dans ce cas, on les compte avec
les multiplicités adéquates.

c ∈ C c = ∞

1
{c}x P

  

∆

P  x1
{ }8

  

∆

∆2

P
1
x{ 8 }

{ 8 }x P
1

~

5.5.2 Lemme différenciant le cas à distance fini du cas à l’infini.

LEMME 5.5.1. Pour c ∈ C, η1 suffisamment petit et R suffisamment grand, on a :

∀|ρ| > R, (F−1(D(c, η1)
∗) ∩G−1(ρ)) ∩D = ∅.

Démonstration
On sait que Dc

′

6= ∅ pour un nombre fini de c
′ ∈ P1. Choisissons η1 suffisamment petit tel

que pour tout c
′ ∈ D(c, η1)

∗ et tout Z composante irréductible de D, F|Z 6≡ c
′

. Si il existe
P ∈ F−1(D(c, η1)

∗)∩D, alors P est sur une composante irréductible Z de D dicritique pour
F .

De même, choisissons R suffisamment grand tel que pour tout |ρ| > R et tout Z compo-
sante irréductible de D, G|Z 6≡ ρ. Si il existe P ∈ G−1(ρ)∩D, alors P est sur une composante

irréductible Z
′

de D dicritique pour G.
Montrons alors que si P ∈ (F−1(D(c, η1)

∗)∩G−1(ρ))∩D alors P est dans une composante
irréductible de D dicritique pour F et G. Il suffit de montrer, avec les notations précédentes,
que Z = Z

′

. Supposons Z 6= Z
′

. Alors P est le point d’intersection de Z et Z
′

. Comme G|Z 6≡
ρ, on a nécéssairement Z dicritique pour G. On aurait alors deux composantes irréductibles
de D dicritiques pour G d’intersection non vide. Comme D∞ est connexe, ceci est impossible.
Ainsi, si P ∈ (F−1(D(c, η1)

∗) ∩G−1(ρ)) ∩D alors P est sur une composante irréductible de
D dicritique pour F et G.

Il reste donc à montrer que pour toute composante irréductible Z de D dicritique pour
F et G (en nombre fini), pour η1 suffisamment petit et pour R suffisamment grand, on a :

∀|ρ| > R, (F−1(D(c, η1)
∗) ∩G−1(ρ)) ∩ Z = ∅.

Raisonnons par l’absurde. Fixons η1 et supposons que pour tout R > 0, il existe ρ, |ρ| > R tel
que (F−1(D(c, η1)

∗) ∩G−1(ρ)) ∩ Z 6= ∅. On peut alors construire une suite (xn)n∈N∗ dans Z
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telle que 0 < |F (xn)− c| < η1 et G(xn) = ρn, avec limn→∞ |ρn| = ∞. Comme Z est compact,
il existe alors un point d’accumulation aη1 ∈ Z tel que 0 < |F (aη1) − c| < η1 et G(aη1) = ∞.
On a donc une suite (a 1

n
)n∈N dans Z telle que 0 < |F (a 1

n
) − c| < 1

n et G(a 1

n
) = ∞. Par

compacité, il existe un a ∈ Z tel que F (a) = c et G(a) = ∞.
Z est dicritique pour G et G(a) = ∞. Comme D∞ 6= ∅ et que ∪

Z∈D∞

Z est connexe, a est

le point d’intersection de Z avec une composante irréductible dans D∞.
Comme Z est dicritique pour F est F (a) = c, il existe a

′ ∈ Z \ {a} tel que F (a
′

) = ∞ et
F|Z 6≡ ∞.

On a alors une contradiction car Z
Z∈D∞∪D∞

est connexe.

�

5.5.3 Un théorème de fibration.

Nous allons définir une fibration lisse localement triviale puis nous montrerons que la
caractéristique d’Euler de la fibre est l’opposé de la dimension de (IR0

c(j+f+(OC2eg)))c.

Théorème de fibration.

Commençons par définir la fibration lisse localement triviale.
Soit une résolution à l’infini de f et g comme dans le paragraphe 4.2.2 :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j

��
X

F // P1 , X
G // P1.

On note D = X \ i(C2). On considère l’application Φ = (F,G) : X → P1 × P1. Soit Γ
′

la
courbe polaire de F et G (J(F,G) = 0). Notons ∆

′

= Φ(Γ
′

).

C2 (f,g)→ C2

∩ ∩
X

Φ→ P1 × P1

∪ ∪
Γ

′

∆
′

Comme f et g sont algébriquement indépendants, ∆
′

est une courbe dans P1 × P1.

Soit c ∈ P1. L’inclusion j : C → P1 permet d’identifier P1 à C ∪ {∞}. Dans la suite, si
c ∈ C ⊂ P1, nous noterons D(c, η1) le disque ouvert de centre c et de rayon η1 dans C ⊂ P1.
Nous noterons également D(∞, η1) = {z ∈ C | |z| > 1

η1
} ∪ {∞}. Pour c ∈ P1, on posera

D(c, η1)
∗ = D(c, η1) \ {c}.

LEMME 5.5.2. 1. Il existe η1 suffisamment petit et η2 suffisamment petit devant η1, tels
que pour tout ρ ∈ D(∞, η2)

∗, G−1(ρ) est transverse au bord de F−1(D(c, η1)).

2. Il existe η2 suffisamment petit tel que pour tout ρ ∈ D(∞, η2)
∗, G−1(ρ) est transverse

à F−1(c).
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Démonstration

1. Il suffit de montrer qu’il existe η1 suffisamment petit et η2 suffisamment petit devant η1

tels que pour tout ρ, 0 < |ρ| ≤ η2, G
−1(ρ) est transverse à F−1(S(c, η1)), où S(c, η1) =

{z ∈ C : |z − c| = η1}. Raisonnons par l’absurde.

Remarquons tout d’abord que ∆
′ \ (P1 ×{∞}) est une courbe et que son adhérence de

Zariski rencontre P1 × {∞} en des points isolés. Nous noterons ∆′ \ (P1 × {∞}) cette
adhérence de Zariski.

Fixons un η1 tel que pour tout η2, il existe un ρ, |ρ| > 1
η1

tel que G−1(ρ) n’est pas

transverse à F−1(S(c, η1)). Alors, il existe c
′

= c + η1e
iα ∈ S(c, η1), G

−1(ρ) n’est pas
transverse à F−1(c

′

). Il existe alors une suite de points (xn)n∈N∗ telle que |G(xn)| > n,
F (xn) = c+ η1e

iα et (F (xn), G(xn)) ∈ ∆
′ \ (P1 × {∞}). Comme P1 × P1 est compact

(c + η1e
iα,∞) ∈ ∆′ \ (P1 × {∞}). Or ceci est impossible pour η1 suffisamment petit

puisque ∆′ \ (P1 × {∞}) rencontre P1 × {∞} en des points isolés.

2. Soit H−1(0) une équation réduite de F−1(c) au voisinage des points de F−1(c) ∩ D.
Alors, H−1(0) est à singularité isolée. On choisit η2 suffisamment petit pour que quelque
soit ρ ∈ B(∞, η2)

∗, G−1(ρ) ∩H−1(0) évite le lieu singulier de H. Il faut alors montrer
qu’il existe un η2 suffisamment petit tel que pour tout ρ ∈ B(∞, η2)

∗, G−1(ρ) est
transverse à H−1(0). Raisonnons par l’absurde. Supposons que pour tout η2, il existe
ρ ∈ B(∞, η2)

∗, tel que G−1(ρ) n’est pas transverse à H−1(0). Alors il existe une suite
(xn)n∈N telle que |G(xn)| > 1

n , H(xn) = 0 et J(H,G)(xn) = 0. Posons :

Γ = {x ∈ X : J(H,G)(x) = 0}
V = {x ∈ X : | 1

G(x) | > 0 et H(x) = 0}

D’après ce qui précède, il existe a ∈ Γ ∩ V , avec G(a) = ∞. D’après le lemme des petits
chemins, il existe un chemin différentiable p : [0, ε[→ X tel que p(0) = a et pour tout
t ∈]0, ε[, p(t) ∈ Γ ∩ V . Or J(H,G)(p(t)) = 0 et le fait que pour tout ρ suffisamment
grand, G−1(ρ) ∩H−1(0) évite le lieu singulier de H nous donne :

d

dt
G(p(t)) = λ(t)

d

dt
H(p(t)), avec pour tout t, λ(t) ∈ C.

Comme H(p(t)) = 0, on obtient G(p(t)) est constant. De plus, G(p(0)) = ∞ et pour
t ∈]0, ε[, G(p(t)) 6= ∞. On a donc une contradiction.

�

PROPOSITION 5.5.3. Pour c ∈ P1, il existe η1 suffisamment petit et R suffisamment
grand tels que :

g : f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1({|ρ| > R}) → {|ρ| > R}

est une fibration lisse localement triviale.

Démonstration
Supposons c ∈ P1. Pour η1 suffisamment petit et R suffisamment grand, on a :

– G : F−1(D(c, η1)) ∩G−1(|ρ| > R) → {|ρ| > R} est une submersion propre.
– Pour tout ρ, |ρ| > R, G−1(ρ) est transverse au bord de F−1(D(c, η1)) et à F−1(c).
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Donc
G : F−1(D(c, η1)

∗) ∩G−1(|ρ| > R) → {|ρ| > R}
est une fibration lisse localement triviale.

1. Si c ∈ C. Il suffit alors de montrer que pour |ρ| > R :

f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ) = F−1(D(c, η1)

∗) ∩G−1(ρ).

Pour cela, on utilise le lemme 5.5.1.

2. Pour c = ∞, on peut avoir une composante irréductible de D qui est à la fois dicritique
pour F et G. F−1(D(∞, η1)

∗) ∩ G−1(ρ) ne sera alors pas dans i(C2). Des points des
diviseurs doublement dicritiques peuvent être dans F −1(D(∞, η1)

∗) ∩ G−1(ρ) et dans
D. Cependant, G−1(ρ) est transverse aux diviseurs dicritiques pour |ρ| suffisamment
grand. On a donc g : f−1(D(∞, η1)

∗) ∩ g−1({|ρ| > R}) → {|ρ| > R} est une fibration
lisse localement triviale.

�

Lien entre complexe d’irrégularité et caractéristique d’Euler de la fibre.

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.5.4. Pour tout c ∈ P1, la caractéristique d’Euler de la fibre de la fibra-
tion localement triviale précédente (c.f. proposition 5.5.3) est égale à l’opposé de la dimension
de l’espace vectoriel (IR0

c(j+f+(OC2eg)))c.

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −dim(IR0

c(j+f+(OC2eg)))c.

Démonstration
On rappelle que Dc

∞ est l’ensemble des composantes irréductibles de D sur lesquelles G prend
la valeur ∞ et F , la valeur c. Pour chaque Zi ∈ Dc

∞, on a défini li la multiplicité de G−1(∞)
le long de Zi et ni le nombre de composantes irréductibles de D et de transformées strictes
de F−1(c) intersectant Zi. D’après le théorème 5.4.5,

dim (IRc(j+f+(OC2eg)))c =
∑

Zi∈Dc
∞

(ni − 2)li.

Avec les notations de la proposition 5.5.3, il faut montrer, pour |ρ| suffisamment grand,

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) =

∑

Zi∈Dc
∞

(2 − ni)li.

Soit P1, . . . , Ps les points d’intersection de F−1(D(c, η1))∩G−1(ρ) avec D. Comme |ρ| est suf-
fisamment grand, ils correspondent aux points d’intersection de G−1(ρ) avec des composantes
dicritiques pourG. On a ainsi f−1(D(c, η1)

∗)∩g−1(ρ) = F−1(D(c, η1))∩G−1(ρ)\{P1, . . . , Ps}.
On va maintenant calculer la caractéristique d’Euler de F −1(D(c, η1))∩G−1(ρ)\{P1, . . . , Ps}.

Première étape

NotonsW1, . . . ,Wk les composantes connexes de F−1(D(c, η1)). LesWj sont des voisinages
compacts des composantes connexes de F−1(c).
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Le cas t ∈ C.

W

W
1

2

dicritique pour F

dicritique pour F

Le cas t = ∞.

OO
O

W1

dicritique pour F
dicritique pour F 

et G

Deuxième étape
On va maintenant construire un voisinage de G−1(∞) ∩Wj.
– Si ∞ /∈ G(Wj), G(Wj) est un compact de P1 ne contenant pas ∞. Donc pour |ρ|

suffisamment grand, G−1(ρ)∩Wj = ∅. De plus, il n’y a pas de composantes irréductibles
de Dc

∞ incluse dans Wj. Ce voisinage ne changera donc pas la formule à démontrer.
– Si ∞ ∈ G(Wj), on considère un η2 suffisamment petit pour que la proposition 5.5.3 soit

vérifiée avec R = 1
η2

.

• G−1(∞) est la réunion des composantes irréductibles de D∞. Il n’y a pas de trans-
formée stricte.

Si Z ∈ D∞ et F|Z = c, on aura Z ⊂ F−1(c) et donc Z ∩ ∂Wj = ∅.
Si Z ∈ D∞ et F|Z est constant et différent de c, quitte à choisir η1 suffisamment
petit, on aura Z ∩Wj = ∅ et donc Z ∩ ∂Wj = ∅.
Si Z ∈ D∞ et Z est dicritique pour F , il y a des points d’intersections. Mais quitte
à choisir η1 suffisamment petit, on peut supposer que G−1(∞) est transverse à
F−1({|z| = η1}) (c.f. proposition 4.2.2). Il suffit d’éviter les valeurs c

′ 6= c telle
qu’il existe une composante irréductible de D sur laquelle F vaut c

′

).
• On choisit alors η2 suffisamment petit tel que pour tout ρ ∈ B(∞, η2), G

−1(ρ) ne
rencontre le bord de Wj qu’au voisinage d’un diviseur dicritique de F relié à Dc

∞. Un
tel η2 existe par compacité de Wj et par le point précédent. On a vu alors dans le
lemme 5.5.2 que pour tout ρ ∈ D(∞, η2)\{∞}, G−1(ρ) est transverse à F−1(S(c, η1)).
On aura donc la transversalité de G−1(ρ) avec ∂Wj.
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Pour t ∈ C.

W

W
1

2

dicritique pour F

dicritique pour F

dicritique pour G

Pour t = ∞.

OO
O

W1

dicritique pour F
dicritique pour F 

et G

Troisième étape

On va maintenant calculer la caractéristique d’Euler de G−1(ρ) \ {P1, . . . , Ps}∩Wj . Dans
la suite, nous noterons Gj := G−1(ρ) \ {P1, . . . , Ps} ∩ Wj. On peut alors démontrer que
G−1(D(∞, η2)) ∩Wj est homéomorphe à un voisinage tubulaire construit par plombage au
dessus de G−1(∞) ∩Wj (c.f. [6]).

REMARQUE 5.5.5. On sait que G−1(D(∞, η2)) est homéomorphe à un voisinage tubulaire
construit par plombage au dessus de G−1(∞). Remarquons qu’une composante irréductible de
G−1(∞)∩Wj est dans Dc

∞ ou est une partie d’une composante irréductible de Ddic
∞ intersec-

tant le bord de Wj.

1. Si U est une composante élémentaire du voisinage tubulaire construit par plombage
au dessus de G−1(∞) au dessus d’une composante irréductible de Dc

∞, on utilisera
l’homéomorphisme entre ce voisinage tubulaire et G−1(D(∞, η2)).

2. Par contre, pour chaque U composante élémentaire du voisinage tubulaire construit par
plombage au dessus d’une partie Y ' D∗ d’une composante irréductible de Ddic

∞ inter-
sectant le bord de Wj, on sait que pour tout ρ ∈ D(∞, η2)

∗, G−1(ρ) est un revêtement
de degré l et que G−1(ρ) est transverse au bord de Wj.
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F−c < η
1

G >
1
η

2

U U

On peut donc déformer cette composante élémentaire U pour obtenir un homéomor-
phisme d’un voisinage tubulaire construit par plombage au dessus de G−1(∞)∩Wj avec
G−1(D(∞, η2)) ∩Wj.

Les composantes irréductibles de G−1(∞)∩Wj sont celles de Dc
∞ et une partie des com-

posantes dicritiques pour F attachée à Dj . On est donc ramené à calculer la caractéristique
d’Euler de l’intersection de Gj avec chaque composante élémentaire U de ce plombage.

1. Si U est un fibré en disques de base une sphère privée de ni points (correspond à
une composante de Dc

∞ privée des points d’intersection avec les autres composantes de
D et les transformées strictes de F−1(c)), Gj ∩ U est un revêtement à li feuillets. Sa
caractéristique d’Euler est donc li(2 − ni).

2. Si U est un polycylindre de “coin” (correspond à l’intersection de deux composantes de
Dc
∞ ∪Ddic

∞ ), Gj ∩ U est un entrelacs et donc sa caractéristique d’Euler est nulle.

3. Si U est un fibré en disque de base un disque épointé (correspond à un voisinage d’un
des Pi dans une composante irréductibles dansDc

∞), Gj∩U est un revêtement au dessus
d’un disque épointé et donc, sa caractéristique d’Euler est nulle.

En utilisant le théorème de Mayer-Vietoris, on a alors :

χ(Gj) =
∑

Zi∈Dc
∞∩Dj

li(2 − ni).

Ainsi :

χ(F−1(D(c, η1)) ∩G−1(ρ) \ {P1, . . . , Ps}) =
∑

Zi∈Dc
∞

li(2 − ni).

On a finalement :

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −dim(IRc(j+f+(OC2eg)))c.

�
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5.5.4 Interprétation géométrique en terme de courbes polaires.

On va maintenant lier la caractéristique d’Euler de la fibre f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ) avec

certaines multiplicités d’intersection. Considérons une résolution à l’infini de f et g :

C2
f //

i

��

C

j

��

C2
g //

i

��

C

j

��
X

F // P1 , X
G // P1.

On note D = X \ i(C2). Nous allons maintenant étudier l’application (F,G) : X → P1 × P1.

Etude topologique.

On note J(F,G) le déterminant Jacobien de F et G. On note Γ
′

, la courbe polaire de F
et G (i.e. les zeros du déterminant Jacobien J(F,G)) et ∆

′

la courbe discriminante, c’est-à-
dire l’image de la courbe polaire de F et G par (F,G). Comme F et G sont algébriquement
indépendants, ∆

′

est une courbe de P1×P1. Notons W le complémentaire de ∆
′

dans P1×P1.
Par propreté de (F,G), on sait alors que (F,G) : (F,G)−1(W ) → W est un revêtement de
degré k. Notons alors U = (W \ (F,G)(D)) ∩ C2 = C2 \ ((∆

′ ∪ (F,G)(D)) ∩ C2). On a alors
le diagramme suivant :

(F,G)−1(W )
(F,G)−→ W

∪ ∪
(f, g)−1(U)

(f,g)−→ U

et ces deux applications sont des revêtements de degré k. Dans la suite, nous noterons
– Γ la courbe polaire de f et g dans C2, i.e. Γ = {(x, y) ∈ C2 | J(f, g)(x, y) = 0}.
– ∆ = (f, g)(Γ) la courbe discriminante de f et g.
– ∆̃ = ∆

′ ∩ C2 la trace dans C2 de la courbe discriminante de F et G.
– ∆2 = (F,G)(D) ∩ C2.

Fixons c ∈ P1. Soit η1 suffisamment petit et ρ en module suffisamment grand pour être dans
les conditions de la fibration 5.5.3 du paragraphe précédent. On veut calculer la caractéristique
d’Euler de la fibre f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ). Notons :

∆c,ρ = (∆̃ ∪ ∆2) ∩ (D(c, η1)
∗) × {ρ}.

Nous montrerons que dans le cas à distance finie, on a ∆c,ρ = ∆ ∩ (D(c, η1)
∗ × {ρ}).

c ∈ C c = ∞

1
{c}x P

  

∆

P  x1
{ }8

  

∆

∆2

P
1
x{ 8 }

{ 8 }x P
1

~

D’après ce qui précède,

(f, g) : (f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) \ (f, g)−1(∆c,ρ) → (D(c, η1)

∗ × {ρ}) \ ∆c,ρ

est un revêtement de degré k.
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Le cas à distance fini.

Supposons c ∈ C. On a alors le lemme suivant :

LEMME 5.5.6. Pour η1 suffisamment petit et |ρ| suffisamment grand,

∆c,ρ = ∆ ∩ (D(c, η1)
∗ × {ρ}).

Démonstration

1. Montrons tout d’abord que ∆2∩ (D(c, η1)
∗)×{ρ} = ∅. On a déja montré dans le lemme

5.5.1 que F−1(D(c, η1)
∗) ∩ G−1(ρ) ne rencontre pas D. En appliquant (F,G), on a le

résultat.

2. Il reste donc à montrer que ∆̃ ∩ (D(c, η1)
∗ × {ρ}) = ∆ ∩ (D(c, η1)

∗ × {ρ}). D’après le
lemme 5.5.1, Γ

′ ∩(F,G)−1(D(c, η1)
∗×{ρ}) = Γ∩(f, g)−1(D(c, η1)

∗×{ρ}). Il suffit alors
d’appliquer (F,G) à cette égalité.

Ainsi, dans le cas à distance fini, ∆c,ρ = ∆ ∩ (D(c, η1)
∗ × {ρ}).

�

De plus, comme ∆ est une courbe, ∆c,ρ est un ensemble fini de points. Dans la suite, on
notera ∆c,ρ = {(c1, ρ), . . . , (cr, ρ)}.

On va alors démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.5.7. Soit c ∈ C. Notons ∆c,ρ = ∆ ∩ (D(c, η1)
∗ × {ρ}). La dimension

de (IR0
c(j+f+(OC2eg)))c est égale à la somme des multiplicités d’intersection de Γ et g−1(ρ)

aux points dans Γ ∩ (f, g)−1(∆c,ρ).

dimC(IR0
c(j+f+(OC2eg)))c =

∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆c,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ)).

Démonstration
D’après la proposition 5.5.4, il suffit de montrer le lemme suivant :

�

LEMME 5.5.8. La caractéristique d’Euler de f−1(D(c, η1)
∗)∩g−1(ρ) est égale à l’opposé de

la somme des multiplicités d’intersection de Γ et g−1(ρ) aux points dans Γ ∩ (f, g)−1(∆c,ρ).

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −

∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆c,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ)).

Démonstration

1. (f, g) : (f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) \ (f, g)−1(∆c,ρ) → (D(c, η1)

∗ × {ρ}) \ ∆c,ρ est un
revêtement de degré k. On a donc :

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ) \ (f, g)−1(∆c,ρ)) = kχ(D(c, η1) \ {c, c1, . . . , cr}) = −kr.
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2. Soit D1, . . . , Dr des disques disjoints dansD(c, η1)
∗ contenant respectivement c1, . . . , cr.

On cherche maintenant à calculer la caractéristique d’Euler de f−1(Di) ∩ g−1(ρ). On
concluera alors en remarquant que :

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = χ((f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ)) \ (f, g)−1(∆c,ρ))

+
∑

i

χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)).

f̃ : f−1(Di) ∩ g−1(ρ) → Di est un revêtement ramifié. Pour |ρ| suffisamment grand,
f−1(ci) ∩ g−1(ρ) est un nombre fini de points. Notons les P i

1, . . . P
i
si

.

LEMME 5.5.9.

χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)) = k −
∑

P i
j∈Γ

iP i
j
(Γ, g−1(ρ)).

Démonstration
On choisit η1 suffisamment petit et |ρ| suffisamment grand pour que au voisinage de
chaque P ij , j = 1, . . . , s, f−1(ci) et g−1(ρ) soient lisses. Au voisinage de P i

j , on peut
alors choisir des coordonnées (u, v) telles que :

– P ij soit de coordonnées (0, 0).
– g = ρ+ u.
– Notons alors kij = valv(f(0, v) − ci) ≥ 1. On peut alors écrire f − ci sous la forme

α(u, v)u+β(u, v)vk
i
j , avec β fonction holomorphe inversible. Quitte à refaire un chan-

gement de cordonnées, on peut donc supposer f(u, v) − ci = α(u, v)u + vk
i
j .

(a) Si P ij n’est pas sur la courbe polaire, on a ∂f
∂v (0, 0) 6= 0. On a alors kij = 1 et ainsi,

iP i
j
(f−1(ci), g

−1(ρ)) = 1. Donc P ij n’est pas un point de ramification de f̃ .

(b) Si P ij est un point de la courbe polaire, comme f−1(ci) est lisse au voisinage de P i
j ,

on peut démontrer que α est une fonction holomorphe inversible. Ainsi, dans des

coordonnées (u, v) au voisinage de P i
j , f = ci + α(u, v)u + vk

i
j , avec α inversible.

On a alors :

iP i
j
(f−1(ci), g

−1(ρ)) = valv(f(0, v) − ci) = kij.

P ij est donc un point de ramification de f̃ de degré kij .

Ainsi, χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)) = k −
∑

P i
j∈Γ

(kij − 1).

Il suffit alors de remarquer que iP i
j
(Γ, g−1(ρ)) = valv(

∂f
∂v (0, v)) = kij − 1. D’où :

χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)) = k −
∑

P i
j∈Γ

iP i
j
(Γ, g−1(ρ)).

�
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En utilisant ce lemme, on a alors :

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −

r∑

i=1

∑

P i
j∈Γ

iP i
j
(Γ, g−1(ρ))

= −
∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆c,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ)).

�

Le cas à l’infini.

La formule de l’irrégularité à l’infini est donnée par la formule suivante :

PROPOSITION 5.5.10. Notons ∆∞,ρ = (∆̃ ∪ ∆2) ∩ (D(∞, η1)
∗ × {ρ}). La dimension de

(IR0
∞(j+f+(OC2eg)))∞ est égale à la somme des multiplicités d’intersection de Γ et g−1(ρ)

aux points dans Γ ∩ (f, g)−1(∆∞,ρ) et de la somme des multiplicités d’intersection de Γ
′

et
de G−1(ρ) aux points dans (F,G)−1(∆∞,ρ) ∩D augmentées de 1.

dimC(IR0
∞(j+f+(OC2eg)))∞ =

∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ))

+
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
(iQ(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1).

Démonstration
D’après la proposition 5.5.4, il faut montrer le lemme suivant :

�

LEMME 5.5.11. La caractéristique d’Euler de f−1(D(∞, η1)
∗)∩g−1(ρ) est égale à l’opposé

de la somme des multiplicités d’intersection de Γ et g−1(ρ) aux points de Γ∩(f, g)−1(∆∞,ρ) et
de la somme des multiplicités d’intersection de Γ

′

et de G−1(ρ) aux points de (F,G)−1(∆∞,ρ)∩
D augmentées de 1.

χ(f−1(D(∞, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −

∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ))

−
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
(iQ(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1).

Démonstration
Comme ∆̃ ∪ ∆2 est une courbe, ∆∞,ρ est un ensemble fini de points. Dans la suite, nous
noterons ces points (c1, ρ), . . . , (cr, ρ).

1. (f, g) : (f−1(D(∞, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) \ (f, g)−1(∆∞,ρ) → (D(∞, η1)

∗ × {ρ}) \ ∆∞,ρ est un
revêtement de degré k. On a donc :

χ(f−1(D(∞, η1)
∗) ∩ g−1(ρ) \ (f, g)−1(∆∞,ρ)) = kχ(D(∞, η1) \ {∞, c1, . . . , cr}) = −kr.
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2. NotonsD1, . . . , Dr des disques disjoints dansD(∞, η1)
∗ contenant c1, . . . , cr. On cherche

maintenant à calculer la caractéristique d’Euler de f−1(Di)∩g−1(ρ). On concluera alors
en remarquant que :

χ(f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = χ((f−1(D(c, η1)

∗) ∩ g−1(ρ)) \ (f, g)−1(∆c,ρ))

+
∑

i

χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)).

Pour |ρ| suffisamment grand, f−1(ci) ∩ g−1(ρ) est un nombre fini de points. Notons
les P i1, . . . P

i
si

. Nous noterons alors Qi
1, . . . , Q

i
t les points de F−1(ci) ∩G−1(ρ) ∩D. On

remarque que {P i1, . . . , P is , Qi1, . . . , Qi
t} = F−1(ci) ∩G−1(ρ).

F̃ : F−1(Di) ∩G−1(ρ) → Di est un revêtement ramifié. Nous allons étudier F −1(Di) ∩
G−1(ρ) au voisinage des points P i

1, . . . , p
i
s, Q

i
1, . . . , Q

i
t et démontrer le lemme suivant :

LEMME 5.5.12.

χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)) = k −
∑

P i
j∈Γ

iP i
j
(Γ, g−1(ρ)) −

t∑

j=1

(iQi
j
(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1).

Démonstration
On choisit η1 suffisamment petit et |ρ| suffisamment grand pour que au voisinage de
chaque P ij , j = 1, . . . , s et chaque Qi

j, j = 1, . . . , t, f−1(ci) et g−1(ρ) soient lisses.

– En refaisant la même étude que dans le cas à distance fini, on montre que si P i
j ∈ Γ,

il est un point de ramification de F̃ de degré iP i
j
(Γ, g−1(ρ)) + 1 et que si P i

j /∈ Γ, ce

n’est pas un point de ramification de F̃ .
– De même, si Qi

j ∈ Γ
′

, il est un point de ramification de F̃ de degré iQi
j
(Γ

′

, G−1(ρ))+1

et que si Qi
j /∈ Γ

′

, ce n’est pas un point de ramification de F̃ .
On a ainsi :

χ(F−1(Di) ∩G−1(ρ)) = k −
∑

P i
j∈Γ

iP i
j
(Γ, g−1(ρ)) −

t∑

j=1

iQi
j
(Γ

′

, G−1(ρ)),

et

χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)) = χ(f−1(Di) ∩ g−1(ρ)) − χ({Qi
1, . . . , Q

i
t})

= k − ∑
P i

j∈Γ iP i
j
(Γ, g−1(ρ)) − ∑t

j=1(iQi
j
(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1).

�

En utilisant ce lemme, on a alors :

χ(f−1(D(∞, η1)
∗) ∩ g−1(ρ)) = −

r∑

i=1

(
∑

P i
j∈Γ

iP i
j
(Γ, g−1(ρ)) −

t∑

j=1

(iQi
j
(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1))

= −
∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ))

−
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
(iQ(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1).

�
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5.5.5 Interprétation géométrique en terme de courbes discriminantes.

Rappelons tout d’abord quelques notions sur le 0-ième idéal de Fitting d’un module
cohérent. Pour plus de détails, voir [38].

DEFINITION 5.5.13. Soit (X,OX ) un espace analytique complexe. Soit M un OX -module

cohérent. On considère une présentation de M : Op
X

ψ→ Oq
X → M → 0. On appelle 0-ième

idéal de Fitting, l’idéal engendré par les mineurs de ψ de taille q × q. On le note F0(M).

Cet idéal ne dépend pas de la présentation de M choisie (c.f. [39] page 5). On a de plus
une formule de changement de bases :

PROPOSITION 5.5.14 (Formule de changement de bases). Soit f : (Y,OY ) →
(X,OX ) un morphisme d’espaces analytiques complexes. Alors F0(f

∗M) = F0(M).OY .

Démonstration
Il suffit de remarquer que f ∗ est un foncteur exact à droite et que f ∗OX = OY . Ainsi,
si Op

X → Oq
X → M → 0 est une présentation de M, Op

Y → Oq
Y → f∗M → 0 est une

présentation de f ∗M.

�

DEFINITION 5.5.15. Soit f : (X,OX ) → (Y,OY ) un morphisme d’espaces analytiques
complexes. On appelle image de f au sens des idéaux de Fitting, la variété analytique complexe
dans Y définie par l’idéal F0(f∗(OX)).

Le cas à distance finie.

NOTATION 5.5.16. Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes :

– X = f−1(D(c, η1)
∗) ∩ g−1(|ρ| > R) ⊂ C2,

– Y = D(c, η1)
∗ × {|ρ| > R} ⊂ C2,

– on notera (Z1, Z2), les coordonnées canoniques sur P1 × P1,
– Xρ = X ∩ g−1(ρ), pour un ρ tel que |ρ| > R,
– Yρ = D(c, η1)

∗ × {ρ},
– Γ = {(x, y) ∈ X | J(f, g)(x, y) = 0},
– ∆ = (f, g)(Γ) image de φ2 : (Γ,OΓ) → (Y,OY ) au sens des idéaux de Fitting.

Considérons le diagramme suivant :

Xρ ∩ Γ � � //

φ1

��

Γ

φ2

��

� � // X

(f,g)

��
Yρ

� � α // Y
� � // Y

où φ1 et φ2 sont les restrictions de (f, g) à Xρ ∩ Γ et Γ. On peut alors calculer la dimension
de l’irrégularité en c de j+f+(OC2eg) comme étant la somme des multiplicités d’intersection
de ∆ (comptée avec multiplicité) et de Z2 − ρ pour un ρ de module suffisamment grand au
voisinage des points (c

′

, ρ), c
′

suffisamment proches et différents de c. Il suffit pour cela de
démontrer la proposition suivante :
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PROPOSITION 5.5.17. Pour ρ de module suffisamment grand et c
′ ∈ Yρ,

∑

P∈φ−1

1
(c′ ,ρ)

iP (Γ, Xρ) = dim
( OY

(F0(φ2∗OΓ) + (Z2 − ρ))

)
(c′ ,ρ)

Démonstration
∑

P∈φ−1

1
(c′ ,ρ)

iP (Γ, Xρ) =
∑

P∈φ−1

1
(c′ ,ρ)

dim
(
OΓ∩Xρ

)
P

= dim
(
φ1∗

(
OΓ∩Xρ

))
(c′ ,ρ)

= dim
( OYρ

F0(φ1∗(OΓ∩Xρ))

)
(c

′
,ρ)

La dernière égalité vient du fait que (OYρ)(c′ ,ρ) ' C{t} (c.f. [38] lemme 2 page 576). De plus,
on a le diagramme cartésien :

Xρ ∩ Γ � � //

φ1

��

Γ

φ2

��
Yρ

� � α // Y.

D’après la formule de changement de base, on a alors :

F0(φ1∗(OΓ∩Xρ)) = F0(α
∗φ2∗(OΓ)) = F0(φ2∗(OΓ)).OYρ .

On a ainsi :

∑

P∈φ−1

1
(c′ ,ρ)

iP (Γ, Xρ) = dim
( OYρ

F0(φ2∗(OΓ)).OYρ

)
(c′ ,ρ)

= dim
( OY

(F0(φ2∗OΓ))+(Z2−ρ))
)
(c′ ,ρ)

�

Dans la suite, nous noterons ∆ \ ({c} × C) l’adhérence de Zariski de ∆\({c}×C) (comptée
avec les multiplicités des idéaux de Fitting). En utilisant la proposition 5.5.7 liant la dimension
de l’irrégularité aux multiplicités d’intersection de Γ avec g−1(ρ), on obtient :

THEOREME 5.5.18. Pour c ∈ C,

dim(IR0
c(j+f+(OC2eg)))c = i(c,∞)(∆ \ ({c} × C),P1 × {∞}).

Démonstration
D’après le corollaire 5.5.7,

dim(IR0
c (j+f+(OC2eg)))c =

∑

P∈(f,g)−1(∆c,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ)).

D’après la proposition précédente, on a donc :

dim(IR0
c(j+f+(OC2eg)))c =

∑
(c′ ,ρ)∈∆c,ρ

i(c′ ,ρ)(∆,C × {ρ}) (c /∈ ∆c,ρ)

= i(c,∞)(∆ \ ({c} × C),P1 × {∞}).

�
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Le cas à l’infini.

Dans la suite, nous noterons :
– ∆

′

l’image par (F,G) de (Γ
′

,OΓ′ ) au sens des idéaux de Fitting.

– ∆̃ la trace dans C2 de ∆
′

.
– ∆̃ l’adhérence de Zariski dans P1 × P1 de ∆̃.
– ∆

′

2 l’image par (F,G) de (D,OD) au sens des idéaux de Fitting.
– ∆2 la trace de ∆

′

2 dans C2.
– ∆2 l’adhérence de Zariski de ∆2 dans P1 × P1.
En utilisant la proposition 5.5.10 liant la dimension de l’irrégularité à l’infini aux multi-

plicités d’intersection de Γ
′

avec G−1(ρ), on obtient :

THEOREME 5.5.19. Pour c = ∞,

dim(IR0
∞(j+f+(OC2eg)))∞ = i(∞,∞)(∆̃,P

1 × {∞}) + i(∞,∞)(∆2,P
1 × {∞}).

Démonstration
On rappelle que d’après la proposition 5.5.10, on a :

dimC(IR0
∞(j+f+(OC2eg)))∞ =

∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ))

+
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
(iQ(Γ

′

, G−1(ρ)) + 1).

1. On a :
∑

P∈Γ∩(f,g)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ, g−1(ρ)) +
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
iQ(Γ

′

, G−1(ρ)) =

∑

P∈Γ′∩(F,G)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ
′

, G−1(ρ))

En refaisant la démonstration de la proposition 5.5.17 avec Γ
′

et G−1(ρ), on montre
que :

∑

P∈Γ′∩(F,G)−1(∆∞,ρ)

iP (Γ
′

, G−1(ρ)) =
∑

(c′ ,ρ)∈∆∞,ρ

i(c′ ,ρ)(∆
′

,C × {ρ})

=
∑

(c
′
,ρ)∈∆∞,ρ

i(c′ ,ρ)(∆̃,C × {ρ})

= i(∞,∞)(∆̃,P
1 × {∞}).

2. Il reste donc à montrer que
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
1 = i(∞,∞)(∆2,P

1×{∞}). Comme G−1(ρ)

est lisse et transverse à D, on remarque que :
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
1 =

∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
iQ(D,G−1(ρ)).

On va réutiliser la méthode de la proposition 5.5.17 pour montrer que :
∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
iQ(D,G−1(ρ)) = i(∞,∞)(∆2,P

1 × {∞}).

87



NOTATION. Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes :

– X = F−1(D(∞, η1)
∗) ∩G−1(|ρ| > R) ⊂ X,

– Y = D(∞, η1)
∗ × {|ρ| > R} ⊂ C2,

– on notera (Z1, Z2), les coordonnées canoniques sur P1 × P1,
– Xρ = X ∩G−1(ρ) pour un ρ tel que |ρ| > R,
– Yρ = D(∞, η1)

∗ × {ρ},
– D̃ = D ∩X,
– ∆2 = (F,G)(D̃) image de φ2 : (D̃,OD̃) → (Y,OY ) au sens des idéaux de Fitting.

Considérons le diagramme suivant :

Xρ ∩ D̃ � � //

φ1

��

D̃

φ2

��

� � // X

(F,G)

��
Yρ

� � α // Y
� � // Y

où φ1 et φ2 sont les restrictions de (F,G) à Xρ ∩ D̃ et D̃. En refaisant la démonstration
de la proposition 5.5.17 avec D et G−1(ρ), on trouve finalement :

∑

Q∈(F,G)−1(∆∞,ρ)∩D
iQ(D,G−1(ρ)) =

∑

(c′ ,ρ)∈∆∞ρ

i(c′ ,ρ)(∆2,C × {ρ})

= i(∞,∞)(∆2,P
1 × {∞}).

�

5.5.6 Exemples.

Soit f et g deux polynômes algébriquement indépendants à deux variables. Ils définissent
une application (f, g) : C2 → C2. Dans la suite, on notera les coordonnées à la source (x, y) et
au but (X,Y ). Dans tout ces exemples, on étudie l’application (f, g). On calcule tout d’abord
la courbe Jacobienne Γ, puis la courbe discriminante ∆. On regarde alors au dessus de quel
ensemble, (f, g) est un revêtement. On peut ainsi déterminer ∆2. On ne peut pas savoir, en
général, si les points de cette courbe appartiennent à la courbe discriminante de F et G. Il
faudrait pour cela calculer ces applications. On donnera cependant un exemple où ce calcul
est possible.

1. f(x, y) = x et g(x, y) = (xy + 1)y.

Γ a pour équation 2xy + 1 = 0 et ∆ a pour équation 4XY + 1 = 0.

De plus, (f, g) est un revêtement de degré 2 au dessus de C2 privé de la courbe d’équation
4XY + 1 = 0 (on retrouve ici la courbe discriminante). Les points de ramification sont
de degré 1. On en conclut que ∆2 = ∅ et ainsi,

dim((IR0
c (j+f+(OC2eg)))c) =

{
0, si c 6= 0,

i(0,∞)(∆ \ {0} × C,P1 × {∞}) = 1, si c = 0.

2. f(x, y) = x2 et g(x, y) = (x2 − 1)y2.

Γ a pour équation 4x(x2 − 1)y = 0 et ∆ = {X = 0} ∪ {Y = 0} ∪ {(1, 0)}.
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De plus, (f, g) est un revêtement de degré 4 au dessus de C2 privé de la courbe d’équation
X(X − 1)Y = 0. Donc ∆̃ ∪ ∆2 ⊂ {X(X − 1)Y = 0} et ainsi,

dim((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) = 0.

f+(OC2eg) est régulier, y compris à l’infini.

3. f(x, y) = (x− 1)y et g(x, y) = (x2 − 1)y.

Γ a pour équation (x− 1)2y = 0 et ∆ = {(0, 0)}.
De plus, (f, g) est un revêtement de degré 1 au dessus de C2 privé de la courbe d’équation
X(Y − 2X) = 0. On a ainsi,

dim((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) =

{
0, si c 6= ∞,

i(∞,∞)(∆2,P
1 × {∞}) = 1, si c = ∞.

(∆2 a pour équation X(Y − 2X) = 0 et sa multiplicité ne peut être que 1 puisque le
degré du revêtement est 1).
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Chapitre 6

Calcul de l’irrégularité par
réduction à des projections.

6.1 Introduction.

Soit f et g deux polynômes à n variables. On se propose ici de calculer la caractéristique
d’Euler du germe en c du complexe d’irrégularité de f+(OCneg) en c, y compris à l’infini.
Dans le cas où f et g sont deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants,
le complexe d’irrégularité de f+(OC2eg) en c ∈ P1 est concentré en degré 0, à support c. On
calculera alors sa dimension.

On se ramène pour cela au calcul de l’irrégularité en c de l’image directe par p1 du
complexe (f, g)+(OCn) de DC2 -modules à cohomologies holonomes régulières tordu par ep2 ,
où p1 : C2 → C et p2 : C2 → C sont les deux projections.

Pour étudier l’irrégularité, on compactifie par rapport à la première variable et pour avoir
une image directe par une application propre, on compactifie par rapport à la deuxième
variable. On peut ainsi se ramener à l’image directe par π1 d’un complexe N • de DP1×P1-
modules à cohomologies holonomes et régulières tordu par eπ2 , où π1 : P1 × P1 → P1 et
π2 : P1 × P1 → P1 sont les deux projections. On démontrera alors que la caractéristique
d’Euler du complexe d’irrégularité en c ∈ P1 est liée aux cycles caractéristiques du complexe
N • au voisinage de (c,∞). Plus précisemment, si le cycle caractéristique de N • dans un
voisinage U = U1 × U2 ⊂ P1 × P1 de (c,∞) est de la forme :

mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

i

miT
∗
Zi
U,

où les Zi sont des germes de courbes irréductibles en (c,∞), distincts de U1 × {∞} et de
{c} × U2, on démontrera que la caractéristique d’Euler cherchée est égale à

∑

Zi

mii(c,∞)(Zi, U1 × {∞}),

où i(c,∞)(Zi, U1×{∞}) est la multiplicité d’intersection du germe de courbe Zi avec U1×{∞}
en (c,∞).

Si f et g sont deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants, on fera
alors une étude comparative des résultats obtenus dans les deux méthodes.
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6.2 Principe du calcul.

6.2.1 Réduction à des projections.

Notons p1 : C2 → C et p2 : C2 → C les deux projections. Pour étudier le complexe
f+(OCneg), on va commencer par se ramener à des projections.

PROPOSITION 6.2.1. f+(OCneg) = p1+(N •ep2), où N • = (f, g)+(OCn) est un complexe
de DC2-modules à cohomologies holonomes régulière, y compris à l’infini.

Démonstration
Considérons le diagramme commutatif :

Cn
φ=(f,g) //

f
''NNNNNNNNNNNNN C2

p1

��
C

Notons (x, y) les coordonnées sur C2. On a alors :

f+(OCneg) = p1+φ+(OCneg).

Or, on a le lemme suivant :

LEMME 6.2.2.
φ+(OCneg) = φ+(OCn)ep2 .

Démonstration
Soit M un DCn-module. Montrons que φ+(Meg) = φ+(M)ep2 . Dans notre cas, M = OCn .
D’après la proposition 2.2.14,

– φ+(Meg) = Rφ∗(Ω
n+•
Cn (Meg ⊗OCn DCn→C2)))(g).

– φ+(M)ep2 = (Rφ∗(Ω
n+•
Cn (M⊗OCn DCn→C2)))(g) ⊗O

C2
OC2ep2 .

1. Démontrons tout d’abord que :

Ψ : Ωn+•
Cn

(
Meg ⊗OCn DCn→C2

)
→ Ωn+•

Cn

(
M⊗OCn DCn→C2

)
⊗φ−1(O

C2 ) φ
−1(OC2ep2)

est un morphisme de complexes de φ−1(DC2)-modules à droite. Ψ est défini par :

Ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂
β
y ))) = (w ⊗ (m⊗ (1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β))) ⊗ ep2 .

Ψ est un morphisme de φ−1(DC2)-modules à droite :

ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx∂
β
y )).∂x) = ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂α+1

x ∂βy )))
= (w ⊗ (m⊗ 1 ⊗ ∂α+1

x (∂y − 1)β)) ⊗ ep2

= ((w ⊗ (m⊗ 1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β)) ⊗ ep2).∂x
= ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂

β
y ))).∂x

ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx∂
β
y )).∂y) = ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂

β+1
y )))

= (w ⊗ (m⊗ 1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β+1)) ⊗ ep2

= ((w ⊗ (m⊗ 1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β)) ⊗ ep2).∂y
= ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂

β
y ))).∂y
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Ψ est un morphisme de complexes :

Ψ(d(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂
β
y ))))

= Ψ(dw ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂
β
y )))

+
∑n

i=1 Ψ(dxi ∧ w ⊗ ∂xi
(meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂

β
y )))

= Ψ(dw ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂
β
y )))

+
∑n

i=1 Ψ(dxi ∧ w ⊗ (∂xi
m)eg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂

β
y ))

+
∑n

i=1 Ψ(dxi ∧ w ⊗meg ⊗ ( ∂f∂xi
⊗ ∂α+1

x ∂βy ))

+
∑n

i=1 Ψ(dxi ∧ w ⊗meg ⊗ ( ∂g∂xi
⊗ ∂αx (∂y + 1)∂βy ))

= (dw ⊗ (m⊗ (1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β))) ⊗ ep2

+
∑n

i=1(dxi ∧ w ⊗ ((∂xi
m) ⊗ (1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β))) ⊗ ep2

+
∑n

i=1(dxi ∧ w ⊗m⊗ ( ∂f∂xi
⊗ ∂α+1

x (∂y − 1)β)) ⊗ ep2

+
∑n

i=1(dxi ∧ w ⊗m⊗ ( ∂g∂xi
⊗ ∂αx ∂y(∂y − 1)β)) ⊗ ep2

= d((w ⊗ (m⊗ (1 ⊗ ∂αx (∂y − 1)β))) ⊗ ep2)

= d(Ψ(w ⊗ (meg ⊗ (1 ⊗ ∂αx ∂
β
y ))))

Par construction, Ψ est bijective.

2. On applique la formule de projection à l’isomorphisme précédent. On obtient alors :

Rφ∗(Ω
n+•

Cn (Meg ⊗OCn DCn→C2)) ' Rφ∗(Ω
n+•

Cn (M⊗OCn DCn→C2) ⊗φ−1(O
C2 ) φ

−1(OC2ep2))

' Rφ∗(Ω
n+•

Cn (M⊗OCn DCn→C2)) ⊗O
C2

OC2ep2 .

3. On a ainsi :

φ+(Meg) = (Rφ∗(Ω
n+•
Cn (Meg ⊗OCn DCn→C2)))(g)

= (Rφ∗(Ω
n+•
Cn (M⊗OCn DCn→C2)) ⊗O

C2
OC2ep2)(g)

= (Rφ∗(Ω
n+•
Cn (M⊗OCn DCn→C2)))(g) ⊗O

C2
OC2ep2

= φ+(M)ep2 .

�

Comme OCn est holonome régulier, φ+(OCn) est à cohomologies holonomes régulières y
compris à l’infini (c.f. [1] page 302). On est donc ramené à étudier l’irrégularité du complexe
p1+(φ+(OCn)ep2) avec p1 : C2 → C et p2 : C2 → C les deux projections et φ+(OCn) complexe
de DC2 -modules à cohomologies holonomes, régulières y compris à l’infini.

�

6.2.2 Réduction au cas d’une application propre.

On veut tout d’abord pouvoir étudier le complexe d’irrégularité de f+(OCneg) y compris
à l’infini. Par définition du complexe d’irrégularité dans le cas algébrique, il faut regarder le
complexe j+f+(OCneg), où j est l’inclusion de C dans P1. Soit le diagramme :

C2
p1 //

p
′

1 !!B
BB

BB
BB

B
C

j

��
P1.
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On a alors :
j+f+(OCneg) = j+p1+(φ+(OCn)ep2)

= p
′

1+(φ+(OCn)ep2).

On cherchera donc à calculer le complexe d’irrégularité en c ∈ P1 de p
′

1+(φ+(OCn)ep2).

Comme p
′

1 n’est pas propre, on va compactifier par rapport à la deuxième variable.

PROPOSITION 6.2.3. Soit π1 : P1 × P1 → P1 et π2 : P1 × P1 → P1 les deux projections.
Notons i : C2 → P1 × P1 et Z = P1 × P1 \ C2. On a alors :

j+f+(OCneg) = π1+(N •[∗Z]eπ2),

où N • = i+(f, g)+(OCn) est un complexe de DP1×P1-modules à cohomologies holonomes et
régulières.

Démonstration
Soit le diagramme commutatif :

C2 � � i //

p
′

1 ##H
HHHHHHHH P1 × P1

π1

��
P1.

On a alors : p
′

1+(φ+(OCn)ep2) = π1+(i+(φ+(OCn)ep2)). On a de plus la proposition :

LEMME 6.2.4.

i+(φ+(OCn)ep2) = i+(φ+(OCn))[∗Z]eπ2 .

avec π2 : P1 × P1 → P1 projection par rapport au deuxième facteur et Z = P1 × P1 \ C2.

Démonstration
Il suffit d’utiliser la proposition 2.4.6 à la situation :

C // P1

C2 i //

p2

OO

P1 × P1.

π2

OO

�

Ainsi, j+f+(OCneg) = π1+(i+φ+(OCn)[∗Z]eπ2). On pose alors N • = i+φ+(OCn). Comme
OCn est holonome et régulier, i+φ+(OCn) est à cohomologies holonomes et régulières.

�

6.2.3 Calcul de la caractéristique d’Euler du complexe d’irrégularité.

Soit j l’inclusion de C dans P1 ' C∪{∞}. Remarquons dans un premier temps que, dans
le cas à deux variables, avec f et g polynômes algébriquement indépendants, le complexe
d’irrégularité IRc(j+f+(OC2eg)) est concentré en degré 0 et à support {c} (c.f. proposition
4.3.2). Il s’agit donc d’un C-espace vectoriel. On calculera alors sa dimension. Dans le cas à
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n variables, n ≥ 3, on a affaire à un complexe de C-espaces vectoriels. On calculera alors sa
caractéristique d’Euler χ(IRc(j+f+(OCneg))c).

Grâce aux paragraphes précédents, on s’est ramené à l’étude du complexe d’irrégularité
en c ∈ C d’un complexe de DP1-modules du type : π1+(N •[∗Z]eπ2), où π1 : P1 × P1 → P1

et π2 : P1 × P1 → P1 sont les deux projections, N • est un complexe de DP1×P1-modules à
cohomologies holonomes et régulières et Z = P1×P1\C2. On va alors démontrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 6.2.5. Pour tout c ∈ P1,

χ(IRc(j+f+(OCneg))c) = −χ(IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2)(c,∞)).

Démonstration
Comme π1 est une application propre et N • est un complexe à cohomologies holonomes, on
a : (π1+(N •[∗Z]eπ2))an = πan1+(N •an[∗Z]eπ2) (c.f. proposition 2.2.19). Ainsi, pour c ∈ P1, on
a :

IRc(j+f+(OCneg)) = IRc(π1+(N •[∗Z]eπ2))
= IRc((π1+(N •[∗Z]eπ2))an)
= IRc(π

an
1+(N •an[∗Z]eπ2))

= Rπan1∗ (IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))[+1]

d’après le théorème 2.3.9 de commutation du foncteur irrégularité le long d’une hypersurface
et du foncteur image directe analytique par une application propre.

Nous allons donc étudier le complexe IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2).

LEMME 6.2.6. Pour tout c ∈ P1, IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2) est à support {(c,∞)}.

Démonstration
Cela vient du fait que N •an est à cohomologies régulières et que eπ2 est holomorphe à valeur
dans C sur {c} × C. Ainsi, pour tout x0 ∈ C, (IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))(c,x0) = 0.

�

On a ainsi :

IRc(j+f+(OCneg))c = Rπan1∗ (IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))c[+1]

= RΓ({c} × P1, IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))[+1]

= RΓ((c,∞), IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))[+1]

= (IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))(c,∞)[+1],

D’où :
χ((IRc(j+f+(OCneg)))c) = −χ((IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))(c,∞))

�

6.3 Lien entre cycle caractéristique et complexe d’irrégularité.

On veut calculer la caractéristique d’Euler du germe en (c,∞) du complexe d’irrégularité
IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2). Pour cela, on choisit des coordonnées locales (x, z) au voisinage de
(c,∞) telles que :
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– (c,∞) a pour coordonnées (0, 0),
– {c} × P1 a pour équation x = 0 au voisinage de (c,∞),
– P1 × {∞} a pour équation z = 0 au voisinage de (c,∞).

Dans ces coordonnées, π2 est égal à 1
z au voisinage de (c,∞). On est donc ramené au calcul de

la caractéristique d’Euler du germe en (0, 0) du complexe d’irrégularité IRx=0(M•[1z ]e
1

z ), où
M• un complexe de DC2 -modules analytiques à cohomologies holonomes et régulières. Nous
noterons le cycle caractéristique de M• au voisinage de (0, 0) par :

Cch(M•) = mT ∗C2C
2 +m

′

T ∗(0,0)C
2 +m

′′

T ∗x=0C
2 +m

′′′

T ∗z=0C
2 +

∑

i

miT
∗
Zi

C2,

avec Zi germes de courbes irréductibles en (0, 0), distincts de l’axe des x et de l’axe des z.

Notons i(M•) = χ(IRx=0(M•[1z ]e
1

z )(0,0)). On veut alors démontrer le résultat suivant :

THEOREME 6.3.1.
i(M•) = −

∑

i

mii(0,0)(Zi, z = 0).

Notons φ(Cch(M•)) = −∑
imii(0,0)(Zi, z = 0). φ est une application additive sur l’espace

des cycles lagrangiens. Démontrer le théorème revient à démontrer que le diagramme suivant
est commutatif :

Db
hr(DC2)

i //

Cch

((RRRRRRRRRRRRR
Z

{cycles lagrangiens}.
φ

77oooooooooooooo

On se ramène, par additivité, au cas d’un seul module M. Pour cela, il suffit de remarquer :

1. Cch(M•) =
∑

k

(−1)kCch(Hk(M•)) (c.f. définition 2.5.15).

2. i(M•) =
∑

k

(−1)ki(Hk(M•)) (c.f. proposition 2.6.3).

Nous allons donc démontrer le résultat dans les deux cas suivants :
– le lieu singulier de M au voisinage de (0, 0) est inclus dans xz = 0.
– le support de M au voisinage de (0, 0) n’est pas inclus dans z = 0.

6.3.1 Le cas où le lieu singulier du module est inclus dans xz = 0.

PROPOSITION 6.3.2. Si M est un DC2-module tel que son lieu singulier au voisinage de
(0, 0) est inclus dans xz = 0 (Cch(M) = mT ∗

C2C
2 +m

′

T ∗(0,0)C
2 +m

′′

T ∗x=0C2 +m
′′′

T ∗z=0C
2),

alors :
i(M) = 0.

Démonstration
Soit M un DC2 -module holonome régulier tel que son lieu singulier au voisinage de (0, 0) est in-

clus dans xz = 0. On veut montrer que i(M) = 0. Pour cela, montrons que IRx=0(M[1z ]e
1

z ) =
0. Comme M est régulier, ce complexe est à support (0, 0). Pour le germe en (0, 0), on utilise le

résultat local du théorème 3.3.3 (A2) du chapitre 3 qui nous donne IRx=0(M[1z ]e
1

z )(0,0) = 0.

�
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6.3.2 Le cas où le support du module n’est pas inclus dans z = 0.

PROPOSITION 6.3.3. Si M un DC2-module tel que, au voisinage de (0, 0), son support
n’est pas inclus dans z = 0. Notons le cycle caractéristique de M au voisinage de (0, 0) :
Cch(M) = mT ∗

C2C
2 + m

′

T ∗(0,0)C
2 + m

′′

T ∗x=0C
2 + m

′′′

T ∗z=0C
2 +

∑
miT

∗
Zi

C2, avec Zi germes

de courbes irréductibles en (0, 0), distincts de l’axe des x et de l’axe des z. Alors :

i(M) = −
∑

mi ∗ i(0,0)(Zi, z = 0).

Démonstration
Soit M un DC2-module tel que, au voisinage de (0, 0), son support n’est pas inclus dans z = 0
et Cch(M) = mT ∗

C2C
2 +m

′

T ∗(0,0)C
2 +m

′′

T ∗x=0C
2 +m

′′′

T ∗z=0C
2 +

∑
miT

∗
Zi

C2.

Soit π : X → C2 un morphisme propre permettant de désingulariser {x = 0} ∪ {z =
0} ∪ (∪Zi).

LEMME 6.3.4.

IRx=0(M[
1

z
]e

1

z ) = IRx=0(π+Lπ∗(M[
1

z
]e

1

z )).

Démonstration
Il suffit de montrer que π+Lπ∗(M[1z ]e

1

z ) est isomorphe à M[ 1z ]e
1

z . Pour cela, on applique la

proposition 7.4.5 page 97 de [29] au module M[ 1
z ]e

1

z :

PROPOSITION 6.3.5. Soit f : X̃ → X un morphisme de variétés analytiques complexes.
Soit M un complexe de Db

c(DX) tel que au dessus de supp(M), f soit un isomorphisme en
dehors d’un sous espace analytique Z de supp(M). Alors le morphisme d’adjonction

(Ad)f (M) : f+Lf∗M[dim(X̃)] → M[dim(X)]

est un isomorphisme si l’on suppose de plus que f+Lf∗M est cohérent et RM(∗Z) ' M.

Comme M[ 1z ]e
1

z est holonome (c.f. proposition 2.4.4), on a bien π+Lπ∗(M[1z ]e
1

z ) holonome

donc cohérent (c.f. [1] théorème 10-1, page 292). De plus, R(M[ 1
z ]e

1

z )(∗(z = 0)) = M[ 1z ]e
1

z .

Enfin, π est un isomorphisme au dessus du support de M[ 1
z ]e

1

z en dehors du sous espace
analytique z = 0 (supp(M) 6⊂ {z = 0} par hypothèse). Toutes les hypothèses de la proposition
sont donc vérifiées et on a donc bien que le morphisme d’adjonction est un isomorphisme.

�

Comme π est une application propre, on a, d’après le théorème 2.3.9 de commutation du
foncteur irrégularité le long d’une hypersurface et du foncteur image directe analytique par
une application propre :

IRx=0(π+Lπ∗(M[
1

z
]e

1

z )) = Rπ∗(IRπ−1(x=0)(Lπ
∗(M[

1

z
]e

1

z ))).

De plus, π étant un isomorphisme en dehors de π−1(0), on a, d’après la proposition 2.3.11 :

IRπ−1(x=0)(Lπ
∗(M[

1

z
]e

1

z )) = IRπ−1(x=0)(π
∗(M[

1

z
]e

1

z )).
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Ainsi,

(IRx=0(M[
1

z
]e

1

z ))(0,0) = RΓ(π−1(0, 0), IRπ−1(x=0)(π
∗(M[

1

z
]e

1

z ))).

D’où

i(M) = χ(RΓ(π−1(0, 0), IRπ−1(x=0)(π
∗(M[1z ]e

1

z ))))

= χ(RΓ(π−1(0, 0), IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))), (proposition 2.4.7).

Nous allons calculer χ(RΓ(π−1(0, 0), IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))). Pour cela, étudions

localement le complexe IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ).
Soit Ep une composante irréductibles de π−1(0, 0). Elle intersecte un certain nombre de

composantes irréductibles de π−1(0, 0) et de transformées strictes de x = 0, z = 0 et Zi.
Notons P1, . . . , Pn′

p
les points d’intersection.

1. Au voisinage d’un point P ∈ Ep qui n’est pas l’un de ces points d’intersection, on a,
dans des coordonnées (u, v) au voisinage de P :
– π−1(x = 0) et π−1(0, 0) d’équation u = 0.
– z ◦ π est équivalent au voisinage de P à ukp , kp ≥ 1.
– Le lieu singulier de π∗(M) est inclus dans u = 0 et le rang de π∗(M) est le même

que celui de M (c.f. proposition 2.5.16).

Ainsi, au voisinage de P , le complexe d’irrégularité IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ) se cal-

cule à l’aide du complexe IRu=0(π
∗(M)[ 1

u ]e
1

u
kp ). En utilisant le théorème 3.3.1 (A1)

du chapitre 3, on voit que la restriction du complexe IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ) à Ep

privé des n
′

p points d’intersection Pk est un système local de rang rg(M)kp.

2. Etudions alors le complexe IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ) au voisinage des points d’in-
tersection Pk. Quatre cas sont alors possibles :

(a) Pk est le point d’intersection de Ep avec une autre composante irréductible Eq de
π−1(0, 0). On a alors, dans un voisinage Uk de Pk, avec des coordonnées convenables
(u, v) :
– Ep d’équation u = 0 et Eq d’équation v = 0.
– π−1(0, 0) et π−1(x = 0) d’équation uv = 0.
– z ◦ π équivalent au voisinage de P à ukpvkq , kp, kq ≥ 1.
– Le lieu singulier de π∗(M)|Uk

est inclus dans uv = 0 (c.f. proposition 2.5.16).

Il faudra alors regarder IRuv=0(π
∗(M)|Uk

[ 1
uv ]e

1

u
kpv

kq ) (B1).

(b) Pk est le point d’intersection de Ep avec la transformée stricte Z̃i de Zi (Zi est
irréductible). On a alors, dans un voisinage Uk de Pk, avec des coordonnées conve-
nables (u, v) :
– Ep d’équation u = 0 et Z̃i d’équation v = 0.
– π−1(0, 0) et π−1(x = 0) d’équation u = 0.
– z ◦ π équivalent au voisinage de P à ukp , kp ≥ 1.
– Le lieu singulier de π∗(M)|Uk

est inclus dans uv = 0, rg(π∗(M)|Uk
) = rg(M)

et la multipicité de π∗(M)|Uk
sur T ∗

Z̃i
C2 est la même que celle de M sur T ∗Zi

C2,

c’est à dire mi (c.f. proposition 2.5.16).

Il faudra alors regarder IRu=0(π
∗(M)|Uk

[ 1
u ]e

1

u
kp ) (A4).
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(c) Pk est le point d’intersection de Ep avec la transformée stricte ˜{x = 0} de {x = 0}.
On a alors, dans un voisinage Uk de Pk, avec des coordonnées convenables (u, v) :

– Ep d’équation u = 0 et ˜{x = 0} d’équation v = 0.
– π−1(0, 0) d’équation u = 0 et π−1(x = 0) d’équation uv = 0.
– z ◦ π équivalent au voisinage de P à u.
– Le lieu singulier de π∗(M)|Uk

est inclus dans uv = 0 (c.f. proposition 2.5.16).

Il faudra alors regarder IRuv=0(π
∗(M)|Uk

[ 1
u ]e

1

u ) (A3).

(d) Pk est le point d’intersection de Ep avec la transformée stricte ˜{z = 0} de {z = 0}.
On a alors, dans un voisinage Uk de Pk, avec des coordonnées convenables (u, v) :

– Ep d’équation u = 0 et ˜{z = 0} d’équation v = 0.
– π−1(0, 0) et π−1(x = 0) d’équation u = 0.
– z ◦ π équivalent au voisinage de P à ukpv, kp ≥ 1.
– Le lieu singulier de π∗(M)|Uk

est inclus dans uv = 0 (c.f. proposition 2.5.16).

Il faudra alors regarder IRu=0(π
∗(M)|Uk

[ 1
uv ]e

1

u
kpv ) (B2).

3. Calculons maintenant χ(RΓ(π−1(0, 0), IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))).

En utilisant le théorème de Mayer-Vietoris pour chaque composante irréductible de
π−1(0, 0), on obtient :

χ(RΓ(π−1(0, 0), IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π )))

=
∑

Ep⊂π−1(0,0)

χ(RΓ(Ep, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π )))

−
∑

Pk

χ(RΓ(Pk, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))),

où {Pk} est l’ensemble des points d’intersection de deux composantes irréductibles de
π−1(0, 0). Or, d’après le point 2.(a) et le théorème 3.3.9 (B1), on a :

χ(RΓ(Pk, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))) = χ((IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))Pk
)

= 0.

Il faut donc calculer
∑

Ep⊂π−1(0,0)

χ(RΓ(Ep, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))). Pour cela,

on va calculer pour chaque Ep, χ(RΓ(Ep, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))).

Soit U1, . . . , Un′

p
des ouverts de Ep tels que :

– Uk boule ouverte dans Ep de centre Pk et de rayon suffisamment petit.
– Les Uk sont disjoints deux à deux.
– On a les écritures locales sur chaque Uk de 2.
– Comme IRπ−1(x=0)(π

∗(M)[ 1
z◦π ]e

1

z◦π )|Uk
est un complexe constructible, on choisit Uk

suffisamment petit pour que

RΓ(Uk, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π )|Uk
) = (IRπ−1(x=0)(π

∗(M)[
1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))Pk
.

(c.f. corollaire I.4.17 de [32]).
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Notons U la réunion disjointe des Uk et V l’adhérence du complémentaire dans P1 de
boule centrée en Pk incluse dans Uk. On a alors U ∩V union disjointe de n

′

p couronnes.
Alors :
– Comme (IRπ−1(x=0)(π

∗(M)[ 1
z◦π ]e

1

z◦π ))V est un système local de rang rg(M)kp (c.f.

1.) et que χ(V ) = (2 − n
′

p), on a :

χ(RΓ(V, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))) = (2 − n
′

p)rg(M)kp.

– Comme (IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[ 1

z◦π ]e
1

z◦π ))U∩V est un système local de rang rg(M)kp
(c.f. 1.) et que χ(U ∩ V ) = 0, on a :

χ(RΓ(U ∩ V, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))) = 0.

– On a :
χ(RΓ(U, IRπ−1(x=0)(π

∗(M)[ 1
z◦π ]e

1

z◦π )))

=

n
′

p∑

k=1

χ(RΓ(Uk, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π )))

=

n
p
′∑

k=1

χ((IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))Pk
)

=
∑

Z̃i∩Ep 6=∅
(rg(M) −mi)kp,

d’après le point 2. et les théorèmes 3.3.9 (B1), 3.3.11 (B2), 3.3.5 (A3) et 3.3.7 (A4)
Par le théorème de Mayer-Vietoris, on trouve donc :

χ(RΓ(Ep, IRπ−1(x=0)(π
∗(M)[

1

z ◦ π ]e
1

z◦π ))) = (2−n′

p)rg(M)kp+
∑

Z̃i∩Ep 6=∅
(rg(M)−mi)kp.

Notons np le nombre de composantes irréductibles de π−1(0) intersectant Ep auquel on
ajoute 1 si Ep intersecte la transformée stricte de z = 0 et kpi

l’entier tel que si Ep est la
composante irréductible de π−1(0, 0) intersectant Z̃i, kpi

= multEp(z ◦ π). On a ainsi :

i(M) =
∑

Ep⊂π−1(0) irréd.

(
(2 − n

′

p)rg(M)kp +
∑

Z̃i∩Ep 6=∅
(rg(M) −mi)kp

)

=
∑

Ep⊂π−1(0) irréd.

(2 − n
′

p)rg(M)kp +
∑

Z̃i

(rg(M) −mi))kpi

=
∑

Ep⊂π−1(0) irréd.

(2 − np)rg(M)kp −
∑

Z̃i

mikpi
− rg(M)

car sur la composante irréductible Ep de π−1(0, 0) intersectant la transformée stricte de x = 0,
kp = 1. On a de plus les deux lemmes suivants : :

LEMME 6.3.6.
∑

Ep⊂π−1(0,0) irréd.

(2 − np)kp = 1.
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Démonstration
On rappelle que np est le nombre de composantes irréductibles de π−1(0) intersectant Ep
auquel on ajoute 1 si Ep intersecte la transformée stricte de z = 0. Décomposons π comme
une succession d’éclatement. On avait vu dans la remarque 5.4.6, que la formule

∑

Ep⊂π−1(0,0) irréd.

(2 − np)kp

était inchangée quand on effectuait un éclatement supplémentaire. Il suffit donc de montrer
que lors du premier éclatement, on a bien la formule cherchée. Or, après le premier éclatement,
on a un seul diviseur E. Le nombre n attaché à ce diviseur est 1 (correspond à la transformée
stricte de z = 0) et le nombre k qui lui est associé est 1. L’égalité est donc vrai après le

premier éclatement. On a donc bien :
∑

Ep⊂π−1(0,0) irréd.

(2 − np)kp = 1.

�

LEMME 6.3.7. i(0,0)(Zi, z = 0) = kpi
.

Démonstration
Rappelons que l’on a définit kpi

comme étant la multiplicité sur Ep de z ◦π, où Ep est la com-
posante irréductible de π−1(0) intersectant la transformée stricte de Ep. Notons (x(t), z(t))
une paramétrisation de Zi. On a alors :

i(0,0)(Zi, z = 0) = multt(z(t)).

Or si
γ : (C, 0) → (C2, (0, 0))

t 7→ (φ(t), t)
, est une paramétrisation de la transformée stricte de Zi,

γ̃ : (C, 0) → (C2, (0, 0))
t 7→ π(φ(t), t)

sera une paramétrisation de Zi. On a de plus par définition de ki,

π(u, v) = (π1(u, v), u
kpiα(u, v)) avec α(u, v) unité. Ainsi, γ̃(t) = (π1(φ(t), t), φ(t)kpiα(φ(t), t)).

Or la multiplicité de φ est 1 puisqu’on a désingularisé Zi. Donc multt(φ(t)kiα(φ(t), t) = ki.
Dès lors, i(0,0)(Zi, z = 0) = ki.

�

D’où
i(M) = −

∑

Z̃i

mikpi

= −
∑

Z̃i

mii(0,0)(Zi, z = 0)

�

6.3.3 Caractéristique d’Euler du complexe d’irrégularité de f+(OCneg).

Soit f et g deux polynômes à n variables. Fixons c ∈ P1. On veut calculer la caractéristique
d’Euler du germe en c du complexe d’irrégularité de j+f+(OCneg) en c, où j est l’inclusion
de C dans P1. D’après la proposition 6.2.5,

χ((IRc(j+f+(OCneg)))c) = −χ((IR{c}×P1(N •an[∗Z]eπ2))(c,∞),

où :

101



– π2 : P1 × P1 → P1 est la projection par rapport au deuxième facteur,
– Z = P1 × P1 \ C2,
– N • = i+(f, g)+(OCn), avec i : C2 → P1 × P1.

Regardons alors le cycle cractéristique de N •an dans un voisinage U = U1 ×U2 ⊂ P1 ×P1 de
(c,∞) :

Cchc(N •) = mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

miT
∗
Zi
U,

où les Zi sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (c,∞). On déduit alors du
théorème 6.3.1 le théorème suivant :

THEOREME 6.3.8. Soit f et g deux polynômes à n variables et c ∈ P1. Le complexe
IRc(j+f+(OCneg)) est à support c et on a :

χ((IRc(j+f+(OCneg)))c) =
∑

mii(c,∞)(Zi, U1 × {∞}).
D’après le théorème 4.3.2, on sait que IRc(j+f+(OC2eg)) est un complexe concentré

en degré 0, à support c, si f et g sont deux polynômes à deux variables algébriquement
indépendants. On a donc :

COROLLAIRE 6.3.9. Soit c ∈ P1. Si f et g sont deux polynômes à deux variables
algébriquement indépendants, IRc(j+f+(OC2eg)) est un complexe à support c concentré en
degré 0 et on a :

dim((IR0
c(j+f+(OC2eg)))c) =

∑
mii(c,∞)(Zi, U1 ×∞).

6.4 Etude comparative des résultats des deux méthodes.

Soit f et g deux polynômes à deux variables algébriquement indépendants. Notons j
l’inclusion de C dans P1 ' C × {∞}. On sait que le complexe d’irrégularité en c ∈ P1,
IRc(j+f+(OC2eg)) est un complexe concentré en degré 0 et à support c. Dans les chapitres 5
et 6, on a calculé, de deux façons différentes, la dimension du germe en c de IR0

c(j+f+(OC2eg)).
Rappelons les résultats obtenus :

1. Résultats obtenus par la première méthode :
– La cas où c ∈ C. Notons ∆ la courbe discriminante de f et g comptée avec multipli-

cités (image par (f, g) de la courbe polaire de f et g au sens des idéaux de Fitting).
D’après le théorème 5.5.18, on a :

dim((IRc(j+f+(OC2eg)))c) = i(c,∞)(∆ \ {c} × C,P1 × {∞}),

où ∆ \ {c} × C est l’adhérence de Zariski de ∆ \ {c} × C dans P1 × P1.
– Le cas où c = ∞. Considérons des applications F,G : X → P1 données par une

résolution à l’infini de f et g et notons D le lieu exceptionnel de cette résolution.
Notons ∆̃ la trace dans C2 de la courbe discriminante de F et G (image par (F,G)
de la courbe polaire de F et G au sens des idéaux de Fitting). Notons ∆2 la courbe
de non propreté (trace dans C2 de l’image par (F,G) de D au sens des idéaux de
Fitting). D’après le théorème 5.5.19, on a :

dim((IR∞(j+f+(OC2eg)))∞) = i(∞,∞)(∆̃,P
1 × {∞}) + i(∞,∞)(∆2,P

1 × {∞}),

où ∆̃ (resp. ∆2) est l’adhérence de Zariski de ∆̃ (resp. ∆2) dans P1 × P1.
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2. Résultats obtenus par la deuxième méthode :

Soit c ∈ P1. Notons i l’inclusion de C2 dans P1×P1 et Z = P1×P1 \ i(C2). Considérons
le cycle caractéristique de i+(f, g)+(OC2) dans un voisinage U = U1 ×U2 ⊂ P1 × P1 de
(c,∞) :

Cchc(N •) = mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

miT
∗
Zi
U,

où les Zi sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (c,∞). D’après le
corollaire 6.3.9, on a :

dim((IR0
c (j+f+(OC2eg)))c) =

∑
mii(c,∞)(Zi, U1 ×∞).

Démontrons le théorème suivant :

THEOREME 6.4.1. 1. Dans le cas où c ∈ C :
– Les branches irréductibles de ∆ \ {c} × P1 au voisinage de (c,∞) sont les Zi.
– La multiplicité de Zi dans ∆ \ {c} × P1 est égale à mi.

2. Dans le cas où c = ∞ :
– Les branches irréductibles de ∆̃ ∪ ∆2 au voisinage de (∞,∞) sont les Zi.

– La multiplicité de Zi dans ∆̃ ∪ ∆2 est égale à mi.

Démonstration

1. Etudions tout d’abord le lieu singulier de i+(f, g)+(OC2). Notons W = C2 \ (∆̃ ∪
∆2). On sait alors que (f, g) : (f, g)−1(W ) → W est un revêtement de degré k.
Ainsi, (f, g)+(OC2)|W est un OW -module libre de rang k. Comme (f, g)+(OC2)|W est
une connexion, le lieu singulier de (f, g)+(OC2)|W est vide. Donc le lieu singulier de

(f, g)+(OC2) est inclus dans ∆̃ ∪ ∆2. Ainsi, le lieu singulier de i+(f, g)+(OC2) est in-

clus dans ∆̃ ∪ ∆2 ∪ Z. Le cycle caractéristique de i+(f, g)+(OC2) dans un voisinage
U = U1 × U2 ⊂ P1 × P1 de (c,∞) est donc de la forme :

Cchc(N •) = mT ∗UU +m
′

T ∗(c,∞)U +m
′′

T ∗{c}×U2
U +m

′′′

T ∗U1×{∞}U +
∑

miT
∗
Zi
U,

où les Zi sont des courbes irréductibles au voisinage de (c,∞) incluses dans (∆̃∪∆2)∩U
et disinctes de {c}×U2 et de U1 ×{∞}. De plus, quitte à choisir U suffisamment petit,
on peut supposer que ∪Zi∪({c}×U2)∪(U1×{∞}) admet pour seule singularité (c,∞).

– Dans le cas où c ∈ C, on a ((∆̃∪∆2)∩U) \ {c} ×U2 = (∆∩U) \ {c} ×U2. Ainsi, les
courbes Zi sont des branches irréductibles de (∆ ∩ U) \ {c} × U2. De plus, quitte à
poser mi = 0, on suppose que toutes les branches irréductibles de (∆∩U) \ {c} ×U2

apparâıssent dans le cycle caractéristique. On notera Z̃i les courbes Zi comptées avec
leur multiplicités, au sens des idéaux de Fitting, dans (∆∩U) \ {c} ×U2. On a ainsi
(∆ ∩ U) \ {c} × U2 = ∪Z̃i.

– Dans le cas où c = ∞, quitte à poser mi = 0, on suppose que toutes les branches

irréductibles de (∆̃ ∪ ∆2) ∩ U apparâıssent dans le cycle caractéristique. On notera
Z̃i les courbes Zi comptées avec leur multiplicités, aux sens des idéaux de Fitting,

dans (∆̃ ∪ ∆2) ∩ U . On a ainsi (∆̃ ∪ ∆2) ∩ U = ∪Z̃i.
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2. Considérons une résolution à l’infini de f et g :

C2
f //

I

��

C

j

��

C2
g //

I

��

C

j
��

X
F // P1 , X

G // P1,

comme dans le paragraphe 4.2.2. Notons D = X \ i(C2). On a alors i+(f, g)+(OC2) =
(F,G)+I+(OC2) = (F,G)+(OX[∗D]). Il faut ainsi montrer que la multplicité de Z̃i en
un point (c

′

, ρ) est égale à la multiplicité de (F,G)+(OX[∗D])|U en un point x∗ ∈ T ∗Zi
U

avec x∗ = (c
′

, ρ, ξ1, ξ2). Commençons par étudier l’application (F,G) au voisinage des
points de (F,G)−1(c

′

, ρ). Zi est distinctes de {c} × U1 et de U2 × {∞}. On peut donc
choisir (c

′

, ρ) tel que c
′ 6= c, ρ 6= ∞ et tel que F−1(c

′

) et G−1(ρ) soient lisses. On peut
également supposer que la courbe jacobienne Γ

′

de F et G est lisse au voisinage de
chacun des points de (F,G)−1(c

′

, ρ) et que la multiplicité d’intersection de Γ
′

avec une
fibre de F voisine de F−1(c

′

) est constante au voisinage des points de (F,G)−1(c
′

, ρ).
Soit P ∈ (F,G)−1(c

′

, ρ).

– Comme F−1(c
′

) est lisse, on peut choisir des coordonnées (x, y) au voisinage de P
telles que P soient de coordonnées (0, 0) et F = c

′

+ x.
– Notons k = valy(G(0, y)ρ) ≥ 1.

– Si k = 1, P n’est pas sur la courbe polaire Γ
′

. D’après le théorème d’inversion local,
on peut donc supposer que dans des coordonnées locales (x, y) de P , F = c+ x et
G = c

′

+ y.
– Supposons k ≥ 2. Dans ce cas, P est sur la courbe polaire Γ

′

. On peut écrire
G − ρ sous la forme α(x, y)x + β(x, y)yk, avec β fonction holomorphe inversible.
Quitte à refaire un changement de coordonnées, on peut donc supposer que G =
ρ + α(x, y)x + yk. Dans ces coordonnées, Γ

′

a pour équation ∂G
∂y = 0, i.e. x∂α∂y +

kyk−1 = 0. Comme Γ
′

est lisse au voisinage de P et que la multiplicité d’intersection
de Γ

′

avec une fibre de F voisine de F−1(c
′

) est constante au voisinage de P ,
on considère une paramétrisation (x, µ(x)) de Γ

′

au voisinage de P . On a alors
∂G
∂y = k(y − µ(x))k−1. En intégrant cette équation, on trouve alors G(x, y) =

ρ+C(x)+(y−µ(x))k. Donc, quitte à faire un nouveau changement de variables, on
peut supposer que dans des coordonnées locales (x, y), G peut s’écrire ρ+C(x)+yk,
avec C(x) = xC

′

(x) et C
′

(x) inversible.

Dans la suite, nous noterons P1, . . . , Ps les points dans (f, g)−1(c
′

, ρ) et Q1, . . . , Qt les
points dans (F,G)−1(c

′

, ρ)∩D. Au voisinage de chacun de ces points, on a une écriture
locale de F et G de la forme ci-dessus et on notera par kPj

ou kQj
l’entier k intervenant

dans cette écriture.

3. La multiplicité de Z̃i est égale à la somme des multiplicités au point (c
′

, ρ) de l’image
par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de Γ̃ et de la multiplicité au point (c

′

, ρ) de
l’image par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de D.

Or la multiplicité en (c
′

, ρ) de l’image par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de Γ̃ est
égale à ∑

P∈(F,G)−1(c′ ,ρ)∩Γ̃
multP (Γ̃) =

∑

P∈(F,G)(c′ ,ρ)∩Γ̃
(kP − 1),
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d’après les écritures locales du point précédent.

La multiplicité en (c
′

, ρ) de l’image par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de D est
égale à ∑

Q∈(F,G)−1(c′ ,ρ)∩D
multQ(D) =

∑

Q∈(F,G)−1(c′ ,ρ)∩D
1.

Ainsi, la multiplicité de Z̃i est égale à

s∑

j=1

(kPj
− 1) +

t∑

j=1

kQj
.

4. On veut montrer que la multiplicité de (F,G)+(OX[∗D])|U sur T ∗Zi
U est égale à

s∑

j=1

(kPj
− 1) +

t∑

j=1

kQj
.

Comme (F,G) est un morphisme fini, on a (F,G)−1(U) =
⊔
P∈(F,G)−1(c′ ,ρ) VP , où VP

est un voisinage ouvert de P . La multiplicité de (F,G)+(OX[∗D])|U sur T ∗Zi
U est alors

égale à la somme des multiplicités de ((F,G)|VP
)+(OVP

[∗(D ∩ VP )]).

– Si P ∈ {P1, . . . , Ps}, dans des coordonnées locales au voisinage de P , on a F = c
′

+x
et G = ρ + xα0(x) + ykP , avec α0(x) ∈ C{x}, inversible, et kP ≥ 1. De plus P /∈
D. On peut donc supposer que D ∩ VP = ∅. Il faut donc calculer la multiplicité
de (c

′

+ x, ρ + xα0(x) + ykP )+(OVP
) sur T ∗Zi

U . Quitte à faire un changement de

coordonnées dans VP et U , on se ramène au calcul de la multiplicité de (x, ykP )+(OC2)
sur T ∗v=0C2, où (u, v) sont les coordonnées dans C2.

– Si P ∈ {Q1, . . . , Qt}, dans des coordonnées locales au voisinage de P , on a F =
c
′

+ x et G = ρ + xα0(x) + ykP , avec α0(x) ∈ C{x}, inversible, et kP ≥ 1. De plus
Q ∈ D et D a pour équation y = 0 au voisinage de P . Il faut donc calculer la
multiplicité de (c

′

+x, ρ+xα0(x)+ykP )+(OVP
[∗(y = 0)]) sur T ∗Zi

U . Quitte à faire un
changement de coordonnées dans VP et U , on se ramène au calcul de la multiplicité
de (x, ykP )+(OC2 [ 1y ]) sur T ∗v=0C2, où (u, v) sont les coordonnées dans C2..

On conclut alors à l’aide du lemme suivant :

LEMME 6.4.2. Notons φ : C2 → C2, telle que φ(x, y) = (x, yk). On notera (u, v) les
coordonnées dans C2 au but.

1. (φ+(OC2))(0,0) ' C{u, v}⊕
(C{u, v}[ 1v ])k−1. En particulier, sa multiplicité sur T ∗v=0C2

est égale à (k − 1).

2. La multiplicité de (φ+(OC2 [ 1y ])) sur T ∗v=0C2 est égale à k.

Démonstration
Nous allons utiliser la définition de l’image directe comme étant le complexe de DC2 -modules
à gauche associé au complexe de DC2 -module à droite :

Rφ∗(Ω
2+•
C2 (OC2 ⊗O

C2
DC2→C2)).
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Comme φ est un morphisme fini, on a :

φ+(OC2)(d) = φ∗(Ω
2+•
C2 (OC2 ⊗O

C2
DC2→C2))

= φ∗(Ω
2+•
C2 [∂u, ∂v ]).

Ainsi, (φ+(OC2)(d))(0,0) = Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ], avec

d(w∂αu ∂
β
v ) = d(w)∂αu ∂

β
v + dx ∧ w∂α+1

u ∂βv + dy ∧ wkyk−1∂αu∂
β+1
v .

1. Calcul de H−2(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]).

Soit
∑

α,β

fαβ∂
α
u∂

β
v ∈ C{x, y}[∂u, ∂v] tel que d(

∑

α,β

fαβ∂
α
u∂

β
v ) = 0. On a alors :

∑

αβ

(
∂fαβ
∂x

dx∂αu∂
β
v +

∂fαβ
∂y

dy∂αu∂
β
v + fαβdx∂

α+1
u ∂βv + kyk−1fαβdy∂

α
u∂

β+1
v ) = 0

=⇒





∑

αβ

(
∂fαβ
∂x

∂αu∂
β
v + fαβ∂

α+1
u ∂βv ) = 0

∑

αβ

(
∂fαβ
∂y

∂αu∂
β
v + kyk−1fαβ∂

α
u∂

β+1
v ) = 0

Si β0 = deg∂v
(
∑

α,β

fαβ∂
α
u∂

β
v ), alors, pour tout α, fαβ0

= 0 (d’après la deuxième équation).

On a ainsi
∑

α,β

fαβ∂
α
u∂

β
v = 0. D’où :

H−2(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]) = 0.

2. Calcul de H−1(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]).

Soit η =
∑

α,β

(fαβdx+ gαβdy)∂
α
u ∂

β
v ∈ Ω1

C2,(0,0)[∂u, ∂v], telle que d(η) = 0. On a alors :

∑

α,β

((
∂gαβ
∂x

− ∂fαβ
∂y

)∂αu∂
β
v + gαβ∂

α+1
u ∂βv − kyk−1fαβ∂

α
u∂

β+1
v )dx ∧ dy = 0.

Soit (α0, β0) tel que α0 = max{α | ∃β, fαβ 6= 0} et β0 = max{β | fα0β 6= 0}. Comme

d(η) = 0, on a gα0β0
= 0. Si α0 > 0, on peut alors écrire fα0β0

dx∂α0
u ∂β0

v sous la forme :

d(fα0β0
∂α0−1
u ∂β0

v )− ∂fα0β0

∂x
dx∂α0−1

u ∂β0

v − ∂fα0β0

∂y
dy∂α0−1

u ∂β0

v −kyk−1fα0β0
dy∂α0−1

u ∂β0+1
v .

On se ramène ainsi à une forme η
′

=
∑

β

(f
′

βdx + g
′

βdy)∂
β
v . Notons β0 = deg∂v

(η
′

).

En utilisant le fait que d(η
′

) = 0, on montre alors que f
′

β0
= g

′

β0
= 0. En itérant ce

processus, on montre que η
′

= 0. D’où :

H−1(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]) = 0.
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3. Calcul de H0(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v]).

Dans H0(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]), on a les relations suivantes :





[
∂b
∂xdx ∧ dy∂αu∂βv + bdx ∧ dy∂α+1

u ∂βv

]
= [0]

[
∂a
∂ydx ∧ dy∂αu∂βv + kyk−1adx ∧ dy∂αu∂β+1

v

]
= [0],

avec a, b ∈ C{x, y}.
Ces deux équations permettent d’écrire un élément de H 0(Ω2+•

C2,(0,0)
[∂u, ∂v ]) sous la forme

[g0dx ∧ dy +
∑

β gβdx ∧ dy∂βv ], avec g0 ∈ C{x, y} et gβ ∈ C{x}[y]≥k−2. On a ainsi :

H0(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]) =
∑k−1

i=0 C{x, yk}.yi + ∑k−2
i=0 C{x}yi∂v[∂v]

= C{x, yk}.yk−1 +
∑k−2

i=0

(
C{x, yk}.yi + C{x}yi∂v[∂v ]

)
.

Notons :
– Mi = C{x, yk}.yi + C{x}yi∂v[∂v ], pour i = 0, . . . , k − 2.
– Mk−1 = C{x, yk}.yk−1.
On peut alors montrer que, pour i = 0, . . . , k − 1, Mi est un DC2,(0,0)-module et qu’ils

forment une somme directe. On a ainsi H0(Ω2+•
C2,(0,0)

[∂u, ∂v ]) =

k−1⊕

k=0

Mi. Il reste alors à

remarquer que :
– Mk−1 ' C{u, v} en tant que DC2,(0,0)-module.

– Pour i = 0, . . . , k − 2, Mi ' C{u, v}[ 1v ] en tant que DC2,(0,0)-module.

La première partie du lemme est donc démontré. La multiplicité de φ+(OC2) sur T ∗v=0C2 est
donc (k − 1).

Pour montrer le deuxième point, on va utiliser la suite exacte suivante :

0 → OC2 → OC2 [
1

y
] → DC2

DC2(∂x, y)
→ 0.

Considérons le diagramme suivant :

C × {0} α //

x

��

C2

(x,yk)

��
C × {0} α // C2.

On a alors φ+(
D

C2

D
C2(∂x,y)

) = φ+α+(OC×{0}) = α+(OC×{0}) =
D

C2

D
C2(∂u,v)

. Donc la multiplicité

de φ+(
D

C2

D
C2(∂x,y)

) sur T ∗v=0C2 est 1. Comme φ+ est un δ-foncteur, on démontre, par additivité

des cycles caractéristiques, que la multiplicité de φ+(OC2 [ 1y ]) sur T ∗v=0C2 est k.

�

�
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shiwara, dans images directes et constructibilité, Les cours du CIMPA, 1993, p. 47-98.
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