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Chapitre 1

Introduction.

1.1 Connexion de Gauss-Manin et analogues irréguliers.

Ce travail a pour but d’étudier certains analogues irréguliers de la connexion de Gauss-
Manin.

Si f: X — S est un morphisme entre deux variétés algébriques complexes lisses, avec
S de dimension un, f propre et de rang maximum, on peut lui associer des fibrés vectoriels
plats dont les fibres sont les espaces vectoriels de cohomologie des fibres de f a valeur dans
C: U HP(f71(t),C). Tls sont appelés les fibrés de Gauss-Manin. La platitude de ces fibrés

tesS
permet alors de définir des connexions, appelées classiquement connexions transcendantes.

Lorsque certaines fibres de f ne sont pas lisses ou que le morphisme n’est pas propre, on
définit de facon similaire les connexions transcendantes en dehors de certaines valeurs (en
nombre fini) de S. A l'aide du prolongement de Deligne, elles se prolongent en des connexions
méromorphes, les connexions de Gauss-Manin. Lorsque f est un morphisme régulier non
propre, les valeurs au voisinage desquelles f n’est pas une fibration topologique localement
triviale, sont les singularités des connexions de Gauss-Manin. Ces travaux sont dus, a l’origine,
a A. Grothendieck ([16]) et & N.M. Katz et T. Oda ([21]).

Le résultat fondamental sur les connexions de Gauss-Manin est leur régularité (c.f. [33] et
[15]). Les solutions de ces connexions peuvent étre représentées par des intégrales de période.
Il s’agit d’intégrales du type fy w, ou 7 est une collection de classes d’homologie dans les
fibres localement constante et w est une forme algébrique. Ces intégrales de période ont été
étudiées par Varchenko ([40]), dans le cas local et par Katz ([20]), dans le cas global.

Dans la théorie des D-modules, on étudie 'image directe par un morphisme f : X — §
du faisceau structural Ox, que 'on note f(Ox). Si U est ouvert de S sur lequel f est une
fibration lisse localement triviale, la cohomologie de la restriction a U de 'analytisé de cette
image directe, f4 (O X)“l{}, coincide avec les sections des fibrés de Gauss-Manin. Le localisé de
f+(Ox)® correspond quant a lui aux connexions méromorphes de Gauss-Manin. Le complexe
f+(Ox) est appelé systeme de Gauss-Manin.

Il est naturel de se poser des questions sur 'image directe d’'un D-module irrégulier. Dans
la situation qui nous occupe, on veut étudier 'image directe algébrique, fi(Ocned), ou f
et g sont des applications polynomiales & n variables et Ocne? est le Den-module irrégulier
élémentaire définit de la fagon suivante : Ocned est égal a Ocn en tant que Ocn-module et est
muni de l'action de Dcn définie par {(he?) = £(h)ed +£(g)hed, ol h est une section de Ocn et



& un champ de vecteurs. La définition de ces Dcn-modules élémentaires n’est pertinente que
dans le cas algébrique. En effet, si ’on considére g application holomorphe et Hcr le faisceau
des applications holomorphes, on peut définir de la méme fagon le Dcrn-module analytique
Hcrned. Mais ce dernier est isomorphe en tant que Den-module & Hen.

Nous allons tout d’abord présenter les résultats de A. Dimca, C. Sabbah et M. Saito sur
les D-modules irréguliers élémentaires, Oe9.

Dans [11], A. Dimca et M. Saito s’intéressent au calcul, de fagon algébrique, de la coho-
mologie de la fibre générique d’'une application polynomiale g : C" — C. Soit G cette fibre
générique et Q°(C") le complexe des formes différentielles algébriques sur C™, muni de la
différentielle Dy, définie par Dy(w) = dw — dg A w, pour w € QF(C™). Ils démontrent alors
que 'on a un isomorphisme :

H(G,C) ~ H1(Q*(C"), Dy),
ot H désigne la cohomologie réduite. Cet isomorphisme peut également s’écrire sous la forme :
H*(G,C) ~ H*1(C", DR(Ocne™)).

C. Sabbah généralise ce résultat dans [35]. Si U est une variété quasi-projective com-
plexe, g : U — C une fonction réguliere et M un Dy-module holonome régulier, on définit
Mg comme étant le Dy-module M tordu par ef. Par définition, M, est égal a M en
tant que Op-module et I'action d'un champs de vecteurs { sur une section me? de M,
est donnée par £(me?) = {(m)ed + £(g)me?. C. Sabbah démontre alors que I'hypercohomolo-
gie H*(U, DR(M,)) est isomorphe & I'hypercohomologie H% (U, DRY(M)), ot ® est une
famille de fermés sur lesquels e 9 décroit rapidement. Il démontre alors que H*(U, DR(M,))
est isomorphe a H* (U™, g~1(t), DR (M)), ou1 la partie réelle de —t est suffisamment grande.
Dans le cas ou U%" est contractile, on retrouve le résultat de A. Dimca et de M. Saito.

Si M est holonome régulier, M, est holonome mais irrégulier en général. Si X est une
compactification de U telle qu’on ait le diagramme suivant :

U—Lsc

|

X 5> pt,

C. Sabbah démontre que 'irrégularité du module M, a la méme fonction caractéristique que
le complexe des cycles proches, ¢ ! (Rn. DR (M)). Rappelons que le complexe d’irrégularité
de M, est le cone du morphisme :

DR™ (14 (M)[xG ™" (00)]e) — Ripay” (DR™ (14 (M)[+G " (00)]e)).

En utilisant la correspondance de Riemann-Hilbert, on peut étudier la fonction caractéristique
de lirrégularité a ’aide de cycles caractéristiques. On utilise pour cela le théoreme d’in-
dice de Kashiwara (c.f. [18]). Comme Rn.n~' (DR (n. (M)[*G~!(00)]e?)) est isomorphe
au DR(ny (M)[*G~1(00)]), il faut étudier la différence entre les cycles caractéristiques des
complexes 14 (M[xG~1(c0)])e? et de ny (M[*G~!(00)]). D’apres le théoreme de positivité de
l'irrégularité de Z. Mebkhout(c.f. [31]), on sait que le cycle caractéristique associé au com-
plexe d’irrégularité est a coefficients positifs. De plus, dans [5], J. Briangon et P. Maisonobe



démontrent que les supports des variétés caractéristiques coincident dans le cas ou M est
holonome et régulier, y compris a l'infini.

Comme annoncé précédemment, on se propose de regarder le complexe f1(Ocned), ou f
et g sont deux polynémes complexes & n variables. Dans [24], F. Maaref s’interesse au calcul
de la fibre de ce complexe. Il s’agit d’un analogue relatif de la connexion de Gauss-Manin. En
effet, si i; désigne l'inclusion de {t} dans C, avec t € C privé d’un nombre fini de points (il
faut que f4(Ocre?) soit une connexion holomorphe au voisinage de ¢ et que ¢ ne soit pas une
valeur critique de f), il démontre que pour tout p;, nombre complexe tel que la partie réelle
de —p; soit suffissamment grande, on a un isomorphisme (avec les décalages correspondant au
choix de la définition de I'image directe) :

i (M (f(Ocne?))) = HE(FH )™, (f7HE) N g™ (pe))™, ©).

Ce résultat est une version relative de celui de C. Sabbah appliqués & U = f~1(¢).

Il démontre de plus la rationalité des exposants de monodromie.

Le but de cette these est d’étudier l'irrégularité (dans un sens que l'on précisera plus
tard) du complexe fi(Ocne?) essentiellement dans le cas ou f et g sont des polynomes a
deux variables.

On se concentrera sur le cas ou f et g sont des polynomes algébriquement indépendants.
En effet, si f et g sont deux polynomes & deux variables algébriquement dépendants, le
complexe fi(Oc¢z2e9) est régulier. Pour cela, considérons le diagramme :

C2Mc2(_j)cx]}pl

b

C.

On peut alors démontrer que fy(Oc2e9) = 71 (Me™), ot M = ji(f,9)+(O¢z2). Comme f et
g sont algébriquement dépendants, le support de M est inclus dans une courbe et il n’existe
qu’un nombre fini de ty € C tel que (tg,00) € supp(M). Si (tg,00) ¢ supp(M), il existe alors
un voisinage ouvert U de to tel que U x {oo} N supp(M) = 0. Ainsi, comme 7 est borné
sur le support de M, on aura (/\/le”)‘a[?XIEDl ~ Mﬁ’}xpl. Comme 7 est propre, on aura alors
(f+(Oc2e9 ))T’g ~ ( f+((’)(c2))fg. Ces deux complexes sont donc égaux en dehors d’un nombre
fini de points. Comme f; (O¢2) est régulier, f,(Oc2€9) le sera également.

Dans une premieére méthode, nous exprimerons le résultat a l'aide de la géométrie de
I'application (f, g) : C> — C2. Dans une deuxiéme méthode, moins géométrique, nous donne-
rons le résultat en terme de cycles caractéristiques du complexe (f, g)+(Og¢z). Cette derniere
méthode s’applique dans le cadre plus général des polynomes a n variables. Nous ferons alors
une étude comparative des résultats obtenus dans le cas des polynomes a deux variables. Des
résultats similaires sont possibles pour U surface affine lisse en considérant une compactifi-
cation lisse U de U.

Pour la connexion de Gauss-Manin, on sait que ses solutions peuvent s’écrire sous forme
d’intégrales de période du type f7 w, ou 7 est une collection de classes d’homologie lo-
calement constante et w une forme différentielle. Dans notre situation, les solutions du
systeme fi(Ocne?) s’écrivent également sous la forme d’une intégrale. Bien que les tech-
niques développées dans les chapitres 4, 5 et 6 soient de natures différentes, les considérations
suivantes apportent une vision heuristique sur le systeme f(Ocne9).



Revenons pour cela au résultat de F. Maaref. On sait qu’il existe un ensemble fini 3 C C
tel que si i; désigne I'inclusion de {t} dans C, avec t € C\ X, on ait un isomorphisme canonique
d’espaces vectoriels :

i (MM (1 (Ocne?))) = He, (f7H(6)™, C),

ot ¢; est la famille de fermés définie de la facon suivante. Identifions P* & C U {oc}. Soit
7 Pl — P! Déclaté réel de linfini. P! peut alors étre identifié & C U S!, avec S! cercle des
directions a l'infini. Alors A est un fermé de ¢; si :
— A fermé de f=1(t).
— Notons g(A) I'adhérence de g(A) dans CUS'. On doit alors avoir g(A)N S c] — 5L
Soit 1, la famille de fermés A tels que :
— A fermé de (),
— pour tout p >0, A\ g~ ({t € C | Re(—t) > p}) est compact.
On peut alors définir le complexe des chaines semi-algébriques a support dans 1, introduit
par F. Pham dans [34]. On notera Hy, 4, le k-ieme groupe d’homologie associé a ce complexe.
L’intégration des formes dans H zt sur des cycles de Hy ,, est alors possible.

De plus, comme f : f~1(C\ ¥) — C\ ¥ est une submersion (les valeurs atypiques de
f sont dans %), on a HF ="+ (f, (Ocne?))c\s ka*(chn/ceg)\C\z (c.f. proposition 1.4 de
[10]). L’intégration définie précédemment s’étend alors aux formes du type we9, ot w est
une forme algébrique relative, puisque d’une part, la définition de v; permet d’avoir e9 a
décroissance rapide sur les cycles et d’autre part, la définition des chaines semi-algébriques a
support dans ¥; permet d’avoir un bon comportement & 'infini.

Ainsi, si y(t) est une collection de classes d’homologie de Hy, ,, localement constante, on
peut lui associer une solution de H*~"*1(f, (Ocne9)) sous la forme [we9] — fv(t) we“gf—l(t)'

Mlustrons ce qui précede par ces deux exemples pris dans le cas ou f(x,y) = z est une
projection :

EXEMPLE . Si g est un polynome et f est une projection de C™ dans C, l’image directe
f+(Ocned) est canoniquement isomorphe au complexe de De Rham relatif : Rf*(Q%n/Ceg),
avec d(wed) = dwed +dg ANwe?. Dans le cas ot 'on suppose de plusn =2, si f(z,y) =x et g
n’est pas une application polynomiale constante, le complexe f(Oc2€9) n’a de la cohomologie
qu’en degré 0.

1. f(z,y) =x et g(x,y) = (xy + 1)y (polynéme de Broughton). On peut alors démontrer :

D¢

HO(f1(Ocee?)) & Delebdy] & s,

Considérons alors I(t), pour t # 0, définie par :

I(t):/ L, (€7dy) | :/ o ervgy,
{t}xie '2R e 2R

ou 0 = arg(t) € [0,2r[. Un calcul montre alors que I(t) = %6_4%, solution de

Uéquation différentielle définie par Uopérateur 4t20; — 1 + 2t.
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2. f(z,y) =z et g(x,y) = xy%. On peut alors démontrer :

H'(f4(Oc2¢)) = Dele?dy] © Delye?dy) =~

Considérons alors I(t), pour t # 0, définie par :

2
I(t):/ » (egdy)fl(t):/ . €Ydy,
{t}xie”'2R e 2R

ot 0 = arg(t) € [0,2n[. Un calcul montre alors que I(t) = iTZr’ solution de l’équation

différentielle définie par opérateur tO; + %

Le résultat de cette these détermine l'irrégularité du systeme fi(Ocz2e9) a l'aide de la
courbe discriminante de f et g (image par (f,g) de la courbe polaire de f et g), dans le cas
ou f et g sont deux applications polynomiales a deux variables algébriquement indépendantes.
Pour motiver ce résultat, on peut faire la remarque suivante.

Le faisceau H(f1 (Oc2e9 ))?8\2 est isomorphe au faisceau des sections d’un fibré vectoriel

U B, 0).
teC\

Pour tout t € C\ X, Hét(f_l(t)“",C) ~ HY(f~L@)™, (L) ng=t(p))*", C), ot Re(—p)
est suffisamment grande. Cette isomorphisme n’est pas horizontal si ’on met sur le membre
de droite la connexion naturelle a p fixé. On peut cependant dire que dans certains cas, la
famille des fibrés définie a partir de ces cohomologies relatives & p fixé approche le systeme
défini par f(Oc2€9), quand la partie réelle de —p tend vers U'infini. Ceci devient incorrect au
voisinage des points singuliers évoqués ci-dessous en b, ou le systéeme est irrégulier. Regardons
d’un peu plus pres cette famille de fibrés.

Soit A la courbe de C? telle que (f,9) : (f,9)" " (C?\ A) — C?\ A est un revétement. A
p fixé, U HY (0™ (f 1) n g (p))™",C) est un fibré vectoriel plat, ot A, x {p} =

teC\A,
AN (C x {p}).

Nous allons donc regarder le comportement de cette famille de fibrés vectoriels. Soit

typ € C. Deux cas sont alors possibles :

1. Supposons qu'il existe un voisinage ouvert U de t( tel que pour tout p € C, avec Re(—p)
suffisamment grande, on ait U N A, = 0.

Dans ce cas, pour de tels p, U HY (1™, (f~1(t) n g7 (p))™, C) est un fibré vec-

teU
toriel plat. Il est donc associé a une connexion holomorphe sur U. On verra que

(HO(f+(Oc2¢e9)))™ est une connexion holomorphe en tg.

2. Supposons qu’il existe un voisinage ouvert U de t( tel que pour tout p € C, avec Re(—p)
suffisamment grande, on ait U N A, # 0.

Dans ce cas, pour de tels p, U HY (1™, (f~1(t) N g~ (p))*",C) est un fibré
tel\A,

vectoriel plat. Il est donc associé a une connexion holomorphe sur U\ A, qui se prolonge

en une connexion méromorphe le long de A,. D’apres 1, (HO(f+(Ocz2€9)))*™ est une

connexion méromorphe en tg.
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an

Les poles de la connexion définie par (H°(fy(Ocz2e9)))?" seront donc les ty € C tels que
(to, 00) appartienne a ’adhérence de Zariski de A dans P! x P!,

Remarquons que cette courbe A contient la courbe discriminante A de f et g. De plus,
au voisinage des points (tg,00), avec ty € C, 'adhérence de Zariski de A \ A dans P! x P! est
incluse dans {c} x P! (c.f. lemme 5.5.1).

Le résultat de cette these apporte alors la distinction suivante :

a) S'il existe un voisinage U de tg tel que pour tout p € C, avec Re(—p) suffisamment
grande, on ait U N A, = {to}, alors HO(f1(Ocz2€9)) est régulier en t.
On remarque également que dans ce cas, pour tout p € C, avec Re(—p) suffisamment
grande, U HY (10", (f~1(t) n g7 (p))*",C) est un fibré vectoriel plat. On a

teU\{to}
ainsi une famille de connexion méromorphe en #g.

b) S’il existe un voisinage U de tg tel que pour tout p € C, avec Re(—p) suffisamment
grande, on ait U N A, # {to} (intervention de la courbe polaire de f et g), alors
HO(f+(Oc2e9)) est irrégulier en tg.

On remarque également que dans ce cas, pour tout p € C, avec Re(—p) suffisamment

grande, U HY ()™, (f~1(t) n g~ (p))™,C) est un fibré vectoriel plat. On re-
teU\A,

marque ici que les points singuliers dépendent de p et tendent vers ¢ty quand la partie

réelle de —p tend vers 'infini.

Voici deux exemples qui étayent ces considérations.

EXEMPLE . 1. f(z,y) =z et g(x,y) = (xy + 1)y.
(f.g) est alors un revétement en dehors de la courbe A = {t = 0} U {1 + 4tp = 0}.
Alors pour tout p € C, avec Re(—p) suffisamment grande, on a le fibré vectoriel plat :

U 72U to™otongep)™, o).
teU\{0, 7,

-1

Fizons un tel p. Les solutions de la connexion associée sont alors : pour t # 0, T

e

%@:/ewm@: e’ dy,
Yt,p

—

—1—oy, —l4ai,
2t 2t

On peut alors montrer que ces intégrales ne sont pas a croissance modérée au voisinage
de 0. On remarque également que I, n’est pas exactement une solution de [’équation
différentielle associée & lopérateur 4t20; — 1 + 2t.

avec vy chemin d’origine et d’extrémité , 01 i est une racine de 1+4tp.

2 f(ry) = et gla.y) = 2y ~
(f.q) est alors un revétement en dehors de la courbe A = {t =0} U{p = 0}.
Alors pour tout p € C, avec Re(—p) suffisamment grande, on a le fibré vectoriel plat :

U #'GO™ @ ng (o)™, C).

teU\{0}
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Fizons un tel p. Les solutions de la connexion associée sont alors : pour t # 0,

1 2
I,(t) = / etyzdy = — e’ dy,
T S VE -

avec vz, chemin d’origine —oy, et d’extrémité ay,, ot oy, est une racine de %.

On peut alors montrer que ces intégrales sont a croissance modérée au voisinage de 0.
On remarque également que I, est une solution de l’équation différentielle associée a
Popérateur t0; + %

Dans les deux exemples précédents, on a calculé completement le systeme différentiel
définissant le complexe fi(Oc2€9). On va étudier 'irrégularité de ces systemes différentiels.

Rappelons la définition de l'irrégularité, au sens de Fuchs et de B. Malgrange, d'un
opérateur différentiel P = a,, 00" + ... + a10; + ap en 0. Il s’agit de entier io(P) donné
par la formule :

io(P) = sup(p —val(ap)) — m + val(ay,).
p

(c.f. [27]). Ce nombre d’irrégularité correspond au rang de la partie irréguliere d’un systéme
fondamental de solutions de I’équation différentielle définie par P au voisinage de 0. Dans
le premiere exemple, I’équation obtenue admet une singularité irréguliére en 0. Son nombre
d’irrégularité est 1. L’infini est quant a lui une singularité réguliere. Dans le deuxieme exemple,
I’équation est réguliere y compris & 'infini.

1.2 Complexes d’irrégularité.

Nous utiliserons la généralisation, due a Z. Mebkhout, du nombre d’irrégularité de Fuchs-
Malgrange d’un systeme différentiel & une variable, aux complexes de D-modules en dimension
supérieure. Si M est une connexion méromorphe réguliere au sens de Deligne ([8]) le long de
Y, le théoreme de comparaison de Grothendieck-Deligne affirme que le morphisme DR(M) —
Ri,i~'(DR(M)) est un isomorphisme, oti i désigne Iinclusion de X \ Y dans X. La définition
des complexes d’irrégularité de Z. Mebkhout permet de décrire I’obstruction de ce morphisme
a étre un isomorphisme.

Dans le cas analytique, si X est une variété analytique complexe lisse, Z un fermé
analytique de X et M® un complexe de Dx-modules, Z. Mebkhout définit le complexe
d’irrégularité de M*® le long de Z comme étant le cone du morphisme DR(M?®[xZ]) —
Ri i Y(DR(M?®)[*Z]), ou i désigne I'inclusion de X \ Z dans X. Dans la suite, on notera ce
complexe IRz (M?®) et I R%(M') son k-ieme espace de cohomologie. Si Z est une hypersurface
et M* est un complexe a cohomologies holonomes, IR z(M?*) est un complexe de faisceaux
constructibles a support dans Z. De plus, si Z est une hypersurface, le foncteur irrégularité le
long de Z est un foncteur exact de la catégorie des D x-modules holonomes dans la catégorie
des complexes F* de C y-espaces vectoriels a support dans Z tels que F*®[—1] est pervers.

Dans le cas algébrique, on a encore la notion de complexe d’irrégularité. Si X est une
variété algébrique complexe lisse, on considere une immersion j de X dans un espace pro-
jectif complexe P". Pour Z sous-variété localement fermée de P™, on définit le complexe
d’irrégularité du complexe M*® de Dx-modules algébriques le long de Z comme étant le com-
plexe IRzan((j+(M®))). On dira alors que le complexe M?* est régulier si son complexe
d’irrégularité est nul le long de toutes sous-variétés de P".

13



1.3 Résultats.

Dans le cas qui nous intéresse, fi(Ocne?d) est un complexe de Dc-modules dont on veut
étudier lirrégularité. Si j désigne I'inclusion de C dans C U {oo} ~ P!, on regardera alors
I'irrégularité du complexe de Dpi-modules, (ji f1(Ocn))*™ en c € P

Nous regarderons plus particulierement le cas ou f et g sont deux polynomes a deux
variables algébriquement indépendants. A l'aide du résultat de F. Maaref ([24]) liant des
cohomologies relatives aux cohomologies du complexe f(Oc2€9), on démontrera que ce com-
plexe n’a de la cohomologie qu’en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points. Il en résulte
alors que pour tout ¢ € P!, le complexe d’irrégularité en ¢ de f, (Ocz2€9) n’a de la cohomolo-
gie qu’en degré 0 et, comme il est a support dans ¢, nous calculerons alors la dimension du
C-espace vectoriel (IR?((j4 f1(Oc2¢e9))?")), de deux manicres différentes.

L’outil principal de la premiere méthode est la résolution & l'infini des polynomes f et g.
I nous permet de définir des applications méromorphes F : X — Pl et G : X — P!, ot X est
une variété complexe lisse, telles qu’on ait les diagrammes suivants :

C2L>(C C2L>(C
li lj li lj
X—F>Pl, X—G>P1,

avec ¢ et j inclusions.

La deuxieme méthode a été suggérée par C. Sabbah dans [36]. Elle consiste a se ramener
aux calculs de complexe d’irrégularité d’un complexe, image directe par la premiere projection
p1 : C2 — C d’un module holonome tordu par 'exponentielle de py : C2 — C, deuxiéme
projection.

Résultats obtenus par résolution a linfini.

Dans la premiere méthode, nous obtenons les résultats suivants :

1. Dans le cas a distance fini (¢ € C) :

Notons I' la courbe polaire de f et g et A la courbe discriminante (image de I' par
(f,9)), comptée avec sa multiplicité. Notons A\ ({¢} x C) 'adhérence de Zariski de
A\ {c} x C dans P! x P!. La dimension de (IR2((j; f+(Oc2€9))%")). est la multiplicité
d’intersection de A\ ({c} x C) avec P! x {oco} au point (c, 00).

THEOREME (1).
dimc(IR((j+f+(Oc2¢?))™))e = ieo0) (A \ ({e} x C), P! x {o0}).

(Voir chapitre 5 théoreme 5.5.18.)

P'x {@}

A
{gxP
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2. Dans le cas a 'infini :

Notons I" la courbe polaire de F et G et A la trace dans C2 de la courbe discriminante de
F et G (image par (F,G) de T') comptée avec multiplicité. Notons Ay la trace dans C2
de I'image par (F,G) de D comptée avec multiplicité. Ay est appelée la courbe de non
propreté. La dimension de (IR ((j4 f+(Oc2€9))¥))o est la multiplicité d’intersection
en (00,00) de I'adhérence de Zariski de A U Ay dans P! x P! avec P! x {co}. Il faut
remarquer que certaines branches de Ay et de A peuvent étre communes. Dans ce cas,
on les compte avec les multiplicités adéquates.

THEOREME (1°).

dimC(IR(o)o((j-l-f-‘r(O(CQeg))an))oo = Z'(oo,oo)(Aa]P)l X {OO}) + l(oo,oo)(A_27 ]Pl X {OO})

(Voir chapitre 5 théoreme 5.5.19.)
Px(}

{w}x P

Les résultats dans le cas a distance finie et dans le cas & U'infini different par le fait que,
au voisinage de (¢, 00), avec ¢ € C, Ag \ {c} x C est vide.

Résultats obtenus par réduction a des projections.

Dans la deuxieme méthode, nous obtenons les résultats suivants :
Notons i I'inclusion de C? dans P! x P'. Considérons le cycle caractéristique du complexe
de Dp1pr1-modules i (f, g) 1+ (Oc2) dans un voisinage U = Uy x Uy C P! x P! de (¢, 00) :

Cehe(iy(f,9)1(Oc2)) = mTpU +m Tj (U +m Ti 0, U +m" T oy U + Y miT3,U,

ot les Z; sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (¢, 00) distinctes de Uy x{oco}
et de {c} x Us. On a alors :

THEOREME (2).

dim((IRY (j4 f+(Oc2€9)))e) = Zmii(c,oo)(zia U x {oo}).

(Voir chapitre 6 théoreme 6.3.9.)

Cette méthode s’applique dans un cadre plus général que celui des polyndémes a deux
variables algébriquement indépendants. Mais dans ce cas, le fait que le complexe d’irrégularité
de f(Ocne9) en c € P! est concentré en degré 0 n’est plus nécessairement vérifié. Comme il
est toujours a support dans ¢, on peut cependant calculer la caractéristique d’Euler du germe
en ¢ de ce complexe. Ainsi, si f et g sont deux polynémes quelconques a n variables, nous
noterons

Cehe(i+(f,9)+(Ocn)) = mTGU +m' T, (U +m Tiy U +m' T oy U + Y miT3,U,
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le cycle caractéristique de iy (f,g)+(Ocn) (somme alternée des cycles caractéristiques des
modules de cohomologie du complexe) dans un voisinage U = Uy x Uy C P! x P! de (c,00),
ou les Z; sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (¢, 00) distinctes de Uy x {oo}
et de {c} x Uz. On a alors :

((IR (]+f+(O(C”€g Zmlz(coo (Zlle X {OO})

(Voir chapitre 6 théoreme 6.3.8.)

Etude comparative des deux résultats.

Une étude comparative des deux méthodes, dans le cas ou f et g sont des polynémes a deux
variables algébriquement indépendants, montre alors que les germes de courbes irréductibles
Z; de la deuxiéme méthode sont les branches irréductibles de A\ {c¢} x C, si ¢ € C et de

AUA,, si ¢ = oco. Les multiplicités m; de iL(f, 9)+(Oc2)y sur T U sont les multiplicités
des germes irréductibles Z; dans A\ {¢} x C, si ¢ € C et de AU A, si ¢ = oco.

Nous allons maintenant expliquer la facon dont les résultats sont obtenus dans les deux
méthodes.

1.4 La méthode par résolution a l’infini.

La premiere technique consiste a rendre f propre en résolvant simultanément f et g a
linfini. Le but est de trouver des applications méromorphes propres F : X — Pl et G : X —
P!, X variété projective complexe lisse, telles qu’on ait les diagrammes suivants :

(C2L>(C (C2L>(C
R
X—F>Pl, X—G>P1,

ou ¢ et j sont des inclusions. Leur existence est une adaptation au cas de deux polynémes
de la résolution a l'infini d’un polynéme donnée par Lé Dung Trang et C. Weber ([22] et
[23]). Elle consiste & plonger C? dans P? de maniére canonique et a définir des applications
rationnelles f et g, prolongeant f et g. Les points en lesquels f et g ne sont pas bien définies
sont sur la droite & l'infini de P2. Par éclatements successifs de ces points, on obtient les
applications F' et GG, en levant les indéterminations de f et de g.

On se ramene ainsi au complexe d'irrégularité de (F (Ox[*D]e%))*", en ¢ € P!, ot D est
le diviseur exceptionnel X \ i(C?). A l'aide du résultat de Z. Mebkhout sur la commutation
du foncteur irrégularité le long d’une hypersurface et du foncteur image directe analytique
par une application propre ([30]), on montre que la dimension dim ((IR%(j4 f1+(Oc2€9))).) est
égale & —x(RT(F~1(c), IRF—I(C)((OX[*D]@G)GH))). Le calcul de cette caractéristique d’Euler
se fait alors en étudiant le complexe d’irrégularité IR p-1(.)((Ox [*D]e%)®). Notons DS, I'en-
semble des composantes irréductibles de D sur lesquelles F' est constante et vaut c et G est
constante et vaut oo. On remarque alors que ce complexe est a support dans ZeLJJDc Z, puisque
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G est holomorphe en dehors. Pour pouvoir étudier 1R p-1(.)((Ox [*D]e%)?) au voisinage des
points de s % Z, il nous faut une hypothese supplémentaire : pour tout ¢ € P, F~1(¢)u D
e C

oo

est a croisement normal au voisinage de tout point de D. Il est toujours possible de trouver
des applications méromorphes F' et GG, telles qu’on ait les diagrammes :

(C2L>(C (CQL)(C
li lj li lj
X — P, X —<-p1,

avec pour tout ¢ € P!, F~!(¢c) U D est & croisement normal au voisinage de tout point de D.
On se ramene alors aux études locales des complexes d’irrégularité suivants :

1
~ (A1) IRy—(Ocz[2]eF). On démontrera que ce complexe est concentré en degré 0 et
que la restriction de son 0-ieme espace de cohomologie a £ = 0 est un systéme local de
rang k.

~ (A3) TRyy—o(Oc2[L]e7F).
~ (A4) TR, _o(Ocz[]e7F),
— (B1) IRyyo(Og2[ L )e 7).

1

- (B2) IRIZO(OCQ[I—Z]eW).
Dans les quatres derniers cas, on montrera que la caractéristique d’Euler du germe en (0,0) de
ces complexes est nulle. Finalement, on remarquera que le complexe IR F_l(c)((OX[*D]eG)“”)
est un systeme local sur chaque composante irréductible Z € D¢, en dehors de ses points
d’intersection avec les autres composantes irréductibles de D et les transformées strictes de
F~1(c) et que ces points d’intersection n’apportent aucune contribution a la caractéristique
d’Euler x(RT(F~!(c), IRp-1()((Ox[*D]e%)™))).

Pour Z; € D¢, on notera I; la multiplicité de Z; dans le diviseur G_l(oo) et n; le nombre
de composantes irréductibles de D et de transformées strictes de F'~(c) intersectant Z;. On
démontrera alors :

X(RT(F~Y(¢), IRp-1)((Ox[+D]e” = > L(2—ny).
Z;eDS

a~|"

Ainsi,
dim((IR)(jy f+(Oc2e)))e) = > i
Z;eDg,

On reliera alors cette formule a la caractéristique d’Euler de la fibre de la fibration par g,
a I'infini, prés de f~1(c) définie de la facon suivante. Nous noterons D(c,n1) le disque ouvert
de C C P! de centre ¢ et de rayon 71, si ¢ € C et D(co,m1) = {z € C | |z| > nil} U {oo} C

C U {00} ~ PL Pour ¢ € P!, D(c,n;)* désignera alors le disque D(c,n1) privé de c. On
démontre que pour 7; suffisamment petit et R suffisamment grand,

g+ f7HD(e;m)") ng™ {lpl > RY) — {lol > R}

est une fibration lisse localement triviale. Le nombre d’irrégularité que 1’on vient de calculer
n’est autre que P'opposé de la caractéristique d’Euler de la fibre f~1(D(c,m1)*) Ng~(p). En
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effet, en utilisant une description par plombages d'un petit voisinage de G ~1(00), dans un
voisinage tubulaire de F'~1(c), on démontrera :

XU Dem) ) Ng ™) == D li(ni—2).

Z;€DS,

On démontrera alors le théoréme en terme de courbe discriminante en reliant la ca-
ractéristique d’Euler de la fibre f~1(D(c,n1)*) N g~ !(p) avec des multiplicités d’intersection
de la courbe discriminante. Pour cela, on effectuera une étude topologique de 'application
(f,g) : C> — C? et de son extension (F,G) : X — P! x P'. Comme (F,G) est propre, on
démontrera que (F,G) : F~1(D(c,n1)*)NG~1(p) — D(c,m1)* x {p} est un revétement ramifié
et que ses ramifications sont des points isolés de la courbe polaire de F et G.

Dans le cas a distance fini (¢ € C), le résultat clé est ’absence de point d’intersection de
F~YD(c,m)*)NG~1(p) avec D. L’ application (F,G) : F~Y(D(e,m)*)NG~L(p) — D(c,m)*x
{p} coincide alors avec I'application (f,g): f~1(D(c,n1)*)Ng~(p) — D(c,m)* x {p} qui est
ainsi un revétement ramifié et ses points de ramifications sont des points de la courbe polaire
de f et g. Si on considére alors A la courbe discriminante de f et g (i.e. 'image par (f,g)
de la courbe polaire de f et g) comptée avec multiplicité (idéaux de Fitting), et A\ {c} x C
I'adhérence de Zariski dans P! x P! de A\ {c} x C, on obtient alors que la dimension du
complexe d’irrégularité en c est égale a la multiplicité d’intersection de A\ {c} x C avec
P! x {oo} au point (c, 00).

Dans le cas oil ¢ = oo, il peut y avoir des points d’intersection de F~1(D(c,n1)*)NG~1(p)
avec D. Ils sont sur les composantes irréductibles de D dicritiques pour F et G (i.e. les
composantes sur lesquelles F' et G sont non constantes et donc surjectives). Notons A la
trace dans C? de la courbe discriminante de F et G (image par (F,G) de la courbe polaire
de F et G) comptée avec multiplicité. Notons Ay la trace dans C? de I'image par (F,G) de
D comptée avec multiplicité. On trouve que la dimension de (IR ((j1 f+(Oc2e9))™))s0 est
la multiplicité d’intersection en (co,00) de I'adhérence de Zariski de A U Ay dans P! x P!
avec P! x {oo} (c.f. paragraphe 5.5.4). Cela résulte d'un calcul tenant compte de la courbe
Asg, qui empéche f~1(D(c,n1)*) Ng~(p) et F~1(D(c,n1)*) NG~ 1(p) d’étre égales.

L’apparition de Ay provient des points d’intersection de F~(D(c,m1)*) NG~1(p) avec D.
Au voisinage de I'un de ces points, P, G~1(p) et F~1(F(P)) peuvent ne pas étre transverses.
P sera alors sur la courbe polaire de F' et GG. Dans ce cas, A et Ay auront une branche
commune.

1.5 La méthode par réduction a des projections.

Pour la deuxieme méthode, on s’intéresse a l'irrégularité en ¢ € C de (f4(Ocne?))*", avec
n > 2, f et g polynomes a n variables. Dans le cas ou f et g sont des polyndémes a deux
variables algébriquement indépendants, on rappelle qu’il s’agit d’'un complexe concentré en
degré 0 et a support {c} et qu’il s’agit donc d’'un C-espace vectoriel dont on cherche la
dimension. Dans le cas a n variables, avec n > 3, on calculera la caractéristique d’Euler du
germe en ¢ de ce complexe.

On commence par réduire le probléme au calcul de l'irrégularité de 'image directe par
une projection d’un module holonome tordu par e”?, ol ps : C? — C, pa(z,y) = y. Pour cela,
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on considere le diagramme :

avec p1(z,y) = . On démontre alors que , f4(Ocre?) = p11((f, 9)+(Ocn)e??) et (f, g)+(Ocn)
est un complexe a cohomologies holonomes régulieres.

Par définition, le complexe d’irrégularité de f,(Ocnef) en ¢ € P! est égal au complexe
d’irrégularité du complexe (51 f1(Ocned))®™ en ¢, ou j est l'inclusion de C dans P!. Enfin,
pour pouvoir utiliser le théoreme de Z. Mebkhout sur la commutation du foncteur irrégularité
le long d’une hypersurface et du foncteur image directe par une application propre, on rend pq
propre en compactifiant par rapport a la deuxiéme variable. On considére alors le diagramme :

2 ——>Pp! x p!

1T

c—>—p.
Notons mp : P! x P! — P! la projection par rapport au deuxieme facteur, et Z =
P! x P!\ C2. On est alors amené & regarder le complexe d’irrégularité en ¢ du complexe
(m14-(i4(f; 9)+ (Ocn ) [+ Z]€T) )"
En utilisant le théoréeme de Z. Mebkhout sur la commutation du foncteur irrégularité
le long d’une hypersurface et du foncteur image directe par une application propre, on
démontrera que pour ¢ € P! :

X((IRe(f+(Ocne?)))e) = =X(IR(cppr (N [+ Z]€™) (¢ 0))

ou N* =i (f,9)+(Ocn) est un complexe de Dp1ypi-modules & cohomologies holonomes et
régulieres. Pour cela, on montrera que le complexe d’irrégularité de N **"[xZ]e™ le long de
{c} x P! est & support (¢, o0). Ses espaces de cohomologie sont alors & support ponctuel. I1
s’agit donc de C-espaces vectoriels.

On se placera alors dans un voisinage U = Uy x Uy C P! x P! de (¢, 00). On définit le cycle
caractéristique généralisé du complexe N **" au voisinage de (¢, 00), que ’on note C'ch.(N**™),
comme étant la somme alternée des cycles caractéristiques au voisinage de (¢, 00) des modules
de cohomologie de N'*®". Notons :

Cehe(N*™) = mTEU +m' T, U +m' Ty, U +m' T oy U + D miT3, U,

ou les Z; sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (¢, 00) distinctes de Uy x {oo}
et de {c¢} x Uz. On démontre alors que :

X((IR:(f+(Ocrne)))e) = Zmii(c,oo)(zia U x {oo}).

Dans le cas ou f et g sont deux polynomes a deux variables algébriquement indépendants,
on a la formule :

dimc(IR2(f1(Og2e9)))e = Zmiz’(c,oo)(zi, Uy x {o0}).

)
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Pour démontrer cette formule, on se ramene, par un changement de variables au voisinage
de (¢,00), au calcul de la caractéristique d’Euler X(IRIZO(M'[%]e%)(QO)), avec M*® com-
plexe de Dee2-modules analytiques a cohomologies holonomes et régulieres. Notons le cycle
caractéristique de M*® au voisinage de (0,0) par :

Ceh(M®) = mIEC? +m/ T o C* + m" Ti_oC* + m Ti_oC* + Y mT3,C?,

)

ou les Z; sont des germes de courbes irréductibles en (0,0), distincts de z = 0 et z = 0. On
démontrera alors le résultat suivant :

1

() X Ramo (M) ) 00)) = 3 o) (202 = 0,

Comme on a affaire a des modules holonomes, les cycles caractéristiques ont une propriété
d’additivité. Parallelement, on voit que le membre de gauche de I’égalité (x) vérifie les mémes
propriétés d’additivité que les cycles caractéristiques. On va pouvoir ainsi se réduire au calcul
de la caractéristique d’Euler de I Rz:O(M[%]ei)(070)7 avec M, un Dez2—module holonome et
régulier. On est alors amené a faire les calculs dans les deux cas suivants :

— Le cas ou le lieu singulier de M est inclus dans xz = 0 au voisinage de (0,0) (les m;
sont tous nuls). Dans ce cas, on trouve, par un calcul local (A2) que la dimension de
Iirrégularité est nulle.

— Le cas ou le support de M n’est pas inclus dans z = 0. Notons 7 : X — C2 un
morphisme permettant de désingulariser UZ; U {x = 0} U {z = 0}. De facon si-
milaire a la premiere méthode, on se ramene a 1’étude du complexe d’irrégularité
IR 1 (g (7" (M)] 1 eﬁ) et aux études locales de complexes d’irrégularité de mo-

ZC)T('j|
dules dont le lieu singulier est un croisement normal :

(A1) IR,—y(NV [%]eﬂ%’“), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans u = 0. On démontrera que ce complexe est concentré en degré 0 et que la
restriction de son 0-ieme espace de cohomologie a u = 0 est un systeme local de rang
k.
~ (A3) IRy—o(N[L]eu
dans uv = 0.
(A4) IR,—o(N[L]euF), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0. )
— (B1) IRyy—o(N[L]ewFT), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0. )
(B2) IRy—o(N[L]eur:), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus
dans uv = 0.
Dans les quatre derniers cas, on s’intéresse a la caractéristique d’Euler du germe en
(0,0) de ces complexes et on montre qu’elle est nulle sauf dans le cas (A4).

Pour faire un lien entre les deux méthodes, dans le cas ou f et g sont deux polynémes a
deux variables algébriquement indépendants, on montre en premier lieu que les Z; sont les
branches irréductibles de A\ {c} x C, si ¢ € C et de AU Ay, si ¢ = oo. Il suffit pour cela de
regarder le lieu singulier de (f, g)+(Oc2) et de voir qu'il est inclus dans la courbe en dehors
de laquelle (f,g) n’est par un revétement. Enfin, il faut montrer que les multiplicités de
i+(f,9)+(Oc2) sur T; U sont les multiplicités des germes irréductibles Z; dans A\ {c} x C,

?s-|"'

), avec N holonome, régulier dont le lieu singulier est inclus

a~|"
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sice Cet dans AUAS, si ¢ = oo. Pour cela, si (¢, p) € Z;, avec |p| suffisamment grand, on
étudie le morphisme (F, G) au voisinage de chaque point P de F (¢ )NG~1(p). On constate
que (F,G) peut s’écrire simplement , dans des coordonnées au voisinage de P. Comme le
morphisme (F,G) est fini, on se ramene, apreés des changements de coordonnées au but et
a la source, au calcul du germe en (0,0) de la cohomologie de I'image directe par (z,y*) du
faisceau structural Og¢z, si P ¢ D et du faisceau (’)(Cz[%], si PeD.

1.6 Plan de la these.

Dans le chapitre 2, on rappellera des résultats classiques sur les images inverses et les
images directes de D-modules, sur les complexes d’irrégularité, sur les D-modules irréguliers
associés a une application méromorphe et sur les cycles caractéristiques. Nous donnerons
également des propriétés d’additivité sur les cycles caractéristiques et sur des caractéristiques
d’Euler.

Le chapitre 3 répertorie les calculs locaux dont nous auront besoin dans les études du
complexe d’irrégularité de fi(Ocne?) des chapitres 5 et 6. On consideérera les complexes
d’irrégularité suivants :

Soit M un Dgz2-module holonome régulier dont le lieu singulier est inclus dans zy = 0.
Soit k,1 > 0.

~ (A1) Si le lieu singulier de M est inclus dans z = 0, TRy—o(M[2 ]ez ) est concentré en
degré 0 et la restriction de son (0-ieme espace de cohomologie a x = 0 est un systeme
local de rang k.

~ (A2) IRy—o(M[1]e= )=
- (A3) X Rymo(M([3e- )(oo> =0.

- (A4) ;((IRIZO(M[%] )(00 ) = (rg(M) —m)k, o m est la multiplicité de M sur
T*:OC .

(B1) x(IRuyo(M[L ]ewly )0.0)) = 0.
(B2) x(IRy—o(M[ ]61 ",0) =0.

Les démonstrations de ce chapitre consiste a calculer la fonction caractéristique de ces
conplexes d’irrégularité a I'aide de celle d’un complexe de cycles proches. Elles utilisent un
résultat de C. Sabbah ([35]) permettant d’expliciter la fonction caractéristique du complexe

IR;_ O(M[f]e}) comme étant la restriction & f~1(0) de celle du complexe \Ilf(DR(M[%]))
Le résultat quand f et g sont deux polynomes distincts m’a aussi été indiqué par C. Sabbah.

Dans le chapitre 4, on se place dans le cas particulier ou f et g sont deux polynomes
a deux variables algébriquement indépendants. On définira alors la notion de résolution a
I'infini de deux polynémes. Ensuite, on démontrera & 'aide du résultat de F. Maaref ([24])
que le complexe f1(Ocze9) est concentré en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points et
que pour tout ¢ € P!, son complexe d’irrégularité en c est concentré en degré 0. Pour calculer
la cohomologie du complexe d’irrégularité en ¢ de f1(Ogz¢9), il restera donc a calculer la
dimension du C-espace vectoriel (IR2(f1(Oc2¢9)))e.

Dans le chapitre 5, on détaillera le calcul par résolution a l'infini, de la dimension de ce
C-espace vectoriel, pour obtenir une interprétation géométrique en terme de courbes discri-
minantes.

x-""
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Enfin, dans le chapitre 6, on présentera la méthode par réduction a des projections dans le
but de traduire l'irrégularité en terme de cycles caractéristiques. Pour finir, nous comparerons
les résultats obtenus par les deux méthodes dans le cas de deux polynoémes & deux variables
algébriquement indépendants.
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Chapitre 2

Préliminaires.

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques définitions et résultats classiques.

Dans un premier temps, nous définirons I'image inverse et 'image directe des D-modules.
Dans le cas algébrique, nous rappellerons le théoreme de composition des images directes.
Nous montrerons que l'image directe analytique d’un D-module algébrique cohérent par un
morphisme propre coincide avec I'analytisé de son image directe algébrique.

Dans un deuxiéme temps, en utilisant le complexe d’irrégularité d’un D-module analy-
tique, nous définirons le complexe d’irrégularité d’un D-module algébrique. Nous donnerons
alors le théoreme de commutation du foncteur d’irrégularité le long d’une hypersurface et du
foncteur image directe analytique par une application propre.

Ensuite, nous définirons un D-module irrégulier associé a une application méromorphe.
Cela consiste a tordre un D-module par I'exponentielle de cette application. Nous étudierons
alors l'effet sur ce module de l'image directe par une inclusion du complementaire d’une
courbe et de I'image inverse.

Puis nous introduirons les cycles caractéristiques de D-modules. Dans le chapitre 6, nous
aurons besoin de connaitre des renseignements sur le cycle caractéristique de 'image inverse
par une modification d’un D-module.

Enfin, nous donnerons des propriétés d’additivité utiles dans les chapitres 3 et 6, sur
les cycles caractéristiques et sur la caractéristique d’Euler de complexes liés au complexe
d’irrégularité.

2.2 Image inverse et image directe de D-modules.

Image inverse de D-modules analytiques.

Dans ce paragraphe, on ne considerera que des D-modules analytiques. Pour plus de
détails, voir [26].
Soit f : X — Y un morphisme de variétés analytiques complexes lisses.

DEFINITION 2.2.1. Soit M un Dy -module a gauche. On appelle image inverse de M, le
Dx-module a gauche :

fHM) = Ox ®@p-1(0y) 71 M),
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muni de la structure de Dx-module a gauche définie en coordonnées locales par :

d _ a af; 0
8xi(a®m)_8xi®m+za - © ——m,

ot a est une section de Ox et m une section de f~1(M).

REMARQUE 2.2.2. Si f est un isomorphisme, f*(M) est naturellement isomorphe a
i Mm).

La famille des Dy-modules plats étant une famille acyclique pour le foncteur f* et la
catégorie des Dy-modules ayant assez d’objet plats, on peut définir le foncteur dérivé :
DEFINITION 2.2.3. Lf*: D~ (D{") — D~ (D), ou D= (D§"*) (resp. D~(DY")) désigne
la catégorie dérivée des complexes de Dy -modules (resp. Dx-modules) a gauche bornés a
drotte.

Si M® € D™ (DY") et P® est une résolution plate de M®, on pose alors :

Lf*(M®) = f*(P*).
REMARQUE 2.2.4. Si f est un isomorphisme, Lf*(M?®) est naturellement isomorphe a
fHMme).
PROPOSITION 2.2.5. Si M*® est un complexe de Dy -modules a cohomologies holonomes

et f: X — Y est un morphisme propre de variétés algébriques complexes lisses, alors
Lf*(M?®) est un complexe de Dx-modules a cohomologies holonomes.

(c.f. [1] page 292).

Image directe de D-modules.

On trouvera les différents résultats de ce paragraphe dans [1], pour le cas algébrique et
dans [25], pour le cas analytique.

Image directe de O-modules.

On notera ici indifféremment O le faisceau des fonctions holomorphes ou des fonctions
régulieres.

Soit f : X — Y une application holomorphe entre deux variétés algébriques complexes
lisses.

DEFINITION 2.2.6. Soit M un Ox-module. L’image directe de M est le Oy-module
défini par :

(fs(M)(V) = M(fHV)),
avec V' ouvert de 'Y .

f« est un foncteur exact a gauche. On peut définir le foncteur dérivé :

DEFINITION 2.2.7. Rf, : D(Ox) — D(Oy), oi D(Ox) (resp. D(Oy)) désigne la
catégorie dérivée des complexes de Ox-modules (resp. Oy -modules).
Si M® € D(Ox) et Z® est une résolution injective de M*®, on pose alors :

Rfc(M®) = f.(T%).
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Modules de transfert.

1. Version algébrique :

Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques complexes lisses. Soit wx (resp.
wy ) le faisceau des formes régulieres de dimension maximale sur X (resp. Y).

DEFINITION 2.2.8. On définit le (Dx, f~1(Dy))-bimodule Dx_y par :
Dx—_y = Ox ®f-10y) /" (Dy).
On notera Dy _x le (f~1(Dy), Dx)-bimodule :
Dy x = Homs-1(0)(wy,wx ®oyx Dx—y).

2. Version analyique : Soit f : X — Y un morphisme de variétés analytiques complexes
lisses. On définit de la méme maniére les modules de transfert Dx_.y et Dy._x en
utilisant les opérateurs différentiels analytiques et les fonctions holomorphes.

Image directe algébrique d’un complexe de D-modules a droite.

DEFINITION 2.2.9. Soit M*® un complexe de Dx-modules a droite quasi-cohérents et
f X — Y un morphisme de variétés algébriques complezes lisses. On définit alors l’image
directe par f du complexe M® par :

f+(M®) = Rf(M* @5 Dx_y)).

PROPOSITION 2.2.10. f, est un §-foncteur de la catégorie D*(Dx) des complexes bornés
de Dx-modules & droite quasi-cohérents dans la catégorie D¥(Dy) des complexes bornés de
Dy -modules a droite quasi-cohérents. De plus, si M® est a cohomologies holonomes, fi(M?*)
est également a cohomologies holonomes.

(c.f. [1] page 292).

Image directe algébrique d’un complexe de D-modules a gauche.

NOTATION 2.2.11. On note wx le faisceau des formes réguliéres de dimension maximale
sur X.
— Soit M un Dx-module a gauche algébrique. On lui associe un Dx-module a droite
défini par :
M(d) =wx oy M.

- Soit M un Dx-module a droite algébrique. On lui associe un Dx-module a gauche
défini par :
M(g) = Hom@X(wX,/\/l).

DEFINITION 2.2.12. Soit M® un complexe de Dx-modules a gauche quasi-cohérents et
f X — Y un morphisme de variétés algébriques complezes lisses. On définit alors l'image
directe par f du complexe M® par :

FrM®) = (fr(M* D)),
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PROPOSITION 2.2.13. f, est un §-foncteur de la catégorie D®(Dx) des complexes bornés
de Dx-modules & gauche quasi-cohérents dans la catégorie D*(Dy) des complexes bornés de
Dy -modules a gauche quasi-cohérents. De plus, si M® est a cohomologies holonomes, f1(M?®)
est également a cohomologies holonomes.

(c.f. [1] page 292).
PROPOSITION 2.2.14. Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques complexes
lisses.

1. Soit M® un compleze de Dx-modules a gauche quasi-cohérents. On a alors : f1 (M) =
Rf.(Dy_x ®%X M?*).

2. Notons n la dimension de X. Soit M un Dx-module a gauche quasi-cohérent. Alors
f+(M) est le complexe de Dy -modules a gauche associé au complexe de Dy -modules &
droite Rf.(Q%"*(M ®0y Dx_y)).

Démonstration

1. Soit Z* une résolution injective de (wx ®o, M*®) ®H5X Dx_y.

Le complexe Hom p-1(0,)(f ' (wy),Z°*) est alors une résolution flasque du complexe
'Homf_1(oy)(f_1(wy), (wX Rox M') ®be Dxﬁy). Ainsi,

(frM2 DN = Homo, (wy, Rf((wx ®ox M®*) @% Dx_y))
= Homo, (wy, f«(Z*))
= fu(Hom o, (fH(wy),T*))
= Rf*(Homffl(OY)(f_l(wy), (wX Rox M') ®%X DX_,y)).
Soit P* une résolution Dx-plate de M*. Alors, wx ®p, P* est une résolution D x-plate
de wx ®o, M?*. Ainsi,

Hom 10,y (f Hwy), (wx @0y M®) &% Dx_y)

- Homffl(Oy)(f_l(wY% (WX ®(9X P.) ®DX DX—>Y)
= Hom-1(0,)(f Hwy),wx ®ox Dx—y) ®p, P*
= Homf—l(oy)(f_l(wY),wX ®oyx Dx—y) ®%X M:?.

Dot f(M?®) = Rf.(Dy_x ®p,  M?®).

2. Ce deuxiéme isomorphisme est donné en exercice dans [25] dans le cas analytique (exer-
cice 2.1.15). On y trouvera les définitions utiles dans la démonstration qui suit en les
transposant au cas algébrique. On montre tout d’abord que 'on a ’isomorphisme sui-
vant :

O (M @0y Dx—y) =~ MD @p (Dx_y @0, Sp%(Dx)).

Comme Dx_y ®o, Sp%(Dx) est une résolution de Dx_,y par des f~!(Dy)-modules
a droite localement libres sur Dx, on a :

M(d) ®%X DX—>Y — M(d) ®DX (DX—>Y ®OX Sp;((DX))

Dot :
frMD)y = Rf (MWD @p, (Dx_y ®oy Sp%(Dx)))
= R (M@ Dx_y))

On a donc f4 (M) = (Rf.(V5*(M & Dx_y)))9).
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Composition des images directes algébriques.

PROPOSITION 2.2.15. Soit f : X — Y et g : Y — Z deur morphismes de variétés
algébriques complezes lisses. On a alors, dans la catégorie des complexes de D x-modules
algébriques a gauche quasi-cohérents, (go f)y = g4+ o fy.

Démonstration
Nous allons faire la. démonstration pour les complexes de D x-modules a droite. Soit M*® un
complexe de Dx-modules a droite quasi-cohérents.

g+ f+(M®) = Ry (Rf.(M*® ®H{3X Dx—v) ®H23Y Dy _.z). Soit L® une résolution localement
libre sur Dx de M?*. Alors, L®* ®p, Dx_y est localement libre sur f~YDy). On a ainsi :

9+ f+(M®) = Rg.(Rf.(L* @py Dx—y)®p, Dy—z)
= Rg.Rf((L* @Dy Dx—y) ®fappyy [ (Dy—2))
(par la formule de projection.)
= Rg:Rf((L* @py Dx—v) ®@f-1(py) [ (Dy—2))
= R(go f)«(L* @px Dx—z)
R(go f).(M® @5 Dx_.7)
(g0 f)e(M?®).

~— —

REMARQUE 2.2.16. Considérons le diagramme commutatif :

D’apreés la proposition précédente, on a pour tout complere M?® de Dx-modules a gauche

quasi-cohérents, g+ f+(M*) = (g0 f)4+(M®) = (f 0 §)+(M®) = f1 04 (M®)

Image directe analytique d’un D-module.

Dans ce paragraphe, on ne considere que des Dx-modules analytiques. On définit alors
I'image directe analytique de la facon suivante :

DEFINITION 2.2.17. Soit f : X — Y wun morphisme de variétés analytiques complexes
lisses.

1. Soit M*® un complexe de Dx-modules a droite. On définit alors l’image directe par f
du complexe M® par :

f+(M®) = Rf(M* @5 Dx_y)).

2. Soit M® un complexe de Dx-modules a gauche. On définit alors l'image directe par f
du complexe M® par :

FrM®) = (fr(M D)),
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Image directe algébrique-Image directe analytique.

Dans la suite, on notera :

— Ox le faisceau algébrique des fonctions régulieres sur X,

— Hx le faisceau analytique des fonctions holomorphes sur X,
— Ax le faisceau algébrique des opérateurs différentiels sur X,
— Dx le faisceau analytique des opérateurs différentiels sur X.

DEFINITION 2.2.18. Soit M un Ax-module. On définit l’analytisé de M de la fagon
sutvante :

M =M @y H,

ou M (resp. (’)'X) est l'image réciproque de M (resp. Ox ) par Uapplication continue X" —
X (X munie de la topologie usuelle et X munie de la topologie de Zariski).

PROPOSITION 2.2.19. Si F : X — Y est un morphisme propre, avec X variété projective
et M est un Ax-module a gauche cohérent, on a (Fi(M))* = F¢"(M).

Démonstration
On va faire le raisonnement pour les A x-modules a droite. Il suffira alors de faire le passage
module a droite, module a gauche pour avoir le résultat.

1. Soit G un Ox-module cohérent, et F' : X — Y un morphisme propre avec X variété
projective. Démontrons que (RF.(G))™ = RF(G"). Soit y € Y. Comme F est
propre, d’apres le théoréme de changement de base, on a (RPF.(G)), = HP(F~(y),9)
et (RPFI™(G)), = HP(F~1(y),G™). Or F~!(y) est une variété projective et G est
Ox-cohérent. Ainsi, d’aprées GAGA (c.f. théoréme 1 de [37]), on a HP(F~1(y),G) ~
HP(F~1(y),G™). D'ott (RF,(G))™ = RF&™(Go™).

2. Soit G un Ox-module cohérent, et /' : X — Y un morphisme propre, avec X variété
projective. Démontrons que (Fy (G®o Ax))" = F{" (G @1, Dx). On a tout d’abord
(G ®oy Ax) ®H;1X Ax_v =G QF-10y F~1'Ay. En effet :

Comme Ax est Ox-plat, si P® est une résolution Ox-plate de G, alors P®* ®op, Ax est
une résolution Ax-plate de G ®p, Ax. Ainsi,

(4 Qox Ax) ®H,21X Ax_y =G ®H(‘9X Ax_y
=G ®H(‘9X (Ox Qp-10y F_lAy).
On sait de plus que F~' Ay est libre sur F~'Oy. On a ainsi (Ox @ p-1p,, F 1 Ay) libre
sur Ox donc Ox-plat. On a alors :
(G ®o, Ax) ®H;1X Ax_y =G ®@p-10, FlAy.

Par le méme raisonnement dans le cadre analytique, on montre que :

(g“” OH Dx) ®%X Dx_y =Gg»™ QF -1y F_lpy.
Ainsi, d’apres la définition de 'image directe d’'un module a droite, on a :

(Fi(G @0y Ax))™ = (RF.(G ®p-10, F~1Ay))™
= (RF(9) ®0, Ay)™"
= (RF.(G))™ @n,y Dy
= RF(G"") @y, Dy, d’apres 1.
— RF™ (G 6 s 1) 1 (Dy))
= F{"(G"" @1y Dx).
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3. Soit M un Ax-module cohérent. Comme on est dans une situation algégrique, M
admet globalement une bonne filtration (c.f. [1] lemme 2.3 page 220). On sait alors
qu’il existe un Ox-module cohérent Ly qui engendre M. Il existe donc un morphisme
L0 ®oy Ax L M qui est surjectif. Comme £° ®oy Ax admet globalement une bonne
filtration, ker(m) admet également une bonne filtration. On obtient ainsi une suite
exacte :

£N®OXAx—>...—>EO®oXAx—>M—>O.

avec L' Ox-modules cohérents. Notons N le noyau du morphisme LN ®ox Ax —
LNt @0, Ax. On a alors la suite exacte de complexes :
0— N[N] = L*®0, Ax = M — 0.
On a donc la suite exacte longue de cohomologie :
= HVEN - HIFL (L ®0y Ax) — HIFL M — HENH RN —
De méme, en raisonnant dans le cadre analytique, on a :
N Hi+NFin./\/’an N HiFin((c.)an ®’HX DX) N HinnMan N Hi+N+1F$nNan - ...
Or:
— HY(F4 (L* ®0y Ax))™" = HiFi”((E' ®oy Ax)™), d’apres 2.
— Notons n = dimX. Comme 'image directe algébrique et analytique d’'un module vit
en degrés [—n, 2n], pour un N suffisamment grand, on aura :
_ Hi+NF+N — Hi+N+1F+N — 07
o Hi—l—NF_?_nNan — Hi+N+lF_?_n./\/’an = 0.
On a donc : , .
(HIFLM)™ = (HIFL(L° 8oy Ax))™
= H"Fi”((ﬁ' R0y Ax)™)
— HZFff_n((ﬁ.)an Ry DX)
= HiFJ‘ﬁ”M“".

2.3 Complexe d’irrégularité.

Complexe d’irrégularité d’un complexe de D-modules analytiques.

Nous allons donner ici des définitions équivalentes de l'irrégularité d’un D-module analy-
tique le long d’une hypersurface. Pour plus de détails, voir [30].
Soit X une variété analytique complexe lisse et Z un fermé analytique de X.

DEFINITION 2.3.1. Pour M*® € D°(D{), on définit le compleze d’irrégularité par :
IRz (M®) := cone <DR(M‘[*Z]) — Ri*i‘l(DR(M'[*Z]))>,
ou1: X N Z — X est linclusion ouverte de X \ Z dans X.
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Une autre fagon de voir le complexe d’irrégularité le long d’une hypersurface consiste a
utiliser le triangle distingué de cohomologie locale dans Db(D§<”) :

Ri i ' (DR(M?®[x2)))

1] \

RTz(DR(M?®[xZ))) DR(M*[«Z]),

oui: X~ Z — X est I'inclusion ouverte de X \ Z dans X.
On a alors :

DEFINITION 2.3.2. Pour M*® e Db(Dgcn), on définit le complexe d’irrégularité par :
IRz(M?®) := RU'z(DR(M®[+Z]))[+1]

Ce complexe est dans la catégorie D*(Cy) des compleves bornés de faisceaur de Cy -espaces
vectoriels.

PROPOSITION 2.3.3. Soit Z une hypersurface de X. IRz est un d-foncteur de la caté-
gorie des complezes de D}(DY) dans la catégorie des complezes de D?,,.,(Cx) @ support
dans Z.

On trouvera également dans [30], le résultat fondamental suivant :

THEOREME 2.3.4. Soit Z une hypersurface de X. IRz est un foncteur exact de la
catégorie abélienne Mody(Dx) dans la catégorie Perv(Cy), catégorie abélienne des com-
plexes F* de Cy-espaces vectoriels a support dans Z tels que F*[—1] € Perv(Cy).

NOTATION 2.3.5. On notera IR% (M) le k-iéme faisceau de cohomologie de IRz(M).

DEFINITION 2.3.6. Soit M*® un complexe de Dx-modules a cohomologies holonomes. On
dit que M® est régulier si pour toute hypersurface Z de X, son complexe d’irrégularité le
long de Z est nul.

Complexe d’irrégularité d’un D-module algébrique.

Soit X une variété algébrique affine complexe lisse. Dans le cas algébrique, il faut tenir
compte du diviseur a l'infini.

Soit 7 : X — P™ une immersion de X dans un espace projectif. Soit M*® un complexe de
Dx-modules a cohomologies holonomes et Z une sous variété localement fermée de P™.

DEFINITION 2.3.7. On appelle complexe d’irrégularité de M® le long de Z et on note
IR7(j+(M?®)), le compleze IR zan (j+(M®)*), ot Z est la variété analytique associée a Z .

EXEMPLE : Si X = C et M* est un complexe de Dc-modules a cohomologies holo-
nomes, on note j : C — P! et on a, pour tout ¢ € P!,

IR:(j+(M®)) = IRc(j 1 (M®)™).

DEFINITION 2.3.8. On dit que M*® est régulier si son complexe d’irrégularité est nul le
long de toute sous-variété de P".
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Complexe d’irrégularité et image directe.

Nous aurons besoin d’un autre résultat qui concerne la commutation du foncteur image
directe analytique par une application propre et du foncteur irrégularité le long d’un sous-
espace analytique fermé. Nous nous placons dans le cadre analytique.

THEOREME 2.3.9. Si 7w : X — Y est un morphisme propre de variétés analytiques
complezxes lisses, alors pour toute hypersurface T de'Y et tout complexe borné de D x -modules
a cohomologies holonomes M®, nous avons l’isomorphisme dans D2, .,(Cx) :

IRy (m (M®))[dimY] = R (IR~ (7)(M®))[dim X]

Démonstration
Cette démonstration a été donnée par Z. Mebkhout. Nous rappelons ici la démonstration
donnée dans [3]. Cet isomorphisme vient des trois résultats suivants :
1. fi’/‘[’;,< o RFﬂ_l(T) = RFT o RT['*.
2. SiN* est un complexe de Dx-modules & cohomologies holonomes, DR (N®)[dim Y] ~
R, DR(N*®)[dim X](c.f. [32] IL5.5).
3. Si 7 est un morphisme propre, (74 (M?®*))[*T] ~ 7 (M*[x7=1(T)]) (c.f. [29] page 88).
D’ou :
R, (IR -1y (M®))[dim X] = Rm.(RT 11y (DR(M®[+7~(T)])))[dim X]
= RU7(Rr.(DR(M®[xz=1(T)))))[dim X]
—  RUp(DR(ms (M [ 1 (D)]))dim Y]
= R (DR(my (M®)[xT]))[dim Y]
= IRp(my(M®))[dim Y.
O
COROLLAIRE 2.3.10. 1. La catégorie D;’LT(DBL(”) des complexes holonomes réquliers
de Dx-modules analytiques est stable par image directe propre.
2. La catégorie DZT(DX) des complexes holonomes réguliers de Dx-modules algébriques
est stable par tmage directe.

Une démonstration de ce corollaire est donnée dans [30] page 76.

Complexe d’irrégularité et image inverse par une modification.

Soit 7 : X — C? une modification (i.e. une suite d’éclatement de I’origine dans C?). Soit
M un De2-module analytique holonome. Soit Z une hypersurface de X contenant le lieu
exceptionnel 771(0,0). On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3.11.
IRz (L7*(M)) = IRz(n*(M)).

Démonstration
Pour démontrer cette égalité, il suffit de montrer que L7*(M)[*Z] = 7*(M)[xZ].
On sait qu’il existe un morphisme de complexes L7*(M) — 7*(M). Notons C*® le cone
de ce morphisme. Comme 7 est un isomorphisme en dehors de Z, C® est a support dans Z.
Ainsi, C*[*Z] = 0. Le foncteur de localisation par rapport a Z étant un d-foncteur, on obtient
Lr*(M)[«Z] = 7*(M)[xZ].
O

31



2.4 D-module élémentaire.
Définition.

Soit X une variété algébrique complexe lisse et h : X — P! ~ C U {oc} une application
méromorphe.

On définit le Dx-module & gauche Ox [xh~!(co)]e par :

— Ox[xh~1(00)]e" est égal & Ox[*h~!(c0)] en tant que Ox-module.

— Si € est un champ de vecteurs sur U ouvert de X,

E(ge) = £(g)e" + gé(h)e".

REMARQUE 2.4.1. Si & est un champ de vecteurs sur U ouvert de X, tel que pour tout
x € U, h(z) # oo, alors £(h) est une fonction réguliére sur U. Mais si il existe un x dans
U tel que h(x) = oo, h et £&(h) sont méromorphes sur U. Il s’agit d’une section sur U de

Ox[*h~1(c0)].
On a ainsi & : Ox[xh™1(00)] — Ox[*h~1(c0)].

Soit M un Dx-module a gauche algébrique cohérent.

DEFINITION 2.4.2. Me" est le Dx-module a gauche : Me" = M ®@¢,, Ox[xh~!(c0)]e".

REMARQUE 2.4.3. Ce complexe a bien une structure de D x-module a gauche puisqu’il
s’agit du produit tensoriel sur Ox de deur Dx-modules a gauche.
La structure de Dx-modules a gauche est donnée par :

E(m @ ae) = £(m) @ ae™ + m @ (£(a) + a&(h))e",
ou & est un champ de vecteurs sur U ouvert de X.

PROPOSITION 2.4.4. 1. Le foncteur F : D*(Dy) — D%Dx), tel que F(M®) =
Mee est un §-foncteur.

2. Si M® est un complexe a cohomologies holonomes, alors M®e" est une complexe a
cohomologies holonomes.

Démonstration

1. Pour montrer que F est un d-foncteur, il suffit de remarquer que Ox [xh~!(00)]e” est
un module Ox-plat.

2. Soit M un Dx-module holonome. On sait que Ox [*h~!(c0)]e” est également holonome
(c.f. théoreme 1 de [5]). Comme le produit tensoriel de deux modules holonomes est
holonome (c.f. théoréme 4.6. de [19]), on a Me" holonome.

0

REMARQUE 2.4.5. On donne une définition analogue a la définition 2.4.2 dans le cas
d’un Dx -module a gauche analytique.
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Image directe par une inclusion ouverte.

Soit X une variété algébrique complexe lisse et U un ouvert de Zariski de X tel que X \U
est un diviseur D. Notons ¢ I'inclusion ouverte de U dans X.
Soit A : U — C une fonction réguliere. Supposons qu’il existe un diagramme commutatif :

U X

P

(C—>(CU{OO}

avec H morphisme régulier et j l'inclusion de C dans C U {oc0}.
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.6. Soit M*® un complexe de Dy -modules. Alors :
iy (M) =i (M®*)[xD]e!

Démonstration
Comme 7 est une inclusion ouverte, on a :

i (M%) = Ri,(M®eh)
= Ri,(M*) Rox Ri*((’)Ueh)
= Ri.(M®) ®0, Ri.i? ((’)XeH)
= i1 (M*) ®oy OX[*D]
= iy (M®)[xD]e

Image inverse.

Considérons le diagramme suivant :

PROPOSITION 2.4.7. Soit M un Dy -module quasi-cohérent. Alors :
T (Mel) = (7*(M))e .
Démonstration
m™(Me") = Ox @10,y 7 (M @0, Oy[xh~(c0)]e")
— Ox 8rsion) (17 M) S0y 7Oy B (01 )

= (Ox @p-1(0y) T (M) ®ox Ox[x(hom)~ ! (c0)]e"T
= 1 (M)eh°m.
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Démontrons ().
Soit 1) le morphisme entre Ox ®,-1(0,) <7T_1(M) ®r—1(0y) W_I(Oy[*h_l(oo)]eh)> et
(Ox ®r-1(0y) T HM)) ®0y Ox[x(hom) ™ (c0)]e"™, défini par :

V(f @ (m®ae) = (f@m)®aomeh”

1) est clairement bijective. Nous allons montrer qu’il s’agit d’un morphisme de D x-modules.
Plagons nous dans des coordonnées locales.

a%ﬂﬁ(f@(m@aeh)) = ((f@m)(g)aoﬂ.ehow)

m) ® ao7reh°7r+z] 1(8xf®8—m)®ao7reh°”

(f®m)®Z] 18£TJL>OW

= Y(EL ® (m® aeh)) + 1 ]1azf®( -m ® ae’))
—I-Z (2= f®m)®%j)ow

= ¥4 f®(m®ae )+ (5 S f ® (Fm @ aeh))
() BT (1 ® 5 (ael)

= (- (f ® (m @ aeh))).

2.5 Cycles caractéristiques.

On trouvera les définitions et résultats de ce paragraphe dans [14]. Nous n’utiliserons ici
que des D-modules analytiques.

Variété caractéristique.

Soit X une variété analytique complexe lisse. Pour m € N, nous noterons Dx(m), le
faisceau des opérateurs différentiels d’ordre au plus m. Soit M un D x-module cohérent.

DEFINITION 2.5.1. Une bonne filtration de M est la donnée d’une famille (My)gen de
sous faisceaux de Ox-modules de M telle que :

1. pour tout k € N, My, est un faisceau de Ox-modules cohérent.
2. M= U M,.
k>0

3. Pour tout k,l € N, Dx(I)M}, C M.
4. 1l existe kg € N, tel que pour tout | € N, Dx (1)Mp, = Mpy11-

PROPOSITION 2.5.2. 5i M est un Dx-module cohérent, il admet localement une bonne
filtration.

DEFINITION 2.5.3. On définit alors le gr(Dx)-module gradué de M :

k
r(M)= & , avec M_1 = 0.
gr(M) koo My 1 1
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Si M est Dx-cohérent, gr(M) est gr(Dx)-cohérent.

REMARQUE 2.5.4. gr(Dx) ~ Or«x. Ainsi, le radical de I'annulateur ann g,.cp)(gr(M))
peut étre vu comme un idéal de Or«x. On peut démontrer que ce radical ne dépend pas de la
bonne filtration de M choisie. On a ainsi la définition, indépendante de la bonne filtration :

DEFINITION 2.5.5. La variété caractéristique de M est le sous espace analytique fermé
de T*X définit par l’idéal \/anngr(px)(gr(/\/l)). FElle sera notée Char(M).

L’inégalité de Bernstein permet de dire que la dimension de la variété caractéristique est
toujours supérieure ou égale a la dimension de X. Nous allons maintenant considérer le cas
ou elle est de dimension n, c’est a dire le cas ou le module est holonome.

PROPOSITION 2.5.6. S5i M est un Dx-module holonome, sa variété caractéristique est
la réunion de conormaux :

Char(M) = UT§ X, avec S, sous espace analytique irréductible de X.
«

DEFINITION 2.5.7. On définit enfin le lieu singulier d’un module holonome M :

Sing(M) = U
ing(M) dim So<dim X &

Multiplicité.

Soit M un Dx-module holonome et Char(M) = UTg X sa variété caractéristique. On
veut définir, pour chaque Sy, la multiplicité de M sur T§ X.

Commencgons pour cela par définir le degré et la multiplicité d'un C{z1, ..., z,}[{1, ..., &nl-
module de type fini en a € C™.

THEOREME 2.5.8. Soit a € C". On note Q4 = (x1,...,Zpn,&1 — a1,...,& — ay) idéal
mazimal dans C{z1,...,xn}[&1,...,&). Soit M un C{zy,...,zn}1, ..., E&]-module de type
fini

1. L’application Hpp o : N — N, définie par Hpyq(n) = dim(cQHLlM est un polynome Py,

a partir d’un n suffisamment grand.
2. Le terme de plus haut degré est de la forme %Xd, avecm € N et d € N.

3. — L’entier d est appelé la dimension de M en a et est noté d,(M).
— L’entier m est appelé la multiplicité de M en a et est noté mq(M).

PROPOSITION 2.5.9. Soita € C" ¢t 0 — E — F — G — 0 une suite exacte de

C{x1,...,zn}[&1,- -, &n]-module de type fini.
Si do(F) = do(G), alors mq(F) = me(E) + ma(G).

Définissons maintenant la multiplicité de M, D x-module cohérent, en z* € T*X. Soit
(Mp)ken une bonne filtration de M et gr(M) son module gradué.

Au voisinage du point z*, on peut choisir des coordonnées telles que gr(Dx ), soit iso-
morphe a C{x1,...,z,}[&1,...,&n] et o s’identifie & (z,a).

Notons M = gr(M),. M est de type fini puisque gr(M) est cohérent.
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DEFINITION 2.5.10. On définit alors :
1. le degré de M en x* est : dy=(M) = do(M).
2. la multiplicité de M en x* est : mg«(M) = mq(M).

PROPOSITION 2.5.11. Le degré et la multiplicité de M en x* € T* X sont indépendants
de la bonne filtration choisie.

On va maintenant définir la multiplicité de M, Dx-module holonome, de variété ca-
ractéristique UTg X, sur T§ X. Commengons par remarquer que dans le cas ou M est holo-
nome, le degré de M en z* est toujours égal a la dimension de X.

DEFINITION 2.5.12. La multiplicité de M sur T X est la multiplicité de M en x*, avec
z*eTéd X\ UTs X.
“ BFa 7P

REMARQUE 2.5.13. Si S, = X, notons ¥g = X \ sing(M), ouvert de X. La variété
caractéristique de Mz, est alors Ty, Y. On sait alors que M|, est localement libre de rang
r sur Ox,. On montre alors que la multiplicité de M sur T*X est r, c’est a dire, le rang de
Ms,. Dans la suite, nous le noterons rg(M).

Cycles caractéristiques.

DEFINITION 2.5.14. Soit M un Dx-module holonome. On définit le cycle caractéristique
de M comme étant la somme formelle :

> maT§ X,

ot
— Char(M) = UTg X, avec Sq sous espace analytique irréductible de X.
~ Mg est la multiplicité de M sur Tg X.

DEFINITION 2.5.15. Soit M*® un complexe de Dx-modules a cohomologies holonomes.
On définit le cycle caractéristique du complere M® comme étant la somme formelle :

Cch(M®) = (~1)FCch(H*(M)).

Cycles caractéristiques et image inverse par une modification.

Soit U un voisinage ouvert de (0,0) dans C2. Soit 7 : X — U une modification (i.e.
une suite d’éclatement de points telle que le lieu exceptionnel se projette sur (0,0)). Notons
D = 771(0,0) le lieu exceptionnel de la modification.

Soit M un Dy-module holonome tel que :

p
Cch(M) = rg(M)TEU + Y miT3U +mT U,
=0

ou les Z; sont des courbes irréductibles distinctes avec éventuellement une singularité en
(0,0). Notons Z; les transformées strictes des Z;.
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p
PROPOSITION 2.5.16. 1. Le lieu singulier de 7*(M) est inclus dans D U < Z~Z>
=0

)

2. Le rang de 7*(M) est égal au rang de M.
3. La multiplicité de m*(M) sur T X est égale a la multiplicité de M sur T; U.

Démonstration

1. 7 est un isomorphisme de X\ D dans U \ {(0,0)}. Donc, d’apres la remarque 2.2.2,
™ (M)p =7 HM)ixp-

Ainsi, il existe une bonne filtration de M\ f(0,0)} induisant une bonne filtration de
™ (M)x\p telles que :

gr(7m*(M))x\p = 7 (gr(M))x\p-
D’ou

p
Char(7*(M)x\p) = T p(X\ D) < U Tg (X D)),
=0

ot Z;" =7 1(Z; \ {(0,0)}).

P
Ainsi, le lieu singulier de M est inclus dans D U < U Z~Z>
i=0
2. Par définition, le rang de 7*(M) est le rang du Ox\ ging(r)-module localement libre
T (M) x\Sing(m)- OF,

7 (M) (SingMyup) = T (M) (Sing(M)UD) -
D’ou le rang de 7*(M) est égal au rang de M.

3. La multiplicité de 7*(M) sur T;ZX est la multiplicité de 7*(M) en z*, avec z* € TZX
suffisamment général. On choisit alors x* tel que p(z*) = x ¢ D, ou p : T*X — X.
Alors, 7(M)z = Mx(y), car z ¢ D. On peut donc choisir une bonne filtration telle
que gr(m*(M))z = gr(M) (). On voit ainsi que la multiplicité de 7* (M) sur TEZX est
celle de M sur T, U.

0

2.6 Propriétés d’additivité.

Nous allons donner ici trois propositions portant sur ’additivité des cycles caractéristiques
et de nombres liés aux complexes d’irrégularité le long d’hypersurfaces qui nous permettrons
dans les prochains chapitres de simplifier les calculs en passant d’un complexe de modules a
un seul module.

PROPOSITION 2.6.1. Soit 0 - M; — M 5 My — 0 une suite ezacte de Dx-modules,
avec M holonome. On a alors :

Ceh(M) = Ceh(My) + Cch(Ms).

En particulier :
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— Les lieux singuliers de M1 et de Mo sont inclus dans le lieu singulier de M.

- rg(M) =rg(Mi) +rg(Mz).

= 81 T§ X estinclus dans la variété caractéristique de M, la multiplicité de M sur T§ X
est égale a la somme des multiplicités de My el de My sur T§ X.

Démonstration
Soit (MF¥)ren, une bonne filtration de M. Soit (M¥)rey la filtration définie par M} =
M1 MF et (ME)ren, la filtration définie par M5 = 7(M}). Ces filtrations sont bonnes et
on a la suite exacte de gr(Dx)-modules cohérents :

(1) 0 = gr(My) — gr(M) — gr(Mz) — 0.

1. Commencons par montrer que Char(M) = Char(Mi) U Char(Ma). La suite exacte
(1) nous donne :

V@000 (g7 (M) =\ fanngup (g7 (M1)) 01y fanng, o (g7 (M),

Ainsi, Char(M) = Char(M;i) U Char(Mas).
En particulier, M et My sont holonomes.

2. Montrons maintenant que les multiplicités s’ajoutent. Comme les trois modules sont
holonomes, d’apres la proposition 2.5.9, pour x* € T* X, on a mg«(M) = mgz«(My) +
Mg+ (Ms). On a donc bien

Cch(M) = Cch(My) + Cch(My).
O

Soit Z une hypersurface de X variété analytique complexe lisse. Soit g : X — C U {oo}
une application méromorphe.

PROPOSITION 2.6.2. Soit F' le foncteur dans la catégorie triangulée DZ(D_‘}{”) définit par
F(M?®)=1Rz((M®)e?). F est un §-foncteur.

En particulier, si M3
2N

X((F(M3))p)) = x(F(M7))p)) + x((F(M3))p))-

est un triangle distingué dans D}(D%), alors,

[
My

M3
pour tout P € Z,

Démonstration
Le foncteur F' est la composée de deux d-foncteurs (c.f. théoreme 2.3.3 et proposition 2.4.4).

L’additivité des caractéristiques d’Euler provient alors de la suite exacte longue associée
au triangle F(M3)

F(M?) F(M3)




La proposition précédente permet de démontrer :

PROPOSITION 2.6.3. Soit M*® un complexe borné de Dx-modules ¢ cohomologies holo-
nomes. Soit P € Z. Alors :

X((IRZ(M*)e?))p) = Y (=) X((IRz((H"(M3))e?)) p)-

Démonstration
On a la suite exacte de complexe :

0 — HUM®) - M* = M'® 0.
avec M'® : 0 — %(20) — M! — ... En appliquant la proposition précédente, on a :

X((IRzZ((M*)e?)p) = X(TRZ((HO(M®))e?))p) + x((IRZ((M*)e?)) p).

On conclut alors par récurrence sur la longueur en cohomologie du complexe.
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Chapitre 3

Etude locale de complexes
d’irrégularité pour les Dro-modules
a support singulier un croisement
normal.

3.1 introduction.

Nous allons donner ici les théoremes utiles dans les calculs des chapitres 5 et 6 portant
sur ’étude de l'irrégularité de fi(Ocned). Dans les deux méthodes, on se rameéne aux études
locales de complexes d’irrégularité de modules holonomes réguliers analytiques a deux va-
riables dont le lieu singulier est un croisement normal. Nous aurons besoin de connaitre la

fonction caractéristique des complexes IR y—q (M[%]eg ), ol :

— M est un Dg2-module holonome régulier dont le lieu singulier est inclus dans zy = 0.

~ f:C* = C, telle que f(z,y) =z ou f(x,y) =y ou f(z,y) = zy.
— g:C2% = C, telle que g(z,y) = 9!, avec k > 1 et [ > 0.

Une premiere méthode consiste a se ranener aux cas des D¢gz2-modules simples dont le lieu
singulier est un croisement normal. Dans [13], A. Galligo, M. Granger et P. Maisonobe donnent
une classification de ces Dgz-modules simples. En utilisant le triangle définissant le complexe
d’irrégularité, on calcule les espaces de cohomologie des complexes d’irrégularité des Dc2-
modules simples. On connait ainsi les fonctions caractéristiques cherchées. Cette méthode
est tres couteuse puisqu’elle nécessite le calcul des espaces de cohomologie des complexes
d’irrégularité.

La démonstration que nous proposons ici est plus rapide. Nous utiliserons le résultat de
C. Sabbah données dans [35] permettant de calculer la fonction caractéristique du complexe
I szo(/\/l[%]ef ) en calculant celle du complexe des cycles proches ¥ f(DR(/\/l[%])) Dans le

cas ou f et g sont deux polynomes distincts, on en déduira le résultat analogue donné aussi

par C. Sabbah : la fonction caractéristique du complexe IR fzo(/\/l[%]eg ) est la restriction a

F7H0) N g1 (0) de celle de Wy(DR(M[}])).
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3.2 Reéduction a un calcul géométrique.

Rappelons tout d’abord la définition du foncteur des cycles proches.

DEFINITION 3.2.1. Soit f : X — C une fonction holomorphe. Soit t € C. On définit le
foncteur Wy_y des cycles proches de la fagon suivante :

Soit F* un complexe borné constructible de Cy-espaces vectoriels. Considérons le dia-
gramme :

f ) X D)\ () ~———F

| |

* rev.univ. <
{t}¢ C Dy Dy,

ou D, est un disque dans C de centre t et de rayon n suffisamment petit de sorte que f :
YD)\ ) — Dy soit une fibration topologique localement triviale.
On pose alors Wy_(F*) = j Y (R(i o 7). (i o 7)1 (F®)).

Le théoreme clé nous permettant de calculer la fonction caractéristique des complexes
d’irrégularité est le suivant :

THEOREME 3.2.2. Soit X une variété analytique complexe. Soit f et g deux fonctions
holomorphes sur X mnon identiquement nulles. Soit M un Dx-module holonome régulier

sur X. Alors la fonction caractéristigue du compleze d’irrégularité IRfZO(M[é]e%) est la
restriction a f~1(0) N g~1(0) de celle du compleze \Ilg(DR(M[%])).

Démonstration
Dans [35], C. Sabbah démontre ce théoréeme dans le cas ou f et g sont des applications
holomorphes identiques (c.f. corollaire 5-2).

Considérons maintenant deux applications holomorphes f et g distinctes.

1. Montrons tout d’abord que Iszo(/\/l[é]eé) = RFfZO(IRgzo(M[i]eé)).
(a) Par définition, TR;_o(M[L]es) = RTy_o(DR(M[L:]ev)).
(b) Notons X* = X \ g~1(0) et 5 Iinclusion de X* dans X.
1 . 1 1
IRQZO(M[f—lg]eg) = cone DR(M[i]eg) — Rn*(DR(M[f—lg]eg)m*))

1
= cone DR(M[i]eg) — Rn*(DR(M[%])X*)>
Considérons alors le diagramme suivant :
X*C% X
J j

X\ 10 X\ F10).

42



Alors
RT]*(DR(M[%])‘X*)) = R Rj(DR(M)|x+\f-1(0)), car M est régulier
= Rj. R, (DR(M)|x\ s-1(0))-
Ainsi, comme RT j—oRj, = 0, on a RT j_gRi, (DR(M[%])D(*)) = 0. On en conclut

1 1 1
alors que RFfZO(IRg:o(M[f—lg]eg)) = RFfZO(DR(M[f—Ig]eQ)) = IRfZO(M[é]eg).
2. D’apres le théoréeme 3.2.2 dans le cas ou les deux fonctions holomorphes sont iden-
tiques (corollaire 5-2 de [35]), on sait que la fonction caractéristique du complexe

IRg:()(/\/l[f—lg]eE) est égale a la restriction a g~1(0) de celle de \I/g(DR(M[ﬁ])) =
W, (DR(M[3))).
3. Il reste donc a montrer que la fonction caractéristique de RI y—o(/ Rg:()(./\/l[f—lg]e%)) est

égale A la restriction & f~1(0) N g1(0) de celle de IRgzo(M[ﬁ]eé).

— Pour montrer que la caractéristique d’Euler de (RT —o(IRg—o (M[f—lg]eé )))p est égale
a celle de (IRQZO(M[ﬁ]eé))p, pour P € f~10), il suffit de démontrer que la ca-
ractéristique d’Euler de Rj,j ~'(I Rg:O(M[f—Z]G%)) p est nulle en utilisant le triangle
distingué suivant :

o 1
Rj,j = (IRymo(M[e?))

[+1] \

RTy—o(IRy—g(M[F:]e7)) IRy=(M([£]en),

avec j : X \ f~1(0) — X inclusion ouverte.

Q[

— Notons F le complexe pervers IR,—g (M[ﬁ]e ) et DF le dual de Verdier de F. On
a alors Rj.j ~'(F) = D(j,5 Y (DF)) (c.f. 2], page 137).
Or, pour P € f~1(0), le germe en P de j,j ~'(DF) est nul. Ainsi :

X(Rij T (F)p) = x(DGij " (DF))p)
= XU~ (DF)p)
=0

! ! l
La caractéristique d’Euler de Rj,j _1(IR9:0(M[f—lg]€9 ))p est donc bien nulle.

O

Démontrons maintenant la proposition permettant de relier le germe en P € g~1(0) de
\Ilg(DR(M[%])) a ’hypercohomologie d’une fibre locale de Milnor de g en P privée des points
de f71(0) sur le complexe de De Rham de M :

PROPOSITION 3.2.3. Soit P € g~1(0). Notons X; une fibre locale de Milnor de g en x
(i.e. X; = g~ 1(t) N B(P,¢), avec B(P,¢) boule de centre P de rayon € suffisamment petit et
[t| suffisamment petit, t # 0). Notons j Uinclusion de X; \ (f~1(0) N X;) dans X;. Alors :

%(DR(M[}mP — RT(7'(X,). " (DR(M) x,))-
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Démonstration

1. Comme M est régulier, remarquons tout d’abord que DR(M[%]) = Rj.j Y (DR(M)),
avec j inclusion de X \ f~'(0) dans X.

2. Dans la suite, on notera C le complexe constructible Rj.j ~!'(DR(M)). Considérons le
diagramme permettant de définir le foncteur ¥, :

g1 0) L X <7 1(D,) \ g7 (0) E

| |

{0}( C )D;); TEeV.uNnv. D;;,

ou D, est un disque dans C de centre 0 et de rayon 7 suffisamment petit de sorte que
frg7'(Dy)\ g1 (0) — Dy soit une fibration topologique localement triviale.

Pour P € g71(0), on a :

Uy (DRM[3]))p = R(io@)(iom) " (C)p
= LimRI( io) " HU), (io7) HC)).

pPeU

Notons (Ug)ren+ une famille de tubes de Milnor de g au voisinage de P, c’est-a-dire
Uy =g YDy, )NB(P, %), avec 7y suffisamment petit devant % Cette famille forme une
base de voisinage de P. On a ainsi :

¥,(DR(MI]))p = lim BT (i 7) (U, (0 7)1 (C))

k

Or, pour k € N*, on a (io7) 1 (Ug) ~ (7 ()N B(P, 1)) x D, P XF = g 1 (t)nB(P, ),
t € Dy, . De plus, par constructibilité de C, on a (i o 7)1 (C) ~ pr‘l(C|Xf). On obtient
donc (c.f. proposition 1.3.8 de [32]) :

Uy(DR(M[3]))p = LimRL(pr="(XF), pr="(Cxp))
k
= LimRT(XF,C xp).

k

Comme C est constructible, on a alors :

\MDR(M[}]))F — RI(X,.C\x,).

ott Xy = g~ (t) N B(P, ¢€) est une fibre générique locale de g au voisinage de P.
Ainsi, Wy(DR(M[5]))p = RL(j~"(X1), i~ (DR(M))x,))-
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3.3 Enoncés des résultats locaux.

Dans le paragraphe suivant, nous allons utiliser le théoreme 3.2.2 et la proposition 3.2.3
pour calculer la fonction caractéristique des complexes IR fzo(./\/l[é]e%), dans les cas ou :

— M est un Dg2-module holonome régulier dont le lieu singulier est inclus dans zy = 0.

~ f:C%? = C, telle que f(x,y) =z ou f(z,y) =y ou f(z,y) = zy.

— g:C? = C, telle que g(z,y) = 2%y, avec k >0 et [ > 1.

Plus précisemment, nous auront besoin des théorémes suivants :

3.3.1 Le théoreme (A1l).
THEOREME 3.3.1 (Al). Soit k > 0. Soit M un Dg2-module holonome régulier dont le

1
lieu singulier est inclus dans x = 0. Le complexe d’irrégularité de M[%]ez_’ﬂ le long de x =0
est concentré en degré 0, a support dans x = 0 et la restriction a x = 0 de son 0-iéme espace

1
de cohomologie , IR:%:O(M[%]GT’“)‘I:O, est un faisceau constant sur x =0 de rang rg(M)k.

En particulier, on a :

COROLLAIRE 3.3.2 (A1). Soit k > 0. IRx:(](O(CQ[%]Eﬁ) est un complexe concentré en
degré 0 a support dans x = 0 et (IRgzo(Ocz[%]e#))m:O est un faisceau constant sur x = 0
de rang k.

3.3.2 Le théoreme (A2).

THEOREME 3.3.3 (A2). Soit k > 0. Soit M un D¢2-module holonome régulier dont le
1

liew singulier est inclus dans xy = 0. Le compleze d’irrégularité de M[%]ez_k le long de y =0

est nul.

IR, —o(M[~]eF) = 0.

8

En particulier, on a :
COROLLAIRE 3.3.4 (A2). Soit k> 0. Les complexes d’irrégularité de (9@2[%]61% et de

OCQ[%]eﬁ le long de y = 0 sont nuls.
1

1 1. o
IRy:O(O(CQ[x—y]GIk) =0 et IRyZO(O(CQ[E]ezk) =0.
3.3.3 Le théoreme (A3).

THEOREME 3.3.5 (A3). Soit k > 0. Soit M un Dc2-module holonome régulier dont le
liew singulier est inclus dans xy = 0. On a alors :

1,
X(IRmyZO(M[;]eIk )©0,0) = 0.

En particulier on a :

COROLLAIRE 3.3.6 (A3). Soit k > 0.
1. X Ryo(Oca 2] ) 0.) = 0.
2. XU Ruyo(Oc2 1165 ) 00)) = 0.
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3.3.4 Le théoreme (A4).

THEOREME 3.3.7 (A4). Soit k > 0. Soit M un D¢z-module holonome régulier dont le
lieu singulier est inclus dans xy = 0. Notons m la multiplicité de M sur T;:0C2. On a alors :

X(IRymg(M[— e )0,0)) = (rg(M) —m) * k.

Sl

En particulier on a :
COROLLAIRE 3.3.8 (A4). Soit k > 0.

1

1
X(I Ry=0(O¢2 [x—y]emk )0,0)) = 0.

3.3.5 Le théoreme (B1).

THEOREME 3.3.9 (B1). Soit k,1 > 0. Soit M un D¢2-module holonome régulier dont le
lieu singulier est inclus dans xy = 0. On a alors :

1 1
X(IRzyzo(M[x—ylezkyl )0,0)) = 0.

En particulier on a :
COROLLAIRE 3.3.10 (B1). Soit k,l > 0.

1 1
Jexty! )(070)) = 0.

X(IR:cy=0(O<C2[x_y
3.3.6 Le théoreme (B2).

THEOREME 3.3.11 (B2). Soit k,l > 0. Soit M un Dgz-module holonome régulier dont
le lieu singulier est inclus dans xy = 0. On a alors :

1 1
X(IRIZO(M[J:—y]eIkyl )(070)) =0.

En particulier on a :
COROLLAIRE 3.3.12 (B2). Soit k,l > 0.

1 1
Je#*v")(0,0) = 0.

X(IRx:O (O(C2 [

zy
3.4 Démonstrations.

D’apres le théoreme 3.2.2, la fonction caractéristique du complexe IRy (M[%]eé) est la
restriction & f~1(0) N g=1(0) de celle du complexe \Ilg(DR(/\/l[%])).

Ainsi, si P € £71(0) N.g~1(0), x((IRj=o(M[2]e7))p) = x((To(DRM[]))p).
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En utilisant la proposition 3.2.3, on obtient alors :

x((fRf:ow%]e%))p) — X(BT(1(X,), 5 (DRM);x,))).

ot Xy = g~ Y(t)N B(P,¢), € et |t| suffisamment petit, ¢ # 0 et j inclusion de X, \ (f~1(0) N X;)
dans X;.

Nous allons donc calculer cette caractéristique d’Euler dans les différents cas qui nous
occupent.

On utilisera systématiquement 1’égalité :

X(X, L) = x(X) xrg(L),

si £ est un systeme local sur X.
1. Démonstration du théoreme 3.3.1 (A1) : f(z,y) = = et g(x,y) = =¥, k > 0.
Soit P € f71(0) N g~1(0). Avec les notations précédentes, X; = {x¥ =t} N B(P,¢) est
la réunion de k disques disjoints et j7!(X;) = X;. De plus, le lieu singulier de M est
supposé inclus dans x = 0. Comme X; ne rencontre pas z = 0, le complexe DR(M)‘ X;
est un systeme local de rang rg(M). Ainsi,

X(IRy—o(M[1]eF)p) = Xx(RT(j~'(Xe), 5~ (DR(M)|x,)))
X(X¢) *rg(M)
= kxrgM).

1

1
Ainsi, la fonction caractéristique du complexe [R,—o(M][;]e=*) est constante égale

a rg(M)k sur z = 0. Comme IRzzo(M[%]ea%k) est pervers, on peut lui associé un
Dez-module holonome régulier, N, a l'aide de la correspondance de Riemann-Hilbert
(c.f. [1] page 325). On a alors Cch(N) = rg(M)kT}_,C?. On sait alors que N est
isomorphe & la somme directe de rg(M)k copies de By—o(C?) (c.f. IV.2.1 de [14]). En

revenant au complexe d’irrégularité a ’aide du foncteur de De Rham, on voit alors que
IRzZO(M[%]ezL’V)IZO est un faisceau constant de rang rg(M)k.

2. Démonstration des théoréemes 3.3.3 (A2) et 3.3.5(A3) : f(z,y) =y ou f(z,y) = xy et
g(z,y) = z*.
Avec les notations précédentes pour P = (0,0), X; = {2¥ = ¢t} N B((0,0),¢) est la
réunion de k disques disjoints et j~(X;) est la réunion de k disques épointés disjoints.
De plus, comme le lieu singulier de M est inclus dans zy = 0 et que j~!(X;) n’intersecte
pas zy = 0, j 71 (DR(M)|x,) est un systéme local de rang rg(M). Ainsi,

w"“

XUIRj—o(M[]eF)00) = X(RL(~'(X:),i~ (DR(M))x,)))

X(7H (X)) # rg(M)

= 0.
Le théoreme 3.3.5 (A3) est ainsi démontré.
Pour finir la démonstration du théoreme 3.3.3 (A2), rappelons que IRyzo(M[%]esz)
est & support (0,0) et que X(IRyzo(M[%]eﬁ)(o70)) = 0. Comme IRyzo(M[%]ezL’“) est

pervers, ce complexe est nul.
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3. Démonstration du théoreme 3.3.7 (A4) : f(z,y) =z et g(x,y) = z*, k > 0.
Avec les notations précédentes pour P = (0,0), X; = {2* = t} N B((0,0),¢) est la
réunion de k disques disjoints et j71(X;) = X;. Notons Pi,..., P les points d’in-
tersection de X; avec y = 0. Comme le lieu singulier de M est inclus dans zy =

0, on sait que DR(M)| x, est un complexe constructible associé¢ a la stratification
{Xi\{P1,...,Px},Pr1,...,P;}. On a ainsi :

?s-|"

X(IRp—o(M[3lexF)00) = x(RT(~(Xe), i~ (DR(M))x,)))

k

= Y X(DR(M)p,).

i=1
Si m est la multiplicité de M sur T;:0C2, d’apres le théoreme d’indice (c.f. [18] page
129), x(DR(M)p,) = rg(M) —m. On a donc :

k
)00) =D _(rg(M) —m) = k(rg(M) —m).

=1

x-""

X(TRg—o(M[ ]es

4. Démonstration des théoremes 3.3.9 (B1) et 3.3.11(B2) : f(x,y) = zy ou f(x,y) =«
et g(x,y) = zFy!, k,1 > 0.
Avec les notations précédentes pour P = (0,0), X; = {zFy' =t} N B((0,0),¢) est une
réunion de d = pged(k, 1) couronnes donc de caractéristique d’Euler nulle et j~(X;) =
X¢. De plus, comme le lieu singulier de M est inclus dans xy = 0 et que X; n’intersecte
pas zy = 0, j~(DR(M)|x,) est un systéme local de rang rg(M). Ainsi,

(TRy=o(ML1e#) o) = X(RTG™'(X0), 5~ (DR(M)jx,)))
= x(Xi) xrg(M)
= 0.
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Chapitre 4

Résolution a l’infini de polynémes
et complexe d’irrégularité.

4.1 Introduction.

On considere f et g deux polynomes a deux variables algébriquement indépendants. On
montrera qu’avec cette hypothese, le complexe f (Oc2€9) est concentré en degré 0 en dehors
d’un nombre fini de points. On peut ainsi lui associer un systeme différentiel qui peut étre
irrégulier. On cherche alors a étudier la cohomologie du complexe d’irrégularité de 1'image
directe fi(Ocz2¢9) en c. Ce complexe est concentré en degré 0 et a support c. Il s’agit donc
d’un C-espace vectoriel. Dans les chapitres 5 et 6, nous calculerons la dimension de cet espace
vectoriel de deux facons différentes.

Dans un premier temps, nous définirons la notion de résolution a l'infini de deux po-
lynomes. On considere pour cela les applications rationnelles associées & f et g définies par :

f: P2 - P!

(x:y:2) — g(£,4).

Ces applications rationnelles ne sont pas définies en certains points de la droite a l'infini
P2\ C2. Ce sont les points (z : y : 0) € P? tels que fy(x,y) = 0 et gz (z,y) = 0, ou fq et
g sont les parties homogenes de f et g de plus haut degré. On va donc éclater ces points
pour ne plus avoir d’indétermination. Considérons une résolution de f et de g donnée par les
diagrammes suivant :

(C2L>(C (CQL(C
] ]
X—F>P1, X—G>P1,

ou I’ et GG sont des applications propres. On démontrera que ’on peut trouver une telle
résolution telle que pour tout ¢ € P!, F~1(c) U (X \ i(C?)) est & croisement normal au
voisinage de tout point de X \ i(C?). Cette propriété n’est pas nécessaire dans ce chapitre.
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Elle sera largement utilisée dans le suivant. Nous ne nous servirons ici que de la propreté des
applications F et G.

Dans un deuxiéme temps, si j désigne l'inclusion de C dans P! ~ C U {oo}, nous
démontrerons alors & l’aide d’un résultat de F. Maaref [24], qui lie le complexe f(Ocz2e9)
avec des cohomologies relatives, que jy f1(Oc2€9) est essentiellement concentré en un seul
degré et qu’il n’y a qu’un seul groupe de cohomologie du complexe d’irrégularité en c, dans
le cas ou f et g sont algébriquement indépendants.

4.2 Résolution a l’infini de deux polynomes.

4.2.1 Résolution d’une fonction méromorphe a deux variables.

On va donner ici des résultats sur la facon de résoudre les points d’indétermination d’une
fonction méromorphe & deux variables. Pour plus de détails, voir [12], [22] et [23].
Soit
h: U — = P!

hi1(z,y)
(z,y) = h; (@)’

avec U domaine de C? contenant l'origine et (0,0) seul zéro commun & hj et ha. (0,0) est
donc un point d’indétermination de h. On veut construire une résolution de h qui leve cette
indétermination.

Une résolution de h est une suite d’éclatements de points telle que le lieu exceptionnel se
projette sur (0,0) (modification). (0,0) étant un point d’indétermination de h, on va éclater
ce point. L’application obtenue peut ne pas étre définie en certains points du lieu exceptionnel.
On va refaire des éclatements supplémentaires jusqu’a obtenir une application méromorphe
définie partout.

PROPOSITION 4.2.1. [l existe une résolution de h.

Démonstration
On commence par éclater le point (0,0). Notons w1 le morphisme d’éclatement de centre
¥ = {(0,0)}. On consideére alors ’ensemble (fini) des points d’indétermination de homy, .
On refait ’éclatement de centre X1. On obtient ainsi une succession d’éclatements :

h
X, % .3 x5 3 ¢ ———= P
U U U
Ek 21 >

avec :
— 7; est le morphisme d’éclatement de centre X;_q,
— X, est 'ensemble des points d’indétermination de homyo...om;.
Il faut voir qu’au bout d’un nombre fini d’éclatements, il n’y a plus de points d’indétermination
(il existe un ip tel que ¥;, = 0). Ceci vient du fait que la multiplicité d’intersection en
0 du numérateur et du dénominateur d’une fraction rationnelle diminue strictement par
éclatement. Notons i.(h) = ic(h1, h2), si ¢ est un point d’indétermination de h et i.(h) = 0,
sinon. Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :
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LEMME. Notons E : C2 — C2 [e morphisme d’éclatement de l'origine et Z le lieu excep-
tionnel de E. On a alors :

St Zo(h) 75 0, Ve e Z, ic(h o E) < Zo(h)

Démonstration .
Démontrons I'inégalité pour le point (0,0) dans la carte de C? définie par x = z et y = xt.
Les autres cas se démontrent de la méme fagon. On a :

.
ho E(xt) = 2@
xVho(x,t)

ou u est Pordre de hy et v 'ordre de hs. Nous allons supposer p > v. Si on est dans Iautre
cas, on fait le méme raisonnement avec % On a alors :

p—vp
hoE(x,t):w.
hg(ﬂ:‘,t)

On a ainsi : .
. . T . hl
iglho B) = (u—v)ig(=—) +io(=).
o(ho E) = ( )o(hQ(m,t)) o(hQ)

Notons v I'ordre de E;(O,t). On a:

io(ho B) = (1 — v)wo + io(12).
ha

La premiere inégalité provient de la formule ig(hy,he) = pv + > jesto; (/};I, E;), ou Oj sont
les points infiniment voisins communs a hq et he. On en déduit :

ig(ho E) < (p— v)v +ig(h) — pv = ig(h) — 2

Si v =0, h est holomorphe et ig(h) = 0. Sinon, on a ig(h o E) < ig(h).

4.2.2 Résolution a l’'infini de deux polynémes.

Dans ce paragraphe, on cherche une résolution de f et g qui leve les indéterminations de
f et g et qui nous permettra d’étudier le complexe d’irrégularité du module f;(Oc2¢9). On
trouvera les démonstrations des différents résultats dans le cas d’un seul polynéme dans [12].
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Soit deux polynomes :

f: C? - C

(x,y) —  flz,y) = falz,y) + ... folz,y), avec f; homogene de degré i
et
g: C? C

N
(x,y) — g(x,y) =ga(x,y) +...+g0(z,y), avec g; homogene de degré j.

Plongeons C? dans P? de maniere canonique, i.e. & (x,7) € C2, on associe les coordonnées
homogenes (x : i : 1) € P2. On considere tout d’abord les applications rationnelles :

f: P2 - P!
(.:U TR Z) —s fd(xvy)+"éjf0(x7y)zd’
g: P2 - P!

!
o 9, (xy)+..+go(zy)=?
(x:y:2) — i

On voit ainsi que sur la droite & I'infini PL_, f et g sont égaux a oo saufen (x:y:0) € P2
tel que fy(z,y) =0 ou gy (x,y) = 0. En ces points, f ou g sont indéterminées. 3
On cherche une résolution 7 : X — P2 de f et ¢ qui léve les indéterminations de f et de

g:
c—L>c 2~
]P>2_£>]P>1 s ]P>2__§>]P>1’
ﬂ-T% WT%
X X

telle que pour tout ¢ € P!, F~1(¢)U D est & croisement normal au voisinage de tout point
de D, ot D = 7~ }(PL)).

11 suffit de suivre la méthode de la proposition 4.2.1 au voisinage de chaque point (x : y : 0)
de Pl C P2, tel que fy(x,y) =0 ou gy (x,y) = 0, pour trouver une résolution 7y de f et g
qui leve les points d’indétermination de f et g.

Pour le calcul qui nous intéresse, il faudra également faire en sorte que pour tout ¢ € P,
F~1(c) U Dy soit & croisement normal au voisinage de tout point de Dy, ott Dy = m; *(PL)).
Si a la suite de la modification précédente, ce n’est pas le cas, il suffit d’appliquer la théorie
de réduction des singularités pour (f o w1)~!(c) U D1 au voisinage de D;.

On commence par les points critiques de (f o m1)~!(c) appartenant & D;. On obtient
ainsi une résolution o levant les indéterminations de f et de g telle que pour tout ¢ € P,
(f oma)~!(c) est & croisement normal au voisinage de tout point de D, ott Dy = 7, ' (PL.).

Il faut enfin remarquer que certaines branches du diviseur exceptionnel peuvent étre
tangentes en des points isolés a des transformées strictes de f o w3. On applique alors la
théorie de réduction des singularités & (f o m2)~!(c) U Dy, au voisinage des points de Ds.

On obtient ainsi une résolution m qui leve les indéterminations de f et de g telle que, si
F = fom, pour tout ¢c € P!, F~1(c) est & croisement normal au voisinage de tout point de
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D et telle que pour tout ¢ € C, les transformées strictes de F'~!(c) coupent transversalement
D, ot D =7~ Y(PL)). On a ainsi :

PROPOSITION 4.2.2. [i existe une résolution m : X — P2 de f et de g qui léve les
indéterminations de f et de g

cz—l>c c2——C
]P)27E>]P)1 5 ]P>2,,§>IP>1’
| A | A
X X,

telle que pour tout c € P*, F~1(c)UD est a croisement normal au voisinage des points de D,
o D =7n"1(PL).

REMARQUE 4.2.3. Dans la suite nous appelerons résolution a l’infini les diagrammes

suivants :
¢ 22
li lj ll lj
X —p! ) X —%= P!,

ot i est l'inclusion de C? dans X et j Uinclusion de C dans P! ~ C U {oo}.

On doit avoir, pour tout c € P, F~Y(c)UD a croisement normal au voisinage des points
de D.

De tels diagrammes existent puisque 'on a éclaté des points qui sont sur le lieu excep-
tionnel de la résolution. On ne touche pas auzx points de C> C P?.

On notera Lo la transformée stricte de la droite a Uinfini PL, dans X.

Soit Z une composante irréductible dans D. La restriction G|z peut étre de I'un des trois
types suivants :

(i) La restriction G|z est constante et a pour image le point co € P!. On notera D,
I’ensemble de ces composantes.

ii) La restriction G|, est constante et a pour image une valeur ¢ distincte de oo € P!. On
|
notera D., I’ensemble des composantes dans D qui ont pour image la valeur c.

(iii) La restriction G| est non constante (et donc surjective). On dira alors que Z est une
composante dicritique pour G et on notera Dy, I’ensemble de ces composantes.

On a alors la proposition fondamentale suivante :
PROPOSITION 4.2.4. 1. p % Z est connexe et contient L.
€Doo
2. Pour tout Z1 € Dy, et tout Zo € D, Z1 et Zy sont d’intersection vide.

3. Toute composante de Dgy;. intersecte une composante de D .

Démonstration
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1. La démonstration de la connexité est donnée dans [12] (lemme I 2.1). Elle consiste a
montrer que G~ !(co) est connexe. Il faut de plus remarquer que sur P, C P2, § vaut
I'infini sauf en un nombre fini de points (les points d’indétermination de g). Ainsi, en
résolvant les indéterminations de g, G vaut 'infini sur L.

2. Le deuxieme point vient du fait que G est déterminée en tout point et ne peut donc
pas prendre deux valeurs distinctes en un point.

3. Soit E € Dy;.. Si E n’intersecte aucune composantes irréductibles de D, comme G
est surjective sur F, il existerait alors un point isolé sur lequel G vaut 'infini. On aurait
alors une contradiction avec le fait que G~!(00) est connexe.

0

NOTATION 4.2.5. On a les mémes propriétés pour F. On notera en indice les rensei-
gnements concernant G et en exposant ceux concernant F' (ex : Z € DS, si G|z = oo et
Fiz=c).

COROLLAIRE 4.2.6. -, % Z est connexe et contient L.
€D

- U Z est connexe et contient L.
ZEDoUD>

Démonstration

En échangeant les roles de F' et G dans la proposition 4.2.4, on voit que 2 UD Z est connexe.
e oo

— On a affaire & deux arbres, I'un représentant D, et 'autre D°°. Pour montrer que

2 LIJD Z est connexe, il suffit alors de remarquer que 'intersection de deux arbres est
€D

un arbre. On voit de plus clairement que L, est inclus dans p % Z.
€D

— Pour démontrer la connexité de g U DOOZ , il suffit de voit qu’il s’agit de la réunion

colU

de deux connexes d’intersection non vide (il contient L«).

4.3 Le complexe f,(Oc:2¢9) est essentiellement concentré en
degré 0.

Soit f et g deux polynomes a deux variables algébriquement indépendants. Donnons main-
tenant les résultats qui nous permettrons de calculer la cohomologie du complexe d’irrégularité
de f1(Oc2€9) en ¢ € C ainsi que celle a l'infini. Dans un premier temps, nous donnerons une
proposition technique permettant de se ramener a une image directe par une application
propre. Ensuite, nous démontrerons que le complexe j fi(Ocz2€9), ou j est I'inclusion de C
dans P! ~ CU{oo}, est concentré en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points. On a ainsi
affaire & un systeme différentiel dont on veut étudier lirrégularité. On démontrera alors que
le complexe d’irrégularité de jy fi(Ocz2e9) en ¢ € P! est concentré en degré 0.
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Considérons une résolution a l'infini de f et g comme dans le paragraphe 4.2.2. Nous
aurons alors les diagrammes :

C2L>(C (C2L>(C
lz‘ lj lz lj
X_F>IP>1 s X—G>P1,

avec F' et G applications propres. Dans la suite, nous noterons D le lieu exceptionnel
X\ 4(C?). On a alors :
PROPOSITION 4.3.1. 1. j,(fi(Oc2¢9)) = F, (Ox[*D]e%).

2. (Fy(Ox[*D]e%))™ = Fi”((OX[*D]eG)“”).

Démonstration

1. Montrons que jy (fi(Ocz2e9)) = F (Ox[*D]e%). On a le diagramme commutatif :

(C2L>(C

b

X——PL.

Dot j4 (f+(Oc2e)) = Fi(is(Oc2€9)).
En utilisant la proposition 2.4.6 et le diagramme :

(C2L>(C

[,

X —5-p,
on a iy (Oc2e9) = Ox[*D]e. On a donc bien jy(fi(Oc2e9)) = Fy (Ox[xD]e%).

2. Pour démontrer que (Fy(Ox[*D]e%))" = F((Ox[xD]e¥)"), il suffit de remarquer
que F' est propre et que OX[*D]eG est holonome, donc cohérent. Ainsi, en utilisant la
proposition 2.2.19, on a le résultat.

O

En général, 'image directe d’un D-module est un complexe de D-modules. Dans notre
cas, on est dans une situation plus confortable puisqu’on a affaire a un complexe concentré
en degré 0 en dehors d’un nombre fini de points. On a en effet la proposition :

PROPOSITION 4.3.2. Soit f et g deuz polynomes algébriquement indépendants.

1. Le complexe ji f+(Oc2€9) est un complexe de Dpi-modules concentré en degré 0 en
dehors d’un nombre fini de points.

2. Pour tout ¢ € P, IR.(ji f+(Oc2e9)) est un complexe de faisceauz de C-espaces vecto-
riels concentré en degré 0.
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Démonstration
Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin d’un résultat de F. Maaref [24] :

THEOREME 4.3.3. Pour c € C\X, avec ¥ ensemble fini, il existe p. assez grand tel qu’on
ait l’isomorphisme :

T H N (4 (Og2e?)) = HF (71 ()™, g (pe)™, C),
ot g. est la restriction de g a f~1(c).
1. Pour ¢, p € C on a la suite exacte longue de cohomologie :

0—=H(f1(c),g7 () N f () —=H (f () ————=H(g7"(p) N f(0))

e —

HY(f71(e).971(p) N 7 (e)) —= H' (S~} () ———= H'(¢™" (o) 1 f(c))

i ——

H2(f~He).g7 () N fH(e)) ——=0.

On veut montrer que sous la condition f, g algébriquement indépendants, « est injective
et 3 est surjective. Considérons une résolution a I'infini de f et g :

(C2L>(C C2L>(C
" [l
X —£ pt ; X —%spl,

avec F' et G morphismes projectifs. Soit (F,G) : X — P! x P! morphisme projectif. On
sait que I'image de (F, G) est un ensemble constructible (c.f. [28] chapitre 2, paragraphe
6). Deux cas sont alors possibles : soit I'image de (F,G) est incluse dans une courbe de
P! x P!, soit I'image de (F,G) contient un ouvert dense de Zariski. Dans le premier cas,
on a alors f et g algébriquement dépendants ce que 'on a exclu. On a donc I'image de
(F,G) qui contient un ouvert dense de Zariski.

D’apres le théoréme de factorisation de Stein (c.f. [17] corollaire 11.5 page 280), il existe
F' : X — Y morphisme surjectif de variétés projectives a fibres connexes et ¢ : Y — P!
morphisme fini tel que F' = 1) o F’. On a ainsi séparé les composantes connexes des
fibres de F'. Considérons le diagramme :

FG
X e P! x P! .

(F',k (id)

Y x P!

L’image de (F',G) est soit incluse dans une courbe de Y x P!, soit contient un ouvert
dense de Zariski. Comme Y est irréductible et que ¢ est un morphisme fini, on aurait
dans le premier cas une contradiction avec le fait que 'image de (F,G) contient un
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ouvert dense de Zariski. Ainsi, on a toujours I'image de (F’, G) qui contient un ouvert
dense de Zariski de Y x P!,

On a alors pour (c, p) dans un ouvert dense de Zariski de P! xP!, G~1(p) rencontre toutes
les composantes connexes de F~!(c), i.e. G restreint & chaque composante connexe de
F~1(c) est d'image dense dans P!. On considere alors les ¢ € C tel que F~1(c) est lisse
(i.e. ¢ n’est pas une valeur atypique de f). Ainsi, f~1(c) est égal & F~1(c) privé d'un
nombre fini de points. On a alors g restreint & chaque composante connexe de f~!(c)
est d’image dense dans C. Ainsi, pour tout ¢ € C sauf un nombre fini, et pour tout p
sauf un nombre fini, f~(c) N g~!(p) est un ensemble fini de points rencontrant toutes
les composantes connexes de f~!(c). On a ainsi clairement « injective et 3 surjective.

. Ainsi, d’apres le théoreme 4.3.3, on a, pour tout & # 0 et pour tout ¢ € C sauf un
nombre fini, il H¥(f1 (Oc2¢9)) = 0. Comme i} (M) = (x_/\c/l)CMc et M = H*(f4(Oc2¢9))
est une connexion intégrable, on a M. = 0, pour tout ¢ € C sauf un nombre fini (lemme
de Nakayama). Ainsi, pour tout k # 0, H*(f,(Ocz2e9)) est & support ponctuel. Donc
H* (54 f1(Ocze9)) est également & support ponctuel. On a ainsi montré que le complexe
J+ [+ (Oc2€9) est concentré en degré 0 en dehors d’'un nombre fini de points.

. H* (g f+(Oc2e9)) est a support ponctuel pour tout k # 0. Il est donc régulier, i.e.
Vk # 0 et Ve € P,
IR(H"(jiy f+(Og2¢?))) = 0.

On sait de plus que PHF(IRz(M?®)) = IRz(H*(M?®)). Dot :

{ PHE(IR(j4+ f+(Oc2€)))

=0, Vk # 0,
PHO(IR(j+ f+(Oc2¢%))) = IR(H°(j1 f+(Oc2¢9))).

Or on a la suite exacte courte :

0 — HO(PHF (IR (j4 f+(Oc2€)))) — HF(IRc(j1 f+(Oc2e9))) — R PHFT (I Re(j4 f1(O2€9)))) — 0.

(c.t. [9]).

D’ou :

Hk(IRc(j-i-f-i-(O(CQeg))) =0, Vk #0,—1,
HO(IR:(j4 f1(Oc2€9))) = HO(PHO(IR.(j 1 f1(Oc2€9)))),
H Y IRe(j4 f+(Oc2€9))) = HTHPHO(IR(j+ f+(Oc2¢9)))) = 0,

car PHO(IR.(jy f+(Oc2e9))) = IR.(H(jo f+(Oc2e9))) € Perv(Cy.y) (théoreme 2.3.4).
Le 0-ieme groupe de cohomologie de IR.(jtf+(Oc2€9)) est donc le seul groupe de
cohomologie non nul.

O
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Chapitre 5

Calcul de l’irrégularité par
résolution a ’infini.

5.1 Introduction.

Soit f et g deux polynoémes a deux variables algébriquement indépendants. Notons j
I'inclusion de C dans P! ~ CU{cc}. On cherche & étudier le complexe d’irrégularité en ¢ € P!
de I'image directe ji f1(Ocz2e9). D’apres le chapitre précédent, ce complexe est concentré en
degré 0 et a support c. Il s’agit donc d’un C-espace vectoriel dont on calculera la dimension.
Le comportement de f et g & 'infini joue un réle dans ce complexe d’irrégularité. Il est donc
naturel de considérer une résolution a l'infini de ces deux polynomes :

c-l-c 22~
li lj ll lj
X —L>pt : X —%>pt,

avec pour tout ¢ € P!, F~1(c) U D & croisement normal au voisinage de tout point de D, ou
D =X\ i(C?).
Dans un premier temps, nous montrerons que la dimension du complexe d’irrégularité

n’est autre que :
—X(RT(F~'(¢), IRp-1()((Ox[¥D]e)™))).

Nous associerons alors a une résolution & l'infini de f et g et & ¢ € P!, un sous graphe
de l'arbre de résolution & l'infini de f et g, augmenté des transformées strictes de F~!(c),
contenant les composantes irréductibles de D sur lesquelles IR F—l(c)(OX[*D]eG)‘m est non
nul et pondéré par la multiplicité de G. Nous serons alors ramenés aux calculs locaux de
complexes d’irrégularité le long de x = 0 ouy = 0ouazy =0 de De2-modules du type

(’)Cz[%]efk, avec kK > 1 ou O(Cz[xiy]em, avec k > 1 et [ > 0. Nous utiliserons alors les
corollaires du chapitre 3. Finalement, si Z; est une composante irréductible de D sur laquelle
F est constante et vaut ¢ et G est constante et vaut l'infini, nous noterons [/; la multiplicité
de Z; dans le diviseur G~!(c0) et n; le nombre de composantes irréductibles de D et de
transformées strictes de F'~(c) I'intersectant. On montrera que la dimension de I'irrégularité
en ¢ € P! est la somme sur tous ces Z; des produits (n; — 2)I;.
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Nous donnerons enfin une interprétation géométrique de ce résultat. Pour ¢ € C, nous
noterons D(c,n1)* le disque ouvert épointé de centre ¢ et de rayon 71, inclus dans C € CU{oo}.
Nous noterons également D(co,m)* ={z¢€ C | |z| > nil} C CU{oo}. Pour tout ¢ € P!, nous
avons une fibration lisse localement triviale du type fibration de Milnor partielle pour g dans
un voisinage tubulaire de f~1(c) :

g: f7HDem))ng {lpl = RY) — {lpl = R},

ou R est suffisamment grand et 7, suffisamment petit. La dimension cherchée est 'opposé de
la caractéristique d’Euler de la fibre générique f~(D(c,m1)*) Ng~1(p).

Nous étudierons alors la topologie de cette fibre.

Commencons par le cas de l'irrégularité en ¢ € C. Notons I' la courbe polaire de f et g
et A la courbe discriminante de f et g (image de T par (f,g)) comptée avec sa multiplicité.
Notons A\ ({c} x C) I'adhérence de Zariski de A\ ({c} x C) dans P! x PL. On démontrera
que la dimension cherchée est la multiplicité d’intersection de A\ ({c} x C) avec P! x {oo}
au point (¢, 00).

Dans le cas de l'irrégularité a l'infini, I'existence de composantes irréductibles dicritiques
pour F' et G augmente la dimension de l'irrégularité. Notons I'" la courbe polaire de F' et
G et A la trace dans C? de la courbe discriminante de F et G (image par (F,G) de I'')
comptée avec multiplicité. Notons Ag la trace dans C? de I'image par (F,G) de D comptée
avec multiplicité. On démontrera alors que la dimension de lirrégularité & l'infini est la
multiplicité d’intersection en (0o, c0) de I'adhérence de Zariski de A U Ay dans P' x P! avec
P! x {oo}. Il faut remarquer que certaines branches de As et de A peuvent étre communes.
Dans ce cas, on les compte avec les multiplicités adéquates.

ceC c= 00
P'x {@} P'x{w}

{gxP

>

{w}xP

5.2 Passage aux caractéristiques d’Euler.
On veut démontrer la proposition suivante permettant de lier le complexe d’irrégularité
en ¢ € P! de j, f1 (Oc2€9) avec une caractéristique d’Euler :

PROPOSITION 5.2.1. Pour ¢ € P!, IR.(ji f+(Oc2¢e9)) est un complexe concentré en
degré 0 et a support c. On a de plus :

dime (IR (j1 f+(Oc2e?)))e = —X(RT(E(¢), IRp-1(¢) (Ox[xD]e)™)).

Démonstration
D’aprés la définition 2.3.7 et la proposition 4.3.1,

IR(j+ f+(Oc2¢9)) = IR:((j+f+(Oc2e))™)
= IR((Fy(Ox[*D]e%))™)
= IR(F{"((Ox[xD]e%)™™)).
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D’apres le théoreme 2.3.9 de commutation du foncteur irrégularité le long d’une hypersurface
et du foncteur image directe analytique par une application propre, on a :

(IRc(j+ f+(Ocze9)))e = (RFF™(IRp-11)((Ox[+D]e%)™™)))c[+1]
= RT(F~(¢), IRp-1()((Ox [+D]e) ™)) [+1].

Si f et g sont algébriquement indépendants, d’apres le théoréeme 4.3.2, IR (j+ f+(Oc2€9))
est un complexe concentré en degré 0. Ainsi,

dim((IRQ(j+ f+(Oc2€9)))e) = X((IRe(j+ f1(Oc2e9)))e).
On a alors :
dim((IRY (j+ f+(Oc2€%)))c) = =X (RT(F~*(¢), I Rp-1(¢) (Ox [+ D]e%)™™)).
O

REMARQUE 5.2.2. Algorithme pour le calcul de la cohomologie du complexe d’irrégqularité
de (j1+ f+(Oc2€9)) en c € P :

— Calcul d’une résolution a linfini de f et g en suivant pas a pas les comportements de F'
et de G. Il faut que pour tout c € P, F~Y(c)U D soit a croisement normal au voisinage
de tout point de D.

— Calcul de la caractéristique d’Euler X(RP(F_]'(C),IRF—l(C)(OX[*D]CG)an)). Grace au
théoréeme de Mayer-Vietoris, on est ramené aux calculs de la caractéristique d’Euler des
complexes RI'(Z;, IRF_1(C)((’)X[*D]6G)“”), ou les Z; sont les composantes irréductibles
de D sur lesquelles F est constant et vaut ¢ et G est constant et vaut l’infini. Le fait
que pour tout ¢ € P, F~1(c) U D est a croisement normal au voisinage de tout point
dans D, permet alors d’utiliser les résultats locauzr sur les complexes d’irrégularité le

1
long de x =0 ouy =0 ou xy = 0 de Dg2-modules du type Ocz[%]ef’“, avec k > 1 ou
1
O(Cz[xiy]ezkyl, avec k> 1 et >0 (c.f. les corollaires du chapitre 3).

5.3 Réunion d’arbres associée a une résolution a ’infini.
Soit une résolution a linfini de f et g :

f g

cC2——C C2——C
li lj lz lj
X—F>IP>1 , X—G>]P>17

telle que, pour tout ¢ € P!, F~1(¢) U D est a croisement normal au voisinage des points de
D, ot D =X\ i(C?).

Fixons ¢ € P'. On veut définir une réunion d’arbre nous permettant d’avoir des infor-
mations sur les dimensions des groupes de cohomologie du complexe IR F_l(c)((’)x[*D]eG)‘m.
Il s’agit d’un sous graphe de ’arbre de résolution a l'infini de f et g, augmenté des trans-
formées strictes de F~!(c) et contenant les composantes irréductibles de D sur lesquelles
IRp-1(¢)(Ox [D]e%) est non nul, pondéré par la multiplicité de G.
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NOTATION 5.3.1. - On note DS, Uensemble des composantes irréductibles de D sur
lesquelles G est constante et vaut linfini et F est constante et vaut c.

— On note Dy, l'ensemble des composantes irréductibles de D dicritiques pour G et sur
lesquelles F' est constante et vaut ¢ auquel on ajoute les transformées strictes de F~1(c)
intersectant une composante irréductible de D .

- On note Dgff l’ensemble des composantes irréductibles de D dicritiques pour F' et sur
lesquelles G est constante et vaut l'infini.

- On note Dfilfg l’ensemble des composantes irréductibles de D dicritiques pour F et GG.

Commencons par démontrer le lemme suivant :

LEMME 5.3.2. 1. §i Z € D¢

o007
Vintersectant sont celles de DS, D¢ et DS, .

avec ¢ € C, les seules composantes irréductibles de D

2. 8i Z € D, les seules composantes irréductibles de D [’intersectant sont celles de DI,
Ddz’c DX et Ddz’c
00 7 dic dic”

Démonstration
Supposons ¢ € PL. Soit Z € DS et Z' une composante irréductible de D intersectant Z.
Comme F' est constante et vaut ¢ sur Z, soit F' est constante et vaut ¢ sur Z ,, soit Z'
est dicritique pour F' (sinon, on aurait un point d’indétermination). De méme, comme G
est constante et vaut l'infini sur Z, soit G est constante et vaut linfini sur Z', soit Z  est
dicritique pour G. Le deuxieme point est donc démontré.

Pour démontrer le premier point, il faut montrer que si Z € D¢, avec ¢ € C, Z ne peut
pas intersecter une composante irréductible de D a la fois dicritique pour F' et G. Supposons
qu’il existe une composante irréductible Z' de D qui soit dicritique pour F' et G, intersectant
Z. Alors il existe une conposante irréductible Z " de D, intersectant Z/, sur laquelle F' est
constante et vaut co. Or F est constante et vaut ¢ sur Z, donc Z # Z ". Comme on a affaire
a un arbre d’éclatements, on aurait alors que la réunion des composantes sur lesquelles F' ou
G est constante et vaut oo n’est pas connexe. Ceci est absurde car cette réunion est connexe
(c.f. proposition 4.2.4).

O

DEFINITION 5.3.3. On définit la réunion d’arbres associée a un c € P et a une résolution
a Uinfini de f et g de la maniére suivante :
1. Un sommet sera noté par (e,1) si il correspond a une composante irréductible Z de DS,
avec | = multz(G~1(c0)).

2. Un sommet sera noté par [ si il correspond a une composante irréductible de D, inter-
sectant une composante irréductible de DS . On compte ici les composantes irréductibles
de D et les transformées strictes de F~1(c) intersectant DE,.

3. Si c = 0o, un sommet sera noté par B si il correspond d une composante irréductible
de Dgfg intersectant une composante irréductible de DSS.

4. Un sommet sera noté o si il correspond a une composante irréductible de Dgéc intersec-
tant une composante irréductible de D .

5. Les autres composantes irréductibles de D ne sont pas représentées.

6. Une aréte joint deux sommets si les composantes correspondantes se coupent.
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EXEMPLE :

1. Un arbre sera de ce type :

g
O (0,‘l6) O d
AN 7
(o,13) (o,14) (o,15)
\\\ ///
(o,12) ou o \ o T
(o, 11) (o,15) (o,15)
s
© (o.11)

2. (Polynéme de Broughton) arbre associé au cas ou f(z,y) =z, g(x,y) = (xy + 1)y et :

o 0 O
Nt
e oo T
@JL//O
(e,3)

3. arbre associé au cas ou f(z,y) =z, g(x,y) = y¢ + ag_1(x)y? 1 + ...+ ap(z) et c € C :

O

4. arbre associé au cas ou f(z,y) = (x — 1)y, g(z,y) = (2? — )y et :
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5.4 Calcul de la cohomologie du complexe d’irrégularité.

Soit j linclusion canonique de C dans P'. Soit f et ¢ deux polynémes a deux va-
riables algébriquement indépendants. On s’intéresse au calcul de la cohomologie du com-
plexe IR.(j+ f+(Oc2¢9)), ¢ € PL. On considére une résolution & l'infini de f et g au sens du
paragraphe 4.2.2 :

C2L>(C C2L>(C
lz’ lj lz lj
X——=p -  X—Tsp

avec pour tout ¢ € P!, F~1(¢) U D & croisement normal au voisinage de tout point de D, ot
D =X\ i(C?).

On sait alors que le complexe IR.(j4 f+(Ocz2€9)), ¢ € P, est concentré en degré 0 et a
support ¢. On calculera alors la dimension de cet espace vectoriel grace a la formule :

dim((IR(j+ f+(Ocze?)))e) = —X(RT(F ™ (c), IRp-1() (Ox[xD]e%)™)).

(c.f. proposition 5.2.1).
Pour cela, on utilisera la définition des réunions d’arbres de résolution a l'infini et le
théoreme de Mayer-Vietoris.

5.4.1 Préliminaires.

Soit f et g deux polynémes a deux variables algébriquement indépendants. On considere
une résolution a 'infini de f et g :

c—l-c c—L-c
li lj ll lj
X —L > pt ; X —%-pt,
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telle que pour tout ¢ € P!, F~1(¢)U D est & croisement normal au voisinage de tout point
dans D (c.f. paragraphe 4.2.2).

REMARQUE 5.4.1. 1. Soit Z € Dy,. Au voisinage de P € Z, supposons Z d’équation
x=0. Alors :

(a) Si P est un point d’intersection de Z avec une composante irréductible de D
d’équation y = 0, G sera équivalent au voisinage de ce point a x%y“ avec k,l > 1.

(b) Si P est un point d’intersection de Z avec une composante dicritique d’équation
y =0, G sera équivalent au voisinage de ce point a w—l,c, avec k > 1.

(c) Si P n’est pas un point d’intersection de Z avec une autre composante irréductible
de Dy , G sera équivalent au voisinage de P a w—l,c, avec k > 1. On remarque que
ce cas contient le cas ou P est un point d’intersection de Z avec une transformée
stricte de F~1(c) et que l’on peut choisir des coordonnées (x,y) telle que cette
transformée stricte soit d’équation y = 0.

2. Si P € X n'appartient a aucunes composantes irréductibles de D sur lesquelles G est
constante et vaut linfini, alors G sera holomorphe au voisinage de P.

Démonstration
On a G~ 1(00) € D. Comme D est & croisements normaux, G ~!(co) I'est également.

1. Si Z € Dy, par définition, G|z = co. Comme G~ !(c0) est & croisements normaux, on
a nécessairement G équivalent & z%yl’ k > 1etl >0, au voisinage de chaque point P
de Z (Z d’équation x = 0).

— Si P est un point d’intersection avec une autre composante irréductible de D,
d’équation y = 0, on a nécessairement G ~ ﬁ, avec k,[ > 1.

— Si P est un point d’intersection de Z avec un diviseur dicritique pour G d’équation
y=0,onaG~ w—l,c, avec k > 1, car sinon, G = oo sur un petit ouvert du diviseur
dicritique, ce qui est impossible.

— Si P n’est pas un point d’intersection de Z avec une autre composante irréductible

1

de D, on a nécessairement G ~ —, avec k > 1, car G~ !(o0) est inclus dans D.

2. Pour le deuxiéme point, il suffit de remarquer que si P € X n’appartient & aucunes com-
posantes irréductibles de D sur lesquelles G est constant et vaut I'infini, alors G(P) € C.

O

Soit ¢ € P! tel qu’il existe une composante irréductible de D sur lequel F est constant
et vaut ¢ et G est constant et vaut 'infini (i.e. DS # 0). Il existe un nombre fini de tel c.
Notons A I’ensemble de ces c.

On démontrera que si ¢ ¢ A, ji f+(Oc2¢9) est régulier en c. Dans le paragraphe suivant,
on donnera une formule de la dimension caractérisant le complexe d’irrégularité en ¢ de
J+f+(Oc2€9). On remarquera alors que dans le cas ol la réunion d’arbre associé a c et a une
résolution a 'infini de f et g est une réunion de bambous, j; f1+(Oc2¢9) est régulier en c.

PROPOSITION 5.4.2. Sic¢ A={c €P! | DS #0}, IR.(j.f1(Ocze?)) = 0.
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Démonstration

D’apres la proposition 4.3.1 et le théoreme 2.3.9 de commutation du foncteur image directe
analytique par une application propre avec le foncteur irrégularité le long d’une hypersurface,

on a :

IR.(jy f+(Oc2€%)) = RES™(IRp-1(0(Ox[D]e)™).

Il suffit donc de voir que IRF_1(C)(OX[*D]6G)“” = 0. Comme ¢ ¢ A, DS, = (. Soit
P € F~(c). Etudions le complexe d’irrégularité IR -1, (Ox[*D]e%)? au voisinage du point
P. On a alors les cas suivants :

1. Si P € F~!(c)Ni(C?). D’apres la remarque 5.4.1, au voisinage de P, G est une fonction
holomorphe. Le complexe d’irrégularité I Rp-1( (Ox[*D]e?)™ est donc nul au voisinage
du point P.

2. SiPeZ, avec Z € D°. Comme DS, =0, on a alors Z € DS, ou Z € Dy, avec t € C.

(a) Si Z € Dj. D’apres la remarque 5.4.1, au voisinage de P, G est une fonction
holomorphe. Le complexe d’irrégularité I RF—l(C)(OX[*D]BG)an est donc nul au
voisinage du point P.

(b) Si Z € DS,.. Soit Z' € Dy, intersectant Z. Comme DS, = (), on a nécessairement
Z' € D%¢. Deux cas sont alors possible :

i.

ii.

SiP¢ZnZ ". D’aprés la remarque 5.4.1, au voisinage de P, G est une fonction
holomorphe. Le complexe d’irrégularité I Rp-1(,)(Ox [¥D]e%)* est donc nul au
voisinage du point P.

SireznZz. D’apres la remarque 5.4.1, on a alors, au voisinage de P, dans
des coordonnées convenables (z,y) :

— D a pour équation z = 0 ou zy = 0.

— F~(e) a pour équation y = 0.

— (3 est équivalent au voisinage de P a w—l,c, avec k > 1.

Le complexe I Rp-1(¢)(Ox [D]e%)e" est donc égal, au voisinage du point P, au

complexe I Ry—o(Oc2 [%]eﬁ) ou au complexe IR,—o(Oc2 [I—Z]eﬁ) Or, d’apres
le corollaire 3.3.4 (A2) du chapitre 3, ce complexe est nul.

Finalement, on a démontré que IRF_1(C)(OX[*D]6G)“” =0.

O

REMARQUE 5.4.3. 1. D’apres le corollaire 4.2.6, DY est non vide. On a donc oo € A.

2. Certaines valeurs atypiques pour [ proviennent des composantes irréductibles de D sur
lesquelles F' est constantes et vaut c. Si sur certaines de ces composantes irréductibles,
G est constantes et vaut l'infini, alors ¢ appardiendra a A.

3. Les éléments de A ne sont pas nécéssairement des valeurs atypiques de f. Si lors de la
succession d’éclatements, G est indéterminée en un point P qui est sur une composante
dicritique pour F', on pourra également avoir F(P) € A.

EXEMPLE : Dans le cas ou f = x, f n’a pas de valeur atypique et pourtant, on obtient
de Dirrégularité en certains ¢ € C. Notons g(x,y) sous la forme aq(x)y? + ... + ag(z). En
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plongeant C? dans P? de maniére canonique, on obtient les fonctions rationnelles :

f: P2 — P!
(x:y:2) — %,
g: P2 — P!
ag(Z)yd+...4a9(Z)24
(x:y:2) a(Z)y +zd+ 0(2)=

On fait alors I’éclatement 7 de (0 : 1 : 0). Dans la premiére carte, fom vaut I'infini & Porigine.
Pour calculer la cohomologie du complexe d’irrégularité le long de ¢ € C, il suffit donc de
regarder les changements dans la deuxiéme carte de I’éclatement. Posons 7(u,z) = (uz, 2).

Alors : ~
fom(u,z) =u,
gom(u,z) = —ad(uH”;aO(“)zd.
On remarque que f o7 est bien définie partout et que le diviseur E obtenu est dicritique pour
fom. Ainsi pour calculer l'irrégularité en ¢ € C, il suffit de regarder le comportement de go
au point (u, z) = (c,0).
— Si aq(c) # 0, ag(u) + ... + ag(u)z? est une unité dans C{u — ¢, z} et ainsi g ~(.) Z—ld.
1
On aura alors IRF_1(C)(OX[*D]6G)“" = IRy—c(Ocz[1]e=? )™ = 0, d’aprés le corollaire
3.3.4 (A2) du chapitre 3.
— Siag(c) =0, g est indéterminée en (u,z) = (c¢,0). Il faudra alors résoudre g o m en ce
point et calculer la cohomologie du complexe d’irrégularité en c.

5.4.2 Le résultat principal.

D’apres le paragraphe précédent, il suffit de calculer Uirrégularité de jy fi(Oc2€e9) en
c € A.
Soit ¢ € A.

NOTATION 5.4.4. — On note DS, l'ensemble des composantes irréductibles de D sur
lesquelles G est constante et vaut l'infini et F est constante et vaut c.
— Pour Z; € DS, on note :
— I = multz,(G7Y(00)) (multiplicité de Z; dans G~1(c0)).
~ n; le nombre de composantes irréductibles de D et de transformée stricte de F~(c)
intersectant Z;. Ce nombre correspond au nombre de segments liant le sommet cor-

respondant a Z; avec un autre sommet de l’arbre.

THEOREME 5.4.5.

dim (IRY(j+f+(Oc2e")))e = Y (ni = 2)li.
Z;eDS

Démonstration
D’apres la proposition 5.2.1,

dim (IR (j+ f+(Oc2¢%)))e = —x(RT(F ™} (c), IRp-1(¢) (Ox[+D]e)™™)).
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Il suffit de montrer que :

X(RT(F (), IRp-1() (Ox[*D]e“) ™) = > (2= ni)ls.
Z;€Dg,

1. Montrons tout d’abord que le complexe [ Rpfl(c)(OX[*D]eG)“") est a support dans

p UD Z;. Comme ce complexe est & support F~1(c), il faut montrer que si P € F~1(c)
sEDS,

et U i, alors le complexe d’irregularite 1) (Ox[*xD]e est nul au
P ZDCZ 1 1 1 d’irrégularité IR ()(9 D]e&)an 1

voisinage de P. Ceci vient du fait qu’avec ces conditions sur P, on a GG holomorphe au
voisinage de P. Ainsi :

X(RF(F_l(C), IRF—l(C)(Ox[*D]eG)(m)) = X(RF(ZieUDgOZi7 IRF—l(C)(OX[*D]eG)an))‘

2. On va maintenant étudier localement le complexe IR F_1(C)(OX[*D]6G)“”.

Soit Z; une composante irréductible de D¢, . Il intersecte un certain nombre de compo-

santes irréductibles de D et de transformées strictes de F~1(c), Z;,,..., Zj,,- Dans le

cas ol ¢ € C, ces composantes sont soit dans DS, soit dans Dy, ., soit dans D%, Dans
le cas ou ¢ = oo, il faut ajouter le cas ou certaines de ces composantes sont dans Dgfg

(c.f. lemme 5.3.2). Nous noterons ij le point d’intersection de Z; avec Zj, .

(a) Au voisinage d’un point P de Z; qui n’est pas un de ces points d’intersection, on
a, dans des coordonnées convenables (z,y) au voisinage de P :
— Z; d’équation x = 0.
— D d’équation = = 0.
— F~(e) d’équation x = 0.
— G est équivalent au voisinage de P & x—%l (Il; = multz,(G~(0))).
Ainsi, au voisinage de P le complexe I Rp-1(,)(Ox [¥D]e%) se calcule & I'aide du

1
complexe IR;—o(Ogz[2]e=" ). En utilisant le corollaire 3.3.2 (A1) du chapitre 3,
on voit que la restriction du complexe IR F_1(C)(OX[*D]6G)“” a Z; privé des n;

points d’intersection P;k est un systeme local de rang [;.

(b) Etudions alors le complexe I Rp-1(,)(Ox [*D]e“)® au voisinage des points d’inter-
section. Regardons pour cela I'écriture locale de D, F~1(c) et G au voisinage des
points d’intersection. Nous supposerons toujours que localement Z; est d’équation
x = 0. Soit P]?k le point d’intersection de Z; avec Zj,. Quatre cas sont alors pos-
sibles :

1
Uobin
iy k

i. Zj, € DS,. Au voisinage du point Pjik, G est équivalent a D a pour

équation xy = 0 et F~1(c) a pour équation xy = 0. Il faudra alors regarder
1

Iny:o((’)Cz[m—ly]ewliyljk ) (B1).

i. Z;, € D%ic Au voisinage du point P;k, G est équivalent a l-lljk' D a pour
Ty

équation xy = 0 et F~!(c) a pour équation z = 0. Il faudra alors regarder
1
IRy—o(Ogz[Les"v"% ) (B2).
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1

iii. Z;, € Dg,.. Au voisinage du point P ¢ G est équivalent a - D a pour

équation z = 0 ou zy = 0 et F~!(c) a pour equatlon zy = 0. Il faudra alors
regarder I Ryy—o(Ocz (3 ]ewIZ) ot I Ryy—o(Oc2 = ]em) (A3).

iv. Z;, € Dgf.g. Au voisinage du point P]?k, G est équivalent a ;,%lz D a pour
équation zy = 0 et F~1(c) a pour équation = 0. Il faudra alors regarder
IRy—0(Oc2 (5, ]6“) (A4).

3. Calculons maintenant x(RF( U ZZ,IRF 1(¢)(Ox[¥Dle Gyany),

En utilisant le théoreme de Mayer Vletorls pour chaque composante irréductible de D&
en partant toujours d’une composante irréductible en fin de branche, on obtient :

X (RI( U ZZ,IRF (OX[*D]eG)“")) = Z X(RP(Zi,IRF—I(C)(OX[*D]CG)an))

Zi€ Z;eDs,
=3 X(RT(P}, IRp-1(¢)(Ox[+D]e®)™)),

ol S;- est le segment de I'arbre liant les sommets associés a Z; et Z; de DS et P]Z est le
point d’intersection de Z; et Z;.

Or d’apres le corollaire 3.3.10 (B1) et le point 2.(b)i.,

X(RT(P}, IRp-1(0)(Ox[+D)e“)™)) = X((IRp-1(0)(Ox[+D]e“)™) )
= 0

D’ou :
X(M(z U ZZ,IRF 10 (Ox[xD]e“) ™)) = Y X(RT(Zi, I Rp-1(0)(Ox[+D]e“)*™)).
€ Z;eDg,
Il reste donc a montrer que pour Z; € DS

X(RT(Z;, IRp-10)(Ox[xD]e%)™)) = (2 — ny)l;.

Soit Uy, ...,Upy, des ouverts de Z; tel que :
(a) Uy boule ouverte dans Z; de centre Py et de rayon suffisamment petit.
(b) Les Uy sont disjoints deux a deux.
(c) On a les écritures locales sur chaque Uy de 2.(b).
)

(d) Comme (I RFfl(c)(OX[*D]eG)anhUk est un complexe constructible, on choisit Uy
suffisamment petit pour que

RT(Ug, IRp-1(0)(Ox[*D]e)} ) = (IRp-1()(Ox[*D]e) ™) p,

(c.f. corollaire 1.4.17 de [32]).

Notons U la réunion disjointe des U; et V I’adhérence du complémentaire dans P! de
boules de centre Py incluses dans U;. On a alors UNV réunion disjointe de n; couronnes
ouvertes. Alors :
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— Comme IRF—l(C)(OX[*D]CG)‘a‘?} est un systeme local de rang I; (c.f. 2.(a)) et que
x(V)=(2—-mn;), on a x(R['(V, IRF71(C)(OX[*D]6G)“”)) = (2 —mny)l;.

— Comme IRF—1(C)(Ox[*D]€G)‘a[§LﬂV est un systeme local de rang l; et que x(UNV') = 0,
on a x(RT'(U N V,IRFA(C)(OX[*D]eG)‘m)) =0.

X(RLO(U, IRp-11)(Ox[xD]e“)*™)) = 3701, X(RD(Uj, IRp-1(0)(Ox[+D]e%) 1))
= zzizlX((IRFfl(c)(OX[*D]BG)GH)PE)'

Or d’apres les écritures locales de 2.(b) et les corollaires 3.3.10 (B1), 3.3.12 (B2),
3.3.6 (A3) ct 3.3.8 (A4),

X((IRp-1(¢)(Ox[+D])e®)™™)p,

[

) = 0.

Donc
X(RT (U, I Rp-1()(Ox[*D]e%)*")) = 0.

Par le théoreme de Mayer-Vietoris, on a alors :

X(RT(Zi, IRp-1(¢)(Ox[¥D]e)™)) = X(RT(U,IRp-1()(Ox[+D]e?)™))
+X(RT(V, IR p-1(¢)(Ox[+D]e)™™))
(—X(RF)(U nv, IRF—I(C)(OX[*D]GG)an))
= (2—my)l;.

O

REMARQUE 5.4.6. On peut vérifier que la formule obtenue ne dépend pas de la résolution
a Uinfini choisie pour f et g. Il suffit de remarquer qu’elle reste inchangée si on effectue un
éclatement supplémentaire. Si a la suite de cet éclatement, on fait apparaitre une composante
wrréductible Z de DS :

— soit Z est représentée a la fin d’une branche, sur la réunion d’arbre associ€ a c et a
la nouvelle résolution a infini. Alors la multiplicité de G~'(c0) sur Z est la méme
que sur la composante irréductible de DS liée a Z. On montre alors que la formule ne
change pas.

— Soit Z s’intercale entre deur composantes de DS et alors on doit ajouter a la formule
(2 —2)lz =0. La formule reste donc encore inchangée.

Cette remarque est en principe superflu, mais cet argument sera utilisé dans la démonstration
du lemme 6.3.6.

COROLLAIRE 5.4.7. Soit ¢ € P. Si la réunion d’arbre associé a ¢ et a une résolution d
Uinfini de f et g est une réunion de bambou, on a :

(IRc(j+ f+(Oc2€%)))e = 0.

EXEMPLE :
1. (Polynéme de Broughton) f(z,y) = z et g(x,y) = (zy + 1)y. On a A = {0, 00}.
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— arbre associé a ¢ =0 :

— arbre associé a ¢ = 00 :

On a ainsi :
0 pour ¢ # 0,00
dim (IRY(j4 f1(Og2e®)))) =4 (2-2)3+(2—2)1 =0 pour = 0
3-2)1=1 pour ¢ = 0.

fryy) = xoet glz,y) = v+ ag 1 (@)y?t + ...+ ap(z). On a alors A = {co}.
Ainsi, fi(Oc2¢9) est régulier sauf éventuellement & l'infini. On ne peut rien dire sur
lirrégularité de ji fi(Ocz2e9) a l'infini dans cet exemple. Plus généralement, on a :

COROLLAIRE 5.4.8. Si f est lisse et que les points d’indétermination de g sont
disjoints de ceux de f, f+(Oc2e9) est régulier sauf éventuellement a l'infini.

En effet, A est inclus dans ’ensemble des ¢ tel que :

— ¢ = o0.

— ¢ valeurs atypiques pour f. Dans notre cas, il n’y en a pas.

— Les ¢ € C tel que f(P) = c avec g indéterminée au point P et P € Z avec Z €
Dg U D¥E. Or dans notre cas, aucune de ces valeurs ne peut apparaitre car les points
d’indétermination de f et de g sont disjoints.

. Si f(x,y) = et g(a,y) = 2%(ag(x)y? + ... + ao(x)), avec aq(0) # 0 on aura j(z : y :
ra(ad(§)+~-+ao(f)zd)'

@ zY,,d zy,d
z) = z (ad(z)yzj;jao(z)z ) et ainsi, dans la carte y = 1, g(x,2) = e
On regarde alors le résultat de I’éclatement 7 de (x, z) = (0,0) dans la deuxiéme carte.
« d «
Posons (u,z) = (uz,z). On a alors § o m(u, z) = “(@altFaowzt) _ uehuz) ,ue.

z
h(u, z) unité au voisinage de (0, 0). L ’arbre de résolution d’une telle fraction rationnelle
est un bambou. Ainsi, f1(Oc2€9) est régulier en 0.

. flz,y) = (= 1)y et g(z,y) = (° = 1)y. On a A = {0, 00},
— arbre associé a ¢ =0 :
O
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— arbre associé & ¢ = 00 :

On a ainsi :

0 pour ¢ # 0,00
dim ((IRJ(j+ f+(Oc2¢?)))c) = 4 0 pour ¢ = 0
(3—2)x1=1 pourc=o0.

5.5 Traduction du résultat en terme géométrique.

5.5.1 Introduction.

On suppose toujours que f et g sont deux polyndémes a deux variables algébriquement
indépendants. Nous allons commencer par donner un théoréme de fibration pour tout ¢ € P!.
Il s’agit d’une version locale de la fibration de Milnor pour g. Pour 1y suffisamment petit et
R suffisamment grand,

g: 7 (D(em))ng  (Ipl > R) — {lp| > R}

est une fibration lisse localement triviale. La caractéristique d’Euler de la fibre générique est
l'opposé de la dimension de la cohomologie du complexe d’irrégularité en ¢ calculée dans le
paragraphe précédent.

Nous étudierons ensuite la topologie de cette fibre. Le cas ou ¢ est a distance fini (¢ € C)
et le cas ou ¢ vaut l'infini different. Considérons une résolution a I'infini de f et g :

(C2L>(C (C2L>(C
oo o)
X —L>pt X —%-pl.

On note D = X \ i(C?). L’existence de composantes irréductibles dicritiques pour F et G
augmente la dimension de l'irrégularité a l'infini. Ils n’ont aucun effet sur lirrégularité a
distance fini. Ce phénomeéne est lié au fait que la fibre générique F~1(D(c,n1)*) N G~L(p),
pour ¢ € C, ne rencontre pas D, ou encore que F~1(D(c,m))NG~1(p) coupe uniquement des
composantes irréductibles de D dicritiques pour G sur lesquelles F' est constante et vaut c.
Dans le cas & I'infini, la fibre F~!(D(00,71))NG~!(p) coupe des composantes irréductibles de
D dicritique pour G sur lesquelles F' est constante et vaut I'infini mais aussi des composantes
irréductibles de D dicritiques pour F et G.

Voici le résultat obtenu dans le cas a distance fini (¢ € C). Notons I' la courbe polaire
de f et g et A la courbe discriminante (image de I' par (f, g)), comptée avec sa multiplicité.
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Notons A\ ({c} x C) l'adhérence de Zariski de A\ {c} x C dans P! x PL. On démontrera
que la dimension cherchée est la multiplicité d’intersection de A\ ({c} x C) avec P! x {co}
au point (¢, 00).

Dans le cas ou ¢ = 0o, notons I’ la courbe polaire de F et G et A la trace dans C? de la
courbe discriminante de F et G (image par (F,G) de I'") comptée avec multiplicité. Notons
As la trace dans C? de Iimage par (F,G) de D comptée avec multiplicité. On démontrera
alors que la dimension de l'irrégularité & l'infini est la multiplicité d’intersection en (0o, c0)
de Padhérence de Zariski de A U Ay dans P! x P! avec P! x {co}. Il faut remarquer que
certaines branches de Ay et de A peuvent étre communes. Dans ce cas, on les compte avec
les multiplicités adéquates.

ceC c= 00
P'x {0} Px{e}

A
{cxP

>

{w}xP

5.5.2 Lemme différenciant le cas a distance fini du cas a l’infini.

LEMME 5.5.1. Pour c € C, n1 suffisamment petit et R suffisamment grand, on a :
Vlpl > R, (F~Y(D(e,;m)*) NG~ (p)) N D =9.

Démonstration
On sait que D¢ # () pour un nombre fini de ¢ € P'. Choisissons 7; suffisamment petit tel
que pour tout ¢ € D(e,m1)* et tout Z composante irréductible de D, Fiz # ¢. Siil existe
P e F~Y(D(e,n1)*) N D, alors P est sur une composante irréductible Z de D dicritique pour
F.

De méme, choisissons R suffisamment grand tel que pour tout |p| > R et tout Z compo-
sante irréductible de D, G|z # p. Si il existe P € G~ (p)N D, alors P est sur une composante
irréductible Z' de D dicritique pour G.

Montrons alors que si P € (F~Y(D(c,m)*)NG~(p))N D alors P est dans une composante
irréductible de D dicritique pour F' et G. Il suffit de montrer, avec les notations précédentes,
que Z = Z'. Supposons Z # Z'. Alors P est le point d’intersection de Z et Z'. Comme Gz #
p, on a nécéssairement Z dicritique pour G. On aurait alors deux composantes irréductibles
de D dicritiques pour GG d’intersection non vide. Comme D, est connexe, ceci est impossible.
Ainsi, si P € (F~Y(D(e,n1)*) NG~(p)) N D alors P est sur une composante irréductible de
D dicritique pour F' et G.

Il reste donc a montrer que pour toute composante irréductible Z de D dicritique pour
F et G (en nombre fini), pour n; suffisamment petit et pour R suffissmment grand, on a :

Vlpl > R, (F~H(D(c,m)" ) NG~ (p) NZ=0.

Raisonnons par I'absurde. Fixons 71 et supposons que pour tout R > 0, il existe p, |p| > R tel
que (F~Y(D(c,m)*) NG~ Y(p)) N Z # (. On peut alors construire une suite (,,)pen+ dans Z
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telle que 0 < |F(zy,) —c| < m et G(xy,) = pn, avec limy, . |pn| = 0c0. Comme Z est compact,
il existe alors un point d’accumulation a,, € Z tel que 0 < |F(a,,) —c| < n1 et G(a,, ) = oo.
On a donc une suite (al)neN dans Z telle que 0 < |F(a1) — ¢ < Let Glar) = co. Par

n

compacité, il existe un a " 7 tel que F(a) = cet G(a) = 0.
Z est dicritique pour G et G(a) = oo. Comme D, # () et que 2 % Z est connexe, a est
€

[e'e]

le point d’intersection de Z avec une composante irréductible dans D
Comme Z est dicritique pour F est F(a) = ¢, il existe a’ € Z \ {a} tel que F(a') = oo et
Fz # .

On a alors une contradiction car Z est connexe.
ZEDUD>®

5.5.3 Un théoréeme de fibration.

Nous allons définir une fibration lisse localement triviale puis nous montrerons que la
caractéristique d’Euler de la fibre est 'opposé de la dimension de (IR?(j4 f1(Oc2€9)))e.
Théoreme de fibration.

Commengcons par définir la fibration lisse localement triviale.
Soit une résolution a l'infini de f et ¢ comme dans le paragraphe 4.2.2 :

(C2L>(C C2L>(C
li lj lz lj
x—L-p - xX—pL

On note D = X\ i(C?). On consideére Papplication ® = (F,G) : X — P! x P'. Soit I’ la
courbe polaire de F et G (J(F,G) = 0). Notons A" = &(T").

(C2 (f_,g}) C2
N N
X = PixP!
U U
r A’

Comme f et g sont algébriquement indépendants, A’ est une courbe dans P! x P

Soit ¢ € PL. L’inclusion j : C — P! permet d’identifier P! & C U {oo}. Dans la suite, si
c € C C P!, nous noterons D(c,n1) le disque ouvert de centre ¢ et de rayon n; dans C C PL.
Nous noterons également D(oco,m) = {z € C | |z| > nil} U {oo}. Pour ¢ € P!, on posera
D(c,m)* = D(c,m) \{c}.

LEMME 5.5.2. 1. 1l existe my suffisamment petit et no suffisamment petit devant ny, tels
que pour tout p € D(co,m2)*, G~1(p) est transverse au bord de F~1(D(c,m1)).

2. 11 existe 0o suffisamment petit tel que pour tout p € D(co,m2)*, G~1(p) est transverse
a F~1(c).
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Démonstration

1. Il suffit de montrer qu’il existe 7, suffisamment petit et 1y suffisamment petit devant 7
tels que pour tout p, 0 < |p| < n2, G1(p) est transverse & F~1(S(¢,m)), out S(e,m) =
{z € C: |z — ¢| = m}. Raisonnons par 'absurde.
Remarquons tout d’abord que A"\ (P! x {c0}) est une courbe et que son adhérence de

Zariski rencontre P! x {oo} en des points isolés. Nous noterons A"\ (P! x {oc}) cette
adhérence de Zariski.

Fixons un 77 tel que pour tout 72, il existe un p, |p| > nil tel que G~1(p) n’est pas
transverse & F~1(S(c,m1)). Alors, il existe ¢ = ¢+ me® € S(¢,m), G~ (p) nest pas
transverse & F~1(c'). Il existe alors une suite de points (z,)nen- telle que |G(z,)| > n,
F(x,) = ¢+ nie'@ et (F(xy),G(xn)) € A\ (P! x {o0}). Comme P x P! est compact
(c + e, 00) € A"\ (P! x {o0}). Or ceci est impossible pour 7; suffisamment petit

puisque A"\ (P! x {co}) rencontre P! x {oo} en des points isolés.

2. Soit H~1(0) une équation réduite de F~!(c) au voisinage des points de F~1(c) N D.
Alors, H~1(0) est & singularité isolée. On choisit 7y suffisamment petit pour que quelque
soit p € B(oo,m2)*, G~1(p) N H~1(0) évite le lieu singulier de H. Il faut alors montrer
quil existe un 7y suffisamment petit tel que pour tout p € B(co,m2)*, G~1(p) est
transverse & H~1(0). Raisonnons par 1’absurde. Supposons que pour tout 72, il existe
p € B(oo,m2)*, tel que G~1(p) n’est pas transverse & H ~1(0). Alors il existe une suite
(Zn)nen telle que |G(zy)| > L, H(x,) =0 et J(H,G)(z,) = 0. Posons :

F={xeX : JHG)(z)=0}
V={reX: \ﬁ|>0etH(m):O}

D’apres ce qui précede, il existe a € I' NV, avec G(a) = oo. D’apres le lemme des petits
chemins, il existe un chemin différentiable p : [0, e[— X tel que p(0) = a et pour tout
t €]0,¢[, p(t) e TNV. Or J(H,G)(p(t)) = 0 et le fait que pour tout p suffisamment
grand, G~1(p) N H~1(0) évite le lieu singulier de H nous donne :

d

£G() = M0)

dt

Comme H(p(t)) = 0, on obtient G(p(t)) est constant. De plus, G(p(0)) = oo et pour
t €]0,¢[, G(p(t)) # oo. On a donc une contradiction.

H(p(t)), avec pour tout ¢, A(t) € C.

O

PROPOSITION 5.5.3. Pour c € P, il existe n1 suffisamment petit et R suffisamment
grand tels que :

g: [ D(e;m) ) ng ({lpl > RY) — {lo| > R}
est une fibration lisse localement triviale.
Démonstration
Supposons ¢ € P!. Pour n; suffisamment petit et R suffissamment grand, on a :

— G:FY(D(e,m)) NG L(|p| > R) — {|p| > R} est une submersion propre.
— Pour tout p, |p| > R, G71(p) est transverse au bord de F~1(D(c,n1)) et & F~1(c).
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Donc
G: F7H(D(e;m) ) NG (ol > R) — {lp| > R}

est une fibration lisse localement triviale.

1. Si ¢ € C. 1l suffit alors de montrer que pour |p| > R :
FHDle;m) ) ng~ (p) = F~H(D(e,m)") NG~ (p).

Pour cela, on utilise le lemme 5.5.1.

2. Pour ¢ = oo, on peut avoir une composante irréductible de D qui est a la fois dicritique
pour F et G. F~1(D(00,m1)*) N G1(p) ne sera alors pas dans i(C?). Des points des
diviseurs doublement dicritiques peuvent étre dans F~(D(oo,m1)*) N G~1(p) et dans
D. Cependant, G~1(p) est transverse aux diviseurs dicritiques pour |p| suffisamment
grand. On a donc g : f~1(D(co,m)*) N g~ ({|p| > R}) — {|p| > R} est une fibration
lisse localement triviale.

O

Lien entre complexe d’irrégularité et caractéristique d’Euler de la fibre.
Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.5.4. Pour tout ¢ € P, la caractéristique d’Euler de la fibre de la fibra-
tion localement triviale précédente (c.f. proposition 5.5.3) est égale a l'opposé de la dimension
de Uespace vectoriel (IRY(ji f1(Oc2e9)))e.

X(fHD(e,m)") Ng~H(p) = —dim(IR(j+ f+(Ocz€?)))e.

Démonstration
On rappelle que DS est ’ensemble des composantes irréductibles de D sur lesquelles G prend
la valeur oo et F, la valeur c. Pour chaque Z; € DS, on a défini /; la multiplicité de G~ (00)
le long de Z; et n; le nombre de composantes irréductibles de D et de transformées strictes
de F~!(c) intersectant Z;. D’apres le théoréme 5.4.5,

dim (IR.(j1 f(Oc2e?)))e = > (ni —2)l;.
Z;€Dg,

Avec les notations de la proposition 5.5.3, il faut montrer, pour |p| suffisamment grand,

X(HDem))ng™Hp) = Y 2—nil.

ZZEDgO

Soit Py, ..., Py les points d’intersection de F'~(D(c,11)) NG~ (p) avec D. Comme |p| est suf-

fisamment grand, ils correspondent aux points d’intersection de G ~!(p) avec des composantes

dicritiques pour G. On a ainsi f ~H(D(¢,n1)*)Ng 1 (p) = F~X(D(c,m))NG L (p)\{ P, ..., Ps}.

On va maintenant calculer la caractéristique d’Euler de F~1(D(c,n1))NG~(p)\{ P, ..., Ps}.
Premiere étape

Notons Wy, ..., Wy les composantes connexes de F~1(D(c,n;)). Les W; sont des voisinages
compacts des composantes connexes de F~1(c).
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Le cas t € C.

dicritique pour F S

dicritique pour &

e 9oL

W,

Le cas t = .

M
dicritique pour F et G
dicritique pour x /

U U

Deuxieme étape

On va maintenant construire un voisinage de G~*(c0) N W;.

— Si oo ¢ G(W;), G(W;) est un compact de P! ne contenant pas oo. Donc pour |p|
suffisamment grand, G~1(p) NW; = 0. De plus, il n’y a pas de composantes irréductibles
de D¢, incluse dans W;. Ce voisinage ne changera donc pas la formule & démontrer.

— Si oo € G(Wj), on consideére un 7, suffisamment petit pour que la proposition 5.5.3 soit
vérifiée avec R = 77%

e G 1(c0) est la réunion des composantes irréductibles de D,. Il n’y a pas de trans-
formée stricte.

Si Z € Dy et Fz = ¢, on aura Z C F~*(c) et donc Z NOW; = 0.

Si Z € Do et Fiz est constant et différent de ¢, quitte a choisir 7, suffisamment
petit, on aura Z N W, =0 et donc Z N OW; = 0.

Si Z € Dy, et Z est dicritique pour F, il y a des points d’intersections. Mais quitte
a choisir 7y suffisamment petit, on peut supposer que G~!(co) est transverse a
F~Y({|z| = m}) (c.f. proposition 4.2.2). Il suffit d’éviter les valeurs ¢ # c¢ telle
qu’il existe une composante irréductible de D sur laquelle F' vaut c/).

e On choisit alors 7o suffisamment petit tel que pour tout p € B(oo,12), G~1(p) ne
rencontre le bord de W) qu’au voisinage d’un diviseur dicritique de F' relié a DS . Un
tel 1o existe par compacité de W; et par le point précédent. On a vu alors dans le
lemme 5.5.2 que pour tout p € D(c0,n2)\{occ}, G~1(p) est transverse & F~(S(c,n1)).
On aura donc la transversalité de G~1(p) avec OW;.
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Pour t € C.

dicritique pour F

dicritique pour G

dicritique pour x
N
|1 inhl

Pour t = o0.

dicritique pour F et G

dicritique pour x

Troisieme étape

On va maintenant calculer la caractéristique d’Euler de G1(p) \ {P1, ..., Ps} NW;. Dans
la suite, nous noterons G; = G~ (p) \ {P1,..., P} N Wj. On peut alors démontrer que
G~1(D(00,n2)) N W; est homéomorphe & un voisinage tubulaire construit par plombage au
dessus de G~ (c0) N W; (c.f. [6]).

REMARQUE 5.5.5. On sait que G~(D(00,12)) est homéomorphe & un voisinage tubulaire
construit par plombage au dessus de G~1(00). Remarquons qu’une composante irréductible de

G~1(00) NW; est dans DS, ou est une partie d'une composante irréductible de DI intersec-
tant le bord de W;.

1. Si U est une composante élémentaire du voisinage tubulaire construit par plombage
au dessus de G~1(00) au dessus d’une composante irréductible de DS, on utilisera
I’homéomorphisme entre ce voisinage tubulaire et G~ (D(oc0,1n2)).

2. Par contre, pour chaque U composante élémentaire du voisinage tubulaire construit par
plombage au dessus d’une partie Y ~ D* d’une composante irréductible de D% inter-
sectant le bord de Wj, on sait que pour tout p € D(co,n2)*, G™1(p) est un revétement
de degré 1 et que G~Y(p) est transverse au bord de W;.
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lel>1
n

U
[T [T
[T [T

|F-d<n,

On peut donc déformer cette composante élémentaire U pour obtenir un homéomor-
phisme d’un voisinage tubulaire construit par plombage au dessus de G~1(00) NW; avec
G_I(D(OO, 772)) N Wj.

Les composantes irréductibles de G~!(c0) N W; sont celles de DS, et une partie des com-
posantes dicritiques pour F' attachée a D;. On est donc ramené a calculer la caractéristique
d’Euler de I'intersection de Gj avec chaque composante élémentaire U de ce plombage.

1. Si U est un fibré en disques de base une sphére privée de n; points (correspond a
une composante de DS privée des points d’intersection avec les autres composantes de
D et les transformées strictes de F~1(c)), G; N U est un revétement a [; feuillets. Sa
caractéristique d’Euler est donc 1;(2 — n;).

2. Si U est un polycylindre de “coin” (correspond a l'intersection de deux composantes de
DS, U D) G;NU est un entrelacs et donc sa caractéristique d’Euler est nulle.

3. Si U est un fibré en disque de base un disque épointé (correspond a un voisinage d'un
des P; dans une composante irréductibles dans D), G;NU est un revétement au dessus
d’un disque épointé et donc, sa caractéristique d’Euler est nulle.

En utilisant le théoreme de Mayer-Vietoris, on a alors :

X@G) = > L2—n).

Z;eDS,ND;
Ainsi :
XE N De,m) NG )\ {Pr,..., P} = > Li(2—mni).

Z;€Dg,

On a finalement :

X(fTHD(e;m)*) N g~ (p) = —dim(IRc(j+ f+(Oc2e?)))e.
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5.5.4 Interprétation géométrique en terme de courbes polaires.

On va maintenant lier la caractéristique d’Euler de la fibre f~1(D(c,n1)*) N g1 (p) avec
certaines multiplicités d’intersection. Considérons une résolution a 'infini de f et g :

C2L>(C C2L>(C
b [, b
x—L=p . X—pl

On note D = X\ i(C?). Nous allons maintenant étudier I’application (F,G) : X — P! x P!

Etude topologique.

On note J(F,G) le déterminant Jacobien de F' et G. On note I, la courbe polaire de F
et G (i.e. les zeros du déterminant Jacobien J(F,G)) et A’ la courbe discriminante, ¢’est-a-
dire I'image de la courbe polaire de F' et G par (F,G). Comme F' et G sont algébriquement
indépendants, A’ est une courbe de P! x P. Notons W le complémentaire de A" dans P! x P!,
Par propreté de (F,G), on sait alors que (F,G) : (F,G)"Y(W) — W est un revétement de
degré k. Notons alors U = (W \ (F,G)(D))NC2 = C2\ (A" U (F,G)(D)) NC2). On a alors

le diagramme suivant :
(Fe) oy B w

U U

(9 tw) Y9y

et ces deux applications sont des revétements de degré k. Dans la suite, nous noterons

— T la courbe polaire de f et g dans C2,i.e. I' = {(z,y) € C? | J(f,g)(z,y) = 0}.

- A =(f,9)(T") la courbe discriminante de f et g.

— A =A'"NC? la trace dans C? de la courbe discriminante de F et G.

- Ay = (F,G)(D)NC2
Fixons ¢ € P!. Soit 1, suffisamment petit et p en module suffisamment grand pour étre dans
les conditions de la fibration 5.5.3 du paragraphe précédent. On veut calculer la caractéristique
d’Euler de la fibre f~1(D(c,m1)*) N g~(p). Notons :

Ac,p = (A U AQ) N (D(Ca 771)*) X {p}
Nous montrerons que dans le cas & distance finie, on a A., = AN (D(c,m)* x {p}).

ceC c= 00
P'x {w} Px{w}

{gxP

>

{w}xP

D’apres ce qui précede,

(f.9) : (F7HDe,m)) g™ )\ (f,9) 7 (Ac,p) — (Dle;m)™ x {p}) \ Ac,p

est un revetement de degré k.
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Le cas a distance fini.

Supposons ¢ € C. On a alors le lemme suivant :

LEMME 5.5.6. Pour n; suffisamment petit et |p| suffisamment grand,
Acp=AN(D(e,m)" x{p})

Démonstration

1. Montrons tout d’abord que Aa N (D(e,m)*) x {p} = 0. On a déja montré dans le lemme
5.5.1 que F~Y(D(c,m)*) N G~(p) ne rencontre pas D. En appliquant (F,G), on a le
résultat.

2. 1l reste donc & montrer que A N (D(c,n1)* x {p}) = AN (D(c,m)* x {p}). D’apres le
lemme 5.5.1, I'N(F,G) "1 (D(c,m)* x {p}) = TN(f,9) " (D(c,m)* x {p}). Il suffit alors
d’appliquer (F,G) a cette égalité.

Ainsi, dans le cas a distance fini, A, = AN (D(c,m)* x {p}).
O

De plus, comme A est une courbe, A, , est un ensemble fini de points. Dans la suite, on

notera AC,P = {(Cla p)v SRR (CM p)}
On va alors démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.5.7. Soit ¢ € C. Notons A, = AN (D(c,m)* x {p}). La dimension
de (IR%(j1 f+(Oc2¢e9)))c est égale a la somme des multiplicités d’intersection de T et g~ (p)
auz points dans T N (f,9) " (Acp)-

dime (IR (j1 f+(Ocze?)))e = > ir(T, 97 (p))-
PerN(f,9)~1(Ac,p)

Démonstration
D’apres la proposition 5.5.4, il suffit de montrer le lemme suivant :

O

LEMME 5.5.8. La caractéristique d’Euler de f ~1(D(c,m)*)Ng~t(p) est égale a l'opposé de
la somme des multiplicités d’intersection de I’ et g~ (p) aux points dans T N (f,g) " (Acp)-

X(HD(e,m) ) g™ Hp) = - > ir(T,g™(p))-

PeTN(f,9)" 1 (Ac,p)

Démonstration

L (f.g) « (f71(Dle;m)?) Ng= () \ (f,9) " (Acp) — (D(e;m)* x {p}) \ Ac,p est un
revétement de degré k. On a donc :

X(FHDe,m)) Ng Hp)\ (£,9) " (Acyp)) = kx(D(e,m) \ {e.cr,....cr}) = —kr.
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2. Soit Dy, ..., D, des disques disjoints dans D(c,71)* contenant respectivement cy, ..., c,.
On cherche maintenant & calculer la caractéristique d’Euler de f~1(D;) N g~(p). On
concluera alors en remarquant que :

X(f7HD(e,n)*)Ngtp) = x((FHD(e,m)*)Nng )\ (f9)  (Acyp))
- Z X(f7HDs) N g p)).

f: f7YD;) N g~ (p) — D; est un revétement ramifié. Pour |p| suffisamment grand,
f7H(ei) Ng~*(p) est un nombre fini de points. Notons les P{,... PL.

LEMME 5.5.9.

X(FHD) g™ () =k = D ipi(T, g7 (p)).

prel’

Démonstration

On choisit 7; suffisamment petit et |p| suffisamment grand pour que au voisinage de

chaque Pji, j=1,....8 fYc) et g71(p) soient lisses. Au voisinage de P;, on peut

alors choisir des coordonnées (u,v) telles que :

— P; soit de coordonnées (0,0).

—g=p+tu.

— Notons alors k:; = wval,(f(0,v) — ¢;) > 1. On peut alors écrire f — ¢; sous la forme
a(u,v)u+F(u, v)vk3’ , avec (3 fonction holomorphe inversible. Quitte a refaire un chan-
gement de cordonnées, on peut donc supposer f(u,v) — ¢; = a(u,v)u + o

(a) Si P]Z n’est pas sur la courbe polaire, on a %(07 0) # 0. On a alors k:; =1 et ainsi,
iP;(f_l(ci),g_l(p)) = 1. Donc P; n’est pas un point de ramification de f.

(b) Si P; est un point de la courbe polaire, comme f~1(c;) est lisse au voisinage de Pji,
on peut démontrer que « est une fonction holomorphe inversible. Ainsi, dans des
coordonnées (u,v) au voisinage de Pji, f =i+ au,v)u + 0%, avec a inversible.
On a alors :

ipi(f7H(ci)s97 1 (p) = valu(f(0,0) — ;) = kj.

J

Pj est donc un point de ramification de f de degré k;

Ainsi, x(f1(Di) g () =k — > (k§ —1).
P;el“

1l suffit alors de remarquer que ipi(I', g1 (p)) = Ualv(%(o,v)) = k; —1. D’ou :
J
1P, —1 . - —1
XU D) g ) =k = D ip(Tg(p)-

prel’
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En utilisant ce lemme, on a alors :

X1 Dem)) Ny~ p) = —Z > il ()
= — > ir(L, 971 (p))-

PeTN(f,9)" 1 (Ac,p)

Le cas a linfini.

La formule de l'irrégularité a I'infini est donnée par la formule suivante :

PROPOSITION 5.5.10. Notons Ay, , = (AU A2) N (D(co,m)* x {p}). La dimension de
(IR (4 f+(Oc2€9)))0o est égale & la somme des multiplicités d’intersection de T' et g=1(p)
auz points dans T' N (f,9) " (Aw,p) et de la somme des multiplicités d’intersection de I et
de G71(p) auz points dans (F,G) ™ (A ) N D augmentées de 1.

dimc(IRY (54 f+(Oc2€¢9)))o0 = Z ir(T,g " (p))
Pern(f.9) " (Aco,p) )
+ > (ig(T'. G (p)) + 1)
QE(F,G) ! (Aco,p)ND

Démonstration
D’apres la proposition 5.5.4, il faut montrer le lemme suivant :

O

LEMME 5.5.11. La caractéristique d’Euler de f~1(D(co,n1)*)Ng 1 (p) est égale a l'opposé
de la somme des multiplicités d’intersection de T et g~ (p ) aux pomts deI’'N(f,g9)” (Aoo,p) et
de la somme des multiplicités d’intersection de T et de G~ (p) aux points de (F,G) ™ (Aso,p)N
D augmentées de 1.

X(f7H(D(oo,m)* ) Ng™Hp)) = - > ir(,g7 (p)

Pelrn(f,9)~(Aco,p)

- > (ig(T',G™1(p)) + 1).
(Aco,p

QE(F,G)~1 .0)ND

Démonstration
Comme A U Ay est une courbe, A , est un ensemble fini de points. Dans la suite, nous
noterons ces points (c1,p), ..., (¢, p).

L (f,9) : (f7H(D(co,m)*) Ng™ (p) \ (f,9) " (Aoo,p) = (D(00,m)* X {p}) \ Do,y est un

revétement de degré k. On a donc :
X(FHD(o0,m)") g™ (o) \ (£,9) " (Asep)) = kx(D(o0,m) \ {00, c1,... 6 }) = =
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2. Notons D1, ..., D, des disques disjoints dans D (o0, n1)* contenant cq, ..., ¢.. On cherche
maintenant & calculer la caractéristique d’Euler de f~1(D;)Ng~!(p). On concluera alors
en remarquant que :

X(f1D(e,m))ngHp) = x((f (Dl m) )Ng )\ (f,9) 7 (Acyp))
+Zx D) g (p)).

Pour |p| suffissamment grand, f~1(c;) N g~%(p) est un nombre fini de points. Notons
les P, .. P Nous noterons alors Q, ..., Q¢ les points de F~!(c;) NG~(p) N D. On
remarque que {Pj,...,PLQ%,...,Q = F 1 (c;) NG (p).

F:F Y (D)nG (p ) — D; est un revétement ramifié. Nous allons étudier F~1(D;) N
G~Y(p) au voisinage des points P{,...,pL, Q. ..., Q% et démontrer le lemme suivant :
LEMME 5.5.12.

XU D) g ) =k =Y ipi(Tg™ (p) = Y (ige (T, G (p)) +1).

- —
P]?GF J

Démonstration

On choisit n; suffisamment petit et |p| suffisamment grand pour que au voisinage de

chaque PZ j=1,...,s et chaque Q;, j=1,...,t, fYc;) et g1 (p) soient lisses.

— En refalsant la méme étude que dans le cas a distance fini, on montre que si P; el
il est un point de ramification de F' de degré Z'P];‘ (T,g71(p)) + 1 et que si Pji ¢ 7T ce
n’est pas un point de ramification de F.

— De méme, si Q;- e I, il est un point de ramification de F de degré ’LQ; T,G(p)+1

et que si Q; ¢ I, ce nest pas un point de ramification de F.
On a ainsi :

XEHD)NGHp) =k =) ipi(T, g ZZQZ (', G (p)),
PJ?EF
et

X(FHD)Ng™Hp)) = x(f D) Ng ) - x({QL,- -, Q)
= k- EP;’eF iP]?' (.9~ p)) — 23:1(%;‘. (T, G (p)) +1).

O
En utilisant ce lemme, on a alors :
¢
X(fH(D(oo,m)* ) Ng~(p)) = —Z > ipi (T g7 )= > igi( (T',G"(p) +1))
=1 pier Jj=1
= - Z ir(T, g7 (p))
Pern(f,9)™1(Acc,p) )
- > (i@, G~ (p)) + 1).
QE(F,G)~(Aco,p)ND
O
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5.5.5 Interprétation géométrique en terme de courbes discriminantes.

Rappelons tout d’abord quelques notions sur le O-ieme idéal de Fitting d’un module
cohérent. Pour plus de détails, voir [38].

DEFINITION 5.5.13. Soit (X,Ox) un espace analytique complezxe. Soit M un O x -module

cohérent. On considére une présentation de M : O% ¥, 0% — M — 0. On appelle 0-iéme
idéal de Fitting, l'idéal engendré par les mineurs de v de taille ¢ X q. On le note Fo(M).

Cet idéal ne dépend pas de la présentation de M choisie (c.f. [39] page 5). On a de plus
une formule de changement de bases :

PROPOSITION 5.5.14 (Formule de changement de bases). Soit f : (Y,0y) —
(X, Ox) un morphisme d’espaces analytiques complexes. Alors Fo(f* M) = Fo(M).Oy .

Démonstration
Il suffit de remarquer que f* est un foncteur exact a droite et que f*Ox = Oy. Ainsi,
si C’)é’( — (’)g{ — M — 0 est une présentation de M, (9%’, — (’);I/ — f*M — 0 est une
présentation de f*M.

O

DEFINITION 5.5.15. Soit f : (X,0x) — (Y,0Oy) un morphisme d’espaces analytiques
complexes. On appelle image de f au sens des idéauz de Fitting, la variété analytique compleze
dans Y définie par l'idéal Fo(f«(Ox)).

Le cas a distance finie.

NOTATION 5.5.16. Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes :
- X = fYD(em)*) Ng Mol > R) € C2,
- Y = D(e,;m)* x {lp| > R} C C?,
~ on notera (7, Z3), les coordonnées canoniques sur P! x P!,
- X, =X Ng~(p), pour un p tel que |p| > R,
- Yp = D(C7 7]1)* X {p};
-I'= {(xay) eX | J(f,g)(l’,y) = 0}7
- A= (f,9)(T) image de ¢o : (I',Or) — (Y, Oy) au sens des idéauz de Fitting.

Considérons le diagramme suivant :

X, NI ¥

¢1l ¢2l (fﬂ)l/

Y,—% = y< Y

ol ¢1 et ¢y sont les restrictions de (f,g) & X, NI et I'. On peut alors calculer la dimension
de l'irrégularité en c de jy f+(Oc2€9) comme étant la somme des multiplicités d’intersection
de A (comptée avec multiplicité) et de Zy — p pour un p de module suffisamment grand au
voisinage des points (c/, 0), ¢ suffisamment proches et différents de c. 11 suffit pour cela de
démontrer la proposition suivante :
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PROPOSITION 5.5.17. Pour p de module suffisamment grand et ¢ € Y,,

, , Oy
ip(T, X,) =dim ,
;, g (Foaon + 7 =)
P€¢1 (C 7P)

Démonstration

Z ir(I, X,) = Z dim(Ornx,) p
PegTi(c p) Peg; ' (cp)
— tim(one(Ornx,)

= dim (W@pmxp))) C

p)

La derniere égalité vient du fait que (pr)(c/ ) C{t} (c.f. [38] lemme 2 page 576). De plus,
on a le diagramme cartésien :
Xp NI——- T

o1 l ®2 l
Yp(—a> Y.
D’apres la formule de changement de base, on a alors :

Fo(¢1+(Ornx,)) = Fo(a" ¢2.(Or)) = Fo(¢24(Or)).Oy,.

On a ainsi :
p(0,X,)) = dim(mete
Z ZP( ) P) - Zm(f0(¢2*(OF)).pr)(c/,p)
Pegi (< 1p) o
= dim( (@20 T (Z2 7)) ) ()

O

Dans la suite, nous noterons A \ ({c} x C) 'adhérence de Zariski de A\ ({c} xC) (comptée
avec les multiplicités des idéaux de Fitting). En utilisant la proposition 5.5.7 liant la dimension
de l'irrégularité aux multiplicités d’intersection de I avec g~!(p), on obtient :

THEOREME 5.5.18. Pour c € C,
dim (IR (j+ f+(Oc2€%)))e = ieo0) (A ({c} x C), P! x {o0}).

Démonstration
D’apres le corollaire 5.5.7,

dim(IRY(j 4 f+(Oc2€%)))e = Z ir(T,g " (p))-
Pe(f.9)"(Ac,p)

D’apres la proposition précédente, on a donc :

dim(IR(j: [+ (O e))e = Y pen i (AT {p}) (e Acy)
— ooy (B ({e} % ©), P! x {oc}).

86



Le cas a Pinfini.

Dans la suite, nous noterons :

— A 'image par (F,G) de (I, Op) au sens des idéaux de Fitting.

— A la trace dans C2 de A'.

— A ladhérence de Zariski dans P x P! de A.

- A/Q I'image par (F,G) de (D,Op) au sens des idéaux de Fitting.

— Ay la trace de A, dans C2.

— Ay ladhérence de Zariski de Ay dans P! x PL.

En utilisant la proposition 5.5.10 liant la dimension de l'irrégularité a l'infini aux multi-
plicités d’intersection de T avec G~1(p), on obtient :

THEOREME 5.5.19. Pour c = 0o,

dzm(IR(o]o(]-i-f-‘r(O(Czeg)))OO = Z.(oo,oo)(AJP)l X {OO}) + Z(oo,oo)(A_27 Pl X {OO})

Démonstration
On rappelle que d’apres la proposition 5.5.10, on a :
dimc(IR3, (1 f+(Oc2€9))) 00 = Z ir(T,g " (p))
Pern(f.9) " (Aoo,p)
+ > (oI, G (p) +1).
QE(F,G)~(Aco,p)ND
1. On a:

> ir(lyg~ (p)) + > io(T', G (p)) =

Pern(f.9) " (Acs,p) QE(F,G) (Acs,p)ND
Z 2P(F ’G_l(p))

P’ N(F,G) "1 (A, p)

En refaisant la démonstration de la proposition 5.5.17 avec ' et G~Y(p), on montre

que :
3 ip(M,Gp) = > i, (A,Cx{p})
P’ N(F,G)~ (Aso.p) (' ,p)EA,p
= Z i(c’,p)(Ayc x{p})
(C,vP)EAO%p
= i(o0,00) (A, P! x {o0}).
2. Tl reste donc & montrer que Z 1 = (o0 00) (A2, P! x {oo}). Comme G~ (p)

QE(F,G) 1 (Aco,p)ND
est lisse et transverse a D, on remarque que :

So1= Y igD.G ).

QE(F,G)~H(Aoo,p)ND QE(F,G) ™ (Aoo,p)ND

On va réutiliser la méthode de la proposition 5.5.17 pour montrer que :

> i0(D, G7H(p)) = i(s0.00) (B2, P x {00}).
QE(F,G)~1(Ass,p)ND
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NOTATION. Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes :

- X =F1(D(co,m)*) NG (|p| > R) C X,

- Y = D(co,m)* x {|p| > R} C C?,

~ on notera (71, Z), les coordonnées canoniques sur P! x P!,

- X, =X NG p) pour un p tel que |p| > R,

- Y, = D(oo,m)" x {p},

-D=DnJX,

~ Ay = (F,G)(D) image de ¢ : (D, Op) — (Y,Oy) au sens des idéaux de Fitting.

Considérons le diagramme suivant :

X,ND— p—=X

¢1l/ ¢2L (FvG)L

Y, y< Y

oll 1 et ¢ sont les restrictions de (F,G) a X,N D et D. En refaisant la démonstration
de la proposition 5.5.17 avec D et G~1(p), on trouve finalement :

> iQ(D,G () = Y i, (82,Cx{p})
QE(F,G)fl(Aooyp)ﬂD (c,7p)€AOi
= Z'(oo,oo)(A%]P)l X {OO})

5.5.6 Exemples.

Soit f et g deux polynomes algébriquement indépendants a deux variables. Ils définissent
une application (f,g) : C*> — C2. Dans la suite, on notera les coordonnées & la source (z,y) et
au but (X,Y"). Dans tout ces exemples, on étudie Papplication (f, g). On calcule tout d’abord
la courbe Jacobienne I', puis la courbe discriminante A. On regarde alors au dessus de quel
ensemble, (f,g) est un revétement. On peut ainsi déterminer A,. On ne peut pas savoir, en
général, si les points de cette courbe appartiennent & la courbe discriminante de F' et G. Il
faudrait pour cela calculer ces applications. On donnera cependant un exemple ou ce calcul
est possible.

L f(z,y) =z et g(z,y) = (zy + Dy.
I' a pour équation 2xy + 1 =0 et A a pour équation 4XY + 1 = 0.

De plus, (f, g) est un revétement de degré 2 au dessus de C2 privé de la courbe d’équation
4XY 41 =0 (on retrouve ici la courbe discriminante). Les points de ramification sont
de degré 1. On en conclut que Ay = ) et ainsi,

dim((IR(j+ f+(Oc2¢%)))e) = { ?(70 o (BAV{OF X C, P! x {o0}) = 1, : Z i 8’

2. f(z,y) = 2% et g(z,y) = (2% — 1)y*.
I a pour équation 4z(2? — 1)y =0et A ={X =0} U{Y =0} U {(1,0)}.

88



De plus, (f,g) est un revétement de degré 4 au dessus de C? privé de la courbe d’équation
X(X —1)Y =0. Donc AUA,; C {X(X —1)Y =0} et ainsi,

dim((IRY(js f+(Ogze9))).) = 0.

f+(Ocz2€9) est régulier, y compris a 'infini.

- f(z,y) = (z = Dy et g(z,y) = (2% = 1)y.

I' a pour équation (z —1)%y =0 et A = {(0,0)}.

De plus, (f, g) est un revétement de degré 1 au dessus de C2 privé de la courbe d’équation
X(Y —2X)=0. On a ainsi,

dim((IR%(j1 f+(Oc2¢9)))e) = { ?(700 P foel) - si ¢ # o0,

sic= oo.

(A a pour équation X (Y —2X) = 0 et sa multiplicité ne peut étre que 1 puisque le
degré du revétement est 1).
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Chapitre 6

Calcul de l’irrégularité par
réduction a des projections.

6.1 Introduction.

Soit f et g deux polyndémes a n variables. On se propose ici de calculer la caractéristique
d’Euler du germe en ¢ du complexe d’irrégularité de fi(Ocne?) en ¢, y compris & l'infini.
Dans le cas ou f et g sont deux polyndomes a deux variables algébriquement indépendants,
le complexe d’irrégularité de fi (Ocz2e9) en ¢ € P! est concentré en degré 0, & support c¢. On
calculera alors sa dimension.

On se rameéne pour cela au calcul de l'irrégularité en ¢ de l'image directe par p; du
complexe (f,g)+(Ocn) de Dez-modules & cohomologies holonomes régulieres tordu par eP?,
ou p; : C2 — C et py : C?> — C sont les deux projections.

Pour étudier l'irrégularité, on compactifie par rapport a la premiere variable et pour avoir
une image directe par une application propre, on compactifie par rapport a la deuxiéme
variable. On peut ainsi se ramener & I'image directe par 71 d’un complexe N'® de Dpi,p1-
modules & cohomologies holonomes et régulieres tordu par e™, ott m : P! x P! — P! et
my : P! x P! — P! sont les deux projections. On démontrera alors que la caractéristique
d’Euler du complexe d’irrégularité en ¢ € P! est liée aux cycles caractéristiques du complexe
N*® au voisinage de (c¢,00). Plus précisemment, si le cycle caractéristique de N'® dans un
voisinage U = Uy x Uy C P! x P! de (¢, 00) est de la forme :

mIGU +m' T U +m Ty, U +m" T oy U + Y miT3 U,
7

ou les Z; sont des germes de courbes irréductibles en (¢, o0), distincts de Uy x {o0} et de
{c} x Uy, on démontrera que la caractéristique d’Euler cherchée est égale a

Z mii(c,oo) (Zi7 Ui x {OO}),
Zi

Ol (¢, 00) (Zi, U1 x {o0}) est la multiplicité d’intersection du germe de courbe Z; avec Uy x {00}
en (¢, 00).

Si f et g sont deux polynomes & deux variables algébriquement indépendants, on fera
alors une étude comparative des résultats obtenus dans les deux méthodes.
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6.2 Principe du calcul.

6.2.1 Reéduction a des projections.

Notons p; : C2 — C et py : C> — C les deux projections. Pour étudier le complexe
f+(Ocned), on va commencer par se ramener a des projections.

PROPOSITION 6.2.1. f,(Ocne?) = p14(N®eP?), ou N* = (f,9)+(Ocn) est un complexe
de Dc2-modules a cohomologies holonomes réguliere, y compris a l'infini.

Démonstration
Considérons le diagramme commutatif :

Notons (,y) les coordonnées sur C2. On a alors :

f+(Ocne?) = pr4d4(Ocne?).
Or, on a le lemme suivant :

LEMME 6.2.2.
¢+ (Ocne?) = ¢4 (Ocn e,
Démonstration
Soit M un Dgn-module. Montrons que ¢4 (Me?) = ¢4 (M)eP2. Dans notre cas, M = Ocn.
D’apres la proposition 2.2.14,
~ ¢+(Me%) = R, (QE* (Me? ®0cn Denc2))) ).
— ¢+ (M)er? = (Ru (L (M @0 Dene2)))W ©o, Oc2e?.

1. Démontrons tout d’abord que :
U QEE* (Me? ®ocn Denez) — Qpin® (M @0 Denc2) @g-1(0) ¢ (Oc2et?)
est un morphisme de complexes de ¢~ (Dg2)-modules & droite. ¥ est défini par :
U(w® (me! @ (1 020)))) = (we (me (1® (0, —1)7))) @ e
U est un morphisme de ¢~ (D¢2)-modules & droite :

Yw @ (med @ (12 0%9)).0,) = Ph(w® (med ® (1 0T190)))
(w® (m©1e (9, —1)%)) @ e

(w® (m®1® 020, —1)P)) ®eP?).0,
Y(w @ (med @ (1 0%0))).0,

b(w @ (mefd @ (12 0299)).0,) = w(we (me!® (1o oot
(w®(me1le® oo, — 1)
(w® (m®1® 0%, —1)%)) ®eP2).9,
b(w @ (mefd @ (1@ 0205))).0,

)
) ® e
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U est un morphisme de complexes :

U (d(w @ (mef @ (1 0%00))))

= U(dw @ (me? @ (1® 020Y)))

+ 3 U(da Aw @ By, (med @ (19 20))))

= U(dw @ (me? @ (1® 020)))

+ 300 U(day Aw @ (9n,m)ed @ (1® 020;))

+ 30 U (da Aw @ me? ® (2L @ 09+19)))

F W (da A w @ me? © (D4 @ 02, + 1)dy))
= (dw®(m® (1® 050, — 1) ))) ® eP?

+3 0 (de Ao ® ((&gzm) (1®0%(0, —1)%))) ® eP2

+30 (e hwome (S -® 0919, — 1)7)) @ er?

3 drAweme (22 - © 020,(0y — 1)7)) @ er?

—d((w® (m® (1®0%(d, — 1)) ® eP2)

= d(T(w® (me? @ (1 0%5))))

Par construction, ¥ est bijective.
2. On applique la formule de projection a l'isomorphisme précédent. On obtient alors :

R¢* (QE;F.(Meg ®Ocn DC"—>C2)) = R¢* (Qgi_. (M ®0Cn D(C"H(CQ) ®¢>*1(OC2) ¢_1(OC2 epg))
~ R, (U (M @0 Denc2)) Q0 Oczel?.

3. On a ainsi :

dr(Me9) = (R (Qr*(Me? @0pn Denc2)))9
= (R« (U (M ®0cn Denc2)) ®0,, Oczel?)9)
= (R+ (U (M ®0cn Denc2))) ®o,, OceeP?
¢4 (M)eP2.

O

Comme Ocn est holonome régulier, ¢ (Ocn) est & cohomologies holonomes régulieres y
compris a l'infini (c.f. [1] page 302). On est donc ramené & étudier l'irrégularité du complexe
P14 (¢4 (Ocn)eP?) avec py : C? — C et py : C? — C les deux projections et ¢4 (Ocn) complexe
de Dg2-modules & cohomologies holonomes, régulieres y compris a U'infini.

0

6.2.2 Reéduction au cas d’une application propre.

On veut tout d’abord pouvoir étudier le complexe d’irrégularité de fi (Ocne?) y compris
a linfini. Par définition du complexe d’irrégularité dans le cas algébrique, il faut regarder le
complexe jy f+(Ocned), ol j est Iinclusion de C dans P!. Soit le diagramme :

2 —">C

N

Pl
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On a alors :
J+f+(Ocned) = jjrp1+(¢+((9<c”)€p2)
= P14 (¢4 (Ocn)eP?).

On cherchera donc & calculer le complexe d’irrégularité en ¢ € P! de p,1 (04 (Ocn)eP?).
Comme pll n’est pas propre, on va compactifier par rapport a la deuxieme variable.

PROPOSITION 6.2.3. Soit 1 : P! x P! — P! et 1y : P! x P! — P! les deux projections.
Notons i : C2 — P! x P! et Z =P x P1\ C2. On a alors :

Ja S (Ocned) = s (N [xZ]e™),

ot N* = iy (f,9)+(Ocn) est un complere de Dpip1-modules a cohomologies holonomes et
réguliéres.

Démonstration
Soit le diagramme commutatif :

P
On a alors : p/1+(gz5+((9<cn)ep2) = 14+ (i4(¢+(Ocn)eP?)). On a de plus la proposition :

LEMME 6.2.4.
i+(04(Ocn)e??) = iy (¢4 (Ocn))[xZ]e™.

avec T3 : Pt x P — P! projection par rapport au deuwieme facteur et Z = P! x P\ C2.

Démonstration
11 suffit d’utiliser la proposition 2.4.6 & la situation :

C p!
T o T
C2 ——>Pp! x PI.
O

Ainsi, jyf1(Ocned) = m4(i4 ¢4+ (Ocn)[xZ]e™). On pose alors N* = iy ¢4 (Ocn). Comme
Ocr est holonome et régulier, i1 ¢4 (Ocn) est a cohomologies holonomes et régulieres.

O

6.2.3 Calcul de la caractéristique d’Euler du complexe d’irrégularité.

Soit j Iinclusion de C dans P! ~ CU{oc}. Remarquons dans un premier temps que, dans
le cas a deux variables, avec f et g polynomes algébriquement indépendants, le complexe
d’irrégularité IR.(j4 f+(Ocz2€9)) est concentré en degré 0 et a support {c} (c.f. proposition
4.3.2). 1l s’agit donc d’'un C-espace vectoriel. On calculera alors sa dimension. Dans le cas a
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n variables, n > 3, on a affaire a un complexe de C-espaces vectoriels. On calculera alors sa
caractéristique d’Euler x (I R¢(j+ f+(Ocne?)).).

Grace aux paragraphes précédents, on s’est ramené a 1I’étude du complexe d’irrégularité
en ¢ € C d'un complexe de Dpi-modules du type : w1 (N*[xZ]e™), ou mp : P! x P — P!
et mp : P! x P! — P! sont les deux projections, AN'® est un complexe de Dp1,p1-modules &
cohomologies holonomes et régulieres et Z = P! xP'\C2. On va alors démontrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 6.2.5. Pour tout c € P!,

XUIR(j4 f+(Ocne?))e) = =X(IRyeyxpr (N [%Z]€™) (¢ 00))-

Démonstration
Comme 7 est une application propre et N'® est un complexe & cohomologies holonomes, on
a: (mp(N®[xZ]e™))" = n{t (N*"[xZ]e™) (c.f. proposition 2.2.19). Ainsi, pour ¢ € P!, on
a:

IRc(j4+f+(Ocne?)) = IRc(mi+(N°[xZ]e™))

IRc((m(N*[«Z]e™))")
IRe(n{} (N [« Z]e™))
= Rr{}(IR{xpr (N**"[xZ]e™))[+]1]

d’apres le théoreme 2.3.9 de commutation du foncteur irrégularité le long d’une hypersurface
et du foncteur image directe analytique par une application propre.
Nous allons donc étudier le complexe IRy p1 (N**" [xZ]e™).

LEMME 6.2.6. Pour tout ¢ € P', IRqyp1 (N*"[xZ]e™) est a support {(c,c0)}.

Démonstration
Cela vient du fait que A'*¥" est & cohomologies régulieres et que €™ est holomorphe & valeur
dans C sur {c} x C. Ainsi, pour tout zg € C, (IR{c}xpt (N*"[*Z]e™)) (¢ zq) = 0

O
On a ainsi :
IR(j4 f+(Ocre?))e = R{l(IR(eyxpr (N [xZ]€™))c[+1]
= RI'({c} x Pl,IR{C}Xpl (N[« Z]e™))[+1]
= RI((c, 00), TRpepcpr (N*™ [1Z]e™)) [+1]
= (IR{C}XIP’l (N.an[*Z]eﬂQ))(c,oo) [+1]7
D’ou :
X((IRc(j4 f+(Ocne?)))e) = =X (IR (eyxpr N " [xZ]€™)) (¢,00) )
O

6.3 Lien entre cycle caractéristique et complexe d’irrégularité.
On veut calculer la caractéristique d’Euler du germe en (¢, 00) du complexe d’irrégularité

IRy wpr (N [%Z]e™). Pour cela, on choisit des coordonnées locales (z,z) au voisinage de
(c,0) telles que :
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— (¢,00) a pour coordonnées (0,0),
— {c} x P! a pour équation x = 0 au voisinage de (c, o),
— P! x {oo} a pour équation z = 0 au voisinage de (c, o).
Dans ces coordonnées, o est égal a % au voisinage de (¢, 00). On est donc ramené au calcul de

la caractéristique d’Euler du germe en (0,0) du complexe d’irrégularité I RIZO(M’[%]G%), ou
M?® un complexe de De2-modules analytiques a cohomologies holonomes et régulieres. Nous

noterons le cycle caractéristique de M*® au voisinage de (0,0) par :

Ceh(M®) = mTEC? +m'Tjy o C* + m" T;_oC* +m" T7oC* + Y miT5,C?,
i
avec Z; germes de courbes irréductibles en (0,0), distincts de 'axe des x et de I'axe des z.
Notons i(M*®) = X(IRx:()(M’[%]e%)(QO)). On veut alors démontrer le résultat suivant :

THEOREME 6.3.1.
Z(M.) = — Zmii(O,O)(Zia z = 0)

Notons ¢(Cch(M®)) = — >, mii(0,0)(Zi, 2 = 0). ¢ est une application additive sur I'espace
des cycles lagrangiens. Démontrer le théoreme revient a démontrer que le diagramme suivant

est commutatif :
i

Cch
¢

{cycles lagrangiens}.

Db (De2)

Z

On se ramene, par additivité, au cas d’un seul module M. Pour cela, il suffit de remarquer :

1. Cch(M®) =) (=1)*Cch(H*(M?®)) (c.t. définition 2.5.15).
k
2. i(M*®) = Z(—l)ki(Hk(M')) (c.f. proposition 2.6.3).
k
Nous allons donc démontrer le résultat dans les deux cas suivants :
— le lieu singulier de M au voisinage de (0,0) est inclus dans zz = 0.
— le support de M au voisinage de (0,0) n’est pas inclus dans z = 0.

6.3.1 Le cas ou le lieu singulier du module est inclus dans xz = 0.

PROPOSITION 6.3.2. Si M est un Dg2-module tel que son lieu singulier au voisinage de

0,0) est inclus dans vz =0 (Cch(M) = mT},C? + m' T C? + m”T*: C?+ m/”T*: C?),
C (0,0 =0 2=0
alors :

i(M) =0.
Démonstration
Soit M un Dgz2-module holonome régulier tel que son lieu singulier au voisinage de (0, 0) est in-
clus dans zz = 0. On veut montrer que i(M) = 0. Pour cela, montrons que IRx:()(M[%]e%) =
0. Comme M est régulier, ce complexe est a support (0,0). Pour le germe en (0,0), on utilise le
résultat local du théoréeme 3.3.3 (A2) du chapitre 3 qui nous donne IRIZO(M[I]eé)(Qo) =0.

O
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6.3.2 Le cas ou le support du module n’est pas inclus dans z = 0.

PROPOSITION 6.3.3. Si M un Dg2-module tel que, au voisinage de (0,0), son support
n’est pas inclus dans z = 0. Notons le cycle caractéristique de M au voisinage de (0,0) :
Cch(M) = mT,C? + m,T("E)’O)(C2 +m T C% + m" T}_,C? + > miTy C?, avec Z; germes
de courbes irréductibles en (0,0), distincts de l'axe des x et de l'axe des z. Alors :

Z(./\/l) = — Zmz * i(O,O)(Zia z = 0).

Démonstration
Soit M un D¢2-module tel que, au voisinage de (0,0), son support n’est pas inclus dans z = 0

"

et Ceh(M) = mTE,C? +m'Tj, 5 C* +m" Ty_C? + m" T;_C? + 3 mTy, C2.

Soit m : X — C? un morphisme propre permettant de désingulariser {z = 0} U {z =
0} U (UZ).
LEMME 6.3.4. ) )

1 1
IRmzo(M[;]eZ) = IRx:()(mer*(M[;]e?)).

Démonstration ) )

1l suffit de montrer que 7 La*(M[1]ez) est isomorphe & M[1]e=. Pour cela, on applique la

proposition 7.4.5 page 97 de [29] au module M[%]e% :

PROPOSITION 6.3.5. Soit f : X — X un morphisme de variétés analytiques complexes.
Soit M un compleze de D2(Dx) tel que au dessus de supp(M), f soit un isomorphisme en
dehors d’un sous espace analytique Z de supp(M). Alors le morphisme d’adjonction

(Ad) (M) : f4Lf* M[dim(X)] — M[dim(X)]

est un isomorphisme si l'on suppose de plus que f{Lf*M est cohérent et RM(xZ) ~ M.

Comme M[%]e% est holonome (c.f. proposition 2.4.4), on a bien 7 Lz* (M[%]e%) holonome

donc cohérent (c.f. [1] théoreme 10-1, page 292). De plus, R(M[%]e%)(*(z =0)) = M[%]e%
Enfin, 7 est un isomorphisme au dessus du support de M[%]e% en dehors du sous espace
analytique z = 0 (supp(M) ¢ {z = 0} par hypothese). Toutes les hypotheses de la proposition

sont donc vérifiées et on a donc bien que le morphisme d’adjonction est un isomorphisme.
O

Comme 7 est une application propre, on a, d’aprées le théoreme 2.3.9 de commutation du
foncteur irrégularité le long d’'une hypersurface et du foncteur image directe analytique par
une application propre :

—_

IRy—o(my Lt (M[=]e?)) = R (IRy1 (peg) (L (M[=]e?))).

| =
I}

De plus, 7 étant un isomorphisme en dehors de 7~%(0), on a, d’apres la proposition 2.3.11 :
soqrl S gL
IRw—l(mZO) (ILT[' (M[;]ez)) = IRW—l(mZO) (7T (M[;]ez))
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Ainsi,
(IRaeo(MIZ]e)) 00 = BT (1 (0,0), T Ros sy (5 (MIZJe ).

D’ou

Z(M) = X(RP(W_I(Ov 0)7 IRw—l(z:O) (77*(

)[ﬁ]ezow ))), (proposition 2.4.7).

=
)
=
3
L
=
=
~
=
:]\
)
I
=
)
*

Nous allons calculer x(RT(7~(0,0), IR;~1(,—0) (w*(/\/l)[ﬁ]eﬁ))) Pour cela, étudions
localement le complexe IR —1(,—q) (W*(M)[%]ezclm).

Soit E, une composante irréductibles de 7~1(0,0). Elle intersecte un certain nombre de
composantes irréductibles de 771(0,0) et de transformées strictes de z = 0, z = 0 et Z;.

Notons Py, ..., P/ les points d’intersection.
P

1. Au voisinage d’un point P € E, qui n’est pas I'un de ces points d’intersection, on a,
dans des coordonnées (u,v) au voisinage de P :
— 7Yz =0) et 771(0,0) d’équation u = 0.
— z o est équivalent au voisinage de P & u®», k, > 1.
— Le lieu singulier de 7*(M) est inclus dans u = 0 et le rang de 7*(M) est le méme

que celui de M (c.f. proposition 2.5.16).
1
ZOTr

1
cule & l'aide du complexe IR,—o(m*(M)[%]e*r). En utilisant le théoréme 3.3.1 (A1)
du chapitre 3, on voit que la restriction du complexe IR -1 (;—g) (7" (M)[L]eﬁ) a Ep,

ZOT

Ainsi, au voisinage de P, le complexe d’irrégularité IR 1 ,—q) (7" (M)] ]eﬁ) se cal-

privé des n;, points d’intersection P} est un systeme local de rang rg(M)ky.

2. Etudions alors le complexe IR —1(,—q) (W*(M)[%]eﬁ) au voisinage des points d’in-

tersection Pg. Quatre cas sont alors possibles :

(a) Py est le point d’intersection de E, avec une autre composante irréductible E, de
771(0,0). On a alors, dans un voisinage Uy, de Py, avec des coordonnées convenables
(u,v) :

— B, d’équation u = 0 et £, d’équation v = 0.

— 77140,0) et 771 (x = 0) d’équation uv = 0.

— z o équivalent au voisinage de P & uFroPa, kp kg > 1.

— Le lieu singulier de 7*(M),y, est inclus dans uv = 0 (c.f. proposition 2.5.16).

1
11 faudra alors regarder IR ,—o(m*(M)y, [-5]ew™75) (B1).

uv

(b) P est le point d’intersection de E, avec la transformée stricte Z; de Z; (Z; est
irréductible). On a alors, dans un voisinage Uy, de Py, avec des coordonnées conve-
nables (u,v) :

— B, d’équation u = 0 et Z; d’équation v = 0.

— 77140,0) et 771 (x = 0) d’équation u = 0.

— z o équivalent au voisinage de P & u"», kp > 1.

— Le lieu singulier de 7*(M))y, est inclus dans uwv = 0, rg(7*(M)y,) = rg(M)
et la multipicité de 7*(M)y, sur T g(C2 est la méme que celle de M sur T, C?,

c’est a dire m; (c.f. proposition 2.5.116).
1

11 faudra alors regarder I Ry—o(7*(M)y, [L]ex™) (A4).
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(c) Py est le point d’intersection de E,, avec la transformée stricte {x = 0} de {x = 0}.
On a alors, dans un voisinage Uy, de Py, avec des coordonnées convenables (u,v) :
— E, d’équation u =0 et {x = 0} d’équation v = 0.
— 771(0,0) d’équation u = 0 et 7~ (2 = 0) d’équation uv = 0.
— z o équivalent au voisinage de P a wu.
— Le lieu singulier de 7*(M))y, est inclus dans uv = 0 (c.f. proposition 2.5.16).

Il faudra alors regarder IRM:()(W*(M)WIC[%]e%) (A3).

(d) Py est le point d’intersection de E), avec la transformée stricte {z = 0} de {z = 0}.
On a alors, dans un voisinage Uy, de Py, avec des coordonnées convenables (u,v) :

— E, d’équation u =0 et {z = 0} d’équation v = 0.

— 7740,0) et 771 (x = 0) d’équation u = 0.

— zom équivalent au voisinage de P & u*»v, kp > 1.

— Le lieu singulier de 7*(M),y, est inclus dans uv = 0 (c.f. proposition 2.5.16).

1
11 faudra alors regarder IR,—o(m*(M)y, [ ]e"rv) (B2).

uv
1

. Calculons maintenant x(RT(7~1(0,0), I Ry—1(y—0) (7*(M) [=L-]e=7))).

ZOoT

En utilisant le théoreme de Mayer-Vietoris pour chaque composante irréductible de
771(0,0), on obtient :

X(RT (7710, 0), IRy1 () (7 (M) [ 57 ]e7o7))

= 2 XEO(E, IR gy (7" (M) o)
E,Cn—1(0,0)

= X(RT(Py, IR (e (7 (M)
Py

—_
Jun

ZOoT

ou {Py} est 'ensemble des points d’intersection de deux composantes irréductibles de
771(0,0). Or, d’apres le point 2.(a) et le théoréme 3.3.9 (B1), on a :

1

X(RD (P, TR oy (7 (M)[22:]e77)) = X((IRnmt oy (7" (M) 51 ]e77) )

zom ZOoT
= 0.

Il faut donc calculer Z XRT(Ep, IR (g (7" (M)] ! ]eﬁ))) Pour cela,
E,Cm=1(0,0)

on va calculer pour chaque Ej, x(RT'(Ep, IR —1(y—0) (7" (M)[L]eﬁ)))

Soit Uy, ..., Un; des ouverts de E), tels que :

— Uy, boule ouverte dans E, de centre P et de rayon suffisamment petit.

— Les Uy, sont disjoints deux a deux.

— On a les écritures locales sur chaque Uy de 2.

— Comme IR —1(y—q) (7" (M)] L ]eﬁ)wk est un complexe constructible, on choisit Uy,

zom
suffisamment petit pour que

1 1 1 1

RT (U IR -1 (z—0) (7" (M) [ ——]e=*m)1,) = (I Rzt (o) (7" (M)

ZOoT

(c.f. corollaire 1.4.17 de [32]).
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Notons U la réunion disjointe des U, et V 1’adhérence du complémentaire dans P! de
boule centrée en Py incluse dans Uy. On a alors U NV union disjointe de n; couronnes.
Alors :

— Comme (IR —1(z—q)(7" M)[ﬁ]eﬁ))v est un systeme local de rang rg(M)k, (c.f.

1.) et que x(V) = (2 — n;), on a:

L 1es)) = (2 = n))ra(M)k,.

X(RF(‘/’ IRﬂ—l(:z:ZO) (71'* (M) [

20T

L

— Comme (IR -1(g—q) (7" (M )[ ]
(cf. 1.)et que x(UNV) =0, 0

))Unv est un systeme local de rang rg(M)k,

X(RF(U nv, IRW—l(z:O) (ﬂ-* (M)[

—Ona:
XRT (U, IR (g—gy (7" (M) [55]€77)))

ZOoT
!
Np

k=1 wen

= 3 MRy oy (0 (M) Je520)p,)
k=1

= Z (rg(M) —m;)kp,
ZiNEp#0

d’apres le point 2. et les théoremes 3.3.9 (B1), 3.3.11 (B2), 3.3.5 (A3) et 3.3.7 (A4)
Par le théoreme de Mayer-Vietoris, on trouve donc :

1

ZOoT

X(RT(Ep, TRy (g (7 (M) [———e77))) = (2= )rg(M)kyt Y (rg(M)=mi)k,.

ZiﬂEp#@

Notons n,, le nombre de composantes irréductibles de 7~1(0) intersectant E, auquel on
ajoute 1 si Ej intersecte la transformée stricte de z = 0 et kp, Pentier tel que si E}, est la
composante irréductible de 7=1(0,0) intersectant Z;, ky, = multpg,(z o 7). On a ainsi :

i = Y ((2—n;>rg<M>kp+ 3 <rg<M>—mi>kp)

E,Cm—1(0) irréd. Z; ﬂEp;é@

— Z (2—n k‘—I—ZTg m;))kp,

E,cn—1(0) irréd.

= (2 —ny)rg(M k—ZmZpZ rg(M)
E,Cm—1(0) irréd.

car sur la composante irréductible E,, de 71(0, 0) intersectant la transformée stricte de x = 0,
kp, = 1. On a de plus les deux lemmes suivants : :

LEMME 6.3.6. > (2 —np)k, = 1.
Ep,Cm—1(0,0) irréd.
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Démonstration
On rappelle que n, est le nombre de composantes irréductibles de 71(0) intersectant E,
auquel on ajoute 1 si E), intersecte la transformée stricte de z = 0. Décomposons 7 comme
une succession d’éclatement. On avait vu dans la remarque 5.4.6, que la formule

Z (2 = np)ky

E,Cn—1(0,0) irréd.

était inchangée quand on effectuait un éclatement supplémentaire. 11 suffit donc de montrer
que lors du premier éclatement, on a bien la formule cherchée. Or, aprées le premier éclatement,
on a un seul diviseur E. Le nombre n attaché a ce diviseur est 1 (correspond a la transformée
stricte de z = 0) et le nombre k qui lui est associé est 1. L’égalité est donc vrai apres le
premier éclatement. On a donc bien : Z (2—np)k, = 1.

Ep,Cn—1(0,0) irréd.

LEMME 6.3.7. 'l'(070) (Zi,Z = 0) = kpi'

Démonstration

Rappelons que I'on a définit k,,, comme étant la multiplicité sur £, de zom, ou FE, est la com-
posante irréductible de 771(0) intersectant la transformée stricte de E,. Notons (z(t), z(t))
une paramétrisation de Z;. On a alors :

i(0,0)(Zi, 2 = 0) = multy(2(t)).

.7 (C,0) —(C%(0,0))
Or si ; — (6(),1)
7: (C,0) — (C*(0,0))
t (¢ ( ), 1)
m(u,v) = (Wl(u,v),ukpia(u,v)) avec a(u, v) unité. Ainsi, 3(t) = (m1(d(t),t), d(t)*ri a(p(t),1)).
Or la multiplicité de ¢ est 1 puisqu’on a désingularisé Z;. Donc mults(¢(t)¥a(p(t),t) = k;.
Dés lors, i )(Zi, 2 = 0) = k;.

, est une paramétrisation de la transformée stricte de Z;,

sera une paramétrisation de Z;. On a de plus par définition de k;,

O
D’ou
Z(M) = - Z mikpi
Z;
= - Z mi,0)(Zi, 2 = 0)
Zi
O

6.3.3 Caractéristique d’Euler du complexe d’irrégularité de f,(Ocne?).

Soit f et g deux polynomes & n variables. Fixons ¢ € P!. On veut calculer la caractéristique
d’Euler du germe en ¢ du complexe d’irrégularité de ji f1(Ocned) en ¢, ou j est I'inclusion
de C dans P!. D’apres la proposition 6.2.5,

X((IRe(j+ f+(Ocne?)))e) = =X (I Rcyxpr N [¥Z]€™)) c,00)

ou :
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— 19 : P! x P! — P! est la projection par rapport au deuxiéme facteur,

- Z =P x P\ C?

~ N®* =i, (f,9)+(Ocn), avec i : C2 — P! x P
Regardons alors le cycle cractéristique de A/*" dans un voisinage U = Uy x Uy C P! x P! de
(c,0) :

Cche(N®) = mTGU +m/ Tj U +m Tl 0, U +m" Tj U + > miT5,U,

ou les Z; sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (¢, 00). On déduit alors du
théoréme 6.3.1 le théoreme suivant :

THEOREME 6.3.8. Soit f et g deuz polynémes a n variables et ¢ € P'. Le complexe
IR(j+ f+(Ocne?)) est a support c et on a :

X((IRe(j f+(Ocne®)))e) = D Mii(e,00)(Zi, Ur x {00}).

D’apres le théoreme 4.3.2, on sait que IR.(ji+f+(Ocz2€9)) est un complexe concentré
en degré 0, a support ¢, si f et g sont deux polynomes a deux variables algébriquement
indépendants. On a donc :

COROLLAIRE 6.3.9. Soit ¢ € P'. Si f et g sont deux polynomes d deux variables
algébriquement indépendants, IR:(j+ f+(Oc2€9)) est un complexe a support ¢ concentré en
degré 0 et on a :

dim((IR(j+ f+(Ocz2€%))).) = Zmii(c,oo)(zuUl X 00).

6.4 Etude comparative des résultats des deux méthodes.

Soit f et g deux polyndémes a deux variables algébriquement indépendants. Notons j
I'inclusion de C dans P! ~ C x {oo}. On sait que le complexe d’irrégularité en ¢ € P!,
IR.(jt f+(Oc2€9)) est un complexe concentré en degré 0 et a support c. Dans les chapitres 5
et 6, on a calculé, de deux fagons différentes, la dimension du germe en ¢ de TR?(j, f1 (Oc2¢€9)).
Rappelons les résultats obtenus :

1. Résultats obtenus par la premiere méthode :

— La cas ou ¢ € C. Notons A la courbe discriminante de f et g comptée avec multipli-
cités (image par (f,g) de la courbe polaire de f et g au sens des idéaux de Fitting).
D’apres le théoreme 5.5.18, on a :

dim((IRc(js f+(Oc2€?)))c) = i(e,00) (A \ {c} x C, B x {o0}),

ott A\ {c} x C est 'adhérence de Zariski de A\ {c} x C dans P x PL.

— Le cas ot ¢ = oo. Considérons des applications F,G : X — P! données par une
résolution a l'infini de f et g et notons D le lieu exceptionnel de cette résolution.
Notons A la trace dans C? de la courbe discriminante de F' et G (image par (F,G)
de la courbe polaire de F' et G au sens des idéaux de Fitting). Notons As la courbe
de non propreté (trace dans C? de I'image par (F,G) de D au sens des idéaux de
Fitting). D’apres le théoreme 5.5.19, on a :

dzm((IROO(j+f+(OC2eg)))OO) = Z(oo,oo)(Z7 Pl X {OO}) + 1(00700)(A_27 Pl X {OO})7

ol A (resp. Ay) est Padhérence de Zariski de A (resp. Ay) dans P' x PL.
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2. Résultats obtenus par la deuxieme méthode :
Soit ¢ € P1. Notons i I'inclusion de C? dans P! x P! et Z = P! x P!\ i(C?). Considérons
le cycle caractéristique de i (f,g)s (Ocz2) dans un voisinage U = Uy x Us C P! x P! de
(c,00) :

Cche(N*®) = mIjU + mlTEkc,oo)U + m”T{*c}ngU + mmTIZX{oo}U + Z miTZ‘ U,

ou les Z; sont des germes de courbes irréductibles au voisinage de (¢, 00). D’apres le
corollaire 6.3.9, on a :

dim((IRY(j+ f+(Oc2€%))).) = Zmii(c,oo)(zuUl X 00).

Démontrons le théoréme suivant :

THEOREME 6.4.1. 1. Dans le cas ou c € C :
— Les branches irréductibles de A\ {c} x P! au voisinage de (c,00) sont les Z;.
— La multiplicité de Z; dans A\ {c} x P! est égale ¢ m;.
2. Dans le cas ot c =00 : _
— Les branches irréductibles de A U Ay au voisinage de (00, 00) sont les Z;.

— La multiplicité de Z; dans ZUA_Q est égale a m;.

Démonstration

1. Etudions tout d’abord le lieu singulier de i, (f,g)4+(Ocz). Notons W = C2\ (A U
As). On sait alors que (f,g) : (f,9)"'(W) — W est un revétement de degré k.
Ainsi, (f,9)+(Oc2)w est un Ow-module libre de rang k. Comme (f, g)+(Oc2)w est
une connexion, le lieu singulier de (f,g)+(Oc2)jw est vide. Donc le lieu singulier de

(f,9)4+(Oc2) est inclus dans A U Ay. Ainsi, le lieu singulier de i, (f,g),(Ocz2) est in-

clus dans A U A, U Z. Le cycle caractéristique de i, (f,g)+(Oc2) dans un voisinage
U=U; x Uy CP! xP! de (c,00) est donc de la forme :

Cche(N®) = mTHU +m Tj (U +m Tl 0, U +m" Tj U+ > miT5,U,

olt les Z; sont des courbes irréductibles au voisinage de (¢, o0) incluses dans (AUAR)NU

et disinctes de {c} x Us et de Uy x {oo}. De plus, quitte a choisir U suffisamment petit,

on peut supposer que UZ; U ({c} x Uy)U(U;y x {oo}) admet pour seule singularité (¢, 0o).

~ Dans le casott c € C,on a (AUAL)NU)\ {c} x Uy = (ANU)\ {c} x Us. Ainsi, les
courbes Z; sont des branches irréductibles de (AN U) \ {c} x Us. De plus, quitte &
poser m; = 0, on suppose que toutes les branches irréductibles de (ANU)\ {c} x U
apparaissent dans le cycle caractéristique. On notera Z; les courbes Z; comptées avec
leur multiplicités, au sens des idéaux de Fitting, dans (ANU) \ {c} x Us. On a ainsi
(ANU)\ {c} x Uy =UZ;.

— Dans le cas ou ¢ = oo, quitte a poser m; = 0, on suppose que toutes les branches
irréductibles de (A U As) N U apparaissent dans le cycle caractéristique. On notera
Z; les courbes Z; comptées avec leur multiplicités, aux sens des idéaux de Fitting,
dans (AUAL) NU. On a ainsi (AUA,)NU =UZ;.
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2. Considérons une résolution a l'infini de f et ¢ :

(C2L>(C C2L>(C
" Iy
X—F>Pl s X—G>Pl,

comme dans le paragraphe 4.2.2. Notons D = X\ i(C?). On a alors i, (f,g)4(Oc2) =
(F,G) 11, (Oc2) = (F,G)4(Ox[*D]). 11 faut ainsi montrer que la multplicité de Z; en
un point (¢, p) est égale & la multiplicité de (F, G)+(Ox[*D])y en un point z* € T, U
avec 2* = (¢, p,€1,&). Commencons par étudier Papplication (F,G) au voisinage des
points de (F,G)~ (¢, p). Z; est distinctes de {c¢} x U et de Uy x {oo}. On peut donc
choisir (¢, p) tel que ¢ # ¢, p # oo et tel que F~1(c') et G~1(p) soient lisses. On peut
également supposer que la courbe jacobienne I de F et G est lisse au voisinage de
chacun des points de (F, G)_l(c,, p) et que la multiplicité d’intersection de I avec une
fibre de F voisine de F~!(¢') est constante au voisinage des points de (F,G)~1(c, p).
Soit P € (F,G)~*(c, p).

— Comme F~1(c) est lisse, on peut choisir des coordonnées (z,y) au voisinage de P

telles que P soient de coordonnées (0,0) et F = ¢ + .

— Notons k = valy(G(0,y),) > 1.

— Sik =1, P n’est pas sur la courbe polaire I''. D’aprés le théoréme d’inversion local,
on peut donc supposer que dans des coordonnées locales (x,y) de P, F' = c+ x et
G=c +uy.

— Supposons k > 2. Dans ce cas, P est sur la courbe polaire I'. On peut écrire
G — p sous la forme a(z,y)z + B(x,y)y*, avec B fonction holomorphe inversible.
Quitte a refaire un changement de coordonnées, on peut donc supposer que G =
p+ alx,y)x + y*. Dans ces coordonnées, I a pour équation % =0, i.e. a:g—z +
ky*—1 = 0. Comme I"" est lisse au voisinage de P et que la multiplicité d’intersection
de T" avec une fibre de F voisine de F‘l(c/) est constante au voisinage de P,
on considére une paramétrisation (z, u(x)) de I'" au voisinage de P. On a alors

% = k(y — u(x))*"1. En intégrant cette équation, on trouve alors G(z,y) =

p+C(x)+ (y—p(z))*. Donc, quitte & faire un nouveau changement de variables, on
peut supposer que dans des coordonnées locales (z,y), G peut s’écrire p+C(x)+y*,
avec C(z) = 2C' () et C’(z) inversible.
Dans la suite, nous noterons P, ..., P, les points dans (f,¢)~1(c, p) et Q1,...,Q; les
points dans (F, G)_l(c/, p)N D. Au voisinage de chacun de ces points, on a une écriture
locale de F' et G de la forme ci-dessus et on notera par kp, ou kg, l'entier k intervenant
dans cette écriture.

3. La multiplicité de Z; est égale a la somme des multiplicités au point (cl, p) de I'image
par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de T et de la multiplicité au point (c', p) de
I'image par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de D.

Or la multiplicité en (¢, p) de Pimage par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de T est

égale a
> multp(T) = > (kp — 1),

PE(F,G)~1(c ,p)nT Pe(F,GQ) (¢ ,p)nT
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d’apres les écritures locales du point précédent.

La multiplicité en (¢, p) de Pimage par (F,G) au sens des idéaux de Fitting de D est

égale a
Z multg(D) = Z 1.

Qe(F,G)~1(c,p)ND Qe(F,.G)~1(c ,p)ND
Ainsi, la multiplicité de Z; est égale &

s

> (ke = 1)+ > kg,
j=1

j=1
4. On veut montrer que la multiplicité de (F,G)(Ox[*D])jy sur T7 U est égale a

s

Z(kpj -+ Z kq;-

J=1 J=1

Comme (F,G) est un morphisme fini, on a (F,G)~}(U) = Upera)-1(,p) VPs ou Vp
est un voisinage ouvert de P. La multiplicité de (F, G)+(Ox[*D])|y sur T U est alors
égale & la somme des multiplicités de ((F,G) v, )+(Ovp [*(D NVp)]).

- SiPe{Py,..., P}, dans des coordonnées locales au voisinage de P, on a F' = ¢+
et G = p+ zag(x) + y*7, avec ag(r) € C{z}, inversible, et kp > 1. De plus P ¢
D. On peut donc supposer que D N Vp = (). Il faut donc calculer la multiplicité
de (¢ + z,p + zag(z) + y*P) 4 (Oy,) sur T3 U. Quitte a faire un changement de
coordonnées dans Vp et U, on se ramene au calcul de la multiplicité de (z, y*7) 4 (Oc2)
sur T_,C?, ot (u,v) sont les coordonnées dans C2.

— Si P € {Q1,...,Q:}, dans des coordonnées locales au voisinage de P, on a F =
¢ +xet G=p+ zag(z)+ y*7, avec ag(z) € C{z}, inversible, et kp > 1. De plus
Q € D et D a pour équation y = 0 au voisinage de P. Il faut donc calculer la
multiplicité de (¢ 4z, p+ zag(z) +y*P) 4 (Ov, [*(y = 0)]) sur T3 U. Quitte a faire un
changement de coordonnées dans Vp et U, on se rameéne au calcul de la multiplicité
de (x,ykP)Jr((’)(cz[%]) sur T*_oC2, ol (u,v) sont les coordonnées dans C2..

On conclut alors a l'aide du lemme suivant :

LEMME 6.4.2. Notons ¢ : C> — C2, telle que ¢(x,y) = (x,y*). On notera (u,v) les
coordonnées dans C? au but.

1. (9+(Oc¢2))(0,0) = C{u, v} @D (C{u, v}[E])*1. En particulier, sa multiplicité sur Tj_,C>
est égale a (k —1).

2. La multiplicité de (gb+((’)@2[%])) sur Ti_,C? est égale a k.

Démonstration
Nous allons utiliser la définition de I'image directe comme étant le complexe de D¢2-modules
a gauche associé au complexe de De2-module a droite :

R@(Qéﬁ’((’)@ QO De2_yc2)).
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Comme ¢ est un morphisme fini, on a :

¢4 (Oc2) ) = ¢*(Q§+'(Oc2 ®0.2 De2—c2))
¢

Q25 [0u, 0u)).

AiIlSi, (¢+ (O(C2 )(d))(0,0) = Q(%:—;.(o’()) [au) 8@]7 avec

d(wd2d%) = d(w)d2dP + dx A wd2 TP + dy A whky" 10295+
1. Calcul de H‘%Qéﬁf(oﬁo) [0, 0]).-
Soit Zfagd‘f@g € C{z,y}[0u, 0y] tel que d(z fap020P) = 0. On a alors :
a,f a,B

S an0;0q + L y0507 + fapdai 103 + b fapdy 0507 =0

af
9 ap aga lo%
Z(%@u 0y + fapdy o)) =0
— o 9fap k—1 1
D (5, 0000 +ky" fap00l M) = 0
af

Si Py = degs, (Z faﬁagag), alors, pour tout «, fug, = 0 (d’apres la deuxieme équation).
a?/B
On a ainsi Zfa@agaf =0.D’ou:
a’ﬁ

H™*(QF .00, 00]) = 0.

2. Calcul de H‘l(Q@"(O’O) (O, 0]).-
Soit n = Z(faﬁda: + Gapdy)020P € Q(1C27(070) [Ou, Oy, telle que d(n) = 0. On a alors :

a76

Z((ag;ﬁ - 8526)3385 + G000t 00 — Kyt £,30205 ) da A dy = 0.
a?/B

Soit (v, Bo) tel que ag = maz{a | 8, fop # 0} et By = max{f | fo,3 # 0}. Comme
d(n) =0, on a gy, = 0. Si ap > 0, on peut alors écrire faoﬁodx(‘){foago sous la forme :

Ay 05705) — L2 g~ — oo oo tof — gt f gy 0.

On se ramene ainsi & une forme 77l = Z(féda: + glﬁdy)ﬁf. Notons [y = degs, ().
B
En utilisant le fait que d(n/) = 0, on montre alors que féo = g/ﬂ0 = 0. En itérant ce

/ N
processus, on montre que n = 0. D’ou :

H‘l(Q@"(O’O) [0, Dy]) = 0.

106



3. Calcul de HO(Q%JQF"(O’O) [Ows Op))-

Dans H O(Q(QCJQF'(O 0) [Ou, Oy]), on a les relations suivantes :
b dx A dyd2 o + bda: A dy@fj‘“@f} = [0]
g—gd:p A dyd2dy + ky*tadz A dyag‘@gﬂ} = [0],

avec a,b € C{z,y}.
Ces deux équations permettent d’écrire un élément de H O(Q(QCJQF'(O 0) [Ou, Oy]) sous la forme

[godz N dy + 35 gsdx A dydl), avec gy € Clz,y} et 93 € C{z}[y]>k—2. On a ainsi :
HOQ 50,0100 0]) = X155 Cla,y*hy’ + X155 Claty'a[0,]
= C{z,yF b1+ 302 <<C{x, y*1yt + C{z}y'o, [8v]>.
Notons :

- M; = C{z,y*}.y* + C{z}y'0,[0,], pour i = 0,... &k — 2.
- Mp_1 = (C{x,yk}.yk_l.

On peut alors montrer que, pour i =0,...,k — 1, M; est un D2 (g g)-module et qu’ils
k—1

forment une somme directe. On a ainsi H O(Q(QCJQF"(O’O) [Ou, Op]) = @ M,;. 1l reste alors a
k=0

remarquer que :
— M1 =~ C{u,v} en tant que D¢z () g)-module.
— Pouri=0,...,k—2, M; ~ C{u, v}[%] en tant que De2 (g g)-module.
La premiere partie du lemme est donc démontré. La multiplicité de ¢4 (O¢2) sur 7, 7;"ZO(C2 est
donc (k —1).
Pour montrer le deuxieme point, on va utiliser la suite exacte suivante :

0— Oc2 — O(ﬂ[l] DC2

- — — 0.
vy Dc2(0r,y)

Considérons le diagramme suivant :
Cx {0} ——¢?
Il l(w,yk)
Cx {0} —=c2.
D2 D2

On a alors gb+(m) = ¢y (Ocxioy) = ar(Ocxioy) = D2 (0u0)” Donc la multiplicité

de (;5“%) sur T 7;"ZO(C2 est 1. Comme ¢ est un d-foncteur, on démontre, par additivité

des cycles caractéristiques, que la multiplicité de ¢4 (Oc2 [%]) sur T%_,C? est k.

O

0

107



108



Bibliographie

1]

A. BOREL : Algebraic D-modules, Perspectives in Math., vol. 2, Academic Press, Boston,
1987.

A. BOREL : Intersection cohomology, Progress in Math., Birkh&duser, Boston, 1984.

G BREVET : Sur lirrégularité d’un systeme différentiel holonome le long d’une courbe
plane, Theése, Université d’Angers, 1999, n. 468.

J. BRIANCON et P. MAISONOBE : Idéauz de germes d’opérateurs différentiels a une
variable, Ens . Math., t. 30, 1984, p. 7-38.

J. BRIANCON et P. MAISONOBE : Sur la wvariété caractéristique de systémes
différentiels irréguliers le long d’une hypersurface, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 320, Série I,
1995, p. 285-288.

E. BRIESKORN et H. KNORRER : Plane Algebraic Curves, Birkhauser, Boston, 1981.

S.A. BROUGHTON : Milnor numbers and the topology of polynomial hypersurfaces,
Invent. Math. 92, 1988, p. 217-241.

P. DELIGNE : FEquations différentielles a points singuliers réguliers., Lecture notes in
Math., 163, springer-Verlag, 1970.

A. DIMCA : Sheaves in topology, Springer, 2004.
A. DIMCA, F. MAAREF, C. SABBAH et M. SAITO : Dwork cohomology and algebraic
D-modules, Math. Ann., 318, no. 1, 2000, p. 107-125.

A. DIMCA et M. SAITO : On the cohomology of a general fiber of a polynomial map,
Compositio Math., 85, 1993, p. 299-309.

L. FOURRIER : Entrelas a l’infini et types topologiques des polynémes de deuz variables
complezxes, These, université P. Sabatier de Toulouse, 1993, n. 1414.

A. GALLIGO, M. GRANGER et P. MAISONOBE : D-modules et faisceaux pervers dont
le support singulier est un croisement normal II, Differential systems and singularities
(Luminy, 1983), Astérisque No. 130, 1985, p. 240-259.

M. GRANGER et P. MAISONOBE : A basic course on differential modules, in D-
modules cohérents et holonomes, Les cours du CIMPA, 1993, p. 103-168.

P.A. GRIFFITHS : Periods of integrals on algebraic manifolds I, II, Amer. J. Math., 90,
1968, p. 568-626 et p. 805-865.

A. GROTHENDIECK : On the de Rham cohomology of algebraic varieties, Publ. Math.
IHES, 29, 1966, p. 351-359.

R. HARTSHORNE : Algebraic Geometry, Graduate Texts in Math., 52, Springer-Verlag,
New York, 1977.

109



18]
[19]
[20]
21]
22]
23]
[24]
25]
26]

[27]

M. KASHIWARA : Systems of microdifferential equation, Progress in Math., vol. 34,
Birkh&user, Boston, 1983.

M. KASHIWARA : On the Holonomic Systems of Linear Differential Equations, II,
Invent. Math. 49, 1988, p. 121-135.

N.M. KATZ : On the differential equations satisfied by period matrices, Publ. Math.
THES, 35, 1968, p. 71-106.

N.M. KATZ et T. ODA : On the differentiation of de Rham cohomology classes with
respect to parameters, J. Math. Kyoto Univ., 8, 1968, p. 199-213.

LED. T. et C. WEBER : FEquisingularité dans les pinceaux de germes de courbes planes
et CV-suffisance, Ens. Math., t. 43, 1977, p. 355-380.

LE D. T. et C. WEBER : Polynémes a fibres rationnelles et conjecture jacobienne a 2
variables, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 320, Série I, 1995, p. 581-584.

F. MAAREF : Sur un analogue irrégulier de la connexion de Gauss-Manin, Annales de
la Faculté des Sciences de Toulouse, vol. VIII, n 1, 1999, p. 117-124.

P. MAISONOBE et C. SABBAH : Aspects of the theory of D-modules, Lecture notes,
Kaiserslautern, 2002.

P. MAISONOBE et T. TORRELLI : Image inverse en théorie des D-modules., Cours
de I’école d’été du CIMPA-CIMI-UNESCO Differential systems, Séville, 1996.

B. MALGRANGE : Sur les points singuliers des équations différentielles, Ens. Math.(2),
20, 1974, p. 147-176.

H. MATSUMURA : Commutative Algebra, W. A. Benjamin Co., New York, 1970.

7Z. MEBKHOUT : Le formalisme des sixz opérations de Grothendieck pour les D x -modules
cohérents, Travaux en cours 35. Hermann, 1989.

Z. MEBKHOUT : Le théoréme de positivité, le théoréeme de comparaison, le théoréme
d’existence de Riemann, Séminaires et Congres 8, 2004, p. 165-307, & paraitre.

Z. MEBKHOUT : Le théoréeme de positivité de l'irrégularité pour les D x-modules, Gro-
thendieck festschrift III. Progress in Math. 88, 1990, p. 84-131.

Z. MEBKHOUT et L. NARVAEZ-MACARRO : Le théoréme de constructibilité de Ka-
shiwara, dans images directes et constructibilité, Les cours du CIMPA, 1993, p. 47-98.

N. NILSON : Some growth and ramification properties of certain integrals on algebraic
manifolds, Arkiv for Mat., 5, 1963-1965, p. 527-540.

F. PHAM : La descente des cols par les onglets de Lefschetz avec vue sur Gauss-Manin,
dans systemes différentiels et singularités, Astérisque n. 130, 1985, p. 11-47.

C. SABBAH : On the comparaison theorem for elementary irregular D-modules, Nagoya
J. Math., 141, 1996, p. 107-124.

C. SABBAH : lettre a F. Maaref, 2002.

J.P. SERRE : Géométrie algébrique et géométrie analytique, Ann. Inst. Fourrier, Gre-
noble 6, 1955-1956, p. 1-42.

B. TEISSIER : The hunting of invariants in the geometry of discriminants, in Real and
complex singularities, Oslo 1976, (ed. P. Holm), Sijthoff and Noordhoff International
Publishers, 1977.

110



[39] J.C. TOUGERON : Idéauz de fonctions différentiables, Ergebnisse der Mathematik No.
71., Springer-Verlag, 1972.

[40] A.N. VARCHENKO : Asymptotic Hodge structure in the vanishing cohomology, Math.
USSR Izv., 18, 1982, p. 469-512.

111



