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IntrodutionSur une variété riemanienne lisse ompate (X; g) le spetre �(�g) du laplaien �g estonstitué d'une suite de valeurs propres de multipliité �nie tendant vers +1. La ré-solvante (�g � s)�1 de �g est don une famille méromorphe dans C d'opérateurs bornéssur L2(X; dvolg) dont les p�les sont les valeurs propres de �g et les rangs des résidus sontles multipliités de es valeurs propres.Si la variété n'est pas ompate on voit en géneral apparaître du spetre essentiel, lespremiers exemples géométriques étant l'espae eulidien (Rn+1 ; ge) et l'espae hyperbolique(H n+1 ; gh) (ave n � 1) dont les laplaiens assoiés possèdent uniquement du spetre es-sentiel �(�ge) = [0;+1) et �(�gh ) = [n24 ;+1). Si on prend n pair pour simpli�er, il estrelativement diret de véri�er que pour tout N > 0, les résolvantes modi�éesRe(z) := (�ge � z2)�1; Rh(z) := (�gh � n24 � z2)�1dé�nies sur f=(z) < 0g se prolongent dans les demi-plans omplexes f=(z) < Ng en unefamille holomorphe d'opérateurs bornés dans des espaes L2 à poids (le poids dépend de N).On dit alors que la résolvante se prolonge holomorphiquement dans C à travers le spetreessentiel, qui était représenté par la `droite ritique' f=(z) = 0g pour le nouveau paramètrespetral z2. Une propriété remarquable du spetre essentiel est qu'une perturbation om-pate de la métrique sur une variété riemannienne omplète non-ompate ne hange pasle spetre essentiel du laplaien riemannien. En appliquant ei à nos deux variétés on-sidérées au dessus, on peut montrer à l'aide du théorème de Fredholm analytique que pourune perturbation ompate g des métriques ge et gh, la résolvante modi�ée de �g se pro-longe méromorphiquement à C ave p�les de multipliité �nie, au sens où la partie polairedu développement de Laurent en haque p�le est onstituée d'opérateurs de rang �ni. Lesp�les provenant de e prolongement sont en quelque sorte les valeurs spetrales disrètesorrespondant aux valeurs propres du as ompat, on les appelle résonanes.A l'instar des valeurs propres du laplaien sur une variété ompate, elles apparaissentdans des formules de trae et ontiennent des informations géométriques et dynamiques.Il est par exemple établi que la présene de résonanes, leur position et leur distributionasymptotique dans le plan omplexe sont fortement liées à l'ensemble des géodésiques aptéesdans des ompats. Une fois le prolongement méromorphe obtenu, les premiers problèmesintéressants assoiés aux résonanes sont de donner le omportement asymptotique de leurfontion de omptage N(R) (i.e. le nombre de résonanes dans un disque D(0; R) � C derayon R) et d'étudier les résonanes prohes de l'axe ritique, elles qui ont le plus de sensphysiquement.Si l'on ne onsidère ii que des résonanes de nature géométrique, les notions que l'onvient d'introduire proviennent à l'origine de l'étude de l'opérateur de Shrodinger �ge + Vpour un potentiel V borné à support ompat et elles s'étendent à des perturbations om-pates relativement générales de �ge . Pour de telles perturbations ompates, les résultatsde Melrose [28℄, Zworski [43℄, Sjostrand-Zworski [38℄, Vodev [40℄ montrent en géneral la ma-joration optimale N(R) = O(Rn+1) mais il existe seulement quelques as partiuliers où uneasymptotique, voire une minoration, de N(R) est onnu.Il est naturel de se demander si le même type de prolongements méromorphes à travers lespetre essentiel est possible dans des adres géométriques relativement généraux omme desperturbations non néessairement ompates d'espaes symétriques. Les premiers exemplesque l'on peut iter sont les quotients de H n+1 par des groupes disrets d'isométries, ils ontété étudiés ave suès par Guillopé et Zworski [14, 15, 16℄ pour n = 1 puis pour n > 16



si le groupe d'isométries est onvexe o-ompat. Notons que ette étude est aompagnéed'une majoration de la fontion de omptage des résonanes N(R) = O(Rn+2) (la majo-ration optimale N(R) = O(Rn+1) pour n > 1 étant due à Cuevas et Vodev [8℄) ainsi qued'une minoration N(R) � CR2 pour n = 1. D'un autre �té, Melrose a remarqué que dansbeauoup de as géométriques la variété riemannienne omplète non ompate (X; g) estl'intérieur d'une variété ompate à bord �X (le bord est l'in�ni de X) sur laquelle le laplaien�g se prolonge en un opérateur à oe�ients lisses mais dégénéré (non elliptique) sur le bord� �X. La nature de ette dégénéresene sur � �X détermine les di�érents types de géométriesprès de l'in�ni et Mazzeo, Melrose, Mendoza [29, 24, 22, 23, 26, 27℄ ont développé un alulpseudo-di�érentiel adapté à l'analyse de es divers problèmes à bord.Le as qui nous intéresse modélise en quelque sorte des perturbations de quotients onvexeso-ompats de l'espae hyperbolique réel, il s'agit de variétés omplètes dont la ourbureonverge vers �1 à l'in�ni. Plus préisemment, soit �X = X [ � �X une variété ompate lisseà bord de dimension n+1 et x une fontion dé�nissant le bord (i.e. � �X = fx = 0g et dxj� �Xne s'annule pas), on dit qu'une métrique g sur X est asymptotiquement hyperbolique si x2gse prolonge en une métrique lisse sur �X et si jdxjx2g = 1 sur � �X. Cette dernière onditionassure en fait que la ourbure de g onverge vers �1 au bord et elle implique qu'il existe unefontion x dé�nissant � �X, un voisinage ollier du bord Ux := [0; �)� � �X assoié à x et unefamille lisse h(x) de métriques sur � �X pour x 2 [0; �) tels queg = dx2 + h(x)x2 (0.1)dans le ollier Ux. On peut véri�er que H n+1 et ses quotients par des groupes onvexeso-ompats sont asymptotiquement hyperboliques. Ces variétés sont l'objet de nombreusesétudes, en partiulier elles qui véri�ent asymptotiquement l'équation d'Einstein ar ellesjouent un r�le important en physique.Une variété asymptotiquement hyperbolique est néessairement omplète et le spetre dulaplaien �g agissant sur les fontions est onstitué de spetre essentiel �ess(�g) = [n24 ;+1)puis d'un nombre �ni de valeurs propres formant le spetre disret �pp(�g) � (0; n24 ). Avele nouveau paramètre spetral �(n� �), la résolvante modi�ée du laplaienR(�) := (�g � �(n� �))�1est don une famille méromorphe sur f<(�) > n2 g d'opérateurs bornés sur L2(X; dvolg), avedes p�les de multipliité �nie aux points �e tels que �e(n� �e) 2 �pp(�g).En utilisant la théorie développée initialement par Melrose, Mazzeo et Melrose [24℄ sontparvenus à montrer l'existene du prolongement méromorphe ave p�les de multipliité �niede R(�) dans C n 12 (n�N). Comme l'ont remarqué Borthwik et Perry [4℄, il semble à prioripossible que les points 12 (n�N) soient des p�les de multipliité in�nie, voire des singularitésessentielles, pour la résolvante prolongée. Cependant, Guillopé et Zworski [15℄ ont montréque R(�) se prolonge sur C tout entier si la ourbure de la variété est onstante hors d'unompat et les exemples onnus laissent penser que es points 12 (n � N) ne sont pas plussinguliers que des p�les de multipliité �nie. La lé utilisée par Guillopé et Zworski pourles analyser n'est pas tant l'hypothèse de ourbure mais plut�t la struture spéiale d'unetelle variété près de l'in�ni, à savoir qu'il existe une fontion x dé�nissant le bord de �X telleque la métrique x2g reste lisse en la variable � := x2 pour � 2 [0; �2) (i.e. x2g est `paireen x'). Cei nous onduit à dé�nir la notion de métrique paire omme étant une métriqueasymptotiquement hyperbolique telle que la famille h(x) de (0.1) ait un développement de7



Taylor en x = 0 qui ne ontient que des puissanes paires de x (on remarquera que ettedé�nition ne dépend en fait pas du hoix de x).On montrera alors dans un premier temps (Théorème 2.5) que sous ette hypothèse deparité, la résolvante R(�) se prolonge méromorphiquement ave p�les de multipliité �nie àC tout entier, ei en ombinant les onstrutions de Mazzeo-Melrose [24℄ et de Guillopé-Zworski [15℄. Notons que ette étude nous permet de donner une majoration polyn�miale enR du nombre de résonanes dans des bandes (Theorème 2.7)f� 2 C ;<(�) > n2 �N; j=(�)j � Rgmais le degré du polyn�me dépend de N et le résultat n'est par onséquent vraisemblable-ment pas optimal. A notre onnaissane, auune majoration des fontions de omptagedes résonanes n'a ependant été démontrée sur une variété asymptotiquement hyperboliquequelonque.Dans une seonde partie on peut se demander si es hypothèses de parité sont néessairesà l'existene d'un prolongement méromorphe de R(�) à C . En réalité, es problèmes deprolongements sont essentiellement équivalents à des problèmes de di�usion dont l'étudedans e adre général est d'abord due à Joshi et Sá Barreto [19℄ puis à Graham et Zworski[12℄, en rappelant que Perry [31, 32℄, Guillopé-Zworski [16℄, Mandouvalos [20℄ avaient déjàlargement traité la di�usion sur les quotients hyperboliques. Le prinipe est de trouver, pourf 2 C1(� �X) �xée et <(�) = n2 (ave � 6= n2 ), une solutionF (�) = xn��F1(�) + x�F2(�); Fi(�) 2 C1( �X); i = 1; 2de (�g ��(n��))F (�) = 0 telle que F1(�)j� �X = f . On appellera alors S(�) : f ! F2(�)j� �Xl'opérateur de di�usion agissant sur C1(� �X). Joshi et Sá Barreto [19℄ montrent que sonnoyau de Shwartz peut être exprimé à partir du noyau de Shwartz de R(�), impliquantdon un prolongement méromorphe au sens faible de l'opérateur S(�) à C n 12 (n � N). Parailleurs, on véri�e que les propriétés de méromorphie de R(�) aux points 12 (n � N) sontretrouvées à partir de elles de S(�). Les résultats de [19℄ et [12℄ montrent que l'opérateurde di�usion pour ette géométrie est de nature di�érente de elui assoié à la géométrieeulidienne puisque S(�) est ii une famille méromorphe d'opérateurs pseudo-di�érentielsd'ordre 2��n qui possède toujours des p�les d'ordre 1 et de multipliité in�nie en � 2 n2 +Net dans ertains as en � 2 n�12 + N. Ces p�les qui apparaissent dans la partie physiquef<(�) > n2 g sont en fait l'objet prinipal de l'artile réent de Graham-Zworski [12℄ quidonne une présentation simple et expliite des opérateurs de Poisson et de di�usion touten permettant de aluler les résidus de S(�) sur 12 (n + N). Modulo le spetre disret, esont des opérateurs di�érentiels sur � �X dont ertains ont une signi�ation partiulière si lavariété (X; g) est asymptotiquement Einstein puisqu'ils apparaissent essentiellement ommeles puissanes onformes du laplaien sur (� �X;h0) ave h0 := h(0) suivant (0.1). Quitte àfatoriser par un opérateur pseudo-di�érentiel inversible onvenable, S(�) devient une familleholomorphe d'opérateurs Fredholm d'indie nul pour <(�) � n2 et � =2 12 (n + N) (modulole spetre disret), l'équation fontionnelle S(n � �) = S(�)�1 et la théorie Fredholm nouspermettent don de retrouver le prolongement méromorphe de S(�) dans C n 12 (n�N) (etteméthode était utilisée par Perry [31, 32℄ et Patterson-Perry [30℄). Etudier la méromorphiede S(�) et R(�) en 12 (n � N) revient �nalement à analyser S(�)�1 près de 12 (n + N) etette analyse déoule essentiellement du alul des résidus de S(�) en 12 (n + N) de [12℄ etde quelques lemmes d'analyse omplexe dans des espaes de Banah. On obtient ainsi notrerésultat prinipal 8



Théorème 1.1. La résolvante modi�ée (�g��(n��))�1 du laplaien sur une variété asymptotiquementhyperbolique (X; g) se prolonge méromorphiquement ave p�les de multipliité �nie def<(�) > n2 g à C n (n+12 � N).2. La résolvante modi�ée (�g��(n��))�1 du laplaien sur une variété asymptotiquementhyperbolique (X; g) se prolonge méromorphiquement ave p�les de multipliité �nie def<(�) > n2 g à C si et seulement si g est une métrique paire.3. Pour tout k 2 N et k 6= n+12 il existe une variété asymptotiquement hyperbolique (X; g)de dimension n+ 1 telle que le point n+12 � k soit limite d'une suite de résonanes, epoint est don une singularité essentielle de la résolvante prolongée.4. Soit �X une variété lisse à bord de dimension n+1 > 2 et x une fontion dé�nissant sonbord. Il existe alors un ouvert dense de métriques asymptotiquement hyperboliques gsur X pour lesquelles le prolongement de (�g��(n��))�1 a une singularité essentielledans C , l'ensemble des métriques asymptotiquement hyperboliques sur X étant muni dela topologie induite par x�2C1( �X;T � �X 
 T � �X).

une suite de résonanes onvergeant vers n+12 � k ave k 2 N

<(�) = n2
0n2 � N

n+12 � N

Figure 1: Les résonanes de �g dans un as où g n'est pas paire9



Ce théorème résume les résultats prinipaux des Propositions 3.5, 3.10 et du Théorème3.9, on se rapportera à eux-i pour des énonés plus préis.L'apparition de singularités essentielles de la résolvante dans le feuillet non-physiquef<(�) < n2 g est un phénomène relativement inattendu et semble être, à notre onnaissane,le premier exemple de telles situations. On peut ependant le omparer au as d'un opérateurayant un point isolé dans le spetre essentiel et qui est limite d'une suite de valeurs propres demultipliité �nie, omme par exemple les niveaux de Landau de l'opérateur à hamps mag-nétique onstant perturbé par ertains potentiels en dimension paire [34℄. Sahant que lesrésonanes pour notre problème peuvent être dé�nies omme les valeurs propres d'opérateursnon auto-adjoints (d'après le travail d'Agmon [1℄) on peut imaginer que les singularités essen-tielles de la résolvante prolongée soient des points isolés dans le spetre essentiel d'opérateursnon auto-adjoints.Le aratère néessaire et su�sant de la ondition de parité de g pour l'existene du pro-longement méromorphe de R(�) ave p�les de multipliité �nie montre bien l'instabilité detels prolongements à des perturbations non-ompates et il serait intéressant d'observer equi se passe pour des perturbations singulières de la métrique (en ajoutant par exemple destermes en x� ou log(x)j dans la métrique).Dans une troisième partie on donne une formule reliant la multipliité des résonanes àla multipliité des p�les de l'opérateur de di�usion S(�). On pose d'abord l'opérateur dedi�usion `normalisé' introduit initialement par Perry [32℄eS(�) := 22��n�(�� n2 )�(n2 � �) (1 +�h0)��+n2 S(�)(1 +�h0)��+n2puis on dé�nit la multipliité d'une résonane puis d'un p�le de eS(�) parm(�0) := rang�Res�0((n� 2�)R(�))�; �(�0) := �Tr�Res�0(eS�1(�)eS0(�))�où Res�0 désigne le résidu au point �0. En utilisant notre étude préedente ainsi que desrésultats de Guillopé-Zworski [16℄ et de Gohberg-Sigal [10℄, on montre alors leThéorème 2. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique, alors �0 2 f<(�) � n2 gest une résonane si et seulement si 'est un p�le de S(�) et on am(�0) = m(n� �0) + �(�0)� 1ln2�N(�0) dimkerResn��0S(�)si �0 =2 n2�N ou �0(n��0) =2 �pp(�g), 1ln2�N(:) étant la fontion aratéristique de l'ensemblen2 � N � C .Cette formule étend un résultat de Borthwik et Perry [4℄ aux points 12 (n�N) et répondà une question posée par Patterson-Perry [30℄. Notons que e résultat devient intéressantsi (X; g) est asymptotiquement Einstein ar l'opérateur Resn2+kS(�) est essentiellement lek-ième laplaien onforme sur (� �X;h0) d'après [12℄. En partiulier le alul réent du di-viseur en �0 2 C de la fontion Zeta sur un quotient onvexe o-ompat par Patterson-Perry[30℄ et Bunke-Olbrih [5℄ fait apparaître (modulo le spetre disret) le terme �(�0) qui estappelé `terme spetral' et un `terme topologique' si �0 2 �N0 qui est un multiple de la ar-atéristique d'Euler de �X. Si �0 2 n2 � N le terme spetral peut don être non nul bien queS(�) et R(�) soient holomorphes en �0 ('est le as de H 2n+1 ), ei en raison des fateursGamma que ontient eS(�). On observe alors que le terme spetral du diviseur en un pointn2 �k se déompose en fait en un véritable terme spetral, à savoir la multipliité m(�0), plus10



un `terme onforme' qui orrespond à la dimension du noyau du k-ième laplaien onformesur (� �X;h0). Perry [33℄ déduit de ette étude des diviseurs une formule de type Poissonpermettant de donner une minoration de la fontion de omptage des p�les de eS(�) sur lesquotients onvexes o-ompats. Une majoration des dimensions des noyaux des laplaiensinvariants onformes sur le bord de tels quotients apporterait par onséquent une véritableminoration du nombre de résonanes dans es adres typiquement géométriques.Pour �nir on s'attahera à montrer que pour une variété asymptotiquement hyperboliqueil n'y a pas résonane dans un voisinage exponentiel de la droite ritique f<(�) = n2 g. Cesproblèmes initialement étudiés par Burq [3℄ pour la géométrie eulidienne ont été réemmentomplétés de manière signi�ative par Cardoso-Vodev et Vodev [7, 41, 42℄ y ompris pour leas des quotients de H 2 . On utilisera une de leurs estimées sur la norme de la résolvante surl'axe ritique pour obtenir leThéorème 3. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique, il existe C1; C2 > 0tels que (�g � �(n� �))�1 se prolonge de f� 2 C ;<(�) > n2 ; j=(�)j > C1g àf� 2 C ; j=(�)j > C1;<(�) > n2 � C2e�C2j�jgen une famille holomorphe d'opérateurs bornés dans des espaes L2 à poids.Ce résultat est optimal dans le as général puisque la onstrution de quasimodes ex-ponentiellement prohes de l'axe ritique est possible s'il existe une trajetoire périodiqueelliptique. Le as partiulier des métriques non-aptives à ourbure onstante hors d'unompat sera aussi étudié, on montrera l'existene d'une bande près de la droite ritiqueontenant au plus un nombre �ni de résonanes.On peut don résumer l'organisation de la thèse de la manière suivante : dans la premièresetion on introduit les dé�nitions et rappels de base pour ette géométrie, puis on reprenddans la deuxième setion une partie de la onstrution du prolongement méromorphe de larésolvante suivant Mazzeo-Melrose [24℄ dans le as d'une métrique paire, tout en ontr�lantles normes des restes pour donner une majoration du nombre de résonanes dans des ban-des ; on montre le Théorème 1 dans la troisième setion après avoir résumé les résultats deJoshi-Sá Barreto et Graham-Zworski qui nous intéressent et on pro�tera des aluls e�etuéspour montrer un résultat de di�usion inverse onernant les points 12 (n + N). Pour �nir ondonnera les démonstrations des Théorèmes 2 et 3 dans les deux setions suivantes et uneannexe ontient quelques résultats d'analyse omplexe dans les espaes de Banah ainsi quedes estimées de normes de la résolvante du laplaien sur H n+1 qui nous sont utiles pour lessetions 2 et 5.Pour onlure, on peut espérer étendre à es variétés di�érents résultats onnus sur lesquotients onvexes o-ompats, le premier étant une majoration optimale de la fontionde omptage des résonanes si la métrique est paire. Il est lair que ette question posede multiples problèmes, que e soit pour utiliser la distorsion analytique dans le as d'unemétrique analytique ou dans le hoix de modèles satisfaisants pour appliquer des théories deperturbations. Notons en�n que Sjostrand [37℄ (dans des adres semi-lassiques) puis Zworski[44℄ et Guillopé-Lin-Zworski [17℄ (sur des quotients onvexes o-ompats de H n+1 ) donnentdes bornes géométriques du nombre de résonanes près de l'axe ritique (dans des voisinagessous-oniques ou dans des bandes), es bornes font apparaître la dimension de Hausdor� del'ensemble des géodésiques aptées. C'est probablement le type de résultats optimaux quipeuvent être obtenus sur une variété asymptotiquement hyperbolique.11



Notations Par onvention, nous noterons souvent C les onstantes stritement positivesqui ne dépendent pas des paramètres que l'on fait varier, puis N = f1; 2; : : :g et N0 = N[f0g.Pour N 2 R, n 2 N on pose ON := n� 2 C ;<(�) > n2 �NoZk� := n2 � (k2 + N0 ) � C ; k = 1; 2Bn+1 := fm 2 Rn+1 ; jmj < 1gSoit (Hi)i=0;1;2 des espaes de Hilbert et (Bi)i=0;1;2 des espaes de Banah. On noteL(B1;B2) (ou L(B1) si B1 = B2) l'espae des opérateurs linéaires ontinus de B1 dansB2, puis pour p � 1, Sp(H1;H2) (ou Sp(H1) si H1 = H2) désigne la lasse de Shattend'indie p, ave sa norme assoiée jj:jjSp . On utilisera aussi la notation usuellehZi := (1 + jZj2) 12pour Z 2 Rn ou Z 2 C , puis ' désignera en général di�éomorphe alors que �= désigneraisométrique.En�n, les notations et dé�nitions onernant les appliations méromorphes à valeurs dansdes espaes de Banah sont données dans l'Annexe A.
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1 Quelques rappels et adre de travail1.1 IntrodutionSoit �X = X [ � �X une variété lisse ompate à bord de dimension n + 1 et x0 une fontionlisse dé�nissant son bord � �X, 'est-à-direx0 � 0; � �X = fm 2 �X; x0(m) = 0g; dx0j� �X 6= 0On dit qu'une métrique g lisse sur l'intérieur X est onformément ompate siH0 := x20g (1.1)se prolonge sur �X en une métrique lisse. On appellera aussi (X; g) (ou X quand il n'y a pasde onfusion possible sur g) une variété onformément ompate. La lasse onforme (notée[H0jT� �X ℄) de la métrique H0jT� �X sur � �X ne dépend don pas du hoix de la fontion x0, onl'appelle l'in�ni onforme de g. On peut observer que (jdx0jH0)j� �X est lui aussi indépendantdu hoix de x0 et Mazzeo-Melrose [24℄ remarquent que les ourbures setionnelles de g enm 2 X tendent vers �jdx0j2H0(y) si y 2 � �X et m ! y. Cei nous amène à dé�nir les var-iétés asymptotiquement hyperboliques omme les variétés onformément ompates véri�ant(jdx0jH0)j� �X = 1. Ces métriques sont omplètes et forment un adre raisonnable pour es-pérer généraliser des résultats de théorie spetrale valables sur l'espae hyperbolique H n+1 .Elles ontiennent d'autre part l'ensemble des quotients onvexes o-ompats de H n+1 ainsique leurs perturbations sur des ompats, mais le as des `usps' n'entre pas dans ette étude.

xX
� �X

Figure 2: Variété onformément ompateSi X est asymptotiquement hyperbolique, il est montré dans [11℄ ou [19℄ qu'il existepour haque métrique h0 2 [H0jT� �X ℄, une unique fontion x dé�nissant le bord de �X telleque jdxjx2g = 1 dans un voisinage Vx de � �X et H0jT� �X = h0. Il existe don un ollierUx := [0; �x)� � �X tel qu'on ait le di�éomorphisme� : � Ux ! �(Ux) � Vx(t; y) ! �t(y) (1.2)14



ave �t le �ot du gradient gradx2g(x). La métrique g s'érit dans e ollier sous la forme��g = dt2 + h(t; y; dy)t2 ; h(0; y; dy) = h0(y; dy); h 2 C1(Ux; S2(T �Ux)) (1.3)ave S2(T �Ux) � T �Ux 
 T �Ux le �bré des 2-tenseurs symétriques. On dit que (1.3) estune forme modèle de la métrique et on érira g et x à la plae de ��g et t. On dé�nit aussil'ensemble des fontions dé�nissant le bord qui induisent une forme modèle pour la métriqueZg(� �X) := fx 2 C1( �X);x � 0; � �X = x�1(0); 9�x > 0;8m 2 x�1([0; �x)); jdxjx2g(m) = 1get Graham [11℄ a don onstruit une bijetion[H jT� �X ℄ ! Zg(� �X)Le tenseur symétrique h(t; y; dy) de (1.3) de�nit une famille de métriques h(t) sur les hyper-surfaes fx = tg, et ette famille dépend du hoix de x 2 Zg(� �X).Par exemple l'espae hyperbolique H n+1 dé�ni parH n+1 := �Bn+1; gh = 4jdmj2(1� jmj2)2�s'érit sous forme modèle en posant x := 2 1�jmj1+jmjH n+1 n f0g �= �(0; 2)� Sn; dx2 + h(x)x2 � ; h(x) := (1� x24 )2gSn (1.4)gSn étant la métrique anonique (de ourbure 1) sur la sphère Sn de dimension n. Enoordonnées polaires sur H n+1 , on véri�e que x = 2e�t où t(m) = dHn+1 (m; e) est la distanehyperbolique du point m au entre e de H n+1 (e = 0Rn+1 dans e modèle).1.2 Parité de la métriqueOn peut véri�er sans peine qu'à k 2 N �xé, la onditionh(x) � h(0) = O(xk)est invariante par hangement de fontion x 2 Zg(� �X). Pour traiter le problème qui nousintéresse, on hoisira la ondition un peu moins forte de parité modulo O(x2k+1) au sens oùil existe, pour k 2 N �xé, une fontion x 2 Zg(� �X) telle que la métrique x2g s'érive sous laforme x2g = dx2 + l(x2; y; dy) +O(x2k+1); l 2 C1(Ux; S2(T �Ux)) (1.5)dans le ollier Ux assoié à x par (1.2) :Dé�nition 1.1. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique et k 2 N [f1g. Ondit que g paire modulo O(x2k+1) si il existe � > 0, une fontion x dé�nissant le bord et destenseurs symétriques (h2i)i=0;:::;k 2 C1(� �X;S2(T �� �X)) tels que��(x2g) = dt2 + kXi=0 h2it2i +O(t2k+1)où � est le di�éomorphisme induit par le �ot �t du gradient gradx2g(x):� : � [0; �)� � �X ! �([0; �)� � �X)(t; y) ! �t(y)15



On démontre alors que ette ondition ne dépend pas du hoix de la fontion x 2 Zg(� �X).Lemme 1.2. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique. Supposons qu'il existeune fontion x 2 Zg(� �X) et k 2 N tels que la métrique x2g s'érivex2g = dx2 + l(x2; y; dy) +O(x2k+1); l 2 C1(Ux; S2(T �Ux)); k 2 N (1.6)dans le ollier U = [0; �x)�� �X assoié à x par (1.2). Alors pour toute fontion t 2 Zg(� �X),la métrique t2g s'érit sous la formet2g = dt2 + p(t2; z; dz) +O(t2k+1); p 2 C1(Ut; S2(T �Ut))dans le ollier Ut = [0; �t)� � �X assoié à t par (1.2).Preuve : reprenons d'abord les aluls de Graham [11, Lem. 2.1 et 2.2℄. Soit x 2 Zg(� �X)telle qu'on ait (1.6) et t 2 Zg(� �X). On éritt = e!x; ! 2 C1(Ux)et d'après [11℄, ! véri�e l'équation non linéaire2�x! + x�(�x!)2 +Xij hij(x)�yi!�yj!� = 0 (1.7)On obtient immédiatement �x!jx=0 = 0 et par réurrene, on montre en dérivant (1.7) parrapport à x un nombre pair de fois que �2j+1x !jx=0 = 0 pour j � k (f. [11℄ pour les détails).Rappelons maintenant que le ollier assoié à t est onstruit par le di�éomorphisme� : � Ut = [0; �t)� � �X ! �(Ut)(t; z) ! �0t(z)ave �0t(z) le �ot de gradt2gt. Notonsx(t; z) := x(�0t(z)); y(t; z) := y(�0t(z))et montrons par réurrene que pour tout m � 2k + 2�2jt x(t; z)jt=0 = 0 8j; 0 � 2j � m�2j+1t y(t; z)jt=0 = 0 8j; 0 � 2j + 1 � m (1.8)Dans un premier temps on note quegradt2gt = t�2gradgt = e�!gradx2gx+ e�!xgradx2g!= (e�! + te�2!�x!)�x + e�2!tXi;j hij(x)�yi!�yjet x(t; z), y(t; z) sont dé�nis par les équations du �ot�tx(t; z) = e�!(x(t;z);y(t;z)) + te�2!(x(t;z);y(t;z))�x!(x(t; z); y(t; z)) (1.9)�tyj(t; z) = e�2!(x(t;z);y(t;z))t nXi=1 hij (x(t; z); y(t; z))�yi!(x(t; z); y(t; z)) (1.10)Pour montrer (1.8), on la véri�e au rang m = 1x(0; z) = 0; �tyj(0; z) = 0; j = 1; : : : ; n16



puis on suppose qu'elle est vraie au rang m.Si m+ 1 est pair et inférieur ou égal à 2k + 2, on a d'après (1.9)�m+1t x(0; z) = �mt e�!jt=0 +m�m�1t (e�2!�x!)jt=0Remarquons que si f(x; y) est une fontion paire (resp. impaire) en x modulo O(x2l+1) (resp.modulo O(x2l)), sa omposée ave(t; z)! (x(t; z); y(t; z))est paire (resp. impaire) en t modulo O(tmin(2l+1;m+2)) (resp. modulo O(tmin(2l;m+1))). Onen déduit que �mt e�!jt=0 = 0puisquem est impair et e�! est paire modulo O(x2k+3). De plus, m�1 est pair et les dérivées�m�1t (e�2!�x!)jt=0 se séparent en une somme de produits de dérivées de e�2! et de �x!.Si le nombre de dérivées à e�etuer pour l'un des termes du produit est impair, le nombrede dérivées pour l'autre l'est aussi et l'argument préédent prouve que le produit s'annulepuisque e2! est paire modulo O(x2k+3). Si le nombre de dérivées pour l'un des termes estpair, l'autre l'est aussi et le produit s'annule puisque �x! est impaire modulo O(x2k+2). Ona don �m+1t x(0; z) = 0Si m+ 1 est impair et inférieur ou égal à 2k + 1, on applique le même raisonnement surl'équation (1.10) et on a à dériver un nombre impair (= m�1) de fois un produit de fontionspaires en t modulo O(tmin(2k+1;m+1)), e qui prouve l'annulation�m+1t yi(0; z) = 0et (1.8) est vrai jusqu'au rang 2k + 2.Il reste à véri�er que pour tout � 2 Tz� �Xt2g(�; �) = e2! �(�zx:dz(�))2 + h(x; y; �zy:dz(�))�est paire en t modulo O(t2k+1), e qui déoule immédiatement des propriétés de parité-imparité de !, x, y et h. �Interprétation géométrique Notons [ �X℄2 := ( �X F �X)=� �X le double de �X omme es-pae topologique et hoisissons x une fontion qui dé�nit le bord � �X de �X. A partir dudi�éomorphisme (1.2), on peut onstruire un atlas C1 sur [ �X ℄2 en notant que � �X � [ �X℄2est ontenu dans un ouvert [Vx℄2 := (V1FV2)=� �X (ave V1 = V2 = �(Ux)) di�éomorphe à(��x; �x)� � �X via(��x; �x)� � �X ' [Vx℄2(x; y) ! � [��x(y)℄; ��x(y) 2 V1 si x � 0[�x(y)℄; �x(y) 2 V2 si x � 0Le reste des artes provient de elles reouvrant l'intérieurX de �X et ne pose pas de problème.On remarque que ette struture C1 sur [ �X ℄2 dépend du hoix de la fontion x dé�nissant� �X. Si maintenant [ �X℄2x désigne ette struture, on a le di�éomorphisme global[ �X ℄2x ' [ �X ℄2x017



pour x; x0 deux fontions dé�nissant � �X, ependant auun hoix de struture C1 sur l'espaetopologique [ �X℄2 n'est naturel par rapport à C1( �X). On dé�nit alors les fontions paires enx modulo O(x2k+1) sur �X omme les fontions se prolongeant sur [ �X℄2x en des fontions C2kinvariantes par l'involution naturelle sur [ �X℄2, on obtient une lasse de fontions qui dépendde la fontion x. Autrement dit, une fontion qui a un développement de Taylor en x pairmodulo O(x2k+1) n'aura pas néessairement un développement en x0 pair modulo O(x02k+1)où x0 est une autre fontion qui dé�nit le bord. Dans la preuve du Lemme 1.2, on voit que sila métrique véri�e (1.5) pour une fontion x, alors les hangements de artes sur [0; �)� � �X(où � := min(�x; �x0) qui laissent la métrique sous forme modèle sont du typex0 = x k+1Xj=0 aj(y)x2j +O(x2k+4); y0 = k+1Xj=0 bj(y)x2j +O(x2k+3)et induisent don des artes C2k+2 ompatibles sur [ �X ℄2x. On obtient alors un hoix naturel(par rapport à g) de struture C2k+2 sur [ �X ℄2, induit par les fontions de Zg(� �X). On note[ �X℄2Zg ette struture et on observe qu'elle est munie d'une lasse onforme de métriques C2kinvariantes par l'involution de [ �X ℄2, il su�t pour ela de prolonger les métriques x2g parsymétrie pour haque x 2 Zg(� �X).Exemples Les variétés asymptotiquement hyperboliques à ourbure onstante hors d'unompat (dont font partie les quotients onvexes o-ompats de H n+1 ) sont paires mod-ulo O(x1), les métriques presque-produit x�2(dx2 + h0(y; dy)) + O(x1) (f. [19℄) et deShwartzshild-De sitter (f. [35℄) le sont aussi. Les métriques asymptotiquement Einsteinde dimension n+1 (f. [12℄) sont toujours paires modulo O(xn) mais ont génériquement destermes impairs à partir de la puissane xn.1.3 Densités, distributionsSoit x 2 Zg(� �X) une fontion qui dé�nit le bord � �X de �X telle queg = x�2H = x�2(dx2 + h(x; y; dy))soit une forme modèle de la métrique g près du bord. L'ensemble V0( �X) des hamps deveteurs lisses sur �X qui s'annulent au bord est aussi l'espae vetoriel des setions lisses d'un�bré noté T0 �X dont une base loale est donnée par (x�x; x�y1 ; : : : ; x�yn) où (x; y1; : : : ; yn)est un système de oordonnées près du bord. V0( �X) a une struture d'algèbre de Lie ave[xX; xY ℄ = x2[X;Y ℄ + xdx(X)Y � xdx(Y )X; X; Y 2 C1( �X;T �X)Le �bré T �0 �X dual de T0 �X a pour base loale (x�1dx; x�1dy1; : : : ; x�1dyn). On note �( �X)le �bré de densité `naturel' de �X, dont haque �bre (�( �X))m est une droite engendrée par ladensité jdxdyj sur (T � �X)m. Il est lair quejdvolH j := Æjdxdyj; Æ :=pdetH(x; y)est une setion trivialisante de e �bré. Ensuite, soit �0( �X) le 0-�bré de densité de �X donthaque �bre (�0( �X))m est une droite engendrée par la densité x�n�1jdxdyj sur (T �0 �X)m. Onpeut véri�er que �0( �X) = x�n�1�( �X) et quejdvolg j := Æ ����dxdyxn+1 ����18



est une setion trivialisante de e �bré au sens où� 2 C1( �X;�0( �X)) () 9a 2 C1( �X); � = ajdvolg jOn onstruit de la même façon les �brés �s( �X) et �s0( �X) := x�s(n+1)�s( �X) de s-densité(s > 0) sur �X. Plus, généralement, sur une variété à oins ayant N hypersurfaes frontièresdé�nies par les fontions lisses x1; : : : ; xN , on peut aussi onstruire un 0-�bré de s-densité enposant �s0 :=  NYi=1xi!�s(n+1) �soù �s est le �bré de s-densité naturel.On note _C1( �X) (resp. _C1( �X;� 120 ( �X))) l'ensemble des fontions (resp. setions de� 120 ( �X)) lisses sur �X dont le développement de Taylor en haque point du bord � �X s'annule àtout ordre, puis _C1(X) leur restrition à X . Le produit de deux 12 -densités est une 1-densitéet l'on a don un produit hermitienhf; gi := Z �X f�g; f; g 2 _C1( �X;� 120 ( �X))qui omplète _C1( �X;� 120 ( �X)) en un espae de Hilbert appelé L2( �X;� 120 ( �X)). Etant donnéles isomorphismes entre _C1(X) et _C1( �X;� 120 ( �X)), il est lair qu'il existe un isomorphismeisométrique L2( �X;� 120 ( �X)) �= L2(X; dvolg)où L2(X; dvolg) est l'espae des fontions de arré intégrable par rapport à la mesure rie-manienne sur X . De plus, pour deux métriques onformément ompates gi = x�2Hi(i = 1; 2) sur X , l'identité L2(X; dvolg1) ! L2(X; dvolg2 ) est ontinue ar H1 et H2 sontquasi-isométriques.Le dual topologique de _C1( �X;� 120 ( �X)) est appelé l'ensemble des distributions demi-densité prolongeables, noté C�1( �X;� 120 ( �X)). Pour a 2 C , l'inlusion de xaC1( �X;� 120 ( �X))dans C�1( �X;� 120 ( �X)) est donnée naturellement par le produit(f; g) := Z �X fg; f 2 C1( �X;� 120 ( �X)); g 2 _C1( �X;� 120 ( �X)) (1.11)De même pour une variété lisse à oinsM , on notera _C1( �X;� 120 (M)) l'ensemble des fontionsqui s'annulent à tout ordre sur toutes les hypersurfaes frontières de M , et C�1(M;� 120 (M))son dual. Par la suite on érira pour simpli�er (quand il n'y a pas de onfusion possible) � 120et � 12 à la plae de � 120 (M) et � 12 (M) si M est une variété lisse à oins.1.4 Théorie spetrale du laplaienOn note Di�k0(X) l'ensemble des opérateurs di�érentiels d'ordre k à oe�ients C1( �X) enles x�yi ; x�x (i = 1; : : : ; n)Di�k0( �X) := Vet0�i�kV0( �X)i; V0( �X)0 = C1( �X)19



L'une des propriétés dont on se servira souvent est que pour tout D 2 Di�k0( �X) et a 2 C ona x�aDxa 2 Di�k0( �X) (1.12)e qui déoule failement de l'ériture loalex�xxa = xa+1�x + axa; x�yixa = xa+1�yiUn alul en oordonnées loales montre par exemple que le laplaien assoié à g véri�e�g 2 Di�20( �X)Il est symétrique sur _C1(X) admettant l'extension auto-adjointe de Friedrihs sur L2(X; dvolg),mais on peut aussi le voir omme un opérateur sur _C1( �X;� 120 ) par l'ation naturelle deDi��0( �X) sur _C1( �X;� 120 ) P (�) := P ��jdvolg j� 12� jdvolg j 12 (1.13)Soit rg la onnetion de Levi-Civita assoiée à g sur X et rH elle assoiée à H sur �X, puisgradg et gradH les gradients assoiés à g et H . Un petit alul montre querHWY = rgWY + x�1dx(Y )W + x�1dx(W )Y � x�1H(W;Y )gradH(x)e qui prouve que pour W;Y 2 V0( �X), rWY 2 V0( �X). On peut alors dé�nir, omme dansle as des variétés ompates, les espaes de Sobolev entiers de la manière suivanteHk :=Hk(X) := ff 2 L2(X; dvolg); kXj=0 j(rg)jf jg 2 L2(X; dvolg)goù le membre de droite doit être ompris omme le omplété de _C1(X) dans L2(X; dvolg)pour la norme jjf jjHk = 0� kXj=0 ZX j(rg)jf j2gdvolg1A 12qui le munit don d'une struture d'espae Hilbertien. Pour k < 0 entier, on poseraHk le dualde H�k. Là enore on peut dé�nir les espaes de Sobolev à demi-densité Hk( �X;� 120 ) puisquerg agit aussi naturellement sur les demi-densités, et on a un isomorphisme isométriqueHk �= Hk( �X;� 120 )On remarque aussi que pour f 2 _C1(X)jrgf jg = jdf jg = xjdf jH (1.14)don pour tout v 2 V0( �X)jjvf jj2H0 � ZX jdf j2gjvj2gdvolg � ZX jrgf j2gjx�1vj2Hdvolg � Cv jjf jj2H1e qui prouve que v 2 Di�10( �X) est un opérateur borné de H1 dans H0. De plus, (1.14)montre qu'il existe une famille �nie (vi)i d'éléments de Di�10( �X) telle quejrgf jg �Xi jvif jH20



Le produit (1.11) permet de dé�nir, via l'intégration par partie, la transposée tD d'un opéra-teur D 2 Di��0( �X) (Df; g) = (f; tDg); f; g 2 _C1( �X;� 120 )qui implique un prolongement naturel de l'ation de Di��0( �X) à C�1( �X;� 120 ). Dans e as,la disussion préédente montre que pour k = 0; 1Hk( �X;� 120 ) = ff 2 C�1( �X;� 120 );8D 2 Di�k0( �X); Df 2 H0( �X;� 120 )get on peut véri�er que ça reste vrai pour tout k 2 N en montrant que D 2 Di�10( �X) estontinu de Hk dans Hk�1 si k 2 N, on a donD : Hp ! Hp�k (1.15)si D 2 Di�k0( �X;� 120 ) pour k; p 2 N. D'autre part le domaine de (1+�g) 12 est D((1+�g) 12 ) =H1 et �g est ontinu de H1 dans H�1. Comme pour le as d'une variété ompate, il existedes estimations à priori pour k 2 N0jjf jj2Hk+1 � Cjj�gf jj2Hk�1 + Cjjf jj2Hkqui montrent alors que le domaine de (1 +�g) k2 est Hk.Le laplaien �g a pour spetre �(�g) = �pp(�g) [ �ess(�g) ave�pp(�g) � (0; n24 ); ℄�pp(�g) <1; �ess(�g) = [n24 ;1)sans valeur propre plongée dans le spetre essentiel (f. [21℄).On dé�nit les espaes à poids suivantsHpN := ff 2 Hplo;x�Nf 2 Hpg (1.16)ave x une fontion dé�nissant le bord, N 2 R, et Hplo l'espae des fontions mesurables fsur X telles que �f 2 Hp pour toute fontion � 2 C10 (X). Ces espaes munis de la normejjf jjHpN := jjx�Nf jjHpsont des espaes de Banah. Le produit (:; :) symétrique non-dégénéré de (1.11) s'étend surH0N pour N � 0 et on a lassiquement le produit symétrique non-dégénéré sur L2(� �X;� 12 )(u; v) := Z� �X uvPour N 2 R, on peut véri�er que l'espae dual de H0N est naturellement isomorphe à H0�Npar rapport au produit (1.11). On utilisera aussi les notations tensorielles suivantes pourE = H0N (resp. E = L2(� �X;� 12 )),  ; � 2 E0�
  : � E ! E0f ! �( ; f)21



2 Prolongement méromorphe de la résolvante pour unemétrique paireDans ette partie on reprend essentiellement la onstrution du prolongement méromorphede la résolvante du laplaien sur les variétés asymptotiquement hyperboliques, par Mazzeo etMelrose [24℄. On va onsidérer le as d'une métrique paire pour pouvoir obtenir un prolonge-ment méromorphe-�ni dans C tout entier, mais puisqu'une grande partie de la onstrutionest générale on ne fera intervenir l'hypothèse de parité qu'à partir du moment où elle devientnéessaire.Pour pouvoir prolonger la résolvante (�g � z)�1 à travers le spetre essentiel on utilise lenouveau paramètre z = �(n� �) ave <(�) > n2 . On a alorsR(�) := (�g � �(n� �))�1qui est méromorphe-�ni sur f<(�) > n2 g à valeur dans L(H0), ave pour p�les les �e 2f<(�) > n2 g tels que �e(n � �e) 2 �pp(�g). La partie physique de C est f<(�) > n2 g, elleorrespond à z = �(n��) 2 C n�ess (�g). La droite ritique est f<(�) = n2 g et orrespond auspetre essentiel �(n��) 2 �ess(�g). Pour espérer étendre R(�) à � 2 C il faudra restreindrel'espae sur lequel R(�) est dé�ni et étendre elui dans lequel il va prendre ses valeurs, ontravaillera alors naturellement dans les espaes (1.16).La représentation des opérateurs linéaires ontinus de _C1( �X;� 120 ) dans C�1( �X;� 120 ) parleur noyau de distribution dans C�1( �X � �X;� 120 ) est valable dans e adre (théorème deShwartz). L'étude de tels opérateurs se réduit don à l'étude de leur noyau de Shwartz,qui sont des distributions prolongeables sur la variété lisse à oins �X � �X. Le prinipe pourinverser �g ��(n��) est de trouver une distribution q(�;!; !0) sur �X � �X qui est `presque'solutions de (�g � �(n� �))!q(�;!;!0) = Æ(! � !0)au sens où le reste doit être le noyau d'un opérateur ompat sur un espae de Banah bienhoisi.La onstrution d'une parametrix de la résolvante par la méthode de Mazzeo-Melrose faitintervenir la notion d'élatement réel pour désingulariser les noyaux de Shwartz. Le prinipeest de remplaer la variété �X � �X (sur laquelle vit le noyau de Shwartz) par une variétéà oins `plus grosse' et �nalement mieux adaptée à la struture géométrique du noyau deShwartz de la résolvante du laplaien. Pour donner une idée du problème, on peut imaginerla distribution (fontion) sur [0; 1℄x � [0; 1℄x0 dé�nie parf(x; x0) := (xx0)�(x2 + x02)� ; � 2 Cau sens de C�1([0; 1℄�[0; 1℄;� 120 ) introduit auparavant. On voit que le passage en oordonnéespolaires est plus adapté à son étude près du oin x = x0 = 0,f(r os(�); r sin(�)) = �12 sin(2�)��C'est e proédé de passage en oordonnées polaires (ou élatement) sur une variété que l'onva maintenant rappeler. 22



2.1 Variétés élatéesOn hoisit un atlas (Ui)i2I [ (Uj)j2J de �X tel queUj ' [0; �)�Bn; Ui ' Bn+1où la oordonnée x 2 [0; �) utilisée pour Uj est une fontion globale x 2 Zg(� �X) sur �X telleque la métrique g s'érive dans X \ Ui sous la forme g = x�2(dx2 + h(x; y; dy)). La variété�X � �X est une variété lisse à oins (f. [26℄) munie de l'atlas (U� � U�0)�;�02I[J . Si �R; �Lsont les projetions à droite et à gauhe de �X � �X sur �X, on note enore x pour ��L(x) et x0pour ��R(x). �X � �X a don deux hypersurfaes frontières di�éomorphes à � �X � �X (dé�niespar x = 0 et par x0 = 0), puis un oin de odimension 2 di�éomorphe à � �X � � �X (dé�ni parx = x0 = 0). Considérons la diagonale �� �X de � �X � � �X et notons laB := �� �X = f(y; y) 2 � �X � � �X; y 2 � �Xg (2.1)On a les plongements naturels suivantsB ! � �X � � �X ! � �X � �X ! �X � �X (2.2)que l'on traitera maintenant omme des inlusions. Soit C l'espae des ourbesC := � 2 C1 �[0; 1℄; �X � �X� ; (t) 2 B , t = 0; 0(0) =2 T(0)B	munie de sa topologie de onvergene uniforme (ainsi que les dérivées) sur les ompats. Suret espae, on met la relation d'équivalene1 � 2 () 1(0) = 2(0) = m; 9a 2 R+ ; 01(0)� a02(0) 2 TpBSi N(B) est le �bré normal de B dans �X � �X dont les �bres sontNpB = Tp( �X � �X)=TpB; 8p 2 Bon dé�nit le �bré normal sphérique pointant à l'intérieur parS+NB := tp2BS+NpBS+NpB := fv 2 NpB n f0g; dx(v) � 0; dx0(v) � 0g=R+ave la projetion naturelle � : S+NB ! B. On voit que S+NB peut être représenté aussipar S+Np(B) = f 2 C; (0) = pg= �dont on note [℄ les lasses d'équivalenes. Si Q est le quart de sphère de dimension n + 1dé�ni par Q := fY = (Y0; : : : ; Yn+1) 2 Rn+2 ; jY j = 1; Y0 � 0; Y1 � 0gon a des `artes' loales induites par les artes (x; y�) sur U�S+N(B) � ��1(U�) ' U� �Q(p; v) !  p; (dx(v); dx0(v); dy�(v)� dy0�(v))((dx(v))2 + (dx0(v))2 + jdy�(v)� dy0�(v)j2) 12 !Il n'est pas ompliqué de véri�er que ette expression ne dépend pas du repésentant v ets'il ne s'agit pas de véritables artes, on verra que Q a une struture de variété à oins qui23



induit de véritables artes munissant S+NB d'une struture de t-variété lisse, 'est-à-dire unevariété `loalement à oins' (f. [26℄). Ensuite le V0-produit élaté de �X par �X est l'ensemble�X �0 �X := (( �X � �X) nB) t S+NBsur lequel on met une topologie qui reolle S+NB à la plae de B. Pour ela soite : [0; 1℄! �X �0 �X; e(t) = (t); t > 0; e(0) = [℄alors on poseU ouvert () 8<: U \ S+NB ouvert; U \ ( �X � �X) nB ouvert8 2 C;e(0) 2 U; 9� > 0; 9V � C voisinage de ;8x 2 V;8t 2 [0; �); ex(t) 2 UOn a une projetion � : �X �0 �X ! �X � �X appelée appliation d'érasement�(m) = � �(m) si m 2 S+NBm si m 2 ( �X � �X) nBqui est ontinue. En notant eU�;�0 := ��1(U��U�0), on onstruit un reouvrement de �X�0 �Xpar (eU�;�0). On pose alorsex := ��(x); ex0 := ��(x0); ey� := ��(y�); ey0� := ��(y0�)R�;�0 := �ex2 + ex02 + jey� � ey0�0 j2� 12 ; ��;�0 := exR�;�0 ; (2.3)�0�;�0 := ex0R�;�0 ; #�;�0 := ey� � ey0�0R�;�0On peut alors véri�er que es fontions sont ontinues ou se prolongent par ontinuité surfR�;�0 = 0g et si eU�;�0 \ B 6= ;,eU�;�0 �! ��;�0 (eU�;�0) � [0;+1)�Q� U� (2.4)��;�0 := �R�;�0 ; (��;�0 ; �0�;�0 ; #�;�0); ey��dé�nit une `arte'. En réalité pour avoir la véritable dé�nition de arte, il faut reouvrir Qpar des ouverts homéomorphes à des ouverts du type [0; �)k � Rn+1�k . On dé�nit alorss := exex0 ; z�;�0 := ey� � ey0�0ex0 ; t := ex0exz0�;�0 := ey0�0 � ey�ex ; !�;�0 := ey� � ey0�0jey� � ey0�0 j ; r�;�0 := jey� � ey0�0 j (2.5)%�;�0 := exjey� � ey0�0 j ; %0�;�0 := ex0jey� � ey0�0 jet les trois ouverts suivantseU1�;�0 := eU�;�0 \ f�0�;�0 6= 0g; eU2�;�0 := eU�;�0 \ f��;�0 6= 0geU3�;�0 := eU�;�0 \ f#�;�0 6= 0g24



qui reouvrent eU�;�0 . Les trois artes assoiées sont doneU1�;�0 �! �1�;�0(eU1�;�0) � [0; �)�Bn � [0;+1)� Rn (2.6)�1�;�0 := (ex0; ey0�0 ; s; z�;�0)eU2�;�0 �! �2�;�0(eU2�;�0) � [0; �)�Bn � [0;+1)� Rn (2.7)�2�;�0 := (ex; ey�; t; z0�;�0)eU3�;�0 �! �3�;�0(eU3�;�0) � [0;+1)3 � Sn�1 �Bn (2.8)�3�;�0 := (r�;�0 ; %�;�0 ; %0�;�0 ; !�;�0 ; ey�)en sous-entendant pour la dernière que Sn�1 est aussi reouvert par des artes. Si d'autrepart eU�;�0 \B = ; on pose eU�;�0 �! ��;�0 (eU�;�0) ' U� � U�0 (2.9)��;�0 := (ex; ey�; ex0; ey0�0)omplétant l'atlas de �X �0 �X, e qui en fait une t-variété lisse (un alul permet de voir queles hangements de artes sont lisses). Le produit élaté �X�0 �X est une variété à oins si seshypersurfaes frontières sont des sous-variétés, 'est-à-dire si il existe une fontion lisse quidé�nisse haque hypersurfae frontière. En reprenant le système de oordonnées (2.4), onpeut onstruire, par partition de l'unité, une fontion R dé�nissant S+NB, puis si on pose� := exR et �0 := ex0R une étude dans les artes montre que es deux fontions se prolongent demanière lisse à tout �X �0 �X (y ompris sur S+NB), dé�nissent haune une hypersurfaefrontière et �; �0; R sont indépendantes. La variété �X �0 �X a don une struture de variétélisse à oins, ave trois hypersurfaes frontières : la fae frontale notée F dé�nie par fR = 0g,la fae superieure notée T dé�nie par f� = 0g, puis la fae inférieure notée B dé�nie parf�0 = 0g. Le produit élaté est en quelque sorte un passage en oordonnées polaires autourde B, élargissant l'espae des fontions lisses de �X � �X. Par ontre il est faile de véri�erque l'espae _C1( �X � �X) est en bijetion (via ��) ave l'espae _C1( �X �0 �X), et il en va demême pour leur dual. En étudiant les systèmes de oordonnées, on peut aussi montrer que�0( �X � �X) = ��L(�0( �X))
 ��R(�0( �X)); �0( �X �0 �X) = ��(�0( �X � �X))et �� dé�nit un isomorphisme entre les espaes L2( �X � �X;� 120 ) et L2( �X �0 �X;� 120 ).Pour la suite, on simpli�era les notations en oubliant les indies de artes (�; �0) et lestildes, par exemple en notant z; y0; : : : à la plae de ez�;�0 ; y0�0 ; : : : .Dans les oordonnées (2.6), (2.7) et (2.8) on aF \ eU1�;�0 = fx0 = 0g; T \ eU1�;�0 = fs = 0gF \ eU2�;�0 = fx = 0g; B \ eU2�;�0 = ft = 0gF \ eU3�;�0 = fr = 0g; T \ eU3�;�0 = f% = 0g; B \ eU3�;�0 = f%0 = 0get les hamps de veteurs x�x; x�yi dans U�;�0 (agissant don sur le fateur de gauhe) serelèvent sur �X �0 �X et s'expriment dans les trois artes (eU i�;�0)i=1;2;3��(x�x) = s�s; ��(x�yi) = s�zi25



��(x�x) = x�x � t�t � z0:�z0 ; ��(x�yi) = x�yi � �z0i��(x�x) = %�%; ��(x�yi) = %!i(%�% + %0�%0) + !i%r�r � %(�!i � !i(!:�!))Ce sont don des hamps de veteurs (loaux) lisses qui s'annulent sur la fae T et sonttangents à F;B. Les fontions �; �0; R sur �X�0 �X s'expriment dans les artes eU i�;�0 (i = 1; 2; 3)sous la forme� = s(1 + s2 + jzj2) 12 f; �0 = 1(1 + s2 + jzj2) 12 f; R = x0(1 + s2 + jzj2) 12 f� = 1(1 + t2 + jzj2) 12 f; �0 = t(1 + t2 + jzj2) 12 f; R = x(1 + t2 + jz0j2) 12 f� = %(1 + %2 + %02) 12 f; �0 = %0(1 + %2 + %02) 12 f; R = r(1 + %2 + %02) 12 fave f une fontion lisse sur eU�;�0 stritement positive véri�ant dfm(�) 6= 0 pour tout m 2T [ B [ F et � 2 Tm( �X �0 �X) tangent à l'une des hypersurfaes T, B ou F.
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D� Figure 3: L'appliation d'érasementDe même, on note � �X�0 �X l'élatement de � �X� �X surB. Celui-i se plonge naturellementpar rapport à (2.2) dans �X �0 �X� �X �0 �X ' ( �X �0 �X) \ Ten remarquant que �(T) = fx = 0g ' � �X � �X. Via es identi�ations, e� := �jT est lafontion d'érasement e� : � �X �0 �X ! � �X � �XCette variété à oins (sous-variété à oins de �X �0 �X) a deux hypersurfaes frontières eB; eFdé�nies par les fontions e�0 := �0jT et eR := RjT.En�n l'élatement � �X�0� �X de � �X�� �X sur B s'injete aussi naturellement par rapportà (2.2) dans � �X �0 �X � �X �0 � �X ' (� �X �0 �X) \ eB26



et la fontion d'érasement via ette identi�ation est �� := e�jeB. La fontion r := eRjeB dé�nitle bord de � �X �0 � �X, qui est exatement le relevé de B par �� . Soit (y0; y0) 2 B, Vy0 unvoisinage ouvert de e point et (y; y0) un système de oordonnées dans Vy0 , on a alors���(jy � y0j) = rf; f 2 C1(��1� (Vy0)); f > 0; �rf jr=0 6= 02.2 Petit alulOn peut remarquer que la diagonale intérieure de �X� �X se relève via � en un sous-ensemblede �X �0 �X dont la fermeture notée D� est une sous-variété de la variété à oins �X �0 �XD� := ��1f(m;m0) 2 X �X ;m = m0gDe plus, D� n'intersete le bord de �X �0 �X que sur la fae frontale F et elle le fait transver-sallement. Cei se véri�e aisément puisque dans la arte (2.3) itée au dessus, on aD� \ eU�;�0 = fm 2 eU�;�0 ; �(m) = �0(m); #(m) = 0gDé�nition du petit alul On introduit l'espae Im( �X �0 �X;D�;� 120 ( �X �0 �X)) des dis-tributions onormales à D� qui s'annulent à tout ordre sur B [ T : par dé�nition, e sont lesdistributions � véri�ant�j �X�0 �XnD� 2 C1( �X �0 �X nD�;� 120 ( �X �0 �X)); �jB[T � 0et s'érivent dans les artes eU�;�0 de type (2.9) sous la forme d'intégrales osillantes�(w;w0) = Z ei(w�w0):��I (w;w0; �)d�jdwdw0 j 12 (2.10)ave �I 2 Sm(��;�0(eU�;�0)) un symbole d'ordre m, puis dans les artes eU1�;�0 de type (2.6)sous la forme�(s; z; x0; y0) = Z ei((s�1)�+z:�)�J (s; z; x0; y0; �; �)d�d� ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12 (2.11)ave �J 2 Sm(�1�;�0 (eU1�;�0)) un symbole d'ordre m. Notons que la dépendane en w0 de �I eten (s; z) de �J peut être supprimeé par un proédé usuel d'intégration par parties. Rappelonsque � induit les bijetions�� : _C1( �X � �X;� 120 ( �X � �X)) ! _C1( �X �0 �X;� 120 ( �X �0 �X))�� : C�1( �X �0 �X;� 120 ( �X �0 �X)) ! C�1( �X � �X;� 120 ( �X � �X))Les opérateurs dont le noyau de Shwartz relevé via � est dans Im( �X�0 �X;D�;� 120 ( �X�0 �X))ave m 2 R forment un sous espae-vetoriel des opérateurs ontinus de _C1( �X;� 120 ) dansC�1( �X;� 120 ), noté 	m0 ( �X;� 120 ). On peut véri�er que	�0( �X;� 120 ) := [m2R	m0 ( �X;� 120 )27



est une algèbre. Les opérateurs dont les symboles �I ; �J dé�nis en (2.10) et (2.11) ont undéveloppement asymptotique�I (w; �) � Xk2N0 �Ik(w; �)j�jm�k ; �J (x0; y0; �) � Xk2N0 �Jk (x0; y0; �)j�jm�kave �Ik; �Jk homogènes de degré 0 en � forment une sous-algèbre	�0;phg( �X;� 120 ) de 	�0 dont leséléments sont dits polyhomogènes. Cette sous-algèbre est munie d'une appliation symboleprinipal �0 : 	m0;phg( �X;� 120 )! Sm(T �0 �X)=Sm�1(T �0 �X)qui est un morphisme d'algèbre, Sm(T �0 �X) désignant les symboles d'ordre m sur T �0 �X. Ceipermet de onstruire un alul pseudo-di�érentiel sur �X , appelé le `petit alul'. Il est sem-blable en beauoup de points au alul pseudo-di�érentiel sur une variété ompate et ilontient les opérateurs di�érentiels Di��0( �X;� 120 ) (le support de leur noyau relevé via � estinlus dans D�). Pour la suite, on négligera la notation `phg' étant donné que la majorité desopérateurs pseudo-di�érentiels que l'on utilisera sont polyhomogènes.Propriétés de ontinuité Notons que si A 2 	�0( �X;� 120 ) a pour noyau de Shwartz relevé�A à support près de F (par exemple à support dans les artes eU1�;�0), on a l'ériture loaleA(f�)(x; y) = Z k(xs ; y � xs z; s; z)f(xs ; y � xs z)dss dz:��A := k(x0; y0; s; z) ����dsdzdxdysxn+1 ���� 12 ; � := ����dxdyxn+1 ���� 12Cette ériture permet de montrer (voir [27℄ où le adre est légèrement di�érent mais la preuveest identique) que A est ontinu omme opérateurA : _C1( �X;� 120 )! _C1( �X;� 120 ); A : C1( �X;� 120 )! C1( �X;� 120 )De plus, la onjugaison x�aAxa (pour a 2 C ) ne hange pas le aratère onormal du noyaupar rapport à D� et son noyau relevé (�0� )a�A s'annule enore à tout ordre sur les faes T;Bdon x�aAxa 2 	m0 ( �X;� 120 ); a 2 C (2.12)si A 2 	m0 . En�n il est montré par Melrose et Mazzeo qu'un opérateur A 2 	m0 ( �X;� 120 ) avem � 0 se prolonge en un opérateur borné de H00 dans Hm0 et don de H0a dans Hma pour touta 2 C en utilisant (2.12).Elliptiité Pour étudier l'elliptiité de �g, on a besoin de aluler son symbole prinipalau sens de ette géométrie. Le symbole prinipal d'un opérateur L 2 Di�m0 ( �X;� 120 )L := Xi+j�j�m a�;i(x; y)(x�y)�(x�x)i
28



est donné par�0(L)(Z) := Xi+j�j=m a�;i(x; y)���i; Z = (x; y;Xj �j dyjx + � dxx ) 2 T �0 �Xorrespondant à la quanti�ation introduite en (2.10), (2.11). Le symbole prinipal du lapla-ien s'exprime don omme la forme symétriqueH�1(x; y; �; �) si H�1 est la métrique induitepar H sur le otangent (suivant la notation (1.1) ave x à la plae de x0). C'est don unopérateur elliptique au sens de ette dé�nition de symbole prinipal.Parametrix dans le petit alul On peut don maintenant onstruire une parametrix de�g dans le petit alul, essentiellement en imitant la théorie sur variété ompate. Rappelonsque g = Hx2 = dx2 + h(x; y; dy)x2Lemme 2.1. Soit �0 2 [n2 + 1;1) � C , � 2 C et m 2 N. Il existe des opérateursQm(�) 2 	�20 ( �X;� 120 ); Km(�) 2 	�m0 ( �X;� 120 )tels que (�g � �(n� �))Qm(�) = 1 +Km(�) (2.13)le noyau de Shwartz relevé �Km de Km est à support dansSupp(�Km) �  [�2I eU�;�![ [�2J eU1�;�!ave les notations de la setion 2.1 et il s'érit dans es artes sous la forme (2.10), (2.11)ave des symboles �IKm ; �JKm véri�ant respetivement pour � 2 I et � 2 Jj���IKm(w;w0; �)j � C�;mh�i�m�j�3jh�� �0im+1; (w;w0) 2 eU�;� (2.14)j���JKm(s; z; x0; y0; �)j � C�;mh�i�m�j�3jh�� �0im+1; (s; z; x0; y0) 2 eU1�;� (2.15)où � = (�1; �2; �3) 2 (Nn+1 )3 et C�;m > 0 onstante dépendant de � et m. En�n Km(�)est un polyn�me de degré m + 1 en � dont le oe�ient de plus haut degré appartient à	�m�10 ( �X;� 120 ).Preuve : on onstruit une partition de l'unité ( �)�2K (K = I [ J) assoiée au re-ouvrement (Ui)i2I [ (Uj)j2J de �X puis (��)�2K des fontions lisses à support dans lesmêmes artes telles que �� = 1 sur le support de  �. Rappelons que la métrique estg = x�2H = x�2(dx2 + h(x; y; dy)) omme en (1.3). Pour m = 1, on pose Q1 l'opérateurdont le noyau de Shwartz est ��(�Q1) ave�Q1 := P�2I ��(��(w) �(w0)) R ei(w�w0):��IQ1(w;w0; �)d�jdwdw0 j 12+P�2J ��(��(x; y) �(x0; y0)) R ei((s�1)�+z:�)�JQ1 (s; z; x0; y0; �; �)d�d� ���dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ��� 12où les symboles sont dé�nis par�IQ1(w;w0; �) := �x2H�1(w; �)� �0(n� �0)��1 ; w = (x; y)29



�JQ1(s; z; x0; y0; �) := �(s; z) �s2H�1(sx0; y0 + x0z; �)� �0(n� �0)��1 ; � = (�; �)�(s; z) étant une fontion lisse à support ompat dans (0;1)�Rn valant 1 dans un voisinagede (s; z) = (1; 0), et H�1 la métrique induite par H sur le otangent T � �X. En utilisant quel'ation de �g à gauhe sur les distributions sur U�;� se relève respetivement dans eU�;�(� 2 I) et eU1�;� (� 2 J) en l'ation des opérateurs�x2�2x �Xi;j hij(x; y)x�yix�yj + P1�s2�2s �Xi;j hij(sx0; y0 + x0z)s�zis�zj + P2ave P1; P2 qui sont respetivement des opérateurs d'ordre 1 en x�x; x�yi et s�s; s�zi à oef-�ients lisses, on voit que (2.13) est satisfait ave �IK1 ; �JK1 qui s'expriment loalement (dansles artes (eU�;�)�2I et (eU1�;�)�2J) sous la formeF k�(�(n � �)� �0(n� �0); �)�kQ1 ; k = I; J; � 2 koù F k� (Z) est un polyn�me de degré 1 en Z 2 C n+2 à oe�ients dans les opérateurs dif-férentiels d'ordre 2 en x�x; x�yi supportés dans eU�;� si k = I ou en s�s; s�zi supportés danseU1�;� si k = J . On déduit pour m = 1 les estimations (2.14) et (2.15) en remarquant quepour tout r > 0 jr � �0(n� �0)j�1 � (r + 1)�1Si m � 2, on proède par réurrene en posant pour j � m et k = I; J�kQj := �X�2k �kQ1�F k�(0; �)�kQj�1 + F k� (�(n� �)� �0(n� �0); 0)�kQj�2�où par onvention �kQ0 := 0. �Ce proédé permet d'obtenir un reste aussi régulier que l'on veut sur la diagonale intérieureD� (si m > n + 1, Km est à noyau relevé ontinu), mais si les opérateurs Km sont bornésdans H00, ils ne sont en fait pas ompats en genéral. Il va en e�et nous falloir une annulationdu noyau de Shwartz du reste sur les faes T;B;F pour que le reste devienne ompat.2.3 Opérateur normalCette setion est onsarée à la résolution de la singularité du reste sur F. Pour elà ondé�nit l'opérateur normal d'un opérateur L 2 	�0( �X;� 120 ).Opérateur normal d'un opérateur di�érentiel La première étape est de onsidérer leas de L 2 Di��0( �X;� 120 ). Soit p 2 � �X ontenu dans une arte p 2 U�,Xp := (0;1)� Tp� �Xqui est di�éomorphe à Rn+1+ := (0;1)� Rnet � un di�éomorphisme véri�ant� : U� ! �(U�) � Xp; �(p) = 0; d�p = Id30



Soit Rr la dilatation de fateur r sur Xp, l'opérateur normal de L 2 Di��0( �X) en p est dé�niomme étant l'opérateur di�érentielNp(L) : � C1(Xp) ! C1(Xp)u ! limr!0R�r(��1)�L��R�r�1uOn peut alors véri�er que si L = Xi+j�j�q a�;i(x; y)(x�y)�(x�x)idans un système de oordonnées (x; y), alors Np(L) est l'opérateur sur (0;1)x � (Tp� �X)yNp(L) = Xi+j�j�q a�;i(0; y0)(x�y)�(x�x)i; p = (0; y0)et que ette dé�nition ne dépend pas de la fontion �. De plus, si h0(p) est la métriqueinduite par h0 sur Tp� �X, on a l'isométrie évidente�Xp; dx2 + h0(p)x2 � �= �(0;1)u � Rnv ; du2 + jdvj2u2 � = H n+1qui montre que Xp est une variété asymptotiquement hyperbolique (en un sens 'est uneapproximation de (X; g) à l'in�ni). On peut alors onsidérer Np(L) omme un opérateur deDi��0( �Xp) (ou sur H n+1 ) à `oe�ients onstants', et l'opérateur normal s'interprète ommeun proédé invariant pour geler les oe�ients en un point p du bord. L'opérateur normalde L 2 Di��0( �X;� 120 ) se dé�nit de la même façon en onjuguant par une setion trivialisantle �bré de demi-densité.
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Figure 4: Une �bre Fp di�éomorphe à H n+1Cas du laplaien Le laplaien �g s'érit dans un système de oordonnées (x; y1; : : : ; yn)�g = �(x�x)2 + nx�x + x2�h(x) � 12xTr(h�1(x)�xh(x))x�x (2.16)31



ave �h(t) le laplaien sur l'hypersurfae fx = tg munie de la métrique h(t). Le termeTr(h�1(x)�xh(x)) est la trae de l'opérateur linéaire assoié au tenseur symétrique (�xh)(x)via h(x). On en déduit que pour h0 = h(0) on aNp(�g) = �(x�x)2 + nx�x + x2�h0(p)qui est exatement le laplaien sur�Xp; dx2 + h0(p)x2 � �= H n+1 (2.17)Cet opérateur étant essentiellement le laplaien sur H n+1 , sa résolvante se alule expliite-ment (voir par exemple [15℄ ou [24℄) et admet un prolongement holomorphe (resp. méromor-phe) à C si n est pair (resp. n impair).Opérateur normal d'un opérateur du petit alul On peut remarquer que Xp porteune struture de groupe de Lie naturelle donnée par(x; y):(x0; y0) = (xx0; y + xy0) (2.18)ave pour élément neutre ep := (1; 0) et pour l'inverse(x; y)�1 = (1x ;�yx)On peut aussi le voir omme le sous groupe de GL(Tp �X) onstitué des éléments qui �xentpoint par point Tp� �X et laissent invariant fdx > 0g. Les hamps de veteur x�x; x�y1 ; : : : ; x�ynsont invariants à gauhe pour ette ation et la mesure de Haar invariante à droite est dxx dy.L'opérateur identité sur Xp s'interprète omme la distribution Æep (la masse de Dira en ep)agissant par onvolution à gauhe(f ? Æep) = f; f 2 C10 (Xp)et il en va de même pour les opérateurs di�érentiels en x�x; x�yi à oe�ients onstantsXi+j�j�q a�;i(x�y)�(x�x)if = Xi+j�j�q a�;i�f ? (x�y)�(x�x)iÆep�Rappelons maintenant que la �bre Fp := S+NpB dans �X �0 �X est une variété à oinsdi�éomorphe à un quart de sphère de dimension n+ 1. Son intérieur est di�éomorphe à Xpvia les oordonnées (s; z) de (2.6) (Fp dé�nit une autre ompati�ation de Xp que Xp 'Sn) et omme le remarquent Mazzeo et Melrose [24℄, l'opérateur Np(L) interprété ommeopérateur de onvolution a pour noyau de onvolution ��(L)jFp ave ette identi�ation.Cette distribution est à support dans le neutre ep de Xp ' ÆFp qui est aussi l'intersetionep = Fp \D�Cei onduit à dé�nir l'opérateur normal en p d'un opérateur A 2 	m0 ( �X;� 120 ) parNp(A) := �AjFp (2.19)où �A est le noyau de Shwartz de A relevé sur �X �0 �X via �. Dans (2.19), Np(A) doitêtre interprété omme une distribution agissant par onvolution à gauhe sur le groupe de32



Lie Xp, 'est une distribution dans Xp ave un support singulier inlus dans ep et qui est unO(osh(dXp(m; ep)))�1) quand dXp(m; ep) ! 1, dXp(:; :) étant la distane `hyperbolique'sur (Xp; dx2+h0(p)x2 ). Notons que le �bré � 120 ( �X�0 �X) se restreint en un �bré trivial anoniqueau dessus de Fp et Np(A) agit don par onvolution à gauhe sur les demi-densités sur Xpsuivant (Np(A)f)(x; y) = ZRn+1+ k(0; y0; s; z)f(xs ; y � xs z)dsdzs :�p = (0; y0); � = ����dxdyxn+1 ���� 12 ; f = f(x; y)�; �A = k(x0; y0; s; z) ����dx0dy0dsdzx0n+1sn+1 ���� 12Composition Une propriété qui est fondamentale pour l'opérateur normal est la ompo-sition : si L 2 Di��0( �X;� 120 ) et A 2 	�0( �X;� 120 ), alorsNp(LA) = Np(L)Np(A) (2.20)Le problème pour résoudre la singularité deKm(�; �0) sur Fp revient don à inverserNp(�g��(n� �)) et trouver un opérateur dont l'opérateur normal est(Np(�g � �(n� �)))�1Np(Km(�)) (2.21)La première étape est possible puisque ela revient à onstruire la résolvante du laplaiensur H n+1 . Le problème que l'on voit apparaître est que la distribution (2.21) ne s'annule pasrapidement sur les bords B\Fp et T\Fp et on ne peut pas espérer trouver un opérateur dans	�0 dont l'opérateur normal est (2.21). En e�et, la résolvante du laplaien hyperbolique sealule expliitement (son noyau est donné en (B.1)) et elle ne laisse pas stable _C1( �H n+1 ).Termes de bords Le double [ �X �0 �X ℄2 de �X �0 �X par rapport à l'hypersurfae F est unevariété à oins ave 2 hypersurfaes frontières [T℄2; [B℄2 orrespondant au double de T et B.Suivant Melrose, on dé�nit les distributions onormales à T;B d'indie (a; b) 2 C 2 ommel'ensembleAa;b([ �X �0 �X ℄2) := fu 2 C�1([ �X �0 �X ℄2);Vbu 2 �<(a)�0<(b)L1([ �X �0 �X℄2)goù Vb est l'algèbre de Lie des veteurs tangents à [T℄2 et [B℄2, �; �0 sont des fontions dé�nis-sant [T℄2 et [B℄2. On pose ensuiteAa;b( �X;� 120 ) := Aa;b([ �X �0 �X℄2)j �X�0 �X 
 � 120 ( �X �0 �X)Notons que es distributions sont lisses à l'intérieur de �X �0 �X et jusqu'à F n (B [ T). Onnotera 	m;a;b0 ( �X;� 120 ) l'espae des opérateurs sur �X dont le noyau de Shwartz relevé � sedéompose en � = �1 + �2 ave �2 2 Aa;b( �X;� 120 ) et �1 le noyau relevé d'un opérateur de	m0 ( �X;� 120 ). On notera aussi Ri	m;a;b0 ( �X;� 120 ) (ave i 2 N) le sous-espae de 	m;a;b0 ( �X;� 120 )des opérateurs dont le noyau relevé s'annule sur F à l'ordre i. En utilisant les propriétés deomposition de 	�0( �X;� 120 ) et le fait que l'ation de Di��0( �X;� 120 ) à gauhe sur �X� �X se relèveen l'ation de hamps de veteurs lisses sur �X �0 �X et tangents à F [ T [ B, on déduit laomposition (voir aussi [24, Prop. 5.8℄)Di�k0( �X;� 120 ):Ri	l;a;b0 ( �X;� 120 ) � Ri	l+k;a;b0 ( �X;� 120 ) (2.22)33



pour i; k 2 N, l 2 Z, a; b 2 C . On peut iter aussi un résultat de ontinuité ([22, Prop. 2.15℄)onernant un opérateur A de 	�m;a;b0 ( �X;� 120 ) (ave a; b 2 C , m 2 N0 )A : H0r ! Hmr0 (2.23)est ontinu si r0 � r, a� r > n2 , b+ r0 > n2 , a+ b > n. De plus on peut véri�er (en utilisantles arguments de [23, Th. 3.25℄) que dans le as partiulier où m > n + 1, a � r0 � n + 1,b+ r � n+ 1 jjAjjL(H0r;H0r0) � Cjj(��0)�n�1�AjjL1( �X�0 �X;� 120 ) (2.24)ave �A le noyau relevé de A et la norme L1( �X �0 �X;� 120 ) dé�nie en �xant une setion du�bré � 120 ( �X �0 �X), il s'agit essentiellement du Lemme de Shur. On peut aussi ajouter quel'opérateur A est ontinu A : _C1( �X;� 120 )! xaC1( �X;� 120 ) (2.25)Il est lair que le proédé de restrition (2.19) sur les �bres Fp de la fae frontale F segénéralise au as des distributions de Aa;b( �X;� 120 ), le résultat étant interprété omme unedistribution de onvolution sur Xp (en fait lisse sur Xp). La formule de omposition (2.20)reste en fait valable si A est dans la lasse 	�m;a;b0 ( �X;� 120 ) ( f. [24℄). En utilisant les résultatsde prolongement méromorphe de la résolvante sur l'espae hyperbolique, on va voir que lafamille (dépendant de p) de distributions (2.21) est bien dé�nie et on va don onstruire unopérateur dans l'espae 	�2;�;�0 ( �X;� 120 ) dont le noyau de Shwartz relevé a pour restrition(2.21) sur haque �bre Fp.Résolution sur la fae frontale Rappelons le modèle H n+1 �= (Rn+1+ ; du2+jdvj2u2 ) del'espae hyperbolique et soit Rh(�) := (�gh � �(n� �))�1la résolvante hyperbolique étudiée dans l'annexe B. On rappelle l'expression suivante quidonne le prolongement méromorphe à � 2 C du noyau de Green (f. [15℄)Gh(�;!; !0) = � 2uu0u2 + u02 + jv � v0j2�� 1Xj=0 �j(�)� 2uu0u2 + u02 + jv � v0j2�2j�j(�) = 2���2j�1��n2 �(�+ 2j)�(� � n2 + 1 + j)�(j + 1)agissant sur les fontions. En oordonnées R = (u2+u02+ jv�v0j2) 12 , � = uR�1, �0 = u0R�1introduites en (2.3) le noyau s'exprime sous la formeGh(�) = (2��0)�k�(2��0); k�(�) = 1Xj=0 �j(�)�2jEn terme de noyau de onvolution (ave la struture de groupe (2.18)), on a pour f 2C10 (H n+1 )(Rh(�)f)(x; y) = ZRn+1+ � 2u1 + u2 + jvj2�� k�� 2u1 + u2 + jvj2� f �xu; y � xuv� duu dv (2.26)34



ave k� 2 C1([0; 1)). On montre dans l'annexe B que pour � 2 C n �N0 , k�( 2uu2+jvj2+1 )est loalement intégrable dans H n+1 , e qui prouve que l'intégrale (2.26) onverge pour� 2 C n �N0 . L'ation de Rh(�) sur les demi-densités est failement déduite de l'expression(2.26).Ave les notations de (2.1) la fae F est reouverte par les artes (eU�;�)�2J . Soit ��;  �(� 2 J) les fontions de tronature dé�nies dans la preuve du lemme 2.1 et�L : �X � �X ! �X; �R : �X � �X ! �Xles projetions à gauhe et à droite. On pose Q0(�) l'opérateur dont le noyau relevé est�Q0 := X�2J ��(��L(��)��R( �))F�(�)eÆ0 ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12 (2.27)ave eÆ0 := (����L(det(h) 12 ))jx0=0 = det(h0(y0)) 12 et F�(�) la fontionF�(�;x0; y0; s; z) = ZRn+1+ (2u)�(1 + u2 + jvj2y0)� k�� 2u1 + u2 + jvj2y0 ��Km �x0; y0; su; z � suv� duu dv(2.28)où j:jy0 est la norme sur Rn induite par la métrique h0(y0) sur Tp� �X ave l'identi�ation Xp 'Rn+1+ provenant du hoix des oordonnées (x; y) sur U�, (x0; y0; s; z) sont les oordonnées danseU1�;� dérites en (2.6) et �Km = �Km(x0; y0; s; z) ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12l'expression du noyau relevé de Km(�) dans ette arte. La onvergene de l'intégrale pour� 2 C n �N0 est assurée puisque �Km(x0; y0; :; :) est ontinue à support ompat dans Xp sim > n+ 1. Vue la disussion préédente sur l'opérateur normal, il est lair queNp(�g � �(n� �))Np(Q0(�)) = Np(Km) (2.29)Notons que l'on peut aussi hoisir les fontions  �; �� sous la forme �(x; y) =  1(x) 2�(y); ��(x; y) = �1(x2)�2�(y)en prenant  1; �1 deux fontions dépendant seulement de x qui valent 1 près de � �X et( 2�)�2J une partition de l'unité sur � �X.Hypothèse : dorénavant nous supposerons que la métrique satisfait la ondition de paritémodulo O(x1) introduite dans la Dé�nition 1.1x2g = dx2 + h(x2); h 2 C1([0; �)� � �X;S2(T �� �X)) (2.30)Il sera démontré plus loin que ette ondition sur g est néessaire et su�sante pour que larésolvante de �g se prolonge ave p�les de multipliité �nie à tout C . Notons néanmoinsque la onstrution qui va suivre permet de traiter le prolongement méromorphe-�ni de R(�)dans C n 12 (n� N) si g n'est pas paire.Remarque : l'étude des parametrix et des restes que l'on va faire sera essentiellementune étude loale dans les artes eU�;� de �X �0 �X reouvrant la fae frontale F. En utilisantque eU1�;� est dense dans eU�;�, il su�ra souvent de se restreindre aux artes eU1�;� (i.e. auxoordonnées `projetives' (x0; y0; s; z)) et d'utiliser des arguments de ontinuité pour étendreà eU�;� les propriétés ou les majorations de normes des fontions supportées dans eU�;�.35



Lemme 2.2. L'opérateur Q0(�) dé�ni en (2.27) est dansQ0(�) 2 	�m;�;�0 ( �X;� 120 )et si Qm(�) est l'opérateur onstruit dans le lemme 2.1, on a(�g � �(n� �))(Qm(�) �Q0(�)) = 1 +K 0(�) (2.31)K 0(�) 2 R	�m+2;�+2;�0 ( �X;� 120 )pour � 2 C n �N0 . De plus, pour tout N > n + 1 les opérateurs Q0(�) et K 0(�) sontméromorphe-�nis dans ON 0 à valeur dans L(H0N ;H0�N) en posant N 0 = N � n� 1.Preuve : dans un premier temps on pose �(t) une fontion lisse sur [0; 1℄ qui vaut 1 prèsde t = 0 et 0 pour t � 12 . Pour N > n + 1, on sépare l'intégrale (2.28) en deux en érivantk� = k1� + k2� ave k1�(t) = Xj�N �j(�)t2j + �(t)Xj>N �j(�)t2jk2�(t) = (1� �(t))Xj>N �j(�)t2je qui induit les déompositions F�(�) = F 1�(�)+F 2�(�) et �Q0 = �1Q0+�2Q0 . Si e = ep = (1; 0)est le neutre de Xp ' Rn+1 (ave p = (0; y0)) pour la struture de groupe introduite en (2.18),on a 2u1 + u2 + jvj2y0 = (osh(dXp(!; e)))�1; ! = (u; v)osh(dXp(!�1; !0�1)) = osh(dXp(!:!0�1; e))où dXp(:; :) est la distane `hyperbolique' sur Xp ' Rn+1+ (i.e. pour la métrique (2.17)).Puisque �Km(x0; y0; :; :) est à support dans un ompat de Rn+1+ indépendant de (x0; y0) 2 U�,on en déduit que la fontion(s; z; u; v)! (2u)�(1 + u2 + jvj2y0)� k2�� 2u1 + u2 + jvj2y0 ��Km �x0; y0; su; z � suv�est à support dans un ompat de Rn+1+ � Rn+1+ du typedXp(!; e) + dXp(!0; e) �M; ! = (s; z); !0 = (u; v)ave M > 0. Son intégrale en (u; v) 2 Rn+1+ est don une fontion à support ompat en(s; z) 2 Rn+1+ et elle a la régularité de �Km . Cei prouve que �2Q0 est le noyau relevé d'unopérateur de 	�m0 ( �X;� 120 ) à dépendane holomorphe dans ON 0 (�j(�) est holomorphe dansf<(�) > �2jg). De plus, on observe que ��((xx0)N )�2Q0 est une fontion (��0)n+1L1( �X �0�X;� 120 ) dépendant holomorphiquement de � dans ON 0 , et (2.24) prouve don l'holomorphiedans ON 0 à valeur L(H0N ;H0�N) de l'opérateur dont le noyau est ���2Q0 .Pour traiter le noyau �1Q0 on fait le hangement de variable (U; V ) = (s; z):(u; v)�1 dans(2.28) et on garde le terme k1� pour obtenir pour � =2 �N0s� ZRn+1+ (2U)�(s2 + U2 + jz � V j2y0)� k1�� 2sUs2 + U2 + jz � V j2y0 ��Km(x0; y0; U; V ) dUUn+1 dV (2.32)36



Rappelons que les oordonnées (x0; y0; s; z) font référene à haque arte eU1�;�. Puisque�Km(x0; y0; :; :) est à support ompat dans Rn+1+ on déduit que (2.32) est, pour haque� 2 J , une fontion de s�C1(�1�;�(eU1�;�)) ave les notations (2.6). Dans les oordonnées(r; %; %0; !; y) de (2.8) l'intégrale (2.32) devient(%%0)� ZRn+1+ (2U)��Km(r%0; y + r!; U; V )(%2 + %02U2 + j! � %0V j2y+r!)� k1�� 2%%0U%2 + %02U2 + j! � %0V j2y+r! � dUUn+1 dVet ette fontion est dans (%%0)�C1(�3�;�(eU3�;�)). En�n le système (x; y; t; z0) de (2.7) donnet� ZRn+1+ (2U)��Km(x; y + xz0; U; V )(1 + t2U2 + jz0 � tV j2y+xz0)� k1�� 2Ut1 + t2U2 + jz0 � tV j2y+r! � dUUn+1 dVqui est dans t�C1(�2�;�(eU2�;�)). On a don prouvé que Q0(�) 2 	�m;�;�0 ( �X;� 120 ). De plus, enutilisant enore le fait que ��((xx0)N )�1Q0 2 L1( �X �0 �X;� 120 ) si � 2 ON 0 , on véri�e aisémentque l'opérateur de noyau ���1Q0 est méromorphe sur ON 0 à valeur dans L(H00).Pour montrer que les p�les sont de rang �ni, on remarque que les seuls p�les qui peuventintervenir dans (2.32) proviennent des termesX2j�N �j(�)t2jdans l'expression de k1�(t) et ils n'apparaissent que quand n est impair (�j(�) est toujoursholomorphe dans fRe(�) > �2Mg si j < M). En �k 2 �N0 \ ON 0 , le résidu de l'intégrale(2.32) est une somme de termes de la formeCk;ls2l�k ZRn+1+  s2 + U2 + jz � V j2y0U !k�2l �Km(x0; y0; U; V ) dUUn+1 dV (2.33)ave l 2 N0 tel que 2l � k et Ck;l 2 C . On en déduit que le résidu de ���1Q0 s'exprime ommeune somme (sur � 2 J et 2l � k) de distributions sur �X � �X de la formeCk;l��(x; y) �(x0; y0)(xx0)2l�k Xi+j+j�j+j�j�2k�4l xix0jy�y0�f�i;j;�;�(x0; y0)ave f�i;j;�;� lisses jusqu'au bord fx0 = 0g. Ce sont don les noyaux d'opérateurs de rang �nide H0N dans H0�N . On peut remarquer que ette situation est similaire à l'étude en ourbureonstante près du bord (traitée dans [15℄).Pour montrer (2.31), on remarque d'abord que la relation de omposition (2.22) impliqueque K 0(�) 2 	�m+2;�;�0 ( �X;� 120 ). On va préiser le omportement de son noyau relevé �K0près de F et T en montrant que (��0)���K0 s'annule à l'ordre 1 sur es deux faes. Pour ela,il su�t de le véri�er dans les artes eU1�;� et la ontinuité de (��0)���K0 sur T [B apporterale résultat.Suivant (2.16), le laplaien agissant sur les fontions s'érit dans une arte U� ave � 2 J(près du bord)�g = �(x�x)2 + nx�x + x2�h(x2) � 12Tr�h�1(x2)x�x(h(x2))�x�x37



en rappelant que h est fontion de x2 (hypothèse (2.30)). Suivant (1.13), l'opérateur orre-spondant sur le 0-�bré de demi-densités estf(x; y) ����dxdyxn+1 ���� 12 ! �Æ(x2; y) 12�gÆ(x2; y)� 12 f(x; y)� ����dxdyxn+1 ���� 12ave Æ = det(h(x)) 12 , on le notera enore �g . Par ailleurs on ériraef := ����L(f(x2; y)) = f(x02s2; y0 + x0z); ef0 := ef jx0=0 = f(0; y0)si f est une fontion ou un tenseur lisse sur U�.L'opérateur �gQ0(�) a un noyau de Shwartz dont le relevé sur �X�0 �X s'érit dans eU1�;���gQ0 = eÆ 12�� (s�s)2 + ns�s � 12Tr(eh�1s�seh)s�s � s2eÆ�1Xi;j �zi(ehijeÆ�zj )�eÆ� 12�Q0Utilisant que eÆ, eh sont lisses en la variable s2, on fait le hangement de variable S = s2 et onobtient��gQ0 = eÆ 12�� 4(S�S)2 + 2nS�S � 2Tr(eh�1S�Seh)S�S � SeÆ�1Pi;j�zi(ehijeÆ�zj )�eÆ� 12 �Q0= E�(x0; y0; S; z)�Q0(x0; y0; S 12 ; z) (2.34)et E�(x0; y0; S; z) est un operateur di�érentiel en S�S ; �z à oe�ients lisses en S 2 [0; �)('est le relèvement par � de �g agissant à gauhe dans �X � �X). Rappelons que d'après(2.32), S��2 F�(x0; y0; S 12 ; z) est lisse en S 2 [0; �). On peut réerire le noyau relevé ��gQ0 de�gQ0(�) X�2J[E�; ��(��L��)℄��(��R �)F�(�) + ��(��L(��)��R( �))E�F�(�)!eÆ0 ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12(2.35)Le premier terme ave le ommutateur est un noyau à support disjoint de F[D� vu le hoixdes fontions de tronature (on a [�g ; ��℄ � = 0), son image direte par � est lairement unnoyau dans x�+2x0�C1( �X � �X;� 120 ) en remarquant que[�g ; �1(x2)�2�(y)℄ = x2�1(x2)[�h(x2); �2�(y)℄ +O(x1)Conernant le deuxième terme de (2.35) on fait un développement de Taylor en x0 = 0 (i.e.sur F) de E� pour faire apparaître l'opérateur normal de �g en (0; y0):E�(x0; y0; S; z) = �4(S�S)2 + 2nS�S � SXi;j hij0 (y0)�zi�zj +E0�(x0; y0; S; z)ave E0� un opérateur di�érentiel en S�S ; �z à oe�ients lisses. En remarquant que lelaplaien agissant sur les demi-densités s'érit dans U� sous la forme�g = �(x�x)2+nx�x�x2Xi;j hij0 (y0)�yi�yj+x2 1Xk=0 ak(x2; y)(x�x)k+x2 Xj�j�2 b�(x2; y�y0; y0)��yave y0 2 U�, ak et b� lisses tels queb�(0; y � y0; y0) = b�(x2; 0; y0) = 0 (2.36)38



En passant en oordonnées (x0; y0; S; z), on déduit queE0�(x0; y0; S; z) = x02S 1Xk=0 ak(x02S; y)(S�S)k + S Xj�j�2x02�j�jb�(x02S; x0z; y0)��z (2.37)Puisque E0� et E� sont les relèvements dans eU1�;� par � d'opérateurs di�érentiels en x�x; x�yà oe�ients lisses agissant à gauhe dans U�;� � �X � �X , ils se prolongent dans eU�;� en desopérateurs di�érentiels à oe�ients lisses en les hamps de veteurs loaux ��(x�x); ��(x�y)qui sont tangents à F;B et s'annulent sur T. Ces hamps de veteurs laissent invariant l'ordrede la singularité onormale sur B;T et la régularité sur F, e qui nous permet de retrouver queK 0(�) 2 	�m+2;�;�0 ( �X;� 120 ). De plus d'après (2.36) et (2.37) les oe�ients de E0� s'annulentsur F\ eU1�;� = fx0 = 0g à l'ordre 1 et sur T\ eU1�;� = fs = 0g à l'ordre 2, don par ontinuitéE0�F�(�) s'annule sur F et a une singularité d'ordre �+ 2 sur T. Par onstrution de F�(�)(voir l'équation (2.29)) on déduit queX�2J ���(��L(��)��R( �))(E� � �(n� �))F�(�)�(x0; y0; S; z) =X�2J ��(��L(��)��R( �))�Km(x0; y0; S 12 ; z) +X�2J ���(��L(��)��R( �))E0�F�(�)�(x0; y0; S; z)Finalement l'opérateur K 0(�) dé�ni en (2.31) a un noyau relevé qui se déompose en�K0 = (�1K0 + �2K0) (2.38)�1K0 := X�2J �[E�; ����L��℄ + ��(��L��)E0����(��R �)F 1�(�) ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12�2K0 := X�2J �[E�; ����L��℄ + ��(��L��)E0����(��R �)F 2�(�) ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12+�1�X�2J ��(��L(��)��R( �))��KmLa restrition sur Fp (ave p = (0; y0))X�2J ��(��L(��)��R( �))(0; y0; s; z) = X�2J ��(0; y0) �(0; y0) = 1et l'annulation de E0� en x0 = 0montrent que �2K0 s'annule sur F et est un noyau du petit alul	�m+20 . Conernant les propriétés de �1K0 , la disussion préédente montre que (��0)���1K0s'annule à l'ordre 1 sur F\ eU1�;� et à l'ordre 2 sur T\ eU1�;� puis qu'il a un développement deTaylor pair en s sur T = fs = 0g dans haune des artes eU1�;� (rappelons que s = ��0 = ��( xx0 )est une fontion globale sur �X �0 �X nB). On onlut que�1K0 2 R��+2�0�C1( �X �0 �X;� 120 )�2K0 2 RI�m+2( �X �0 �X;D�;� 120 )et le lemme est démontré en utilisant la disussion sur les propriétés de méromorphie del'opérateur Q0(�) (les résidus de K 0(�) sur �N0 sont essentiellement obtenus en appliquant39



des opérateurs di�érentiels aux résidus de Q0(�) et sont don de rang �ni). �Ave la déomposition (2.38), le noyau �2K0 engendre un opérateur ompat sur tout espaeH0N , par ontre e n'est pas le as de �1K0 si <(�) < n2 � 1. Il nous faut don a�ner enorela parametrix pour éliminer la singularité de es noyaux sur la fae T.2.4 Equations indiiellesCette troisième étape dans la onstrution est beauoup plus élémentaire que les deux autres,mais 'est elle-i qui produit des p�les de rang in�ni sur la parametrix quand la métriquen'est pas paire. En outre, elle est plus partiulièrement reliée à la onstrution de l'opérateurde di�usion donnée par Graham-Zworski [12℄ (on l'étudiera en détail dans la setion suivante).Si �A 2 �a�0bRiC1( �X �0 �X;� 120 ), est le noyau relevé d'un opérateur A 2 	�1;a;b0 ( �X;� 120 )ave a; b 2 C et i 2 N0 , la relation de omposition (2.22) implique que le noyau relevéde (�g � �(n � �))A est dans �a�0bRiC1( �X �0 �X;� 120 ). Le prinipe est de trouver, pourB 2 Ri	�1;a;b0 ( �X;� 120 ) �xé, un opérateur A 2 Ri	�1;a;b0 ( �X;� 120 ) tel que(�g � �(n� �))A �B 2 Ri	�1;a+1;b0 ( �X;� 120 )et on va voir que ei est possible si a = �+ j ave j 2 N0 .Pour ommener on onsidère le laplaien agissant sur les fontions et on remarque quel'on peut érirex�a�gxa = �(x�x)2+(n�2a)x�x�x2Tr(h�1(x2)h0(x2))(x�x+a)+x2�h(x2)+a(n�a) (2.39)dans une arte U� ave � 2 J et h0(x2) := (2x)�1�x(h(x2)) lisse en x = 0. Cei montre parexemple que �g��(n��) envoie une fontion f 2 xaC1( �X) sur une fontion f 0 2 xaC1( �X)qui satisfait la relation indiielle(x�af 0)j� �X = (a(n� a)� �(n� �))(x�af)j� �XIl est alors faile de voir que pour tout f 2 C1(� �X) et � =2 12 (n�N), on peut onstruire unesérie formelle F (�) =Pj fj(y)xj (et don une fontion par le lemme de Borel) telle que(�g � �(n� �))x�F (�) = O(x1); f0 = f'est l'idée de la onstrution de l'opérateur de di�usion par Graham-Zworski [12℄. Cettedisussion montre que pour une fontion k(�) 2 x�+jx0�C1( �X � �X;� 120 ) donnée et N 2 N,on peut onstruire une solution q(�) 2 x�+jx0�C1( �X � �X;� 120 ) de(�g � �(n� �))q(�) � k(�) 2 x�+Nx0�C1( �X � �X;� 120 )si � =2 12 (n�N). On ne peut pas diretement appliquer ei pour notre parametrix puisque lereste K 0(�) n'a pas su�semment de régularité sur F, mais on va voir que e proédé s'adapteà la résolution sur T.On pose a = �+2j et puisque �g `ommute' ave la fontion x0 en tant qu'opérateur enla première variable (x; y) sur U�;�, on a d'après (2.39)Æ 12 (�g � �(n� �))Æ� 12 � x2x02��2+j = 2j(n� 2�� 2j)� x2x02��2+j +� x2x02��2+j L�(�+ 2j)40



sur les demi-densités aveL�(a) := Æ(x2) 12��(x�x)2+(n�2a)x�x�x2Tr(h�1(x2)h0(x2))(x�x+a)+x2�h(x2)�Æ(x2)� 12On en déduit que si A est un opérateur de noyau relevé �A 2 R��+2j�0�C1( �X �0 �X;� 120 ),l'opérateur (�g � �(n� �))A a pour noyau relevé(E� � �(n� �))�A = �4j(�� n2 + j)�A +E℄�(�+ 2j)�A (2.40)dans eU1�;� ave les notations de (2.34) et E℄�(� + 2j) dé�ni de la manière suivante : on éritdans eU1�;� �A = s�+2j(1 + s2 + jzj2)�+j f(x0; y0; s; z) ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12ave f se prolongeant de manière lisse à eU�;� et s'annulant sur F, on pose alorsE℄�(�+ 2j)�A := s�+2j eL(� + 2j)� f(x0; y0; s; z)(1 + s2 + jzj2)�+j� ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12 (2.41)où eL�(a) est le `relevé' de L�(a) :eL�(a) := eÆ 12��(s�s)2+(n�2a)s�s�s2x02Tr(eh�1:eh0)(s�s+a)�s2x02eÆ�1Xi;j �zi(ehijeÆ�zj )�eÆ� 12L'ation de eL�(a) sur une distribution de R�02�+2jC1(eU�;�;� 120 ) produit une distribution deR��02�+2jC1(eU�;�;� 120 ) puisque eL�(a) est le relevé d'un opérateur sur U�;� en x�x; x�yi àoe�ients lisses et que es hamps de veteurs agissant à gauhe se relèvent en des hampstangents à F;B et s'annulant sur T, 'est-à-dire qu'ils laissent invariant l'ordre de la singularitéonormale sur B et l'ordre d'annulation sur F mais ajoutent un ordre d'annulation sur T. Sidans la arte eU1�;� ei est lair, on peut aussi le véri�er dans les artes eU i�;� pour i = 2; 3.On en déduit que dans l'ouvert eU�;�E℄�(�+ 2j)�A 2 R��+2j+1�0�C1(eU�;�;� 120 )D'autre part si dans (2.41) f s'exprime omme une fontion lisse de s2 on peut faire lehangement de variable S = s2 omme dans la preuve du Lemme 2.2 : dans es oordonnéeseL�(a) est un opérateur di�érentiel en �S ; �zi à oe�ients lisses (en S) et nuls en S = 0.Cei implique que E℄�(�+ 2j)�A 2 R��+2j+2�0�C1(eU�;�;� 120 ) (2.42)et e noyau est une fontion lisse de S = s2 dans eU1�;�.Par onvention on noteraE℄(�+ 2j)�A := X�2J E℄�(� + 2j)�A;�si �A est un noyau qui s'érit sous la forme �A =P�2J �A;� ave �A;� à support dans eU�;�.41



On va don utiliser la relation (2.40) pour a�ner la parametrix et éliminer la singularitéde �1K0 ; �3K0 sur T. Posons pour j = 0; : : : ; NF 1;j� (�) := �j(�)S �2+j ZRn+1+ (2U)�+2j(S + U2 + jz � V j2y0)�+2j �Km(x0; y0; U; V ) dUUn+1 dV (2.43)dé�nie dans eU1�;� puis�1;jK0 := X�2J([E�; ����L��℄ + ��(��L��)E0�)��R �F 1;j� (�)eÆ0 ����dsdzdx0dy0sn+1x0n+1 ���� 12Comme pour l'étude du Lemme 2.2, il est faile de voir que es distributions sont dansR��+2j+2�0�C1( �X �0 �X;� 120 ) et que�1K0 � NXj=0 �1;jK0 2 R��+2N+4�0�C1( �X �0 �X;� 120 )est holomorphe en � dans ON 0 (les �j(�) ont des p�les seulement en � = �2j;�2j � 1; : : : ).De manière essentiellement similaire à la onstrution de Guillopé-Zworski [15℄ dans le asde la ourbure onstante près du bord, on dé�nit alors par réurrene les opérateurs Q00j (�)et K 00j (�) (pour j = 0; : : : ; N) dont les noyaux relevés sont�Q00�1 := 0; �Q000 := � �1;0K04(�� n2 + 1) ; �K00j := E℄(�+ 2j + 2)(�Q00j � �Q00j�1) (2.44)�Q00j := �Q00j�1 � �1;jK0 � �K00j�14(j + 1)(�� n2 + j + 1) (2.45)de sorte qu'en utilisant (2.40) et (2.42), on ait(�g � �(n� �))���Q00j = jXk=0���1;kK0 + ���K00jave �K00j 2 R��+2j+4�0�C1( �X �0 �X;� 120 ). On obtient alors leLemme 2.3. L'opérateur Q00(�) := Q00N (�) dé�ni en (2.45) ave j = N véri�eQ00(�) 2 R	�1;�+2;�0 ( �X;� 120 )et si Q0(�) est l'opérateur dé�ni en (2.27) et Q(�) := Qm(�) elui onstruit dans le lemme2.1, alors on a (�g � �(n� �))(Q(�) �Q0(�) �Q00(�)) = 1 +K 00(�) (2.46)K 00(�) 2 R	�m+2;�+2N+4;�0 ( �X;� 120 )De plus, Q00(�) et K 00(�) sont méromorphe-�nis dans ON 0 (ave N 0 = N � n � 1) à valeurrespetivement dans L(H0N ;H0�N) et L(H0N).42



Preuve : la struture de �Q00 déoule diretement de la disussion préédant le lemme.De plus, on remarque que  NYk=l(�� n2 + k + 1)�1!�l(�)n'a des p�les qu'en �N0 et ils sont d'ordre 1, e qui implique la même propriété pour �Q00j ; �K00jen utilisant les dé�nitions (2.44), (2.45). Leur résidu est de la forme (2.33) et l'image diretepar � du résidu de �Q00N en �k est une somme (sur � 2 J et 2l � k) de termes de la formeP�k;l(x; y; x�x; x�y)24(xx0)2l�k Xi+j+j�j+j�j�2k�4l xix0jy�y0�f�i;j;�;�(x0; y0)35ave P�l;k(x; y; x�x; x�y) des opérateurs di�érentiels lisses en x�x; x�yi et f�i;j;�;� des fontionslisses sur �X à support dans U�. On en déduit que Q00N(�) est méromorphe-�ni en utilisant lemême genre d'arguments que dans le Lemme (2.2) (les noyaux assoiés dans les espaesH0�Nsont méromorphes à valeur dans L1( �X � �X;� 120 )). L'opérateur K 00(�) dé�ni par l'équation(2.46) a pour noyau relevé �K00 := �1K00 + �2K00 + �3K00�1K00 := �1K0 � NXj=0 �1;jK0 ; �2K00 := �2K0 ; �3K00 := ��K00Net d'après la disussion préédant le lemme et l'étude du Lemme 2.2, e noyau véri�e�K00 2 R���+2N+4�0�C1( �X �0 �X;� 120 ) + I�m+2( �X �0 �X;D�;� 120 )�On voit don que x�NK 00(�)xN a un noyau relevé dansR���+N+4�0�+NC1( �X �0 �X;� 120 ) + I�m+2( �X �0 �X;D�;� 120 )� � L1( �X � �X;� 120 )si � 2 ON 0 et ses propriétés de méromorphie dans ON 0 sont laires. �Le reste K 00(�) est en fait un opérateur ompat sur H0N , plus préisemment on va voirqu'il est dans une lasse de Shatten.2.5 Continuité et norme du resteLa première hose que l'on peut remarquer est que K 00(�) est ontinu de H0N dans Hm�2N+1pour � 2 ON 0 en utilisant les propriétés de ontinuité (2.23) de	�m+2;�+N;�+N0 ( �X;� 120 )et la ontinuité de la multipliation par x omme opérateur de Hm�2N dans Hm�2N+1.Pour x 2 Zg(� �X) �xée, le double [ �X ℄2 de �X est une variété ompate munie de la strutureC1 induite par x (disutée dans la partie 1.2). Puisque g est paire, on rappelle que si � estl'involution éhangeant les fateurs sur [ �X ℄2, la fontion x se prolonge en une fontion lissesur [ �X℄2 (notée enore x) telle que xÆ � = �x et la métrique x2g se prolonge en une métriquelisse �g sur [ �X℄2 invariante par � et dont la restrition à haque fateur �X de [ �X℄2 est x2g. On43



dé�nit l'inlusion i : �X ! [ �X℄2 à droite de �X dans [ �X℄2 et 1l �X la fontion aratéristique dufateur �X à droite dans [ �X ℄2. On dé�nit alors les opérateurs ontinus suivantsI : ( H00 ! L2([ �X ℄2;� 12 )f ! x�n�12 1l �X f ; R : ( L2([ �X ℄2;� 12 ) ! H00f ! xn+12 f Æ itels que RIf = f pour tout f 2 H00. On peut remarquer que pour tout opérateur di�érentiellisse D d'ordre 1 sur [ �X ℄2 et f 2 _C1( �X;� 120 ) on aDIf = Ixn+12 Dj �Xx�n�12 fet puisque xDj �X 2 Di�10( �X), on déduit en utilisant (1.12) et (1.15) queDI : H11 ! L2([ �X ℄2;� 12 )est borné. De plus, puisque [ �X℄2 est ompate on dé�nit H1([ �X ℄2;� 12 ) omme le domaine de(1 +��g) 12 et et espae est un espae de Hilbert dont la norme peut être donnée parjjf jj2H1([ �X℄2) = jjf jj2L2([ �X℄2) +Xi jjDif jj2L2([ �X℄2)pour une famille �nie d'opérateurs di�érentiels lisses Di d'ordre 1 sur [ �X ℄2. On a don pour� 2 ON 0 x�NK 00(�)xN = R(1 +��g)� 12 (1 +��g) 12 Ix�NK 00(�)xN 2 S1(H00)en rappelant que x�NK 00(�)xN 2 L(H00;H11) si � 2 ON 0 , que (1+��g)� 12 est dans la lasse deShatten Sp(L2([ �X℄2;� 12 )) si p > n+1 ar [ �X℄2 est ompate. De plus les valeurs singulièresde K 00(�) dans H0N véri�ent�j(K 00(�)) � Cj� 1n+1 jjK 00(�)jjL(H0N ;H1N+1) (2.47)en utilisant �j(AB) � �j(A)jjBjj. On est don ramené à estimer la norme de K 00(�) dansdes espaes de Sobolev à poids pour obtenir une majoration de ses valeurs singulières.Lemme 2.4. Soit K 00(�) l'opérateur sur H0N dé�ni dans le Lemme 2.3, alors il existe deuxentiers positifs CN ; dN tels que�j(K 00(�)) � (CN h�i)dN j� 1n+1dist(�;�N0 )pour � 2 ON 0 et � =2 �N0 .Preuve : d'après (2.47) il su�t de majorerjjx�N�1K 00(�)xN jjL(H00;H10)e qui sera obtenu en majorant les noyaux relevés dans haque arte eU�;� ou de manièreéquivalente dans haque arte eU1�;�jjK 00(�)jjL(H0N ;H1N+1) � CX�2J supi+j�j�1 jj(s�s)i(s�z)�x0�1s�N�1�K00 jjL1� ! (2.48)44



où la norme jj:jjL1� est la norme sur (��0)n+1L1(eU�;�;� 120 )Puisqu'on ne herhe pas à les onnaître, CN et dN désigneront par la suite des onstantes(non néessairement toujours les mêmes) dépendant de N mais pas de �.D'abord, on tire de (2.36) et (2.37) que l'opérateur (x0s)�1E0� est un opérateur di�érentield'ordre 2 sur eU1�;� à oe�ients lisses et bornés en les hamps de veteurs s�s; s�zi ; zj�zi . Deplus, si D est un de es hamps de veteurs, on a pour (x0; y0; s; z) 2 eU1�;� et (u; v) dans unompat K de Rn+1+����D� 2sus2 + u2 + jz � vj2�a���� � CKhai� 2sus2 + u2 + jz � vj2�<(a) (2.49)ave CK > 0 dépendant de K.Commençons par estimer le terme provenant de �2K00 . D'après la disussion préédentesur (x0s)�1E0�, il su�t de majorer les dérivées de F 1�(�) dans eU1�;� jusqu'à l'ordre 3, e quiest obtenu en dérivant sous l'intégrale (2.28) le terme �Km après avoir fait un hangementde variable v0 = Ay0v (Ay0 est une matrie inversible sur Rn à dépendane lisse en y0) dansette même intégrale de sorte que jv0j = jvjy0 . On obtient don pour � 2 ON 0 la majorationdans eU�;� (ave les notations de (2.48))supi+j�j�1 jj(s�s)i(s�z)�x0�1s�N�1�2K00 jjL1� � CN jjk1�((osh(dHn+1 (:; e)))�1)jjL1(Rn+1+ ;dxdy)� supi+j�j�3 jj(s�s)i(s�z)��Km jjL1�� (CN h�i)dNdist(�;�N0 )en utilisant le Lemme B.1 de l'annexe B, la majoration (obtenue par la formule de Stirling)j�j(�)j � CN h�iCNdist(�;�N0 ) ; j � N (2.50)et le fait que �Km est un polyn�me en �, à oe�ients dans C3(eU�;�;� 120 ) et s'annulant àtout ordre sur f� = 0g [ f�0 = 0g si m� n.Ensuite vient la majoration du terme provenant de �1K00 qui est obtenue en estimant lesdérivées en s�s; s�zi ; zj�zi jusqu'à l'ordre 3 de l'intégraleZRn+1+ s�+N+2(2U)�+2N+2�Km(x0; y0; U;A�1y0 V )(s2 + U2 + jAy0z � V j2)�+2N+2 k2;N� � 2sUs2 + U2 + jAy0z � V j2� dUdVUn+1(2.51)k2;N� (t) := �(t) 1Xj=0 �j+N+1(�)t2jpour la norme de (��0)n+1L1(eU�;�;� 120 ) (on a repris l'intégrale (2.32) ave seulement le restek2;N� du développement de Taylor de k2� à l'ordre N à la plae de k2�) En utilisant le faitque (U; V ) ! �Km(x0; y0; U;A�1y0 V ) est à support dans un ompat indépendant de (x0; y0)45



((x0; y0) est dans un ompat), on déduit de (2.49) que l'intégrale (2.51) et ses dérivées jusqu'àl'ordre 3 se majorent par(CN h�i)dN supi�3 supt2[0;1℄ j�itk2;N� (t)j � jj�Km jjL1�pour � 2 ON 0 . En utilisant enore le Lemme B.1 de l'annexe B, on en tire que pour � 2 ON 0supi+j�j�1 jj(s�s)i(s�z)�x0�1s�N�1�1K00 jjL1� � (CN h�i)dNEn�n il reste à ontr�ler le terme provenant de �3K00 = ��K00N . On rappelle d'abord queles E℄(� + 2j) sont des polyn�mes en �. Les normes à estimer sont des dérivées d'ordre auplus 2N+5 des fontions F 1;j� (�). En reprenant leur dé�nition (2.43), les majorations (2.50),on véri�e que supi+j�j�1 jj(s�s)i(s�z)�x0�2s�N�2�3K00 jjL1�est majoré par une somme de termes de la formeCN h�idNS �+l+j�j�N�12 +j+i+kx02k+l ZK ����iS��z  2US + U2 + jz � V j2y0!�+2j ���dUdV � jj�Km jjL1�pour i+ j�j � 2N � 2j + 5 et l+j�j2 + i+ k � N � j + 1, K � Rn+1+ étant un ompat. Uneétude attentive de ette intégrale ainsi que la majorationx0(1 + S + jzj2) 12 � Cdans eU1�;� nous permet d'en déduire quesupi+j�j�1 jj(s�s)i(s�z)�x0�2s�N�1�3K00 jjL1� � (CN h�i)dNdist(�;�N0 )pour � 2 ON 0 , le lemme est don démontré. �2.6 Prolongement méromorphe de la résolvanteOn a maintenant tous les ingrédients pour montrer leThéorème 2.5. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique paire de dimensionn+ 1, alors la résolvante du laplaienR(�) = (�g � �(n� �))�1 2Merf (O0;L(H00))se prolonge pour tout N > n+ 1 en une famille méromorphe-�nie d'opérateursR(�) 2Merf (ON�n�1;L(H0N ;H0�N))Preuve : réapitulons l'approximation de R(�) obtenue(�g � �(n� �))(Q(�) �Q0(�) �Q00(�)) = 1 +K 00(�)46



ave K 00(�) 2 L(H0N) ompat méromorphe-�ni sur ON 0 et Q(�), Q0(�), Q00(�) méromorphe-�nis sur ON 0 à valeur dans L(H0N ;H0�N). De plus, la struture de Q(�), Q0(�) et Q00(�)implique que es opérateurs sont bornés de H00 dans H20 si <(�)� n2 on a donR(�) = Q(�)�Q0(�)�Q00(�) �R(�)K 00(�) (2.52)pour <(�)� n2 sur H00. On rappelle l'équation de la résolvante dans le plan physiqueR(�)�R(z) = (�(n� �)� z(n� z))R(�)R(z) (2.53)pour <(�) > n2 et <(z) > n2 . Fixons �M = n+M2 ave M > 2N , alors (2.52) et (2.53)impliquent R(�)(1 +K(�; �M )) = K1(�; �M )K(�; �M ) := (�(n� �)� �M (n� �M ))K 00(�)R(�M )K1(�; �M ) := R(�M ) + (�(n� �)� �M (n� �M ))(Q(�) �Q0(�)�Q00(�))R(�M )si <(�) � n2 . On a alors besoin d'étudier la ontinuité de R(�M ) sur H0r ave r > 0 pourrestreindre ette égalité à et espae à poids. Il est en fait montré par Mazzeo-Vasy [25, Th.3.3℄ que R(�M ) : H0N ! H0Nest borné de norme majorée par CN . On déduit don queK(�; �M ) : H0N ! H0N ; K1(�; z) : H0N ! H0�Nsont méromorphe-�nis en � dans ON 0 ave K(�M ; �M ) = 0 et K(�; �M ) ompat, on peutdon utiliser le théorème de Fredholm analytique et obtenir le prolongement méromorphe-�nide R(�) sur ON 0 à valeur dans L(H0N ;H0�N)R(�) = K1(�; �M )(1 +K(�; �M ))�1et le théorème est démontré. �On appelle alors résonanes les p�les de e prolongement et Rg l'ensemble (disret) desrésonanes de �g. Notons qu'en utilisant par exemple les arguments de Agmon [1℄, on peutvéri�er que es p�les ne dépendent pas de N , ni d'ailleurs leur multipliité dé�nie parm(�0) := m�0((n� 2�)R(�))si �0 est une résonane (i.e. le rang du résidu de la résolvante omme fontion de �(n� �)).Notons que la onstrution que l'on a utilisée, due à Mazzeo-Melrose [24℄, peut êtrepoussée de manière à obtenir un reste régularisant. Cei permet à Mazzeo et Melrose depréiser la nature du noyau de Shwartz de l'opérateur prolongé (voir aussi [4, Th. 2.1℄)Théorème 2.6. Si (X; g) est une variété asymptotiquement hyperbolique, la résolvante dulaplaien R(�) se prolonge en une famille méromorphe-�nie d'opérateursR(�) 2Merf (ON n (Z1� [ Z2�);L(H0N ;H0�N)); 8N > 0Son noyau de Shwartz r(�) se déompose en r(�) = r0(�) + r1(�) + r2(�) ave��(r0(�)) 2 I�2( �X �0 �X;D�;� 120 )��(r1(�)) 2 ���0�C1( �X �0 �X;� 120 ) (2.54)r2(�) 2 x�x0�C1( �X � �X;� 120 ) (2.55)oú (��0)��r1(�) et (xx0)��r2(�) sont méromorphes dans C n (Z1� [Z2�) et r0(�) est le noyaud'un opérateur holomorphe dans C à valeur dans L(H00).47



2.7 Majoration du nombre de résonanes dans des bandesPour ette majoration on utilise la onstrution préédente ainsi que les tehniques habituellesfaisant intervenir le déterminant. Comme avant CN et dN seront des entiers positifs dépen-dant de N , non néessairement toujours les mêmes. On poseDN (�) := detH0N �1 +K(�; �M )n+2�qui est bien dé�ni et méromorphe dans ON 0 ave pour seuls p�les possibles les � tels que� 2 �N0 ou �(n � �) 2 �pp(�g), on note ZN = (zi)i l'ensemble de es p�les. D'après laonstrution de K(�; z) et K1(�; z), les p�les sur �N0 \ON 0 sont d'ordre 1 et de rang majorépar une onstante CN et eux de R(�) aux points � tels que �(n��) 2 �pp(�g) sont d'ordre1 et de rang majoré par une onstante C. En utilisant alors [15, Lem. A.1,A.2℄ on obtientque la multipliité m(�0) d'une résonane �0 de R(�) satisfaitm(�0) � v�0(DN (�)) + CN 1lZN (�0)ave v�0 la valuation (voir les dé�nitions de l'Annexe A). On multiplie alors DN (�) par unpolyn�me PN (�) qui a des zéros d'ordre CN aux points � 2 ZN et on déduit quem(�0) � v�0(DN (�)PN (�)) (2.56)en utilisant la relation v�0(A(�)B(�)) � v�0(A(�)) + v�0(B(�)).Ensuite on va appliquer le théorème de Jensen à DN (�)PN (�) dans le disque de entre�M = n+M2 et de rayon M+N 02 . Notons que e disque ontient un retangle(� 2 C ;<(�) 2 �n2 � N 02 ; n2 � ; j=(�)j � pN 0(M �N 0)2 )En utilisant le Lemme 2.4 et les relationsj det(1 +Ap)j � C exp0�CXj2N�j(A)p1A ; �j(AB) � jjBjj�j(A) (2.57)si A 2 Sp(H) et B 2 L(H) sur un espae de Hilbert H , on trouve quejDN (�)j � e(CNh�i)dN (2.58)dans ON 0 \ f� 2 C ; dist(�; ZN ) � 14g. Le prinipe du maximum appliqué à la fontionholomorphe DN (�)PN (�) dans haque disque D(zi; 14 ) et on déduit de (2.57) et (2.58) quejDN (�)PN (�)j � e(CNh�i)dN (2.59)dans ON 0 . On peut d'autre part remarquer quejPN (�M )DN (�M )j = jPN (�M )j � CNMdN (2.60)et le lemme de Jensen appliqué à DN(�)PN (�) dans le disque de entre z = n2 +M et derayon M + N 02 ombiné ave (2.59), (2.60), (2.56) prouve le48



Théorème 2.7. Soit (X; g) une varitété asymptotiquement hyperbolique paire. Pour toutN;M � 0, il existe des entiers CN ; dN tels queX�2Rg\T (N;M)m(�) � CNMdNsi T (N;M) � C est le retangle dé�ni parT (N;M) := n� 2 C ;<(�) 2 hn2 �N; n2 i ; j=(�)j �MoRemarque : si la variété �X est analytique et que x2g est analytique (ave x analytique),on peut reprendre les estimations en utilisant des fontions de tronatures quasi-analytiquespour la parametrix et le fait que les normes des dérivées d'une fontion analytique reelle f(sur un ouvert U � Rn+1 ) sont majorées uniformément en fontion des normes de f dansun voisinage omplexe V � C n+1 de U (il s'agit essentiellement des arguments utilisés dans[15℄). Dans e as on peut véri�er que les onstantes CN ; dN du Théorème 2.7 sont majoréespar CN � (CN)CN ; dN � CNet en posantM = 4N on trouve que le nombre de résonanes ompris dans le disque D(n2 ; N)est majoré par (CN)CN .
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3 Etude de la résolvante près de 12(n� N )Dans ette partie, on va détailler le omportement (en �) de la résolvante R(�) près de Z1� [Z2� = 12 (n� N), et plus partiulièrement près de Z1�. En e�et si l'on a vu dans le Théorème2.5 que la ondition de parité de la métrique implique un prolongement méromorphe-�ni deR(�) à C tout entier, il n'est pas lair qu'il en soit de même dans le as général.Pour traiter e problème il est plus adapté d'étudier l'opérateur de di�usion S(�). Ene�et, Graham et Zworski [12℄ ont donné une présentation simple et expliite de et opérateurpermettant de aratériser préisemment la nature de S(�) au voisinage de 12 (n+N). Grâeà leurs aluls et la formule S(n� �) = S(�)�1, on peut alors détailler le omportement deS(�) au voisinage des points de 12 (n � N), puis les relations entre R(�) et S(�) seront alorsutilisées a�n d'étudier les singularités de R(�) sur 12 (n� N).3.1 Opérateur de Poisson, opérateur de di�usionOn rappelle la onstrution des opérateurs de Poisson et de di�usion par Graham-Zworski[12℄, ainsi que quelques autres résultats et propriétés utiles prinipalement dues à Joshi et SáBarreto [19℄.Quelques propriétés de la résolvante On se plae pour l'instant dans le as d'une variétéasymptotiquement hyperbolique quelonque. Mazzeo [21℄ montre que pour tout � 2 C , iln'existe pas de fontions f non nulles de _C1( �X;� 120 ) telles que (�g � �(n � �))f = 0. Enutilisant la théorie spetrale, il est lair que les points �e 2 f<(�) > n2 g tels que �e(n��e) 2�pp(�g) sont des p�les d'ordre 1 de R(�) dont le résidu estRes�eR(�) = (2�e � n)�1 pXk=1 �k 
 �k; �k 2 x�eC1( �X;� 120 ) (3.1)où (�k)k=1;:::;p sont les fontions propres normalisées de �g pour la valeur propre �e(n��e).De plus, l'équation indiielle (reprendre (2.39) dans le as h(x; y; dy) non pair en x)(�g � �e(n� �e))x�e+jf = j(n� 2�e � j)x�e+jf +O(x�e+j+1); f 2 C1( �X); j 2 N0prouve que si �kj� �X = 0 alors �k 2 _C1( �X;� 120 ), e qui est exlu d'après le résultat deMazzeo. De plus, les arguments de Perry et Patterson [30, Lem. 4.9℄ montrent que R(�) n'apas de p�les sur la droite ritique f<(�) = n2 g, sauf peut être en � = n2 ('est enore uneonséquene du résultat de Mazzeo [21℄).En�n on peut remarquer que la symétrie tR(�) = R(�) sur L(H00) pour � 2 (n;+1)s'étend à L(H0N ;H0�N) pour tout N > 0 et don par prolongement analytique on a surON n (Rg [ Z1�) R(�) = tR(�)dans L(H0N ;H0�N) et r(�;m;m0) = r(�;m0;m) pour m 6= m0 si r(�) est le noyau de Shwartzde R(�) dérit dans le Théorème 2.6.Opérateur de Poisson Le problème de Poisson est de trouver une famille d'opérateursontinus P(�) : C1(� �X;� 12 
 jN�� �Xjn��)! x�C1( �X;� 120 ) + xn��C1( �X;� 120 )50



méromorphe (faiblement) dans O0 ave pour uniques p�les les �e tels que �e(n � �e) 2�pp(�g), ontinu jusqu'à f<(�) = n2 g n fn2 g et satisfaisant8>><>>: (�g � �(n� �))P(�) = 0P(�)f = xn��F1(�) + x�F2(�)F1(�); F2(�) 2 C1( �X;� 120 )(xn2 F1(�))j� �X = f jdxj��n (3.2)Les �brés trivialisables jN�� �Xja (ave a 2 C ) sont les �brés des a-densités onormales à� �X � �X , ils permettent d'obtenir des dé�nitions indépendantes du hoix de la fontion xqui dé�nit le bord (voir [16℄ pour quelques détails). La onstrution de Graham-Zworski estrelativement simple et n'utilise que l'equation indiielle et la propriété de ontinuité suivantede R(�) R(�) : _C1( �X;� 120 )! x�C1( �X;� 120 ) (3.3)obtenue à partir du Théorème 2.6 et de (2.25). On va détailler ette onstrution puisqu'elleva fortement nous servir pour la suite.Pour simpli�er, on se restreint aux fontions plut�t qu'aux densités, sahant que l'onretrouve l'un à partir de l'autre en onjuguant par une setion du �bré. La première étapeest de onstruire, à f0 2 C1(� �X) �xée, une solution F1 = F1(�; f0) 2 C1( �X) de(�g � �(n� �))xn��F1 = O(x1); F1jx=0 = f0 (3.4)il est don lair qu'une solution dans le ollier U := Ux su�t, quitte à la multiplier par unefontion de tronature à support près de � �X et valant 1 dans un voisinage de � �X. Dans Uon a d'abord la relation (�g � �(n� �))xn�� = xn��D�D� := �x2�2x+�2�� n� 1� x2Tr(h�1(x)�xh(x))� x�x� (n� �)x2 Tr(h�1(x)�xh(x))+x2�h(x)et pour f 2 C1(� �X), D�(fxj) = j(2�� n� j)fxj + xjG(� � j)f (3.5)(G(z)f)(x; y) := x2�h(x)f(y)� (n� z)x2 Tr(h�1(x)�xh(x))f(y)Supposons que F 2 C1( �X) soit une fontion telle que D�F = O(xj) (ave j � 1), alorspuisque G(z)f = O(x) pour tout f 2 C1(� �X), (3.5) assure queD�F �D��xj (x�jD�(F ))jx=0j(2�� n� j) � = O(xj+1)Soit f0 2 C1(� �X) �xée ; puisque D�f0 = O(x) d'après (3.5), la remarque préédente nouspermet de onstruire les fontions Fj 2 C1( �X) (pour j � 0) et fj 2 C1(� �X) (pour j � 1)par la formule de réurreneF0 = f0; fj = �(x�jD�(Fj�1))jx=0j(2�� n� j) ; Fj = Fj�1 + fjxj ; j � 1 (3.6)On a don par onstrution D�(Fj�1) = O(xj )51



et d'après le lemme de Borel, il existe une fontion F1 2 C1( �X) dont les oe�ients deTaylor en x = 0 sont les fj , e qui implique que F1 est une solution de (3.4). Par ailleurs,on peut érire les fj sous la forme fj = pj;�f0 (3.7)où pj;� est un opérateur di�érentiel d'ordre inférieur ou égal à 2[j=2℄ sur � �X.Le deuxième point est de poserP(�)f0 := F1(�; f0)�R(�)(�g � �(n� �))F1(�; f0)et il est lair en utilisant (3.3) que P(�) est solution de 3.2. Le fait que F1(�; f0) soit non-linéaire en f0 (de par l'utilisation du lemme de Borel) n'est pas important puisqu'il est failede véri�er (f. [12, Prop. 3.4℄) l'uniité d'un opérateur solution du problème de Poisson,qui implique néessairement la linéarité de P(�). L'opérateur P(�) est appelé opérateur dePoisson ou opérateur d'Eisenstein.En négligeant toujours la dépendane par rapport à la fontion x dé�nissant le bord (quiest exprimée dans le terme jdxjn��), on dé�nit l'opérateur E(�) dont le noyau de Shwartze(�) est la restrition pondérée du noyau de R(�) sur Te(�) := e�� ���(x��+n2 r(�))jT� 2 C�1(� �X � �X;� 120 ) (3.8)D'après (2.54) et (2.55), la distribution e(�) a une singularité onormale sur B dérite pare��(e(�)) 2 e�0� eR��+n2 C1(� �X �0 �X;� 120 ) + e��(x0�C1(� �X � �X;� 120 )) (3.9)On en déduit failement que E(�) est ontinu de _C1( �X;� 120 ) dans C1(� �X;� 12 ) et son tran-posé est bien dé�ni de C�1(� �X;� 12 ) dansC�1( �X;� 120 ). Suivant les propriétés d'holomorphie-méromorphie de (2.54) et (2.55), on ae��(x0Ne(�)) 2 Hol(UN ; L2(� �X �0 �X;� 120 ))UN := f� 2 C ; n2 �N < <(�) < N; � =2 (Rg [ Z1� [ Z2�)get en utilisant l'isomorphisme e�� entre L2(� �X � �X;� 120 ) et L2(� �X �0 �X;� 120 ), on obtient queE(�) est Hilbert-Shmidt de L2(X) dans L2(� �X), puisE(�) 2 Hol �UN ;L(H0N ; L2(� �X))� (3.10)Cei implique par ailleurs que tE(�) est holomorphe sur UN à valeurs dans L(L2(� �X);H0�N).En�n les seuls p�les de E(�); tE(�) dans f<(�) > n2 g sont les �e 2 C tels que �e(n � �e) 2�pp(�g) et (3.1) implique que e sont des p�les d'ordre 1 et de multipliité �nie.Ce qui nous a amené à dé�nir E(�) est que son transposé est l'opérateur de PoissonP(�) = tE(�)et 'est essentiellement le point de vue hoisi par Joshi et Sá Barreto [19℄ pour dé�nirl'opérateur de Poisson. Notons que ette représentation par son noyau de Shwartz per-met de montrer que P(�) se prolonge méromorphiquement à C n (Z1� [ Z2�). De plus, onvoit que P(�) est holomorphe en Z1+ [Z2+ ou peut avoir un p�le de multipliité �nie en �e si�e(n� �e) 2 �pp(�g). 52



Opérateur de di�usion L'opérateur de di�usion S(�) est l'opérateur dé�ni pour <(�) �n2 , � =2 (Z1+ [ Z2+) et �(n� �) =2 �pp(�g) parS(�) : � C1(� �X;� 12 
 jN�� �Xjn��) ! C1(� �X;� 12 
 jN�� �Xj�)f ! (xn2 F2(�))j� �X jdxj�ave les notations de (3.2). Là enore on va oublier la dépendane par rapport à x et le �bréonormal qui la ontr�le puisque ça n'a pas d'inidene pour la suite.Joshi et Sá Barreto [19℄ montrent que S(�) se prolonge méromorphiquement à C n 12Z eta pour noyau de Shwartzs(�) := (2�� n) (��)� ��� �x��+n2 x0��+n2 r(�)� jT\B� (3.11)Notons que ette restrition est bien dé�nie omme distribution L1 dans <(�) � n2 et � =2Rg [Z1� [Z2�, mais elle admet aussi un prolongement holomorphe à C n (Rg [ 12Z). En e�et,en utilisant (2.55) et (3.11), on as(�) = (��)� �r�2�k1(�)� + k2(�) (3.12)k1(�) := (2�� n)((��0)��+n2 Rnr1(�))jT\B 2 C1(� �X �0 � �X;� 12 )k2(�) := (2�� n)((xx0)��+n2 r2(�))jx=x0=0 2 C1(� �X � � �X;� 12 )k1(�) et k2(�) sont respetivement holomorphe et méromorphe dans � 2 C n (Z1� [Z2�). Pour<(�) � n2 et � =2 (Rg [ Z1� [ Z2�), s(�) est alors une distribution onormale polyhomogèned'ordre �2� assoiée à la diagonale B de � �X et S(�) est un opérateur pseudo-di�érentielpolyhomogène d'ordre 2�� n sur � �X. Suivant la dé�nition [36, Def. 11.2℄ de Shubin, S(�)est une famille holomorphe dansn<(�) < n2o n (Rg [ Z1� [ Z2�)d'opérateur pseudo-di�érentiels d'ordre 0, par onséquent S(�) est holomorphe dans le mêmeouvert à valeurs dans L(L2(� �X;� 12 )). Le prolongement de r�2�k1(�) à C n (Rg [ 12Z) estdonné par le prolongement des distributions du type jY j�2�+j (ave j 2 N0 ) dans Rn [18,Th. 3.2.4℄, ei en loalisant dans les artes sur � �X.Le symbole prinipal de S(�) est donné par Joshi et Sá Barreto [19℄:�0 (S(�)) = (�)�0 ��2��n� (3.13)� := (1 +�h0) 12 ; (�) := 2n�2��(n2 � �)�(�� n2 )e qui nous amène à poser la fatorisation (voir Perry [32℄, Perry-Patterson [30℄ ou Guillopé-Zworski [16℄ pour une approhe similaire)eS(�) := (n� �)���+n2 S(�)���+n2et eS(�) s'exprime sous la forme eS(�) = 1 +K(�)où K(�) est une famille d'opérateurs ompats pour � 2 C n (Rg [ 12Z).53



Rappelons de plus les équations fontionnelles satisfaites par S(�) et eS(�) sur l'axef<(�) = n2 g n fn2 g (f. [12℄)S�1(�) = S(n� �) = S(�)�; eS�1(�) = eS(n� �) = eS(�)� (3.14)e qui montre que S(�) est régulière sur la droite ritique f<(�) = n2 g.L'équation S�1(�) = S(n��) va redonner le prolongement méromorphe de S(�) au feuilletnon-physique si l'on sait inverser 1+K(�), et ette inversion peut être traitée par le théorèmede Fredholm analytique. Cette méthode est utilisé par Perry [32℄, Perry-Patterson [30℄ ouCuevas-Vodev [8℄ par exemple. Pour ela il nous faut étudier les propriétés de méromorphiede K(�), naturellement héritées de S(�), dans un voisinage du feuillet physique O0. L'un despoints partiulièrement importants onernant l'opérateur de di�usion sur es variétés estqu'il a des p�les dans le feuillet physique O0 qui ne proviennent pas des valeurs propres L2.On observe déjà es p�les sur le symbole prinipal de S(�) en (3.13). Ces p�les proviennent enfait du prolongement de r�2�k1(�) 'est-à-dire du prolongement des distributions jY j�2�+jsur Rn (f. [18, Th. 3.2.4℄). Ils sont étudiés en détail par Graham et Zworski [12, Prop. 3.6℄en utilisant la onstrution de l'opérateur de Poisson disutée auparavant. En notant�j := n+ j2 (3.15)Graham et Zworski montrent laProposition 3.1. L'opérateur de di�usion S(�) a toujours des p�les d'ordre 1 sur Z2+ et auplus des p�les d'ordre 1 sur Z1+, les résidus aux points (�j)j2N étantRes�jS(�) = ��j � pj ; pj := Res�j (pj;�) (3.16)ave pj;� dé�ni en (3.7) et ��j est l'opérateur de rang �ni ayant pour noyau de Shwartz��j := (2�j � n) �(xx0)��j+n2 Res�jr(�)� j� �X�� �X (3.17)Les pj sont des opérateurs di�érentiels sur � �X et sont don de rang in�ni ou nuls. Enfait, il est faile de voir que les p2j ne sont jamais nuls, e qui implique la présene de p�lesd'ordre 1 de multipliité in�nie pour S(�) sur (�2j)j2N = Z2+.Pour i 2 R, on note H i(� �X) := H i(� �X;� 12 ) l'espae de Sobolev d'indie i sur � �X.Lemme 3.2. Pour tout � 2 (0; 12 ) et � > 0:K(�) 2 Hol �O� n (Z1+ [ Rg);L(L2(� �X); H1��(� �X))� (3.18)En haque point �2j+1 2 Z1+ ave j 2 N0 , K(�) est régulier ou a un p�le d'ordre 1.Preuve: soit 	m(� �X;� 12 ) l'espae des opérateurs pseudo-di�érentiels d'ordre m sur � �X,agissant sur les demi-densités. La distribution (��)�(r�2�k1(�)) est méromorphe dans O�ave des p�les d'ordre 1 sur 12 (n + N) dont le résidu peut engendrer un opérateur de rangin�ni (f. [18, Th. 3.2.4℄ par exemple). En divisant par �(n2 � �), on tue les p�les situés surn2 + N et suivant la dé�nition de M.Shubin [36, Def. 11.2℄, les opérateurs (�(n2 � �))�1S(�)forment une famille holomorpheS(�)� �n2 � �� 2 Hol �O� n (Z1+ [R);	2<(�)+n+�(� �X;� 12 )� ; 8� > 054



Cela se véri�e aisément dans haque arte en alulant par transformation de Fourier loalele symbole total (loal) de (�(n2 � �))�1S(�) : les propriétés de (3.12) en font un symbolepolyhomogène pour haque �, à dépendane holomorphe en � au sens de M.Shubin.On tire don des propriétés de �2��n (f. [36, Th. 1.11℄), de (3.13) et de la ompositiondes opérateurs pseudo-di�érentiels holomorphes que K(�) véri�eK(�) 2 Hol�O� n (Z1+ [ R);	�1+�(� �X;� 12 )� ; 8� > 0En�n (3.18) en déoule immédiatement en utilisant les ritères de ontinuité des opérateurspseudo-di�érentiels sur les variétés ompates.En e qui onerne la nature des points de Z1+, 'est une onséquene direte de la Propo-sition 3.1 mais on peut aussi le voir simplement sur la distribution r�2�k1(�). �3.2 Equivalenes entre méromorphiesDans ette partie on montre omment les propriétés de méromorphies de R(�) et S(�) sontliées.La première étape est de montrer que l'équation de Green obtenue par Agmon [2℄ , Perry[31, Th. 5.3 et 6.3℄ et Guillopé [13℄ sur des variétés hyperboliques reste vraie dans notreadre.Lemme 3.3. Pour N > n2 , on a dans l'ouvertn� 2 C ;n �N < <(�) < n2 ; �; n� � =2 (Z1� [ Z2� [Rg)o (3.19)l'égalité holomorphe suivante sur L(H0N ;H0�N)R(�) �R(n� �) = (2�� n)tE(n� �)S(�)E(n � �) (3.20)Preuve : on prouve d'abord que pour �; n� � =2 (Rg [ Z1� [ Z2�), m;m0 2 X et m 6= m0,on a r(�;m;m0)� r(n � �;m;m0) = (n� 2�) Z� �X e(�; :;m)e(n� �; :;m0) (3.21)En onjuguant par les setions des �brés de demi-densités on va onsidérer les noyaux deShwartz r(�); e(�) omme des fontions L1lo sur X�X et X�� �X par rapport aux mesuresdvolg 
 dvolg et dvolg 
 dvolh0 . La formule de Green donneZ�
 r(�; z;m)�nr(n� �; z;m0)� �nr(�; z;m)r(�; z;m0)d�(z) = 0ave �
 := S�(m)[S�(m0)[�t où S�(m) est la sphère de rayon � entrée en m, �t = fx = tget �n est la dérivation par rapport au veteur normal unitaire (pointant vers l'exterieur duontour). Lorsque �! 0 les intégrales sur les sphères donnentr(�;m;m0)� r(n � �;m;m0)en utilisant que (�g � �(n � �))zr(�; z;m) = Æ(z �m) et (�g � �(n � �))zr(n � �; z;m) =Æ(z �m). Maintenant on remarque que sur �t on a �n = x�x arjx�xjg = 1; g(x�x; �yi) = 055



ave (yi)i=1;:::;n un système de oordonnées loales sur � �X. De plus sur �t la mesure d�s'érit d� = t�ndvolht . En�n, à m0 2 X �xé et z = (x; y) 2 U = [0; �)� � �Xz ! r(�;x; y;m0)� x�e(�; y;m0) 2 x�+1C1(U)don en passant à la limite t! 0, la ontribution de l'intégrale sur �t est(n� 2�) Z� �X e(�; y;m)e(n� �; y;m0)dvolh0(y)et (3.21) est véri�ée. Pour <(�) � n2 , on reprend l'équation (3.21) que l'on multiplie parx��(m) en faisant tendre m vers y 2 � �X. Etant donné que x0��e(�) est ontinue sur � �X� �Xpour <(�)� n2 , on obtient à m0 2 X �xé et y 2 � �Xe(�; y;m0) = � Z� �X s(�; �; y)e(n� �; �;m0)dvolh0(�) (3.22)En réinjetant les fateurs de demi-densité, on peut réerire (3.21) et (3.22) sous la formeR(�)�R(n� �) = (n� 2�)tE(�)E(n � �); E(�) = �tS(�)E(n� �) (3.23)au sens des opérateurs ontinus de _C1( �X;� 120 ) dans C�1( �X;� 120 ) et de _C1( �X;� 120 ) dansC�1(� �X;� 12 ). On ombine alors (3.23), les propriétés méromorphes (3.10), (A.1) et le faitque S(�) soit une famille holomorphe d'opérateurs bornés sur L2(� �X;� 12 ) dans l'ouvert (3.19)pour en déduire (3.20) par le prinipe du prolongement analytique. �On peut maintenant énoner laProposition 3.4. Soit U � f<(�) < n2 g un ouvert, alors les propositions suivantes sontéquivalentes :(1) R(�) est méromorphe dans U .(2) S(�) est méromorphe dans U .(3) eS(�) est méromorphe dans U .Si de plus U \ Z2� = ?, on a les équivalenes suivantes :(4) R(�) est méromorphe-�nie dans U .(5) S(�) est méromorphe-�nie dans U .(6) eS(�) est méromorphe-�nie dans U .(7) eS(n� �) est méromorphe-�nie dans U .Par ontre, si U \ Z2� 6= ? on a simplement(7) () (6)) (5) () (4)Preuve : (2)) (1) et (5)) (4) : soit �0 2 f<(�) < n2 g et N > j<(�0)j+ n2 , l'égalité (3.20)est alors véri�ée près de �0 sur L(H0N ;H0�N). Sur <(�) < n2 les opérateurs R(n��), E(n��)et tE(n��) sont méromorphe-�nis ayant pour p�les les �e 2 C tels que �e(n��e) 2 �pp(�g).On déduit don de (A.1) les impliations (2)) (1) et (5)) (4).(1)) (2) : soit �0 un p�le de R(�) dans f<(�) < n2 g et U := B(�0; �) une boule ouverteentré en �0 de rayon � qui ne ontient auun autre p�le de R(�). Les mêmes argumentsque eux du Lemme 3.2 montrent lairement que S(�) est holomorphe dans U à valeur dansL(L2(� �X)), plus préisemment 'est une famille holomorphe d'opérateurs pseudo-di�érentiels56



d'ordre négatif. Dans U , �0 est alors le seul p�le de x��+n2R(�)x��+ n2 dé�ni omme élémentde L(H02�;H0�2�). On a don dans Ux��+n2R(�)x��+ n2 = �1Xi=�p(� � �0)iAi +H(�) (3.24)Ai 2 L(H02�;H0�2�); H(�) 2 Hol(U;L(H02�;H0�2�)De plus, les noyaux de Shwartz ai et h(�) de Ai et H(�) s'expriment omme des intégralessur le erle C(�0; �2 ) ai = 12�i ZC(�0; �2 )(�� �0)�i�1(xx0)��+n2 r(�)d�h(�) = 12�i ZC(�0; �2 )(z � �)�1(xx0)�z+n2 r(z)dz; j�� �0j < �2 (3.25)La struture de r(�) implique que ��(ai) est une distribution onormale (non néessairementpolyhomogène) à F d'ordre �2<(�0) + n � �, lisse sur (T [ B) n F, alors que h(�) est lasomme de (xx0)��+n2 r0(�) et d'une distribution h1(�) dont le relèvement ��(h1(�)) a lamême struture que les ��(ai) (h1(�) est l'intégrale (3.25) ave r1(�) + r2(�) à la plae der(�)).En utilisant maintenant la dé�nition de S(�) par son noyau de Shwartz s(�) en (3.11)on trouves(�)2�� n = �1Xk=�p (� � �0)k2�i ZC(�0; �2 ) s(z)(2z � n)(z � �0)k+1 dz + 12�i ZC(�0; �2 ) s(z)(2z � n)(z � �)dzPuisque S(�) est holomorphe sur f� 2 C ; 0 < j�� �0j < �2g à valeur dans L(L2(� �X)), on aS(�)2�� n = �1Xk=�p (� � �0)k2�i ZC(�0; �2 ) S(z)(2z � n)(z � �0)k+1 dz + 12�i ZC(�0; �2 ) S(z)(2z � n)(z � �)dzsur le même ouvert à valeur dans L(L2(� �X;� 12 )). La deuxième intégrale étant holomorpheprès de �0, on en tire que S(�) admet un développement de Laurent �ni en �0. On a donprouvé (1)) (2).(4) ) (5) : d'après e qu'on vient de voir il su�t de montrer que si la partie polaire deR(�) est de rang �ni alors elle de S(�) l'est aussi. On reprend don (3.24) en supposant queles Ai sont des opérateurs de rang �ni. Le noyau de Ai sérit don sous la formeai(x; y; x0; y0) = riXj=1  ij(x; y)'ij(x0; y0) ����dxdydx0dy0xn+1x0n+1 ���� 12 ;  ij ; 'ij 2 x�ÆL2(X; dvolg)dimVetf'ij ; j = 1; : : : ; rig = dimVetf ij ; j = 1; : : : ; rig = ri = rangAi;Par régularité elliptique,  ij et 'ij sont lisses à l'intérieur X de �X. Puisque les  ij sontindépendants, il existe ri points m1; : : : ;mri 2 X tels que la matrie (Mjk)j;k := ( ij(mk))j;ksoit de rang ri. De plus, on a�ij(x0; y0) := riXk=1 ik(mj)'ik(x0; y0) 2 xn2 C1( �X)57



étant donné que ai 2 (xx0)n2 C1( �X� �XnB;� 120 ). Or (�ij )j=1;:::;ri est une base de Vetf'ij ; j =1; : : : ; rig, don 'ij 2 xn2 C1( �X); j = 1; : : : ; riPar le même raisonnement, on obtient le même résultat onernant  ij mais ave des pointsmj di�érents. La restrition de ai sur x = x0 = 0 est don expliite et S(�) s'exprime sousla forme S(�) = �1Xi=�p(�� �0)i riXk=1 ℄ik 
 '℄ik +H℄1(�)où  ℄ik; '℄ik 2 C1(� �X;� 12 ) sont dé�nies par ℄ik =   ik ����dxdyxn+1 ���� 12! jx=0; '℄ik =  'ik ����dxdyxn+1 ���� 12! jx=0et H℄1(�) est holomorphe près de �0 dans L(L2(� �X)).(2) () (3) : il su�t de remarquer que (n � �)���+n2 et ���+n2 sont méromorphesainsi que leurs inverses dans L(Hp(� �X); Hp�N (� �X)) pour tout p 2 R et N > �<(�) + n2 ,puis d'utiliser (A.1) et le Lemme A.1.(6) () (7) : d'après (3.14), eS(�) est unitaire sur f<(�) = n2 g (et � 6= n2 ) et doninversible en un point de C . Supposons que eS(�) = 1 +K(�) soit meromorphe-�ni dans U ,alors le théorème de Fredholm analytique prouve que eS�1(�) = eS(n � �) est méromorphe�ni dans U . La réiproque est identique.(6) ) (5) : il su�t de remarquer que (�)���n2 et ���n2 sont holomorphes dans U àvaleur dans L(L2(� �X)) et d'utiliser (A.1).(5)) (6) : si U \Z2� = ?, (n��)���+n2 et ���+n2 sont holomorphes dans U à valeursdans des espaes de Sobolev, don il su�t d'appliquer (A.1) et le Lemme A.1. �3.3 Méromorphie et paritéPour ompléter le Théorème 2.5, on obtient laProposition 3.5. Ave les hypothèses du Théorème 2.6, la résolvante du laplaien se pro-longe en une famille méromorphe-�nie d'opérateursR(�) 2Merf �ON n Z1�;L(H0N ;H0�N)� ; 8N � 0 (3.26)et si g est paire modulo O(x2k+1), le prolongement véri�eR(�) 2Merf �ON ;L(H0N ;H0�N)� ; 8N 2 [0; k + 12) (3.27)Réiproquement si on suppose (3.27) pour k � 2 alors g est paire modulo O(x2k�1).Avant d'en donner la preuve, on énone son orollaire immédiatThéorème 3.6. Ave les hypothèses du Théorème 2.6, R(�) a un prolongement méromorphe-�ni sur C si et seulement si la métrique g est paire modulo O(x1).58



Preuve de la Proposition (3.5) : d'après (3.14) eS(�) est unitaire sur f<(�) = n2 g (et� 6= n2 ), 1+K(�) est don inversible en un point de O�. Le théorème de Fredholm analytiquepermet alors de montrer que eS�1(�) = (1 +K(�))�1est méromorphe-�ni sur O� n (Z1+ [R). En�n l'équation fontionnelle eS(n� �) = eS(�)�1 surf<(�) = n2 g permet de prolonger méromorphiquement eS(�)eS(�) := (1 +K(n� �))�1 2Merf �f<(�) < n2 + �g n (Z1� [ (n�R));L �L2(� �X)��De plus, il est lair que (n�Rg) \ f<(�) < n2 g est uniquement onstitué du spetre disret,'est-à-dire des �e tels que �e(n � �e) 2 �pp(�g). Soit �e une de es �valeurs propres� sup-posée disjointe de (Z1� [ Z2�), alors (n� �e) est un p�le d'ordre 1 et de multipliité �nie deR(�) don de S(�) d'après (3.1) et (3.12). On en tire que �e est un p�le d'ordre 1 et demultipliité �nie de K(n��) si n��e =2 Z2+ alors que 'est une valeur régulière de K(n��)si n � �e 2 Z2+ (le p�le de S(�) est tué par le fateur Gamma). On onlut don que eS(�)est méromorphe-�nie dans f<(�) < n2 g n Z1� et d'après la Proposition 3.4, il en va de mêmepour R(�).En utilisant maintenant la Proposition 3.4, on obtient que R(�) est méromorphe-�niesur ON si et seulement si les points de Z1� \ ON sont des p�les de rang polaire total �ni deeS(n � �), 'est-à-dire si et seulement si les points de Z1+ \ (n � ON ) sont des p�les de rangpolaire total �ni de K(�). On montre don le lemme suivant qui déoule des résultats deR.Graham et M.Zworski [12℄ :Lemme 3.7. Soit k 2 N, (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique et g paire moduloO(x2k+1) que l'on érit dans un ollier U := (0; �)� � �X sous la formeg = x�2 dx2 + kXi=0 h2ix2i + h2k+1x2k+1 +O(x2k+2)! (3.28)ave (h2i)i=0;:::;k et h2k+1 des tenseurs symétriques sur � �X. Alors pour j = 0; : : : ; k + 1 lespoints �2j+1 = n+12 + j sont au plus des p�les d'ordre 1 de S(�) dont le résidu estRes�jS(�) = ��2j+1 ; j = 0; : : : ; k � 1Res�2k+1S(�) = ��2k+1 � (n� �2k+1)4 Tr(h�10 h2k+1) (3.29)Res�2k+3S(�) = ��2k+3 � p2k+3où ��2j+1 est dé�ni par son noyau de Shwartz en (3.17), h�10 est la métrique induite par h0sur T �� �X et p2k+3 est un opérateur di�érentiel d'ordre 2 sur � �X dont le symbole prinipals'annule seulement si (2� n(n� �2k+1))Tr(h�10 h2k+1) = 0 (3.30)Preuve : rappelons dans un premier temps que pour m 2 � �X les tenseurs hi(m) sontonsidérés omme des matries symétriques dans Rn via le produit salaire anonique dansla arte, 'est en e sens là qu'il faut omprendre Tr(h�10 h2k+1) et e terme est exatement latrae de l'opérateur linéaire assoié à h2k+1 via h0. Reprenons la onstrution de l'opérateurde Poisson selon [12℄, disutée dans la sous-partie 3.1. Dans le ollier U on a les relations(�g � �(n� �))xn�� = xn��D�59



D� := �x2�2x+�2�� n� 1� x2Tr(h�1(x)�xh(x))� x�x� (n� �)x2 Tr(h�1(x)�xh(x))+x2�h(x)et pour f 2 C1(� �X), D�(fxj) = j(2�� n� j)fxj + xjG(� � j)f(G(z)f)(x; y) := x2�h(x)f(y)� (n� z)x2 Tr(h�1(x)�xh(x))f(y)On onstruit les fontions Fj 2 C1( �X) (pour j � 0) et fj 2 C1(� �X) (pour j � 1) par laformule de réurreneF0 = f0; fj = �(x�jD�(Fj�1))jx=0j(2�� n� j) ; Fj = Fj�1 + fjxj ; j � 1 (3.31)On peut érire les fj sous la forme fj = pj;�f0où pj;� est un opérateur di�érentiel sur � �X. Les résidus de S(�) sont donnés par 3.1 et ilbous faut par onséquent aluler les résidus de p2j+1;� en �2j+1.On notera par onvention Dk l'ensemble des opérateurs di�érentiels d'ordre k sur � �X etpar abus de notation Dk désignera aussi tout opérateur di�érentiel d'ordre k sur � �X donton n'a pas besoin de onnaître l'expression expliite. Posons maintenantK := Tr(h�10 h2k+1)Dans le développement de Taylor de G(z) en x = 0, on utilise l'hypothèse (3.28) et onregroupe les puissanes paires de x dans G2(z) et les puissanes impaires dans G1(z), on adon G(z) = G1(z) +G2(z) aveG1(z) = �x2k+1 (n� z)(2k + 1)2 K + x2k+3Q+O(x2k+5) (3.32)G2(z) = x2�h0 + x2D0 +O(x4) (3.33)Q 2 D2; �0(Q)(�) = �hh�10 h2k+1h�10 �; �ioù �0(Q) désigne le symbole prinipal de Q. Une première appliation est que pour toutf 2 C1(� �X) D�(x2jf) est paire modulo O(x2k+2j+1) (3.34)Montrons par réurrene que Fj est paire en x pour j = 0; : : : ; 2k. F0 est paire, supposonsmaintenant que Fj�1 est paire pour j � 2k � 1. Si j est pair, (3.31) implique alors triviale-ment que Fj est paire. D'autre part, Fj�1 étant paire, (3.34) prouve que D�(Fj�1) est pairemodulo O(x2k+1). Si j est impair, x�jD�(Fj�1) est alors impaire modulo O(x2k+1�j ) dons'annule en x = 0 puisque 2k + 1 � j � 2 par hypothèse sur j. Des dé�nitions de fj et Fjen (3.6) on obtient �nalement que fj = 0 et que Fj = Fj�1 est paire. On en déduit quep2l+1;� = p2l+1 = 0 si l � k � 1.En e qui onerne f2k+1, la remarque (3.34) montre que le oe�ient d'ordre 2k + 1 deD�F2k est exatement le oe�ient d'ordre 2k + 1 de D�f0, à savoir� (n� �)(2k + 1)2 Kx2k+1f060



Par onséquent p2k+1;� = 14 (n� �)(�� �2k+1)�1K et son résidu en �2k+1 vautp2k+1 = (n� �2k+1)4 Ke qui prouve (3.29).Conernant le terme p2k+3;�, on ne va s'intéresser qu'à son symbole prinipal. Pourobtenir f2k+3, il nous faut évaluer le fateur devant x2k+3 dans D�(P2k+2i=0 xifi). Mais enremarquant que f2l+1 = 0 pour l < k et en utilisant (3.34), on voit que les seuls termes ayantune puissane de x2k+3 non nulle dans D�(F2k+2) proviennent de D�fi où i 2 f0; 2; 2k+1g.Considérons don les trois as. D'après (3.32), le terme d'ordre x2k+3 de D�f0 estQf0x2k+3De même elui de D�f2 est�12(n� �+ 2)(2k + 1)Kf2x2k+3 = (n� �+ 2)(2k + 1)4(2�� n� 2) K(�h0 +D0)f0x2k+3En�n pour D�f2k+1, le terme d'ordre x2k+3 provient de x2k+1G2(��2k�1)f2k+1, 'est don(�h0 +D0)f2k+1x2k+3 = (n� �)4(�� �2k+1) (�h0 +D0)Kf0On obtient alorsf2k+3 = �(�� �2k+3)�12(2k + 3) �Q+ (n� �+ 2)(2k + 1)4(2�� n� 2) K�h0 + (n� �)4(�� �2k+1)�h0K +D0� f0Ensuite on prend le résidu en �2k+3 de ette expression et on trouvep2k+3 = � 12(2k + 3) �Q+ (n� �2k+1)2 K�h0 +D1�et opérateur a don pour symbole prinipal�0(p2k+3)(�) = � 12(2k + 3) ��h�10 h2k+1h�10 � + (n� �2k+1)2 Kh�10 �; �� (3.35)Si �0(p2k+3) = 0 on a h�10 h2k+1 � (n� �2k+1)2 K = 0don en prenant la trae de ette expression on trouve (3.30). �Si g est paire modulo O(x2k+1), le résidu de S(�) en �2j+1 est de rang �ni pour j =0; : : : ; k � 1 d'après le Lemme 3.7, don ça reste vrai pour eS(�) et la Proposition 3.4 prouvealors R(�) est méromorphe-�nie au voisinage des points (n� �2j+1)j=0;:::;k�1.Réiproquement, si R(�) est méromorphe-�nie près de es points (ave k � 2), la Propo-sition 3.4 nous dit que eS(�) est méromorphe-�nie au voisinage des points (�2j+1)j=0;:::;k�1.Supposons que g soit paire modulo O(x2l+1) ave l � k � 2. Les résidus de eS(�) en�2l+1 et �2l+3 doivent alors être de rang �ni. Or d'après le Lemme 3.7, ei implique que(n��2l+1)Tr(h�10 h2l+1) = 0 et (2�n(n��2l+1))Tr(h�10 h2l+1) = 0, don que Tr(h�10 h2l+1) =0. Reprenant alors l'expression du symbole prinipal de p2l+3 dans (3.35), on déduit queh2l+1 = 0 et don que g est paire modulo O(x2l+3). Puisque g est paire modulo O(x), uneréurrene évidente montre que g est paire modulo O(x2k�1) et la Proposition 3.5 est dé-montrée. �61



3.4 Singularités essentielles de la résolvanteEn utilisant le Lemme 3.7 on va montrer qu'il existe des métriques asymptotiquement hy-perboliques telles que le résidu de eS(�) en �2k+1 soit un opérateur injetif (ou de noyau dedimension �nie). D'après le Lemme A.2, ei implique que eS�1(�) a une singularité essentielleen �2k+1.Proposition 3.8. Soit k 2 N0 et (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique pairemodulo O(x2k+1) que l'on érit sous la forme (3.28). Si k 6= n�12 et simesfTr(h�10 h2k+1) = 0g = 0 (3.36)alors n� �2k+1 = n�12 � k est une singularité essentielle de R(�).Preuve : il s'agit simplement de ombiner les Lemmes 3.7 et A.2 et remarquer que pourtout R � 0 la multipliation par une fontion lisse sur HR(� �X) est injetive si l'ensembledes zéros de la fontion est de mesure nulle. Pour montrer que le résidu de eS(�) en �2k+1 aun noyau de dimension �nie, on utilise que la somme d'un opérateur borné injetif et d'unopérateur borné de rang �ni a un noyau de dimension �nie. On onlut ave la Proposition3.4 pour passer de eS(�) à R(�). �Pour k = 0, m(x; g) := (2n)�1Tr(h�10 h1) est exatement la ourbure moyenne de � �X dans( �X; x2g), 'est une fontion lisse sur � �X dépendant de x. Cependant elle peut être dé�niede manière invariante omme une setion lisse m(g) du �bré onormal jN�� �Xj. C'est-à-dire qu'un hangement de fontion qui dé�nit le bord t = e!x (ave ! 2 C1( �X)) donnem(t; g) = e�!0m(x; g) où !0 := !j� �X . Si la ourbure moyenne est presque partout non nulleet n 6= 1, la Proposition 3.8 montre que n�12 est une singularité essentielle de R(�).Soit Mah(X) l'espae des métriques asymptotiquement hyperboliques sur X . Si x0 estune fontion qui dé�nit le bord, l'appliation� Mah(X) ! fG 2 C1( �X;S2+(T � �X)); jdx0jG = 1 sur � �Xgg ! x20gest bijetive et on identi�era es deux espaes. Mah(X) hérite alors sa topologie C1 deelle de C1( �X;T � �X 
 T � �X) qui est dé�nie omme d'habitude par des semi-normes (Ni)i2Nmesurant les dérivées des tenseurs ( �X est ompat). Il n'est pas di�ile de voir que laourbure moyenne m(:) est ontinue de Mah(X) dans C1(� �X; jN�� �Xj).Théorème 3.9. Soit �X une variété ompate à bord de dimension n+1 > 2. Alors l'ensembledes métriques de Mah(X) pour lesquelles n�12 est une singularité essentielle de R(�) ontientun ouvert dense de Mah(X).Preuve: d'après le théoreme de Thom, l'ensemble des fontions de Morse sur � �X est ouvertet dense dans C1(� �X) et il en va de même pour les setions de Morse de C1(� �X; jN�� �Xj).On note alors V e sous-ensemble de C1(� �X; jN�� �Xj). Si s 2 V il est lair que mes(s�1(0)) =0, don m�1(V ) est un ensemble ouvert de Mah(X) ontenant l'ensemble des métriques deMah(X) telles que R(�) a une singularité essentielle en n�12 . Il reste à montrer que m�1(V )est dense dans Mah(X).On véri�e d'abord que m(:) est surjetive. Soit g0 2 Mah(X) que l'on érit sous formemodèle g0 = x�2(dx2 + h0 + h1x+O(x2))ave x 2 Zg(� �X). Soit g�;' := g0 + x�1h0'�(��1x) (3.37)62



ave � > 0, ' 2 C1(� �X) et � 2 C10 ([0; 2℄) telle que �(t) = 1 si t � 12 et �(t) = 0 si t � 1.g�;' est une métrique asymptotiquement hyperbolique si � est hoisi su�samment petit (maisdépendant de sup� �X j'j). En fait, � peut être pris indépendant de ' si j'j � 1, on le notera�0. On a don m(g�;') = m(g0) + 'jdxjet haque setion f jdxj de C1(� �X; jN�� �Xj) sérit m(g�;') en prenant ' := f �m(g0)jdxj�1(ave la notation (3.37)).Soit g0 2 Mah(X),  0 := m(g0), �0 de�ni omme avant et B(g0) := \i2IBi(g0; ri) uneintersetion �nie dans Mah(X) de `semi-boules ouvertes' entrées en g0 de rayon ri pourles semi-normes Ni. Soit I0 le plus grand nombre de dérivées de la métrique mesuréespar les semi-normes (Ni)i2I . Puisque V est dense dans C1(� �X; jN�� �Xj), on peut trou-ver une setion de Morse s dans tout voisinage ouvert W ( 0) de  0. On prend alors pourW ( 0) une intersetion �nie de `semi-boules ouvertes' entrées en  0 pour des semi-normesde C1(� �X; jN�� �Xj) qui ontr�lent les I0 premières dérivées des setions sur � �X. Les rayonsde es semi-boules peuvent être hoisis su�samment petits (dépendant des (ri)i2I ) tels quepour toute setion s 2 W ( 0) le tenseur g�0;' de�ni dans (3.37) ave ' := (s �  0)jdxj�1soit dans B(g0). Il est lair que g�0;' est une métrique puisque nous sommes dans le as oùsup� �X j'j est petit (on peut don supposer j'j � 1). Puisque m(g�0;') = s, il existe unemétrique dans m�1(V ) \ B(g0). On onlut que m�1(V ) est dense dans Mah(X). �Conernant n��2k+1 = n�12 � k ave k > 0, le même résultat tient si l'on se restreint ausous-espae de Mah(X) des métriques paires modulo O(x2k+1), ei en utilisant le alul desrésidus de S(�) en �2k+1 dans le Lemme 3.7 et les mêmes arguments que pour k = 0.Remarque: supposons que � �X soit onnexe et qu'il existe un voisinage analytique de � �Xdans �X, on peut alors prendre un fontion x dé�nissant le bord qui est analytique près de� �X. Si x2g est analytique pour une métrique g 2Mah(X), alors m(g) est analytique sur � �Xet mes(fm(g) = 0g) > 0 () m(g) = 0Si n � 2 et m(g) n'est pas identiquement nul, n� �1 = n�12 est une singularité essntielle deR(�) en utilisant la Proposition 3.8. D'un autre �té si m(g) = 0, les arguments préedantle Lemme 3.7 prouvent que R(�) est méromorphe-�nie près de n � �1. Par onséquent onobtient queR(�) est méromorphe près de n� 12 () � �X est minimale dans ( �X; x2g)la minimalité de � �X ne dépendant pas du hoix de x.Un as partiulier: supposons que n = 1, que g 2 Mah(X) est analytique près de � �Xave � �X onnexe. Alors S(�) est holomorphe en �1 = 1 d'après le Lemme 3.7 et le fait que0 =2 �pp(�g). De plus, il existe une fontion analytique près de � �X qui dé�nit le bord telleque x2g = dx2 + 1Xi=0 hixi; hi 2 C1(� �X;S2(T �� �X)) (3.38)près de � �X. Si g est paire modulo O(x2k+1) ave k � 1, la remarque préédente et le Lemme3.7 impliquent que R(�) est méromorphe sur C n[i>kfn��2i+1g si et seulement si h2k+1 = 0.Si on onsidère l'espae des métriques paires modulo O(x3) (i.e. telles que � �X soit géodesiquede ( �X; x2g)) on obtient par réurrene que R(�) est meromorphe si et seulement si g est paireet dans e as les p�les sont de multipliité �nie.63



3.5 Exemples ave point d'aumulation de résonanesAvant d'expliiter l'exemple, il est utile de remarquer que l'on peut failement onstruire unevariété asymptotiquement hyperbolique telle que (3.29) soit une onstante non nulle. Danse as le Lemme 3.7 implique que S(�) a un p�le de multipliité in�nie en �k = n+12 +k dontle résidu est une onstante non nulle. Après `renormalisátion', S(�) s'érit don près de �ksous la forme eS(�) = 1 + k��1�2k�� �k +H(�)ave k 6= 0 et H(�) holomorphe ompat. Si (�j)j2N est une base orthonormée de veteurspropres de � sur L2(� �X) assoiés aux valeurs propres (�j)j2N, H(�)�j onverge fortementvers 0 quand j !1, don à j �xé assez grand, H(�)�j devient négligeable dans l'expressionde eS(�)�j pour � prohe de �k. Si H(�) était nul, on auraiteS(�)�1 =Xj2N �� �k�� �k + k��1�2k �jh:; �jiAutrement dit, la famille d'opérateurs (1 + k ��1�2k���k )�1 a une suite de p�les zj = �k �k��1�2kj qui tend vers �k. La lé pour ontr�ler la `petite' perturbationH(�) sera d'appliquerle théorème de Rouhé.Proposition 3.10. Pour tout k 2 N0 tel que k 6= n�12 , il existe une variété asymptotiquementhyperbolique de dimension n + 1 telle que le prolongement (3.26) ait une suite de p�les quionvergent vers n�12 � k.Preuve : montrons que les singularités Z1� peuvent être limite d'une suite de résonanes.Pour ela on se donne k 2 N0 véri�ant 2k 6= n � 1 et le ollier U := (0; 2) � Sn muni de lamétrique g := x�2(dx2 + d(x)h0)d(x) := �1� x24 �2 + �(x)x2k+1où h0 := gSn est la métrique anonique sur Sn, puis � 2 C1([0; 2℄) une fontion positive telleque �(x) = 1 pour x 2 [0; 12 ℄ et �(x) = 0 pour x 2 [1; 2℄. Soit Bn+1 := fm 2 Rn+1 ; jmj < 1get le di�éomorphisme Sn � (0; 2) ! �1 Bn+1 n f0g(!; x) ! 2� x2 + x!On véri�e aisément que  �g peut être prolongée à Bn+1 de manière lisse ('est la métriquehyperbolique 4jdmj2(1 � jmj2)�2 sur fjmj � 13g). On note don (X;G) la variété asympto-tiquement hyperbolique obtenue, qui véri�e bien les hypothèses (3.28) : il s'agit en fait deH n+1 perturbé par un O(x2k+1) près du bord.On obtient alors Tr(h�10 h2k+1) = net don sur le ollier U l'expression du laplaien�g = �x2�2x + (n� 1)x�x + x2d(x)�h0 � n2 d0(x)d(x) x2�x64



Le Lemme 3.7 nous donne que l'opérateur de di�usion S(�) assoié à �G a un p�le d'ordre1 en �k de résidu Res�kS(�) = �n(n� �k)4 + ��k (3.39)où ��k est un opérateur de rang �ni sur L2(Sn) dont on peut détailler la struture��k = mXl=1 'l 
 'l; 'l 2 C1(Sn) � L2(Sn)Soit (vj)j2N0 les valeurs propres de�h0 (répétées ave multipliité) et (�j)j2N0 les veteurspropres orthonormés assoiés. Etant donné que G est une métrique radiale sur Bn+1, lelaplaien sur ette variété se déompose en une somme direte�G �= Mj2N0 Pj ; Pj := �x2�2x + (n� 1)x�x + x2d(x)vj � n2 d0(x)d(x) x2�xsur L2(X; dvolG) �= l2�N0 ; L2�(0; 2℄; d(x)n2xn+1 dx��ave ondition de Dirihlet singulière en x = 2. On en déduit que la résolvante et l'opérateurde di�usion se déomposent en une somme direteR(�) = Mj2N0(Pj � �(n� �))�1; S(�) =Mj2N0 Sj(�)Rappelons d'autre part que l'expression du symbole prinipal de S(�) en (3.13) nous permetde fatoriser (n� �)���+n2 S(�)���+n2 = 1 +K(�)aveK(�) une famille méromorphe d'opérateurs ompats sur L2(Sn). Etant donnée l'expressiondu résidu (3.39), on obtient pour � dans un voisinage Vk de �k1 +K(�) = 1 + K�k�� �k +H(�)K�k :=  (n� �k)��n(n� �k)4 ��1�2k +�� 12�k��k�� 12�k�H(�) 2 Hol(Vk;L(L2(Sn); H1��(Sn))); 8� > 0 (3.40)En utilisant la déomposition de S(�) sur les modes de Fourier de Sn, on aK(�)�j = Kj(�)�j ; Kj(�) := hK(�)�j ; �jiH(�)�j = Hj(�)�j ; Hj(�) := hH(�)�j ; �jiave Hj(�) holomorphe sur Vk, et véri�ant sur VkjHj(�)j � jh�� 12� 12H(�)�j ; �jij� jj� 12H(�)�j jj� 12j � C� 12joù �j := (1 + vj)� 12 onverge vers 0 quand j ! 1. Notons que (3.40) et la majoration dejj� 12H(�)jj sont une simple onséquene de (3.18).65



De même ��k laisse invariant C �j et on a��k�j = �j�j ; �j := h��k�j ; �ji = mXl=1h'l; �jih�j ; �'li !j!1 0On en déduit que 1 +Kj(�) = 1 + mk�� �k �1+2kj +Hj(�)mk :=  (n� �k) �n(n� �k)4 + �j�Remarquons que si k > n�12 , ��k = 0 puisque �k(n � �k) = n24 � ( 12 + k)2 =2 �pp(�G). Onvéri�e que si �j = 0 alors mk 6= 0, don il existe J 2 N tel que pour j � J on ait mk 6= 0puisque �j ! 0 quand j ! 1. Ainsi on obtient l'expression expliite de l'inverse de Sj(�)pour j � J et � 2 VkSj(�)�1 = (n� �)�2��nj �� �k(�� �k)(1 +Hj(�)) +mk�1+2kjà ondition que le dénominateur existe.Choisisons �0 > 0 tel que le disque de entre �k et de rayon �0 soit inlus dans Vk etposons zj := �k �mk�1+2kj . Il existe un entier J0 � J tel que le erle C(zj ; �02 ) de entre zjet de rayon �02 soit inlus dans Vk puisque zj ! �k quand j ! 1. Quitte à hanger J0, onpeut aussi supposer que jmkj�1+2kj � �0. Posons alors� = jzj � �k j2 = jmkj�1+2kj2et les deux fontions holomorphes dans Vkf(�) = �� zj = �� �k +mk�1+2kj ; g(�) = (� � �k)Hj(�)f(�) a pour unique zéro zj , et on a sur le erle C(zj ; �) de entre zj de rayon �jf(�)j = �; 8� 2 C(zj ; �)jg(�)j � (jmkj�1+2kj + �)jHj(�)j � C� 12j �; 8� 2 C(zj ; �)On en déduit qu'il existe un rang J1 � J0 tel que pour j � J1jg(�)j < jf(�)j; 8� 2 C(zj ; �)e qui nous assure par le théorème de Rouhé que f + g a exatement un zéro dans le disquebordé par C(zj ; �). Or (f + g)(�k) = mk�1+2kj 6= 0 don Sj(�)�1 a un unique p�le dans ledisque bordé par C(zj ; �) et S(�)�1 a une suite de p�les qui onverge vers �k. Par la formuled'inversion S(n��) = S(�)�1, on en déduit qu'il existe une suite de résonanes qui onvergevers n�12 � k. �
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3.6 Un résultat inverseDans ette sous-partie, on exploite le alul des résidus de S(�) sur 12 (n+ N) pour montrerque l'ensemble de es résidus détermine le développement de Taylor de la métrique x2g.Joshi-Sa Barreto [19℄ ont étudié la di�usion inverse sur les variétés asymptotiquementhyperboliques et ils montrent notamment que le développement de Taylor de x2g sur � �Xpeut être retrouvé à partir du développement omplet du symbole (loal) de l'opérateurpseudo-di�érentiel S(�) à une energie �xée � 2 C n (Rg [ n�Z2 ). Tout d'abord il est lair,d'après (3.16), que le résidu de S(�) en n+k2 dépend seulement des k premiers jets de x2g sur� �X et e résidu ne peut don pas déterminer le développement de Taylor de x2g en x = 0.Par ontre on va montrer que l'ensemble des résidus (Resn+k2 S(�))k2N le détermine.Proposition 3.11. Soit �X = X [� �X une variété lisse ompate à bord de dimension n+1,x une fontion dé�nissant le bord et g1, g2 deux métriques asymptotiquement hyperboliquessur X. On pose S1(�), S2(�) les opérateurs de di�usion assoiés à g1 et g2 dé�nis à partirde la fontion x. Si il existe l 2 N0 tel queResn=2+k=2S1(�) �Resn=2+k=2S2(�) = 0; 1 � k � l + 2 (3.41)alors x2(g1 � g2) = O(xl+1).Preuve : dans [12℄ il est montré dans [12℄ que �0(Res�2Si(�)) = �2�2�0(�hi0) où hi0 =x2gij� �X et l'hypothèse (3.41) implique que g1 et g2 ont le même in�ni onforme. Il existedon une fontion t 2 Zg(� �X) telle que pour i = 1; 2gi = dx2 + hi(x; y; dy)x2 ; h10 = h20dans un ollier U = (0; �) � � �X près du bord. Comme avant, hi(x) := hi(x; y; dy) seraonsidéré omme une famille de métriques sur � �X.Reprenons la onstrution et les notations introduites dans la partie 3.1 en y ajoutantl'indie �i assoié à la métrique gi.Supposons alors que h1(x) � h2(x) = xlhl +O(xl+1); l � 1ave hl un tenseur symétrique sur � �X. On remarque alors que �g1 � �g2 = O(xl) donD1� �D2� = O(xl) et D2�(F 1l�1) = (�D1� +D2�)F 1l�1 +D1�F 1l�1 = O(xl)Puisque F il�1 est déterminé de manière unique modulo O(xl) pour � =2 12 (n� N), on déduitque F 1l�1 = F 2l�1. Rappelons quef1l � f2l = � (D1� �D2�)F 1l�1l(2�� n� l)xl jx=0On va seulement étudier les symboles prinipaux des résidus de Si(�), on note don par Djtout opérateur di�érentiel d'ordre j sur � �X que l'on n'a pas besoin de aluler expliitement.Il est faile de voir queG1(z)�G2(z) = �xl (n� z)l2 Tl + xl+1D0 + xl+2Q+O(xl+3)67



Tl := Tr(h�10 hl)où Q est un opérateur di�érentiel sur � �X ayant pour symbole prinipal�0(Q)(�) = �hh�10 hlh�10 �; �iEn utilisant (3.5) on obtientf1l � f2l = �Pl�1j=0 xj(G1(� � j)�G2(�� j))f1j2l(�� �l)xl jx=0 = (n� �)Tlf04(�� �l)et (3.16) montre que Res�l(S1(�)� S2(�)) = �n� l8 Tl +�1�l ��2�l (3.42)On observe que D1�F 1l �D2�F 2l = (D1� �D2�)F 1l +D2�(f1l xl � f2l xl)et son terme d'ordre xl+1 est donné par D0f0 +D0f11 +D0(f1l � f2l ), donf1l+1 � f2l+1 = D0f0puisque f11 ; f1l � f2l sont des termes d'ordre 0 en f0. De même on aD1�F 1l+1 �D2�F 2l+1 = (D1� �D2�)F 1l+1 +D2�((f1l � f2l )xl + (f1l+1 � f2l+1)xl+1)et son terme d'ordre xl+2 est donné parQf0 +D0f11 � (n� �+ 2)l2 Tlf12 +D0(f1l+1 � f2l+1) + �h0(f1l � f2l )e qui impliquef1l+2 � f2l+2 = �12(l+ 2)(�� �l+1) �Q+ l(n� �+ 2)4(2�� n� 2)Tl�h0 + n� �4(�� �l)�h0Tl +D0� f0en rappelant que f12 = �(2(2�� n� 2))�1(�h0 +D0)f0 et f11 = D0f0. On onlut quep1l+2 � p2l+2 = �12(l + 2) �Q+ n� l4 T�h0 +D1�et le résidu de S1(�) � S2(�) en �l+2 a pour symbole prinipal�0 �Res�l+2(S1(�)� S2(�))� = �12(l + 2) ��h�10 hlh�10 � + (n� l)4 Tlh�10 �; �� (3.43)Si (3.42) et (3.43) sont nuls, on trouve alors que(4� n(n� l))Tl = 0; (n� l)Tl = 0en prenant la trae de (3.43) et en notant que �i�l sont des opérateurs régularisants. Ceiprouve que T = 0 et don que hl = 0 d'après (3.43). Une réurrene évidente omplète ladémonstration. �68
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4 Une formule de multipliitéLe propos de ette partie est de donner une preuve direte et un peu plus générale du résultatde Borthwik et Perry [4℄ onernant l'équivalene entre multipliité des résonanes et desp�les de di�usion, notamment dans le but de traiter les points de 12 (n�N) que leur méthodeexlut. Le prinipe de leur démonstration est d'étudier le as d'un p�le simple (un p�led'ordre 1 et de multipliité 1) et d'utiliser la théorie de perturbation introduite par Agmon[1℄ pour `élater' les p�les multiples en p�les simples. On hoisira plut�t la méthode deGuillopé-Zworski [16℄ qui fait intervenir essentiellement les résultats de Gohberg et Sigal[10℄, la représentation de S(�) par son noyau (3.11) et la formule de Green (3.20).4.1 Lemmes préliminairesPour simpli�er les notations, on posera dorénavant z(�) = �(n � �) la fontion holormor-phiquement inversible de <(�) < n2 dans C n [n24 ;1) et z0(�) sa dérivée. Les rappels etnotations assoiés à l'artile de Gohberg-Sigal [10℄ sont donnés dans l'annexe A.3, ainsi queles dé�nitions des multipliités m�0 et N�0 dont on va se servir.Pour étudier les p�les de R(�) dans f<(�) < n2 g, on utilise les lemmes 2.4 et 2.11 de [16℄pour montrer leLemme 4.1. Soit �0 2 R et N tel que n2 > <(�0) > n2 �N , alors dans un voisinage V�0 de�0 on a la fatoristaionR(�) = t�F1(�)0� mXj=1(z(�)� z(�0))kjPj1AF2(�)� +H(�); (4.1)ave m 2 N, k1; : : : km 2 �N,H(�) 2 Hol(V�0 ;L(xNL2(X); x�NL2(X))); Fi(�) 2 Hol(V�0 ;L(C q ));où q = �Pmj=1 kj = m�0(z0(�)R(�)) est la multipliité de la résonane �0, (Pj)j=1;:::;m sontdes projeteurs orthogonaux sur C q tels que PiPj = ÆijPj et rang(Pj) = 1, puis � est dé�niepar � : � H0N ! C qf ! (( l; f))l=1;:::;q( l)l=1;:::;q étant une base de ImA ave A := Res�0(z0(�)R(�)). De plus, on aIm(A) � p�1Xj=0 x�0 logj(x)C1( �X;� 120 ) (4.2)ave p l'ordre du p�le �0 de R(�).Preuve : il su�t de reprendre les lemmes 2.4 et 2.11 de [16℄ à la di�érene que l'on fatorisela résolvante et non pas l'opérateur de di�usion. Les arguments utilisés sont essentiellementque la partie singulière de R(�) s'exprime sous la forme��0(R(�)) = ��0  pXi=1 (�g � z(�0))i�1A(z(�)� z(�0))i !70



et que (�g � z(�0))jImA est un endomorphisme p-nilpotent dont la matrie peut don êtremise sous forme de Jordan. Rappelons que par régularité elliptique, les éléments de ImA sontlisses dans X .Pour étudier la struture des noyaux de Shwartz aj de Aj , on dé�nit d'abord l'opérateureR(�) := x��+n2 R(�)x��+n2 (4.3)dans un disque D(�0; �) entré en �0 de rayon �. Si � est hoisi assez petit, eR(�) est méromor-phe dans e disque à valeurs dans L(H02�;H0�2�) et �0 en est le seul p�le. Si v�0(R(�)) = palors 'est aussi un p�le d'ordre p de eR(�). Le noyau de Shwartz er(�) = (xx0)��+n2 r(�) deeR(�) est méromorphe et sa partie singulière en �0 est elle de(xx0)��+n2 (r1(�) + r2(�)) 2 (xx0)n2 C1( �X � �X nB;� 120 )ave B la diagonale du bord (2.1) et ri(�) dé�nis dans le Théorème 2.6. On a don dans V�0��0( eR(�)) = �1Xj=�pBj(�� �0)j (4.4)où Bj 2 L(H02�;H0�2�) a pour noyau de Shwartzbj = 12�i ZC(�0; �2 ) (xx0)��+n2 (r1(�) + r2(�))(�� �0)j+1 d�et C(�0; �2 ) est le erle de entre �0 et de rayon �2 . La preuve de la Proposition 3.4 montreque l'on peut érire le noyau de Shwartz bj de Bj sous la formebj(x; y; x0; y0) = rjXk=1 jk(x; y)'jk(x0; y0) ����dxdydx0dy0xn+1x0n+1 ���� 12 ;  jk; 'jk 2 xn2 C1( �X)dimVetf'jk; k = 1; : : : ; rjg = dimVetf jk; k = 1; : : : ; rjg = rj = rangBj ;Maintenant on observe que x��n2 a pour développement de Taylor en �0x��n2 = x�0�n2 p�1Xj=0 logj(x) (� � �0)jj! +O((� � �0)p)au sens des opérateurs de L(H0N ;H02�) et de L(H0�2�;H0�N) et don que z0(�)R(�) a un résiduA véri�ant Im(A) � p�1Xj=0 x�0 logj(x)C1( �X;� 120 )e qui omplète la preuve. �En utilisant le Lemme 4.1 et (3.12), on obtient alors leLemme 4.2. Soit �0 2 f<(�) < n2 g un p�le de S(�). Ave les notations du Lemme 4.1, ona la déomposition suivante près de �0S(�) = (2�� n)t�℄F1(�)0� mXj=1(z(�)� z(�0))kjPj1AF2(�)�℄ +H℄(�) (4.5)ave H℄(�) 2 Hol(V�0 ;L(L2(� �X;� 12 ))) et �℄(�) 2 Hol(V�0 ;L(L2(� �X;� 12 )); C q ).71



Preuve : eR(�) étant dé�ni en (4.3), la preuve du Lemme 4.1 montre que la partie singulièrede eR(�) en �0 a un noyau de Shwartz ��0(er(�)) véri�ant��0(er(�)) 2 (xx0)n2 C1( �X � �X;� 120 ) (4.6)Soit �(�) :=Pp�1i=0 (���0)ii! did�i (�x��+n2 )j�=�0 au sens des opérateurs de L(H02�; C q ) :�(�) : ( H02� ! C qf ! �Pp�1j=0 (�0��)jj! (logj(x)x��0+n2  l; f)�l=1;:::;qet le Lemme 4.1 implique que��0 ( eR(�)) = ��0 0�t�(�)F1(�)� mXj=1(z(�)� z(�0))kjPj�F2(�)�(�)1A (4.7)Soit C := P�1j=�p Im(Bj) ave Bj les operateurs de�nis en (4.4) et soit �C la projetionorthogonale de x�2�L2(X) sur C. On multiplie (4.7) à gauhe par �C et à droite par t�C((C q )� = C q ave l'identi�ation anonique) et en utilisant que ��0( eR(�)) est symétrique(puisque tR(�) = R(�)) on deduit que (4.7) est véri�ée si �(�) est remplaée par8<: x2�L2( �X;� 120 ) ! C qf ! �Pp�1j=0 (�0��)jj! h�C(logj(x)x��0+n2  l); fi�l=1;:::;qde sorte que les termes logarithmiques disparaissent. Finalement, on peut utiliser la représen-tation de S(�) par son noyau de Shwartz (3.12) et on obtient��0 (S(�)) = ��0 0�(2�� n)t�℄(�)F1(�)� mXj=1(z(�)� z(�0))kjPj�F2(�)�℄(�)1Aave�℄(�) : ( L2(� �X;� 12 ) ! C qf ! �Pp�1j=0 (�0��)jj! h�C(logj(x)x��0+n2  l)j� �X ; fi�l=1;:::;q ;e qui termine la preuve. �De e lemme, on déduit leCorollaire 4.3. Si �0 2 f<(�) < n2 g est un p�le de S(�), 'est un p�le de R(�) tel quem�0(z0(�)R(�)) � N�0�(n� �)eS(n� �)� (4.8)ave N�0 la multipliité d'annulation dé�nie en (A.6).Preuve : on peut d'abord réerire (4.5) sous la forme(�)eS(�) = F3(�)� mXj=1(z(�)� z(�0))kjPj�F4(�) + eH℄(�)72



F3(�) := (2�� n)���+n2 t�℄(�)F1(�); F4(�) := F2(�)�℄(�)���+n2eH℄(�) := (2�� n)���+n2H℄(�)���+n2Supposons que les kj soient rangés par ordre roissant et soit ('(j)0 )j=1;:::;M un système anon-ique de veteurs propres de (n��)eS(n��) en �0 ave (rj)j=1;:::;M les multipliités partiellesd'annulation assoiées, rangées par ordre déroissant (notons qu'un système anonique estdeduit de elui de eS(n� �)). Montrons que M � m, puis par réurrene que rj � �kj pourtout j = 1; : : : ;M .Si '(j)(�) est une fontion raine de (n� �)eS(n� �) en �0 orrespondant à '(j)0 , alors(n� �)eS(n� �)'(j)(�) = (z(�)� z(�0))rj�(j)(�)ave �(j)(�0) 6= 0 don en faisant tendre � vers �0 dans'(j)(�) = mXl=1(z(�)� z(�0))rj+klF3(�)PlF4(�)�(j)(�) + (z(�)� z(�0))rj eH℄(�)�(j)(�)on trouve que r1 � �k1 et que '(j)0 est dans l'espae vetorielEj := VetfF3(�0)PlF4(�0)L2(� �X;� 12 ); rj � �klgDe plus, l'ordre sur (rj)j=1;:::;M implique que Ej � EM pour tout j = 1; : : : ;M maisdimEM � m puisque Pl est de rang 1, on a don néessairement M � m ar les '(j)0 sontindépendants par hypothèse. Maintenant soit j � M et supposons que ri � �ki pour touti � j. Notons d'abord que Ej � Ej+1 puisque rj+1 � rj . Si rj+1 > �kj+1, alors Ej = Ej+1et 'est un espae de dimension j qui ontient les veteurs indépendants '(1)0 ; : : : ; '(j+1)0 ,don 'est impossible. On en onlut que rj+1 � �kj+1 et �nalement queN�0�(n� �)eS(n� �)� = MXj=1 rj � � mXl=1 kl = q = m�0(z0(�)R(�))et le orollaire est démontré. �Lemme 4.4. Soit �0 2 f<(�) < n2 g un p�le de R(�) de multipliité �nie. Si �0(n � �0) =2�pp(�g) ou �0 =2 12 (n� N), alors �0 est un p�le de S(�) tel quem�0(z0(�)R(�)) � N�0�(n� �)eS(n� �)�Preuve : supposons d'abord que �0 ne soit pas p�le de (�) (i.e. �0 =2 Z2�). Près de �0,on érit don eS(�) sous sa forme fatorisée (A.7)(�)eS(�) = U1(�) P0 + mXl=1(�� �0)klPl!U2(�) (4.9)ave U1(�), U2(�) des opérateurs holomorphiquement inversibles près de �0 etPiPj = ÆijPj ; rang(Pl) = 1 pour l = 1; : : : ;m; 1 = mXj=0 Pj ; kl 2 Z�73



On reprend alors l'équation de Green reliant la résolvante et la matrie de di�usion (3.20) surL(H0N ;H0�N) ave n�N < <(�) < n2 . Considérons les développements de Laurent suivantsen �0 (pour j = 1; 2)(n� 2�)R(n� �) =Pp�1i=�1Ri(�� �0)i +O((� � �0)p);(2�� n)U2(�)���n2 E(n� �) =Pp�1i=�1 E(2)i (�� �0)i +O((� � �0)p);(n� 2�)tE(n� �)���n2 U1(�) =Pp�1i=�1E(1)i (�� �0)i +O((� � �0)p); (4.10)où R�1 et E(j)�1 sont non nuls si et seulement si �0(n� �0) 2 �pp(�g) et dans e asR�1 = �Pki=1 �i 
 �i;E(2)�1 =Pki=1 U2(�0)��0�n2 (x�0�n2 �i)j� �X 
 �i;E(1)�1 = �Pki=1 �i 
 tU1(�0)��0�n2 (x�0�n2 �i)j� �X ; (4.11)ave �i 2 xn��0C1( �X;� 120 ) les fontions propres normalisées de �g pour la valeur propre�0(n� �0). On tire de (4.9), (3.20), et (4.10) queA := Res�0((n� 2�)R(�)) = R�1 + Xj+i+kl=�1kl�0 E(1)i PlE(2)j + Xj+i+kl=�1kl<0 E(1)i PlE(2)j (4.12)ave par onvention kl = 0 () l = 0. Posons V := Im(A1) + Im(A2) aveA1 := R�1 +E(1)�1P0E(2)0 +E(1)�1  Xkl=1Pl!E(2)�1 ;A2 := E(1)0 P0E(2)�1 + Xj+i+kl=�1kl<0 E(1)i PlE(2)j :D'après (4.11) on remarque queIm(A1) � xn��0C1( �X;� 120 ); (�� �0(n� �0))A1 = 0or grae au Lemme 4.1 on sait qu'il existe p 2 N tel queIm(A) � p�1Xj=0 x�0 logj(x)C1( �X;� 120 ); (�� �0(n� �0))pA = 0;on peut don a�rmer que 8u 2 V; (�� �0(n� �0))pu = 0:Notons que si �0 =2 12 (n� N), alorsxn��0C1( �X;� 120 ) \ p�1Xj=0 x�0 logj(x)C1( �X;� 120 ) � _C1( �X;� 120 );don si V1; V2 sont dé�nis parV1 = V \ xn��0C1( �X;� 120 ); V2 = V \ p�1Xj=0 x�0 logj(x)C1( �X;� 120 );74



on déduit du résultat de Mazeeo [21℄ queV1 \ V2 � _C1( �X;� 120 ) \ kerL2(�� �0(n� �0))p = 0:On peut don déomposer V = V1 � V2 � V3 ave V3 un supplémentaire de V1 � V2 dans V .Soit �V2 le projetion de V sur V2 parallèlement à V1 � V3, �V la projetion orthogonale dex�NL2(X) sur V et �V l'inlusion de V sur x�NL2(X). On multiplie (4.12) à gauhe par�0V2 := �V �V2�V et à droite par t�0V2 pour obtenirA = Xj+i+kl=�1kl<0 �0V2E(1)i PlE(2)j t�0V2par onstrution de V2 et en utilisant la symétrie tA = A (puisque tR(�) = R(�)). Remar-quons maintenant queXj+i+kl=�1kl<0 �0V2E(1)i PlE(2)j t�0V2 = Xkl<0�kl�1Xi=0 �0V2E(1)i PlE(2)�kl�1�it�0V2et le rang de et opérateur est majoré par �Pkl<0 kl = N�0((n � �)eS(n � �)) puisquerang(Pl) = 1. Le lemme est démontré quand �0 =2 n2 � N.Si �0 2 n2 � N et �0(n� �0) =2 �pp(�g), on a R�1 = 0, E(1)�1 = 0 et E(2)�1 = 0 in (4.10), onreprend la même preuve en remplaçant (4.9) et (4.12) par(�)eS(�) = U1(�) (� � �0)P0 + mXl=1(�� �0)kl+1Pl!U2(�);Res�0((n� 2�)R(�)) = Xj+i+kl=�2kl<�1 E(1)i PlE(2)jla première égalité étant obtenue de la fatorisation de Gohberg-Sigal (A.7) de eS(�) en �0.On observe alors que le rang deXj+i+kl=�2kl<�1 �0V2E(1)i PlE(2)j t�0V2 = Xkl<�1�kl�2Xi=0 �0V2E(1)i PlE(2)�kl�2�it�0V2est majoré par� Xkl<�1(kl+1) = �Xkl<0(kl+1) = N�0(eS(n��))�dim ker eS(n��0) = N�0�(n��)eS(n��)�e qui onlut la preuve. �4.2 La formule et son intérêtOn peut en�n énoner le résultat prinipal de la setion :75



Théorème 4.5. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique ave g paire et �0 2f<(�) < n2 g tel que �0 =2 f� 2 C ;�(n � �) 2 �pp(�g)g \ 12 (n � N). Alors �0 est un p�le deR(�) si et seulement si 'est un p�le de S(�) et on am(�0) = m(n� �0) + �(�0)� 1ln2�N(�0) dim ker eS(n� �0) (4.13)où la multipliité �(�0) est dé�nie par�(�0) := �Tr�Res�0 eS�1(�)eS0(�)�ave 1ln2�N la fontion arateristique de n2 � N.Preuve : en ombinant les résultats du Corollaire 4.3 et du Lemme 4.4 ave (A.10) et(A.9), il reste alors à montrer que N�0(eS(�)) = mn��0 (4.14)si �0(n � �0) =2 �pp(�g) ou �0 =2 12 (n � N). Le as �0(n � �0) =2 �pp(�g) est lair puisqueeS(�)�1 = eS(n��) est holomorphe près de �0 don mn��0 = 0 ; le as �0(n��0) 2 �pp(�g)demande un plus d'attention. D'après (3.1) et (3.11), eS(�) a une partie singulière en n� �0C(�0)(� � n+ �0)�1 kXj=1��0�n2 �℄j 
��0�n2 �℄jave C(�0) une onstante non nulle, k = mn��0 et �℄j := x�0�n2 �j j� �X . Il est faile de voirque les �℄j sont indépendants ar sinon il existe une solution u 2 xn��0+1C1( �X;� 120 ) de(�g � �0(n� �0))u = 0, et un développement de Taylor de ette équation en x = 0 montreque u est dans _C1( �X;� 120 ), e qui est exlu d'après R. Mazzeo [21℄. Puisque le p�le est d'ordre1 la fatorisation sous la forme (A.7) de eS(�) près de n� �0 est laire en e qui onerne leskl négatifs : on am = k et kl = 1 pour l = 1; : : : ; k. Cei prouve don (4.14) et le théorème. �Notons que l'on peut étendre (4.13) à la droite f<(�) = n2 g en utilisant que R(�) et eS(�)sont ontinus sur ette droite sauf en n2 où seul R(�) peut avoir un p�le, et dans e as��0 = 0 et (4.13) est trivialement satisfaite.Cette formule répond à une question posée par Perry-Patterson dans [30℄, à savoir si laformule qu'il donnait ave Borthwik [4℄ restait valide pour les points de 12 (n�N), notammentdans le as des quotients hyperboliques onvexes o-ompats : la réponse est don négativepuisqu'on voit apparaître un terme orretif pour n2 � N. Si �0(n� �0) =2 �pp(�g), e termeorretif en �0 = n2 � k est exatement la dimension du noyau de l'opérateur p2k dé�ni dans(3.16). Autrement dit e terme orretif en haque point n2 �k ne dépend que des 2k premiersjets de la métrique au bord. Dans le as partiulier d'une variété asymptotiquement Einstein,'est dimker eS(n2 + k) = dimkerPkPk étant la k-ième puissane invariante onforme du laplaien sur (� �X;h0) (f. [12℄).Le alul réent du diviseur en �0 2 C de la fontion Zeta sur un quotient onvexe o-ompat par Patterson-Perry [30℄ et Bunke-Olbrih [5℄ fait apparaître (modulo le spetre76



disret) le terme �(�0) qui est appelé `terme spetral' et un `terme topologique' si �0 2 �N0qui est un multiple entier (dépendant de �0) de la aratéristique d'Euler de �X. Si �0 2 n2 �Nle terme spetral peut don être non nul bien que S(�) et R(�) soient holomorphes en �0('est le as de H 2n+1 ), ei en raison des fateurs Gamma que ontient eS(�). On observealors que le terme spetral du diviseur en un point n2 �k se déompose en fait en un véritableterme spetral, à savoir la multipliité m(�0), plus un `terme onforme' qui orrespond à ladimension du noyau du k-ième laplaien onforme sur (� �X;h0).Pour onlure, il est important de noter que la formule de type Poisson obtenue parPerry [33℄ dans le as de es mêmes quotients permet de minorer le nombre de p�les (avemultipliité) de eS(�) dans un disque D(n2 ; R) � C de rayon R, où la multipliité d'un p�leest �(�0) = �Tr 12�i ZC(�0;�) eS�1(�)eS0(�)d�!Il est lair que es p�les sont en nombre supérieur au nombre de résonanes d'après leThéorème 4.5. On peut notamment ne pas avoir de résonane alors que que le nombrede p�les de eS(�) dans le disque D(n2 ; R) de C est un O(Rn+1), 'est le as de H n+1 aven + 1 impair. Il serait don intéressant d'étudier la dimension des noyaux des opérateursinvarariants onformes, en partiulier dans le as des quotients onvexes o-ompats, pourappliquer le résultat de Perry et donner une `vraie minoration' du nombre de résonanes dansun disque. Réiproquement, es opérateurs étant enore peu onnus, on peut espérer en savoirun peu plus via l'étude des résonanes. Par exemple pour n pair et (X; g) asymptotiquementEinstein, la Q ourbure est redé�nie dans Graham-Zworski [12℄ par la formuleQ = (�1)n2 2nn2 !(n2 � 1)!S(n)1en notant que le résidu p2n est un opérateur di�érentiel dont le noyau ontient les onstantes.Si Q = 0 on déduit que le noyau de eS(n) ontient un veteur propre de rang 2 et don S(n��)a un p�le en � = n, 'est-à-dire que 0 est une résonane.
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5 Absene de résonane près de l'axe ritiqueLe propos de ette partie est l'étude de zones sans résonanes près de l'axe ritique.Physiquement, les résonanes les plus intéressantes sont elles prohes de l'axe ritiquef<(�) = n2 g pour leur durée de vie plus longue. Il est montré (par exemple par Burq [6℄ dansles adres eulidiens ou Vodev [41℄ sur des variétés) que dans beauoup de situations il existeune région sans résonane de la formef� 2 C ;=(�) � e�C1j�j; j<(�)j � C2g; C1; C2 > 0où la droite ritique dans e as est =(�) = 0. On va voir que de tels résultats tiennent aussipour les variétés asymptotiquement hyperboliques.Les ingredients essentiels que l'on va utiliser sont une borne uniforme de la norme dela résolvante pondérée sur l'axe ritique et l'utilisation d'une parametrix astuieuse, à lamanière de l'artile de Vodev [41℄.Pour prolonger analytiquement R(�) dans un voisinage de l'axe ritique, le prinipe serade le voir omme une perturbation de la résolvante du laplaien sur un espae modèle X0qui est su�samment prohe de notre variété. Un bon andidat pour X0 est le produit tordu((0; �)� � �X; x�2(dx2 + h0)) où h0 est une métrique de l'in�ni onforme de g mais pour desraisons tehniques on prendra R+ � � �X ave la même métrique et on loalisera la résolvanteprès de x = 0 ave des fontions de tronature ('est l'approhe de Vodev dans [41℄). Il faudrabien-sûr véri�er que le modèle possède déjà ette propriété de prolongement analytique prèsde l'axe ritique et ontr�ler sa norme dans ette zone.Le as des métriques non-aptives (sans géodésique restant bloquée dans un ompat)sera aussi étudié, notamment quand la ourbure est onstante hors d'un ompat où on vamontrer qu'il existe une bande ontenant l'axe ritique ave seulement un nombre �ni derésonanes à l'intérieur.5.1 Le résultat de Cardoso-VodevDans [7℄, Cardoso et Vodev onsidèrent une variété riemannienne X dont la struture est on-tr�lée près de l'in�ni et ils obtiennent une borne exponentielle pour la norme de la résolvantepondérée sur la droite ritique. La variété X véri�e en dehors d'un ompat ZX n Z �= �[R;1)� S; g := dr2 + �(r)� ; R� 1 (5.1)ave S une variété lisse ompate de dimension n, �= signi�e `isometrique' et �(r) = �(r; y; dy)est une famille de métriques sur Sr := frg � S telles quejq(r; y)j � C; j�rq(r; y)j � Cr�1�Æ ; Æ > 0; r > R (5.2)��r(��1)(r; y; �) � Cr ��1(r; y; �); 8(y; �) 2 T �Sr (5.3)��1(r) = (�ij (r))i;j étant la métrique induite par �(r) sur T �Sr et q(r; y) de�ni parq(r; y) := (2�1�r log �)2 + (2�)�2Xi;j �ij�yi��yj� + 2�1��g(��1)ave � := (det(�ij)) 12 . Une variété asymptotiquement hyperbolique ave métrique g =x�2(dx2 + h(x)) se déompose lairement sous la forme (5.1) en posant x = e�r et ona �(r; y; dy) = e2rh(e�r; y; dy)78



ave h(x; y; dy) lisse jusqu'à x = 0. Utilisant la oordonnée x, on obtient � 2 x�nC1( �X),�r = �x�x et hij 2 C1( �X) donx�x log � + ��2Xi;j x2hij�yi��yj� 2 C1( �X)��g��1 = ��� (x�x)2 � (x�x log �)x�x � ��1Xi;j �yi(�x2hij�yj )���1 2 C1( �X)et (5.2) est satisfait pour tout Æ > 0. De plus, on a pour (y; �) 2 T �� �Xx�x(x2h�1)(x; y; �)x2h�1(x; y; �) = 2 + x�x(h�1)(x; y; �)h�1(x; y; �) � 1si x � � ave � petit, on déduit que (5.3) est véri�é. En onlusion, les variétés asymptotique-ment hyperboliques font partie des variétés étudiées par Cardoso et Vodev [7℄ puis Vodev[42℄. Leurs résultats se résument dans e as en leThéorème 5.1. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique de dimension n+1.Il existe C1; C2 > 0 tels que la résolvante R(�) := (�g��(n��))�1 se prolonge ontinumentde W := f� 2 C ;<(�) > n2 ; �(n� �) =2 �pp(�g)g àW [ f� 2 C ;<(�) � n2 ;=(�) > C1gdans L(H012 ;H1� 12 ) ave une norme majorée parjjR(�)jjL(H012 ;Hp�12 ) � C2eC2j��n2 jpour p = 0; 1, j=(�)j � 0 et 0 � <(�) � n2 � 1. Si de plus, g est non-aptive on ajjR(�)jjL(H012 ;Hp�12 ) � C2j=(�)j�1+ppour p = 0; 1, j=(�)j � 0 et 0 � <(�) � n2 � 15.2 Deux modèlesSoit (M;h0) une variété riemannienne ompate de dimension n etX0 := (0;+1)x �M; g0 := x�2(dx2 + h0) (5.4)Bien que la variété (X0; g0) ne soit pas onformément ompate, elle a une struture onfor-mément ompate près de x = 0. On pourrait prendre omme opérateur modèle le laplaiensur ((0; 1℄ � � �X; g0) ave ondition de Dirihlet en x = 1 pour avoir une véritable variétéonformément ompate (ave bord) mais il est plus faile de traiter X0 ar elle porte plusde symétrie.Tout d'abord, on note �X0 := [0;+1)�M et Di�k0( �X0) l'espae des opérateurs di�érentielsd'ordre k sur �X0 à support dans [0; 1℄�M et qui s'érivent loalement sous la formeXi+j�j�k ai;�(x; y)(x�x)ixj�j��yi ; ai;� 2 C1( �X0)où (yi)i=1;:::;n sont des oordonnées loales sur M .79



En posant la nouvelle variable r = logx, il est faile de voir que le laplaien �g0 estunitairement équivalent à P0 = ��2r + e2r�h0 + n24 (5.5)sur L2(R�M;drdvolh0 ). Si Hk := Hk(X0) sont les domaines de (1+�g0 ) p2 , on remarque queles arguments donnés par Froese et Hislop dans [9, appendie℄ montrent que pour k = 0; 1; 2et s 2 [0; 2℄ 8D 2 Di�k0( �X0); D 2 L(Hs(X0); Hs�k(X0)) (5.6)bien qu'ils ne onsidèrent pas la partie `usp' fr 2 R+g. Bien-sûr le as k = 1; s = 1 estobtenu à partir de l'égalitéjj(1 + P0) 12ujj2L2 = jj�rujj2L2 + jjer� 12h0ujj2L2 +�n24 + 1� jjujj2L2 (5.7)Dans un premier temps, on montre que la résolvante pondérée de �g0 se prolonge à unvoisinage de l'axe ritique et on donne une majoration de sa norme.Lemme 5.2. Soit � < 12 , x0 < 1, (X0; g0) de�ni en (5.4) et � une fontion lisse sur X0 àsupport dans fx � 1g et telle que �(x; y) = x 12 pour x � x0. Alors la résolvante pondérée�R0(�)� := �(�g0 � �(n� �))�1�se prolonge analytiquement de O0 à O� n fn2 g dans L(L2(X0)) et on a la majorationjj�q�Dp�R0(�)�jjL(L2) � C ����� n2 ���p+2�dans f� 2 C ;<(�) > n2 � �; j=(�)j > 1g pour tout Dp 2 Di�p0( �X0), q = 0; 1 et p = 0; 1; 2. Laonstante C > 0 dépend de �, x0 et Dp.Preuve: d'abord pour p = 2 la remarque (5.6) implique que D2(1 + �g0 )�1 est bornépour tout D2 2 Di�20( �X0), don l'équation(�g0 + i)�R0(�)� = [�g0 ; �℄R0(�)�+ �2 + (�(n� �) + i)�R0(�)�(1.12) et (5.6) montrent que les as p = 0; 1 su�sent pour obtenir la as p = 2.Nous avons une déomposition pour l'opérateur P0 de (5.5) induite par la résolutionspetrale de �h0 P = Mj2N0 P (j)0 ; P (j)0 := ��2r + e2r�2j + n24où (�2j )j2N0 sont les valeurs propres de �h0 (répétées ave multipliité) assoiées à une baseorthonormale de L2(M) de veteurs propres ( j)j2N0 . En notant la résolvante de P (j)0 surL2(R; dr) par R(j)0 (�) := (P (j)0 � �(n� �))�1on a lairement pour f 2 L2(X) et fj := hf;  jiL2(M)�(�g0 � �(n� �))�1�f = Xj2N0(�R(j)0 (�)�fj) j (5.8)80



Notons que pour �j 6= 0 la translationUj : � L2(R; dr) ! L2(R; dr)f ! f(log(�j) + �)est une isometrie et que U�1j P (j)0 Uj = Q ave Q := ��2r + e2r + n24 . Posons k := �� n2 poursimpli�er,le noyau de Green de Q est alors faile à aluler pour <(k) > 0 (f. [39, Ex. 4.15℄)RQ(�)(r; t) := (Q� �(n� �))�1(r; t) = �K�k(er)Ik(et)H(r � t)� Ik(er)K�k(et)H(t� r)ave H la fontion de Heaviside et Ik;Kk les fontions de Bessel modi�ées. De plus, pour�j = 0 il est bien onnu que R(j)0 (�)(r; t) = �(2k)�1e�kjr�tjet que pour � 2 O� n f0g jj�pr�R(j)0 (�)�jjL(L2) � C ����� n2 ����1+p (5.9)Ces expressions se prolongent dans C et on peut remarquer qu'il n'y a pas de résonaneexepté n2 pour e problème. En utilisant la relationKk = � �2 sin(k�) (Ik � I�k)un petit alul montre queRQ(�)(r; t) �RQ(n� �)(r; t) = 2� sin(k�)Kk(et)Kk(er) (5.10)Rappelons maintenant la formuleKk(z) = �(�k + 12 )2�k�( 12 ) zk Z 10 os(tz)(t2 + 1)k� 12 dt (5.11)pour <(k) = �� ave 12 > � > 0 et posons �(r) = e r2�(r) où � est une fontion lisse sur Rtelle que �(r) = 1 quand r � �1 et �(r) = 0 quand r � 0. Dans fjkj > 1g [ f<(k) = ��g ona les estimations suivantes (en utilisant (5.11) et la formule de Stirling)j sin(k�)j: �����(�k + 12)����2 � Cjkj2������(r � log�j)Kk(er)�(�k + 12 ) ���� � Cer( 12��)�� 12j �(r � log�j) Z 10 (t2 + 1)��� 12 dtqui donnent pour �j 6= 0Z jU�1j (�)(r)U�1j (�)(t)(RQ(�)(r; t) �RQ(n� �)(r; t))j2drdt � Cjkj4�d'après (5.10). On ombine ei ave la borne usuelle de la résolvante dans le feuillet physiqueet on obtient pour jkj � 1 et <(k) = ��jjU�1j (�)RQ(�)U�1j (�)jjL(L2) � Cjkj2�81



Mais puisque U�1j (�) = U�1j �Uj au sens opérateur et que Uj est une isométrie, on utiliseR(j)0 (�) = UjRQ(�)U�1jpour onlure que dans fj=(�� n2 )j � 1g \ f<(�� n2 ) = ��g on ajj�R(j)0 (�)�jjL(L2) � C ����� n2 ���2� (5.12)La norme de Sobolev H1 est donnée par (5.7), mais �rUj = Uj�r et er+log�j = UjerU�1j ,don �rR(j)0 (�) = Uj�rRQ(�)U�1j ; er+log�jR(j)0 (�) = UjerRQ(�)U�1june intégration par parties donneZ 10 os(ter)(1 + t2)k� 12 dt = ��k � 12�Z 10 2t sin(ter)e�r(1 + t2)k� 32 dtet en le multipliant par er ou en le dérivant par rapport à r, e terme reste borné par����k � 12 ���� Z 10 2(t+ t2)(1 + t2)��� 32 dtOn déduit que jj�er+log�jR(j)0 (�)�jj et jj��rR(j)0 (�)�jj sont bornés omme dans (5.12) maisave la puissane 2�+ 1 en utilisant (5.10) et la borne usuelle sur la resolvante dans la par-tie physique. Pour ahever la démonstration, il reste à ombiner ei ave (5.8), (5.7) et leprinipe de Phragmen-Lindelof appliqué à (�� n2 )�R0(�)� dans la bande j<(�)� n2 j � �. Laborne pour q = 1 (une dérivée par rapport à �) est obtenue diretement du as q = 0 et dela formule de Cauhy. �Le seond modèle est l'espae hyperbolique (H n+1 ; gh), qui peut-être vu omme une var-iété onformément ompate (voir (1.4)), ave x = 2(1 � jmj)(1 + jmj)�1 omme fontiondé�nissant le bord si m 2 Bn+1. On donne l'estimation suivante qui sera démontrée dansl'annexe B :Proposition 5.3. Soit 14 > �0 > � > 0, la résolvante hyperbolique Rh(�) := (�gh � �(n ��))�1 se prolonge holomorphiquement de O0 à O� dans L(H012 ;H1�12 ) et on a pour p; q = 0; 1jj�q�Rh(�)jjL(H012 ;Hp�12 ) � C ����� n2 ����1+pdans f� 2 C ;<(�) > n2 � �; j=(�)j > 1g, ave C dépendant de �0.5.3 Zones sans résonaneOn a maintenant tous les outils pour montrer leThéorème 5.4. Soit (X; g) une variété asymptotiquement hyperbolique, alors il existe C1; C2 >0 tels que la résolvante R(�) := (�g � �(n � �))�1 se prolonge analytiquement de f� 2C ;<(�) > n2 ; j=(�)j > C1g àf� 2 C ; j=(�)j > C1;<(�) > n2 � C2e�C2j�jg82



dans L(H012 ;H0� 12 ) De plus, si g est non-aptive, R(�) se prolonge analytiquement àn� 2 C ; j=(�)j > C1;<(�) > n2 � C2j�j�6odans le même espae.Preuve : notons d'abord R(�) := (�g � �(n � �)) la resolvante de �g dans la partiephysique et prenons x 2 Zg(� �X) de manière à e que la métrique s'érive sous forme modèle(voir (1.3)) g = x�2(dx2 + h(x))On a don un ouvert V de (X; g) isométrique au ollier U := (0; Æ)� � �X (ave Æ > 0) munide la métrique x�2(dx2 + h(x)) et on note i : V ! U ette isométrie. On observe qu'il esttoujours possible de renormaliser x (prendre x0 = xÆ�1) pour avoir Æ = 1 sans hanger lastruture modèle de la métrique, on suppose don Æ = 1. Considérons maintenant (X0; g0)la variété dé�nie en (5.4) ave (M;h0) := (� �X;h(0)) (5.13)Soit IU et RU les opérateurs bornés suivantsRU : � L2(X0; dvolg0 ) ! L2(U; dvolg0)f ! f(�U (�))IU : � L2(U; dvolg0) ! L2(X0; dvolg0 )f ! 1lU fave �U l'inlusion U � X0 et 1lU la fontion aratéristique de U . De même on peut dé�nir lesopérateurs IV et RV induits par l'inlusion V � X . Puisque i�g0 et g sont quasi-isometriquessur V , on obtient que i� : L2(U; dvolg0) ! L2(V; dvolg) et i� : L2(V; dvolg) ! L2(U; dvolg0)sont bornés. On pose alorsI� := IV i�RU 2 L(L2(X0; dvolg0); L2(X; dvolg))I� := IU i�RV 2 L(L2(X; dvolg); L2(X0; dvolg0 ))Pour j = 1; 2; 3; 4, soit  j une fontion lisse sur R+ qui vaut 1 sur [0; j5 ℄ et 0 sur [ j+15 ;+1),puis  j est ensuite onsidérée omme une fontion sur U dépendant seulement de la variablex. Posons e j := i�( j), on a alors au sens opérateurI�I� j =  j ; I�I� e j = e jD'autre part, il est faile de véri�er (ave l'expression (2.16) par exemple) qu'il existeDR; DL 2 Di�20( �X) tels que�g � I��g0 3I� = xDR; �g � I� 3�g0I� = xDLOn se plae d'abord dans le feuillet physique O0 et on pose R0(�) la résolvante onsidéréedans le Lemme 5.2 ave le hoix (5.13). Notons que(�g0 3 � �(n� �)) 2R0(�) 1 =  1 + [�g0 ;  2℄R0(�) 1 (5.14)puisque  2 3 =  2 et  2 1 =  1. Soit �1 := 1 � e 1 et �0 une fontion lisse à supportompat dans X qui vaut 1 sur le support de �1. Pour �0 2 O0 �xé, � := �(n � �) et�0 := �0(n� �0) on poseeR0R(�) := I� 2R0(�) 1I�; ER(�) := eR0R(�) + �0R(�0)�183



LR(�) := [�g ; �0℄R(�0)�1 + (�0 � �)�0R(�0)�1 + I�[�g0 ;  2℄R0(�) 1I� + xDR eR0R(�)et on déduit de (5.14) (�g � �)ER(�) = 1 + LR(�) (5.15)De même, on donne une parametrix à gauhe pour �g � �eR0L(�) := I� 1R0(�) 2I�; EL(�) = eR0L(�) + �1R(�0)�0LL(�) = eR0L(�)xDL + I� 1R0(�)[ 2;�g0 ℄I� + �1R(�0)[�g ; �0℄ + (�0 � �)�1R(�0)�0et on a EL(�)(�g � �) = 1 + LL(�) (5.16)Soit z; � 2 O0, Z := z(n� z) ; de (5.15) et (5.16) on tireR(�) = ER(�) �R(�)LR(�); R(z) = EL(z)� LL(z)R(z) (5.17)D'un autre �té, on a l'équation de la résolvanteR(�)�R(z) = (�� Z)R(�)R(z)qui, ombinée ave la première égalité de (5.17), impliquex 12R(�)x 12 (1 +K(�; z)) = K1(�; z) (5.18)K(�; z) := (�� Z)x� 12LR(�)R(z)x 12 ; K1(�; z) := x 12R(z)x 12 + (�� Z)x 12ER(�)R(z)x 12Pour simpli�er, on notera Dp (resp. Dp0) tout opérateur di�érentiel de Di�p0( �X) à supportdans suppf 3 (resp. de Di�p0( �X0) à support dans supp 3) et ave ette notation (1.12) serésume en Dpx� = x�DpOn obtient don (puisque �i et I�[�g0 ;  2℄I� sont à support ompat) quex� 12LR(�) = �D1 + (�0 � �)x�1�0�x 12R(�0)�1 + x 12 I�D20R0(�) 1I� (5.19)x 12ER(�) = x 12 eR0R(�) + x 12�0R(�0)�1 (5.20)De même, la seonde egalité de (5.17) et la dé�nition de EL(�); LL(�) impliquentR(z)x 12 = I� 1R0(z)(D20I�x 12x 12R(z)x 12 +D00I�x 12 )+�1R(�0)x 12 ��0 +D1x 12R(z)x 12 + (Z � �0)x� 12�0R(z)x 12 � (5.21)En ombinant ette dernière expression ave (5.19), on aK(�; z)�� Z = �D1 + (�0 � �)x�1�0�x 12R(�0)�1R(z)x 12+x 12 I�D20R0(�) 1I��1R(�0)x 12 ��0 +D1x 12R(z)x 12 + (Z � �0)x� 12�0R(z)x 12 �+x 12 I�D20R0(�) 21R0(z)(D20I�x 12x 12R(z)x 12 +D00I�x 12 )Les deux premières lignes de ette expression se prolongent pour � dans O� \fj=(�)j � 1g etz dans f<(z) � n2 g \ fj=(z)j � Cg omme opérateurs bornés sur H00 en utilisant le Lemme84



5.2 ave � = x 12 4, (1.15) et le Théorème 5.1. De plus, es termes ont une norme L(H00)bornée par CeC(j�j+jzj).Il reste à traiter la dernière ligne dans l'expression de (��Z)�1K(�; z). On utilise alors(1.15) et le Théorème 5.1 pour montrer queD2x 12R(z)x 12 = D2(P + i)�1(D1x 12R(z)x 12 + x+ (i+ Z)x 12R(z)x 12 )se prolonge ontinument à <(z) = n2 et j=(z)j � 0 ave une norme L(H00) majorée parCeCjzj. Soit �j := x 12 j dé�nie sur (0; 1)� � �X, on a 4R0(�) 21R0(z) 4 =  4R0(�) 1(�g0 � �)R0(�)R0(z)(�g0 � Z) 1R0(z) 4=  4( 1 +R0(�)[ 1;�g0 ℄)R0(�)R0(z)( 1 � [ 1;�g0 ℄R0(z)) 4qui peut être réeritx� 12 ( 1 + �4R0(�)[ 1;�g0 ℄x� 12 )�4R0(�)�4 � �4R0(z)�4�� Z ( 1 � x� 12 [ 1;�g0 ℄R0(z)�4)x� 12où par abus de notation x = i�(x). Rappelons que x� 12 [ 1;�g0 ℄x� 12 2 Di�10( �X0) puisque[ 1;�g0 ℄ a un support ompat dans X0. Grae à ette expression, le Lemme 5.2, le fait quex 12 I�D20x� 12 = I�D20 et x� 12D20I�x 12 = I�D2, on obtient quex 12 I�D20R0(�) 21R0(z)(D20I�x 12x 12R(z)x 12 +D00I�x 12 )se prolonge à O� \ fj=(�)j � 1g et f<(z) � n2 g \ fj=(z)j � Cg omme operateurs bornés surH00 ave une norme majorée par CeC(j�j+jzj). Fixons z = n2 + is ave jsj grand, alors touteses estimations montrent quejjK(�; z)jjL(H00) � ���<(�) � n2 ���CeCjsjquand =(�) = s et <(�) > n2 � �, de plus e terme est borné par 12 si���<(�)� n2 ��� � 12C�1e�4Cj=(�)j; =(�) = s: (5.22)Puisque K(�; z) est holomorphe en � dans O� \ fj=(�)j > 1g on peut inverser (1 +K(�; z))holomorphiquement si � satisfait la ondition (5.22).En�n le terme K1(�; z) peut être traité exatement de la même façon en utilisant (5.20)et (5.21). La démonstration est ahevée. Pour le as non-aptif 'est similaire mais seulementdes polyn�mes en (�; z) apparaissent dans K(�; z)(��Z)�1, et en suivant attentivement lesaluls préédents on voit que leur degré est borné par 4 + 3�. �Notons que la zone exponentielle est optimale pour le as général puisque l'existene degéodésiques fermées elliptiques implique l'existene de résonanes exponentiellement prohesde l'axe ritique par la méthode des quasimodes. Pour la as non-aptif et quand la ourbureest onstante hors d'un ompat, on peut utiliser un autre modèle pour la onstrution duparametrix, à savoir des `moreaux' de H n+1 qui apporteront une meilleure approximationde la résolvante et vont nous permettre de montrer leThéorème 5.5. Soit (X; g) une variété onformément ompate dont la ourbure setionnelleest onstante hors d'un ompat et x une fontion dé�nissant le bord. Si g est non-aptive,il existe C1; C2 > 0 tels que x 12 (�g � �(n � �))�1x 12 se prolonge analytiquement de f� 2C ;<(�) > n2 ; j=(�)j > C1g àf� 2 C ; j=(�)j > C1;<(�) > n2 � C2g85



Preuve : la preuve est presque identique, on va don la résumer. Si la métrique g a uneourbure onstante près de l'in�ni il existe (voir [15℄) des artes Vj � �X (ave j = 1; : : : ;M)reouvrant un voisinage du bord � �X qui, munies de g, sont isométriques (notons Ij etteisométrie) à l'ouvertB+n+1 := fm = (y1; : : : ; yn+1) 2 Rn+1 ; yn+1 > 0; n+1Xi=1 y2i < 1g (5.23)munie de la métrique hyperbolique y�2n+1(Pi dy2i ). En fait, une parametrix qui sera su�santepour notre problème est donnée dans [15, Prop. 3.1℄. Fixons �0 2 O0, rappelons que �gh estle laplaien sur H n+1 et Rh(�) sa résolvante étudiée dans le Lemme 5.3. Soit �ji des fontionsà support dans (5.23) telles que �j1 = 1 sur le support de �j2 et suivant [15℄ ou [30, Lem. 3.2℄,on peut prendre �ji (y1; : : : ; yn+1) = �ji (y1; : : : ; yn) ji (yn+1)ave �ji 2 C10 (Rn ) tel quePMj I�j �j2 = 1 sur � �X et  ji 2 C1([0; 1)) qui vaut 1 pour yn+1 � Æave Æ < 1 petit. Soit � := 1�PMj=1 I�j (�j2), et �0 2 C10 (X) tel que �0 = 1 sur le supportde � ; en�n I�j et Ij� sont dé�nis omme dans la preuve du théorème préédent mais aveles isométries Vj ! B+n+1. On reprend la preuve du théorème préédent mais on remplaeER; EL parER(�) := �0R(�0)�+ MXj=1 I�j �j1Rh(�)�j2Ij�; EL(�) := �R(�0)�0 + MXj=1 I�j �j2Rh(�)�j1Ij�et les termes d'erreur sontLR(�) := [�g ; �0℄R(�0)�+ (�0 � �)�0R(�0)�+ MXj=1 I�j [�gh ; �j1℄Rh(�)�j2Ij�LL(�) := �R(�0)[�0;�g ℄ + (�0 � �)�R(�0)�0 + MXj=1 I�j �j2Rh(�)[�j1;�gh ℄Ij�ave toujours � := �(n � �) et �0 := �0(n � �0). x étant une fontion dé�nissant le bord� �X, xj := Ij�x est alors une fontion dé�nissant fyn+1 = 0g dans B+n+1. De plus, il est failede véri�er (voir [15℄) quex� 12 [�gh ; �ji ℄x� 12 2 Di�10(H n+1); i = 1; 2 (5.24)où on onsidère B+n+1 � H n+1 . On a don la même formule que (5.18) aveK(�; z)�� Z = x� 12 0�[�g ; �0℄R(�0)�+ (�0 � �)�0R(�0)�+ MXj=1 I�j [�gh ; �j1℄Rh(�)�j2Ij�1A���R(�0)�0 + MXj=1 I�j �j2Rh(z)(�j1Ij� + [�gh ; �j1℄Ij�R(z))+�R(�0)[�g ; �0℄R(z)� (�0 � Z)�R(�0)�0R(z)�x 1286



pour �; z dans la partie physique. Notons que le Théorème 5.1, le Lemme 5.3 et (5.24)montrent que tous es produits se prolongent à <(z) = n2 et <(�) > n�12 exepté peut-êtrex� 12 0� MXj=1 I�j [�gh ; �j1℄Rh(�)�j2Ij�1A0� MXj=1 I�j �j2Rh(�)(�j1Ij� + [�gh ; �j1℄Ij�R(z))1Ax 12 (5.25)Fixons �0 = n+12 + is0 ave s0 > 0 grand et soit (�; z) dansU := n(�; z) 2 C 2 ; j�� �0j < 1; jz � �0j < 1;<(z) � n2oLe Théorème 5.1 implique que pour � = � 12 ; 0������x� 12 [�g; �0℄R(�0)�x� + (�0 � �)x� 12�0R(�0)�x�������L(L2) � C (5.26)������x��R(�0)�0x 12 � (�0 � Z)x��R(�0)�0R(z)x 12 + x��R(�0)[�g ; �0℄R(z)x 12 ������L(L2) � Cs�10(5.27)et C ne dépend pas de s0. Remarquons maintenant que le Lemme 5.3 et (5.24) montrent que������������ MXj=1 x� 12 I�j [�gh ; �j1℄Rh(�)�j2Ij�x 12 ������������L(L2) � C (5.28)������������ MXj=1 x 12 I�j �j2Rh(z)(�j1Ij�x 12 + [�gh ; �j1℄Ij�R(z)x 12 )������������L(L2) � Cs�10 (5.29)et il reste à onsidérer (5.25), qui à priori n'existe pas dans U. Quand Vj \ Vi = ; il est lairque �j2Ij�I�i �i2 = 0, don supposons que Vj \ Vi 6= ;. Suivant les aluls de la preuve duthéorème préédent on obtient quex 12Rh(�)�j2Ij�I�i �i2Rh(z)x 12peut s'exprimer pour �; z 2 O0 sous la forme(�j2 + x 12Rh(�)[�j2;�gh ℄x� 12 )x 12Rh(�)x 12 � x 12Rh(z)x 12�� Z (x� 12 [�i2;�gh ℄Rh(z)x 12 + �i2)On observe que et opérateur sur L2(H n+1 ) se prolonge à (�; z) 2 U et véri�e dans Ujjx 12Rh(�)�j2Ij�I�i �i2Rh(z)x 12 jjL(L2;H1) � Cs�10 (5.30)d'après le Lemme 5.3 et le théorème des aroisements �nis (impliitement utilisé dans lapreuve du théorème préédent)����������x 12Rh(�)x 12 � x 12Rh(z)x 12�� Z ����������L(L2;H1) � Cs�10 supj���0j<1 jj��x 12Rh(�)x 12 jjL(L2;H1)On ombine (5.26)-(5.30), le Théorème 5.1 et le fait que I�j ; Ij� sont des isométries L2(Vj)$L2(B+n+1), et on onlut que jjK(�; z)jj � Cj�� zj87



pour (�; z) 2 U, don en posant z = n2 + is0 on voit que 1 +K(�; z) est holomorphiquementinversible pour � 2 f� 2 C ;<(�) > n2 � C�1; j�� �0j < 1gPuisque C ne dépend pas de �0, il existe une bande fj<(�)� n2 j < �g où K(�; z) est inversibleexepté peut-être en un nombre �ni de points. En�n, le terme K1(�; z), de�ni omme dans(5.18) ave notre nouveau parametrix, se traite de la même manière. �Notons que ette hypothèse de non-apture est essentiellement satisfaite pour des pertur-bations de métriques sur H n+1 et ne ontient pas les as non triviaux de quotients onvexeso-ompats.
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A Fontions méromorphes dans des espaes de BanahA.1 Dé�nitions et notationsSoit (Bi)i=0;1;2 des espaes de Banah. Si U est un ouvert de C , Hol(U;B0) (resp. Mer(U;B0))est l'ensemble des appliations holomorphes (resp. méromorphes) sur U à valeurs dans B0.Rappelons que M(�) est dite méromorphe sur U à valeurs dans B0 si pour tout �0 2 U ilexiste un voisinage V�0 de �0, un entier p > 0 et des éléments (Mi)i=1;:::;p de B0 tels quepour tout � 2 V�0 n f�0g on ait the développement de Laurent suivantM(�) = pXi=1Mi(�� �0)�i +H(�); H(�) 2 Hol(V�0 ;B0)Il est faile de voir que M(�) est holomorphe dans U n S où S est un ensemble disret de Udont les éléments sont appelés p�les de M(�). On appellera ��0(M(�)) := M(�) �H(�) lapartie polaire deM(�) en �0. De plus la valuation v�0 (M(�)) est dé�nie omme la plus petitepuissane dans le développement de Laurent, par exemple ii v�0(M(�)) = �p est l'ordre dup�le �0 mais vz(M(�)) � 0 si M(�) est holomorphe près de z. On notera M1 = Res�0M(�)le résidu de M(�) en �0 et si B0 = L(B1;B2) est un espae d'appliations linéaire ontinues,m�0(M(�)) := rangM1 est appelé la multipliité de �0 et Rang�0M(�) := Ppi=1 rangMi lerang total polaire de M(�) en �0. Si maintenant le rang total polaire est �ni en haquep�le de M(�), on dit que M(�) est méromorphe-�nie et on note Merf (U;B0) l'espae desfontions méromorphe-�nies dans U à valeurs dans B0. Pour �nir, si �0 2 U et M(�) estméromorphe dans U n f�0g mais pas dans U , on dira que �0 est une singularité essentielle deM(�).On peut aussi remarquer que es dé�nitions s'étendent au adre des espaes loalementonvexes (f. Bunke-Olbrih [5℄ par exemple).A.2 Quelques propriétés utilesSoit U � C un ouvert et (Bi)i=0;1;2 des espaes de Banah. Alors la multipliation pontuelle(A(�); B(�)) ! A(�)B(�) sur les espaesHol(U;L(Bi;Bj)) �Merf (U;L(Bi;Bj)) �Mer(U;L(Bi;Bj))a les propriétés de stabilité suivantesMer(U;L(Bi;Bj))�Mer(U;L(Bj ;Bk)) ! Mer(U;L(Bi;Bk))Merf (U;L(Bi;Bj))�Merf (U;L(Bj ;Bk)) ! Merf (U;L(Bi;Bk))Hol(U;L(Bi;Bj))�Hol(U;L(Bj ;Bk)) ! Hol(U;L(Bi;Bk)) (A.1)De plus si B0i := L(Bi; C ) est le dual de Bi, la transpositiont : � L(B1;B2) ! L(B02;B01)A ! tA : (f 0 ! f 0(A(:)))agissant pontuellement (tA)(�) := t(A(�)) a les propriétés de stabilité suivantesMer(U;L(Bi;Bj)) ! Mer(U;L(B0j ;B0i))Merf (U;L(Bi;Bj)) ! Merf (U;L(B0j ;B0i))Hol(U;L(Bi;Bj)) ! Hol(U;L(B0j;B0i)) (A.2)Notons aussi le résultat général suivant qui sera utile pour la suite.90



Lemme A.1. Soit B0 � B1 des espaes de Banah et j : B0 ,! B1 l'inlusion ontinue.Soit U un ouvert de C et �0 2 U , si M(�) est ontinue dans U n f�0g à valeurs dans B0 etj ÆM(�) 2 Mer(U;B1), alors M(�) 2 Mer(U;B0). De plus, si (Bi)i=0;1 sont des espaesd'appliations linéaires ontinues sur des espaes de Banah et jÆM(�) 2Merf (U;B1), alorsM(�) 2Merf (U;B0).Preuve : On montre d'abord que M(�) 2 Hol(U n f�0g;B0) ; il su�t de montrer quepour tout �1 2 U n f�0g il existe � > 0 tel queZT M(�)d� = 0 (A.3)pour tout triangle T inlus dans le disque ouvert fj���1j < �g. Notons que (A.3) est satisfaitquand on remplae M(�) par j ÆM(�). Mais puisque j est ontinue, l'intégrale de j ÆM(�)sur T , de�nie omme la limite d'une somme de Riemann, est exatementj Æ ZT M(�)d� = ZT j ÆM(�)d�On a don l'égalité herhée (A.3) puisque j est injetive. En utilisant les mêmes argumentset l'hypothèse de méromorphie de j ÆM(�) on obtient le développement de Laurentj ÆM(�) = �1Xk=�p j ÆMk(� � �0)k + j ÆH(�)Mk := 12�i ZT (�� �0)�k�1M(�)d�; H(�) := 12�i ZT (z � �)�1M(z)dzpour � près de �0 et T un triangle entourant �0. Mais j étant injetive on aM(�) = �1Xk=�pMk(�� �0)k +H(�)et H(�) est holomorphe près de �0 à valeurs dans B0. Il reste à remarquer que si j ÆMk estde rang �ni alors Mk aussi, en utilisant enore l'injetivité de j. �On énone maintenant un Lemme qui sera important pour prouver l'apparition de singu-larités essentielles de la résolvante.Lemme A.2. Soit B un espae de Banah de dimension in�nie, �0 2 C et U un voisinagede �0. Soit M(�) 2 Hol(U nf�0g;L(B)) une famille méromorphe dans U d'opérateurs bornésqui véri�e M(�) = 1 + K�1�� �0 +K(�); K(�) 2 Hol(U;L(B)) (A.4)où K�1 et K(�) sont des opérateurs ompats et on suppose quedimkerK�1 <1Si M(�) est inversible en un point de U , alors M(�) est inversible pour presque tout � 2 U ,d'inverse M�1(�) méromorphe-�ni dans U nf�0g et le point �0 est une singularité essentiellede M�1(�). 91



Preuve : pour simpli�er, nous prendrons �0 = 0, e qui ne hange rien à la preuve.Le fait que M(�) soit inversible dans U n f0g d'inverse méromorphe-�ni provient simple-ment du thérorème de Fredholm analytique. Supposons maintenant que M�1(�) admette undéveloppement de Laurent �ni en 0M�1(�) = 1Xi=�pNi�i; p � 0On développe alors M(�) en série de Laurent en 0M(�) = 1Xi=�1Mi�i = K�1��1 + 1 +K0 + 1Xi=1Ki�ioù les Ki sont ompats, puis on e�etue le produitM(�)M�1(�) = 1Xi=�p�1�i Xj+k=iMjNk = 1e qui donne le système i+pXj=�1MjNi�j = Æi0; i � �p� 1 (A.5)Montrons par réurrene que les opérateurs Ni sont de rang �ni pour i � 0. En regardantpour i = �p � 1 l'équation (A.5), on obtient K�1N�p = 0, et par hypothèse sur K�1 ontrouve que N�p est de rang �ni. Soit I � �1, supposons maintenant que Ni est de rang �nipour tout i � I et montrons que NI+1 est de rang �ni. Pour i = I , l'équation (A.5) donneque K�1NI+1 = � I+pXj=0MjNI�jest de rang �ni par hypothèse de réurrene (ar I � j � I). Soit r un entier tel quer > dim kerK�1 + dim ImK�1NI+1SiNI+1 est de rang in�ni, il existe une famille de veteurs linéairement indépendants ('i)i=1;:::;rdans Im(NI+1) et K�1 restreinte à E :=Lri=1 C'i est don une appliation linéaire sur unespae de dimension �nie véri�antdimkerK�1jE + rangK�1jE < dimE = re qui est impossible. On en déduit que le rang de NI+1 est �ni.Prenons don (A.5) ave i = 0 : K�1 et (Ni)i�0 étant ompats, on onlut que1 = K�1N1 + pXj=0MjN�jest ompat, e qui est impossible. �Exemple : onsidérer M(�) = 1 + ��1(1 + �M )� 12 si M est une variété ompate. Endiagonalisant M(�) sur la base de veteurs propres de �M on voit failement que M(�)�1 aune suite de p�les onvergeant vers 0. 92



A.3 Rappels sur la théorie de Gohberg-SigalOn rappelle globalement quelques résultats et dé�nitions de Gohberg et Sigal [10℄ qui nousserviront pour l'étude des multipliités des résonanes.Soit H un espae de Hilbert, M(�) une fontion méromorphe sur un ouvert U � C àvaleurs dans L(H) et �0 2 U . Reprenant essentiellement les notations de Gohberg-Sigal[10℄, on appelle fontion raine de M(�) en �0 une fontion '(�) 2 Hol(V�0 ;H) telle quelim�!�0 M(�)'(�) = 0 et '(�0) 6= 0, l'ordre d'annulation de M(�)'(�) étant appelé lamultipliité de '(�). Le veteur '0 := '(�0) est appelé veteur propre de M(�) en �0et l'ensemble des veteurs propres de M(�) en �0 forme un sous-espae vetoriel de H notéker�0 M(�) ('est une généralisation de kerM(�0) quandM(�) a un p�le en �0). Le rang d'unveteur propre '0 est dé�ni omme étant la borne supérieure des multipliités des fontionsraines '(�) de M(�) en �0 telles que '(�0) = '0. Si dimker�0 M(�) = � < 1 et queles rangs de tous les veteurs propres sont �nis, un système anonique de veteurs propresest une base ('(i)0 )i=1;:::;� de ker�0 M(�) dont les rangs de '(i)0 ont la propriété suivante :le rang de '(1)0 est le maximum des rangs des veteurs propres de M(�) en �0 et le rangde '(i)0 est le maximum des rangs des veteurs propres appartenant à un supplémentaire deVet('(1)0 ; : : : ; '(i�1)0 ) dans ker�0 M(�). Un système anonique de veteurs propres n'est pasunique mais la famille des rangs des veteurs propres ne dépend pas du hoix du systèmeanonique. On note alors ri = '(i)0 les multipliités partielles d'annulation de M(�) en �0 etN�0(M(�)) = �Xi=1 ri (A.6)est la multipliité d'annulation de M(�) en �0.Supposons que M(�) soit une famille méromorphe d'opérateurs Fredholm dans L(H) et�0 un p�le de rang polaire total �ni. Si l'indie de (M(�)���0 (M(�))j�=�0 est nul, Gohberget Sigal [10℄ montrent qu'il existe des opérateurs holomorphiquement inversibles U1(�) etU2(�) près de �0, des projeteurs orthogonaux (Pl)l=0;:::;m et des entiers (kl)l=1;:::;m non nulstels que M(�) = U1(�) P0 + mXl=1(�� �0)klPl!U2(�) (A.7)PiPj = ÆijPj ; rang(Pl) = 1 pour l = 1; : : : ;m; dim(1� P0) <1Si de plus M(�) a un inverse M�1(�) méromorphe (e qui orrespond au as où P0 +Pml=1 Pl = 1), dont �0 est un p�le de rang polaire total �ni, il s'éritM�1(�) = U�12 (�) P0 + mXl=1(�� �0)�klPl!U�11 (�) (A.8)Il est important de noter (f. [10℄) que l'ensemble des multipliités partielles d'annulation estinvariant par multipliation par une famille holomorphiquement inversible d'opérateurs, ondéduit don de (A.8) et (A.7) quem+ := dimkerM(�0) = ℄fl; kl > 0g; m� := dimkerM�1(�0) = ℄fl; kl < 0gpuis que l'ensemble des multipliités partielles d'annulation de M(�) (resp. M�1(�)) en �0est fkl; kl > 0g (resp. fkl; kl < 0g). On en déduit alorsN�0(M(�)) = Xkl>0 kl; N�0(M�1(�)) = Xkl<0 kl93



De la fatorisation (A.7), Gohberg-Sigal [10℄ tirent ensuite la généralisation du théorème desrésidus logarithmiquesTr �Res�0(M�1(�)M 0(�))� = N�0(M(�)) �N�0(M�1(�)) (A.9)Cet entier est essentiellement l'ordre du zéro ou du p�le de det(M(�)) quand le déterminantest dé�ni.Soit maintenant M(�) une famille méromorphe d'opérateurs Fredholm d'indie 0 dansL(H) et �0 un p�le de rang polaire total �ni. On l'érit sous la forme (A.7) et on déduit quepour L(�) = (�� �0)�1M(�) on a dimker�0 L(�) = ℄fl; kl > 1g, l'ensemble des multipliitéspartielles d'annulation de L(�) en �0 est fkl � 1; kl > 1g etN�0(L(�)) = Xkl>1(kl � 1) = Xkl>0(kl � 1) = N�0(M(�)) � dimker�0 M(�) (A.10)
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B Le modèle hyperboliquePrenons le modèle H n+1 �= (Rn+1+ ; du2+jdvj2u2 ) de l'espae hyperbolique muni naturellement dela struture de groupe (2.18) ave le neutre e = (1; 0Rn). SoitRh(�) := (�gh � �(n� �))�1la résolvante du laplaien hyperbolique. Dans un premier temps, Rh(�) a pour noyau deShwartz rh(�) = Gh(�)� dans e modèle aveGh(�;!; !0) = ��n+12 21�n�(�)�(�� n�12 ) Z 10 (t(1� t))��n+12 �12 + 12�(!; !0) � t��� dt (B.1)�(!; !0) := � osh(dHn+1 (!; !0)))��1 = 2uu0u2 + u02 + jv � v0j2! = (u; v); !0 = (u0; v0); � := ����dudu0dvdv0un+1u0n+1 ���� 12pour <(�) > n2 . D'après [15℄, on a l'expression suivante qui donne le prolongement méro-morphe à � 2 C du noyau de ShwartzGh(�;!; !0) = �(!; !0)�k�(�(!; !0)) (B.2)k�(�) := 1Xj=0 �j(�)�2j ; �j(�) := 2���2j�1��n2 �(�+ 2j)�(�� n2 + 1 + j)�(j + 1)De ette expression on obtient diretement que Rh(�) se prolonge analytiquement à C (ausens faible) si n est pair et méromorphiquement à C ave des p�les d'ordre 1 sur �N0 si n estimpair. De plus, les résidus du noyau (B.2) en es p�les engendrent des opérateurs de rang�ni (f. [15℄).En terme de noyau de onvolution, on a pour f = f(u; v) �� dudvun+1 �� 12 2 C10 (H n+1 ;� 120 )(Rh(�)f)(s; z) = ZRn+1+ Gh(�;u; v; e)f � su; s� zuv� duu dv ����dsdzsn+1 ���� 12 (B.3)et on va voir que Gh(�;!; e) est loalement intégrable en ! 2 Rn+1+ .Rappelons que la fontion dé�nissant le bord introduite en (1.4) est x = 2e�t ave t(!) =dHn+1 (!; e) la distane hyperbolique au neutre e. En posant enore ! = (u; v) 2 Rn+1+ on adon (osh(dHn+1 (!; e)))�1 = 2u1 + u2 + jvj2 = x(!)�1 + x2(!)4 ��1qui est une fontion dé�nissant le bord de H n+1 . En utilisant (B.2), on en déduit que danse modèle, l'opérateur E(�) dé�ni par (3.8) a pour noyau de Shwartze(�;V; !0) = �0(�)� 2u0u02 + jV � v0j2��� 21 + jV j2���+n2 ����dV du0dv0u0n+1 ���� 12ave !0 = (u0; v0) et la formule (3.21) s'érit dans e ontexteGh(�;!; e) = Gh(n� �;!; e) + d(�) ZRn u�(1 + jV j2)��n(u2 + jV � vj2)� dV (B.4)96



d(�) = 2n(n� 2�)�0(�)�0(n� �); ! = (u; v)Dans un premier temps on donne une estimation des normes du noyau de onvolutionGh(�;!; e) et de la fontion k�.Lemme B.1. Ave les notations de (B.1) et (B.2), on a pour tout ompat K de H n+1 etpour � 2 ON , � =2 �N0 : ZK jGh(�;u; v; e)jdudvu � (CK)N h�in�1dist(�;�N0 ) (B.5)ave CK > 0 une onstante dépendant de K. D'autre part, si kN� est dé�nie parkN� (�) := ��2N�10�k�(�)� NXj=1 �j(�)�2j1Aon a pour � 2 ON supi�4 sup�2[0; 12 ℄ j�i�kN� (�)j � CN h�idN (B.6)ave dN un entier dépendant de N .Preuve : tout d'abord la formule de Stirling montre que�������n+12 21�n�(�)�(�� n+12 + 1) ����� � CN h�in2dans ON . On ommene ensuite par remarquer que pour � 2 O 14 et � � 0�����Z 120 (t(1� t))��n+12 (1� t+ �)��dt����� � CEn utilisant es estimations et un hangement de variable t! 1� t on a pour � 2 O 14ZK jGh(�;u; v; e)jdudvu � CN h�in2  CK + ZK Z 120 (2t)<(�)�n+12 �2t+ Æ(!)��<(�)dtdudvu !Æ(!) := osh(dHn+1 (!; e))� 1Posons alors pour A > Æ > 0 ave A �xéeI(Æ) := Z 120 (2t)<(�)�n+12 (2t+ Æ)�<(�)dtet un hangement de variable t! Æt donne pour � 2 O 14I(Æ) � CÆ�n�12 Z 12 Æ�10 (2t)<(�)�n+12 (2t+ 1)�<(�)dt� CÆ�n�12  Z �0 (2t)<(�)�n+12 dt+ Z 12 Æ�1� t�n+12 dt!� CÆ�n�12 ((2�)<(�) + CA;� log Æ)97



si � 2 (0; 12A�1). Notons que l'on peut don hoisir A de sorte que la boule hyperboliqueentrée en e et de rayon R dé�ni par osh(R) � 1 = A ontienne K, puis on prend � =min( 12 ; 12A�1) pour avoir I(Æ) � CKÆ�n�12 log Æet un passage en oordonnées polaires donneZK I(Æ(!))dudvu � CKL'estimation (B.5) est montrée pour � 2 O 14 . Pour traiter le as � 2 ON , il su�t d'utiliser lamajoration obtenue dans O 14 ave (B.4) en notant quejd(�)j = Cjn� 1� �j : : : j1� �jj tan(��)jd'après la formule du omplément�(z)�(1� z) = �(sin(�z))�1 (B.7)puis que ZRn u<(�)(1 + jV j2)<(�)�n(u2 + jV � vj2)<(�) dV � (CK)Nsi <(�) 2 [n2 �N; n2 � 14 ℄ et (u; v) 2 K. On a �nalement montré (B.5).Pour obtenir (B.6), on érit d'abord pour � 2 O 14k�(�) = 2 3�n2 ��n+12 �(�)�(�� n+12 + 1) Z 10 (2t(1� t))��n+12 (1 + �(1� 2t))��dt= 2NXj=0 2 3�n2 ��n+12 �(�+ j)�(�� n�12 )j! (��)j Z 10 (2t(1� t))��n+12 (1� 2t)jdt�CN (�)�2N+1 Z 10 (2t(1� t))��n+12 RN (t; �)dt= NXj=1 �j(�)�2j + �2N+1kN� (�)ave RN (t; �) := (1� 2t)2N+1 Z 10 (1� w)2N (1 + w�(1� 2t))���2N�1dwCN (�) := 2 3�n2 ��n+12 �(�+ 2N + 1)�(�� n�12 )(2N)!en utilisant la formule de Taylor (en � = 0) ave reste intégral. Par un hangement devariable on obtientkN� (�) = �CN (�) Z 120 (2t(1� t))��n+12 (RN (t; �) +RN (1� t; �))dt98



et on refait un développement de Taylor ave reste intégral de RN (t; �) en t = 0 :RN (t; �) = NXj=0 �jtRN (0; �)j! tj + tN+1 Z 10 (1� w)NN ! (�N+1t RN )(tw; �)dwOn a alorskN� (�) = � NXj=0Cj;N (�)��jtRN (0; �) + (�1)j�jtRN (1; �)�+CN (�) Z 120 Z 10 t��n�12 +N (2(1� t))��n+12 (1� w)NN ! (�N+1t RN )(tw; �)dwdt�CN (�) Z 120 Z 10 t��n�12 +N (2(1� t))��n+12 (w � 1)NN ! (�N+1t RN )(1� tw; �)dwdten posant Cj;N (�) := CN (�) 1j! Z 120 t��n+12 +j(2(1� t))��n+12 dtOn peut véri�er que ette intégrale se prolonge holomorphiquement dans ON en faisant undéveloppement de Taylor à l'ordre N ave reste intégral de (1 � t)��n+12 en t = 0 et enremarquant le prolongement méromorphe suivant pour k 2 N0Z 120 t��n+12 +kdt = ��� n+ 12 + k + 1��12��+n+12 �k�1On onlut en observant que toutes les intégrales dans la dernière expression de kN� sontonvergentes pour � � A et � 2 ON , puis quej�jt �i�RN (t; �)j � CN h�ij+i2<(�); j � N + 1; i � 4pour � � 12 , t � 12 , � 2 ON et en�n quejCN (�)j � CN h�iCN ; jCj;N (�)j � CN h�iCN2�<(�)pour � 2 ON en utilisant la formule de Stirling. La majoration (B.6) est don satisfaite. �On étudie maintenant les normes du prolongement de Rh(�) en tant qu'opérateurs bornésdans les espaes à poids introduits en (1.16).Proposition B.2. La résolvante hyperbolique Rh(�) := (�gh � �(n � �))�1 se prolongeanalytiquement de O0 à ON�Æ2 à valeurs dans L(H0N ;H2�N) pour tout N 2 R et Æ > 0 si nest pair (resp. pour tout N � n si n est impair) et on a dans ON�Æ2jj�q�Rh(�)jjL(H0N ;Hp�N) � C2NÆ ����� n2 ����1+p (B.8)ave p; q = 0; 1 et CÆ > 0.Preuve : on utilise le modèle de Beltrami pour H n+1 et sa métrique modèle (1.4) asymp-totiquement hyperbolique. Pour montrer es estimations, on onsidère les opérateurs d'ondeU0(t) := os tr�gh � n24 ! ; U1(t) := ��gh � n24 �� 12 sin tr�gh � n24 !99



En dimension impaire nous avons, par le prinipe de Huygens,�tU0(t)�t = 0; t > 0 (B.9)où �t est la fontion aratéristique de la boule hyperbolique ouverte de entre 0 et de rayont2 . On a alors pour t > 0xNU0(t)xN = (1� �t)xNU0(t)(1� �t)xN + (1� �t)xNU0(t)�txN + �txNU0(t)(1� �t)xN(B.10)Il est lair que �����txN ���� � 2N ; jjU0(t)jj � 1 (B.11)et on remarque aussi que m 2 Supp(1 � �t) si et seulement si jmj � tanh � t4�, 'est-à-direque x = 21� jmj1 + jmj � 21� tanh( t4 )1 + tanh( t4 ) = 2e� t2On a don ����(1� �t)xN ���� � 2Ne�Nt2 (B.12)Maintenant on déduit de (B.10), (B.11) et (B.12) que����xNU0(t)xN ���� � 22Ne�Nt2 (B.13)Il reste à voir que �n2 � ��xNRh(�)xN = Z 10 et(n2��)xNU0(t)xNdt (B.14)et (B.8) est prouvé quand p = 0 et n+1 impair. Pour traiter le as de n+1 pair, on va étudierxN�tU1(t)xN , puisque U0(t) = �tU1(t). Pour � > 0 petit, soit 	 2 C10 (R+ ) à support dans[0; 1[ et valant 1 sur [0; 1� �℄. On pose alors	t(m) := 	�4argtanhjmjt �qui est à support dans la boule hyperbolique de rayon t2 et vaut 1 dans la boule hyperboliquede rayon t(1��)2 . On a alors	t�tU1(t)	t = �t (	tU1(t)	t)� (�t	t)U1(t)	t �	tU1(t)(�t	t) (B.15)Le noyau de U1(t) s'éritU1(t;x; y) = C �sinh2 � t2�� sinh2 �d(x; y)2 ���n2+don par onstrution de 	t, les opérateurs dans (B.15) ont un noyau lisse à support ompat(dépendant de t), e qui prouve failement qu'il existe T > 0 tel quejj	t�tU1(t)	tjj � C�e�nt2 (B.16)pour t � T . On proède en�n omme dans le as impair, en déomposant xN sur le supportde 	t puis en dehors, e qui prouve (B.8) pour p = 0.100



Pour le as p = 1, on remarque d'après (1.14) et (1.12) qu'il su�t de donner un prolonge-ment de xNDRh(�)xN pour un nombre �ni d'opérateurs D 2 Di�10(H n+1) et de majorer sanorme. On remarque que pour <(�) > n2 et D 2 Di�10(H n+1)xNDRh(�)xN = Z 10 et(n2��)xNDU1(t)xNdt (B.17)ave jjDU1(t)jj � C d'après (1.15). De plus	tDU1(t)	t = D	tU1(t)	t � [D;	t℄U1(t)	ta don un noyau lisse à support ompat, on véri�e qu'il existe T > 0 tel que pour t � Tjj	tDU1(t)	tjj � C�e�n t2 (B.18)En déomposant xNDU1(t)xN de la même façon qu'en (B.10) et en utilisant (B.18), (B.17),on en déduit (B.8) quand p = 1. �
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RÉSONANCES SUR LES VARIÉTÉS ASYMPTOTIQUEMENT HYPERBOLIQUESOn étudie le prolongement méromorphe de la résolvante du laplaien sur une lasse de var-iétés riemanniennes omplètes non-ompates à ourbure asymptotiquement �1. On mon-tre que la résolvante se prolonge méromorphiquement à C ave p�les de multipliité �nie(appelés résonanes) si et seulement si la métrique véri�e une ertaine ondition de paritéasymptotique, puis on onstruit des exemples pour lesquels il existe une suite de résonanesonvergeant vers un point du feuillet non-physique, prouvant que des singularités essentiellespeuvent apparaître sans ette ondition. Dans un deuxième temps, on montre que les réso-nanes oïnident, ave multipliités, ave les p�les de l'opérateur de di�usion renormaliséà l'exeption d'un ensemble disret de points pour lesquels on expliite géométriquement ladi�érene des multipliités. En�n, on montre l'existene d'une zone sans résonane exponen-tiellement prohe de l'axe ritique.Mots lés. laplaien, prolongement méromorphe, résolvante, résonane, di�usion, variétéhyperbolique. : : :RESONANCES ON ASYMPTOTICALLY HYPERBOLIC MANIFOLDSWe study the meromorphi extension of the resolvent for the Laplaian on a lass of non-ompat omplete Riemannian manifolds whose urvatures approah �1 at in�nity. We showthat the resolvent extends meromorphially to C with poles of �nite multipliity (alled res-onanes) if and only if the metri satis�es a ertain ondition of asymptoti evenness, thenwe onstrut examples for whih there exists a sequene of resonanes onverging to a pointof the non-physial sheet, proving that some essential singularities an appear without thisondition. Seondly, we show that the resonanes oinide, with multipliities, with the polesof the renormalized sattering operator, exept for a disrete set of points for whih an ex-pliit geometri formula between the multipliities is given. We �nally prove the existene ofa free of resonane region exponentially lose to the ritial line.Key words. Laplaian, meromorphi extension, resolvent, resonane, sattering, hyperbolimanifold.


