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Pour commencer

En tant qu’outil, les ordinateurs ne seront rien

de plus qu’une égratignure sur notre culture.

En tant que défi intellectuel, ils sont sans précédent
dans Uhistoire culturelle de ’humanité.

— FEdsger Digkstra

Le chanteur 'annongait : il s’agit de «les [mettre] tous dans des boites, petites
boites toutes pareilles »'. C'est exactement ce qu’il m’a été proposé de faire, et j’y
trouve mon plaisir depuis presque trois ans maintenant.

Certaines personnes, préjugeant sans doute qu’une these se doit d’avoir un sujet
compliqué et que tout ce qui a trait aux mathématiques se doit d’étre abstrait
et abscons, ont cru que je me moquais lorsque j'annoncais que je rangeais dans
des boites de simples objets... peut étre pas si simples que ¢a, lorsque 1'on pense
a l'extraordinaire richesse et a la complexité de nos « enfantins)» nombres entiers,
comme I'ceuvre de G. Ifrah [71, 72] en témoigne.

Il y a ainsi beaucoup de belles choses a réaliser, juste avec des segments a em-
piler ; notamment de tres compliquées. C’est la 'un des charmes de la recherche
opérationnelle, et de la combinatoire en général.

Gerd Finke, mon directeur de thése, m’a proposé le concept de «rangement
d’objets multiboites». Avec Nadia Brauner, ma co-directrice, ils ont encadré at-
tentivement et efficacement mes travaux, tout en sachant me laisser 'initiative des
directions dans lesquelles je voulais mener mes recherches. Le champ ouvert est
banalement immense ; ce travail ne fait qu’apporter les premieres pierres.

Sont-elles vraiment les premieres? pas tout a fait, bien str. En fait le concept
d’objets multiboites est tres lié aux taches multiprocesseurs, étudiées en ordonnan-
cement, et de nombreuses autres variantes des problemes de rangement ont déja été
explorées. Le sujet était ainsi déja tres documenté, essentiellement sur ses frontieres
et a-cotés, avec énormément de méthodes et d’approches disponibles, n’attendant
qu’a étre adaptées sur ce nouveau systeme de contraintes.

* % ok
Rentrons, légerement, dans le sujet. Que sont donc ces «objets multiboites» ?

Pour un probleme de rangement classique, les objets sont des segments qu’il faut
réussir a empiler dans de plus grands segments, tous identiques : les boites. Dans le

! Little Bozes de Malvina Reynolds (adaptation francaise de Graeme Allwright).

11



12 Pour commencer

cas d’objets multiboites, un objet est composé de plusieurs segments, tous identiques,
qu’il faut chacun mettre dans une boite différente (le nombre de segments est appelé
la largeur d'un objet).

Nous nous confrontons donc a un probleme d’allocation de ressources, soit a
la premiere partie d'un probléme d’ordonnancement?, et de nombreuses techniques
issues de ce domaine seront utilisées.

Pour entrer un peu plus dans les détails, et avant d’entamer le récit de mes
travaux proprement dit, voici un avant-gout de ce qui attend le lecteur.

% % %k

La premiere partie de ce travail traite du concept de rangement multiboite de
manieére générale. Aussi commence-t-elle par une description détaillée (tout d’abord
informelle pour bien saisir 1'idée, puis formelle pour éviter tout malentendu) du
concept d’« objet multiboite ». Cette présentation s’accompagne d’un tour d’horizon
des problemes liés et des sous-cas déja abondamment traités dans la littérature.
On trouvera aussi une classification des différents modeles, selon le type des objets
et les objectifs considérés, et plusieurs exemples d’applications. La lecture de cet
ensemble, qui constitue le chapitre 1, permettra au lecteur d’étre familier avec toutes
les variations utilisées par la suite du concept d’objet multiboite.

Quelques modeles linéaires en nombres entiers sont proposés (chapitre 2). On
ne s’arrétera pas longtemps dessus, cette approche n’ayant pas été développée dans
mes travaux, et I’on passera rapidement au chapitre 3 qui pose les bases théoriques
de la difficulté des problémes multiboites. Dans ce chapitre, la NP-complétude des
principaux modeles est démontrée, et le caractere critique (sur le plan théorique) du
nombre de boites est révélé : pour la plupart des modeles, ’aspect arbitraire ou fixé
de ce parametre permet de passer de N'P-complet au sens fort, & simplement N P-
complet mais soluble en temps pseudo-polynomial. On trouvera également dans ce
chapitre la résolution polynomiale pour plusieurs objectifs du cas d’objets de largeur
fixe et de hauteur unitaire.

Dans les chapitres 1 et 3, les premiers jalons illustrant la proximité des range-
ments multiboites et des ordonnancements de taches multiprocesseurs ont été posés.
Le chapitre 4 est entierement dédié a la clarification de ce lien. On y montre que
I’apport de I'un pour I'autre doit avant tout étre méthodologique, et que c’est dans
I’adaptation des techniques de résolution que chacun a le plus a bénéficier de I'autre.

Le chapitre 5 applique immédiatement ce principe, puisque des résultats simi-
laires basés sur des algorithmes semblables existent déja pour I'ordonnancement. Il
s’occupe du cas d’objets de largeur variable. Des algorithmes pseudo-polynomiaux
(pour un nombre de boites fixé) sont proposés lorsque I'objectif est de maximiser le
nombre pondéré d’objets rangés, ou bien la hauteur des boites pour tous les ranger.
Dans ce deuxieme cas, ’approche est étendue et un FPTAS est déduit.

2Pour reprendre les mots de J. Blazewicz dans un de ses cours : « ’ordonnancement est 1’af-
fectation dans le temps de ressources, afin de réaliser un ensemble de taches ». On garde le coté
affectation, sans s’occuper, néanmoins, de la notion de temps.
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Au chapitre 6, le cas d’objets de largeur constante, mais avec des incompatibilités
entre objets et boites, est traité. Pour des objets de hauteur unitaire et ’objectif de
minimiser la hauteur des boites, le probleme est résolu polynomialement avec une
approche de type flot. Ces premiers résultats sont ensuite développés et améliorés en
tirant parti des propriétés spécifiques du probleme, traité comme un cas particuliers
de (g, f)-facteur d’'un graphe biparti.

Ces deux derniers chapitres closent ainsi la premiere partie en résolvant excate-
ment, au moins théoriquement, deux cas particuliers. La deuxieme partie est, elle,
entierement dédiée a la résolution d'un autre cas particulier : le cas d’objets de lar-
geur fixe, avec pour objectif de minimiser la taille des boites. Ce probleme étend,
notamment le célebre ORDONNANCEMENT DE TACHES SUR MACHINES PARALLELES
(P||Cinax)- La premiere partie a suffi a poser le cadre théorique de ce probleme : il
est N'P-difficile au sens fort dans le cas général ; si le nombre de boites est fixé, il est
alors soluble en temps pseudo-polynomial et admet un FPTAS. Il s’agit maintenant
de le résoudre en pratique.

Etant donné la complexité du probleme, un compromis doit étre trouvé entre
qualité des solutions et temps de calcul. Entre résoudre optimalement aussi vite que
possible et résoudre rapidement aussi bien que possible, je me suis concentré sur la
deuxieme approche.

La deuxiéme partie débute avec la présentation de bornes (inférieures) pour ce
probléeme et de leurs performances (chapitre 7). En plus de la borne évidente basée
sur le volume total des objets, on trouvera une borne inspirée du «raisonnement
énergétique » pour l'ordonnancement avec contrainte de ressources, et une métho-
dologie tirée du BIN-PACKING permettant d’améliorer de maniere systématique des
bornes inférieures.

Le chapitre 8 est le coeur de la deuxieme partie; y sont proposées plusieurs
heuristiques a performances garanties. Parmi elles, on notera essentiellement la regle
du «meilleur placement», qui est une extension de la régle LPT pour P||Ciax.
Les résultats classiques pour cette derniere sont ainsi étendus, notamment le fait
que, si les objets sont triés par hauteurs décroissantes, la méthode est une 4/3-
approximation.

A partir de cette regle de meilleur placement, le chapitre 9 présente un PTAS.
Théoriquement moins bon que le FPTAS présenté dans la premiere partie, il ouvre
toutefois d’autres perspectives, notamment dans la conjonction des deux approches,
pour le développement d’algorithmes encore plus performants.

Les heuristiques proposées au chapitre 8, bien que de tres bonne qualité, laissent
encore place a quelques gains : c’est pourquoi, dans le chapitre 10 un algorithme
génétique est proposé. Celui-ci est en fait hybride, et est basé sur les meilleures
heuristiques.

Pour évaluer réellement la qualité des bornes, des heuristiques, et de 'apport de
lalgorithme génétique, le chapitre 11 termine la deuxieme partie par une analyse
empirique de toutes ces méthodes.

La traditionnelle conclusion générale achevera ce document, conjointement avec
la liste des questions ouvertes éparpillées au fil des pages.
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Avant de terminer cette introduction, je veux attirer I’attention sur quelques
points importants pour une lecture plus agréable et plus facile; en premier lieu le
fait que I’ensemble des notations utilisées est répertorié dans ’annexe D.

Beaucoup de concepts usuels de la recherche opérationnelle ne sont pas définis
dans le texte (par exemple, une « a-approximation »). Ils sont en revanche rassemblés
dans l'annexe C (conjointement aux nombreux néologismes du jargon mathéma-
tique). Deux raisons m’ont amené a ce choix. Tout d’abord, cela permet une lecture
beaucoup plus fluide et continue pour quiconque est familier avec les concepts ; quant
au novice, il me semble pertinent qu’il acquiere au préalable les bases indispensables
a une réelle compréhension, ou qu’il se contente d’un survol. De plus, la plupart des
termes sont utilisés en différentes places, notamment pour annoncer ce qui va suivre
et ainsi expliciter la ligne directrice de ces travaux. Il est alors peu opportun de
définir au chapitre 1 ce qu’est un FPTAS, uniquement parce qu’on va en proposer
un au chapitre 5.

Pour la plupart des chapitres, j'indique dans une note de bas de page (non
signalée) les parutions et présentations éventuelles du contenu de ce chapitre, ainsi
que les collaborations.

Un dernier détail : I'orthographe de I'adjectif et néologisme « multiboite ». J’ai
décidé, en suivant I'exemple de « multiprocesseur» donné par le Petit Robert [112],
qu’il serait variable et s’accorderait en nombre. Ainsi parlerai-je d’'un rangement
multiboite et d’objets multiboites.
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L’existence est une suite de notes de bas de page pour un
chef-d’eeuvre vaste, obscur et inachevé.
—  Viadimir Nabokov
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Chapitre 1 __

Ranger des objets multiboites

Toute science crée une nouvelle ignorance.
Tout apport nouveau crée un nouveau néant.
— Henri Michaux

Ce chapitre sert d’introduction aux concepts d’objets et de rangements mul-
tiboites : ceux-ci sont définis et placés dans leur contexte.

Une premiere section permet de se familiariser avec ces notions et de les appré-
hender de maniere informelle, ceci pour en acquérir une idée intuitive : on y trouve
une présentation de la problématique suivie d'un rappel des principaux travaux déja
existants sur des problemes proches et des cas particuliers.

La deuxieme section est plus formelle : y sont définis précisément les principaux
modeles d’objets et les différents objectifs considérés dans ce document.

Afin de mieux concevoir et de motiver davantage le concept d’objets multiboites,
des exemples d’applications sont décrits dans la troisieme section.

1.1 Les problemes multiboites

Le concept d’«objet multiboite» a été proposé par Gerd Finke [55, 56]. L’idée
sous-jacente est d’étendre les problemes de rangement de la maniere dont les pro-
blemes d’ordonnancement de taches multiprocesseurs étendent les problemes clas-
siques d’ordonnancement sur machines paralleles : un objet peut avoir besoin de
plusieurs boites pour étre rangé.

Cette section débute par une description plus précise des problemes de rangement
d’objets multiboites, avec une emphase particuliere sur le lien avec les problemes
d’ordonnancements de taches multiprocesseurs. Une seconde sous-section est ensuite
dédiée aux problemes liés et aux cas particuliers traités dans la littérature.

1.1.1 Présentation

Ranger des objets dans des boites est un défi courant des applications indus-
trielles, comme de la vie de tous les jours. Le cas classique est de disposer de beau-
coup de boites identiques et de vouloir ne se servir que d’un minimum d’entre elles

Ce chapitre est essentiellement une reprise, étendue, des parties correspondantes de [96, 98]; il a

été présenté en diverses occasions [90, 97, 96].
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pour tout ranger. Avec un tel objectif, il s’agit du probleme bien connu du BIN-
PACKING.

Un autre probleme extrémement fréquent et classique est 'TORDONNANCEMENT
DE TACHES SUR MACHINES PARALLELES (P||Cpax). Dans ce cas, différentes taches
doivent étre exécutées, plusieurs machines sont a disposition et I'objectif est de finir
le travail le plus tot possible.

Ces deux problemes sont en fait tres liés. Fondamentalement, ils correspondent
au méme probleme de décision (est-ce qu’on peut faire tenir tous les objets dans m
boites de hauteur H ; est-ce qu’on peut effectuer toutes les taches sur m machines
en un temps C'7) et ne different que par l'objectif & minimiser. Aussi passe-t-on
facilement de 'un a l'autre. Par exemple, une simple rotation du diagramme de
Gantt représentant un ordonnancement permet de voir celui-ci comme un rangement
(voir figure 1.1).

Pl 1 2 : pee -------Hmax
P 3 4 4 7
Pls| 6 |7/
. 2 6
Py 8 : 3
Cmax 1 3 5

B, B, B; B,
(a) (b)

Figure 1.1 — Passage d’un ordonnancement a un rangement.
(a) un ordonnancement ; (b) le rangement correspondant.

Depuis une vingtaine d’années, les problemes d’ordonnancement sur machines
paralleles ont été étendus : une tache peut avoir besoin de plusieurs machines, si-
multanément, pour son exécution. Cela correspond a de nombreux problemes réels,
notamment en informatique avec I'utilisation de structures paralleles.

Les objets multiboites sont aux objets habituels ce que les taches multiproces-
seurs sont aux taches classiques. Ainsi, un objet multiboite est constitué de plusieurs
bouts identiques, chacun devant étre emballé dans une boite différente. Le parallele
entre ordonnancements et rangements existe toujours, avec cependant une différence
importante : dans un ordonnancement de taches multiprocesseurs, il peut y avoir du
temps mort entre deux taches (phénomene impossible! pour des taches monopro-
cesseurs s'il n'y a pas de précédences), di au fait qu'une tache nécessite plusieurs

'Pour étre exact : tout temps mort peut étre supprimé sans modifier la réalisabilité de la
solution, ni en dégrader la valeur.
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machines en méme temps. Lorsque, comme précédemment, on tourne le diagramme
pour voir cet ordonnancement comme un rangement, ce temps mort n’a pas de sens :
il n’y a pas de notion de temps dans un rangement. Il faut donc laisser tomber les
objets pour boucher les trous. La figure 1.2 illustre ce phénomene.

Pl 1 3 6| 7
Pl 1 4 6 :
(&) P3| 1 4 7
P, 3 5 6 :
Pl 2 3 6 :
Cmax
- - il il -----------------Cmax
7 7
6| 6 6| 6 - |67 6
5 6 5
4 | 4 4 | 4
3 3|3 3 6 | 3
1111 2 11| 1] 3|2
P B Py P B By By Bs By DBs

(b) (c)

Figure 1.2 — Passage d’'un ordonnancement de taches multiprocesseurs a un rangement
d’objets multiboites.
(a) un ordonnancement ; (b) le méme, tourné; (c) le rangement correspondant.

Cette transformation met en évidence une autre fagon de voir les problemes
de rangement d’objets multiboites : non pas seulement comme des extensions des
problemes de rangement, mais aussi comme des relaxations des problemes d’ordon-
nancement de taches multiprocesseurs pour lesquelles la notion de temps est mise
de coté. Il n’y a ainsi aucune notion d’ordre au sein d’une boite, et la contrainte de
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simultanéité d’exécution des taches ne se retrouve pas pour des objets. Ce rapport
entre rangements et ordonnancements sera développé au chapitre 4.

Par abus de langage, j’'utiliserai souvent les termes de « rangement multiboite »
ou de « probleme multiboite » en place de « rangement d’objets multiboites» ou de
« probleme de rangement d’objets multiboites ». De telles ellipses n’ajoutent aucune
confusion, étant donné que seuls les objets sont réellement multiboites, et autorisent
une plus grande fluidité d’expression.

Une instance d’un rangement multiboite consiste en la donnée de n objets et du
nombre de boites m.

Pour un objet multiboite O;, size; est sa largeur (le nombre de boites dans
lesquelles il est, ou doit étre, rangé : chaque partie d’un objet doit étre rangé dans
une boite différente) et h; sa hauteur (la place qu’il occupe dans chaque boite).
La hauteur et la largeur respectivement du plus grand et du plus gros objet sont
représentées par Apmay et Sizepmay.

Pour une boite B;, H; est sa hauteur (la hauteur d’une boite est la somme des
hauteurs des objets qui y sont rangés). Hyayx est la hauteur de la plus haute boite,
et A est la plus grande différence de hauteur entre deux boites. Toutes les boites
sont identiques et 'ordre des objets au sein d’une boite est sans importance. Pour
avoir des notations simples, je confonds souvent une boite avec ’ensemble des objets
qu’elle contient ; ainsi écrivé-je O; € B; pour dire qu'un des bouts de I'objet O; est
rangé dans la boite B;.

Plusieurs objectifs sont envisageables, notamment minimiser la taille des boites
ou leur nombre ; maximiser le nombre d’objets rangés. Ceci m’amene a parler plus
en détails des problemes liés et des cas connus.

1.1.2 Cas connus et problemes liés

Voici venu le temps d’un tour d’horizon des problemes liés aux rangements mul-
tiboites. Pour commencer, les nombreux cas particuliers traités dans la littérature
sont abordés, classés par objectif. Ensuite viennent en complément quelques autres
problémes tres proches des problemes de rangements multiboites.

Minimiser la taille des boites

Lorsqu’il s’agit de minimiser la hauteur des boites, le probleme est généralement
considéré sous l'angle de 'ordonnancement : cela correspond a la minimisation du
temps global d’exécution (critére Cpax)-

Ainsi, le rangement d’objets de largeur unitaire est le probleme d’ORDONNANCE-
MENT SUR MACHINES PARALLELES (P||Cpax). Ce probléme est N'P-difficile au sens
fort [60]. Graham a proposé I'algorithme LPT? qui consiste & placer les taches par
ordre décroissant de leurs durées, des qu'un processeur est disponible; il a prouvé
une garantie de 4/3 pour cet algorithme [64]. Une autre approche tres efficace, avec

2LPT : Longuest Processing Time first (les plus longues d’abord).
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des performances légerement supérieures, est due a Coffman, Garey et Johnson :
Multifit [36], basée sur les algorithmes d’approximation pour le BIN-PACKING (voir
plus bas). Leurs idées ont été reprises et développées par Hochbaum et Shmoys, qui
en ont déduit un PTAS [68]. Pour un nombre de machines fixé, Sahni a proposé un
FPTAS [113]. Il existe de nombreuses variantes et extensions de ce probleme (ma-
chines dédiées, précédences, préemptions, etc.) qui dépassent le cadre des rangements
multiboites. Pour plus de détails, le lecteur est renvoyé a [32] ainsi qu’a [16].

Lorsqu’on ne considere que deux boites, le probleme de rangement est équivalent
au tres classique BI-PARTITION. Ce probléme est NP-complet, mais il se résout en
pratique bien et en temps pseudo-polynomial [60]. Il admet un FPTAS [10].

N’ayant a priori que peu a voir avec les problemes d’ordonnancement, le probleme
de I’équilibrage de la charge d’un anneau (connu dans la littérature sous le nom
de RING LOADING PROBLEM) est cependant aussi un cas de rangement d’objets
multiboites, mais a « boites dédiées », qui apparait dans la conception de réseaux de
télécommunications de type SONET bidirectionnel. Les objets n’ont pas de largeur
fixe, mais peuvent étre rangés dans I'un ou 'autre de deux ensembles complémen-
taires de boites, dépendant de ’objet considéré. Ce probleme est présenté plus avant
dans les applications des problemes multiboites (section 1.3.1).

Minimiser le nombre de boites

Un deuxieme critere d’optimisation habituel est de minimiser le nombre de boites
utilisées pour ranger tous les objets. Le probleme est alors vu sous ’angle du BIN-
PACKING (appellation traditionnelle lorsque les objets sont de largeur unitaire).

Ce probleme a été tres étudié, et le lecteur intéressé se reportera a [37]. Je rap-
pelle ici les principaux résultats. Le BIN-PACKING est NP-difficile au sens fort et il
n’est pas approximable & moins de 3/2 (sauf si P = N'P) [60]. Il existe toutefois d’ex-
cellents algorithmes pour le résoudre, notamment FF? et sa garantie de 17/10 [75].
Pour des garanties asymptotiques (et excellentes en pratique) FFD? a un rapport de
11/9 et MFFD® de 71/60 [61]. En fait des PTAS asymptotiques existent [54] et 1'on
peut méme avoir des algorithmes polynomiaux asymptotiquement optimaux [76].
A noter également de récentes avancées pour le calcul de bonnes bornes inférieures
pour ce probleme [53], sur lesquelles je reviendrai au chapitre 7.

Le BIN-PACKING est décliné en différentes autres versions. L’une d’entre elle
est le BIN-PACKING OUVERT, dans lequel un objet par boite peut déborder. Ce
probléme est N'P-difficile mais admet un PTAS (asymptotique) [100]; le cas olt un
ordre est imposé sur les objets, et que I'objet qui dépasse une boite doit étre celui de
plus grand indice a également été étudié [123]. Certains auteurs ont aussi traité le
BIN-PACKING DUAL, pour lequel il s’agit de maximiser le nombre de boites, chacune

3FF : First-Fit (la premiére qui convient) consiste & ranger un objet dans la premiere boite qui
peut le contenir.

AFFD : First-Fit Decreasing (FF, selon I'ordre décroissant) est une variation de FF o les objets
sont, considérés par ordre de tailless décroissantes.

SMFFD : Modified First-Fit Decreasing (modification de FFD) est une version améliorée de
FFD qui traite de maniere particuliere les objets les plus problématiques.
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devant avoir un niveau minimum de remplissage. Plusieurs algorithmes polynomiaux
avec des garanties de 1/2 a 3/4 ont été proposés [9], ainsi que des bornes supérieures
et inférieures conduisant a un algorithme de type « brancher et borner» efficace et
exact [82].

Maximiser le nombre d’objets rangés

Le troisieme objectif naturel est de vouloir maximiser le nombre (pondéré) d’ob-
jets rangés dans un nombre donné de boites de taille donnée.

La version pondérée la plus simple de ce probléme est le probleme du SAC-A-
Dos, qui correspond a un probleme multiboite pour des boites de hauteur unitaire
et des objets de largeur constante (ou bien a une unique boite). Ce probleme ap-
parait fréquemment comme sous-probleme d’autres applications et il est intensive-
ment traité dans la littérature. Signalons seulement ici qu’il est NP-difficile, soluble
en temps pseudo-polynomial [60] et qu’il admet des FPTAS [85, 67]. Pour plus de
détails, le lecteur est renvoyé a [78].

Le cas non pondéré avec des objets de largeur unitaire et des boites de hauteur
quelconque est connu sous le nom de BIN-PACKING DE CARDINALITE MAXIMUM.
Pour ce cas, des bornes supérieures et des algorithmes d’approximation ont été
proposés (38, 83].

Problémes liés

D’autres problemes sont relativement proches des problemes de rangement d’ob-
jets multiboites, sans en étre des cas particuliers.

Ont déja été évoqués les problemes d’ORDONNANCEMENT DE TACHES MULTI-
PROCESSEURS (P|size;|Cinax, ou parfois CUSP?). Ces problemes sont N'P-difficiles
au sens fort dés qu’il y a au moins 5 machines; ils sont N'P-difficiles mais solubles
en temps pseudo-polynomial pour 2 ou 3 machines (pour 4 machines, la complexité
exacte est inconnue) [44]. Pour des taches de durée unitaire, le probleme reste N P-
difficile au sens fort; il se résout toutefois linéairement si les largeurs des taches
sont bornées par une constante’ [13]. A noter, pour ces problemes ainsi que le
probleme tres proche du RCPSP, de récentes avancées pour le calcul de bonnes
bornes inférieures [12, 27, 28]. Le concept de taches multiprocesseurs se décline en
de nombreuses variantes ; pour plus de précisions, le lecteur est renvoyé a [43, 15, 14].

Un autre type d’ordonnancements est tres proche des probléemes multiboites
— et d’une certaine maniere les généralise — : les ordonnancements avec conflits,
ou certaines taches ne peuvent partager le méme processeur. Ces problemes sont
généralement N P-difficiles (en particuliers pour trois machines, méme pour des

6CuSP : Cumulative Scheduling Problems (problémes d’ordonnancements cumulatifs) pour les-
quels les taches requiérent plus d’une unité de la ressource par unité de temps.

"Ce «linéairement » mérite quelques précisions. Si les taches ont une largeur dans {1, K},
la résolution est effectivement efficace; pour des tiches ayant une largeur dans {1,2,...,K} la
résolution reste linéaire mais passe en fait par la résolution d’un gros systeme linéaire et s’avere
tres cotiteuse.
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durées unitaires [11] ou bien un graphe d’exclusion biparti [18]). Pour plus de détails,
notamment quelques algorithmes d’approximation ou la résolution de cas particu-
liers, se référer a [18, 73, 11]. Cette notion de conflits a aussi été étudiée pour le
BIN-PACKING [74].

Enfin, il existe les rangements multidimensionnels. Pour ces problemes, boites
et objets ont plusieurs dimensions. La différence fondamentale avec des objets mul-
tiboites formés de plusieurs bouts est que chaque objet n’est qu’un unique bloc. Des
approximations et des bornes inférieures ont été données pour la minimisation de la
taille des boites [31] ou de leur nombre [26, 50, 31, 20].

Pour tous ces modeles théoriques, il faut souvent rajouter des contraintes spéci-
fiques lorsqu’on veut résoudre une application industrielle réelle, et ainsi adapter les
méthodes pour résoudre ces systemes complexes. [21] illustre cela.

1.2 Classification

Comme nous venons de le voir, les rangements d’objets multiboites sont tres
diversifiés et regroupent de nombreux problemes, selon les particularités des objets
et I'objectif considérés. Aussi, dans cette section, une classification est proposée, afin
de mettre un peu d’ordre.

En raison des similitudes, la notation pour les problemes de rangement d’ob-
jets multiboites est une notation a trois champs semblable a celle existant pour les
problemes d’ordonnancement de taches multiprocesseurs [15, 43].

Rappelons que la notation a trois champs, proposée par Graham et al. [65] et
reprise par Blazewicz et al. [17], s’écrit sous la forme «|3|y, ou « spécifie I'environ-
nement de travail, c’est-a-dire les processeurs (pour nous, ce sera donc les boites) ;
[ décrit 'ensemble des taches (pour nous, ’ensemble des objets), notamment les
contraintes auxquelles elles sont soumises; enfin, le dernier champ, v, indique le
critere a optimiser.

Dans ce travail, je n’ai considéré que des rangements dans des boites identiques,
ce qui est noté B. Les seules contraintes possibles sur un tel environnement sont le
nombre et la hauteur des boites. Ainsi, Bm indique que le nombre de boites est fixé
a m, et B précise que les boites ont une hauteur déterminée H.

En ce qui concerne ’ensemble des objets, je reprends les principales contraintes
données dans le cas de taches multiprocesseurs [15, 43]. Ainsi les objets peuvent
avoir des hauteurs fixées (p.ex. h; = 1) ou bornées (p.ex. h; < k); de méme pour
les largeurs (p.ex. size; = k ou size; < k). Plus particulieres sont les contraintes
sur les boites qui peuvent ou doivent contenir un objet ; pour préciser cela :

— size; signifie que chaque objet O; a besoin d’'un nombre fixé size; de boites

différentes et qu’il occupe une hauteur h; dans chacune d’elles.

— any; indique que chaque objet O; peut étre mis dans un nombre quelconque

1 < size; < m de boites, et qu’il occupe une hauteur dépendant de ce nombre,
h;(size;), dans chacune d’elles (ce modele généralise le cas size;).
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— fix; révele que chaque objet O; doit étre mis dans un ensemble déterminé
fiz; de boites®.

— set; signale que chaque objet O; peut étre rangé dans différents ensembles
de boites, et qu'il occupe une hauteur h; dans chacune d’elles (ce modele
généralise le cas fiz;).

— allow; précise que chaque objet O; a besoin d'un nombre fixé size; de boites,
mais qu’il ne peut étre rangé que dans les boites autorisées, définies par allow;,
et qu'il occupe une hauteur h; dans chacune d’elles (ce modele est un cas
particulier de set;).

Les quatre premiers systemes de contraintes décrits ci-dessus sont les principaux
systemes définis dans le cadre de taches multiprocesseurs, et ce sont les seuls que
je considere dans ce document. Il en existe toutefois d’autres [43], dont certains
gardent tout leur sens dans le cas de rangements multiboites. Quant au modele
allow;, il n’a pas, a ma connaissance, été considéré tel quel pour les problemes
d’ordonnancement (bien qu’il se rapproche des modeles avec processeurs dédiés). Il
sera traité spécifiquement au chapitre 6.

Nous en arrivons maintenant au troisieme champ : l'objectif. Dans la mesure
ou l'ordre des objets au sein d’une boite n’a pas d’importance, certains criteres
d’ordonnancement n’ont aucun sens pour les rangements multiboites. Pour ce travail,
je n’ai retenu que trois criteres principaux :

— Hp .« : minimiser la hauteur maximale de m boites.

— m : minimiser le nombre de boites de hauteur H.

— N (ou W) : maximiser le nombre (ou nombre pondéré) d’objets rangés dans

m boites de hauteur H.

Lorsqu’aucun objectif particulier n’est considéré, et que seule la réalisabilité du
probleme entre en compte (probleme de décision), I’absence d’objectif est indiquée
par -.

1.3 Quelques exemples d’applications”

Les problemes de rangement d’objets multiboites sont des modeles assez généraux
qui incluent de nombreuses applications potentielles. En voici quelques unes.

1.3.1 Conception de réseaux de télécommunication

Un probleme de rangement d’objets multiboites survient lors de la conception de
réseaux de télécommunication de type SONET : équilibrer des signaux le long des
anneaux formant le réseau. Ce probleme est connu dans la littérature sous le nom

8Ce cas n’a pas grand sens pour les problemes de rangements multiboites, puisqu’alors il n’y
aucun choix sur le placement des objets. Je ’ai laissé en raison de son emploi au chapitre 4.

9Les applications des sections 1.3.2 et 1.3.3 sont dues & G. Finke et N. Brauner [55]; I'idée de
Iapplication de la section 1.3.7 m’a été soufflée par N. Brauner.
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de RING LOADING PROBLEM. Commencons par préciser ce que sont les réseaux
SONET, puis par donner quelques résultats de la littérature!®.

La technologie SONET/SDH!! [118, 122, 119] est un standard de conception de
réseaux qui permet une bonne résistance aux pannes sans avoir de sur-cout prohibitif.
Elle consiste en 1’élaboration d’anneaux auto-cicatrisants (ou Self-Healing Ring) :
les nceuds du réseau sont regroupés en cycles et sont connectés selon ces cycles en
utilisant au moins deux fibres séparées orientées dans des sens opposés. En chaque
neeud se trouve un ADM!2 correctement dimensionné qui permet les communications
et qui oriente automatiquement le signal sur une fibre ou l'autre. Tous les ADM
d’un anneau ont la méme aptitude de traitement, qui est donc une caractéristique
de anneau (sa capacité), dimensionnée en fonction des demandes a satisfaire et du
protocole utilisé.

Le protocole le plus simple, qui est le standard européen défini par 'ETSI!3 [48,
47], est d’utiliser des anneaux unidirectionnels, pour lesquels un sens de parcours
est dédié au fonctionnement normal, 'autre étant réservé aux cas de défaillance.
Comme l'illustre la Figure 1.3, les ADM sont capables de réorienter le signal sur la
fibre de sécurité lorsqu’une rupture de connexion survient, ce qui permet de continuer
d’assurer le trafic méme lors de la défaillance d’une connexion par anneau. De plus
on constate qu’'avec un tel protocole une demande transite sur tout 'anneau (sur
la figure 1.3, par exemple, la demande entre A et C utilise deux arcs dans un sens,
les quatre autres arcs dans 'autre) : ainsi la capacité de traitement d’'un ADM (sur
une fibre) doit étre au moins égale a la somme des demandes entre les noeuds de
I’anneau, pour le cas ou les demandes sont toutes simultanées.

L’élaboration de tels réseaux, et principalement leur découpe en un nombre mi-
nimum d’anneaux de capacité donnée, a été largement étudiée.

Goldschmidt, Hochbaum, Levin et Olinick [62], et indépendamment, Brauner,
Crama, Finke, Lemaire et Wynants [23, 22], ont montré que la simple partition du
graphe des demandes en anneaux de capacité fixée était N'P-difficile. Les premiers

ont proposé un algorithme d’approximation avec une garantie de (\/g + \/%), ol

k est la capacité d'un anneau (leur algorithme est exact pour un graphe de de-
mandes arborescent avec une capacité k = 3 [87]). Les seconds ont réalisé plusieurs
heuristiques gloutonnes ainsi qu’une méthode tabou pour ce probléeme. Brauner et
Lemaire [25] ont aussi étudié une approche par recouvrement d’ensemble, basée sur
'algorithme glouton de Chvatal [34] pour les problemes de couverture.

Pour d’autres versions du probleme, plusieurs heuristiques gloutonnes ont été

10Ce qui suit n’est pas, & I’exception des deux derniers paragraphes, directement lié aux problemes
multiboites ; cela permet toutefois de mieux comprendre ce que sont les réseaux SONET. Cela
correspond aussi & une partie de mon travail, effectuée en DEA.

HUSONET : Synchronous Optical NETwork (réseau optique synchrone) est la terminologie
américaine, SDH : Synchronous Digital Hierarchy (hiérarchie des lignes numériques synchrones)
européenne.

12ADM : Add/Drop Multiplezer (multiplexeur par insertion et extraction).

I3ETSI : European Telecommunications Standards Institute (institut européen des standards de
télécommunications).
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fibre normale
(a)

Figure 1.3 — Un anneau unidirectionnel (réseau SDH).
(a) fonctionnement normal ; (b) cas d’une panne.

\

\ \ mi-fibre de sécurité

mi-fibre normale

Figure 1.4 — Un anneau bidirectionnel (réseau SONET).
(a) fonctionnement normal ; (b) cas d’une panne.
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proposées [63], ainsi que diverses méthodes basées sur la recherche tabou [84, 6, 59|
ou la programmation en nombres entiers [86, 120].

Un autre protocole consiste en 1'utilisation d’anneaux bidirectionnels, pour les-
quels les signaux peuvent aller dans un sens comme dans 'autre, la moitié de la
capacité de chaque fibre servant de sécurité. Ce standard permet en général un
meilleur rendement (i.e. un plus grand débit pour un méme dimensionnement) mais
s’ajoute alors un probleme de répartition des signaux sur chaque fibre pour tirer
véritablement profit de cette propriété. Ainsi, un anneau ayant été construit, il faut
équilibrer les demandes afin d’en minimiser la somme en un méme point. Il faut
donc attribuer a chaque demande 'une des deux routes qui lui sont possibles le long
de anneau (voir figure 1.4).

Ce probleme, connu dans la littérature sous le nom de RING LOADING PROBLEM,
est un cas particulier de rangement d’objets multiboites. Les m arétes de 'anneau
sont les m boites et les n demandes sont les n objets (la hauteur d’un objet étant la
valeur de la demande). Chaque objet, i.e. chaque demande d;;, peut étre affecté soit a
I’ensemble des arétes de ¢ a j dans le sens direct, soit a I’ensemble complémentaire. Le
probleme de répartition de la charge le long d’un anneau est donc un cas particulier
du modele B|set;|Hpax-

Schrijver, Seymour et Winkler [114] ont prouvé que ce probleme est N'P-difficile
dans le cas général ; ils ont également construit un algorithme d’approximation ga-
rantissant de ne pas dépasser la valeur optimale de plus d’un terme additif (3/2 fois la
plus grande demande). Leur approche a été développée par Khanna [79] qui en a tiré
un schéma d’approximation polynomial. Lorsque les demandes peuvent étre coupées
et envoyées de part et d’autre de ’anneau, le probleme devient facile [108, 114].

1.3.2 Analyse de documents

Un groupe d’experts examine des documents. Chaque document doit étre exa-
miné par plusieurs experts, en fonction de son importance, et un temps d’expertise
est attribué a chaque document. L’objectif est de terminer 'expertise le plus vite
possible.

En assimilant les experts aux boites et les documents aux objets, on obtient
typiquement un probleme B|size;|Hpmax, si tous les experts sont compétents pour

tous les documents; dans 'autre alternative, c’est un probleme Blallow,;|Hyax OU
Bset ;| Humax-

1.3.3 Sauvegardes de fichiers

On désire sauvegarder un ensemble de fichiers (les objets) sur des disques (les
boites). Pour des raisons de sécurité, chaque fichier doit étre sauvegardé plusieurs
fois, selon son importance. Avec pour objectif de minimiser le nombre de disques
nécessaires, c’est un probleme B|size;|m.
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1.3.4 Tests de médicaments

En guise d’exemple pour introduire la notion de couplage, Lovéasz et Plum-
mer [102] considérent une entreprise pharmaceutique qui veut tester m antibio-
tiques sur n volontaires, en tenant compte des cas d’allergies. Tester un médicament
une seule fois n’est cependant pas suffisant, et il serait plus réaliste de donner n
médicaments a m cobayes, chaque médicament devant étre donné un certain nombre
de fois (& des cobayes différents). Puisque le but normal de telles expériences est de
guérir les gens plus que de les rendre malades, aucun volontaire ne devrait recevoir
trop de produits.

Il s’agit alors d’un probleme Bm/|allow;|Hyax, ol les boites sont les cobayes et les
objets les médicaments. La hauteur d'un objet serait une mesure de sa dangerosité
potentielle, et le vecteur allow; représenterait les incompatibilités allergiques.

1.3.5 Répartition de I'utilisation de machines

Dans [115] est décrit un probléeme de répartition de ressources, traité comme un
probleme Bmlallow;, h; = 1|-. Il s’agit de faire un emploi du temps de 'affectation
d’un terminal informatique. Chaque utilisateur (un objet O;) a une demande (size;
heures) et des disponibilités (représentées par allow;). Les boites sont les heures
ouvrables du terminal, et il s’agit de déterminer si un emploi du temps satisfaisant
toutes les demandes est possible.

1.3.6 Développement logiciel

Pour un logiciel, plusieurs bibliotheques de programmes sont a écrire. Chacune
peut étre codée par un nombre quelconque de programmeurs et le temps pour
la réaliser dépend, bien entendu, de ce nombre. De plus, méme au sein d’une bi-
bliotheque, les routines sont suffisamment indépendantes pour qu’il n’y ait pas be-
soin de synchroniser les développeurs.

Plusieurs objectifs peuvent étre envisagés. Si 'on dispose de m programmeurs
et que l'on veut finir le plus tot possible, c’est un probleme Bm|any;|Hmax. Si,
au contraire, une date limite est imposée et que l'on veut minimiser le nombre
d’employés nécessaires pour la respecter, c’est un probleme B|any;|m.

1.3.7 Organisation d’une école d’été

Pour une école d’été, plusieurs cours doivent étre sélectionnés et programmés
durant une semaine. Chaque cours nécessite size; fois un créneau de h; heures, et
deux lecons d’'un méme cours ne doivent pas avoir lieu le méme jour. Le but est de
mettre en place autant de cours que possible.

Dans ce probleme, les cours sont les objets et les jours de la semaine les boites
(m jours de H heures). C’est alors un probleme B|size;|N, ou B|size;|W si certains
cours ont priorité sur d’autres.
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1.4 Envoi

Le concept de rangement d’objets multiboites vient d’étre posé formellement et
plusieurs exemples d’application montrent la pertinence pratique de ce modele. Les
chapitres suivants sont dédiés a l'analyse de ce concept; il s’agira notamment de
préciser la complexité des problemes et de proposer des méthodes de résolution.






Chapitre 2 __

Modéles linéarres

Ce chapitre n’est pas une étude exhaustive des possibilités de résolution des
problemes multiboites par la programmation linéaire : une telle étude n’a pas été une
priorité de mes travaux. Aussi le lecteur ne trouvera ici que des pistes de recherche,
dont plusieurs mériteraient d’étre explorées plus avant.

Afin de faire ressortir les idées essentielles la premiere section ne traite que
du modele le plus simple, Blsizej| Hyax. Une seconde section présente brievement
quelques adaptations possibles pour les autres problemes, selon 'objectif et le type
d’objets considérés.

2.1 Modeles pour B|size;|Hpax

2.1.1 Un modele en variables binaires

La maniere la plus directe de modéliser un probleme de rangement multiboite
par le biais de la programmation linéaire est d’utiliser des variables booléennes : z;;,
vraie si et seulement si I'objet O; est rangé dans la boite B;. Pour les problemes
B|size;| Hyax, le modele est alors immédiat :

( min HmaX
s.c. Zh Tij < Hpax 1=1,2,...,m

(B|sizej| Hmax) .
wa—szze] 17=12...,n

oxWG{Ol} i=1,2,....mj=1,2....n

\

La premiere contrainte controle qu’aucune boite ne dépasse la hauteur H.y ; la
deuxieme implique que chaque objet est completement rangé; la troisieme assure
que les bouts d'un méme objet sont dans des boites distinctes.

A I'optimalité, la fonction-objectif a bien pour valeur la hauteur de la plus haute
boite. De plus, il n’est pas nécessaire de préciser d’autres contraintes sur la variable
H,..x : aloptimalité, elle est nécessairement entiere et positive.

31
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Avantages et inconvénients

Un intéret évident de ce modele est sa grande simplicité, qui permet de bien
appréhender le probleme. A remarquer cependant : si m n’est pas fixé, la taille du
modele (nm + 1 variables, mn + m + n contraintes) n’est que pseudo-polynomiale
en la taille de I'instance (O(n(logm + 1og hmax)))-

Tel quel, ce modele n’est pas adapté a une résolution réelle : il possede beau-
coup trop de symétries (p.ex. on peut permuter les boites, ou des bouts d’objets
identiques). Ces symétries peuvent toutefois étre réduites (voir le modele suivant)
et méme exploitées, ainsi que le fait que le polyedre est en 0-1.

Relaxation continue

La résolution fractionnaire de ce modele est immédiate : ainsi, mettre size;/m
de chaque objet dans chaque boite est une solution optimale pour la relaxation
continue, de valeur ) ;sizejh;/m. Cela donne une borne inférieure, si 'on prend en
compte l'entiereté :

Proposition 2.1. La valeur optimale d’un probléme B|size;|Hmax vérifie :

[Z@Eo size; hﬂ

H:nax 2

m

ou O est l’ensemble des objets.

Il serait toutefois intéressant d’explorer plus avant la résolution de la relaxation
continue : en effet un algorithme de type Simplexe ne donnerait pas la solution
triviale précédente, mais une solution (dite « solution de base») n’ayant au plus que
m + n variables (parmi nm) fractionnaires. Des techniques d’arrondi seraient alors
envisageables.

2.1.2 Un modele en variables entieres

Voici maintenant un deuxieme modele, non plus en 0-1 mais en variables entieres.
L’idée derriere ce modele est de briser autant que possible les symétries du modele
précédent.

Briser les symétries dues aux objets identiques est aisé : on ne considere plus
que des objets O, distincts, caractérisés par une hauteur h; et une largeur size; ;
une variable supplémentaire n; indique le nombre d’objets de type O;. Ainsi, les
variables de décision x;; sont maintenant des variables entieres dont la valeur est le
nombre d’objets de type O; mis dans la boite B; :
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( .
min  Hyax
n

S.C. .ZhjxijSHmax i:1,2,...,m

j=1
(B|size;| Hupax) 3 inj:njsizej J=L12....n
i=1
OQEUSTL] Z:1a27"'7m7j:1727" T
ez, €N 1=1,2,....m3=12....n

\
La troisieme contrainte assure que deux bouts d’un méme objet ne seront pas mis

dans la méme boite.

Elimination des symétries

Ce modele brise les symétries dues aux objets; pour celles dues aux boites,
plusieurs coupes sont possibles. Les solutions peuvent, tout d’abord, étre « norma-
lisées ». On impose alors que les boites soient rangées par ordre croissant des tailles :

n n
Zh]‘ Tij < Zh] Tit1,5s 1< <n.
j=1 Jj=1

Ensuite, puisque dans une solution optimale la différence de hauteur entre deux
boites est au plus Ay, la contrainte suivante peut étre ajoutée :

n n
Y hj@mi— > w1y < e
j=1 j=1

La contrainte précédente peut étre généralisée : si un objet O, est mis dans B;,
mais pas dans B;, et que la différence de hauteur entre ces deux boites A;,;, > hj,
alors O; peut étre déplacé de B;, dans B;, sans détériorer la solution. Ainsi la
transformation suivante est valide :

1. définir les Y variables yfll-z,z'l < 19, représentant la différence de nombre de
copies de O; entre B;, et B, ;

2. ajouter les contraintes : A;;, < h; yf”-Q, Qe sy by — xiy) < hy y{liQ ;

3. ajouter les contraintes x;, ; — ;,; < yf Liy» afin de calculer yf Lin )

4. la valeur des yfliQ n’est correcte que si les contraintes de I'item précédent sont

serrées ; pour cela, transformer la fonction-objectif en G = H . + €Zygli2.
Pour ¢ «suffisamment petit ) (p.ex. € = (hpeY) ™), |G| est la valeur optimale
du probleme initial.

Comportement expérimental

D’un point de vue expérimental, 'intéreét des contraintes précédentes n’a été
étudié que sur quelques petites instances et aucune conclusion définitive ne ressort.
Signalons toutefois les quelques tendances suivantes.
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Tout d’abord, sur le modele en 0-1, un algorithme standard! trouvait une solution
optimale généralement rapidement (typiquement quelques secondes), mais passait
alors énormément de temps a confirmer cette optimalité (typiquement plusieurs
minutes). Le simple fait d’indiquer que la variable H,,,y est entiére atténue un peu
cette attitude; supprimer les symétries dues aux objets grace au modele de cette
section assure un gain encore plus conséquent.

Pour ce qui est des contraintes additionnelles : forcer les boites a étre rangées
dans 'ordre des tailles améliore bien les performances ; par contre I'intérét d’imposer
une différence de hauteur entre les boites inférieure a h,., n’est pas évident. Quant
a la généralisation de cette contrainte par l'introduction des variables y;;, elle a
permis, sur les instances testées, de réduire notablement le nombre de noeuds dans
I’arbre de recherche, i.e. le nombre de programmes linéaires résolus, mais au prix
d’un surcotit de calcul pour la résolution de ces systemes globalement supérieur au
gain.

Dans tous les cas, une étude plus précise et exhaustive est cependant indispen-
sable avant de tirer des conclusions définitives.

Relaxation continue

La relaxation continue donne la méme valeur pour ce second modele que pour
le premier (une solution optimale est donnée par z;; = n; size;/m). Toutefois, la
proportion de contraintes, par rapport aux variables, ayant augmenté, méme un
algorithme de type Simplex ne donnerait, a priori, que peu de variables entieres;
aussi, malgré ses avantages, il n’est sans doute pas préférable au premier modele
pour appliquer des techniques d’arrondi de solutions fractionnaires.

2.2 Adaptations aux autres problemes

Les modeles linéaires pour le probleme B|size ;| Hpyayx sont simples mais déja peu
propices, en I’état, pour une résolution directe. L’adaptation aux autres objectifs
et/ou modeles renforce malheureusement 1’aspect négatif : elle passe généralement
par 'ajout de variables entieres. Je propose ici certains ajustements a partir du
modele en variables en 0-1 pour B|size;|Hpax-

Pour prendre en compte l'objectif W (ou N), il suffit de rajouter une variable
booléenne par objet : 7;, valant 1 si et seulement si I'objet O; est rangé. Ceci est pris
en compte dans la deuxieme contrainte, validant que l'objet est soit completement
rangé, soit pas du tout :

1J’ai utilisé CPLEX interfacé par MPL.
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n
max E T'j wj
Jj=1

n
S.C. thjxing i:1,2,...,m
j=1

(

(B|size;|W) m

Oinj:Tjsizej j=12....n
i=1

oz, €{0,1} i

or; € {0,1} j=

\
De la meme facon, pour 'objectif m, il suffit d’introduire une variable booléenne
par boite : b;, valant 1 si et seulement si la boite B; est utilisée. Une borne supérieure
+ ~ , . + n . .
m™ pour le nombre de boites est alors nécessaire (p.ex. m* = ZFl size;).

mT
min E b;
1

1=

(

n
s.c. o Zhjxij <H i=12,....m"
j=1

(Blsize;|m) S o
onij:szzej j=12....n
i=1

° b, > 1 i=1,2,....m",j=1,2,....n
e z;; €{0,1} i=1,2,....m"j=1,2...,n
o b € {0,1} i=1,2,...,m"

\

Pour ces deux modeles, les méthodes évoquées précédemment peuvent aussi étre
mises en ceuvre afin de réduire les symétries.

Pour prendre en compte d’autres types d’objets comme set; et any;, il semble
que, mis a part pour certains cas particuliers comme allow; (voir chapitre 6), une
explosion du nombre de variables, booléennes ou entieres, soit le prix a payer. Cela
amene a des modeles a mon avis inopérants et inutilement compliqués pour per-
mettre une meilleure appréhension du probleme. Aussi, dans la suite de ce document,
je ne considererai pas de tels modeles linéaires.






Chapitre § __

Complexité, approximabilité

S’l n’y a pas de solution, c’est qu’il n’y a pas de probleme.
— proverbe Shadok

Ce chapitre a pour objectif de positionner les problemes de rangements d’objets
multiboites au sein de la hiérarchie des classes de complexité. Pour la définition des
termes utilisés, le lecteur est renvoyé a ’annexe C. Une connaissance préalable de
la théorie de la complexité est toutefois indispensable; je conseille [60, 10] comme
ouvrages de référence et d’apprentissage.

La premiere section présente la N'P-complétude pour les différents types d’objets
(size;, setj, any;) et un objectif quelconque. La deuxiéme section aborde brievement
la question de I'approximabilité des problemes de rangements multiboites. Enfin,
dans la troisieme section, plusieurs variantes d’'un méme algorithme sont proposées
pour résoudre polynomialement le cas d’objets de hauteur unitaire, pour les objectifs
Hpax, met N.

Une quatrieme section présente une synthese des résultats. Toutefois, de nom-
breux compléments et précisions sont apportés au cas par cas dans les chapitres
ultérieurs. Pour une vision synthétique et globale de la complexité des problemes de
rangement d’objets multiboites, j'invite le lecteur a se reporter a I'annexe A.

3.1 Complexité des problemes multiboites

Commencons par le plus intuitif des modeles de rangements d’objets multiboites,
le cas sizej, et formulons-le de maniere générale sous forme de probleme de décision :

Probleme B|size;|-

Instance. Un ensemble de n objets O = {O; = (h;, size;,w;),j =1,2,...,n} C N*";
une borne H € N; une borne m € N; une borne W € N.

Question. Existe-t-il un sous-ensemble O’ d’objets (O" = {O}} C O) dont le poids
total dépasse W (i.e. Y o wj = W) et tel qu'il existe un rangement de O’ dans

J

m boites (By, Bs, ..., B,,) de hauteur H (i.e. ZO;eBi h; < HVi=1,2,...,m
et {B; 0) € Bi}| = size;,Vj=1,2,...,n)7

L’essentiel des résultats de complexité (sections 3.1 et 3.3) de ce chapitre a été publié dans [96] et

a été présenté en diverses occasions [90, 97, 96].

37
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Selon les objectifs, des simplifications interviennent, ce qui peut réduire la taille
d’une instance : il n’y a de fonction de poids w; que pour le critere W, tandis que pour
les criteres m et H,.. la borne W disparait elle aussi. Toutefois ces simplifications
sont rarement significatives.

Le probleme général a une taille O(nIn(mHW)). Or une solution (i.e. la donnée,
pour chaque boite, des objets qu’elle contient) a une taille O(nm), ¢’est-a-dire expo-
nentielle en la taille de I'instance si le nombre de boites n’est pas fixé! En fait, dans
ce cas, aucun « bon certificat » (au sens de la théorie de la complexité) n’est connu
pour attester d'une réponse affirmative au probleme B|size;|-. En d’autres termes,
on ne sait pas si ce probléme est dans la classe NP ou pas... d’oul une premicre
question ouverte :

Question 3.1 : Le probleme B|size;|- appartient-il & NP7

Toutefois, comme je le montre plus loin, le probléme est au moins N P-difficile ;
en fait il est N'P-complet pour n’importe quel nombre fixé de boites m > 2.

Commencons par quelques cas particuliers, puisque nombreux sont ceux que
I'on trouve dans la littérature. B2|size;|Hpmax correspond au probleme BIPARTI-
TION ; Bm|size; = 1|Hpax est le probleme d’ORDONNANCEMENT SUR MACHINES
PARALLELES (Pm||Cyax); B'lsize;|]W est le probleme du SAC-A-DoS. Tous ces
problémes sont A'P-complets, mais solubles en temps pseudo-polynomial [60, 10].
Blsize; = 1|Hpyax est le probleme d’ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARAL-
LELES (P||Cax) €t Blsize; = 1|/m est le probleme de BIN-PACKING. Ces deux
problémes sont N'P-complets au sens fort [60].

Etant donnés tous ces cas particuliers N'P-complets, le résultat suivant n’a rien
de surprenant.

Théoréme 3.1. Bm|size;|- est N'P-complet; Blsize;|- est au moins N'P-difficile
au sens fort.

PREUVE — Pm||Cpax, probleme NP-complet, est une restriction polynomiale de
Bm|size;|- ol seules sont admises les instances vérifiant : W = n, H = Cyax €t
Vj=1,2,...,n:size; = 1,w; = 1. De ce fait, Bm|size;|- est N'P-complet.

Considérons maintenant une instance de PARTITION EN TRIPLETS : 3¢ objets
de taille [; et une borne X. La question est de savoir s’il est possible de ranger les
objets dans ¢ boites de maniere a ce que la somme des tailles des objets dans chaque
boite soit exactement X.

Une instance de PARTITION EN TRIPLETS se transforme de maniere pseudo-
polynomiale (selon le sens donné par Garey et Johnson [60, page 101] — voir an-
nexe C) en une instance de Blsize;|- en fixant : m =¢q, H =X, W =n, n = 3m et
Vi =1,2,...,n: h;j =1, size; = 1,w; = 1. Comme PARTITION EN TRIPLETS est
NP-complet au sens fort, B|size;|- est au moins N'P-difficile au sens fort. ®
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Rappelons ici que la formulation et la discussion ci-dessus sont générales pour
n’importe lequel des objectifs Hy.x, m, N et W et que méme lorsque des simplifica-
tions s’operent (comme la disparition de la fonction de poids w; et de la borne W)
les résultats demeurent valides. Il faut toutefois se méfier puisque de telles simpli-
fications peuvent avoir de 'importance : le probleme du SAc-A-Dos, B!|size;|W,
est N'P-complet alors que pour les mémes contraintes, mais un autre objectif (N ou
m), il devient trivial.

Passons maintenant a la généralisation de size; : le cas any;. Pour ce probleme,
on doit indiquer, pour chaque objet, sa hauteur en fonction de sa largeur. Aussi
faut-il remplacer chaque couple (h;, size;) par un vecteur de taille m et le probleme
devient :

Probleme B|any;|-

Instance. Une borne m € N; un ensemble de n objets O = {O; = ([hj(s),s =
1,2,...,m],w;),j =1,2,...,n} C NO™ " yne borne H € N; une borne W €
N.

Question. Existe-t-il un sous-ensemble O” d’objets (0" = {O}} C O) dont le poids
total dépasse W (i.e. Yoo w; = W) et tel qu'il existe un rangement de O
dans m boites (Bl,Bg...J, B,,) de hauteur H (i.e. Y ocp hi(s;) < H,Vi =
1,2,...,m, avec s; = [{B; 0, € B}|,\Vi=1,2,...,n)7

La taille de ce probleme est O(n(mlIn H + In W)). Contrairement au probleme
Bl|sizejl-, la taille d'une solution est bornée polynomialement par cette quantité.
Ainsi, les problemes Bmlany;|- et aussi Blany;|- appartiennent a la classe N'P. Ils
sont en fait tous les deux NP-complets :

Théoréme 3.2. Bmlany;|- est N'P-complet; Blany;|- est N'P-complet au sens
fort.

PREUVE — Utilisons le fait que any; généralise size; pour en déduire sa complexité.
Rappelons que Bm|size;|- est N'P-complet et Bl|size;|- au moins N P-difficile au
sens fort (théoreme 3.1).

Soit une instance I de B|size;|-. Celle-ci peut étre transformée en une instance I’
de Blany;|- en posant, pour un objet O; = (h;, size;) de I : h;(s) = h;si s = size; et
h;(s) = +oo sinon. Cette transformation n’est pas polynomiale (la taille de I'instance
passe de O(n(ln H +Inm +InW)) & O(n(mln H +InW))), mais elle est suffisante
pour nos besoins.

En effet, si Blany;|- n’est pas N'P-complet au sens fort, alors il existe un algo-
rithme pseudo-polynomial pour le résoudre. Par la transformation précédente, un
tel algorithme résoudrait aussi B|size;|- en un temps polynomial en n, H,m, W,
ce que la forte N'P-difficulté de B|size;|- interdit. Le probleme Blany;|- est donc
NP-complet au sens fort.
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Une transformation, similaire a la précédente, d’'une instance de Bm/|size;|- en
une instance de Bm|any;|- est polynomiale (m est fixé). Aussi, si Bm|any;|- était
polynomial, Bm/|size;|- le serait aussi, ce qui aboutirait a une contradiction. ®

Comme dans le cas des problemes de type size;, des simplifications des ins-
tances sont possibles pour certains objectifs, comme H,,,., m ou N. Les résultats
précédents, pour des raisons identiques, restent valides.

Le cas des problemes de type set; est plus délicat : la complexité dépend grande-
ment des possibles restrictions sur les ensembles de boites considérés, puisque cela
peut modifier la taille d’une instance de maniere exponentielle !

Par exemple, si tous les ensembles sont a priori possibles, il faut préciser, pour
chaque objet, son appartenance aux 2™ — 1 ensembles potentiels et la taille de
'instance explose en O(n(2™ +1In(HW))). Bien stur un tel cas n’aurait pas beaucoup
de sens, ne serait-ce que parce que, pour chaque objet, seuls quelques ensembles
seraient utiles (ceux n’étant inclus dans aucun autre). Il permet toutefois de douter
de la pertinence d’exprimer la complexité de B|set;|- dans toute sa généralité. Pour
des cas particuliers, nous avons cependant les résultats suivants :

Proposition 3.1. Bm|set;|- est N'P-complet; B|set;,compl|- est N'P-complet
(«compl) signifie que set; se réduit, pour chaque objet, & deux ensembles complé-
mentaires d’objets).

PREUVE — Lorsque le nombre de boites m est fixé, la taille d’'une instance de
Bmlset;|- est O(n1n(HW)). Il s’ensuit que le probleme Pm||Ciax, N'P-complet, en
est une restriction polynomiale : Bm|set;|- est donc N'P-complet.

Le probleme B|set;, compl|- est connu dans la littérature sous le nom de RING
LOADING PROBLEM (voir aussi chapitre 1, section 1.3.1). Schrijver, Seymour et
Winkler ont montré sa N'P-complétude [114]. ®

Dans I'annexe A, le lecteur trouvera une table récapitulative des résultats de
complexité. Certains des résultats sont des conséquences de la discussion précédente,
mais l'on trouvera aussi de nombreux compléments provenant des sections et cha-
pitres suivants.

3.2 Approximabilité des problemes multiboites

Cette section entre peu dans les détails et ne donne que quelques résultats ba-
siques et généraux sur I’approximabilité des problemes de rangements multiboites.
Dans le cas des problemes B|size;|Hmax, la question sera beaucoup plus approfondie
dans la deuxieme partie de cet ouvrage.

Tout d’abord, rappelons qu'un probleme N P-difficile au sens fort n’admet pas
de FPTAS si P # NP [60, 10]. I1 découle alors immédiatement des résultats de la
section précédente :
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Proposition 3.2. Si P # NP, alors les problémes Blsizej|- et Blany;|- n'ad-
mettent de FPTAS pour aucun des objectifs Hyax, m, N et W.

Toutefois, si le nombre m de boites est fixé alors les probléemes correspondants,
Bm|size;|Hmax, Bm|setj|Hyax €t Bm|any;|Hyax, admettent un FPTAS (voir cha-
pitre 5, section 5.4).

Un résultat classique de Garey et Johnson [60, théoreme 6.6] peut étre adapté
afin d’éliminer la possibilité d’une approximation a un facteur additif constant pres :

Proposition 3.3. Si P # NP, alors aucun algorithme A ne résout en temps
polynomial un probléme X = o|f|Hmax avec la garantie :

|H

max

- H;‘;lax’ S K
pour K constante fivée et « € {Bm, B}, B € {size;, setj, any;}.

PREUVE — Supposons qu'un tel algorithme A existe pour un des problemes X
considérés (p.ex. X = Blsize;|Hpax)-

A partir d’une instance I, on construit une instance I’ en remplacant chaque
hauteur h; par (K + 1)h; (K étant fixé, cette transformation est polynomiale).
Les solutions de I’ sont en bijection avec celles de I et la valeur de chacune est
exactement K + 1 fois plus grande que celle de la solution correspondante.

En résolvant I’ avec A, on a la garantie : |[HA (I') — H*, (I')| < K, ce qui,
puisque les hauteurs sont entieres, implique que la solution correspondante pour [
est optimale : I'algorithme A permet donc de résoudre optimalement I en temps

polynomial, ce qui contredit la N"P-complétude du probleme X, si P # NP. ®

Si 'approximation a un facteur additif constant pres n’est pas possible, je pro-
pose au chapitre 8 plusieurs algorithmes polynomiaux pour Bm|size;|Hmax qui ga-
rantissent une approximation a un facteur additif pres : la plus grande hauteur d’un
objet de I'instance considérée.

En ce qui concerne 'approximation a un terme multiplicatif pres, il suffit de
remarquer que, pour le probleme Bm|size;|Hpyax, la pire solution vaut au plus
Mhmax < mH* il en découle le résultat trivial suivant :

max ’

Proposition 3.4. Tout algorithme résolvant Bm|size;|Hmax €st une m-approxi-
mation.

On peut toutefois faire beaucoup mieux. Ainsi, il existe des algorithmes tres
rapides pour résoudre ce méme probleme avec un facteur inférieur a 2. Il existe méme
des PTAS et des FPTAS pour ce probleme. Pour plus de détails, le lecteur est renvoyé
aux chapitres 5, 7, 8 et 9 traitant respectivement d’'un FPTAS, de bornes inférieures
et supérieures, d’algorithmes d’approximation et d'un PTAS pour B|size;|Hpax-

L’approximabilité pour les autres objectifs n’a pas été particulierement étudiée
dans ce travail. Dans le cas B|size;j|m les résultats existants sur le BIN-PACKING



42 partie I. Rangements d’objets multiboites

impliquent qu’il n’est pas possible (& moins que P = N'P) d’avoir une approxima-
tion & un facteur inférieur & 3/2. De bien meilleures garanties asymptotiques sont
toutefois envisageables, notamment en se basant sur les nombreux résultats déja
établis pour le BIN-PACKING (se référer a [37]).

3.3 Résolutions polynomiales pour B|size;, h; = 1|-

Nous avons vu précédemment que les problemes B|size;|- sont N'P-difficiles pour
chacun des quatre objectifs Hy., m, N et W. Une restriction naturelle est de ne
considérer que des objets de hauteur unitaire. Que deviennent alors ces problemes ?
Dans la plupart des cas, ils deviennent polynomiaux...

Ces résolutions polynomiales passent par ce que ’on peut voir comme une adap-
tation de l’algorithme de McNaughton pour l'ordonnancement avec préemptions
Plpmitn|Ciax [103, 16]. Cela permet de résoudre optimalement et en temps polyno-
mial le probléme B|size;, h; = 1|- pour trois objectifs : Hyay, m et Nt

Dans les trois cas, la clé est que 'on connait a l'avance le volume nécessaire
pour ranger optimalement les objets. Ensuite, il suffit de remplir cet espace par
des solutions particulieres « par blocs)» ou les différentes parties d’'un objet sont
placées dans des boites adjacentes. En d’autres termes : pour chaque objet O; il
existe, dans une telle solution, un indice ¢; tel que O; est rangé dans les boites
Bi,, Bij11,- -+ Bijysize;—1 (les indices doivent étre compris modulo m). Grace a ce
type de solutions, il suffira de préciser un indice par objet pour préciser entierement
une solution.

Algorithme 3.1. Résolution de B|size;, hj = 1|Hpax

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
1=1
pour O; € O faire
i =1
i = ((i + size; — 1) mod m) + 1

Pour les objectifs Hy,ax et m, un simple algorithme ('algorithme 3.1) qui «dé-
roule» les objets les uns a la suite des autres suffit. Il place O; dans les size;
premieres boites, puis Oy dans les sizes boites suivantes, et ainsi de suite. En fin de
procédure, chaque objet occupe size; boites différentes (la solution est réalisable),
et la différence de hauteur entre deux boites est au plus de 1, puisque chaque objet
est de hauteur unitaire.

Cet algorithme construit une solution optimale pour H., et m :

'La résolution polynomiale de B|size;|- avait déja été signalée pour Hyax [96] et m [1].
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Proposition 3.5. B|size;, hj = 1|Hpyax se résout en temps O(n). La valeur opti-

male est :
n .
e > i1 Size;
max ~ m .
PREUVE — La valeur annoncée est une borne inférieure évidente. Elle est atteinte

par l'algorithme 3.1, puisque la différence de hauteur entre deux boites est au plus
un. Cet algorithme est donc optimal pour B|size;, hj = 1|Hpyax ; de plus, son temps
d’exécution est O(n). ®

Proposition 3.6. B|size;, h; = 1|m se résout en temps O(n). La valeur optimale
est :
m* = max< Sizemax; | —— | ¢ -
H

PREUVE — La valeur annoncée est une borne inférieure évidente. L’algorithme 3.1
construit une solution réalisable (dont les boites ne dépassent pas la borne H) si on
lui donne pour m cette valeur. Cet algorithme est donc optimal pour B|size;, h; =
1|m; de plus, son temps d’exécution est O(n) (comme celui du calcul de m*).  ®

Le cas du critere N est 1égerement différent : généralement, on ne peut pas ranger
tous les objets. Il suffit cependant d’adapter légerement 1’algorithme précédent pour
tenir compte de ce phénomene, et ranger en priorité les objets les plus utiles (pour
I'objectif considéré) : les plus petits, puisque seul leur nombre compte. Ceci donne
'algorithme 3.2, qui est optimal pour B|size;, h; = 1|N.

Algorithme 3.2. Résolution de B|size;, h; = 1|N

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m,
hauteur de boite H -
1. trier les objets : size; < sizey < ... < size,
2. 1=1, V=mH
pour O; € O faire
si size; <V alors

Zj:i
i = ((i + size; — 1) mod m) + 1
V =V — size;

sinon STOP
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Proposition 3.7. B|size;,h; = 1|N se résout en temps O(nln(n)). La valeur
optimale est :

k
N* = argmax {k < n| Zsizej <mH;size; < sizeg < ... < sizen} .
j=1

PREUVE — La valeur annoncée est celle trouvée par 'algorithme 3.2, en temps
O(nln(n)) (le tri des objets domine leur rangement). De plus, cette solution est
optimale : puisque les objets les plus petits sont placés les premiers, il n’est pas
possible de supprimer un ensemble d’objets pour le remplacer par un plus grand
ensemble d’objets non rangés. ®

Pour de futures extensions, il faut remarquer que ce principe de ranger d’abord les
plus petits objets est toujours valide pour le critere N : méme si certaines solutions
optimales ne le vérifient pas, il existe toujours une solution optimale ne contenant
que les N* plus petits objets.

Pour ce qui est du quatrieme objectif, W, il est sans doute bon de rappeler que
le probleme B!|size;, h; = 1|W est le probleme, N'P-difficile, du SAC-A-DOS. Ainsi,
meéme avec la restriction additionnelle que les boites sont aussi de hauteur unitaire,
le probléme n’est pas soluble en temps polynomial (& moins, bien stir, que P = N'P).

3.4 En résumé

La complexité des principaux modeles de rangements d’objets multiboites a été
présentée dans ce chapitre. Deux tendances sont a noter : lorsque les objets ne sont
pas de hauteur unitaire, il y a peu d’espoir de trouver des cas polynomiaux ; de plus,
le nombre de boites est un facteur plus critique que leur hauteur (ce phénomene
se trouve déja dans les cas limites de TORDONNANCEMENT SUR MACHINES PA-
RALLELES par rapport au BIN-PACKING : tandis que le premier admet des PTAS
méme pour un nombre de machines arbitraire, le second n’admet d’approximations
a moins de 3/2 qu’asymptotiques).

Les chapitres suivants précisent et completent ces résultats. Pour une vue géné-
rale de la complexité et de 'approximabilité des problemes multiboites, le lecteur
est renvoyé a l'annexe A.

Une piste de recherche intéressante ressort de ce qui précede : I'étude des «so-
lutions par blocs », ou les bouts d'un méme objet sont rangés dans des boites adja-
centes. Cette particularité a déja permis de résoudre polynomialement B|size;, h; =
1]- pour les criteres Hpax, m et N, et cela méme pour un nombre de boites arbitraire.
Elle me semble notamment étre la voie la plus prometteuse pour obtenir un « bon
certificat du oui» afin de prouver que les problemes B|size;|- sont dans NP (si tant
est qu’ils le sont).
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Dans une optique de résolution pratique des probléemes multiboites, une telle
propriété permettrait également de simplifier grandement les algorithmes et pourrait
ainsi se révéler eétre une approche tres efficace. Pour valider cela, il faudrait toutefois
controler les pertes éventuelles ainsi introduites :

Question 3.2 : Que vaut la meilleure solution « par blocs» par rapport a une
solution optimale? et ainsi : quelles garanties peut-on avoir grace a des solutions
« par blocs»?






Chapitre 4 __

Sur les liens entre rangements et
ordonnancements

Autant que savoir, douter me plait.
— Dante Alighieri

Ce court chapitre permet de préciser la relation qui existe entre les rangements
d’objets multiboites et les ordonnancements de taches multiprocesseurs. Le lien
entre les deux problemes est tout d’abord formalisé. Dans une deuxieme section,
le passage d'un ordonnancement a un rangement est étudié¢ tandis que la troisieme
section est dédiée a la transformation inverse. Une breve conclusion présente enfin
le parti pris vis-a-vis de l'utilisation des ordonnancements pour les rangements, et
réciproquement.

4.1 Problemes associés

La classification des rangements d’objets multiboites, adaptée de celle existant
pour les ordonnancements de taches multiprocesseurs, suggérait déja une forte rela-
tion entre ces deux problémes (voir chapitre 1, section 1.2). En fait, celui-la est une
relaxation de celui-ci : la notion de temps disparait pour les problemes de range-
ment, et avec elle la notion de simultanéité d’exécution des différentes composantes
d’une tache.

Cette relation se définit en termes de « problemes associés ) :

. Définition 4.1. (problémes associés) Soit B un probleme d’objets multiboites
. et P un probléme de taches multiprocesseurs. B et P sont des problémes associés
s’ils correspondent a des modéles identiques lorsqu’on identifie machines et boites
. ainsi que tdches et objets (i.e. : mémes contraintes (éventuelles) sur le nombre de
. boites/machines et leur taille; mémes contraintes sur les objets/taches (taille, type) ;
. objectifs similaires).

Ainsi P|size;|Crax et Blsize;|Hmax sont des problemes associés, mais aucun
de Pm|size;|Cax, P|set;|Cpax ni P|size;lm n’est associé a B|size;|Hpax. Afin de
mieux fixer les idées, la table 4.1 présente quelques exemples supplémentaires de
problemes associés.

Le contenu de ce chapitre, paru dans [96], a été présenté en diverses occasions [56, 90, 96].

47
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Table 4.1 — Quelques exemples de problemes associés.

ordonnancements
Pl|Crnax
Pm|size;|Cax
Plsetj,pj = 1|Crnax
P3|[>°C;

rangements
Bl|Hax

Bm|size;| Hmax
Blsetj, hj = 1| Hyax
B3| > H;

Si deux problemes sont associés, alors une instance de I'un est aussi une instance
de l'autre : un objet O; = (sizej, h;) est aussi une tache de largeur size; et de temps
d’exécution p; = h;; m boites sont autant de processeurs; la hauteur totale d’une
boite/machine est sa date de fin d’exécution ; etc.

Pour compléter cette présentation de problemes associés, la table 4.2 donne
les complexités comparées des principaux couples pour le critere Hyayx/Crax. Les
résultats de complexité pour les problemes de rangement sont prouvés dans ce do-
cument ; les références pour les ordonnancements sont données.

Table 4.2 — Complexités comparées de problemes associés.
Les notations sont données dans ’annexe D.

Probleme Rangement Ordonnancement
Bm/|size;|Hyax, m = 2,3 NP-d, pP NP-d, pP 44]
Bm|size;|Hmax, m =4 NP-d, pP NP-d [44]
Bm|size;|Hmax, m > 5 NP-d, pP NP-f [44]
Blsize; = 1| Hpax NP-f NP-f [60]
Bmlsize; € {1, m}|Hypax NP-d, pP  NP-d, pP [60]
Blsize; € {1,k}, hj = 1|Hppax O(n) O(n) [13]
Blsize; < k,h; = 1|Hpax, k fixé  O(n) O(n) [13]
Blsize; < k,h; = 1|Hpax, k qcq O(n) NP-f [13]
Blsize;, h; = 1|Hpax O(n) NP-f [13]
Bm|any;|Hupax, m = 2,3 NP-d, pP NP-d, pP [44]
Bm|any;|Hyax, m =4 NP-d, pP NP-d [44]
Bm|any;|Hmax, m > 5 NP-d, pP NP-f [44]
Blany;| Hmax NP-f NP-f [44]
Bm|fiz;| Hpax, m > 3 O(n) NP-f [15]
Bm|fixj, h; = 1|Hpax O(n) O(n) [15]
B|f7:l’j, hj = 1|Hmax O(N) N'P—f [15]
B2|set ;| Hiax NP-d, pP NP-d, pP [15]
Bm|set ;| Hmax NP-d, pP ?

Bm|setj, h; = 1|Hpax polynomial ?
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4.2 D’un ordonnancement a un rangement

Prenons une solution, représentée par son diagramme de Gantt, d'un probleme
d’ordonnancement. Tournons cette solution de 90° et laissons les taches tomber et
boucher les temps morts. Le résultat est un rangement, qui est une solution réalisable
pour le probleme de rangement associé au probleme d’ordonnancement. En d’autres
termes : en supprimant les temps morts intermédiaires d’'un ordonnancement, on
obtient un rangement valide. La figure 4.1 illustre cette transformation, donnée
formellement par la définition suivante :

Al 1 |7 3 4
Pl q 3 4
@ B 1 2 3 :
Pyl g 2 |5|6]|| 4
P58 2 6| 4
Cmax
= — ______________Cmax
4 | 4 4 | 4 B R S . [ ..
4
3133 6 4| g4
3 4
3 51| 6
- 21 2] 2 - 2
2 | 2
11111 11111
8| 8 8| 8
P, P, P, P, Ps B, By, By B, Bs

(b) ()

Figure 4.1 — Un exemple d’abaissement d’un ordonnancement.
(a) un ordonnancement ; (b) le méme, tourné; (c) le rangement associé.
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. Définition 4.2. (abaissement) Soit I une instance pour deux probléemes associés
P et B; soit S un ordonnancement de I. L’abaissement de S, St est défini comme
étant le rangement ayant les mémes affectations, i.e. qu’un objet O; est rangé dans
la boite B; pour S si et seulement si la tache T; est effectuée par la machine P;
© pour S.

On peut remarquer qu'un abaissement est toujours une solution réalisable pour
le probleme vu en tant que probleme de rangement. Il peut toutefois y avoir des
pertes lors de la transformation : méme si 'ordonnancement initial est optimal,
son abaissement n’est pas nécessairement un rangement optimal, comme l'illustre la
figure 4.2

IS T ¢ 3 4
Bl 1 3 4
@) I3 1 2 3 :
Pyl g 2 |56 4
P58 2 61| 4
Cmax
______________Cmax ______________OmaX
--’--'----'Hmax '----'--'----'Z{Bax
4: 4 7 max
4| 3 4 5
3 6 | 4 44|84
31 6 31al 2|24
7
2 | 2
1111 1|1l1]3]3
8| 8
By By Bs By DB By By By By Bs

(b) ()

Figure 4.2 — Un exemple d’abaissement non optimal.
(a) un ordonnancement optimal; (b) I’abaissement de cet ordonnancement ; (c) un
rangement optimal.
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Il existe toutefois des cas ot un abaissement est toujours optimal (par exemple,
dans le cas de P|size; = 1|Cyax o1l ordonnancements et rangements sont identiques)
et des cas ou, a défaut d’avoir 'optimalité, au moins a-t-on des garanties. La sous-
section suivante présente un tel cas.

4.2.1 Garanties pour un abaissement de Pm/|size;,p; = 1|Chax

Dans cette section, je me préoccupe de problemes de type Pm|size;, p; = 1|Cpax,
c’est-a~dire avec un nombre fixé de machines/boites, des taches/objets de largeur
fixe et de hauteur unitaire, et en minimisant la hauteur/durée totale.

Rappelons tout d’abord que, d'un point de vue ordonnancement, ce probleme
se résout en temps linéaire O(n) [13]. D’un point de vue rangement, ce probleme
se résout également optimalement en temps linéaire (voir chapitre 3, section 3.3).
Cette section ne donne donc pas un moyen de résoudre les problemes Bm|size;, h; =
1| H pax, par ailleurs déja tres bien résolus. Elle permet simplement d’illustrer le genre
de garanties auxquelles on peut s’attendre lorsqu’on passe d'un ordonnancement a
un rangement.

Pour le reste de cette section, I est une instance (de Pm|size;,p; = 1|Cpax
ou de Bm|sizej, hj = 1|Hpayx, indifféremment); H est la valeur optimale pour

max

I vue en tant que rangement; C¥__ est la valeur optimale pour I vue en tant
qu’ordonnancement ; S' est I’abaissement d’un ordonnancement optimal et sa valeur

est HY

max*
Proposition 4.1. Awvec les conventions précédentes :

I 2m m—1

- *

max—m+1 max TH7

et cette borne est asymptotiquement atteinte.

PREUVE — Soit A =) ; stzej le temps total d’activité des processeurs. Considérons
un ordonnancement optimal S*. Comme chaque tache est de durée unitaire, il y a
au plus un intervalle de temps ¢t € {1,2,...,C* _} durant lequel il y a strictement
moins de |m/2] 4+ 1 processeurs actifs (autrement, les taches effectuées dans ces
deux intervalles pourraient étre exécutées en parallele, pour un gain de 1). Aussi, au
moins |m/2| 4+ 1 machines sont actives pendant au moins C} . — 1 unités de temps.

max
Lors de la derniere unité de temps, au moins une machine est active. Il en découle :

Az (Com— D5 +D+1
1
(Chue = D™=+ 1,

Az(cgax_m_]-)m—i_l (@)

Vv

soit :

2
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A est aussi le volume total des objets. Comme chaque objet est rangé, on a :

A
Hp > ()

En intégrant de plus le fait que St est une relaxation de S*, et donc que H},, <
on obtient grace a (&) et (©) :

- zi(Hl _m—l)m—i—l)

C*

max)’

max m max m + 1 2

c’est-a-dire :
I 2m m—1

< 2 g S

max—m+1 max+m_|_1‘

Voici maintenant une famille d’instances qui atteint, asymptotiquement, cette
borne. Pour cela, prenons m impair et n tel que n = 0 mod 2m et définissons I, ,,
comme ayant n objets identiques de hauteur h; = 1 et de largeur size; = L%J +1=
L (m est impair).

Pour une telle instance, deux taches ne peuvent pas étre effectuées simulta-
nément. La solution S* consistant a effectuer la tache T; au temps j sur les size; =
mtl bremieres machines est donc optimale, et C* = n. L’abaissement de S* n’ap-

2 max

porte aucun gain : St = S*, alors que la solution optimale pour un rangement a pour

nm+1 1
valeur H* = |—2— W = nlmtl)
m 2m

max

pour n = 0 mod 2m (voir chapitre 3, section 3.3

ainsi que la figure 4.3). Aussi avons nous :

l_2m

*

max m + 1 max’

ce qui permet d’approcher la borne de garantie d’aussi pres que 1’on veut, en faisant
tendre m vers l'infini. ®

4.2.2 Quelques remarques

Dans cette section, j’ai présenté quelques résultats visant a illustrer le passage
d’un ordonnancement a un rangement. Ils n’incitent pas a continuer dans cette voie,
qui semble peu adéquate.

Ainsi, méme sur un cas simple et bien résolu (Bm|size;, hj = 1|Hpax), relacher
un ordonnancement optimal peut donner des rangements deux fois trop grands. Il
ne faut donc pas trop compter sur de bonnes garanties pour des cas plus compliqués.

Ces conclusions pessimistes n’ont toutefois rien de surprenant : comme l'illustre le
début de ce chapitre (table 4.2), les problemes d’ordonnancement sont plus difficiles
que les problemes de rangements associés.
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6| 6

5| 5

4 | 4 5| 6] 6
3| 3 4 | 4| 5
2| 2 2|1 3] 3
1|1 1| 1] 2
B, By DBj B, By Bs

(b) ()

Figure 4.3 — Un exemple de mauvais abaissement pour Pm|sizej, pj = 1|Cmax.
(a) un ordonnancement optimal ; (b) son abaissement ; (¢) un rangement optimal.
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4.3 D’un rangement a un ordonnancement

Je considere maintenant le probleme inverse a celui de la section précédente :
ayant un rangement, je veux le transformer en un ordonnancement valide. Formel-
lement :

. Définition 4.3. (mise-a-niveaux) Soit I une instance et S un rangement réali-
- sable pour I. Une mise-a-niveaux de S est un ordonnancement S', réalisable, tel
que son abaissement soit S.

. De plus, une mise-a-niveaur S1* est optimale si elle est le meilleur ordonnance-
- ment parmi les mises-a-niveauz de S.

Une mise-a-niveaux est toujours possible : il suffit, par exemple, de mettre I'objet
O; au début des machines, puis l'objet O, apres lui, etc. En fait, il existe une
correspondance entre les ordres sur les objets et les mises-a-niveaux : chaque ordre
implique une mise-a-niveaux précise (si aucun temps mort n’est inséré, inutilement,
entre les taches). Trouver le bon ordre est alors essentiel : un mauvais choix a
des effets catastrophiques, le pire ordonnancement pouvant étre obtenu. Aussi je
m’intéresse aux mises-a-niveaux optimales.

Dans le cas de deux boites, tout se passe bien, comme l'illustre la figure 4.4 et
I’exprime la propriété suivante :

6 | 2 6| .
71 13
4 |7 717
2|9 2 | 2
1| 3 1|1

(a) (b)

Figure 4.4 — Un exemple de mise-a-niveaux optimale pour B2|size;|Hmax.
(a) un rangement ; (b) une mise-a-niveaux optimale.

Proposition 4.2. Une mise-a-niveaux optimale de B2|size;|Hmax — ou plus géné-
ralement Bm|size; € {1, m}|Hmax — se calcule en temps O(nlogn).
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PREUVE — Un objet a besoin soit de toutes les boites, soit d'une seule. Soit I'ordre
(non strict) < défini par O;, < Oj, si, et seulement si, O;, a besoin de plus de boites
que Oj,. Trions, au sein de chaque boite, les objets selon cet ordre. Cela se fait en
temps O(nlogn). D’un point de vue rangement, rien n’a changé. D’un point de vue
ordonnancement, la solution est maintenant réalisable : c’est une mise-a-niveaux,
nécessairement optimale puisque de méme valeur que le rangement associé. ®

Malheureusement, des trois boites, les choses se gatent. En fait, le probleme de la
mise-a-niveaux optimale est identique aux problemes d’ordonnancement de taches
pour lesquelles I'allocation est fixée (les problemes de type P|fiz;|Ciax). 11 s’ensuit
le résultat suivant :

Proposition 4.3. Trouver une mise-a-niveauz optimale est N'P-difficile, méme
pour 3 boites ou bien pour des objets de hauteurs unitaires.

PREUVE — D’un point de vue rangement, un probleme de type B|fiz;|Hmax €st
facile : il n’y a aucun choix et I'instance est elle-méme la solution. Par contre, vus
en tant que problemes d’ordonnancement, P3| fiz;|Cpax €t P|fiz;, pj = 1|Ciax sont
NP-difficiles (au sens fort) [15]. Un algorithme polynomial pour la mise-a-niveaux
optimale permettrait donc de résoudre en temps polynomial ces problemes, ce qui
est impossible (& moins que P = N'P). ®

4.4 Parti pris

Ordonnancements de taches multiprocesseurs et rangements d’objets multiboites
sont indubitablement liés. Toutefois, il semble que 'utilisation directe de I'un pour
résoudre l'autre ne soit pas tres prometteuse : des ordonnancements optimaux,
bien qu’obtenus avec difficultés, ne permettent pas d’obtenir des rangements avec
des garanties exceptionnelles'; quant au passage inverse, il apparait tout aussi
problématique.

En définitive, les fortes relation et interconnexion entre les problemes de ran-
gements et les problemes d’ordonnancements ne semblent pas devoir étre utilisées
directement, la solution d’un probleme servant de base a la résolution de l'autre.
C’est en fait dans 'adaptation des idées et des méthodes que 1’échange sera, par
contre, fructueux. C’est I'approche adoptée dans les chapitres suivants.

'En effet, les heuristiques du chapitre 8 impliquent des garanties meilleures, pour des cas plus
généraux et pour un prix calculatoire bien moindre.






Chapitre 5 __

Le cas Bm|any;

Awoir entendu sans retenir ne fait pas de la science.
— Dante Alighieri

Il a été montré au chapitre 3 que les problemes de type Blany,|- sont NP-
difficiles pour les objectifs H,,.x et W. Dans ce chapitre, je propose des algorithmes
pseudo-polynomiaux pour les résoudre lorsque le nombre de boites est fixé, i.e. pour
résoudre les problemes Bm|any;| Hmax, €t Bm|any;|W. En découlent les résolutions
de plusieurs cas particuliers, notamment pour les modeles size; et set; et pour
I'objectif N, ainsi qu'un FPTAS pour Bm|any;|Hmax-

5.1 Principes généraux; le cas Bm|any;|Hpax

Pour le probleme Bm|any;|Hmax, chaque objet peut étre mis dans un nombre
quelconque de boites et sa hauteur dépend de ce nombre. Le but est de minimiser
la hauteur de la plus grande boite. Une approche par programmation dynamique,
permet une résolution en temps pseudo-polynomial pour tout m fixé.

Lorsque m est deux ou trois, des résultats similaires existent pour I'ordonnan-
cement de taches multiprocesseurs [44, 15] et 1'algorithme pseudo-polynomial est
essentiellement le méme que celui proposé par Du et Leung [44]. Toutefois leur ap-
proche, basée sur I'existence d’ordonnancements « canoniques », ne s’étend pas a des
valeurs de m plus grandes (pour étre précis : le cas P4|any|Chax est ouvert, mais
P5lany|Cax est N'P-difficile au sens fort). Dans le cas du rangement d’objets, dans
la mesure ou l'ordre au sein d’une boite est indifférent, tout rangement est en quelque
sorte « canonique », ce qui permet a l’approche d’étre valide pour m quelconque, fixé.

Pour commencer, afin d’expliciter les idées, prenons le cas de deux boites. Chaque
objet peut étre placé selon trois configurations : dans la premiere boite, dans la
seconde, ou dans les deux en méme temps (voir figure 5.1). Dans les deux premiers
cas, il occupera une hauteur h;(1) plus grande (a priori) que dans le troisieme cas,
ot il occupera une hauteur h;(2). I «suffit» donc, pour chacun des trois choix, de
compléter optimalement avec les autres objets et de choisir la meilleure solution.

La résolution pseudo-polynomiale pour le critére Hy,.x a été publiée dans [96] et a été présentée

en diverses occasions [90, 96].

o7
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(a) (b) (c)

Figure 5.1 — Principe de résolution de B2|any;|Hmax.
L’objet O; est rangé dans (a) Bi, (b) Bz ou (¢) By et Bs.

Ceci est fait récursivement par le biais des relations suivantes :

j=12...,n: P(j,H,Hy) = min{P(j+1,H + h;(1), Hy),
P(j+1,Hy, Hy + hj(1)),
P(j+1,Hy+ hj(2),Hy + hj(2))}
j =n+1: P(], Hl,Hg) = IﬂaX{Hl,HQ}

Dans ces équations, P(j, Hy, Hs) représente la meilleure valeur possible (i.e. la plus
petite hauteur de boite) pour ranger les objets j, j + 1, ..., n, sachant que les boites
sont déja remplies respectivement par les hauteurs H; et H,. La valeur optimale
cherchée est ainsi P(1,0,0). Il s’ensuit le résultat suivant :

Lemme 5.1. Le probléme B2|any;|Hmax se résout a loptimum en temps pseudo-
n

polynomial O(nA?), ou A = Zmax(hj(l), hi(2)).

J=1

PREUVE — La discussion précédente justifie la validité des équations. Il reste a
évaluer le temps de calcul, donc la taille du tableau P.

Le tableau P est de taille O(nA?), ou A est une borne supérieure sur la hauteur
maximale d'une solution. A = 77 max(h;(1),5;(2)) est une telle borne. Aussi,
pour résoudre B2|any;|Hmax & Uoptimum, il suffit de calculer P, ce qui est effectué

par les algorithmes 5.1 ou 5.2 en temps O(nA?). ®

La méme démarche se généralise directement pour plus de deux boites. Nous
obtenons ainsi le théoréeme suivant :

Théoréme 5.1. Pour tout entier m fizé, le probléme Bm|any;|Huyax se Tésout en

temps pseudo-polynomial O((2™ — 1)nA™), ot A = Z max h;(k).
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Algorithme 5.1. Un algorithme récursif pour B2|any;|Hmax

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
ranger(j, Hy, Hs)

si j > n renvoyer max(Hy, Hs) — c’est fini
si P(j, Hy, Hy) > 0 renvoyer p(j, Hy, Hs) — déja connu
x =ranger(j + 1, H; + hj(1), Hy) — calcul de p(j, Hy, Hy)
y = ranger(j + 1, Hy, Hy + hj(1))
z = ranger(j + 1, Hy + h;(2), Hy + h;(2))
P(j,Hy, Hy) = min(z,y, 2)
renvoyer P(j, Hy, Hs)

renvoyer ranger(1,0,0)

Algorithme 5.2. Un algorithme itératif pour B2|any;|Hmax

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
1. pour Hi=03a A—1 et Hy=0 a A—1 faire — initialisation
P(n, H17H2) = IﬂaX(Hl,Hg)

2. pour j=n—1 a 1 faire — calcul
pour H1=03a M —1et H=0a M —1 faire
P(j,Hi,Hy) = min(P(j + 1, Hy + h(j,2), Hy + h(34,2)),
P(j+1,Hy+ h(j,1), Hs),
P(] +1,Hy, Hy + h(.]a 1)))
3. renvoyer P(1,0,0)
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PREUVE — Les mémes principes que pour le lemme 5.1 s’appliquent. On utilise
maintenant P(j, Hy, Hs, ..., H,,) et on a, pour toute hauteur H; € {1,2,..., A}, les
équations suivantes :

j:1,2,...,n: P(],Hl,,Hm):ménP(j—i—l,Hl—l—h](‘K])(le,

<o Ho 4 (| K1) O )
j=n+1: P(j,Hy,...,Hy) = max H;

i=1,2,....m

ou K est un ensemble non vide de boites, |K| la cardinalité de cet ensemble, et d;x
est 1 si B; appartient a K, 0 sinon.

La encore, le but est de calculer P(1,0,...,0). Ceci peut étre fait itérativement
en temps O(nA™), puisque chaque itération (la recherche du minimum de 2™ — 1
éléments) s’effectue en temps constant pour m fixé. Plus précisément, I’algorithme
a un temps d’exécution en O((2™ — 1)nA™). ®

5.2 Adaptation au cas Bm|any,|W

Dans le cas d’'un probleme Bm|any,|W, les objets sont de méme type que pour
un probleme Bm|any;| Hmax, mais 'objectif est maintenant de maximiser le nombre,
pondéré, d’objets rangés dans m boites de hauteur H. La démarche adoptée pour
la résolution de B|any;|Hmax s'adapte tres bien a ce cas. Ainsi obtenons-nous un
résultat semblable :

Théoréme 5.2. Pour tout entier m fizé, le probléme Bm|any;|W se résout en
temps pseudo-polynomial O(n(2H)™).

PREUVE — Définissons Q(j, Hy, Hy, ..., H,,) comme étant le plus grand nombre
pondéré d’objets de {0}, Oj41, ..., 0, } qui puissent étre rangés, sachant qu'’il reste
dans la boite B; la hauteur H;. 1l faut calculer Q(1, H, ..., H), ce qui s’effectue via
les équations suivantes :

j=12,...,n: Q,Hy,...,H,) = m}gx5ij +Q(G+1,H, — hi(|K)d1k, - -
ooy Hyy — 1 (| K1) )

j=n+1: Q(j, Hy,...,Hy,) =0
ot K est un sous-ensemble de {1,2,...,m} dans lequel O; peut étre rangé (c’est-a-
dire tel que : VB; € K : H; > hj(]K])); |K| est la cardinalité de cet ensemble; ;5
est 1 si B; € K et 0 sinon; 0k est 0 si K est vide, 1 sinon; et w; est le poids accordé
a l'objet O;. Cette relation signifie simplement qu'un objet O; peut soit ne pas étre
rangé (cela correspond & K = () et d = 0), soit étre rangé dans I'un des ensembles
de boites qui peut le contenir.

Calculer Q(1, H, ..., H) itérativement mene a un algorithme en temps O(nH™),
puisque chaque itération se fait en temps constant pour m fixé. Plus précisément,
une itération coute O(2™) opérations (trouver le maximum de 2™ entiers), et donc
'algorithme a un temps d’exécution en O(n(2H)™). ®
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5.3 Quelques conséquences

Les deux théoremes précédents — théoremes 5.1 et 5.2 — ne rendent en fait
pas completement compte de la généralité des équations de récurrence qui les sou-
tiennent. Ainsi, il n’est fait aucune hypothese particuliere sur la hauteur des objets,
aussi celle-ci peut-elle varier d’'un ensemble de boites a ’autre, méme pour des en-
sembles de méme cardinalité. En conséquence, les mémes principes permettraient de
résoudre le cas, par exemple, de boites « dédiées » ou la hauteur d’un objet dépendrait
non seulement du nombre de boites utilisées pour le ranger, mais aussi des boites
elles-mémes.

En particulier, les algorithmes précédents s’adaptent tres bien au cas de hau-
teurs infinies, ce qui revient a interdire certains ensembles de boites. Il est donc
possible de les utiliser pour le cas ou seuls les ensembles de cardinalité size; sont
autorisés (probleme Bm|size;|-) ou bien lorsque seuls certains ensembles spécifiés
sont possibles (probleme Bm|set;|-).

De plus, dans ces deux cas, la restriction a des hauteurs fixes est pertinente, et les
algorithmes deviennent alors polynomiaux®. Pour résumer, on a le résultat suivant,
pour le critere H .y :

Théoréme 5.3. Les problémes Bm|size;|Hpmax €t Bm|set;| Hupax, pour tout entier m
fixé, se résolvent en temps pseudo-polynomial. Les problémes Bm|size;, hj = 1| Hyax
et Bm|setj, hj = 1|Hpax se résolvent en temps polynomial.

Ce qui précede est également valable pour le critere W ; de plus 'algorithme
reste pseudo-polynomial pour une fonction de poids constante, c¢’est-a-dire pour le
critere V.

Théoreme 5.4. Pour tout entier m fixé, les problémes Bm|size;|W, Bm|set;|W,
Bmlsize;|N, Bm|set;|N et Bmlany;|N se résolvent en temps pseudo-polynomial.
Les problemes Bml|size;, h; = 1|W, Bm|set;, h; = 1|W, Bm|size;,h; = 1|N et
Bm|set;, h; = 1|N se résolvent en temps polynomial.

5.4 Un FPTAS pour Bm|any;|Hpax

Dans les sections précédentes, j’ai montré qu’il existe un algorithme pseudo-
polynomial pour résoudre le probleme Bm|any;|Hmax. Sur cette base, nous allons
batir un FPTAS pour ce probleme. La technique utilisée, « par redimensionnement »
(scaling technique ou fized partitioning technique dans la littérature anglophone),
est classique; elle a été appliquée avec succes sur différents problemes voisins des
problemes de rangements d’objets multiboites, comme les problemes BI-PARTITION
ou SAC-A-DOS. Pour plus de précisions sur la technique elle-méme et sur ses appli-
cations, le lecteur est renvoyé a 'ouvrage de Ausiello et al. [10].

1Ce résultat a déja été prouvé, plus généralement, pour B|size;, hj = 1|Hpmax et Blsizej, hj =
1|N (voir chapitre 3, propositions 3.5 et 3.7).
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La méthode est générale pour un probléme numérique (ici, les nombres sont les
hauteurs des objets) pseudo-polynomial, c¢’est-a-dire qui se résout en temps polyno-
mial en ses nombres. L’idée est que, pour le rendre polynomial, il « suffit » de réduire
le nombre de valeurs distinctes a une quantité polynomiale. Cela s’effectue, pour
nous, en prenant comme hauteurs, a la place des h;, les valeurs |h;/d] ; pour § judi-
cieusement choisi, le nombre de hauteurs d’objets distinctes est grandement diminué
(ce qui réduit d’autant le temps de calcul), sans perdre le controle sur la qualité de
la solution. Voyons maintenant comment cela s’applique sur notre probleme.

Le théoreme 5.1 affirme 'existence d'un algorithme pseudo-polynomial, que j’ap-
pellerai Alg, pour résoudre Bml|any;|Hmax en temps O((2™ — 1)nA™), avec A =
> oy maxg_q_m hy(k).

Redimensionnons les objets par un facteur 0 : h; — h} = |h;/d]. A partir
d’une instance initiale I, on obtient ainsi une instance I’ pour laquelle le temps de
résolution est réduit par d, par rapport au temps nécessaire pour I. En résolvant
I’ pour obtenir une solution S’, optimale pour I’, on déduit une solution S pour [
en redonnant aux objets de S’ leurs hauteurs initiales. L’erreur contingente a cette
derniere transformation est en fait bornée par ¢ ; aussi, pour un bon choix de 9, la
méthode est un FPTAS, comme cela est exprimé ci-dessous et mis en ceuvre par
I’algorithme 5.3.

Algorithme 5.3. Un FPTAS pour Bm|any;|Hmax

calculer ¢ = 5%.

. transformer [ pour obtenir [’ : I} = LTJ'
. résoudre I' : S = Alg(I').
. renvoyer S (S’ avec les hauteurs d’origines).

S w N -

Théoreme 5.5. L’algorithme 5.3 est un FPTAS pour Bm|any;|Hmax. Son temps
d’exécution est O((2™ — 1)"2;,1+1 ).

PREUVE — Pour cette preuve, je vais me servir de plusieurs instances et solutions
intermédiaires, dont certaines ont déja été introduites dans la discussion précédente.
A chaque fois, seules les hauteurs des objets different. Par ordre d’apparition, nous
avons...

I est l'instance a résoudre, avec les hauteurs h;. I’ est I'instance redimensionnée,
avec les hauteurs |h;/0]; S" est une solution optimale pour I’. S” est S’ avec les
hauteurs multipliées par § (en d’autres termes, S” est une solution optimale pour
I, instance avec les hauteurs 0 | h;/d]). S est la solution finale, en rendant & S” les
hauteurs initiales.

Remarquons tout d’abord que ¥d > 0 : § |h;/6] < h;. De ce fait, HS. < H

max — max
(o Hf, . est la valeur optimale pour 7).

max
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Lorsque les hauteurs de S” sont remises a leurs valeurs initiales, pour obtenir S,
Ierreur additive introduite est bornée. En fait, I'erreur sur un objet est au plus de ¢
(0 |h;/d] +8 > h;); comme il y a au plus n objets par boite, I'erreur additive totale
est au plus de nd. Il en découle : HS < HS' +nd, dou :

max

HS < H* _+nd.

max — max

Il ne reste qu’a constater que H*_ > hpnae pour conclure :

max

S
no
max < 1 + — 1 +8
Hr*;iax N hmax

et donc que l'algorithme 5.3 est bien une (1 + )-approximation.

Venons en maintenant au temps de calcul. L’étape (1) est en temps constant ; les
étapes (2) et (4) sont en temps linéaire. Le temps de calcul global est donc dominé
par 'étape (3). Le théoréme 5.1 nous assure qu’elle s’effectue en temps :

0 <<2m - 1)71(21 h;)m> < 0 ((Qm - mm%)m)
< of@ -y

€

ce qui est polynomial & la fois en la taille de l'instance, si m est fixé, et en 1/e.
L’algorithme 5.3 est donc bien un FPTAS. ®

Corollaire 5.5.1. L’algorithme 5.8 est un FPTAS pour Bm|sizej|Hyax €t pour
Bm/|set;| Hmax-

5.5 Pour aller plus loin

La résolution en temps pseudo-polynomiale de problemes multiboites est réglée
par ce qui précede, au moins pour les modeles généraux. En effet, les cas NP-
complets (sans 1'étre fortement) sont pris en compte par les traitements proposés.
Bien entendu, certains cas particuliers sont encore a envisager.

Pour poursuivre dans I'esprit de ce chapitre, il serait plus approprié de continuer
I'étude de I'approximabilité des problemes Bm|any;|-, notamment :

Question 5.1 : Peut-on obtenir un FPTAS pour Bm/|any;|W ?

De substantielles améliorations, principalement du FPTAS pour Bm|any;|Hmax,
sont également envisageables. Pour cela, le lecteur est renvoyé a la discussion du
chapitre 9, section 9.2.
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Le cas Blallow | Hpax

1l a toujours pensé qu’une idée de plus
n’était pas une addition.
— Henri Michaux

Ce chapitre est consacré a un cas particulier de rangement d’objets dans des
boites dédiées : le probleme B|allow;|Hyax. Dans ce modele, un objet O; a une
largeur fixe size;, mais il n’est compatible qu’avec certaines boites. Ces compatibi-
lités sont indiquées par le vecteur caractéristique allow; : allow;; vaut 1 si O; peut
étre rangé dans B; et 0 sinon. Ce probleme généralise les classiques couplages dans
les graphes bipartis (voir ci-apres). Deux exemples d’applications sont donnés au
chapitre 1, sections 1.3.4 et 1.3.5.

Dans la suite de ce chapitre, je formalise le probleme et je montre que, dans le cas
de hauteurs unitaires, le probleme est polynomial. Une deuxiéme section présente
ensuite une approche plus spécifique du probleme, basée sur les (g, f)-facteurs.

A noter que, pour la durée de ce chapitre, la notation A n’indique pas la
plus grande différence de hauteur entre deux boites, mais 'opérateur de différence
symétrique ; le contexte devrait effacer toute ambiguité, une telle utilisation de A
étant fréquente.

6.1 Formalisation de B|allow;|Hax

Afin de fixer clairement les idées, commencons par donner une représentation
sous forme de modele linéaire en 0-1 du probleme Blallow;|Hpax

( .
min  Hax

n
s.c. o Zhj%j <Hp»x 1=1,2,....,m

7j=1
(B‘allowj’Hmax) ® inj:Sizej j:1,2,...,n
=1
o z;; < allow;; r=1,2,....m,3=1,2,....n
.xije{()?l} i:1727' m,j:1,2,.. 1

\
Ce chapitre a grandement bénéficié des conseils et des suggestions de Maurice Queyranne, ainsi

que de remarques d’Andrds Sebd. Il a été présenté & [88].

65



66 partie I. Rangements d’objets multiboites

Lorsque l'on cherche juste a déterminer si, pour une hauteur H,., donnée, il
existe une solution, ce modele s’apparente a un probleme de transport avec capa-
cités [107]. Chaque objet O; a une offre de size; X hj, et chaque boite une demande
de Hyax. Le transport d'un objet O; vers une boite B; est limité a h; si boite et objet
sont compatibles, et est interdit sinon. La différence, fondamentale, avec le classique
probleme de transport avec capacités, est que le long d’une route autorisée, il faut
transporter soit rien du tout, soit h; : les valeurs intermédiaires ne sont pas permises
(cela reviendrait a casser un objet).

Si les hauteurs des objets sont unitaires, ’algorithme de transport avec capacités
peut étre appliqué. Cependant, d'un point de vue du transport, le probleme est
fortement dégénéré, ce qui nuit a une bonne résolution. Cela permettrait toutefois
une résolution polynomiale et optimale du probleme.

6.2 DBlallow;, h; = 1|Hy.x et flots maximaux

Cette section présente une méthode polynomiale pour résoudre Blallow;, h; =
1|Hpmax ; celle-ci est basée sur les flots dans un graphe biparti.

L’ensemble des vecteurs allow; forme une matrice en 0-1 qui peut étre interprétée
comme la matrice d’adjacence d’'un graphe biparti, caractéristique de l'instance
considérée : le graphe associé a l'instance I.

. Définition 6.1. (graphe associé) Soit I une instance de Blallow;, hj = 1|Hyax -

un ensemble O d’objets de largeurs constantes, un ensemble B de boites et des

compatibilités allow;;. Soit également une borne H.

Le graphe associé a I pour la borne H, G'(H) ou plus simplement G(H), est

défine par :

i — G(H) est biparti et orienté ;

— les deux ensembles de sommets sont indexés respectivement par O et B, auz-
quels une source S et un puit P sont ajoutés;

— un arc existe de O; vers B; si, et seulement si, O; peut étre rangé dans B;
(allow;; =1); si cet arc existe, il est de capacité 1;

— il y a un arc de capacité size; de S vers chaque O; ;

— 4l y a un arc de capacité H de chaque B; vers P.

La taille de ce graphe est polynomiale en la taille de l'instance. De plus, le
probleme de décision Blallow;, hj = 1|Hpax, pour une instance I et une borne H, a
une réponse «oui si, et seulement si, le flot maximal sur GI(H) est de > i Size;.
Par une recherche dichotomique, on peut ainsi chercher le H optimal, c¢’est-a-dire
le plus petit pour lequel le probleme de décision a une réponse affirmative. Cette
recherche dichotomique est polynomiale : HY__ est borné par n (le nombre d’objets).

max
I1 découle de cette discussion la propriété suivante! :

!Nous savions déja que Bmlallow;,h; = 1|Hpax pouvait étre résolu en temps polynomial
(théoreme 5.3).
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Théoréme 6.1. Blallow;, hj = 1|Hpax est soluble a loptimalité en temps polyno-
mial O(In(n)F(n + m,nm,max(n,m))), ou F(x,y,U) est le temps de calcul d’un
flot mazimal sur un graphe (biparti) a x sommets, y arétes et une capacité mazimale
U.

N | W | O O
N |

(c)

Figure 6.1 — Résolution de Blallow;, hj = 1|Hpyax par un flot maximal.
(a) 'instance représentée par son graphe associé (arcs de capacité 1 ou indiquée) ;
(b) une solution de flot maximal pour H = 4 (valeur du flot sur les arcs);
(¢) le rangement correspondant.

La figure 6.1 illustre une telle résolution. De nombreuses méthodes de calcul de
flots existent ; pour les principales, la table 6.1 présente les complexités de résolution
de Blallowj, hj = 1|Hypax qui en découlent. Ces algorithmes ont été proposés pour
des graphes quelconques; aussi, pour le cas de graphes bipartis, de substantielles
améliorations sont prévisibles, et a envisager pour résoudre en pratique les problemes
Blallow;, hj = 1|Hpax-
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Table 6.1 — Complexité de Blallowj, hj = 1|Hpax selon I'algorithme de flot.
n est le nombre d’objets, m est le nombre de boites, et ’on suppose n > m.
Pour plus de détails sur ces algorithmes, voir [2].
Algorithme de flot Résolution de Blallow;, h; = 1|Hyax
Labeling algorithm O(ln( )(n + m)n*m)
Capacity scaling algorithm 2(n)(n + m)nm)
Successive shortest path algorithm — O(In(n)(n + m)?nm)
Generic preflow-push algorithm In(n)(n + m)?nm)

O(In"(n)
(In(n)(
(In(n)(
(In(n)(n +m)?)
(In(n)(
(In(n)(

(@)
FIFO preflow-push algorithm O
Highest-label preflow-push algorithm O

O

FExcess scaling algorithm

In(n)(n 4+ m)*y/nm)

In(n)((n +m)nm + (n+m)?Inn))

De plus, on peut dériver de cette résolution par flot une caractérisation de type
min-max, adaptée du célebre « flot-max/coupe-min» de Ford et Fulkerson [58, 2].
Ainsi, pour une hauteur de boite H donnée, il existe une solution réalisable (H est
alors dit réalisable) si, et seulement si, le flot maximal sur G(H) est au moins de
S| size;, donc si, et seulement si, la coupe minimale de G(H) est au moins de
;-1 Sizej, c'est-a-dire si, et seulement si, V(O',B’) C (0, B) :

Z size; + |E(O',B\B')| + H|B'| > Z sizej,
0,€0\0/ j=1

c’est-a-dire

H> [Zje@ size; — |B(O), B\B')W

B/l
Ceci mene a la caractérisation suivante :
Théoréme 6.2.

H .= min H=  max
H réalisable (0’,B’)C(0,B)

[ij size; | E(O B\B/)W
B

Cette caractérisation permet, notamment d’obtenir une borne inférieure en pre-

nant O’ =0 et B =B :
Corollaire 6.2.1.

-]

max =
m

6.3 DBlallow;, h; = 1|Hyax €t (g, f)-facteurs

L’approche de la section précédente permet une résolution polynomiale de
Blallow;, hj = 1|Hpax. Toutefois, elle ne tire pas parti des particularités de ce
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probleme, par rapport aux problemes de flots en général. Cette section met en avant
ces différences et ce que I'on peut en déduire; le but est ainsi de déterminer une
caractérisation efficace et algorithmique des solutions optimales de Blallow;, h; =
1|Hpax- Pour cela, je m’appuie sur des facteurs de graphes particuliers.

6.3.1 Un (g, f)-facteur particulier

Un facteur d’'un graphe est un sous-graphe validant certaines contraintes de
degrés : ainsi, un (g, f)-facteur est un sous-graphe dont le degré est, pour chaque
sommet v, dans 'intervalle [g(v), f(v)]. Le plus connu des facteurs est le 1-facteur,
ou couplage parfait : il consiste a trouver un ensemble d’arétes touchant chaque
sommet exactement une fois.

Les premiers travaux sur les facteurs ont été réalisés par Tutte [121] et Ore [111].
Lovéasz [101] a caractérisé les f-facteurs (cas ou f = g). Pour plus de détails sur
le probleme général des facteurs, le lecteur est renvoyé au livre de Lovasz et Plum-
mer [102].

Pour le cas particulier des graphes bipartis, qui nous intéresse ici, Heinrich et
al. [66] ont proposé un critere simplifié pour l'existence d'un (g < f)-facteur (ce
critere a été étendu par Anstee [5]; voir aussi [8]). Leurs résultats sont issus de
I’approche algorithmique classique des problemes de couplage : celle de 'utilisation
de chaines alternées, et est basée sur les travaux de Lovasz. J’adopte une approche
semblable.

Considérons une instance de Blallow;, h; = 1|Hpax et son graphe associé G,
indépendamment de toute borne H (voir définition 6.1, section précédente). Il existe
une bijection triviale entre les solutions réalisables pour I et les (g, f)-facteurs de
G qui satisfont : deg(O;) = size; pour tout sommet O; € O. La valeur d'un tel
facteur (i.e. la valeur de la solution correspondante) est le degré maximum pour
un sommet B; € B. Nous voulons donc résoudre le probleme FMFMB (Facteur
Mi-Fixé Mi-Borné) :

Probléeme FMFMB

Instance. Un graphe biparti G = (AU B, E), des tailles a; € N pour chaque j € A
et une borne 3 € N.

Question. Existe-t-il un sous-graphe F' de G tel que : Vj € A : degp(j) = a; et
Vi€ B :degp(i) < (7

Pour caractériser l'existence d'un (g, f)-facteur, nous disposons de plusieurs
résultats, dont le plus approprié a notre cas particulier est celui de Heinrich et
al. [66], repris par Anstee [5] : un graphe biparti G a un (g, f)-facteur si, et seule-
ment si, pour chaque sous-ensemble de sommets S :

> max{0,g(z) — deges(2)} < f(S). (6.1)

z¢S



70 partie I. Rangements d’objets multiboites

La preuve constructive de ce résultat, alliée a la recherche dichotomique, per-
met d’obtenir un algorithme polynomial pour résoudre Blallow;, h; = 1|Hpyax. A
noter d’ailleurs que, le graphe étant biparti, des implémentations particulierement
performantes sont possibles (voir p.ex. [4]).

6.3.2 Résolution par (g, f)-facteur

Le but de ce qui suit est de caractériser les solutions optimales de FMFMB,
dans un sens décrit ci-apres. Cette caractérisation est basée sur des chemins alternés
particuliers. Avant tout, commencons par quelques définitions et propriétés.

. Définition 6.2. (facteur réalisable) Soient un graphe biparti G = (AU B, E) et
- des tailles entiéres aj,j € A. Un facteur F' de G est dit réalisable (pour G et les
aj) s’il existe un [ tel que F est une solution de FMFMB pour le graphe G, les
. tailles a; et la borne B. La valeur d’un F' réalisable est le plus petit 3 pour lequel il
~ est solution de FMFMB, i.e. : f = max;cp degp(i).

Propriété 6.1. Un facteur réalisable I vérifie : |F| = 3, a; = 32, pdegp(i),
ot |F| est le nombre d’arétes de F.

Définition 6.3. (facteur optimal®) Un facteur F', réalisable et de valeur [3, est
- optimal sl n'existe pas de solution réalisable de FMFMB pour 3 — 1. La valeur
. optimale est notée 3.

Propriété 6.2. La valeur optimale 3* de FMFMB wvérifie :

* ZjeAaj-‘
g 4 Bl |

PREUVE — Cette propriété n’est en fait qu'une réécriture du corollaire 6.2.1. Elle
découle aussi de 1'équation 6.1, en prenant S = B : ZjeA max(0,a;) < Y . 50 =
|B|3. L’entiereté de 3 permet de conclure. ®

- Définition 6.4. (sommet (in)saturé) Un sommet i € B est dit insaturé par un
- facteur F si degp(i) < degq(i). Autrement, il est dit saturé.

Propriété 6.3. Si F' est un facteur de valeur § > (* alors il existe un sommet
i € B a la fois insaturé et tel que degp(i) < § — 1.

2Les lecteurs de Lovdsz et Plummer [102] devront faire attention : ces derniers définissent aussi
une notion de « facteur optimal » qui, bien que proche, n’est pas équivalente.
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PREUVE — Soit F* un facteur optimal ; puisque # > (%, il existe un sommet z € B
tel que degp(2) = > degp.(2). La propriété 6.1 implique :

Z degp (1) = Z deg p-(2).

i€B i€B
Donc
Z degp (i) < Z degp (7).
i€EB i€EB
i#£z i#z

En conséquence, ily aun i € B tel que degp (i) < degp.(i). Puisque F'* est réalisable :
degp- (i) < degq(7) ; puisque sa valeur est §* : degp. (i) < 8* < 8 — 1. De la découle
degp(i) < degq(7) (i est insaturé) et degp(i) < B — 1. ®

La propriété précédente est importante : elle indique 'existence de boites trop fai-
blement remplies, candidates pour accueillir des objets. Elle a ainsi pour conséquence
directe la proposition suivante :

Proposition 6.1. Un facteur F de valeur (5 est optimal si ¥i € B : degp(i) €
{8, 8 —1,degg(i)}-

Apres ces préliminaires, nous voici préts a rentrer dans le vif du sujet et 'on
peut maintenant introduire une notion de chemin alterné, puis présenter le théoreme
caractéristique des solutions minimales pour FMFMB.

. Définition 6.5. (chemin alterné) Un chemin d’un sommet u € B vers un sommet
v € B est un chemin alterné (par rapport a un facteur F') si ses arétes appartiennent
.~ alternativement a F et a G\F.

. Définition 6.6. (chemin réducteur, réduction) Un chemin alterné de u vers
- v est réducteur si degp(u) = B et degp(v) < B — 1 et v est insaturé. De plus, un
facteur F' est une réduction de F (notée F = F') s’il existe un chemin réducteur
- P tel que F' = {F\P}U{P\F} = FAP.

On peut remarquer que, le graphe étant biparti, un chemin alterné a un nombre
pair d’arétes puisqu’il a ses deux extrémités dans B.

: Définition 6.7. (ensemble maximal et facteur minimal) L’ensemble des som-
- mets de B de degré mazimal, Sp = {i € B,degp(i) = [}, est I’ensemble maximal
d’un facteur F de valeur 3. De plus, un facteur optimal F' est dit minimal si son
ensemble mazimal est de cardinalité minimale parma les facteurs optimauz.

Le concept de chemin réducteur joue pour FMFEFMB le méme role que les chaines
augmentantes pour les couplages; ainsi une réduction F' est toujours strictement
meilleure (au sens de la définition précédente) que la solution F' dont elle est la
réduction :
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Lemme 6.1. Soit F' et F' deuz facteurs pour la méme instance de FMFMB.

(a) FFF/,|SF|>1 — SF/CSFetSF/#SF
(b) F>=F|Spl=1 = [ <pfr

PREUVE — Si F’ est une réduction de F' alors il existe un chemin réducteur P
tel que F' = FAP. Soit u I'extrémité de P qui est dans F, et v 'autre extrémité.
Puisque degp(u) = fr et que degp(v) < Op — 1, 'ensemble maximal Sp perd un
élément. Deux cas peuvent se produire. Si [Sp| > 1, alors Sp\{u} est 'ensemble
maximal de F’ : Spr C S et Spr # Sp. Si |Sp| = 1 alors il n’y a plus de sommet de
degré Br apres réduction : Bp < (p. ®

Venons-en maintenant a la caractérisation des solutions minimales.

Théoreme 6.3. Un facteur F' est minimal si, et seulement si, il n’existe pas de
chemin réducteur vis-a-vis de F.

PREUVE — L’implication directe est une conséquence immédiate du lemme pré-
cédent. En effet, s’il existe un chemin réducteur P alors F' = FAP soit est stricte-
ment meilleur (cas (b)), soit a un plus petit ensemble maximal (cas (a)). Dans les
deux cas, F' n’est pas minimal.

Considérons maintenant un facteur F', non minimal, et construisons un chemin
réducteur pour F, par I'intermédiaire d’un facteur minimal F™*.

Commengons par un sommet ig € B tel que degp(ig) = G > degp.(ig) (il existe,
sinon F' serait minimal). D’un tel sommet part une aréte (ig,71) € F\F™.

Le sommet i1 appartient a A. Puisque degp(i1) = degp-(i1) (ceci est vrai Vi € A),
il existe une aréte (iy,iz) € F*\F. On marque (ip,%;) ainsi que (i1,i3) (une aréte
marquée ne sera jamais réutilisée).

Le sommet iy est dans B et il n’est pas saturé par F' (il a été atteint par une
aréte de F*\ F). Aussi, si degp(i2) < #—1, alors un chemin réducteur a été construit
et c’est fini.

Si degp(iz) > B — 1 et qu’il existe une aréte (non marquée) (is,i3) € F\F*, on
I'utilise pour continuer la recherche, pour i3 comme cela a été fait pour ;.

Si une telle aréte n’existe pas, cela signifie que degp-(iz) > degp(iz) > 4 — 1.
Dans ce cas-la, I’ est optimal. Puisqu’il n’est pas minimal, il existe un sommet 7,4,
différent de iy tel que degp(iq) = Br > degp-(i4). Une nouvelle recherche commence
alors a partir de iy.

La recherche ci-dessus n’explore jamais deux fois la méme aréte : elle s’arréte
donc. De plus, elle ne s’arréte que si elle trouve un chemin réducteur : un tel chemin
existe donc. ®

En fait, pour un facteur quelconque F' et un facteur minimal F*, le graphe FFAF*
peut étre décomposé en cycles alternés et en chemins réducteurs (plus d’éventuels
chemins alternés non réducteurs pour un F' optimal mais non minimal). De plus, si
un facteur optimal est suffisant, la recherche peut étre arrétée au premier échec (il
confirme I'optimalité) au lieu de prendre un nouveau point de départ. Ainsi :
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Corollaire 6.3.1. Soit F* un facteur minimal ; un facteur F n’est pas optimal si,
et seulement si, il existe un chemin réducteur a partir de nimporte quel sommet
i € B tel que degp(i) = Br > degp.(i).

Corollaire 6.3.2. S'il n’existe pas de chemin réducteur pour un facteur F', alors
celui-ci est optimal.

Il faut se méfier de ce corollaire : sa réciproque est fausse, comme le montre la
figure 6.2.

Figure 6.2 — Un exemple de facteur optimal admettant un chemin réducteur.
(a) l'instance; (b) un facteur optimal (lignes épaisses) avec un chemin réducteur
(pointillés) ; (c) un facteur minimal.

A partir de la preuve du théoreme 6.3, un algorithme de recherche d’un chemin
réducteur se déduit :

Algorithme 6.1. Recherche d’un chemin réducteur

- entrées : graphe (, facteur F -
1. pour u € B tel que degp(u) = fp, faire :
marquer u «a explorer).
2. tant qu’il existe un u «a explorer), faire :
a. si u € B alors, pour v € such(u), faire
si v non marqué, le marquer «a explorer).
b. si u€ A alors pour v € succg\r(u), faire
si degp(v) < min(f8 — 1, degq(v))
alors STOP (v est la fin du chemin réducteur) ;
sinon marquer v «a explorer).
c. marquer u «exploréy.
3. 11 n’y a pas de chemin réducteur.
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Corollaire 6.3.3. L’algorithme 6.1 calcule un chemin réducteur — ou détermine
qu’il n’en existe pas — en temps O(|E|), ot |E| est le nombre d’arétes de G.

PREUVE — Pour la clarté de la démonstration, supposons que les sommets «a
explorer) (étape 2) sont explorés selon le principe FIFO (premier rentré, premier
sorti). On a alors 'invariant suivant : au début de la k°™¢ itération de la boucle
(étape 2), un sommet u a été marqué si, et seulement si, il existe un chemin alterné
(vis-a-vis de F') d’'un sommet v, de degré dans F' degp(v) = (F, & u, de longueur au
plus £ — 1. Cet invariant permet de conclure immédiatement quant a la validité de
I’algorithme.

Une aréte n’est considérée qu'une fois : I'algorithme est donc en O(|E]). ®

Dans la démonstration précédente, I’hypothese de gestion FIFO des sommets
marqués permet en fait de trouver un plus court chemin réducteur. Sans cette hy-
pothese, I'algorithme reste correct, mais ne trouve qu'un chemin réducteur quel-
conque.

A partir de cette recherche d'un chemin réducteur, se déduit facilement un algo-
rithme polynomial pour résoudre optimalement (et méme minimalement) FMFMB :

Corollaire 6.3.4. Un facteur minimal peut étre construit en temps polynomial

O(IEI|BI(A] - [=452]), pour G = (AU B, E).

PREUVE — Selon le corollaire 6.3.3, un chemin réducteur P se calcule en temps
O(|E|). Lorsqu’un tel chemin est trouvé, réduire le facteur (i.e. calculer F/ = FAP)
se fait également en temps O(|E|). Une telle réduction soit diminue la cardinalité de
'ensemble maximal de 1, soit réduit la valeur du facteur d’au moins 1 (lemme 6.1).

Il ne peut pas y avoir plus de |B| réductions successives de I'ensemble maxi-

mal, et 3 vérifie : |[A| > 0 > [ZjeA aj/|B|W (propriété 6.2). Il y a donc au plus
|B|(JA| — [Z]‘eA aj/|B|-‘ + 1) réductions avant de déduire qu’il n’existe plus de
chemin réducteur, et donc que la solution est minimale.

Globalement, cela donne un algorithme en O(|E||B|(|A| — IVZ]EA aj/|B|W ). ®

Avant de conclure cette section, signalons une autre propriété des facteurs mini-
maux :

Proposition 6.2. Un facteur réalisable est minimal si

> max{0,a; — dege g, (j)} = |SrF|Bp-

JEA

De maniere équivalente, s’il existe un chemin réducteur, alors :

Z maX{O, a; — degg\sF (])} < |SF|5F

jEA
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PREUVE — L’équation 6.1 appliquée pour I’ensemble maximal Sr prouve que, si F'
est réalisable, alors

Zmax{o,aj —degas,. (7)) < |[Sk[BF,

jEA

ce qui implique ’équivalence des deux affirmations.
Supposons maintenant qu’il existe un chemin réducteur P. Deux cas sont a en-
visager, selon la cardinalité de I’ensemble maximal.

cas 1 : |Sg|> 1.
Soit F' la réduction de F' par P. D’apres le lemme 6.1, Spr C |SF| et Spr # |SF|
et Br = Bpr. Alors :

Z max{0, a; — dega g, (7)} < Z max{0,a; — dege\s,, (4)}

JEA jEA

L’équation 6.1 utilisée avec I’ensemble Sz donne

Zmax{o, a; —deges,, (1)} < [Sr|Brr,

jEA
puisque Sg C |Sp| et Sp # |Sk|, on a |Sp| < |Sp/|. Tout ceci remis ensemble
implique que

ZmaX{Oy% - degG\SF(j)} < |SF|Br.

jEA

cas 2 : |Sp|=1.
Soit u le sommet de Sy extrémité de P. Décomposons alors les sommets de A
en :
U = {z¢€A|(z,u) € E\F}
T = {z€Al(z,u) € F}
(on peut remarquer que |T| = GF).
P est un chemin alterné a partir de u : soit v le voisin de v dans P. Par définition,
veTNP. De plus :

Veg UUT : degg(z) = degag,.(2)
V2 e UUT : degg(z) = dega s, (2) + 1,

puisque |Sr| = 1. Il s’ensuit que

Z max(0; a; — dege g, (2))

z€A

= Z max(0; a; — dege 5, (2)) + Z max(0; a, — degg g,.(2))

z&UUT zeUUT

= Z max(0; a, — degs(2)) + Z max(0;a, — degq(z) + 1).

zgUUT <0 zeUuT
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De plus : Vz € U : degn(z) > a,, puisque z n’est pas saturé par F. En outre, v
est dans P et donc il n’est pas non plus saturé. Finalement :

Z max(0; a, — dege g, (2))

z€A
= Z max(0; a, — deg,(2) +1) + Z max(0; a, — degg(z) + 1)
2€UU{v} \jﬁ_/ Z€T\(v) .
) =0 <i7l-1
< [T = PBp.

®

La réciproque de cette propriété est fausse : un facteur peut étre minimal bien
que >, max{0,a; — dege g, (4)} < [SF|Br, comme le montre la figure 6.3.

A B A B

Figure 6.3 — Un contre exemple pour la réciproque de la proposition 6.2.
(a) une instance; (b) un facteur minimal tel que

> jeamax{0,a; —degpg(j)} =0 < |S[Bp =1x2=2.

6.3.3 Conclusions sur ’approche par (g, f)-facteurs

L’algorithme de construction d’un facteur minimal par le biais de chemins réduc-
teurs, basé sur le théoreme 6.3, utilise des principes similaires a ceux de I'algorithme
« d’annulation des cycles» (Cycle-Canceling Algorithm, d a Klein [80, 2]). On peut
ainsi voir le théoreme 6.3 comme un corollaire des résultats de Klein.

Cette section sur les (g, f)-facteurs avait pour but essentiel de dégager les par-
ticularités du probleme par rapport a la généralité du modele de flot. Les fac-
teurs minimaux ont ainsi été bien caractérisés. De plus, si ’on revient au probleme
Blallow;, hj = 1,|Hmax, la complexité de l'algorithme basé sur les chemins réduc-
teurs est de O((mn)?) : 'approche est ainsi plus performante que I'utilisation d’algo-
rithmes génériques de flots (se rappeler de la table 6.1). De plus, cet algorithme n’est
qu’une conséquence immédiate de la caractérisation proposée, réalisée de maniere di-
recte. Pour une implémentation véritablement tres efficace, le lecteur peut s’inspirer
des travaux sur les couplages dans des graphes bipartis, notamment [70] et [4].
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6.4 Pour mettre un peu de couleur

Dans les sections précédentes, le probleme Blallow;|Hpmax & été abordé sous
I’angle des flots et des facteurs. Il peut aussi étre vu sous un aspect de coloration de
graphes.

Par exemple, on peut faire correspondre des couleurs aux hauteurs dans les
boites. En particulier, une coloration valide des arétes (i.e. pour laquelle deux arétes
adjacentes n'ont pas la méme couleur), définit un rangement réalisable; ainsi le
nombre chromatique du graphe associé a une instance est une borne supérieure
pour la valeur optimale de cette instance. Une telle borne n’est cependant pas tres
utile, puisqu’'une meilleure borne est donnée simplement par le plus grand degré
d’un sommet indexé par une boite.

Il ne faut cependant pas dénigrer une telle approche. Cette maniere de colorer
des arétes fait penser aux méthodes utilisées pour les emplois du temps; il serait
donc intéressant de se pencher plus avant sur les relations que peuvent entretenir
ces problemes avec Blallow;|Hpax.

Une autre approche qu'il serait pertinent d’explorer pour B|allow,|Hyax est celle
des extrema dans les problemes d’étranglements (voir Bottleneck Extrema d’Ed-
monds et Fulkerson [45]).

Par exemple, on peut résoudre le probleme optimalement directement (i.e. sans
dichotomie) en utilisant une fonction de cout exponentielle (p.ex. mettre un objet
dans une boite cotite z, en mettre un deuxieme x?, un troisieme 23, etc.). Il faut tou-
tefois se préoccuper alors de la taille de I'instance et de la complexité des algorithmes
de flots convexes utilisés.






Deuxieme partie

Résolution des problemes
Blsizej| Hnax

Maman, avait-il besoin d’étre aussi haut ?
— Roger Waters
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Rappels sur le probleme
B|sizej| Hpax

La premiere partie de ce document a permis de définir le probleme B|size;|Hupax
et d’en déterminer la complexité et ’approximabilité. Rappelons-en ici les principales
caractéristiques et précisons la direction générale de ce qui suit.

Une instance de B|size;|Hmax est composée de n objets et de m boites. Chaque
objet est défini par sa largeur size; et sa hauteur h; : il doit étre rangé dans size;
boites différentes et occupe alors une hauteur h; dans chacune d’entre elles. Les
boites sont toutes identiques, et 'ordre des objets en leur sein est indifférent; la
hauteur d’une boite est en fait la somme des hauteurs des objets qui y sont rangés.
L’objectif est de minimiser H,,.., la hauteur de la plus grande boite.

Ce probleme est au moins fortement N'P-difficile dans le cas général, et NP-
difficile si le nombre de boites est fixé (théoreme 3.1). Dans ce second cas, le probleme
admet un FPTAS (théoreme 5.3), qui n’est malheureusement pas réellement exploi-
table en pratique.

L’objectif annoncé pour cette seconde partie est de résoudre pratiquement les
problemes B|size;|Hpax. Etant donnée leur complexité, une résolution i la fois ra-
pide et optimale est (quasiment) exclue. Entre résoudre optimalement aussi vite que
possible et résoudre rapidement aussi bien que possible, je me suis concentré sur la
deuxieme approche.

I n’y a ainsi aucune méthode exacte de résolution. On trouvera par contre
des bornes inférieures (chapitre 7), des heuristiques avec des garanties de perfor-
mances (chapitres 8 et 9) et un algorithme génétique (chapitre 10) qui permettent de
résoudre tres rapidement et tres bien la grande majorité des instances (chapitre 11).

Ceci ayant été reprécisé, la deuxieme partie de ce travail peut commencer.
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Chapitre 7 __

Bornes inférieures (et une pincée
de bornes supérieures)

Dans les sciences, lintuition du dilettante peut avoir
une portée parfaitement identique a celle du spécialiste,
et méme parfois plus grande.

— Max Webber

Débute ici la seconde partie de ce document : la résolution de B|size;| Hyax. Clest
donc tout naturellement que ce chapitre traite des bornes inférieures (et supérieures)
pour ce probleme : elles sont nécessaires a 1’évaluation de la qualité des solutions
produites dans les chapitres suivants.

On trouve dans ce chapitre des bornes de trois sortes. La premiere est une borne
simple mais efficace sur tout type d’instances, basée sur le volume, et qui servira de
comparaison théorique pour les algorithmes a performances garanties du chapitre 8
(section 7.1). La seconde est inspirée du «raisonnement énergétique); c’est une
borne a vocation plus expérimentale, permettant de détecter certaines instances, a
priori petites, pour lesquelles la borne de volume faut (section 7.2). Le troisieme
type de bornes vient en complément : il s’agit d’'une méthode d’amélioration systé-
matique de bornes, provenant de résultats sur le BIN-PACKING (section 7.3). Pour
une évaluation expérimentale de ces bornes, le lecteur est renvoyé au chapitre 11.

Pour évaluer la qualité (théorique) d’une borne, j'utilise les ratios de perfor-
mance absolu (ou du pire cas) définis classiquement de la maniére suivante, pour un
probléeme de minimisation P.

- Définition 7.1. (ratio de performance absolu) Soit L une borne inférieure pour
P et L(I) sa valeur pour une instance I dont la valeur optimale est OPT(I). Le
. ratio de performance absolu de L est :

r(L) = sup {05(7,1;()]) : I est une instance de 73} )

Le ratio de performance asymptotique de L est :

T()) ; I est une instance de P avec OPT(I) > S} .
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Pour une borne supérieure U, une définition symétrique est utilisée en inversant
le rapport (U(I)/OPT(I) au lieu de OPT'(I)/L(I)). Avec de telles définitions, le
ratio de performance d'une borne est toujours plus grand que 1, et une borne est
d’autant meilleure que son rapport en est proche.

7.1 Bornes de volume

Ces premieres bornes sont tres simples, mais néanmoins tres utiles. Elles sont
basées sur un argument de volume : la hauteur minimale doit étre plus grande
que le volume total réparti équitablement entre chaque boite. Une telle borne peut
cependant étre facilement mise en défaut par des instances pourtant tres simples :
par exemple un unique objet tres haut. Pour éviter cet écueil, il suffit de prendre
en considération le fait que la hauteur h., du plus grand objet est aussi une borne

inférieure valide :
" h:size;
P { - F_W }
m

est une borne inférieure valide.

Proposition 7.1.

La composante [22:1 hjsize; /m—‘ a déja été signalée comme étant une borne
inférieure valide (chapitre 2, proposition 2.1) : ¢’est la valeur de la relaxation continue
du probleme B|size;|Hpax, €. lorsque les objets peuvent étre coupés. Si les objets
sont tous de hauteur unitaire, elle donne la valeur de la solution optimale (chapitre 3,
proposition 3.5).

Cette borne possede une soeur jumelle :

Proposition 7.2.

n .
_ D1 hysize;
UV — max
m

est une borne supérieure valide.

PREUVE — Soit S* une solution optimale. Supposons que la plus grande différence
de hauteur entre deux boites vérifie A°" < hp.c. Appelons B; la plus grande boite
et By la plus petite. Puisque A% < Aoy

H, = O et Hy — Hy = A% < hya. (V)

max

Si Hy = H, alors toutes les boites sont de méme hauteur et H}, = —
Si Hy > H, alors :

n .
D _j1 hysize;

m

H, <
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(autrement le volume total serait trop grand). De () et (<)), il découle :

o hysize,
7 =1 hysize;
max m > llmax;,

c’est-a-dire ce qui est annoncé.

Revenons sur I’hypothese A% < hpay. Celle-ci n’est pas une perte de généralité,
puisqu’une telle solution optimale existe toujours. En effet, une solution optimale
quelconque qui ne vérifie pas cette hypothese possede un objet dans sa plus haute
boite qui n’est pas dans la boite la plus basse; déplacer cet objet, et réitérer
I'opération tant que cela est nécessaire, permet d’obtenir une S* comme souhaitée (le
processus s’arréte : la quantité , _; [H;, — H,| est entiere, strictement décroissante
et bornée par 0). ®

Ces deux bornes sont tres liées et permettent un encadrement relativement bon de
la valeur optimale, notamment pour des grandes instances (avec beaucoup d’objets).
Dans le pire cas, elles ont une performance correcte, et sont méme asymptotiquement
optimales si on impose une borne sur la hauteur des objets.

Proposition 7.3.
TOO(Lv> = T(Lv) =2= T(Uv> = 7’00<Uv)
De plus, pour les instances vérifiant hya.x < K, pour K fizé :

rE(Ly) =1 =rE(Uy).

PREUVE — Par définition Uy < 2Ly. Les deux bornes étant valides, cela implique
immédiatement que r(Uy) < 2 et r(Ly) < 2.

Pour prouver que la performance de Uy, est atteinte, considérons la famille d’ins-
tances suivante (voir aussi figure 7.1(a)). 1,, est composée de m boites et de m objets
de hauteur m et de largeur 1. La valeur optimale est trivialement de H} . = m,
alors que Uy (I,,) = 2m. On a donc : r(Uy ) = 2. De plus, lorsque m tend vers I'infini,
le rapport reste le méme mais H; . tend vers I'infini; on a donc aussi r(Uy) = 2.

Pour prouver que la performance de Ly est atteinte, considérons la famille d’ins-
tances suivante (voir aussi figure 7.1(b)). J,, est composée de m boites et m + 1
objets de hauteur m et de largeur 1. La valeur optimale est H} . = 2m alors que
Ly(Jn) = m + 1. Lorsque m tend vers l'infini, le rapport tend donc vers 2, donc
r(Ly) = 2, et comme la valeur optimale tend aussi vers l'infini : ro(Ly) = 2.

Sil’on impose une borne constante K a la hauteur des objets alors Ly < HY - <
Uy < Ly +K. Les quantités Ly, Uy et H} .. sont donc équivalentes et leurs rapports

asymptotiquement égaux a un : % (Ly) =1 = rZ(Uy). ®
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H*

max

(a) (b)

Figure 7.1 — Instances problématiques pour les bornes de volume.
(a) une instance pour laquelle Uy est mauvaise ;
(b) une instance pour laquelle Ly est mauvaise.
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Dans la démonstration précédente, les « mauvaises » instances, qui atteignent les
bornes, ont des objets de largeur unitaire : méme pour des objets simples (donc
pour le probléme P||Ci.x), les ratios sont ceux indiqués. Ce n’est pas surprenant :
ces deux bornes ne tiennent compte que du volume et absolument pas de comment
celui-ci est réparti.

7.2 Raisonnement énergétique

Pour le calcul de bornes inférieures pour les problemes d’utilisation concur-
rente de ressources, une méthode est le «raisonnement énergétique», développée
essentiellement pour le probleme d’ordonnancement avec contraintes de ressources
(RCPSP) [12, 27]. Cette approche consiste, pour un intervalle d’utilisation donné,
a évaluer le besoin total minimum de la ressource, cumulé pour tous les utilisa-
teurs : si ce besoin dépasse l'offre totale sur l'intervalle considéré, la solution n’est
pas réalisable.

Cette démarche est particulierement adaptée aux problemes d’ordonnancement
avec des précédences et des dates de début au plus tot et au plus tard qui per-
mettent de déterminer assez précisément les périodes d’exécution d’une tache, et
ainsi de connaitre suffisamment bien le besoin minimal de cette tache sur un in-
tervalle quelconque. Nous ne sommes précisément pas dans ce cas. Toutefois, nous
pouvons évaluer le nombre minimum d’objets dans une boite, et en déduire une
hauteur minimum de la plus haute boite :

Proposition 7.4. Soit : Nyin = [22:1 sz’zej/m-‘ :

Mmin
anin = Z h]
j=1
est une borne inférieure valide, pour hy < hy < ... < hy,.

Cette borne n’est pas adaptée aux grandes instances, et elle atteint rapidement
ses limites, du fait que les plus petits objets sont systématiquement considérés en
premier :

Proposition 7.5.

T(anin) =0

PREUVE — Il suffit d’exhiber une famille d’instances pour laquelle la performance
de L,,_, tend vers 'infini. On prendra par exemple m boites et deux objets, I'un
de largeur 1 et de hauteur K, I'autre de hauteur 1 est de largeur m — 1. La valeur
optimale est alors K, tandis que L, . donne 1 : le rapport tend vers 'infini avec K
(voir figure 7.2(a)). ®
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--"""H;;ax --'Hr;ax
2 3|13]|3
| _ _ nmln T T T T T 1 nmm
111 2

(a) (b)

Figure 7.2 — Instances problématiques pour la borne L,, . .
(a) une instance mauvaise pour la version initiale de L
(b) une instance mauvaise pour L

Mmin

calculée par I’algorithme 7.1.

Mmin

Une maniere d’améliorer ces pietres performances théoriques est de considérer
un sous-ensemble d’objets (p.ex. les plus gros) : on peut ainsi supprimer les objets
un a un, en commencant par les plus petits, tant que cela n’affecte pas la valeur de
Nmin. Pour calculer L, . efficacement, on utilisera ainsi I’algorithme 7.1.

Algorithme 7.1. Calcul de L

Mmin

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
0. trier les objets pour que hy < hy <...<h,
1. calculer s= ) size;
calculer t =m|s/m|
2. k=1
tant que s — sizep >t et n—k > ny, faire
s =5 — size
k=k+1
3. renvoyer L = Z?ngi“ h;

Grace a une telle amélioration, L, , ne se fait plus berner par les instances
utilisées pour prouver la proposition 7.5. Mais des instances tout aussi simples sont
suffisantes pour la tromper : toujours dans m boites, ranger un objet de hauteur K
et de largeur m—1, et deux objets de largeur et hauteur unitaires (voir figure 7.2(b)).

Pour rendre la borne L, véritablement intéressante, théoriquement® et pour
toute instance, il faudrait répondre a la question suivante :

Question 7.1 : Est-il difficile de trouver le sous-ensemble d’objets telle que L,, .

'Les expériences du chapitre 11 montrent que le comportement en pratique de L
qu’honorable, quel que soit le type d’instances.

est plus

Mmin
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est la meilleure possible ? Quelle serait alors la performance de cette borne ?

Il me semble toutefois que cette borne est de toute fagon, et par essence, inadaptée

aux instances ayant un grand nombre de petits objets. Elle n’a d’ailleurs été pro-
posée que pour détecter de petites instances «faussement difficiles», c’est-a-dire
pour lesquelles il est facile de trouver une solution optimale mais plus difficile de
s’en convaincre (typiquement, la borne de volume ne le permet pas) ; un role qu’elle
remplit tres bien, comme nous le verrons au chapitre 11.

7.3 Amélioration systématique des bornes

Afin d’améliorer les performances en pratique des bornes précédentes, ou bien
de n'importe qu’elle autre borne, je présente dans cette section une adaptation a
Blsizej| Hyax de résultats classiques pour le BIN-PACKING, récemment ressortis sur
le devant de la scene : I'utilisation de fonctions dites « duales-réalisables» [37, 53] ou
«redondantes » [27, 28]. Commengons par en expliciter I'idée directrice.

Généralement, lors d'un rangement, les petits objets peuvent étre glissés a peu
pres n'importe ou et ne posent pas de grosses difficultés, au contraire des grands.
L’idée est donc d’augmenter le contraste, c’est-a-dire les différences de taille, afin de
faire ressortir les objets problématiques et disparaitre les autres.

On ne peut cependant pas se permettre n’importe quelle transformation des
tailles. Afin d’avoir une information pertinente, 'approche utilisée dans le cadre du
BIN-PACKING est de transformer les tailles de maniere a ce que toute solution de
I'instance initiale soit aussi une solution pour l'instance transformée. En d’autres
termes : il faut que quel que soit I’ensemble d’objets considéré, s’il tient dans une
boite avant transformation, il doit aussi tenir apres. Pour le BIN-PACKING, les boites
sont de hauteur fixée 1, et I'on veut en minimiser le nombre? ; il suffit donc d’utiliser
une fonction f : [0, 1] — [0, 1] vérifiant :

VX (fini) :Zx§1:>2f(a:)§1,

appelée fonction duale-réalisable. Ainsi, une solution optimale de I'instance initiale
est une solution de I'instance transformée, et donc toute borne inférieure pour 'ins-
tance transformée est une borne inférieure pour l'instance initiale — ce que 'on
cherche.

Pour Blsizej|Hyax, 'objectif est dual : le nombre de boites est connu, mais pas
leur taille. Des bornes inférieures et supérieures sont cependant suffisantes, comme
nous le verrons dans la suite. L’adaptation de la notion de fonction duale-réalisable
s'effectue par le biais des fonctions redondantes®, introduites dans [27, 28].

2La convention, dans la communauté du BIN-PACKING, est de prendre des boites de hauteur
unitaire, ce qui correspond a diviser toutes les hauteurs des objets par la hauteur H des boites.
Il n’y a cependant qu’ici ol je consideére ce probleme sous cet aspect, avec des dimensions non
entieres.

3Le terme correspond & une réalité : introduites dans le cadre des ordonnancements avec
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. Définition 7.2. (fonction redondante) Soit H € N. Une fonction discréte f :
{1,2,...,H} — {0,1,..., H} est dite redondante pour H si, pour tout ensemble
- fini X d’entiers positifs :

d x<H=) flx)<H.

reX zeX

Pour une fonction entiere f, pas nécessairement redondante, f(I) est la trans-
formation d’une instance I par f : chaque objet O; = (h;, size;) est remplacé par
f(O;) = (f(hj), size;). Une convention similaire est utilisée pour une solution S et
sa transformation f(5). Il faut bien noter que seules les hauteurs des objets sont
modifiées.

Avec ces définitions et conventions, comme pour le BIN-PACKING, la transfor-
mation par une fonction redondante préserve les bornes inférieures :

Propriété 7.1. Soit I une instance et H*  sa valeur optimale. Soit f une fonction

redondante pour H . . Toute borne inférieure valide pour f(I) 'est aussi pour I.

PREUVE — Soit S* une solution optimale pour I : f(S*) est une solution réalisable
pour f(I), par hypothese, et sa valeur est inférieure & H . . Aussi toute borne
inférieure pour f(I) est plus petite que H} . ®

Bien que la valeur H . soit inconnue, cette propriété peut étre exploitée : en

effet une borne inférieure L et une borne supérieure U suffisent. Ainsi :

Propriété 7.2. Pour L < H*

max

<UeteeN:

FE,L,U: {0717"'ﬂH:r1ax} - {0717"-7H;1ax}
max(L,z) six >U—¢
A x siU—e>x>c¢
0 sie>zx

est redondante pour H*

max -’

PREUVE — Ceci est une adaptation directe d'un résultat similaire de [53]. 11 suffit
de remarquer que les objets dont la taille augmente ne peuvent étre rangés qu’avec
des objets dont la taille devient nulle. ®

Cette fonction F; 1y permet d’améliorer n'importe quelle borne inférieure :

contraintes de ressources, ces fonctions correspondent a ’ajout d’une ressource supplémentaire
qui ne modifie pas la réalisabilité des instances.
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Proposition 7.6. Soient L1, Lo deux bornes inférieures et Uy une borne supérieure :

Li2(I) = max Ly(Fe L, (o (1))

ee

est une borne inférieure valide pour I et

L2 (1) > Ly(I)

PREUVE — L; et U; étant des bornes valides, la propriété 7.2 implique que, pour
tout ¢, la fonction F. (5, est redondante pour H} . ; la propriété 7.1 im-
plique alors que, pour tout e, La(F: 1, (n,v,)(1)) est une borne inférieure valide.

Indépendamment de L, et Uy, le calcul de L% inclut celui de Ly (pour & = 0) :
L22(1) > Ly(1). ®

Pour le calcul de LJLf, la valeur de € n’a pas a parcourir I’ensemble des entiers et il
suffit de considérer € € {0, 1, ..., hyax . En fait, seules les valeurs pour lesquelles la
transformation d’un objet change sont intéressantes : cela donne au plus 2n valeurs,
chaque objet ne pouvant étre transformé qu’au plus deux fois.

Si 'on prend comme borne de référence celle basée sur le volume, Ly (section 7.1),
le calcul de Li" peut étre effectué en un seul parcours de la liste des objets, si ceux-ci
sont triés par hauteur.

Proposition 7.7. L’algorithme 7.2 calcule Li" en temps O(n) si les objets sont
initialement triés par hauteurs décroissantes.

Algorithme 7.2. Calcul de LJLFV

- entrées : ensemble d’objets O (hy > hy > ... >h,),
nombre de boites m, bornes L; et U; -
1. V=370 sizejh; — anitialisations
L= max(Ll, hl, [V/m})
g=1et p=n

2. tant que g < p faire — calcul
a. &€ = U1 — hg
V =V + size,(max(Ly, hy) — hy)
g=g+1

b. tant que p >g et h, >¢ faire
V =V —size,h,
p=p—1
c. L=max(L,[V/m]
3. renvoyer L
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PREUVE — L’algorithme est basé sur un découpage de I’ensemble des objets en trois :
les grands (G = {O; ; h; > Uy —¢}), les moyens (M = {0, ; Uy —e > h; > ¢c}) et
les petits (P = {O; ; € > h;}). Les objets étant triés, il suffit de retenir I'indice du
premier et du dernier éléments de M : c’est le role de g et p, selon le schéma :

01>...20,1>0,>...20,>0,,>...>0,.

Vv Vv
G M P

V est le volume total pour les hauteurs courantes; L est la meilleure borne
inférieure déterminée jusque la. Initialement, tous les objets sont considérés comme
«moyens) (¢ =0).

La borne ne peut étre améliorée que lorsqu’un objet passe de «moyen) a
«grand» : aussi suffit-il d’ajouter, par ordre de taille, les objets a G, jusqu’a ce
que M soit vide, en ajustant en méme temps P. C’est ce que réalise I'étape 2. En
effet, O, est, en début d’itération, le prochain candidat pour devenir « grand ». Pour
cela, il faut avoir € = U; — h, puis mettre a jour la valeur du volume (étape 2a). La
valeur £ ayant changé, il faut mettre a jour P et modifier V' en conséquence (étape
2b). Les ensembles G, M et P sont alors a jour, pour cette nouvelle valeur pertinente
de ¢ : on peut calculer la valeur du volume correspond (étape 2¢).

Dans cette procédure, un objet n’est considéré qu’une seule fois, et chaque opé-
ration est de temps constant ; ’algorithme se déroule en temps O(n). ®

Pour le probleme du BIN-PACKING, Fekete et Schepers [53] rapportent d’ex-
cellents résultats pour cette approche; ainsi, la borne dont LJLFV est I'adaptation
permet de diviser par 10 1’écart relatif avec la meilleure borne supérieure connue,
par rapport a l'utilisation de la seule borne de volume. Par le biais d’autres fonctions
duales-réalisables, et par leur composition, les résultats sont encore meilleurs.

Pour le probleme qui nous préoccupe, le fait de devoir utiliser des bornes pour
estimer la taille d'une boite a 'optimum nuit grandement aux performances. Ainsi,
on constate que Li" n’apporte qu'un gain marginal (voir chapitre 11).

Il reste toutefois de nombreuses autres combinaisons de bornes a tester et de fonc-
tions redondantes a proposer, ce qui laisse ouvertes des perspectives d’amélioration
de la méthode.

7.4 Synthese

Différentes bornes inférieures ont été proposées pour B|size;|Hpax, correspon-
dant a différentes attentes. Ainsi dispose-t-on maintenant de bornes efficaces, tant
sur un plan théorique que pratique : Ly garantie d’assez bornes performances, et est
tres efficace; L, , permet d’écarter certaines instances pathologiques qui échappent
a Ly . Ces bornes apparaissent ainsi tres complémentaires. Pour avoir une idée de
leur qualité réelle, la lecture du chapitre 11 est obligatoire.

Au niveau des bornes supérieures, les meilleures développées sont en fait les
solutions des algorithmes a performances garanties du chapitre suivant. Par ailleurs,
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du fait de ces garanties, ces algorithmes fournissent également des bornes inférieures
(d’autant meilleures que la solution correspondante est mauvaise!).

Pour continuer cette étude, je privilégierais deux pistes. La premiere est la pour-
suite de I'utilisation des fonctions redondantes; il y a la matiere a amélioration. Je
pointerais notamment les travaux tres complémentaires de Carlier et Néron [27, 28]
sur les problemes avec contraintes de ressources, ou la notion de «fonction redon-
dante » est introduite, et ou certaines fonctions dominantes sont présentées. Ces au-
teurs proposent aussi la « relaxation préemptive multiplement élastique », qui s’avere
étre tres proche des problemes multiboites.

La deuxieme direction est qu’il faudrait prendre davantage en compte le ca-
ractere... multiboite des objets! en effet, pour l'instant, seule la borne L, . tire
parti des largeurs, et ne le fait que de maniere globale. Des considérations plus
précises permettraient sans doute d’effectuer de meilleurs regroupements d’objets
devant nécessairement étre rangés dans les mémes boites.






Chapitre 8 __

Heuristiques a performances
garanties

Si tu prétends étre bon, le monde te prend trés au sérieux.

—  Oscar Wilde

Apres les bornes (inférieures), j’aborde maintenant la deuxieme étape de la
résolution de B|size;|Hmax. Il s’agit d’avoir des heuristiques rapides et avec de
bonnes performances (a la fois garanties et en pratique).

Dans ce chapitre, je propose cinq méthodes pour résoudre B|size;|Hpax. Les
trois premieres sont gloutonnes et basées sur des regles particulieres de placement
d’un objet; la quatrieme est tirée du principe de «diviser pour régner); quant a
la cinquieme, c’est avant tout une méthode de recherche locale. Pour la plupart de
ces méthodes, considérer un ordre particulier des objets, généralement par hauteurs
décroissantes, améliore les performances. Il faut ainsi bien avoir en téte que les en-
sembles d’objets considérés sont ordonnés, et que I'ordre considéré a une importance.

Toutes ces méthodes ont des garanties de performance, résumées dans la derniere
section de ce chapitre, et leurs aptitudes pratiques sont analysées au chapitre 11.
Avant de présenter la premiere de ces méthodes, je donne une garantie pour une
solution quelconque, indépendamment de la maniere dont elle a été construite.

8.1 (Garanties pour une solution quelconque

Indépendamment d’une quelconque maniere de la construire, une garantie sur
la qualité d’une solution est possible. C’est méme, en fait, cette garantie qui sert a
prouver les performances de plusieurs des algorithmes des sections suivantes. Elle
est basée sur A, la différence de hauteur maximale entre deux boites de la solution
considérée :

Lemme 8.1. Soit S une solution réalisable d’une instance de B|sizej|Hyax
m—1

+ —A.
m

Hmax S H*

max

Une version préliminaire de la section 8.2 (algorithme AMP) a été publiée dans [95], et présentée
a [93, 95]. L’algorithme ADR a été présenté & [92].

95
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PREUVE — Il y a dans S au moins une boite de hauteur H,,,; les autres boites
sont de hauteur au moins H,,,x — A. En raison du volume total des objets :

> hysize; > Huax + (m — 1) (Hpax — A) = mHpax — (m — 1)A.

J=1

La proposition 7.1 implique que H}, > >"" | h;size;/m. En injectant cela dans

max
I'inégalité précédente, il vient :
m—1

H .. > Hypoe — —A.
m

®

Armés de ce résultat, nous pouvons nous attaquer a ’analyse de quelques heu-
ristiques.

8.2 Meilleur placement

Les algorithmes de meilleur placement sont des méthodes simples mais tres effi-
caces. Cette section les décrits et en dégage de nombreuses caractéristiques.

8.2.1 La regle du meilleur placement

La regle de meilleur placement (MP) consiste a toujours mettre un objet O; dans
les size; boites les moins pleines. Les objets sont considérés de maniere séquentielle,
et rangés immédiatement.

Cette regle peut étre vue comme une adaptation aux problemes de rangement
d’objets multiboites de la méthode d’« ordonnancement par liste » proposée par Gra-
ham pour 'ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARALLELES [64]. Elle est aussi tres
similaire & la régle du « pire placement » pour le BIN-PACKING [37]; il n’y a cepen-
dant pas de contradiction de terminologie : les objectifs considérés sont duaux.

A partir de la regle MP, un algorithme glouton et en-ligne se construit faci-
lement. Une implémentation naive consistant a trier les boites a chaque itération
pour trouver les boites les plus vides pour 'objet suivant aboutit a un algorithme
en temps O(nmInm). En fait, il est inutile de retrier completement les boites : en
les supposant initialement rangées par ordre croissant, il suffit de fusionner deux
sous-listes de boites déja triées (les boites ayant requ I'objet et les autres). Cela ne
nécessite qu'un parcours de la liste des boites (voir figure 8.1) et la méthode peut
ainsi étre implémentée en O(nm), comme le réalise 1'algorithme 8.1 (AMP).

Cette complexité de O(nm) est optimale pour un algorithme construisant effecti-
vement une solution, puisque c¢’est aussi la taille de cette derniere. Elle s’avere aussi
étre excellente en pratique (voir le chapitre 11 et 'annexe B.2 pour plus de détails).
D’un point de vue théorique, toutefois, rappelons qu’une telle complexité n’est que
pseudo-polynomiale si le nombre de boites m n’est pas fixé. Dans ce cas-1a, de toutes
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i

(a) (b)

Figure 8.1 — Ajout d’un objet selon la regle MP.
(a) insertion d’un objet; (b) tri des boites.

Algorithme 8.1. AMP

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
1. pour O; € O faire
a. ranger O; dans By, By, ..., Bz, — ajout de l'objet O,
b. soit k=1, = size; +1 — tri des boites (auziliaires C;)
pour ¢ =1 & m faire

si k>=sizej alors C;=D5; et [ =1+1
sinon si [ >=m alors (C; =B, et k=k+1
sinon si H, < H; alors ;=B et k=k+1
sinon ;=B et [=1+1

c. pour : =1 & m faire B; = (]
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Figure 8.2 — Influence de l'ordre des objets sur la regle MP.
(a) ordre naturel; (b) par hauteurs décroissantes.

fagons, le simple fait de construire une solution réalisable implique un algorithme
au mieux pseudo-polynomiall.

Dans 'algorithme AMP, 'ordre dans lequel les objets sont considérés est essen-
tiel : ainsi, pour différentes listes L, I’algorithme 8.1 pourra construire des solutions
tres différentes (voir figure 8.2). Un point important est de savoir s’il existe toujours,
pour chaque instance I, un ordre particulier des objects <; telle que AMP appliqué
avec cet ordre produise une solution optimale. Je n’ai réussi n’y a confirmer ni a
infirmer cela, mais de nombreux tests expérimentaux me poussent a la conjecture
suivante :

Conjecture 8.1. Pour toute instance I de B|size;|Hpax, il existe un ordre des
objets <p tel que AMP appliqué pour cet ordre donne une solution optimale.

Bien str, méme dans l'affirmative, une telle propriété ne permettrait pas de
résoudre rapidement et optimalement B|size;|Hpax (un phénomene identique existe
pour le probleme de la coloration des sommets d'un graphe). Toutefois, elle permet-
trait de restreindre considérablement 1’espace de recherche : I’ensemble des permu-
tations de n éléments a la place de I'ensemble de toutes les positions possibles pour
chaque objet. Ceci permettrait de meilleures garanties et/ou performances pour les
extensions basées sur la regle MP (voir les chapitres 9 et 10).

Indépendamment de tout ordre, nous pouvons toutefois prouver certaines ga-
ranties (section 8.2.2). Ces garanties peuvent étre améliorées en imposant un ordre

LCette taille de O(nm) pour une solution est nécessaire pour pouvoir coder toutes les solutions ;
si I'on se restreint a certains types de solutions, comme par exemple celles ou les différents bouts
d’un méme objet sont mis dans des boites adjacentes, la taille peut étre grandement diminuée :
ainsi peut-on proposer des algorithmes de résolution polynomiaux, méme pour m quelconque.
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précis : que les objets soient rangés par ordre décroissant des hauteurs (section 8.2.3).

8.2.2 Performances de la regle MP

La regle MP permet d’avoir des garanties sur les solutions construites, comme le
montrent les résultats suivants. En fait, il n’est pas nécessaire qu’une solution soit
entierement construite selon cette regle : on peut imposer une affectation initiale
pour certains objets, puis compléter avec les autres objets selon la regle MP. Pour
cette raison, j’'introduis les notions de différences de hauteur initiale : A;;,(0) est
la différence de hauteur initiale (i.e. avant l'application de la regle MP) entre les
boites By, et By, ; A(0) est la différence de hauteur initiale maximale.

La regle MP consistant en mettre un objet dans les boites les moins remplies, il
n’est pas étonnant qu’elle implique un controle de la différence de hauteur entre les

boites, et qu’elle tende méme a réduire celle-ci :

Propriété 8.1. Soient n objets a ranger selon la régle MP. Soit A, (k) la
différence de hauteur entre les boites B;, et By, aprés que le k™ objet a été rangé :

Vk = ]_, 2, e, Anzz(k) S maX(Ai”’Q(l{ - ].), hk - Ai”’Q(k’ - 1))

PREUVE — Soit H;(k) la hauteur de la boite B; apreés que l'objet Oy a été rangé.
Par définition de A;,;,(0), la propriété est vraie pour k = 1; supposons-la vraie pour
0 <k—1<n. SiO est rangé dans B;, et B;,, ou dans aucune des deux, alors
Aiiy (k) = Aiy (B —1). S’il n’est rangé que dans I'une (la plus petite, disons B;,),
alors : si Hy, (k) > H; (k) alors A, (k) = Ajiy(k— 1) — by, < Ayyyy(k— 1) sinon
A1'11'2(k) = hy — Ailiz(k - 1)' ®

Cette propriété peut étre reformulée de la maniere suivante :

Propriété 8.2. Awvec les hypothéses de la propriété 8.1 :
(a) 5t Niyiy(K) < hmax alors VE' k<K <n: Ay (F) < hmax ;
(b) $1 Ajyiy(n) > hax alors Ve k< n Ay, (k) > hmax.

De plus, le controle de la différence de hauteur n’est pas seulement local, entre
deux boites, mais est aussi global, sur la différence de hauteur maximale :

Propriété 8.3. Soient n objets a ranger selon la regle MP. Soit A(k) la différence
de hauteur mazimale entre deux boites apres que le k™ objet a été rangé :

VE=1,2,...,n: A(k) < max(A(k — 1), hy).
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PREUVE — Ceci est une conséquence directe de la propriété 8.1. J'utilise les mémes
notations. Pour tout k, il existe deux boites B,, By telles que A(k) = H,(k)—Hy(k) =
Agp(k). Nous avons alors :

A(k) = Aab<k)
< maX{Aiﬂz(k - 1)’ hy — Ailiz(k - 1)}
< max(maX{Ahm(k - 1)}7 hk)
< max(A(k —1), hg).

®

Sur la base de ce controle de A par la regle MP découle une garantie sur les
solutions construites selon cette regle :

Théoreme 8.1. Soit une solution construite selon la regle MP :

—1
Hoox < H* + M=2A avec A < max(hpax, A(0))

max m
et cette borne est atteinte.

PREUVE — D’apres la propriété 8.3 : A = A(n) < max(hmpax, A(0)). Le lemme 8.1
permet alors de conclure la validité de la borne.

Pour montrer que cette borne est atteinte, considérons I'instance suivante, dont
les objets sont tous de largeur unitaire : m boites et m? 4+ 1 objets de hauteur
hi =hy = ... = h,2 = 1et h,,2,1 = m. Pour une telle instance, et un tel ordre, AMP

construit une solution de valeur Hy,ox = 2m = H .+ mT_lhmax (voir figure 8.3). ®

Cette garantie a plusieurs conséquences qui renseignent sur le comportement de
AMP en pratique. Tout d’abord :

Corollaire 8.1.1. AMP est asymptotiquement optimal pour les instances uni-
formément bornées de Bm|size;|Hmax (1.€. il existe des bornes uniformes hyax >
Pmin > 0 telles que tout objet O; vérifie : hmax > hj > hmin)-

PREUVE — La borne supérieure sur h; garantit que A est borné, tandis que la
borne inférieure garantit que H¥ . ne 'est pas, lorsque le nombre d’objets tend vers
I'infini :

1< Hinax <1+ A t A 0
€ M n—oo Y.
T Hya T Hox Hox

®

Ce corollaire est important en pratique : il implique que les grosses instances
(avec beaucoup d’objets) seront tres bien résolues, ce que les tests expérimentaux
confirment (voir chapitre 11).

Pour ce qui est d'une performance multiplicative, il suffit de remarquer que
hmax < H .. pour en déduire :
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-------- Hux o
17
| S, Hyo
13| 14| 15| 16
13| 14| 15| 16 10 11| 12
9 10| 11| 12 718109
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1| 23| 4 1| 2] 3

Figure 8.3 — Un exemple d’instance pour lequel AMP est mauvais.
(a) AMP selon 'ordre naturel ; (b) une solution optimale.

Corollaire 8.1.2. Soit une solution complétement construite (i.e. A(0) =0) selon

la regle MP :

1
Hyox < (2— —)H;
m

max

et cette borne est serrée.

Cette borne est en fait la méme que celle prouvée par Graham pour des objets
de largeur unitaire [64]. Il produisit des exemples ou cette borne est atteinte.
Dans le cas d’objets de hauteur unitaire, le résultat devient méme :

Corollaire 8.1.3. AMP est optimal pour B|sizej, hj = 1|Hpax.

Ainsi, AMP est un algorithme polynomial et optimal pour des objets de hauteur
unitaire et un nombre de boites fixé. Par une implémentation particuliere de la regle
MP, possible pour des objets unitaires, on peut toutefois faire mieux et s’affranchir
de cette contrainte d’'un m fixé : c’est ce qui est réalisé par 'algorithme 3.1 vu
précédemment (voir chapitre 3, section 3.3).

Comme cela a été signalé au début de cette section, des objets peuvent avoir une
pré-affectation. Typiquement, on peut vouloir placer astucieusement les gros objets
(généralement les plus embétants), puis compléter avec les autres selon la regle MP.
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Dans ce cas-la, quelles garanties a-t-on quant a la qualité de la solution finale? Le
théoreme suivant répond a cette question.

Théoreme 8.2. Soit I une instance de B|size;|Hpax et O1, 02 une partition de
son ensemble d’objets O. Soit S(01) une pré-affectation de Oy et H, (0]O;) la
valeur optimale d’une solution de I qui respecte cette affectation. Soit S la solution
obtenue en complétant S(O1) par Oy selon la régle MP :
—1
(a)  HS_ <H. + 2= max(hma(Os), A(O))
m

max — max
1)?

e ) HS, <. (00)+ "=V 0,
m

avec A(Oq) = max{|H;,(S(01)) — Hi,(S(01))]; 1 <iy < iy <m}
et hmax(02) = max{h; ; O; € Os}.

PREUVE — Puisque 'ordre au sein d'une boite est sans importance, je suppose que
les objets de Oy occupent le fond des boites.

La partie (a) n’est qu'une reformulation du théoreme 8.1. Pour la partie (b), la
preuve se fait par induction sur le nombre de boites m. L’hypothese d’induction est
que le théoreme 8.2(b) est vrai pour toute instance avec k < m boites. Il suffit donc
de prouver que cela implique qu’il est aussi vrai pour m boites.

Pour m = 1, il n’existe aucune instance avec k < m boites : 'hypothese d’induc-
tion est donc vérifiée. Si m = 2, les solutions n’ont qu'une unique boite. Elles sont
donc toutes nécessairement optimales et vérifient I’hypothese d’induction.

Soit I une instance quelconque de m boites. Tout d’abord si, en fin de procédure,
A < (m — 1)hmax(O2) alors le lemme 8.1 permet de conclure immédiatement, sans
méme ’hypothese d’induction, que :

—1)2
Hriax < H:;lax + Uni)hfﬂ&)((OQ)‘

m

Ceci implique le résultat annoncé, la valeur H_  (optimale pour I) étant inférieure
a Hglax(oyol)'

Plagons-nous maintenant dans le deuxiéme cas : A > (m—1)hnax(O2), et suppo-
sons, quite a les renommer, que les boites sont triées par ordre décroissant de leurs
tailles en fin de procédure.

Puisque A > (m — 1)hpax(O2), il existe un indice i € {1,2,...,m — 1} tel que
H; > H;i1 4 hpmax(O2). La propriété 8.2(b) implique alors qu’a chaque étape de la
procédure, pour 1 < i3 <1 < iy < m: H; < H;,. Il s’en suit que tout objet mis
dans une boite B;,,i; < a aussi été mis dans toutes les boites B;,, i3 < 7.

En conséquence la solution S est telle que chaque objet O; de largeur size; <

m — ¢ est completement rangé dans les boites B;i1, Biio,..., B, et que chaque
objet O; de largeur size; > m — i occupe toutes les boites B;y1, Biya, ..., By et
size; — (m — 1) des boites de By, By, ..., B;. Ceci signifie entre autre que, pour une

solution satisfaisant 'affectation de S(O), on ne peut pas mettre moins (en volume)
dans Bl, BQ, ceey Bz
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Aussi le probleme peut-il étre réduit aux i premieres boites : I'ensemble Og

est réduit aux objets tels que size; > m — ¢ en remplacant size; par sizef =

size; — (m — ). La solution S est réduite & S® en ne gardant que les i premiéres
boites (dans cette réduction, la partie pré-affectée est OF, et OF est rangé selon la
regle MP).
Puisque maintenant ¢ < m, 'hypothese d’induction s’applique pour le probleme
réduit :
HS" < 1 (ofor) + L2 on
1 i max 2 )

max — max

En outre HS. = H, = HS__et H*, (O%|OR) < H*

max max max max

pas mettre moins dans By, B, ..., B;. Ainsi

(O|0;) puisqu’on ne peut

max max — max

HS =HS' <H (OFOF) + uhmax(og)
1

et comme @ < o o Prnax (OF) < himax(02), on obtient

m

_1)2
HS S H;;ax(oyol) + %hmax<o2>7

max
ce qui conclut la preuve. ®

Le résultat précédent revient a dire que la différence de hauteur entre deux
boites consécutives ne peut étre supérieure a hnyay(O2) que si la pré-affectation de Oy
I'impose. La version donnée est toutefois pessimiste : un tel écart, de hyax(O2), entre
chaque boite est toléré. Il est ainsi sans doute possible de raffiner cette propriété;
d’ailleurs, je ne connais pas d’exemple qui atteigne cette borne. Je préfere cependant
me tourner vers une autre amélioration : que se passe-t-il si I'affectation de O, est
optimale (i.e. si S(Oq) est une solution optimale pour Oy) ?

Pour répondre a cette question, j'utilise la notion de réduction d’une solution
(d’une instance, etc. ) suivante, qui permet de diminuer le nombre de boites de m a
m — 1, de maniere similaire a ce qui a été fait dans la preuve précédente.

: Définition 8.1. (réduction) Soit I une instance de B|size;|Hpmax avec m boites ;
- soit S une solution pour I. La réduction R de S par B; (pour i € {1,2,...,m}
donné) est la solution S a laquelle la boite B; a été supprimée, avec tout ce qu’elle
. contient. L’instance I® est alors définie comme étant I privée du contenu de B; (i.e.
. la largeur de O; € B; est diminuée de 1 ; cela donne l’ensemble d’objets réduits OF)
et m — 1 boites.

Avec de telles définitions, une réduction R est une solution réalisable de I
De plus, la réduction de solution conserve 'optimalité et la construction selon MP,
comme l'indiquent les deux lemmes suivants.
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Lemme 8.2. Soit I une instance de B|size;|Hpax avec m boites. Soit S* une
solution optimale pour I. Soient B; € S* telle que H; < HS. et R la réduction de
S* par B;. Alors :

(a) R est une solution optimale de I*.
(b) si S’ est une solution optimale de I,

alors S" U B; est une solution optimale de I.
(c) I et IT ont la méme valeur optimale.

PREUVE — Affirmation (a). Si S¥ n’est pas optimale, alors considérons une solution
optimale pour I; en ajoutant & celle-ci la boite B; et son contenu, on construit une
solution réalisable de I, strictement meilleure que S*, ce qui est exclu.
Affirmations (b) et (c). D’apres (a), ST est une solution optimale de I® et a donc
la méme valeur que S’. Par conséquent H; < H? et ainsi S’ U B; est une solution

réalisable de I de méme valeur que S*. En d’autres termes : S’ U B; est optimale et
les valeurs optimales de I et I sont égales. ®

Lemme 8.3. Soit S une solution construite selon la regle MP, pour un ensemble
ordonné O donné (les boites n’étant pas nécessairement initialement vides). Soit R
une réduction de S pour une certaine boite B;. Dans ce cas :

R = AMP(O%),

ot OF est la réduction de 'ensemble O (i.e. méme ordre des objets, mais largeurs
réduites). L’égalité signifie non seulement que les deux solutions ont la méme valeur,
mais aussi la méme structure (i.e. les objets sont rangés dans les mémes boites, aux
objets identiques pres).

PREUVE — La preuve est récursive : la premiere partie (n’appartenant pas a B;)
du premier objet est placé dans la boite la plus basse, qui est la méme pour R et
AMP(O™). Supposons maintenant que, jusque-la, chaque partie de chaque objet a
été placée dans R comme dans AMP(O®), et considérons la prochaine partie p d’'un
certain objet O;.

Si p était, dans S, rangée dans B;, alors elle est exclue de R comme de AMP(OF).
Dans l'alternative, elle était placée dans la boite la plus vide, qui est la méme
dans R et de AMP(OF), les objets ayant été jusque-1a placés de maniere identique,
par hypothese. Aussi p sera placée dans la méme boite pour les deux solutions (a
I’exception d’échanges éventuels de bouts identiques, lorsqu’un choix existe quant a
la boite la plus vide). ®

Ces deux lemmes permettent de mieux appréhender le passage d’une solution a
une solution ayant moins de boites (approche déja utilisée pour le théoreme 8.2).
Avec en plus I’hypothese de I'optimalité du placement de O, la garantie devient :
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Théoréme 8.3. Soit I une instance de B|size;|Hmax, €t O1, 02 une partition de
son ensemble d’objets O. Soit S une solution obtenue par un rangement optimal de
O, complété avec les objets de Oq selon la régle MP :

HS < H' 4 hpax(O2)  avec  hpax(03) = max{h;, O; € Oy}

max — max

et cette borne est atteinte, méme pour des objets de hauteur unitaire.

PREUVE — La preuve est une récurrence sur le nombre de boites : je montre en fait
que, s’il n’existe pas d’instance avec m boites telle que HS > H}. + hmax(O2),
pour une certaine partition O = O; U O, alors il n’existe pas non plus d’instance
avec m + 1 boites et cette propriété.

Pour débuter la récurrence, remarquons qu’avec une seule boite, toute solution
est optimale, et donc aucune solution, quelle que soit la partition adoptée, ne vérifie :
Hriax > H:nax + hmax(OQ)'

Supposons maintenant 1’existence d’une solution S avec m + 1 boites, construite
selon le schéma spécifié et telle que H?, > HZ. + hmax(O2) pour une certaine

partition. Montrons que cela implique l'existence d’une solution similaire sur m
boites, ce qui contredirait 'hypothese de récurrence.

Pour cela, soit B; une boite de S telle que H; < HZ . Elle existe, sinon S
serait optimale. Soit R la réduction de S par B;. D’apres le lemme 8.2 R(O1) est un
rangement optimal de Of. De plus, d’apres le lemme 8.3, R est construite comme
S : un rangement optimale de O, complété par O selon la regle MP. De plus :

HE = HS (By < HS

max max max )

Hr o (1) + hmax(O2) (S est un contre-exemple)

max

>
> HE (I7) + hyue(OF)  (Hz (1) = H=, _(I7) [lemme 8.3(c)];

max max max

Panax(02) > Ruax (OF)).

Finalement, si S est un contre-exemple pour I, avec m + 1 boites, alors R est un
contre-exemple pour 17, avec m boites. Ceci prouve le théoréme.

Pour montrer que la borne annoncée est serrée, méme dans le cas d’objets de
hauteur unitaire, considérons l'instance suivante : m boites et n = 2m — 1 objets de
hauteur unitaire et de largeur size; = 2 et size; = 1,Vj > 2. Comme l'illustre la
figure 8.4, une solution optimale a pour valeur 2, tandis qu'une solution construite
selon le schéma prescrit par le théoreme 8.3 peut avoir une valeur de 3 = 2 +

hmax(O2), avec Oy = {01} et O = O\Os. ®

Ce dernier théoreme est indépendant des autres, dans le sens ol il ne repose
sur aucun des résultas précédents (a l’exception, bien sur, des deux lemmes établis
spécialement pour lui). De plus, il implique lui aussi que la régle MP garantit de ne
pas dépasser 'optimum par plus de Ay, (cas ou Op = 0); avec la généralisation, le
terme correctif (m — 1)/m a été perdu), et donc que c’est une 2-approximation. De
plus, nous avons la conséquence suivante :
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----- Hmax rT T T T T T T
| L o
4 | 5 34| 5
2| 3|1 11| 2

(a) (b)
Figure 8.4 — Un exemple atteignant la borne du théoreme 8.3.
01 ={02,03,04,05} et Oz = {01}
(a) une solution ot O est rangé optimalement, mais Hyax = H .« + Amax(02);
(b) une solution optimale.

Corollaire 8.3.1. Soit S une solution obtenue en rangeant optimalement les k
objets les plus hauts, puis en complétant avec les autres objets selon la regle MP :

1
HS <14+ —— Vg .
max—( +1+[%J> max

PREUVE — Soit O; l'ensemble des k plus hauts objets et soit O I'ensemble
des autres objets. Il y a au moins k 4+ 1 objets de hauteur hp.(O2) ou plus.
Aussi, au moins une boite contient au moins 1 + |k/m] tels objets : H}. . >
(14 |k/m])hmax(02), c’est-a-dire :

1
hmax(02) < 7]€H*

—_— 1 + LEJ max*
D’apres le théoreme 8.3, S vérifie HS < H* 4 hpayx(O2) et donc :
1
HY o < (14 ———)H}
max — ( 1 _'_ L%J ) max

®

Ce dernier résultat est tres proche de celui de Graham pour 'ordonnancement
par liste [64]. Une comparaison plus détaillée est faite a la section 8.2.4. Auparavant,
je vais utiliser ces derniers résultats pour déduire de meilleures performances lorsque
les objets sont triés par hauteur décroissante.

8.2.3 Meilleur placement décroissant

Jusqu’a présent, aucune hypothese d’un tri particulier des objets n’a été faite.
Je considere maintenant le cas ot les objets sont ordonnés par hauteur décroissante.
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Un tel algorithme, implémentable en temps O(nlnn + nm), est appelé AMPD (Al-
gorithme de Meilleur Placement Décroissant).

Par rapport a un AMP quelconque, AMPD présente I'inconvénient de ne plus étre
un algorithme en-ligne. Il possede toutefois un atout majeur : il est plus performant.
En premier lieu, il est optimal pour certains types d’instances :

Lemme 8.4. AMPD est optimal si au moins l'une des conditions suivantes est
vérifiée :
(a)YO; € O:h; > H  /3;
(b) au plus deux objets sont rangés dans la boite la plus haute
de la solution obtenue;
(c) il existe une solution optimale avec au plus deuzx objets par boite.

PREUVE — Il est clair que 'hypothese (a) implique (c), aussi suffit-il de prouver le
résultat pour (c) et (b).

Pour I'affirmation (b) : s'il n’y a qu'un objet dans la boite la plus haute, la solution
est nécessairement optimale, indépendamment de toute maniere de construire la
solution. Supposons donc qu’il y a deux objets dans la boite la plus haute, B;. Soit
Oj, le premier des deux objets rangés, et O, le second. Puisque deux objets sont
rangés dans la méme boite, d’apres la regle MP : il ne reste aucune boite vide et
Oj, est le plus petit objet qui puisse eétre rangé avec Oj,. En raison de 'ordre sur
les objets, Oj, est le plus petit objet rangé (au moment ot il est rangé).

Aussi, méme s’il peut y avoir des objets mis entre O, et Oj,, ces objets sont
nécessairement rangés par deux (sinon O;, ne serait pas choisi par la regle MP)
et il sont au moins aussi gros que O;, (donc un échange ne peut pas améliorer la
solution). Ainsi, une solution ot O;, et O;, ne sont pas ensembles ne peut étre que
moins bonne que S'; cette derniere est donc optimale.

Pour laffirmation (c), la technique est similaire a celle de [64], pour un résultat
similaire. Considérons un rangement optimal, avec au plus deux objets par boite.
Nous allons le transformer en un rangement MPD sans en changer la valeur.

Etape 1 : tant qu’il existe deux boites B;, et B;, telles que B;, contient deux
objets O;, et O}, et B;, ne contient qu'un seul objet O;, tel que : hj, > hj, et
Oj, # Oj,, ranger Oj, et O, dans B;, et O;, dans B;,. Cette transformation est
toujours valide et ne détériore pas la solution (voir figure 8.5(a)).

Etape 2 : tant qu'il existe deux boites B;, et B;, telles que B;, contient deux
objets Oj;, et O;, et B;, contient deux objets O;, et O,, tels que hj, > hj, et h;, > h;,
et O;, # Oj, et O, # Oj,, ranger Oj, et O;, dans B;, et ranger O;, et O,, dans
B;,. Cette transformation est toujours valide et ne détériore pas la solution (voir
figure 8.5(b)).

Etape 3 : trier les boites par ordre décroissant de la hauteur de leur plus grand
objet (voir figure 8.5(c)).

Apres ces trois étapes, la solution optimale initiale n’a pas changé de valeur, mais
elle possede la structure d’une solution MPD. De plus, tout autre solution MPD n’en
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2 2
4
- 2 - 2
1 1 1| [ 4 1
3 3 3 3
(a) (b)
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()

Figure 8.5 — Transformation d’une solution optimale en solution MPD.
(a) étape 1; (b) étape 2; (c) étape 3.

differe que par des échanges de bouts d’objets de méme hauteur, et a donc méme
valeur. Ceci prouve 'affirmation (¢) (et donc aussi la (a)). ®

Il faut faire attention : l'affirmation (c¢) ne peut pas étre réduite a « il existe
une solution optimale avec au plus deux objets dans la boite la plus haute ». (p.ex.
Iinstance : m = 2, n = 6, Vj : size; = 1l et hy = 5,hg = 3,hg = hy = hs =
heg = 2 est un contre-exemple). De méme 1'hypothese (b) n’est pas impliquée par
Zojeo size; < 2m (p.ex. l'instance : m =2, n =4, Vj : size; = 1 et hy = 5,hy =
hs = h4 = 2 est un contre-exemple). En fait, dans ce dernier cas AMPD n’est pas
toujours optimal (p.ex. considérer l'instance : m = 4, n = 8, Vj : size; = 1 et
hi=hy =8,h3 =5,hy =3,hs = hg = hy = hg = 2).

En conjuguant ce dernier résultat avec les résultats de la section précédente, on
obtient la garantie pour AMPD :

Théoréme 8.4. AMPD est une 4/3-approzimation.

PREUVE — Soit S une solution construite par AMPD. Soit O; = {O; € O,h; >
H../3} et Oy ={0; € O,h; < H} . /3}. Par définition, AMPD range d’abord les
objets de Oy. D’apres le lemme 8.4(a), ces objets sont rangés optimalement. Aussi,
d’apres le théoreme 8.3, on a la garantie que :

H 4
HS < H* +hmax(02) < H* 4 max o s

max — max max 3 — 3 max*
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L’algorithme LPT, proposé par Graham pour le probleme B|size; = 1|Hpax
est un cas particulier de AMPD. Des exemples ont été donnés, pour lesquels LPT
n’atteint qu'une performance de 4/3 — 1/3m [64, 35]. Aussi AMPD est au mieux
une (4/3 —1/3m)-approximation. Ce petit écart reste ouvert, et il serait intéressant
de le combler :

Question 8.1 : L’algorithme de meilleur placement décroissant (AMPD) est-il
plutot une 4/3- ou une (4/3 — 1/3m)-approximation ?

Ceci nous amene a la comparaison de la regle MP avec les algorithmes de listes,
dont LPT est un cas particulier.

8.2.4 Ordonnancements par liste et regle MP

Pour conclure cette section sur les algorithmes de meilleur placement, je présente
une comparaison des résultats existants sur les algorithmes de liste pour le probleme
d’ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARALLELES et ceux présentés dans cette
section.

Les résultats des théoremes 8.1, 8.3, et 8.4 généralisent ceux bien connus de [64]
et [35] pour des objets de largeur unitaire (le cas B|size; = 1|Hpax) :

(a) AMP est une (2 — L )-approximation ;

m

(b) AMPD est une (5 — 5= )-approximation ;

(c) ranger les k plus hauts objets optimalement, puis compléter selon la regle MP
1-1 . .
est une (1 + m)—approxnnatlon,

(d) AMPD est optimal si r = 1,2 et est une (1 + + — -L-)-approximation sinon

(pour r : nombre d’objets rangés dans la boite la plugmhaute).

Les assertions (a), (b) et (c) ont été prouvées par Graham [64], tandis que la
partie (d) est due a Coffman et Sethi [35]. L’affirmation (c) implique a la fois (a) et
(b), mais ceux-ci restent les résultats les plus connus : (a) est la borne générale pour
I'ordonnancement par liste, tandis que (b) est la performance garantie pour LPT.

Pour le probleme généralisé Bm/|size ;| Hyax, o1t les objets sont de largueur quel-
conque, le (a) reste valide (corollaire 8.1.2).

Le (b) est affaibli : pour des objets de largeur 1, la garantie prouvée par Gra-
ham (et atteinte) est de % — gim, tandis que je n’obtiens qu’'une garantie de %
(théoreme 8.4). La question reste ouverte quant a cet écart de 3 (voir question 8.1).
Précisons toutefois que pour m = 2, on vérifie facilement que AMPD atteint la per-

formance %— % et que pour m tres grand, les deux garanties sont asymptotiquement
équivalentes.

Par rapport a (c), le théoreme 8.3 généralise a la fois le probleme (objets de
largeur quelconque) et les hypotheses (I’ensemble rangé optimalement n’est pas
nécessairement formé des plus gros objets). Par cette généralisation, un petit terme
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correctif a été perdu, lorsqu’on revient au méme probleme : la garantie prouvée n’est
plus que de 1 + m, contre 1 + % (corolaire 8.3.1).
L’assertion (d) est une extension possible de ces travaux; la premiere partie,

AMPD optimal pour r = 1,2 est prouvée (lemme 8.4).

Pour finir cette section sur la regle MP, signalons une extension intéressante
(notamment en vue du chapitre 9) des théoremes 8.1, 8.2 et 8.3. Les cas sans pré-
affectation, avec pré-affectation quelconque et avec pré-affectation optimale d’un
sous-ensemble d’objets ont été étudiés. Qu’en est-il pour une affectation avec des
garanties 7 ou pour poser formellement la question :

Question 8.2 : Pour une partition O, O, de 'ensemble des objets, soit S la
solution construite a partir d'une solution S(O;) complétée par Os selon MP. Si
S(0) est une a-approximation pour les seuls objets de Oy, a-t-on une garantie du
type : H. < aH? . + hpax(O2) ?

max

8.3 Placement dans les boites suivantes

Au chapitre 3, nous avons vu un algorithme (I’algorithme 3.1) qui résout op-
timalement B|sizej|Hyax si les objets sont de hauteur unitaire. Que devient cet
algorithme pour des hauteurs quelconques ? Cette section répond a cette question.

Le principe de l'algorithme est tres simple : un objet est placé immédiatement,
dans les boites qui suivent celles ou l'objet précédent a été rangé. Cette regle de
placement dans les boites suivantes (PBS) donne ainsi, sans aucune difficulté, I’al-
gorithme 8.2 (APBS), qui construit une solution en temps O(nm).

Algorithme 8.2. APBS

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -

i=1 — les indices sont modulo m : B; = B(; mod m)+1
pour O; € O faire
ranger O; dans Bj, Bit1,. -, Bijsize; 1

L =1+ size;

Tel quel, cet algorithme peut facilement étre dupé : il suffit d’ordonner les objets
de maniere a ce que les plus grands soient systématiquement mis dans la méme boite
pour obtenir une solution exécrable. En fait, on peut obtenir le pire ratio possible,
avec une solution m fois trop grande?! Il suffit pour cela de considérer l'instance
suivante : m boites et n = 2p objets tels que h; = K et size; = 1 si j est impair,
et h; =1 et size; = m — 1 si j est pair. La solution construite par APBS, pour les

2Ce facteur m est bien le pire possible, comme cela a été expliqué au chapitre 3, section 3.2.
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—————— Hmax T T T T T T T T
5
Lo L ___ _ H*
3 4066 m
2 2 4
(5] 6
1 41 4 1 3 5
2 2

(a (b)

Figure 8.6 — Un exemple d’instance pour lequel ABPS est exécrable.
(a) ABPS selon I'ordre naturel; (b) une solution optimale.

~—

objets pris dans l'ordre naturel, a pour valeur p/K, tandis que la valeur optimale est
égale au volume par boite : p(K +m — 1)/m, si p mod m = 0 (voir figure 8.6). Le
rapport entre les deux est alors de mK /(K 4+ m — 1), ce qui tend vers m lorsque K
tend vers l'infini.

I1 suffit toutefois d’utiliser un ordre spécial sur les objets pour que l'algorithme
devienne compétitif. Assez naturellement, il faut trier les objets par hauteurs décrois-
santes. Cela donne I'algorithme APBSD (Algorithme de Placement dans les Boites
Suivantes, Décroissant), qui est une 2-approximation.

” Théoréme 8.5. APBSD est une 2-approximation.

PREUVE — Soit Hyay la hauteur de la plus grande boite (disons Bj), a la fin
de Talgorithme, et appelons O1, O, ..., Oy les objets que celle-ci contient. Ceux-ci
étant rangés par ordre décroissant, la regle PBS implique que, lorsque Os a été mis
dans By, des objets au moins aussi grands avaient été rangés dans toutes les autres
boites. Ceci est aussi vrai pour Oz, Oy, ..., O. Toutes les boites contiennent donc,
au minimum, la quantité : K = 2?22 hy.

Soit V' le volume total des objets; V' > mK +h,. Comme la valeur optimale H}

vérifie HY, . > max(hmax, V/m) (proposition 7.1) on déduit pour ces deux valeurs,
respectivement :

(K + hy) < 14 K
H hmax hmax
Hinax S
max m(K + hy) " (m—1)h

mK+h1 - mK+h1
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Deux possibilités sont ainsi a envisager. Si K < hq, alors il est a fortior: plus petit
que hpax. Dans ce cas, Hyax/HY . < 1+ K/hyay permet de conclure a un rapport
inférieur a 2. Si K > hy, on utilise 'autre borne, Hyax/H . < 1+(m—1)hy/(mK +
hy) : comme K > hy, (m — 1)hy/(mK + hy) est plus petit que (m —1)/(m + 1), ce
qui permet de conclure a un rapport inférieur a 2.

Dans tous les cas le rapport a la solution optimale est donc d’au plus 2. ®

Hmax

H*

max

(a) (b)

Figure 8.7 — Un exemple d’instance pour lequel ABPSD est mauvais.
(a) ABPS selon 'ordre naturel; (b) une solution optimale.

Ce rapport de 2 est ce que 'on peut obtenir de mieux pour APBS. Pour illustrer
cela, considérons l'instance suivante. Pour deux entiers p et K donnés (avec K
puissance de 2 supérieure a 2P71) il y a m > p + 2 boites et n = 2p — 1 objets.
hi = K et size; = 1; pour les autres objets : hy; = K/2j, sizeg; = m — j et
hoji1 = K/29, sizegjr1 = j (voir figure 8.7).

Par construction, sizey; + sizeg;y1 = m : la boite qui regoit Oy contiendra donc
aussi tous les autres objets d’indices impairs ; de plus cette boite sera la plus haute.
La valeur H,,., de la solution est donc

p—1
K 1
HmaX:Z2—J:K<2—F)

Jj=0

Par ailleurs, la valeur optimale HY ., obtenue par exemple par AMPD, est de K.
Donc
Hypor  K(2—2707D)

— —9_ 91
Hi o K ’
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ce qui tend vers 2 lorsque p (donc le nombre d’objets) tend vers U'infini.

8.4 Placement optimiste

Dans cette section, j’aborde une troisieme regle de placement des objets, apres
celles de meilleur placement et de placement dans les boites suivantes des sections
précédentes.

Tout commence par le constat que la borne inférieure [V/m], ou V est le volume
total des objets, est tres souvent atteinte en pratique; elle est aussi rarement une
mauvaise approximation. L’idée est donc de lui faire confiance et de s’efforcer de
ranger les objets sans dépasser cette valeur, tant que cela est possible; cette regle,
qui revient a espérer que tout se passera au mieux pour atteindre sans dépasser la
valeur critique, est appelée placement optimiste (PO).

Pour réaliser cela, on calcule la valeur de référence H,.; = ’72?:1 sizejh;/ mw
puis, boite apres boite, on range tous les objets que 'on peut, dans I'ordre ou ils se
présentent, tant que la valeur H,.r n’est pas dépassée. Les quelques objets restant a

la fin sont rangés selon la regle de meilleur placement, i.e. dans les boites les moins
pleines.

Algorithme 8.3. APO

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
1. calculer H,. = {Z?zl sizejhj/mw
2. pour 1 =1 & m faire
pour O; € O faire
si O; n’est pas complétement rangé et
Hi + hj S Href

alors ranger O; dans B;

3. placer chaque bout restant dans une boite différente

L’algorithme 8.3 (APO) construit une telle solution. Il est doublement optimiste :
en plus d’avoir confiance en la valeur H,.r, il espére que tout se passera bien a I'étape
3 et qu’aucun bout d’objet ne sera mis dans une boite contenant déja cet objet... ce
qui n’est pas toujours possible! Si tout se passe bien, on obtient toutefois :

Propriété 8.4. Une solution construite par APO vérifie :

HmaxSH* +hmax_]-

max

et cette borne est serrée. Si les objets considérés a l’étape 3 sont déja partiellement
rangés, elle peut ne pas étre réalisable.
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-------- Hy TSI
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Figure 8.8 — Un exemple d’instance pour lequel APO et APOM sont mauvais.
(a) APO (ou APOM) selon l'ordre naturel; (b) une solution optimale.

PREUVE — Soit R ’ensemble des objets non rangés a la fin de ’étape 2. Le volume
total de R tient dans les « vides) (H,.s—H;) laissés en haut des boites, bien qu’aucun
n’objet ne tienne dans ces vides : il y a donc moins de bouts d’objets que de boites
avec un vide. Il est donc possible de mettre chacun dans une boite différente. Comme
toute boite avec un vide vérifie H; < H,.; avant cet ajout, apres cet ajout : Vi :
H; < Hyef + hmax, €t donc Hyae < HY oo+ Rnax.

La figure 8.8 donne un exemple ou cette borne est atteinte. ®

Une version alternative a I'implémentation de ’algorithme 8.3 est donnée par I’al-
gorithme 8.4 (APO Modifié, APOM). Elle permet d’assurer que la solution construite
est réalisable. Cependant, elle ne correspond pas exactement aux hypotheses précé-
demment utilisées (p.ex. deux objets peuvent étre placés dans la méme boite au
dela de la hauteur H,.s) et le résultat précédent ne lui est donc pas applicable : des
objets tres larges arrivant en fin de procédure peuvent créer des problemes.

Il semble cependant que, si les objets sont triés par largeurs décroissantes, 1’al-
gorithme obtenu (APOMD) a les mémes garanties.

: Conjecture 8.2. Une solution constuite par APOM (algorithme 8.4) vérifie :
Hmax S H:nax + hmaX7

i si les objets sont initialement rangés par largeurs décroissantes.
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Algorithme 8.4. APOM

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
1. calculer H,. = {Z?Zl sizejhj/m—‘
2. pour O; € O faire
pour k=1 & size; faire
soit B, la premiére boite ne contenant pas O;
et telle que H, + h; < H,y
soit B;, la plus petite boite ne contenant pas O;
si B; existe, y ranger le k°" bout de O;
sinon le ranger dans B,

En tout cas, on ne peut pas espérer mieux sans hypothese supplémentaire :
I'exemple de la figure 8.8 convient pour illustrer cela. Si les objets sont ordonnés
par hauteurs décroissantes (pour des sous-ensembles de méme largeur), on peut
s’attendre a des gains substantiels. Deux autres améliorations possibles sont :

— APOM variable (APOMV) ot H,.s est variable : chaque fois qu'un objet
dépasse la valeur H,.; (il est rangé dans « By, »), celle-ci est augmentée a la
nouvelle valeur minimum imposée par cet objet (pour O; mis dans B;,, on
pose H,.; = H;, apres insertion de O;).

— APOM a essais multiples (APOMX) ot les hpyayx valeurs possibles pour H .
sont essayées?.

Aucun résultat théorique n’est pour l'instant disponible pour ces variantes, mais
une comparaison empirique est dressée au chapitre 11. APOMX apparait toutefois
treés proche du Multifit, proposé pour P||Cpax, qui a de trés bonnes garanties et un
excellent comportement en pratique [36]. A noter que la version énoncée (essayer les
hmax valeurs possibles) est un algorithme seulement pseudo-polynomial, méme pour
m fixé. Une recherche dichotomique pourrait résoudre ce probleme, mais elle n’a
pas de sens tant qu’'un critere de monotonie sur les solutions produites n’a pas été
dégagé. D’un point de vue expérimental, cela n’a cependant qu'une faible incidence.

12

8.5 Diviser pour régner

Je m’intéresse maintenant a une approche différente pour résoudre B|size;| Hyax,
tirée du principe de « diviser pour régner ».

8.5.1 L’algorithme et ses performances

La méthode consiste a séparer I'’ensemble des objets en deux, résoudre récur-
sivement pour chaque partie, puis rassembler en une solution unique. Ainsi I'algo-

3Les bornes Ly et Uy du chapitre 7, section 7.1, garantissent V/m < H

< [//m + hma,
max — X9
pour V' le volume total.
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rithme commence par créer n solutions partielles (une par objet), puis les fusionne
itérativement par deux, la k"¢ plus haute boite de I'une étant mise avec la k¢™e
plus basse boite de 'autre (voir figure 8.9). Un tel algorithme est appelé ADR (Al-
gorithme de Diviser pour Régner).

21 2 3
1|1 4 | 4
2
2 3
1|1 4 | 4
4
4
3| 2
2
11

Figure 8.9 — Un exemple d’exécution d’ADR.

Pour une implémentation efficace de la fusion de deux solutions partielles, les
boites sont systématiquement triées par hauteurs décroissantes, la boite ¢ d'une
solution devant alors étre ajoutée a la boite m — i de 'autre solution. Sur cette idée,
'algorithme 8.5 implémente ADR en temps O(nmlogm).

Il est possible d’éviter de trier systématiquement toutes les boites, ce qui laisse
la possibilité d’une meilleure implémentation. Quoi qu’il en soit, ADR, tout comme
AMP (section 8.2) est un algorithme polynomial pour Bm/|size;|Hpax et pseudo-
polynomial si m n’est pas fixé (B|size;j| Hpyax)-

Les performances de ADR sont assez similaires a celle de AMP, et elles sont
basées sur des propriétés proches :

Propriété 8.5. Soit S une solution partielle obtenue en fusionnant deux solutions
T et U, comme cela est effectué par ADR.

A < max(AY, AT).
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Algorithme 8.5. ADR

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -

1. pour O; € O faire — n solutions partielles initiales
ranger O; dans les size; premiéres boites de ;.
2. k=1
tant que (k <n) faire — fuston des solutions partielles

pour j =1 a n par 2k faire
si (j+k<mn) alors
pour ¢ =1 a m faire — fusion de S; et Sjiy
ajouter B,,_; de Sj;; & B; de §5;
trier les boites de S; par hauteurs décroissantes
détruire Sjij.
kE=Fkx2

3. renvoyer S

PREUVE — Soit B;, (respectivement B;,) la boite la plus haute (basse) de S :
AF = |Hj — Hjj| = [Hj] = Hy + Hi — H|.

Les boites de U et T' étant triées dans des sens opposés, Hg — Hg est positif si, et
seulement si, H]' — H] est négatif. Cela implique A < max(AY, AT). ®

Cette propriété implique qu’une solution construite par ADR a une différence de
hauteur d’au plus hpay. Tout comme pour AMP, il s’ensuit donc :

Théoreme 8.6. Pour une solution calculée par ADR :

-1
Hyox < H . + M= 2A avec A < hpax
m

et cette borne est atteinte.

PREUVE — Il ne reste qu’a montrer que la borne est atteinte. On peut, par exemple,
considérer la méme instance que pour AMP : m boites et m? + 1 objets de largeur 1
dont les hauteurs sont hy = hy = ... = h,,2 = 1 et h,,2,; = m. La solution optimale
a pour valeur m + 1. Si m? est une puissance de 2 alors la solution produite par
ADR a pour valeur H,.x = 2m, soit Hp. = HY .+ mT_lhmaX (voir figure 8.10). ®

max

Les conséquences pour ADR du théoreme précédent sont naturellement les
meémes que celles du théoreme 8.1 pour AMP :

Corollaire 8.6.1. ADR est asymptotiquement optimal pour les instances uni-
formément bornées de Bm|sizej|Hyax (1.€. il existe des bornes uniformes hyax >
Pmin > 0 telles que tout objet O; vérifie : hmax > hj > hmin).
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-------- Hux o
17
| S, Hyo
13| 14| 15| 16
13| 14| 15| 16 10| 11| 12
9 10| 11| 12 718109
17
5| 6| 7|8 4 | 5| 6
1| 23| 4 1| 2] 3

Figure 8.10 — Un exemple d’instance pour lequel ADR, est mauvais.
(a) ADR selon 'ordre naturel; (b) une solution optimale.

Corollaire 8.6.2. Une solution construite par ADR vérifie :

1
Hmax S (2 - _)H*
m

max*

I Corollaire 8.6.3. ADR est optimal pour B|size;, hj = 1|Hpyax-

8.5.2 ADR et la ¢« méthode par différences )

L’algorithme ADR ressemble énormément a un algorithme proposé par Kar-
markar et Karp pour le probleme d’ordonnancement P||Ciax : la ¢méthode par
différences »* [77], qui donne d’excellents résultats en pratique.

Plusieurs implémentations en ont été proposées, mais toutes se basent sur la
fusion de solutions partielles, de maniere similaire a celle proposée pour ADR. Les
différences résident dans la sélection des solutions a fusionner.

Pour deux machines, 'alternative consistant a fusionner les deux solutions les
plus grandes donne une 7/6-approximation [57]. Cette performance est aussi at-
teinte, pour deux boites, par ADR. L’extension a plus de deux machines de ce

4Connue dans la littérature sous le terme de Differencing Method.
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choix, proposée dans [106], consiste a fusionner les deux solutions partielles ayant
les plus grandes différences de hauteurs. Les auteurs prouvent alors une performance
de 4/3—1/3m. A la vue de ces résultats, la question qui se pose est bien entendu :

Question 8.3 : Existe-t-il une regle de fusion des solutions partielles telle que ADR
soit une 4/3-approximation ?

8.6 Déplacements d’objets

Je présente dans cette section une approche tres classique d’amélioration de so-
lutions par déplacement d’objets. Cette méthode donne un algorithme de résolution
mais elle permet surtout d’améliorer une solution déja existante, par exemple cal-
culée par I'un des algorithmes précédents. Toutefois, les garanties ne sont pas meil-
leures.

Le déplacement d’objets (DO) consiste a sélectionner un objet O; qui se trouve
dans une boite B;, mais pas dans une boite B;, plus petite, puis a enlever O; de B;,
pour le mettre dans B;,.

Si 'on effectue une telle opération tant qu’elle est possible, il est clair que la
différence de hauteur entre deux boites, a la fin de I'algorithme, est au plus de hpax.
L’algorithme 8.6 (ADO), basé sur ce principe vérifie donc, en vertu du lemme 8.1 :

Théoreme 8.7. Une solution construite par ADO vérifie :

max

—1
Huae < HY oo+ = B
m

Corollaire 8.7.1. ADO est une 2-approrimation.

Algorithme 8.6. ADO

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -

1. construire une solution réalisable S

2. tant qu’il existe i; et iy tels que H;, > H;, + hpyax faire
choisir O; € B;,\B;,
supprimer O, de B;,
ranger O; dans B,

3. renvoyer S

Si les performances de ADO sont évidentes, son temps d’exécution 'est beau-
coup moins. En fait, il n’a méme pas encore été justifié qu’il s’arréte toujours!
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Heureusement il le fait... le mauvais point est qu’il peut ne terminer qu’en temps
pseudo-polynomial, méme pour m fixé :

Proposition 8.1. L’algorithme 8.6 s’arréte aprés au plus m Zj h;/2 itérations.

PREUVE — A chaque itération, la mesure f = Zi<j |H; — H;| décroit d’au moins 2.
De plus, elle est bornée par 0 et (m —1) >, h; : il y a donc au plus (m—1) > . h;/2
itérations. ®

Une implémentation particuliere permet cependant d’obtenir un algorithme po-
lynomial pour m fixé. Il suffit de ne bouger les objets que de la gauche vers la
droite. Ceci est réalisé par l'algorithme 8.7 (ADO Modifié, ADOM), en temps
O(nm + mln(m)).

Algorithme 8.7. ADOM

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m -
construire une solution réalisable S
. trier les boites par hauteurs décroissantes
=119 =2
. tant que H;, — H;, > hy. faire
choisir O; € B; \B,,
supprimer O; de B;
ranger O; dans B,
5. 19 =19+1
si 1o > m alors
7;1 - il + 1
ig - le + 1
si 71 > m aller a 6
sinon aller a 4
6. renvoyer S

W N -

I Proposition 8.2. L’algorithme 8.7 a un temps d’exécution O(nm + mln(m)).

PREUVE — Les étapes 1 et 2 prennent respectivement un temps O(nm) et
O(mIn(m)). Pour les étapes 4-5, un objet n’a pas a étre considéré plus d’une fois
par boite : elles s’exécutent donc en temps O(nm). Le temps global est donc de
O(nm + mlIn(m)). ®

En tant qu’algorithme de construction de solution a part entiere, ADO (ou méme
ADOM) se satisfait de peu pour s’arréter et ne permet pas d’obtenir de meilleures
garanties que la plupart des algorithmes précédents. En fait, cette approche n’a
essentiellement de sens qu’en vue d’améliorer des solutions déja existantes. Dans ce
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cas-la, les criteres d’arrét ne seront plus des différences de hauteurs plus petites que
Pmax. 11 faudra au moins, pour tout couple de boites (B;,, B;,) et tout objet O, rangé
dans B;, mais pas dans B;,, que H;, — h; > H;,.

8.7 Quelques précisions et un récapitulatif

Les algorithmes précédents sont tous au minimum des 2-approximations. C’est
en fait le moins qu’on doit leur demander : ce coefficient de 2 s’obtient simplement
avec des arguments de volume, sans méme essayer de construire une solution (voir
chapitre 7, section 7.1). Un algorithme ne garantissant pas cela serait pathétique,
a moins d’étre extraordinairement performant sur toutes les instances a 1’exception
d’un minuscule sous-ensemble problématique.

Quelques améliorations dans les garanties peuvent sans doute étre obtenues, par
exemple en prenant en compte d’autres parametres. Ainsi le lemme 8.1, base des
garanties des algorithmes AMP, ADR et ADO, peut étre amélioré :

Propriété 8.6. Soit une solution S et une solution optimale S* :

(m—1)AY — A

m

HS < H* +

max — max

PREUVE — La preuve est similaire a celle du lemme 8.1. En ce qui concerne S :

max

Zhjsizej >mHS  — (m—1)A".
j=1

Pour S* il y a au plus m — 1 boites de hauteur H} _, et celle restante est de hauteur

max’
H* o AS* .

max

(m—VH:, + (Hf — A7) > Zhjsizej.

max max

j=1

Il en découle : mH*, — A5 >mHS _— (m — 1)A%, cest-a-dire :

max max

(m—1)A% — A

m

> H)

H* + max*

max

®

Cette propriété pourrait se révéler tres utile pour certains types d’instances
pour lesquelles une bonne borne sur A" peut étre donnée (un exemple simple :
si Y i hjsize; 20 (mod m) alors A" > 1). De plus, il suffit de borner A%" pour
une solution optimale.

Au chapitre 11, une confrontation expérimentale de ces algorithmes est effectuée.
La comparaison théorique est récapitulée dans la table 8.1.
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Table 8.1 — Comparaison théorique des heuristiques du chapitre 8.
Le « pire cas» est la meilleure garantie connue; le ( ratio» est la meilleur garantie

multiplicative connue.

Algorithme Pire cas Ratio Complexité
m—1 2
AMP Hipox + ——Ttmax (¢) | 2= — (o) O(nm) (¢) (1)
m
m—1 4
AMPD H. ..+ (hmax — 1) 3 (o) O(nm +nlnn) (o)
APBS m (e) O(nm) (o) (1)
APBSD 2 (o) O(nm +nlnn) (o)
APOMD H oo+ hmax (T)(e) O(nm +nlnn) (o)
m—1 2
ADR H o+ ——hmax (8) | 2—— (o) O(nmInm)
m
m—1 2
ADOM H . + Pomax 2— — O(nm) (o)
inte (¢) complexité optimale

(e) borne atte

(o) pires exemples connus : 4/3 —1/3m

(t) conjecture

(1) algorithme en-ligne
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Il est amusant de remarquer que toutes les instances données pour montrer les
limites des algorithmes autres que AMPD... sont résolues optimalement par ce der-
nier. Cela laisse présager de tres bons résultats quant a la meilleure solution donnée
par ’ensemble de ces algorithmes.

Le travail théorique sur ces algorithmes mérite encore quelques efforts. Ainsi,
AMPD est-elle un peu mieux qu’une 4/3-approximation (question 8.1) 7 Quelle est
la performance réelle de APOMD (conjecture 8.2) 7 existe-t-il une implémentation de
ADR qui soit une 4/3-approximation (question 8.3) ? Voici les principales questions
restées en suspens.

Une autre approche d’analyse permettrait également de mieux appréhender les
qualités de ces algorithmes. Je pense notamment a ’analyse différentielle ou la per-
formance d’une heuristique est recadrée dans le spectre de I’ensemble des valeurs
des solutions en adoptant le rapport de performance : « = (W — A) /(W —OPT), ou
A est la valeur de 'algorithme, O PT la meilleure valeur et W la pire valeur possible
pour une solution réalisable.






Chapitre 9 __

Un schéma d’approximation en
temps polynomaial

Si tu n’es pas trop long, je t’attendrai ici toute ma vie.
—  Oscar Wilde

Dans ce chapitre, je décris un schéma d’approximation en temps polynomial
(Polynomial-Time Approximation Scheme, PTAS) pour Bm/|size ;| Hyax, ¢'est-a-dire
un algorithme A, qui, pour tout ¢ fixé, est une (1+ ¢)-approximation avec un temps
d’exécution polynomial (pour, rappelons-le, € et m, fixés). Ce PTAS est basé sur
'algorithme de meilleur placement décroissant (AMPD, voir chapitre 8, section 8.2).

9.1 Schéma d’approximation et conséquences

Une approche classique pour la conception de PTAS est de séparer les objets
(au sens large, pas nécessairement des objets multiboites), entre les « grands) et
les «petits». Ensuite, on résout optimalement pour '’ensemble des grands objets
(par exemple par une recherche exhaustive, possible s’il n'y a pas trop de grands
objets), puis on compléte la solution avec les petits objets, grace a une heuristique
rapide et performante (ce qui est suffisamment bon si les objets sont suffisamment
petits). La clé est de trouver un seuil qui soit un bon compromis pour qu’il n’y ait
ni trop de grands objets, ni de petits objets trop grands. Une telle méthode a été
appliquée avec succes sur des problemes liés au rangement d’objets multiboites (voir
par exemple [79, 33]).

Pour une instance I de Bm|size;|Hpax, considérons un seuil 5 et séparons l'en-
semble O des objets de I de la maniere suivante : Ogypong = {O; € O, h; > B} et
Oyetit = {O; € O, h; < (}. Sil’on range optimalement les objets de O ,4nq puis que
I'on complete la solution avec 'algorithme AMPD appliqué sur O, alors I'algo-
rithme ainsi spécifié (I’algorithme 9.1) est un PTAS, sous réserve d’un choix correct

de S3.
Théoréme 9.1. L’algorithme 9.1 est un PTAS pour Bm|size;|Hmax dont le temps

m2
d’exécution est O(nlnn + nm + 24?).

Une version préliminaire de ce chapitre a été publiée dans [95] et présentée en diverses occasions [93,
95].
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Algorithme 9.1. Un PTAS pour Bm|size;|Hpax

- entrées : ensemble d’objets O, nombre de boites m,
réel ¢ -

1. calculer H,ppron = AMPD(O,m)

2. calculer 3= 5%Happmx

3. partitionner 1’ensemble d’objets O en :
Oyrana = {0 € O,h; > (3}
Operit ={0; € O, h; < 3}

4. ranger optimalement O gqnqg

5. ranger Oy avec AMPD

PREUVE — Calculons une solution selon I'algorithme 9.1. Lors de I'étape 1, Hypprox
est calculé par AMPD ; d’apres le théoreme 8.4 :
4
Happro:r: S _H*

3 max)’

donc la plus grande hauteur d’un petit objet vérifie :

max*

3 *
hmax(opetit) S 6 S 51Happ7'ox S eHd
Le théoreme 8.3 permet alors d’affirmer :

Hmax S H* + hmax(opetit) S (]- + €)H*

max max’

et l'algorithme 9.1 est une (1 + &)-approximation.

Les temps de calcul sont de O(nlnn 4+ nm) pour 'étape 1; O(1) pour I'étape
2; O(n) pour 'étape 3 et au pire O(nlnn + nm) pour I'étape 5. Pour I'étape 4, un
rangement optimal peut étre calculé par recherche exhaustive. Soit K le nombre de
rangements possibles de O grgnq :

K S H Ciizej S H 2771 S 2m‘ogrand‘.

Oj eogrand Ojeogrand
Or :

. mH* 4m
’Ogmnd| S Z Ss1ze; S % S g

Oj 6Ogra,ncl

(la premiere inégalité vient du fait que les largeurs sont toutes au moins de un; la
deuxieme est impliquée par le volume total de Og,qnq qui doit étre plus petit que
mH} . ; la troisieme vient de la définition de 3).

max ?

En combinant les deux dernieres inéquations :

4m2

K<2%

m2
. Une recherche exhaustive sur Ogy,4,q4 peut donc étre faite en temps (’)(24?).

m2
Finalement, le temps global d’exécution est O(nln(n) + nm + 24?). ®
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L’existence de ce PTAS, basé sur AMPD, a des conséquences sur les garanties
asymptotiques de cette heuristique. Ainsi, AMPD est une (1 + ¢)-approximation
pour tout € tel que Ogypqnq est vide, c’est-a-dire pour € tel que :

3H 4h
hmax < _ approx — > max '
- ﬁ g 4 = ?)Happroa:

Or Hpprop est la valeur de la solution calculée par AMPD. Aussi la garantie suivante
est valide :

Corollaire 9.1.1. Une solution calculée par AMPD vérifie :

4h
Hipox < (1 =) H:
< + 3Hmax> max

AMPD est donc asymptotiquement un schéma d’approximation en temps forte-
ment polynomial (Fully Polynomial-Time Approzimation Scheme, FPTAS) pour les
instances ou A,y est bornée par une constante : pour tout ¢, il existe une borne H
telle que HAMPD < (1 4 ¢)H?, si H:, > H, et AMPD a un temps d’exécution
polynomial en la taille de 'instance et €.

Ceci est similaire au corollaire 8.1.1 et a la méme conséquence pratique : AMPD

est tres performant, spécialement sur les instances avec un grand nombre d’objets.

9.2 Compléments

Un PTAS peut aussi étre obtenu en se basant, non pas sur les théoremes 8.4
et 8.3, mais sur le corollaire 8.1.2 et le théoreme 8.2; les bases étant plus faibles,
le résultat est cependant moins bon : chaque rangement possible pour les grands

objets doit étre considéré et complété par un algorithme AMP, ce qui mene a un
. m(m—1)% _— . .
algorithme en temps (9(22 - nm) [96]. Les principes restent toutefois les mémes.

De plus un résultat meilleur, au moins sur le plan théorique, que ce PTAS a
déja été prouvé au chapitre 5 : il existe un FPTAS pour Bm/|size;| Hyax. Le temps

d’exécution de ce dernier est O(an(”;)m), ce qui, en définitive, le rend tout aussi
inexploitable en pratique.

Sur des cas particuliers, comme BI-PARTITION ou 'ORDONNANCEMENT SUR
MACHINES PARALLELES, les performances du PTAS peuvent étre calculées plus fine-
ment et ainsi améliorées (voir annexe B, section B.1). Il ne rivalise toutefois pas avec
les PTAS congus spécialement pour ces problemes. Ainsi, dans [68], une approche
basée sur l'approximation duale permet d’obtenir un PTAS pour FORDONNAN-
CEMENT SUR MACHINES PARALLELES dont le temps d’exécution est O((n/e)'/<)
(donc, méme pour un nombre de machines non fixé). Pour plus de détails sur les

schémas d’approximation existants pour ces cas particuliers, le lecteur est renvoyé
a [10] et [67].
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Il serait intéressant, dans la continuité de ce chapitre, d’avoir une réponse a la
conjecture 8.1 : §’il existe toujours un ordre pour lequel AMP est optimal, I’étape
4 de l'algorithme 9.1 pourrait étre accélérée. Une autre alternative a la recherche
exhaustive pour la résolution optimale de Oy, 4nq est la méthode pseudo-polynomiale
du chapitre 5. L’algorithme qui en découle a un temps d’exécution de O(A™ /e +
nlnn), pour A =) h; et m fixé, ce qui n’est que pseudo-polynomial, mais beaucoup
plus prometteur pour une résolution réelle, surtout pour des petits objets! (c’est en
fait un FPTAS si la hauteur des objets est bornée par une constante indépendante
de l'instance).

Une autre extension serait d’utiliser le FPTAS du chapitre 5. Ainsi, résoudre
Ograna grace au FPTAS du chapitre 5 puis compléter la solution selon la regle MP,
donne un algorithme dont le temps d’exécution, pour m fixé, est de O(nlnn +
1/&3™ 1) le probleme est alors :

Question 9.1 : Quelle garantie a-t-on si Ogpqnq est résolu a e pres, puis complété
avec Opeir par AMPD ?

et plus généralement :

Question 9.2 : Peut-on construire un FPTAS pour Bm|size;|Hpyax, utilisable
en pratique, par exemple en conjuguant le FPTAS du chapitre 5 et le PTAS du
chapitre 97

1 reste toutefois un facteur multiplicatif, une « constante » de Iordre de 2™...



Chapitre 10 __

Une approche évolutionniste

La Vie est une chose beaucoup trop importante
pour en parler sérieusement.
—  Oscar Wilde

Les heuristiques du chapitre 8 sont efficaces. En des temps tres courts, elles per-
mettent de résoudre tres bien, souvent méme optimalement, la plupart des instances
de B|size;|Hmax. 1l reste cependant certains types d’instances assez mal résolus.
Pour ces instances-1a, je me suis tourné vers une méta-heuristique : les algorithmes
génétiques.

Mon choix a d’abord été guidé par une curiosité personnelle envers ces méthodes ;
la littérature m’a rapidement convaincu que ’approche était prometteuse, d’excel-
lents résultats sur des problemes assez proches étant rapportés.

L’algorithme proposé est hybride, construit a partir des heuristiques AMP et
ADR (voir chapitre 8, sections 8.2 et 8.5), afin de profiter des excellentes propriétés
de celles-ci. Les résultats obtenus sont tout a fait satisfaisants.

Dans la suite de ce chapitre, je commence par présenter les algorithmes géné-
tiques; les experts du domaine peuvent donc passer la premiere section. Les deux
autres sections décrivent ’algorithme proposé avec ses différentes variantes, et son
comportement selon la maniere de le configurer.

10.1 Les algorithmes génétiques

L’histoire des algorithmes génétiques commence véritablement dans les années
soixante-dix, avec les travaux de Holland [69], puis de De Jong [41]. Pour Holland,
il s’agissait de copier Dame Nature dans son processus d’optimisation, ou chaque
espece doit maximiser sa capacité de survie — ou disparaitre.

Holland résuma ce processus a quelques regles simples inspirées de la sélection
naturelle darwinienne et de découvertes en génétiquel. Tout d’abord, d’un point
de vue génétique, un individu est entierement codé et déterminé par ses genes; de
plus les individus se reproduisent par copie, échange et mutation de leur matériel
génétique (ces points sont détaillés plus bas). Ensuite entre en jeu la sélection natu-

LCe qui suit, y compris dans les sections suivantes, n’est heureusement que la traduction in-
formatique de phénomenes biologiques, voire sociaux. Il ne faudra donc rien interpréter hors du
champ des algorithmes (génétiques).
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relle : un individu aura d’autant plus de chance de survivre et/ou de se reproduire
qu’il est bien adapté, c’est-a-dire de bonne qualité.

Dans les algorithmes génétiques initiaux de Holland, cela est réalisé de la maniere
suivante. La premiere gageure est de trouver un codage binaire pour les solutions du
probleme a résoudre : ce codage est I'unique chromosome des individus considérés,
et chaque bit est un gene. A partir d’une population, on crée la population suivante
par reproduction. Un rejeton est engendré par une paire de parents sélectionnés
au hasard en tenant compte de leurs qualités; chaque rejeton est une copie d'un
parent, a laquelle on fait subir des échanges de matériel génétique avec ’autre parent
(phénomene de croisement) et des altérations de ses genes (phénomeéne de mutation).

Cette méthode d’optimisation est tres générale : elle est en effet completement
aveugle, et le probleme a optimiser n’intervient que dans la fonction d’évaluation
d’un individu. Elle est aussi, théoriquement, tres performante : les principes simples
ci-dessus permettent une émergence tres rapide des sous-séquences de genes ca-
ractéristiques des bons individus (théoréme des schémas de Holland — voir [104, cha-
pitre 3]). Toutefois deux défauts majeurs apparaissent. En premier lieu la généralité
de I'approche ne la rend pas pour autant adaptée a tout probleme, et il faut par-
fois une gymnastique ardue pour réussir a coder un probleme en une suite de 0
et 1 et un surcout de calcul prohibitif pour maintenir une population saine, c’est-
a-dire sans solution irréalisable. Secondement, ses qualités théoriques sont limitées
par les réalisations pratiques et les contraintes supplémentaires qu’elles imposent :
ainsi les algorithmes génétiques se retrouvent fréquemment piégés dans des extrema
locaux ou a converger tres lentement — phénomenes hautement dépendants des
réglages adoptés, par exemple le taux de mutations. Ces travers ne sont cependant
pas propres aux algorithmes génétiques et on les trouve également chez les autres
méta-heuristiques, vis-a-vis desquelles ils sont tres compétitifs.

Pour pallier ces défauts, les algorithmes génétiques se diversifierent — une mise
en application de ces mémes principes qu’ils mettent en ceuvre... A partir du milieu
des années quatre-vingt, De Jong préconisa d’abandonner le modele de chromosomes
binaires, lorsque ceux-ci s’adaptent mal a un probléeme, pour se tourner vers d’autres
codages, spécifiques aux cas traités (par exemple une permutation de n éléments
pour un probleéme de voyageur de commerce entre n villes?). Plus généralement, I'idée
d’incorporer des connaissances du probleme a traiter dans les algorithmes génétiques
se fit de plus en plus présente®. Ainsi Davis [40] propose I'utilisation d’algorithmes
hybrides : des algorithmes génétiques basés sur les heuristiques de résolution du

2Pour reprendre les mots de De Jong sur le probleme du voyageur de commerce (cité dans [104,
page 6]) : « Using the standard crossover and mutation operators, a genetic algorithm will explore
the space of all combinations of city names when, in fact, it is the space of all permutations which
is of interest. The obvious problem is that as n [the number of cities] increases, the space of
permutations is a vanishingly small subset of the space of combinations, and the powerful genetic
algorithm sampling heuristic has been rendered impotent by a poor choice of representation. »

3Davis (cité dans [104, page 8]) : « It has seemed true to me for some time that we cannot handle
most real-world problems with binary representations. [...] One reason for that is that nearly every
real-world domain has associated domain knowledge that is of use when one is considering a
transformation of a solution in the domain. » — voir aussi [40].



Chapitre 10. Une approche évolutionniste 131

probleme disponibles. C’est un algorithme de ce type que j’ai développé.

Ces quelques paragraphes n’ont fait qu’effleurer le champs des algorithmes géné-
tiques, et plus généralement des algorithmes évolutionnistes*. Pour plus de détails
je renvoie le lecteur aux excellents ouvrages de Davis [40] et Michalewicz [104].
Plus particulierement, je recommande la premiere partie de [104] pour répondre
aux questions : les algorithmes génétiques, que sont-ils 7 comment fonctionnent-ils ?
pourquoi fonctionnent-ils? Le programmeur intéressé par développer ses propres
algorithmes génétiques trouvera les précisions nécessaires dans [40].

10.2 Un algorithme hybride pour B|size;|Hpax

J’ai développé un algorithme génétique hybride, selon la terminologie de Da-
vis [40], pour résoudre le probleme B|size;|Hmax. Dans cette section, je commence
par expliquer en quoi et pourquoi cet algorithme est hybride. Je décris ensuite les
opérateurs de mutations et de croisement utilisés, puis la procédure de reproduction.

10.2.1 Un algorithme hybride

Pourquoi un algorithme hybride ? Il est vrai quun codage binaire peut étre réalisé
facilement pour coder le rangement d’objets dans des boites : par exemple par le
biais d’une matrice binaire, un élément a; ; valant 1 si et seulement si I'objet O; est
rangé dans la boite B;. Malheureusement, si on veut utiliser un tel codage pour des
objets multiboites, on se heurte a deux problemes. Tout d’abord, il devient cotiteux
de vérifier — et de rectifier le cas échéant — qu’une solution est réalisable, c’est-a-
dire quun objet O, est rangé exactement size; fois. Ensuite, et surtout, un objet
0; a Co“ possibilités d’étre rangé : or, beaucoup des rangements possibles sont
équivalents (le probleme possede de nombreuses symétries), ce qui aboutit a un es-
pace de recherche disproportionné par rapport a l’espace des solutions « utiles ». J’ai
donc préféré imposer une restriction sur les solutions, afin d’obtenir un algorithme
génétique fonctionnel.

En quoi l'algorithme est-il hybride ? J’ai suivi les recommandations de Davis [40,
chapitre 4] : pour le probléme qui nous occupe, je disposais de plusieurs algorithmes
tres rapides et efficaces (voir chapitre 8); j’ai donc décidé de les utiliser comme
briques de base. Parmi ceux-ci, ma préférence est allée a deux algorithmes de listes :
AMP (chapitre 8, section 8.2) et ADR (chapitre 8, section 8.5).

J’ai ainsi opté pour la représentation suivante : une solution, pour ’algorithme
génétique, est une permutation de ’ensemble des objets; sa valeur est la valeur
atteinte par AMP (ou ADR) appliqué a cette permutation.

4Selon la définition de Michalewicz [104], est évolutionniste tout algorithme basé sur la répétition
de trois phases : sélection d’une population a partir de la population précédente, altération de cette
population, évaluation de cette population. Les algorithmes génétiques sont de tels systemes, mais
plusieurs autres existent également.
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10.2.2 Altération d’un individu

L’algorithme étant basé sur des permutations, j’ai adopté des opérateurs de mu-
tation et de croisement développés pour ce genre de codage et recommandés par
Davis [40]. Ils ont déja été appliqués avec succes, notamment sur le probleme du
voyageur de commerce et des problemes d’ordonnancement.

Mutation

L’opérateur de mutation est le « scramble list mutation ». Pour celui-ci, on choisit
une sous-séquence qu’on remplace par 'une de ses permutations. La figure 10.1
donne un exemple d’une telle mutation.

solution initiale: 1 23 456 7 89
une sous-séquence : 3456

permutation : 4653. ..

solution mutée: 1 24 6 53759

Figure 10.1 — Un exemple de mutation.

Croisement

L’opération de croisement est le « uniform order-based crossovery. On commence
par sélectionner un certain nombre de positions : pour celles-ci, on recopie les
éléments du parent 1 dans ces positions. Les places vacantes de I’enfant sont remplies
avec les éléments restants, dans I'ordre ot ils apparaissent dans le deuxiéme parent.
La figure 10.2 donne un exemple d’un tel croisement.

parent 1: 12345678 — .23 .56 .
parent 2: 86 427531 — 8,4,7,1
enfant: 8 2345671

Figure 10.2 — Un exemple de croisement.

10.2.3 Gestion de la population

Un enfant est calculé a partir de deux parents, de maniere dissymétrique mais
habituelle®. Le premier parent est copié exactement pour former 'enfant. Sont en-
suite, éventuellement, appliqués une mutation et un croisement avec le deuxieme
parent. Le nouvel individu ainsi créé est alors intégré dans la population globale.

Que ce soit pour la sélection des parents ou l'intégration dans la population,
différentes méthodes issues de la littérature [40, 104] ont été implémentées.

5Habituelle pour les algorithmes génétiques...
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Sélection des parents

La sélection des parents est réalisée selon le principe de la roulette : ils sont
choisis au hasard parmi I’ensemble de la population, avec une probabilité d’autant
plus grande qu’ils sont bien adaptés. Le nom de «roulette» vient de ’analogie que
I’on peut faire avec un tirage au sort sur une roue divisée en secteurs proportionnés
a l'adaptation des individus.

L’adaptation d'un individu reflete directement la valeur de la solution qu’il
représente. La méthode de calcul la plus simple est appelée fenétrage : a un in-
dividu de valeur v, on associe I’adaptation 1+ v, — v, oll V4 est la valeur de la pire
solution dans la population actuelle.

Un algorithme génétique se doit d’étre eugéniste. La méthode de fenétrage, et
son reflet trop fidele de la valeur intrinseque de chaque individu, ne correspond donc
pas toujours a cette nécessité d’agir en faveur des plus favorisés pour faire ressortir
une élite. L’alternative proposée est celle de 1’adaptation linéaire. Pour la calculer,
deux parametres sont nécessaires : I'adaptation maximale MAX et le coeflicient
de diminution DECR. Ceux-ci étant définis, on attribue 'adaptation M AX aux
individus de valeur maximale, puis M AX — DECR aux individus juste inférieurs,
et on continue ainsi en diminuant de DECR pour chaque nouveau palier, jusqu’a
attribuer une adaptation nulle aux éventuels individus restants.

Pour un bon choix de DEC'R, cette approche permet de creuser les écarts entre
des individus proches et donc favorise bien I'élite. Les parametres DECR et MAX
sont cependant critiques et doivent étre choisis avec soin, en fonction du probleme,
afin de ne pas engendrer une domination trop forte qui entrainerait la perte de la
diversité génétique, essentielle au bon déroulement de I’algorithme.

Intégration dans la population

Les enfants ayant été engendrés, il faut les intégrer a la population globale. La
maniere la plus simple de le faire est de repartir a zéro avec une population flambant
neuve : a partir de p parents, on engendre p enfants, puis tous les géniteurs sont
supprimés et remplacés par leurs rejetons.

Une deuxieme approche vise a favoriser des l'intégration a la population les
individus méritants. Pour cela on ne génere qu’'un enfant a la fois, que I'on insere
dans la population & la place du pire individu qu’elle contient (ce peut étre un
parent, un oncle ou méme un frere). Pour préserver la diversité dans cette méthode
par remplacement, un individu ayant un jumeau dans la population n’est pas inséré :
a la place un nouvel enfant est calculé®.

Pour I'une comme pour l'autre des méthodes, ’algorithme offre la possibilité
d’élitisme : si cette option est activée, le meilleur individu d’une population est
systématiquement copié et reporté dans la population suivante.

SEn pratique, Palgorithme accepte un doublon si les = précédents enfants créés avaient aussi un
jumeau ; ceci afin de préserver des temps de calcul corrects, méme face a des populations dégénérées
n’engendrant que peu de diversité (x est un parametre de ’algorithme).
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Population initiale

La population initiale de 1’algorithme n’a rien de particulier : chaque individu
est une permutation aléatoire, déterminée indépendamment des autres. Le seul pa-
rametre est la taille de la population, qui restera constant tout au long de 'algo-
rithme.

10.3 Configuration de I’algorithme

L’algorithme décrit ci-dessus possede différents parametres, dont les valeurs in-
fluent fortement sur sa qualité. Cette section présente une étude empirique du réglage
de ces parametres afin d’obtenir de bonnes performances, ainsi que le comportement
général de 'algorithme qui en résulte.

10.3.1 Reéglages des parametres

Les réglages des parametres proposés ici sont issus d’une étude empirique « a la
main». Le but est essentiellement de dégager les forces et les faiblesses de 1'algo-
rithme génétique, et d’appréhender son potentiel.

Dans le cas d’une application industrielle, ou aucun gain n’est négligeable, une
analyse plus approfondie serait nécessaire. L’utilisation d’un algorithme génétique
pour régler les parametres de celui-ci pourrait, par exemple, étre faite.

Choix des données

La plupart des instances de B|size;|Hyax se résolvent tres bien. Pour les petites
instances, le peu d’objets permet d’en avoir vite exploré les possibilités; pour les
grandes instances, quelques échanges d’objets permettent d’obtenir une solution
quasi-optimale, ne laissant pas beaucoup de place a I'amélioration.

Pour pouvoir véritablement mettre a l’épreuve l'algorithme génétique, j’avais
besoin d’instances résistantes, pour lesquelles une bonne marge de progression existe.
Dans la batterie de tests, mon choix s’est porté sur deux instances particulieres, que
je nommerai A et B, et dont les principales caractéristiques sont données dans la
table 10.1. Comme la plupart de leurs consceurs posant problemes, ces deux instances
ont la particularité de n’avoir que de grands objets, avec peu de différence de hauteur
entre eux.

Table 10.1 — Caractéristiques des instances pour le réglage de 'algorithme génétique.

données valeurs
m n hpin Pmax  S12€min SiZ€max | Ly AMPD
A |18 726 48 50 12 18 29646 29664
B |20 486 37 40 14 20 15813 15836
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Valeurs des parametres

Les tres nombreux parametres et leurs fortes interactions rendent impossible un
réglage « parfait », optimal pour toutes les instances. Certains choix sont cependant
clairement mauvais; d’autres robustes. Voici les conclusions auxquelles différents
tests m’ont amené pour cet algorithme génétique.

La taille de la population est un facteur clé pour lequel un mauvais choix ruine
completement toutes les possibilités de I'algorithme. L’essentiel est de ne pas imposer
une taille trop réduite afin d’avoir une population assez variée. D’un autre coté, plus
une population est grande, plus le nombre de générations nécessaires pour en tirer
parti croit, ce qui mene a des temps de calcul tres longs.

Aussi n’y-a-t-il pas d’optimum identifiable : selon I'instance, mais aussi la mé-
thode utilisée (AMP ou ADR) et le nombre total d’individus autorisé, la bonne
valeur pour la taille de la population est variable. Des populations inférieures a 20
(et surtout a 10) sont généralement trop peu diversifiées et leurs améliorations sont
beaucoup trop lentes. A I'opposé, une population de 40 n’apporte un gain qu’apres
un total de plusieurs milliers d’individus générés : un tel choix sera donc pertinent
lorsqu’on dispose de tout son temps, mais il vaudra mieux se limiter a des valeurs
un peu moindres pour avoir un algorithme rapidement efficace.

Une valeur de 35 individus par génération m’a semblé un choix de compromis
robuste, qui permet des gains assez importants des le début de la recherche, et qui
ne s’essouffle pas si 'on veut poursuivre sur un grand nombre de générations. Pour
la suite, je me limite a 3500 individus générés au total, soit 100 générations.

L’évolution naturelle donne a penser que la reproduction sexuée est plus a méme
d’engendrer des individus évolués que la simple parthénogénese”. Il ne sera donc pas
étonnant si, pour de bons résultats, la probabilité de croisement doit étre relative-
ment élevée.

Il s’avere ainsi que, pour 'un des taux de croisement ou de mutation nul, la
convergence de 1’algorithme est globalement d’autant meilleure que ’autre taux est
grand — avec tout de méme un seuil limite a ne pas dépasser, une probabilité de
mutation ou de croisement de 'ordre de 0,9.

Lorsqu’on conjugue les effets des deux opérateurs, les performances sont accrues,
mais il faut alors se limiter a des valeurs moindres. Un couple de valeurs (0, 6;0, 5)
pour mutation et croisement m’a paru adéquate.

Pour le calcul de 'adaptation d’un individu, la méthode par fenétrage est nette-
ment dominée par I’adaptation linéaire, si les parametres de cette derniere sont bien
choisis. Pour une adaptation maximale M AX = 100, un facteur de décroissance
DECR de 36 donne de tres bons résultats.

"Des arguments mathématiques viennent aussi appuyer le fait que le croisement est une
opération essentielle, qui permet une meilleure convergence que la simple mutation, grace a une
propagation plus rapide des bonnes caractéristiques au sein de la population [104].
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Pour la méthode d’intégration dans la population, aucun des différents choix n’est
véritablement dominant, ni dominé. Ma préférence va donc au remplacement total,
sans élitisme, qui présente I’avantage de la simplicité et de la rapidité. Remarquons
toutefois que pour un remplacement individuel, sans jumeau, I’élitisme a tendance
a étre bénéfique, tandis qu’il dégrade 1égerement les performances dans le cas d'un
remplacement complet de la population.

Pour finir sur les parametres, signalons que ’algorithme AMP semble plus adapté
que ADR pour I'algorithme génétique. Les résultats sont généralement meilleurs avec
une convergence plus franche, c¢’est-a-dire a la fois plus rapide et vers une meilleure
valeur.

10.3.2 Comportement de I’algorithme

Pour un choix de parametres « standard », tel que décrit ci-dessus, et méme pour
un assez large éventail de réglages, le comportement de I'algorithme est satisfaisant,
et ce dernier remplit bien le role pour lequel il a été proposé. Pour une analyse
expérimentale des gains réels procurés, le lecteur se reportera au chapitre 11.

Comme pour a peu pres n'importe quelle méta-heuristique, ’essentiel des gains
est obtenu en début de recherche; des améliorations sont toutefois encore gagnées
méme apres un tres grand nombre de générations.

La taille de la population (35) est habituelle pour un algorithme génétique
(généralement 30 a 50). De méme que le taux de croisement, lorsqu’il n’y a pas
de mutation (0,8-0,9, pour un standard de 0,7 & 0,95).

Dans la combinaison mutation-croisement, les taux donnant de bons résultats
sont par contre tres surprenants, avec une probabilité de mutation tres grande, plus
grande méme que celle de croisement (0,6 contre 0,5). Des taux classiques seraient
d’au plus 0,05 contre au moins 0,7!

Grossierement, le role du croisement est de rassembler et propager les bonnes
caractéristiques des meilleurs individus au sein de I’ensemble de la population, tandis
que la mutation est censée permettre d’atteindre de nouvelles régions inexplorées.
Les taux classiques sont donc assez intuitifs : faire peu de changements a la fois, et
en tirer parti rapidement.

Un taux de mutation aussi élevé (0,6) donne a penser que I’algorithme génétique
proposé est encore par trop aléatoire : cela ouvre des perspectives de nettes améli-
orations. La cause en est peut-étre dans le choix des opérateurs, et le croisement
choisi n’est sans doute pas aussi adapté au probleme et a son codage que ne l'est la
mutation.

10.4 Extensions

Comme cela a été signalé, le taux de mutation anormalement élevé laisse a penser
qu’un travail sur les opérateurs de croisement et de mutation est nécessaire.
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Cependant, pour améliorer encore les performances, ma piste préférée est de
permettre une population de taille variable. En effet, cette taille de population est
un facteur critique et déterminant : il fait la balance entre diversité et sélectivité,
entre ne pas perdre de temps a explorer un espace inutilement grand et ne pas se
laisser piéger dans un recoin.

Michalewicz propose une solution élégante aux résultats étonnants [104] : intro-
duire une notion d’age. Un individu n’est alors jamais remplacé par un autre : il
meurt simplement une fois son temps révolu ; son espérance de vie reflete son adapta-
tion. Cette technique est radicalement opposée a la méthode de remplacement global
de la population a chaque itération. Sur quelques exemples, Michalewicz [104] montre
que I'algorithme adapte parfaitement la taille de la population au besoin : celle-ci
commence par croitre, pour une exploration conséquente de ’espace de recherche,
puis diminue lorsqu’il devient nécessaire de se concentrer sur les qualités de 1’élite
pour produire la meilleure solution.






Chapitre 11 __

Comparaison expérimentale des
algorithmes

1l y a si loin de la facon dont on vit a celle dont on devrait vivre,
que celui qui laisse ce qui se fait pour ce qui se devrait faire
apprend plutot a se détruire qu’a se préserver.

— Niccolo Machiavel

Ce chapitre fait office a la fois de complément essentiel et de conclusion a cette
partie sur le résolution de B|sizej|Hpmax @ il s’agit de confronter les algorithmes
proposés précédemment a de véritables instances, et non plus simplement de chercher
des performances théoriques.

Ne disposant pas d’instances réelles, toutes les données ont été générées aléa-
toirement. Comment cela a été fait est le sujet de la premiere section. Les sections
suivantes analysent, sur la base de tests expérimentaux, respectivement les bornes
inférieures, les heuristiques et 'algorithme génétique. Pour terminer ce chapitre, et
cette partie, une petite section de conclusion met ’accent sur les points pour lesquels
la résolution a le plus besoin d’étre améliorée.

Tous les algorithmes étudiés ici sont tres rapides, aussi ce chapitre se concentre
sur la qualité des solutions produites. Pour avoir une idée des temps de calcul, le
lecteur se reportera a 'annexe B, section B.2.

11.1 Les données

11.1.1 Méthodes de génération des données

Les données utilisées pour mener a bien les tests sont toutes générées automati-
quement, selon différentes méthodes. Voici leurs descriptions.

Génération aléatoire uniforme

Pour deux paires d’entiers (h, < hs) et (s, < sp), les hauteurs des objets suivent
une loi uniforme dans Uintervalle {h,, ..., hy}, et les largeurs une loi uniforme dans
l'intervalle {sg, ..., s}

139
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Génération aléatoire gaussienne

Pour un triplet d’entiers (h, < hy,vs), les hauteurs des objets suivent une
loi gaussienne de moyenne (h, + hy)/2, de variance vy, tronquée dans l'intervalle
{hay..., hp}

Similairement, pour un triplet d’entiers (s, < $p,vs), les largeurs des objets
suivent une loi gaussienne de moyenne (s, + s;)/2, de variance v, tronquée dans
l'intervalle {sg,...,sp}.

Largeur fixée

On attribue une méme largeur s donnée a tous les objets, tandis que les hauteurs
sont choisies uniformément dans un intervalle {hq, ..., hy}.

Escaliers

Trois variantes existent. Pour la premiere, la hauteur des objets commence a
une valeur donnée h, et croit de un en un jusqu’a une valeur seuil h, fixée (puis
repart & h,). Les largeurs sont tirées au hasard, uniformément, dans un intervalle
{Say---ySp}

La deuxieme variante échange les roles des hauteurs et des largeurs. Pour la
troisieme, les deux dimensions sont sujettes a la croissance.

Objets complémentaires

Les objets sont créés par paires (s'il y en a un nombre pair) : la largeur size; du
premier objet est choisie aléatoirement, uniformément dans l'intervalle {1,..., m—1}
(m étant le nombre de boites), et la largeur du deuxiéme objet est complémentaire :
Stz€y = M — Stzéq.

Pour les hauteurs, deux variantes existent : soit les deux hauteurs sont identiques,
soit elles sont indépendamment tirées uniformément dans un intervalle {h,, ..., hy}
donné.

11.1.2 Les données utilisées

Quatre groupes d’instances ont été générés, correspondant chacun a des tailles
d’instances différentes : de 5 a 25 objets, de 25 a 60, de 60 a 100 et de 100 a 500.

Pour chaque groupe, 500 instances ont été construites aléatoirement, parmi les-
quelles 205 correspondent a la génération aléatoire uniforme et forment I’ensemble
U; 217 correspondent a la génération aléatoire gaussienne et forment ’ensemble G ;
78 correspondent aux autres méthodes et forment I’ensemble X.

Les différents parametres des méthodes ont été choisis aléatoirement et uni-
formément dans l'intervalle {1,...,50} ; le nombre de boites a été tiré uniformément
dans l'intervalle {2, ...,20}.
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A travers les diverses expériences préliminaires que j’ai eu menées, il m’est apparu
que le nombre d’objets est un parametre beaucoup plus influent que le nombre de
boites, pour ce qui est de la difficulté de résolution. C’est pourquoi ce parametre
est mis en avant. Similairement, la hauteur des objets est beaucoup plus critique
que leur largeur; par exemple, les instances ot la plus petite hauteur est grande et
peu différente de la plus haute, se montrent particulierement difficiles. Ce deuxieme
parametre critique n’a pas été explicitement privilégié¢ dans le choix des instances
générées, toutefois celui-ci est suffisamment varié pour faire ressortir les qualités et
les limites des algorithmes testés. Dans ’analyse des résultats qui suit, je reviendrai
sur les types d’instances posant particulierement probleme.

11.2 Les bornes inférieures

Commengons par 'analyse des bornes inférieures pour B|size;|Huax-

11.2.1 Bornes testées

En plus des bornes décrites au chapitre 7, d’autres bornes, expérimentales, ont
été utilisées. En effet, les garanties des algorithmes du chapitre 8 permettent, a partir
d’une solution, de déduire une borne inférieure sur la valeur optimale ; et plus une
solution est mauvaise, plus la borne déduite est bonne!

A partir de cette constatation, des bornes ont été calculées a partir de solutions
construites par les algorithmes AMP, AMPD et ADR, notamment en prenant les
pires solutions parmi 200 engendrées par AMP et ADR pour des ordres aléatoires
des objets.

Les différentes bornes inférieures testées sont ainsi :

— Ly :la borne de volume décrite chapitre 7, section 7.1. A noter que la version

testée tient compte du seul volume, et aucunement de la plus grande hauteur.

— Ly, :la borne de «raisonnement énergétique », présentée au chapitre 7, sec-

tion 7.2, telle qu’elle est décrite par ’algorithme 7.1.

— Lyax 1 la meilleure de Ly et L, . .

— L, : la meilleure des bornes données par la plus grande hauteur d’un objet et

les heuristiques AMP, ADR et AMPD.

11.2.2 Résultats

Les résultats sont résumés dans la table 11.1 et la figure 11.1. La discussion qui
suit apporte les indispensables et nombreux compléments et précisions.

Ces résultats démontrent avant tout l’excellent comportement de Ly, méme
pour de petites l'instances. Comme l’annoncait déja la théorie, lorsque la taille
grandit, cette borne ne laisse qu’'une faible marge de progression pour de futures
améliorations. Cette marge est d’autant plus réduite que les pourcentages de va-
leurs optimales et les écarts sont basés sur la meilleure valeur connue, qui peut ne
pas étre optimale.
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Table 11.1 — Comparaison des bornes inférieures pour B|size;| Hmax.

type - n meilleure (%) optimale (%) écart max (%) écart moyen (%)

LV anin Lmax L:E LV anin Lmax L:v LV anin Lmax L:p LV anin Lmax Lz
U-5.25 83,41 84,39 100 0 |70,73 78,05 81,95 0 |18,99 4270 11,39 25 |1,17 1,95 0,38 9,00
G-5..25 87,56 82,94 100 0 | 7512 7834 8295 0 |1491 4146 1197 25 (0,87 1,69 0,24 9,13
X -5..25 89,74 56,41 100 0 |66,67 5641 76,92 0 |16,22 36,47 2,78 25 |0,88 527 0,17 927
U - 25..60 95,12 72,68 100 0,00 | 86,34 69,76 88,78 0,00 | 2,85 4524 0,98 7,10 | 0,09 3,05 0,04 2,67
G - 25..60 94,93 76,50 100 0,00 | 84,33 71,43 85,25 0,00 | 3,64 58,16 092 6,32 0,11 245 0,05 2,67
X - 25..60 94,87 51,28 100 1,28 | 83,33 48,72 8590 1,28 | 487 37,55 0,71 6,89 |0,18 7,82 0,04 2,53
U -60..100 | 98,72 67,95 100 0 |89,74 6795 91,03 O 0,75 50,31 0,22 252 (0,02 4,20 0,01 1,30
G -60..100 | 98,62 72,35 100 0 |86,64 71,89 87,56 0 0,83 55,14 0,59 3,09 | 0,02 2,67 0,02 1,32
X - 60..100 100 47,44 100 0 |94,87 4744 9487 O 0,56 36,63 0,56 2,88 0,01 836 0,01 1,26
U - 100..500 | 98,05 68,78 100 0 |89,27 68,78 91,22 0 1,59 50,56 0,10 1,80 | 0,02 3,59 0 0,42
G - 100..500 | 99,54 70,97 100 0 91,24 7097 91,71 O 0,19 62,27 0,06 1,78 | 0,00 2,93 0 0,41
X -100..500 | 98,72 47,44 100 0 92,31 4744 93,59 O 0,90 49,83 0,03 1,29 |0,01 9,08 0 0,40
«meilleure » : pourcentage des cas ou une borne est la meilleure parmi les bornes testées ;

«optimale ) : pourcentage des cas ol une borne est optimale (la comparaison est faite avec la meilleure solution connue) ;

( écart max ) et « écart moyen ) : écarts maximum et moyen d’une borne, par rapport a la meilleure solution connue.

Ly est la borne de volume seul (Ly = {Zj sizejhj/m—‘ );

L

Mmin

est la borne décrite chapitre 7, section 7.2;

Linax est la meilleure de Ly et L

L, est la meilleure des autres bornes évoquées dans le texte.

Mmin 7
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Figure 11.1 — Performances des bornes Ly, Ly, . et Lyax en fonction du nombre d’objets.
(a) Pourcentage de valeurs optimales; écarts (b) moyen et (¢) maximum de l'optimum
(moyennes pour 100 instances, «’optimum » étant en fait la meilleure valeur connue).
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La borne Ly est tres polyvalente : elle donne de tres bons résultats sur n’importe
quel type d’instances. Ses performances les plus faibles sont, comme prévu, les petites
instances avec de grands objets (plus particulierement quand les petits objets sont
eux aussi grands).

A noter que 'amélioration Li", proposée au chapitre 7, section 7.3, n’a permis
de gain sur aucune instance.

La borne L,,_. fait mieux que ce que 'on pouvait espérer d’elle. Non seulement
elle s’avere effectivement complémentaire de Ly, résolvant parfaitement les instances
les plus problématiques pour Ly et permettant ainsi d’augmenter significativement
les performances par le biais de la borne L,,,,, mais elle se montre aussi relativement
résistante face a de grandes instances. Alors qu’elle a été développée pour de petites
instances, ses performances sont tout a fait correctes méme pour un grand nombre
d’objets, bien qu’elle soit alors assez nettement dominée par Ly . Son principal défaut
est une grosse perte de contrdle : sur certaines instances l’erreur dépasse les 50% !
et le phénomene ne diminue pas avec le nombre d’objets (voir figure 11.1(c)).

La version utilisée de L,,_, (algorithme 7.1) apporte un gain réel par rapport a la
version basique (proposition 7.4). Ainsi, la suppression des petits objets «inutiles»
pour le calcul de la borne permet d’améliorer de 5% a 15% des valeurs, selon la taille
de I'instance (le nombre d’améliorations grandissant avec le nombre d’objets). Ceci
est particulierement intéressant sur certaines des petites instances (2% des instances
avec moins de 25 objets) puisque c’est cela qui permet d’obtenir la meilleure valeur
(toutes bornes confondues), généralement optimale. Pour les grandes instances, tou-
tefois, le gain n’est jamais suffisant pour rivaliser avec Ly .

Pour de futures améliorations de cette borne, il est bon de savoir que les instances
les plus problématiques pour L, . sont celles de type «objets complémentaires ).
Ce sont pour ces cas que les horribles déviations de plus de 40% sont enregistrées.

Les autres bornes ont été essayées sans a prior: sur leurs éventuelles qualités. Il
ressort qu’elles n’apportent rien.

Sur absolument toutes les instances des tests, L, est dominée par L... Sa seule
qualité serait, par rapport a L,,_. , d’avoir des garanties sur les valeurs données qui
la rendent asymptotiquement optimale. Une caractéristique que 1’on retrouve sur les
grandes instances, avec de bien meilleurs écarts avec 'optimum, tant maximum que
moyen, en faveur de L, par rapport a L, . . L, est cependant tres loin, notamment
sur ce point, d’étre compétitive avec Ly .

11.3 Les heuristiques
Venons-en maintenant a ’analyse des heuristiques pour B|size ;| Hmax-

11.3.1 Heuristiques testées

Les différentes heuristiques du chapitre 8 peuvent chacune se décliner en plu-
sieurs versions, notamment en fonction d’un éventuel ordre imposé aux objets. Les
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variantes des heuristiques retenues sont ainsi :

— AMP (algorithme de meilleur placement) tel que décrit par I’algorithme 8.1.

— AMPD (AMP décroissant) : AMP appliqué sur les objets triés par hauteurs
décroissantes (voir section 8.2.3).

— ADR (algorithme de diviser pour régner) tel que décrit par 1’algorithme 8.5.

— APBS (algorithme de placement dans les boites suivantes) tel que décrit par
I’algorithme 8.2.

— APBSD (APBS décroissant) : APBS appliqué sur les objets triés par hauteurs
décroissantes (voir section 8.3).

— APOM (algorithme de placement optimiste modifié) tel que décrit par I’algo-
rithme 8.4.

— APOMD (APOM décroissant) : APOM appliqué sur les objets triés par lar-
geurs décroissantes, puis hauteurs décroissantes (voir section 8.4).

— APOM-V et APOMD-V : variantes de APOM et APOMD pour lesquelles la
valeur de référence augmente lorsqu'un objet la dépasse (voir section 8.4).

— APOM-X et APOMD-X : variantes de APOM et APOMD pour lesquelles
toutes les valeurs possibles pour la valeur de référence sont utilisées (voir sec-
tion 8.4).

Quelques autres versions ont aussi été essayées, mais n’ont pas été retenues.
Ainsi, pour AMPD, la variante consistant a trier, pour une méme hauteur, les ob-
jets par largeurs décroissantes n’apporte aucun gain. Pour APBS, trier les objets par
largeurs décroissantes détériore 1’algorithme. Pour les trois procédures APOMD,
APOMD-V et APOMD-X, ne pas trier, pour une méme largeur, par hauteurs
décroissantes permet quelques tres rares améliorations; toutefois, la version choi-
sie est tres généralement préférable.

Aucune version « décroissante » de ADR n’a été retenue. Cela vient notamment
de la sélection des solutions partielles a fusionner, pour laquelle un tri selon les
hauteurs ou les largeurs n’a pas vraiment de sens. Une implémentation plus proche
de la « méthode par différences » pourrait, par contre, tirer profit de certains ordres.
Je reviendrai sur ce point dans la suite. Pour l'instant, il faut déja noter deux
variantes de ADR : Alea-ADR-50 et Alea-ADR-200, qui renvoient la meilleure de 50
ou 200, respectivement, solutions données par ADR pour autant d’ordres aléatoires
des objets.

Similairement, Alea-AMP-50 et Alea-AMP-200 renvoient la meilleure de 50 ou
200, respectivement, solutions données par AMP.

11.3.2 Résultats

Les résultats sont résumés dans les tables 11.2 a 11.5. La discussion qui suit
apporte les indispensables et nombreux compléments et précisions.

Commencons par ce qui, a premiere vue, est le plus surprenant : I’extraordinaire-
ment bonne qualité de APBS et APBSD, qui résolvent optimalement deux instances
sur trois ! En fait, cela ne doit pas étre attribué aux mérites de ces heuristiques, mais
au fait que beaucoup d’instances (les deux tiers, donc), sont en fait trés simples. Pour
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Table 11.2 — Comparaison des heuristiques pour B|sizej|Hpyax (domination).

Pourcentage des cas ol une heuristique est la meilleure parmi les heuristiques testées.

type - n AMP AMPD ADR APBS APBSD APOM  APOMD APOM-X APOMD-X
U-5.25 78,54 92,20 85,37 76,10 76,10 72,68 73,66 73,17 79,02
G-5.25 79,72 93,55 83,41 75,12 75,58 73,73 75,12 74,65 77,88
X - 5..25 56,41 82,05 61,54 55,13 55,13 47,44 56,41 61,54 69,23
U - 25..60 71,71 90,73 80,00 69,27 69,27 66,83 67,32 66,83 68,29
G - 25..60 74,19 89,86 84,79 71,43 71,43 70,97 70,97 70,97 71,43
X - 25..60 66,67 75,64 70,51 60,26 60,26 47,44 66,67 47,44 75,64
U - 60..100 74,15 86,34 77,56 68,78 68,78 66,83 66,83 66,83 68,29
G - 60..100 75,58 86,64 87,10 70,97 70,97 70,97 70,51 70,97 70,51
X - 60..100 58,97 83,33 61,54 56,41 56,41 46,15 60,26 46,15 71,79
U-100..500 | 71,71 85,85 82,44 68,78 68,78 66,83 66,83 66,83 67,32
G- 100..500 | 73,73 84,33 87,10 70,97 71,43 70,51 70,51 70,51 71,43
X - 100..500 | 66,67 84,62 74,36 65,38 65,38 46,15 65,38 46,15 70,51
(moyenne) 70,67 86,26 77,08 67,38 67,46 62,21 67,54 63,50 71,78




Table 11.3 — Comparaison des heuristiques pour B|size;|Hmax (optimalité).
Pourcentage des cas ol une heuristique est optimale (la comparaison est faite avec la meilleure borne connue).

type - n AMP AMPD ADR APBS APBSD APOM  APOMD APOM-X APOMD-X
U-5.25 76,59 78,05 77,56 75,61 75,61 72,68 73,66 73,17 76,10
G-5.25 76,04 77,88 76,04 74,65 73,73 73,73 74,65 74,65 76,04
X - 5.25 53,85 56,41 53,85 53,85 53,85 47,44 53,85 51,28 55,13
U - 25..60 69,27 74,15 69,27 68,78 68,78 66,83 67,32 66,83 67,32
G - 25..60 71,43 73,73 71,89 71,43 71,43 70,97 70,97 70,97 70,97
X - 25..60 60,26 66,67 60,26 60,26 60,26 47,44 60,26 47,44 60,26
U - 60..100 68,78 73,17 69,27 68,78 68,78 66,83 66,83 66,83 67,32
G - 60..100 70,97 74,65 71,89 70,97 70,97 70,51 70,51 70,51 70,51
X - 60..100 56,41 71,79 58,97 56,41 56,41 46,15 56,41 46,15 57,69
U-100..500 | 68,78 73,17 69,27 68,78 68,78 66,83 66,83 66,83 67,32
G - 100..500 | 70,97 78,34 74,65 70,97 70,97 70,51 70,51 70,51 71,43
X - 100..500 | 65,38 82,05 69,23 65,38 65,38 46,15 61,54 46,15 61,54
(moyenne) 67,39 73,34 68,51 67,16 67,08 62,17 66,11 62,61 66,80
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Table 11.4 — Comparaison des heuristiques pour B|size;|Hmax (écarts moyens).
Ecart moyen (%) par rapport a la meilleure borne connue.

Rappels sur le probléme B|size ;| Hpax

type - n AMP AMPD ADR APBS APBSD APOM  APOMD APOM-X APOMD-X
U-5.25 1,05 0,50 0,80 1,87 1,28 4,58 2,70 3,33 1,49
G-5.25 0,81 0,40 0,66 1,83 1,10 4,22 2,30 3,19 1,75
X - 5..25 2,45 1,36 2,24 3,04 2,75 7,65 2,98 3,92 2,00
U - 25..60 0,52 0,22 0,31 1,30 0,67 4,82 2,67 4,17 2,14
G - 25..60 0,43 0,24 0,27 1,11 0,57 4,29 2,36 3,78 1,97
X - 25..60 0,97 0,58 0,81 1,80 1,21 7,75 1,52 5,79 1,22
U - 60..100 0,28 0,14 0,20 0,90 0,36 4,59 2,45 4,28 2,17
G - 60..100 0,26 0,15 0,18 0,85 0,32 4,26 2,24 3,08 2,02
X - 60..100 0,46 0,20 0,40 0,93 0,55 7,60 1,17 6,65 0,98
U - 100..500 0,09 0,05 0,05 0,46 0,12 4,63 2,36 4,51 2,27
G - 100..500 0,06 0,04 0,04 0,37 0,10 4,08 2,18 4,00 2,11
X - 100..500 0,11 0,04 0,06 0,36 0,11 7,48 0,96 7,20 0,90
(moyenne) 0,62 0,33 0,50 1,23 0,76 5,50 2,16 4,57 1,75
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Table 11.5 — Comparaison des heuristiques pour B|size;|Hmyax (écarts maximums).

Ecart maximum (%) par rapport & la meilleure borne connue.

type - n AMP AMPD ADR APBS APBSD APOM  APOMD APOM-X APOMD-X
U-5.25 16,09 6,93 15,48 23,40 16,83 39,22 19,72 25,00 19,72
G-5.25 13,01 5,88 10,57 48,36 13,11 31,07 20,00 24,77 15,70
X - 5.25 12,73 7,56 12,73 16,81 13,45 33,33 16,86 19,92 11,90
U - 25..60 6,35 4,02 3,88 12,69 9,52 23,55 24,03 21,66 15,16
G - 25..60 7,98 2,56 3,17 23,31 6,71 27,38 15,49 23,02 14,01
X - 25..60 8,31 5,34 8,31 14,53 8,31 21,60 16,02 18,52 12,73
U - 60..100 3,43 2,00 3,86 16,35 4,15 22,65 20,82 21,25 18,24
G - 60..100 4,57 1,63 3,71 28,29 4,00 22,14 15,40 21,47 14,28
X - 60..100 2,83 1,66 2,83 6,51 2,83 20,90 16,14 18,39 15,08
U - 100..500 1,57 0,77 1,12 9,21 2,47 21,26 21,06 20,67 20,64
G - 100..500 0,88 0,74 0,57 12,16 1,31 22,81 15,95 22,52 15,47
X - 100..500 0,74 0,61 0,61 3,71 0,82 20,69 18,53 20,11 18,12
(moyenne) 6,54 3,31 5,57 17,95 6,96 25,55 18,33 21,44 15,92

sourtyrIog[e sop oejusuiliodxe uosreredwoy) 11 o1grdery))

671



150 Rappels sur le probléme B|size ;| Hpax

toutes les instances o APBS et APBSD donnent le meilleur résultat, qui est alors
en général aussi 'optimum, les autres heuristiques font aussi bien (seules APOM,
APOM-V et APOM-X font significativement souvent moins bien). En fait, il n’y
a qu’une seule instance pour laquelle seule AMPD fait aussi bien que APBS et
APBSD.

Lorsque 'on considere, en plus, les écarts a 'optimum, on constate qu’ils sont
moins bons que pour d’autres heuristiques, méme si la version APBSD se défend
bien. En définitive, en regardant plus en détails, on arrive a la conclusion sans
surprise que APBS, et méme APBSD, n’apportent rien : AMPD et ADR, ou AMP
si I'on veut résoudre en-ligne, seront toujours préférables.

Une heuristique tres décevante est APOM. La version en-ligne n’arrive méme pas
a résoudre optimalement toutes les instances tres simples, et il est excessivement rare
qu’elle résolve une instance mieux que la plupart des autres méthodes. La variante
APOM-V ne change pas le comportement général, et a méme plutdt tendance a
détériorer les performances (du fait de leur similitude, les résultats pour APOM-V
et APOMD-V ne sont pas reportés dans les tables).

Trier les objets par largeurs puis hauteurs décroissantes améliore ces deux procé-
dures, mais cela ne suffit pas a les rendre attractives par rapport aux autres mé-
thodes.

Les versions APOM-X et APOMD-X sont, par définition, meilleures que APOM
et APOMD. En moyenne, leur comportement est tout a fait honnéte, bien qu’elles
résolvent relativement mal certaines des instances tres simples. En fait, elles restent
des méthodes dangereuses, dans le sens ou leurs erreurs peuvent étre importantes.

Elles possedent toutefois une propriété tres intéressante : pour beaucoup des
instances du groupe X ou AMPD n’est pas le meilleur algorithme, ¢’est APOM-X et
encore plus souvent APOMD-X qui lui ravissent le titre. Ainsi, leur comportement
est tres bon sur les instances a «objets complémentaires», qui posent probleme a
AMPD.

De maniere générale, AMPD domine nettement les autres heuristiques, sur tous
les criteres et pour tous les types d’instances. Elle permet ainsi une excellente
résolution de toutes les instances, optimale pres de 3 fois sur 4, et avec un tres
bon controle : les erreurs, moyenne comme maximale, sont faibles.

Si les objets doivent étre rangés en-ligne, et donc qu’aucun tri n’est possible, le
prix a payer est significatif : AMP a des performances moindres que AMPD, mais
tout de méme nettement supérieures que les autres algorithmes en-ligne.

ADR est incontestablement la meilleure heuristique apres AMPD. Sur les ins-
tances des groupes U et G, lorsque cette derniere est battue, c’est généralement par

ADR.

11.3.3 Ordres aléatoires

Venons-en maintenant a Alea-AMP et Alea-ADR. Tester ces approches est une
démarche naturelle. Pour AMP, c’est en raison de la conjecture 8.1, qui affirme
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qu’il existe toujours un ordre des objets pour lequel la solution donnée par AMP
est optimale. Pour ADR, de nombreux criteres différents peuvent étre choisis pour
sélectionner les solutions partielles a fusionner, et il a été mentionné que certains
choix pourraient mener a de meilleures garanties que celles obtenues (voir ques-
tion 8.3).

Les résultats sont résumés dans les tables 11.6 & 11.9.

Les gains apportés par Alea-AMP-50 et Alea-AMP-200 sont décevants. Bien
souvent, I'ordre utilisé par AMPD est tout simplement le meilleur ordre considéré...
ainsi, AMPD est aussi bon que Alea-AMP-50! Augmenter le nombre d’essais a 200
apporte un meilleur controle des solutions, par rapport a AMPD, mais échoue plus
souvent a trouver 'optimum.

Si les résultats sont médiocres du point de vue de Alea-AMP, ils permettent
toutefois de confirmer que I'ordre utilisé par AMPD est véritablement judicieux, a
la fois performant, robuste, et polyvalent.

Beaucoup plus appréciables sont les performances de Alea-ADR. Les gains par
rapport a ADR sont tres conséquents, et Alea-ADR-50 est meilleur a la fois que
AMPD et Alea-AMP-200. Avec pres de 80% d’instances résolues optimalement,
Alea-ADR-200 a une réussite impressionnante, pour des temps de calculs, certes 200
fois plus élevés que pour une simple exécution, mais toujours tres rapides !

Ces excellentes performances de Alea-ADR soulignent I'intérét de chercher une
implémentation particuliere de ADR, avec un choix judicieux dans la sélection des
solutions partielles a fusionner.

Dans les deux cas, rechercher un bon ordre pour les objets se révele efficace;
aussi peut-on déja s’attendre a de bons résultats lorsque cette recherche est menée
de maniére astucieuse, en particulier pour I'algorithme génétique (une comparaison
entre la recherche aléatoire d’un bon ordre et 'algorithme génétique est effectuée
dans la section suivante).

11.3.4 Remarques conclusives

Pour résumer I'analyse expérimentale de ces heuristiques, il faut tout d’abord
noter que ’heuristique AMPD est la meilleure, mais que ADR est déja tres bonne
et que des améliorations prometteuses doivent pouvoir lui étre faites.

Je veux ensuite insister sur la complémentarité du trio AMPD, ADR et APOMD-
X : sur quasiment toutes les instances, I'une au moins de ces trois heuristiques domine
toutes les autres et leur conjonction assure ainsi d’excellents résultats.

Au niveau des instances, la plupart, et principalement celles des ensembles U
et G, sont faciles a résoudre optimalement. De maniere générale, les plus probléma-
tiques sont celles a « objets complémentaires », ainsi que celles pour lesquelles la plus
petite hauteur est grande et proche de la plus haute.
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Table 11.6 — Tests de AMP et ADR sur des ordres aléatoires (domination).
Pourcentage des cas ou une heuristique est la meilleure parmi les heuristiques testées.

type - n AMP AMPD AMP-50 AMP-200 ADR ADR-50 ADR-200

U-5.25 7707 85,37 85,37 922 81,05 9122 97,56
G-5.25 76,5 82,95 86,18 90,32 77,88 92,63 96,31
X - 5..25 55,13 64,1 74,36 80,77 57,69 76,92 96,15
U-25.60 | 7024 80,00 71,71 75,61 70,24 86,83 94,15
G-25.60 | 7143 76,96 74,19 78,80 73,27 84,79 98,16
X -25.60 | 60,26 7051 62,82 69,23 61,54 75,64 93,59
U-60.100 | 68,78 76,10 70,73 76,10 69,27 83,90 93,66
G-60.100 | 70,97 76,96 74,65 77,88  T1,80 82,49 94,01

X -60..100 | 56,41 75,64 61,54 66,67 98,97 79,49 92,31

U - 100..500 | 68,78 74,15 70,24 72,68 69,27 89,76 97,56
G - 100..500 | 70,97 78,34 72,35 76,04 74,65 89,86 95,39
X -100..500 | 65,38 82,05 69,23 71,79 71,79 85,90 94,87
(moyenne) 67,66 76,93 72,78 77,34 69,87 84,95 95,31

Table 11.7 — Tests de AMP et ADR sur des ordres aléatoires (optimalité).
Pourcentage des cas ou une heuristique est optimale
(la comparaison est faite avec la meilleure borne connue).

type - n AMP AMPD AMP-50 AMP-200 ADR ADR-50 ADR-200

U-5.25 76,59 78,05 79,02 80,98 77,56 79,02 81,46
G-5..25 76,04 77,88 78,80 79,26 76,04 79,72 80,18
X-5..25 53,85 56,41 62,82 62,82 53,80 62,82 67,95

U-25.60 | 6927 7415 6927 69,27 69,27 73,66 75,12

G-25.60 | 7143 73,73 71,89 7327 71,89 76,04 79,26
X -25.60 | 60,26 66,67 61,54 61,54 60,26 64,10 70,51
U-60.100 | 68,78 73,17 69,76 71,71 69,27 75,61 81,46
G-60.100 | 70,97 74,65 72,35 72,81  T1,80 74,65 79,72
X - 60.100 | 56,41 71,79 60,26 61,54 58,97 71,79 79,49

U - 100..500 | 68,78 73,17 70,24 69,27 69,27 84,39 88,29
G - 100..500 | 70,97 78,34 71,89 72,81 74,65 85,25 88,48
X -100..500 | 65,38 82,05 67,95 67,95 69,23 79,49 85,90
(moyenne) 67,39 73,34 69,65 70,27 68,51 75,55 79,82
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Table 11.8 — Tests de AMP et ADR sur des ordres aléatoires (écarts moyens).
Ecart moyen (%) par rapport a la meilleure borne connue.
type - n AMP AMPD AMP-50 AMP-200 ADR ADR-50 ADR-200
U-5.25 1,05 0,50 0,35 0,26 080 0,26 0,23
G-5..25 0,81 0,40 0,31 0,24 0,66 0,26 0,23
X -5.25 245 1,36 0,62 0,52 224 0,52 0,42
U-25.60 | 0,52 022 0,20 0,16 031 0,11 0,09
G - 25..60 0,43 0,24 0,19 0,15 0,27 0,11 0,09
X-25.60 | 0,97 058 0,31 0,23 081 0,20 0,14
U - 60..100 0,28 0,14 0,11 0,08 0,20 0,06 0,05
G-60.100 | 026 0,15 0,11 0,08 018 0,07 0,06
X - 60..100 0,46 0,20 0,15 0,11 0,40 0,06 0,05
U - 100..500 | 0,09 0,05 0,03 0,02 0,05 0,01 0,01
G - 100..500 | 0,06 0,04 0,03 0,02 0,04 0,01 0,01
X - 100..500 | 0,11 0,04 0,04 0,03 0,06 0,02 0,01
(moyenne) 0,62 0,33 0,21 0,16 0,50 0,14 0,12

Table 11.9 — Tests de AMP et ADR sur des ordres aléatoires (écarts maximums).

Ecart maximum (%) par rapport & la meilleure borne connue.

type - n AMP AMPD AMP-50 AMP-200 ADR ADR-50 ADR-200
U-5.25 16,09 6,93 4,76 4,64 1548 4,64 1,64
G-5.25 13,01 588 4,92 3,00 10,57 3,00 3,00
X -5.25 12,73 7,56 4,37 3,57 12,73 4,37 3,97
U - 25..60 6,35 4,02 2,09 1,66 388 145 1,94
G - 25..60 798 2,56 2,10 1,46 317 1,67 1,46
X - 25..60 831 5,34 1,78 1,78 831 1,78 1,60
U-60.100 | 343 2,00 1,31 1,06 38 1,72 1,57
G-60.100 | 457 1,63 0,98 0,98 371 1,14 0,98
X -60.100 | 2,83 1,66 1,05 1,05 2,83 1,12 1,05
U-100..500 | 1,57 0,77 0,35 0,23 1,12 024 0,21
G - 100..500 | 0,88 0,74 0,45 0,38 0,57 0,50 0,45
X - 100..500 | 0,74 0,61 0,37 0,31 0,61 0,44 0,42
(moyenne) | 6,54 3,31 2,04 1,68 557 1,84 1,77
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11.4 Apport de ’algorithme génétique

Pour tester I'apport de I'algorithme génétique, je me suis basé sur le gain potentiel
que je définis, pour une instance donnée, comme la différence entre la meilleure valeur
donnée par I'une des heuristiques du chapitre 8, et la meilleure valeur donnée par
I'une des bornes inférieures du chapitre 7*. L’idée est de tester quel pourcentage de
ce gain 'algorithme génétique arrive effectivement a gagner.

Jai sélectionné pour chaque catégorie d’instances (i.e. pour chacun des trois
types U, G, X et chacune des tailles 0..25, 25..60, 60..100, 100..500) les trois instances
les moins bien résolues, c¢’est-a-dire pour lesquelles le gain potentiel est le plus grand
(en cas d’égalité, j’ai choisi l'instance de plus petite valeur, le gain potentiel étant
alors, relativement, plus élevé).

L’évaluation des algorithmes est faite en moyenne, pour 5 exécutions pour cha-
cune des 36 instances. Dans la suite, Gen-AMP désigne I'algorithme génétique basé
sur AMP, Gen-ADR celui basé sur ADR. Les parametres utilisés sont ceux déduits
au chapitre précédent?.

Les résultats sont résumés dans les tableaux 11.10 et 11.11, ainsi que par les
figures 11.2 a 11.5.

La premiere bonne nouvelle, pour ce qui est de I'intérét de I’algorithme génétique,
est que parmi les 36 instances, 15, principalement du type X, ont été résolues op-
timalement pour au moins 'une des exécutions (5 fois par Gen-AMP, 3 fois par
Gen-ADR et 7 fois par les deux). Ces proportions ne sont certes pas impression-
nantes, mais il faut se rappeler qu’en guise de valeurs optimales, on ne dispose en
fait que de bornes inférieures.

Ainsi, toutes les mesures sont tres pessimistes. Ceci est particulierement impor-
tant pour les petites instances. L’allure tres cassée des courbes pour des instances
de taille 5..25 et leur convergence vers une méme valeur pour Gen-AMP et Gen-
ADR (figure 11.4) me font attribuer 'écart de 30% restant a combler non pas a
I’algorithme génétique, mais aux bornes inférieures.

De maniere générale, les deux versions de I’algorithme génétique permettent des
gains importants, tres rapidement (tables 11.10 et 11.11, figure 11.2). Ces gains sont
trés nettement supérieurs a ceux d’une recherche hasardeuse, et ce des les premieres
générations (figure 11.3). L’approche est donc adaptée lorsqu’on veut consacrer du
temps pour trouver une excellente solution, mais aussi lorsqu’on désire améliorer
significativement une solution en peu de temps.

Pour ces 36 instances « difficiles », il ne semble pas y avoir de véritable corrélation
entre la taille (n) et la difficulté. Le type des objets est par contre essentiel : I’algo-
rithme est doué pour le type X mais a des difficultés avec le type gaussien. Il faut
d’ailleurs remarquer que Gen-ADR est plus sensible au type, avec des écarts plus
grands, tandis que Gen-AMP est plus robuste.

LCe gain potentiel n’est donc, en fait, qu'une borne supérieure du gain réellement possible.

2Pour repréciser ces parametres : une population de 35 individus; un taux de mutation de 0,6;
un taux de croisement de 0,5; une adaptation linéaire, avec pour maximum 100 et comme facteur
de décroissance 36 ; un remplacement total de la population, sans élitisme.
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Table 11.10 — Gains apportés par Gen-AMP selon le nombre de générations.
Pourcentages du gain potentiel.

générations (individus)

type - n 5 10 50 100 250 500 1000
(175)  (350)  (1750) (3500) (8750) (17500) (35000)
U-5.25 65,33 69,66 74,00 75,00 77,33 79,33 80,00
G-5.25 42,00 44,66 51,33 54,66 5533 57,00 57,33
X - 5..25 59,66 66,00 74,33 76,00 79,66 81,00 82,00

U - 25..60 30,00 37,33 51,00 54,66 58,00 60,66 61,66
G - 25..60 36,33 43,33 56,00 97,33 99,66 60,00 60,66
X -25..60 50,00 56,00 72,00 75,00 78,33 80,00 81,33

U-60.100 | 42,33 50,33 72,00 77,66 81,00 83,66 86,00
G-60.100 | 46,33 55,00 77,33 82,00 86,66 89,00 90,00
X -60.100 | 45,66 52,33 68,00 73,33  79.66 81,33 82,66

U - 100..500 | 52,00 60,33 79,66 84,33 91,00 93,66 95,66
G - 100..500 | 47,00 56,66 79,66 87,00 91,00 93,33 94,00
X -100..500 | 67,33 72,00 81,00 84,66 86,00 88,33 89,33

Table 11.11 — Gains apportés par Gen-ADR selon le nombre de générations.
Pourcentages du gain potentiel.

générations (individus)

type - n 5 10 50 100 250 500 1000
(175)  (350)  (1750)  (3500) (8750) (17500) (35000)
U- 5..25 63,33 72,00 77,33 7833 78,66 80,33 80,33
G-5.25 4533 51,00 53,66 5500 56,00 56,33 56,66
X - 5..25 57,33 65,00 72,33 7333 75,33 77,00 79,00

U - 25..60 21,66 26,66 35,33 41,33 44,00 46,66 49,33
G - 25..60 29,33 32,00 39,00 43,33 45,00 47,66 48,33
X - 25..60 57,33 61,66 70,66 73,33 75,00 76,33 76,66

U-60.100 | 2833 32,00 44,00 50,33 5466 57,33 60,66
G-60.100 | 22,33 28,00 4800 56,00 6533 70,00 73,66
X -60.100 | 43,33 46,33 55,66 60,00 63,00 67,00 69,66

U - 100..500 | 45,00 52,00 77,66 83,33 88,33 91,33 94,00
G - 100..500 | 12,00 18,00 38,33 51,66 61,33 66,66 73,66
X -100..500 | 71,33 74,66 83,66 88,00 92,00 96,33 98,00
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Figure 11.2 — Gains apportés par Gen-AMP et Gen-ADR en fonction du nombre de
générations.
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Figure 11.3 — Gains apportés par Gen-AMP et Gen-ADR par rapport a Alea-AMP et
Alea-ADR en fonction du nombre de solutions générées.
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En définitive, I’algorithme génétique remplit bien son role. La version Gen-AMP
est particulierement polyvalente et permet, quel que soit le type d’instance ou sa
taille, des gains importants rapidement. Gen-ADR a des performances moindres
mais cependant tout a fait honorables. L’une des raisons pour lesquelles Gen-ADR
est moins bon est sans doute que les opérateurs de mutation et de croisement, qui
affectent localement 1’ordre des objets, sont moins adaptés a cet algorithme.

11.5 Ou il reste du travail

La grande majorité des instances est résolue optimalement par les heuristiques
ou par l'algorithme génétique. Il reste malheureusement souvent une difficulté :
bien que des solutions améliorées soient trouvées, il n’est pas aisé de prouver leur
optimalité. C’est donc avant tout sur les bornes inférieures que le travail futur devrait
se concentrer.

En ce qui concerne les instances problématiques, pour les bornes comme pour
les heuristiques, ce sont les instances avec une plus petite hauteur d’objet hpin
grande et relativement peu différente de A, qui posent le plus de problemes et qui
mériteraient un effort particulier.






Pour finir ?

On ne termine pas un poéme, on l’abandonne.
— Paul Valéry
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Prologue a une suite

Toute ceuvre scientifiqgue « achevée) n’a d’autre sens
que celui de faire naitre de nouvelles « questions) :
elle demande donc a étre « dépassée) et a vieillir.
Dans les sciences, non seulement notre destin,
mais encore notre but a tous

est de mous voir un jour dépassés.

— Mazxz Webber

Voici venu le moment de mettre un terme a ce document. Mais pas a ce tra-
vail, inachevé comme il se doit. Conclusions, oui; mais avant tout perspectives. Le
champ ouvert par le concept d’« objet multiboite » est énorme; il étend plusieurs
domaines intensément étudiés depuis plus de trente ans. Autant de cas a considérer,
a adapter...

Le concept d’« objet multiboite » a été clairement posé et placé dans son contexte,
c’est-a-dire par rapport aux nombreux problemes de la littérature dont il se rap-
proche, mais aussi vis-a-vis des nombreuses applications potentielles dont il peut
rendre compte (chapitre 1).

C’est avant tout un probleme de partition d’'un ensemble (les objets) en sous-
ensembles (le contenu des boites). Comme tout probleme de rangement, il est tres
proche des problemes d’ordonnancements, en particulier des ordonnancements de
taches multiprocesseurs, dont la classification a méme été reprise pour construire
une taxinomie permettant de baliser I'immense ensemble de problemes que ’'on peut
réunir sous la terminologie de « rangements multiboites» (chapitre 1, section 1.2).

Par rapport aux rangements « classiques) (p.ex. le BIN-PACKING), la princi-
pale caractéristique des rangements multiboites est que les objets sont composés
de plusieurs bouts distincts devant étre placés dans des boites différentes. Cette
généralisation n’est absolument pas identifiable a une augmentation de la dimension
(p.ex. le BIN-PACKING a deux dimensions, ou boites et objets sont des rectangles
et non plus des segments) : les différents bouts d’'un méme objet n’ont pas a étre
rangés a la méme hauteur dans les différentes boites ; ils n’ont méme pas, non plus,
a étre rangés dans des boites adjacentes.

De maniere générale, les problemes de rangement d’objets multiboites sont NP-
difficiles, au sens fort si le nombre de boites m est arbitraire (chapitre 3). Quelques
cas particuliers, toutefois, peuvent étre résolus en temps polynomial. C’est notam-
ment le cas pour des objets de hauteur unitaire et trois objectifs tres naturels :
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minimiser le nombre de boites utilisées, maximiser le nombre d’objets rangés et
minimiser la taille des boites (chapitre 3, section 3.3). Pour ce dernier cas, une
résolution polynomiale est possible méme lorsque des incompatibilités entre objets
et boites sont considérées (chapitre 6).

Lorsque le nombre de boites est fixé, une résolution théoriquement assez efficace
(pseudo-polynomiale) est possible lorsque I'on veut maximiser le nombre (pondéré)
d’objets rangés ou minimiser la hauteur des boites (chapitre 5). Dans ce deuxiéme
cas, une excellente approximation, un FPTAS, existe méme (chapitre 5, section 5.4).
Toutefois, ces bonnes nouvelles ne resteront qu’encre sur papier ; elles sont, comme
souvent pour de telles approches, completement inadaptées pour une résolution pra-
tique et réelle des qu’il y a plus de 3 ou 4 boites...

Cet écart entre les réalités théoriques, établies dans la premiere partie, et pra-
tiques est partiellement comblé par la deuxieme partie, dont la raison d’étre est la
résolution efficace du cas d’objets de largeur constante, avec pour objectif de mi-
nimiser la hauteur des boites. L’étude se concentre sur la recherche d’algorithmes
rapides et aucune méthode exacte n’est proposée.

Essentiellement, deux bornes inférieures sont proposées, tres complémentaires et
basées sur deux principes différents (chapitre 7). La premiere n’envisage les objets
qu’en terme de volume total, et est donc optimiste : elle donne la valeur «idéale»,
celle que 1'on obtient s’il est possible de répartir équitablement les objets entre les
boites. La deuxieme borne, au contraire, se concentre sur la particularité essentielle
des objets : leur largeur. Dans les deux cas, les résultats pratiques sont excellents sur
la grande majorité des cas, mais des améliorations seraient nécessaires pour certaines
instances n’ayant que de grands objets (chapitre 11, section 11.2).

A la suite de ces bornes inférieures, plusieurs heuristiques tres rapides et avec
des garanties de performances ont été proposées (chapitre 8). Ces différents algo-
rithmes laissent tres peu d’instances mal résolues, les divers principes mis en ceuvre
permettant une assez bonne complémentarité des méthodes. Parmi celles-ci 1’ap-
proche du «meilleur placement », qui consiste a mettre un objet dans les boites les
plus vides au moment ou l'objet est considéré, donne les meilleurs résultats et est
facilement déclinable en de nombreuses variations. En particulier elle s’adapte tres
bien au cas ou certains objets ont une pré-affectation imposée; elle permet ainsi
I’élaboration d'un PTAS qui, bien que théoriquement moins bon que le FPTAS
évoqué précédemment, est beaucoup plus prometteur (chapitre 9).

Pour terminer la résolution de B|size;|Hyax sans laisser de cas mal résolus, un
algorithme génétique est proposé, en complément des heuristiques (chapitre 10).
Cet algorithme, hybride, a un tres bon comportement pour un assez large éventail
de réglages de ses parametres, ce qui en fait une méthode robuste. Il permet tres
rapidement des gains tres significatifs, et si 'on dispose de plus de temps, atteint
d’excellentes solutions, souvent optimales.

* %k %k

Le travail effectué permet déja de bien appréhender les problemes de rangements



Prologue a une suite 165

multiboites et résout tres bien théoriquement, voire pratiquement, plusieurs cas im-
portants, essentiellement lorsque les objets sont de largeur constante et qu’il faut
minimiser la hauteur des boites. Le chemin a cependant été jonché de nombreuses
questions non résolues (rappelées dans le chapitre suivant), et plusieurs directions
de recherche se dégagent.

Commengons par le cas le plus traité : B|sizej|Hyax. La plus grande lacune, a
mon sens, dans la résolution de ce probleme est ’absence totale de méthodes exactes.
Le principal écueil pour en réaliser une est qu’il y a relativement peu de différence
de valeur entre une solution optimale et n’importe quelle autre solution construite
un tant soit peu intelligemment (typiquement, par 'une des heuristiques du cha-
pitre 8). Il est donc difficile d’obtenir de bonnes bornes inférieures sur des solutions
partielles qui permettraient, par exemple, d’effectuer une recherche arborescente de
type « brancher, borner, couper ».

Aussi, le travail futur devrait se concentrer avant tout sur la recherche de telles
bornes. L’utilisation de fonctions redondantes, esquissée au chapitre 7, section 7.3,
devrait ainsi étre développée. Je pense surtout qu’il faudrait intégrer au maximum
la largeur des objets dans le calcul, et donc étendre 'approche du raisonnement
énergétique (chapitre 7, section 7.2). Pour I'instant 'aspect « multiboite » n’est en-
core exploité que de maniere globale; des considérations plus fines permettraient,
par exemple, de conclure que certaines paires, certains triplets etc. d’objets sont
obligatoirement présents ou absents de certaines boites.

Ensuite, toujours dans 'optique d'une résolution pratique de B|size;|Hpax, plu-
sieurs interrogations importantes restent en suspens quant aux diverses heuris-
tiques proposées (chapitre 8), notamment la performance exacte de APOM (conjec-
ture 8.2). De plus, l'utilisation de solutions particulieres (typiquement celles « par
blocs ») pourrait permettre, sous réserve d’un controle de la dégradation ainsi intro-
duite, de proposer des méthodes beaucoup plus rapides que celles utilisées ici.

Mais c’est surtout ADR qui mériterait des développements. En s’inspirant da-
vantage de la «méthode par différences», une implémentation avec de meilleures
garanties est strement possible (voir question 8.3); une réalisation plus rapide se-
rait aussi appréciable, notamment dans le cadre de I'algorithme génétique.

Pour I’ensemble des heuristiques, et méme des bornes, des études probabilistes
pourraient également étre menées pour étudier le comportement en moyenne, et non
pas seulement pour le pire cas ; des garanties pour des ratios de performances relatifs
pourrait également étre obtenues.

L’algorithme génétique mériterait, comme toujours pour ce type de méthode,
d’étre développé. La premiere chose a faire serait de comprendre véritablement pour-
quoi le taux de mutations doit étre aussi anormalement élevé. Ensuite, un réglage
plus fin des parametres, en fonction de l'instance, le rendrait beaucoup plus ex-
ploitable. Enfin, plusieurs améliorations sont a envisager, notamment la possibilité
d’une population de taille variable.

Venons-en maintenant aux progres théoriques. L'un d’entre eux aurait des réper-
cutions pratiques : savoir s’il existe toujours un ordre des objets tel que la solution
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donnée par AMP est optimale (conjecture 8.1). Cela donnerait plus de poids a
I’algorithme génétique qui serait alors toujours capable, en principe, de trouver une
solution optimale, et ouvrirait de nouvelles perspectives pour des méthodes exactes.

L’existence de PTAS, FPTAS et autres algorithmes pseudo-polynomiaux ouvre
de nombreuses possibilités pour 1'élaboration de bons schémas d’approximation.
Il est ainsi strement possible de faire beaucoup mieux qu’aux chapitres 5 et 9,
notamment en conjugant les points forts de chaque méthode.

Quittons le cas particulier B|size;|Hpax. Pour le concept de rangement mul-
tiboite de maniere générale, certains points sont aussi a préciser. Du point de vue de
la complexité (chapitre 3), tout d’abord, les cas particuliers n’ont pas été abordés.
Je pense plus particulierement au modele set; et ses multiples et diverses facettes.

Et a parler de cas particuliers, que devient Bm|allow;|Hyax (chapitre 6) lorsque
les hauteurs ne sont pas unitaires ? Le probleme devient N'P-difficile, mais peut-étre
peut-on étendre les algorithmes proposés tout en conservant certaines garanties.

Des pans entiers du concept d’objet multiboite n’ont été qu’a peine effleurés,
et sont encore a étudier. Ainsi, pour les objectifs W, N et surtout m, trop peu de
méthodes sont encore proposées, ou pour des cas trop particuliers. La tres riche
littérature sur les problemes de rangement, notamment le BIN-PACKING et ses
variantes BIN-PACKING DUAL et BIN-PACKING DE CARDINALITE MAXIMUM, est
truffée d’idées et d’algorithmes qu’il faudrait adapter aux cas d’objets multiboites.

Il reste ainsi, encore, beaucoup de labeur et de plaisir, de déconvenues et de
trouvailles dans le monde des objets multiboites. Ces trois années m’ont donné
envie de continuer la visite de celui-ci; j'espere que ces pages ont eu, lecteur, le
meéme effet.



Perspectives

Je pense souvent qu’il devrait y avoir un signe typographique spécial
pour désigner un sourire — une sorte de marque concave,

une parenthése renversée sur le dos,

signe que j’aimerais pouvoir utiliser

en réponse a votre question.

—  Vladimir Nabokov

L’essentiel des directions de recherche que je veux dégager de ce travail a été
présenté au chapitre précédent. Je n’entends ici qu’effectuer une breve synthese des
points essentiels.

Les perspectives, en bref

Voici la «liste des choses a faire », chapitre par chapitre (lorsque cela a du sens).
Mes gotits personnels donnent un poids particulierement important aux extensions
des chapitres 7 et 8.

Ranger des objets multiboites (chapitre 1)
— étendre a des boites non identiques.
— ne pas se contenter d’énumérer des applications, mais exploiter les résultats
de ce travail sur des données réelles.

Modeéles linéaires (chapitre 2)
— déterminer des modeles alternatifs et/ou des coupes pour rendre ’approche
utilisable.
— étudier le passage d’une solution fractionnaire, pour un modele bien choisi,
a une solution entiere réalisable.

Complexité, approximabilité (chapitre 3)
— déterminer la complexité exacte de B|size;|Hmax-
— ¢étudier la complexité de cas particuliers, notamment de set;.

Le cas Bm|any;|- (chapitre 5)
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— étudier l'existence d'un FPTAS pour Bm|any;|W.

Le cas Bm|allow;|Hpyax (chapitre 6)
— améliorer les temps d’exécution des algorithmes.
— étendre a des hauteurs quelconques.

Bornes inférieures (chapitre 7)
— poursuivre 1’étude des fonctions redondantes et de leur utilisation pour
B|size;| Hmax-
— déterminer de nouvelles bornes, notamment en se basant sur des raisonne-
ments énergétiques locaux.
— en déduire des bornes inférieures de bonne qualité, méme pour des solutions
partielles, en vue d’une résolution exacte.

Heuristiques a performances garanties (chapitre 8)

— poursuivre ’étude théorique de AMP, notamment savoir s’il existe toujours
un ordre optimal, et quelles seraient les garanties avec une pré-affectation
de certains objets sous-optimale, mais avec des garanties.

— déterminer la performance de APOM.

— améliorer la performance de ADR.

— étudier des solutions « par blocs ».

— proposer des heuristiques pour d’autres objectifs et d’autres modeles d’ob-
jets.

Un schéma d’approximation en temps polynomial (chapitre 9)
— étudier les algorithmes obtenus en combinant le PTAS de ce chapitre avec
la résolution pseudo-polynomiale ou le FPTAS du chapitre 5.
— étudier 'existence de PTAS pour d’autres objectifs et d’autres modeles d’ob-
jets.

Une approche évolutionniste (chapitre 10)
— affiner le réglage des parametres de 1’algorithme.
— comprendre précisément 1'étrange prévalence de la mutation sur le croise-
ment.
— envisager une population de taille variable.
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Questions ouvertes

Voici, sobrement, la liste des questions ouvertes posées au fil du texte avec, en
premier lieu, les conjectures. Ces questions sont des redites, plus précises, de certaines
des perspectives rappelées ci-dessus.

Conjecture 8.1 : [page 98] Pour toute instance I de B|size;|Hyax, il existe un ordre
des objets <; tel que AMP appliqué pour cet ordre donne une solution optimale.

Conjecture 8.2 : [page 114] Une solution construite par APOM (algorithme 8.4)
vérifie : Hpax < H} .. + Pmax, Si les objets sont initialement rangés par largeurs
décroissantes.

Question 3.1 : /page 38] Le probleme B|size;|- appartient-il & NP ?

Question 3.2 : [page 45/ Que vaut la meilleure solution « par blocs» par rapport a
une solution optimale ? et ainsi : quelles garanties peut-on avoir grace a des solutions
« par blocs» ?

Question 5.1 : [page 63] Peut-on obtenir un FPTAS pour Bm|any;|W 7

Question 7.1 : [page 88/ Est-il difficile de trouver le sous-ensemble d’objets telle que
L est la meilleure possible 7 Quelle serait alors la performance de cette borne ?

Tmin

Question 8.1 : [page 109] L’algorithme de meilleur placement décroissant (AMPD)
est-il plutot une 4/3- ou une (4/3 — 1/3m)-approximation ?

Question 8.2 : [page 110] Pour une partition Oy, O de 'ensemble des objets, soit
S la solution construite a partir d’une solution S(O;) complétée par Oy selon MP.
Si S(O1) est une a-approximation pour les seuls objets de Oy, a-t-on une garantie
du type : H3, < aHZ . + hyax(O2) ?

Question 8.3 : [page 119] Existe-t-il une régle de fusion des solutions partielles
telle que ADR soit une 4/3-approximation ?

uestion 9.1 : /page 128/ Quelle garantie a-t-on si O ,.4,q €st résolu a € pres, puis
g
complété avec Oy par AMPD ?

Question 9.2 : [page 128] Peut-on construire un FPTAS pour Bm|size;|Hpax,
utilisable en pratique, par exemple en conjuguant le FPTAS du chapitre 5 et le
PTAS du chapitre 97
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Complexité et approxrimabilité
(synthése)

On doit dire du bien le bien.
—  Francois Villon

Ce chapitre présente une synthese de la complexité et de 'approximabilité des
problemes de rangements multiboites. Ces problemes sont regroupés par objectif
(table A.1: Hyay ; table A2 @ m; table A3 : N ; table A4 : ). Les notations sont

données dans 'annexe D.

Table A.1 — Complexité des problemes de rangement pour 'objectif Hyax.

Probléme Complexité Référence
Blsizej, hj = 1|Hupax O(n) proposition 3.5
Blsize; = 1| Hmax NP-f (P]|Cmax)
Blsize;| Hmax au moins N'P-f théoreme 3.1
Bm|size; = 1|Hpax NP-d, pP (Pm||Crax)
Bmlsize;| Hyax NP-d, pP théo. 3.1, théo. 5.3
FPTAS corollaire 5.5.1
Blset;, compl| Hyax NP-d (RING LOADING)
Bm|setj, hj = 1| Hpax polynomial théoreme 5.3
Bm|set ;| Hyax NP-d, pP prop. 3.1, théo. 5.3
FPTAS corollaire 5.5.1
Blallow;, hj = 1|Hpax polynomial théoreme 6.1
Blany;| Humax NP-f théoreme 3.2
Bm|any;| Humax NP-d, pP théo. 3.2, théo. 5.1
FPTAS théoreme 5.5
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Table A.2 — Complexité des problémes de rangement pour 1'objectif m.

Probleme Complexité Référence
Blsizej, h; = 1|m O(n) proposition 3.6
Blsize; = 1|m NP-f (BIN PACKING)
Blsize;|lm au moins NP-f théoreme 3.1
BH|size;lm (ouvert)

Blany;|m NP-f théoreme 3.2
Bflany;Im (ouvert)

Table A.3 — Complexité des problemes de rangement pour 1'objectif N.

Probleme Complexité Référence
Blsizej, h; = 1|N O(nln(n)) proposition 3.7
Blsize; = 1|N NP-f (Max. CArD. BP)
Blsize;|N au moins NP-f théoreme 3.1
Bm|size;|N NP-d, pP théo. 3.1, théo. 5.4
Bf|size;|N (ouvert)

Bm|set;, h; = 1|N polynomial théoreme 5.4
Bm/|set;|N NP-d, pP théoreme 5.4
Blany;|N NP-f théoreme 3.2
Bm|any;|N NP-d, pP théo. 3.2, théo. 5.4
Bf|any;|N (ouvert)

Table A.4 — Complexité des problemes de rangement pour I'objectif W.

Probléme Complexité Référence
Bl|size;|W NP-d, pP (SAC-A-DOS)
Blsizej, h; = 1|W NP-d ou NP-f

B1||W NP-d, pP (SAC-A-DOS)
Bm/|size;|W NP-d, pP théoreme 3.1
BH|size;|W (ouvert)

Blsize;|[W NP-£ théoreme 3.1
Bm|set;, h; = 1|W polynomial théoreme 5.4
Bm/|set;|W NP-d, pP théo. 3.2, théo. 5.4
Blany,;|W NP-f théoreme 3.2
Bmlany;|W NP-d, pP théo. 3.2, théo. 5.2
Bf|any;|W (ouvert)
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Compléments

Science immense et monotone.
— Henri Michaux

Cette annexe présente deux compléments aux pages précédentes. Le premier est
un affinage des calculs pour le PTAS du chapitre 9 afin de déterminer les perfor-
mances de cet algorithme pour le cas d’objets de largeur unitaire. Le second présente
quelques courbes de temps d’exécution afin de se faire une idée plus précise du cofit
réel des heuristiques et de I'algorithme génétique.

Dans les deux cas, le passage en annexe permet de renforcer la cohérence des
chapitres complétés autour de leur noyau. Pour le PTAS, au chapitre 9, il s’agissait
de se concentrer sur I'aspect multiboite : le cas size; = 1 a déja été traité, avec de
bien meilleurs résultats, dans la littérature. Pour I’évaluation des performances des
algorithmes, chapitre 11, le but était de mettre en valeur les qualités des solutions,
tous les algorithmes étant tres rapides.

B.1 Performances du PTAS du chapitre 9 lorsque
size; =1

Dans le chapitre 9, il a été évoqué que le PTAS pour Bm|size;|Hpyax (algo-
rithme 9.1) est aussi un PTAS valide pour des cas particuliers comme BI-PARTITION
ou ’ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARALLELES. Pour ces deux cas, les cal-
culs peuvent-étre ajustés pour obtenir de meilleures garanties en tenant compte du
fait que les objets sont de largeur unitaire®.

Je reprends les notations et les conventions utilisées pour démontrer le cas général
(théoreme 9.1), et suppose donc que le lecteur les a en téte.

En premier lieu, pour BI-PARTITION comme pour 'ORDONNANCEMENT SUR
MACHINES PARALLELES, le choix de 3 peut étre affiné. Soit B la boite la plus haute
de la solution S obtenue a la fin de 'algorithme. Lors de I'étape 5 (les objets de O et
sont rangés selon la regle MP par dessus une solution optimale pour Og4nq) deux
cas sont possibles : ou bien aucun objet n’est mis dans B; et alors S est optimale;
ou bien un objet y est mis et alors A% < Ay (Opetir). Dans les deux cas (lemme 8.1)

LCe qui suit est adapté de [94], oll ces mémes conséquences étaient évoquées pour une version
antérieure, et moins performante, du PTAS.
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Hppax < Hoy + ™ hinax(Operit). On peut done choisir

max

3m
= 7Ha roT
b= qm =1y o

et l'on a toujours une (1 + ¢)-approximation.

Ensuite, c’est I'étape de résolution optimale pour I’ensemble des grands objets
qui est grandement accélérée en tenant compte du fait que les objets sont tous de
largeur unitaire. Le nombre de rangements possibles est maintenant K = m/Qorandl et

|O0grand| < 4("?:1), en tenant compte de I'ajustement de (3. La recherche exhaustive

. . . (m— .
d’une solution optimale se fait donc en temps (Q(m4 3 1)) (soit O(23) pour BI-
PARTITION, ot m = 2).
Finalement, on obtient :

Proposition B.1. L’algorithme 9.1 est un PTAS pour I’ORDONNANCEMENT
SUR MACHINES PARALLELES (Pm||Cpax) et BI-PARTITION ; les temps d’exécution
sont respectivement de O(nlnn + mw) et O(nlnn + 23), si l'on pose § =
5%[10@”% a létape 2.

Rappelons toutefois que, pour les deux cas particuliers traités, d’autres PTAS
existent, spécialement congus pour ces problémes et ainsi plus performants [10, 67].

B.2 Temps d’exécution des algorithmes testés au
chapitre 11

Pour avoir une idée des durées réelles d’exécution des algorithmes, cette section
présente quelques courbes temporelles. Toutes les valeurs sont des temps CPU, cal-
culés en moyenne pour 50 exécutions. Les tests ont été effectués sur un Pentium III
1133MHz avec 256Mo de mémoire.

La figure B.1 présente les temps d’exécution des principales heuristiques (AMPD,
AMP, ADR et APOMD-X) en fonction du nombre d’objets n, pour un nombre de
boites fixé m = 10. La figure B.2 présente ces temps en fonction du nombre de boites
m, pour un nombre d’objets fixé n = 100.

Pour les quatre heuristiques, les temps de calcul sont trés courts (moins d’une
demi-seconde pour ranger 4000 objets dans 10 boites), en particulier ceux de AMPD
en regard de la qualité des solutions fournies. ADR et APOM-X sont beaucoup
moins rapides, surtout pour un grand nombre de boites, mais les temps de calcul
sont encore tout a fait corrects. De plus, dans ces deux cas, de substantiels gains
sont a envisager.

La figure B.3 présente les temps d’exécution de I’algorithme génétique en fonction
du nombre maximum d’individus, pour les deux versions Gen-AMP et Gen-ADR,
et des populations de taille 20 et 40. La figure B.4 présente ces temps en fonction
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du nombre total d’individus. Dans tous les cas les instances ont m = 10 boites et
n = 100 objets.

La différence entre le « nombre maximum d’individus » et le « nombre total d’indi-
vidus » est que, dans le premier cas, la recherche s’arréte des qu’une solution optimale
est trouvée (celle-ci est détectée par comparaison avec la meilleure borne inférieure
connue).

On constate ainsi (figure B.3) que, pour des instances choisies aléatoirement, et
donc majoritairement faciles, ce phénomene d’arrét prématuré est dominant et fait
qu’en moyenne les temps d’exécution sont faibles et croissent lentement. Par contre,
la variance de ces temps augmente assez rapidement, en raison des instances pour
lesquelles aucune solution optimale confirmée n’a été trouvée.

Ainsi, pour des données simples (typiquement, si les largeurs et surtout les hau-
teurs correspondant a des distributions uniformes ou gaussiennes sur des intervalles
permettent 'existence de petits objets — un cas naturel pour de nombreuses appli-
cations) l'algorithme génétique trouvera tres rapidement une solution optimale et
s’arrétera.

Lorsque les données sont plus problématiques, aucune solution optimale con-
firmée n’est trouvée et la recherche continue jusqu’au nombre d’individus maximal
autorisé (figure B.4). Les temps d’exécution restent faibles et dépendent tres peu de
la taille de population ; on retrouve, par contre, la différence de vitesse entre AMP

et ADR.
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Figure B.1 — Temps d’exécution des principales heuristiques selon le nombre d’objets.
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Figure B.2 — Temps d’exécution des principales heuristiques selon le nombre de boites.
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Glossaire

L’éducation n’est pas une préparation a la vie;
l’éducation est la vie elle-méme.
— John Dewey

Ce glossaire me permet de définir les termes au sens éventuellement abscons
ou technique, disséminés dans les pages précédentes. Je me suis limité aux mots
dont les définitions usuelles (pour laquelle mon ouvrage de référence est le Petit
Robert [112]) ne conviennent pas dans le contexte de ce document, ou qui tout
simplement n’existent pas. J’espere que 1'on me pardonnera ces néologismes, qui
permettent une expression beaucoup plus claire et directe.

Pour les notions de complexité d'un probleme, classe de complexité, approxi-
mation etc. les définitions données ne sont guere plus qu’'un aide mémoire, et ne
suffisent pas a véritablement assimiler les concepts. Le lecteur intéressé trouvera de
nombreuses précisions et de précieux compléments dans les ouvrages d’Ausiello et
al. [10] et de Garey et Johnson [60]. Les formulations et résultats des problemes
de références, s’il n’y a pas d’autres renvois explicites, proviennent de ces ouvrages
(généralement [60] pour la complexité et [10] pour 'approximabilité). Des com-
pléments, essentiellement sur 'approximabilité, sont disponibles wvia internet sur le
Compendium of NP optimization problems de Crescenzi et Kann [39].

Pour une lecture a plusieurs niveaux de ce glossaire, des symboles indiquent dans
la marge, lorsqu’il y a lieu, le type de définition :
o un probleme de référence (problemes de décision);
* une définition technique, généralement d’un terme auquel le novice n’aura pas
a attacher trop d’importance (plus il y a d’étoiles, plus c’est technique) ;
T un néologisme.

Lorsque cela est pertinent, des renvois spécifient les autres mots du glossaire pou-
vant apporter des précisions (« voir aussi ... »), ainsi que les apparitions remarquables
du terme dans le document (« pages ...», « chapitre ...»).

*
APPROXIMABILITE — caractére d’un probléme qui précise la possibilité de calculer
des valeurs proches de 'optimum. On parle généralement de a-approximabilité pour

un probleme admettant une a-approximation. — voir aussi : APPROXIMATION. —
chapitre 3.
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APPROXIMATION (algorithme) — pour un probleme donné, un algorithme pro-
duisant une solution réalisable pour toutes les instances. Une a-approximation est
une approximation qui produit en temps polynomial des solutions dont la valeur est
au plus (pour un probléeme de minimisation) de « fois la valeur optimale. — voir
aussi : PTAS, FPTAS. — chapitres 3 et 8.

%

APPROXIMER — rechercher une valeur approchée.

%

ASYMPTOTIQUEMENT OPTIMAL (algorithme) — se dit d’un algorithme d’approxi-
mation (ou d’une borne inférieure) pour lequel le rapport entre la valeur produite
et la valeur optimale tend vers 1 lorsque la valeur optimale tend vers 'infini (il faut
se méfier, puisque la différence entre les deux valeurs peut, elle, tendre vers 'infini).
— chapitres 7 et 8.

BI1-PARTITION (probleme de décision)

Instance. Un ensemble fini A et une taille s(a) € N pour tout élément a € A.
Question. Existe-t-il un sous-ensemble A" C A tel que ) 4 s(a) = Y, c4_4a 5(a)?

Commentaire. Complexité : NP-complet mais se résout en temps pseudo-polynomial.
— Approximabilité : admet un FPTAS. — Garey & Johnson : [SP12] Partition. —
pages 21, 38, 61.

BIN-PACKING (probleme) — probleéme consistant a ranger un ensemble d’objets
dans un minimum de boites identiques.

Version du BIN-PACKING (probleme de décision) pour laquelle on veut minimiser la
borne m. — pages 20-21, 38, 41, 89-90, 96, 174.

%

BIN-PACKING (probleme de décision)

Instance. Un ensemble fini U d’objets; une taille s(u) € N pour chaque u € U ; une
hauteur de boite H € N et un nombre de boites m € N.

Question. Existe-il une partition de U en m ensembles disjoints Uy, U, ..., U, tels
que la somme des tailles des objets dans chaque U; est au plus H 7
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Commentaire. Complexité : N'P-complet au sens fort; N'P-complet mais se résout en
temps pseudo-polynomial pour chaque m > 2; se résout polynomialement par re-
cherche exhaustive pour tout H fixé. — Approximabilité : approximable & % [117] et
) (75_(1) + 71(7)% [61, 124] ; n’est pas approximable & moins de % [60] ; admet un FPTAS
asymptotique [76]. — Garey & Johnson : [SR1] Bin-Packing. — pages 20-21, 38, 41,
89-90, 96, 174.

BIN-PACKING DE CARDINALITE MAXIMUM (probléme) — probléme consistant &
ranger le plus grand nombre d’objets d'un ensemble donné dans un nombre donné
de boites de taille fixée.

Version du BIN-PACKING (probléme de décision) pour laquelle on veut maximiser
la taille de ’ensemble U, pris comme sous-ensemble de tous les objets possibles. —
pages 22, 174.

%
BIN-PACKING DUAL (probleme) — probleme consistant & ranger un ensemble
d’objets dans un maximum de boites identiques, chacune devant étre remplie au
moins jusqu’a un seuil donné. — page 21.

*
BIN-PACKING OUVERT (probléeme) — variante du BIN-PACKING pour laquelle le
dernier objet mis dans une boite peut dépasser de celle-ci. — page 21.

£ 3
CUSP (probleme) — Cumulative Scheduling Problem : probleme d’ordonnancement
pour lequel les taches partagent une ressource limitée. — voir aussi : ORDONNAN-
CEMENT DE TACHES MULTIPROCESSEURS, RCPSP. — page 22.

E 3

DIAGRAMME DE GANTT — illustration graphique pour les ordonnancements, due
a Henry L. Gantt (1861-1919). L’axe horizontal représente le temps, tandis que les
ordonnées, discretes, correspondent aux machines ; une tache exécutée sur la machine
1 entre les temps 7 et t5 est alors dessinée comme un rectangle sur ’ordonnée ¢, entre
les abscisses t; et t,. — chapitres 1 et 4.

*

EN-LIGNE (algorithme) — se dit d’'un algorithme de rangement qui place les objets
immédiatement, au fur et a mesure qu’ils lui sont donnés et sans rien connaitre de
ceux qui suivront, et qui ne revient jamais sur ses choix précédents. Un algorithme
est partiellement en-ligne si certaines caractéristiques de I'instance (typiquement, le
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nombre d’objets, le volume total, efc.) sont connues initialement. — voir aussi :
HORS-LIGNE. — chapitre 8.

*
FPTAS (algorithme) — Fully Polynomial-Time Approzimation Scheme (schéma
d’approximation en temps fortement polynomial) : PTAS dont le temps d’exécution

est polynomial en la taille de I'instance et en 1/e. — voir aussi : FPTAS (classe),
PTAS, APPROXIMATION. — chapitres 3 et 5.

*
FPTAS (classe) — ensemble des problémes pour lesquels il existe un FPTAS. —
voir aussi : FPTAS (algorithme), PTAS, APPROXIMATION.

*
HORS-LIGNE (algorithme) — se dit d’un algorithme de rangement qui connait

completement l'instance a ranger avant de prendre la moindre décision (et peut
donc effectuer des pré-traitements). — voir aussi : EN-LIGNE. — chapitre 8.

%

IMPLEMENTABLE — qui peut étre implémenté.

*
IMPLEMENTATION — réalisation en un certain langage informatique d’un algo-
rithme.

*

IMPLEMENTER — réaliser une implémentation.

*

INSTANCE — affectation particuliere des données d’un probleme. Par exemple, la
donnée des tailles {1,4,5,5,7} est une instance du probléeme B1-PARTITION.

*

NP (classe) — ensemble des problemes de décision (i.e. dont la réponse est « oui
ou «nony) pour lesquels il existe une bonne caractérisation du « oui», c’est-a-dire
pour lesquels il existe un certificat permettant de prouver rapidement (en temps
polynomial en la taille de I'instance) que la réponse, pour une instance, est bien
«oui.
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N'P-COMPLET (classe) — ensemble des problemes de décision auxquels n’importe
quel probléme de la classe NP peut se réduire polynomialement ; c’est-a-dire les
probleémes les plus durs de N'P.

NP-DIFFICILE (probleme) — pour lequel il n’existe a priori pas d’algorithme rapide
(polynomial) pour le résoudre optimalement. Un probleme est dit N'P-difficile au
sens fort s’il n’existe a priori pas, non plus, d’algorithme pseudo-polynomial pour
le résoudre optimalement. Pour le sens exact a donner a ces « a priori», voir [60].

%k
OPTIMALEMENT — de maniere optimale, en donnant la valeur et/ou une solution
optimale.

E 3
OPTIMALITE — caractére optimal, généralement d’une solution, d’une valeur ou
d’un algorithme.

*
ORDONNANCEMENT DE TACHES MULTIPROCESSEURS (probléme) — probleme
d’ordonnancement pour lequel les taches ont besoin de plusieurs processeurs pour
leur exécution. — voir aussi : CUSP, RCPSP. — chapitres 1 et 4.

*

ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARALLELES (probléme de décision)

Instance. Un ensemble T' de taches; un nombre m € N de machines; une durée
l(t) € N pour chaque tache t € T'; une date de fin D € N.

Question. Existe-t-il un ordonnancement de T sur m machines dont la durée totale
est D ou moins. En d’autres termes : existe-il une fonction o : T' — N telle que
Vu > 0, le nombre de taches t € T pour lesquelles o(t) < u < o(t) + I(t) est au
plus m et tel que Vi € T : o(t) +1(t) < D?

Commentaire. Complexité : N'P-complet dés m = 2 (BI-PARTITION) mais se résout en
temps pseudo-polynomial pour tout m fixé (Pm||Cpax). NP-complet au sens fort pour
m quelconque (PARTITION EN TRIPLETS est un cas particulier). — Approximabilité :
admet un PTAS pour m quelconque et un FPTAS pour tout m fixé [68]. — Garey &
Johnson : [SS8] Multiprocessor scheduling. — pages 13, 18, 20, 38, 40, 96, 109, 115,
118, 127, 173, 175-176.
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P||Crax — voir ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARALLELES.

*

3-PARTITION — voir PARTITION EN TRIPLETS.

*

PARTITION — voir BI-PARTITION.

PARTITION EN TRIPLETS (probleme de décision)

Instance. Un ensemble A de 3m éléments; une borne B € N; une taille s(a) € N
pour chaque a € A telle que B/4 < s(a) < B/2 et que ., s(a) = mB.

Question. Peut-on partitionner A en m ensembles disjoints A1, As, ..., A,, tels que
1<i<m, Y 4 8a)=DB7
Commentaire. Complexité : N'P-complet au sens fort. — Garey & Johnson : [SP15]

3-Partition. — page 38.

PMTN — abréviation de « préemption » ; dans un modele d’ordonnancement, spécifie

que les préemptions sont autorisées. — voir aussi : PREEMPTION. — page 42.
*
PoLyNOMIAL (algorithme) — dont le temps d’exécution est « rapide ».

Formellement : dont le temps d’exécution ou de calcul est un polynome de la taille
des données.

POLYNOMIALEMENT — de maniere polynomiale.
Se dit généralement d’un algorithme, spécifiant ainsi que son temps d’exécution est
une fonction polynomiale de la taille de 'instance.

3
PREEMPTION — interruption de l’exécution d'une tache pour la reprendre plus

tard, éventuellement sur une autre machine. Autoriser les préemptions simplifie
généralement les problemes d’ordonnancement. — page 42.
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PSEUDO-POLYNOMIAL (algorithme) — dont le temps d’exécution est « rapide» si
les données sont raisonnablement petites.

Formellement : qui est polynomial si 'on impose une borne sur les valeurs des
données (mais non leur nombre).

PSEUDO-POLYNOMIALE (transformation) — toute fonction f d’un probleme de
décision P; vers un probleme de décision Py qui vérifie que, pour t(1) la taille d’'une
instance et m(/) la valeur du plus grand nombre de Iinstance I : (a) pour toute
instance I de Py, I a une réponse affirmative si, et seulement si, f(I) aussi; (b) f
peut étre calculée en temps polynomial en ¢(I) et m(I); (c) la taille d'une instance
de I est bornée supérieurement par un polynome de t(f(I)); (d) m(f(I)) est bornée
supérieurement par un polynome de t(I) et m([).

Propriété : g’il existe une transformation pseudo-polynomiale d’un probleme Py
vers un probléme P, et que P; est N'P-difficile au sens fort, alors Py l'est aussi.
Pour plus de détails, voir [60, page 101].

*
PTAS (algorithme) — Polynomial-Time Approzimation Scheme (schémas d’ap-
proximation en temps polynomial) : algorithme dépendant d’un parametre € et qui,
pour toute valeur fixée de ce parametre, est une (1 + ¢)-approximation. — voir
aussi : PTAS (classe), APPROXIMATION, FPTAS. — chapitre 9.

b3
PTAS (classe) — ensemble des problemes pour lesquels il existe un PTAS. —
voir aussi : PTAS (algorithme), FPTAS, APPROXIMATION.

*
RCPSP (probleme) — Resource Constrained Project Scheduling Problem (pro-

bleme de gestion de projet avec contraintes de ressources) : modele général d’or-
donnancement ou les taches partagent une ou plusieurs ressources disponibles en
quantités limitées. — voir aussi : CUSP, ORDONNANCEMENT DE TACHES MULTI-
PROCESSEURS. — page 22.

RING LOADING PROBLEM (probleme de décision)

Instance. Un nombre de clients n; des demandes d; ; € N, 1 <4, j < n et une borne
T e N.

Question. Existe-t-il une fonction ¢ : {(4,j) : 1 < i < j < n} — {0,1} telle que
L = mari<p<n Ly < T, 00 : Ly = Y {dij : ¢(4,5) = Lk € [4,5)} + > A{di; :
o(i,j) =0,k & [i,j)}?
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Commentaire. Complexité : N'P-complet [114]. — Approximabilité : approximable & 2
(en fait a un facteur additif de maxd;;) [114]. Admet un PTAS [79]. — pages 21, 24,
97, 40, 173.

*

SAC-A-DOSs (probléme de décision)

Instance. Un ensemble fini d’objets U ; une taille s(u) € N et un prix p(u) € Nt
pour chaque u € U ; une taille du sac S € N et une borne P € N.

Question. Existe-t-il un sous-ensemble d’objet U" C U tel que ), v s(u) < S et
ZUEU/p(u) Z P

Commentaire. Complexité : N’P-complet mais se résout en temps pseudo-polynomial. —
Approximabilité : admet un FPTAS [85, 67]. — Garey & Johnson : [MP9] Knapsack.
— pages 22, 38, 44, 61, 173-174.

TAILLE (des données, d’une instance, d'un probleme) — place mémoire nécessaire
au codage des données d'un probleme, pour une représentation raisonnable, c’est-a-
dire sans gaspillage inutile.
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Notations et abréviations

Un écrivain devrait avoir la précision d’un poéte
et l'imagination d’un scientifique.

—  Vliadimir Nabokov

Ce chapitre récapitule les notations utilisées dans ce document pour les problemes
de rangement d’objets multiboites. Certains termes ne sont formellement définis que
dans le texte méme ; dans ce cas, se reporter aux renvois.

RY

fSefise

Hmax

H*

max

hmax

hmin

pour un ensemble X, sa cardinalité.
pour un réel x, le plus grand entier plus petit ou égal a x.
pour un réel x, le plus petit entier plus grand ou égal a x.

pour deux entiers n et k, le nombre de combinaisons de k£ éléments
parmi n.

abréviation pour 1,2, ...,n, '’ensemble des entiers de 1 a n.
un probleme de rangement d’objets multiboites.

I’ensemble des boites d'une instance.

la boite numéro ¢ dans une instance.

A, i, = |Hiy, — Hy,| : la différence de hauteur entre B;, et B;,.

A = maxi<j, <iy<m Dy i, : 1a plus grande différence de hauteur entre
deux boites.

Au chapitre 6 (et seulement celui-1a), ou il n’est pas question de
différences de hauteur mais de graphes, A représente I'opérateur de
différence symétrique.

la hauteur maximale des boites, lorsque celle-ci est fixée.
H, = ZojeBi h; : la hauteur de la boite B;.

H,.x = max;—1 ., H; : la hauteur de la plus grande boite ; lorsqu’on
parle de problemes, c’est le modele ou il faut minimiser la hauteur
de la plus grande boite (voir section 1.2).

la valeur optimale pour H, .
la hauteur de 'objet O;.
hmax = max;j—;_, h; : la hauteur du plus grand objet.

hmin = min;—;_, h; : la hauteur du plus petit objet.
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1 une instance.
i un numéro de boite.
J un numéro d’objet.
m généralement le nombre de boites; lorsqu’on parle de problemes,
c’est le modele ou il faut minimiser le nombre de boites (voir sec-
tion 1.2).
* la valeur optimale pour m.
n le nombre d’objets d'une instance.
N le modele on il faut maximiser le nombre d’objets rangés (voir sec-
tion 1.2).
N* la valeur optimale pour N.
NP-d N P-difficile.
NP-f NP-difficile au sens fort.
O I’ensemble des objets d’une instance.
O; I’'objet numéro j dans une instance.
P un probleme d’ordonnancement de taches multiprocesseurs, géné-
ralement associé a un probleme B (voir chapitre 4).
p.ex. par exemple.
pP soluble en temps pseudo-polynomial.
S une solution.
size; généralement la largeur (i.e. le nombre de boites nécessaires) de O ;
lorsqu’on parle de problemes, c’est le modele ou tous les objets ont
une largeur fixe (voir section 1.2).
S12€max S1Z€max = Max,;—1., stze; : la largeur du plus gros objet.
S12€min SiZ€min = Minj—; , size; : la largeur du plus étroit objet.
w généralement W = Zoj cg w; : le poids total d'une solution S'; lors-
qu’on parle de problemes, c’est le modele ou il faut maximiser le
poids des objets rangés (voir section 1.2).
W la valeur optimale pour W.
w; le poids de I'objet O; (voir aussi W).
Wmax Wmax = Max,—._, w; : le poids de 'objet le plus important.
Wnin Wmin = Minj—;_, w; : le poids de 'objet le moins important.

Lorsqu'une confusion est possible, il est précisé en exposant a quel probleme,
quelle instance, etc. il est fait référence. Par exemple n! est le nombre d’objets de
I'instance I tandis que H?__ est la hauteur de la plus grande boite de la solution S.

max
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Outils et logiciels

Les armes d’autruis ou elles te tombent du dos,
ou elles te pesent, ou elles te serrent.
— Niccolo Machiavel

Aucun travail ne se fait sans 'aide des ceuvres d’autres personnes’. Je veux donc
parler ici des livres et surtout des logiciels qui ont grandement simplifié et aidé ma
tache. Pour le support intellectuel, moral et affectif, les remerciements seront une
place plus appropriée.

Mon systeme d’exploitation a été ce que j'apprécie le plus pour faire du dévelop-
pement, ou tout autre application sérieuse : un Linux? (Mandrake 8.2, avec I'environ-
nement KDE), indispensable pour la puissance de ses interpréteurs de commandes
et ses petits programmes miracles, notamment make, grep et awk, qui permettent
de transformer le cauchemar de milliers de tests en une douce torpeur automatisée...
Pour ce qui est de I’édition de texte, je n’aurais fait aucune infidélité a nedit (simple,
mais tellement pratique!).

Pour la programmation, tous les algorithmes présentés dans ce document ont
été réalisés en Objective Caml (ocamlopt, version 3.06), un langage trés puissant,
efficace, et mélant habilement les styles fonctionnel, objet et impératif. Le compila-
teur pour ce langage est développé par 'INRIA et est disponible pour la plupart des
plateformes®. L’apprentissage, tres rapide, de ce langage aux nombreuses possibilités
a été grandement simplifié par le livre de Chailloux, Manoury et Pagano [30].

Pour divers outils j’ai aussi fait confiance au C et a ’excellent compilateur gcc
(version 2.96). Mon manuel de référence pour ce langage est la documentation écrite
par Cassagne [29)].

L’analyse des résultats de mes tests a été facilitée par 1'utilisation du tableur de
OpenOffice.org* (version 1.1).

Pour la rédaction, je suis un inconditionnel de cette petite merveille nommée TEX
(avec une petite sur-couche de WTEX, tout de méme). Le format de ce document a été
congu et réalisé par mes soins. Je n’en aurais cependant jamais eu les compétences

I'Peu de textes se privent de la suavité des lieux communs.
2 Linux Online!— http://www.linux.org.

3The O’Caml language — http://www.ocaml.org.
4OpenOffice.org — http://www.openoffice.org.

191



192 Annexes

sans la lecture du TpXbook de Knuth [81] et du Petit livre de TpX de Séroul [116].
Diller et son BTEX line by line [42] m’ont aussi apporté de nombreux et précieux
éclairages sur ce format parfois obscur qu’est X TEX. Je dois aussi aux auteurs des
bibliothéques I4TjX° babel, epsfig, epic et eepic, et rotating de m’avoir épargné
une part énorme d’un travail déja si bien réalisé par leurs soins, et dépassant ma
maitrise actuelle de TEX et I TEX.

Pour toutes les figures, xfig® est mon outil, tandis que je confie les graphiques
A gnuplot”. Je ne peux pas, non plus, ne pas citer les programmes dvips, xdvi et
autre ghost view, indispensables a l'obtention et a la lecture d’'un document fini.

En préparant ma soutenance, j'ai découvert et utilisé I'impressionnant format
beamer® pour des présentations avec IATEX et le trés pratique et polyvalent META-
POST? pour les figures.

Un grand, grand merci aux auteurs de tous ces programmes et manuels.

®Disponibles via CTAN: the Comprehensive TgXArchive Network — http://www.ctan.org
6 Xfig, Drawing Program for the X Window System — http://www.xfig.org.

" Gnuplot homepage — http://www.gnuplot.info.

8 The LaTeX Beamer Class Homepage — http://latex-beamer.sourceforge.net/.

9 MetaPost — http://cm.bell-labs.com/who/hobby/MetaPost.html.
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Rangement d’objets multiboites

Résumé : Un objet multiboite est composé de plusieurs parties identiques qui
doivent étre rangées dans des boites différentes. La hauteur d’une boite est alors la
somme des hauteurs des objets qu’elle contient. Ce concept généralise et englobe de
nombreux problemes de la littérature de la recherche opérationnelle.

Une classification de ces modeles est proposée. Les bases théoriques sont posées.
En particulier, la complexité pour les principaux types d’objets et objectifs est déter-
minée.

Une étude détaillée est effectuée lorsque les objets ont des largeurs constantes et
que 'on veut minimiser la hauteur de la boite la plus haute. Des bornes inférieures,
des heuristiques avec de tres bonnes garanties de performance et un algorithme
génétique sont proposés pour résoudre ce modele. Leurs comportements théoriques
et expérimentaux sont analysés.

Mots clés : rangement (bin-packing), ordonnancement, algorithmes d’approxima-
tion, algorithmes génétiques

Packing of Multibin Objects

Abstract: A multibin object is made of several identical parts; each of them must
be packed into a different bin. The height of a bin is the sum of the heights of the
objects packed into it. This concept generalizes some well-studied problems of the
operations research literature.

A classification of multibin models is provided. Their theoretic bases are studied.
In particular, the complexity for the main object types and objectives is investigated.

A detailed study is carried out when objects are of constant width and the
objective is to minimize the height of the highest bin. Lower bounds, fast heuristics
with very good performance garantees and a genetic algorithm are proposed to
solve this model. The theoretic and experimental behaviors of these algorithms are
analyzed.

Key words: bin-packing, scheduling, approximation algorithms, genetic algorithms.
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