
HAL Id: tel-00006908
https://theses.hal.science/tel-00006908

Submitted on 17 Sep 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Multifractional Lévy Motions
Céline Lacaux

To cite this version:
Céline Lacaux. Multifractional Lévy Motions. Mathematics [math]. Université Paul Sabatier -
Toulouse III, 2004. English. �NNT : �. �tel-00006908�

https://theses.hal.science/tel-00006908
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������

	�
���������������������������� "!$#�%&�������(')#��*���
+-,�.0/1,3254�/

+76
8:9);=<?>A@�6B2=CD>E/GF HI4J;=8 CK4*LM4�/�>E6N2

/1,3;=8O,J;�CD6 >�>�>
P 'Q��R�'S	� S'Q���1TVU7WX�(Y���Z[WX�('Q\]�����
^ 	_��R�'`Wa Q')���1Tcbd
e#f%gWa%�'Q S'h�����

ikjAl
.Mm]npopqsr�tvuxwyu{zv|

}�~N��� �B���:���0�D��� � �:���&�����������&��x�N�N���������

���E� �¢¡£��X¡x¤¥¡�¦¨§v© j¨ª ¦A«E«A§¬ ¡® j £¯�s¤¥¡�°±� l±²�³ �E© i �E´"µ¶¬X¡· j ¬ j ©�¡{¡� · ¡e´±´ ª ¡e� l ´y¤¥¡e´�¸ l �A¹)¡´"´±¡e� l ´»º
¼ ¤¥½f¡ l �s¾À¿ÂÁ&Ã�Ä�Ä(Å Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ¶¬X¡xÇÈ¤¥¡ l ©��E£¯�±ÉËÊk¡ l"l"j £X¬:Ì±Ì ÍgÎ j © ª £ j �¢¡� l��¡ l"Ï ¡ÐsÑgÒ�¿ÂÁ Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ�¸ j �X¤�� j ½ j � ª ¡ l ÓsªÔl ¡ ³ �"¡e� l ¬X¡{�"ÕXÖe´±¡× jA³Ø � ¡e´sÙ¢Ä�Ú�Ã�Ä Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ¶¬X¡xÛ l ¡£X�E½X¤¥¡{Ì"Ì ÍgÎ j © ª £ j �¢¡� l���"µ i Õ j £X¡IÜ�Ã�Ý ÝÃ�Þ�ß Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ¶¬X¡�¸ jAl"ª ´DàdÌ"Ì á jAi i � l �¢¡� l· �E£ ªÔØ �X¡IâDÑgÁ�Ú&Åh¿aÞ Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ�¸ j �X¤�� j ½ j � ª ¡ l ¸ l µe´ ª ¬X¡£��"¡× j £�ãyÑgÄ(Åhä�Ä(ågÅ Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ¶¬X�Bæ�¡e£X£X¡´"´±¡e¡ á jAi i � l �¢¡� l

çcèXé_êaë(è ì�êÂí)ë�îðï�îMñ�ì�è�ì(íSò�ì(íSó�ô�îBî¯ìOõ�ë(êaé�èXé�íQöSíhì�÷�ò
øBù�úüû»ý�ú�ñ[þÂþaÿ����gø���í��Âî�ë�ò�í)ì�÷�õdèXô�öÀñ�èXé�è ì(í)î�ë��
	ÈêÂô�ö)êÂô�òî����





���������
	��
��
������	����





� ��� �����	�
��� ������

× ¡v®E�E�X¬ l¢jAª ´��"�E� ��¬
� j ½f� l ¬ l ¡e©�¡ l±³eª ¡ l ��¡ l±Ï ¡BÐsÑgÒ�¿aÁ Ø � ªÈj ½ ª ¡e£G®E�E�X¤¥�1¬ ª¥l"ª¥Ï ¡ l ©�¡e´
l ¡ ³ ÕX¡ l"³ ÕX¡´ i ¡£X¬ j £¯�I©��E£0´±� j¨Ï ¡�¬X¡������ ¡� ³ ¡´»� l � ª ´ j £X£ µe¡e´x¬X¡O�"ÕXÖe´±¡���ÌË¤ j �¢�E��°±�A� l ´¹ jAª � i l ¡e��®E¡¬
� �X£X¡ ÏEl"j £X¬X¡»¬ ª ´ i �E£ ª ½ ª ¤ ª �"µ{¡�d� l¢j ® jAª ¤¥¤Ô¡ l�� ´±¡e´ ³�� �¢µ´d¡e´ �{� l Ö´d¡e£ l"ªÔ³ Õ ª ´"´ j £¯���× ¡{� ª ¡e£X´ � ¤¥� ª ¡�Î iXl±ª ©�¡ l © jl ¡ ³ �E£X£ j¨ª ´"´ j £ ³ ¡ i �E� l ¤ jI³ �E£�� j £ ³ ¡ Ø �
� ª ¤ © � j¨³e³ � l ¬X¡!�× ¡V´"� ª ´�� l Öe´�ÕX�E£X� l µe¡ ikjAl ¤ jKiXl µe´±¡e£ ³ ¡D¬ j £X´�©O�A£K°±� l ² ¬
� ¼ ¤Ô½Â¡ l �_¾y¿aÁ�Ã�Ä(Ä�Å"�A��¡´�� l"j ® j ��Î´±�E£¯�y¡£�¡$#�¡�� � ¤ j ½ j ´±¡x¬X�B¬X�E© jAª £X¡d¬ j £ ´À¤¥¡ Ø �X¡¤]´%� ª £X´±Ö l ¡¶©��E£N´"��°±¡��À¬X¡{�¢ÕXÖ´"¡��× ¡_� ª ¡e£X´ � ¡�Î iXl±ª ©�¡ l �¢�A� �¢¡c© j�ÏAl¢j � ª �¢� ¬X¡ � ���¢µ i Õ j £X¡DÜ�Ã�ÝXÝ�Ã�Þ&ß Ø � ª�j ¡e��¤ jKÏ ¡e£¯� ª ¤Ô¤¥¡e´±´"¡¬
� jA³³ ¡ i �¢¡ l ¬
�'&�� l ¡ l¢jAi i � l �¢¡� l ¬X¡È© j �¢ÕXÖ´"¡�� × ¡D¤Ô� ª ´±� ª ´ l ¡ ³ �E£X£ jAª ´±´ j £¯�¢¡ i �E� lgj ®E� ª¥l�iXl±ª ´�¤Ô¡�"¡e© i ´_¬X¡�´"¡ i ¡e£ ³ Õ ¡ l ´"� l ©��E£I� l"j ® jAª ¤ jAª £X´ ª Ø � ¡ i �E� l �"�E� �"¡e´_´"¡´ l ¡e© jAl"Ø �X¡´f°±�X¬ ª¥³eª ¡�X´"¡´%�( ¡ � l � ª ´ ª Öe©�¡ ³ Õ jAi ª � l ¡G¬X¡ ³ ¡�±�¢¡G�¢ÕXÖ´"¡ j[i �E� l � l±ªÔÏEª £X¡�¬X¡´�¬ ª ´ ³ �X´"´ ª �E£X´ j ®E¡ ³ × j £ãyÑ�Ä�Åhä�Ä(ågÅÀ¤¥� l ´»¬X¡N´ j ®E¡e£��X¡ � æ��A�X¤Ô�E� ´"¡:¡e£ ¦A«E«E¦)� × ¡N´"� ª ´¬X�E£ ³ � l Öe´vÕX�A£X� l µ¡ ikjAl ´ j
iXl µe´±¡e£ ³ ¡O¬ j £X´¶©O�E£�°±� l ² ¡£M� j £¯� Ø � ¡ l"jAiXi � l �"¡e� l � × ¡v¤Ô¡ l ¡©O¡ l"³ª ¡ i �E� l ¤"� ª £¯�"µ l &�� Ø �
� ª ¤
j�i � l �¢µ � ©O�A£�� l"j ® j¨ª ¤]¡� i �E� lsj ®E� ªÔl ½ ª ¡e£B®E�E� ¤Ô� j ´±´ ª ´±�¢¡ l*� © j ´±�E� �"¡e£ j £ ³ ¡ j ¤¥� l ´ Ø �
� ª ¤
j � l¢jAª �K¬X� &� l ¡¶¡e£N® j¨³�j £ ³ ¡e´��× ¡ ³ �E£X£ j¨ª ´ · �E£ ªÔØ �X¡BâKÑ�Á�Ú&Åh¿aÞ�¬X¡ i � ª ´x© j © j!+ � l±ª ´"¡!� × ¡ ´"� ª ´x� l Ö´»�¢�E� ³ ÕXµe¡ Ø �
� ¡e¤¥¤Ô¡
jAª � jA³³ ¡ i �¢µ�¬X¡{¹ jAªÔl ¡ ikjAl � ª ¡{¬ ¡�©��E£»°±� l ² �· ¡ l"³eª µ Ï¯j ¤¥¡e©�¡e£¯� � × jA³Ø �X¡e´�Ù¢Ä�Ú�Ã�Ä j ®E¡ ³�Ø � ª °�� jAª ¡e�v¤"� � ³³�j ´ ª �E£»¬X¡K¬ ª ´ ³ � �"¡ l,� © jAª £¯�"¡e´
l ¡ iXl±ª ´"¡´ i ¤Ô�X´K�A�B©�� ª £X´D´"µ l"ª ¡e�X´±¡e©�¡e£¯��� × ¡¶¬ ª¥l¢jAª ´ Ø �
� ¡e£ð´ jiXl µ´"¡e£ ³ ¡��E£N£X¡¶´%� ¡e£X£�� ª ¡ iXj ´%�× ¡{¤¥¡ l ¡©O¡ l"³eª ¡ i �E� l �"�E� �¢¡´K´"¡´À´±� ÏEÏ ¡´±� ª �E£X´�-X´"¡´�¡e£ ³ �E� l¢j¨Ï ¡e©�¡e£¯�¢´�¡�� i �E� lKj ®E� ª¥l ´ ª ½ ª ¡e£
jAi iXl"ª ´ � ´±�E£��k¤Ô´ �v³ � ª ´ ª £X¡ l ¤¥¡ ³ Õ ª ¤ ª�³ �A£ ³ejAl £X¡!�× ¡_� ª ¡e£X´]µ Ï¯j ¤Ô¡©O¡£¯� ��l ¡e©�¡ l±³eª ¡ l · ªÔ³ Õ ¡e¤�.g¿aß�Ñ0/213- × �E´"´±¡e¤ ª £�4IÃ�Þ&Á�Åh¿aÞ�¡�� ( j � l ¡DÐsÑ0/
5Ú&ÅhÁ Ø � ª ©�� �E£¯� ³ Õ jA³ � £J�E� ®E¡ l �»¤Ô¡e´ i � l �¢¡´x¬ ¡�¤Ô¡� l ½X� l ¡ j � �B³ Õ jAØ �X¡�¹)� ª ´ Ø � ¡¶°±¡�¤¥¡e´ jAª´±�E¤Ô¤ ªÔ³eª �¢µ´%� · ¡ l"³ª �¢�E� � ikj¨l � ª¥³ �X¤ ª Ö l ¡e©�¡e£¯� � ( j � l ¡ i �E� l ´"¡´ ³ �E£X´"¡ ª ¤¥´%� · ¡ l"³eª µ ÏEj ¤Ô¡©O¡£�� �
Ó �A© ª £ ªÔØ �X¡¾ÀÃ�ågÞ76 ¬X�E£¯�d¤8� ¡£��"ÕX�E�X´ ª j ´±©O¡ ³ �E©�©I�X£ ªÔ³�j � ª ¹�¡e´ �{´ j £X´d¬X�E���¢¡ � ¤8� � l"ªÔÏAª £X¡{¬X¡©��E£ Ï �:9�� i �E� l ¤ jIl ¡ ³ ÕX¡ l±³ ÕX¡��¼ � ³ �E� l ´:¬ ¡ ³ ¡e´ j £ £Xµe¡´B¬ ¡��¢ÕXÖ´"¡�-�°�� jAª ¡e�=¤"� � ³³�j ´ ª �E£ ¬X¡ ikjAl � jAÏ ¡ l ¬X¡�� l Öe´N½Â�E£X´©��E©�¡e£¯�¢´ j ®E¡ ³ ¬X¡�£X�E©»½ l ¡��ÎB¬X� ³ �¢� l¢j £¯�¢´�� × ¡�� ª ¡£X´�¬X�E£ ³;� ¤¥¡e´ l ¡©O¡ l"³ª ¡ l �"�E�X´ i �A� l�³ ¡e´©��E©�¡e£¯�¢´ jAÏEl µ j ½X¤¥¡e´%� × ¡ i ¡e£X´±¡ i ¤Ô�X´ ikjAl � ªÔ³ �X¤ ª Ö l ¡e©�¡e£¯� � Ê�¤Ô� l ¡e£¯�d¡�� Ó °±Öe¤ ª ¤ Ø � ª © � �A£��s´ ª
Ï ¡£¯� ª ¤¥¤Ô¡©O¡£�� j¨³e³ � ¡ ª ¤¥¤ ª ¡_¬ j £X´�¤Ô¡e� l ½X� l ¡ j �»¤Ô� l ´�¬X¡È©��E£ jAl"l±ª ®Eµ¡�¡£»�¢Õ Öe´"¡!� · ¡´�¬ ª ´ ³ �X´"´ ª �E£X´

<



�

j ®E¡ ³ ¤8� �X£ ³ �A©O©�¡ j ®A¡ ³ ¤8� j � � l ¡�´±�E£¯�x�"�E��°±�E� l ´¶� l Ö´»¡£ l"ª¥³ Õ ª ´±´ j £¯�¢¡´ i �E� l ©�� ª � × ¡ i ¡£X´"¡
j � ´"´ ª�� × ¡ j £�É · ª¥³ ÕX¡e¤ ÏEl��A³ ¡ �sØ � ª °�� jAª�i � l ¡£ ³ �A£�� l ¡ l £X�E©I½ l ¡È¬X¡ i ¡ l ´±�E£X£X¡´ ª £¯�¢µ l ¡e´±´ j £¯�"¡e´%�× ¡À¤Ô¡ l ¡©O¡ l"³eª ¡�£X�A� j ©O©�¡e£¯� i �A� l �"�E�X´V´"¡´È¡e£ ³ �E� l"jAÏ ¡©O¡£��"´D¡��´"¡´ ³ �E£X´"¡ ª ¤¥´%��Íg� i � ª ´%-e°�� jAª�X£ ¡ i ¡e£X´±µe¡B�¢�E� �"¡ ikjAl � ªÔ³ �X¤ ª Ö l ¡ i �E� l ¼ �X¬X¡B¡��Ç jAl �A¤ ª £ ¡����y�A´ ³ Õ ¡e© ª £X´ � �"�E� �"¡e´v� l � ª ´´±¡ ´"� ª ®E¡£���¬X¡ i � ª ´I¬X¡:£X�E©»½ l ¡�X´"¡´ j £X£Xµ¡e´© jAª £¯�¢¡£ j £¯��� · ¡ l±³eª µ Ï¯j ¤¥¡e©�¡e£¯� � �"�E�X´I©�¡e´
³ �E½X� l ¡ j ��Î j ®A¡ ³ ¤Ô¡´ Ø �X¡e¤¥´�°�� jAª � j £¯� l"ª �× ¡{� ª ¡e£X´ � ´ j ¤¥�X¡ l�� ¡ l © ª £X¡{¡�� ¼ � l µ¤ ªÔjj ®A¡ ³xØ � ª °�� jAª �"�E��°±�E� l ´ i ¤ j¨ª ´ ª¥l � � l¢j ® jAª ¤Ô¤Ô¡ l �E�¬ ª ´ ³ � �¢¡ lyj¨ª £X´ ª Ø �X¡¶©O�E£�� ³ �E�X´ ª £
	 ¼ ¤¥¡�Î j £X¬ l ¡��Í_£��k£
- °±¡B£X¡ i ¡e��Î5�E� ½X¤ ª ¡ l ©�¡e´ ikjAl ¡£¯�¢´�¡�� ©��E£ i ¡�� ª �v¹ l Ö l ¡�Ê l µ¬Xµ l±ªÔ³ �cæ��E�X´�� l � ª ´
iXl ¡e£X£ ¡e£¯� �X£X¡ i ¤ j¨³ ¡G� l Ö´ ª © i � l � j £¯�¢¡G¬ j £X´�©O�A£ ³ ��¡e� l � × ¡1¤Ô¡´ l ¡e©�¡ l±³eª ¡ i �E� l �"�E�X´¤¥¡e� l ´»¡e£ ³ �E� l"jAÏ ¡©O¡£��"´¡�¤¥¡e� l ´"�E��� ª ¡£ ´ j £X´I¹ jAª ¤¥¤Ô¡!� · ¡ l±³eª � ¡��Î0� l � ª ´ i �E� l &� l ¡ ³ ¡��Î
Ø �
� ª ¤¥´K´"�E£¯���



� ����� � � ��� � � � ����� � �

ú î
	1î�ë��¯í)î	0î �Âì(ò þ
� �fì�ë(ê]ï�ô��Aì�íQê � �
� çcê��EèköQö��3èkò���	��&ì�êkì(í��EèXöSö��3òeî�ö���� òeí�	 íQö)èXë���î�öQï�ò � �

� � � Ê l¢j¨³ � ª �E£ j ¤ � l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£ � � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �"#
� � � � � Ó ¡��X£ ª � ª �E£X´ j £ ¬ i l � i ¡ l � ª ¡´ � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �"#
� � � � ¦ �sjAl ©O�A£ ª%$ej ½X¤Ô¡dáÀ¡ iXl ¡´"¡e£¯� j � ª �E£ � � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � � <

� � ¦ · � ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤&� l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£ � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � � �
� � # á�¡ j ¤ �yjAl ©��E£ ª'$�j ½ ¤Ô¡dÊ l"jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£ ´ �;� � �;� � �;� �;� � �;� � ¦A«

� � # � � ( µ® ²Nl¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � ¦A«
� � # � ¦ Ó ¡��X£ ª � ª �E£ j £X¬ iXl � i ¡ l � ª ¡e´ �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � ¦¨§

( ú î�èkö*)�èXë�	1ê ��í,+¯èXé�ö)î5ù ô�ö)ì�í,� ë(è-�Aì�íQê �&èkö{çV÷ ����ù�êkì(íQê ��ò/. ï&î0� ��íhì(íQê ��è ��ï
��ë�ê1�_î�ë�ì(í)î�ò ( �
¦)� � ÇÈ�E£ ´±� l � ³ � ª �E£B�A¹�£X�E£�ÉpÛ j �X´"´ ª j £ · �X¤ � ª ¹ l¢jA³ � ª �A£ j ¤ÂÊ ª ¡¤Ô¬X´�� � �;� �;� � �;� � # «
¦)� ¦ � j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ²�j £X¬ ¼ ´ ² © i �"�A� ª¥³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ² �;� �;� � �;� � #2�

¦)� ¦)� � ¸ l ¡e¤ ª © ª £ j¨l±² ( ¡e©�© j ´� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � # ¦
¦)� ¦)� ¦ æ l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´yá�¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � #03
¦)� ¦)� # ¼ ´ ² © i �"�A� ª¥³ ��¡e¤ ¹ É � ª © ª ¤ jAl±ª � ² � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � #03

¦)� # ¸�� ª £¯�4! ª ´±¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£¯�	�;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � < «¦)� § ÌË¬X¡£¯� ª � ³�j � ª �E£ � � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � <�
� ñ�î�ë�í)î�òIú î7��ë(î�òeî��fì�è ì�íQê �3è ��ï?ñ í,	Mô�ö)è ì(í)ê � ê1�Àù ô�öhì(í�� ë(è-�Aì(í)ê ��èkö_çc÷ ���5ù�ê-�

ì(í)ê ��ò 8 �
# � � ÌË£¯� l ��¬ � ³ � ª �E£ �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �2�
# � ¦ Û{¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬N´"ÕX�¨�y£ � ª ´±¡{´"¡ l±ª ¡´�� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � � ¦
# � # �À� l © j ¤ ¼ iXiXl ��Î ª © j � ª �E£ � � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � 3 ¦
# � § � ª ©I�X¤ j � ª �E£ � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � 3 �

# � § � � Ç j ´"¡��A¹ �k£ ª �¢¡{©�¡ j ´±� l ¡ � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � 3 �
# � § � ¦ Ç j ´"¡��A¹ ª £��X£ ª �"¡d©O¡ j ´"� l ¡ �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �:9E«

# � < ¸ l ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � ¦)� 3 �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �:9 #
# � � ¸ l ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � # � � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �:9;9

3



9

� � í)î�öQï�ò��Oíhì��5î����Eî7�&ì(í)ê �&èköcì�è �	�Âî��fì ��î�öQï�ò ���
§ � � ÌË£¯� l ��¬ � ³ � ª �E£ �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� ��
 #
§ � ¦ Ó ¡$�k£ ª � ª �A£ � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� ��
 <
§ � # ¼ ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ ��¡¤¥¹ É � ª © ª ¤ j¨l"ª � ² �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� ��
;9

§ � # � � Ç j ´"¡ β = d/α
� �;� � � � � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � � ��
;9

§ � # � ¦ ¼ ´ ² © i �"�A� ª¥³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ²�j � x 6= 0
� � � � � �;� �;� � �;� �;� ��



§ � # � # Í�Î ³ ¡ i � ª �E£ j ¤ i � ª £¯� x = 0
�;� � �;� �;� � � � � �;� �;� � �;� �;� � � « #

§ � # � § ¼ ´ ² © i �"�A� ª¥³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ²vi l � i ¡ l � ²Nj ��¤ j¨l"Ï ¡d´ ³�j ¤¥¡e´ � �;� � �;� � � « 3§ � § æ l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ j¨l"ª � ²�j £X¬ �sj �X´"¬X� l #G¬ ª ©O¡£X´ ª �E£:�A¹��¢ÕX¡ ÏEl"jAi ÕX´ � �;� � � «;9
§ � § � � æ l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´yá�¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � � «�
§ � § � ¦ �sj � ´"¬X� l #G¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£ � � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �;� §

§ � < Û j �X´±´ ª j £ · ��¬X¡¤ � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �§ � < � � ¼ ´ ² © i �"�A� ª¥³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ² � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �
§ � < � ¦ æ l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´yá�¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �;� 3§ � < � # �sj � ´"¬X� l #G¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£ � � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �;� 


§ � � Û{¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ej � ª �E£ � � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � � ¦A«§ � 3 �À�A�¢¡´�� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� �;� � �;� � �;� �;� � �;� � � ¦¨§
�í)é�öQí)ê��aë(è ����í)î �
(��



��� � ��� ��� � � ��� �

( ¡e´ jAi i ¤ ª¥³�j � ª �E£X´�¬X¡´ ³ Õ j © i ´ j � �"�E´ ª © ª ¤ jAª¥l ¡e´]´±¡K´"�E£¯� ³ �E£X´ ª ¬Xµ l"j ½X¤¥¡e©�¡e£¯�_¬Xµ�®E¡e¤¥� iXi µe¡´
j � ³ �E� l ´�¬X¡ ³ ¡e´�¬X¡ l £ ª Ö l ¡´ j £X£Xµe¡´%�ÂÍ_£�¡$#�¡���-X¬ ¡�£ �E©I½ l ¡e��Î i ÕXµe£X�A©OÖ£X¡e´ j � �"�E´ ª © ª ¤ jAª¥l ¡e´´±�E£¯�x�A½X´"¡ l ®Eµ´I¡e£MÕ ² ¬ l �E¤¥� ÏEª ¡�-]¡e£Mµ ³ �E¤Ô� ÏEª ¡!- ¡e£0©Oµ ³�j £ ª¥Ø �X¡v¬X¡e´��k� ª ¬X¡e´�-�¡£ ª © j¨Ï ¡ l±ª ¡I�E�¡£ ³ � l ¡I¡e£��k£ j £ ³ ¡���¸ jAl ´±� ª �"¡�-Â¬X¡»£ �E©I½ l ¡e��Îð©O��¬XÖ¤Ô¡e´ iXl �E½ j ½ ª ¤ ª ´±�¢¡´ j � �¢�E´ ª © ª ¤ jAªÔl ¡e´D�E£¯�µ��¢µ ª £¯� l ��¬X� ª �¢´c¡�Èµ�"�X¬ ª µ´ i �E� l ©O��¬Xµ¤ ª ´±¡ lc³ ¡´ i ÕXµ£X�E©�Öe£X¡´%� ( � j � �"�E´ ª © ª ¤ jAl±ª �"µ�- iXl � i l"ª µ��¢µ¬
� ª £¯® jAl±ª j £ ³ ¡N¡e£ ¤¥� ªKikjAl�³ Õ j £ Ï ¡e©�¡e£¯� ¬ � µ ³ ÕX¡e¤¥¤Ô¡�-c¡´±� Ï �E� ®E¡ l £Xµ¡ ikj¨l �X£ ª £X¬ ªÔ³ ¡ H � Ó ¡i ¤¥�X´%-k¤¥¡e´K� l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡´À¬ � �X£ ³ Õ j © iðj � �¢�E´ ª © ª ¤ jAªÔl ¡y¬
� � l ¬ l ¡ H £ ¡�´±�E£¯� iXj ´y¤ ª ´±´"¡e´�¬XÖ´ Ø �X¡
H < 1

� Ó Ö´N¤Ô� l ´%-È¤8� j � �¢�E´ ª © ª ¤ jAl"ª �¢µ ¹)�E� l £ ª � ¬X¡e´:©���¬ Öe¤Ô¡´ j ¬ j¨i �¢µ´ � ¤8� µ��¢�X¬ ¡ ¬X¡ i ÕXµ�É£X�A©OÖ£X¡e´ ªÔl±l µ Ï �X¤ ª ¡ l ´�� ( � ¡�Î�¡e© i ¤Ô¡B¤Ô¡ i ¤¥�X´v´ ª © i ¤¥¡:¬X¡ iXl � ³ ¡e´±´"�X´ j � �¢�A´ ª © ª ¤ jAªÔl ¡�¡´±�O´ j £X´¬X�A� �¢¡v¤Ô¡©��E� ®A¡e©�¡e£¯�x½ l �"!�£ ª ¡e£
��ÇÈ¡ ³eª µ� j £¯��- ³ ¡´ jA³³el � ª ´±´"¡e©�¡e£¯�"´xµ�� j £¯� ª £X¬ µ i ¡e£X¬ j £��"´%-
ª ¤À£ ¡ i ¡ l ©�¡� ikj ´�¤ j ©O��¬Xµe¤ ª ´ j � ª �E£3¬X¡ i Õ µe£X�E©�Öe£ ¡e´ � ¤¥�E£ Ï � ¡�¬Xµ i ¡£X¬ j £ ³ ¡�� Ó Öe´ ¤¥� l ´�-� � · j £X¬X¡¤Ô½ l �A�V¡� × �	� j £ �À¡e´±´��E£¯� ª £¯� l ��¬ � ª �_¬ j £X´�
 · � � � 9�a�X£ ³ Õ j © i�Ï µe£ µ l¢j ¤ ª ´ j £¯�V¤Ô¡©��E� ®A¡e©�¡e£¯�d½ l �"!�£ ª ¡£�¡� j ¬ jAi �"µ � ¤ j ©���¬Xµ¤ ª ´ j � ª �E£:¬X¡x�¢¡e¤¥´ i Õ µe£X�E©�Öe£ ¡e´Iº ª ¤&´%� jAÏEª �d¬X�©��E� ®A¡e©�¡e£¯�V½ l �"!�£ ª ¡e£v¹ l¢jA³ � ª �A£X£ jAª¥l ¡È�A��Ê � · i �E� l ¤8� j £ Ï ¤ jAª ´gÊ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤2� l �"!�£ ªÔj £ · �¨É� ª �E£
�aÌË¤¥´d�E£¯�{£X�A� j ©�©O¡£��y¬Xµ$�k£ ª ¤¥¡IÊ � · i �E� lyi �A� ®E� ª¥l ©���¬Xµ¤ ª ´"¡ l ¤¥¡e´d© ª £ ª © jvj £ £�� ¡e¤Ô´¬X�J£ ª ®E¡ j �J¬X� � ª ¤�¡��¡�Î i ¤ ªÔØ �X¡ l ¤Ô¡e´x�E½X´±¡ l ® j � ª �E£ ´I¬X¡ � � � � l ´±�v¡£ � 
 <� ¬ j £X´�
 � � l <� �´±� l ¤ j ´"µ l"ª ¡»¬X¡e´d¬ �E£X£Xµ¡e´{¬X¡ ³ ¡e´d© ª £ ª © j ¬X¡»¤"� j £ � ¦A¦ � ¤"� j £ � ¦/9A§ � ¼ ª £X´ ª -f¤ j ® ª �"¡e´±´"¡I¬X¡
³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡I¬X¡�¤ j ´ � j � ª ´±� ªÔØ �X¡�á��E� - jAiXi ¡e¤¥µe¡ l ¡´ ³�j ¤Ô¡e¬ j ¬�°±�X´ �¢¡¬ l¢j £X¬
- i ¡� �À´%� ¡�Î i ¤ ªÔØ �X¡ l
ikj¨l ¤ j iXl µe´"¡£ ³ ¡M¬X¡G¤Ô�A£ Ï �X¡�¬ µ i ¡e£X¬ j £ ³ ¡!�y¸ jAlBjAª ¤¥¤Ô¡� l ´�-�¤¥¡GÊ � · j ® j¨ª �:µ��¢µ ª © i ¤ ª¥³eª �¢¡�É©�¡e£¯��� � ª ¤ ª ´"µd¬ j £X´�
��À�E¤Ô§E«� i �E� lK³ �A£X´±� l � ª¥l ¡¶¬X¡e´ �¨´ iXªÔl"j ¤Ô¡´ 	 Ï¯j �X´±´ ª ¡e£X£X¡´�´"� l ¤Ô¡´K¡e´ iXjA³ ¡´¬
� �yª ¤Ô½Â¡ l ���X¸ l µ ³eª ´"�E£ ´ Ø �X¡¶¤¥¡{Ê � · (BH(x))x∈Rd

¡e´ �y� £ ³ Õ j © iNÏ¯j �X´"´ ª ¡e£B¬X�E£¯��¤ j ¤Ô� ª ¡e´±�
³ejAl¢jA³ �¢µ l"ª ´±µe¡ ikjAl ¤8� ª £X¬ ª¥³ ¡{¹ l¢jA³ � ª �E£X£ jAª¥l ¡ H ¡£ ³ � l ¡ jAiXi ¡e¤¥µ ª £X¬ ª¥³ ¡»¬ ¡ � � l ´±�%� Ó ¡ i � ª ´d´"�E£
ª £�� l ��¬X� ³ � ª �A£
-g¤Ô¡�Ê � · j µ��¢µB� � ª ¤ ª ´±µ ³ �E©�©�¡B©���¬XÖe¤¥¡B¬ j £X´�¬ ¡e´�¬ �E© j¨ª £X¡´v® jAl±ª µ´%��ÇÈ¡�É
i ¡e£X¬ j £¯��-]¤ jOl µ Ï �X¤ jAl±ª �"µI¬X¡e´{� l¢j °±¡ ³ �¢� ªÔl ¡´{¬X�MÊ � · BH

£X¡¬ µ i ¡e£X¬ ikj ´¶¬X� i � ª £¯�{���G�E£¤8� �E½ ´"¡ l ®E¡!�&¸ jAl ´±� ª �"¡�-�� £1Ê � · £X¡ i ¡� �¶©O��¬Xµ¤ ª ´±¡ lyØ � ¡�¬ ¡e´ i ÕXµ£X�E©�Öe£X¡´¶´ ikj � ª j ¤¥¡e©�¡e£¯�ÕX�A©O� Ï Öe£X¡´%� Ó ¡ ³ ¡ i � ª £¯�¬X¡ ®��X¡!-g¤Ô¡ Ê � · £
� ¡e´ � iXj ´ j ¬ jAi �¢µ � ¤ j ©O��¬Xµ¤ ª ´ j � ª �E£M¬
� � £
l ¡e¤ ª ¡¹]¬ ¡{©O�E£¯� jAÏ £X¡´ Ø � ª ¡´±� i ¤¥�X´È�E�:©�� ª £X´ l µ Ï �X¤ ª ¡ l ´±¡e¤Ô�A£:¤ j £ j �¢� l ¡d¬X�:´"�A¤"��Íc£:¹ jAª ��- ³ ¡
l ¡e¤ ª ¡¹�¬X� ª �3&� l ¡y©O��¬Xµe¤ ª ´±µ iXjAl � £ ³ Õ j © i ¬X�E£¯�È¤ j¶l µ Ï �X¤ jAl±ª �"µÀ¤¥� ³ej ¤Ô¡�¬X¡´È� l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡´ i ¡e� �® jAl±ª ¡ l � Ó � j � � l ¡e´K¡�Î�¡© i ¤¥¡e´D¬ j £X´D¤¥¡e´ Ø �X¡¤Ô´D�A£ ³ �E£ ´±� j �¢¡d¤ j £Xµ ³ ¡e´±´ ª �"µ{¬
� j ®A� ªÔl �X£:¡�Î i �E´ j £��¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡�® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡�¡e£3¹)�E£ ³ � ª �E£3¬X¡N¤ jGi �E´ ª � ª �E£J´"�A£���¬X�A£X£Xµe´�¬ j £ ´�
 Ê l"ª 
 < ��¬ j £X´�¤Ô¡¬X�A© jAª £X¡N¬X¡B¤ j �"� l ½ �X¤Ô¡£ ³ ¡��E� ¡£ ³ � l ¡ð¡£��k£ j £ ³ ¡�¬ j £X´�
 · j £ 
 3 �8� Ó Ö´ ¤Ô� l ´%-_¬ ¡ð£X�E©É½ l ¡e�X´±¡e´ Ï µ£Xµ l"j ¤ ª ´ j � ª �E£X´�¬X��Ê � · �E£¯��µ�"µ ª £¯� l ��¬X� ª �¢¡´%��æ��E���¢¡e´ ³ ¡e´�¡�Î��¢¡£X´ ª �E£X´�¬X�BÊ � ·´ j � ª ´±¹)�E£¯�v�X£X¡ iXl � iXl±ª µ�"µ:¬
� j � �¢�A´ ª © ª ¤ jAl"ª �¢µv¡��¤ j�l µ Ï �X¤ jAl±ª �"µ ¬X¡:¤Ô¡� l ´� l¢j °±¡ ³ �¢� ªÔl ¡´ j µ�¢µµ��¢�X¬ ª µe¡!�kÇÈ¡e´�µ��¢�X¬X¡´K�E£¯�K£X�A� j ©�©O¡£��Èµ�"µ{©O¡£Xµe¡´K¬ j £X´K¤¥¡ ³�j ¬ l ¡{¬X¡´ ³ Õ j © i ´ ª £�� l ��¬X� ª �¢´¬ j £X´�
 � × á 
 3 �8-�
 ¸ ( � 
 � �8-�
 ¼ ( �{«E«��8-�
 � �KÇÈÌp«E«���¡���
 �KÇÈÌp«¯¦�8� Ó ¡ i ¤Ô�X´�-�¤ jKiXl � iXl"ª µ�"µV¬ � j ���¢�E´ ª É






� «

© ª ¤ jAl"ª �¢µD¬X¡�® ª ¡e£¯���X£ ¡ iXl � iXl"ª µ�"µs¤Ô� ³�j ¤Ô¡À¡� j ´ ² © i �¢�A� ªÔØ �X¡��XÇÈ¡�±�¢¡d£X�¨� ª �A£�¬
� j � �"�E´ ª © ª ¤ jAl±ª �¢µ¤¥� ³ej ¤Ô¡ j µ��¢µ ª £¯� l ��¬ � ª �"¡d¬ j £X´�
 � × á 
 3 �8�¸ j¨ljAª ¤¥¤Ô¡� l ´�-�¤¥¡�©��E� ®A¡e©�¡e£¯�I½ l �"!�£ ª ¡£J©I�X¤¥� ª ¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡ � · � · ¡£ j ½ l µ Ï µ��$- ª £�É� l ��¬X� ª � ª £X¬Xµ i ¡e£ ¬ j ©�©O¡£���¬ j £ ´ 
 ¸ ( � 
 � �Â¡� 
 � × á 
 3 �"-�¡e´ �D´ j £X´D¬X�A� �¢¡À¤Ô¡ i ¤Ô� ´ ³ �A£X£�� ¬X¡e´
³ Õ j © i ´s¤Ô� ³�j ¤¥¡e©�¡e£¯� j ���¢�E´ ª © ª ¤ j¨ªÔl ¡´ Ï µe£ µ l¢j ¤ ª ´ j £¯�{¤Ô¡IÊ � · � ¼ ª £ ´ ª - ª ¤ i ¡ l ©�¡�{¤ j ©���¬Xµ¤ ª É´ j � ª �E£1¬X¡ i ÕXµe£X�A©OÖ£X¡e´I£ �E£JÕX�E©�� Ï Ö£X¡e´I´ ikj � ª j ¤¥¡e©�¡e£¯� ³ejAl ´±�E£ ¡�Î i �E´ j £�� i �E£ ³ �¢�X¡¤È¬X¡
� 5 ¤Ô¬X¡ lDi ¡e� �K® jAl±ª ¡ l ¤Ô¡d¤¥�E£ Ï ¬X¡´D� l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡e´��aÇÈ¡ i ¡e£ ¬ j £¯��-k¤ j»l µ Ï �X¤ j¨l"ª �"µs¬X¡´K� l¢j °±¡ ³ �"� ªÔl ¡e´¬
� �X£ · � · £X¡À® jAl"ª ¡ iXj ´È¬X¡À¹ j�� �A£O� l Öe´V½ l ��� j ¤¥¡y¬
� �X£ i � ª £�� � ¤"� j � � l ¡�� Ó Ö´È¤Ô� l ´%-�¬X¡À£X�E©É½ l ¡e��ÎB© j �"ÕXµe© j � ª¥³eª ¡e£X´D´�� ª £¯�¢µ l ¡e´±´"¡e£¯� �vÏ µ£Xµ l"j ¤ ª ´"¡ l ¤¥¡ · � · ¬X¡¶´±� l �"¡ Ø �X¡�¤ jvl µ Ï �X¤ j¨l"ª �"µ
i � ª ´"´±¡ ® jAl"ª ¡ l ¤¥¡ i ¤Ô� ´I¡ l±l¢j � ªÔØ �X¡e©�¡e£¯� i �E´"´ ª ½X¤¥¡ ¤Ô¡�¤Ô�E£ Ï ¬X¡e´� l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡´%�_¸ jAl ¡�Î�¡e© i ¤¥¡�-¬X¡´ ³ Õ j © i ´»¬X�E£¯�I¤ j�l µ Ï �X¤ jAl"ª �¢µ i ¡� �»® jAl±ª ¡ l ¬X¡�¹ j�� �A£1� l Öe´I½ l � � j ¤Ô¡��E£¯�Iµ�"µ ª £�� l ��¬X� ª �¢´¬ j £X´�
 ¼ ( �d«E«���¡� 
 � �KÇÈÌp«E«�"�AÇÈ¡e´ ³ Õ j © i ´ i ¡� ®E¡£¯�c£X�A� j ©O©�¡e£¯��� l �A� ®E¡ l ¬X¡e´ jAiXi ¤ ªÔ³�j � ª �A£X´¡£B� l¢jAª �¢¡e©�¡e£¯�K¬ � ª © jAÏ ¡d���B¤"� �E£:�E½X´±¡ l ®A¡»¬X¡´ i ÕXµe£ �E©OÖ£X¡e´À¬X¡¶´"¡ Ï ©�¡e£¯� j � ª �E£ ´%�

Ó ¡ i ¤Ô� ´%-¯¤Ô¡ÀÊ � · ¡´±���X£ ³ Õ j © i�ª ´±�A� l � i ¡À¡��V¬X¡y£ �E©I½ l ¡e��Î i Õ µe£X�E©�Öe£ ¡e´V£X�A� j ©O©�¡e£¯�¡£x©�µe¬X¡ ³eª £X¡c£X¡c¤Ô¡_´"�A£�� ikj ´%� ¼ ª £X´ ª -�
 ( ¸ 
�
�"-�
 ¼ ( ¸c«¯¦���E��¡e£ ³ � l ¡�
 �DÍc« # ��´±¡�´±�E£¯� ª £¯�¢µ l ¡e´±´"µ´
� ¬X¡´ ³ Õ j © i ´ j £ ª ´±�A� l � i ¡´�£X�A� j ©O©�¡e£¯�K¡£B®��X¡�¬X¡¶¬Xµ�"¡ ³ �¢¡ l ¤8� �E´ �¢µ� i � l �E´±¡��¸ j¨lDjAª ¤Ô¤Ô¡� l ´�-¯¤Ô¡´ i ÕXµ£X�E©�Öe£X¡´D�E½X´±¡ l ®Eµe´K£ ¡s´"�A£�� ikj ´��"�E��°±�E� l ´ ÏEj �X´"´ ª ¡£X´D¡e£ iXl¢j � ªÔØ �X¡¡���¤¥¡e´ ³ Õ j © i ´ ³eª �¢µ´k°±�X´ Ø �
� ª¥³eª ¤¥¡V´±�E£¯��� ¼ ª £X´ ª -�¡e£¶� l"jAª �"¡e©�¡e£¯�&¬
� ª © jAÏ ¡!-�¡e£��¢� l ½X�X¤Ô¡£ ³ ¡!-�¬ j £X´¤8� µ��¢�X¬X¡�¬X¡e´ l µe´"¡ j ��Î ¬X¡ �¢µ¤Ôµ ³ �E©�©I�X£ ³ej � ª �E£X´��E�J¡e£ ³ � l ¡:¡£ �k£ j £ ³ ¡�-��E£ i ¡� ��E½ ´"¡ l ®E¡ l¬X¡´ i ÕXµe£X�A©OÖ£X¡e´�£X�E£ Ï¯j �X´±´ ª ¡£X´%� Ó ¡´È¡�Î ¡© i ¤Ô¡e´c´±�E£¯�È£X�¨� j ©�©O¡£¯��¬ �E£X£Xµ´�¬ j £X´ 
 · j ¤%9�
�8-
 � ª © 
�
 ��¡�� 
 � ª ¬ 
�
��¡e£�� l¢j¨ª �¢¡©O¡£¯�s¬
� ª © jAÏ ¡!�kæ l Öe´ i ¡e�ð¬X¡ ³ Õ j © i ´y£X�E£ ÏEj �X´"´ ª ¡£X´ j � �"�¨É´ ª © ª ¤ j¨ªÔl ¡´_�E� ¤¥� ³ej ¤Ô¡©O¡£�� j ���¢�E´ ª © ª ¤ j¨ªÔl ¡´_�E£¯�Kµ�"µ ª £¯� l ��¬X� ª �"´%��Ç ª �"�E£X´�¤Ô¡e´ ³ Õ j © i ´ j ���¢�E´ ª É© ª ¤ jAªÔl ¡e´&´±� j ½X¤Ô¡´_µ�"�X¬ ª µ´_¬ j £X´ 
 ��æ 
A§ �8� Ó ¡´ ³ Õ j © i ´_¤Ô� ³�j ¤¥¡e©�¡e£¯� j � �¢�A´ ª © ª ¤ jAªÔl ¡e´&�E£¯� j �X´±´ ªµ��¢µd¬Xµ$�k£ ª ´K¬ j £X´�
 �KÇÈÌp«¯¦��¡��
 �KÇÈÌp«A§ �8�aÇÈ�E£¯� l¢jAª¥l ¡e©�¡e£¯� j ��Î ³ Õ j © i ´K´±� j ½X¤Ô¡´%- ³ ¡e´ ³ Õ j © i ´´±�E£¯�K¬X�:´"¡ ³ �E£ ¬B� l ¬ l ¡d¡�K�A£��D¤ j © &e©�¡s´ � l � ³ �"� l ¡{¬X¡ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡ Ø � ¡d¤Ô¡{Ê � · ��Íc£ ikj¨l � ª É
³ �X¤ ª ¡ l ¤Ô¡e´ ³ Õ j © i ´È¬ ¡ ( µ® ² ¹ l"jA³ � ª �E£ £ jAªÔl ¡e´Vµ�"�X¬ ª µ´ ikj¨l 
 �KÇÈÌp«¯¦� Ï µe£ µ l¢j ¤ ª ´±¡e£¯�D¤¥¡dÊ � · ¡�
�E£¯�K¬ ¡e´ iXl � iXl±ª µ�"µe´D´±¡e©I½ ¤ j ½X¤¥¡e´ j ��Î�´ ª ¡£X£X¡´%�XÌË¤¥´D´"�E£¯�K¬ µ��k£ ª ´ �IikjAl � ª¥l ¬
� �X£X¡ l ¡ iXl µe´±¡e£¯� j É� ª �E£ Õ jAl ©��E£ ª ´ j ½X¤¥¡y¡�� jAiXi ¡e¤¥µe´Ká � Ê (�· ´ � j ½ l µ® ª j � ª �A£�¬X¡{¤8� j £ Ï ¤ jAª ´VáÀ¡ j ¤ �yjAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡Ê l¢j¨³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£X´�� �]ÇÈ¡´ ³ Õ j © i ´ i ¡ l ©�¡�"�"¡e£¯�{¤ j ©O��¬Xµe¤ ª ´ j � ª �E£�¬ ¡ i ÕXµe£ �E©OÖ£X¡e´£X�A£ Ï¯j �X´±´ ª ¡£X´%-�© j¨ª ´ ³ �E©�©O¡y¬ j £X´D¤¥¡ ³�j ´D¬X�N½ l �"!�£ ª ¡e£ ¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡�-�´ ikj � ª j ¤Ô¡e©�¡e£¯�ÈÕX�¨É©�� Ï Ö£X¡e´��

Ódj £ ´ ³ ¡��"�¢¡V�¢ÕXÖ´"¡!-A£X�E� ´ ª £¯� l ��¬ � ª ´±�E£X´&¬ j £X´��X£ iXl ¡e© ª ¡ l �¢¡© i ´�¬X¡´ ³ Õ j © i ´�£X�E£ Ï¯j �X´ É´ ª ¡e£ ´�¤¥� ³ej ¤Ô¡©O¡£¯� j � �"�E´ ª © ª ¤ jAª¥l ¡´f¬X�A£���¤8� ¡�Î i �E´ j £¯� i �E£ ³ �¢� ¡e¤¯¬X¡ �65 ¤Ô¬X¡ l]i ¡� �&® j¨l"ª ¡ l ¤Ô¡_¤¥�E£ Ï¬X¡´»� l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡´%��¸c¤¥�X´ i l µ ³ª ´±µe©�¡e£¯��- ³ ¡´ ³ Õ j © i ´ l µe¡e¤¥´%- jAiXi ¡e¤¥µe´»¡£ j £ Ï ¤ jAª ´�á�¡ j ¤ �sj¨l É©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡ · �X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£X´ � á � ·�(�· ´��À�A�ð¡e£ ³ � l ¡»¡e£�¹ l¢j £ �ejAª ´ ³ Õ j © i ´
l µe¡e¤¥´D¬X¡ ( µ�® ² ©I�X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ £ jAªÔl ¡e´�- Ï µe£Xµ l¢j ¤ ª ´±¡e£¯�D¤¥¡e´Ká � Ê (�· ´Èµ�¢� ¬ ª µ´K¬ j £X´ 
 �KÇÈÌp«¯¦���¡�´±�E£¯�s¬Xµ$�k£ ª ´ j ��©O� ² ¡e£�¬
� �X£X¡ l ¡ iXl µ´"¡e£¯� j � ª �E£ðÕ j¨l ©��E£ ª ´ j ½X¤¥¡�� ( jOi ¤Ô�X´ ÏEl"j £X¬X¡ ikjAl � ª ¡¶¬X¡
³ ¡�"�"¡{�¢ÕXÖ´"¡�¡e´±� ³ �E£X´ j¨³el µ¡ � ¤8� µ��¢�X¬X¡¶¬X¡ ³ ¡e´ ³ Õ j © i ´ jAª £X´ ª Ø �
� � ¤¥¡e� l ´ ª ©I�X¤ j � ª �E£
�

Í_£��k£
-]¬ j £X´¶�X£M¬X¡e��Î ª Öe©�¡I�¢¡e© i ´¶£X�E� ´{£X�E�X´¶´"�A©O©�¡e´ ª £��"µ l ¡e´"´±µe´ i ¤Ô� ´ ikjAl � ªÔ³ �X¤ ª Ö l ¡�É©�¡e£¯� � ¤ j�i l � iXl±ª µ��¢µ¶¬
� j � �¢�A´ ª © ª ¤ jAl"ª �¢µÀ¤Ô� ³�j ¤¥¡��aÇÈ¡��"�"¡ iXl � iXl±ª µ�"µ ª £¯� l ��¬X� ª ���X£X¡�£X�A� ª �E£N¬X¡
³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯��� Ódj £X´x¤ j�i ¤Ô� ikj¨l �x¬X¡e´I¡�Î�¡e© i ¤Ô¡´»¬X¡ ³ Õ j © i ´»¹ l¢j¨³ � ª �E£X£ j¨ªÔl ¡´¶�E� ©I�X¤ � ª É¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡e´sµ��¢�X¬ ª µe´¶¬ j £X´¶¤ j ¤ ª �"�"µ l¢j �¢� l ¡�-Â¤Ô¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯��¡e£ x ¡´±���X£MÊ � · �&¸ jAl



�;�

¡�Î ¡© i ¤Ô¡�-�¤Ô¡´Iá � ·�(�· ´�-g© &©O¡O´%� ª ¤¥´»£X¡ ´±�E£¯� ikj ´ ÏEj �X´"´ ª ¡£X´%-g�A£��I¡e£ �¢�A� � i � ª £¯� x �X£Ê � · ³ �A©O©�¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡£��%� �y�E�X´ i �A� ®E�E£ ´ j �X´±´ ªa³eª �¢¡ l ¤¥¡e´ ³ Õ j © i ´ ÏEj �X´"´ ª ¡£X´�µ��¢�X¬ ª µe´¬ j £X´ 
 ¼ ( �{«E« -0�KÇÈÌ × 
;9�]ºA¤¥� ³ej ¤Ô¡©O¡£����¢�A�X´ ³ ¡´ ³ Õ j © i ´ l ¡´"´"¡©I½X¤¥¡e£¯� � �X£vÊ � · �AÌË¤ ¡�Î ª ´±�¢¡�"�E� �¢¡�¹)� ª ´�¬X¡e´ ³ Õ j © i ´g¹ l¢jA³ � ª �A£X£ jAª¥l ¡e´ XH
j � �"�E´ ª © ª ¤ jAª¥l ¡´�£ �E£ Ï¯j �X´±´ ª ¡e£X´�-A�¢¡¤Ô´g¤¥¡e´ ³ Õ j © i ´´ � j ½X¤¥¡e´g¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡e´%-�© jAª ´ j ¤Ô� l ´g¡e£�"�E� � i � ª £¯�_¤¥¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯�c¡e´ �c¤Ô¡D© &e©�¡D¡�� ³ � ¡e´±�

XH

¤Ô� ª ÉË© &e©�¡�� �À�E�X´ ª £¯� l ��¬X� ª ´"�E£ ´ j ¤¥� l ´��X£ ³ Õ j © i XH,β

¤¥� ³ej ¤Ô¡©O¡£�� j ���¢�E´ ª © ª ¤ j¨ªÔl ¡�© j¨ª ´
j ®E¡ ³ �X£ ³ �A© i � l �"¡e©�¡e£¯�y¬ ª #fµ l ¡e£¯�{¡e£ � £ i � ª £¯� x0

ºÂ¤Ô¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡£¯�{¡e£ x0

£
� ¡e´ � ikj ´¬X�J© &e©�¡v� ²�i ¡ Ø �X¡ ¤¥¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯�¡£ �¢�E��� j � � l ¡ i � ª £��»¬X¡ ¤ j � l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡!��Í_£ ³ ¡
i � ª £¯� x0

-k¤¥¡ ³ �E© i � l �"¡e©�¡e£¯�K¬X¡ XH,β

¡e´ � j ¤Ô� l ´K¬ ª � j � ²�iXªÔØ �X¡!�
( ¡ i l ¡e© ª ¡ l�³ Õ jAiXª � l ¡¶´�� ª £��"µ l ¡e´"´±¡ j ��Î ³ Õ j © i ´ Ø � ª �E£¯� ³ �E£X¬ � ª � � ¤8� ª £¯� l ��¬X� ³ � ª �E£:¬X¡e´á � ·�(�· ´���¸_¤¥�X´ iXl µ ³eª ´±µe©�¡e£¯��-�¤Ô¡´ i l � iXl±ª µ��¢µe´�¬X�1Ê � · jAª £X´ ªcØ � ¡�¬X� · � · ´±�E£¯� l"jAi É

i ¡e¤¥µe¡e´��X¸ jAlKjAª ¤Ô¤Ô¡� l ´�-�¤ j»³ �E£X´±� l � ³ � ª �E£:¬X¡e´Dá � Ê (�· ´%-X¬ µ ³el±ª �"¡d¬ j £X´ 
 �KÇÈÌp«E¦�"-�¡e´ ��¬X�E£X£Xµ¡��( ji ¤Ô� ikjAl ��¬ ¡e´ l µ´"�X¤ � j �"´À´±�E£¯�À¬Xµp° �³ �A£X£��X´%�
( ¡D¬X¡��Î ª Öe©�¡ ³ Õ j¨iXª � l ¡�- Ø � ªkj ¬X�A£X£XµK¤ ª ¡e� � ¤"� jAl � ªÔ³ ¤¥¡ 
 ( jA³ «A§ j � �dikjAl"j!+ � l ¡ j ��Î ¼ £X£ j ¤¥¡e´¬X¡s¤"� ÌË£X´±� ª �¢��� � ¡£ l"ª ¸�� ª £ ³�jAl µ�- ª £¯� l ��¬X� ª �D¤ j»³ ¤ j ´"´±¡{¬X¡e´�á � ·�(�· ´��ÂÇÈ¡�±�¢¡ ³ ¤ j ´"´±¡ ³ �E£¯� ª ¡e£¯�£X�A£[´±¡e�X¤¥¡e©�¡e£¯��¤Ô¡´vá � Ê (�· ´© j¨ª ´ j � ´"´ ª ¤¥¡ · � · � Ó ¡ i ¤Ô�X´�-g¤Ô¡´vá � ·�(�· ´v´"�E£¯��¬X¡e´

³ Õ j © i ´�¬X�:´"¡ ³ �E£ ¬:� l ¬ l ¡d£X�E£ Ï¯j �X´±´ ª ¡£X´D¡£ Ï µe£ µ l¢j ¤�¡�È¬X�E£¯�K¤ j ´±� l � ³ �¢� l ¡d¬X¡ ³ ��® j¨l"ª j £ ³ ¡¡´±� ³ ¡e¤¥¤Ô¡V¬
� � £ · � · � ( ¡e� l ´ iXl � iXl"ª µ�"µe´�´±¡e©I½ ¤ j ½X¤¥¡e´ �s³ ¡¤Ô¤¥¡e´�¬X� · � · µ�¢¡£X¬X¡£��c¤¥¡ ³ Õ j © i¬
� jAiXi ¤ ªÔ³ej � ª �E£X´g¬ � · � · � ¬X¡e´ i ÕXµ£X�E©�Öe£X¡´�£ �E£ ÏEj �X´"´ ª ¡£X´%� ¼ ª £X´ ª -E�X£Oá � ·�(�· Xh

¡e´±�
¤¥� ³ej ¤Ô¡©O¡£�� j � �"�E´ ª © ª ¤ jAª¥l ¡ j ®E¡ ³ ¤Ô¡´D© &©O¡´ ³ Õ j © i ´È� j £ Ï ¡£¯�¢´K¡�D¤ j © &e©�¡s¹)�E£ ³ � ª �E£ ©I�X¤ É� ª ¹ l¢j¨³ � ª �E£X£ j¨ªÔl ¡ Ø �X¡¶¤Ô¡ · � · Bh

� Ó Öe´�¤Ô� l ´%- j �:®��B¬X¡¶´ j ´ � l � ³ �¢� l ¡¶¤Ô� ³�j ¤¥¡�-��X£Bá � ·�(�·
i ¡e� �¶¤¥� ³ej ¤Ô¡©O¡£¯� &� l ¡I®�� ³ �E©�©O¡�X£MÊ � · � Ódj £X´¶¤¥¡ ³�j ¬ l ¡¬X� · � · - ³ ¡�"�"¡ iXl � i l"ª µ��¢µ¬
� j � �"�E´ ª © ª ¤ jAl±ª �"µ�¤¥� ³ej ¤Ô¡ j ¬XµË° � µ��¢µÀµ� j ½X¤ ª ¡K¬ j £X´�
 � × á 
 3 �"��¸ jAlÈj¨ª ¤Ô¤¥¡e� l ´%-¨�X£�á � ·�(�· Xhj ¤Ô¡À© &©O¡�¡�Î i �E´ j £�� i �E£ ³ �¢� ¡e¤Â¡e£ x Ø �X¡d¤¥¡ · � · Bh

��Í_£ ikjAl � ª¥³ �X¤ ª ¡ l -¯¤"� ¡�Î i �E´ j £¯� i �A£ ³ É�"�X¡e¤&¬X¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¬ � �X£ðá � ·�(�· i ¡e� �À® jAl"ª ¡ l ¤¥¡�¤¥�E£ Ï ¬X¡´À� l¢j °±¡ ³ �¢� ªÔl ¡´ j ¤Ô� l ´ Ø � ¡��"¡e¤&£
� ¡e´±�
ikj ´{¤Ô¡ ³�j ´ i �E� l �X£Má � Ê (�· �&Í_£��X£
-]¤Ô¡ ³ Õ j¨iXª � l ¡´"¡ ³ �A£ ³ ¤¥� � ikjAl ¤8� ª ¬X¡e£¯� ª � ³�j � ª �A£�¬X¡v¤ j¹)�E£ ³ � ª �E£:©I�X¤ � ª ¹ l¢jA³ � ª �A£X£ jAª¥l ¡�� ( � ¡e´±� ª © j �¢¡� l ½ j ´±µ¶´"� l ¤Ô¡´K® j¨l"ª j � ª �A£X´ Ø � j ¬ l¢j � ªÔØ �X¡e´ Ï µ£Xµ�É
l"j ¤ ª ´"µe¡´ i l � i �E´"µ ikjAl 
 Ì ( 
 3 ��¬ j £X´È�X£ ³�j ¬ l ¡ Ï¯j �X´"´ ª ¡e£ i ¡ l ©�¡��¤"� ª ¬X¡£�� ª � ³ej � ª �E£v¬X¡d¤8� ª £X¬ ªÔ³ ¡¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡I¬
� �X£1á � Ê (�· ³ �A©O©�¡µ� j ½X¤ ª ¬ j £X´ 
 �DÇÈÌp«¯¦�8� Ódj £X´�¤Ô¡ ³ej ¬ l ¡ Ï µ£Xµ l"j ¤_¬X¡e´á � ·�(�· ´�-�¡£ iXl � ³ µ¬ j £¯� ³ �E©O©�¡�¬ j £X´ 
 �KÇÈÌ 
/9�� Ø � ª ´%� ª £¯�¢µ l ¡´"´"¡ j � · � · - ³ � ¡e´ �±É � ÉË¬ ª¥l ¡¡£�¤Ô� ³�j ¤ ª ´ j £¯�y¤¥¡e´À® j¨l"ª j � ª �A£X´ Ø � j ¬ l¢j � ªÔØ �X¡´ Ï µe£ µ l¢j ¤ ª ´±µe¡´%-Â£X�E�X´d�A½ �¢¡£X�E£X´d� £ ¡e´±� ª © j �¢¡� l¬X¡¶¤ j ¹)�E£ ³ � ª �E£N©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£X£ jAª¥l ¡ h �

��� ª �¢¡ � ¤"� µ�¢� ¬X¡d¬X¡´�á � ·�(�· ´%-X¤¥¡ ³ Õ jAi ª � l ¡ # - Ø � ª ³ �A£X´±� ª �¢� ¡d¤"� jAl � ªÔ³ ¤Ô¡ 
 ( jA³ «A§E½ �8- iXl �¨É
i �E´"¡N�X£ ¡�©�µ�"ÕX��¬ ¡B¬ ¡�´ ª ©I�X¤ j � ª �E£ ¬X¡´�á � ·�(�· ´%��¸ l µ ³ª ´"�A£X´��"�E� ��¬
� j ½Â� l ¬ Ø �
� �A£5£X¡´�� ª £��"µ l ¡e´"´±¡ Ø �
� � ¤ j ´ ª ©I�X¤ j � ª �E£5¬ ¡ ¤ j0iXjAl � ª ¡ð£ �E£ Ï¯j �X´±´ ª ¡e£X£X¡ Xh

¬
� �X£7á � ·�(�· � ( j©�µ�"ÕX��¬ ¡ iXl � i �E´±µe¡�¡e´±�y½ j ´±µe¡�´"� l ¤ jvl ¡ iXl µe´±¡e£¯� j � ª �E£B´"�A�X´À¹)� l ©�¡{¬X¡x´±µ l±ª ¡e´�¬X¡�½ l � ª �"´ Ï µ�É£Xµ l¢j ¤ ª ´±µe´v¬X¡e´�¤Ô� ª ´ ª £ ¬Xµ��k£ ª ©�¡e£¯�v¬ ª ® ª ´ ª ½ ¤Ô¡e´ � ®E� ª¥l 
 á��E´ 
A«�� � � Ódj £X´�¤Ô¡ ³ej ´O� �5¤ j ©�¡e´±� l ¡¬X¡ ³ �E£¯� l � ¤Ô¡I¬ �0á � ·�(�· ¡´±�¶¬X¡v© j ´"´±¡ �k£ ª ¡�- �X£ ¡ l ¡ i l µe´±¡e£¯� j � ª �A£0´±�E�X´d¹)� l ©O¡I¬ ¡´"µ l±ª ¡¬X¡B½ l � ª �"´�¬ ¡ Xh

¡´±�O¬X�E£X£Xµ¡�� Ódj £X´O¤Ô¡ ³�j ´ ³ �E£¯� l¢j¨ªÔl ¡!-c�E£ i l � i �E´"¡ j ¤¥� l ´v¬X¡ iXl � ³ µ¬X¡ l
³ �E©O©�¡I¤¥¡»¹ jAª � 
 ¼ áy« � � i �E� l ¤ j ´ ª ©I� ¤ j � ª �E£�¬X¡e´ iXl � ³ ¡e´"´±�X´�¬X¡ ( µ�® ² �&¸_¤Ô�X´ i l µ ³ª ´±µe©�¡e£¯��-�E£G¬Xµ ³ �E© i �E´"¡ Xh

¡e£G¬X¡e��ÎMá � ·�(�· ´ ª £X¬ µ i ¡e£X¬ j £��"´ Xε,1

¡�
Xε,2

¬X¡¹)�E£ ³ � ª �E£ ©I�X¤ � ª É



� ¦

¹ l"jA³ � ª �E£X£ jAªÔl ¡ h � ( ¡ ³ Õ j © i Xε,2

¡´±� j ¤Ô� l ´ l ¡ iXl µ´"¡£��"µx´±�E�X´�¹)� l ©�¡d¬
� �X£X¡�´"µ l"ª ¡{¬X¡¶½ l � ª �¢´
Ï µ£Xµ l"j ¤ ª ´"µ´y¡��d�X£ð�"ÕXµe� l Öe©�¡�¬X¡ ³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡¡e£ð¤Ô� ª ¬X�E£ £X¡»�X£ ¡ jAiXi l ��Î ª © j � ª �E£N¬X¡ Xε,1ikj¨l �X£ · � · � ( ¡´d¡ l±l ¡e� l ´ ³ �E©O© ª ´±¡e´ ikjAl ´±¡e´d¬ ª ®E¡ l ´±¡e´ jAiXi l ��Î ª © j � ª �E£X´�´"�E£¯�{µ��¢�X¬ ª µe¡´%�Í_£��k£ -�¬X¡´d¡�Î�¡e© i ¤¥¡e´d¬X¡»´ ª ©»�X¤ j � ª �E£ ´À´±�E£¯�{¬X�E£ £Xµe´{¡��d¤"� �E£ ³ �E£X´ � j �"¡ Ø �X¡ i ¤¥�X´ h(x) - Ø � ª¡´±�À¤"� ¡�Î i �E´ j £¯� i �E£ ³ �"�X¡e¤]¡£ x ¬X¡ Xh

-X¡e´ � ÏEl"j £X¬ i ¤¥�X´K¤ j � l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡{¡´±� l µ Ï �X¤ ª Ö l ¡{¡e£ x �
Í_£��k£
-A¤Ô¡È¬ ¡ l £ ª ¡ l�³ Õ jAiXª � l ¡ ª £¯� l ��¬ � ª ���X£ ³ Õ j © i XH,β

¤Ô� ³�j ¤¥¡e©�¡e£¯� j � �¢�E´ ª © ª ¤ jAªÔl ¡g© j¨ª ´
j ®E¡ ³ �X£ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯�c¡e£ 0

¬ ª #�µ l ¡e£¯�_¬ � ³ Õ j © i � j £ Ï ¡£��c¡£ x 6= 0
� Ódj £ ´ ³ ¡�c¡�Î ¡© i ¤Ô¡�-¤¥¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯�¶¡e£ x = 0

¬Xµ i ¡e£ ¬0¬X¡v¤ j ® j ¤Ô¡e� l ¬X¡ β � · jAª ´d¤Ô¡ ³�j ´¶¤Ô¡ i ¤Ô�X´d¹ l"jAiXikj £��¡´±�¶¤Ô¡ ³�j ´{� � β > d/α
�fÍ_£G¡�#f¡��- j ¤Ô� l ´ Ø �X¡¤¥¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡e£¯�{¡£ x 6= 0

¡e´ �¶�X£MÊ � ·
¬
� ª £ ¬ ªÔ³ ¡ H -X¤¥¡ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡£¯� � XH,β

¡£
x = 0

¡e´ �À�X£ i l � ³ ¡e´±´"�X´À´±� j ½X¤¥¡d¹ l¢jA³ � ª �A£X£ jAª¥l ¡¬Xµ$�k£ ª_ikj¨l � £X¡ l ¡ i l µe´±¡e£¯� j � ª �A£1Õ jAl ©O�A£ ª ´ j ½X¤Ô¡!� ¸ jAl ´"� ª �¢¡�-�© &©O¡´ ª ¤¥¡ ³ Õ j © i XH,β

¡e´±�
�X£ ³ Õ j © i ¬X� ´±¡ ³ �E£X¬J� l ¬ l ¡!-�´±�E£ ³ Õ j © i � j £ Ï ¡£��»¡e£ 0

£
� ¡e£ ¡´±� ikj ´»�X£
� Ó ¡ i ¤Ô�X´�-�¡£
x = 0

¤Ô¡ ³ �E© i � l �¢¡e©�¡e£¯��¤Ô� ³�j ¤y¬X¡ XH,β

¡e´ �:� l Öe´:µe¤¥� ªÔÏ £Xµð¬X¡ ´±�E£ ³ �E© i � l �"¡e©�¡e£¯� ¡£
x 6= 0

� Ó � �����X£ ³ �E© i � l �¢¡©O¡£��À¬ ª � j � ²�i ªÔØ �X¡»¬ � ³ Õ j © i XH,β

¡e£
0
� Ósj £X´s� £ iXl ¡© ª ¡ l�"¡e© i ´%-f¤Ô¡e´ i l � iXl±ª µ��¢µe´s¬
� j � �¢�E´ ª © ª ¤ jAl"ª �¢µ¶¤Ô� ³�j ¤¥¡x´±�E£¯�¶µ� j ½X¤ ª ¡e´d¡�� ³ ¡ Ø �X¡¤ Ø �X¡´"� ª � β � Ó ¡i ¤¥�X´%-f¤Ô¡ ³ Õ j © i XH,β

´ j � ª ´ ¹ jAª �s�X£X¡ iXl � iXl"ª µ�"µI¬
� j � �¢�A´ ª © ª ¤ jAl"ª �¢µ � ÏEl"j £X¬X¡´{µ ³ ÕX¡¤Ô¤¥¡e´%���{£
l ¡� l �E� ®A¡ j ¤Ô� l ´I�X£ i ÕXµe£ �E©OÖ£X¡N©I�X¤ � ª É µ ³ ÕX¡¤Ô¤¥¡e´»¬ µp° �Gl ¡e£ ³ �E£¯� l µ i �E� l ¤Ô¡e´�á � ·�(�· ´v�E�¡£ ³ � l ¡s¬ j £X´ 
 � Ó 
�
�"� ( � µ��¢�X¬X¡y¬X¡ XH,β

¡e´ �D¡£X´"� ª �¢¡ ³ �E© i ¤Ôµ��¢µ¡ ikj¨lÈ³ ¡¤Ô¤¥¡À¬ ¡s¤ j�l µ Ï �X¤ j¨l"ª �"µ¬X¡´s� l"j °±¡ ³ �¢� ª¥l ¡´s¡�s¬X¡»¤ j ¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ð¬ ¡ �sj �X´"¬X� l #0¬X¡I´"¡´ ÏEl"jAi ÕX¡´%� Í_£��X£
-�¬X¡´ ³ Õ j © i ´
j ®E¡ ³ � £ ³ �E© i � l �¢¡e©�¡e£¯� j � ²�i ªÔØ �X¡�¡e£ i ¤Ô�X´ ª ¡� l ´ i � ª £¯�"´K´"�E£¯� ª £¯� l ��¬ � ª �"´%�



� � ��� ����� �

� � � ������� � � � � � � � � �2� ������� � � �	��
 � �2� � ��� �
� � � � �

��¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl �k¡¤Ô¬X´ iXl ��® ª ¬X¡ i � !�¡ l ¹)�X¤_©���¬X¡¤Ô´ ª £ jAiXi ¤ ª ¡¬ © j �"ÕX¡e© j � ªÔ³ ´�� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -��¢Õ ¡ ²
jAl ¡x�¨¹h�¢¡e£��X´"¡¬ð�¢�O©O��¬X¡¤]£ j �¢� l¢j ¤ i ÕX¡£X�E©�¡e£ j �KæKÕX¡e£
-f© j £ ² ¡�Î j © i ¤Ô¡e´À�A¹ jAiXi ¤ ªÔ³�j � ª �A£X´�A¹Â´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²{j¨l ¡ ÏEª ®E¡£ ª £�
 æ jAØ 9 � �"��Êa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�-A�"ÕX¡�Ê l¢jA³ � ª �A£ j ¤� l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£
ª ´ ³ ¡ l � jAª £X¤ ² �¢Õ ¡�©��E´ �K¹ j ©O�A�X´K´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl �k¡e¤¥¬
�

��� � ���x���&���x�B�¶��������� �:�e��� � ���&���x�

��������� +=r	�dqyo���o �cq"!$#cq"%'&"()��&xr	(*��opr+!
· j £X¬X¡e¤¥½ l �¨� j £X¬ � j £ �À¡e´"´�Õ j ®E¡c¬X¡$�k£X¡¬��"ÕX¡cÊ l¢jA³ � ª �A£ j ¤ � l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£
- ª £ 
 · � � � 9��"-
j ´ j ´±�¢� ³ Õ j ´ � ª¥³ª £¯�¢¡ ÏEl¢j ¤8� � �"!�¡®A¡ l -&�¢Õ ¡ l ¡¡�Î ª ´±�d© j £ ² ! j�² ´{�¢� ³ Õ j¨l¢jA³ �¢¡ l±ª%$ ¡I�¢ÕX¡vÊ l¢j¨³ É� ª �E£ j ¤�� l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£
�d� ª £ ³ ¡ ª � ª ´ j Û j �X´±´ ª j £��k¡e¤¥¬
-&!�¡ ª £�� l ��¬X� ³ ¡ ª �À�¢Õ j £-,�´s�¢� ª �¢´
³ �(® jAl±ª j £ ³ ¡d¹)�X£ ³ � ª �E£
�
.:î0� ��íhì(íQê � �0/,�1/,�1/ ( ¡�

0 < H < 1
� ¼ Ê l"jA³ � ª �E£ j ¤�� l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£ (BH(x))x∈Rd

- ª £´±ÕX� l ��Ê � · - ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î H ª ´ j:l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ ³ ¡£��"¡ l ¡e¬JÛ j �X´±´ ªÔj £ �k¡e¤¥¬ ! ª �¢Õ ³ ��® j¨l"ª j £ ³ ¡¹)�X£ ³ � ª �E£
RH(x, y) =

C

2

(
‖x‖2H + ‖y‖2H − ‖x− y‖2H

)
,

� � � � �
!�ÕX¡ l ¡ (x, y) ∈ Rd × Rd

-
C > 0 j £X¬ ‖·‖ ª ´D�"ÕX¡�Íc� ³ ¤ ª ¬X¡ j £B£ � l © �A£

Rd
�

ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
- BH
ª ´ ³�j ¤¥¤Ô¡¬:´±� j £X¬ jAl ¬ðÊ � · ª ¹ C = 1

�
2 ��� �
	43 � � � � ¦ � ÌË£B�"ÕX¡ ³�j ´±¡ !�ÕX¡ l ¡ d = 1 j £X¬ H = 1/2

-
BH

ª ´ j � l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£
�
� l � !�£ ª j £ · �¨� ª �A£X´ jAl ¡s�¢ÕX¡{�A£X¤ ² Ê � · ´ !�ÕX�E´"¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ j¨l ¡ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯��� � �"!DÉ¡�®E¡ l -a¤ ª ,¨¡ � l � !�£ ª j £ · �A� ª �E£
- Ê � · ´�Õ j ®A¡x´ � j � ª �E£ j¨l±² ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/,�1/ � /6587:9<;
BH = �?>@>BA �CAED �����
	GFHD �JI�	 �������1AK>ML�D � �

∀x0 ∈ R
d, (BH(x+ x0)− BH(x))x∈Rd

(d)
= (BH(x))x∈Rd,

N = ��	 � (d)
=

>BA �
��?>PO ��	 �RQ�S �CTUDVAWFHD �XT � N � O:Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT � �
	 �CD �)>��
�"#



� §

· j £ ²=iXl � i ¡ l � ª ¡´B�¨¹ j Ê � · BH
jAl ¡ ÏEª ®E¡e£7½ ²=ª �"´N¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤ ª £ ¬X¡�Î H

� ¼ ´ j £¡�Î j © i ¤¥¡�- H Ï ��®E¡ l £X´d�"ÕX¡I´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl"ª � ²�i l � i ¡ l � ² ��Ê ªÔl ´±�%-f¤¥¡�d� ´ iXl ¡ ³eª ´±¡»�¢Õ ¡I¬X¡��X£ ª � ª �E£�A¹ j ´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl �k¡e¤¥¬
�
.:î0� ��íhì(íQê � �0/,�1/ � / ¼ l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ �k¡e¤¥¬ (Y (x))x∈Rd

ª ´K´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H ª ¹

∀λ > 0, (Y (λx))x∈Rd

(d)
= λH(Y (x))x∈Rd.

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/,�1/ þ /6587:9<;
BH

D >@> �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H L�D � ���

∀λ > 0, (BH(λx))x∈Rd

(d)
= λH(BH(x))x∈Rd.

Ê l �E© �¢Õ ª ´ iXl � i ¡ l � ² �¨¹D´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl"ª � ² - j £1� i i ¡ l ½Â�E�X£X¬M¹)� l �¢ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l¡�Î i �E£X¡£¯� ³�j £J½Â¡ ´±� j �¢¡¬
� ( ¡��X´;� l ´ � l ¡ ³�j ¤¥¤��¢Õ ¡ ¬X¡��X£ ª � ª �E£0�A¹��¢ÕX¡ i � ª £��4! ª ´"¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l¡�Î i �E£X¡£¯�s�A¹ j ¹)�X£ ³ � ª �A£
�
.:î0� ��íhì(íQê � �0/,�1/ 8 / ( ¡�

f : Rd −→ R
½f¡ j ¹)�X£ ³ � ª �A£B�A£

Rd j £ ¬ x ∈ Rd
�_æKÕX¡£
-

Hf(x) = sup

{
α > 0, lim

y→0

f(x+ y)− f(x)

‖y‖α = 0

}

ª ´ ³�j ¤¥¤Ô¡e¬ �"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£¯�s�A¹��¢Õ ¡¶¹)� £ ³ � ª �E£ f j � i � ª £¯� x �
æKÕX¡£
-a´ ª £ ³ ¡ BH

ª ´ H ÉË´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl -

HBH
(x) ≤ H j ¤¥©O�E´ �K´"� l ¡e¤ ² � � � � ¦ �

ÌË£M¬ ª ©�¡e£X´ ª �E£ d = 1
-&�"ÕX¡ ª £ ³l ¡©O¡£��"´x´ � j � ª �E£ jAl"ª � ²�j £ ¬0�¢Õ ¡�´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²N³ Õ j¨l¢jA³ É�"¡ l"ª'$ ¡d�"ÕX¡�Ê � · �

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/,�0/ � /�5 >M>BS ���HA = �CA d = 1
��� = ���)L 7:96; > N DVA = D �� � � H �
	 � A = � ���1TUF

	 � �CT �����CTUS��  I����1A ��	 � �� �CS >M>BD �
� Y �BT ?> N = D I = �
	 � > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H �
�� = ���
�>BA �CAED �����
	GFHD �JI�	 �������1AK>��
� ÕX¡£

d ≥ 2
-¨�¢Õ ¡ iXl ¡ ³ ¡¬ ª £ ÏsiXl � i �A´ ª � ª �E£�¬X��¡e´�£X�A� l ¡e© jAª £�� l �X¡!��ÌË£»¹ jA³ ��-��¢ÕX¡ l ¡È¡�Î ª ´±�"´

j £ ª ´"�¨� l � iXªÔ³ �X¡e¤Ô¬ ´%-�´"¡e¡�¹)� lcª £ ´±� j £ ³ ¡ 
 �ÈÍV« # �"-0!�Õ ª¥³ Õ jAl ¡�´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨lgj £X¬�Õ j ®E¡y´±� j � ª �E£ jAl ²
ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��

Æy´ ª £ Ï �"ÕX¡ �À�E¤Ô©�� Ï � l ��® ³el"ª �¢¡ l"ª �A£
- ª � ³�j £:½f¡d´±ÕX�"!�£B�"Õ j �D�"ÕX¡s� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´D�A¹ j Ê � ·
jAl ¡ ³ �E£¯� ª £��X�E�X´��
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �0/,�1/ ÿ / 7 ��	 ���
��	GF

H ′ < H
LPA = ��	�� � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAWD ��� � O"A = � 7:96;

BHN = � > �@>��
� ��T�� � �CA = > �
	 � �CT ��� >BAP>BS 	��BTUFHT�� I �CTVTUF
H ′

�
	��?T  ��	 I����1AWD �1S �?S > ���
Rd

�
æKÕX¡£
-��"Õ ª ´ iXl � i �E´ ª � ª �E£ ÏEª ®E¡e´V�X´ j ¤Ô�"!�¡ l ½f�A�X£X¬O¹)� l �"ÕX¡ i � ª £��4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£���A¹ j Ê � · � � ¡e£ ³ ¡�-a�X´ ª £ Ï � � � ¦ � -X�E£X¡¶¡ j ´ ª ¤ ² iXl ��®E¡e´��¢Õ ¡¶¹)�A¤Ô¤Ô�"! ª £ ÏI³ � l �E¤¥¤ jAl ² �

ûxêaë(êföQö)èXë"� �1/,�1/ � /� �BA
x ∈ Rd

��� = ���)L �CT ��� >BA�>BS 	 �BTUF
HBH

(x) = H.
� � � # �



� <

2 ��� �
	43 � � � � � « � ¼ ³ �"� j ¤Ô¤ ² - � � � # �ÈÕX�E¤¥¬X´ ª £ j ´±� l �E£ Ï ´"¡£X´"¡!� · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡¤ ² -

P
(
∀x ∈ R

d, HBH
(x) = H

)
= 1.

� � � § �
ÌË£G¹ jA³ �%- 
 ¼ × æ�«A§ �cÕ j ®A¡ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬0Û{¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡¬ · �X¤¥� ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤�¸ l � ³ ¡´"´±¡e´*! ª �¢ÕMá j £�É¬X�A© Í�Î i �E£X¡£¯�¢´ !�Õ ªÔ³ Õ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡��"ÕX¡ÀÊ � · j £X¬ ³�j £OÕ j ®E¡ j�l"j £X¬X�A© i � ª £¯�4! ª ´±¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l¡�Î i �E£X¡£¯���cæKÕX¡e£ - ª £:�¢ÕX¡ ikjAl � ª¥³ �X¤ jAlD³�j ´"¡¶�A¹�Ê � · - 
 ¼ × æ�«A§��&Õ j ®E¡��E½ � j¨ª £X¡¬ � � � § � �

��������� � #P(��8�Vqyo��J#��dnpr-25r	&"(Xr+!�r]q �*#:��o��cq
æKÕX¡ l ¡I¡�Î ª ´±�d© j £ ²�l ¡ iXl ¡´"¡e£¯� j � ª �E£X´d�A¹_�"ÕX¡Ê � · � � ¡ l ¡*!È¡�E£ ¤ ²BÏEª ®A¡ ª �¢´sÕ jAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡
l ¡ iXl ¡e´"¡£¯� j � ª �E£
� � � !�¡®A¡ l -f�A�"ÕX¡ lKl ¡ iXl ¡e´±¡e£¯� j � ª �E£ ´ ³ej £�½Â¡d¹)�E�X£ ¬ ª £ 
 ��æ 
A§��"�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/,�0/,�1�1/  �BA

0 < H < 1
��� = ���)L A = � >BA �
�� �
	� 7 96;

(BH(x))x∈Rd = �?>A = ��O �?TVT�� N D � �HD �1A � �
	��CT 	 � ��	��M> ���1A �CAWD ���
	

BH(x) =
1

C(H)

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
W (dξ),

� � � < �

N = ��	 � W (dξ)
D > ��� D ��� ��	 ��� �?>BS 	 � �
��

C(H) =

(∫

Rd

∣∣ ¡ −ie1·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2H
dξ

)1/2

,
� � � � �

N DVA = e1 = (1, 0, · · · , 0) ∈ Rd
�

2 ��� �
	43 � � � � � ¦ � æKÕ ¡ � ª ¡e£X¡ l ©�¡ j ´±� l ¡ W (dξ) ª ´ jð³ �E© i ¤Ô¡�Î ©�¡ j ´±� l ¡ !�Õ ªÔ³ Õ3¡e£ ´"� l ¡e´�"Õ j �v�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬[¬X¡��X£X¡e¬�½ ² � � � < � ª ´ jGl ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ �k¡e¤¥¬
�5ÌË£[¹ jA³ �%- W (dξ) ª ´ j Êk�E� l±ª ¡ l� l¢j £X´ ¹)� l ©��A¹ j�l ¡ j ¤�� l �"!�£ ª j £B©�¡ j ´"� l ¡�-k´"¡¡ 
 ��æ 
A§��&� l 
 ÇÈ�AÕ 
�
��]¹)� l ©�� l ¡d¬X¡� jAª ¤¥´%�
2 ��� �
	43 � � � � �"# � æKÕX¡ ³ �E£X´ � j £¯� C(H) ³�j £*½Â¡ l ¡ ! l"ª �"�"¡e£
-K´±¡e¡ 
 ��æ 
A§ �À¹)� l d = 1 j £X¬
³ Õ j¨i �¢¡ l # ¹)� l d ≥ 2

- j ´�¹)�A¤Ô¤Ô�"!�´º

C(H) =

(
π(d+1)/2Γ(H + 1/2)

HΓ(2H) sin (πH)Γ(H + d/2)

)1/2

,

!�ÕX¡ l ¡ Γ ª ´D�¢ÕX¡xÛ j ©O© j É`¹)�X£ ³ � ª �E£ �
¼ ´È£X�A� ª¥³ ¡¬ ª £ ³ � l �E¤Ô¤ jAl±² � � � � 
�-��¢ÕX¡ i � ª £��4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡e£¯���A¹ j Ê � · ª ´ j ¤¥©O�E´ �´±� l ¡¤ ² ¡ Ø � j ¤s�"� j ³ �E£ ´±� j £��%- !�Õ ªÔ³ Õ l ¡´±� l±ªÔ³ �¢´��"ÕX¡ �k¡e¤¥¬*�A¹ jAiXi ¤ ªÔ³ej � ª �E£X´�� ¼ ¤¥´"� -�´"�A©O¡

Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$�j � ª �E£ ´��¨¹{�¢ÕX¡ðÊ � · !�Õ ª¥³ Õ j ¤Ô¤¥�"!�´��"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ � 5 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£ ¡e£¯�:�¢�1® jAl ²
j ¤¥�E£ Ï �¢ÕX¡�� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´yÕ j ®E¡½Â¡e¡£ ª £¯� l ��¬ � ³ ¡¬
�sæKÕX¡»©O�E´ �y¹ j ©O�E� ´y�E£ ¡ ª ´ ³ ¡ l � j¨ª £X¤ ² �¢ÕX¡· � ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤ � l � !�£ ª j £ · �A� ª �E£
�



� �
���� � �:���&��(���x���&���x�B�¶� ������� �N���� � �¶�&���»�

æKÕX¡ · �X¤¥� ª ¹ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤7� l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£
- ª £´"Õ � l � · � · -EÕ j ´g½f¡¡e£ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡¬ ª £X¬ ¡ i ¡e£�É¬X¡£¯�¢¤ ²sª £ 
 ¸ ( � 
 � � j £X¬ 
 � × á 
 3 �8��Ì � ³ej £¶½f¡c¬X¡$�k£X¡¬x½ ² ´±�X½X´±� ª �"� � ª £ Ï�ª £d�¢Õ ¡VÕ jAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡
l ¡ iXl ¡e´"¡£¯� j � ª �E£x�A¹X�¢Õ ¡DÊ � · -�´±¡e¡ � � � < �$-��¢���¢ÕX¡ ³ �E£ ´±� j £�� ikjAl"j ©O¡��¢¡ l H j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É � 5 ¤Ô¬ ¡ l¹)�X£ ³ � ª �E£ h �_æKÕX¡e£
-k�"Õ ª ´D¹)�X£ ³ � ª �E£ Ï ��®E¡ l £X´��¢ÕX¡ iXl � i ¡ l � ª ¡´K�A¹��"ÕX¡ · � · �
.:î0� ��íhì(íQê � �1/%(	/,�1/ ( ¡�

h : Rd −→ (0, 1)
½Â¡ j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l ¹)�X£ ³ � ª �A£
�xæKÕ ¡e£
- j· � ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤&� l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£
- ª £B´±ÕX� l � · � · - (Bh(x))x∈Rd

ª ´ jvl ¡ j ¤ É ® j ¤¥�X¡e¬ �X¡e¤Ô¬!�Õ ª¥³ Õ j ¬X© ª �¢´È�"ÕX¡ l ¡ iXl ¡´"¡e£¯� j � ª �E£

Bh(x) =
1

C(h(x))

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖h(x)+d/2
W (dξ),

� � � 3 �

!�ÕX¡ l ¡ W (dξ) ª ´ j � ª ¡£X¡ l ©�¡ j ´"� l ¡ j £X¬ !�Õ ¡ l ¡ C(·) ª ´K¬X¡$�k£X¡e¬�½ ² � � � � �$�
� ª £ ³ ¡ W (dξ) ª ´ j � ª ¡£X¡ l ©O¡ j ´"� l ¡�- j · � · Bh

ª ´ j¶l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ ³ ¡e£¯�¢¡ l ¡¬NÛ j �X´"´ ª j £�k¡¤Ô¬
�_æKÕ ¡e£
-a´ ª £ ³ ¡{�"ÕX¡¶© jAi f −→
∫
f dW ª ´ j £ ª ´"�E©�¡� l±² - ª � ¡��

E

(∣∣∣∣
∫

Rd

f(ξ)W (dξ)

∣∣∣∣
2
)

=

∫

Rd

|f(ξ)|2 dξ.

�"ÕX¡ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡d¹)� £ ³ � ª �E£N�A¹ Bh
³�j £B½f¡¶¡�® j ¤Ô� j �"¡e¬
�

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/'(	/%(	/� �BA
(x, y) ∈ Rd

��� = ���)L

E(Bh(x)Bh(y)) = D(h(x), h(y))
(
‖x‖h(x)+h(y) + ‖y‖h(x)+h(y) − ‖y − x‖h(x)+h(y)

)
,

N = ��	 �PO ��	
(H1, H2) ∈ (0, 1)2

D(H1, H2) =
C2((H1 +H2)/2)

C(H1)C(H2)

N DVA = C(·)
 �KY � � ���F � � � � � �

� 	 � � O � ´±¡e¡ 
 ¼ Ç ( �d«E«��8�
æKÕX¡£
-¨�"ÕX¡ �y�E¤¥©O� Ï � l ��® ³el"ª �¢¡ l"ª �A£ ÏAª ®E¡´]�¢ÕX¡ ³ �A£�� ª £�� ª � ² �A¹ �"ÕX¡_� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´&�A¹ j · � · �æKÕX¡ ²BjAl ¡{¡�®E¡£ð¤Ô� ³�j ¤Ô¤ ² � 5 ¤Ô¬X¡ l"ªÔj £
�

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/'(	/ � /� �BA
K ⊂ Rd

��� � I���� � � IBA:> �BA �
� = ���)LJO ��	����
��	BF

H ′ < min (minK h, β)
L A = ��	 ��� � D >BAV> � ����CD Y6I �CAWD ��� � O A = � ; 9<;

BhN = D I = = �?> H ′
�
	��?T  ��	">��
� ��T�� � �CA = > ��� K �

� 	 � � O � ´±¡e¡ 
 � × á 
 3 �"�



� 3

ÇÈ�E£X´±¡ Ø �X¡£��"¤ ² -f´ ª £ ³ ¡ h ª ´ jv³ �E£¯� ª £��X�E�X´K¹)�X£ ³ � ª �E£
- ¹)� l ¡®E¡ l±² x ∈ Rd
-

HBh
(x) ≥ min (h(x), β)

� � � 9 �
j ¤¥©O�A´±�D´±� l ¡¤ ² �ÌË£3�¢ÕX¡ ³�j ´±¡��¨¹ j Ê � · -g�"ÕX¡N´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl"ª � ²GiXl � i ¡ l � ²3ÏEª ®A¡e´�¢Õ ¡�¡ Ø � j ¤ ª � ² ª £ � � � 9 �$�
� � !�¡®A¡ l - j · � · ª ´�£X�A��´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAlVª £N©��E´±� ³ej ´"¡´%� �y¡®A¡ l �¢ÕX¡¤Ô¡e´±´%- j · � · ´ j � ª ´ �k¡´ j¤¥� ³ej ¤ iXl � i ¡ l � ² �A¹�´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬ ª £ 
 � × á 
 3 �8�
.:î0� ��íhì(íQê � �1/%(	/ � / ¼ �k¡¤Ô¬

(Y (x))x∈Rd
ª ´D¤¥� ³ej ¤Ô¤ ²�j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³�j ¤Ô¤ ² ´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl - ª £N´"Õ � l �¤ j ´"´�- j � i � ª £¯� x ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î h(x) ª ¹

lim
ε→0+

(
Y (x + εu)− Y (x)

εh(x)

)

u∈Rd

(d)
= (Tx(u))u∈Rd,

� � � 
 �
!�ÕX¡ l ¡K�¢Õ ¡À£ �E£�ÉË¬ ¡ Ï ¡£X¡ l"j �¢¡ �k¡¤Ô¬ (Tx(u))u∈Rd

ª ´ ³�j ¤¥¤Ô¡¬v�"ÕX¡D� j £ Ï ¡e£¯� �k¡¤Ô¬ j � i � ª £¯� x �¨¹ Yj £ ¬N�"ÕX¡¶¤ ª © ª � ª ´ ª £N¬ ª ´ � l±ª ½X� � ª �E£ ¹)� l�j ¤Ô¤ �k£ ª �"¡{¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£ j ¤�© jAl±ÏEª £X´È�A¹��"ÕX¡ �k¡e¤¥¬X´%�Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-��"ÕX¡,�k¡e¤¥¬ Y ª ´]¤ j ´"´ ! ª �¢Õ¶©I�X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤�¹)�X£ ³ � ª �A£ h ª ¹�¹)� l ¡�®E¡ l±² x ∈ Rd
-

ª � ª ´K¤ j ´"´ j � i � ª £¯� x ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î h(x) �2 ��� �
	43 � � ¦ � < � ÌË£ Ï ¡£X¡ l"j ¤"-��¢ÕX¡ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ � � � 
 � ª ´ ª £0¬ ª ´ � l"ª ½X� � ª �E£ ¹)� l�j ¤¥¤0�k£ ª �"¡O¬ ª É©�¡e£X´ ª �E£ j ¤K© j¨l"ÏEª £X´%� �y¡�®E¡ l �¢Õ ¡e¤Ô¡´"´�- ª £5´±�E©O¡ ³�j ´±¡e´�- ª � ³ej £�½Â¡�´ � l ¡e£ Ï �"ÕX¡e£ ¡e¬
� ¼ ´ j £¡�Î j © i ¤¥¡�- ª £:�¢ÕX¡ ³�j ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ Y j £ ¬ Tx
jAl ¡ ³ �A£�� ª £��X�E� ´%-X�¢Õ ¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ � � � 
 �È© j�² ½f¡

j{³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ ª £�¬ ª ´±� l"ª ½X� � ª �E£�E£�¢Õ ¡À´ ikjA³ ¡y�A¹ ³ �A£�� ª £��X�E� ´c¹)� £ ³ � ª �E£X´c¡£X¬X�"!È¡¬ ! ª �¢Õv�¢ÕX¡�"� i �A¤Ô� ÏA² �¨¹À�"ÕX¡ �X£ ª ¹)� l © ³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡N�E£ ³ �A© ikj¨³ �´±¡�¢´�� ¼ ¤Ô´"��- !È¡ ! ª ¤Ô¤ iXl ¡ ³eª ´"¡:¡ j¨³ Õ� ª ©�¡s�¢ÕX¡¶´±¡e£X´±¡x�A¹��¢Õ ¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ � � � 
 �$�
2 ��� �
	43 � � ¦ � � � ¼ ¤ j ´"´ �k¡¤Ô¬ð¤¥���C,�´À¤ ª ,A¡�¤Ô� ³�j ¤¥¤ ²�j ´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl �X¡e¤Ô¬ � · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´±¡e¤ ² - ª ¹ j�k¡¤Ô¬

Y ª ´V¤ j ´"´ j � i � ª £¯� x ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î h(x) j £X¬�� j £ Ï ¡e£¯���X¡e¤Ô¬ Tx

-��¢Õ ¡e£
Tx
ª ´�´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î h(x) � ¼ ¤¥´"� -g�"ÕX¡:¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ² ¬X¡e´ ³el"ª ½f¡´�¢ÕX¡:¤¥� ³ej ¤�½Â¡eÕ j ® ª �E� l �A¹ j �k¡¤Ô¬
�Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-E�¢ÕX¡�¤Ô� ³�j ¤X´±� l � ³ �¢� l ¡�- l ¡ �X¡ ³ �"¡e¬O½ ² �"ÕX¡K� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬X´%- ª ´V´ �¢�X¬ ª ¡e¬ ª £ 
 Ê j ¤ «¯¦ �

ª £0�¢Õ ¡O¹ l¢j ©O¡�!È� l ,G�A¹ ³ �E£¯� ª £��X�E�X´ �k¡e¤¥¬X´ j £X¬ ª £ 
 Ê j ¤Ô« # � ª £M�¢ÕX¡ ³�j ´±¡ �A¹ i l � ³ ¡e´±´"¡´ ! ª �¢Õ°±�X© i ´��
æKÕX¡£
- ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤8- j · � · ¤Ô��� ,�´I¤ ª ,A¡:¤¥� ³ej ¤Ô¤ ²1j Ê � · ½X��� ! ª �¢Õ3¡�Î i �E£X¡£�� !�Õ ª¥³ Õ® jAl±ª ¡e´ j ¤Ô�E£ Ï �"ÕX¡{� l"j °±¡ ³ �¢� l ² �

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/'(	/ � /� �BA
h : Rd −→ (0, 1)

��� � T�� I �CTVTUF
β
�
	��?T  ��	:OGS �JIBAED ��� >BS1I = A = �CA

∀x ∈ R
d, h(x) < β.

� = ���)L6A = � ; 96;
Bh

D > T�� I �CTVTUF �?>BF � ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = � S TUAED O 	�� IBAWD �����CT*OGS �JI��AWD ���
h

�
�� �CA � � I = ���?D �1A DVAV> A �
� � ���1A"Y �BT �D > � 7 96; � ; ��	 � ��	 �MIBD > �BTUF L�O ��	 ���
��	GF
Y � �  x ∈ R

d
L

lim
ε→0+

(
Bh(x + εu)−Bh(x)

εh(x)

)

u∈Rd

(d)
=
(
Bh(x)(u)

)
u∈Rd,

� � � � « �
N = ��	 � A = � I���� �
��	 � ���JI��HD > � I���� �
��	 � ���JI��HD � CD >BA 	GD ��S AED ��� ��� A = � > � � I���� O I����1AED �1S��?S >OGS �JIBAED ���)> ���� � N �  N DVA = A = � A �����?T�� �CF � O6A = � S �1D O ��	 � I���� �
��	 � ���JI�� ��� I���� � � IBA	> �BAK> �
��
Bh(x)

D > � >BA �
�� �
	� 7 96; N DVA = D �� � � h(x) �
� 	 � � O � ´±¡e¡ 
 � × á 
 3 �"�



� 9

( ¡�È�X´ l ¡© j¨l ,I�¢Õ j � ª £ � � � � « �$-��¢ÕX¡ i � ª £�� x ª ´ � Î�¡e¬ j £ ¬��¢ÕX¡y¤ ª © ª � ª ´ j ¤ ª © ª �_�A¹2�k¡¤Ô¬X´ª £X¬X¡�Î�¡¬O½ ² u �gæKÕX¡£��E£X¡ ³ej £ !��E£X¬ ¡ lVª ¹Â�¢ÕX¡�¤ ª © ª ���¨¹��¢Õ ¡ �X¡e¤Ô¬ ´ ª £X¬X¡�Î ¡¬�½ ² (x, u)
¡�Î ª ´ �¢´%-

ª � ¡!� ª ¹
(
B̃(x, u)

)
(x,u)∈Rd×Rd

(d)
= lim

ε→0+

(
Bh(x + εu)−Bh(x)

εh(x)

)

(x,u)∈Rd×Rd¡�Î ª ´±�"´%--!�ÕX¡ l ¡��"ÕX¡�´"¡e£ ´"¡»�¨¹��"ÕX¡x¤ ª © ª ��Õ j ´��¢��½f¡¶´ i ¡ ³eª �X¡e¬
� � ! ª £ Ï �¢� iXl � i �E´ ª � ª �E£ � � ¦)� 3 -£X¡ ³ ¡´"´ j¨l"ª ¤ ² -X¹)� l ¡�®E¡ l±² � Î�¡e¬ x ∈ Rd
-

(
B̃(x, u)

)
u∈Rd

(d)
=
(
Bh(x)(u)

)
u∈Rd .

æKÕX¡£
- ª � l ¡e© jAª £ ´��¢� ,�£X�"! �"ÕX¡ ³ � l±l ¡¤ j � ª �E£I½Â¡�4!�¡e¡£O�"ÕX¡ �k¡e¤¥¬X´ Bh(x)

-
x ∈ R

d �gÊa�A¤Ô¤Ô�"! ª £ Ï£X¡�Î�� i l � i �E´ ª � ª �E£
-��"ÕX¡e´±¡ �X¡e¤Ô¬ ´ jAl ¡ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯���
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/'(	/ ÿ /� �BA

h : Rd −→ (0, 1)
��� � T�� I �CTVTUF

β
�
	��?T  ��	:OGS �JIBAED ��� >BS1I = A = �CA

∀x ∈ R
d, h(x) < β.

� = ���)L6T��BA (
Bh(x)

)
x∈Rd

��� � O �
� DVTUF � O D �� � ������ ���1A >BA �
�� �
	� 7:96; � � ��� �
	GAED IBS T �
	4L+O ��	
���
��	GF Y � �  x ∈ Rd

L (
Bh(x)(u)

)
u∈Rd

D > � >BA �
�� �
	� 7:96; N DVA = D �� � � h(x) �  �BA B̃ ����A = �I����1A ��	 �  � �CS >M>BD �
� Y �BT   �KY � � ���F

B̃(x, u) = Bh(x)(u).

� = ���)L

lim
ε→0+

(
Bh(x + εu)− Bh(x)

εh(x)

)

(x,u)∈Rd×Rd

(d)
=
(
B̃(x, u)

)
(x,u)∈Rd×Rd

,
� � � �;� �

N = ��	 � A = ��TUD � DVA�D >�D � CD >BA 	GD ��S AED ��� O ��	 �CTVTCY �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)>��
�È¡�¹)� l ¡ !È¡ iXl ��®E¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£ � � ¦)� 9�-�¤Ô¡���X´ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡��¢ÕX¡ �k¡e¤¥¬ (B(x, y))(x,y)∈Rd×(0,1)¬X¡$�k£X¡¬ð½ ²

B(x, y) =
1

C(y)

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖y+d/2
W (dξ),

!�ÕX¡ l ¡ C(·) ª ´K¬X¡$�k£X¡e¬�½ ² � � � � � j £X¬ W (dξ) ª ´ j � ª ¡£X¡ l ©�¡ j ´±� l ¡!�cæKÕX¡e£
-

(Bh(x))x∈Rd

(d)
= (B(x, h(x)))x∈Rd.

� 	 � � O � ( ¡�
Yε(x, u) =

Bh(x + εu)− Bh(x)

εh(x)
.

( ¡��� ´y´ i ¤ ª � Yε
ª £¯�¢�I�4!�� �k¡¤Ô¬X´ Yε

(d)
= Yε,1 + Yε,2

!�ÕX¡ l ¡

Yε,1(x, u) =
B(x + εu, h(x))− B(x, h(x))

εh(x)



� 


j £ ¬
Yε,2(x, u) =

B(x + εu, h(x+ εu))−B(x + εu, h(x))

εh(x)
.

æKÕX¡£
-k�¢ÕX¡¶½Â¡eÕ j ® ª �E� l �A¹ Yε,1

- j ´ ε→ 0+

- ª ´ � l ´ �y´ �¢�X¬ ª ¡e¬ �
ñfì�î7� � á�¡e© jAl ,N�¢Õ j �{¹)� l ¡®A¡ l ² � Î�¡e¬ x - (Yε,1(x, u))u∈Rd

ª ´ j Ê � · ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î h(x) �¼ ¤Ô´"��- ª ¹ x = y
-

E(Yε,1(x, u)Yε,1(y, v)) = E
(
Bh(x)(u)Bh(x)(v)

)
,

j £ ¬B½ ² ¬X¡$�k£ ª � ª �A£:�A¹ B̃ -

E(Yε,1(x, u)Yε,1(x, v)) = E

(
B̃(x, u)B̃(x, v)

)
.

æKÕX¡£
- j ´"´±�X©O¡ x 6= y
� � ²:ª ´"�E©�¡� l±² -

E(Yε,1(x, u)Yε,1(y, v)) =
ε−h(x)−h(y)

C(h(x))C(h(y))

∫

Rd

¡
i(y−x)·ξ( ¡ −iεu·ξ − 1

)( ¡
iεv·ξ − 1

)

‖ξ‖d+h(x)+h(y)
dξ.

� ¡e£ ³ ¡�-

E(Yε,1(x, u)Yε,1(y, v)) =
1

C(h(x))C(h(y))

∫

Rd

¡
iaε·ξ
( ¡ −iu·ξ − 1

)( ¡
iv·ξ − 1

)

‖ξ‖d+h(x)+h(y)
dξ,

!�ÕX¡ l ¡ aε = (y − x)/ε
� · � l ¡e��®E¡ l -a´ ª £ ³ ¡ x 6= y

-

lim
ε→0+

‖aε‖ = +∞.

æKÕX¡£
-k�X´ ª £ Ï �¢ÕX¡�á ª ¡© j £ £ ( ¡½f¡´ Ï � ¡ ( ¡©O© j -X�E£ ¡{¡ j ´ ª ¤ ²�³ �E£ ³ ¤Ô� ¬X¡e´��¢Õ j �

lim
ε→0+

E(Yε,1(x, u)Yε,1(y, v)) = 0.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X´ ª £ ³ ¡ x 6= y
-
B̃(x, u) j £X¬ B̃(x, v) jAl ¡{�4!�� ª £X¬X¡ i ¡e£ ¬X¡e£¯� ³ ¡e£¯�¢¡ l ¡¬GÛ j �X´ É´ ª j £:® jAl"ªÔj ½X¤¥¡e´%� � ¡e£ ³ ¡�-

lim
ε→0+

E(Yε,1(x, u)Yε,1(y, v)) = E

(
B̃(x, u)B̃(y, v)

)
.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

lim
ε→0+

(Yε,1(x, u))(x,u)∈Rd×Rd

(d)
=
(
B̃(x, u)

)
(x,u)∈Rd×Rd

,
� � � � ¦ �

!�ÕX¡ l ¡{�¢Õ ¡�¤ ª © ª � ª ´ ª £B¬ ª ´±� l"ª ½X� � ª �E£ ¹)� l ¡�®E¡ l ² �k£ ª �¢¡{¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤f© jAl±ÏEª £ ´%�
ñfì�î7� ( ÆÀ´ ª £ Ï �"ÕX¡ ª ´±�E©O¡�� l ² iXl � i ¡ l � ²Nj £X¬ j æ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£
-k�E£X¡ ³ej £ i l ��®E¡

lim
ε→0+

E
(
Y 2

ε,2(x, u)
)

= 0,

´±¡e¡ iXl ���¨¹k�A¹ iXl � i �E´ ª � ª �A£I¦)� ¦)� �;� ª £ ³ Õ j¨i �¢¡ l ¦�¹)� l ©O� l ¡V¬X¡� jAª ¤¥´%� � ¡£ ³ ¡!- ª £x® ª ¡ !3�A¹ � � � � ¦ � -�"ÕX¡ iXl ���A¹ ª ´K¬X�A£X¡��



¦A«

Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- j £0� i i ¡ l ½Â�E�X£ ¬M¹)� l �"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l ¡�Î i �E£X¡£��x�A¹ Bh
³ej £M½f¡¬X¡¬X� ³ ¡e¬3¹ l �E© �¢ÕX¡N¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² �JæKÕX¡e£ -��X´ ª £ Ï � � � 9 � -_�¢ÕX¡:¹)�E¤¥¤Ô�"! ª £ Ï�³ � l �E¤Ô¤ jAl±²Mª ´�E½�É� jAª £X¡¬
�

ûxêaë(êföQö)èXë"� �1/'(	/ � /� �BA
h : Rd −→ (0, 1)

��� � T�� I �CTVTUF
β
�
	��?T  ��	:OGS �JIBAED ��� >BS1I = A = �CA

∀x ∈ R
d, h(x) < β.

� = ���)L O ��	 ���
��	GF
x ∈ Rd

L6A = � ���?D �1A N D > ��	��?T  ��	 � � ����� ���1A
HBh

(x)
� O A = � ; 96;

Bh

�CA
���?D �1A

x
D > �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF �RQ�S �CT+A �

h(x)
�

� ¡£ ³ ¡!-f�"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡e£¯�{�¨¹g�¢ÕX¡ · � · Bh
ª ´ j ¤Ô¤¥�"!È¡¬��¢��® jAl±²Bj ¤¥�E£ Ï�"ÕX¡È� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´ j £X¬ ª ´ Ï ��®E¡ l £X¡¬O½ ² �"ÕX¡D¹)�X£ ³ � ª �E£ h ��æKÕX¡ ÏEl ¡ j �"¡ l h(x) ª ´�-A�¢ÕX¡K´±©O���A�"ÕX¡ l�"ÕX¡�� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´»�A¹ Bh

j¨l ¡ ª £ j £X¡ ªÔÏ Õ�½Â�E� l Õ ����¬1�A¹ x � ¼ ´ j £ ¡�Î j © i ¤Ô¡�-��¢ÕX¡ · � · ª ´�X´±¡e¬ j ´ j �¢� ² ÉË©���¬X¡e¤ ¹)� l ©���¬ ¡e¤ ª £ Ï ©��E�X£¯� jAª £X´�½f¡ ³�j � ´"¡ ª � j ¤Ô¤¥�"!�´��"��� j ,A¡ ª £¯�"� jA³³ �E� £���"ÕX¡O¡ l �E´ ª �E£ i ÕX¡£X�E©�¡e£ j � � �"!È¡�®E¡ l -g�¢ÕX¡�� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´��A¹��¢ÕX¡ · � · jAl ¡ ª £0´±�E©�¡O´±¡e£X´±¡
l ¡ Ï �X¤ jAl ´ ª £ ³ ¡��"ÕX¡ ²�jAl ¡�¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² �65 ¤¥¬X¡ l±ª j £
� ¼ ¤¥´"� -�
 ¼ ( �{«A«�� j £X¬ 
 � �KÇÈÌp«E« � ª £¯� l ��¬ � ³ ¡´±�E©O¡ Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$�j � ª �E£X´v�A¹{�"ÕX¡ · � · ª £5� l ¬X¡ l �"� Õ j ®E¡ j0i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£��!�Õ ª¥³ Õ�® jAl"ª ¡e´ j ½ l � i �¢¤ ² � �À¡®E¡ l �"ÕX¡e¤¥¡e´"´�-X�¢ÕX¡ ªÔl �k¡e¤¥¬X´ l ¡e© jAª £O¤ j ´±´KÛ j �X´"´ ª j £ �k¡e¤¥¬X´ j £X¬ ³�j ££X�¨�x©���¬X¡e¤g£ �E£�É Û j �X´±´ ªÔj £ i ÕX¡e£ �E©O¡£ j � � ¡£ ³ ¡!-�£X�E£�É Û j �X´"´ ª j £G¤ j ´"´ �k¡¤Ô¬X´�- ³ej ¤Ô¤¥¡e¬MáÀ¡ j ¤
�yjAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡dÊ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£X´�-XÕ j ®E¡�½Â¡e¡e£ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡¬ ª £ 
 �DÇÈÌp«¯¦��"�

���� � ����� � �{�g� �x�:���D���N��� � ���x���&���x�B�¶���M�D�O� � �¶�&���»�N�

á�¡ j ¤ �sj¨l ©��E£ ª%$ej ½X¤¥¡¶Ê l"jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ�® ² · �¨� ª �A£X´%- ª £�´"ÕX� l �{á � Ê (�· ´�-�´±Õ jAl ¡»© j £ ²NiXl � i É¡ l � ª ¡e´ ! ª �¢Õ �"ÕX¡¶Ê � · � ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£ -��"ÕX¡¶Ê � · ª ´ j á � Ê (�· � �È¡£ j ´±´ ª -kÇÈ�EÕX¡e£ j £X¬:ÌË´ � j ´Õ j ®A¡»¬X¡$�k£X¡e¬��¢ÕX¡ ³ ¤ j ´"´À�A¹cá � Ê (�· ´À½ ² ´"�X½ ´±� ª �¢� � ª £ ÏOª £N�¢ÕX¡�Õ jAl ©O�A£ ª%$ej ½X¤Ô¡ l ¡ iXl ¡e´±¡e£¯� j É� ª �E£:�A¹��¢Õ ¡xÊ � · �"��¢ÕX¡ � ª ¡£X¡ l ©�¡ j ´±� l ¡ W (dξ) j ( µ® ²:l"j £X¬X�E© ©O¡ j ´"� l ¡ L(dξ)
�

����� ��� 8Im
	�� (-#cq"%�� � � r+#�!� (Xr
� ¡e� l±ª ´±� ªÔ³ej ¤Ô¤ ² - j ( µ�® ²Bl"j £X¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ ª ´À¤ ª £-,A¡¬ ! ª �¢Õ��"ÕX¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´y�A¹ j ( µ�® ²ðiXl �¨É
³ ¡e´"´���Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-V�"ÕX¡�£ �E£�É � l �"!�£ ª j £ iXjAl ���A¹ j ( µ�® ²[iXl � ³ ¡e´±´ ³ej £5½Â¡ l ¡ i l ¡e´±¡e£¯�¢¡¬½ ²0j ¸�� ª ´±´"�E£ i l � ³ ¡e´±´%� ¼ ¤Ô´±� -&�¢ÕX¡O£X�E£�É4� l �"!�£ ªÔj £ ikj¨l �x�A¹ j ( µ�® ²0l¢j £X¬X�E©�©�¡ j ´±� l ¡ ª ´
ª £�� l ��¬X� ³ ¡e¬N�"! ª £ Ï �¢� j ¸�� ª ´"´±�E£ l"j £X¬X�A© ©�¡ j ´±� l ¡!�
( ¡�

N(dξ, dz)
½Â¡ j ¸�� ª ´"´"�A£ l"j £X¬X�A© ©�¡ j ´±� l ¡ �E£

Rd × C
! ª �¢Õ*©�¡ j £=©�¡ j ´±� l ¡

n(dξ, dz)
- ª � ¡!� jl¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´"� l ¡�´±� ³ Õ��"Õ j �

• ¹)� l ¡®A¡ l±² �È� l ¡e¤¯´±¡� A ´"� ³ Õ»�"Õ j � n(A) < +∞ - N(A) ª ´ j ¸�� ª ´±´"�E£ l¢j £ ¬X�E© ® jAl±ª j ½X¤¥¡�¨¹ ª £��"¡e£X´ ª � ² n(A)
�

• ª ¹g�"ÕX¡I´"¡�� I ª ´ �k£ ª �"¡ j £ ¬ ª ¹g�"ÕX¡��È� l ¡e¤�´"¡��¢´ Ai

-
i ∈ I jAl ¡ ikjAª¥l ! ª ´±¡x¬ ª ´)°±� ª £¯��-a�¢ÕX¡£�"ÕX¡ l¢j £X¬X�E© ® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´ N(Ai)

-
i ∈ I - jAl ¡ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯���
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ýBêaì�è ì(í)ê � æKÕ l �E� Ï ÕX�E� ���¢Õ ª ´�´"¡ ³ � ª �E£
- L2
(
Rd × C

) ª ´&�¢Õ ¡�´ ikjA³ ¡��A¹ ³ �E© i ¤Ô¡�Î�É`® j ¤Ô�X¡¬�¹)� £ ³ É� ª �E£X´ !�Õ ªÔ³ Õ jAl ¡{´ Ø � jAl ¡ ª £¯�¢¡ ÏEl¢j ½X¤Ô¡s¹)� l �¢ÕX¡¶©�¡ j ´±� l ¡ n(dξ, dz)
�

( ¡���X´¶£X�A�"¡
Ñ = N − n

�"ÕX¡ ³ �E© i ¡£X´ j �¢¡e¬0¸�� ª ´"´±�E£ l¢j £X¬ �E© ©�¡ j ´±� l ¡!�vÌ � ª ´d�¢Õ ¡e£
³ ¤ j ´±´ ªÔ³ej ¤��"��¬ ¡��k£X¡¶�¢Õ ¡�´ �¢� ³ Õ j ´ � ªÔ³{ª £¯�¢¡ ÏAl¢j ¤

∫

Rd×C

ϕ(ξ, z) Ñ(dξ, dz)

¹)� l ¡�®E¡ l±² ¹)�X£ ³ � ª �A£ ϕ : R
d × C −→ C

´±� ³ Õ �¢Õ j � ϕ ∈ L2
(
R

d × C
) ��æKÕ ¡e£
-{½ ²

³ �E£X´±� l � ³ � ª �E£
- ¹)� l ¡�®E¡ l±² ϕ ∈ L2
(
Rd × C

) -

E

[∣∣∣∣
∫

Rd×C

ϕ(ξ, z) Ñ(dξ, dz)

∣∣∣∣
2
]

=

∫

Rd×C

|ϕ(ξ, z)|2 n(dξ, dz),

ª � ¡!���¢ÕX¡y© j¨i ϕ 7−→
∫
ϕdÑ ª ´ j £ ª ´"�E©�¡� l±² ¹ l �E© L2

(
Rd × C

) �E£¯�¢� j ´"�X½X´±¡���A¹ L2(Ω)
�

�y�¨� ªÔ³ ¡�¢Õ j � ª ¹ ϕ ª ´ l ¡ j ¤V´±� ª ´ ∫ϕdÑ � ( ¡��»� ´x¬X¡£X�A�"¡�½ ² <(z)
�¢ÕX¡ l ¡ j ¤ ikjAl �»�A¹ j

³ �E© i ¤Ô¡�Î z j £X¬�½ ² =(z) ª �"´ ª © jAÏEª £ jAl±²�ikjAl ���æKÕX¡¶¤ j ! �A¹��"ÕX¡ l¢j £ ¬X�E©�® jAl±ª j ½ ¤Ô¡ ∫ϕdÑ ª ´ ÏEª ®E¡e£N½ ²Nª �"´ ³ Õ jAl"jA³ �"¡ l"ª ´±� ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£

E

[
exp

(
i

(
u

∫
<(ϕ) dÑ + v

∫
=(ϕ) dÑ

))]

!�Õ ª¥³ Õ ª ´K¡ Ø � j ¤ �"�

exp

[∫

Rd×C

[exp (i(u<(ϕ) + v=(ϕ)))− 1− i(u<(ϕ) + v=(ϕ))] dξ ν(dz)

]
,

!�ÕX¡ l ¡ (u, v) ∈ R2
� ( ¡�À�X´ l ¡© j¨l ,O�"Õ j � ∫ ϕdÑ ª ´ j³ ¡£��"¡ l ¡e¬ l"j £X¬X�E© ® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡!�

� ¡ l ¡{�¢Õ ¡�©�¡ j £B©�¡ j ´"� l ¡ n(dξ, dz) = EN(dξ, dz) = dξ ν(dz)
´ j � ª ´ �k¡´eº

∀ p > 2,

∫

C

|z|p ν(dz) < +∞.
� � � �"# �

· � l ¡e��®A¡ l ν ª ´ j £ �E£B® j £ ª ´"Õ ª £ Ï ©�¡ j ´"� l ¡�´±� ³ Õ��"Õ j � ν({0}) = 0
�

æKÕX¡£
- ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦�8- j ©�¡ j ´±� l ¡ M(dξ)
- j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �"Õ��"ÕX¡V¸�� ª ´"´±�E£ l"j £X¬X�E©�©�¡ j ´"� l ¡

N(dξ, dz)
- ª ´K¬X¡$�k£X¡e¬�½ ²

∫

Rd

f(ξ)M(dξ)
def
=

∫

Rd×C

[f(ξ)z + f(−ξ)z̄] Ñ(dξ, dz),
� � � � § �

!�ÕX¡ l ¡ f ∈ L2(Rd)
�

� ¡£ ³ ¡!- ª ¹
∀ξ ∈ R

d, f(−ξ) = f(ξ)
� � � � < �



¦E¦

∫
Rdf(ξ)M(dξ) ª ´ j l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ ³ ¡£¯�¢¡ l ¡e¬ l¢j £ ¬X�E© ® j¨l"ª j ½X¤Ô¡!�¶Êa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�- ª �¢´ ³ Õ jAl¢jA³ É�"¡ l"ª ´±� ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£ ª ´

E

( ¡ iu ∫ f dM
)

=exp

(∫

Rd×C

[exp (2iu<(f(ξ)z))−1−2iu<(f(ξ)z)] dξ ν(dz)

)
,

� � � � � �
!�ÕX¡ l ¡ u ∈ R

�
ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-��"ÕX¡ ³ �E£¯� l �E¤_©�¡ j ´±� l ¡ ν(dz) ª ´ j ´"´±�X©O¡¬ �¢�N½f¡ l �A� j � ª �A£ j ¤Ô¤ ²Nª £¯® jAl"ªÔj £¯���( ¡�
P
½f¡¶�¢Õ ¡»© jAi P (ρ ¡ iθ) = (θ, ρ) ∈ [0, 2π)× R+

∗ .
æKÕX¡»©�¡ j ´±� l ¡ ν(dz) ´ j � ª ´ �k¡´y�¢Õ ¡¹)�E¤¥¤Ô�"! ª £ Ï»iXl � i ¡ l � ² º

P (ν(dz)) = dθ νρ(dρ),
� � � � 3 �

!�ÕX¡ l ¡ dθ ª ´È�¢ÕX¡{� £ ª ¹)� l ©�©�¡ j ´"� l ¡{�E£ [0, 2π)
� � ¡£ ³ ¡!- ª ¹ f ´ j � ª ´ �k¡e´ � � � � < � -��¢ÕX¡ l"j £X¬X�E©® jAl±ª j ½X¤¥¡ ∫

Rdf(ξ)M(dξ) ª ´K´ ² ©�©O¡�� l±ªÔ³{j £ ¬B¹)� l ¡�®E¡ l±² a ∈ Rd
-

∫

Rd

f(ξ) exp (ia · ξ)M(dξ)
(d)
=

∫

Rd

f(ξ)M(dξ).
� � � � 9 �

· � l ¡e��®A¡ l --!�ÕX¡£ f ´ j � ª ´ �k¡e´ � � � � < � -

E

[∣∣∣∣
∫

Rd

f(ξ)M(dξ)

∣∣∣∣
2
]

= 4π‖f‖2
L2(Rd)

∫ +∞

0

ρ2 νρ(dρ).
� � � � 
 �

.:î0� ��íhì(íQê � �0/ � /,�1/ ¼ ( µ�® ²Ol"j £X¬X�A© ©O¡ j ´"� l ¡ j ´"´±� ³ª j �"¡e¬ ! ª �"Õ j ¸�� ª ´"´±�E£ l"j £X¬X�A© ©O¡ j É´±� l ¡ N(dξ, dz) ª ´
L(dξ) = aM(dξ) + bW (dξ),!�ÕX¡ l ¡ (a, b) ∈ R2 j £X¬ W (dξ) ª ´ j � ª ¡£X¡ l ©O¡ j ´"� l ¡ ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡£��d�A¹ M(dξ)

�ÀÌË£ j ¬X¬ ª É� ª �E£
- aM(dξ) ª ´ ³�j ¤Ô¤Ô¡¬ j ( µ�® ²Nl¢j £X¬ �E© ©�¡ j ´±� l ¡ ! ª �"ÕX�E� � � l �"!�£ ª j £ ³ �E© i �E£ ¡e£¯���
2 ��� �
	43 � � # � ¦ � ( ¡�

d = 1
��æKÕX¡£
-

(L([0, t]))t≥0
ª ´ j ( µ�® ²BiXl � ³ ¡e´±´ j £X¬ (aM([0, t]))t≥0ª ´ ª �¢´K£ �E£�É � l �"!�£ ª j £ iXjAl �%�

� ¡£ ³ ¡!- ª £�� l ¬X¡ l �"�I´±�"�X¬ ² �"ÕX¡y� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �A¹ j á � Ê (�· - 
 �KÇÈÌp«¯¦��¡e´±� j ½�É¤ ª ´"Õ ¡e´K£X¡�Î�� iXl � i �E´ ª � ª �A£ !�Õ ªÔ³ Õ ÏEª ®A¡e´ j £N¡® j ¤¥� j � ª �E£:�A¹��¢Õ ¡�©��E©�¡e£¯�

E

[∣∣∣∣
∫

Rd

f(ξ)M(dξ)

∣∣∣∣
p]
.

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � / � /  �BA
p ∈ N

∗
L
f ∈ L2

(
R

d
)
∩ L2p

(
R

d
) �
�� >BS � ��� > � A = �CA f >��CAWD >��Y �M> � � � � < � A = ��� ∫Rdf(ξ)M(dξ)

D > D �
L2p(Ω)

�
��

E

[(∫

Rd

f(ξ)M(dξ)

)2p
]

=
∑p

m=1
(2π)m

∑

Lm

m∏

q=1

(2lq)!‖f‖2lq
2lq

∫ +∞

0

ρ2lq νρ(dρ)

(lq!)2
,

N = ��	 � ∑Lm

>BA �
��?>�O ��	 A = � >BS � � �
��	 A = � > �BA � O � �
	GAEDVAWD ���)>
Lm

� O
{1, . . . , 2p}

D �
m>BS �B> �BAK>

Kq

>BS0I = A = �CA�A = � I �
	�CD ���CTUDVAWF � O
Kq

D >
2lq

N DVA = lq > 1
�
�� N = ��	 � ‖f‖2lq

D > A = �
L2lq(Rd)

� ��	 � � O
f.
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Æy£ ¬X¡ l �¢ÕX¡ j ´±´"�X© i � ª �E£v�¢Õ j � f ∈ L2
(
Rd
)
∩L2p

(
Rd
) - 
 �KÇÈÌp«¯¦ �f�A½ � jAª £X´_�¢ÕX¡�¡�Î ª ´±�"¡e£ ³ ¡

j £ ¬5�¢Õ ¡ð¡�Î iXl ¡e´±´ ª �A£*�A¹d�¢Õ ¡ð©��E©O¡£¯�O�¨¹{� l ¬ ¡ l 2p
�A¹s�¢ÕX¡�´±�¢� ³ Õ j ´ � ª¥³ðª £¯�"¡ ÏEl"j ¤ ∫ f dM �¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² -��¢Õ ª ´ j ´"´±�X© i � ª �E£ ª ´ j ¤¥´"�v£X¡ ³ ¡e´±´ jAl ² �

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � / � /  �BA
f ∈ L2

(
Rd
) �
��

p ∈ [2,+∞)
� 5 >M>BS ��� A = �CA f >��CAED >��Y �M> � � � � < � � � = ���)L

E

(∣∣∣∣
∫

Rd

f(ξ)M(dξ)

∣∣∣∣
p)

< +∞ ⇐⇒ f ∈ Lp
(
R

d
)
.

� 	 � � O � � ² ¬X¡��k£ ª � ª �E£
- ¹)� l ¡®E¡ l±² u ∈ Rd
-

E

[
exp

(
iu

∫

Rd

f(ξ)M(dξ)

)]

ª ´K¡ Ø � j ¤ �"�

exp

[∫

Rd×C

[exp (2iu<(f(ξ)z))− 1− 2iu<(f(ξ)z)] dξ ν(dz)

]
.

æKÕX¡£
-y�"ÕX¡�¤ j ! �A¹ ∫
f dM ª ´ j £ ª £��k£ ª �¢¡¤ ² ¬ ª ® ª ´ ª ½ ¤Ô¡B¬ ª ´ � l"ª ½X� � ª �E£
� Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- ª �¢´( µ® ² ©O¡ j ´"� l ¡ Λf

ª ´¶�¢ÕX¡ i �X´"Õ�É ¹)� l ! jAl ¬ �A¹D�"ÕX¡ ©�¡ j ´±� l ¡ n(dξ, dz) = dξ ν(dz)
½ ² �¢ÕX¡© jAi (ξ, z) 7−→ <(f(ξ)z)

� � ¡£ ³ ¡!-Â½ ² �"ÕX¡e� l ¡e© ¦ < � # ª £ 
 � j � 

��"-

E

(∣∣∣∣
∫

Rd

f(ξ)M(dξ)

∣∣∣∣
p)

< +∞ ⇐⇒
∫

R

|x|p Λf(dx) < +∞.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ Λf

-
∫

R

|x|p Λf(dx) = 2p

∫

Rd×C

|<(f(ξ)z)|p dξ ν(dz).

æKÕX¡£
-k´ ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ jl �¨� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ²vª £¯® j¨l"ª j £��D©O¡ j ´"� l ¡�-
∫

R

|x|p Λf(dx) = 2p

∫

Rd

|f(ξ)|p dξ
∫

C

|<(z)|pν(dz).

� ¡e£ ³ ¡�- ª £ ® ª ¡�!-�A¹ � � � �"# � j £ ¬�´ ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ j £ �E£B® j £ ª ´"Õ ª £ Ï ©�¡ j ´±� l ¡!-
∫

R

|x|p Λf (dx) < +∞ ⇐⇒
∫

Rd

|f(ξ)|p dξ < +∞,

!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹ �



¦¨§

����� ��� +=r	�dqyo���o �cq #cq"%'&�(-�P&»r	( ��o r+!
.:î0� ��íhì(íQê � �1/ � / þ / ¼ ´±´"�X©�¡K�¢Õ j �_�¢ÕX¡ ( µ® ²vl¢j £X¬X�E© ©O¡ j ´"� l ¡ M(dξ)

´ j � ª ´ �k¡e´_�¢Õ ¡ �X£ ª �"¡©��E©�¡e£¯� j ´"´±�X© i � ª �A£ � � � �"# � j £ ¬O�¢Õ ¡ l �¨� j � ª �E£ j ¤ ª £¯® jAl"ªÔj £ ³ ¡ � � � � 3 � � ( ¡��
(a, b) ∈ R2 j £X¬

H ∈ (0, 1)
� ¼ áÀ¡ j ¤ �yjAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡»Ê l"jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£
- ª £ ´"Õ � l �¶á � Ê (�· -&! ª �"Õ

ª £X¬X¡�Î H ª ´ jl ¡ j ¤ É ® j ¤¥�X¡e¬ �X¡e¤Ô¬ !�Õ ª¥³ Õ j ¬X© ª �¢´ j Õ j¨l ©��E£ ª%$ej ½X¤¥¡ l ¡ iXl ¡´"¡e£¯� j � ª �E£

XH(x) =

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
L(dξ),

!�ÕX¡ l ¡ L(dξ) = aM(dξ) + bW (dξ) ª ´ j ( µ® ²Bl¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ ª £N�¢ÕX¡�´"¡£X´"¡»�A¹g¬X¡$�k£ ª É� ª �E£ � � # � � �
� ¡£ ³ ¡!- j Ê � · ª ´ j á � Ê (�· �A½ � jAª £X¡e¬ ¹)� l L(dξ) = bW (dξ)

�_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-k½ ² ¬X¡��k£ ª É� ª �E£
- j á � Ê (�· XH
ª ´��¢ÕX¡_´±�X©-�A¹��4!�� ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡e£¯� �k¡¤Ô¬X´º j Ê � · j £X¬{�¢Õ ¡cá � Ê (�· ZH¬X¡$�k£X¡¬ð½ ²

ZH(x) = a

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
M(dξ).

ÌË£ Ï ¡£X¡ l"j ¤"- j á � Ê (�· ª ´�£X�A� j Û j �X´±´ ª j £��k¡e¤¥¬
� Êa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�-�½ ²�³ �A£X´±� l � ³ � ª �A£
- já � Ê (�· ª ´ j ´"¡ ³ �E£X¬B� l ¬ ¡ l �k¡¤Ô¬ j £X¬ ª �"´ ³ ��® jAl±ª j £ ³ ¡d¹)�X£ ³ � ª �A£ ª ´ ÏEª ®E¡e£N½ ² �"ÕX¡ ª ´±�E©O¡�� l ²
iXl � i ¡ l � ² � � � � 
 � �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � / 8 /  �BA

XH

��� A = � 2 	 7  ; �?>M> � IBD �CA �  N DVA = A = � �� � F 	��
�� ��� ��� �
�>BS 	 �
L(dξ) = aM(dξ)+bW (dξ)

� � = ���)L XH

D > �
� D � Y �1DVA �BTUF CD � D >BD ��T��1Y �BT  � � � �  CDVAED ���)LDVAV>�D �JI�	 �������1AK> �
	�� >BA �CAWD �����
	BF��
�� O ��	 ���
��	GF
(x, y) ∈ Rd × Rd

L
E
[
(XH(x)−XH(y))2] = C2

1 (H)‖x− y‖2H ,
� � � ¦A« �

N = ��	 �
C1(H) =

(
a2 + 4b2π

∫ +∞

0

ρ2 νρ(dρ)

)1/2

C(H)

N DVA = C(·)
 �KY � � ���F � � � � � �

æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�- j á � Ê (�· XH

Õ j ´y�¢Õ ¡»´ j ©O¡¶® jAl"ª � ÏEl¢j © j £X¬B�¢ÕX¡£ð�¢ÕX¡x´ j ©�¡�´±� l � ³ �"� l ¡�A¹ ³ �(® jAl±ª j £ ³ ¡ j ´ j Ê � · � � �"!�¡®E¡ l - !�ÕX¡ l ¡ j ´ j Ê � · Õ j ´¶©��E©�¡e£¯�¢´d�¨¹È¡�®E¡ l ² � l ¬ ¡ l - já � Ê (�· © j�² £X�A�%�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � / �J/"5 >M>BS ��� A = �CA XH

D > � 2 	 7 �; N DVA = D �� � � H �?>M> � IBD �CA �  N DVA =A = � �� � F 	 �
�� ��� ��� �?>BS 	 �
L(dξ) = aM(dξ) + bW (dξ) N = ��	 � a 6= 0

�  �BA
p ∈ [2,+∞)�
��

x ∈ Rd\{0}
� � = ���)L

E(|XH(x)|p) < +∞ ⇐⇒ H < 1− d
2

+ d
p
.

� 	 � � O � ¸ l � i �E´ ª � ª �E£ � � # � 3 ª ´ j ´ ª © i ¤¥¡ ³ �A£X´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡I�A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£ � � # � § �
2 ��� �
	43 � � # � 9 � ¼ á � Ê (�· XH

! ª �¢Õ ª £X¬ ¡�Î H - !�Õ ªÔ³ Õ ª ´&£X�A� j Ê � · -�Õ j ´ �k£ ª �¢¡c©��E©�¡e£¯�¢´�A¹�¡®A¡ l ² � l ¬X¡ l¶ª ¹ j £X¬M�E£X¤ ²�ª ¹ H ≤ 1 − d/2
�ÌË£ iXjAl � ªÔ³ � ¤ jAl - !�ÕX¡e£ d ≥ 2

- ª �{¬X��¡e´¶£X�A�Õ j ®A¡ �k£ ª �¢¡{©��E©�¡e£¯�K�A¹�¡®A¡ l ² � l ¬X¡ l �



¦ <

æKÕX¡£
-a¤ ª ,¨¡¶Ê � · -Xá � Ê (�· ´�Õ j ®E¡�¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² �65 ¤¥¬X¡ l ´ j © i ¤Ô¡ iXj �¢ÕX´��
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � / � /<7 ��	 �CTVT

H ′ < H
L A = ��	 � � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAWD ��� � O�A = � 2 	 7  ;

XHN = � > �@>��
� ��T�� � �CA = > �
	 � �CT ��� >BAP>BS 	��BTUFHT�� I �CTVTUF
H ′

�
	��?T  ��	 I����1AWD �1S �?S > ���
Rd

�

� ¡£ ³ ¡!- j ¤Ô�"!�¡ l ½Â�E�X£X¬3¹)� l �"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£¯�O�¨¹ j á � Ê (�· XH
ª ´�E½�� jAª £X¡e¬ º

HXH
(x) ≥ H j ¤Ô©��E´±�È´"� l ¡e¤ ² � � � � ¦ � �

Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- j á � Ê (�· XH
ª ´_£ �A� ª £ Ï ¡£X¡ l"j ¤X´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl ½X� � ª ´_¤ j ´"´ ! ª �¢Õ� j £ Ï ¡e£¯��k¡¤Ô¬ j Ê � · j �È¡ jA³ Õ i � ª £��%�_Íg®E¡£ j £X�E£�ÉpÛ j � ´"´ ªÔj £:á � Ê (�· ¤¥���C,�´V¤ ª ,A¡y¤Ô� ³�j ¤¥¤ ²vj Ê � · �ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
- j �À¡ jA³ Õ i � ª £¯� x -X�¢ÕX¡ ª £X¬X¡�Î �A¹��¢ÕX¡�Ê � · ª ´D�"ÕX¡¶´ j ©�¡��

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � /,���+/ 5 2 	 7  ;
XH

D > T�� I �CTVTUF �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUFH> �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = � �
�
	��
���BA ��	

H
D �XA = � > ���)> � A = �CA0O ��	 ���
��	GF

x ∈ R
d
L

lim
ε→0+

(
XH(x + εu)−XH(x)

εH

)

u∈Rd

(d)
= (BH(u))u∈Rd ,

� � � ¦E¦ �

N = ��	 � A = � I���� �
��	 � ���JI��HD > � I���� �
��	 � ���JI��HD � CD >BA 	GD ��S AED ��� ��� A = � > � � I���� O I����1AED �1S��?S >OGS �JIBAED ���)> ���� � N �  N DVA = A = � A �����?T�� �CF � O A = � S �1D O ��	 � I���� �
��	 � ���JI�� ��� I���� � � IBA�> �BAV>
�
��

BH

D > � 7 96; � O@D �� � � H �
( ª ,¨¡ ª £ �¢ÕX¡ ³ej ´"¡��A¹��¢ÕX¡ · � · -X�¢ÕX¡¶¤ ª © ª �

lim
ε→0+

(
XH(x + εu)−XH(x)

εH

)

(x,u)∈(Rd)
2

¡�Î ª ´±�"´%� � �"!È¡�®E¡ l -g�¢Õ ¡ iXl ���A¹ ª ´ Ø � ª �"¡�¤Ô�A£ Ïðj £X¬ ! ª ¤Ô¤c½f¡ ÏEª ®E¡e£ ª £ ³ Õ jAi �"¡ l ¦ ª £ j ©O� l ¡
Ï ¡£X¡ l"j ¤ ¹ l¢j ©O¡�!È� l , -X´"¡¡ iXl � i �E´ ª � ª �A£N¦)� ¦)� �/� �ÌË£ j ¬ ¬ ª � ª �E£
-a´±�E©O¡»á � Ê (�· ´s´ j � ª ´±¹ ²�j £ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ²�iXl � i ¡ l � ² !�ÕX¡£�"ÕX¡ ª £ ³l ¡e©�¡e£¯�"´ j¨l ¡d� j ,A¡e£ j ��¤ j¨l"Ï ¡d´ ³�j ¤¥¡e´��
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � /,�1�1/  �BA

0 < α < 2
�
����?>M>BS ����A = �CA<A = � I����1A 	��?T ��� �?>BS 	 �

ν(dz)
D >

�?>M> � IBD �CA �  N DVA =
νρ(dρ) =

10<ρ<1

ρ1+α
dρ

��F � � � � 3 � �
��
L(dξ) = M(dξ)

� ; ��	 ��� �
��	ML �?>M>BS ����A = �CA H̃ = H + d/2− d/α
D > >BS0I =A = �CA H̃ > 0

� � = ���)L A = � 2 	 7  ;
XH

N DVA = D �� � � H �
�� I����1A 	 �?T ��� �?>BS 	 �
ν(dz)

D >
�?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = � �
	 �
���BA ��	

H̃
� ; ��	 � ��	 �MIBD > �BTUF L

lim
R→+∞

(
XH(Ru)

RH̃

)

u∈Rd

(d)
=
(
SH̃(u)

)
u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA�D > D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVT?Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O A = �PY �BT ?> �
��
SH̃

D > � 2 � �CT 	 �
	������1D�� � ��T�� 7 	�� IBAWD �����CT��0A � ��T�� ; �?AWD ���XA = �CA = �?> 	 � ��	 �M> ���1A �CAWD ���

SH̃(u) = 2<
(∫

Rd

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖H̃+d/α
Mα(dξ)

)
,

� � � ¦ # �

N DVA = Mα

� I���� ��T�� � D > �?A 	 ����D I@>BA � ��T��
α
� >BF�� ���BA 	GD I 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 ���



¦ �

2 ��� �
	43 � � # � � ¦ � ÌË£x�¢Õ ¡ iXl ¡® ª �E� ´ iXl � i �E´ ª � ª �A£
-��¢ÕX¡Èá � Ê_� · SH̃
ª ´ !�¡e¤¥¤ ÉË¬ ¡��k£X¡¬»½ ² � � � ¦ # �

´ ª £ ³ ¡ 0 < H̃ < H < 1
�

æKÕX¡£
- j �K¤ jAl"Ï ¡s´ ³ej ¤Ô¡´%- �"ÕX¡d½Â¡eÕ j ® ª �A� l �A¹ j á � Ê (�· ³ej £:½f¡y®E¡ l ² ¬ ª #�¡ l ¡e£¯�D¹ l �E© �¢ÕX¡
Û j �X´±´ ª j £ ©O��¬X¡¤ j £ ¬ �¢Õ ª ´D¡®A¡e£ ª £��"ÕX¡ ³�j ´"¡ !�ÕX¡ l ¡d�¢Õ ¡¶á � Ê (�· Õ j ´D©��E©�¡e£¯�¢´D�¨¹&¡®E¡ l±²� l ¬X¡ l �

� �"!�¡®A¡ l -¯´ ª £ ³ ¡ j á � Ê (�· Õ j ´�´ � j � ª �E£ j¨l±²{ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´�-¨�¢Õ ¡È¬ ª ´±� l±ª ½X��� ª �A£{�A¹ ª �"´ i � ª £¯�±É! ª ´"¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �A£X¡e£¯� j � i � ª £¯� x ¬ ��¡´B£ �A�N¬X¡ i ¡e£ ¬ �E£ x
� Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-��¢ÕX¡G¤ j ´"´

iXl � i ¡ l � ²:j £X¬N�¢ÕX¡{¤¥� !�¡ l ½Â�E�X£X¬ � � � ¦ � � ÏEª ®A¡e´ ª �"´D® j ¤Ô�X¡!�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � �1/ � /,� � /"5 A ���
��	GF ���?D �1A

x
L"A = � ���?D �1A N D > � 	 �?T  ��	 � � ����� ���1A

HXH
(x)

� OA = � 2 	 7  ;
XH

D > �CT ��� >BAP>BS 	��BTUF �RQ�S �CT	A �
H
�

ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£ -�´ ª £ ³ ¡ j á � Ê (�· ª ´ j £ ª ´"�A� l � i ªÔ³ �k¡¤Ô¬
-(�¢ÕX¡V¬ ª ´±� l±ª ½X��� ª �A£��¨¹ ª �"´&¬ ªÔl ¡ ³ � ª �E£ j ¤
i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l�j � i � ª £¯� x ¬X��¡e´�£X�A��¬X¡ i ¡e£ ¬:�E£O�"ÕX¡s¬ ª¥l ¡ ³ � ª �E£
� ( ¡��È�X´ � l ´ � l ¡ ³�j ¤Ô¤a�¢ÕX¡¬X¡$�k£ ª � ª �A£:�A¹��"ÕX¡¶¬ ªÔl ¡ ³ � ª �A£ j ¤ i � ª £��4! ª ´"¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �A£X¡e£¯���
.:î0� ��íhì(íQê � �1/ � /,� � / ( ¡��

f : Rd −→ R
½f¡ j ¹)�X£ ³ � ª �E£
- x ∈ Rd j £X¬ u ∈ Sd−1

-1!�Õ ¡ l ¡
Sd−1 ª ´D�¢ÕX¡¶�X£ ª ��´ i ÕX¡ l ¡��¨¹ Rd

�
æKÕX¡£
-E�¢ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£��c�¨¹X�¢ÕX¡�¹)�X£ ³ � ª �E£ f j � i � ª £¯� x ª £I¬ ªÔl ¡ ³ � ª �A£ u ª ´

Hf (x, u) = sup

{
α > 0, lim

ε→0+

f(x + εu)− f(x)

εα
= 0

}
.

¼ ¤¥´"� -]�"Õ j £-,�´x�"�B�"ÕX¡ ª ´"�¨� l � i�²�iXl � i ¡ l � ² �A¹Ká � Ê (�· ´�-��"ÕX¡v¹)�E¤Ô¤¥� ! ª £ Ï:³ � l �E¤¥¤ jAl ²ðª ´ j´ ª © i ¤Ô¡ ³ �E£X´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡»�¨¹ iXl � i �E´ ª � ª �A£ � � # � �"# �
ûxêaë(êföQö)èXë"� �1/ � /�� þ /  �BA

(x, u) ∈ R
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d ≥ 2
�
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XH = (XH(x))x∈Rd

��� � 2 	 7  ; N DVA = D �� � � H�?>M> � IBD �CA �  N DVA = A = � �� � F 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 �
L(dξ) = aM(dξ)+bW (dξ)

� 5 >M>BS ���
a 6= 0

�
 �BA

(x, u) ∈ Rd × Sd−1
��� = ���)L

(XH(x+ λu)−XH(x))λ∈RD > � �?A � 2 	 7 �; �

� 	 � � O � Êk� l ¡�®E¡ l ² λ ∈ R
-X¤Ô¡��

Y (λ) = XH(x + λu)−XH(x).
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Y (λ) = XH(λu).

( ¡��� ´ � Î�¡¬
λ 6= 0
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1
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∫
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ÌË£ �"Õ ª ´ ikjAl �%- M(dξ) ª ´ j ( µ® ² l"j £X¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡6! ª �¢Õ �E� � � l �"!�£ ª j £ ³ �E© i �E£X¡e£¯� ª £��¢Õ ¡´±¡e£X´±¡��¨¹�¬ ¡��k£ ª � ª �E£ � � # � � � · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡e¤ ² - M(dξ) ª ´ l ¡ iXl ¡e´±¡e£¯�¢¡¬ð½ ²:j ¸�� ª ´±´"�E£ l¢j £X¬X�E©©�¡ j ´±� l ¡ N(dξ, dz)
�E£

Rd×C
!�ÕX�E´±¡y©�¡ j £O©�¡ j ´±� l ¡ n(dξ, dz) = dξ ν(dz)

´ j � ª ´ �k¡e´c�¢Õ ¡�"ÕX¡ �k£ ª �"¡{©O�A©O¡£�� j ´"´±�X© i � ª �A£ � � � �"# � - ª � ¡�� ª ´K´"� ³ ÕB�¢Õ j �

∀ p > 2,

∫

C

|z|p ν(dz) < +∞.

� ¡ l ¡!- ν(dz) ª ´ j £X�E£ ® j £ ª ´±Õ ª £ Ï ©�¡ j ´"� l ¡[´±� ³ Õ �"Õ j � ν({0}) = 0
� · � l ¡e��®A¡ l - j ´

ª £�
 �KÇÈÌp«E¦�"-¯�"ÕX¡ ³ �E£¯� l �E¤X©�¡ j ´"� l ¡ ν(dz) ª ´ j ´"´±�X©�¡e¬v�¢�¶½f¡ l �A� j � ª �A£ j ¤Ô¤ ²¶ª £¯® jAl"ªÔj £¯����æKÕX¡e£ -
ν(dz) ª ´ j ´"´"� ³eªÔj �¢¡¬:�¢� j ©�¡ j ´"� l ¡ νρ(dρ)

�E£
(0,+∞)

½ ² � � � � 3 � �
( ¡�À�X´�£X�"! ª £¯� l ��¬X� ³ ¡¶áÀ¡ j ¤ �sj¨l ©��E£ ª%$ej ½X¤¥¡ · �X¤ � ª ¹ l¢jA³ � ª �A£ j ¤ ( µ�® ² · �A� ª �E£X´��



#2�

.:î0� ��íhì(íQê � (+/,�1/,�1/ ( ¡��
β > 0 j £X¬=¤Ô¡� h : Rd −→ (0, 1)

½f¡ j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤Ô¬X¡ l¹)�X£ ³ � ª �E£v�E£
Rd
� ( ¡��

(a, b) ∈ R2
� ¼ á�¡ j ¤ �sjAl ©O�A£ ª%$ej ½X¤Ô¡ · �X¤¥� ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �¨� ª �A£
-

ª £O´±ÕX� l �Èá � ·�(�· - ª ´ jxl ¡ j ¤ É ® j ¤Ô� ¡e¬��k¡e¤¥¬ !�Õ ª¥³ Õ j ¬X© ª �"´ j Õ j¨l ©��E£ ª%$ej ½X¤¥¡ l ¡ i l ¡e´±¡e£¯� j � ª �A£

Xh(x) =

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖h(x)+d/2
L(dξ),

!�ÕX¡ l ¡ L(dξ) = aM(dξ) + bW (dξ) ª ´ j ( µ® ²Bl¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ ª £N�¢ÕX¡�´"¡£X´"¡»�A¹g¬X¡$�k£ ª É� ª �E£ � � # � � �
ÇÈ�E£X´±¡ Ø �X¡£��"¤ ² - Xh

ª ´D�¢Õ ¡�´±�X© �A¹��4!È� ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯���X¡e¤Ô¬ ´%-k�E£X¡¶�A¹ !�Õ ª¥³ Õ ª ´ j · � ¤¥� ª É¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤�� l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£
�dÌË£ iXjAl � ªÔ³ � ¤ jAl -Â�"ÕX¡ · � · ª ´s�¢Õ ¡á � ·�(�· �E½ � jAª £X¡¬ð¹)� l
L(dξ) = W (dξ).

Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-�!�ÕX¡£ h ª ´{¡ Ø � j ¤_�"� jN³ �E£ ´±� j £�� � - Xh
ª ´ j á � Ê (�· �æKÕX¡£
-��"ÕX¡ ³ ¤ j ´"´y�A¹Vá � ·�(�· ´ ³ �E£¯� jAª £X´y�"ÕX¡ · � · j £X¬Gá � Ê (�· ´��dÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-Â¤Ô¡��s�X´£X�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j ��½ ²N³ �E£X´ � l � ³ � ª �E£ Xh

ª ´ j £ ª £��k£ ª �¢¡¤ ² ¬ ª ® ª ´ ª ½X¤¥¡ �k¡¤Ô¬
�
¼ ´x£X�A� ªÔ³ ¡¬ ª £ 
 �DÇÈÌp«¯¦�8-_á � Ê (�· ´»Õ j ®A¡��¢Õ ¡ ´ j ©�¡�´±� l � ³ �"� l ¡��A¹ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡ j ´x�¢ÕX¡Ê � · � ¼ ¤Ô´±� -a½ ² �"ÕX¡ ª ´"�E©�¡� l±²NiXl � i ¡ l � ² � � � � 
 � - j á � ·�(�· Õ j ´À�"ÕX¡»´ j ©�¡x´ � l � ³ �¢� l ¡»�¨¹

³ �(® jAl±ª j £ ³ ¡ j ´ j · � · � � �"!È¡�®E¡ l -1!�ÕX¡ l ¡ j ´K�¢Õ ¡xÊ � · j £X¬N�¢ÕX¡ · � · Õ j ®A¡x©��E©�¡e£¯�¢´D�¨¹¡�®E¡ l ² � l ¬ ¡ l -aá � Ê (�· ´ j £X¬Bá � ·�(�· ´y¬ ��£ �A� ª £ Ï ¡£X¡ l"j ¤"�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/��1/'(	/  �BA

a 6= 0
�
��

Xh

��� � 2 	 ;  ; �?>M> � IBD �CA �  N DVA = A = � �� � F��� �?>BS 	 �
L(dξ) = aM(ξ) + bW (dξ)

�  �BA
x ∈ Rd\{0}

�
��
p ∈ [2,+∞)

� � = ���)L

E(|Xh(x)|p) < +∞ ⇐⇒ h(x) < 1− d

2
+
d

p
.

� 	 � � O � Ì � ª ´ j ´ ª © i ¤Ô¡ ³ �E£X´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡»�¨¹ iXl � i �E´ ª � ª �A£ � � # � § �
ÌË£ ikjAl � ª¥³ �X¤ jAl - Xh(x)

Õ j ´d©��E©�¡e£¯�¢´y�A¹c¡®A¡ l ² � l ¬X¡ ldª ¹ j £X¬ð�E£X¤ ²Bª ¹ h(x) ≤ 1 − d/2
�

æKÕX¡£
- j ´D´±���A£ j ´ d ≥ 2
� l h(x) > 1/2

-
Xh(x)

¬X��¡e´K£X�¨�KÕ j ®E¡¶©��E©O¡£¯�D�A¹�¡®A¡ l ² � l ¬X¡ l �
¼ ´±´"�X© ª £ Ï � � � �"3 � -Xá � Ê (�· ´KÕ j ®E¡¶´±� j � ª �E£ jAl ² ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��_Ì ��¬X��¡´K£X�A� l ¡e© jAª £ � l �X¡¹)� l á � ·�(�· ´%� ¼ ´ j £0¡�Î j © i ¤¥¡�-]�¢Õ ¡ · � · ª ´ j á � ·�(�· !�Õ �E´"¡ ª £ ³l ¡©O¡£��"´ j¨l ¡v£X�A�´ � j � ª �E£ j¨l±²Oª £N©O�A´±� ³�j ´"¡e´��
æKÕ l �E� Ï ÕX�A� �K�¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �"¡ l - h : Rd −→ (0, 1) ª ´ j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤Ô¬X¡ l ¹)�X£ ³ � ª �E£N�E£ Rd

j £ ¬ Xh
ª ´D�¢Õ ¡xá � ·�(�· j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �¢Õ h j £X¬:�"ÕX¡ ( µ�® ²Nl¢j £X¬ �E© ©�¡ j ´±� l ¡ L(dξ)

�

� ��� � �x� �N��� �B�¶��~N� ��� � �N��{�����a� ���B� � � ��� �N�&�¶�&�� �]�K���
�

�]�e� ���e�{�����a�

æKÕ ª ´È´±¡ ³ � ª �E£�¬X¡ j ¤¥´ ! ª �¢Õ��4!�� iXl � i ¡ l � ª ¡e´c�¢Õ j �Ká � ·�(�· ´D´±Õ jAl ¡ ! ª �"Õ��¢ÕX¡ · � · � �d£ �¢ÕX¡�E£ ¡dÕ j £X¬ - �¢ÕX¡¶á � ·�(�· Xh

Õ j ´K¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² H É � 5 ¤Ô¬X¡ l ´ j © i ¤Ô¡ ikj �¢ÕX´D�A£ j £ ¡ ªÔÏ Õ�½Â�E� l ÕX����¬�A¹
x
¹)� l ¡®E¡ l±² H < min (h(x), β)

� �d£��"ÕX¡»�¨�¢ÕX¡ l Õ j £X¬
- ª ¹�¹)� l ¡®A¡ l ² x - 0 < h(x) < β
-



# ¦

�"ÕX¡e£
Xh

ª ´ ¤ j ´"´ ! ª �¢Õ�� j £ Ï ¡£��BÊ � · j � i � ª £¯� x ��Ê l �E© �¢ÕX¡´"¡ �4!�� i l � i ¡ l � ª ¡´%-À�E£X¡¬X¡¬X� ³ ¡e´d�¢Õ j �s�"ÕX¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£��¶�¨¹ Xh
j � i � ª £¯� x ª ´ j ¤¥©O�A´±�y´"� l ¡e¤ ² ¡ Ø � j ¤��¢� h(x) �¼ ´��"ÕX¡e´±¡ i l � i ¡ l � ª ¡´�Õ j ®E¡ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½f¡¶´"Õ � !�£ ª £ 
 � × á 
 3 � ª £:�¢Õ ¡ ³ej ´"¡��A¹��¢ÕX¡ · � · - ª � ¡��

ª £I�¢ÕX¡ ³�j ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ L(dξ) = W (dξ)
-;!�¡�´"� iXi �E´±¡À¹)� l �¢ÕX¡�´ j ,A¡��A¹f´ ª © i ¤ ªÔ³eª � ²¶ª £�¢Õ ¡ iXl ���A¹)´�"Õ j � L(dξ) = M(dξ)

�
Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-¨�¢ÕX¡ j ´ ² © i �"�A� ª¥³Kj �_¤ jAl"Ï ¡È´ ³�j ¤Ô¡e´ ª ´g´±�"�X¬ ª ¡e¬
� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -E´"�A©O¡�á � ·�(�· ´´ j � ª ´±¹ ²Gj £ j ´ ² © i �¢�¨� ªÔ³viXl � i ¡ l � ² !�ÕX¡£1�¢Õ ¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ jAl ¡v� j ,A¡e£ j �x¤ jAl±Ï ¡v´ ³�j ¤Ô¡e´ j £X¬�"ÕX¡¶¤ ª © ª � �k¡¤Ô¬ ª ´ j ¹ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤f´±� j ½X¤Ô¡¶©���¬ ¡e¤"�

�6��� ��� HX(Xr]npo � opq"#P( � 8»r � �8#�!
ÆÀ´"� j ¤¥¤ ² -E�¢� Ï ¡�V�¢ÕX¡ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �A¹ �"ÕX¡�� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ j £X¬��¢ÕX¡À¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² -��E£X¡À¡e´ � ª © j �"¡e´

E[|Xh(x)−Xh(y)|q],
!�ÕX¡ l ¡ q ∈ N∗ = N\{0} � �À¡®A¡ l �"ÕX¡e¤¥¡e´±´ !�ÕX¡e£ h(x) > 1 − d/2 j £X¬ q ≥ 3

-
Xh(x)© j�² Õ j ®E¡ j £ ª £��k£ ª �¢¡I©��E©�¡e£¯�{�A¹�� l ¬ ¡ l q �IæKÕ��X´��"ÕX¡ �k¡¤Ô¬ Xh

ª ´{´ i ¤ ª � ª £��"� �4!È���k¡¤Ô¬X´
Xh = X+

h + X−
h

!�ÕX¡ l ¡ X+
h

Õ j ´{©��E©�¡e£¯�¢´y�A¹c¡®A¡ l ² � l ¬X¡ l{j £X¬ X−
h

Õ j ´ j ¤Ô©��E´±�À´±� l ¡¤ ²¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l ´ j © i ¤Ô¡ iXj �¢ÕX´��cæKÕX¡e£��E£X¡ ³�j £N¡´±� ª © j �¢¡

E
[∣∣X+

h (x)−X+
h (y)

∣∣q], q ∈ N
∗.

( ¡�
n ∈ N

j £X¬

Pn(t) =

n∑

k=1

tk

k!
,
! ª �¢Õ ³ �E£¯®A¡e£¯� ª �E£ P0(t) = 0

�

æKÕX¡£
g+

n (x, ξ) =

¡ −ix·ξ − 1− Pn(−ix · ξ) 1‖ξ‖≤1

‖ξ‖h(x)+d/2

� ¦)� ¦ �

j £ ¬
g−n (x, ξ) =

Pn(−ix · ξ) 1‖ξ‖≤1

‖ξ‖h(x)+d/2

� ¦)� # �

jAl ¡ ª £ L2
(
Rd
) ¹)� l ¡®A¡ l±² x ∈ Rd

�
æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡ Xh = X+

h,n +X−
h,n

! ª �"Õ

X+
h,n(x) =

∫

Rd

g+
n (x, ξ)L(dξ)

� ¦)� § �

j £X¬ X−
h,n(x) =

∫

Rd

g−n (x, ξ)L(dξ).
� ¦)� < �

�À�A� ª¥³ ¡d�¢Õ j �
Xh = X+

h,0.· � l ¡e��®A¡ l g+
n (x, ·) ∈ Lq(Rd)

¹)� l ¡®A¡ l ² q ≥ 2
´"� ³ ÕB�¢Õ j �

(n + 1− d/2− h(x))q > −d.



#;#

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -�!�ÕX¡e£ n ≥ d/2
-
g+

n (x, ·) ∈ Lq(Rd)
¹)� l ¡�®E¡ l ² q ≥ 2 j £X¬ ¡®A¡ l±² x ∈ Rd

�
ÌË£ �¢Õ ª ´ ³ej ´"¡!-�½ ²ðiXl � i �E´ ª � ª �E£ � � # � § -

X+
h,n

Õ j ´{©O�E©�¡e£¯�"´d�A¹V¡®A¡ l±² � l ¬X¡ l �IÊk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-�"Õ j £-,�´K�¢� iXl � i �A´ ª � ª �E£ � � # � # - i l ��®E¡¬ ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦�8-k�E£X¡ ³ej £ ³ �E© i � �"¡

E

[(
X+

h,n(x)−X+
h,n(y)

)2p
]

! ª �¢Õ:�¢ÕX¡¶ÕX¡¤ i �A¹�´"�E©�¡ L2q
ÉË£ � l ©�´K�A¹��¢ÕX¡¶¬X¡��¢¡ l © ª £ ª ´ � ª¥³ © j¨i ξ 7−→ gn(x, y, ξ)

-2!�ÕX¡ l ¡

gn(x, y, ξ) = g+
n (x, ξ)− g+

n (y, ξ).

æ��O¡´±� ª © j �¢¡s�"ÕX¡e´±¡x£X� l ©�´%- gn
ª ´K´ i ¤ ª � ª £¯�¢� gn = gn,1 + gn,2

! ª �¢Õ

gn,1(x, y, ξ) =

¡ −ix·ξ − ¡ −iy·ξ + [Pn(−iy · ξ)− Pn(−ix · ξ)]1‖ξ‖≤1

‖ξ‖h(y)+d/2

� ¦)� � �

j £ ¬

gn,2(x, y, ξ) =

¡ −ix·ξ − 1− Pn(−ix · ξ)1‖ξ‖≤1

‖ξ‖d/2

[
1

‖ξ‖h(x)
− 1

‖ξ‖h(y)

]
.

� ¦)� 3 �
Ì ¹
Xh

ª ´ j á � Ê (�· �A¹ ª £X¬X¡�Î H - ª � ¡!� ª ¹ h ª ´x¡ Ø � j ¤V�"� jB³ �E£X´ � j £¯� H -�£X�¨� ªÔ³ ¡��"Õ j �
gn,2 = 0

� �d£X¡À�A¹��"ÕX¡y© jAª £�¬ ª #f¡ l ¡£ ³ ¡À½Â¡�4!�¡e¡e£ �"ÕX¡À´±�¢� ¬ ª ¡´��A¹ á � Ê (�· ´ j £X¬ á � ·�(�· ´¤ ª ¡e´ ª £:�¢ÕX¡¶´ �¢�X¬ ² �¨¹��"ÕX¡ iXl � i ¡ l � ª ¡e´K�A¹ gn,2

�
çcî
	 	1è (+/'(	/,�1/  �BA

K ⊂ R
d
��� � I���� � � IBA"> �BA � �0S � ��� > � A = �CA q ≥ 2

D > >BS0I = A = �CA
q(n− d/2) ≥ −d

� � = ��� A = ��	 � � � D >BAV> � � ��� � � � �CAED �
� I����)>BA �
�1A
C = C(K, q)

>BS1I = A = �CA

∀(x, y) ∈ K2, ‖gn,1(x, y, ·)‖q
q ≤ C‖x− y‖qh(y).

� 	 � � O � ( ¡�
(x, y) ∈ K2 j £ ¬B¤¥¡���X´�£X�¨�¢¡ I1 = ‖gn,1(x, y, ·)‖q

q

�

I1(x, y) = I11(x, y) + I12(x, y)

!�ÕX¡ l ¡

I11(x, y) =

∫

‖ξ‖≤1

∣∣ ¡ −ix·ξ − ¡ −iy·ξ + Pn(−iy · ξ)− Pn(−ix · ξ)
∣∣q

‖ξ‖qh(y)+qd/2
dξ,

j £X¬ I12(x, y) =

∫

‖ξ‖≥1

∣∣ ¡ −ix·ξ − ¡ −iy·ξ∣∣q

‖ξ‖qh(y)+qd/2
dξ.

� ² æ j�² ¤Ô� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£
-
∣∣ ¡ −ix·ξ − ¡ −iy·ξ + Pn(−iy · ξ)− Pn(−ix · ξ)

∣∣ ≤ C‖x− y‖‖ξ‖n+1.

( ¡��� ´y¬X¡$�k£X¡
MK = maxK h

�_Ì ¹
0 < ‖ξ‖ ≤ 1

- �"ÕX¡e£
1

‖ξ‖h(y)
≤ 1

‖ξ‖MK
.



# §

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -

I11(x, y) ≤ C ‖x− y‖q

∫

‖ξ‖≤1

1

‖ξ‖q(MK−n−1)+qd/2
dξ.

æKÕ ª ´K¤ j ´ � ª £¯�¢¡ ÏEl¢j ¤ ª ´K¬X¡$�k£X¡¬ð´ ª £ ³ ¡ q(n− d/2) ≥ −d j £X¬�´±�

I11(x, y) ≤ C‖x− y‖q.

Ì � l ¡e© jAª £X´_�¢��´±�¢� ¬ ² I12 �_ÆÀ£ ¹)� l �"�X£ j �"¡e¤ ² æ j�² ¤Ô� l ¡�Î iXj £X´ ª �E£ ÏAª ®E¡´ j £ ª £)�k£ ª �"¡�½f�E� £X¬
�( ¡��� ´y´±� iXi �E´"¡{�¢Õ j � x 6= y
� �d£X¡¶´ i ¤ ª �"´ I12(x, y) ª £¯�¢��¢Õ ¡ ª £¯�¢¡ ÏAl¢j ¤¥´

J1(x, y) =

∫

‖x−y‖‖ξ‖≥1
‖ξ‖≥1

∣∣ ¡ −i(x−y)·ξ − 1
∣∣q

‖ξ‖qh(y)+qd/2
dξ

j £ ¬ J2(x, y) =

∫

1≤‖ξ‖≤ 1
‖x−y‖

∣∣ ¡ −i(x−y)·ξ − 1
∣∣q

‖ξ‖qh(y)+qd/2
dξ.

æKÕX¡£��A£X¡ ³�j £B¡ j ´ ª ¤ ² ´"¡¡{�¢Õ j �

J1(x, y) ≤ C‖x− y‖d(q/2−1)+qh(y).

� ² æ j�² ¤Ô� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£
-

J2(x, y) ≤ C‖x− y‖q

∫ 1
‖x−y‖

1

ρd−1−qh(y)+q−qd/2 dρ.

æKÕX¡£
J2(x, y) ≤ C‖x− y‖q(1+h(y)−MK)

∫ 1
‖x−y‖

1

ρd−1−qMK+q−qd/2 dρ.

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -a½ ² ¡�® j ¤Ô� j � ª £ Ï �¢ÕX¡¶¤ j ´±� ª £��"¡ ÏEl"j ¤"-��E£X¡¶�E½ � jAª £ ´D�¢Õ j �

J2(x, y) ≤ C‖x− y‖qh(y).

( ¡�À�X´�£X�"!-´ �¢�X¬ ² gn,2

�
çcî
	 	1è (	/'(+/'(	/  �BA

K ⊂ Rd
��� � I���� � � IBA�> �BA �  �BA S > � �?A �

mK = minK h
�
��

MK = maxK h
�

�0S � ��� > � A = �CA q ≥ 2
D >">BS0I = A = �CA q(n− d/2) ≥ −d

� � = ���

∀(x, y) ∈ K2, ‖gn,2(x, y, ·)‖q
q ≤ C‖x− y‖qβ,

N = ��	 �
C = ‖h‖q

β,K sup
u∈K

J(u) ∈ R
+



# <

N DVA =
J(u)=

∫

Rd

∣∣ ¡ −iu·ξ − 1− Pn(−iu · ξ)1‖ξ‖≤1

∣∣q|ln ‖ξ‖|q

‖ξ‖dq/2

[
1

‖ξ‖mK
+

1

‖ξ‖MK

]q

dξ

�
��
‖h‖β,U = sup

(u,v)∈K2

u6=v

|h(u)− h(v)|
‖u− v‖β

.

� 	 � � O � ( ¡�
(x, y) ∈ K2 j £X¬[¤Ô¡�I�X´v£X�A�¢¡ I2 = ‖gn,2(x, y, ·)‖q

q

� � ² �"ÕX¡ · ¡ j £ � j ¤¥�X¡æKÕX¡� l ¡©�-
1

‖ξ‖h(x)
− 1

‖ξ‖h(y)
=
−(h(x)− h(y)) ln ‖ξ‖

‖ξ‖cξ,x,y
,

!�ÕX¡ l ¡ cξ,x,y
ª ´K½f¡��4!È¡¡e£ h(x) j £X¬ h(y) �_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡ mK ≤ cξ,x,y ≤ MK

�
Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡

1

‖ξ‖cξ,x,y
≤ 1

‖ξ‖mK
1‖ξ‖≥1 +

1

‖ξ‖MK
1‖ξ‖<1.

æKÕX¡£
1

‖ξ‖cξ,x,y
≤ 1

‖ξ‖mK
+

1

‖ξ‖MK
.

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -
∣∣∣∣∣

1

‖ξ‖h(x)
− 1

‖ξ‖h(y)

∣∣∣∣∣ ≤ |h(x)− h(y)||ln ‖ξ‖|
[

1

‖ξ‖mK
+

1

‖ξ‖MK

]
.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡ I2(x, y) ≤ |h(x)− h(y)|qJ(x),
!�Õ ¡ l ¡ J(x) ª ´K¡ Ø � j ¤ �¢�

∫

Rd

∣∣ ¡ −ix·ξ − 1− Pn(−ix · ξ)1‖ξ‖≤1

∣∣q|ln ‖ξ‖|q

‖ξ‖dq/2

[
1

‖ξ‖mK
+

1

‖ξ‖MK

]q

dξ.

Ì � ª ´c´±� l¢jAª¥Ï Õ¯�"¹)� l ! j¨l ¬v�¢� i l ��®E¡À�¢Õ j � supu∈K J(u) < +∞ � · � l ¡��®E¡ l ´ ª £ ³ ¡ h ª ´ j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ²
β
É � 5 ¤Ô¬ ¡ l ¹)�X£ ³ � ª �E£N�E£

Rd
-

|h(x)− h(y)| ≤ ‖h‖β,K‖x− y‖β

j £ ¬N�"ÕX¡e£
I2(x, y) ≤ ‖h‖q

β,K sup
u∈K

J(u) ‖x− y‖βq.

� ª £ ³ ¡ gn = gn,1 + gn,2,
½ ²Mj¨iXi ¤ ²�ª £ Ï �¢ÕX¡ · ª £-,A�"!�´R, ªVª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² - iXl � i �E´ ª � ª �A£ � � # � #

j £ ¬B¤¥¡e©�© j ´�¦)� ¦)� � j £ ¬�¦)� ¦)� ¦)-X�E£ ¡ ³ej £ iXl ��®A¡e´eº
çcî
	 	1è (	/'(	/ � /� �BA

K ⊂ Rd
��� � I���� � � IBA�> �BA �
��

n ≥ d/2
L<A = ��� O ��	 ���
��	GF

p ∈ N∗
LA = ��	 � � � D >BAK> ��� ��� � � � �CAED �
� I����)>BA �
�1A

C = C(K, p)
>BS0I = A = �CA

∀(x, y) ∈ K2, E

[(
X+

h,n(x)−X+
h,n(y)

)2p
]

6 C‖y − x‖2pm,

N = ��	 � m = min (h(y), β)
�



# �

( ¡�À�X´�£X�A� ªÔ³ ¡d�¢Õ j ��½ ² ´ ² ©�©�¡� l ² - m ³�j £B½Â¡ l ¡ i ¤ jA³ ¡¬N½ ²

m′ = min (max (h(x), h(y)), β).

Ì � l ¡e© jAª £ ´x£X�"! �"��´±�"�X¬ ² X−
h,n

��¸c¤¥¡ j ´±¡�£X�¨�¢¡O�"Õ j � j ´»�X´±� j ¤c�¢ÕX¡ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² �¨¹K�¢ÕX¡
� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´ ª ´ ÏEª ®E¡£B¹)� l�j ©���¬ ª � ³ej � ª �E£ X̃− �A¹ X−

h,n

- ª � ¡!�g¹)� l�j �k¡e¤¥¬ X̃− ´±� ³ Õ��"Õ j �

∀x ∈ R
d, P

(
X̃−(x) = X−

h,n(x)
)

= 1.

çcî
	 	1è (	/%(	/ � / � = ��	 � � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAED ��� � O A = � Y �BT  X−
h,n

A = �CA = �?>ML N DVA = ��	�� ��� ��DVTUDVAWF��� �ML�T�� I �CTVTUF
β
�
	��?T  ��	">��
� ��T�� � �CA = >��2 ��� �
	43 ¦)� ¦)� < � � ÕX¡e£

h ª ´ C1
-X�¢ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´±�¢´ j ©O��¬ ª � ³�j � ª �E£��A¹��"ÕX¡ �k¡e¤¥¬ X−

h,n

´±� ³ Õ��"Õ j �
! ª �¢Õ iXl �A½ j ½ ª ¤ ª � ² �E£ ¡�- X−

h,n ∈ C1
�

� 	 � � O � �À�A� ª¥³ ¡d�¢Õ j �K¹)� l ¡®A¡ l ² x ∈ Rd

X−
h,n(x) = Zn(x, h(x)),

!�ÕX¡ l ¡{�¢Õ ¡ �X¡e¤Ô¬ (Zn(x, y))(x,y)∈Rd×(0,1)
ª ´K¬ ¡��k£X¡¬ j ´D¹)�A¤Ô¤Ô�"!�´º

Zn(x, y) =

∫

‖ξ‖≤1

Pn(−ix · ξ)
‖ξ‖y+d/2

L(dξ).
� ¦)� 9 �

æKÕX¡£J´ ª £ ³ ¡ h ª ´ j ¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l © jAi ! ª �¢ÕM® j ¤Ô�X¡´ ª £ (0, 1)
- ª � ª ´�´"��� ³eª ¡e£¯�»�"�

iXl ��®E¡{�¢Õ j �À�"ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´ �¢´ j ©���¬ ª � ³ej � ª �E£��¨¹��"ÕX¡ �k¡e¤¥¬ Zn

´"� ³ Õ��¢Õ j �
P(Zn ∈ C1) = 1.( ¡�À�X´�¬X¡$�k£X¡

Yα(y) =

∫

‖ξ‖≤1

i|α|
∏d

j=1 ξ
αj

j

‖ξ‖y+d/2
L(dξ),

!�ÕX¡ l ¡ α ∈ Nd ª ´y´"� ³ Õ �¢Õ j � 1 ≤ |α| =
∑n

j=1 αj ≤ n j £X¬ y ∈ (0, 1)
� �d£X¡»´"ÕX�"!�´d�¢Õ j �

¹)� l ¡®E¡ l±² α - �¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ Yα
j ¬X© ª �¢´ j ©���¬ ª � ³ej � ª �E£ !�Õ ªÔ³ ÕMÕ j ´ j ¤¥©O�E´ �d´±� l ¡¤ ² C1

ÉË´ j © i ¤Ô¡
ikj �¢ÕX´��E£ (0, 1)

�_æKÕX¡e£B´ ª £ ³ ¡ Pn
ª ´ jvi �E¤ ² £ �E© ªÔj ¤"-¯�"ÕX¡¶´ j ©�¡{ÕX�E¤¥¬X´D¹)� l Zn

�
( ¡�

α ∈ Nd
´"� ³ ÕJ�"Õ j � 1 ≤

∑n
j=1 αj ≤ n j £X¬ η ∈ (0, 1)

� �d£X¡ ³�j £ i l ��®E¡ ! ª �¢Õæ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£B�"ÕX¡¶¡�Î ª ´ �¢¡£ ³ ¡��A¹ jv³ �E£X´ � j £¯� C > 0
´"� ³ Õ��¢Õ j �

� �
E
[
|Yα(y + δ)− Yα(y)|2

]
≤ C|δ|2, ¹)� l ¡�®E¡ l ² y ∈ [η, 1− η] j £X¬:¡�®E¡ l±² δ ´"� ³ Õ:�¢Õ j �

y + δ ∈ [η, 1− η]
-

¦ �
E
[
|Yα(y + δ) + Yα(y − δ)− 2Yα(y)|2

]
≤ C|δ|4, ¹)� l ¡®A¡ l ² y ∈ [η, 1−η] j £X¬»¡�®E¡ l ²

δ
´"� ³ ÕB�¢Õ j � (y + δ, y − δ) ∈ [η, 1− η]2

�
¼ ³e³ � l ¬ ª £ Ï �"� 
 Ç ( �03 �8-y´±¡e¡ ikj¨Ï ¡ � 
�-��¢ÕX¡´"¡ ´ � j �"¡e©�¡e£¯�¢´ ª © i ¤ ² �¢ÕX¡ ¡�Î ª ´±�"¡e£ ³ ¡M�¨¹ j©���¬ ª � ³ej � ª �E£�A¹ Yα

!�Õ ªÔ³ ÕOÕ j ´ j ¤Ô©��E´±�c´±� l ¡¤ ² C1 ÉË´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´%� ¼ £X¬�´±�x�¢Õ ¡y´ j ©O¡�ÕX�A¤Ô¬X´¹)� l Zn

�



#03

�6��� ��� / (-# � r����*�P(Xopr+! 25r�� sn #P(Xo � �
æKÕX¡ l ¡d¡�Î ª ´±�È©O��¬ ª � ³�j � ª �E£ ´_�A¹]�¢ÕX¡ · � · !�Õ �E´"¡d´ j © i ¤Ô¡ ikj �"ÕX´ jAl ¡s¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² �65 ¤Ô¬X¡ l � � ¡ l ¡
j £ j £ j ¤Ô� Ï �E�X´ l ¡e´"� ¤¥� ª £:�¢Õ ¡ ³ej ´"¡¶�A¹�á � ·�(�· ´ ª ´K´±ÕX�"!�£
�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/'(	/ 8 /� �BA

K ⊂ Rd
��� � I���� � � IBA:> �BA �

� = ��� O ��	 ���
��	BF
H < min (minK h, β)

L A = ��	 � � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAED ��� � O A = � 2 	 ;  ;
XhN = D I = = �?> H �
	 �?T  ��	">��
� ��T�� � �CA = > ��� K �

� 	 � � O � ( ¡�
H < min (minK h, β) j £ ¬ n ≥ d/2

�
¼ ´ j ³ �E£X´±¡ Ø �X¡£ ³ ¡M�A¹�¤Ô¡©O© j ¦)� ¦)� # j £X¬*�A¹¶�¢Õ ¡ �y�E¤¥©O� Ï � l ��®[æKÕX¡e� l ¡e© -��¢ÕX¡ l ¡ ¡�Î ª ´±�¢´
j ©���¬ ª � ³ej � ª �E£3�A¹{�¢Õ ¡��k¡e¤¥¬ X+

h,n

!�ÕX�A´"¡�´ j © i ¤Ô¡ iXj �¢ÕX´ jAl ¡ H É � 5 ¤Ô¬X¡ l �A£ K
�-æKÕX¡£

´ ª £ ³ ¡ X−
h,n

Õ j ´ j ¤Ô©��E´±�{´±� l ¡¤ ² ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l ´ j © i ¤Ô¡ iXj �¢ÕX´ � ´"¡e¡v¤¥¡e©�© j ¦)� ¦)� § � j £X¬
Xh = X+

h,n +X−
h,n

-X�¢ÕX¡ iXl ���A¹ ª ´K¬X�E£X¡!�
æKÕX¡£ i l � i �E´ ª � ª �E£J¦)� ¦)� � ÏEª ®E¡e´»�X´ j ¤Ô�"!�¡ l ½f�E� £X¬ ¹)� l �"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ � 5 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �¨É£X¡£¯�
HXh

(x)
�A¹
Xh

j � i � ª £¯� x º

HXh
(x) ≥ min (h(x), β).

� ¦)� 
 �

�6��� ��� 4�! � � &��*�:��o���CKr]n����¯CDo � o n #P(Xo � �
( ª ,¨¡Iá � Ê (�· ´ j £X¬ · � · - j á � ·�(�· ª ´y£X�¨�{´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl ½X� �d¤Ô� ³�j ¤¥¤ ²:j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³�j ¤Ô¤ ²´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl � � �"!È¡�®E¡ l - j á � ·�(�· ¤¥���C,�´V¤ ª ,A¡À¤Ô� ³�j ¤¥¤ ²Ij Ê � · !�Õ �E´"¡ ª £X¬X¡�ÎO® jAl±ª ¡´ j ¤¥�E£ Ï�"ÕX¡{� l¢j °±¡ ³ �"� l±² �cÌË£N¹ j¨³ ��- ª �¢´D� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ j ��¡ jA³ Õ i � ª £¯� ª ´ j Ê � · �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/'(+/ � / �0S � ��� > ��A = �CA O ��	 ���
��	GF

x ∈ Rd
L
h(x) < β

� � = ���XA = � 2 � �CT 	 �
	 �
�����1D�� � ��T�� ; S TUAED O 	�� IBAWD �����CT  � � F ; �?AWD ���

Xh

D >�T�� I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = � S*TUAWD O 	�� IBAED �����CTOGS �JIBAED ���
h

D � A = � > ���)> � A = �CA O ��	 ���
��	GF Y � �  x ∈ Rd
	

lim
ε→0+

(
Xh(x + εu)−Xh(x)

εh(x)

)

u∈Rd

(d)
= C1(h(x))

(
Bh(x)(u)

)
u∈Rd,

� ¦)� � « �

N = ��	 � A = � I���� �
��	 � ���JI�� D > � I���� �
��	 � ���JI�� D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� ��� A = � > � � I�� � O I����1AWD �1S �
�?S > OGS �JIBAED ���)> ���� � N �  N DVA = A = �XA �����?T�� �CF � O A = �XS �1D O ��	 � I���� �
��	 � ���JI�� ��� I���� � � IBA> �BAV>ML

Bh(x)

D > �H>BA �
�� �
	� 7:96; � O D �� � � h(x) �
��

C1(H) =

[
4a2π

∫ +∞

0

ρ2νρ(dρ) + b2
] 1

2

(∫

Rd

∣∣ ¡ ie1·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2H
dξ

) 1
2

,
� ¦)� �;� �

N DVA = e1 = (1, 0, · · · , 0) ∈ Rd
�

�È¡�¹)� l ¡ !�¡ i l ��®E¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£B¦)� ¦)� 3 - �"ÕX¡ �k¡e¤¥¬

Y (x, y) =

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖y+d/2
L(dξ), x ∈ R

d, y ∈ (0, 1)
� ¦)� � ¦ �
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ª ´ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬ �_æKÕX¡e£
-a£X�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

∀x ∈ R
d, Xh(x) = Y (x, h(x)).

� ¦)� �"# �
æKÕX¡ �X¡e¤Ô¬

Y
! ª ¤Ô¤�½Â¡�X´"¡¬G�"�:´ i ¤ ª �y�¢ÕX¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´d�¨¹ Xh

ª £¯�"� ª £ ³l ¡e©�¡e£¯�"´d�A¹ Y !�Õ ª¥³ Õ�E£ ¤ ² ª £¯®E�E¤ ®E¡e´��E£ ¡¶® jAl±ª j � ª �E£��A¹ ª �¢´D�4!���® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´��
� 	 � � O � � ª £ ³ ¡d�"Õ ª ´ iXl � i �E´ ª � ª �E£ Õ j ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½Â¡e¡e£ iXl ��®E¡e¬ ª £ 
 � × á 
 3 � ª £ �¢Õ ¡ ³�j ´±¡ !�Õ ¡ l ¡
L(dξ) = W (dξ)

- ª � ¡!� ª £��"ÕX¡ ³ej ´"¡��A¹ �"ÕX¡ · � · - !È¡ ³�j £ j ´"´±�X©O¡c¹)� l �¢ÕX¡V´ j ,A¡È�¨¹k´ ª © i ¤ ªÔ³ª � ²
L(dξ) = M(dξ)

�
� ¡ � l ´±� iXl ��®E¡c�¢ÕX¡ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡D�A¹��¢ÕX¡,�k£ ª �¢¡c¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤¨© j¨l"ÏEª £X´%� �À¡�Î�� j � ªÔÏ Õ¯�¢£ ¡e´"´

iXl � i ¡ l � ² ª ´K´"Õ � !�£ ��Ì � ª ´ j ¬ ª¥l ¡ ³ � ³ �A£X´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡»�A¹�¤Ô¡e©�© j ´K¦)� ¦)� # j £X¬ð¦)� ¦ � § �( ¡�À�X´ � Î�¡e¬
x ∈ Rd

�cæKÕX¡e£N¹)� l ¡�®E¡ l ² ε > 0 j £ ¬ u ∈ Rd
-

Yε(u) =
Xh(x+ εu)−Xh(x)

εh(x)
.

ûxê � �Âî�ë �aî�� �Eîðê1�Àì ��î � ��í)ì�î�ï�í�	1î���ò�í)ê �&èkö 	1èXë��Âí ��ò/.
æKÕX¡ �k¡¤Ô¬

Yε
ª ´ ´ i ¤ ª � ª £��"�1�4!��	�X¡e¤Ô¬ ´ Yε,1

j £ ¬ Yε,2

´"� ³ Õ j ´ Yε,1

�E£X¤ ² ª £�®A�E¤¥®A¡e´ j® jAl±ª j � ª �E£ �A¹ Y ª £ ª �"´ � l ´ �»® jAl"ªÔj ½X¤¥¡�� � ¡e£ ³ ¡�- Yε,2
ª ´ j £ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�x�A¹ Y ª £ ª �¢´�´"¡ ³ �E£ ¬® jAl±ª j ½X¤¥¡�� · � l ¡ iXl ¡ ³ª ´"¡¤ ² - Yε = Yε,1 + Yε,2

!�ÕX¡ l ¡

Yε,1(u) =
Y (x + εu, h(x))−Xh(x)

εh(x)

j £ ¬
Yε,2(u) =

Xh(x+ εu)− Y (x + εu, h(x))

εh(x)
.

æKÕX¡£
-a½ ² � ¦)� � # � -

Yε,1(u) =
Y (x + εu, h(x))− Y (x, h(x))

εh(x)
.

· � l ¡e��®A¡ l - (Y (v, h(x)))v∈Rd
ª ´ j á � Ê (�· ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î h(x) j £X¬ ª � ª ´ j ´"´±� ³ª j �"¡e¬ ! ª �"Õ�"ÕX¡ ( µ�® ²:l¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ L(dξ)

� ¼ ¤Ô´±� - �¢Õ j £-,�´K�¢� iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � � ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦�8-

lim
ε→0+

(Yε,1(u))
(d)
= C1(h(x))

(
Bh(x)(u)

)
u∈Rd,

� ¦)� � § �

!�ÕX¡ l ¡D�"ÕX¡D¤ ª © ª � ª ´ ª £I¬ ª ´±� l±ª ½X��� ª �A£x¹)� l_j ¤Ô¤7�k£ ª �"¡È¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤�© jAl"ÏEª £X´��A¹a�¢ÕX¡��X¡e¤Ô¬ ´%- Bh(x)ª ´ j ´ � j £X¬ jAl ¬ Ê � · �A¹ ª £ ¬X¡�Î h(x) j £X¬ C1(·) ª ´s¬X¡$�k£X¡¬ ½ ² � ¦)� �;� � � ¼ ³ �"� j ¤¥¤ ² - 
 �KÇÈÌp«¯¦�¡´±� j ½X¤ ª ´"ÕX¡´��¢Õ j ���"ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ � ¦)� � § � ª ´ j�³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ ª £�¬ ª ´±� l"ª ½X� � ª �E£v�E£��"ÕX¡s´ ikjA³ ¡�A¹ ³ �E£¯� ª £��X�A�X´{¹)�X£ ³ � ª �E£ ´{¡e£X¬X�"!�¡e¬ ! ª �¢Õ �"ÕX¡I�¢� i �E¤¥� ÏA² �A¹��"ÕX¡�X£ ª ¹)� l © ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡��E£
³ �E© iXjA³ ��´±¡�¢´�� � �"!È¡�®E¡ l -1!È¡ ! ª ¤¥¤�£X�A��¬ ªÔl ¡ ³ �"¤ ² � ´"¡¶�¢Õ ª ´ l ¡e´±�X¤¥�%�

Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-
Yε,2(u) =

1

εh(x)

∫

Rd

g0,2(x + εu, x, ξ)L(dξ),



# 


!�ÕX¡ l ¡ g0,2
ª ´K¬X¡��k£ ¡e¬ð½ ² � ¦ � 3 � �cæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-k�X´ ª £ Ï �¢Õ ¡ ª ´"�A©O¡�� l±²�iXl � i ¡ l � ² � � � � 
 � -

E
(
Y 2

ε,2(u)
)

=
4π

εh(x)

∫ +∞

0

ρ2νρ(dρ)‖g0,2(x+ εu, x, ·)‖2
2.

� ¡e£ ³ ¡�-a½ ² ¤Ô¡©O© j ¦)� ¦)� ¦)- ¹)� l ¡�®E¡ l ² ε ≤ 1

E
(
Y 2

ε,2(u)
)
≤ Cε2(β−h(x)).

æKÕX¡£ j ´ β > h(x)
-
limε→0+E

(
Y 2

ε,2(u)
)

= 0
� � ¡e£ ³ ¡�-

lim
ε→0+

(Yε,2(u))u∈Rd

(d)
= 0,

� ¦)� � < �
!�ÕX¡ l ¡{�¢Õ ¡�¤ ª © ª � ª ´ ª £B¬ ª ´±� l"ª ½X� � ª �E£ ¹)� l�j ¤¥¤ �k£ ª �¢¡{¬ ª ©�¡e£X´ ª �E£ j ¤�© jAl"ÏEª £X´D�A¹��¢Õ ¡ �X¡e¤Ô¬ ´%�æKÕX¡£
-k´ ª £ ³ ¡ Yε = Yε,1 + Yε,2

- � ¦)� � § � j £X¬ � ¦)� � < � ÏEª ®A¡e´È�"ÕX¡ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡x�A¹&�"ÕX¡ �k£ ª �¢¡¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤f© j¨l"ÏEª £X´D�A¹ Yε

�
	xí ���fì �&î�ò�ò/. ( ¡��

n ≥ d/2
-

Y +
ε (u) =

X+
h,n(x + εu)−X+

h,n(x)

εh(x)
j £X¬ Y −

ε (u) =
X−

h,n(x + εu)−X−
h,n(x)

εh(x)
.

æKÕX¡£
Yε = Y +

ε + Y −
ε

�
� ª £ ³ ¡ h(x) < β j £X¬O´ ª £ ³ ¡ X−

h,n

Õ j ´�¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l ´ j © i ¤¥¡ iXj �¢ÕX´�- ª � ª ´ ³ ¤Ô¡ jAl �"Õ j �

lim
ε→0+

(
X−

h,n(x + εu)−X−
h,n(x)

εh(x)

)

u∈Rd

(d)
= 0,

!�ÕX¡ l ¡��¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª ´ jB³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ ª £M¬ ª ´ � l"ª ½X� � ª �E£ ª £G�¢ÕX¡O´ ikj¨³ ¡��¨¹ ³ �E£¯� ª £��X�E�X´¹)�X£ ³ � ª �E£X´d¡£X¬X�"!�¡e¬ ! ª �¢Õ��"ÕX¡I�¢� i �E¤¥� ÏA² �A¹_�"ÕX¡�X£ ª ¹)� l © ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡O�E£ ³ �E© ikjA³ �d´"¡�"´%�ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² - (Y −
ε )ε>0

ª ´ j � ªÔÏ Õ¯�{¹ j © ª ¤ ² � ( ¡��¶�X´¶£X�"! iXl ��®E¡v�¢ÕX¡I� ªÔÏ Õ¯�¢£ ¡e´"´¶�A¹ (Y +
ε )ε

�
�À�A� ª¥³ ¡d�¢Õ j � Y +

ε (0) = 0 j £ ¬B´±���"Õ j � (Y +
ε (0))ε

ª ´D� ª¥Ï Õ¯���( ¡�
K ⊂ R

d ½f¡ j�³ �E© ikjA³ �d´±¡� j £ ¬ r0 > 0
´±� ³ Õ �¢Õ j � !�ÕX¡£ ε ≤ 1

-
x + εK ⊂ K0!�ÕX¡ l ¡ K0 = B(x, r0)

�GæKÕX¡:¤Ô¡©O© j ¦ � ¦)� # ª ´ jAiXi ¤ ª ¡e¬0�¢���¢Õ ¡ ³ �E© ikjA³ �´"¡�� K0

�MæKÕX¡£
¹)� l ¡�®E¡ l±² p ∈ N∗ -]�¢ÕX¡ l ¡v¡�Î ª ´±�¢´ jN³ �E£ ´±� j £�� C = C(p,K0, x) > 0

´"� ³ ÕM�¢Õ j �{¹)� l ¡®A¡ l±²
ε ∈ (0, 1] j £X¬�¡�®E¡ l±² (u, v) ∈ K2

-

E

[(
Y +

ε (u)− Y +
ε (v)

)2p
]
≤ Cε2p(h(x+εv)−h(x))‖u− v‖2ph(x+εv).

· � l ¡e��®A¡ lyj ´ h ª ´ j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l © jAi -

∀ε ∈ (0, 1], ∀v ∈ K, ε2p(h(x+εv)−h(x)) ≤ C.
æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡À¹)� l ¡®E¡ l±² p ∈ N

∗ -��¢Õ ¡ l ¡y¡�Î ª ´ �¢´ jx³ �A£X´±� j £¯� C = C(p,K, x) > 0
´±� ³ Õ �¢Õ j �c¹)� l¡�®E¡ l ² ε ∈ (0, 1] j £X¬B¡®A¡ l ² (u, v) ∈ K2

-

E

[(
Y +

ε (u)− Y +
ε (v)

)2p
]
≤ C‖u− v‖2pminK0

h.

�d£X¡ ³�j £ ³ Õ ���E´±¡ p ∈ N∗ ´"� ³ ÕB�¢Õ j � 2pminK0 h > d
-!�Õ ªÔ³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô� ¬X¡e´��¢ÕX¡ i l ���A¹ �



§¯«

�d£B�"ÕX¡��E£X¡¶Õ j £X¬ -a�"ÕX¡¶½f¡Õ j ® ª �E� l �A¹��¢ÕX¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´À�A¹ Y ª £ ª �¢´�´"¡ ³ �E£ ¬�® jAl"ªÔj ½X¤¥¡ ª ´
Ï ��®A¡ l £ ¡e¬J½ ² �¢ÕX¡ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² �¨¹K�¢ÕX¡v¹)�X£ ³ � ª �A£ h ´ ª £ ³ ¡��¢ÕX¡ ²1ª £�®A�E¤¥®A¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´x�A¹D�"Õ ª ´¹)�X£ ³ � ª �E£
� �d£��"ÕX¡��¨�¢ÕX¡ l Õ j £X¬
-��¢ÕX¡V½f¡Õ j ® ª �E� l �A¹��¢ÕX¡ ª £ ³el ¡©O¡£¯�¢´��A¹ Y ª £ ª �"´2� l ´ ��® jAl±ª j ½X¤¥¡
jAl ¡ ÏEª ®E¡e£ ½ ² �¢ÕX¡I® j ¤¥�X¡I�A¹ h(x) � � ¡e£ ³ ¡�-]�"ÕX¡»� j £ Ï ¡e£¯� �k¡¤Ô¬ j � Xh

j � i � ª £¯� x ¬X¡ i ¡e£X¬ ´!�ÕX¡��¢ÕX¡ l h(x) < αh(x)
� l £X�A��� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -g�¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ � ¦)� � « �xÕX�A¤Ô¬X´ j ´v´±���E£ j ´

h(x) < αh(x)
�BæKÕX¡e£ -g�E£X¡ ³�j £�!��E£X¬ ¡ l !�Õ j �IÕ jAi i ¡£X´ !�ÕX¡£ h(x) > αh(x)

��ÌË£1�"Õ ª ´
³ej ´"¡!-X�¢ÕX¡ iXl ¡ i �E£X¬X¡ l¢j £¯�À�¢¡ l © ª ´K¬ �X¡{�¢��¢ÕX¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ ª £:�"ÕX¡¶´"¡ ³ �E£X¬N® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡s�A¹ Y �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/'(	/ ÿ /� �BA

x ∈ Rd
� 5 >M>BS ����A = �CA h(x) > αh(x)

�
��HA = �CA

l(x) = lim
y→0

h(x + y)− h(x)

‖y‖αh(x)

� ¦)� � � �

� � D >BAV>���� = ���

lim
ε→0+

(
Xh(x + εu)−Xh(x)

εαh(x)

)

u∈Rd

(d)
= l(x)X∗(x)

(
‖u‖αh(x)

)
u∈Rd

,
� ¦)� � 3 �

N = ��	 � A = ��TUD � DVA�D >�D � CD >BA 	GD ��S AED ��� O ��	 �CTVTCY �1DVA � � �
	 �CD �)> � O A = ��Y �BT ?> �
�� N = ��	 �

X∗(x) =

∫

Rd

( ¡ −ix·ξ − 1
)
ln ‖ξ‖

‖ξ‖h(x)+d/2
L(dξ).

2 ��� �
	43 ¦)� ¦ � 
 � � ÕX¡£
x 6= 0 j £X¬ l(x) 6= 0

-k�¢ÕX¡�¤ ª © ª ���k¡¤Ô¬ ª £ � ¦)� � 3 � ª ´�£X�¨�s¬X¡ Ï ¡e£ ¡ l¢j �¢¡
j £ ¬ �¢ÕX¡£ � ¦)� � 3 �¶©O¡ j £X´»�"Õ j � Xh

ª ´x¤ j ´±´ j � x ! ª �¢Õ ¡�Î i �E£ ¡e£¯� αh(x)
� ( ¡�I�X´ l ¡© j¨l ,

�"Õ j � ª £ � ¦)� � 3 � -E�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ (‖u‖αh(x)
)

u∈Rd

ª ´g¬X¡��¢¡ l © ª £ ª ´ � ª¥³ ��æKÕX¡e£��¢ÕX¡ l"j £X¬X�E©�£X¡´"´c�A¹Â�¢ÕX¡
� j £ Ï ¡£�� �k¡e¤¥¬ ª ´d�A£X¤ ² ¬X�X¡I�"���¢Õ ¡ l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ l¢j £X¬X�E© ® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡ X∗(x)

!�Õ ª¥³ Õ ¬X��¡´d£X�A�¬X¡ i ¡£X¬B�E£ u �
� 	 � � O � Êk� l �¢ÕX¡´ j ,A¡v�A¹c´ ª © i ¤ ª¥³eª � ² - !�¡ j ´±´"�X©�¡I�¢Õ j � L(dξ) = M(dξ)

��æKÕX¡e£ -]�E£X¡ iXl �¨É
³ ¡e¡e¬ ´ j ´ ª £ �¢ÕX¡ iXl ���A¹��A¹ � ¦)� � « � l ¡ i ¤ j¨³eª £ Ï εh(x)

½ ² εαh(x)
� ( ¡�

Yε(u) =
Xh(x+ εu)−Xh(x)

εαh(x)
.

j £ ¬B¤¥¡���X´�´ i ¤ ª � Yε
ª £¯�¢� Yε = Yε,1 + Yε,2

!�ÕX¡ l ¡

Yε,1(u) =
Y (x + εu, h(x))−Xh(x)

εαh(x)

j £ ¬
Yε,2(u) =

Xh(x+ εu)− Y (x + εu, h(x))

εαh(x)
.

Ê ª¥l ´±�%-�½ ²MiXl � i �A´ ª � ª �E£ # � � ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦��8-��"ÕX¡ á � Ê (�· (Y (v, h(x)))v∈Rd
ª ´�¤ j ´"´ ! ª �¢Õ

ª £X¬X¡�Î h(x) � � ¡e£ ³ ¡�-a´ ª £ ³ ¡ X(x) = Y (x, h(x)) j £X¬N´ ª £ ³ ¡ h(x) > αh(x)
-

lim
ε→0+

(Yε,1(u))u∈Rd

(d)
= 0.



§ �

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!- ª � l ¡e© jAª £ ´¶�"��´ �¢�X¬ ² �"ÕX¡ �k¡e¤¥¬ Yε,2

!�Õ ªÔ³ Õ ª ´�ÕX¡ l ¡��"ÕX¡ iXl ¡ i �E£ ¬X¡ l"j £¯�x�"¡ l © �( ¡��� ´ l ¡ ³�j ¤Ô¤��"Õ j �

Yε,2(u) =
1

εαh(x)

∫

Rd

g0,2(x + εu, x, ξ)L(dξ)

!�ÕX¡ l ¡

g0,2(x + εu, x, ξ) =

¡ −i(x+εu)·ξ − 1

‖ξ‖d/2

(
1

‖ξ‖h(x+εu)
− 1

‖ξ‖h(x)

)
.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- � ¦)� � � �V¤Ô¡ j ¬X´K�¢�

g̃(x, u, ξ) = lim
ε→0+

g0,2(x + εu, x, ξ)

εαh(x)
= −

( ¡ −ix·ξ − 1
)
ln ‖ξ‖

‖ξ‖h(x)+d/2
l(x)‖u‖αh(x).

� ¡e£ ³ ¡�-a½ ²Nj ¬X�E© ª £ j �"¡e¬ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ jAl±Ï �X©�¡e£¯��-

lim
ε→0+

∥∥∥∥
g0,2(x+ εu, x, ·)

εαh(x)
− g̃(x, u, ·)

∥∥∥∥
2

= 0.

æKÕX¡£
-X�¢Õ ¡ ª ´"�E©�¡� l±²�iXl � i ¡ l � ² � � � � 
 � ²�ª ¡e¤Ô¬ ´��"Õ j �

E

(∣∣∣Yε,2(u) + l(x)‖u‖αh(x)X∗(x)
∣∣∣
2
)

= 0,

!�ÕX¡ l ¡ X∗(x) =

∫

Rd

( ¡ −ix·ξ − 1
)
ln ‖ξ‖

‖ξ‖h(x)+d/2

�
¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

lim
ε→0+

(Yε,2(u))u∈Rd

(d)
= −l(x)X∗(x)

(
‖u‖αh(x)

)
u∈Rd

,

!�ÕX¡ l ¡v�¢ÕX¡�¤ ª © ª � ª ´ ª £0¬ ª ´±� l"ª ½X� � ª �E£�¹)� l�j ¤¥¤ �k£ ª �¢¡v© j¨l"ÏEª £X´{�A¹È�"ÕX¡ �k¡e¤¥¬X´%�:Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-½ ² � � � � 9 �$-
X∗(x) ª ´ j ´ ² ©�©O¡�� l±ªÔ³dl"j £X¬X�E©�® j¨l"ª j ½X¤Ô¡!-!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤¥�X¬X¡´��"ÕX¡ iXl ���A¹ �

ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
-g´ ª £ ³ ¡ X∗(0) = 0
-_�"ÕX¡N¤ ª © ª � �k¡¤Ô¬ ª £ � ¦)� �"3 � ª ´¬ ¡ Ï ¡£X¡ l"j �¢¡ ª ¹ x = 0

�
� ¡e£ ³ ¡�-(�¢ÕX¡ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ � ¦)� �"3 ��¬X��¡e´]£X�A��¡´±� j ½X¤ ª ´"Õd�¢Õ ¡V¤ j ´"´ i l � i ¡ l � ²¶j � x = 0

� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -�"ÕX¡{® j¨l"ª j � ª �A£ �A¹ Y ª £ ª �"´K´"¡ ³ �E£X¬B® j¨l"ª j ½X¤Ô¡
Y (εu, h(x + εu))− Y (εu, h(x))¬X��¡e´È£X�A� ÏEª ®E¡s�"ÕX¡d� j £ Ï ¡e£¯� �X¡e¤Ô¬ � ª �"´ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ ª ´ jA³³ ¡e¤¥¡ l"j �¢¡¬:½ ² �¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡{�¢�

$ ¡ l �s�A¹ ª �"´ � l ´±��® jAl±ª j ½ ¤Ô¡ εu j ´ ε �¢¡£X¬X´��"� $ ¡ l � � � �"!È¡�®E¡ l -¯�¢ÕX¡Èá � ·�(�· Xh
l ¡e© jAª £ ´�¤ j ´"´

j � x = 0 j £ ¬ ª �¢´�� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ ª ´ Ï �(®A¡ l £X¡e¬x½ ² �¢ÕX¡_½Â¡eÕ j ® ª �A� l �A¹ Y ª £ ª �"´
� l ´ � ³ �E© i �E£ ¡e£¯���¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² -(�"ÕX¡V¤ ª © ª � �k¡e¤¥¬ ª ´ ÏEª ®A¡e£»½ ²¶iXl � i �E´ ª � ª �A£»¦ � ¦)� 3 ! ª �¢Õ �E� � j ´"´±�X© i � ª �E£¶�E£x�"ÕX¡V® j ¤¥�X¡�A¹
h(0) j ´�´±� j �¢¡e¬ ª £N£X¡�Î�� i l � i �E´ ª � ª �E£
�õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/%(	/,���+/ � = � 2 � �CT 	 �
	������1D�� � ��T�� ; S TUAED O 	�� IBAWD �����CT �� � F ; �?AWD ���

Xh

D >T�� I �CTVTUF �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 �CA
x = 0 N DVA = D �� � � h(0)

D � A = � > ���)> � A = �CA

lim
ε→0+

(
Xh(εu)

εh(0)

)

u∈Rd

(d)
= C1(h(0))

(
Bh(0)(u)

)
u∈Rd ,

� ¦)� � 9 �
N = ��	 ��A = �<TUD � DVA D > D ��CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVTGY �1DVA � � �
	 �CD �)> � O A = ��Y �BT ?>ML

Bh(0)

D > ��>BA �
�� �
	 
7:9<; � O D �� � � h(0)

�
��
C1(·)

D >  �KY � �  ��F � ¦)� �;� � �



§�¦

� 	 � � O � Êk� l �¢ÕX¡O´ j ,¨¡��A¹D´ ª © i ¤ ªÔ³eª � ² -�!�¡ ´"� i i �E´±¡O�"Õ j � L(dξ) = M(dξ)
� � � !�¡®A¡ l -c�"ÕX¡

iXl � i �E´ ª � ª �A£ l ¡© j¨ª £X´»� l �X¡ ¹)� lj�Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤ ( µ® ²Jl¢j £X¬X�E© ©O¡ j ´"� l ¡ L(dξ)
� � ¡:¬ ªÔl ¡ ³ �"¤ ²

iXl ��®E¡{�¢ÕX¡ l ¡e´"� ¤¥� ! ª �"ÕX�E� ���X´ ª £ Ï �"ÕX¡¶¬X¡ ³ �E© i �E´ ª � ª �E£:�A¹��¢ÕX¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��A¹ Xh

�
( ¡�

p ∈ N∗ - u = (u1, . . . , up) ∈
(
Rd
)p -

v = (v1, . . . , vp) ∈ Rp j £X¬

gε
0(ξ, z) =

2

εh(0)
<
(
z

p∑

k=1

vk

¡ −iεuk·ξ − 1

‖ξ‖h(εuk)

)
.

æKÕX¡£�´ ª £ ³ ¡ p∑

k=1

vk Yε(uk) =

∫

Rd

gε
0(ξ, z) Ñ(dξ, dz),

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk Yε(uk)

)]
= exp (ψε(u, v))

! ª �¢Õ ψε(u, v) =

∫

Rd×C

[exp (igε
0(ξ, z))− 1− igε

0(ξ, z)] dξ ν(dz).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-X�¢ÕX¡ ³ Õ j £ Ï ¡x�¨¹�® jAl±ª j ½X¤¥¡ λ = εξ
¤Ô¡ j ¬X´K�¢�Xº

ψε(u, v) =

∫

Rd×C

lε(λ, z) dλ ν(dz),

!�ÕX¡ l ¡ lε(λ, z) = ε−d[exp (ig̃0
ε(ξ, z))− 1− ig̃0

ε(λ, z)]
! ª �¢Õ

g̃0
ε(ξ, z) = 2εd/2i<

(
z

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖h(εuk)+d/2
εh(εuk)−h(0)

)
.

� ¡e£ ³ ¡�-a´ ª £ ³ ¡ h ª ´K¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² �65 ¤Ô¬X¡ l - lim
ε→0+

εh(εuk)−h(0) = 1 j £ ¬B�"ÕX¡e£

lim
ε→0+

lε(λ, z) = −4<2

(
z

p∑

k=1

vk

¡ −iukλ − 1

‖λ‖h(0)+d/2

)
.

æKÕX¡£
- j ¬X�A© ª £ j �¢¡¬ ³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ jAl"Ï �X©O¡£¯� ÏEª ®E¡e´��¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡��A¹k�"ÕX¡ ³ Õ jAl"jA³ �"¡ l±ª ´±� ªÔ³¹)�X£ ³ � ª �E£ j £X¬:�¢Õ ¡ ³ �E£ ³ ¤Ô�X´ ª �E£
�
Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- ª £B�¢ÕX¡ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ � ¦)� � « � -f�¢Õ ¡ i � ª £¯� x ª ´���Î ¡¬
� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -Â�"ÕX¡ ³ �E£�É®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡x�A¹

(
Xh(x+ εu)−Xh(x)

εh(x)

)

(x,u)∈Rd×Rd

ª ´�¡´±� j ½X¤ ª ´"ÕX¡¬ ª £M£ ¡�Î�� iXl � i �E´ ª � ª �A£
�OæKÕ ª ´ l ¡e´±�X¤¥� Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡´ i l � i �E´ ª � ª �E£ � � ¦ � 9:�¢�B�¢ÕX¡
³ ¤ j ´±´K�A¹gá � ·�(�· ´%�VÌË£ ikj¨l � ª¥³ �X¤ jAl - ª �KÕ �E¤Ô¬X´D¹)� l�j £ ² á � Ê (�· ´%�



§ #

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (+/'(	/,�1�0/  �BA
h : Rd −→ (0, 1)

��� � T�� I �CTVTUF
β
�
	��?T  ��	JOGS �JIBAWD ��� >BS1I = A = �CA

∀x ∈ R
d, h(x) < β.

� = ���)L6T��BA (
Bh(x)

)
x∈Rd

��� � O �
� DVTUF � O D �� � ������ ���1A >BA �
�� �
	� 7:96; � � ��� �
	GAED IBS T �
	4L+O ��	
���
��	GF

x ∈ R
d
L (
Bh(x)(u)

)
u∈Rd

D > � >BA �
�� �
	� 7:96; N DVA = D �� � � h(x) �  �BA
B̃

��� A = �I����1A ��	 �  	 � �CT �����CTUS �  � �CS >M>BD �
� Y �BT   �KY � � ���F

B̃(x, u) = Bh(x)(u).

� = ���)L

lim
ε→0+

(
Xh(x+ εu)−Xh(x)

εh(x)

)

(x,u)∈Rd×Rd

(d)
=
(
C1(h(x))B̃(x, u)

)
(x,u)∈Rd×Rd

,
� ¦)� � 
 �

N = ��	 � A = �XTUD � DVA D > D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVT�Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT � �
	 �CD �)> �
��
C1(·)

D >
 �KY � �  ��F � ¦)� �;� � �

æKÕX¡ iXl ���A¹��A¹&�"Õ ª ´ i l � i �E´ ª � ª �E£ ª ´ Ø � ª �¢¡{¤¥�E£ Ïvj £ ¬ ª ´K½ j ´±¡e¬N�E£:�¢Õ ¡d¹)�E¤Ô¤¥� ! ª £ Ï ¤¥¡e©�© j �
çcî
	 	1è (	/'(+/,�
(	/  �BA

p ∈ N
>BS0I = A = �CA p ≥ 2

�  �BA
u0 = 0

�
��
(u1, . . . , up) ∈ Rp.� = ���)L

¡ i∑p
k=1 uk −

p∑

k=1

¡ iuk + p− 1 =

p−2∑

k=0

¡ i∑k
j=0 uj

( ¡ iuk+1 − 1
) p∑

l=k+2

( ¡ iul − 1
)
.

� 	 � � O � � ² ¡�Î ikj £X¬ ª £ Ï �¢ÕX¡ l±ªÔÏ Õ¯�KÕ j £X¬�´ ª ¬X¡{�"¡ l © -X�E£ ¡�¡ j ´ ª ¤ ² �E½ � jAª £X´D�"ÕX¡ l ¡´"�X¤ ���
� 	 � � O � O ��	 ����� >BDVAED ��� � � � ����� � Ê ª¥l ´ ��-¯�¢ÕX¡ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡d�A¹ �"ÕX¡ � l �"!�£ ª j £ ikjAl � ª ´ ÏAª ®E¡£�½ ²
iXl � i �E´ ª � ª �A£ � � ¦)� 9��ÀæKÕX¡e£ - j ´"´±�X©�¡x�¢Õ j � L(dξ) = M(dξ)

� ( ¡�
p ∈ N∗ j £X¬ (x1, . . . , xp)½Â¡ j ¹ j © ª ¤ ² �A¹ ikj¨ªÔl ! ª ´"¡�¬ ª #f¡ l ¡e£¯�d¡¤Ô¡©O¡£��"´y�¨¹

R
d ��æKÕX¡£ð¹)� l ¡ jA³ Õ ª £��"¡ Ï ¡ l k ´"� ³ Õ��¢Õ j �

1 ≤ k ≤ p
-D¤¥¡�

pk ∈ N∗ - (uk1, . . . , ukpk
) ∈

(
Rd
)pk j £X¬ (vk1, . . . , vkpk

) ∈ Rpk
�7ÌË£

j ¬ ¬ ª � ª �E£
-�¤Ô¡��

Yε(x, u, v) =

p∑

k=1

pk∑

j=1

vkj
Xh(xk + εukj)−Xh(xk)

εh(xk)
.

æKÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �A£ ! ª ¤Ô¤f½f¡ iXl ��®E¡e¬ j ´K´"���E£ j ´ !�¡x¡´±� j ½X¤ ª ´"Õ:�¢Õ j �

lim
ε→0+

Yε(x, u, v)
(d)
=

p∑

k=1

pk∑

j=1

vkjB̃(xk, ukj).
� ¦)� ¦A« �

� ÕX¡£
k = 1

- iXl � i �A´ ª � ª �E£:¦)� ¦ � 3 ª © i ¤ ª ¡e´ � ¦)� ¦A« � �_æKÕX¡e£ - j ´"´"� ©O¡{�¢Õ j � k ≥ 2
�

( ¡�À�X´�´ i ¤ ª � Yε = Yε,1 + Yε,2
ª £¯�¢��4!�� �X¡e¤Ô¬ ´À¬ ¡��k£X¡¬�½ ²

Yε,1(x, u, v) =

p∑

k=1

pk∑

j=1

vkj
Y (xk + εukj, h(xk))− Y (xk, h(xk))

εh(xk)



§E§

j £ ¬

Yε,2(x, u, v) =

p∑

k=1

pk∑

j=1

vkj
Y (xk + εukj, h(xk + εukj))− Y (xk + εukj, h(xk))

εh(xk)
.

ñfì�î7� � ñfì(ô�ï��[ê1�
Yε,1

. ( ¡��

Gε(ξ) =

p∑

k=1

¡ −ixk·ξF ε
k (ξ),

!�ÕX¡ l ¡
F ε

k (ξ) =

pk∑

j=1

vkj

¡ −iεukj ·ξ − 1

εh(xk)‖ξ‖h(xk)+d/2

æKÕX¡£
-k´ ª £ ³ ¡ Yε,1(x, u, v) =

∫

Rd

Gε(ξ)M(dξ),

E[exp (iYε,1(x, u, v))] = exp (ψ(ε))
! ª �¢Õ

ψ(ε) =

∫

Rd×C

[exp (2i<(Gε(ξ)z))− 1− 2i<(Gε(ξ)z)] dξ ν(dz).

æKÕ��X´�-

ψ(ε) =

p∑

k=1

Ik(ε) + Jp(ε)

!�ÕX¡ l ¡

Ik(ε) =

∫

Rd×C

[
exp

(
2i<
( ¡ −ixk·ξF ε

k (ξ)z
))
− 1− 2i<

( ¡ −ixk·ξF ε
k (ξ)z

)]
dξ ν(dz)

j £ ¬

Jp(ε) =

∫

Rd×C

[
exp (2i<(Gε(ξ)z)) + p− 1−

p∑

k=1

exp
(
2i<
( ¡ −ixk·ξF ε

k (ξ)z
))
]
dξ ν(dz).

� ¡e£ ³ ¡�-a½ ²:l �A� j � ª �E£ j ¤ ª £¯® jAl"ªÔj £ ³ ¡d�A¹��¢ÕX¡¶©�¡ j ´±� l ¡ ν(dz) -

Ik(ε) =

∫

Rd×C

[exp (2i<(F ε
k (ξ)z))− 1− 2i<(F ε

k (ξ)z)] dξ ν(dz).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-k½ ² ¬ ¡��k£ ª � ª �E£:�A¹ F ε
k

-

exp (Ik(ε)) = E

[
exp

(
i

pk∑

j=1

vkjX̃h(xk)(εukj)

)]
,



§ <

!�ÕX¡ l ¡ X̃h(xk)
ª ´ j á � Ê (�· ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î h(xk)

j £X¬ j ´±´"� ³eªÔj �¢¡¬ ! ª �"Õ��"ÕX¡ ( µ�® ² ©�¡ j ´±� l ¡
L(dξ) = M(dξ)

�VÇÈ�E£X´±¡ Ø �X¡£��"¤ ² -f½ ²NiXl � i �A´ ª � ª �E£:¦)� ¦ � 3 -

lim
ε→0+

p∑

k=1

Ik(ε) = −1

2

p∑

k=1

� j¨l
(

pk∑

j=1

vkjC1(h(xk))B̃(xk, ukj)

)
.

� ¦)� ¦ � �

( ¡��� ´y£X�"! iXl ��®E¡¶�¢Õ j �
lim

ε→0+

Jp(ε) = 0.
� ¦)� ¦E¦ �

Ê ª¥l ´ ��- ½ ²BjAi i ¤ ²�ª £ Ï �¢ÕX¡ ³ Õ j £ Ï ¡¶�A¹�® jAl±ª j ½ ¤Ô¡ λ = εξ
-
Jp(ε)

ª ´K¡ Ø � j ¤ �¢�
∫

Rd×C

ε−d

[
exp
(
2iεd/2<

(
G̃ε(λ)z

))
+p−1−

p∑

k=1

exp
(
2iεd/2<

( ¡ −ixk·λ/εFk(λ)z
))
]
dλ ν(dz),

!�ÕX¡ l ¡
Fk(λ) = F 1

k (λ) =

pk∑

j=1

vkj

¡ −iukj ·λ − 1

‖λ‖h(xk)+d/2

j £ ¬
G̃ε(λ) =

p∑

k=1

¡ −ixk·λ/εFk(λ).

æKÕX¡£
-k¤Ô¡©O© j ¦)� ¦)� � ¦»¤Ô¡ j ¬X´K�¢�

Jp(ε) =

p∑

k=0

p∑

k′=k+2

Ak,k′

!�ÕX¡ l ¡
Ak,k′(ε) =

∫

Rd×C

Kε(ξ, z) dλ ν(dz)

! ª �¢Õ

Kε(λ, z) = ε−d exp

[
2iεd/2<

(
k∑

j=1

¡ −ixj ·λ/εFj(λ)z

)]
Kε,1(λ, z)

j £ ¬

Kε,1(λ, z)=
[
exp
(
2iεd/2<

(¡ −ixk+1·λ/εFk+1(λ)z
))
−1
][

exp
(
2iεd/2<

(¡ −ixk′ ·λ/εFk′(λ)z
))
−1
]
.

� ¡e£ ³ ¡�- ª £:� l ¬X¡ l �"���A½ � jAª £ � ¦)� ¦E¦ � - ª � ª ´K´"��� ³ª ¡e£¯�À�¢� iXl �(®A¡��"Õ j �

lim
ε→0+

Ak,k′(ε) = 0.
� ¦)� ¦ # �

æKÕX¡£
-k¤Ô¡��
K̃ε(λ, z) = 4<

( ¡ −ixk+1·λ/εFk+1(λ)z
)
<
( ¡ −ixk′ ·λ/εFk′(λ)z

)
.

� ¡e£ ³ ¡�-
lim

ε→0+

(
Kε(λ, z) + K̃ε(λ, z)

)
= 0



§ �

j £ ¬ j ¬X�E© ª £ j �¢¡¬ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ jAl"Ï �X©O¡£¯� ²�ª ¡e¤¥¬X´D�¢Õ j �

lim
ε→0+

∫

Rd×C

(
Kε(λ, z) + K̃ε(λ, z)

)
dλ ν(dz) = 0.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!- ª £N� l ¬ ¡ l �¢� iXl �(®A¡ � ¦)� ¦ # � - ª � l ¡e© jAª £X´D�"�v´"ÕX�"!-�"Õ j �

lim
ε→0+

∫

Rd×C

K̃ε(λ, z) dλ ν(dz) = 0.
� ¦)� ¦¨§ �

ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-�´ ª £ ³ ¡{�¢ÕX¡¶© jAi ϕ 7−→ ∫
ϕdÑ ª ´ j £ ª ´"�A©O¡�� l±² -

∫

Rd×C

K̃ε(λ, z) dλ ν(dz) = E(Lk+1Lk′),

!�ÕX¡ l ¡
Ll = 2

∫

Rd×C

<
( ¡ −ixl·λ/εFl(λ)z

)
Ñ(dξ, dz).

� ¡e£ ³ ¡�-a´ ª £ ³ ¡ Fl(−λ) = Fl(λ)
-

Ll =

∫

Rd

¡ −ixl·λ/εFl(λ)M(dξ).

¼ ¤Ô´"��-X�X´ ª £ Ï � � � � 
 � -k�E£X¡¶¡ j ´ ª ¤ ² ´±ÕX�"!�´À�"Õ j �
∫

Rd×C

K̃ε(λ, z) dλ ν(dz) = −4π

∫ +∞

0

ρ2 νρ(dρ)

∫

Rd

¡ i(xk′−xk+1)·λ/εFk+1(λ)Fk′(λ) dλ.

æKÕX¡£
- ´ ª £ ³ ¡ xk′ 6= xk+1

�
k′ > k+1

� -�½ ²�jAiXi ¤ ²�ª £ Ï �¢ÕX¡sá ª ¡e© j £X£ ( ¡e½Â¡e´ Ï �X¡d¤Ô¡©O© j -¯�E£ ¡�E½�� jAª £X´ � ¦)� ¦¨§ � �VÇÈ�E£X´±¡ Ø �X¡£��"¤ ² -

lim
ε→0+

ψ(ε) = −1

2

p∑

k=1

� jAl
(

pk∑

j=1

vkjC1(h(xk))B̃(xk, ukj)

)
.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-k½ ² ¬ ¡��k£ ª � ª �E£:�A¹ B̃ -

lim
ε→0+

Yε,1(x, u, v)
(d)
=

p∑

k=1

pk∑

j=1

vkjB̃(xk, ukj).
� ¦)� ¦ < �

ñfì�î7� ( ñfì(ô�ï��[ê1�
Yε,2

( ¡�À�X´ l ¡© jAl ,O�"Õ j �
E
[
(Y (xk + εukj, h(xk + εukj))− Y (xk + εukj, h(xk)))

2] = C‖g0,2(xk + εukj, xk, ·)‖2
2,

! ª �¢Õ C = 4π
∫ +∞
0

ρ2 ν(dρ)
� � ¡e£ ³ ¡�-¯´ ª £ ³ ¡ h(y) < β

¹)� l ¡�®E¡ l ² y ∈ Rd
-¨½ ² �"ÕX¡ · ª £-,A�"!�´ , ª

ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ²�j £X¬B¤Ô¡©O© j ¦)� ¦)� ¦)-

E
(
|Yε,2(x, u, v)|2

)
= 0.

� ¦)� ¦ � �
ûxê ���¯öQô�ò�íQê � æKÕX¡ ³ �E£ ³ ¤Ô�X´ ª �E£ ª ´D�"ÕX¡e£ ÏEª ®E¡e£N½ ² � ¦)� ¦ < � j £X¬ � ¦)� ¦ � � �



§ 3

ÌË£1�"ÕX¡ ³ej ´"¡ �¨¹�á � Ê (�· ´ j ´"´"� ³eªÔj �¢¡¬�! ª �"Õ j ´ � j ½ ¤Ô¡ ³ �E£¯� l �E¤�©�¡ j ´"� l ¡�-��"ÕX¡ l ¡�¡�Î ª ´±�¢´
j £ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ²�j � ª £��k£ ª � ² � ¼ ´ ª © ª ¤ jAlKiXl � i ¡ l � ² ÕX�E¤¥¬X´s¹)� l ©O� l ¡ Ï ¡£X¡ l"j ¤á � ·�(�· ´��ÈæKÕX¡£
-1!�ÕX¡e£B�¢ÕX¡ ª £ ³l ¡©O¡£��"´ jAl ¡{� j ,A¡e£ j �À¤ jAl±Ï ¡{´ ³ej ¤Ô¡´%-k�¢Õ ¡x¤ ª © ª ���X¡e¤Ô¬ ª ´ já�¡ j ¤ �yjAl ©��E£ ª'$�j ½ ¤Ô¡DÊ l"jA³ � ª �E£ j ¤a��� j ½X¤Ô¡ · �¨� ª �A£
� ¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² - ª �cÕX�E¤¥¬X´ !�ÕX¡e£�á � ·�(�· ´ jAl ¡
j ´±´"� ³eªÔj �¢¡¬ ! ª �"Õ j � l �X£ ³�j �¢¡e¬ α ÉË´±� j ½X¤¥¡ ³ �E£¯� l �A¤�©�¡ j ´±� l ¡!� � ¡e� l"ª ´ � ª¥³�j ¤¥¤ ² -¯�"Õ ª ´È� l �X£ ³�j � ª �E£¬ ª ´ jAi i ¡ jAl ´ j ��¤ jAl"Ï ¡{´ ³�j ¤Ô¡e´��
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/'(	/,� � /  �BA

L(dξ) = M(dξ)
L
0 < α < 2

�
�� �?>M>BS ��� A = �CA A = � I����1A 	 �?T
��� �?>BS 	 �

ν(dz)
D > �?>M> � IBD �CA �  N DVA =

νρ(dρ) =
10<ρ<1

ρ1+α
dρ

��F � � � �"3 � � ; ��	 ��� �
��	4L �?>M>BS ��� A = �CA
H1 ∃h∞ ∈ R, lim

‖x‖→+∞
(h(x)− h∞) ln ‖x‖ = 0,

and

H2 h̃∞ = h∞ + d/2− d/α > 0.

� = ���)L:A = � 2 	 ;  ;
Xh

D > �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = � �
	��
���BA ��	 h̃∞ �CA�D � Y �1DVAWF
�
; ��	 � ��	��MIBD > �BTUF L

lim
R→+∞

(
Xh(Ru)

Rh̃∞

)

u∈Rd

(d)
=
(
Sh̃∞

(u)
)

u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA�D > D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVT?Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O A = �PY �BT ?> �
��
Sh̃∞

D > � 2 � �CT 	 �
	 �����1D�� � ��T�� 7 	�� IBAWD �����CT �0A � ��T�� ; �?AED ���)L@D � > = ��	BA 2 	 7 � ; L"A = �CA = �?>	 � ��	 �M> ���1A �CAWD ���
Sh̃∞

(u) = D(α)<
(∫

Rd

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖h̃∞+d/α
Mα(dξ)

)
,

� ¦)� ¦ 3 �

N DVA = Mα

� I���� ��T�� � D > �?A 	 ����D I">BA � ��T��
α
� >BF�� ���BA 	BD I 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 � N DVA = I����1A 	 �?T ��� �
�>BS 	 ��A = �  � ���M> �CS�� ��� �?>BS 	 � � D � A = � > ���)> � � O�� � �������
	 �
��

D(α) =

[
2α+1π

∫ +∞

0

(1− cos (r))
dr

r1+α

]1/α

.

2 ��� �
	43 ¦)� ¦)� � § � � ª £ ³ ¡ 0 < h̃∞ < h∞ ≤ 1
- �"ÕX¡�á � Ê_� · Sh̃∞

ª ´ !�¡e¤¥¤ É ¬X¡��k£ ¡e¬
�
2 ��� �
	43 ¦ � ¦)� � < � ÌË£��¢ÕX¡ ³�j ´±¡ !�ÕX¡ l ¡ h ª ´�¡ Ø � j ¤Â�¢� jx³ �E£X´ � j £¯� H -��"ÕX¡ j ´±´"�X© i � ª �E£ H1 ª ´¹)�X¤ �k¤Ô¤¥¡e¬ j £ ¬��¢Õ ¡ iXl ¡ ³ ¡e¬ ª £ Ï iXl � i �A´ ª � ª �E£:Õ j ´s½Â¡e¡£ iXl �(®A¡e¬ ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦��8� � � !�¡®A¡ l -f�¢Õ ¡ l ¡¡�Î ª ´±�"´À£ �E£�É ³ �E£X´ � j £¯��¹)�X£ ³ � ª �A£ h !�Õ ªÔ³ ÕB´ j � ª ´ �k¡e´ H1 j £X¬ H2

´"� ³ Õ j ´

h(x) = C exp

(
− 1

‖x‖

)
,

!�ÕX¡ l ¡ α ¡��
C jAl ¡ ³ Õ �E´"¡£7´±� ³ Õ=�¢Õ j � d/α − d/2 < C ≤ 1

� æKÕX¡£
-À�"ÕX¡ iXl ¡ ³ ¡¬ ª £ Ï
iXl � i �E´ ª � ª �A£�Õ �E¤Ô¬X´�! ª �¢Õ h̃∞ = C+d/2−d/α � � ¡e£ ³ ¡�-¨�¢ÕX¡ l ¡V¡�Î ª ´ �¢´gá � ·�(�· ´ j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬! ª �¢Õ j £X�E£�É ³ �E£X´ � j £¯��¹)�X£ ³ � ª �E£ h j £X¬ ! ª �"Õ j á � Ê_� · j ´�� j £ Ï ¡£¯� �X¡e¤Ô¬ j � ª £��k£ ª � ² �
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� 	 � � O � ( ¡�
p ∈ N∗ - u = (u1, . . . , up) ∈

(
Rd
)p -

v = (v1, . . . , vp) ∈ Rp j £X¬

gR
0 (ξ, z) =

2

Rh̃∞
<
(
z

p∑

k=1

vk

¡ −iRuk·ξ − 1

‖ξ‖h(Ruk)+d/2

)
.

æKÕX¡£�´ ª £ ³ ¡ p∑

k=1

vk Xh(Ruk) =

∫

Rd

gR
0 (ξ, z) Ñ(dξ, dz),

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk Xh(Ruk)

)]
= exp (ψ(R))

! ª �¢Õ
ψ(R) =

∫

Rd×C

[
exp

(
igR

0 (ξ, z)
)
− 1− igR

0 (ξ, z)
]
dξ ν(dz).

Ê ª¥l ´ ��-�´ ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ jsl �¨� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ²yª £¯® jAl±ª j £¯��©O¡ j ´"� l ¡ j £X¬»´ ª £ ³ ¡ gR
0 (ξ,−z)=−gR

0 (ξ, z)
-

ψ(R) =

∫

Rd×C

[
cos
(
gR
0 (ξ, z)

)
− 1
]
dξ ν(dz).

� ¡e£ ³ ¡�-a½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ ν(dz) -

ψ(R) =

∫

Rd

∫ +∞

0

∫ 2π

0

[
cos
(
gR
0

(
ξ, ρ

¡ iθ))− 1
]
10<ρ<1 dθ

dρ

ρ1+α
dξ.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-X�¢ÕX¡ ³ Õ j £ Ï ¡e´À�A¹�® j¨l"ª j ½X¤Ô¡ λ = Rξ j £X¬ r = Rd/αρ
¤Ô¡ j ¬X´D�¢�Xº

ψ(R) =

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

lR(λ, r, θ) dr dθ dξ,

!�ÕX¡ l ¡
lR(λ, r, θ) =

1

r1+α

[
cos
(
g̃R
0 (λ, r, θ)

)
− 1
]
10<r<Rd/α .

! ª �¢Õ

g̃R
0 (λ, r, θ) = 2r<

(
¡ iθ p∑

i=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖h(Ruk)+d/2
Rh(Ruk)−h∞

)
.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- �¢ÕX¡ j ´±´"�X© i � ª �E£ H1 ª © i ¤ ª ¡e´V�¢Õ j �K¹)� l ¡®E¡ l±² k ´"� ³ Õ��¢Õ j � uk 6= 0
-

lim
R→+∞

Rh(Ruk)−h∞ = 1.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-

g̃(λ, r, θ) = lim
R→+∞

g̃R
0 (λ, r, θ) = 2r<

(
¡ iθ p∑

i=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖h∞+d/2

)
.
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æKÕX¡£
-Â¤Ô¡�
m j £X¬ M ´"� ³ Õð�"Õ j � 0 < m < h∞ < M

� � ¡e£ ³ ¡�-f�"ÕX¡ l ¡x¡�Î ª ´±�"´ R0

´"� ³ Õð�"Õ j �¹)� l ¡�®E¡ l±² R ≥ R0
j £ ¬ 1 ≤ k ≤ p

-

m ≤ h(Ruk) ≤M j £X¬ Rh(Ruk)−h∞ ≤ 2.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-X¹)� l ¡®A¡ l±² R ≥ R0

-
∣∣g̃R

0 (λ, r, θ)
∣∣ ≤ G(λ)r,

� ¦)� ¦/9 �
!�ÕX¡ l ¡

G(λ) = 2

p∑

k=1

|vk|
[
‖uk‖1‖λ‖≤1

‖λ‖M−1+d/2
+

1‖λ‖>1

‖λ‖m+d/2

]
.

· � l ¡e��®A¡ l -a½ ² � ¦)� ¦/9 � - ¹)� l ¡�®E¡ l±² R ≥ R0

-

|lR(λ, r, θ)| ≤ l(λ, r, θ),

! ª �¢Õ
l(λ, r, θ) =

1

2
G2(λ)r1−α1G(λ)r≤1 +

2

r1+α
1G(λ)r>1.

( ¡���X´ l ¡ ³�j ¤Ô¤g�¢Õ j � 0 < h̃∞ = h∞ + d/2 − d/α < h∞ ≤ 1
�væKÕX¡£

m j £ ¬ M ³�j £0½f¡
³ ÕX�A´"¡e£�´"� ³ ÕB�¢Õ j �

0 < m+ d/2− d/α < M + d/2− d/α < 1.

� ¡e£ ³ ¡�-f¹)� l �"Õ ª ´ ³ ÕX� ª¥³ ¡�-f�E£X¡�¡ j ´ ª ¤ ²NiXl ��®E¡´s�¢Õ j � l ∈ L1
(
Rd × (0,+∞)× [0, 2π]

) �yÇÈ�E£�É
´±¡ Ø �X¡e£¯�"¤ ² - j ¬X�E© ª £ j �¢¡¬ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ jAl"Ï � ©O¡£�� ²�ª ¡e¤Ô¬ ´D�¢Õ j �

lim
R→+∞

ψ(R) =

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[cos (g̃(λ, r, θ))− 1]
dr

r1+α
dθ dλ.

· � l ¡e��®A¡ l -k¹)� l ¡�®E¡ l±² x ∈ R
-

∫ +∞

0

[cos (xr)− 1]
dr

r1+α
= −C(α)|x|α

!�ÕX¡ l ¡ C(α) =

∫ +∞

0

(1− cos (r))
dr

r1+α
.
æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-

lim
R→+∞

ψ(R) = −C(α)

∫ 2π

0

|2 cos (θ)|α dθ
∫

Rd

∣∣∣∣∣

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖h∞+d/2

∣∣∣∣∣

α

dλ.

¼ ´ j³ �E£ ³ ¤¥�X´ ª �E£
-X´ ª £ ³ ¡ h∞ + d/2 = h̃∞ + d/α
-

lim
R→+∞

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
Xh(Ruk)

Rh̃∞

)]
= E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vkSh̃∞
(uk)

)]
,

!�ÕX¡ l ¡ Sh̃∞
ª ´K¬X¡��X£X¡e¬�½ ² � ¦)� ¦ 3 � -!�Õ ªÔ³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô� ¬X¡e´��¢ÕX¡ iXl ���¨¹ �
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� ��� � ����v�0���e�]� ��� �e�:�D� ����� �»�:����

æKÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l ¡�Î i �E£X¡e£¯�:�¨¹ j á � Ê (�· - j £X¬5�"ÕX¡e£ ª £ ikjAl � ªÔ³ �X¤ jAl �¨¹ j Ê � · -¬X��¡e´{£ �A�d® jAl±²�j ¤Ô�A£ Ï:j ´ j © i ¤¥¡ ikj �"Õ
�»æKÕ ¡e£
-]�¢Õ ¡ · � · ª ´ j ©���¬ ¡e¤�!�Õ ªÔ³ Õ Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e´�"ÕX¡IÊ � · j £X¬ j ¤¥¤Ô�"!�´��¢ÕX¡ i � ª £��4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �A£X¡e£¯�{�¢�O® j¨l±²�j ¤Ô�A£ Ï �"ÕX¡»� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´%-!�Õ ª¥³ Õ�¡�Î��"¡e£X¬ ´È�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬��¨¹ jAiXi ¤ ªÔ³ej � ª �E£X´%� · � l ¡ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤¥¤ ² - ª £O©��E´±� ³�j ´"¡e´�-��"ÕX¡ i � ª £��4! ª ´"¡
� 5 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡e£¯�À�A¹gá � ·�(�· ´ ª ´K£X�A�À¡ Ø � j ¤ �¢� j³ �E£ ´±� j £��%�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/ � /,�0/ �0S � ��� > � A = �CA O ��	 ���
��	GF

x ∈ R
d
L
h(x) < β

� � = ���XO ��	 ���
��	GF
x ∈ Rd

L A = � ���?D �1A N D > � 	��?T  ��	 � � ����� ���1A � O A = � 2 	 ;  ;
Xh

�CA ���?D �1A
x

D > �CT ��� >BA>BS 	 �BTUF��RQ�S �CT	A �
h(x)

�

2 ��� �
	43 ¦)� # � ¦ � æKÕ ª ´ iXl � i �A´ ª � ª �E£ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡´ ³ � l �E¤Ô¤ jAl±² � � ¦)� 
��
� 	 � � O � Ì � ª ´ ³ ¤ j ´±´ ª¥³�j ¤8-A´"¡¡ iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � # ikjAÏ ¡ � «�
 ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦�8-A�¢�s¬X¡e¬X� ³ ¡D¹ l �A© �"ÕX¡D¤ j ´"´
iXl � i ¡ l � ² �"Õ j �È�"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �A£X¡e£¯� HXh

(x)
�¨¹ �¢ÕX¡dá � ·�(�· Xh

j � i � ª £¯� x´ j � ª ´ �k¡´eº
HXh

(x) ≤ h(x).
æKÕX¡£�½ ² � ¦ � 
 � -

HXh
(x) = h(x).

æKÕX¡ ³ � l �E¤¥¤ jAl ² � � # � � < ¡e´ � j ½X¤ ª ´±ÕX¡e´s�"Õ j �d�"ÕX¡I¬ ª¥l ¡ ³ � ª �E£ j ¤ i � ª £¯�4! ª ´±¡ � 5 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£���A¹ j á � Ê (�· ¬X��¡e´K£X�¨��¬X¡ i ¡e£X¬N�E£:�"ÕX¡{¬ ªÔl ¡ ³ � ª �A£
�gÌ � ª ´È¬X�X¡{�¢�I�"ÕX¡ ª £ ³l ¡©O¡£��"´K´±� j � ª �E£�É
jAl±ª � ²Bj £ ¬ð�¢ÕX¡ ª ´±�A� l � i¯²NiXl � i ¡ l � ² �A¹Vá � Ê (�· ´%�ÀÌË£ Ï ¡£X¡ l"j ¤"- j á � ·�(�· ¬X��¡´s£X�¨�dÕ j ®E¡´ � j � ª �E£ j¨l±²Nª £ ³el ¡©O¡£¯�¢´ j £X¬ ª ´y£X�¨� j £ ª ´"�¨� l � iXªÔ³ �k¡¤Ô¬
� �y¡�®E¡ l �¢ÕX¡¤Ô¡´"´%- ª £ð©��E´ � ³ej ´"¡´%- ª �¢´¬ ª¥l ¡ ³ � ª �E£ j ¤ i � ª £¯�4! ª ´±¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£¯�s¬X��¡e´�£X�¨��¬X¡ i ¡e£X¬��E£:�¢ÕX¡¶¬ ª¥l ¡ ³ � ª �E£
�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � (	/ � / � /� �BA

h : Rd −→ (0, 1)
��� � T�� I �CTVTUF

β
�
	��?T  ��	:OGS �JIBAED ��� >BS1I = A = �CA

∀x ∈ R
d, h(x) < β.

 �BA6S >6Y � �  (x, u) ∈ Rd × Sd−1
� � = ���)L<A = � ���?D �1A N D > � 	��?T  ��	 � � ����� ���1A

HXh
(x, u)

� O
� 2 	 7  ;

Xh

�CA ���?D �1A
x

D � CD 	 �MIBAWD ���
u

D > �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF �RQ�S �CT+A �
h(x)

�

2 ��� �
	43 ¦)� # � § � æKÕX¡ iXl ���A¹y�A¹ i l � i �E´ ª � ª �E£[¦)� # � # �X´±¡e´v�¢ÕX¡N´ j ©O¡ j¨l"Ï �X©�¡e£¯�"´ j ´ ª £J�¢ÕX¡
iXl ���¨¹��¨¹ i l � i �E´ ª � ª �E£N¦)� # � � �_æKÕX¡e£ - j £N� iXi ¡ l ½f�A�X£X¬:¹)� l HXh

(x, u) ª ´ ÏEª ®A¡e£N½ ² �¢ÕX¡{¤ j ´"´iXl � i ¡ l � ² �
� 	 � � O � � ² ¬X¡��k£ ª � ª �E£
- HXh

(x, u) ≥ HXh
(x). �

¡e£ ³ ¡�-k½ ²NiXl � i �A´ ª � ª �E£:¦)� # � � -

HXh
(x, u) ≥ h(x)

� ¦)� ¦
 �
j ¤¥©O�A´±�D´±� l ¡¤ ² �( ¡�

H ′ > h(x)
�cæKÕX¡£
-X�¢ÕX¡¶¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² -k´±� j �¢¡e¬ ª £ iXl � i �E´ ª � ª �A£N¦)� ¦)� 3 - ª © i ¤ ª ¡e´º

lim
ε→0+

Xh(x+ εu)−Xh(x)

εh(x)

(d)
= C1(h(x))Bh(x)(u).



<�

· � l ¡e��®A¡ l -a´ ª £ ³ ¡ u 6= 0
-
P
(
Bh(x)(u) = 0

)
= 0
� � ¡e£ ³ ¡�-a´ ª £ ³ ¡ C1(h(x)) 6= 0

-

lim
ε→0+

εH′

|Xh(x + εu)−Xh(x)|
(d)
= 0.

æKÕ ª ´�¤ j ´ � ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª ´ j ¤¥´"� j³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª £ iXl �A½ j ½ ª ¤ ª � ² �gæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-k�"ÕX¡ l ¡x¡�Î ª ´±�"´ j´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡ (εn)n∈N

´"� ³ ÕB�¢Õ j � lim
n→+∞

εn = 0 j £X¬

lim
n→+∞

Xh(x+ εnu)−Xh(x)

εn
= +∞ j ¤Ô©��E´ �D´"� l ¡e¤ ² �

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-�½ ² ¬ ¡��k£ ª � ª �E£
- HXh
(x, u) ≤ H ′ j ¤¥©O�A´±�y´"� l ¡e¤ ² -&!�Õ ª¥³ Õ ³ �A£ ³ ¤¥�X¬X¡e´y�¢ÕX¡ i l ���A¹ �

æKÕX¡£
-¨�"ÕX¡c©I�X¤¥� ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤(¹)� £ ³ � ª �E£ h ÏEª ®E¡e´]�"ÕX¡c¤Ô� ³�j ¤ l ¡ Ï � ¤ jAl±ª � ² �A¹ �"ÕX¡Vá � ·�(�· Xh

�
Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- ª � j ¤¥´"� Ï ��®E¡ l £X´ ª �"´{¤Ô� ³�j ¤g´ � l � ³ �"� l ¡ ª £ �¢¡ l ©�´¶�A¹�� j £ Ï ¡£¯� �X¡e¤Ô¬ ´%�OÊ l �E© j´ � j � ª ´±� ªÔ³ej ¤ i � ª £¯���A¹D® ª ¡�! - jN³ ¡£�� l¢j ¤ iXl �E½X¤Ô¡© ª ´{�¢Õ ¡e£1�"� ª ¬X¡e£¯� ª ¹ ² �¢Õ ª ´{¹)�X£ ³ � ª �E£ !�Õ ª¥³ Õ
³ Õ j¨l¢jA³ �¢¡ l±ª%$ ¡e´K�¢ÕX¡ iXl � i ¡ l � ª ¡´À�¨¹��"ÕX¡�á � ·�(�· �

� ��� � �:����&�����D�{�&���»�

ÌË£��"Õ ª ´V´"¡ ³ � ª �E£
- L(dξ) = M(dξ)+σW (dξ) ª ´ j ( µ® ²Ol¢j £X¬ �E© ©O¡ j ´"� l ¡6!�Õ ªÔ³ Õ ´ j � ª ´ �k¡´�"ÕX¡ j ´±´"�X© i � ª �E£X´��A¹X�"ÕX¡È¬X¡$�k£ ª � ª �A£¦)� � � � ��ÌË£ iXjAl � ªÔ³ � ¤ jAl - W j £ ¬ M jAl ¡��4!�� ª £X¬ ¡ i ¡e£X¬X¡£¯�©�¡ j ´±� l ¡´%�( ¡�
h : Rd −→ (0, 1)

½Â¡ j ¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l ¹)� £ ³ � ª �E£ j £X¬ Xh

½f¡�"ÕX¡�á � ·�(�·
j ´±´"� ³eªÔj �¢¡¬ ! ª �¢Õ L(dξ) j £X¬ h �_æKÕX¡e£

Xh(x) =

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖h(x)+d/2
L(dξ).

�d� lgj¨ª © ª ´��¢� ª ¬X¡e£¯� ª ¹ ² �¢Õ ¡D©I�X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤A¹)�X£ ³ � ª �E£ h ¹ l �E© ¬ ª ´ ³l ¡�"¡È�E½ ´"¡ l ® j � ª �E£X´��¨¹�"ÕX¡ �X¡e¤Ô¬
Xh

�E£
[0, 1]d

�gæKÕX¡y® jAl±ª j £ ³ ¡ σ2 j £X¬��"ÕX¡ ³ �E£¯� l �E¤a©O¡ j ´"� l ¡ ν(dz) jAl ¡À� £-,�£X�"!�£
�
æKÕX¡ �k¡e¤¥¬ ª ´À�E½X´±¡ l ®E¡e¬ j �d´ j © i ¤ ª £ Ïvi � ª £¯�"´ (k1

N
, . . . , kd

N

) -
0 ≤ kj ≤ N

-
1 ≤ j ≤ d

��æKÕX¡
©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤k¹)�X£ ³ � ª �E£ ª ´D�¢Õ ¡e£ ª ¬X¡£�� ª �k¡¬N� ! ª £ Ï �¢�v�E£X¡¶´ j © i ¤Ô¡ ikj �"Õ
�æKÕX¡£
-��E£X¡��X´±¡e´ ¤¥� ³ej ¤ ª'$ ¡¬ Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡¬ Ø � j ¬ l"j � ª¥³ ® jAl±ª j � ª �E£X´�-È©�¡�"ÕX��¬ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬
ª £ 
 �KÇÈÌ 
/9 �"�cÊk� l�j £ ² x ∈ (0, 1)d

- !�¡¶¬X¡��X£X¡ j (ε,N)
ÉË£X¡ ªÔÏ Õ�½Â�E� l ÕX����¬:�A¹ x ½ ²

Vε,N(x) =

{
p ∈ Z

d, max
j=1...d

∣∣∣pj

N
− xj

∣∣∣ < ε

}
.

( ¡�
(a`)`=0...K

½Â¡ jl ¡ j ¤ ® j ¤Ô�X¡¬B´±¡ Ø �X¡£ ³ ¡x´"� ³ ÕB�¢Õ j �eº

K∑

`=0

a` =
K∑

`=0

`a` = 0.
� ¦)� # « �

¼ ´ j £B¡�Î j © i ¤Ô¡�- �E£X¡ ³�j £N� j ,A¡ K = 2, a0 = 1, a1 = −2, a2 = 1.



< ¦

Êk� l ¡®A¡ l ² k = (k1, . . . , kd) ∈ N
d
-
ak =

∏d

j=1
akj
.
( ¡��y� ´À£ �A�¢¡

K =
{
k ∈ N

d, 0 ≤ kj ≤ K j = 0 . . .K
}
.

∆Xp =
∑

k∈K

ak Xh

(
k + p

N

)
=

K∑

k1,...,kd=0

d∏

j=1

akj
Xh

(
k + p

N

)

!�ÕX¡ l ¡ p ∈ Vε,N(x)
- jAl ¡{�¢Õ ¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��A¹ Xh

j ´±´"� ³eªÔj �¢¡¬ ! ª �¢Õ:�¢ÕX¡¶´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡ a �æKÕX¡£��¢Õ ¡�¤¥� ³ej ¤ ª'$ ¡¬ Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬ Ø � j ¬ l"j � ª¥³ ® jAl"ªÔj � ª �E£ j � i � ª £¯� x ª ´K¡ Ø � j ¤ �¢�

Vε,N(x) =
∑

p∈Vε,N (x)

(∆Xp)2.

�d� l�jAª © ª ´D�"�v´"ÕX�"!-�"Õ j �

ĥN(x) =
1

2

[ ( � Ï
2

(
Vε,N/2(x)

Vε,N(x)

)
+ d

]

ª ´ jv³ �E£X´ ª ´±�"¡e£¯�y¡e´±� ª © j �¢� l �A¹ h(x) �
ýBêaì�è ì(í)ê ��ò�( ¡�

(vm)m

½Â¡ j ¬X¡��¢¡ l © ª £ ª ´±� ª¥³Il ¡ j ¤g® j ¤Ô� ¡e¬M´"¡ Ø �X¡£ ³ ¡!- (Zm)m
j £ ¬ (Rm)m½Â¡d�4!È�O´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡e´s�¨¹ l ¡ j ¤ l"j £X¬X�E©�® j¨l"ª j ½X¤Ô¡´%�

• vm = O(1)
©�¡ j £X´D�"Õ j ���¢Õ ¡�´±¡ Ø �X¡£ ³ ¡ (vm)m

ª ´K½f�A�X£X¬X¡¬
�

• Zm = OP(1) ª ¹ j £X¬B�E£X¤ ²�ª ¹

∀ε > 0, ∃M > 0, sup
m

P(|Zm| > M) < ε.

• Zm = OP(Rm)
©O¡ j £X´ Zm = RmUm

! ª �"Õ Um = OP(1)
�

	 ��î�êaë(î	 (	/ � /��1/� �BA
h
��� �

β
�
	 �?T  ��	:OGS �JIBAWD ��� ���

[0, 1]d
�
�� >BS � ��� > � A = �CA

max
y∈[0,1]d

h(y) < β.

 �BA
ε = N−α N DVA = 0 < α < 1

��� = ���)L �?> N → +∞
L

ĥN (x)
(P)→ h(x) ,

N = ��	 � (P)→
��� �
�)> � I���� �
��	 � ���JI��@D � ��	 � ��� ��DVTUDVAEF
�

� O
d ≥ 2

�
��
0 < α < 1− 1/d

L�A = ��� �?>
N → +∞

ĥN (x) → h(x)
�CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF
�

; ��	���� �
��	:O ��	
α = d/(d+ 2β)

�
���O ��	 ���
��	GF
γ < αβ

L

ĥN(x) = h(x) +OP

(
N−min (β−h(x),γ) lnN

)
.

� ¦)� #2� �
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2 ��� �
	43 ¦)� §�� ¦ � � ª £ ³ ¡¶�¢ÕX¡ l¢j �"¡x�¨¹ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ ª £ � ¦)� #2� �K¬X¡ i ¡e£ ¬X´d�E£ β j £X¬ h(x) - ª � ª ´�E£ ¤ ²BÏEª ®A¡e£ ÕX¡ l ¡ j ´ j�³ � l"ª �A´ ª � ² � �À¡®E¡ l �"ÕX¡e¤¥¡e´"´ !�¡ ³�j £ l ¡e© jAl ,B�"Õ j � !�Õ ¡e£ β ª ´@,�£X�"!�£
-
�"ÕX¡O¤ j ´±� ³ ¤ jAª © �A¹��¢ÕX¡� l ¡© ¦ � § � � ¡�Î i ¤ j¨ª £X´�ÕX�"! �¢� ³ ÕX���E´"¡ α � · � l ¡�(®A¡ l !�ÕX¡e£ β = 1

-
!�Õ ª¥³ Õ ª ´D�¢ÕX¡ ³ej ´"¡ !�ÕX¡£ h ª ´ C1

¹)� lKª £X´ � j £ ³ ¡�- ª � ª ´D�"ÕX¡¶´ j ©�¡ ³ ÕX� ª¥³ ¡ j ´ ª £ 
 �KÇÈÌ 
;9��8�
ÌË£ � l ¬X¡ l �¢� i l ��®E¡��"Õ ª ´¶�¢Õ ¡e� l ¡e© -��E£X¡�´±�¢� ¬ ª ¡´x�¢Õ ¡ j ´ ² © i �"�A� ª¥³ �A¹ Vε,N(x)

� ( ¡�I� ´
l ¡ ³�j ¤Ô¤��"Õ j �

Xh(x) = Y (x, h(x))
!�ÕX¡ l ¡

Y (x, y) =

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖y+d/2
L(dξ), x ∈ R

d, y ∈]0, 1[.

� ¡e£ ³ ¡�-

Vε,N(x) =
∑

p∈Vε,N (x)

[
∑

k∈K

ak Y

(
k + p

N
, h

(
k + p

N

))]2

.
� ¦)� # ¦ �

( ª ,¨¡ ª £ 
 ¼ ( �d«¯¦� j £X¬ 
 ¼ �KÇ ( �{«¯¦��8-A�A£X¡ l ¡ i ¤ jA³ ¡´ Y (k+p

N
, h
(

k+p

N

)) ½ ² Y (k+p

N
, h
(

p

N

))
ª £ � ¦)� # ¦ ��º

Wε,N(x) =
∑

p∈Vε,N (x)

[
∑

k∈K

ak Y

(
k + p

N
, h
( p

N

))]2

.
� ¦)� #;# �

æKÕX¡�´ �¢�X¬ ² �A¹f�"ÕX¡ j ´ ² © i �¢�¨� ªÔ³ �A¹ Wε,N(x) ª ´_´ ª © i ¤Ô¡ l �¢Õ j £v¹)� l Vε,N(x)
�gæKÕ ¡e£ ª � l ¡© j¨ª £X´�"� ³ �A© ikj¨l ¡ Wε,N(x)

�"�
Vε,N(x)

�sÌË£�� l ¬X¡ l �¢���E½ � j¨ª £N�¢ÕX¡ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ �A¹ Wε,N(x)
-��E£X¡

¡�® j ¤Ô� j �"¡e´
E(Wε,N(x)) j £X¬ � jAl Wε,N(x)

� ¼ � � l ´±�%-�¤¥¡�v�X´ ÏEª ®E¡N�X´±¡¹)�X¤K¡�Î i l ¡e´±´ ª �E£X´��A¹�"ÕX¡e© �c¸_¤Ô¡ j ´"¡¶£X�A� ªÔ³ ¡d�"Õ j ��½Â¡ ³ej �X´"¡��A¹ � ¦)� # « � -

∑

k∈K

ak Y

(
k + p

N
, h
( p

N

))
=

∫

Rd

¡ −i p

N
·ξ

‖ξ‖
d
2
+h( p

N )

∑

k∈K

ak

¡ −i k
N
·ξ L(dξ).

æKÕX¡£�½Â¡ ³ej �X´±¡x�A¹ � � � � 
 � -

E(Wε,N(x)) = A
∑

p∈Vε,N (x)

Ip,p

� ¦)� # § �

!�ÕX¡ l ¡ A = σ2 + 4π
∫ +∞
0

ρ2 νρ(dρ)
j £X¬

Ip,p′ =

∫

Rd

¡ i (p′
−p)
N

·ξ

∣∣∣
∑

k∈K
ak

¡ −i k
N
·ξ
∣∣∣
2

‖ξ‖d+h( p

N )+h
(

p′

N

) dξ.
� ¦)� # < �

· � l ¡e��®A¡ l �E£X¡ ³�j £ iXl ��®E¡ j ´ ª � ª ´K¬X�E£X¡ ª £:�"ÕX¡¶¤ j ´ ��´"¡ ³ � ª �E£N�A¹ 
 �KÇÈÌp«¯¦���¢Õ j �
� jAl Wε,N(x) =

∑

p,p′∈Vε,N (x)

[
2A2(Ip,p′)2 + 2BJp,p′ +BLp,p′

]
,

� ¦)� # � �
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!�ÕX¡ l ¡ B = 4π
∫ +∞
0

ρ4 νρ(dρ)
-

Jp,p′ =

∫

Rd

∣∣∣
∑

k∈K
ak

¡ −i k
N
·ξ
∣∣∣
4

‖ξ‖2d+2h( p

N )+2h
(

p′
N

) dξ
� ¦)� #03 �

j £ ¬

Lp,p′ =

∫

Rd

¡ 2i
(p′

−p)
N

·ξ

∣∣∣
∑

k∈K
ak

¡ −i k
N
·ξ
∣∣∣
4

‖ξ‖2d+2h( p

N )+2h
(

p′
N

) dξ.
� ¦)� # 9 �

�È¡�¹)� l ¡ i l ��® ª £ Ï �¢ÕX¡� l ¡© ¦)� § � � -X¤Ô¡����X´�´±�"�X¬ ² Ip,p′

-
Jp,p′

j £X¬ Lp,p′

�
çcî
	 	1è (	/ � / � /67 ��	 ���
��	GF

δ > 0
>BS0I = A = �CA h(x) > δ

L�A = ��	 � � � D >BA ε0 > 0
�
��

N0 ∈ N∗>BS1I = A = �CA�O ��	
ε ∈ (0, ε0]

L
N ≥ N0

�
��
(p,p′) ∈ Vε,N(x)2,

∣∣∣∣Ip,p′ − 1

N2h(x)
F2h(x)(p

′ − p)

∣∣∣∣ ≤
Cεβ lnN

N2δ

d∏

j=1

(
1 +

∣∣p′j − pj

∣∣)
,

N = ��	 � C D > ��� ��� � � � �CAWD �
� I����)>BA �
�1A N = D I = ���1TUF  � ������?> ���
δ
�
��

x
L �
�� N = ��	��

Fγ(u) =

∫

Rd

¡ iu·ξ
∣∣∑

k∈K
ak

¡
ik·ξ∣∣2

‖ξ‖d+γ
dξ, γ ∈ (0, 2), u ∈ R

d.

� 	 � � O � ( ¡�
r > 0

´±� ³ Õ5�"Õ j � K0 = B(x, r) ⊂ (0, 1)d j £X¬ m = minK0 h > δ
� ( ¡�

M = maxK0 h
�_æKÕX¡e£:¤¥¡�

ε0 > 0 j £X¬ N0 ∈ N
∗ ´"� ³ Õ:�¢Õ j �È¹)� l ¡®A¡ l±² p ∈ Vε,N(x) j £ ¬ k

-

k + p

N
∈ K0.

( ¡�À�X´ l ¡© j¨l ,O�"Õ j �

Ip,p′ =
1

N
h( p

N )+h
(

p′

N

)F
h( p

N )+h
(

p′

N

)(p′ − p).

�y�¨� ªÔ³ ¡x�"Õ j �d¹)� l ¡®A¡ l±² u ∈ Rd
-��¢Õ ¡I© j¨i γ 7−→ 1

Nγ Fγ(u)
ª ´ C1

�E£
(0, 2)

�sæKÕ ¡e£ jæ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£ ÏAª ®E¡´eº
∣∣∣∣Ip,p′ − 1

N2h(x)
F2h(x)(p

′ − p)

∣∣∣∣ ≤ Cεβ max
2m≤γ≤2M

|A(p,p′, γ)|,

!�ÕX¡ l ¡ A(p,p′, γ) = 1
NγA1(p,p

′, γ) + ln N
Nγ Fγ(p

′ − p),

! ª �"Õ A1(p,p
′, γ) =

∫

Rd

ln ‖ξ‖ ¡ i(p′−p)·ξ∣∣∑
k∈K

ak

¡
ik·ξ∣∣2

‖ξ‖d+γ
dξ.
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�À�A� ª¥³ ¡d�¢Õ j � A(p,p, γ) = A(γ)
�VæKÕX¡e£ð´"� iXi �E´±¡��"Õ j � p 6= p′ j £X¬ iXl � ³ ¡e¡e¬�¤ ª ,A¡ 
 �DÇÈÌp«¯¦�� l 
 �KÇÈÌ × 
;9�&½ ² ª £¯�¢¡ ÏEl¢j � ª £ Ï ½ ²Nikj¨l �¢´�-2!�Õ ª¥³ Õ�¤¥¡ j ¬X´K�"�

|A1(p,p
′, γ)| ≤ C

∏

{j / pj 6=pj′}

1∣∣p′j − pj

∣∣ ≤ C
d∏

j=1

1

1 +
∣∣p′j − pj

∣∣ .

· � l ¡e��®E¡ l �A£X¡ ³�j £ j ¤Ô´±� iXl ��®A¡�-a�X´ ª £ Ïvª £¯�¢¡ ÏEl¢j � ª �A£X´D½ ²NikjAl �¢´K�¢Õ j �

max
2m≤γ≤2M

|Fγ(p
′ − p)| ≤ C

d∏

j=1

1

1 +
∣∣p′j − pj

∣∣ .

æKÕX¡£�´ ª £ ³ ¡ m > δ
-

∣∣∣∣Ip,p′ − 1

N2h(x)
F2h(x)(p

′ − p)

∣∣∣∣ ≤ C
εβ lnN

N2δ

d∏

j=1

1

1 +
∣∣p′j − pj

∣∣ .

çcî
	 	1è (+/ � / � / 7 ��	 ���
��	GF
δ > 0

>BS1I = A = �CA h(x) > δ
L"A = ��	 � � � D >BA ε0 > 0

L
N0 ∈ N∗>BS1I = A = �CA�O ��	

ε ∈ (0, ε0]
L
N ≥ N0

�
��
(p,p′) ∈ Vε,N(x)2,

|Jp,p′| ≤ C

[
1

Nd+4h(x)
+
εβ lnN

Nd+4δ

]
,

N = ��	 � C D > ��� ��� � � � �CAWD �
� I����)>BA �
�1A N = D I = ���1TUF  � ������?> ���
δ
�
��

x
�

� = �@>��
��� D � �RQ�S �CTUDVAWF = �?T ?>PO ��	
Lp,p′

�

� 	 � � O � �À�A� ª¥³ ¡d�¢Õ j �
|Lp,p′| ≤ Jp,p′.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡ ª � ª ´K´"��� ³eª ¡e£¯�s�"� iXl ��®E¡��¢ÕX¡¶¤¥¡e©�© j ¹)� l Jp,p′

� ( ¡�
K0 = B(x, r)

-
ε0
j £ ¬ N0½Â¡{´"� ³ Õ j ´ ª £:�¢Õ ¡ i l ���A¹��¨¹��"ÕX¡ iXl ¡�® ª �E�X´�¤Ô¡©O© j �¸_¤Ô¡ j ´"¡¶£X�A� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

Jp,p′ =
1

N
d+2h( p

N )+2h
(

p′

N

) G
2h( p

N )+2h
(

p′

N

)(0),

!�ÕX¡ l ¡

Gγ(u) =

∫

Rd

¡ −2iu·ξ
∣∣∑

k∈K
ak

¡
ik·ξ∣∣4

‖ξ‖2d+γ
dξ.

� ª £ ³ ¡d�"ÕX¡¶© j¨i γ 7−→ 1
Nγ Gγ(0) ª ´ C1

�E£
]0, 4[

- j æ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £ ´ ª �A£�¤¥¡ j ¬X´K�"�
∣∣∣∣Jp,p′ − 1

Nd+4h(x)
G4h(x)(0)

∣∣∣∣ ≤
Cεβ lnN

Nd+4δ
.
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( ¡�À�X´�£X�"! i l ��®E¡¶�¢ÕX¡� l ¡© ¦)� § � � �
� 	 � � O � O A = ����	���� � � ����� � ( ¡�{� ´s� j ,¨¡ ε = N−α

! ª �¢Õ α ∈ (0, 1)
� ( ¡�

δ > 0
´"� ³ Õ �¢Õ j �

δ < h(x)
�

ñfì�î7� � . � ò ��	��&ì�êkì(í,� ê �
Wε,N(x)

�d£X¡¶¬X¡e¬ � ³ ¡´À¹ l �E© �¢Õ ¡�¡ Ø � j ¤ ª � ² � ¦ � # § � j £X¬N¹ l �E©�¤Ô¡e©�© j ¦)� § � # �"Õ j �

E(Wε,N(x)) = εdNd−2h(x)D(x) +O
(
N−2h(x)

)
+O

(
εd+βNd−2δ lnN

)
,

� ¦)� # 
 �
!�ÕX¡ l ¡ D(x) = 2dAF2h(x)(0)

�
Ì � l ¡© jAª £X´��"�[´ �¢�X¬ ² � jAl Wε,N(x)

� ÌË£7�"ÕX¡G´"¡ Ø �X¡¤"-d¤¥¡e©�© j ´N¦)� § � # j £X¬-¦ � § � § jAl ¡
jAi i ¤ ª ¡e¬ ª £N� l ¬X¡ l �"�O¡´±� ª © j �¢¡s�"Õ ª ´D® jAl±ª j £ ³ ¡�� ( ¡��y� ´ � l ´±� l ¡ ³�j ¤Ô¤��"Õ j �

∣∣F2h(x)(p
′ − p)

∣∣ ≤ C

d∏

j=1

1

1 +
∣∣p′j − pj

∣∣ ,

j £ ¬ l ¡e© jAl ,O�¢Õ j �
∑

p,p′∈Vε,N (x)

d∏

j=1

1
(
1 +

∣∣p′j − pj

∣∣)2 ≤ CεdNd.

æKÕX¡£ð½ ²NjAiXi ¤ ²�ª £ Ï ¤¥¡e©�© j ´�¦)� § � # j £ ¬�¦)� § � §�¢� � ¦)� # � � ! ª �¢Õ δ > h(x)− αβ/2
-

� jAl Wε,N(x) = O
(
εdNd−4h(x)

)
.

� ¦)� §¯« �
ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² - ª ¹ d(1− α) > 1

- �"ÕX¡e£B½ ² �¢ÕX¡ �È� l ¡e¤ É Ç j £¯�"¡e¤Ô¤ ª ¤¥¡e©�© j - j ´ N → +∞ -

ε−dN−d+2h(x) Wε,N(x) → D(x) j ¤¥©O�A´±�K´±� l ¡¤ ² � � ¦)� § � �
Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X½f¡ ³�j � ´"¡¶�A¹ � ¦)� # 
 � j £X¬ � ¦)� §¯« � -

Wε,N(x) = εdNd−2h(x)D(x) +OP

(
εd/2Nd/2−2h(x)

)
+O

(
εd+βNd−2δ lnN

)
.

¼ � � l ´ ��-k´±� iXi �E´"¡¶�¢Õ j � α ≤ d/(d+ 2β)
- �"ÕX¡e£B´ ª £ ³ ¡ δ < h(x)

-

(d+ β)α− d+ 2δ < d(α− 1)/2 + 2h(x).

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -a´ ª £ ³ ¡ ε = N−α
-

Wε,N(x) = εdNd−2h(x)D(x) +OP

(
εd+βNd−2δ lnN

)
.

� ¦)� §�¦ �
Í_¤Ô´±¡�´±� iXi �E´"¡¶�¢Õ j � α > d/(d+ 2β)

- �¢ÕX¡£��A£X¡ ³�j £ ³ ÕX���E´"¡

δ > h(x)− (d+ 2β)α/4 + d/4.

Êk� l �"Õ ª ´ ³ ÕX� ªÔ³ ¡{�¨¹ δ -

Wε,N(x) = εdNd−2h(x)D(x) +OP

(
εd/2Nd/2−2h(x)

)
.

� ¦)� § # �
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ñfì�î7� ( .Iû»ê 	���èXë�íQòeê � ê1�
Wε,N(x)

è ��ï
Vε,N(x)� ª £ ³ ¡ Y © j�² Õ j ®A¡ ª £��X£ ª �"¡s©��E©O¡£¯�¢´%- ª � ª ´D´ i ¤ ª � ª £¯�"� Y = Y +

n +Zn

!�ÕX¡ l ¡ n ≥ d/2j £ ¬ Zn
ª ´K¬ ¡��k£X¡¬ð½ ² � ¦ � 9 � -X´"¡¡ iXjAÏ ¡ # � ���À�A� ª¥³ ¡d�¢Õ j �

X+
h,n(y) = Y +

n (y, h(y)) j £X¬N�¢Õ j � X−
h,n(y) = Zn(y, h(y)).

· � l ¡e��®A¡ l ∣∣∣V 1/2
ε,N (x)−W

1/2
ε,N (x)

∣∣∣
2

≤ 2A(ε,N) + 2B(ε,N),

!�ÕX¡ l ¡ A(ε,N)=
∑

p∈Vε,N (x)

[
∑

k∈K

ak

(
X+

h,n

(
k + p

N

)
− Y +

n

(
k + p

N
, h
( p

N

)))]2

j £X¬ B(ε,N)=
∑

p∈Vε,N (x)

[
∑

k∈K

ak

(
X−

h,n

(
k + p

N

)
− Zn

(
k + p

N
, h
( p

N

)))]2

.

� ª £ ³ ¡ Zn

Õ j ´ C1 É ´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´%-

|B(ε,N)| ≤ CεdNd−2β,
� ¦)� §E§ �

!�ÕX¡ l ¡ C ª ´ jl"j £X¬X�E©�® j¨l"ª j ½X¤Ô¡!�( ¡�À�X´�£X�"!-´ �¢�X¬ ² �¢ÕX¡¶©��E©O¡£¯�¢´K�A¹ A(ε,N)
���y�A� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

X+
h,n

(
k + p

N

)
− Y +

n

(
k + p

N
, h
( p

N

))
=

∫

Rd

gn,2

(
k + p

N
,

p

N
, ξ

)
L(dξ),

!�ÕX¡ l ¡ gn,2
ª ´�¬X¡��X£X¡e¬�½ ² � ¦)� 3 � -k´±¡e¡ ikjAÏ ¡ #;# �cæKÕX¡£ð½ ²BjAiXi ¤ ²�ª £ ÏviXl � i �E´ ª � ª �A£ � � # � # j £X¬¤¥¡e©�© j ¦ � ¦)� ¦)-X�A£X¡¶�E½ � j¨ª £X´D�"Õ j �

E(A(ε,N)q) ≤ CεdqN q(d−2β).

æKÕX¡£ ´ ª £ ³ ¡ β > h(x)
-��E£X¡ ³�j £ ³ ÕX���E´"¡ q ∈ N∗ ´"� ³ Õ5�¢Õ j � 2q(β − h(x)) > 1

�[æKÕX¡
�È� l ¡e¤ É Ç j £¯�"¡e¤Ô¤ ª ¤¥¡e©�© j ¤Ô¡ j ¬X´K�¢�Xº

ε−dN−d+2h(x)A(ε,N) → 0 j ¤Ô©��E´ �K´"� l ¡e¤ ² - j ´ N → +∞ �
· � l ¡e��®A¡ l A(ε,N) = OP

(
εdNd−2β

) �VÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -

V
1/2
ε,N (x)−W

1/2
ε,N (x) = OP

(
εd/2Nd/2−β

) � ¦)� § < �
j £ ¬ j ´ N → +∞

ε−d/2N−d/2+h(x)
(
V

1/2
ε,N (x)−W

1/2
ε,N (x)

)
→ 0 j ¤Ô©��E´±�È´"� l ¡e¤ ² � � ¦)� § � �

ñfì�î7� ��.Iû»ê � �¯öSô�ò�í)ê �
�y�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

Vε,N(x) = Wε,N(x) + 2W
1/2
ε,N (x)Dε,N(x) +D2

ε,N(x),
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!�ÕX¡ l ¡ Dε,N(x) =
(
V

1/2
ε,N (x)−W

1/2
ε,N (x)

) �_æKÕ ¡e£ !�ÕX¡£
d(1− α) > 1

-�½f¡ ³�j � ´"¡d�A¹ � ¦ � § � �
j £ ¬ � ¦)� § � �$- j £X¬B´ ª £ ³ ¡ AF2h(x)(0) 6= 0

-

ĥN (x) → h(x) j ¤Ô©��E´±�D´"� l ¡e¤ ²:j ´ N → +∞ �
Íg®E¡£ ª ¹7!�¡c¬X�y£ �A�&£X¡e¡¬��"ÕX¡ j ´ ² © i �¢�¨� ªÔ³ �A¹ Vε,N(x)

¹)� l ¡®A¡ l±² α �"� iXl ��®E¡_�"ÕX¡_�¢ÕX¡� l ¡©�-¤¥¡���X´�´±� j �¢¡ ª ���_ÆÀ´ ª £ Ï �"ÕX¡¶¡ Ø � j ¤ ª � ª ¡e´ � ¦)� §�¦ � - � ¦)� § # � j £X¬ � ¦)� § < � -k�E£X¡ ³�j £ iXl ��®E¡Aº

• ª ¹ α > d/(d+ 2β)
-X�¢ÕX¡£

�

ª ¹ h(x) ≤ β − d(1− α)/2
-

Vε,N(x) = 2dAεdNd−2h(x)F2h(x)(0) +OP

(
εd/2Nd/2−2h(x)

) -
�

¡e¤Ô´±¡
Vε,N(x) = 2dAεdNd−2h(x)F2h(x)(0) +OP

(
εdNd−h(x)−β

) �

• ª ¹ α ≤ d/(d+ 2β)
-X�"ÕX¡e£

�

ª ¹ h(x) ≥ β − αβ
-

Vε,N(x) = 2dAεdNd−2h(x)F2h(x)(0) +OP

(
εdNd−h(x)−β

) -
�

¡e¤Ô´±¡
Vε,N(x) = 2dAεdNd−2h(x)F2h(x)(0) +OP

(
εd+βNd−2δ lnN

)

!�Õ ¡ l ¡ δ < h(x)
�

( ¡�x�X´»£ � !�� j ,¨¡ α = d/(d+ 2β) j £X¬0¡�Î i ¤ j¨ª £ ª £G¹)¡ !:!�� l ¬X´��¢Õ ª ´ ³ ÕX� ªÔ³ ¡�� ( ¡�x�X´� l ´±� l ¡ ³�j ¤¥¤��¢Õ j �

Wε,N(x) = εdNd−2h(x)D(x) +OP

(
εd/2Nd/2−2h(x)

)
+O

(
εd+βNd−2δ lnN

)
.

Êk� l�jsÏEª ®E¡£ δ -A´ ª £ ³ ¡ ε = N−α
-¨�"ÕX¡È½Â¡e´ � ³ ÕX� ª¥³ ¡��A¹ α ª ´��E½ � j¨ª £X¡¬»½ ² ´"�E¤ ® ª £ Ï �"ÕX¡�¹)�A¤Ô¤Ô�"! ª £ Ï¡ Ø � j � ª �E£ ª £ α º

−αd+ d

2
− 2h(x) = −(d+ β)α + d− 2δ,

!�Õ ª¥³ Õ ÏAª ®E¡´
α =

d− 4δ + 4h(x)

d+ 2β
.

æKÕX¡£1�¢Õ ¡O�4!���¡ l±l � l ´��"¡ l ©�´ jAl ¡��A¹D�"ÕX¡�´ j ©O¡�� l ¬X¡ l � i �"� j ¤Ô� Ï¯j¨l"ª �"ÕX© ªÔ³ ¹ jA³ �¢� l � �È� �´ ª £ ³ ¡¶�"ÕX¡�¡ l"l � l �¢¡ l © ª ´ j £X�E£�É ª £ ³l ¡ j ´ ª £ Ï ¹)�X£ ³ � ª �E£B�A¹ δ j £X¬ð´ ª £ ³ ¡ δ ³�j £B½f¡ jAl ½ ª � l¢jAl±ª ¤ ²³ ÕX�A´"¡e£ ³ ¤¥�E´"¡¬N�"� h(x) -k�E£ ¡ ³ Õ ���E´±¡

α =
d

d+ 2β
.

ÌË£N�¢Õ ª ´ ³�j ´±¡�-

Vε,N(x) = 2dAεdNd−2h(x)F2h(x)(0) +OP

(
N−η(x) lnN

)
,

� ¦)� § 3 �
!�ÕX¡ l ¡

η(x) = min ((d+ β)α− d+ 2δ, dα− d+ h(x) + β).
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æKÕX¡£�� ´ ª £ Ï ¤¥¡e©�© j ¦ � � ¦I�A¹�
 ®�¬ � 
;9��8-k�E£X¡ ³ej £ iXl ��®E¡¶�¢Õ j �
( � Ï

2Vε,N(x) =
( � Ï

2

(
2dAεdNd−2h(x)F2h(x)(0)

)
+OP

(
N−min(βα+2δ−2h(x),β−h(x)) lnN

)
,

j £ ¬ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡{�"Õ j �

ĥN(x) = h(x) +OP

(
N−min(βα+2δ−2h(x),β−h(x)) lnN

)
.

�À�A� ª¥³ ¡�¢Õ j �*! ª �¢Õ0�"ÕX¡�´ j ©�¡ j¨l"Ï �X©�¡e£¯�x�E£X¡ ³�j £ ÏEª ®A¡ jNl¢j �"¡O�¨¹ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ ¹)� l ¡®E¡ l±²
³ ÕX� ªÔ³ ¡¶�A¹ α �

¼ ´ jO³ �A£ ³ ¤¥�X´ ª �E£
-fá � ·�(�· ´ jAl ¡ ª £ Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤�£X�E£�É Û j �X´"´ ª j £�¤ j ´±´��k¡¤Ô¬X´ !�Õ ªÔ³ Õ i � ª £¯�±É! ª ´"¡ � 5 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£¯� ª ´ j ¤Ô¤Ô�"!�¡e¬1�"�ð® jAl±²1j ¤¥�E£ Ï �"ÕX¡�� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´%�GÊk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-g�¢ÕX¡©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤]¹)�X£ ³ � ª �E£ h Ï ��®E¡ l £X´¶�¢Õ ¡ i l � i ¡ l � ª ¡´{�A¹ j á � ·�(�· Xh

�ÌË£ iXjAl � ªÔ³ � ¤ jAl -
ª � ÏEª ®E¡e´x�¢ÕX¡:¤¥� ³ej ¤ l ¡ Ï � ¤ jAl±ª � ² �A¹��¢ÕX¡ á � ·�(�· Xh

�GÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-�¡�®E¡£ ª £ �¢ÕX¡ ³ej ´"¡:�¨¹£X�A£�É Û j �X´±´ ª j £Gá � ·�(�· ´%-&�¢ÕX¡v©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤]¹)�X£ ³ � ª �E£ h ³�j £0½Â¡ ª ¬X¡£¯� ª �X¡e¬G�"! ª £ Ï �¢�Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡¬ Ø � j ¬ l¢j � ªÔ³ ´D® jAl"ªÔj � ª �E£X´ !�ÕX¡ l ¡ j ´ ª � ª ´K£X�A� i �E´"´ ª ½X¤¥¡ ª £ �¢Õ ¡ ³ej ´"¡¶�A¹�á � Ê_� · ´%�¼ ¤Ô´"��- á � ·�(�· ´d´±Õ jAl ¡© j £ ²BiXl � i ¡ l � ª ¡e´6! ª �¢Õ��¢ÕX¡ · � · j £X¬��¢Õ ¡e£ ¡�Î��"¡e£X¬X´{�"ÕX¡ �k¡¤Ô¬X´�A¹ jAi i ¤ ª¥³�j � ª �E£X´V�A¹��¢ÕX¡ · � · �¢�£X�E£�É Û j �X´"´ ª j £ i ÕX¡e£X�A©O¡£ j �_æKÕ��X´%- ª £ ® ª ¡ !?�A¹ jAiXi ¤ ªÔ³ej É� ª �E£X´�-A£X¡�Î�� ³ Õ jAi �"¡ lgi l � i �E´"¡´ j ©�¡�"ÕX��¬x¹)� l�Ï ¡£X¡ l"j � ª £ Ï á � ·�(�· ´�� ! ª £ Ï �"� Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬´±ÕX�A�À£X� ª ´"¡{´"¡ l"ª ¡e´%�
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��� � � � � � � ���� � � ��� � � � � � �2� � ��� ����� �
� � � � ��� � � � � ����� � ��� � ��� � � ����� � �

ÌË£ �"Õ ª ´ ³ Õ jAi �"¡ l - !�¡d¬X¡´ ³l"ª ½Â¡ j ©�¡�"ÕX��¬ ¹)� lÈÏ ¡£X¡ l"j � ª £ Ï �¢Õ ¡d´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´K�A¹�á � ·�(�· ´
j £ ¬N�"ÕX¡ l ¡e½ ² �¢� ÏEª ®E¡ j £ jA³e³ �E�X£¯�À�A¹��¢ÕX¡¶´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´K�¢ÕX¡� l ¡�� ªÔ³ej ¤ l �E� Ï ÕX£ ¡e´"´��

� �� � ��]���O�N�N���&���»�

( ¡�x�X´ l ¡ ³�j ¤¥¤g�¢Õ j � j á � ·�(�· Zh

! ª �"Õ0©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤&¹)�X£ ³ � ª �A£ h ª ´�¬ ¡��k£X¡¬ j ´¶�¢ÕX¡´ �¢� ³ Õ j ´±� ªÔ³{ª £��"¡ ÏEl"j ¤`º
Zh(x) =

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖h(x)+d/2
L(dξ),

!�ÕX¡ l ¡ ‖ξ‖ ª ´V�"ÕX¡dÍ_� ³ ¤ ª ¬X¡ j £O£X� l © �¨¹
ξ j £X¬ L(dξ) ª ´ j ( µ® ²Ol¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡!�_ÌË£�¹ jA³ �%-

Zh = aBh + bXh,

!�ÕX¡ l ¡ (a, b) ∈ R
2
-
Bh

ª ´ j · �X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤ � l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£ j £X¬

Xh(x) =

∫

Rd

f(x, ξ)M(dξ),

! ª �¢Õ M(dξ) j ( µ® ²Nl¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ ! ª �¢ÕX�A� �6� l �"!�£ ªÔj £ ³ �E© i �A£X¡e£¯� j £X¬

f(x, ξ) =

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖h(x)+d/2
.

( ¡��� ´y£X�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j � Bh
j £X¬ Xh

jAl ¡{�4!�� ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡e£¯� �k¡e¤¥¬X´%�ÌË£ �¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �"¡ l -��A£X¤ ² �¢ÕX¡ Ï ¡£X¡ l"j � ª �E£ �A¹V�¢ÕX¡£ �E£�É � l �"!�£ ª j £ ikjAl � Xh
ª ´d¬ ª ´ ³ �X´"´±¡e¬
�¼ ´x¹)� l �¢Õ ¡ Ê � · -�© j £ ²Mj � �"ÕX� l ´xÕ j ®E¡ j ¤ l ¡ j ¬ ² ´ �¢�X¬ ª ¡e¬0�¢ÕX¡O´ ª ©»�X¤ j � ª �E£ �¨¹ ª �"´x´ j © i ¤Ô¡

ikj �¢ÕX´�-]´"¡e¡¹)� l ¡�Î j © i ¤Ô¡ 
 � Ç 
A§��_� l 
 ¼ � 
 � �8�IÌË© i ¤Ô¡e©�¡e£¯� j � ª �E£X´s�¨¹�´±¡®A¡ l¢j ¤Ô´¶©O¡��¢ÕX��¬X´d�¨¹´ ª ©I�X¤ j � ª �E£G�A¹D�"ÕX¡:Ê � · ³�j £ ½Â¡O¹)�A�X£X¬ ª £ 
 ÇÈ��¡e«E«��8� �d£1�¢Õ ¡��A�"ÕX¡ l Õ j £X¬
-_©�¡�"ÕX��¬X´x�¨¹
Ï ¡£X¡ l"j � ª £ Ï ´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´��A¹��"ÕX¡ · � · jAl ¡ ÏEª ®E¡£ ª £ 
 ¸ ( � 
 � � j £X¬ ª £ 
 Ç � 
;9��8�

�2�
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· j £ ² j � �¢Õ � l ´xÕ j ®E¡ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½f¡¡e£ ª £¯�¢¡ l ¡´±�¢¡¬ ª £1�"ÕX¡ ´ ª ©I�X¤ j � ª �E£M�A¹�£X�E£�ÉpÛ j �X´"´ ª j £�k¡¤Ô¬X´:¬ ¡��k£X¡¬ j ´:´ �¢� ³ Õ j ´ � ªÔ³Gª £��"¡ ÏEl"j ¤Ô´�� ¼ ´ j £7¡�Î j © i ¤Ô¡�-y´ ª ©I�X¤ j � ª �A£ �A¹x´"�E¤¥� � ª �E£X´ �¨¹´ �¢� ³ Õ j ´±� ªÔ³ ¬ ª #�¡ l ¡e£¯� ª j ¤_¡ Ø � j � ª �E£X´¶¬ l"ª ®E¡£1½ ² ( µ® ²MiXl � ³ ¡´"´"¡´ jAl ¡v´±�¢� ¬ ª ¡¬ ª £ 
 á��X½k« # �8�
Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-]´ ª ©»�X¤ j � ª �E£ð�A¹D´ �¢� ³ Õ j ´±� ªÔ³vª £¯�"¡ ÏEl"j ¤Ô´ ! ª �¢Õ l ¡´ i ¡ ³ ���¢� ( µ® ²GiXl � ³ ¡e´"´±¡e´ jAl ¡¬ ª ´ ³ �X´"´±¡e¬ ª £ 
 � ª ,�«¯¦�8� � � !�¡®A¡ lIª £0�"ÕX¡ ³ej ´"¡O�A¹Ká � ·�(�· ´%-��"ÕX¡O´ �¢� ³ Õ j ´ � ªÔ³�ª £¯�"¡ ÏEl"j ¤ ª ´�E£ !�Õ �E¤Ô¡

R
d j £X¬J£X�A�s°±�X´ �v�E£ j ³ �E© ikjA³ � ª £¯�"¡ l ® j ¤��A¹

R
�0ÌË£ 
 Ó � l « � �8- j ©O¡��¢ÕX��¬1¹)� l

Ï ¡£X¡ l"j � ª £ Ï ´ ² ©�©O¡�� l±ªÔ³ α ÉË´ � j ½X¤¥¡ iXl � ³ ¡e´"´±¡e´À½ j ´±¡e¬N�E£ j ©I�X¤ � ªÔl ¡e´±�E¤Ô� � ª �E£ j £ j ¤ ² ´ ª ´ ª ´ iXl �¨Éi �E´"¡¬
� �y¡®A¡ l �¢ÕX¡¤Ô¡e´±´%-Â�¢ÕX¡¶´±�"� ³ Õ j ´±� ªÔ³�ª £¯�¢¡ ÏEl¢j ¤ ª ´K� l �X£ ³�j �¢¡e¬ � �d£N�¢ÕX¡��A�¢Õ ¡ l Õ j £X¬ - Xh
ª ´

j £ ª £��k£ ª �¢¡e¤ ² ¬ ª ® ª ´ ª ½X¤¥¡ �k¡e¤¥¬ j £X¬ ª £��k£ ª �¢¡¤ ² ¬ ª ® ª ´ ª ½ ¤Ô¡s¤ j !�´ ³ej £N½f¡ l ¡ iXl ¡e´"¡£¯�¢¡e¬ j ´ Ï ¡e£X¡ l É
j ¤ ª%$ ¡e¬�´±ÕX�A��£X� ª ´"¡I´±¡ l"ª ¡e´�� ¼ £G��®E¡ l ® ª ¡ !��A¹V�¢ÕX¡´"¡ l ¡ iXl ¡´"¡e£¯� j � ª �E£X´ ª ´ ÏAª ®E¡£ ª £ 
 áÀ�E´"« � j �8�· � l ¡e��®A¡ l �¢Õ ¡´ ª ©»�X¤ j � ª �E£ ª © i ¤¥¡e©�¡e£¯� j � ª �E£ ª ´y¬ ª ´ ³ �X´±´"¡¬ ª £ 
 ���E£-9¯¦�8��Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- ´±¡�É
l±ª ¡e´ l ¡ iXl ¡e´±¡e£¯� j � ª �E£ ´ j¨l ¡ j ¤¥´"�:´±�"�X¬ ª ¡e¬ ª £ 
 áÀ�E´"« � ½ � ª £��¢Õ ¡ ³ej ´"¡v�A¹ ( µ® ²GiXl � ³ ¡e´±´"¡e´ j £X¬
ª £ 
 áÀ�E´ 9�
��8� æKÕX¡e£ - Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬ ´±ÕX�A�£X� ª ´"¡O´"¡ l"ª ¡´ j ¤Ô¤¥�"! �X´»�"� l ¡ iXl ¡´"¡e£¯� Xh

j ´»´±¡ l±ª ¡e´! ª �¢ÕX�E���V� l �X£ ³�j � ª £ Ï �¢ÕX¡À´±�"� ³ Õ j ´±� ªÔ³Àª £¯�¢¡ ÏEl¢j ¤8� �À¡®E¡ l �"ÕX¡e¤¥¡e´"´�- ª �c�A£X¤ ² !�� l ,�´ ª ¹Â�¢ÕX¡ ³ �E£¯� l �E¤©�¡ j ´±� l ¡ ν(dz) �A¹ �¢Õ ¡ ( µ® ²�l¢j £X¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ M(dξ)
Õ j ´ �k£ ª �¢¡�© j ´"´%��ÌË£��¢Õ ª ´ ³�j ´±¡�-��"ÕX¡

Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡¬B´±ÕX�A��£X� ª ´"¡¶´±¡ l"ª ¡e´

Yh(x) = 2

+∞∑

n=1

<
{
f

(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zn

}
,

¹)� l�j ´"� ª � j ½X¤¥¡ ³ ÕX� ªÔ³ ¡È�A¹ l¢j £ ¬X�E©-® jAl"ªÔj ½X¤¥¡e´ (Tn, Zn, Un)
- ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡´ j ¤Ô©��E´±�&´±� l ¡¤ ² � · � l ¡�É��®E¡ l ¹)� l �¢Õ ª ´ ³ ÕX� ª¥³ ¡�-

{Xh(x) : x ∈ R
d} (d)

= {Yh(x) : x ∈ R
d},

!�ÕX¡ l ¡ (d)
=
¬X¡£X�A�¢¡´_¡ Ø � j ¤ ª � ²�ª £»¬ ª ´ � l"ª ½X� � ª �E£
�&ÌË£ iXl"jA³ � ªÔ³ ¡�-¯�E£X¡��¢ÕX¡£´ ª ©»�X¤ j �"¡e´��¢ÕX¡D´ j © i ¤Ô¡

ikj �¢ÕX´:�A¹ Yh

!�Õ ªÔ³ Õ ª ´:¡ Ø � j ¤ ª £=¤ j ! �"�
Xh

� � ÕX¡e£
ν ª ´:£X�A� j �X£ ª �"¡ ©O¡ j ´"� l ¡�-À�¢ÕX¡

jAi iXl ��Î ª © j � ª �E£��A¹ Xh
ª ´ ³ ¤¥�E´"¡¤ ²�l ¡¤ j �"¡e¬ �¢�I�"ÕX�E´±¡{�A¹ ( µ® ²:iXl � ³ ¡e´"´±¡e´ ! ª �"Õ ª £��X£ ª �"¡ ( µ® ²©�¡ j ´±� l ¡ ÏAª ®E¡£ ª £ 
 ¼ áy« � �"�cÌË£N�¢Õ ª ´ ³�j ´±¡�- Xh

ª ´K´ i ¤ ª � ª £¯�¢��4!È� ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯�dá � ·�(�· ´
Xh = Xε,1 +Xε,2!�ÕX¡ l ¡ Xε,2

ª ´ j ´"´±� ³ª j �"¡e¬�! ª �¢Õ j �X£ ª �"¡ ³ �A£�� l �E¤V©�¡ j ´±� l ¡ νε,2(dz)
�ðæKÕ�� ´

Xε,2
³�j £J½f¡

jAi iXl ��Î ª © j �¢¡¬N½ ²�jvÏ ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬B´"ÕX�¨�s£X� ª ´"¡�´"¡ l"ª ¡e´%�ÈÌ � l ¡e© jAª £X´K�"� Ï ¡£X¡ l"j �¢¡ Xε,1

� ¼ ´ ª �
ª ´V¬ �E£X¡ ª £�
 ¼ áy« � � ª £v�¢ÕX¡ ³�j ´±¡s�A¹ ( µ® ²�iXl � ³ ¡´"´"¡´%- j ¹)�X£ ³ � ª �E£ j ¤ÂÇÈ¡£�� l¢j ¤ ( ª © ª �_æKÕ ¡e� l ¡e©¤¥¡ j ¬X´D�"� j £ � l © j ¤ jAi iXl ��Î ª © j � ª �E£ �A¹ Xε,1

�
æKÕX¡£1£X¡�Î��x´"¡ ³ � ª �E£ ª ´¶¬X¡�®E�A�"¡e¬0�"�B�"ÕX¡ ³�j ´±¡O�¨¹ j �k£ ª �¢¡ ³ �E£¯� l �E¤_©�¡ j ´±� l ¡!�OæKÕ ¡ l"j �¢¡�A¹ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡v�A¹_�"ÕX¡I´±ÕX�A�d£ � ª ´±¡»´"¡ l"ª ¡e´ ª ´s´±�"�X¬ ª ¡e¬
�¶����� ³eª ¡£¯� ³ �E£ ¬ ª � ª �E£X´À�¢�O¡e´±� j ½X¤ ª ´"Õ

j ÇÈ¡e£¯� l¢j ¤ ( ª © ª ��æKÕX¡e� l ¡e© j¨l ¡ ¬ ª ´ ³ � ´"´"¡¬ ª £*´±¡ ³ � ª �A£ # � # � Ê ª £ j ¤¥¤ ² ´"�E©�¡ ´ ª ©I�X¤ j � ª �E£¡�Î j © i ¤¥¡e´ jAl ¡ ÏEª ®A¡e£
�

� ��� � ���:�D������� �D��� ��~:�¶� �:���e�]� �&�D�������

ÌË£��"Õ ª ´d´±¡ ³ � ª �A£
- ν ª ´y´"� iXi �E´±¡e¬G�¢�:½Â¡ j �k£ ª �¢¡I©�¡ j ´"� l ¡��¶æKÕX¡ l¢j £X¬X�E© �k¡e¤¥¬ Xh
³ej £G½f¡�"ÕX¡e£ l ¡ iXl ¡´"¡e£¯�"¡e¬ j ´ jÏ ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡e¬N´±ÕX�A�À£X� ª ´"¡{´"¡ l"ª ¡e´%�



�;#

( ¡�À�X´ � l ´±� ª £¯� l ��¬ � ³ ¡{´±�E©O¡¶£X�¨� j � ª �E£X´��¢Õ j � ! ª ¤Ô¤�½Â¡¶�X´"¡¬B�"Õ l �A� Ï ÕX�E���À�"ÕX¡ ³ Õ jAi �¢¡ l �
ýBêaì�è ì(í)ê � ( ¡�

(Zn)n≥1

-
(Un)n≥1

j £X¬ (Tn)n≥1

½f¡ ª £X¬ ¡ i ¡e£X¬X¡£¯�d´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡e´{�A¹ l¢j £X¬ �E©® jAl±ª j ½X¤¥¡e´��

• (Zn)n≥1
ª ´ j ´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡V�A¹ ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡£�� j £ ¬ ª ¬X¡e£¯� ªÔ³�j ¤Ô¤ ² ¬ ª ´±� l"ª ½X� �¢¡¬ � ª � ª � ¬
� � l¢j £X¬ �E©® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´ ! ª �¢Õ ³ �E©O©��E£:¤ j !

L(Zn) =
ν(dz)

ν(C)
.

• (Un)n≥1
ª ´ j ´"¡ Ø �X¡£ ³ ¡G�A¹ ª � ª � ¬
� l¢j £X¬ �E© ® j¨l"ª j ½X¤Ô¡´O´±� ³ Õ��¢Õ j � U1

ª ´��X£ ª ¹)� l ©�¤ ²
¬ ª ´±� l"ª ½X� �¢¡¬0�A£M�"ÕX¡O� £ ª ��´ i ÕX¡ l ¡ Sd−1 �A¹��¢ÕX¡OÍ_� ³ ¤ ª ¬X¡ j £1´ ikjA³ ¡

R
d � ( ¡� σd−1

½f¡
�"ÕX¡{�X£ ª ¹)� l ©�©O¡ j ´"� l ¡¶�E£ Sd−1

�_æKÕ ¡e£

L(Un) =
σd−1(du)

σd−1(Sd−1)
.

( ¡����X´ l ¡ ³ej ¤Ô¤f�¢Õ j �
σd−1

(
Sd−1

)
=

2πd/2

Γ(d/2)
,

!�Õ ¡ l ¡ Γ ª ´D�¢ÕX¡xÛ j ©�© j É`¹)�X£ ³ � ª �A£
� · � l ¡�(®A¡ l ¤Ô¡����X´ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡

cd =
σd−1

(
Sd−1

)

d
�"ÕX¡d®E�A¤Ô�X©�¡{�A¹��¢ÕX¡¶�X£ ª ��½ j ¤¥¤ �A¹

Rd
�

• Tn
ª ´D�¢ÕX¡ n �"Õ j¨l"l"ª ® j ¤f� ª ©�¡d�A¹ j ¸�� ª ´±´"�E£ iXl � ³ ¡´"´ ! ª �"Õ ª £¯�¢¡£X´ ª � ² � �

2 ��� �
	43 # � ¦)� � � � ÕX¡e£
d = 1

-
Un

ª ´ j ´ ² ©O©�¡� l"ª¥³ �È¡ l £X�E�X¤¥¤ ª�l"j £X¬X�A© ® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡!�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � /'(	/%(	/� �BA

K ⊂ R
d
��� � I���� � � IBA:> �BA � � = ��� �CT ��� >BA�>BS 	 �BTUF L�A = �@> ��	GD �M>

Yh(·) = 2

+∞∑

n=1

<
{
f

(
· ,
(

Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zn

}
� # � � �

I���� �
��	 � �M> S �1D O ��	 � TUF����
K

�
��

{Xh(x) : x ∈ K} (d)
= {Yh(x) : x ∈ K}.

2 ��� �
	43 # � ¦)� # � ¼ ³ �"� j ¤¥¤ ² - Yh,N
³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e´ j ¤Ô©��E´±��´"� l ¡e¤ ² �¢� Yh

ª £d�¢ÕX¡c´ iXjA³ ¡c�A¹ ³ �E£¯� ª £��X�E�X´¹)�X£ ³ � ª �E£X´K¡£X¬X�"!È¡¬ ! ª �"Õ:�¢ÕX¡{�¢� i �E¤¥� ÏA² �A¹��¢ÕX¡¶�X£ ª ¹)� l © ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡I�E£ ³ �A© ikj¨³ ��´"¡��¢´��
æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-&´ ª £ ³ ¡ Yh

ª ´d¡ Ø � j ¤ ª £�¤ j ! �¢�
Xh

- ª £ iXl¢j¨³ � ª¥³ ¡�E£ ¡´ ª ©»�X¤ j �"¡e´À�¢ÕX¡´ j © i ¤Ô¡
ikj �¢ÕX´V�A¹ Yh

�_æKÕX¡´"¡d´ j © i ¤Ô¡ ikj �"ÕX´ ³ej £�½Â¡ j¨iXiXl ��Î ª © j �"¡e¬��A£ K �"! ª £ Ï �¢� � # � � � �_Êk� l �¢ÕX¡´ j ,A¡¶�A¹�´ ª © i ¤ ªÔ³ª � ² - ª £:¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£ d = 1
- �¢Õ ¡ ²:j¨l ¡{´ ª ©I�X¤ j �¢¡¬:�E£ j³ �E© ikjA³ � ª £¯�¢¡ l ® j ¤ K �



� §

� 	 � � O � æKÕX¡¶´±¡ l"ª ¡e´ � # � � � ³ej £N½f¡ l ¡�! l"ª �"�¢¡£ j ´��"ÕX¡ Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡e¬N´±ÕX�A�À£X� ª ´"¡¶´"¡ l"ª ¡´
+∞∑

n=1

H(Tn, Vn)(x),

!�ÕX¡ l ¡ Vn = (Un, Zn)
j £X¬

H(r, v)(x) = 2<
{
f

(
x,

(
r

cd ν(C)

)1/d

u

)
z

}
, r > 0 v = (u, z).

(Vn)n≥1
ª ´ j ´±¡ Ø �X¡£ ³ ¡B�A¹ ª � ª � ¬
� l"j £X¬X�E©�® jAl"ªÔj ½X¤¥¡e´*!�Õ ªÔ³ Õ ª ´ ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡£��v�¨¹ (Tn)n≥1

�
ÌË£�� l ¬X¡ l �¢���E½ � j¨ª £��"ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡v�A¹ � # � � � -f�A£X¡I´"Õ j ¤Ô¤]®E¡ l"ª ¹ ² �"ÕX¡ ³ �E£X¬ ª � ª �A£X´y�¨¹_æKÕX¡�É� l ¡e© ¦)� § ª £ 
 á��E´ 
E«��8��æKÕ ª ´ �¢ÕX¡� l ¡© ª © i ¤ ª ¡e´��¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª £ EK

�¢ÕX¡G´ ikjA³ ¡ �¨¹
l ¡ j ¤ É ® j ¤Ô� ¡e¬ ³ �E£¯� ª £��X�E�X´»¹)� £ ³ � ª �E£X´x�E£ K ¡e£ ¬X�"!È¡¬ ! ª �¢Õ1�"ÕX¡�� £ ª ¹)� l ©�£X� l © ‖·‖K

ºI¹)� l¡�®E¡ l ² g ∈ EK

- ‖g‖K = supx∈K |g(x)|
�»Í_£X¬X�"!È¡¬ ! ª �¢Õ �¢Õ ª ´d£X� l © - EK

ª ´ j ´"¡ ikjAl¢j ½X¤Ô¡� j £ jA³ ÕB´ ikjA³ ¡�� · � l ¡e��®E¡ l

H : R
+
∗ ×D −→ EK

(r, v) 7−→ H(r, v),

!�ÕX¡ l ¡ D = Sd−1×C
- ª ´ j �È� l ¡e¤a©O¡ j ´"� l¢j ½X¤¥¡�© jAi � Ó ¡��X£X¡ j ©O¡ j ´"� l ¡ FK

�E£v�¢ÕX¡ �È� l ¡e¤
σ
É l"ª £ Ï BEK

�¨¹
EK

½ ²

FK(A) =

∫ +∞

0

∫

D
1A\{0}(H(r, v))λ(dv) dr,

!�ÕX¡ l ¡ λ ª ´V�"ÕX¡À¤ j !*�A¹ V1

�V� ª £ ³ ¡ ν ª ´ j ´ ² ©�©O¡�� l"ª¥³ ©O¡ j ´"� l ¡�-�´"� ª ´ FK

�cÊ ª¥l ´ ���A£X¡ i l ��®E¡´�"Õ j � FK
ª ´ j ( µ® ² ©�¡ j ´±� l ¡!� ( ¡�� E ′

K

½f¡�¢Õ ¡�¬ � j ¤_�A¹ EK
j £X¬G¹)� l y′ ∈ E ′

K

-
y ∈ EK¬X¡£X�A�"¡

< y′, y >= y′(y)
� ( ¡��K�X´ l ¡ ³�j ¤Ô¤"-�´"¡¡ 
 á��E´ 
E«��8- �¢Õ j � FK

ª ´ j ( µ® ² ©�¡ j ´±� l ¡ ª ¹]¹)� l¡�®E¡ l ² y′ ∈ E ′
K

-
∫

EK

(
< y′, y >2 ∧1

)
FK(dy) < +∞

� # � ¦ �

j £ ¬ ª ¹

ΦK : E ′
K −→ C

y′ 7−→ exp

{∫

EK

( ¡ i<y′,y> − 1− i < y′, y > 1‖y‖K≤1

)
FK(dy)

}

ª ´D�¢ÕX¡ ³ Õ jAl"jA³ �"¡ l±ª ´±� ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£N�A¹ jvi l �E½ j ½ ª ¤ ª � ² �E£ EK

�
�y�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

∫

EK

‖y‖2
K FK(dy) =

∫

]0,+∞[×D
‖H(r, v)‖2

K dr λ(dv).



� <

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡¶½ ²BjAiXi ¤ ²�ª £ Ï �"ÕX¡ ³ Õ j £ Ï ¡¶�A¹�® jAl"ªÔj ½X¤¥¡ ρ = (r/(cd ν(C)))1/d -
∫

EK

‖y‖2
K FK(dy) = 4

∫

C

∫

Sd−1

∫ +∞

0

g2(ρu, z) ρd−1dρ σd−1(du) ν(dz)

!�ÕX¡ l ¡ g(ξ, z) = supx∈K |<(f(x, ξ)z)|. � ¡e£ ³ ¡x� ´ ª £ Ï�i �E¤ jAlD³ ��� l ¬ ª £ j �¢¡e´�-
∫

EK

‖y‖2
K FK(dy) = 4

∫

Rd×C

g2(ξ, z) dξ ν(dz).

¼ ´ jl ¡e´"� ¤¥��- ∫

EK

‖y‖2
K FK(dy) ≤ 4

∫

C

|z|2 ν(dz)
∫

Rd

g̃2(ξ) dξ

! ª �¢Õ g̃(ξ) = supx∈K |f(x, ξ)| �cÊk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-

|g̃(ξ)| ≤ CK

‖ξ‖MK−1+d/2
1‖ξ‖≤1 +

2

‖ξ‖mK+d/2
1‖ξ‖>1,

!�ÕX¡ l ¡ CK = maxu∈K ‖u‖
-
mK = minK h

j £X¬ MK = maxK h
� æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-y´ ª £ ³ ¡

0 < mK < 1 j £ ¬ 0 < MK < 1
-
g̃ ∈ L2

(
Rd
) �cæKÕX¡£�½ ² � � � �"# �$-

∫

EK

‖y‖2
K FK(dy) < +∞,

� # � # �

!�Õ ª¥³ Õ ª © i ¤ ª ¡´ � # � ¦�� � · � l ¡e��®E¡ l ´ ª £ ³ ¡{�¢ÕX¡ ª £¯�"¡ ÏEl"j ¤ ª £ � # � # � ª ´ �k£ ª �¢¡!-
∫

‖y‖K≥1

< y′, y > FK(dy)

ª ´ !È¡¤Ô¤ ¬X¡$�k£X¡¬ j £X¬ ª ´K¡ Ø � j ¤ �¢� 0
½ ² ´ ² ©�©O¡�� l ² �A¹ FK

� � ¡£ ³ ¡

ΦK(y′) = exp

{∫

EK

( ¡ i<y′,y> − 1− i < y′, y >
)
FK(dy)

}
.

( ¡�d�X´ l ¡ ³�j ¤¥¤"-�´±¡e¡ iXl � i �A´ ª � ª �E£�¦)� ¦)� � -��¢Õ j �d�¢ÕX¡´ j © i ¤Ô¡ ikj �¢Õ ´{�A¹ Xh
jAl ¡ j ¤Ô©��E´ �s´±� l ¡¤ ²

³ �E£¯� ª £��X�A�X´%��æKÕ��X´�-6!�¡ ³�j £ ³ �E£X´ ª ¬X¡ l < y′, Xh|K >
� ( ¡��:�X´ � l ´±�:¡�Î��¢¡e£ ¬ y′

�"� �¢ÕX¡
´ ikjA³ ¡s�A¹ ³ �A£�� ª £��X�E� ´�¹)�X£ ³ � ª �E£X´È�A£ K ! ª �"ÕO® j ¤Ô� ¡e´ ª £

C
�_Êk� l ¡®A¡ l±²�³ �E£¯� ª £��X�E�X´V¹)�X£ ³ � ª �A£

g : K −→ C
-D¤Ô¡��

< y′, g >=< y′,<(g) > +i < y′,=(g) > .
ÌË£ ikjAl � ªÔ³ �X¤ j¨l -V½ ²¬X¡$�k£ ª � ª �A£
- <(< y′, g >) =< y′,<(g) > j £X¬ =(< y′, g >) =< y′,=(g) >
�_æKÕX¡£
-a´ ª £ ³ ¡

< y′, Xh|K >=

∫

Rd

< y′, f(·, ξ)|K > M(dξ),
� # � § �

½ ² � � � � � �$-X´±¡e¡ ikjAÏ ¡x¦E¦)-
E

( ¡ i<y′,Xh|K >
) ª ´K¡ Ø � j ¤]�¢�

exp

{∫

Rd×C

( ¡ 2i<(<y′f(·,ξ)|K >z) − 1− 2i<
(
< y′, f(·, ξ)|K > z

))
dξ ν(dz)

}
.



� �

� ª £ ³ ¡ 2<
(
< y′, f(·, ξ)|K > z

)
=< y′, 2<

(
f(·, ξ)|Kz

)
>
- �"ÕX¡e£B½ ² ¬X¡��k£ ª � ª �E£:�A¹ FK

-

ΦK(y′) = E

( ¡ i<y′,Xh|K >
)
.

� # � < �
¼ ´ jð³ �A£X´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡�- ΦK

ª ´��¢ÕX¡ ³ Õ jAl¢jA³ �¢¡ l"ª ´ � ª¥³ ¹)�X£ ³ � ª �E£ �A¹ Xh|K
��æKÕX¡e£

FK
ª ´ j ( µ® ²©�¡ j ´±� l ¡{�A£ EK

� ¼ ³e³ � l ¬ ª £ Ï �¢��æKÕX¡� l ¡© ¦)� § ª £ 
 á��E´ 
A«��"-
n∑

j=1

H(Tj, Vj)− A(Tn),

!�ÕX¡ l ¡{¹)� l s ≥ 0

A(s) =

∫ s

0

∫

D
H(r, v)1‖H(r,v)‖K≤1 λ(dv) dr,

ª ´ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£�� ª £ EK

�:� ª £ ³ ¡ ν ª ´ j ´ ² ©�©O¡�� l"ª¥³ ©O¡ j ´"� l ¡!-�¹)� l ¡®A¡ l ² s ≥ 0
-
A(s) = 0

-
!�Õ ª¥³ Õ ÏEª ®E¡e´��¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡:�¨¹ � # � � � ª £ EK

�ðæKÕX¡£J¤Ô¡��
Yh

½Â¡ ª �"´»¤ ª © ª ����ÌË£1® ª ¡ ! �¨¹
æKÕX¡� l ¡© ¦)� § ª £ 
 á��E´ 
E«��8-X�¢ÕX¡ ³ Õ jAl"jA³ �"¡ l±ª ´±� ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£N�A¹ (Yh(x))x∈K

ª ´ ΦK

�_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡

{Xh(x), x ∈ K}
(d)
= {Yh(x), x ∈ K}

¹)�E¤¥¤Ô�"!�´È¹ l �E© � # � < �$-2!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´À�"ÕX¡ iXl ���A¹ �
2 ��� �
	43 # � ¦)� § � ÌË£N® ª ¡�!��A¹ � # � # � j £X¬ ³ � l �E¤Ô¤ jAl±² ¦)� < ª £ 
 á��E´ 
E«� jAiXi ¤ ª ¡e¬ ! ª �¢Õ p = 2

-X�¢Õ ¡
´±¡ l"ª ¡e´ � # � � � ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡´ j ¤¥´"� ª £ ( 2(EK)

- ª � ¡��

lim
N→+∞

E

{(
sup
x∈K

|Yh,N(x)− Yh(x)|
)2
}

= 0,

!�ÕX¡ l ¡

Yh,N(x) = 2

N∑

n=1

<
{
f

(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zn

}
.

� # � � �
ÌË£ ´ ª ©I�X¤ j � ª �E£
- Yh

ª ´ jAiXi l ��Î ª © j �¢¡¬0½ ² Yh,N

�NæKÕX¡e£ �A£X¡ ª ´ ª £��"¡ l ¡e´±�"¡e¬ ª £0�"ÕX¡ l"j �¢¡�A¹ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ �A¹ � # � � � � � ¡ � l ´ � ³ �E£X´ ª ¬X¡ l �E£X¡�ÉË¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤�¬ ª ´ � l±ª ½X� � ª �E£ �OæKÕX¡�£X¡�Î��
iXl � i �E´ ª � ª �A£:´±�¢� ¬ ª ¡´��"ÕX¡�¡ l"l � lKª £ Lq

��Ê l �E© �¢Õ ª ´%- j £ j ¤Ô©��E´ �K´"� l ¡x¡ l"l � l�ª ´K¬X¡¬X� ³ ¡¬ j £X¬´ � j �"¡e¬ ª £ ³ � l �E¤Ô¤ jAl±² # � ¦)� 9��_æKÕX¡£ j ¹)�X£ ³ � ª �A£ j ¤ l ¡e´"� ¤¥� ª ´K¡´±� j ½X¤ ª ´"ÕX¡¬
�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � /'(	/ þ /� �BA

q ≥ 2
�
��

x ∈ R
d
� � = ��� O ��	 ���
��	GF

N ∈ N
∗

>BS0I = A = �CA
N > q/2 + qh(x)/d− 1

L
Yh(x)− Yh,N(x) ∈ Lq

�
��

E(|Yh(x)− Yh,N(x)|q) ≤ Cq,x
DN,q(h(x))

N qh(x)/d
,

� # � 3 �

N = ��	 � Cq,x

 � �M> � �?A  � ������ ���
N

�
���O ��	
0 < s < 1

�
��
n > q/2 + qs/d

Dn,q(s) =
Γ(n + 1− q/2− qs/d) (n+ 1)q/2+qs/d

Γ(n+ 1)
.

� # � 9 �



�03

2 ��� �
	43 # � ¦)� � � � ² �¢ÕX¡���� ªÔl ¤ ª £ Ï ¹)� l ©»�X¤ j - limN→+∞DN,q(s) = 1
�[æKÕ ¡ l ¡�¹)� l ¡N�¢Õ j £-,�´

�"� � # � 3 �$-]�¢Õ ¡ l"j �¢¡v�A¹ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡O�A¹ Yh,N(x) ª £ Lq ª ´ j ��¤Ô¡ j ´±� Nh(x)/d
� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -�!È¡! ª ¤Ô¤ i l ��®E¡¶�¢Õ j �K�¢ÕX¡ l¢j �¢¡{�A¹ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ ª £ � # � 3 � ª ´K� i � ª © j ¤"-�´"¡¡ i l � i �E´ ª � ª �E£ # � ¦)� 3 �Êk� l ´ ª ©I�X¤ j � ª �E£ l ¡ j ´"�E£ ´%- ª � ³�j £�½Â¡x� ´"¡¹)� ¤&�"�O¡�Î i ¤ ª¥³eª �"¤ ²OiXl ��® ª ¬ ¡ jv³ �E£ ´±� j £�� Cq,x

¹)� l!�Õ ª¥³ Õ � # � 3 �ÈÕX�E¤¥¬X´%�_ÌË£N¹ jA³ ���A£X¡ ³�j £N� j ,¨¡

Cq,x = 21+3q/2 Bq
q

(
d

h(x)

)q/2

E(|<(Z1)|q) (cdν(C))q/2+qh(x)/d,
� # � 
 �

!�ÕX¡ l ¡

Bq =





1
!�ÕX¡e£

q = 2
-

√
2

(
Γ((q + 1)/2)√

π

)1/q !�Õ ¡e£
q > 2

�
� # � � « �

� 	 � � O � ( ¡�
ξn(x) = 2<

{
f

(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zn

}
, n ∈ N

∗,

j £ ¬

RN,P (x) = Yh,P (x)− Yh,N(x) =
P∑

n=N+1

ξn(x), 1 ≤ N < P.

æKÕX¡£
limP→+∞RN,P (x) = Yh(x)−Yh,N(x) j ¤Ô©��E´ �c´"� l ¡e¤ ² �_ÌË£�¹ jA³ � j ´ P → +∞ - RN,P³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e´ ª £ EK

¹)� l�j £ ²:³ �A© ikj¨³ �À´"�X½ ´"¡� K �A¹
Rd
�

¼ ´
(ξn(x))n≥1

ª ´ j ´ ² ©�©O¡�� l±ªÔ³ ´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡��¨¹ l"j £X¬X�E© ® j¨l"ª j ½X¤Ô¡´%- ½ ²GiXl � i �A´ ª � ª �E£ ¦)� #
ikj¨Ï ¡e´�§ 3 É §09 ª £ 
 ( æ 
 � �"-

E

(
max

N+1≤M≤P
|RN,M(x)|q

)
≤ 2E(|RN,P (x)|q).

· � l ¡e��®A¡ l ´ ª £ ³ ¡ Tn

-
Un

j £X¬ Zn
j¨l ¡ ª £X¬ ¡ i ¡e£X¬X¡£¯� l¢j £X¬X�E© ® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´ j £ ¬�´ ª £ ³ ¡��"ÕX¡x¤ j !�A¹

Zn
ª ´ l �A� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ²vª £¯® jAl"ªÔj £¯��-

ξn(x)
(d)
= ξ̃n(x)

!�ÕX¡ l ¡

ξ̃n(x) = 2

∣∣∣∣∣f
(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)∣∣∣∣∣<(Zn).

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡s¹)� lKÏEª ®A¡e£:® j ¤Ô�X¡´K�A¹ (Un)n≥1
j £X¬ (Tn)n≥1

-
(ξn(x))n≥1

j £X¬ (ξ̃n(x))n≥1
jAl ¡´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡e´y�A¹ ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡£�� l¢j £X¬X�E© ® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´��gæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡

(ξn(x))n≥1

(d)
=
(
ξ̃n(x)

)
n≥1

.



� 9

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

E(|RN,P (x)|q) = E

{(
P∑

n=N+1

ξ̃n(x)

)q}
.

( ¡�
(εn)n≥1

½f¡ j ´"¡ Ø �X¡£ ³ ¡�¨¹ ª � ª � ¬
��´ ² ©O©�¡� l"ª¥³ ��¡ l £ �E�X¤Ô¤ ª]l¢j £ ¬X�E© ® jAl"ªÔj ½X¤¥¡e´ !�Õ ª¥³ Õ
ª ´ ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡e£¯�O�A¹ (Zn, Un, Tn)n≥1

� � ¡e£ ³ ¡ð½ ² ´ ² ©�©O¡�� l ² �A¹s�"ÕX¡�¤ j ! �A¹
Zn

-
Zn

³�j £½Â¡ l ¡ i ¤ jA³ ¡¬ ª £ RN,P

½ ² εnZn

� æKÕX¡e£�½ ²5jAiXi ¤ ²�ª £ Ï �"ÕX¡ �{Õ ª £�� ³ Õ ª £ ¡ ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² ! ª �¢Õ
³ �E£X´±� j £¯� Bq

j £X¬ ³ �E£ ¬ ª � ª �E£ j ¤Ô¤ ² ! ª �¢Õ l ¡´ i ¡ ³ �À�¢� (Zn, Un, Tn)n≥1

-

E(|RN,P (x)|q) ≤ Bq
q E





(
P∑

n=N+1

ξ̃n
2
(x)

)q/2


.

� # � �;� �

�À�A� ª¥³ ¡��"Õ j �I�"ÕX¡:½f¡´±� i �E´"´ ª ½X¤¥¡ ³ �E£ ´±� j £�� Bq
ª £ �¢Õ ¡��¶Õ ª £¯� ³ Õ ª £X¡ ª £ ¡ Ø � j ¤ ª � ²Mª ´ ,�£X�"!�£
�

¼ ³³ � l ¬ ª £ Ï �"��
 �sjAj 9 � �8- �¢Õ ¡�½Â¡e´ � ³ �E£X´ � j £¯� ª ´

Bq =





1
!�ÕX¡e£

q = 2
-

√
2

(
Γ((q + 1)/2)√

π

)1/q !�Õ ¡e£
q > 2

�
æKÕX¡£�½ ² �"ÕX¡ · ª £-,¨�"!�´R, ª&ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² -

E(|RN,P (x)|q) ≤ Bq
q

{
P∑

n=N+1

E

(∣∣∣ξ̃n(x)
∣∣∣
q)2/q

}q/2

.

( ¡�À�X´�£X�"!-¡�® j ¤Ô� j �¢¡
E

(∣∣∣ξ̃n(x)
∣∣∣
q) � � ²:ª £X¬X¡ i ¡e£ ¬X¡e£ ³ ¡ j £X¬�´ ª £ ³ ¡ Z1

(d)
= Zn

-

E

(∣∣∣ξ̃n(t)
∣∣∣
q)

= 2q
E(|<(Z1)|q)E

{∣∣∣∣∣f
(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)∣∣∣∣∣

q}

· � l ¡e��®A¡ l

E

{∣∣∣∣∣f
(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)∣∣∣∣∣

q}
≤ 2q (cd ν(C))q/2+qh(x)/d

∫ +∞

0

rn−1−q/2−qh(x)/d

(n− 1)!

¡ −r dr.

¼ ´ jl ¡e´"� ¤¥��- !�Õ ¡e£ n > qh(x)/d+ q/2
-
ξ̃n(x) ∈ Lq j £ ¬

E

(∣∣∣ξ̃n(x)
∣∣∣
q)
≤ 22q (cd ν(C))q/2+qh(x)/d

E(|<(Z1)|q)
Γ(n− q/2− qh(x)/d)

Γ(n)
.

æKÕX¡£�¤¥¡�
N > qh(x)/d+ q/2− 1

�_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡

E

(
max

N+1≤M≤P
|RN,M(x)|q

)
≤ Aq,x

{
P∑

n=N+1

(
Γ(n− q/2− qh(x)/d)

Γ(n)

)2/q
}q/2

,
� # � � ¦ �



� 


!�ÕX¡ l ¡ Aq,x = 22q+1Bq
q (cd ν(C))q/2+qh(x)/d

E(|<(Z1)|q)
�

æKÕX¡£�½ ² �"ÕX¡x��� ª¥l ¤ ª £ Ï Êk� l ©I�X¤ j - j ´ P → +∞ -
P∑

n=N+1

(
Γ(n− q/2− qh(x)/d)

Γ(n)

)2/q

³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e´ j £X¬
+∞∑

n=N+1

(
Γ(n− q/2− qh(x)/d)

Γ(n)

)2/q

∼
+∞∑

n=N+1

1

n1+2h(x)/d
∼ d

2h(x)N2h(x)/d
.

� ! ª £ Ï �¢� � # � � ¦ � j £X¬B�"� j ©��E£X�A�"�E£X¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ jAl"Ï � ©O¡£��%-

E

(
sup

M≥N+1
|RN,M(x)|q

)
≤ Aq,x sup

n≥N+1
Dn−1,q(h(x))

(
+∞∑

n=N+1

1

n1+2h(x)/d

)q/2

,

!�ÕX¡ l ¡{¹)� l 0 < s < 1 j £X¬ n > q/2 + qs/d− 1
-

Dn,q(s) =
Γ(n + 1− q/2− qs/d) (n+ 1)q/2+qs/d

Γ(n+ 1)
.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

E

(
sup

M≥N+1
|RN,M(x)|q

)
≤ Cq,x

N qh(x)/d
sup
n≥N

Dn,q(h(x)),

!�ÕX¡ l ¡
Cq,x =

(
d

2h(x)

)q/2

Aq,x.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡¶½ ²Bj £ jAl"Ï �X©O¡£¯���A¹�¬ �E© ª £ j �"¡e¬ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡�-

E(|Yh(x)− Yh,N(x)|q) ≤ Cq,x

N qh(x)/d
sup
n≥N

Dn,q(h(x)).

· � l ¡e��®A¡ l
Dn+1,q(h(x))

Dn,q(h(x))
= exp(g(n+ 1))

!�ÕX¡ l ¡{¹)� l y > q/2 + qh(x)/d
-

g(y) =
q(d+ 2h(x))

2d
ln

(
1 +

1

y

)
+ ln

(
1− q(d+ 2h(x))

2dy

)
.

¼ ´ ª © i ¤¥¡À´ �¢�X¬ ² �A¹ g ´±ÕX�"!�´È�¢Õ j � g(x) < 0
�gæKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡ (Dn,q(h(x)))n≥[q/2+qh(x)/d]+1

ª ´ j£X�A£�É ª £ ³el ¡ j ´ ª £ Ï ´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�� ¼ ´ jl ¡´"�X¤ ��-

sup
n≥N

Dn,q(h(x)) = DN,q(h(x)),

!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹ �



3 «

æKÕX¡�£X¡�Î�� i l � i �E´ ª � ª �E£I´±�"�X¬ ª ¡e´g�¢Õ ¡ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ �¨¹Â�"ÕX¡K©�¡ j £´ Ø � jAl ¡�¡ l±l � l �gÊ l �A©��"Õ ª ´
iXl � i �E´ ª � ª �A£
-/!�¡y¬X¡¬X� ³ ¡y�¢Õ j �c�¢ÕX¡ l¢j �¢¡��A¹ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª £ � # � 3 � ª ´c� i � ª © j ¤"��Êk� l �"ÕX¡y´ j ,A¡�A¹ ³ ¤¥¡ jAl £X¡e´±´%-X�"ÕX¡ iXl ���A¹��A¹��"Õ ª ´ i l � i �E´ ª � ª �E£ ª ´ ÏEª ®E¡£ ª £ jAiXi ¡e£X¬ ª Î -k´"¡e¡�´"¡ ³ � ª �E£ # � < �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � /'(	/ � /� �BA

x ∈ Rd\{0}
��� = ���)L

lim
N→+∞

N2h(x)/d
E
(
|Yh(x)− Yh,N(x)|2

)
=
C2,x

4
,

N = ��	 � C2,x

D >  �KY � � ���F � # � 
 � �
æKÕX¡N¹)�E¤Ô¤¥�"! ª £ Ï�³ � l �A¤Ô¤ j¨l±²MÏEª ®A¡e´ jGl¢j �"¡:�A¹ j ¤¥©O�A´±�´±� l ¡ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ð�A¹ Yh,N

�3Ì � ª ´¬X¡¬X� ³ ¡e¬�¹ l �E©��"ÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � ¦)� < j £X¬:�¢ÕX¡ �È� l ¡e¤ É Ç j £¯�"¡e¤Ô¤ ª ¤¥¡e©�© j �
ûxêaë(êföQö)èXë"� � /%(	/ ÿ /  �BA

x ∈ R
d
�
��

H ′ < h(x)
� � = ��� A = ��	 � � � D >BAK> � Y �1DVA � ��� >BDVAWD �
�

	��
�� ��� ���
	GD � ��T��
C

>BS1I = A = �CAVL �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF L

∀N ≥ 1, |Yh(x)− Yh,N(x)| ≤ C

NH′/d
.

æKÕX¡I�4!�� iXl ¡�® ª �E�X´ l ¡e´"� ¤¥�¢´s´±�¢� ¬ ² �¢Õ ¡ jAiXiXl ��Î ª © j � ª �E£B¡ l±l � l ´d¹)� l{j �E£ ¡�ÉË¬ ª ©�¡e£X´ ª �E£ j ¤¬ ª ´±� l"ª ½ � � ª �E£
� � �"!�¡®E¡ l �¢Õ ¡O´ j © i ¤Ô¡ ikj �"ÕX´ j¨l ¡ jAiXiXl ��Î ª © j �¢¡e¬M�E£G�¢ÕX¡ ³ �A© ikj¨³ ��´"¡�� K �æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡¶¡ l±l � l ´ ª £:�¢¡ l © �A¹�£X� l ©O´K�A£ EK
jAl ¡{´ �¢�X¬ ª ¡e¬
�( ¡�

K ⊂ Rd
½Â¡ jv³ �E© ikjA³ ��´"¡� j £ ¬�¤¥¡�K�X´À¡e£ ¬X�"! EK

! ª �¢Õ j Lp
É £X� l ©�º

‖g‖p,K =

{∫

K

|g(ξ)|p dξ
} 1

p

,
� # � �"# �

!�ÕX¡ l ¡ p ≥ 1
� � ²�jAi i ¤ ²�ª £ Ï �"ÕX¡y¹)�E¤¥¤Ô�"! ª £ Ï{iXl � i �E´ ª � ª �E£�! ª �"Õ q = 2 j £X¬ p = 2

-��¢ÕX¡À©�¡ j £
ª £��"¡ ÏEl"j �¢¡¬N´ Ø � jAl ¡x¡ l"l � lKª ´K¡® j ¤¥� j �"¡e¬
�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � /'(	/ � /  �BA

q ≥ max (p, 2)
L
mK = minK h

�
��
MK = maxK h

� � = ���O ��	 ���
��	GFHD �1A � � ��	
N ∈ N∗

>BS0I = A = �CA N ≥ q/2 + qMK/d+ 1
L

E

(
‖Yh − Yh,N‖q

p,K

)
≤ Cq

DN,q(mK)

N qmK/d
,

N = ��	 � Cq

 � �M> � �?A  � ����������
N

�
��
DN,q

D >  �KY � �  ��F � # � 9 � �
2 ��� �
	43 # � ¦)� � « � ÌË£B¹ j¨³ � iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � ¦)� 
ÕX�E¤¥¬X´ ! ª �"Õ

Cq = 21+3q/2 Bq
q

(
d

mK

)q/2

E(|<(Z1)|q) dq/p
K max

x∈K

{
(cd ν(C))q/2+qh(x)/d

}
,

!�ÕX¡ l ¡ Bq
ª ´K¬ ¡��k£X¡¬ð½ ² � # � � « � j £X¬ dK

ª ´D�¢ÕX¡{®E�A¤Ô�X©�¡{�A¹��¢ÕX¡ ³ �A© ikj¨³ ��´"¡�� K �
�y�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

max
x∈K

(cd ν(C))qh(x)/d =

{
(cd ν(C))qMK/d ª ¹ cd ν(C) ≥ 1

(cd ν(C))qmK/d ª ¹ cd ν(C) ≤ 1.



3�

� 	 � � O � ( ¡�
N ∈ N∗ ´"� ³ Õ[�"Õ j � N > q/2 + qMK − 1

�1� ª £ ³ ¡ q ≥ p
-c½ ² �"ÕX¡ �65 ¤¥¬X¡ l

ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² -
‖Yh − Yh,N‖p,K ≤ dK

1/p−1/q ‖Yh − Yh,N‖q,K,!�ÕX¡ l ¡ dK
ª ´D�¢Õ ¡¶®A�E¤Ô� ©O¡{�A¹ K �cæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡

E

(
‖Yh − Yh,N‖q

p,K

)
≤ dK

q/p−1

∫

K

E(|Yh(x)− Yh,N(x)|q) dx.
æKÕX¡£ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � ¦)� < ª ´�£X�A��¬ ªÔl ¡ ³ �"¤ ²�jAi i ¤ ª ¡e¬
� � �"!�¡®E¡ l - ª £*!�Õ j ��¹)�E¤Ô¤¥� !�´]�"ÕX¡È£X�¨� j � ª �E£
ª ´D�¢ÕX¡�´ j ©�¡ j ´ ª £:�¢Õ ¡ i l ���A¹��¨¹ iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � ¦)� < � ( ¡�À�X´ l ¡ ³�j ¤¥¤"- ´±¡e¡ ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² � # � � ¦ � -
�"Õ j �

E

(
max

N+1≤M≤P
|RN,P (x)|q

)
≤ Aq,x

{
P∑

n=N+1

(
Γ(n− q/2− qh(x)/d)

Γ(n)

)2/q
}q/2

,

!�ÕX¡ l ¡ Aq,x = 22q+1Bq
q (cd ν(C))q/2+qh(x)/d

E(|<(Z1)|q)
�_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡x´ ª £ ³ ¡

n− q/2− qmK/d ≥ N + 1− q/2− qh(x)/d ≥ N + 1− q/2− qMK/d ≥ 2,

j £ ¬B´ ª £ ³ ¡ Γ ª ´ j £ ª £ ³el ¡ j ´ ª £ Ï ¹)�X£ ³ � ª �E£N�E£ [2,+∞[

E

(
max

N+1≤M≤P
|RN,P (x)|q

)
≤ Aq,x

{
P∑

n=N+1

(
Γ(n− q/2− qmK/d)

Γ(n)

)2/q
}q/2

.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡s�"ÕX¡ jAl"Ï �X©O¡£¯�¢´��X´"¡¬ ª £N�"ÕX¡ iXl ���A¹��A¹��¢ÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �A£ # � ¦ � < ¤Ô¡ j ¬X´D�"�

E(|Yh(x)− Yh,N(x)|q) ≤
(

d

2mK

)q/2

sup
x∈K

Aq,x
DN,q(mK)

N qmK/d
.

¼ ´ jl ¡e´"� ¤¥��-
E

(
‖Yh − Yh,N‖q

p,K

)
≤ Cq

DN,q(mK)

N qmK/d
,

!�ÕX¡ l ¡ Cq = d
q/p
K

(
d

2mK

)q/2

supx∈K Aq,x.

ÇÈ�E£X´±¡ Ø �X¡£��"¤ ² -Â�"ÕX¡ �È� l ¡¤ ÉpÇ j £¯�¢¡e¤¥¤ ª ¤Ô¡©O© jx²�ª ¡¤Ô¬X´D�"ÕX¡{¹)�E¤Ô¤¥� ! ª £ ÏI³ � l �E¤¥¤ jAl ² �
ûxêaë(êföQö)èXë"� � /%(	/,�1�1/� �BA

H ′ < minK h.
� = ��� A = ��	�� � � D >BAV> � Y �1DVA � ��� >BDVAED �
� 	 �
�� ���

���
	GD � ��T��
C

>BS1I = A = �CAVL �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF L

∀N ≥ 1, ‖Yh − Yh,N‖p,K ≤ C

NH′/d
.

ÌË£ iXl"jA³ � ªÔ³ ¡!- !�ÕX¡e£ ν ª ´ j �k£ ª �¢¡ ©�¡ j ´±� l ¡!-c�E£X¡ ´ ª ©I�X¤ j �¢¡´x�"ÕX¡:´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´�A¹ Yh!�Õ ª¥³ Õ ª ´�¡ Ø � j ¤ ª £N¤ j !?�¢� Xh

�"! ª £ Ï �¢� jvÏ ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬B´"ÕX�¨�y£ � ª ´±¡�´±¡ l±ª ¡e´ l ¡ iXl ¡´"¡£�� j � ª �E£
�
� � !�¡®A¡ l !�Õ ¡e£ ν ª ´V£X�A� j �k£ ª �¢¡�©�¡ j ´±� l ¡!- ª �V½f¡ ³ �E©�¡e´�©O� l ¡ ³ �E© i ¤ ª¥³�j �"¡e¬
��æKÕX¡ �k¡e¤¥¬ Xhª ´{´ i ¤ ª � ª £¯�"�N�4!����k¡e¤¥¬X´ Xε,1

j £X¬ Xε,2

��Ê ªÔl ´±� Xε,2
³�j £0½Â¡v´ ª ©»�X¤ j �"¡e¬ j ´ jNÏ ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬´±ÕX�A�y£X� ª ´±¡¶´"¡ l±ª ¡´%�DæKÕX¡£
-a�¢ÕX¡�£X¡�Î��s´"¡ ³ � ª �E£ ÏAª ®E¡´ ³ �E£X¬ ª � ª �E£X´K�¢� jAiXiXl ��Î ª © j �¢¡ Xε,1

½ ²Bj· � ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤ � l � !�£ ª j £ · �A� ª �E£
�



3 ¦
� ��� � ����� ��� � �N�:��� � �� �¶�&���x�

ÌË£N�¢Õ ª ´ ikjAl � ν ª ´K£X�A��´"� iXi �E´"¡¬��¢��½Â¡*�k£ ª �"¡��cæKÕX¡£�¤¥¡� ε > 0 j £X¬B¤Ô¡��� ´À´ i ¤ ª �

Xh = Xε,1 +Xε,2

ª £��"�I�4!È� l¢j £ ¬X�E© �X¡e¤Ô¬ ´ !�Õ ¡ l ¡

Xε,1(x) = 2

∫

Rd×C

<(f(x, ξ)z)1|z|<ε Ñ(dξ, dz),
� # � � § �

j £ ¬
Xε,2(x) = 2

∫

Rd×C

<(f(x, ξ)z)1|z|≥ε Ñ(dξ, dz).
� # � � < �

( ¡��� ´ ³ �E£X´ ª ¬X¡ l �"ÕX¡{�4!È� ª £X¬ ¡ i ¡e£X¬X¡£¯�s¸�� ª ´±´"�E£ l¢j £X¬X�E© ©�¡ j ´"� l ¡e´

Nε,1(dξ, dz) = 1|z|<εN(dξ, dz)

j £ ¬
Nε,2(dξ, dz) = 1|z|≥εN(dξ, dz).

( ¡�
Mε,i

½f¡{�"ÕX¡ ( µ�® ²Nl¢j £X¬ �E© ©�¡ j ´±� l ¡ j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �"Õ Nε,i

½ ² � � � � § �$�VáÀ¡© j¨l ,O�"Õ j �
Xε,i

ª ´ j á � ·�(�· j ´"´"� ³eªÔj �¢¡¬ ! ª �¢Õ Mε,i

� · � l ¡e��®A¡ l Xε,1
j £ ¬ Xε,2

jAl ¡ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯���
�À�A� ª¥³ ¡I�¢Õ j �{�¢ÕX¡ ³ �E£¯� l �A¤_©O¡ j ´"� l ¡ νε,2(dz) = 1|z|≥ε ν(dz)

�A¹
Mε,2

ª ´*�k£ ª �¢¡��æKÕ ¡ l ¡�¹)� l ¡
Xε,2

³�j £ ½Â¡�´ ª ©I�X¤ j �¢¡¬ j ´ jGÏ ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡e¬[´"Õ �A��£ � ª ´±¡�´±¡ l"ª ¡e´�-D´"¡¡�´±¡ ³ � ª �E£ # � ¦)��Ì ��£X�"!
l ¡e© jAª £X´D�"� j¨iXiXl ��Î ª © j �"¡ Xε,1

�ÈÌË£ 
 ¼ áy« � �"- ª � ª ´ iXl � i �E´±¡e¬��"�O´ ª ©I� ¤ j �"¡d�¢ÕX¡�´"© j ¤Ô¤�°±� © i
ikj¨l �x�A¹ j ( µ�® ²0iXl � ³ ¡e´"´»½ ²0j � l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£ � � ¡ l ¡ iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � # � � ÏEª ®E¡e´x´"���É
³ª ¡e£¯� ³ �E£X¬ ª � ª �A£X´È�¢� jAi iXl ��Î ª © j �¢¡ Xε,1

½ ²Nj · � ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤&� l �"!�£ ªÔj £ · �A� ª �E£
��æKÕX¡e´±¡
³ �E£X¬ ª � ª �A£X´ jAl ¡ ³ ¤Ô�E´±¡e¤ ² l ¡¤ j �"¡e¬:�¢��"ÕX�E´"¡ ÏEª ®E¡£ ª £ 
 ¼ áÀ« � �]¹)� l ( µ® ²NiXl � ³ ¡´"´±¡e´%�
( ¡�À�X´ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡ νε,1(dz) = 1|z|<ε ν(dz)

�¢ÕX¡ ³ �E£¯� l �A¤]©O¡ j ´"� l ¡¶�A¹ Mε,1
j £X¬

σ(ε) =

(∫

0<ρ<ε

ρ2 νρ(dρ)

)1/2

.
� # � � � �

æKÕX¡�¹)�E¤Ô¤¥�"! ª £ Ïdi l � i �E´ ª � ª �E£ ³�j £O½Â¡�¡e´±� j ½X¤ ª ´"Õ ¡e¬��X£X¬X¡ l ´ ª © i ¤Ô¡ lg³ �E£ ¬ ª � ª �E£X´�-¯´"¡¡ ³ � l �E¤ É¤ jAl±² # � # � § � � �"!�¡®A¡ lgª £x´±�E©O¡V´ ª © i ¤Ô¡ ³�j ´"¡e´�-¨�"ÕX¡ j ´"´"� © i � ª �E£ ´��A¹��¢Õ ª ´ iXl � i �E´ ª � ª �E£ jAl ¡c´ j �±É
ª ´ �k¡¬ !�ÕX¡ l ¡ j ´D�"ÕX�E´"¡{�¨¹ ³ � l �E¤Ô¤ jAl±² # � # � § jAl ¡s£X�A��� ¼ £N¡�Î j © i ¤Ô¡À�¢Õ j � ³ �E©�¡e´�¹ l �E© 
 ¼ áÀ« � �
! ª ¤Ô¤�½Â¡ ÏEª ®A¡e£N½Â¡e¤Ô�"! �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � /��1/ �0S � ��� > � A = �CA0O ��	 � � I = κ > 0

L

H1 σ(κσ(ε) ∧ ε) ∼ σ(ε)
�?>
ε→ 0+A = ���

lim
ε→0+

(
Xε,1(x)

σ(ε)

)

x∈Rd

(d)
= (Ch(x)Bh(x))x∈Rd,

� # � � 3 �
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N = ��	 � A = � TUD � DVA�D > D � CD >BA 	GD ��S AED ����O ��	 �CTVT Y �1DVA ��� CD �����)>BD �����CT � �
	 �CD �)>ML
Bh

D > ��>BA �
�� �
	 
; S*TUAWD O 	�� IBAED �����CT 9 	 � N �1D �
� ; �?AWD ��� N DVA = � S*TUAWD O 	�� IBAED �����CT OGS �JIBAWD ���

h
�
��

Ch(x) =

(
4 π(d+3)/2 Γ(h(x) + 1/2)

h(x) Γ(2h(x)) sin (πh(x)) Γ(h(x) + d/2)

)1/2

.
� # � � 9 �

 �BAPS > 	 �MI �CTVT A = �CA h D > �HT�� I �CTVTUF
β
�
	��?T  ��	 OGS �JIBAED �����  �BA

K ⊂ Rd
��� � I���� � � IBA > �BAVL

mK = minK h
�
��

pK = 1 +
[

d
2 min (mK ,β)

] � � = ���XD O
H1

�
��

H2 ∃ε0 > 0, ∃C ∈ (0,+∞), ∀ε ≤ ε0,

∫

0<ρ<ε

ρ2pK νρ(dρ) ≤ Cσ2pK (ε)

�
	 �6>��CAWD >KY � ?L A = �@I���� �
��	 � ���JI�� � # � � 3 � D > � I���� �
��	 � ���JI�� D � CD >BA 	GD ��S AED ��� ��� A = �6> � � I��
EK� O I����1AWD �1S��?S >�OGS �JIBAED ���)> ���

K
���� � N �  N DVA = A = � A �����?T�� �CF � O S �1D O ��	 � I���� �
��	 � ���JI����

Êk� l �¢ÕX¡�´ j ,A¡»�¨¹ ³ ¤¥¡ jAl £X¡e´±´%-a�¢ÕX¡ iXl ���A¹��A¹g�¢Õ ª ´ iXl � i �E´ ª � ª �E£ ª ´ ÏEª ®E¡£ ª £ jAiXi ¡e£ ¬ ª Î -Â´"¡e¡´±¡ ³ � ª �E£ # � � �
2 ��� �
	43 # � # � ¦ � � ÕX¡e£

d = 1 j £X¬ mK > 1/2
-
pK = 1 j £ ¬ H2 ª ´D¹)� ¤ �k¤¥¤Ô¡e¬ �2 ��� �
	43 # � # � # � ��� iXi �E´±¡c�"Õ j � H2 ª ´]´ j � ª ´ �k¡¬�¹)� l&j ¤Ô¤ ³ ¤Ô�E´±¡e¬¶½ j ¤¥¤Ô´ �A¹ Rd

��æKÕX¡£»�X£X¬ ¡ l H1
-

�"ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ � # � � 3 � ª ´ j:³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª £G¬ ª ´±� l±ª ½X��� ª �A£��E£G�¢ÕX¡v´ iXjA³ ¡v�A¹ ³ �E£¯� ª £��X�E�X´¹)�X£ ³ � ª �E£X´K¡£X¬X�"!È¡¬ ! ª �"Õ:�¢ÕX¡{�¢� i �E¤¥� ÏA² �A¹��X£ ª ¹)� l © ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡»�E£ ³ �E© ikjA³ ��´"¡�"´%�
¼ ´ ª � ª ´�¬X�E£X¡ ª £ 
 ¼ áy« � �"- j ´ ª © i ¤Ô¡ l�³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ³ �A£X¬ ª � ª �E£ ³�j £¶½Â¡ ÏEª ®A¡e£
��Ì � ³ �E© ikjAl ¡e´�"ÕX¡¶´"¡ ³ �E£X¬�©��E©�¡e£¯���A¹ νε,1(dz)

�¢�v�¢Õ ¡�¤¥¡®A¡e¤&�A¹�� l �X£ ³�j � ª �E£ ε � ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² - j ´K�¢Õ ¡x¤¥¡®E¡¤]�A¹� l �X£ ³ej � ª �E£ �¢¡£X¬X´��¢� $ ¡ l � -X�"ÕX¡¶¬ ª ´ i ¡ l ´ ª �E£ σ(ε) j ¤Ô´±� ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡´À�"� $ ¡ l ��½X� ��´±¤Ô�"!�¡ l �
ûxêaë(êföQö)èXë"� � / � / ��/ � O

H3 lim
ε→0+

σ(ε)

ε
= +∞,

A = ���XA = � �?>M>BS � ��AWD ���)>
H1

�
��
H2

�
	 � >��CAED >KY �  �
� 	 � � O � æKÕX¡ ³ �A© ikj¨l"ª ´±�E£{½Â¡�4!�¡e¡e£ H3 j £ ¬ H1

Õ j ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½f¡¡e£»¬ �E£X¡ ª £ 
 ¼ áÀ« � �8� · � l ¡�É��®E¡ l ¹)� l k ≥ 1
-

∫

0<ρ<ε

ρ2k νρ(dρ) ≤ ε2k−2σ2(ε).

æKÕ j £-,�´À�"�v�"Õ ª ´ ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² - H3 ª © i ¤ ª ¡e´ H2
�

Ì � ³�j £N½Â¡¶´"ÕX�"!�£ð½ ² �"ÕX¡¶´ j ©�¡ ! j�² �"Õ j � H2 ª ´K´ j � ª ´ �k¡¬ j ´�´±���E£ j ´

lim inf
ε→0+

σ(ε)

ε
> 0.

( ¡�y�X´ ÏAª ®E¡ j £�¡�Î j © i ¤Ô¡ !�Õ ªÔ³ Õð´ j � ª ´ �X¡e´��¢ÕX¡ j ´"´±�X© i � ª �A£X´ H1 j £X¬ H2
�A¹ iXl � i �E´ ª É� ª �E£ # � # � � !�ÕX¡ l ¡ j ´ ª ��¬X��¡e´�£X�¨��´ j � ª ´±¹ ² ) � �cÌË£:¹ jA³ � ª � ª ´D�¢Õ ¡xÍ�Î j © i ¤Ô¡�¦ � � ª £ 
 ¼ áÀ« � �8�



3 §

� � �
� ��T�� # � # � < � ( ¡��
(an)n≥1

½f¡ j ¬X¡ ³el ¡ j ´ ª £ Ï ´"¡ Ø �X¡£ ³ ¡x´"� ³ ÕB�¢Õ j �

lim
n→+∞

an = 0 j £ ¬ lim
n→+∞

an+1

an

= 0.

¼ ´"´"� ©O¡{�¢Õ j � a1 = 1
� ( ¡�

νρ

½Â¡ j ( µ�® ² ©O¡ j ´"� l ¡¶�E£ (0,+∞)
´"� ³ ÕB�¢Õ j �

σ(ε) =

{
an

¹)� l ε ∈]an+1, an]
1

¹)� l ε ≥ 1.

Ê ª¥l ´ ��-A�"ÕX¡ ( µ�® ² ©O¡ j ´"� l ¡ ν j ´±´"� ³eªÔj �¢¡¬�¢� νρ

½ ² � � � � 3 ��´ j � ª ´ �X¡e´ � � � �"# � � · � l ¡e��®A¡ l -�´ ª £ ³ ¡
lim infε→0+

σ(ε)
ε

= 1
-
H3 ª ´�£X�¨�_¹)�X¤ �k¤¥¤Ô¡¬*!�ÕX¡ l ¡ j ´ H2 ª ´%� �d£I�¢ÕX¡K�A�"ÕX¡ l Õ j £X¬
- jA³³ � l ¬ ª £ Ï�"��
 ¼ áÀ« � �"-

H1 ª ´K´ j � ª ´ �k¡¬
� ¼ ´ jvl ¡e´±�X¤¥�%- iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � # � � ³�j £N½Â¡ jAiXi ¤ ª ¡e¬ �( ¡�V�X´V£X�"!�¬ ª ´ ³ �X´"´V�¢ÕX¡ l¢j �¢¡��A¹ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª £�¢¡ l ©�´V�¨¹��È¡ l"l±² ÉËÍc´±´"¡¡e£ ½Â�E�X£X¬ ´%�cÊk� l�"ÕX¡I´ j ,A¡I�A¹c´ ª © i ¤ ª¥³eª � ² - Xε,1(x)
ª ´s´"� iXi �A´"¡e¬ �"� Õ j ®E¡ j ©��E©�¡e£¯�d�¨¹c� l ¬X¡ l �"Õ l ¡¡�- !�Õ ª¥³ Õ

j ¤¥¤Ô�"!�´d�X´¶�¢� jAi i ¤ ² �¢ÕX¡ ³ ¤ j ´"´ ªÔ³ej ¤ �È¡ l"l±² ÉËÍc´±´"¡¡e£ ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² � � �"!È¡�®E¡ lIj:Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ej � ª �E£�A¹]�"ÕX¡ ³ ¤ j ´"´ ªÔ³ej ¤��È¡ l"l ² ÉËÍ_´"´"¡¡e£ ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² -�´"¡e¡{æKÕ ¡e� l ¡e© < � 3 ª £ 
 ¸�¡� 
 < �"- �X£X¬X¡ l�j !È¡ j ,A¡ l©��E©�¡e£¯� j ´"´±�X© i � ª �E£
- j ¤Ô¤¥�"!�´]�X´��"�y¡�Î��¢¡e£ ¬»�¢ÕX¡_¹)�E¤¥¤Ô�"! ª £ ÏKl ¡e´±�X¤¥�"´%��æKÕX¡e£ j £x¡´±� ª © j � ª �E£ ª £�"¡ l ©��¨¹-�È¡ l"l±² ÉËÍc´±´"¡¡e£½Â�E�X£X¬X´ ª ´&¬X¡¬X� ³ ¡¬»¹ l �A©-�¢ÕX¡V£X¡�Î���¤Ô¡e©�© j !�Õ ªÔ³ Õ ª ´ jÀ³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�A¹��¢Õ ¡ ³ ¤ j ´±´ ª¥³�j ¤���¡ l"l ² ÉpÍ_´"´±¡e¡e£ ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² �
çcî
	 	1è � / � / 8 /  �BA

µ
�����
� D � Y �1DVA �BTUF CD � D >BD ��T�� T � N ���

R
>BS1I = A = �CA ∫R

xµ(dx) = 0�
�� ∫
R
|x|3 µ(dx) < +∞

� � = ���

sup
x∈R

∣∣∣∣∣µ((−∞, x))−
∫ x/σ

−∞

¡ −u2/2 du√
2π

∣∣∣∣∣ ≤ 0.7975 σ−3

∫

R

|x|3 Λ(dx),

N = ��	 � σ =
(∫

R
|x|2 µ(dx)

)1/2 �
��
Λ

D >�A = �  � � F ��� �?>BS 	�� � O
µ
�

� 	 � � O � ( ¡�
(Z(t))t≥0

½f¡ j ( µ® ²viXl � ³ ¡´"´V´"� ³ Õ��¢Õ j � µ ª ´g�¢ÕX¡�¤ j !5�A¹ Z(1)
��æKÕ ¡e£ i l � ³ ¡e¡¬

j ´ ª £:�¢ÕX¡ iXl ���A¹��A¹�æKÕX¡e� l ¡e© # � � ikjAÏ ¡{§09 3 ª £ 
 ¼ áÀ« � �8- ª � ¡�� ! l±ª �¢¡

Z(1) =

n∑

k=1

(
Z

(
k

n

)
− Z

(
k − 1

n

))
.

� ¡e£ ³ ¡ Z(1) ª ´ j ´±�X© �A¹ ª � ª � ¬ l ¡ j ¤ É ® j ¤¥�X¡e¬ l"j £X¬X�A© ® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡´ ! ª �"ÕN©O¡ j £ $ ¡ l � j £ ¬B® jAl±ª É
j £ ³ ¡ σ2/n

� · � l ¡e��®E¡ l - jA³e³ � l ¬ ª £ Ï �¢� 
 ¼ áÀ« � �8-

lim
n→+∞

nE

(∣∣∣∣Z
(

1

n

)∣∣∣∣
3
)

=

∫

R

|x|3 Λ(dx).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡{�¢Õ ¡ ³ �E£ ³ ¤Ô�X´ ª �E£ ª ´ ÏAª ®E¡£�½ ² �"ÕX¡ ³ ¤ j ´"´ ªÔ³�j ¤��È¡ l±l±² ÉpÍ_´±´"¡e¡£ ª £ ¡ Ø � j ¤ ª � ² �
æKÕX¡£ j £ ¡´±� ª © j � ª �E£ ª £��¢¡ l © �A¹ ��¡ l"l ² ÉpÍ_´"´±¡e¡e£0½f�A�X£X¬X´{�A¹c�"ÕX¡ l¢j �"¡I�A¹ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡´ � j �"¡e¬ ª £ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � # � � ³�j £B½Â¡ ÏAª ®E¡£
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õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � / � /  �BA
K ⊂ Rd

��� � I���� � � IBA > �BAVL
y′ ∈ E ′

K

�
�� �?>M>BS ��� A = �CA
maxK h < 1− d/6

��� = ��� supx∈K |f(x, ξ)| ∈ L3
(
Rd
) �
��

sup
u∈R

∣∣∣P
(
< y′, Xε,1|K >≤ u

)
− P

(
< y′, σ(ε)(ChBh)|K >≤ u

)∣∣∣ ≤ C(y′)
m3

3(ε)

σ3(ε)

N = ��	 � m3
3(ε) =

∫
0<ρ<ε

ρ3 νρ(dρ)
�
��

C(y′) =

8A

∫

Rd

∣∣∣< y′, f(·, ξ)|K >
∣∣∣
3

dξ

3

(
π

∫

Rd

∣∣∣< y′, f(·, ξ)|K >
∣∣∣
2

dξ

)3/2
,

N DVA = A = 0.7975
�

� 	 � � O �
< y′, Xε,1|K > ª ´ j l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ ª £��k£ ª �¢¡e¤ ² ¬ ª ® ª ´ ª ½X¤¥¡ l¢j £X¬ �E© ® jAl±ª j ½ ¤Ô¡��yÌ �¢´ ( µ® ²©�¡ j ´±� l ¡ Λ ª ´D�¢ÕX¡ i �X´±ÕB¹)� l ! jAl ¬B�A¹ νε,1

½ ²

(ξ, z) 7−→ 2<
(
< y′, f(·, ξ)|K > z

)
.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-

E

(∣∣∣< y′, Xε,1|K >
∣∣∣
2
)

= 4

∫

Rd×C

∣∣∣2<
(
< y′, f(·, ξ)|K > z

)∣∣∣
2

1|z|<ε dξ ν(dz)

= 4π σ2(ε)

∫

Rd

∣∣∣< y′, f(·, ξ)|K >
∣∣∣
2

dξ

=
� jAl (< y′, σ(ε)(ChBh)|K >

)
.

· � l ¡e��®A¡ l -
∫

R

|x|3 Λ(dx) = 4m3
3(ε)

∫ 2π

0

|cos θ|3 dθ
∫

Rd

∣∣∣< y′, f(·, ξ)|K >
∣∣∣
3

dξ

= 64
3
m3

3(ε)

∫

Rd

∣∣∣< y′, f(·, ξ)|K >
∣∣∣
3

dξ.

�d£X¡ ³ �A£ ³ ¤¥�X¬X¡e´�½ ²NjAi i ¤ ²�ª £ Ï �"ÕX¡¶¤Ô¡©O© j # � # � � �
2 ��� �
	43 # � # � 9 � ÌË£ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � # � 3 -(�¢Õ ¡ j ´±´"�X© i � ª �E£ maxK h < 1−d/6 ©�¡ j £ ´��"Õ j ��¹)� l¡�®E¡ l ² x ∈ K - Xh(x)

Õ j ´V©��E©O¡£¯�c�A¹ � l ¬X¡ l �¢Õ l ¡e¡!� � �"!�¡®E¡ l -��¢ÕX¡ iXl ¡ ³ ¡¬ ª £ ÏxiXl � i �E´ ª � ª �E£
³ej £ð½Â¡ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬N�¢� j £ ² á � ·�(�· �ÂÌË£B¹ jA³ �À�¢Õ ¡ l ¡ j ¤ ! j�² ´y¡�Î ª ´±�"´ δ ∈ (0, 1)

´"� ³ Õð�¢Õ j �
maxK h < 1−d/2+d/(2 + δ)

�gæKÕ ¡e£
-¯¹)� l ¡�®E¡ l ² x ∈ K - E
(
|Xε,1(x)|2+δ

)
< +∞ � ¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�- j»Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$�j � ª �A£��¨¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � # � 3 ª ´V�E½ � j¨ª £X¡¬��"! ª £ Ï �¢�»æKÕ ¡e� l ¡e© < � 3

ª £ 
 ¸�¡� 
 < �"�
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� ¡£ ³ ¡!- ª £B�¢ÕX¡ ³ej ´"¡ !�Õ ¡ l ¡ ν ª ´y£X�A� j �X£ ª �"¡»©�¡ j ´±� l ¡!- Xh
³ej £�½Â¡ jAiXi l ��Î ª © j �¢¡¬ ª £¤ j ! j ´{´"���E£ j ´ ν ´ j � ª ´ �k¡e´ j ´"´±�X© i � ª �A£X´d�A¹ iXl � i �E´ ª � ª �A£ # � # � � �¶ÌË£G�"Õ ª ´ ³�j ´±¡�- jA³³ � l ¬ ª £ Ï�"� i l � i �E´ ª � ª �E£X´ # � # � � j £X¬ # � ¦ � ¦)- j £ jAiXiXl ��Î ª © j � ª �E£ ª ´ ÏEª ®E¡e£B½ ²

Yε,N(x) = σ(ε)C(h(x))Bh(x) + 2

N∑

n=1

<
(
f

(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zε,n

)
,

!�ÕX¡ l ¡ Bh

-
Tn

-
Un

j £X¬ Zε,n
j¨l ¡ ª £X¬X¡ i ¡e£ ¬X¡e£¯��� Tn

j £X¬ Un
jAl ¡¬ ¡��k£X¡¬ ª £ ´"¡ ³ � ª �E£ # � ¦)�

� ¡{Õ j ®E¡{�¢Õ j � (Zε,n)n
jAl ¡ ª � ª � ¬ � l¢j £ ¬X�E©�® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´ ! ª �"Õ ³ �E©�©O�E£�¤ j ! νε,2(dz)/νε,2(C)

�
Ì � ª ´K´"� iXi �E´±¡e¬��"Õ j � νε,2(C) 6= 0

-2!�Õ ª¥³ Õ ª ´D�¢ÕX¡ ³�j ´"¡{¹)� l ε ´±��� ³eª ¡£¯�¢¤ ² ´"© j ¤Ô¤8�æKÕX¡£[�"ÕX¡ jAiXiXl ��Î ª © j � ª �E£ ´ ÏEª ®A¡e£ ª £3´±¡ ³ � ª �E£ # � ¦ j £X¬[´"¡ ³ � ª �E£ # � # j¨l ¡:�X´±¡e¬ ª £J�¢ÕX¡£X¡�Î�� ikj¨l ���¢� Ï ¡e£ ¡ l¢j �¢¡�´ j © i ¤Ô¡ ikj �¢ÕX´À�A¹ Xh

�ÈÊ ªÔl ´±��- ¡�Î j © i ¤Ô¡´y�A¹gá � ·�(�· ´ ! ª �¢Õ��k£ ª �¢¡
³ �E£¯� l �A¤ ©O¡ j ´"� l ¡ jAl ¡ ÏEª ®E¡£B´ ª £ ³ ¡ ª � ª ´D�"ÕX¡¶´ ª © i ¤¥¡e´ � ³�j ´±¡x�¨¹�´ ª ©I�X¤ j � ª �E£
�

� ��� � �e� �:�e�{�&���»�

� � � ��� . #�!�r � �H�dqyo���r � r+#�! �(Xr
��� iXi �A´"¡¶ÕX¡ l ¡{�¢Õ j � 0 < ν(C) < +∞ � ( ¡�À�X´ l ¡ ³�j ¤Ô¤��"Õ j �

Yh,N(x) = 2
N∑

n=1

<
(
f

(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zn

)
,

! ª �¢Õ
f(x, ξ) =

¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖h(x)+d/2
.

æKÕX¡£
-
Yh,N

³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e´ j ¤Ô©��E´±�g´"� l ¡e¤ ² �"� Yh

!�Õ ªÔ³ Õ ª ´_¡ Ø � j ¤ ª £O¤ j ! �¢� Xh

�gæKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡À�¢ÕX¡´ j © i ¤Ô¡ ikj �¢ÕX´��A¹ Yh
jAl ¡�´ ª ©I� ¤ j �"¡e¬ j £X¬ jAl ¡ jAiXiXl ��Î ª © j �"¡e¬N½ ² Yh,N

�
( ¡���X´ iXl ¡´"¡£��»´"�E©�¡v¡�Î j © i ¤Ô¡´%����� iXi �E´±¡��"Õ j � ν ª ´d�¢ÕX¡��X£ ª ¹)� l © ¤ j ! �A£M�"ÕX¡O� £ ª �

³ªÔl"³ ¤Ô¡d�¨¹
C
�cæKÕX¡e£

ν(C) = 1
�

Ê ª¥l ´±� j ´±´"�X©�¡��"Õ j � h ª ´ ³ �A£X´±� j £¯�g�¢� H - !�Õ ª¥³ Õ©O¡ j £X´��¢Õ j � Xh
ª ´ j á � Ê (�· � ¼ ³e³ � l ¬�É

ª £ Ï �"� 
 �KÇÈÌp«E¦�"-Â�¢ÕX¡´ j © i ¤Ô¡ ikj �"ÕX´d�A¹ XH = Xh
jAl ¡x¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² � 5 ¤Ô¬ ¡ l"ªÔj £
�{Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-�"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡e£¯�:¬ ��¡´�£X�A��® jAl±²5j ¤¥�E£ Ï �¢ÕX¡B� l"j °±¡ ³ �¢� l ² j £X¬ ª ´ j ¤¥©O�E´ �´±� l ¡¤ ² ¡ Ø � j ¤ �¢� H �cÊ ª¥Ï � l ¡ # � � ²�ª ¡¤Ô¬X´ ª ¤Ô¤¥�X´±� l¢j � ª �E£X´V�A¹��¢ÕX¡´"¡¶¹ jA³ �"´%�( ¡�s£X�"!

h : R
d −→ ]0, 1[

½Â¡ j ¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² β É �65 ¤¥¬X¡ l ¹)�X£ ³ � ª �E£
��æKÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l¡�Î i �E£X¡£¯���A¹ j á � Ê (�· ª ´ ³ �E£X´ � j £¯��½X� �B¹)� lBj5Ï ¡£X¡ l"j ¤�á � ·�(�· ª � ª ´�£ �A��� · � l ¡
iXl ¡ ³ª ´"¡¤ ² - ª ¹ h(x) < β

-g�¢Õ ¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£ ¡e£¯� j � i � ª £¯� x �A¹ Xh
ª ´ j ¤¥©O�E´ �´±� l ¡¤ ² ¡ Ø � j ¤g�¢� h(x) �vÌË£ � Ï � l ¡ # � ¦)-&¡�Î j © i ¤¥¡e´{�A¹Èá � ·�(�· ´ ª £G¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ d = 1 jAl ¡ÏEª ®E¡£
�dÊk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- � Ï � l ¡ # � # iXl ¡´"¡£�� j £�¡�Î j © i ¤Ô¡��A¹Vá � ·�(�· ª £ð¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ d = 2´±� ³ Õð�¢Õ j ���¢ÕX¡¶¹)�X£ ³ � ª �A£ h : R2 −→ ]0, 1[ ª ´ i ¡ l"ª ��¬ ª¥³dª £ ª �"´ � l ´±�À® jAl"ªÔj ½X¤¥¡ x1
j £X¬B¡ Ø � j ¤�"� j ³ �E£ ´±� j £�� ª £ ª �"´d´"¡ ³ �E£ ¬G® jAl±ª j ½ ¤Ô¡ x2

� �d£X¡ ³ej £ �E½X´±¡ l ®E¡�¢Õ j �d�¢ÕX¡ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² ® jAl"ª ¡e´
j ¤¥�E£ Ï �"ÕX¡� l¢j °±¡ ³ �"� l±² j ´ h ¬X��¡e´���æKÕ ¡ ÏAl ¡ j �¢¡ l h(x) ª ´%- �"ÕX¡v´"©����A�"ÕX¡ l �"ÕX¡� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´jAl ¡�E£ j £X¡ ª¥Ï Õ�½f�E� l ÕX����¬ �¨¹ x � � ÕX¡£ ν ª ´ j �X£ ª �"¡©O¡ j ´"� l ¡�-&´ ª ©I�X¤ j � ª �E£X´s¡�Î�Õ ª ½ ª �{�¢ÕX¡´ j ©O¡{´±©O���A�"ÕX£X¡e´±´ iXl � i ¡ l � ª ¡e´ j ´K�¢Õ ¡¶�"ÕX¡e� l ¡� ªÔ³ej ¤ ©���¬X¡¤"�
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� � � ��� . #�!�r � �Oopq��dqyo � r � r+#�! �( r
��� iXi �A´"¡��"Õ j � ν ª ´ j ©O¡ j ´"� l ¡ !�Õ ªÔ³ ÕJ´ j � ª ´ �k¡e´x�¢ÕX¡ j ´"´"� © i � ª �E£ ´»�A¹ i l � i �E´ ª � ª �E£ # � # � � �
� ¡e£ ³ ¡ Xh

ª ´s´ i ¤ ª � ª £��"���4!�� ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡e£¯�¶á � ·�(�· ´ Xε,1
j £X¬ Xε,2

- ¬X¡$�k£X¡¬M½ ² � # � � § �
j £ ¬ � # � � < �$�_æKÕ ¡e£�¹)� l ε ´"� � ³ª ¡£��"¤ ² ´±© j ¤Ô¤"- 0 < νε,2(C) < +∞ �
( ¡�

(Zε,n)n

½Â¡ j ´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡ ª � ª � ¬
� l¢j £X¬ �E©�® jAl±ª j ½X¤¥¡e´ ! ª �¢Õ ³ �E©O©��E£:¤ j ! νε,2(dz)/νε,2(C)j £ ¬ Bh
j ´ � j £X¬ jAl ¬ · �X¤¥� ª ¹ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤�� l �"!�£ ª j £ · �A� ª �E£ � ( ¡�s�X´ l ¡ ³�j ¤¥¤]�¢Õ j � (Un)n

ª ´ j´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡��¨¹ ª � ª � ¬ �X£ ª ¹)� l © l¢j £X¬X�E© ® j¨l"ª j ½X¤Ô¡´{�E£ Sd−1 j £X¬ Tn
ª ´d�¢Õ ¡ n �¢Õ jAl"l±ª ® j ¤�� ª ©�¡�A¹ j ¸�� ª ´"´"�A£ iXl � ³ ¡´"´ ! ª �¢Õ ª £��"¡e£X´ ª � ² � � ¼ ´"´"� ©O¡s�"Õ j � Bh

-
(Zε,n)n

-
(Un)n

j £X¬ (Tn)n
jAl ¡

ª £X¬X¡ i ¡e£ ¬X¡e£¯��� ¼ ´ jv³ �A£X´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡�-

Yε,N(x) = σ(ε)Ch(x)Bh(x) + 2

N∑

n=1

<
(
f

(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)
Zε,n

)
,

jAi iXl ��Î ª © j �¢¡´ j �k¡e¤¥¬ Yh

!�Õ ªÔ³ Õ ª ´K¡ Ø � j ¤ ª £:¤ j !7�¢� Xh

�
ÌË£�� l ¬X¡ l �¢�À´ ª ©»�X¤ j �"¡ Bh

- !È¡V�X´±¡ × � ÉpÊ3��ÇÈ��¡� l °±�E¤¥¤ ² � ´ iXl � ÏAl¢j ©�´�!�Õ ªÔ³ Õ jAl ¡ j ® jAª ¤ j ½X¤¥¡��E£
Õ��±� i º ����! ! !DÉ ¤Ô© ³ � ª © jAÏ � ¹ l �E� · � �¨´±�A¹h�4! j¨l ¡�� Õ¯�¢©�¤"�

· � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡¤ ² -]�"ÕX¡�Ê l"jA³ � ª �E£ j ¤ � l �"!�£ ª j £ · �¨� ª �A£ � ³�j ´±¡ h ³ �E£ ´±� j £���� ª ´ Ï ¡£X¡ l"j �¢¡¬0½ ²�"ÕX¡¶©O¡��¢ÕX��¬N�A¹ ³ªÔl±³ �X¤ j £¯�K¡e©I½Â¡e¬ ¬ ª £ Ï - ª £¯� l ��¬ � ³ ¡¬ ª £ 
 � Ç 
A§ �8�
( ¡�O�X´�£X�"! ÏEª ®A¡N´"�E©�¡N¡�Î j © i ¤Ô¡´%� ¼ ´"´±�X©O¡N�¢Õ j � νρ(dρ)

ª ´ j � l �X£ ³ej �¢¡¬ α É ´±� j ½X¤Ô¡©�¡ j ´±� l ¡!� · � l ¡ i l ¡ ³ª ´±¡e¤ ² -k´"� i i �E´±¡��"Õ j �

νρ(dρ) = 10<ρ<1
dρ

ρ1+α
,

! ª �¢Õ 0 < α < 2
� ( ¡��

0 < ε < 1
�cæKÕX¡£

νε,2(C) =
2π(ε−α − 1)

α
j £X¬ σ2(ε) =

ε2−α

2− α
.

Ê ª¥Ï � l ¡e´ # � § j £X¬ # � < iXl ¡´"¡£���´±�E©O¡:¡�Î j © i ¤Ô¡e´�¨¹sá � ·�(�· ´ ! ª �¢Õ ³ �E£¯� l �A¤D©O¡ j ´"� l ¡ ν �( ª ,¨¡ ª £ �¢Õ ¡ ³ej ´"¡��A¹ �k£ ª �¢¡v©O¡ j ´"� l ¡e´�-]�¢ÕX¡�¢Õ ¡e� l ¡� ª¥³�j ¤_´±©O���A�"ÕX£X¡e´±´¶�A¹��"ÕX¡� l"j °±¡ ³ �¢� l ² ª ´�E½ ´"¡ l ®E¡¬
� ¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² - �¢ÕX¡¶¤¥� ³ej ¤ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �A¹��¢Õ ¡�´ j © i ¤Ô¡ ikj �¢ÕX´�¹)�E¤Ô¤¥�"!�´È�¢ÕX¡{® jAl±ª j � ª �E£ �¨¹�"ÕX¡¶©I�X¤¥� ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤a¹)� £ ³ � ª �E£ h �
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9 #
� ��� � ���v���*�x�*�:���x� �x�]���&���»� � ��� ���
ÌË£N�¢ÕX¡ ³ej ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ d ≥ 2

-X�"ÕX¡ iXl ���A¹��A¹��"ÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � ¦)� 3 ª ´�½ j ´"¡¬��A£B�"ÕX¡¶´±�¢� ¬ ² �A¹�"ÕX¡ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ �¨¹
Kn(y, b) =

∫ +∞

0

¡ ir1/dyrn−b ¡ −r dr,
� # � � 
 �

!�ÕX¡ l ¡ y ∈ R
j £X¬ b > 0

�VÍ_¤Ô´±¡�- ª ¹ d = 1
-X�¢Õ ¡ i l ���A¹��¨¹��"ÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£ # � ¦)� 3 ª ´K´ ª © i ¤¥¡ l �æKÕX¡¶£X¡�Î��s¤¥¡e©�© j»ÏAª ®E¡´K�¢ÕX¡ j ´ ² © i �"�A� ª¥³ �A¹ Kn

�
çcî
	 	1è � / þ /,�1/  �BA

d ≥ 2
L
y ∈ R

�
��
b > 0

��� = ���

lim
n→+∞

Kn(y, b)

nn−b+1/2
¡ −n

¡
in1/dy

=





√
2π
¡ −y2/8

D O
d = 2

L
√

2π
D O
d ≥ 3.

� 	 � � O � ( ¡�
K̃n(y, b) =

Kn(y, b)

nn−b+1/2
¡ −n

¡
in1/dy

.

� ²:jAiXi ¤ ²�ª £ Ï �¢Õ ¡ ³ Õ j £ Ï ¡¶�A¹�® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡´ s = r−n√
n

-

K̃n(y, b) =
¡ −in1/dy

∫ +∞

−√n

¡ in1/d(1+s/
√

n)
1/d

y

(
1 +

s√
n

)n−b ¡ −s
√

n ds.

¼ æ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£�¤¥¡ j ¬ ´��"�

lim
n→+∞

(
1 +

s√
n

)n−b ¡ −s
√

n =
¡ −s2/2.

· � l ¡e��®A¡ l -a�X´ ª £ Ï�j æ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £ ´ ª �A£
-

lim
n→+∞

¡ −in1/dy ¡ in1/d(1+s/
√

n)
1/d

y =





¡
isy/2 ª ¹ d = 2

-

1 ª ¹ d ≥ 3
�

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -

lim
n→+∞

¡ −in1/dy ¡ in1/d(1+s/
√

n)
1/d

y

(
1 +

s√
n

)n−b ¡ −s
√

n =





¡ isy/2 ¡ −s2/2 ª ¹ d = 2
-

¡ −s2/2 ª ¹ d ≥ 3
�

� ¡¶¬X�v£X�A��¬ ª¥l ¡ ³ �¢¤ ²:jAiXi ¤ ²Nj ¬X�E© ª £ j �¢¡¬ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ jAl"Ï �X©O¡£¯��� ( ¡�À�X´ � l ´±� ! l"ª �¢¡

K̃n(y, b) = K̃n,1(y, b) + K̃n,2(y, b),

!�ÕX¡ l ¡
K̃n,1(y, b) =

∫ +∞

√
n

gn(y, b, s) ds
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j £ ¬
K̃n,2(y, b) =

∫ √
n

−√n

gn(y, b, s)ds

! ª �¢Õ gn(y, b, s) =
¡ −in1/dy ¡ in1/d(1+s/

√
n)

1/d
y

(
1 +

s√
n

)n−b ¡ −s
√

n.

ñfì(ô�ï��[ê1�
K̃n,1(y, b)á�¡e© jAl ,��¢Õ j �

∣∣∣K̃n,1(y, b)
∣∣∣ ≤

∫ +∞

√
n

(
1 +

s√
n

)n−b ¡ −s
√

n ds

≤
∫ +∞

√
n

(
1 +

s√
n

)n ¡ −s
√

n ds,

´ ª £ ³ ¡ b > 0 j £X¬ 1 + s/
√
n ≥ 1

�cÊa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�- ª £��"¡ ÏEl"j � ª £ Ï ½ ²:ikjAl �¢´�¤Ô¡ j ¬X´D�"�
∫ +∞

√
n

(
1 +

s√
n

)n ¡ −s
√

n ds ≤
(
2n+1 − 1

) ¡ −n

√
n
.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-
lim

n→+∞
K̃n,1(y, b) = 0.

� # � ¦A« �
ñfì(ô�ï��[ê1�

K̃n,2(y, b)( ¡�À�X´ l ¡ ³�j ¤¥¤��¢Õ j �

lim
n→+∞

gn(y, b, s) =





¡
isy/2

¡ −s2/2 ª ¹ d = 2
-

¡ −s2/2 ª ¹ d ≥ 3
�

( ¡�
n > b

� ( ¡��� ´y£X�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �K¹)� l ¡®A¡ l±² |x| < 1
-
ln (1 + x) ≤ x− x2/6.

æKÕX¡£
-

|gn(y, b, s)|1|s|<√n ≤ ¡ − bs√
n
¡ −n−b

6n
s2

≤ ¡
b
¡ −n−b

6n
s2

´ ª £ ³ ¡ ∣∣∣ bs√
n

∣∣∣ ≤ b.
æKÕ ¡e£�¹)� l n ´±��� ³eª ¡e£¯�¢¤ ² ¤ jAl±Ï ¡�-

|gn(y, b, s)|1|s|<√n ≤
¡ b ¡ − s2

12 ,

¹)� l ¡®E¡ l±² s ∈ R
��æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-��X´ ª £ Ï�j ¬X�E© ª £ j �¢¡e¬ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ jAl"Ï � ©O¡£��%-¯�E£X¡ ³ �E£ ³ ¤¥�X¬X¡´�"Õ j �

lim
n→+∞

K̃n,2(y, b) =





∫

R

¡ isy/2 ¡ −s2/2 ds ª ¹ d = 2
-

∫

R

¡ −s2/2 ds ª ¹ d ≥ 3
�
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¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

lim
n→+∞

K̃n,2(y, b) =





√
2π
¡ −y2/8 ª ¹ d = 2

-
√

2π ª ¹ d ≥ 3.

� # � ¦ � �

æKÕX¡ ³ �A£ ³ ¤¥�X´ ª �E£ ª ´D�¢Õ ¡e£ ÏAª ®E¡£N½ ² � # � ¦¨« � j £X¬ � # � ¦ � �$�
( ¡�À�X´�£X�"! i l ��®E¡¶�¢ÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �A£ # � ¦)� 3 �

� 	 � � O � ( ¡�
x ∈ R

d\{0} ��ÌË£ �¢ÕX¡s¹)�A¤Ô¤Ô�"! ª £ Ï -E�¢Õ ¡d£X�A� j � ª �E£ ª ´��¢Õ ¡d´ j ©�¡ j ´ ª £��"ÕX¡ iXl ���¨¹]�A¹iXl � i �E´ ª � ª �A£ # � ¦)� < � ( ¡��À�X´ � l ´ � l ¡ ³ej ¤Ô¤��"Õ j �

E
(
|RN,P (x)|2

)
= E





(
P∑

n=N+1

ξ̃n(x)

)2


,

!�ÕX¡ l ¡ ξ̃n(x) = 2

∣∣∣∣f
(
x,
(

Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)∣∣∣∣<(Zn)
�

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-K´ ª £ ³ ¡ (<(Zn))n
ª ´ j ´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡ �A¹ ª � ª � ¬[´ ² ©O©�¡� l"ª¥³�l"j £X¬X�E© ® jAl±ª j ½X¤¥¡e´ j £X¬´ ª £ ³ ¡¶�"Õ ª ´K´±¡ Ø �X¡£ ³ ¡ ª ´ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯�s�¨¹ (Un, Tn)n

-

E
(
|RN,P (x)|2

)
=

P∑

n=N+1

E

(
ξ̃n

2
(x)
)
.

· � l ¡e��®A¡ l - RN,P (x) ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡´»�¢� Yh(x) − Yh,N(x) ª £ Ø � j ¬ l"j � ª¥³ ©O¡ j £ j ´ P → +∞ �æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-

E
(
|Yh(x)− Yh,N(x)|2

)
=

+∞∑

n=N+1

E

(
ξ̃n

2
(x)
)

= 4 E(<2(Z1))

+∞∑

n=N+1

E





∣∣∣∣∣f
(
x,

(
Tn

cd ν(C)

)1/d

Un

)∣∣∣∣∣

2


.

æKÕX¡£
-k½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹��¢Õ ¡�´±¡ Ø �X¡£ ³ ¡ (Tn, Un)n≥1

-

E
(
|Yh(x)− Yh,N(x)|2

)
=4(cdν(C))1+2h(x)/d

E
(
<2(Z1)

) +∞∑

n=N+1

In

(
x

(cdν(C))1/d

)
,

� # � ¦E¦ �

!�ÕX¡ l ¡{¹)� l ¡�®E¡ l ² v ∈ R
d
-

In(v) =

∫

Sd−1

∫ +∞

0

∣∣∣ ¡ −ir1/dv·u − 1
∣∣∣
2

rn−2−2h(x)/d ¡ −r dr

(n− 1)!

σd−1(du)

σd−1(Sd−1)
.
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( ¡�
n > 1 + 2h(x)

� ( ¡�À�X´ l ¡© j¨l ,��"Õ j �

In(v) =
2Γ(n− 1− 2h(x)/d)

Γ(n)
− 2

Γ(n)
<(Jn(v))

! ª �¢Õ
Jn(v) =

∫

Sd−1

∫ +∞

0

rn−2−2h(x)/d ¡ ir1/dv·u−r dr
σd−1(du)

σd−1(Sd−1)
.

( ¡�À�X´ j ´±´"�X©�¡ ª £:�¢ÕX¡{¹)�E¤¥¤Ô�"! ª £ Ï �¢Õ j � v 6= 0
�

ñfì�î7� � ûxèkòî
d = 1

Æy´ ª £ Ï �¢ÕX¡ ³ Õ jAl¢j¨³ �¢¡ l"ª ´±� ª¥³ ¹)�X£ ³ � ª �E£��¨¹ j Û j ©O© j É ¬ ª ´ � l"ª ½X� � ª �E£
-�!È¡�E½�� jAª £ �¢Õ j �

Jn(v) =
(
1 + v2

)h(x)/d+(1−n)/2
cos ((n− 1− 2h(x)/d) arctan v)Γ(n− 1− 2h(x)/d).

� ¡e£ ³ ¡�-a´ ª £ ³ ¡ v 6= 0
-

In(v) ∼ 2Γ(n− 1− 2h(x)/d)

Γ(n)
.

� # � ¦ # �
j ´ n→ +∞ �
ñfì�î7� ( ûxèkòeî

d ≥ 2
� ¡ iXl ��®E¡»�"Õ j �s�"ÕX¡»¡ Ø � ª ® j ¤¥¡e£ ³ ¡ � # � ¦ # � l ¡e© jAª £X´�� l �X¡x¹)� l d ≥ 2

�
Ì � ª ´D�¢ÕX¡£�´±��� ³eª ¡£¯�y�"� i l ��®E¡¶�¢Õ j �

lim
n→+∞

Jn(v)

Γ(n− 1− 2h(x)/d)
= 0.

� # � ¦¨§ �
á�¡e© jAl ,��¢Õ j �

Jn(v) =

∫

Sd−1

Kn(v · u, 2 + 2h(x)/d)
σd−1(du)

σd−1(Sd−1)
,

!�ÕX¡ l ¡ Kn
ª ´K¬X¡��X£X¡e¬�½ ² � # � � 
 � �

� ª £ ³ ¡
Γ(n− 1− 2h(x)/d) ∼

√
2πnn−3/2−2h(x)/d ¡ −n,½ ²NjAi i ¤ ²�ª £ Ï �¢ÕX¡¶¤Ô¡©O© j # � < � � -

lim
n→+∞

Kn(v · u, 2 + 2h(x)/d)

Γ(n− 1− 2h(x)/d)

¡ −in1/dv·u = ld(v · u),

!�ÕX¡ l ¡ ld(y) =

{ ¡ −y2/8 ª ¹ d = 2
-

1 ª ¹ d ≥ 3
�

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-
Jn(v)

Γ(n− 1− 2h(x)/d)
= Jn,1(v) + Jn,2(v),

!�ÕX¡ l ¡
Jn,1(v) =

∫

Sd−1

¡ in1/dv·u ld(v · u)
σd−1(du)

σd−1(Sd−1)
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j £ ¬

Jn,2(v) =

∫

Sd−1

(
Kn(v · u, 2 + 2h(x)/d)

Γ(n− 1− 2h(x)/d)

¡ −in1/dv·u − ld(v · u)
) ¡ in1/dv·u σd−1(du)

σd−1(Sd−1)
.

( ¡��� ´ � l ´±� l ¡© j¨l ,O�"Õ j ��½ ² ¬X¡$�k£ ª � ª �E£ -

0 ≤ |Kn(v · u, 2 + 2h(x)/d)|
Γ(n− 1− 2h(x)/d)

≤ 1.

æKÕX¡£
- j ¬X�E© ª £ j �"¡e¬ ³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ j¨l"Ï �X©�¡e£¯��¤¥¡ j ¬X´K�"�

lim
n→+∞

Jn,2(y) = 0.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X½ ²:l �A� j � ª �E£ j ¤ ª £¯® jAl"ªÔj £ ³ ¡d�A¹��¢ÕX¡¶©�¡ j ´±� l ¡ σd−1(du)
-

Jn,1(v) =

∫

Sd−1

¡ in1/d‖v‖e1·u ld(‖v‖e1 · u)
σd−1(du)

σd−1(Sd−1)

! ª �¢Õ e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rd
� ¼ ´ j³ �E£ ´"¡ Ø �X¡£ ³ ¡!-

Jn,1(v) =
Γ(d/2)√

πΓ((d− 1)/2)

∫ 1

−1

¡ in1/d‖v‖s ld(‖v‖s)
(
1− s2

)(d−3)/2
ds.

( ¡��� ´ l ¡ ³�j ¤Ô¤��"Õ j � v 6= 0
�_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-a½ ² �"ÕX¡�á ª ¡e© j £X£�É ( ¡e½Â¡e´ Ï �X¡{¤Ô¡©O© j -

lim
n→+∞

Jn,1(y) = 0.

¼ ´ jl ¡e´"� ¤¥��-
lim

n→+∞

Jn(v)

Γ(n− 1− 2h(x)/d)
= 0,

!�Õ ª¥³ Õ ª © i ¤ ª ¡´ � # � ¦ # � �
ñfì�î7� �3ûxê ���¯öQô�ò�íQê � � ²NjAiXi ¤ ²�ª £ Ï � # � ¦ # � j £X¬N�¢ÕX¡x��� ªÔl ¤ ª £ Ï ¹)� l ©»�X¤ j -

In(v) ∼ 2

n1+2h(x)/d
.

æKÕX¡£
-k½Â¡ ³�j �X´"¡��A¹ � # � ¦A¦ �$- j ´ N → +∞ -

E
(
|Yh(x)− Yh,N(x)|2

)
∼ 4(cdν(C))1+2h(x)/d

E
(
<2(Z1)

) +∞∑

n=N+1

2

n1+2h(x)/d
,

!�Õ ª¥³ Õ ÏAª ®E¡´K�¢ÕX¡ ³ �A£ ³ ¤¥�X´ ª �E£
�



9;9
� ��� � ���v���*�x�*�:���x� �x�]���&���»� � ��� ��
æKÕ ª ´ ikjAl � ª ´K¬X¡®A�A�¢¡¬��"�v�"ÕX¡ iXl ���A¹��A¹��¢ÕX¡ iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � # � � �
� 	 � � O � O ��	 ����� >BDVAED ����� ��� ��� � ( ¡�

Yε(x) =
Xε,1(x)

σ(ε)

�
ûxê � �Âî�ë �aî�� �Eîðê1�Àì ��î � ��í)ì�î�ï�í�	1î���ò�í)ê �&èkö 	1èXë��Âí ��ò
( ¡�

r ∈ N∗ - u = (u1, · · · , ur) ∈
(
Rd
)r j £X¬ v = (v1, · · · , vr) ∈ Rr

�_æKÕX¡e£
r∑

k=1

vkYε(uk) =

∫

Rd

g(ξ, u, v)

σ(ε)
Mε,1(dξ),

!�ÕX¡ l ¡
g(ξ, u, v) =

r∑

k=1

vkf(uk, ξ)

æKÕ��X´À½ ² � � � � � � -

E

(
r∑

k=1

vkYε(uk)

)
= exp (Ψε(u, v))

! ª �¢Õ

Ψε(u, v) =

∫

Rd×C

(
exp

(
2i<(g(ξ, u, v)z)

σ(ε)

)
− 1− 2i<(g(ξ, u, v)z)

σ(ε)

)
dξ νε,1(dz).

æKÕX¡£�½ ²Nl �A� j � ª �E£ j ¤ ª £¯® j¨l"ª j £ ³ ¡{�A¹ ν -

Ψε(u, v) =

∫

Rd×[0,2π]

Iε(2|g(ξ, u, v)| cos (θ)) dξ dθ,

!�ÕX¡ l ¡{¹)� l ¡�®E¡ l ² y ∈ R
-

Iε(y) =

∫ +∞

0

( ¡ i yρ
σ(ε) − 1− i

yρ

σ(ε)

)
10<ρ<ε νρ(dρ).

Æy£ ¬X¡ l �¢Õ ¡ j ´"´"� © i � ª �E£ H1
- ´"¡e¡ 
 ¼ áÀ« � �8-

lim
ε→0+

Iε(y) =
−y2

2
.

· � l ¡e��®A¡ l -a´ ª £ ³ ¡
∀y ∈ R, |Iε(y)| ≤

y2

2
,

j ¬X�E© ª £ j �¢¡¬ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ jAl"Ï �X©O¡£¯� ²�ª ¡e¤¥¬X´

lim
ε→0+

Ψε(u, v) = −2π

∫

Rd

∣∣∣∣∣

r∑

k=1

vk

( ¡ −iuk·ξ − 1
)

‖ξ‖h(uk)+d/2

∣∣∣∣∣

2

dξ

= −1
2

� jAl
(

r∑

k=1

vkCh(uk)Bh(uk)

)
,



9�


!�ÕX¡ l ¡ Bh
ª ´ j ´±� j £X¬ jAl ¬ · �X¤¥� ª ¹ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤�� l �"!�£ ª j £ · �¨� ª �A£ j £X¬ !�ÕX¡ l ¡V¹)� l ¡�®E¡ l±² x ∈ Rd

-

Ch(x) =

(
4π

∫

Rd

∣∣ ¡ −ie1·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2h(x)
dξ

)1/2

,

! ª �¢Õ e1 = (1, 0, · · · , 0) ∈ Rd
�

( ¡�À�X´�£X�"! i l ��®E¡¶�¢ÕX¡{¹)� l ©I�X¤ j � # � � 9 � ª � ¡!�

Ch(x) =

(
4 π(d+3)/2 Γ(h(x) + 1/2)

h(x) Γ(2h(x)) sin (πh(x)) Γ(h(x) + d/2)

)1/2

,

!�Õ ª¥³ Õ ! ª ¤Ô¤ ³ �E£ ³ ¤¥�X¬X¡{�¢Õ ¡ iXl ���¨¹��A¹��¢ÕX¡ ³ �A£�®A¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡I�A¹��¢ÕX¡ �k£ ª �¢¡¶¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£ j ¤�© jAl±ÏEª £X´��ÌË£1¹ j¨³ ��-�!�ÕX¡e£ d = 1
-��"Õ ª ´�¹)� l ©I� ¤ jNª ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² ,�£X�"!�£
-c´"¡¡ ikjAÏ ¡´ # ¦/9(É # ¦
 ª £ 
 ��æ 
¨§ �"���� iXi �A´"¡{�¢Õ j � d ≥ 2
�_æKÕ ¡e£
-k�¢Õ j £-,�´K�¢� i �E¤ jAlD³ ��� l ¬ ª £ j �¢¡´%-

C2
h(x) = σd−2

(
Sd−2

) ∫

R

| ¡ −ir − 1|2

r1+2h(x)
dr

∫ π/2

0

(cos θ)2h(x)(sin θ)d−2 dθ.

� ²:jAiXi ¤ ²�ª £ Ï �¢Õ ¡¶¹)� l ©I�X¤ j � # � � 9 �c¹)� l d = 1
-

C2
h(x) =

π(d+3)/2B(H + 1/2, (d− 1)/2)

h(x)Γ(2h(x)) sin (πh(x))Γ((d− 1)/2)
,

!�ÕX¡ l ¡ B ª ´d�¢Õ ¡ �È¡�� j É`¹)�X£ ³ � ª �A£
�IæKÕX¡£
-��"ÕX¡¹)� l ©I� ¤ j � # � � 9 � ª ´{¬ ¡e¬X� ³ ¡e¬1¹ l �E© �"ÕX¡ l ¡¤ j É� ª �E£X´±Õ ªÔi ½Â¡�4!�¡e¡£ð�¢Õ ¡*��¡� j É ¹)�X£ ³ � ª �E£ j £X¬N�¢ÕX¡xÛ j ©�© j É`¹)�X£ ³ � ª �A£
�
	xí ���fì �&î�ò�ò �y�"! j ´±´"�X©�¡À�"Õ j � H1 j £X¬ H2 jAl ¡�´ j � ª ´ �X¡e¬
� ( ¡�V�X´ iXl ��®A¡À�"Õ j �V�¢ÕX¡K¹ j © ª ¤ ²{
(Yε(x))x∈K, ε > 0

} ª ´�� ªÔÏ Õ¯� ª £ EK

�gæKÕX¡3�k¡e¤¥¬
Yε
ª ´g´ i ¤ ª � ª £¯�¢�s�4!�� �k¡e¤¥¬X´ Yε = Y +

ε +Y −
ε!�ÕX¡ l ¡

Y +
ε (x) =

1

σ(ε)

∫

Rd

¡ −ix·ξ − 1− Pn(−ix · ξ)1‖ξ‖≤1

‖ξ‖h(x)+d/2
Mε,1(dξ)

j £ ¬
Y −

ε (x) =
1

σ(ε)

∫

‖ξ‖≤1

Pn(−ix · ξ)
‖ξ‖h(x)+d/2

Mε,1(dξ)

! ª �¢Õ n ∈ N∗ ´"� ³ Õ��¢Õ j � n > d/2 j £ ¬

Pn(t) =
n∑

k=1

tk

k!
.

¼ ³³ � l ¬ ª £ Ï �¢� ³ Õ j¨i �¢¡ l ¦)-X�"ÕX¡�´ j © i ¤Ô¡ iXj �¢ÕX´À�A¹ Y +
ε
j £X¬ Y −

ε
jAl ¡ ³ �A£�� ª £��X�E� ´%�ÈæKÕ ¡ l ¡�¹)� l ¡�"� iXl ��®E¡¶�¢Õ ¡d� ªÔÏ Õ��"£X¡e´±´��A¹ (Yε)ε

ª £ EK

- ª � ª ´K´±��� ³eª ¡£¯�À�"� iXl ��®E¡{�"ÕX¡{� ªÔÏ Õ��"£X¡e´±´K�A¹ (Y +
ε )εj £ ¬ (Y −

ε )ε

�c� ª £ ³ ¡ Y +
ε

Õ j ´c©��E©�¡e£¯�¢´c�A¹�¡®E¡ l±² � l ¬ ¡ l -¯�"ÕX¡À� ªÔÏ Õ¯�"£X¡e´±´��A¹ (Y +
ε )ε>0

ª ´c´±ÕX�"!�£�"! ª £ Ï �"��¢ÕX¡��y�A¤Ô©�� Ï � l �(® ³l"ª �"¡ l±ª �E£
�




E«

ñfì�î7� � . æ ªÔÏ Õ¯�¢£ ¡e´"´À�A¹ (Y +
ε )ε( ¡�

x0 ∈ K
� �y�A� ªÔ³ ¡d�"Õ j �

E

(∣∣Y +
ε (x0)

∣∣2
)

= E

(∣∣Y +
1 (x0)

∣∣2
)
< +∞.

¼ ´ jl ¡e´"� ¤¥��- (Y +
ε (x0))ε>0

ª ´ j � ª¥Ï Õ¯�K¹ j © ª ¤ ² �A¹ l¢j £X¬X�E© ® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´��· � l ¡e��®E¡ l ½ ²:i l � i �E´ ª � ª �E£B¦)� ¦ ª £ 
 �KÇÈÌp«E¦�"-

∥∥Y +
ε (u)− Y +

ε (v)
∥∥2pK

2pK
=

pK∑

m=1

(2π)m
∑

Lm

m∏

q=1

(2lq)! ‖gn(u, v, ·)‖2lq
2lq
m

2lq
2lq

(ε)

σ2lq(ε)lq!
,

� # � ¦ < �

!�ÕX¡ l ¡ m2lq
2lq

(ε) =
∫
0<ρ<ε

ρ2lq νρ(dρ), gn(u, v, ξ) = g+
n (u, ξ)− g+

n (v, ξ)
! ª �¢Õ

g+
n (y, ξ) =

¡ −iy·ξ − 1− Pn(−iy · ξ)1‖ξ‖≤1

‖ξ‖h(y)+d/2
,

j £ ¬ !�ÕX¡ l ¡ ∑
Lm

´±� j £X¬X´K¹)� l �"ÕX¡{´"� © ��®E¡ l �"ÕX¡{´"¡��À�A¹ ikjAl � ª � ª �E£X´ Lm

�A¹ {1, . . . , 2pK} ª £
m
´"�X½ ´"¡�"´

Kq

´±� ³ Õ��"Õ j �K�"ÕX¡ ³�jAl ¬ ª £ j ¤ ª � ² �A¹ Kq
ª ´ 2lq

! ª �"Õ lq > 1
�

· � l ¡e��®A¡ l -a½ ² ¤¥¡e©�© j ´?¦)� ¦)� � j £X¬ð¦)� ¦ � ¦ ª £ ³ Õ j¨i �¢¡ l ¦ -X�¢ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´ �¢´ C > 0
´±� ³ Õ��"Õ j �

∀(u, v) ∈ K2, ‖gn(u, v, ·)‖2lq
2lq
≤ C‖u− v‖2lq min (mK ,β).

� # � ¦ � �

( ¡��� ´y£X�"! ´±�¢� ¬ ² m
2lq
2lq

(ε)

σ2lq (ε)

¹)� l 1 ≤ lq ≤ pK

�V� ª £ ³ ¡

1

2pK

≤ 1

2lq
≤ 1

2
,

�"ÕX¡ l ¡�¡�Î ª ´±�"´ θ ∈ [0, 1]
´±� ³ Õ��"Õ j �

1

2lq
=
θ

2
+

1− θ

2pK
.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡¶½ ² �¢ÕX¡ � 5 ¤Ô¬X¡ lKª £X¡ Ø � j ¤ ª � ² -
(∫

0<ρ<ε

ρ2lq νρ(dρ)

) 1
2lq

≤
(∫

0<ρ<ε

ρ2 νρ(dρ)

) θ
2
(∫

0<ρ<ε

ρ2pK νρ(dρ)

) 1−θ
2pK

.

ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² ½ ² H2
-

m2lq(ε) ≤ C1−θσ(ε).
� # � ¦ 3 �

æKÕX¡£��"! ª £ Ï �¢� � # � ¦ < � - � # � ¦ � � j £X¬ � # � ¦ 3 � -X�¢ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´±�¢´ C > 0
´±� ³ Õ��"Õ j �

∀ε ≤ ε0, ∀(u, v) ∈ K2,
∥∥Y +

ε (u)− Y +
ε (v)

∥∥2pK

2pK
≤ C‖u− v‖2pK min (mK ,β).

¼ ´
2pK min (mK, β) > d

-
(Y +

ε )ε≤ε0

ª ´ j � ªÔÏ Õ¯�K¹ j © ª ¤ ²Oª £ EK

�




 �

ñfì�î7� ( . æ ªÔÏ Õ¯�¢£ ¡e´"´À�A¹ (Y −
ε )ε( ¡�

x0 ∈ K. E

(
|Y −

ε (x0)|2
) ¬X��¡e´¶£X�A�¶¬X¡ i ¡£X¬M�E£ ε j £X¬ ª ´*�k£ ª �"¡�-�!�Õ ª¥³ Õ ÏAª ®E¡´{�¢ÕX¡� ªÔÏ Õ¯�¢£ ¡e´"´{�¨¹ (Y −

ε (x0))ε>0

�IÊk� l �¢ÕX¡v´ j ,A¡v�A¹ ³ ¤Ô¡ jAl £ ¡e´"´�-]¹)� l α = (α1 · · · , αd) ∈ Nd j £X¬
z = (z1 · · · , zd) ∈ Cd

-k¤Ô¡��

|α| =
d∑

j=1

αj
j £X¬ zα =

d∏

j=1

zj
αj .

Êk� l u ∈ R
d j £X¬ 0 < y < 1

-

Zε,n(u, y) =
1

σ(ε)

∫

‖ξ‖≤1

Pn(−iu · ξ)
‖ξ‖y+d/2

Mε,1(dξ).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡ Y −
ε (u) = Zε,n(u, h(u))

� �d£N�¢ÕX¡¶�A�"ÕX¡ l Õ j £X¬
-
Zε,n(u, y) =

∑

1≤|α|≤n

Cαu
α Y α

ε (y).

!�ÕX¡ l ¡{¹)� l α = (α1 · · · , αd) ∈ Nd
-

Y α
ε (y) =

1

σ(ε)

∫

‖ξ‖≤1

(−iξ)α

‖ξ‖y+d/2
Mε,1(dξ).

æKÕX¡£
|Y −

ε (u)−Y −
ε (v)| ≤ |Zε,n(u, h(u))−Zε,n(v, h(u))|+|Zε,n(v, h(u))−Zε,n(v, h(v))|

≤
∑

1≤|α|≤n

|CαY
α
ε (h(u))||uα−vα|+

∑

1≤|α|≤n

|Cαv
α||Y α

ε (h(u))−Y α
ε (h(v))|.

� ª £ ³ ¡d�"ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´ �¢´ C > 0
´±� ³ Õ��"Õ j �K¹)� l ¡�®E¡ l±² (u, v) ∈ K2

- |uα − vα| ≤ C‖u− v‖ j £X¬
|vα| ≤ C,

�¢ÕX¡£

∣∣Y −
ε (u)− Y −

ε (v)
∣∣ ≤ C


‖u− v‖

∑

1≤|α|≤n

|Y α
ε (h(u))|+

∑

1≤|α|≤n

|Y α
ε (h(u))− Y α

ε (h(v))|




æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡:½ ² ³ �E£¯� ª £�� ª � ² �A¹ h -g�"� �E½ � jAª £1�"ÕX¡ � ª¥Ï Õ¯�¢£X¡´"´I�¨¹ (Y −
ε )ε

- ª � ª ´»´"��� ³eª ¡e£¯��¢�´±ÕX�"! �¢Õ j ��¹)� l ¡ jA³ Õ α ∈ N
d ´±� ³ Õ��"Õ j � 1 ≤ |α| ≤ n

-
� �

(Y α
ε )ε

ª ´x� ª¥Ï Õ¯� ª £0�¢ÕX¡ ´ ikjA³ ¡B�¨¹K�¢ÕX¡ ³ �E£¯� ª £��X�A�X´»¹)�X£ ³ � ª �E£X´I�E£ [mK ,MK]
- !�Õ ¡ l ¡

MK = maxK h
�

¦ ���"ÕX¡d¹ j © ª ¤ ² (sup[mK ,MK ] |Y α
ε (y)|

)
ε

ª ´D� ª¥Ï Õ¯���
¼ ³³ � l ¬ ª £ Ï �"��
 � ª ¤ � 9 �"-Â¦ ª ´ j�³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡»�A¹ � � · � l ¡e��®A¡ l -

E
(
|Y α

ε (mK)|2
)

= E
(
|Y α

1 (mK)|2
)
< +∞

j £ ¬B½ ²Bj æ j�² ¤¥� l ¡�Î ikj £ ´ ª �A£
-

∀ε > 0, ∀(y, y′) ∈ [mK ,MK]2, E

(
|Y α

ε (y)− Y α
ε (y′)|2

)
≤ C|y − y′|2,

!�Õ ª¥³ Õ�½ ² �"ÕX¡��y�E¤¥©O� Ï � l ��® ³el±ª �¢¡ l"ª �E£ ÏEª ®A¡e´ � j £X¬ ³ �E£ ³ ¤Ô� ¬X¡e´K�¢Õ ¡ i l ���A¹ �





� � ��� ����� �

� �
� � � � � � � � ��� � � � � ��� � � � � � ��� � �� � � � � �

ÌË£N�¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �"¡ l -1!�¡ iXl � i �E´±¡¶�"�O¬ ¡��k£X¡ j ¤ j ´±´ �k¡e¤¥¬ !�Õ ªÔ³ ÕðÕ j ´ j ´ i ¡ ³eªÔj ¤]¤Ô� ³�j ¤�´±� l � ³ �"� l ¡
j � x = 0

� · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡¤ ² -��¢ÕX¡y½f¡Õ j ® ª �E� l ´D�A¹]�"Õ ª ´ �k¡e¤¥¬ j � x = 0 j £X¬ j � x 6= 0 jAl ¡À®E¡ l ²¬ ª #�¡ l ¡£��K¹ l �E© ¡ jA³ Õ��¨�¢ÕX¡ l �

� �� � ��]���O�N�N���&���»�

æKÕX¡O¤ j ´±´ i l � i ¡ l � ²0ª ´ j ¤Ô� ³�j ¤ iXl � i ¡ l � ² !�Õ ª¥³ Õ ÏEª ®E¡e´¶�¢Õ ¡�½Â¡eÕ j ® ª �E� l �A¹ j �k¡e¤¥¬ j �x¡ j¨³ Õ
i � ª £¯�%� ¼ ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² £X�¨� ªÔ³ ¡e¬
-X� j £ Ï ¡£¯���k¡¤Ô¬X´�- ª £N�¢ÕX¡�´"¡£X´"¡x�A¹��"ÕX¡x¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² - jAl ¡�´"¡¤¥¹ É´ ª © ª ¤ j¨l ��Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ iXl � i ¡ l � ª ¡e´D�A¹&� j £ Ï ¡£�� �X¡e¤Ô¬ ´ jAl ¡ ÏAª ®E¡£ ª £ 
 Ê j ¤ «¯¦ � ª £ �¢ÕX¡¹ l"j ©O¡�!È� l ,»�¨¹ ³ �A£�� ª £��X�E� ´ �X¡e¤Ô¬ ´ j £X¬ ª £�
 Ê j ¤Ô« # � ª £�¢ÕX¡ ³ej ´"¡À�A¹ iXl � ³ ¡´"´"¡´ ! ª �¢Õs°±�X© i ´%�gÌË£
ikj¨l � ª¥³ �X¤ jAl - ª £��"ÕX¡e´±¡�¹ l"j ©O¡�!È� l ,�´%-�¹)� l�j ¤Ô©��E´±� j ¤Ô¤ i � ª £¯� x - j � j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j � i � ª £�� x ©»�X´±�Õ j ®A¡s´±� j � ª �E£ jAl ²Iª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��_ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-E© j £ ² ¤ j ´"´,�k¡e¤¥¬X´VÕ j ´V½f¡¡e£�´ �¢�X¬ ª ¡e¬ j £X¬v�¢ÕX¡ ªÔl¤¥� ³ej ¤�´±� l � ³ �"� l ¡ ª ¬X¡£�� ª �k¡¬
��æKÕ ¡D©O�A´±��¹ j ©O�E� ´�¤ j ´"´gÛ j � ´"´ ªÔj £ �k¡¤Ô¬ !�Õ ªÔ³ Õ Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$ ¡e¬x�¢ÕX¡Ê � · ª ´ ³ ¡ l � jAª £ ¤ ² �¢Õ ¡sá�¡ j ¤ �yjAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡ · �X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤-� l � !�£ ª j £ · �A� ª �E£
- ª £�´"Õ � l �· � · - ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯�¢¤ ²:ª £ 
 � × á 
 3 � j £X¬ ª £ 
 ¸ ( � 
 � �8� � �"!È¡�®E¡ l -�© j £ ² �A�"ÕX¡ l¡�Î j © i ¤¥¡e´&�A¹k¤ j ´"´�Û j �X´"´ ª j £ �k¡¤Ô¬X´�Õ j ®E¡�½f¡¡e£I´ �¢�X¬ ª ¡e¬
-¨´"¡¡�¹)� l&ª £ ´±� j £ ³ ¡ 
 ¼ ( �{«E«�-�� �DÇÈÌp«E«�-�KÇÈÌ 
/9�-/�DÇÈÌ × 
;9��8� ¼ ¤¥¤��"ÕX¡e´±¡��k¡¤Ô¬X´�´"Õ jAl ¡D© j £ ²xi l � i ¡ l � ª ¡´ ! ª �¢Õ»�"ÕX¡DÊ � · �EÊk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-
j �I¡ jA³ Õ i � ª £¯� x -c�¢ÕX¡ � j £ Ï ¡£¯���k¡e¤¥¬ ª ´ j Ê � · �gæKÕX¡:¤ j ´"´�Û j �X´"´ ª j £ �X¡e¤Ô¬ ´ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬ª £ 
 �DÍc« # �V¬X��£X�¨�»Õ j ®A¡:Ê � · j ´�� j £ Ï ¡£��;�k¡e¤¥¬ � ÕX�"!�¡®E¡ l -_�¢Õ ¡e´"¡:Û j � ´"´ ªÔj £ �X¡e¤Ô¬ ´»Õ j ®E¡´ � j � ª �E£ j¨l±²xª £ ³l ¡e©�¡e£¯�"´ j £X¬�¢ÕX¡£ j �_¡ j¨³ Õ i � ª £¯�%-A�¢ÕX¡D� j £ Ï ¡£¯�,�k¡e¤¥¬ ª ´��¢Õ ¡K´ j ©�¡ÀÛ j �X´"´ ª j £�k¡¤Ô¬
�yÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-ÂáÀ¡ j ¤ �sjAl ©O�E£ ª%$�j ½X¤Ô¡�Ê l¢jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£X´ jAl ¡ ª £ Ï ¡£X¡ l"j ¤�£X�E£�ÉÛ j �X´±´ ª j £B¤ j ´"´ �X¡e¤Ô¬ ´ ! ª �¢Õ�Ê � · j ´K� j £ Ï ¡e£¯� �k¡¤Ô¬
-k´±¡e¡ 
 �KÇÈÌp«E¦�"�cÌË£N�¢ÕX¡¶´ j ©O¡ ! j�² -ÂáÀ¡ j ¤
�yjAl ©��E£ ª'$�j ½X¤¥¡ · �X¤ � ª ¹ l"jA³ � ª �E£ j ¤ ( µ® ² · �A� ª �E£X´ l ¡e© jAª £X´�¤ j ´"´ �k¡e¤¥¬X´ ! ª �¢Õ»Ê � · j ´�� j £ Ï ¡e£¯��k¡¤Ô¬ j �d¡ jA³ Õ i � ª £¯���yÊk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-a�¢ÕX¡x¤ j ´±´��k¡¤Ô¬X´y´±�"�X¬ ª ¡¬ ª £ 
 �KÇÈÌp«¨§ ��Õ j ®A¡´±� j � ª �E£ jAl ²
ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ j £X¬1�"ÕX¡e£0�¢ÕX¡O´ j ©�¡�� j £ Ï ¡£¯� �k¡¤Ô¬ j �»¡ jA³ Õ i � ª £¯��� � � !�¡®A¡ l -g�¢Õ ª ´x� j £ Ï ¡e£¯��k¡¤Ô¬ ª ´ j Ê l¢j¨³ � ª �E£ j ¤ ��� j ½X¤Ô¡ · �¨� ª �A£ j £X¬ j £X¬ ª ´K£X�A�yÛ j �X´±´ ªÔj £
�cÊk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-�¹)� l ©O�A´±��A¹k�"ÕX¡ iXl ¡® ª �A�X´ �k¡¤Ô¬X´�-E�¢ÕX¡V� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ²¶ª ´ ,�£X�"!�£
�gÌË£ Ï ¡£X¡ l"j ¤"-¨�¢ÕX¡´"¡��k¡¤Ô¬X´ jAl ¡¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² �65 ¤¥¬X¡ lD³ �E£¯� ª £�� �E�X´%� · � l ¡e��®A¡ l - 
 �KÇÈÌp« # � ÏEª ®A¡e´K´±��� ³eª ¡£¯� ³ �E£X¬ ª � ª �E£X´È�"�¡® j ¤Ô� j �¢¡�"ÕX¡ �sj �X´"¬X� l #J¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ð�¨¹V�"ÕX¡ ÏEl"jAi ÕX´{�¨¹ j �k¡e¤¥¬
�¶ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
-f�"ÕX¡e´±¡ ³ �E£X¬ ª � ª �E£X´ jAl ¡¤ ª £-,¨¡e¬��"�»�¢ÕX¡d� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï � ¤ jAl±ª � ²Oj £X¬ �"ÕX¡d¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² �cÊk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- ª £ 
 �KÇÈÌp« # �8-�"ÕX¡ �yj �X´±¬X� l #O¬ ª ©O¡£X´ ª �E£x�¨¹X�¢ÕX¡ ÏEl¢j¨i Õ ª ´ ÏEª ®E¡£x¹)� l ´"�E©�¡È�¨¹X�¢ÕX¡ j ½Â��®E¡�É ©O¡£¯� ª �A£X¡e¬ �X¡e¤Ô¬ ´%�


 #




A§

� �"!�¡®A¡ l - ª £ j ¤Ô¤�¡e£ ³ �E�X£¯�¢¡ l ¡e¬1¡�Î j © i ¤Ô¡´%-]�¢ÕX¡�¤Ô� ³�j ¤g½f¡Õ j ® ª �E� l{ª ´{�¢ÕX¡�´ j ©�¡ j ��¡ j¨³ Õ
i � ª £¯�%� ¼ ¤Ô´±� - ª £1�¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �¢¡ l - !�¡ iXl � i �A´"¡O�"�ð¬X¡$�k£X¡ j �k¡e¤¥¬ XH;β

! ª �"Õ j ´ i ¡ ³eª j ¤�½Â¡�ÉÕ j ® ª �A� lVj � x = 0
��æKÕX¡ �k¡e¤¥¬

XH,β
ª ´ j £X�E£�ÉpÛ j � ´"´ ªÔj £v¤ j ´±´,�k¡e¤¥¬ !�Õ ª¥³ Õ�Õ j ´ �k£ ª �¢¡�´"¡ ³ �E£ ¬� l ¬X¡ l ©��E©O¡£¯��� · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´±¡e¤ ² - ª �¢´_� j £ Ï ¡£��3�k¡e¤¥¬ j � x 6= 0 ª ´ j Ê � · ��Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- ª �¢´� j £ Ï ¡£�� �X¡e¤Ô¬ j � x = 0

¬X¡ i ¡£X¬X´¶�E£ �¢Õ ¡I® j ¤Ô�X¡�A¹ β �IÍ_´ i ¡ ³eª j ¤Ô¤ ² - !�ÕX¡£ β > d/α
- ª � ª ´

j Ê l"jA³ � ª �E£ j ¤&��� j ½X¤Ô¡ · �A� ª �E£ - ª £�´±ÕX� l �d¬X¡»á � Ê_� · �aæKÕX¡£
- ª £��¢Õ ª ´ ³�j ´±¡�-a�¢ÕX¡x½f¡Õ j ® ª �E� l�A¹
XH,β

j � x = 0 ª ´À®E¡ l ² ¬ ª #�¡ l ¡£��y¹ l �E© �"ÕX¡I�E£X¡ j � x 6= 0
�sÌË£ð¹ jA³ �%-�¡�®E¡e£ ª ¹ XH,β

Õ j ´�k£ ª �¢¡�´±¡ ³ �A£X¬ � l ¬X¡ l ©O�A©O¡£��"´%- ª �"´_� j £ Ï ¡e£¯�3�X¡e¤Ô¬ j � x = 0
¬X��¡e´�£X�A�%� � ¡£ ³ ¡!-��"ÕX¡y� j £ Ï ¡£���k¡¤Ô¬ ª ´À�A¹g�¢Õ ¡»´ j ©O¡�, ª £X¬ j �s¡ jA³ Õ i � ª £¯� x ¡�Î ³ ¡ i � j � x = 0
�yÇÈ�E£X´ ª ¬X¡ l±ª £ Ï �¢Õ ª ´%- 0 ª ´ j £¡�Î ³ ¡ i � ª �E£ j ¤ i � ª £���¹)� l �¢Õ ¡;�k¡¤Ô¬ XH,β

��ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
- !�ÕX¡£ β ≤ d/α
-k�¢ÕX¡ �k¡e¤¥¬

XH,β
l ¡�É© jAª £ ´_¤ j ´±´ j � x = 0

½X� � ª £�©O�A´±� ³�j ´±¡e´V�¢ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ ª ´ j Û j �X´"´ ª j £ �k¡e¤¥¬
� � � !�¡®A¡ l -
ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤8-��"ÕX¡{� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j � x = 0

¬X��¡´K£X�A��Õ j ®A¡x´ � j � ª �E£ j¨l±²Oª £ ³l ¡e©�¡e£¯�"´ j £X¬:�¢ÕX¡£
ª ´K£X�A� j Ê � · � ¼ ¤¥´"� - ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤8-2!�ÕX¡e£ β ≤ d/α

-�¹)� l �E£X¡ i � ª £¯���¢ÕX¡{� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬�¬ ��¡´£X�¨��Õ j ®E¡�´±� j � ª �A£ jAl±²�ª £ ³l ¡©O¡£��"´%�( ª ,¨¡vá � Ê (�· ´%- XH,β
ª ´d¬X¡$�k£X¡¬ j ´ j ´ �¢� ³ Õ j ´ � ªÔ³ª £¯�¢¡ ÏAl¢j ¤8��æKÕ ¡¬X¡��k£ ª � ª �E£ �A¹ XH,βj £ ¬ �A¹Vá � Ê (�· ´ jAl ¡»®E¡ l±² ´ ª © ª ¤ jAl �ÀæKÕX¡£M¤¥¡�s�X´*� l ´ � l ¡ ³�j ¤¥¤��"Õ j � j á � Ê (�· ZH

! ª �¢Õ
ª £X¬X¡�Î H ª ´�¬X¡��X£X¡e¬ j ´K¹)�E¤Ô¤¥�"!�´eº

ZH(x) = 2

∫

Rd×C

<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
Ñ(dξ, dz),

� § � � �

!�ÕX¡ l ¡ ‖ξ‖ ª ´»�¢Õ ¡�Í_� ³ ¤ ª ¬X¡ j £J£ � l ©��A¹
ξ j £X¬ Ñ(dξ, dz) ª ´I�¢Õ ¡ ³ �E© i ¡£X´ j �¢¡e¬5¸�� ª ´"´±�E£l"j £X¬X�E© ©�¡ j ´"� l ¡ j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �¢ÕB�¢ÕX¡»¸�� ª ´"´±�E£ l¢j £X¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ N(dξ, dz)

!�ÕX�E´±¡ ª £�É�"¡e£X´ ª � ² ©O¡ j ´"� l ¡ ª ´ n(dξ, dz) = dξ ν(dz)
� · � l ¡e��®E¡ l - �"ÕX¡ iXl ¡® ª �A�X´d´±�"� ³ Õ j ´±� ªÔ³Iª £��"¡ ÏEl"j ¤

ª ´K¬X¡��k£ ¡e¬ j ´K´"���E£ j ´ ∫

C

|z|2 ν(dz) < +∞.

� � !�¡®A¡ l - ª £ �¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �¢¡ l - ν(dz) ¬X��¡e´�£X�A�KÕ j ®A¡ j ´"¡ ³ �E£X¬B� l ¬ ¡ l ©��E©O¡£¯� j £X¬:�¢Õ ¡e£ ZH© j�² £X�¨�{½f¡»¬X¡��k£ ¡e¬
� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² - ν(dz) ª ´ j l �¨� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ² ª £¯® jAl"ªÔj £¯�d©�¡ j ´±� l ¡ j ´"´"� ³eªÔj �¢¡¬! ª �¢Õ j ´ ² ©O©�¡� l"ª¥³ α ÉË´ � j ½ ¤Ô¡d©�¡ j ´±� l ¡!� · � l ¡ iXl ¡ ³ª ´"¡¤ ² -k¤Ô¡� P ½f¡{�"ÕX¡¶© jAi
P
(
ρ
¡ iθ) = (θ, ρ) ∈ [0, 2π)× (0,+∞).

æKÕX¡£
-X�¢Õ l �E� Ï ÕX�E� ���¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �¢¡ l -

P (ν(dz)) = dθ
dρ

ρ1+α
,

� § � ¦ �
!�ÕX¡ l ¡ dθ ª ´��"ÕX¡d�X£ ª ¹)� l © ©�¡ j ´±� l ¡d�A£ [0, 2π)

-
dρ ª ´��¢ÕX¡ ( ¡½f¡´ Ï �X¡{©�¡ j ´"� l ¡d�E£ (0,+∞)j £ ¬ 0 < α < 2

�KæKÕX¡£
-
ν(dz)

¬X��¡e´À£X�A�yÕ j ®E¡ j £ ² �k£ ª �"¡x©��E©�¡e£¯����æKÕ��X´%- !È¡ ª £¯� l ��¬X� ³ ¡
j ¹)�X£ ³ � ª �E£ ψ ´"� ³ ÕB�¢Õ j � ∫

C

|z ψ(|z|)|2 ν(dz) < +∞.

� ¡e£ ³ ¡�-k�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ XH,β
ª ´K¬X¡��k£ ¡e¬ð½ ²

XH,β(x) = 2

∫

Rd×C

<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
ψ
(
‖x‖β|z|

)
Ñ(dξ, dz).




 <

ÌË£ ¹ jA³ ��-]�¢ÕX¡¹)�X£ ³ � ª �E£ ψ Õ j ´ j:³ �A© ikj¨³ �¶´"� iXi � l � j £X¬ �¢Õ ¡e£ j ¤Ô¤¥� !�´s�X´{�¢�N� l � £ ³�j �"¡�¢ÕX¡´±� iXi � l �s�A¹_�¢ÕX¡»©O¡ j ´"� l ¡ ν(dz) � · � l ¡e��®E¡ l - �¢Õ ¡»� l �X£ ³�j � ª �A£ð�A¹_�"ÕX¡»´±� iXi � l � ª £��"ÕX¡I¬X¡�¹ Éª £ ª � ª �E£B�A¹ XH,β(x)
¬ ¡ i ¡e£X¬X´{�A£ x ��ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£ - ª ¹ XH,β

!�¡ l ¡ j Û j �X´±´ ªÔj £��k¡¤Ô¬
- ª � ¡�� ª ¹
N(dξ, dz)

!È¡ l ¡ j Û j � ´"´ ªÔj £�©�¡ j ´"� l ¡6! ª �"Õ ª £��"¡e£X´ ª � ² n(dξ, dz)
- ª � !È�E� ¤Ô¬�½Â¡s´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î H − β(1− α/2)

½ ² Õ �E©O� Ï ¡e£X¡ ª � ² �A¹&�¢ÕX¡ ª £¯�"¡ ÏEl"j £X¬ j £X¬N�A¹��¢ÕX¡{©�¡ j £B©�¡ j É´±� l ¡ n(dξ, dz)
�cÊk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- ¹)�E¤Ô¤¥�"! ª £ Ï 
 á��E´ 9�
�"-X�"ÕX¡ ª £¯® jAl"ªÔj £ ³ ¡s�A¹��"ÕX¡¶©O¡ j £B©O¡ j ´"� l ¡

n(dξ, dz)
½ ² j © jAi L ª © i ¤ ª ¡´ j £ ª £¯® j¨l"ª j £ ³ ¡ ª £�¤ j !��A¹c�"ÕX¡¸�� ª ´"´±�E£ l¢j £ ¬X�E© ©O¡ j ´"� l ¡

N(dξ, dz) ª � ¡��
N(dξ, dz)

(d)
= N ◦ L−1(dξ, dz).

ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£
-�¹)� l ¡®A¡ l±² ε > 0
- �"ÕX¡¶©O¡ j £N©O¡ j ´"� l ¡ n(dξ, dz) ª ´ ª £¯® jAl±ª j £¯�K½ ² �"ÕX¡¶© jAi

L(ξ, z) =
(
εξ, εd/αz

)
.

� ¡e£ ³ ¡�-a½ ²NjAiXi ¤ ²�ª £ Ï �"ÕX¡ ³ Õ j £ Ï ¡´y�¨¹�® jAl±ª j ½X¤¥¡ λ = εξ j £X¬ z′ = εd/αz
-

XH,β(εx)
(d)
= 2 εH+d/2−d/α

∫

Rd

<
( ¡ −ix·λ − 1

‖λ‖H+d/2
z′

)
ψ
(
εβ−d/α‖x‖β|z′|

)
Ñ(dλ, dz′).

� § � # �

¼ ¤Ô´"��- �¢ÕX¡½Â¡eÕ j ® ª �A� l �A¹ XH,β
j � x = 0 ª ´d£X�A�¶�¢Õ ¡´ j ©�¡ !�ÕX¡�"ÕX¡ l β = d/α

-
β > d/α� l β < d/α

� ÌË£ ikjAl � ªÔ³ �X¤ j¨l - ª ¹ β = d/α
-V�¢ÕX¡��k¡¤Ô¬

XH,β
ª ´v´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl ! ª �¢Õ ª £X¬X¡�Î

H + d/2− d/α
��Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-2!�ÕX¡£ β > d/α

-X�"ÕX¡{� l � £ ³�j � ª �E£N¬X� ¡��"�v�"ÕX¡¶¹)�X£ ³ � ª �E£ ψÕX¡� l"ª ´±� ªÔ³�j ¤Ô¤ ² ¬ ª ´ jAiXi ¡ jAl ´ ª £ � § � # � j ´ ε �"¡e£X¬ ´y�¢� 0
�KæKÕX¡£
-1!�ÕX¡e£

β > d/α
-X�¢ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯��k¡¤Ô¬ j � x = 0 ª ´ j á � Ê_� · ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î H + d/2 − d/α

�3á�¡e© jAl ,0�¢Õ j ��"ÕX¡ ª £X¬X¡�Î¬X��¡e´{£ �A�¶¬X¡ i ¡e£ ¬0�E£ �"ÕX¡I® j ¤Ô�X¡�¨¹ β � � �"!È¡�®E¡ l - !�Õ ¡e£ β < d/α
-
XH,β

l ¡© j¨ª £X´ j ¤ j ´"´�k¡¤Ô¬ j � x = 0
! ª �¢Õ ª £X¬ ¡�Î H − β(1− α/2) j ´ ª � !È�E� ¤Ô¬ ½Â¡�¡�Î i ¡ ³ �¢¡¬ ª £ j Û j � ´"´ ªÔj £¹ l"j ©O¡�!È� l , � · � l ¡�(®A¡ l - ª £N�"Õ ª ´ ³ej ´"¡!-a�"ÕX¡¶� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ ª ´sÛ j �X´±´ ªÔj £�½ � � ª �¢´ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´

jAl ¡{£X�A�À´±� j � ª �E£ jAl ² j ´À´±���A£ j ´ β 6= 0
�

æKÕX¡�£X¡�Î��x´"¡ ³ � ª �E£ ª ´{¬X¡�®E�A�"¡e¬1�"�B�"ÕX¡ ³ �E£X´ � l � ³ � ª �E£M�A¹ XH,β

�væKÕX¡e£ - ª £G´±¡ ³ � ª �E£M§ � # -�"ÕX¡ ¤ j ´"´ i l � i ¡ l � ² ª ´x¡e´ � j ½X¤ ª ´±ÕX¡e¬
� · � l ¡e��®A¡ l - j £ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ ´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²�iXl � i ¡ l � ²
j � ª £��k£ ª � ²0ª ´´±� j �¢¡¬
� ÌË£3´"¡ ³ � ª �E£3§ � § -_�¢ÕX¡ � l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ²1j £X¬J�¢ÕX¡ �sj �X´"¬X� l #¬ ª ©O¡£X´ ª �E£1�¨¹K�¢ÕX¡ ÏAl¢jAi Õ j¨l ¡�´ �¢�X¬ ª ¡e¬ � æKÕ�� ´%-V´"¡ ³ � ª �E£J§ � < ª ´x¬X¡®A�A�¢¡¬3�"�ð�¢Õ ¡:´±�¢� ¬ ² �¨¹�"ÕX¡IÛ j �X´±´ ªÔj £ �X¡e¤Ô¬ WH,β

!�Õ ªÔ³ Õ�Õ j ´��¢ÕX¡�´ j ©O¡ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡ j ´ XH,β

�ÈÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
-X´"�A©O¡
Ï ¡£X¡ l"j ¤ ª'$�j � ª �E£ ´��A¹a�"ÕX¡ �k¡e¤¥¬ XH,β

jAl ¡ ª £¯� l ��¬ � ³ ¡¬ ª £´"¡ ³ � ª �E£§ � � �gÊ ª £ j ¤¥¤ ² -¨´±�E©O¡ l ¡e© jAl ,�´�E£:�"ÕX¡ ³ �E£X´ � l � ³ � ª �E£ jAl ¡ ÏAª ®E¡£
�

� ��� � � ���:���&���»�

( ¡�
N(dξ, dz)

½Â¡ j ¸�� ª ´±´"�E£ l¢j £X¬X�E© ©�¡ j ´"� l ¡��A£
Rd × C

! ª �¢ÕN©O¡ j £N©O¡ j ´"� l ¡

n(dξ, dz) = E(N(dξ, dz)) = dξ ν(dz),

!�ÕX¡ l ¡ ν(dz) ª ´À¬X¡��X£X¡e¬G½ ² � § � ¦�� �ÀæKÕX¡e£ - ¤Ô¡��
Ñ = N − n

½f¡ ª �¢´y¸�� ª ´"´±�E£ ³ �E© i ¡e£ ´ j �"¡e¬
l"j £X¬X�E© ©O¡ j ´"� l ¡ j £X¬ ϕ ∈ L2

(
Rd × C

) ¹)� l �"ÕX¡¶©O¡ j ´"� l ¡ n(dξ, dz)
� ( ¡��y� ´ l ¡ ³�j ¤Ô¤ �¢Õ j �




 �

�"ÕX¡¶© jAi ϕ 7→
∫
ϕdÑ ª ´ j £ ª ´"�A©O¡�� l±² -!�Õ ª¥³ Õ�©�¡ j £X´K�¢Õ j �

E

[∣∣∣∣
∫

Rd×C

ϕ(ξ, z) Ñ(dξ, dz)

∣∣∣∣
2
]

=

∫

Rd×C

|ϕ(ξ, z)|2 n(dξ, dz),
� § � § �

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-��¢Õ ¡ ³ Õ jAl¢j¨³ �¢¡ l"ª ´±� ª¥³ ¹)�X£ ³ � ª �A£B�¨¹ ∫ϕdÑ ª ´ ,�£X�"!�£
�cÌË£ ikjAl � ª¥³ �X¤ jAl -�´"� iXi �E´±¡
�"Õ j � ϕ ª ´ j l ¡ j ¤ É ® j ¤¥�X¡e¬�¹)�X£ ³ � ª �E£ - �¢ÕX¡£ ∫ϕdÑ ª ´ j l ¡ j ¤ É ® j ¤¥�X¡e¬ l¢j £X¬ �E© ® jAl±ª j ½X¤¥¡ j £ ¬¹)� l ¡�®E¡ l±² u ∈ R

-

E

[ ¡ iu ∫ ϕ dÑ
]

= exp

[∫

Rd×C

[exp (iuϕ(ξ, z))− 1− iuϕ(ξ, z)] dξ ν(dz)

]
.

� § � < �
ýBêaì�è ì(í)ê � ( ¡�

ψ : R −→ R
½Â¡ j C∞ É`¹)�X£ ³ � ª �E£N´±� ³ Õ��"Õ j �

ψ(u) =

{
1 ª ¹ |u| ≤ 1

2

0 ª ¹ |u| ≥ 1
� � § � � �

æKÕX¡£
- ª £ iXjAl � ªÔ³ � ¤ jAl - ψ j £ ¬ ª �¢´ ¬X¡ l"ª ® j � ª ®A¡e´ jAl ¡ ! ª �"Õ ³ �E© ikjA³ �G´±� iXi � l � j £X¬��¢ÕX¡£
½Â�E�X£X¬ ¡e¬
�
( ¡�À�X´�£X�"!-¬ ¡��k£X¡¶�¢Õ ¡ �X¡e¤Ô¬

XH,β

!�Õ ªÔ³ Õ ª ´ jl ¡ j ¤ É ® j ¤¥�X¡e¬ ³ ¡e£¯�¢¡ l ¡¬��k¡¤Ô¬
�
.:î0� ��íhì(íQê � ��/'(	/,�1/ ( ¡�

β ∈ R
�_æKÕ ¡e£
-k¹)� l ¡�®E¡ l ² x ∈ R

d -

XH,β(x) = 2

∫

Rd×C

<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
ψ
(
‖x‖β|z|

)
Ñ(dξ, dz)

! ª �¢Õ ³ �E£¯®A¡e£¯� ª �E£ 00 = 1 j £X¬ ª ¹ β < 0 j £ ¬ x = 0
-
ψ
(
‖x‖β|z|

)
= 0
�

2 ��� �
	43 § � ¦)� ¦ � � ÕX¡£
β = 0

-
XH,β

ª ´ j á � Ê (�· ! ª �"Õ ³ �E£¯� l �E¤y©�¡ j ´"� l ¡B�"ÕX¡ i �X´"Õ�É¹)� l ! j¨l ¬N�A¹ ν(dz) ½ ² �"ÕX¡¶© jAi z 7→ zψ(|z|) �� ª £ ³ ¡ �"ÕX¡ © jAi ϕ 7→
∫
ϕdÑ ª ´ j £ ª ´"�E©�¡� l±² ¹ l �E© L2

(
Rd × C

) -_¹)� l �"ÕX¡:©�¡ j ´±� l ¡
n(dξ, dz)

-��E£¯�¢�
L2(Ω)

-
XH,β

ª ´ j �k¡¤Ô¬ ! ª �¢Õ �k£ ª �¢¡s´"¡ ³ �E£X¬N� l ¬X¡ l ©��E©�¡e£¯�¢´ j £X¬:�E£ ¡ ³�j £¡�® j ¤Ô� j �"¡ ª �"´ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡d¹)� £ ³ � ª �E£
�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � /'(	/ � /� �BA

γ
����A = � I�� ���
	GD �
�JI��POGS �JIBAWD ��� � O

XH,β

L�D � ���
γ(x, y) = E(XH,β(x)XH,β(y)),O ��	 ���
��	GF

(x, y) ∈ Rd× ∈ Rd
� � = ���)L�D O

x 6= 0
�
��

y 6= 0
L
γ(x, y)

D > �RQ�S �CT+A �
C2(H)

2

(
‖x‖2H + ‖y‖2H − ‖x− y‖2H

)∫ +∞

0

ρ1−αψ
(
‖x‖βρ

)
ψ
(
‖y‖βρ

)
dρ,

N = ��	 �
C(H) =

(
4 π(d+3)/2 Γ(H + 1/2)

H Γ(2H) sin (πH) Γ(H + d/2)

)1/2

.
� § � 3 �

� A = ��	 N D > �MLPD � ���"D O
x = 0

��	
y = 0

L
γ(x, y) = 0.

� > ���MIBD �CTVTUF L-O ��	 ���
��	GF
x ∈ Rd\{0}

L

E
(
X2

H,β(x)
)

= C2(H)

∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ ‖x‖2H−β(2−α).
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ÇÈ�E£X´±¡ Ø �X¡£��"¤ ² - ª ¹ β > 2H/(2−α)
-
XH,β

ª ´c£X�A� ³ �A£�� ª £��X�E� ´ ª £ Ø � j ¬ l¢j � ªÔ³ ©�¡ j £ j ��«��
� 	 � � O � � ª £ ³ ¡ XH,β(0) = 0

- ª ¹ x = 0
� l y = 0

-
γ(x, y) = 0

��æKÕX¡e£
-k¤¥¡�
x ∈ R

d\{0} - j £X¬
y ∈ Rd\{0} ��� ª £ ³ ¡d�¢Õ ¡�© jAi ϕ 7→ ∫

ϕdÑ ª ´ j £ ª ´"�A©O¡�� l±² -

γ(x, y) = 4

∫

Rd×C

<(f(x, ξ)z)<(f(y, ξ)z)ψ
(
‖x‖β|z|

)
ψ
(
‖y‖β|z|

)
dξ ν(dz),

!�ÕX¡ l ¡
f(u, ξ) =

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
.

æKÕX¡£
-k�X´ ª £ Ï �¢Õ j � 2<(z1)<(z2) = <(z1z2) + <(z1z2),

γ(x, y) = 2<(I1(x, y)) + 2<(I2(x, y)),

!�ÕX¡ l ¡

I1(x, y) =

∫

C

z2ψ
(
‖x‖β|z|

)
ψ
(
‖y‖β|z|

)
ν(dz)

∫

Rd

f(x, ξ)f(y, ξ)dξ

j £ ¬
I2(x, y) =

∫

C

|z|2ψ
(
‖x‖β|z|

)
ψ
(
‖y‖β|z|

)
ν(dz)

∫

Rd

f(x, ξ)f(y, ξ)dξ.

· � l ¡e��®A¡ l -a´ ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ l �A� j � ª �E£ j ¤¥¤ ²vª £¯® jAl±ª j £¯��-
∫

C

z2ψ
(
‖x‖β|z|

)
ψ
(
‖y‖β|z|

)
ν(dz) = 0

j £ ¬N�"ÕX¡e£ I1(x, y) = 0
�

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ ν(dz) j £X¬B�A¹��"ÕX¡{¹)�X£ ³ � ª �A£ f -

I2(x, y) =
C2(H)

2
E(BH(x)BH(y))

∫ +∞

0

ρ1−αψ
(
‖x‖βρ

)
ψ
(
‖y‖βρ

)
dρ,

!�ÕX¡ l ¡ BH
ª ´ j ´ � j £X¬ jAl ¬�Ê � · j £X¬

C(H) =

(
4π

∫

Rd

∣∣ ¡ −ie1·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2H
dξ

)1/2

! ª �¢Õ e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rd
�cæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�- γ(x, y) ª ´K¡ Ø � j ¤ �¢�

C2(H)

2

(
‖x‖2H + ‖y‖2H − ‖x− y‖2H

)∫ +∞

0

ρ1−αψ
(
‖x‖βρ

)
ψ
(
‖y‖βρ

)
dρ.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- jA³e³ � l ¬ ª £ Ï �"� ³ Õ j¨i �¢¡ l # -X´"¡¡ iXl ���¨¹��A¹ iXl � i �A´ ª � ª �E£ # � # � � -

C(H) =

(
4 π(d+3)/2 Γ(H + 1/2)

H Γ(2H) sin (πH) Γ(H + d/2)

)1/2

.




;9

· � l ¡e��®A¡ l - ª £N�"ÕX¡ ³�j ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ x = y
- �¢Õ ¡ ³ Õ j £ Ï ¡¶�A¹�® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡ r = ‖x‖βρ

¤Ô¡ j ¬X´K�¢� º

E
(
X2

H,β(x)
)

= C2(H)

∫ +∞

0

r1−αψ2(r) dr ‖x‖2H−β(2−α),

!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹ �
( ¡�

ε > 0
�_æKÕX¡£
-a½ ²:j ´ ª © i ¤Ô¡ ³ Õ j £ Ï ¡��A¹�® jAl"ªÔj ½X¤Ô¡!-

γ(εx, εy) = ε2H−β(2−α)γ(x, y).
¼ ¤Ô´"��- ª ¹V�¢ÕX¡ ³ ¡£¯�¢¡ l ¡e¬ �X¡e¤Ô¬ XH,β

!�¡ l ¡ Û j �X´±´ ª j £
- ª � !��E�X¤Ô¬M½Â¡�´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl ! ª �¢Õ ª £X¬X¡�Î
H − β(1− α/2)

�
æKÕ l �E� Ï ÕX�A� �»�"Õ ª ´ ³ Õ jAi �"¡ l - 0 < H < 1

-
β ∈ R

j £X¬ XH,β
ª ´��¢ÕX¡ �k¡e¤¥¬ j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬! ª �¢Õ (H, β)

½ ² �¢ÕX¡¶¬X¡$�k£ ª � ª �A£:§ � ¦ � � �

� ��� � � ��� �:�&���&�� � �K���
�
� �� ���¶�����Â�

ÌË£»�"Õ ª ´�´"¡ ³ � ª �E£
-A�"ÕX¡ j ´ ² © i �"�A� ª¥³ ´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²yiXl � i ¡ l � ª ¡e´g�A¹k�"ÕX¡3�X¡e¤Ô¬ XH,β
jAl ¡È´±�"�X¬ ª ¡e¬
�( ª ,¨¡�á � Ê (�· ´�- XH,β

ª ´�¤¥� ³ej ¤Ô¤ ²Jj ´ ² © i �"�A� ª¥³�j ¤¥¤ ² ´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAlIj � ¡ jA³ Õ i � ª £¯� x ∈ Rd
�

� � !�¡®A¡ l -�á � Ê (�· ´dÕ j ®E¡´ � j � ª �E£ j¨l±²Bª £ ³l ¡©O¡£��"´ j £X¬��"ÕX¡e£ �"ÕX¡I´ j ©O¡�� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j �¡ jA³ Õ i � ª £��%�IÌ �¶¬X��¡e´¶£X�A� l ¡e© jAª £�� l �X¡ ª £ �¢ÕX¡ ³�j ´"¡v�A¹ XH,β

!�ÕX�E´±¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ jAl ¡£X�A�´ � j � ª �E£ j¨l±²Iª £ Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤"�_Ê ª¥l ´ ��- ª £v�"ÕX¡ ³�j ´±¡ !�Õ ¡ l ¡ β = d/α
-E�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬

XH,β
ª ´_´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl �æKÕX¡£
-X�¢Õ ¡�£ j �¢� l ¡¶�A¹��"ÕX¡{� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j � x = 0

¬X¡ i ¡£X¬X´À�E£ β !�ÕX¡ l ¡ j ´ ª ��¬X��¡e´�£X�A� j �
x 6= 0

� � ¡e£ ³ ¡�-��"ÕX¡�¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ²Mj � x 6= 0 ª ´ � l ´ �»´ � j �"¡e¬
�:æKÕX¡£
-��"ÕX¡O¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²j � x = 0 ª ´ ÏAª ®E¡£ jA³³ � l ¬ ª £ Ï �¢�ð�"ÕX¡O® j ¤¥�X¡��A¹ β ��ÌË£ ikjAl � ªÔ³ �X¤ jAl - !�Õ ¡e£ β > d/α
-��"ÕX¡

� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ j � x = 0 ª ´ j á � Ê_� · !�ÕX¡ l ¡ j ´ ª � ª ´ j Ê � · j � x 6= 0
��ÌË£��"Õ ª ´ ³�j ´±¡»�¢Õ ¡½Â¡eÕ j ® ª �A� lDj � x = 0 ª ´V®E¡ l ² ¬ ª #�¡ l ¡£��È¹ l �E© �¢Õ ¡d½f¡Õ j ® ª �E� lÈj � x 6= 0
�_ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£ -7!�Õ ¡e£

β < d/α
-��¢Õ ¡O� j £ Ï ¡e£¯�;�k¡e¤¥¬ j � x = 0 ª ´Û j �X´±´ ªÔj £1½X��� ª � ª ´x£X�A� ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ j Ê � · �¼ ¤Ô´"��- ª £M�¢Õ ª ´ ³�j ´±¡�-g�"ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯� �X¡e¤Ô¬ j � x = 0 j £X¬ x 6= 0 jAl ¡O�4!È�MÛ j �X´±´ ª j £ �k¡e¤¥¬X´%�

� � !�¡®A¡ l -2!�ÕX¡ l ¡ j ´�- ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤a� j £ Ï ¡e£¯�3�k¡e¤¥¬X´DÕ j ®E¡s´±� j � ª �A£ jAl±²vª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´�-��"ÕX¡s� j £ Ï ¡e£¯��k¡¤Ô¬ j � x = 0
¹)� l β < d/α

¬X��¡´s£X�¨��- j ´À´"���E£ j ´ β 6= 0
��Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-k�"Õ ª ´�´"¡ ³ � ª �E£ ª ´

³ �E£ ³ ¤¥�X¬X¡¬O½ ² �¢Õ ¡À´ �¢�X¬ ² �¨¹f�"ÕX¡ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ �A¹Â�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬�!�ÕX¡e£��¢ÕX¡ ª £ ³el ¡©O¡£¯�¢´ jAl ¡K� j ,A¡£
j ��¤ jAl"Ï ¡d´ ³ej ¤Ô¡´%�

� ��� ��� . #�!�r
β = d/α

Ê ª¥l ´ ��- j ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² £X�A� ªÔ³ ¡e¬
- ª ¹ XH,β

!�¡ l ¡ jN³ ¡e£¯�"¡ l ¡¬3Û j �X´"´ ª j £ �k¡¤Ô¬
- ª � !��E�X¤¥¬0½Â¡v´"¡¤¥¹ É´ ª © ª ¤ j¨l ! ª �¢ÕN¡�Î i �E£X¡e£¯� H − β(1− α/2)
½Â¡ ³ej �X´"¡��A¹ ª �"´À´ � l � ³ �"� l ¡��A¹ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡!� � �"!DÉ¡�®E¡ l - ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ XH,β

ª ´È£X�A�D´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl ½ � ��¤Ô� ³�j ¤¥¤ ²vj ´ ² © i �¢�A� ªÔ³�j ¤Ô¤ ² ´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl � �y¡®¯É¡ l �¢Õ ¡e¤Ô¡´"´�- ª £��"ÕX¡ ³�j ´±¡ !�Õ ¡ l ¡ β = d/α
-À½ ² ÕX�E©�� Ï ¡£X¡ ª � ² �A¹¶�"ÕX¡G©O¡ j £=©O¡ j ´"� l ¡ �A¹

N(dξ, dz)
-
XH,β

ª ´�´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl ! ª �¢Õ ª £X¬X¡�Î H−β(1− d/α) j ´ ª � !È�E� ¤Ô¬ ½Â¡s¡�Î i ¡ ³ �¢¡¬ ª ¹ª � !�¡ l ¡OÛ j �X´±´ ª j £
�¶æKÕX¡e£
- �"ÕX¡ �k¡¤Ô¬ XH,β

´ j � ª ´ �k¡´ j Ï ¤Ô�A½ j ¤ iXl � i ¡ l � ² �A¹V´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²�E£ ¤ ² ¹)� l β = d/α
�




�


õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � /,�1/ 5 >M>BS ���HA = �CA β = d/α
� � = ���)L XH,β

D > > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � �
H̃ = H + d/2− d/α

L�D � ���

∀ε > 0,

(
XH,β(εu)

εH+d/2−d/α

)

u∈Rd

(d)
= (XH,β(u))u∈Rd.

� 	 � � O � ( ¡�
p ∈ N\{0} - (v1, . . . , vp) ∈ Rp

-
(u1, . . . , up) ∈

(
Rd
)p j £X¬

Kε(ξ, z) = 2<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iεuk·ξ − 1

εH̃‖ξ‖H+d/2
zψ
(
εβ‖uk‖β|z|

))
.

æKÕX¡£
-k´ ª £ ³ ¡ p∑

k=1

vk
XH,β(εuk)

εH̃
=

∫

Rd×C

Kε(ξ, z) Ñ(dξ, dz),

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
XH,β(εuk)

εH̃

)]
= exp (ϕ(ε))

!�ÕX¡ l ¡

ϕ(ε) =

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[
exp

(
iKε

(
ξ, ρ

¡ iθ))− 1− iKε

(
ξ, ρ

¡ iθ)] dρ

ρ1+α
dθ dξ.

� ¡e£ ³ ¡�-Â´ ª £ ³ ¡ H̃ = H + d/2− d/α
-k½ ²BjAiXi ¤ ²�ª £ Ï �¢Õ ¡ ³ Õ j £ Ï ¡e´y�A¹�® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´ λ = εξ j £ ¬

r = εd/αρ
-

ϕ(ε) = ϕ(1),!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹ �
� ¡£ ³ ¡!-&!�ÕX¡£ β = d/α

-
XH,β

ª ´�¤ j ´"´ j � x = 0
! ª �"Õð¡�Î i �E£X¡£¯� H + d/2− d/α j £X¬� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ ª �¢´±¡e¤¥¹ � � �"!�¡®E¡ l - XH,β

l ¡e© jAª £X´V¤ j ´"´ j � x 6= 0
½X� �V�¢ÕX¡À� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ ª ´V£X�A��"ÕX¡¶´ j ©�¡ j ´ x = 0

�

� ��� ��� 4�! � � &��*�:��o�� !�r]n ��� !�o � opn #�( o � � #:�
x 6= 0

�È¡�¹)� l ¡ !�¡�´±�¢� ¬ ² �¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ XH,β

-k¤Ô¡�D�X´ � l ´±�À¬X¡$�k£X¡

YH(x, y) = 2

∫

Rd×C

<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
ψ(y|z|) Ñ(dξ, dz),

� § � 9 �

!�ÕX¡ l ¡ x ∈ Rd j £X¬ y > 0
�cÊk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡�-X¤¥¡� YH(0, 0) = 0

�
æKÕX¡£
-X¹)� l ¡�®E¡ l ² x ∈ Rd

-
XH,β(x) = YH

(
x, ‖x‖β

)
.

� § � 
 �
æKÕX¡I�"ÕX¡e� l ¡e© § � # � # ´ � j �"¡e´d�¢Õ ¡¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ² j � x = 0

�»Ì � ! ª ¤Ô¤�½f¡ iXl ��®E¡e¬M�X´ ª £ Ï � §�� 
 �
j £ ¬B�"ÕX¡x¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² �A¹gá � Ê (�· ´%-a¡´±� j ½X¤ ª ´"ÕX¡¬ ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦�8�DÌË£B¹ jA³ �%-X¹)� l ¡®E¡ l±² y > 0

-
�"ÕX¡ �X¡e¤Ô¬

(YH(x, y))x∈Rd
ª ´ j á � Ê (�· ! ª �¢Õ ª £X¬X¡�Î H ��æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-�¹)�E¤Ô¤¥�"! ª £ Ï 
 �KÇÈÌp«¯¦��8-

(YH(x, y))x∈Rd
ª ´ j ¤ j ´"´ �X¡e¤Ô¬ j £X¬ ª �¢´�� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j � i � ª £¯� x ª ´<,�£ � !�£ � � ¡e£ ³ ¡�-k¤¥¡�K�X´� l ´±�K¡�Î i ¤ jAª £ !�Õ ² (YH(x, y))x∈Rd

ª ´ j á � Ê (�· j £X¬ ÏEª ®E¡s�"ÕX¡{¸�� ª ´±´"�E£ l"j £X¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡
ª � ª ´ j ´±´"� ³eªÔj �¢¡¬ ! ª �¢Õ
�



� «E«

çcî
	 	1è � / � /'(	/  �BA
y > 0

� � = ���)L A = �6Y �BT 
(YH(x, y))x∈Rd

D > � 2 	 7  ; N DVA = D �� � �
H

�?>M> � IBD �CA �  N DVA = � � �?D >M> ��� 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 �
Ny(dξ, dz)

N = � > � ��� �
� ��� �?>BS 	 � D >
ny(dξ, dz) = dξ ν(y, dz), N = ��	 � ν(y, dz) D > A = � ��S > = � O ��	 N �
	  � O

ν(dz)
��F A = � � ���

z 7−→ z ψ(y|z|)
�

� 	 � � O � ( ¡�
y > 0

�_æKÕ��X´�-k¹)� l ¡®A¡ l±² g ∈ L2
(
Rd
) -k¤Ô¡�

My(g) = 2

∫

Rd×C

<(g(ξ)z)ψ(y|z|) Ñ(dξ, dz).

æKÕX¡£
-X¹)� l ¡�®E¡ l ² u ∈ R
-

E
( ¡ iuMy(g)

)
=exp

(∫

Rd×C

[ ¡ 2iu<(g(ξ)z)−1−2iu<(g(ξ)z)
]
dξ ν(y, dz)

)
,

� § � � « �
!�ÕX¡ l ¡ ν(y, dz) ª ´O�"ÕX¡ i � ´"Õ�É`¹)� l ! jAl ¬*�¨¹ ν(dz) ½ ² �¢Õ ¡ð© jAi z 7−→ z ψ(y|z|) � ¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

My(g)
(d)
= 2

∫

Rd×C

<(g(ξ)z) Ñy(dξ, dz),

!�ÕX¡ l ¡ Ñy(dξ, dz) = Ny(dξ, dz)−ny(dξ, dz)
-7! ª �"Õ Ny(dξ, dz)

j ¸�� ª ´"´±�E£ l¢j £X¬X�E© ©�¡ j É´±� l ¡ !�Õ �E´"¡I©�¡ j £�©O¡ j ´"� l ¡ ª ´ ny(dξ, dz) = dξ ν(y, dz)
� · � l ¡e��®E¡ l - ´ ª £ ³ ¡ y 6= 0

-Â�¢ÕX¡£
-
¹)� l ¡�®E¡ l±² p ≥ 2

-
∫

C

|z|p ν(y, dz) =

∫

C

|z ψ(y|z|)|p ν(dz) < +∞.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-¯´ ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ j�l �A� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ²xª £¯® j¨l"ª j £��c©�¡ j ´"� l ¡�-¯�¢ÕX¡À©�¡ j ´±� l ¡ ν(y, dz) ª ´l �A� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ²Iª £¯® jAl±ª j £¯�È�"����� � ¡£ ³ ¡!- �¢ÕX¡ j ´"´"� © i � ª �E£ ´È¬X�E£ ¡ ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦� jAl ¡y¹)�X¤ �k¤¥¤Ô¡¬ j £X¬!�¡ ³�j £ ³ �E£ ´ ª ¬ ¡ l �¢ÕX¡�á � Ê (�· ZH,y

¬X¡$�k£X¡e¬�½ ²

ZH,y(x) = 2

∫

Rd×C

<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
Ñy(dξ, dz).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!- ª £:® ª ¡ ! �A¹ � § � � « � -
{
YH(x, y), x ∈ R

d
} (d)

=
{
ZH,y(x), x ∈ R

d
}
,!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹ �

( ¡�À�X´�£X�"!-´ � j �"¡{�¢ÕX¡¶¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²Nj � i � ª £�� x 6= 0
�

	 ��î�êaë(î	 � / � / � /  �BA
x ∈ Rd

L
x 6= 0

� � = ���)L A = ��Y �BT 
XH,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF> �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H �
�� A �
� � ���1A 7:96; �CA ���?D �1A
x
� ; ��	 � ��	 �MIBD > �BTUF L

lim
ε→0+

(
XH,β(x+ εu)−XH,β(x)

εH

)

u∈Rd

(d)
= C(x,H)(BH(u))u∈Rd,

N = ��	 �"A = �@TUD � DVA:D > D � CD >BA 	GD ��S AED ��� O ��	 �CTVT Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O"A = �:Y �BT ?>ML
BHD > �H>BA �
�� �
	� 7:96; N DVA = D �� � � H �
��

C(x,H) =
C(H)

‖x‖β(1−α/2)

(∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ

)1/2

N = ��	 � C(·)
D >  �KY � �  ��F � § � 3 � �



� « �

� 	 � � O � ( ¡�
Vε(u) =

XH,β(x + εu)−XH,β(x)

εH
.

� ª £ ³ ¡ x 6= 0
-
Vε(u)

³�j £�½Â¡{´ i ¤ ª � ª £��"�

Vε,1(u) =
YH

(
x + εu, ‖x‖β

)
−XH,β(x)

εH

j £ ¬

Vε,2(u) =
XH,β(x+ εu)− YH

(
x+ εu, ‖x‖β

)

εH
.

æKÕX¡£
-X�¢Õ ¡ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ �A¹ Vε,1
ª ´ � l ´±�À´±�"�X¬ ª ¡¬
�

ñfì�î7� � Êk� l ¡�®E¡ l±² u ∈ R
d -

Vε,1(u) =
YH

(
x+ εu, ‖x‖β

)
− YH

(
x, ‖x‖β

)

εH
.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-�´ ª £ ³ ¡ x 6= 0
- jA³³ � l ¬ ª £ Ï �¢�¤¥¡e©�© j § � # � ¦ -��¢Õ ¡ �k¡e¤¥¬ (YH(v, ‖x‖β))v∈Rd

ª ´ já � Ê (�· j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �"Õ j ¸�� ª ´±´"�E£ l¢j £ ¬X�E© ©�¡ j ´±� l ¡ N‖x‖β(dξ, dz)
�_ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
- �¢Õ ¡©�¡ j £ð©O¡ j ´"� l ¡I�A¹ N‖x‖β(dξ, dz) ª ´ n‖x‖β(dξ, dz) = dξ ν(‖x‖β, dz)
- !�ÕX¡ l ¡ ν(‖x‖β, dz)ª ´V�"ÕX¡ i �X´±Õ�É ¹)� l ! jAl ¬:�A¹��¢ÕX¡d©�¡ j ´"� l ¡ ν(dz) ½ ² �¢ÕX¡d© jAi z 7−→ z ψ(‖x‖β|z|) �gæKÕ ¡e£
-X½ ²jAi i ¤ ²�ª £ ÏiXl � i �E´ ª � ª �E£ # � � ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦��8-

lim
ε→0+

(Vε,1(u))u∈Rd

(d)
= C(x,H)(BH(u))u∈Rd ,

� § � �;� �
!�ÕX¡ l ¡ BH

ª ´ j ´ � j £X¬ jAl ¬�Ê � · ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H j £X¬

C(x,H) =

(
4

∫ +∞

0

<2(z) ν
(
‖x‖β, dz

)∫

Rd

∣∣ ¡ −ie1·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2H
dξ

)1/2

! ª �¢Õ e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rd
�cæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-k½ ² ¬X¡$�k£ ª � ª �E£:�¨¹ ν

(
‖x‖β, dz

) -

C(x,H) =

(
4π

‖x‖β(2−α)

∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ

∫

Rd

∣∣ ¡ −ie1·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2H
dξ

)1/2

.

ñfì�î7� ( �À� ! ¤Ô¡����X´ iXl ��®E¡¶�¢Õ j �

lim
ε→0+

(Vε,2(u))u∈Rd

(d)
= 0.

� § � � ¦ �

( ¡�À�X´ � Î
u ∈ Rd

� � ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£
-

Vε,2(u) =
1

εH

∫

Rd×C

g2(x + εu, x, ξ, z) Ñ(dξ, dz),



� «¯¦

!�ÕX¡ l ¡

g2(a, b, ξ, z) = 2<
( ¡ −ia·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)(
ψ
(
‖a‖β|z|

)
− ψ

(
‖b‖β|z|

))
.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡¶½ ² � § � § �$-

E
(
V 2

ε,2(u)
)

=
1

ε2H

∫

Rd×C

|g2(x+ εu, x, ξ, z)|2 dξ ν(dz).
æKÕX¡£
-k½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ ν(dz) - !�Õ ª¥³ Õ ª ´ l �A� j � ª �E£ j ¤¥¤ ²vª £�® jAl±ª j £¯�%-

E
(
V 2

ε,2(u)
)

=
4π Iε(u)

ε2H

∫

Rd

∣∣ ¡ −i(x+εu)·ξ − 1
∣∣2

‖ξ‖d+2H
dξ,

!�ÕX¡ l ¡ Iε(u) =

∫ +∞

0

ρ1−α
(
ψ
(
‖x + εu‖βρ

)
− ψ

(
‖x‖βρ

))2

dρ.
� ¡e£ ³ ¡�-

E
(
V 2

ε,2(u)
)

=
C2(H) ‖x + εu‖2H Iε(u)

ε2H
.

á�¡e© jAl ,��¢Õ j � Iε(0) = 0
�_æKÕX¡£
-a´"� iXi �E´±¡¶�"Õ j � u 6= 0

� ( ¡�
Kε =

{
y ∈ R

d / ‖y − x‖ ≤ ε‖u‖
}

j £ ¬ ε0 > 0
´"� ³ Õ:�"Õ j � 0 /∈ Kε0

� � ¡e£ ³ ¡�-X¹)� l ¡®E¡ l±² ε ≤ ε0

-
Kε ⊂ Kε0

j £X¬ x+ εu ∈ Kε0

�
( ¡�

mKε0
= minv∈Kε0

‖v‖β �c� ª £ ³ ¡ Kε0

ª ´ j¶³ �E© ikjA³ �V´"¡��´"� ³ ÕO�¢Õ j � 0 /∈ Kε0

-
mKε0

> 0
�

æKÕX¡£
- ª £:® ª ¡�!-�A¹��¢Õ ¡�´±� iXi � l �À�A¹ ψ -X¹)� l ¡®A¡ l±² ε ≤ ε0
j £ ¬�¡�®E¡ l ² ρ ≥ m−1

Kε0

-

ψ
(
‖x+ εu‖βρ

)
= ψ

(
‖x‖βρ

)
= 0

j £ ¬B´±� ψ
(
‖x + εu‖βρ

)
− ψ

(
‖x‖βρ

)
= 0.Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-�½ ²0j æ j�² ¤Ô� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£
-��A£X¡ i l ��®E¡´»�¢Õ j �x�"ÕX¡ l ¡O¡�Î ª ´±�"´ D ∈ R+

-�!�Õ ª¥³ Õ¬X��¡e´�£X�¨��¬X¡ i ¡e£X¬��E£ ε -X´"� ³ ÕB�¢Õ j �

∀ε ≤ ε0,
∣∣∣ψ
(
‖x + εu‖βρ

)
− ψ

(
‖x‖βρ

)∣∣∣ ≤ Dρε 1[0,m−1
Kε0

](ρ).

� ª £ ³ ¡ mKε0
> 0 j £X¬N´ ª £ ³ ¡ 0 < α < 2

-
∫ +∞

0

ρ3−α 1[0,m−1
Kε0

](ρ) dρ < +∞.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-
∀ε ≤ ε0, 0 ≤ Iε(u) ≤ D′ε2,!�ÕX¡ l ¡ D′ ¬X��¡e´�£X�A��¬ ¡ i ¡e£X¬��E£ ε � ¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-Â´ ª £ ³ ¡ H < 1

-
∀u ∈ R

d, lim
ε→0+

E
(
V 2

ε,2(u)
)

= 0,

!�Õ ª¥³ Õ ª © i ¤ ª ¡´ � § � � ¦ � �
ûxê ���¯öQô�ò�íQê � � § � �;� � j £ ¬ � § � � ¦ � ÏEª ®E¡e´K�"ÕX¡ ³ �E£ ³ ¤Ô�X´ ª �E£ �



� « #

æKÕX¡£
-
XH,β

ª ´{¤ j ´"´ j �{¡ j¨³ Õ i � ª £¯� x ∈ Rd\{0} ! ª �¢Õ � j £ Ï ¡e£¯��Ê � · �]Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-ª £��"ÕX¡ ³ej ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ β = d/α
-�´ ª £ ³ ¡ XH,β

ª ´�´±¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl - ª � ª ´�¤ j ´"´ j � x = 0
! ª �"ÕO� j £ Ï ¡£���k¡¤Ô¬ ª �"´"¡e¤ ¹ ��æKÕX¡£
-��"ÕX¡À£X¡�Î���´"�X½X´±¡ ³ � ª �A£ ´"ÕX�"!�´V�¢Õ j � XH,β

l ¡© j¨ª £X´_¤ j ´"´ j � x = 0
¹)� lVj £ ²

β 6= d/α
½ � � ! ª �¢Õ:�4!��O¬ ª #f¡ l ¡£¯�y½Â¡eÕ j ® ª �E� l ´ !�ÕX¡��¢ÕX¡ l β > d/α

� l β < d/α
�

� ��� ��� 6
�
��r	& ��o��cq�#Vn & �Vopq �

x = 0
( ¡�¶� ´*� l ´ �x´ �¢�X¬ ² �¢ÕX¡ ³ej ´"¡�!�ÕX¡ l ¡ β > d/α

��ÌË£ �¢Õ ª ´ ³�j ´±¡�-]�¢Õ ¡½f¡Õ j ® ª �E� l �A¹ XH,β
j �

x = 0 ª ´y®A¡ l ² ¹ jAl ¹ l �E© ª �¢´s½Â¡eÕ j ® ª �E� ldj � x 6= 0
� ¼ ³ �¢� j ¤Ô¤ ² -a�¢ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯�*�k¡¤Ô¬ j � x = 0ª ´È£X�A� j Û j � ´"´ ªÔj £ ©���¬ ¡e¤&!�Õ ¡ l ¡ j ´ ª � ª ´ j � x 6= 0
�_æKÕX¡d� j £ Ï ¡£�� �X¡e¤Ô¬ j � x = 0

¬X��¡e´D£X�¨�
Õ j ®A¡x¡�®E¡e£ �k£ ª �¢¡{´"¡ ³ �E£ ¬ð� l ¬X¡ l ©��E©�¡e£¯���
	 ��î�êaë(î	 � / � / � /  �BA

β > d/α
�
��

H̃ = H + d/2− d/α. 5 >M>BS ���@A = �CA H̃ > 0.
� = ���)L

XH,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF � ��A �?AED I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 �CA ���?D �1A
x = 0 N DVA = D �� � � H̃ �
�� A �
� � ���1AY �BT  2 	 7 � ; L�D �XA = � > ���)> � A = �CA

lim
ε→0+

(
XH,β(εu)

εH̃

)

u∈Rd

(d)
=
(
SH̃(u)

)
u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA�D > D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVT?Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O A = �PY �BT ?> �
��
SH̃

D > � 2 	 7 � ; A = �CA = �?>�A = � 	 � ��	 �M> ���1A �CAWD ���

SH̃(u) = D(α)<
(∫

Rd

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖H̃+d/α
Mα(dξ)

)
� § � �"# �

N DVA = Mα

� I���� ��T�� � D > �?A 	 ����D I">BF�� ���BA 	GD I
α
� >BA � ��T�� 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 � N DVA = I����1A 	 �?T ��� �
�>BS 	 ��A = �  � ���M> �CS�� ��� �?>BS 	 � �
��

D(α) =

[
2α+1π

∫ +∞

0

(1− cos (r))
dr

r1+α

]1/α

.

( ¡�N�X´ l ¡e© jAl ,3�¢Õ j � H̃ < H < 1
��æKÕX¡£
-d´ ª £ ³ ¡ H̃ > 0

-s½ ²=j ´±´"�X© i � ª �E£
-��¢ÕX¡á � Ê_� · SH̃
ª ´ !È¡¤Ô¤]¬X¡$�k£X¡¬
�

� 	 � � O � ( ¡�
p ∈ N\{0} - (v1, . . . , vp) ∈ R

p - (u1, . . . , up) ∈
(
R

d
)p j £X¬

Kε(ξ, z) = 2<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iεuk·ξ − 1

εH̃‖ξ‖H+d/2
zψ
(
εβ‖uk‖β|z|

))
.

æKÕX¡£
-k´ ª £ ³ ¡ p∑

k=1

vk
XH,β(εuk)

εH̃
=

∫

Rd×C

Kε(ξ, z) Ñ(dξ, dz),

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
XH,β(εuk)

εH̃

)]
= exp (ϕ(ε))



� «A§

!�ÕX¡ l ¡
ϕ(ε) =

∫

Rd×C

[exp (iKε(ξ, z))− 1− iKε(ξ, z)]dξ ν(dz).

Ê ª¥l ´ ��- ´ ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ jvl �A� j � ª �A£ j ¤Ô¤ ²vª £¯® jAl"ªÔj £¯�K©�¡ j ´±� l ¡!-

ϕ(ε) =

∫

Rd×C

[cos (Kε(ξ, z))− 1]dξ ν(dz).

æKÕX¡£
-k½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ ν(dz) -

ϕ(ε) =

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[
cos
(
Kε

(
ξ, ρ

¡ iθ))− 1
] dρ

ρ1+α
dθ dξ.

� ¡e£ ³ ¡�-Â´ ª £ ³ ¡ H̃ = H + d/2− d/α
-k½ ²BjAiXi ¤ ²�ª £ Ï �¢Õ ¡ ³ Õ j £ Ï ¡e´y�A¹�® jAl±ª j ½ ¤Ô¡e´ λ = εξ j £ ¬

r = εd/αρ
-

ϕ(ε) =

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

ϕ̃ε(λ, r, θ) dr dθ dλ,

!�ÕX¡ l ¡
ϕ̃ε(λ, r, θ) =

1

r1+α

[
cos
(
K̃ε(λ, r, θ)

)
− 1
]
.

! ª �¢Õ

K̃ε(λ, r, θ) = 2r<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖H+d/2

¡ iθψ
(
εβ−d/α‖uk‖βr

))
.

á�¡e© jAl ,��"Õ j �x´ ª £ ³ ¡ β > d/α
-

lim
ε→0+

εβ−d/α = 0.
æKÕ��X´%-_½ ²M³ �E£¯� ª £�� ª � ² �A¹ ψ j £X¬ ´ ª £ ³ ¡

ψ(0) = 1
-

K̃(λ, r, θ) = lim
ε→0+

K̃ε(λ, r, θ) = 2r<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖H+d/2

¡ iθ
)
.

æKÕX¡£
-k¤Ô¡����X´�¬X¡��X£X¡

F (λ) =

p∑

k=1

|vk|
∣∣ ¡ −iuk·λ − 1

∣∣
‖λ‖H+d/2

.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-
|ϕ̃ε(λ, r, θ)| ≤ ϕ̃(λ, r, θ)

! ª �¢Õ
ϕ̃(λ, r, θ) = F 2(λ)r1−α 1F (λ)r≤1 +

2

r1+α
1F (λ)r>1.

ÆÀ´ ª £ Ï �"Õ j � 0 < H̃ < 1
-s�A£X¡G¡ j ´ ª ¤ ² ´"ÕX�"!�´N�¢Õ j � ϕ̃ ∈ L1

(
Rd × (0,+∞)× [0, 2π]

) �
ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -a½ ²Bj ¬X�A© ª £ j �¢¡¬ ³ �E£¯®A¡ l"Ï ¡e£ ³ ¡ jAl±Ï �X©�¡e£¯��- lim

ε→0+

ϕ(ε) ª ´K¡ Ø � j ¤]�¢�

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[cos (K(λ, r, θ))− 1]
dr

r1+α
dθ dλ.



� « <

· � l ¡e��®A¡ l -k¹)� l ¡�®E¡ l±² x ∈ R
-

∫ +∞

0

[cos (xr)− 1]
dr

r1+α
= −C(α)|x|α,

!�ÕX¡ l ¡ C(α) =

∫ +∞

0

(1− cos (r))
dr

r1+α

�_æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-

lim
ε→0+

ϕ(ε) = −C(α)

∫ 2π

0

|2 cos (θ)|α dθ
∫

Rd

∣∣∣∣∣

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖H+d/2

∣∣∣∣∣

α

dλ.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-f´ ª £ ³ ¡ H + d/2 = H̃ + d/α
-

lim
ε→0+

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
XH,β(uk)

εH̃

)]
= E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vkSH̃(uk)

)]
,

!�ÕX¡ l ¡ SH̃
ª ´K¬ ¡��k£X¡¬ð½ ² � § � �"# � - !�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤¥�X¬X¡´��"ÕX¡ iXl ���A¹ �

æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-7!�ÕX¡£ β > d/α j £X¬ !�ÕX¡e£ 0 < H̃ < 1
-
XH,β

ª ´c¤ j ´"´ ! ª �"ÕO©»�X¤¥� ª ¹ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤¹)�X£ ³ � ª �E£
h : Rd −→ (0, 1)

x 7−→
{
H ª ¹ x 6= 0

H̃ ª ¹ x = 0
�

· � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡¤ ² - ¹)� l ¡®E¡ l±² x ∈ Rd
-
XH,β

ª ´{¤ j ´"´ j � i � ª £�� x ! ª �"Õ ª £X¬ ¡�Î h(x) � �d£ �¢ÕX¡�E£ ¡{Õ j £X¬
- ¡®E¡£ ª ¹ XH,β

Õ j ´ �k£ ª �¢¡d´±¡ ³ �E£X¬ð� l ¬X¡ l ©O�E©�¡e£¯�"´%-��"ÕX¡{� j £ Ï ¡e£¯� �k¡¤Ô¬ j � x = 0
-

!�Õ ª¥³ Õ ª ´ j á � Êg� · -]¬X��¡e´�£X�A�%� �d£ �¢ÕX¡��A�"ÕX¡ l Õ j £ ¬
-��"ÕX¡� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j � x 6= 0 ª ´ jÊ � · - !�Õ ªÔ³ Õ ª ´ j Û j �X´±´ ª j £ �k¡e¤¥¬
�ðæKÕ ¡ l ¡�¹)� l ¡O�¢ÕX¡O½f¡Õ j ® ª �E� l ´I�A¹ XH,β
j � x = 0 j £ ¬

x 6= 0 jAl ¡d®A¡ l ² ¹ jAl ¹ l �E©�¡ jA³ Õ��A�¢Õ ¡ l �
( ¡���X´�£X�"! ´ �¢�X¬ ² �"ÕX¡v¤ j ´±´ i l � i ¡ l � ²Mj � x = 0

!�ÕX¡e£
β > d/α

�vÌË£G�¢Õ ª ´ ³ej ´"¡!-��"ÕX¡� j £ Ï ¡£�� �X¡e¤Ô¬ j � x = 0 ª ´�Û j �X´"´ ª j £ � � �"!�¡®E¡ l - ª ¹ β 6= 0
- �"Õ ª ´d� j £ Ï ¡£¯� �X¡e¤Ô¬G¬X��¡e´¶£X�¨�Õ j ®A¡»´±� j � ª �E£ jAl ²:ª £ ³el ¡©O¡£¯�¢´ j £X¬��"ÕX¡e£ ª � ª ´À£X�A� j Ê � · �ÂÊk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- XH,β

ª ´y¤ j ´"´ j �
x = 0

! ª �¢Õ ª £X¬ ¡�Î H−β(1− α/2) j ´ ª � !��E�X¤¥¬�½Â¡s¡�Î i ¡ ³ �¢¡¬ ¹)� l �"ÕX¡ ³ ¡e£¯�"¡ l ¡¬�Û j � ´"´ ªÔj £�k¡¤Ô¬:�¢Õ j ��Õ j ´K�¢Õ ¡�´ j ©�¡ ³ ��® j¨l"ª j £ ³ ¡ j ´ XH,β

�
	 ��î�êaë(î	 � / � / þ /  �BA

β < d/α
� � = ���)L A = � Y �BT 

XH,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF � ��A �?AED I �CTVTUF > �BT O �>BD � DVT �
	 �CA
x = 0 N DVA = D �� � � H − β(1− α/2)

L�D �XA = � > ���)> � A = �CA

lim
ε→0+

(
XH,β(εu)

εH−β(1−α/2)

)

u∈Rd

(d)
= (WH,β(u))u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA�D > D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVT?Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O A = �PY �BT ?> �
��
WH,β

D > � I����1A ��	 �  � �CS >M>BD �
� Y �BT  N = D I = = �?> A = � >��
��� I�� ���
	GD �
�JI�� �?>
XH,β.



� « �

� 	 � � O � ( ¡�
p ∈ N\{0} - (v1, . . . , vp) ∈ Rp

-
(u1, . . . , up) ∈

(
Rd
)p j £X¬

Kε(ξ, z) = 2<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iεuk·ξ − 1

εH−β(1−α/2)‖ξ‖H+d/2
zψ
(
εβ‖uk‖β|z|

))
.

æKÕX¡£
-

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
XH,β(εuk)

εH−β(1−α/2)

)]
= exp (ϕ(ε))

!�ÕX¡ l ¡

ϕ(ε) =

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[
exp

(
iKε

(
ξ, ρ

¡ iθ))− 1− iKε

(
ξ, ρ

¡ iθ)] dρ

ρ1+α
dθ dξ.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-�½ ²OjAiXi ¤ ²�ª £ Ï �¢ÕX¡ ³ Õ j £ Ï ¡e´��A¹�® jAl±ª j ½X¤¥¡e´ λ = εξ j £ ¬ r = εβρ
-
ϕ(ε) ª ´V¡ Ø � j ¤a�"�

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

ε−d+βα
[
exp

(
iε

d−βα
2 K(λ, r, θ)

)
−1−iε d−βα

2 K(λ, r, θ)
] dr

r1+α
dθ dλ,

!�ÕX¡ l ¡

K(λ, r, θ) = 2r<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖H+d/2

¡ iθψ
(
‖uk‖βr

))
.

· � l ¡e��®A¡ l -a´ ª £ ³ ¡ β < d/α
-

lim
ε→0+

ε
d−βα

2 = 0
��ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -

lim
ε→0+

ε−d+βα
[
exp
(
iε

d−βα
2 K(λ, r, θ)

)
−1−iε d−βα

2 K(λ, r, θ)
]
=−1

2
K2(λ, r, θ).

æKÕX¡£
-k�X´ ª £ ÏOj ¬X�E© ª £ j �"¡e¬ ³ �E£¯®E¡ l±Ï ¡e£ ³ ¡ j¨l"Ï �X©�¡e£¯�%-X�E£X¡¶¡ j ´ ª ¤ ² ³ �E£ ³ ¤¥�X¬X¡´��"Õ j �

lim
ε→0+

ϕ(ε) = −1

2

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

|K(λ, r, θ)|2 dλ dθ dr

r1+α
.

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ WH,β

- ª � ª ´K´ � l¢j¨ªÔÏ Õ¯�"¹)� l ! jAl ¬:�¢� iXl ��®E¡¶�¢Õ j �

lim
ε→0+

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
XH,β(εuk)

εH−β(1−α/2)

)]
= E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vkWH,β(uk)

)]
,

!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹ �
� ¡£ ³ ¡!--!�ÕX¡e£ β < d/α XH,β

ª ´�¤ j ´±´ ! ª �"ÕB©»�X¤¥� ª ¹ l¢j¨³ � ª �E£ j ¤k¹)�X£ ³ � ª �E£

h : Rd −→ (0, 1)

x 7−→
{
H ª ¹ x 6= 0
H − β(1− α/2) ª ¹ x = 0

�
ÌË£M�¢Õ ª ´ ³�j ´"¡�-��¢ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯�;�X¡e¤Ô¬ ´ j � x = 0 j £X¬ x 6= 0 jAl ¡��4!È�GÛ j �X´±´ ªÔj £1©���¬ ¡e¤Ô´��:ÌË£ikj¨l � ª¥³ �X¤ jAl -;!�Õ ¡e£ β = 0

-��¢ÕX¡À� j £ Ï ¡e£¯���X¡e¤Ô¬ ª ´c�¢ÕX¡y´ j ©�¡ j � x = 0 j £X¬ j � x 6= 0
�gÌË£O¹ jA³ �%-



� « 3

!�ÕX¡£
β = 0

-
XH,β

ª ´ j á � Ê (�· � ¼ ´¶£X�A� ªÔ³ ¡e¬ ª £ 
 �DÇÈÌp«¯¦�8- j á � Ê (�· Õ j ´¶´±� j � ª �E£ jAl ²
ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ j £X¬ �¢Õ ¡e£ �¢Õ ¡d´ j ©�¡y� j £ Ï ¡£¯� �k¡e¤¥¬ j �K¡ jA³ Õ i � ª £¯����ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
-0!�ÕX¡e£ β 6= 0

-
�"ÕX¡{� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ j � x = 0

¬X��¡e´�£X�¨��Õ j ®E¡�´±� j � ª �A£ jAl±²�ª £ ³l ¡©O¡£��"´%�¼ ´ jI³ �E£ ³ ¤¥�X´ ª �E£
- XH,β
ª ´D¤ j ´"´ j ��¡ jA³ Õ i � ª £¯��� � � !�¡®A¡ l - ª �¢´K½Â¡eÕ j ® ª �A� l�j � x = 0

¬X¡�É
i ¡e£X¬ ´V�A£ β ��æKÕX¡À�"Õ l ¡¡ i �E´±´ ª ½X¤Ô¡D½Â¡eÕ j ® ª �E� l ´ j � x = 0 jAl ¡D®E¡ l ² ¬ ª #f¡ l ¡e£¯���gÊa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�-!�ÕX¡ l ¡ j ´ j � x 6= 0

-X�¢ÕX¡{� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ ª ´ j Ê � · - ª � ª ´K£X�A� j � x = 0
¡�Î ³ ¡ i �À¹)� l β = 0

�

� ��� � � 4�! � � &��*�:��o�� !�r]n ��� !�o � opn #�( o � � &"()�P&»r	( � � #P�[n #P( �cr ! �J#cnpr+!
( ª ,¨¡ ª £1�¢ÕX¡ ³�j ´±¡ �A¹Àá � Ê (�· ´�-g�¢ÕX¡ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ ´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ²�ª ´x£X�"! ´±�¢� ¬ ²Jj �»¤ jAl±Ï ¡´ ³�j ¤¥¡e´%� � ¡e� l±ª ´ � ªÔ³ej ¤Ô¤ ² - ª £�® ª ¡ ! �¨¹ � § � # � -y�"ÕX¡G½f¡Õ j ® ª �E� lNj � ª £��k£ ª � ²�ª ´ ÏEª ®A¡e£=½ ² �¢ÕX¡½Â¡eÕ j ® ª �A� l:j � x = 0

� · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡¤ ² -K�"ÕX¡ l ¡ ª ´ j ´ ² ©�©�¡� l ² ºM�"ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯� �k¡¤Ô¬ j �
ª £��k£ ª � ² !�ÕX¡e£ β > d/α

� l ¡e´ i ¡ ³ � ª ®E¡e¤ ² !�ÕX¡e£ β < d/α
� j £ ¬��¢Õ ¡x� j £ Ï ¡e£¯���k¡e¤¥¬ j � x = 0!�ÕX¡£

β < d/α
� l ¡´ i ¡ ³ � ª ®A¡e¤ ² !�ÕX¡£ β > d/α

� jAl ¡»�4!È���A¹ j , ª £X¬ � ¼ ³ �"� j ¤¥¤ ² -1!�ÕX¡£G�"ÕX¡
ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ jAl ¡»� j ,A¡e£ j �¶¤ jAl"Ï ¡x´ ³ej ¤Ô¡´%-]�¢ÕX¡¤ ª © ª � ª ´ j Û j �X´±´ ªÔj £ ©O��¬X¡¤�!�ÕX¡£ β > d/αj £ ¬ j á � Ê_� · !�ÕX¡e£

β < d/α
� æKÕ ¡e£
-¶½ ² ÕX�E©�� Ï ¡£X¡ ª � ² �A¹»�"ÕX¡0¸�� ª ´"´"�A£ l¢j £X¬X�E©©�¡ j ´±� l ¡ N(dξ, dz)

-]�"ÕX¡ , ª £X¬M�A¹È�"ÕX¡� j £ Ï ¡e£¯�;�X¡e¤Ô¬ ´ j � ª £��k£ ª � ²Gj £ ¬ j � x = 0 jAl ¡v�"ÕX¡´ j ©O¡{½ � ���¢ÕX¡ ³ �A£X¬ ª � ª �E£ ´D�E£ β jAl ¡{¡�Î ³ Õ j £ Ï ¡e¬
�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � / 8 /  �BA

β > d/α
� � = ���)L+A = �JY �BT 

XH,β

D > �?>BF�� ��A �?AED I �CTVTUF�> �BT O � >BD � DVT �
	
N DVA = D �� � � H − β(1− α/2)

L�D �XA = � > ���)> � A = �CA

lim
R→+∞

(
XH,β(Ru)

RH−β(1−α/2)

)

u∈Rd

(d)
= (WH,β(u))u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA�D > D � CD >BA 	GD ��S*AWD ��� O ��	 �CTVT?Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O A = �PY �BT ?> �
��
WH,β

D > � I����1A ��	 �  � �CS >M>BD �
� Y �BT  N = D I = = �?> A = � >��
��� I�� ���
	GD �
�JI�� �?>
XH,β.2 ��� �
	43 §�� # � 3 � æKÕX¡s¤ ª © ª �0�k¡¤Ô¬ WH,β

ª ´V£X�A� j Ê � · º ª �¢´ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´ jAl ¡À£X�A�È´±� j � ª �A£ jAl±² �
� 	 � � O � æKÕX¡ iXl ���A¹ ª ´ j £ j ¤Ô� Ï �E�X´g�¢�¶�¢Õ ¡ iXl ���¨¹��A¹f�¢ÕX¡� l ¡© § � # � §�� ¼ ´V£X�A� ªÔ³ ¡e¬ ª £�¢ÕX¡ iXl ���A¹�A¹��¢Õ ¡e� l ¡e© § � # � § -

E

[
exp

(
i

p∑

k=1

vk
XH,β(Ruk)

RH−β(1−α/2)

)]
= exp (ϕ(R))

!�ÕX¡ l ¡

ϕ(R)=

∫

Rd

∫ 2π

0

∫ +∞

0

R−d+βα
[
exp

(
iR

d−βα
2 K(λ, r, θ)

)
−1−iR d−βα

2 K(λ, r, θ)
] dr

r1+α
dθ dλ,

! ª �¢Õ

K(λ, r, θ) = 2r<
(

p∑

k=1

vk

¡ −iuk·λ − 1

‖λ‖H+d/2

¡ iθψ
(
‖uk‖βr

))
.

æKÕX¡£
-È´ ª £ ³ ¡ β > d/α
-
limR→+∞R

d−βα
2 = 0 j £X¬[�E£X¡ ³ �A£ ³ ¤¥�X¬X¡e´ j ´ ª £J�"ÕX¡ iXl ���A¹y�A¹�"ÕX¡e� l ¡e© §�� # � § �



� «;9

ÌË£ �"ÕX¡1´ j ©O¡ ! j�² -��"ÕX¡ �k¡¤Ô¬ XH,β

´ j � ª ´ �k¡´ j £ j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³MiXl � i ¡ l � ²?j � ª £��k£ ª � ²!�ÕX¡£
β < d/α

� � �"!È¡�®E¡ l - ª £��¢Õ ª ´ ³�j ´"¡s�"ÕX¡d¤ ª © ª �0�k¡¤Ô¬ ª ´ j á � Ê_� · ��æKÕ ª ´ i Õ ¡e£X�E©�¡e£ �E£Õ j ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½Â¡e¡e£ ¡e£ ³ �E�X£¯�¢¡ l ¡e¬ ª £[�"ÕX¡ ³ej ´"¡��A¹¶á � Ê (�· ´ j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �"Õ5�¢Õ ¡�©�¡ j £©�¡ j ´±� l ¡
1|z|≤1 n(dξ, dz)

ª £�
 �KÇÈÌp«¯¦�8� ¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² -7!�Õ ¡e£ β = 0
-
XH,β

ª ´ j á � Ê (�· j ´±´"� ³eª j �¢¡e¬ ! ª �"Õ j�Ø � ª �¢¡�´ ª © ª ¤ j¨l©�¡ j £5©O¡ j ´"� l ¡�� æKÕX¡��E£X¤ ² ¬ ª #f¡ l ¡e£ ³ ¡ ! ª �"Õ 
 �KÇÈÌp«¯¦� ª ´��¢Õ j � !È¡ðÕ j ®E¡�� l �X£ ³ej �¢¡¬��¢ÕX¡©�¡ j ´±� l ¡ n(dξ, dz)
�"! ª £ Ï �"� j ´±©O���A�¢Õ ¹)� £ ³ � ª �E£
�

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � / ÿ /  �BA
β < d/α

�
��
H̃ = H + d/2 − d/α.

5 >M>BS ���HA = �CA H̃ > 0.� = ���)L XH,β

D > �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H̃ L�D � A = � > ���)> � A = �CA

lim
R→+∞

(
XH,β(Ru)

RH̃

)

u∈Rd

(d)
=
(
SH̃(u)

)
u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA D >XD � CD >BA 	BD ��S AWD ��� O ��	 �CTVT Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT � �
	 �CD �)> � O A = � Y �BT ?>
�
��

SH̃

D > � 2 	 7 � ; A = �CA = �?>�A = � 	 � ��	 �M> ���1A �CAWD ���

SH̃(u) = D(α)<
(∫

Rd

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖H̃+d/α
Mα(dξ)

)

N DVA = Mα

� I���� ��T�� � D > �?A 	 ����D I">BF�� ���BA 	GD I
α
� >BA � ��T�� 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 � N DVA = I����1A 	 �?T ��� �
�>BS 	 ��A = �  � ���M> �CS�� ��� �?>BS 	 � �
��

D(α) =

[
2α+1π

∫ +∞

0

(1− cos (r))
dr

r1+α

]1/α

.

� 	 � � O � j £ j ¤Ô� Ï �E�X´È�"�v�"ÕX¡ iXl ���A¹��A¹��¢ÕX¡� l ¡© § � # � < �
¼ ´ j:³ �E£ ³ ¤Ô� ´ ª �A£
-]�¢ÕX¡ �k¡e¤¥¬ XH,β

´ j � ª ´ �X¡e´�¬ ª #f¡ l ¡e£¯� j ´ ² © i �¢�A� ªÔ³ ´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl±ª � ª ¡e´ j �¤¥� ! j £ ¬5¤ jAl"Ï ¡�´ ³�j ¤Ô¡e´��JæKÕX¡e´±¡ i l � i ¡ l � ª ¡´Õ j ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½Â¡e¡£ l ¡e© jAl ,¨¡e¬ ª £J�¢Õ ¡ ³�j ´±¡B�¨¹á � Ê (�· ´ ª £ 
 �KÇÈÌp«¯¦�8�VÊa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�-��"Õ ª ´ i ÕX¡e£ �E©O¡£X�E£NÕ j ´ j ¤ l ¡ j ¬ ² ½f¡¡e£N¡e£ ³ �E�X£¯�"¡ l ¡¬
ª £ 
 � Ó 
�
�"� � �"!È¡�®E¡ l - ª £ 
 � Ó 
�
��8-��"ÕX¡�¤ ª © ª ���k¡e¤¥¬ j �»¤¥� !�´ ³ej ¤Ô¡´ j £ ¬0�¢Õ ¡O¤ ª © ª � �X¡e¤Ô¬ j �¤ jAl"Ï ¡{´ ³�j ¤¥¡e´ jAl ¡{�4!�� Ê � · ´y½ � � ! ª �¢ÕB¬ ª #�¡ l ¡e£¯� ª £X¬ ¡�Î �ÈÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
-��"ÕX¡ �X¡e¤Ô¬ XH,β

Õ j ´�"Õ l ¡¡s¬ ª #�¡ l ¡e£¯�È½f¡Õ j ® ª �E� l ´eº ª �¢´V¤Ô� ³�j ¤a´±� l � ³ �¢� l ¡ j � x = 0
-
x 6= 0 j £X¬ j ��¤ j¨l"Ï ¡À´ ³ej ¤Ô¡´ jAl ¡£X�¨�K�¢ÕX¡¶´ j ©O¡ ª £B©��E´ � ³�j ´±¡e´%�

� ��� � �g� � �����&�¶�������[��� � �:��¶�����Â� ���N� � ���N�&�N�¶��� �:�� ���N�&���x�
�x����~:� � �g�¶�B~B�

ÌË£�´"¡ ³ � ª �E£ð§ � § � � -k�¢ÕX¡�� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �A¹ XH,β
ª ´y´ �¢�X¬ ª ¡e¬
�KÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
- 
 �DÇÈÌp« # �Õ j ´{¤ ª £),A¡e¬��"ÕX¡ �sj �X´"¬X� l #J¬ ª ©O¡£X´ ª �E£��¢� �"ÕX¡¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²�j £X¬ �¢ÕX¡I� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï ��É¤ jAl"ª � ² �{æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-&´±¡ ³ � ª �E£G§ � § � ¦ ª ´d¬ ¡®E�¨�¢¡e¬G�¢� �"ÕX¡´±�"�X¬ ² �¨¹V�"ÕX¡ �sj �X´"¬X� l # ¬ ª ©�¡e£X´ ª �E£�A¹��¢Õ ¡ ÏAl¢jAi Õ ´K�A¹ XH,β

�



� «�


� � � ��� / (-# � r����*�P(Xopr+! 25r�� sn #P(Xo � �
ÌË£ Ï ¡£X¡ l"j ¤"- ª £ � l ¬X¡ l �¢� ´ �¢�X¬ ² �¢Õ ¡ � l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² �A¹ j �X¡e¤Ô¬ (Y (x))x∈Rd,

�E£X¡
¡�® j ¤Ô� j �"¡e´D�"ÕX¡¶©O�E©�¡e£¯�"´K�A¹ ª �¢´ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´

E(|Y (x)− Y (y)|q)
j £ ¬ j¨iXi ¤ ª ¡e´»�"ÕX¡��y�A¤Ô©�� Ï � l �(® ³l"ª �"¡ l±ª �E£
� � �"!�¡®E¡ l - XH,β

© j�² £X�A�vÕ j ®E¡N©��E©�¡e£¯�¢´I�¨¹� l ¬X¡ lyÏEl ¡ j �¢¡ l �"Õ j £ð�4!�� �yÌË£ð¹ jA³ �%-f´ ª £ ³ ¡x�"ÕX¡»¤ j ! �¨¹
XH,β

ª ´ j £ ª £)�k£ ª �"¡e¤ ² ¬ ª ® ª ´ ª ½X¤¥¡{¤ j ! -�E£ ¡{¡ j ´ ª ¤ ²�iXl ��®A¡e´��¢Õ j ��¹)� l ¡�®E¡ l±² q ≥ 2 j £X¬B¡®A¡ l ² x ∈ R
d\{0} -

E(|XH,β(x)|q) < +∞ ⇔ H < 1− d
2

+ d
q
,

�"Õ j £-,�´y�"��æKÕX¡� l ¡© ¦ < � # ª £ 
 � j � 
�
 �"��æKÕX¡£
-�¹)�E¤¥¤Ô�"! ª £ Ï 
 �KÇÈÌp«E¦�"- XH,β
ª ´À´ i ¤ ª � ª £¯�¢�v�4!���k¡¤Ô¬X´

X+
H,β

j £ ¬ X−
H,β

!�ÕX¡ l ¡ X+
H,β

Õ j ´�©��E©O¡£¯�¢´��A¹�¡®E¡ l±² � l ¬X¡ lÀj £X¬ X−
H,β

Õ j ´ j ¤¥©O�E´ �
´±� l ¡¤ ² C1

ÉË´ j © i ¤Ô¡ ikj �"ÕX´��E£
Rd\{0} �

æKÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£§ � § � # j £X¬ ª �¢´ ³ � l �A¤Ô¤ j¨l±²xÏEª ®A¡D�¢ÕX¡�� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �¨¹ XH,β

�E£
Rd\{0}. Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- !�¡ � l ´ �»´ �¢�X¬ ² �"ÕX¡�� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² �¨¹ X+

H,β
j £X¬ X−

H,β

-
´±¡e¡D¤¥¡e©�© j ´&§ � § � � j £ ¬I§ � § � ¦ ��æKÕX¡£
-E�¢ÕX¡ iXl � i �E´ ª � ª �E£�§ � § � # ª ´ j £ ª ©�©�¡e¬ ªÔj �¢¡ ³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�A¹��¢Õ ¡e´"¡¶�4!��O¤¥¡e©�© j ´�� � ¡e£ ³ ¡�-a¤Ô¡����X´ Ø � ªÔ³ ,�¤ ² ¬ ¡��k£X¡ X+

H,β
j £ ¬ X−

H,β

�
( ¡�

n ∈ N
´±� ³ Õ��"Õ j � n ≥ d/2 j £ ¬

Pn(t) =

n∑

k=1

tk

k!
.

( ¡��� ´y¬X¡$�k£X¡
g+

n (x, ξ) =

¡ −ix·ξ − 1− Pn(−ix · ξ)1‖ξ‖≤1

‖ξ‖H+d/2
.

� § � � § �
æKÕX¡£
-X¹)� l ¡�®E¡ l ² q ∈ N

´±� ³ Õ��"Õ j � q ≥ 2
-��¢ÕX¡¶© jAi

(ξ, z) 7−→ g+
n (x, ξ)zψ

(
‖x‖β|z|

)

ª ´ ª £ Lq
(
Rd × C

) ¹)� l �"ÕX¡¶©O¡ j ´"� l ¡ n(dξ, dz) = dξ ν(dz)
�_æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-

X+
H,β(x) = 2

∫

Rd×C

<
(
g+

n (x, ξ)z
)
ψ
(
‖x‖β|z|

)
Ñ(dξ, dz),

ª ´K¬X¡��k£ ¡e¬ j £X¬NÕ j ´�©O�A©O¡£��"´K�A¹�¡®E¡ l±² � l ¬X¡ l �
� ¡e£ ³ ¡�- XH,β = X+

H,β +X−
H,β

!�ÕX¡ l ¡¶�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ (X−
H,β(x)

)
x∈Rd

ª ´K¬X¡��X£X¡e¬�½ ²

X−
H,β(x) = 2

∫

Rd×C

<
(
Pn(−ix · ξ)1‖ξ‖≤1

‖ξ‖H+d/2
z

)
ψ
(
‖x‖β|z|

)
Ñ(dξ, dz).
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Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-g�¢ÕX¡:� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡´ l ¡ Ï �X¤ jAl±ª � ² �A¹ X+
H,β

ª ´;� l ´ �O´ �¢�X¬ ª ¡e¬ -�´±¡e¡N¤Ô¡©O© j § � § � � �æKÕX¡£
-X½ ² ¬ ª #f¡ l ¡£¯� ª j � ª �A£��A¹&�¢Õ ¡ ³ Õ jAl"jA³ �"¡ l"ª ´±� ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£ ÏEª ®E¡e£:½ ² � § � < �$-�¡®E¡ l±² ©��E©�¡e£¯��A¹�� l ¬X¡ l 2p
-
p ∈ N\{0} -

E

[(
X+

H,β(x)−X+
H,β(y)

)2p
]

³ej £?½Â¡ ³ �E© i � �"¡e¬ ! ª �"Õ=�"ÕX¡MÕX¡e¤ i �¨¹I´"�A©O¡ L2q
É £X� l © �A¹x�"ÕX¡G¬X¡�"¡ l © ª £ ª ´ � ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£

(ξ, z) 7−→ g̃n(x, y, ξ, z)
!�ÕX¡ l ¡

g̃n(x, y, ξ, z) = 2<
(
g+

n (x, ξ)zψ
(
‖x‖β|z|

)
− g+

n (y, ξ)zψ
(
‖y‖β|z|

))
.

� § � � < �
¼ ´ jð³ �A£X´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡�- j £J¡® j ¤¥� j � ª �E£M�A¹K�¢ÕX¡´"¡:£X� l ©�´*! ª ¤¥¤ ÏEª ®A¡ �X´ j £1¡e´±� ª © j � ª �E£1�¨¹K�¢ÕX¡©��E©�¡e£¯�¢´_�A¹Â�¢Õ ¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´c�A¹ X+

H,β.
æKÕX¡e£
-��¢Õ ¡ �À�E¤Ô©�� Ï � l ��® ³l"ª �¢¡ l±ª �E£�! ª ¤Ô¤ ½Â¡ jAiXi ¤ ª ¡¬
�

çcî
	 	1è � / � /��1/�7 ��	 ���
��	GF
H ′ < H

L�A = ��	 � � � D >BAV> � ����CD Y6I �CAWD ��� � O
X+

H,β
N = � > �<>��
� ��T��

� �CA = > �
	 � �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUFHT�� I �CTVTUF
H ′

�
	��?T  ��	 ���
Rd\{0}.

� 	 � � O � ( ¡�
K ⊂ Rd

½f¡ j:³ �A© ikj¨³ �¶´"¡��¶´"� ³ ÕM�¢Õ j � 0 /∈ K
�æKÕX¡e£
-&¤¥¡�

p ∈ N\{0} � � ²¬ ª #�¡ l ¡£�� ª j � ª �E£G�A¹È�¢ÕX¡ ³ Õ jAl"jA³ �"¡ l"ª ´±� ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �E£0�A¹ X+
H,β(x) − X+

H,β(y)
- ÏEª ®E¡£1½ ² � § � < �$-

�E£ ¡ iXl ��®E¡´y�"Õ j �

E

[(
X+

H,β(x)−X+
H,β(y)

)2p
]
=

p∑

q=1

∑

l∈Pq

p∏

n=1

∫

Rd×C

|g̃n(x, y, ξ, z)|2lndξ ν(dz),
� §�� � � �

!�ÕX¡ l ¡ g̃n
ª ´K¬X¡$�k£X¡e¬�½ ² � § � � < � j £ ¬

Pq =
{
l = (l1, . . . , lq) ∈ (N\{0})d, l1 + · · ·+ lq = p

}
.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-k¤Ô¡��� ´À´ �¢�X¬ ²

Iq(x, y) =

∫

Rd×C

|g̃n(x, y, ξ, z)|2q dξ ν(dz)

¹)� l ¡�®E¡ l ² q ∈ N\{0}. ÌË£x� l ¬X¡ l �¢�s¡´±� ª © j �¢¡g�"Õ ª ´&£X� l ©�- g̃n
ª ´2� l ´±��´ i ¤ ª � ª £¯�"�À�4!��y¹)�X£ ³ � ª �E£X´

g+
n,1(x, y, ξ, z) = 2<

(
g+

n (x, ξ)z − g+
n (y, ξ)z

)
ψ
(
‖x‖β|z|

)

j £ ¬
g+

n,2(x, y, ξ, z) = 2<
(
g+

n (y, ξ)z
)(
ψ
(
‖x‖β|z|

)
− ψ

(
‖y‖β|z|

))
.

� ² �¢ÕX¡ · ª £-,A�"!�´R, ª&ª £ ¡ Ø � j ¤ ª � ² -
Iq(x, y) ≤ (Aq(x, y) +Bq(x, y))

q,
� § � � 3 �

!�ÕX¡ l ¡
Aq(x, y) =

(∫

Rd×C

∣∣g+
n,1(x, y, ξ, z)

∣∣2q
dξ ν(dz)

)1/q



�;�;�

j £ ¬
Bq(x, y) =

(∫

Rd×C

∣∣g+
n,2(x, y, ξ, z)

∣∣2q
dξ ν(dz)

)1/q

.

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-k¤Ô¡��� ´À´ �¢�X¬ ² Aq(x, y)
j £X¬ Bq(x, y)

�
ñfì�î7� � � ª £ ³ ¡ ν(dz) ª ´ l �A� j � ª �E£ j ¤Ô¤ ²vª £¯® jAl"ªÔj £¯��-

Aq
q(x, y) = 22qĨq(x, y)

∫

C

<2q(z)ψ2q
(
‖x‖β|z|

)
ν(dz),

!�ÕX¡ l ¡

Ĩq(x, y) =

∫

Rd

∣∣ ¡ −ix·ξ − ¡ −iy·ξ + [P (−iy · ξ)− P (−ix · ξ)]1‖ξ‖≤1

∣∣2q

‖ξ‖dq+2qH
dξ.

· � l ¡e��®A¡ l - j¨³e³ � l ¬ ª £ Ï ¤¥¡e©�© j ¦ � ¦)� � -�´"¡e¡ ³ Õ jAi �"¡ l ¦ iXjAÏ ¡ #;# -��"ÕX¡ l ¡�¡�Î ª ´±�"´ jG³ �E£ ´±� j £��
D ∈ R+

´±� ³ Õ��"Õ j �

∀(x, y) ∈ K2, Ĩq(x, y) ≤ D‖x− y‖2qH .

Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- ª ¹ x 6= 0
-

∫

C

<2q(z)ψ2q
(
‖x‖β|z|

)
ν(dz)=

1

‖x‖β(2q−α)

∫ 2π

0

cos2q (θ) dθ

∫ +∞

0

ρ2q−α−1ψ2q(ρ) dρ.

æKÕX¡£
-�¤¥¡�
mK = minv∈K ‖v‖β.

� ª £ ³ ¡ 0 /∈ K j £X¬ð´ ª £ ³ ¡ K ª ´ j�³ �E© ikjA³ �s´±¡�%- mK > 0
�

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!- j ´ (2q − α) ≥ 0
- ¹)� l ¡®A¡ l ² x ∈ K -

1

‖x‖β(2q−α)
≤ 1

m2q−α
K

.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-Â�¢ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´ �¢´ j³ �E£ ´±� j £�� D ∈ R+

´±� ³ Õ��"Õ j �K¹)� l ¡�®E¡ l ² (x, y) ∈ K2
-

Aq
q(x, y) ≤ D‖x− y‖2qH .

� § � � 9 �
ñfì�î7� ( � ² ¬ ¡��k£ ª � ª �E£N�A¹ ν(dz) -

Bq
q(x, y) = J(y)

∫ +∞

0

ρ2q−α−1
(
ψ
(
‖x‖βρ

)
− ψ

(
‖y‖βρ

))2q

dρ,

!�ÕX¡ l ¡ J(y) = 22q

∫ 2π

0

cos2q (θ) dθ

∫

Rd

∣∣ ¡ −iy·ξ − 1− P (−iy · ξ)1‖ξ‖≤1

∣∣2q

‖ξ‖dq+2qH
dξ.

Ì � ª ´K´±� l"jAªÔÏ Õ��±¹)� l ! jAl ¬N�"� iXl ��®E¡¶�¢Õ j � supv∈K J(v) < +∞.
æKÕX¡e£ - ª � l ¡© jAª £X´È�"��´ �¢�X¬ ²

B̃q
q(x, y) =

∫ +∞

0

ρ2q−α−1
(
ψ
(
‖x‖βρ

)
− ψ

(
‖y‖βρ

))2q

dρ.
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�d£X¡ iXl � ³ ¡e¡e¬ ´ j ´ ª £G´±�¢¡ i ¦:�A¹V�¢ÕX¡ iXl ���¨¹��¨¹��"ÕX¡e� l ¡e© § � # � # �vÊ ª¥l ´±�%-�!�ÕX¡e£ (x, y) ∈ K2
-

�"ÕX¡e£N¹)� l ¡®A¡ l ² ρ ≥ m−1
K

-

ψ
(
‖x‖βρ

)
− ψ

(
‖y‖βρ

)
= 0,

½Â¡ ³ej �X´"¡��A¹K�¢ÕX¡�´"� iXi � l ��A¹ ψ ��æKÕX¡e£3½ ²1j æ j�² ¤Ô� l ¡�Î ikj £X´ ª �E£
-_�E£X¡ iXl ��®E¡´I�¢Õ j �»�¢Õ ¡ l ¡¡�Î ª ´±�"´ j³ �E£X´±� j £¯� D ∈ R+

-k´±� ³ Õ��"Õ j �K¹)� l ¡�®E¡ l ² (x, y) ∈ K2
-

∣∣∣ψ
(
‖x‖βρ

)
− ψ

(
‖y‖βρ

)∣∣∣ ≤ D ρ‖x− y‖1[0,m−1
K ](ρ).

· � l ¡e��®A¡ l -a´ ª £ ³ ¡ mK > 0 j £X¬ 0 < α < 2
-

∫ +∞

0

ρ3−α 1[0,m−β
K ](ρ) dρ < +∞.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-Â�¢ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´ �¢´ j³ �E£ ´±� j £�� D ∈ R+

´±� ³ Õ��"Õ j �K¹)� l ¡�®E¡ l ² (x, y) ∈ K2
-

Bq
q(x, y) ≤ D‖x− y‖2q.

� § � � 
 �
ñfì�î7� � � ! ª £ Ï �¢� � § � � 3 �$- � § � � 9 � j £X¬ � §�� � 
 � - �"ÕX¡ l ¡{¡�Î ª ´ �¢´ jI³ �E£X´±� j £¯� D ∈ R+

´"� ³ Õ�"Õ j �K¹)� l ¡�®E¡ l ² (x, y) ∈ K2
-

Iq(x, y) ≤ D‖x− y‖2qH .

æKÕX¡£
-k½ ² ¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹ Iq(x, y) j £ ¬�½ ² � § � � � � - ¹)� l ¡�®E¡ l±² (x, y) ∈ K2
-

E

[(
X+

H,β(x)−X+
H,β(y)

)2p
]
≤ D‖x− y‖2pH ,

!�ÕX¡ l ¡ D ∈ R+
ª ´ j�³ �E£X´ � j £¯� !�Õ ªÔ³ Õ �E£ ¤ ² ¬X¡ i ¡£X¬X´D�E£ p j £ ¬ K �c� ª £ ³ ¡ p ³�j £�½f¡ ³ ÕX�E´±¡e£´±� ³ Õ��"Õ j � 2pH > d
-X�¢ÕX¡��À�E¤Ô©�� Ï � l ��® ³l"ª �¢¡ l±ª �E£ ÏAª ®E¡´K�¢ÕX¡ ³ �A£ ³ ¤¥�X´ ª �E£
�

� ¡£ ³ ¡!- ª � l ¡© j¨ª £X´È�"�O´ �¢�X¬ ² �¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ X−
H,β

� ¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² - �¢ÕX¡{� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´��A¹��"Õ ª ´ �X¡e¤Ô¬
jAl ¡{´"©����¨�¢Õ
�
çcî
	 	1è ��/ � /'(	/ � = ��	 � � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAED ��� � O

X−
H,β

N = D I = = �?> C1
� >��
� ��T�� � �CA = >���

Rd\{0}
�

� 	 � � O � æKÕ ª ´ i l ���A¹ ª ´v½ j ´"¡¬��E£3�¢ÕX¡B´ j ©O¡B´ ³ ÕX¡©O¡ j ´v�¢ÕX¡ iXl ���A¹s�A¹d¤¥¡e©�© j ¦ � ¦)� § -�´"¡e¡
³ Õ j¨i �¢¡ l ¦ ikj¨Ï ¡ # � �cÊk� l �¢Õ ¡�´ j ,A¡¶�A¹ ³ ¤¥¡ jAl £X¡e´±´%-k¤Ô¡����X´ l ¡ ³�j ¤¥¤��¢Õ ª ´K´ ³ ÕX¡©O¡!�

�y�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �K¹)� l ¡®A¡ l±² x ∈ Rd\{0}

X−
H,β(x) = Y −

H,β

(
x, ‖x‖β

)
,

!�ÕX¡ l ¡{�¢Õ ¡ �X¡e¤Ô¬ (Y −
H,β(x, y)

)
x∈Rd, y>0

ª ´K¬X¡$�k£X¡¬ j ´K¹)�E¤¥¤Ô�"!�´eº

Y −
H,β(x, y) = 2

∫

Rd×C

<
(
Pn(−ix · ξ)
‖ξ‖H+d/2

z

)
ψ(y|z|)1‖ξ‖≤1 Ñ(dξ, dz).

� §�� ¦A« �
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( ¡�À�X´�¬X¡$�k£X¡

Zγ(y) = 2

∫

Rd×C

<
(
i|γ|
∏d

j=1 ξ
γj

j

‖ξ‖H+d/2
z

)
ψ(y|z|) 1‖ξ‖≤1 Ñ(dξ, dz),

!�ÕX¡ l ¡ γ = (γ1, . . . , γd) ∈ Nd ª ´K´±� ³ Õ��"Õ j � 1 ≤ |γ| =
∑n

j=1 γj ≤ n j £X¬ y > 0
�

� ª £ ³ ¡ Pn
ª ´ jMi �A¤ ² £X�E© ª j ¤8- ª � ª ´�´"� � ³ª ¡£��O�¢� iXl ��®E¡B�¢Õ j � Zγ

j ¬ © ª �¢´ j ©���¬ ª � ³ej � ª �E£!�Õ ª¥³ ÕGÕ j ´ C1 ÉË´ j © i ¤¥¡ ikj �¢ÕX´{�E£ (0,+∞)
��æKÕ ¡e£G¤Ô¡��

η j £ ¬ M ´±� ³ ÕG�¢Õ j � 0 < η < M
�

�d£X¡ ³�j £ i l ��®E¡ ! ª �"ÕBæ j�² ¤Ô� l ¡�Î iXj £X´ ª �E£N�¢ÕX¡¶¡�Î ª ´±�¢¡£ ³ ¡��A¹ j�³ �E£X´ � j £¯� D > 0
´"� ³ ÕB�¢Õ j �

� �
E
[
|Zγ(y + δ)− Zγ(y)|2

]
≤ D|δ|2, ¹)� l ¡�®E¡ l±² y ∈ [η,M ] j £X¬0¡�®E¡ l±² δ ´"� ³ ÕM�¢Õ j �

y + δ ∈ [η,M ]
-

¦ �
E
[
|Zγ(y + δ) + Zγ(y − δ)− 2Zγ(y)|2

]
≤ D|δ|4, ¹)� l ¡®E¡ l±² y ∈ [η,M ] j £ ¬ð¡®A¡ l ²

δ
´"� ³ ÕB�¢Õ j � (y + δ, y − δ) ∈ [η,M ]2

�
æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!- jA³³ � l ¬ ª £ Ï �¢� 
 Ç ( �03 �8-�´±¡e¡ ikj¨Ï ¡ � 
�-��¢Õ ¡ l ¡s¡�Î ª ´ �¢´ j ©O��¬ ª � ³�j � ª �E£��A¹ Zγ

!�Õ ª¥³ ÕÕ j ´ j ¤Ô©��E´±�È´"� l ¡e¤ ² C1
ÉË´ j © i ¤Ô¡ iXj �¢ÕX´��E£ (0,+∞)

-
!�Õ ªÔ³ Õ ³ �A£ ³ ¤¥�X¬X¡e´��¢Õ ¡ i l ���A¹ �
æKÕX¡1¹)�A¤Ô¤Ô�"! ª £ Ï5i l � i �E´ ª � ª �E£ ª ´ j £ ª ©O©�¡e¬ ª j �"¡ ³ �E£X´±¡ Ø �X¡e£ ³ ¡3�A¹�¢Õ ¡ ¤Ô¡©O© j ´N§ � § � �

j £ ¬B§�� § � ¦)�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � / � /"7 ��	 ���
��	GF

H ′ < H
L6A = ��	 � � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAWD ��� � O

XH,β
N = � > �>��
� ��T�� � �CA = > �
	 � �CT ��� >BAP>BS 	 �BTUFHT�� I �CTVTUF

H ′
�
	��?T  ��	 ���

R
d\{0}.

Ê l �E© �"ÕX¡ iXl ¡ ³ ¡e¬ ª £ Ï i l � i �E´ ª � ª �E£ j £X¬��"ÕX¡»¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² -f�"ÕX¡ i � ª £��4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î�É
i �E£X¡£��D�A¹ XH,β

j � i � ª £¯� x 6= 0 ³�j £:½f¡ ÏAª ®E¡£
�cÍg®E¡£ ª ¹]�¢ÕX¡ ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´È�A¹ XH,β
jAl ¡d£X�A�´ � j � ª �E£ j¨l±² -��¢ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£ ¡e£¯� ª ´D�¢ÕX¡¶´ j ©O¡ j ��¡ jA³ Õ i � ª £¯� x 6= 0
�

ûxêaë(êföQö)èXë"� ��/ � / � /65 A ���
��	GF ���?D �1A
x 6= 0

LPA = � ���?D �1A N D > � 	 �?T  ��	 � � ����� ���1A
HXH,β

(x)
� O

XH,β

D > �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF �RQ�S �CT+A �
H
�

� 	 � � O � ´±¡e¡ iXl ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£B¦)� # ª £ 
 �DÇÈÌp«¯¦�8�
2 ��� �
	43 § � § � < � � ÕX¡e£

β > d/α
-c½f¡ ³�j � ´"¡N�A¹À�¢ÕX¡:¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²Jj � x = 0

- ª � ³�j £5½Â¡
iXl ��®E¡e¬B�¢Õ j ��- j ¤¥©O�A´±�K´±� l ¡¤ ² -

HXH,β
(0) ≤ H̃.

� ¡e£ ³ ¡�- HXH,β
(0) < H.

ÌË£ ikjAl � ªÔ³ �X¤ j¨l -�¹)� l ¡�®E¡ l ² H ′ ´"� ³ Õ��"Õ j � H̃ < H ′ < H
-È�¢ÕX¡

� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´I�A¹ XH,β
jAl ¡:£X�A�v¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² H ′ É �65 ¤¥¬X¡ l �E£ !�ÕX�E¤Ô¡

Rd
�1æKÕ ¡B´ j ©�¡ ÕX�E¤¥¬X´Õ j ´´±���E£ j ´ β > 0

�
ûxêaë(êföQö)èXë"� � / ��/ 8 /� �BA

u ∈ Sd−1
�
��

x ∈ R
d

>BS0I = A = �CA x 6= 0
� � = ���)L�A = � ���?D �1A �

N D > � 	��?T  ��	 � � ����� ���1A
HXH,β

(x, u)
� O
XH,β

�CA ���?D �1A
x

D � CD 	��MIBAWD ���
u

D > �CT ��� >BAP>BS 	 �BTUF
�RQ�S �CT	A �

H
�

� 	 � � O � ´±¡e¡ iXl ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£B¦)� # � # iXjAÏ ¡ < « ª £ ³ Õ j¨i �¢¡ l ¦)�



�;� §

� � � ��� � # �!*%���( � %so � r]q"!�o �cq
� ! ª £ Ï �"� 
 �KÇÈÌp« # �8-��"ÕX¡ �sj �X´±¬X� l #ð¬ ª ©O¡£X´ ª �E£v�A¹ �"ÕX¡ ÏAl¢jAi Õ ´È�A¹ XH,β

³ej £�½Â¡ ³ �E© i � �¢¡¬
�( ¡�¶� ´ � l ´±� l ¡ ³�j ¤Ô¤��"ÕX¡v¬X¡��k£ ª � ª �E£ �A¹V�¢ÕX¡ ÏAl¢jAi Õ ´��¨¹ XH,β

� ( ¡�
U ⊂ Rd

½f¡ j:³ �E© iXjA³ �´±¡���cæKÕX¡£
-k�¢ÕX¡ ÏEl"jAi ÕN�A¹ XH,β

�E£
U ª ´

ÏEl¢j¨i Õ (XH,β |U

)
= {(x,XH,β(x)), x ∈ U}.

æKÕX¡ �yj �X´"¬ � l #G¬ ª ©O¡£X´ ª �E£:�A¹ ÏEl¢j¨i Õ (XH,β |U

) ª ´K¬X¡£X�A�"¡e¬ð½ ² dimHXH,β |U
�

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / ��/ � /  �BA
K =

∏d
i=1[ai, bi]

L
(ai, bi) ∈ R2

�
��
ai < bi

� = ��� A = ��	 �CS >�� ��	�� CD �����)>BD ��� � O A = � �
	���� = � O
XH,β

���
K

D > �CT ��� >BA:>BS 	��BTUF �RQ�S �CT+A �
d+ 1−H

�

� 	 � � O � ÌË£�¹ jA³ ��-��"Õ ª ´ iXl � i �E´ ª � ª �E£ ª ´ j ³ �A£X´"¡ Ø � ¡e£ ³ ¡O�A¹VæKÕX¡� l ¡© ¦)� � ª £ 
 �KÇÈÌp« # �"� � �"!DÉ¡�®E¡ l - !�ÕX¡£ 0 ∈ K
-�¹)� l ε > 0

´±��� ³eª ¡e£¯�¢¤ ² ´±© j ¤Ô¤"-]�"ÕX¡�´ j © i ¤Ô¡ ikj �¢Õ ´»�A¹ XH,β
jAl ¡�£X�A�

(H − ε)
É �65 ¤¥¬X¡ l{³ �E£¯� ª £�� �E�X´��E£ K � ÇÈ�E£ ´"¡ Ø �X¡£¯�¢¤ ² -�!�ÕX¡£ 0 ∈ K

-��"ÕX¡ j ´"´±�X© i � ª �A£X´{�A¹æKÕX¡� l ¡© ¦)� � ª £ 
 �DÇÈÌp« # � jAl ¡�£ �A�K¹)�X¤ �X¤Ô¤Ô¡¬
� �À¡®E¡ l �"ÕX¡e¤¥¡e´"´�-

dimHXH,β |K
= dimH {(x,XH,β(x)), x ∈ K\{0}} = dimHXH,β |K∗,

!�ÕX¡ l ¡ K∗ = K\{0} �_æKÕX¡e£
-a´ ª £ ³ ¡

dimH
⋃

i∈N

Ei = sup
i∈N

dimHEi,

¹)� l ¡®A¡ l±² Ei ⊂ Rd
��� l ¡¤�´"¡���- ª � ª ´È´"� � ³ª ¡£��K�"� iXl ��®A¡d�¢ÕX¡ i l � i �E´ ª � ª �E£ !�ÕX¡£ 0 /∈ K �_ÌË£¹ jA³ ��- !�ÕX¡e£ 0 ∈ K
-
K∗ ³ej £ ½f¡*! l"ª �±�¢¡£ j ´ j ³ �E�X£¯� j ½ ¤Ô¡»� £ ª �E£ð�A¹V½X¤Ô� ³ ,�´6!�Õ ª¥³ ÕM¬ � £X�A�

³ �E£¯� jAª £ 0
�

æKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-�¤¥¡� � ´ £X�"! j ´"´±�X©O¡B�¢Õ j � 0 /∈ K
� æKÕX¡e£*�E£ ¡ð©I�X´ � iXl �(®A¡ð�¢Õ j � XH,β´ j � ª ´ �k¡´d�¢ÕX¡ j ´±´"�X© i � ª �E£X´{�A¹VæKÕX¡� l ¡© ¦)� � ª £ 
 �DÇÈÌp« # �8�Ê ªÔl ´±�"¤ ² -�½ ²�iXl � i �E´ ª � ª �E£�§ � § � # -�"ÕX¡d´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´K�A¹ XH,β

j¨l ¡ (H − ε)
É �65 ¤¥¬X¡ l�³ �E£¯� ª £��X�E�X´K�E£ K ¹)� l ¡®E¡ l±² ε ∈ (0, H)

�
� ¡e£ ³ ¡�- ª � l ¡e© jAª £X´c�¢� iXl ��®A¡s�¢ÕX¡s¡�Î ª ´ �¢¡e£ ³ ¡d�A¹ j L1

É ¹)�X£ ³ � ª �E£ Φ j £X¬��A¹ δ0 > 0
- ´"� ³ Õ �¢Õ j �¹)� l�j ¤Ô¤ u ∈ R

j £ ¬B¡�®E¡ l±² (x, y) ∈ K2
´"� ³ ÕB�¢Õ j � ‖x− y‖ ≤ δ0

-
∣∣∣∣E
( ¡ iv XH,β(x)−XH,β(y)

‖x−y‖H

)∣∣∣∣ ≤ Φ(v).
� § � ¦ � �

( ¡�
(x, y) ∈ (K)2 j £X¬ v ∈ R

�_æKÕX¡£ð½ ² � § � < � -

E

[
exp

(
iv
XH,β(x)−XH,β(y)

‖x− y‖H

)]
= exp (ϕ(x, y, v)),

!�ÕX¡ l ¡

ϕ(x, y, v) =

∫

Rd×C

[exp (ivG(x, y, ξ, z))− 1− ivG(x, y, ξ, z)]dξ ν(dz)



�;� <

! ª �¢Õ

G(x, y, ξ, z)=
2

‖x− y‖H
<
( ¡ −ix·ξ−1

‖ξ‖H+d/2
z ψ
(
‖x‖β|z|

)
−
¡ −iy·ξ−1

‖ξ‖H+d/2
z ψ
(
‖y‖β|z|

))
.

¼ ´
ν(dz) ª ´ jvl �A� j � ª �A£ j ¤Ô¤ ²�ª £¯® jAl"ªÔj £¯�K©O¡ j ´"� l ¡�-

ϕ(x, y, v) =

∫

Rd×C

[cos (vG(x, y, ξ, z))− 1] dξ ν(dz).

¸_� �
MK = maxK ‖u‖β j £X¬�¤¥¡� T = M−1

K /2
�=æKÕX¡e£
-À½ ² � § � � � -D¹)� l ¡®A¡ l ² u ∈ K

-
ª ¹ |z| ≤ T

-
ψ
(
‖u‖β|z|

)
= 1

´ ª £ ³ ¡ ‖u‖β|z| ≤ 1/2.
Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-

ϕ(x, y, v) ≤
∫

Rd×C

[cos (vG(x, y, ξ, z))− 1] 1[0,T ](|z|) dξ ν(dz).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-k½ ² ¬ ¡��k£ ª � ª �E£:�A¹ ψ -X�"ÕX¡¶¤ j ´ � ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ²�³ej £�½Â¡ l ¡�! l"ª �±�¢¡£ j ´�¹)�A¤Ô¤Ô�"!�´º

ϕ(x, y, v) ≤ ϕ̃(x, y, v),

!�ÕX¡ l ¡
ϕ̃(x, y, v) =

∫

Rd×C

[
cos
(
vG̃(x, y, ξ, z)

)
− 1
]
1[0,T ](|z|) dξ ν(dz)

! ª �¢Õ

G̃(x, y, ξ, z) =
2

‖x− y‖H
<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z −

¡ −iy·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

0 ≤ E

[
exp

(
iv
XH,β(x)−XH,β(y)

‖x− y‖H

)]
≤ exp (ϕ̃(x, y, v)).

� § � ¦A¦ �

· � l ¡e��®A¡ l -a£X�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

exp (ϕ̃(x, y, v)) = E

[
exp

(
iv
X̃H(x)− X̃H(y)

‖x− y‖H

)]
,

!�ÕX¡ l ¡ X̃H
ª ´ j á � Ê (�· ! ª �¢Õ ³ �E£¯� l �E¤f©�¡ j ´"� l ¡y�¢Õ ¡ i �X´±Õ ¹)� l ! jAl ¬ �A¹ ν(dz) ½ ² �¢ÕX¡y© j¨i

z 7−→ z 1[0,T ](|z|)
�Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- jA³e³ � l ¬ ª £ Ï �"� 
 �KÇÈÌp« # �"-]�¢Õ ¡ l ¡¡�Î ª ´±�"´ Φ j £X¬ δ0 ´"� ³ Õ�"Õ j � X̃H

´ j � ª ´ �k¡´ � § � ¦ � � ��æKÕX¡e£
-�½f¡ ³�j � ´"¡s�¨¹ � § � ¦E¦ � - � § � ¦ � � ª ´ j ¤¥´"�¶¹)�X¤ �k¤¥¤Ô¡¬�½ ² XH,β

� ¼ ´
jl ¡´"�X¤ ��- �"ÕX¡ j ´"´±�X© i � ª �E£X´��A¹�æKÕX¡e� l ¡e© ¦)� � ª £ 
 �KÇÈÌp« # � j¨l ¡{¹)�X¤ �X¤Ô¤Ô¡¬ j £X¬N�¢Õ ¡e£

dimHXH,β |K
= d+ 1−H j ¤¥©O�A´±�K´±� l ¡¤ ² �



�;� �

� ¡£ ³ ¡!-_�¢ÕX¡ �yj �X´±¬X� l # ¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£1�A¹K�"ÕX¡ ÏEl"jAi ÕX´I�¨¹ XH,β

¬X��¡e´I£ �A�I¬X¡ i ¡£X¬3�E£ β �¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² -�¡�Î ³ ¡ i � j �»�E£X¡ i � ª £��%- XH,β

¤Ô� ³�j ¤¥¤ ² ¤¥���C,�´x¤ ª ,A¡OÊ � · ! ª �"Õ ª £ ¬X¡�Î H ��æKÕ ¡e£
-�"ÕX¡ �yj �X´"¬ � l #B¬ ª ©O¡£X´ ª �E£O�¨¹ ª �"´ ÏEl"jAi ÕX´ ª ´c�¢ÕX¡y´ j ©�¡ j ´��"ÕX¡ �yj �X´"¬ � l #B¬ ª ©O¡£X´ ª �E£��A¹��¢ÕX¡
ÏEl"jAi ÕX´K�¨¹ j Ê � · ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H �

á � Ê (�· ´KÕ j ®A¡¶�"ÕX¡¶´ j ©�¡{´±� l � ³ �¢� l ¡¶�A¹ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡ j £X¬:�¢ÕX¡{´ j ©O¡{¤¥� ³ej ¤�´ � l � ³ �"� l ¡ j ´�"ÕX¡sÊ � · ��ÌË£ £X¡�Î��È´"¡ ³ � ª �E£
-��¢ÕX¡y¤Ô� ³�j ¤ ´±� l � ³ �"� l ¡s�A¹ WH,β
ª ´V´±�"�X¬ ª ¡¬
�_ÌË£ iXjAl � ªÔ³ � ¤ jAl -¯¡®E¡£

ª ¹ WH,β
j £ ¬ XH,β

Õ j ®E¡ �¢Õ ¡�´ j ©O¡O´±� l � ³ �"� l ¡��A¹ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡�-��"ÕX¡ ª¥l ¤¥� ³ej ¤c´±� l � ³ �"� l ¡ jAl ¡¬ ª #�¡ l ¡£�� !�Õ ¡e£ β > d/α
�

� ��� � ���N�&�&���� � ���:�K�

æKÕ ª ´¶´"¡ ³ � ª �E£ ª ´�¬ ¡®E�¨�¢¡e¬M�¢�N�¢ÕX¡�´±�"�X¬ ² �A¹��¢ÕX¡ l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬MÛ j � ´"´ ªÔj £ �k¡e¤¥¬ WH,β

!�Õ ª¥³ ÕÕ j ´��"ÕX¡¶´ j ©�¡ ³ ��® jAl±ª j £ ³ ¡ j ´ XH,β

�
.:î0� ��íhì(íQê � � / þ /,�0/ ( ¡��

β ∈ R
�DæKÕX¡ �k¡e¤¥¬

WH,β
ª ´��¢ÕX¡ l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ ³ ¡e£¯�"¡ l ¡¬MÛ j �X´"´ ª j £�k¡¤Ô¬ ! ª �"Õ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡d¹)� £ ³ � ª �E£ γ ÏAª ®E¡£�½ ²:i l � i �E´ ª � ª �E£:§ � ¦)� # �2 ��� �
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β = 0
-
WH,β

ª ´ j Ê � · ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H �

� ��� ��� 4�! � � &��*�:��o�� !�r]n ��� !�o � opn #�( o � �
¼ ´ !È¡vÕ j ®E¡ j ¤ l ¡ j ¬ ² £X�A� ª¥³ ¡¬
- �¢Õ j £-,�´¶�"� ª �"´ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡´±� l � ³ �"� l ¡!- ª � ª ´d¡ j ´ ² �¢�:®A¡ l"ª ¹ ²�"Õ j � WH,β

ª ´K´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / þ / � / � = �PY �BT 

WH,β

D > > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H − β(1− α/2)
L�D � ���

∀ε > 0,

(
WH,β(εu)

εH−β(1−α/2)

)

u∈Rd

(d)
= (WH,β(u))u∈Rd.

� �"!�¡®A¡ l - ª £ Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤"- WH,β

¬ ��¡´�£ �A�»Õ j ®A¡O´ � j � ª �E£ jAl±² ª £ ³el ¡e©�¡e£¯�¢´��OæKÕ ¡e£
-�¡®E¡£ ª ¹�"ÕX¡v´"¡e¤ ¹ ÉË´ ª © ª ¤ j¨l"ª � ²Nª ´ jBÏ ¤¥�E½ j ¤ iXl � i ¡ l � ² - iXl � i �A´ ª � ª �E£G§ � < � # �E£X¤ ²�ª © i ¤ ª ¡e´y�"Õ j � WH,β
ª ´¤ j ´"´ j � x = 0

� �À¡®A¡ l �"ÕX¡e¤¥¡e´±´%-È�"ÕX¡BÛ j �X´"´ ª j £ �k¡¤Ô¬ WH,β
l ¡e© jAª £X´»¤ j ´±´ j �¡ jA³ Õ i � ª £��%�Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- ª �KÕ j ´K�¢ÕX¡¶´ j ©O¡d� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ j ´ XH,β

j � x 6= 0
�

	 ��î�êaë(î	 � / þ / � /  �BA
x ∈ Rd

L
x 6= 0

� � = ���)L�A = ��Y �BT 
WH,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF> �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H �
�� A �
� � ���1A 7:96; �CA ���?D �1A
x
� ; ��	 � ��	 �MIBD > �BTUF L

lim
ε→0+

(
WH,β(x+ εu)−WH,β(x)

εH

)

u∈Rd

(d)
= C(x,H)(BH(u))u∈Rd,

N = ��	 �"A = �@TUD � DVA:D > D � CD >BA 	GD ��S AED ��� O ��	 �CTVT Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O"A = �:Y �BT ?>ML
BHD > �H>BA �
�� �
	� 7:96; N DVA = D �� � � H �
��

C(x,H) =
C(H)

‖x‖β(1−α/2)

(∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ

)1/2

N DVA = C(·)
D >  �KY � �  ��F � § � 3 � �



�;� 3

� 	 � � O � ( ¡�
Ṽε(u) =

WH,β(x + εu)−WH,β(x)

εH
.

j £ ¬
Vε(u) =

XH,β(x + εu)−XH,β(x)

εH
.

æKÕX¡£
-�´ ª £ ³ ¡ WH,β
j £X¬ XH,β

jAl ¡v�4!�� ³ ¡e£¯�"¡ l ¡¬ �k¡¤Ô¬X´ ! ª �¢Õ �¢ÕX¡v´ j ©O¡v´ � l � ³ �¢� l ¡v�A¹ ³ �¨É® jAl±ª j £ ³ ¡�-
E

(
Ṽε(u)Ṽε(v)

)
= E(Vε(u)Vε(v)).

æKÕX¡£
- !�¡ �X´±¡O�¢Õ ¡�¬X¡ ³ �E© i �A´ ª � ª �E£ Vε = Vε,1 + Vε,2
ª £¯� l ��¬X� ³ ¡¬ ª £G�¢Õ ¡ iXl ���A¹D�A¹D�¢Õ ¡e�¨É

l ¡e© § � # � # � ( ¡���X´ � l ´±� l ¡ ³�j ¤¥¤��¢Õ j �K¹)� l ¡®A¡ l±² y ∈ Rd
-

∀y ∈ R
d, lim

ε→0+

E
(
V 2

ε,2(y)
)

= 0.
� § � ¦ # �

· � l ¡e��®A¡ l - Vε,1
ª ´ j á � Ê (�· j £ ¬ �¢ÕX¡£[Õ j ®A¡ �¢ÕX¡�´ j ©�¡ ´±� l � ³ �¢� l ¡:�A¹ ³ ��® jAl±ª j £ ³ ¡ j ´ jÊ � · �&Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�- �"ÕX¡ i l ���A¹È�¨¹��"ÕX¡e� l ¡e© § � # � # ÏEª ®A¡e´{�¢ÕX¡�¸�� ª ´±´"�E£ l¢j £X¬ �E© ©�¡ j ´±� l ¡!�Õ ª¥³ Õ ¬X¡$�k£X¡´ Vε,1

� æKÕ ¡e£
-¶�X´ ª £ Ï �¢ÕX¡ ª ´±�E©O¡�� l ²*iXl � i ¡ l � ²=ª £ ¬X� ³ ¡¬ ½ ² �¢Õ ª ´ð¸�� ª ´±´"�E£
l"j £X¬X�E©�©O¡ j ´"� l ¡�-

E(Vε,1(u)Vε,1(v)) = C2(x,H)E(BH(u)BH(v)),

!�ÕX¡ l ¡ BH
ª ´ j ´ � j £X¬ jAl ¬�Ê � · ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H j £X¬

C(x,H) =
C(H)

‖x‖β(1−α/2)

(∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ

)1/2

! ª �¢Õ C(·) ª ´K¬X¡��X£X¡e¬�½ ² � § � 3 � � � ¡£ ³ ¡!-k½ ² � § � ¦ # � -

lim
ε→0+

E

(
Ṽε(u)Ṽε(v)

)
= C2(x,H)E(BH(u)BH(v)),

!�Õ ª¥³ Õ ³ �E£ ³ ¤Ô�X¬X¡´K�¢ÕX¡ iXl ���A¹�´ ª £ ³ ¡ WH,β
j £ ¬ BH

j¨l ¡ ³ ¡£¯�¢¡ l ¡e¬GÛ j �X´±´ ªÔj £ �k¡e¤¥¬X´%�
� ¡£ ³ ¡!- WH,β

j £X¬ XH,β

Õ j ®E¡ð�"ÕX¡�´ j ©O¡ð� j £ Ï ¡£¯� �k¡e¤¥¬X´ j � x 6= 0
� � � !�¡®A¡ l - ª £

Ï ¡£X¡ l"j ¤"-��¢ÕX¡ ªÔl � j £ Ï ¡e£¯� �k¡¤Ô¬X´ j � x = 0 jAl ¡�£ �A�K�¢ÕX¡¶´ j ©O¡!�

� ��� ��� / (-# � r����*�P(Xopr+! 25r�� sn #P(Xo � �
ÆÀ´ ª £ Ï �¢ÕX¡��À�E¤Ô©�� Ï � l ��® ³el±ª �¢¡ l"ª �E£
-��¢ÕX¡d� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �¨¹ WH,β

³�j £:½Â¡ ÏEª ®A¡e£:�E£
Rd\{0} �V� ª £ ³ ¡ WH,β

ª ´ j Û j �X´±´ ª j £��X¡e¤Ô¬ - ª � ª ´K´"��� ³eª ¡e£¯�À�¢� ³ �E£¯� l �E¤

E
[
(WH,β(x)−WH,β(y))2].

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � ��/ þ / þ /"7 ��	 ���
��	GF
H ′ < H

L A = ��	�� � � D >BAV> � ����CD Y6I �CAED ��� � O
WH,β

N = � > �>��
� ��T�� � �CA = > �
	 � �CT ��� >BAP>BS 	 �BTUFHT�� I �CTVTUF
H ′

�
	��?T  ��	 ���
Rd\{0}.
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� 	 � � O � ( ¡�
K ⊂ Rd

½f¡ jv³ �E© ikjA³ ��´"¡��y´±� ³ Õ��"Õ j � 0 /∈ K �_æKÕX¡£
-

E
[
(WH,β(x)−WH,β(y))2] =

∫

Rd×C

|g̃0(x, y, ξ, z)|2dξ ν(dz),
� §�� ¦¨§ �

!�ÕX¡ l ¡

g̃0(x, y, ξ, z) = 2<
(
g0(x, ξ)zψ

(
‖x‖β|z|

)
− g0(y, ξ)zψ

(
‖y‖β|z|

))
.

! ª �¢Õ
g0(u, ξ) =

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
.

æKÕX¡£
-K�E£X¡ iXl � ³ ¡¡e¬X´ j ´ ª £3�¢ÕX¡ iXl ���A¹s�A¹ i l � i �E´ ª � ª �E£3§ � §�� � � ¼ ¤¥´"� -V�¢ÕX¡ l ¡ð¡�Î ª ´±�"´ j
³ �E£X´±� j £¯� D ´±� ³ Õ��"Õ j ��¹)� l ¡�®E¡ l ² (x, y) ∈ K2

-

E
[
(WH,β(x)−WH,β(y))2] ≤ D‖x− y‖2H .

� ¡e£ ³ ¡�-K´ ª £ ³ ¡ WH,β
ª ´ j0³ ¡£¯�¢¡ l ¡e¬7Û j �X´±´ ª j £ �k¡¤Ô¬
-�¹)� l ¡�®E¡ l±² p ∈ N∗ -��¢ÕX¡ l ¡B¡�Î ª ´ �¢´ j

³ �E£X´±� j £¯� Dp

´"� ³ Õ��¢Õ j �K¹)� l ¡®A¡ l ² (x, y) ∈ K2
-

E
[
(WH,β(x)−WH,β(y))2p] ≤ Dp‖x− y‖2pH .

� ª £ ³ ¡ p ³�j £ ½Â¡ ³ ÕX�A´"¡e£?´"� ³ Õ?�¢Õ j � 2pH > d
-s�"ÕX¡ �À�E¤Ô©�� Ï � l ��® ³l"ª �¢¡ l±ª �E£ ÏEª ®E¡´B�"ÕX¡

³ �E£ ³ ¤¥�X´ ª �E£
�
æKÕX¡£
-��"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l ¡�Î i �A£X¡e£¯� j � x 6= 0 ª ´�¬X¡¬X� ³ ¡e¬ ¹ l �A© �"ÕX¡s¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²

j £ ¬ i l � i �E´ ª � ª �E£:§ � < � < �
ûxêaë(êföQö)èXë"� ��/ þ / 8 /"5 A ���
��	BF ���?D �1A

x 6= 0
L A = � ���?D �1A N D > � 	��?T  ��	 � � ����� ���1A

HWH,β
(x)� O

WH,β

D > �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF �RQ�S �CT+A �
H
�

� 	 � � O � ´±¡e¡ iXl ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£B¦)� # ª £ 
 �DÇÈÌp«¯¦�8�
2 ��� �
	43 § � < � 3 � ÌË£B® ª ¡�!-�A¹��¢Õ ¡�¤ j ´"´ i l � i ¡ l � ² ´ j � ª ´ �X¡e¬B½ ² WH,β

j � x = 0
-

HWH,β
(0) ≤ H − β(1− α/2).

j ¤¥©O�A´±�v´"� l ¡e¤ ² � � ¡e£ ³ ¡�-K¹)� l ¡®A¡ l±² H̃ < H ′ < H
-È�"ÕX¡N� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´��A¹ WH,β

jAl ¡B£X�A�¤¥� ³ej ¤Ô¤ ² H ′ É �65 ¤¥¬X¡ l �E£ !�ÕX�E¤¥¡
Rd j ´´"���E£ j ´ β > 0

� � ¡:Õ j ®A¡ j ¤ l ¡ j ¬ ² �E½ � jAª £ ¡e¬J�¢ÕX¡´ j ©O¡ i l � i ¡ l � ² ¹)� l XH,β

�
ûxêaë(êföQö)èXë"� � / þ / ÿ /� �BA

u ∈ Sd−1
�
��

x ∈ Rd
>BS0I = A = �CA x 6= 0

� � = ���)L�A = � ���?D �1A �
N D > � 	��?T  ��	 � � ����� ���1A

HXH,β
(x, u)

� O
XH,β

�CA ���?D �1A
x

D � CD 	��MIBAWD ���
u

D > �CT ��� >BAP>BS 	 �BTUF
�RQ�S �CT	A �

H
�

� 	 � � O � ´±¡e¡ iXl ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£B¦)� # � # iXjAÏ ¡ < « ª £ ³ Õ j¨i �¢¡ l ¦)�



�;� 


� ��� ��� � # �!*%���( � %so � r]q"!�o �cq
� ! ª £ Ï �¢� 
 �KÇÈÌp« # �"-Â�¢ÕX¡ �sj �X´±¬X� l #1¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ð�¨¹g�¢ÕX¡ ÏEl¢jAi ÕX´s�A¹ XH,β

Õ j ®E¡»½f¡¡e£ ÏEª ®E¡e£
ª £ð´"¡ ³ � ª �E£�§ � §�� ¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² - ª �sÕ j ´s½Â¡e¡£�¬X¡e¬ � ³ ¡¬G¹ l �E© æKÕX¡� l ¡© ¦)� � ª £ 
 �KÇÈÌp« # �8� ( ¡��d�X´
l ¡ ³�j ¤Ô¤��"Õ j �K�¢Õ ª ´K�¢ÕX¡� l ¡© ¤ ª £-,�´D�¢ÕX¡ �yj �X´"¬ � l #G¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ �¢�v�¢Õ ¡�¤ j ´"´ i l � i ¡ l � ²Bj £X¬N�¢ÕX¡� l¢j °±¡ ³ �¢� l"ª ¡´ l ¡ Ï � ¤ jAl±ª � ² ��æKÕX¡e£
-�´ ª £ ³ ¡ WH,β

j £X¬ XH,β

´ j � ª ´±¹ ² �¢Õ ¡d´ j ©�¡À¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ²Oj �
x 6= 0 j £X¬ Õ j ®A¡I�¢ÕX¡´ j ©�¡ i � ª £¯�4! ª ´±¡ �65 ¤Ô¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡£�� j � x 6= 0

- !È¡¡�Î i ¡ ³ �{�¢Õ j �d�¢Õ ¡
�yj �X´"¬ � l #:¬ ª ©�¡e£X´ ª �E£�A¹Â�¢Õ ¡ ªÔl�ÏEl¢jAi ÕX´ jAl ¡D�"ÕX¡K´ j ©�¡���æKÕX¡e£
- ª £v® ª ¡ !5�A¹�£ ¡�Î�� iXl � i �E´ ª � ª �E£
j £ ¬:�A¹ iXl � i �E´ ª � ª �E£O§ � §�� 3 -��¢ÕX¡ �sj �X´±¬X� l # ¬ ª ©�¡e£ ´ ª �A£��A¹ WH,β

ª ´D¡ Ø � j ¤��¢�»�"ÕX¡ �sj �X´"¬X� l #¬ ª ©O¡£X´ ª �E£:�A¹ XH,β
j £X¬B¬X��¡e´�£X�A��¬ ¡ i ¡e£X¬��E£ β �

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / þ / � /  �BA
K =

∏d
i=1[ai, bi]

L
(ai, bi) ∈ R2

�
��
ai < bi

� � = ��� A = �	 �CS >� ��	�� CD �����)>BD ��� � O A = � �
	���� = � O
WH,β

���
K

D > �CT ��� >BA�>BS 	 �BTUF��RQ�S �CT0A �
d+1−H

�

� 	 � � O � ¼ ´¡�Î i ¤ j¨ª £X¡¬ ª £1�"ÕX¡ iXl ���A¹��A¹ iXl � i �E´ ª � ª �A£1§ � < � 
�- ª � ª ´I´±��� ³eª ¡£¯��¢� iXl �(®A¡:�¢ÕX¡
iXl � i �E´ ª � ª �A£ !�ÕX¡e£ 0 /∈ K �cæKÕX¡ l ¡¹)� l ¡�-a¤Ô¡����X´�£X�"! j ´±´"�X©�¡{�¢Õ j � 0 /∈ K �æKÕX¡£
-�½ ²i l � i �E´ ª � ª �E£§ � < � < -E�¢ÕX¡�´ j © i ¤¥¡ ikj �"ÕX´c�A¹ WH,β

j¨l ¡ (H − ε)
É � 5 ¤Ô¬ ¡ l_³ �A£�� ª £�É�X�A�X´g�E£

K
¹)� l ¡�®E¡ l±² ε ∈ (0, H)

� � ¡e£ ³ ¡�-�¤Ô¡��_�X´ iXl ��®E¡K�¢Õ j ���¢Õ ¡ l ¡K¡�Î ª ´±�"´ j L1 É`¹)�X£ ³ � ª �E£ Φj £ ¬ δ0 > 0
´"� ³ ÕB�¢Õ j ��¹)� l�j ¤Ô¤ u ∈ R

j £ ¬�¡�®E¡ l ² (x, y) ∈ K2
´±� ³ Õ��"Õ j � ‖x− y‖ ≤ δ0

-
∣∣∣∣E
( ¡ iv WH,β(x)−WH,β(y)

‖x−y‖H

)∣∣∣∣ ≤ Φ(v).
� § � ¦ < �

( ¡�
(x, y) ∈

(
Rd
)2 j £X¬ v ∈ R

�cæKÕX¡e£
-a´ ª £ ³ ¡ WH,β
ª ´ jv³ ¡e£¯�¢¡ l ¡¬GÛ j �X´"´ ª j £ �k¡¤Ô¬
-

E

[
exp

(
iv
WH,β(x)−WH,β(y)

‖x− y‖H

)]
= exp

(
−v2ϕ(x, y)

)
,

!�ÕX¡ l ¡

ϕ(x, y) = E
[
(WH,β(x)−WH,β(y))2] = E

[
(XH,β(x)−XH,β(y))2].

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-
ϕ(x, y) =

∫

Rd×C

G2(x, y, ξ, z) dξ ν(dz)

! ª �¢Õ

G(x, y, ξ, z)=
2

‖x− y‖H
<
( ¡ −ix·ξ−1

‖ξ‖H+d/2
z ψ
(
‖x‖β|z|

)
−
¡ −iy·ξ−1

‖ξ‖H+d/2
z ψ
(
‖y‖β|z|

))
.

¸_� �
MK = maxK ‖u‖β j £X¬B¤Ô¡�� T = M−1

K /2
�_æKÕ ¡e£
-

ϕ(x, y) ≥
∫

Rd×C

G2(x, y, ξ, z) 1[0,T ](|z|) dξ ν(dz).

æKÕX¡ l ¡�¹)� l ¡!-k½ ² ¬ ¡��k£ ª � ª �E£:�A¹ ψ -X�"ÕX¡¶¤ j ´ � ª £X¡ Ø � j ¤ ª � ²�³ej £�½Â¡ l ¡�! l"ª �±�¢¡£ j ´�¹)�A¤Ô¤Ô�"!�´º

ϕ(x, y) ≥ ϕ̃(x, y),



� ¦A«

!�ÕX¡ l ¡
ϕ̃(x, y) =

∫

Rd×C

G̃2(x, y, ξ, z) 1[0,T ](|z|) dξ ν(dz)
! ª �¢Õ

G̃(x, y, ξ, z) =
2

‖x− y‖H
<
( ¡ −ix·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z −

¡ −iy·ξ − 1

‖ξ‖H+d/2
z

)
.

¼ ´ j³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡�-

0 ≤ E

[
exp

(
iv
WH,β(x)−WH,β(y)

‖x− y‖H

)]
≤ exp

(
−v2ϕ̃(x, y)

)
.

� § � ¦ � �

· � l ¡e��®A¡ l -a£X�¨� ªÔ³ ¡d�¢Õ j �

exp (ϕ̃(x, y, v)) = E

[
exp

(
iv
BH(x)−BH(y)

‖x− y‖H

)]
,

!�ÕX¡ l ¡ BH
ª ´ j Ê � · � Êa� l �¢Õ ¡ l ©�� l ¡�- jA³e³ � l ¬ ª £ Ï �¢� 
 �KÇÈÌp« # �"-��¢ÕX¡ l ¡d¡�Î ª ´±�"´ Φ j £X¬ δ0 ´±� ³ Õ�"Õ j � BH

´ j � ª ´ �k¡e´ � § � ¦ < � �gæKÕX¡£
- ½Â¡ ³ej �X´±¡y�A¹ � § � ¦ � �$- � § � ¦ < � ª ´ j ¤¥´"�{¹)�X¤ �X¤Ô¤Ô¡¬v½ ² WH,β

� ¼ ´
jl ¡´"�X¤ ��- �"ÕX¡ j ´"´±�X© i � ª �E£X´��A¹�æKÕX¡e� l ¡e© ¦)� � ª £ 
 �KÇÈÌp« # � j¨l ¡{¹)�X¤ �X¤Ô¤Ô¡¬ j £X¬N�¢Õ ¡e£

dimHWH,β |K
= d+ 1−H j ¤¥©O�A´±�K´±� l ¡¤ ² �

� ��� � ���:�D������� �K�¶�&���x�

ÌË£��¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �¢¡ l - j ¤ j ´"´,�k¡¤Ô¬ XH,β

! ª �¢Õ j ´ i ¡ ³eª j ¤k½f¡Õ j ® ª �E� l�j � x = 0
Õ j ´�½Â¡e¡£�¬X¡$�k£X¡e¬ �· � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡¤ ² - ª �"´»� j £ Ï ¡e£¯���k¡¤Ô¬ j � x = 0 ª ´£X�A� j Ê � · j £X¬J¹)� l β ¡£X�E� Ï Õ[¤ jAl"Ï ¡�-

ª � ª ´£X�¨�v¡®E¡£ j Û j �X´"´ ª j £ �k¡¤Ô¬
� �y¡®A¡ l �¢ÕX¡¤Ô¡e´±´%- XH,β

�E£X¤ ² j ¬X© ª �"´»�¢ÕX¡ i � ª £¯� x = 0j ´À¡�Î ³ ¡ i � ª �E£ j ¤ i � ª £¯�%� ¼ ¤¥´"� -a�E£X¡ ³�j £ !È�A£X¬X¡ lyª ¹��¢ÕX¡ l ¡»¡�Î ª ´±�"´ j �k¡e¤¥¬ X̃H,β

! ª �"Õ�´±¡®E¡ l¢j ¤¡�Î ³ ¡ i � ª �E£ j ¤ i � ª £¯�¢´�� ¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² -¨¤¥¡� {xi ∈ R
d, i ∈ I

} ½Â¡ j ¹ j © ª ¤ ² � !�¡ !��E�X¤¥¬x¤ ª ,¨¡c�"�y¬ ¡��k£X¡
j ¤ j ´±´ �k¡¤Ô¬�! ª �¢Õ j � j £ Ï ¡e£¯� �X¡e¤Ô¬ j � x = xi

!�Õ ªÔ³ Õ ª ´x£ �A� j Ê � · ��Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-��¢ÕX¡� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬ j � x = xi

!��E�X¤¥¬ð½Â¡ j á � Ê_� · �aÌË£ð�"Õ ª ´ ikjAl ��--!È¡ ÏEª ®A¡ j ´"�E¤¥� � ª �E£B�A¹��"Õ ª ´
iXl �E½X¤¥¡e© !�ÕX¡£ð�¢Õ ¡x¹ j © ª ¤ ² {xi, i ∈ I}

¬X��¡´y£ �A�sÕ j ®A¡ j £ ²�jA³³ �X©I� ¤ j � ª �E£ i � ª £¯���ÈæKÕX¡ l ¡
jAl ¡x© j £ ² ! j�² ´s�"� i l � ³ ¡e¡¬
� � ² �¢ÕX¡�¹)�E¤Ô¤¥�"! ª £ Ï �E£ ¡�-a�¢ÕX¡ iXl � i ¡ l � ª ¡e´À�A¹g�"ÕX¡ ³ �E£X´ � l � ³ �¢¡¬�k¡¤Ô¬

X̃H,β
jAl ¡ ª ©�©O¡¬ ª j �"¡ ³ �E£X´"¡ Ø �X¡e£ ³ ¡e´d�¨¹��"ÕX¡ iXl � i ¡ l � ª ¡e´K�A¹��¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ XH,β

�
�È¡�¹)� l ¡ !�¡ ÏAª ®E¡{�"ÕX¡{¬X¡��X£ ª � ª �E£N�A¹��¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ X̃H,β

-X¤Ô¡����X´ iXl ¡ ³eª ´±¡��"ÕX¡d¹ l¢j ©O¡�!È� l , j £X¬�"ÕX¡¶£X�A� j � ª �A£
�
� ò�òeô�	��&ì(í)ê � ) ( ¡� {

xi ∈ Rd, i ∈ I
} ½Â¡ j ¹ j © ª ¤ ² �A¹ iXjAªÔl ! ª ´"¡ð¬ ª #f¡ l ¡e£¯�N¡e¤¥¡e©�¡e£¯�¢´�A¹

Rd
� ¼ ´"´±�X©O¡{�"Õ j �K�¢Õ ª ´D¹ j © ª ¤ ² ¬ ��¡´À£ �A�ÀÕ j ®E¡ j £ ²NjA³e³ �X©I�X¤ j � ª �E£ i � ª £¯���

� ¡£ ³ ¡!-k�¢ÕX¡¶´"¡�� I ª ´ j ��©��E´ � ³ �E�X£¯� j ½X¤Ô¡!�



� ¦ �

æKÕX¡£
-�¤Ô¡���X´ ³ �A£X´ ª ¬X¡ lcj ¹ j © ª ¤ ² �A¹k¹)�X£ ³ � ª �E£X´ {ϕi, i ∈ I}
!�Õ ªÔ³ Õ ! ª ¤¥¤�½Â¡K�X´±¡e¬ ª £� l ¬X¡ l�"��¤¥� ³ej ¤ ª'$ ¡¬��¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬
� ( ¡��y� ´ � l ´±� ª £�� l ��¬X� ³ ¡e¬

ri = inf
j∈I
j 6=i

‖xi − xj‖.

ÆÀ£X¬X¡ l �"ÕX¡ j ´"´±�X© i � ª �A£ ) - ri > 0
¹)� l ¡�®E¡ l±² i ∈ I �ýBêaì�è ì(í)ê � Êk� l ¡®A¡ l ² i ∈ I

-&¤Ô¡��
ϕi : Rd −→ [0, 1]

½Â¡ j C∞ É`¹)�X£ ³ � ª �A£ ! ª �¢Õ ³ �E© iXjA³ �´±� iXi � l �%� · � l ¡ iXl ¡ ³ª ´"¡¤ ² -

ϕi(x) =

{
1 ª ¹ ‖x− xi‖ ≤ ri

8

0 ª ¹ ‖x− xi‖ ≥ ri

4

�
æKÕX¡£
- ª £ ikjAl � ª¥³ �X¤ jAl -�¹)� l ¡®A¡ l±² x -_�"ÕX¡ l ¡B¡�Î ª ´±�"´ j �v©��E´±��A£X¡ i ´"� ³ Õ3�¢Õ j � ϕi(x) 6= 0

�
Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X¤Ô¡��K�X´À¬X¡��k£ ¡ ϕ : Rd −→ [0, 1]

½ ²

ϕ(x) = 1−
∑

i∈I

ϕi(x), ∈ R
d.

æKÕX¡y¹)�X£ ³ � ª �E£ ϕ ª ´ !È¡¤Ô¤ É ¬X¡��X£X¡e¬:´ ª £ ³ ¡ ª £O�¢ÕX¡d¤ j ´±��¡ Ø � j � ª �A£ �¢ÕX¡y´"�X© ª ´ l ¡e¬X� ³ ¡e¬ j �K©O�A´±�
j ���A£X¡ i � ª £¯���_Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!-X�E£ j £ ¡ ªÔÏ Õ�½Â�E� l ÕX����¬:�A¹ j � Î�¡e¬ x -

ϕ(y) = 1
� l 1− ϕi(y)

¹)� l�j³ ¡ l � jAª £ � Î�¡¬ i �_æKÕ ¡e£
- ϕ ª ´ j C∞ É`¹)�X£ ³ � ª �E£ �æKÕ��X´%-a¤¥¡���X´�£X�"! ª £¯� l ��¬X� ³ ¡e¬N�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ X̃H,β

�
.:î0� ��íhì(íQê � � / 8 /,�1/ ( ¡�

β ∈ R
j £ ¬ ¤Ô¡�� BH

½Â¡ j ´±� j £X¬ j¨l ¬NÊ � · ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡e£¯���A¹ XH,β

�
æKÕX¡£
-X¹)� l ¡�®E¡ l ² x ∈ Rd

-

X̃H,β(x) = ϕ(x)BH(x) +
∑

i∈I

ϕi(x)XH,β(x− xi).

2 ��� �
	43 § � � � ¦ � Êa� l ¡®E¡ l±² i ∈ I - X̃H,β(xi) = 0
�

¼ ¤¥´"� -�!�¡ ! ª ¤Ô¤g¡ j ´ ª ¤ ² ¬ ¡e¬X� ³ ¡O�"ÕX¡ i l � i ¡ l � ª ¡´¶�A¹ X̃H,β

¹ l �E© �¢Õ ¡ iXl � i ¡ l � ª ¡´��¨¹ XH,β�X´ ª £ Ï �"ÕX¡{¹)�E¤Ô¤¥� ! ª £ Ï ¤¥¡e©�© j �
çcî
	 	1è � / 8 / � /  �BA

x ∈ Rd
�
��

J(x) = {i ∈ I, ϕi(x) 6= 0}
� � = ���)L J(x)

D > ��� ��AWF ��	
	 � CS1I��  A � ��� � ���?D �1A � ; ��	 ��� �
��	4L A = ��	���� � D >BAK> r > 0

>BS0I = A = �CA+O ��	����
��	GF
y

>BS1I = A = �CA
‖y − x‖ < r

L
X̃H,β(y) = ϕ(y)BH(y) +

∑

i∈J(x)

ϕi(y)XH,β(y − xi).

� 	 � � O � ÌË£N® ª ¡ ! �A¹��"ÕX¡¶¬X¡��X£ ª � ª �E£:�A¹��¢ÕX¡¶´±� iXi � l �"´y�A¹��¢Õ ¡ ³ �E£¯� ª £�� �E�X´�¹)�X£ ³ � ª �E£ ´ ϕi

-X�"Õ ª ´¤¥¡e©�© j»ª ´K´±� l¢jAª¥Ï Õ¯�"¹)� l ! jAl ¬
�
� ¡£ ³ ¡!-k�¢ÕX¡¶¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ª ¡e´��A¹ BH

j £X¬ XH,β
j � x 6= 0 ³ej £N½f¡¶¡e´ � j ½ ¤ ª ´±ÕX¡e¬ �



� ¦E¦

	 ��î�êaë(î	 � / 8 / � /  �BA
x ∈ Rd

L
x /∈ {xi, i ∈ I}

� � = ���)L�A = �+Y �BT 
X̃H,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF � ���A �?AED I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 N DVA = D �� � � H �
��HA �
� � ���1A 7:96; �CA ���?D �1A
x
� ; ��	 � ��	��MIBD > �BTUF L

lim
ε→0+

(
X̃H,β(x + εu)− X̃H,β(x)

εH

)

u∈Rd

(d)
= C̃(x,H)

(
B̃H(u)

)
u∈Rd

,

N = ��	 �"A = �@TUD � DVA:D > D � CD >BA 	GD ��S AED ��� O ��	 �CTVT Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O"A = �:Y �BT ?>ML
B̃HD > �H>BA �
�� �
	� 7:96; N DVA = D �� � � H �
��

C̃(x,H) = ϕ(x) +

(∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ

)1/2

C(H)
∑

i∈I

ϕi(x)

‖x− xi‖β(1−α/2)

N DVA = C(·)
D >  �KY � �  ��F � § � 3 � �

� 	 � � O � ( ¡�À�X´ � l ´±�À´±�"�X¬ ²
Yε,1(u) =

ϕ(x+ εu)BH(x + εu)− ϕ(x)BH(x)

εH

j £ ¬
Y i

ε,2(u) =
ϕi(x + εu)XH,β(x + εu)− ϕi(x)XH,β(x)

εH
.

· � l ¡e��®A¡ l -

Yε,1(u) = ϕ(x + εu)
BH(x + εu)− BH(x)

εH
+
ϕ(x + εu)− ϕ(x)

εH
BH(x).

æKÕX¡£
-k´ ª £ ³ ¡ ϕ ª ´ j C1
É`¹)�X£ ³ � ª �A£ j £X¬B´ ª £ ³ ¡ H < 1

-

lim
ε→0+

ϕ(x+ εu)− ϕ(x)

εH
= 0.

� ¡e£ ³ ¡�-&´ ª £ ³ ¡I�"ÕX¡¬X¡�"¡ l © ª £ ª ´ � ªÔ³ ¹)�X£ ³ � ª �A£ ϕ ª ´ ³ �A£�� ª £��X�E� ´%- �¢Õ ¡�¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² ´ j � ª ´ �k¡e¬½ ² BH

¤¥¡ j ¬ ´D�¢�Xº
lim

ε→0+

(Yε,1(u))u∈Rd

(d)
= ϕ(x)

(
B̃H(u)

)
u∈Rd

,
� § � ¦ 3 �

!�ÕX¡ l ¡��"ÕX¡ ¤ ª © ª � ª ´ ª £*¬ ª ´±� l"ª ½X� � ª �E£5¹)� l:j ¤Ô¤ �k£ ª �¢¡�¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤À© jAl"ÏEª £X´��¨¹��"ÕX¡ �k¡¤Ô¬X´
j £ ¬ B̃H

ª ´ j ´±� j £X¬ jAl ¬ðÊ � · ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î H �ÌË£ �¢Õ ¡:´ j ©�¡ ! j�² -_�¢Õ j £),�´I�"���¢ÕX¡�¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ² ´ j � ª ´ �k¡¬J½ ² XH,β
j � y 6= 0

-_�E£X¡
¡´±� j ½X¤ ª ´"ÕX¡´��"Õ j �

lim
ε→0+

(
Y i

ε,2(u)
)

u∈Rd

(d)
= ϕi(x)C(x− xi, H)

(
B̃H(u)

)
u∈Rd

,
� § � ¦/9 �

!�ÕX¡ l ¡

C(y,H) =
C(H)

‖y‖β(1−α/2)

(∫ +∞

0

ρ1−αψ2(ρ) dρ

)1/2

! ª �¢Õ C(·) ¬ ¡��k£X¡¬ð½ ² � § � 3 � �
Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-c½ ² ¤¥¡e©�© j §�� � � # -c�E£ j £X¡ ª¥Ï Õ�½f�E� l ÕX����¬J�¨¹ x -c�¢ÕX¡N´±�X©ü�E£

I ª £J�¢ÕX¡¬X¡$�k£ ª � ª �A£:�A¹ X̃H,β
ª ´ ª £ ¹ jA³ � j ´±�X© �E£

J(x)
!�Õ ªÔ³ Õ ³ �A£�� jAª £ ´ j ��©O�A´±���E£X¡ i � ª £¯�%� ¼ ¤¥´"� -´ ª £ ³ ¡ BH

j £X¬ XH,β
jAl ¡ ª £X¬X¡ i ¡£X¬X¡e£¯�%- � § � ¦ 3 � j £X¬ � § � ¦ 9 � ÏEª ®A¡e´K�¢Õ ¡ ³ �E£ ³ ¤Ô�X´ ª �E£
�



� ¦ #

Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-��¢Õ ¡ �k¡e¤¥¬ X̃H,β
l ¡e© jAª £X´ j ¤ j ´±´3�k¡¤Ô¬ j �È¡ jA³ Õ x = xi

� ( ¡��D�X´D´ � j �"¡y�"Õ ª ´¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² ª £:�¢ÕX¡ ³ej ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ β > d/α
�

	 ��î�êaë(î	 � / 8 / þ /� �BA
i ∈ I

L
β > d/α

�
��
H̃ = H + d/2− d/α.

5 >M>BS ��� A = �CA H̃ > 0.� = ���)L X̃H,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF � ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 �CA ���?D �1A
x = xi

N DVA = D �� � � H̃ �
��A �
� � ���1A1Y �BT  2 	 7 � ; L�D � A = � > ���)> � A = �CA

lim
ε→0+

(
X̃H,β(xi + εu)

εH̃

)

u∈Rd

(d)
=
(
SH̃(u)

)
u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA D >XD � CD >BA 	BD ��S AWD ��� O ��	 �CTVT Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT � �
	 �CD �)> � O A = � Y �BT ?>
�
��

SH̃

D > � 2 	 7 � ; A = �CA = �?>�A = � 	 � ��	 �M> ���1A �CAWD ���

SH̃(u) = D(α)<
(∫

Rd

¡ −iu·ξ − 1

‖ξ‖H̃+d/α
Mα(dξ)

)

N DVA = Mα

� I���� ��T�� � D > �?A 	 ����D I >BF�� ���BA 	GD I
α
� >BA � ��T�� 	��
�� ��� ��� �?>BS 	 � N DVA = I����1A 	 �?TPA = � � ���M> �CS�� ��� �?>BS 	 � �
��

D(α) =

[
2α+1π

∫ +∞

0

(1− cos (r))
dr

r1+α

]1/α

.

� 	 � � O � ÌË£ ® ª ¡�! �A¹�¤Ô¡©O© j §�� � � # - ª £ j £X¡ ªÔÏ Õ�½Â� l ÕX����¬1�A¹ xi

-
X̃H,β(y) = XH,β(y − xi)

�
æKÕX¡£
-A�"ÕX¡D¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² �¨¹ X̃H,β(y) j � x = xi

ª ´&�¢ÕX¡�´ j ©�¡ j ´��¢ÕX¡�¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ² ´ j � ª ´ �k¡e¬½ ² XH,β
j � x = 0

�
ÌË£:�¢ÕX¡{´ j ©�¡ ! j�² -X�"ÕX¡*�k¡¤Ô¬ XH,β

l ¡e© jAª £X´È¤ j ´±´ j � x = xi

!�ÕX¡e£
β < d/α

� � �"!È¡�®E¡ l -
ª £v�"Õ ª ´ ³�j ´"¡��¢ÕX¡�� j £ Ï ¡e£¯� �k¡e¤¥¬ ª ´ j Û j �X´"´ ª j £ �k¡¤Ô¬ !�ÕX�E´"¡ ª £ ³l ¡©O¡£��"´ j¨l ¡�£X�A��´±� j � ª �E£ jAl ²¡�Î ³ ¡ i �À¹)� l β = 0

�
	 ��î�êaë(î	 ��/ 8 / 8 /  �BA

i ∈ I
�
��

β < d/α
� � = ���)L X̃H,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF
> �BT O � >BD � DVT �
	 �CA ���?D �1A

x = xi
N DVA = D �� � � H − β(1− α/2)

L�D � A = � > ���)> � A = �CA

lim
ε→0+

(
X̃H,β(xi + εu)

εH−β(1−α/2)

)

u∈Rd

(d)
= (WH,β(u))u∈Rd,

N = ��	 � A = � TUD � DVA D >XD � CD >BA 	BD ��S AWD ��� O ��	 �CTVT Y �1DVA � CD �����)>BD �����CT � �
	 �CD �)> � O A = � Y �BT ?>
�
��

WH,β

D > � I����1A ��	��  � �CS >M>BD �
� Y �BT  N = D I = = �?> A = � >��
��� I�� ���
	BD �
�JI�� �?>
XH,β.

� 	 � � O � ´±¡e¡ iXl ���A¹��A¹��¢ÕX¡� l ¡© § � � � < �
æKÕX¡£
-a�E£X¡ ³�j £ !��E£X¬X¡ l !�Õ j �yÕ jAiXi ¡e£X´ !�ÕX¡£ β = d/α.

ÌË£N�¢Õ ª ´ ³�j ´"¡�--!�ÕX¡ l ¡ j ´ XH,βª ´I´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl - X̃H,β
ª ´I£X�A�%� �y¡�®E¡ l �¢Õ ¡e¤Ô¡´"´�- ª � l ¡e© jAª £X´»¤ j ´"´ j � x = xi

! ª �"Õ XH,β
j ´� j £ Ï ¡£�� �k¡¤Ô¬
�



� ¦¨§

	 ��î�êaë(î	 ��/ 8 / � /  �BA
i ∈ I

�
��
β = d/α

� � = ���)L X̃H,β

D > T�� I �CTVTUF �?>BF�� ��A �?AWD I �CTVTUF> �BT O � >BD � DVT �
	 �CA ���?D �1A
x = xi

N DVA = D �� � � H − β(1− α/2)
L�D � A = � > ���)> � A = �CA

lim
ε→0+

(
X̃H,β(xi + εu)

εH−β(1−α/2)

)

u∈Rd

(d)
= (XH,β(u))u∈Rd,

N = ��	 � A = ��TUD � DVA�D >�D � CD >BA 	GD ��S AED ��� O ��	 �CTVTCY �1DVA � CD �����)>BD �����CT�� �
	 �CD �)> � O A = ��Y �BT ?>��
� 	 � � O � ´±¡e¡ iXl ���A¹��A¹��¢ÕX¡� l ¡© § � � � < �

Êk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-��¢ÕX¡d� l¢j °±¡ ³ �"� l"ª ¡e´ l ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² �A¹ X̃H,β
j £X¬ �"ÕX¡ �sj �X´"¬X� l # ¬ ª ©O¡£X´ ª �E£��¨¹

ª �¢´ ÏEl"jAi ÕX´ ³ej £�½Â¡¶¡ j ´ ª ¤ ² ÏEª ®E¡e£N�X´ ª £ Ï ¤Ô¡©O© j § � � � # �
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / 8 / ÿ /"7 ��	 ���
��	GF

H ′ < H
L6A = ��	 � � � D >BAK> � ����CD Y6I �CAWD ��� � O

X̃H,β
N = � > �>��
� ��T�� � �CA = > �
	 � �CT ��� >BAP>BS 	 �BTUFHT�� I �CTVTUF

H ′
�
	��?T  ��	 ���

Rd\{0}.
æKÕX¡£
-��"ÕX¡ i � ª £¯�4! ª ´"¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l ¡�Î i �A£X¡e£¯� j � x 6= 0 ª ´�¬X¡¬X� ³ ¡e¬ ¹ l �A© �"ÕX¡s¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²

j £ ¬ i l � i �E´ ª � ª �E£:§ � � � 9)�
ûxêaë(êföQö)èXë"� ��/ 8 / � /65 A ���
��	GF ���?D �1A

x 6= 0
LPA = � ���?D �1A N D > � 	 �?T  ��	 � � ����� ���1A

HX̃H,β
(x)

� O
X̃H,β

D > �CT ��� >BA:>BS 	 �BTUF �RQ�S �CT+A �
H
�

( ª ,¨¡ ª £��¢ÕX¡ ³�j ´±¡s�A¹ XH,β

-��"ÕX¡d¬ ª¥l ¡ ³ � ª �E£ j ¤ i � ª £��4! ª ´"¡ �65 ¤¥¬X¡ l ¡�Î i �E£X¡e£¯� ³ej £:½Â¡ ÏEª ®E¡e£
j £ ¬0¬X��¡e´�£X�A�x¬X¡ i ¡£X¬1�E£M�¢ÕX¡�¬ ª¥l ¡ ³ � ª �E£
� ( ¡��»� ´x£X�"! ½Â¡ ª £¯�¢¡ l ¡e´ �¢¡¬ ª £G�¢ÕX¡ �sj �X´"¬X� l #¬ ª ©O¡£X´ ª �E£:�A¹��¢ÕX¡ ÏEl"jAi ÕX´��A¹ X̃H,β

�
õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / 8 /,���+/� �BA

K =
∏d

i=1[ai, bi]
L

(ai, bi) ∈ R2
�
��

ai < bi
� � = ����A = �	 �CS >� ��	�� CD �����)>BD ��� � O A = � �
	���� = � O

WH,β

���
K

D > �CT ��� >BA�>BS 	 �BTUF��RQ�S �CT0A �
d+1−H

�

· � l ¡e��®E¡ l -k�¢Õ ¡ l ¡{¡�Î ª ´±�À�A�"ÕX¡ l �X¡e¤Ô¬ ´ !�Õ ªÔ³ ÕB´ j � ª ´ ¹ ² �¢Õ ¡{´ j ©�¡ iXl � i ¡ l � ª ¡e´ j ´ X̃H,β

� ¼ ´
j £¶¡�Î j © i ¤¥¡�-��¢Õ ¡�Ê � · ³�j £�½f¡ l ¡ i ¤ jA³ ¡¬�½ ²¶j ¤ j ´"´
�k¡¤Ô¬ !�Õ ªÔ³ Õ j ¬X© ª �"´ BH

j ´ � j £ Ï ¡£¯� �X¡e¤Ô¬
j �D¡ jA³ Õ i � ª £¯��� � �"!È¡�®E¡ l -a�E£X¡{© j�² ´"� iXi �A´"¡{�¢Õ j � ª �"´È� l"j °±¡ ³ �¢� l±ª ¡e´ j¨l ¡{¤Ô� ³�j ¤Ô¤ ² � 5 ¤Ô¬ ¡ l"ªÔj £
j £ ¬M� j ,A¡ ª £¯�¢� jA³³ �E� £����¢Õ ¡ �yj �X´"¬ � l #[¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ �A¹ ª �¢´ ÏEl"jAi ÕX´�� ¼ ´ j £M¡�Î j © i ¤¥¡�-&�¢ÕX¡Ê � ·

BH
³�j £B½f¡ l ¡ i ¤ jA³ ¡¬B½ ²Bj á � Ê (�· XH

! ª �¢Õ ª £X¬X¡�Î H �ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �A£
- �E£ ¡ ³�j £ j ¤Ô´±�v´±�¢� ¬ ² �¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬ (Y (x))x∈Rd

¬ ¡��k£X¡¬ð½ ²

Y (x) = ϕ(x)BH(x) +
∑

i∈I

ϕi(x)XHi,βi
(x− xi),

!�ÕX¡ l ¡�¹)� l ¡�Î j © i ¤Ô¡¶�¢ÕX¡ �k¡¤Ô¬X´ BH
j £X¬ XHi,βi

-
i ∈ I

- jAl ¡ ª £X¬X¡ i ¡e£ ¬X¡e£¯����æKÕX¡£
- i ¤ j�²�ª £ Ï! ª �¢Õ:�¢ÕX¡ ikj¨l¢j ©�¡�"¡ l ´�-X�E£X¡¶�E½�� jAª £X´K´"¡�®E¡ l"j ¤&½f¡Õ j ® ª �E� l ´%�

� ��� � ���&���

ÌË£M�¢Õ ª ´ ³ Õ jAi �¢¡ l - j �k¡¤Ô¬ XH,β

! ª �¢ÕM�4!È��¬ ª #f¡ l ¡e£¯�»½Â¡eÕ j ® ª �E� l ´�Õ j ®E¡O½f¡¡e£ ½ � ª ¤ ��� · � l ¡
iXl ¡ ³ª ´"¡¤ ² - !�Õ ¡e£ β > d/α

- ª �¢´»� j £ Ï ¡£¯� �X¡e¤Ô¬ j � x = 0 ª ´ j á � Ê_� · SH̃

! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î
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H̃ = H + d/2 − d/α
!�Õ ¡ l ¡ j ´ j � x 6= 0

- ª � ª ´ j Ê � · ! ª �"Õ ª £ ¬X¡�Î H � � ¡£ ³ ¡�-_´ ª £ ³ ¡
H̃ < H

-V�¢ÕX¡ ª £ ¬X¡�Î[�A¹s´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl"ª � ²Mj � x = 0 ª ´v´±� l"ª¥³ �¢¤ ² ¤Ô�"!�¡ l �¢Õ j £[�"ÕX¡ ª £X¬X¡�Î3�A¹´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl±ª � ²vj � x 6= 0
�

ÌË£ j ¬X¬ ª � ª �E£ - j ´�´"���E£ j ´ !È¡ ÏEª ®A¡��X´ 0 < H̃ < H < 1
-��"ÕX¡ l ¡ð¡�Î ª ´±�¢´ α ∈ (0, 2)´±� ³ Õ �¢Õ j � H̃ = H + d/2 − d/α j £X¬��"ÕX¡e£ j �X¡e¤Ô¬ XH,β

�A¹c´±¡ ³ �A£X¬G� l ¬X¡ l !�Õ ª¥³ Õ ª ´s¤ j ´"´
! ª �¢Õ j á � Ê_� · �¨¹ ª £X¬X¡�Î H̃ j ´»� j £ Ï ¡£¯���k¡e¤¥¬ j � x = 0 j £X¬ j Ê � · �¨¹ ª £X¬X¡�Î H j �
x 6= 0

� ¼ ¤Ô´"��-!�¡ ³ej £ !��E£X¬ ¡ l�ª ¹��¢ÕX¡ l ¡¶¡�Î ª ´±�¢´�´±� ³ Õ j �k¡¤Ô¬ !�ÕX¡e£ H̃ ≥ H
�_ÌË£B�"ÕX¡¶´"¡ Ø � ¡e¤"-!�¡�¡ j ´ ª ¤ ² ³ �E£X´±� l � ³ �I´±� ³ Õ j �k¡e¤¥¬
� � �"!�¡®E¡ l -��"ÕX¡ ³ �E£X´ � l � ³ � ª �E£1¬ ¡ i ¡e£X¬X´ ª ¹ H̃ = H

� l£X�¨���GÊk� l �"ÕX¡ l ©O� l ¡�-g�"ÕX¡ ¤ j ´"´ i l � i ¡ l � ²JjAl ¡�� j ,¨¡e£ ª £0�¢ÕX¡ ´±¡e£X´±¡N�A¹��¢ÕX¡ ³ �E£¯®E¡ l"Ï ¡£ ³ ¡ ª £¬ ª ´±� l"ª ½ � � ª �E£�¹)� l�j ¤¥¤ �k£ ª �¢¡{¬ ª ©O¡£X´ ª �E£ j ¤f© j¨l"ÏEª £X´%�
ýBêaì�è ì(í)ê � æKÕ l �A� Ï ÕX�E���O�"Õ ª ´v´"¡ ³ � ª �E£
- SH̃

ª ´ j á � Ê_� · ! ª �¢Õ ª £ ¬X¡�Î H̃ j £X¬ BH
ª ´ jÊ � · ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H ��Êk� l �¢ÕX¡ l ©�� l ¡!- a j £X¬ b jAl ¡��4!�� l ¡ j ¤ É`® j ¤Ô�X¡¬ C1

É ¹)�X£ ³ � ª �E£M�E£
Rd´±� ³ Õ��"Õ j �

b(0) = 0, a(0) 6= 0 j £X¬ b(x) 6= 0
¹)� l ¡�®E¡ l±² x 6= 0.2 ��� �
	43 § � 3 � � � æKÕX¡»á � Êg� · SH̃

j £X¬N�¢ÕX¡�Ê � · BH
j¨l ¡¶£X�A��´±� iXi �E´"¡¬ ª £ ¬X¡ i ¡e£X¬ ¡e£¯���

( ¡�À�X´ � l ´±� ÏEª ®A¡d�¢ÕX¡ ³ �E£X´±� l � ³ � ª �E£ ª £:�¢ÕX¡ ³�j ´"¡ !�ÕX¡ l ¡ H̃ < H
�

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � /%(	/65 >M>BS ����A = �CA H̃ < H
�
��  �KY � � A = ��Y �BT 

Y1

��F

Y1(x) = a(x)SH̃(x) + b(x)BH(x), x ∈ R
d.

� = ���)L A = � Y �BT 
Y1

D > T�� I �CTVTUF �?>BF � ��A �?AWD I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 � 7 S 	GA = ��	�����	 �ML DVAK> A �
� � ���1AY �BT ��CA
x = 0

D > A = �<Y �BT 
a(0)SH̃

N = D I = D > � 2 	 7 � ; �
�� DVAV> A �
� � ���1A Y �BT  �CA
x 6= 0D > A = � 7:96;

b(x)BH

�

2 ��� �
	43 §�� 3 � # � æKÕ ¡ j ´"´±�X© i � ª �E£X´ a(0) 6= 0 j £X¬ b(x) 6= 0 jAl ¡s�E£ ¤ ² ¬X�E£X¡À�¢�I¡£X´"� l ¡s�"Õ j ��"ÕX¡¶¤ ª © ª � �k¡¤Ô¬X´ a(0)SH̃
j £X¬ b(x)BH

jAl ¡¶£X�¨��¬X¡ Ï ¡£X¡ l"j �¢¡!�
� 	 � � O � ( ¡��� ´ � Î�¡e¬

x ∈ Rd
�_æKÕX¡e£ -k´ ª £ ³ ¡ SH̃

ª ´D´"¡¤¥¹ ÉË´ ª © ª ¤ jAl ! ª �"Õ ª £X¬X¡�Î H̃ j £ ¬B´ ª £ ³ ¡ aª ´ j C1 Éc¹)�X£ ³ � ª �A£
-X�E£X¡¶¡ j ´ ª ¤ ² ¡e´±� j ½X¤ ª ´"Õ ¡e´K�¢Õ j �

lim
ε→0+

(
a(x+ εu)SH̃(x+ εu)− a(x)SH̃(x)

εH̃

)

u∈Rd

(d)
= a(x)

(
SH̃(u)

)
u∈Rd.

ÌË£��"ÕX¡d´ j ©O¡ ! j�² -X´ ª £ ³ ¡ BH
ª ´V´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl ! ª �"Õ ª £ ¬X¡�Î H j £ ¬ ´ ª £ ³ ¡ b ª ´ j C1

É�¹)�X£ ³ � ª �E£
-

lim
ε→0+

(
b(x + εu)BH(x + εu)− b(x)BH(x)

εH

)

u∈Rd

(d)
= b(x)(BH(u))u∈Rd.

¼ ¤Ô´"��-X´ ª £ ³ ¡ H̃ < H
-

lim
ε→0+

(
Y1(x+ εu)− Y1(x)

εH

)

u∈Rd

(d)
= b(x)(BH(u))u∈Rd.

� § � ¦
 �
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¼ ³ �¢� j ¤¥¤ ² - ª ¹ x 6= 0
-
b(x) 6= 0 j £ ¬ b(x)BH

ª ´È£X�A�È¬X¡ Ï ¡e£X¡ l¢j �"¡�� � ¡£ ³ ¡!- � § � ¦
 �c¡e´ � j ½X¤ ª ´±ÕX¡e´�"ÕX¡K¤ j ´±´ iXl � i ¡ l � ²vj � x 6= 0
� � �"!�¡®E¡ l -�´ ª £ ³ ¡ b(0) = 0

- � § � ¦ 
 ��¬X��¡e´c£X�A� ÏEª ®E¡D�"ÕX¡K� j £ Ï ¡e£¯��k¡¤Ô¬ j � x = 0
� � � !�¡®A¡ l - ª £N�"ÕX¡ ³�j ´±¡ !�ÕX¡ l ¡ x = 0

-k´ ª £ ³ ¡ b ª ´K¬X¡��¢¡ l © ª £ ª ´±� ª¥³ -
(
b(εu)BH(εu)

ε

)

u∈Rd

(d)
=

(
b(εu)BH(u)

ε1−H

)

u∈Rd

.

� ¡e£ ³ ¡�-
lim

ε→0+

(
b(εu)BH(εu)

ε

)

u∈Rd

(d)
= 0

j £ ¬N�"ÕX¡e£
lim

ε→0+

(
Y1(εu)

εH̃

)

u∈Rd

(d)
= a(0)

(
SH̃(u)

)
u∈Rd,

� § � # « �
!�Õ ª¥³ Õ ÏAª ®E¡´K�¢ÕX¡¶¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ²Nj � x = 0

´ ª £ ³ ¡ a(0) 6= 0
�

ÌË£0�"ÕX¡ ³�j ´±¡ !�ÕX¡ l ¡ H̃ = H
- ª � ¡!���¢Õ ¡ ³ej ´"¡ !�ÕX¡ l ¡O�"ÕX¡�Ê � · BH

j £X¬M�¢ÕX¡Oá � Ê_� ·
SH̃

Õ j ®E¡s�"ÕX¡d´ j ©O¡ ª £X¬ ¡�Î -
!�¡ ³�j £ £X�A�È¬X¡e¬X� ³ ¡s�"ÕX¡d¤Ô� ³�j ¤Â½Â¡eÕ j ® ª �E� l �A¹ Y1
j � x 6= 0

¹ l �E©�"ÕX¡e´±¡��¨¹
BH

j £X¬ SH̃
ª £ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤8�

õ�ë(ê �_êÂò�íhì(í)ê � � / � / � /65 >M>BS ����A = �CA H̃ = H
�

� = ���)L T��BA S > Y � �  H ′
>BS1I = A = �CA 0 < H < H ′

� � = ���)L T��BA
α ∈ (0, 2)

>BS1I = A = �CA
H = H ′ + d/2− d/α

� � � I����)>BD  ��	"A = ��Y �BT 
XH′,β

L  �KY � �  D � > �MIBAWD ��� ��� � �  �BA

Y2(x) = a(x)XH′,β(x) + b(x)BH(x).

� = ���)L A = � Y �BT 
Y2

D > �HT�� I �CTVTUF �?>BF � ��A �?AED I �CTVTUF > �BT O � >BD � DVT �
	 Y �BT  � 7 S 	GA = ��	 ����	��ML DVAV> A �
���
� ���1A1Y �BT  �CA

x = 0
D >�D > � 2 	 7 � ; N DVA = D �� � � H̃ N = ��	 � �?> DVA D > � 7 96; N DVA = D �� � � H�CA

x 6= 0
�

� 	 � � O � �d£X¡ iXl � ³ ¡e¡e¬ ´ j ´ ª £ i l ���A¹��¨¹ iXl � i �E´ ª � ª �A£§ � 3 � ¦d�X´ ª £ Ï �¢Õ ¡y¤ j ´"´ iXl � i ¡ l � ² �¨¹ XH′,βª £X´±�"¡ j ¬N�A¹��¢ÕX¡¶´±¡e¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl±ª � ² �A¹��¢Õ ¡xá � Êg� · SH̃

�
¼ ´ jN³ �E£ ³ ¤Ô�X´ ª �E£ -&¹)� lxj £ ² (H, H̃) ∈ (0, 1)2 - !�¡ ³ej £0½ � ª ¤¥¬ j �k¡¤Ô¬ !�Õ ªÔ³ Õ j ¬X© ª �¢´ 0j ´ j £J¡�Î ³ ¡ i � ª �E£ j ¤ i � ª £¯��� · � l ¡ iXl ¡ ³eª ´"¡e¤ ² -g�"ÕX¡ � j £ Ï ¡e£¯���k¡¤Ô¬ j � x = 0 ª ´ j á � Ê_� ·!�ÕX¡ l ¡ j ´ ª � ª ´ j Ê � · j � x 6= 0
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 ¼ �KÇ ( �d«¯¦� ¼ � ¼ ²EjA³ ÕX¡!- ¼ ����¡e£ j ´±´ ª -�� ��ÇÈ�EÕX¡e£ - j £ ¬ × � ( µ® ² �sµeÕX¡¤"��áÀ¡ Ï �X¤ jAl"ª � ² j £X¬
ª ¬ ¡e£¯� ª � ³�j � ª �E£O�A¹ Ï ¡e£ ¡ l¢j ¤ ª%$ ¡e¬:©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤ ÏEj �X´"´ ª j £ i l � ³ ¡e´±´%�c¸ l ¡ iXl"ª £¯��-¦A«E«E¦)�


 ¼ Ç ( �{«E«� ¼ � ¼ ²¯jA³ Õ ¡�-�� �&ÇÈ�EÕ ¡e£
- j £ ¬ × � ( µ® ² �dµÕX¡e¤8�¶æKÕX¡ ³ ��® jAl"ªÔj £ ³ ¡»´±� l � ³ �"� l ¡�¨¹©I�X¤ � ª ¹ l¢jA³ � ª �A£ j ¤¯½ l � !�£ ª j £v©��A� ª �E£
- ! ª �¢Õ jAiXi ¤ ªÔ³ej � ª �E£x�"�¶¤Ô�E£ Ï{l"j £ Ï ¡K¬ ¡ i ¡e£�É¬X¡£ ³ ¡!��ÌË£ � 	�� I���� CD � �?> � O ��� 5 � � � � >BA �
� ��S*T � -k¦A«E«E«��

 ¼ Ó Ê�«E«�� ¸ � ¼ ½ l±² - ( � Ó ¡e¤¥½f¡ ,A¡!- j £X¬B¸ �aÊ�¤ j £X¬ l±ª £
� � j ®E¡¤Ô¡��y½ j ´"¡¬�¡´±� ª © j �¢� l ¹)� l �¢ÕX¡´"¡¤¥¹ É ´ ª © ª ¤ jAl"ª � ²ikjAl"j ©�¡�¢¡ l �A¹ α− ´±� j ½X¤Ô¡ iXl � ³ ¡e´±´"¡e´��È¸ l ¡ iXl±ª £¯��-Â¦A«A«E«��

 ¼ × æ�«A§�� ¼ � ¼ ²¯j¨³ ÕX¡�-a� � × j # jAl ¬
- j £X¬ · � � ��æ j¨Ø�Ø �
� · �X¤ � ª ¹ l¢jA³ � ª �A£ j ¤ iXl � ³ ¡e´±´"¡e´ ! ª �¢Õ

j ©O�A´±� Ï ¡£X¡ l"j ¤]©I�X¤ � ª ¹ l"jA³ � j ¤Â´ i ¡ ³ � l �X© �V¸ l ¡ i l"ª £¯�%-Â¦A«E«A§ �

 ¼ ( ¸c«¯¦� ¼ � ¼ ²¯jA³ Õ ¡�-{� � ( ¡ Ï ¡ l - j £X¬ · �È¸��E£¯� ª ¡ l � Ósl¢j¨i ½ l �"!�£ ª ¡£�¹ l¢jA³ � ª �E£X£ jAª¥l ¡!�

� �?A ���1AWD �CT 5 ���CT � - � 3 � � ��º #2��� § # - ¦A«E«¯¦ �

 ¼ ( �d«E«�� ¼ � ¼ ²EjA³ ÕX¡ j £X¬ × � ( µ® ² �dµÕX¡e¤8�:æKÕX¡ Ï ¡e£X¡ l¢j ¤ ª%$ ¡¬1©I� ¤¥� ª ¹ l¢jA³ � ª �E£ j ¤�� l �"!DÉ£ ªÔj £0©��A� ª �E£
� �0A �CA � � � O ��	 ���JI�� �0A � I = � � 	 � I��M>M>�� - # � � Ép¦ ��º 3�� � 9�-�¦A«E«E«�� � 
¨�¢Õ� á�¡e£ ³ �E£¯� l ¡e´yÊ l¢j £ ³ �¨É ��¡e¤ Ï ¡e´D¬X¡x��� j � ª ´±� ªÔ³eª ¡e£X´�� � · jAl ´"¡ ª ¤Ô¤¥¡�- � 
�
;9 � �

 ¼ ( �d«¯¦� ¼ � ¼ ²¯j¨³ ÕX¡ j £X¬ × � ( µ® ² �dµÕX¡e¤8��ÌË¬X¡£¯� ª � ³�j � ª �E£0¬X¡�¤8� ¡�Î i �E´ j £¯�I¬X¡ � 5 ¤Ô¬ ¡ l

i �E£ ³ �"�X¡e¤ð¬
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j ½ ª ¤ ª �¢µe´ÈÆ · á Ç <�< 9 # Æy£ ª ®E¡ l ´ ª �¢µ�¸ j �X¤�� j ½ j � ª ¡ l -a¦¨«E«¯¦)�


 ¼ ¸c¸_æ�«E«�� ¸ � ¼ ½ l ² -���� ¸�¡´ Ø �X¡��±Ép¸�� i ¡e´ ³ �
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 ¼ áÀ« � � � � ¼ ´±©I�X´"´±¡e£ j £X¬ × ��á��E´ ª
	 ´ , ª � ¼ iXiXl ��Î ª © j � ª �E£ ´À�¨¹_´"© j ¤Ô¤ °±�X© i ´À�A¹ ( µ® ²

iXl � ³ ¡e´"´±¡e´ ! ª �"Õ j ® ª ¡�!7�"�"! jAl ¬X´D´ ª ©I�X¤ j � ª �E£
��� � 5 � ��T � � 	 � ��� � � - # 9 � ¦ ��º §;9¯¦ �
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 # -a¦A«E« � �
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 � � ¸ � ¼ ½ l ²j £ ¬vÊ��E��¡e¤Ô¤ j £
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ª © i ¤¥¡e©�¡e£¯� j � ª �E£ � 5 � ��T � � ��� ��S*A � 	 �
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�
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