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Résumé

A détection directe des ondes gravitationnelles par de grands détecteurs interféromé-
triques fait ’objet d’un effort international tres intense. Au dela des signaux recher-
chés par ces détecteurs, l'existence de fonds d’ondes gravitationnelles s’étalant sur

une large plage de fréquences est prédite par les modeles astrophysiques et cosmologiques
décrivant 1'Univers. Ces fonds d’ondes gravitationnelles sont un élément important de notre
environnement gravitationnel. Dans cette these, on étudie leur effet sur les propriétés de co-
hérence des systemes physiques. Cette interaction est a ’origine d’une décohérence que ’'on
étudie théoriquement a l’aide de la fonctionnelle d’influence de Feynman-Vernon. L’effet est
petit pour des systemes microscopiques comme des atomes ou des photons circulant dans
des interférometres, mais il devient dominant pour les systémes macroscopiques comme par
exemple le mouvement du centre de masse de la Lune. Au vu de ces résultats, il est important
de se demander si cette décohérence gravitationnelle pourrait étre mise en évidence expéri-
mentalement a ’aide par exemple d’un systéme mésoscopique dont on pourrait suivre la perte
de cohérence. Cette question correspond & un modele compléetement calculable de transition
classique-quantique induite par les fluctuations intrinseques de ’espace-temps.

Mots clés : Décohérence, ondes gravitationnelles, interférometre, fonctionnelle d’influence
de Feynman Vernon, fluctuations-dissipation.

HE direct detection of gravitational waves using large interferometers is part of a huge
international effort. These detectors will look for signals, but besides these signals, it
exists gravitational waves backgrounds extending on a large frequency band. These

backgrounds are predicted by astrophysical and cosmological models describing the evolution
of the Universe and constitute an essential part of our gravitational environment. In this
thesis, we study their effects on coherence properties of physical systems. The interaction
with these backgrounds causes a decoherence mechanism that we study using the Feynman-
Vernon functional influence approach. The effect is shown to be negligible for microscopic
systems such as atoms or photons circulating in interferometers, but becomes important for



ii Résumé

macroscopic systems such as the motion of the center of mass of the Moon for example.
We also address the question whether this gravitational decoherence could be experimentally
observed using a mesoscopic system in which decoherence could be monitored. In this thesis,
we deliver an exactly solvable model characterizing the quantum classical transition induced
by gravitational fluctuations of spacetime.

Key words : Decoherence, gravitational waves, interferometer, Feynman Vernon influence
functional, fluctuations-dissipation.
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CHAPITRE 1

Introduction

ES Ondes Gravitationnelles (OG) sont un élément essentiel de notre environnement,
au meéme titre que les Ondes Electromagnétiques (OEM), bien qu’elles n’aient pas
encore été détectées directement. C’est a ’étude de quelques-uns de leurs effets qu’est

consacré ce travail de these.

Les OG sont les radiations gravitationnelles prédites par la Relativité Générale (RG), ¢’est-
a-dire la théorie relativiste de la gravitation. Cette théorie a passé avec succes les nombreux
tests auxquels elle a été soumise depuis sa naissance [1]. Elle doit étre prise en compte pour
I’étude des phénomenes astrophysiques dans lesquels interviennent des champs forts ou des
vitesses élevées. Elle joue un role central en cosmologie.

L’existence des des OG est une prédiction centrale de la RG qui n’a pas encore été mise en
évidence directement. Elle a toutefois été prouvée de fagon indirecte par ’étude des séquences
temporelles des pulses émis par les pulsars binaires [2]. Leur détection directe donne lieu a
des programmes trés importants, d’'une part par la construction de grands interférometres
optiques [3, 4, 5, 6, 7], d’autre part par la conception d'un détecteur spatial encore plus
grand [8].

Cette détection sera un événement considérable pour la communauté des relativistes et
des astrophysiciens. Pour la premiére communauté, elle constituera un test fondamental de
la validité de la Relativité Générale [9]. D’une part, les OG sont les solutions radiatives des
équations d’Einstein, de la méme fagon que les ondes électromagnétiques sont les solutions
radiatives des équations de Maxwell. Leur observation directe serait donc une nouvelle confir-
mation éclatante de la théorie de la RG telle qu’elle a été formulée par Einstein. D’autre
part, la détermination de la vitesse de propagation des OG permet de tester si celles-ci cor-
respondent & des excitations d’un champ de masse nul (le graviton), comme prédit par le
RG d’Einstein, ou bien si le graviton possede une masse et se propage alors a une vitesse
plus faible que celle de la lumiere. Pour tester cette hypotheése expérimentalement, une idée
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naturelle consiste & comparer les temps d’arrivée d’'une OG et d’une onde électromagnétique
provenant du méme événement, par exemple une supernova ou une binaire de trous noirs.

Pour la communauté des astrophysiciens, l’'observation des OG ouvrira une nouvelle « fe-
nétre » sur "'Univers, permettant d’obtenir des informations tout a fait différentes de celles
dont on dispose aujourd’hui [10]. Elle permettra de tester la théorie des objets astrophysiques
compacts tels que les trous noirs. Ceux-ci sont probablement des objets assez abondants [11],
et des trous noirs super-massifs semblent étre présents au centre de la plupart des galaxies,
y compris la notre [12]. Leurs propriétés détaillées ne peuvent étre comprises qu’a l’aide de
la RG et leur étude fera des pas de géant des que seront détectées des OG émises par ces
systemes ou des binaires contenant au moins un trou noir. Par exemple, la forme d’onde émise
par une binaire de trous noirs lors de sa coalescence dépend de facon critique des effets non
linéaires prévus par la RG et son observation fournira donc un laboratoire idéal pour 1’étude
de la gravitation en champ fort [13, 14].

Un autre objectif trés important de cette « astrophysique gravitationnelle » qui est en
train de naitre aujourd’hui [15] est I’étude des OG qui ont pu étre émises par I’Univers lui-
méme, en particulier lors de son évolution primordiale [16]. Les OG sont trées peu couplées
a la matiere ce qui implique que ce rayonnement est tres peu absorbé ou diffusé entre son
émission et sa détection. Cette particularité des OG a comme conséquence importante que
les OG ainsi créées se sont rapidement découplées et ont donc pu laisser une empreinte de
I’état de I'Univers a cette époque primordiale. En comparaison, les photons se sont découplés
300000 ans apres le Big-Bang et refletent I’Univers a cette période. En ce sens, la détec-
tion de ces OG reliques constitue un challenge de tout premier ordre pour la cosmologie
puisqu’elle permettrait de tester les modeles de la cosmologie primordiale, en particulier les
modeles d’inflation [17, 18, 19]. L’observation de ce rayonnement gravitationnel permettra
ainsi d’obtenir des informations tres précieuses sur la structure de I’Univers, notamment sur
les composantes « matieére noire » et « énergie noire » qui constitue 96% du contenu en énergie
de I’Univers et qui ne sont connues qu’au travers d’informations sur leur interaction avec le
champ gravitationnel [20].

Evidemment, une autre conséquence de la faiblesse du couplage des OG a la matiere est
que ces ondes sont beaucoup plus difficiles a détecter que les ondes électromagnétiques. Les
premiers détecteurs étudiés depuis les années 60 sont les barres de Weber [21]. Ces détecteurs
sont essentiellement des barres solides de différentes formes dont les résonances acoustiques
peuvent étre excitées par le passage des OG [22, chap. 37.4]. Autrement dit, les barres dé-
tectent 1’énergie déposée dans leurs modes de vibration interne par le passage d’OG. Malgré
les efforts considérables déployés depuis 40 ans pour améliorer cette technique, refroidir les
barres en dessous de 1 K, développer des stratégies astucieuses de lecture du signal et de
réduction du bruit, la sensibilité n’a pas encore atteint le niveau requis pour détecter des OG.
De plus, ces détecteurs ont par nature des bandes de détection étroites correspondant aux
résonances acoustiques des barres. Elles peuvent donc difficilement prétendre servir d’obser-
vatoires.



C’est pour remédier a ces problemes qu’a démarré 1’étude des grands détecteurs inter-
férométriques, dont on attend les prochaines détections dans les toutes prochaines années.
Pour atteindre des sensibilités suffisantes, ces détecteurs sont des interférometres de Michel-
son avec une taille de plusieurs kilometres et des cavités Fabry-Perot dans chaque bras. Une
introduction & ces détecteurs peut étre trouvée dans [24] et le livre [25]. Des sites web sont
consacrés a chacun de ces projets [3, 4, 5, 6, 7].
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Fia. 1.1: Schéma d’un détecteur interférométrique d’OG tel que VIRGO.

On discute maintenant rapidement le principe de fonctionnement du détecteur Franco-
Italien VIRGO dont on a représenté une vue d’artiste sur la figure (1.1). Dans la configuration
de Michelson en frange noire, le signal en sortie est proportionnel a la différence de longueur
entre les deux bras perpendiculaires. Chaque bras de l'interférometre est en fait une cavité
Fabry-Perot, ce qui permet d’augmenter la taille effective de 'interférometre et dans le méme
temps d’augmenter la sensibilité de ’appareil. Le miroir de recyclage de puissance permet de
réinjecter la lumiére qui sort de l'interférometre puisque 1’on se place sur une frange noire.
Tous les miroirs ainsi que la séparatrice sont suspendus a ’aide d’un systeme de pendules
sophistiqué qui permet de découpler I'instrument du bruit sismique aux basses fréquences.
On se retrouve ainsi avec des miroirs quasiment libres, du moins pour les fréquences dans la
bande de détection de I’appareil.

La bande de détection de ces détecteurs terrestres est principalement déterminée par
trois facteurs, & savoir le bruit sismique pour les basses fréquences (a partir de 1 Hz pour
VIRGO), les bruits thermiques aux fréquences intermédiaires (autour de la centaine de Hz),
et le bruit optique filtré par 'instrument aux hautes fréquences (jusqu’a quelques kHz). La
figure (1.2) récapitule l'effet de ces trois facteurs dans la courbe de sensibilité de VIRGO. Les
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Fi1G. 1.2: Spectre de bruit de position des miroirs dans VIRGO. La sensibilité du détecteur
est déterminée principalement par trois grands bruits. (a) : le bruit sismique. (b) : les bruits
thermiques. (c) : le bruit de phase du laser filtré par les cavités. Ici on donne la sensibilité en
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autres détecteurs interférométriques fonctionnent sur des principes analogues. LIGO vise une
sensibilité un petit peu meilleure que VIRGO a sa fréquence optimale (vers le kHz) mais il
est en revanche moins sensible aux basses fréquences (de 1 a quelques Hz) par suite d’efforts
moindres sur la qualité des suspensions. GEO est désavantagé pas sa taille moins grande
(600 m au lieu de 3 & 4 km pour VIRGO et LIGO). TAMA est encore moins grand (300 m)
mais il développe d’ores et déja des techniques cryogéniques pour essayer de compenser ce
facteur défavorable [6].

De fagon générale, de nombreuses solutions sont étudiées pour améliorer la sensibilité de
ces appareils. Certaines d’entre elles seront intégrées dans les évolutions des grands interféro-
metres prévues pour les prochaines années (comme par exemple le recyclage du signal [26]).
En particulier, on peut signaler 'utilisation des états comprimés [27] ou des techniques de
controle du bruit applicables aux fluctuations thermiques [28] ou quantiques [29]. D’autres
configurations sont aussi envisageables [30, 31, 32, 33]. Enfin, une autre possibilité étudiée
trés activement concerne le détecteur spatial LISA qui est sensible a des fréquences beaucoup
plus basses (de 1073 & 107! Hz) en raison de sa taille beaucoup plus grande (5 millions de
km) [8].

Les OG qui seront détectées par VIRGO et les autres détecteurs interférométriques corres-
pondent a des événements, comme par exemple des coalescences de binaires. Ces événements
correspondent a des signatures tres particulieres dans le domaine temporel aussi bien que
spectral et I’étude de ces signatures (forme d’onde, « patrons » standards...) fait 'objet de



nombreuses études [34]. Dans cette these, on mettra 'accent sur les fonds stochastiques d’OG.
L’exemple le mieux connu d’un tel fond correspond a la confusion des émissions de tous les
systeémes binaires de notre Galaxie et de son voisinage [35]. Ces ondes non résolues peuvent
étre considérées comme un bruit gravitationnel stationnaire et elles sont caractérisées par un
spectre que 1'on décrira de maniere plus détaillée dans la suite. Les cosmologistes prédisent
également I'existence d’un fond gravitationnel relique, émis lors des phases primordiales d’évo-
lution de I’Univers, dont 1’observation fournirait des informations d’une valeur inestimable
sur ces phases [17].

Ces fonds d’origine galactique et cosmique ne peuvent pas étre détectées par les interfé-
rometres construits sur Terre. Ils sont cependant susceptibles d’étre vus dans la fenétre de
détection de LISA et leur observation constitue pour cette raison un des enjeux importants
de ce projet [8].

Le but de la présente these est d’étudier des mécanismes de décohérence qui pourraient en
principe permettre de mettre en évidence les fonds stochastiques d’OG sur d’autres systemes
que LISA. Afin de bien comprendre en quoi consiste cet effet, on rappelle que de fagon générale
la décohérence rend compte de la perte de cohérence d’un systeme lorsque celui-ci interagit
avec un environnement possédant un grand nombre de degrés de liberté. En particulier, si on
prépare un état pur qui est une superposition linéaire de deux états différents, 'interaction
avec un environnement transforme dynamiquement cet état pur en un mélange statistique.
Cet effet explique que les objets qui sont tres couplés & un environnement extérieurs, comme
par exemple les objets macroscopiques, se comportent classiquement alors que les objets isolés
conservent leurs propriétés quantiques. Outre 'intérét fondamental que revét la décohérence
pour expliquer 'existence de phénomenes classiques dans un monde physique régi par les lois
de la mécanique quantique (voir par exemple le livre [36]), elle joue un role important dans
les technologies quantiques qui se développent tres rapidement en ce moment. En effet, la
décohérence est un des problemes difficiles qui s’opposent au développement des machines
quantiques et limite pour le moment le calcul quantique cohérent [37, 38].

Le phénomene de décohérence a déja été observé expérimentalement dans des expériences
d’électrodynamique quantique en cavité pour des superpositions linéaires de deux états du
champ électromagnétique en cavité microonde [39, 40, 41]. Dans cette expérience, la cohérence
de la superposition est mesurée a ’aide d’un atome sonde dont on regarde les corrélations avec
I’état de 'atome qui a préparé la superposition. En effet, ’état du champ aprés le passage du
premier atome est corrélé a celui-ci et lorsque le second atome passe dans la cavité un instant
apres, il se correle a son tour a I’état du champ tel qu’il est a ce moment. La mesure de la
corrélation entre ces deux atomes permet de mesurer la perte de cohérence de la superposition
de I'état du champ en fonction du temps d’attente entre le passage du premier et du second
atome. La cohérence décroit rapidement avec le temps, beaucoup plus vite que le temps de
vie du champ dans la cavité et d’autant plus vite que la « distance » entre les deux états
impliqués dans la superposition linéaire est grande. Dans ces expériences, la décohérence est
déterminée par les fluctuations de I’environnement électromagnétique des atomes et du champ
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dans la cavité.

Dans cette these, nous étudierons 'effet de décohérence induit par les fluctuations de
notre environnement gravitationnel [42]. Ces fluctuations s’identifient exactement aux OG
émises par toutes les sources astrophysiques et cosmologiques et elles sont caractérisées par
une densité spectrale de bruit. Contrairement aux fluctuations électromagnétiques dont on
peut se protéger par des techniques de blindage ou en abaissant la température, les fonds
stochastiques d’OG sont couplés de fagon inévitable a tout systeme. Autrement dit, I’envi-
ronnement gravitationnel a un caractere tres universel méme si son couplage a la matiere est
faible, comme pour les OG en général.

L’idée de mettre en évidence des fluctuations gravitationnelles par un effet de décohérence
n’est en fait pas nouvelle. Déja présente dans le cours de Feynman sur la gravitation [43, 44],
I'idée que les fluctuations de gravitation puissent jouer un role universel dans la transition
entre le monde classique et le monde quantique a ensuite été étudiée par de nombreux au-
teurs et popularisée par exemple dans [45, 46, 47, 48, 49]. A Téchelle de Planck, la plupart
des modeles de gravité quantique prévoit que l’espace est soumis a des fluctuations quan-
tiques incessantes dont la taille est de 1'ordre de la longueur de Planck ¢p ~ 1073 m [50].
Ces fluctuations créent une structure granulaire appelé mousse d’espace-temps [51] (space-
time foam). Ces fluctuations sont bien plus petites que n’importe quelle échelle observable
actuellement mais il existe de nombreuses propositions qui pourraient permettre de les dé-
tecter [52, 53, 54, 48].

Dans ce contexte, 'idée d’utiliser la décohérence comme révélateur de ces fluctuations
est tout a fait analogue au fait que le mouvement Brownien a permis de révéler ’existence
des atomes longtemps avant que ’on puisse résoudre 1’échelle atomique. Méme si les fluc-
tuations se font a une échelle inobservable, 'effet cumulé d’un trés grand nombre de ces
fluctuations donne lieu a un effet de diffusion que I'on peut observer sur des objets plus gros,
a des échelles observables. Dans le cas du mouvement Brownien habituel, la diffusion d’une
particule macroscopique, une poussiere par exemple, est une diffusion spatiale due aux tres
nombreux chocs des atomes : le mouvement macroscopique global révele 'existence de fluc-
tuations microscopiques. De fagon analogue, les fluctuations a 1’échelle de Planck pourraient
étre révélées par une diffusion de la phase dans des interférometres atomiques de tres grande
sensibilité [52, 53, 54, 48, 55, 56]. Comme le suggere la « vue d’artiste » de la figure (1.3),
ces fluctuations pourraient provoquer une décohérence de 'interférometre mise en évidence
expérimentalement a travers une chute du contraste des franges.

Les fluctuations quantiques du champ de gravité a 1’échelle de Planck sont calculables [57]
bien qu’on ne dispose pas encore aujourd’hui d’une théorie consistente de la gravité quantique.
La raison en est que la RG est de toute facon une bonne théorie effective de la gravité aux
fréquences auxquelles sont faites les expériences [58, 59, 60]. Bien évidemment, elles ont des
effets habituellement tres petits, en raison de la valeur extrémement petite de la longueur de
Planck. Les effets étudiés dans cette these sont beaucoup plus grands que ces effets quantiques.
En effet, ils sont dus aux OG stochastiques qui sont des ondes classiques contenant un tres



F1a. 1.3: Représentation d’artiste de la décohérence que peuvent induire des fluctuations a
I’échelle de Planck sur la phase d’un interférometre atomique de grande sensibilité.

grand nombre de gravitons par mode. Autrement dit, ’environnement gravitationnel est un
bain tres faiblement couplé aux systémes étudiés, mais de trés haute température [42]. C’est
cette derniére propriété qui justifie notre intérét particulier pour ce mécanisme de décohérence.

Comme on le verra dans la these, ce mécanisme est en fait le mécanisme dominant de dé-
cohérence pour les mouvements macroscopiques, tels que le mouvement de la Lune autour de
la Terre. On étudiera aussi de maniere détaillée I'effet de décohérence sur des interférometres
atomiques par suite du déphasage stochastique introduit par la diffusion du fond d’OG. Pour
ces instruments la cohérence est simplement reliée au contraste des franges et cette caractéri-
sation a déja été utilisée pour étudier expérimentalement la décohérence d’un interférometre
induite par la diffusion d’un bain de photons [61]. On prendra comme exemple explicite le
projet d’interférometre HYPER pour lequel il a été proposé que la décohérence due a la
structure granulaire de l’espace-temps pourrait étre observable [52, 53, 54]. HYPER est un
projet de I’Agence Spatiale Européenne dont ’objectif est de mesurer 'effet Lense-Thirring,
un effet relativiste d’entrainement du référentiel d’inertie local par la rotation de la Terre. Il
s’agit d’un interférometre atomique en orbite autour de la Terre et utilisé comme gyrometre
de tres haute précision.

Dans le second chapitre de cette these, nous allons présenter une premiere approche du
probleme de la décohérence gravitationnelle afin de mettre en évidence ses principales carac-
téristiques. Nous montrerons comment les fluctuations gravitationnelles affectent 1’évolution
des systémes matériels aussi bien que des champs électromagnétiques. Nous discuterons les
effets de la décohérence pour les interférometres [62] ainsi que pour le mouvement du centre
de masse de la Lune [42].

Dans le troisieme chapitre, nous nous attacherons & donner une description théorique
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plus générale et plus élaborée de l'effet de décohérence d’un systeme quelconque par son
interaction avec le bain d’OG. Afin de décrire cet effet de la fagon la plus générale, nous
adopterons une approche Lagrangienne et nous calculerons la fonctionnelle d’influence de
Feynman-Vernon [63, 64]. Cette méthode tres générale consiste a intégrer sur les degrés de
liberté de I’environnement et permet de calculer la modification de 'opérateur évolution du
systéme induit par l'interaction avec l’environnement [65]. Cette approche se révele com-
mode ici car le couplage aux OG est faible et les méthodes perturbatives habituelles pour
les intégrales de chemins peuvent s’appliquer. Nous montrerons que cette méthode permet
de calculer la décohérence pour un systeme arbitraire couplé a un fond d’OG caractérisé par
un spectre quelconque. Nous verrons aussi que dans la double limite d’un environnement fai-
blement couplé et possédant un grand nombre de quanta, limite parfaitement adaptée pour
le bain d’OG, les résultats généraux du troisieme chapitre redonnent comme cas particulier
ceux du deuxieme chapitre. Ils permettent également de retrouver quelques résultats moins
systématiques qui peuvent étre trouvés dans la littérature [66, 67, 68]

Dans le quatrieme chapitre, nous utiliserons ces résultats pour discuter la question d’une
frontiere universelle entre les mondes classique et quantique. Cette question a fait ’objet de
nombreuses propositions depuis celle de Feynman [43]. Le mécanisme discuté dans cette these
est un exemple d’un mécanisme entierement calculable dans le cadre de la physique actuelle
et qui fournit des réponses quantitatives précises. On retrouve, comme on s’y attendait, que
la décohérence gravitationnelle est négligeable pour les objets microscopiques et dominant
pour les objets macroscopiques. Malheureusement, des expériences probantes ne peuvent étre
faites ni dans un cas, ni dans 'autre : le temps de décohérence est beaucoup trop long pour
étre observable dans le premier cas et il est beaucoup trop court dans le second cas. Dans ces
conditions, il est intéressant de chercher si on peut mettre en évidence expérimentalement
Iexistence et la position de la frontiere entre le mode classique et le monde quantique. Pour
fixer les idées, on se concentre sur des expériences de type interférométrie et on recherche les
conditions expérimentales qu’il faudrait réunir pour atteindre cette frontiere. En connexion
avec les expériences sur les interférences d’objets de plus en plus gros [69, 70], on montre qu’il
existe une limite a la possibilité de faire interférer des objets de plus en plus lourds et chauds
et on discute les parametres pertinents dont dépend explicitement cette limite.



CHAPITRE 2

Décohérence gravitationnelle : premiere
approche
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A décohérence résulte de 'interaction d’un systéeme avec un environnement extérieur
qui possede des fluctuations, qu’elles soient d’origine classique ou quantique. La déco-
hérence due a I'interaction avec un fond d’ondes électromagnétiques a été et est encore

beaucoup étudiée sur de trés nombreux systemes car c’est pour le moment le mécanisme de
décohérence qui limite le fonctionnement des « machines quantiques ».

Dans cette these, nous étudions l'effet de notre environnement gravitationnel qui est
rempli de bruit sur une tres vaste plage de fréquence. Celui-ci correspond aux Ondes Gravita-
tionnelles (OG) et a bien stir un couplage plus faible aux systémes quantiques habituels que

9
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I’environnement électromagnétique, mais il a aussi un aspect tres fondamental dans la mesure
ol on ne peut pas s’en protéger. Enfin, la décohérence gravitationnelle constitue un exemple
exactement calculable de phénomene physique a l'interface entre la théorie quantique et la

théorie de la gravitation.



A. L’environnement gravitationnel et son influence 11

A L’environnement gravitationnel et son influence

La théorie de la Relativité Générale (RG) prévoit que les OG sont couplées a tout systéme
physique mais trop faiblement pour étre actuellement détectable. La faiblesse de ce couplage a
empeéché pour le moment leur détection directe, mais le développement rapide des techniques
interférométriques permet d’atteindre des sensibilités proches des estimations théoriques pour
le niveau des OG et leur éventuelle détection directe devrait se produire dans les prochaines
années.

La premiere partie de cette section résume les concepts théoriques sous-jacents a leur dé-
tection et notamment la facon dont les OG agissent sur les particules matérielles et la lumiere.
En particulier, on traitera la perturbation des équations de propagation dans l’approxima-
tion eikonale [71, 72], qui est I’analogue de I’approximation de l'optique géométrique pour la
propagation des rayons lumineux.

La deuxieme partie applique ces concepts au cas des détecteurs interférométriques d’OG.
A cette occasion, on explicite le calcul du signal gravitationnel dans deux systemes de co-
ordonnées différents. Chacun de ces systemes de coordonnées permet de se faire une image
physique de la fagon dont agissent les OG en reportant I'effet des OG soit sur un déplacement
effectif des miroirs de I'interférometre, soit sur un déphasage de la lumiere qui se propage dans
Iinterférometre. Ces deux images physiques sont équivalentes, mais elles doivent bien str étre
utilisées avec précaution.

Enfin, la derniere partie présente les caractérisations statistiques prédites, a I'heure ac-
tuelle, pour les fonds d’OG dans lesquels nous baignons. On introduit une température ef-
fective de bruit qui rend compte du niveau des fluctuations gravitationnelles aux différentes
fréquences susceptibles d’agir sur les systémes physiques.

A.1 Effets métriques sur la propagation d’un champ

Lorsque qu'un détecteur fait intervenir la lumiere et des objets matériels, I'effet physique
observé dans le détecteur implique a la fois la lumiere et la matiere. On a alors tendance a
donner des images physiques en traitant séparément 'effet des OG sur la lumiére et sur la
matiére. Cependant, cette séparation est plutot artificielle car elle dépend de fagon cruciale
du choix du systeme de coordonnées. Cette constatation est fréquente en Relativité Générale
(RG) et méme en électromagnétisme. En effet, on sait par exemple qu'un changement de
référentiel change 'interprétation des effets que 'on peut attribuer au champ électrique ou
au champ magnétique.

A.1.1 L’approximation eikonale

On va décrire maintenant les équations qui régissent I’évolution de la phase d’un champ
scalaire dans 'approximation eikonale. Dans ce but, la fonction d’onde ¥ (z) du champ est
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décomposée sous la forme suivante :
() = gho(w)e’?) (2.1)

Yo(x) et p(x) sont des fonctions réelles. L’amplitude 1p(x) est une fonction supposée lente-
ment variable par rapport & la phase ¢(z) qui vérifie ’équation de Hamilton-Jacobi (ordre
dominant dans l’approximation eikonale (voir I'appendice B pour plus de détails) :

m2c?

g () K, (2) K, (x) = 72 , K, (z) = 0u9(x) (2.2)

Avec K,, un vecteur d’onde pour le champ. Cette équation régit la propagation de la phase

partout ou celle-ci est continue et différentiable. Si cette hypothese est vérifiée par morceaux
seulement, alors il faut rajouter au déphasage calculé en résolvant I’équation (2.2) la somme
algébrique Ap des discontinuités de phase le long de la trajectoire. Ce cas de figure peut
apparaitre par exemple lors de réflexion de la lumiere sur des miroirs, ou lorsqu’une onde de
matiere se réfléchit sur un faisceau lumineux.

On sait que Papproximation eikonale sur I'onde est équivalente a I’équation géodésique
d’une particule semi-classique qui correspondrait au centre du « paquet » d’onde (voir ’annexe
B pour une discussion plus détaillée de cet argument et de ses conditions de validité ; voir
aussi [73]). Dans cette approximation, on peut donc considérer que la particule se déplace le
long d’une géodésique.

A.1.2 Perturbation du déphasage

Dans I'approximation eikonale, I'effet de la propagation est d’introduire un déphasage
5¢(z) du champ par rapport au déphasage non perturbé ¢(©(z) :

() = 9O (z) + sp(x) (2.3)
En théorie linéarisée d’Einstein, la métrique se décompose selon :
g’ =t — h , <1 (2.4)

Et les indices sont levés et baissés a ’aide de la métrique de Minkowski 7,,,,. En particulier,

on :
W = o7 h (2.5)

Le déphasage d¢(z) se calcule alors a 'ordre le plus bas dans la perturbation hy, & partir de
I’équation eikonale (2.2) :

2K (x)0,0¢0(x) — hyw () KF ()K" (x) =0 (2.6)

Dans une approximation linéaire en la perturbation métrique hy,,, le vecteur d’onde K*(x)

est pris a 'ordre zéro dans la perturbation :

K (z) = K*O(z) = 0500 () (2.7)
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Fi1G. 2.1: Perturbation de la propagation d’un champ. Il y a deux contributions au déphasage
induit par les OG sur la propagation de la phase ¢(z). La premiere provient du changement
induit sur la phase ¢ le long de la trajectoire, et 'autre sur le déplacement des deux bouts A
et B de cette trajectoire.

Cette équation peut ensuite s’intégrer le long de la géodésique G en repérant celle-ci a l’aide
d’un parametre affine A\. En choisissant une paramétrisation telle que :

dz# = K*dA = % = K", (2.8)

on obtient (voir par exemple [72] pour plus de détails) :

Sa = 5 /g iy (2) K () K ()dA (2.9)

ou z est la position calculée pour le parametre .

En fait, le déphasage doit étre évalué entre deux points physiques A et B, correspondants
par exemple & des miroirs, et ceux-ci sont aussi susceptibles de se déplacer sous l'effet de
la perturbation métrique (voir figure (2.1)). En traitant linéairement tous les termes, on
peut alors écrire le déphasage entre les points physiques A et B comme une somme de trois

contributions :
o(@B) —p(za) = V(g 0) — (24 0)
+ (33% - x%,(o)) 6#‘P(0) (zB,(0)) — (“’fi - mi,(o)) 8u<P(O) (*A,(0))
+0¢pg (2.10)

) (a:g) )) — cp(o)(a:g))) est le déphasage a 'ordre zéro enregistré par le champ en ’absence de
perturbation métrique le long de la géodésique non perturbée gff];. La variation du déphasage
due & la perturbation métrique est alors la somme des deux derniers termes qu’on peut
réécrire :
Apap = K,[Blozly — K, [A]dxly
+0paAB (2.11)
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La premiére ligne provient du déplacement des points A et B par la perturbation métrique
et sera appelé dans la suite déphasage de bords en référence au fait qu’il ne dépend que de
la position des points initiaux et finaux. Ces déplacements peuvent se calculer si on spécifie
comment sont matérialisés les points A et B et dans quel systéme de coordonnées on se place.
On rappelle que les vecteurs d’onde sont évalués a 'ordre zéro dans cette expression.
La seconde ligne est la perturbation du déphasage accumulée le long de la propagation du
champ sur la géodésique Gap. On note ce déphasage dp, a ne pas confondre avec le déphasage
global Ap. Puisque l'intégrande qui apparait dans Uintégrale (2.9) est d’ordre un dans la
perturbation A, cette contribution se réduit a une intégrale sur la géodésique non perturbée.
L’expression de dpap est donnée par I’équation (2.9), la encore évaluée avec un vecteur d’onde
non perturbé (2.7).

Tout au long de ce manuscrit, on choisit de noter Ay les variations de phase qui tiennent
compte a la fois du déphasage propagatif, que ’on note d¢p, et des termes de bords.

Lorsqu’il est évalué sur un contour fermé, on verra dans la section suivante que le dé-
phasage total est un invariant de jauge. Par contre, sa décomposition en deux termes sera
différente dans des référentiels différents.

A.1.3 Invariance de jauge du déphasage dans un interférometre

Tel que nous 'avons exprimé, le déphasage n’apparait pas comme explicitement invariant
de jauge, car il a été exprimé en fonction du potentiel gravitationnel i, et de termes de bords
dépendant du déplacement dz* des points ou le champ se sépare, se réfléchit et se recombine.
Il est important de s’assurer de I'invariance de jauge de cette expression avant de spécifier
une jauge particuliere. Cette invariance sera reprise de maniere systématique dans le second
chapitre. Ici, on peut la discuter pour le cas particulier que nous sommes en train d’étudier.

Pour cela, on part de I’expression (2.10) du déphasage valable le long d’un segment [AB]
que I'on peut aussi écrire de fagon commode en remarquant que K#dA = dz* :

1
Ag[AB] = / hw (2) P da? + Ky (52, — 52 (2.12)
Si on considere la géométrie Mach-Zehnder de la figure (2.2), alors le déphasage A mesuré
par 'interférometre s’écrit :
1 _
Ap = B ABCD hyw (z) KHdz” + (K, — K) (6aly — 0z — 0z, + 0zl (2.13)
On a noté pour simplifier K\ et K, les vecteurs d’onde sur les segments [AB] et [CD] d'une
part et [BD] et [AC] d’autre part.

Le déphasage propagatif s’exprime donc comme une circulation du vecteur %hij K sur
la boucle fermée constituant l'interférometre. De fagon analogue, on peut réécrire le terme
de bord comme une intégrale de contour en définissant dz#(z) le déplacement du faisceau
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I3

B

AN
PN =

Fia. 2.2: Représentation schématique d’'un interférometre atomique avec une géométrie de
Mach-Zehnder présentant la symétrie du losange.

atomique a la position x le long de la géodésique :

(K, — Klj) (62! — daty — Oafs + 0ahy) = K, (x)0,0z" (x) dz”
ABCD

1
_ ! 7{ (9,62, + Dpba,)KPda” (2.14)
2 JABCD

Ainsi, le déphasage total peut s’écrire finalement comme une circulation sur la boucle fermée

non perturbée de 'interférometre :
Ap=— j(I{ (hyw + 0yox,, + 0,0z, ) KHda” (2.15)
ABCD

Un changement de jauge, c’est-a-dire un changement de coordonnées infinitésimal (C-8),
ne change pas cette expression du déphasage. Cette situation est analogue a I'effet Aharonov-
Bohm dans lequel le potentiel vecteur intégré sur un contour fermé permet de former une
quantité invariante de jauge. De facon générale, les phases définies comme un couplage entre
les potentiels et un courant conservé sont automatiquement invariantes de jauge quand elles
sont évaluées sur un contour fermé.

Dans le cas de la détection d’OG, le déphasage pourra étre écrit en fonction des courbures
de Riemann. Avant de traiter ce cas, on donne d’abord un exemple de calcul explicite de
déphasage dans le cas simple de 'effet Sagnac pour lequel ’expression du déphasage est aussi
un invariant de jauge. Dans ce dernier cas, ce déphasage invariant ne peut bien sur pas étre
écrit en fonction des courbures de Riemann qui sont nulles pour la métrique plate obtenue
dans un référentiel non inertiel.
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A.1.4 L’effet Sagnac

L’effet Sagnac a un grand nombre d’interprétations différentes (voir [74, partie 2.1] pour
une revue des différentes approches et [75, 76, 77, 78, 79]). On en donne ici une interprétation
a l'aide de l'expression (2.9) obtenue dans la partie précédente.

Considérons une configuration dans laquelle un faisceau de lumiere de fréquence Qo se
propage le long d’'un chemin fermé dans deux directions opposées en partant du point A. On
suppose cet interférometre dans le plan (z!,22) et en rotation & la fréquence Q¢ autour de
I'axe 23 (voir figure (2.3)). On suppose que la métrique est Minkowskienne dans le référentiel
du laboratoire dont on note les coordonnées * avec des chapeaux. Dans un référentiel attaché
a linterférometre, c’est-a-dire un systéme de coordonnées {z*} en rotation avec I'instrument,

on obtient :
20 = 70
r! = 31 cos(Qort) — 22 sin(Qott) 516
2 _ Al 2 (2.16)
x® = & sin(Qyott) + T2 cos(Qrott)
23 =33

Sagnac
174

Dans ce référentiel, il apparait une perturbation métrique h, que l'on peut calculer grace

a la loi de transformation de la métrique (A-8). On obtient explicitement :

G = N+ hlsjgnac
_Ru@ @) r® Qs
0 022 c c
Sagnac _ Sl 0 0 0
h™ () 79505701 X O (2.17)
0 0 0 0

T2

ook faisceau (+)

faisceau (—)

Fiag. 2.3: Géométrie de leffet Sagnac. L’interférometre est en rotation dans son plan a la
fréquence Qyot. On fait interférer deux faisceaux lumineux (+) et (—) se propageant dans les
deux directions différentes. L’état d’interférence dépend de la fréquence de rotation : c’est
Ieffet Sagnac.
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On procede maintenant a une approximation de vitesse faible en négligeant les termes
d’ordre % ~ Z—; ou v représente ’ordre de grandeur de la vitesse d’un point attaché a
I’appareil par rapport au référentiel du laboratoire. Dans cette approximation, la perturbation
métrique ne fait plus intervenir que les composantes hg; (ot i =1,2) :

2 Q1rot551

0 Qrotx . O
C C
Tawa® g 0 0
pSagnac gy ~ c 2.18
(@) B E 0 0 (2.18)
0 0 0 0

Dans le référentiel associé a l'instrument, les points matériels sont au repos, donc le
déphasage de bord correspondant au premier terme dans I'expression (2.11) n’apparait pas.
Le déphasage est donc déterminé par le déphasage propagatif qui, pour le faisceau lumineux
(+) par exemple, s’écrit a l’aide de (2.9) :

1 Sagnac i

Pour le faisceau (—), le vecteur d’onde change de signe, KE;)()\) = —Kg+)(A), de telle sorte
que le déphasage change lui aussi de signe :

AQO(,) = —A(p(+) (2.20)

Le déphasage différentiel entre les deux faisceaux lumineux (+) et (—) s’écrit donc comme le
double du déphasage subit par un des faisceaux :

ASOSaLgnac = ASO(—f—) - A90(—) = %hg?gnaCKOdl‘i (2.21)
Qr tQ ho
~ Oc2pt% (az2dx1 - xlde) (2.22)

En introduisant 'aire Appet, de I'interférometre, on retrouve I’expression habituelle du dépha-
sage Sagnac [78] :
2Qphot Aphot 0

’ rot (2.23)

ASOSagnaLc =

Dans le calcul que nous venons de faire dans le référentiel attaché a l'instrument, le
déphasage de bord est nul puisque les éléments optiques sont fixés rigidement a I'instrument.
Celui-ci apparaitrait dans un autre systeme de coordonnées, par exemple le référentiel du
laboratoire, mais le résultat physique, a savoir le déphasage total, resterait lui inchangé.

A.2 Principe de la détection interférométrique des OG

Le principe des détecteurs interférométriques consiste a mesurer la distance propre entre
deux géodésiques qui sont matérialisées par des miroirs suspendus. Dans la pratique, ces
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miroirs ne sont en mouvement géodésique que dans une certaine plage de fréquence qui cor-
respond a la fenétre de détection de I'instrument considéré. L’effet des fréquences plus basses
est traité comme une dérive lente et est compensé. Au dela d’une certaine fréquence, le mou-
vement des miroirs n’est plus controlé et son effet se traduit comme un bruit supplémentaire
qui fera I'objet des études de décohérence présentées plus loin dans cette these.

La mesure de la distance propre se fait par la mesure du temps d’aller retour d’un faisceau
lumineux de fréquence Qppot. Plus précisément, cette mesure est réalisée sur une configuration
de Michelson qui permet d’obtenir un signal proportionnel a la différence entre la « longueur
optique » des deux bras perpendiculaires de 'interférometre SM; et SMy (voir figure (2.4)).
Cette configuration est particulierement bien adaptée a la détection des OG. En effet, du fait
de Veffet transverse d’'une OG, quand la longueur d’'un bras augmente la longueur de 'autre
bras diminue et ainsi la différence entre les deux bras est multipliée par deux. Le déphasage
Ay que mesure un tel interférometre s’écrit de fagon générale :

Ap = Apy—Ap (2.24)
Ap; = Apsm;s = Apsm, + Apw;s (2.25)
AT
= M,
Nll

LASER 3 E - ?’1

?/PD

Fi1G. 2.4: Représentation simplifiée d’un interférometre de Michelson servant a la détection
des ondes gravitationnelles.

Pour expliciter le principe de fonctionnement d’un détecteur interférométrique d’OG, on
présente ci-dessous deux images physiques correspondant a deux systemes de coordonnées
différents. Le premier systeme de coordonnées permet de considérer qu’a ’ordre le plus bas
les miroirs sont immobiles tandis que la lumiere est affectée d’un déphasage le long de chaque
bras (voir section A.2.2). Dans le second systéme de coordonnées, les équations de Maxwell
ne sont pas modifiées a 'ordre le plus bas dans la taille de 'instrument par rapport a la
longueur d’onde des OG (voir section A.2.3) et l'effet des OG se reporte sur un mouvement
des miroirs.
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Avant d’étudier le calcul explicite du déphasage dans deux systemes de coordonnées dif-
férents, on présente d’abord (section A.2.1) la procédure que 'on utilise pour calculer les
déphasages de bords qui apparaissent de facon générale dans ’expression du déphasage. En-
fin, on la section A.2.4 compare les résultats obtenus dans les deux approches.

A.2.1 Mouvement des miroirs

On a déja noté que le calcul des déphasages demandait de spécifier précisément com-
ment étaient matérialisés les bords des trajets lumineux, ici les miroirs dans les détecteurs
optiques. On suppose que ces points sont des objets matériels en chute libre, et donc que
leurs coordonnées vérifient I'équation géodésique (voir équation (B-3) de 'annexe B) :

du*

F + Fﬁaupu” =0 (226)

Avec u* la quadri-vitesse associée a un de ces miroirs :

_ dat

n= 2.27
ul = (2.27)

7 est le temps propre de 'objet considéré et z# sa position. Cette équation est valable dans
tous les systemes de coordonnées, avec les lois de transformation écrites dans ’annexe A. En
particulier, on rappelle que les symboles de Christoffel I'5, ne sont pas les composantes d’un
tenseur.

On peut réécrire I'équation (2.26) sous une forme Newtonienne en utilisant le temps
coordonné t = x¥/c et la vitesse coordonnée ddi:. On écrit alors

u® dzt
b= —— 2.28
“ c dt ( )
dwt _ wldwt (a0 o dudat (2.29)
dr c dt c dt2 c cdt dt
On en déduit 'écriture quasi-Newtonienne de I’équation géodésique :
2zt 1 duf da® dzf dx°
o i 2.
dt2 + ud dt dt e dt dt 0 (2.30)

La situation physique que nous considérons nous permet maintenant de procéder a deux
approximations. D’une part, la vitesse spatiale des miroirs reste toujours tres petite devant
la vitesse de la lumiere : '

o= 3 (2.31)
dt

Autrement dit, la composante temporelle u? de la quadri-vitesse est quasiment constante :

dt 2 2
W= =c 1—22:c<1+0<z2)> (2.32)
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D’autre part, la métrique est proche d’une métrique de Minkowski :

uv = N + h;u/ s |ng’ <1 (233)
Dans les conditions ou : )
v

2 < lhu| <1 (2.34)

le second terme de I’équation (2.30) est négligeable et I’équation géodésique se simplifie pour
devenir, a ordre un en v/c :

dz?
dt

d2zH
dt?

= —c*Thy(x) — 2¢Th; () (2.35)
Cette équation s’interprete comme une équation de Newton ou les termes de droite sont
des forces d’inertie agissant sur I'objet en chute libre : une force d’inertie centrifuge qui ne
dépend pas de la vitesse coordonnée et une force de Coriolis linéaire dans la vitesse.
Dans les paragraphes suivants, nous utiliserons cette équation pour calculer les déplace-
ments des miroirs qui définissent les bords des chemins sur lesquels on calcule les déphasages
optiques.

A.2.2 Etude dans un systéme de coordonnées TT (Transverse Traceless)

Quand on étudie des OG, c’est-a-dire des solutions libres de I’équation d’Einstein linéarisée
loin des sources des ondes (voir 'appendice C pour une discussion plus détaillée), on peut
choisir un systéeme de coordonnées T'T ou la perturbation métrique vérifie les conditions de
jauge suivantes. D’abord les composantes ayant au moins un indice temporel sont nulles :

hoo = hg; =0 (2.36)

Autrement dit, seules les composantes spatiales h;; sont non nulles. De plus, ces composantes
spatiales sont transverses et elles ont une trace nulle :

d'hiy; =0 hi. =0 (2.37)

(2

Cette jauge est donc analogue a la jauge de Coulomb de ’électromagnétisme [80]. L’analo-
gie va plus loin puisqu’on peut développer les OG sur la base des ondes planes, se propageant
a la vitesse des la lumiere, avec deux états de polarisation pour chaque vecteur d’onde possible
(voir I’appendice C).

Ces conditions de jauge sont telles que les composantes T'T de la métrique sont directement
liées a la courbure de Riemann :

L o rr

La encore on a une analogie avec la relation en électromagnétisme, en jauge de Coulomb,
entre le champ électrique Fy; et les composantes spatiales A; du potentiel Fyy; = 0y A;. Notez
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toutefois que c’est une dérivée seconde qui apparait dans (2.38). Cette relation signifie qu’on
peut utiliser les h;FjT comme les degrés de liberté pertinents des OG, autrement dit comme
de bonnes caractérisations physiques de ces ondes (annexe C).

Tous ces choix de jauge sont compatibles avec le fait de prendre un observateur inertiel,
disons ici la séparatrice S, immobile dans le référentiel choisi en 1’absence de perturbation [22,
chap. 35.4]. On suppose aussi que les miroirs M; et My seraient immobiles dans ce méme
référentiel, en ’absence de perturbation.

Dans le référentiel TT, les conditions de jauge (2.36) et (2.37) impliquent :

I =0 (2.39)

Finalement, puisqu’on a supposé les miroirs et la séparatrice immobiles en 'absence de
perturbation, la condition (2.34) est vérifiée car la vitesse de ces objets est alors d’ordre un
dans la perturbation, de telle sorte que I’équation (2.35) nous dit que ces éléments optiques
restent immobiles au cours du temps, au premier ordre dans la perturbation. Cela signifie
que les termes de bords (premiére ligne de (2.11)) ne contribuent pas au calcul du déphasage
dans ce cas :

dxg = dwyy, = dxyy, =0 (2.40)

Le déphasage total (2.24) en sortie d’interférometre s’écrit alors comme un déphasage propa-
gatif (2.9) évalué le long des chemins suivis par la lumieére :

Ap = Aps — Ay

1 o
Apr = Spsi,s = 3 / hy T K KT dA (2.41)
SM;,S
Le parametre A peut s’exprimer en fonction du temps coordonnée t :
Q
ot =2t A =0)+ K"\, A=-—t ,  Ky= Pt (2.42)
K(] Cc
Les déphasages s’écrivent donc :
1 o
App(t) = — / hi (z(t') K K7 cdt! (2.43)
2Ko Jsmys

Nous considérons maintenant la géométrie du Michelson ou les vecteurs d’ondes s’écrivent
|K7| = @531 (respectivement |K7| = %5]2) pour le chemin SM;S (respectivement

SM3S). Ainsi, le déphasage (2.41) s’écrit finalement (il n’y a pas de sommation implicite
sur k dans cette formule) :

Qpho
Agelt) = =2 [ () ar (2.44)
k

Pour le moment, il est important de noter que la seule restriction a la validité de cette
expression est l'approximation eikonale et I’hypothese que les miroirs sont en chute libre
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et au repos en ’absence de la perturbation métrique. Nous avons déja remarqué que cette
hypothese n’est pas vraie pour les détecteurs réels et nous reviendrons sur les conditions de
validité correspondantes dans la section A.2.5. Les calculs sont d’autre part effectués a ’ordre
un dans la perturbation métrique.

On peut maintenant simplifier cette expression dans le cas ou la longueur d’onde des OG
est tres grande devant la taille de 'interférometre, ce qui est le cas pour les sources d’OG qui
doivent étre détectées par VIRGO et LIGO. Sous cette hypothese, en négligeant la variation de

! on peut remplacer la perturbation métrique

hi; pendant le temps d’aller retour du faisceau
apparaissant dans les intégrales précédentes par sa valeur au niveau de la séparatrice notée
simplement h;ET (t). On suppose le Michelson dans le plan (z!, 2?) et réglé en teinte plate telle

que :

x12\/127(0) - x%,(O) = 5”11\41,(0) - $§,(o) L (2.45)

On obtient finalement le déphasage mesuré par I'instrument :

RET(t) — hIT (¢ Qohot L
22()2 11() ’ @0:2 P};t (246)

Ap(t) = o

o représente le déphasage dans 'interférometre en 'absence de perturbation. Un Michelson
avec ses bras selon z! et 22 est sensible & la composante :

hay (t) — hiy' (¢)
2

TT
hy (2.47)
de la métrique, c’est-a-dire & la polarisation linéaire (+) dans la plan (z!,z?). La polarisation
(x) donne une contribution qui se compense entre les deux bras dans cette géométrie.

A.2.3 Etude dans un systéme de coordonnées de Fermi

On donne maintenant une deuxieme présentation de ce méme calcul dans un autre réfé-
rentiel, appelé systeme de coordonnées de Fermi, défini de fagon a ce que les équations restent
assez proches de ce qu’elles sont en physique Newtonienne [22, 71].

On choisit un observateur inertiel particulier, ici la séparatrice S, et on s’efforce de lui
attacher un référentiel aussi proche que possible d’un référentiel inertiel. On montre qu’on
peut toujours choisir la métrique de Minkowski sur cet observateur tout en annulant tous les
symboles de Christoffel :

gm,[S] = Nw (2.48)
TS = 0 (2.49)

1Cela se traduit par des conditions sur les valeurs de Paccélération a du détecteur et de la fréquence de
rotation €2,ot de I'appareil. Plus précisément, on doit avoir 7 < Q:oi pour que l'appareil ait peu tourné et
7 < (L/a)Y? pour que 'appareil se soit peu déplacé par rapport & sa taille L. 7 désigne ici le temps de vol
des atomes ou des photons dans I'instrument.
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Lorsque l'on s’éloigne de l'observateur S, la métrique ne peut rester égale a la métrique
de Minkowski en raison de la présence de courbures non nulles, mais elle ne s’en écarte que
faiblement puisque le systeme de coordonnées est tel que les dérivées spatiales de la métrique
sont nulles au niveau de ’observateur. On démontre qu’on peut choisir d’écrire la perturbation
métrique sous la forme suivante [22, 71] :

hio(2) = Rowor 2%
2
hoi(8) = gROkil G (2.50)
. 1 ke
hg(x) = ngﬂ] ikt

R, p0 est le tenseur de Riemann exprimé au niveau de I'observateur en x = 0 et ce dévelop-
pement de la métrique n’est valable que lorsque |#¢| reste petit devant la longueur d’onde A
(J2'] < A). Il s’agit d’une condition de grande longueur d’onde tout & fait analogue & celle
qui conduit & I’approximation dipolaire dans la description de l'interaction entre atomes et
photons [80]. Les grands interférometres ont une taille typique de 'ordre de 3km, ce qui
restreint 'utilisation de ce systeme de coordonnées a des fréquences d’OG plus petites que
10° Hz. Ceci correspond en fait au domaine de fréquence dans lequel les détecteurs ont une
sensibilité suffisante pour voir les ondes.

On a placé la séparatrice S au niveau de I’observateur, soit aussi au centre du systéeme de
coordonnées. On vérifie sur (2.50) que les symboles de Christoffel restent nuls en ce point.
On peut donc utiliser le méme raisonnement que dans la section précédente pour montrer
que la séparatrice reste immobile au centre du systeme de coordonnées en présence de la
perturbation :

=0 (2.51)

Cette propriété n’est plus vraie pour les miroirs M qui ne sont pas au centre du référentiel
de Fermi et, donc, subissent une force de marée a ’ordre un dans la perturbation. Pour la
calculer, on développe les symboles de Christoffel au voisinage du centre en écrivant :

To(@w) = 33,0 (2 = 0) (2.52)

La dérivée est a calculer en X = 0, c’est-a-dire sur la séparatrice S. On utilise ensuite I’équation
(C-4) qui exprime le tenseur de Riemann en fonction des symboles de Christoffel dans le
domaine linéaire et on restreint les calculs a I’ordre 1 dans les distances spatiales :

RJOiO = 601“61» — 8@'I%0 ~ —82-1“{)0 (253)
On écrit enfin I’équation du mouvement pour le miroir M a l'aide de I’équation (2.35) en
supposant M au repos par rapport a la séparatrice en ’absence de perturbation métrique :

240
d=y,

a2 _CQF%O@M) = C%%\/Iijo (2.54)
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La courbure est évaluée sur la séparatrice S. D’autre part, on a supprimé le chapeau sur le
temps coordonnée t afin d’alléger I’écriture. C’est I’équation du mouvement du miroir induit
par la « force de marée » qui figure au second membre.

La solution en & de I’équation précédente s’obtient comme une intégrale double de la
courbure de Riemann. Afin d’obtenir un résultat plus explicite, on peut utiliser 1’équation
(2.38) qui montre que hiTjT contient la méme information physique que Ry;o; et, donc, réécrire
I’équation précédente :

dZ'%f\/I A0 d2h]1’TT(t) (2 55)
— =1y .
dt2 Mo qr2
L’équation (2.54) s’integre a l'ordre un dans la perturbation pour le miroir My (k =1,2) :
o i i, Lo
#0,(6) = kg o (1 517770 (2.56)
Iy, (0) est la position du miroir My, en I'absence de perturbation, qu’on suppose a une distance

L de la séparatrice dans la direction ¥

; on rappelle que la valeur de h;FjT est a prendre au
niveau de la séparatrice.

Montrons maintenant que le déphasage de la lumiere est négligeable dans le référentiel
de Fermi. Il est donné par la formule (2.9) comme une intégrale de la perturbation métrique
et celle-ci est de l'ordre de R,;,3*2! dans (2.50). En utilisant la relation (2.38) entre la
métrique et la courbure, on voit que I'ordre de grandeur de ces termes est h(L?/A?) ol L est
la taille de Iappareil et A la longueur d’onde des OG. Puisqu’on se place dans la limite des
grandes longueurs d’onde A > L, on peut négliger I'effet de la perturbation métrique hEV sur
la propagation de la lumiere.

Le déphasage total s’écrit donc seulement avec des termes de bords. On écrit :

Apsm,s = Apswm, + Apwny,s
= K,[SMyJoat, — K, [MSoat, (2.57)

ou on a utilisé le fait que le déplacement de la séparatrice reste nul. On écrit enfin K,, = Kj,
sur le chemin SMy, et K,, = —K}, sur le chemin MS ou on utilise la géométrie du Michelson,
tout en négligeant la rotation de l'interférometre pendant le temps de vol de la lumiere.

En insérant I'expression (2.56) du déplacement du miroir, on obtient finalement :

App = KFRETL (2.58)

dans laquelle il n’y a pas de sommation implicite. En ajoutant les termes correspondant aux
deux bras, on obtient finalement :
hTT t) _ hTT t
Agp(t) = o 22 5 w@ g
Ce résultat est le méme que celui obtenu dans le systeme de coordonnées T'T dans la limite des

Sphot Lo (2.59)
C

grandes longueurs d’onde. On remarque que bien que ’on soit dans un systeme de coordonnées
de Fermi, le déphasage s’exprime de fagon simple en faisant intervenir ’expression de la
perturbation métrique en jauge TT.
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A.2.4 Comparaison des deux systemes de coordonnées

L’identité des résultats calculés dans les deux référentiels était attendue puisque, comme
nous 'avons déja dit, le déphasage est une quantité invariante de jauge. Par contre, les images
physiques associées a ce calcul changent d’un référentiel a ’autre. On vient de le voir pour
les deux systemes de coordonnées différents qui sont souvent utilisés dans la description des
détecteurs d’OG. Pour bien expliquer ce point important, nous le résumons ici de fagon
qualitative.

Dans le systeme de coordonnées de Fermi, le déphasage propagatif dpg est négligeable
au premier ordre dans le rapport L/A ou L est la taille du systeme et A la longueur d’onde
des OG [15]. Autrement dit, la propagation des champs n’apparait pas affectée et l'effet des
OG est entierement reporté sur le déplacement des miroirs qui réfléchissent la lumiere, a
travers une force de marée qui agit sur eux. Ce systéme de coordonnées permet d’étudier la
détection des OG dans un cadre tres proche de la physique Newtonienne, en considérant que
les objets massifs sont soumis a une force de marée alors que la lumiére n’est pas affectée. Il
est cependant trompeur de croire qu’une force agisse « réellement » sur les miroirs car ceux-ci
sont en chute libre et les forces de marées doivent plutot étre interprétées comme des forces
d’inertie apparaissant par suite du choix de coordonnées [81].

Le systeme de coordonnées de Fermi a 'inconvénient de n’étre valable que dans un déve-
loppement dans la taille de 'appareil L comparé & la longueur d’onde A des OG [15]. Cette
hypothese est assez bien vérifiée pour les détecteurs actuels qui operent jusqu’a 10 kHz envi-
ron, fréquence pour laquelle la longueur d’onde est de 30 km, ce qui est grand devant la taille
des détecteurs. Mais elle ne le sera pas dans les calculs que nous ferons dans la suite sur la
décohérence des interférometres, et nous n’utiliserons donc pas ce choix de référentiel dans
ces calculs.

Dans le systeme de coordonnées TT au contraire, les termes associés au mouvement
des miroirs sont négligeables alors que l'effet des OG s’interprete comme une modification
anisotrope de I'indice du vide entre les miroirs. Cette modification est proportionnelle a h;; K J
dans la direction 2*, et c’est la propagation de la lumiere le long de son chemin qui enregistre
cet effet.

Ce systeme de coordonnées possede ’avantage d’étre utilisable sur toute I’étendue spatiale
du détecteur. De ce fait, il est bien adapté a ’étude de l'effet des OG de hautes fréquences,
celles qui interviendront ci-apres dans le processus de décohérence. Il a I'inconvénient de n’étre
valable que localement dans le temps si le détecteur n’est pas en mouvement inertiel [22, chap.
35.5]. Néanmoins, les effets de non-inertie sont souvent faibles car pendant le temps de vol
7 des particules dans l'interférometre, le mouvement global de I'appareil est quasi-inertiel.
Nous reviendrons sur les conditions de validité permettant de faire cette approximation dans
la prochaine section.

Nous terminons la comparaison entre les deux choix de référentiel par une remarque
générale sur I’équation de déviation géodésique qui donne la distance optique entre deux
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trajectoires géodésiques voisines. Cette équation, présentée dans l'annexe B.3, s’écrit sous
une forme invariante de jauge et montre directement que les détecteurs interférométriques
mesurent la courbure de Riemann (voir aussi [22, chap. 35.5 et 37]). Elle donne bien sir le
méme résultat que les calculs présentés ci-dessus. Nous avons choisi ici de donner des calculs
explicites afin de bien expliquer d’une part, le réle du choix d’un référentiel particulier, d’autre
part la séparation entre déphasages de propagation liés a la lumiere et déphasages de bords
associés au mouvement des miroirs. Ceci nous permettra de lever toute ambiguité sur les
calculs de déphasages des interférometres atomiques présentés plus loin dans cette thése.

A.2.5 Hypotheése des miroirs quasi-libres

Insistons ici sur le fait que nous avons utilisé 1’équation géodésique pour calculer le mou-
vement des miroirs. Dans toute expérience, les miroirs sont bien évidemment tenus par un
systeme de suspension, ne serait-ce que pour s’affranchir du champ de gravité terrestre. Ils
sont donc soumis a une accélération verticale. D’autre part, la rotation de la Terre commu-
nique une rotation d’ensemble aux miroirs. Les calculs présentés ci-dessus ne peuvent étre
valables que dans une bande de fréquences dans laquelle les miroirs peuvent étre considérés
comme quasi-libres. Lorsque ce n’est pas le cas, il est nécessaire de rajouter a I’équation (2.35)
une force rendant compte de la cohésion de la structure mécanique qui tient les miroirs.

Pour discuter plus précisément ces effets, on peut se référer a la théorie de la détection
des OG par les barres de Weber [21] qui décrit la réponse élastique d’un solide & une pertur-
bation gravitationnelle. Les équations de 1’élasticité peuvent étre écrite dans un systeme de
coordonnées de Fermi [82] ou dans un systéme de coordonnées TT [81]. Ces deux approches
peuvent se traiter de fagon unifiée lorsqu’on évalue comme quantité invariante de jauge le
déphasage mesuré par temps d’aller-retour d’un faisceau lumineux [83] sans spécifier & priori
de systeme de coordonnées.

Par exemple, supposons que les miroirs M; et My du Michelson, de masse m, soient reliés
par un ressort de raideur K a la séparatrice (voir figure (2.5)). On va discuter qualitative-
ment la valeur du signal interférométrique Ay en fonction de la valeur de la fréquence des
OG comparativement & la fréquence de résonance du ressort. Pour cela, on utilise les résultats
généraux sur la théorie des barres de Weber. En particulier, dans un systeme de coordon-
nées de Fermi, I’équation du mouvement pour la position des miroirs peut se résoudre et
donne comme solution pour la déformation Az*[w] de la longueur du ressort dans ’espace de
Fourier [23] :

mw2

Aztlw] ~ R [w] L7 (2.60)

mw? —imlw — K 7

Ou on a rajouté un coefficient d’amortissement I' pour le ressort. Le déphasage mesuré par
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Pinterférometre se déduit de I’équation précédente grace a (2.59) :

Mw];fm[w] o (2.61)
2

W 2

Aplw] = xw]

3=

(2.62)

2 _iTw — w2
w? — tf'w — w2,

On a défini une susceptibilité x[w] et on note wy. la fréquence acoustique correspondant dans
ce cas simple a la fréquence propre du ressort.

F1G. 2.5: Représentation schématique d’un interférometre de type Michelson dans lequel les
miroirs sont reliées a la séparatrice par des ressorts de raideur K. Les miroirs n’étant plus
libres, le signal gravitationnelle est réduit par la réaction du ressort qui s’oppose a la force
de marée, d’autant plus que la constante de raideur K est importante.

Lorsque la raideur du ressort est quasi nulle, ce qui correspond au cas des miroirs quasi-
libres, on retrouve le déphasage calculé dans les sections précédentes :

has — h11

2.
7 ®0 (2.63)

Wae K W s Acplibre ~

La situation ou les miroirs sont tenus rigidement par le ressort, c’est-a-dire pour wa > w,
est qualifiée de limite adiabatique et dans ce cas le déphasage tend vers 0 avec la fréquence :

w
W K Wac ) A()Drigide ~ (w

2
) AQlibre (2.64)

ac

Autrement dit, le déphasage propagatif et le déphasage de bord se compensent dans la limite
adiabatique. Dans le cas d'un solide infiniment rigide (wac — 00) la compensation est exacte.
Si on interprete cette compensation dans un systeme de coordonnées T'T, cela montre que
deux objets rigidement liés voient leur distance coordonnée varier en présence d’OG, de fagon
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a compenser le déphasage de la lumiere entre ces deux objets. Dans un systéme de coordon-
nées de Fermi, les objets tenus rigidement tendent au contraire a garder leurs coordonnées
constantes [81].

Ce raisonnement qualitatif peut étre généralisé au cas d’une configuration quelconque dans
laquelle la structure est définie par un solide compliqué possédant de multiples fréquences de
résonance acoustique wy correspondant a de multiples modes de vibration (cisaillement,
compression dans une direction etc...). Le systéme de pendule mis au point pour VIRGO [3]
permet alors d’obtenir, pour le mouvement dans la direction des bras, une fréquence acous-
tique tres petite afin que les mouvements dans cette direction puissent étre considéré comme
libre pour des fréquences w supérieures au Hertz. Dans le méme temps, les miroirs sont ferme-
ment tenus dans les directions perpendiculaires, avec des fréquences acoustiques tres élevées
pour limiter les mouvements dans ces directions.

Enfin, notons qu’entre les deux limites de fréquences discutées plus haut, a savoir les tres
basses fréquences devant les fréquences acoustiques, et les tres hautes fréquence devant celles-
ci, se situe le domaine de fonctionnement des barres. En effet, pour celles-ci, on exploite la
résonance qui se produit lorsque la fréquence w est égale a une fréquence acoustique wy de
la barre. La sensibilité de la mesure est alors déterminée par le coefficient d’amortissement
I, autrement dit le facteur de qualité mécanique de la barre [23].

A.3 Description des fonds stochastiques d’OG

Les ondes gravitationnelles sont créées en principe des que de la matiere est accélérée
de fagon asymétrique mais les seuls systémes susceptibles de produire des niveaux d’OG
détectables sont les systemes astrophysiques et cosmologiques.

La bande de fréquence couverte par les détecteurs en construction ou en opération sur
Terre se situe dans le domaine des fréquences comprises typiquement entre 10 Hz et 10 kHz. Le
projet LISA vise la détection de fréquences plus basses, typiquement entre quelques dixiemes
de mHz et 1 Hz. Dans ces deux gammes de fréquence, on attend I’observation de « bouffées »
(« bursts ») d’OG ou d’ondes périodiques émises par des systémes astrophysiques.

Il existe également des fonds d’ondes gravitationnelles correspondants a la confusion d’un
grand nombre de sources astrophysiques ou méme & une émission d’origine cosmologique.
Nous décrivons ici les propriétés de ces fonds qui peuvent donner lieu a des effets physiques
observables tels que le phénomene de décohérence gravitationnelle étudié dans les prochaines
sections.

A.3.1 Caractérisations générales

Les propriétés d’'un fond d’OG peuvent étre caractérisées de maniere statistique par les
fonctions de corrélation de la perturbation métrique hiTjT en jauge TT. Afin d’alléger la
notation, on supprime 'exposant TT qu’on suppose implicite a chaque fois qu’apparait la
perturbation métrique h;;. On discutera en détail plus loin le fond di a la confusion de toutes
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les ondes émises dans le voisinage de la Galaxie. Puisqu’il existe un tres grand nombre de
telles sources, le théoreme de la limite centrale nous indique que ce fond est gaussien avec
une tres bonne approximation et peut donc étre entierement caractérisé par sa fonction de
corrélation a deux points. De fagon équivalente, on peut aussi étudier le spectre associé a ces
fluctuations.

Pour cela, on décompose la perturbation gravitationnelle dans ses composantes de Fourier,
ou chacune de ces composantes est la somme de deux polarisations circulaires (voir I’annexe

C):

4 , el klel[k]\
hij(z) = / (‘;&hij[k]e—“w“ o hylk =) <[}§JH> h[k] (2.65)
y==%

k représente le vecteur unitaire dans la direction du vecteur d’onde k. Les conditions de
réalité pour ce champ s’écrivent :

() =k . ) = KA (2.66)

Les OG se propagent a la vitesse de la lumiere et sont transverses par rapport au vecteur
d’onde :
w
=ki—-k*=0 , ko=

c
Dans le cas simplifié ou le fond d’OG est en plus stationnaire et non polarisé, on peut le

. kihij=0 (2.67)

caractériser par la seule densité spectrale des fluctuations Cpp[k] définie de la fagon suivante :
<f”[k]h”’ [k’1> = (2m)*0" 6% (k + k') Chn [K] (2.68)

Il sera commode aussi de considérer la fonction de corrélation temporelle en un point donné,

le centre du détecteur en x = 0 par exemple :

2 d —iw
<hij(t)hkl(0)> = ((5ik(5jl + 040k — 3 5ij5kl> /2: Shlwle t (2.69)

La fonction de corrélation Sp[w] a la dimension d’un temps et est une fonction réelle
et paire afin d’assurer les conditions de réalité. C’est cette fonction qui est utilisée dans la
plupart des papiers consacrés a la détection des OG [18]. On trouve quelquefois dans ces
articles la notion d’amplitude de bruit h,, avec la correspondance :

@é%&m (2.70)

Cette amplitude présente l'avantage d’étre sans dimension. Toutefois, nous utiliserons de
préférence la caractérisation Sp[w].

Dans la suite on étudiera des détecteurs anisotropes et on devra utiliser la caractérisation
plus générale Chplk]. En conservant I'hypothese d’un fond isotrope, on écrira cette quantité

en fonction du spectre :
_ 2 251,21 Onw]
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Une autre fagon commode de décrire les propriétés spectrales de ces fonds est de les
caractériser par une température de bruit Tyy[w] directement reliée au nombre de quanta
a chaque fréquence w. Dans le domaine de la RG linéarisée, il est possible de quantifier le
champ gravitationnel comme une collection d’oscillateurs harmoniques dont les quanta sont
des particules de masse nulle appelés gravitons [60, 18]. En annexe D figure une méthode de
détermination de la température de bruit associée a un fond d’OG a partir de ’expression des
fonctions de réponse du champ gravitationnel. La caractérisation en terme de température
se révélera tres utile pour la description de la décohérence car la température est une bonne
mesure des fluctuations d’un environnement.

Cette température peut s’obtenir aussi en considérant 1’énergie portée par les ondes planes
gravitationnelles de fréquence w. Pour cela, on rappelle que ’énergie des OG n’est pas localisée
dans une longueur d’onde mais peut se calculer comme une moyenne sur plusieurs longueurs
d’onde. Pour un fond stochastique dont les propriétés statistiques ne dépendent ni du temps
ni de 'espace, cette moyenne spatiale peut étre remplacée par une moyenne temporelle ou,
sous 'hypothese d’ergodicité, par la valeur moyenne d’ensemble sur le fond. Cette méthode
permet de relier la densité d’énergie i au spectre [22, chap. 10.8][84] :

2 2
T8 = g (i@ @) = 15 / 2 Sl (272)

La densité d’énergie peut ensuite s’écrire & partir d’'un nombre de gravitons par mode ngy [w]
a la fréquence w :

3
5 =2 % /é&,}ngw[w]hw = % g—:angw[w] (2.73)
Le facteur 2 provient de la contribution des deux polarisations. On définit alors la température
de bruit comme étant la température d’équilibre d’un oscillateur harmonique de fréquence
w qui posséderait le méme nombre de quanta ngy|w]. Dans la limite classique correspondant
a un grand nombre de graviton par mode ngy|w] > 1 (donc pour une température de bruit
grande kpTyy > hw), cette relation s’écrit simplement :

kpTyw(w] = ngw|[w]hw (2.74)

En identifiant les deux expressions de 1%, on obtient finalement (voir également I’annexe
D) :
5¢°
=—5
166!

De fagon dimensionnelle, Ty, est la température construite a partir de ¢, G, kg et Sp[w].

kg Tyw[w] (2.75)

En fait, cette température n’est pas une température d’équilibre thermodynamique. Elle
s’apparente plutot a la température effective de bruit souvent utilisée pour les amplificateurs
en électronique. On verra que la température du fond d’OG dépend fortement de la fréquence.
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Ceci s’explique par le fait que le couplage entre la matiere et ’environnement gravitationnel
est faible, de sorte qu’il n’y a pas thermalisation de ce bain.

En réalité, le fond d’OG est un fond hautement classique dans lequel le nombre de gravi-
tons ngw|w] est important. Cela se voit explicitement si on I’exprime de facon & faire intervenir

le temps de Planck :
5 Splw] 1
Ngw W] = 16

— 2.76
tp witp ( )

Avec les chiffres utilisés dans toutes les discussions de cette these, les deux facteurs sans
dimension apparaissant dans cette expression sont tous les deux tres grands devant 1. A titre
d’exemple, la détection interférométrique des OG nécessite au moins 103! gravitons a 1kHz
et 103 gravitons a 1 Hz [18] 2.

A.3.2 Fond galactique : bruit de confusion des binaires

Un certains nombre de processus astrophysiques sont a l'origine de la création d’OG,
le processus prédominant étant la génération d’OG par des systémes binaires [35]. C’est
d’ailleurs sur un systeme de ce genre qu’a été mise en évidence de facon indirecte ’existence
des OG via un phénomene de relaxation [2]. La fréquence des OG émises par les binaires
est donnée par le double de leur fréquence de rotation. Puisque deux fréquences du spectre
correspondent a deux systemes binaires différents, il est clair que différentes fréquences seront
indépendantes les unes des autres.

Les systemes binaires les plus courants autour de nous sont les binaires de naines blanches
de notre galaxie et de son voisinage. Ce fond est connu de fagon statistique via un comptage
des binaires sur la votite céleste. Le détecteur LISA sera sensible dans la bande de fréquence
correspondant a ces sources mais il ne permettra pas de résoudre individuellement les sources
trop faibles ou celles dont la fréquence est de toute fagon trop basse pour étre vues pendant
une mesure de durée raisonnable, disons pour fixer les idées 1 an d’intégration [85, 86]. Le fond
astrophysique va donc apparaitre comme un fond de confusion, bien que les limites exactes
de cette confusion dépendent des performances des détecteurs d’OG.

Le spectre, tel qu’il est prédit par les astronomes, est représenté sur la figure (2.6) [11].
Il découle de lois bien connues de la physique ainsi que de connaissances d’astrophysique
galactique et constitue donc une source stire d’OG. Ce bain se trouve concentré sur une plage
de fréquence limitée, typiquement entre le pHz et le mHz. Dans cette plage de fréquence, le
spectre Sp[w] est quasiment plat avec :

Sy~ 103 Hz ! (2.77)

2Pour étre plus précis, ce nombre de gravitons est en fait le nombre de gravitons moyen par mode. Comme
il est tres grand, on va négliger dans la suite les fluctuations du nombre de graviton autour de ce nombre
moyen et ne s’intéresser qu’a ce dernier (les fluctuations relatives étant de I'ordre de 1/,/ngw). Autrement dit,
Iétat quantique de I'environnement ne sera caractérisé que par son nombre moyen de quanta par mode ngw|w],
quantité qui est reliée via I’équation (2.74) & la quantité classique Si[w], ou encore & Pamplitude classique he,
via (2.70).
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F1G. 2.6: Racine carrée /Sp[w] (mesurée en HZ_%) de la densité spectrale des fonds d’OG
d’origine astrophysique et cosmologique en fonction de la fréquence f = 5% (en Hz), dans un
diagramme log-log. Les courbes en tirets représentent les courbes de sensibilité des détecteurs
d’OG terrestres (VIRGO, LIGO et GEO) et spatiaux (LISA); la courbe solide décrit le
bruit de confusion des binaires (voir la section A.3.2) et les courbes en pointillé représentent

les fonds d’origine cosmologique calculés pour différentes valeurs du parametre Qg (voir la
section A.3.3).



A. L’environnement gravitationnel et son influence 33

La température de bruit associée par la relation (2.75) n’est donc stirement pas une tempé-
rature thermodynamique :
Tow ~ 10M K (2.78)

Cette température est beaucoup plus grande que toute température habituelle, elle est méme
supérieure a la température de Planck Tp définie par :

kpTp = Z; ., Tp= le thE) ~1.4x 10 K (2.79)
Autrement dit, T}, est une température de bruit dont la valeur tres grande traduit le grand
nombre de gravitons qui existent a ces fréquences. Mais elle ne correspond pas & une tem-
pérature d’équilibre car le bain de gravitons est tres faiblement couplé a la matiere. Cette
caractéristique est typique des OG qui ont la particularité d’étre a haute température mais
de ne pas jouer de role dissipatif efficace.

Enfin, notons que ce fond est principalement d’origine galactique et ainsi doit étre ani-
sotrope du fait de notre position excentrée par rapport au centre de la Galaxie [87]. En
particulier, une modulation du signal de LISA d’un facteur ~ 2 est a attendre en fonction de
Porientation de celui-ci par rapport au centre de la galaxie [88]. On négligera cet effet dans la
suite car on se s’occupera que d’estimation d’ordre de grandeur. Un calcul plus précis pourrait
étre mené grace a la généralisation au fond anisotrope qui est présentée dans I’annexe C, mais
il ne changerait pas les conclusions de notre étude. L’hypothése gaussienne est valable au vu
du grand nombre de sources indépendantes contribuant au fond a une fréquence donnée.

A.3.3 Fond cosmologique : OG reliques

Il existe de nombreuses prédictions pour les fonds d’OG d’origine cosmologique [17, 18, 89|
et ces prédictions sont encore assez spéculatives. Parmi celles-ci, les OG produites durant I’évo-
lution cosmique & travers une amplification des fluctuations gravitationnelles originelles [16]
jouent un role important. Bien que les fluctuations originelles soient de nature purement quan-
tique (fluctuations de point zéro dans I’Univers primordial), les modeles prévoient qu’elles
alent été considérablement amplifiées par 'inflation pour donner & I'heure d’aujourd’hui un
fond stochastique qui peut étre traité de facon quasi-classique. Ce fond relique d’origine pu-
rement quantique n’a pas encore été détecté expérimentalement mais il constitue une consé-
quence inéluctable des principes de base de la mécanique quantique et des équations de la
RG [90].

Ce fond est I'analogue gravitationnel du fond cosmique micro-onde électromagnétique
mais il n’est pas thermique [91]. Pour ce fond, la stationarité est probablement tres bien
vérifiée car I’age de 'Univers est tellement grand que les propriétés statistiques de ce bain ne
varient pas sur le temps d’une expérience, méme tres longue®. Il faut cependant noter que le

3Plus précisément, le redshift z correspondant & la création de ce bain est trés grand devant I'unité. Une
variation temporelle de At de ses propriétés statistiques lors de sa formation est vue maintenant comme une
variation de I'ordre de zAt, et apparait gelée si z est grand.
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fond relique d’OG possede des propriétés de non-stationarité qui sont négligeables en ce qui
nous concerne mais pourraient éventuellement étre mises en évidence grace a l'observation
des inhomogénéités du fond cosmique électromagnétique qui peuvent avoir enregistré des
variations temporelles sur le temps tres long qui s’est écoulé depuis leur émission [92].

On caractérise ce fond par un spectre qu’il est commode d’exprimer sous la forme suivante :

_ 6mHE0 (]

Sh [w] w3

(2.80)
Hy est la constante de Hubble: sa valeur est Hy ~ 2 x 107'® s71 pour la valeur la plus
couramment admise (Hy ~ 75 kms~! Mpc~! dans les unités utilisées en astrophysique). Le
parametre ()g représente la densité d’énergie des OG rapportée a la densité d’énergie critique.
Il peut étre exprimé comme un nombre de gravitons ng, par mode en utilisant (2.74) et (2.75).
Bien que ce nombre ng, soit tres grand devant 1, {lgy, est tres petit, ce qui montre que les
OG participent peu au bilan énergétique de I’Univers actuel.

Dans les modeles simples [16], ce parametre est constant depuis une fréquence de coupure

CcOosSmo

ultra basse wif™° jusqu’a une fréquence de coupure haute w;y™™°

oMo, La fréquence de coupure

infrarouge wSF™° peut aller jusqu’a la fréquence de Hubble [16]. La fréquence de coupure
haute est souvent prise dans le domaine du GHz [18].

Les contraintes existant a ce jour sur ce parameétre [93] sont récapitulées sur la figure
(2.7). Celles-ci sont principalement données par trois observations : 'isotropie observée du

fond microonde cosmologique (CMB) contraint Qg a étre plus petit que 10714

pour des
fréquences aux alentours de la fréquence de Hubble [94]. La régularité des temps d’arrivée des
pulses des pulsars milliseconde contraint (g, a étre plus petit que 108 pour des fréquences
autour de 1078 Hz [95, 96]. Enfin, une contrainte indépendante de la fréquence provient de la
nucléosynthese et de ’abondance des éléments [93].

Les domaines ombrés sur la figure (2.7) représentent deux modeles de fond relique qui
sont compatibles avec toutes les observations connues. Le premier, qui constitue le modele le

0~ et une coupure & la fréquence de Hubble

plus simple, correspond a une valeur gy ~ 1
2 x 10718 Hz. Le second présente un niveau plus important, de 'ordre de Qg ~ 1078, mais il
est coupé vers 10715 de facon & ne pas entrer en contradiction avec I'isotropie observée pour
le CMB. Ces modeles sont aussi représentés sur la figure (2.6) par des droites pointillées. Ces
droites ont une pente —% dans le diagramme log-log puisque {14y, est constant aux fréquences
apparaissant sur cette figure, de sorte que S}, varie comme 1/w? (voir équation (2.80)) et v/Sj,
comme 1 /w2,

On voit que le fond cosmologique domine le fond astrophysique aux basses fréquences
inférieures au pHz, ainsi qu’aux fréquences supérieures a environ 10 kHz du fait de la coupure
des OG provenant des binaires. Malgré I'incertitude sur la valeur de {24y, il est probable que
le fond cosmologique soit plus petit que le fond de confusion des binaires dans la plus grande
partie de la plage de fréquence intermédiaire allant du microHertz au Hertz. Nous utiliserons

ces hypotheses dans les calculs que nous ferons dans la suite. Elles seront en effet suffisantes
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FiG. 2.7: Ce graphique représente dans un diagramme log-log les contraintes sur le parametre

(2gw en fonction de la fréquence. Le domaine qui se trouve sous les courbes est exclu par les

observations.

pour obtenir des estimations fiables des ordres de grandeurs.

L’hypothese gaussienne semble raisonnable vu le tres grand nombre de cellules élémen-

taires participant a la génération de ce fond. L’isotropie mérite d’étre traitée plus en détail.

En effet, une petite anisotropie initiale dans les fluctuations a pu étre amplifiée tres fortement

par I’évolution cosmique et créer a ’heure d’aujourd’hui un fond anisotrope [97]. La encore,

on ne discutera pas ces subtilités dans la mesure ou on veut surtout donner des estimations

d’ordre de grandeur.
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B Décohérence gravitationnelle dans les interférometres ato-
miques

De la méme fagon que les OG produisent un déphasage dans les grands interférometres
optiques destinés a leur détection, ils produisent un déphasage dans les interférometres ato-
miques ultra sensibles actuellement en opération ou en projet, sur Terre ou dans ’espace.
Ceci provient du fait que les OG déphasent les ondes de matiere se propageant dans les deux
bras de l'interférometre d’une maniére différentielle si ces bras sont spatialement séparés. En
conséquence du caractere fluctuant du fond d’OG, le déphasage qui en résulte provoque une
perte de contraste aprés moyenne sur le temps d’intégration de la mesure. Cette perte de
contraste apparalt comme une décohérence induite par 'interaction de 'interférometre avec
le fond d’OG qu’on n’observe pas, c’est-a-dire la partie du fond sur laquelle on moyenne
pendant la mesure.

Pour le moment, un tel effet de décohérence gravitationnelle n’a pas encore été mis en
évidence. Cependant, le développement rapide des performances des interférometres amene a
se poser la question de savoir si, bien qu’ils ne soient pas spécifiquement dédiés a la détection
des OG, leur sensibilité ultime ne pourrait pas étre limitée par les fluctuations induites par
les perturbations métriques. En particulier, il est bien connu que 'utilisation d’ondes de
matiere permet une amplification potentiellement trés importante de la sensibilité de certains
détecteurs aux effets d’inertie, notamment pour les gyrometres. 1l est donc intéressant de se
demander si les interféromeétres atomiques bénéficient aussi de cette amplification concernant
cette fois la détection des OG et le cas échéant d’en quantifier aussi précisément que possible
leffet.

En particulier, il a été proposé que des fluctuations de l’espace-temps pourraient étre
mises en évidence dans des expériences d’interférométrie atomique & travers la diffusion de
phase qu’elles entrainent. L’idée est que méme si ’'on ne peut pas détecter individuellement
ces fluctuations, 'effet cumulé d’un grand nombre de ces fluctuations pourraient révéler un
mouvement de diffusion macroscopique détectable [54, 52, 53, 51]. Cet argument est analogue
a Pargument bien connu pour le mouvement Brownien qui a permis de mettre en évidence
I'existence des atomes par un effet cumulé des collisions de ces atomes sur des sondes macro-
scopiques a une époque ou on se savait pas encore « voir » les atomes directement.

Dans cette partie, on utilise ces idées pour calculer I'effet de décohérence et 1’écrire en
termes des propriétés spectrales du fond d’OG et des propriétés géométriques de l'interféro-
metre. Pour fixer les idées, j'utiliserai les chiffres correspondant au projet HYPER qui a été

proposé par des équipes francaises et européennes pour une mission spatiale.

B.1 Présentation succincte du projet HYPER

HYPER est un projet d’interférometre spatial [98, 99] dont l'objectif principal est la
détection de l'effet Lense-Thirring, un effet de Relativité Générale du a la proximité de I'in-
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terférometre avec une masse en rotation, ici la Terre. Il s’agit d’'un gyrometre qui mesure
des fréquences de rotation du référentiel d’inertie local par rapport a un référentiel céleste
matérialisé par des étoiles lointaines sur lesquelles 'orientation de l'instrument est asservie
par pointé télescopique.

Miroirs
Pointé
..4_| ..4_| ;I télescopique
s s I3

Faisceaux lasers

Fia. 2.8: Représentation schématique de l'interférometre HYPER. En mode gyrometre, deux
tels interférometres se superposent téte béche de telle sorte que la soustraction des déphasages
des deux interférometres permet d’éliminer les effets d’accélération et de ne mesurer que la
fréquence de rotation.

On donne dans la suite une description volontairement simple du fonctionnement de I'ins-
trument HYPER et on renvoie le lecteur a la littérature pour plus de détails sur 'appareil
en lui-méme [98] ou le calcul du signal (déphasage) lorsque 'on tient compte de toutes les
perturbations [100, 101, 102].

B.1.1 De l’effet Sagnac a ’effet Lense Thirring

Le principe de base des gyromeétres atomiques est fondé sur 'effet Sagnac [78]. Si on sup-
pose un interférometre en rotation a la fréquence Qgagnac dans un espace supposé Minkows-
kien, on montre qu'un déphasage Sagnac @sagnac apparait et s’écrit pour un interférometre

atomique :

at 2mat Aat

¥Sagnac = T QSagnac (2.81)

Mat est la masse des atomes, Qgagnac la fréquence de rotation et A, 'aire de I'interférometre
atomique. Pour comparaison, I’effet Sagnac s’écrit pour un interférometre optique :

20 ot A
h, h, h
PBagnne = g Qsagune (2.82)

oll Qphot est la fréquence des photons et Aot 1'aire de I'interférometre optique (voir la section
A1.4).

On voit sur ces expressions que la sensibilité des interférometres atomiques a ’effet Sagnac
est potentiellement beaucoup plus importante que celle des interférometres optiques car 1’éner-
gie de masse des atomes est bien plus grande que I’énergie des photons [103, 104, 105][106,
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p. 239] : t
wgagnac _ matcz Aat (2 83)
(pls)gggac thhot Aphot

Autrement dit, le premier rapport dans cette expression est beaucoup plus grand que 1 (dans
le cas du projet HYPER avec I’atome de césium, ce rapport vaut environ 2 x 10'" pour des
fréquences optiques). Toutefois, les interférometres optiques réalisent des aires plus grandes.
Par ailleurs, ils correspondent a des flux plus importants, ce qui les rend encore compétitifs a
I’heure actuelle. Néanmoins, il est naturel d’envisager 1'utilisation d’interférometres atomiques
pour la mesure d’un effet de rotation tres petit tel que 'effet Lense-Thirring.

L’aire A,; d’un interférometre atomique peut étre réexprimée en fonction de caractéris-
tiques géométriques de 'appareil, de la vitesse v, des atomes et du temps de parcours dans
les bras. Par exemple, pour une géométrie de losange, 'aire s’exprime en fonction du temps
de parcours 7,4 sur chaque bras de longueur L et de ’angle d’ouverture 2a entre les deux
bras :

Agy = L?sin(2a) = v2,72 sin(2a) (2.84)

Il est important de noter que 'effet Sagnac mesure la fréquence de rotation par rapport
au référentiel d’inertie local. En relativité générale, ce référentiel d’inertie local differe du
référentiel des étoiles fixes de par la présence d’objets massifs. En particulier, le référentiel
d’inertie local est entrainé par la rotation de la Terre : c’est V'effet Lense-Thirring (voir par
exemple [107] ou les livres de référence [22, 60]). La présence d’une masse importante est
aussi a lorigine d’effets supplémentaires du méme type parfois beaucoup plus importants
que leffet Lense-Thirring. En particulier, il apparait un effet dynamique qui provient du fait
que le satellite se déplace par rapport a une métrique courbe et qui contrairement a 1’effet
Lense-Thirring ne dépend pas du moment cinétique de la Terre. Sur les gyroscopes, cet effet
donne aussi lieu & un effet de précession (appelé précession géodétique) qui est deux ordres
de grandeur plus important que la précession Lense-Thirring [60, chap 9.6].

Ici, nous nous contenterons de considérer l'effet Lense-Thirring qui se traduit par un
déphasage supplémentaire ¢ que 'on peut écrire en analogie avec 'effet Sagnac :

2mat A
LT = ht Qur (2.85)

Nous avons défini une fréquence de rotation Qrpr qui mesure l'effet d’entrainement du réfé-
rentiel inertiel local par la rotation de la Terre :

Qi = %(1 — 3 cog? 0) ~ 4 x 10" Mrad.s™! (286>

3.2
Jg représente le moment cinétique de la Terre, r est la distance du satellite au centre de la
Terre et 0 est 'angle entre ’axe de rotation de la Terre et la droite joignant le centre de la
Terre au satellite (voir figure (2.9)). La fréquence Qpr est constante dans le temps en un point
d’espace donné mais dépend de la position du satellite autour de la Terre. Le projet HYPER
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Fia. 2.9: Orbite et configuration du satellite HYPER pour la mesure de I’effet Lense-Thirring.

vise & cartographier cet effet, c’est-a-dire & mesurer Q. pour différentes latitudes 6, a une
distance r fixée de la Terre. En cela, il a des objectifs complémentaires a ceux du satellite
GPB qui a été lancé en mars 2004 pour mesurer la valeur moyenne de l’effet Lense-Thirring
sur 'orbite du satellite [108].

B.1.2 Effet des OG

Les OG donnent lieu elles aussi a un effet d’entrainement du référentiel d’inertie local, de
la méme maniere que les perturbations gravitationnelles créées par la Terre en rotation. On
peut écrire leur effet sur le déphasage de la méme facon que le déphasage Sagnac :

Spen(t) = 20t 50, (1) (2.87)
La fréquence € s’interprete comme une fréquence instantanée d’entrainement du référen-
tiel d’inertie local. Contrairement au champ Lense-Thirring qui est un champ proche quasi-
statique, les OG sont des champs lointains, rayonnés a grande distance et dépendants du
temps. En conséquence, la fréquence €, et donc le déphasage dpqy sont des grandeurs qui
dépendent du temps.

Ce déphasage apparalt comme un bruit dans la mesure de l’effet Lense-Thirring qu’il
est nécessaire de quantifier. Pour le calculer, il faut déterminer I'effet des perturbations gra-
vitationnelles sur l'interférometre. On peut d’ores et déja deviner par homogénéité que la
fréquence €y doit étre proportionnelle a une dérivée temporelle de la métrique. Ce point
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sera précisé dans la prochaine partie ou la formule (2.85) sera démontrée a partir d’un calcul
du déphasage.

B.1.3 Quelques chiffres importants concernant HYPER

HYPER a comme objectif primaire la cartographie de 'effet Lense-Thirring. Il suivra
pour cela une orbite polaire afin de moduler I'effet Lense-Thirring en balayant ’angle 6 & une
altitude de 1000km (un compromis entre I’amplitude de 'effet qui décroit en 1/r3 d’apres
Iéquation (2.85) et la nécessité d’une altitude grande pour limiter les effets de friction de
Patmosphere). A cette altitude, la période de révolution est de T, = 100 minutes.

HYPER est aussi sensible a I'accélération de l'interférometre qui crée un déphasage supplé-
mentaire bien supérieur au déphasage Lense-Thirring. Pour éliminer cet effet, HYPER est en
fait constitué de deux interférometres de Mach-Zehnder identiques parcourus en sens opposé
par les sondes atomiques. Le déphasage du a I'accélération est le méme pour les deux interfé-
rometres, alors qu’il est opposé pour le déphasage Lense-Thirring. L’observable gyroscopique
est formée comme la différence entre les déphasages donnés par les deux interférometres.

Le point standard pour une mesure de I'effet Lense-Thirring est défini comme une moyenne
sur un temps 7, ~ 3s. La sensibilité attendue pour la mesure des fréquences de rotation est
de 3x 108 rad.s~"Hz /2. Cette sensibilité est essentiellement limitée par le bruit de grenaille
du faisceau atomique, ce bruit étant lui méme limité par le flux atomique. Pour mesurer ’effet
Lense-Thirring avec une précision de 5%, HYPER doit intégrer le signal pendant plusieurs
mois. Cela fait intervenir des fréquences supérieures & environ 1076 Hz. Cette discussion nous
permettra plus loin de préciser quelles sont les fréquences de bruit qui interviennent, et de
montrer en particulier le role important joué par le fond de confusion des binaires.

B.2 Déphasage gravitationnel dans un interférometre atomique en ap-
proximation eikonale

On a présenté dans la premiere partie de la these le calcul du déphasage pour un champ
qui se propage dans un champ gravitationnel dans I’approximation eikonale et en ’absence de
toute autre perturbation de la phase. Lorsqu’un champ optique se propage entre deux miroirs,
on a vu que l'effet des ondes gravitationnelles se manifeste & la fois sur le déplacement de
ces miroirs et sur le champ qui se propage. Ce n’est qu’a la condition de tenir compte de
ces deux contributions que le déphasage en sortie d’interférometre est obtenu comme une
quantité invariante de jauge. Sachant cela, on peut alors choisir le systéme de coordonnées
qui convient le mieux pour calculer le déphasage.

On choisit ici de se placer dans un systeme de coordonnées TT. En effet, la limite des
grandes longueurs d’onde n’est plus vérifiée quand on étudie la décohérence; la raison est
que ce sont les longueurs d’onde de l'ordre de la taille de I'interférometre qui déphasent les
deux bras et qui sont donc susceptibles d’introduire le plus de bruit dans I'interférometre. Le
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systeme de coordonnées de Fermi n’est donc pas utilisable pour ce calcul alors que le systeme
de coordonnées T'T s’y préte bien.

Les déphasages de bords sont calculés en utilisant 1’équation géodésique, une fois spéci-
fié comment sont matérialisés les miroirs. Le déphasage propagatif est quant a lui exprimé
de fagon commode en fonction des composantes de Fourier h?[k] qui caractérisent le bruit
gravitationnel. On écrira le déphasage comme un développement sur ces modes :

4
0 / d ’“4 Z SG()IH (2.88)

En identifiant cette expression avec 'expression du déphasage (2.9) et la décomposition de la
métrique (2.65), on obtient le coefficient :

6116 Qf/ V] KK e~ N g\ (2:89)

Le temps t est une date qui parametre les géodésiques. Ici, on prendra pour ¢t = 0 I'instant
auquel 'onde de matiere est au milieu de 'interférometre. Si on change cette valeur de 7
I'expression (2.89) est simplement changée d’un facteur de phase e~ ; en effet, le systeme
de coordonnées étant comobile, le terme de phase apparaissant dans 'expression (2.89) est
modifiée de la quantité —iwr. On choisit de noter gi)z [G] la valeur pour une géodésique G
définie & Pinstant de référence t = 0. Ce coefficient ¢} [G] ne dépend alors que de la géométrie

de l'interférometre et il vérifie les conditions de réalité suivantes :

¢71,[G] = (oG] (2.90)

Avec ces notations, le déphasage propagatif s’écrit finalement :
5o5(t) / P 3 RO (2.91)

Le calcul d’un déphasage dans un interférometre se raméne donc au calcul du coefficient (bz
sur les géodésiques qui constituent 'interférometre, plus le calcul des déphasages de bords.
C’est ce que nous allons faire dans les paragraphes suivants en spécifiant la géométrie de
I'instrument et la fagcon dont les bords sont matérialisés.

B.2.1 Interféromeétres atomiques matériels

On commence par étudier le cas d’un interférometre matériel dans lequel des atomes
seraient séparés et réfléchis par des miroirs matériels en chute libre, en analogie avec les
détecteurs d’OG étudiés précédemment. Cette expérience ne correspond pas a I'interférometre
HYPER sur lequel nous reviendrons plus loin. Ce modele d’interférometre est représenté sur
la figure (2.10). On suppose que les miroirs B, C et les séparatrices A, D sont des objets
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I3
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F1a. 2.10: Représentation schématique d’un interférometre atomique avec une géométrie de
Mach-Zehnder présentant la symétrie du losange.

matériels en chute libre et que 'onde de matiere se sépare, se réfléchit et se recombine de
fagon élastique sans subir de discontinuité de déphasage.

Dans un systeme de coordonnées T'T, les miroirs restent immobiles, comme on I’a discuté
dans la partie A.2.2 pour les détecteurs optiques d’OG. Cette propriété reste vraie dans le
temps si on néglige le recul pris par les miroirs suite au transfert d’impulsion venant des
atomes qui se réfléchissent. Cela revient & supposer la masse du miroir trés grande devant
celle des atomes. On pourrait traiter ces effets de recul en utilisant les méthodes qui ont été
développées en interférométrie atomique [103, 106, 109]. Nous ne le ferons pas ici et nous
contenterons du terme principal.

Avec ces hypotheses simplificatrices, le déphasage est uniquement déterminé par des
contributions propagatives du type (2.91). Pour calculer la sensibilité d)Z correspondante, on
suppose que la phase de ’'onde de matiere ne subit pas de discontinuité lors des réflexions sur
les miroirs de telle sorte que le déphasage s’écrit comme la somme de déphasages sur chaque
segment de l'interféromeétre. On suppose aussi que toutes les interactions sont élastiques de
sorte que l’énergie cinétique des atomes est constante dans 'interférometre (4 I'ordre zéro dans
la perturbation). Le quadrivecteur K* est relié & 'impulsion P* par la relation P* = hK* et
on a pour une onde de matiere & la limite non-relativiste :

K= o~ m;tc , K= % ~ ma;i”at = K% (2.92)

Dans ces calculs, u’ représente la vitesse réduite :
u' = 2t (2.93)

c

Pour l'interférometre représenté sur la figure (2.10), le déphasage en sortie s’écrit finalement
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comme une intégrale sur le contour fermé défini par 'interférometre :

Apw = = / iy (2 (\) K ((0) K7 (2(1))dA
2 JaBD
1

3 /ACD iy (@) K (2(0) K7 ((A))dA

2
= D ) ) () (2.94)
2 JaBpCA
Cette expression du déphasage correspond a la description la plus simple que 'on puisse
donner des interférometres a ondes de matiére et elle porte le nom de déphasage de Linet-
Tourrenc [72]. C’est elle que nous utiliserons systématiquement dans la suite. Des calculs plus
raffinés du déphasage tres utiles pour d’autres applications [109, 110] ne changeraient pas les
ordres de grandeur que nous obtiendrons plus loin pour la décohérence.
Nous calculons le coefficient ¢ comme une somme sur chaque segment constituant 'in-
terférometre :

¢ = 6[AB] - 6][AC] - 6][CD] + ¢}[BD] (2:95)

On écrit la contribution le long de chaque segment grace a (2.89) :

2 rtp 9
AR = 2% / Tk uiyp(t')) e i@t —kex(t)qy 2.96
olAB) = T | (R uhs)) e (2.96)

L’intégrale est a considérer sur la géodésique non perturbée définie & un temps de référence
t =0 et u est a prendre a l'ordre zéro dans la perturbation. Le parametre A a été identifié en

utilisant les relations suivantes :

gt = 2'(t=0)+vit=a"(t=0)+u'ct (2.97)

4 . ) . 4 t
2 = dA=0)+KA=2'(A=0)+Kou' A , A=~

- (2.98)

On fait 'hypothese d’'une géométrie ayant la symétrie du losange avec un angle d’ouverture
2ac et une longueur :

UAB = VatTat (299)

sur chaque segment. On suppose l'interférometre dans le plan (z!,23) et on parametre les
coordonnées des sommets de la facon suivante :

tp = Tat, Xp = (lapcosa,0,0),

ta = ~Ip, Xa = -3, (2.100)
tg = 0, xp = (0,0, /5B sin ),

lc=1tB, Xc=—XB
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On a utilisé la stationarité du fond d’OG pour choisir ’origine des temps. Les vitesses réduites
s’écrivent :
uap = “2t(cos @, 0, sin )
upp = “t(cos @, 0, —sina) (2.101)
UAC = UBD, UCD = UAB

On calcule les facteurs suivants :

2 Vat , . .
k-upp = — (sinfcospcosa + cosfsina)
c
2 Vat , . .
k-upc = — (sinfcospcosa — cosfsina) (2.102)
c
Vat .
k-Xp = wra— cosfsina
c

Les angles 0 et ¢ sont les angles d’Euler habituels (voir annexe C). Les trajectoires x(¢') le
long de chaque segment se paramétrisent enfin de la fagon suivante :

AB : k-x(t)=k-xp+k-uspwt

BD k- X(t,) =k -xp+ f( ;uBD wt! (2 103)
AC k-x(t') = -k -xp+ k- ugp wt’ ’
CD k-x(t’):—k-XB—i—lA{-uABwt'

A DPordre le plus bas en 2 on obtient k-u< 1, de sorte que les amplitudes qu s’écrivent, en
utilisant (2.96) et les conditions de réalités (C-22) :

PL[AB] = Qi MatC (@7 . ypp)2eikxn ( - eWTat(l—k'“AB)>

5 e ( )
GBD] = 315 Bl (e upo) ek (etemikunc) 1) (2.104)
YIAC] = izm,;;02<e—v. Cye—zka( ) '
¢ [CD] = f chQ (€77 - upp)2e kxB ( —iwrat(1—k-uap) _ 1)

La variation de l'amplitude ¢/, donnée par l'expression (2.95), est représentée sur les
figures (2.11) en fonction des angles d’Euler. On a choisi une fréquence w de 'ordre de I'inverse
du temps de vol des atomes car la sensibilité est maximale pour des fréquences voisines de
1/7at. Elle tend en effet vers zéro pour wryy < 1 et wryy > 1, comme on peut le voir sur la
figure (2.12).

Les expressions (2.104) sont valables quelque soit la fréquence w dans la limite non rela-
tiviste (vay < ¢). L'expression de 'amplitude gbz est alors relativement complexe dans le cas
général et demande un calcul numérique des intégrales qui interviennent dans I’expression de
la décohérence. Cependant, ’expression se simplifie dans le cas limite ou ’angle d’ouverture «
est petit devant 1 (faisceaux peu séparés), ce qui est le cas pour les interférometres atomiques
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F1a. 2.11: Partie réelle et imaginaire de ¢Z en fonction de la direction du vecteur d’onde des
OG exprimée en fonction des angles d’Euler 6 et ¢. On a pris v = +1, la polarisation v = —1
se retrouvant par les relations de réalités (2.90) et (C-22). D’autre part, on a comme parametre

w = lrads !, 7ot = 1.5s, vax = 0.2m.s7 ! et a = 0.0175, qui sont ceux correspondant au
projet HYPER.
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F1G. 2.12: La figure en haut a gauche représente la décroissance typique de la partie réelle de

qbz. On a représenté pour cela sa valeur en § = ¢ = 7. On voit que cette fonction est maximale

pour une fréquence de I'ordre de et décroit de part et d’autre. La décroissance est linéaire

1
Tat R
pour les basses fréquences, et en oscillant pour les hautes fréquences. A hautes fréquences, la
sensibilité commence a développer des franges, comme on peut le voir sur la figure en haut
C
TatVat ~
réelle et imaginaire de la sensibilité pour une fréquence w =

a droite, pour une fréquence w = 20 x Les deux figures du bas représentent la partie

C
TatVat *

la limite de modélisation de la sensibilité ¢ par I'expression simplifiée (2.108).

Cette fréquence représente
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et en particulier le projet HYPER pour lequel cet angle vaut a = 0.0175. En se limitant a
l'ordre un en «, 'amplitude qbz se réduit apres quelques calculs a I'expression suivante :

WTat

2
. MatV . —y =y .
)~ 22 —2 &in(2a) e, e; ! sin? [

e (1 - % sin @ cos go)] +0(a?)  (2.105)

L’ordre zéro en « a disparu, ce qui est normal car I'effet doit disparaitre lorsque les sondes
empruntent les mémes chemins. Notons que I'on conserve l'expression sin(2«) au lieu de son
développement 2« a I’ordre le plus bas en « pour des raisons de commodité et d’interprétation
(voir la section B.2.2 suivante).Cette expression est encore valable quelque soit la fréquence
w, mais on voit que I'amplitude ne prend des valeurs significatives que lorsque wryy ~ 1.
Autrement dit, pour les valeurs de w qui contribuent, on peut négliger le terme en “2t sin 6 cos
qui apparait dans le sinus pour obtenir finalement une expression encore plus simple :

Quesin(2a) ., _
Y~ 4in/2 atszl(o‘) e 7e;" sin’ % (2.106)

On a défini ’énergie cinétique 2,¢ des atomes mesurée comme une fréquence :

2

MotV
O, = ——_at 2.107
at 271 ( )

La fonction QSZ définit la réponse en amplitude pour une OG de fréquence w se propageant
dans la direction k. Cette fonction dépend dong, en plus de la fréquence w, des angles 0 et
¢ définissant la direction du vecteur d’onde des OG. La dépendance angulaire s’exprime
explicitement sous la forme (voir la figure (2.11) pour une représentation) :

2 U.)Tat

Qat sin(2
¢l = —4@'\@M sin @ (cos 6 cos ¢ + iy sin ¢) sin (2.108)
w

On voit que la sensibilité qbz est proportionnelle & I’énergie cinétique des atomes et non
pas a leur énergie au repos comme c’était le cas pour l'effet Sagnac. On s’attend donc a ce
que leffet d’amplification existant pour l'effet Sagnac en passant des photons aux atomes
n’apparaisse pas pour la détection des OG. Cela provient du fait que les OG sont intrinse-
quement des composantes spatiales de la métrique, alors que l'effet Lense-Thirring ou 'effet
Sagnac sont liées a des composantes temporelles de la métrique. On reviendra sur ce point
dans la deuxiéme partie.

L’expression (2.108) peut étre retrouvée comme une limite grande longueur d’onde des
expressions (2.104). Cependant nous ne faisons pas cette hypothese ici et le fait de retrouver
la méme expression que celle valable en limite grande longueur d’onde provient du fait que
les atomes se déplacent lentement par rapport aux OG, v, < c. Ce ne sera par exemple pas
le cas pour les trajets lumineux qui seront étudiés par la suite.
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B.2.2 Equivalence avec un entrainement du référentiel d’inertie local

Afin de se raccorder a la discussion de la partie B.1, il est utile d’exprimer le déphasage
atomique associé a 'amplitude gbz de la partie précédente comme une observable gyromé-
trique, c’est-a-dire une observable sensible a la rotation. Pour cela, on peut regrouper les
équations (2.91) et (2.108) pour obtenir :

P02 WTat )
At (t) = 8ifdyt sin(2a) dw sin” 75 hi3[w,x = 0] e~ ™!
27 w
d’k (e} [kle3 [k])"
hizlw,x = 0] = § 123 [k 2.109
13[&1 X ] /(27.‘.)3 o \/i [ ] ( )

On écrira également :

MatV T4 Sin(2a) / dw sin® (%)

. —iwt
. 5 (%)2 iwhisw,x = 0le (2.110)

A‘Pat(t) =

En utilisant 1’équation (2.84), on peut enfin réécrire le déphasage sous une forme analogue

au déphasage Sagnac * :

2Mat Aat
Apar(t) = ——— 0Qu(t) (2.111)
avec 0{gw(t) une fréquence de rotation caractérisant ’entrainement du référentiel d’inertie
local. L’intérét de cette dérivation est que nous avons maintenant obtenu I’expression de cette

fréquence & partir du calcul du déphasage fait dans la section précédente :

1 dw SinQ (%) . —iwt

5ng(t) = 5 / g W ZUJhlg[w,X = 0]6 (2112)
2

On voit que cet effet d’entrainement du référentiel d’inertie local dépend maintenant du

temps. On peut encore améliorer la compréhension qualitative de cet effet en donnant une

expression équivalente de la fréquence d’entrainement :

$(t) = LIy / his(t — 7)g(r)dr (2.113)

La fonction g(7) est telle que sa transformée de Fourier soit égale au sinus cardinal apparais-

sant dans l’expression (2.112) :

— diw —wT _M
o(r) = [ Soalele ™™, glel = Ent (2114)

4Cette réécriture comme un effet Sagnac n’est que formelle. En effet, le paramétre pertinent en ce qui
concerne 'effet des OG ne se réduit pas en général a ’aire de 'interférometre, comme on le verra explicitement

plus loin (voir le chapitre 4).
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—Tat 0 Tat

F1G. 2.13: Fonction g(7).

La fonction g(7) traduit d’une part le filtrage par ’appareil des longueurs d’onde petites
devant la taille de l'interférometre et dont 'effet se moyenne a zéro sur chaque segment,
et d’autre part le filtrage des grandes longueurs d’onde pour lesquelles le déphasage est le
méme sur chaque bras, donnant ainsi un déphasage nul en sortie d’interférometre. Elle est
représentée sur la figure (2.13). Sa forme triangulaire est bien str directement reliée a la forme
en losange de l'interférometre, qui est scannée au cours du temps par les atomes.

En conclusion, un interférometre atomique fonctionnant en mode gyrométrique est sen-
sible au passage des OG qui font changer le référentiel d’inertie local. Cet effet, décrit par la
dérivée de la composante hi3 (pour un interférometre dans le plan (z1,x3)), est moyenné sur
la durée de la traversée de I'interférometre par les atomes. On peut donc bien se représenter
leffet des OG sur l'interférometre comme équivalent a un effet d’entrainement généralisé,
sous la condition de prendre en compte une caractéristique importante de 'instrument : son
temps de résolution 7,¢.

Comme nous 'avons déja dit, cette section est basée sur une description approximative
du déphasage. Elle rend compte de fagon correcte du déphasage dans HYPER, sauf pour le
fait essentiel que les miroirs et séparatrices ne sont pas des éléments matériels dans celui-ci,
mais plutot des faisceaux lasers produisant des transitions Raman.

B.2.3 Description plus réaliste d’un interféromeétre de type HYPER

Dans un interférometre de type HYPER, les miroirs et séparatrices sont réalisés par des
faisceaux lasers produisant des transitions Raman stimulées dans une séquence 7/2 — m —
7/2 ([103] pour un article de revue). Dans ce processus, les atomes interagissent avec deux
lasers contra-propageant légerement désaccordés de fréquence respectives Qpnot,1 €t Qphot,2.
Le désaccord est choisi de telle sorte que le processus Raman, absorption d’un photon sur
I'un des faisceaux et émission stimulée d’un photon sur 'autre faisceau, soit résonnant avec
une transition entre deux niveaux hyperfins de ’état fondamental. Dans le méme temps, le
désaccord entre le niveau fondamental et les niveaux excités est important afin de se placer
dans un régime dispersif ou I’émission spontanée est négligeable (grand désaccord devant la
largeur du niveau excité). Enfin, le temps d’interaction est trés court devant tous les temps
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caractéristiques du systeme de telle sorte que le processus peut étre considéré comme localisé
dans ’espace et le temps.

L3
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Fia. 2.14: Description schématique d’un interférometre atomique avec une géométrie Mach-
Zehnder. Les miroirs et séparatrices sont réalisés a ’aide de transitions Raman stimulées. On
a représenté la géométrie correspondant au projet HYPER, notamment en ce qui concerne le
trajet des lasers (en pointillé) entre leur source et les atomes.

En plus du changement d’état interne de ’atome, le processus Raman s’accompagne d’'un
transfert d’impulsion entre ’atome et le champ laser, transverse a la direction principale z!

du losange :
2R
Utrans = Z phot (2115)
mc
Qphot est la valeur quasi-commune des fréquences des faisceaux lasers :
Qphot,l = Qphot,2 = Qphot (2116)

Ces changements d’impulsion s’accompagnent d’une variation d’énergie cinétique contraire-
ment au cas de la partie précédente ou les réflexions sur les miroirs étaient élastiques. Cepen-
dant, a l'ordre le plus bas en hijv;tvit, on peut négliger cet effet de recul car virans <K Vat-
L’utilisation de faisceaux Raman pour séparer, réfléchir et recombiner les faisceaux ato-
miques est a ’origine de deux modifications pour I’expression du déphasage par rapport a la
partie précédente. Premierement, les coordonnées des points ol les atomes se réfléchissent ne
sont plus constantes, ce qui est a ’origine de termes de bords dont il faut tenir compte en plus
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du déphasage propagatif calculé dans la partie précédente. Deuxiemement, une conséquence
de l'interaction Raman est que le faisceau atomique subit un déphasage a l’issue de l'interac-
tion contrairement au cas de la partie précédente ou les faisceaux atomiques se réfléchissaient
sans discontinuité du déphasage sur les miroirs et séparatrices matériels. On va voir que dans
le cas A’HYPER ces deux contributions se compensent presque exactement, ce qui explique
que le calcul du déphasage de la partie précédente suffit a rendre compte de l'effet des OG
sur HYPER.

La discontinuité du déphasage lors de l'interaction avec les faisceaux Raman est donnée
par la différence de phase entre les deux lasers contra-propageants [111, 112]. On Pappelle
phase Raman locale et est notée @phot[X] pour les sommets X = A, B, C,D. Le déphasage qui
se rajoute dii au processus Raman sur les séparatrices et les miroirs s’écrit alors :

Pphot = ¥phot [A] — ¥phot [B] — ¥phot [C] + $phot [D] (2117)

Ainsi, toute perturbation sur la phase Raman se répercute automatiquement comme une
perturbation sur le signal de sortie. Dans la pratique, ces phases Raman ne sont asservies
qu’en des points d’espace-temps éloignés de la position X des atomes. Ainsi, les deux lasers
contra-propageant ne parcourant pas tout a fait le méme chemin depuis ce point jusqu’a la
zone d’interaction X, ils sont affectés différemment par la perturbation métrique. Durant ce
trajet, les fluctuations gravitationnelles créent une fluctuation de la phase Raman telle qu’elle
est vue par les atomes. Dans une description simplifiée, on peut considérer la source laser
comme une boite noire délivrant les deux fréquences Raman avec la méme phase en un point
que nous appellerons « source laser ». Ceci est surement valable si la dimension spatiale du
systeme optique créant les deux faisceaux Raman est petite devant la distance parcourue par
les faisceaux pour aller de cette source aux atomes.

On commence par évaluer ces deux contributions au niveau du point B, la contribution
totale s’obtenant alors comme la somme des contributions au niveau de chaque sommet.
On considere dans un premier temps la premiere de ces contributions, a savoir le déphasage
de bord atomique. Il en existe deux contributions, I'une provenant du chemin [AB], autre
provenant du chemin [BD]. Ces termes de bords s’écrivent, grace a (2.10) :

dxfy (Ki'[AB] — K;*[BD]) (2.118)

La deuxiéme contribution qui se rajoute au niveau du point B est donnée par la phase
Raman local ¢phet[B]. Pour la calculer, il faut déterminer le trajet effectué par les lasers entre
la source laser et la zone d’interaction, puis appliquer les formules générales (2.10) de la section
A.1.2. Ces chemins sont représentés sur la figure (2.15) dans un diagramme d’espace-temps
au niveau du point B. La phase Raman locale ¢pnot[B] s’écrit comme la différence de phase
entre les chemins LMB et L'B correspondant au trajet des deux lasers contrapropageant :

Pphot [B] = ©phot [LMB] — ¥phot [L/B] (2-119>
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LASER MIROIR

z3

Fia. 2.15: Diagramme d’espace-temps représentant le processus Raman au niveau de la sé-
paratrice B : les lignes en pointillés représentent le trajet des photons; les lignes verticales en
trait plein représentent les objets matériels supposés en chute libre que sont la source laser
et le miroir qui réfléchit le laser; la ligne en trait gras presque verticale représente le mouve-
ment des atomes lent v,y < c. La contribution ¢y au déphasage est due a la perturbation
de la phase Raman locale au point B. Les phases sont supposées étre égale au niveau de la
source laser, mais sont déphasées différemment sur les chemins L'B et LMB du fait de la
perturbation métrique.
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La perturbation gravitationnelle de la phase Raman locale, notée Agphot[B] est ensuite dé-
composée entre un déphasage propagatif et un déphasage de bord :

AppnalB] = Ptk — dbl + oaly (KM MB] — KE**(L/B])
ol (KGO LM — KR MB])
+oxf, KPPO'L/B] — daf KEM' [LM] (2.120)

On a supposé dans cette derniere expression que les faisceaux lasers se réfléchissaient sans
déphasage sur les miroirs. Or, la conservation de I'impulsion au niveau du point B implique
que :
t hot 6 hot
K'[AB] + K;™'[MB| = KJ'[BD] + K™ [L'B] (2.121)

Ainsi, les déphasages de bords au niveau du point B se compensent entre les atomes et les
photons et cela provient tout simplement de la conservation de I'impulsion : si ’atome tape
le faisceau a un endroit décalé de dx* sur le faisceau, alors il verra une phase Raman locale
décalée de 53:“K3h°t, qui compense exactement le déphasage de bord dx* K 3t si K Zt + KEhOt
se conserve. Autrement dit, le calcul du déphasage induit par les lasers se rameéne au calcul
du déphasage propagatif le long des deux chemins de la figure (2.15), et des déphasages de
bords au niveau du miroir et de la sources laser. On note ce déphasage Anp;hot [B] :

Agphot[B] = Ayl Bl + ozl (K};hot [MB] — KBt [L’B]) (2.122)
AphuolBl = Spbath — dbi + dafy (KM [LM] - KE™'[MB)
+oxf, KR [L/B] — s2f KR [LM] (2.123)

Pour déterminer Acp;)hot [B], il faut spécifier précisément comment sont tenus les miroirs
et les lasers. Dans HYPER, ceux-ci sont rigidement reliés entre eux d’une part et avec les
sources laser d’autre part. On peut alors utiliser le résultat vu dans la section A.2.5 qui
montre que dans la limite adiabatique le déphasage propagatif et le déphasage de bord se
compensent. Autrement dit, la position coordonnée relative entre le miroir et la source laser
est modifiée de telle sorte que le déphasage de bord au niveau des bords L, L’ et B compense
le déphasage propagatif des photons se propageant sur les chemins en pointillés représentés
sur la figure (2.15). Cette compensation dépend des propriétés de rigidité de la structure et
de la fréquence w des OG. On peut ’écrire qualitativement en analogie avec 1’équation (2.64)
dans le cas A’HYPER pour lequel la limite quasi-rigide s’applique pour toutes les fréquences
w intervenant dans ’expression du déphasage gravitationnel :

2
w ibre
A¢hot[B] ~ ( ) A¢hhor [B] (2.124)

Wac

Agogﬁgfe [B] sera calculé dans la partie suivante, mais on peut déja dire qu'’il est qualitative-
ment donné par le déphasage accumulé sur les chemins en pointillés de la figure (2.15). Le
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rapport des fréquences w aux fréquences acoustiques typique de la structure de HYPER est
tres faible. Autrement dit, le déphasage Acp;hot [B] est négligeable dans le bilan de phase de
I'interférometre et peut étre oublié.

Finalement, le déphasage dans HYPER se réduit uniquement au déphasage calculé dans
la section précédente ol on avait supposé des miroirs matériels libres comme dans VIRGO.
En termes simples, on peut considérer, dans la limite ou les miroirs sont rigidement reliés a
la source laser, que les interactions Raman sont équivalentes a des miroirs pour atomes en
chute libre.

B.2.4 Comparaison avec le cas des miroirs libres

Afin d’obtenir une limite supérieure du déphasage que la lumiere peut induire sur les
atomes, on peut étudier le cas hypothétique ou les miroirs M pour les lasers seraient libres.
On a vu que cette situation ne correspond pas au projet HYPER pour lequel on se trouve
au contraire a la limite quasi-rigide. Nous le calculons néanmoins ici pour deux raisons :
d’une part il permettra des comparaisons intéressantes entre interférometres atomiques et
optiques sur lesquelles nous reviendrons dans la troisieme partie ; d’autre part, il nous donnera
une borne supérieure pour la contribution des déphasages optiques a la décohérence des
interférometres atomiques.

On se place donc dans la configuration ol les miroirs et lasers servant a créer et réfléchir
les faisceaux Raman sont en chute libre et on calcule l'effet de déphasage induit sur les atomes.
On commence pour cela par évaluer le déphasage pris par les atomes au niveau du point B.
Puisque I'on est en jauge TT, les termes de bord associés aux points L, L’ et M sont nuls :

dxhy = 6af, = daf' =0 (2.125)
Le déphasage optique Ap, [B] s’écrit donc :
h h
Aphpot[B] = S0iat — 69Lip. (2.126)

Celui-ci est donné comme la différence de phase entre les trajets optiques des deux lasers
contra-propageant et nécessite donc de calculer la différence de sensibilité ¢, entre les deux
chemins représentés sur la figure (2.15) :

¢7[B] = ¢[LMB] — ¢; [L'B] (2.127)

On parametre les points de la fagon suivante :

tM:tB—TMB, wi/[:l'%-i-CTMB,
t, =tg — (TmB + M), 2} = 23, — c(TLMm — TMB), (2.128)

_ 3 _ .3
t;y =tg — (TLM — TMB); Ty, = I,
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On a introduit la notation 7\ pour le temps de vol des photons de la source laser L au miroir
M et myp pour le temps de vol du miroir M a ’atome en B. Les vitesses réduites pour les
photons s’écrivent :

By =ulg=1 , uyp=-1 (2.129)

Avec ces conventions, les termes de polarisation s’écrivent :
(€77 -u)? =sin%0 (2.130)

et le facteur de sensibilité ¢ [B], qui ne dépend plus de la polarisation v, s’écrit d’apres (2.89) :

0 '
#1[B] = ;\}’;: e (2.131)
ol on définit la fonction v :
A 1 — eiwrLmB- | _ piwTmBBt+ | — eiw(TLM—TMB)B-
T (eszMBﬁJr eﬁ + 6/8 _ € 3 (2.132)
— + —

ainsi que le temps de phase g du mode k au point B et les facteurs angulaires G4 :
wnp = kyaty =wtp —k-xg , Br=1+cosf , BB =sin’0 (2.133)

La fonction v rend compte de la structure géométrique des chemins lumineux dans
I’espace-temps. Cette fonction est plus compliquée dans le cas optique que dans le cas ato-
mique car les ondes EM se déplacent a la méme vitesse que les OG, ce qui a pour conséquence
de mélanger effets spatiaux et temporels. En particulier, c’est a l'origine d’effets d’orienta-
tion comme par exemple 'apparition de résonances éventuelles dans le facteur v pour des
directions de propagation colinéaires. Notons enfin que ce facteur ¥, ne diverge pas grace au
facteur de polarisation 40— apparaissant au numérateur.

Puis on proceéde de méme pour les autres contributions Agphoet[A], A@phot [C] €t A@phot [D].
Avec une géométrie de losange, ces 3 contributions ne different de Appno¢[B] que d'un facteur
de phase de telle sorte que le déphasage total fasse intervenir le facteur de sensibilité gi)}z
suivant (voir équation (2.117)) :

S 2.134
&y, 2\/§w7/)k k (2.134)
U, = e~ WnA _ pmiwnp _ —iwnc + e~ WD (2135)

Les temps de phase na, ¢ et np sont définis comme 7 a partir des phases du mode k au
point d’espace-temps correspondant au passage des atomes dans les faisceaux optiques. La
fonction Wy représente un terme d’interférence entre les effets sur les différents miroirs et
séparatrices du faisceau atomique.
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La sensibilité est le produit d’'un facteur de forme ¢ et d’'un terme d’interférence Wy.
On remarque d’ores et déja que cette sensibilité est déterminée par la fréquence €p0¢ du
laser alors que dans le cas atomique, celle-ci était déterminée par la fréquence 2,;. Puisque
cette derniere est tres petite devant la fréquence d'un photon optique, .y < Qppet, on
s’attend a ce que la sensibilité optique aux fluctuations métrique soient plus importante
que la sensibilité atomique. Cependant, cela n’implique pas encore que le déphasage optique
soit plus important que le déphasage atomique car le temps d’exposition des photons aux
fluctuations de la métrique est tres petit devant le temps de vol des atomes.

Enfin, de la méme facon que le déphasage atomique pouvait se réécrire comme un effet de
précession, il en est de méme pour le déphasage provenant de la contribution optique. En effet,
bien que 'aire spatiale parcourue par les photons soit nulle puisqu’il s’agit d’aller-retour sur
un méme axe, 'aire balayée dans l’espace-temps ne l'est pas (voir figure (2.15)). Le déphasage
Apphot doit aussi pouvoir s’écrire comme une observable gyroscopique dont 1'aire équivalente
est difficile & calculer (voir discussion plus loin sur la fonction y(x)). En effet, en plus d’une
dérivée temporelle de h33(t), il interviendra des gradients spatiaux car la lumiere se déplagant
a la méme vitesse que les OG, elle est beaucoup plus sensible a la structure spatiale que ne
le sont les atomes.

B.3 Décohérence gravitationnelle dans le projet HYPER

Dans cette partie, on va estimer ’effet du bruit gravitationnel sur la cohérence de I'in-
terférometre. Celle-ci peut se caractériser simplement en considérant le contraste des franges
que l'interférometre peut réaliser indépendamment de toutes autres perturbations non gravi-
tationnelles ; en effet, le contraste est une bonne mesure pour déterminer si un interférometre
fonctionne correctement comme détecteur de phase. Le traitement de cette partie consiste a
étudier les fluctuations sur la phase provenant de fluctuations métriques filtrées par 'interfé-
rometre. Une approche plus approfondie sera effectuée dans la seconde partie.

B.3.1 Perte de cohérence et dispersion de phase

On suppose que l'interférometre est soumis a des fluctuations de phase qui affectent dif-
féremment les deux bras de telle sorte que le déphasage en sortie d’interférometre est affecté
de fluctuations de phase Ap(t). On suppose aussi, pour simplifier, que ces fluctuations sont
stationnaires et gaussiennes. L’effet de dispersion de phase discuté ci-dessus peut étre in-
terprété dans le langage de la décohérence en identifiant la trace partielle sur les degrés de
liberté d’un environnement qu’on ne mesure pas avec le filtrage du spectre de bruit gravita-
tionnel. Nous utiliserons cette identification de maniere qualitative dans cette section. Nous
la caractériserons de maniere plus formelle dans la deuxieme partie.

L’équation (2.91) donne les fluctuations a la sortie d’un interféromeétre comme une dé-
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composition sur les modes d’OG :

4 .
Ap(t) = / (SW’; z;[qﬁzm[k]e_“’t (2.136)
y=

Les coefficients qﬁz ont été calculés dans la partie précédente pour un interférometre atomique.
Ils s’écrivent comme des intégrales sur des contours fermés définis par les trajets des champs
atomiques. Le fond d’OG est caractérisé par sa fonction de corrélation Cpy[k| (voir la partie
A.2) de telle sorte que la fonction de corrélation du bruit de phase s’écrit :

d*k ey
PESE > 6107 Chnlkle =) (2.137)
y=%£

(Ap(t)Ap(t)) = / :

En considérant un fond isotrope et non polarisé, on peut intégrer ’équation précédente sur
les directions de propagation pour obtenir :

dw —iw(t—t
(Ap(H)Ap(t')) = / < Sl (2.138)
On a introduit un spectre S, des fluctuations de phases :
Se[w] = Splw]Alw] (2.139)

On utilise I’équation (2.71) et les conditions de réalité (2.90) pour obtenir cette expression.

Le spectre S,|w] est le produit de deux termes. Le premier est le spectre de bruit gra-
vitationnel Sy[w] et le second une fonction de réponse d’appareil A[w] qui sélectionne des
fréquences dans la bande de détection de 'appareil :

Alw] = g R (2.140)

y==*

La notation (.); signifie une valeur moyenne sur les directions k de I'OG (voir 'annexe C
pour plus de détail).

La fonction Ajw] synthétise & elle seule toutes les informations sur les caractéristiques
de 'appareil. Elle dépend de la géométrie de 'appareil et filtre spatialement les fluctuations
gravitationnelles entrant dans l'interférometre. La fonction de filtrage associée glw] est telle
que |g[w]|* = Alw]. Dans le cas d’un interférometre atomique matériel, cette fonction gw] est
donnée par I’équation (2.114).

De fagon générale, cette fonction d’appareil A[w] possede des comportements asympto-
tiques bien définis. D’une part, AJw] s’annule a haute fréquence parce que les fréquences
grandes devant I'inverse du temps de parcours se moyennent a zéro sur chaque bras. D’autre
part, le comportement & fréquence nulle de A[w] est régi par la différence de marche entre
les deux bras pour une perturbation constante. Dans le cas d’'un losange, cette fonction de
réponse tend donc vers zéro par symétrie.
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L’expression (2.139) est valable pour un fond stationnaire, isotrope et non polarisé, le
facteur 5/2 provenant d’une moyenne angulaire pour un fond isotrope et non polarisé. Une
généralisation au cas anisotrope sera présentée dans la deuxieme partie dans laquelle on déve-
loppera la fonction de réponse dans les harmoniques sphériques. On pourrait aussi généraliser
cette approche aux fonds non-Gaussiens en développant le contraste dans les cumulants du
bruit gravitationnel, mais on ne le fera pas dans cette these.

Nous voulons maintenant caractériser la perte de contraste de l'interférometre due a ces
fluctuations de phase. De maniere qualitative, le contraste va s’effondrer quand le brouillage
de la phase sera de 'ordre de 2w. De maniere plus quantitative, on introduit une visibilité V
qui mesure la perte de contraste comme la valeur moyenne de I’exponentielle du déphasage ° :

V = (exp(iAp(t))) (2.141)

Comme le fond est supposé stationnaire, la visibilité ne dépend pas du temps ¢t et ’hypo-
these Gaussienne permet de calculer cette visibilité & partir de la variance Ag? du bruit de

2
V = exp (—A;”> (2.142)

phase :

Le contraste s’écrit donc comme une exponentielle de la variance du bruit de phase. Cette
équation n’est valable qu’a la limite classique, qui est bien vérifiée pour le probleme de la
décohérence gravitationnelle. La encore, nous donnerons un traitement plus complet dans la
deuxieme partie.

D’aprés (2.138), la variance Ag? peut s’écrire :

Ap? = / g—:Sh[w].A[w] (2.143)

C’est donc une intégrale sur toutes les fréquences du spectre gravitationnel Sy [w] que multiplie
une réponse d’appareil A[w]. Autrement dit, elle mesure le bruit gravitationnel tel qu’il est
filtré par ’appareil. Nous verrons une généralisation de cette expression dans la partie 3.C.2.1.

B.3.2 Les fonctions de réponse du projet HYPER

Pour déterminer 'effet de décohérence sur I'interférometre atomique HYPER, il faut dé-
terminer sa fonction de réponse Afw] donnée par I'expression (2.139).

Le projet HYPER est un interférometre complexe dans lequel des champs atomiques et
optiques ainsi que le mouvement des éléments optiques tels que les miroirs et lasers inter-
viennent. Sa fonction de réponse d’appareil est difficile a évaluer en général car il faut tenir
compte non seulement des réponse atomique et optique, mais aussi de leur couplage. De fagon

5 . el . . s . s . N

°On justifiera dans la partie suivante cette équation et on donnera un sens plus précis a la valeur moyenne.
De maniere qualitative, on remarque que, dans HYPER comme dans la plupart des expériences, le signal est
a la fois une moyenne d’ensemble et une moyenne temporelle sur le temps de la mesure.
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F1G. 2.16: Fonction de réponse atomique A,¢|w] d'un Mach-Zehnder de symétrie losange
en fonction de la fréquence, représentée en diagramme log-log. L’appareil filtre les hautes
fréquences et les basses fréquences a cause de sa symétrie centrale.

générale, cette fonction s’écrit comme la réponse de la structure atomique A,i[w] de Uinter-
férometre, de sa structure photonique Appot[w] et d'un couplage Ay /photlw] entre ces deux
structures :

Alw] = 2 > <I¢Z,at + ¢Z,photl2>f( = Aat[w] + Aphot o] + At /phot[] (2.144)
y==+

Comme nous l'a suggéré I’étude du déphasage dans la partie précédente, la sensibilité
optique est plus grande que la sensibilité atomique dans le cas de miroirs en chute libre, et
négligeable dans le cas de miroirs rigidement liés. Dans le cas A’HYPER, il est naturel de
s’attendre a ce que le bruit de phase soit dominé par la contribution atomique de ’appareil.
En toute rigueur, cette affirmation demande a étre traitée plus en détail en étudiant la réponse

élastique de la structure rigide qui relie la source laser aux miroirs.
La fonction de réponse atomique Aui[w] s’écrit, en utilisant (2.108) et en effectuant I’in-

tégration angulaire (voir 'annexe C pour un résumé des intégrales angulaires) :

. 2
Antw] = 4 (W) F2(wTat) (2.145)
f(z) =2(1 — cosx) = 4sin? g (2.146)

Elle est tracé en diagramme log-log sur la figure (2.16). Elle possede bien la propriété de
transparence a haute fréquence du fait de sa taille finie ainsi que 'annulation a fréquence
nulle provenant de la symétrie du losange. Cette fonction de réponse peut aussi se réécrire de
la fagon suivante :

2
Aulw] = (2”;“Aatw) sinc (”;at) (2.147)

th 2
— (P ane) lal?
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ol on reconnait dans la parentheése un déphasage de type Sagnac et la transformée de Fourier
glw] de la fonction g(7) introduite dans la section B.2.2. Cette remarque rejoint le fait que
leffet des OG peut étre vu comme équivalent a un effet d’entrainement du référentiel d’inertie
local (voir la section B.2.2).

La sensibilité optique dans le cas de miroirs en chute libre est potentiellement plus grande
que celle des atomes car Qppot > 5. Dans le but d’obtenir une estimation supérieure de la
décohérence, on peut donc considérer dans un premier temps le cas des miroirs libres pour
lequel Veffet est maximum. La fonction de réponse optique se déduit de (2.134) :

5 ( Qphot \ >

Aphot|w] = 3 (Z}O <‘7/Jk;|2|‘1’k|2>1; (2.148)
ou les deux polarisations v = £ donnent la méme contribution au résultat précédent. On
peut exprimer la fonction ¥ et le terme d’interférence Wy en faisant intervenir la fonction

f(z)
k> = By(By —B-) [f(w((TLM —muB)B-)) + f(wrimB-) + f(wrmBfy)
—f(w((tLy — ™vB)B- — BBy ) — f (w(rLmB- + TMB/B-F))}

+0% f(wmaB (B + B-)) + B-(8- — B4) f (wrms s ) (2.149)
et

|Ue> = flwnas) + f(wnac) + flwnsp) + f(wnep) — f(wnap) — f(wnse) (2.150)

MAB = 7B — 1A = Tat (1 — @(sinaCOSH—FcosasinGcos (p))
c

NAC = 7C —7A = Tat (1 + @(sina cos 0 — cos asin 0 cos go))
c

NMAD = 7D —TA = 1]AB + 7AC

BC = T7C — 7B = 1TAC — T]AB

Nncp = MAB ,  7BD = 7AC

Dans la méme limite non relativiste que dans le cas de la fonction de réponse atomique, on
peut exprimer la fonction |¥y|? de la facon suivante :
W,
T5,|2 = 16 sin’ (T‘ﬂ (2.151)

Ainsi, la fonction de réponse optique s’écrit aussi en fonction de la réponse atomique de la
fagon suivante :

Al = 2 (20 ) ) A (2.152)

Phot B ™ 39 \ Qa sin(20v) Mk ‘

Puisque a1 < Qphot, on s’attend a la hiérarchie suivante pour le cas des miroirs libres (&
Pexception de certaines fréquences pour lesquelles 15, s’annule) :

Aat [w] < Aat/phot [w] < Aphot [w] (2.153)
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B.3.3 Estimation de la décohérence dans HYPER

Les méthodes développées précédemment permettent d’estimer la décohérence afin de
déterminer si cet effet peut ou non étre observable. Pour cela, on peut considérer que le
spectre des OG est constant et égal au plateau fixé par le fond de confusion des binaires entre
le microHertz et le milliHertz car cette valeur est un majorant du spectre pour les fréquences
d’intérét. Cette hypothese de bruit blanc qui consiste & remplacer le spectre de bruit Sy [w] par
une constante Sj, ~ 1073* Hz~! permet de rendre explicite les résultats finaux. L’influence
du bruit cosmique sera traité dans la deuxieme partie.

D’autre part, puisque les fréquences qui interviennent dans 'intégrale (2.143) sont tres

. kpT, . 1y . .

petites devant =2zE*, on peut aussi considérer que I’environnement possede un spectre ther-
. U , o kpT,

mique dans sa limite haute température; en effet, dans cette limite ngy[w] = 5=+ donc

Splw] = ?T?kBTgw est constant. Cette représentation est plus physique que I’hypothése de
bruit blanc mais n’est qu'une autre fagon de représenter les mémes propriétés statistiques du
fond d’OG.

Pour le projet HYPER, on a déja montré dans la section B.2.3 qu’on pouvait négliger
les effets optiques et ne considérer que la fonction de réponse atomique A,i[w] donnée par
Pexpression (2.145). L’intégrale (2.143) peut alors étre évaluée grace a la propriété suivante

de la fonction f(z) :

dw f(wT)
7 o =1l (2.154)
On obtient alors : A2
‘gat = 4(Q sin 200)2Sp Ty (2.155)

Le terme sin2(2a) est une caractéristique géométrique de 'interférometre qui détermine
la différence entre les chemins suivis par les atomes. En ce sens, il joue le role de parametre de
classicité qui entre dans les expressions usuelles de la décohérence. En effet, plus les chemins
sont éloignés spatialement, plus la décohérence est efficace car plus ils sont vus classiquement
par des fluctuations gravitationnelles.

L’évaluation numérique de la décohérence dans HYPER est basée sur le choix de ’atome
de césium pour lequel on a les données suivantes :

May ~ 133a.1. ~ 2 x 10" %°kg
Vot = 0.2m.s~"

Qe ~ 4x107Hz

sin(20) = U 035
Vat
0
Tt = —B ~15s (2.156)

Vat
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D’autre part, en utilisant comme valeur du spectre de bruit celui correspondant au plateau
du bruit de confusion des binaires, S;, ~ 1072*Hz~!, on obtient pour la variance du bruit de
phase atomique :

Ay
2
Visiblement cette variance, qui est & mettre dans ’exponentielle (2.142) pour fabriquer la

~ 102 (2.157)

visibilité, n’affecte en aucune mesure le contraste des franges. En conséquence, 'interaction
du champ atomique avec les OG ne fait pas suffisamment fluctuer la phase pendant le temps
de mesure pour dégrader la sensibilité de celle-ci. C’est une bonne nouvelle pour HYPER, qui
voit donc sa mesure de 'effet Lense-Thirring préservée de toute perturbation provenant des
fluctuations de I’espace-temps dans lequel il baigne.

B.3.4 Comparaison avec le cas des miroirs libres

Dans cette section, on calcule 'effet de décohérence potentiellement atteignable si les
miroirs pour les lasers étaient en chute libre. Dans ce cas, I'effet du bruit gravitationnel sur
la phase Raman n’est plus nul et est a ’origine d’un bruit de phase sur les atomes en sortie
d’interférometre. On comparera dans la section suivante B.3.5 ce bruit de la phase Raman
avec les bruits instrumentaux visés dans HYPER.

Pour évaluer cette contribution optique, on effectue les mémes approximations que dans
le cas atomique, a savoir qu’on considére un spectre Sy constant sur le domaine relevant de
lintégrale (2.143). Ainsi, la variance du bruit de phase s’écrit comme 'intégrale sur toutes
les fréquences de la fonction de réponse optique Appot[w] donnée par I’équation (2.148). Cette
intégrale se calcule grace aux propriétés suivantes de la fonction f(x) :

f@)fly) =2f(z) +2f(y) = flz+y) = flz—y)
/ dw f(wn)f(wr)

o PP min(jn), 7)) (2.158)

Ainsi, on déduit de (2.149) et (2.150) que la variance du bruit de phase optique s’écrit
sous une forme analogue a la variance atomique (2.155) :

Ag02h
Tpot ~ 49123hot5h7_ph0t
5
Tphot = 55 AB nac) — 4L \Nap) — L NBC) )& .
35 (2T (naB) + 2T (nac) = T(nap) — T(nsc)) (2.159)

On a introduit un temps 7o défini a partir d’une fonction auxiliaire 7" qui possede la méme
structure que (2.149) :

T(n) = B+(B+—08-) [min(wa |TLm — maB|B-) 4+ min(|n|, 7LmB-) 4+ min(|n|, 7MBS+)

~min(Jn]. | — maie) B — mun ) — min(|nl. maB- + ey ) |

+6% min(|n|, v (B+ + B-)) + B (8- — B4 )min(|n]|, rvs By ) (2.160)
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Dans HYPER, les longueurs des segments optiques et atomiques sont du méme ordre de
grandeur, mais puisque la vitesse de la lumiere c est tres grande devant les vitesses atomiques
Vat, le temps de vol 7, est trés supérieur aux temps optiques Ty et Tvp. On en déduit
que les temps de phase 1 sont tres grands devant les temps apparaissant dans les fonctions
min de I’équation précédente, a I'exception du voisinage immédiat de certaines directions
pour lesquelles ce parametre n s’annule. Cela arrive, comme on peut le voir sur ’expression
explicite (2.150) des temps de phase 7, lorsqu'un mode gravitationnel particulier se propage
le long d’un des segments atomiques. Ces exceptions ont une contribution négligeable dans
I'intégrale angulaire car ne concerne que des angles solides tres limités. On peut les négliger
avec une tres bonne approximation et obtenir la fonction 7' comme suit :

T(n) =~ BB+ —B-)|lmm — 7vBlB= — [(7Lm — TvB) S— — TMB A+ |

+6+(6% + 8%) B (2.161)

Dans ces conditions, la fonction 7' ne dépend plus du parametre 7 et le temps d’interaction
optique Tphet $’écrit simplement :
5
16

Le facteur numérique y est une fonction du rapport = = 7m/7vB :

Tphot = <T>f( = Y TMB (2.162)

y(w) = o (Be (B — B (e — 1B~ laB — 2) + (5 + B

5 (1 3x2—3w+1) f >1
y(z) = { 2 (2 32 o= (2.163)

li forx <1

La fonction y(x) est représenté sur la figure (2.17). Seules les valeurs pour z > 1 ont un sens
car la zone d’interaction doit se trouver entre le laser et le miroir. Finalement, la variance
du bruit de phase Agof)hot correspondant aux chemins optiques est essentiellement déterminée
par le temps de vol myp des photons entre les atomes et les miroirs :

Ap?
— TP 4002, Sy T (2.164)

Le parametre y joue le role de parameétre géométrique analogue au sin?(2a) qui appa-
raissait dans la fonction de réponse atomique. Pour un temps myp donné (c’est-a-dire une
distance des atomes aux miroirs), on voit que la décohérence est d’autant plus importante que
y est grand, c’est-a-dire que x est grand. Autrement dit, la décohérence augmente lorsque les
lasers s’éloignent de la zone d’interaction, ce qui est normal car alors on augmente la surface
d’espace-temps vu par les OG (voir figure (2.15)). En utilisant les chiffres de HYPER :

Qphot >~ 2 X 10%rad.s™ |, v ~107%

2
TLM ~ 3TMB 5 Tphot ~ gTMB (2.165)
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5/4 +
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X

F1G. 2.17: Variation du rapport y = Tphot /v en fonction du rapport x = 7p\m/TvmB ; ¥ varie
entre deux valeurs asymptotiques, 5/12 pour les valeurs de x < 1 et 5/4 & la limite x > 1.

on obtient I'estimation de la décohérence via la variance du bruit de phase associée aux
chemins optiques :
ASO}?)hot
2

On a bien A@%hot > Ap?, mais il était cependant nécessaire d’effectuer le calcul complet pour

~ 10712 (2.166)

obtenir une conclusion définitive. En effet, la variance dépend aussi du temps d’exposition
des photons aux perturbations gravitationnelles et ce temps est tres faible devant le temps
de vol 7,4 des atomes.

L’équation (2.166) montre que méme si les miroirs étaient libres, les fluctuations de la
phase Raman induites par I'interaction des chemins lumineux avec les OG ne suffiraient pas
a faire décohérer l'interférometre atomique.

B.3.5 Discussions

Pour discuter I'instrument réel, il est également important de tenir compte du bruit de
vibration de la structure solide qui porte les miroirs. Dans ce but, il est intéressant d’exprimer
d’abord le bruit de phase optique, c’est-a-dire le bruit sur la phase Raman locale, comme un
bruit de vibration équivalent des miroirs. On distingue trois situations.

La premiere est celle d’'un interférometre atomique idéal dans lequel les miroirs sont rigide-
ment tenus entre eux de telle sorte que les OG ne produisent pas de bruit optique. Autrement
dit, le bruit équivalent de vibration des miroirs est nul. C’est la cas étudié dans la section
B.3.3.

La deuxieme situation correspond au cas hypothétique des miroirs libres dans lequel les
OG font fluctuer le phase Raman locale de la facon décrite dans la section B.3.4. Le bruit
équivalent, écrit en terme de la position ¢ des miroirs, possede un niveau donné par ’expres-

\/W ~+/Sp et ~ 107 m/VHz (2.167)

sion :
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On a utilisé les chiffres de HYPER avec ¢ proche de 1m.
Enfin, la troisieme situation correspond a l'instrument réel dans lequel le bruit de vibration
équivalent au bruit optique est donnée par une formule du type :

2
VS ~ <w” ) \/ Sibre (2.168)

wae est une fréquence acoustique typique de I'instrument. Le bruit équivalent est donc beau-
coup plus petit que 10717 m/v/Hz.
Maintenant, il nous faut comparer ce chiffre au bruit de vibration de 'instrument réel qui

est estimé pour HYPER & un niveau [98] :

\/Smee ~ 107" m/vHz (2.169)

Ceci signifie que le bruit induit par les OG est largement dominé par les bruits de vibration
mécanique et ce sont ces derniers qui déterminent la chute du contraste dans HYPER.

Autrement dit, les interférometres atomiques tels que HYPER, méme si ils sont en principe
sensibles aux OG, ne constituent pas aujourd’hui de bons instruments pour les détecter. Vis-
a-vis des cet objectif, ils sont largement distancés par les grands interférometres optiques qui,
d’une part correspondent & une fréquence optique (Qpnot dans la section précédente), d’autre
part ont aussi un temps effectif d’interaction plus grand.

Cependant, les possibilités d’amélioration sont potentiellement importantes, comme on le
discutera dans la troisieme partie. Et 'utilisation des ondes de matiere est encore loin d’avoir
exploré toute ses possibilités!
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C Décohérence du mouvement du centre de masse de la Lune

On a vu dans la partie précédente que 'effet de la décohérence gravitationnelle est essen-
tiellement déterminé par I’énergie cinétique du systeme étudié dans le référentiel de son centre
de masse. On s’attend donc & ce que cet effet de décohérence soit beaucoup plus efficace pour
les systemes macroscopiques pour lesquels I’énergie cinétique est tres élevée en comparaison
de celle des sondes microscopiques. Comme un comportement classique est justement observé
pour ces systemes macroscopiques, on peut méme envisager que ceci ait un rapport avec la
transition entre mondes quantique et classique. On reviendra sur cette idée dans le quatrieme
chapitre.

Ici, on va étudier le cas des mouvements planétaires tels que le mouvement de la Lune
autour de la Terre. La Lune est un objet possédant un tres grand nombre de degrés de liberté
internes et elle est couplée a un tres grand nombre de degrés de liberté différents dans son
environnement. Plus précisément, ces degrés de liberté internes sont excités principalement
par des sources extérieurs comme le rayonnement électromagnétique (rayonnement solaire de
fagon prépondérante) et les forces de marées dues a la Terre. De fagon générale, ces degrés
de liberté internes se couplent au mouvement du centre de masse et le font diffuser de telle
sorte que I’état de la Lune se projette tres rapidement sur un état de position du centre de
masse bien défini. Autrement dit, les éventuelles cohérences qui pourraient exister entre des
états de centre de masse différents sont détruites tres rapidement [113, 114, 115]. Ceci justifie
que le mouvement de la Lune soit toujours traité classiquement.

Nous allons étudier ici une autre contribution a la décohérence du centre de masse de la
Lune qui est liée a son interaction avec ’environnement gravitationnel. On pourrait penser
que cet effet est négligeable puisqu’on sait bien que le mouvement moyen de la Lune est
tres peu affecté par la dissipation liée a ’environnement gravitationnel. En fait, 'effet de
décohérence est non seulement important mais méme beaucoup plus important que les autres
mécanismes évoqués dans le paragraphe précédent [42, 116].

La décohérence du mouvement du centre de masse de la Lune provient de la perturbation
de ce mouvement par les OG. La Lune en elle-méme n’absorbe pas d’OG donc ses degrés
de liberté internes ne sont pas couplés au bain d’OG. Par contre, le mouvement du centre
de masse l’est et on calculera dans cette partie la diffusion du centre de masse de la Lune
causée par les perturbations gravitationnelles que sont les OG. On s’intéressera ensuite au
comportement d’une superposition linéaire de deux états séparés spatialement d’une distance
Ax le long de sa trajectoire circulaire dans une hypothétique « Lune de Schrodinger » qui
serait décrite par une fonction d’onde et on estimera le temps de décroissance des cohérences
entre ces deux états. Dans ce calcul, on oubliera les autres perturbations qui contribuent
beaucoup moins a la diffusion et a la décohérence. On oubliera donc aussi tous les degrés de
liberté internes de la Lune et on supposera que celle-ci se comporte vis-a-vis de la gravitation
comme une particule test ponctuelle.

Enfin, on choisit de se placer dans un systeme de coordonnées de Fermi dans lequel on
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montrera (voir la section A.1 du chapitre 3) que les OG se couplent au quadrupole du systéme
formé par la Terre et la Lune via le tenseur de courbure de Riemann. En fait, le choix de ce
systeme de coordonnées, comme déja précisé pour le cas des interférometres (section A.2.3
du second chapitre), n’est valable que dans la limite ou la longueur d’onde des OG est grande
devant la taille du quadrupole, c’est-a-dire ici la distance Terre-Lune. Cette approximation
que l'on qualifie de quadrupolaire par analogie avec ’électromagnétisme restreint 1’étude de la
décohérence a des fréquences du bain plus petites que 1 Hz. On verra que ceci suffit largement
pour traiter les effets essentiels de la décohérence.

C.1 Perturbation du mouvement de la Lune

Dans cette partie on traite 'effet des OG comme une perturbation du mouvement pla-
nétaire et on se restreint pour simplifier au cas du mouvement circulaire. Dans ’esprit de la
théorie d’Hamilton-Jacobi, il est possible d’attribuer une phase au mouvement de la Lune.
On montre que la perturbation de cette phase par les OG se rameéne a une perturbation de
I'impulsion le long de la trajectoire.

Le cas plus général du mouvement Keplerien elliptique amenerait de nouveaux effets
comme une précession des équinoxes et une précession du périhélie. Nous nous contentons ici
d’étudier le cas du mouvement circulaire puisque ces effets complémentaires n’apportent rien
d’essentiel au calcul de la décohérence du mouvement de la Lune.

C.1.1 Force de marée

Pour décrire la perturbation gravitationnelle, on choisit un référentiel de Fermi dans lequel
le centre de masse du systeme Terre-Lune est immobile. Ce choix est possible ici a cause de
I’approximation de grande longueur d’onde discutée ci-dessus. On néglige le mouvement de la
Terre dont la masse est beaucoup plus grande que celle de la Lune. La courbure de Riemann
est évaluée au centre de la Terre et on rappelle qu'on peut ’exprimer en fonction de la
perturbation métrique en jauge TT :

1.
Roio;(t) = @h;‘ro(t) (2.170)

L’équation géodésique appliquée a la Lune montre alors que la perturbation gravitation-
nelle est équivalente a une force de marée. On montre plus précisément que la position z; de
la Lune vérifie ’équation :

mwl(t) =F,+ mc2R0¢0j (t)l'j (t) (2171)

Dans cette équation quasi-Newtonienne, t est le temps propre et le temps coordonné pour
un observateur au niveau de la Terre et m est la masse réduite que ’on prend ici égale a la
masse de la Lune pour les applications numériques puisque celle-ci est petite devant la masse
de la Terre. La force F; est la force d’attraction gravitationnelle due a la Terre.
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Fia. 2.18: Représentation du systeme Terre-Lune. On suppose une trajectoire circulaire de

la Lune autour de la Terre.

On suppose que la Lune suit une trajectoire non-perturbée circulaire dans le plan (z1x2),
de rayon r et parcourue a la fréquence 2. On paramétrise ce mouvement de la fagon suivante :

xgo) (t) = rcos() , méo)(t) = rsin(Q) , wgo) (t)=0
GM = 13Q? (2.172)
M est la masse totale du systeme Terre-Lune, beaucoup plus grande que la masse m de la

Lune de telle sorte qu’on la prendra égale a la masse de la Terre. On utilisera aussi le systeme
de coordonnées cylindriques (r, 6, z) adapté au mouvement circulaire qui s’écrit simplement :

Oy =r , On=0 , 290 =0 (2.173)
On prendra comme valeurs numériques :

M ~ 6 x 10** kg , m ~ 8 x 1022kg
r~4x108m : Q~3x10%rads! (2.174)

N
On appelle 68V la force de marée qui apparait dans 1’équation (2.171) et on obtient au
premier ordre dans la perturbation métrique :

(0)
W Lopp ), %5 ()
OFEY(t) = §hij (t) ma; (t)%
.(0)
1. a7 (t)
gw _  1pTT (0) J
SES(t) = 2th (t)ma; "’ (t) o (2.175)
SEEV (1) — %}i;.T(t)mxg(’)(t)

Ces forces de marées modifient la trajectoire circulaire de la Lune. En particulier, la force F£"
hors du plan est responsable d’une rotation du plan de la trajectoire. Nous n’étudierons pas
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cette rotation de maniere plus détaillée parce que, comme nous allons le voir, elle n’affecte
pas la phase du mouvement que nous définirons plus loin.
Les forces dans le plan de rotation, elles, peuvent se réécrire en termes des polarisations
circulaires droite hg(t) et gauche hp(t) définies par référence au plan de rotation (xjz2) :
mr /- - mr
OFE (1) = 2 (han(t) + haa()) — i
20 = O () +hatt) i3
mr . . . .
SRS () = oo (AR + hy(t)e ) 2.176
£t = 2 (st ® (2476)

Les polarisations circulaires sont normalisées de telle sorte qu’elles correspondent au méme

(‘}'LR<t)e2iQt — iy (t)e*2i9t>

spectre de bruit que les polarisations linéaires hx = hjo et hy = % :

mtt) = 5 (a0 + MHEZE2O) a0~ hign (2.177)

En faisant ’hypothese d’un fond non polarisé, les fonctions de corrélation s’écrivent alors :
(hr(t)h1(0)) = (hr(t)hR(0)) = 0
dw

(hr(O5(0)) = (ho(t)h;(0) = / e Sl (2.175)

On remarque notamment que les polarisations droite et gauche sont décorrélées. En utilisant la
condition de trace nulle pour la partie T'T de la perturbation métrique ainsi que les conditions
de réalité, on obtient finalement :

SFEY(t) = —%ﬁgg(t)—i—%Im (ﬁR(t)eQiQt>
SFE¥(t) = %Re (hR(t)emt) (2.179)

La force de marée créée par les OG dans le plan de rotation contient une modulation a la
fréquence 2€) du fait de la rotation de la Lune autour de la Terre.

C.1.2 Description ondulatoire du mouvement de la Lune

Le lien entre une description mécanique du mouvement d’une particule et une description
ondulatoire est donné en mécanique classique par la théorie d’Hamilton-Jacobi. On donne ici
les grandes lignes qui permettent de décrire le mouvement d’une particule par une théorie
ondulatoire et on renvoie a [117, chap. 10] pour une étude exhaustive.

On avait déja noté au moment du calcul du déphasage dans un interférometre a onde de
matiere que la phase de la fonction d’onde vérifiait une équation de type Hamilton-Jacobi
(voir la partie 2.A.1.1). De fagon analogue, on attribue au mouvement mécanique de la Lune
une phase qui est simplement reliée a ’action S. L’amplitude ¢ de 'onde a associer au
mouvement de la particule, ici la Lune, s’écrit alors :

W = thoelh (2.180)
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La connection entre la description mécanique (corpusculaire) et ondulatoire provient du fait
que I’équation de Schrodinger associée a cette amplitude v se réduit simplement a 1’équation
d’Hamilton-Jacobi dans la limite classique A — 0. Or, cette équation d’Hamilton-Jacobi décrit
la propagation de la particule dans 'approximation eikonale pour laquelle la longueur d’onde
des particules est petite [117, chap. 10.8]. Autrement dit, la mécanique classique (A — 0)
peut s’identifier & une approximation de type optique géométrique, ou encore approximation
eikonale (c’est le formalisme WKBJ).

On peut ensuite décomposer 'action S sous la forme :
S=W —Et (2.181)

avec F I’énergie de la particule et W la fonction caractéristique d’Hamilton. Cette fonction ne
dépend pas explicitement du temps et elle donne I'impulsion p’de la particule par la relation :

-
F=VW (2.182)

Considérons maintenant la propagation d’un plan de phase, c’est-a-dire d’une surface
S =constante (surface équi-phase). Pour le mouvement non perturbé, ’énergie E est conservée
et le déplacement du plan de phase est décrit par la relation :

AW = Edt (2.183)

On peut aussi écrire cette propagation du plan de phase (on parle aussi du plan d’onde) en
terme de I'impulsion (voir (2.182)) :

7-di = Edt (2.184)

Cette équation est bien compatible avec les équations de la mécanique :

dz

E=p-5 , i=2
P dt

(2.185)
Le plan de phase est perpendiculaire a la trajectoire et il se propage le long de cette trajectoire
(figure (2.19)).

Ces propriétés sont tout a fait analogues a celles que ’on écrit pour la propagation d’une
onde lumineuse. Dans ce cas, ’énergie s’écrit £ = hw, 'impulsion p = hk et la propagation
du front d’onde est donnée par I’équation (2.184), soit aussi k- dZ = wdt.

Dans la section suivante, on étudie 'effet de la perturbation gravitationnelle sur la pro-
pagation d’un tel plan de phase.

C.1.3 Perturbation de la propagation d’un plan de phase

Nous voulons déterminer l'effet de la perturbation gravitationnelle sur un front d’onde
de Lune décrit par I’équation (2.183). Supposons que I’on branche la perturbation & I'instant
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S=a S=a

Fia. 2.19: Le mouvement ondulatoire de la Lune peut étre caractérisée par 1’avancement
d’un plan de phase pour lequel S est une constante. En présence d’une perturbation, le front
d’onde perturbé, représenté en pointillé, n’est pas exactement au méme endroit que le front

d’onde non perturbé.

t = 0 quand ’énergie vaut Ey. L’équation du mouvement du plan de phase s’obtient alors
avec I’équation (2.183) comme :

dWw e

— =FE=F —d 2.186

at 0ot /0 ds (2.186)
E représente ’énergie de la trajectoire en présence de la perturbation et sa variation est égale

a la puissance de la force de marée :

E
i—s — . GFEY (2.187)

Dans le cas du mouvement circulaire, son expression se réduit a ’action de la force orthora-

diale :
dF

T rQOE (2.188)
Dans ce cas particulier, la propagation du plan d’onde s’écrit aussi en terme de I'impulsion
orthoradiale :
_ o /t SFE (5)d (2.189)
Po= 1 ; g (s)ds .

: E NRTY : 4o ()
soit, en remarquant que ;§ correspond a I'impulsion non perturbée p, "~ :

_ (0 e
po®) = o+ Spolt) . Opa(t) = /0 SFEY (s)ds (2.190)



72 Chapitre 2. Décohérence gravitationnelle : premiere approche

Autrement dit, 'effet de la perturbation gravitationnelle sur la propagation d’un plan de
phase est un effet longitudinal qui s’accumule le long de la trajectoire. Bien str, les autres
composantes de la force sont a l'origine d’autres effets comme par exemple la diffusion du
plan de la trajectoire. Pour déterminer ces effets, il serait commode d’étudier la variation des
constantes du mouvement dans le formalisme angle-action de la théorie d’Hamilton-Jacobi.
Nous ne le ferons pas ici car cela n’apporte pas d’informations supplémentaires au calcul de
la décohérence gravitationnelle.

Notons cependant que dans le mouvement Keplerien, il existe en plus de I’énergie deux
autres quantités conservées qui sont le moment cinétique f et le vecteur de Laplace-Runge-
Lenz [117, chap. 3]. On donne ici I’équation des perturbations pour le moment cinétique :

dL — dL

En comparant cette équation avec (2.188), on remarque que pour le mouvement circulaire
une perturbation de I'énergie est équivalente a une perturbation du moment cinétique :
dFE dL
0=
dt dt

Ceci montre qu'une perturbation d’un plan de phase de Lune s’assimile a une perturbation

(2.192)

du moment cinétique de la Lune par rapport au centre de la Terre. Autrement dit la phase
permet de mesurer la rotation : elle se comporte comme une variable gyrométrique. Cette
remarque met en évidence une analogie avec la sensibilité aux OG des interférometres (voir
la section 2.B.1.2).

C.1.4 Transfert d’impulsion le long de la trajectoire

Les discussions précédentes nous montrent que la perturbation du mouvement d’un plan
de phase peut en fait se ramener a I’étude de la perturbation de I'impulsion py le long
de la trajectoire non perturbée. D’apres ’équation (2.190), celle-ci demande de calculer la
composante orthoradiale (5F9gw de la force. Dans le domaine de Fourier, on a :

SFE"[w] = —%((w +20)*hplw + 20] + (v - 22)%h [w - 29) (2.193)

oll on a utilisé le fait que hz[w] = hr[—w]. On obtient alors :

t
Ipe(t) = / dsdF;" (s) = t/dw sinc (wt) 5F9gw[w]e_iw7t (2.194)
0 27 2
Le transfert d’impulsion le long de la trajectoire peut s’interpréter, une fois intégré sur
un temps ¢, comme un retard ou une avance par rapport au mouvement circulaire uniforme
prédit par les équations de Newton en I'absence d’OG. On parametre cet effet par un décalage
angulaire 66(t) de la Lune sur une trajectoire circulaire de rayon 7 :

Spg(t) = mrob(t) (2.195)
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On obtient donc :

t S
50() = —— / ds / ds' SFE"(s') (2.196)
0 0

mr

Cette équation typique de la théorie du mouvement Brownien va donner naissance au com-
portement de diffusion aux temps longs étudié dans la prochaine section.
Dans 'espace de Fourier, on obtient la solution générale :

t dw 1-— 67i%tsinc (%t)

50(t) = / A gy

2.197

mr ) 27 w ( )

Il est intéressant de regarder le comportement de ce décalage angulaire aux temps courts

t — 0. Plus précisément, lorsque wyyt < 1, ol wyy est la coupure ultra violette du bain d’OG,
ona:

2 [ dw Ry (0) — h (0)

50(t) ~ =— [ 52 SFEV[w] = .

2 g1 2.198
2mr 2 ) wWuvt < ( )

L’effet aux temps courts est donc déterminé par la différence entre les polarisation + et x a
I'instant considéré. Cette différence est nulle en moyenne car le fond est non polarisé, mais la
valeur quadratique moyenne ne ’est pas et donne lieu a une diffusion de I'angle 8, donc de la
position de la Lune le long de sa trajectoire.

C.2 Diffusion du mouvement de la Lune

Dans cette partie, on caractérise la diffusion provenant de I'interaction du systéme Terre-
Lune avec un fond d’OG dont les propriétés statistiques sont connues. On caractérise cette
diffusion pour des échelles de temps petites ou grandes devant le temps caractéristique d’évo-
lution de la Lune. On étudie en particulier la diffusion de I'impulsion le long de la trajectoire.

C.2.1 Diffusion aux temps longs

Sur le long terme, l'effet des OG est essentiellement caractérisé comme une diffusion le
long de la trajectoire. Avant d’étudier ce mouvement de diffusion, notons que l'impulsion
radiale p, obéit a ’équation :

Pr+ Q2p, = FBY 4 2QF5" (2.199)

Cette équation contient une force de rappel de telle sorte qu’il n’y a pas, sur le long terme,
de diffusion de la quantité de mouvement radiale. On retrouve ici la propriété de stabilité de
la variation du grand axe pour les trajectoires Kepleriennes [117, chap 11-6]. Au contraire, le
mouvement le long de la trajectoire circulaire ne contient pas de terme de rappel. Il n’est en
effet pas nécessaire de fournir du travail pour changer 6 car la force de gravitation est une
force centrale et le mouvement est quasi-circulaire.
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Dans la limite des temps longs, la Lune a le temps d’effectuer de nombreuses révolutions
autour de la Terre et la diffusion peut étre reliée au spectre des fluctuations de la force. Pour
le démontrer quantitativement, on commence par caractériser la diffusion dans ’espace des
impulsions. On déduit de I’équation (2.194) la variance de I'impulsion orthoradiale transférée
apres un temps t :

(5p2(1)) = 12 / ‘;i;sFe (0] X sinc? <°‘;> (2.200)

Le spectre de bruit de la force de marée S, peut s’exprimer en fonction du spectre de bruit
gravitationnel Spw]| grace a 1’équation (2.193) et aux fonctions de corrélation données en

annexe :
Silw] = / At (Fy(t)Fy(0)) "
m?r? 4 4
= =3 (224 w)*Sp[2Q + w] + (2Q — w)*SL[2Q — w)) (2.201)
L’expression de la variance de dpy(t) s’écrit finalement :
(5pa(t)) = mZQtQ / CQL:(@ +20)4Sh[w + 20 sinc? <°‘;t> (2.202)

Dans la limite des temps longs (Qt > 1), le sinus cardinal sélectionne les fréquences telles
que |w| < % et donc seules les fréquences w < 22 contribuent a l'intégrale (2.202). A l'ordre
le plus bas, on peut donc remplacer (w + 22)4S}[w + 2] par la constante 16Q*S},[2Q] que
I’on sort de 'intégrale. En utilisant le résultat :

< q £ 1
/ Pine? (£2) = = (2.203)
oo 2T 2 ||

On en déduit que la variance aux temps longs s’assimile a une diffusion Brownienne caracté-
risée par un coefficient de diffusion Dygy, indépendant du temps :

(0p(t)) = Sg, [0t = Dgyt ~,  Qt>>1 (2.204)
Dgy = 4m>r20% 5,29 (2.205)

Ce coefficient de diffusion sélectionne, pour les temps longs, le spectre des OG a deux fois
la fréquence de révolution. On retrouve ici 'idée d’'un couplage entre le quadrupole du sys-
teme Terre-Lune et les OG. Le quadrupole évolue a deux fois la fréquence de rotation de
sorte que leffet cumulatif & long terme est essentiellement déterminé par les fluctuations
gravitationnelles a cette fréquence.

On peut caractériser également la diffusion spatiale de la Lune le long de sa trajectoire
non perturbée. Pour cela, on utilise I’équation (2.197) qui permet de calculer la variance du
décalage angulaire (662(t)) :

1— =% sinc () |

w

(56%(1)) = mtm/gisﬁ[w] (2.206)
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On déduit :

2 [ dw (292 + w)*
2 _ UV fAw(dlitw)
(60%(t)) = 1] o oz Shl2Q+u]

X <1 + sinc? <“;t> — 2sinc (“;) cos (“;)) (2.207)

Pour les temps longs, I'intégrale précédente est principalement dominée par les fréquences
w — 0. En utilisant le résultat suivant :

* dw 1+ sinc? (4) — 2sinc (5 cos (%) _
/_oo o 2 =3 (2.208)
on obtient : ,
(36%(t)) = 321 54[20) (2.200)

Ces résultats sont donc tres analogues a ceux bien connus pour la théorie du mouvement
Brownien. L’effet aux temps longs est caractérisé par une diffusion de dpg proportionnelle au
temps ¢t et par une diffusion de §6 proportionnelle & t3.

C.2.2 Relation fluctuations-dissipation

Le théoreme fluctuations-dissipation fournit une relation générale entre la diffusion et la
dissipation pour un systéme en interaction avec un environnement (voir la deuxiéme partie
pour plus de détails). Dans la limite des temps asymptotiquement longs ¢ — oo, cette relation
prend la forme particulierement simple d’une relation fluctuations-dissipation d’Einstein [118,
119].

Pour le voir, nous réécrivons le coefficient de diffusion Dygy, sous la forme suivante :

Dy = mP gy kp T [29)] (2.210)

Dans cette équation, Ty est la température effective de bruit associée au bain d’OG. Si cette
température effective dépend de la fréquence, nous retenons sa valeur a la fréquence 202 qui
est couplée de maniere séculaire au mouvement :

5¢°

Felew = 164

Sp[29] (2.211)

A la fréquence 292, qui est de 'ordre de 4 x 1076 Hz, le fond gravitationnel est dominé par la

contribution astrophysique provenant du bruit de confusion des binaires (voir figure (2.6)).
Le deuxieéme facteur important dans la relation d’Einstein (2.210) est le taux de dissipation

Igw qui vaut :

B 64Gmr2Q*

Lgw 5¢5

~2x1073 7! (2.212)
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Cette expression est précisément égale au taux d’émission d’OG par un quadrupole non rela-
tiviste tournant dans l’approximation des grandes longueurs d’onde [60, chap. 10.5]. Comme
on le verra dans la deuxiéme partie, il correspond tout simplement au résultat de la regle
d’or de Fermi pour le systeme Terre-Lune couplé au bain d’OG. Ce facteur de dissipation ne
dépend pas de la température.

La tres faible valeur de ce facteur d’atténuation pour la Lune montre que les OG n’affectent
pas la dynamique du mouvement moyen de celle-ci. La réaction de rayonnement n’a en fait
un effet notable que dans les systémes binaires fortement liés tels que les pulsars millisecondes
pour lesquels I'accélération et la masse sont importantes [2]. La confirmation expérimentale
de cet effet par Hulse et Taylor [2] constitue une preuve indirecte de 1’existence des OG.

Il est intéressant de comparer les effets de diffusion aux temps longs dus aux ondes élec-
tromagnétiques et aux OG. Pour faire le calcul correspondant au bain électromagnétique, on
modélise la Lune comme une sphere réfléchissante et on suppose que ’environnement élec-
tromagnétique est un bain thermique a haute température, typiquement la température du
rayonnement solaire sur la Lune . Plus précisément, la limite considérée est celle pour laquelle
hQy < kpTem < hQcutof [113]. On a introduit une fréquence de coupure Qcyto & partir de
laquelle la sphere diélectrique devient transparente au rayonnement électromagnétique.

Sous ces hypotheses, le facteur d’atténuation I'ey, associé a la pression de radiation des
fluctuations de ce champ électromagnétique s’évalue comme suit [120, 113] :

473ha® [ kpTem \*
_ dmha (kB e ) (2.213)

T —
em 15m hc

ol le rayon a de la sphere est supposé grand devant la longueur d’onde des photons. Contrai-
rement au cas des OG ou a une diffusion Brownienne habituelle, ce facteur d’atténuation
dépend de la température. Cet effet s’interprete comme un effet Doppler des photons réflé-
chis. En effet, les photons réfléchis de part et d’autre des faces de la sphere en mouvement
n’étant pas exactement a la méme fréquence du fait d’un décalage Doppler, ils donnent lieu
a un effet différentiel de la pression de radiation [120].

Pour la Lune, la température Ty, ~ 2.7 K du fond diffus microonde d’origine cosmique
suffit & produire un facteur d’atténuation I'ey =~ 2 x 10732 s~1 100 fois plus important que

5Le calcul qui suit est tres qualitatif et permet simplement d’obtenir un ordre de grandeur. Outre ’hypothese
simplificatrice de la sphere parfaitement réfléchissante, on considere le soleil comme une source isotrope alors
qu’elle ne l'est certainement pas. Le calcul pour un bain anisotrope serait beaucoup plus compliqué et ne
changerait pas les ordres de grandeur. Si le couplage entre le bain et la Lune était linéaire, on pourrait obtenir
tres simplement le résultat de ce calcul en remplacant la température par la moyenne des températures des
différents environnements (le ciel, le CMB, le Soleil, la Terre etc...) pondérées par les angles solides. Mais ce
raisonnement n’est pas possible ici car les effets de pression de radiation sont quadratiques et le calcul de
la température effective que voit la Lune est donc plus délicat & déterminer. Pour simplifier, nous prendrons
comme température Tem celle de la surface du Soleil (Tem ~ 6000 K), ce qui nous fournira une valeur surestimée.
Ce résultat suffira a assurer notre conclusion, a savoir que la décohérence électromagnétique est dominée par
la décohérence gravitationnelle.
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la dissipation I'gy, due aux OG. D’autre part, puisque ce facteur varie en T2 conformément
a la loi de Stefan-Boltzmann, la dissipation due a la diffusion des radiations solaires (Tem <
6000 K') est a peu pres 15 ordres de grandeurs plus importante que I'gy. Ceci montre bien
que la dissipation gravitationnelle a un effet négligeable sur le mouvement moyen de la Lune.

En fait, la dissipation du mouvement de la Lune est principalement déterminée par les
effets de marées gravitationnelles entre la Terre et la Lune [121]. Cette dissipation est 16
ordres de grandeurs plus importante que la dissipation I'gy, due aux OG. On obtient donc la
hiérarchie suivante pour les effets de dissipation :

Pgw < I‘em < I‘marée (2214)

On verra ci-dessous que cette hiérarchie est tout a fait différente en ce qui concerne les effets
de décohérence.

C.2.3 Diffusion aux temps courts

Pour des raisons qui deviendront claires par la suite, il est important aussi d’extraire le
comportement aux temps courts de la diffusion de la Lune. En ce qui concerne la diffusion
d’impulsion, le comportement devient quadratique dans le temps a la limite t — 0 :

(Gh(0)) = " [ Gt shle) (2.215)

Pour la diffusion de position le long de la trajectoire, le comportement est quartique :

4
(56%(t)) = fﬁ/dww“sh[w] (2.216)

Les deux dernieres équations font intervenir I’expression intégrale :
dw
Ky, _/ wt Sy [w] (2.217)

Elle fait intervenir toutes les fréquences du spectre de bruit et ne sélectionne plus unique-
ment une fenétre étroite autour de 2{2. Physiquement, K} peut étre explicitement reliée aux
fonctions de corrélation de la courbure puisque (voir ’annexe C pour les détails) :

.. 5
<hz’j(t)hkl(t)> = §5ijszh
5

(Roioj (t) Rorai (1)) = @@'jleh (2.218)

Puisque nous sommes intéressés par les effets de rotation dans le plan (z1, z2) nous pouvons
écrire de fagon plus spécifique :
5

S K (2.219)

(Ro102(t)Ro102(t)) =
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La constante K} permet de définir un temps caractéristique tg tel que :

=

tow = K, (2.220)

Physiquement, ce temps représente celui mis par la lumiére pour parcourir une distance égale
au rayon de courbure moyen au niveau de la Terre. Les variances caractérisant la diffusion
aux temps courts peuvent se récrire en fonction de ce temps :

<5P32(t)> _ 1 < t >2 (a0 = <t>4 (2.221)

p (20tgw)? \tgw 16\t

On peut évaluer ce temps tgy pour un bain qui serait thermique a toutes les fréquences
(voir expression (2.76)) :

_ 3

1 dw WP 1 637 ho\2
i _ / - <> <> 2.222
& 24/tp ( 27 6% . 1> 2./tp 4 kT ( )

Comme on ’a vu (section 2.A.3.2), le bain galactique ne correspond & une température

PN
NI

quasi-constante que sur un intervalle de fréquence restreint. Il faut donc évaluer avec plus de
précaution sa contribution a l'intégrale donnant tgy. On obtient ainsi

uv

7fa‘stro ~ <5> 1 S_%(wastro)—% ~ 9 X 1012 S (2 223)
gw 9 h .

Enfin, pour le bain relique d’OG, on calcule :

1 1
1 1 10714\ % /1GHz\ 2
tg‘)wsmo ~ (67TH§QgW) 4 (wﬁ(‘),smO) 2~ 1078 < Qg > < cosm0> (2224)
W uv

Les résultats montrent que la diffusion du mouvement de la Lune aux temps courts est
dominée par le fond relique :
Lo L taeTe (2.225)

cosmo

COSO envisagées dans la

Cette hiérarchie reste vraie pour les différentes valeurs de (g, et
littérature [18] et on remarque qu’elle est différente de celle obtenue ci-dessus pour la diffusion

aux temps longs.

C.2.4 Discussion des échelles de temps

Le temps tgw ne doit pas étre confondu avec le temps de mémoire ¢, du bain d’OG.
Celui-ci s’obtient comme le temps caractéristique au bout duquel la fonction de corrélation
de la courbure tend vers zéro. Cette fonction de corrélation Crpr(7) s’écrit :

5 dw —iWT
CRrR(T) = (Roio; (T) Roro1(0)) = T%kl / 7‘*}45}1[01]6 (2.226)
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F1aG. 2.20: Décroissance de la fonction C%5°(7) en fonction de x = w23™°7 et normalisée par

Sh (wgitro)S
A

Le temps de mémoire t,o5 est alors approximativement donné par l’inverse de ’extension
en fréquence de ce fond mais il ne dépend pas du niveau des fluctuations. Notons que pour
un environnement électromagnétique thermique, ce temps de corrélation dépend de la tem-
pérature qui fixe la largeur de la densité spectrale. Cette propriété est reliée a I'existence de
corps noir qui permet de « répartir » les fluctuations sur les différentes fréquences. On peut
maintenant évaluer ce temps de mémoire pour le fond astrophysique et le fond cosmologique.

Pour le bruit de confusion des binaires, on peut évaluer la fonction de corrélation de la
courbure en supposant que le spectre Sp,[w| est quasiment constant et décroit tres rapidement
apres une coupure w°. On obtient alors :

astro

55 [“w d
CERo() = C4h/0 —ww4 cos(wT) (2.227)

En terme de la variable réduite x = w2 °r I’équation précédente s’intégre comme :

astro 5 Sp(wisto)d 4z (z? — 6) cosx + (24 — 1222 + z*) sinx
Cir‘(x) = Gy A 5

(2.228)

Cette fonction de corrélation est représentée sur la figure (2.20). La valeur du temps de
mémoire est ainsi reliée a la coupure haute du bain :
tastro —

2T

res 7  astro
Wov

~10%s (2.229)

Pour les OG reliques, la fonction de corrélation de la courbure s’écrit (voir ’expression
(2.80)) :

Csmo(r) =

1 —wgw [w] cos(wT)

30mH? /°° dw
0 27T

c
2 sin? (a7
30H; 0 d 2
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2 4 \/ 8~ 10
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F1G. 2.21: Décroissance de la fonction C{3™°(7) en fonction de z =

15Qsw 172, cosmo
A OWUV :

cosmo
w

T . s
—-— et normalisée par

Cette fonction décroit en oscillant et devient négligeable lorsque 7 > % (voir figure

(2.21)). Le temps de mémoire du bain d’OG d’origine cosmologique s’écrit donc comme 'in-
verse de la fréquence de coupure haute du fond :

2
geosmo — =T 199 (2.231)

res cosmo
Wav

Le fond relique s’étendant sur une tres grande plage de fréquence (jusqu’au GHz) comparé
au fond astrophysique, son temps de mémoire est beaucoup plus petit que celui de la contri-
bution astrophysique. Ce temps de mémoire est cependant grand devant celui d’un bain
électromagnétique a la température T' qui est donné par [122] :

gem _ h M2><10_12
S wkgT T TIK]

em

5 (2.232)

Pour le fond électromagnétique le temps de mémoire du réservoir est directement relié a la
température, ce qui n’est pas le cas avec les OG. Cette différence est essentielle pour I'in-
terprétation de la décohérence et elle permettra de comprendre que le temps de décohérence
puisse devenir plus petit que le temps de mémoire du réservoir (voir la discussion précise de
ce point plus loin).

La distinction entre le comportement aux temps courts et aux temps longs se fait en
référence a la période de rotation de la Lune. On définit ce temps t5ys comme étant le temps
caractéristique d’évolution du systeme :

2
toys = (2.233)

Dans le cas des OG, le temps de mémoire du réservoir t.s est petit devant le temps
d’évolution tgys du systéme, ce qui revient a dire que I'on est dans la limite Markovienne.
D’autre part, ce temps sy est lui méme tres petit devant le temps de dissipation par émission
spontanée tgiss = I‘g}} :

tres K tsys < tdiss (2234>
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Pour terminer cette section, notons que la description présentée ici n’est valable que
dans la limite des grandes longueurs d’onde dans laquelle la taille du systeme est petite
devant la longueur d’onde des OG. Pour des fréquences de I'ordre de la fréquences de coupure
wuy ~ 1010 Hz, la longueur d’onde est de I'ordre de 1 m! Comme on le verra dans la deuxieéme
partie, on peut néanmoins conserver cette description a condition de ne considérer que des
déplacements de la Lune petits devant 1 m. Cela implique en particulier que la description
de la diffusion n’est valable que sur des distances petites devant cette longueur.

C.3 Décohérence d’une Lune de Schrédinger

On sait que les effets dissipatifs dus aux OG sont tres largement négligeables. Cependant,
comme on va le voir, les effets de décohérence par le couplage aux OG ne sont pas du tout
négligeables. En fait, ils vont méme devenir dominants par rapport aux autres contributions
a la décohérence.

On suppose qu’a I'instant initial on prépare une superposition linéaire de deux états de
la Lune dont les centres de masse sont séparés d’'une distance Ax le long de la méme tra-
jectoire (voir figure (2.22)). L’état considéré correspond a la superposition de deux états de
la Lune pris & des époques différentes. Conformément a la description ondulatoire présen-
tée précédemment (section C.1.2), il correspond donc a ce qu’on peut appeler une Lune de
Schrodinger, par analogie avec le célebre chat de Schrodinger.

On suppose ici que la seule source de perturbation provient des fluctuations gravitation-
nelles et on néglige le couplage des degrés de liberté externes avec les degrés de liberté internes.
Dans cette approximation, suffisante pour calculer les effets de décohérence liés au couplage
avec l'environnement gravitationnel, la Lune se comporte comme une particule test localisée
en son centre de masse.

Enfin, on néglige tous les effets en 1/m, c’est-a-dire qu'on considere la Lune comme
infiniment lourde. On néglige aussi les variations de vitesse dp/m de la Lune due a la diffusion
des OG. Cependant, cela ne veut pas dire qu'on néglige les variations d’impulsion dp qui
jouent un role fondamental dans le phénomene de décohérence spatiale. Notons que sous ces
hypotheses, la perte de cohérence spatiale possede de nombreuses analogies avec le cas de
la diffusion de photons par un atome [118]. La deuxiéme partie présente une méthode qui
permet de s’affranchir de cette approximation.

C.3.1 Analogie qualitative avec la diffusion de photons sur une cible massive

Dans cette partie, on exploite I'analogie avec 1’électromagnétisme pour montrer qu’une
diffusion d’impulsion est a l'origine d’une perte de cohérence spatiale. Cette section s’inspire
fortement du cours de Cohen-Tannoudji au college de France [118].

Considérons un état pur 1)(Z) et caractérisons les cohérences spatiales par les éléments
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Fi1c. 2.22: Représentation symbolique de la superposition de deux états de la Lune sépa-
rés spatialement d’une distance Az le long de la trajectoire moyenne circulaire (Lune de
Schrodinger). Les cohérences entre ces deux états sont détruites en un temps tres court par
Iinteraction avec les OG.

hors diagonaux de la matrice densité pgs :

(@ |ps|T) = (@ (@) (2.235)

L’argument de cet élément de matrice est égal a la différence de phase de 1) entre les points ¥
et 7. L’interaction avec un environnement comme le bain d’OG crée un déphasage aléatoire
entre ces deux positions qui réduit la cohérence spatiale. Pour étre plus précis, on considere
la notion plus générale de cohérence spatiale globale G(AZ) a une distance A¥ définit comme
étant la somme de toutes les cohérences spatiales entre couples de points séparés par une
distance AZ :
G(AT) = / 37 (7| ps | T + AT) (2.236)
La longueur de cohérence spatiale £ est donnée par la largeur de la fonction G(AZ). On
peut montrer que celle-ci est reliée a la dispersion en impulsion que 'on a calculé dans la
partie précédente. En effet, en définissant la distribution d’impulsion P(p) = (p| ps | p) et Ap
la largeur de P(p), c’est-a-dire la dispersion d’impulsion, on a la relation suivante :

G(AZT) :/d3ﬁP(ﬁ) emiER" (2.237)

Ainsi, la cohérence spatiale globale est la transformée de Fourier de la distribution d’impul-
sion, et la longueur de cohérence £ vérifie alors :

= — (2.238)
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Tout processus tendant a augmenter la dispersion d’impulsion tend donc a réduire la
cohérence spatiale. Les OG créent une dispersion d’impulsion le long de la trajectoire :

Ap(t) (2.239)

Il
)
S
Y \vj
~—~
~
N—
~

qui augmente avec le temps. Ce processus va donc conduire a une décohérence de la Lune de
Schrodinger.

C.3.2 Description simplifiée de la décohérence : dispersion de phase

Qualitativement, on peut aussi décrire ce phénomene de décohérence en remarquant que
I’état de la Lune étant délocalisé spatialement, les deux composantes ne voient pas la méme
perturbation. Dans le langage du formalisme d’Hamilton-Jacobi, cela revient a dire que deux
plans de phase séparés d’une distance Az ne sont pas perturbés exactement de la méme fagon.

On peut écrire le déphasage Ap(t) accumulé aprés un temps ¢ entre ces deux parties
spatialement distantes, ou encore entre deux plans de phase séparés d’une distance Az, comme
la différence d’action classique AS(t) correspondant & ces deux plans de phase :

AS(t) N dpe(t)Ax

Ap(t) = 2.240
olt) = = - (2.240)
Ce déphasage stochastique est donc caractérisé par une variance :
Sp3(t)) Ax?
(AL?(t)) = <9ﬁ,2> (2.241)

L’expression précédente a été écrite a ’ordre le plus bas dans la perturbation.
Les exponentielles des déphasages sont alors caractérisées par la quantité suivante :

<eiA<p(t)> — exp <_<A902(t)>) (2.242)

2

La valeur moyenne est & prendre sur les variables stochastiques du fond d’OG avec I’hypothése
Gaussienne. La décohérence se produit lorsque la phase relative entre les deux plans de phase
diffuse de 27. On reviendra plus en détail dans la deuxieme partie sur le lien entre la théorie
générale de la décohérence et la dispersion de phase entre deux états corrélés [123, 124].

La variance du déphasage s’écrit aussi (voir I’analogie avec ’équation (7) de [125]) :

(ag) = (25 t)Q [ Sesnlil xsie () (2.243)

Cette expression va nous permettre de caractériser completement la décohérence de la Lune

de Schrodinger représentée sur la figure (2.22). On la calcule de maniere générale en utilisant
les résultats de la section C.2.
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On étudie dans la section C.3.3 le comportement de la décohérence dans le régime des
temps longs devant le temps d’évolution du systeme, c’est-a-dire ici pour ¢ > %’r On montre
que dans ce régime on retrouve le scénario habituel de la décohérence pour lequel celle-ci est
essentiellement déterminée par la distance Az entre les deux composantes et le coefficient de
diffusion Dgy, [119]. Dans ce régime, la Lune est déja tres largement dans un état décohéré.
On ne peut donc pas en extraire le temps caractéristique de la perte de cohérence, c’est-a-
dire le temps au bout duquel la variance Ap?(t) devient de I'ordre de I'unité. Autrement dit,
les temps longs donnent acceés a la queue de la décohérence, une situation dans laquelle le
systeme se comporte déja classiquement.

C’est pourquoi on étudie ensuite (partie C.3.4) le cas des temps courts. C’est en fait
cette limite qui permet d’extraire le temps de décohérence du mouvement du centre de masse
de la Lune et donne lieu & un scénario de décohérence correspondant & une hiérarchie des
échelles de temps tout & fait inhabituelle [125]. On discute enfin dans la partie C.3.5 ces deux
comportements et on les met en relation avec les diverses échelles de temps qui interviennent
dans le probleme.

C.3.3 Décohérence aux temps longs

Puisque 'on se place aux temps longs, on peut utiliser les valeurs asymptotiques pour
les coefficients de diffusion. A Dlaide de I'expression (2.204), on déduit que le facteur de
décohérence se caractérise par la variance :

Dgy B mlgy

20\ _ 2 _
Ap?(t) = —AgwAz“t , Agw = 5h2 = o2 kpTyw (2.244)
Le taux de décohérence Agy, s’écrit aussi :
2m2r2Qt 32Gm?r20t

Ainsi, la décohérence se produit aux temps longs avec un comportement qualitativement
analogue a celui habituellement rencontré dans les modeles simples de la décohérence. En
particulier, la phase diffuse de fagon Brownienne.

Pour la Lune, le taux de décohérence Agy, est tres élevé :
Agw ~ 1075 Im ™2 (2.246)

Si on imagine une superposition séparée d’une longueur de Planck fp ~ 1073° m, la variance
atteint une valeur de 'ordre de 'unité en 10 us. Ceci montre que pour des temps longs devant
loys ~ 2 X 1055 la variance est déja extrémement faible. Ce résultat ne donne donc que
la queue de l’exponentielle de décohérence puisqu’il n’est valable que pour des valeurs de
I’exponentielle déja tres petites.
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La comparaison avec d’autres phénomenes de décohérence est particulierement simple
dans cette limite. En comparant les taux de décohérence Agy, et Aem dus respectivement a la
diffusion des OG et des ondes électromagnétiques, on obtient en effet :

Agw _ Dgw _ Dow Tgw
Aem Dem Fem Tem

(2.247)

On voit qu’en plus du coefficient de dissipation I'gy, la décohérence fait intervenir la tempé-
rature Ty, du bain gravitationnel. Bien que la dissipation due aux OG soit tres faible devant
celle associée aux ondes électromagnétiques, la température effective est bien plus grande. Le
taux de décohérence Agy est au bout du compte 38 ordres de grandeur plus important que ce-
lui associé a la diffusion du rayonnement thermique fossile. La température du rayonnement
solaire n’étant que 3 ordres de grandeur plus importante que celle du fond cosmique, son
taux de décohérence reste encore tres largement négligeable devant celui associé a la diffusion
des OG. Cette conclusion reste vraie méme pour les effets de marées pour lesquels on peut
prendre une température du méme ordre :

Dgw > Dmarée > Dem (2248)

En conséquence, le comportement aux temps longs des cohérences pour les mouvements
planétaires est régi par la diffusion du fond d’OG. Cela provient essentiellement de la tres
grande température de bruit existant aux fréquences des mouvements planétaires. La discus-
sion peut étre rendue plus claire encore en écrivant le rapport des taux de décohérence comme
un produit de facteurs sans dimension :

Agw 9 (m\?yr\2 /[ 200 \* Ty
_ r 2.24
Aoy 273 (mp> (a) (k:BTem> Tom ( 9)

Le rapport %; est clairement relié a ’argument de la masse de Planck présenté en introduction

P
et sur lequel nous allons revenir dans le chapitre 4.
Cependant, 'expression complete fait intervenir d’autres termes importants dans ’éva-

luation de la décohérence. En particulier, il apparait un facteur géométrique (2)2, I'inverse

de la puissance quatrieme du nombre de photons @# par mode a la fréquence 2 et le rap-
port des températures des bains. La décohérence induite par les fluctuations de la pression
de radiation est par elle méme suffisamment efficace [113] pour faire décohérer le mouve-
ment d’objets macroscopiques, méme en l’absence de fluctuations gravitationnelles, mais il
est important de noter qu’elle est largement dominée par la décohérence gravitationnelle.
Dans cette optique, il est intéressant de chercher la masse d’une sphere de densité moyenne
(d ~ 5) pour laquelle le taux de décohérence gravitationnelle serait égal au taux de décohé-
rence électromagnétique. On suppose donc deux sphéres de masses volumique p en interaction

gravitationnelle et en rotation compacte I'une autour de lautre (r = 2a). La masse frontiere
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Meront, d'une des spheres pour laquelle la décohérence gravitationnelle est égale a la décohé-
rence électromagnétique est donnée par :

1 (7 (kgTom \°> [Tom 0
ront, = - ~7x10%°k 2.250
Miront. mp X QIOG\/;< A ) Tgw X g ( )

On a pris dans ce calcul la température du rayonnement solaire Te,, ~ 6000K. Avec le

rayonnement fossile & 3K, on trouverait une masse frontiere d’environ 40 kg.

C.3.4 Décohérence aux temps courts

On va maintenant regarder la décohérence dans la limite des temps courts. Dans cette
limite, le facteur de décohérence se déduit de (2.215) :

m2r? Ax2t?

AP (t) = — —— (2.251)
4 g,
ol on a introduit le temps caractéristique tq, défini par (2.220) :
1 d
—=Ky= | 2wt (2.252)
low 2m

Le comportement de la décroissance des cohérences est donc qualitativement différent de celui
des temps longs. On peut extraire un temps de décohérence a partir duquel Ap?(t) devient
plus grand que 'unité :

ht2,

—_— 2.2
mrAx (2.253)

tdec = 2

On a vu que ¢’était le réservoir d’OG relique qui déterminait la diffusion aux temps courts.
On peut finalement écrire le temps de décohérence en regroupant ces résultats :

1
10714\ 2 /1m
tdee ~ B x 10751 - 2.254
dec . S< ng > <A$> ( )

Comme précisé plus haut, cette expression n’a en fait de sens que dans la limite ou la sépa-

ration Az est petite devant ~ 1 m afin de respecter la limite des grandes longueurs d’onde.

Comme on le verra dans la partie suivante, les OG sont couplées au quadrupole Q;;(t) du
systeme Terre-Lune via un couplage proportionnel a Q;;(t) Roio;j(t). Le parameétre de classicité
pertinent dans ce probleme est donc en fait la variation AQ du quadrupole entre les deux
positions séparées de Ax. On rappelle la définition de ce quadrupole :

Qij(t) =m (mi(t):z:j(t) - (zjzz:k(t)mk(t)> (2.255)
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Ainsi que sa valeur sur une orbite circulaire de la Lune :

1 1

Qu(t) = gmrQ + imrz cos(202t)
1 1

Qan(t) = ngQ - imr2 cos(20) (2.256)
1

Q12(t) = §mr2 sin(292t)

Pour des raisons qui apparaitront claires plus tard, on peut définir la quantité AQ suivante :
2
5

Autrement dit, on a simplement pour un mouvement circulaire :

4
AQ = \/!AQij(t)Ale(t)%kl! 7 Oijrr = = (Oardj1 + 0udjn) — R 00k (2.257)

AQ = 2\/§mrA:B (2.258)

en se plagant dans la limite ou Az est petit devant r. Le temps de décohérence tqe. s’écrit
alors de facon générique comme la prédiction générale pour les scénarios de décohérence
rapide [125] :

42 h

tdec = —5 A~ A D 2.259
dec 2 AQAR ( )

Nous avons introduit une valeur AR caractérisant la dispersion de la courbure :
AR = \/<R0i()j(t)R0in(t)> (2.260)

En conclusion, la diffusion d’un trés grand nombre de gravitons d’origine reliques permet
I’émergence rapide des propriétés classiques du mouvement du centre de masse de la Lune.

C.3.5 Discussion des diverses échelles de temps

La partie précédente montre qu’il existe la hiérarchie suivante des échelles de temps pour
les fluctuations du mouvement de la Lune :

tdee < tres < teys < taiss (2.261)

taiss désigne le temps caractéristique de dissipation de 1’énergie par émission spontanée d’OG.
Cette limite est inhabituelle dans la mesure ou le temps de décohérence est plus petit que le
temps de mémoire du réservoir. On retrouve dans cette limite les résultats généraux étudiés
dans [125] et en particulier un comportement de la décohérence qui fait intervenir la fonction
de corrélation du bain.

Une limite fréquemment rencontrée dans les théories de la décohérence correspond a la
hiérarchie suivante des échelles de temps :

tres K lsys K tdec K tdiss (2.262)



88 Chapitre 2. Décohérence gravitationnelle : premiere approche

Dans ce cas, la décohérence opere lentement par rapport au temps d’évolution du systeme.
L’application de la régle d’or de Fermi (voir [118, chapitres IV et V]) permet alors d’obtenir
un temps de décohérence qui s’écrit de fagon générale sous la forme :

d )\ 2
tdec ~ tdiss (ACE) (2263)
ou d est une largeur caractéristique des deux composantes et Az la distance séparant ces
deux composantes. Puisque la dissipation est reliée & la diffusion, ce temps de décohérence
est simplement proportionnel au coefficient de diffusion. Ce résultat est celui qui a été obtenu
pour la limite des temps longs pour la décohérence de la Lune.

Afin de se placer dans la situation précédente, on peut imaginer un systéme modele
constitué de 2 particules en interaction gravitationnelle reproduisant le systeme Terre-Lune
a une échelle réduite de telle sorte que la décohérence soit plus lente que la dynamique du
systeme. On suppose que la description de la partie précédente sur la diffusion s’applique
encore pour un tel systéme et on étudie la décohérence d’une superposition telle que celle
envisagée plus haut.

En utilisant 'expression (2.244), on montre que le temps de décohérence s’écrit :

e = 2 (P gy (AT ) A, = n 2.264
dec — E Ar - diss E ’ Tew — \/WTW ( . )

avec tgiss le temps de dissipation par émission spontanée d’OG. On voit que 'on retrouve
le résultat général (2.263) avec comme longueur d la longueur d’onde de De Broglie d’une
particule qui serait a I’équilibre thermique & la température Tyy. On voit que l'effet de la
température est de diminuer le temps de décohérence et on parle d’activation thermique de
la décohérence. D’autre part, la décohérence est d’autant plus rapide que la classicité du
systeme, caractérisée par la distance spatiale Az, est grande.
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E chapitre a pour but de justifier et d’approfondir certains résultats obtenus dans la
premiere partie. En particulier, on a adopté dans les parties précédentes un point de
vue géométrique pour décrire 'effet des OG, que ce soit a travers I’approximation

eikonale pour les interférometres ou 1’équation de déviation géodésique pour le mouvement
du centre de masse de la Lune. Dans le chapitre 2, on choisit un traitement Lagrangien du
couplage entre un systeme et les OG dont on montrera 1’équivalence avec le point de vue
géométrique.

La section A présente ’étude précise de ce couplage et fournit notamment un nouvel
éclairage sur I'invariance de jauge évoqués dans la premiere partie a propos du déphasage
dans les interférometres.

89



90 Chapitre 3. Quelques développements théoriques

L’approche Lagrangienne est particulierement bien adaptée a la description de la dé-
cohérence par les intégrales de chemin. Dans cette description qui fait appel a la notion de
fonctionnelle d’influence de Feynman Vernon, I'interaction avec le bain d’OG peut étre traitée
comme le couplage d’un systeme a une collection d’oscillateurs harmoniques. On y retrouve
alors de nombreuses analogies avec le couplage d’un atome au champ électromagnétique.

Les deux cas, électromagnétique et gravitationnel, présentent cependant des différences
notables. En particulier, le couplage des OG a la matiere est tres faible tandis que l'envi-
ronnement gravitationnel posséde un tres grand nombre de gravitons par mode. Dans cette
double limite, la décohérence possede une interprétation classique dans laquelle celle-ci est
équivalente & une interaction avec un environnement classique aléatoire. La démonstration
précise de ces résultats fait I’'objet de la section B.

Dans la section C, nous utilisons ces résultats pour reprendre I’étude des phénomenes de
décohérence discutés dans le second chapitre pour les interférometres atomiques. Nous don-
nons aussi des calculs complémentaires concernant les effets de géométrie dans la décohérence
et le calcul du contraste dans les interférometres.
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A Traitement Lagrangien de l’interaction en jauge TT

Dans cette partie, on s’intéresse a 'interaction d’un systeme noté S avec ’environnement
gravitationnel noté £ et on montre qu’il est possible de substituer a ’approche géométrique de
la gravitation une description Lagrangienne. Cette approche Lagrangienne a déja été utilisée
avec succes pour décrire la déviation des rayons lumineux [126].

I1 est connu de longue date qu’il existe un formalisme Lagrangien de la RG [43, 60, 84] qui
permet de retrouver les équations d’Einstein. Cette approche redonne les déphasages calculés
dans la premiere partie pour des particules matérielles non relativistes aussi bien que pour les
photons. Elle permet de donner une justification a I'invariance de jauge du déphasage calculé
dans le second chapitre.

A.1 Lagrangien d’interaction

On rappelle la description Lagrangienne de I’équation d’Einstein. Ce formalisme possede
une expression simplifiée dans le cas de I'interaction avec des champs gravitationnels faibles
comme par exemple les OG. Il existe alors des analogies avec 1’électromagnétisme, notamment
lorsque I’on se place dans ’approximation des grandes longueurs d’onde (que I’on appelle aussi
approximation quadrupolaire dans le cas de la RG).

A.1.1 Généralités

La dynamique du champ gravitationnel libre est décrite par une densité Lagrangienne L¢ :

3

Lo(w) = — = R(x) (3.1)

dont se déduit par intégration une action Sg :
Se = /dtL = [ d*z /g(z)Le(x)
3 4
= “TerC /d z+/g(z) R(z) (3.2)

g(x) = —det(g,,) permet de construire I'élément de volume invariant y/g(x)d*z. On distingue
la densité Lagrangienne L et le Lagrangien L obtenu comme 'intégrale de £ sur tout ’espace.
Cependant, pour alléger ’écriture, on appelle indifféremment Lagrangien les quantités £ ou
L.

Pour coupler un systeme S au champ gravitationnel, on rajoute son Lagrangien qui dépend
a priori de la métrique g,, et que I'on note Egg . La procédure standard pour obtenir ce
Lagrangien consiste a partir du Lagrangien en espace de Minkowski, remplacer la métrique
Nuw Par g et les dérivées usuelles d,, par des dérivées covariantes D,,.
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Pour des champs gravitationnels faibles, le développement de 4/ g(x)ﬁfsg) par rapport a la
métrique g, s’écrit de la facon suivante :

(9) (9)
5 (Vamie) = QIDES) 5, VIS

Yuv, (3.3
aguu aguy,p Hp )

En utilisant 6g,.,, = 0,0¢,,, on peut rééerire I’équation précédente comme suit :

(9) (9)
5 (Vo) = (am/g(x)csg)_ 5 a<\/g<x>£;>> o

89/LV g aguy,p
(9)
1o, (QWVIDLES )5, (3.4)
OGpw,p

Le dernier terme est une divergence et, puisque les Lagrangiens sont définis a des termes de
bords pres, on peut l'oublier [117].

Le terme restant en facteur de dg,, est directement relié¢ a la définition du tenseur énergie
impulsion T"" (voir [60, chap. 12] ou [84, chap. 94,95]) :

(5< d4x\/g(x)£g)> = % d*a/g(z)T" ()5 g, () (3.5)

Cette relation peut d’ailleurs étre lue comme la définition du tenseur énergie impulsion :

2¢ 3(y/gLY)
N

Elle assure automatiquement que la variation de ’action par rapport a la métrique redonne

T = (3.6)

les équations d’Einstein.

L’identification des équations (3.4) et (3.6) montre qu’en présence d'une perturbation, on
peut décomposer la densité Lagrangienne du systéme perturbé comme une densité Lagran-
gienne évaluée dans l’espace de Minkowski, que ’on note simplement Ls, plus une densité
Lagrangienne d’interaction notée Lg/¢ telle que :

Juv = Nuv + 59uu
1 v
LY = Ls+Lse L= 5209 (@) T () (3.7)
L’action d’interaction s’écrit donc :

Ss/e = Qic / VI Sgp ()T (2)d (3.9)

Cette action décrit comment, a l'ordre le plus bas dans la perturbation métrique, on peut
remplacer la description géométrique de la RG par une description Lagrangienne : on rajoute
simplement la perturbation Sg/¢ a I'action du systeme non perturbé, c’est-a-dire I'action
Ss=/[ d*zLs du systeme évaluée dans Iespace de Minkowski plus I’action Sg = i d*zLe du
champ gravitationnel libre.



A. Traitement Lagrangien de I'interaction en jauge TT 93

A.1.2 Invariance de jauge de I’action d’interaction Sg/¢

Un avantage de cette présentation est que l'action Sg/¢ représentant la perturbation est
automatiquement scalaire, c’est-a-dire invariante sous les transformations de jauge. Pour le
voir, considérons une transformation de jauge :

ot — aH M
hu(z) — huw(x) — Dyey(x) — Dyey(x) (3.9)

La variation de Paction s’écrit alors (voir [60, chap. 12.3] pour plus de détails) :

5Ss/e = 2% / V@) e () D, T (2)d e (3.10)

Pour écrire cette relation, on a oublié une divergence qui disparait en tant que terme de
bord. On constate sur I'expression (3.10) que la conservation du tenseur énergie impulsion
est équivalente a l'invariance de jauge de I'action d’interaction :

§Ss/e =0 & D™ =0 (3.11)

On peut d’ailleurs considérer que les lois de conservation découlent de l'invariance de ’ac-
tion [84]. Ce résultat est analogue au fait que la conservation de la charge est une condition
nécessaire et suffisante pour que I'action construite sur le Lagrangien standard de 1’électrody-
namique soit invariant de jauge [80, chap. I1.B.3]. Il signifie ici que la perturbation ne dépend
pas du choix du systéeme de coordonnées a des termes de bords pres.

Dans la suite, nous utiliserons l’action (3.8) pour étudier la diffusion des OG par des
systemes simples comme des interférometres ou des quadrupoles classiques tels que le systeme
Terre-Lune. Avant cela, nous revenons brievement sur le lien entre ’approche précédente et
la description du second chapitre pour le déphasage dans un interférometre.

A.1.3 Equivalence entre les approches géométrique et Lagrangienne

La description Lagrangienne que nous venons de donner permet de traiter des systemes
dans lesquels 1’énergie est délocalisée, contrairement au second chapitre ou on la supposait
parfaitement localisée. On peut retrouver ce cas limite, qui correspond au traitement de
la particule test matérielle, en procédant aux simplifications suivantes. Tout d’abord, on
considere que le tenseur énergie-impulsion se réduit a une distribution ponctuelle qui suit la
trajectoire ¢(7) ou 7 désigne le temps propre de la particule. Son tenseur énergie impulsion
s’écrit alors :
dg”

dg” ep* 64 (z — F = m— 12
¢ cp o (x—q(r) , p Mg (3.12)

T (z) =

F

Adr? = guwdgtdg”
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On sait que ’équation (3.11) de conservation de I’énergie donne alors la loi du mouvement
géodésique pour cette particule matérielle [60, 84].

En utilisant I’hypothese eikonale, on relie ensuite 'intégrale d’action a la phase ¢ associée
a la propagation du champ (voir la discussion de la section 2.C.1.2) :

p=- (3.13)

Ces relations établissent I’équivalence entre la méthode géométrique préférée par la Relativité
Générale et la méthode de perturbation Lagrangienne plus utilisée en Théorie des Champs.

Elles mettent en évidence que les déphasages calculés dans le second chapitre sont au-
tomatiquement invariants de jauge, a la condition de bien prendre en compte les transferts
d’énergie-impulsion. En ce qui concerne les interférometres atomiques par exemple, nous avons
montré dans le second chapitre qu’il fallait tenir compte des bilans d’impulsion sur les sépara-
trices et les miroirs pour obtenir des expressions invariantes de jauge. Les relations obtenues
dans la présente section montrent la généralité de ce résultat. Le déphasage est directement
lié a I'action et 'invariance de celle-ci est assurée, cette invariance étant équivalente aux lois
de conservation.

A.2 Ecriture de I’action d’interaction en jauge TT

Dans cette partie, on donne la forme explicite de la perturbation Sg/¢ pour des systémes
simples comme des particules matérielles en mouvement non relativiste ou encore un champ
électromagnétique. Puisque 1'on est maintenant assuré de l'invariance de jauge de l’action,
on peut faire le calcul dans une jauge particuliere. On choisit de se placer dans la jauge T'T,
qui se révele pratique pour étudier le couplage aux OG dans le formalisme de la fonctionnelle
d’influence de Feynman Vernon (voir aussi les discussions en section 2.A.2.4).

A.2.1 Particules matérielles en mouvement non relativiste

Supposons une particule test de masse m en mouvement non relativiste. On peut alors
assimiler temps propre T et temps coordonnées t et écrire en particulier :

P’ = meo— o me , pt =~ mi' (3.14)
T

Le point désigne la dérivée par rapport au temps coordonné. On a finalement une expression
simplifiée pour le tenseur d’énergie-impulsion :

T%(z) = mc? / cdr 6*(x — q(7)) , T (x) =m / cdr #3764z — q(7)) (3.15)

Si la perturbation se réduit a des ondes gravitationnelles libres, on peut se placer dans un
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systeme de coordonnées T'T, et I’action d’interaction entre deux instants ¢; et ¢y s’écrit alors :

m

tf ..
Ssje = & " dt/dgxhij(t’x)ffzi?]‘sg(x_q(t))

m ty . .
-z /t at ¢ ()i (t) hay (¢, a(t)) (3.16)

En assimilant action et déphasage par 1'’équation (3.13), on retrouve bien ’expression du

déphasage propagatif (2.9) dans ’approximation eikonale avec d\ = % et K = mqu.

A.2.2 Approximation quadrupolaire

On peut simplifier 'expression de la perturbation dans I'approximation quadrupolaire
pour laquelle la longueur d’onde des OG est supposée tres grande devant la taille du systeme.
Dans cette limite le quadrupole du systeme apparait naturellement comme la quantité couplée
a la perturbation métrique. Pour le montrer, on note que hiTjT (t) peut étre prisen x =0 :

hit(t,x) = b (t) (3.17)

L’action d’interaction s’écrit alors a 'ordre le plus bas d’apres (3.8) :
1 g
Ssje = /dt hy (t )/d3x T (t,x)
= / hTT / d*x T [w, x| (3.18)

En utilisant la conservation du tenseur énergie-impulsion (sous sa version linéarisée 0, T*" =
0), on peut exprimer la partie spatiale 7% en fonction de la partie temporelle 7%°. Pour cela,
on remarque que :

9T =0 =  T"w, x]—cho”[w x| =0
= 0,0,T"w,x] = z% 0,T% [w, x] (3.19)

Puisque ;7% [w,x] = i2T 907w, x|, on déduit la relation suivante entre les composantes spa-

tiales et temporelles dans I'espace de Fourier :
.. wQ
0,0, T [w,x] = —— T w,x] (3.20)
c

En multipliant cette équation par z*z! et en intégrant sur tout I’espace on obtient grace a
deux intégrations par partie sur le membre de gauche et en supposant que 7% [w, x] tend vers
0 suffisamment vite :

/d3xmkajl8i8jTij[w,X] = /d3xai8j(xkxl)Tij[w,x] = 2/d3kal[w,x] (3.21)
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Dans le domaine temporel, cela se réexprime grace a (3.20) sous la forme :

2
/ Bx T (¢, x) = 212;2 / P atad TO(L, x) (3.22)
On a donc exprimé la partie spatiale du tenseur énergie impulsion en fonction de sa partie
temporelle (voir aussi [84, chap. 105]). La métrique hiTjT étant de trace nulle, ces composantes
ne sont couplées qu’a la partie sans trace de z'a/ car on peut soustraire le terme %(dexk
sans changer sa contraction avec hiTjT. En définissant le quadrupole Q% (t) du systeme de la
fagon suivante :

g 1 S
QY(t) = 2 /d3x <1‘Zl‘] ~3 (kaxk> T%(t, %) (3.23)

on voit qu’on obtient grace aux équations (3.22) et (3.18) :

SEk =5 [anT o (3.24)

Dans la limite des grandes longueurs d’onde, le Lagrangien d’interaction s’écrit donc
comme un couplage entre la perturbation métrique hg}T(t) évaluée au centre du systeme et la
dérivée seconde du moment quadrupolaire Q% (t). L’expression (3.24) est valable quel que soit
le systeme, qu’il s’agisse de matiere ou de lumiere, pourvu que l'on soit dans I’approximation
quadrupolaire.

On peut utiliser cette expression pour simplifier la perturbation pour des particules ma-
térielles non relativistes. Pour cela, on réécrit (3.15) de la fagon suivante :

3, ij _m & 8. i 53 6(t—1)
/d x TR (t,x) = 28t2/d7—/d xx'ax!0°(x — q(T))T (3.25)
L’action s’écrit alors de la fagon suivante (comparer avec (3.16)) :
or _ LY
Ssje = 1) dt hyy (£)Q (1) (3.26)
g o 1 .
@)= m (40 () - 3 e (o)) (3.27)

Remarquons que, dans la limite considérée ici ou la taille du systeme est petite devant la
longueur d’onde des OG, action (3.24) permet de démontrer 1’expression du rayonnement
quadrupolaire d’OG par un systéme binaire [60, chap. 10].

A.2.3 Champ électromagnétique

Pour la lumiere, on peut d’abord faire une description corpusculaire ou on suppose que
I’énergie du champ électromagnétique est portée par des photons décrits comme des particules
ponctuelles se déplacant a la vitesse de la lumiere le long d’une trajectoire ¢(7). Avec cette
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hypothese, on peut utiliser les résultats de la partie précédente en remplacant dans ’expression
(3.12) I'impulsion par la quantité :

hQ phot
C

pl=hK'= K’ (3.28)

La condition de validité de approximation quadrupolaire signifie ici que le champ gravi-
tationnel est pratiquement constant sur les intervalles de temps et d’espace sur lesquels le
champ électromagnétique est présent. En utilisant cette hypothese, on obtient :

TY(x) = hQphot / cdr K'K7 64 (2 — (7)) (3.29)
ce qui donne comme action d’interaction entre deux instants ¢; et ¢y :
18 ly .
Swzgmli&WWMNq@) (3.30)

On peut également décrire I'interaction des OG avec un champ électromagnétique décrit

par son tenseur énergie impulsion T :

1 1
™ = m [F!;FVP — Z77WFW]{?PC’ (3.31)

Les contractions sont a faire avec la métrique plate 7,,,. Le tenseur F'*” s’écrit :

Fu = 0,4, — 8,4, (3.32)
E.
Foi = ?Z ) Fij = €1 By, (3.33)

Les parties temporelle et spatiale du tenseur énergie impulsion se déduisent [127] :

E? B?
0 = 022
2 2410
- E2 .. o 1 /B2 .. o
™ = €0 (26” — EZE]> + % (25” — BZB]> (334)

Dans la jauge TT, seules les composantes spatiales de h;ij interviennent et on peut donc se
contenter de I’expression de T%. De plus, la trace de la métrique est nulle et on obtient donc :

Lojele) = 3 (BP0 + LB @B @) hi(e)

1 ‘ .

= Soc hij(x) F', (x) F7* (z) (3.35)

On peut maintenant se placer dans une jauge électromagnétique particuliere. Si on choisit de
se placer dans la jauge de Coulomb telle que A% = 0 et 9;A° = 0, un champ classique A* de
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fréquence (1,01 se décompose en fonction des variables normales o, du champ électromagné-
tique [80, chap. I] :

&P*K | & R N,
Ai(t,x) = / @7\ %00 721 (aV(K)ei [K]e +c.c.> (3.36)

7 est la polarisation circulaire et €] [IA(} le vecteur polarisation dont l'expression explicite

est donnée en annexe C. En remplacant cette expression dans le Lagrangien d’interaction
(3.35) et en utilisant les conditions de la jauge de Coulomb, celui-ci se simplifie pour donner
finalement :

A ho d*K d3K Qe - Kx
Lsje(r) = Zf;thz‘j(l’)/(%) UZ(av [Ke "eher 177 —|—C.c.>

7 A~ s 7K,-x
xkt <a7/(K’)e;’ [K/]e oot 177 —|—c.c.> (3.37)

Dans 'approximation eikonale, seules les contributions ne contenant pas de termes oscil-

lants de la forme et2i

contribuent a l’action. En effet, les termes oscillants se moyennent
rapidement a zéro dans l'intégrale temporelle de I'action. D’autre part, dans la limite des

grandes longueurs d’onde, cette action se réduit finalement & I’expression suivante :

hQho d°K i
Ss/gzzpt/t dt hij(t / Z\ ., (K)|* K'K" (3.38)

3

On retrouve le couplage hy;K'K"”7 de I'équation (3.30) pondéré par le poids |a, (K)|* du
vecteur d’onde K dans le paquet d’onde spatial.

A.3 Remarques sur l’invariance de jauge et analogies avec I’électromagné-
tisme

Les résultats présentés dans cette section sont des remarques dont la lecture n’est pas
indispensable a la compréhension de ce qui suit.

On présente des expressions explicites de ’action dans un systeme de coordonnées TT et
un systeme de coordonnées de Fermi. On revient sur les termes de bords qui apparaissent
lorsque l'on passe d’une jauge gravitationnelle a une autre et qui ont été discutés dans le se-
cond chapitre. L’approche Lagrangienne permet d’en donner une discussion plus systématique
ici.

On présente aussi un formalisme Hamiltonien qui permet d’expliciter I’analogie entre les
jauges de la RG et celle de I’électromagnétisme. En particulier, on montre que le choix d’une
jauge en RG fixe le choix de 'Hamiltonien que 1’on doit prendre pour décrire la perturbation,
comme en électromagnétisme.
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A.3.1 La perturbation dans un systeme de coordonnées de Fermi

Il est instructif de comparer I’expression de la perturbation en jauge TT dans I'approxi-
mation des grandes longueurs d’onde avec son expression dans la jauge de Fermi.

Dans le systeme de coordonnées de Fermi, I'action d’interaction s’écrit simplement d’apres
(3.8) :

SE o = % / at dx F, ()T (x) (3.39)

La perturbation métrique hgy(m) est donnée par les expressions (2.50). Limitons nous au
cas d’un systeme matériel en mouvement non relativiste de telle sorte que les composantes
temporelles du tenseur énergie impulsion dominent les composantes contenant au moins une
partie spatiale :

7% > 70 > T (3.40)

Ainsi, dans un systeme de coordonnées de Fermi, la perturbation se réduit au couplage de la
partie temporelle du tenseur énergie impulsion 7% & la partie temporelle hOFO de la perturba-
tion métrique :
F 1 3, ,F 00
1

= 2/dt ROin(t)/d3X ' T (t,x) (3.41)

On retrouve le fait que le quadrupole Q% (t) intervient naturellement :

02

Sie =5 [ dt Roos01Q7 (0 (3.42)
Le couplage a lieu entre le quadrupole du systeme et les composantes ¢ Rojo; () = hE;T (t)/2
du tenseur de courbure.

On discute maintenant le lien entre les actions exprimées en jauge de Fermi ou en jauge
TT. Pour cela, on remarque que I'action (3.42) peut se retrouver a partir de ’expression de
celle en jauge TT par deux intégrations par partie. De facon équivalente, 'action d’interaction
s’écrit dans le domaine de Fourier, & des termes de bord pres :

d g
Ssie =3 [ Howr@ulh (o] (3.3

Les expressions (3.26) en jauge TT et (3.42) en jauge de Fermi sont alors obtenues en faisant
agir la dérivée seconde respectivement sur le quadrupole et la métrique. Ainsi, le passage
d’une jauge a une autre correspond a des expressions équivalentes de ’action, & des termes de
bord pres. Ce résultat est analogue au cas de I’électromagnétisme lors du passage de d’action
en - A acelle en D - E [128].
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A.3.2 Description Hamiltonienne

On construit maintenant une description Hamiltonienne a partir de la description Lagran-
gienne de la partie précédente '. Pour cela, on rappelle que le Lagrangien du systéme et le
Lagrangien d’interaction s’écrivent, sans qu’on ait pour le moment spécifié de jauge :

L(t) = Ls(t) 4+ Le(t) + Ls/e(t)
1 , 1

Ls(t) = —3md(t)i () = 5mal() (3.44)

Loje(t) = —5mehaolt, a(t)) — med (hoi(t,a(6) — 5 md' (66 (s (¢, a(0)

On a écrit ces équations pour des particules matérielles non relativistes.
On déduit 'impulsion généralisée P; du champ :
d(Ls + Ls/¢)
gt

Le premier terme donne le lien habituel entre I'impulsion et la vitesse. Le signe moins pro-

lI>

Pi = —mq,- - mchOi — m(jjhij (3.45)

vient du fait que la métrique a une signature (+,—, —, —) . Le deuxiéme terme de I’équation
(3.45) est analogue au terme eA; de Iélectromagnétisme et donne lieu & des corrections a
I'impulsion que 'on qualifie pour cette raison de gravito-électromagnétique. En particulier, il
est possible d’interpréter l'effet Lense-Thirring [77] et l'effet Sagnac [78] & 'aide de ce terme
(voir aussi [129]). Enfin, le troisitme terme correspond a des corrections dépendant de la
partie purement spatiale de la métrique et proportionnelles a la vitesse.

L’Hamiltonien H s’écrit alors en fonction de 'impulsion F; :

H £ Pqg' - (Ls+Lsje)
1

=m0+ 3 mehalt alt) - 5 md O Ohy(ta)  (3.46)

En toute rigueur, il faut remplacer dans cette expression ¢’ en fonction de I'impulsion gé-
néralisée P; car I’Hamiltonien dépend des variables (q’,Pj) On va maintenant interpréter
cet Hamiltonien dans deux jauges particulieres, a savoir la jauge TT et la jauge de Fermi.
On comparera les expressions obtenues dans la limite ou elles sont simultanément valables, a
savoir pour un observateur inertiel et de taille petite devant la longueur d’onde des OG.

Dans la jauge TT, les OG sont entierement contenues dans la partie spatiale h;FjT de la
perturbation métrique. Autrement dit, 'impulsion généralisée s’écrit comme une correction
a 'impulsion habituelle donnée uniquement par le troisieme terme de 1’expression (3.45) (on
rappelle qu’en théorie linéarisée, les indices sont levés et baissés avec la métrique plate 7,
et non avec g,,) :

PTT

"= —mgi —m@' bt = —mglT ¢ (3.47)

1On donne ici une description simple valable seulement en théorie linéarisée. La description Hamiltonienne
de la RG ainsi que la détermination des degrés de libertés physiques est un probleme difficile.
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L’Hamiltonien Hpr s’écrit alors, en utilisant (3.46) et (3.47) :

Hrr = —ngqjgiq;T
1 .. 1 . .
=~ (Pi . mqkh;fkT) (Pj - mq’h;flT> — 5 PP (3.48)
A Dordre le plus bas, on a finalement :
p? L i 1T Vi

Dans l'approximation quadrupolaire, on peut prendre q = 0 pour la perturbation mé-
trique de telle sorte que ce couplage est exactement analogue au couplage p - A(t,0) de
I’électromagnétisme dans I’approximation dipolaire en jauge de Coulomb. En effet, I'impul-
sion p* = %Di est proportionnelle & la dérivée premiere du moment dipolaire D* donc p'A;
correspond au couplage entre la dérivée premiere du dipole électrique et le potentiel vecteur.
Un systeme de coordonnées TT est en fait analogue au choix de la jauge électromagnétique
dans laquelle seules les parties spatiales de A* sont non nulles et A* est transverse (jauge
de Coulomb pour un champ libre). La fonction d’onde ¥7(q,t) vérifie alors 1’équation de
Schrodinger suivante :

h? ; ; . O0Yrr(q,t)
~ 5 (V2 + 0'hi (1)) Yrr(a,t) = ih——p =

Si on se place maintenant dans un systéme de coordonnées de Fermi, la métrique est

(3.50)

donnée par les relations (2.50). Pour simplifier les notations, on enléve le chapeau sur les
coordonnées ¢q et t. L'impulsion généralisée s’écrit :
2

. 1 <7
Pl = —mg; — 3 meq®q' Rorir — 3 m’q"q' Ry (3.51)

Dans la limite non relativiste, on peut négliger les termes en ¢*(t)¢’ (t)hfj devant ceux en
CQhOFO apparaissant dans ’expression générale de ’'Hamiltonien (3.46). La limite non relativiste
revient donc & approximer 'impulsion généralisée P} par la quantité de mouvement :

1 . 1 1 . 1 .
Hg = 5 qu(t) + 3 chhOFO(t, q) = 3 mq2(t) + 3 mC2R0ioj(t, 0)¢'¢’
1. 1 g
= 3 qu(t) + 5 CQROioj(t, 0)QY (3.52)

L’Hamiltonien d’interaction Ry;o; QY est tout & fait analogue au couplage dipolaire électrique
D - E de I"électromagnétisme. C’est pour cette raison qu’on appelle composantes gravito-
électriques les composantes Rp;o; du tenseur de courbure [107]. La fonction d’onde 1r(q, t)
vérifie alors ’équation de Schrodinger suivante :

[ L9  j . OYr(q,t)
- %qu}?(q, t) + 5 mc ROin (t, O)qlqu/JF(q, t) = ZhT (3.53)
De la méme facon qu’en électromagnétisme, les fonctions d’onde sont différentes dans

différentes jauges [128].
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B Traitement quantique de la décohérence gravitationnelle

La fonctionnelle d’influence de Feynman-Vernon [63] est un outil permettant de traiter
les phénomenes de relaxation de facon trés générale. Elle est donc parfaitement adaptée a
une étude de la décohérence [36, 130, 131]. C’est une méthode fonctionnelle développée par
Feynman et Vernon [63, 64] qui est particulierement commode pour des systémes quantiques
simples tels que des oscillateurs harmoniques. Nous en présentons un résumé dans ’annexe
E.

On montre dans la section B.1 qu’il est possible d’analyser la décohérence de deux points
de vue différents. La premiere approche consiste a étudier la « polarisation » de I’environne-
ment par son interaction avec un systéeme, dans le méme esprit que les études sur la théorie
de la mesure. Une deuxieme approche, que privilégie la méthode fonctionnelle de Feynman
Vernon, consiste a étudier les modifications apportées au systéme par son couplage a un
environnement.

En particulier, ’approche de la fonctionnelle d’influence donne un éclairage intéressant sur
Pinterprétation de la décohérence en terme de dispersion de phase [123, 124], qui notamment
trouve un sens bien précis lorsque ’environnement est classique et faiblement couplé au
systeme, comme c’est le cas de 'environnement gravitationnel. Ce cas est étudié en détail
dans la section B.2.

Enfin, on applique ces résultats pour le bain d’OG dans la section B.3 en traitant 1'envi-
ronnement gravitationnel comme une collection d’oscillateurs harmoniques, chacun dans un
état classique que 'on caractérise par son nombre de quanta d’excitation ngw[w] & la fréquence
w. Cette partie permet aussi de justifier la méthode employée dans le second chapitre pour
calculer la décohérence. En particulier, la fonctionnelle d’influence, qui privilégie I’action donc
les phases, s’adapte trés bien au traitement des interférometres dans lesquels la phase est un
objet primordial.

B.1 Dispersion de phase et décohérence

L’approche de la fonctionnelle d’influence de Feynman-Vernon permet d’analyser le phé-
nomene de décohérence comme un effet de dispersion de phase induit par le couplage du
systeme a l’environnement. Cette partie B.1 présente une démarche qualitative qui permet
de comprendre dans quel sens cette interprétation est équivalente aux approches plus tradi-
tionnelles [123, 65].

B.1.1 Deux points de vue qualitatifs pour la décohérence

Pour illustrer les deux points de vue que ’on peut adopter sur la décohérence, on utilise
Pexpérience des fentes d’Young (voir figure (3.1)) comme expérience modele. Lorsqu’il n’y a
pas d’interaction avec un environnement, 'intensité moyenne sur le détecteur s’écrit de fagon
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générale comme une somme de termes :

TP = |AL + Ao = AL 4 |Ao|? + AL AS + A A (3.54)
Ar=(SI)D) Ay =(S[2)(2|D)
li) (i = 1,2) représente les deux « chemins » possibles, |S) et |D) les états du systeéme

respectivement au niveau de la source et du détecteur et A; représente les amplitudes de
probabilité que la particule passe par la fente i.

Quand on inclut Deffet de l'interaction avec un environnement, initialement dans 1’état
&o, létat global du systeme et de lenvironnement évolue de 'état |S) ® |Ey) vers 1'état
1) ® |€1) + [2) ® |&2). En supposant le détecteur insensible a l'état de ’environnement,
I'intensité moyenne sur le détecteur va s’obtenir en sommant les probabilités sur tous les
états |¢,) de 'environnement :

2 = Y USILUD)Erlgn) + (SI2)(2ID) Exln)
= AP (E16) + | Aol (l6) +21(E1]6:) Re (A1 A7 exp! =(E152D) - (3.55)

De facon générique, I'expression précédente montre que la présence d’un environnement £
déplace les franges d’interférences en ajoutant un déphasage arg((£1|€2)) et réduit le contraste
d’un facteur V qui s’écrit :

V= |(&]&)] < 1 (3.56)

Si les états |£1) et |€2) de 'environnement sont tres différents, |£1) se recouvre peu avec
|€2) et le contraste V chute a zéro. En termes qualitatifs, lorsque ’environnement est sensible
au chemin suivi par la particule, on peut obtenir une information sur le chemin emprunté et
les interférences disparaissent : c’est 'interprétation en terme de « complémentarité » [132]
que nous décrirons de maniere plus quantitative dans la suite comme une « catastrophe
d’orthogonalité » (voir aussi [133, chap 17.1]).

Co

Fia. 3.1: Expérience des trous d”Young.
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On peut analyser la méme situation du point de vue de la particule. De fagon générale
Iinteraction avec I’environnement crée un déphasage dpc de la fonction d’onde qui dépend
de l'intégrale du potentiel d’interaction V[q(t)] sur le chemin C suivi par la particule :

Sbc = —1 /C Vig(t))dt (3.57)

L’état d’interférence au niveau du détecteur s’écrit donc comme la variation de phase entre
les deux chemins C; et Co suivis par la particule. Les fluctuations de ’environnement font que
la réduction de la visibilité V des franges est donnée par la quantité suivante :

Y = <ei(5¥’<1>*5¢(2>)> (3.58)

La valeur moyenne est a prendre sur les fluctuations de ’environnement. Les deux approches
(3.56) et (3.58) sont équivalentes quand la condition suivante est vérifiée :

<ei(5w(1>—5¢<2>>> = (&18) (3.59)

Nous allons voir que la théorie de la fonctionnelle d’influence permet de justifier quanti-
tativement cette équivalence en introduisant des raffinements liés au caractére non commu-
tatif des fluctuations quantiques. Pour cela, on va s’intéresser a la fonctionnelle d’influence
Flg+,q-] qui traduit physiquement la cohérence entre deux chemins g+ du systéme. Dans
le cas de I'expérience des fentes d’Young, ces chemins sont essentiellement les deux chemins
classiques (1) et (2) qui interferent au niveau du détecteur.

B.1.2 Catastrophe d’orthogonalité

Dans cette approche, on étudie la décohérence du point de vue de I’environnement. Pour
exprimer la fonctionnelle d’influence, il est commode de faire intervenir ’opérateur d’évolution
de l'environnement soumis a 'interaction avec la trajectoire classique g+ du systeme. On
définit cette quantité par ses éléments de matrice :

(ar| Oersyettntplasl |2 2 [, DlatoletSessetzal — (0)

a:(tz) = X;

Notons qu’il n’y a pas d’opérateur du systéme dans ’expression de ﬁg+3/g(ti,tf)[Qi(t)],
conditionné par le chemin ¢4+ suivi par la particule. Cette quantité permet d’exprimer la
fonctionnelle d’influence (E-10), a l'aide de deux relations de fermeture, sous la forme d’une
valeur moyenne quantique sur les états de ’environnement :

~

Flowsa-] = Tone (Tersyettist)lar] pe(ts) Ulg oltistr)la-))

(O syettitla-Oersyetitylar]) (3.61)
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La décohérence apparait ici comme l’effet sur ’environnement du fait que le systeme décrit des
trajectoires différentes g et g—. La fonctionnelle d’influence Flq4, g—] peut ensuite se calculer
si on se donne I’état de I’environnement. Par exemple, si on suppose que ’environnement est
dans un état initial pur |&;), on peut définir ses états finaux :

€x) = U ys/e(tis t)lg=] 1) (3.62)
Puisque pg(t;) = |&)(&;|, on a d’apres (3.61) :
Flar g ] = (€1€2) (3.63)

On retrouve donc les conclusions qualitatives de la discussion de la partie précédente sur
les trous d’Young : la fonctionnelle d’influence correspond exactement a la réduction du
contraste des interférences. L’interaction de I’environnement avec le systeme se réduit donc
a un ensemble de problemes plus simples ou ’environnement est couplé a une collection de
sources classiques paramétrées par I’ensemble des chemins du systeme.

Si on suppose maintenant que I'environnement est initialement dans un mélange statis-
tique d’états pg(ti) = >, PalE)(EY|, alors la fonctionnelle d’influence s’obtient comme la
moyenne sur cette distribution statistique du contraste des interférences entre les chemins du
systeme :

Flar,q-1 =Y palE¥|ES) (3.64)
(0%

Les corrélations qui s’établissent entre ’environnement et le systéeme durant 1’évolution
de celui-ci sont cruciales puisque l'effet de décohérence se manifeste lorsque deux parties
différentes du systeme se correlent a des états presque orthogonaux de ’environnement.

B.1.3 Dispersion de phase

On peut aussi étudier ce qui se passe du point de vue du systeme, et c’est ce que nous
allons faire maintenant. On se place en représentation d’interaction par rapport a I’évolution
libre de I'environnement. On note Uz 'opérateur tel que :

Usysye(tisty)las] = Us(ti, tp)Uz(ti, ty)[ax] (3.65)

La fonctionnelle d’influence s’écrit alors, d’apres (3.61) :

Flassa-) = (07 '(tistp)la-10z(tist)las]) (3.66)

L’indice Z rappelle qu’on est en représentation d’interaction par rapport a I’environnement,
le systéme étant représenté comme une source classique via les fonctions réelles g4 (t). Les
équations d’Heisenberg pour 'opérateur évolution donnent comme solution formelle ’expo-
nentielle ordonnée :

Grltoty)ias] = Toxp (— [ Frlas (0l (.67
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fAII[qi] est ’'Hamiltonien d’interaction Hg /e lq+] en représentation interaction. En utilisant le
théoreme de Campbell-Haussdorf :

eAeB — gA+B+5[ABl+... (3.68)

on peut exprimer I'opérateur d’évolution Uz(t,, tf)[q+] de la facon suivante [134, chap 4-1-4] :

-
ﬁz(ti,tf)[qi] = exp (—; ; fﬁz[qi 2h2/ dt/ds HI q+(s)], H 7lq ](t)] —i—)
(3.69)
Les pointillés désignent des commutateurs emboités au moins d’ordre trois dans la pertur-
bation. Remarquons que dans le cas d’un couplage linéaire dans les variables de ’environne-
ment 2, le commutateur [Hz[g+ ()], Hz[g+ (s)]] est un nombre et les pointillés sont exactement
nuls. On peut réécrire I'exponentielle ordonnée comme suit :

Uz(ti,ty)lgs) = 14 (3.70)

— 1 [t~ i ty t ~ ~
Bolgs) =~ [ Hrlas(0ldt+ 5 [t [ ds [Arlas (o) Balas )]
t; t; t;
On en déduit que la fonctionnelle d’influence s’écrit :

Flag, -] = <e—i®[q7]ei®[q+}>g (3.71)

La valeur moyenne est une valeur moyenne quantique qui peut, par exemple, se calculer
en utilisant le formalisme des intégrales de chemin via I’équation (E-10). On voit que la
fonctionnelle s’interpréte comme une moyenne sur tous les chemins fermés de ’environnement
du déphasage, les deux chemins ¢4 (t) du systeme étant fixés. On peut aussi 'exprimer de
fagon opératorielle en utilisant le théoreme de Campbell-Haussdorf et en négligeant les termes
d’ordre au moins trois dans la perturbation :

h i
<ez‘<&a>[q+1—&a>[qn—; Slg+), &[] >

Flg+,q-] =~ (3.72)

&

En développant I’argument de I’exponentielle, on voit que F[q4, ¢—] s’écrit comme la valeur
moyenne quantique d’un déphasage qui se décompose en un déphasage classique A¢y[q+, q-]
et un déphasage quantique Ady,[q+,q-] :

Flacg] = (ol altiuloral) (3.73)
Souloa-] =~ [t (frfas (0] - Flo- ) (3.74)
Soulara) = gy [ a0 [(as ([frlas (), sl 0] - [Fislo- ). Firla- 0]

o tfdt tfds [fizla. (5), izla- (0] (3.75)

2En toute rigueur seulement si I’environnement est un bain d’oscillateur harmoniques, ce qui est exact pour
I'environnement gravitationnel.
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&bd [¢+,q—] a une expression classique qui en particulier ne dépend pas des commutateurs.
Ceux-ci, qui sont responsables de I’émission spontanée par exemple, n’apparaissent que dans
la contribution quantique &bqu [q+,q-]

Dans une limite classique ot ’environnement possede un grand nombre de quanta, on
devine que ces commutateurs auront un role négligeable, et qu’on pourra donc se contenter
de la contribution classique &Z)C][qu,q_] pour calculer la décohérence. On va vérifier cela
dans la partie suivante en étudiant le cas d’un couplage linéaire a un bain d’oscillateurs
harmoniques dans un état classique.

B.2 Formalisme de Feynman-Vernon et limites classiques

Le formalisme de Feynman Vernon donne une solution simple au probléme du couplage
linéaire a un bain d’oscillateurs harmoniques. Cette situation est trés courante et on verra
que c’est notamment le cas de I'interaction avec les bains stochastiques d’OG.

En outre, dans le cas d’un environnement faiblement couplé mais tres excité, ’expression
de la fonctionnelle d’influence se simplifie beaucoup. Nous appellerons cette double limite
la limite classique de la décohérence car dans cette situation les effets quantiques dispa-
raissent. Dans cette limite, la dissipation reste négligeable de telle sorte que ’environnement
se comporte uniquement comme une source de bruit stochastique classique. Par contre, la
décohérence peut rester importante en raison de la haute température du bain.

B.2.1 Couplage linéaire a un bain d’oscillateurs harmoniques

On considére un environnement constitué d’une collection d’oscillateurs harmoniques
indépendants les uns des autres et chacun a ’équilibre thermodynamique & une température
T,. On suppose cet environnement couplé linéairement avec le systeme physique S. De fagon
générale, les actions associées s’écrivent alors :

Sele] = 3 [t gma (12(0) + 2o (0)

Ssjela®.ad] = =3 [ at AaQla(®]a(t) (3.76)

Q[q(t)] est la grandeur du systéme couplée linéairement & l’environnement et A\, est la
constante de couplage de l'oscillateur «. Ici, le formalisme opératoriel (3.73) se révele tres
commode puisqu’on peut se ramener a des intégrales gaussiennes. L’Hamiltonien d’interaction
en représentation d’interaction s’écrit :

~

Hrlg=(t)] = =) AaQla= (1) Zalt) (3.77)

D’apres la propriété (E-12), la fonctionnelle d’influence d’une collection d’oscillateurs
harmoniques («) s’écrit comme le produit des fonctionnelles d’influences associées a chaque
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oscillateur. Commencons donc par calculer la fonctionnelle d’influence associée a un unique
—~
oscillateur . L’opérateur de déphasage classique A (g, q—] donné par (3.74) s’écrit :

—~a Ao [U ~
Rodlaral = [ at(Qias(0) - Qla- () alt) (3.78)
Zo(t) est en représentation d’interaction :
. h Qo (t) = e7iwalt=tig,
To(t) = ST ( o(t) +al(t )) avec { Al (1) = ewali-t)g] (3.79)

Le déphasage quantique &;ﬁzu[qu,q_] est donné par l'expression (3.75) et se calcule a

partir des relations de commutations :

aa(t). e (5)] = [811). 8, ()] = 0
[@a(t),al,(s)] = baar € —iwe (t—s)
Fa(t). B (5)] = ——— sin (vt — 5)) G (3.:50)

MmaoWy

Ainsi, Vopérateur de déphasage quantique &Z)Zm [q+,q—] s’écrit :

— o )\2 ty
Adqulat,q-] 2mahw dt/ds sin (we(t — 5)) (Qq+(5)]Qla+ ()] — Qla—(s)]Q[q— (1)])
Qmaﬁw /fdt/t 'ds sin (walt — 5)) Qla (5))Qlg (1) (3.81)

Du fait de la linéarité du couplage par rapport au degré de liberté & de ’environnement, cet
opérateur se réduit a un c-nombre. D’autre part, on remarque que :

/t | at i s sin (walt — 5)) Qla+ (5)Qla_ (1)

= [t [ s sin (wa(t = 5)) (@la- (0)Qlas (9] ~ Qlas (01Qla-(5))  (352)

On peut alors exprimer le déphasage quantique &bzu [¢+,q-] & 'aide d’une intégrale sur un
domaine causal t; < s <t <ty

AQ ty t

Abqlar a] = —5—=5— [ "dt [ ds sin(walt - 5)) (Qla+ ()] + Qla—(1)])

2mahwa Jy, £
x (Qlat ()] — Qlg-(s)]) (3.83)

Grace a la propriété (E-12), on déduit que la fonctionnelle d’influence (3.73) s’écrit :

Flara-] = [ (exv (iAdalar.a-1) >g exp ( > Adgulara- ]) (3.84)
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Si on suppose que chacun de ces oscillateurs est dans un mélange statistique caractérisé
par un équilibre thermodynamique a la température T,, on peut calculer analytiquement la
valeur moyenne quantique qui apparait dans I’expression ci-dessus par intégration gaussienne :

<exp (;)‘a /,:f dt (Qlg+(t)] — Qlg—(1)]) %(t)) >ga

2 t t
—oxp (=g [t [ a5 (@I - Qlo- () Kalt.) @law (5] - Qla-(4))

ti

coxp (a1 (@ (0] - Qla-(0) e, ) (389

Ko(t:s) = (Za(t)Ta(s))e, = (Tall))g, (Ta(s))e, (3.86)

11 suffit que 'opérateur densité de I’environnement soit gaussien pour que I'expression (3.85)
soit exacte et cette hypothese est vérifiée pour tous les environnements étudiés ici ®. La partie
quadratique représente le bruit tandis que la partie linéaire représente le signal. On définit la
notation suivante pour la partie linéaire :

t
Aoty 2 5 [ a0 Qe (0] = Qla- (1)) Gl (3.87)

Pour des raisons qui apparaitront plus claires dans la suite, on définit une « force effec-
tive » :

Fy 2 \oTa (3.88)
et on introduit les fonctions de corrélation suivantes :

C(t=5) = > (Falt)Fuls)) . =n(o(t—s)+£(t - 5))

@

ot — s) = % 3 <<ﬁa(t) Fuls)), —(Falt)), <Aa(5)>ga) (3.89)

€0 -5) = 5 S (IRal, Falo)]),
Adin =Y Adft, (3.90)

&(t — s) est le commutateur de la force et sa transformée de Fourier s’interpréte comme une
densité spectrale du couplage (voir les discussions dans la prochaine section). En particulier,
c’est elle qui détermine I’émission spontanée du systeme. De son coté, o(t — s) représente la
fonction de corrélation symétrique de la force F (on note I'anticommutateur avec un point).

3Si ce n’était pas le cas, il aurait fallu développer la valeur moyenne sur les cumulants d’ordre supérieurs &
deux.
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C’est une quantité réelle qui s’approche le plus d’une fonction de corrélation classique (en
fait un cumulant d’ordre deux ici).

Avec ces notations, on réécrit (3.84) en se restreignant au domaine causal pour toutes les
intégrations temporelles grace aux propriétés de symétries de o(t — s) :

Flg+,q-] = exp (—; /t at /t_ds (Qla+ )] = Qlg-®)]) ot — 5) (Qla+(s)] — Q[q—(S)]))

<o (3 [t [as Qo 0]+ Qla- @D &t - 9 @Uar ()] - Qla-())) (390
x exp (1A¢un )

La fonctionnelle d’influence (3.91) s’écrit comme la forme canonique des fonctionnelles d’in-
fluence gaussiennes présentée dans I’annexe E et contient deux noyaux plus un terme linéaire.
Ce résultat général provient de l'identité entre les oscillateurs harmoniques en MQ et les

noyaux gaussiens en théorie des champs.

1. Le noyau réel o est appelé noyau de bruit; il a la méme forme qu’un noyau classique
correspondant & un potentiel extérieur aléatoire, comme on peut le voir en comparant
avec l'expression (E-23). Son interprétation est donc naturellement celle d’un bruit
classique extérieur. Ce noyau se couple a des coordonnées « relatives » Qg+] — Q[g—].

2. Le noyau imaginaire £ est appelé noyau de dissipation. Il est relié a la fonction de réponse
de ’environnement car il est proportionnel a la valeur moyenne du commutateur des
champs, comme c’est le cas pour la susceptibilité en théorie de la réponse linéaire [57,
135]. Ce noyau se couple a une coordonnée relative Q[q+] — Q[g—] et une coordonnée
« centre de masse » Q[q+] + Q[q—].

3. Le terme linéaire Ay, représente ce qu’on appelle le signal. En effet, au vu des résultats
de I'annexe E, ce terme s’apparente a l'interaction avec un environnement extérieur

déterministe dont le potentiel d’interaction est donné par :

Vig(), 1] =Y AaQla(t)] (Za(b)e, (3.92)

Ce signal correspond alors & la différence de réponse du systéme lorsqu’il emprunte les
chemins ¢ (t) et q_(t) *.

De fagon générale, les deux noyaux sont reliés par le théoreme fluctuation-dissipation qui
relie les fluctuations de I’environnement a la dissipation que celui-ci engendre sur le systeme.

Pour le voir, on commence par expliciter la fonction £ qui s’obtient grace a I'expression (3.83)

4Dans le cas des interférometres, il correspond exactement au déplacement de linterférogramme, ce qui
justifie que nous l’identifions & un signal. Comme on le verra plus loin, ses variations temporelles peuvent aussi

apparaitre comme du bruit, quand le signal est moyenné pendant un temps long.
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de Agg, :
2

Et—5) = =i 3 =20 sin (walt — 5)) (3.93)

2MmaWa

Pour calculer la valeur moyenne du produit symétrisé o (¢t — s), on utilise ’équation (3.79) et

le fait que (ahah)e, = (Gada)e, =0 :
JU h o (t—8) ot ia(tes) s
(Ta(t) Ta(s)le, = 5 (6’“‘*“ Nalaa)e, +e el 8’<aaa3>ea) +ec (3.94)
[62ade

Cette fonction de corrélation dépend donc explicitement du nombre moyen de quanta que
possede chaque oscillateur. On peut relier formellement ce nombre & une température effective
T, via les relations :

S 1 1
na(fa) = (@hda)e, £ Bahoa _ 1 ) o = knTn (3.95)
En supposant que la valeur moyenne de la force est nulle, <ﬁ“(t)>g , on déduit donc que :
A2 hw
olt—s)=>_ 2m§wa coth <ﬁ°‘2a) cos (wa(t — 5)) (3.96)

[0}

On décrit dans la section suivante les effets physiques de ces noyaux.

B.2.2 Effets physiques de la fonctionnelle d’influence

On considére que l'environnement est constitué d’un continuum d’oscillateurs harmo-
niques indépendants entre eux. La somme sur les oscillateurs a est remplacée par une inté-
grale sur les modes de fréquence w > 0. On la représente ici par une densité spectrale Z(w)
définie de la méme facon que dans beaucoup de papiers traitant de la décohérence [130, 131] :

2Mmeawe

Tw) =3 =22 (0 - wa) (3.97)

On a alors :

o(r) = /000 dwZ(w) coth <ﬁ(w2)hw> cos(wT) (3.98)

&) = —i /000 dwZ(w) sin(wr) (3.99)

Ces équations représentent le théoreme fluctuations-dissipation entre les deux fonctions &
et o, comme on le voit en passant dans l’espace de Fourier [136] :

el = 7I(w)

olw] = coth (5(‘“)71‘“) €[w] (3.100)
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wnm

huw, n)

Fi1G. 3.2: Le systéme S est supposé étre un oscillateur harmonique dont les états propres en
Pabsence d’environnement sont noté |n) et ont pour énergie E,, = hwy (n + %) On s’intéresse
au taux de transition que crée ’environnement entre deux états non perturbés |n) et |m).
Celui-ci peut se décomposer comme des processus induits (émission et absorption) et un
processus spontané faisant passer le systeme de I’état du haut a 1’état du bas a cause des

fluctuations de point zéro de I’environnement.

Pour étudier les effets physiques d’une fonctionnelle d’influence de la forme (3.91) avec les
noyaux ci-dessus, on se place dans la situation ou le systéme est un oscillateur harmonique de
fréquence propre wy couplé linéairement a I’environnement, c’est-a-dire tel que Q[q(t)] = q(¢).
En I'absence d’environnement, les états propres du systeme sont donc les états de Fock |n).
En présence de I’environnement, ces états ne sont plus des états stationnaires et on calcule le
taux de transition I';, ,, entre deux états |n) et |m) dans 'approximation de Born (équation
(E-31)) :

w .

Tpm = 2|gnml|* Re </ dr (o(7) — &(7)) GW”’”T> (3.101)
0

Wnm = Wm — Wn s Qn,mé< |qA|n>

En utilisant les décompositions (3.98) et (3.99) ainsi que l'identité :

/0 ” dreilonmn)t W = iPP (u}nmliw) + 6 (Wnm £ W) (3.102)
on déduit :
Ty = 7lgnm|2 Z((wrml) <coth (5 ("*’“m‘;h'”"m’> _ sign(wnm)) (3.103)
En utilisant enfin les relations :
sign(z) = ©(z) — O(—x) =1 —-20(—x) (3.104)

coth (ﬁ(w)h‘”> = 2n(w) + 1 (3.105)
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on réexprime les taux de transition sous la forme habituelle en physique atomique :
1
Com = 27 gnm|® Z(|wnml) |n(|wnm]) + 5O (=wnm) (3.106)

Le terme proportionnel & n(|wpm,|) représente 'absorption et 1’émission induite qui sont
proportionnels au nombre moyen de quanta dans le mode résonnant avec la transition. Le
deuxieme terme est responsable de 1’émission spontanée : il persiste méme lorsqu’il n’y a pas
d’excitation dans ’environnement a la fréquence de transition et d’autre part il n’existe que
pour wy,, < 0 (on ne peut pas extraire d’énergie d’un environnement vide).

B.2.3 Les limites classiques de la décohérence

On s’intéresse maintenant aux limites classiques de la décohérence obtenues dans le cadre
d’un environnement peu couplé mais tres excité. On ne suppose plus que le systeme est
un oscillateur harmonique. On commence par étudier le cas d’un environnement thermique a
haute température, puis la limite ou cet environnement est tres faiblement couplé au systeme.

Le modele de Caldeira-Leggett [131] considére l'interaction d’un systéme avec un bain
thermique. Le cas le plus simple correspond au cas d’un oscillateur harmonique de masse
m linéairement couplé & un environnement pour lequel la densité spectrale Z(w) est pro-
portionnelle & la fréquence w pour des fréquences petites devant une coupure A (densité
« Ohmique ») :

I(w) = gw fa(w) (3.107)
fa(w) est une fonction de coupure qui vaut 1 pour w < A et tend rapidement vers 0 pour des
fréquences supérieures a A ; v est un coefficient homogeéne a une fréquence qui jouera le role
d’un parametre de friction.

Les noyaux de bruit et de dissipation peuvent se calculer a partir de (3.99) pour des
temps 7 > A~!. Ils ont une expression particulierement simple dans la limite kg7 >> hA.
Pour simplifier, on les écrit de fagon formelle pour un délai 7 pas trop petit 7 > kBiT :

o(r) = 2m”kaTT5(T) , E(1) = im~d' (1) (3.108)
La premiere équation s’interprete comme une relation d’Einstein, c’est-a-dire la limite clas-
sique des relations de fluctuation dissipation quantique. Elle relie le noyau de bruit o a la
dissipation caractérisée par le coefficient ~v. La deuxieme relation décrit justement cette force
de dissipation proportionnelle a la vitesse et au coefficient v [130]. Remarquons que le noyau
de bruit s’identifie a la fonction de corrélation d’une force de Langevin. Ce modele de mou-
vement Brownien, avec une fonction o|w] plate en fréquence est en fait facile a généraliser en
considérant les expressions plus générales discutées plus haut.

La limite classique de la décohérence est obtenue lorsqu’en plus de cette hypothese de
haute température, on rajoute la condition de couplage infiniment faible, le produit des deux
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restant constant. Plus précisément, on voit sur le modele de Caldeira Leggett (3.108) que
lorsque T — oo et v — 0 avec un produit qui reste fini, on obtient :

o(r)=cé(r) ., &r)=0 (3.109)
_ 2mkp

c lim (4T

Dans cette limite, le terme purement quantique & s’annule, et la fonctionnelle d’influence
peut étre simulée par un potentiel extérieur classique aléatoire. Cette double limite est donc
celle d'un environnement qui injecte du bruit dans le systeme sans en perturber significative-
ment le mouvement moyen. Ainsi, méme si 'intrication entre le systeéme et I’environnement
est présente et introduit la décohérence, on peut faire tout le raisonnement en considérant
des états libres du systeme affectés seulement par une source stochastique mais classique.

Cette interprétation peut étre rapprochée d’un argument qui apparait comme une re-
marque dans [137]. On considére un ion de charge e dans un piege harmonique wy en interac-
tion avec un rayonnement électromagnétique thermique a la température 7. On se place dans
le modele de Caldeira-Leggett a ’approximation Markovienne. On note ﬁz(t) I’'Hamiltonien
d’interaction entre l'ion et le champ électrique. L’équation pilote qui donne I’évolution de la
matrice densité ps du systeme s’écrit, dans I’hypothese Markovienne avec un couplage faible :

dps (N 1 / s ~
s _ _Y1Hs, ps(t)] — = <[H t,[H t— 1), p t”> dr 3.110
" h[ s, Ps(t)] =i z(t), [Hz(t —7), ps(t) . ( )
La valeur moyenne est une valeur moyenne quantique (A)g = Try. (A pg). En supposant un
couplage a l'environnement linéaire dans les coordonnées du systeme, I’équation pilote dans
la base des états a nombre de quanta fixé (|n)),, est donnée par l’expression suivante [65] :

dp 2 hw
s _ et ps] = 2 coth (210 a1 6t fa + at, ps]]
dt 4 2
2
€7 . o N At oA
—la+al {a+al ps) (3.111)

Le premier terme est responsable de ’évolution libre tandis que l'effet de I’environnement
est contenu dans les deux autres termes. Dans ’hypothese du champ tournant et en utilisant
Péquation (3.105), cette équation se réduit finalement a :

dp it e? ta N N ata
% = —iwola'a, ps(t)] — 77 (n(wo) + 1) <aTap3 + 2apsal + pgaTa)

2
—% n(wo) (aa*ps pY

fpsi+ ﬁgaaT) (3.112)

Dans la double limite qui nous intéresse, a savoir T" — oo, 7 — 0 et 71 fini, le coefficient
vksT
2hwg *

devant les deux derniers termes est le méme et tend vers la constante



B. Traitement quantique de la décohérence gravitationnelle 115

Regardons maintenant ce qu’il en est si on suppose que le champ électrique est un champ
classique aléatoire E(t) que l'on peut écrire comme suit :

E(t) = EF) (t)emwot 4 ) (f)eiwot (3.113)

Dans I'approximation du champ tournant, I’Hamiltonien du couplage dipolaire électrique
s’écrit alors [138] :

h

2mwy

Hz(t) = —eG(t)E(t) = u (5(+)(t)dT + 5(_)(75)&) R —— (3.114)

On a en outre les fonctions de corrélations classiques suivantes dans la limite Markovienne
pour le champ aléatoire E(t) [139, Sec. 3.1.3] :

(EDDED () = (D)) =0
EDDED W) 2 g(t — 1) = g(t' — ) = 2D8(t — t') (3.115)

Dans 1’équation pilote (3.110), si on remplace la valeur moyenne quantique par une valeur

moyenne d’ensemble sur les variables stochastiques de ’environnement électromagnétique, on

obtient :

. 2
88 = —iwolala, ps ()] — 2% (aTaﬁS +2apsat + psata +aatps — 2at psa + ﬁsaaT)

(3.116)

Cette équation pilote a la méme forme que celle obtenue dans la double limite haute tempé-

rature et couplage infiniment faible, a condition d’avoir la relation d’Einstein suivante :

2D 2 B ve? kgT
2 hwo

= D =2mvyksT (3.117)

Autrement dit, l'interaction avec un environnement treés faiblement couplé mais a tres
haute température peut étre simulé par l'interaction avec un environnement aléatoire dont
la fonction de corrélation est donnée par la valeur moyenne du produit symétrisé de 'opéra-
teur de I'environnement qui est couplé au systeme. Ce résultat est obtenu ici dans la limite
Markovienne et pour un oscillateur harmonique couplé linéairement.

Enfin, si le systéme peut étre considéré comme classique dans le sens ol son action Ss[q]
est grande devant h, on peut ne considérer, dans I’équation (E-9), que les chemins classiques
du systeme. Dans ce cas la fonctionnelle d’influence s’interpréte comme le contraste entre les
chemins classiques ¢ (t) et g_(¢).

On verra que c’est dans cette limite que s’inscrit le couplage a notre environnement
gravitationnel. Notons qu’il ne s’agit pas dans ce cas d’hypotheses adhoc visant a extraire
de l'information de résultats plus généraux. Les propriétés fondamentales des OG conduisent
directement a cette situation particuliere.
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B.3 Fonctionnelle d’influence d’un systeme couplé au fond d’OG

On montre dans cette partie que le fond d’ondes gravitationnelles peut, de la méme fagon
qu'un fond électromagnétique, étre décrit comme une collection d’oscillateurs harmoniques.
Ce fond est couplé linéairement au tenseur énergie impulsion d’un systéme via le Lagrangien
d’interaction. On peut donc, a 'aide de la partie précédente, déduire la fonctionnelle d’in-
fluence de Feynman Vernon et calculer les noyaux de bruit et dissipation (voir aussi [67, 68]).

B.3.1 Le fond d’0OG comme un bain harmonique

A Daide de Déquation (3.2), on peut réécrire 'action associée aux équations d’Einstein a
l'ordre le plus bas dans la perturbation métrique en fonction de la longueur de Planck /p :

C3
5 = “{oncs / d'z \/g(2)R(x) = —162@ d*z \/g(z)R() (3.118)

ol R = g" Ry, est le scalaire de Ricci (se reporter aux annexes). On cherche a développer ce
scalaire dans la perturbation métrique hy,,. A des termes de bords pres, qui d’ailleurs s’an-
nulent en jauge TT, on peut réécrire la densité Lagrangienne en fonction de la perturbation
métrique [43] :

VIR = /9" (04,15, — T, T7,) (3.119)

On se place ensuite en jauge TT ou (voir annexe C) :
gy, =0 condition de jauge harmonique
OMhy, =0 condition de transversalité (3.120)

On déduit que la densité Lagrangienne (3.119) se développe a l'ordre le plus bas sous la forme,
toujours a des termes de bords pres (voir aussi [66]) :

1
VIR = =7 Ophy, O (3.121)

L’action gravitationnelle s’écrit donc a l’ordre le plus bas :

he tf

Se = e /t dt / 3% By (t, X) R (E, ) (3.122)

h ty 3 [ . ) o
- 647Tc€%)/t; dt/d X (hij<t7x)h]<t7x) +c 6kh,-j(t,x)8 hj(t,x))

Cette action est quadratique dans les champs h;;, comme on peut s’y attendre. D’autre
part, on rappelle qu’on peut introduire une densité d’énergie TG d’une OG [22, chap. 35.7] :

2

By — = (hi(t,x)hi i)
T8 = 50 (it (%)) 32mcl? (hig(t.200 (1.3 (3.123)
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La valeur moyenne est ici une valeur moyenne spatiale sur quelques longueurs d’onde. Le
premier terme de 'action (3.122) s’interprete comme la moitié de cette énergie intégrée sur
tout I'espace.

On peut ensuite décomposer le champ métrique dans les modes de propagation k de
polarisations linéaires (comparer aussi avec l’annexe) :

3 o
hij(t,x) = ) / (gwl){s W[t ke [lle™ (3.124)
Y=+,X

o

Les tenseurs de polarisations e;; k] sont réels et données par les expressions (C-18). D’autre

part, on a les conditions de réalité suivantes :

(W[t X)* = k[t —K] . e =1
{ el[-kl = nzezj[f{] ou {ni:_l (3.125)

En utilisant les relations géométriques suivantes sur les polarisations (voir 'annexe C) :
e).[kle] [—k] = 21,67 (3.126)

on obtient finalement :

2y /(gj:){g (m[t,k]>*m[t,k] (3.127)

PY:+7><

3
2 3 e SR W R

/dgx hij(t, x)R¥ (t,x)

/ d3x 20hij(t, x)0 R (t, x)

A T’aide de ces relations, on peut donc écrire le bain d’ondes gravitationnelles comme
une collection d’oscillateurs harmoniques en décomposant h.[t,k]| dans sa partie réelle et
imaginaire afin d’avoir des variables réelles ° :

tr Me . 2 2 . 2 9
Se = Za:/t > [(hf(t)> — w2 (hEW)" + () = w2 (hh0) ] dt (3.128)
avec les notations suivantes :

d3k 2 © dwp o [ dk
=2 = — — — 12
za: Z /(2%)3 w3 VZZ;X/O o % | 4 (3.129)

Y=+ ¥
wa=wr=clk|] , B[tk = hE(t) + ikl (1) (3.130)
h c?

= 3.131
2rcl; 321G ( )

me

50n écrit 1’action en analogie avec les oscillateurs harmoniques, mais m, ne représente pas une vraie masse.
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La somme sur les oscillateurs est une somme continue sur les directions de propagation
et sur la fréquence positive des OG. On peut appliquer les résultats de la partie précédente
a condition de considérer que ces oscillateurs harmoniques sont indépendants les uns des
autres, c’est-a-dire que différentes fréquences et directions n’interagissent pas entre elles.
Cette décomposition est la méme que celle apparaissant lorsqu’on développe le Lagrangien
—iF # F,, de I'électromagnétisme. Elle est valable ici parce que les gravitons n’interagissent
pas entre eux a l'ordre le plus bas, c’est-a-dire dans le cadre de la version linéarisée de la
Relativité Générale.

Le bain est caractérisé pour chaque fréquence par le nombre de gravitons par mode, ou
de facon équivalente par une température effective de bruit donné par une relation de Planck
(D-20). Il n’est pas nécessairement a 1’équilibre thermique et la température T, est alors
donnée par le spectre Sp|w| des fluctuations classiques du champ de gravité :

16G 1
= = 132
ﬂ 5C5Sh[wk] kBTa (3 3 )

On voit déja qualitativement que le bain d’OG s’inscrit bien dans la double limite d’un
couplage faible/température élevée. L'effet de dissipation  sur le systéme sera négligeable
(car celui-ci est proportionnel & G), au moins pour des systémes de faible énergie. Dans le
méme temps, la température (3.132) est tres grande et le produit des deux est constant et
déterminé par le spectre classique de 'environnement :

1

_— 1
1072wy, Sp[wk] (3.133)

Mafa =
De fagon formelle, on peut dire que G est petit par rapport aux autres dimensions perti-
nentes : m,, apparait alors comme tendant vers l'infini, 3, comme tendant vers 0, le produit

des deux restant fini puisqu’il ne dépend pas de G.

B.3.2 L’état des fonds reliques et astrophysiques

On caractérise dans cette partie I’état quantique du fond d’OG, qu’il s’agisse du fond de
confusion des binaires comme du fond relique.

En ce qui concerne le bruit de confusion des binaires, chaque source (une binaire) peut étre
considérée comme une source classique pour le champ gravitationnel. On pourrait en principe
(mais pas en pratique pour toutes les binaires) en connaitre les propriétés de fagon précise.
Le rayonnement gravitationnel qu’elle produit est donc un état cohérent. C’est la somme de
toutes les contributions des binaires avec des phases distribuées (aléatoirement pour nous en
pratique) qui produit un fond d’OG dont on peut caractériser les variations temporelles par
le spectre Sp[w]. La partie quantique du terme quadratique dans la fonctionnelle d’influence
(3.91) représente alors les fluctuations de cet état cohérent autour des valeurs moyennes. Dans
la suite, on néglige cette partie quantique qui a une influence extrémement petite. Seule la
partie linéaire joue donc un réle significatif qui sera discuté plus loin (voir section C.1.2).
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Au contraire, dans les modeles les plus simples du fond relique d’OG, celui-ci est un vide
tres fortement comprimé comprenant un trés grand nombre moyen de gravitons [140]. Pour
un tel état, la matrice densité est gaussienne et donnera bien naissance aux noyaux de bruit et
de dissipation. Par contre, le terme linéaire disparait car la valeur moyenne du vide comprimé
est nulle.

Pour résumer, on ne retiendra que le terme linéaire dans la fonctionnelle d’influence lorsque
I’on considere le fond de confusion des binaires. Au contraire, on ne retient que les noyaux de
bruit et de dissipation lorsque 1'on considere le fond relique. Dans la double limite limite de
I’environnement faiblement couplé et tres classique, on peut néanmoins utiliser des formules
tres semblables dépendant seulement d’un noyau classique de bruit, comme on va le voir dans
la suite (voir section C.1.2).

B.3.3 Détermination de la fonctionnelle d’influence

On précise maintenant ces idées en explicitant la fonctionnelle d’influence associée au
couplage au bain d’OG. Afin de la déterminer, il faut spécifier le couplage entre le tenseur
énergie impulsion du systeme et les variables h,, des oscillateurs harmoniques de ’environne-
ment. Pour cela, on réécrit 'action d’interaction en jauge TT d’apres (3.7) :

1 (U g
Ssie = 5 / i / AP B (£, %) T (£, %) (3.134)
t;
S /tfdt/d?)khv[t ke [T 1, K]
2 &, (2m)3 " Y ’
Y==+,X% v
Tt k] = /d?’xTij(t,x)eik'x

On peut simplifier 'expression du couplage dans 'approximation des grandes longueurs
d’onde. Cependant, cette approximation n’est pas toujours justifiée, comme on I’a vu pour
la décohérence dans les interférometres. Néanmoins, 1'expression (E-10) de la fonctionnelle
d’'influence ne fait intervenir que les quantités Ss/e[z+,q+] — Ss/e[r—,q-]. Dans la limite
ou les chemins ¢4 (t) du systéme ne s’écartent que d’une distance petite devant la longueur
d’onde, on peut appliquer ’approximation des grandes longueurs d’onde non pas a la quan-
tité T%[t, k] mais aux différences Tcﬁ t,k] — T/ [t, k] qui apparaitront dans le calcul de la
fonctionnelle d’influence.

Cela implique que l'on restreint I’étude des cohérences a des séparations petites devant
la longueur d’onde des OG constituant le bain gravitationnel. Puisque ce bain n’existe plus
pour des fréquences de l'ordre du GHz (qui est la coupure provenant du bain d’ondes gravita-
tionnelles reliques), cela donne comme limite conservative une distance de l'ordre du metre.
Avec cette hypothese en téte, on va appliquer I'approximation des grandes longueurs d’onde
directement sur T%[t, k] en sachant que son résultat est valable méme pour des longueurs

d’onde de l'ordre de la taille du systeme, du moment qu’on ne considére que des chemins g+
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peu séparés. On va donc remplacer T%[t, k| par T%[t, 0], que I’on note T%[q(t)] pour rappeler
qu’il dépend du chemin ¢(t) :

TY[t, k] ~ / dBx Tt x] 2 TY[q(t)] (3.135)

D’autre part on peut négliger la partie imaginaire de h”[t, k|, puisque I'expression (3.134)
doit étre réelle :
(RY[t,k])* ~ h[t, K] = hL(t) ~ 0 (3.136)

On peut donc écrire I'action d’interaction par analogie avec (3.76) :

Ss/e = Z/t at (—e” k]) T (0] hR (1) (3.137)

Dans les notations de la partie précédente, la force effective est un tenseur qui s’écrit :
Foij(t) = —= e [k hE(t) (3.138)
En utilisant I’équation (3.91), on déduit la fonctionnelle d’influence :
Flat,q-] = exp (iA¢un[q+, q-]) (3.139)

xexp(— / dat / ds(T[q, (t)] — TH[g <>]>0Fijm<t—s><T“[q+<s>]—T“[q_<s>1>)

cop (<5 [ [ <T@‘J‘[q+<t>1+T“[q<t>]>spﬁkl<t—s)(T“[q+<s>1—T’“[q<s>]>)

Les équations (3.93) et (3.96) ainsi que l’expression explicite (3.129) de la somme sur les
oscillateurs permettent de calculer les noyaux. Le terme linéaire se calcule a ’aide de (3.134)
et représente l'effet différentiel des OG sur les chemins g+ (?) :

1 [ir . L
Aowalaa-] = 5 [ (i) ATI (0 (3.140)

On peut exprimer les noyaux en fonction du temps de Planck tp et d’une densité spectrale
Z(w) en analogie avec (3.98), (3.99). A I'aide de 'équation (3.132), on obtient finalement les
expressions suivantes :

[e’e] 2w
oijkl(T) = ijkl/o dw Z(w) coth (5%:@]) cos(wT) (3.141)
&kt (T) = 16451 /000 dw 7 (w) sin(wT) (3.142)

(3.143)
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La quantité 6;;,; est donnée par l'expression suivante (voir I'annexe C pour le calcul de ces
intégrales angulaires :

dk
ljkl / Z ekl

[

(6ik0j1 + 6udjk) — 6”5kl (3.144)

O‘\\I\D

15

La densité spectrale est proportionnelle & w dans le systeme de coordonnées TT et 'ap-
proximation quadrupolaire. Le choix d’'un Lagrangien en Ro;o; Q% donnerait une densité spec-
trale proportionnelle & w®. Ce cas de figure est le méme que celui concernant l'interaction
avec le champ électromagnétique pour lequel le choix du couplage p* AouD-E produit, dans

3

I’approximation dipolaire, une densité spectrale en w ou w® respectivement [122].

Pour des raisons de commodité, on note :
AT (t) = T]q. (£)] - T9[q_ (1) (3.145)
la variable relative du systeme et :
ST () = Tq. (1)) + T (1) (3.146)

la variable centre de masse. Puis on définit les fonctions de décohérence D[gy,q_] et de
dissipation I'[¢4,q—] :

Flas,q] = e Plana-lx eillara-] s gifdunlar.a-]
1 [ir t .

Dlgt.¢-) = 5 /t dt /t ds AT ()0 (t — s)AT* (s) (3.147)
i [tf t g

Mlara] = 3 [ dt [ as STIOGu( - AT ()

Le module de la fonctionnelle d’influence, qui détermine la cohérence entre les chemins g4+
du systeme, est déterminée par la fonction D[gt,q_]. En utilisant I’équation (3.105), on
décompose la fonction de décohérence D[q;,q—]| en une contribution du vide Dy,clg+, q—] et
une contribution classique D¢[q4+,¢—] qui s’écrivent :

D[Q+7Q*] = DvaC[Q+v ]+Dcl[q+7q ] (3148)
Dyaclgy,q-] = }11/0 dwZ (w) / dt/‘dscos(w(t—s)) AT (4)5;;: AT (s) (3.149)

Dalara] = ;[ ez / at / ds cos(w(t — 5)) AT (1) AT (s)
_W/t- dt /t ds AT (t) (hyj (1)) (haa(s)) AT (s) (3.150)

Le nombre de graviton par mode n(w) s’écrit, dans la limite ou celui-ci est grand devant un :

 kpT(w) 5 Splw]

_ 151
n(w) ho 16 wid (3.151)
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En utilisant I’approximation des grandes longueurs d’ondes sur AT (équation (3.22)),
on peut réécrire finalement la contribution classique D.j[q+,g—] en faisant intervenir le qua-
drupole Q% (t) du systeme :

t . o .
Dalara] = 5y / asttonto) [ar [[dscostott — ) AG7 0,000

W "t / ds AT (8) oy (1)) (g () ATH (s) (3.152)

B.3.4 Application aux fluctuations classiques du champ de gravité

On montre maintenant que les noyaux (3.142) et (3.143) permettent d’extraire une limite
classique analogue a celle présentée dans la partie précédente, dans laquelle le noyau de
dissipation s’annule alors que le noyau de bruit reste fini et donné par la fonction de corrélation
classique du bruit gravitationnel®. La condition correspondante :

> th (3.153)

Shw]

est a comparer avec les conditions du modele de Caldeira-Leggett. Elle s’écrit ici fréquence par
fréquence puisque le bain d’OG n’est pas a I’équilibre thermodynamique. Cette condition est
naturellement satisfaite pour tous les spectres discutés dans la section 2.A.3, a toute fréquence
susceptible d’intervenir dans une expérience. Dans cette limite, la fonction de décohérence
est dominée par la contribution classique qui se calcule a partir de I’expression :

hofbulr) = g B [ Sufulcos(er) = iy (1) (a0
= Do [ SESuele T — L) (0)
= %((hij(T)hkz(U»*(hij(7)><hkz(0)>) (3.154)

On a utilisé (C-50) et ( . ) désigne la valeur moyenne statistique. Dans notre limite classique,
la fonctionnelle d’influence est alors la méme que celle obtenue si le systéme interagit avec un
environnement classique aléatoire dont les propriétés statistiques sont données par la fonction
de corrélation (3.154). En effet, en négligeant les effets d’émission spontanée, la fonctionnelle

5Le fait de pouvoir négliger le terme de dissipation nécessite implicitement qu’on traite des systemes de
faible énergie cinétique, c’est-d-dire des systémes pour lesquels T n’est pas trop grand. Si ce n’était pas le
cas, on ne pourrait pas négliger I'[¢+, ¢—] devant un, méme si le noyau & est petit.
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d’influence s’écrit :

f[q_,_,q_] — ¢ Dala+.a-1+iAdin[g+,q-]
= oxp (g [t [ as ATk (¢~ ATH(S) + iBdunlg o]
T . N ijkl lin[q+; 4—

R N .
B <e£ ttifdtéhi.i(t)AT”(t)> et A¢nlg+,9-] — <€%A5mt> eiAdrinla+ -] (3.155)

ASiy est la variation d’action d’interaction entre les chemins ¢4 et ¢— et (.) représente
la valeur moyenne statistique. Comme on va le voir dans la prochaine section, ces résultats
justifient I’approche classique effectuée dans la premiere partie. Pour le fond relique d’OG,
la décohérence provient de la valeur moyenne d’ensemble sur les fluctuations quantiques de
létat comprimé correspondant (voir B.3.2). Cet effet de décohérence étant di a la partie
classique du noyau de bruit o, il s’interprete comme un effet da a 'absorption et a I’émission
induite d’OG par le systéme [141]. Il est dans ce sens analogue a l'effet de décohérence induit
par le bremsstrahlung, c’est-a-dire le rayonnement de freinage [122].

Pour le bruit de confusion des binaires, la décohérence provient du fait que le signal est
moyenné sur un temps long (voir section 2.B.1.3). De ce fait, la partie linéaire, bien que

déterministe, est la cause d’un bruit provenant de I'effet de moyennage temporel.
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C Retour sur la décohérence dans les interférometres

C.1 Lien avec ’approche de Feynman-Vernon

Dans cette partie, on revient sur ’expression du contraste calculé dans le second chapitre.
On retrouve cette expression a partir de la fonctionnelle d’influence entre les deux chemins
qui interferent dans la double limite classique présentée dans la partie précédente.

C.1.1 Détermination du contraste

On commence par considérer une expérience d’interférométrie optique a deux ondes
comme celle des fentes d’Young représentée schématiquement sur la figure (3.1). On pré-
sente une approche quantique de la détection des interférences en sortie de I'interférometre et
on renvoie aux livres de références [139, 142, 133] pour une étude détaillée de cette approche.

On suppose que le champ électromagnétique est initialement dans 1’état |¢;) a l'instant
t =t;. La fonction d’onde [¢)¢) en sortie d’interférometre a I'instant ¢y s’écrit :

ol |z;) et |xy) représentent les états de 'environnement en ¢ = ¢; et t = ty. Les éléments de
matrice de Popérateur Us. g (t;, ) dans la base des positions |¢) du systeéme s’obtient comme
une intégrale de chemin de la forme (E-5) ot on somme sur les chemins du systeme et de
lenvironnement.

On exprime maintenant I'intensité mesurée a ’aide des méthodes usuelles [143, 144] (voir
aussi [139, chap. 12.2]). Si le champ est dans 'état |¢)p) apres la détection par le détecteur,
I'amplitude de probabilité A(qp,t¢)[x¢] puis la probabilité P(qp,ts)[xf] pour qu'un photon
soit détecté a la position qp a l'instant t¢ avec un environnement dans ’état |xs) s’écrit

alors :
Alap, ty)[zf] = <wD, Ty ‘ EM)(qp, ty) ‘¢f7$f> (3.157)
~ ~ 2
Plav, t)les] = |(vo.as| ED(ap, t)Tssebisty) | i) (3.158)

E+ est la composante de fréquence positive du champ électrique dont les vecteurs propres
sont donnés par les états cohérents |«) :

E®(ap, ty)la) = EM(qp, tf)|a) (3.159)

Pour obtenir la probabilité de photo-détection, on somme la contribution (3.158) sur tous
les états finaux [¢)p) du champ et sur tous les états finaux |z¢) de I'environnement. Si I’état
initial est un mélange statistique caractérisée par la matrice densité psig(t;), alors on obtient
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finalement l'intensité mesurée :
(I(ap,tr)) = Z/dl“f <”¢D,xf ’E\H)(QD,t)ﬁS-‘ré'(tiatf)
YD
Xﬁ5+5(ti)ﬁ;+g (tia tf)E(_) (qu t) ’ Yp, $f> (3160)

On définit la composante de fréquence négative du champ EC) = EM1T.Si létat initial
est un état décorrélé, alors l'intensité se généralise a l’expression suivante a l’aide de quatre
relations de fermeture :

(tavsty) = [ Plasra- 0] (g

Xe%‘(ss[%]—ss[qf])]:[q*_’ q-] (3.161)

EC) (ap, ) B (an.t) | ay ) (ai | s t3) 4}

On voit que la fonctionnelle d’influence apparait naturellement. L’intégrale de chemin est &
prendre sur les chemins tels que ¢4 (tf) = qf, g—(ty) = q}, q+(t:) = @i, q—(t;) = ¢} avec une
somme implicite sur gy, q}, ¢i et g;. Cette expression peut se simplifier de la facon suivante en
insérant deux relations de fermeture dans le premier terme de l'intégrale de chemin :

(I(ap.ty)) = |[E™ (qp, ) /D[cu(tM—(t)] (gi|Ps(t;) | ¢}y en Sslar=Ssle-D g, g ]
(3.162)

Si on ne considere que les chemins classiques q‘jtl(t), on trouve finalement que l'intensité
mesurée en sortie d’interférometre s’écrit :

(I(ap,ty)) = Io [1 + Re (e%(SS[qi]*SS[qc—l])f[qﬂ,qc_l]ﬂ (3.163)

I = |E™ (qp, t)[?

On a utilisé la propriété (E-11) de la fonctionnelle d’influence et le fait que Flg,q] = 1.
Le contraste V des interférences est donc obtenu directement a partir de (3.163) comme le
module de la fonctionnelle d’influence :

V= ‘f[qil,q‘il]

= exp (—D[qﬂ, qc_l]) (3.164)

Autrement dit, I'interaction avec un environnement diminue le contraste maximum que
peut donc atteindre un interférometre. Si cette diminution est suffisamment importante, ’in-
terférometre ne fonctionne plus comme un appareil mesurant la phase. Ce résultat était déja
obtenu de fagon qualitative dans la section B.1.2 de ce chapitre en faisant appel a la notion
de catastrophe d’orthogonalité pour 'environnement. Ce résultat reste valable dans le cas ou
ce sont des ondes de matiere qui se propagent.
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C.1.2 Expressions de la décohérence

Dans cette partie, on revient sur les expressions de la décohérence pour le fond relique
et le fond des binaires, en partant de ’équation (3.155). Dans HYPER, comme nous ’avons
déja signalé, le signal en sortie d’interférometre est moyenné sur un temps Tyes long. Pour
tenir compte de cet effet, il faut effectuer une valeur moyenne temporelle de la fonctionnelle
d’influence puisque le contraste final résulte d’'une moyenne de plusieurs interférogrammes :

V[imes] = <]:[q3_17qc_1]>T _ <€—Dc1[qi1,qil] % eiA¢c1[qi',qil]>T (3.165)
Pour les OG reliques, le terme linéaire représentant ce que nous avons appelé le signal est
nul, comme on I’a vu dans la section B.3.2. D’autre part, on peut négliger la variation tempo-
relle de D, ce qui nous laisse finalement avec un contraste dont on peut donner ’expression
grace & (3.150) seulement, la moyenne temporelle laissant inchangé la fonctionnelle. En effet,
a l'aide de cette derniere expression ainsi que des expressions (3.143), (D-23) et (D-27) on
exprime le contraste V[mmes] en fonction du spectre Sp[w] du fond gravitationnel relique, en
analogie avec I'expression (2.141) :

1 [ dw
_ _Z - 1
y exp( . / ) %Sh[w]A[wQ (3.166)
La fonction de réponse AJw| est définie de telle sorte que cette expression coincide avec
Pexpression (2.141) du second chapitre :

t t
Alw] = % /t at /t ds cos(w(t — 8)) AT (£)5,ATH (s) (3.167)
Cette équation donne une interprétation claire de la fonction de réponse d’appareil : celle-ci
est une corrélation proportionnelle & la différence entre les tenseurs énergie impulsion dans
les deux bras.

Dans le cas des binaires, on a vu dans la section B.3.2 que le terme D est nul (car la
fonction de décohérence D se réduit a Dy, ). C’est alors la valeur moyenne temporelle qui est
a origine de leffet de décohérence. Le contraste s’écrit en effet :

V[rines] = (efA0aldtacl) (3.168)
Tmes

Si le temps de mesure Tyes est suffisamment long, on peut utiliser ’hypothese ergodique
pour remplacer la moyenne temporelle par une valeur moyenne d’ensemble sur un ensemble
statistique caractérisé par le spectre S;, du bruit de confusion des binaires. Dans ce cas, on
voit que l'expression du contraste s’écrit encore de la méme fagon que (2.141).

En résumé, que ce soit pour le fond relique ou le fond des binaires, I’expression de la déco-
hérence pour une expérience intégrant le signal sur un temps long fournit la méme expression
pour le contraste, bien que les raisons qui y conduisent soient fondamentalement différentes.
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Pour les reliques, la décohérence est intrinseque alors que pour les binaires elle provient du
fait que la détection moyenne sur un temps long. Les résultats de cette section permettent
de justifier le calcul du contraste donné par 'expression (2.141) du second chapitre. 11 est
bien décrit par la variance des déphasages entre les deux chemins qui interferent, la variance
étant calculée a la fois sur les fluctuations statistiques (moyenne d’ensemble) et les variations
temporelles (moyenne temporelle).

C.2 Quelques compléments sur la décohérence dans les interférometres

Nous donnons maintenant quelques prolongements et compléments concernant ’effet de
décohérence gravitationnelle dans les interférometres. Signalons que nous ne le faisons pas
pour la décohérence des mouvements planétaires parce que ces compléments n’apporteraient
pas de résultats physiques nouveaux dans ce cas.

C.2.1 Effet da a la stratégie de détection

Dans le second chapitre, nous avons calculé le bruit de phase provenant des OG en suppo-
sant implicitement que la totalité du déphasage induit par les OG était a considérer comme
du bruit. En réalité, seules les fréquences sur lesquelles le signal est moyenné fait chuter
le contraste. En particulier, les déphasages dans les fréquences d’analyse du signal Lense-
Thirring ne participent pas a la décohérence. Pour corriger les calculs qui ont été faits, il est
donc nécessaire de bien définir le bruit et le signal dans une expérience.

Pour voir comment tenir compte de cet effet, regardons dans un premier temps le cas
particulier du projet HYPER. On a vu dans la section 2.B.1.3 qu’afin d’obtenir un rapport
signal sur bruit suffisant, il était nécessaire d’intégrer le signal sur un temps Tmes > Tat. Apres
cette intégration, une partie du déphasage due aux OG va étre interprétée comme contribuant
au signal Lense-Thirring. Dans une description simple, cette contribution au signal est obtenue
comme une moyenne temporelle notée dop(t) qui s’écrit en fonction du déphasage d¢ comme
un filtrage dans I’espace des fréquences :

— T 1
Sl = ——d¢le] , T=-

(3.169)

Le bruit que I’on note dpr s’écrit alors comme la différence entre le déphasage réel et sa partie

traitée comme un signal :

5 — b
—tw
Sprle] = —— ] (3.170)

depr

Ce bruit provient dans ce modele simple des fréquences supérieures a la fréquence d’analyse
I'. Il est a l'origine d’une perte de contraste caractérisée par la variance :

V(t) = (exp(idpr (1)) = exp (-W) (3.171)
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Le spectre de bruit de dpr se déduit de celui de dy :

w2

Serlw] = w[w]m (3.172)
Ce n’est pas le spectre S, [w] qui intervient dans I’évaluation de la décohérence, mais plutot le
spectre filtré. Cela revient & considérer que la trace sur les degrés de liberté de ’environnement
ne doit étre faite que sur les fréquences non prises en compte dans le signal.

Pour des stratégies de détection plus complexes qu’'un simple moyennage, il faut remplacer

I’équation précédente par un filtrage F'[w| plus général :
Spr = S, [w] Flw] (3.173)

C’est ce bruit non controlé qui détermine la variance qui intervient dans la réduction du

contraste : )
Ap 9 dw
= - = | — 174
% exp( 5 > , Ap / 5 Sor W] (3.174)
En regroupant ces résultats, on peut réécrire cette variance :
9 dw
Ap* = ESh[w]A[w]F[w] (3.175)

Cette équation généralise (2.143) et montre que le bruit de phase s’écrit comme le bruit
gravitationnel (fonction Sy) filtré par I'appareil (fonction A[w]) et la stratégie de détection
(fonction F'|w]). Le filtrage temporel F'[w] se rajoute au filtrage spatial qu'impose I'instrument
de par sa géométrie et que l'on caractérise par la fonction A[w]. Les filtrages Fw] et A[w]
permettent de régulariser d’éventuelles divergences infrarouge ou ultraviolette quand c’est
nécessaire. En particulier, la fonction Fw] tend vers zéro a fréquence nulle (car mesurer une
fréquence nulle demande un temps infiniment long). Par contre, la fonction A[w] ne tend
pas forcément vers zéro a fréquence nulle car c’est une fonction purement géométrique. En
particulier, ce n’est pas le cas lorsque I’appareil ne possede pas de centre de symétrie (comme
par exemple un Michelson). A elles deux, ces fonctions caractérisent entierement la réponse
de l'instrument.

Regardons maintenant les modifications a apporter précisément a l’estimation de la dé-
cohérence dans le projet HYPER. Puisque celui-ci n’a pas la sensibilité requise pour mesurer
Ieffet Lense-Thirring sur un point standard, il doit moyenner sur environ un mois de mesure
pour obtenir une valeur & 5% de Deffet Lense-Thirring [98]. Le signal gyroscopique est donc
moyenné sur environ 10°s, ce qui dans I'espace des fréquences se caractérise par une fonction
de filtrage : )

Flw| = ———
[l w? 4+ 172 ’

['~4x10""Hz (3.176)
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En utilisant Pexpression (2.145) de la fonction de réponse d’appareil de HYPER, on déduit
que la variance du bruit de phase s’écrit :

) dw f?(wTa
f(z) = 4sin? g (3.178)

Dans un premier temps, on fait I’hypotheése simplificatrice que ’environnement est un
bruit blanc avec un spectre Sp,|w| constant. On renvoie & la section suivante la discussion des
spectres plus réalistes. En utilisant alors la propriété suivante de la fonction f :

dw f(wr) 1—e Tl
/271 Ea v 5T (3.179)
on déduit la variance du bruit de phase :
A 2 —4 —I'7at —2I'Tat
% = 25,02, sin?(20) < . e (3.180)

Le temps de vol 7,; des atomes le long des bras est de 'ordre de 1.5s dans HYPER, et le
temps de moyennage est beaucoup plus grand. On se trouve ainsi dans la limite I'rpy < 1 ol
la variance du bruit de phase se réduit a I’expression suivante :

Aﬁpgt

5= 4(Qag sin 2a)2 Sy T (1 + D7) (3.181)

Autrement dit, la correction & apporter par rapport au second chapitre est tres faible,
de T'ordre de I'ty; ~ 1077, Il est remarquable que la fréquence de coupure I' disparaisse &
Pordre le plus bas dans l'estimation (3.181). Ce constat est en fait relié a un argument plus
général sur la détection. En effet, les expériences de grandes sensibilité demandent des temps
d’intégration tres longs et la condition I'tyq < 1 est presque toujours réalisée, si 7o est le
temps de vol de 'atome dans l'interférometre. Si U'interférometre a un comportement basse
fréquence qui ne demande pas de régularisation infra-rouge, la variance du bruit de phase
peut alors s’écrire en oubliant le filtre F|w] :

Ap? :/‘;‘;Sh[w]fl[w] (3.182)

En effet, les fréquences pour lesquelles F'[w] est sensiblement différent de 1 sont coupées par
la fonction d’appareil AJw] qui définit une fenétre fréquentielle sur laquelle Fw] ~ 1.

En réalité, la stratégie de détection de HYPER ne consiste pas simplement a moyenner sur
un temps Tres, mais plutot a échantillonner Ueffet Lense-Thirring & chaque révolution [99].
Dans cette configuration, il faut multiplier le filtre Lorentzien par une fonction d’échantillon-
nage Fecp|w] :

_ s0* Gr) (3.183)

- sin (37)

1— e—inTr 2
Fech[w] = ’

1— e—inT
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[

1.5

1 - 3 a . —— N
200 320 340 360 380 400

F1G. 3.3: Facteur de correction Jn.

ou T, est la période de révolution. On a comme relation 'NT, = 1 avec N > 1, le nombre
d’orbites pour obtenir la sensibilité suffisante pour la mesure de 'effet Lense-Thirring. La
variance s’écrit maintenant :

Acpgt 16

2

JN:/du sin4(
u2+(

02, sin*(20) Sy s IN ~ 1.5 x 10721 7y
) sin? (N3Z)

2Tat

2,
) sin? <§‘TT )
Tat

W= ol

(3.184)

T, est le temps de moyenne d’un point standard. La fonction Jy est représenté sur la figure
(3.3) pour des valeurs de N comprises entre 300 et 400. Ses valeurs restent proches de l'unité
et ne changent donc pas significativement les résultats du second chapitre. On a pris comme
chiffres représentatifs de 'instrument HYPER p ~ 2 et T,. = 100 min.

C.2.2 Intégration des spectres réels dans HYPER

Dans cette partie, on complete le calcul de la décohérence gravitationnelle dans un interfé-
rometre atomique en intégrant les spectres gravitationnels réels afin d’améliorer les ordres de
grandeur obtenus dans le second chapitre a partir de 'approximation de bruit blanc. Cette
hypothese de bruit blanc dans laquelle on considére le spectre Sp[w] comme indépendant
de la fréquence a permis d’extraire une premiere estimation de l'effet de décohérence. Nous
pouvons maintenant affiner cette estimation en tenant compte des variations en fréquences
des spectres Sp|w] et Afw]. Nous calculons également la décohérence provenant du spectre
cosmique des OG. En effet, le fond cosmologique pourrait dominer la contribution astrophy-
sique aussi bien aux hautes fréquences qu’aux basses fréquences et il est donc intéressant de
Pestimer .

On part de l'expression générale (3.177) de la variance et on la calcule pour le fond de
confusion des binaires et le fond relique. Commencons par le bruit de confusion des binaires
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dont on connait une représentation assez précise [145] :

10733 10°6< f<107°
4x1078f719 0P < fF<Tx107?
8x 10701 f7 ™0 7x1074< f<2x1073
3x10747f726 2x107% < f<1072

Sp2mf] = (3.185)

En utilisant les chiffres correspondant a HYPER (voir la section précédente), on obtient alors
par intégration numérique de l'intégrale (3.177) :

Ap? [astro] ~ 1073! (3.186)

Cette variance est tres inférieure a celle obtenue dans le second chapitre. Ceci s’explique par le
fait que le spectre S}, a en fait une valeur inférieure au plateau de confusion des binaires dans
toute la gamme de fréquence ou la fonction d’appareil A[w]| est significative. De toute fagon,
ceci ne change pas la principale conclusion de notre étude, a savoir que l’effet de décohérence
gravitationnelle est totalement négligeable dans HYPER.

Pour la décohérence dans un fond relique d’OG, la variance du bruit de phase s’écrit
maintenant, en utilisant (2.142), (2.145) et (2.80) :

sin? (—“”'at

)

A@ﬁt 2 2 2
T[COSH:\O] = 96Qat Sin (QQ)HO X /dw(u?’(uﬂm gW[W]

(3.187)
Dans les modeles simples pour le fond relique, le parametre (), est quasiment constant
jusqu’a une fréquence de coupure wyys de tres basse fréquence. Puisque I'intégrale intervenant
dans I’équation précédente n’a pas de divergence infrarouge, la valeur précise de la coupure
wylf N'a pas d’importance et on peut sortir de I'intégrale le parametre (2g,, pour obtenir :

Tat[cosmo] = 24(Qut Tt 5in(20))? Qg (HoTat)* T

4 sin? (%)

J = 2/0 d e T (3.188)

Avec les chiffres de HYPER, J ~ 7.5 et Hy ~ 2 x 107® s=1 on obtient :

A@Zt

[cosmo] ~ 9 x 107210y, (3.189)

Puisque gy est trés certainement petit devant 1 (voir figure (2.7)), la variance du bruit
de phase est tres petite. D’autre part, si {2gy est plus petit que 10~! ce qui est probable selon
les discussions de la section 2.A.3.3, alors la décohérence est dominée par la diffusion du fond
de confusion des binaires. Pour augmenter ’effet du fond cosmologique, il faudrait moyenner
sur un temps plus long ou obtenir un temps de vol des atomes plus important. Dans la limite
I'rat < 1 (avec toujours I' > wyyf), le facteur J a un comportement logarithmique :

T ~ —%ln(I‘Tat) (3.190)
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Puisque la divergence est logarithmique, le facteur J reste sensiblement constant et de ’ordre
de 10. La variance (3.188) peut s’interpréter de facon qualitative de la maniere suivante : le
terme Y, = ,7as représente le déphasage libre pris par la propagation de l'atome. La
dispersion de phase est égale a ce facteur multiplié par un terme géométrique en sin(2«) et
un terme du a 'expansion de I’Univers en \/@H()Tat. Le facteur d’atténuation ,/{gy par
rapport a l'expansion Hy7, provient du fait que les OG ne représente qu'une fraction {lgy
de I’énergie critique.

C.2.3 Décohérence dans un fond anisotrope

On a vu que la décohérence était dominée par le fond de confusion des binaires qui est
principalement d’origine galactique. De part notre position excentrée par rapport au centre
de la Galaxie, ce fond est donc anisotrope (voir la section 2.A.3.2). Si il était possible de
fabriquer un instrument qui soit a la frontiere de la décohérence, il pourrait étre envisageable
de tester ’anisotropie du fond en changeant 'orientation de ’appareil par rapport au centre
de la Galaxie. C’est pour cette raison que dans cette section on présente un formalisme un
peu plus général pour calculer le déphasage dans le cas ou le fond gravitationnel n’est pas
isotrope.

Pour cela, on utilise les résultats de 'annexe C, et en particulier les décompositions (C-44)

t (C-46) de la métrique. Ainsi, on peut décomposer le déphasage, en analogie avec (2.136) :

Sot) = [ 5 3 lul lente

Im y=+,X

Flnlw,t] = ¢k< )Yim K] (3.191)

On a défini une fonction de réponse en amplitude ]-'lﬂ’m [w, t] comme étant la moyenne angulaire
de I'amplitude qS}Z(t) projetée sur ’harmonique Y}, (c’est-a-dire le produit scalaire de d)Z et
Yim). La fonction de corrélation du déphasage s’écrit alors, en utilisant I’équation (C-49) et
deux relations de fermeture sur les harmoniques sphériques :

<(590(t)580(t’)> = /(21: ZSl,m[w]Alm[w,t]e_i”(t_t/)
Im

Apmlw,t] = > /Zﬂ;}qbg(t)fylm[k] (3.192)
r=+,%

Les expressions (3.192) et (3.192) sont la généralisation au cas non isotrope des équations
(2.139). Les fonctions de réponse atomique A, |w]| sont définies sur les harmoniques sphé-
riques Y},,. La dépendance temporelle tient compte du fait que I’appareil peut ne pas étre
stationnaire dans le systéeme de coordonnées choisi.
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C.3 Influence de la géométrie

La fonction de décohérence dépend de la fonction de réponse d’appareil A[w] et nous
I’avons calculée jusqu’a présent pour une géométrie de type losange. Dans cette partie, on se
propose de calculer cette fonction de réponse pour un interférometre de Mach-Zehnder ayant
la symétrie du parallélogramme (voir figure (3.4)).

B\ T2 _ D L2
A C X1

Fi1G. 3.4: Interférometre atomique de Mach-Zehnder. Le centre de symétrie en O impose une

réponse statique nulle.

On choisit l'origine des temps au point O de telle sorte que les temps de phase n = %

s’écrivent :

1 lwvae .
na = —5(7-1 + 7'2) + 5% sin 9(7’2 cos + 71 Cos(go — a))
1 T .
g = —5(7'2 —7)+ 3o sin @ (72 cos p — 71 cos(p — @) (3.193)
Le centre de symétrie entraine d’autre part que np = —np et ng = —nc. Les vitesses réduites
s’écrivent :
Upp = @(cos a,sina, 0)
c
uac = 2(1,0,0) (3.194)
c

On déduit alors 'amplitude qbz a lordre le plus bas en v, /c :

¢ = Q\zémg;cz [(9_7 : uAB)2 (e_iwnB - e_i“mA) + (e_7 . llAC)2 (ei””A - e‘i“”’B)

. (e_,y ) uAC)2 (eiwnB - e—iwnA) - (e—'y . uAB)2 (eiwnA o eiwnB):|

2 _
= i G (w”B‘Q“?A) sin (w”713277A> (e uap)" ~ (e77 - uac)* )3.195)

En négligeant, dans les temps de phase, les termes en v, /c qui ne contribuent presque pas
(voir la discussion a propos du losange), on obtient finalement :

2
b= V2 Tin () sin (5 ) sinar (condsin (¢ = 5) — #ycos (0~ 3))
¢p 2iv/2 sin | == ) sin{ =~ | sina cosfsin (¢ 5 iycos (¢ — 5

X (COSHCOS ((,0 - %) + iy sin ((p - %)) (3.196)
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On construit ensuite la fonction de réponse d’appareil :

s (1) s ()

w?

Aatlw] = g Z <’¢Z‘2>1} = 6402, sin” o
y==%
Qat sin(2a)
w

2
Aapw] =4 < ) flwn) f(wrs) (3.197)
Cette fonction de réponse est a comparer a la fonction (2.145) dans le cas du losange. On
retrouve celle-ci en faisant 7 = 2. On voit que la fonction d’appareil tend aussi vers zéro
pour des fréquences nulles. Cela se comprend car I’appareil ayant un centre de symétrie, il n’y
a pas de déphasage différentiel entre les deux bras dans la limite des fréquences infiniment
faibles.

Il pourrait bien str étre intéressant de considérer des géométries sans centre de symé-
trie [146]. Dans ce cas, la fonction A[w] pourrait avoir une limite non nulle & fréquence nulle.
Autrement dit, I'instrument verrait effectivement les OG de basse fréquence, comme le fait
un détecteur d’OG. Cet effet pourrait augmenter U'intégrale (3.175) qui décrit effet de dé-
cohérence. Toutefois, 'effet ne sera pas forcément tres spectaculaire puisque cette intégrale
porte sur I’ensemble du spectre.
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N a montré dans les parties précédentes que la décohérence gravitationnelle n’était
pas efficace sur les systémes microscopiques, mais que la destruction des cohérences
spatiales permet & une particule macroscopique d’acquérir un comportement clas-

sique en un temps tres court devant le temps caractéristique d’évolution de cette particule. Il
parailt intéressant de rechercher précisément ou se situe la limite entre les objets « classiques »
qui sont décohérés vite et les objets « quantiques » dont les cohérences sont préservées sur
un temps long.

Pour localiser cette frontiere, il faut déterminer les facteurs qui sont essentiellement res-
ponsables de cette décohérence. La section A récapitule les résultats qui ont été obtenus dans

135
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les deux premieres parties, en écrivant de maniere unifiée 'effet qualitatif de la décohérence
gravitationnelle a la fois sur les interférometres et sur le mouvement de la Lune.

Les parties B et C s’intéressent a la recherche d’un systéeme susceptible de permettre
la mise en évidence de la décohérence gravitationnelle. On commence par envisager le cas
d’interférometres optiques de grande taille dont on peut espérer qu’ils soient suffisamment
« macroscopiques » pour étre sensibles a la décohérence. On étudie ensuite le cas des inter-
férometres atomiques pour lesquels 'augmentation de 1’énergie cinétique est potentiellement
importante, contrairement au cas optique oll on ne peut essentiellement jouer que sur la taille
de l'instrument, I’énergie cinétique étant fixée par la fréquence.
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A Résumé des résultats précédents

A.1 Role des échelles de Planck dans la transition classique/quantique

Les échelles de Planck sont construites a partir des constantes fondamentales A, c et G :

tp = ﬁ ~5x 10 *s
C
hG —35

[ he
mp = 5222,ug

Le temps de Planck ainsi que la longueur de Planck sont tous les deux tres petits par rapport
a tous les temps ou longueurs caractéristique de la physique. Par contre, la masse de Planck
se situe entre les domaines microscopique et macroscopique. Cette remarque peut étre un
signe de l'existence d’une frontiére naturelle entre le monde classique et le monde quantique,
qui se situerait aux alentours de la masse de Planck et qui pourrait étre liée aux fluctuations
intrinseques de ’espace-temps.

En effet, ’échelle de Planck correspond & une échelle a laquelle des effets liés a la gra-
vitation (& cause de () et & la mécanique quantique (par la présence de f) sont attendus.
Les aspects quantiques pourraient étre a l'origine d’une structure de I’espace apparaissant a
cette échelle [147, 148]. On sait par exemple que les fluctuations de point zéro de la gravité
fixent une limite fondamentale a la mesure de distance qui se situe au niveau de la longueur
de Planck [27]. L’observation directe de ces échelles de Planck pourrait avoir une importance
capitale pour permettre d’élaborer et de tester la future théorie qui unifiera la mécanique
quantique et la gravitation.

Dans ce contexte, il est important de noter que ’échelle de la masse de Planck est accessible
puisqu’elle se situe entre les masses microscopiques et macroscopiques. Il est alors intéressant
de se demander si on peut mettre en évidence une transition classique/quantique qui se
produirait pour des masses au voisinage de la masse de Planck. Une idée déja présente sous une
forme primitive dans le cours Feynman sur la gravitation [43], puis développée et popularisée
par Penrose [47] et d’autres [149], consiste & imaginer que cette transition pourrait étre
associée a la décohérence provenant de l'interaction du systeéme avec les fluctuations de la
gravitation.

On peut formuler cette idée de la maniere suivante. Considérons la longueur d’onde Comp-
ton ¢ d’une particule de masse m :

b= — (4.2)

Cette longueur donne qualitativement 1’extension spatiale des fluctuations de position de la
particule. On voit que, pour des masses supérieures a la masse de Planck, la longueur d’onde
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Compton devient plus petite que la longueur de Planck :
m > mp < lc < lp (4.3)

Ceci suggere que si il existe un mécanisme empéchant de localiser la particule & mieux que la
longueur de Planck, alors on doit observer une transition entre des comportements classique
et quantique pour des masses traversant la valeur de la masse de Planck.

Il est évident que ce raisonnement ne peut étre qu'une premiere approche qualitative du
probleme. En effet, la décohérence d’un systeme doit dépendre a la fois du niveau des fluctua-
tions dans ’environnement et de la force du couplage entre le systéme et son environnement.
Le but de cette these est de donner des évaluations quantitatives de l'effet de décohérence
pour le processus induit par les bains stochastiques d’OG. Ces évaluations permettront ainsi
de préciser la position de la frontiere classique/quantique puis de déterminer si il est possible
de concevoir des expériences pour tester sa présence.

A.2 Discussion des facteurs dont dépend la décohérence

Afin de discuter les parametres qui controlent la décohérence, on redonne ici les résultats
obtenus dans le second chapitre dans le cas de HYPER. Ceux-ci ont une interprétation simple
dans ’hypothese ou le bruit gravitationnel est un bruit blanc. On se place dans cette situation
pour la discussion qualitative, sachant que les comportements généraux qu’on obtient dans
cette limite sont en fait valables de fagon générique. On rappelle qu’on peut écrire la variance
du bruit de phase de la fagon suivante :

A2 ~ Q2 sin?(200) SpTat (4.4)

Sy, est le spectre de bruit gravitationnel, supposé constant pour simplifier la discussion, 2.t
I’énergie cinétique des atomes mesuré comme une fréquence et 7,; le temps de vol des atomes
dans linterférometre. La dépendance linéaire dans ce temps de vol provient de I’hypothese
de bruit blanc faite sur le spectre gravitationnel. Le facteur sin(2«) représente 1'ouverture
de l'interférometre, c’est-a-dire ’'angle qui sépare les deux faisceaux qui interferent (voir fi-
gure (2.8)); la variance de bruit est nulle quand sin(2a) = 0 parce que les deux bras de
I'interférometre sont alors confondus. Ce facteur montre que plus les faisceaux sont séparés
spatialement plus l'effet de décohérence est important. Dans le cas d’une superposition de
deux états cohérents |«) et |a/), cette « distance » est donnée par le module |o — o/|. On dé-
finira plus précisément dans la prochaine partie la « distance » pertinente & considérer dans
le cas du couplage aux OG.

On écrit de la méme fagon le résultat obtenu pour la Lune dans la limite des temps longs :

2 2 Az\?
ASolune ~ Q1une 7 ShTlune (45)

Oune st I'énergie cinétique de la Lune mesurée comme une fréquence et my,e est simplement
le temps d’exposition de la Lune de Schrédinger aux fluctuations gravitationelles. Le facteur
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géométrique est ici donné par le rapport de la distance Ax entre les deux composantes a la
distance Terre-Lune. Ce rapport s’écrit aussi en analogie avec les interférometres atomiques
comme le sinus de ’angle sous lequel on voit la superposition des deux Lunes depuis le centre
de la Terre. De fagon générique, on peut donc écrire que la décohérence pour des particules
massives se caractérise qualitativement par la variance :

Ap? ~ Q?sin’(2a) ST (4.6)

On reviendra sur les photons dans la section A.3 suivante.
On peut aussi exprimer les résultats en faisant intervenir les échelles de Planck introduites
dans la section A.1. Pour cela, on introduit le parametre O, qui mesure la température Ty,

comme une fréquence :
kBT gw

h

A T'aide de ce parametre, on peut réécrire les variances du bruit de phase de la facon suivante,

Ogw =T (4.7)

en utilisant la relation (2.75) qui relie le spectre & la température :
Ap? ~ (tp)? sin®(20) O gy Thune (4.8)

On voit sur cette expression qu’en plus des parametres discutés plus haut, la décohérence
dépend de la température de 'environnement. La tres grande valeur de la température du fond
gravitationnel explique 'importance de 'effet de décohérence pour les objets macroscopiques.
Par exemple, pour le plateau correspondant au bruit de confusion des binaires, on a Ogy ~
3 x10%2s~ L

Enfin, en définissant 1’énergie cinétique K et ’énergie de Planck FEp :

1
K = §m02 , Ep = mpc? (4.9)

on peut réexprimer encore différemment le bruit de phase, en faisant intervenir explicitement
I’énergie de Planck :
K m v

2

A(p2 ~ (éi) sin2(2a)@gwﬁune , E—P = o 22 (4.10)
Le rapport myi/mp illustre la discussion de la section A.1 sur les échelles de Planck. On voit
cependant que ce n’est pas le seul facteur qui détermine l’effet de la décohérence. En effet, la
quantité pertinente, comme on I’a déja signalé, est I’énergie cinétique mwv?/2 et non 1’énergie
de masse de la particule mc?. Dans la partie 2.B.2.1 qui discutait le cas des interférometres,
on a donné une interprétation simple de ce résultat : le déphasage, invariant de jauge, peut
étre calculé dans la jauge TT; dans cette jauge les OG n’ont pas d’effet sur les particules
massives au repos; elles ont un effet sur les masses en mouvement et cet effet est justement
déterminé par I’énergie cinétique.
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Pour les particules microscopiques, ’énergie cinétique est tres faible devant 1’énergie de
Planck et le rapport K/FEp est trés petit. Au contraire, pour des objets lourds, ce rapport
peut devenir tres grand devant I'unité. Pour fixer les idées, ’énergie de Planck vaut approxi-
mativement :

Ep~2x10°] ~10%8eV (4.11)

Pour information, on peut reprendre le type de calculs effectués en 2.C.3.3 pour comparer dé-
cohérence gravitationnelle et électromagnétique. Dans ce sens, I’énergie de Planck correspond
a ’énergie d’une orbite gravitationnelle circulaire correspondant a deux masses de densité
d =5 et de masse 4 x 10'0kg, en rotation serrée I'une autour de I’autre.

A.3 Fonctionnelle d’influence et échelle de Planck

L’expression de la fonctionnelle d’influence en fonction des échelles de Planck permet
de rendre plus quantitatives les discussions précédentes. Comme on ’a vu dans le troisieme
chapitre, la fonctionnelle d’influence donne directement le contraste pour un interférometre.
Elle permet aussi de calculer les cohérences d’'un systéme quelconque, définis comme les
éléments hors-diagonaux de la matrice densité. Son comportement est donc essentiel dans la
compréhension de la décohérence.

Considérons donc la fonctionnelle d’influence F [qul, q“Y] entre les chemins classiques suivis
par les deux composantes. Comme on I’a montré dans le troisieme chapitre, cette fonctionnelle
prend une expression simple dans le cas du couplage aux OG et s’écrit en fonction dune
fonction de décohérence classique Dq[qS, ¢%!] (voir équation (3.155)) :

Flat,q%) = exp (*Dcl[qul, qil]) (4.12)

La fonction Dy [qﬁrl, q‘il], donnée par 1’équation (3.152), représente le double de la variance du
bruit de phase. En utilisant I’expression (3.143) de la densité spectrale et 'expression (3.151)
du nombre de gravitons, on montre que cette fonction peut s’écrire en fonction des échelles
de Planck de la facon suivante :

o 51 /Oodeh[w]
—16ct (mpe?)? Jy 21 13

T t e 4. ..
Dd[qil, q /0 dt /0 dscos(w(t — s)) AQY (t)&ijklAle(s)

(4.13)
ot Q¥ désigne la dérivée seconde du quadrupole du systéme. L’expression (4.13) montre que
le parametre pertinent & considérer est une fonction de réponse d’appareil Ajw] comme celle
introduit dans le second chapitre a propos des interférometres et qui s’écrit ici en fonction

Alw] = 16‘1% /0 't /O s cos(w(t — 5)) (AI;’(SS)>2 (4.14)

AK(t,5) = C%\/AQU(t)éijklAle(s) (4.15)

d’une grandeur AK :
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AK représente la bonne « distance » & considérer comme le parametre de classicité et il se
mesure comme une énergie.
Pour donner cette fonction de réponse dans le cas de la Lune, on montre que :

AK?(t,s) = AKZ cos(29(t — s))

12 A
AKy = ?Smr%ﬂ—x (4.16)
r

On retrouve bien la forme générale discutée dans la section précédente : AK est le produit

de Pénergie cinétique par l'ouverture angulaire Az /r. La fonction de réponse Ajynelw] s'écrit
alors :

Aneles] = <

Splw] (4.17)

2 AK0>2/dwl—cos((w—2(2)t)

Ep 27 ((w - 2Q)tp)?

Cette expression générale permet de retrouver les comportements aux temps courts et aux
temps longs. En particulier, la fonction de décohérence est proportionnelle au carré du temps
t aux temps courts et au temps ¢ lui méme aux temps longs.

Enfin, Pexpression (4.14) permet de généraliser au cas de la propagation de photons.
Dans ce cas, c’est la fréquence o qui joue le role de I'énergie cinétique. Puisqu’il est
difficile de faire interférer des photons de fréquences plus élevées que les fréquences optiques,
l'augmentation de la variance du bruit de phase pour des photons requiert expérimentalement
une augmentation du temps de vol Tppos.

De fagon générale, la décohérence gravitationnelle est pilotée par la fonction d’appareil
Alw] donnée par l'expression (4.14). Cette fonction est elle méme qualitativement détermi-
née par une valeur caractéristique du parametre AK. Dans les deux parties qui suivent, on
va classifier les différents appareils susceptibles d’étre sensibles aux OG en fonction de ce
parametre AK.
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B Les interférometres optiques

Cette partie a comme premier objectif de rechercher si il est possible d’envisager des
expériences d’interférométrie optique qui mettrait en évidence la frontiere entre le monde
classique et le monde quantique. Autrement dit, on recherche un systéme optique qui puisse
étre considéré comme macroscopique vis-a-vis du bain gravitationnel.

On a vu dans la partie précédente que I'augmentation de l’effet de décohérence est di-
rectement relié a I'augmentation du temps d’interaction entre les photons et les OG si on
se restreint aux interférometres optiques. Pour augmenter ce temps d’interaction, deux stra-
tégies différentes sont possibles, qui sont d’ailleurs toutes les deux mises en oeuvre dans les
grands détecteurs interférométriques.

La premiere stratégie consiste a augmenter la taille de I'interférometre. Pour un interfé-
rometre de type Michelson, des appareils avec une taille de 'ordre du kilometre donnent des
temps d’interaction 7.t de l'ordre de 107%s. La taille est encore plus grande sur des ex-
périences d’interférométrie a grande base (VLBI et interférométrie stellaire) et sur le projet
LISA de grand détecteur interférométrique d’OG. Ces systémes sont étudiés dans la section
B.1.

Une deuxieme stratégie consiste a replier le parcours de la lumiere dans une cavité Fabry-
Perot. L’étude de 'effet des OG sur cet interférometre a ondes multiples est détaillée dans
la section B.2. L’effet du bruit gravitationnel peut se ramener a un bruit équivalent sur la
fréquence de résonance de la cavité, donc sur sa longueur propre. Ce bruit doit étre comparé
aux bruits de vibration mécanique de la cavité qui font fluctuer la fréquence de résonance de
la cavité.

Enfin, un deuxieme objectif de cette partie est de relier le travail qui a été fait dans le
second chapitre sur le calcul du bruit induit par les OG a des expériences faisant intervenir la
propagation de photons sur de grandes distances et pour lesquelles la possibilité de détecter
des OG a été étudiée. On ne donne qu’une description générale et on renvoie le lecteur a des
articles de revue pour plus de détails.

En particulier, on regarde 'effet des fluctuations gravitationnelles sur la mesure de I'ef-
fet Doppler d’un faisceau lumineux effectuant un aller retour entre une station au sol et un
satellite en orbite (« Doppler Tracking ») qui est a plusieurs milliers de kilometres [150]. La
possibilité qu’un fond stochastique d’OG puisse étre détecté par cette méthode a été propo-
sée originellement par Anderson [151] puis développée par Mashhoon [152] et Bertotti [153]
(voir aussi une version plus récente dans [154]). Le détecteur d’OG que constitue le satel-
lite et I’observateur sur Terre n’est plus du type interférométrique comme dans les parties
précédentes, mais les méthodes générales du second chapitre s’appliquent encore. Enfin, on
envisage 1’étude du bruit gravitationnel sur la mesure des temps d’arrivée de signaux émis par
des pulsars tres lointains (« Pulsar Timing » [156]). La encore, cette méthode a été mise en
oeuvre pour la mesure du fond stochastique d’OG, en particulier le fond cosmologique [155].
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T

Fia. 4.1: Géométrie de 'interférometre de type Michelson étudié dans cette partie. Les miroirs

B et C, ainsi que la séparatrice (point A et D) sont supposés en chute libre.

B.1 Interférometre de type Michelson

On commence par étudier une géométrie de type Michelson dans laquelle de la lumiere se
propage selon deux bras dont la longueur non perturbée vaut L = c7pnor €t qui sont séparés
d’un angle 2« (voir figure (4.1)). Les miroirs sont supposés en chute libre. Si on se place dans
un systeme de coordonnées TT, le déphasage dans un tel interférometre se réduit alors a un
déphasage propagatif.

On parametre les coordonnées des sommets A, B, C et D de fagon symétrique en prenant
l'origine des temps ¢ lorsque la lumiere atteint les miroirs B et C :

CTphot, 0,0, 0)

= (=
zp = (CTphot, 0,0,0) (4.18)
xB = (0, CTphot COS @, CTphot Sin ¢, 0) '
xc = (0, CTphot COS @, —CTphot Sin v, 0)

On note u et v les vitesses réduites respectives le long des bras AB et AC :

v(a) = (cosar, —sina, 0)

{ u(a) = (cos a, sin v, 0) (4.19)

B.1.1 Expression du bruit de phase gravitationnel

Les résultats généraux du second chapitre permettent d’écrire le déphasage sous la forme

suivante :

d4k Y —iwt
re= [ 55 X AL (4.20)



144 Chapitre 4. La décohérence gravitationnelle et la transition quantique/classique

L’amplitude ¢) () se calcule le long de chaque bras [XY] sur lequel le champ se propage &
la vitesse réduite u‘[XY], comme suit :

PLIXY] = % / dt'e]; [k]u [ XY Ju! [ XY ]e (@ 7kx(t)) (4.21)
Elle se décompose ici de la facon suivante :
dp (@) = ¢ (a)[AB] + 6] () [BD] — (¢ (a)[AC] + 4]()[CD]) (4.22)
Afin de simplifier les notations, on définit le parametre A qui prend les valeurs %1 tel que :
¢p.(a)[B41] = ¢)(a)[AB] : ¢p.(a)[B_1] = ¢} (a)[BD]
¢p(a)[Ch1] = o) (@) [AC] : ¢p.(a)[C_1] = ¢} () [CD] (4.23)
On a alors simplement :
dr(@) = Y ($1(@)[Bx] = ¢7(a)[CA]) (4.24)
A=+1

Ces amplitudes sont données, en décomposant (2.9) dans les polarisations linéaires (C-18),
par les expressions suivantes :

QphOt ul(a)uj (a)ezj [k] (efiw'ﬂB — ei)\w‘l'phot)

Sr(@)[By] = i —= 1— Ak.u(a)

Qo V(@) ()eli[K] o :
T(@)[Cy] = ix—2=2 Y (e wne —e”\“’TPhOt> 4.25
S@)(C e ) (4.25)
Les temps de phase ) sont donnés par les expressions suivantes :
B = _Tphotf{-u(a) ) nc = _Tphotl;-v(a)
k.u(a) = sin 6 cos(¢ — ) , k.v(a) = sin 0 cos(p + ) (4.26)
L’amplitude ¢} (c) s’exprime alors comme suit :
¢Z<OC> _ iQphot Z A [ ul(a)Au] (Oé) (eiwrphotf(.u(oc) o ei)\w‘rphot)
2w &= 1= Xku(w)
B UZ(Q)})J (a) <eiw7'photf<.v(a) . ei)\prhot) eZ‘ [f{} (4.27)
1—2k.v(a) /
puis, en utilisant les expressions explicites suivantes sur les polarisations :
u'(@)u! (a)efi[k] = sin’(p —a) — cos® O cos®(p — a)
u'(a)u? (a)e; k] = cosfsin(2(p — )
vi(e)v! (a)efi[k] = sin®(p+ a) — cos® 0 cos® (¢ + a) (4.28)
v (a)v? (a)e; k] = cosfsin(2(p+ )
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On obtient finalement I'amplitude ¢ () :

~

1 WTphot (1 1. . WT, 1 -kula
5(a) — - PO (1 () g phot ( . (@)
. WThho # 1 1; i 1 "
ey (ku(@)gine ©Tphot ; u(@)) u'(o)u’ (O‘)e?j k]
1 iR (14k v (@) g wphot (1 — k-v(a))

- 5 Qphot Tphot |€ 2 9

~

WTphot (1 + k.v(a))
2

—i2TBhot (1K v(a))

e T2

sinc vi(a)v (a)e];[k]  (4.29)

On a représenté sur les figures (4.2) la dépendance angulaire de la valeur absolue de cette
1

amplitude pour une fréquence égale a . dans une configuration de Michelson pour laquelle
a = 7. Le comportement en fréquence d’une telle amplitude est aussi représenté sur la figure
(4.3) ol on trace |¢; | en fonction de la fréquence w dans le cas d’'une OG plane dans la
direction 8 = ¢ = 0. On remarque que contrairement au cas de 'interférometre atomique
HYPER dans sa géométrie de losange, cette amplitude ne tend pas vers zéro a fréquence
nulle, car le systéme n’admet pas de centre de symétrie. En particulier, cela signifie quune
telle configuration est sensible aux OG dont la longueur d’onde est grande devant la taille de
I’appareil. Plus précisément, la fonction |¢z| définit une plage de sensibilité en fréquence qui

s’étend qualitativement de la fréquence nulle & une fréquence de P'ordre de —2%

Tphot :

ol A

Qphot Tphot i 1] ﬁ

F1G. 4.2: Représentation de la dépendance angulaire de \¢Z| pour les deux polarisations
1
Tphot

linéaires v = +, x. On a choisi une fréquence w = ta= 7.

On déduit maintenant la variance du bruit de phase en utilisant les résultats de la section
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0.1

o] o

0.01
0.005

0.001

0.01 0.05 0.1 05 1 5 10
WTphot

Fia. 4.3: ‘gf);‘ en fonction de la fréquence w pour § = ¢ = 0 dans un diagramme log-log. On
a pris a = 7. Cette fonction ne prend de valeurs significatives qu’entre zéro et wpper ~ 10.

B.3.1 du second chapitre ainsi que la section C.2.1 du troisieme chapitre :

Ay? = 2/;1:5,1@]10[@ S <’¢Z(a)‘2>f( (4.30)

y=1,X

Cette expression générale permet de calculer la décohérence si on se donne le spectre gravita-
tionnel Sy [w] et la stratégie de détection qui permet de déduire F'[w]. Cette fonction F'|w]| sera
prise ici comme un filtre passe haut dont la fréquence de coupure I' est donnée par I'inverse

du temps de mesure T' :

w2

Flo] = =~
] w? 41?2

L’intégration exacte de cette expression ne peut se faire que de facon numérique. Afin d’en

(4.31)

obtenir des expressions analytiques, il est nécessaire de faire des approximations. Cependant,
il est possible d’extraire des comportements généraux a partir de la forme de ’amplitude qﬁz.

B.1.2 Quelques résultats généraux sur la variance du bruit de phase

Sans avoir besoin de faire explicitement le calcul de la variance du bruit de phase, on
montre que cette variance est proportionnelle au produit Qghoﬁphot ol phot est la fréquence
des photons et Tpnot le temps de vol des photons dans l'interférometre. En effet, par un
changement de variable x = wTppot dans expression (4.30), on montre de facon générale que
la variance s’écrit :

Ap? = Qghot’]’phot /dx Shlx/Tohot) F [T/ Tohot] 9], @] (4.32)

La fonction g[x, ] est sans dimension. Son expression s’obtient en comparant la derniere
expression, 1’équation (4.29) et (4.30). C’est une fonction qui ne prend des valeurs significa-
tives que pour des valeurs de z comprises grossiérement entre —27 et 27 (voir figure (4.3)).
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L’intégrale sur x qui apparait dans I'expression ci-dessus définit alors un temps qui dépend
explicitement du spectre Sy, de 'angle d’ouverture 2a et du temps de mesure 1" qui caractérise
la fonction F'.

Maintenant on cherche le comportement générique de la fonction g[z, ] lorsque 1'angle
2 est petit devant un. Pour cela, on remarque que ’amplitude gbZ(a) s’écrit en fait comme la
différence entre une fonction f7 évaluée en (p —«) et cette méme fonction évaluée en (p+a) :

pp(a) = (0, —a) = f1(0, ¢ +a) (4.33)
1 i27Rhot (14 gin @ cos @) ; WTph t(l — sinf cos 90)
F1(0,¢) = §Qph0t7—phot e U ?)sine ( P10 5
. WThho . 1 3 0 R
—i—eil%(lfsmgms ?)sinc <w7—ph0t( +2s1n cos ¢) ﬂ ef; k]| (4.34)

Pour a@ — 0, on peut donc remplacer 'amplitude gZ)Z par ’expression :

of
(o) = —2a == 4.35
Cela montre que la variance du bruit de phase est proportionnelle au carré de ’angle d’ou-
verture, ou encore que :

gle,a] ~ a?gla] (4.36)

ou on a définit une autre fonction g[z] dont il n’est pas utile d’obtenir une expression exacte.
Comme la fonction gz, ], cette fonction ne prend de valeur significative que pour |z| inférieur
a quelques 2.

B.1.3 Décohérence dans ’approximation des grandes longueurs d’onde

On donne maintenant la limite de la variance du bruit de phase lorsque la taille de I'inter-

férometre est suffisamment petite pour que les fréquences w qui contribuent significativement
1

Tphot '

dire pour wmppet <K 1, on peut remplacer qﬁz par son expression a fréquence nulle, celle qui

au spectre gravitationnel Sp[w] soit trés petites devant Dans ces conditions, c’est-a-
correspond a la valeur du plateau sur la figure (4.3). Cette amplitude redonne l’expression

habituelle de la réponse en amplitude, souvent appelée D% dans les papiers sur la détection
des OG [157, 18] :

$l(a) 2 2norTpnot DY (a)e]; K]
Dii(a) = (ui(a)u(a) ~ vi(a)? (@) (4.37)
En utilisant les relations suivantes :
(' (@)ul (@) — vi(@)v(a))ef[K] = —sin(2a)sin(2¢)(1 + cos® )

(u'(a)u! (o) — vi(a)v’(a))eX[k] = —2sin(2a)cos(2¢p) cos b (4.38)
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on déduit I'expression de la variance du déphasage a partir de (4.37) et (4.30) :
Ap? = Aptsin®(2a) Aph? , Apo = 2Qphot Tphot (4.39)

Aph? / CQL:S,Z (W] Fw] (4.40)

Dans cette limite, la variance du bruit de phase est simplement proportionnelle a la variance
Aph? du bruit gravitationnel restreinte & des fréquences sélectionnées par le filtre F, ¢’est-a-
dire les fréquences supérieures a 'inverse du temps de mesure 1/7".
On fait application numérique pour le cas d’un Michelson de la taille de VIRGO qui
s

correspond a a = 7 et pour lequel I'approximation des grandes longueur d’onde est bien
justifiée. On prend comme chiffres :

1
T=1an = 7 ~92% 10 " rad.s ! (4.41)
Qphot - 3 X ].015 rad.S_l 5 Tphot = ]_0_5 S

Les variances des bruits de phase s’écrivent alors pour les fonds astrophysique et cosmologique
(voir la modélisation des spectres dans la section 3.C.2.2) :

Ap?lastro] ~ 2x 10716 (4.42)

Ag?[cosmo] ~ 7 x 10713 (1%§V1V4> (4.43)
On a pris wyr = Hy dans ’évaluation de la variance cosmique, mais le choix d’une autre
coupure ne change pas beaucoup le résultat car la dépendance dans ce parametre est loga-
rithmique (voir section 3.C.2.2)
On constate que la décohérence reste négligeable, comme on pouvait s’y attendre car la
taille de 'interférometre ne compense pas la faible énergie cinétique des photons.

B.1.4 Discussions

A partir des résultats précédents, on peut discuter qualitativement ’effet de décohérence
attendu dans diverses situations expérimentales dans lesquels des interférences a deux ondes
se produisent.

On commence par discuter les expériences de type VLBI (Very Long Baseline Interfero-
meter, voir [158] pour un article de revue) dont on a représenté le schéma de principe sur
la figure (4.4). De la lumiere provenant d’un astre en A est recombinée en un point D a la
surface de la Terre a I'aide de deux miroirs placés en B et C. On observe I’état d’interférence
en fonction de la longueur de la base BC. Ce type d’interférométrie est réalisée avec des ondes
radio dont les fréquences astrophysiques typiques sont de l'ordre de quelques GHz et les bases
atteignent des longueurs typiques limitées par le diametre de la Terre, c’est-a-dire en gros de
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l’ordre de 10 000 km. La discussion que I’on donne ici s’adapte aussi au cas de l'interférométrie
stellaire dans le domaine optique avec des bases beaucoup plus petites, de 'ordre de 100 m.

Par rapport a la partie précédente, on gagne beaucoup dans le temps d’interaction 7pot
mais on perd en contrepartie sur 'angle d’ouverture 2a. On va montrer que les pertes dues
a cet effet sont plus importantes que le gain di a la grande distance.

Fia. 4.4: Géométrie des expériences de type VLBI. La distance AB est en fait tres grande
devant la longueur de la base BC.

De la méme fagon que précédemment, on peut calculer 'amplitude gbz et ensuite la variance
du déphasage pour la comparer au cas du Michelson. Pour cela, on parametre les points A,
B, C et D de la fagon suivante, en prenant l'origine des temps au niveau des miroirs B et C :

= (—=CTphot, 0,0,0)
ECTphot sin o, cTphot cos a, 0,0) (4.44)
(

B = (0, CTphot COS O, CTphot Sin v, 0)
xc = (0, CTphot COS Ot, —CTphot Sin v, 0)

Et les vitesses normalisées s’écrivent :

= (cos a, sin , 0)
= (cosa, —sin v, 0) (4.45)
w = (0,1,0)



150 Chapitre 4. La décohérence gravitationnelle et la transition quantique/classique

On a noté w la vitesse le long du bras CD. On déduit alors 'amplitude ¢} («) :

1 “Tphot (1, [ wTphot(1 —ku(a)) ) , N
Y _ i 1+k.u(a)) .. phot i 5
¢p(a) = QQphotTphot ez ( (sine 5 U (a)uj(a)eij (k]
1 wi wj ezj [k] W, sin 6 cos ¢ cos a — W, sin o W, sin 0 sin p sin
_'_79 hot Toh _ e phot e phot —e phot
92 phot / phot 1 4 k
W

1 -YTpho 0 o 1 -k : . ~
— g ptorTphor ¢!+ (Y sine (th : VW) vi(ap (a)e][K

2 2 4
1 wiwjezj [k] WTpHhot SiN 6 cos ¢ cos a —iWTphot SIN @ —iWTphot Sin O sin @ sin «
— = Qphot Tphot —————— €"¢TPhot e phot —e phot (4.46)
2 1-k-w
Dans la limite o < 1, on voit qu’on peut négliger les termes provenant des bras BD et
CD. On se retrouve alors avec la méme amplitude gzﬁz que celle d’un demi interférometre de
Michelson d’angle 2a,, comme celui considéré dans les sections précédentes mais dans lequel
on ne considere que les trajets de la séparatrice aux miroirs. Dans cette limite, I’amplitude
o
s’écrit :

;< Tphot (1 4 ot(1 — k. . ) .
pp(a) =~ EQphotTphot i (rku(@) gin e (WTph il u(a))> u' (o)’ (o)e] K]

2 2 )

1 “YTphot (1 [0 . wT, 1 - k.v(a i . .
—iQphotTphot etz Utkvi@)gine < phot 5 ( ))> v (@)v (a)eli k] (4.47)

A ce niveau, on peut se raccorder aux résultats généraux de la section B.1.3. En particulier,
la variance du bruit de phase, dans la limite des petits angles s’écrit :

Ap? = Q%hotrphotQQ /da: Shlx/Tohot | F' [/ Tohot) G[] (4.48)

On peut maintenant discuter chaque terme et le comparer a son équivalent dans la géo-
métrie de Michelson. Puisque la fonction g[z] ne prend de valeurs significatives que pour
|z| < 27, on voit que plus Tphot est grand, moins il y a de fréquences qui participent a la
décohérence puisque celles-ci sont qualitativement comprises entre 0 et % D’autre part, en
remarquant que 27pp0t Teprésente le temps de propagation sur la base BC, on voit qu'une
expérience de type VLBI peut se comparer a un interférometre de Michelson avec deux bras

perpendiculaires dont la taille effective L serait donnée par :
L= C’TphOtOéQ = aBC <« BC (4.49)

Cette longueur est beaucoup plus petite que la longueur de la base BC. En effet, avec des

distances typiques de 'ordre de 10* années lumiere pour les sources radio, 'angle o est

0713

typiquement de 'ordre de 1 rad. Enfin, la fréquence des ondes radio est environ 6 ordres

de grandeur plus petites que les fréquences optiques.
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En conclusion, la sensibilité des interférences réalisées a ’aide des VLBI est tres inférieure
a celle des grands interférometres de Michelson servant a la détection des OG. La raison prin-
cipale provient du tres faible angle d’ouverture qui sépare les deux faisceaux qui interferent.
La conclusion reste encore valable pour I'interférométrie stellaire optique.

On termine cette partie par une discussion tres qualitative sur l'effet de décohérence
attendu sur le projet LISA [8]. Cet appareil est un trés grand détecteur d’OG constitué de
3 satellites formant un triangle qui orbite autour du soleil sur la trajectoire de la Terre.
LISA peut former plusieurs signaux de type Michelson avec des bras de 'ordre de 5 millions
de km et un angle entre les bras de §. En utilisant 'expression (4.32), on voit qu’on peut
atteindre un facteur d’amplification de I'ordre de 10% par rapport aux détecteurs terrestres
mais l'effet de décohérence reste encore négligeable. Méme LISA, avec sa taille énorme, reste
microscopique vis-a-vis de la décohérence gravitationnelle !

B.2 Cavité Fabry-Perot

Jusqu’a présent, on a traité 'effet des OG sur un systeme d’interférences a deux ondes.
On s’intéresse maintenant au cas d’une cavité Fabry-Perot dans laquelle se produisent des
interférences a N ondes. On suppose cette cavité formée de deux miroirs A et B en chute libre.
Dans ces conditions, comme dans les parties précédentes, seuls les déphasages propagatifs
interviennent lorsqu’on se place dans un systeme de coordonnées TT. Le gain attendu avec
cette configuration provient du fait que la lumiere parcours une grande distance dans la cavité
avant de ressortir, ce qui lui permet d’accumuler un long temps d’interaction avec les OG
tout en gardant une taille raisonnable.

B.2.1 Expression du champ réfléchi par une cavité

On étudie le champ £°U(¢) réfléchi par la cavité et on note £™(¢) le champ incident.
On suppose celle-ci sans perte avec en outre un miroir de fond B parfaitement réfléchissant
(coefficient de réflexion égal & 1). Le miroir d’entrée A est quant a lui caractérisé par un
coefficient de réflexion r et un coefficient de transmission ¢ en amplitude qui vérifient :

P2 +t2 =1 ) r=e (4.50)

On a défini la quantité v comme une caractéristique du coefficient de réflexion du miroir d’en-
trée. Le champ en sortie de cavité s’écrit comme une somme infinie de rayons qui interféerent
apres un nombre n d’aller retours dans la cavité [159, 160] :
¢ : 1—e :
EM(t) = —EM(t)e T+ ——— > e IEN(t — ity (4.51)

e~
n>1

Le premier terme correspond au rayon directement réfléchi par la cavité tandis que la somme
correspond & la contribution de la lumiere qui rentre dans la cavité (voir figure (4.5)). La
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ct =, 7

ZL‘3

F1G. 4.5: Représentation dans I'espace-temps du trajet de la lumiere dans une cavité Fabry-
Perot en réflexion. On suppose que le miroir B est parfaitement réfléchissant. Le champ
réfléchit par la cavité est alors relié au champ entrant par un déphasage. On note A,, et B,
les points de transmission et de réflexion dans ’espace-temps.

quantité 0t,, représente le retard pris par le faisceau ayant effectué n aller retours dans la ca-
vité. Celui-ci s’écrit comme une contribution due a la propagation libre plus une contribution
5

due aux OG, que l'on note dty" et que 'on va calculer :

dtp = 2nTphot + 05" (4.52)

On a noté Tppet le temps pour faire un aller dans la cavité et 27,04 le temps d’un aller-retour
dans la cavité. On suppose maintenant que le champ incident est monochromatique :

EM(t) = En g1 lpnort (4.53)

de telle sorte que le champ réfléchi s’écrit :

gOUt(t) - g(i)ne*mphottef'y —1+ (62’Y _ 1) Z e~ 2ot Tphot 1 2phot 50 (4.54)
n>1

Pour expliciter cette expression, il faut maintenant déterminer ’expression du retard 6t5" .
Celui-ci est directement relié au déphasage Ay, pris par la lumiere qui fait n aller retours
entre les deux miroirs :

App = Qpnot 0t (4.55)
Ce déphasage A, se calcule a I'aide des outils du second chapitre. En particulier, on écrit
le retard 6t5" en fonction d’une amplitude ¢] [n] via la relation :

. dik
QPhOt(st% (t) _/(27'(')4

> ek ket (4.56)

y=+,X
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On prend I'axe du Fabry-Perot dans la direction 2°. On note A, (resp. B,) les points de
passage de la lumiere apres p aller retours dans la cavité au niveau du miroir d’entrée (resp.
miroir de sortie). Ces points sont représentés sur le diagramme d’espace-temps de la figure
(4.5). On les parametre en prenant comme origine des temps le point Ay correspondant au
temps de la premiere réflexion du faisceau incident :

TA, = (QPCTphOtv 07 07 O)
zg, = ((2p—1)cTphot,0,0, cTphot) (4.57)
En introduisant les temps de phase qui se déduisent de (4.57) :
na, = 2pTphot
B, = 2PTphot — Tphot(l + cosO) (4.58)

I'amplitude ¢][n] s’écrit alors :

n

¢Z[n] = Z (¢Z {Ap—pr] + ¢Z [BPAP])

p=1
$phot e§3[f<] —i —i
G1[Ap-1B,] = it S (i ) (4.59)
$phot e§3[12] —i —i
B = i T (e — o)

On obtient finalement a I’aide de ’expression des temps de phase (4.58) :

1 N T . 1 —cosf . 1+ cosf
Hln] = §Qphot7phot e33[K] {ew photsine (WTphot 2> + sinc <uﬂ' phot2>:|

l1—cos 1 — 6721774&}7}’}10t
2

« e—iUJTphot '
1— e*2lephot

(4.60)
Cette amplitude a la méme forme que celle associée a un seul bras d’un interférometre de
Michelson (premiere ligne) avec en plus un terme d’interférence (deuxiéme ligne) rendant
compte de l'effet de coopération des multiples aller-retours des photons dans la cavité.

Le calcul du retard se déduit ensuite de I’expression (4.56). De fagon générale, 'expression
du retard en fonction de n est compliquée et le calcul ne peut étre fait que numériquement.
Dans la suite, on se place dans 'approximation des grandes longueurs d’onde pour laquelle
I’expression (4.60) se simplifie.

B.2.2 Calcul dans Papproximation quadrupolaire

Dans ’approximation des grandes longueurs d’onde, Tppt est suffisamment petit pour que

les fréquences qui participent au spectre soient petites devant Tz—:t On peut donc développer
pho
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I’amplitude ¢Z [n] & T'ordre le plus bas en wTppet- Si on suppose en outre que nwTphot <K 1 pour
toutes les fréquences significatives du spectre gravitationnel, c¢’est-a-dire si I'approximation
des grandes longueurs d’onde s’applique aussi a I'interférometre déplié, le terme d’interférence

devient proportionnel a n :
1— 6—2inw7—phot

g " (4.61)
L’amplitude s’écrit alors dans cette limite :
d1n] — nQphotTphore3s K] (4.62)
Et on déduit finalement le retard :
It (t) — nTphothss(t) (4.63)

Celui-ci est simplement proportionnel au nombre n d’aller retour et on peut calculer exacte-
ment l'expression (4.51) du champ réfléchi. L’effet des OG est alors équivalent a remplacer
Tphot Par la quantité perturbée mhot (1 + %hgg(t)).

On obtient apres quelques calculs :

_ 6_7_2iﬂphot Tphot (1+%h33 (t))

£U (1) = £ (1) x 2imorohor (14 Fhss(0) L

4.64
1 _ 6_’7+2iﬂphot7—phot(1+%h33(t)) ( )

La fraction intervenant dans le terme de droite est de module unité, ce qui montre que
la cavité agit comme un déphaseur en réflexion. Cela provient simplement du fait qu’on a
supposé celle-ci sans perte avec un miroir de fond parfaitement réfléchissant de telle sorte que
toute 1’énergie qui entre dans la cavité doit intégralement en sortir apres un certain temps de
transit. On montre apres quelques calculs que le déphasage x(t) entre le faisceau réfléchi et
le faisceau incident s’écrit :

gout (t) _ gin (t)eix(t)

(4.65)

x(t) = —Arctan shry sin [2QpnotTphot (1 + 3h33(1))]
1 — chrycos [2Qph0t7—phot (1 + %h33(t))]

En I'absence de perturbation, la variation du déphasage x en fonction de la fréquence
Qphot du champ incident subit une forte variation au niveau des fréquences de résonances de
la cavité qui s’écrivent :

4.66
Tphot ( )

L’indice (0) signifie qu’il s’agit des fréquences de résonance de la cavité en I’absence de
perturbation. On voit sur 'expression (4.65) que l'effet des OG est formellement équivalent a
un changement de la longueur de la cavité, c’est-a-dire aussi de la fréquence €2pp,0¢. Autrement
dit Veffet des OG se manifeste directement sur la courbe (4.6) comme un déplacement du
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T Qphot Tphot
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“1.5

FiG. 4.6: Courbe représentant le déphasage entre le champ incident et le champ réfléchi par

la cavité en I'absence de perturbation en fonction de la fréquence €),;0¢. Au voisinage des

—T":t le déphasage subit une variation rapide. L’effet des OG se
pho

fréquences de résonances
réduit & un déplacement le long de cette courbe. On voit que les points de fonctionnement

les plus sensibles se situent au voisinage des fréquences de résonance.

point de fonctionnement. On voit alors que les points de fonctionnement les plus sensibles se
situent au voisinage des fréquences de résonance Q%o) , 1a ol la pente est maximale.

En développant le déphasage x(¢) & 'ordre un dans la perturbation, autour de sa valeur
non perturbée X(O), on obtient :

x®) = x9+dx(t)
shy 1+7
5X(t) Ch’}/i_l Qphot'rphothBS(t) = 1—r Qph0t7-photh33(t) (467>

On voit donc que le déphasage x(t) est proportionnel & un temps effectif d’interaction Teg
donné par le produit du temps 7pnot par la finesse F' :
_1+r 2

= ~ — 4.
1—r v (4.68)

Tef = F Tphot , F

La finesse représente I’augmentation de sensibilité due aux multiples passages de la lumiére
dans la cavité.

B.2.3 Bruit équivalent sur la fréquence de résonance

On peut aussi interpréter 'effet des OG comme un déplacement des fréquences de réso-
nances {2, (t), qui s’écrivent :

n(t) = 29 (1+ 3halt)) (4.69)

La fréquence de résonance n’est jamais parfaitement définie car la cavité possede des fluc-
tuations mécaniques de sa longueur et donc du temps de vol Tppet. On caractérise maintenant
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le bruit dii aux OG afin de le comparer a celui di aux vibrations mécaniques. Ce bruit se
mesure expérimentalement en faisant interférer le champ réfléchi par la cavité avec le champ
incident. En choisissant pour Q¢ une des fréquences de résonances QT(«LO) de facon a se placer
au voisinage d’un des points de fonctionnement vus plus haut, on obtient comme intensité

résultant de cette interférence :
I(t) = Ip(1 + sindx(t)) =~ Io(1 + dx(¢)) (4.70)

Le bruit d’intensité moyenné sur un temps 7" s’écrit alors grace a (4.67) :
o _ 24 2 2
ATI = IO ?(QphotTphot) ATh (471)

Ce bruit est & comparer au bruit mécanique sur la longueur de la cavité ainsi qu’aux bruits
de fréquence du laser. Ces deux bruits se condensent simplement en considérant le bruit sur
la quantité ® = QppotTphot- On a alors a cause de ces bruits techniques :
(ApT?)it = g%ATqﬁ (4.72)
Y

Comme on pouvait s’y attendre la comparaison entre les bruits technique et gravitationnel
fait intervenir la comparaison entre A7®2/®2 et Arh?. Dans la pratique, les meilleures cavi-
tés ont des bruits techniques beaucoup plus grands que la variance du bruit gravitationnel.
Autrement dit, méme pour les cavités les plus stables, le bruit gravitationnel est négligeable
devant les bruits techniques, tout comme le bruit optique dans HYPER était dominé par le
bruit de vibration mécanique des miroirs.

Cette conclusion n’est évidemment pas vraie pour les détecteurs d’OG tels que VIRGO
ou LIGO. Ceux-ci visent & détecter des événements tels que des collisions de trous noirs ou
d’étoiles a neutrons [11] et les fréquences correspondantes sont celles pour lesquelles les détec-
teurs sont optimisés (quelques Hz & quelques kHz). Dans cette bande passante de détection,
les signaux attendus sont plus grands que les bruits instrumentaux.

B.3 Autres détecteurs optiques d’OG
B.3.1 Mesure d’effets Doppler

Dans cette section, on s’intéresse a 'effet des OG sur la mesure d’un effet Doppler sur un
aller-retour d’une onde radio entre une station au sol et une sonde interplanétaire (« Doppler
Tracking » [150, 154]). Ces mesures d’effet Doppler ont été utilisées pour obtenir les seules
informations expérimentales dont on dispose aujourd’hui sur les OG aux fréquences ~ 107> —
1 Hz. La sensibilité de ces mesures aux OG est maximale pour des fréquences égales a I'inverse
du temps mis par le lien radio pour parcourir la distance de la Terre & la sonde (103 — 10*s
typiquement). Pour le moment, ces expériences ont été réalisées avec des sondes non dédiées a
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Satellite

Fia. 4.7: Géométrie correspondant a la mesure d’un effet Doppler sur le trajet aller-retour
d’un faisceau radio entre un observateur O et O’ sur Terre et une sonde interplanétaire S.

cette tache, comme par exemple Voyager 1 [161], Pioneer 10 et 11 [162], Ulysses [163], Galileo
et Mars Observer [164], Cassini [165].

Le principe de la méthode est la suivante. A Dinstant ¢ = 0, une onde radio est envoyée
depuis une station au sol O jusqu’a une sonde S a partir de laquelle elle est renvoyée de fagon
cohérente vers l'observateur sur Terre qui la regoit & l'instant ¢ (ce point d’espace-temps
est noté O'). A ce moment, 'observateur mesure la fréquence Q(t) et la compare a celle de
I’émission Qy. On détermine alors le décalage Doppler y(t) :

i) = O (4.73)

On calcule ce signal Doppler en utilisant les outils du second chapitre. On commence donc
par calculer le déphasage induit par les OG sur le trajet de la lumiere, et on dérive celui-ci
pour obtenir la variation de fréquence. La sonde ainsi que la Terre sont toutes les deux en
mouvement géodésique. L’observateur a sa position définie dans un systeme de coordonnées
lié a la Terre. Si la sonde possede une vitesse faible et en négligeant les effets liés a la rotation
de la Terre, on peut négliger les termes de bords et le déphasage s’écrit comme un déphasage
propagatif.

On parametre les points O, S et O’ de la fagon suivante (voir figure (4.7)), en prenant
pour origine des temps le moment ou I'onde radio revient au niveau de I’observateur :

zo = (—2¢Tphoet,0,0,0)
s = (= cTphot 0,0, cTphot) (4.74)
zor = (0,0,0,0)

Tphot €st le temps d’un aller entre I'observateur et la sonde, 27,101 étant le temps d’aller retour.
On rappelle que le déphasage Ag(t) sur un aller retour s’écrit de fagon générale comme (voir
équation (2.91)) :

d

4
8ot = [ 5 > e (4.75)
’y:
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On calcule I'amplitude gbg correspondant au trajet aller retour de ’'onde radio a I’aide de deux
équations du type (4.21) :

¢ = ¢,108] + ¢[SO’]

1 ; “Tphot . WTohot (1 — cos 6
= 3 Qphot Tphot €™ Pt €' 2 (I+cosf)gine pho ) )

.“Thhot O 1 9 .
4o (1ot g <wph t(2+ cos )ﬂ el k] (4.76)

La variation de fréquence induite par les OG est donnée par ’équation :

4
AQ(t) = dAd“;(t) _ / (§W§4;(—iw¢g)h7[k}e—iwt (4.77)

Autrement dit, dans 'espace de Fourier le bruit de fréquence est caractérisé non pas par ¢
comme c’est le cas pour le déphasage, mais par la quantité —iwqﬁz. On peut écrire :

_Z'WQZ)g = Qphotre [w] ) _Z'WQb]zj =0
-1 . 1 .
rolw] = LSZ — cos fe@Tphot(1+cos0) 1 Fcosf ;OS eemwphm (4.78)
On déduit la réponse du signal Doppler y(t) :
d4k + —iwt
o0) = [ gt el (e (479

Cette réponse a été étudiée en détail [150, 152, 154] pour les OG créées par une binaire.
Puisque la binaire a une direction l;gw fixe dans le ciel, ce cas correspond a étudier la réponse
a une OG de fréquence quelconque se propageant dans une direction fixe. Dans ce cas, on
peut remplacer les quantités h7[k] par :

9.0 1 4mdc?
R[] = 47m6% (k — kgy) 5(k?) R [w] (4.80)
Le signal Doppler s’écrit alors :
d .
y(t) = /2w rolw]htw)e ™ (4.81)
T

En définissant la fonction a 3 impulsions r¢(¢) (Doppler 3-pulse response function [150,
152, 154]) comme étant la transformée de Fourier inverse de ry[w], on obtient finalement :

y(t) = / ds ro(t — s)h* (s) (4.82)

h+(8) — /g‘: h+[w]efiws

ro(T) = cosh =1 6(1) = cos 8 (T — Tpnot (1 + cos 6)

1+ cosf
2 )

(T — 2Tphot)
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(Irolw]*)g

1.2
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WTphot

F1G. 4.8: Représentation de (|rg[w]|?); en fonction de wrphot. Cette fonction de réponse tend

vers zéro & fréquence nulle, puis tend vers la fonction 1 — £ cos(2wTphot)-

On retrouve ici la fonction discutée en détail dans [154] par exemple.

Maintenant on ne regarde plus une binaire, mais I’ensemble des sources qui créent le
spectre gravitationnel Sp[w]. On peut caractériser le bruit de fréquence par la variance
<y2(t)>T définie sur un temps de mesure T'=1/T" :

2
Oy = [ skru <3 (2) T ek

_ / ‘QL‘; Salw]Flw] (rolw]?); (4.83)

Le filtre F[w] coupe les fréquences inférieures & 1/T. A partir de I'expression (4.78) de rg[w],
on montre que :

3(x3 — 37 + 2sin(2z)) — (3 + 2?) cos(27)

(Irolw][*)g = o (4.84)

T = WTphot

On retrouve ici une fonction d’appareil Afw] = (|rglw]|?) similaire & I'équation (22) de [152].
On a représenté 1’allure de cette fonction sur la figure (4.8). En utilisant les modeles de spectre

de la section 3.C.2.2, on déduit la variance du bruit sur le signal Doppler :

<y§str0(t)>T ~ 10710 y T = 40jOUI‘S (485)

_ Q W
(Yeosmo(1)) 7 ~ 2 x 1072 (10514> (4.86)

On a pris 40 jours comme temps de mesure, ce qui est le maximum atteint actuellement avec
la sonde Cassini qui se trouve a Tppot ~ 5 X 103s.
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Pulsar

Fia. 4.9: Configuration d'une expérience de mesure de temps d’arrivée de signaux émis par

un pulsar distants d’une longueur c7ppor dans la direction 3.

La encore, ces bruits sont tres faibles devant ceux mesurés expérimentalement sur les
sondes [154]. Autrement dit, le bruit induit par les OG sur la lumiere effectuant un aller-
retour entre la Terre et une sonde interplanétaire est négligeable devant les sources de bruit
classiques affectant la vélocimétrie Doppler de la sonde.

B.3.2 Mesure de temps d’arrivée

Dans cette section, on donne une description tres rapide concernant le bruit ajouté par les
OG sur les temps d’arrivée de signaux électromagnétiques provenant de pulsars lointains (voir
[156] pour une revue détaillée). De trés nombreux papiers ont déja traité ce probleme [166,
167, 168]. On montre ici que les méthodes générales développées dans le second chapitre
permettent de retrouver le spectre des fluctuations des temps d’arrivée induites par les OG.

Contrairement au cas précédent, il n’y a pas d’aller retour de la lumiere, mais seulement
un aller simple entre le pulsar P et 'observateur O, comme représenté sur la figure (4.9). En
paramétrant ces points de la fagon suivante :

e = (7CTphOta 07 07 CTphOt)

zo = (0,0,0,0) (4.87)

on déduit expression de Pamplitude ¢ :

1

. 14cos 6
v IWTphot — o222+
oy = §Qphot7'phote phot 57 gine (

WTphot (1 + cos 6 .
phos 5 )> ely[K] (4.88)

La variance du bruit de phase se déduit alors de 1’équation :

(8 =3 [ 52 SilFlel 3 (6P (439)

'7:+7X
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On obtient :
5 [ dw [ Qonot >
(At =5 [ 5 () SulFlelBorm)
3 [T sin® @ .o (w(14cosB)\ 3 [ 2x — sin(2x)

ou on a défini la fonction B(x) intervenant dans la détermination du spectre de bruit des
temps d’arrivée de signaux [167]. Cette fonction est simplement reliée a notre fonction de
réponse d’appareil A[w] par la relation :

5 Qphot 2
A[w] =3 B(WTphot) (4.91)
3 w
Dans les expériences qui nous intéressent, la quantité mesurée est donnée par le résidu
R des temps d’arrivée c’est-a-dire la différence entre le temps d’arrivée observé et le temps
d’arrivée calculé [166]. On peut maintenant relier la variance sur les résidus R en fonction de
celle calculée précédemment sur la phase. On obtient ainsi [166] :

Q 2
ArR? = gTz / dw (Zﬁmt> Sh[w] F[w] B(wTphot )sinc? <WT) (4.92)

27 2
Le bruit induit par le fond astrophysique est négligeable devant les bruits techniques. Pour
le fond cosmologique, si on assimile tout le bruit technique a un bruit gravitationnel, on
obtient une contrainte sur la valeur du parametre €y, qui caractérise le fond relique pour
une fréquence de I'ordre de I'inverse du temps de parcours Tpnet [168] :

Qe S107% | w~1078 (4.93)

~

C’est cette donnée que nous avons utilisé pour discuter les contraintes sur le fond cosmologique
(section 2.A.3.3).



162 Chapitre 4. La décohérence gravitationnelle et la transition quantique/classique

C Les interférometres atomiques

Dans cette partie, on se concentre sur la possibilité d’utiliser des interférometres atomiques
pour rechercher la frontiere entre les objets quantiques et les objets classiques. Comme on
I’a déja signalé, ceux-ci offrent ’avantage considérable de permettre une augmentation de
I’énergie cinétique. Par contre, un facteur géométrique sin?(2a) grand et une grande énergie
cinétique sont deux conditions difficilement compatibles I'une avec 'autre.

Le second chapitre a montré que le temps de décohérence était bien plus grand que le temps
de mesure de n’importe quelle expérience d’interférométrie atomique. D’un autre coté, les
objets classiques tels que la Lune sont décohérés tres rapidement, et cette fois la décohérence
n’est pas observable car elle est trop rapide. Cependant, entre ces deux domaines se situe la
frontiere qui délimite le monde classique du monde quantique. La mise en évidence de cette
frontiere a ’aide d’un systeme « mésoscopique » constitue un enjeu majeur pour la théorie
de la mesure quantique.

Cette frontiere a déja été explorée dans des expériences d’électrodynamique quantique en
cavité dans lesquels on peut maitriser le couplage a ’environnement et étudier la chute de
contraste engendrée sur une expérience d’interférence [169]. Les fluctuations testées dans ces
expériences ne sont pas liées a I'environnement gravitationnel mais plutot a I’environnement
électromagnétique. Des expériences récentes telles que celles de Zeilinger [70] ont pour but
de tester les limites ultimes pour des interférences impliquant des objets de plus en plus
gros. La question de limites liées aux fluctuations intrinseques de I’espace-temps se pose alors
naturellement [170]. La décohérence gravitationnelle étudiée dans cette these fournit une
réponse de principe a cette question.

Elle fournit en particulier des nombres calculables deés que les parametres pertinents sont
connus. Il convient donc de discuter ces nombres expérience par expérience. Aprés avoir
passé en revue ces expériences (section C.1), on discute dans la section C.2 les possibilités
de s’approcher de la frontiere. On esquisse enfin dans C.3 les perspectives ouvertes par des
techniques expérimentales encore en développement.

C.1 Tour d’horizon des différents interférometres atomiques

L’interférométrie atomique s’est développée de facon trés rapide a partir du début des
années 90, et de nombreuses solutions expérimentales existent a I’heure d’aujourd’hui. Nous en
donnerons quelques unes qui nous paraissent les plus prometteuses concernant la décohérence
gravitationnelle, mais nous laissons le soin au lecteur de se référer aux ouvrages de référence
pour plus de détails [171].

Les parties précédentes ont montré que le parametre pertinent était I’énergie cinétique
via le terme AK. Il est alors commode pour la comparaison de classer les interférometres
atomiques selon la valeur de I’énergie cinétique transférée aux ondes de matieres au niveau
des miroirs et séparatrices. Pour préparer la discussion des ordres de grandeur, il est également
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important de présenter les autres parametres pertinents, en particulier 'angle de séparation.

Premieérement, le transfert d’énergie cinétique peut se faire par échange d’impulsion avec
des photons & travers un processus Raman comme dans le cas du projet HYPER [172]. Dans
celui-ci, ce transfert de quantité de mouvement vaut 2AK, avec un vecteur d’onde K dans le
domaine microonde. Exprimé en terme d’énergie, ce transfert d’impulsion correspond a une
différence d’énergie cinétique de I'ordre de 2 x 10~% eV entre les deux chemins qui interferent.
On peut aussi envisager un interférometre de Ramsey-Bordé [173] dans lequel des photons
optiques sont absorbés et émis, permettant des transferts d’énergie dans le domaine des
énergies optiques.

Ce transfert d’énergie peut étre augmentée par un processus multiphotonique dans lequel
on communique a 'atome jusqu’a 140 impulsions de photons [174]. Méme avec ce procédé,
I’énergie transférée reste cependant encore faible et les angles de séparation limités. Pour
obtenir des angles de séparation plus importants, on peut exploiter la force dipolaire entre
Patome et le champ [111]. Par exemple, dans I'expérience [175], I'interaction entre le dipole
atomique et le champ créé par des lasers hors résonance a permis de réaliser un angle de
séparation de 7 degrés.

On peut aussi améliorer la situation en utilisant une interaction avec un champ magné-
tique. Le couplage qui intervient est alors un couplage en /]’é ol [ est le moment magnétique
de I'atome. Cette interaction a permis de réaliser des séparatrices [172], des miroirs [176] et
des guides d’onde de matiere [177] au dessus d’une surface (atom chip). On peut ainsi réa-
liser un interférometre [178] dans lequel I'angle de séparation est grand (jusqu’a 20 degrés).
L’énergie du piege magnétique maintenant les atomes au dessus de la surface permet de faire
circuler des atomes ayant des énergies cinétiques de 1'ordre de 1077 eV. Avec cette technique
de guidage magnétique, on peut aussi faire circuler des objets beaucoup plus gros que des
atomes, comme par exemple des condensats de Bose-Einstein.

Les méthodes précédentes utilisent des atomes lents. Par exemple le guidage magnétique
ne convient que jusqu’a des vitesses de 'ordre de 10m/s [179]. Or, comme on le voit sur
Pexpression (4.94), la vitesse intervient a la puissance troisieme pour une taille donnée de
Iinterférometre et constitue donc un parametre important. Il faut donc considérer également
le cas des interférometres a atomes rapides pour lesquels les énergies cinétiques sont plus im-
portantes. La premiere solution consiste & utiliser ’interaction avec la lumiére pour construire
un interférometre de Ramsey-Bordé avec des atomes thermiques [180]. Les angles de sépara-
tion dans une telle expérience sont de I'ordre de 20 urad pour une vitesse de 700 m.s~!.

Des potentiels dipolaires de 'ordre de 1 — 100 meV [181] permettent également d’obtenir
des transferts d’impulsion plus grands qu’avec un couplage Raman [182]. Par exemple, il a été
prouvé expérimentalement qu’il était possible de transférer 422K d’impulsion dans le domaine
optique & 'aide d’un réseau magnéto-optique sur des atomes d’Hélium supersoniques [183]
(voir aussi [184]).

Notons aussi que l'interaction entre un dipole atomique et un réseau optique permet d’ac-
célérer linéairement un atome ou une molécule jusqu’a des vitesses de 'ordre de 10 km.s~* [185],
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ce qui correspond a une énergie de l'ordre de 15eV. De telles énergies demandent de concevoir
des séparatrices et des miroirs différents de ceux vus précédemment. Une piste prometteuse
concerne la diffraction d’atomes excités par un réseau de fentes nanométriques qui permet
d’atteindre des angles de I'ordre de 60 degrés. L’interaction de Van Der Waals entre des
atomes excités et le bord des fentes est alors responsable d’un transfert d’énergie de l'ordre
de 'eV correspondant & la désexcitation de I’atome au passage de la fente [186].

Enfin, la derniére technique de séparation de faisceaux que je présente consiste en la
réalisation de réseaux de fentes matérielles de diffraction. De nombreux interférometres de
ce type ont déja été réalisées, par exemple un interférometre de Mach-Zehnder [187] avec
des molécules de Nas supersoniques. D’autre part, afin d’améliorer le comportement de ces
interférometres au fur et & mesure que la masse augmente, ’équipe de Zeilinger a construit
un interférometre de Talbot Von Laue avec des fentes matérielles [70]. Cette équipe possede
le record en ce qui concerne I'observation d’interférence avec des objets lourds et chauds. En
particulier, des interférences ont été observées avec une molécule de fluorofullerene CgoF4s
(voir figure (4.10)). L’énergie cinétique en jeu est de 'ordre de 100 meV.

Pour tous les interférometres atomiques discutés jusqu’a présent, la décohérence gravita-
tionnelle reste un effet négligeable, comme le montrent les discussions de la section suivante.
En effet, 'expérience la plus susceptible d’étre sensible a la décohérence gravitationnelle, a
savoir I’expérience de I’équipe de Zeilinger, ne permet que d’atteindre une variance de ’ordre
de 1078a2, avec ar < 1 et si on fait 'hypothese haute Sy ~ 10734 Hz 71,

C.2 Discussions sur le seuil de décohérence

On montre dans cette partie que les techniques simples de séparation d’un faisceaux
atomique, basées sur la diffusion de photon ou la diffraction par un réseau de fentes matérielles
ne permettent pas d’atteindre le seuil de décohérence gravitationnelle, du moins avec les
technologies actuelles.

Comme on peut le voir sur ’équation (4.4), le challenge pour atteindre le seuil de déco-
hérence avec des interférometres atomique consiste & atteindre a la fois un angle a grand et
une énergie cinétique importante. De facon plus précise, si on suppose qu’on dispose d’un
appareil de taille D (pour une expérience de laboratoire, cette distance est typiquement de
Pordre de 1m), la variance (4.4) caractérisant la décohérence s’écrit :

m2.v3
A ~ Ziti;t Dsin%(2a) S, (4.94)
Autrement dit, les trois parametres importants qui influent sur la décohérence sont la masse,
la vitesse et l'angle d’ouverture. Ces trois parametres sont en fait dépendants les uns des
autres puisqu’une grande vitesse par exemple implique souvent un faible angle d’ouverture
2a. On discute ces relations dans la suite en envisageant différentes solution pour séparer les
faisceaux atomiques.
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CyaH30N4 CeoFag

Fia. 4.10: Interférometre de Talbot Von Lau. Des interférences quantiques ont été observées
avec les molécules représentées, le record en énergie cinétique étant obtenu avec une molécule
de fluorofullerene CgoFys.
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Il est nécessaire de disposer d’une grande valeur de I’énergie cinétique pour atteindre un
effet significatif de décohérence. De ce point de vue, les techniques de déviation de faisceaux
atomiques présentées plus haut ne sont pas suffisamment efficaces aujourd’hui. Supposons

par exemple que la séparatrice soit jouée par un processus d’échange d’impulsions N x hK =
hQ hot
N p

C
(4.94) que la variance s’écrit :

avec N photons de fréquence €),},o;. Dans ce cas, on montre a partir de I'expression

D a
A@Z ~ Do — S NQU—Ct (4.95)

On définit mppet = % comme étant le temps que mettrait un photon a parcourir I'interféro-
metre s’il était tout optique. L’expression précédente peut alors se comparer a une variance
optique de la fagon suivante :

Vat
A@it ~ A(tof)hot X NQ% ) A@%hot - Q1?)h01:7_ph0t5h (496>

Autrement dit, utiliser des atomes défléchis par des photons n’est avantageux par rapport a
la solution tout optique ayant la méme taille D qu’a la condition que :

N2% S O % (4.97)
Si on prend N ~ 100 comme limite actuelle au transfert de quantité de mouvement, la vitesse
correspondante vaut approximativement 30 km.s~!. Cette vitesse étant grande, on voit que
pour étre compétitif il faudrait gagner un ordre de grandeur sur le nombre N de photons
absorbés au niveau des séparatrices afin de réduire cette vitesse a quelques centaines de metres
par seconde, vitesse actuellement disponible dans les interférometres a atomes chauds.

Explorons maintenant les solutions basées sur la diffraction par des réseaux matériels.
On suppose donc qu’on a un réseau de fentes de largeur a, séparées d’une distance d. Si
on regarde 'ordre p de la diffraction, 'angle de déviation provenant de la diffraction s’écrit
comme 2q ~ p MTB ol Agp est la longueur d’onde de De Broglie :

h
AdB = (4.98)
MUat
On peut alors écrire la variance (4.94) de la fagon suivante :
v tD
AgG ~ " = Sh (4.99)

La distance d est au minimum égale a la largeur a des fentes et celle-ci est en gros limitée

au nanometre (voir aussi la discussion de la partie IV de [188]). Avec ces chiffres, on voit

qu’atteindre le seuil de décohérence nécessite d’avoir un produit p?va.D ~ 10%m?s~!. Ceci

n’est pas envisageable avec les techniques utilisées aujourd’hui.
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C.3 Quelques perspectives

Les discussions des sections C.1 et C.2 montre que la décohérence gravitationnelle reste
négligeable pour tous les interférometres atomiques étudiés aujourd’hui.

Pour donner une idée du challenge, on considéere un interférometre de taille D ~ 1m
et d’angle d’ouverture de 90 degrés (cas idéal). Avec ces chiffres, le seuil de décohérence
est atteint avec un jet moléculaire de vitesse ~ 3km.s™! et une masse au moins égale a
6 x 10722 kg. Ce chiffre est obtenu & partir de 'expression (4.94) et nous avons supposé que
le fond atteignait S, ~ 10734 Hz~! sur toute la bande de fréquences impliquée. Cette masse
correspond a approximativement 3000 atomes de carbones et pourrait étre obtenue a ’aide
d’une structure de type fulleréne a 5 cinq couches [189] (voir figure (4.11)). Elle dépasse tres
largement le record actuel de I’équipe de Zeilinger, un peu plus de 100 atomes de carbone.
De plus, ce jet correspond a une énergie cinétique de 4keV et dépasse clairement 1’énergie de

guidage de toutes les solutions envisagées plus haut.

_N’V'\/\N

Fia. 4.11: Expérience de pensée dans laquelle un jet moléculaire de 4keV interfere apres
des fentes d’Young. En réglant la vitesse du jet moléculaire, on peut en principe se situer
en dessous ou au dessus du seuil de décohérence gravitationnelle et ainsi faire apparaitre ou
disparaitre les interférences.

Atteindre ces chiffres avec les techniques actuelles de 'interférométrie atomique semble
donc hors de portée, a moins d’une innovation majeure dans le domaine. Les méthodes utilisées
pour réaliser des aires importantes, des temps d’exposition longs et des énergies cinétiques
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élevées sont en effet peu compatibles entre elles. Enfin, le valeur S, ~ 10734 Hz ™! pour le
spectre des OG a la fréquence associée a U'interférometre (c’est-a-dire I'inverse du temps mis
pour construire l'interférogramme) est largement surestimée pour ces expériences.

Enfin, on donne pour finir une idée proposée par Ch.J. Bordé (voir [102]) et qui pourrait
permettre de réaliser des interférometres de grandes aires. Le principe repose sur 1'utilisation
de faisceau atomique pour réaliser les séparatrice et les miroirs, au lieu d’utiliser des faisceaux
lasers. S’il est possible de réaliser une telle séparatrice, on pourrait réaliser un grand transfert
d’impulsion égale a 'impulsion de 'onde de matiere servant de séparatrice. Si ’on prend des
atomes de méme impulsion que ceux servant aux interférences, on obtiendrait alors des angles
de séparations de /2.



CHAPITRE 5

Conclusion et perspectives

E travail de cette these a porté sur I'étude de l'effet des Ondes Gravitationnelles (OG)
sur des systemes physiques simples, en particulier les interférometres atomiques. La
détection directe de ces OG constitue un des plus beaux challenges de la physique

actuelle. Cette observation ouvrira une nouvelle fenétre astrophysique, en particulier sur les
systemes de haute énergie ol les champs gravitationnels sont importants.

Dans cette these, on a montré que la présence de ce bain d’OG peut aussi se manifester a
travers un effet de décohérence. Cet effet de décohérence est universel dans le sens ou il agit sur
tous les systemes physiques puisque les OG sont couplées a toute forme d’énergie. En étudiant
des exemples modeles explicites, on a démontré que la décohérence gravitationnelle était
négligeable pour des systemes microscopiques tels que des atomes ou des photons circulant
dans des interférometres, mais devenait trés important et méme dominant pour des objets
macroscopiques comme par exemple le mouvement de la Lune.

La remarque précédente nous invite a penser que les OG définissent un environnement
naturel délimitant une frontiere entre le monde classique et le monde quantique. La recherche
de cette frontiere est menée de maniere active pour la réalisation de dispositifs quantiques de
transmission, ou méme de transformation, de I'information. Pour des objets microscopiques, la
décohérence électromagnétique domine largement la décohérence gravitationnelle. Par contre,
plus on augmente la taille du systeme, plus celui-ci voit son comportement classique controlé
par la gravitation.

Qu’il s’agisse du domaine microscopique ou du domaine macroscopique, ’effet de décohé-
rence est malheureusement non observable, car il est trop long dans un des cas et trop court
dans lautre cas. Cette remarque nous a conduit a rechercher des objets « mésoscopiques »
pour lesquels l'effet de décohérence pourraient étre observable, révélant ainsi la présence
sous jacente des OG. En prenant comme systéme modele les interférometres atomiques, on
a montré que le seuil de décohérence était encore loin d’étre accessible expérimentalement.
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La difficulté est de réaliser des interférometres avec des molécules d’énergies cinétiques tres
grandes tout en ayant une aire importante.

Pour construire un instrument qui soit sensible a la décohérence gravitationnelle, il parait
naturel d’envisager 'utilisation d’objets macroscopiques ayant des propriétés de cohérence
quantique. Dans ce but, I'utilisation des condensats de Bose Einstein parait une solution
prometteuse. On renvoie a [190] pour un article de revue sur les propriétés de cohérence des
condensats et des diverses expériences d’interférométrie qui ont été réalisées a 1’aide de ces
condensats.

L’intérét des condensats réside dans le fait que sous certaines conditions, on pourrait faire
en sorte que la masse m intervenant dans la formule (4.94) soit celle du condensat et non
pas celle d’'un atome. Cette condition de rigidité dépend de la nature des interactions entre
atomes dans le condensat. En tout état de cause, cela augmenterait considérablement 1’effet
de décohérence par un facteur de 'ordre de N2, si N est le nombre d’atomes contribuant de
fagon cohérente, idéalement le nombre d’atomes dans le condensat. Cette idée n’est pour le
moment qu’une perspective. Des travaux complémentaires sont nécessaires avant de pouvoir
en évaluer la faisabilité.

D’autre part, le développement rapide de propositions théoriques destinées a réaliser des
superpositions macroscopiques d’objets [191, 192, 193] laisse envisager des perspectives in-
téressantes concernant la décohérence que peut induire les OG sur de telles superpositions.
Une expérience modele mettant en évidence cette décohérence pourrait par exemple faire in-
tervenir une superposition de deux miroirs, dont on mesure la cohérence grace & un montage
de type Michelson [191, 192]. Le mouvement d’un de ces miroirs par rapport a l'autre, par
exemple en 'attachant a un cantilever, pourrait donner suffisamment de différence d’énergie
cinétique pour mettre en évidence un phénomene de décohérence gravitationnelle. Un calcul
détaillée doit étre effectué afin de donner une estimation fiable de 'effet et ainsi déterminer
ce qu’il est possible de réaliser expérimentalement.

Ces questions s’inscrivent dans un renouveau des études consacrées aux effets de Relativité
Générale sur des expériences de mécaniques quantiques, comme en témoigne les prospectives
de 'ESA par exemple [194]. Le développement rapide des performances des expériences faisant
intervenir des objets quantiques permet d’atteindre des sensibilités suffisantes pour détecter
des effets de RG comme par exemple des effets de gravitomagnétisme. Il ne fait pas de
doute que ce domaine devrait connaitre de nouveaux progres stimulés par le développement
de linterférométrie atomique aussi bien que par les premieres détections, prochainement
attendues, des OG par les grands interférometres.



Annexe

A Rappels de Relativité Générale

On donne dans cet appendice les éléments de la Relativité Générale (RG) qui sont utiles
pour la compréhension générale des concepts sous-jacents a la détection des ondes gravita-
tionnelles. On présente ici une approche volontairement simple pour introduire les notions
comme la métrique ou la courbure. Une approche plus formelle et plus générale peut étre
trouvée dans des livres [22, 60, 43, 71] et des articles de revue [15].

A.1 Le principe d’équivalence

La relativité générale est fondée sur le principe d’équivalence qui postule que, localement,
les effets de gravitation peuvent étre absorbés dans un changement de référentiel. Ce principe
se décline selon plusieurs versions. Une version couramment utilisée s’énonce ainsi :

PRINCIPE D’EQUIVALENCE : En tout point M d’un champ de gravité et a tout instant t, il
existe des référentiels en chute libre au sein desquels les lois de la nature sont localement les
mémes que celles observées dans un référentiel Galiléen en l’absence de gravitation.

Ce principe ne s’applique que localement, c’est-a-dire dans un voisinage du point M. Il
peut étre compris simplement par analogie & la géométrie non Euclidienne dans laquelle toute
surface est localement Euclidienne. Imaginons une surface a 2 dimensions, par exemple une
sphere, que l'on parameétre par un systéme de coordonnées (x,y), par exemple longitude et
latitude d’un point M de la surface. Dans le voisinage de tout point M de cette surface, il
existe un systeme de coordonnées localement Euclidien (&, &), tel que la distance ds entre
le point M et un point M’ voisin vérifie :

ds* = d&2 + dg; (A-1)

Cette relation peut aussi s’écrire de facon commode en introduisant les coordonnées & =
£ et &2 = &y ainsi qu’une matrice 7,3 appelé métrique :

1 0
ds? = denapde” , mag= | ) = (A-2
3 3 R 01 )
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Les indices a et § prennent les valeurs 1 ou 2 et on utilise la convention de sommation sur
les indices répétés. La distance peut se réécrire en fonction de dz et dy définis sur la carte
plus générale (x,y) :

2
4s? — <58€x de + %&”dy> + (%&’dwr 5ydy) = daz®gapda’
Y xT

& \>  [06,\?

911 = Gz = <a£l’) + <a€;>
_ 08 9 | 0%y 0%y
92 = Jay = <81‘ oy + dxr Oy

e, 9, \ >
922 = Gyy = (é) + <;;j> (A—?))

L’objet fondamental de cette géométrie est la métrique g,s qui permet de calculer la dis-

avec

tance entre deux points voisins; elle est symétrique par construction et est appelée métrique
pour le systéme de coordonnées (z,y). La RG est tout a fait analogue & une géométrie non Eu-
clidienne dans I’espace-temps. Les référentiels de la RG contiennent, en plus des coordonnées
spatiales, une coordonnée temporelle qui permet de dater des événements.

Un référentiel inertiel (ou encore en chute libre) est analogue a un systeme de coordonnées
Euclidien. Dans un tel référentiel, la distance ds? s’écrit par analogie avec (A-1) et (A-2) dans
un référentiel en chute libre (€0 = ct, &1 =&, 62 =¢,,8 =¢,) :

ds? = Adt* —de&E — d¢ — de? = (d¢¥)? — (dgh)? — (d€?)? — (d¢?)?
= dg“n,wdg” (A-4)

ou 7, est la métrique de Minkowski :

1 0 0 0
0 -1 0 0

v = A5
00 0 -1

Les indices grecs p et v prennent les valeurs de 0 a 3.
L’expression de la distance peut étre donnée dans un systeme de coordonnées quelconque
{2} en utilisant les lois de transformation suivantes :

%38
"o 2P -
d¢t = o S dz (A-6)
On obtient :
ds* = da’gp,da’ (A-7)
oEr og”

Jpor = 83:/’8:0‘777“”
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Cette expression nous dit comment se transforme la métrique (A-5) dans un changement de
coordonnées.

A.2 Le tenseur métrique en RG

Dans le cas général d’'un espace-temps courbe, la métrique ne peut pas se réduire a une
métrique Euclidienne de facon globale (ce point sera rediscuté dans la suite). Toutefois la
géométrie Riemanienne suppose qu’il existe encore une distance invariante ds? dont I’expres-
sion est donnée par (A-7) dans un systeme de coordonnée {z*}. Le fait que ds? soit invariant
dans un changement de coordonnées {x#} — {z/#} se traduit par une loi de transformation
de la métrique qui généralise (A-8) :

, oxP 0z’

Gur = Qi 907 (4-9)

La fonction g, (x), ot « représente le point courant dans I’espace-temps, suffit maintenant a
caractériser la géométrie de cet espace-temps.

Avant de poursuivre, donnons quelques définitions et notations. Un objet invariant dans
les changements de coordonnées, ds? par exemple, est un scalaire. Les objets A* qui se
transforment comme les variations dz* sont appelées composantes contravariantes d’un 4-
vecteur A : Bl

/
A'F = %A” (A-10)

Les objets A,, = g, A se transforment alors selon :

o ox”

w= g (A-11)

Ces objets A, sont appelés coordonnées covariantes du 4-vecteur A. On voit maintenant que
les composantes g, se transforment comme les composantes covariantes d’'un objet a deux
indices, appelé tenseur. On définit aussi 'objet g"” dont la représentation matricielle est
I'inverse de g, :

9"“gov = (1d)u = 0,

v

(A-12)

Ces composantes g"” se transforment comme les composantes contravariantes d’un tenseur
d’ordre deux.

A.3 Dérivées covariantes et contravariantes

En général, la dérivée ordinaire d,A” d'un vecteur A” ne se comporte pas comme un
tenseur. En effet, on déduit de la partie précédente les lois de transformations suivantes :

axa 02 x/u
_ p p
ox'* dxr ° + oz’ OxPOx°

(A-13)

0 o [ox" 0x° Ox'"
/A/l/ — Alu _ Ap _
O (9:1:”’( ) ox'H < oxP >
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La présence du second terme fait que d,A” n’est pas un tenseur. On peut néanmoins définir
un tenseur qui joue en général le méme role que la dérivée ordinaire dans le cas inertiel.

Pour cela, on introduit la notion de dérivée covariante d’un objet contravariant de la facon
générale suivante :

D, A" = 0,A" +T%, A (A-14)

ou F/’:)\ est un objet a définir qu’on appelle symbole de Christoffel. Ce n’est visiblement pas
un tenseur car J,A” n’en est pas un et on cherche a ce que D, A” en soit un. En imposant

que la dérivée covariante se transforme bien comme un tenseur :

DA — oz dx°
o

- Oz 8x/uD"AP (A-15)

on montre que le symbole de Christoffel I} ; doit nécessairement se transformer selon :

oz 9x™ 9z° 9z 93P
I 14 -
Ui = oxP Lo ox'* 9x'v + OxP Ox'mox'v (A-16)

Si cette équation ne comprenait que le premier terme, Ffw seraient les composantes d’un
tenseur et leur nullité dans un référentiel impliquerait leur nullité dans tous les autres réfé-
rentiels. Cette équation montre aussi que la partie anti-symétrique de Ff\w sur ses indices du
bas se transforme, elle, comme un tenseur. Le choix de la prendre nulle dans un systeme de
coordonnées revient donc a la prendre nulle quelque soit le systeme de coordonnées. C’est le
choix de la géométrie Riemannienne (voir [84, chap. 85] pour plus de détails) :

=1 (A-17)

De la méme fagon, on définit la dérivée covariante d’un vecteur covariant :

g o
D}LAI/ = 8,uAV - Ff\wA)\ B D;LA;, - 665/1/ %Do’Ap (A—18)

Les dérivées covariantes se réduisent aux dérivées ordinaires dans un référentiel inertiel.
D’autre part, elles ont comme propriétés la linéarité et la regle de Leibnitz pour la dérivée
d’un produit :

Do(AuBy) = (DaAu)By, + Au(DaBy) (A-19)

Contrairement aux dérivées ordinaires, elles ne commutent pas en général (voir la prochaine
section). La dérivée covariante d'un tenseur s’écrit :

— P AA A A
Do Ay, = 0a A}, + Ty Ap — TauAux — 5, Aun (A-20)
La dérivée covariante d’un scalaire f s’écrit comme sa dérivée ordinaire :

Dof £ Ouf (A-21)
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Une propriété essentielle de la RG est que la dérivée covariante de la métrique est nulle.
Ceci résulte du fait que D, A" et D, A, sont des tenseurs liés par la relation habituelle :

D,A” = ¢”"D,A, (A-22)
Ceci implique que :
Dagu =0 (A-23)

Cette propriété ainsi que I’expression explicite (A-20) de la dérivée covariante permet de relier
le symbole de Christoffel aux composantes g,,, de la métrique (voir [84, chap. 86] pour plus
de détails) :

1
qu - §g>\p (apgl/cr + 8ogup - 61/9;)0) (A—24)

Par la suite, nous aurons aussi besoin de quantités I', ,, telles que :
Lppo = gullps = e = 9" Tipo (A-25)

Une autre propriété essentielle est que, pour toute métrique, on peut toujours annuler
les symboles de Christoffel en un point par un simple changement de coordonnées (voir [84,
chap. 85]). Ceci signifie qu’on peut choisir une carte localement inertielle dans le voisinage d’un
point M quelconque. On reconnait la une trace dans le formalisme du principe d’équivalence
discuté plus haut. Toutefois, cette carte n’est généralement que localement inertielle, ce qui
signifie que les symboles de Christoffel ne peuvent rester nuls quand on s’éloigne du point M
des que ’espace possede une courbure non nulle.

A.4 Le tenseur de courbure

A partir de la métrique et de ses dérivées premieres et secondes, on construit le tenseur
de courbure de Riemann :
A — A A A A
R =01, — o1, + T, 15, — )T (A-26)

vk vt kn Rt v
On définit de fagon équivalente la forme de ce tenseur avec tous ses indices covariants :
Rupo = 9uaRpo = 3 (Oudypos — 0oy — oyt + DuBotig)
905 (T = TooTh,)  (A-27)
Cette deuxieme forme permet d’écrire les propriétés de symétrie du tenseur de courbure :

R,u,z/po = Rpa,uu = _Ry,upcr = _R,uuap (A'28)

Les courbures de Riemann se transforment comme des tenseurs dans un changement de
coordonnées. La nullité de ces courbures est donc un fait physique indépendant du choix du
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systeme de coordonnées. C’est en fait la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir annuler
les symboles de Christoffel par une transformation globale du systeme de coordonnées et pas
seulement de facon locale comme on I'a fait dans la section précédente. Discutons quelques
unes des propriétés importantes du tenseur de Riemann.

Tout d’abord, le tenseur de courbure décrit le caractére non commutatif des dérivées
covariantes. Précisément, si on applique deux fois la dérivation covariante sur un vecteur,
la différence entre les résultats obtenus pour des ordres différents est proportionnelle a la

courbure :
[Dg,Do]A* = Dg (DaA*) — Dy (DgA*) = R’f/aﬁA” (A-29)

Ensuite, le tenseur de courbure permet d’écrire I’équation d’Einstein qui décrit la dyna-
mique du champ gravitationnel ou de I’espace-temps. Pour écrire cette équation, il faut définir
d’abord le tenseur de Ricci R, par contraction du tenseur de Riemann :

R 2 Ry, (A-30)

puis le scalaire de Ricci R par la trace de ce tenseur a travers une nouvelle contraction :
R =2 g"™R,, (A-31)

On peut alors écrire ’équation d’Einstein :

1 8rG
R,uz/ - *g,uuR = _?

5 T (A-32)

Dans cette équation, le tenseur d’énergie-impulsion 7}, joue le role d’une source pour la
déformation de ’espace-temps, comme le courant de charges dans les équations de Maxwell.
Loin des sources, T}, s’annule ainsi que le tenseur de Ricci mais le tenseur de Riemann peut
néanmoins étre non nul, ce qui correspond a la propagation d’ondes gravitationnelles.
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B Rappels sur les équations du mouvement relativiste

Dans cet appendice, on donne les équations du mouvement pour des particules ou des
champs se propageant dans un espace courbe. On commence par établir I’équation géodé-
sique qui décrit la propagation libre et dont on donne une dérivation géométrique pour des
particules tests matérielles puis une dérivation obtenue a partir des équations d’onde dans
I'approximation eikonale. On termine cet appendice par I’étude de la déviation géodésique
qui rend compte de l'effet de la gravitation sur la séparation relative entre deux objets voisins
en chute libre (en mouvement géodésique).

B.1 Equation géodésique

Dans un référentiel inertiel, I’équation du mouvement d’une particule est donnée par son
expression en relativité restreinte, c’est-a-dire :

du*

=0 (B-1)

T est le temps propre et u* le vecteur vitesse :

_ dat

ds* = c2dr? ) ut = e (B-2)

Cette équation peut se réécrire dans un référentiel quelconque {z#*} :

dut

? + F’[foupug =0 (B—S)
I'» sont les symboles de Christoffel introduits ci-dessus. Ils s’annulent dans un référentiel
inertiel et on retrouve la loi (B-1) habituelle du mouvement inertiel.

Dans un référentiel quelconque par contre, ces symboles ne sont pas nuls et ils s’inter-
pretent donc comme des accélérations. L’équation géodésique (B-3) s’écrit aussi de fagon plus
condensée : Dyt b

u AN
Dr ’ Dr A (B-4)
Cette équation s’interprete alors comme une équation de « transport parallele » du vecteur
vitesse le long de la trajectoire. Comme on va le voir dans la partie suivante, on peut retrouver

cette équation a partir des équations d’onde dans I'approximation eikonale.

B.2 Approximation eikonale des équations d’onde

On considere dans cette partie un champ lumineux ou une onde de matiere, que ’on décrit
comme une onde scalaire. Lorsque 1’on néglige les effets de polarisation, la description de la
propagation de cette onde se fait de fagon simple en étudiant I’équation de Klein Gordon.
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La fonction d’onde v (z) du champ considéré, au point x d’espace-temps, vérifie alors une
équation d’onde covariante [72, 67] :

m2c?

Oet(z) + ?7#(55) =0

O, = D,D" = ¢"’D,D, = g (a#a,, - rﬁuaA) (B-5)

D, est la dérivée covariante et F;)V le symbole de Christoffel ; m la masse du champ qui se
propage (m = 0 pour un champ lumineux). Cette équation est valable dans I'hypothese de
couplage minimal des équations d’onde [71] dans laquelle on remplace simplement les dérivées
ordinaires par des dérivées covariantes.

En général, il n’existe pas de solution pour la fonction d’onde telle que 'amplitude de 1 (z)
soit constante. Cependant, il existe des solutions localement planes pour lesquelles I’'amplitude
est une fonction lentement variable par rapport a la phase de la fonction d’onde [195]; c’est
I’approximation eikonale dans laquelle on écrit :

() = o(w)e ) (B-6)

o(x) et p(z) sont des fonctions réelles. En négligeant les variations relatives de 'amplitude

t t des foncti delles. En négli t 1 jati latives de I’amplitud
(termes de la forme %), I’équation de Klein-Gordon (B-5) se réduit a 'approximation
eikonale :

o, 0 - m2c2
zg”uﬂ Dpe + ZQW”ZOwO Dy + DD, + 2 9" DDy (B-7)

2

Les parties réelles et imaginaires fournissent deux équations. La premiere régit la propagation
de la phase a l'ordre le plus bas :

m2c?

9" (2)up(@)0pp(x) = —5 (B-8)

On remarque que D, ¢ = 0, car la dérivée covariante d'un scalaire est sa dérivée ordinaire.
La deuxieme équation régit la variation de I’amplitude g :

DHahg
4 Yo

Dans un premier temps, on réécrit I’équation de Hamilton-Jacobi (B-8) (voir [117, chap.

0, = —%D“@ugo (B-9)

1]) en définissant un vecteur d’onde pour le champ :
Kyu(z) = Dup(x) = Oup(x) (B-10)

Partout ou la phase est différentiable, ’équation de Hamilton-Jacobi s’écrit alors comme une
relation de dispersion modifiée par la présence d’une perturbation métrique :

m?c?

h2

g (2) K () Ky () = (B-11)
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Pour obtenir I'équation géodésique, on dérive cette expression dans une direction quel-
conque :
D, (" K, K,) = 0 (B-12)

En utilisant la relation (A-23) et le fait que D,K, = D,K, car K, est le gradient d'un
scalaire, on déduit que :
K'D,K,=0 (B-13)

On peut maintenant introduire la notion du paquet d’onde semi-classique et définir la
vitesse de groupe u, et I'impulsion P, du paquet d’onde en fonction du vecteur d’onde K,
de la fagon suivante :

Pt m _dzt

— Ju J
= —u ut = —
dr

Pl — hK! K"
= nh )

(B-14)
z* représente la position du centre du paquet d’onde et 7 son temps propre. Grice aux
relations ci-dessus, on montre que (B-13) conduit & ’équation géodésique :

Du,

=0 B-15
Dr ( )

u'Dyu, =0 =

Autrement dit, le centre d’'un paquet d’onde se comporte comme une particule test.
L’approximation eikonale, encore appelé approximation géodésique a cause de la relation
précédente, est voisine de I'approximation WKBJ en mécanique quantique, ou encore de
I'approximation de l'optique géométrique. Pour en discuter les conditions de validité, on
introduit le vecteur d’onde k* décrivant la propagation des OG, a distinguer du vecteur d’onde
K* associé au champ test. L’approximation eikonale est alors valable lorsque la métrique
varie lentement, c’est-a-dire lorsque k* < K*. Pour la lumiere en particulier, cela signifie
w < ot w est la fréquence des OG et Q celle des photons (€2 ~ 10'5 Hz pour les fréquences
optiques). Pour les ondes de matiere, la validité de I’approximation eikonale revient a négliger
I’énergie hw des OG devant 1’énergie au repos et I’énergie cinétique des atomes, autrement

dit w < ”;,’; (pour des atomes lents de césium, comme ceux envisagés pour le projet HYPER

. 7 T . 2
d’interférométrie atomique, on a Gz ~ 107 Hz).

B.3 Equation de la déviation géodésique

Les deux parties précédentes s’attachaient a décrire I’équation géodésique qui décrit la
propagation libre d’une particule test ou d’une onde dans un espace courbe. La partie qui
suit permet de décrire ce qui se passe lorsqu’il y a deux particules tests en mouvement
géodésique. Ceci va fournir une nouvelle interprétation de la courbure de Riemann.

Considérons deux géodésiques x#(7) et x#(7) + dx*(7) obéissant toutes les deux a ’équa-
tion (B-3). La différence dx#(7) entre ces deux trajectoires obéit & I’équation suivante :

d2exH
dr2

o doab
dr

= —8pfgﬁ5xpuau5 - QI‘gﬁu (B-16)
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Cette équation se réécrit de facon condensée en faisant apparaitre le tenseur de Riemann et
une dérivée covariante :

Di7'2 = R/\Vupdm“uuup (B—l?)

Cette équation de déviation géodésique est valable pour des distances dx* petites devant
I’échelle caractéristique de variation du champ gravitationnel. Lorsque 1’on se place dans un
référentiel comobile avec la premiere trajectoire, on a u* = 6”9, et I'équation de déviation
géodésique sélectionne les composantes Rg,0, du tenseur de Riemann :

D26zt
D72

= *RY  ox” (B-18)

Cette équation constitue le fondement du principe de la détection des OG par des détecteurs
inertiels, c’est-a-dire constitué d’éléments en chute libre les uns par rapport aux autres. Elle
montre que la distance entre deux géodésiques est modulée par la présence d’une courbure
gravitationnelle variable comme celle créée par une OG.

Interprétée de fagon Newtonienne, I’équation (B-18) correspond & une force d’inertie ef-
fective 2R’y o02". On appelle cette force « force de marée » car elle dépend de la position
relative dz¥. D’autre part, son effet est analogue aux forces de marées gravitationnelles ha-
bituelles puisque dans un plan transverse au vecteur d’onde de I’OG, une contraction dans
une direction s’accompagne d’une dilatation dans la direction perpendiculaire. Ces arguments
sont repris sous une forme un peu différente dans la partie A.2 du second chapitre ou sont
discutés les détecteurs interférométriques d’ondes gravitationnelles.
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C Rappels sur les Ondes Gravitationnelles

De maniere analogue a 1’électromagnétisme, les équations d’Einstein admettent des solu-
tions radiatives libres qu’on appelle Ondes Gravitationnelles (OG). Ces solutions prennent
une forme relativement simple dans le cas ou les champs gravitationnels sont faibles, ce qui
correspond en particulier a tous les phénomenes observables dans notre environnement. Ces
solutions possedent dans ce cas limite un certain nombre d’analogies avec 1’électromagnétisme.
On renvoie le lecteur aux livres de références pour plus de détails [60, 22].

C.1 Eléments de théorie linéarisée de la RG

Lorsque 'on s’intéresse a la description de phénomenes de gravitation en champs faibles,
on peut linéariser la théorie de la relativité générale. Dans cette approximation, la métrique
g Nest que faiblement différente de la métrique de Minkowski 77, et se décompose sous la
forme :

Guv = Muw + Iy , |huw| < 1 (C-1)

ou hy, est appelée perturbation métrique. Dans ces conditions, on choisit de manipuler les
indices en utilisant la métrique de Minkowski 7,,,. Avec cette convention, on a la relation
suivante entre les composantes covariantes et contravariantes de la métrique (& ’ordre le plus
bas en hy,) :

g = v — p 7 W = P b, (C-2)

Les symboles de Christoffel s’écrivent alors en utilisant (A-25) :
1
Ly = 5 (Ouhpy + Ophpy — Ophyu) (C-3)
et le tenseur de Riemann linéarisé en utilisant (A-27) :
1
Rypor = 0L p e — 0L p s = 3 (0p0shyr — 00y hys — 0,05 hpy + 0,00 h ) (C-4)

En utilisant cette expression et I’équation d’Einstein (A-32) sans les sources, on montre
que la perturbation métrique vérifie ’équation de propagation suivante :

Ol — 0x0uhiy — O\Oyh), + 9, 0yhy = 0 (C-5)
ou [ est maintenant le d’Alembertien ordinaire :
0 = 7"8,0, (C-6)

L’équation (C-5) n’admet pas de solution unique, exactement comme dans le cas des
équations de Maxwell dans le vide pour le potentiel et le champ électromagnétique. Afin de
résoudre explicitement I’équation de propagation (C-5), il faut donc se fixer une jauge, comme
on le fait en électromagnétisme.
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Cette liberté de jauge s’identifie en RG a la liberté dans le choix du systéme de coordon-
nées. Ceci se constate en remarquant que si hy,, est solution de (C-5), alors hj,,, obtenue &
partir de h,,, par un changement de coordonnées infinitésimal, est aussi solution. Considérons

en effet un changement de coordonnées au premier ordre en e* :
't =t + e (x) (C-7)
On obtient alors (au premier ordre, avec £, du méme ordre que hy,) :
W (@) = hyw () — Ouen () — Opeu() (C-8)

On voit explicitement que ce changement de coordonnées n’affecte pas la courbure de Riemann
(C-4) (toujours au premier ordre en ), en analogie avec I'invariance de jauge électromagné-
tique de F},, :

R;U/pO' (.%') = R,uupcr (33) (C—9>

Autrement dit, la courbure de Riemann est invariante par changement de jauge. En fait, cette
propriété peut aussi se démontrer directement & partir du fait que la courbure de Riemann
est un tenseur linéaire en hy, dont la loi de transformation se réduit & (C-9) a la limite des
champs faibles et des transformations infinitésimales.

En tout état de cause, une conséquence immédiate de (C-9) est que, si hy, est solution de
(C-5), hy,, est aussi une solution puisqu'il conduit aux mémes courbures. Ainsi, les change-
ments de coordonnées infinitésimaux se comportent bien comme des transformations de jauge
de la RG. Et les courbures se comportent dans ce contexte comme les quantités invariantes
de jauge.

Quand on étudie la propagation des ondes gravitationnelles, il tres commode de travailler
dans la jauge TT (Transverse Traceless en anglais, c¢’est-a-dire Transverse de Trace nulle) qui
se construit en deux étapes. Premierement on considere des coordonnées harmoniques pour
lesquelles :

1
¢TIy, =0 = Ouht, = = 0, h" (C-10)

2 I
Si hy, ne vérifie pas cette condition, il suffit de faire le changement de coordonnées (C-7) tel
que :
1
Oe, = ouht, — 3 ok, (C-11)

On voit que hj,, obéit alors a la condition (C-10). Pour simplifier les notations, on oublie le
prime et on appelle hy, la perturbation qui vérifie les équations (C-5) et (C-10) :
1
Dh/ﬂ/ =0 R auh'uy — 5 81/]7/'[; =0 (C_12)
C’est une équation de propagation similaire a celle obtenue pour le potentiel A* en électro-

magnétisme lorsqu’on se place dans la jauge de Lorentz. Cette équation implique notamment
que les solutions se propagent a la vitesse de la lumiere.
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La condition des coordonnées harmoniques n’est pas encore completement spécifiée. 11
reste une liberté liée a des transformations de jauge supplémentaires g, vérifiant I’équation
de propagation homogene [le, = 0. On peut montrer que cette liberté supplémentaire permet
de fixer uniquement h,,, avec les conditions de la jauge TT :

huo =0 ) 0"hyy =0 , Rt =0 (C-13)
Dans cette jauge, seules les composantes spatiales de la perturbation métrique sont non nulles
et elles sont transverses (8ihij = 0). Pour ces raisons, cette jauge est analogue a la jauge de
Coulomb de 1’électromagnétisme dans laquelle A? = 0 et 9;A° = 0. Remarquons que Iécriture
d’une perturbation métrique en jauge TT n’est valable que pour des champs propagatifs qui
vérifient I’équation (C-5); en particulier, on ne peut pas la construire pour des champs liés a
une source.

On va voir dans la prochaine section que les composantes TT de hy, sont directement
reliées aux courbures et peuvent donc étre considérées comme des caractéristiques physiques
des OG, du moins a la limite linéarisée de la RG.

C.2 Solutions en ondes planes - polarisations

Les solutions de ’équation de propagation peuvent se décomposer en ondes planes, par
analogie avec les solutions libres des équations de Maxwell. Considérons pour commencer une
onde plane de fréquence w se propageant dans la direction z. Alors les conditions de jauge
TT (C-13) impliquent que les seules composantes non nulles de hy,, sont :

Paw = ~hyy = Re (Ae@0D) 0 hyy = hyy = Re (Axe™@(72))  (C14)

Les amplitudes A4 et Ay représentent deux modes indépendants de polarisation. On peut

2 s . . . . . . X
réécrire la solution en faisant intervenir des tenseurs de polarisation ej{, :

0 0 0 0
(2 0 o 5 0

hyw = Re(A e“’l,e_“"(t_z) , e, = T (C-15)
' y=+,X ( R ) ! 0 5><’Y _5+’Y 0
0 O 0 0

Il y a deux polarisations possibles pour les OG, comme pour ’électromagnétisme, mais cette
polarisation est maintenant caractérisée par un tenseur de rang 2.

De fagon générale, une OG plane de fréquence w se propageant le long d’un vecteur d’onde
k quelconque s’écrit :

hij(t,x) = Z A,ye;yje_i(m_k'x) (C-16)
Y
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On connait le module de k et on écrit la direction k de propagation en fonction des angles
d’Euler (0, ) :

sin 6 cos
- k
k| = d , k=-— = sinfsiny (C-17)
¢ K|
cosf

De méme qu’en électromagnétisme, on peut choisir de décomposer les OG sur la base

des polarisations linéaires ou circulaires. Les polarisations linéaires sont une généralisation de
o

(C-15) dans laquelle les tenseurs de polarisations e;; [K] avec vy = +, x s’écrivent :

ou m, n sont les vecteurs de polarisation linéaire de 1’électromagnétisme. Ce sont deux vec-
teurs unitaires orthogonaux & k telles que (1, n, k) forme un triedre direct. On peut par

exemple les écrire [157] :

cos f cos ¢ sin
n= | cosfsinyp , m=| —cosy (C-19)
—sind 0

On peut aussi décomposer les OG sur les polarisations circulaires e;’j [k] avec cette fois

v = #£1. Celles-ci s’expriment simplement comme le produit des vecteurs de polarisations
circulaires e] k] de l’électromagnétisme, avec les relations suivantes :

. el [klel[k]\ "
o) = (%”) (= 1) (20

Le facteur de normalisation 1/ V/2 est choisi pour des raisons de commodité. Les polarisations
v

circulaires électromagnétiques e/ [k| s’écrivent :

—cosfcosp +iysing
e'k]=—-n+iym=| —cosfsingp —iycosy (C-21)
sin 0

Les conditions de réalités des champs impliquent les relations suivantes sur les polarisations

circulaires e7[K] :

(e} k)" = e 7[K] = &][-K (C-22)

Enfin, dans le cas étudié plus haut de propagation selon z (axe %), on peut définir les

composantes suivantes de la métrique dans le plan (z!, 22) :

hi1 —h
hy = hia et hy = % (C-23)
1 hi1 — hao 1 hi1 — hoo
hii1=—|hjg — —= t h1=—1[h _ C-24
+1 7 < 12 % ) e 1 NG ( 12 + 9 > ( )
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Dans la jauge TT, la perturbation métrique est directement reliée au tenseur de courbure
de Riemann :

2623;2() = hijlw] = — 2 Foioj [w] (C-25)

Roio; (t) =
La perturbation métrique dans cette jauge étant directement proportionnelle a la courbure de
Riemann, elle peut donc étre considérée comme une caractérisation physique des OG puisque
la courbure est une quantité invariante de jauge. Dans un systeme de coordonnées quelconque,
la perturbation métrique s’obtient comme sa valeur dans une jauge TT plus des termes de
jauge de la forme (C-8) (pour une discussion plus détaillée, voir [22, Box 35.1]).

C.3 Fonctions de corrélation d’un fond d’OG

Pour caractériser un fond stochastique d’OG, il est commode de décomposer la métrique
sur les modes de Fourier de polarisations circulaires :

4 .
h”(-T) = /é;lhij[k]e_m“zu

hijlk] = > (GW) R [k] (C-26)

y=%1
On a les conditions de réalité suivantes pour le champs h7[k] :
(R7[K])" = R7[—K] (C-27)

Les OG se propagent a la vitesse de la lumiere et sont transverses par rapport au vecteur
d’onde :
=k -k =0 , k:o:% . Ky =0 (C-28)
Nous ferons ici I’hypothese que le fond d’OG est stationnaire et non polarisé, de sorte
qu’on peut le caractériser par la seule densité spectrale des fluctuations Chp[k| définie de la
fagon suivante :

<m[k]m’ [k’]> — (2m)4077 64 (k + k') Chn[K] (C-29)

Il sera commode aussi de considérer la fonction de corrélation temporelle en un point donné,
le centre du détecteur en x = 0 par exemple. La corrélation entre deux composantes de la
métrique s’écrit alors :

4 470
@)= /((21771;1(2:34 (hijlk] P [K']) e~

4 ~
= /%C}Lh[k]gz‘jkl[k] (C-30)
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oll on définit la quantité Q;; k] de la facon suivante :

Oull] 2 Y eflKle] [Kle][-Kle] [-K (C-31)
y==%1

= (Ifllﬁ’lk + fllﬁk)(l’hjﬁ’ll + fljfll) — (fllﬁlk — Ii’lzflk)(fljﬁ’ll — Ii'ljfll)

Pour un fond isotrope, la fonction de corrélation Chp[k] ne dépend pas de la direction du
vecteur d’onde de telle sorte qu’on a :

(hij(t)hi1(0)) = i / (21% (/ ;17‘::’2 Chh[k]) et (C-32)

dk .
Sijkl = EQijkl (k] (C-33)

Afin de calculer explicitement les intégrations angulaires, on définit la quantité Q;;[k]| telle
que :

Qij [k] £ ﬁlzﬁlj + ﬁZﬁJ = 5ij — kzk] (C—34>
On montre que les termes de polarisations se récrivent alors sous la forme :

Qijni[k] = Qix[k]Qjuk] + Qulk]Qjx[k] — Qi;[k] Qui[K] (C-35)

En remarquant que :

dk - -~ 1

[ ks = g 8, (C-36)
dk -~~~ 1
1 Kilklks = o (00 + dirdju + adjn) (C-37)

on déduit I'expression explicite de d;;; :

4

15 6z’j5kl (0—38)

dk )
Oijkl = Egijkl[k] =z (Oirdj1 + 6adjn) —

On remarque que les fonctions de corrélations des différentes polarisations sur chaque
hi1—hgs  hi1—hss
2 2

plan : hio, hi3, hog pour les polarisations linéaires X, h”gh?’?’ pour les
polarisations linéaires + ainsi que les polarisations h+q sur chaque plan, sont égales puisque
l'on a :
01111 + 02222 — 201122

4

01212 = 01313 = 02323 =

_ 01111 + 03333 — 201133
4

02222 + 03333 — 202233
B 4

2
== (C-39)
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On peut donc définir un spectre Sp[w] unique pour h représentant n’importe laquelle des
composantes désignées ci-dessous :

hi1 — haa hit —hzz hoa —hsz 1 L ih — ha2
2 2 2 T a\" 2 :

1 h h33 1 h h33
LN RRTE S B c0

Ce spectre est la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de 'une quelconque

h = h12, h13, ho3,

de ces composantes, par exemple :

(s (h13(0)) = / & Silule (C-a1)

Sh|w] est une fonction réelle et paire afin d’assurer les conditions de réalité. Elle a la dimension
de l'inverse d’une fréquence, c’est-a-dire aussi la dimension d’un temps.

On étudie dans cette these le couplage des OG a des systeémes qui ne sont pas isotropes.
Pour cette raison, on devra utiliser la caractérisation plus générale Cj,[k]. En identifiant (C-
32) et (C-41), on voit que ces deux quantités sont reliées, pour chaque composante h précisée
plus haut, par :

Cunlk] = 107r2c25(k2)5*:£“’] (C-42)
5(k?) = ﬁ(é(w—c|k|)+5(w+c|k|)) (C-43)

C.4 Fonctions de corrélation pour un fond d’OG anisotrope

On donne dans ce qui suit une généralisation des fonctions de corrélation au cas d’un fond
anisotrope. On décompose la métrique dans les ondes planes de fréquence w et de vecteur
d’onde k telle que w? = ?k? :

dw dk (e
hij(e) = 30 [ S0 e Ko, ke (C-44)
’Y:Jr:X

ou h'|w, R] représente 'amplitude, dans la polarisation «, de I’onde plane de vecteur d’onde
k*. On a alors les conditions de réalités suivantes :

(W |w,K])* = hY[-w, K] (C-45)

Un fond général d’OG anisotrope est caractérisé par la décomposition de I'amplitude
hY|w, k] dans les harmoniques sphériques avec les conditions de réalité associées :

Ww k] = Zh w]Yim [k
(W lw])” = (—1)mh7,,m[—w] (C-46)
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Comme précédemment, il est commode de considérer la fonction de corrélation de la pertur-
bation métrique h;;(t) en un point donné, par exemple le centre x = 0 du repere, en fonction

du temps. Dans ce cas on a la décomposition suivante :
dw v it [ dk v -
bt = [ 5230 3 nlele™ [ e Vil (C-41)

Pour un fond non polarisée, la fonction de corrélation la plus générale peut ensuite s’écrire

sous la forme suivante, en développant dans les harmoniques sphériques :

(W [w, K))*hY [, K]) = 87707 §(w — w')62 (k — k') Y~ Sy m[w]Vim[K]

l,m
Stmlw] = (=18 —m[-w] = (=1)"5,-m[w] (C-48)
On en déduit la fonction de corrélation pour b} [w] :
dk S
el = [ oY, K
4ar ’

(17 [ W 1) = 2067 80 = ) 3 Syl [ TVpalYnl VG ] (€19

En utilisant deux relations de fermeture et les équations (C-47), (C-49), on déduit les
fonctions de corrélation de deux composantes h;j(t) et hy(0) de la métrique :

(g Ohua0)) = [ 525 Spalele™ [ X QuulliY, (C-50)

Cette équation généralise (C-41) au cas non isotrope et pour n’importe quel composante h;;
et hy; de la métrique. Dans le cas isotrope, on retrouve les mémes résultats avec :

Splw] = %So,o[w] (C-51)
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D Relativité Générale et réponse linéaire

Cette partie a pour but d’écrire un propagateur pour les équations d’Einstein linéarisées
et d’en déduire, via le théoreme fluctuation-dissipation, le spectre de bruit ainsi que la tempé-
rature de bruit associée a un fond d’ondes gravitationnelles. Cela est fait en analogie avec le
traitement habituel des fluctuations du champ électromagnétique [196]. Cette partie s’inspire
fortement de I'article [57].

D.1 Propagateur du graviton

De fagon commode, on peut réécrire les équations d’Einstein sous les formes équivalentes :

8rG 8rG
npypURpU = _7T,u11 ) Rw/ = _CTnuupana (D'l)

1
Nuvpe = ) (77,up77ua + NpoMvp — 77m/77po) (D-2)

On se place dans 'espace des impulsions (lorsque 'on ne précise pas, les quantités seront
dans la suite a considérer dans cette représentation) et on évalue toutes les quantités dans
I’approximation linéaire en h,, . Le tenseur de Riemann linéarisé s’écrit :

1
Rk = —§(kzuk:phl,g[k] + kukohyuplk) — kvkohuo k) — k:uk:gh,,p[k:])
1
= _i(k,unu)\ - k'l/n,u)\)(kpna'r - kain)hAT[k] (D—3)

Dans l’espace des impulsions, les transformations de jauge, qui sont aussi les changements de
coordonnées infinitésimaux x# — a* + dz#, s’écrivent :

hyr — hyr + 0hy, , Ohy, = i/-c)\(SxT[k] + ik‘T(S{L‘)\[/{] (D—4)
En se placant dans la jauge des coordonnées harmoniques pour laquelle :
2k by, = kbt (D-5)
I’équation linéarisée d’Einstein s’écrit :

K = —2RM = HPTT (D-6)

167G
P

Cette équation peut se lire comme une équation de réponse de la perturbation métrique
h*¥, dans la jauge des coordonnées harmoniques, a la source T),,. La jauge TT étant un
sous-ensemble de la jauge des coordonnées harmoniques, le propagateur que 'on calcule est
aussi valable pour la jauge TT. En adoptant la prescription de Feynman, on en déduit le
propagateur du graviton xpuvpes comme étant :

1 327G
h/“/ = Xhuvhpo §TPU ’ Xhuvhpo = c3

. Nuvpo
51—1>r(1)1+ k2 —ie (D_7)
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D.2 Densité spectrale

Nous utilisons maintenant les relations générales existant entre la fonction de réponse et
les fonctions de corrélation. Ces fonctions de corrélation pour deux champs f et g sont définies

comme suit :

Crg(z) = (f(2)9(0)) — (f(z)) (9(0))
rple) = CoEECuon) ) Cnle) = Carlon D
Ces dernieres relations s’écrivent aussi :
1

hopg(x) = (f(x) - 9(0)) = (f(2)) (9(0)) , REsy(x) = 5 {[f(2),9(0)]) (D-9)

ou le produit symétrisé est défini par :

f-9= %(ngrgf) (D-10)

Le commutateur s, des champs est aussi appelé densité spectrale du champ gravitationnel;
en effet, les fonctions de réponse avancées X?cj" et retardées X;F; se décomposent comme
la somme d’une partie dispersive et d'une partie dissipative reliée a £y, par les équations

suivantes :

Xy k) = Xpglk] +ipglk] XG5 K] = Xypglk] — i€pg[K] (D-11)
Les fonctions X ¢, [k] et {f4[k] sont respectivement des fonctions paire et impaire de & de telle
sorte que X;‘fgl" [k] = X, [-k]. Comme d’habitude, la fonction de réponse de Feynman x s, k]
s’écrit comme la réponse retardée pour les fréquences positives et la réponse avancée pour les

fréquences négatives :

Xfg = 0(ko) x5 [K] + 0(=ko)xFg" [] = X g k] + i€ (ko) q[K] (D-12)

Les fonctions 0(x) et e(z) représentent respectivement la fonction Heaviside et la fonction
Signe.
En utilisant la relation :

lim .
e—0+T T 1€

1
= 7377; Fimd(x) (D-13)

on déduit la densité spectrale &, p,, grace a (D-7) :

32m2@G

é.hp.uhpo' = 073 6(k0)6(k2)77uupa
1672G
= 3 E(ko)é(kQ) (nupnuo + NpoNvp — 77;w77pg) (D—14)

Le terme en 6(k?) indique que les fluctuations gravitationnelles sont sur la couche de masse,
donc se propagent & la vitesse de la lumiere : la dissipation se fait par absorption/émission
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d’OG. Une expression invariante de jauge de la densité spectrale (D-14) peut étre construite
a partir du commutateur de la courbure de Riemann R,,,;. En utilisant I’équation (D-3), on

montre que :

167G 5
gR#upaRulV/plal [k] = 3 6(]{30)5(]{3 ) (Ruuu’u’RpJp’a’ + R,ul/p’o"RpUu’V’ - RuupJRu’y’p’o")
1 T
R,ul/pg[k] = _i(k/ﬂ?l»\ - kunu)\)(kpnof - kon,m')n)\ [k] (D'15)

De fagon équivalente, on peut écrire la densité spectrale pour les composantes TT de la
perturbation métrique qui correspondent directement aux Rg;o; de la courbure de Riemann.
Dans I’espace de Fourier, on a les relations suivantes :

1 1 k2
Roiojlk] = —ikgh,-j k], Roioj[k] = §(k§5z‘j — kikj) = ?OQU k] (D-16)

Ces relations permettent de calculer les densités spectrales suivantes :

vele .
éROinROkOZ = 3 E(ko)é(k2)kégijkl[k] (D-17)

1672G

Ehishi €(ko)8 (k) QijnilK] (D-18)

Cette derniere expression donne la densité spectrale caractérisant le commutateur des champs
dans la jauge TT.

D.3 Fonctions de corrélation des fluctuations

Le spectre de bruit peut se calculer dans le cas d’un équilibre thermique en utilisant le
théoreme fluctuation-dissipation. Celui-ci relie la densité spectrale (c’est-a-dire la dissipation
ou encore le commutateur des champs) aux fluctuations (c’est-a-dire 'anticommutateur des
champs). Dans le domaine des fréquences, un champ qui serait & 1’équilibre thermique a la
température Ty, vérifierait :

0,6 =2 (3 + nll] ) (kg (D-19)

nlko] est le nombre de graviton par mode a la fréquence w = c|kg|. Ce nombre serait donné
pour un équilibre thermique par la formule de Planck :

nllko] = ——— (D-20)

erBTew — 1

c’est-a-dire aussi :

) (; 4 n[k0]> — coth (%ngv) (D-21)
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On considérera toujours dans cette these le cas limite des hautes températures :
kTgw > hw (D-22)
c’est-a-dire le cas ou le nombre de gravitons par mode est beaucoup plus grand que 1 :

n ~ FpTgw

1 D-23
BV (D-23)

Autrement dit, on négligera les fluctuations quantiques de la gravité. Dans ces conditions,
I'anticommutateur hop,;p,, [k] sera directement relié au spectre de bruit classique Cyylk] par
la relation :

Chnlk]Qijkt = hon;ny (K] (D-24)
En utilisant Pexpression de n[ko] et I'expression (D-18) de la densité spectrale, on obtient
ainsi :
N hw
Chh[k] kal[k] = coth 2kBTgw E(k())héhijhkz [k]
167G [ 2kpTyw -
= T3 < ];Mg > e(ko)e(ko)6 (k) Qijni K] (D-25)

En utilisant la relation (C-42), on obtient finalement I’expression du spectre de bruit Sp,[w]
en fonction de la température Ty, :

16G

Silel =55

kT gw (D-26)

En fait, les fluctuations de la métrique ne sont certainement pas dans un état d’équi-
libre, comme le montrent les ordres de grandeurs discutés dans le chapitre 1.A. On pourra
néanmoins utiliser la relation (D-26) comme la définition d’une température effective de bruit
associée a I’environnement gravitationnel :

5 g W] (D-27)

kBTgw[W] = 16G h

Cette température n’est alors plus définie de fagon thermodynamique et, en particulier, elle
dépend de la fréquence w. La dépendance en fréquence de Tg,, est discutée de maniere détaillée
dans le chapitre 1.A.
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E Rappels sur la théorie de la fonctionnelle d’influence

La théorie de la fonctionnelle d’influence permet de calculer le processus de décohérence
dans un traitement Lagrangien de 'interaction entre le systeme et ’environnement. Cette
annexe redonne quelques résultats importants que l'on utilisera dans le corps du manuscrit
et permet de définir quelques notations. Il est principalement basé sur le cours [65] et la

référence [64].

E.1 Fonctionnelle d’influence de Feynman-Vernon

On considere un systeme S de coordonnées généralisées ¢ en interaction avec un environ-
nement £ de coordonnées généralisées x. L’action totale S s’écrit :
ty
S[va] = SS[Q] +S€[x] +SS/S[Q7:E] = ﬁ(Qt,(jt,.fUt,.fi?t,t)dt (E_l)
t;

Le systeme S n’étant pas isolé, ses propriétés doivent étre décrites a ’aide de sa matrice
densité ps, ou les chapeaux signifie qu’il s’agit d’un opérateur. A titre d’exemple, les cohé-
rences du systeme seront données par les termes non diagonaux de la matrice densité. Une
fois connue la matrice densité, on peut calculer n’importe quelle valeur moyenne d’observable
du systeme. Cette matrice densité s’obtient comme une trace sur les degrés de liberté de

Penvironnement :

ps(t) = Try, (pste(t)) (E-2)
Pste(ty) = Usyeltity)Psre(t)Usie(tivty) (E-3)

173+g (ti,ty) représente I'opérateur évolution de 'ensemble systeme + environnement S + €.
Les éléments de matrice de cet opérateur d’évolution se calculent comme une intégrale de
chemin [64] :

<Qf7xf‘ﬁs+8(tiatf) Qi7$i> = /D[Q(t%ﬂ?(t)]e"is[q“)’w(t” (E-4)
t.

qti) =q , x(t) =z i
{ qty) =q5  x(ty) = s 9

On somme donc sur tous les chemins ¢(t) du systéme et z(t) de 'environnement ayant comme
extrémités ¢; (respectivement ;) en t = ¢; et gy (respectivement xs) en t = ty pour le systeme
(respectivement l’environnement). A partir de cette expression, on déduit les éléments de
matrice de I'opérateur densité :

(ar. 25 | Psrelty) | df o) = /D[Q+(t)7Q—(t)]D[CL‘Jr(t),x—(t)]eé(s[“’“]S[q"x‘])

x (q; | ps+e(ti) | af) (E-6)
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ou on integre implicitement sur ¢;, ¢}, z; et 2} tels que :

{ a+(ti) =a

8
+
=
\_/
|

ZT;
ZT;

SuN S

/

q-(tr) =d; , a—(tf) =%

a(ty) =qr  x4(ty) =g
() =4¢ x_(t) et { " * (E-7)

On suppose maintenant qu’a 'instant initial ’environnement et le systeme sont décorrélés de
telle sorte que la matrice densité psig(t;) se factorise :

ps+e(ti) = ps(ti) @ pe(ti) (E-8)

Cette condition mérite d’étre discutée plus en profondeur [197], mais on se contente pour le
moment d’une description simple. On a alors d’apres (E-2) :

(ar | ps(ty) |l df) :/D[%(t)ﬂ(t)] iSslacl=Sst-D Flg, (1), g (0] (@] Bs(t:) | g})  (B-9)

La fonctionnelle F[qy,q_] est appelée fonctionnelle d’influence de Feynman-Vernon et elle
s’écrit :

Flas,q /D 2y (t )]eh(Sg+S/g[x+#1+] Sets/elz—.q-1) <g§l | pe(ti) |x;> (E-10)

On somme sur les états initiaux z; et 2} de I'environnement, ainsi que sur les états finaux x  tel
que x4 (tf) = x_(ty) = xy. Autrement dit, la trace sur les degrés de liberté de '’environnement
peut étre vu comme une somme sur des chemins fermés comme ceux représentés sur la figure
de droite de (6.1).

Finalement, I’expression (I-9) montre que les cohérences entre deux positions g et q} du
systeme S s’écrivent comme une double intégrale de chemins sur des chemins g4 (t) et ¢ (t)
arrivant respectivement en ¢ = £y en gy et q}, ou le poids de Feynman en (Ssla+]=Ssla-]) egt
pondéré par la fonctionnelle d’influence Flgy,¢—]. On montre que cette fonctionnelle est un
nombre complexe de module inférieur a I'unité.

Tryge (G[%]ﬁsﬁ[qf})

(¢ilPsla:)

0 q+(t)
s q i day

Fi1G. 6.1: A gauche : Représentation schématique de la double intégrale de chemin pour dé-

Ti(ty) = a_(ty) = x4

terminer les éléments de matrices de l'opérateur densité ps(t¢). Chaque couple de chemins
(q+(t),q—(t)) est affecté d’un facteur de perte de cohérence donné par la fonctionnelle d’in-
fluence Flq4(t),q—(t)] dont une représentation est illustrée sur la figure de droite. Pour son
calcul, il faut sommer sur des chemins fermés de I’environnement.
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L’interprétation habituelle des intégrales de chemins indique que la fonctionnelle d’in-
fluence rend compte physiquement de la perte de cohérence entre les chemins g4 (t) et g_(t)
due a l'interaction du systéeme avec I’environnement. Quand ce terme est petit devant 1, I'in-
terférence entre les chemins associés a tendance a s’annuler dans l'intégrale de chemin (E-9).
En fait, la fonctionnelle d’influence F[q4, g—] s’interpréte comme une réduction du contraste
entre les chemins (¢;+,q—) dans une expérience d’interférence a deux ondes dont chacune
suivrait 1'un des chemins.

E.2 Quelques propriétés générales
On commence par donner deux propriétés importantes qui nous serviront dans la suite :

1. L’échange des chemins est équivalent a une conjugaison complexe :
(F[quv Q*])* = F[q,, Q+} (E_ll)

2. Si 'environnement est formé par N parties qui n’interagissent pas et qui sont statisti-
quement indépendantes a l'instant initial, alors F se factorise en produit de facteurs :

Flat,q Hflc q+,4 (E-12)

Chaque facteur Fy[q4, ¢—] est la fonctionnelle d’influence de la k-ieme partie. Cette pro-
priété va nous servir lorsque ’on considérera le fond d’OG comme une collection d’os-
cillateurs harmoniques indépendants, plus précisément un ensemble continu de modes
de Fourier qui n’interagissent pas entre eux (dans le cadre de la limite linéarisée de la
Relativité Générale).

3. Quand on calcule la fonctionnelle d’influence d’un environnement qui n’est pas dans
un état pur, mais dans un mélange statistique d’états |¢,) avec la probabilité p, (les
bains thermiques sont dans cette situation), la fonctionnelle d’influence s’écrit comme
une somme sur cette distribution statistique :

Flar,q Zpa alsq (E-13)

Pour le moment, on n’a pas encore calculé d’expression pour cette fonctionnelle. Comme on
le verra plus tard, les fonctionnelles d’influence calculées en approximation gaussienne jouent
un role tres important et interviennent tres fréquemment dans les calculs de décohérence.

La forme d’une fonctionnelle d’influence gaussienne peut étre caractérisée de maniere
i

simple. Pour une fonctionnelle d’influence de la forme Flqy,q ] = e *®l4+:9-1 ot ® est au

plus quadratique dans les ¢+, on montre que :
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1. Si ®[g4+,q—] est homogene de degré un, on a alors nécessairement :

ty

Flsrq-] = oxp ( B(t)(q. (1) — q(t))dt) (E-14)

t;
B(t) est une fonction réelle et la fonctionnelle se réduit & un déphasage, c’est-a-dire un
changement de ’action du systeme.

2. Si ®[g4,q-] est homogene de degré deux, on a alors nécessairement :
Flawa] = e (= [ ar [ as(aet) = )AL 9016) - 4 (0.500-()))
Floa] = e (= [ a [ st - a-)An(t. (a1 ) - o)

<o (i [t [ dslan 0 - g A as () +a-(5D) (819

La fonctionnelle se décompose en une partie atténuation (contrdlé par la partie réelle
Ap de A) et une partie déphasage (controlé par la partie imaginaire Ay de A). Cette
forme de fonctionnelle permet donc de rendre compte d’'une perte de cohérence entre
deux chemins différents, alors qu’une fonctionnelle linéaire ne le permettait pas.

E.3 Fonctionnelles d’environnements classiques

Afin d’interpréter les résultats généraux de la partie suivante, on va donner la forme des
fonctionnelles d’influences de quelques environnement classiques.
On considere d’abord un systéme en interaction avec un potentiel extérieur tel que :

Ssje = — /tt'f Vq(t),t]dt (E-16)

1
La fonctionnelle d’influence s’écrit alors simplement comme :

i

Faval=ew (=5 [ Van®.1) - Via-(0.0)at) (B17)

On voit donc que les fonctionnelles d’influence linéaires (E-14) sont physiquement équivalentes
a des interactions avec des potentiels extérieurs linéaires en ¢(t), avec la correspondance

WV q(t),t] = =B(t)q(t).
On consideére maintenant que le potentiel extérieur Vg, t] est aléatoire et s’écrit :
Vg, t] = g(t)Ula(?)] (E-18)
On suppose connue la distribution de probabilité Plg(t)] de g(t). En utilisant la propriété de
mélange statistique (E-13), on déduit que :

Flara] = / Dly(OIPlg(t)] e

R

EIN

o 9O Wl (0)-Ula-(®)at (E-19)
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Dans le cas ou g(t) est un processus stochastique gaussien de moyenne nulle tel que :

gt) =0 g(t)g(s) = c(t,s) (E-20)

la fonctionnelle d’influence se calcule par intégration gaussienne :

1 ty ty
Flaval=exo (= [t [ as(lan (0] - Ulg-@)ete. )Vl (9] - V-0
' ' (E-21)
Si de plus le processus est stationnaire de telle sorte que :

c(t,s) =c(t—s)=c(s—1t) (E-22)

alors on peut réduire les intégrations sur le domaine causal ¢t; < s <t <ty :

tr t
Flarsa-l=ewp (~5 [t [ as(0lan 0] - Vig-(0D)elt - )0l (9] - Via- o)) )
Z Z (E-23)
On voit donc que si Ulg(t)] = Ag(t) (couplage linéaire), alors cette fonctionnelle d’influence
représente la partie en Ap de la forme générale (E-15), avec plus précisément h2Ag(t,s) =
M\2c(t — s). La partie en A, comme on le verra, est d’origine purement quantique.
Il faut remarquer qu’a partir de fonctionnelles d’influences élémentaires (E-17) qui ne
représente que des déphasages, on peut arriver par mélange statistique a un facteur d’atté-
nuation. De la méme fagon, un bruit classique sur le déphasage donne lieu a une chute de

contraste quand il est moyenné sur un temps de mesure.

E.4 Effets physiques des fonctionnelles d’influence

Pour étudier les effets physiques d’une fonctionnelle d’influence, et notamment ses effets
dissipatifs, on considére le cas simple ou le systéme est un oscillateur harmonique. Ses états
propres lorsqu’il est isolé sont donnés par les vecteurs |n) tels que :

Hsln) = hwaln) —,  {gln) = xa(9) (E-24)

En I’absence d’environnement, ces états sont des états stationnaires et il n’y a pas de tran-
sition entre eux. On cherche maintenant a calculer ce taux de transition en présence de
I’environnement.

Supposons qu’a U'instant initial 1’état s’écrive |n, ;) = |n)|z;) ou |z;) est I'état de 'envi-
ronnement a l'instant initial. L’amplitude de transition entre cet état a l'instant ¢; et I’état
|m,x¢) & l'instant final ¢; s’écrit :

A(ti tf)[zi, xf] = <m,a:f ‘ ﬁ5+g(ti,tf) ’n,xl> (E-25)
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avec la probabilité associée :

2

Pt ty)|wi,af] = ‘<m z ‘ Useltity) ) nx> (E-26)

Pour trouver le taux de transition entre |n) et |m), on somme les probabilités (E-26) sur tous
les états finaux |z ) de I'environnement. Si I’état initial de I'environnement est caractérisé non
pas par un état pur |x;) mais par une matrice densité pg(t;), on obtient comme probabilité
de transition :

P(mty|nt;) = /dxf <m Ty ‘ Uste(tisty)(In)(n| ® pe(t ))USJrg tisty) ’m mf> (E-27)

A Daide de relations de fermeture et de Iexpression (E-5), on trouve finalement que la pro-
babilité de transition se réécrit simplement en fonction de la fonctionnelle d’influence [64] :

P(mignt;) = /D[(H(t)aQ—( )Jer (Sslas(=Ssla- (D Flg, (t), ¢ (1)]
XX (@4 (1)) Xm (q—(E7)) X (@4 () X (g () (E-28)

En supposant une fonctionnelle d’influence gaussienne de la forme (E-15), on peut déve-
lopper la probabilité (E-28) a 'ordre le plus bas dans I’approximation de Born :

P(mtrnt;) = 0pnm + Tnm

- / "t / ds (g (1) — g (1)) (AL, $)a1 () — A*(t,5)q_(5)))s (E-29)

La valeur moyenne est a prendre sur le systéme en I’absence d’environnement. Cette valeur
moyenne fait intervenir des termes proportionnels a d,, , qui ne participent pas aux transitions
m <« n, ainsi que des termes qui sont responsables de transitions. Ceux-ci sont donnés pour
n # m par 'expression suivante [65] :

ty ty )
Tom =2 Re ( [l dseMm“—S)A@,s)) o ?
t; t;

dnm = <m ‘ q | n> ) Wnm = Wm — Wn (E—SO)

Pour un noyau A(t, s) = A(t — s) stationnaire et dans la limite ¢ —t; — oo, la probabilité
de transition par unité de temps I'y, ,,, entre les états n et m s’écrit :

Com = 2|Qnm’2 Re </ dt A(t)eiwnmt) (E-31)
0
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