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 ! �L��� ������ �� �0/ �f� = ����� 	�!� �
 ! �L��� ��� ������������ "� ���b�
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�� ���
�� �%��!��cQ  ��E��� "-����� � ���
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!� �� ~E − ıωµ0
~H = 0,

� ��� �
Ωe

!� �� ~H + ıωε0 ~E = 0,
� ��� �

Ωe

~E ∧ ~n|Γ = − ~Einc ∧ ~n, �)��!
Γ

= w " w ?

�L�E "� ��� � � �� �� � ����� �;�cQ ��B  �������!���� �� ��E��� ���� ��Ý����! ������������ ��2H �°Q � � - ��������� � � ����!'& �
	�� ����! "

lim
|r|→+∞

|r||√ε0 ~E −
√
µ0
~H ∧ r| = 0

= w "�~h?

��`vda�C()oc,#` ��*!3h/ 	�� �7,	*�5-1)5�#�%K*%, ���Ñ* �2�m,�3 % ����%",I*!3#5 !E*-,�3 ��,	.0* � 	 !�� �Õ. � �`*!*%, �`*�	 ! �!3#* � �"!K*
e−ıωt� ��
 ��%0�Õ1�*�.0/�, � *-,����Õ/�,�!�/ � ����� �·* eıωt �!3#*��;1)5 !K*-1).�%0���Ñ/�,�� � %J, � � * � %�3 %J,�/ �
� %:3#* �x1)*0*-,+� �7,���� #�%E*�3#*��59/�1�	'%0�.� ���Õ/�, ��*%,¢3#5�.�/�%0�.��,������

��������� � Ec4lV�J K:2'687:EPS >�7QS#6/AmXc482+K:9!>
	�Q ���KD�� 	�!�� � ��� 	������§��� ��������� ���������� �� ���������
�� �� ����!)� ������ �� �cQ ��� � (  �!)������������ ��>������D9 "�������� �� �����
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Γ
��� �°Q  e��B���� "m�  �� � !���� �� bM� �� � �������������%��!�H / � �
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	  ���!�����	��·� � �L� 	������A�KD�� ��� ��� �� �� ����!������ � ������!�D��)��� � ������D��� y "�ED���� ��� � ��������� � �������� �� "
�  ��� �� � ~j = ~n ∧ H tot ��� ~m = ~n ∧ Etot ��������! ������� � ����
���� ������� ����������� � ���L� 	 ��D���������!��� #� �������

� ��
 �ED����� "� ��� �)��!
Γ
� �����

Etot = E +Einc ��� Htot = H +H inc �����L� 	 � �� �� �L��< "����� ���  ���!�� � �����cQ ���²� ����D�!����L� 	���! ( ��� ���%� ��� � �� ��E��� �����%��!b� ��� �����L� 	
~m

�������"����H ��� �)��! ( �����
�����°Q  e��B���� " 	 ���� ���! ��� �AD���������!��� "� � �)��! ( ������ "� � ~j !���	�!�D������ ��� ��� � �L�������������� �� 	  � ��� ����� ����
���� ������� ������

H
�L� ( ! ��� � ���������%� ��� �;���������)��! ( �����

Γ
"

	�Q ��� � �%����������� 	�!� e����G%� � 	 �%��������!���! �L� ���ED�H������KD�����!)� � �������� ��¢��� �� ���! ��� � ~j "
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E
* �
H
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∀y ∈ Ωe





E(y) = ıωµ0

∫

Γ
G(x− y)j(x) ds(x) +

ı

ωε0
∇y
∫

Γ
G(x− y) 3 � � Γj(x) ds(x)

H(y) = −
∫

Γ
∇xG(x− y) ∧ j(x) ds(x) = − 1'/
� y

∫

Γ
G(x− y) j(x)

= w "��h?

� � *�.

G(r) =
eıκ|r|

4π|r|
59/�,�. ���Ñ/�,J3#*"�x1�*�*-,  �%/
� % ���Õ/�,:5���5�	§*-, � � �71�*A3#*%��
 5,#&% �
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3#*�1 �h3 ���
���Õ/�,��9/�1�� ��, �`*

∆u+ κ2u = −δ0
* �

lim
|r|→+∞

r
(∂u
∂r
− ıκu

)
= 0

* � �°/�%-6%/�%y1��
κ = ω

√
ε0µ0

�

w�}
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E(y) ∧ ~n(y) = 0 ∀y ∈ Γ

�  �� �  e�������  �� ���°Q¶D9 "�������� ��º��� ���
 |��  =� ��������!���� | ������� � � ����
 ! ���  � "�������� ���?P "��� 	 �%��������!�D9D���!�� !��

∀y ∈ Γ





(n ∧Einc)(y) = ıωµ0

(∫

Γ
G(x− y)j(x) ds(x)

)
∧ n(y)

+
ı

ωε0

(∫

Γ
(∇yG(x− y) ��� � Γj(x)) ds(x)

)
∧ n(y)

= w " � ?

 "��� !���� ����� ��H{��� ��D�
 ��� � ��D��������� �� 	  � ��� ����� � ����
���� ������� �����

∀t ⊥ n(y)





−Einc(y) · t = ıωµ0

∫

Γ
t ·G(x− y)j(x) ds(x)

+
ı

ωε0

∫

Γ
t · ∇yG(x− y) ��� � Γj(x) ds(x)

= w " �h?
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�{Q ��� �J� ������G�!�� ���·� � ����� !��J��� � (  �!)������������ �� � � ��D�
 ! ����� 	 �%��� ����!��  e�������"� ��H 	���!���� !���� �����L� 	

� ��
 �ED����� "� �
H
"C� ��	�	 ���� �� �� #� �

(n ∧H inc)(y) = CΩ(y) j(y) + (H ∧ n)(y)

 	�
CΩ(y) = 1 − Ω

4π

	  ���!
Ω
����
 ������ �� ���������

y
H

Γ
� ���

CΩ(y) = 1
2

�� �!��� "� �
Γ
����� !�D�
���� ��G�!�� ���

y
"

�  �� � �� �� �����KD�!���!� �� �
CΩ ≡ 1

2

�)��! �� ����
Γ
� 	K�����0 #� � ����� 	  �� � ��������
������%��< �RQ � � ����!�� �����E��!� �� � 	����x� ��� �

��������� ��!�D������ ������ �� ���  �������� "
� ����� �� ��E����� �;H �°Q¶D9 "�������� �� �  ����!D�� � |��  = � ��
 � ������� | ������� � � ����
 ! ���  � #�������� ���?

∀y ∈ Γ, (n ∧H inc)(y) =
j(y)

2
+ n(y) ∧

∫

Γ
∇xG(x− y) ∧ j(x)) ds(x)

b+�!()d ,-g������p�' [ b % �
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κ
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κ
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# � 	 �%���$�  �� ��!���!� "�RQ ��� � �� ������ �������  �� �� �� ���-<��!�����$D9 "�������� �� �
 |��  ����� |��  A� �  ����!D�� � |-�  
= �  ��]��� � �9� | ������� � � ����
 ! ���  � #�������� ���?;�� ���� �{��� ��D9 "�������� �� �-<��%� 	�������� 	�!� e����G%� ����� !�D��� ������ ���
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�K� �
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CFIE = αEFIE + (1− α)
ı

κ
MFIE

� �����
α = 0.2

� � �����%��! �%� 	�� !��� #� �!�� �������� �����3�  �� ��!�D��)��� � ������H ��� (  �������� 	�!�D��������� �� ��� ��� �� ��E���q&
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s ∈ R

�� ��º�KD�- ��� ������������	�������� (  �� ������ ���� ����� �)��� � ��� �����
HsÏ%Å Ð (Γ) = j ∈ Hs(Γ)3, j · n = 0,

��� �
Γj ∈ Hs(Γ)

���

HsÍmË'Ì (Γ) = j ∈ Hs(Γ)3, j · n = 0,
!� ��

Γj ∈ Hs(Γ)� � �������·� 	  �!�� ��� ����� �  �����!$ "� �
HsÏ-Å Ð (Γ)

���
H−1−sÍpË'Ì (Γ)

�  �� � ���²������� � ��D�� ����	��·� ��	���!������%��� ��G�!��%� ��� �

H
− 1

2Ï%Å Ð (Γ)
���
H

− 1
2ÍpË'Ì (Γ)

" 	�Q ����	������
H

− 1
2Ï%Å Ð (Γ)
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− 1

2Ï%Å Ð (Γ)
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H
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2ÍpË'Ì (Γ)
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j′
� � ����
���� ����� �°Q ����	������

HpÏ%Å Ð (Γ)
= 	  ���!

p ≥ − 1
2
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ı

κZ0

∫

Γ
Einc(y) · j′(y) ds(y) =

∫

Γ×Γ
G(x− y) j(x) · j ′(y) ds(x, y)

+
1

κ2

∫

Γ×Γ
∇yG(x− y) ��� � Γj(x) · j′(y) ds(x, y)

= w " !h?

� ������� (  �!)�¬���������� �� 	�!�D�� ��� ��� �����KD�� ��� ��� � ��
����cQ � � ��!� "����� !��{����� � � ��D�
 ! ���������L������� ����� ����� �����%��!
	�!�� � ��� 	���������� � �L� � �#M
����� ������ #� �

∫

Γ
∇yG(x− y) ��� � Γj(x) ds(x)

 "�RQ ��� ��� � ��D�
 ! ������ ���	���!�	���!����������  �� � 	 ��!)� ���A�����KD�	���� ����!

ı

κZ0

∫

Γ
Einc(y) · j′(y) ds(y) =

∫

Γ×Γ
G(x− y)

(
j(x) · j′(y)− 1

κ2

��� �
Γj(x) ·

��� �
Γj

′(y)

)
ds

= w " � ?
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H Ï-Å Ð �����$ #��� ������D9 #��� � ������� ��H ����������! Hinc �� �� ��!�������� (  �� ������ �� �A��� H ÍpË'Ì "� � � ��� ��� 	�!�������� �
j′ ∈ HpÏ-Å Ð = p ≥ 1

2

?-���  �� �  e�������  �� �
∫

Γ
(n ∧H inc)(x) · j′(y) ds(y) =

1

2

∫

Γ
j(y) · j′(y) ds(y)

+

∫

Γ
j′(y) · n(y) ∧

(∫

Γ
∇xG(x− y) ∧ j(x)) ds(x)

)
ds(y)

= w " � ?

w ~
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Γ
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i
��� T �cH �°Q � � ����!����������� ���������%��< ��!�������
 �����

T+ ���
T− �� ��������� �����;��� � (  �� ������ ��Ý��� �������

Ji
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Ji(x) =

{
+ 1

2|T+|(x− S+)
���
x ∈ T+

− 1
2|T−|(x− S−)

���
x ∈ T−

� �����
S+ ���

S− �� ���� �����  �	�	  ��D���H �°Q ��! �����
i
� ��� �

T+ ���
T− ����� |T | �°Q ��� !������ ��!�������
 ���

T
"

� � � ���°� � � ����� 	  ����� �����$������� ��!�� � ��!A��� ���� ��·������ �� ��	�	�!� � �ED��
J
H �  ���!���	�!� e����G%� ��� ��� � �°Q ����	������

����
����E��!�D�	���! {Ji}
 	�

i
�KD���� 
 � �$��� ����! ��������� T

J =
∑

i

λiJi.

 � ��	�	�� �� #����� � �����������KD��� �� 	  ��� ���� �� H
j
��� �L��< (  �� ������ �� ���������

j′
� ��� ����� (  �!)������������ �� ����&

!��������� ���� ��� ������� �°Q  |��  A� �  �� �� e�������  �� ����� �)M�����G%� � � � �ED ��� !��
MEFIEλEFIE = bEFIE

����� ����� ��H
!�D��� ��E��!��h�

MEFIE
i,j =

∫

Γ×Γ
G(x− y)

(
Ji(x) · Jj(y)−

1

κ2

��� �
ΓJi(x)

��� �
ΓJj(y)

)
ds(x) ds(y)

bEFIEi =
ı

κZ0

∫

Γ
Ji(x) · Einc(x) ds(x)

	 �¼� ����!������
MEFIE �����)� �������°Q  |��  �����$��� �!� ����!������ �)My�!D���!��� #� �º=7� ����� �  �� � ��!)� � ��������� �V? "

� ������� (  �!)�¬���������� �� ����� ����!�
��%� ��� �C����� � ����D�� ��� 	 ��!)� ���C������! ��� ����! ����	��·��	���!��C����� 	�!� e����G%� ������ �� � �����
	�!� e����G%� ��� 	  �!�� ��� � �)��!������  e��B ������ �������!���� "

/ ��! ��� � ���%��!��V� ���������$�!D����  y������	�	�� �� #�ED��¬H������ |��  �� ��E����� � �L� ��M ����G%� ��� � �ED ��� !��

MMFIEλMFIE = bMFIE

�KD�- ��� 	���!

MMFIE
i,j =

1

2

∫

Γ
Ji(x) · Jj(x) ds(x) +

∫

Γ
Ji(x) · n(x) ds(x) ∧

∫

Γ
∇xG(x− y) ∧ Jj(y) ds(y)

= w "�{h?

bMFIE
i =

∫

Γ
Ji(x) · (n(x) ∧H inc) ds(x)

= w " w�} ?
�  ��� �� �� "� � ��������� (  �!)�¬���������� �� � |��  ����� �� ��! ��� !��%� ��� ��H���� 	�!�D��9D9����� ��� (  �!)�¬���������� ��+ |��  ���� �

	 ��!)� ���A������! ��� ����!A "� �$������ e��B������ ( ��!)�!D��b��� ��!��ED���������� � ��� ����� �  �!������ � ������ ��
n
���������)��! ( �����

Γ
"

	 � (  �!)� �N� ����!���������� ���º��� ��� � |��  ����� �� ���� ���·� 	����%� ��� �  e�������"� � �� ���� �N��� �
�� ��]��� �������� ��
�� �� ���-<��¬����� (  �!)� ����� ����!���������� �����������°Q  |-�  ������� ��� � |-�  �"

MCFIE = αMEFIE + (1− α)
ı

κ
MMFIE

bCFIE = αbEFIE + (1− α)
ı

κ
bMFIE

w �
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	 � !�D��� ��·������ ��²�cQ ��� �)M�����G%� � � � �ED ��� !������ �`M 	 �
Ax = b

� �����
A
��� ��� ����!����������{���·� ��� ���� ��

N�����P��� 	�!� e����G%� � ��!�G�� �� ���! ��� ��� �������� �� 	����-<����KG��A "� �
A
����� ����� �;����� �������

N

 ! ���E� "

�	Q  �	�	  �������� �!��x���%��< 
 ! ���E����� ( �L� � � �����P�����!D����  y����� � �����C�!D����  y�����P��� !����������b���� �� ������� ��� � ��� ���
�KD�����!)� � �������� ��¢���

x
��� !��������%� ��� �FH�	���!���� !����

A
���
b
�������������!D����  y������� ��D�! ����� ����� (  ���!������ � ��� ����� �

�)��� ���$����� �����%��!��
xi

�� �� ����!�
�� ��� � ����!�� ����� �����%��!
x
"
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	 �����!D����  "��������� !�D��� ��·������ ��!��� !�������� �bQ  �!������ ����� � 	�!�� � ��� 	������%� ��� � ����!������ � !��-& (  �!)�¬���������� ��J��� ���

� ����!������
A
�� �� �P��� � (  �!)� � ( ������ �!�����D���	 ��!)� ����� ��� ������ �!��P��� ���KD�����!)� � �������� �� ���·� 	��������

x
H 	���!���� !

��� ������ ��E�:� �%�]��!��
b
"

� � ���!D����  "���§��� !�������� �� ��������ED%� ��� �{����� � ���0D�� ��������� ( ������ �!���� ������ �� 	(� " 	 � ( ������ �!���� ������ �� 	(�
�� �� ��������� ��� ��� �� �� ����!)� ������ �� ���N���%��<4� ����!�������� ��!�������
 �����

L
���
U

!�����	 ������� ���%� ��� � � � ( D�!����%��!������
�)��	ID�!����%��!�� ����� �����C "� �

A = LU
" � � � (  ���� ��� ( ������ �!���� ������ ��
� 
 �����)�ED���� ������ �� ����!)� ������ ������

x
� ����� �C���

��� !�D��� ��·������ �� �)� ������� ��� ���F�������)M�����G%� ���
Ly = b

���
U x = y

"��;� ( ��� �� "� � �����x� ����!��������
L
���
U
�� �� �

��!�������
�������� !����b� ��� !�D��  ��·������ �� ����� �)M�����G%� ����� � �ED ��� !����������� ����D��������$��� !�������� �����cQ ��� �� ���� ���
O(N2)= �������¬��� ��	 ����� ������ �� ��� ��� ���V? "�� � � ���°�K��� � (  ���� �����KD��� �� 	  ��� ���� �� 	 ��D�� �)��� ����� �����KD�����!)� � �������� ��²���

x
��� (  �� ������ ��º���

b
������! ��	������ "

�  ������ (  ����b� ��� �� �� ����!)� ������ �� ��� ��� ( ������ �!���� ������ ��
A = LU

�����;�cQ ��� �� ���� � /�� ���
O(N 3)

" / ��!
��� � ���%��!��b���°Q ����	��������!D%�  �� !����ED�������� ��� !�� �L� ��! ��� ���%� ��� �F��������� �����A� ����!�������� �����A��� �°Q  �!���!������

N2 � ���
 "��� 	  ���!���� ��� ����!������{��� � ��� � ���

N = 50 000
� ��� �  �����!������� �� 	����-<���� �)��!

2× 64
��� ���V��!���	�!�D������ ���

�KD_B�H �l} �� �"0� �����
N = 200 000

���  �� � ��������� 
 �  �� � ���� �!�� 	��·� �C��� ! }/} �� 	� 	 ��� ���%� 	 �x������! ��� ���%� ��� ���
��� ������� �·� � ������� ����D�!�������� � � ��� ����� � ���� �!��¬H
�%� 	��� VM���!{�cQ �L����!����¬�!D����  "�����¬��� !�D��� ��·������ �� ��	�	�!� � �ED��
� �����F� � �L� �� ���	!�  �� � � �� ������%� ������H$�KD ( �L������� 	  ����� �� !��KD�����!)� � � ��! ! ��	������%� ��� � ������ ��·������ �� �-< ������� "
����� ��� ?BAC68DFEHGF9�>f7 6/Am4l2!687 �P9�>
	 � 	�!�� � ��� 	 ���������!D����  "����� � ��D�! ����� ����������� (  �!�� ���·� 	���� " ��� � ���%�Ý���{�KD�����!)� � � ��!F��� !��������%� ��� �����

�� ��·������ ��
x
����	�!� e����G%� �

Ax = b
� �����;�!D����  "����� � ��D�! ����� ������	�!� �	  ����� �F��� � �)� ������������ ��¢��� �������%��!��

x(i) �� �� ����!�
�� ��� � ����!�� ����� �����%��! x " � ��!�� ��� � ���������������!D����  "����� 	 �%������� � �� ������ (  ����b� ���ED� �!��� "� �%� ��� �b���������� �E��!�� �����  ��·������ ��
x
���N��� ����!�� ��� ���  �����!����cQ � ��D�! ������ �� � "

	 � 	�!�� � ��� 	���� � ����� � ��
��J�������!D����  "������� ��D�! ����� ����� �����¬��� 	  ����� �� ! ��� � ������� ( ��� !��!�cQ ��� � �� ��·������ ��
��	�	�!� ���ED�������� ����� ����� � �������·� ������ ��º��� !�D��������

r(i) = ‖b−Ax(i)‖ "� � � ( �L� � � ���2���º�!D����  y����� � ��D�! ����� �����
�� �� � �����¼�!D����  "�����:��� ��!)M �� � " � � �[M 	 �2���º�!D����  y���
��� ��!�� � ��� �$H��KD�����!)� � � ��!

x(0) �

xk ∈ x(0) + Span(r(0), A r(0), A2r(0), . . . , Akr(0))

������ "� �
‖r(k)‖ = ‖Ax(k) − b‖ = min

x∈x(0)+Span(r(0),A r(0),...,Akr(0))
‖Ax− b‖.

� � �`M 	 � ��� �!D����  "��� 	 ��!)� ��������� �¢��� � !�D��� ��·������ �� ��� ���%� 	 �2��� �°Q  �!���!�� ���
N iter(c1N

2 +
C(N, k))

� �����
N iter ��� �  ��]��!�� �cQ � ��D�! ������ ��R�

c1
��� �  �����!�� ��� 	�!� y����� � �)� ����!������������
�ED������ � ��� !��

	���! � ��D�! ������ �� ���
C(N, k)

��� �� �������� ��� !�D��� ��·������ �� �cQ ��� 	�!� e����G%� �J����� � ���·� ��� ������ �� ��� � ��� � ���
N� ��� �¬��� ����	������J���J���·� ��� ���� ��

k
"P�  �� � �� VM� �� �{�KG�� �� �!��{ #� �

N iter � N
� ��� 
 ��� � ��� ���%� 	 �����

� �����%��� 	 �%��� ����!�����!�G����·� 	  �!�� ��� � "

w��
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A
�RQ ������	��·� ��� ��!)� � ��������� ��� ���¼�KD�����!)� � �������� �� ���

x(k) ����� ����� � �� �� 	����-<�� "
	 ���!D����  y��� ���f�  �4/ ! ��1 	 ��!)� ������� ��! ��� ����! ��� !�D��� ��·������ ��¼��� �)M�����G%� ����� ����!������������ (  �!)�!D�� �L���� ���!
���$� ����!�������� �  �� �)My�!D���!��� #� ���A�KD�- ��������	  ��� ��� ����� "

���I�  � �� �� ����!)��� ����� � ��	�	�!� 9<��·� ������ ��¼���������� ��·������ ��JH�	���!���� !C�cQ ��� ����	���������� ��!)M �� ���� �� � ���
���·� ��� ���� �� ��!� L��� ������� ����� � ��D�! ������ �� � "��;Q ����� 	  ���!�D�� � ����!������ 	�!� e����G%� ������� � ���)��! ������ ������ ���P�!D%�  �� !��
 "�RQ ��� � ����!������ ���;��� ���f�  � 	�!� �	  ���A��� !��9�KD%� ��!�! ��
��$��� �°Q ��� 
� �!�� ���K� �F�KG��C "�RQ ��� � � ��� � ������!�� ���� #� �
����� ��������� � �������������� ���� ���������%��! � ��� ���������������{����!�����G�!�����	�	�!� b< �·� ������ �� � �����%����D�� "�� ��������� ��� � ����� �·� � ���
����� �  ����!D������·� ��� ���� ��º������!)M �� �
 �� 2 !������ ��!��"3N #� ���  �� ���  �����!� �� � m "

�  ��� �� �; #� � ���f�  � �����A��� �¬�!D����  "��� �-. � ����� � ��� �$ #� ����� �  ��]��!��{�cQ � ��D�! ������ �� ��� �¬�KD�	��������
	����

m
�����A "��� � � ��� ���FH��°Q ����� � ��� ������ ��:����	�!�D��� ��E��� ���� ���� �%��! "������ � �  ���!���D��)�E�����  �� � �  �� �L�  �!�� ��!� �� �

H �°Q ����� � ��� ������ ��>������� (  �!)�¬���������� �� � |��  = ����������� � �� �� ��! ��� � ���J��� �)��! ( ����� ( ��!)�!D��V?; "������ ���� �����
�������N� ��� � ���%��! �� ��E��� ���� ���� �%� ��� �F�������{� ����!������� "� ��	 �%��� 	�!� �	  ����! ��� (  �!)�¬���������� ��  |��  �"
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���f�  �I=7�N�
ε
�
x(0) ? 	�!�D��� ��E��� ���� ����ED 	���! P

�F�',P.lg�`
��D��� ��E��!��

P r = b−Ax(0)

v(1) = r/‖r‖2
� � ��� ������� ��� ������ ��º��� ���u����������� ��!)M �� ���

z1 = |r|2^F�',P(
i = 1, 2, . . . ,m

#Q�m��( `
��D��� ��E��!��

P w = Av(i)^F�',P(
k = 1, . . . , i

#Q�m��()`
hk,i = 〈w, v(k)〉 � # !����  ��  �!)� ��� ��� ������ ��¢��� � ! �L��& � ���K� �������
w = w − hk,iv(k)

�  �^L�!,#(
hi+1,i = ‖w‖2
v(i+1) = w/hi+1,i

� � �������%��!���� ��!)M �� � �)��� � ��� ���
^F�',P(

k = 1, . . . , i− 1
#Q�m��()`

(
hk,i

hk+1,i

)
=

(
ck sk

−sk ck

)
×
(
hk,i

hk+1,i

)

�  �^L�!,#(
α =

√
h2
i,i + h2

i+1,i

si = hi+1,i/α, ci = hi,i/α
� �  �� ����!)� ������ ��Ý������� 	�!� ������� � ��!� �� ������ ��Ý��� � � ����� ���

hi,i = α
�
hi+1,i = 0

zi+1 = −si zi
�
zi = ci zi"�� |zi+1| < ε
�mg���()"




y1"""

yi


 =




h1,1 . . . h1,i""" " " " """

0 . . . hi,i




−1


z1"""

zi




| � �N��� ���I�  �f�
x = x(0) +

i∑

k=1

yk zk
�  �" �

�  a^F�',P(



y1"""

ym


 =




h1,1 . . . h1,m""" " " " """

0 . . . hm,m




−1


z1"""

zm




x = x(0) +
m∑

k=1

yk zk

"�� ‖b−Ax‖2 < ε
�mg���()"

| � �º��� ���f�  �f�
x"��i #�! 

x(0) = x
� � �9�KD%� ��!�! ��
����

�  a"��
�  �F�',P.vgp`
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� �����
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∑
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∑

Pt

Ï%Å¶ÓmÌ7Ä'Ç0Ì�Ï%Î
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F tk Tk(Cr − Ct).
= ~�" !h?

� � �����%������� ui ∈ Pr
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Grk Kk(xi − Cr).
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Pr2
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Γ
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Ft(ζ)
Ï-Î �
=
∑

xj∈Pt

vj K(ζ, Cr − xj).
= ~�" � ?
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∑
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∑
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G̃r1(s) = Gr1(s) +K(ζ, Cr1 − Cr0) Gr0(s),
G̃r2(s) = Gr2(s) +K(ζ, Cr2 − Cr1) G̃r1(s).
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Ftl
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Fts

l+1

Ftl(ζ) =
∑

P s
tl+1 �

×¶Ó�Ï-Î
Ptl

Fts
l+1

(ζ) K(ζ, Ctl − Ctsl+1
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K
���
T
����� �����A "� �

G(r) =

∫
K(ζ, s) T (ζ, t) dζ,

	  ���!
r = s+ t

= ��" w ?
 	�

K
�hD�!��.-������ ��	�!� �	�!���D���D��cQ ���K��� ��� � � ��D

K(ζ, r1 + r2) = K(ζ, r1)K(ζ, r2).
= ��"�~h?

	 � ���ED� �!�G%� ����� ����
����v���L� ��! / w�1 	�!� �	  ��������	  �� � �A�����KD�	���!�� �)��� � ��� ���
� \ jl�!( *Uda` � 3#* �A**(#*%, � ��%E*-1 � 59/�1�	!* ��� 	 !�� � �C50* �
	 � |x| > |y| � �·/�1��

eıκ|x+y|

|x+ y| = ıκ
∞∑

l=0

(2l + 1)(−1)l h
(1)
l (κ|x|) jl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ).

= ��"��h?

/��
h

(1)
l
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l  jl
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l  Pl
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l
�
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y
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α0 > 1
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y0 ∈ R

3  �.� �95%1��°*

ıκ

∞∑

l=0

(2l + 1)(−1)l h
(1)
l (κ|x|) jl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ).

= ��" � ?

.�/�, � *-1*(#* %y, � 59/�1�	§5�	§*-, �2�-%"1 {(x, y) ∈ R
3, |y| ≤ |y0|

* � |x| ≥ α0|y0|}
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* �
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4πıljl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ) =

∫

S2

eıκ〈y,σ〉Pl(x̂ · σ) dσ.

��()`v, �!` � !���1����71�3#* � ��1�*�� �
���Õ/�, � � � �¼* ��3 
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Pl(x̂ · ŷ) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (ŷ)

* �x3#* � � 59/�1�	 %0��*¬3"*��0�h.�/�� � � ��, (#*-1 � �67�5�/�1 � 	!* ��� ! �)(#*���� �

eıκ〈σ,x〉 =
∞∑

p=0

(2p+ 1) ıpjp(κ|x|)Pp(σ · x̂)

,�/ %��¬/�� �`*-,�/�,��
∫

S2

eıκ〈y,σ〉Pl(x̂ · σ) dσ =
4π

2l + 1

∞∑

p=0

(2p+ 1) ıpjp(κ|y|)
∫

S2

Pp(σ · ŷ)
l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (σ) dσ

=
16π2

2l + 1

∞∑

p=0

ıpjp(κ|y|)
∫

S2

p∑

m′=−p
Y m′

p (σ)Y m′

p (ŷ)

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (σ) dσ

=
16π2

2l + 1

l∑

m=−l

∞∑

p=0

ıpjp(κ|y|)
p∑

m′=−p
Y m
l (x̂)Y m′

p (ŷ)

∫

S2

Y m′

p (σ)Y m
l (σ) dσ.

 ��1
� 
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∫

S2

Y m
l (σ)Y m′

l′ (σ) dσ = δll′δmm′

,�/ %���!�/ % � /�,�� ��� 	 !�� � �C*-1 ��
 *,+"!�1�*�� ���Õ/�, *%,

∫

S2

eıκ〈y,σ〉Pl(x̂ · σ) dσ =
16π2

2l + 1
ıljl(κ|y|)

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (ŷ)

= 4π ıljl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ)
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	 � |y| < |x|, eıκ|x+y|

|x+ y| = lim
p→+∞

∫

S2

eıκ〈σ,y〉 Tp,σ(x) dσ
= ��" �h?
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Imn (r) = ın jn(κ|r|) Lmn (θ, φ),

Omn (r) = ın h(1)
n (κ|r|) Nm

n (θ, φ),
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√
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n (cos θ) e−ımφ
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√
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+∞∑
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∑

m,n,m′,n′,s

E

(
m m′ m+m′

n n′ n+ n′ − 2s

)
Im

′

n′ (r) Om+m′

n+n′−2s(r
′).

= � " �h?

������D9 "�������� �� � ���·� � ����� !������� ���� ��� � ��������! ��� � (  �!)� ������ �� � # ������!'& �� L& # ������! ��� � ��� ��!'& �� L& � ��� ��! "
� ����������	�	�!� ��� ��	�!�D������ ���¬���%��< � � �� �� �hD�������� ���F "� ���  �� ���  �� � 	�!� �	  �� �� ����� �� �� 	 ��� ����! "
�  ����!�cQ �)�  �!��c� ��������� ����� ������ #� �
�RQ ����� 	���� ��	�	�� ��� �)�����
��� !�D�
 �·� � ���L����� ( !�D9 "� ��� ��� " # � 	 �%���

�  �� ��!���!� #� �������  ��]��!�����������!)� ��� �ED�������� ��� !��$� ��� � �°Q �-<�	���� ���� ��N�¬��� ��� 	  ������ !��J= � "�~h? �����P�����°Q  �!���!��
���

κD
 	�

D
����� ���§�����L�!G���!��§��� �°Q  e��B���� ")� � � ���°�R "�����E�

κD
����� ����� ����!�G���
 ! ���E�c� ���������§�!D����  "���

�������
	��
����������������������������������� ��!"��#%$�&'�����)(*�������'���
����+",

�
!



� � � � ��/ % � * � ��*�5%/�1�	'%0�.�
���Ñ/�,

����� ����� � �� ������%� ��� " � � �RQ ���������� �!�� 	���� ! ��!��§ "� ��	��·� �����%��!�������� � ��� � ���¬��� ����!)� ��� �� ������ ���ED�������� ��� !����
	  ���!  e� ����!�����!x��� � �� �� ����!�
���� ���$����= � "�~h? " � �; "��� �RQ ����� �)� �� ��·�K� ��� � 	���� ! ������ ������)��������� 	�! ������ "� � "

/ ��!���� � ���%��!��b����� �� ����P��� ���������;�!D����  y������� !�D�
 �·� � ����� ��� ( !�D9 "� ��� ��� ����� ��� �� �!������ 
 ���.-�� ����� ( "� �
� 
 ���b������� �����%���	����� (  �� ������ �� �

E
� ��� � ���� "� ������������� ��� 	�� ��� ������ �� � 	���!

Om+m′

n+n′−2s(r
′)
��!��9 #������!������ �� ����

�����°Q  �!���!������
O(p5)

 �	ID�! ������ �� �PO� ���� ��� �����¬=mO� �	 �@?-��	  ���!���� ���-<�	���� ���� ��º�cQ  �!���!��
p
"

� � 	��·� �b� ��� ��!�G�� ����� ����� ( !�D9 "� ��� �����$��� ��!��-& �  �!)� ��� ��� ������ ��>�������� �-. ������� ����������!��9 "��������� ���������
	�!� �9D9����!����� ���� ������ �!�� ��� �°Q ��� 
� �!�� ���K� � 	 | &�� 	 | � � / ��w-1��

�<H�� ��Q M ���[ZRZ�� � QP�c� M Z O ��
RQA

�������
	���
�
�������	�
������������������������
�����������������! #"%$�
��� &�����!�����'������()��*+*��',-����./��*0��
������21�3,+"! ��4����65�4

� � ����� � � ��7�38394:5�4<;=3��0! �.��4�3��?>A@:�B
?�)��*�� /C*0����� 1D��()���9E&�F�����������HG/I=���J���K.L���=
������?�M��
?�)��*��'N8
�����
����
,-��$�I=������	�������
� ����=
�*��O	�����
' ����'
��?�����P,6����
��������?�Q��$� &���+
RN

O(p2) S �����'	���.!.L�8�������K*0�Q,-����./�&T*0��
������VUF����
��K,W��$�IB������	��A1�3,+"! ��4����65�4X394X5�4H;=3��0!��.��4<3��?>A@W��*0������yY�Z()�R�9E[�F�����������HG\����$�	�$� ���.!.L���B

������	����B
���$�� �

�%-��' #"%$�(B�+
����]*����^�����e��*�_�.L���J ��`��
?�)���+*+�+
�$� ��`*0�\,6����.a��*0��
������R�������� ����Y��*0�������Z�[�������]��*+*������Y
�����

 #"b�)������ c�����+([��� /��/� 1��
� \ jv��(�*vda`Od � �%� �]e�3�394 ( ��eP;M��
`��* � �

eıκ|r|

|r| =
ıκ

2π

∫

Sz+
eıκ〈σ,r〉 dσ +

1

2π

∫ 2π

φ=0

∫ +∞

χ=0
e−χz eı

√
χ2+κ2(x cosφ+y sinφ) dχ dφ

@ ��� !)G
5��

Sz+ = {r = (x, y, z) ∈ R
3, |r| = 1, z > 0} � 7�7�	 � � !�7 �9e�3 �"%)!�79e��63�%Be
;=3 �.��� !�7��9e�3 %[4 ����7 ���
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eıκ|r|

|r| =
1

2π

∫ ∞

0
e−

√
λ2−κ2 z

∫ 2π

0
eıλ(x cosφ+y sinφ) λ√

λ2 − κ2
dφ dλ.
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eıκ|r|

|r|
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prop
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eıκ|r|

|r|
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prop
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2π

∫ κ

0
e−

√
λ2−κ2 z

∫ 2π

0
eıλ(x cos φ+y sinφ) λ√

λ2 − κ2
dφ dλ

=
κ

2ıπ

∫ π
2

0
eıκ cos θ z

∫ 2π
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eıκ sin θ(x cos φ+y sinφ) dφ sin θ dθ

=
ıκ

2π

∫

Sz+
eıκ〈σ,r〉 dσ
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λ2 − κ2
dφ dλ
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∫ ∞
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∑
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Tr(σ) = 1Sz+ (σ) eıκ〈σ,r〉
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σ ∈ S2 � r ∈ R
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√
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m
l (cos θ) eımψ
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∀l ≥ 0,∀m ∈ {0, . . . , l} Yl,−m = (−1)mY ∗
l,m

@ ��� w � G
5��

Cml =
√

(l−m)!
(l+m)!

3 �
Pml

��5�4 � ��3�� 5�5�4Hf ���65�4��a;=3 �t3 (=394H;�e�3 � ����5Zf �67�3�� � *�7 �p4 �����65�4 � � ��( ���

�l}



� � � � �g5 % � 3 � ��3�5�5�e�	'%0�.�
���65�4

{Ylm}l∈N,|m|≤l
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K(χ, z, ρ)−

N−1∑

p=0

sp up(χ) vp(z, ρ)

∣∣∣∣∣∣
≤ ε

@8Q � ��� G

2 � e � � �;� 3�3[e	� �
vp(−z, ρ) = (vp(z, ρ))

∗

� 
�C#! & C �p3(,He�3�� �63�e � 3�� �u3]e�3 ,He�394H; � 3 ,<e��W4Hf:� ,�3j;B3J;=7�f�5
� ,�5���� � �-5�4�394 4B��� 3�3Be������W4�=�3 � �LH9e�3�� 	L&���
��
; � 45� ��5�4 f � ;�e�3!; � 5�e�� =
�k4<3 �
���
	�	���
�� & �W4�=�3 � � e�� �
� 3�3�
/3�f�5���,&5���� � �65�4�� � ��� �
&<5
� �

A
3B4�3 � �
� e��6f?3
;=3 �L� � �;� 3

n×m � � � 30M�� � � 3
;=3�3
M<� �
� e��-f?3��
U
3 �
V

��f�5 � 5�4F4<3���5�e �8> 5�4<5�e�� ��� 3��
;=3 �L� � �8� 3��!e�3��L,�3�f � � 4 3��

n × p 3 �
m × p � � �k4+��� 6 3 � 3[4<3�� �
� e��6f?3';�� � =)5�4 ��� 3

S = [sij]
�Mf�5q3 � f:�i394 � �

e�7�3 � �N,&5���� � � * � � 3 �;� 3�� 6 3�3
A = USV ∗ 3 � sii ≥ si+1,i+1

,&5�3[e � 5�3 �
i = 0, . . . , p− 1

�

�C5�� �L3/4<5�3�� ,&5�3 4 5�45� � 3 4 5��We�� � 3�,He��k4<f:�E,�3!;=3L;B7�f�5���,&5���� � �65�47&���
 � � � ,9, � � 6 3�3K394n;��8�u3945���65�4
"p4 �63����p3 ,�394H; � 4 � � � 3a4H5 �
� 3

K
3�� � ;=7�"p4 �K��3�� 4B� 4 � ;B3�� �k4 � 3�e 4B�
�;� 3��/f�5�4 � �k4+3�� �

�j7���3��L5�45� �)� ,<eP5Zfs7�;�3[e�3u;=3�� � e 4 �k4����J5�� >�� �k4 f�5�4H;
3��;� � 4 ��� 3we�7���3 � �L�
�G4 5�3 � 3)�
�F5�3 � ; � � 
�5�e�;�� � � f?5�4 4 �i394 � ;=3Q;�� ��f�e�7 � � �Z39e

K
��3�� 4B� 4 � 3[4<3 f?39e �L� �W4<3 
 � ��3 6 3��!f�5�4H;�3��We � � � �

e�3 ,He�7���3�4 �L�
� �65�4n394Q;��8�L3�45���65�4�"x4+�63 �
�C5�45���6;=79e�5�45� � 5
3 � ; � � 
�5�e�; � 3
f � � ���;��, � � "Y7�; � 3[4<3 * 5�4Hf � �65�4

f : [−1, 1] → R
6 3�3 ��� 5�4 ��5�3 >�� � � 3

�W4 � 39e ,&5 � 39e � 3�M
n

,&5
�k4 � �
xi

��4 3�f
fi = f(xi)

�
J � 3�� � f�5�4F4+3 6 3 � 3B4<3`e�7 , � e � � � �-5�4R4H5�4 � ,9,He�5�,He��i7�3\; � 3B4P=�e � 4H;�4<5���
9e�3�;B3 ,&5��W4 � �`; � �k4 � 3�eL,&5 � �
� �65�4

{xi}
f�5�4H;
3�� � ��3[4�,�5 ��� 4 �
�L3 �W4 � 39e ,&5 �)�
� 3�3[e

p
;=3 � � =�e � 4�=B3�� �
� f�5�4H;�� � �65�4�4<7

p(x) =
n∑

i=1

fi

n∏

j=1
j 6=i

x− xj
xi − xj

,

�L� 4 � e�3 � �9� � 4 3:�L3�4 �N� 3�M 4���� 3:3Be��
fi

6 3�3 �L� 4 � 4 3��u79e�� 6 3�3��u394 �G� 5�e�� ��5�4Q7 4B��� 3 �
� �-5�4��
�p3�,He�5�
 � H��u3 ,�3:3 � �:� e�3/e�7���5 � 3 , � e ��� 3 � � � �;� �
� �65�4 ;=3N,&5��W4 � �/;=3 � > 3 
 � � > 3 4 3 � 3[4<3!7 4B�
� 3 �
� �65�4D;=3

p
394 � 3�e��u3R;=3 ,�5 ��� 4 �
�L3���;=3 � > 3 
 � � > 3 4 5�3 ;=3 � � �u3 � , � e ��� 3 � � � �;� �9� �-5�4m;=3�,&5��W4 � �'; � �k4 � 39eL,�5 � � �

� �65�40�pe � f:�W4<3��/;�3 ,&5 � � 4 ���u3/;B3'�r3�==394<;�e�3L; � 5�eP;�e�3
n
3 � 3B4�3�7 4B��� 3 �
� �65�4D394 � 39e��u3/;B3F,�5 ��� 4 �
�L3��/;=3

�r3�==394H;�e�3��
���
	�	���
�� &<5��i394 �

x1, . . . , xn ∈ [−1, 1]
� � 3��ce � f:�W4<3��8;�3�,&5 � � 4 ���u3w;=3 �r3�==394H;�e�3 ; � 5�e�;�e�3

n
3 �

ω1, . . . , ωn ∈ R
� 3��N,&5
�-;��/;B3 � � 3���� � �	��5Zf:�i7�� �K&<5�� �

p : [−1, 1] → R
� 3 ,&5 ��� 4 ���u3��W4 � 39e ,&5 �)�
� 3�3[e
;B3

� � =�e � 4�==3 	 ;=3];=3L=�e�7
n−1

�`;B7�"p4+�9, � e
p(xi) = fi

,&5�3[e
i = 1, . . . , n

� � � 5�e�� � � 3IM��;� � 3
c0, . . . , cn−1 ∈ R� 3 � � 6 3�3

p(x) =
n−1∑

i=0

ciPi(x)
@8Q � � RqG

� R



� >�� , � � e�3�
��.	t5�e�� 3 � �9� �-5�4��H5�3 � 3��'	�e�7 6 3�394Hf?3�� & �L� 
 � 3 2 �)� 4<3�� ��4 3�	����

��4 3�f
Pi(x)

� 3N,&5 � � 4 ���u3/;=3 �t3�==3�4H;�e�3!; � 5�eP;�e�3
i
3 � 4H5�3�� �
4 5�45�

n∑

i=1

ωif
2
i =

∫ 1

−1
p(x)2 dx =

n−1∑

i=0

c2i
2

2i+ 1

@8Q � � � G

��� ����� � �F5�3 � ; � � 
�5�eP;/e�3�� � e 6 3&5�45� 6 3�3 � � *D� � � �8� 3 {Pi}i≥0
* 5�e��u3N3[4<3 
 � �Z3�5�e �8> 50=)5�4 �
� 3 	 � 3 ��394+�

;=3 � � 4H5�e��L3
L2 3 � � � e�3 � �
� �65�4 �"�  ��!;=3

R[X]
5��cf >���6 3�3

Pi
3�� � ;=3a;=3�=�e�7

i
� 
]45��3�� � 3 � � 6 3 � ;�e �
� 3Be�3

;=3 � � 3��	�K; � 5�e�;�e�3
n
;=3 ,�5��k4 � �'3 � ,&5��6;�� {(xi, ωi)}i=1,...,n

�k4 � H�=�e�3c3IM � f � 3��u394 � � 5�3 � ,&5 � � 4 ���u3K;B3
;=3�=�e�7 �W4 * 79e��63�3[ea5�3O7L= ��� �

2n− 1
3 � 394�, � e � �6f:3 � �i39e {p · Pi}i=0,...,n−1

3 �
p2 �

���W45���%�
p

�Z3�,He�5�
Z3 ��� 3!3IM � f � 3��u394 � ��3[e {Pi}i=0,...,n−1
3 �G��� 5�4M5�
 � �i394 � 	 
�� � ��� ��4 3�f

ci =

∫ 1

−1
p(x)Pi(x) dx =

2i+ 1

2

n∑
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√
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√
χ2 + κ2 −

√
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 &� �
�������� R.
��.O���%�a������((���B
���
��%� �*��*$����*�$���� �9E�����
%��.
���=
`v��10����aN
*��
 �$�����.!���2���+
������ @8Q � � QBG �
� C�"7"7C $�� �M7 �8> 5Z;=3�;=3
�a3�� � 5�4��  ���

&<5�� � 3[47� � � � H��u3'; � 7 6 3 �9� �-5�4+�u4H5�4 � � �W4<7 � �ke�3��K;=3 �)�O* 5�e��u3
F (x) = 0
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xk+1 = xk − J−1(xk)F (xk),
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3�� � f�5�4�4+3�3��
� 2J5�3[e � 5�3 �

α ∈ [0, 1]
� ��� 7 6 3 �
� �-5�4

G(α, xα) = 0
� 3B4<3 3[4+� 6 3�3 ��5 � 3 � �65�4

xα
4 79e�� " � 4 ��� 3��

>�� ,&5 �8> H��Z3��/;�3 � 3�� �u3 ��
 �
� � � ��5 � 3 � �65�4

xα
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∂Fi
∂wj

= ui(χj),
∂Fi
∂χj

= wiu
′
i(χj).

���

ω(α, x) = α+ (1− α)

n∑

j=1

δ(x− cj)
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F (x) = 0 �� �r((���
α = 0

��*�� ����*+��������� ����� �����#�B���K@
wj = 1, χj = cj
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�������%�
(χi, wi)
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N����������+�  #�g*�� ����*+���������
(x1, . . . , xm−1)
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 ����_�.
�\ #� �
���+*+*$�
2(m− 1)

�

c1 = x1

ci = (xi−1 − xi)/2, i = 2, . . . ,m− 1

cn = xm−1

� �����%� ��������� �?U��  #�]*�� ��$�����*+���������u &�
� 
)����_�.
�������&Ti*+����$*���+�%�j������.
���p�#��� �������
��������������� � ����*$�J #���
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(χi, wi) �
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�����\IB��" �#�,����.O���%�a��$� &���	�` #�g���������%�
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K(χ, z, ρ) �  �����^���%���� &������� ����.!.
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���������%���������x�%��IB���$�Z�!��� Rj��$�v������'�����%����.L$� &�����+�%� ��$������%���	�
�'���]��*+���^ #� �<�������%� � � ��� ���� ��'���Z�[�+* �����B(B�$�����
 #����� �%��� I=���g*$�\.�� E[�+./��.  #�g�<�������%� ��$������%� ���+�%���j�����%�%�a #�PR ��� N Rqy
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�������%�a�#���o,-����.
� �

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 18

 1e-07  1e-06  1e-05  0.0001  0.001  0.01  0.1  1  10  100

 � .O���%�a #��� ��� ���%�` #�gI����� &�
�������%�

����� �NQ � y �  � .O���%�  #�O� ��� ���%�R #�MI����� &�
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ε �
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@ � � $ � �	����� �%� � $�� � �%� � � 
�! � ������� ' � ! � �%$8A � 
 � ���?"7C(#����

� �'���J*$� � � ��� � �j #" ��*+*�$�v(��� *$���j$�I������ ��� ���
�

� � ������*+* � ��� � ����� �  � � �%�aI�����*�I������ � � �
��� ��� ��� �

l :
� � ((�*���w ��'���J*i" ���I���%���F*$���],��
� � *+*$��� N

l = 0 �
*��
�
��� � ���aN

l = lmax,

ulp(χ)&vlp(z, ρ) :
 �$�� � .!� � � � � ��� � � � �  #�

K
���4� � ((�*���

l,

~z =(x, y, z) ∈ R
3,

~φ =(cosφ, sinφ, 1) ∈ R
3 � � ����� � �����'��v�*$�

φ ∈ [0, 2π],

~u : ~v =(u3v3, u1v1 + u2v2) ∈ R
2 � � ��� u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3),

vlp(~z : ~φ)
� ��5
= vlp(z, x cosφ+ y sinφ),

K(χ, ~z : ~φ)
� ��5
= K(χ, z, x cosφ+ y sinφ).
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∑
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∫
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∑
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∫
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∫ √
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� � ��� � 8 � ���

χlmax > χl+1
max � � �
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T+x(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|y| ≤ +x)
���
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T−x(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|y| ≤ −x) ���

(|z| < −x)}
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* 0 � ��, 3 � ��� ��� �
��� * � * � � . � , � ��� � �!	 � ��* ���

� �9: � � � 8�� ����� * 0 ����� �-, * � , : ��� * 3��*� : � � ��� * ��� �-,����	� ����� * � � ��� � �
� ��� ����� : �   � � 8 �����%�
� , * ��� , �'��� : ��� ��� � � ��� �����%� � � � 3 � �#��� ��� :9: � : � Ã :9: � � , � : ��� �98 � � ����� ��� , �<. ¡<, �
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��� ��� �`��� ��� ¹ �.���`���

Ì � :9: � : ����� 8 ��� � , �'��� ��� , �%�

< �9, ����� ��� � * � � , �'��� ��� , �
Ì � :9: � : ��� �
�'����� , �'��� � � , �

Ì � :9: � : ����� 8 ��� � , �'��� ��� , �%�
���,� �98 �*���+���&. 3 ,�� �
� ,

� ����� 5 � Ð � � .�� ��� � �
��� ��� � * ��� � � � � � � : � � ��� ��� ������� �98 �'��� �#��� * �9, ����� ��� �

���%� � � � 3 � : � * �9, ����� ��� � * � � , �'��� � � , � ��	 � * 0 ����� , ��� �%� , � ���
�

�f���	� ��� ��� :9: � : � . � �%� ¡ * �<¨ ��� � �70 � > Ã : �
��� � 3 , � ��3�� * �(1 � Ö ��� �98 �'��� : � * �9, ����� ��� �+. ,�� ��� � .�� : � +z �/É ���'3��
� . ��� * 0 � ��, 3 � ��� ��� � ��� * � * � � . � , � ��� �
, � ��� �J¡<, ����� �#� * 3��*� : � � � * � : 0 �-,����	� ���4����� , � : �-������� , � * 0 ��
 .��'��� ��� � * � ��� :9: � : ��Ã :9: � ��� ��� : � � * � : �
��� :9: � : � �)¡<, � � ���?. , � . � � � � ��� � Ô Ô � ��Ì � * 3��*� : � � � � � � � .�� , � � � * ��� � . 3 , ���%�
� , � * 0 � ���%� , ;��'���%� , Å1. �-: ��� ��� �
��� � � � ���

�
� � ��� * � � ��� ��� .�� , � � � :9: � � �����

�
. , 3�Å �*� : �
� : 3�� * �'��� �#� , �<. ¡<, � * � �#� 3 * � �iÄ . �

+z � 	 �
: 0;3��
���

� : � � � � 3 , � �
��� ��� � , 3�� :9: � * 0 �#� Ã : � , � : ��� �98 � � ����� � �
� �)¡<, �+��� . �
��� , �<. , 3��
�����%� , : � �`Ä .��
. , 3�� � � * 0 � . 3 , ���%�
� , � ��� �9: � �%� , * � � � � � * � ��� �o���'� � � � ����� * � , �<. ¡<, � �

* �9, ����� ��� �
+x

Î
abc→ cab* �9, ����� ��� � −x Î
abc→ cb̄a* �9, ����� ��� �

+y
Î

abc→ bca* �9, ����� ��� � −y Î
abc→ bāc* �9, ����� ��� �

+z
Î

abc→ abc* �9, ����� ��� � −z Î
abc→ ac̄b

����� � 5 � Ï��*©��  &: � * ��� � � ����� ��� ��� Dmap

 �$: 0 � � � � ��� � * ¡<, � �#��� � ���%� , . �-: ��� ��� � * �'��� : � , �<. ¡<, �����%� � � � 3 � �#��� * �9, ����� ��� � D �

. � � , � � ����Ã : �
n
3�� ,�� � abc2

� ���   ���
�2Ô � � �9: � � � 8 � ����� * 0 ��� �9: � �%� , : 0 � . 3 , ���%�
� , ���
� � � � 3����¦Ã : � Dmap(abc) . , 3�Å �*� : �
� : 3
* �'��� : � , �<. ¡<, � +z

� ��� �
�  &: ��5 � Ï�� � � �������%� � , �'��� � �-, � ��� ��� � . , � 8 � ����� * �9, �����%� � ����� * � �o���'� � � � �����
* � , �<. ¡<, � � � ���tÅ�¨ ���%������� �È : ��� 8 � * � �)Æ � �

�
* �'��� �#��� � ��� � * , � � ����� , � � . � � ,7: ��� 3��
� . ��� * 0 � � � � � � : � �
��� ��� � ��� * 0 � ����3 ��, ��� ��� � �

ª ��� 	 ��
A��

�"�&�®¯ �o­ ��

�

Ì �	� � �
� � ��� : 0 � 8 � ��� 8 � * �'��� : � �%����� ��� ��5 � Ï � : � * � �%� , 3�� � � ��� ��� � * � : �,��� , � ����� ��� � �98 �*��� * �
: � � 3��t� � * � ' ��� .����%�%�-� � � 8 ������.�� , * ��� �*��� * � � ,�� �'� ��: ��� * 3   �-, * �'��� : 3 �/¡<, � � ����� * ��� ��� :9: � : ���
����
�� ��� :9: ��� �9: �-� � ���4�����
���o� 3�� � .�� , � � � ��� �#��� � ����� .�� , � ,�� �'� ��: ���4��� .�� , � � � ��� �#��� � ������.�� , � ,oÆ �%��� � �
Ì �<. ��� * �'���

�
��� * 3   �-, * � � ����� ��� * � 8�� �����/. : ��� � 3 ��: ��� �*�  &: � :��-, �
� ��� : 0 � � � � ��� � * ¡<, � : ���%� , � �+3 8 ��Å

�����%������� * � : � � �-, � � : ��� ��� � 
 Í�� Å ' ��� � 8 ��� : � � 3��t� � * � �   ���%� * � 
 � < � ��� �%����� ��� � ×�� Ô � Ô � �
	 �"��* ���

� : � * 3�� �	� . � � � � ��� � 
 � < , � � � � � , � �#� ��� .������ * �5.�� , � �)¡ � , ����. , 3�� � � �%�����'��� � �	� .��%� * ���
� , �'��� ��� , �%� � � � ��� ����
 ��� � � 
 ��� ����
 � � :��-, � � � ��� * 3   �-, * � � ����� * � : 0 ��� .������ * ���	.�� , � �)¡ � , ��� , ��� *

�
x̄ 
�����
��������������������! "�#���� "�����%$'&�
���(�)+*�&,� x ∈ {0, 1} (#$!��� {0, 1}
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� � 8 � : � * � : � � 3��t� � * � ��� * � � �'� * � �#���
� * � .��
��� ��� � ����� � ����3 ����������� � É � . ,�� ��� � .�� : ��* ��� , 3���� : �
�'���
����� �#��� ��
 . :�� � ��� � * �4� �	�� &, � * � . ��� ���%� * � * � �%� , 3�� � �
��� ��� � ���
�%����� � � :9: � � ����� * ������� � � � � �����

∀ε < 1, (z → 0
���
e−χ

2z < ε)⇒ χ2 → +∞.

É �6.�� , � � 3�� , � � � �������o� ��� � � � � * ����� � �����	. � � , � � ���%��� : ������� :9: � : �����������
� � � � ��� � * 3 , � , ��� ,': �6. �9, � * ���
�*��� �

� ��� �%�/3��%��� * ���

Ì � :9: � : �

z

z′ � z

� ����� 5 � × �9< 3   �-, * � � ����� � � * � � �
�'��� �#� , ���*� : �� &, � � � * � : 0 ����.������ * ���@.�� , � �)¡ � , ���

� � 8 � * � ����� , ���
� ,�� ��� ��� ���
� �9: ����� * � 8 ��� � � � * � � .������ �  &: � * � .����%�%� , � �#� .�� , � � � ��� �#��� � ����� ���

. ��� ���%� * � Ò �����
�
�

��� , �%���
. : ��� � �	� . : ��
 � � � � � ��� . , � 8 � � ���'���).���� * � �%� :9: ���
. � , �%��� * 0 �����*��� � ��3 ��� * �
. , 3�� � � ��� � �¤É � � �	� . : ��
 � ��3 : � 3�� � ���=.�� , � � � ��� �#��� � ����� � .&.�� , � � � � � ��� * 0 �   �-, *�* �'��� : ��� * � * 3 , �����%���
3��
� . ��� : � 3���� ����
�. ��� ���%� * ��Ò �����%� � � � � � � � : � �
��� ��� �

� �
����3 ��, ��� ��� � � � � � � � �����%� � * �'��� : ��� � ���
� , ����� ��� �

* � : � � ��� ,�� ��� * 0 � ���%� , ����� ��� ���+. , � �o����� * � 8 �'��� � 3 , � ,5: ���
� � ��� � �%�5. � �%� �� &: ��� � �*�����%� * ��� � ���%� , ����Å
� ��� ��� .�� , � � � :9: ��� ����� , � � ,�� �'� ��: ��� �'É � � 3��t� � * � � :��-, � � * � .���3�� � � ��� � ���%� ��� �#�+�*� : �
� : * � : � � ��� ,�� ���
* 0 � ���%� , ����� ��� ���/. , � �f����� � .�� , � �9, * � � ,�� �'� ��: ��� � �	� . : ���%� ��� � �-, ,���� 3�� ����3 : ��� � ���'��� : ��� � ���%� , ����� ��� ���
, � * � � * �'���%��� � 8 ��� : ��� � ����� , � � ���%� , ����� ��� ��� �*� : �
� : 3�����.�� , � 3��t� � * � ' ��� �

ª � ª " ¯'°��.� ��� � &��®¯'± �=�,· 
v¯����

É � * � �%� , 3�� � �
��� ��� � * � �%� , � ��� 8 �'�����%������� * �'��� : � � 3��t� � * � �   ���%� * � * 3�� �	� . � � � � ��� � 
 � < �����
� � ����� � ��� 3�� * � * �
��
 * � �
� , 3�� � �
��� ��� ��� * � * 3 , �����%��� � � ��3����

(p, φ)
���

(χ, φ) � Ì ��� * �
��
 * � �%� , 3�� � �
��� ��� ���
� � ��� ��� �9: � �A3���� � * ��� 3��
� . ��� * � ��� � �����%��� Î

(p, φ) :��-, � * ��� 3��
� . ��� * 0 � � � � � � : � �
��� ��� �
�
* 0 � ���%� , ;��'���%� , Å

. �-: ��� ��� �
��� * 0 � ����3 ��, ��� ��� �����
(χ, φ)

* � , �'��� : � .G�����
� * ��� � , �'��� � � , �%�
. � , � �����
�'��� � � ��� � �#� � . 3 , ���%�
� ,
* � � , �'��� ��� , � , � . � * � ���4� ��� . : � � � ��� � ���
�'��� ��� �#� . , � * � � � �%� , � � � �%� , � � � 8 ��� : � � � ����� ��� � * �
� , �'��� ��� , � �
É ��� � ���   � �
��� ��� � * � ����� * �
��
 * � �%� , 3�� � � ��� ��� ��� ��� . : � � ��� * ��� � � � 8 � , � ��� ���2. � � , .����%�%� ,
* � : 0 �#��� � : 0 ����� , � ��	 :9: ��� �%�/. , � * � � �%����� ����� � � , * � : 0;3��
� .�� * � � , �'��� ��� , �%� �����%� , � ����� �	� � 3����6. , 3�Å
� , �'��� ��� , � ���@. � ���hÅ � , �'��� ��� , � ��É ��� * 3��
� �9: � * � �������%�/3��
� . � � � ��� * 3�� ,�� �%� * �'��� : � �%����� ��� � ×�� Ô � Ô �

ª �	� � ±��o´o´f±�
�

� ²¥± ���'± ���o·�
 � ' �)� � ²¥± �=�,± ������

� � * ���   ���%� * � : � � �-, � � : ��� ��� � � � ���%��� � , 3 � ����������� ����� : ��. � �%� ��  �9: � ��3 * � � , � � �%� , * ��� �@  ¨ ���%�

* � ��� : � �
� �9:9: � ����� � ��� 3 ,�� �
� , � � �#��� :�� � � ���
� , * 0 � � * � �2Ì � �*���4�%� . , � * � � � :�� �*� : � � ����� * �'��� : �
� 3��t� � * � � � : � � .'Ç : �,���"� �98 �*��� * ��� .���� � �%��� ��� :9: � : ��� � �%� ����� * � : � * 3�� �	� . � � � � ��� � ��� � ��� , ��� � 8 ���
3 8 ��������� :9: � � ����� * � � �	�  &, �
��
,� �98 �*����
 �

É � . : �&.�� , � * ��� ����� ��� ��� ��� ��� * ��� ��� � * ��� � 3��t� � * ��� ' �+� ����� * � �#� 3�� * �'��� �#� �*��� � .�� ��� � :
* 0;3 ��� � Å * � ��� ,���  ��� ��� � * ���@. ��� ���%� ��� ,@: � ��� , � ����� � © � ���%��� ��� � � �#��� ��� , . � . � : ��� ��� � * �	. ��� ���%� * �'��� �#���
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, 3 �	��� � * � : �"��� , ����������� � ��� * , � * ��� � ��� �%� . , � � ��  � � � � �,��� � �98 �*��� * ��� 3��
� .���� * ���*� : �
� : � * �9, �����
* 0 � ���%� , ����� ��� ��� � � ���%� , ����� ��� ����. , � �f����� � � Ì � * 3��A3 � � �9: �� &, � �%� . , � * � � � ��� .�� , � � �
� : � � , * �'��� : �
�*� * , �
* � , � �
��� � ����� :�� �*� : * � � � �9:9: � � ���

�
��� 8 ��� * � � � �
��
 �*� .��%� , : � � �-: ��� ��� � * � . , �@ &:J¡ � � * �'��� * ���

, 3 �	��� ����� ,�� � � � ����� �
� ����� :9: � � �����

�
�#� .�� :9: � ��� � � ���
� �#��� ��� � � �����
��� ��� � * � � �	�  &, � * �,� �98 �*����
 * �'��� : � * 3�� �	� Å

. � � � � ��� � * � �iÄ . � � ��� , ��� �
Ì �<.���� * �'���
�
�#���-��� � � �����
��� ��� �1� � � � ����� , 3�� * �"� �	�  &, � * � � �98 �*����


����� , ��� � � � ��� � * 3 , �  &: � � ����� : ��� ��� � * ��������� , ���@3��
� .����
� �

���%� , ;��'���%� , Å1. �-: ��� ��� � ��� . ,�� ��� � .�� : � � ����� * ���
� , �'��� ��� , �%�

�
* �	. : ������� . : ��� � �	�� &, �
��
 �

É � ' ��� � * � .��
��� �98 ������� ��� � � � � �#��� � �-: ��� ��� � � ��� �)Æ � � . , �@ &:J¡ � �
�

� 8 ��� ����� �-, � �#���
��� � Å
� �����
��� ��� � * � � �	�  &, � * ��� �98 �*����


� � � � ���
�
� : � � ����� :�� �*� : � � ����� ����� � � , * ��� , 3 �	��� ��� , � �
� 3���� * �
� � �9:9: � � �

�
� , 3*�'��� � � ��� � * ��� � ,t &, ��� � � : � � .KÇ : ��� � � �5Å �#� � � �-, � ��� � � � ���). �
���

�
� . ,����-,�� � .�������� � � �����%� ,

:�� �*� : � � ����� : � � �	�� &, � * � � �98 �*����

�
* � � � � � * ��� � �	�� &, �
���%��� , � : ��� ��� ��� � �	� . : ��
#��� ����� , � : ��� ��� :9: � : ���

.�� ,	: ��� � ���%� , ����� ��� ��� . , � �o����� ��� ��� , � � ��� * � ���
�'���%���
�

� 3������%� � �
�'��� : � * � � . � � ��  �9: � ��3 * � : 0 � ��� �-, � ��� ��� �
* � ���
�'���%� * 0 ����� , ������� :9: � : ��� � � � , � �
� 3���� * � � �98 �*����
 � * ����� � � ����� �

Ì �����%�2. , � . � � � � ��� � �����   ���A3������ ,/: �,� , 3*��� ��� � * �
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� H X�YfJIR H BiN
B�L6YIXK]vBKDGYG^$DGT�B�L6RPD�Q?B H ÅW] H F�T�B�L?L?JGL�YIBiT�BKNPNPJIN
B�L6k H X�j�JGBKoponBKD/QCBKD H BKN�^$Q8R
FODe_
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�¸ÃGD�YIB�]vFOJIb\FOR H N
F T�^$NPR
L?B H JIDGBiT�BKNPNPJIN
B4YIB|ow^$DIR ¡KH BiJIDIR
j�JGBiBKQ H ^$]IR
YIBuYG^$DGLdJID ^ Ht IH BiYfR
L8Q H R   JGX�[DGFOJGLC] H FO]vF�L?FODGLZY`Ua^OL�L?F�TKR
B H hnTf�&^Oj/JGB=T�BKNPNPJIN
BuJID R
YIBKD/Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H � N
F   ^$N�JIDIR
j/JGB�_ Ì BKQZR
YIBKD�Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H]vB H onBKQ8Q H ^nL8RPop]IN
BKonBKD�QZYIB�j�J&^$NPR7Ã&B H JIDGBiT�BKNPNPJIN
Bw��N
F H LZYIB�L6T�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FODGL~[�YIB�LdQ H ^$DGL8k}B H Q?L�_�_�_ � _
Ì BKQwR
YIBKD/Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ HÑ� N
F   ^$N|B�L8QpklF H onX YIB N�^ L8JGT�T�B�L?L?R
FOD YIB�DGFOo  IH B�Lxh

N   RPQ?L�[rF / N
B�L?QwN�^

YfRPonBKDGL8R
FOD YIBnNWUVB�L8]&^OT�B �}To�&^Oj�JGBwDGFOo  IH Bch
N   RPQ?LuB�L8Q=^OL?L?F TKR
XnhgJIDzYIB�L

2N
ÃGN
Lu]+F�L�L8R   N
B�LiY`U JIDGBT�BKNPNPJIN
B � _

�ZFOJGLCYIX�ÃGDIR
L?L?FODGLCNWU R
YIBKD/Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H YIB H ^OTKRPDGB4]&^ H�
 [�T�BKNPNPJIN
Bp^OL?L?F TKR
X�B4hwN�^   F � Q?B=BKD � N
F   ^$D/Q?BpYfJ
ow^$RPNPN�^ � B B0

_ É U R
YIBKD/Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H B�L8Q�T�FODGL8Q H JIRPQiT�FOoponB{NWUa^OL?L?F TKR�^$Q8R
FOD BKD/Q H B{NWUVB�L?]&^OT�B{]G�XÄfL8R
j/JGB{BKQ|N
B�L
DGFOo  IH B�L   RPD&^$R H B�L�_
� $�# � �0������� ��� É F�T�^$NPR
L�^$Q8R
FOD YIB�N�^{T�BKNPNPJIN
BiT�FOD�Q?BKD&^$D/QCJID�]+FORPD�Q

X��� 
 FORPQ
B0

N�^   F � Q?B�BKD � N
F   ^$D/Q?B=YIB|NWUVF�TKQ H B�B
��� 
 FORPQ

X
JID ]+FORPD�Q�YIB

B0��� 
 FOR
BKD/Q
l = 0

[
loc0 = 1

NWU R
YIBKD�Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H YIBiN�^ H ^OTKRPDGB
� � � �"��� � :��

Bl
DeUVB�L8Qd]&^OLC^OL?L?F TKR
Xih=JIDGB|klBKJIRPNPN
B��+�"���.�

��� Ì ^$N
TKJIN
B H N�^{L�FOJGLhÅ   F � Q?B Bl+1
H BKN�^$Q8RPb\B4h

Bl
Q?BKNPN
Bij�JGB

X ∈ Bl+1��� �CFOQ?FODGL
s
NWU RPDGYfR
T�B H BKN�^$Q8R"kAYIB Bl+1

]&^ H6H ^$]I]+F H Q Bl��� Ì �&^Oj�JGB   RPQwYIB
s
T�F H8H B�L8]vFODGY ^$J QiÄ�]vB�YIB�YIX�T�^$N�^ � B YfJ T�BKD/Q H B YIB

Bl+1
H BKN�^$Q8RPb\BKonBKD�Qg^$J

T�BKD/Q H B4YIB Bl ]vFOJ H JIDGBiYfR H B�TKQ8R
FOD YIFODIDGX�B
 �� �CFOJIb\BKNeR
YIBKD/Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H ]&^ H Q8R
BKNÁÎ locl+1 = locl.s

�}T�FODGT�^$Q?XKD&^$Q8R
FOD �
!�� �ZRPb\B�^$J L8JIRPb�^$D/Q Î

l ← l + 1�#"�� 	)��� �"���"� :��
���$� É U R
YIBKD�Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H YIB|N�^nT�BKNPNPJIN
B

X
B�L8Q

locl
^$J�DIRPb\B�^$J

l
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ÈyDfklF H ow^$Q8R
j/JGBKonBKD�Q ]&^ H N�^$D/Q NWU R
YIBKD/Q8R7Ã&T�^$Q?BKJ H XKQ�^$D�Q L8Q?F T+*\X L8J H JID BKD/Q8R
B H [uT�BKN�^ RPop]vF�L?B JIDGB
T�FOD�Q H ^$RPD/Q?B L8J H N
B�DGFOo  IH B YIB�DIRPb\B�^$Jfm`_ 	 DtB�*vBKQ�[rJID BKD/Q8R
B H Ð Ô   RPQ?LwDGB�]vB H onBKQcYIB H BK] H X�L?BKD�Q?B Hj�JGBÑÏ 1nDIRPb\B�^$Jfm � � N�^ H ^OTKRPDGB � [`T�B=j/JIRAB�L8QCQ?FOJIQ?B�k}FOR
L|L8J��wL�^$D/Q�]vFOJ H YIB�L|T�^OL H ^$R
L?FODID&^   N
B�L#,\_ Ì BKQ8Q?BNPRPopRPQ?B=DeUVB�L8QCj/JeU JIDGB=T�FOD/Q H ^$RPD�Q?BpYIB H BK] H X�L?BKD�Q�^$Q8R
FOD ^$R
L?XKonBKD/Q�YIXK]&^OL?L�X�B ��H�� T�BphpN�^cL8Q H JGTKQ8J H B=F   ¨ BKQL?FOJGLtÅ�¨8^OT�BKD�Q?B�_
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������� = _ÕÐ ��È DGYIB�mI^$Q8R
FOD YIB�LEk}BKJIRPNPN
B�L�YG^$DGL6JID�j�J&^OYCÅWQ H B�Bc�
N = 2 �

©�FOJIQ?B6T�BKNPNPJIN
B6B�L8QS^$N
F H LAR
YIBKD�Q8R7Ã&X�B6YIBEow^$DIR ¡KH BdJIDIR
j�JGBdBKQ � N
F   ^$N
B�BKQr^$JGTKJIDGBEDGBdL?B H ^C]&^ H Q�^ � X�B6BKDX�T H RPQ8J H BCBKD/Q H BC]INPJGL8R
BKJ H LM] H F�T�B�L�L8JGL I Q?FOJIQ?B�klFOR
LMJIDGB H XK]INPR
T�^$Q8R
FODxBKDwN
B�TKQ8J H B{� H B�T�FO]IR
B � B�L8QM^OYfopR
L�L8R   N
BYG^$DGLdJID   JIQZY`UVFO]IQ8RPopR
L�^$Q8R
FOD YIB�L6T�FOopo4JIDIR
T�^$Q8R
FODGL�_

����������������������������� % �&$���% %�� � :��&%

É B ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD�QzYIB N�^ L8J H kW^OT�B BKQ ]&^ H T�FODGL�X�j/JGBKD�Q YIBzNWUa^ Ht IH B B�L8Q NPR
X htYIB ouJINPQ8RP]IN
B�L
T�FOD/Q H ^$RPD�Q?B�L�[Z^$NPN�^$D�Q�YIB N�^zDGX�T�B�L?L8RPQ?X YIB ��H FOJI]vB H N
B�LxT�BKNPNPJIN
B�Lx] H F�Tf�GB�L �}XKQ�^$]vB�LxY`Ua^ ��H X � ^$Q8R
FODe[�YIBYfR
L8]vB H L8R
FOD BKQnYIBgT�^$N
TKJIN�YIBqRPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLn] H F To�GB�L � h N�^ DGX�T�B�L�L8RPQ?XxYIBqopRPDIRPopR
L?B H N
B�L{RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLN
FORPD/Q�^$RPDGB�LZRPD/Q?B H ÅW] H F T�B�L?L8JGL~_

É ^ T�FOD�Q H ^$RPD/Q?B YIBq] H F�m RPopRPQ?Xg]vBKJIQpL?BKo   N
B H kW^OTKRPN
BKonBKD/QnL�^$Q8R
L8kl^$RPQ?Bq]&^ H NWU JIQ8RPNPR
L�^$Q8R
FOD Y`U JID ]&^ H ÅQ8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QgYIBgQ`Ä ]vB�Ê 
 ]&^OT�B ' RPNPNPRPD � Ì J H b\B�L�Ë Ó�� Ö�Ø YG^$DGLwN
B�j/JGBKN6BKD�Q H BxN
B�LnT�FOJ Ht  B�LwYIB 
 F H Q?FOD�l^$JGL?L8RGj�J&^$NPR7Ã&X�B�LMYIBO�IR
X H ^ H To�IR
j�JGB�L�[/Ã � J H B = _ × � BKQrYIB �ZRPN   B H Q��l^$JGL�L8RGDGFOoponX�B�YIB Í B�^$DGFI[/Ã � J H B = _�� �
H B�T�FOJIb H ^$D/Q H X�TKJ H L?RPb\BKonBKD/QMNWUVB�L8]&^OT�B�_ É BKJ H RPD/Q?X HoÆ Q)B�L?QrYIBEklFOJ H DIR H JIDGBdRPDGYIB�mG^$Q8R
FODcYIB�LST�BKNPNPJIN
B�L)Q?BKNPN
B�L
j�JGB|N�^{] H F�mfRPopRPQ?XuYIB�YIBKJfmxT�BKNPNPJIN
B�L6N
B�N
FOD � YIB�T�B�L6T�FOJ Ht  B�L6kl^�b\F H R
L?B�N�^=] H F�m RPopRPQ?X4L8]&^$Q8R�^$N
B�_

������� = _ × � Ì FOJ Ht  BuYIB 
 F H Q?FOD½Ô0< h�ÐpDIRPb\B�^$Jfm ��� ��� = _�� � Ì FOJ Ht  B�YIB �ZRPN   B H Q Ô0< h�Ð=DIRPb\B�^$Jfm
�CFOQ?FODGLZhwT�B�] H FO]+F�LCj�JGB�NWUa^ ��H X � ^$Q8R
FOD ^$RPDGL?R�R
L?L8JGBuYIB�N�^nT�FOJ Ht  BiYIB �ZRPN   B H Q�B�L8Q   R
BKD onBKRPNPN
BKJ H BN
F H L?j�JeU RPNrL�Ua^ � RPQuYIB H BKop]INPR H NWUVB�L8]&^OT�B ��N�^�T�FOJ Ht  BnBKD�� YIB 
 F H Q?FODz] H X�L?BKD/Q?BcYIB�LiL�^$JIQ?L � _�©�FOJIQ?B�klFOR
LN
F H L?j�JeU RPNCL~Ua^ � RPQqY`U JIQ8RPNPR
L?B H T�B ] H F�T�X�YIX ]vFOJ H N
B ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�Y`U JIDGB L8J H kW^OT�B YG^$DGLcJID B�L8]&^OT�B

Q H R
YfRPonBKDGL8R
FODIDGBKNW[�T�B�L�] H F�T�X�YIX�LiDGB{]+BKJIb\BKD�Qi]INPJGL � ^ H ^$D/Q8R H T�BKQ8Q?BnT�FOop]&^OTKRPQ?XnYIB�L�]&^ H Q8RPQ8R
FODGLq��RPNSB�L8Q
]INPJGLdT�FOoponF YIB�Y`U RPow^ � RPDGB H T�BC]G�GXKDGFOo ¡ DGBiBKDAÔ0<=[G^�b\B�T|N
BC]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QZY`U JIDGB�T�FOJ Ht  B|YG^$DGLdN
B]IN�^$D � _9�ZJ T�^OLu]&^ H T�^OL�[eT�B H Q�^$RPDGB�L4onXKQt�GF�YIB�Lu]+BKJIb\BKD�Q=YIFODIDGB H YIB   FODGL H X�L8JINPQ�^$Q?Lq�}B�m�Îeow^$RPNPN�^ � B�L^$NPN
FOD � X�L�]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGX�LAL8JIRPbO^$D�Q�N
BKJ H L�YfR H B�TKQ8R
FODGL�] H RPb�RPN
X � R
X�B�L � [~ow^$R
L�N�^ H F   JGL8Q?B�L?L?B)YIBSNWUa^$N � F H RPQt�IonBEYIB
]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q H B�j/JIR
B H Q|JIDGBp^OYG^$]IQ�^$Q8R
FOD ^$JIQ?FOow^$Q8R
j�JGBn^$Jfm YfR *vX H BKD�Q?B�L�L8RPQ8J&^$Q8R
FODGL�[vDGFOQ�^$oponBKD�Q
N
F H L?j�JeU RPN�L?B H ^{j�JGB�L8Q8R
FOD Y`Ua^OYG^$]IQ�^$Q8RPb RPQ?X4^�b\B�TiYIB�L�^ Ht IH B�LZh¥�&^$JIQ?BKJ H L�bO^ H R�^   N
B�L~_
> 1
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ÈyN`T�FOD/b R
BKD/QZ]&^ H ^$RPNPN
BKJ H L6YIB�DGB|]&^OL�FOJ   NPR
B H YIB�]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGB H NWU RPD�Q?X H R
BKJ H YIB|NWUa^ Ht IH B�_ É B�L�T�BKNPNPJIN
B�LRPD�Q?B H DGB�L�]vBKJIb\BKD/QZ^�b\FOR H YIB�L6YIB�L?T�BKDGYG^$D�Q?L H XK]&^ H Q8R
L6L?J H YfR *vX H BKD�Q?L6] H F T�B�L?L8JGL�_ �ZDGBC]+FONPRPQ8R
j�JGBiL8RPop]IN
B

YIB H XK]&^ H Q8RPQ8R
FOD�YIB�LdT�BKNPNPJIN
B�LERPD/Q?B H DGB�L H BK]+F�L?BCL8J H JIDGB|XKN
B�TKQ8R
FODe[f]+FOJ H To�&^Oj�JGB�T�BKNPNPJIN
B|BKDg]&^ H Q�^$D/Q6YIB�LklBKJIRPNPN
B�L�[IYfJg] H F�T�B�L�L8JGLM]+F�L?L�X�YG^$D/Q6YIXS¨?huN
BCDGFOo  IH B�YIB ÃGN
LEN
F T�^$JfmcN
BC]INPJGL ��H ^$DGY ��N
B�LdT�FOD��GRPQ?LdBKDxT�^OL
Y`UVX � ^$NPRPQ?X4L?FOD/Q H X�L�FONPJGLd]&^ H N
B¦Ê¥�&^OL�^ H Y½Ë � _
��������������������� ������� % 5�� # �!��� ��� %

Í ^ H ^$RPNPN
BKJ H L�[GRPNvT�FOD�b�R
BKD�QZYIBC] H BKDGY H BiBKD�T�FOop]IQ?B�N�^=L?B�T�FODGYIBuT�FOD/Q H ^$RPD/Q?BuNPR
X�Bi^$JfmqX�Tf�&^$D � B�L�YfR
LhÅQ�^$D�Q?L�_ Ì BKQ8Q?BpT�FOD/Q H ^$RPD�Q?BwB�L8Q�T�BKNPN
BpBKD/Q H ^$D�QuBKD�¨ BKJ N
F H L�YIB{NWUVXKQ�^$]vB{YIB{Q H ^$DGL k}B H Q�[vj�JIRAB�L8Q|NWUVXKQ�^$]+B{N�^
onFORPDGLML?T�^$N�^   N
B�T�FOoponB�DGFOJGLrN
B6b\B H8H FODGLr]&^ H N�^iL8JIRPQ?B�_ Ì B�] H F   N ¡ onBZYIXK]&^OL�L?BdN
B�L?RPop]IN
Bd]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGB�ÅonBKD�Q6YIB|ow^$RPNPN�^ � B�LdBKQMDGFOJGLE] H X�klX H FODGLdN
BC]IN�^OT�B H ^$JxDIRPb\B�^$JxYfJx]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QZYIB ��H ^$]G�GB�L�_ <�^$DGLT�B�T�^OY H BCDGFOJGL�^�b\FODGLdJIQ8RPNPR
L?XCN�^   R   NPR
FOQt� ¡ j/JGB�������� �KÓ ×#Ö [ × > Ø j/JIRv]vB H onBKQ6BKD/Q H Bi^$JIQ H B�LdYIB|]&^ H Q8RPQ8R
FOD5ÅDGB H YIB�L
	 H ^$]��GB�LEh�]vFOR
YIL|�l^$JGL?L8R
�IR
BKDgL8J H N
B�LML?FOoponBKQ?LEYfJ�	 H ^$]��GB Å�^OL�L8RPopRPN�^��IN
BChuYIB�L)T�F � Q?L Ì�Í � Å
j�JGBdL8J H N
B�LS^ HoÆ Q?B�L)YfJ�	 H ^$]��GB�Å�^OL?L8RPopRPN�^��IN
BZh|YIB�LST�F � Q?LSYIB6T�FOopo4JIDIR
T�^$Q8R
FOD¦Å � L?FOJGLrYIB�LST�FOD/Q H ^$RPD�Q?B�LYIB�opRPDIRPow^$NPRPQ?X�Y`Ua^ HoÆ Q?B�LMT�FOJI]+X�B�L)FOJcYIBd]vFOR
YILSQ?FOQ�^$N+Y`UVX�T��&^$D�	\B�L�_�������� �=]vBKJIQ Æ Q H B6T�FODGL?R
YIX H X�T�FOoponB
JID H BK] H X�L�BKD/Q�^$D/QCYIB|NWUVXKQ�^$Q�YIB|NWUa^ H Q4�}T�FOoponB �+FONPQ�^$De[ 
 T�FOQ?T��e[��/F�L8Q8N
B�[ Í � ����� j/JGFOR
j�JGB�T�B H Q�^$RPDGL6DGB] H X�L?BKD�Q?BKD/QC]INPJGL6YIBiL8R�	�DGB�L�YIB|b�RPQ�^$NPRPQ?X � _

� HoÆ Q?B�L


 FOoponBKQ?L

������� = _ = � 	 mIBKop]IN
BuYIB�	 H ^$]��GB

É U R
YIX�BcB�L?QuYIB H BK] H X�L�BKD/Q?B H NWUVBKDGL?BKo��IN
BgYIB�L=T�FOD/Q H ^$RPD/Q?B�LpYG^$DGL4JID�	 H ^$]��GB�_ É B�L{L?FOoponBKQ?L=YIBwT�B
	 H ^$]��GBpL?B H FOD�Q|N
B�L|D��|JGYIL�YIBuNWUa^ H � H B�[`YIB�LZklBKJIRPNPN
B�L���JGL?j�JeUa^$J DIRPb\B�^$J N
Bu]INPJGL��&^$JIQ�T�FOop]vF H Q�^$D/QiYIB�LRPD�Q?B H ^OTKQ8R
FODGL�_ É B�L=^ HoÆ Q?B�L=YfJ�	 H ^$]��GBqL?B H FOD/Q4N
B�L H BKN�^$Q8R
FODGL=YIBn] H F�m RPopRPQ?X�_ �ZJ DIRPb\B�^$J YIBwN�^xYIX�ÃGDIR7Å
Q8R
FOD YIB�L{]vFOR
YILnYIB�LnL�FOoponBKQ?LnBKQnYIB�Ln^ HoÆ Q?B�L�[A]INPJGL8R
BKJ H LnbO^ H R�^$D�Q?B�LwL?FOD�Qp]+F�L?L?R��IN
B�L�_ É ^ b\B H L8R
FOD R
TKR
] H X�L?BKD�Q?X�BcYIFODIDGBnJID ]+FOR
YIL4X�	/^$N)^$J DGFOo�� H BwYIBpQ H R�^$D�	�N
B�Lg� ≈ DGFOo�� H BqYIBnYIB�	 H X�LuYIBnNPR��+B H Q?X � ^$JfmklBKJIRPNPN
B�LSBKQ���X H Fi^$Jfmn^$JIQ H B�LAD��|JGYIL�[O]vB H onBKQ8Q�^$D/Q)^$RPDGL8RIJIDGBdX�j�JIR7Å H XK]&^ H Q8RPQ8R
FODcYIB�L�klBKJIRPNPN
B�L�[�BKQSYIFODGTEJID
]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD�Q{X�j�JIRPQ�^��IN
Bp]vFOJ H N
B�LiXKQ�^$]vB�LiY`U RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FOD BKQuY`U RPD/Q?X�	 H ^$Q8R
FODe_ É Bp]vFOR
YILu^$Q8Q H R��IJGXhqJIDGBp^ HoÆ Q?BpYIXK]vBKDGY YIB4N�^��&^$JIQ?BKJ H YIB�L�T�BKNPNPJIN
B�LiBKD H BKN�^$Q8R
FOD YG^$DGL|NWUa^ H � H B�_ �CFOJGL1ÃImIFODGL|JID ]vFOR
YIL
YIB! p^$J DIRPb\B�^$J N
B4]INPJGL��&^OL~[&]IJIR
L|N
B=]vFOR
YILi^OL?L?F TKR
X=hqT��&^Oj�JGBn^$JIQ H B=DIRPb\B�^$J B�L8Q|YIFODIDGXpT�FOoponB

fcklFOR
LnT�BKNPJIR6YfJ DIRPb\B�^$J RPDfklX H R
BKJ H _ È NMkl^$JIQnBKDGL8JIRPQ?B�NPR
B H N
B�LpDIRPb\B�^$Jfm BKD/Q H B�BKJfm`_ Ì B�LpNPR�^$R
L?FODGLnL�B H FOD/QYIB�Ln^ HoÆ Q?B�L=NPR�^$D/QpJIDGBqT�BKNPNPJIN
Bxh L?FODz]#" H BqYIBc]vFOR
YIL
fp

klFOR
L=N
Bw]vFOR
YILp^OL?L?F TKR
Xq^$J DIRPb\B�^$J YfJ ]#" H B�_
�ZDGB�T�FODGL?X�j�JGBKDGT�B�YIB�T�Bd]+FOR
YIL)B�L8QSJIDGBZT�FOD/Q H ^$RPD/Q?B|YIBdopRPDIRPopR
L�^$Q8R
FODqYIB�LrRPD/Q?B H ;O^$D/Q?B H ÅW]vFON�^$Q8R
FODGLdDGFODN
F T�^$N
B�L�_ 
)R
BKD j/JGB4Q?FOJGLZN
B�LZT�FOD�Q H ^$RPD/Q?B�L�DGBu]+F H Q?BKD�Q|j�JGBuL?J H N
B�LZRPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGL|] H F T��GB�L�[�N
B�LCRPD/Q?B H ^OT�ÅQ8R
FODGLdN
FORPD�Q�^$RPDGB�L6L?FOD�Qd] H R
L?B�LdBKDxT�FOop]IQ?BiBKDxL?B H ^$]I]+BKN�^$D�Q6j/JeUVBKNPN
B�L6L�FOD/QdB�*vB�TKQ8JGX�B�L�BKD/Q H B�T�BKNPNPJIN
B�L6YIB]&^ H BKD�Q?L�] H F T��GB�L{�}T�B�onF�Ä\BKD YIXKQ?FOJ H DGXu]vB H onBKQ6]&^ H ^$RPNPN
BKJ H LCYIB H X�YfJIR H B4T�FODGL8R
YIX H ^��IN
BKonBKD/QCN�^{Q�^$RPNPN
B
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� � � BKQ Ì�Í �ZL <|X�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD ]&^ HC� TKQ H B�B Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QiYIB�	 H ^$]��GB�L
�SFONPJIonB ' BKJIRPNPN
B�L � H ^$DGL8k ��] �SFONPJIonB ' BKJIRPNPN
B�L � H ^$DGL k ��]
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Eº����)Î��SFONPJIonB�BKD � F{]&^ H ] H F T�B�L?L?BKJ H YIB|YIFODIDGX�B�L6huQ H ^$DGL8k}X H B H ]vFOJ H JIDGB|XKQ�^$]vBCYIBZQ H ^$DGL klB H Q
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�
����)Î ��BKop]GL�YIBCT�^$N
TKJIN�^$JfmqklBKJIRPNPN
B�Li��RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FOD � RPD/Q?X�	 H ^$Q8R
FOD � ]+FOJ H × RPQ?X H ^$Q8R
FODGL ' 
 

�! "����#�� ��Î
��BKop]GL�Y`U JIDGBuXKQ�^$]+BiYIB|Q�^$DGL8k}B H Q
� !"� Î���BKop]GLZY`U JIDGBiXKQ�^$]vBiY`Ua^�	 	 H X�	/^$Q8R
FOD ��Q?FOJGL�DIRPb\B�^$Jfm �

����� � = _� (� Ì F � Q?L ' 
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X�L�^$J�]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q

YIB�L 	 H ^$]��GB�L�ow^$DIRP]IJIN
X�L � _
�ZRPDGL8RW[fJID�]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD�Q|FO]IQ8RPopR
L�^$D/Q�N�^p] H F�mfRPopRPQ?X4h=Q?FOJGL6N
B�L6DIRPb\B�^$Jfm H BK]vF�L?BiL?J H JID�]&^ H Q8R7ÅQ8R
FODIDGBKonBKD/QAYIB 	 H ^$]��GB�L�L?FOJGL�T�FOD/Q H ^$RPD�Q?B�L�Y`UVX�j�JIRPNPR�� H ^�	\BMYIB�L�]vFOR
YIL)�'klBKJIRPNPN
B�L � BKQ�YIBSopRPDIRPopR
L�^$Q8R
FOD{YIB�L

^ HoÆ Q?B�LiT�FOJI]vX�B�Lw�}T�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FOD YIB{Q H ^$DGL klB H QiBKQ|Y`U RPD�Q?B H ;O^$D/Q?B H ÅW]vFON�^$Q8R
FOD � _ Ì B{]+FORPD�Q�N
BpYfR
L8Q8RPD�	�JGB
YIB�LEL8RPop]IN
B�LM]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q?L6YIB|L8J H kW^OT�B�L)DGB�Q H ^�bO^$RPNPN�^$D�Q6j/JeUa^$JgDIRPb\B�^$JgYIB�L)Q H R�^$D�	�N
B�L~[f^OL�L8RPopRPN�^��IN
B
^$Jfm k}BKJIRPNPN
B�L4YG^$DGL�DGFOQ H BwT�^OL�_ É ^gopRPDIRPopR
L�^$Q8R
FODzYfJ DGFOo�� H BwY`Ua^ HoÆ Q?B�L=T�FOJI]+X�B�LiDGBnT�F H8H B�L8]vFODGY ]&^OL
Q?FOJIQ6h�kW^$RPQdhiN�^ikl^OTKQ?F H R
L�^$Q8R
FODgYIB�LMQ H ^$DGL klB H Q?LEYfR
L8Q�^$D/Q?L~[�ow^$R
LM]vB H onBKQdYIX �8h4Y`UVF �IQ?BKDIR H YIB �vFODGL H X�L8JIN7ÅQ�^$Q?L|o Æ onB=]+FOJ H YIB�L|ow^$RPNPN�^�	\B�LiT�FOop]IN
B�mIB�L�F / N
B�L�	/^$RPDGL�L?FOD/Qi^OL?L�B��=T�FODGL8R
YIX H ^��IN
B�Li]&^ HCH ^$]I]vF H QuhJIDGBiYIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD YIB�NWUVB�L?]&^OT�B�]&^ H YIB�L6T�FOJ H �vB�LdQ`Ä ]vB 
 F H Q?FOD FOJ>��RPN��vB H Q�_

É ^=j�J&^$NPRPQ?XZYfJq]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QZBKDwklFODGTKQ8R
FODxYIB
fc

BKQ
fp

DeUa^4XKQ?X|j/JGBZL?FOopow^$R H BKonBKD/Q�XKQ8JGYfR
X�B IDGFOJGL H BKQ8R
BKDGY H FODGLCYG^$DGLdDGF�L6Q?B�L?Q?L fc = 2
BKQ
fp = 2
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É ^pQ�^��IN
B = _� H BK] H X�L?BKD�Q?BiN
B�L�T�F � Q?L�YIBiYfR *vX H BKD�Q?B�LZXKQ�^$]vB�L6Y`U JID T�^$N
TKJIN ' 
 
 h J DIRPb\B�^$Jfm�L8J H ÐYfR *`X H BKD/Q?L�F � �8BKQ?LLÎ
�%$�� �&���	�*Î 
 ]��GB H BiJIDIRPQ?XiYIB × 121 12121pQ H R�^$D�	�N
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27λ �� �'��
�(	��#�Î ' ^$N
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B�L4�
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T�FOD YIB × �21�12121cQ H R�^$D�	�N
B�Li^�Ä/^$D/QiL8J��IRPQCJIDGB H FOQ�^$Q8R
FOD YIB × � ◦ L8JIRPbO^$D�QZN
B�L�^smIB�L

x
BKQ
y
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É B�LrQ�^$RPNPN
B�L)YIB�L
	 H ^$]��GB�LM^OL�L?F�TKR
X�LrL?FOD/QrYIB1Ð2121 12121iL�FOoponBKQ?LrBKQÁÐ 12121 12121u^ HoÆ Q?B�Lr]+FOJ H N�^iL8]�� " H BBKQ �21 12121pL�FOoponBKQ?L6BKQ = 121 12121p^ HoÆ Q?B�L�]+FOJ H N
B�L ' ^$N
T�FODe_
É B=T�^OLCYIBiN�^cL8]�� " H BuB�L8Q|L8R�	�DIR7Ã&T�^$Q8R"krYIB4N�^�	 H ^$DGYIB{L8]vX�TKR7Ã&TKRPQ?XuYIB4N�^nYIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD ]&^ H F TKQ H B�B]vFOJ H YIB�LZow^$RPNPN�^�	\B�L|] H X�L?BKD/Q�^$D�Q�YIB�LCLoÄ�onXKQ H R
B�LC]vFOJ H YIB�LC]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q?LiYIB4Q�^$RPNPN
B H BKN�^$Q8RPb\B{hwN�^

LtÄ onXKQ H R
B ��]IJIR
L�L�^$DGT�BcYIB�Ô YG^$DGL4N
BqT�^OL4YIBcN�^�L8]�� " H B � _ 
 ^$R
L4Y�"�L=j�JGBnN
B�L 	\X�FOonXKQ H R
B�L{YIBKb�R
BKDIDGBKD�Q
]INPJGLxT�FOop]IN
B�mIB�L�FOJ j/JGB N
B DGFOo�� H B YIB ]&^ H Q8RPQ8R
FODGL�DGB L?JIRPQx]INPJGLxYIB�L H "�	�N
B�LxL8Q H R
TKQ?B�L �}FOJ o Æ onB
]&^ H Q8RPQ8R
FODxDGFOD�X�j�JIRPNPR�� H X�B|]+FOJ H NWUVX�j�JIRPNPR�� H ^�	\B�YIB�T��&^ H 	\B � [fN
B|]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QZ]&^ H 	 H ^$]��GB�L6YIBKb�R
BKD�QQ H "�Ld]vB H k}F H ow^$D�Q=� 	\X�FOonXKQ H R
B4j/JGBKN
T�FODGj�JGB�[I]&^ H Q8RPQ8R
FOD YIB|Q�^$RPNPN
B�LZj/JGBKN
T�FODGj�JGB�L � _

É B�L)RPNPNPJGL8Q H ^$Q8R
FODGL���Ã 	�J H B�L = _ Ö [ = _ > [ = _ J [ = _�  1 � ]+B H onBKQ8Q?BKD�QdY`Ua^$]I] H X�TKR
B H b R
L8JGBKNPN
BKonBKD�Q)N�^uYfR
L8]&^ H R7Å
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� � �8BKQ Ì�Í �CL �SFONPJIonB � H ^$DGL k ��] Ò|N
F �&^$N
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����� � = _ÕÔ � Í B H klF H ow^$DGT�B�F �IQ?BKD/JGB|]&^ H N
B�]&^ H Q8R
FODIDGBKonBKD�Q�YIB 	 H ^$]��GB�L H BKN�^$Q8RPb\BKonBKD/QZhuN�^uYIX�T�FOop]vF:Å
L8RPQ8R
FOD ]&^ H F�TKQ H B�B

������� = _ Ö ��<|X�T�FOop]+F�L?RPQ8R
FOD BKD�F TKQ H B�B ������� = _ > � Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�YIB�	 H ^$]��GB�L
Í ^ H Q8RPQ8R
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��� ��� = _ J �,<|X�T�FOop]+F�L8RPQ8R
FOD BKD F�TKQ H B�B ������� = _�  1 � Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�YIB�	 H ^$]��GB�L
Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�BKD > YfJ�ow^$RPNPN�^�	\B * �,��
�(	��#

Q8R
FOD�YIB�L6^ H Q?B�kW^OTKQ?LdYIBZ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD�QZNPR
X�h4N�^{YIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FODx]&^ H F�TKQ H B�B�_ Ì BKJfmCÅyTKR�^$J H ^$R
BKD/Q�YIX �?h]IJ Æ Q H B H X�YfJIRPQ?LcBKD ^$JIQ?F H R
L�^$D/QcJID ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QgonFORPDGLcX�j/JIRPQ�^��IN
B�YIB�LwT�BKNPNPJIN
B�L ��DGFOQ�^$oponBKD/Q
YIB�L�k}BKJIRPNPN
B�L � FOJ �IR
BKD BKD NPRPopRPQ�^$D/Q|N�^n] H F$k}FODGYIBKJ H YIBuYIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD YG^$DGL�NWUa^ H � H B�[+T�Buj�JIR�YG^$DGLZN
B�LT�^OLn] H X�L�BKD/Q?X�LcDeUVBKD�	\BKDGY H B�]&^OLwY`Ua^$onXKNPR
F H ^$Q8R
FODtDGFOQ�^��IN
B�L�_ ��FOJIQ?B�klFOR
LwDGFOQ?FODGLcj/JGB�T�B�DGB�L?FOD/Qc]&^OL
T�B�L|^ H Q?B�kl^OTKQ?LCj/JIR H BKDGYIBKD/Q�T�FOop]IQ?B=YIBiN�^nj�J&^$NPRPQ?XuY`U JID ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�[v]IJIR
L�j/JGBuow^$N�	 H XuQ?FOJGLZN
B�L^ H Q?B�kW^OTKQ?L6b R
L8R��IN
B�LdN
B�T�^OL * �'��
�(	��# B�L8Q �IR
BKD�onBKRPNPN
BKJ H j�JGB �'��
 (0��# �}T�kAQ�^��IN
B = _� � _
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É BET�^$N
TKJINIYIB�L�RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLA] H F T��GB�LAB�L?Q�JID=]+FORPD�QAT H RPQ8R
j/JGBMDGFOD{]&^OL�]+FOJ H N
BMQ?BKop]GL�YIBMQ H ^$RPQ?BKonBKD�Q
DGX�T�B�L?L�^$R H BMDIR o Æ onBM]+FOJ H N�^ZT�FOop]IN
B�m RPQ?X6^$N�	\F H RPQ �IopR
j�JGB�[Oow^$R
L�]+FOJ H N
B)b\FONPJIonBdYIB)YIFODIDGX�B�L�]vFOJIbO^$D�Q
Ä Æ Q H B)^OL?L?F TKR
X�_ 
 FOD�Q�Q H ^$RPQ?X�B�Le]&^ H RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGL�] H F T��GB�LeQ?FOJIQ?B�L�N
B�L�T�BKNPNPJIN
B�L�DGFODiQ H ^$RPQ?X�B�L�]&^ H N�^ ' 
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T�UVB�L8QihqYfR H B{Y`Ua^$JIQ�^$D/Qi]INPJGL�j�JGB=N
B4DGFOo�� H BpYIB=DIRPb\B�^$Jfm B�L8QZkW^$R��IN
BpFOJ j�JGB=N
B=DGFOo�� H BpY`U RPDGT�FODID/JGB�L
B�L8Q 	 H ^$DGY`_� T�B�] H F �IN "KonBiYIB�b\FONPJIonBuYIBiYIFODIDGX�B�L�[IQ H FOR
L�^$NPQ?B H D&^$Q8RPb\B�LCL?FOD�Q6]+F�L�L8R��IN
B�L Î
 �_dQ?FOJIQZL8Q?F�T *\B H BKD�onXKonFOR H BiT�BKD�Q H ^$NM� � ��
 � [IYG^$DGLdN�^{onB�L8J H B�F / T�BKN�^pB�L8Q6BKDGT�F H B�]vF�L?L8R��IN
B IÔf_ H B�T�^$N
TKJIN
B H ^$J�b\FON`N
B�L6YIFODIDGX�B�L IÐf_dQ?FOJIQ�L8Q?F T+*\B H YG^$DGL�YIB�L|B�L8]&^OT�B�LConXKonFOR H B{]INPJGL�	 H ^$DGYILCow^$R
L|]INPJGLCN
BKD/Q?L|Q?BKN
L�j�JGBuN
B�L|YfR
L?j�JGB�L

YfJ H L~_
Ì �&^OTKJIDGB4YIB�T�B�LdQ H FOR
L6]vF�L?L8R��IRPNPRPQ?X�L6F!* H BKD/QC^�b�^$D/Q�^�	\B�LCBKQ6RPDGT�FOD/b\XKDIR
BKD�Q?L�[ H B�L?]+B�TKQ8RPb\BKonBKD�Q�Î
 �_db RPQ?B�L?L?B�T�FOD�Q H BiNPRPopRPQ�^$Q8R
FOD ow^$Q?X H R
BKNPN
B IÔf_d]&^OL�YIB�NPRPopRPQ�^$Q8R
FOD YIB|Q�^$RPNPN
BiT�FOD�Q H BuL8J H T�F � QZYfJ H B�T�^$N
TKJIN)�lhpT �&^Oj/JGB|klFOR
L � I

> ×



����������# � ��� � ( ��� ��#�� 
�����# � ����#����

Ðf_ 	 H ^$DGYIBiT�^$]&^OTKRPQ?XuT�FOD�Q H B H BKN�^$Q8RPb\BKonBKD/QCN
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Ì B�LuQ H FOR
L{L?FONPJIQ8R
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B�L4ow^$Q H R
T�B�LYfR
L8Q H R��IJGX�B�LxT H BKJGL�B�Lc]&^ H �IN
F T�Lg^�b\B�T YIXKN
X�	/^$Q8R
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B�L6Y`UVFO]vX H ^$Q8R
FODGLYIB�QiÄ�]vB|] H F YfJIRPQ6ow^$Q H R
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L�^$Q8R
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TKJINvRPD/Q?B H T�FODIDGB�TKQ?X�Bi]&^ H JID H X�L?B�^$JxYIB

Q`Ä ]vB 	 Q �GB H DGBKQ�[GRPNe^$]I]&^ H ^ � Q6RPop]vF H Q�^$D/Q6YIB|]vFOJIb\FOR H L�Ua^OT�T�FOoponF�YIB H YIBZNWU �GXKQ?X H F 	\XKDGXKRPQ?X4YfJxow^$Q?X H R
BKNBKQnYIB�Lnb�^ H R�^$Q8R
FODGLn]vF�L?L8R��IN
B�LpYIB�LwT��&^ H 	\B�LqYIBxT�^$N
TKJINC^OL?L?F TKR
X�B�Ln^$Jfm ] H F�T�B�L�L?BKJ H L�[AYfJ H ^$D/QcJID N
FOD�	
T�^$N
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B�L6] H F�T�B�L?L�BKJ H L�_
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FOD L8Q�^$Q8R
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T�^$Q8R
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�tYIB|N�^�	\B�L8Q8R
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TKJIN �GXKQ?X H F 	 "KDGB¦Î

Í H F�T�B�L?L�BKJ H L�[ H X�L?B�^$Je[GT�FOop]vXKQ8RPQ8R
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L�BrBKD{T�FOop]IQ?B)BKD{T�FOJ H L�YIBMT�^$N
TKJINfYIBSN�^�bO^ H R�^$Q8R
FOD=N
F�T�^$N
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j�JGB)]&^ H JIDpT�^$N
TKJIN

BKDgBKD/b R H FODIDGBKonBKD/Q �GXKQ?X H F 	 "KDGB�_ É BCT�^$N
TKJIN�RPNPNPJGL8Q H XZ]&^ H N
B�LrÃ 	�J H B�L = _	��ÔuBKQ = _	�
�ZL�B�YIX H FOJIN
B|L8J H YIBKJfmQ`Ä ]vB�L6YIB|] H F�T�B�L�L?BKJ H L ÎIYIB�Ld] H F T�B�L?L?BKJ H L � j/J&^$NPR7Ã&X�L6YIB H ^$]IR
YIB�L�BKQ6YIB�Ld] H F�T�B�L�L?BKJ H L�
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Q8RPb\BKonBKD/QEYIBdb RPQ?B�L?L?BEonFORPQ8R
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 Í �IR7ÅW] H F�T�B�L?L�BKJ H L�_

�ZDGBE] H BKopR " H B�T�^$Q?X�	\F H R
BZYIBd] H F�T�B�L�L8JGLAYIB6T�^$N
TKJIN�� 1 Ôf[ 1 Ðf[ 1 > � L�UVB�mfX�TKJIQ?B H ^iL8J H N
B�LAow^OT �IRPDGB�L 
 
 Íh H ^$R
L?FODnY`U JIDwL�BKJINI] H F�T�B�L?L?JGL�]&^ H ow^OT��IRPDGB�_��ZDGBdL?B�T�FODGYIBdT�^$Q?X�	\F H R
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 Í h H ^$R
L�FODnYIB¸ÔC] H F�T�B�L?L?JGLSL8J H ÔC] H F�T�B�L�L?BKJ H L�}T�BMj/JIRfBKD/Q H ^ � DGBMJIDGBMT�FOop]+XKQ8RPQ8R
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B H X�L?B�^$J{BKQ�N�^�onXKonFOR H B � _ 	 D5ÃGDN
B�Ld] H F T�B�L?L8JGLu� 121f[ 1�� � L�UVB�mfX�TKJIQ?B H FOD�QZL8J H N
B�L6] H F�T�B�L?L�BKJ H L 
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É BCT�^$N
TKJIN`h�] H FO] H BKonBKD/QE]&^ H N
XZ]+F H Q?BCL8J H NWUVX�TKN�^$R H ^�	\BZY`U JIDGBCL8]�� " H BZJIDIRPQ?X�]&^ H JIDGBZFODGYIBCXKN
B�TKQ H F:Åow^�	�DGXKQ8R
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L?XiT�FOop]vF H Q?B Ð2121)12121nYIB�	 H X�L6YIBiNPR��+B H Q?Xw�l^ HoÆ Q?B�L � BKQ6N�^ ' 
 

JIQ8RPNPR
L?B > DIRPb\B�^$Jfm`_

É ^popR
L?B�BKD F BKJIb H B�YfJ�] H F T�X�YIX H BK]vF�L?B|] H RPDGTKRP]&^$N
BKonBKD/Q|L8J H N
BiT �GFOR"m�Y`UVB�L8Q8RPow^$Q?BKJ H L Î
� JID B�L8Q8RPow^$Q?BKJ H � � ��� ������[�]+B H onBKQ8Q�^$D�Q=YIBqYIX�ÃGDIR H JIDzT�F � Q{YG^$DGLuJIDGBcJIDIRPQ?XwT�FOopo4JIDGBqYIBcN�^
T �&^ H 	\B�^$Q8Q H R��IJGX�B�_ Ì BKQAB�L8Q8RPow^$Q?BKJ H YIFORPQ Æ Q H BdT�FODGL?Q H JIRPQSL8J H YIB�LST�F � Q?L�N
B�LA]INPJGL�klFODGYG^$onBKD/Q�^$Jfm`[
R
YIX�^$N
BKonBKD�Q)N
B�T�F � Q)B�mG^OTKQrBKD �&FO]GLC� �&F\^$Q8Q8RPD�	4]vFORPD/QMFO]+B H ^$Q8R
FOD � _ <|^$DGLrDGFOQ H B�T�^OL ' 
 
 [�DGFOJGL
]vFOJIb\FODGL�NWUVB�L8Q8RPonB H T�FOoponB{N
B{DGFOo�� H BwYIBpYIB�	 H X�LuYIB{NPR��+B H Q?XnFOJ �IR
BKD N
B{DGFOo�� H BwYIB=klBKJIRPNPN
B�L
FOJ�T�BKNPNPJIN
B�LC^$Q8Q H R��IJGX�B�L I� JID B�L8Q8RPow^$Q?BKJ H � �&����� �����������}_ Ì BKQqB�L8Q8RPow^$Q?BKJ H ]vB H onBKQ8Q H ^ YIB YIX�ÃGDIR H JIDGB b RPQ?B�L?L?B N
F�T�^$N
B h
T �&^Oj/JGBw] H F�T�B�L�L?BKJ H YIBpQ H ^$RPQ?BKonBKD/Q{YIBpN�^xT �&^ H 	\BcB�L?Q8RPonX�Bp]&^ H NWUVB�L8Q8RPow^$Q?BKJ H �6����� ������_ �Z] H "�LDGF H ow^$NPR
L�^$Q8R
FOD L?JIRPbO^$D�QZN
B�LZb�RPQ?B�L�L?B�LZYIB4Q H ^$RPQ?BKonBKD/Q�[+N�^ H XK]&^ H Q8RPQ8R
FOD YIB�LCYIFODIDGX�B�L|L?Bik}B H ^nJIDIR7Å
klF H onXKonBKD/QML8JIRPb�^$D/QrT�BKQ8Q?BEonB�L8J H B�_ É UVB�L8Q8RPow^$Q?BKJ H � �&����� ������������B�L8QST�FODGL8Q H JIRPQrT�FOoponB6N
BEQ?BKop]GL
]&^OL�L?Xn^$J T�FOJ H LiY`U JIDGB{k H ^OTKQ8R
FOD YfJ T�^$N
TKJINW_ � ÃGD YIB{]+FOJIb\FOR H opR
BKJfm ] H BKDGY H BcBKD T�FOop]IQ?BpN
B�L
YfR *`X H BKD/Q?B�LZXKQ�^$]+B�LZYfJ T�^$N
TKJIN ' 
 
z[fDGFOJGLC^�b\FODGL�YIX�ÃGDIR�T�BKQ8Q?B|k H ^OTKQ8R
FOD YfJ T�^$N
TKJIN�BKDxDGFOo�� H BY`U RPQ?X H ^$Q8R
FODGL~_ É Ua^OYG^$]IQ�^$Q8R
FOD ]vBKJIQu^$N
F H L Æ Q H BpB�*vB�TKQ8JGX�B{]vX H R
F YfR
j/JGBKonBKD�QuFOJ L8JIRPbO^$D�Q�JID L?BKJIRPN
YIB�Y`UVX�j�JIRPNPR�� H B�_

�ZDGB=k}FOR
L�T�B�L�T�FODGT�BK]IQ?L4YIX�ÃGDIR
L�[vNWUVX�j�JIRPNPR�� H ^�	\BnYIBpT��&^ H 	\BnT�FODGL?R
L8Q?BpL8RPop]IN
BKonBKD/Q=BKD JID H B�ÅW]&^ H Q8R7ÅQ8R
FODIDGBKonBKD/QSYIB�L�YIFODIDGX�B�LAT�FODfklF H onXKonBKD/Qr^$JfmuYIFODIDGX�B�L H B�T�BKJIRPNPNPR
B�L�]&^ H NWUVB�L?Q8RPow^$Q?BKJ H ���&� ��� � ��� ������_ Ì B
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H B�ÅW]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QCL?BCYIFORPQEYIB H X�YfJIR H B|N
B�LMopR�	 H ^$Q8R
FODGLdYIB|YIFODIDGX�B�L�_ 	 DxB�*vBKQ�[fhiN�^=L8JIRPQ?BCYIB|T��&^Oj�JGB
opR�	 H ^$Q8R
FOD RPN6T�FOD�b�R
BKD�QqYIB H B�T�FODGL?Q H JIR H B T�B H Q�^$RPDGB�LnRPDfklF H ow^$Q8R
FODGL�[)j/JIR6YG^$DGLwN
BxT�^OY H B�YIBxN�^ ' 
 

T�FODGL8R
L8Q?BKD�QiBKD N�^wow^$Q H R
T�BpY`U RPD�Q?B H ^OTKQ8R
FODGLi] H F T��GB�L�[+N
B�LCklFODGTKQ8R
FODGL�YIB=Q H ^$DGL k}B H Q?L~[v^$RPDGL?R�j�JeU JIDGB{opR
L?B
h �8FOJ H YIB�LZL8Q H JGTKQ8J H B�L�]&^ H ^$NPN "KN
B�L|T�FOoponBuN
B�L6b\B�TKQ?BKJ H L�[�N
B�L�YIFODIDGX�B�LCYIBuLtÄ DGT�� H FODIR
L�^$Q8R
FOD BKQ�YIB4YfR
LhÅ
Q H R��IJIQ8R
FODe_ Ì B H B�ÅW]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QCL�Ua^$]I]IJIR
B|L8J H N
B�Ld^$N�	\F H RPQ �IonB�L6YIBZ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QCYIX�T H RPQ?LdYG^$DGLN�^4L?B�TKQ8R
FOD = _ÕÐf_ÕÐf_ É ^uopRPDIRPopR
L�^$Q8R
FOD�YIB�L)opR�	 H ^$Q8R
FODGLdYIB|YIFODIDGX�B�L)DeUVB�L?Q)]&^OLd^OL?L8J H X�BZ]&^ H NWUa^$N�	\F H RPQ �IonB
YIB�QiÄ�]vB�F�TKQ H B�B�[Gow^$R
L6RPDGYfJIRPQ�YIB|kW^$R��IN
B�LdopR�	 H ^$Q8R
FODGLZ]+FOJ H YIBCkl^$R��IN
B�L�bO^ H R�^$Q8R
FODGLZYIB�b�RPQ?B�L�L?B H BKN�^$Q8RPb\B� 	 H�� T�Bu^$Jg]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QC]&^ H NPRPDGX�^ H R
L�^$Q8R
FOD YIB�L�T�BKNPNPJIN
B�L�h H XK]&^ H Q8R H�� _ É B�L�^$JIQ H B�LZ^$N�	\F H RPQ �IonB�L�YIB
Q`Ä ]vB�	 H ^$]��GBwL�Ua^$]I]IJIR
BKD�Q4YIBpDGFOJIb\B�^$J L8J H N�^!�IR��INPR
FOQ � "�j�JGB ������� � BKD Q?B H onBwYIB H B�ÅW]&^ H Q8R
FODIDGBKonBKD/Q
YIB 	 H ^$]��GB�L�_
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BKonBKD/Q|^OL?L?BKo��IN
X�BiBKQdYIFODGT�]IN
BKRPDGB�_ 
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BKD�BKD/Q?BKDGYfJe[&T�B|Q�
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T�B H B�j�JIR
B H QdJIDxRPop]+F H Q�^$D�QB�L8]&^OT�BdonXKonFOR H B�[�BKQrT�UVB�L8QS]vFOJ H T�BKN�^�j�JGBdNWUVBKD H B�	�R
L8Q H BKonBKD�QML8J H YfR
L?j/JGBdYIB6N�^|ow^$Q H R
T�B�B�L8QADGX�T�B�L�L�^$R H B�_
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XKQ�^$D/Q H X�YfJIRPQ?Bc^$Jzb�R
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B|Q?B H onBuXKbO^$DGB�L?T�BKD�QC^$Q8Q?BKRPD�Q�JIDGB�T�FODGL8Q�^$D�Q?BiN
F H L?j�JGB z � 1/κ

_

� Q�^��IN
B"�AN�^$DGBA± ^�b\B�� 
 

�1� � � 
 


��B H onBi] H FO]&^�	/^$Q8R"k ��B H onB4XKbO^$DGB�L?T�BKD�Q
ρ = 1 3× 5 (12 : 4)× 25 �

ρ = 1
2 3× 5 (12 : 4)× 25 �

ρ = 1
4 3× 5 (11 : 4)× 25 �

ρ = 1
8 2× 3 (11 : 4)× 25 �

ρ = 1
16 2× 3 (10 : 3)× 25 �

ρ = 1
32 2× 3 (10 : 3)× 25 �

����� � � _	� # °CR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL�]+FOJ H κ = 0.1 ε = 10−4

� Q�^��IN
B"�AN�^$DGBA± ^�b\B�� 
 

�1� � � 
 


��B H onBi] H FO]&^�	/^$Q8R"k ��B H onB4XKbO^$DGB�L?T�BKD�Q
ρ = 1 10 × 20 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
2 8× 15 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
4 6× 12 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
8 5× 9 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
16 4× 8 (5 : 1)× 25 �

ρ = 1
32 3× 5 (4 : 1)× 25 �

����� � � _ � # °CR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL6]vFOJ H κ = 1 ε = 10−4
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 �}XKQ�^$]vB�L�Y`U RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FODe[\Y`U RPD/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD � � JIQ?B H%� Q?F ��� JIQ?B H�� BKQ�YIBrQ H ^$DGL klB H Q6� � JIQ?B H%�Q?F � � DIDGB H��8� BKD H X�	�RPonB �&^$JIQ?Bxk H X�j�JGBKDGT�B ^�b\B�T
κ = 10

BKQ
ε = 10−4 _ � B�LnT�F��IQ?LcL?FOD/QcYIFODIDGX�LwBKD

L?B�T�FODGYIB�LABKQAT�F H8H B�L8]vFODGYIBKD/Qrh � 4545454 XKbO^$NPJ&^$Q8R
FODGLrYIBMT�B�L�FO]vX H ^$Q?BKJ H L�_�
CFOJGL�DGFOJGL�NPRPopRPQ?B H FODGL�JIDGB)klFOR
LYIBA]INPJGL�^$Jfm�DIRPb\B�^$Jfm|b\X H R!��^$D�Q ρ ≥ 1
2

BKD4T�Brj�JIR/T�FODGT�B H DGBSN�^EonXKQ �GF YIB � � � � 
 
 _��eBSYIXKb\BKN
FO]I]vBKonBKD/Q
µ �
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 3  ��� ��� # ��������� �������

� Q�^��IN
B"�AN�^$DGB�± ^�b\B"� 
 

� � � � 
 


��B H onBu] H FO]&^�	/^$Q8R"k ��B H onBiXKbO^$DGB�L�T�BKD/Q
ρ = 1 52× 108 (5 : 3)× 83 52× 108

ρ = 1
2 31× 64 (6 : 3)× 49 31× 64

ρ = 1
4 20× 40 (8 : 3)× 33 �

ρ = 1
8 13× 25 (9 : 3)× 27 �

ρ = 1
16 9× 18 (9 : 3)× 25 �

ρ = 1
32 7× 15 (10 : 3)× 25 �

����� � � _ � # °CR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL�]+FOJ H κ = 10 ε = 10−4

BKD FODGYIB�LC]IN�^$DGB�LZL8Q�^��IRPNPR
L�Xq� � �%± � � 
 
 � DGB4L8JIRPQZ]&^OLZT�BKQ8Q?B H B�L8Q H R
TKQ8R
FOD BKQ�DGFOJGLC]vFOJ H8H FODGLCb\FOR H N
B�Lb�^$N
BKJ H L�T�F H8H B�L8]vFODGYG^$D/Q|^$JfmqDIRPb\B�^$Jfm�YIB
ρ = 1

h
ρ = 1
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ZFOJGL�]+FOJIb\FODGL	
�b\FOR H j�JGBSN
B�L�T�F��IQ?L�YIB�L�XKQ�^$]vB�L�Y`U RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FOD��}T�FON
FODIDGB�L ��#"��� � [�Y`U RPD/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD�}T�FON
FODIDGB�L ��� � � � � � BKQ{YIBqQ H ^$DGL k}B H Qx�}T�FON
FODIDGB�L ��� � ��� � � YIBcNWUVB�m ]&^$DGL?R
FOD � �v± � � 
 
 h�N�^�klFOR
L4BKD

H X�	�RPonBuRPD/Q?B H onX�YfR�^$R H B=BKQ �&^OL?L?BCk H X�j/JGBKDGT�B�L�[&YIB ρ = 1/4
h
ρ = 1/32
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B�LC^$JfmxT�F��IQ?L
YIB�NWUVB�mf]&^$DGL8R
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 h

ρ = 1/2
_ � BK]+BKDGYG^$D�Q|^$JfmgDIRPb\B�^$Jfm

ρ = 1/2
BKQ
ρ = 1

[IN�^4klF H ouJIN�^$Q8R
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 B�L8Qd]INPJGL�T�F��IQ?BKJGL?BiBKD�Q?B H onBij�JGB|N�^ � � � � 
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� � � DIRPQ � �%± �yDIRPQ �1� ��� Q?F ��� � �%± ��� Q?F ��� �1� ��� Q?F � � � �v± ��� Q?F � �
ρ = 1
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54 � � _ � 
 
�� _ � 4 µ54 _ 
 4 _�� µ � ��_ 4 ���
ρ = 1
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� _ � 4 �G_���� � ��_ 4 � �	� _ 4 4 _ � �5� 4 _�� 4 �
ρ = 1

4
� � _ � � � � 4 _�� � 4 _ �5���

ρ = 1
8

� � _	� � � �f_ � 
 � 4 _ � � �
ρ = 1
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ρ = 1
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����� � � _ � # � F��IQ?L6YIB�Ld] H RPDGTKRP]&^$Jfm FO]vX H ^$Q?BKJ H L�_ κ = 10

[
ε = 10−4

�eB�Q?B�L?Q)D�JIonX H R
j/JGB�L8JIRPb�^$D/QET�FODGL8R
Y�" H BCN
BCT�F��IQMQ?FOQ�^$N`YIBZN�^ionXKQ �GF YIBC]+FOJ H JIDq] H F �IN "KonB|onF�Y�"KN
B
Y`U JIDtTKJ��+BxYIBxQ�^$RPNPN
B �G_ 
CFOJGL 
zb\F 
\FODGLcj�JGBgN�^ L8Q�^��IRPNPRPQ?X YIBxN�^ � �%± � � 
 
 ]vB H onBKQcY`Ua^OT�T H F � Q H BN
B=DGFOo�� H B{YIB=DIRPb\B�^$J JIQ8RPNPR
L�^��IN
B{YG^$DGLCNWUa^$N�	\F H RPQ �IonB � 
 
 _��AD H X�	�RPonB �&^OL?L?Buk H X�j/JGBKDGT�B=T�BKN�^c]+BKJIQ
]vB H onBKQ8Q H BnYIB H X�YfJIR H B{klF H Q?BKonBKD/QiN�^qT�FODGL?FOopow^$Q8R
FOD onXKonFOR H BwBKQ�N
B=T�F��IQiT�^$N
TKJIN�^$Q?FOR H B�_ �eB�L�Q�^��IN
B�L
� _��gBKQ � _��qonFOD/Q H BKD�QuN
B{T�F��IQ�Q?FOQ�^$NSB�L8Q8RPonX�_&�SU JIDIRPQ?XpYIB{onB�L?J H BpB�L8Q|N�^cL�B�T�FODGYIB�_&��FOJ H N
B{T�^OLiYIB=N�^
� �%± � � 
 
 [ DGFOJGLd^�b\FODGLE] H R
L κ = 10

[
ε = 10−4 BKQ)JIDxF TKQ � Q H B�B|h � DIRPb\B�^$Jfmv_��ZJcDIRPb\B�^$J ��[

ρ
b�^$JIQ

�G[GBKQ�^$JxDIRPb\B�^$J � [
ρ
B�L8Q6X�	/^$N�h 1
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_ � �&^Oj/JGBiT�BKNPNPJIN
BuYfJxDIRPb\B�^$J � T�FOop] H BKDGY � 454 ]vFORPD/Q?L�YIB � ^$JGL?L�_
� T�^$JGL?BpYIB H B�L?Q H R
TKQ8R
FODGLuL8J H N�^ � � � � 
 
 [�RPNADeUVB�L?Qi]&^OL�]vF�L?L8R��IN
B{Y`Ua^$Q8Q?BKRPDGY H B � DIRPb\B�^$Jfm YG^$DGL

T�BKQ=B�mfBKop]IN
BqF�� DGFOJGL=L?FOoponB�LiNPRPopRPQ?X�Lph � DIRPb\B�^$Jfmv_ � BKN�^x]vB H onBKQ4Y`Ua^OL�L8J H B H j�JGB
ρ
B�L8QuQ?FOJ �8FOJ H L]INPJGL�	 H ^$DGY j�JGB

λ/2
_ � UVB�L8Q��IR
BKDtT�BKQ8Q?B T�FOD/Q H ^$RPD�Q?B j/JIR6] H F~b\F�j�JGB�JIDGB�k}F H Q?B YIX�T H FOR
L?L�^$DGT�B YIBxN�^

]vB H k}F H ow^$DGT�B�L 	�N
F �&^$N
BrYIB�Q?BKNPN
BAow^$DIR " H Brj/JGBA]vFOJ H JIDuF � �8BKQ H ^ 
\FODID&^$D�Q�YG^$DGL`JID H X�	�RPonBSYIB�k H X�j/JGBKDGT�BRPD�Q?B H onX�YfR�^$R H BCFOJw]+FOJ H JID�	 H ^$DGYnDGFOo�� H B�YIB6DIRPb\B�^$Jfm`[\N�^ � �%± � � 
 
 B�L8QS]INPJGLrB��wT�^OT�BZj/JGB6N�^ �1� �
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z_

µ	�



��� � 0������	� � 3 * ��� ��
 � ����� # ����������� �����

� JGBKN
j�JGB�L�T�FOoponBKD�Q�^$R H B�LC^$J H B�	/^ H Y YIB�LdQ�^��IN
B�L � _��pBKQ � _�� �

# � ��� 0
3 ��� � �pBKQ��p² � 3 ��� � �ponFOD�Q H BKD/Q�N
B�L�T�F��IQ?L�YIBSNWU RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FOD{YIB�L�T�BKNPNPJIN
B�LA^$Jfm�k}BKJIRPNPN
B�L�^$RPDGL8R
j�JGBdN
B6T�F��IQMYIBdNWU RPD/Q?X�	 H ^$Q8R
FOD��GD&^$N
B=�}X�j/J&^$Q8R
FODGL �G_ ��
 [ �G_ � _ � � [ H B�L8]+B�TKQ8RPb\BKonBKD�Q)]vFOJ H N
B�LrQ?B H onB�L
] H FO]&^�	/^$Q8R"kSBKQ�XKb�^$DGB�L?T�BKD�Q�_ ��JxDIRPb\B�^$J N
B|]INPJGL �GDe[GT �&^Oj/JGB��+FORPQ?B�T�FOop] H BKDGY � 454 ]+FORPD�Q?L�_

# � ��� 0
3 ��# � ��� 0&��
������ ��# BKQ��p² �)3 ��# � ��� 0&��
������ ��# ^$JtDIRPb\B�^$J1YIB Q�^$RPNPN
B
l
onFOD�Q H BKD/QxN
B T�F��IQxYIB�L

XKQ�^$]vB�L=Y`U RPD/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD � � JIQ?B H%� Q?F ��� JIQ?B H�� YfJzDIRPb\B�^$J YIBcQ�^$RPNPN
B
l
^$JzDIRPb\B�^$J YIBcQ�^$RPNPN
B

2l
BKQ

Y`Ua^$D�Q?B H ]+FON�^$Q8R
FOD � � DIDGB H%� Q?F � � DIDGB H�� YfJ4DIRPb\B�^$J=YIB)Q�^$RPNPN
B
2l

^6DIRPb\B�^$J{YIBrQ�^$RPNPN
B
l
[ H B�L8]vB�TKQ8RPb\BKonBKD/Q

]vFOJ H N
B�LdQ?B H onB�L�] H FO]&^�	/^$Q8R"krBKQ6XKbO^$DGB�L?T�BKD�Q�_
# � ��� 0
3  "����#�� � ���wBKQ��p² � 3  "����#�� � ���nonFOD�Q H BKD/Q�N
B�L|T�F��IQ?L�YIBuQ H ^$DGL8k}B H Q?Lp� � JIQ?B H%� Q?F � � DIDGB H��CH B�L �]vB�TKQ8RPb\BKonBKD/QZ]+FOJ H N
B�L�Q?B H onB�Ld] H FO]&^�	/^$Q8R"krBKQ6XKb�^$DGB�L?T�BKD/Q|h{T��&^Oj�JGB�DIRPb\B�^$Je_
# ��^gQ�^��IN
B � _��gYIFODIDGBnN
B{o �KonBnQ 
 ]+BnYIB H X�L?JINPQ�^$Q?Li]vFOJ H N�^ck}F H o4JIN�^$Q8R
FOD � � � � 
 
 [`j/JIRSL?FOD�Q
X�j�JIRPb�^$N
BKD/QM^$Jfmnb�^$N
BKJ H LrF �IQ?BKD�JGB�LM]+FOJ H N
B�Q?B H onB6] H FO]&^�	/^$Q8R"k�YIB�N�^ � �%± � � 
 
 [�b Jwj/JGB�DGFOJGL
^�b\FODGLdJIQ8RPNPR
L?XCN
B|o �KonB|Q 
 ]vBCYIB�YfR
L�T H XKQ8R
L�^$Q8R
FOD�BKQ6Y`UVFO]+X H ^$Q?BKJ H L~_���FOJIQ?B�klFOR
L�[IXKQ�^$D/Q�YIFODIDGX�j�JGBDGFOJGL4JIQ8RPNPR
L?FODGL4N
Bno �KonBwDGFOo�� H BgYIBn]&^ H Q8R
TKJIN
B�L{BKD/Q H BcN
B�LuT�^OL � �%± � � 
 
 ^$DGY �1� � � 
 
 [
BKQ�j�JGB N
B DGFOo�� H BzYIB DIRPb\B�^$Jfm B�L8Q H X�YfJIRPQ L8J H N�^zk}F H o4JIN�^$Q8R
FOD � � � � 
 
z[MN
B DGFOo�� H B YIB
]&^ H Q8R
TKJIN
B�L�]&^ H T�BKNPNPJIN
BuYfJxDIRPb\B�^$J � ��N
B�LdklBKJIRPNPN
B�L � YG^$DGLdN�^ �1� � � 
 
:B�L8Q6YIB�NWUVF H Y H BuYIB�� 45454 _
��^w] H RPDGTKRP]&^$N
BwT�FODGL?X�j/JGBKDGT�Bn^$]I]&^ H ^ � QuhcNWU RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FODe_ ��^ H ^$RPNPN
BKJ H L�[vN
B{T�F��IQ H X�L8JINPQ�^$D�QiYIB�LRPD�Q?B H ^OTKQ8R
FODGL�] H F T��GB�L=��Q H ^$RPQ?X�B�LZ^$J�DIRPb\B�^$J � � kl^$RPQ�B�mf]IN
F�L?B H N
BiT�F��IQ�Q?FOQ�^$NW_

# N�^nT�FON
FODIDGB  ��� ��
�YIFODIDGB=^$N
F H L�N
BuT�F��IQCTKJIouJIN
X=YIB�L�YfR!�`X H BKD/Q?B�LCXKQ�^$]+B�LCYIB�NWUa^$N�	\F H RPQ �IonBp^$RPDGL8R
j�JGB�Y`U JIDGB�RPQ?X H ^$Q8R
FOD YIB|NWUa^$N�	\F H RPQ �IonB � 
 
 YG^$DGL�T�BKQ8Q?BuT�FOD � 	�J H ^$Q8R
FODe_

� NGB�L8QS]vF�L?L8R��IN
BdYIBdb\FOR H j/JeU JIDGBdonXKQ �GF YIB6L8Q�^��IN
B�BKDpk H X�j�JGBKDGT�B�L �&^OL�L?B�LSBKQARPD/Q?B H onX�YfR�^$R H B�LM]vB H onBKQ
YIB H X�YfJIR H B�N
B�T�F��IQZL8R�	�DIR!�&T�^$Q8RPb\BKonBKD/Q�_

ρ = 1 ρ = 1
2 ρ = 1

4 ρ = 1
8 ρ = 1
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� H FO]e_ � D/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD ��_ � � ��_ �=µ �f_ � 4 �f_��5� � � _ 4
�AbO^f_ �yD�Q?B H ]+FON�^$Q8R
FOD 4 _ � � ��_ 4Tµ �f_ 4 � �f_ µ	� �
��_ �
� H FO]e_
� H ^$DGL k}B H 4 _	� � 4 _ � � 4 _ � 4 4 _�� 4 ��_	� � � _�� �
�AbO^f_
� H ^$DGL klB H 4 _ 4 � 4 _ 4 � 4 _	��� 4 _ � � ��_�� 
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 ���f_��
� F��IQ Q?FOQ�^$N T�FOop] H BKD&^$D/QN
B�LdRPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLC] H F T��GB�L � � 4

����� � � _�� # ��BKop]GLCY`UVB�mIX�TKJIQ8R
FOD YIB�N�^ � �%± � � 
 
:]vFOJ H N
BiTKJ��+B|Q?B�L?Q�_ κ = 10
[
ε = 10−4

�eBgDGFOo�� H BxFO]IQ8RPow^$N�YIBqDIRPb\B�^$J ]+BKJIQ �KQ H BxYIXKQ?B H opRPDGXx]&^ H N
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B � _ � � _ 
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L?FODGL=N�^ o �KonBcT�FOD � 	�J H ^$Q8R
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Bno �KonBqDGFOo�� H BqQ?FOQ�^$NEYIBw]&^ H Q8R
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B�L�[�ow^$R
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�BKQAYIB�L�RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLr] H F�T �GB�L�_
�ZRPDGL8RW[&N
B=DGFOo�� H BpFO]IQ8RPow^$N�YIB=DIRPb\B�^$Jfm B�L8QCYIB � [+T�B{j/JIR�T�F H8H B�L8]vFODGY h � 454 ]&^ H Q8R
TKJIN
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 ]vFOJ H N
B�TKJ��vB�Q?B�L8Q�_ κ = 10
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ε = 10−4
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# p

%?*#� ,�/�-�!+5�"���-��N>.�
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Pn
Q
Pml

Q
P−m
l

"(T�> ��>JI&!&>"�
� @$T

n ≥ 0
Q
l ≥ 0

Q
m ≥ 0

"(!/�
x ∈ [−1, 1]

�

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

*  �GK ,

Pn(1) = 1
*  �BL ,

Pn(−1) = (−1)n
*  �BM ,

Pn(0) =

{
0 n N @7���
(−1)

n
2

1·3·5·...·(n−1)
2·4·6·...·n n N >��2>,!

*  � O ,
∫ 1

−1
Pl(x)Pm(x) dx =

2

2n+ 1
δlm

*  � 
 ,

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)
*  �BP ,

(2n+ 1)Pn(x) = P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)
*  �RQ ,

(x2 − 1)P ′
n(x) = nxPn(x)− nPn−1(x)

*  �BA ,

P ′
n−1(x) = xP ′

n(x)− nPn(x)
*  � A ,

P ′
n+1(x) = xP ′

n(x) + (n+ 1)Pn(x)
*  �GKSC ,

(1− x2)P ′′
n (x)− 2xPn(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

*  �GKDK ,
KTOUK
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Pl(x̂ · ŷ) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (ŷ)
*  �GKSL ,

Pml (x) = (−1)m (1− x2)
m
2
dm

dxm
Pl(x)

*  �GKSM ,

P−m
n (x) = (−1)m

(n−m)!

(n+m)!
Pmn (x)

*  �GKTO ,

(2l + 1)xPml (x) = (l +m)Pml−1(x) + (l −m+ 1)Pml+1(x)
*  �GK 
 ,

Pmm (x) = (−1)m
(2m)!

2mm!
(1− x2)

m
2

*  �GKSP ,
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f & ��!#�(')�)��*+��,(�-�.$/��021#!#�-34��$/$%!#�����-3%*GF

∫

Sz+
f(σ)eıκ<σ,x> dσ 5 �76GK98

=?>�371#�-� @#*�3%0:��,;�H><���;�H>�3=�"!#��$%�������
1
Sz+eıκ<σ,x>

��,?>)3%�HF2><���-�@�-���A�B�-3%'C�����-3 & ��!�37�-���H>�32����,ED$/���B���A�F!#�A� F����
z = 0

6�GH� ���-�#3%�I�-�2�-3/��!�$/34�H>�3;�F!#0 @J3%�K���MLB!<����������!#�-3N1O���A�F�-, &#P 3 P �A*A*Q,�0R�S���H>T�H>#��,�"!#��$%������� @)F��-3%0R�9>B�A�#' >#�A'D>T�U�-3/LB!�3%��$%��3/,V6WX3?!�,-3?�H>�3?�Y��*A*�� P �A�#'Z�\[#3/,I�#3/$/��021O�C,��A������� N




x(θ, φ) = cosφ sin θ

y(θ, φ) = sinφ sin θ

z(θ, φ) = cos θ

5 �76BL)8

=?>�3%�
cos(σ,X) =

sin θ (x cosφ+ y sinφ) + z cos θ

|X|
= r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

5 �76BM)8

P >�3%�-3

r1 =

√
x2 + y2

|X| , cosφ0 =
x√

x2 + y2
, sinφ0 =

−y√
x2 + y2

, r2 =
z

|X| 5 �76 OB8
] F^��1#1#*GFS�A�#'_�H>�3/���-3%0 KSC &`P 3 $V���a,-3/3��H><���.�H>�3 bc�<��*GFS����$ dK����0R���#��$ =+������,E�Y����0 5 bKd =�87���

1Sz+eıκ<σ,x>
$V��� @O3;� @#�����A��3/� @)F�$/��021#!#���A�#'.�H>�34bcd = H(f)plm

���
Pp(cos(σ,X)) 1Sz+ e P 3 P �A*A*$/��021#!#�-3N�"���

m ≥ 0

H(f)plm =

∫

Sz+
Pp(cos(σ,X)) Pml (cos θ) e−ımφ dσ 5 �76 
 8

P >�3%�-3 P 34��,-,-!#0R3 σ = (θ, φ)
�����

dσ = sin θ dθ dφ
6
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 ���

�E& 6 :<.�� � ����� 	 � 	 � � ��	 � � � ��� ��� � � � � ��� � � � � ��	 � � 	 ��� � � � � ��� � � � � ��� � � � 	 ��� 
 � �
�
� � � � � � � �

� � ����� � � � � �
Cml

� 	 � ��
 � ��� � ��	 � � � � ����� ��	 ��� ��� � 
 � � ����� � � � ��� � � 
 
 � 	 � 	 � �
� �
��� � ��� � � � m ≤ 0 � � � �� � � 	 � � � � � � � � � 	

�


Q�A�<��*A*GF &#P 3 P �A*A*�� @#�����A�

H(f)lm =

√
2l + 1

4π
Cml

∞∑

p=0

(2p+ 1)ıpjp(κ|x|)H(f)plm 5 �76BP)8

� �"!$#&%('*),+.-�%('/!103254607�8!9!1:;-�25),4

=?>�3N�#3/$%�-3V��,�3N��� I��-,-�=<B�A��� ] 3/,-,�3%*O�U!#��$%��������,
jl
�Y��*A*�� P ,��H>�3/���-3%0?>I6 
 N

|jl(v)| ≤
√
e

2

(e|v|)l
(2l + 1)l+1

�Y�������)F
l ≥ 0

����� ���)F ����'C!#0R3%�F�
v
6

@)���A��3/� �-�R�BAS$ > P ���
C/�����@�#3/$/��021J�C,-�A������� �������H>�3N�����H>���������0.��*A�A� F ��� Ylm
√

2l + 1

4π
Cml |H(f)plm| =

∣∣∣∣
∫

S2

Pp(σ · X̂)) · 1
Sz+ Y ∗

lm(σ) dσ

∣∣∣∣

≤
∫

Sz+
|Ylm(σ)| dσ

≤
√

2π

WX3 ><�V>)3 |H(f)lm| ≤
√

2πWa�A�H>_3/LB!<��������� �76BP & P 3 $V���_�#3/��!�$/32�H><���4�H>�3 @<����� P �����H> ��� 1Sz+eıκ<σ,x>
�A�@�H>�3&AB1<>�3%����$V��*

d?����0R���#��$/,(,�1<��$/3���,
O(|κx|) & @O3/$V��!�,-3K�����H>�3��Y��,�� �#3/$%�-3V��,-3?��� jl �"!#��$%��������, �U�-��0 p ∼ e|κx|−1

2

6Bbc�)F��$/$%!#����$TF
ε
$V��� @O3;3V��,��A*GF�,�������, I<3/� 6

DE%GFH�I'�'J%G4"FH%LKI)='J!M�IN5:

WX3 P �A*A* ,-3V���-$ >��N�Y����04!#*��4�A� ���-�#3%� �-�4� @#�����A� H(f)plm
6PO����)F P � F�,(���-3K�V>����A*��0@#*�3 & @#!#� P 3 ><�V>)3$ >��C,�3%� �-�R,-3V���-$ > �A����,��IQ *A�A��3V���SR;�-3/$%!#���-3%��$/3;�Y����04!#*���6

T+3%�
m > 0

�����
H(f)p+1

lm =

∫

Sz+
Pp+1(cos(σ,X)) Pml (cos θ) e−ımφ dσ

@)F��-3/$%!#���-3%��$/3?�Y����04!#*�� 5VU 6BP)8(�����T�H>�3;�#3/$/��021O�C,��A������� 5 �76BM)8 P 3 ><�/>)3

Pp+1(cos(σ,X)) =
2p+ 1

p+ 1

(
r1 sin θ cos(φ+φ0)+ r2 cos θ

)
Pp(cos(σ,X))− p

p+ 1
Pp−1(cos(σ,X))

=?>�3%� &#P 3 ><�/>)3
H(f)p+1

lm =
2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)plm + r2H(b)plm

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

lm

KTODO



P >�3%�-3

H(a)plm =

∫

Sz+
alm(σ) Pp(cos(σ,X)) dσ

H(b)plm =

∫

Sz+
blm(σ) Pp(cos(σ,X)) dσ

P �A�H>
alm(σ) = sin θ cos(φ+ φ0) P

m
l (cos θ) e−ımφ

blm(σ) = cos θ Pml (cos θ) e−ımφ

���������
	��
	���������� H(b)plm] F �-3/$%!#���-3%��$/34���
Pml

���
l 5VU 6GK��)8 P 3 ><�/>)3

(2l + 1) cos θ Pml (cos θ) = (l +m)Pml−1(cos θ) + (l −m+ 1)Pm
l+1(cos θ),-�7�H><���

H(b)plm =
l +m

2l + 1
H(f)pl−1,m +

l −m+ 1

2l + 1
H(f)pl+1,m

���������
	��
	���������� H(a)plm
 �A�-,-� &�P 3 ><�V>)3
cos(φ+ φ0) =

eıφ0

2
eıφ +

e−ıφ0

2
e−ıφ

=?>�3%� &
alm(σ) =

eıφ0

2
sin θ Pml (cos θ)e−ı(m−1)φ +

e−ıφ0

2
sin θ Pml (cos θ)e−ı(m+1)φ

G � P 3 P ���B�@�-� P ���A�-3 H(a)plm
��,�� Q *A�A��3V���SR $/��0 @#�A�<��������� ��� H(f)plimi

&�P 3�><�V>)3 �-� P ���A�-3
sin θ Pml (cos θ)

��,(� P � Q *A�A��3V���SR;$/��0 @#�A�<����������,c��� Pm+1
li

�����
Pm−1
li

6
� @)F 5VU 6RQC8(�����T�H>�3;�#3JI��#�A������� ��� Pml &�P 3 ><�V>)3

(2l + 1) sin θPml (cos θ) = (1− cos2 θ)
1
2 (−1)m(1− cos2 θ)

m
2
dm

dxm
(
P ′
l+1 − P ′

l−1

)
(cos θ)

= (−1)m+1(1− cos2 θ)
m+1

2
dm+1

dxm+1

(
Pl−1 − Pl+1

)
(cos θ)

= Pm+1
l−1 (cos θ)− Pm+1

l+1 (cos θ)

� % & 6 6 &���� ∀m ≥ 0
��� � ∀n > 0 ��� ����� 	 �

(2n+ 1)xP (m)
n = (n+ 1−m)P

(m)
n+1 + (n+m)P

(m)
n−1 5�� 6RQC8

 . &,7�! & " �$#&%
�('*) �G� ��� � 	 � � � � 	 ��� 
���� � �
	

m = 0 �
� � ��� � � � � 	 ��	 � ��� � � # �

��+,)
(
(2n+ 1)xP (m)

n

)′
= (n+ 1−m)P

(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

(2n+ 1)xP (m+1)
n + (2n+ 1)P (m)

n = (n+ 1−m)P
(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

KTO-�



�������������
�

��� ��� ��� � ��� � � � 	 ��� ��� � 	�� � 	 � � � � � ����	 ��� � � 	 � 	 ��� �
� ����� � ��� � 	�� � � ��
 
 ���

��� � � � � � 	 � � � ����� � #*%
� + ) 	 � � � � � 	 � � � � � � 	 ��	 � ��� � � #�� � ��� � 	 � � � � � � � � 	 � � � ��� � � )

(2n+ 1)xP (m+1)
n = −(2n+ 1)P (m)

n + (n+ 1−m)P
(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

= −
(
P

(m+1)
n+1 − P (m+1)

n−1

)
+ (n+ 1−m)P

(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

= (n+ 1− (m+ 1))P
(m+1)
n+1 + (n+ (m+ 1))P

(m+1)
n−1

�%'& 6 6 & ��� ∀m ≥ 0
��� � ∀n > 0 � � ��� � 	 �

(2n+ 1)(1 − x2)P (m+1)
n = βmn P

(m)
n−1 − αmn P

(m)
n+1 5�� 6BA)8

� � � 	 � αmn = (n−m+ 1)(n−m)
�
� �

βmn = (n+m+ 1)(n+m) . &,7�! & " � #*%
��� ) ��� �$#*%

� '*) �G� � ��� 	 � � � � 	 ��� 
 � � � ��	
m = 0 �

(2n+ 1)(1 − x2)P ′
n(x) = (2n+ 1)

(
nPn−1(x)− nxPn(x)

)

= (2n+ 1)nPn−1(x)− n
(
(n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x)

)

= (n+ 1)nPn−1(x)− n(n+ 1)Pn+1(x)

� � ��� � � � � 	 � 	 � ��� ��� # �
��� ) ��� � 
 � � � � # �

��+ )
(
(2n+ 1)(1− x2)P (m)

n

)′
= βm−1

n P
(m)
n−1 − αm−1

n P
(m)
n+1

(2n+ 1)(1 − x2)P (m+1)
n − 2(2n+ 1)xP (m)

n = βm−1
n P

(m)
n−1 − αm−1

n P
(m)
n+1

(2n+ 1)(1 − x2)P (m+1)
n = 2(2n+ 1)xP (m)

n + βm−1
n P

(m)
n−1 − αm−1

n P
(m)
n+1

= (βm−1
n + 2(n+m))P

(m)
n−1 − (αm−1

n − 2(n−m+ 1))P
(m)
n+1

= βmn P
(m)
n−1 − αmn P

(m)
n+1

�] FT��1#1#*GFB�A�#'.�H>�3?1#�-3%>B����!�,�*�3%020.�7!�,��A�#'
x = cos(θ) &�P 3N� @#�����A�

(2l + 1) sin θ Pml (cos θ) = (2l + 1)(1 − cos2 θ)
1
2 (−1)m(1− cos2 θ)

m
2
dmPl
dxm

(cos θ)

= −(−1)m−1(1− cos2 θ)
m−1

2 (2l + 1)(1 − cos2 θ)
dmPl
dxm

(cos θ)

= (−1)m−1(1− cos2 θ)
m−1

2

(
αm−1
l P

(m−1)
l+1 − βm−1

l P
(m−1)
l−1

)
(cos θ)

= αm−1
l Pm−1

l+1 (cos θ)− βm−1
l Pm−1

l−1 (cos θ)

P >�3%�-3 αmn = (n−m+ 1)(n−m)
�����

βmn = (n+m+ 1)(n+m)=?>�3%� P 3 ><�/>)3

H(a)plm =
1

2(2l + 1)

(
e−ıφ0

(
H(f)pl−1,m+1 −H(f)pl+1,m+1

)

+ eıφ0

(
(l −m+ 2)(l −m+ 1)H(f)pl+1,m−1 − (l +m)(l +m− 1)H(f)pl−1,m−1

))

5�� 6
	)8
KTO)P



� %GF ) !��&),072S- 25),4 + ),' 4"%��,:;-�2��,%$)='��"%(' 0
	 H(f)pl,−m
T+3%�

m > 0
�����

H(f)l,−m =

∫

S2

f(σ)Y ∗
l,−m(σ) dσ = (−1)m

∫

S2

f(σ)Yl,m(σ) dσ

P 3N$V��� P ���A�-3 & @ FZ�H>�34,���0R3?0R3%�H>��B�

H(f)p+1
l,−m = (−1)m

∫

Sz+
Pp+1(cos(σ,X)) Pml (cos θ) eımφ dσ

H(f)p+1
l,−m =

2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)pl,−m + r2H(b)pl,−m

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

l,−m

P >�3%�-3
H(a)pl,−m = (−1)m

∫

Sz+
sin θ cos(φ+ φ0) P

m
l (cos θ) eımφ Pp(cos(σ,X)) dσ

H(b)pl,−m = (−1)m
∫

Sz+
cos θ Pml (cos θ) eımφ Pp(cos(σ,X)) dσ

=?>�3%�
H(b)pl,−m =

l +m

2l + 1
H(f)pl−1,−m +

l −m+ 1

2l + 1
H(f)pl+1,−m�����

H(a)pl,−m =
−1

2(2l + 1)

(
eıφ0

(
H(f)p

l−1,−(m+1)
−H(f)p

l+1,−(m+1)

)

+ e−ıφ0

(
(l −m+ 2)(l −m+ 1)H(f)pl+1,−(m−1) − (l +m)(l +m− 1)H(f)pl−1,−(m−1)

))

5�� 6GKSC)8
�E& 6�:<. � � � � � � ��� −1

� ��� ����� 	 ���
(−1)m � � � � � � �
� ��� � � � � � � � � � � �
� ���

(−1)m±1 � � H(a)pl,−m �

� 4I2
-�25:,N.FH:,0�%G0

� p = 0

H(f)0lm =

∫ π
2

0
1× Pml (cos θ) sin θ dθ

∫ 2π

0
e−ımφ dφ

︸ ︷︷ ︸
=0 � 
 m 6= 0

H(f)0l0 =

∫ π
2

0
1× P 0

l (cos θ) sin θ dθ × 2π

= 2π

∫ 1

0
Pl(t) dt =





2π
� �
l = 0

0
� �
l
3%>)3%� �����

l 6= 0

2π
l+1Pl−1(0)

� �
l
�S�#�
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 ���

=?>�3N>���*A!�3?��,I� @#�����A��3/� @)F 5VU 6RQC8 &�5VU 6BL)8(����� 5VU 6 OB8 N
Pn+1(0) − Pn−1(0) = (−1)

n+1
2

1 · 3 · 5 · . . . · n
2 · 4 · 6 · . . . · (n+ 1)

− (−1)
n−1

2
1 · 3 · 5 · . . . · (n− 2)

2 · 4 · 6 · . . . · (n− 1)
n N �S�#�

= −(−1)
n−1

2
1 · 3 · 5 · . . . · n+ 1 · 3 · 5 · . . . · (n− 2)(n+ 1)

2 · 4 · . . . · (n+ 1)

= −(−1)
n−1

2 (2n+ 1)
1 · 3 · 5 · . . . · (n− 2)

2 · 4 · . . . · (n+ 1)

= −2n+ 1

n+ 1
Pn−1(0)

� p = 1

H(f)1lm =

∫

Sz+
cos(σ,X)Pml (cos θ)e−ımφ dσ

H(f)1lm =

∫

Sz+

(
r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

)
Pml (cos θ)e−ımφ dσ

= r1H(a)0lm + r2H(b)0lm

P >#��$ > ��, 0 P >�3%� |m| > 1
6 5 @O3/$V��!�,-3;�H>�34,�!#1#1J�����I��� f 1

lm

��,(�A�
f0
lm = 0

8WX3 ><�V>)3N�H>�3N, ��0R3?�-3/,�!#*A�(�Y��� H(f)pl,−m
6

� m = −1

H(f)1l,−1 = r1
l(l + 1)

2(2l + 1)
e−ıφ0

(
H(f)0l−1,0 −H(f)0l+1,0

)

� m = 0

H(f)1l0 = r2

( l

2l + 1
H(f)0l−1,0 +

l + 1

2l + 1
H(f)0l+1,0

)

� m = 1

H(f)1l,1 = r1
l(l + 1)

2(2l + 1)
eıφ0

(
H(f)0l+1,0 −H(f)0l−1,0

)

� m /∈ {−1, 0, 1}
H(f)1l,m = 0

�E& 6�:<. � � ��	
p = 1 � �B� �
� � � ��� �8��� � � � �B� ��� � 
�� � ��� � � � � � � H(f)0l,0 6= 0

� �
l > 0

��� �
l

� 	 ��� � 
�� � � 	
�

� ��	 � � 	 � 	 �
∀m : |m| > p H(f)plm = 0

∀m : |m| > l H(f)plm = 0

∀l : l > 2pmax − p H(f)plm = 0

� � � � � � ��� ��� � � � ��� � ��� � � � � 	 � � � � � 	
(p, l,m)� m = 0

m = 0
��,(�4,��A�#'C!#*���� >C��*A!�3c�"��� ��!#� �Y����04!#*���3 N � $/��020R���Z1O���A�F�(�����H>�3K� P � �"����0 !#*�����������, �Y���1O�C,��A���A>)3N�����T��3%'F�����A>)3 ���-�#3%�����

m
6�WX3?!�,�3;�H>�3;,���0R3;0R3%�H>��S� ��,(1#�-3%>S����!�,�*GF

∀p ≥ 2,m = 0

H(f)p+1
l0 =

2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)pl0 + r2H(b)pl0

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

l0

KTO)A



P �A�H>
H(b)plm =

l +m

2l + 1
H(f)pl−1,m +

l −m+ 1

2l + 1
H(f)pl+1,m�����

H(a)pl0 =

∫

Sz+
al0(σ) Pp(cos(σ,X)) dσ

al0(σ) = sin θ cos(φ+ φ0) Pl(cos θ) =
eıφ0

2
sin θ Pl(cos θ)e

ıφ +
e−ıφ0

2
sin θ Pl(cos θ)e

−ıφ

] F 5VU 6RQC8 &
(2l + 1) sin θPl(cos θ) = sin θ

(
P

(1)
l+1 − P

(1)
l−1

)
(cos θ)

= (−1)1(1− cos2 θ)
1
2
d1

dx1
(Pl−1 − Pl+1) (cos θ)

= P 1
l−1(cos θ)− P 1

l+1(cos θ)

=?>�3%�
H(a)pl0 =

1

2(2l + 1)

(
eıφ0

(
H(f)pl+1,−1 −H(f)pl−1,−1

)
+ e−ıφ0

(
H(f)pl−1,1 −H(f)pl+1,1

))

� l = 0W >�3%�
l = 0 & �H>�3%� P 3 ><�/>)3 m = 0 & 3%*�,-3 H(f)p0m = 0

6

H(f)p+1
0,0 =

∫

Sz+
Pp+1(cos(σ,X)) dσ

@)F��-3/$%!#���-3%��$/3;�Y����04!#*�� 5VU 6BP)8I�����T�H>�3N�#3/$/��021O�C,��A������� 5�� 6BM)8 P 3 ><�/>)3
Pp+1(cos(σ,X)) =

2p+ 1

p+ 1
(r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ)Pp(cos(σ,X))− p

p + 1
Pp−1(cos(σ,X))

@#!#� &
2 sin θ cos(φ+ φ0) = sin θ

(
eıφ0eıφ + e−ıφ0e−ıφ

)

= −P 1
1 (cos θ)

(
eıφ0eıφ + e−ıφ0e−ıφ

)

= eıφ0 (−1)1P 1
1 (cos θ) eıφ − e−ıφ0 P 1

1 (cos θ) e−ıφ

=?>�3%�
H(a)p0,0 =

1

2

(
eıφ0H(f)p1,−1 − e−ıφ0H(f)p1,1

)

H(b)p00 = H(f)p1,0

P >#��$ > ���-3?�4')3%��3%����*A� C9��������� ��� H(a)plm
����� H(b)plm P >�3%�-3 P 3?$/����,����#3%� H(f)p−1,m = 0 N ��!#�3/LF!<����������,K���-3N$/� >�3%�-3%�F�V6

H(f)p+1
0,0 =

2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)p0,0 + r2H(b)p0,0)

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

0,0
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� �� ��� �����
 ��������8� ����
���� $�� �
� � ���
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!c��!�, !#���A*A��,-����,�*��2�#"/$/��021O�C,��A������� ,�!#�A>C���F�-3N�#3
σ





x(θ, φ) = cosφ sin θ

y(θ, φ) = sinφ sin θ

z(θ, φ) = cos θ

5 >I6GK98

b��A��,��
cos(σ,X) =

sin θ (x cosφ+ y sinφ) + z cos θ

|X|
= r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

5 >I6BL)8
�/>)3/$

r1 =

√
x2 + y2

|X| , cosφ0 =
x√

x2 + y2
, sinφ0 =

−y√
x2 + y2

, r2 =
z

|X| 5 >I6BM)8
!c��!�,(,-��020R3/,c�#����$4��0R3%�$"/,&%7$V��*�$%!#*�3%�

f̂pq =

∞∑

l=0

(2l + 1)ıljl(κ|x|)f̂pql 5 >I6 OB8
�V>)3/$

f̂p,ql =

∫

S+

Pl(cos(σ,X))e−ıpθe−ıqφ dσ

�('
S+ 3/,-�(!#��3N�#3%02��,�1<>$)%�-3N�#���B�I*��2���A�-3/$%������� ,�3%���71#�*"/$%��,*"/3;!#*A�*"%����3%!#�-3%0R3%�B�V6
� 3?1#*A!�, & 1<���I*�3K�Y���A�cLF!�3

|jl(v)| ≤
√
e

2

(e|v|)l
(2l + 1)l+1

5 >I6 �)8
3%�

|f̂pql | =
∣∣∣∣
∫

S2

Pp(cos(σ,X)) · 1S+ e−ıpθe−ıqφ dσ

∣∣∣∣

≤
∫

S+

1 dσ = 2π

K�� K
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!K��!�, 1J��!#>)����,���*����-,�3%���#"/��!#�A�-3N!#�T0.���E�������B�I��!T����0 @#�-3N�#3?�-3%��0R3?!#���A*�3/,
lmax

������,I*��7,*"%����3�>I6 O�/>)3/$
lmax ∼ e|κx|−1

2

6
� :,0 ���G4	�('J:,N

T��O� @
��3/$%��� � 3/,��;�#����$2,��A021#*�3 N �*"/��!#�A�-37* � ���-���-3 l � I��X�
� �����-3%�A�����-3 f̂p,q0

3%�
f̂p,q1 & �Y��$%�A*�3%0R3%�B�N$V��* D$%!#*��0@#*�3/,�$V��� ��3 �Y����, ���F�Z1#*A!�,Z��1#1<�����������-3��#3 1O��*GFS�
��0R3/,V6��Q��!#�T$/3%*�� & ����!�,T��*A*�����, 1#�-�B$ "/�#3%�Z1<����*"/$%!#���-3%��$/3N*A�A�$"V���A�-3C6bc�A��,�� ����!�,c�V>)����,I1<���(*��=�Y����04!#*�34�#3;�*"/$%!#���-3%��$/3 5VU 6BP)8 3%�(*��R�#"/$/��021J�C,��A������� 5 >I6BL)8 N

Pl+1(cos(σ,X)) =
2l + 1

l + 1

(
r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

)
Pl(cos(σ,X)) − l

l + 1
Pl−1(cos(σ,X))

�#���#��3
f̂pql+1 =

2l + 1

l + 1

(
r1â

pq
l + r2b̂

pq
l

)
− l

l + 1
f̂pql−1�/>)3/$

âpql =

∫

S+

apq(σ) Pl(cos(σ,X)) dσ

b̂pql =

∫

S+

bpq(σ) Pl(cos(σ,X)) dσ

3%�
apq(σ) = sin θ cos(φ+ φ0) e

−ıpθ e−ıqφ

bpq(σ) = cos θ e−ıpθ e−ıqφ1<���I*�3K� ���A�ILF!�3
cos(φ+ φ0) =

eıφ0

2
eıφ +

e−ıφ0

2
e−ıφ

cos θ =
eıθ

2
+
e−ıθ

2

sin θ =
eıθ

2ı
− e−ıθ

2ı����!�,I� @#�-3%������,
apq(σ) =

1

4ı

(
eıφ0e−ı(p−1)θ e−ı(q−1)φ − eıφ0e−ı(p+1)θ e−ı(q−1)φ

+ e−ıφ0e−ı(p−1)θ e−ı(q+1)φ − e−ıφ0e−ı(p+1)θ e−ı(q+1)φ
)

bpq(σ) =
1

2

(
e−ı(p−1)θ e−ıqθ + e−ı(p+1)θ e−ıqθ

)

U 3/$%�+����!�,I$/������!#�A� %
âpql =

eıφ0

4ı

(
f̂p−1,q−1
l − f̂p+1,q−1

l

)
+
e−ıφ0

4ı

(
f̂p−1,q+1
l − f̂p+1,q+1

l

)

b̂pql =
1

2

(
f̂p−1,q
l + f̂p+1,q

l

)

GH* ��3;�-3/,��-3N��*����-,�1#*A!�,ILF! � %7$/����,-���#"%�-3%��*�3/,I$V��,(�A�#�A������!�[
l = 0

3%�
l = 1

6
K��DL



� :,0*254I2
-�25:,N
l = 0

U 3%*��=�-3%>B��3%�B� %7$V��*�$%!#*�3%�
f̂p,q0 =

∫

S+

e−ıpθe−ıqφ dσ

>�� $/����,����#"%�����B�;LF!�3
S+ 1O3%!#���%���-3=�#"/$%���A�K$/��020R3 * � !#�#�������#341<�V> "/,K����, �E���A�B�-, & ����!�,�1O��!#>)����,��1#1#*A��LB!�3%��!#��3?�-3/$ >#�#��LF!�3 �#3;�-3%��,-������,���������� N

f̂p,q0 =

∫
S

i Si

e−ıpθe−ıqφ sin θ dθ dφ =
∑

i

∫

Si

e−ıpθe−ıqφ sin θ dθ dφ

b >)3/$
Si = [θa, θb]× [φa, φb] & ��� � @#����3%�F�

∫

Si

e−ıpθe−ıqφ sin θ dθ dφ =

∫ θb

θa

e−ıpθ sin θ dθ ×
∫ φb

φa

e−ıqφ dφ

bc�A��,��+,�!#�A>C���F�
θ

Apθ =

∫ θb

θa

e−ıpθ sin θ dθ =
1

2ı

∫ θb

θa

e−ı(p−1)θ − e−ı(p+1)θ dθ

1O��!#�
p /∈ {−1, 1} ��� �

∫ θb

θa

e−ıpθ sin θ dθ =
ı

p− 1
e−ı(p−1)

θa+θb

2 sin((p− 1) θa−θb

2 )

− ı

p+ 1
e−ı(p+1)

θa+θb

2 sin((p+ 1) θa−θb

2 )

1O��!#�
p = −1

��� �
∫ θb

θa

eıθ sin θ dθ =
ı

2
eı(θa+θb) sin(θa − θb)

− ı

2
(θa − θb)

1O��!#�
p = 1

��� �
∫ θb

θa

e−ıθ sin θ dθ =
ı

2
(θa − θb)

− ı

2
e−ı(θa+θb) sin(θa − θb)

� 3?0��%0R34,�!#�A>����B� φ 1J��!#� q 6= 0

Bq
φ =

∫ φb

φa

e−ıqφ dφ = −2

q
e−ıq

θa+θb
2 sin(q θa−θb

2 )

3%�I1O��!#�
q = 0 ∫ φb

φa

e−ı0φ dφ = φb − φa

K��DM
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� :,0 254"2S-�2 :,N
l = 1

f̂p,q1 =

∫

S+

cos(σ,X)e−ıpθe−ıqφ dσ

�M���I*�3?� ���A�ILF!�3
cos(σ,X) = r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ3%�I3%� !#���A*A��,����B��*�3?0��%0R3;1#���A��$%�A1O3N�#3;�-3%��,�������,���������� ����!�,c�V>)����,&%7$V��*�$%!#*�3%�

∫ θb

θa

e−ıpθ sin2 θ dθ =

∫ θb

θa

1− cos 2θ

2
e−ıpθ dθ = 1

2

∫ θb

θa

e−ıpθ dθ−1
2

∫ θb

θa

cos 2θ e−ıpθ dθ = 1
2

(
Bp
θ−C

p
θ

)

∫ θb

θa

e−ıpθ cos θ sin θ dθ =
1

2

∫ θb

θa

sin 2θ e−ıpθ dθ = 1
2D

p
θ

Eqφ =

∫ φb

φa

e−ıqφ cos(φ+ φ0) dφ

bc*����-,
f̂p,q1 =

∫

[θa,θb]×[φa,φb]
cos(σ,X)e−ıpθe−ıqφ dσ =

r1
2

(Bp
θ − C

p
θ )E

q
φ +

r2
2
Dp
θB

q
φ

>�� 3�� 3%�(1O��!#� |p| 6= 2 & ��� �
Cpθ = 1

2−pe
−ı(p−2)

θa+θb

2 sin((p− 2) θa−θb

2 )

− 1
2+pe

−ı(p+2)
θa+θb

2 sin((p+ 2) θa−θb

2 )

,��
p = −2

��� �
C−2
θ = 1

4e
2ı(θa+θb) sin(2(θa − θb)) + 1

2(θb − θa)3%�I,��
p = 2

��� �
C2
θ = 1

2(θb − θa) + 1
4e

−2ı(θa+θb) sin(2(θa − θb))
� � �-3%0.���-LB!�3NLB!�3N��! ,��A'C��3?1#�*)/,�3%� %=!#� �Y��$%�-3%!#� −ı 1#�*)/,I��� � @#����3%�F�

Dp
θ = −ı

2−pe
−ı(p−2)

θa+θb

2 sin((p− 2) θa−θb

2 )

− ı
2+pe

−ı(p+2)
θa+θb

2 sin((p+ 2) θa−θb

2 )

,��
p = −2

��� �
D−2
θ = −ı

4 e
2ı(θa+θb) sin(2(θa − θb)) + ı

2 (θb − θa)3%�I,��
p = 2

��� �
D2
θ = ı

2(θa − θb) + ı
4e

−2ı(θa+θb) sin(2(θa − θb))
>���!�,����B�N��! 0��%0R32����'C!#0R3%�B�4LF!�3 1O��!#�

Apθ & ��!�,-�A'C��3 1#�*)/, & ��! � ��$%�-3%!#� ı 1#�*)/, & ����� @#����3%�F�N1O��!#�
q /∈ {−1, 1} &

Eqφ =
−eıφ0

q − 1
e−ı(q−1)

φa+φb

2 sin((q − 1)φa−φb

2 )

− e−ıφ0

q + 1
e−ı(q+1)

φa+φb

2 sin((q + 1)φa−φb

2 )

K��0O



1O��!#�
q = −1

��� �

E−1
φ =

−eıφ0

2
eı(φa+φb) sin(φa − φb)−

e−ıφ0

2
(φa − φb)

1O��!#�
q = 1

��� �

E1
φ =
−eıφ0

2
(φa − φb)−

e−ıφ0

2
e−ı(φa+φb) sin(φa − φb)

�E& 6�:<.�� 7 & ��� ����� � � � � � � ���"� � ����� � ��� � � 
���� � ��� �S� � � �8� � � � 
 � � 	 � ���
f̂pql

� �

 	
l
� � � � � � � ��� � ���

� ��	�� � � � � ��	 � �8� � � � 	 � � 
 

� �
�
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� ����� N =?>�3�
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� � �%� N 
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