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Doctorat de l’université Pierre et Marie Curie – Paris 6
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j
��� �L��< (  �� ������ �� ���������

j′
� ��� ����� (  �!)������������ �� ����&

!��������� ���� ��� ������� �°Q  |��  A� �  �� �� e�������  �� ����� �)M�����G%� � � � �ED ��� !��
MEFIEλEFIE = bEFIE

����� ����� ��H
!�D��� ��E��!��h�

MEFIE
i,j =

∫

Γ×Γ
G(x− y)

(
Ji(x) · Jj(y)−

1

κ2

��� �
ΓJi(x)

��� �
ΓJj(y)

)
ds(x) ds(y)

bEFIEi =
ı

κZ0

∫

Γ
Ji(x) · Einc(x) ds(x)

	 �¼� ����!������
MEFIE �����)� �������°Q  |��  �����$��� �!� ����!������ �)My�!D���!��� #� �º=7� ����� �  �� � ��!)� � ��������� �V? "

� ������� (  �!)�¬���������� �� ����� ����!���%� ��� �C����� � ����D�� ��� 	 ��!)� ���C������! ��� ����! ����	��·��	���!��C����� 	�!� e����G%� ������ �� � �����
	�!� e����G%� ��� 	  �!�� ��� � �)��!������  e��B ������ �������!���� "

/ ��! ��� � ���%��!��V� ���������$�!D����  y������	�	�� �� #�ED��¬H������ |��  �� ��E����� � �L� ��M ����G%� ��� � �ED ��� !��

MMFIEλMFIE = bMFIE

�KD�- ��� 	���!

MMFIE
i,j =

1

2

∫

Γ
Ji(x) · Jj(x) ds(x) +

∫

Γ
Ji(x) · n(x) ds(x) ∧

∫

Γ
∇xG(x− y) ∧ Jj(y) ds(y)

= w "�{h?

bMFIE
i =

∫

Γ
Ji(x) · (n(x) ∧H inc) ds(x)

= w " w�} ?
�  ��� �� �� "� � ��������� (  �!)�¬���������� �� � |��  ����� �� ��! ��� !��%� ��� ��H���� 	�!�D��9D9����� ��� (  �!)�¬���������� ��+ |��  ���� �

	 ��!)� ���A������! ��� ����!A "� �$������ e��B������ ( ��!)�!D��b��� ��!��ED���������� � ��� ����� �  �!������ � ������ ��
n
���������)��! ( �����

Γ
"

	 � (  �!)� �N� ����!���������� ���º��� ��� � |��  ����� �� ���� ���·� 	����%� ��� �  e�������"� � �� ���� �N��� �
�� ��]��� �������� ��
�� �� ���-<��¬����� (  �!)� ����� ����!���������� �����������°Q  |-�  ������� ��� � |-�  �"

MCFIE = αMEFIE + (1− α)
ı

κ
MMFIE

bCFIE = αbEFIE + (1− α)
ı

κ
bMFIE

w �
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	 � !�D��� ��·������ ��²�cQ ��� �)M�����G%� � � � �ED ��� !������ �`M 	 �
Ax = b

� �����
A
��� ��� ����!����������{���·� ��� ���� ��

N�����P��� 	�!� e����G%� � ��!�G�� �� ���! ��� ��� �������� �� 	����-<����KG��A "� �
A
����� ����� �;����� �������

N
 ! ���E� "

�	Q  �	�	  �������� �!��x���%��<  ! ���E����� ( �L� � � �����P�����!D����  y����� � �����C�!D����  y�����P��� !����������b���� �� ������� ��� � ��� ���
�KD�����!)� � �������� ��¢���

x
��� !��������%� ��� �FH�	���!���� !����

A
���
b
�������������!D����  y������� ��D�! ����� ����� (  ���!������ � ��� ����� �

�)��� ���$����� �����%��!��
xi

�� �� ����!��� ��� � ����!�� ����� �����%��!
x
"

����� ��� ?BAC68DFEHGF9�>fGL7Q489�TU6/9�>
	 �����!D����  "��������� !�D��� ��·������ ��!��� !�������� �bQ  �!������ ����� � 	�!�� � ��� 	������%� ��� � ����!������ � !��-& (  �!)�¬���������� ��J��� ���

� ����!������
A
�� �� �P��� � (  �!)� � ( ������ �!�����D���	 ��!)� ����� ��� ������ �!��P��� ���KD�����!)� � �������� �� ���·� 	��������

x
H 	���!���� !

��� ������ ��E�:� �%�]��!��
b
"

� � ���!D����  "���§��� !�������� �� ��������ED%� ��� �{����� � ���0D�� ��������� ( ������ �!���� ������ �� 	(� " 	 � ( ������ �!���� ������ �� 	(�
�� �� ��������� ��� ��� �� �� ����!)� ������ �� ���N���%��<4� ����!�������� ��!������� �����

L
���
U

!�����	 ������� ���%� ��� � � � ( D�!����%��!������
�)��	ID�!����%��!�� ����� �����C "� �

A = LU
" � � � (  ���� ��� ( ������ �!���� ������ ��
�  �����)�ED���� ������ �� ����!)� ������ ������

x
� ����� �C���

��� !�D��� ��·������ �� �)� ������� ��� ���F�������)M�����G%� ���
Ly = b

���
U x = y

"��;� ( ��� �� "� � �����x� ����!��������
L
���
U
�� �� �

��!��������������� !����b� ��� !�D��  ��·������ �� ����� �)M�����G%� ����� � �ED ��� !����������� ����D��������$��� !�������� �����cQ ��� �� ���� ���
O(N2)= �������¬��� ��	 ����� ������ �� ��� ��� ���V? "�� � � ���°�K��� � (  ���� �����KD��� �� 	  ��� ���� �� 	 ��D�� �)��� ����� �����KD�����!)� � �������� ��²���

x
��� (  �� ������ ��º���

b
������! ��	������ "

�  ������ (  ����b� ��� �� �� ����!)� ������ �� ��� ��� ( ������ �!���� ������ ��
A = LU

�����;�cQ ��� �� ���� � /�� ���
O(N 3)

" / ��!
��� � ���%��!��b���°Q ����	��������!D%�  �� !����ED�������� ��� !�� �L� ��! ��� ���%� ��� �F��������� �����A� ����!�������� �����A��� �°Q  �!���!������

N2 � ���
 "��� 	  ���!���� ��� ����!������{��� � ��� � ���

N = 50 000
� ��� �  �����!������� �� 	����-<���� �)��!

2× 64
��� ���V��!���	�!�D������ ���

�KD_B�H �l} �� �"0� �����
N = 200 000

���  �� � ���������  �  �� � ���� �!�� 	��·� �C��� ! }/} �� 	� 	 ��� ���%� 	 �x������! ��� ���%� ��� ���
��� ������� �·� � ������� ����D�!�������� � � ��� ����� � ���� �!��¬H
�%� 	��� VM���!{�cQ �L����!����¬�!D����  "�����¬��� !�D��� ��·������ �� ��	�	�!� � �ED��
� �����F� � �L� �� ���	!�  �� � � �� ������%� ������H$�KD ( �L������� 	  ����� �� !��KD�����!)� � � ��! ! ��	������%� ��� � ������ ��·������ �� �-< ������� "
����� ��� ?BAC68DFEHGF9�>f7 6/Am4l2!687 �P9�>
	 � 	�!�� � ��� 	 ���������!D����  "����� � ��D�! ����� ����������� (  �!�� ���·� 	���� " ��� � ���%�Ý���{�KD�����!)� � � ��!F��� !��������%� ��� �����

�� ��·������ ��
x
����	�!� e����G%� �

Ax = b
� �����;�!D����  "����� � ��D�! ����� ������	�!� �	  ����� �F��� � �)� ������������ ��¢��� �������%��!��

x(i) �� �� ����!��� ��� � ����!�� ����� �����%��! x " � ��!�� ��� � ���������������!D����  "����� 	 �%������� � �� ������ (  ����b� ���ED� �!��� "� �%� ��� �b���������� �E��!�� �����  ��·������ ��
x
���N��� ����!�� ��� ���  �����!����cQ � ��D�! ������ �� � "

	 � 	�!�� � ��� 	���� � ����� � ����J�������!D����  "������� ��D�! ����� ����� �����¬��� 	  ����� �� ! ��� � ������� ( ��� !��!�cQ ��� � �� ��·������ ��
��	�	�!� ���ED�������� ����� ����� � �������·� ������ ��º��� !�D��������

r(i) = ‖b−Ax(i)‖ "� � � ( �L� � � ���2���º�!D����  y����� � ��D�! ����� �����
�� �� � �����¼�!D����  "�����:��� ��!)M �� � " � � �[M 	 �2���º�!D����  y���
��� ��!�� � ��� �$H��KD�����!)� � � ��!

x(0) �

xk ∈ x(0) + Span(r(0), A r(0), A2r(0), . . . , Akr(0))

������ "� �
‖r(k)‖ = ‖Ax(k) − b‖ = min

x∈x(0)+Span(r(0),A r(0),...,Akr(0))
‖Ax− b‖.

� � �`M 	 � ��� �!D����  "��� 	 ��!)� ��������� �¢��� � !�D��� ��·������ �� ��� ���%� 	 �2��� �°Q  �!���!�� ���
N iter(c1N

2 +
C(N, k))

� �����
N iter ��� �  ��]��!�� �cQ � ��D�! ������ ��R�

c1
��� �  �����!�� ��� 	�!� y����� � �)� ����!������������
�ED������ � ��� !��

	���! � ��D�! ������ �� ���
C(N, k)

��� �� �������� ��� !�D��� ��·������ �� �cQ ��� 	�!� e����G%� �J����� � ���·� ��� ������ �� ��� � ��� � ���
N� ��� �¬��� ����	������J���J���·� ��� ���� ��

k
"P�  �� � �� VM� �� �{�KG�� �� �!��{ #� �

N iter � N
� ���  ��� � ��� ���%� 	 �����

� �����%��� 	 �%��� ����!�����!�G����·� 	  �!�� ��� � "

w��
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��� � `v #`l()�mgi���8`l*Wq��i -�ida�mg � `v"���*-,#�mg
�;G��F "� � ���§� ����!������

A
�RQ ������	��·� ��� ��!)� � ��������� ��� ���¼�KD�����!)� � �������� �� ���

x(k) ����� ����� � �� �� 	����-<�� "
	 ���!D����  y��� ���f�  �4/ ! ��1 	 ��!)� ������� ��! ��� ����! ��� !�D��� ��·������ ��¼��� �)M�����G%� ����� ����!������������ (  �!)�!D�� �L���� ���!
���$� ����!�������� �  �� �)My�!D���!��� #� ���A�KD�- ��������	  ��� ��� ����� "

���I�  � �� �� ����!)��� ����� � ��	�	�!� 9<��·� ������ ��¼���������� ��·������ ��JH�	���!���� !C�cQ ��� ����	���������� ��!)M �� ���� �� � ���
���·� ��� ���� �� ��!� L��� ������� ����� � ��D�! ������ �� � "��;Q ����� 	  ���!�D�� � ����!������ 	�!� e����G%� ������� � ���)��! ������ ������ ���P�!D%�  �� !��
 "�RQ ��� � ����!������ ���;��� ���f�  � 	�!� �	  ���A��� !��9�KD%� ��!�! ����$��� �°Q ��� � �!�� ���K� �F�KG��C "�RQ ��� � � ��� � ������!�� ���� #� �
����� ��������� � �������������� ���� ���������%��! � ��� ���������������{����!�����G�!�����	�	�!� b< �·� ������ �� � �����%����D�� "�� ��������� ��� � ����� �·� � ���
����� �  ����!D������·� ��� ���� ��º������!)M �� �
 �� 2 !������ ��!��"3N #� ���  �� ���  �����!� �� � m "

�  ��� �� �; #� � ���f�  � �����A��� �¬�!D����  "��� �-. � ����� � ��� �$ #� ����� �  ��]��!��{�cQ � ��D�! ������ �� ��� �¬�KD�	��������
	����

m
�����A "��� � � ��� ���FH��°Q ����� � ��� ������ ��:����	�!�D��� ��E��� ���� ���� �%��! "������ � �  ���!���D��)�E�����  �� � �  �� �L�  �!�� ��!� �� �

H �°Q ����� � ��� ������ ��>������� (  �!)�¬���������� �� � |��  = ����������� � �� �� ��! ��� � ���J��� �)��! ( ����� ( ��!)�!D��V?; "������ ���� �����
�������N� ��� � ���%��! �� ��E��� ���� ���� �%� ��� �F�������{� ����!������� "� ��	 �%��� 	�!� �	  ����! ��� (  �!)�¬���������� ��  |��  �"

w �
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���f�  �I=7�N�
ε
�
x(0) ? 	�!�D��� ��E��� ���� ����ED 	���! P

�F�',P.lg�`
��D��� ��E��!��

P r = b−Ax(0)

v(1) = r/‖r‖2
� � ��� ������� ��� ������ ��º��� ���u����������� ��!)M �� ���

z1 = |r|2^F�',P(
i = 1, 2, . . . ,m

#Q�m��( `
��D��� ��E��!��

P w = Av(i)^F�',P(
k = 1, . . . , i

#Q�m��()`
hk,i = 〈w, v(k)〉 � # !����  ��  �!)� ��� ��� ������ ��¢��� � ! �L��& � ���K� �������
w = w − hk,iv(k)

�  �^L�!,#(
hi+1,i = ‖w‖2
v(i+1) = w/hi+1,i

� � �������%��!���� ��!)M �� � �)��� � ��� ���
^F�',P(

k = 1, . . . , i− 1
#Q�m��()`

(
hk,i

hk+1,i

)
=

(
ck sk

−sk ck

)
×
(
hk,i

hk+1,i

)

�  �^L�!,#(
α =

√
h2
i,i + h2

i+1,i

si = hi+1,i/α, ci = hi,i/α
� �  �� ����!)� ������ ��Ý������� 	�!� ������� � ��!� �� ������ ��Ý��� � � ����� ���

hi,i = α
�
hi+1,i = 0

zi+1 = −si zi
�
zi = ci zi"�� |zi+1| < ε
�mg���()"
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h1,1 . . . h1,i""" " " " """

0 . . . hi,i
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z1"""
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yk zk
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y1"""

ym


 =




h1,1 . . . h1,m""" " " " """

0 . . . hm,m




−1


z1"""

zm




x = x(0) +
m∑

k=1

yk zk

"�� ‖b−Ax‖2 < ε
�mg���()"

| � �º��� ���f�  �f�
x"��i #�! 

x(0) = x
� � �9�KD%� ��!�! ������

�  a"��
�  �F�',P.vgp`
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k ∈ [1 : L]

F rk

Ï%Î��
=
∑
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Pr
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Grk =
∑

Pt

Ï%Å¶ÓmÌ7Ä'Ç0Ì�Ï%Î
Pr

F tk Tk(Cr − Ct).
= ~�" !h?

� � �����%������� ui ∈ Pr
ui =
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k=1

Grk Kk(xi − Cr).
= ~�" � ?
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� ��� �·�����
Pr0

� ��� �·�����
Pr1

� ��� �·�����
Pr2

| !� �� ����G�!��
Γ

��������~�"�� � Pr2 ⊂ Pr1 ⊂ Pr0

� q�,-gp����^F�!g�` ����q�,-gp����^F�!g�`��
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Ft(ζ)
Ï-Î �
=
∑

xj∈Pt

vj K(ζ, Cr − xj).
= ~�" � ?
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∑
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Gr1(ζ) =
∑

Pt1∈T (Pr1 )

Ft1(ζ) T (ζ, Cr1 − Ct1)
= ~�" w�} ?
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∑
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� ��� �·�����
Pr2

��������~�" ! � � ! ��� � ( ��!���� �L� ��� ��� �L�
L2

�  L�+.8�mg ���  F�+.8�mg��
� ��!�������� ���� �!���H 	�!� �	������! ����� ��! ��� � ( ��!���� � �E��� !��������%� ��� � � �����%����D�� �L��< ��� ��� �L��<

L0
���
L1

�ED�������� ��� !����
�L� 	��� "� ���

Pr2
"

~/�



� 70�"! � �Õ1�* � �  C1��7,�. � !K*�� (#5-,I5-1 � %�+N3"*
� � �¢5 �67y/b3"*"��% �.��� !�� ��* �%�"!��Ñ3#*
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G̃r1(s) = Gr1(s) +K(ζ, Cr1 − Cr0) Gr0(s),
G̃r2(s) = Gr2(s) +K(ζ, Cr2 − Cr1) G̃r1(s).
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G(r) =
eıκ|r|

4π|r|
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��� !���	�!�������� � ����� ����!)� ������� ������	�� ��!��]~�� � � �� �� � ����� ����� ��!� �������!A����� (  �� ������ �� �

K
���
T
����� �����A "� �

G(r) =

∫
K(ζ, s) T (ζ, t) dζ,

	  ���!
r = s+ t

= ��" w ?
 	�

K
�hD�!��.-������ ��	�!� �	�!���D���D��cQ ���K��� ��� � � ��D

K(ζ, r1 + r2) = K(ζ, r1)K(ζ, r2).
= ��"�~h?

	 � ���ED� �!�G%� ����� ��������v���L� ��! / w�1 	�!� �	  ��������	  �� � �A�����KD�	���!�� �)��� � ��� ���
� \ jl�!( *Uda` � 3#* �A**(#*%, � ��%E*-1 � 59/�1�	!* ��� 	 !�� � �C50* �
	 � |x| > |y| � �·/�1��

eıκ|x+y|

|x+ y| = ıκ
∞∑

l=0

(2l + 1)(−1)l h
(1)
l (κ|x|) jl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ).

= ��"��h?

/��
h

(1)
l

*���� �.� 5%/�,	. ���Õ/�,Ý3#* $
��, ��*�� � !�7�5%1��*#�%E*¬3 % !�1)* 	 �°*-1
� �"!K*�3#*$1 ��, (
l  jl

� � 59/�,�. ���Õ/�,23#*��;*����9*��
� ! 7�5-1��$#�%E*�3#* !�1�*�	 ���%1)*�*�� !��).0*!3  /�1'3�1�*

l  Pl
��*�!K/ � ��,�	!*{3#* ��**(#*-,�3�1)*�3  /�1)3�1�*

l
�
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 ���� ! ������ ��		D�������� ���0D��0/ w � �/} � � ��1 "
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y
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�)��� � ��� ���n�
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α0 > 1
* �
y0 ∈ R

3  �.� �95%1��°*

ıκ

∞∑

l=0

(2l + 1)(−1)l h
(1)
l (κ|x|) jl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ).

= ��" � ?

.�/�, � *-1*(#* %y, � 59/�1�	§5�	§*-, �2�-%"1 {(x, y) ∈ R
3, |y| ≤ |y0|

* � |x| ≥ α0|y0|}
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α0 ≥
√

5
2

"
��Q �-. � ������� �������·� ������ �� ������� (  �!)� ��� �� �� ��	���! ��� � ���%��!��A�KD���!�� ������� ��� �0/ w/w�1 �KG��� "� �

α0 > 1
"
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		/ �°*-, ��3"*-%�+ ! � #&%K* � �

Pr
* �
Pt

3#*N.0*%, �Õ1)*��º* �$1 � ��/�,��¼1�*�� !K*). ��� 5 �
Cr  Rr

* �
Ct  Rt

� 		/ �°*-, �¬3#*-% +
!�/ �7, � �

xr ∈ Pr
* �
xt ∈ Pt

�  P/ �9/�,��
r0 = |Cr − Ct|

* �
r = Rr +Rt  

��q/�1��
� �J.�/�,�3 �����Õ/�,�� �  5).%1�� �

r0 ≥ α0r,
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4πıljl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ) =

∫

S2

eıκ〈y,σ〉Pl(x̂ · σ) dσ.

��()`v, �!` � !���1����71�3#* � ��1�*�� ����Õ/�, � � � �¼* ��3  %y,	*�3#5�.�/ 	 !�/ ��� ���Ñ/�, *-, $
��1�	!/�, �*#�%E*�� 	 !�7�5-1��*#�%K*���3"*��
!�/� ��,� 	§*��¬3"*�� ��**("*-,�3�1�*

Pl
� 3#5 ��, �����Ñ/�, � ! � ("*���� �

Pl(x̂ · ŷ) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (ŷ)

* �x3#* � � 59/�1�	 %0��*¬3"*��0�h.�/�� � � ��, (#*-1 � �67�5�/�1 � 	!* ��� ! �)(#*���� �

eıκ〈σ,x〉 =
∞∑

p=0

(2p+ 1) ıpjp(κ|x|)Pp(σ · x̂)

,�/ %��¬/�� �`*-,�/�,��
∫

S2

eıκ〈y,σ〉Pl(x̂ · σ) dσ =
4π

2l + 1

∞∑

p=0

(2p+ 1) ıpjp(κ|y|)
∫

S2

Pp(σ · ŷ)
l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (σ) dσ

=
16π2

2l + 1

∞∑

p=0

ıpjp(κ|y|)
∫

S2

p∑

m′=−p
Y m′

p (σ)Y m′

p (ŷ)

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (σ) dσ

=
16π2

2l + 1

l∑

m=−l

∞∑

p=0

ıpjp(κ|y|)
p∑

m′=−p
Y m
l (x̂)Y m′

p (ŷ)

∫

S2

Y m′

p (σ)Y m
l (σ) dσ.

 ��1
�  /�1 �67y/�(h/�,�� � � �`5{3#*�� 7 ��1�	!/�, �$#�%E*�� � !�7�5-1��$#&%K*��
∫

S2

Y m
l (σ)Y m′

l′ (σ) dσ = δll′δmm′

,�/ %���!�/ % � /�,�� ��� 	 !�� � �C*-1 �� *,+"!�1�*�� ���Õ/�, *%,

∫

S2

eıκ〈y,σ〉Pl(x̂ · σ) dσ =
16π2

2l + 1
ıljl(κ|y|)

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (ŷ)

= 4π ıljl(κ|y|)Pl(x̂ · ŷ)
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� � 5%/�1�	'% � ����Ñ/�, $
��% �`*�� �I1�5,#�%E*-,�.@*�� � $)�%� ���
� �

	 � |y| < |x|, eıκ|x+y|

|x+ y| = lim
p→+∞

∫

S2

eıκ〈σ,y〉 Tp,σ(x) dσ
= ��" �h?

~ �
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/�� � � 5%/�,	. ���Õ/�,¢3#* �Õ1 ��,��659*-1 �
Tp,σ(r)

*����x3#5 ��, �°*�! ��1 "

Tp,σ(x) =
ıκ

4π

p∑

m=0

(2m+ 1)ımh(1)
m (κ|x|)Pm(σ̂ · x̂). = ��" !h?

��()`v, �!` � * ���`* 5%/�1�	'% � ����Ñ/�, *���� %",	*{.�/�,��95,#&%K*-,	.0*!3 �71�*). �`*�3#*�� �67K5)/�1 ��	§*�� �N* �#( �
�

� H�� % {�K� O �{
AZ�
'� ���� M � ���I
 KNM ��� S¬�VZ O � QP�c� M Z O ��
AQ� \ ��� � U U
� �%� ��!� #�  �� �� #�RQÊH � �L� � �$��������	�!�D������ ������� ��� (  �� ������ ��

h
(1)
m (κ|x|) � ��� ����� (  �� ������ ��Ý������! ��� �'&( ��!��b�

Tp,σ(x)
��� ����!��� �� �!��� "� �

p → +∞  �� �� �!��� "� �
κ|x| → 0
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Imn (r) = ın jn(κ|r|) Lmn (θ, φ),

Omn (r) = ın h(1)
n (κ|r|) Nm

n (θ, φ),

 	�
Lmn

���
Nm
n

�� �!�!�����	  ��E����� �FH!����������!)�  ����� "� ��� ��	��ED�!��� "� ����H���� ���� �� ��� ��� ���¬�����  �!)� ��� ��� ������ ��
	�!�G����

Lmn (θ, φ) =

√
2n+ 1

(n+ |m|)! P
m
n (cos θ) e−ımφ

Nm
n (θ, φ) =

√
2n+ 1 (n− |m|)! Pm

n (cos θ) eımφ,

 	�
Pmn

�� �� ������� (  �� ������ �� ����� 	 ������E��!�� �����  ����D�����=�� ��� �-<�� �P? "
� � � ��� ��� (  �!)������� � "�~ 	 �%��������!�� ���·� 	�� �.-�D��n�

h
(1)
0 (r + r′) =

+∞∑

n=0

n∑

m=−n
Imn (r) Om

n (r′).
= � "��h?
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E
���)M"�]�  �������&·BP��� 1 �  � ��! /�~/{ 1 �

E

(
m p r

n q s

)
=

1

4π

∫ ∫
Nm
n (θ, φ) Np

q (θ, φ) Lrs(θ, φ) sin θ dθdφ.
= � " � ?
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Omn (r + r′) =
∑

m,n,m′,n′,s

E

(
m m′ m+m′

n n′ n+ n′ − 2s

)
Im

′

n′ (r) Om+m′

n+n′−2s(r
′).

= � " �h?
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eıκ|r|

|r| =
ıκ

2π

∫

Sz+
eıκ〈σ,r〉 dσ +

1

2π

∫ 2π

φ=0

∫ +∞

χ=0
e−χz eı

√
χ2+κ2(x cosφ+y sinφ) dχ dφ

@ ��� !)G
5��

Sz+ = {r = (x, y, z) ∈ R
3, |r| = 1, z > 0} � 7�7�	 � � !�7 �9e�3 �"%)!�79e��63�%Be
;=3 �.��� !�7��9e�3 %[4 ����7 ���

, ( k',#d�`v '���������! � 4Re�3 !He�394���4 �2� �L;=3���f�e�� ! ���65�48;=3gf?3 ����3 5�5�e�	'% ��3 ! ��e � � �]e�3�394 ( ��eP;8��Y��* �  4H5�% �!&5 % � 5�4��
; �We�3'#�%�3 � � �Wh � �  5�� ���i394 �j394 �"! !�� �*#�%���4 � %[4<3 �-e ��4�� 5�5�e�	L7?3!;=3 ��5 %Be��63�e � ( * � �-%Be �+3/4H5 �� %
eıκr

r

�"%0� � �i38;  %[4<3 �k4 ��7 (�e � ���-5�4l;�%mf�5�4��i5�%Be �i5 %0�
394 !He�� � � ��7*( ����4 � �.�n; �We�3�f ���-5�4 +z
� �H5�%0��3$5�5 � �cf?3�� �

4<7�f?3�� ��� ��3 ��o5�e��K;=3 !He�394H;�e�3
z > 0  !&5�%[e #�%�3'f?3 ����3 �W4 ��7*(�e � ��3�;=3'f�5�4 �i5�%[e ��5 � � ���i394m;=7 �p4 �i3 � �a5�%��

5�� ��394H5�4�� ��k4����%"
eıκ|r|

|r| =
1

2π

∫ ∞

0
e−

√
λ2−κ2 z

∫ 2π

0
eıλ(x cosφ+y sinφ) λ√

λ2 − κ2
dφ dλ.

* ���
�+5�e �  4H5�% ��!&5�% � 5�4��g4H5 ��39e #�%�3
�+5�e���#�%�3 0 ≤ λ ≤ κ  ��3�� 	!5q;=3�� ��3�!He�5"! � (B394 � � ��4 � �����7�4 % � ���-5�4	�� � �a;=7�f�e�5 � � ��3�4 � �o5�e���#&%�3
κ ≤ λ ≤∞ � ���r3�� � ��k4���� !&5 � ����� �+3
;  7�f�e��We�3

eıκ|r|

|r| =

(
eıκ|r|

|r|

)

prop

+

(
eıκ|r|

|r|

)

eva5�� ��3�� ! ��e ���i3��
prop

3 �
eva

f?5�ese�3�� !&5�4H;=3�4 �te�3�� !�3�f ��� � 3�	u394 � � %�+ ! ��e ���63��`�������F��v=����+()�!3 �p$�(���������	����=��;�%w4H5 � ��%��
�t3 ��39e�	u3 !He�5"! � (����� 5!3����Y;=7 �p4 �xf�5 	 	u3 �-% ��� "

(
eıκ|r|

|r|

)

prop

=
1

2π

∫ κ

0
e−

√
λ2−κ2 z

∫ 2π

0
eıλ(x cos φ+y sinφ) λ√

λ2 − κ2
dφ dλ

=
κ

2ıπ

∫ π
2

0
eıκ cos θ z

∫ 2π

0
eıκ sin θ(x cos φ+y sinφ) dφ sin θ dθ

=
ıκ

2π

∫

Sz+
eıκ〈σ,r〉 dσ

�)y
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�

! ��e]f-70��4 (=3�	u394 � �Y;B3 � ��e������ �+3��];=3 �.� 5�5�e�	L3 λ = κ sin θ
3 �
σ(θ, φ) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ∈

S2 �
�r3 ��3�e�	u3
7 � ��4�3���f?3�4 � ��3 �-e ��4�� 5�5�e�	L3/;=3 � � 	���4 ���9e�3
�"%0� � ��4 ��3�"

(
eıκ|r|

|r|

)

eva

=
1

2π

∫ ∞

κ
e−

√
λ2−κ2 z

∫ 2π

0
eıλ(x cosφ+y sinφ) λ√

λ2 − κ2
dφ dλ

=
1

2π

∫ ∞

0
e−σz

∫ 2π

0
eı
√
σ2+κ2(x cosφ+y sinφ) dφ dσ

=
1

2π

∫ ∞

0
e−σzJ0(

√
σ2 + κ2

√
x2 + y2) dσ

! ��e �+3�f-70��4 (=3�	u394 �];=3 � ��e���������3 σ2 = λ2 − κ2 � ♦
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 ��J &� #$������=����x$�?�������j@�f$5 �^UF�����+���� � Gr�Z"b��������
=���=Y�����C�����Y,6����.L�J &����	���_���J ��g@ ��� !)G � � ��������
ωσk , σk��

ωχφk , χk, φk
*����������� ��g����<���+�B��g ��!IB�F�� &�?��������w@-������*�����IB����*��\������������(B������ &�������a�F���\*0�'�����+��qG �
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�[���+j���8	�������*��g ��\()��	���������
r
��
r′ = (x′, y′, z′)

���������J����+*+���?�����j*i"b����������E&�+.u��������M�����+(����B��n�

eıκ|r+r
′|

|r + r′| ≈
ıκ

2π

∑

k

ωσk (r) eıκ〈σk ,r
′〉 +

1

2π

∑

k

e−χkz
′
eı
√
χ2

k
+κ2(x′ cosφk+y′ sinφk).

@ ��� y�G

� ���������������!*i"b��*+v)�����+�U�.L� | �O� ��!�����R�9E&��*+��	Z��������A &� � ��*��c ����
�F���?��.L_�������
r
��
r′
� �[�������=

 ����&E!�����+�=��
ri
��
rj
*��[	Z��*+����$��p ������^ ����C�F��I=������

Ca
��
Cb

 �� 	����=������p�������<��	���o,6�
Oa

���� 
Ob
� �`*������Z�

������� ��()�������

r = Oa −Ob,
r′ = (ri −Oa)− (rj −Ob).

/ ���`���+*+*��������q�� ������J*��g	Z���j #" �����a �$�	���.!�<�����+������O���c�B	�����������������`��()�����]�

|r| > 2√
3
|r′|.

�%-��cIB���\	������g�9E&�F�����������w�����+J����+*+���?�)��*����F�+*�	����=([�����=  ��g�?������P,i���+����*0�
	����� &�+������8�����+(����=��h�
[ �' P*��p���p�' 0 ��� 3,+ � ����3 %[4<3�f�5�4�� � ��4 ��3

C
��3 � ��3 #&%�3 "

 J5�%[e
�i5�%0�]f�5�%)!���3
(r, r′)

;B3
�� 7,#�%�����-5�4 � � � ���  4H5 %�� � � 5�4�� "

z > 0
3 � √

x2 + y2 < C z

� � 3�f r + r′ = (x, y, z)
�
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�����+�=��` ��\ &����	���$�����?��������w��$�	����?�?���+�����j���

φ
�
nφ
�&��������g	����B�� ��*�$ � � ��������jIB���

C
���� �������[	���$g���R��*+���

v��?���� 
nφ
�

� ������9,6�����Z�r ������
*��'	Z���� #" �����' �$�	���.!�������+������ ���V�B	��������� �������� ����&ED�F��IB������
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 ��
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x
�
y
��
z
���*��jIB�����

z > 0
�� √

x2 + y2 < 3
√

2 z
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�`�����'��*+*������'NQ����$������=����=������'��*+���'�Z(����B' ������K*����' �$�?���+*��u�F���K�����O���F��* 
&���w ����K &� �$������B��
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���������B?��������V ��L*i"b� E&�

z > 0
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�

� ��� ��� � 9m4vV 9 ML4lEcML25Xc2'687��
	���	Z��*�	���*� ��a	������/������.!��_����a�+�B�$�v��?��*��/�����?����.���*��/,6���� NL	���*+���� ��g*0�L.L$��U��B ��uz | T | �O� 	�*0���PT

����IB��� � �Y�������� ����=Z�[*0�g &���?	����=��+�=���+�$����
z = 0

 ������^*��  ���.u���+���� #" �+�=�$�v��?����������+�� &���+Y�����  &��.u	���*+�$
��������*�$�.L���B?���+��� �&*��\������	�����g ������J*��a ���.u���+���g �� | �����������  ��g*i" �+�=�$�v��?���=� �$�	�������j*����B���.L���= �

� � #$������=����J����?���$�v������]�����B]��*������J������*+��	Z�)��*���� � 	p" �� �$������R��������_���� ��*0���R�����?�g���� �P�������] �� �����������oT
.L���j*����JUF��������j,W��$�IB������	����a@- ������ ���c�����F��	��aN
 �$�-����+�sGJ ���*0�
,-����	�������w �����?������,-����

Tr(σ) = 1Sz+ (σ) eıκ〈σ,r〉
�<�����

σ ∈ S2 � r ∈ R
3 @ ����� G

 ��\���*+*���.u������_����/I=���\	���*+*����PT�	��t���g	����=���� �������B`�F��� N�*i" �+�B�$�v��?��*�� �
∫

Sz+
eıκ〈σ,r+r

′〉 dσ
��� �
=

∫ 2π

0

∫ π
2

0
eıκ〈σ(θ,ψ),r+r′〉 sin θ dθ dψ.

� *H����Y���'� #��Y�+.!�<����?���B] #"%� #��	�������Y����� �������	Z��������\� -��� �� ��$� &���+���\���u.!�+���+./��. *0�\?���+*+*��� ��
*0�
IB�F�� &�?��������g��$�	������?���+��� �

�`�R����$Z��*0�)��*������������ ��*+*������J�?�����<��*����` ����&E���$�����*+?����j	�*0��������IB����� �
� \ j	��
 *Uda` , � � ��� 	�����65�4 ;=3�� 5�5�4Hf ���65�4��a;=3 �`3�� ��3 � � !�7�79e��*#�%�3���;=3 !He�3�	 � �9e�3!3�� !���fs3

jl

|jl(v)| ≤
√
e

2

(e|v|)l
(2l + 1)l+1

@ ��� {)G

!&5�%[e �i5�% � ! ��e � 	 � �-e�3
l ≥ 0

3 � �i5 %0� ��e*(�% 	u394��
v > 0

�

� \ j	��
 *Uda`� ) 	#79e��i3��/;=3 �0�)f�5���� � �`4 (=39e�� � 7&7�5�e ��	u3
;=3 � 3*(B394 � ��%�39e

eıκ〈σ,x〉 =

∞∑

p=0

(2p+ 1) ıpjp(κ|x|)Pp(σ · x̂)
@ ��� w�} G

!&5 %Be �i5 %0�
σ = (θ, ψ) ∈ S2  x ∈ R

3  � � 3�f Pp  !&5 � ��4� 	u3��/;=3 �r3*(=394H;�e�3 � */7 �x4 � ���65�4 � � � ���

��
������$#���
)d����������`�� ����
)d��� �po"!#`	� � ^ \ j#
���o"!#`	�
	t�8��?�����P,6����.u��������A��� z�����.L������I=�����h�B��U�$�����IB�����L��������������������.!��_������������<�����+������ ���&EV &��.!T

	���*+�$��/������	����=���$����
�����g*i" �+�B�$�v��?��������V &�n�����.L�L�������F��v=����o, � �Y��*+*��9T�	��Y	���������������?�w���D���Q*+�����s��v)�u ��
*i" �+�=�$�v��?���B

Tr
 ������j*i"%�����F��	��g ����J,-����	��������� UF����.L������I=�����`����U�$�����I=����� �

!�j � � �$�����%�&���  3�� ! �)fs3D;=3�� 5�5�4Hf ���65�4��47 ��e�	L5�4 �$#�%�3��+� !�7�79e��*#�%�3��D3���� �� 3�� ! �)fs3n394 (=394H;�e�7 ! ��e �+3��
5�5�4Hf ���65�4�� {Ylm}l∈N,|m|≤l

;=7 �p4 �i3�� ! ��e

∀l ≥ 0,∀m ∈ {0, . . . , l} Ylm(σ) =

√
2l + 1

4π
Cml P

m
l (cos θ) eımψ

@ ��� w/w G
3 �

∀l ≥ 0,∀m ∈ {0, . . . , l} Yl,−m = (−1)mY ∗
l,m

@ ��� w � G
5��

Cml =
√

(l−m)!
(l+m)!

3 �
Pml

��5�4 � ��3�� 5�5�4Hf ���65�4��a;=3 �t3 (=394H;�e�3 � ����5Zf �67�3�� � *�7 �p4 �����65�4 � � ��( ���

�l}
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{Ylm}l∈N,|m|≤l
f�5�4��������$%�3 %[4<3 � � �Z3�5�e �67[5�4H5�e�	u7�3�;=3

L2(S2)
�2�H5�% ��3 5�5�4Hf ���65�4

f
;=3
L2(S2)

!�3-% �
� �W4����  �-e�3�;=7�f�5 	 !&5 �Z7�3 ��5�%��
� � 5�5�e�	u3 "

f =
∑

l∈N

∑

|m|≤l
H(f)lmYlm

@ ��� w �)G

� � 3�f
H(f)lm =

∫

S2

f(σ)Y ∗
lm(σ) dσ.

@ ��� w�� G
� ���\IB�F�� &�?��������g ����J,6����	���������

Ylm
����j �������$��\�F���j*�����$�����*+?��`	�*0��������IB���\�����+(����B��

� 
���^ � ��� ������� � � �H5�% ��3 5�5�4Hf ���65�4c;=3
Span({Ylm}0≤l≤2L,|m|≤l)

3����p3,+��)f ��3�	u394 � �k4 ��7 (�e�7?3
� � 3�f %[4<3
#�%��);�e ��$%[e�3�;B3 �%��% � � � �t3 (=394H;�e�3 � 2L+1

2

!&5�k4 � � �"%0� � ��4 � θ 3 � %B4<3 #�%��);�e ��$%[e�3 %[4 � 5�5�e�	u3 �
2L + 1!&5�k4 � � �-% � � ��4 � ψ �

� 
)`#! �!` �s4 ��7*(�e�39ea3,+��)f ��3�	u394 � �i5�%0��3�� 5�5�4Hf ���65�4��
Ylm(σ) =

√
2l+1
4π Cml P

m
l (cos θ) eımψ  !&5�%[e L ≥

0
3 �

0 ≤ |m| < 2L  Ylm
e�3 � �i394 � � �-eP5 % � 3�e %[4<3 #�% �=;�e � �$%Be�3 !�39e�	u3 ��� ��4 �];=3�f � �+f�%0�+3�e!3,+��)f ��3�	u394 �

∫

S2

Pml (cos θ)eımψ sin θ dθ dψ =

∫ 2π

0
eımψ dψ

∫ π

0
Pml (cos θ) sin θ dθ

! ��e
�+3 �67&7�5�e � 	L3L;=3 � %�� �k4 � �
�t3�� 5�5�4Hf ���65�4��

eımψ
�  �k4�� �*(�e�394 ��3�+ �)f ��3�	u394��
�-%Be

[0, 2π]
! ��e %[4<3�#�% �=;�e � �$%Be�3 %B4 � 5�5�e�	L3

ψi
�

2L+ 1
!&5�k4 � �/3 �];=3 !&5 �6; � 2π

2L+1

� � �  ;���� #�%�3 m 6= 0  4H5�% � � � 5�4�� ∑i e
ımψi = 0

� � �k4 ���  #&%�3�� #�%�3��5 � � �+3/f-7[5��+�;=3
�.� #�%��);�e ��$%[e�3
θj  

�� �W4 ��7*(�e ����65�4Q3����]3,+ �)f ��3 !&5�%[e
m 6= 0

� �����-% ������� 5�e	�a;=3 � e�5�% � 39e%[4<3 #�% � ;�e �
� %Be�3 !&5 %Be
∫ π

0
Pl(cos θ) sin θ dθ =

∫ 1

−1
Pl(x) dx

#�%�� !�3-% �  � e�385� � 394 %�3�! � e %[4<34#�% � ;�e �
� %[e�3M;B3�� � %��	� � �t3 (=394H;�e�3 � 2L+1
2

!&5��W4 � �  ;�% 5 � � � #�%�3 � 3��
Pl

��5�4 � ;=3���!�5 ��� 4�
�L3��/;  5�eP;�e�3
l
3 � #�%�3

n
!&5
�k4 � �/;B3�� � %���� � �r3*(=394<;�e�3 !�39e��u3 ��� 394 � ;  �k4 � 7*(�e�39e � 5�% �

!&5 ��� 4���u3�;  5�e�;�e�3��W4 5Z79e��63-%[ea5�%O7 ( ��� �
2n− 1

�
�

� ����a #"b�������� #������$������=������a���Q�U�$�����_�.L�!*0����v)��.L���Ba����+*+����$! ������\*0�����rT ���8� �����\*i"b����������E&�oT
.u��������8��$�	������?���+���g &�R�����.L�

eıκ〈σ,r〉
������IB����*�����������.���*���,-����J*i" �+�B�$�v��?���=� &�c�����.L�\�������F��v=����o, �

! � ���#" ��������� �%$'&<5�� �(�)��* 5�4Hf � �65�4
fr

;=7 �x4+�63-, � e
fr(σ) .0/

1
= eıκ〈σ,r〉

�+2J5�3[e � 5�3 �
ε > 0  4<5�3�� �
4 5�45� "

∣∣∣∣∣∣
fr(σ)−

∑

0≤|m|≤l≤L
H(f)lmYlm(σ)

∣∣∣∣∣∣
≤ ε

,&5
3Be
L & κ|r|+ 1.8 d

2/3
0 (κ|r|)1/3 3 �

d0 .	/
1

= log10(1/ε)
�

� �76 3 ��� � � 78;B3wf?3 ��� 3O3�� � �8� �9� �-5�4 ;=7 ,�3�4H;V;��ke�3�f � 3:�L3�4 � ;B3wf?3 �;� 3O;=3 �  3�� � �8� �
� �65�4Xhn;=3<&�5�4�= �
�?> 3 � �
@ 
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� �65�4 � �i394 �F� 5�3 � ;  � �5�e�;w394�3[4<3�e�7�7�f�e�� �
� 3[e�3 ;=3

fr
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π
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S(θ, ψ) = (2π − θ, π + ψ)
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σ(S(θ, ψ)) = σ(θ, ψ).
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∫

S2

Tr(σ) eıκ〈σ,r
′〉 dσ =

∫ 2π

0
dθ

∫ 2π

0
dψ Fr(θ, ψ) eıκ〈σ,r

′〉,
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Fr(θ, ψ)
����5
=

1

2

(
1[0,π/2](θ) sin θ + 1[0,π/2](2π − θ) sin(2π − θ)

)
eıκ〈σ(θ,ψ),r〉.
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Fr(σ(θ, ψ)) .0/
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=
1
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(
1[0,π/2](θ) sin θ + 1[0,π/2](2π − θ) sin(2π − θ)

)
eıκ〈σ(θ,ψ),r〉
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3Be
r ∈ R

3 3 �
σ(θ, ψ) = (cosψ sin θ, sinψ sin θ, cos θ) ∈ S2 �
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ε > 0
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l ∈ [−L : L]
��4 3�f

L ≈ κd + 1.8 d
2/3
0 (κd)1/3

�

d0 = log10(1/ε)
�

� � 3 � � � �;� �9� �-5�4D;B3
F̃Lr
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d0 = log10(1/ε)
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eıκ〈σ,r

′〉 �����+(����= ψ ��
θ
�

 ��.L$�����IB����.L���=Z�Y�����O������+.u��������X &�X����.O�����M ��w�<���+�B��' ��8 &����	���$�����?��������l�����+(����=
ψ
������

��������� ������u��������B���'���n����v=���� D ��!*0�c*0����v)�����/ ��P�F���� ��K ������g*i"%�����F��	��K ����������������� ��L*0�',6����	�������
eıκ|r

′| cosψ ��� ��.���.L�c�����+(����= θ ��*0�O*0����v)�����u ��<�F���� ��c ��
eıκ|r

′| cos θ  �$������+u�����c������+.u��������A &�
����.������a ��\�����+�=��` ��\ &����	���$�����?��������8�����+(����B

θ
�

 ��������^I=��� *����x &����	���$�����?����������
(ψk)k

��
(θk)k

�����=^�� ����=���IB�����Y�F���^	������������	������� � � ���]���+*+*��������Z�
�+*�����J���������F���������)��*��` �� ��$� &���+��� *�� 	���2�Z�[Na*0��,6�����Y���K�����.L�� �� ����B	� ���v)� ��^ �� 	Z��*�	���*��] #" ���',6��	�������
� �����R����.u����IB�F���=�IB��� �

eıκ〈σ(θ,ψ),r〉 = eıκ〈σ(S(θ,ψ)),r〉

Fr(θ, ψ) = Fr(S(θ, ψ)).
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θ
�
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�C ' C($�� ���%����A 
��%$8C
� �������� �$�������� ��������\��� 
=���

K
���+������I=���g�?���R�+�=�$�v��?��*��

V

K(χ, z, ρ)
����5
= e−χzeıρ

√
χ2+κ2

,

V (x, y, z)
����5
=

∫ +∞

0
dχ

∫ 2π

0
dφ K(χ, z, x cos φ+ y sinφ),

V0(x, y, z)
� ��5
=

1

2π
V (x, y, z).

 ��������Y*0�a����$��?����	��  #" ����� �+�B�$�v��?��*���v)$���$��?��*+����$��\�����+(����=
χ
 ������

V
�  �����Y���`�������<���?���������]�F���

��	��t ���.L$��U��[ ����j������.L���?���=  ���*0�
��?���+���� �?�����J�������	Z�������� � � _��J*������Z���������J�������j*+�+.!�+���������� N

Ṽ0ε(x, y, z)
����5
=

1

2π

∫ χ′
max(ε)

0
dχ

∫ 2π

0
dφ K(χ, z, x cos φ+ y sinφ)

���
χ′
max(ε)

([�����gN
�?�������,6���+���
∣∣∣V0(x, y, z) − Ṽ0ε(x, y, z)

∣∣∣ ≤ ε
��()��	

x
�
y
�
z
 ������j*������j�����F��	��g ��a �$������+������c����������	���o, �

� *�����J���_��j���+.!��*��a ��\.u� �P������� |V0(x, y, z) − Ṽ0ε(x, y, z)|
�

∣∣∣V0(x, y, z) − Ṽ0ε(x, y, z)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ ∞

χ′
max(ε)

dχ

∫ 2π

0
dφ K(χ, z, x cos φ+ y sinφ)

∣∣∣∣∣

≤
∫ ∞

χ′
max(ε)

dχ exp(−χz)

=
e−χ

′
max(ε)z

z
� _��J*������Z�&�+*t	����B(B�����B` ����������� &���

χ′
max(ε) ≥ −

log(zminε)

zmin
��()��	

zmin
 �$����+v��F���=`*0� �<�������g�+�&,-$���������� �����+(����B

z
�

� ������9,-�����c���  ��O����.��������&EX�����+�=��c ����R�?��	���������RI=���\�����+()���BZ�J������������$9,-$������������w	��������� �$������
*i"%����������� 	���.!.!�����\�����Y*i"b���������ZE[�+.u��������M ��

K
IB����	�������������\ �$������+�J*�����*+���]������+

χmax(ε
′)
()$���� �H���=

|K(χ, z, ρ)| ≤ ε �������j����� χ ≥ χmax(ε).
� _��J*������Z�&�+*t	����B(B�����B` ����������� &���

χmax(ε) ≥ −
log ε

zmin
.

� ������9,6�����Z���������
ε′
��
zmin

 �������$��Z�<�+*C����`���������)��*��� #"b�� ���������\*0�K����$�	����������
ε
����� I=���

χmax(ε) =
χ′
max(ε

′)
�

� �����r������t*���� 	Z���r	���� ������������� ���������=� ����r������������� ����*0����+()���� &�g,i���+r ��x*0�J����$�������	��Y ��Y	��B���u	������B��
.a��*+��+��*+��	Z����o,6�`���������J ��\��������=�����*�� �
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φ
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 ����\�+�=���������*0����������
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φ
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ε > 0

��� 39e9e�3�3[e
L∞ � 5 � 79e�7�3���3[e � 3!4H5 �
� 3

K
� &<5�� �

R
� 3uf�� � 7'; � 3[4<3uf?3 �8� 3 � 3

� 3w4+� 4 3 � 3 � 3 6 3�3 � 5�4 ��5�3 >�� � � 3/f ��� fD3 � 39e
V
�

� � ;��;��f�e�7 � �;� �
� �65�4���3�� 4B� 4 �
φ

,�3:3 ���D� e�3u5� � 394+3�3�, � e 3B4<3 6 3 � ;�e �9� 3Be�3�3B4+� * 5�e��u3
;=3 �L� � �;� 3
nφ ≈

L+ 1
��4 3�f

L = L0 + d2/3
e L

1/3
0 ,

de .	/
1

= log(1/ε)
3 �

L0 .0/
1

=
√

2R

√(
2de
R

)2

+ κ2.
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√
χ2 + κ2 ·

√
x2 + y2 ≤

√(
2de
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)2

+ κ2 ·
√

2R .0/
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√
χ2+κ2(x cos(π+φ)+y sin(π+φ)) =
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√
χ2+κ2(x cosφ+y sinφ)
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Gzρ0 (χ) = e−χz eıρ
√
χ2+κ2
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[0, χmax]
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� f�5�4H;�� � �65�4�4<7

p(x) =
n∑

i=1

fi

n∏

j=1
j 6=i

x− xj
xi − xj

,

�L� 4 � e�3 � �9� � 4 3:�L3�4 �N� 3�M 4���� 3:3Be��
fi

6 3�3 �L� 4 � 4 3��u79e�� 6 3�3��u394 �G� 5�e�� ��5�4Q7 4B��� 3 �
� �-5�4��
�p3�,He�5� � H��u3 ,�3:3 � �:� e�3/e�7���5 � 3 , � e ��� 3 � � � �;� �
� �65�4 ;=3N,&5��W4 � �/;=3 � > 3  � � > 3 4 3 � 3[4<3!7 4B�
� 3 �
� �65�4D;=3

p
394 � 3�e��u3R;=3 ,�5 ��� 4 �
�L3���;=3 � > 3  � � > 3 4 5�3 ;=3 � � �u3 � , � e ��� 3 � � � �;� �9� �-5�4m;=3�,&5��W4 � �'; � �k4 � 39eL,�5 � � �

� �65�40�pe � f:�W4<3��/;�3 ,&5 � � 4 ���u3/;B3'�r3�==394<;�e�3L; � 5�eP;�e�3
n
3 � 3B4�3�7 4B��� 3 �
� �65�4D394 � 39e��u3/;B3F,�5 ��� 4 �
�L3��/;=3

�r3�==394H;�e�3��
���
	�	����� &<5��i394 �

x1, . . . , xn ∈ [−1, 1]
� � 3��ce � f:�W4<3��8;�3�,&5 � � 4 ���u3w;=3 �r3�==394H;�e�3 ; � 5�e�;�e�3

n
3 �

ω1, . . . , ωn ∈ R
� 3��N,&5
�-;��/;B3 � � 3���� � �	��5Zf:�i7�� �K&<5�� �

p : [−1, 1] → R
� 3 ,&5 ��� 4 ���u3��W4 � 39e ,&5 �)�
� 3�3[e
;B3

� � =�e � 4�==3 	 ;=3];=3L=�e�7
n−1

�`;B7�"p4+�9, � e
p(xi) = fi

,&5�3[e
i = 1, . . . , n

� � � 5�e�� � � 3IM��;� � 3
c0, . . . , cn−1 ∈ R� 3 � � 6 3�3

p(x) =
n−1∑

i=0

ciPi(x)
@8Q � � RqG

� R



� >�� , � � e�3���.	t5�e�� 3 � �9� �-5�4��H5�3 � 3��'	�e�7 6 3�394Hf?3�� & �L�  � 3 2 �)� 4<3�� ��4 3�	����

��4 3�f
Pi(x)

� 3N,&5 � � 4 ���u3/;=3 �t3�==3�4H;�e�3!; � 5�eP;�e�3
i
3 � 4H5�3�� �
4 5�45�

n∑

i=1

ωif
2
i =

∫ 1

−1
p(x)2 dx =

n−1∑

i=0

c2i
2

2i+ 1

@8Q � � � G

��� ����� � �F5�3 � ; � � �5�eP;/e�3�� � e 6 3&5�45� 6 3�3 � � *D� � � �8� 3 {Pi}i≥0
* 5�e��u3N3[4<3  � �Z3�5�e �8> 50=)5�4 �
� 3 	 � 3 ��394+�

;=3 � � 4H5�e��L3
L2 3 � � � e�3 � �
� �65�4 �"�  ��!;=3

R[X]
5��cf >���6 3�3

Pi
3�� � ;=3a;=3�=�e�7

i
� ]45��3�� � 3 � � 6 3 � ;�e �
� 3Be�3

;=3 � � 3��	�K; � 5�e�;�e�3
n
;=3 ,�5��k4 � �'3 � ,&5��6;�� {(xi, ωi)}i=1,...,n

�k4 � H�=�e�3c3IM � f � 3��u394 � � 5�3 � ,&5 � � 4 ���u3K;B3
;=3�=�e�7 �W4 * 79e��63�3[ea5�3O7L= ��� �

2n− 1
3 � 394�, � e � �6f:3 � �i39e {p · Pi}i=0,...,n−1

3 �
p2 �

���W45���%�
p

�Z3�,He�5�
Z3 ��� 3!3IM � f � 3��u394 � ��3[e {Pi}i=0,...,n−1
3 �G��� 5�4M5� � �i394 � 	 �� � ��� ��4 3�f

ci =

∫ 1

−1
p(x)Pi(x) dx =

2i+ 1

2

n∑

j=1

ωjfjPi(xj)

� �W45��� 6 3�3 �)� e�3 �)�
� �-5�4 	��� � ��� �
�

� > 5
� ��� ����5�45�-3[4<3F � �Z3J;=3 ,&5 � � 4 ���u3��Y;=3$�r3�==394H;�e�3 ; � 5�eP;�e�3J7 � 3 4 7 {Pl}l=0,...,L−1
3 � {(xi, ωi)}i=1,...,L� 3��
	 79e�5��!;B3

PL
3 �N� 3���,&5��6;��
;B3 � � 3��	� � �	��5Zf:�i7�� � � � 5�e�;�e�3

L
3�� � ;=7 � 3�e�� �W4<7 � 3 � 6 3�3 ��� 39e9e�3�3[eu; � �k4 �

� 39e ,&5 �)�
� �65�4 � �	��5Zf:�i7�3 � 3 ,&5 ��� 4 ���u3�; � �k4 � 39eL,�5 � �9� �-5�4 ;=3 � � =�e � 4�==3
p

��5�� � �W4 * 7�e��i3�3[e�3 �
ε

∣∣∣K(χ, z, ρ) −
∑

i,j,k

K(χi, zj , ρk) p(χ, z, ρ)
∣∣∣ ≤ ε @8Q � � �)G

��4 3�f {χi} � {zj} � {ρk} ,He�5�
Z3�f � �65�45� ��3[e � 3�3[e �k4 � 3�e 4B�
�;� 3�e�3��L,�3�f � � * ;B3�� ,�5��k4 � � ; � �k4 � 3�eL,&5 � �
� �65�4 {xi} ∈
[−1, 1]

3 � {wχi } � {wzj } � {wρk}
� 3�3[e��F,&5��6;��/;=3 � � 3��	�\e�3��L,�3�f � � * � �

�a5�3��J;=7�"p4 � ����5�45� �
� 5�e�� �)� � �
� e��6f?3
Ai,(j,k)

�<5�� � 3]f�5�3 , � 3
(j, k)

e�3 ,He�7���394 � 3 3[4 �k4H;
�-f?3j;=3]f�5 � 5�4�4<3 �
f�5�� �u3 ��3�� �

Ai,(j,k) = K(χi, zj , ρk)
√
wχi w

z
j w

ρ
k.

�p3�f:�He�3 4 �63�4 � �\f�5�45���-;B79e�3�e
(·, ·) f�5�� �u3�3[4<3N�� 
�3�f � �-5�4u;B3

[1 : jmax]×[1 : kmax]
; � 45�

[1 : jmaxkmax]
�

J � 3�� �(�
� 5�e��(,�5��	���� � 3j; � � ,�, � � 6 3�39e � � ;B7�f�5���,&5���� � �65�4�&��� �
A
��3 � 4H5
3��Y5� � 394H5�4+� �)�K*D� f � 5�e�� � �
� �65�4

A = USV ∗

��4 3�f
U

3 �
V

� �
� e��-f?3�� �nf�5 � 5�4�4<3��c5�e �8> 5�4H5�e�� �
� 3��c;=3 �L� � �;� 3���e�3�� ,�3�f � � 4 3��
n × p

3 �
m × p

3 �
S� �
� e��-f?3�;�� � =)5�4 ��� 3/;B3 �L� � �8� 3

p× p ��3�f?3 ��� 3�� � 4+�LH9e�3 �x4H5�3��a;=7�"p4 � ����5�45� � 3�� * 5�4Hf � �65�45�a5�e �8> 5�4H5�e�� ��� 3�� ��3�� 4B� 4 � 3��

up(χ) =
∑

i

ui,p√
wχp

Pi(χ),
@8Q � � QBG

vp(z, ρ) =
∑

j,k

v(j,k),p√
wzj w

ρ
k

Pj(z)Pk(ρ),
@8Q � � � G

5��
ui,p

3 �
v(j,k),p

��5�4 � � 3�� 7 � 7��u394 � �Q;=3�� � �
� e��-f?3��
U

3 �
V

� ,<eIH�� ,He�5�
Z3�f � �65�4 ; � 45� �)�  � �Z3Q;=3
,&5 � � 4 ���u3��/;=3 �r3�==394H;�e�3
; � 5�e�;�e�3

L
;=7 "p4+�i3F,�5�3Be 	 �� �+���K3 �F� 3<��3�45�/;�3 � 3�� �L3 ��� �

�p3�fD� ,�39e��u3 � ;B3ge�3 � e�5�3 4 39e 3B4<3 � ,�,HeP5 M��;� �
� �65�4Q;�3c4<5 �9� 3
K
�-���;� � � � �ke�3 � 	 �� �+���

∣∣∣∣∣K(χ, z, ρ) −
∑

p

sp up(χ) vp(z, ρ)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

� �



�� �����g5
3 4 3 �;� 3 * 5�e�� 3 � �
� �65�4

394Me�3�� � e�3��)=�4 � 4 �
p

� 3�M 4���� 3:3Be�� 4 79e�� " � 4 � ∀p ≥ N, sp < ε
�

2 � e � � �8� 3�3[e��L4H5 � e�3L4<5 �9� 3
K

4H5
3�� * 5�3Be94+� � 3�4 ,<eP5�,<e��i7 � 7�f�5���, � 7��u394 �L� �ke�3 6 3�3
(up)p

3�� � 3[4<3
 � ��3�;=3 * 5�4<f � �-5�45� e�7�3 �8� 3�� � ]4M3��`3 � � � , � e � �Wea;=3 ��� �k4 � 7L=�e �
� 3 ��3�� 4B� 4 � 3 6 3��^3�� � ;=3 4���� 3:3Bege�7�3 �8� 3F,�5�3Be
� 5�3 �

χ
�
χ′ �

∫ zmax

zmin

∫ ρmax

−ρmax

K(χ, z, ρ)(K(χ′, z, ρ))∗ dz dρ

=

∫ zmax

zmin

e−(χ+χ′)z dz × sin
(
ρmax(

√
χ2 + κ2 −

√
χ′2 + κ2)

)

4H5
3��!5� � 394H5�45� 6 3�3 ∑
p s

2
pup(χ)(up(χ

′))∗
3�� � e�7�3 � � � � � e�=�3��u394 � ;=3 �)�<4B��� 3�3[euf�5���, � 3IM=3

up(χ)
3�� �

;)5�4Hf �W4H;=7 ,�3�4H; � 4 � 3Q;=3
χ
� J � 3�� � ��� 5�e�� � 5�3�
�5
3Be�� ,&5������L � 3 ;=3 �L5Z;�� "Y39e ��� � e�=�3��L3�4 � f�5���, � 3IM=3D;=3

vp(z, ρ)
� 3 �?6 3�3

up(χ)
��5�� � e�7�3 � � 2 � e � � �8� 3:3Be����p4H5
3�� ��4 5�45�

vp(z,−ρ) = (vp(z, ρ))
∗ � �

� ���<�����B ��*$�9,�IB��� ������� �Z()�����j�$��������%���=�+����J*�� ��$��������������w #��*���(2����������*$�
χ
 &�,��������*$�

(z, ρ) �
� C�"��
��"!?C J � 4 � 3�� � , � �g4<7�fs3��	� � �ke�3L;B3/f?5�4�4 ���#� e�3 � 3 ,&5 ��� 4 ���u3��W4 � 39e ,&5 �)�
� 3�3[e

p
,&5�3[e �)� ��3�� � 3
;�3

f �
� f:3 � � ��3:3 �
L

��3 ��� �
� "p4w;=3\e�7�;�3��We�3 ��� 5�eP;�e�3/;=3�� ,&5 � � 4 ���u3�� � 5
3 � 3�4 = � e � 4 � �;�	� � 4 � 3[4<3O�5�4�4<3 � ,9,He�5 M��8� �
� �-5�40� � � 3�� �

,&5��	���L � 3j;=3]f?5�45���6;=79e�39eF3[4<3J;=7�f?5���,&5���� � �65�4'; � 45� 3[4<3N � �Z3j;=3 ,�5 ��� 4 �
�L3��Y;=3"�r3�==394H;�e�3K, � eG�!5�ePf?3 � 3�M
5��Of >��96 3�3 �L5�e�f?3 � 3 3�� � f�5�4+� � e�3�� � ;B3 � � 4 ��H9e�3 � ; � , �L�
� � 4 3��

� � 5�eP;�e�3�;=3 ��� �W4 � 39e ,&5 �)�
� �-5�4M; � 45�/f >��96 3�3
;��We�3�f � �65�4 ,&5�3[ese � � ��� 5
3 � � *D� � � �:� e�3
;�� �`79e�3�4 � �
� �������+(2�'�=g*i" ���������)��U��L #�uI=���� &�������%�!v!��������$���#���
v)$���$����*+�$��$��u #� ./����([��� 0 )`�� BU�*+����� y�y � ���+*

��������2�%���)��*$�] #� ��������������+�%�]�#���]IB���� &�������%� ���
χ
N
N/2

�������=%�
χi

��
N/2

������ #�
wi

���B�$�v���'�= �9E#���9T
%��.
���B`*$���

N
���%��.!��_��%��� ,6��������������

up(χ) � �`�������i��v��10�����N
*��L �$�����.!���2���+������ Q � ��� ��������� ����%���������
�#���gIB���� &�������%�a #�

∫ χmax

0
K(χ, z, x cos φ+ y sinφ) dχ

�Z((���g�#���\����$����$�������
ε
�&�<�����J�����

(x, y, z)
%��*tI=��� √

x2 + y2 ≤ ρmax
��
z ∈ [zmin, zmax] �����������.!.L�[ &�+�$�� ����������

n ∈ N
*$� ����.O���%�w()$���� � �'�=

2n = N � �B�J�����%�9,6���$�
N

 #��(����+�����%�
�+.!�����+�Z��������� �����=((���������  #" ���������� &�+�

N
���,����.O���%�a�����+� �����<$����$����� �� ���%� IB���� &�������%�

x = (χ1 . . . χn, w1 . . . wn)
���������*+��������R &�4� 
)���_�.
� �����&Ti*+����$*���+�%�\ #�  &�+.
���&T

�������
2n

�����+(��'�B �
n∑

j=1

wjui(χj) =

∫ χmax

0
ui(χ) ω(χ) dχ ∀i ∈ {1 . . . 2n} @8Q � � .)G

�Z((���
ω(χ) ≡ 1

*$�\������ #�J #" ���=�$�v����������M &�,� 
 ���_�.
� �����c.L�[ &� �F$ �  ��������jIB����*$���J���B�$�v����*$��� �$�%�������
 &� ��������� R.
��.O���%�a������((���B�����%� �*��*$����*�$���� �9E�����%��.
���=`v��10����aN
*��
 �$�����.!���2���+������ @8Q � � QBG �
� C�"7"7C $�� �M7 �8> 5Z;=3�;=3�a3�� � 5�4��  ���

&<5�� � 3[47� � � � H��u3'; � 7 6 3 �9� �-5�4+�u4H5�4 � � �W4<7 � �ke�3��K;=3 �)�O* 5�e��u3
F (x) = 0

� ��4 3�f
F : R

N → R
N 3 �

F ∈ C1 � &<5�� �
J

�)� � �9� e��6f?3 
 � f�5���i394�4<3
;B3
F
;=7�"x4+�63F, � e

Jij(x) =
∂Fi
∂xj

��4 3�f
Fi

3 �
xi

e�3��L,�3�f � � 4 3��u394 �
i ��� / f?5���,&5�� � 4 � 3��/;=3

F
3 � ;=3

x
�

� �
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& 3 ,9,&5���5�45� 6 3�3
x
3IM��;� � 3 � 3 �?6 3�3

F (x) = 0
3 �
detJ(x) 6= 0

�
&<5
� �

x0 ∈ R
N 3[4P,�5��k4 � �W4+� � � ��� 3 �G� � ��3�� � 3

x1, x2 . . .
;B7�"p4+�i3�, � e

xk+1 = xk − J−1(xk)F (xk),
@8Q � � y�G

��� 5�e���� � � 3IM
� � � 3
ε > 0

� 3 � 6 3�3 ,&5�3[e � 5�3 �
x0 4 79e�� " � 4 � ‖x0 − x‖ < ε

� �)� ��3�� � 3 	 �� ��� �Qf�5�4 4 39e#=B3
6 3 � ;�e �
� � 6 3�3:�L3�4 � �

�Y�$���nIB���L*��R.L$���U��B #�' #�  ���������n� -��%�!�#���L.L$���U��[ #�-�����=((����v(�����%�'((���%�/*��,����*+���������  &� � 
 �PT
��_�.
� @8Q � � .)G9�Y*$�+�?U����oEX &� �<�������������	������* ���
�' �$��%����.!�����'���,���' #" ������'���R��*+���R &� �����+*$�OIB���

N
�����

v���'�� �� �!.L$���U��B #�g #�������������=�����������O� ����.
���  #" ���<���� #��� *$�\��������*�_�.
�g &� �?U����oER &�R��������� �����	������* �
� C�"7"7C $�� �M7 �8> 5q;=3
;=3�f�5�4 � �W4+3 �
� �65�4 �  � �

& 3 ,9,&5���5�45� 6 3�3 ��� 5�4 ��5
3 >�� � � 3ae�7���5�3�;�e�3
F (x) = 0

f�5�� �u3�; � 45� � 3 � 3�� �u3��� �
&<5
� �

G : [0, 1] × R
N → R

N 4 79e�� " � 4 � � 3��F,He�5�,He��67 � 7�� ��3�� 4�� 4 � 3�� �
� 2J5�3[e � 5�3 �

x ∈ R
N � G(1, x) = F (x)

�
� � � ��5 � 3 � �65�4

x0
;=3
G(0, x) = 0

3�� � f�5�4�4+3�3��
� 2J5�3[e � 5�3 �

α ∈ [0, 1]
� ��� 7 6 3 �
� �-5�4

G(α, xα) = 0
� 3B4<3 3[4+� 6 3�3 ��5 � 3 � �65�4

xα
4 79e�� " � 4 ��� 3��

>�� ,&5 �8> H��Z3��/;�3 � 3�� �u3 �� �
� � � ��5 � 3 � �65�4

xα
3�� � 3B4�3 * 5�4Hf � �65�4 f�5�4 � �W4+3�3�;=3

α
�

� � 5�e���� � � 30M�� � � 3 3B4<3N��3�� � 3 f�e�5��;�	� � 4 � 3 {αi}i∈{0...m}
��4 3�f

α0 = 0
�
αm = 1

� 3 �;� 3 6 3 � � � 3�� � ,&5������L � 3
;=3ae�7���5�3�;�e�3O��3�f�f?3������ 4 3��u394 �

G(αi, xαi
) = 0

, � e �)� �L7 �8> 5Z;=3 ;=3 �a3�� � 5�4 �N, � e � �ke ; � 3[4 ,�5��k4 � �k4 � � � ��� f > 5��;���tf?5�� �L3 �)� ��5 � 3 � �65�4
xαi−1

;�3 � � � � H��u3
� ����5Zf:�i7 �

αi−1
�

�r4M3IM=3:� , � 3/;=3 � 3 �;� 3 ��3�� � 3a3�� �
αi = i/m

��4 3�f
m

��3 � � � � �L3�4 � =�e � 4H; � "p4 6 3�3 � � �L7 �8> 5Z;=3/;=3
�a3�� � 5�4Mf?5�4 4 39e�==3 �Kf >%�96 3�3L7 �L� ,�3 �

�p" ������*+�$�*���������  #��� *$��.!.
��� ��� ��� � R���.L_����/NL*��
��$�����*+���������M &� � 
 ����_�.
�u@8Q � � .)G ��((��� ���c���������oT
����*+�$��� �

∂Fi
∂wj

= ui(χj),
∂Fi
∂χj

= wiu
′
i(χj).

���

ω(α, x) = α+ (1− α)

n∑

j=1

δ(x− cj)

���
ω

�������#���].L�B &� ���*���������u &�!������ #�p #" ������$�v�����������O@ �%�������� 
.
��.����%�j #�FQ � � .)G���������������'���p*��`,6����.
�
 #�
�����������=����������� �����������/ #�!���������%�

cj ∈ [0, χmax]
� �R�����������i� ���I���	������+�%��� � � �L������ #�g #" ������$�v�����������

()$���� ���\*$���J������������$���$��  #��*��
.L$���U��[ #� �����������B����������� �
� �r((���

α = 1
�#�������j�����%���������j*$��� 
)�
��_�.
�

F (x) = 0 �� �r((���
α = 0

��*�� ����*+��������� ����� �����#�B���K@
wj = 1, χj = cj

G �� � ���J�<���� #� ���j�<�������%�  #�\IB���� &��������%�
(χi, wi)

 �$������� #����������������� 2�.
�����\ #�
α �

� � �������
���������������/ #�C*��������	�%� {αi}i∈{0...m}
����� �� �����������+((�x #���%��*+*$�p.��'����_��%�pI=���p*$�������

δi
� ��5
= αi+1−αi�����Y��$� &���	�J*����%��IB���`*��a.L$���U��[ #�\ #�  ���������4���������B((����v(�\�����������#�-����.����%��*+�+.!�	��$\ #" �	��$�������������Z�#���

����v�.
������$ ��� �*���j #� ��������_��J��$��<$���$�� �� �����*+*�_�*$��.
�����aNL*��
.L$���U��B #�� #� �����������=���������������+* ���
�j�<�2����)��*$�g #"%$�([�	�%���` #" � -��������%����*$� � 
 ����_�.
�
 #������+*+*$�

2n
 &�+�%�����%��.
����� � � ���!��$�����*+��������� �����������%���+((�L #��� �?�����PT � 
 ����_�.
���g #������+*+*$� � � Q��8.&� ����� � � �

� Q
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@ ����� �������%�'��$�����*+���u����� �����������B�����������HGK������.
���� #" �������� #���K������v��%���%���+((��.
�����4��U���IB���w��������*�_�.
�M #�
 &�+.
����������� ������$����$�����%� �Z((���u�#��� ����������������������� ���������%��*+*$�' #�!*i" �����	������*+�$����������  &�"� 
)�
��_�.
�L #������+*+*$�
2m

N����������+�  #�g*�� ����*+���������
(x1, . . . , xm−1)

 &� � 
 ����_�.
�\ #� ����+*+*$�
2(m− 1)

�

c1 = x1

ci = (xi−1 − xi)/2, i = 2, . . . ,m− 1

cn = xm−1

� �����%� ��������� �?U��  #�]*�� ��$�����*+���������u &�
� 
)����_�.
�������&Ti*+����$*���+�%�j������.
���p�#��� �������
��������������� � ����*$�J #���
���������%�����j�<���� #�  #�\I=���� &��������%�

(χi, wi) �
��*+*+������������� �=��.L$�����IB����.
�����\IB��" �#�,����.O���%�a��$� &���	�` #�g���������%�

nχ
� ����.
���` #" ���������)��U���� �����*�����9T

.
�����
K(χ, z, ρ) �  �����^���%���� &������� ����.!.
� �*���Y #�`��$9,-$��%������� *$�`����$���$� #�������%�����\@ ��v����%� Q � .)Gx����$��%���&T

��'��� *$� ����.O���%�/ #�\���������%�j #�gIB���� &��������%�\�#���o,6����.
� ��$������%� ���+�%� ���R,-�������������8 #�
z

��((���
κ = 1 �

� ���%����� �����x�%�������B &���	�^�����xI=���� &��������%� �������+.���*$� �����p*�� ��v����%� Q � y � � ���j���%��.!��_��%�j�%��.�����IB��� �����
IB��" �#��� ��*+*+���%�jv)$���$����*$� ���+.!�+*����+�%� �����p���������(�����*$� � � ��$�v��������Z�
�����%�%� ���xU������%�],W��$�IB�����������Z�)���u�����L #�
���������%���������x�%��IB���$�Z�!��� Rj��$�v������'�����%����.L$� &�����+�%� ��$������%���	��'���]��*+���^ #� �<�������%� � � ��� ���� ��'���Z�[�+* �����B(B�$�����
 #����� �%��� I=���g*$�\.�� E[�+./��.  #�g�<�������%� ��$������%� ���+�%���j�����%�%�a #�PR ��� N Rqy
��� I=���g*$� ����.O���%�� #�\���������%�
 #�gIB���� &��������%�g�������+.���*r�%�����%� ����� �P�����%�����w #���%�������J #������*+���t�����%���=�8�����jI=���� &��������%�a�#���o,-����.
� �
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 � .O���%�a #��� ��� ���%�` #�gI����� &��������%�

����� �NQ � y �  � .O���%�  #�O� ��� ���%�R #�MI����� &��������%� ��� � (��'���
χ

���:, � ����� ��� �l #�
z �

�����'.L$���U �  #�  #�
I����� &��������%� � ��� � .���*$�

� � ��v	���%� Q � 4�� � ����������.
��� ����� � � *+*$�
���%�\ #" ��������$�� � ����*$� � � .!� � ���%��.
�����g #�
nχ

���8, � ����� ��� �  #�
*i" �����%�
���

ε
���&E
���=( � � � ���x #�J*i" �9E ���%��.���.  #�J*�� ��v	���%�NQ � . � ��" ���
�PT N T� � �%�j� � ��� z = 10−3 � κ = 1 � � � ��� � �� � ��� � ���%����( � ��� I����

nχ

-�����  #��*i" � �� &�%�g #�

O(log ε−1) �
� �
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 1e-12  1e-10  1e-08  1e-06  0.0001  0.01

 � .����%�g #�\� ��� ���%�` #�\I ���� &��������%�

������� Q � 4��  � .O���%�' #�!� ��� ���%�/ #�LI ���� &��������%�-��� � (2�'���
χ

��� , � ����� ��� �n #�!*i" �����%�
���� � �#��$��
ε �
�����

.L$���U �  #�g #�gI����� &��������%� � ��� � .���*$�

@ � � $ � �	����� �%� � $�� � �%� � � 
�! � ������� ' � ! � �%$8A � 
 � ���?"7C(#����

� �'���J*$� � � ��� � �j #" ��*+*�$�v(��� *$���j$�I������ ��� ���
�

� � ������*+* � ��� � ����� �  � � �%�aI�����*�I������ � � ���� ��� ��� �

l :
� � ((�*���w ��'���J*i" ���I���%���F*$���],��
� � *+*$��� N

l = 0 �
*��
���� � ���aN

l = lmax,

ulp(χ)&vlp(z, ρ) :
 �$�� � .!� � � � � ��� � � � �  #�

K
���4� � ((�*���

l,

~z =(x, y, z) ∈ R
3,

~φ =(cosφ, sinφ, 1) ∈ R
3 � � ����� � �����'��v�*$�

φ ∈ [0, 2π],

~u : ~v =(u3v3, u1v1 + u2v2) ∈ R
2 � � ��� u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3),

vlp(~z : ~φ)
� ��5
= vlp(z, x cosφ+ y sinφ),

K(χ, ~z : ~φ)
� ��5
= K(χ, z, x cosφ+ y sinφ).

�p" ��*+v � � � ��U�.
� � �+� ���
�����%����$�����.
��� ���cI�����*�I �����`$���������/@�f * � U���� � ���%� � G�
R � Js4 � � � ��� � � �
� �-5�4��������%���v(�\ #�g*���� � � � � ��� �8 #���J������� � �
��*$���`N �#���\�%������$���������� ��� �M � �%����_��%� �
� � � =�e�7�= �
� �65�4 �)� � ���
��������� ��� �� #� *��a�%������$��%�������� ��� �c � �����_��%�  #" �#� � � ((�*���4������$�� � �
��� ���K��������'���
 #�g*����%������$��%�������� ��� �M � �%����_��%�g #��� ����*+* ��*$�������&,��'���%� �

� � ��e � 45� * 39e � ��� � � ���  #��*��
� � ����� � � ��� ��� �M #" �#��� ����*+* ��*$�\* ��� ���� � ��� �
Q �  �;�L,�39e����65�4 �&�%��� � ������������� ��� �8 #���J � �����$�� � ���� ��� ���  #��� ����*+* ��*$��� ���&,��'���%� ���R��������'���  #" �#��� ����*oT
* ��*$�x � � � ((�*����������$�� � �
���^@ � � ���%����� � �� \v�* � ����*$��.
������N]*i" � ��$�����%�
��� ����'����� � ��$p #��*i" � =�e�7�= �
� �-5�4#G �

� � 	 �W4 ��� � � �
� �65�4 � � Js4 � 7�=�e �
� �65�4 � �*��*$�
��*\ �X� � �%����� � ��*�������*���$�����*	����R #�O*i" ����� ��� �l #���4�������%���
������� � �
��*$���
@ � �����%�g$����� ���%��( � ����� N �*��*$�
��*$��� �#��� � ����$�v����*$�
N�������� � �  #�\*��/, � ��.
�g � �%����_��%�qG �

 � ��� ��*+* � ����.�� � ���%�����'��� �%�����%���� &�%� �?U����
�#���p #� ������$����� ��� �����a #" �����9E&��* � I������t � �#�����tI�����*�I �����
 �$��� � *$� �
� .



�� �����g5
3 4 3 �;� 3 * 5�e�� 3 � �
� �65�4

�����������
	�����
�����
��� ' � ! � C � � ��� ������� '?C+����
���� �	! $;C � !��?C�
�C!� 
 �#� C#�%� �������%�
(p, φ)

� �#�"� � ((�*���
l �
 �$���� � �%� � ���/*i" �9E[���'��� ��� � . ��*	� � � � *�� � �%�

νp
Cl

a
(φ)

� � .!.
� � � .!.
� ����� � � ���%���/*$���
� � ���%�����

~zi
 #" �#��� ����*+* ��*$�

C la
 #" � ���%����� � ��$��`�%����� ����� � ((���

µi

νp
Cl

a
(φ)

����5
=

∫ χl
max

0
ulp(χ)∗

∑

~zi∈Cl
a

µi K
(
χ, (~zi − ~z a,lg ) : ~φ

)
dχ

@8Q � � 4)G

� �����%� �9E[���'��� ��� �����
� ����������$�� ����� � ���g � � ��� ��� ~z a,lg � � � ���������%�L #" �9E&���'��� ��� �Q� �
��������%� �?U ��� � �
 #�\.��'� � _��%� � ��� � .���*$��� � .!.
� ��� � � �

� 
���� � ��� ������� $ $ �a5 � 5�45�
Ola

� 3�f?3�4 � e�3
;B3 �)� f?3 �8� 3 � 3
C la

3 �
rl

�)� � 5�4�=�3�3�3Be
; � 3B4 ;=3 ��3��af � � 7�� �
2Ye�3�4H;�e�3

~z a,lg :





xa,lg = xOl
a

ya,lg = yOl
a

za,lg = zOl
a

+ 3
2 r

l

3�� � 5�, � �;� ���(� 3<�Z3945�a5���� ,�5�3BeO3B4<3�39e9e�3:3Be/;=5�4�4<7�3
ε
� � 3\4<5���9e�3/;=3 � 39e��L3��g; � 45� � � ;=7�f�5
� ,�5���� � �-5�4

&��� 3�� � � �k4 �;� ��� �
@ 
BA%!?"7C#�%� ��������� Js4 � e�5Z;�3��;��5�45� 3[4 , � e � ��H � e�3

α
3 � f > 5��;���;�	��5�45� � 3�f?394 � e�3
; � 3IM�, � 45���65�4 f�5�� �u3��





xa,lg = xOl
a

ya,lg = yOl
a

za,lg = zOl
a

+ (α+ 1
2) rl

� "p4R;=3 ���8��, � � "Y3�e f?3 ��� 3 ,He�3�3 4 3 �pf�5�45���-;B79eP5�45� � 3j4 � 4 3 � 3  ��4 3�f
r0 = 1

�)� � ;=7�f?5���,&5���� � �65�4 &���
;)5
� � �:� e�3
f?5�45���6;=79e�7�3 ,�5�3Be��

χ ∈ [0, χlmax]
� 3 �?6 3�3

exp(−χlmax α) ≤ ε,
z ∈ [α, 1 + α],

ρ ∈ [−2l/
√

2, 2l/
√

2].

�t5�e	� 6 3�3
α
3�� � ,�3 � � � �

χlmax
;=3 4 �63�4 � =�e � 4H;O3 �

K
;=3 4 �6394 � � e0H��u5���f:� �8� � 4 � ��3�� 4B� 4 �

ρ
� f?3 6 3��F���)=�4+� "Y3

6 3�3 �)� ;=7�f�5���,&5���� � �65�4 &���2f�5�4 4 3�e#==3�e ��� 394 � 3��u394 � �
2 � e � � �;� 3�3[e	� � 6 3 � 4H;

α > 1
� � � * 5�4Hf � �65�4
∑

i

µi K
(
χ, (~zi − ~z a,lg ) : ~φ

)

�Z3 4 39ese � � 3 � � � , � �i7�3 	 � 4 5��We/f�5
� �u3O3[4<3
7 �L� ,�3
;=3 � e � 45� * 39e � � , � e

K
(
χ, (~z a,lg − ~zj) : ~φ

)
.

� e � 394 =B794<79e ��� �
za,lg −zj

4<3K,�3�3 � �D� e�3 4<7�= �
� � * � �L5��W45� 6 3�3
α ≤ 1

� & � 
 � � � �;�
za,lg −zj

7 �L� � � 4<7�= �
� � * �
�)�F* 5�4Hf � �65�4

K
(
χ, (~z a,lg − ~zj) : ~φ

) ;B3 4 �i394H;�e � � � � e �� � e � �We�3:�L3�4 � =�e � 4H;=3 �pfs3 6 3�� e�394<;�e � � �-�)� �u7 �8> 5q;=3
�W45� �L�  � 3 �

���k45��� � �)��4���� 3:3Be/5�, � �;� ��� 3a4<3F,�3�3 ���D� e�3 6 3�3
α = 1

� ♦

� y
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��� ��� � �
�����
� C ��� ����� ��� � � � � ����
 !�� ' � � �%$��5A C '?C#� � 
 �8A�� � C#�
� �K�%������$��%�������� ��� �:@8Q � � 4)G` ��� �������%� � ���%�������
� � ��� ��U���I���������I �����gN ��U���I���� � � ((�*��� � ��* �%���� � �

� � ���
� � 2��%�
�&EL #�]��$
��� � * � �%���p*�� .L$���U �  #� ��� � * � ��$�� ��� � � ((�*���u #���C, �
� � *+*$��� ���&E � � ((�*���&E �����<$�� � �
���%� � � �
��- ���

� �
�L� �
���p( ��� �xI����J*$��� � � ((�*���&E
������$�� � �
���%� � � ��� � ���#�������]*$���p.���.
��� � �&, � ��.���� ��� ����@W� � � � � ��� ��� ���

� � �%����� � ��*$�] #���x������� � �
��*$���9G
�
.�� � �] � ���Y*$��� ���������%���] #" �9E[���'��� ��� �M@W* � $������&E�����*+* ��*$���sGx � -�$��%����� � � � ��� � ��#���
.
� � *+*$�
���%� �����*��� � ��$!� �
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νp
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a
(φ)

 � � � ((�*���
l
� � ��� �*��*$�
��*$���

*$���
νp
Cl+1

b

(φ)
 �,� � ((�*���

l + 1 �
� ��� �*��*$�
��*$�4� � ��� � ���%�����R � ������� �#��� ��v���$�v!��� ��� �  #��� �*��*$�
��*$��* � $�� ���&E ����*+* ��*$���

C la �
����*+* ��*$���

���&, �'���%�J #�
C l+1
b

@����4�%�����] #� *i" � �����%���qG
�
� � ��� ���R �$� � � �%�

νp
Cl+1

b

(φ) � � �����%� ��v���$�v!��� ��� � � .!��* � I���� �#�
��$9T�$���U��'��� � *+* � �#����v(�L #���  � �%����$�� � ���� ��� ��� ��� � (2�'���

χ
���
φ

� � ��� � I���" �#�8 �$��*��*���v(�� #��� � � � v � ������ #�
~z a,lg((���%�

~z b,l+1
g � � ���/�Z( � ���Y �$���N�( �KI���� ���j��$9T�$��?U��'��� � *+* � �#����v(� � � � (��'���

φ
@- � �%����$�� � ���� ��� � �#� � , � ��.
�  #�

[0, 2π]
G

� �
��� �����%� � ���%��� � � � .!��*$��.
����� ( � � �#��� � ��'����, � ��.L$��V #�7� � ��� � ��� ) ��� �  #�X@#�K� � G � � � ��� � � � ���
� � .!.
��� �*��������*$���` #�������%�%���j #" �#�,� � ((�*�������wN �#�,� � ((�*���c��* ���Jv�� � �%� � ��� � ���j( � ����((���%� �

�
��� � (��'���j*��

(2��� � ����*$� φ ��p" � ��$����� ��� �+� � � (��'���
χ

�����J��* ��� � � � v � ����*$� ��� � � ��� ��� � * � �%��� � ��� � � ��� ����*��!*$�\��$�����*	���� ��� � (2�'��� �
� 
���� ����� ������� $ � �C5�4+���6;=79e�5�45� 3B4 , ��6 3�3 �

C la
� ��5�4 , � e�394 � ;��We�3�f �

C l+1
b

3 ��� 3�3[e���f?394 � e�3��!; � 30M�, � 4 �
���65�4Oe�3��L,�3�f � � * �

~z a,lg
3 �
~z b,l+1
g

�
J � 3IM
� � � 3�3B4<3 � �
� e��-f?3 , � 3��W4<3

M l(~z : ~φ) = [M l
pq(~z : ~φ)]

4 7�e�� " � 4 �
∥∥∥νCl+1

b
,Cl

a
(φ)−M l

(
(~z a,lg − ~z b,l+1

g ) : ~φ
)
νCl

a
(φ)
∥∥∥
∞
≤ ε,

� � � � 6 3��-,�39e��u3 � 3B4A;B7�f ���)� ==3w;=3��'5�e��)=��k4�3��K; � 3IM�, � 4+���65�40��3[4<3��W4 � 39e ,&5 �)�
� �-5�4 � ; � , � 7?3 ��3�� 4�� 4 �
χ
3 �

;)5�4F4 � 4 � � � f�5�4 � e��L�3 � �65�4
νp
Cl+1

b
,Cl

a

(φ)
;=3
C l
a

� ��5�4�, � e�394 �
C l+1
b

�

νp
Cl+1

b

(φ)
3�� ���
� 5�e��K5� � 3�4+3<, � eP��5�� � �
� �65�4 ;=3��K;�� �`7�e�394 � 3��'f�5�4 � e��L�3 � �-5�4+�

νp
Cl+1

b
,Cl

a

(φ)
;=3P��3��

394 *D� 4 � � {C la}a
νp
Cl+1

b

(φ) =
∑

Cl
a 	�
 � .	/ C

l+1
b

νp
Cl+1

b
,Cl

a

(φ).

� 
�C#! & C Js4 � eP5q;�3��;��5�45� � � � �
� e��-f?3
M l(~z : ~φ)

��3�� 4B� 4 � 3

M l
pq(~z : ~φ) =

∫
(ul+1
p (χ))∗ K

(
χ, ~z : ~φ

)
ulq(χ) dχ.

2 � e�;=7�"p4+� � �65�4O;=3
νp
Cl+1

b

(φ)
� � � f�5�4 � e��L�3 � �-5�4Q;=3

C l
a

�
C l+1
b

3�� �

νp
Cl+1

b
,Cl

a

(φ) =

∫
ul+1
p (χ)∗

∑

~zi∈Cl
a

µi K
(
χ, (~zi − ~z b,l+1

g ) : ~φ
)

dχ.

2�3�� � 6 3�3
K

4 79e�� "Y3
K
(
χ, (~z1 + ~z2) : ~φ

)
= K(χ, ~z1 : ~φ) K(χ, ~z2 : ~φ),

6 3�3 � � ;=7�f?5���,&5���� � �65�4 &���2;B3
K

K(χ, z, ρ) ≈
Nl−1∑

p=0

slp u
l
p(χ) vlp(z, ρ)

� 4
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�

�p"%$�������` #�` � �������%� ��� �-� � ���%����� � �� �� � ��������������*+*$��.
����� N\*�� ����'����� � ��$��` #�j*i" ��v���$�v!��� ��� � � � *�� � ���
�%�����%�/N�. � �����%��������*�� �

� � ���  #" ��� � �� � � * � � �=( � ������ #�\ �$���� � �j*$� ���������%�a #" �9E&���'��� ��� �w #��*i"%$����� �g #�g � ��� ���%� ��� � �

~z a,ls :





xa,ls = xOl
a

ya,ls = yOl
a

za,ls = zOl
a
− 3

2 r
l.

� �\��� � � � � � � ��� � � � ���
��� �����%� �� �������$��`N *i"%$����� �j #�j � ��� ���%� ��� � � � � ���������%� ����� � ��� � .���*H� � ���x*i"%$�������
 #�g � �������%� ��� � �� � � � ((�*���

l �
� � ���� �$���� � �� � ����*i" �9E[���'��� ��� �V* � �*��*$�

λp
Cl

a
(φ)

� � .!.
�'*�� � � .!.
�-����� � � ���%����*$���
� � ���%�����

~zi
* � �*��* � �?$����  ��'���J*�� ����*+* ��*$�

C la
 #" � ���%����� � ��$��j�%����� ����� � ((���

µi

λp
Cl

a
(φ)

����5
=

∫ χl
max

0
ulp(χ)

∑

~zi∈Cl
a

µi K
(
χ, (~zi − ~z a,ls ) : ~φ

)
dχ

 � ���,�Z( � ���c( �l����$���$� #��.!.
����� � � .!.
�����w*�� .������ � ���
M l(~z : ~φ)

������.
������ � � �#�  �$��*��*���v(�
 � ���������%�u #" �9E&���'��� ��� �Q. ��*	� � � � *�� � �%�-� � ��� � I���" �#��� � ���%����� � *���� ��� � ��� � (2�'���

χ � � � 
 � ���a.�� � ���%�����'���
� � .!.
�������������%��.���.
�/.������ � ���
� ����.
��� ����� � �%� �#�M �$��*��*���v(�! � ���������%�! #" �9E&���'��� ��� � * � �*��*���� �#���
�'���%����� � *���� ��� � ������� � ��� � $������ � (2�'���

χ �
� 
���� � ��� ������� $0� �C5�45���6;=79e�5�45� 3[4<3�f?3 �8� 3 � 3

C la
� ��5�4 , � e�394 �

C l+1
b

3 � � 3:3Be��Kf?394 � e�3��R; � 30M�, � 45���-5�45�
� 5Zf � 3
M�e�3��L,�3�f � � * �

~z a,ls
3 �
~z b,l+1
s

�
� � f�5�4 � e���:3 � �65�4 �

C la
394 , � e �L� 4 � ;=3

C l+1
b

,�3�3 � �:� e�3/5� � 394+3�3
f�5�� �u3 4 79e�� " � 4 �
∣∣∣∣∣λ
p
Cl

a
(φ)−

∑

q

M l
qp((~z

b,l+1
s − ~z a,ls ) : ~φ) λq

Cl+1
b

(φ)

∣∣∣∣∣ ≤ ε
@8Q � � �)G

� 
�C#! & C 2J5�3[e � 5�3 �
~zi
�p4H5�3�� �
4 5�45�

∑

q

M l
qp

(
(~z b,l+1
s − ~z a,ls ) : ~φ

) ∫
ul+1
q (χ) K

(
χ, (~zi − ~z b,l+1

s ) : ~φ
)

dχ

=

∫
ulp(χ) K

(
χ, (~z b,l+1

s − ~z a,ls ) : ~φ
)

×
∑

q

(ul+1
q (χ))∗

∫ χl+1
max

0
ul+1
p (χ̃) K

(
χ̃, (~zi − ~z b,l+1

s ) : ~φ
)

dχ̃ dχ

� � ,<e�3�3 4 3O�Z39e � � � �;� �u7�;�� �
� 3 ���C4<5�3�� ��4 �-5�4+�

K
(
χ, (~zi − ~z b,l+1

s ) : ~φ
)
≈
∑

q

(ul+1
q (χ))∗

∫ χl+1
max

0
ul+1
q (χ̃)K

(
χ̃, (~zi − ~z b,l+1

s ) : ~φ
)

dχ̃.
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M l
pq((~z

b,l+1
s − ~z a,ls ) : ~φ) =

sl+1
p

slq

∫
(vlq(z, ρ))

∗ vl+1
p ((z, ρ) + (~z b,l+1

s − ~z a,ls ) : ~φ) dz dρ.
@8Q � � � G

�p3 ��� 3O�6;=394 � � � 7\4<5�3���,�3�e��u3 �N��� 5�e��g; � 7�f�e��We�3 �
∑

q

M l
qp((~z

b,l+1
s − ~z a,ls ) : ~φ)

∫
ul+1
q (χ)K

(
χ, (~zi − ~z b,l+1

s ) : ~φ
)

dχ

≈ 1

slp

∫ ∫
(vlq(z, ρ))

∗ K(χ, z, ρ) dz dρ

× K
(
χ, (~zi − ~z b,l+1

s ) : ~φ
)
K
(
χ, (~z b,l+1

s − ~z a,ls ) : ~φ
)

dχ

=

∫
ulq(χ) K

(
χ, (~zi − ~z a,ls ) : ~φ

)
dχ

���W45���%� , � e ��5�� � �
� �-5�4���3[e
~zi ∈ C la

�^;=3F,&5 � 394 � �i3 � �ae�3��L,�3�f � � * �
µi
�p4H5�3��a5� � 394H5�45� � 3ae�7���3 � �L�
� �

� � 39e9e�3�3Be
f�5�� � � �Z3/3�� � �5�e94<7�3 , � e � � ;�� �`79e�394Hf?3
∣∣∣K
(
χ, (z, ρ) + (~z b,l+1

s − ~z a,ls ) : ~φ
)
−
∑

q

sl+1
q ul+1

q (χ) vl+1
q ((z, ρ) + (~z b,l+1

s − ~z a,ls ) : ~φ)
∣∣∣ ≤ ε.

�

� ���F� � � ���
ε/slp

� � v2� � ���JI����Y� � ���p #�]v���'�� #���p(���*$�
���%�p #�
p
*$��� � � ����� � �����%�/� � ��� �*��*$�
��*�$��C. ��� ���

����$�� � ��$�.
�����jI ��� � � ���] #� � ��� � �%���Y(���*$�
���%�Y #�
p � � ��� ���� ��'���

�
����� � ��" � - �����%� ���'� � ���K*��a����$�� � � ��� �R �

��$�����*	���� ������*r �R��� �  � � �j.������ � ���9Ti((�����%�
���
�
� � � ��I����\*$��� � �%����� � ��* ���
� � ���%��� �+� � .!.
���

∑

p

slpv
l
p(z, ρ) λ

p
Cl

a
(φ).

�p" �����%�
��� �����J*$����� �  � � � .������ � ���9Ti((�����%�
��� ����� ����� � � �%� � �&,-$�� � �
���%��N
ε �� ��������* � I����'���^*i"%$�I ����� ��� �w@8Q � � �)G � � � ��� ��� � * � � � ��� �#��� ������� � E � .���� ��� �u #�

λp
Cl

a
(φ) � λ̃p

Cl
a
(φ) �

� � ���
*���I�����*+*$���

∣∣λp
Cl

a
(φ)− λ̃p

Cl
a
(φ)
∣∣ ≤ ε

slp
.

 � ��� ��� � ��( � ����I����g*��!.�� � � ���� ��� �M #�g*i" �����%�
���L@8Q � � �)GJ�%���
�%������� � �%�/(���* �  #�a* � �%��I ����� � ��� ��� � * � � � ���
λ̃p
Cl

a
(φ)

���c* � �
�w #�
λp
Cl

a
(φ)

�
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���� ����� ������� $ � & 3 ,9,&5���5�45� 6 3�3
∣∣λq
Cl

a
(φ)− λ̃q

Cl
a
(φ)
∣∣ ≤ ε

sl+1
q

,&5�3[e � 5�3 �
q
� ��� 5�e�� �

∣∣∣λpCl
a
(φ)−

∑

q

M l
qp((~z

b,l+1
s − ~z a,ls ) : ~φ) λ̃q

Cl+1
b

(φ)
∣∣∣ ≤ ε

slp
.
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� �����%�L$��������� � ���%����� � �� ��� ����'���P,������a #�
��U���I����L����I������g((���%� �%���\����I������%�g* ��� ���� � ��� � � *�,������� � �%���aI����
�������%�!$����� �!�%������$��%�����%�L*��'��* ���\v���'�� #�u�������g � � � 2����*��*$�
��*���� ��� �%�u #�
*�������� � ��* �����
 � ���\��� � . � �� � ��*  #" ��� � ���%��� � � �#� ��*+v � � � ��U�.
� �����*����� �� ��.
� � *+*$�
���%�������*��� � ��$a���
��� �����%� � ���%�������/N�*i" � �  #�\*��!��� � ��� � $���$a #" �� � � � � ( � ��$g �,� � 
!���

K

K(χ, z + z′, ρ) = K(χ, z, ρ) K(χ, z′, ρ).

� ���\$����� � ��������*�$�.
������ � �%� ����� ��* � �%� ��$������%�� � �%� ���R�%���*��*$�
��*��'��� �#�����%������$��%�������� ��� �
(χ, φ)

∑

p

νp
Cl

a
(φ)up(χ)

I�� � ��" �����jI���" �#����������� � E � .���� ��� �8 #�

∑

i

µiK
(
χ, (~zi − ~z a,lg ) : ~φ

)
.

� � �*��*$�
��* ����� �#� �*��*$�
��*�����$*��*�����*$��N�*i"%$�������a #� ����'���P,������ N
��� � ���%��.
�����  � �%� ���*����
����* � �%�^� � �� � ��*$�  #" ��- ����������� � � ���x*$��� ����'���P,������%�^( � � �#���`.���*	� � ��* � �*��� ��� � �%����.
��N �%����.
� �����
T lba(χ, φ)

�

T lba(χ, φ)
����5
= K

(
χ, (~z a,lg − ~z b,ls ) : ~φ

)
.

�p" � ��$�����%�
���] #� ����'���P,������/����� ��* � �%�^ � ��v � ����*
�

��� I�� � � � ����� � ����� �#��� � ���u.
� � *+*$�
��� ��*+v � � � ��U�.
� I ��" �#�
� ��$�����%�
���  #� ����'���P,������ ������$ � ��� *$�g �$�((��* � ��� ��.
������.���*	� � � � *�� � �%�

(p, φ) � � �
� � .!��*$�9E � ��$ ��*+v � � � ��U&T
. � I����� #� �������%��$����� �u�%��� ��� ���
� � ��� � ����*+*$�� #�u*i" �9E&���'��� ��� �1����'�� ����� ��� � �� #�'��*��'��� �

O(p2) �
I�� �$��� � � �#�8 #� � � � � � � ����� � , � � � � � � ���&E �

� ����, ��� ��� � ���u*$��� ����'���P,������%����- ��������$��
�

� � ���K #��( � ���u�%�����%���� &�%� �#�m�%������$��%�������� ��� �  #� � 
[���
(p, φ)

����� � � ���%��� � ([�%�u*i" ��*+v � � � ��U�.
�c�����/*$� �*��*$�
��*J #����, � ����� ��� ���
λq
Cl

a
(φ) � � �����%��$����� � ��$������� � �%�

�#���gI����� &��������%� �� �������$������
χ

� � .!.
�\*i"%$�� � �����a*������ � � � � � � ��� �+��� � (��'���%���

� 
���� � ��� ������� $ � J � 30M�� � � 3O3B4<3 6 3 � ;�e �
� 3[e�3u394
χ

,�3�e��u3 ���L� 4 � ;=3�f �
� f:3 � 39e

λq
Cl

a
(φ) =

∫
ulq(χ)

{ ∑

b

T lba(χ, φ)
(∑

p

νp
Cl

a
(φ)ulp(χ)

) }
dχ

��4 3�f 3[4<3�,<e�7�fD� ���-5�4D;B3
ε/slq

�

� 
�C#! & C �8� �J5 � >�� �W40�j; � 45� � � � � � � �k4 � e�5Z;�3�� �F� 3�� 6 3 � ;�e �
� 3Be�3���= � 3������i394�4<3�� ==794<7�e ��� �;��7�3�� 	
	 � 394<3��
e ��� � 	 3�; � � 3��	��� � 4��F3 � ;�e �
� 3[e�3��� � � "p4n; � �k4 � 7�=�e�39eL;=3�� * 5�4<f � �-5�45��f�5�� �u3

K(x, t)
��3�� 4B� 4 �

x
,&5
3Be

t4B� e�� � 4 � ; � 4+� 3B4cf?3�e �L� �W4��W4 � 39e 4B���8� 3 � �g5 � e�3�f � �`4H5�3�� ;=3:� � 4H;=3�;=3�f�5�45���6;=79e�39e
t
f�5�� �u3

(z, ρ) ∈ R
2

	 5�3 , � 3 � � � ;=3�� �k4 � 3�e 4B�
�;� 3�� �5�e94<7���� �
� � f�5�45� � e�3�f � �65�4Q;=3�f?3 ��� 3 6 3 � ;�e �
� 3[e�3���3�� � �)� ;=7�f�5
� ,�5���� � �-5�4 & ��2;=3a4H5 � e�3a4H5 �9� 3

K
�

& 3 ,�,&5���5�45� 6 3�3
4H5
3�� � e ��4�� � �8� 5�45� � 384+� 4 3 � 3
0
3 � 6 3�3 � � �L� � �8� 3
;B3��
f?3 �;� 3 � 3��K3�� � ��� 5�e	��;B3

1
� � �

,He�5�,&5���� � �-5�4.� �/4H5�3��/;)5�4F4<3

∣∣∣K(χ, z, ρ) −
N∑

p=1

spup(χ)vp(z, ρ)
∣∣∣ ≤ ε

.%R
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,&5�3[e � 5�3 �
χ ∈ [0, χ0

max]
�
χ0
max = log 1/ε

�
z ∈ [1, 4]

3 �
ρ ∈ [−4

√
2, 4
√

2]
� �p3��O�W4 � 39e 4B���8� 3��/e�3 ,He�7��

��3�4 � 394 �K��� �W4 � 39e 4B���8� 3\; � �k4 � 7L=�e �9� �-5�4M5�, � �8� ��� 	�e�3 �)�
� � 4 3��u394 � �
ε
� ��3�� 4B� 4 �

χ
3 �-� 3�� ,&5�e � 7�3�� � � M��8� �
� 3��

;=3�� � e � 45� * 3�e � � ��f?3a4+� 4 3 � 3 ��3�� 4B� 4 �
z
3 �
ρ
�

Y4<��3�� 4B� 4 �?�)� ;=7�� � e�f > 3a;=3�� ���J5 � >�� �W40�?� � 4<5�3��\3�� � ,&5������L � 3\;=3\f�5�45� � e�3��We�3 3B4�3 6 3 � ;�e �
� 3Be�3�394
χ

��4 3�f��Z3�3 � 3��u394 �
N/2

,&5��W4 � ��3 � ,�5��-;�� � {(χk, ωk)}k
	 f * �� � � � � �

2Ye�394H5�45�\;B3�3�M ,&5��W4 � �
~za ∈ C0

a

3 �
~zb ∈ C0

b

� � 3 � � 6 3�3
C0
b

��5�� � ; � 4+� � 3�� �W4 � 39e � f � �65�45� 	 � e � 45� * 3�e � ���
;=3
C0
a

�
�a5�3�� �
4 5�45�

∣∣∣
∫
K
(
χ, (~za − ~zb) : ~φ

)
dχ−

m/2∑

k=1

ωk K
(
χk, (~za − ~zb) : ~φ

)∣∣∣ ≤ ε

6 3 � � � 4H5
3��/3�� � ,&5��	���L � 3�;=3�;=7�f�5���,&5���39e �K=�e �)f?3 � �)� ,HeP5�,He��i7 � 7
; � � ;);
� � � 4 � � 7a;=3
K

�

K
(
χ, (~za − ~zb) : ~φ

)
= K

(
χ, (~za − ~z a,0g ) : ~φ

)
T 0
ba(χ, φ) K

(
χ, (~z b,0s − ~zb) : ~φ

)
.

Y4 � ,9, � � 6 3 � 4 �O�)� ;B7�f�5���,&5���� � �65�4 &��� �
K
(
χ, (~zb,0s − ~zb) : ~φ

) 3 � 394 3 � � � �;� � 4 � � 3 *D� � �O6 3�3
v0
p(z, ρ)

3�� � 3[4<3  � �Z3
5�e �8> 5�4H5�e�� ��� 3 �p4H5�3��G,<eP5�3 4 5�4+� 6 3�3 {(χk, ωk)} ,�39e��L3 � ; � �W4 � 7�=�e�39e
∫
s0qu

0
q(χ) T 0

ba(χ, φ) K
(
χ, (~za − ~z a,0g ) : ~φ

)
dχ

��4 3�f 3B4<3N,He�7�f:�;���65�4Q;=3
ε
� 2 � e � � �;� 3�3[e	� � ��� 39e9e�3�3[e ��3Be

λq
C0

b

(φ)
3�� � ;=3 ��� 5�eP;�e�3�;=3

ε/s0q
�

�p3 ��� 3�,He�3:3 4 3O3�� � � ,9, � �-f �  � 3 � � 5�3 � � 3 � e�3R4+� 4 3 � 3
l
�\f�5���,&5�e �L� 4 � ;B3���f?3 �;� 3 � 3��c;=3 �L� � �8� 3

r
�\3�4

f > 5
� ��� ��� � 4 �
z ∈ [r, 4r]

�
ρ ∈ [−4

√
2r,+4

√
2r]

�
χ ∈ [0, χlmax]

�
exp(−χlmaxr) ≤ ε

�
�

����� ���	��
�����������
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� ���%����� ��� � Q � � � �+* � �#��� �#���g, �-, . ��*$�/. � , .
������'��� *10 � � � � � ��* � ���� ��� � * ����� � ����� � �����%�

νp
Cl

a
� � � ���%�9T

, ��� � � * �'��� �#�P� ��� * 0 � .2.�*43�.
�������� ��� � � ��.53 ,�� I����
�

�������%�63�I ����� ��� ���70 �����).���� � � ���
� , ����� �98 � � � ��� � * 3��
, ��� * 0 ��� �9: � �%� ,�: 0 �-, ��U � � �-, .�� : � ��3 * � : �/,���. �9:9: � {up}p

∫ χmax

0
u∗p(χ)uq(χ) dχ = δpq

I�� � .�� , .
��� * 0;3�� ,��9, �

νp
Cl

a
(φ) =

∑

~zi∈Cl
a

µi v
l
p

(
(~zi − ~z a,lg ) : ~φ

)

� �<. ��� * �'��� : ���^, � ����� ��� ���
vlp

� � ��� � � 2��%�
������]N=3 8 � : ��� , � � 0 ���
�'. � � , I � ��� � � � ����� :9:�� ���>. , � . � �%� , �#���
����� , � � �-: ��� ��� �?. : ���@.�� , , �-, .��'�����

�
�����A3�� ��� , �#�,�*� : �
� : �����*����� * � : 0 � ����3�v , � : * 3���� � ���'���

νp
Cl

a
�

� 
���� ����� ������� $ � 2J5
3Be � 5�3 � 3 ,He�7�f:�;���65�4
ε
;)5�4�4<7 � 3B4<3g;�� � � e��L�3 � �-5�4�3B4 � * 5�e��L3�;B3 ,&5��W4 � � ��3�� 4B� 4 �

χ;=3 �L� � �;� 3
nmaxχ

,�3�e��u3 � 3B4Mf ��� f:3 � ;=3
νp
Cl

a
(φ)

�
ε

,He0H���� ��4 3�f
nmaxχ

�)� , � 3�� =�e � 4H;B3 �)� e�==3�3[e/;=3  � 4H;B3
;=3

ReK(χ2)
3 � ImK(χ2)/

√
χ4 + κ2

. �
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3
� ,�3�f � e�3!;=3 	�5
3Be��63�eg4<3�f�5�4 � e��L�3�3�4 � , � � � ��� �k4 � 7L=�e �
� 3s>��

�t4<3F,He�3�� ��H9e�3
f > 5���3
3�� � 3[4<3ae�7�7�f�e�� � 3[e�3u;=3 ��� �k4 � 7�=�e ��� 3
∫ χmax

0
u∗p(χ)K(χ, ~z : ~φ) dχ =

∫ √
χmax

−√
χmax

K(χ2, ~z : ~φ) 2χu∗p(χ
2)1R+(χ) dχ

�t4A5��� �L� f � 3 � 3[4<3 3 � � � �;� �
� �65�47==7�4<79e ��� �;��7?3w;=3cf?3�,He��W4Hf:� ,�3w3�� � 6 3�3 � 3 �L,�3�f � e�38;=3 	t5�3[e��i39ec;=3
K(χ2)

3�� � � ;=7�f�e�5��;�	� � 4Hf?3 � 394 � 3�� �p3 ,�394H; � 4 � ��4H5
3�� �
4 5�45�we�3�� � e 6 3�7 6 3�3 � 3���� ,�3�f � e�3��D;=3 	t5�3 �
e��63�e
;=3 ReK(χ2)

3 � ;=3 ImK(χ2)/
√
χ4 + κ2

5�4 � 3[4<3!;=7�f�eP5��;�	� � 4Hf?3ue � , �6;=3 	 "?=�3[e�3 �� ��� �J3 � f?3�f:�
f�5�4 � e � �ke�3��u394 � ��f?3 � 3��Y;=3 ImK(χ2)

	 "?=�3[e�3 ���� �� �
��5 � 5�45�wf�5�� �u394 � 4H5�3�� ,&5
3 4 5�45� � �We�39e ��4B� 4 �L� ==3 ;=3Mfs3��Of�5���,&5�e � 3��u394 � � � "p4 ; � � f�fs7 � 7�e�39e � 3
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ImK(χ2)/

√
χ4 + κ2
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8 � : �
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z

�g5 � 5�4+�
nmaxχ

�)� , � 3�� =�e � 4H;=3 �)� e�==3�3[e/;=3O � 4H;=3�;=3 ReK(χ2)
3 � ImK(χ2)/

√
χ4 + κ2

	ie�3 �)�
� ���
4 3:�L3�4 � �P3[4<3
39e9e�3�3[eO�8��,&5��Z7�3�;=3

ε
� �

J � 3�� � � � �k4 � 3�4 � 4 � ,&5��	���� � 3�; � 7�f�e��ke�3
∫ χmax

0
u∗p(χ)K(χ, ~z : ~φ) dχ

=

∫ √
χmax

−√
χmax

ReK(χ2, ~z : ~φ)× α(χ) + ImK(χ2, ~z : ~φ)/
√
χ4 + κ2 × β(χ) dχ

��4 3�f
α(χ) = 2χu∗p(χ

2)1R+(χ)
3 �
β(χ) = 2χ

√
χ4 + κ2 u∗p(χ

2)1R+(χ)
�

α(χ)
3 �
β(χ)

,�3�3 4 394 �<� �k45��� �:� e�3 � � ����7�3��D3�4 ��3 ,9,<e��8� � 4 �P� 3�� * e�7 6 3�394<f?3���, � 3�� =�e � 4H;=3�� 6 3�3
nmaxχ /2

� , 3��;� 6 3 � 3 �;� 3��w4<3Mf?5�4 � e����3�39e�5�4 � , � � � 3
M �k4 � 7L=�e �
� 3���� �p3 � � ��� � =B3P,�39e��L3 � 3945��3�� � 3M; � 3 � � � ���
�Z39e 3B4<3 ���8� , � 3 6 3 � ;�e �
� 3[e�3 3[4+� * 5�e��u3��

nmaxχ

,&5��W4 � � ;B3 ��� �W4 � 39e 4B���8� 3
[−√χmax,+

√
χmax]

,�5�3Be 3[4
f �
� f:3 � ,He�7�f:� ��	��

ε
,He0H����K;=3 ��� �k4 � 7�=�e ��� 3 �]3 � ;)5�4Hf
;=3

νp
Cl

a
(φ)

�
2 � e � � �8� 3�3Be���� � 3jf�5 � � ;B3jf?3`f ��� f:3 � ,�3�3 � �:� e�3Je�7�;�3�� � 394P3 � � � �;� � 4 � � � � � �u7 � e��i3j394

χ
	 :�6394R394 � 394<;�3+�

��4�� 4 � ; � � ,9, � � 6 3�3�e
α(χ)

3 �
β(χ)

� � �W45��� 6 3�3 ��3�� 4�� 4 �
φ
3�4O7�f�e�� 4�� 4 �

eı
√
χ4+κ2 (x cosφ+y sinφ) f�5�� �u3

eı
√
χ4+κ2 x cos φ eı

√
χ4+κ2 y sinφ � �
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T+x(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|y| ≤ +x)
���

(|z| < +x)}
T−x(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|y| ≤ −x) ���

(|z| < −x)}
T+y(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|x| < +y)

���
(|z| ≤ +y)}

T−y(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|x| < −y) ���
(|z| ≤ −y)}

T+z(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|x| ≤ +z
��� |y| < +z) � � (|x| = |y| = +z)}

T−z(C) = {(x, y, z) ∈ T (C) : (|x| ≤ −z ��� |y| < −z) � � (|x| = |y| = −z)}
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T (C) =
⋃

X∈{+x,−x,+y,−y+z,−z}
TX(C).
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abc→ bāc* �9, ����� ��� �

+z
Î

abc→ abc* �9, ����� ��� � −z Î
abc→ ac̄b

����� � 5 � Ï��*©��  &: � * ��� � � ����� ��� ��� Dmap
 �$: 0 � � � � ��� � * ¡<, � �#��� � ���%� , . �-: ��� ��� � * �'��� : � , �<. ¡<, �����%� � � � 3 � �#��� * �9, ����� ��� � D �

. � � , � � ����Ã : �
n
3�� ,�� � abc2

� ���   ����2Ô � � �9: � � � 8 � ����� * 0 ��� �9: � �%� , : 0 � . 3 , ���%�
� , ���� � � � 3����¦Ã : � Dmap(abc) . , 3�Å �*� : �
� : 3
* �'��� : � , �<. ¡<, � +z

� ��� ��  &: ��5 � Ï�� � � �������%� � , �'��� � �-, � ��� ��� � . , � 8 � ����� * �9, �����%� � ����� * � �o���'� � � � �����
* � , �<. ¡<, � � � ���tÅ�¨ ���%������� �È : ��� 8 � * � �)Æ � �

�
* �'��� �#��� � ��� � * , � � ����� , � � . � � ,7: ��� 3��� . ��� * 0 � � � � � � : � ���� ��� � ��� * 0 � ����3 ��, ��� ��� � �

ª ��� 	 ��
A��
�"�&�®¯ �o ��
�

Ì �	� � �
� � ��� : 0 � 8 � ��� 8 � * �'��� : � �%����� ��� ��5 � Ï � : � * � �%� , 3�� � � ��� ��� � * � : �,��� , � ����� ��� � �98 �*��� * �
: � � 3��t� � * � ' ��� .����%�%�-� � � 8 ������.�� , * ��� �*��� * � � ,�� �'� ��: ��� * 3   �-, * �'��� : 3 �/¡<, � � ����� * ��� ��� :9: � : ���
����
�� ��� :9: ��� �9: �-� � ���4��������o� 3�� � .�� , � � � ��� �#��� � ����� .�� , � ,�� �'� ��: ���4��� .�� , � � � ��� �#��� � ������.�� , � ,oÆ �%��� � �
Ì �<. ��� * �'���

�
��� * 3   �-, * � � ����� ��� * � 8�� �����/. : ��� � 3 ��: ��� �*�  &: � :��-, �� ��� : 0 � � � � ��� � * ¡<, � : ���%� , � �+3 8 ��Å

�����%������� * � : � � �-, � � : ��� ��� �  Í�� Å ' ��� � 8 ��� : � � 3��t� � * � �   ���%� * �  � < � ��� �%����� ��� � ×�� Ô � Ô � �
	 �"��* ���

� : � * 3�� �	� . � � � � ��� �  � < , � � � � � , � �#� ��� .������ * �5.�� , � �)¡ � , ����. , 3�� � � �%�����'��� � �	� .��%� * ���
� , �'��� ��� , �%� � � � ��� ����
 ��� � � 
 ��� ����
 � � :��-, � � � ��� * 3   �-, * � � ����� * � : 0 ��� .������ * ���	.�� , � �)¡ � , ��� , ��� *

�
x̄ �������������������������! "�#���� "�����%$'&����(�)+*�&,� x ∈ {0, 1} (#$!��� {0, 1}
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� � 8 � : � * � : � � 3��t� � * � ��� * � � �'� * � �#���
� * � .����� ��� � ����� � ����3 ����������� � É � . ,�� ��� � .�� : ��* ��� , 3���� : ��'���
����� �#��� ��
 . :�� � ��� � * �4� �	�� &, � * � . ��� ���%� * � * � �%� , 3�� � ���� ��� � ����%����� � � :9: � � ����� * ������� � � � � �����

∀ε < 1, (z → 0
���
e−χ

2z < ε)⇒ χ2 → +∞.

É �6.�� , � � 3�� , � � � �������o� ��� � � � � * ����� � �����	. � � , � � ���%��� : ������� :9: � : �����������
� � � � ��� � * 3 , � , ��� ,': �6. �9, � * ���
�*��� �

� ��� �%�/3��%��� * ���

Ì � :9: � : �

z

z′ � z

� ����� 5 � × �9< 3   �-, * � � ����� � � * � � ��'��� �#� , ���*� : �� &, � � � * � : 0 ����.������ * ���@.�� , � �)¡ � , ���

� � 8 � * � ����� , ���
� ,�� ��� ��� ���
� �9: ����� * � 8 ��� � � � * � � .������ �  &: � * � .����%�%� , � �#� .�� , � � � ��� �#��� � ����� ���

. ��� ���%� * � Ò ������
�

��� , �%���. : ��� � �	� . : ��
 � � � � � ��� . , � 8 � � ���'���).���� * � �%� :9: ���. � , �%��� * 0 �����*��� � ��3 ��� * �
. , 3�� � � ��� � �¤É � � �	� . : ��
 � ��3 : � 3�� � ���=.�� , � � � ��� �#��� � ����� � .&.�� , � � � � � ��� * 0 �   �-, *�* �'��� : ��� * � * 3 , �����%���
3��� . ��� : � 3���� ����
�. ��� ���%� * ��Ò �����%� � � � � � � � : � ���� ��� �

� �
����3 ��, ��� ��� � � � � � � � �����%� � * �'��� : ��� � ���
� , ����� ��� �

* � : � � ��� ,�� ��� * 0 � ���%� , ����� ��� ���+. , � �o����� * � 8 �'��� � 3 , � ,5: ���
� � ��� � �%�5. � �%� �� &: ��� � �*�����%� * ��� � ���%� , ����Å
� ��� ��� .�� , � � � :9: ��� ����� , � � ,�� �'� ��: ��� �'É � � 3��t� � * � � :��-, � � * � .���3�� � � ��� � ���%� ��� �#�+�*� : �
� : * � : � � ��� ,�� ���
* 0 � ���%� , ����� ��� ���/. , � �f����� � .�� , � �9, * � � ,�� �'� ��: ��� � �	� . : ���%� ��� � �-, ,���� 3�� ����3 : ��� � ���'��� : ��� � ���%� , ����� ��� ���
, � * � � * �'���%��� � 8 ��� : ��� � ����� , � � ���%� , ����� ��� ��� �*� : �
� : 3�����.�� , � 3��t� � * � ' ��� �

ª � ª " ¯'°��.� ��� � &��®¯'± �=�,· 
v¯����

É � * � �%� , 3�� � ���� ��� � * � �%� , � ��� 8 �'�����%������� * �'��� : � � 3��t� � * � �   ���%� * � * 3�� �	� . � � � � ��� �  � < �����
� � ����� � ��� 3�� * � * �
��
 * � �� , 3�� � ���� ��� ��� * � * 3 , �����%��� � � ��3����

(p, φ)
���

(χ, φ) � Ì ��� * �
��
 * � �%� , 3�� � ���� ��� ���
� � ��� ��� �9: � �A3���� � * ��� 3��� . ��� * � ��� � �����%��� Î

(p, φ) :��-, � * ��� 3��� . ��� * 0 � � � � � � : � ���� ��� �
�
* 0 � ���%� , ;��'���%� , Å

. �-: ��� ��� �
��� * 0 � ����3 ��, ��� ��� �����
(χ, φ)

* � , �'��� : � .G������ * ��� � , �'��� � � , �%�. � , � ������'��� � � ��� � �#� � . 3 , ���%�
� ,
* � � , �'��� ��� , � , � . � * � ���4� ��� . : � � � ��� � ����'��� ��� �#� . , � * � � � �%� , � � � �%� , � � � 8 ��� : � � � ����� ��� � * �
� , �'��� ��� , � �
É ��� � ���   � ���� ��� � * � ����� * �
��
 * � �%� , 3�� � � ��� ��� ��� ��� . : � � ��� * ��� � � � 8 � , � ��� ���2. � � , .����%�%� ,
* � : 0 �#��� � : 0 ����� , � ��	 :9: ��� �%�/. , � * � � �%����� ����� � � , * � : 0;3��� .�� * � � , �'��� ��� , �%� �����%� , � ����� �	� � 3����6. , 3�Å
� , �'��� ��� , � ���@. � ���hÅ � , �'��� ��� , � ��É ��� * 3��� �9: � * � �������%�/3��� . � � � ��� * 3�� ,�� �%� * �'��� : � �%����� ��� � ×�� Ô � Ô �

ª �	� � ±��o´o´f±�
�
� ²¥± ���'± ���o·�
 � ' �)� � ²¥± �=�,± ������

� � * ���   ���%� * � : � � �-, � � : ��� ��� � � � ���%��� � , 3 � ����������� ����� : ��. � �%� ��  �9: � ��3 * � � , � � �%� , * ��� �@  ¨ ���%�

* � ��� : � �� �9:9: � ����� � ��� 3 ,�� �
� , � � �#��� :�� � � ���
� , * 0 � � * � �2Ì � �*���4�%� . , � * � � � :�� �*� : � � ����� * �'��� : �
� 3��t� � * � � � : � � .'Ç : �,���"� �98 �*��� * ��� .���� � �%��� ��� :9: � : ��� � �%� ����� * � : � * 3�� �	� . � � � � ��� � ��� � ��� , ��� � 8 ���
3 8 ��������� :9: � � ����� * � � �	�  &, �
��
,� �98 �*����
 �

É � . : �&.�� , � * ��� ����� ��� ��� ��� ��� * ��� ��� � * ��� � 3��t� � * ��� ' �+� ����� * � �#� 3�� * �'��� �#� �*��� � .�� ��� � :
* 0;3 ��� � Å * � ��� ,���  ��� ��� � * ���@. ��� ���%� ��� ,@: � ��� , � ����� � © � ���%��� ��� � � �#��� ��� , . � . � : ��� ��� � * �	. ��� ���%� * �'��� �#���
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, 3 �	��� � * � : �"��� , ����������� � ��� * , � * ��� � ��� �%� . , � � ��  � � � � �,��� � �98 �*��� * ��� 3��� .���� * ���*� : �
� : � * �9, �����
* 0 � ���%� , ����� ��� ��� � � ���%� , ����� ��� ����. , � �f����� � � Ì � * 3��A3 � � �9: �� &, � �%� . , � * � � � ��� .�� , � � �
� : � � , * �'��� : �
�*� * , �
* � , � �
��� � ����� :�� �*� : * � � � �9:9: � � ���

�
��� 8 ��� * � � � �
��
 �*� .��%� , : � � �-: ��� ��� � * � . , �@ &:J¡ � � * �'��� * ���

, 3 �	��� ����� ,�� � � � ����� �
� ����� :9: � � �����

�
�#� .�� :9: � ��� � � ���
� �#��� ��� � � �������� ��� � * � � �	�  &, � * �,� �98 �*����
 * �'��� : � * 3�� �	� Å

. � � � � ��� � * � �iÄ . � � ��� , ��� �
Ì �<.���� * �'���
�
�#���-��� � � �������� ��� �1� � � � ����� , 3�� * �"� �	�  &, � * � � �98 �*����


����� , ��� � � � ��� � * 3 , �  &: � � ����� : ��� ��� � * ��������� , ���@3��� .����
� �

���%� , ;��'���%� , Å1. �-: ��� ��� � ��� . ,�� ��� � .�� : � � ����� * ���
� , �'��� ��� , �%�

�
* �	. : ������� . : ��� � �	�� &, �
��
 �

É � ' ��� � * � .����� �98 ������� ��� � � � � �#��� � �-: ��� ��� � � ��� �)Æ � � . , �@ &:J¡ � �
�

� 8 ��� ����� �-, � �#���
��� � Å
� �������� ��� � * � � �	�  &, � * ��� �98 �*����


� � � � ����
� : � � ����� :�� �*� : � � ����� ����� � � , * ��� , 3 �	��� ��� , � �
� 3���� * �
� � �9:9: � � �

�
� , 3*�'��� � � ��� � * ��� � ,t &, ��� � � : � � .KÇ : ��� � � �5Å �#� � � �-, � ��� � � � ���). �
���

�
� . ,����-,�� � .�������� � � �����%� ,

:�� �*� : � � ����� : � � �	�� &, � * � � �98 �*����

�
* � � � � � * ��� � �	�� &, �
���%��� , � : ��� ��� ��� � �	� . : ��
#��� ����� , � : ��� ��� :9: � : ���

.�� ,	: ��� � ���%� , ����� ��� ��� . , � �o����� ��� ��� , � � ��� * � ����'���%���
�

� 3������%� � ��'��� : � * � � . � � ��  �9: � ��3 * � : 0 � ��� �-, � ��� ��� �
* � ����'���%� * 0 ����� , ������� :9: � : ��� � � � , � �
� 3���� * � � �98 �*����
 � * ����� � � ����� �

Ì �����%�2. , � . � � � � ��� � �����   ���A3������ ,/: �,� , 3*��� ��� � * �
��� :9: � : ������� ¹ �.º����Â�����-��
#� : ��� �98 � � ����� * 3 * � 3���� �
���� � � ��� �9, � : ��� � � ��� , � � ���%��� * � �iÄ . � � , �'��� ��� , � � Ã � � , � 5 � 5 � �

' �
� �9:9: ��� , � �
� 3���� � , � � � 3 , �'��� �#��� ��, � * ��� ��� � �
Ì � :9: � : ������� ¹ �.ºG�����J��� � �	� . : 3 � ������ �9, ���

������� 5 � 5 � Ì � ����� , ����� ��� � * � : 0 � * � .����� ��� � :�� �*� : � * � : 0 � ,t &, � ' �+� � Ï < �
É 0 � .&. , � �f��� ' ��� � 0 � .&. : � ����� � :��-, ��� 8 ��� * ��� � � * � Ã��*��� ��� ��� � � ���
� , ����Î
� È � � � � � : � ���� ��� � � .�� , � �9, * ��� ���
� �9:9: ��� 8 �9, ����� :9: ��� ��� : � �
� * ��� � �
� �9:9: ��� ������� , � :9: ��� �� È ���%� , ����� ��� ����. , � �o����� ��� � �98 �*��� : � . : ���<Ã�� � � Ã�� * � : ��� � �%� , �#������
 . :�� � ��� � * ��� � ��� �%� : � 3��

����
 � ���%� , ����� ��� ��� . , � �f����� � 8 ��� : ��� ��� :9: � : ��� , � �
� 3����
� �9: � � � 8 � ����� * � : ��� � , � � �%� , ���4� �98 �*��� : �

. : ���   ���@. � �%� �� &: � � Ã � � , ��� 5 � = ��� 5 �cÖ � �
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Ì � :9: � : � , � �
� 3�� * � , 3�� 3 , �������
Ì � :9: � : � 8��9, ����� :9: � � , 3�� ����� � � , * � : � ��� :9: � : � * � , 3�� 3 , �������
Ì � :9: � : ����� � ���%� , ����� ��� � . , � �o����� 8 ��� : � ��� :9: � : � * � , 3�� 3 , �������

������� 5 � = ��È ���%� , ����� ��� ��� ����� � � , * 0 �#��� ��� :9: � : � , � �
� 3��

Ì � :9: � : � * � , 3�� 3 , �������
Ì � :9: � : ����� � ���%� , ����� ��� � . , � �o��� � 8 ��� : � ��� :9: � : � * � , 3�� 3 , �������
Ì � :9: � : � ��� � ���%� , ����� ��� � :���� ���� � ��� � 8 ��� : � ��� :9: � : � * � , 3�� 3 , �������È ���%� , ����� ��� ����. , � �o����� * 3S¨ � �*� : �
� : 3���� ���4� �98 �*��� * ��� ���
� �9:9: ��� 8 �9, ����� :9: ���

����� � 5 �cÖ �*È ���%� , ����� ��� ��� ����� � � , * 0 �#��� ��� :9: � : � � * ���%����� * �'����� 8 �9, ����� :9: �
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<CBEDGF �� IH BKJGL?B�LML?FONPJIQ8R
FODGLSQ?B�Tf�IDIR �/JGB�LML�UVF!* H BKD/Q � NWUVX�T H RPQ8J H BZYIB6T�F YIB�L�[\BKQS]&^ H ^$NPN ¡ N
B�L)YIB6L8J H T H F � Q�_©�FOJIQ6Y`Ua^   F H Ycb R
BKD/QdNWUa^OL?]+B�TKQdT�FODGT�BK]IQ8JGBKNeYfJgN�^$D � ^ � Bih4JIQ8RPNPR
L?B H [Ij/JIR+b�^4YIB�LEN�^$D � ^ � B�LMklFODGTKQ8R
FOD5ÅDGBKN
LE^$JfmnN�^$D � ^ � B�LMRPop]+X H ^$Q8R"klL)BKDq]&^OL?L�^$D�Qr]&^ H N
B�LrN�^$D � ^ � B�LMYfRPQ?L ÊsN
F � R
j/JGB�L�Ë\_ �tT�BKN�^u]vBKJIQ)L?B ��H B�*vB HNWUa^OL8]vB�TKQ�F   ¨8BKQ6YIB�ow^$DIR ¡KH B�]INPJGLZFOJxonFORPDGL�F H Qt�GF � FOD&^$N
B�_ÈyNAB�L8Q H B�T�FODID/Jzj/JGB{N
B�L|N�^$D � ^ � B�LuRPop]+X H ^$Q8R"klL|] H FO]+F�L�BKD/QuYIB{onBKRPNPN
BKJ H B�L�]vB H klF H ow^$DGT�B�LuYG^$DGL|N
B�L

T�F YIB�L6YIB�T�^$N
TKJINeN
FOJ H YIL ��H�� T�B4h=JIDGB�LtÄ�D�Q�^smfB|] H F To�GBuYfJxk}FODGTKQ8R
FODIDGBKonBKD�QZYIB�Ld] H F T�B�L?L?BKJ H L~_G©�FOJIQ?B�ÅklFOR
L�Q H FO]nYIBE] H F�mfRPopRPQ?XED/JIRPQ)hZN�^C]vF H Q�^   RPNPRPQ?XdBKQANWUa^$R
L�^$DGT�B6^OT�T�F H YIX�B6YG^$DGL�NWUVX�T H RPQ8J H Bu�}B�m`_$N
B�L�N�^$D � ^ � B�LQiÄ�]vBu^OL?L?BKo   N
BKJ H�� _"<{Ua^$RPNPN
BKJ H L�[IN
B�L�^$N � F H RPQt�IonB�LCYIB�L6T�F YIB�LdYIBiT�^$N
TKJIN
Ldow^$DIRP]IJIN
BKD�Q|h=N�^4klFOR
L6YIB�L6BKD5Å
Q8RPQ?X�LCL8RPop]IN
B�Lp��DGFOo  IH B�L|BKD/Q8R
B H L~[ �&FOQ8Q�^$D�Q?L�_�_�_ � BKQZYIBi]INPJGLCT�FOop]IN
B�mIB�L{��b\B�TKQ?BKJ H L~[&ow^$Q H R
T�B�L�[v^ Ht IH B�L�[klF H ouJIN�^$Q8R
FODGL{ow^$Qt�GXKow^$Q8R
j�JGB�L�[�]&^ H ^$NPN
XKNPR
L8onB�_�_�_ � Î�RPN)T�FOD/b R
BKD/QnYIFODGTqYIBcQ H FOJIb\B H JID ¨�JGL?Q?BnopRPNPR
BKJe_
�ZRPDGL8RW[ DGF�LETo�GFOR"mxFOD/Q H ^$]IR
YIBKonBKD/Q�B�mITKNPJgN
B�N�^$D � ^ � B '�� � © � �(� Ö Ö ��RPop]vF�L?L8R   N
B|YIBCow^$DIRP]IJIN
B H YIB�LT�FODGT�BK]IQ?L6YIXK]&^OL�L�^$D/QEN�^uDGFOQ8R
FOD�YIB�ow^$Q H R
T�B�[fDeU RPDGTKNPJIQE]&^OLdY`Ua^$NPN
F T�^$Q8R
FODgY5Ä D&^$opR
j�JGB�YIB�N�^4onXKonFOR H B � [
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]IJIR
LdN
B�N�^$D � ^ � B Ì ^$J�] H F:ÃGQ�YfJxN�^$D � ^ � B Ì���� �l^$NPNPR�^$DGT�B4BKD/Q H B�N
BiN�^$D � ^ � B Ì BKQ6N
B�T�FODGT�BK]IQ�F   ¨8BKQ � _
É BCN�^$D � ^ � B��?��� � ��RPop]vX H ^$Q8R"k8[�Q Ho¡ LdF H R
BKD�Q?X|F   ¨ BKQ?L � F!* H BC^$JGL�L8R+YIB ��H ^$DGYIB�LE]vF�L?L8R   RPNPRPQ?X�LEYIB|T�FODGT�BK]5ÅQ8J&^$NPR
L�^$Q8R
FODe[�ow^$R
LuL?FOJ * H BpBKDGT�F H BwYIBnj�JGBKN
j�JGB�L�ow^$DGj/JGB�L4j/J&^$D�Q4hgNWUVFO]IQ8RPopR
L�^$Q8R
FOD YfJ T�F YIB � XKDGX H X�   R
BKDcj�JGBdN
B�L)T�FOop]IRPN�^$Q?BKJ H L)D&^$Q8R"klLrBKQ<Ê	��JGL8QÁÈ D)©ERPonB�Ë{] H F ��H B�L�L?BKD/Qdh ��H ^$DGYIL)]&^OL � _ Ì B H Q?B�L�[/N
B Ì����DeUVB�L8Qi]&^OLu]&^ H kl^$RPQg�}T�FOoponBnQ?FOJIQ4N�^$D � ^ � B � ow^$R
LuRPN)^$]I]&^ H ^ � Q{hxonB�LLÄ\BKJfm T�FOoponBnJIDGBq^$NPQ?B H D&^$Q8RPb\B
H ^$R
L?FODID&^   N
B4BKQdb�RPb�^$D/Q?Bu^$JfmgN�^$D � ^ � B�L   R
BKD ]INPJGL H B�L8Q H BKRPD�Q?LZh{YIB�LdDIR
Tf�GB�L=���dYG^f[ ' F H Q H ^$D ≥ J 1f_�_�_ � _

<|B{o Æ onBnN
BpTf�&^$op]zYIB�L�]vF�L?L8R   RPNPRPQ?X�Li]+FOJ H N
B�LuT�F�YIB�L�]&^ H ^$NPN ¡ N
B�L4L�UVXKQ?BKDGY YIBpN�^q]&^ H ^$NPN
XKNPR
L�^$Q8R
FOD^$JIQ?FOow^$Q8R
j�JGBg��N�^$D � ^ � B�LC]&^ H ^$NPN ¡ N
B�L�[ � ]vBKD�
 Í _�_�_ � [�YIB4N�^n] H F ��H ^$opow^$Q8R
FOD YfR
L8Q H R   JGX�Bx���dTKQ8RPb\B �2  Å¨8B�TKQ?Lc���?��� � � [ Ì���� ;2; _�_�_ � hxN�^g] H F ��H ^$opow^$Q8R
FOD ]&^ H X�To�&^$D � B�L=YIBnonB�L?L�^ � B�L~_ É ^x]&^ H ^$NPN
XKNPR
L�^$Q8R
FOD^$JIQ?FOow^$Q8R
j�JGBxL�Ua^$]I]INPR
j/JGBxL�FORPQph YIB�L=] H F   N ¡ onB�LnYIBgD&^$Q8J H Bq]&^ H Q8R
TKJINPR ¡KH B�L?FORPQnh YIB�Ln^ H To�IRPQ?B�TKQ8J H B�L]&^ H Q8R
TKJINPR ¡KH B�Lp� � ]+BKD�
 Í ÎIow^OTo�IRPDGB�LihponXKonFOR H B4YfR
L8Q H R   JGX�B � _ É ^w] H F ��H ^$opow^$Q8R
FOD YfR
L8Q H R   JGX�B4F!* H BYIB ��H ^$DGYIB�L4]+F�L�L8R   RPNPRPQ?X�L ��H�� T�BqhxYIBp]vBKQ8RPQ?B�LuT�FODGT�B�L?L8R
FODGLg�}L8J   YfRPb�R
L?R
FOD YIB�LiQ � Tf�GB�L4BKD Q � Tf�GB�LiklFOD5ÅYG^$onBKD/Q�^$N
B�L�N
B|]INPJGLERPDGYIXK]+BKDGYG^$D�Q?B�L6]vF�L?L8R   N
B�_�_�_ � BKQdYIB�LE]vB H k}F H ow^$DGT�B�L H ^$R
L�FODID&^   N
B�L6ow^$R
LdL8J@¨8BKQ8Q?B�L
h�YIB�L4]vXKD&^$NPRPQ?X�L4R
L�L8JGB�L4YIBcT�FOD/Q H ^$RPD�Q?B�LnT�FOop]IN
B�mfB�Lg���|^$JIQ?B�<CR
L8]vFODIR   RPNPRPQ?X�[�X�j�JIRPNPR  IH ^ � BgYIBwTf�&^ Ht� B�[��Q H FO] YIB � Q H ^$DGL8]&^ H BKDGT�BuY`Ua^OT�T ¡ LC^$JfmxYIFODIDGX�B�L~_�_�_ � _�MR
BKD j�JGBiT�BKQ8Q?BuYIB H DIR ¡KH B4L?BKo   N
B�] H FOonBKQ8Q?BKJGL�B�[
RPN�^$]I]&^ H ^ � Q|BKDGT�F H Buj�JGBiN�^{] H F�m RPopRPQ?X{h{NWUa^ H Tf�IRPQ?B�TKQ8J H B=YIB�LZow^OTo�IRPDGB�LCF!* H BKD/Q|YIB   R
BKD onBKRPNPN
BKJ H L H X�ÅL8JINPQ�^$Q?L�_ �ZRPDGL8RW[eN�^ T�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FOD ]&^ H ]&^OL?L�^ � BqYIBnonB�L�L�^ � B�L�ÅCN
B�L=T�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FODGLnL�FOD/Q � X H X�B�LB�mf]INPR
TKRPQ?BKonBKD/Q�]&^ H BKD/b\FOR�FOJ H X�T�BK]IQ8R
FOD YIB�L?B � onBKD/Q?LCYIB�YIFODIDGX�B�L�XKb\BKD�Q8JGBKNPN
BKonBKD/Q�T�FONPN
B�TKQ8RPb\BKonBKD/Q2Å
F!* H B=YIB�LC]vB H k}F H ow^$DGT�B�L�YG^$DGL|JIDGB{L?B�TKQ8R
FOD T H RPQ8R
j�JGB{YIB�LCT�F YIB�L|]&^ H ^$NPN ¡ N
B�L�[+N�^qT�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FODe_ É B�LXKb\FONPJIQ8R
FODGLCQ?B�To�IDGFON
F � R
j�JGB�L H ^$]IR
YIB�L|L?FOD/QCBKDGT�F H B4BKD YIX�kl^�b\BKJ H YIB�L H X�L?B�^$Jfm YIB H8H R ¡KH B4N�^ponXKonFOR H B{BKQ
N
B�LC] H F�T�B�L�L?BKJ H L�_ É ^copRPDIRPopR
L�^$Q8R
FOD YIB�L�T�F � Q?L|L8]vX�TKR7Ã&j/JGB�L�T�FOoponB=N�^cN�^$Q?BKDGT�B�� ∼ T�F � Q�Y`UVXKQ�^   NPR
L?L�B�ÅonBKD/Q{Y`U JIDGBqT�FODIDGB�m R
FOD �iH B�L8Q?BnBKDGT�F H Bg^OL?L?B��qTo� ¡KH BqBKD ow^$Q?X H R
BKNMow^$R
L4B�L8Q4YIXS¨8h�]+F�L?L?R   N
B   R
BKDzj�JGB
L?FOJIb\BKD�Qd] H FO] H R
XKQ�^$R H B�Lu��
 Ä H RPDGBKQ�[5ÈyD5ÃGDIR�d^$DGY`[ <|FONP]G�IRPDe[ Ì FON
FODXÄ"; ' B�YIB H ^$Q8R
FODz�.È��
 �8� _ Ì BKQ8Q?B|YfRPb\B H ÅL8RPQ?X{YIFORPQiL�U JIDIR"klF H opR
L?B H ^�ÃGD YIB � ^ H ^$D/Q8R H JIDGB=]vF H Q�^   RPNPRPQ?XpYIB�L�T�F�YIB�L�YIXKb\BKN
FO]I]vX�LiBKQ|JID ow^sm RPo4JIo
Y`U RPDGYIXK]vBKDGYG^$DGT�B6b R
LSh�b R
LAYfJpow^$Q?X H R
BKN�Î$JIDnL8Q�^$DGYG^ H YnBKDGT�F H B H B�T�FODID�Jq^$J@¨8FOJ H Y`U �/JIR&B�L?Q�
 Í ÈM�}BKQSL?FODXKb\FONPJIQ8R
FOD�
 Í È§ÅiÔ � _�
 Í Èd] H FO]vF�L?B{YIB=DGFOo  IH BKJfm onF�Y ¡ N
B�L|YIB{T�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FOD�ÅEL8J H N
B�L?j�JGBKN
LCDGFOJGL
H BKb R
BKDGY H FODGLLÅ�DGFOD�;�Å   N
F j�J&^$D/Q�[�^�;�ÅyLtÄ�DGTf� H FODGB�[e]vFORPD/Q{hg]+FORPD�Q�;$T�FONPN
B�TKQ8R"kZBKQuB�L8QiYfR
L?]+FODIR   N
Bqhg]&^ H Q8R HYIB6N�^�ow^OTo�IRPDGB  
 Í ��ouJINPQ8RP] H F T�B�L?L?BKJ H LELtÄ onXKQ H R
j/JGB�L � ^$Jfm ��H ^$DGYIL)T�^$N
TKJIN�^$Q?BKJ H LEBKDn]&^OL?L�^$D/Qr]&^ H N
B�L
��H ^$]I]vB�L6YIBiT�^$N
TKJIN�h{onXKonFOR H BuYfR
L8Q H R   JGX�B�_

È N`T�FOD/b R
BKD/Q6YIB|]vFODGYIX H B H T�B�LE] H FO]vF�L H BKN�^$Q8RPb\BKonBKD/Q|h4NWU RPDGB H Q8R
B�B�m R
L8Q�^$D�Q?Bi^$JxL?BKRPDxY`U JIDq] H F:¨8BKQ6BKQh=N�^pYfR
L8]vFODIR   RPNPRPQ?XiBKQ�T�FODfklF H opRPQ?Xu^$JfmxL8Q�^$DGYG^ H YIL�YIB�L6RPop]IN
XKonBKD/Q�^$Q8R
FODGL�_
É B�L ��H ^$]I]vB�LwYIB T�^$N
TKJINCL?FOD/QcJIDGB H XK]vFODGL?B�X�T�FODGFOopR
j�JGB h NWUVB�m ]IN
F�L8R
FODtYfJ T�^$N
TKJINZD/JIonX H R
j�JGB�_

Ì UVB�L8Q|YG^$DGLZT�B=T�^OY H B=j/JGB ¨KUa^$R�]IJ B�*`B�TKQ8JGB H onB�LZQ H ^�bO^$Jfm L8J H N�^ ��H ^$]I]+B=YIB=T�^$N
TKJIN�YfJ É ^   F H ^$Q?FOR H B�/^OT�j�JGB�LhÅ É FOJIR
L É R
FODGL�_ Ì BKQ8Q?B ��H ^$]I]vBCk}FODGTKQ8R
FODIDGBuL?FOJGL <|B   R�^$D�; Ò ��� Å É RPD�Jfm ^�Ä/^$D/QZXKb\FONPJGXiYfJAÈyD�Q?BKN
Í BKD/Q8RPJIo�ÈoÈoÈ`Å > 121�
 � � � H X�L�B�^$J ' ^OL8Q 	 Qt�GB H DGBKQ � h>��
 < � ]IQ?B H FOD � H X�L?B�^$J ÒCR � ^ 	 Qt�GB H DGBKQ � _ Ì UVB�L8QYG^$DGL6T�BiT�^OY H Buj/JeUVFOD�Q�XKQ?XiB�*`B�TKQ8JGX�L6N
B�L6YIXKb\BKN
FO]I]vBKonBKD/Q?LCYIX�T H RPQ?L�YG^$DGL6T�BKQ8Q?BiQt� ¡ L?B�_
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ÈyN+B�L8QMYIBZDGFOo  IH BKJfmgYIFOow^$RPDGB�LdF / N
B�LMYIXKb\BKN
FO]I]vBKonBKD/Q?L6FOD�QM]vB H opR
LEY`UVF   Q?BKDIR H YIB�L)RPop]IN
XKonBKD�Q�^�Å
Q8R
FODGLZY`Ua^$N � F H RPQt�IonB�LZJGL?JGBKN
LdQ Ho¡ L6]vB H k}F H ow^$D�Q?L�[&B�L�L�^�Ä/^$D�QZYIB�Q8R H B H N
Biow^sm RPo4JIo Y`U JIDGB4^ H Tf�IRPQ?B�TKQ8J H B� H X�L?B�^$Je[vonXKonFOR H B�[e] H F�T�B�L?L�BKJ H _�_�_ � _ <|^$DGL�T�B�LuYIFOow^$RPDGB�L�[vRPN�DeUVB�L8Q�]&^OL|DGX�T�B�L?L�^$R H BpYIB=b\FOJIN
FOR HiH XKRPD5Åb\BKD�Q?B H N�^ H FOJGBih{onFORPDGL�YIB�] H FO]+F�L�B H opR
BKJfmv_

	 D T�Bxj/JIRdT�FODGT�B H DGBxNWUa^$N �/¡� IH BgNPRPDGX�^$R H B�[ARPNdB�mfR
L8Q?BqN
B�L   R   NPR
FOQt� ¡ j/JGB�LwDGFOoponX�B�L" É �  BKQ É �¸Å
Í � Ì�� F!* H ^$D�QMYIB�DGFOo  IH BKJGL?B�LEFO]vX H ^$Q8R
FODGLrow^$Q H R
TKR
BKNPN
B�LEYIB   ^OL?B�[ H X�L?FONPJIQ8R
FODqYIBZLoÄ L8Q ¡ onB6NPRPDGX�^$R H BZBKQT�FOop]IN
B�mIB�L6YIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FODGLu�}YIB|Q`Ä ]vB  � < ]&^ H B�mfBKop]IN
B � N
BC]INPJGL6L?FOJIb\BKD�Q6FO]IQ8RPopR
L?X�B|]vFOJ H NWUa^ H To�IR7ÅQ?B�TKQ8J H B4YIB�N�^{ow^OTo�IRPDGBg��b\B H L8R
FODGLZT�FODGL8Q H JGTKQ?BKJ H L�[A�
© É �  ���ZJIQ?FOow^$Q8R
T�^$NPN�ÄA©eJIDGB�Y É RPDGB�^ H ��N � B  IH ^
 F$k}Q�E^ H B �8� _© H ^OYfRPQ8R
FODIDGBKNPN
BKonBKD/Q   ^OL?X�BcL?J H JIDGBqYIX�T�FOop]+F�L8RPQ8R
FOD Y`UVF H Y H B 2n

[�N
B�L4Q H ^$DGL k}F H onX�B�L{YIB ' FOJ H R
B H
�C^$]IR
YIB�L � ' ^OL8Q ' FOJ H R
B H © H ^$DGL klF H onL � L?FOD�QnJID XKN
XKonBKD/QcTKN
B�kC]vFOJ H N
B�L{onXKQt�GF�YIB�LwouJINPQ8RP]KÇON
B�Ln] H X�ÅL?BKD�Q?X�B�LZYG^$DGLCT�BKQ8Q?BiQt� ¡ L�B�_�� N�^=k}FOR
L�N
BKJ H JIQ8RPNPR
L�^$Q8R
FOD RPD/Q?BKDGL8RPb\B4DGX�T�B�L?L8RPQ?B4YIB�LZ^$N � F H RPQt�IonB�L H ^$]IR
YIB�L�[ow^$R
LcN�^ ]vF�L?L8R   RPNPRPQ?X�YIB H X�YfJIR H B�N
B�LwT�FOD�Q H ^$RPD/Q?B�LxL8J H N�^ Q�^$RPNPN
B YIB�LcX�To�&^$D/Q8RPNPN
FODGLgQ H ^$DGL8k}F H onX�Lw]+B H ÅonBKQ�Y`Ua^OT�T�X�YIB H hcYIBuklF H Q?L � ^$RPD BKD onXKonFOR H B�_ 	 D B�*`BKQ�[�YIB�L�B�mfQ?BKDGL8R
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TKJIN ' 
 
 h J DIRPb\B�^$Jfm�L8J H ÐYfR *`X H BKD/Q?L�F � �8BKQ?LLÎ
�%$�� �&���	�*Î  ]��GB H BiJIDIRPQ?XiYIB × 121 12121pQ H R�^$D�	�N
B�L4�

27λ �� �'���(	��#�Î ' ^$N
T�FOD")iYIB × �21 12121pQ H R�^$D�	�N
B�L4�
37λ ��+* �,���(	��#TÎ ' ^$N
T�FOD YIB × �21�12121cQ H R�^$D�	�N
B�Li^�Ä/^$D/QiL8J��IRPQCJIDGB H FOQ�^$Q8R
FOD YIB × � ◦ L8JIRPbO^$D�QZN
B�L�^smIB�L

x
BKQ
y
�
51λ �

É B�LrQ�^$RPNPN
B�L)YIB�L
	 H ^$]��GB�LM^OL�L?F�TKR
X�LrL?FOD/QrYIB1Ð2121 12121iL�FOoponBKQ?LrBKQÁÐ 12121 12121u^ HoÆ Q?B�Lr]+FOJ H N�^iL8]�� " H BBKQ �21 12121pL�FOoponBKQ?L6BKQ = 121 12121p^ HoÆ Q?B�L�]+FOJ H N
B�L ' ^$N
T�FODe_
É B=T�^OLCYIBiN�^cL8]�� " H BuB�L8Q|L8R�	�DIR7Ã&T�^$Q8R"krYIB4N�^�	 H ^$DGYIB{L8]vX�TKR7Ã&TKRPQ?XuYIB4N�^nYIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD ]&^ H F TKQ H B�B]vFOJ H YIB�LZow^$RPNPN�^�	\B�L|] H X�L?BKD/Q�^$D�Q�YIB�LCLoÄ�onXKQ H R
B�LC]vFOJ H YIB�LC]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q?LiYIB4Q�^$RPNPN
B H BKN�^$Q8RPb\B{hwN�^

LtÄ onXKQ H R
B ��]IJIR
L�L�^$DGT�BcYIB�Ô YG^$DGL4N
BqT�^OL4YIBcN�^�L8]�� " H B � _ 
 ^$R
L4Y�"�L=j�JGBnN
B�L 	\X�FOonXKQ H R
B�L{YIBKb�R
BKDIDGBKD�Q
]INPJGLxT�FOop]IN
B�mIB�L�FOJ j/JGB N
B DGFOo�� H B YIB ]&^ H Q8RPQ8R
FODGL�DGB L?JIRPQx]INPJGLxYIB�L H "�	�N
B�LxL8Q H R
TKQ?B�L �}FOJ o Æ onB
]&^ H Q8RPQ8R
FODxDGFOD�X�j�JIRPNPR�� H X�B|]+FOJ H NWUVX�j�JIRPNPR�� H ^�	\B�YIB�T��&^ H 	\B � [fN
B|]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QZ]&^ H 	 H ^$]��GB�L6YIBKb�R
BKD�QQ H "�Ld]vB H k}F H ow^$D�Q=� 	\X�FOonXKQ H R
B4j/JGBKN
T�FODGj�JGB�[I]&^ H Q8RPQ8R
FOD YIB|Q�^$RPNPN
B�LZj/JGBKN
T�FODGj�JGB�L � _

É B�L)RPNPNPJGL8Q H ^$Q8R
FODGL���Ã 	�J H B�L = _ Ö [ = _ > [ = _ J [ = _�  1 � ]+B H onBKQ8Q?BKD�QdY`Ua^$]I] H X�TKR
B H b R
L8JGBKNPN
BKonBKD�Q)N�^uYfR
L8]&^ H R7Å
-�.

$'&�� � $0/ �21 � ) ��#& � $',3�$!����$!)��,�54 5 & $'��&��!�
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� � �8BKQ Ì�Í �CL �SFONPJIonB � H ^$DGL k ��] Ò|N
F �&^$N
 ]��GB H B > � 1f_ 1�� Å 1f_ÕÔ�� � 1f_ 1��

  1 Å > _ > � Å > _� �� � Ôf_ÕÔ��
' ^$N
T�FOD > ÅiÐ × _� �� Å � Ðf_ Ö � �  �_ J � ÅiÐ Ôf_ 1��

  1 ÅiÐ21f_� �� ÅiÔ J _ 1�� � Ô21f_ 1�� ÅiÔ J _ J �
� ' ^$N
T�FOD > ÅiÔ  �_ = � ÅiÐ Ôf_ Ö � � Ö _� �� ÅiÔ Ðf_ 1��

  1 ÅiÔ �f_ Ö � ÅiÐ  �_ × � � = _���� ÅiÔ Ðf_����

����� � = _ÕÔ � Í B H klF H ow^$DGT�B�F �IQ?BKD/JGB|]&^ H N
B�]&^ H Q8R
FODIDGBKonBKD�Q�YIB 	 H ^$]��GB�L H BKN�^$Q8RPb\BKonBKD/QZhuN�^uYIX�T�FOop]vF:Å
L8RPQ8R
FOD ]&^ H F�TKQ H B�B

������� = _ Ö ��<|X�T�FOop]+F�L?RPQ8R
FOD BKD�F TKQ H B�B ������� = _ > � Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�YIB�	 H ^$]��GB�L
Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD�QiBKD > YfJ�ow^$RPNPN�^�	\B �'���(	��#

> Ð



� �����������	� �?���
������������������

��� ��� = _ J �,<|X�T�FOop]+F�L8RPQ8R
FOD BKD F�TKQ H B�B ������� = _�  1 � Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�YIB�	 H ^$]��GB�L
Í ^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�BKD > YfJ�ow^$RPNPN�^�	\B * �,���(	��#

Q8R
FOD�YIB�L6^ H Q?B�kW^OTKQ?LdYIBZ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD�QZNPR
X�h4N�^{YIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FODx]&^ H F�TKQ H B�B�_ Ì BKJfmCÅyTKR�^$J H ^$R
BKD/Q�YIX �?h]IJ Æ Q H B H X�YfJIRPQ?LcBKD ^$JIQ?F H R
L�^$D/QcJID ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/QgonFORPDGLcX�j/JIRPQ�^��IN
B�YIB�LwT�BKNPNPJIN
B�L ��DGFOQ�^$oponBKD/Q
YIB�L�k}BKJIRPNPN
B�L � FOJ �IR
BKD BKD NPRPopRPQ�^$D/Q|N�^n] H F$k}FODGYIBKJ H YIBuYIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD YG^$DGL�NWUa^ H � H B�[+T�Buj�JIR�YG^$DGLZN
B�LT�^OLn] H X�L�BKD/Q?X�LcDeUVBKD�	\BKDGY H B�]&^OLwY`Ua^$onXKNPR
F H ^$Q8R
FODtDGFOQ�^��IN
B�L�_ ��FOJIQ?B�klFOR
LwDGFOQ?FODGLcj/JGB�T�B�DGB�L?FOD/Qc]&^OL
T�B�L|^ H Q?B�kl^OTKQ?LCj/JIR H BKDGYIBKD/Q�T�FOop]IQ?B=YIBiN�^nj�J&^$NPRPQ?XuY`U JID ]&^ H Q8RPQ8R
FODIDGBKonBKD/Q�[v]IJIR
L�j/JGBuow^$N�	 H XuQ?FOJGLZN
B�L^ H Q?B�kW^OTKQ?L6b R
L8R��IN
B�LdN
B�T�^OL * �'���(	��# B�L8Q �IR
BKD�onBKRPNPN
BKJ H j�JGB �'�� (0��# �}T�kAQ�^��IN
B = _� � _

����� � <Z9�;��K±���9�5?36<=@ ���v3�� �4;A@

É BET�^$N
TKJINIYIB�L�RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLA] H F T��GB�LAB�L?Q�JID=]+FORPD�QAT H RPQ8R
j/JGBMDGFOD{]&^OL�]+FOJ H N
BMQ?BKop]GL�YIBMQ H ^$RPQ?BKonBKD�Q
DGX�T�B�L?L�^$R H BMDIR o Æ onBM]+FOJ H N�^ZT�FOop]IN
B�m RPQ?X6^$N�	\F H RPQ �IopR
j�JGB�[Oow^$R
L�]+FOJ H N
B)b\FONPJIonBdYIB)YIFODIDGX�B�L�]vFOJIbO^$D�Q
Ä Æ Q H B)^OL?L?F TKR
X�_  FOD�Q�Q H ^$RPQ?X�B�Le]&^ H RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGL�] H F T��GB�LeQ?FOJIQ?B�L�N
B�L�T�BKNPNPJIN
B�L�DGFODiQ H ^$RPQ?X�B�L�]&^ H N�^ ' 
 
 [
T�UVB�L8QihqYfR H B{Y`Ua^$JIQ�^$D/Qi]INPJGL�j�JGB=N
B4DGFOo�� H BpYIB=DIRPb\B�^$Jfm B�L8QZkW^$R��IN
BpFOJ j�JGB=N
B=DGFOo�� H BpY`U RPDGT�FODID/JGB�L
B�L8Q 	 H ^$DGY`_� T�B�] H F �IN "KonBiYIB�b\FONPJIonBuYIBiYIFODIDGX�B�L�[IQ H FOR
L�^$NPQ?B H D&^$Q8RPb\B�LCL?FOD�Q6]+F�L�L8R��IN
B�L Î
 �_dQ?FOJIQZL8Q?F�T *\B H BKD�onXKonFOR H BiT�BKD�Q H ^$NM� � ��
 � [IYG^$DGLdN�^{onB�L8J H B�F / T�BKN�^pB�L8Q6BKDGT�F H B�]vF�L?L8R��IN
B IÔf_ H B�T�^$N
TKJIN
B H ^$J�b\FON`N
B�L6YIFODIDGX�B�L IÐf_dQ?FOJIQ�L8Q?F T+*\B H YG^$DGL�YIB�L|B�L8]&^OT�B�LConXKonFOR H B{]INPJGL�	 H ^$DGYILCow^$R
L|]INPJGLCN
BKD/Q?L|Q?BKN
L�j�JGBuN
B�L|YfR
L?j�JGB�L

YfJ H L~_
Ì �&^OTKJIDGB4YIB�T�B�LdQ H FOR
L6]vF�L?L8R��IRPNPRPQ?X�L6F!* H BKD/QC^�b�^$D/Q�^�	\B�LCBKQ6RPDGT�FOD/b\XKDIR
BKD�Q?L�[ H B�L?]+B�TKQ8RPb\BKonBKD�Q�Î
 �_db RPQ?B�L?L?B�T�FOD�Q H BiNPRPopRPQ�^$Q8R
FOD ow^$Q?X H R
BKNPN
B IÔf_d]&^OL�YIB�NPRPopRPQ�^$Q8R
FOD YIB|Q�^$RPNPN
BiT�FOD�Q H BuL8J H T�F � QZYfJ H B�T�^$N
TKJIN)�lhpT �&^Oj/JGB|klFOR
L � I

> ×
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Ðf_ 	 H ^$DGYIBiT�^$]&^OTKRPQ?XuT�FOD�Q H B H BKN�^$Q8RPb\BKonBKD/QCN
BKD/Q?BKJ H YIB�L6L8JI]I]vF H Q?L�_

Ì B�LuQ H FOR
L{L?FONPJIQ8R
FODGL{FOD/Q{YIFODGTgXKQ?XcYIXKb\BKN
FO]I]vX�Bg^$JIQ?FOJ H Y`U JIDGBco Æ onBgL8Q H JGTKQ8J H B½Î�N
B�L4ow^$Q H R
T�B�LYfR
L8Q H R��IJGX�B�LxT H BKJGL�B�Lc]&^ H �IN
F T�Lg^�b\B�T YIXKN
X�	/^$Q8R
FOD YIB�LqonXKQ �GF YIB�LgY`Ua^OT�T "�L�^$Jfm �IN
F�T�L �4<CR
L8Q H R��IJIQ?B�Y
MN
F T+*  ]&^ H L?B ��F  
 ^$Q H R
T�B�L � _ Ì B|QiÄ�]vB�Y`UVF � �8BKQd] H FO]+F�L?B�YIB�LZ^$N�	\F H RPQ �IonB�L6]&^ H ^$NPN "KN
B�L6Y`UVFO]vX H ^$Q8R
FODGLYIB�QiÄ�]vB|] H F YfJIRPQ6ow^$Q H R
T�B�ÅWb\B�TKQ?BKJ H _

É U JID�YIB�LE]+FORPD�Q?LMk}F H Q?LdYIB�T�B�L6^$N�	\F H RPQ �IonB�L�B�L8QEN�^=]+B H klF H ow^$DGT�B|]&^ H ^$NPN "KN
B|]&^ H JIDGB�FO]IQ8RPopR
L�^$Q8R
FOD
YIB�L�onXKonFOR H B�LZ^$J�YfR *`X H BKD/Q?LZDIRPb\B�^$Jfm¼Î

�t^$JcDIRPb\B�^$JgYfJc] H F T�B�L?L?BKJ H [/N
B�Q H ^$RPQ?BKonBKD�QE]&^ H �IN
F T�L)YIB�LM] H F YfJIRPQ?Lrow^$Q H R
T�B�ÅWb\B�TKQ?BKJ H ^$J�	�onBKD�Q?B
N
B�Ld]+B H klF H ow^$DGT�B�L6]&^ H JIDGB �+FODIDGB�	\B�L?Q8R
FOD YIB�N�^=onXKonFOR H BuT�^OT �GB�[

�t^$JuDIRPb\B�^$J4YIB�L�YfR
L?j�JGB�L�[�JID{^OT�T "�LeNPRPDGX�^$R H BE^$JIQ?F H R
L�^$D/Q�YIB�LeQ?B�T �IDIR
j/JGB�L�YIBS] H B�klB�TKQ?T��g��] H XKN
B�TKQ8J H BYIB�L6YIFODIDGX�B�L�BKQ6JIQ8RPNPR
L�^$Q8R
FOD YIB�L6T�^OT��GB�LCYfR
L?j�JGB � [
�t^$JxDIRPb\B�^$J�YfJ H X�L�B�^$Je[f]&^ H JID H B�T�FOJIb H BKonBKD/QZYIB�LdT�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FODGLCBKQEYIB�LdT�^$N
TKJIN
L6]&^ H �IN
F T�L�_
��DGBdRPNPNPJGL?Q H ^$Q8R
FODcYIB�LS]vB H klF H ow^$DGT�B�L)YIB6T�B6Q`Ä ]+B6Y`Ua^$N�	\F H RPQ �IonBCB�L8QrYIFODIDGXZYG^$DGLSN�^|Q�^��IN
B = _ÕÐ�]&^�	\B

> Ö [GF / NWUVFODx]+BKJIQ�T�FODGL?Q�^$Q?B H YIB�Ld]vB H k}F H ow^$DGT�B�LC^$J YIBKN�hpYIB�  121����
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É BiQ H ^$RPQ?BKonBKD�Q|YIB�LZRPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGL|N
FORPD�Q�^$RPDGB�L|B�L8QZT�FOop]vF�L?XuYIBu]INPJGL8R
BKJ H LZ]&^ H Q8R
B�L�_,È N Ä ^wT�B H Q?B�L�N
BQ H ^$RPQ?BKonBKD�Q�hwT��&^Oj�JGBuRPQ?X H ^$Q8R
FODe[v^$]I]INPR
j�J&^$D/QCN
B�L6klFODGTKQ8R
FODGLZYIBuQ H ^$DGL klB H Q?L4��] H F YfJIRPQZQ?B H onB{h{Q?B H onB �^$JfmgYfR *vX H BKD�Q?LdDIRPb\B�^$Jfmv[ ow^$R
LEJIDGB|XKQ�^$]vBZ] H X�^$N�^��IN
B�B�L?QMN�^=T�FODGL8Q H JGTKQ8R
FOD�YIB�LERPD�Q?B H ^OTKQ8R
FODGLu��NPR
L8Q?B|YIB�LT�BKNPNPJIN
B�LZBKD�RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FOD � BKQ6YIB�LEklFODGTKQ8R
FODGL�YIB|Q H ^$DGL klB H Q4� (�� T��&^$]IRPQ H B¥Ô=]+FOJ H N
B|] H RPDGTKRP]vB � _
��D{T��GFOR"mpYIBEDGFOQ H BMRPop]IN
XKonBKD/Q�^$Q8R
FODcB�L?Q�N
BE] H X�ÅyT�^$N
TKJINGBKQ�N
BdL8Q?F T+*�^�	\BEYIB�L�k}FODGTKQ8R
FODGLAYIBEQ H ^$DGL8k}B H Q�_

É B4] H X�ÅyT�^$N
TKJIN�L8JIRPQ�JID ^$N�	\F H RPQ �IonB=L?]+X�TKR7Ã&j�JGBuhpN�^nonXKQ �GF�YIBg� (�� T��&^$]IRPQ H B�L ÐwBKQ × ]vFOJ H N
B�LCYIXKQ�^$RPN
L] H FO] H B�Li^$JfmxklF H ouJIN�^$Q8R
FODGL � BKQCB�L8Q H X�^$NPR
L?X4BKD YIX��IJIQ|YIB4T�^$N
TKJIN6��JIDGB4opR
L?B=h �8FOJ H YIB�LZk}FODGTKQ8R
FODGL|YIBQ H ^$DGL klB H Q?L�B�L?Q6]&^ H k}FOR
L�DGX�T�B�L?L�^$R H BuN
F H L�YIB�onXKQ �GF YIB�LC^OYG^$]IQ�^$Q8RPb\B�L � _ É BKJ H L8Q?F�T *O^�	\Bu]+BKJIQZL?B H X�^$NPR
L?B HL?FORPQMBKDwonXKonFOR H B{�'k}F H QMT�F � Q?BKJfmv[ YfJI]INPR
j�JGX�L8J H T��&^Oj�JGB�] H F T�B�L?L8JGL)BKQrJIQ8RPNPR
L?XZL?BKJIN
BKonBKD/QdYG^$DGL)NWUVXKQ�^$]+B
YIBAQ H ^$DGL8k}B H Q � [sL?FORPQ�L8J H YfR
L?j�JGB��}BKD4^$Q8Q?BKDGYG^$D�Q�JID4T��&^ H 	\BKonBKD/QS^$JiDIRPb\B�^$J=YIBANWUVXKQ�^$]vBSYIBAQ H ^$DGL klB H Q � _ Ì BL8Q?F T+*�^�	\Bi]vBKJIQ Æ Q H B=^OT�T�FOop]&^�	�DGX4Y`Ua^OL8Q8JGT�B�L�Q?BKNPN
B�LZj�JGB�NWU JIQ8RPNPR
L�^$Q8R
FOD YIB�L�LtÄ onXKQ H R
B�L�BKQ H B�YIFODGYG^$DGT�B�LYIB�NWUVFO]vX H ^$Q?BKJ H YIB�Q H ^$DGL8k}B H Q4�}YIXKQ�^$RPNPN
X�B�LZBKQ6RPop]IN
XKonBKD/Q?X�B�LCYG^$DGLLÓÕÔ  \[   /[ Ö�×@Ø � _

�ZFOJGLd^�b\FODGL6] H RPb�RPN
X�	�R
X|N
B|L8Q?F T+*�^�	\B�_���FOJIQ?B�klFOR
LdRPN`T�FOD/b R
BKD/Q�YIBCDGFOQ?B H N
B�LdLtÄ onXKQ H R
B�LdXKb R
YIBKD/Q?B�L6YIBNWUVFO]vX H ^$Q?BKJ H YIB6Q H ^$DGL klB H Q)YfJqQ?B H onB�XKb�^$DGB�L?T�BKD/QdYIB�N�^  Í�� Å ' 
 
 �}L?B�TKQ8R
FOD �f_ÕÐf_� �SH X�YfJIRPQMYIX �?hiY`U JIDkW^OTKQ?BKJ H onF�Ä\BKD YIB = N
B�T�F � Q�YIB�N
BKJ H L8Q?F�T *O^�	\B�_
É F H L�Y`U JIDGB�RPop]IN
XKonBKD�Q�^$Q8R
FOD ]&^ H ^$NPN "KN
BuYIB�NWUVXKQ�^$]vBuYIB�Q H ^$DGL8k}B H Q�[INWUa^$N�	\F H RPQ �IonB4]vBKJIQ Æ Q H B H X�X�T H RPQ^�ÃGD YIB H X�YfJIR H BuT�FODGL8R
YIX H ^��IN
BKonBKD/QZN
B�T�F � Q6BKD�T�FOopouJIDIR
T�^$Q8R
FODe_ 	 D B�*`BKQ�[fNWUa^$N�	\F H RPQ �IonBiL�UVX�T H RPQ4��DGF:Å

Q�^$Q8R
FOD YfJ�T��&^$]IRPQ H B�Ô �

Grk =
∑

Pt∈T (Pr)

F tk Tk(Cr − Ct).

T�Bij�JIReY`U JID�]vFORPD/Q�YIBib�JGBi^$N�	\F H RPQ �IopR
j�JGB H BKb R
BKD/QZh
> �
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� $�#�� �0������� ��� � H ^$DGL k}B H Q¥ÎfonF�YIB �Oº��
�$�
Grk

Q H ^$DGL k}B H Q?L6]&^ H Q8R
BKN
LZ^OL?L?F TKR
X�L�h Pr RPDIRPQ8R�^$NPR
L?X�L�h 1
� � �3��:��6� ��: �

Pr
T�BKNPNPJIN
B8�+�"���!�

��� �3��:��6� ��: �
Pt ∈ T (Pr)

�+�"���!�
� ���&�!��� :���%�� Ì FODID&^ � Q H B F tk� �

Grk ← Grk + F tk Tk(Cr − Ct)� � 	 � �3��:��
��� 	 ���3��:��

�ZH N
B|] H X H B�j�JIR
L � ��#"# ������� �
F tk

L?JI]I]+F�L?B�YG^$DGL6N
BiT�^OLd]&^ H ^$NPN "KN
BuYIBiN
B|Q H ^$DGL8onBKQ8Q H BuL�U RPN`DeUVB�L?Q6]&^OLT�FODID/J N
F�T�^$N
BKonBKD�Q�[&T�B�j�JIR`RPop]INPR
j/JGB=^$JIQ�^$D/Q�YIBiQ H ^$DGL k}B H Q?L�j/JGB�YIBiT�BKNPNPJIN
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] H F �IN "KonB�huJIDGBdklF H Q?B�RPDGTKR
YIBKDGT�B|L8J H N
B�Lr]vB H k}F H ow^$DGT�B�L�� (�� � 	�J H B��f_	� � � [�DGFOQ�^$oponBKD/Q�^$JqDIRPb\B�^$JqYIB
NWUVXKQ�^$]vBZYIB�Q H ^$DGL klB H Q�_��ZRPDGL8R&j�J&^$DGYnN
B6DGFOo�� H B|YIB6] H F T�B�L?L?BKJ H LrT H F � Q�[�DGFOJGLS]vFOJIb\FODGL)DGFOQ?B H JIDGB6k}F H Q?BYIX�	 H ^OYG^$Q8R
FOD YIB�Ld]vB H k}F H ow^$DGT�B�L�_

�ADuNWUVXKQ�^$Q�[ � BrL�^$R
L�j�JGBrj�JGBKN
j/JGB�L�FO]IQ8RPopR
L�^$Q8R
FODGL�YIBKb H ^$R
BKD/Q��KQ H B)B��`B�TKQ8JGX�B�L�[�DGFOQ�^$oponBKD�QS^$JuDIRPb\B�^$J
J �
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 ��� ]�� " H B � 454 � RPDGT�FODID�JGB�Luh � � ��� � ��BKD�Q8RPJIo � �
� _ � � ���

YfJnQ H ^$RPQ?BKonBKD�QMYIB�LrQ H ^$DGL k}B H Q?Lr] H F�T �GB�YIBdN�^ H ^OTKRPDGB�[/L?FOJIb\BKD�Qr]vBKJnDGFOo�� H BKJfmnow^$R
LrQ H "�LSb\FONPJIopRPDGBKJfm`_
��^ H ^$RPNPN
BKJ H L�[ NWUa^ H T��IRPQ?B�TKQ8J H B�ow^$Q?X H R
BKNvRPDGYfJIRPQ6j�JGBKN
j/JGB�LM]vXKD&^$NPRPQ?X�LdBKDc]&^ H Q8R
B�^$JgDIRPb\B�^$JxYIB�LdL8J H T�F��IQ?LR
L?L8JGLEYIBCN�^4T�FOop]+XKQ8RPQ8R
FOD ^$Jfmq]+X H RP]��GX H R
j�JGB�Li��] H RPDGTKRP]&^$N
BKonBKD/QZN�^ionXKonFOR H B|]&^ H Q�^�	\X�B � [IBKQ6^$JgDIRPb\B�^$J
YfJ H X�L?B�^$JxYIB|Q 
 ]+B �AQ �GB H DGBKQ�[I]&^OLMklF H T�XKonBKD/QdN
BCopR
BKJfmx^OYG^$]IQ?X�Bu^$JgQ H ^$RPQ?BKonBKD/Q�YIB 	 H F�LEb\FONPJIonB�YIB
YIFODIDGX�B�L6R
L�L8JGLdYIB�NWUVXKQ�^$]vBiYIB|Q H ^$DGL klB H Q�_

J��
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λ
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2λ
SoSqSoS�Ui�*t
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5.5λ
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λ/20
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λ
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°|^$DGLET�BKQ8Q?B|L?B�TKQ8R
FODe[fDGFOJGL6^$NPN
FODGLdT�FOop]&^ H B H N
B�LEYfR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL6DGX�T�B�L?L�^$R H B�L6^$JfmwonXKQ �GF YIB�L �1� �
� 
 
 BKQ � � � ���� �
���#���± �=² � � � 
 
 ��Q�^��IN
B�L � _	��[ � _ � ^$DGY � _ � � _

�eB{Q?B H onB{] H FO]&^�	/^$Q8R"k6YIB{N�^ � �%± � � 
 
 L�B H ^gYfR
L?T H XKQ8R
L?XpL8JIRPb�^$D/Q�N�^qonXKQ �GF YIBpYIFODIDGX�BnYG^$DGL�N�^
L?B�TKQ8R
FOD �G_ � _	��j�JIR6]+B H onBKQcYIB H XKJIQ8RPNPR
L?B H N
B�o �KonBxQ 
 ]+B Y`UVFO]+X H ^$Q?BKJ H LqBKQwYIB�YfR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGLwQ?FOJIQ
T�FOoponB NWUVB�m ]&^$DGL?R
FOD BKD FODGYIB�Lc]IN�^$DGB�L ���1� � � 
 
 � _ �SD H X�	�RPonB �&^OL�L?Bxk H X�j/JGBKDGT�B�[rN
B�DGFOo�� H B YIB
]vFORPD/Q?LxYIB j�J&^OY H ^$Q8J H B Q?BKDGY b\B H L 4 N
F H L?j�JGB κz Q?BKDGYtb\B H L 4 [ET�B j�JIR H X�YfJIR H ^ Y`Ua^$JIQ�^$D/Q�N
B T�F��IQ
T�^$N
TKJIN�^$Q?FOR H B=YIB�T�B�Q?B H onB�_

�eB|Q?B H onBuXKb�^$DGB�L?T�BKD/QZYIB�N�^ � �%± � � 
 
:L?B H ^pYIX�T H RPQ�T�FOoponB
(na : nb)× nc

[GL?R�	�DIR!��^$D/QZj�JGB
na]vFORPD/Q?L=YIBwj�J&^OY H ^$Q8J H BwFOD�Q=XKQ?XpJIQ8RPNPR
L�XwYG^$DGLiNWUVXKQ�^$]vB � JIQ?B H%� Q?F � � DIDGB H [ nb ]+FORPD�Q?LuYIBcYfR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODYG^$DGL)N�^�YIX�T�FOop]vF�L8RPQ8R
FOD � �\°{[�� 3���3�[

2nb
klFODGTKQ8R
FODGL

sp
[
up

[
vp

L?FOD/Q)JIQ8RPNPR
L?X�B�LrYG^$DGLrN
B�LrXKQ�^$]vB�L � JIQ?B H%�Q?F ��� JIQ?B H BKQ��yDIDGB H%� Q?F � � DIDGB H [ABKQ nc ]+FORPD�Q?L{YIBcYfR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FOD L?JIRPbO^$D�Q4N�^ bO^ H R�^��IN
B φ _	��BcL8Q?F T+*�^�	\B
^$N
F H L H B�j/JIR
Ld]vFOJ H N�^pYfR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FOD Y`U JIDGBiQ?BKNPN
B�T�BKNPNPJIN
B4B�L8Q6YIB

max(na, 2nb)× nc
_

�eBEL 
�o��+FON
BA³ �y´ L8R�	�DIR!�&BEj/JGBMN�^�bO^$N
BKJ H DeUVB�L8Q�]&^OL�YfR
L8]vFODIR��IN
BdhZT�^$JGL�BMY`U JID{] H F �IN "KonBdYIBML8Q�^��IRPNPRPQ?X
YIB=NWUVB�mf]&^$DGL8R
FOD YIBuQ�
�]vB �1� � � 
 
 FOJ �IR
BKD j�JGB=N�^n] H X�TKR
L?R
FOD ε YIX�L?R H X�B4DGB=]vBKJIQ �KQ H B{^$Q8Q?BKRPD�Q?BpL8J H

µ �



��� � 0������	� � 3 * ��� �� � ����� # ����������� �����

NWUa^$]I] H F�mfRPow^$Q8R
FOD YfJ DGF�
/^$Je_ �eBp]&^ H ^$o�"KQ H B ε > 0
B�L8QuYIFODIDGXcT�FOoponBpNWUVB H8H BKJ H ^��GL?FONPJGBwow^sm RPow^$N
B

^$Q8Q?BKDGYfJGBdL8J H NWUa^$]I] H F�mfRPow^$Q8R
FODwYIB�L�RPD/Q?X�	 H ^$D�Q?LSYIB�LAYfR!�vX H BKD�Q?L�Q?B H onB�L � 
 
 ]vFOJ H JID4]vFOQ?BKD/Q8R
BKNGYIB���[
T�UVB�L8QdhuYfR H B|j�JGB ε T�F H8H B�L8]vFODGYxhiNWUVB H8H BKJ HEH BKN�^$Q8RPb\B|L8J H N
B�LMRPD/Q?X�	 H ^$D/Q?L�YG^$DGLEN
BZT�^OLEYIBZ]+FOQ?BKD�Q8R
BKN
LEDGFODD/JIN
Ln�l^$JGL�L8R��IR
BKD N
B�LZQ?B H onB�Li] H FO]&^�	/^$Q8R"k [`XKb�^$DGB�L?T�BKD/QiBKQ � � � � 
 
 � _�� NAB�L8QCT�FOopo4JIDGXKonBKD/Q=B�L8Q8RPonX
j�JGBiN�^ponXKQ �GF YIB�� � � � 
 
 YIBKb R
BKD/QCRPDGL8Q�^��IN
BiN
F H L?j�JGBiN�^nQ�^$RPNPN
BuYIBuN�^nT�BKNPNPJIN
B�[

ρ
[&B�L8Q�]INPJGL�]vBKQ8RPQZj�JGB

λ/2
[&^�b\B�T

λ = 2π/κ
N�^{N
FOD�	�JGBKJ H Y`UVFODGYIB�_

�ZDGBx] H BKopR " H B H BKow^ H j�JGB L�B H ^ j/JGB�N�^ onXKQ �GF�YIB � �%± � � 
 
 ]+B H onBKQcY`Ua^$Q8Q?BKRPDGY H B DeU RPop]vF H Q?Bj�JGBKN`DGFOo�� H BuYIBiDIRPb\B�^$Jfm�h=Q?FOJIQ?B�L6k H X�j�JGBKDGT�B�L�_
� FODfklF H onXKonBKD/Q{^$J Q �GX�F H "KonB � �gBKQu^$J T�F H FONPN�^$R H B ��f[`N
B{DGFOo�� H BnYIB{]vFORPD/Q?LuYIBpYfR
L�T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODL8JIRPb�^$D/Q

φ
YG^$DGL6N
B|Q?B H onBuXKbO^$DGB�L?T�BKD�QC^$Q8Q?BKRPD�Q�JIDGB�T�FODGL8Q�^$D�Q?BiN
F H L?j�JGB z � 1/κ

_

� Q�^��IN
B"�AN�^$DGBA± ^�b\B�� 
 

�1� � � 
 


��B H onBi] H FO]&^�	/^$Q8R"k ��B H onB4XKbO^$DGB�L?T�BKD�Q
ρ = 1 3× 5 (12 : 4)× 25 �

ρ = 1
2 3× 5 (12 : 4)× 25 �

ρ = 1
4 3× 5 (11 : 4)× 25 �

ρ = 1
8 2× 3 (11 : 4)× 25 �

ρ = 1
16 2× 3 (10 : 3)× 25 �

ρ = 1
32 2× 3 (10 : 3)× 25 �

����� � � _	� # °CR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL�]+FOJ H κ = 0.1 ε = 10−4

� Q�^��IN
B"�AN�^$DGBA± ^�b\B�� 
 

�1� � � 
 


��B H onBi] H FO]&^�	/^$Q8R"k ��B H onB4XKbO^$DGB�L?T�BKD�Q
ρ = 1 10 × 20 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
2 8× 15 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
4 6× 12 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
8 5× 9 (5 : 2)× 25 �

ρ = 1
16 4× 8 (5 : 1)× 25 �

ρ = 1
32 3× 5 (4 : 1)× 25 �

����� � � _ � # °CR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL6]vFOJ H κ = 1 ε = 10−4
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B�T�F��IQMYIB�L)YfR!�`X H BKD/Q?LM] H RPDGTKRP]&^$JfmwFO]vX H ^$Q?BKJ H LMYIB�LM^$N�	\F H RPQ �IonB�L �1� � � 
 


BKQ � �%± � � 
 
 �}XKQ�^$]vB�L�Y`U RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FODe[\Y`U RPD/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD � � JIQ?B H%� Q?F ��� JIQ?B H�� BKQ�YIBrQ H ^$DGL klB H Q6� � JIQ?B H%�Q?F � � DIDGB H��8� BKD H X�	�RPonB �&^$JIQ?Bxk H X�j�JGBKDGT�B ^�b\B�T
κ = 10

BKQ
ε = 10−4 _ � B�LnT�F��IQ?LcL?FOD/QcYIFODIDGX�LwBKD

L?B�T�FODGYIB�LABKQAT�F H8H B�L8]vFODGYIBKD/Qrh � 4545454 XKbO^$NPJ&^$Q8R
FODGLrYIBMT�B�L�FO]vX H ^$Q?BKJ H L�_�CFOJGL�DGFOJGL�NPRPopRPQ?B H FODGL�JIDGB)klFOR
LYIBA]INPJGL�^$Jfm�DIRPb\B�^$Jfm|b\X H R!��^$D�Q ρ ≥ 1
2

BKD4T�Brj�JIR/T�FODGT�B H DGBSN�^EonXKQ �GF YIB � � � � 
 
 _��eBSYIXKb\BKN
FO]I]vBKonBKD/Q
µ �



� 3  3  ��� ��� # ��������� �������

� Q�^��IN
B"�AN�^$DGB�± ^�b\B"� 
 

� � � � 
 


��B H onBu] H FO]&^�	/^$Q8R"k ��B H onBiXKbO^$DGB�L�T�BKD/Q
ρ = 1 52× 108 (5 : 3)× 83 52× 108

ρ = 1
2 31× 64 (6 : 3)× 49 31× 64

ρ = 1
4 20× 40 (8 : 3)× 33 �

ρ = 1
8 13× 25 (9 : 3)× 27 �

ρ = 1
16 9× 18 (9 : 3)× 25 �

ρ = 1
32 7× 15 (10 : 3)× 25 �

����� � � _ � # °CR
L?T H XKQ8R
L�^$Q8R
FODGL�]+FOJ H κ = 10 ε = 10−4

BKD FODGYIB�LC]IN�^$DGB�LZL8Q�^��IRPNPR
L�Xq� � �%± � � 
 
 � DGB4L8JIRPQZ]&^OLZT�BKQ8Q?B H B�L8Q H R
TKQ8R
FOD BKQ�DGFOJGLC]vFOJ H8H FODGLCb\FOR H N
B�Lb�^$N
BKJ H L�T�F H8H B�L8]vFODGYG^$D/Q|^$JfmqDIRPb\B�^$Jfm�YIB
ρ = 1

h
ρ = 1

16

_
ZFOJGL�]+FOJIb\FODGL	
�b\FOR H j�JGBSN
B�L�T�F��IQ?L�YIB�L�XKQ�^$]vB�L�Y`U RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FOD��}T�FON
FODIDGB�L ��#"��� � [�Y`U RPD/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD�}T�FON
FODIDGB�L ��� � � � � � BKQ{YIBqQ H ^$DGL k}B H Qx�}T�FON
FODIDGB�L ��� � ��� � � YIBcNWUVB�m ]&^$DGL?R
FOD � �v± � � 
 
 h�N�^�klFOR
L4BKD

H X�	�RPonBuRPD/Q?B H onX�YfR�^$R H B=BKQ �&^OL?L?BCk H X�j/JGBKDGT�B�L�[&YIB ρ = 1/4
h
ρ = 1/32

[�L?FOD/QZT�FOop]&^ H ^��IN
B�LC^$JfmxT�F��IQ?L
YIB�NWUVB�mf]&^$DGL8R
FOD��1� � � 
 
 h

ρ = 1/2
_ � BK]+BKDGYG^$D�Q|^$JfmgDIRPb\B�^$Jfm

ρ = 1/2
BKQ
ρ = 1

[IN�^4klF H ouJIN�^$Q8R
FOD
� �%± � � 
 
 B�L8Qd]INPJGL�T�F��IQ?BKJGL?BiBKD�Q?B H onBij�JGB|N�^ � � � � 
 
 _

� � � DIRPQ � �%± �yDIRPQ �1� ��� Q?F ��� � �%± ��� Q?F ��� �1� ��� Q?F � � � �v± ��� Q?F � �
ρ = 1

�f_ 
54 � � _ � 
 
�� _ � 4 µ54 _ 
 4 _�� µ � ��_ 4 ���
ρ = 1

2

� _ � 4 �G_���� � ��_ 4 � �	� _ 4 4 _ � �5� 4 _�� 4 �
ρ = 1

4
� � _ � � � � 4 _�� � 4 _ �5���

ρ = 1
8

� � _	� � � �f_ � 
 � 4 _ � � �
ρ = 1

16
� ��_ � 
 � � _�� � � 4 _ � � 


ρ = 1
32

� ��_ � 4 � � _ 454 � 4 _ � �5�
����� � � _ � # � F��IQ?L6YIB�Ld] H RPDGTKRP]&^$Jfm FO]vX H ^$Q?BKJ H L�_ κ = 10

[
ε = 10−4

�eB�Q?B�L?Q)D�JIonX H R
j/JGB�L8JIRPb�^$D/QET�FODGL8R
Y�" H BCN
BCT�F��IQMQ?FOQ�^$N`YIBZN�^ionXKQ �GF YIBC]+FOJ H JIDq] H F �IN "KonB|onF�Y�"KN
B
Y`U JIDtTKJ��+BxYIBxQ�^$RPNPN
B �G_ CFOJGL 
zb\F 
\FODGLcj�JGBgN�^ L8Q�^��IRPNPRPQ?X YIBxN�^ � �%± � � 
 
 ]vB H onBKQcY`Ua^OT�T H F � Q H BN
B=DGFOo�� H B{YIB=DIRPb\B�^$J JIQ8RPNPR
L�^��IN
B{YG^$DGLCNWUa^$N�	\F H RPQ �IonB � 
 
 _��AD H X�	�RPonB �&^OL?L?Buk H X�j/JGBKDGT�B=T�BKN�^c]+BKJIQ
]vB H onBKQ8Q H BnYIB H X�YfJIR H B{klF H Q?BKonBKD/QiN�^qT�FODGL?FOopow^$Q8R
FOD onXKonFOR H BwBKQ�N
B=T�F��IQiT�^$N
TKJIN�^$Q?FOR H B�_ �eB�L�Q�^��IN
B�L
� _��gBKQ � _��qonFOD/Q H BKD�QuN
B{T�F��IQ�Q?FOQ�^$NSB�L8Q8RPonX�_&�SU JIDIRPQ?XpYIB{onB�L?J H BpB�L8Q|N�^cL�B�T�FODGYIB�_&��FOJ H N
B{T�^OLiYIB=N�^
� �%± � � 
 
 [ DGFOJGLd^�b\FODGLE] H R
L κ = 10

[
ε = 10−4 BKQ)JIDxF TKQ � Q H B�B|h � DIRPb\B�^$Jfmv_��ZJcDIRPb\B�^$J ��[

ρ
b�^$JIQ

�G[GBKQ�^$JxDIRPb\B�^$J � [
ρ
B�L8Q6X�	/^$N�h 1
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� T�^$JGL?BpYIB H B�L?Q H R
TKQ8R
FODGLuL8J H N�^ � � � � 
 
 [�RPNADeUVB�L?Qi]&^OL�]vF�L?L8R��IN
B{Y`Ua^$Q8Q?BKRPDGY H B � DIRPb\B�^$Jfm YG^$DGL

T�BKQ=B�mfBKop]IN
BqF�� DGFOJGL=L?FOoponB�LiNPRPopRPQ?X�Lph � DIRPb\B�^$Jfmv_ � BKN�^x]vB H onBKQ4Y`Ua^OL�L8J H B H j�JGB
ρ
B�L8QuQ?FOJ �8FOJ H L]INPJGL�	 H ^$DGY j�JGB

λ/2
_ � UVB�L8Q��IR
BKDtT�BKQ8Q?B T�FOD/Q H ^$RPD�Q?B j/JIR6] H F~b\F�j�JGB�JIDGB�k}F H Q?B YIX�T H FOR
L?L�^$DGT�B YIBxN�^

]vB H k}F H ow^$DGT�B�L 	�N
F �&^$N
BrYIB�Q?BKNPN
BAow^$DIR " H Brj/JGBA]vFOJ H JIDuF � �8BKQ H ^ 
\FODID&^$D�Q�YG^$DGL`JID H X�	�RPonBSYIB�k H X�j/JGBKDGT�BRPD�Q?B H onX�YfR�^$R H BCFOJw]+FOJ H JID�	 H ^$DGYnDGFOo�� H B�YIB6DIRPb\B�^$Jfm`[\N�^ � �%± � � 
 
 B�L8QS]INPJGLrB��wT�^OT�BZj/JGB6N�^ �1� �
� 
 
z_

µ	�
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j�JGB�L�T�FOoponBKD�Q�^$R H B�LC^$J H B�	/^ H Y YIB�LdQ�^��IN
B�L � _��pBKQ � _�� �

# � ��� 03 ��� � �pBKQ��p² � 3 ��� � �ponFOD�Q H BKD/Q�N
B�L�T�F��IQ?L�YIBSNWU RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FOD{YIB�L�T�BKNPNPJIN
B�LA^$Jfm�k}BKJIRPNPN
B�L�^$RPDGL8R
j�JGBdN
B6T�F��IQMYIBdNWU RPD/Q?X�	 H ^$Q8R
FOD��GD&^$N
B=�}X�j/J&^$Q8R
FODGL �G_ ��
 [ �G_ � _ � � [ H B�L8]+B�TKQ8RPb\BKonBKD�Q)]vFOJ H N
B�LrQ?B H onB�L
] H FO]&^�	/^$Q8R"kSBKQ�XKb�^$DGB�L?T�BKD�Q�_ ��JxDIRPb\B�^$J N
B|]INPJGL �GDe[GT �&^Oj/JGB��+FORPQ?B�T�FOop] H BKDGY � 454 ]+FORPD�Q?L�_

# � ��� 03 ��# � ��� 0&�������� ��# BKQ��p² �)3 ��# � ��� 0&�������� ��# ^$JtDIRPb\B�^$J1YIB Q�^$RPNPN
B
l
onFOD�Q H BKD/QxN
B T�F��IQxYIB�L

XKQ�^$]vB�L=Y`U RPD/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD � � JIQ?B H%� Q?F ��� JIQ?B H�� YfJzDIRPb\B�^$J YIBcQ�^$RPNPN
B
l
^$JzDIRPb\B�^$J YIBcQ�^$RPNPN
B

2l
BKQ

Y`Ua^$D�Q?B H ]+FON�^$Q8R
FOD � � DIDGB H%� Q?F � � DIDGB H�� YfJ4DIRPb\B�^$J=YIB)Q�^$RPNPN
B
2l

^6DIRPb\B�^$J{YIBrQ�^$RPNPN
B
l
[ H B�L8]vB�TKQ8RPb\BKonBKD/Q

]vFOJ H N
B�LdQ?B H onB�L�] H FO]&^�	/^$Q8R"krBKQ6XKbO^$DGB�L?T�BKD�Q�_
# � ��� 03  "����#�� � ���wBKQ��p² � 3  "����#�� � ���nonFOD�Q H BKD/Q�N
B�L|T�F��IQ?L�YIBuQ H ^$DGL8k}B H Q?Lp� � JIQ?B H%� Q?F � � DIDGB H��CH B�L �]vB�TKQ8RPb\BKonBKD/QZ]+FOJ H N
B�L�Q?B H onB�Ld] H FO]&^�	/^$Q8R"krBKQ6XKb�^$DGB�L?T�BKD/Q|h{T��&^Oj�JGB�DIRPb\B�^$Je_
# ��^gQ�^��IN
B � _��gYIFODIDGBnN
B{o �KonBnQ 
 ]+BnYIB H X�L?JINPQ�^$Q?Li]vFOJ H N�^ck}F H o4JIN�^$Q8R
FOD � � � � 
 
 [`j/JIRSL?FOD�Q
X�j�JIRPb�^$N
BKD/QM^$Jfmnb�^$N
BKJ H LrF �IQ?BKD�JGB�LM]+FOJ H N
B�Q?B H onB6] H FO]&^�	/^$Q8R"k�YIB�N�^ � �%± � � 
 
 [�b Jwj/JGB�DGFOJGL
^�b\FODGLdJIQ8RPNPR
L?XCN
B|o �KonB|Q 
 ]vBCYIB�YfR
L�T H XKQ8R
L�^$Q8R
FOD�BKQ6Y`UVFO]+X H ^$Q?BKJ H L~_���FOJIQ?B�klFOR
L�[IXKQ�^$D/Q�YIFODIDGX�j�JGBDGFOJGL4JIQ8RPNPR
L?FODGL4N
Bno �KonBwDGFOo�� H BgYIBn]&^ H Q8R
TKJIN
B�L{BKD/Q H BcN
B�LuT�^OL � �%± � � 
 
 ^$DGY �1� � � 
 
 [
BKQ�j�JGB N
B DGFOo�� H BzYIB DIRPb\B�^$Jfm B�L8Q H X�YfJIRPQ L8J H N�^zk}F H o4JIN�^$Q8R
FOD � � � � 
 
z[MN
B DGFOo�� H B YIB
]&^ H Q8R
TKJIN
B�L�]&^ H T�BKNPNPJIN
BuYfJxDIRPb\B�^$J � ��N
B�LdklBKJIRPNPN
B�L � YG^$DGLdN�^ �1� � � 
 
:B�L8Q6YIB�NWUVF H Y H BuYIB�� 45454 _
��^w] H RPDGTKRP]&^$N
BwT�FODGL?X�j/JGBKDGT�Bn^$]I]&^ H ^ � QuhcNWU RPDIRPQ8R�^$NPR
L�^$Q8R
FODe_ ��^ H ^$RPNPN
BKJ H L�[vN
B{T�F��IQ H X�L8JINPQ�^$D�QiYIB�LRPD�Q?B H ^OTKQ8R
FODGL�] H F T��GB�L=��Q H ^$RPQ?X�B�LZ^$J�DIRPb\B�^$J � � kl^$RPQ�B�mf]IN
F�L?B H N
BiT�F��IQ�Q?FOQ�^$NW_

# N�^nT�FON
FODIDGB  ��� ���YIFODIDGB=^$N
F H L�N
BuT�F��IQCTKJIouJIN
X=YIB�L�YfR!�`X H BKD/Q?B�LCXKQ�^$]+B�LCYIB�NWUa^$N�	\F H RPQ �IonBp^$RPDGL8R
j�JGB�Y`U JIDGB�RPQ?X H ^$Q8R
FOD YIB|NWUa^$N�	\F H RPQ �IonB � 
 
 YG^$DGL�T�BKQ8Q?BuT�FOD � 	�J H ^$Q8R
FODe_

� NGB�L8QS]vF�L?L8R��IN
BdYIBdb\FOR H j/JeU JIDGBdonXKQ �GF YIB6L8Q�^��IN
B�BKDpk H X�j�JGBKDGT�B�L �&^OL�L?B�LSBKQARPD/Q?B H onX�YfR�^$R H B�LM]vB H onBKQ
YIB H X�YfJIR H B�N
B�T�F��IQZL8R�	�DIR!�&T�^$Q8RPb\BKonBKD/Q�_

ρ = 1 ρ = 1
2 ρ = 1

4 ρ = 1
8 ρ = 1
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��FOQ�^$N
� H FO]e_ �eB�^sk ��_ 4 � ��_ 4 �
�AbO^f_ �eB�^sk � _ � � � _ � �
� H FO]e_ � D/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD ��_ � � ��_ �=µ �f_ � 4 �f_��5� � � _ 4
�AbO^f_ �yD�Q?B H ]+FON�^$Q8R
FOD 4 _ � � ��_ 4Tµ �f_ 4 � �f_ µ	� �
��_ �
� H FO]e_� H ^$DGL k}B H 4 _	� � 4 _ � � 4 _ � 4 4 _�� 4 ��_	� � � _�� �
�AbO^f_� H ^$DGL klB H 4 _ 4 � 4 _ 4 � 4 _	��� 4 _ � � ��_�� 
 � _ � �
� �%± � � 
 
 ���f_��
� F��IQ Q?FOQ�^$N T�FOop] H BKD&^$D/QN
B�LdRPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLC] H F T��GB�L � � 4

����� � � _�� # ��BKop]GLCY`UVB�mIX�TKJIQ8R
FOD YIB�N�^ � �%± � � 
 
:]vFOJ H N
BiTKJ��+B|Q?B�L?Q�_ κ = 10
[
ε = 10−4

�eBgDGFOo�� H BxFO]IQ8RPow^$N�YIBqDIRPb\B�^$J ]+BKJIQ �KQ H BxYIXKQ?B H opRPDGXx]&^ H N
BgQ?B�L8QpL8JIRPb�^$D/Q���Q�^��IN
B � _ � � _ CFOJGLJIQ8RPNPR
L?FODGL=N�^ o �KonBcT�FOD � 	�J H ^$Q8R
FOD YfJ ] H F �IN "KonB�[�N
Bno �KonBqDGFOo�� H BqQ?FOQ�^$NEYIBw]&^ H Q8R
TKJIN
B�L�[�ow^$R
L=JID
DGFOo�� H BCb�^ H R�^��IN
BZYIBZDIRPb\B�^$Jfmc^$NPN�^$D/QdYIB2�uh � _)�eBZDGFOo�� H B|FO]IQ8RPow^$NvYIB�DIRPb\B�^$JgL?B H ^uYIFODIDGX�]&^ H T�BKNPJIR
H X�YfJIR
L�^$D�Qr^$J=opRPDIRPo4JIo N
BET�F��IQ 	�N
F �&^$N � 3���3f[$N
BET�F��IQAYIBMN�^ � �v± � � 
 
�BKQAYIB�L�RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLr] H F�T �GB�L�_
�ZRPDGL8RW[&N
B=DGFOo�� H BpFO]IQ8RPow^$N�YIB=DIRPb\B�^$Jfm B�L8QCYIB � [+T�B{j/JIR�T�F H8H B�L8]vFODGY h � 454 ]&^ H Q8R
TKJIN
B�L�]&^ H TKNPJGL8Q?B H^$J�DIRPb\B�^$J YIB�Ldk}BKJIRPNPN
B�L�_
µ�




� 3  3  ��� ��� # ��������� �������

ρ = 1 ρ = 1
2

��FOQ�^$N
��B�^sk �
��_ � �
��_ �
� D/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD ��_ � � ��_ � �
� H ^$DGL klB H 4 _	� � 4 _ � � 4 _ � �
� � � � 
 
 ���f_	�
� F��IQ Q?FOQ�^$N T�FOop] H BKD&^$D/QN
B�L6RPD/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLZ] H F�T �GB�L �
� � 4

����� � � _�� # ��BKop]GL�Y`UVB�mIX�TKJIQ8R
FOD YIB|N�^ � � � � 
 
 ]vFOJ H N
B�TKJ��vB�Q?B�L8Q�_ κ = 10
[
ε = 10−4

CFOo�� H B4YIB|DIRPb\B�^$Jfm �=DIRPb\B�^$Jfm �pDIRPb\B�^$Jfm �=DIRPb\B�^$Jfm �=DIRPb\B�^$Jfm � DIRPb\B�^$Jfm 
 DIRPb\B�^$Jfm
� H FO]e_��eB�^sk � � _ � �
��_ � �G_�� � _ � ��_	� 4 _�� �
�Ab�^f_��eB�^sk � �f_�� � 4 _ � 
 _ � � _ � � _ � � _ �
� H FO]e_��yD�Q?B H ]+FON�^$Q8R
FOD 4 _�� � ��_�� � �f_	�� �f_ 4 � �f_ �
�Ab�^f_�� D/Q?B H ]vFON�^$Q8R
FOD 4 _	� � 4 _ � � � _ � � �f_ � � 
 _ 

� H FO]e_ � H ^$DGL klB H 4 _	� � 4 _ � � 4 _ 
 � ��_ � � � _�� � �f_ � �
�Ab�^f_ � H ^$DGL k}B H 4 _ 4 � 4 _ 4 � 4 _	� 
 4 _��5� � _ � � µ _ 4	�
� �%± � � 
 
 � µ _	� � �f_ 
 � 
 _ � ��� _ µ ���f_�� 
 �G_ �
� D/Q?B H ^OTKQ8R
FODGLZ] H F�T �GB�L � � 454 �
� 454 � 454 
54 �54 �

� F��IQ6Q?FOQ�^$N � � � 4 � �5454 � � � � � 4 �� � � � �

����� � � _ � # � F��IQ�YIB�N�^ � �%± � � 
 
 BKDgklFODGTKQ8R
FOD YfJ�DGFOo�� H B4YIB|DIRPb\B�^$Jfmv_
κ = 10

[
ε = 10−4

µTµ
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µ0 = 1.25751×10−6 % ε0 = 8.84806×10−12 ��"$!+�

(.���F<'!+����������>.�F*9�C*+(.5C! "�-��
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A
%
B
%
C
�����)>./����.!#�N,B��-

QT =
4
√

3 |T |
p · hmax

��<E���
# |T | %?*]TV��!+-��F>?(m��-�!9����	H*#� T %
# p

%?*#� ,�/�-�!+5�"���-��N>.�
T b p = ‖−−→AB‖+ ‖−−→BC‖+ ‖−→CA‖ %

# hmax
%?*9�W*#"$��	H(���(.->?(e,.*+(�� 	H-4����>m��p$��/F>.�

T b hmax = max(‖−−→AB‖, ‖−−→BC‖, ‖−→CA‖) %
# ‖.‖ %.*9�W��"$-�56�N��(���*+!#>?!#���.���HL
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λ = 30
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a
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(θ = 0, φ = 0)
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ψn(x) = xjn(x)

ζn(x) = xh
(1)
n (x)

an = ψn(κa)
ζn(κa)

bn = ψ′
n(κa)
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(−1)n
2n+ 1
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[
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n(cos θ)

∂θ
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sin θ

]
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sin θ

]

σ(θ, φ) = 4π
κ2

(
|S1(θ)|2 cos2 φ+ |S2(θ)|2 sin2 φ

)
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Pn
Q
Pml

Q
P−m
l

"(T�> ��>JI&!&>"�
� @$T

n ≥ 0
Q
l ≥ 0

Q
m ≥ 0

"(!/�
x ∈ [−1, 1]

�

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

*  �GK ,

Pn(1) = 1
*  �BL ,

Pn(−1) = (−1)n
*  �BM ,

Pn(0) =

{
0 n N @7���
(−1)

n
2

1·3·5·...·(n−1)
2·4·6·...·n n N >��2>,!

*  � O ,
∫ 1

−1
Pl(x)Pm(x) dx =

2

2n+ 1
δlm

*  �  ,

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)
*  �BP ,

(2n+ 1)Pn(x) = P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)
*  �RQ ,

(x2 − 1)P ′
n(x) = nxPn(x)− nPn−1(x)

*  �BA ,

P ′
n−1(x) = xP ′

n(x)− nPn(x)
*  � A ,

P ′
n+1(x) = xP ′

n(x) + (n+ 1)Pn(x)
*  �GKSC ,

(1− x2)P ′′
n (x)− 2xPn(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

*  �GKDK ,
KTOUK



������� � � �
�

���
	����� ����� ������	�� ����� ����� � ��� ��� � � � ����� � ��	 �

Pl(x̂ · ŷ) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l
Y m
l (x̂)Y m

l (ŷ)
*  �GKSL ,

Pml (x) = (−1)m (1− x2)
m
2
dm

dxm
Pl(x)

*  �GKSM ,

P−m
n (x) = (−1)m

(n−m)!

(n+m)!
Pmn (x)

*  �GKTO ,

(2l + 1)xPml (x) = (l +m)Pml−1(x) + (l −m+ 1)Pml+1(x)
*  �GK  ,

Pmm (x) = (−1)m
(2m)!

2mm!
(1− x2)

m
2

*  �GKSP ,
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��������)F������������������ �"!#��$%�������
f & ��!#�(')�)��*+��,(�-�.$/��021#!#�-34��$/$%!#�����-3%*GF

∫

Sz+
f(σ)eıκ<σ,x> dσ 5 �76GK98

=?>�371#�-� @#*�3%0:��,;�H><���;�H>�3=�"!#��$%�������
1
Sz+eıκ<σ,x>

��,?>)3%�HF2><���-�@�-���A�B�-3%'C�����-3 & ��!�37�-���H>�32����,ED$/���B���A�F!#�A� F����
z = 0

6�GH� ���-�#3%�I�-�2�-3/��!�$/34�H>�3;�F!#0 @J3%�K���MLB!<����������!#�-3N1O���A�F�-, &#P 3 P �A*A*Q,�0R�S���H>T�H>#��,�"!#��$%������� @)F��-3%0R�9>B�A�#' >#�A'D>T�U�-3/LB!�3%��$%��3/,V6WX3?!�,-3?�H>�3?�Y��*A*�� P �A�#'Z�\[#3/,I�#3/$/��021O�C,��A������� N




x(θ, φ) = cosφ sin θ

y(θ, φ) = sinφ sin θ

z(θ, φ) = cos θ

5 �76BL)8

=?>�3%�
cos(σ,X) =

sin θ (x cosφ+ y sinφ) + z cos θ

|X|
= r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

5 �76BM)8

P >�3%�-3

r1 =

√
x2 + y2

|X| , cosφ0 =
x√

x2 + y2
, sinφ0 =

−y√
x2 + y2

, r2 =
z

|X| 5 �76 OB8
] F^��1#1#*GFS�A�#'_�H>�3/���-3%0 KSC &`P 3 $V���a,-3/3��H><���.�H>�3 bc�<��*GFS����$ dK����0R���#��$ =+������,E�Y����0 5 bKd =�87���

1Sz+eıκ<σ,x>
$V��� @O3;� @#�����A��3/� @)F�$/��021#!#���A�#'.�H>�34bcd = H(f)plm

���
Pp(cos(σ,X)) 1Sz+ e P 3 P �A*A*$/��021#!#�-3N�"���

m ≥ 0

H(f)plm =

∫

Sz+
Pp(cos(σ,X)) Pml (cos θ) e−ımφ dσ 5 �76  8

P >�3%�-3 P 34��,-,-!#0R3 σ = (θ, φ)
�����

dσ = sin θ dθ dφ
6
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�E& 6 :<.�� � ����� 	 � 	 � � ��	 � � � ��� ��� � � � � ��� � � � � ��	 � � 	 ��� � � � � ��� � � � � ��� � � � 	 ���  � �
�
� � � � � � � �

� � ����� � � � � �
Cml

� 	 � �� � ��� � ��	 � � � � ����� ��	 ��� ��� �  � � ����� � � � ��� � �   � 	 � 	 � �
� �
��� � ��� � � � m ≤ 0 � � � �� � � 	 � � � � � � � � � 	

�

Q�A�<��*A*GF &#P 3 P �A*A*�� @#�����A�

H(f)lm =

√
2l + 1

4π
Cml

∞∑

p=0

(2p+ 1)ıpjp(κ|x|)H(f)plm 5 �76BP)8

� �"!$#&%('*),+.-�%('/!103254607�8!9!1:;-�25),4

=?>�3N�#3/$%�-3V��,�3N��� I��-,-�=<B�A��� ] 3/,-,�3%*O�U!#��$%��������,
jl
�Y��*A*�� P ,��H>�3/���-3%0?>I6  N

|jl(v)| ≤
√
e

2

(e|v|)l
(2l + 1)l+1

�Y�������)F
l ≥ 0

����� ���)F ����'C!#0R3%�F�
v
6

@)���A��3/� �-�R�BAS$ > P ���
C/�����@�#3/$/��021J�C,-�A������� �������H>�3N�����H>���������0.��*A�A� F ��� Ylm
√

2l + 1

4π
Cml |H(f)plm| =

∣∣∣∣
∫

S2

Pp(σ · X̂)) · 1
Sz+ Y ∗

lm(σ) dσ

∣∣∣∣

≤
∫

Sz+
|Ylm(σ)| dσ

≤
√

2π

WX3 ><�V>)3 |H(f)lm| ≤
√

2πWa�A�H>_3/LB!<��������� �76BP & P 3 $V���_�#3/��!�$/32�H><���4�H>�3 @<����� P �����H> ��� 1Sz+eıκ<σ,x>
�A�@�H>�3&AB1<>�3%����$V��*

d?����0R���#��$/,(,�1<��$/3���,
O(|κx|) & @O3/$V��!�,-3K�����H>�3��Y��,�� �#3/$%�-3V��,-3?��� jl �"!#��$%��������, �U�-��0 p ∼ e|κx|−1

2

6Bbc�)F��$/$%!#����$TF
ε
$V��� @O3;3V��,��A*GF�,�������, I<3/� 6

DE%GFH�I'�'J%G4"FH%LKI)='J!M�IN5:

WX3 P �A*A* ,-3V���-$ >��N�Y����04!#*��4�A� ���-�#3%� �-�4� @#�����A� H(f)plm
6PO����)F P � F�,(���-3K�V>����A*��0@#*�3 & @#!#� P 3 ><�V>)3$ >��C,�3%� �-�R,-3V���-$ > �A����,��IQ *A�A��3V���SR;�-3/$%!#���-3%��$/3;�Y����04!#*���6

T+3%�
m > 0

�����
H(f)p+1

lm =

∫

Sz+
Pp+1(cos(σ,X)) Pml (cos θ) e−ımφ dσ

@)F��-3/$%!#���-3%��$/3?�Y����04!#*�� 5VU 6BP)8(�����T�H>�3;�#3/$/��021O�C,��A������� 5 �76BM)8 P 3 ><�/>)3

Pp+1(cos(σ,X)) =
2p+ 1

p+ 1

(
r1 sin θ cos(φ+φ0)+ r2 cos θ

)
Pp(cos(σ,X))− p

p+ 1
Pp−1(cos(σ,X))

=?>�3%� &#P 3 ><�/>)3
H(f)p+1

lm =
2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)plm + r2H(b)plm

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

lm

KTODO



P >�3%�-3

H(a)plm =

∫

Sz+
alm(σ) Pp(cos(σ,X)) dσ

H(b)plm =

∫

Sz+
blm(σ) Pp(cos(σ,X)) dσ

P �A�H>
alm(σ) = sin θ cos(φ+ φ0) P

m
l (cos θ) e−ımφ

blm(σ) = cos θ Pml (cos θ) e−ımφ

���������
	��	���������� H(b)plm] F �-3/$%!#���-3%��$/34���
Pml

���
l 5VU 6GK��)8 P 3 ><�/>)3

(2l + 1) cos θ Pml (cos θ) = (l +m)Pml−1(cos θ) + (l −m+ 1)Pm
l+1(cos θ),-�7�H><���

H(b)plm =
l +m

2l + 1
H(f)pl−1,m +

l −m+ 1

2l + 1
H(f)pl+1,m

���������
	��	���������� H(a)plm �A�-,-� &�P 3 ><�V>)3
cos(φ+ φ0) =

eıφ0

2
eıφ +

e−ıφ0

2
e−ıφ

=?>�3%� &
alm(σ) =

eıφ0

2
sin θ Pml (cos θ)e−ı(m−1)φ +

e−ıφ0

2
sin θ Pml (cos θ)e−ı(m+1)φ

G � P 3 P ���B�@�-� P ���A�-3 H(a)plm
��,�� Q *A�A��3V���SR $/��0 @#�A�<��������� ��� H(f)plimi

&�P 3�><�V>)3 �-� P ���A�-3
sin θ Pml (cos θ)

��,(� P � Q *A�A��3V���SR;$/��0 @#�A�<����������,c��� Pm+1
li

�����
Pm−1
li

6
� @)F 5VU 6RQC8(�����T�H>�3;�#3JI��#�A������� ��� Pml &�P 3 ><�V>)3

(2l + 1) sin θPml (cos θ) = (1− cos2 θ)
1
2 (−1)m(1− cos2 θ)

m
2
dm

dxm
(
P ′
l+1 − P ′

l−1

)
(cos θ)

= (−1)m+1(1− cos2 θ)
m+1

2
dm+1

dxm+1

(
Pl−1 − Pl+1

)
(cos θ)

= Pm+1
l−1 (cos θ)− Pm+1

l+1 (cos θ)

� % & 6 6 &���� ∀m ≥ 0
��� � ∀n > 0 ��� ����� 	 �

(2n+ 1)xP (m)
n = (n+ 1−m)P

(m)
n+1 + (n+m)P

(m)
n−1 5�� 6RQC8

 . &,7�! & " �$#&%
�('*) �G� ��� � 	 � � � � 	 ��� ���� � �
	

m = 0 �
� � ��� � � � � 	 ��	 � ��� � � # �

��+,)
(
(2n+ 1)xP (m)

n

)′
= (n+ 1−m)P

(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

(2n+ 1)xP (m+1)
n + (2n+ 1)P (m)

n = (n+ 1−m)P
(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1
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��� � � � � � 	 � � � ����� � #*%
� + ) 	 � � � � � 	 � � � � � � 	 ��	 � ��� � � #�� � ��� � 	 � � � � � � � � 	 � � � ��� � � )

(2n+ 1)xP (m+1)
n = −(2n+ 1)P (m)

n + (n+ 1−m)P
(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

= −
(
P

(m+1)
n+1 − P (m+1)

n−1

)
+ (n+ 1−m)P

(m+1)
n+1 + (n+m)P

(m+1)
n−1

= (n+ 1− (m+ 1))P
(m+1)
n+1 + (n+ (m+ 1))P

(m+1)
n−1

�%'& 6 6 & ��� ∀m ≥ 0
��� � ∀n > 0 � � ��� � 	 �

(2n+ 1)(1 − x2)P (m+1)
n = βmn P

(m)
n−1 − αmn P

(m)
n+1 5�� 6BA)8

� � � 	 � αmn = (n−m+ 1)(n−m)
�
� �

βmn = (n+m+ 1)(n+m) . &,7�! & " � #*%
��� ) ��� �$#*%

� '*) �G� � ��� 	 � � � � 	 ���  � � � ��	
m = 0 �

(2n+ 1)(1 − x2)P ′
n(x) = (2n+ 1)

(
nPn−1(x)− nxPn(x)

)

= (2n+ 1)nPn−1(x)− n
(
(n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x)

)

= (n+ 1)nPn−1(x)− n(n+ 1)Pn+1(x)

� � ��� � � � � 	 � 	 � ��� ��� # �
��� ) ��� �  � � � � # �

��+ )
(
(2n+ 1)(1− x2)P (m)

n

)′
= βm−1

n P
(m)
n−1 − αm−1

n P
(m)
n+1

(2n+ 1)(1 − x2)P (m+1)
n − 2(2n+ 1)xP (m)

n = βm−1
n P

(m)
n−1 − αm−1

n P
(m)
n+1

(2n+ 1)(1 − x2)P (m+1)
n = 2(2n+ 1)xP (m)

n + βm−1
n P

(m)
n−1 − αm−1

n P
(m)
n+1

= (βm−1
n + 2(n+m))P

(m)
n−1 − (αm−1

n − 2(n−m+ 1))P
(m)
n+1

= βmn P
(m)
n−1 − αmn P

(m)
n+1

�] FT��1#1#*GFB�A�#'.�H>�3?1#�-3%>B����!�,�*�3%020.�7!�,��A�#'
x = cos(θ) &�P 3N� @#�����A�

(2l + 1) sin θ Pml (cos θ) = (2l + 1)(1 − cos2 θ)
1
2 (−1)m(1− cos2 θ)

m
2
dmPl
dxm

(cos θ)

= −(−1)m−1(1− cos2 θ)
m−1

2 (2l + 1)(1 − cos2 θ)
dmPl
dxm

(cos θ)

= (−1)m−1(1− cos2 θ)
m−1

2

(
αm−1
l P

(m−1)
l+1 − βm−1

l P
(m−1)
l−1

)
(cos θ)

= αm−1
l Pm−1

l+1 (cos θ)− βm−1
l Pm−1

l−1 (cos θ)

P >�3%�-3 αmn = (n−m+ 1)(n−m)
�����

βmn = (n+m+ 1)(n+m)=?>�3%� P 3 ><�/>)3

H(a)plm =
1

2(2l + 1)

(
e−ıφ0

(
H(f)pl−1,m+1 −H(f)pl+1,m+1

)

+ eıφ0

(
(l −m+ 2)(l −m+ 1)H(f)pl+1,m−1 − (l +m)(l +m− 1)H(f)pl−1,m−1

))

5�� 6
	)8
KTO)P



� %GF ) !��&),072S- 25),4 + ),' 4"%��,:;-�2��,%$)='��"%(' 0
	 H(f)pl,−m
T+3%�

m > 0
�����

H(f)l,−m =

∫

S2

f(σ)Y ∗
l,−m(σ) dσ = (−1)m

∫

S2

f(σ)Yl,m(σ) dσ

P 3N$V��� P ���A�-3 & @ FZ�H>�34,���0R3?0R3%�H>��B�

H(f)p+1
l,−m = (−1)m

∫

Sz+
Pp+1(cos(σ,X)) Pml (cos θ) eımφ dσ

H(f)p+1
l,−m =

2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)pl,−m + r2H(b)pl,−m

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

l,−m

P >�3%�-3
H(a)pl,−m = (−1)m

∫

Sz+
sin θ cos(φ+ φ0) P

m
l (cos θ) eımφ Pp(cos(σ,X)) dσ

H(b)pl,−m = (−1)m
∫

Sz+
cos θ Pml (cos θ) eımφ Pp(cos(σ,X)) dσ

=?>�3%�
H(b)pl,−m =

l +m

2l + 1
H(f)pl−1,−m +

l −m+ 1

2l + 1
H(f)pl+1,−m�����

H(a)pl,−m =
−1

2(2l + 1)

(
eıφ0

(
H(f)p

l−1,−(m+1)
−H(f)p

l+1,−(m+1)

)

+ e−ıφ0

(
(l −m+ 2)(l −m+ 1)H(f)pl+1,−(m−1) − (l +m)(l +m− 1)H(f)pl−1,−(m−1)

))

5�� 6GKSC)8
�E& 6�:<. � � � � � � ��� −1

� ��� ����� 	 ���
(−1)m � � � � � � �
� ��� � � � � � � � � � � �
� ���

(−1)m±1 � � H(a)pl,−m �

� 4I2
-�25:,N.FH:,0�%G0

� p = 0

H(f)0lm =

∫ π
2

0
1× Pml (cos θ) sin θ dθ

∫ 2π

0
e−ımφ dφ

︸ ︷︷ ︸
=0 �  m 6= 0

H(f)0l0 =

∫ π
2

0
1× P 0

l (cos θ) sin θ dθ × 2π

= 2π

∫ 1

0
Pl(t) dt =





2π
� �
l = 0

0
� �
l
3%>)3%� �����

l 6= 0

2π
l+1Pl−1(0)

� �
l
�S�#�

KTO Q
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��� ��� ��� � ��� � � � 	 ��� ��� � 	�� � 	 � � � � � ����	 ��� � � 	 � 	 ��� �
� ����� � ��� � 	�� � � ��  ���

=?>�3N>���*A!�3?��,I� @#�����A��3/� @)F 5VU 6RQC8 &�5VU 6BL)8(����� 5VU 6 OB8 N
Pn+1(0) − Pn−1(0) = (−1)

n+1
2

1 · 3 · 5 · . . . · n
2 · 4 · 6 · . . . · (n+ 1)

− (−1)
n−1

2
1 · 3 · 5 · . . . · (n− 2)

2 · 4 · 6 · . . . · (n− 1)
n N �S�#�

= −(−1)
n−1

2
1 · 3 · 5 · . . . · n+ 1 · 3 · 5 · . . . · (n− 2)(n+ 1)

2 · 4 · . . . · (n+ 1)

= −(−1)
n−1

2 (2n+ 1)
1 · 3 · 5 · . . . · (n− 2)

2 · 4 · . . . · (n+ 1)

= −2n+ 1

n+ 1
Pn−1(0)

� p = 1

H(f)1lm =

∫

Sz+
cos(σ,X)Pml (cos θ)e−ımφ dσ

H(f)1lm =

∫

Sz+

(
r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

)
Pml (cos θ)e−ımφ dσ

= r1H(a)0lm + r2H(b)0lm

P >#��$ > ��, 0 P >�3%� |m| > 1
6 5 @O3/$V��!�,-3;�H>�34,�!#1#1J�����I��� f 1

lm

��,(�A�
f0
lm = 0

8WX3 ><�V>)3N�H>�3N, ��0R3?�-3/,�!#*A�(�Y��� H(f)pl,−m
6

� m = −1

H(f)1l,−1 = r1
l(l + 1)

2(2l + 1)
e−ıφ0

(
H(f)0l−1,0 −H(f)0l+1,0

)

� m = 0

H(f)1l0 = r2

( l

2l + 1
H(f)0l−1,0 +

l + 1

2l + 1
H(f)0l+1,0

)

� m = 1

H(f)1l,1 = r1
l(l + 1)

2(2l + 1)
eıφ0

(
H(f)0l+1,0 −H(f)0l−1,0

)

� m /∈ {−1, 0, 1}
H(f)1l,m = 0

�E& 6�:<. � � ��	
p = 1 � �B� �
� � � ��� �8��� � � � �B� ��� � �� � ��� � � � � � � H(f)0l,0 6= 0

� �
l > 0

��� �
l

� 	 ��� � �� � � 	
�

� ��	 � � 	 � 	 �
∀m : |m| > p H(f)plm = 0

∀m : |m| > l H(f)plm = 0

∀l : l > 2pmax − p H(f)plm = 0

� � � � � � ��� ��� � � � ��� � ��� � � � � 	 � � � � � 	
(p, l,m)� m = 0

m = 0
��,(�4,��A�#'C!#*���� >C��*A!�3c�"��� ��!#� �Y����04!#*���3 N � $/��020R���Z1O���A�F�(�����H>�3K� P � �"����0 !#*�����������, �Y���1O�C,��A���A>)3N�����T��3%'F�����A>)3 ���-�#3%�����

m
6�WX3?!�,�3;�H>�3;,���0R3;0R3%�H>��S� ��,(1#�-3%>S����!�,�*GF

∀p ≥ 2,m = 0

H(f)p+1
l0 =

2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)pl0 + r2H(b)pl0

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

l0

KTO)A



P �A�H>
H(b)plm =

l +m

2l + 1
H(f)pl−1,m +

l −m+ 1

2l + 1
H(f)pl+1,m�����

H(a)pl0 =

∫

Sz+
al0(σ) Pp(cos(σ,X)) dσ

al0(σ) = sin θ cos(φ+ φ0) Pl(cos θ) =
eıφ0

2
sin θ Pl(cos θ)e

ıφ +
e−ıφ0

2
sin θ Pl(cos θ)e

−ıφ

] F 5VU 6RQC8 &
(2l + 1) sin θPl(cos θ) = sin θ

(
P

(1)
l+1 − P

(1)
l−1

)
(cos θ)

= (−1)1(1− cos2 θ)
1
2
d1

dx1
(Pl−1 − Pl+1) (cos θ)

= P 1
l−1(cos θ)− P 1

l+1(cos θ)

=?>�3%�
H(a)pl0 =

1

2(2l + 1)

(
eıφ0

(
H(f)pl+1,−1 −H(f)pl−1,−1

)
+ e−ıφ0

(
H(f)pl−1,1 −H(f)pl+1,1

))

� l = 0W >�3%�
l = 0 & �H>�3%� P 3 ><�/>)3 m = 0 & 3%*�,-3 H(f)p0m = 0

6

H(f)p+1
0,0 =

∫

Sz+
Pp+1(cos(σ,X)) dσ

@)F��-3/$%!#���-3%��$/3;�Y����04!#*�� 5VU 6BP)8I�����T�H>�3N�#3/$/��021O�C,��A������� 5�� 6BM)8 P 3 ><�/>)3
Pp+1(cos(σ,X)) =

2p+ 1

p+ 1
(r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ)Pp(cos(σ,X))− p

p + 1
Pp−1(cos(σ,X))

@#!#� &
2 sin θ cos(φ+ φ0) = sin θ

(
eıφ0eıφ + e−ıφ0e−ıφ

)

= −P 1
1 (cos θ)

(
eıφ0eıφ + e−ıφ0e−ıφ

)

= eıφ0 (−1)1P 1
1 (cos θ) eıφ − e−ıφ0 P 1

1 (cos θ) e−ıφ

=?>�3%�
H(a)p0,0 =

1

2

(
eıφ0H(f)p1,−1 − e−ıφ0H(f)p1,1

)

H(b)p00 = H(f)p1,0

P >#��$ > ���-3?�4')3%��3%����*A� C9��������� ��� H(a)plm
����� H(b)plm P >�3%�-3 P 3?$/����,����#3%� H(f)p−1,m = 0 N ��!#�3/LF!<����������,K���-3N$/� >�3%�-3%�F�V6

H(f)p+1
0,0 =

2p+ 1

p+ 1

(
r1H(a)p0,0 + r2H(b)p0,0)

)
− p

p+ 1
H(f)p−1

0,0

KTO 	
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	�
� �� ���
� �� ��� �����
 ��������8� ����
���� $�� �� � ���
����� ���	��
�� � 
���������
� ��� 	�
� �������

!c��!�, !#���A*A��,-����,�*��2�#"/$/��021O�C,��A������� ,�!#�A>C���F�-3N�#3
σ





x(θ, φ) = cosφ sin θ

y(θ, φ) = sinφ sin θ

z(θ, φ) = cos θ

5 >I6GK98

b��A��,��
cos(σ,X) =

sin θ (x cosφ+ y sinφ) + z cos θ

|X|
= r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

5 >I6BL)8
�/>)3/$

r1 =

√
x2 + y2

|X| , cosφ0 =
x√

x2 + y2
, sinφ0 =

−y√
x2 + y2

, r2 =
z

|X| 5 >I6BM)8
!c��!�,(,-��020R3/,c�#����$4��0R3%�$"/,&%7$V��*�$%!#*�3%�

f̂pq =

∞∑

l=0

(2l + 1)ıljl(κ|x|)f̂pql 5 >I6 OB8
�V>)3/$

f̂p,ql =

∫

S+

Pl(cos(σ,X))e−ıpθe−ıqφ dσ

�('
S+ 3/,-�(!#��3N�#3%02��,�1<>$)%�-3N�#���B�I*��2���A�-3/$%������� ,�3%���71#�*"/$%��,*"/3;!#*A�*"%����3%!#�-3%0R3%�B�V6
� 3?1#*A!�, & 1<���I*�3K�Y���A�cLF!�3

|jl(v)| ≤
√
e

2

(e|v|)l
(2l + 1)l+1

5 >I6 �)8
3%�

|f̂pql | =
∣∣∣∣
∫

S2

Pp(cos(σ,X)) · 1S+ e−ıpθe−ıqφ dσ

∣∣∣∣

≤
∫

S+

1 dσ = 2π

K�� K
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� � ��� ����� � � � � � 	 ��� � � � 	 � � 	 � � � � � ����	 ��� � � 	���� � ��� � � � � ����� � � � �����	 � � 	

!K��!�, 1J��!#>)����,���*����-,�3%���#"/��!#�A�-3N!#�T0.���E�������B�I��!T����0 @#�-3N�#3?�-3%��0R3?!#���A*�3/,
lmax

������,I*��7,*"%����3�>I6 O�/>)3/$
lmax ∼ e|κx|−1

2

6
� :,0 ���G4	�('J:,N

T��O� @
��3/$%��� � 3/,��;�#����$2,��A021#*�3 N �*"/��!#�A�-37* � ���-���-3 l � I��X�
� �����-3%�A�����-3 f̂p,q0

3%�
f̂p,q1 & �Y��$%�A*�3%0R3%�B�N$V��* D$%!#*��0@#*�3/,�$V��� ��3 �Y����, ���F�Z1#*A!�,Z��1#1<�����������-3��#3 1O��*GFS���0R3/,V6��Q��!#�T$/3%*�� & ����!�,T��*A*�����, 1#�-�B$ "/�#3%�Z1<����*"/$%!#���-3%��$/3N*A�A�$"V���A�-3C6bc�A��,�� ����!�,c�V>)����,I1<���(*��=�Y����04!#*�34�#3;�*"/$%!#���-3%��$/3 5VU 6BP)8 3%�(*��R�#"/$/��021J�C,��A������� 5 >I6BL)8 N

Pl+1(cos(σ,X)) =
2l + 1

l + 1

(
r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ

)
Pl(cos(σ,X)) − l

l + 1
Pl−1(cos(σ,X))

�#���#��3
f̂pql+1 =

2l + 1

l + 1

(
r1â

pq
l + r2b̂

pq
l

)
− l

l + 1
f̂pql−1�/>)3/$

âpql =

∫

S+

apq(σ) Pl(cos(σ,X)) dσ

b̂pql =

∫

S+

bpq(σ) Pl(cos(σ,X)) dσ

3%�
apq(σ) = sin θ cos(φ+ φ0) e

−ıpθ e−ıqφ

bpq(σ) = cos θ e−ıpθ e−ıqφ1<���I*�3K� ���A�ILF!�3
cos(φ+ φ0) =

eıφ0

2
eıφ +

e−ıφ0

2
e−ıφ

cos θ =
eıθ

2
+
e−ıθ

2

sin θ =
eıθ

2ı
− e−ıθ

2ı����!�,I� @#�-3%������,
apq(σ) =

1

4ı

(
eıφ0e−ı(p−1)θ e−ı(q−1)φ − eıφ0e−ı(p+1)θ e−ı(q−1)φ

+ e−ıφ0e−ı(p−1)θ e−ı(q+1)φ − e−ıφ0e−ı(p+1)θ e−ı(q+1)φ
)

bpq(σ) =
1

2

(
e−ı(p−1)θ e−ıqθ + e−ı(p+1)θ e−ıqθ

)

U 3/$%�+����!�,I$/������!#�A� %
âpql =

eıφ0

4ı

(
f̂p−1,q−1
l − f̂p+1,q−1

l

)
+
e−ıφ0

4ı

(
f̂p−1,q+1
l − f̂p+1,q+1

l

)

b̂pql =
1

2

(
f̂p−1,q
l + f̂p+1,q

l

)

GH* ��3;�-3/,��-3N��*����-,�1#*A!�,ILF! � %7$/����,-���#"%�-3%��*�3/,I$V��,(�A�#�A������!�[
l = 0

3%�
l = 1

6
K��DL



� :,0*254I2
-�25:,N
l = 0

U 3%*��=�-3%>B��3%�B� %7$V��*�$%!#*�3%�
f̂p,q0 =

∫

S+

e−ıpθe−ıqφ dσ

>�� $/����,����#"%�����B�;LF!�3
S+ 1O3%!#���%���-3=�#"/$%���A�K$/��020R3 * � !#�#�������#341<�V> "/,K����, �E���A�B�-, & ����!�,�1O��!#>)����,��1#1#*A��LB!�3%��!#��3?�-3/$ >#�#��LF!�3 �#3;�-3%��,-������,���������� N

f̂p,q0 =

∫
S

i Si

e−ıpθe−ıqφ sin θ dθ dφ =
∑

i

∫

Si

e−ıpθe−ıqφ sin θ dθ dφ

b >)3/$
Si = [θa, θb]× [φa, φb] & ��� � @#����3%�F�

∫

Si

e−ıpθe−ıqφ sin θ dθ dφ =

∫ θb

θa

e−ıpθ sin θ dθ ×
∫ φb

φa

e−ıqφ dφ

bc�A��,��+,�!#�A>C���F�
θ

Apθ =

∫ θb

θa

e−ıpθ sin θ dθ =
1

2ı

∫ θb

θa

e−ı(p−1)θ − e−ı(p+1)θ dθ

1O��!#�
p /∈ {−1, 1} ��� �

∫ θb

θa

e−ıpθ sin θ dθ =
ı

p− 1
e−ı(p−1)

θa+θb

2 sin((p− 1) θa−θb

2 )

− ı

p+ 1
e−ı(p+1)

θa+θb

2 sin((p+ 1) θa−θb

2 )

1O��!#�
p = −1

��� �
∫ θb

θa

eıθ sin θ dθ =
ı

2
eı(θa+θb) sin(θa − θb)

− ı

2
(θa − θb)

1O��!#�
p = 1

��� �
∫ θb

θa

e−ıθ sin θ dθ =
ı

2
(θa − θb)

− ı

2
e−ı(θa+θb) sin(θa − θb)

� 3?0��%0R34,�!#�A>����B� φ 1J��!#� q 6= 0

Bq
φ =

∫ φb

φa

e−ıqφ dφ = −2

q
e−ıq

θa+θb
2 sin(q θa−θb

2 )

3%�I1O��!#�
q = 0 ∫ φb

φa

e−ı0φ dφ = φb − φa

K��DM
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� :,0 254"2S-�2 :,N
l = 1

f̂p,q1 =

∫

S+

cos(σ,X)e−ıpθe−ıqφ dσ

�M���I*�3?� ���A�ILF!�3
cos(σ,X) = r1 sin θ cos(φ+ φ0) + r2 cos θ3%�I3%� !#���A*A��,����B��*�3?0��%0R3;1#���A��$%�A1O3N�#3;�-3%��,�������,���������� ����!�,c�V>)����,&%7$V��*�$%!#*�3%�

∫ θb

θa

e−ıpθ sin2 θ dθ =

∫ θb

θa

1− cos 2θ

2
e−ıpθ dθ = 1

2

∫ θb

θa

e−ıpθ dθ−1
2

∫ θb

θa

cos 2θ e−ıpθ dθ = 1
2

(
Bp
θ−C

p
θ

)

∫ θb

θa

e−ıpθ cos θ sin θ dθ =
1

2

∫ θb

θa

sin 2θ e−ıpθ dθ = 1
2D

p
θ

Eqφ =

∫ φb

φa

e−ıqφ cos(φ+ φ0) dφ

bc*����-,
f̂p,q1 =

∫

[θa,θb]×[φa,φb]
cos(σ,X)e−ıpθe−ıqφ dσ =

r1
2

(Bp
θ − C

p
θ )E

q
φ +

r2
2
Dp
θB

q
φ

>�� 3�� 3%�(1O��!#� |p| 6= 2 & ��� �
Cpθ = 1

2−pe
−ı(p−2)

θa+θb

2 sin((p− 2) θa−θb

2 )

− 1
2+pe

−ı(p+2)
θa+θb

2 sin((p+ 2) θa−θb

2 )

,��
p = −2

��� �
C−2
θ = 1

4e
2ı(θa+θb) sin(2(θa − θb)) + 1

2(θb − θa)3%�I,��
p = 2

��� �
C2
θ = 1

2(θb − θa) + 1
4e

−2ı(θa+θb) sin(2(θa − θb))
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