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Introduction générale

L’utilisation des matériaux composites dans de toujours plus nombreuses applications rele-
vant des technologies de pointe, telles que —pour n’en citer que quelques unes— ’aéronautique, le
génie civil ou encore la biomécanique, induit inévitablement la nécessité de savoir toujours mieux
prédire leur comportement & long terme ainsi que leur capacité de résistance une fois incorporés
dans un mécanisme en service. Les nombreuses recherches réalisées dans ce domaine, tant d'un
point de vue académique qu’industriel, permettent de rendre finement compte des phénomeénes
microscopiques régissant indéniablement le comportement macroscopique de ces matériaux. En
effet, leur caractére hétérogéne implique une dépendance de leur rupture aux caractéristiques
matérielles et géométriques de chaque constituant, mais également & leur interaction. Il est donc
primordial d’appréhender les comportements & 1’échelle microscopique pour pouvoir prévoir le
comportement & 1’échelle macroscopique, ce qui justifie I'importance d’une théorie telle celle
de ’homogénéisation. Dans les situations pratiquement rencontrées en ingénierie, les structures
ou mécanismes utilisant des matériaux, qu’ils soient hétérogénes ou non, sont la plupart du
temps soumis & des sollicitations sinon toutes cycliques, du moins toutes variables dans le temps.
C’est en ce sens que la théorie de I'adaptation élastoplastique devient utile. En effet, cette der-
niére permet d’étudier la tenue mécanique de milieux assujettis & des sollicitations variables et
bornées. L’intérét majeur de ce type d’analyse plastique tient au fait que c’est une méthode di-
recte, ne nécessitant pas une connaissance précise de ’histoire du chargement, mais simplement
une connaissance du domaine de variations dudit chargement. Compte-tenu de ces quelques re-
marques, notre étude se propose de coupler la théorie de ’adaptation élastoplastique avec une
branche particuliére de la théorie de 'homogénéisation: 'homogénéisation périodique, afin de
développer une méthode numérique permettant d’étudier la tenue mécanique de milieux tridi-

mensionnels, finement hétérogénes et périodiques, soumis & des sollicitations variables et bornées.

La méthode consiste & résoudre le probléme d’adaptation sur une cellule de base, représen-
tative des hétérogénéités du milieu périodique 3D, et & exprimer les résultats, par 'intermé-
diaire de relations de moyenne, en termes de domaines admissibles de chargements extérieurs:
les contraintes et déformations macroscopiques. Numériquement, ceci se traduit par le couplage
entre un code éléments finis, permettant de prendre en compte ’aspect homogénéisation du
probléme en formulant rigoureusement les relations de périodicité et de moyenne, et un logiciel

d’optimisation sous contraintes, puisque de tout probléme d’adaptation traité de facon directe



2 Introduction générale

découle un probléme d’optimisation sous contraintes. Le couplage est abordé essentiellement par
I’approche statique de l'adaptation. Cependant, & des fins de comparaisons, I’approche cinéma-
tique est également utilisée pour un type de matériau.

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres: les deux premiers revétent un caractére biblio-
graphique et illustratif, le troisiéme présente effectivement les couplages dont 'implémentation
est exposée au quatriéme; et enfin, le dernier propose quelques simulations numeériques validant

les développements et reflétant les capacités de la méthode numérique proposée.

Le premier chapitre propose quelques rappels historiques sur les origines et principaux intéréts
des différentes théories que nous sommes amenés & utiliser: la théorie de 'adaptation élasto-
plastique, la théorie de 'optimisation (en particulier 'optimisation non linéaire sous contraintes)
et la théorie de I’homogénéisation (en particulier ’homogénéisation périodique). Sans prétendre
étre exhaustif, 'objectif de ce premier chapitre est de donner au lecteur une vue la plus générale
possible de I’état de 1’art pour chacune de ces trois théories, tout en lui fournissant les références

bibliographiques utiles & la compréhension de leur évolution aux cours du temps.

Le second chapitre s’attache a décrire plus particuliérement 1'une de ces trois théories, en présen-
tant une étude plus précise du phénomeéne d’adaptation de structures. Aprés avoir défini le cadre
de travail classiquement utilisé en théorie de ’adaptation, nous présentons les différents types de
réponses susceptibles de se développer dans une structure. Notre étude s’intéressant a la réponse
adaptée, le phénoméne d’adaptation est ensuite mis en lumiére au travers de trois approches:
I'une expérimentale relatant les expériences de KOENIG, une seconde analytique illustrant la
notion de contrainte résiduelle et une derniére numeérique, illustrant le caractére énergétique du
phénomeéne. Enfin, sont présentés les deux théorémes classiques de la théorie: le théoréme sta-

tique de MELAN et le théoréme cinématique de KOITER, sur lesquels sont basés les couplages.

Le troisieme chapitre expose dounc ces couplages entre adaptation élastoplastique et homogénéi-
sation périodique. Aprés quelques rappels bibliographiques concernant plus spécifiquement le
couplage entre une théorie aux états limites et une théorie d’homogénéisation, on résume les
conditions générales d’utilisation des théorémes couplés. Sur ces bases, les couplages sont ensuite
énoncés d’'un point de vue statique, puis cinématique, en présentant les problémes cellulaires
et d’optimisation qu’ils impliquent de résoudre. Ce troisiéme chapitre se termine par une étude
analytique permettant, non seulement d’illustrer simplement les couplages, mais également de
mettre I’accent sur certaines difficultés qui leur sont inhérentes, et qui nécessiteront une attention

particuliére lors de la mise en ceuvre numeérique exposée au quatriéme chapitre.

Ce quatriéme chapitre présente effectivement I'implémentation numérique desdits couplages, per-
mettant de traiter aussi bien des cellules de base 3D classiques que des cellules de base repré-

sentatives de milieux de type plaques périodiques, perforées ou non et sollicitées en membrane



et/ou en flexion. L’objectif n’est pas tant d’insister sur les difficultés techniques rencontrées
lors de I'implémentation, que de présenter les raisonnements ayant permis, autant que faire ce
peut, de contourner ces difficultés. Les deux premiers paragraphes s’attachent donc & présen-
ter les discrétisations temporelle et spatiale utilisées. On présente ensuite la discrétisation des
problémes cellulaires, en écrivant une formulation spécifique permettant de prendre en compte
rigoureusement les relations de moyenne reliant les quantités microscopiques & leurs homologues
macroscopiques. On aborde ensuite briévement deux points techniques liés a la prise en compte
des relations de périodicité et au stockage optimisé des données. Enfin, on énonce les problémes
d’optimisation discrétisés ainsi que les méthodes de résolution associées, afin d’obtenir des do-

maines de résistance dans 1’espace des chargements macroscopiques.

Le dernier chapitre propose finalement quelques simulations numériques permettant d’une part
de valider les développements réalisés, grace a des comparaisons avec d’autres résultats de la
littérature, et d’autre part de mettre en lumiére les possibilités de la méthode numérique proposée.
On applique dans un premier temps la méthode & un matériau stratifié, périodique dans une
direction de ’espace. On s’intéresse en second lieu aux capacités de résistance d’une structure
fine, périodiquement perforée et sollicitée dans son plan. On se place ensuite dans le cadre plus
général de structures de type plaques périodiques: allant dans le sens croissant des difficultés, on
traite dans un premier temps une plaque homogeéne sollicitée en membrane et en flexion, puis une
plaque présentant une périodicité dans une direction de ’espace du fait de la présence de renforts
en I, et enfin un plaque périodiquement trouée, toujours sollicitée en membrane et en flexion, mais
présentant des propriétés de périodicité dans deux directions de ’espace. Finalement, le dernier
exemple concerne un matériau élastoplastique renforcé par des inclusions élastiques sphériques,

possédant donc des propriétés de périodicité dans les trois directions de I’espace.
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théoriques

n présente dans ce premier chapitre les outils théoriques nécessaires a

l’étude que l’on désire mener, o savoir l’étude de l’adaptation de matériaus
€lastoplastiques hétérogénes, a microstructure périodique, soumis & des chargements
variables. Le chapitre débute donc par quelques rappels historiques mettant en lu-
miére la nécessité d’une théorie telle que ’adaptation pour mener a bien des calculs
de structures sous chargements variables. Tout probléme d’adaptation traité de fagon
directe menant —on le montrera au Chapitre III- a un probléme d’optimisation, on
présente dans un deuzriéeme temps et de facon concise, quelques bases de la théorie
de Doptimisation. Finalement, dans l'objectif de traiter, plus tard, l'adaptation de
matériaur hétérogénes, on s’intéresse en dernier lieu a la théorie de ’homogénéisa-
tion, qui permet d’étudier le comportement d’une structure hétérogéne, en prenant
finement en compte Uinfluence des hétérogénéités.
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I.1 Des origines aux extensions de la théorie de I’adaptation élas-

toplastique

Dans ce paragraphe, on présente au travers d’un historique non exhaustif, les différentes
théories ayant trait au probléme de la tenue d’une structure, selon la complexité des chargements

qu’elle a & supporter une fois en service.

I.1.1 Les débuts des théories de calcul de structures

Les premiers exemples de raisonnement concernant le calcul de la tenue de structures, au sens
de stabilité d’ouvrages, apparaissent dés les 17°™€ et 18°™€ siécles, avec les travaux respectifs de
GALILEE (1638), qui réalisa des calculs & la rupture sur une poutre console, et de COULOMB
(1773), qui s’intéressa & des problémes d’architecture tels la résistance a la compression de cer-
taines colonnes, ou encore la stabilité de murs ou de vottes. Ces travaux marquent le début des
méthodes de calcul a la rupture permettant, dans un premier temps, de ne conclure & la stabilité
d’une structure qu’au travers de considérations d’équilibre statique et de résistance locale des
matériaux constituant cette structure. Les limites de ces premiéres approches, qui permettaient
de mener & bien des problémes de dimensionnement, résidaient cependant dans le fait qu’en au-
cun cas elles ne tenaient compte des efforts intérieurs & la structure, ce qui conduisait a I’époque
4 des résultats surestimant, on le sait maintenant, les valeurs réelles des capacités de résistance
cherchées. Ce sont ces valeurs excessives qui conduisirent d’autres chercheurs a s’intéresser de
plus prés a ce type de raisonnement, tels HOOKE, MARIOTTE, BERNOUILLI, EULER ou autre
CAUCHY qui contribuérent ainsi & la découverte de la théorie de 1’élasticité. Cette nouvelle théorie
permit, au 19°™€ siécle, de combler partiellement les lacunes évoquées précédemment, en attri-
buant des lois de comportement aux matériaux constitutifs de la structure étudiée. Les calculs

de structures furent ensuite basés, durant trés longtemps, sur les deux hypothéses suivantes:

— les perturbations imposées a la structure, ainsi que les déformations qui en résultent, restent

petites,
— les matériaux constituants la structure sont supposés se comporter purement élastiquement.

Si la premiére de ces deux hypothéses est encore souvent utilisée aujourd’hui, la deuxiéme est ce-
pendant devenue discutable avec ’apparition, dés les 19™€ et début du 20°™€ siécles, d’études sur
les comportements inélastiques des solides, regroupées sous le terme de plasticité, dont les bases
ont été posées, entre autres, par HILL (1950), PRAGER et HODGE (1951) et DRUCKER (1951). En
effet, il a été montré que la présence de pré-déformations plastiques dans une structure faussait
I’évaluation des champs de contraintes et de déformations issue d’un calcul purement élastique.
Il semblait donc indéniable —les expériences le prouvaient— qu’il fallait prendre en compte la

plasticité dans un calcul de structures.

Différentes théories, toutes relatives a la stabilité de structures, ont donc vu le jour au cours

des siécles, pour finir, & force d’améliorations, par donner naissance & la théorie de 1’élastoplasti-
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cité permettant aujourd’hui de prendre rigoureusement en compte les phénomeénes internes aux

matériaux.

I1.1.2 L’analyse limite et ses faiblesses

Toutefois !, afin de calculer au mieux la réponse d’une structure élastoplastique, il est né-
cessaire de connaitre le champ initial d’autocontraintes régnant dans cette structure, ainsi que
I’histoire des chargements auxquels elle sera exposée une fois en service. La connaissance précise
de ces renseignements devient donc rapidement une contrainte pour l'ingénieur, qui ne dispose

avec précision que des informations globales suivantes:

— les types de chargements qu’aura a subir la structure, tels le vent, la neige, la pression de
yp g q ) ; ge,

I’eau, certains déplacements, etc,

— le domaine de variations de chacun de ces chargements,

qui sont, sauf exception facheuse, entiérement déterminées. L’ingénieur est donc capable de bor-
ner les sollicitations qui seront subies par une structure dans des conditions normales d’utilisa-
tion, mais ne peut pas, en régle générale, prévoir 'intensité que prendra un chargement a un
instant précis. Ces inconvénients majeurs, associés, non seulement au fait qu’un calcul mené &
partir d’une histoire de chargements complétement déterminée serait long et fastidieux, mais
également aux lacunes de la théorie de I'élasticité vis-a-vis d’un calcul & la rupture, justifient
I’apparition, il y a une cinquantaine d’années, d’une nouvelle branche de la plasticité: la théorie
de I'analyse limite, encore appelée théorie des charges limites. Cette théorie se scinde en deux
approches, I'une statique et l’autre cinématique: les travaux de GvoOzDEV (1936, 1938) et de
GREENBERG et PRAGER (1949) sont respectivement a la base des énoncés des théorémes statique
(conduisant & une approximation par défaut des chargements limites) et cinématique (conduisant
4 une approximation par excés de ces chargements). Finalement, FEINBERG (1948), GVOZDEV
(1949) et DRUCKER (1951) finissent de poser les rudiments de ’analyse limite, qui, autorisant
des capacités de résistance bien plus élevées que celles calculées a partir de 1’élasticité, attire
sans conteste les ingénieurs soucieux de réaliser des constructions mécaniques économiquement
toujours plus optimisées. Notons cependant que, si ces années 50 marquent traditionnellement
les débuts des réelles fondations théoriques de ’analyse limite avec preuves des conjectures &
I’appui, les premiers articles concernant 1’application de cette théorie a des structures simples
sont beaucoup plus anciens, datant d’il y a environ soixante quinze ans. De nombreuses mé-
thodes utilisées & cette époque reposaient donc sur des hypothéses plastiques, sans en avoir pour
autant les preuves théoriques rigoureuses, mais en supposant par exemple 1’existence d'une pré-
distribution de contraintes dans une structure avant tout calcul élastique. La naissance de la
théorie des charges limites constitue donc une étape importante dans le processus d’élaboration

de structures fiables. En effet, cette théorie permet de savoir si une structure donnée va résister

1. On parle ici de "faiblesses" relativement & ’objectif de notre étude, c’est-a-dire par rapport a ’aspect variable
et borné des chargements considérés.
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aux sollicitations qui lui sont imposées au cours du temps?, pourvu que:
— la géométrie n’évolue pas de maniére significative entre le début et la fin du chargement :
on se place donc dans le cadre des petites perturbations,

— les sollicitations soient imposées sous la forme d’un chargement proportionnel :
P(t) = At)P° (1.1)

ot A : t+ A(t) est une fonction croissante du temps et P° un vecteur de chargements
initiaux, appelé chargement initial de référence.

— les matériaux constitutifs de la structure aient un comportement élastique parfaitement
plastique ou & écrouissage limité, obéissant au principe du travail plastique maximal. En
d’autres termes, le critére de résistance choisi pour représenter la tenue de la structure
doit étre ’absence de déformations plastiques croissant indéfiniment sous sollicitations

constantes.

Si l’on considére un espace de charges de dimension deux, c’est-a-dire si le chargement P(t) se

met sous la forme:

P(t) = (P1(t),Pa(t)) (L.2)

avec Py et P indépendants, alors l’ensemble des charges limites (P},P5) est représenté par
une courbe fermée appelée domaine des charges limites (figure 1.1), telle que tout trajet de
chargements, défini par (I.3), monotone croissant et strictement inclus dans ce convexe, constitue

un chargement potentiellement supportable par la structure.

Pit) = A(®) + PY (13)
Pa(t) = A(t) = Py
PZ ‘ Domaine des charges limites
(P1,P3)
P1

FIGURE 1.1 — Chargements limites

2. Dans notre étude, les problémes n’étant pas considérés d’un point de vue dynamique, le temps n’aura en fait
aucune signification physique et sera simplement considéré comme un paramétre de charge.
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REMARQUE 1.1

Notons ici que l'aspect proportionnel du chargement P(t) ne doit étre vérifié qu’a l'extérieur
du domaine d’élasticité. En effet, ce chargement peut évoluer de fagon quelconque & l'intérieur
du domaine d’élasticité, qui représente, au sens classique du terme, ’ensemble des chargements
conduisant & un état de déformations et de contraintes purement élastiques dans la structure.
Si l'on introduit le domaine d’élasticité dans la figure 1.1, on représente alors sur la figure 1.2

I’ensemble des chargements effectivement supportables vis-a-vis de ’état limite.

('P{ 'Pé ) 7777777777 Domaine d’élasticité
b

Domaine d’analyse limite

Py

FiGURE 1.2 — Chargements élastiques et limites

[]

Cette théorie autorise donc un dimensionnement optimisé des structures en ce sens que les char-
gements supportables, calculés par des raisonnements d’analyse limite, sont bien plus élevés que

ceux calculés par des raisonnements d’élasticité.

Cependant, dés les années 30, certains auteurs comme GRUNING (1926), préconisérent quel-
ques précautions dans ’application des théorémes de ’analyse limite, en particulier lorsque le
chargement imposé & la structure variait de fagon répétée. Ce type de chargement variable et
répété peut, en effet, mener la structure & la rupture du fait d’une accumulation, durant le trajet
de chargements, de déformations plastiques illimitées, induisant soit un phénoméne de rochet, soit
un phénoméne d’accomodation (encore appelé plasticité alternée)3. Les deux types de rupture
associés a ces phénoménes possédent alors les caractéristiques suivantes :

— la rupture incrémentale associée au phénoméne de rochet est la conséquence d'une aug-
mentation graduelle mais temporellement illimitée des déformations permanentes dans la
structure,

— la rupture par fatigue oligocyclique, associée au phénoméne d’accomodation est la consé-
quence des changements de signe successifs des incréments de déformations plastiques du-
rant le trajet de chargements.

Ces constatations mettaient donc, et mettent toujours, en défaut la fiabilité de la théorie de

I’analyse limite dans le cas de chargements variables. En effet, comme 1’on vient de le voir, cette

3. Le lecteur trouvera plus de détails sur ces phénoménes au chapitre II, paragraphe I1.2, traitant des différents

comportements d’une structure soumise & un chargement variable.
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théorie permet de rendre compte de la ruine instantanée d’une structure soumise & un trajet
de chargements proportionnels, mais ne permet en aucun cas de conclure quant & la résistance

d’une structure sous chargements variables.

1.1.3 La théorie classique de I’adaptation élastoplastique

— Avertissement — Nous présentons ici un historique ainsi que quelques aspects générauz
de la théorie de l'adaptation élastoplastique. Le lecteur désireur de rentrer dans le détail de la

théorie pourra se rendre directement au Chapitre II.

Hormis les phénomeénes évoqués ci-avant, il se peut aussi qu’aprés un certain nombre de
cycles de chargements, il s’établisse progressivement dans la structure un champ de contraintes
résiduelles tel que —les variations des sollicitations ne provoquant plus que des déformations
élastiques— les déformations plastiques cessent d’évoluer. Ce phénoméne porte le nom d’adapta-
tion et résulte en une valeur finie de ’énergie dissipée plastiquement puisque le comportement
de la structure redevient, aprés une phase élastoplastique, purement élastique. C’est I'intérét des
chercheurs pour ce type de comportement qui, associé aux lacunes de ’analyse limite en cas
de chargements autres que proportionnels, a conduit & ’élaboration d’une nouvelle théorie per-
mettant d’étudier la tenue de structures sous chargements variables: la théorie de 1’adaptation

élastoplastique.

Bien que l’intérét de la théorie de l'adaptation ne fut réellement reconnu que dans les an-
nées 70, les tous premiers travaux visant a prédire ce type de comportement adapté datent des
recherches de BLEICH (1932), qui travailla sur une approche statique de ’adaptation pour un
systéme de poutres en 1. Ses recherches étaient alors motivées par la remarque suivante, qui est

a la base de la théorie des ouvrages précontraints :

REMARQUE 1.2
Si la superposition du champ initial d’autocontraintes et de la réponse en contraintes de la
structure supposée purement élastique, est un champ de contraintes qui ne viole en aucun point

le critére de plasticité, alors il ne peut y avoir de déformations plastiques dans la structure.

[]

C’est sur la base des travaux de BLEICH que le phénoméne d’adaptation put, quelques années
plus tard, étre appréhendé d’un point de vue plus général grace aux travaux de MELAN (1936).
En effet, ce dernier conjectura qu’une structure est en mesure de résister suffisamment longtemps
aux sollicitations qui lui sont imposées, s’il existe en son sein un tel champ d’autocontraintes
(non nécessairement le champ d’autocontraintes initial) et que le champ réel d’autocontraintes
tend vers un tel champ, en d’autres mots, si ce champ d’autocontraintes s’adapte. Les travaux
de MELAN (1936) concernant ’approche statique de ’adaptation et généralisant les études de
GRUNING et BLEICH, furent pionniers dans la discipline et débouchérent sur un théoréme d’adap-
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tation® —fréquemment évoqué sous le nom de "Théoréme statique de MELAN"- applicable,

dans un premier temps, aux systémes de poutres.

Cependant, si ces travaux constituent les rudiments de la théorie de I'adaptation et sont &
I’origine de tous les développements ultérieurs se rapportant a ’approche statique de l’adaptation
des structures, la théorie de 'adaptation, tout comme celle de ’analyse limite, se scinde en deux
approches, 'une statique, et 'autre cinématique. L’intérét pour la seconde approche n’apparut
que quelques décennies plus tard avec les travaux de KOITER (1956) et (1960), qui proposa un
théoréme cinématique de non-adaptation pour des matériaux élastiques parfaitement plastiques,
dont la contraposée fournit un critére d’adaptation, connu sous le nom de "Théoréme cinéma-
tique de KOITER". Ces travaux constituent —au méme titre que le théoréme de MELAN pour

I’approche statique— les fondements de ’approche cinématique de I’adaptation.

Ces deux théorémes constituent donc ce qu’il est commun d’appeler la théorie classique de
I’adaptation, qui —différence fondamentale avec la théorie de ’analyse limite— posséde ’avan-
tage remarquable de ne nécessiter aucune connaissance particuliére de I’histoire du chargement,
sinon celle d’étre capable d’en donner un domaine de variations. C’est en ce sens que la théorie
de l'adaptation généralise celle de I’analyse limite. Ces deux théorémes étant fondamentaux a
toutes les recherches ultérieures, on précise ici leur domaine de validité, par 'intermédiaire des

hypotheéses suivantes:

HyproTHESE 1.1

— transformations infiniment petites et isothermes,
— évolution quasi-statique,

— comportement élastoplastique parfait,

— modéle associé,

— milieu continu isotrope,

— effets de la température, de la viscosité, de ’écrouissage et de ’endommagement

négligés.

La dualité entre les deux théorémes, envisagée par KOITER (1960), fut ensuite démontrée par

DEBORDES (1976) dans le cadre mathématique rigoureux des fonctionnelles convexes.

1.1.4 Les extensions de la théorie classique

Ces hypothéses étant tout de méme assez restrictives et bien loin de représenter correctement

la réalité des situations rencontrées pratiquement par les ingénieurs et chercheurs, de nombreux

4. I’ébauche de la preuve du théoréme statique d’adaptation par MELAN et celle du théoréme statique
d’analyse limite par GVOZDEV ayant été réalisées indépendamment 'une de 'autre, le fait que le théoréme de
MELAN implique celui de GVOZDEV ne sera reconnu que bien plus tard.
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travaux de recherches eurent pour objet de généraliser les théorémes classiques de 'adaptation,
afin de construire, petit-a-petit, une théorie de ’adaptation la plus compléte possible. L’objet
de ce paragraphe est donc de présenter, au travers d’une liste non exhaustive®, les contributions

relatives aux extensions de la théorie classique de ’adaptation.

e Preuve du théoréme de MELAN

Les premiéres attentions se sont concentrées sur la démonstration du théoréme de MELAN.
L’ébauche de démonstration fournie par MELAN lui-méme en 1938 fut en effet améliorée par les
travaux de SYMONDS (1951) et de KOITER (1952). Cependant, la premiére amélioration la plus
significative reste celle de KOITER (1960), qui, grace a U'introduction d’un coefficient de sécurité
supérieur a 1, démontra:

— la premiére partie de la conjecture de MELAN, c’est-a-dire la nécessité de l'existence d’un

champ de contraintes résiduelles pour qu’il puisse y avoir adaptation d’une structure,

— la majoration du travail des déformations plastiques en cas d’adaptation.

La deuxiéme amélioration significative, qui finit de démontrer I’heureuse conjecture de MELAN,
fut celle de DEBORDES et NAYROLES (1976), qui, se basant sur les travaux de KOITER, ont
démontré la deuxiéme partie de la conjecture de MELAN, & savoir que cette majoration du tra-
vail des déformations plastiques entrainait 1’existence d’une limite pour le champ de contraintes

résiduelles.

Le théoréme de MELAN, bien qu’énoncé en 1938, ne fut donc entiérement démontré que
trente-huit années plus tard. Entre temps cependant, de nombreux esprits estimant la conjecture
de MELAN raisonnable, n’ont pas attendu cette preuve compléte —et ’histoire leur donne raison—
pour s’atteler & étendre au maximum ce théoréme ainsi que celui de KOITER, en en révisant une

& une les hypothéses.

e Cas des sollicitations thermiques

C’est ainsi que PRAGER (1956) et ROZENBLUM (1957), puis plus récemment GOKHFELD et
CHERNIAVSKY (1980) et GROSS-WEEGE et WEICHERT (1992), se sont intéressés a 1’extension
du théoréme statique au cas des sollicitations thermiques, théoréme qui détient une importance
particuliere dans les systémes de type conduite sous pression. Les deux premiers travaux ont
été réalisés en supposant que les sollicitations thermiques n’induisaient qu’une modification des
limites d’élasticité, mais des auteurs comme PONTER et KARADENIZ (1985) et GIAMBANCO et
PAL1zZOLO (1997) ont soulevé les difficultés & étendre le théoréme de MELAN dans le cas o les
fluctuations de température entrainent une modification des modules de YOUNG. L’extension du
théoréme cinématique de KOITER au cas des sollicitations thermiques a, quant-a-elle, été traitée
par ROzZENBLUM (1965), DE DONATO (1970) puis KARADENIZ et PONTER (1984).

5. Ces extensions ne concernant pas directement notre sujet d’étude, le lecteur est invité, pour des renseigne-
ments plus complets, & se reporter aux travaux de GOKHFELD et CHERNIAVSKY (1980), KONIG (1987), MROZ et al.
(1995) et MAIER et al. (2000), qui présentent des états de art assez conséquents de la théorie de ’adaptation.
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e (Cas des non linéarités géométriques

L’influence des grandes transformations sur la résistance d’une structure fut tout d’abord
étudiée par MAIER (1972), qui considéra des effets géométriques du second ordre et des sur-
faces d’écoulement linéaires par morceaux, et put ainsi étendre la théorie classique dans le cadre
de développements éléments finis. Le domaine de validité de ces développements fut étudié par
NGUYEN et GARY (1983) qui mirent en évidence le risque de déstabilisation du processus d’adap-
tation par le phénomeéne de rochet. Quelques temps aprés, KONIG et SIEMASZKO (1988) utili-
sérent cette méme méthode matricielle pour étudier également la stabilité des structures soumises
a des non linéarités géométriques. Ces trois derniéres décennies, de nombreux travaux eurent pour
objectif d’outrepasser cette hypothése restrictive d’effets du second ordre, afin de considérer de
"véritables" grandes transformations. On ne cite ici que quelques unes de ces contributions: la
prise en compte des grandes transformations dans le cadre de la mécanique des milieux continus
a été introduite par WEICHERT (1986), qui raméne ’étude de I’adaptation en grandes trans-
formations, & une étude en petites déformations autour d’une position d’équilibre prédéformée;
GROSss-WEEGE (1990) travaille sur une unification des méthodes non linéaires géométriques pro-
posées ; TRITSCH (1993) reformule le théoréme de MELAN en se basant sur le formalisme tensoriel
des grandes transformations de SIDOROFF (1982) et plus récemment, STUMPF et SCHIECK (2000)

se sont préoccupés du probléme des grandes rotations.

e Cas des sollicitations dynamiques

La généralisation des théorémes classiques au cas des sollicitations dynamiques, pour lequel
le temps retrouve sa véritable signification physique et non pas une simple valeur de paramétre,
date des travaux de CERADINI (1969) en ce qui concerne l'approche statique, et de ceux de
CORRADI et MAIER (1974) pour ce qui est de ’approche cinématique. Plusieurs autres auteurs,
non cités ici, se sont intéressés & ce domaine dans les années quatre-vingt-dix, aux vues de ’ap-

plication possible de cette méthode & I’ingénierie sismique.

e (Cas de non linéarités matérielles

Comme précisé par I’hypothése 1.1, les théorémes classiques ont été énoncés pour des ma-
tériaux élastiques parfaitement plastiques. Les années qui suivirent 1936 et ’énoncé de MELAN
donnérent donc lieu & de trés nombreuses recherches, visant & analyser 'influence de 1’écrouis-
sage, fut il cinématique, isotrope, ou bien combinaison des deux, dont on ne cite ci-aprés que
quelques exemples. MELAN lui-méme étendit son théoréme deux années plus tard, en 1938, au
cas de I’écrouissage cinématique linéaire illimité. Suivirent alors une série de travaux basés sur
des modeles a écrouissage illimité. NEAL (1950) reformula le théoréme statique dans le cas d’un
écrouissage cinématique non linéaire et pour un état de contraintes unidimensionnel. MANDEL
et al. (1977) travaillérent sur une condition nécessaire d’adaptation pour des structures élasto-
plastiques & écrouissage isotrope et cinématique combinés. La prise en compte de 1’écrouissage
en utilisant le Modeéle du Matériau Standard Généralisé de HALPHEN et NGUYEN (1975) a été
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proposée par PONTER (1975) et MANDEL (1976). Cependant, PONTER (1975) et KONIG (1987)
mirent en évidence l'incapacité d’un modeéle & écrouissage illimité & rendre compte de la ruine
d’une structure par déformations plastiques progressives. L’écrouissage cinématique limité a donc
été étudié par WEICHERT et GROSS-WEEGE et STEIN et al., qui ont étendu, respectivement en
1988 et 1990, le théoréme statique d’adaptation a ce type d’écrouissage. Ne considérant, dans
notre étude, que des matériaux élastiques parfaitement plastiques, nous ne donnons pas davan-

tage de références sur le théme de ’écrouissage.

e Cas des matériauz endommageables

Contrairement aux extensions précédentes, la prise en compte de I'aspect endommageable des
matériaux étudiés ne suscite 'intérét que depuis les années quatre-vingt. Ce sont WEICHERT et
HACHEMI qui se sont intéressés les premiers a ce sujet. On retrouve 1’essentiel de leurs recherches
dans les travaux suivants : HACHEMI (1994) et WEICHERT et HACHEMI (1998), réalisés entre 1992
et 1998, dans lesquels 'endommagement plastique ductile pris en compte est caractérisé par un
paramétre scalaire. Ce premier pas a été suivi de nombreux travaux%: FENG et YU (1995) ont
étudié 'adaptation des plaques épaisses endommageables ; POLIZZOTTO et al. (1996) ont étendu
le théoréme statique au cas des matériaux élastoplastiques endommageables par l'intermédiaire
d’une formulation énergétique et DRUYANOV et ROMAN (2000) se sont intéressés a 1’aspect fra-

gile de 'endommagement des matériaux.

e (Cas des modéles non associés

Le cas de ’adaptation des matériaux présentant une loi d’écoulement non associée, matériaux
fréquemment rencontrés en mécanique des sols, a d’abord été étudié par MAIER (1969), puis par
PYCKO et MAIER (1995) et BOULBIBANE et WEICHERT (1997). Une nouvelle théorie, basée sur
la notion de bipotentiel, représentant physiquement une dissipation, est également développée
dans les travaux de DE SAXCE et al. (2000) et BOUSSHINE et al. (2003).

e FEzxpressions des théoré¢mes en termes de variables généralisées

L’utilisation des variables généralisées dans la théorie de 'adaptation a le méme objectif que
I'utilisation de ces variables dans la théorie de 1’élasticité: ramener un probléme tridimension-
nel complexe & un probléme plus simple, plan ou unidimensionnel. En ce sens, ’expression des
théorémes classiques en termes de variables généralisées, afin de traiter des problémes de type
plaque et poutre, est due & KONIG (1966), SAWCZUK (1969) et GOKHFELD (1970).

o Ftudes expérimentales de l’adaptation élastoplastique
Dés les années cinquante, la validation par ’expérience de la théorie de ’adaptation élasto-
plastique intéressa les chercheurs qui réalisaient alors des expériences dans le cadre des appli-

cations de la théorie de la plasticité aux problémes d’ingénierie. Il ressort de la majeure partie

6. Pour de plus amples détails sur le théme de 'adaptation des matériaux endommageables, le lecteur pourra
se référer aux travaux de SCHWABE (2000).
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des expériences citées ci-aprés, qu’il existe une trés bonne corrélation entre le théorique et 1’ex-
périmental. Par exemple, suite & ’étude de portiques soumis & des chargements verticaux et
horizontaux cycliques, POPov et MC CARTHY (1960) ont constaté des erreurs de moins de 10%
entre les valeurs théoriques et expérimentales des chargements menant a l’adaptation. De méme,
les expériences rapportées dans MASSONNET et SAVE (1965) mettent en évidence, d’une part les
phénomeénes de stabilisation des déformations plastiques et de rupture incrémentale, et d’autre
part un chargement & l'adaptation différent du chargement théorique de seulement quelques
pourcents. Finalement, les expériences plus récentes de MAHRENHOLTZ et al. (1985), SCHEER
et al. (1990), HUANG et STEIN (1995), et RAKOTOVELO et al. (1999) aboutissent & la méme

conclusion d’un trés faible décalage entre résultats théoriques et expérimentaux.

o Ftudes aux états limites des matériaur hétérogénes

Cette catégorie d’extensions étant trés étroitement reliée & notre sujet d’étude, il est plus
approprié de la détailler en introduction du chapitre IIT (paragraphe III.1), consacré a I’étude

des matériaux inhomogénes soumis & des chargements variables.

On remarque donc au travers des nombreuses extensions citées ci-dessus, que cette branche
particuliére de la plasticité qu’est la théorie de ’adaptation élastoplastique, a fait I’objet de trés
nombreux développements théoriques au cours des soixante-dix derniéres années, bien qu’elle ne
fut "officiellement" reconnue par la communauté scientifique qu’il y a environ trois décennies.
Cet enthousiasme a néanmoins été un peu plus retenu en ce qui concerne les développements
numeériques liés aux calculs des chargements & ’adaptation, méme si le développement simultané

des méthodes numériques pour la mécanique les a grandement favorisés.

1.1.5 Traitements numériques de la théorie de 1’adaptation

Le développement des méthodes de discrétisation numérique —en particulier la méthode des
éléments finis en déplacements— mais également le développement de la programmation mathé-
matique qui sera traité au paragraphe suivant, ont effectivement permis de nombreux progreés
dans le domaine de ’adaptation et de I’analyse limite, en calculant des états limites de structures
de plus en plus complexes, sans pour autant avoir besoin de passer par ’étape expérimentale,
souvent longue” et cotteuse. Cette nécessité de disposer de méthodes numériques performantes
afin de mener a bien un calcul aux états limites, provient du fait que la théorie de I'adaptation,
comme la théorie de ’analyse limite, conduit & résoudre un probléme d’optimisation linéaire ou
non linéaire, sous contraintes elles-mémes linéaires ou non linéaires (cf. Chapitre III). L’objectif
de ce paragraphe est donc de présenter les deux grandes classes de méthodes permettant de
traiter un probléme aux états limites, toutes deux basées sur le théoréme de KONIG et KLEIBER

(1978), qui, moyennant la connaissance du domaine de variations des chargements évoqué au

7. Ne pas croire pour autant que les simulations numériques soient toutes, par nature, de durée raisonnable ...
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paragraphe 1.1.2, stipule ceci:

THEOREME 1.1
Soit D un polyeédre convexe de chargements, appelé domaine de chargements. Si une
structure s’adapte sous un trajet de chargements passant par les sommets de D, alors

elle s’adapte pour tout cycle de chargements inclus dans ce domaine de chargements.

I1.1.5.a Approche incrémentale

P Po
D D
P4 Pl P4 < Pl
()
@ AN
Py Py & P - Ps &

FI1GURE 1.3 — Domaine et trajet de chargements

Bien que l'intérét principal des théories de I’adaptation et de I’analyse limite réside dans le fait
que ce sont des méthodes directes, elle furent en premier lieu traitées d’une facon incrémentale,
sur la base du théoréme I.1. En effet, si 'on considére le domaine D de la figure 1.3, bornant
les variations des chargements dans l’espace des charges (P;,P2), alors pour assurer qu’il y a
adaptation pour tout chargement P(t) du domaine D, il suffit d’assurer qu’il y a adaptation
pour un trajet de chargements P(t) vérifiant :

3t; Pti)=P Vi=1.4 (1.4)

C’est donc avec le trajet, défini sur un cycle par (I.5) et représenté figure 1.3, que travaillent
les auteurs utilisant une approche incrémentale, puisqu'’il est le trajet satisfaisant (I.4) le plus

simple & mettre en oeuvre numériquement.

(P1(t),0) pourt € [ty,to]
(Pi1(t2),P2(t)) pourt € [to,ts]
(P1(t),P2(t3)) pourt € [t3,t4]

(0,P2(t)) pourt € [tyg,t5]

P(t) =

Borkowskl et KEIBER (1980), KLEIBER et KONIG (1984) et HYDE et al. (1985) et plus ré-
cemment GOH et al. (2003) ont donc étudié le comportement de structures grace a des analyses

élastoplastiques incrémentales. Ce type d’analyse présente cependant les inconvénients majeurs
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suivants, risquant, comme dans toute méthode incrémentale, d’alimenter le phénoméne d’accu-

mulation d’erreurs numériques :
— il est nécessaire de décrire exactement I’histoire du chargement, comme précisé par (1.5),

— il faut vérifier & chaque pas si les contraintes résiduelles tendent vers un champ constant
par rapport au temps, afin de pouvoir déterminer I'incrément de passage a ’adaptation, ou
bien encore, il faut étre capable de déterminer I'incrément & partir duquel il y a stabilisation
de I’énergie dissipée plastiquement,

— il faut, en général, un trés grand nombre de cycles, non quantifiable a priori, avant que

cette stabilisation n’apparaisse.

1.1.5.b Approche directe

Une facon de remédier a ces inconvénients, inhérents aux méthodes incrémentales, est d’avoir
recours aux méthodes directes qui estiment, comme leur nom l'indique, directement la quantité
recherchée, tout en ne nécessitant aucun autre renseignement sur le chargement que son domaine
de variations. Cette approche est basée sur les théorémes classiques de ’adaptation (ou étendus,
suivant la nature des matériaux étudiés, ainsi que les phénoménes voulant étre mis en évidence)
et permet d’évaluer directement le coefficient de sécurité par rapport & la non-adaptation, c’est-
a-dire d’évaluer le chargement au dessus duquel il n’y aura pas adaptation. Les toutes premiéres
études utilisérent des discrétisations par éléments finis et des algorithmes d’optimisation linéaire,
pour aboutir, au fil des évolutions technologiques et mathématiques, a I'introduction d’éléments

tridimensionnels et d’algorithmes d’optimisation non linéaire.

On retrouve donc les études de BELYSCHKO (1972), NGUYEN-DANG et PALGEN (1979) et
GROSS-WEEGE et WEICHERT (1987), dont ’objectif est d’implémenter numériquement le théo-
réme statique de MELAN pour des problémes en contraintes planes. Cette méme approche statique
a été implémentée par MORELLE et NGUYEN-DANG (1983) et GROSS-WEEGE (1988) pour des
problémes de coques axisymétriques. Des travaux équivalents, portant sur des problémes aux
contraintes planes et sur des problémes de coques de révolution, ont été traités numériquement
d’un point de vue cinématique respectivement par CORRADI et ZAVELANI (1974) et par KA-
RADENIZ et PONTER (1984) et MORELLE (1986). Toutes ces recherches ont donc contribué a la
mise en place de méthodes numériques permettant d’évaluer directement le coefficient de sécurité

contre la non-adaptation.

Cependant, il est & noter qu’elles concernent essentiellement des problémes bidimensionnels,
représentant des structures assez simples. L’adaptation de structures tridimensionnelles, plus
complexes, est en effet moins répandue et hormis quelques études, telles celles listées ci-apres,
peu d’auteurs s’y sont encore intéressés : FENG et L1u (1996) ont étudié I’adaptation de structures
3D a écrouissage cinématique, PONTER et CHEN (2001) ont développé une méthode pour évaluer
le chargement a I’adaptation et le chargement limite de structures 3D et KHALLJ et al. (2002) se
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sont intéressé & ’adaptation de structures 3D sous chargements cycliques radiaux. Ce manque
d’intérét n’est assurément pas lié & un manque de curiosité scientifique, mais provient simplement
du fait que les théories basées sur des approches directes ménent & des problémes d’optimisation,
qui deviennent vite trés lourds numériquement, dés que I’on souhaite traiter des problémes autres
qu’unidimensionnels. De plus, si ’on considére des matériaux présentant une surface d’écoulement
non linéaire, la résolution du probléme d’optimisation non linéaire associé nécessite de nombreuses
itérations et engendre donc des temps de calculs trés volumineux. Etudier les états limites de
structures tridimensionnelles, & partir d’approches directes, telles ’adaptation ou ’analyse limite,
reléve donc encore du domaine de la recherche, avec pour principal objectif le développement de

méthodes numériques performantes, tant en termes de fiabilité que de temps de calculs.

1.2 La programmation mathématique, un outil pour ’adaptation

Comme évoqué précédemment, la résolution par une approche directe d’un probléme d’adap-
tation, se rapporte, entre autres, & la résolution d’un probléme d’optimisation. C’est MAIER qui,
le premier, fut & 'origine de cette constatation, en précisant, suite & ses études sur des problémes
discrétisés (MAIER, 1972), qu'un probléeme d’adaptation (et d’analyse limite en tant que cas
particulier) pouvait étre traité grace aux méthodes de la programmation mathématique. Cette
branche particuliére des mathématiques appliquées est donc devenue, & partir de ce constat, la
théorie de base des auteurs désireux de développer des algorithmes capables de traiter des pro-
blémes d’adaptation toujours plus conséquents. On présente donc, dans ce paragraphe, un bref
historique de cette théorie, afin de mettre en évidence son intéraction avec les théories de calculs

aux états limites.

1.2.1 Bref historique de la programmation mathématique

Plus précisément, un probléme aux états limites, se traduit soit par un probléme de maxi-
misation, si I’étude est abordée d’un point de vue statique (utilisation du théoréme de MELAN),
soit par un probléme de minimisation, si ’étude est abordée d'un point de vue cinématique (uti-
lisation du théoréme de KOITER). Les problémes qui nous intéressent méneront donc toujours a
maximiser ou & minimiser des fonctionnelles convexes (essentiellement grace au caractére associé
des modéles considérés) sur un domaine défini par des contraintes d’égalités et d’inégalités. Or,
pour pouvoir étudier des structures complexes, il est nécessaire d’avoir recours aux méthodes
numériques, et en particulier d’utiliser des méthodes de discrétisation, comme évoqué au para-
graphe 1.1.5. Ces discrétisations transforment alors un probléme d’optimisation dans un espace
fonctionnel, en un probléme d’optimisation dans un espace vectoriel de dimension finie. Dans ce
cas, la fonction & optimiser est appelée fonction objectif, et les contraintes: contraintes d’optimi-
sation. C’est & ce titre que la programmation mathématique intervient dans notre étude, puisque
son objectif est, selon la définition de MINOUX (1983), d’étudier théoriquement les problémes

d’optimisation ainsi que la conception et la mise en ceuvre des algorithmes de résolution. Deux
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aspects fondamentaux transparaissent de cette définition :

— D’aspect théorique, qui permet de fournir un cadre de travail représentatif des problémes &

traiter,

— et l'aspect algorithmique, dont 1’objectif est d’offrir des méthodes de résolution pour les

problémes d’optimisation, adaptées en fonction des spécificités inhérentes a ces problémes.

Cette théorie est donc d’importance dans bon nombre d’applications, telles la recherche opéra-
tionnelle, ’analyse numérique, ’automatique, 1’économie mathématique ou encore l'ingénierie.
C’est évidemment ce dernier domaine d’application qui retient notre attention, puisqu’il permet,
entre autres, de se concentrer sur des problémes de dimensionnement et d’optimisation de struc-

tures.

Le terme de programmation linéaire est proposé dés 1949 par DANTZIG, alors qu’il étudie
des problémes d’optimisation de fonctions linéaires sous contraintes linéaires, d’un point de vue
théorique et algorithmique. Dans la continuité de ses travaux, il propose en 1951 un algorithme
de résolution, qu’il appellera algorithme du simplexe, afin de résoudre des problémes linéaires,
tant au niveau de la fonction & optimiser qu’au niveau des contraintes d’optimisation. A la
méme époque, KUHN et TUCKER (1951) posent les fondements théoriques de 1’optimisation non
linéaire, permettant de traiter des problémes d’optimisation non linéaire, avec ou sans contraintes.
Cependant, la mise en place d’algorithmes traduisant cette théorie, ne fut pas immédiatement
consécutive. En effet, ce n'est que dix années plus tard, que ROSEN développa le premier al-
gorithme d’optimisation non linéaire efficace, d’abord dans le cas de contraintes d’optimisation
linéaires (ROSEN, 1960), puis dans le cas de contraintes d’optimisation non linéaires (ROSEN,
1961). La principale différence entre un algorithme de programmation linéaire et un algorithme
de programmation non linéaire, est que le premier fournit toujours une solution optimale glo-
bale. Le second, quant & lui, converge en général vers I'une des multiples solutions optimales,
mais locales, en fonction des valeurs initiales que 'on a assigné aux variables d’optimisation.
Cependant, KUHN et TUCKER (1951) ont donné des conditions suffisantes, permettant de véri-
fier I'aspect local ou global de la solution trouvée, et basées sur des considérations de convexité

des fonctions et ensembles de définition intervenant dans le probléme d’optimisation non linéaire.

Les algorithmes de résolution des problémes d’optimisation sans contraintes sont, en général,
itératifs et basés sur une technique de descente, que ’on explicitera au paragraphe 1.2.2. Concer-
nant les problémes d’optimisation avec contraintes, le principe de base est de se ramener & un
probléme d’optimisation sans contraintes. Pour ce faire, DAVIES et SWANN (1969) ont distingué
deux grandes classes de méthodes®:

— les méthodes basées sur une modification de la fonction & optimiser. Elles définissent en

fait une nouvelle fonction objectif, appelée fonction de pénalité simple qui prend en compte

8. L’algorithme de résolution utilisé dans notre étude relevant de la premiére de ces deux classes, nous ne

donnerons pas d’'informations plus précises sur la deuxiéme.
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les contraintes d’optimisation, afin de se ramener & une suite de problémes d’optimisation

sans contraintes,

— les méthodes qui agissent, non pas sur la fonction objectif, mais directement sur la méthode

de recherche de la solution optimale.

C’est COURANT (1943) qui mit en place le formalisme des fonctions de pénalité pour la pro-
grammation non linéaire. Cependant, MURRAY a montré en 1967 que les méthodes numériques
associées a ces fonctions de pénalité simple étaient mal conditionnées, et pouvaient par consé-
quent présenter des instabilités numériques. Ces méthodes ont donc été abandonnées au profit
des méthodes de Lagrangiens augmentés et de fonctions de pénalités eractes, qui sont des fonc-
tions dont les maxima sans contraintes (ou les minima suivant le type d’approche observé) sont
les solutions optimales du probléme initial avec contraintes. Les années soixante-dix ont donc vu
de nombreuses contributions visant a mettre en place puis & améliorer les méthodes de program-
mation non linéaire basées sur des techniques de Lagrangien augmenté et de multiplicateurs de
Lagrange, ce qui favorisa 1'utilisation d’approches directes pour des calculs aux états limites. Les
premiéres contributions majeures dans le domaine de ’optimisation convexe sous contraintes,
abordée par la méthode du Lagrangien augmenté, furent celles de HESTENES (1969) et POWELL
(1969), qui ont proposé une méthode de résolution pour des problémes a contraintes d’égalités
linéaires, par l'intermédiaire d’algorithmes assurant la stabilité numérique, contrairement aux
méthodes de pénalités simples. Cette méthode fut ensuite améliorée et étendue par les travaux
de FLETCHER et LILL (1971), dans lesquels est évoqué le cas des contraintes d’inégalités. Ce
dernier cas fut plus amplement étudié par ROCKAFELLAR (1971) qui introduisit un Lagrangien
augmenté pour des problémes d’optimisation avec contraintes d’inégalités. PIERRE (1971) et
LOWE (1974) ont ensuite proposé des algorithmes permettant de traiter a la fois des contraintes
d’égalités et d’inégalités. A partir de ces fondations théoriques et algorithmiques, de nombreuses
améliorations ont été apportées, et continuent de I’étre, a la méthode du Lagrangien augmenté,
et plus généralement, aux méthodes d’optimisation non linéaire, afin de développer et de mettre
en oeuvre numériquement des algorithmes capables de résoudre des problémes d’optimisation de

plus ou moins grande taille.

L’algorithme utilisé pour résoudre nos problémes d’optimisation, dérivés de nos problémes
d’adaptation, est un algorithme reposant sur la méthode du Lagrangien augmenté. Par consé-
quent, on ne prétend aucunement présenter ici en détail 'historique de toutes les méthodes de
résolution d’un probléme d’optimisation, méthodes issues de la généralisation des fondements
évoqués ci-avant. On souhaite cependant donner un apercu des méthodes existantes, afin d’ex-

pliquer au mieux 'origine et l'intérét des méthodes utilisées par notre algorithme d’optimisation.
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1.2.2 Classification des problémes d’optimisation et méthodes de résolution
associées

Pour ce faire, on fournit donc au lecteur une vue générale? des différentes classes de méthodes
existantes, en fonction des deux principales classes de problémes d’optimisation existants : les pro-
blémes d’optimisation sans contraintes et les problémes d’optimisation avec (ou sous) contraintes.
Dans ce qui suit, que le probléme soit sans ou avec contraintes, la fonction & optimiser sera sup-

posée deux fois continiiment différentiable.

1.2.2.a Problémes d’optimisation sans contraintes

Il existe deux types de méthodes pour aborder cette classe de problémes: les méthodes dé-
terministes et les méthodes stochastiques. Dans les deux cas, le probléme & résoudre reste le

10

méme ", & savoir:

min f(x) (1.6)

xr cR?

ou f : R* — R est une fonction supposée réguliére (n > 1) et ol @ est un élément de ’espace
euclidien R™. Les méthodes déterministes possédent la propriété —sous réserve que les conditions
de convergence soient satisfaites— de toujours converger de la méme facon vers la solution du
probléme d’optimisation, sous des conditions initiales identiques. Par contre, la solution est sou-
vent locale, c’est-a-dire que la plupart de ces méthodes convergent vers ’optimum le plus proche
de la donnée initiale, sans qu’il corresponde forcément & I'optimum global du probléme. Ces mé-
thodes sont donc fortement dépendantes du point de départ de I’algorithme qui leur est associé,
mais restent cependant assez efficaces et surtout peu cotiteuses en terme de nombre d’itérations
nécessaires a la convergence. Les méthodes stochastiques présentent, quant-a-elles, un caractére
aléatoire, mais possédent les avantages de ne requérir ni la donnée de conditions initiales (point de
départ de ’algorithme), ni la connaissance du gradient de la fonction objectif, et de converger, en
général, vers la solution globale du probléme. Ces méthodes restent cependant plus cotiteuses en
terme de nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence et ne seront pas détaillées
ici. Revenons donc sur les méthodes déterministes, qui sont celles utilisées par les algorithmes
du logiciel d’optimisation que nous utiliserons plus loin. Elles sont elles-mémes scindées en deux
sous catégories: les méthodes déterministes unidimensionnelles, pour lesquelles la fonction ob-
jectif ne dépend que d’une seule variable, et les méthodes déterministes multidimensionnelles,
pour lesquelles la fonction objectif peut dépendre de plusieurs variables.

B Méthodes unidimensionnelles (n = 1)

On distingue plusieurs types de méthodes unidimensionnelles, dont les plus répandues sont

9. On ne fournit ici que les éléments nécessaires & la compréhension des algorithmes utilisés dans notre étude.
Pour de plus amples détails sur chacune des méthodes, le lecteur pourra se référer aux ouvrages suivants: MORE

(1983), CaLporA CosTA (2001), FREDERIC BONNANS et al. (2003).
10. Le probléme est ici énoncé sous la forme d’une minimisation. Le cas d’une maximisation se traite cependant

exactement de la méme facon, en substituant —f a f.
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la Méthode de Dichotomie et la Méthode de la Section Dorée. Celles-ci, et toutes les autres,
permettent de localiser 'optimum d’une fonction en réalisant des réductions successives
de l'intervalle de recherche dudit optimum. Quels que soient la méthode de réduction et
le critére d’arrét utilisés, le principe de ces méthodes reste toujours le méme: & chaque
itération, 'intervalle de recherche est réduit, pour finir par devenir plus petit qu’un certain
petit paramétre ¢ fixé initialement. Dans le cas ol la fonction objectif est différentiable, son
gradient est alors utilisé pour accélérer le processus de recherche des points intermédiaires

permettant de réduire l'intervalle.

B Méthodes multidimensionnelles (n > 1)
Les méthodes multidimensionnelles disposent de deux grandes classes '! d’algorithmes : les
algorithmes reposant sur des Méthodes a direction de descente (relativement & un probléme

de minimisation) et ceux reposant sur des Méthodes a région de confiance.

Comme leur nom l'indique, les méthodes a direction de descente sont basées sur le choix

12y décroitre. Cette direction est

d’une direction selon laquelle la fonction & minimiser
alors appelée direction de descente. Le principe de ces méthodes est de construire par

récurrence (1.7) une suite d’itérés {z*)};>1 qui approche une solution z* du probléme:
kD) — (k) o (k) g(k) (1.7)

Dans cette équation, d) représente la direction de descente de la méthode et a®) son pas
(a'®) doit toujours étre supérieur a zéro). Pour définir entiérement une méthode & direction

de descente, il faut alors préciser :
~ la direction de descente d* choisie, ce qui donne son nom a ’algorithme,

— la facon de déterminer le pas o¥) dans la direction d® . ce qui reléve alors de la

recherche linéaire.

De maniére générale, les directions de recherche peuvent étre données soit par le gradient
de la fonction objectif (et dans ce cas, on parle effectivement de méthodes analytiques dites
de descente), soit par explorations successives de I'espace, afin de trouver la direction de
recherche la plus favorable, sans nécessairement avoir besoin de connaitre le gradient de la
fonction objectif (ces méthodes sont dites géométriques). Les méthodes de descentes les plus
utilisées sont la "Méthode de la Plus Grande Pente" initialement proposée par CAUCHY
(1847), la "Méthode du Gradient Conjugué" (HESTENES et STIEFEL, 1952) et la "Méthode
de Quasi-Newton", qui sont basées sur la connaissance du gradient de la fonction objectif,
ainsi que la "Méthode de Powell" (POWELL, 1965), qui choisit ses directions de descente

11. Ces deux grandes classes sont opposées dans la littérature, bien que la deuxiéme utilise certaines notions de
la premiére.

12. On rappelle que le terme minimiser peut étre compris comme "maximiser" en substituant — f & f. Cependant,
la notion de direction de descente étant relative & une minimisation, on préférera, dans le discours, le terme de

minimisation.
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sans avoir connaissance du gradient de cette fonction. Cette absence de renseignements
sur le comportement de la fonction objectif, implique des choix de directions souvent non
optimales vis-a-vis de la convergence et rend donc la méthode plus lente et les calculs plus
lourds par rapport aux méthodes basées sur la connaissance du gradient, mais présente
quand méme 'avantage de ne requérir aucune propriété de différentiabilité de ladite fonc-

tion objectif.

Concurrentes des méthodes & direction de descente, les méthodes & région de confiance, qui
sont celles implémentées dans ’algorithme que nous utiliserons plus tard, permettent de
forcer la convergence des itérés lorsque le départ de l'algorithme se fait loin de la solution
recherchée. Ces méthodes possédent des résultats de convergence plus forts que ceux de la
premiére grande classe de méthodes multidimensionnelles, pour des hypothéses pourtant
plus faibles. Permettant de résoudre des problémes plus complexes, par exemple des pro-
blémes moins bien conditionnés, les spécialistes de ’optimisation s’accordent a dire qu’elles
restent cependant plus difficiles & mettre en oeuvre. L’idée de base de cette deuxiéme classe
de méthodes est d’approximer, & chaque itération, la fonction objectif f & ’aide d’une fonc-
tion plus simple h(®), qui reflete le comportement de f dans un voisinage V) du point

courant =(¥). Ce voisinage est appelé région de confiance et est défini comme suit :
V) =z eR | |le—z®], <r®} (1.8)

Dans cette expression (I.8), %) est le rayon de confiance (r*) > 0) et la norme ||...||, est

associée au produit scalaire euclidien < ... > tel que:
<uw >= Z U;v; (1.9)
i

Le modéle choisi pour représenter les variations de f dans ce voisinage et pour un incrément

s de ) est souvent un modele quadratique:
1
h(s) =VTfx®) s+ 5 s MW" g (1.10)

Dans le cas, qui sera le nétre, ol la matrice M (k) correspond au hessien de f en x®),
c’est-a-dire quand :
M®) = 2f(z®) (I1.11)

alors on a:
f@® +5) = f(@®) + h(s) + o(s?) (1.12)

si bien que, d’apreés le développement de TAYLOR, le modéle quadratique choisi est 1égitime
pour des valeurs de l'incrément s voisines de zéro. Une fois ce modeéle défini et évalué, il
faut résoudre le sous-probléme suivant :

min h*)(s) (1.13)

s < rlk)
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Cette résolution est réalisée par l'intermédiaire de la régle de Cauchy, qui permet de trouver
le minimum ' de A®) dans la région de confiance et le long de la droite de plus forte pente
de h®), qui est également la droite de plus grande pente de f, sous réserve de la validité
de Papproximation des variations de f par h(¥) dans le voisinage V*). Cette méthode se
rapproche donc d’une des méthodes & direction de descente évoquées plus haut : la méthode
de la plus grande pente. En effet, le point de CAUCHY est estimé en résolvant le probléme
suivant :

min h¥) (s)

s < r® (I.14)

s=—aV f(xk)

Reste ensuite & évaluer la qualité de la solution s(*) trouvée, afin d’ajuster, ou non, le rayon
de confiance. En effet, si la solution s*) du sous-probléme est un incrément permettant de

diminuer significativement la valeur de f en =(¥), alors Iitéré suivant vaut :
c* D) = k) 4 ) (I.15)

Dans le cas contraire, le rayon de confiance 7(*) est alors diminué et le sous-probléme est
résolu une nouvelle fois avec ce nouveau rayon, et ainsi de suite jusqu’a acceptation de la
solution s(*) (Uobjectif de ce paragraphe étant de présenter, dans les grandes lignes, les
méthodes a région de confiance, et non pas de les décrire de fagon précise, les tests d’arrét

ne seront pas détaillés ici). Une fois cette solution acceptée, le modéle est mis & jour au

point £**1) afin de procéder a la k + 1¢7¢ itération. Les étapes de cette mise & jour sont

les suivantes:

calcul du point £* 1D tel que &+ = g*) 4 s(k)
calcul du gradient V f(z#+1) en 2+,

calcul du hessien V2 f(x*+1)) en z*+1),

— calcul du nouveau rayon de confiance r*+1) : la mise a jour de ce rayon est faite grace
A une comparaison entre la décroissance réelle de f entre ¥ et £* T et celle prédite

par le modéle quadratique, id est —h*)(s(*)).

Aprés nous étre intéressés au cas des problémes d’optimisation sans contraintes en présentant
diverses méthodes permettant de les résoudre, avec un accent particulier sur les méthodes qui
seront utilisées dans la suite de notre étude: les méthodes & région de confiance, considérons
désormais les problémes d’optimisation avec contraintes, qui correspondent aux problémes que
nous traiterons, consécutifs & l'utilisation de la théorie de ’adaptation. Par souci de cohérence
dans la présentation, on continue de raisonner sur un probléme de minimisation, tout en ayant

& l'esprit I’équivalent en maximisation.

13. Ce minimum est appelé Point de Cauchy.
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I1.2.2.b Problémes d’optimisation avec contraintes

Le probléme & résoudre peut, cette fois-ci, étre soumis & deux types de contraintes: des
contraintes d’égalités et des contraintes d’inégalités. Afin de présenter les principes d’une fagon
que 'on souhaite la plus générale possible, chacun de ces deux types est pris en compte dans
ce qui suit: les contraintes d’égalités seront représentées par les fonctions a; et les contraintes
d’inégalités par les fonctions b;. Un probleme d’optimisation avec contraintes s’énonce donc

généralement comme suit :

min f(x)
zeR™
ai(x)=0 i=1.p (1.16)

bi(x) <0 j=1.4

ou:

— le vecteur x est toujours un élément de ’espace euclidien R",
- 14,7,7,p,q,n sont des entiers naturels,

— la fonction objectif f, les contraintes d’égalités a; et les contraintes d’inégalités b; peuvent

étre des fonctions linéaires ou non.

Tout comme précédemment, il existe plusieurs méthodes pour résoudre un probléme d’optimisa-
tion avec contraintes, que ’on peut regrouper en deux grandes catégories : les Méthodes Primales
ou Directes et les Méthodes Duales ou de Transformation. Les méthodes primales agissent di-
rectement sur le probléme initial (primal), sans le modifier. Elles engendrent alors une suite de
sous-problémes et une séquence de solutions associées. Elles possédent donc ’avantage de procu-
rer, & chaque itération, une solution de plus en plus approchée. Elles sont par contre difficiles a
mettre au point et possédent rarement des propriétés de convergence globale. Par exemple, dans
le cas de contraintes linéaires, I'une des méthodes est celle du gradient projeté (ROSEN, 1960), qui
consiste & adapter les méthodes a direction de descente, en agissant sur la choix de la direction
de descente, afin de les rendre valables dans le cas de problémes sous contraintes. De méme,
lorsque les contraintes et/ou la fonction objectif sont non linéaires, on peut citer la Méthode du
gradient réduit généralisé, introduite par ABADIE et CARPENTIER (1969). C’est cependant sur la
deuxiéme classe de méthode que nous allons porter notre attention. En effet, ce sont ces méthodes
de transformation qui sont utilisées dans les algorithmes de notre logiciel d’optimisation. Elles se
scindent encore une fois en trois sous-catégories : les Méthodes de pénalités, les Méthodes lagran-
giennes classiques et la Méthode du Lagrangien augmenté. Ces trois sous-catégories possédent le
point commun d’agir sur le probléme initial, afin de ramener son étude a celle d’une suite de
problémes d’optimisation sans contraintes, dont les principaux algorithmes ont été présentés au
paragraphe précédent 1.2.2.a.

m Méthodes de pénalités
Les méthodes de pénalités, initialement proposées par COURANT (1943), consistent & inté-

grer les fonctions contraintes dans la fonction objectif, tout en leur associant une pénalité
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d’autant plus importante que 1’on se rapproche de la solution (c’est-a-dire que plus la va-
leur de 7 est grande dans (I.17), moins la contrainte est violée). La fonction pénalisée a

minimiser peut devenir par exemple:
f@) +r) [e@))? (L17)

ol ¢; englobe toutes les contraintes!'* et ou r est le coefficient de pénalité. Le probléme
est alors ramené & un probléme d’optimisation sans contraintes, qui est résolu par I'un des
algorithmes présentés précédemment. Ces méthodes sont en générales faciles & mettre en
oeuvre, mais nécessitent, pour étre efficaces, des coefficients de pénalités trés grands, ce qui

influe négativement sur leur vitesse de convergence.

B Méthodes lagrangiennes classiques
Ces méthodes sont basées sur le méme principe que les précédentes, a savoir : remplacer le
probléme initial par un probléme dual constitué d’une suite de sous-problémes résolus par
des méthodes d’optimisation unidimensionnelle. La fonction objectif du probléme dual est

dans ce cas la fonction de Lagrange :
P q
L(zAy) = f(x)+ > Nai(x) + > 7;bj(x) (1.18)
i=1 j=1

ou les coefficients \; et ; sont les multiplicateurs de Lagrange. L’utilisation de cette fonc-
tion est issue des recherches de KUHN et TUCKER (1951) qui ont énoncé des conditions
nécessaires d’optimalité, conditions qui dans le cas de fonctions (objectif et de contraintes)
convexes et contintiment différentiables —propriétés que posséderont les fonctions de notre
étude— deviennent alors des conditions nécessaires et suffisantes, exprimées par 'intermé-

diaire du théoréme suivant :

THEOREME 1.2
Un point &* est un optimum global du probléme d’optimisation sous contraintes (I.16)
S d A" et 4" tels que:

VL (x*A*~v*)=0
'yjbj(a:*) =0 Vj = 1..q

ou les \;* doivent étre positifs ou nuls.

Cependant, il a été montré que l'utilisation de cette fonction de Lagrange posait probléme,
en particulier dans le cas ou les fonctions intervenant dans 1’étude étaient non convexes.

Certains auteurs ont donc cherché a l’améliorer et ont ainsi développé la méthode du

14. Une contrainte d’égalités peut étre vue comme la réunion de deux contraintes d’inégalités de signe contraire,
de méme qu’une contrainte d’inégalités peut étre vue comme une contrainte d’égalités grace & lintroduction de

variables d’écart définies ci-apreés.
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Lagrangien augmenté, en rajoutant des termes de pénalités a la fonction de Lagrange clas-
sique. Cette méthode, implémentée dans le logiciel d’optimisation que nous utiliserons, est

présentée ci-apres.

Méthodes du Lagrangien augmenté

En effet, comme évoqué au paragraphe 1.2.1, la méthode dite du Lagrangien augmenté
a été introduite dans le but de remédier aux insuffisances des méthodes de pénalités et
des méthodes lagrangiennes classiques. HESTENES (1969) et POWELL (1969) ont traité le
cas des contraintes d’égalités, puis la méthode a été généralisée au cas des contraintes
d’inégalités par ROCKAFELLAR (1973). La démarche de HESTENES et de POWELL consiste
a remplacer le probléme (1.16), dans lequel seules les contraintes a; sont considérées, par une

suite de problémes sans contraintes minimisant la fonction Lagrangien augmenté suivante :

Lo(x A7) ) + Z Nia(z Z[ai(m)]Q (1.19)
ou:

— les A; sont les multiplicateurs de Lagrange de signe quelconque,

— r > 0 est un coefficient de pénalité (utilisé, a l'origine, par les méthodes de pénalités).

Pour traiter le cas des contraintes d’inégalités, ol seules les fonctions b; sont considérées
dans le probléme (I.16), ROCKAFELLAR a introduit des variables appelées variables d’écart,
permettant de considérer les contraintes d’inégalités comme des contraintes d’égalités. Ce
détail est explicité ici car cette notion de variable d’écart est présente dans ’algorithme
d’optimisation que nous utiliserons. En notant s; (s; > 0) la variable d’écart associée a

I’inégalité b;, on obtient alors le probléme suivant :

min f(z)

xrcRn"
bi(x)+5,=0 j=1.q (1.20)
Sj Z 0

La fonction Lagrangien augmenté associée au probléme (1.20) devient alors:

q

Lo(mAr) = f(@) + Y X (bj(@) + 55) + Z x) + 5] (1.21)

Jj=1

11 existe également d’autres types de Lagrangiens augmentés, mais c’est sur celui-ci qu’il est
le plus facile de comprendre son intérét, comme nous allons le voir au paragraphe suivant,
en utilisant les conditions nécessaires d’optimalité pour des problémes d’optimisation, sans

et avec contraintes.
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1.2.3 Utilité du Lagrangien augmenté

En effet, 'objectif de ce paragraphe est de mettre en lumiére l'intérét de la fonction La-
grangien augmenté. Pour simplifier la présentation, on utilise l’artefact des variables d’écart,
afin de transformer une contrainte d’inégalités en une contrainte d’égalités, et donc d’écrire tout

probléme d’optimisation sous contraintes de la fagon générale suivante:

in f(x) (1.22)
(@) =0 i=1.1

dans lequel toutes les contraintes, qu’elles soient d’égalités ou d’inégalités, sont regroupées sous

le terme générique ¢;. La fonction Lagrangien augmenté associée devient donc dans ce cas:

! !
Lo(mAr) = () + Y Nici(@) +71 Y _[ei(@)]? (1.23)
i=1 i=1

C’est en raisonnant sur cette fonction, ainsi que sur les conditions exposées dans le théoréme (1.2),
que 'on peut comprendre l'intérét du Lagrangien augmenté par rapport aux méthodes de péna-
lités. En effet, si 'on se place au point optimum (x*,A*), alors, grace aux conditions de KUHN
et TUCKER, le gradient du Lagrangien augmenté L, est nul quelle que soit la valeur du coef-
ficient de pénalité r, alors qu’en ce méme point, le gradient de la fonction de pénalité (I.17)
vaut Vg f(x*), généralement différent de zéro quelle que soit la valeur de r. Afin d’approcher
suffisamment x*, r doit donc étre choisi trés grand, ce qui constitue I’inconvénient majeur des

méthodes de pénalités, inconvénient alors contourné par l'utilisation du Lagrangien augmenté.

Le théoréme suivant permet alors de ramener le probléme sur f & un probléme sur L, :

THEOREME 1.3

Soit le couple (x*,\*) satisfaisant les conditions du premier ordre du théoréme (I.2).
Si Ly (x*,A*,r) est un minimum (par rapport a @ et pour des valeurs finies strictement
positives de r) du probléme sans contraintes dont L,(a,A*,r*) est la fonction objectif,
alors f(«*) est un minimum pour le probléme avec contraintes dont f est la fonction

objectif.

1.2.4 Schéma de synthése

Le tour d’horizon du paragraphe précédent, présentant certaines méthodes d’optimisation

existantes et leur histoire, possédait un intérét double:

— donner une vue générale d'un certain nombre de méthodes permettant de résoudre des pro-
blémes d’optimisation, sans ou avec contraintes, afin de comprendre comment fonctionnent
les algorithmes que nous seront amenés a utiliser par la suite,

— donner, en explicitant les spécificités de chaque méthode, le cheminement de pensée ayant

conduit les chercheurs & proposer la méthode du Lagrangien augmenté, qui est, on le
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rappelle, la méthode principale implémentée dans le logiciel d’optimisation que nous utili-
serons: LANCELOT (CONN et al., 1992).

[O PTIMISATION SANS CONTRAINTES:|

{ METHODES DETERMINISTES } METHODES STOCHASTIQUES
[METHODES UNIDIMENSIONELLES] [METHODES MULTIDIMENSIONELLES]
{SECTION DOREE] {DICHOTOMIE] {DIRECTIONS DE DESCENTE} [REGIONS DE CONFIANCE]

|
----- f | | |

[ PLUS GRANDE PENTE] GRADIENT CONJUGUE} [QUASI NEWTON] [ POWELL

METHODES PRIMALES { METHODES DUALES }

(DIRECTES) (DE TRANSFORMATION)

METHODES METHODE DU
GRADIENT GRADIENT REDUIT METHODES DE
PROJETE GENERALISE PENALITES LAGRANGIENNES LAGRANGIEN
CLASSIQUES AUGMENTE

FIGURE 1.4 — Principales méthodes d’optimisation existantes et utilisées

On récapitule donc, sous forme du schéma de synthése 1.4, les différentes méthodes présentées
précédemment, en précisant (cases en vert sur le schéma) quelles sont celles auxquelles les algo-
rithmes de LANCELQOT font finalement appel. On précise que les méthodes a région de confiance
utilisent, lors d’une des étapes de la résolution, des méthodes assimilables aux méthodes de gra-
dients conjugués, qui utilisent elles-mémes des méthodes d’optimisation unidimensionnelles. 11
est important d’insister sur le terme "assimilable" car si la fagon de procéder, c’est-a-dire, mi-
nimiser suivant la direction de plus grande pente, reste la méme, quelques "détails" changent,
en particulier le domaine sur lequel on optimise: R" tout entier pour les méthodes a direction

de descente, et R" réduit a la région de confiance V¥) pour les méthodes a région de confiance.
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De méme, mises a part les méthodes stochastiques, que nous ne prétendons pas juger, n’ayant
en aucun cas le recul nécessaire & la comparaison, les méthodes utilisant des algorithmes basés
sur le Lagrangien augmenté, semblent étre, aujourd’hui, les plus efficaces quant & la résolution
de problémes de programmation mathématique faisant intervenir des fonctions aux fortes non
linéarités. Ceci explique donc notre choix d’utiliser le logiciel LANCELOT, dont les algorithmes
sont basés sur des méthodes de Lagrangien augmenté et & région de confiance.

Aprés avoir présenté de maniére assez générale —’optimisation occupant uniquement, dans
notre étude, une place d’outil- les principales notions relatives & la théorie de "optimisation,
intéressons nous désormais & la théorie de 'homogénéisation qui nous permettra, au chapitre I11I,
d’étudier I’adaptation de matériaux exhibant des hétérogénéités aussi bien mécaniques que géo-

métriques.

I.3 Théorie de ’homogénéisation en élasticité

Ce paragraphe est donc consacré a la présentation de la théorie de '’homogénéisation au tra-
vers de quelques éléments bibliographiques et théoriques nécessaires & sa bonne compréhension.
L’organisation de la présentation repose sur le méme principe que les deux paragraphes précé-
dents : on présente diverses méthodes ayant trait & ’homogénéisation, en mettant en avant, pour
chacune d’entre elles, leurs propriétés et insuffisances, afin de justifier notre utilisation ultérieure

de cette branche particuliére de 'homogénéisation qu’est I’homogénéisation périodique.

I1.3.1 Origine et intérét de la théorie

Afin de mettre en évidence l'intérét des méthodes d’homogénéisation, considérons un maté-
riau composite constitué, par définition, d’au moins deux composants (encore appelés phases)
aux caractéristiques matérielles et géométriques différentes. Il est alors aisé de concevoir que
la rupture de ce matériau dépend fortement des caractéristiques de ses constituants mais égale-
ment de leur interaction. C’est en ce sens que le comportement en service, celui donc qui intéresse
I'ingénieur et que nous appellerons comportement macroscopique, d’'une structure constituée de
matériaux composites, va fortement dépendre des mécanismes qui agissent aux niveaux de ses
constituants. Il apparait donc comme primordial de savoir appréhender les comportements, dits
microscopiques (par opposition & ’échelle observable des comportements macroscopiques) des
constituants, afin de pouvoir prévoir le comportement des structures & 1’échelle macroscopique.
Or, réaliser un calcul de structures en prenant rigoureusement en compte tous les mécanismes
microscopiques est, du fait méme de la présence des nombreuses hétérogénéités, quasi impos-
sible. La complexité de la méthode qu’il faudrait adopter pour décrire exactement la structure
hétérogeéne, si tant est que sa microstructure puisse étre décrite de fagcon assez détaillée, est telle
qu’il est plus raisonnable d’attribuer aux matériaux constitutifs de la structure un comportement

homogéne mais reflétant autant que possible le comportement hétérogéne attendu. C’est 1a 1’ob-
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jectif principal (BORNERT et al., 2001) des méthodes d’homogénéisation qui attirent ’attention
depuis environ 1960, d’autant plus que 1’élaboration de matériaux composites, congus afin de

posséder des performances bien spécifiques, connait un essor permanent :

[...] Déduire de I’analyse des hétérogénéités du matériau étudié, par un traitement d’homo-

généisation, un comportement macroscopique homogeéne, intégrable dans un calcul classique

de systéme mécanique |[...]

En d’autres termes, la théorie de ’homogénéisation consiste & remplacer un matériau réel hé-
térogéne par un matériau fictif, dit homogéne équivalent, censé se comporter de la méme fagon
que le matériaux réel, une fois soumis au mémes chargements. Une structure composée de ce
matériau hétérogéne sera alors calculée plus facilement, en supposant que le matériau obéit au

comportement homogéne équivalent.

STRUCTURE COMPOSITE

ECHELLE
MACROSCOPIQUE

ECHELLE
MICROSCOPIQUE

\/

MATERIAU REEL HETEROGENE MATERIAU FICTIF HOMOGENE

FIGURE 1.5 — Principe de I’homogénéisation

Ainsi, l'illustration de cette théorie prend tout son sens si I’on se place d’un point de vue nu-
mérique. Considérons une structure macroscopiquement homogéne (un pont par exemple, comme
sur la figure 1.5), mais constituée de matériaux hétérogeénes. Si ’on voulait procéder a un calcul
direct, il faudrait étre capable de mailler la structure a l’échelle des hétérogénéités, ce qui im-
pliquerait des problémes de taille beaucoup trop grande et donc des temps et cotits de calculs
beaucoup trop élevés par rapport & ce qu’il est raisonnable de consacrer habituellement & un tel

calcul. La théorie de I’homogénéisation permet alors de considérer, & ’échelle de la structure,
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un matériau homogéne, "mélange" (dans un sens que nous préciserons plus tard) des matériaux
constitutifs initiaux, qui se comporterait globalement de la méme maniére que le matériau com-
posite hétérogene et sur lequel il est alors beaucoup plus simple de mener les calculs permettant

d’analyser le comportement de la structure.

1.3.2 Principes généraux de I’homogénéisation en élasticité

Afin de préciser les définitions qualitatives que 1’on vient de donner de 'homogénéisation et
des matériau et comportement homogénes équivalents, on détaille ci-dessous les différentes étapes
d’un processus d’homogénéisation, du choix des échelles permettant de passer de la structure aux

hétérogénéités, a l'obtention du comportement global (ou effectif) de ladite structure.

1.3.2.a Définition des échelles, choix du VER

L’échantillon de matériau hétérogéne introduit a la figure 1.5 est appelé Volume Elementaire
Représentatif (noté par la suite VER ou V, de bord V) et est, par nature, représentatif des
hétérogénéités de la structure composite. Il est choisi de maniére a ce que chaque point de la
structure, considérée comme globalement homogéne, puisse étre représenté par un VER. Ce choix
de représenter un point macroscopique par un élément de volume, qui consiste en fait & effectuer
un zoom sur le point afin de détailler les hétérogénéités qui lui sont associées, implique donc de
faire la distinction entre les deux échelles évoquées précédemment :

— Déchelle macroscopique qui est ’échelle de la structure, des chargements imposés et de
toutes autres quantités dépendantes uniquement de la position globale (ou macroscopique)
notée X,

— Déchelle microscopique qui est I’échelle du VER, & 'intérieur duquel le repérage est défini
par le vecteur x, représentant la position locale.

A partir de ces définitions, on dispose désormais de repérages associés a chacune des deux échelles,
comme le montre la figure 1.6, ol d représente le rapport d’échelle entre le microscopique et le

STRUCTURE COMPOSITE

NV

1
]

X €1

FIGURE 1.6 — Définition des échelles et du VER

macroscopique. Si ’on note o et €’ les champs locaux de contraintes et de déformations régnant
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dans le VER, alors de bons candidats pour les champs globaux de contraintes et de déformations

régnant dans le milieu homogénéisé sont respectivement 3 et E tels que:

Y = %iH(l) o!
B l;n o6 (1.24)

§—0

Une fois définies les quantités macroscopiques X et E, la loi de comportement du milieu homogé-
néisé sera alors la relation liant ces deux quantités. On présente dans ce qui suit une facon d’obte-
nir ces informations & partir de raisonnements, intuitifs certes, mais qui permettent de présenter
les choses de maniére plus "physique", en sortant du cadre formel des théories mathématiques

nécessaires a la résolution de ce genre de problemes de convergence avec petit parameétre.

1.3.2.b Meéthode des moyennes

En effet, méme si les théories mathématiques constituent un cadre propice & des démons-
trations rigoureuses, il est cependant possible d’étudier ce probléme avec petit paramétre par
d’autres méthodes. L'une d’entre elles repose sur les propriétés de moyenne des fonctions ra-
pidement oscillantes. Considérons une fonction fo : (X, ) — f(X,z) représentant une
variable d’état quelconque de notre probléme, par exemple les champs locaux de contraintes ou
de déformations. Chaque constituant du matériau hétérogéne possédant, par définition, des pro-
priétés différentes, les valeurs de f9 aux passages entre constituants (entre hétérogénéités) vont
donc d’autant plus fluctuer que le nombre d’hétérogénéités est important et leur taille petite.
Pour illustrer ceci, on représente figure 1.7 une partie du matériau hétérogéne, le long duquel on
décrit une courbe C(z). Tout champ de variables microscopiques f° connait alors une évolution

d’autant plus rapidement oscillante que le nombre d’hétérogénéités est important. Il semble donc

o F
f6
— F
e e ()
e e e e e C(x)

FIGURE 1.7 — Valeur moyenne des variables d’état

naturel de postuler que la limite de f? lorsque le petit paramétre tend vers zéro est égale a la
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valeur moyenne de f, notée F, sur le VER (3 désigne alors la valeur moyenne de o et E la valeur
moyenne de €). En d’autres termes, ceci revient & dire que toute variable d’état macroscopique
est moyenne de son homologue microscopique. Reste alors & définir cette notion de moyenne, en
ayant bien & ’esprit que la fonction f est un champ global en X issu de variations locales sur
un intervalle de x. Cette constatation nous conduit alors & poser, quelle que soit la nature du
milieu étudié: )

FOX) = 50557 o, TX0) 2 S (1.25)
ou |[V(X)| est une mesure du VER au point X (sa longueur en dimension 1, son aire en dimen-
sion 2 et son volume en dimension 3). Pour en revenir aux quantités qui nous intéressent, ce
raisonnement nous ameéne alors & poser les deux relations fondamentales suivantes, & la base de

tout calcul ultérieur (BORNERT et al., 2001):

1 A
B = [ ) T A 2 X D)

: (1.26)
EX)= m/‘/(x)s(X7m) de = <E(X’m)>V(X)

Par souci de simplicité de ’énoncé, on adopte a partir de ce point la convention suivante:
— toute variable macroscopique sera représentée par une lettre majuscule latine ou grecque
sous-entendant qu’elle est exprimée au point X,
— toute variable microscopique sera, quant-a-elle, représentée par une lettre minuscule
latine ou grecque sous-entendant qu’elle est exprimée au point (X ,x).
5 —

De méme, on notera désormais o o et € = e. Avec ces conventions de notations, les rela-

tions (1.26) deviennent alors ! :

1
2:—/o'da: 2 (o)
Iy v

1
E:—/sda:
Vv

Maintenant que les notions de volume élémentaire représentatif et de moyenne entre les

(1.27)

(1>

grandeurs macroscopiques et leurs homologues microscopiques sont précisées, nous allons nous
intéresser a la méthodologie méme de la théorie de I’homogénéisation, c’est-a-dire aux différentes

étapes composant un calcul d’homogénéisation.

1.3.2.c Meéthodologie de I’homogénéisation

En détaillant les différentes étapes inhérentes au processus d’homogénéisation, ce paragraphe
met en évidence que ’homogénéisation —dans un sens qui sera précisé au fur et & mesure— n’est

pas véritablement la finalité premiére de notre couplage adaptation/homogénéisation.

15. On précise que ces relations sont valables pour un matériau sans trou ni fissure et sous ’hypothése d’adhérence
parfaite entre les différents constituants.
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m Ftape de représentation
L’étape de représentation consiste, aprés avoir choisi les échelles '8, & définir le VER. On distingue

alors deux classes de matériaux:

— les matériaux désordonnés, qui présentent une répartition aléatoire de leurs hétérogénéi-
tés et nécessitent alors une représentation statistique: ce sont par exemple les matériaux
polycristallins, pour lesquels l'indétermination se traduit par des orientations et formes de

grains aléatoires,

— les matériaux périodiques (c’est cette deuxiéme catégorie de matériaux que nous étudierons
par la suite), qui présentent une microstructure aux propriétés répétitives et autorisent alors
une représentation déterministe du VER qui sera dans ce cas une cellule, appelée cellule de
base qui, translatée dans toutes les directions de ’espace d’étude, permettra de reconstituer
entiérement le matériau : ce sont en général les matériaux composites, fabriqués dans un but
bien particulier induisant, dans la plupart des cas, cette périodicité ; les matériaux stratifiés
ou les composites a fibres longues sont de bons représentants de cette classe de matériaux,
puisque l'orientation respective de leurs couches ou fibres a été choisie par I’homme par

souci de performances.

Dans les deux cas, il faudra attribuer des propriétés matérielles et géométriques aux différents
constituants, qui seront alors considérés comme homogénes & 1’échelle microscopique. Notons
cependant qu’une description exacte du VER reste généralement impossible et qu’il est donc
illusoire de penser déterminer le comportement équivalent avec exactitude. De nombreux au-
teurs se sont donc attelés & concevoir différentes méthodes permettant d’encadrer les propriétés
globales (ou effectives), ce qui constitue déja de bons renseignements quant au comportement
effectif.

m FEtape de localisation

C’est lors de cette deuxiéme étape qu’interviennent les différentes méthodes évoquées ci-avant.
En effet, cette étape vise & déterminer les relations liant respectivement les contraintes o et dé-
formations € locales aux contraintes X et déformations FE globales, dans le cadre de ’élasticité.
Pour ce faire, on considére que les champ locaux (microscopiques) régnant dans le VER dé-
coulent des sollicitations qui lui sont imposées sous forme de champs globaux, résultant, eux, des
sollicitations imposées & la structure sous forme de forces ou déplacements. A la fin de ’étape
de localisation, on disposera donc des tenseurs a® et a*, respectivement appelés tenseur de
localisation en déformation et tenseur de localisation en contrainte, tels que:

e=a¥ . E

b

1.28
oc—=a":X% ( )

Le paragraphe 1.3.3 étant entiérement consacré a la présentation des différentes méthodes per-

mettant d’obtenir ces tenseurs, on ne donne pas plus de détail sur cette étape a ce stade.

16. Le matériau présentant en général plusieurs niveaux d’hétérogénéités, il faut décider, en fonction de I’étude

que 'on veut mener, quel niveau sera considéré comme suffisamment représentatif du milieu étudié.
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m FEtape de d’homogénéisation
La derniére étape porte en effet le nom d’"étape d’homogénéisation". C’est donc par abus de
langage que ’ensemble des trois étapes est communément appelé "processus d’homogénéisation",
par référence a la finalité du processus. Cette étape consiste donc a déterminer entiérement le
comportement homogéne équivalent, & partir des trois informations suivantes:

— les relations de moyennes, énoncées heuristiquement par la méthode des moyennes, ou

démontrées plus rigoureusement par des méthodes mathématiques,
— les relations (I.28) issues de ’étape de localisation,
— les lois de comportements microscopiques, attribuées & chacun des constituants lors de
I’étape de représentation.
A la fin de cette étape, les lois de comportement homogénéisées (1.29) sont donc disponibles. Tout
comme pour ’étape précédente, ces lois sont au nombre de deux, suivant que 1’on ait imposé une

déformation ou une contrainte macroscopique.

{E:<5>V:BE:2

Y=(o),=BE.E (1.29)

Ces lois macroscopiques n’ont ensuite plus qu’a étre attribuées au matériau homogéne équivalent.

Comme nous le verrons plus tard, c’est ’étape de localisation qui est la plus importante
pour notre étude. En effet, les seules données issues du processus d’homogénéisation qui sont
nécessaires & 1’étude d’adaptation sont les champs locaux de contraintes et de déformations,
consécutifs a application au point X, donc sur le VER, de contraintes et/ou déformations
macroscopiques. C’est en ce sens que ’étape d’homogénéisation n’est pas la finalité premiére de
notre étude. Les lois de comportement homogénéisées (1.29) issues de I’étape d’homogénéisation,
peuvent par contre intervenir dans un deuxiéme temps, afin de vérifier que les résultats obtenus

sur le VER rendent bien compte de ce qu’il se passe effectivement au niveau macroscopique.

1.3.3 L’étape de localisation en détails: les différentes approches

De nombreux auteurs se sont intéressés a 1’étape de localisation, qui peut donc maintenant
étre traitée de nombreuses facons différentes. Ce paragraphe insiste sur le pourquoi de ces re-

cherches, puis donne un apergu desdites méthodes en analysant leurs spécificités.

I1.3.3.a Un probléme mal posé

Les problémes de localisation & résoudre afin d’exprimer les grandeurs microscopiques en
fonction de leurs homologues macroscopiques peuvent étre appréhendés de deux maniéres diffé-
rentes : les sollicitations imposées sont soit le chargement moyen E, soit le chargement moyen 3.

On obtient alors les problémes suivants :
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m Approche déformation : E imposée

dive =0 dansV (I.30a)
o=d :e dansV (I.30b)
(e)y =FE (I.30¢)

m Approche contrainte : X imposée

divo =0 dansV (I.31a)
o=d :e dansV (I.31b)
(o), =X (I.31c)

Ces deux problémes présentent donc les mémes équations (I1.30a) et (I.31a) d’équilibre du VER
V' qui ne font intervenir aucune force de volume, et les mémes lois (I.30b) et (I.31b) de com-
portement local, définies par l'intermédiaire du tenseur d’élasticité d choisi lors de 1'étape de
représentation. Par contre, la sollicitation imposée différe d’un probléme & ’autre : déformation
macroscopique (1.30c) pour le probléme en déformation et contrainte macroscopique (I.31¢) pour
le probléme en contrainte. Or, ces relations liant déformations (respectivement contraintes) mi-
croscopiques et déformations (respectivement contraintes) macroscopiques n’étant, par définition,
que des relations de moyenne, les problémes de localisation (I.30) et (I.31) sont finalement mal
posés, puisqu’ils ne possédent aucune véritable condition limite. Il faut donc, pour éviter tout
probléme de non unicité de la solution, leur adjoindre des conditions limites sur le contour oV
du VER, représentant au mieux les phénoménes subis par le milieu hétérogéne ainsi que leurs
conséquences. C’est ce que se proposent de faire les méthodes énoncées ci-aprés, qui travaillent
soit & déformation imposée, soit & contrainte imposée, afin de transformer les problémes (I1.30)

et (I.31) en des problémes finalement bien posés.

1.3.3.b Les théories en déformation

Les principales théories en déformation sont les suivantes : I’approximation de REUSS, la mé-
thode des modules effectifs en déformation de HILL et MANDEL et la théorie de I’homogénéisation

périodique en déformation, pour lesquelles chaque tenseur a¥ obtenu sera différent.

m Approzimation de VOIGT
Cette approximation consiste & supposer que la déformation est uniforme dans le VER. On a
ainsi:
e(Xx)=E(X) VxecV not¢e "e=FE dansV”’ (1.32)
Elle a I’avantage de simplifier les calculs mais reste tout de méme trés rarement valide, puis-
qu’elle ne tient absolument pas compte des fluctuations des variables d’état microscopiques dues
aux hétérogénéités locales du VER et ne prend pas en compte (I.30a). Il a été montré qu’elle

conduisait en fait & une estimation par excés des propriétés effectives.
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m Méthode des modules effectifs en déformation de HILL et MANDEL
Ces auteurs laissent la déformation libre & I'intérieur du VER, mais imposent que le déplacement
u sur le bord 9V soit homogeéne, du type:

wX,x)=E(X)x VYaxecdV not¢e "u=FEax surdV” (1.33)

Plus réaliste que la précédente, cette hypothése posséde cependant un domaine de validité res-
treint. Pour que les résultats soient représentatifs, il faut en effet que la concentration en hété-
rogénéités soit trés faible: on trouve dans les travaux de SUQUET (1982) une estimation pour
la concentration limite de 5%, concentration qui peut aller jusqu’a 20% si aucune hétérogénéité
ne rencontre le bord V. En effet, le déplacement microscopique étant supposé homogéne sur
le bord, toute variation de caractéristiques, qu’elles soient matérielles ou géométriques, entraine
alors une fluctuation, donc une inhomogénéité, de ce champ w. Si cette hypothése n’est pas sa-
tisfaite, il faut alors que la taille du VER soit grande relativement & la taille des hétérogénéités,
ce qui revient a considérer un grand nombre d’hétérogénéités et qui annihile quelque peu l’in-
térét de départ d’un raisonnement par homogénéisation qui est de réduire I’espace sur lequel
les calculs sont menés. De plus, dans le cas des matériaux périodiques, les résultats obtenus par
cette méthode dépendent du choix de la cellule de base (LENE, 1984). Cette méthode, comme la
précédente, n’est donc pas appropriée dans notre cas.
m Homogénéisation périodique en déformation'”

Encore plus réaliste que les précédentes, cette méthode, a priori applicable dans le cas de
matériaux & microstructure périodique, suppose que le champ de déplacements!'® wP¢", défini
par (1.34):

W =u—-Ex (I.34)

est périodique de période V, et que le vecteur force o.n est anti-périodique sur les parties de OV

qui se correspondent par périodicité:

uP (X x) = (X, x+V) VeV
o X, x)n(X,x)=—-0c(Xx+V)n(Xx+V) VaecdV
(e(X )y x) = E(X)

’ (1.35)
7 uPe" périodique sur 9V 7
noté ” o.n  anti-périodique sur oV
” <€>V — E ”

ol n est la normale extérieure au bord 0V. L’avantage principal de cette théorie réside dans le fait
qu’elle est exacte pour les milieux périodiques. En effet, il a été montré (DUVAUT et LIONS (1972)
et SANCHEZ-PALENCIA (1980)) que dans le cas de 'homogénéisation périodique, les contraintes

17. Cette théorie étant celle que nous utiliserons par la suite, elle sera présentée en détail au paragraphe 1.3.4.
18. On donne plus d’explications au paragraphe suivant sur cette scission du champ de déplacements en une
partie homogéne et 'autre périodique.
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et déformations macroscopiques intervenant dans la loi homogénéisée sont effectivement les quan-
tités vers lesquelles convergent les champs locaux de contraintes et de déformations régnant dans
la cellule de base lorsque le petit parameétre  tend vers zéro. De plus, d’autres études ont montré
que les résultats issus de la résolution des problémes de localisation par la méthode de I’homo-
généisation périodique, ne dépendaient pas de cette cellule, ce qui, relativement aux remarques
précédentes, constitue un avantage non négligeable. Le paragraphe 1.3.3.d, dont ’objectif est
de justifier notre choix d’utiliser cette théorie, insistera davantage sur ce fait, ainsi que sur la

validité, a fortiori, de cette théorie en cas de matériaux aléatoires.

1.3.3.c Les théories en contrainte

Sur le méme principe que les approches en déformation, les principales théories en contrainte
sont les suivantes : I'approximation de REUSS, la méthode des modules effectifs en contrainte de
HiLL et MANDEL et la théorie de I’homogénéisation périodique en contrainte, pour lesquelles

chaque tenseur a> obtenu sera différent.

m Approzimation de REUSS
L’approximation proposée par REUSS, duale de celle proposée par VOIGT, consiste donc a sup-

poser que la contrainte est uniforme dans le VER :
o(Xx)=3(X) VeV not¢e "o=% dansV” (1.36)

Cette méthode, ne permettant pas de prendre rigoureusement en compte I'influence des hétéro-
généités, posséde évidemment les mémes inconvénients que sa primale, sauf en dimension 1 ol
elle est exacte (SUQUET, 1982).

m Méthode des modules effectifs en contrainte de HILL et MANDEL

C’est ici une relation de type force imposée qui joue le role de condition limite au contour:
o(X,x)n(X,x)=2(X)n(X,x) VeecdV notée "om=%Xn surdV”’ (1.37)

Le cadre d’application de cette nouvelle hypothése n’est cependant pas plus large que celui de la

méthode en déformation.

B Homogénéisation périodique en contrainte '
Les conditions aux limites sont toujours de type périodicité, & ceci prés que c’est désormais
la contrainte macroscopique X qui est donnée. Le champ de déplacements périodiques devient

donc:

u = u — (e(u))y .z (1.38)

19. Voir la note de bas de page n°17.
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De méme, les conditions (1.35) deviennent :
uP (X x) = u* (X, x+V) YoV
cXz)n(Xx)=-0cXx+V)n(Xx+V) VeecdV
(o(X )y (x) = Z(X)

) (1.39)
7 uPe" périodique sur 9V 7
noté 7 o.n  anti-périodique sur oV”
R <0_>V — 277

La méthode est encore une fois exacte —la preuve peut étre trouvée dans les travaux de SUQUET

(1982)— pour les matériaux dits périodiques.

1.3.3.d Choix de ’homogénéisation périodique

Parmi les trois méthodes primales proposées, ainsi que les trois duales associées, c’est donc
vers la méthode de ’homogénéisation périodique (en déformation ou en contrainte) que s’oriente
notre préférence. Plusieurs raisons d’ordres différents motivent ce choix:

— la plupart des nouveaux matériaux créés par I'homme sont des matériaux composites,
qui, de par leur processus de fabrication (orientations privilégiées des fibres, réalisation de
matériaux multicouches, ...) sont rendus artificiellement périodiques,

— comme évoqué au paragraphe précédent, cette théorie autorise une définition rigoureuse,
au sens mathématique, du comportement homogénéisé,

— le choix de la cellule de base n’influence en aucun cas les calculs: ainsi, et pour ne donner
qu'un seul exemple, le VER associé & un matériau constitué d’inclusions réguliérement
noyées dans une matrice sera un parallélépipéde comportant une seule inclusion entourée
de matrice, ce qui, numériquement parlant, facilite grandement les calculs. Ce phénoméne
d’indépendance de la taille du VER, ou plutét, dans le cas de 'homogénéisation périodique,
de la taille de la cellule de base, a été mis en évidence par MICHEL (2001). L’objectif de
ses travaux est de comparer les capacités a déterminer certains coefficients homogénéisés,
en fonction de la taille de la cellule de base, des méthodes des modules effectifs (en dé-
formation et en contrainte) avec celles de 'homogénéisation périodique. Pour ce faire, il
considére un composite & matrice d’aluminium renforcée par des fibres longues unidirec-
tionnelles (matrice et fibres sont supposées homogénes et isotropes). Les fibres circulaires
sont réguliérement réparties selon le motif de la figure I.8 (en coupe transversale) ot l'on
représente les différentes cellules de base testées. L'influence de la taille de la cellule sur
les coefficients homogénéisés est analysée par 'intermédiaire des modules de cisaillement
plan pu; et de compressibilité plane K. Les résultats qu’il a obtenus sont reportés figures 1.9
et 1.10, ot m est défini tel que la cellule de base carrée V™ contienne m? fibres. On constate
que les théories des modules effectifs en déformation et en contrainte constituent des ap-
proximations, respectivement par excés et par défaut, des coefficients homogénéisés. Elles
ne peuvent donc étre vues que comme des bornes des propriétés effectives. De plus, I'incon-

vénient de ces méthodes est ici mis en lumiére: elles ne commencent & donner des résultats
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proches de ceux de ’homogénéisation périodique, qui, on le rappelle, est exacte pour les ma-
tériaux périodiques, que pour un nombre d’inclusions au moins égal & 64 (1/m = 0.125).
La théorie des modules effectifs en déformation peut étre, en particulier pour le calcul
de 4, une trés mauvaise estimation des coefficients homogénéisés pour un faible nombre
d’inclusions. Par contre, a l'inverse de ces deux théories, la théorie de I’homogénéisation
périodique fournit le méme résultat quel que soit le nombre d’inclusions de la cellule de
base. Autant alors, pour obtenir le méme résultat, travailler sur la cellule V!, ce qui, tou-
jours en terme de considérations numériques, permettra de diminuer considérablement les
temps de calculs.

enfin, certains travaux, dont ceux de MICHEL et al. (1999) et KANIT et al. (2003), ont
montré que la méthode de I’homogénéisation périodique était parfaitement applicable aux
milieux aléatoires. Elle perd alors la propriété d’exactitude des résultats, mais fournit ce-

pendant d’excellentes approximations.

Toutes ces constatations nous permettent donc d’affirmer que la théorie de ’homogénéisation

périodique est la plus appropriée pour notre étude (et le resterait si ’on considérait des matériaux
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a microstructure désordonnée).

1.3.4 Une branche particuliére: I’homogénéisation périodique

On résume et précise ici les principales notions et équations de la théorie de I’homogénéisation

périodique qui seront utilisées & partir du Chapitre III.

1.3.4.a Choix de la cellule de base

Le matériau hétérogeéne périodique est entiérement défini par la donnée du VER (figure 1.11),
alors appelé cellule de base, qui est elle-méme définie comme étant la période des hétérogénéités.

Il faut donc la choisir en prenant soin qu’elle soit suffisamment représentative de 'inhomogénéité

| gL gt-® ...
... .‘: *al :: -
el

T3

L1 CELLULE DE BASE

MILIEUX HETEROGENE PERIODIQUE

FIGURE 1.11 — Choiz de la cellule de base

du matériau initial. Il est cependant important d’exploiter le fait que ce choix n’est pas unique
(MICHEL et al., 1999) : deux cellules de base différentes, mais rendant compte du méme niveau
d’hétérogénéités (éternel probléme du choix de 1’échelle) conduiront au méme comportement ef-
fectif. Il est donc astucieux de choisir une cellule de base dont la forme et les symétries simplifient

I’écriture des conditions limites de type périodicité.

1.3.4.b Périodicité des champs microscopiques

La périodicité géométrique et matérielle du milieu étudié se répercute sur les champs locaux
de déformations et de contraintes, qui sont, de fait, également périodiques de période V. Le
champ local de déformations est donc la somme de deux contributions:

— une partie homogene, représentée par le champ moyen € (€ = E a déformation macrosco-

pique E imposée et € = (€), & contrainte macroscopique ¥ imposée) qui serait le champ
de déformations régnant dans la cellule de base si elle était homogeéne,

— une correction fluctuante eP°" due a la présence des hétérogénéités.
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Cette décomposition nous permet de revenir sur les partitions (I.34) et (1.38) du champ de
déplacements microscopiques u, que 'on regroupe sous la seule définition (I1.40), dans laquelle
le champ de déplacements périodique uP" est en fait le champ de déplacements dont dérive la

fluctuation €P".

u=&.x +ul®" (1.40)

En effet, e dérivant de u et € de &.¢, €P®" ne peut que dériver de u”®". La conséquence directe

de la périodicité de uP®" est que la valeur moyenne de eP*" est nulle:

<€pé7’>v -0 (I.41)

Le champ de contraintes microscopiques o est également périodique de période V' et satisfait les
équations d’équilibre (I.30a) ou (I.31a) dans V. Quant & la condition d’équilibre entre cellules
voisines, elle s’exprime par l'intermédiaire de (1.35) ou (1.39) : o.n anti-périodique sur les bords

0V de V qui se correspondent par périodicité.

1.3.4.c Problémes cellulaires de localisation

Pour cette étape, on considére que les sollicitations imposées & la structure (globalement
homogéne mais microscopiquement hétérogéne) sous forme de forces ou déplacements, induisent
certains champs de contraintes 3 et de déformations E en chaque point macroscopique X.
L’équivalence "X <« Cellule de base" autorise alors & considérer ces quantités macroscopiques
comme des sollicitations extérieures pour la cellule de base. Les problémes de localisation & ré-
soudre afin de connaitre les champs de déformations et de contraintes qui régnent alors dans la
cellule différent donc selon que 'on travaille a déformation ou & contrainte imposée. On précise
ici les hypothéses de travail communes aux deux approches: la cellule de base?’ ne contient
aucun trou et aucune fissure et ses constituants sont tous supposés obéir 4 un comportement

élastique linéaire.

m Approche déformation
Le probléme de localisation chg}’d & résoudre en cas de déformation macroscopique imposée E

s’énonce comme suit:

divo =0dans V

o=d:e((e)y .x+ul’) dans V

chée}’d uP®" périodique sur OV (1.42)
o.n anti-périodique sur OV

ey =FE

20. Cette cellule de base sera dite de type classique (noté cl), par opposition aux deux autres types de cellules
présentés aux paragraphes 1.3.5 et 1.3.6.
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m Approche contrainte

Par contre, si la contrainte macroscopique X qui est imposée, il faut alors résoudre Pc((f,)Lfl :
([ dive =0dans V
o=d:e((e)y . +ul’) dans V
Pc(;)lfl uP®" périodique sur OV (1.43)

o.n anti-périodique sur OV
(o) =%

Dans les deux cas, du fait de ’adjonction de conditions limites de type périodicité, ces pro-
blémes possédent assurément une solution unique en uP*" (et donc en ) & une translation prés.

L’importance de chz}’d et Pc(Oe,)zfl

est capitale, puisque ce sont ces deux problémes qu’il faudra
résoudre lorsque l'on s’intéressera & l’adaptation d’une cellule de base soumise & un chargement

macroscopique.

1.3.5 Cas de structures fines perforées, sollicitées dans leur plan

En vue d’appliquer, au Chapitre V, la méthode numérique développée & une structure fine,
périodiquement trouée et soumise & des sollicitations planes, on expose ici la particularisation

des deux problémes fondamentaux, Cgée}’d et Pc(;)lfl,

& ce type de milieu. La cellule de base n’est
alors plus considérée de type classique, mais est dite & cavités et repérée par l'indice ““. On
distingue ce cas du cas plus général, présenté au paragraphe suivant, afin de pouvoir comparer,
au chapitre V, les résultats obtenus avec ceux de DEBORDES et al. (1985), qui étudient une

structure fine sollicitée en contraintes planes.

1.3.5.a Définition de la plaque perforée et de la cellule de base

On considére (figure 1.12) une structure fine constituée par un réseau carré de trous cylin-
driques notés H. Les trous sont supposés réguliéerement disposés aux sommets des carrés, et leur
axe est orienté selon 1’épaisseur de la structure. La répétitivité du milieu incite naturellement &

choisir comme cellule de base V' un morceau de structure contenant un seul trou H. Le bord de

X3 a‘/lat

PLAQUE PERIODIQUEMENT TROUEE

CELLULE DE BASE

FIGURE 1.12 — Plaque trouée et cellule de base associée

la cellule de base est alors découpé en quatre parties:

— la peau supérieure OVy,p, qui, a la différence des cellules de base vues jusqu’a présent, est

libre de contraintes,
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— la peau inférieure OV, également libre de contraintes,

— le contour latéral 9V}, sur lequel seront explicitées les conditions d’équilibre entre cellules
voisines,

— le bord OH du trou, qui est lui aussi libre de toutes contraintes.

Cette géomeétrie particuliére est donc & lorigine des modifications de la définition méme de
I'opérateur moyenne sur la cellule de base et des conditions limites & prendre en compte sur le
bord oV 2%

1.3.5.b Opérateur moyenne et conditions limites

En effet, le champ de déformations microscopiques n’étant pas défini dans le trou, il faut

alors redéfinir 22 ’opérateur moyenne s’appliquant aux déformations. De plus, ne nous intéressant
qu’aux comportements dans le plan, on définit @ comme étant la restriction aux composantes

(a,3) de tout tenseur a d’ordre 2 de la facon suivante:

T 1,2)?
a;3 =asz =0 1€ (1,2,3)

L’opérateur moyenne devient alors:

1
€aB)y = (Eap)y = =5 (uang + ugng) dS (I.45)
( 8y Blv 2V Jov,., B B

ol n désigne la normale extérieure au bord de la cellule de base, noté V. On précise que cette
relation n’est valable que dans le cas ou les cavités ne rencontrent pas le bord de la cellule de
base: 0H NIV = &.

De méme, les contraintes étant nulles dans la cavité, si I’on note V* (V* =V — H) la partie

effectivement matérielle de V', alors ’opérateur moyenne sur les contraintes devient :

1

=— [ sav (1.46)
VI Jy-

(@)

La géométrie particuliére influence également 1’écriture des conditions limites en o des problémes
de localisation élastiques: elles doivent en effet étre écrites sur le bord 0H de la cavité et sur les
peaux OV, et OVjy,r, en plus de I’étre sur le bord latéral 9Vj,;. Les problémes chg}’d et Pc(;)l’td
deviennent donc: )

divo =0dans V*

o=d:e((€)y .x+ uP’") dans V*
P uP? pér.iod’ique'sur OV (1.47)

o.n anti-périodique sur OV)4;

o.n = 0sur OH UV, UV,

(€)y = E  au sens de (1.45)

21. On précise que OV = 0Viqt U OVing U OVsup.
22. On redéfinit effectivement 'opérateur mais, par abus de notation, on continue de le noter (...);,. Ce symbole
sera donc & comprendre au sens de (I1.27) lorsque le milieu ne comportera aucune cavité, et au sens de (1.45) dans

le cas contraire.
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et:
divo =0dans V*

o=d:e((g), . +ul*) dans V*

uP®" périodique sur OVig,

cav
cont

o (1.48)
o.n anti-périodique sur 9V,

o.n = 0sur 0H UV, UV,
(o), = > au sens de (1.46)

1.3.6 Cas des plaques périodiques sollicitées en membrane et en flexion

De méme, afin de considérer (Chapitre V) des structures de type plaque périodiquement
hétérogeéne sollicitée en membrane et en flexion, on particularise les deux problémes de localisation

élastiques a ce type de structure, pour lequel la cellule de base est repérée par I'indice P4,

1.3.6.a Définition de la structure périodique et de la cellule de base

On considére donc une plaque hétérogeéne dont le feuillet moyen se situe dans le plan (X7,X5,0).
On suppose que I’épaisseur e (selon X3) de la plaque est trés petite par rapport aux deux di-
mensions du plan perpendiculaire et que la plaque est constituée par la répétition d’un motif,
prenons un I pour fixer les idées, dans ces deux directions. Ces relations d’ordre entre les dif-
férentes dimensions de la structure impliquent alors 'introduction d’un petit paramétre ( tel

que:

C=%<1 (L.49)

ou e désigne I’épaisseur de la plaque et L sa longueur caractéristique. Comme le montre la fi-
gure .13, la répétitivité du motif permet, comme dans le cas tridimensionnel, de définir une

cellule de base, génératrice de la structure entiére par périodicité. On suppose de plus que la pé-

L

STRUCTURE HETEROGENE PERIODIQUE

CELLULE DE BASE

FiGURE 1.13 — Cellule de base d’une plaque périodique

riode d de la cellule de base est trés inférieure 4 la longueur caractéristique L. D’ot 'introduction

d’un second petit paramétre 7, tel que:

d
n=g <1 (1.50)

Finalement, on se place dans le cadre de structures pour lesquelles:

Cr (1.51)
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Sous cette hypothése, et toujours dans le cadre du comportement élastique des matériaux, il a
été montré par CAILLERIE (1984), qu’en faisant tendre les deux petits parameétres simultanément

vers zéro, le comportement asymptotique était équivalent & un comportement homogénéisé de

{Z }:BE’K:{ Ii} (1.52)
{IL;}:BNM:{ A"\;} (1.53)

oil E regroupe les déformations de membrane E,z, (o/3) € (1,2)?, K les déformations de flexion

LovE-KIRCHOFF. On a alors:

ou:

K3, N les contraintes de membrane N,gz, M les contraintes de flexion M3 et oil BEK ot pN.M
sont les tenseurs effectifs. Cependant, dans la méme optique que précédemment, on s’intéresse
plus & déterminer les contraintes et déformations microscopiques engendrées par un chargement
macroscopique, qui sera donc, cette fois-ci, de type contrainte ou déformation généralisée, qu’a

déterminer ce comportement équivalent.

1.3.6.b Chargements imposés et problémes de localisation

Le chargement macroscopique est en effet exprimé en termes de contrainte et/ou de dé-
formation généralisée. Selon le méme principe qu’au paragraphe 1.3.4.c, par I'intermédiaire des
sollicitations imposées a la structure, la cellule de base subit donc le chargement :

— (E,K) si l'on travaille & déformation imposée,

— (N,M) sil'on travaille & contrainte imposée.

Le probléme de localisation & déformation imposée, Pfl’é;{, s’écrit :

([ divo =0dans V
o=d:(E— 13K +e(uP®)) dans V
Pgé;{ uP®" périodique sur OVy (I.54)
o.n anti-périodique sur 0V}
o.n = 0sur OV, s et OViyp

avec:
Bs=FEy=Ks=Ks3=0 Y i=123 (1.55)

Les contraintes macroscopiques généralisées sont alors données par :
1
Naﬁ = = Oap3 dS = <0'ozﬁ>‘7 (1.563)
Vv
1
M3 = _ﬁ/ 13045 dS = (—13048) (I.56b)
1%

ol V représente l'aire du feuillet moyen de la cellule de base et ot les indices latins varient

toujours de 1 & 3 et les indices grecs de 1 & 2. Comme au paragraphe précédent, 9V},; représente
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les bords latéraux de 9V, alors que OV, et OViyy sont respectivement les faces inférieure est

supérieure.

Le probléme de localisation a contrainte imposée, P21, considére quant-a-lui les déformations

généralisées comme inconnues et s’écrit :

divo =0dans V
o=d:(E— 13K +e(ub®")) dans V
uP" périodique sur OVigy
Pchl gt o.n anti-périodique sur 0V}
o.n = 0sur OV, et OVyyp

1
m/‘;UQBdS:Naﬁ
1

13003 dS = Mg

(L57)

VI Jv
Finalement, on précise que les problémes de localisation pour des structures mixtes, c’est-a-

dire de type plaque trouée sollicitée en membrane ou en flexion, s’obtiennent par composition

des probléemes de localisation présentés lors des deux derniers paragraphes 1.3.5 et 1.3.6.

1.4 Bilan du chapitre

Apreés quelques rappels historiques dont les objectifs étaient, au travers de I’évolution des théo-
ries de calcul de structures, d’introduire la théorie de ’adaptation élastoplastique et d’en justifier
’utilité lors d’un calcul de structures sous chargements variables, nous avons présenté les origines
et fondements classiques de ladite théorie. Nous nous sommes ensuite intéressés aux extensions
de cette théorie classique, tant d’un point de vue théorique, que numérique ou expérimental.
Nous avons en particulier exposé de maniére substantielle les deux grands types d’approches
permettant de résoudre un probléme d’adaptation : ’approche incrémentale et 'approche directe
sur laquelle est basée notre étude. Cette seconde approche conduisant & considérer des problémes
d’optimisation non linéaire sous contraintes, nous avons présenté, dans un second temps, un bref
historique de la programmation mathématique, toujours dans I’objectif de comprendre 1'intérét
et le fonctionnement des méthodes que nous utiliserons par la suite: le Lagrangien augmenté et
les régions de confiance. Enfin, un autre mot clef du présent travail étant "I’homogénéisation",
nous nous sommes intéressés, dans un dernier temps, aux différentes théories ayant trait a 1’ho-
mogénéisation, en ayant toujours soin de justifier, par des comparaisons entre méthodes, notre
choix d’utiliser plus tard la branche particuliére de I’homogénéisation qu’est I’homogénéisation
périodique. Une fois exposées les principales notions de cette théorie en se basant sur le cas de
matériaux classiques sans trous ni fissures, nous avons considéré deux cas particuliers que nous
traiterons également dans le chapitre des applications (Chapitre V): les structures fines pério-
diquement trouées sollicitées dans leur plan et les plaques périodiques hétérogénes sollicitées en

membrane et en flexion.






CHAPITRE II

Phénoméne d’adaptation de structures

élastoplastiques

a théorie de 'adaptation étant assez peu usuelle, ou tout au moins assez
L peu répandue en France, par rapport auz théories de l'optimisation et de
l’homogénéisation, ce deuxiéme chapitre est consacré o la présentation détaillée du
phénomeéne d’adaptation, aprés en avoir introduit les quelques principes de base lors
du chapitre précédent. Nous explicitons donc en premier lieu le cadre de travail adopté
par tous les chercheurs s’intéressant o l’adaptation. Afin d’appréhender correctement
le phénomeéne, les différentes réponses exhibées par une structure €lastoplastique sou-
mise G un chargement variable sont présentées. En guise d’illustration, le phénomeéne
est ensuite mis en évidence de deuz facons différentes : l'une expérimentale issue des
travaur de KONIG (1987) et l'autre numérique issue de simulations sous le logiciel
élements finis ABAQUS. La notion de contraintes résiduelles est également explicitée
au travers d’une étude analytique. Finalement, on énonce les deux théorémes clas-
siques de la théorie de ’adaptation, en leur associant, autant que faire ce peut, une
interprétation énergétique claire.
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On oublie, le temps d’un chapitre, les théories de 'optimisation et de ’homogénéisation, afin
de se concentrer sur la théorie de ’adaptation élastoplastique: les conventions de notations du
chapitre précédent sont donc momentanément abandonnées. Les champs désignés par une lettre
minuscule ne représentent plus nécessairement un champ microscopique, mais sont simplement
les champs habituels en mécanique des milieux continus. Cette convention momentanée perd

donc son effet & la fin du présent chapitre.

II.1 Cadre de travail classique

A titre d’exemple, le vecteur y utilisé dans ce paragraphe et dans tout ce chapitre, représente
simplement la position des points du milieu considéré, sans aucune connotation microscopique.
Les variables d’état sont donc dépourvues de toute notion d’échelle et dépendent simplement du

couple (y,t).

11.1.1 Milieu 3D étudié et chargements imposés

Le milieu étudié (figure I1.1), noté 2, est un milieu continu tridimensionnel, positionné dans
l'espace R® que ’on munit d'une base orthonormée directe {y; }i=1,2,3- Par abus de notation, on

désigne par €2 le volume occupé par le milieu et par 0 la surface de ce milieu. On suppose que

Ny

| U
U,
I~

r

P
F 00

Y2

U1

Fi1GURE I1.1 — Milieu continu 3D et sollicitations

les sollicitations extérieures au milieu sont de trois types:
— des forces volumiques f, qui s’exercent sur le volume (2,
— des forces surfaciques F', qui s’exercent sur une partie 0Qp de 05,
— des déplacements U, imposés sur une partie 00y de 052,

ou la partition de la surface JS) est définie de la maniére suivante: 9 = 00p U 0Qy et
0Qp NOQy = @. On précise ici un point important et spécifique a la théorie de I’adaptation : ces
sollicitations varient indépendamment les unes des autres mais dans des limites prescrites. On a

donc, pour définir de facon trés simplifiée le domaine de chargements:
fim < fi < e

fpimin <F < Fimax (IIl)
Uzmzn < UZ < Uima:v
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Pour faire le lien avec le chapitre précédent, ce sont ces sollicitations qui vont étre & I'origine de
I’existence, en chaque point du milieu continu, de contraintes et de déformations, qui seront &

leur tour considérées comme des chargements macroscopiques pour le VER.

I11.1.2 Hypothéses de base et conséquences

Afin de se placer dans le cadre d’application des deux théorémes classiques de I’adaptation,

on énonce ici les différentes hypothéses assurant leur validité.

I1.1.2.a Transformations isothermes et évolution quasi-statique

Les deux hypothéses suivantes découlent directement de la nature et des propriétés des sollici-
tations. On suppose tout d’abord qu’elles ne sont pas de type thermique: les chargements seront
donc uniquement mécaniques et on ne considérera pas l'influence de la température. Enfin, si
elles sont dépendantes du temps, on suppose que les variations f, F et U sont si lentes que

I’évolution peut étre considérée comme quasi-statique.

11.1.2.b Hypothéses des petites transformations

On considére ensuite que les transformations sont infiniment petites. Ceci implique que le
tenseur des déformations, €, peut s’exprimer comme le gradient symétrique du déplacement. De
plus, la configuration du milieu continu €2 évoluant trés peu entre l'instant initial et 1’instant
final, les dérivations sont effectuées par rapport a la configuration initiale. En posant pour toute

variable a, dépendante de 'espace, que:

da:
5 = 8—; (i,5) € (1,2,3)%, (IL.2)
j
on a alors: .
e=gradu = ¢g;= 3 (wij + ;) (I1.3)

De méme, cette hypothése conduit aux équations d’équilibre suivantes, dans lesquelles le tenseur

des contraintes est désigné par o et les termes d’inertie sont négligés:
dive + f =0 (I1.4)

ainsi qu’aux conditions limites (II.5) sur la surface, ot n désigne la normale unitaire extérieure

3 la surface 01} :

{ on=F surdQp (I1.5)

u=U surdQy

On regroupe ensuite les équations d’équilibre (I1.4) et les conditions limites (II.5.a) sous une
seule équation (I1.6), classiquement connue sous le nom de Principe des travauz virtuels, qui est

3 la base de la démonstration du théoréme de MELAN :

V du CAY, / o :e(du) dV = / f.ou dV + F.6u dS (I1.6)
Q Q oNgp
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Le domaine de validité de ce principe (I1.6) est le suivant:
— les contraintes peuvent présenter des discontinuités, mais il faut que les vecteurs o.n soient
continus, ou n est la normale & la surface interne de discontinuité,

— le déplacement u est supposé continu .

I1.1.2.c Matériaux constitutifs élastoplastiques parfaits

Enfin, on suppose que les matériaux constitutifs du milieu sont élastoplastiques parfaits. Le
cadre plus général du théoréme de MELAN autorise des matériaux & écrouissage cinématique
linéaire, mais en vue des applications considérées au chapitre V, I’hypothése d’élastoplasticité

parfaite suffit.

m Décomposition de la déformation
Afin de s’intéresser aux conséquences de ’hypothése d’élastoplasticité parfaite, on présente en
premier lieu la décomposition additive de la déformation. On suppose en effet que la déformation

totale € est divisée en deux parties, 'une élastique €¢ et 'autre plastique &P :
e=¢e“+¢v (IL.7)

La partie élastique de la déformation est alors donnée par 'inverse de la loi de HOOKE faisant
intervenir le tenseur S de souplesse:
e=S:0 (I1.8)

W Principe du travail mazimal
On suppose de plus, comme évoqué au chapitre I, que les matériaux obéissent au Principe du
travail mazimal de HILL, qui stipule que si €P est une vitesse de déformations plastiques non

nulle, associée & un état de contraintes o, alors on a:
(c—0%): 6P >0 (IL.9)

ol o° est un état de contraintes de sécurité, c’est-a-dire un état de contraintes n’impliquant
aucun changement de 1’état de déformations plastiques associé: en d’autres mots, cet état de
contraintes est strictement inclus dans le domaine d’élasticité des matériaux.
On a également :

(0 —0%):eP>0 (I1.10)

ol o% est un état de contraintes dit admissible, c’est-a-dire qui peut, ou non, faire évoluer 1’état
de déformations plastiques associé: c’est un état de contraintes qui peut donc se trouver sur
la frontiére du domaine d’élasticité, qui est alors appelée surface seuil de plasticité. L'inéga-

lité (I1.10) implique alors, on le montrerait par des considérations géométriques, que la surface

1. Dans le cas contraire, et si la composante du déplacement normale & la surface de discontinuité, c’est-a-dire
la composante w.n, ol 1 est la normale a la surface de discontinuité, est continue, alors il faut alors rajouter au

membre de gauche de (IL.6) le terme Z oijn; Au; dSk, ot Sy est la k*™¢ surface interne de discontinuité et
& 5k
Awu; la discontinuité en déplacement associée.
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seuil de plasticité, définie par une fonction F telle que F (o) = 0, est forcément convexe.
La propriété suivante est également fondamentale & ’expression explicite des déformations plas-
tiques: pour tout taux de contraintes & associé & un taux de déformations plastiques &P, on
a:

g:eP>0 (I1.11)

m Fzpression de la déformation plastique
On en arrive finalement & ’hypothése fondamentale de ce paragraphe: les matériaux sont élasto-
plastiques parfaits, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas en mesure de supporter une contrainte excédant
leur limite d’élasticité, encore appelée contrainte seuil. Sous cette hypothése, la relation (II.11)
devient alors:
:eP=0 (I1.12)

Cette nouvelle relation, associée au choix de considérer que F (o) = 0 définit le domaine d’élas-
ticité, permet de donner une expression explicite pour les déformations plastiques: la loi de
normalité, tout comme l'inverse de la loi de HOOKE permet d’expliciter la partie élastique de la

déformation totale. On a en effet,

2L
el = )\80 (I1.13)

ou A est le multiplicateur plastique satisfaisant :

A=0si F(o) <0 ousi (f(a):Oet .7;"(0'):8—}—(7@']' <0>

9o (11.14)

A>0 si Flo)=F(o)=0

Les hypothéses de travail, ainsi que leurs principales conséquences, ayant été exposées, on
s'intéresse désormais & une seconde facon de partitionner la déformation totale, ou plutoét & une

sous partition de la partition (II.7) présentée plus haut.

I1.1.3 La notion de contraintes résiduelles

En effet, il a été évoqué au chapitre précédent, et ceci sera illustré au paragraphe I1.3, que
les contraintes résiduelles, existantes ou préexistantes dans une structure, jouent un grand role
lors de I’étude aux états limites. On présente donc ici cette notion de contraintes résiduelles, en
en précisant l'origine. C’est en s’intéressant & I'unicité de la solution en o sous un chargement
final donné que I'on comprend l'intérét des contraintes résiduelles. On ne prétend pas donner une
démonstration rigoureuse de la nécessité d’introduire ces contraintes, mais simplement donner
I'idée rendant cette introduction naturelle. Pour plus de détails, le lecteur est invité a se reporter
au texte de HUNTER et al. (1960). L’idée est donc la suivante: pour montrer que, sous réserve
de connaitre le champ de déformations plastiques, la solution en o sous un chargement final
donné est unique, on suppose le contraire, c’est-a-dire que deux solutions, o' et o2, existent,
différentes et non nulles. La différence entre ces deux champs, chacun en équilibre avec les mémes
sollicitations extérieures, est donc un champ de contraintes auto-équilibré. Or, en appliquant le

2

principe des travaux virtuels (I1.6) & o! — a2, associé & la différence compatible e®! — %2,
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on montre que forcément ol = o?

, & un champ de contraintes résiduelles prés, ce qui achéve
la démonstration d’unicité. Une fagon de représenter alors cette unicité, est de partitionner le
champ de contraintes o en un champ purement élastique o(®), qui correspond de maniére unique
aux sollicitations imposées, et en un champ de contraintes auto-équilibrées —dites résiduelles—
noté p. On a donc:

o=0c%+p (I1.15)

ot o(®) est le champ de contraintes qui apparaitrait dans le milieu s'il se comportait purement
élastiquement une fois soumis aux mémes sollicitations que le milieu réel. Ceci nécessite donc
Iintroduction d’un milieu de référence, noté Q) qui posséde les mémes caractéristiques géomé-

triques et élastiques que le milieu  (figure I1.2). Dés lors, en injectant (I1.15) dans (I1.7), tout

Ys

Y2
Y1

o,.e,eP

FIGURE I1.2 — Milieu réel Q et milieu de référence Q(©)

en tenant compte de la loi de HOOKE (II.8), on obtient une nouvelle partition de la déformation
totale :
e=e® e 4P (I1.16)

Le premier terme &(©) représente le champ de déformations purement élastiques, compatible avec

le champ de déplacements u(®) qui apparaitrait dans le milieu de référence Q) :
s(e) =9 o-(e) = gradsu(e) (1117)

Et les deux derniers termes, (") et e, définissent un champ de déformations compatible avec le

déplacement résiduel u” tel que u = u(® 4+ o’ :

e 4¢P = grad, u’ (IL.18)

e =8:p (11.19)

On remarque donc que les déformations élastiques ("), issues des contraintes résiduelles d’apres
Iinverse de la loi de HOOKE, servent & rendre la somme &(") + &P compatible. En effet, les
déformations plastiques €P, prises seules, sont incompatibles, en ce sens qu’elles sont associées &
des déplacements ne satisfaisant pas (I1.3). La somme est donc rendue compatible, uniquement
grace a l'addition du terme supplémentaire ("), faisant intervenir les contraintes résiduelles p
d’apres (I1.19). C’est donc 1a lorigine et I'intérét majeur de 'utilisation des contraintes résiduelles

(et de la décomposition (I1.15)) en élastoplasticité.
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I1.2 Les différents types de comportements d’une structure élas-

toplastique sous chargements variables

Le cadre d’application des théorémes aux états limites et les définitions nécessaires a la bonne
compréhension de ce chapitre ayant été introduits, on présente maintenant en détail le compor-
tement d’une structure constituée de matériaux élastiques parfaitement plastiques et soumise &
un chargement variable. Ce chargement, noté P(t), peut représenter l'une des sollicitations du
paragraphe I1.1.1 ou bien toute combinaison admissible? de ces sollicitations. On suppose de
plus que P évolue au cours du temps dans un domaine bien déterminé que ’on note D. Il a été
montré (KONIG, 1987), a partir de résultats expérimentaux, que dans ce type de situation, une

structure est susceptible de développer cinq types de réponses.

11.2.1 Réponse purement élastique

Si le chargement imposé reste suffisamment faible, de fagon a ce que la contrainte seuil
d’élasticité ne soit dépassée en aucun point de la structure, alors les seules déformations qui
se développent dans la structure sont des déformations réversibles, dérivant de déplacements

eux-meémes réversibles (figure (II.3)). On a alors:
Vy €Q, eP=0 e p=0 (I1.20)

L’énergie dissipée plastiquement est donc nulle et le bon fonctionnement de la structure n’est
pas altéré. Cependant, comme évoqué dans le premier chapitre, la structure est fiable mais ses

capacités de résistance ne sont alors pas exploitées au mieux.

P

Pmax N Y A

FIGURE I1.3 — Réponse purement élastique

11.2.2 Effondremement instantané par écoulement illimité

Le deuxiéme type de réponse est basé sur la remarque suivante : les matériaux constitutifs de la

structure étant supposés élastoplastiques parfaits, les contraintes en chaque point de la structure

2. On entend par "admissible" que I'on peut imposer, en méme temps, deux sollicitations de nature différente,
uniquement sur des parties différentes du milieu.
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ne peuvent donc pas dépasser la limite d’élasticité. Ceci implique donc que les sollicitations
extérieures, & l'origine de ces contraintes ponctuelles, ne peuvent pas non plus dépasser une
certaine limite. De fait, quand ces sollicitations atteignent, de facon monotone, cette valeur
critique, communément appelée chargement limite (cf. paragraphe 1.1.2), alors la capacité de
résistance de la structure est instantanément dépassée. Ceci se traduit par le déclenchement,
sous chargement constant, d’'un écoulement plastique illimité conduisant inévitablement a la

ruine plastique de la structure. Dans ce cas, on a:
Jy €9, lim é?P#0 et lim p#0 (I1.21)
t—o0 t—o0

Pour faire le lien avec le chapitre I, c’est par la théorie de I'analyse limite que I’on étudie ce type
de réponse, afin de déterminer ledit chargement limite. Cependant, on précise que, vu le cadre
d’application, c’est-a-dire les petites transformations de la configuration initiale, ’analyse limite
ne saurait rendre entiérement compte de ce phénoméne de ruine: elle se contente donc de donner

la valeur critique Py;,, & ne pas dépasser afin de ne pas enclencher le phénomeéne.

P
Plim —

Pmax I Y

FI1GURE I1.4 — Ruine plastique instantanée

11.2.3 Effondremement incrémental par accumulation de déformations plas-
tiques

Par opposition au caractére instantané de la ruine précédente, le phénoméne mis en cause
ici, connu sous le nom de rochet, aboutit & une ruine incrémentale de la structure. En effet, dans
ce cas le chargement limite n’est jamais atteint, mais il existe au moins un point de la structure,
pour lequel les incréments de déformations plastiques, de méme signe, s’accumulent au cours
du chargement. L’équation (II.21) vaut donc également dans ce cas. Il en résulte, au bout d’un
certain temps, une importance telle des déformations et déplacements totaux, que la structure
perd sa forme initiale et devient inutilisable. Le comportement, au point concerné, est représenté
figure I1.5: il ne présente aucune stabilisation. L’énergie dissipée plastiquement augmente donc

sans limite avec le temps, ce qui conduit & une rupture incrémentale de la structure.
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P
Plim

,Pma:z:”’”’ Y AR A A Y A

el
4%

u

FIGURE I1.5 — Phénomeéne de rochet : ruine plastique incrémentale

11.2.4 Plasticité alternée et fatigue oligocyclique

Le troisiéme type de réponse, permettant de conclure & la non stabilité de la structure, est
le phénomeéne d’accommodation (encore appelé plasticité alternée). Dans ce cas comme dans
le cas précédent, la limite d’élasticité des matériaux est dépassée mais le chargement limite
n’est pas atteint. On suppose par contre que les sollicitations sont telles que les incréments de
déformations plastiques changent de signe au cours du chargement. Il existe alors des points de la
structure ou les effets de ces incréments s’annulent et ol la déformation totale reste petite. Bien
que les déplacements soient bornés, la plastification ne cesse pas pour autant d’évoluer, ce qui
rend (II.21) encore valide. La structure va alors rompre du fait de la plasticité alternée, suite a
un phénoméne de fatigue & faible nombre de cycles, localisé sur les points les plus contraints. Le
comportement correspondant est représenté sur la figure 11.6. On remarque donc que la réponse

P

Plim

,Pma:z:”’”’ Y AR A A Y A

Prnin Yoy
s

FIGURE 11.6 — Plasticité alternée : ruine par fatigue

u

finale se stabilise, mais en un cycle élastoplastique d’aire non nulle, ce qui implique une énergie
dissipée plastiquement non bornée, et explique, associé aux changements de signe des incréments,

le phénoméne de rupture par fatigue.
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11.2.5 Adaptation par stabilisation des déformations plastiques

Enfin, le dernier type de réponse, et non le moindre puisque c’est celui qui nous intéresse
en priorité, est le phénoméne d’adaptation. Outre les quatre premiers cas de figure, il se peut
donc aussi qu’aprés un certain temps (qui, pratiquement, peut étre matérialisé par un certain
nombre de cycles de chargements), les déformations plastiques, ainsi que les contraintes rési-

duelles, cessent complétement d’évoluer dans la structure:

VyeQ lme -0 e lmp—0 (I1.22)
—00

t—o0

Comme le montre la figure I1.7, aprés une phase élastoplastique, tous les points retrouvent alors
un comportement purement élastique. L’énergie dissipée est donc bornée & 1’énergie dissipée

pendant la phase plastique, ce qui assure la fiabilité de la structure étudiée.

P

Plim

L,
7 7 ™\
Pmaw””” Y AR A A A A

e LI
24

FIGURE I1.7 — Phénoméne d’adaptation

I1.3 Mise en évidence du phénoméne d’adaptation

Comme le précise le chapitre I, quelques chercheurs intéressés par les applications de la théorie
de la plasticité, se sont attelés tout d’abord & mettre en évidence le phénoméne d’adaptation,
puis & valider les résultats fournis par les calculs théoriques. Les premiers travaux apparaissent
dés les années 50 et sont, bien évidemment, expérimentaux. Ils seront ensuite suivis, grace au
développement des techniques informatiques, par de nombreuses validations numériques. En ce

sens, ’objet de ce paragraphe est de présenter:
~ une expérience typique, réalisée & 'Université de Hannover (KONIG, 1987),

— un raisonnement analytique sur une poutre en flexion pure, illustrant la notion de contraintes

résiduelles,

— une simulation numérique des différents comportements pouvant se développer dans une

poutre encastrée sollicitée en flexion.
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11.3.1 Etude expérimentale de KONIG

L’expérience briévement résumée ci-aprés permet non seulement de mettre en évidence le
phénomeéne d’adaptation mais également de donner une estimation du chargement conduisant &

I’adaptation.

11.3.1.a Portique élastoplastique et chargement imposé

La structure étudiée est un portique en acier constitué de poutres élastoplastiques & sections
rectangulaires (figure I1.8). Le portique est sollicité cycliquement par deux forces concentrées Py
et Ps, chacune variant entre les bornes 0 et P. On a représenté sur la méme figure un cycle de
chargements qui est décomposé en quatre phases:

— dans un premier temps, la sollicitation est uniquement verticale, d’intensité maximale P :

Py =0et Py €0,P],

— puis elle devient horizontale: Py € [0,P] et Py = P,

— puis elle redevient verticale: P; = P et Py € [P,0],

— et enfin, elle s’annule: P; € [P,0] et Py = 0.

Les deux charges indépendantes P; et P, étant limitées dans leur amplitude, leur variations

définissent donc le domaine de chargements D.

Py Pa
R ) 53 (0,P) (P,P)
102 D
77 7 (0,0) ro
110 110

FIGURE I1.8 — Portique en acier et cycle de chargements (d’aprés KONIG (1987))

11.3.1.b Protocole expérimental et observations

Afin de mettre en évidence le phénomeéne, plusieurs séries de mesures ont été réalisées, dif-
férentes les unes des autres de par la valeur de P. On reporte sur le graphe I1.9 les résultats
obtenus par les expérimentateurs, c’est-a-dire le déplacement résiduel vertical 0 (figure I1.8), en
fonction du nombre de cycles, pour différentes intensités maximales: 225 N (courbe (a)), 2756 N
(courbe (b)), 295 (courbe (c)) et 325 N (courbe (d)). La valeur de ¢ est relevée lors de la derniére
phase de chaque cycle. On remarque donc, en observant la courbe (a), que pour une intensité
de chargement de 225 N, la réponse de la structure se stabilise au bout d’environ 2 cycles, aprés
lesquels plus aucun déplacement résiduel ne prend naissance dans la structure. Pour une inten-
sité de 50 N, puis de 70 N plus élevée (courbes (b) et (c)), la stabilisation prend de plus en
plus de temps et les déplacements résiduels avant stabilisation sont de plus en plus importants.
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F1GURE I1.9 — Déplacement § en fonction du nombre de cylces N pour différentes valeurs de P
(d’apres KONIG (1987))

Enfin, la derniére courbe (courbe (d)) ne présente aucune stabilisation, ce qui signifie donc que
les déplacements résiduels augmentent sans limite avec le nombre de cycles, et conduit donc &
penser que le chargement limite & ’adaptation a été dépassé, entrainant alors la structure dans
un processus de rupture incrémentale, si le chargement limite n’a pas été dépassé. La derniére
intensité ayant conduit & une stabilisation du déplacement résiduel fournit donc une borne infé-
rieure du chargement & ’adaptation de 295 N, alors que la premiére intensité ayant conduit & la
non stabilisation fournit, elle, une borne supérieure de ce chargement limite de 325 N. A I’issue

de cette expérience, les expérimentateurs ont donc atteint leurs deux objectifs:

— mettre en évidence le phénomene d’adaptation, en montrant, par des augmentations suc-
cessives de l'intensité des chargements, qu’il existe un chargement critique faisant basculer

la structure d’un état stabilisé vers un état instable?,

cLs ada;
— donner un encadrement de cette valeur critique Pexpp :

295 N < P2ar < 395 N (I1.23)

erp

L’ultime vérification des expérimentateurs fut alors de réaliser le calcul théorique de cette valeur

critique?, pour laquelle ils trouvérent :

P = 305N, (I1.24)

3. On emploie ici les termes stable et instable par référence & I’existence, ou non, dans la structure, de défor-

mations plastiques évoluant sans limite au cours des cycles.
4. Les méthodes de calcul sont détaillées dans KONIiG (1987).
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ce qui finit de corroborer le théorique par 1’expérimental. De plus, il a été montré (KONIG, 1987)
qu’il était légitime de considérer des chargements cycliques, et surtout de ne considérer qu’un
seul type de cycle: celui présenté sur la figure I1.8. En effet, 'auteur a montré, en exploitant
la convexité de la surface seuil et le fait que le domaine de chargements soit borné, que si
une structure s’adapte sous ’action d'un trajet de chargements contenant tous les sommets du
domaine de chargements D, alors elle s’adapte pour tout trajet contenu dans ce domaine. Le fait
de considérer un trajet de chargements cyclique n’est donc pas limitatif, si tant est que le cycle

passe par les sommets du polyédre définissant le domaine de chargements.

11.3.2 Etude analytique d’une poutre en flexion pure

Afin de mieux appréhender les notions de contraintes résiduelles et de corps élastique de
référence présentés au paragraphe I1.1.3, on présente ici I’étude analytique d’une poutre en flexion

pure.

I1.3.2.a Position du probléme

On choisit une poutre rectiligne de section rectangulaire droite et constante, constituée d’un
matériau élastoplastique parfait, encastrée a 1'une de ses extrémités et sollicitée en flexion pure
& son autre extrémité par un moment de flexion M. On suppose que la fibre moyenne de la

poutre est portée par 'axe de la poutre y; et I’on note 5+ la section de centre (y7,0,0). Les hy-
Y1 1

Y3 Sy*

S P

Y2

F1GURE I1.10 — Poutre encastrée de section rectangulaire

pothéses du paragraphe I1.1 sont toujours valables, mais on leur adjoint ces quelques hypothéses

supplémentaires, afin de se placer dans le cadre de I’hypothése de BERNOUILLI :

HypoTHESE II.1
— les sections droites (par exemple la section S+ de la figure I1.10) restent droites
au cours de la déformation,
— elles se déforment librement, dans la limite des hypothéses du paragraphe I1.1,
dans leur plan, c’est-a-dire que o9y = 033 = 093 = 0,

— on suppose la validité de ces relations d’ordre: |o11| > |012] et |o11| > |o13],

— la déformée des sections droites est orthogonale & la déformée de la fibre moyenne.
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I11.3.2.b Illustration de la notion de contraintes résiduelles

Afin d’illustrer la notion de contraintes résiduelles, on donne® et représente graphiquement
les contraintes dans une section donnée, en fonction de ’altitude y3 du point de la section et de

I'intensité du moment appliqué M.

Pour ce faire, on exprime tout d’abord le champ de déplacements u : travaillant en flexion

pure, on néglige la composante longitudinale du déplacement, ce qui nous améne & poser:

u(y1,ys) = —ys w (y1)er +w(y)es (11.25)

ol w et w' désignent respectivement la fleche et la dérivée de la fleche de la fibre moyenne. La
déformation de courbure de la fibre moyenne, classiquement utilisée en théorie des poutres, est

quant-a-elle définie & partir de la dérivée seconde la la fléche, notée w” :
k=—-w (I1.26)

De plus, les hypothéses I1.1 impliquent que les efforts sont essentiellement portés par 1’axe moyen
de la poutre : les tenseurs de déformations et de contraintes sont donc réduits & leur seule com-

posante 11, respectivement notée ¢ et o. La déformation totale € est donc donnée par:

e(ys) =ys k (11.27)

m Détermination des contraintes o dans le domaine élastique

Afin de déterminer la répartition de contraintes dans le cadre de ’élasticité, on injecte dans

Y3

o (y3)

00 00

FiGgure I1.11 — Contraintes élastiques en fonction du moment appliqué et de l’altitude dans une

section Syf

un premier temps (I1.27) dans la loi de HOOKE obtenue par (II.8), puis on utilise la loi de

comportement en flexion® de la poutre, reliant le moment de flexion M & la déformation de

5. L’objectif étant de donner une représentation graphique des contraintes résiduelles, on ne donnera pas de

démonstration trés détaillée des relations liant contraintes (resp. déformations) et altitude d’un point de la section.
6. La démonstration de ’obtention de cette loi est exposée en annexe B.



66 Chapitre II. Phénomeéne d’adaptation de structures élastoplastiques

courbure k. En notant EY le module de YOUNG de la poutre et I le moment quadratique de sa

section, on a alors:

{ o(ys) = EY e(ys) = EY ys k 3M (11.28)

= o(ys) = ———
M=FE"TIk, avec I=2BHS (v3) = 5575 ¥

m Détermination des déformations plastiques

Si 'on note la contrainte seuil o, les premiéres zones de la poutre & plastifier étant les peaux
inférieures et supérieures d’altitudes respectives —H et H, on peut alors évaluer le moment limite
d’élasticité, noté M*€, a partir duquel des déformations plastiques commenceront & se développer
dans la poutre:

M¢ = gao B H? (11.29)
On représente alors sur la figure I1.11 la répartition de contraintes élastiques & y] quelconque,
c’est-a-dire pour une section Sy quelconque, en fonction de laltitude ys. A partir du moment ou
le processus de plastification est enclenché, plus la valeur de M augmente, plus la zone plastifiée
se propage dans la poutre, des peaux vers 'intérieur. On montre alors que la zone encore élastique
de la section a une épaisseur de 2y} ou y¥ est donné par (I1.30) en fonction de la courbure £, elle

méme fonction de M, selon la loi d’écrouissage (I11.31)7:

00

p_ _
y3 =n H avec n= m (1130)
2 L
M =09 BH"|1- 37 (I1.31)
Les déformations plastiques, quant-a-elles, évoluent de la facon suivante:
o0 [ Y3
—ﬁ<n—H—1> pourn H <y3 < H
eP(ys) = 0 pour —nH<ys<nH (11.32)
o0 [ Y3
W(n—H_1> pour — H <y3 < -nH

On représente alors ’évolution de la plastification, en fonction de l'altitude et pour une valeur
de M fixée, supérieure & M® mais inférieure au moment limite M° (on montre & l'annexe B
que M° = oy B H?), défini comme étant le moment induisant la rupture instantanée présentée
figure I1.4.

m Représentation graphique des contraintes résiduelles
Si maintenant le moment appliqué prend des valeurs variant cycliquement entre 0 et MP, avec
Me¢ < MP < MY, alors les déformations plastiques apparaissent dés le premier cycle selon (I1.32).
Par contre, KONIG explique que réaliser un deuxiéme cycle, c’est-a-dire décharger totalement puis
recharger jusqu’a la méme limite MP, n’engendre pas de nouvelle plastification. La structure

s’est donc adaptée du fait de la présence de déformations plastiques et de contraintes résiduelles.

7. Toutes ces relations sont démontrées en annexe B.
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Y3
Sy Me < M < MO°
OH| | e | lop |
k ELASTIQUE ]72/'7 ; 3 O- (y3 )
B oo (o0]

FIGURE I1.12 — Plastification progressive d’une section Sy

On peut alors représenter graphiquement ces contraintes résiduelles (figure I11.138), qui une fois
superposées aux contraintes purement élastiques, selon (I1.15), constituent un état de contraintes
admissible. On retrouve donc bien, sur cette figure, le fait que I’état de contraintes réel régnant

M > M€
Y3

— === e e e = == ==

i

FIGURE I1.13 — Contraintes purement élastiques et contraintes résiduelles dans la section Sy:

dans la structure (représenté sur la figure I1.12) peut étre reconstitué a partir de la superposition
des contraintes purement élastiques et des contraintes résiduelles. Comme nous le verrons au
chapitre IV, lors de la résolution numérique d’un probléme d’adaptation, I'objectif est donc de
trouver un profil de contraintes résiduelles qui, & la fois, induise M = 0 et compense la réponse de
la structure si elle était supposée purement élastique. KONIG affirme également que, si l'intensité
du moment appliqué cycliquement excéde % oo B H?, alors le phénoméne de plasticité alternée
se développera dans la poutre. Cette derniére affirmation sera mise en évidence au paragraphe

suivant.

11.3.3 Etude numérique d’une poutre en flexion

L’intérét des contraintes résiduelles ayant été mis en évidence, ’objectif de ce nouveau pa-
ragraphe est de présenter, grace & des simulations numériques réalisées sous le logiciel éléments

finis ABAQUS, l'aspect énergétique associé aux types de réponses paragraphe I1.2. En effet, cinq

8. Sur cette figure, les contraintes dépendent toujours du point (y7,y3). Cependant, pour simplifier la figure,
on omet cette dépendance dans la notation : on représente donc o(® (y¥,y3) par o® et p(yf,y3) par p.
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types de réponses ont été présentés, que ’on peut classer en deux grandes classes si I’on se place
d’un point de vue énergétique:
— les réponses conduisant & un état fiable de la structure, en ce sens que ’énergie dissipée

plastiquement au cours du chargement est nulle ou bornée: ’élasticité et ’adaptation,

— les réponses entrainant la ruine de la structure par dissipation plastique illimitée : la rupture

instantanée, le phénoméne de rochet et le phénomeéne d’accommodation.

Mis a part le cas bien connu de I’élasticité, on s’attache donc ici & donner une interprétation
graphique des relations (I1.22) et (II.21). Pour ce faire, on choisit d’étudier un type de compor-
tement de chacune des deux classes citées ci-avant : ’adaptation pour mettre en évidence (I1.22)
et "'accommodation pour mettre en évidence (I1.21). Souhaitant attirer ’attention du lecteur sur
l’aspect des courbes présentées plutét que sur les valeurs numériques atteintes par ces courbes,

les résultats de ce paragraphe restent volontairement qualitatifs.

I11.3.3.a Position du probléme

On considére donc une poutre de section carrée, encastrée & son extrémité gauche et solli-
citée par un déplacement vertical cyclique & son extrémité droite (figure I1.10). Le chargement
est appliqué selon le trajet de la figure I1.14, avec une intensité de déplacement U,,q, plus ou

moins importante, selon le phénoméne & mettre en évidence. On réalise donc plusieurs séries de

U

Y3 0+

Y2

Umaz —————F———"—4——— ¢
t t1 t1 3t1 2t1 t1 3ty Tty 4t 9t tl

10 5 10 5 2 5 10 5 10

FIGURE 11.14 — Poutre étudiée et déplacement cyclique imposé

simulations s;, définies par différentes valeurs de U4, en vue de représenter les phénomeénes

attendus.

11.3.3.b Représentation numérique et interprétation énergétique des différents com-

portements observables

Pour chaque simulation s;, on reléve alors:
— D’évolution de la réaction & ’encastrement en fonction du temps,

— D’évolution de cette méme réaction mais en fonction du déplacement imposé U,
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— I’évolution temporelle de I'énergie dissipée plastiquement par le modéle au cours du cycle

de chargements.

W Mise en évidence de l'adaptation de la poutre
Pour une certaine valeur de Uypqz 2, les simulations numériques tendent & prouver les dires de KO-
NIG. En effet, si 'on note R3 composante sur y3 de la réaction totale sur la section encastrée Sy,
alors la figure I1.15 prouve que la poutre s’adapte puisque la courbe représentant les variations
de R3 en fonction du déplacement imposé U a la méme allure que la courbe de la figure I1.7,

présentant une réponse typique d’adaptation. De plus, n’étant pas évident sur la figure II.15,

R3

=

[
N

Unmaz \\ 0

F1GURE 11.15 — Evolution de la réaction Rs (sur Sy) en fonction du déplacement imposé U

sinon & regarder précisément les valeurs numériques, que la poutre se soit adaptée en un seul
cycle, c’est-a-dire dans l'intervalle de temps [to,%], on trace sur la figure I1.16 '° les évolutions
respectives de la réaction R3 et de ’énergie dissipée plastiquement, en fonction du temps. Il
apparait alors nettement sur cette figure que des déformations plastiques sont apparues dans la
poutre durant le premier cycle, aprées lequel cette derniére a retrouvé un comportement purement
élastique. En chaque point y de la poutre, le travail dissipé plastiquement est donc borné au tra-
vail dissipé durant la phase de plastification. D’un point de vue global, ce fait caractéristique de

I’adaptation implique donc que:

T
W = lim // o: P dV dt < oo (I1.33)
T—oo Ja Jo
T
ou Tlim o:ePdt = w(y) estle travail dissipé plastiquement par unité de volume au point
— 00 O

Y.

9. Non précisée dans ce paragraphe & dessein qualitatif.
10. On garde la méme convention que pour la la figure I1.12, & savoir que le rouge représente un intervalle de

plastification et le bleu un intervalle d’élasticité.
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FIGURE I1.16 — Fwolutions temporelles de la réaction sur la section Sy et de l’énergie dissipée

plastiquement

m Mise en évidence du phénomeéne d’accommodation

On procéde de méme pour mettre en évidence I'un des phémonénes induisant la ruine de la

R
T
N N
RN ™
\\ U
Umam \ O
N
RatN

F1GURE I1.17 — Evolution de la réaction Rs3 (sur Sy) en fonction du déplacement imposé U

structure: ’accommodation. Suivant la méthode de KONIG, on augmente progressivement la
valeur de Upyq., jusqu’a retrouver (figure I1.17) un comportement du type de celui de la figure I1.6.
On remarque en effet qu’aprés une phase élastique, la réponse se stabilise bien en un cycle
élastoplastique d’aire non nulle. Comme dans le cas précédent, on trace ensuite sur la figure I1.18
les évolutions temporelles de la réaction R3 et de ’énergie dissipée plastiquement W. La fonction
Rs : t — R3(t), non linéaire en début et en fin de chaque cycle, ne redevient donc jamais une
fonction entiérement linéaire du temps. Ceci prouve que des déformations plastiques apparaissent
en chaque début et fin de cycle, ce qui implique une énergie dissipée plastiquement non nulle:
la poutre n’est plus adaptée. Cette constatation se retrouve sur la figure représentant W (t): a

chaque nouveau cycle, ’énergie augmente par palier d’un incrément 2AW. La variation d’énergie
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AW constante d’'un cycle & 'autre, traduit, quant-a-elle, la stabilisation de la réponse en un
cycle d’aire constante non nulle, correspondant au cycle de la figure I1.17. Dans ce cas, la poutre
dissipe sans limites et il existe donc au moins un point pour lequel cette dissipation n’est pas
bornée :

Ry W
!

A

oty

R

—/
H H P :3 j‘ Vo 3‘ 3‘ Vo Do 11‘> . Vo Vo Va i . I Vo ' t
| | | . H . H . H e I ' | \ I V . | i V Do i

CYCLE 1 CYCLE 2 CYCLE 3 CYCLE4 CYCLE 5 CYCLE 1 CYCLE 2 CYCLE 3 CYCLE4 CYCLE S

FiGURE I1.18 — FEwolutions temporelles de la réaction sur la section Sy et de l’énergie dissipée

plastiquement

400
dy € Q, Tlim w(y,T) :/ o:eldt — +oo (I1.34)

Cette propriété (I1.34) de la dissipation est également caractéristique des phénoménes suivants :
la rupture incrémentale par accumulation de déformations plastiques (figure I1.4) et le rochet
(figure IL.5).

I1.4 Les deux théorémes de base de la théorie de 'adaptation

d’une structure

Aprés avoir présenté par I'exemple, fit-il expérimental, analytique ou numérique, les phéno-
meénes pouvant se développer dans une structure soumise & un chargement variable, on énonce
dans ce qui suit les deux théorémes classiques de ’adaptation: le théoréme de MELAN et le
théoréme de KOITER. En vue des applications ultérieures, les énoncés des deux théorémes pré-
sentés concernent uniquement des structures composées de matériaux au comportement local
élastoplastique parfait'!'. La figure I1.19 représente ce comportement dans le cas d’une traction

uniaxiale, ot EY est le module de YOUNG du matériau considéré.

11. On appellera désormais ce type de structure, une structure élastoplastique parfaite.
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g
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Figure 11.19 — Comportement local élastoplastique parfait

11.4.1 Théoréme d’adaptation statique de MELAN

On considére donc une structure élastoplastique parfaite soumise un chargement P : ¢t — P(t),
combinaison de n chargements (Pi(t),P2(t),...,Pn(t)), variant indépendamment les uns des
autres mais dans des limites prescrites. Pour donner un exemple et se placer dans le cadre

de travail défini au paragraphe II.1, le chargement P(t), noté P, peut étre:
P=(fFU) (I1.35)

ol chacune des sollicitations f, F et U dépend implicitement du temps et varie dans un domaine

borné D, du type de celui de la figure 1.3.

Le théoréme de MELAN (1938) —ou théoréme d’adaptation statique de MELAN— énonce alors

une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait adaptation de ladite structure.

THEOREME II.1
S’il existe un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps p : y — p(y), tel
que:

F (0(6)(y,t) + Z)(y)) <0 VyeQ et YVP) eD, vt

alors la structure élastoplastique parfaite s’adapte pour tous les chargements P € D.

Les relations devant étre vérifiees par le champ de contraintes purement élastiques o(©) et le
champ de contraintes résiduelles p, seront données dans les deux paragraphes suivants (I1.4.1.a
et 11.4.1.b). En d’autres termes, il y a adaptation de la structure s’il est possible de trouver un
champ de contraintes résiduelles qui soit indépendant du temps et dont la superposition avec le
champ de contraintes purement élastiques constitue un état de contraintes de sécurité'? en tout

point de la structure et pour tout trajet de chargements P inclus dans D.

12. Au sens de (I1.9).
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I1.4.1.a Probléme purement élastique

Comme représenté sur la figure I1.2, le champ de contraintes purement élastiques o(®) régne
dans la structure de référence Q¢ tout en étant en équilibre avec le chargement imposé & la
structure réelle 2. En supposant que ces chargements soient du type (I1.35), ce champ satisfait

alors les relations suivantes (ou C est le tenseur des rigidités, inverse de S):

dive® + f =0 dans Q)

c®n=F sur 89;5)

uw® =U sur 00\ (11.36)
o© =C:el© dans Q©

e© = grad,ul® dans Q)

I1.4.1.b Probléme aux contraintes résiduelles

De méme, comme précisé au paragraphe I1.1.3, le champ de contraintes résiduelles est auto-
équilibré. Le théoréme (II.1) lui imposant en outre d’étre indépendant du temps, il satisfait donc

aux équations suivantes :
divp=0 dans ()

p.n 3_0 sur 0Qp (I1.37)
. Op
P="o =

I1.4.1.c Preuve du théoréme de MELAN

Au risque d’alourdir quelque peu la présentation, on choisit de donner ici, et non en annexe,
la preuve de ce théoréme. L’intérét principal de ce choix est de mettre en lumiére le défaut,
évoqué au paragrahe 1.1.4, que présentait la démonstration premiére de MELAN. L’idée de base
de la preuve est de considérer deux solutions du probléme:

— la solution du probléme d’élastoplasticité o, qui est I’état de contraintes réel au cours du

trajet de chargements:
o=0c'+p, (11.38)

— la solution du probléme d’adaptation o?, qui est I’état de contraintes de sécurité:
o =o' +p, (I1.39)

On considére alors I’énergie de déformation élastique J(t), associée a 'état de contraintes rési-

duelles p — p:
1

I =3 /Q (p—5):C ' (p—p)dV (I1.40)

Le champ p étant indépendant du temps, la dérivée premiére de J par rapport au temps vaut :

J(t) = /Q(p —p):Ct:pav (IL.41)
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Ce qui, compte-tenu de (I1.7) et de (I1.19) devient:

J(t) = /Q (p—p): (e —&® —eP)dv (11.42)

Or, le champ de contraintes p — p étant auto-équilibré (en tant que différence de deux champs
de contraintes eux-mémes auto-équilibrés) et le champ de déformations & — ¢(©) étant com-
patible (en tant que différence de deux champs de déformations eux-mémes compatibles (cf.
paragraphe I1.1.3)), 'application du principe des travaux virtuels a ces différences donne donc

que:
/(p —p):(e—e@)yav =0 (I1.43)
Q

L’équation (I1.42) devient alors:

J(t) = — /Q (p—p): P dV (11.44)
Soit, en tenant compte de (I1.38) et (I1.39):

J(t)=— /Q (0 —0c°):ePdV (I1.45)

Le matériau étant supposé obéir au principe du travail maximal de HILL (équation (ILI.9)), 'ex-
pression (I1.44) ne peut donc étre que négative dés que des déformations plastiques se développent
dans la structure au cours du trajet de chargements. L’énergie de déformation élastique J est
donc décroissante. Or, en temps que forme quadratique de la déformation, elle ne peut étre que
positive. On a donc:

0 < J(t) < J(0) YVt >0 (11.46)

A partir de ce point, la démonstration premiére de MELAN consiste en ’affirmation suivante:
I’énergie J étant décroissante et ne pouvant devenir négative, elle doit donc s’annuler au bout
d’un certain temps 7', ce qui entraine également ’annulation de J pour tout temps supérieur
au temps 7. Finalement, J résultant du produit entre le champ non nul o — o® et le champ
des taux de déformations &P, ce dernier s’annule forcément aprés le temps T en question. Ceci
signifie donc que, dés que la structure s’adapte, les déformations plastiques cessent d’évoluer et

la réponse a tout chargement supplémentaire redevient alors purement élastique.

11.4.2 Coefficient de sécurité a I’adaptation

Cependant, la fin de la preuve prise d’un point de vue strictement mathématique a été mise en
défaut par DEBORDES et NAYROLES (1976), qui montrérent alors qu'il suffisait que les propriétés

suivantes soient vérifiées pour qu’il y ait adaptation :

lim J(£) =0 et Jt)<0 Vt>0
lim J(t)=c et J({t)20 V>0 (11.47)

et donc lim éP(y,t) =0 Vye

t—o00
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ol ¢ est une constante positive. De méme, la démonstration de MELAN, finalisée par (I1.47),
prouve effectivement que lorsqu’une structure s’adapte, les déformations plastiques en son sein
cessent d’évoluer, mais ne permet en aucun cas d’avoir une idée de la valeur atteinte par les
déformations plastiques accumulées dans la structure avant qu’elle n’atteigne son état adapté.
C’est 1a I'intérét majeur des travaux de DEBORDES et NAYROLES (1976), qui associés aux travaux
de KOITER (1960), permettent de contourner cet inconvénient par I'introduction d’un coefficient
de sécurité & ’adaptation. Ceci permit en effet de borner, non pas les déformations plastiques
accumulées, mais le travail dissipé plastiquement durant le trajet de chargements, ce qui corres-
pond plus concrétement au critére intuitif (I1.33). En effet, si ’on suppose qu’il est possible de

trouver un coefficient 8 > 1, tel que I'état de contraintes:
B + p) (11.48)

soit un état de contraintes admissible® pour tout point y de §2 et pour tout chargement P(t)

inclus dans D, alors on a:
(o0 —pBo®):eP >0 d’apres (I1.10) (I1.49)
Ce qui implique, en ajoutant et soustrayant So au membre de gauche:

B-1

(0 —0°): P > TO’ : gP (I1.50)
et permet alors de borner I’expression de J dans (I1.44) :

J(t) Z—/Q(O'—O'S)Zép dv < —%/ﬂa:ép dv (I1.51)

. . -1 i . T
On reconnait alors au membre de droite, au facteur —ﬁT prés, la dérivée de ’énergie dissipée

plastiquement W. On a donc:

. —1..
Jt) < —%W(t) (11.52)
Soit, aprés inversion et intégration par rapport au temps:
W(o) < 7 U0 - J0) (1153)

C’est 1a que les travaux de KOITER, DEBORDES et NAYROLES trouvent leur intérét réciproque.
En effet, KOITER montre, grace a ce coefficient de sécurité, qu’en cas d’adaptation, I’énergie
dissipée plastiquement est bornée par % [J(0) — J(t)], et DEBORDES et NAYROLES montrent,
en corrigeant la preuve de MELAN, que cette méme expression est aussi bornée puisqu’elle véri-
fie (I1.47). Ce coefficient de sécurité a ’adaptation permet donc, non seulement d’affirmer que
les déformations plastiques cessent d’évoluer quand la poutre s’est adaptée, mais également de

borner 1’énergie dissipée plastiquement avant d’atteindre cet état adapté.

13. au sens de (I1.10).
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Finalement, en injectant la définition de J dans (I1.53), on a:

W(t) < % i % p:C':pdQ (I1.54)

Le travail dissipé plastiquement est donc borné par une quantité indépendante, et du temps, et

du trajet de chargements. Ceci permet de reformuler le théoréme de MELAN de la fagon suivante :

THEOREME I1.2

S’il existe un coefficient de sécurité 6 > 1 et un champ de contraintes résiduelles
indépendant du temps p : y — p(y) satisfaisant / p:C1:pdQ < 400, tels que:
Q
F (ﬁ(o@ (y.t) + p(y))) <0 VYyeQet VP(t)eD, (11.55)

alors la structure élastoplastique parfaite s’adapte pour toutes les histoires de charge-
ments P(t) € D.

Dans ce théoréme, les champs de contraintes purement élastiques et résiduelles satisfont toujours
les systémes (I1.36) et (I1.37).

11.4.3 Théoréme d’adaptation cinématique de KOITER

En vue de résoudre des problémes d’adaptation par ’approche cinématique, on présente le
deuxiéme théoréme classique de I’adaptation : le théoréme cinématique ou théoréme de KOITER,
dual de celui de MELAN et fournissant un critére de non-adaptation (KONIG, 1987).

On introduit, avant d’énoncer le théoréme, la notion préliminaire de cycle admissible de taux
de déformations plastiques. Pour ce faire, soit [0,7] un intervalle de temps quelconque. Un cycle
admissible de taux de déformations plastiques, ?:p, est défini par le fait que les incréments de
déformations plastiques 4 lors d’un tel cycle sont des incréments compatibles avec les incréments
de déplacements, notés u, cinématiquement admissibles & zéro, et de trace nulle. En d’autres

termes, ils dérivent d’incréments de déplacements selon la relation (II.3):

T
e(y) = / eP(y,t) dt = grad, @
~Jo
tr eP(y,t) =0 Yy € Q, Vi,
a(y) CA® Yy e o0y

(11.56)

14. Par abus de notation, ces incréments sont également notés &”.
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Par suite, le théoréeme s’énonce:

THEOREME I1.3
il existe un cycle de taux de déformations plastiques, &P, admissible sur [0,7] et un
trajet de chargements P : t € [0,T] — P(t) € D tels que:

/ U f(t).u(y) dV + o F(t).u(y) dS] dt>/0T/Qa(y7t):ép(y7t) v dt,

alors la structure ne peut s’adapter pour aucun trajet de chargements inclus dans D.

D’aprés le principe de travaux virtuels, la condition d’inégalité de ce théoréme peut également

s’exprimer par:

T ) T .
/ / o (y ) : &P (y.t) AV dt > / / o(y,t) - 87(y.t) dV dt (IL57)
0 Q 0 Q

En introduisant un coefficient de sécurité, tout comme pour le théoréme statique, on obtient

ensuite la contraposée de ce théoréme, qui fournit alors un critére d’adaptation:

THEOREME 11.4
S’il existe v > 1 tel que pour tout cycle de taux de déformations admissible et pour

tout chargement P de D, la relation:

// J(y.t) : s”(yt)dth<// o(y,t) : EP(y,t) dV dt

soit vérifiée, alors la structure s’adapte pour toute histoire de chargements dans D.

D’un point de vue cinématique, il ne peut donc pas y avoir adaptation de la structure s’il existe
un champ de déformations plastiques et une histoire de chargements pour lesquels le travail des
contraintes purement élastiques soit strictement supérieur au travail dissipé plastiquement par
la structure au cours de ce chargement. Afin de faciliter, au chapitre suivant, la transposition du
théoréme (I1.4) en un probléme d’optimisation, on en donne ici une forme équivalente mais plus

conviviale:
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THEOREME II.5
S’il existe v > 1 tel que pour tout taux de déformations &P et pour tout trajet de
chargements P : ¢t € [0,7] — P(t) € D vérifiant:
¢ T
/0 eP(y,t) dt = grad, u(y) VyeQ

tr éP(y,t) =0 VyeQVt

(I1.58)
u(y) =0 Yy € 6Qyp
T
/ / ol (yt) : eP(y,t) dYdt = 1
\ Jo Ja
le travail dissipé plastiquement vérifie:
T
| [ owe:ewaana =y (1159
0 Q

alors la structure s’adapte pour toute histoire de chargements dans D.

Dans ce dernier théoréme, le champ de contraintes purement élastiques vérifie toujours les rela-
tions (I1.36).

I11.5 Bilan du chapitre

L’objectif de ce chapitre était de présenter en détail le phénoméne d’adaptation de structures.
Pour ce faire, le cadre classique d’application de cette théorie a été défini afin de poser les
hypotheses de travail qui seront utilisées dans les chapitre suivants. Pour synthétiser, on considére

donc:
— des structures tridimensionnelles composées de matériaux élastoplatiques parfaits,
— des sollicitations de nature quelconque mais variant dans un domaine prédéfini D,
— des transformations infinitésimales, isothermes et quasi-statiques.

On s’est ensuite intéressé, en en présentant 1’origine et 'intérét, aux notions de contraintes
résiduelles et de structure élastique de référence, fondamentales en théorie de ’adaptation.

Afin d’appréhender correctement le phénoméne d’adaptation, on a ensuite détaillé les diffé-
rents phénomeénes, évoqués au chapitre I, qui sont susceptibles d’apparaitre dans une structure
soumise & un chargement variable. Ceci nous a amené & classer les types de réponses d’une

structure selon deux grandes classes :
— les réponses impliquant la fiabilité de la structure : 1’élasticité et 1’adaptation,

— les réponses induisant la ruine instantanée ou progressive de la structure: la rupture ins-

tantanée par dépassement du chargement limite supportable, le rochet et ’accomodation.
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La suite du chapitre s’est recentrée sur le phénoméne d’adaptation en lui-méme, en présentant
plusieurs facons de le mettre en évidence:
— expérimentalement, en rapportant une expérience réalisée par KOENIG, n’ayant pas eu la
possibilité de réaliser nos propres expériences,
— analytiquement en étudiant le cas d’une poutre en flexion pure permettant d’illustrer la
notion de contraintes résiduelles,
— numériquement, en déduisant de I’étude d’une poutre encastrée sollicitée en flexion, des
critéres énergétiques associés aux deux grandes classes précédentes.
Ceci nous a finalement permis de présenter, en fin de chapitre et en termes d’équations, les
deux théorémes classiques de la théorie de l’adaptation, évoqués jusqu’ici uniquement de maniére

qualitative.






CHAPITRE III

Adaptation de matériaux hétérogénes

périodiques

outes les théories nécessaires a notre étude ayant été présentées, ce cha-

pitre expose désormais le probléme particulier auquel nous nous intéressons :
l’étude des états limites des matériauz hétérogénes a microstructure périodique. Cette
étude mene, en effet, a coupler les théories de 'adaptation, permettant de prendre
en compte l’aspect variable et borné des chargements, de I’homogénéisation, permet-
tant de prendre en compte l’aspect hétérogéne des matériauz, et enfin, la théorie de
Uoptimisation, traduisant en termes de programmation mathématique tout probléme
d’adaptation. Dans cet objectif, on présente en premier lieu quelques éléments biblio-
graphiques concernant le couplage entre [’homogénéisation et les théories aux états
limites : ’analyse limite et l’adaptation. On rappelle ensuite bricvement les hypothéses
de travail concernant les matériauz, le chargement et les volumes élémentaires repré-
sentatifs, en les adaptant a cette notion de couplage. Les deur paragraphes suivants,
organisés de maniére paralléle, présentent ensuite la particularisation des théoréemes
de MELAN et KOITER a l’¢tude des matériaus hétérogénes périodiques, en précisant,
pour chacun, les problémes d’optimisation associés. Finalement, afin de matérialiser
simplement ce couplage, on étudie un eremple autorisant de mombreuzr développe-

ments analytiques : un matériau stratifié.

81



PLAN DU CHAPITRE 111

II1.1 Quelques éléments bibliographiques . . . . . . . .. .. ... o000 84
I11.1.1 Couplage entre homogénéisation et analyse limite . . . . . . . .. ... .. 84
I11.1.2 Couplage entre homogénéisation et adaptation . . . . . . .. .. ... ... 85
I11.1.3 Conclusions et motivations de notre étude . . . . . . . . ... . ... ... 86

III.2 Considérations générales . . . . . ¢ v v o v v v v vt vt v ot o v oo u o 86
II1.2.1 Hypothéses matériaux . . . . . . . . . . . . ... ... . ... .. 87
II1.2.2 Matériaux & microstructure périodique . . . . . . . . . . . . . .. .. ... 87
I11.2.3 Chargements macroscopiques imposés . . . . . . . . . . v v v v v v v o .. 88

III.2.3.a Nature des chargements . . . . . . ... ... ........... 88
II1.2.3.b Variations des chargements . . . . ... ... ... ........ 89
II1.2.4 Deux types de cellulesde base . . . . . . . . ... ... ... ........ 90

II1.3 Approche statique du couplage entre homogénéisation et adaptation 91
II1.3.1 Formulation du couplage . . . . . . .. ... ... ... . ... ....... 91
I11.3.2 Problémes cellulaires purement élastiques . . . . . . . .. ... ... ... 92

II1.3.2.a Milieux & microstructure tridimensionnelle "classique" . . . . . . 92
I11.3.2.b Structures fines perforées, sollicitées dans leur plan . . . . . . . . 93
II1.3.2.c Milieux de types plaques périodiques . . . . . . . . .. ... ... 93
I11.3.2.d Conclusions . . . . . . . . . . . .o 94
I11.3.3 Problémes aux contraintes résiduelles . . . . . . . .. ... ... ... ... 94
II1.3.3.a Milieux & microstructure tridimensionnelle "classique" . . . . . . 95
I11.3.3.b Structures fines perforées, sollicitées dans leur plan . . . . . . . . 95
II1.3.3.c Milieux de type plaque périodique . . . . .. ... .. ... ... 95
I11.3.3.d Conclusions . . . . . . . . . . . . e 96
II11.3.4 Problémes de maximisation associés . . . . .. . ... .. ... ...... 96
I11.3.5 Coefficient de sécurité et chargement supportable . . . . . . . . ... ... 98

II1.4 Approche cinématique du couplage . .. ... ... ... ... ..... 99
II1.4.1 Formulation du couplage . . . . . . . . ... ... ... . ... ....... 99
II1.4.2 Probléme de minimisation associé . . . . . . . . . ... ... ... ... 100

I11.5 Exemple illustratif d’un stratifié¢ 4 déformation imposée .. ... ... 102
IT1.5.1 Position du probléme tridimensionnel . . . . . . . . .. ... .. ... ... 102
I11.5.2 Simplification du probléme par exploitation des invariances matérielles . . 103

I11.5.2.a Choix de la cellule de base . . . . .. .. ... ... ... .... 103
I11.5.2.b Conséquences sur les contraintes et déformations locales . . . . . 104
I11.5.2.c Calcul des contraintes élastiques par couche . . . . . . . .. . .. 105
I11.5.2.d Propriétés des contraintes résiduelles . . . . . . .. .. ... ... 106
II1.5.3 Remarques préliminaires aux calculs analytiques . . . . . .. ... .. .. 107
I11.5.4 Approche statique pour une sollicitation en cisaillement pur . . . . . . . . 108
II1.5.4.a Problémes de maximisation . . . . . ... ... ... ....... 108
I11.5.4.b Détermination des coefficients de charge . . . . . . . ... .. .. 109
I11.5.5 Approche cinématique pour une sollicitation en cisaillement pur . . . . . . 112
III.5.5.a Formulation du couplage . . .. ... ... .. .......... 112

I11.5.5.b Détermination analytique du coefficient de charge & ’adaptation 113
I11.6 Exemple illustratif d’un stratifié 4 contrainte imposée ... ... ... 114

I11.6.1 Probléme 3D, chargement imposé et points de charges . . . . ... .. .. 114



83

I11.6.2 Calcul des contraintes élastiques par couche . . . . . . ... . ..
I11.6.3 Approche statique pour une sollicitation en cisaillement pur . . .
I11.6.3.a Probléme d’élasticité : détermination de o . . . . . ..

II1.6.3.b Probléme d’analyse limite: détermination de a** . . . .

I11.6.3.c Probléme d’adaptation: détermination de a*? . . . . .
111.6.4 Approche cinématique pour une sollicitation en cisaillement pur .
I11.6.4.a Détermination analytique du coefficient de charge limite

I11.6.4.b Détermination du coefficient de charge & 'adaptation .

III.7 Bilan du chapitre . . . « v ¢ v v v v v v v o v o b vttt ot e a v as




84 Chapitre III. Adaptation de matériaux hétérogénes périodiques

— Avertissement — Afin de satisfaire le lecteur qui, ayant déja des connaissances sur les trois
théories présentées aux chapitres I et II, aurait commencé la lecture directement par ce troisiéme
chapitre, on précise que celui-ci a €té construit de maniére & étre un minimum autosuffisant. De
ce fait, il présente quelques redites, sous forme résumée, au niveau des équations, dont le détail

et/ou lorigine sont exposés aur deuz chapitres précédents.

ITII.1 Quelques éléments bibliographiques

Les travaux présentés dans ce paragraphe auraient également leur place, en temps qu’éléments
bibliographiques, dans le premier chapitre, mais étant directement liés aux problémes énoncés

dans ce troisiéme chapitre, il nous a semblé préférable de les inclure ici.

III.1.1 Couplage entre homogénéisation et analyse limite

Listons donc d’abord quelques contributions ayant trait au couplage entre ’homogénéisation
et I'analyse limite, consistant & déterminer le chargement limite de matériaux hétérogénes. Les
tous premiers travaux dont I’objectif était de déterminer le domaine de résistance des matériaux
hétérogenes, vis-a-vis de 'analyse limite, concernent des matériaux composites a fibres et datent
des recherches de HILL (1950). De nombreux travaux suivirent, tant théoriques qu’expérimentaux,
mais furent quasiment tous basés sur des critéres phénoménologiques. Ces critéres, bien que

reflétant assez correctement I’expérience, présentaient cependant deux inconvénients majeurs :

— ils faisaient, de par la nature méme des approches phénoménologiques, intervenir un trés
grand nombre de parameétres nécessaires a la caractérisation du comportement & la rupture

(ou comportement limite) des composites étudiés,

— n’étant pas basés sur une véritable approche micromécanique, ils ne prenaient pas rigou-
reusement en compte les propriétés de résistance des différents constituants des composites
étudiés.

Afin de remédier & ces inconvénients inhérents aux méthodes phénoménologiques, d’autres cri-
téres ont été proposés, essayant de prendre en compte le comportement mécanique des consti-
tuants. Cependant, ces premiéres améliorations conduisant encore & des critéres possédant un
trop grand nombre de parameétres, d’autres auteurs tel MC LAUGHLIN en 1972, proposérent de
déterminer le chargement limite de composites en appliquant la théorie de I'analyse limite au
volume élémentaire représentatif. La méthode consistait alors & déterminer le domaine de résis-
tance du VER par les théories de ’analyse limite, puis & attribuer ce méme domaine de résistance
au milieu homogéne équivalent entier, sans pour autant utiliser de méthodes d’homogénéisation
permettant le passage micro-macro. Cette nouvelle approche permettait donc de remédier au
probléme du nombre trop important de paramétres, sans cependant donner de relations expli-
cites entre les propriétés de résistance des différents constituants et les propriétés effectives du

composite. Il n’y a finalement qu’une vingtaine d’années, SUQUET (1982) et (1983) posa les bases
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du couplage entre homogénéisation et analyse limite, en proposant, au travers de relations de
moyenne rigoureuses, un critére de plasticité homogénéisé permettant le calcul de charges limites
pour des structures fortement hétérogénes. L’approche de SUQUET, dont le domaine de validité
a été précisé par TURGEMAN et PASTOR (1987), fut alors a 'origine de nombreux travaux sur
les matériaux composites & fibres. On retiendra en particulier les recherches de DE BUHAN et
de TALIERCIO. En effet, DE BUHAN (1988) et DE BUHAN et TALIERCIO (1991) proposérent,
en appliquant ’approche statique de ’analyse limite, une formulation théorique d’un critére de
résistance pour des matériaux composites renforcés par des fibres longues multidirectionnelles,
avec la possibilité de prendre en compte la décohésion entre fibres et matrice. L’avantage princi-
pal de leur critére, par rapport aux critéres phénoménologiques, est que les paramétres employés
sont non seulement peu nombreux, mais également facilement identifiables et possédant une
signification physique trés précise puisque relative aux propriétés de résistance de chacun des
constituants (fibres ou matrice). L’étude cinématique de ces matériaux composites a fibres fut
également abordée, d’abord théoriquement puis numériquement par TALIERCIO (1992) et FRAN-
CESCATO et PASTOR (1997). Enfin, toujours sur la base des travaux de SUQUET, d’autres types
de matériaux ont été étudiés: DE BUHAN (1983) définit théoriquement les capacités de résis-
tance d’'un matériau stratifié, en résolvant le probléme & la rupture sur le VER et DEBORDES
et al. (1985) et MARIGO et al. (1987) appliquérent, selon la méme méthodologie, la théorie de
I’homogénéisation périodique au calcul numérique des charges limites, ou de rupture, de plaques
périodiquement perforées. Plus récemment, BOURGEOIS et al. (1998) et CARVELLI et al. (2000)
ont également eu recours & I'homogénéisation périodique: BOURGEOIS et al. ont étudié au tra-
vers de 'approche statique de ’analyse limite, les chargements limites de plaques périodiques,
en termes de contraintes généralisées; CARVELLI et al. quant-a-eux ont considéré la résistance

des composites & fibres, en utilisant I’approche cinématique de 1’analyse limite.

Tous ces travaux réunis constituent un grand pas dans le domaine de 1’étude a la rupture,
toujours dans le sens de la détermination des chargements limites supportables, de structures

présentant des propriétés hétérogénes, que ce soit aux niveaux géométrique et/ou mécanique.

II1.1.2 Couplage entre homogénéisation et adaptation

Cependant, afin de pouvoir considérer les situations pratiquement rencontrées en ingénierie,
caractérisées par des chargements variables et pas uniquement des chargements proportionnels
comme en analyse limite, ces études couplant ’homogénéisation et I’analyse limite sont, depuis
peu, généralisées par de nouvelles études visant & coupler homogénéisation et adaptation. La
majorité des auteurs travaillant en ce sens adoptent la méme facon de procéder: coupler des
méthodes d’homogénéisation, que ce soit la théorie de modules effectifs, la théorie de I’homo-
généisation périodique, ou toute autre théorie, avec les approches statique ou cinématique de
I’adaptation. Bien que les premiéres recherches sur ce couplage datent des recherches de TARN
et al. (1975), l'intérét scientifique pour ce couplage reste relativement récent. En effet, TARN et al.

montrérent dés 1975, en travaillant sur la détermination de domaines de résistance, vis-a-vis de
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I’adaptation, de composites unidirectionnels sollicités par des chargements axisymétriques, que
la théorie de I’adaptation était & méme d’étudier la défaillance de ce type de matériaux. Les
autres études sont effectivement plus récentes. PONTER et LECKIE (1998) ont étudié, en uti-
lisant 1’approche cinématique de KOITER, la capacité de résistance de composites a matrices
métalliques sollicités par un chargement thermique cyclique. Toujours en se reposant sur 1’ap-
proche cinématique, CARVELLI (1999) et MAIER et al. (2000) se sont respectivement intéressés
a l'adaptation de plaques périodiquement perforées, suffisamment minces pour que I’hypotheése
des contraintes planes soit valide, et a ’adaptation de composites unidirectionnels & matrices
métalliques, renforcés par des fibres et sollicités par un état de contraintes uniaxial'. Parallé-
lement, l'approche statique a été étudiée par WEICHERT et al. (1999) et SCHWABE (2000), qui
s’intéressent ’adaptation de composites & matrices métalliques bidimensionnels. Ces matériaux
ont également été étudiés par DVORAK et al. (2000). Enfin, 'adaptation d’autres matériaux, les
matériaux périodiques multi-couches ou stratifiés soumis & un chargement en déformation, a été
étudiée par l'approche statique HACHEMI et al. (2001).

I11.1.3 Conclusions et motivations de notre étude

Ces quelques éléments bibliographiques, associés & ceux du premier chapitre, permettent de

mettre en lumiére trois points essentiels:

— les travaux couplant les théories de ’adaptation et de I’homogénéisation sont peu nombreux
et trés récents, et ceci est d’autant plus vrai que la théorie de ’homogénéisation concernée
est celle de 'homogénéisation périodique,

— parmi les quelques travaux existants, rares sont ceux qui considérent des structures tridi-
mensionnelles,

— il n’existe, & I’heure actuelle, pas de véritable code contenant une librairie compléte d’élé-
ments finis, permettant de traiter de I’adaptation de n’importe quelle structure, qu’elle soit

hétérogéne ou non.

Ceci nous permet donc de motiver notre étude: on se propose en effet de contribuer & la re-
cherche dans cette branche particuliére de la plasticité, en proposant un couplage numérique
entre adaptation et homogénéisation périodique afin d’étudier la tenue mécanique, ou résistance,
de matériaux élastoplastiques parfaits a microstructure hétérogéne, périodique et tridimension-

nelle, par une approche directe.

II1.2 Considérations générales

Pour fixer les idées, on résume ici les principales spécificités de notre étude: les propriétés

et la microstructure particuliére des matériaux étudiés, la nature non classique des chargements

1. Selon ’axe des fibres.
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qui leur sont imposés, et enfin, les deux sortes de volumes élémentaires représentatifs de ladite

microstructure.

111.2.1 Hypothéses matériaux

On rappelle, avant toute chose, que les matériaux considérés sont supposés obéir & toutes les
hypothéses énoncées au paragraphe II.1. On s’attarde ici sur 'une de ces hypothéses, a savoir
que les matériaux constitutifs de la cellule de base sont supposés posséder un comportement
élastoplastique parfait. Cette cellule exhibe donc, en chacun de ses points, un domaine de plas-
ticité F'(x) a l'intérieur duquel la contrainte microscopique o est astreinte & rester. Dans notre
cas, ce domaine de plasticité local est défini par l'intermédiaire du convexe de plasticité F de
VON-MISES (voir le paragraphe I1.1.2.c):

F(z) = {U(m) | Flo(a)oo(x)) = \/g ol(x) : od(z) — op(x) < 0 } (IIL.1)

N

ou:

— o%(x) représente la partie déviatorique de o () définie par:
1
ol(x) = o(x) — 3 (tr o(x)) I (IT1.2)

— op(x) est la limite d’élasticité du matériau au point x.

I111.2.2 Matériaux a microstructure périodique

Les matériaux que nous allons étudier présentent également la particularité de posséder une
microstructure de nature périodique. La périodicité est entendue au sens de la définition du para-
graphe 1.3.4 et est susceptible d’affecter, indépendamment ou de fagon couplée, tant les propriétés
géométriques que les propriétés matérielles. On compléte alors la figure 1.11 en la figure III.1,
sur laquelle les d’ sont les tenseurs d’élasticité des différents constituants du matériau?, et les

| S LIS S
... q.‘: ..‘I .E. |..‘ T3
X T‘.o ... J;xz

RO

- [ - [ ] x1 CELLULE DE BASE V

MILIEU HETEROGENE PERIODIQUE

FiGURE II1.1 — Propriétés de la cellule de base

2. Par la suite, en particulier au paragraphe II1.3, on représentera par d n’importe quel des d’, afin de ne pas

encombrer l'exposé.
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a; sont, par exemple, différentes tailles possibles des hétérogénéités. Pour chacun des exemples
que nous considérerons au chapitre V, le matériau sera donc constitué par la répétition, dans
I’'une, les deux ou les trois directions de ’espace, d’une cellule de base, aux caractéristiques bien

définies. Pratiquement, les a; représenteront successivement :
— D’épaisseur des différentes couches d'un matériau stratifié,
— le diamétre des cavités perforant périodiquement une structure fine,
— les dimensions des renforts d’une plaque mince, perpendiculaires & son plan moyen,

— ou encore le diamétre de sphéres élastiques renforcant une matrice élastoplastique.

I11.2.3 Chargements macroscopiques imposés

La cellule de base étant définie, intéressons nous désormais aux différentes sollicitations qui
vont lui étre imposées afin de déterminer les domaines de résistances macroscopiques vis-a-vis de

I’élasticité, de 'analyse limite et de ’adaptation.

I11.2.3.a Nature des chargements

Dans un probléme classique de calcul de structures, tels les problémes présentés au chapitre
précédent, les sollicitations sont généralement imposées sous la forme de forces volumiques f,
de forces surfaciques F' ou encore de déplacements U. Cela ne peut cependant plus étre le cas
dés lors que le probléme concerne une structure hétérogéne et que la notion d’échelle apparait.
En effet, si la structure hétérogeéne est effectivement soumise a des sollicitations classiques, il
n’en va pas de méme pour la cellule de base. Comme exposé au paragraphe 1.3, le principe de
base de 'homogénéisation est de substituer, & un matériau réel hétérogéne, un matériau fictif
homogéne, mais au comportement équivalent, sur lequel il est plus simple de mener des calculs.
Ainsi, selon les définitions (I1.27), le matériau réel et le matériaux fictif homogéne, soumis aux
mémes sollicitations (f,F,U), sont censés répondre de fagons identiques. Quant a la cellule de
base, représentant un zoom du point macroscopique X, elle est soumise aux champs X et/ou
E, champs de contraintes et déformations qui prennent naissance au point X du matériau
homogene équivalent du fait des sollicitations macroscopiques (f,F,U). Les chargements sur la
cellule de base sont donc considérés comme homogeénes, c’est-a-dire qu’ils dépendent uniquement

du point macroscopique X . On résume ceci sur la figure I11.2, ou les relations entre les variables

(f’F’U) (f7F7U)

(%.E)
™~
B ~ Nx
ﬁ(<a>v,<s>v) - (Z,E)
(0.€)

Figure II1.2 — Sollicitations réelles et chargements macroscopiques
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microscopiques et leurs homologues macroscopiques sont données par 1.273 dans le cas d’'une

cellule de base sans trou ni fissure:

1
2:—/0'd:13
VI Jv

1
E:—/sdm
Vi Jv

Les chargements P du chapitre II sont donc, pour notre étude, toutes les combinaisons admis-

(1>

(111.3)

>

sibles des contraintes et déformations macroscopiques agissant sur la cellule de base:
P=(X,E) (I11.4)

Précisons ce que I’on entend par combinaisons admissibles. Les tenseurs de contraintes et défor-

mations considérés étant symétriques, on les représente par leurs six composantes:

{ S = (211, S92, T3, S12, Boz, S13 ) (I11.5)

E = ( E11, B, Es3, 2E12, 2E93, 2E13)

Une combinaison admissible de contraintes et déformations macroscopiques est alors une combi-

naison faisant intervenir six composantes distinctes de X et de E.

ExXEMPLE III1.1

Par exemple, le chargement P!, défini par la combinaison (II1.6):
Pl = ( 211 75 0, E22 ?é O, 233 == O, 212 == 0, 223 == 0, 213 =0 ) (1116)
est admissible, alors que le chargement P2, défini par la combinaison (IT1.7) ne lest pas.

PP=(S11#0,E1 #0,5335=0,512=0,%93=0,513=0) (IT1.7)
H

I11.2.3.b  Variations des chargements

Revenons désormais sur la notion de domaine de chargements. Comme précisé aux chapitres I
et II, il nous est inutile de connaitre pas & pas ’histoire du chargement P. Il suffit, pour pouvoir
mener notre étude des états limites, de savoir borner ce chargement. On suppose donc que les
sollicitations imposées 4 la cellule de base, combinaisons admissibles de n chargements indépen-
dants, sont incluses dans le polyédre convexe D, défini par (II1.8) et représenté figure I11.3 dans

le cas ou n = 2.

D= {7’(75) | P(t) =D m®)PY, mie [ui,uﬂ} (IIL.8)
i=1

Dans cette définition, les quantités P? sont des chargements initiaux exprimés en termes de

contraintes ou déformations macroscopiques.

3. Que 'on redonne ici afin de clarifier Pexposé.
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P

Pi

F1GURE 1I1.3 — Choiz du domaine inital de chargements

REMARQUE III.1
Le polyédre est choisi tel que 'un de ses sommets soit confondu avec l'origine. Ce choix est
arbitraire mais revét une importance capitale, que nous exposerons en détail au chapitre V lors

de lexplication de la lecture des domaines de résistance obtenus (paragraphe (V.1.3.c)).

EXEMPLE III.2
A titre d’exemple, si ’on se place dans un espace de dimension deux (n = 2), 'une des bases de

chargements possible est la suivante:

0
(% Y2 =0, 833 =0, 812 =0, X3 =0, ¥13 =0
{ Pl=(211#0,522=0,%33 =0, 512 =0, X253 =0, Zy3 ) (II1.9)

PI=(S11=0,20#0,833=0,212=0,%93=0,%13=0)

Dans ce cas, tout chargement imposé sera combinaison linéaire des vecteurs de base (’P?,’Pg) 4,

[]

I111.2.4 Deux types de cellules de base

Finalement, les chargements étant imposés 4 la cellule de base, celle-ci est considérée comme
une microstructure, sur laquelle il est alors possible de poser tout probléme de tenue mécanique,
que ce soit du point de vue de 1’élasticité, de I’adaptation ou de ’analyse limite. Poser ce type
de probléme sur la cellule de base, tout comme nous 1’avons posé sur un milieu tridimensionnel
quelconque® au chapitre précédent, implique alors de considérer une deuxiéme cellule de base, dite
de référence, tout comme il a été considéré un milieu 3D de référence (figure I1.2). Cette nouvelle
cellule est définie de la fagon suivante: elle posséde les mémes caractéristiques géométriques
que la cellule réelle, mais, une fois soumise aux mémes chargements, répond de facon purement
élastique. Par analogie avec le chapitre précédent, on représente figure I11.4 la cellule de base
réelle élastoplastique parfaite, notée VER, et la cellule de base de référence purement élastique,
notée VER(®).

4. Pour plus de détails, se reporter au chapitre V.
5. C’est-a-dire sans notion d’échelle.
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(X.E) (X.E)
T3
U,E,Ep . U(e)’s(e) -
L] x L]
- i ? - i
I
VER VER(®)

Fi1GURE I11.4 — Cellules de base réelle et de référence

II1.3 Approche statique du couplage entre homogénéisation et

adaptation

Afin de traiter de ’adaptation de matériaux hétérogénes a microstructure périodique, on
présente dans un premier temps, le couplage, inspiré des travaux de SCHWABE (2000), entre le
théoréme statique de MELAN et la théorie de I’homogénéisation périodique. La méthodologie
est similaire & celle employée par SUQUET (1982) pour coupler ’approche statique de ’analyse
limite et I’homogénéisation périodique. On se base donc sur le théoréme I1.1, puis ’on montre que
cela revient & résoudre un probléme de maximisation non linéaire sous contraintes, et enfin on
réintroduit la notion de coefficient de sécurité, afin de donner le domaine de validité du résultat
final.

111.3.1 Formulation du couplage

L’énoncé du théoréme couplé ne différe de ’énoncé du théoréme (I1.1) que par le fait que les
contraintes sont, cette fois-ci, exprimées sur la cellule de base: elles dépendent donc toujours du
temps, a I’exception des contraintes résiduelles, mais également de la variable d’espace microsco-

pique x, décrivant la cellule de base.

THEOREME III.1
S’il existe un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps p : € € V — p(x),
tel que:

F <0'(e)(a:,t) + [)(a:)) <0 VaeV et VP(t)eD,vt

alors le matériau hétérogéne s’adapte pour tous les trajets de chargements P : ¢ €
[0, + oo] — P(t) € D. Dans ce cas, on dira qu’il y a adaptation pour le domaine D.

On précise que o) (z,t), encore noté o), est I'état de contraintes purement élastiques engendreé
par le chargement P(t):

o (xt) = o (x,P(t)) (I11.10)
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Il y a donc adaptation de la cellule de base si le champ résultant de la somme des contraintes
purement élastiques et des contraintes résiduelles constitue un état de contraintes de sécurité,
quels que soit le point de la cellule de base et le trajet de chargements considérés, c’est-a-dire

que:

o(xt)=c(xt)+px) € F() VaxzeV et YVP(t)eD,Vt (I11.11)

111.3.2 Problémes cellulaires purement élastiques

Le champ de contraintes microscopiques purement élastiques o (©) est alors solution d'un pro-
bléme d’élasticité posé sur la cellule de base. Ce probléme cellulaire est calqué sur les problémes
de localisation présentés, selon le type de cellule de base, aux paragraphes 1.3.4, 1.3.5 et 1.3.6.

I11.3.2.a Milieux & microstructure tridimensionnelle "classique"

Dans le cas d’une cellule de base tridimensionnelle ne présentant ni trou ni fissure, ces pro-
blémes sont classiques vis-a-vis des équations d’équilibre et de compatibilité, mais mettent en

lumiére le couplage entre les deux théories au niveau des points suivants:

— de par leur cinématique faisant intervenir un déplacement périodique. On rappelle en effet
qu’en théorie de 'homogénéisation périodique, le déplacement est scindé en deux parties

(voir paragraphe 1.3.4.b, équation (I1.40)):

u = E.x+uP®" 3 déformation imposée (111.12)
u = (g)y,.®+uP" & contrainte imposée .

— de par leurs conditions aux limites, découlant de cette cinématique (voir équations (I1.35)
et (I1.39), paragraphes 1.3.3.b et 1.3.3.c):

uP®" périodique sur OV <L . )

a déformation imposée

o.n anti-périodique sur 9V
(II1.13)

o & contrainte imposée
o.n anti-périodique sur OV

{ uP®" périodique sur OV

— de par la nature globale du chargement. En effet, comme présenté au paragraphe I111.2.3.a,
le chargement est imposée en moyenne:

e)y, = E & déformation imposée

{ ey P (II1.14)

(o), =3 a contrainte imposée
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On a alors a résoudre:

P(e),cl

Approche déformation: P ¥

P(e),cl

Approche contrainte: P,

E donnée

Trouver u??"(€) et o(®) t.q.:

div o(® = 0 dans V

o® =d: €(6)(<5(6)>V & 4 uPer(©)
uP®(©) périodique sur OV

o©) .n anti-périodique sur oV
<5(e)>v =E

Y donnée

Trouver u?"(€) et o(®) t.q.:

[ divo® =0dans V
0-(5) =d: 5(6)(<€(e)>v T+ upér,(e))
uP®(©) périodique sur OV

o©) .n anti-périodique sur oV

<‘7(e)>v =X

I11.3.2.b Structures fines perforées, sollicitées dans leur plan

Si 'on considére une cellule de base représentative d’une structure fine a cavités sollicitée
dans son plan, la cinématique (III.12) reste valable, moyennant la restriction (I.44), mais les
conditions limites évoluent quelque peu. Les problémes de localisation précédents se particula-

risent donc en (voir le paragraphe 1.3.5 pour plus de détails sur les définitions de la cellule de

base et de 'opérateur moyenne sur cette cellule) :

(e),cav

Approche déformation: P, f;

(e),cav

Approche contrainte: P,

E donnée

Trouver u”®"(©) et o(© t.q.:

div o(© = 0 dans V*

() — 4. =(¢) ~(e) pér,(e)
o" d:e (<€ >V.w—|—u )
uP®(©) périodique sur OVy
o(©) .n anti-périodique sur dVjq;
o) .n =0sur 9H U OVisup U OVip g
<E(e)> = E au sens de (1.45)

\%

> donnée

Trouver u?®"(©) et o(®) t.q.:

[ div o(® = 0 dans V*

() — 4. =(¢) ~(e) pér,(e)
o" d:e (<s >V.w+u >
uP®(©) périodique sur OVy
o©) .n anti-périodique sur OVjq;
o©.n =0sur 6H U OVisup U OVip ¢

) =% de (14
<0' >V au sens de (1.46)

I11.3.2.c Milieux de types plaques périodiques

Enfin, le dernier type de problémes cellulaires purement élastiques concerne les problémes
exprimés en termes de déformations ou contraintes généralisées. La méthodologie reste la méme,
mais deux points essentiels différent du cadre général défini par (II1.12) et (II1.13) (voir para-
graphe 1.3.6.b) :

— les chargements imposés a la cellule de base sont des chargements généralisés, c’est-a-dire

des déformations de membrane et de flexion (E,K) et des contraintes de membrane et de
flexion (N,M),

— la cinématique devient donc une cinématique de plaque, définie par (I11.15):

e(u) = E — 23K + e(u®") (IT1.15)
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Le champ o(®) est donc solution de I'un des problémes cellulaires suivants:

Approche déformation: Pég}’p i Approche contrainte : Pc(;)l’flq
(E,K) données (N,M) données
Trouver u??"(€) et o(®) t.q.: Trouver u?"(€) et o(®) t.q.:

( diveo(® =0dans V
div o(® = 0 dans V o =d: (E - 23K + e(uP®"(9))
ol&) =d: (E — 23K + s(upé"’(e))) uP®(¢) périodique sur OVq
uP®(¢) périodique sur OVq o) .n anti-périodique sur Vjq
o©) .n anti-périodique sur Vjy; o®.n = 0sur 4V, 7 et OViyp
o®.n =0sur OVins et OViup (Oag)y = Nag

[ (—73005)y = Mag

sachant que les relations (I.55) sont toujours valables.

I11.3.2.d Conclusions

Pour résumer, nous serons donc amenés a traiter six types de problémes cellulaires élastiques,
différents les uns des autres, soit par les conditions limites, soit par le chargement et la cinéma-
tique imposés. Cependant, quel que soit le type de cellule de base (I111.3.2.a, I11.3.2.b ou I11.3.2.c),
I’objectif reste toujours le méme: calculer les contraintes purement élastiques engendrées par les
chargements macroscopiques en déformation ou en contrainte. Par la suite, on adopte donc la
convention suivante:

— le terme générique PCES} désignera selon le cas chg}’d, chg}’mv ou Pég}’p lq,

P(e),cl P(e),cav ou P(e),plq‘

L. (e)
— le terme générique P, omt > Fromt ot

ont désignera selon le cas

Précisons que des composantes mixtes de la déformation et de la contrainte peuvent étre imposées,
comme indiqué par I’exemple (III.1). Cependant, traitant séparément, au chapitre V, les cas en
déformation et en contrainte, on ne présente pas dans la suite les problémes associés a ces

chargements mixtes.

I11.3.3 Problémes aux contraintes résiduelles

Il en va de méme pour les contraintes résiduelles p qui sont, quant-a-elles, V-périodiques et
auto-équilibrées. Elles vérifient donc le probléme (I1.37), posé sur la cellule de base et modifié
par:

— les conditions de périodicité: anti-périodicité de p.n sur tout ou partie de JV en fonction
du type de probléme traité. Ces conditions assurent alors I’équilibre de chaque cellule avec
ses voisines,

— les conditions de moyenne: (p),, = 0 (o I'opérateur (...);, est défini en fonction du type
de probléme traité), assurant, lorsque ’on travaille & contrainte imposée, que la totalité du

chargement macroscopique est récupéré par les contraintes purement élastiques.
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I11.3.3.a Milieux & microstructure tridimensionnelle "classique"

Suivant que l'on travaille & déformation ou & contrainte imposée, le champ p est donc res-

pectivement solution de chg}»d et P(r),cl:

cont
A ] . (T),Cl
Approche déformation: P, ¥
FE donnée
Trouver p t.q.:

divp=0 dansV
p.n  anti-périodique sur OV

Approche contrainte: Pc(;)z’td
3 donnée
Trouver p t.q.:

divp=0 dansV
p-n  anti-périodique sur OV
<p>v =0

On précise que la dépendance en temps de p est implicitement vérifiée, ce qui explique la dispa-
rition de I’équation "p =0 V¢ > 0" dans les problémes pel of plr)e

déf cont *

I11.3.3.b  Structures fines perforées, sollicitées dans leur plan

Dans le cas de structures fines a cavités, on retrouve les mémes modifications des conditions

limites que pour le probléme purement élastique.

Approche déformation : chg}’ca”
E donnée
Trouver p t.q.:

divp=0dans V
p.m anti-périodique sur 0V,
p-n = 0sur OH U OV, UV

111.3.3.c

Approche contrainte : Pc(;’)j“”
S donnée
Trouver p t.q.:

divp=0dans V

p.m anti-périodique sur 0V,
p-n = 0sur OH U OV, U Vs
(P)y =0 au sens de (1.46)

Milieux de type plaque périodique

Enfin, pour des milieux de type plaque périodique, on a:

Approche déformation : Pégj)gplq

P(r)vplq

cont

Approche contrainte :

(E,K) données
Trouver p t.q.:

divp=0dans V
p.n anti-périodique sur OV,
p-n = 0sur OV, s et OViyp

(N,M) données
Trouver p t.q.:

divp=0dans V

p-n anti-périodique sur 0V}
p.n = 0sur OV, ; et OViyp
<ﬁa6>v =0

(=23 pap)y, =0
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I11.3.3.d Conclusions

Il existe donc également six types de problémes aux contraintes résiduelles, correspondants
respectivement aux six types de problémes purement élastiques, que ’on synthétise comme suit :
— le terme générique chér} désignera selon le cas chg}’d, Pég])c’mv ou Pég])c’p lq,

r) (el plrcav - p(r)pla,

ot désignera selon le cas P, 0%, P, - ot

— le terme générique

I11.3.4 Problémes de maximisation associés

Les trois paragraphes précédents conduisent donc & considérer deux grandes classes de pro-
blémes couplés. En effet, selon le type de problémes et selon que 'on travaille & déformation ou

4 contrainte imposée, ’on est respectivement en présence:
— des problémes couplés "théoréme III.1+P§§}+P§£}", que l'on note P%,
— des problémes couplés "théoréme 1.1+ 2% +po

i Poor " que 1'on note PS5t

cont»
I'indice "stat" faisant référence a ’approche statique du théoréme de MELAN. On résume sur le

schéma II1.5 ces différents types de problémes. Sans rentrer dans le détail des 12 problémes, il

APPROCHE APPROCHE
DEFORMATION CONTRAINTE
PROBLEME DIT "CLASSIQUE" H (e),cl (r)el | | (e),cl (r),cl
(Cellule de base 3D sans trou ni fissure) ] th. L1 + Pdéf + Pdéf th. ITT.1 + Pcont + Pcont

PROBLEME DE STRUCTURES FINES A CAVITE!

—~

th IIIl + Pd(g)vcav _|_ Pd(g}vcav L th III]_ + P 6)700/0 + P(T‘),C(M}

f cont cont

e

(Cellule de base 3D trouée, chargement plan)

PROBLEME GENERALISE (e),plq (r).plg || (e),plq (r) plg
(Cellule de base 3D, chargement généralisé) th II1.1 + Pdéf + Pdéf th 1.1 =+ Pcont + Pcont
Pl =
NOTATIONS (th. IIL1 + B} + Py (th. IIL1 + P9, + P )
GENERIQUES @
Pstat

(th. II1.1 4+ P© 4 p()

FIGURE III.5 — Schéma de synthése des différents problémes traités pour 'approche statique du

couplage homogénéisation/adaptation
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est important de retenir que les contraintes purement élastiques et les contraintes résiduelles®
apparaissant dans le théoréme (II1.1), satisfont respectivement un probléme cellulaire élastique
et un probléme cellulaire auto-équilibré, prenant en compte les relations de moyenne et de pé-

riodicité sur la cellule de base.

On présente, dans ce qui suit, le principe d’un calcul aux états limites sur la base d’un calcul &
I’adaptation, tout en ayant a 1’esprit que la méthodologie reste la méme pour un calcul d’élasticité

ou d’analyse limite. Les ingrédients de base d’un tel calcul sont les suivants:

— une cellule de base V', définie par sa géométrie et ses caractéristiques mécaniques. Concréte-
ment les caractéristiques géométriques correspondent aux dimensions des différents consti-
tuants de la cellule et les caractéristiques mécaniques aux modules de YOUNG, coefficients
de POISSON et contraintes seuil d’élasticité de ces mémes constituants supposés isotropes”.

— un domaine initial de chargements D, fixé arbitrairement du type du domaine de la fi-
gure IT1.3.

La méthode consiste ensuite & rechercher dans quelles limites il est possible d’amplifier ou de
réduire ce domaine de facon & ce que la cellule de base s’adapte. Cette recherche est matériali-

AD strictement positif, appelé coefficient

sée par 'introduction d’un coefficient multiplicateur «
de charge & adaptation, qui, une fois appliqué au domaine initial de chargements, fournit un
domaine final homothétique du premier et & 'intérieur duquel on est str qu’il y a adaptation
de la cellule de base. Cette notion d’homothétie conduit alors naturellement & considérer les
problémes couplés Pjg?t et Pst comme des problémes d’optimisation. Une fois donné un trajet

de chargements P : t € [0;+o0] — P(t) inclus dans D, le probléme d’optimisation s’exprime

comme suit :

P Trouver o tel que:  o”” =max(a) ou p satisfait :
Do
f(a @ (z,P(t)) +p(m),00($)> <0 Vax eV eVt (I1L.16a)
p) (ITL.16b)

On est donc en présence

ot 0(®) est solution de P(®) et ou P") représente soit chg])c, soit PC(;)Lt.

d’un probléme de maximisation non linéaire sous contraintes:
— la fonction objectif du probléme P™* est le coefficient de charge «,

— les contraintes d’inégalités (II1.16a) sont constituées par les critéres de VON-MISES, expri-
més pour chaque instant de chargement et pour chaque point de la cellule de base. De par

la nature méme du critére, ces contraintes sont non linéaires en p,

6. L’'indépendance en temps de ces contraintes étant implicitement admise, ce champ sera simplement noté p

au chapitre suivant.
7. Le critére de plasticité choisi pour les matériaux étant le critére de VON-MISES, aucune autre caractéristique

mécanique n’est nécessaire.



98 Chapitre III. Adaptation de matériaux hétérogénes périodiques

— les contraintes d’égalités (II1.16b) représentent toutes les conditions devant étre vérifiées
par les seules contraintes résiduelles. Provenant des systémes d’équations linéaires PCEQC ou

P(T’)

ont, Ces conditions sont linéaires.
Aprés maximisation, on est donc & méme de fournir un domaine de chargements DAP (voir
figure II1.6), défini dans l’espace (P1,P2), a l'intérieur duquel on est sir qu'’il y a adaptation de

la cellule de base. Tous les chargements de DA de la forme:
APP(t) on P(t)eD (I11.17)

sont donc des chargements fiables, c’est & dire qu’une fois soumise & ces chargements, la cellule
de base retrouvera finalement un comportement purement élastique. Ce probléme de maximi-
sation, basé sur le théoréme (II.1), consiste donc en une approche par l'intérieur des domaines
d’adaptation.

. ® o |pu

D | MAXIMISATION

‘ | 'P? N ? 77777777777777777 ‘

P1

FIGURE II1.6 — Approche statique : principe de la mazimisation

On a occulté, dans ce qui vient d’étre énoncé, la notion de coefficient de sécurité. On rétablit

ceci ci-apreés, en précisant la notion, pour 'instant vague, d’intérieur du domaine DAD.

I11.3.5 Coefficient de sécurité et chargement supportable

L’étape d’optimisation permet donc de déterminer I’ensemble des chargements fiables, rela-
tivement & un type de domaine initial donné. Afin de conclure définitivement a la fiabilité de
la cellule de base, reste désormais & réintroduire la notion de coefficient de sécurité, permettant
de préciser la phrase a propos de D4 : "[...] & Uintérieur duquel on est sir qu’il y a adaptation
de la cellule de base [...]". En effet, en raisonnant sur les résultats de 1’optimisation, on montre®

l’affirmation suivante:

8. La preuve est donnée en annexe C.
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FEtant donné le couple (aAD , P(t)) solution du probléme d’optimisation P, il existe deux

e -
coefficients p < a*’, f = —— > 1 et un champ de contraintes résiduelles p = — p tels que:
H 5 m

1
B
F <ﬁ (u @ (z, P(t)) + f)(a:))) <0 VaxzeV et VP eD (I11.18)

Ceci signifie donc qu’il y a adaptation au sens du théoréme (I1.2), qui se trouve étre le sens de
g q y p

la sécurité, pour tout chargement de type:
pP(t) avec p < atP (I11.19)

En d’autres termes, il est impossible d’assurer qu’il y a adaptation sur la frontiére du domaine

AD)
7

DAP (ce cas correspondrait a ’égalité u = a par contre tout chargement inclus dans 'inté-

rieur strict de DAP conduit forcément a ’adaptation.

II1.4 Approche cinématique du couplage

Les mémes méthodes s’appliquent pour étudier ’approche cinématique du couplage entre ho-
mogénéisation et adaptation, & ceci prés que le théoréme d’adaptation utilisé devient le théoréme
de KOITER.

111.4.1 Formulation du couplage

Comme pour 'approche statique, on se base sur 1’énoncé général du théoréme cinéma-
tique (IL.5) afin de le particulariser au cas de matériaux hétérogénes. On obtient alors I’énoncé
(II1.2) en introduisant cette fois-ci directement le coefficient de sécurité? :

THEOREME II1.2
S’il existe v > 1 tel que pour tout taux de déformations &P et pour tout trajet de
chargements P : ¢ € [0,T] — P(t) € D vérifiant :

¢ T
/ eP(x,t) dt = gradu(x) VYax eV
0
tr éP(xt)=0 VeV et Vi

, , (IT1.20)
u(x) = E.x + uP* () avec u”*" (x) périodique sur OV

T
/ / o (x,t) : EP(a,t) dV dt = 1
0 14

I’on ait : T
/ / o(x,t):el(x,t)dV dt >~
o Jv

alors la cellule de base s’adapte pour toute histoire de chargements dans D.

9. Mais 'on pourrait tenir un raisonnement analogue a celui de ’approche statique.
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REMARQUE I11.2

On précise que le théoreme (II1.2) est énoncé pour un chargement en contrainte. Il est cepen-
dant valable lorsque le chargement est en déformation: dans ce cas, le déplacement u(x) doit
vérifier (I11.20.c) avec E = 0.

[

Le champ de contraintes purement élastiques est toujours conséquence du chargement P(t)
selon (II1.10). Ce champ peut donc étre solution, selon le cas, des différents problémes de lo-
calisation élastiques. Concrétement, le chapitre des applications (Chapitre V) ne traitant, par
I’approche cinématique, que le cas d’un matériau stratifié, nous ne présentons ici ce couplage que
pour le type de cellule de base correspondant, c’est-a-dire une cellule de base tridimensionnelle
classique 1. Le champ a(e)(m,t) sera donc uniquement solution de P(¢) représentant soit chg}’d,
e),cav P(e),cav P(e),plq P(e),plq.

. cl . o . .
soit Pc(;)ltc , mais pourrait également étre solution de Péé ¥ Peont 5 Pief ou Pogyy

Finalement, 'approche cinématique du couplage assure qu’il y a adaptation de la cellule de
base uniquement si 1’énergie dissipée plastiquement par cette cellule au cours du chargement est
strictement supérieure & I’énergie développée par le chargement P, qui est égale, par le principe
des travaux virtuels, & I’énergie des contraintes purement élastiques dans le champ du taux de

déformations plastiques.

I11.4.2 Probléme de minimisation associé

Tout comme pour ’approche statique, on est alors amené a considérer deux grandes classes

de problémes couplés, selon que ’on impose les déformations ou les contraintes macroscopiques :
— le probléme couplé "théoréme (I11.2) + Pég}", noté Py,

— le probléme couplé "théoréme (IT1.2) + P).". note Pein

cont contr

I'indice "cin" faisant, cette fois-ci, référence a ’emploi du théoréme cinématique de KOITER. On
résume ceci sur le schéma (II1.7). Le principe du calcul aux états limites est ensuite analogue a
celui présenté au paragraphe I11.3.4, & ceci prés que le probléme de maximisation non linéaire
sous contraintes devient un probléme de minimisation non linéaire sous contraintes. En effet, on
a vu que pour qu’il y ait adaptation, il faut que 1’énergie dissipée plastiquement par la cellule de
base soit supérieure & 1; mais, tout systéme cherchant par nature a dissiper le moins d’énergie
possible, le probléme d’optimisation va donc consister & rechercher le minimum de cette dissipa-
tion plastique, tel que les contraintes (II1.20) soient respectées. Une fois la cellule de base et le
domaine de chargements donnés, la recherche du coefficient de charge devient donc le probléme

de minimisation suivant :

10. On entend toujours par classique: sans condition limite particuliére et sans chargement généralisé.
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APPROCHE APPROCHE
DEFORMATION CONTRAINTE
PROBLEME DIT "CLASSIQUE" (e),cl (e),cl
(Cellule de base 3D sans trou ni fissure) ] th 1112 + Pdef | th III2 + Pdéf
P} P
NOTATIONS (th. IIL2 + Pigy) (th. II1.2 + P©) )
GENERIQUES @
Pcin

(th. TI1.2 + P(©)

FIGURE II1.7 — Schéma de synthése des différents problémes traités pour l’approche cinématique

du couplage homogénéisation/adaptation

P Trouver aP tel que:  o”P = min </ / x,t) : eP(x,t) dV dt)
134 upé'r
ou (ép ,upé”,E) satisfont :
T
/ gP(x,t) dt = grad,u(x) VeV (IT1.21a)
0
tr eP(xt) =0 VaxeV et Vit (IT1.21Db)
u(z) = E.x + uP” (x) avec uP®" (x) périodique sur OV (ITI.21c)
T
/ / o) (x,t) : eP(x,t) dV dt =1 (I11.214)
o Jv

ot o(®) est solution de P(¢). Une fois encore, si la déformation est imposée, I’équation (ITI.21c¢)
devient u(x) = uP"(x). On est donc bien en présence d'un probléme de minimisation non
linéaire sous contraintes, avec:
— I'énergie W dissipée plastiquement par la cellule de base comme fonction objectif. Etant
toujours en présence de matériaux élastiques parfaitement plastiques obéissant au critére

de VON-MISES, cette énergie est définie comme suit :

W= / / ool \/ er(w.t) : er(a,t) dV di (111.22)

La fonction objectif est donc, cette fois-ci, non linéaire.

— les contraintes, uniquement des contraintes d’égalités, sont par contre linéaires.
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Ce probléme de minimisation, basé sur le théoréme (II.5), consiste & réaliser une approche par

I’extérieur des domaines d’adaptation.

II1.5 Exemple illustratif d’un stratifié & déformation imposée

Afin de présenter ces couplages plus concrétement, on étudie ’exemple instructif d’un maté-
riau stratifié pouvant, sous certaines conditions, étre résolu de fagon entiérement analytique. On
se propose donc de calculer les coefficients de charge de ce matériau, vis-a-vis de ’élasticité et de
’adaptation !, lorsqu’il est sollicité par une déformation macroscopique unidimensionnelle.
L’objectif de ce paragraphe est donc de présenter, sur ce cas particulier, les méthodes qui seront

mises en ceuvre numériquement au chapitre suivant.

I11.5.1 Position du probléme tridimensionnel

On considére (figure II1.8) un matériau multicouche, défini par l'alternance selon la direc-
tion X3 de deux couches de matériaux aux propriétés géométriques et mécaniques différentes.
Chacune des deux couches est supposée d’épaisseur constante, respectivement notée e! et e,

et composée d’un matériau homogéne isotrope. On donne dans le tableau III.1 les différentes

X3

COUCHE 2

\ éﬁ COUCHE 1
elt | 1 X

FiGguRre I11.8 — Matériau stratifié constitué de deux couches représentatives

caractéristiques des deux couches, les indices supérieurs ! et ? désignant respectivement les pro-
priétés des couches 1 et 2. Chaque matériau est également supposé obéir aux hypothéses du
paragraphe I1.1.2 auxquelles on ajoute la définition du domaine de plasticité local (III.1).

Afin de pouvoir mener les calculs analytiquement, on sollicite le stratifié par la déformation

macroscopique (I11.23), ce qui correspond a traiter le cas n = 1 dans la définition (IIL.8) de D:
EY =(0,0,0, 2E1, 0, 0) (I11.23)

L’objectif est ensuite d’évaluer les coefficients de charge vis-a-vis de deux des types d’analyses:

I’élasticité et ’adaptation, respectivement notés o et aA”. Lors de la recherche des coefficients

11. La théorie des charges limites étant énoncée pour un systéme de forces imposées, calculer le coefficient de
charge vis-a-vis de ’analyse limite n’aurait aucun sens ici. Ce coefficient sera par contre calculé au paragraphe III.6,
dans lequel le chargement imposé est exprimé en termes de contrainte macroscopique.
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‘ Caractéristiques géométriques ‘

Epaisseur el =0.1 mm e? =0.3 mm

‘ Caractéristiques mécaniques ‘
Module de Young | EY'!' = 210000 MPa | EY>2 = 120000 MPa,
Coefficient de Poisson vt =03 v? =027
Limite d’élasticité o} =180 MPa 02 = 80 MPa

TABLEAU II1.1 — Caractéristiques des deuz couches de matériau

de charge, un probléme d’optimisation spécifique est associé & chacun des types d’analyses.
La différence principale entre les deux problémes que nous aurons & traiter ici est la suivante:
aucune contrainte résiduelle ne sera considérée dans le probléme d’optimisation pour la recherche
du coefficient de charge o”. Par contre, pour les deux types d’analyses, le chargement extérieur

observera les variations suivantes :
p 2EY, < 2Ey, < ut 2EY, (I11.24)

pour des valeurs de 1~ et p' respectivement fixées & 0 et 1. La double inégalité (I11.24) traduit
la spécificité de la théorie de 'adaptation: considérer des chargements variables mais bornés,
spécificité qui est étendue au cas de I’élasticité (voir le paragraphe II1.5.3 pour des explications

complémentaires). Dans ce cas, le domaine D est donc défini par:

D= {Eij t.q. pu~ 2EY <2E1, < ut 2EY,, E;; = 0 pour les autres composantes} (IT1.25)

111.5.2 Simplification du probléme par exploitation des invariances maté-
rielles

On montre, dans ce paragraphe, que ’exploitation des invariances matérielles permet de
ramener chacun des problémes cellulaires, a priori 3D, en des problémes 1D. On en déduit alors

certaines propriétés et expressions des déplacements, contraintes et déformations locales.

IT1.5.2.a Choix de la cellule de base

Ce sont les propriétés d’invariance du stratifié dans les deux directions X; et Xo qui per-
mettent d’affirmer que les problémes sont en fait unidimensionnels. Le stratifié étant constitué
par la répétition périodique selon X3 d’un méme bloc contenant une couche représentative de
chaque matériau, 'intuition nous incite & choisir une cellule de base parallélépipédique, consti-
tuée par la superposition d’une couche ¢! de matériau 1 et d’une couche ¢? de matériau 2, telle
la cellule représentée sur la figure I11.9. Cette cellule posseéde bien les propriétés requises, a savoir
qu’elle est un motif de base, permettant, par translation dans les trois directions de 1’espace, de
reconstituer entiérement le matériau stratifié. Cependant, les dimensions a et b de cette cellule

selon x1 et x5 étant quelconques, on montre alors (MAGOARIEC, 2000) que les champs locaux de
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e, > 5
i 2|

Xl \:// 1/ T c )/b,*'lé
T a

F1GURE II1.9 — Cellule de base parallélépipédique

déplacements, de déformations et de contraintes sont uniquement dépendants de x3. Le déplace-
ment périodique et les champs de déformations et de contraintes sont donc donnés par:

uP® :z3 € [0;e] — uP®(z3)
e:x3€[0;e]— e(x3) (I11.26)
o:x3€[0e]— o(xs3)

ce qui implique que la cellule de base V' se réduit au segment [0,e] (figure I11.10) et transforme

le probléme initialement 3D en un nouveau probléme 1D.

x3
€3
2 o
e ;
SR PSSR .
1 TTC 9
e P
— '/b'
Z1 a

FIGURE II1.10 — Cellule de base linéique

I11.5.2.b Conséquences sur les contraintes et déformations locales

Compte-tenu des relations (IT11.26), 'expression de la déformation microscopique :
e = EY + grad (u”®") (I11.27)
devient pour une déformation macroscopique quelconque :
e(xs) = <E11, Ea, Ess +uls (3), 2E15, 23 + ub'y (23), 2F13 + u{’f’é”(x;»,)) (T11.28)

De méme, les contraintes microscopiques n’étant fonction que de x3, les équations d’équilibre

permettent d’aboutir aux conclusions suivantes :

dive=0 = O'i37320 Vi:1,2,3

) (IT1.29)
= 03 sont constantes par couche Vi=1,2,3
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De plus, prises au sens des distributions, les équations d’équilibre assurent que les composantes
03 sont continues & 'interface entre couches. Etant constantes par couche, elles sont finalement
constantes sur toute la cellule de base V, égales, de par les relations de moyenne, aux contraintes
macroscopiques :

Yiz = (oi3)y =0i3 Vi=123 (I11.30)

Par contre, rien n’assure que les autres composantes de o soient continues & l'interface entre
couches.
De simples considérations matérielles permettent donc de diminuer significativement la di-

mension des problémes & considérer ainsi que le nombre d’inconnues par probléme.

I11.5.2.c Calcul des contraintes élastiques par couche

Quelle que soit I’approche choisie, statique ou cinématique, pour évaluer les différents coef-
ficients de charge, il faut résoudre le probléme de localisation élastique P(¢), qui se réduit dans
notre cas a chz} puisque seules les composantes de la déformation macroscopique sont impo-
sées. Les simplifications précédentes permettent alors d’exprimer analytiquement le champ de
contraintes purement élastiques o(®). On ne donne ici que la méthode pour effectuer ce calcul,
le détail étant donné dans MAGOARIEC (2000). Etant dans le cadre de 1’élasticité linéaire, on
procéde par superposition de solutions élementaires: on impose une déformation macroscopique
dont une seule des composantes, notée Ey;, est non nulle et ’on cherche sa contribution au champ
de contraintes microscopiques purement élastiques, que ’on note alors USES;ZI‘ La procédure est
donc la suivante:

— établir I'expression de 5(5121 grace a l'équation (II1.28),

(e) ,(€)

. . ér, A N . 2 :
— exprimer o en fonction de u%kl grace a la loi de comportement élastique:

o —d:e

kl

— calculer les composantes UE?EM grace & (II1.29) et & la périodicité de u%é;’(e) sur le bord

de la cellule de base '?,

(©) calculées a I’étape

A pér.

— calculer les composantes manquantes grace aux composantes de u o
précédente.

Apres avoir réitéré cette méthode pour tous les couples (k,l) décrivant l’ensemble des six com-

posantes de la déformation macroscopique imposée sous sa forme générale :
EY = (E11, B, Es3, 2E12, 2E)3, 2F13) (I11.31)

on est alors en mesure de donner, par superposition, le champ de contraintes purement élastiques

o(©) induit par cette déformation macroscopique E(l), sous la forme:

12. Concrétement, compte-tenu de la géométrie linéique de la cellule de base, ceci se traduit par: u’;:l (0) =

upy (e).



106 Chapitre III. Adaptation de matériaux hétérogénes périodiques

On montre que:

O'gl) = a(di,db,et,e?) By + b(dl,db,et e?) By + c(di,diete?) Fs3
o) = b(di di et e2) By + aldi,dbele?) Bay + c(di et e?) Ess

J:(a? = f(di,dye'e®) (Ei1 + Ex) + g(di,dy e e?) Es3
(ITL.33)

U%;) = dé 2E12

O'ég) = h( 3,6 e )2E23

O'gg) = h( 3,6 (& )2E13

ot I'indice supérieur * prend la valeur 1 dans la couche 1, pour laquelle 23 € [ 0,e! ], et la valeur
2 dans la couche 2, pour laquelle 23 € [ e!,e |. Les expressions détaillées des fonctions a,b,c,f,g et
h sont données en annexe C. Les coefficients di, d} et d} obéissent & la méme convention d’indice
et sont les différents coefficients du tenseur d’élasticité d dans chacune des deux couches, qui

s’écrit sous sa forme matricielle:

(@i d, di 0 0 0 |
di di dy 0 0 0
a—| % & d 000 (I11.34)
o 0o 0 d 0 0 '
0 0 0 0 di 0
0 0 0 0 0 d
avec: Vi : Y,i Y,i
) EYi(1 — ? ) EYr z . JREl
di = (1-v) i, = S . - (IT1.35)

(14 vi)(1 —20v%)’ (14 v9)(1 — 2v9)

Ce calcul met donc en lumiére le fait que les composantes de o(®) qui ne sont pas constantes sur

2(1 +v)

la cellule de base, restent tout de méme, du fait de ’homogénéité de chaque couche, constantes

par couche.

I11.5.2.d Propriétés des contraintes résiduelles

Les propriétés du champ de contraintes total o et du champ de contraintes purement élas-
tiques o(®) se répercutent alors sur les contraintes résiduelles. En effet, la décomposition de base
de ’adaptation :

o(z3,t) = 0 (x3,t) + p(3) (I11.36)
)

associée au fait que les composantes o;3 et ai(g sont constantes sur la cellule de base permettent

d’énoncer une premiére conclusion: les composantes p;3 sont constantes sur la cellule de base.

D’autre part, ayant montré que les composantes Jﬁ), oég) et 053) des contraintes purement
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élastiques sont constantes par couche, on suppose qu’il en est de méme pour les composantes

équivalentes de p: p11, poo et p1o. Pour résumer, on a donc:

(I11.37)

pi3 constantes sur V pour i =1,2,3
pap constantes par couche pour (a,3) € (1,2)?

111.5.3 Remarques préliminaires aux calculs analytiques

On apporte ici quelques précisions de notations nécessaires lors des résolutions analytiques
présentées au cours des deux paragraphes suivants. Le chargement 2FE75 variant entre les bornes

prescrites par (II1.25), les variables décrivant les problémes traités:
— les champs o et o® pour 'approche statique,
— les champs o), & et u pour I'approche cinématique,

dépendent alors implicitement du temps, c’est-a-dire des différentes valeurs prises par 2F15 entre
pw~ 2EY% et ut 2EY,. De méme, les composantes des contraintes étant soit constantes sur la cellule
de base, soit constantes par couche, elles ne prennent au maximum que deux valeurs différentes
lorsque x3 décrit | 0;e |. Afin de matérialiser ces dépendances temporelle et spatiale, on utilise

respectivement quel que soit le type d’analyse (élasticité ou adaptation) :

— les points de charge déja évoqués au paragraphe 1.1.5.a, traduisant une discrétisation '* du
temps. Ces points sont nécessaires a la théorie de ’adaptation en vertu du théoréme (I.1)
de KOENIG ET KLEIBER, qui énonce que pour assurer l'adaptation de la cellule de base
—qui, on le rappelle, est considérée comme une microstructure— dans tout le domaine D, il
suffit de I'assurer pour des trajets de chargements passant par les sommets de ce domaine,
c’est-a-dire pour les singletons {u~ 2EY,} et {u™ 2E),}. Les contraintes d’optimisation
doivent donc étre vérifiées pour les instants ¢, tels que:

Pt)=P j=1.2" (ITL.38)

Dans notre étude, n est fixé & 1 puisque le domaine D se trouve restreint au segment

[ u= 2EY,, u™ 2EY%, |. Le nombre de points de charge & considérer est donc de 2:

(IT1.39)

Pr=u 2E),=0
Py = pt 2E7, = 2B},

Par analogie, la transposition de ce théoréme au cas de ’étude élastique permet de conclure
que pour assurer le comportement élastique de la cellule de base pour toute déformation
macroscopique comprise entre p~ 2E), et ut 2EY, il suffit de I'assurer pour les points de
charge notés P;, j = 1..2".

— l’indice supérieur *, repérant chacune des deux couches selon la convention suivante: i = 1

dans la couche 1 et 4 = 2 dans le couche 2.

13. Cette notion de discrétisation temporelle sera détaillée au chapitre IV.
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On choisit donc de travailler avec les notations suivantes: pour tout 2E1 variant entre = 2EY,

et ut 2EY, et pour tout x3 variant dans [ 0;e ], on note:
o(z3,tj) = o' (P)) pour j =1..2" et pour i=1,2
U(e)(il?g,tj) = o(f)l(le) pour j =1..2" et pour i =1,2 (I11.40)
eP(w3,t5) = &P (P;) pour j = 1..2" et pour i =1,2
p(xrs) = p* pour i=12

Les variations continues étant, par ces notations, ramenées a des variations discrétes, on redéfinit
les sommes continues par des sommes discrétes, afin de pouvoir mener les calculs analytiquement.

Soient donc fonctions f et g constantes par couche et définies par:

f:teR— f(t)

(IT1.41)
g:x3€[0,e]— g(xs)
On a alors:
T 2"
| ae=3 )
0 —
=1 (I11.42)
/ glxs) deg =" e'g’
v i=1
Dans le cas général d’une fonction h, constante par couche et définie par:
h:(zs,t) €[0,e xR — h(zs,t) (I11.43)

qui peut étre, pour donner un exemple se rapportant a notre étude, la puissance dissipée par

unité de volume, on a alors:

2m 2
/ ! / h(xs,t) dos dt = Y €'h'(P)) (I11.44)
0 1%

j=1 i=1
111.5.4 Approche statique pour une sollicitation en cisaillement pur

L’exploitation des invariances matérielles du probléme 3D nous permettent de poser des
problémes d’optimisation simplifiés, en ce sens qu’ils peuvent étre résolus analytiquement, afin
de résoudre les problémes aux états limites correspondants. On utilise, dans un premier temps,
I’approche statique pour formuler les couplages & ’origine de ces problémes d’optimisation, qui

deviennent alors des problémes de maximisation.

I11.5.4.a Problémes de maximisation

Comme précisé par (I11.23), le chargement imposé est unidimensionnel puisque seule la com-
posante 2F15 de la déformation macroscopique imposée est non nulle. En observant la structure
de la solution purement élastique (II1.33), on constate que ce type de déformation macroscopique

induit un champ de contraintes o(¢) qui est également unidimensionnel. On a en effet :

Si seule 2Ep5 £ 0, alors o©' = <0, 0,0,59" 0, 0> avec o) = 2F5d,  (ITL45)
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Par conséquence, le champ de contraintes résiduelles p est également cherché sous la forme
p' = (0,0,0, pi5.0,0) (I11.46)

Sur la base des équations (II1.45) et (II1.46), les problémes de maximisation associés aux deux
types d’analyses peuvent se mettre sous la forme générale P™** ou 1’on note a‘ le coefficient de

charge, qui peut étre le coefficient d’élasticité ou d’adaptation :

P Trouver of tel que: o = max(a) o p satisfait:
P,
F <a 9" (P)) + pl, ag> <0 Vi=12et Vj=1.2" (111.47a)
P (I11.47b)

sachant que l'ensemble des contraintes résiduelles p? solution de P") satisfait :
e p' = 0 pour tout ¢ = 1,2, si 'on étudie la résistance vis-a-vis de 1'élasticité, pour laquelle
aucune contrainte résiduelle ne se développe dans la cellule de base,

e le systéme d’équations (II1.48) lorsque l'on travaille vis-a-vis de la théorie de I’adaptation :

Phaz=0 Vi=12etVk=123 (I11.48a)

Pha(0) = plale) V=123 (111.48b)

ou l’égalité (I11.48b) est issue de la 'anti-périodicité de p.n sur le bord de la cellule de base
0V = {0;e}. Ce systéme ne sera cependant pas utile dans notre étude puisque seule les

composantes pj, sont supposées non nulles 14 ce qui ne serait pas le cas si 'on imposait,

par exemple, la déformation macroscopique EY = (0,0,0,0,0,2E3).
REMARQUE III1.3
On pourrait rechercher le champ de contraintes résiduelles sous la forme plus générale :
p' = (Pi1: Phas Piss Plas Phss Pls) (I11.49)
On montrerait alors que la solution du probléme P™%* conduit & ne considérer que la forme (I11.46).
l
I111.5.4.b Détermination des coefficients de charge

Afin de résoudre P™%*  on explicite tout d’abord les contraintes d’inégalités (I11.47a). Le

critéere de VON-MISES est donnée par l'expression générale :

Flo)= 0%1 + 0'32 + O’§3 — 011099 — 092033 — 011033 + 3 0%2 +3 (7%3 +3 0%3 — 0'(2] (IT1.50)

14. On remarquera aussi que cette supposition est en accord avec les conditions imposées par ce systéme.
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qui, compte-tenu du paragraphe précédent, devient dans notre cas:

4 ‘ 2
e)’ i e)’ i i\2
F <0‘ U§2) (P) + pla; Uo> =3 <a U§2) (P;) + 012> — (a0) (IIL.51)

Les contraintes d’inégalités possédent donc une expression différente par couche et par point de

charge:

<adld'(P)+p, <L Vi=12 et Vj=1.2" (TIT1.52)

C’est en travaillant sur cette expression que les coefficients o et aP sont déterminés.

B Probléme d’élasticité : détermination de o
Evaluer le coefficient de charge o, tel que a” 2F, soit un chargement supportable vis-a-vis de
I’élasticité pour toute valeur de o 2E15 comprise entre of p~ 2EY, et of ut 2EY,, revient a
déterminer le maximum des coefficients positifs tel que les critéres de VON-MISES (II1.51) soient
satisfaits en chaque couche et pour chaque point de charge. De la définition (IT1.39) des points

3
de charge, on déduit les valeurs des contraintes purement élastiques ag)

(P;) dans chacune des
deux couches:

J%Z)Z(Pl) =0xd,=0

o (P — 2B e
Le probléme de maximisation devient alors:
P75 E Trouver of tel que: af = max(ev)  satisfaisant :
a>0 (IT1.54a)
—\J/—% <0a< ;—% i=12 (I11.54b)

of 0 i of )
——= < 2F7,d5 a < —= 1=1,2 IT1.54¢
\/g - 1278 o \/§ ( )

ot les équations (I11.54b) (respectivement (II1.54c)) sont les expressions du critére de VON-MISES

dans les couches 1 et 2 pour le point de charge P; (respectivement P). On pose:

i
i 99

sl=— 0 (I11.55)
V3 2B}, dj

Compte-tenu des valeurs numériques données dans le tableau (IIL.1), le coefficient s% est donc
I'unique coefficient satisfaisant toutes les conditions, ce qui implique que la couche 2 est la couche
limitante vis-a-vis de 1’élasticité. On a finalement :

2
E 90
o = (T11.56)
V3 2EY, d3
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m Probleme d’adaptation : détermination de o AP

Le probléeme d’adaptation étant défini par les mémes variations de 2FE72 que le probléme élas-
tique, on procéde de méme pour le résoudre. On considére donc les mémes points de charge P;
et P ; par contre, I’adaptation relevant de la plasticité, il est nécessaire de prendre en compte

les contraintes résiduelles dans 1’expression des critéres de VON-MISES.

pmanAD - Trouver ol tel que: o = max(a) ot (,ozﬁ,a) satisfont :
p2127a
a>0 (IT1.57a)
_% <pi, < % 1,2 (ITI1.57b)
V3 V3
9 %

< a 2B%d + ply < i=12 (1T1.57¢)

V3 V3

On représente sur la figure II1.11, ’ensemble des coefficients satisfaisant les contraintes d’opti-

misation pour la couche i. Pour chaque couche, on déduit graphiquement le coefficient maximal

Pi12
0.1
7%
/.
/
/ .aAD,z N
/ i
/ 1
AN
0.1
_ -0
V3
0 b2 D

FI1GURE II1.11 — Solution par couche du probléme d’adaptation & déformation imposée

satisfaisant toutes les contraintes:
. 2 g'i . .
AD A O 7 N 7 P .
ot = ——— =25 ou s' est défini par (II1.55 II1.58
V3 2E,d} par ( ) ( )

Reste ensuite & rechercher la couche limitante afin d’en déduire aP

, ce qui, compte-tenu de la

relation d’ordre entre s' et s?, donne:
oAP = min (aAD’l,aAD’Q) =min (2s'25%) =25° (IT1.59)

On a finalement :

oAl =24aF = _ 205 (I11.60)
V32EY, &
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La couche limitante est toujours la couche possédant la plus faible limite élastique. Les calculs
analytiques montrent donc dans ce cas que le coefficient de charge a ’adaptation est deux fois
plus important que le coefficient de charge & 1’élasticité, ce qui prouve l'intérét de cette théorie.

I11.5.5 Approche cinématique pour une sollicitation en cisaillement pur

L’objectif de ce paragraphe est d’utiliser I’approche cinématique de l'adaptation, afin d’étu-

dier le méme probléme que précédemment et de confirmer ainsi le résultat a” obtenu.

I11.5.5.a Formulation du couplage

Méthodes statique et cinématique ne différent qu’au moment d’exprimer le probléme d’opti-
misation. En effet, dans le cas de 'approche cinématique, le probléme d’optimisation devient un
probléme de minimisation non linéaire sous contraintes (voir le paragraphe 111.4.2). Les données

des problémes restent donc les mémes, & savoir:

— une cellule de base linéique : le segment [0,e], caractérisée par les propriétés du tableau (II1.1),

— une déformation macroscopique imposée E? sous la forme (I11.23),

— un champ de contraintes purement élastiques o(®), induit par EY et évalué a partir des

formules (II1.33).
Compte-tenu des propriétés particulieres du champ (¢, on cherche le taux de déformations
plastiques sous la forme:
&' = (0,0,0,2%,0,0) (IIL.61)

En utilisant les propriétés des champs uP®" et &P, I'énoncé du probléme de minimisation (IT1.21)

devient alors:

prinAD: Trouver o telque:  o” = min  W(ej, &) on (' 20)
5'117; uPé ' 2o
satisfont :
on . )
i auper auper
P p) = | 21 2 .
jz; 2512(PJ) - < ax2 + 82131 > + 2E12 Vi = ]_’2 (111623)
tr&”(P)=0 Vi=12etVj=12" (IT1.62b)
w(0) = u(e) (IIL.62¢)

2

2" . .
YN eo(p) e (p) =1 (111.62d)

j=1i=1

ou ’énergie dissipée plastiquement au cours du cycle de chargements constitué des 2™ points de

charge est définie par:

on

) i 20 2 ,
W(ah, &")=> > ezaé\/ gépl (P;) : ¥ (Pj) (I11.63)

j=1i=1
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Les remarques suivantes permettent de simplifier encore d’avantage ce probléme d’optimisation :

— le chargement extérieur étant une déformation macroscopique, en vertu de la remarque (I11.2),

on applique la condition suivante:
2F12 =0 dans (III.62a) (IT1.64)

De plus, le déplacement périodique ne dépendant que de la variable x3, on a:

pér pér
ouy ous,

(%2 il (I11.65)

La contrainte d’optimisation linéaire (II1.62a) se simplifie donc en:
2 .
D eh(P) =0  Vi=12 (I11.66)

— le fait que seule la quatriéme composante'® des tenseurs de contraintes et déformations
soit non nulle, rend la contrainte (II1.62b) trivialement vérifiée, et permet de réécrire la
fonction objectif (II11.63) et la contrainte (II1.62d):

W (ol &) Z Z elol|Ely (P (I11.67)

] 1i4i=1
QZZe o' (p) (P = 1 (IT1.68)
7j=11i=1

REMARQUE II1.4
Comme pour l'approche statique, on pourrait rechercher le champ de taux de déformations

plastiques sous la forme plus générale :
&' = (D), &8, e, 2605, 2685, 260, (IT1.69)

On montrerait alors que la solution du probléme P™" conduit & ne considérer que la forme (III.GH.

II1.5.5.b Deétermination analytique du coefficient de charge a ’adaptation

On énonce et résout, compte-tenu des simplifications du paragraphe précédent, le probléme

de minimisation P™"AP dérivant du probléme d’adaptation de la cellule de base hétérogéne :

pmimAD  Trouver aP tel que:

. 2 2 2
o*? = min —zae! [[,(P)| + |55 (Po)l]| + —zobe? ||E5(P)] + €8 ()]

V3

15. Par référence a la représentation des tenseurs symétriques comme des vecteurs & six composantes.
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ou les 511);(P]), i=12et j = 1..2" satisfont :
N (P) +Ep(P) =0 i=12 (IIL.70a)
1,0 pyzp! 2,(0% pyap? _
2 |eoyy (P2)eny(P2) +eoyy (Pa)ey ()| =1 (IIL.70b)
A partir de (II1.70a) et (II1.70b), on déduit une nouvelle expression de la fonction objectif, ce qui

transforme le probléme de minimisation avec contraintes en le probléme de minimisation sans

contraintes suivant :

2
del ol 1 2,07 p 4202

oD — min € 9 . _ € 0121( 2) éﬁ’;(Pz) 4+ 2¢%
aim V3 210l (Py)  elol) () V3

L’étude des variations de cette fonction objectif, réalisée & partir des valeurs numériques du

(éfl’;(Pz)( (IIL.71)

tableau (III.1), montre que le minimum est atteint pour:

o 1
el (P) = BE (I11.72)
2620'12 (PQ)
Cette valeur ré-injectée dans la fonction objectif fournit le minimum suivant :
208 208
aAP %% % (IIL.73)

= 2 =
\/gag) (P2) V3 2B}, di

REMARQUE IIIL.5

On retrouve 1’égalité entre le coefficient de charge a ’adaptation calculé & partir de ’approche
statique, donné par (II1.60), et celui qui vient d’étre calculé & partir de ’approche cinématique.
Ceci justifie, a posteriori, les expressions (I11.46) et (II1.61), respectivement choisies pour les

contraintes résiduelles et les taux de déformations plastiques.

[

I11.6 Exemple illustratif d’un stratifié & contrainte imposée

L’objectif de ce paragraphe est identique & l’objectif du paragraphe précédent: présenter
les couplages simplement, au travers d’un probléme 1D pouvant étre résolu analytiquement.
Cependant, afin d’illustrer les deux approches contrainte et déformation, présentées au chapitre I,
on étudie ici le méme matériau qu’au paragraphe IT1.5, a ceci prés que la sollicitation est désormais
imposée sous la forme d’une contrainte macroscopique. Ceci nous permet également de mettre
en exergue, sur un exemple simple, les principales différences entre les deux approches, afin de

mieux appréhender le traitement numérique de ces méthodes sur des cas tridimensionnels.

I11.6.1 Probléme 3D, chargement imposé et points de charges

Le stratifié, dont les caractéristiques géométriques et matérielles restent celles définies dans

le tableau III.1, est donc soumis au chargement suivant :

2= (0,0, 0, $12,0 ,0) (I11.74)
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Contrairement & I’approche déformation, le chargement de type contrainte macroscopique auto-
rise ici a considérer les trois types d’analyses : élasticité, analyse limite et adaptation, qui différent
les uns des autres par:
— les contraintes résiduelles qui sont nulles pour le probléme élastique,
— les variations du chargement imposé qui, comme pour ’approche déformation, sont définies
par:
p= X% <N < pt Y pour lélasticité et adaptation (IT1.75)

ou = = 0 et ™ = 1. Par contre, I’analyse limite étant caractérisée par un chargement
proportionnel, on a dans ce cas:

Y15 = XY  pour 'analyse limite (IT1.76)

C’est 14 la différence principale entre ’adaptation et ’analyse limite : ’aspect variable des char-
gements considérés dans la théorie de 'adaptation est matérialisé par deux points de charge,
alors que 'aspect proportionnel du chargement de I’analyse limite est représenté par un unique

point de charge. Afin de désigner les trois problémes par les mémes notations, on pose donc:
Ptj)=P; j=1.2" (I11.77)

ou m = n pour ’adaptation et 1’élasticité et m = 0 pour I'analyse limite.

111.6.2 Calcul des contraintes élastiques par couche

L’approche cinématique, tout comme 'approche statique, nécessite la connaissance des con-
traintes purement élastiques, notées o(¢), régnant dans la cellule de base du fait de la contrainte
macroscopique imposée. Par des raisonnements analogues & ceux présentés aux paragraphes
IT1.5.2.a et I11.5.2.b, on montrerait que les contraintes et déformations microscopiques (purement
élastiques, résiduelles, totales) sont, encore une fois, constantes par couche. L’idée est donc de se
baser sur les résultats du paragraphe I11.5.2.c afin d’en déduire les expressions analytiques de o (¢)
dans chacune des deux couches et en chaque point de charge. Ce champ sera de la forme (I11.78),

puisque seule la composante Y15 de la contrainte macroscopique est imposée non nulle.
; i
o (0, 00,009 0, o) (ITL78)

On cherche donc la loi de localisation (voir paragraphes 1.3.2.c et 1.3.3), donnant I'expression de

ag)l en fonction de X15. Pour ce faire, on utilise ’équation (II1.33):

A —di2E,  Vi=12 (I11.79)

Il suffit donc de savoir exprimer 2F;5 en fonction de o, c’est-d-dire de connaitre une partie
de la loi de comportement macroscopique homogénéisée, afin d’obtenir la relation de localisation

recherchée. C’est une fois de plus la spécificité du probléme, qui est de se ramener & un probléme
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1D, qui permet de donner facilement ces relations. En effet, de par la définition des relations de

moyenne, on a:

e 1 i (e (
S = <a§2)>v - ciold) (LLL.80)
Ce qui, d’apres 1’équation (II1.79), devient :
3 9F, (IT1.81)

On en conclut donc, une fois la relation (II1.81) inversée, la loi de localisation suivante :

i . el + e2
@ = & d Yo (T11.82)

1I1.6.3 Approche statique pour une sollicitation en cisaillement pur

Les données nécessaires a ’expression des problémes de maximisation étant disponibles, on
exprime désormais les trois types de couplages. La différence notable entre ces trois problémes
d’optimisation et ceux présentés au paragraphe précédent, provient du chargement imposé. En

effet, le chargement actuel étant & contrainte macroscopique imposée, on a:

Sip = <a§‘;)>v (I11.83)

Ceci implique d’aprés la décomposition (I1.15), que les contraintes résiduelles sont globalement
pliq p p g

nulles (on suppose toujours que p est de la forme (I11.46)):

(p12)y =0 (I11.84)

De ce fait, si ’énoncé du probléme de maximisation élastique reste inchangé, les problémes de
maximisation d’analyse limite et d’adaptation présentent, par contre, une équation supplémen-
taire par rapport aux énoncés de I’approche déformation. Quoi qu’il en soit, ces trois problémes

sont toujours regroupés sous le terme générique: P,

IT1.6.3.a Probléme d’élasticité : détermination de o

Compte-tenu du fait que, pour résoudre le probléme d’élasticité, on attribue aux points de

charge P; et P; les valeurs suivantes:

Pl=p 30 =0
PR ST (IIL.85)
P2:M+2?2:E12

et compte-tenu de la loi de localisation (II1.82), le champ de contraintes purement élastiques est

défini, en chacune des deux couches de stratifié, par:

; 1 2
@ py— g & T¢€ _
019 (Pl)—d3m *x0=0
o (IT1.86)
e +e

(e)? o
O19 (P2)—dsw

0
E12
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Le probléme de maximisation devient alors:

P75 B Trouver of tel que:  of = max(a) satisfaisant :
[0

a>0 (I11.87a)

i=12 (111.87b)

i=12 (IIL.87c)
ou les équations (II1.87b) (respectivement (II1.87c)) sont les expressions du critére de VON-MISES

dans les couches 1 et 2 pour le point de charge P; (respectivement P»). On pose:

B 06 (d;l,,e1 + d§62)
VB (el +e?) B

7

(IT1.88)

Comme pour 'approche & déformation imposée, les valeurs numériques données dans le ta-
bleau (III.1) permettent de conclure que le coefficient 72 est 1'unique coefficient satisfaisant
toutes les conditions. Que 'on travaille & déformation (2E;2) ou & contrainte (Xi2) imposée,
la couche 2 est donc toujours la couche limitante vis-a-vis de 1’élasticité. On a finalement pour
I’approche contrainte :
o od(dle' + d2e?)
R di (el +e?) XY,

(IT1.89)

I11.6.3.b Probléme d’analyse limite : détermination de a?”

Les deux différences majeures entre le probléme d’analyse limite et le probléme d’élasticité

sont résumeées ici:

— en analyse limite, le chargement ne varie pas entre des bornes données mais est fixé & la
valeur maximale que peut atteindre 1o en variant dans D. Il suffit donc de vérifier le

critére de VON-MISES, pour chaque couche, a 'unique point de charge P, défini par:
P=pt Y% =% (I11.90)

— l'analyse limite relevant de la plasticité, il est nécessaire de prendre en compte les contraintes
résiduelles, et en particulier la condition (III1.84).

Le probléme de maximisation P™%A4L perd donc, par rapport au probléme P™%%F  les deux

conditions liées au point de charge 1~ X9, et en gagne une, 'équation (I11.91c), liée & la condition

Pmam,AL

de moyenne sur les contraintes résiduelles. s’énonce comme suit :
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pran AL Trouver ol tel que: ot = Hilazé(a) ou (piy,a) satisfont:
Pz
a>0 (II1.91a)
—;—% < d ﬁ ¥ a+ply < % i=12 (IT1.91b)
elply +€%piy =0 (IT1.91c¢)

ou les équations (II1.91b) correspondent au critére de VON-MISES exprimé dans chacune des
deux couches pour I'unique point de charge P;. En injectant (II1.91c¢) dans (II1.91b), on obtient
un systéme de deux doubles inégalités & deux inconnues: p?, et a. Le probléme revient donc &

trouver le maximum des coefficients «, tels que:

a>0
1.1 1, 2 1 1.1
ope 1 e te 0 € 9 ope
— Yio— o — < —4
V3e2 T 361d:1,, + e2d3 22 ¢~ P2 > V3e2 (IIL.92)
2 1, .2 2
79 2 € te 0 2 _ 0
— < — < 20
\ V3T 3eld§+62d§ 12t = V3

Ce systéme est résolu graphiquement figure I11.12: I’ensemble des solutions admissibles est

2
P12

1.1
gp€

V3e2

FI1GURE I11.12 — Solution du probléme d’analyse limite a contrainte imposée

représenté par le polygdne grisé. Aprés calcul, le coefficient de charge maximum appartenant &

ce polygone est donné par:

AL elaé —}—6208

V3 (el +¢8) 5,

(I11.93)



II1.6. Exemple illustratif d’un stratifié a contrainte imposée 119

I11.6.3.c Probléme d’adaptation: détermination de a?”

Travailler & contrainte imposée permet également de mettre en lumiére le fait que I’adaptation
soit vue comme une généralisation de I’analyse limite. En effet, pour traiter un probléme d’adap-
tation & contrainte imposée, il faut prendre en compte, comme en analyse limite, les contraintes
résiduelles, et il faut considérer, comme en élasticité, les deux points de charge P; et P», afin de

rendre compte de I’aspect variable du chargement. Le probléeme P40 correspondant devient

alors:
pmanAD - Trouver ol tel que: o’ = max(a) ou (piy,a) satisfont:
3 12
12
a>0 (IT1.94a)
——X < <— =12 I11.94b
/3= P12 = /3 ( )
06 el + €2 0 i 0'6 .
0 - 7 ¥ <= =12 I11.94
\/§_eld§+62d§ 1204+P12_\/§ t ) ( c)
elply 4+ €%piy =0 (I11.944)

Les inégalités (I11.94b) (respectivement (II1.94c)) correspondent alors au critére de VON-MISES
exprimé au point de charge P; (respectivement P») défini par (II1.85). En exprimant, comme
précédemment, pl, en fonction de p?,, on raméne ce probléme & la recherche du coefficient de
charge maximal vérifiant les quatre doubles inégalités suivantes:

(

a>0
_0'661 <p2 < 0'(1]61
V3e2 =2 = /32
2 2
%0 2 90
Y < < 20
J3 == 1s (I11.95)
0'661 1 el +e2 el 50 2 Uéel
—\/362— 37616%—}—62(1%; 1204—/)12_\/362
2 1,2 2
90 g € te 0 2 _ 90
S L o < 20
Nk 3eld§+62d§ 12a‘|‘P12_\/§

La résolution graphique est représentée figure I11.13, de laquelle on déduit la valeur du coefficient
de charge & ’adaptation, que l'on trouve, dans ce cas, égale & la valeur du coefficient de charge

limite. L 5 o
AD _ € 0g+etoy 4L

VBl +ed) ),
Notons également que ces résultats permettent de corroborer les relations d’ordre intuitives, suite

a (IT1.96)

aux descriptions des différents types de réponses (paragraphe I1.2), entre les différents coefficients
de charge:

of <afP < oAl (I11.97)
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2

P12
V3
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V3e2

FIGURE II1.13 — Solution du probléme d’adaptation & contrainte imposée

111.6.4 Approche cinématique pour une sollicitation en cisaillement pur

Les calculs suivants ont une nouvelle fois pour objectif de valider les résultats obtenus par
I’approche statique des couplages entre homogénéisation et analyse limite et entre homogénéi-
sation et adaptation, en en étudiant 1’approche cinématique. L’étude des chargements limites
peut étre, de par sa simplicité, résolue entiérement analytiquement. L’étude sous chargements

variables nécessite quant-a-elle une résolution numérique.

I11.6.4.a Détermination analytique du coefficient de charge limite

La notion de cycle de chargements, inhérente & la méthode cinématique, n’ayant pas de sens
en analyse limite, le théoréme couplé est en fait exprimé en termes de puissance et non plus en
termes d’énergie, ce qui est équivalent & ne considérer que l'unique point de charge P; défini
par (II1.90). La fonctionnelle W & minimiser devient donc la puissance dissipée plastiquement

par la cellule pour le chargement attaché au point de charge P :

2
T i ¢ i 12 . i
W(oh, e") = 6106\/ 37 (1) e () (I11.98)
=1

De méme, la condition de compatibilité du taux de déformations plastiques, toujours supposé de

la forme (II1.61), se réduit a:

) pér pér
28 (Py) = (352 i 8;; > +2E5, Vi=12 (111.99)
2 1

Dans cette équation, la partie grad ,uP®" est nulle puisque le déplacement périodique ne dépend,
par analogie avec ’approche & déformation imposée, que de la variable x3. Par contre, il faut

noter ici une nouvelle particularité de I’approche actuelle, & savoir que le chargement & contrainte
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imposée implique de laisser libres les déformations macroscopiques qui leur sont associées. On a
donc
2E12 #0 (I11.100)

Enfin, I’égalité concernant le travail des contraintes purement élastiques dans le champ du taux
de déformations plastiques devient également une égalité en puissance exprimée & 'unique point
de charge P :
Yool () 2e5,(P) =1 Vi=12 (II1.101)
i=1
Le probléme de minimisation correspondant s’écrit alors:

4 2 .
pminAL  Trouver ol tel que: ol = min — {elaé ]ézl’;(Pl)\ +e?a8 \éﬁ);(Pl)] ou éﬁ);

ézf;,Eu \/g

et F19 satisfont :
260, (P) = 2%5(P) = 2B, Vi=12 (I11.102a)
1 2
eloly) (P1) 280, (P1) + €205 (P1) 20y (Py) = 1 (I11.102b)

En injectant (II11.102a) dans la fonction objectif, cette derniére devient alors uniquement fonction
de 2F15, que l'on exprime en fonction des données du probléme gréace a (I11.102b). On obtient fina-
lement en remplacant les champs de contraintes purement élastiques par leur expression (II1.82)
dans chacune des deux couches:
QAL — 00 g (I11.103)
V3 (el +e2) X,

Par comparaison avec (II1.93), on constate que les deux approches, statique et cinématique,

conduisent bien au méme coefficient de charge limite.

I11.6.4.b Détermination du coefficient de charge a ’adaptation

La méme étude est ensuite réalisée pour le probléme d’adaptation P4 dual de PmaxAD
Contrairement & ’analyse limite, on considére ici des cycles de chargements compatibles, décrits
par les deux points de charge P, et P, définis par (II.85), ce qui revient a résoudre la minimi-

sation suivante:

PminAD - Trouver oAP tel que:

.2 p! .p! 2 .p? .p?
o' = min —zoge! |[h,(P1)| + |5§)2(P2)|] + —=ope? [|5I172(P1)| + [e5(P2)]

2y (Pj) V3 V3

oit les (), i = 1,2 et j = 1..2" satisfont :
220, (P) + 280y (Py) = 2By, i =12 (I11.104a)

1 2
eloly) (Py) 288,(Po) + €205 (Po) 2% (Py) = 1 (111.104b)
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En combinant les conditions d’optimisation entre elles, la fonction objectif peut étre ramenée &

2
une fonction de deux variables, par exemple Eis et )y (P):

1 e’d3 2 1 e*d3 2
ol = mm \/—0’06 Ep — ()1 1d1 612(P2) + o)1 1d1 612(132)
Er2,6%5 (Pa) 2eloyy (Py) 2eloys (Pg)
+2 522 HE12 - 5‘7{;(1)2)( + (#{;(PQ)H (IIL.105)
V3

La minimisation de cette fonctionnelle nécessitant un traitement numérique, nous ne pouvons
présenter de résolution analytique de P™™AP  Cependant, le traitement numérique effectué

AD correspondant 3 la valeur trouvée pour Iapplication numérique du

fournit une valeur pour «
coefficient de charge a 'adaptation (II1.96) obtenu par ’approche statique. On en déduit donc
que:

oAl = AL (I11.106)

ce qui était également le cas par ’approche statique.

I11.7 Bilan du chapitre

Le premier objectif de ce troisiéme chapitre était de justifier 'intérét de notre étude, au
travers de quelques éléments bibliographiques mettant en lumiére la nécessité d’un couplage tel
celui de ’adaptation et de I’homogénéisation périodique. En ce sens, le premier paragraphe nous
a permis de motiver nos travaux, qui se proposent d’étudier numériquement la résistance de

matériaux a microstructure tridimensionnelle soumise & des chargements variables et bornés.

Dans cette optique ont été présentées, dans un deuxiéme paragraphe, les spécificités de notre
étude a ’adaptation, & savoir:
— lanature inhabituelle des chargements, imposés sous la forme de déformations ou contraintes
macroscopiques,
— les deux types de cellules de base considérés: la cellule de base réelle, représentant autant
que possible la microstructure du matériau étudié, et la cellule de base de référence au

comportement purement élastique.

Les ingrédients nécessaires & la mise en ceuvre desdits couplages ayant été présentés, les
théorémes couplés ont ensuite été énoncés, d’abord d’un point de vue statique en se basant sur
le théoréme de MELAN, puis d’un point de vue cinématique en se basant sur le théoréme de
KOITER. Les théorémes ont été abordés pour chacun des trois types de matériaux présentés
aux paragraphes 1.3.4, 1.3.5 et 1.3.6 : les matériaux & microstructure tridimensionnelle périodique
sans trou ni fissure, les structures fines & cavités périodiques et les matériaux de types plaques

périodiques.
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Afin d’illustrer les différents couplages et surtout afin d’en présenter les méthodes de ré-
solution de maniére & introduire les méthodes numériques du chapitre suivant, le cinquiéme
paragraphe s’attache & déterminer les coefficients de charge d’un matériau stratifié aux pro-
priétés telles que des résolutions analytiques sont possibles. L’étude est menée essentiellement
vis-a-vis de ’adaptation & déformation imposée, mais également vis-a-vis de deux autres types
de réponses présentés au chapitre I: 1’élasticité et la rupture instantanée. L’intérét d’étudier
également ces deux types de réponses repose sur la nécessité d’établir des relations d’ordre entre

les différents coefficients de charge, afin de mettre en lumiere ’'utilité de la théorie de l’adaptation.

En vue de valider les résultats précédents, d’illustrer ’approche contrainte présentée au cha-
pitre [, mais également d’identifier les différences entre une approche déformation et une approche
contrainte, le dernier paragraphe étudie exactement les mémes cas que précédemment, mais a
contrainte imposée. Ceci nous permet de relever ces quelques remarques :

— I’étude de la rupture instantanée n’a pas de sens & déformation imposée puisque la théorie
des charges limites ne concerne que les systémes soumis & des sollicitations de type forces
(c’est-a-dire, dans nos couplages, de type contraintes),

— les relations de moyenne sur les contraintes résiduelles sont & traiter avec précaution. En
effet, & déformation macroscopique imposée, la moyenne des contraintes résiduelles n’a
aucune raison de s’annuler alors qu’elle le doit & contrainte macroscopique imposée.

Ces remarques seront a prendre en compte rigoureusement dans 'implémentation des méthodes

au chapitre IV.






CHAPITRE 1V

Mise en ceuvre numérique des couplages

e chapitre est consacré o la mise en cuvre numérigue des couplages pré-

sentés jusqu’a présent, tant au point de vue de [’élasticité, de l'adaptation
ou de l’analyse limite. Comme l’a permis de mettre en lumiére l'exemple analytique
du stratifié soumis G des chargements unidimensionnels, deuz types de discrétisations
sont nécessaires a4 l'implémentation de ces couplages : une discrétisation temporelle,
traduisant ’aspect variable des chargements macroscopiques, et une discrétisation
spatiale, plus classique, basée sur la méthode des éléments finis en déplacements.
C’est en ce sens que le premier paragraphe présente la facon de discrétiser tempo-
rellement ces couplages, au travers d’une décomposition du domaine de chargements
en points de charge, selon la méthode présentée au chapitre précédent. Concernant la
discrétisation spatiale, le second paragraphe rappelle quelques notations et définitions
utilisées par la suite, inhérentes a la méthode des éléments finis en déplacements. On
s’intéresse ensuite a la discrétisation des probléemes cellulaires purement élastiques
et des problémes aux contraintes résiduelles, dans le cas de matériaux possédant une
cellule de base dite classique. Pour ce faire, on introduit une formulation spécifique
prenant rigoureusement en compte les relations de périodicité et de moyenne. On
aborde également les problémes plus techniques liés a la mise en ceuvre des relations
de périodicité et au stockage optimisé des données. Enfin, on décrit, avant de résumer
les principes de détermination des coefficients de charge, les problémes d’optimisation
discrétisés, tant d’un point de vue statique que cinématique.
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IV.1 Discrétisation des domaines de chargements

Comme précisé au chapitre précédent par I’équation (IIL.8), le domaine D regroupe l’ensemble
des chargements, en termes de déformations ou contraintes macroscopiques, qui sont susceptibles
d’agir sur la cellule de base. L’objectif est ici de discrétiser ce domaine en se basant sur la
méthode présentée au paragraphe I11.5.3. En vertu du théoréeme de KONIG et KLEIBER (1978),
il n’est effectivement pas nécessaire de considérer tous les chargements inclus dans ce domaine
pour rechercher le domaine final d’adaptation. En effet, du fait de la convexité de D et de la
surface seuil de plasticité définie par (III.1), une condition nécessaire et suffisante pour qu'il y
ait adaptation pour tous les chargements du domaine D, est qu’il y ait adaptation pour tout
trajet de chargements passant par les sommets de ce domaine. Les chargements discrets inclus
dans l’ensemble @ défini par (IV.1):

D= {Pj | Py =Y wiP? pi=py oupl, j= 1--2m} (IV.1)
i=1

satisfont cette condition puisque ce sont exactement les sommets du polyédre D. Par exten-
sion du théoréme de KONIG et KLEIBER au cas de 1’élasticité, on considére le méme domaine
discrétisé pour la recherche des coefficients de charge élastiques. On rappelle enfin que ’ana-
lyse limite est caractérisée par un chargement proportionnel représenté par un unique point de
charge P, et ce, quelle que soit la dimension n de I'espace des charges considéré. Suivant le type
d’analyse, les conditions d’optimisation doivent donc étre vérifiées aux points de charge définis

sur la figure IV.1 dans le cas ou 'on impose deux chargements indépendants. On rappelle que

P P
D
Py P 4+
\5 0 \5 0
P2 P3 Pl Pl
ELASTICITE ET ADAPTATION ANALYSE LIMITE

FIGURE IV.1 — Définition des points de charge pour l’élasticité, ['adaptation et l’analyse limite

les n chargements ’P? représentent soit des vecteurs de déformations macroscopiques, soit des
vecteurs de contraintes macroscopiques. Les points de charge sont donc au nombre de 2™, avec
m = n lorsque l'on recherche les coefficients de charge vis-a-vis de I’élasticité ou de ’adaptation,

et m = 0 lorsque ’on recherche les coefficients de charge vis-a-vis de ’analyse limite.

L’aspect variable des chargements traduisant leur dépendance temporelle, I’ensemble 2 re-
présente en ce sens une discrétisation temporelle du domaine D. Par conséquent, toute somme

continue devient une somme discréte définie par (IV.2) pour tout temps 7' > 0 et pour toute
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fonction f:t € R— f(t):

T 2m
/0 7t dt =" £(p) (1v.2)
j=1

La discrétisation temporelle étant définie, intéressons nous désormais & la discrétisation spa-
tiale sur la cellule de base, en prenant en compte le fait que les variables intervenant dans les

problémes couplés dépendent & la fois du temps et de ’espace.

IV.2 MEF en déplacements et notations associées

Pour ce faire, on rappelle dans ce deuxiéme paragraphe, quelques notations de la méthode
des éléments finis en déplacements (MEF) dont on trouve une description détaillée dans DHATT
et TouzoT (1984). C’est en effet cette méthode qui sera utilisée pour implémenter nos cou-
plages, c’est-a-dire pour résoudre numériquement les problémes locaux purement élastiques et
aux contraintes résiduelles. Ces notations et définitions sont celles de la MEF classique, en ayant &
I’esprit que les variables dépendent également du temps, par 'intermédiaire des différents points
de charge.

IV.2.1 Discrétisation par éléments finis

La cinématique particuliére, inhérente au choix de travailler avec I’homogénéisation pério-
dique, implique une discrétisation toute aussi particuliere. En effet, la décomposition (1.40) du
déplacement total en une partie périodique et une partie macroscopiquement homogéne, que ’on
résume comme suit :

g€ = F silon travaille & FE imposée, (IV.3)

L]

_ = ér <

u(@t) = e+ u(t) ol { = (g),, sil’on travaille & X imposée.

implique que les problémes cellulaires ont comme inconnue principale la partie périodique de u,
qui est alors discrétisée classiquement, comme 1’expose le paragraphe IV.2.1.a. Reste ensuite, afin
de reconstituer le déplacement total, & ajouter la contribution du déplacement macroscopique, ce
qui est présenté au paragraphe IV.2.1.b. Afin de ramener les couplages continus & des couplages
discrets, on suppose avant toute chose que la cellule de base est discrétisée en NELT éléments
isoparamétriques. Dans la pratique, 1’élément courant, noté e, sera essentiellement un hexaédre

4 20 noeuds, élément quadratique noté H20.

IV.2.1.a Discrétisation des variables périodiques

Concernant la partie périodique des problémes posés sur la cellule de base, les inconnues
élémentaires sont les degrés de liberté des noeuds d’interpolation de 1’élément e, que sont les
déplacements périodiques nodaux notés uP** ou l'indice k indique le numéro du noeud de

I’élément courant e qui en posséde NNOE. Le déplacement périodique sur 1’élément courant est
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alors discrétisé par I'intermédiaire de ces déplacements nodaux et de NNOE fonctions de forme!

N*. tels que?:

NNOE

uP®re(x) = Z N*¥(x) urtrk (Iv.4)
k=1

ol x varie dans I’élément e. En adoptant les conventions suivantes, usuelles aux méthodes élé-

ments finis:
— tout vecteur colonne des problémes discrétisés est noté entre accolades: {...},
— tout vecteur ligne des problémes discrétisés est noté entre crochets: (...),
— toute matrice des problémes discrétisés est notée entre crochets: [...],

et en définissant, par (IV.5), la matrice IN appelée matrice des fonctions de forme au point x:

Niz) 0 0 .. NNNOB(g) 0 0
[N (z)] = 0 Nl(x) 0 0 NNNOE () 0 (IV.5)
0 0 Ni=z) .. 0 0 NNNOE ()

la définition (IV.4) s’écrit:
{u?(x)} = [N(z)] {u""} (IV.6)

ou le vecteur {u”é“e} est constitué de 'ensemble des vecteurs degrés de liberté élémentaires

selon (IV.7):
— <upér,1’ upér,2, " upér,NNOE>T (IV?)

{upér,e} _ {upér,k: }

En se basant sur les résultats du paragraphe I1.1.2.c, on conclut que I’hypothése des petites

k=1..NNOE

transformations permet de définir le champ des déformations périodiques & partir du champ des
déplacements périodiques. D’aprés (I1.3), le champ de déformations eP*"(x) se discrétise donc en

un vecteur de déformations élémentaires {e*"¢(x)}, tel que:
{spér’e(m)} = [B°(x)] {upér’e} (IV.8)

ou la matrice [B¢(x)] est la matrice composée des dérivées des fonctions de forme au point x,

selon la définition suivante:

IN(z) ONNNOE () ]

ON!(z) ONNNOE (g)
0 o 0o . 0 S 0
0 0 W@ 0 0 ONNNOP ()
T3 T2
Bf(x)] = IV.9
[ ( )] 8N1(:l:) BNl(:l:) 0 8NNNOE(:1:) BNNNOE(:B) 0 ( )
Oxa ox1 Or2 Ox1
ONY(z) ON(=) ONNNOE () gNNNOE (g)
0 ox3 Oxo 0 ox3 0o
AN (x) 0 ON(z) ONNNOE (g) 0 ONNNOE (g)
L amg Ox1 amg Ox1 i

1. Les éléments étant isoparamétriques, ces fonctions interpolent a la fois la géométrie et le déplacement pério-
dique.
2. Afin de ne pas surcharger ’exposé, on omet la dépendance temporelle éventuelle des variables.
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IV.2.1.b Discrétisation des champs totaux microscopiques

Apres avoir discrétisé classiquement la partie périodique du déplacement, on lui adjoint sa
partie macroscopique afin d’exprimer le déplacement total élémentaire et d’en déduire les défor-

mations et contraintes purement élastiques correspondantes. On a:
u®(x) = . + uP ¢ (x) (IV.10)
Ce qui implique, d’aprés (IV.8), que la déformation totale élémentaire s’écrit :
ef(x) = & + P4 (x) (IV.11)
Soit en passant aux notations éléments finis:
{e(x)} = {e} + [B°(x)] {upé"’e} (IV.12)

ol le vecteur £ est constitué des six composantes de la déformation macroscopique. On introduit
alors la matrice [B"*"™¢(z)], constituée par la concaténation de la matrice classique [B®(z)] et

de la matrice identité 6 % 6 notée [I], de telle sorte que la déformation élémentaire devient :

(@) = [Be(@)] { u } (1v.13)

€

avec:

B"me()] = (B (@), [1]] (IV.14)

C’est 1a la principale spécificité d’une discrétisation issue de l'utilisation de I’homogénéisation
périodique: la déformation totale s’exprime, comme dans tout probléme classique, au travers
d’une matrice constituée de dérivées des fonctions de forme, mais cette matrice est augmentée

de la matrice identité, traduisant la partie homogéne du déplacement total élémentaire.

REMARQUE IV.1

Cette redéfinition de la matrice des dérivées des fonctions de forme est valable quelque soit la
cellule de base considérée, pourvu que le chargement soit du type contrainte ou déformation ma-
croscopique imposée. Par contre, pour les problémes posés en terme de chargements généralisés,
la cinématique de plaque définie par la relation (IV.15) (BOURGEOIS, 1997):

e(ué(x)) = E — 23K + e(uP*"°(x)) (IV.15)

modifie quelque peu cette nouvelle matrice. On a en effet, en appliquant les mémes principes de

discrétisation que pour la cinématique classique:

(B (@)| = (B (@), [L,]] (1V.16)
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otl la matrice [I,,] est définie par3:

1 0 0 —z3 O 0
0 1 0 0 —z3
0 0 O 0 0
[(Izs] = 0 o0 1 0 0 —as (IV.17)
0 0 O 0 0 0
0 0 O 0 0 0
[

Enfin, dans le cadre de 1’élasticité linéaire, on exprime le vecteur des contraintes élémentaires

grace 4 la loi de comportement (I1.8) de HOOKE. On a alors?:

(o @)} =) [Bme(a)] { . } (Va9

€

Dans cette expression, [d°] est le tenseur d’élasticité attaché aux propriétés matérielles de 1’élé-
ment e, défini, dans le cas de matériaux isotropes, par l'intermédiaire de deux paramétres indé-
pendants : le module de YOUNG EY et le coefficient de POISSON v, tels que:

[ de ds d5 0 ]
s ds d5 0

0

0
s ds d¢ 0 0
0

o O o O

d°| = IvV.19
=1 . (IV.19)
0 0 0 0 d§ O
0 0 0 0 0 dg
ou les coefficients matériaux df, d$ et d5 sont définis comme suit :
EY(1— EY EY
d U=v) e v et dS = (IV..20)

YT O+ -20) T (41— 2w) 21+v)

Les fonctions de forme restent cependant d’autant plus difficiles & spécifier que I’élément courant
e est complexe. La technique classique consiste alors & résoudre les problémes, non pas sur
I’élément réel e, mais sur I’élément de référence r, beaucoup moins complexe, qui lui est associé par
lintermédiaire de la transformation bijective 7, définie par (IV.21), définissant les coordonnées
x des points de I’élément réel e & partir des coordonnées de & des points correspondants de

I’élément de référence r.

7€ x(€) (IV.21)

3. Dans cette définition, I’altitude de référence zz = 0 est ’altitude du feuillet moyen de la cellule de base.
4. On attire ici attention du lecteur sur la différence de notation entre l'indice supérieur (*), qui représente

e

Paspect purement élastique de la quantité & laquelle il est affublé, et 'indice supérieur ¢, qui précise simplement

que cette quantité est élementaire.
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Ceci permet alors d’exprimer plus simplement la matrice [B®(x)] selon la régle de dériva-
tion (IV.22), permettant d’exprimer la dérivée de la ™€ fonction de forme N' de I’élément
e en fonction de la dérivée de la i®™® fonction de forme N* de I’élément 7.

{0 _ .07 {200 (v-22)

ou [J.] est la matrice jacobienne de la transformation 7. Finalement, en vue de la manipulation

d’intégrales, on utilise également cette transformation pour exprimer I’élément de volume dV

dans le repeére (£1,£2,63):

dV = dzy dwy dos = det [J(€)] déy des dés (IV.23)

Ce changement de variables permet alors de remplacer 'intégration d'une fonction® fsur e par

son intégration sur 7 :
/f(:l?)dl’l dl‘g dl‘g = /f(:l?(ﬁ)) det [Je(E)] dfl dfg d§3 (IV.24)

IV.2.2 Intégration numérique

Reste désormais a utiliser une méthode d’intégration numérique, afin de remplacer les inté-
grales de fonctions f supposées polynomiales, par des combinaisons linéaires des valeurs de ces
fonctions en des points, appelés points d’intégration. En d’autres termes, le logiciel éléments finis
que nous utiliserons transforme les sommes continues en sommes discrétes selon la formule de
Gauss (IV.25):

NGE

. F@)dV =" w; det [J.(&")] f(x(£)) (IV.25)

i=1
ou:
— NGE désigne le nombre de points de GAUSS de 1’élément e,

— V¢ désigne le volume occupé par 1’élément e,

le vecteur {:cz} contient les composantes du ™€ point de GAUSSde 1’élément e,
— le vecteur {£} contient les composantes du i®™€ point de GAUSS de I’élément r
p p )

— w; désigne le poids du i®™€ point de GAUSS.

IV.3 Discrétisation du probléme cellulaire élastique

La discrétisation des problémes cellulaires élastiques est nécessaire quelle que soit ’approche
utilisée (statique ou cinématique). En effet, pour résoudre les problémes d’optimisation, il faut,
dans les deux cas, savoir exprimer en chaque point de charge et en chaque point de GAUSS,

les contraintes purement élastiques qui prendraient naissance dans la cellule de base, du fait du

5. La fonction f peut représenter une fonction scalaire, une matrice, un vecteur, ou toute autre entité définie

sur ’élément e.



IV.3. Discrétisation du probléme cellulaire élastique 133

chargement macroscopique imposé. Afin de ne pas alourdir la présentation, déja suffisamment
complexe du fait du formalisme éléments finis, on ne présente la méthode de discrétisation que
sur des problémes possédant une cellule de base V' dite classique, c’est-a-dire les problémes chg}’d

et Pc(;)lfl. Cependant, ce choix n’est nullement réducteur. En effet,

— l'application de cette méthode au deuxiéme type de cellule de base, & savoir les cellules
de base représentatives d’'une structure fine a cavités, ne nécessite pas de modifications
fondamentales de la méthode car les problémes cellulaires présentés au paragraphe 1.3.5.b
ne différent de ceux présentés au paragraphe 1.3.4.c que par leurs conditions limites. Ces
différences seront donc prises en compte numériquement en tant que conditions limites sans
modifier ’approche générale proposée ci-aprés;

— le troisiéme type de cellule de base, a savoir, les cellules de bases représentatives de struc-
tures de type plaques périodiques, implique quant-a-lui un changement au niveau du charge-
ment et de la cinématique imposés. Cependant, la remarque IV.1 montre que le changement
est pris en compte au niveau de I’expression de la matrice élémentaire des dérivées des fonc-
tions de forme, ce qui, une fois de plus, n’affecte pas la méthodologie générale présentée

ci-apres.

I1V.3.1 Formulation variationnelle spécifique

Considérons, pour fixer les idées, le probléme cellulaire élastique a déformation imposée,
chg}’d, représenté par le systéme d’équations (I.42). Afin d’implémenter les problémes cellulaires
4 'aide des outils de la MEF présentés précédemment, cette section a pour objectif d’écrire une
formulation variationnelle de ces problémes, qui prenne rigoureusement en compte les relations
de périodicité sur la cellule de base, ainsi que les relations de moyenne entre les quantités micro-
scopiques et leurs homologues macroscopiques. D’aprés le chapitre I, le probléme local consiste

a déterminer les champ uP¢™(¢) et o(®), tels que:

divo® = 0dans V

ol©) =d: s(e)(<€(e)>v x + uP"(¢)) dans V

Péz}’d uP®™(©) périodique sur OV (IV.26)
o) n anti-périodique sur OV

<5(e)>v =FE

On se donne alors une cinématique virtuelle de type (1.40), cinématiquement admissible & zéro
et définie par:
su'® = suP*r©) 4 GE (IV.27)

La formulation variationnelle est obtenue suite au raisonnement exposé ci-aprés, calqué sur le
raisonnement classique en mécanique des solides déformables permettant de passer d’une formu-
lation locale & une formulation globale. D’aprés ’équation d’équilibre (IV.26.a) et la cinématique

virtuelle (IV.27), on obtient, en passant aux notations indicielles®, la formulation intégrale sui-

6. La convention de sommation utilisée est la convention d’EINSTEIN.
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vante, pour tout triplet (,j,k) variant dans (1,2,3)%:
/V (6@ + 6By;) ol av =0 (IV.28)
La formule de GREEN appliquée a ’égalité (IV.28) fournit alors:

/ ouliy ol av + / suP oy ds + 5B, [— / 2j o) dV + / zjony, ds} —0
\% ov \%4 oV

(IV.29)
ol m désigne la normale extérieure au contour OV de la cellule de base. Cette égalité peut
étre simplifiée par la prise en compte des relations de périodicité (IV.26.c) et (IV.26.d), de
moyenne (IV.26.e) et d’équilibre (IV.26.a). En effet,

— la périodicité (repérée par le signe #) sur dV du déplacement duPe(€) agsociée a Ianti-
périodicité (repérée par le signe —#) du vecteur o) n impliquent 1'anti-périodicité sur le
bord OV de l'intégrande dur®™(¢) .o(©) . n, d’'ou:

sul*m ) o) i ds =0 (TV.30)
ov T SN——
—#

— associées & la formule de GREEN et aux équations d’équilibre, les relations de moyenne
sur la cellule de base impliquent, de par la définition méme de l'opérateur moyenne (rela-

tion (1.27)), ’égalité suivante:

/ zj 0\ ny, dS = / zig o) dV + / zj o\, dV (IV.31)
oV v v ’

VI % (1.27) 0 car o'f, =0 (IV.26.2)

Grace a ces observations, la relation (IV.29) devient dans un premier temps:
/V ouliy ' o) av — 6By / (©) Qv + 6E;|V| i =0 (1V.32)

En prenant en compte le fait que la déformation macroscopique est considérée comme homogéne
sur la cellule de base, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de la variable microscopique x (cf. (1.26)),

la relation (IV.29) devient finalement :
/ uli o) av + / 0By 0\ dV = |V| §E;; Sy (IV.33)

Le champ de déplacements périodiques duP™>(€) étant relié au champ de déformations périodiques

5eP®(¢) par la relation (I1.3), les tenseurs de déformations 6eP*"(¢) et de contraintes o(®) étant
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symétriques, et les indices k et ¢ étant muets, on a:

ér, (e e 1 ér, (e e ér, (e e
5l o) = 2 (sut O olf) + 5uls ) o)

1 ér,(e) _(e) ér,(e) _(e)
= 5 (o o) o o)

1 ér, (e e ér, (e e
_ 1 (Mﬁ © 5 4 ot 0§k)> (IV.34)

\V)

_ % (ul5 ) + 5 ) o

- ol

Ce qui permet de réécrire (IV.33) de la fagon suivante:
/V (557"*“(@) + 6E> 0@ dV = |V| $E : & (IV.35)
Reste désormais & prendre en compte la loi de comportement élastique (IV.26.b), dans laquelle
on réinjecte la relation de moyenne (IV.26.e):
/V <5spé’“v(e> + 6E> cd: @ WP 4 Bx)dV =|V|E : X (IV.36)

Ceci montre finalement que résoudre le systéme (IV.26) implique de déterminer le champ pério-

dique uP¢"(©) tel que:

( upér(©) périodique sur AV tel que deP®™(¢) = grad, SuPér(€)

V 6 E homogeéne sur V, (IV.37)

/V (07 + 6B) 1d: (7€) + E) aV = |V| 6B : =

L’implication réciproque se démontre en deux étapes:

— premiérement, en prenant JuP¢"(©) =0 dans (IV.37), on a:
VIE, / SE:c9dV =|V|éE: X (IV.38)
1%
ce qui permet de retrouver la relation de moyenne sur les contraintes :
1
Y= / ol dv (1V.39)
VI Jv
— deuxiémement, en prenant 0 E = 0, on obtient aprés intégration par parties de (IV.37):

v ouPt(© / suP®r© : dive® dv + / u?®®) o) n ds =0 (IV.40)
\%4 )%

En choisissant alors le déplacement périodique virtuel nul sur le bord, on retrouve (IV.26.a).
Enfin, en choisissant w?¢">(¢) nul dans V', mais périodique sur &V, on montre Ianti-périodicité
de o(®).n sur le bord, représentée par la relation (IV.26.d).

Ceci finit donc de montrer que les formulations locale (IV.26) et globale (IV.37) sont équivalentes.

La résolution de (IV.26) passe donc par la résolution de (IV.37) discrétisée.
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I1V.3.2 Technique du noeud macroscopique

Une analyse de la formulation variationnelle (IV.37), issue des travaux de DEBORDES (1976),
s’avére cependant nécessaire pour étre & méme de traiter correctement la discrétisation des pro-
blémes cellulaires. En effet, cette formulation met en lumiére la réelle signification ” des degrés de
liberté associés au champ de déplacements sur la cellule de base. Ils sont en fait de deux natures:

— des degreés de liberté locaux, uP®"(¢)| qui décrivent la fluctuation du champ de déplacements
du fait des hétérogénéités de la cellule de base,

— des degrés de liberté globaux, E, représentant le champ moyen sur la cellule de base, id
est le champ de déformations qui apparaitrait dans la cellule si elle ne présentait aucune
hétérogénéité.

La formulation (IV.37) permet donc de considérer les composantes de la déformation macro-
scopique comme des degrés de liberté supplémentaires, venant s’ajouter aux composantes des
déplacements périodiques nodaux, et dont les forces nodales associées sont les composantes de

la contrainte macroscopique multipliées par le volume de la cellule de base.

REMARQUE IV.2

Les travaux de BOURGEOIS (1997) et DOMINICY-LENOBLE (1999) montrent que l'on arrive
exactement & la méme conclusion concernant les problémes de type plaque, exprimés en terme
de déformations et contraintes généralisées. Les degrés de liberté globaux sont, dans ce cas, les

composantes du vecteur suivant :
(B, K) = (E11, By, 2E12, Ki1, K2, 2K12) (IV.41)

et les forces nodales associées (divisées par l'aire |V| du feuillet moyen de la cellule de base)
deviennent :
(N, M) = (N1, Nz, Ni2, Mi1, Mo, Mi2) (IV.42)

Ces conclusions sont issues de la formulation variationnelle (IV.43), équivalente au probléme

local (I.54), s’écrivant, pour une cellule de base sans trou ni fissure:

/ (6E—x35K+5spér’(e)> .d: (E—x3K+spé7"’(e)) AV =|V|6E: N +|V| 6K : M
1%

(IV 43)
U

Pratiquement, une fois la cellule de base maillée, un noeud supplémentaire, dont les degrés de
liberté sont les composantes de la déformation macroscopique, est ajouté & tous les éléments de
la cellule de base, qui possédent finalement NNOE+1 noeuds chacun. Le vecteur des degrés de

liberté élémentaires devient donc:

{ue}:{ i } (IV.44)

7. Qui éclairera, par la méme occasion, origine de I'expression (IV.13).
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Ceci justifie donc, et aide en un sens & mieux appréhender, l'introduction de la matrice B"™¢,

reliant déformations et degrés de liberté élémentaires, par:

upér,e

{e(2)} = |B""(@)] (IV.45)
E

Numeériquement, il devient alors aussi simple d’appliquer une déformation macroscopique et/ou

une contrainte macroscopique, que d’appliquer un déplacement ou une force dans un code élé-

ments finis classique.

IV.3.3 Probléme purement élastique discrétisé

On explicite désormais, compte-tenu des remarques précédentes, la discrétisation du probléme
local élastique. Pour ce faire, on écrit (IV.37) sous sa forme éléments finis: trouver le champ

périodique {upérv(e)’e}, tel que:
\ {5upér’(e)’e} périodique sur 9V, V {6E} homogene sur V'

3 / (se7r€e 1 o) @] {e"O + B} av = |V| (6E) : {Z)
e=1 €

En introduisant la déformation totale élémentaire définie par (IV.13) et en explicitant uniquement

la dépendance spatiale, la formulation devient :

NELT

Z / e <5€(e)’e(a:)> [d°] {e(e)’e(a:)} dV = |V| (SE) : {£} (IV.47)

La relation (IV.45) appliquée a une déformation virtuelle, associée a 'intégration numérique

définie par la relation (IV.25), donnent:

NELT

S (5ur e ) [ihom] { u”é;(e)’e }: V| OE): {%} (IV 48)

ot la matrice de rigidité élémentaire [kzhgm’e] est définie par (IV.49):
NGE ) T )
[Khome] =37 widet [J(€D)] B (@)| " [d] |Bme(a)] (IV.49)
i=1

Aprés assemblage sur I'ensemble des NELT éléments de la cellule de base V, on est alors amené

a résoudre le systéme linéaire classique® suivant :

X () 0 :
]{ 5 }:{!VIE} (IV.50)

Ce probléme élastique cellulaire, dont les inconnues sont les déplacements périodiques discré-
tisés, est résolu, compte-tenu de la dépendance temporelle, pour chaque point de charge P;,
dans le logiciel éléments finis SIC (AUNAY, 1990) sur la base des travaux de MICHEL, qui a
implémenté dans SIC l'utilisation de I’homogénéisation périodique dans le cadre de 1’élasticité

tridimensionnelle.

8. A la transformation de la matrice des dérivées des fonctions de forme prés.
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IV.3.4 Prise en compte des relations de périodicité sur les déplacements

Une des spécificités de ces développements repose justement sur la prise en compte numérique
des conditions de périodicité sur les déplacements. Pratiquement, ces conditions se traduisent

par des relations linéaires entre les degrés de liberté des noeuds qui se correspondent par pério-

dicité. Par exemple, la figure IV.2 représente une cellule de base 3D, munie de trois vecteurs de

A

T3

S

I B

FIGURE 1V.2 — Illustration des relations de périodicité sur les déplacements nodaux

périodicité Vi, Vo et V3. Une fois cette cellule maillée, on se donne six noeuds se correspondant
deux & deux, c’est-a-dire étant en vis-a-vis sur les trois paires de faces paralléles:
— les noeuds A et A’, de coordonnées respectives x4 et x4/, sont images 'un de I’autre par
la translation de vecteur Vi : x4 = x4 + V4,
— les noeuds B et B’, de coordonnées respectives &g et T g/, sont images I'un de I'autre par
la translation de vecteur Va: xp = xp + Vs,
— les noeuds C et C’, de coordonnées respectives x¢ et x ¢, sont images I'un de I’autre par
la translation de vecteur V3: xcv = o + Va.
Il est alors licite d’écrire les relations linéaires suivantes entre les déplacements nodaux (donc

entre les degrés de liberté) qui se correspondent par périodicité:
upér,A _ upér,A’ -0

wuPérB _ pérB — (IV5]_)

. v
uper,C’ _ uper,C =0

La méthode implémentée dans SIC, en partie décrite dans DEBORDES et al. (1985), consiste alors

......

ér, A ér, B ér,C

Dans notre exemple, les trois déplacements u?*"**, u? et uP seraient éliminés au profit des
trois autres, ce qui aurait pour conséquence de réduire la taille des matrices élémentaires et donc
la taille du systéme global. Concrétement, cette étape peut étre formalisée de la facon suivante :

— soit {upér} le vecteur des inconnues nodales associées au champ de déplacements uP¢",
périodique sur oV,

— soit {u’fér} le sous-ensemble des composantes de {upé"} sur lesquelles aucune condition de
périodicité n’est imposée. Les degrés de liberté concernés sont donc associés & des noeuds
qui ne se situent pas sur le bord 9V de la cellule de base,

— soient {ugér} et {ugér} les sous-ensembles des composantes de {uP®"} qui correspondent

a des noeuds attachés a des faces latérales de OV en vis-a-vis. Ces composantes sont donc
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reliées par la relation linéaire:
{ugér} = {ugér} (IV.52)

On précise que le champ virtuel {5upe"} obéit aux mémes conventions. La formulation discrétisée

s'écrit alors?: V sul™",dub" 0ul”" O E,

(oul" oul” 6ub” OE ) | K] = (oup” ouE” Sul OF ) g (IV.53)

E %>

ou [K h"m] peut s’écrire par blocs, les différents blocs provenant de ’assemblage des matrices de

......

hom hom hom hom
Kll K12 K13 K14

Kot Khgm Khem Khem
|:Khom] — \ . X . (IV54)
KT OKT Kb Khem

hom,T hom,T' hom,T' hom
| Ky Ky, Ky K™ |

En prenant en compte les relations de périodicité liant {u’z’ér} (resp. {5ugér}) a {ugér} (resp.

{5u§er}), le systéme & résoudre se réduit finalement au systéme suivant :

K Kig™ + Kign K wlr 0
KT 4 KT KT K+ KT+ KT K+ KT up’ =3 0
K?zm,T K}Qz;)m,T + ngm,T KZZm E ‘V’E
(IV.55)

La condensation permet donc de passer d'un systéme bloc 4 * 4 & un systéme bloc 3 x 3, ce qui
réduit considérablement le cotit des calculs, tant en place mémoire qu’en temps. Ce souci de
gestion de la place mémoire explique également le fait que cette étape de condensation ait lieu
au niveau élémentaire : ceci évite de réserver inutilement de la place mémoire pour la matrice de

rigidité globale.

Une fois le chargement macroscopique imposé par l'intermédiaire des degrés de liberté du
noeud macroscopique et de leurs forces nodales associées, et une fois les relations de périodicité
prises en compte au niveau élémentaire, le probléme discrétisé (IV.50) est résolu par SIC, afin
qu’une premiére partie des données des différents problémes d’optimisation soit disponible: les
contraintes purement élastiques en chaque point de GAUSS 7 et en chaque point de charge P;,

notées par la suite age) (Pj),j=1.2m.

9. Afin de simplifier 'exposé, on omet toujours volontairement la dépendance en P;.
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IV.4 Discrétisation du probléme aux contraintes résiduelles

Ce paragraphe n’est pas nécessaire aux deux approches statique et cinématique. En effet, si les
couplages sont traités seulement d’un point de vue cinématique, toutes les données nécessaires a
I’expression des problémes d’optimisation associés sont alors disponibles et il est possible de passer
directement au paragraphe suivant traitant de la discrétisation des problémes d’optimisation. Par
contre, si I’approche statique de ’adaptation est adoptée, il est alors nécessaire de discrétiser le
probléme cellulaire aux contraintes résiduelles, tout comme ’on vient de discrétiser le probléme

cellulaire purement élastique.

IV.4.1 Formulation variationnelle spécifique

Contrairement & la formulation variationnelle précédente, il n’est pas possible dans le cas
des problémes locaux aux contraintes résiduelles, de se contenter de travailler sur le probléme
a déformation imposée puis de généraliser, par analogie, au probléme & contrainte imposée.
En effet, les deux problémes chg}’d et P ne sont pas similaires puisque la nullité de la
moyenne des contraintes résiduelles n’a pas lieu d’étre & déformation imposée. Afin de rester
le plus général possible, on considére donc le probléme cellulaire suivant, issu des problémes

présentés au paragraphe I11.3.3.a:

divp=0 dansV
P! pn  anti périodique sur 9V (IV.56)

Py =R

sachant que R est nul lorsque la contrainte macroscopique est imposée et est un champ a priori

quelconque lorsque la déformation macroscopique est imposée.

I1V.4.2 Probléme discrétisé et matrice d’équilibre

L’équivalence entre la formulation variationnelle (IV.57) et le probléme local (IV.56) s’ob-
tient exactement de la méme facon que précédemment, en se donnant une cinématique vir-
tuelle de type (IV.27) et en prenant en compte les relations de périodicité (IV.56.b) et de
moyenne (IV.56.c). L’ensemble des conditions du probléme (IV.56) peut alors s’exprimer comme

suit :

[V Super périodique sur 9V tel que 6eP®" = grad, SuP®",

vV § E homogeéne sur V, (IV.57)

/ (6™ +6E) :pdV =|V|SE: R
\ JV

Compte-tenu de la discrétisation (IV.13) de la déformation totale élémentaire et en notant {p°}

le vecteur des contraintes résiduelles élémentaires, représentant ’ensemble des contraintes en
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chaque point de GAUSS de I’élément, (IV.57) devient:
(v {ur®r¢}  périodique sur OV,

V {0E} homogéne sur V,
{9B} homog (IV.58)

NELT ) . T
; (5urre SE) /V [B ] (p°} dV = |V| (6E){R}

La forme discrétisée de (IV.57) est obtenue, aprés intégration numérique, sous la forme d’un

systéme d’équations linéaires regroupant toutes les conditions d’égalités devant étre vérifiées par

[Chom] (p} = { \V(TR } (IV.59)

les contraintes résiduelles :

— le vecteur {p} est constitué de la concaténation des composantes des contraintes résiduelles
en tous les points de GAUSS de tous les éléments (on note NG le nombre de points de GAUSS
total de la cellule de base: NG=NGE+NELT) :

P1

(1>

(py=4 P (@) (IV.60)

Pnc

NELT(

$NGE)

p

— la matrice [Chom], ici appelée matrice d’équilibre, ne dépend que des propriétés géo-
métriques du probléme et résulte de ’assemblage des matrices d’équilibre élémentaires
[Chom<], telles que:

NGE

[C’wm»e} - Z: w; det [J.(&")] [Bhom»e(xi)]T (IV.61)

Pratiquement, une nouvelle commande a été développée dans SIC, de maniére & ce que la matrice

d’équilibre soit automatiquement générée, quelle que soit la nature du chargement imposé.
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IV.4.3 Prise en compte des relations de périodicité sur les déplacements
virtuels

La prise en compte des relations linéaires entre degrés de liberté est traitée par analogie avec le
probléme purement élastique. En effet, en adoptant les mémes notations qu’au paragraphe IV.3.4,

on a: vV oul™ dub” oul” OE,

0
) ) ) , , ) 0
(oul® oug” sul™ 5B [C| {p} = (sul sub’ sul’ OF ) . (IV.62)
VIR
ol la matrice d’équilibre est décomposée de la facon suivante:
Cllwm
Chom
[C’“’m] = (IV.63)
Cs
CZ,om

Compte-tenu de ’égalité entre {5u§ér} et {5u§ér}, ce systéme se réduit au systéme (IV.64), en
ce sens qu’apreés prise en compte des relations linéaires la matrice d’équilibre comporte moins de
lignes : le systéme par blocs initialement 4x1 devient un systéme 3x1. Cette méthode d’élimination
a donc été implémentée dans SIC, sur la base des travaux de MICHEL (DEBORDES et al., 1985),

de fagon & agir au niveau élémentaire avant assemblage.

Chom 0
chom yctom | (=1 o (IV.64)
chom VIR

IV.4.4 Distinction déformation/contrainte imposée

Fixer la valeur de {R} a 0, en cas de contrainte macroscopique {E} imposée, ou encore la
laisser libre, en cas de déformation macroscopique {¥} imposée, devient simple a la lumiére de
I'interprétation de {E} et {3}, en temps que degrés de liberté supplémentaires et forces nodales
associées (& la mesure du volume de la cellule de base pres). C’est 1a toute la force de ce noeud
fictif, le noeud macroscopique: la formulation spécifique est écrite dans le cas général, puis I'on
particularise par l'intermédiaire de conditions limites:

— si 'on travaille & déformation imposée, la facon de laisser libre la moyenne du champ de
contraintes résiduelles, représentée par le vecteur discrétisé { R}, est d’imposer toutes les
composantes de la déformation macroscopique { E} & zéro. Ceci est une conclusion directe
de lécriture (IV.62), que l'on réalise tout aussi simplement que l'on aurait imposé des
déplacements & zéro dans un code classique.

— si l'on travaille a contrainte imposée, la moyenne des contraintes résiduelles doit étre nulle,
ce qui, toujours & la vue du systéme (IV.62), est réalisé en n’imposant aucune condition

limite particuliére aux degrés de liberté { E'}.
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En conclusion, les conditions d’égalités des probléemes d’optimisation Pjg}t et Pl seront don-
nées, dans les deux cas, sous la forme du systéme (IV.65), a ceci prés que dans le cas d'une
déformation imposée, la matrice d’équilibre aura été construite en imposant les composantes de
{E} a zéro.

[c"m] {p} = {0} (IV.65)

IV.4.5 Stockage optimisé de la matrice d’équilibre

La définition (IV.60) du vecteur {p} incite & octroyer & la matrice d’équilibre [ChOm] la
structure représentée figure IV.3, sur laquelle les lignes grisées correspondent aux emplacements

des termes non nuls. Cependant, compte-tenu des relations linéaires entre les degrés de liberté

o]

~

Elément 1 Elément 2 Elément NELT

LT

L]

FIGURE IV.3 — Structure de la matrice d’équilibre

des noeuds appartenant aux faces de V' en vis-a-vis, la matrice d’équilibre posséde une structure
irrémédiablement creuse. De ce fait, afin d’économiser de la place mémoire, seuls les termes de
[ChOm] qui sont, par construction, non nuls ont été stockés. Ceci nécessite I'implémentation
dans SIC de deux vecteurs, le premier contenant les informations relatives aux caractéristiques
des matrices ¢lémentaires (nombre de degrés de liberté conservés'? id est nombre de lignes de
chaque matrice élémentaire, indices de positionnement dans [Chom] id est indices de début et
de fin de colonne pour chacune des matrices élémentaires, etc) et le second contenant les valeurs
numériques des lignes non nulles répertoriées par le premier. Nous choisissons cependant de ne
pas plus nous attarder sur ces détails techniques, qui, bien que possédant un intérét numérique

indéniable, n’en possédent pas moins un intérét limité pour cet exposé.

Dans le cas de ’approche statique, cette deuxiéme étape de discrétisation permet donc d’ex-
primer rigoureusement les conditions devant étre vérifiées par les variables d’optimisation {p}

sous la forme d’un systéme d’équations linéaires.

IV.5 Problémes d’optimisation discrétisés

Les données nécessaires a ’écriture des différents problémes d’optimisation, Pjg?t, pstat, Pyt

et P, étant rendues disponibles par des calculs éléments finis, reste désormais & exprimer puis &

10. Les degrés de liberté supprimés correspondant soit & une condition limite soit & une relation linéaire.
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résoudre ces problémes 1. Pour ce faire, il a été utilisé un code traitant des problémes d’optimisa-
tion non linéaire, sous contraintes et & grand nombre de variables d’optimisation. Ce code, LAN-
CELOT (Large And Nonlinear Constraints Extended Lagrangian Optimization Techniques)
a été développé par CONN et al. (1992) et utilise la méthode du Lagrangien augmenté, brie-
vement présentée au paragraphe 1.2.2.b, afin de transformer des problémes d’optimisation sous
contraintes en problémes d’optimisation sans contraintes. Pour étre bref, car il faut reconnaitre
que LANCELOT a essentiellement été utilisé comme une boite noire, la résolution des problémes
sans contraintes est ensuite basée sur les méthodes & région de confiance, dont le principe a été
exposé au paragraphe 1.2.2.a, et la convergence de I’algorithme est testée, & chaque itération, en

évaluant la norme du gradient projeté sur la région de confiance.

Il a donc été nécessaire de développer une interface entre le logiciel éléments finis SIC et le
logiciel d’optimisation LANCELQT, afin que les résultats issus de SIC soient réutilisables par
LANCELOT. Pratiquement, une nouvelle commande a été développée dans SIC, qui exploite les
résultats de SIC en vue d’écrire les fichiers d’entrée (au format SIF '2) de LANCELOT.

IV.5.1 Discrétisation de I’approche statique

L’implémentation de la formulation spécifique ainsi que la réalisation de l'interface entre les
deux logiciels nous permettent donc d’écrire la forme discrétisée de ’approche statique du cou-
plage entre homogénéisation périodique et adaptation élastoplastique, et plus généralement entre
homogénéisation périodique et élasticité ou analyse limite'3. Pour un domaine de chargements
donné, du type de ceux de la figure IV.1, 'analyse consiste donc & déterminer le coefficient
maximum que 1’on peut lui appliquer, de fagon & ce que le comportement recherché soit atteint.
Les problémes d’optimisation discrétisés visant & déterminer le coefficient de charge vis-a-vis de
AD) et de I’analyse limite (m = 0, a¢ = aF)

l'adaptation (m =n, o = « , s’écrivent donc:

Trouver af tel que: af= ??X(a) ou {p} satisfait:
p},a
Fao(P)+p) <0 ¥i=1.NG, ¥j=1.2" (IV.66a)
[c’wﬂ (p}=0 (IV.66b)

L’approche statique du couplage méne donc & un probléme de maximisation non-linéaire sous
contraintes. En effet,
— la fonction objectif, qu’est le coefficient de charge «, est linéaire,

— les contraintes d’égalités sont linéaires puisque représentées par le systéme d’équations
linéaires (IV.66b),

11. Comme aux paragraphes précédents, on ne présente la discrétisation que pour une cellule de base dite

classique.
12. Standart Input Format.
13. On rappelle que les développements permettent de traiter trois types d’anlayses: élasticité, adaptation et

analyse limite.
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— les contraintes d’inégalités (IV.66a) sont non linéaires du fait de la nature quadratique du

critére de VON-MISES.

REMARQUE IV.3
Le chapitre suivant présentant également des domaines de résistance vis-a-vis de 1’élasticité, on

précise ici que, dans ce cas, le probléme d’optimisation & résoudre se simplifie en:

Trouver o tel que: of = max(a) satisfaisant:
F (a age)(Pj°)> <0 Vi=1.NG, Vj=1.2" (IV.67)

IV.5.2 Discrétisation de ’approche cinématique

La discrétisation de ’approche cinématique utilise également les contraintes purement élas-
tiques en chaque point de charge et en chaque point de GAuUSS. Compte-tenu des discrétisations

choisies, le couplage cinématique vis-a-vis de 'adaptation et de I’analyse limite s’écrit :

; 2
Trouver af t.q.: af= {ép}’{ng}y{E} ;w@ det [J(&")] Jo,z'\/géf(Pj) 1 €7(P;) avec:

Soenpy) = B { “Iz } Vi=1.NG (IV.68a)

J

tré’(P) =0 Vi=1.NG, Vj=1.2" (IV.68b)
S widet [L(€)] oi?(P)) : 0(Py) =1 (IV.68c)
i,J

ol 0p,; est la contrainte seuil au i®me point de GAUSS. L’approche cinématique du couplage méne

donc & un probléme de minimisation non linéaire sous contraintes. En effet,

— la fonction objectif, qu’est I’énergie dissipée plastiquement au cours du cycle de déforma-
tions {€”}, est non linéaire,
— les contraintes d’optimisation, qui ne sont, contrairement & ’approche statique, que des

contraintes d’égalités, sont toutes linéaires.

REMARQUE IV 4
Si I'on travaille & déformation imposée, il convient, tout comme pour l’approche statique, de
bloquer les degrés de liberté de la déformation macroscopique (qui sont également des variables

d’optimisation) & zéro dans l’expression de la contrainte d’égalités (IV.68a).

[
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IV.5.3 Obtention des domaines de résistances macroscopiques

Les résultats issus des résolutions précédentes fournissent alors trois types de coefficients: le
coefficient de charge vis-a-vis de l'élasticité: o, de I’adaptation: aP et de l’analyse limite:
oAl pour une orientation ré du domaine initial de chargement (figure (IV.4)). Ces coefficients
permettent donc d’obtenir des domaines finaux de résistance, respectivement Df , DfD et ’Df,lL ,
dont 'interprétation est la suivante:

~ tout chargement P(t) inclus dans D¥ conduira assurément & une réponse purement élas-

tique de la cellule de base,

— tout chargement P(t) inclus dans DfD conduira assurément a ’adaptation de la cellule

de base,

— tout chargement P(t) proportionnel #, dont I'une des extrémités coincide avec I’origine et

I’autre avec le point P; de ’Df,lL , conduira & la ruine plastique de la structure.

P3
Dy
Py Py
Py Py !

DOMAINE INITIAL DE CHARGEMENTS

OPTIMISATION OPTIMISATION

Dy
P. P
P / P 4 1

¢ A0 P»O A0 P»‘) A0
(o4 o ! o
rd ‘ Py rd ‘ ‘ P1 rd P1
P2 P3 Py P: 3
DOMAINE FINAL ELASTIQUE DOMAINE FINAL D’ADAPTATION DOMAINE FINAL D’ANALYSE LIMITE

FI1GURE 1V .4 — Amplification du domaine initial de chargements pour les trois types d’analyses

L’objectif est alors de réitérer le processus pour différentes orientations rd dans ’espace des
charges, afin d’obtenir des enveloppes de domaines de résistance. Comme le montre la figure IV.5,

I’enveloppe des domaines initiaux est alors définie par:

H=J D (IV.69)

r=1..p

14. A la lumiére de la remarque 1.1, le chargement peut en fait étre quelconque 3 lintérieur de DF, puis
proportionnel de DF 4 DAL, Cependant, le prolongement de la partie proportionnelle du segment représentant

le chargement doit passer par ’origine.
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De méme, I’enveloppe des domaines finaux est définie par:

H= | D» (IV.70)

r=1..p
Pratiquement, 'obtention de H?, HAP et HAL a été entiérement automatisée, de facon a ce
que les modifications engendrées par les variations de r, entre 1 et p, soient transparentes pour

I'utilisateur.

Le terme d’enveloppe n’est en fait approprié que pour 1’élasticité et 'adaptation, c’est-a-dire
pour les types d’analyses utilisant 2" points de charges par domaine initial. Pour expliquer ceci,
prenons 'exemple de Penveloppe d’adaptation HAP. De par la définition méme des domaines
initiaux DY, r = 1..p, tous les chargements inclus dans HAP ne conduiront pas assurément 3
I’adaptation de la cellule de base. En effet, seuls les chargements pouvant également étre inclus

15 conduiront assurément & I’adaptation.

dans un rectangle homothétique aux rectangles initiaux
Par exemple, tout chargement inclus dans le rectangle D,. de la figure IV.5 conduit avec certitude
a l’adaptation de la cellule de base. N’ayant étudié qu'un seul type de rectangle initial, nous ne
sommes pas en mesure de conclure concernant les chargements ne vérifiant pas cette propriété.

P2

7)8 Partie de 'H
0 T+ \
H —\ i Optimisation M RN Py
- 0 . 0 + D. 0
Py -, Pf o) . r P
Pl 0 A T ; i
i L # 0
/ ANkxo| P \k * 6 ! Py
PY PY ! Py Py

FIGURE IV.5 — Enveloppes initiale et finale des domaines d’adaptation

IV.6 Reécapitulatif d’un calcul de résistance a I’élasticité, a I’adap-

tation et a analyse limite

Ce paragraphe résume les différentes étapes conduisant & l’obtention des domaines de résis-
tance macroscopiques, vis-a-vis des trois types d’analyses jusqu’alors étudiés : 1’élasticité, ’adap-

tation et ’analyse limite.

L’utilisateur doit étre en mesure de fournir un certain nombre de renseignements décrivant avec
précision le probléme qu’il souhaite étudier:
e les caractéristiques ayant trait a la cellule de base, a savoir:

— ses caractéristiques géométriques,

15. C’est-a-dire dont le point P> est confondu avec I’origine et dont le point P appartient & la courbe maitresse
de H.
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— ses caractéristiques matérielles, en particulier !¢ les module de YOUNG, coefficient de

POISSON et contrainte seuil d’élasticité de chacun des matériaux constitutifs,
— le maillage choisi pour étudier les comportements de cette cellule,

— les relations linéaires entre degrés de liberté des faces de la cellule de base qui se

correspondent par périodicité.
e les caractéristiques ayant trait au chargement macroscopique imposé, a savoir :
— la nature de ce chargement (déformation ou contrainte macroscopique),

— le domaine de variations de ce chargement, défini par l'intermédiaire des bornes des

rectangles DY,

e la précision avec laquelle il souhaite tracer les domaines — ou enveloppes— finaux, c’est-a-dire
la valeur de la variable p, qui définit la discrétisation du demi-espace initial (respectivement
11

final) des charges'” en D) rectangles initiaux DY (respectivement rectangles finaux D,.),

soit encore en (p + 1) directions de recherches.

La suite de la procédure est ensuite entiérement automatisée de fagon & étre transparente pour
I'utilisateur. On précise cependant que cette automatisation n’est a I’heure actuelle mise en place
que pour ’approche statique des couplages. En effet, 'approche cinématique ayant largement été
étudiée dans la littérature, en particulier par les récents travaux de MAIER et al. (2000), elle
n’a été utilisée, dans notre étude, qu’en tant que validation et corroboration des résultats de
I’approche statique pour 'un des exemples traités au chapitre suivant: un matériau stratifié
bi-couche. L’approche statique constitue donc ’apport numérique essentiel de nos travaux. Les
deux derniéres étapes d’obtention des domaines sont donc les suivantes :

— les trois coefficients de charge o, a” et a4’ sont calculés, pour chacune des (p + 1)
directions de recherches, par des appels successifs et interagissants aux logiciels d’éléments

finis (SIC) et d’optimisation (LANCELOT),

— finalement, les 3 * (p + 1) points obtenus permettent ensuite de tracer chacune des enve-
loppes HZ, HAP et HAL.

Le schéma de synthése IV.6 résume cette procédure pour une direction de recherche fixée. Une
commande a également été développée dans SIC afin de vérifier les résultats retournés par LAN-
CELQOT pour ’approche statique. Cette commande permet donc de vérifier :
— dans le cas de la recherche du coefficient de charge élastique, si l'inégalité (IV.67) est
effectivement vérifiée pour le o trouve,
— dans le cas de la recherche des coefficients de charge & ’adaptation et & ’analyse limite,

si les contraintes d’inégalités (IV.66a) et d’égalités (IV.66b) sont satisfaites pour le couple
solution (aAPAL {p}).

16. On rappelle que les développements sont applicables pour des matériaux élastoplastiques parfaits.
17. La symétrie du critére de VON-MISES par rapport & l’origine de ’espace des charges impliquant la symétrie

centrale des enveloppes finales, seul les demi-domaines (P?,‘PS) et (P1,P2) sont examinés.
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[ APPROCHE STATIQUE | [ APPROCHE CINEMATIQUE |
Q98
4]
] PROBLEME PROBLEME D’ADAPTATION PROBLEME D’ADAPTATION
23 ELASTIQUE ET D’ANALYSE LIMITE ET D’ANALYSE LIMITE
25
Géométrie et maillage de V P "
@ Pour chaque constituant de V : EY Vis00.4 Données identiques L )
g Relati PR, g g 27 Données identiques
] elations de périodicité sur 91/ = Do @ (e) (P . ) Vv i=1..NG g
<] Chargement en moyenne: E°,30 T J =t
a Domai i « v i=1..2"
'omaine de variations du chargement P
= . =
SIC 3 SIC SIC
L
9
5}
b4 PLAS.SIF : fichier LANCELOT PLAS.SIF : fichier LANCELOT
E o{(P}) Vi=1.NG v i=1.2"
a i doptimisation : <, {P} Variables d’optimisation :
W - pér
; 1 Fonction objectif: {5 },{u }’{E}
g ELAS.SIF : fichier LANCELOT Contraintes d'inégalités : Fonction objectit: V7
H Contraintes d’égalités :
g Variable d’optimisation : (IV.GGa)
g Fonction objectit: ¢ (IV.68a)
z Contraintes d’inégalités : Contraintes d'égalités : (IV68b)
2 IV.66b
g (IV.67) (TV.66b) (TV.68c)
(8
= = m
e ¥.\) (2 [0} } LANCELOT LANCELOT
POINT DE DEPART POINT DE DEPART
Rt L e TP I R >
% N DE L'ALGORITHME DE L'ALGORITHME
£ :
s ik H . AD,AL
% Coefficient de charge élastique : aE Coefficients de charge plastiques : o ’ Coeff. de charge plastiques : aAD VAL
o Vecteur des contraintes résiduelles : { p}
. = m
SCRIPTS SCRIPTS SCRIPTS
=2
E g RESULTATS POUR LA DIRECTION p RESULTATS POUR LA DIRECTION P RESULTATS POUR LA DIRECTION p
<z
53 E—aEEO E—aAD,ALgO E—aAD,AL g0
ou ==aFx0 ou £=aAD,AL50 ou B=aAD,AL50

FIGURE IV.6 — Schéma de synthése de la méthode numérique proposée

IV.7 Bilan du chapitre

Ce chapitre était consacré a la mise en ceuvre numérique des couplages présentés aux cha-
pitres précédents. Sans rentrer dans le détail de la programmation ayant conduit & ’élaboration
de la méthode numérique, nous avons successivement exposé chacune des étapes nécessaires a
I’obtention des domaines de résistance tels qu’ils seront présentés au chapitre V. En ce sens, nous
avons donc souhaité mettre en lumiére, tout au long de ce quatriéme chapitre, les spécificités

numériques inhérentes & ces couplages. On retiendra donc:

— la double discrétisation spatiale et temporelle. En effet, 'implémentation nécessite une dis-
crétisation spatiale, classique & la méthode des éléments finis, mais également une discréti-
sation temporelle, nécessaire pour représenter les variations du chargement macroscopique
par l'intermédiaire de différents points de charge;

— la technique du noeud macroscopique. En effet, ce noeud fictif supplémentaire, pratique-
ment ajouté & la table de connectivité de chacun des éléments du maillage de la cellule

de base, permet, non seulement d’imposer facilement un chargement en moyenne, mais
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également de travailler tout aussi aisément & déformation qu’a contrainte imposée;

— la prise en compte des relations de périodicité au niveau élémentaire, afin d’optimiser la
place mémoire réservée et donc les temps de calculs, tant pour la résolution du probléme
cellulaire élastique que pour le calcul de la matrice d’équilibre;

— la formulation spécifique, qui permet de prendre en compte & la fois les relations de moyenne
et de périodicité, de maniére a regrouper l’ensemble des conditions, devant étre satisfaites
par les contraintes résiduelles, sous la forme d’un systéme d’équations linéaires, ne dépen-
dant que des paramétres géométriques du probléme étudié.

Finalement, on dispose d’un outil général, puisque la méthode numérique proposée posséde un
caractére tout a fait général, en ce sens que:

— elle est applicable quelle que soit la cellule de base tridimensionnelle considérée, sans res-
triction de complexité. La seule limitation provient du logiciel d’optimisation LANCELOT:
si le nombre de variables d’optimisation devient trop important (en pratique et selon les
résultats présentés au chapitre suivant, pour un nombre de variables d’optimisation supé-
rieur & 25000), la phase "optimisation" des calculs peut devenir trés prohibitive en termes
de temps de calculs,

— elle est tout aussi applicable si ’on ne souhaite pas faire appel & la théorie de I’homogénéi-

sation, mais directement travailler sur une structure compléte.



CHAPITRE V

Validations et applications de la

méthode numérique développée

e dernier chapitre est consacré aux validations et applications de la

méthode numérique proposée. Selon la logique adoptée jusqu’a présent, on
y Etudie les trois types de cellules de base présentés au chapitre I. En ce sens, le
premier matériau étudié, un matériau stratifié, présente une cellule de base dite de
type classique. Les fonctionnalités des développements réalisés sont mises en lumiére
sur cet exemple autorisant de trés rapides calculs et ayant beaucoup moins €té étudié
dans la littérature par rapport auz autres matériaux. On s’intéresse ensuite & un
matériau possédant une cellule de base a4 cavités, que l’'on sollicite dans son plan
de périodicité. Plus général, le paragraphe suivant considére des cellules de base
représentatives de cellules de type plagues, sollicitées par des chargements généralisés
plans et hors-plans. On étudie en premier liew une plague homogéne, puis une
plaque raidie par des renforts en I présentant une périodicité dans une direction de
l’espace, et enfin une plaque perforée présentant des propriétés de périodicité dans
deux directions de l'espace. Finalement, le dernier paragraphe traite d’un matériau
élastoplastique renforcé par des inclusions sphériques élastiques, possédant donc
une cellule de base classique mais une réelle périodicité dans les trois directions de
l’espace. Les domaines de résistance macroscopiques sont tracés pour chacun de ces
cas, apres avoir résolu les problémes cellulaires élastiques associés et les problémes

d’optimisation couplés qui en découlent.
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— Avertissement — Les notations utilisées dans ce chapitre pour représenter les chargements

1mposés obéissent auxr conventions suivantes :

— dans le cas ou n =1, l’on entend par "on impose 2E12 ", non seulement que la composante
2F19 de E est imposée non nulle, mais également que les autres composantes sont nulles,
ce qui revient a imposer: (E11 =0, Eoe =0, F33 =0, 2E15 # 0, 2E23 = 0, 2E;3 = 0),

- de méme, dans le cas ot n = 2, écrire "on impose le couple (3X11,292)" signifie que l'on

impose le chargement suivant: (X171 # 0, Y99 # 0, X33 = 0, X192 = 0, Xo3 = 0, X33 = 0).

La méme convention vaut pour les chargements généralisés.

V.1 Etude d’un matériau stratifié 1D-périodique

L’objectif de cette premiére partie est d’étudier, cette fois-ci numériquement, le matériau
stratifié des paragraphes I11.5 et I11.6, alors calculé analytiquement afin de présenter simplement
les bases de la méthode numérique proposée au chapitre IV. Aprés un bref rappel des données
du probléme, en particulier de la cinématique choisie et des problémes cellulaires & résoudre, le
stratifié est tout d’abord étudié par ’approche statique. Le chargement est en premier lieu imposé
sous la forme d’une déformation macroscopique, puis, dans un second temps, sous la forme d’une
contrainte macroscopique. En vue de valider les résultats de I’approche statique, mais également
de comparer les temps de calculs des deux approches, le stratifié est ensuite étudié par I’approche

cinématique, pour un unique cas de chargements'.

V.1.1 Présentation du probléme

On considére donc le matériau stratifié tridimensionnel de la figure (V.1), périodique dans
une direction de ’espace: la direction X3, et invariant selon les deux autres directions X7 et Xa.
Les caractéristiques géométriques et matérielles sont celles données par le tableau IT1.1, que ’'on

redonne figure V.1. On se propose de tracer les domaines de résistance de ce matériau vis-a-vis

X3
’ | Caractéristiques géométriques |
T _ 2 _
covers ] / e’ =0.1 mm e = 0.3 mm
th‘ — / | Caractéristiques mécaniques |
: = EY:1 = 210000 MPa | EY>2 = 120000 MPa
et = X2 =03 2027
‘ = vl =0. v?2 =0.
e = 1 = 180 MPa 52 = 80 MPa
X =

FIGURE V.1 — Matériau stratifié : caractéristiques géométriques et mécaniques

de ’élasticité, de I’adaptation élastoplastique et de ’analyse limite. Selon la méthode décrite au

chapitre précédent, ces domaines sont obtenus & partir de domaines initiaux de chargements, soit

1. Les résultats présentés dans ce paragraphe ont donné lieu aux communications de MAGOARIEC et al. (2002)
et MAGOARIEC et al. (2003a), respectivement pour 'approche statique et cinématique.
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dans I'espace des déformations macroscopiques, soit dans ’espace des contraintes macroscopiques,

comme le montre la figure V.2.

Ej 29
Py Py oy P} Py
ro 0 ; {rd 0
G G A

FIGURE V.2 — Enveloppe des chargements initiaux en déformation ou en contrainte

V.1.2 Choix et maillage de la cellule de base

Comme précisé au paragraphe I11.5.2.a, du fait des propriétés de périodicité et d’invariance, le
motif décrivant entiérement le matériau peut se ramener & un segment, contenant une épaisseur
de chacune des deux couches. Cependant, afin d’exploiter les capacités de la méthode, développée
pour des cellules de bases 3D, la cellule de base considérée est tridimensionnelle, telle celle de la
figure I11.9. La cellule est donc représentée par un parallélépipéde, constitué de la superposition
d’un type de chacune des deux couches et de dimensions quelconques? dans le plan paralléle
aux couches. Les propriétés d’invariance dans les directions X7 et X autorisent de ne mailler
la cellule qu’avec un élément par couche ¢!, i = 1,2. On choisit donc de mailler chaque couche
avec un élément quadratique & 20 noeuds, traditionnellement noté H20, calculé en intégration

réduite?® (figure V.3). D’aprés les rappels du chapitre I, le chargement imposé, E° ou XY, associé

€3
2 §
62 1; ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1 = 'Cl ffffffffffffff — T2 -
e
=1
T 1

CELLULE DE BASE : V MAILLAGE DE V

FIGURE V.3 — Cellule de base parallélépipédique et maillage de cette cellule

a la géométrie réguliére de la cellule de base, en ce sens que cette derniére ne présente ni trou ni
fissure, impliquent que:
— la cinématique est choisie de la forme (1.40),

— le probléme cellulaire élastique de localisation & résoudre s’écrit Pég}’d ou Pc(sgl’td,

2. Pour fixer les idées, ces dimensions dont prises égales & l'unité.
3. Les résultats des simulations sont identiques en intégration exacte.
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— dans le cas de I'approche statique, le probléme cellulaire aux contraintes résiduelles s’écrit

pcgg}vd ou P

V.1.3 Simulations numériques par I’approche statique

L’objectif des simulations présentées dans ce paragraphe est double: le premier est relatif a
la validation de la méthode numérique développée alors que le second concerne plus précisément
I’étape d’exploitation des domaines de résistance macroscopiques obtenus. Pour ce faire, et afin
de ne pas dédoubler les résultats et leurs analyses, on choisit volontairement de ne travailler
que sur quelques cas de chargements. A titre d’illustration, il a donc été choisi d’organiser ce
paragraphe de la fagon suivante:

— 1’équivalence des directions 1 et 2 vis-a-vis du comportement du stratifié est mise en évi-

dence pour un chargement en déformation,

— les domaines d’adaptation obtenus sont également validés sur la base d’un chargement en

déformation, par comparaison avec une méthode directe de la littérature,

— les domaines d’analyse limite obtenus sont, quant-a-eux, validés sur la base d’un charge-
ment en contrainte, par comparaison avec deux autres méthodes de la littérature, I'une

incrémentale, I’autre analytique,

— quelques comparaisons de capacités de résistance sont présentées pour différents plans de

chargements en déformation et en contrainte,

— et enfin, on présente sur ’exemple d’un chargement en contrainte, la maniére d’analyser

les domaines tracés.

Compte-tenu du choix de la cellule de base et de la cinématique, les différents résultats de ce
paragraphe sont issus des résolutions des problémes d’optimisation Pjé?t et PS5t représentant
respectivement les couplages "théoréme I11.1 + chg f’d + Pég}’d" et "théoréme I1T1.1 + P ¢

cont

Pc(;)lfl”. A titre indicatif, le probléme d’optimisation visant & déterminer le coefficient de charge

& l'adaptation posséde alors:

— 97 variables d’optimisation, 64 contraintes d’inégalités et 6 contraintes d’égalités a défor-

mation imposée,

— 97 variables d’optimisation, 64 contraintes d’inégalités et 12 contraintes d’égalités & con-

trainte imposée.

On précise que les graphes présentés aux paragraphes V.1.3.b et V.1.3.c ont été obtenus & partir
de simulations utilisant 101 rectangles sur le demi-espace, ce qui définit les valeurs et variations

de § et de r comme suit:

0 =1.8°
(V.1)
r€[0,100] = p=101
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V.1.3.a Comparaisons analytique/numérique: cas d’un chargement unidimension-

nel

Avant de tracer des domaines de résistance macroscopiques entiers, on s’attache a valider
la méthode* pour une direction de recherche particuliére, c’est-a-dire, pour un unique domaine
initial de chargement D? et non pas pour lenveloppe M entiére. Pour ce faire, on se base sur
I’exemple analytique étudié aux paragraphes II1.5 et III.6. Le stratifié est alors soumis & des

chargements cisaillement plan unidimensionnels en déformation et en contrainte, tels que:

(V.2)

p~ 2B, < 2F, < ut 2EY,
po Dy < Tip < pt B

ot p= = 0, ut =1, 2EY, = 1073 et X9, = 105 MPa. Aprés exploitations des symétries, des
équations d’équilibre, de moyenne et de périodicité, les différents coefficients de charge ont été

définis par les formules littérales:
— (IT1.56) et (II1.60) & déformation imposée,
— (II1.89) et (II1.96) & contrainte imposée.

Le méme probléme est alors résolu par la méthode numérique développée. Le tableau V.1 présente
les résultats des applications numériques issues des formules analytiques ainsi que les résultats

retournés par la méthode numeérique. Ces résultats permettent donc de valider la méthode dans le

Analytique Numérique

App. déf. | App. cont. | App. déf. | App. cont.
aP 0.97765 0.51792 0.97765 0.51792
AD | 1.95529 0.57735 1.95529 0.57735
aAL X 0.57735 X 0.57735

Q

TABLEAU V.1 — Comparaisons analytique/numérique pour un chargement unidimensionnel

cas d’un chargement unidimensionnel en déformation et en contrainte. Ils permettent également

d’affirmer que:

— la cellule de base ne plastifie pas si le chargement qui lui est imposé observe les variations

suivantes :

0<2F15 <9.7765 % 104
{ = e = * (V.3)

0 < X9 <£54.3816 MPa

— la cellule de base retrouve un comportement purement élastique, aprés étre passée par une

phase de plastification, si le chargement variable imposé vérifie:

0<2E; <1.95529 %1073
{ = 2P * (V.4)

0 < X2 <£60.6218 MPa

4. On rappelle que cette premiére validation concerne ’approche statique du couplage.
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Pour reprendre la figure II1.6, le domaine® final élastique est obtenu, par exemple dans le cas
d’une déformation imposée, aprés réduction du domaine initial par une homothétie de rapport
af < 1, alors que le domaine final d’adaptation est obtenu aprés augmentation du domaine
initial par une homothétie de rapport a*” > 1. On remarque également, & contrainte imposée,
que le coefficient de charge & I’adaptation est égal au coefficient de charge limite: ceci semble un
fait caractéristique des chargements unidimensionnels du stratifié. En effet, dans le cas o n = 1,
par comparaison des résolutions graphiques (I11.12) et (II1.13), force est de constater que les
quatre droites horizontales représentant, sur la figure (II1.13), les conditions d’optimisation au
point de charge P; = 0, n’influencent aucunement la valeur du coefficient de charge limite trouvée
en raisonnant sur la figure (II1.12). Or, par comparaison des problémes d’optimisation (I11.92)
et (IT1.95), les équations liées & ce point de charge sont 'unique différence entre les deux types
d’analyses lorsque n = 1: il est donc normal de retrouver, dans les deux cas, la méme valeur

pour les coefficients de charge.

V.1.3.b Domaines macroscopiques a4 déformation imposée

On s’intéresse désormais & une validation plus générale de la méthode numérique proposée, en
tracant les enveloppes® des domaines de résistance macroscopiques. Ces enveloppes sont, dans un
premier temps, calculées a déformation imposée, afin de comparer les résultats obtenus avec ceux
des travaux de MAGOARIEC (2000) et HACHEMI et al. (2001), qui ont développé, et implémenté
numériquement dans le logiciel LPNLP7 (PIERRE et LOWE, 1975), une méthode analytique
permettant d’étudier le comportement dun stratifié soumis & un tel chargement. Les résultats
présentés ci-aprés font donc office de validations de la méthode, mais également d’application,
en ce sens qu’ils permettent de mettre en évidence certaines propriétés liées au comportement

du stratifié sous chargement variable.

m Remarque préliminaire relative aur domaines et enveloppes d’élasticité
Les enveloppes d’élasticité tracées ne doivent pas étre interprétées comme des domaines d’élasti-
cité classiques, d’ou la préférence pour ’appellation enveloppe. En effet, afin de pouvoir comparer
les enveloppes d’adaptation aux enveloppes d’élasticité, il faut considérer des chargements de

méme nature : les chargements choisis observent donc, dans les deux cas, les mémes variations®.

E E
La figure V.4, tracée dans le plan <%,%
o EY, Es
distinction entre les deux types de résultats:
— la courbe dont la légende est "E — SIC/LANCELOT — 1PC", représente le domaine de résis-

), avec EY; = EY, = 1073, met en lumiére la

5. Un segment dans notre cas de chargement unidimensionnel.
6. Ce terme est toujours & prendre au sens de domaine dans le cas de ’analyse limite, et dans le sens d’enveloppe

dans le cas de ’élasticité et de 'adaptation élastoplastique.
7. LPNLP -Linear Programming and Non Linear Programming— est un logiciel d’optimisation non linéaire

capable de traiter de problémes & petits nombre de variables d’optimisation, basé, tout comme LANCELOT, sur

les méthodes de Lagrangien augmentés.
8. Ceci explique que l'on ait choisi, au paragraphe II1.5, les mémes variations pour rechercher les coefficients

de charge élastique et & ’adaptation.
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FIGURE V.4 — Matériau stratifié calculé dans le plan (E11,FE2) : E - Enveloppe d’élasticité, AD
- Enveloppe d’adaptation

tance macroscopique vis-a-vis de I’élasticité, au sens classique du terme. En d’autres mots,

ce domaine est obtenu en ne considérant que le point de charge P} de la figure V.2;

— la courbe dont la légende est "E — SIC/LANCELOT — 4PC" représente également le domaine
de résistance macroscopique vis-a-vis de 1’élasticité, mais doit étre comprise comme une

enveloppe de domaines rectangulaires DY, r = 1..p, d’oil la définition (IV.70).

Par souci de comparaison entre les enveloppes élastiques et d’adaptation, les domaines d’élasticité
tracés dans la présente étude seront toujours du deuxiéme type, que l'on travaille & déformation
ou a contrainte imposée. Des domaines du premier type seraient adéquats uniquement en vue
d’une comparaison entre les domaines d’élasticité et d’analyse limite, et ce & contrainte imposée.
Il faut néanmoins remarquer que ’enveloppe d’élasticité sera toujours, par construction méme,

incluse dans le domaine d’élasticité.

Comme le montre la figure V.4, les développements réalisés permettent de tracer les deux types de
résultats. De plus, cette figure comporte également le domaine d’élasticité classique (du premier
type) obtenu avec les développements réalisés dans LPNLP. Ceci constitue une seconde phase de
validation de notre méthode: en effet, ce dernier domaine et celui obtenu avec le couplage entre
SIC et LANCELOT coincident parfaitement.

m Mise en évidence de l’équivalence des directions 1 et 2
La figure V.5 présente les enveloppes d’élasticité et d’adaptation du méme matériau sollicité
dans les deux plans (E11,F33) et (Ea2,E33). Cette deuxiéme application illustre 1’équivalence des
directions 1 et 2 vis-&-vis du chargement, du fait de l'invariance matérielle dans ces directions:

les deux graphes sont effectivement identiques. La confirmation par le calcul de cette propriété
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FIGURE V.5 — Matériau stratifié calculé dans les plans (Ey1,Es3) et (E9,Fs33): E - Enveloppe
d’élasticité, AD - Enveloppe d’adaptation (EY; = E9, = EJ3 =1073 )

d’invariance constitue déja un atout en faveur de la validation, fut-il uniquement qualitatif. La
confirmation quantitative est quant-a-elle assurée du fait de la bonne corrélation entre notre en-
veloppe d’adaptation et celle obtenue par les développements dans LPNLP. Cette constatation
permet alors d’étendre la validité de la méthode aux cas de domaines de chargements entiers,
et non simplement & une direction de chargements, comme le montrait ’application numérique
précédente (paragraphe V.1.3.a). On remarque également que ’enveloppe d’adaptation corres-
pond au double de ’enveloppe d’élasticité pour toutes les directions de charge du quart de plan
(F11 <0,E5 >0).

m Comparaisons entre certaines capacités de résistance
La figure V.6 permet de nouveau de valider la méthode, cette fois-ci pour des calculs dans le
plan (E11,E9). En effet, elle exhibe une nouvelle fois une bonne corrélation entre nos résultats
et ceux obtenus avec LPNLP. Cette figure met également en lumiére, et permet de comparer, les
capacités de résistance liées a chacun des plans de chargements : que ce soit vis-a-vis de 1’élasticité
ou de l'adaptation, le matériau résiste mieux dans le plan de chargements (F11,F22) que dans le

plan de chargements (E;;,FE33), en particulier pour les directions suivantes:

{ 36° <rd <172.8° pour 'élasticité (V.5)

18° < r d <162° pour ’adaptation

Enfin, la propriété observée sur les graphes de la figure V.5 restent valables, & savoir que pour
les chargements unidimensionnels F1; et Ej33, le coefficient de charge & I’adaptation vérifie:

P =2aF (V.6)

La figure suivante (figure V.7) confirme la prédominance de la direction 2 sur la direction 3,

en termes de capacité de résistance. Fait remarquable, les plans de chargements (E11,E12) et
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FIGURE V.6 — Matériau stratifié calculé dans les plans (E11,E22) et (E11,Es3) : E - Enveloppe
d’élasticité, AD - Enveloppe d’adaptation

(F11,E13) conduisent tous les deux a des coefficients de charge a ’adaptation vérifiant :

P =2 af  pour toute direction de chargements entre 0° et 180° (V.7)

Les mémes conclusions restent valables pour le plan (FE11,E23), puisque les enveloppes d’élas-
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FIGURE V.7 — Matériau stratifié calculé dans les plans (E11,E12), (E11,E13) et (E11,E23): E -
Enveloppe d’élasticité, AD - Enveloppe d’adaptation

ticité et d’adaptation sont identiques® dans les plans (F11,E13) et (E11,F93). D’autre part, la
concordance des résultats de ces deux derniéres figures avec ceux obtenus par LPNLP conti-

nue de valider la méthode. Plus généralement, les enveloppes d’adaptation ont été validées, par

9. Afin de ne pas rendre la figure illisible, seuls quelques points des enveloppes obtenues pour le plan (E11,E-23)
ont été représentés sur la figure V.7. On précise cependant que les calculs ont également été effectués en prenant
pour § et 7 les valeurs définies par (V.1).
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comparaison avec les enveloppes d’adaptation obtenues par les développements de MAGOARIEC
(2000) et HACHEMI et al. (2001), pour de nombreuses combinaisons de chargements, dont seules
quelques unes sont présentées ici. Ces comparaisons nous permettent donc d’affirmer ’aptitude

de la méthode numérique développée a fournir des enveloppes d’adaptation correctes.

V.1.3.c Domaines macroscopiques a contrainte imposée

Le paragraphe précédent ayant permis de valider les enveloppes d’adaptation, on s’attache ici
a la validation des domaines d’analyse limite. Les simulations suivantes sont donc effectuées pour
des plans de chargements en contrainte, autorisant l’obtention de domaines d’analyse limite, ce
qui n’était pas réaliste & déformation imposée, comme évoqué au paragraphe II1.5. La remarque
du paragraphe précédent, concernant le nombre de points de charge utilisés pour rechercher les
coefficients de charge élastiques, reste valable. De méme, I’équivalence des directions 1 et 2, mise
en relief sur 'exemple de chargements dans les plans (E11,E33) et (Fa2,F33), se retrouverait dans
les plans (X11,X33) et (X22,%33).

m Validation du domaine d’analyse limite
La fiabilité de la méthode développée étant assurée par les simulations du paragraphe précédent,
et ce, quel que soit le plan et la direction de sollicitations, on ne présente la validation du domaine
d’analyse limite que sur deux cas de chargements: les plans (X11,392) et (X11,233). En ce sens, la

figure V.8 propose des comparaisons entre les domaines d’analyse limite obtenus de trois fagons
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0.7
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FIGURE V.8 — Matériau stratifié calculé dans les plans (X11,292) et (X11,233) - AL - Analyse

limite

différentes :

— analytiquement, par application des formules issues de travaux de EL OMRI et al. (2000),
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qui fournissent les équations suivantes:
1
6
1
6

2
2 1 2 1 2 2
(B11 + X22)” + 3 (Z11 — B92)” — e e! gaé + €2 gag =0
2
1 1. /2 1, 2 |2 o
m (6 \/;0'0 +e \/;0’0 =0

— numériquement par une méthode incrémentale, développée par BOURGEOIS (1997), suivant

(V.8)
1
(211 + U33)% + 3 (11 — T33)% —

le trajet de chargements défini sur la figure 1.3,
— et enfin, numériquement par la méthode directe implémentée ici.

Ces simulations permettent, non seulement de valider notre méthode dans le cas de ’analyse
limite, mais également de mettre en lumiére un fait remarquable : les domaines d’analyse limite
sont identiques que 'on travaille dans le plan (3;1,X22) ou dans le plan (3;;,333), ce qui n’est

pas, a priori, évident.

m Comparaisons entre certaines capacités de résistance
On représente sur la figure V.9 ’ensemble des domaines et enveloppes relatifs & ces deux derniers

plans de chargements. Contrairement au cas des sollicitations en déformation, la différence entre
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09 - E - SIC/LANCELOT - (X 13,% 35) 1
AD - SIC/LANCELOT - (21,2 5,) ——
AD - SIC/LANCELOT - (17,2 35) -------
0.8 - AL~ SIC/LANCELOT = (2 13,% p).(Z 17,2 43) -+
AL - Calculs incrémentaux = SIC = (Z 17, zzi (Z11.233) O
0.7 5
— I S el
o P
o 06 : -,
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FIGURE V.9 — Matériau stratifié calculé dans les plans (X11,222) et (X11,233) © E - Enveloppe
d’élasticité, AD - Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse limite

les capacités de résistance dans les plans (311,%92) et (X11,233) n’est pas flagrante. Comme
évoqué ci-avant, le résultat le plus étonnant concerne les domaines d’analyse limite, qui sont
exactement identiques dans les deux plans de chargements. Concernant les études d’élasticité
et d’adaptation, le matériau est effectivement plus résistant dans le plan (X;;,392), mais sur
des plages bien plus réduites que celles définies par (V.5), en particulier pour les enveloppes

d’adaptation. En effet, les directions pour lesquelles les possibilités de chargements sont plus
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élevées dans le plan (X11,X92) que dans le plan (X11,X33) sont les suivantes:

41.4° <r $ <176.4° pour l'élasticité

i (V.9)
39.6° <r d <48.6° pour ’adaptation

On remarquera également la bonne coincidence des résultats obtenus par la méthode directe avec

ceux obtenus par la méthode incrémentale.

Cette faible distinction entre les enveloppes d’adaptation n’est cependant pas représentative
du comportement du stratifié & contrainte imposée. En effet, comme le montre la figure V.10, ces
enveloppes dans les plans d’étude (X11,%12) et (X11,213) (ou encore dans les plans (X11,312) et

(X11,293)) sont effectivement distinctes pour de nombreuses directions. On retrouve également,
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FIGURE V.10 — Matériau stratifié calculé dans les plans (X11,%12), (X11,213) et (X11,223) - E -
Enveloppe d’élasticité, AD - Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse limite

sur cette figure, le fait que le matériau se comporte de la méme facon dans les plans (3171,313)
et (211,293). D’autre part, 1’égalité des coefficients de charge vis-a-vis des trois types d’analyses
lorsque seul Y13 (ou Xa3) est imposé non nul, s’explique par le fait que les composantes ;3 sont
constantes dans la cellule de base, comme le montre la relation (II1.30). En effet, dés que I'une

des couches plastifie, un processus de ruine est enclenché, sans observer d’écrouissage structurel.

B Lecture des graphes résultats
On revient enfin sur la différence entre les notions de domaine et d’enveloppe de résistance, qui
sont d'importance lors de la lecture des graphes proposés. En effet, si les domaines d’analyse

limite s'interprétent classiquement !0, il n’en va pas de méme pour les enveloppes d’adaptation.

10. On rappelle (voir figure 1.2) que tout trajet de chargements, quelconque a l'intérieur du domaine d’élasticité,
proportionnel entre I'enveloppe d’élasticité et le domaine d’analyse limite et dont le prolongement passe par

Porigine, est susceptible d’entrainer un phénoméne de ruine plastique du matériau.
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La nature polyédrique des domaines de chargements initiaux implique une lecture atypique des
domaines et enveloppes finaux: seuls les trajets de chargements pouvant étre inclus dans un
rectangle du type de ceux de la figure V.2, c’est-a-dire avec l'un de ses sommets & l'origine et
le sommet opposé sur I’enveloppe d’adaptation, conduisent & ’adaptation du matériau. A titre
d’exemple, on représente sur la figure V.11, proposant les enveloppes d’adaptation dans le plan de
chargements (X11,%92), deux trajets de chargements £; et £2, tous deux inclus dans la surface

engendrée par l'enveloppe d’adaptation. Les conclusions relatives & la réponse adaptée, ou non,

AD - SIC/LANCELDT - (% 1,.% 5)

0.7 0.7
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FIGURE V.11 — Exploitation de l’enveloppe d’adaptation (AD) du matériau stratifié calculé dans
le plan (2117222)

du matériau sous ces chargements, sont les suivantes :

— le trajet £1 induit assurément ’adaptation du matériau, car il peut étre inclus dans un
rectangle homothétique des rectangles initiaux, c’est-a-dire dont le point de charge P» est

confondu avec l'origine et le point de charge P; est un point de ’enveloppe d’adaptation,

— par contre, le trajet £o n’étant pas inscriptible dans un tel rectangle, il nous est impossible

de conclure quant-a ’adaptation, ou la non adaptation, du matériau sous ce trajet.

Les mémes conclusions valent pour ’enveloppe d’élasticité, obtenue & partir des mémes points
de charge que ’enveloppe d’adaptation. Cependant, la linéarité de la solution élastique assure
que tout trajet de chargements inclus dans ’enveloppe d’élasticité conduit & un comportement

purement élastique, et donc fiable, du matériau.

V.1.4 Simulations numériques par I’approche cinématique et réflexions

Ce paragraphe s’'intéresse désormais a I’étude de 'adaptation du méme stratifié, mais abordée
d’un point de vue cinématique. Deux raisons principales motivent ce choix:

— premiérement, un souci de cohérence dans la démarche, qui consiste & utiliser le théoreme

cinématique de ’adaptation puisque la méthode de discrétisation choisie est une méthode

en déplacements,
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— deuxiémement, un souci de corroboration des résultats et de comparaison des temps de

calculs entre les deux approches statique et cinématique.

On choisit de solliciter le stratifié dans le plan en contraintes (311,%922). Les simulations, réalisées
en intégration réduite et dont les résultats sont présentés figure V.12, sont donc cette fois-ci basées
sur la résolution du probléme d’optimisation P, représentant le couplage "théoréme (II1.2) +

Pc(sglfl " et possédant 396 variables d’optimisation et 161 contraintes d’égalités. Relativement aux
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FIGURE V.12 — Stratifié calculé dans le plan (311,X22) : comparaison entre les approches statique

et cinématique

objectifs premiers, ces simulations conduisent aux deux conclusions suivantes :

— on constate une assez bonne corrélation entre les deux approches pour des sollicitations
dans le quart de plan (X1 < 0,299 > 0). Ceci est beaucoup plus mitigé dans le quart de plan
(X11 > 0,292 > 0), ou quelques points posent probléme. En effet, la propriété de convexité
de ’enveloppe finale d’adaptation et le fait que tout point inclus dans un rectangle de type
D, appartienne au domaine d’adaptation, qui sont deux propriétés issues de la convexité
du critéere de VON-MISES et du principe méme de construction des domaines finaux, ne
sont pas satisfaits par les résultats de ’approche cinématique, alors qu’ils devraient 1'étre

quelle que soit "approche utilisée ;

— d’autre part, I’idée premiére que les temps de calculs se verraient diminués de par 1'utili-
sation de ’approche cinématique, n’est pas confortée. En effet, le probléme d’optimisation
associé & ’approche cinématique ne présentant que des contraintes d’optimisation linéaires,
il nous semblait, a priori, que les temps de calculs seraient moins prohibitifs que ceux de
I'approche statique, pour laquelle les conditions d’optimisation liées & I'expression du cri-
tére de VON-MISES en chaque point de charge et en chaque point de GAUSS sont non
linéaires. Ceci n’a pas été le cas a posteriori. L’approche cinématique faisant intervenir un

nombre de variables d’optimisation beaucoup plus important que l'approche statique, il



166 Chapitre V. Validations et applications de la méthode numérique développée

semblerait donc que, pour un probléme donné, LANCELOT soit plus apte & gérer les non
linéarités que les grands nombres de variables d’optimisation.
Cette utilisation de la méthode cinématique n’a donc pas réellement retourné les résultats es-
comptés et nécessite encore quelques améliorations, en particulier au niveau de 'implémentation
de la méthode dans le logiciel d’optimisation. En effet, la non différentiabilité de la fonction ob-
jectif en zéro est une singularité qui n’est pas traitée automatiquement par LANCELOT et qui
nécessite donc —étant vraisemblablement la cause des problémes évoqués ci-avant— une attention

particuliére.

V.2 Etude d’une structure fine perforée, sollicitée en contrainte

dans son plan

La méthode proposée ayant été validée, que ce soit vis-a-vis de ’adaptation ou de ’analyse
limite, pour plusieurs plans de chargements, les applications présentées dans ce paragraphe seront
uniquement issues de sollicitations dans le plan (X11,%92). Cette deuxiéme application 11 concerne
donc des cellules de base du deuxiéme type, représentatives de structures fines périodiquement
perforées et sollicitées dans leur plan. Comme évoqué au chapitre I, on distingue ce cas du cas
plus général traité au paragraphe suivant, afin de pouvoir comparer les résultats avec ceux de
DEBORDES et al. (1985), qui étudient, par une approche incrémentale et sous I’hypothése des
contraintes planes, le comportement limite de plaques d’aluminium perforées, sollicitées par des

chargements plans biaxiaux.

V.2.1 Présentation du probléme tridimensionnel

On considére donc une plaque d’aluminium exhibant des propriétés de périodicité dans les
deux directions de son plan. Cette périodicité provient de la perforation réguliére de la plaque,
selon un réseau carré, comme le montre la figure V.13. Les caractéristiques matérielles sont celles

de ’aluminium sain, issues de l'expérience (DEBORDES et al., 1985). La plaque est sollicitée dans

77777 . | Caractéristiques géométriques |

: h=01mm | Z =03 [ r+2=05mm

| Caractéristiques mécaniques |
EY = 69550 MPa | v=0.337 | o0 =159 MPa

FIGURE V.13 — Plaque trouée : caractéristiques géométriques et mécaniques

son plan par un chargement en contraintes, tel celui de la figure V.2.

11. Cette application est également présentée dans MAGOARIEC et al. (2002).
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V.2.2 Choix de la cellule de base

La périodicité de la plaque incite & choisir comme cellule de base un échantillon de plaque ne
comportant qu’une unique perforation. Cependant, les symétries de la plaque, tant géométriques
que matérielles, associées au choix du plan de chargements (X;1,%22), autorisent & ne mener les
calculs que sur le huitiéme de la cellule de base, ce qui permet de diminuer les temps CPU &
précision égale. Le huitiéme de cellule, dont le maillage est représenté figure V.14, est discrétisé

avec 48 éléments quadratiques en intégration réduite. Compte-tenu de la géométrie de la cellule

x3 z3

2

6vinf

FIGURE V.14 — Cellule de base et maillage du huitiéme de la cellule de base

de base et de la nature du chargement imposé, le paragraphe 1.3.4 nous indique que la cinéma-
tique sera de type (1.40) et que les problémes cellulaires élastiques et aux contraintes résiduelles
a considérer en vue de résoudre le probléme d’optimisation PS5 sont respectivement Pc(szl’tcav et

contr

P(r)’cav, pour lesquels les entités OVjqs, OViup, OViny et OH sont définies figure V.14.

cont

Cependant, le fait de travailler sur le huitiéme de la cellule de base modifie quelque peu ces
problémes cellulaires. En effet, LENE (1984) montre que les conditions de périodicité sont alors
remplacées par des conditions de nullité sur les restrictions des faces OVju, OVisup €t OVinoy 12
au huitiéme de la cellule de base, respectivement notées leiég, 81/52/5 et BV,}T{,?SJ. Les problémes

e),cav r),cav . . ., N
Pc(m)n et Pc(or)zt deviennent donc, une fois exprimés sur le huitiéme de la cellule de base:

12. OVnoy est défini comme étant le bord d’altitude zéro paralléle & OViyp.
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Approche contrainte: Py Approche contrainte: P\
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ce qui est tres avantageux au niveau numérique.

Les nombres de variables d’optimisation, de contraintes d’inégalités et d’égalités associés au
probléme d’adaptation posé sur le huitieme de cellule sont respectivement égaux a 2305, 1536 et
944. Enfin, les simulations sont réalisées pour des valeurs de p et § respectivement fixées & 41 et
4.5°.

V.2.3 Tracé des différents domaines de résistance macroscopiques
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F1GURE V.15 — Plaque perforée calculée dans le plan (X11,X92) : détail des validations du domaine

d’analyse limite et de ’enveloppe d’adaptation

Le coefficient de porosité étant fixé a 0.04 par les valeurs définies figure V.13, on s’inté-
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resse & déterminer les capacités de résistance de la plaque dans le plan (311,X92), et & analyser,
par comparaison avec les résultats de DEBORDES et al. (1985), l'influence de I’hypothése de
contraintes planes sur le domaine d’analyse limite. Les résultats, détaillés figure V.15, sont résu-
més figure V.16.

Le premier graphe de la figure V.15 met en évidence un certain décalage entre le domaine de
DEBORDES et al. et le notre. Il semblerait que la différence soit justement & attribuer & 'hypothése

des contraintes planes. En effet, cette hypothése implique la relation suivante:
£1/8
smg=0 VyeV (V.10)

alors que nous imposons uniquement une condition de traction libre sur la face supérieure de la
cellule de base:
smg=0 Vyce v (V.11)

sup

Par conséquent, ’optimisation est dans notre cas réalisée dans un espace plus large que celui
défini par (V.10), d’oi I’écart observable entre les deux domaines sur la figure (V.15). Cette
comparaison ne permettant que de conclure a une validation qualitative de nos résultats (le do-
maine de DEBORDES et al. (1985) est bien inclus dans le notre, comme 'implique ’hypothése
des contraintes planes), on réalise une deuxiéme série de validations, basée sur une approche
incrémentale utilisant, sous SIC puis sous ABAQUS, le trajet de chargement P’ de la figure I1.3.

La coincidence des résultats finit alors de valider notre approche.
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F1GURE V.16 — Plaque perforée calculée dans le plan (¥X11,%92) : E - Enveloppe d’élasticité, AD

- Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse limite

L’enveloppe d’adaptation est quant-a-elle comparée avec ’enveloppe obtenue sous ABAQUS, par

une méthode incrémentale, pour laquelle le critére utilisé pour déterminer I’incrément de passage
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4 l'adaptation est un critére énergétique: on considére que la cellule s’adapte dés que 1’énergie

dissipée plastiquement par le modéle cesse d’évoluer, comme le montre la figure I11.16.

La figure V.16 regroupe ces constatations en distinguant uniquement la méthode directe de la

méthode incrémentale.

V.3 Etude de plaques périodiques hétérogénes en membrane et

en flexion

Ce paragraphe, pouvant étre vu comme une généralisation du paragraphe précédent, s’inté-
resse aux structures de type plaques périodiques sollicitées en membrane et/ou en flexion, c’est-
a-dire au troisiéme type de cellule de base. Allant dans le sens croissant des difficultés, le premier
exemple concerne une plaque homogéne, le second une plaque périodique dans une des directions
de ’espace du fait de renforts verticaux, et le dernier considére une plaque trouée soumise, cette
fois-ci, a des sollicitations non uniquement planes. Pour fixer les idées, on choisit de soumettre ces
plaques au chargement (N71,Mi;). De plus, les problémes étant abordés par I'approche statique

de l’adaptation, chacun de ces trois cas méne & résoudre le probléme d’optimisation P59 dont

t
P(e)»plq et P(r)vplq o

omt ont > pour lesquels

les données sont issues de la résolution des problémes cellulaires
la cinématique est de type (II1.15). Toutes les simulations'® de ce paragraphe sont réalisées pour

p=231etd=06°.

V.3.1 Etude d’une plaque homogéne

On considére en premier lieu une plaque homogéne, d’épaisseur constante e selon la direction
3, pour laquelle il est possible de valider analytiquement l’enveloppe d’élasticité et le domaine
d’analyse limite. L’invariance des propriétés dans les directions 1 et 2 autorise & choisir une
cellule de base parallélépipédique, que 'on particularise arbitrairement en une cellule cubique.

La figure V.17 présente les caractéristiques de la cellule ainsi que le maillage utilisé, composé

X3

| Caractéristiques géométriques |

e=d=2mm

Caractéristiques mécaniques
EY =100000 MPa | v =0.3 | o9 =240 MPa

FIGURE V.17 — Plague homogéne : caractéristiques géométriques et mécaniques de la cellule de

base

13. Ces simulations ont fait 'objet de la communication de MAGOARIEC et al. (2003b).
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de six éléments quadratiques H20 en intégration exacte. Comme pour le stratifié étudié au pa-
ragraphe V.1, les propriétés d’invariance dans les directions 1 et 2 autorisent & ne considérer
qu’un seul élément dans ces directions. Le raffinement vers les peaux supérieure et inférieure est
étudié afin de rendre correctement compte du phénoméne de plastification premiére des peaux.
On présente figure V.18 deux types simulations : 'une pour un maillage tel celui de la figure V.17,
comportant donc six H20, et l'autre pour le méme type de maillage, mais ne comportant que
quatre H20. Les résultats montrent que l'utilisation de six H20 dans I’épaisseur suffit pour ap-
procher convenablement ’enveloppe d’élasticité, dont une expression analytique dans le quart '
de plan (N7; > 0,M7; > 0) est obtenue par combinaison des relations définissant les contraintes
généralisées et de la cinématique choisie:
%—g%—gaon (V.12)
ol les moment limite de flexion et contrainte limite de membrane sont définis par:
MO = ez O et NO=eo" (V.13)

On précise que dans le cas d’'un maillage a six H20, le probléme d’optimisation résolu pour
p q g ) b

12

T T
E - SIC/LANCELOT - 4 H20 .
E - SIC/LANCELOT - 6 H20 ]
E - Analytique ----
AD - SIC/LANCELOT -4 H20 —=—
AD - SIC/LANCELOT - 6 H20 --{%--
AL - SIC/LANCELOT
AL - SIC/LANCELOT A
AL - Analytique (llyushin)

. o. &
"~ o
0.6 Q s A
v :
o
04 e A,

0.2 =

Mool M ©
B

0 0.2 0.4 0.6
Ny, /N°
FIGURE V.18 — Plagque homogéne calculée dans le plan (N11,Mi1): E - Enveloppe d’élasticité,
AD - Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse limite

déterminer le coefficient de charge & l'adaptation pour chacune des 31 directions posséde 973

variables d’optimisation, 648 contraintes d’inégalités et 87 contraintes d’égalités.

REMARQUE V.1
Le calcul analytique conduit & la détermination du domaine d’élasticité classique. Le fait que le

domaine analytique coincide avec ’enveloppe numérique implique donc que, dans le cas de la

14. Les résultats des simulations numériques ne sont donnés que dans le quart de plan (Ni1 > 0,M11 > 0) du
fait de la symétrie du critére de VON-MISES par rapport a l'origine et de la symétrie de la cellule de base par
rapport au feuillet moyen.
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plaque homogeéne, le domaine d’élasticité calculé & partir d’un unique point de charge correspond

a l'enveloppe d’élasticité calculée & partir de quatre points de charge.

[]

A priori, il faudrait également raffiner le maillage de part et d’autre du feuillet moyen —défini,
on le rappelle, par x3 = 0 afin de représenter correctement la plastification totale de la cellule.
Cependant, les résultats de la figure V.18 montrent a fortiori que ceci n’est pas nécessaire dans ce
cas. En effet, le domaine d’analyse limite obtenu coincide parfaitement avec le domaine d’analyse
limite analytique, issu des travaux de ILYUSHIN (1956) et HODGE (1959), dont ’expression est
donnée dans le quart de plan (N1 > 0,M7; > 0) par:

My N 12
i+ [—] —1=0 (V.14)

V.3.2 Etude d’une plaque renforcée 1D-périodique

On s’intéresse désormais a un autre type de plaque périodique : une structure formée par deux
plaques planes horizontales et raidie par des renforts verticaux, dont les propriétés sont données

figure V.19. Cette figure propose également les caractéristiques de la cellule de base qui, de par la

X3

d

=~ | Caractéristiques géométriques |

\ T Plaque h =0.1 mm d=1.5mm
ST LA ] % X: Galluledobase | c=omm | a=015mm
- | Caractéristiques mécaniques |
X EY =100000 MPa | v =03 | 0 =240 MPa

FIGURE V.19 — Plaque 1D-périodique : caractéristiques géométriques et mécaniques

géométrie méme de la structure se réduit & un I. Cette cellule est maillée avec 22 éléments H20 en
intégration exacte. L'invariance dans la direction 2 autorise & ne considérer qu’un élément selon
2. Le maillage est plus raffiné autour du feuillet moyen, afin de bien représenter la plastification

totale de la cellule (figure V.20). Le domaine élastique & un point de charge correspond ici encore

3

FIGURE V.20 — Cellule de base et maillage de la cellule de base
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a enveloppe des domaines élastiques & quatre points de charge. En effet, on constate sur les
résultats donnés figure V.21, une faible différence entre ’enveloppe d’élasticité obtenue et celle
donnée analytiquement par:

gla,de) N 2
f((a g e)) N—lol — gg(a,d,e)ao =0 (V.15)

MO e

ou g, f, N et MY sont, encore une fois, dérivées des formules de la théorie des plaques:

2a3 a’?  ae e? e
1
a,d,e = —[2ab+ a(e —2a
o el (V.16)
NY=le+2(d—a)o”
M= s (- aye—a)] of
_d 4 a)le a o

On précise que, concernant ’analyse & l’adaptation, ce maillage conduit a considérer un probléme

1.2
E- SICILANCELOT o
E - Analytique ----
AD - SIC/LANCELOT
AL - SIC/LANCELOT
1
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FIGURE V.21 — Plaque renforcée calculée dans le plan (N11,M11) : E - Enveloppe d’élasticité, AD

- Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse limite

d’optimisation & 3565 variables d’optimisation, 2376 contraintes d’inégalités et 453 contraintes

d’égalités.

V.3.3 Etude d’une plaque trouée 2D-périodique

Enfin, on étudie la méme plaque qu’au paragraphe V.2, & ceci prés que son épaisseur h
vaut désormais 0.2 mm et qu’elle est sollicitée dans le plan (N11,Mi1). Les caractéristiques
géométriques et matérielles sont donc celles données par la figure V.13. Contrairement & la
sollicitation dans le plan (X1,%99), le chargement en flexion ne permet plus de travailler sur le

huitiéme de la cellule de base. On se contente donc de travailler sur le quart, tel qu’il est défini
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x3

z3

1

FIGURE V.22 — Cellule de base et maillage du quart de la cellule de base

figure V.22. Le maillage, constitué de 216 éléments H20 en intégration réduite, est raffiné vers les

peaux. Comme évoqué en fin de paragraphe 1.3, les problémes cellulaires PPl o ppla oo

cont cont
P(G),C(Z’U et P(e)vplq

. . . T),cav
ont oni | Dour la partie purement élastique, et entre r),

cont

et Pg%’flq pour la partie résiduelle. De plus, & la lumiére des travaux de LENE (1984), le fait de

issus d’'un couplage entre

ne travailler que sur le quart de la cellule implique également de 1égéres modifications consistant,
comme au paragraphe V.2, a transformer les conditions de périodicité en conditions de nullité

sur certaines parties du bord. Par conséquent, ces problémes deviennent :

Approche contrainte: Py ™?" Approche contrainte: PPl
(N11,Mq1) données
Trouver uP*™(€), et o(®) t.q.: Trouver p t.q.:

div o(® = 0 dans V*l/4
o) = d: (B — 23K + O (i (©)))

uP®(€) p =0 sur 3‘/2(11{4
div p = 0 dans V="/*
E@'3 =L = Ki3 =Ki2=0 1= 172a3 hi N

p-n — (n.p.n).n =0 sur 8Vli{4

) — (n.o'®).m) .n = 0 sur OV,

p-n = 0sur OHY4 8%%; U 6V1/4

<P11>V1/4 = <P22>V1/4 =0
Uﬁ)>v1/4 = Nu
(6) <_m3p11>vl/4 = <_$3p22>vl/4 =0
T2 >V1/4 = Na2
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ol V*1/4, VLA 3‘/;2/; et 8Vl.1/ 4 désignent respectivement les restrictions de V*, 0Vjq¢, OV et

lat nf
OViny au quart de la cellule de base et ol 'opérateur moyenne est défini comme suit :
1
<0’>V1/4 = W V*1/4 odV (Vl?)

Toujours & titre indicatif, le probléme d’optimisation, associé a ’analyse d’adaptation posée sur
ce quart de cellule, comporte 10369 variables d’optimisation, 6912 contraintes d’inégalités et
3267 contraintes d’égalités. La figure V.23 présente les résultats des simulations numériques. Les
contraintes limites de membrane et de flexion, N9 et M?, sont évaluées numériquement & 26.3742

N.mm~! et 1.3775 N. On retrouve ici le fait que I’enveloppe d’adaptation soit égale & deux fois

I —

............ I E - SICILANCELOT ----
. AD - SIC/LANCELOT
AL - SICILANCELOT

0.8

0.6

Moo/ M ©

0.2

i *2
o . \

0 0.2 0.4 0 0.6 0.8 1
Nyy/N

FIGURE V.23 — Plagque trouée calculée dans le plan (N11,Mi1) : E - Enveloppe d’élasticité, AD -
Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse limite

I’enveloppe d’élasticité quelles que soient les directions de chargements.

V.4 Etude d’un matériau 3D-périodique a inclusions sphériques

Enfin, ce dernier paragraphe se ré-intéresse au cas des cellules de base dites de type classique
en vue d’étudier '®, toujours par 'approche statique, les capacités de résistance d’un matériau
dont la microstructure est réellement tridimensionnelle, en ce sens qu’elle présente des périodicités

dans les trois directions de I’espace.

V.4.1 Présentation du probléme tridimensionnel

Ce matériau est constitué d’une matrice (M) élastoplastique homogéne renforcée par des in-

clusions (I) sphériques et élastiques, réguliérement réparties selon un arrangement carré. Comme

15. Cette étude a été réalisée dans le cadre d’une publication: MAGOARIEC et al. (acceptée pour publication le
23 juillet 2003).
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le montre la figure V.24, les inclusions sont de rayon r et la distance entre les centres de deux

inclusions voisines est notée a. D’autre part, le caractére élastique des inclusions est modélisé a

X3

INCLUSION

| Caractéristiques géométriques |
ik 3
= (%) =012
3 \a

| Caractéristiques mécaniques |

EY'"M = 9210000 MPa | EY>! = 500000 MPa
vM =03 vl =0.27
odf =180 MPa ol =3.0%10' MPa

FIGURE V.24 — Matériau élastoplastique a inclusion sphériques et caractéristiques associées

I’aide d’inclusions élastoplastiques possédant une trés grande limite élastique.

V.4.2 Choix, maillage et chargement de la cellule de base

Les propriétés du matériau conduisent & choisir une cellule de base de type classique. Du
fait de la disposition des inclusions en réseau carré, le motif minimal représentatif du matériau
est un parallélépipéde comportant une unique inclusion entourée de matrice, dont le huitiéme
est représenté figure V.25. Cette cellule de base est alors sollicitée dans le plan (311, ¥o2). La
cinématique est de type (1.40), le probléme de localisation élastique de type Pc(s,)n et le probléme
aux contraintes résiduelles de type Pc(;)n- Les propriétés de symétrie géométrique et matérielle,
associées au type de chargement imposé, autorise également & ne mener les calculs que sur un
huitieme de la cellule de base, tout comme pour la plaque étudiée au paragraphe V.2. Pour ce
faire, on utilise le maillage présenté figure V.25: le huitieme de cellule est maillé avec 400 élé-
ments quadratiques H20, en intégration réduite. Une fois de plus, le fait de ne travailler que sur
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FIGURE V.25 — Maillage du huitiéme de la cellule de base

le huitiéme de la cellule de base, permet de remplacer toute condition de périodicité par une

condition de nullité, ce qui est appréciable en terme de cofit de calculs. Les problémes cellulaires
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associés & ces conditions de nullité sont alors:

Approche contrainte : Pc((f)lfl Approche contrainte : Pc((f)lfl
(X11,X92) données
Trouver u?¢™(€) et o(®) t.q.: Trouver p t.q.:
div o(®) = 0 dans V1/8
0-(5) =d: E(e)(<€(e)>vl/8 T+ upé?",(e))
uPér€) n — 0 sur avl/S div p=0 dans V1/8
_ _ 1/8
<€§;)>V1/8 —0 P45 (i) € (12,3)? pn—(n.pn)n=0 sur dV
o n — (n.a(e).n) m =0 sur QV/8 (pra)yass = paz)ys =0
e & — 0
<U§1)>V1/8 = >, <Ué2)>vl/s = 2n (Pss)ys
(e) _
<U33 >V1/8 =0

o1, une fois encore, V1/8 et GV1/® sont les restrictions de V et OV au huitieme de la cellule de
base.
V.4.3 Domaines macroscopiques a contrainte imposée

Du fait de la discrétisation choisie, la taille des problémes d’optimisation est encore aug-
mentée : le probléme d’adaptation, par exemple, comporte 19201 variables d’optimisation, 12800

contraintes d’inégalités et 5172 contraintes d’égalités. Afin de travailler avec des temps CPU

14

YE - SIC/LANCELdT -
AD - SIC/LANCELOT ———
AL - SIC/LANCELOT

12

0.8

0.6

M
Zplog

0.4

0.2

-1 -0.5 0 0.5 1'

lelooM
FIGURE V.26 — Matériau élastoplastique a inclusions sphériques élastiques calculé dans le plan
(311, X22) : E - Enveloppe d’élasticité, AD - Enveloppe d’adaptation, AL - Domaine d’analyse

limite
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raisonnables, les domaines et enveloppes de résistance sont donc tracés pour: p = 17, c’est-a-dire
pour dix-sept directions de recherche, matérialisées par dix-sept domaines initiaux ’Dg, r € [0,16].
Les résultats des simulations numériques sont présentés figure V.26. On constate que I’enveloppe

d’adaptation et le domaine d’analyse limite coincident pour toutes les directions rd satisfaisant :
90° < rd < 180° (V.18)

Tout chargement variable pouvant étre inclus dans un rectangle D", tel que r0 satisfasse (V.18),
est donc susceptible de déclencher un phénoméne de ruine plastique de la cellule. La méme

remarque vaut pour la direction rd = 0°.

V.5 Bilan du chapitre

Mustratif de la méthode numérique proposée, ce chapitre possédait un objectif double:
— valider, par des comparaisons avec la littérature, les développements réalisés,

— illustrer les capacités de ces développements au travers de six exemples d’application, diffé-
rents les uns des autres, soit par le type de cellule de base, soit par la nature du chargement
imposé.

On s’est attaché & préciser, pour chacun des exemples traités, la cinématique utilisée, les pro-
blémes cellulaires auxquels la méthode numérique fait appel ainsi que la taille du probléme
d’optimisation associé a la recherche du coefficient de charge a I'adaptation, en terme de nombre

de variables d’optimisation, de contraintes d’'inégalités et de contraintes d’égalités.

Un stratifié, matériau périodique dans une direction de ’espace et possédant une cellule de
base classique a tout d’abord été étudié. Une premiére étude & déformation imposée a permis,
par comparaison avec une approche directe de la littérature, de confirmer ’aptitude de la mé-
thode a fournir des enveloppes d’adaptation correctes. Dans un second temps, 1’étude du méme
matériau & contrainte imposée a permis de valider les domaines d’analyse limite, par comparai-
son avec une méthode incrémentale et des résultats analytiques de la littérature, et les domaines
d’adaptation, par comparaison avec une méthode incrémentale basée sur un critére énergétique.
Si ces études ont été essentiellement ménées d’'un point de vue statique, le matériau stratifié a
contrainte imposée a également été étudié par I’approche cinématique dans une optique de com-
paraison des résultats avec ceux de ’approche statique: les comparaisons tendent pour l'instant
a faire préférer I’approche statique, tant au niveau de la fiabilité des résultats qu’au niveau des
temps de calculs. Cependant, afin de véritablement comparer les deux approches, il resterait
& s’intéresser & la régularisation de la fonction de dissipation, en s’inspirant, par exemple, des
récentes études de CHAABA et al. (2003) concernant ’approche cinématique de ’analyse limite
et de CARVELLI (1999) et VU et al. (& paraitre en 2004) concernant 1’approche cinématique de

I’adaptation élastoplastique.
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Une structure fine périodiquement perforée, possédant donc une cellule de base du deuxiéme
type, a ensuite été étudiée sous sollicitations planes par ’approche statique, en vue, entre autre,
d’analyser 'influence d’une hypothése telle celle des contraintes planes. En effet, le domaine
d’analyse limite obtenu a été comparé avec celui obtenu par DEBORDES et al. (1985), calculé
sous cette hypothése de contraintes planes: il en ressort que c’est une hypothése qui va dans le

sens de la sécurité.

Ont ensuite été successivement présentés trois types de structures soumises & des sollicita-
tions généralisées: une plaque homogeéne, une plaque raidie par des renforts verticaux et enfin
une plaque périodiquement trouée. Les maillages ont alors été réalisés afin tenir compte, autant

que faire ce peut, de I'influence de la composante en flexion des chargements.

En dernier lieu, on présente 1’étude par I'approche statique des capacités de résistance d’un
matériau possédant une cellule de base classique, mais des propriétés de périodicité dans les trois
directions de l’espace: un matériau élastoplastique renforcé par des inclusions sphériques élas-
tiques. Ce dernier exemple, induisant des problémes d’optimisation de taille relativement élevée,
a alors permis d’évaluer les capacités de la méthode développée en cas de problémes a grand

nombre de variables d’optimisation.

A Tissue de ces simulations, il ressort donc que la méthode ne posséde pas de limitations
quant & la complexité de la cellule de base, sinon celles liées & la capacité de LANCELOT &

traiter en des temps raisonnables des problémes a grand nombre de variables d’optimisation.






Conclusion générale

Ce travail est une contribution a l’analyse de la tenue mécanique de milieux hétérogénes sous
chargements variables et bornés. En ce sens, on propose une méthode numérique permettant
d’étudier, par une approche directe, ’adaptation de matériaux élastoplastiques parfaits & micro-

structure hétérogéne, périodique et tridimensionnelle.

En effet, si la littérature fournit de nombreuses contributions traitant d’une part de ’adapta-
tion de structures, c’est-a-dire de leur capacité & résister sous un chargement variable, et d’autre
part de I'homogénéisation de milieux hétérogénes, afin de prendre rigoureusement en compte les
phénomeénes microscopiques qui influencent inévitablement le comportement macroscopique d’un
milieu, il n’en n’est pas de méme en ce qui concerne le couplage entre ces deux théories. Il existe
effectivement trés peu d’études, & notre connaissance, s’attachant & I’heure actuelle & coupler ces
deux théories afin de traiter de I’adaptation de milieux hétérogénes sous chargements variables,
en particulier lorsqu’il s’agit de plaques hétérogénes périodiques. Tout au moins, les quelques
études disponibles, inspiratrices de ce travail, appliquent en général ce couplage & des milieux
bidimensionnels, ou bien utilisent des théories autres que la théorie de I’homogénéisation pério-
dique, ou encore utilisent effectivement la théorie de 'homogénéisation périodique, mais couplée
& ’analyse limite ne permettant d’étudier la résistance d’'un matériau que sous chargements pro-
portionnels. Cette constatation a donc constitué la motivation principale de notre étude, dont
I’objectif fut alors de tenter d’apporter des développements originaux, complétant les études de

ces auteurs de par la considération de matériaux tridimensionnels et périodiques.

Pour ce faire, il a en fait été nécessaire de considérer trois théories: les théories de ’adap-
tation élastoplastique et de ’homogénéisation périodique, certes, mais également la théorie de
I’optimisation non linéaire sous contraintes, puisque tout probléme d’adaptation, traité de fagon
directe, se raméne & un probléme d’optimisation, plus particuliérement & un probléme de maxi-
misation si ’on adopte I’approche statique de MELAN et & un probléme de minimisation si I’on
adopte 'approche cinématique de KOITER. Si les deux premiéres théories sont directement liées
4 la mécanique des solides, la troisiéme reléve, quant-a-elle, de la programmation mathématique,

utilisée dans bien d’autres domaines que la mécanique.

Le principe général des couplages consiste & se baser sur les théorémes statique et cinématique,

respectivement de MELAN et KOITER, et de les étendre au cas des matériaux & microstructure
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hétérogeéne, en prenant bien soin de distinguer I'approche déformation, pour laquelle le charge-
ment variable est de type déformation macroscopique, de I’approche contrainte, pour laquelle le
chargement variable est de type contrainte macroscopique. Une fois les théorémes généralisés, les
domaines de résistance macroscopiques sont obtenus grace a la résolution du probléme d’adapta-
tion posé sur la cellule de base tridimensionnelle, représentative du milieu hétérogéne & étudier.
Les développements permettent également d’analyser le comportement des milieux vis-a-vis de
I’élasticité et de I’analyse limite. Ce deux derniers cas sont traités en tant que particularisation
du probléme d’adaptation. Les principales hypothéses, définissant le domaine de validité de ces
résultats, sont qu’ils sont établis dans le cadre de la linéarité géométrique, que les chargements
sont purement mécaniques et que les matériaux sont élastiques parfaitement plastiques, possé-
dant un comportement local de VON-MISES.

Numériquement, ceci se traduit par un couplage entre un code éléments finis et un logiciel
d’optimisation capable de traiter des problémes non linéaires possédant un nombre relativement
important de variables d’optimisation. L’objectif fixé au début de ces travaux est donc atteint : on
dispose désormais d’un outil numérique général permettant d’étudier la résistance de matériaux
hétérogénes sous chargements variables, tout en ne requérant, de la part de I'utilisateur, qu'un

minimum d’information, & savoir :
— les caractéristiques géométriques et matérielles de la cellule de base,
— la nature des chargements auxquelles elle est soumise,
— le domaine de variations desdits chargements.
De plus, cet outil a été développé de maniére a étre le plus général possible:

— il permet de traiter toute cellule de base tridimensionnelle, aussi complexe soit elle, dans la
limite, bien évidemment, des capacités des logiciels éléments finis et d’optimisation, point

que nous aborderons dans les perspectives,

— l'utilisateur a le choix de travailler, ou non, en homogénéisation, ou sur une structure
compléte,

— dans le cas qui nous intéresse, & savoir le cas ou l'option homogénéisation est activée,
le chargement imposé peut étre une déformation et/ou une contrainte macroscopique au
sens classique des termes, ou bien une déformation et/ou une contrainte macroscopique

généralisées, afin de traiter des problémes de types plaques périodiques.

Enfin, les développements ont été pensés, dans la mesure du possible, de facon & ce que les
opérations internes liées aux problémes cellulaires et aux problémes d’optimisation, soient au

maximum transparentes pour 1'utilisateur.

Les bilans réalisés en fin de chaque chapitre faisant office de synthéses intermédiaires dé-
taillées, le récapitulatif des différentes étapes liées & la réalisation de ce travail ne sera pas plus
approfondi ici. Par contre, tout approfondissement d’une thématique de recherche étant toujours

le bienvenu, nous insistons dans ce qui suit sur les éventuelles suites a donner & cette étude,
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en proposant quelques possibilités d’élargissement, ou encore quelques pistes de recherches sup-
plémentaires, outre le fait d’agir sur les hypothéses premiéres en prenant en compte l'effet de

I’écrouissage ou encore de I’endommagement.

L’un des approfondissements possibles consiste & automatiser entiérement les couplages abor-
dés d’un point de vue cinématique. Hormis la mise en ceuvre des techniques liées & la régularisa-
tion de la fonction de dissipation, cette perspective devrait étre réalisable sans grandes difficultés
étant donné que tous les éléments nécessaires a cette implémentation sont déja disponibles. Ceci
ne nécessite donc que le développement d’une commande supplémentaire dans le logiciel éléments
finis SIC, analogue & celle développée dans le cas de ’approche statique, afin de créer automa-
tiquement les fichiers de données du logiciel d’optimisation LANCELOT. Le fait que l'on ait
préféré implémenter, et exploiter, en premier lieu I’approche statique, provient simplement du

constat que 'approche cinématique nous a semblée plus largement étudiée dans la littérature.

La deuxiéme piste d’élargissement est plus directement liée aux logiciels utilisés. En effet, il
ressort, suite & de nombreux essais de calculs, mais également suite & des discussions avec d’autres
chercheurs lors de différents congrés, que le logiciel LANCELOT semble peiner & traiter en des
temps raisonnables des problémes non linéaires 4 trés grand nombre de variables d’optimisation.
Puisqu’une grande partie des temps de calculs est consommeée par la partie optimisation, il serait
peut étre préférable, afin de pouvoir traiter des cellules de base trés complexes et d’éviter de
devoir systématiquement trouver un compromis entre précision du maillage et temps de calculs,
d’envisager 'utilisation d’un autre logiciel d’optimisation, ne serait-ce que pour comparer ses
performances et celles de LANCELOT. Il semblerait que le logiciel MOSEK, développé depuis
1997 par Erling D. ANDERSEN and Knud D. ANDERSEN, également dédié & la résolution de pro-
blemes d’optimisation grande échelle, posséde de telles caractéristiques et soit apte a résoudre ce

type de problémes : cette piste reste a explorer.

Enfin, la plus grande perspective en terme de développements théoriques concerne le fon-
dement méme du raisonnement. En effet, les domaines de résistance sont donnés en termes de
chargements macroscopiques sur la cellule de base et sont attribués, par analogie avec les raison-
nements de SUQUET concernant le couplage entre homogénéisation périodique et analyse limite,
au matériau homogéne équivalent. L’approfondissement consisterait alors & démontrer rigoureu-
sement que l’on est également en droit, dans le cas du couplage entre homogénéisation périodique
et adaptation élastoplastique, d’attribuer ce domaine de résistance, a priori attaché a la cellule
de base, au matériau homogéne équivalent. En d’autres termes, ceci consiste & prouver que si, en
tout point d’un milieu homogeéne équivalent, les déformations et/ou contraintes —engendrées par
un chargement classique en déplacement et/ou en force— sont incluses dans le domaine d’adap-
tation obtenu en raisonnant sur la cellule de base, alors le milieu homogéne équivalent s’adapte.
La méthodologie adoptée serait alors totalement fondée et l'intuition, poussant les chercheurs

travaillant sur ce théme de recherche & adopter cette méthodologie, a posteriori justifiée.
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2 Annexe A. Les algorithmes d’optimisation de LANCELOT

Le logiciel d’optimisation utilise, LANCELOT (Large And Nonlinear Constrained Lagrangian
Optimization Techniques), permet de résoudre des problémes d’optimisation locale sous contraintes,
linéaires ou non, présentant la particularité de posséder un grand nombre de variables d’optimisa-
tion. Comme nous 'avons vu au Chapitre I, tout probléme d’optimisation sous contraintes peut
étre ramené a un probléme d’optimisation sans contraintes grace & la technique du Lagrangien
augmenté. C’est donc naturellement que LANCELOT est structuré en deux algorithmes, 1'un,
AUGLAG, traitant de la partie "Lagrangien augmenté" de la résolution, et 'autre, SBMIN du
probléme sans contraintes associé. L’objectif de cette annexe est donc de présenter les grandes

lignes de ces deux algorithmes.

A.1 SBMIN, un algorithme d’optimisation "sans contraintes"

Cet algorithme permet de résoudre les problémes d’optimisation ne possédant aucune contrainte
autre que des contraintes de bornes sur x. On écrit ces problémes de la fagon suivante:
min f(x)

zceR" (Al)

xrmzn S xr S xrmaaﬁ

ol f est supposée de classe C2, et oil x,™" et z,* peuvent prendre des valeurs infinies. Pour
décrire I’algorithmique de la méthode, on suppose connue la valeur de «(¥), estimation de la solu-
tion du probléme (A.1) a l'itération k. L'itération suivante a alors pour objectif d’améliorer cette
estimation en trouvant l’itéré k+ 1, vérifiant les contraintes de bornes et diminuant sensiblement

la valeur de f. Elle se décompose essentiellement en ces quelques étapes:

1. Test de la convergence & litération k. Cette convergence est évaluée par la valeur du
gradient projeté en (¥). Si I'inégalité (A.2) est satisfaite, alors I’algorithme s’arréte, sinon

il passe a ’étape suivante.

le® — v, (@) — val gmir g, < g (A.2)

ou 7 est une précision a définir, et ol la i“™°® composante de la fonction gradient projeté

V, est définie comme suit :

min

x; n

six; < ax™
v, (@amin gy, = gmer g s g me (A.3)

x; s ximm <z < ximam

2. Construction d’une approximation quadratique h**! de la fonction f selon le principe des
méthodes a région de confiance, approximation censée représenter correctement le compor-

tement de f dans un voisinage de ¥ défini par le rayon de confiance r*) (id est tel que
|z —2®)||, <r(®):

Wt (@) = f(a*) + VT f(a") (@ — ") + %(wk — 2"V f(af) (@ —a) (A4
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ot V2f (x¥) est un abus de notation, c’est en fait une approximation symétrique du hessien

de f en x*.

Résolution du sous-probléme (I.13) de minimisation sans contraintes de h(*). Pour ce faire,
on évalue d’abord le point de CAUCHY généralisé¢ (méthode d’évaluation non détaillée ici).
L’importance de ce point tient au fait qu'une condition nécessaire pour que l’algorithme
converge vers un point ou le gradient projeté est nul, est que la valeur du modéle quadra-
tique en ce point ne dépasse pas sa valeur au point de CAUCHY.

La convergence de l'algorithme étant assurée par ’étape précédente, 1’étape suivante consiste
a réduire le modéle quadratique, afin d’améliorer la vitesse de convergence. A la fin de cette
étape, on dispose d’un point z(*) ayant suffisamment réduit le modeéle.

Comparaison entre la décroissance du modéle et la décroissance réelle de f entre les points

x®) et 2(F) Pour ce faire, on introduit le rapport p*), défini comme suit :

_J@®) — f(zW)
o = h(E) (k) — p(k) (z(k)) (A.5)

Ainsi, si ce coefficient est grand, c’est que le modeéle aura reflété une bonne décroissance de
f. Le mot "grand" est relatif, en effet, si la valeur de p(¥) est significativement plus grande
que 1, alors la prédiction sera mauvaise.

Mise & jour de l'itéré k + 1. Soit 0 < p < 1, on actualise alors l'itéré suivant la valeur du
coefficient p() :

z(k+1) = { o (A.6)

Pour résumer, le modéle reflete mal la décroissance de f si p) < p ou si p®) > 1, alors

qu’il la reflete correctement si p(¥) est de 'ordre de 1.

A.2 AUGLAG, un algorithme d’optimisation avec contraintes

L’algorithme AUGLAG permet, quant-a-lui, de résoudre des problémes d’optimisation sous

contraintes, de la forme:

min f(x)

xrmin < Z, < xrmaaz (A?)
ci(x)=0 1<i<p

ot les fonctions f et ¢; sont supposées C? et peuvent étre non linéaires. Ce probléme ne fait appa-

raitre aucune contrainte d’inégalités, car LANCELQT les traite comme des contraintes d’égalités

en leur ajoutant des variables d’écart bornées (cf paragraphe 1.2.2.b). Ce recours aux variables

d’écart est inspiré des techniques de traitement des contraintes d’inégalités dans les algorithmes

du type simpleze. Le principe de base de AUGLAG est d’utiliser la méthode du Lagrangien aug-

menté, afin de se ramener & une suite de problémes d’optimisation sans contraintes (outre les
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contraintes de bornes sur x), alors résolus par 1’algorithme SBMIN. La fonction Lagrangien aug-

mentée choisie ici est la suivante:

Lo(x, S 1) = —|—Z)\ ci(x iZsm (A.8)
i=1

ou les \; sont les multiplicateurs de Lagrange, 1 un coefficient de pénalité, et les s;; les termes
diagonaux d’une matrice de coefficients d’échelle positifs. En supposant connues les expressions
de ), /\(k), et S*) 3 Pitération k, l'itération k 4 1 se déroule de la facon suivante:

1. Test de la convergence a ’itération k. Pour ce faire, les conditions du premier ordre de KUHN
et TUCKER sont utilisées. En effet, pour qu’un point vérifiant les contraintes d’égalités soit
effectivement un optimum, il faut qu’il existe des multiplicateurs de Lagrange A; pour
lesquels le gradient projeté en x* de la fonction de Lagrange est nul. On rappelle que la

fonction de Lagrange est définie comme suit:

L(xz ) = f(z) + Z Aici(x) (A.9)

Comme pour la premiére étape de SBMIN, I’algorithme s’arrétera ici si les conditions sui-
vantes sont satisfaites:
|z®) — P(z® — W, L(x®) AF®)) gmin gmaz)|| < p (A10)
le(@®)]], <y

ol 1 et 1o sont deux petits parameétres de tolérance.

2. Minimisation de la fonction Lagrangien augmenté. Comme évoqué dans le paragraphe 1.2.2.h,
des valeurs de 5- trop grandes rendent la minimisation de L, difficile. Par contre, il a été
montré que, pour des choix de multiplicateurs de Lagrange appropriés, la convergence de
l’algorithme est assurée a p fixé, si tant est que « soit proche de z*. La méthode consiste
donc & augmenter progresswement Jusqu a une valeur telle que x®) soit proche de =*
puis a fixer cette valeur de 5- et a ajuster les multiplicateurs de Lagrange pour aboutlr a
la convergence. A chaque 1terat10n, l’algorithme sort de SBMIN si (A.11) est satisfaite (ou

¢ (k) est un autre petit parameétre) :
Hw(kJrl) o P(w(kJrl) - VmLa(w(kJrl))\(k)’S(k),u(k)),wmin’wmaw)"2 < C(k) (A.ll)

Finalement, si l'on a:
le(@® )], < €W (A.12)

ot £) est encore un petit paramétre, alors le paramétre de pénalisation p est inchangé et

les multiplicateurs de Lagrange sont mis a jour; dans le cas contraire, on augmente un peu
1
2u
3. (a) Mise a jour, si nécessaire des multiplicateurs de Lagrange. Cette étape, devenant

sans agir sur les mutiplicateurs de Lagrange.

trop technique, compliquerait 1’exposé et ne sera donc pas détaillée ici. On indique
simplement que les multiplicateurs sont mis & jour en fonction des valeurs de A, S,

c(x) et p a litération k.



A.2. AUGLAG, un algorithme d’optimisation avec contraintes 5

(b) Sinon, c’est-a-dire si (A.12) n’est pas satisfaite, p est réduit par Uintermédiaire de

coefficients compris entre 0 et 1.
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B.1 Loi de comportement en flexion dans le domaine élastique

On considére ici la poutre du paragraphe I1.3.2 de section B % 2H et de longueur L, sollicitée
en flexion pure, et l'on cherche & démontrer les relations (I1.28). On suppose, pour établir ces
relations, que la poutre est soumise & son extrémité libre a un effort F = F'yg avec F' < 0 et ne
subit aucun effort volumique, ce qui n’6te rien & la généralité des démonstrations. On rappelle

que les hypotheéses (II.1) ont conduit & chercher le déplacement selon la forme suivante:

u(y1,y3) = —ys w (y1)y1 +w(y1)ys (B.1)

De plus, en exploitant I’hypothése des petites perturbations, on a:

e(ys) = grad,u(yi,ys) (B.2)
Ce qui donne:
—ygw” 0 0
e(ys) = 0 00 (B.3)
0 0 0

On retrouve donc bien le fait que les efforts sont portés par I’axe de la poutre, puisque seul €11,

que ’on note £, est non nul. On pose alors:
e(y3) = ysk aveck=w" (B4)
La premiére étape dans la preuve des relations (I1.28) est d’écrire le principe des travaux virtuels:
Tint (0W) + Tegt(du) = 0 Vou CAao (B.5)

Soit donc du un déplacement virtuel cinematiquement admissible & 0. Les travaux des efforts

extérieurs s’expriment par:
Text(0w) = F(1) du(l) (B.6)

Et les travaux intérieurs par:

Tni(6u) = = Jy o s e(6(w) d2 =~ [, o 8¢ a9

L
= —// o e dyy, dS
S J0

L
-~ / / ys o ok dyy dS (B.7)
S J0

L
= / [/y;:,adS]&kdyl
0 S

M

Reporter ensuite (B.6) et (B.7) dans (B.5) permettrait d’aboutir aux équations d’équilibre de la
poutre, ce qui n’est pas notre discours ici. On s’intéresse par contre & trouver ’expression de M

en fonction de k. On a posé:
M:—/ygads (B.8)
S
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Or, d’aprés la loi de HOOKE, on a:
oc=FEYe (B.9)

ot EY est le module de YOUNG de la poutre. En tenant compte de (I1.27), ceci implique (B.10) :

M = —/ygEyedS:—/ygEngk:dS
S s (B.10)
= EYk / y3 dS
s
Or, le moment quadratique de la section est défini par:
I= / y3 dS (B.11)
s

On retrouve donc bien la relation (I1.28), valable dans le cadre de 1'élasticité et permettant

d’exprimer les contraintes o(ys3) en fonction de laltitude y3 dans une section quelconque :

M=FE"Tk = M(@y)=E"ITky) (B.12)

B.2 Loi d’écrouissage

On s’intéresse maintenant & la partie plastique de la loi de comportement et I'on se propose
de démontrer les relations (I1.30) et (I1.31), définissant respectivement la demi hauteur de la
partie élastique de la poutre et la loi d’écrouissage. Pour ce faire, on raisonne sur la figure I1.12,
que l'on redonne ici en lui adjoignant le point 3%, point limite entre la zone élastique et la zone
plastique. On précise que la courbure est de signe négatif sur cette figure:

Y3
Sy Me < M < M°
PARTIE PLASTIQUE - - L - yg
2H PARTIE 3 3
ELASTIQUE TQU ; 3 o (y?l( Y3 )
B PARTIE PLASTIQUE Ei,y,g, - §
B 00 00

B Recherche du point limite de plastification

Lorsque la contrainte atteint sa valeur limite o, 1’équation:
o(ys) = —E" ys k (B.13)

fournit alors l'altitude du point limite entre la zone élastique et la zone de plastification :

a0
ys = B (B.14)
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m Recherche de la loi d’écrouissage

On est donc maintenant en mesure de chercher la loi d’écrouissage, reliant M et k pour des

valeurs de M supérieures au moment élastique M°¢ = %00 B H?. On part de I’équation (B.14):

M = —/ygadS
S

B ,H
= —/ / y3 o dys dy2
0o J-m

H

= —B/ y3 o dys
» (B.15)
-y Y v H

= —B/ y300dy3+B/py3(?/3E k)d3/3+B/ y3 0o dy3
—-H —Y3 y

p
3

= 2B

L H
/ y3 £k dys + y3 0o dy3
0

Or, la courbure étant constante dans I’épaisseur, on a:

M =2B

Y v a
E" k / y3 dysz +og /p Y3 dys3 (B.16)
0 Ys

On obtient donc, aprés calculs, la loi d’écrouissage suivante:

2
2
M = 0y B H? [1-%] si M > Zog B H (B.17)

REMARQUE B.1
On retrouve bien, quand &k +— oo, le moment limite supportable par la poutre:

H
M° =6y B H? = 23/ Y3 00 dys (B.18)
0
0

Le comportement en flexion de la poutre, que I’on représente sur la figure B.1, est donc entiére-
ment déterminé par les deux lois (B.14) et (B.17).

B.3 Expression des déformations plastiques

Connaissant 1’épaisseur de la zone élastique de la poutre et la loi d’écrouissage, on est désor-
mais en mesure de donner 'expression des déformations plastiques qui prennent naissance dans

la poutre dés que M > M¢€. En effet, la cinématique choisie nous donne:

e=ysk=ysk=¢e4¢€P (B.19)
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M

09 B H? -

260 B H?

EY I

FiGURE B.1 — Comportement local de la poutre

Or, les zones plastiques sont définies par:

ee=20 et k=20 pour —H <ys<-nH

e . y300 (B.20)
3

P
oun= yﬁ Les déformations plastiques s’expriment donc de la maniére suivante: :

R (1) vow —HEm<nn

eP = 0 pour —nH<y3<nH (B.21)

%(ﬁ%_l) pour n H <y3 < H
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On démontre ici U'interprétation donnée des résultats du probléme d’optimisation P™%* issu
du probléme d’adaptation (IIL.1). On rappelle briévement le principe de la méthode: on se donne
un chargement P(¢) inclus dans un domaine borné D, et 'on cherche le coefficient maximal que
l'on peut appliquer & ce chargement initial, tel que le chargement final a*” P(t) conduise &
’adaptation de la cellule de base®. Une fois ce coefficient AP trouvé, afin de se placer dans
le cadre du théoréeme du coefficient de sécurité I1.2, on montre que les chargements induisant

effectivement ’adaptation doivent étre de la forme:
puP(t) avec p < aP (C.1)

m Remarque préliminaire
On suppose qu'’il y a adaptation, au sens du théoréme (II1.1), pour le chargement P P(t).

Soit € > 0: -
T (aADG'(e) + p) <0 -~ F (aAD <o‘(€) + M%)) <0 (02)

or de par les propriétés de F, on a:

F <(0/4D —¢) (a9 + a%) < F (aAD (a(e) + a%)) (C.3)

(-0 (o4 25)) <0 )

Il y a donc aussi adaptation, au sens du théoréme (II1.1), pour les chargements du type:

(AP — )P (t) (C.5)
m Preuve de l'affirmation (II1.18)
aAD . aAD —€
Onposeﬁ:meti):an,
AD AD
AD _(e — a AD e a —€_
AD (e) 4 =
= f(ﬁ((a —€)o —|—p)) <0 (C.7)

La relation (C.7) étant valable pour tout chargement P(t), on a donc bien prouvé qu’il existait

AD

un coefficient de sécurité 3 et un coefficient = a*? — e < a4, tel que l'on ait :

f(ﬁ (Ma(e)+ﬁ>) <0 VPl eDet VeeV (C8)

1. Ce raisonnement général s’applique aussi bien avec que sans couplage avec 'homogénéisation. La différence
est que dans un cas, les problémes sont posés sur la cellule de base, et dans 'autre, sur la structure entiére.
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Annexe D. Contraintes purement élastiques dans un stratifié bi-couche

On donne ici expression des contraintes purement élastiques prenant naissance dans un

stratifié bi-couche, du fait de 'imposition d’une déformation macroscopique de la forme (II1.31).

Les calculs détaillés conduisant & ces résultats peuvent étre trouvés dans MAGOARIEC (2000).

o

(e)i
092

()i
033

(e),i
012

(e)si
0923

()i
013

avec:

(14 vi)(1 —201) 2

(14 ) (1 —20%)

N2 N2 1% 429 i 1N g
(di)”—(dy)* | dy° a dj2 B+ (di —dy) dy
A 2 . . 2] 2
di d T+ di
i el 1 g2
+ 5o | P
1 & + =z
. o 14} 9 d3 7
(di —db)dy  db€dt +¢? o (d})* — (dy)?
% dz el EH + di
dy 1 d_%"i_d_g 1
[ 1, 2
5 € te
=1k
(49 .
d (E11 + E92) + ( 62)
E+E T E
ds 2F15
1, .2
e +e
el 62 2E23
X +z
el +e
el 62 2E13
dX + e
, EYi(] — i ‘ EYiyi ‘
dy = 1-v) 5= Y et dy =

Dans cette expression, tout comme au chapitre III, I’indice supérieur

d} dz?
d e1 + ezﬁ
d ﬁ B
1 + &
d2
d e! d1 + €2d12
i 1 2 E22
dl 21 + e
Es3
(D.1)
EY,i
_ (D.2)
2(1 +v)

¢ prend la valeur 1 dans la

couche 1 et la valeur 2 dans la couche 2. Pour revenir aux notations du paragraphe II1.5, on a

donc:

d2
el e?) <di>2—<dz>2+dled—l+€2 D3
a(dy,dy.e e R e e e .
dy A G+
. . . 2 d2
b(z i 1 2) (dll_dé)dé £6 d1+6 (D4)
1,09, ,€ dl dl o1 .
1 1 d_%+d_2
7 €1+€2
( 117 ZZ7 1762) = d_ZQ ol e2 (D5)
1 E"’d_z
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1d} 2%)
e —t+e 23
( di di

i i1 2
f(Z17227€76): i_{_ﬁl
at e
1, .2
i @12 _(e +6)
g( 1 236 76)_ el e2
ata
el 1 e2

h( 3,61,62) =

el e?
e 4 oe
di d2










Adaptation élastoplastique et homogénéisation périodique

Résumé: Ce travail est une contribution & ’analyse de la tenue mécanique de milieux hé-
térogénes soumis a des chargements variables et bornés. On propose une méthode numérique
permettant d’étudier, par une approche directe essentiellement basée sur le théoréme statique
de MELAN, ’adaptation de matériaux élastoplastiques parfaits & microstructure hétérogene, pé-
riodique et tridimensionnelle. L’objectif est de coupler la théorie de 'adaptation élastoplastique,
permettant d’étudier le comportement de milieux soumis & des chargements variables, avec la
théorie de ’homogénéisation périodique, permettant de prendre finement en compte 'influence
du comportement microscopique de milieux hétérogénes sur leur comportement macroscopique.
La méthode consiste & résoudre le probléme d’adaptation sur une cellule de base 3D —considérée
comme une microstructure représentative des hétérogénéités— et a exprimer les résultats, par
I'intermédiaire de relations de moyenne, en termes de domaines admissibles de chargements ex-
térieurs: les déformations et contraintes macroscopiques. Numériquement, ceci se traduit par le
couplage entre un code éléments finis, permettant de prendre en compte "aspect homogénéisa-
tion du probléme en formulant rigoureusement les relations de périodicité et de moyenne, et un
logiciel d’optimisation non linéaire sous contraintes, permettant d’expliciter le probléme d’adap-
tation. La méthode est appliquée & des milieux 3D classiques ainsi qu’a des structures de type
plaque mince périodique. Au terme de ce travail, on dispose d’un outil numérique général, en
ce sens qu’il permet d’étudier comment éviter la rupture, par dissipation plastique illimitée, de

milieux périodiquement hétérogénes, et ce, quelle que soit la cellule de base 3D considérée.

Mots-clés: Adaptation élastoplastique, Homogénéisation périodique, Modélisation Numérique

3D, Plasticité, Eléments finis, Approche directe, Optimisation non linéaire sous contraintes.

Elastic plastic shakedown and periodic homogenization

Abstract: This work is devoted to the analysis of the mechanical strength of heterogeneous
media submitted to variable loads. Indeed, we propose a numerical method for analyzing, by a
direct approach essentially based on the static theorem of MELAN, shakedown of 3D, heteroge-
neously periodic, and elastic-perfectly plastic media. The main objective is to couple the elastic
plastic shakedown theory, which allows to study the behavior of media submitted to variable
loads, and the periodic homogenization theory, which allows to take into account the influence
of the microscopic behavior of heterogeneous media on the macroscopic one. The methodology
consists in carrying out the shakedown analysis on a 3D unit cell —considered as a microstructure
representative of the heterogeneities— and in expressing the results, thanks to average condi-
tions, in terms of admissible domains of external loads: the macroscopic strains and stresses.
Numerically, this leads to couple a finite element software, which allows to take into account the
heterogeneities by rigorously expressing the periodicity and average conditions, with a nonlinear
constrained optimization software, which allows to express the shakedown problem. The method
is applied to classical 3D media and also to thin heterogeneous periodic plates. The resulting
numerical tool is completely general : indeed, it allows to study how to avoid failure of heteroge-

neous media by unlimited plastic dissipation, whatever the considered 3D unit cell.

Keywords: Elastic plastic shakedown, Periodic homogenization, 3D Numerical Modeling, Plas-

ticity, Finite elements, Direct approach, Nonlinear constrained optimization.



