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P1(t) = λ(t) ∗ P0
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P2(t) = λ(t) ∗ P0
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METHODES UNIDIMENSIONELLES
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OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES
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(DIRECTES)
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METHODES DUALES
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PLUS GRANDE PENTE

OPTIMISATION SANS CONTRAINTES
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

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∫
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|V (X)|

∫

V ( � )
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〈σ(X,x)〉V ( � )
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�\� ^C�����

�O8A�?$@��3-52"�H+(i$!"> ��+&>"%52">:@,iH+(i&hBP,��-�&�-5),�;-�&��8�H+���+:@(Ln �M8A�!:!">�?H+(Q5)(!����"'��:[&R8d5)�&�41�(���:!"%�&�I$@3+">1�81��:@(�p
;m:@��3+:@(�1�8A�!"R8AF+&%(+8W=�X05V3U:�X03�hE>[?BA�9[$@(2�E8=�@(>�+�@,)$E(��4:@,)( �M8A��3��-(�&%(2:!:!�@(+8W=���A�:�X4AEc[9[&R8A:!"'�-(���3iN��@()5 	43-(
$@��3-$o6�(���:@(��-H-81�4:�	43�BP(2&>&%(L()$!:[(Xl��+�!"> /,)(G8A3�����"'��:

X
;

;m:@��3+:@(01�8A�!"R8AF+&%(;8W>[X05V3U:�X43Uh�>@?BA�9c$@(2�E8T; 	�3M81�4:o69n�6�(2&>&%(�;��@(>�+�@,)$@(��4:@,)( �M8A�#3��-(U&%(2:!:!�@(D8W>\�rA�:�X4AEc@9
&R8A:!"'�-(L��30N��@()5 	�3-(i$@��3-$!6�(��4:@(��-H-81�4:�	�3�BP(2&>&%(i()$!:[(Xl��+�!"> /,)(L8A3
����"'��:

(X ,x)
^

�?(d /j2 /(�;q�&�_�-��:@(2�E80H+,)$@���! Z8A"%$
σδ ≡ σ

(2:
εδ ≡ ε

^ ��1�()5#5)()$i5)�&��1�(��4:!"%�&�-$gH+(7�-��:E8A:!"%�&�-$<;
&%()$Q�@(2&R8�6
:!"%�&�-$ �\�X^C�����`H+(21�"%(����-(���:?8A&%���@$ 
 ��p





Σ =
1

|V |

∫

V
σ dx
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〈σ〉V
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ε dx
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�\� ^C��t��

�I8A"'��:@(��M81�4: 	43-(S&%()$��-��:!"%�&�-$vH+(S1���&>3+ /(c,2&%,2 /(��4:E8A">�@( �@(>�+�@,)$@(��4:E8A:!"7W/(2:kH+(S /�<J�(����-(�(��4:!�@(e&%()$
N��E81�-H+(23+�@$i Z8�52�@��$@5)���+"�	�3-()$G(2:Q&%(23+�@$i*-�� /��&%��N�3-()$L #"%52�@��$@5)���+"�	�3-()$L$E�&�4:<�+�@,)52"%$@,)()$�;9�-��3-$G8A&>&%�&�-$4�-��3-$
"'�4:@,2�@()$@$@(2�=na&R8a /,2:!*-�KH+��&%��N�"%(] /j2 /(]H+([&R8a:!*-,)���!"%(�H+(�&hB *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&��;K5�BP()$!:o69n�6�HT">�@(�8A3Tl/HT"7�
,2�@(��4:@()$
,2:E8���()$[5)�� �����$E81��:]3��k5<8A&%523+&�H
B *-�� /��N�,��-,2"%$ 8A:!"%�&��^

����� �%���gX � 20<�1�3rCE3�c[3���>@9GCE9Dcfeg1�3�8W3���2���2T>[:�=$<�>[3��

�
�VH+,2:E8A">&>&R81��:�&%()$�HT"7��,2�@(���:@()$�,2:E8���()$�"'�+*-,2�@(���:@()$`8A3&�+�@��5)()$@$@3-$�H
B *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&��;T5)( �M8A�E8AN��E8��+*-(
 /(2:](���,21K"%H+(��-5)(<	�3-(Q&hB *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&� ;�H-81�-$[3���$E(��-$ 	43+"�$@(2�E8��+�@,)52"%$@,L8A3kW�3+�](2:?nd /()$!3+�@( ;B��BP()$!:
�M8�$�1�,2�!">:E8AF+&%(2 /(��4:?&R8gf2�M8A&>">:@,!�+�@(2 #"%.2�@(GH+(g�-��:!�@(i5)��3��+&R8AN�(G8�H-8��+:E8A:!"%�&� ��*-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&��^

m Z � �E£����������¬�¯�� ��7�U�����T��������������£V�T�¯�¡£����������¢�V�¬�����R���7�T�V£&�p�������������&����£7�T�¯�����&£V���V�¯�¯�7���x�����¯�¡�V�T�g� ��­��R�����7���¯�U�4� �¡���V������£V���
�V�¢�¯¸ ���®���a��£��¯�����¬���E�����0������£����r���¡£7�����®������£������



��� �F�����������	��
��
�������������������������������M� ���������������S�����
����������� �����������! W� " ��#
� " ���%�
�|�&��'�� �(�
�������)�
� " ���

� � !@8�� � �,�Q�(� � �(%�9 � A !@8 ! =\r A��BP,2:E8���(=H+(��@(>�+�@,)$@(��4:E8A:!"%�&�/5)�&�-$!"%$@:@(�;A8��+�@.)$�8)1���">��5E*-��"%$!"�&%()$�,)5E*-(2&>&%()$ 
 � ;An]H+,Xf2�+">��&%( �?� �G^
���dHT"%$!:!"'�+N�3-(
8A&%���@$�H+(23TlU52&R8�$E$@()$[H+(Q Z8A:@,2�!"R8A3TlQp
; &%()$i Z8A:@,2�!"R8A3Tl	H+,)$@���@H+�&���-,)$<; 	43+"7�+�@,)$E(��4:@(��4:d3��-(Z�@,>�M8A�!:!">:!"%�&��8A&%,<8A:@��">�@('H+(/&%(23+�@$G*-,2:@,2�@��N�,��-,2"76
:@,)$Q(2:g�-,)5)()$@$!">:@(���:G8A&%���@$a3��-(d�@(>�+�@,)$@(��4:E8A:!"%�&��$!:E8A:!"%$!:!"�	�3-(�p
5)(g$E�&�4:!�M8A�i(Xl+(2 ��+&%(d&%()$a Z8A:@,2�!"R8A3Tl
����&>JK52�!"%$!:E8A&>&>"'�-$�;*����3+��&%()$�	�3-(2&%$`&hB "'�-H+,2:@(2�! #"'�M8A:!"%�&��$@(?:!�E8�HT3+">: �M8A�[H+()$����!"%(��4:E8A:!"%�&�-$�(2:`W\���! /()$[H+(
N��E8A"'�-$]8A&%,<8A:@��">�@()$<;

; &%()$� Z8A:@,2�!"R8A3Tl���,2�!"%�KHT"�	43-()$ �\5�BP()$@:�5)(2:!:@(�H+(23TlT"%.2 /(�5<8A:@,2N����!"%(�H+(` Z8A:@,2�!"R8A3TlA	43-(\�-��3-$�,2:!3-HT"%(2�@�&�-$
�M8A��&R8]$!3+">:@(��X; 	�3+"��+�@,)$@(���:@(��4:O3��-(� #"%52�@��$!:!�!3-52:!3+�@(=8A3Tl<�+�@���+�!"%,2:@,)$q�@,>��,2:!">:!">1�()$O(2:O8A3+:@���!"%$@(���:�8A&%���@$
3��-([�@(>�+�@,)$E(��4:E8A:!"%�&�UH+,2:@(2�! #"'�+"%$!:@(�HT3 �?� � 	�3+"M$@(2�E8LH-81�-$�5)(]5<8�$�3��-(]5)(2&>&>3+&%(�;T8�����(2&%,)( ? � ;$; � ; �:�,�
��8
9 � 	�3+"h;A:!�E81�-$!&R8A:@,)(�H-81�-$�:@��3+:@()$�&%()$�HT">�@()52:!"%�&�-$�H+(`&hBP()$E�M8�5)(=H
BP,2:!3-H+(�;���(2�! /(2:!:!�E8aH+(��@()5)�&�-$!:!">:!3-(2�(��4:!"%.2�@(2 /(���:�&%(� Z8A:@,2�!"R8A3ip�5)(`$@�&�4:O(��GN�,��-,2�E8A&K&%()$q Z8A:@,2�!"R8A3Tld5)�� �����$@">:@()$<;)Wh8AF+�!"�	43-,)$OH-81�-$O3��LF+3+:
F+"%(����M8A�!:!"%523+&>"%(2��"'�-HT3+"%$E81��:<;�H-81�-$�&R8��+&>3��M8A�!:�H+()$�5<8�$<;�5)(2:!:@( ��,2�!"%��HT"%52">:@,
	�&%()$� Z8A:@,2�!"R8A3Tl#$!:!�E8A:!"7fM,)$
��3U&%()$=5)�� �����$!">:@()$[nif-F+�@()$=&%�&�+N�3-()$�$@�&��:[H+(]F��&�-$=�@(>�+�@,)$@(��4:E81��:@$[H+(a5)(2:!:@(a52&R8�$@$@(aH+(? Z8A:@,2�!"R8A3Tl�;
�+3+"%$�	�3-(/&hBP���!"%(���:E8A:!"%�&���@()$E��()52:!">1�('H+(/&%(23+�@$d5)��3-5E*-()$g��3�f-F+�@()$#8k,2:@,'5@*-��"%$!"%("�M8A�g&hB *-�� # /(&�M8A�
$@��3-52"�H+(!��(2�oWY���! Z81�-5)()$<^

�Q81�-$Q&%()$LH+(23TlS5<8�$<;�">&�Wh8A3-HT�E808A:!:!�!">F+3-(2�GH+()$<�+�@���+�!"%,2:@,)$i Z8A:@,2�!"%(2&>&%()$L(2:QN�,)�� /,2:!�!"�	�3-()$G8A3TleHT"7�
,2�@(��4:@$
5)�&�-$@:!">:!3M81�4:@$<; 	43+"�$@(2�@�&�4:U8A&%���@$V5)�&�-$!"%H+,2�@,)$V5)�� # /(v*-�� /��N�.��-()$UnS&hBP,)5E*-(2&>&%(v #"%52�@��$@5)���+"�	�3-(�^ ����:@�&�-$
5)(>��(��-H-81�4:$	43�B 3��-(0H+()$E52�!"��+:!"%�&�m(Xl+8�52:@(0HT3 �a� �b�@()$!:@(UN�,��-,2�E8A&%(2 /(��4:V"> �����$@$@">F+&%(0(2:A	43�B ">&[()$!:#H+�&�-5
">&>&>3-$E��">�@(kH+(
��(��-$@(2�/H+,2:@(2�! #"'�-(2�Z&%(05)�� ������!:@(2 /(��4:U, 	43+">1�8A&%(��4:'8)1�()5k(Xl-8�52:!">:!3-H+(�^	�a(t�-�� LF+�@(23Tlm8A3T6
:@(23+�@$�$@(i$@�&��:]H+�&�-5L8A:!:@(2&%,)$?n#5)�&�-5)(21���">��HT"7�
,2�@(��4:@()$� /,2:!*-��H+()$'��(2�! /(2:!:E81��:�H
BP(��-5<8�HT�@(2��&%()$ �+�@���+�!"%,2:@,)$
N�&%��FM8A&%()$ �\��3	(X��()52:!">1�()$ �X;O5)(&	�3+"�5)�&�-$!:!">:!3-('H+, �@nkH+(/F��&�-$i�@(��-$E(2">NW�-(2 /(��4:@$�	�3M81�4:g8A3�5)�� ������!:@(2 /(��4:
(X�
()52:!"7W!^

� � !@8�� � �,� ;>r ? 8 ;>= 9 8 ! =Yr<A_?BP()$@:Q&%���@$QH+(g5)(2:!:@(dH+(23TlT"%.2 /(#,2:E8���(�	�3�B "'�4:@(2�!1K"%(����-(��4:G&%()$QHT"7��,2�@(���:@()$Q /,2:!*-��H+()$Q,21���	�3-,)()$Q52"7698)1�81�4:<^
���v(X��(2:<;M5)(2:!:@(Q,2:E8���(Q1K"%$@(indH+,2:@(2�! #"'�-(2��&%()$��@(2&R8A:!"%�&�-$[&>"R81��:[�@()$E��()52:!">1�(2 /(��4:]&%()$]5)�&�4:!�E8A"'�4:@()$

σ
(2:[H+,X6

WY���! Z8A:!"%�&�-$
ε
&%�K5<8A&%()$�8A3Tl05)�&�4:!�E8A"'��:@()$

Σ
(2:]H+,XWY���! Z8A:!"%�&�-$

E
N�&%��FM8A&%()$<;MH-81�-$]&%(i5<8�HT�@(iH+(L&hBP,2&R8�$!:!"%52">:@,�^

�O��3+�U5)(0Wh8A">�@(�;��&� 5)�&�-$!"%H+.2�@(=	43-(v&%()$Z5E*M8A �� &%�K5<8A3Tl �� #"%52�@��$@5)���+"�	43-()$X�d�@,2NW�M81�4:UH-81�-$V&%( �?� � H+,X6
5)��3+&%(���:`H+()$`$@��&>&>"%52">:E8A:!"%�&�-$ 	43+"M&>3+"�$@�&��:�"> �����$@,)()$�$@��3-$�W\���! /(�H+([5@*M8A ��-$`N�&%��FM8A3Tl
;��@,)$!3+&>:E81��:<;�(23Tl
;�H+()$
$E��&>&>"%52">:E8A:!"%�&�-$i"> �����$@,)()$Ln'&R8U$!:!�!3-52:!3+�@(/$E��3-$?W\���! /(#H+(dWY���@5)()$Q��3cH+,>�+&R8�5)(2 /(��4:@$�^ � &R8Vf2�cH+(d&hBP,2:E8���(
H+(k&%��5<8A&>"%$E8A:!"%�&��;��&�mHT"%$E����$@(2�E8eH+�&�-5kH+()$Z:@(��-$@(23+�@$

a �
(2:

aΣ ;��@()$���()52:!">1�(2 /(���:U8�����(2&%,)$ ! � A 9 ���b�"�,�
;>r ? 8 ;u= 9�8 ! =Yr<A � A �,% G r ��)x8 ! =\r A (2: ! � A 9 ���b�v�,� ;>r ? 8 ;>= 9 8 ! =Yr<A � A ?@r<A !
��8 =$A ! � ;+:@(2&%$ 	�3-(�p

{
ε = a � : E

σ = aΣ : Σ

�\� ^C� -��

�q(��M8A�E8AN��E8��+*-(/� ^C�T^C�',2:E81��:L(��4:!"%.2�@(2 /(���:G5)�&�-$E8�52�@,/nV&R8"�+�@,)$@(��4:E8A:!"%�&�	H+()$QHT"7��,2�@(���:@()$Q /,2:!*-�KH+()$!��(2�o6
 /(2:!:E81��:�H
BP��F+:@(��+">�?5)()$�:@(��-$@(23+�@$<;-�&�;�-(QH+�&���-(!�M8�$ �+&>3-$]H+(QH+,2:E8A">&O$!3+�[5)(2:!:@(i,2:E8���(in#5)(Q$!:E8�H+(�^
m � ���4���p�¢���������¢���7�����¯��£����¢£��r��£D^���£V�����¢�T�7�¬�V�¯�¬���7���B£7���¡�)���h\°�4� �V�����f����^¡��£V���®������·V���0¸g�¢�7���7�������7���)·���£�¸ �¡£7�����¬�¡£¥�����g� �f�����7�

 ��7���g� �¡£¥�	�����r����£7���)·7 ��7���0£V�¬�	�)�¢���¯�����J���¡£V�¯���������&���¡�����E�¯�������¢������£��������������¯��£����¢���®¸U�7�%���¬���¬���%���������¬�¡�




��u�����F�������)���K���p#�� �����
����������� �����������W������#@�
������'������ � �

� � !@8�� ���,� � � # r ) r � % A % = 9�8 ! =Yr<A�q8vH+(2�-�+"%.2�@(U,2:E8���(&�����!:@(Z(���(X�
(2:G&%(P�-�� H
B � ,2:E8���(UH
B *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&� � ^�_?BP()$!:dH+�&�-5&�M8A�#8AF+3-$GH+(
&R81�+N48AN�( 	43-(`&hBP(��-$@(2 GF+&%(�H+()$�:!�@��"%$�,2:E8���()$�()$!:�5)�� # G3��-,2 /(��4:`8�����(2&%, � �+�@��5)()$E$!3-$�H
B *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&� � ;
�M8A�i�@,XW\,2�@(��-5)(VnU&R8'f2�M8A&>">:@,/HT3B�+�@�K5)()$@$!3-$�^q_`(2:!:@(/,2:E8���(Z5)�&�-$!"%$!:@(/H+�&�-5ZnkH+,2:@(2�! #"'�-(2�G(��4:!"%.2�@(2 /(���:G&%(
5)�� ������!:@(2 /(���:�*-�� /��N�.��-(G, 	43+">1�8A&%(��4:<;Mn �M8A�!:!">�?H+()$�:!�@��"%$�"'�TWY���! Z8A:!"%�&�-$�$@3+">1�81��:@()$�p
;m&%()$U�@(2&R8A:!"%�&�-$0H+(I /�<J�(����-()$<;�,��-�&�-5),)()$k*-(23+�!"%$!:!"�	43-(2 /(���:
�M8A�U&R8  /,2:!*-�KH+(eH+()$' /�<J�(����-()$<;���3
H+,2 /�&�4:!�@,)()$��+&>3-$[�!">N���3+�@(23-$E(2 /(��4: �M8A�[H+()$[ /,2:!*-�KH+()$� Z8A:!*-,2 Z8A:!"�	43-()$�;

;m&%()$��@(2&R8A:!"%�&�-$ �\� ^C� -���"%$E$!3-()$[H+(a&hBP,2:E8���(iH+(Q&%�K5<8A&>"%$E8A:!"%�&��;
;m&%()$V&%��"%$VH+(I5)�� ������!:@(2 /(���:@$U #"%52�@��$@5)���+"�	�3-()$<;`8A:!:!�!">F+3-,)()$0n 5@*M8�523���H+()$V5)�&�-$@:!">:!3M81�4:@$'&%���@$VH+(
&hBP,2:E8���(iH+(Q�@(>�+�@,)$@(���:E8A:!"%�&��^

��&R8�f2�#H+(`5)(2:!:@(=,2:E8���(�;A&%()$O&%��"%$�H+(�5)�� ������!:@(2 /(��4:�*-�� /��N�,��-,2"%$E,)()$ �\� ^C��~���$@�&��:�H+�&�-5=HT"%$E���&�+">F+&%()$<^ �q��3+:
5)�� # /('����3+��&hBP,2:E8���( �+�@,)5),)H+(��4:@(�;T5)()$�&%��"%$�$@�&��:`8A3B�-�� LF+�@(?H+(]H+(23Tl
;4$!3+">1�81�4: 	43-(]&hBP�&�'8A">:�"> �����$@,[3��-(
H+,XW\���! Z8A:!"%�&�I��303��-(i5)�&�4:!�E8A"'��:@(L Z8�52�@��$@5)���+"�	�3-(�^

{
E = 〈ε〉V = B

Σ : Σ

Σ = 〈σ〉V = B � : E

�\� ^C��~��

_`()$�&%��"%$� Z8�52�@��$E5)���+"�	43-()$
��BP�&��:�(��-$!3+">:@( �+&>3-$ 	43�BCn?j2:!�@(�8A:!:!�!">F+3-,)()$�8A3d Z8A:@,2�!"R8A3#*-�� /��N�.��-(�, 	43+">1�8A&%(��4:<^

_`�� # /(Y�-��3-$V&%(01�(2�!�@�&�-$"�+&>3-$/:E8A�@H
;�5�BP()$@:/&hBP,2:E8���(�H+(0&%�K5<8A&>"%$E8A:!"%�&� 	�3+"]()$!:/&R8B�+&>3-$/"> ������!:E81�4:@(
����3+�k�-��:!�@(0,2:!3-H+(�^��
��(X��(2:<;�&%()$d$@(23+&%()$dH+�&���-,)()$d"%$@$!3-()$dHT3%�+�@�K5)()$@$!3-$dH
B *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&� 	43+"=$@�&�4:
�-,)5)()$@$E8A">�@()$Unc&hBP,2:!3-H+(IH
BC8�H-8��+:E8A:!"%�&��$@�&�4:'&%()$V5E*M8A ��-$'&%��5<8A3TlmH+(�5)�&�4:!�E8A"'�4:@()$v(2:VH+(vH+,XWY���! Z8A:!"%�&�-$<;
5)�&�-$@,)523+:!"7W\$kn &hBC8����+&>"%5<8A:!"%�&� 8A3 ����"'��:

X
;`H+�&�-5I$@3+�V&%( �?� �L;`H+(I5)�&��:!�E8A"'�4:@()$k(2:��A��3�H+,XWY���! Z8A:!"%�&�-$

 Z8�52�@��$@5)���+"�	43-()$�^+_?BP()$@:�(��U5)(�$@(��-$ 	�3-([&hB®20<�=�hm9/H
B *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&����BP()$!: �M8�$�&R8if2�M8A&>">:@,��+�@(2 #"%.2�@(?H+(
�-��:!�@(�,2:!3-H+(�^���()$�&%��"%$�H+(�5)�� ������!:@(2 /(���:�*-�� /��N�,��-,2"%$@,)()$ �\�X^C��~��q"%$@$!3-()$�H+(`&hB®20<�=�ha9gH
B *-�� /��N�,��-,2"%$E8A:!"%�&��;
��(23+1�(���: �M8A�[5)�&�4:!�@(Q"'��:@(2�!1�(��+">��H-81�-$�3��kH+(23TlT"%.2 /(Q:@(2 ��-$<;-8�f2�kH+(a1�,2�!"7fM(2��	43-(a&%()$=�@,)$!3+&>:E8A:@$]��F+:@(��43-$
$!3+��&%( �a� � �@(��-H+(���:]F+"%(��k5)�� ��+:@(LH+(Q5)( 	43�B ">&�$@(��M8�$E$@(Q(X��()52:!">1�(2 /(���:a8A3��+">1�(<8A3� Z8�52�@��$@5)���+"�	�3-(�^

( ) � )�� � 9�2+
:/���:��%:54h�&��/+4�����/�
��h�S� :U� �72-
�/
� 4���� 45:��k����� 2x�;:U��
 :M�
/����+���&�4�F:
	

���X��
����������Tl���������������������
&���� '�!��"����#����"#�in%$�&'"��������)(��)$*
,+-��$. *�����/ *
&�10�	!�� ��������(�
&��+)�%�� '�������
�1�!�
j��/���2�/���� .��"#�3(��#��
��4�����������#�45����#
&���4(6 7�7"������!���#�98;:<�&�
������=>������?��@ '���� *�/���2�/����$*�A��
�����	!��
� <(��%+#�#�A���CB
+�?�����+�?��#�90����� *�D(�
&�����A���E���F��� ���E(��#��(6 .���#�G�2"��/?�
,(��#�D���E�1�
��$.H6���1�!�G$*�������I�E��"#+� KJ
+� .��"#�-8

����� � � �g= LNM h�5V3 � c[6T8W9D8�=xc+ha3U:�2

�1�#�"����
���$*O��2�#�3(��E$*
�+-��$. *�P���/ *
&�Dn���"#��
���(6���Q�RJ2�S(7&'�CT����/ .�2���@$*�#�%=>���1��(��������3�U *+���
>��+#
��� �	����#�@���
5V
&��+��/ *
&�W(���$*�������D?�
��2
�$*
�=>���#�I�%��+���
>��+#
��� �	����#� �F����X������IY��/������������"�?�����(�"#�Z(��4(����6T[�%�1�� *O����#�Z(6 7��"CB
�����!���#��p�$*�#����
�$.$. *+� .�����/ *
&���< .����
>��"#�#����
&�!�\��
� .��$*�G+�?
���/=����2���!���2
-H����

E
0���
� .�]$*�I+�?
���/=����2���!�^�2
9H����

Σ
8

���E
����/ *���!����$*
�����$*�#� ����
���$*O��2�#�Z�/�� .X��1������p



� - �F�����������	��
��
�������������������������������M� ���������������S�����
����������� �����������! W� " ��#
� " ���%�
�|�&��'�� �(�
�������)�
� " ���

��� �!� ��� ? # ���,% G �<��)x8 ! = � A�� E = ) ���
9 %(�
CE> �

σ = 0
(��1���

V
�\�C8C��u>���

σ = d : ε
(��1���

V
�\�C8C��u����

〈ε〉V = E
�\�C8C��u�+��

��� �!� ��� ? # � ? � A !
��8 =$A ! � � Σ = ) ���
9 %(�
CE> �

σ = 0
(��1���

V
�\�C8C�T}-���

σ = d : ε
(��1���

V
�\�C8C�T}����

〈σ〉V = Σ
�\�C8C�T}#+��

:<�#�Z(����6T
����
���$*O��2�#�'����"#�����!�����!��(�
&��+4$*�#�G�2Y��2�#�Z" 	!�
���/ *
&��� �\�P8C��u>���G��� �\�P8C�T}-���G(7&'" 	!�� .$. .�����)(6���a� �
V
	��� b���25V
&���� '�������/X����� .�2����+������25 
���+#�%(��@X�
�$.���2�>0 ����$*�#�4�2Y��2�#�)$*
� *� �\�P8C��u����4��� �\�C8C�T}����4(��%+#
�� B

��
��/�����2���!�%$*
�+-��$�0;(�"CJ2�� *�#���
���U$�&  '�!�����/�2"#(6 �� .���E(6� �������������2(7&'"�$ ���/�/ *+� .��"
d
+�?�
� *�/ ^$*
����U(��3$�&'"������F�[(��

���>����"#�����!�����/ *
&�18 �;���I+#
&�!�/���>0F$ �U��
�$.$. *+� .�����/ *
&�W .����
>��"#�A(6 7�7O����4(7& ��� ����
���$*O��2���U$�& �����/���
	
(�"C5 
��/�%���/ *
&�
�%��+���
>��+#
��� �	!��� �\�P8C��u�+��G�F
���� $*� ����
���$*O��2�I���%(�"C5 
��/�%���/ *
&�@����+#
&���/���� '�!���I�%��+���
>��+#
��� �	!��� �\�C8C�T}#+�� �F
����
$*� ����
���$*O��2�����W+#
&�!�/���� '�����>8��I�-0
+#�#�G����$ ���/ *
&���Z$. �1���Z(�"C5 
��/�%���/ *
&��� � ���#�E�F�#+��/ .X����2�����Z+#
&���/���� '�!���#� �D�U KB
+���
>��+#
��� �	!���#� ��� (�"C5 
��/�%���/ *
&��� � ���#���F�#+��/ .X����2�����;+#
&���/���� '�!���#� � �%��+���
>��+#
��� �	����#�l�1&'"����1�!�-0 �
��� (�"CJ2�� .�/ *
&�10
	����)(��#�I����$ ���/ *
&����(����2
-H��������>0F$*�#� ����
���$*O��2�#��(��4$*
,+-��$. *�����/ *
&� �\�P8C��u��D��� �\�C8C�T}��D��
&�!�ZJ2�
��$*���2���!���%��$
��
>��"#�-0 ���� *��	!�1&  .$*�(������
>����O#(����!� ����+������2X�"��/ .������$*�@+#
&��(6 .�/ *
&� $. .�U .���>8�� $ 5������4(�
&��+>0 �F
����4"�X, .�����A��
����
����
���$*O��2�U(��k��
&�W���� *+� .��"U(��4$ �3��
�$.���/ *
&�10F$*��������(A� 
� '��(6���U(��#��+#
&��(6 .�/ *
&����$. .�U .���#���/���Z$*� +#
&�!��
����

∂V
(6� �?� ��07���>����"#���������1�!�U��� �U *���6T�$*�#�!��?�"���
��2O����#�������� *�<�
���A$*� �U .$. *��� ?�"���"���
�=�O����@�� '���/ 1	����U$*�������
+#
&����" 	!������+#�#�-81:Z&'�#�/��+#� 	!���)��������
��F
>�������Z(���5��� .���4$*�#�I�2"��/?�
,(��#��"���
&��+#"#�#�Z+� KB ������O#�90�	��� �/���#X>�� .$.$*���!�
��
� .���@(�"C5 
��/�%���/ *
&�  .����
>��"#�>0���
� .���3+#
&�!�/���� '�����2 .����
>��"#�>01�RJ2��(�� �/���1��� 5V
��/�2����$*�#������
���$*O��2�#� �\�P8C��u��
��� �\�P8C�T}��^���N(��#� ����
���$*O��2�#�GJ2�
��$*���2�����D�� *������
>��"#�-8

��������� � � � 94:Y<�1S2T3U5�>[94:d9,M CE2�
�3�5V8W=$<�>[3 M

�1�#� ���/ '��+� ��
��$*�#�^�/?�"#
��/ *�#�^���3(�"C5 
��/�%���/ *
&�[��
&�!�^$*�#�<�/�� .X��1�����#��	,$�& ��������
#T6 .�%���/ *
&�N(��DCGy�GBz7z>0�$ �A�2"CB
�/?�
,(��<(��#� �2
,(6��$*�#�;�X���#+��/ K5 � ���)(�"C5 
��/�%���/ *
&�U(�� �gz�x�xZ��������� y y-x���� $ �G�/?�"#
��/ *�<(��\$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�
��"��/ *
,(6 �	!���A���N(�"C5 
��/�%���/ *
&�10���
����G$*�#��	�����$.$*�#�G+�?
��	!�����������������

a � 
����������Q�������U(6 7�7"������!�-8

��� �!� ��� � = )x8 ! = � A ����� N�z�£EP
:<���/��� ��������
#T6 .�%���/ *
&� +#
&���/ *�/�����N�/������
>����� 	!���%$ �E(�"C5 
��/�%���/ *
&� �#���4���� K5 
��/�2�@(��1����$*� �a� �48 ��� �
�� '���� �	

ε(X ,x) = E(X) ∀ x ∈ V
��
���"

” ε = E
(��1���

V ”
�\�P8C�����

�]$.$*�N�N$�& �-X��1������=��[(��3�� .����$. KJ
���)$*�#�U+-��$*+���$*�)�%�� *� ���#�/���@��
����U(��3�2Y��2�@�/��O#� ���������2�����UX���$. *(��>0 ���� *� B
	��1&'��$.$*�����D�/ *������������
�$.���2���!� �
���\+#
���������(��#� U ��+��/�
���/ *
&����(��#��X>���/ ����$*�#�^(7&'"������\�U *+���
>��+#
��� �	!���#��(6���#�
���6T ?�"���"���
�=�"���"� .��"#� $*
,+-��$*�#�4(6� �?� � ���X���A��������(%�
���4��� +#
�������� �\�C8C��u>���C8q� $\�N"���"%�2
&�!�/��"$	!�1&'��$.$*�
+#
&��(6�� *�P�� .�I��� 5��� .���)�����A�#�/�/ .�%���/ *
&���
���I�CT6+#O#�G(��#� ����
����/ *"���"#�I�X�7�#+��/ .X��#�-8




��u�����F�������)���K���p#�� �����
����������� �����������W������#@�
������'������ �;�

� � %�!$# � �����,��9 ) � �<� ; ��9 � � � ? ! = G 9+� A ��% G � ��)x8 ! = � A �,� �gz�x�x � ! ����� y y-x
:<�#�\�������������]$ �� *�������!�]$ ��(�"C5 
��/�%���/ *
&�%$. .��������$�&  '�!��"��/ *�����<(6� �?� �40��%�� *�] .����
>�������1	!���^$*�D(�">��$ ��+#���2���!�
u
�/����$*����
���(

∂V
��
� .��?�
��2
�=�O����>0 (6�N� H��F�
	

u(X ,x) = E(X).x ∀ x ∈ ∂V
��
���"

” u = E.x
�/���

∂V ”
�\�P8C�����

� $.������"-��$. *�/����	!����$ �"����"#+#"#(����!���>01+#���/���)?�H*��
��/?�O#��� �F
>����O#(���+#�>������(��1�!������(�
��%�� '���U(���X���$. *(6 .��")���#� B
�/���� '�!�-8 � 
����<	�����$*�#�D��"#�/��$.����������
� *���������>����"#�����!�����/ K5 �-0F .$ 5����������W�X�7��� 	�����$ �%+#
&��+#�����/�����/ *
&� ���Q?�"���"CB
��
�=�"���"� .��"#�)��
� .�A�/��O#�A5��� .��$*�
	 
&� �/��
���X��%(��1����$*�#�A�/���-X����6T (�� .fG��FGqy�P �o}<~ -����A�����%�#�/�/ .�%���/ *
&�%�F
����
$ �U+#
&��+#���!�/�����/ *
&� $. .�U .���A(��!Q��30
+#
&��+#���!�/�����/ *
&� 	!�� �F�����D��$.$*����� ����	��1& �

20
� �/ ����+������4?�"���"���
�=�"���"� .��"

���2������+#
&�!�/���3$*�%�F
���(
∂V

8q�
� �X�����-0 $*�%(�">��$ ��+#���2����� �U *+���
>��+#
��� �	!���3"����1�!� �/������
>��"2?�
��2
�=�O���� �/���
$*���F
���(70���
�������X>���/ ���/ *
&�E(��A+-������+���"��/ *���/ �	!���#�-0#	!�1&'��$.$*�#�G��
� *���!�G�%����"��/ *��$.$*�#�I
��[=�"#
��2"��/�/ �	!���#�-0 ���!�/���65.���
��$*
����D����� U ��+��/�
���/ *
&�10F(�
&��+������A '��?�
��2
�=�"���"� .��">0�(��)+#�4+�?
�����

u
8��� +#���/���4?!H��F
��/?�O#���X�1&'�#�/���
���I���RB

�/ *� 5 �� .���>06 .$�5������G��$*
���� 	�����$ �)���� .$.$*��(6� �?� � ��
� .��=>���1��(�������$ ���/ .X����2���!� �)$ �)���� .$.$*��(��#��?�"���"���
�=�"���"� .��"#�-0
+#�A	!�� �����X� *����� � +#
&���/ *(�"���������� =>���1��(J��
��������@(7& ?�"���"���
�=�"���"� .��"#�)��� 	��� \�1���� .?� .$*�&	�����$�	!���A�F��� $�&  '�6B
��"���Y��2(��[(�">�
���/�2(7& ��� ���� *��
&�������2���!�"�
���U?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&� 	��� ^�#���2(��@��"#(6�� .���N$�&'�#�E�
��+#�[�/��� $*� 	!����$
$*�#�G+-��$*+���$*�D��
&�����2����"#�-8 ������$.���-0�(��1���D$*��+-���G(��#���%����"��/ ���6T
�F"��/ *
,(6 �	����#�-06$*�#����"#�/��$.�������I
��������!��� �
���
+#���/���I�2"��/?�
,(���(�">�F����(������G(6�3+�?�
� KT3(��I$ �)+#��$.$.��$*�Z(��I�
����� � �au-�Su�0�}<~ -
Y��C8�:<���/���Z�2"��/?�
,(��>06+#
��U�2�I$ �
����"#+#"#(����!���>0��1&'�#�/�G(�
&��+!�
���D��������
����/ *"#��(��1���r��
��/���A+-���-8

��� �<) � � % A % = 9�8 ! = � A � %�� = �h� =
B � �x� A �,% G �<��)x8 ! = � A 
 C
�
��+#
����@��$.���Q��"-��$. *�/��� 	!��� $*�#� ����"#+#"#(��������#�-0�+#���/��� �2"��/?�
,(��>0 8 � � = �<� = ������$. *+-����$*� (��1���E$*� +-���Q(��
�%����"��/ ���6T �W�U *+���
>���/�/��+��/�����
�F"��/ *
,(6 �	����>0]�/������
>���F	!��� $*�[+�?
����� (��[(�">��$ ��+#���2���!��� 
 �

up � r 0 (�"CJ2�� 
�
��� �\�P8C�
Y�� 	

up � r = u − E.x
�\�C8C�
Y��

�#�/�1��"��/ *
�(6 �	����G(��'�F"��/ *
,(��
V
0!��� 	����G$*�GX��#+���������5 
���+#�

σ.n
�#���<�1�!�/ KB ��"��/ *
,(6 �	!���Z�/���]$*�#� �
���/�/ *�#�\(��

∂V
	!�� 1����+#
��/���#���F
&��(������'�
��� ��"��/ *
�(6 *+� .��"
	





up � r(X,x) = up � r(X,x + V ) ∀ x ∈ ∂V

σ(X,x).n(X ,x) = −σ(X,x + V ).n(X ,x + V ) ∀ x ∈ ∂V

〈ε(X ,x)〉V ( � ) = E(X)

��
���"




” up � r �F"��/ *
,(6 �	������/��� ∂V ”

” σ.n
�1�!�/ KB ��"��/ *
,(6 �	!�����/���

∂V ”

” 〈ε〉V = E ”

�\�P8C�RQ��


<T
n
�#�/� $ �T��
��/�%��$*�<�CT,��"��/ *�������^���4��
���(

∂V
8��]& �-X��1������=�� ���/ '��+� ��
��$,(��\+#���/�����/?�"#
��/ *�\��"#�/ *(���(��1��� $*��5 �� .�

	!�1&'��$.$*�^�#�/� �CT���+���� ��
���� $*�#�;�U .$. *���6T���"��/ *
�(6 �	����#�-8A�
�2�X�����-0R .$��Z"���"\�2
&���/��" ��t�G����KGrP3��� ��z@NO�Bz �o}<~�t����
���D.M����{�|�y�E
NI����x�y-��{�z%� �o}<~ -�u��!� 	�����(��1����$*��+-���G(���$�& ?�
��2
�=�"���"� *�P���/ *
&� ��"��/ *
�(6 �	����>06$*�#�G+#
&�!�/���� '�����#�
m(w�� [����¯�������7�������¬�a������£��B�������¬�m ��V��£V�¡�7�B�7���¬�¬���¯�f���¡£V�S�����S� �+�¯�V�®���¡·7���¬���a�¯�����+�7�����¯��£������&��£��7�f�����¬���¢����������^¢�����V�7���f� ��� ���
m�o�� �E£v���¡£7£V���V�¬�7�+�0� �]\��V�¬�¬�)�¢���¬�¡£7�l�¢�v��������^����¢�V�7�°�¯�7�¬�¡�¢£��m�¯���+�����¯���p�¯���¬�¯�¯����£Y�7�O�����¢���v���p�7���7� �¢��������£����a��£v�7£V�

�V�¢�¯���¬�&�V������^���£V���f���g� �����¯���&�R�����¬���7�� ��V�¡�



Y4u �F�����������	��
��
�������������������������������M� ���������������S�����
����������� �����������! W� " ��#
� " ���%�
�|�&��'�� �(�
�������)�
� " ���

��� (�"C5 
��/�%���/ *
&���;�%��+���
>��+#
��� �	����#�; '�!�����/X����
�1�!�](��1��� $ �D$*
� 6?�
��2
�=�"���"� *��"#�^��
&�!� �X�7�#+��/ .X����2���!� $*�#� 	!�
�1�6B
�/ .��"#��X������]$*�#��	�����$.$*�#��+#
&��X����/=����!�^$*�#��+�?
��������$*
,+-���6T2(��G+#
&�!�/���� '�����#�^����(��G(�"C5 
��/�%���/ *
&������"�=W�
�1���<(��1���
$ �A+#��$.$.��$*�D(����
�����G$*
�����	!���G$*� �F���/ .�7�
�������2O��/���

δ
������(UX������a�-"���
�8!��� ��$.���90�(7& �����/���#��"��/��(��#�<
&�!�]�2
&���/��"

	�����$*�#�D��"#�/��$.�������� *���/���D(���$ �2��"#��
�$.���/ *
&� (��#������
���$*O��2�#��(���$*
�+-��$. *�����/ *
&� �
����$ �U�2"��/?�
,(�� (��4$�& ?�
��2
�B
=�"���"� *�P���/ *
&� ��"��/ *
,(6 �	!���>0����4(�">������(��� *���!���
����(��4+#���/���)+#��$.$.��$*�>0 +#� 	��� �0�����$ ���/ .X����2���!�4���6TN�����%����	����#�
����"#+#"#(��������#�-0<+#
&���/�/ .�/���N��� �-X��1������=��;��
&�µ��"�=>$. .=��-����$*�>8��1���
������=>������?��v�C8C�68C�68'(70�(�
&�!�@$�&'
��T� �#+��/ K5A�#�/�
(��L� ���/�/ KJ
���(��
��/���@+�?�
� KT (7& ���/ .$. *����� +#���/���@�/?�"#
��/ *�>0  '���/ *���������N(��#X>�1�!����=�� �/���)+#�U5��� .�-0 �� '���/ 	!���@�/���4$ �
X>��$. *(6 .��">0 8 G �<��! = �<� = 06(��A+#���/���A�/?�"#
��/ *�A���E+-���G(����%����"��/ ���6TE��$*"-����
� .���#�-8

��������� � X � 94:M<�1�243�5V>[9T:d9�M X03 M�<�5V=x>VM�<�9

������$*�D�2Y��2�'���/ '��+� �����	����G$*�#�<��������
�+�?��#�^���3(�"C5 
��/�%���/ *
&�10!$*�#� ���/ '��+� ��
��$*�#�<�/?�"#
��/ *�#�^���@+#
&�!�/���� '�����
��
&�!��$*�#�G�/�� .X>�1�!���#� 	6$�& ��������
#T6 .�%���/ *
&�Q(��QCLy�GBz�z�06$ �4�2"��/?�
,(��A(��#�^�2
,(6��$*�#�G�X�7�#+��/ K5V�����[+#
&�!�/���� '������(��
�gz�x4x ���Z����� y y-x ��� $ �Q�/?�"#
��/ *�[(��3$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&� ��"��/ *
,(6 �	!��� ��� +#
&�!�/���� '�����>07��
����)$*�#�I	!����$.$*�#�
+�?
��	!���4�������������

aΣ 
����������Q������� (6 7�7"������!�-8

��� �!� ��� � = )x8 ! = � A ��� CLy�GSz�z
��& ��������
#T6 .�%���/ *
&� ����
��F
>��"#���
���DCGy�GBz7z>0F(6�
��$*��(���+#��$.$*� ����
���
>��"#�<�
��� � NOz�£EP 0 +#
&���� *�/���4(�
&��+��2�/���6B
��
>�����'	�����$ � +#
&�!�/���� '�������#�������� K5V
��/�2�A(��1���D$*� �?� � 	

σ(X ,x) = Σ(X) ∀ x ∈ V
��
���"

” σ = Σ
(��1���

V ”
�\�P8C�����

:<���/���4�2"��/?�
�(��>0,���!�����/�2���/���1�!�'�
���I(��!��������(6���A�/ .=�
��������������2���!�����E+#
��������A$�&  '� U ������+#��(��#�G?�"���"���
�B
=�"���"� .��"#�90+�F
>����O#(���"�X, *(����U�2���!�4$*�#���2Y��2�#�� '��+#
&�!X�"��� *��������	���� ���"���/ .�%��$*�>01�����65\��� (6 .�2�����/ *
&�

1

<T

��$.$*�4�#�/�G�CT���+���� �|.fG��FGqy�P 0q}<~ -����C8

� � %�!$# � ���v����9 ) � �<� ; ��9+� � � ? ! = G 9 � A ? � A !
��8 =RA ! �v��� �Gz�x4x ��! � �O� y y-x
:Z&'�#���G *+� 1����������$ ���/ *
&�Q(���� H*����5 
���+#�� .���F
>��"#�<	!�� T�/
�����$*��� ��$*�A(���+#
&��(6 .�/ *
&�Q$. .�U .���4���E+#
&����
�����	

σ(X,x).n(X,x) = Σ(X).n(X ,x) ∀ x ∈ ∂V
��
���"

” σ.n = Σ.n
�/���

∂V ”
�\�C8C��t��

� �Z+-��(6���Z(7& ������$. *+-���/ *
&�N(��D+#���/���0��
���X���$.$*�Z?!H���
��/?�O#���"�1&'�#���\+#�>������(��1�!� �
��� ��$.���\$ ���/=�� 	����I+#��$.�� �(��D$ �
�2"��/?�
,(��4���N(�"C5 
��/�%���/ *
&�18

��� �<) � � % A % = 9�8 ! = � A � %�� = �h� =
B � �+� A ? � A !
��8 =RA ! � 
 �� �#�3+#
&��(6 .�/ *
&���N���6T $. .�U .���#� ��
&���@��
����/
������ (��N� H*��� ��"��/ *
,(6 *+� .��">0 � +#�#+� �����O#�$	����Q+>&'�#�/�3(�"#��
��/�%�� *�
$ �N+#
&�!�/���� '�!���%�%��+���
>��+#
��� �	����

Σ
	!�� ]�#���A(�
&����"#�>8��1�2+�?
����� (��2(�">��$ ��+#���2���!������"��/ *
�(6 �	����#�A(���X, *���!�

(�
&��+
	

up � r = u − 〈ε(u)〉V .x
�\�P8C� -��

m�n����U�¡�®�S���J£V�¢���&�7�&�V���S�7���V��^��
n◦ m(w��




��u�����F�������)���K���p#�� �����
����������� �����������W������#@�
������'������ �b�

�Z���2Y��2�>0
$*�#�G+#
&��(6 .�/ *
&��� �\�C8C�RQ��^(���X, *���������!��	




up � r(X,x) = up � r(X,x + V ) ∀ x ∈ ∂V

σ(X,x).n(X ,x) = −σ(X,x + V ).n(X ,x + V ) ∀ x ∈ ∂V

〈σ(X,x)〉V ( � ) = Σ(X)

��
���"




” up � r �F"��/ *
,(6 �	������/��� ∂V ”

” σ.n
�1�!�/ KB ��"��/ *
,(6 �	!�����/���

∂V ”

” 〈σ〉V = Σ”

�\�P8C��~��

� ���2"��/?�
�(����#�/������+#
����Z�����I5V
� *�^�CT���+���� ;!$ ����������X����������<Y��/���Z�/��
���X�"#��(��1���^$*�#�<�/���#X>���6T3(��v.fG��MG�y�P
�o}<~ -���� ;$��
�����$*�#���%����"��/ ���6TN(6 .��� ��"��/ *
�(6 �	����#�-8

����� � � �gC �K1S3�>�� CE9_cfe}1�3�8�3 �U2,MS2�>@:�=$<�>@3FM ha2T5V>[3rC�>[?BAS9

� ���/�U $*�#���/��
� *�Z�2"��/?�
,(��#�����/ .�%��$*�#�!����
���
>��"#�#�-0��� '���/ G	!����$*�#���/��
� *��(6�
��$*�#�A������
,+� *"#�#�-0 +>&'�#����(�
&��+
X�������$ �A�2"��/?�
�(��Z(��G$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�F��"��/ *
�(6 �	���� �V���3(�"C5V
��/�%���/ *
&�[
��3���@+#
&�!�/���� '������� 	!���I�-&'
��/ *���!���
��
��/���!����"C5V"�������+#�>8 � $.���/ *�������D���� *��
&���G(7&'
���(6���#�D(6 7�7"������!���D�2
��/ .X����!��+#��+�?�
� KT 	
; $ � ��$.���
���/�E(��#�t��
���X��-���6T �%����"��/ ���6T +���"#"#�
�
���[$�& ?�
��U�2� ��
&���N(��#� �%����"��/ ���6T +#
�����
>�/ .���#�-0
	��� �0�(����
���<$*����� ����
,+#�#���/����(��Z5������/ *+-���/ *
&� �V
��/ *���������/ *
&��� ���/ .X, .$*"�=> *"#�#�G(��#�^J������#�-06��"-��$. *�����/ *
&�N(��
�%����"��/ ���6TN�4��$.�/ *+#
���+�?��#�-0 8.8.8 �<��
&�!�G������(6���Z���/�/ KJ
+� *��$.$*���2���!� �F"��/ *
,(6 �	����#�-0

; +#
��U�2�%"�X�
�	���"2��� �
������=>������?��A����"#+#"#(����!�-0 +#���/���U�/?�"#
��/ *�%������
��/ *���2�����2(�"CJ2�� .�/ *
&� �/ .=�
������������>0
���E�������G�%���/?�"��%���/ �	!���>0 (6�E+#
����F
��/�����2�����D?�
��2
�=�"���"� *��">0

; $*�A+�?�
� KT[(��A$ � +#��$.$.��$*�4(����
�����4�1&  '� U ������+#�����E����+����Q+-����$*�#�D+-��$*+���$*��	
�� '���/ �0���� ��
����r����(�
&�������
	��1& ��� ������$Z�CT6������$*�>0�$*���a� � ������
�+� *" ����� �%����"��/ ���S+#
&���/�/ .�/��"Q(7&  '��+�$.���/ *
&���3��"�=>��$. *O������2���!�
��
-H�"#�#�4(��1���I�������%���/�/ *+#�U�������%���=�
������$.$*"�$*">�� ���O#(��2+#
�����
��/���1�!�������)������$*�) '��+�$.���/ *
&�����!��
�����"#�
(����%���/�/ *+#�>0�+#�!	��� �0������2"��/ �	!�����2�������
���/$ �1���-0�5���+� .$. .����=>���1��(����2���!�Z$*�#�G+-��$*+���$*�-8
:<�!��?�"���
��2O����
(7&  '��(�">������(��1��+#�G(���$ �I���� .$.$*�^(6� �?� �40�
�����$.��� ���-0>(��1��� $*�^+-���;(���$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�&�F"��/ *
,(6 �	!���>0
(�� $ �@���� .$.$*�U(�� $ �3+#��$.$.��$*�2(��)�
�����>01�3"���" �U *����� "�X, *(�����+#���
���G��z�{�|�yMx �Y��u�uT}��C8
�]&'
��T�/�#+��/ K5^(��
���#�I�/���#X>���6TQ�#�/��(���+#
����
��������$*�#�Z+-���
��+� .��"#� �%(�"������/�U '������+#���/���� '����+#
��X�%+� *��������?�
��2
�=�"���"� *��"#�-0
��� 5V
&��+��/ *
&� (��2$ �E���� .$.$*�3(��%$ �Q+#��$.$.��$*�@(��@�
�����>0 (��#�)�2"��/?�
�(��#� (��#���2
�(6��$*�#� �X�7�#+��/ K5V� �V��� (�"CB
5 
��/�%���/ *
&� ���)��� +#
&���/���� '�!����� �#X��#+3+#��$.$*�#� (��2$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�8��"��/ *
,(6 �	!���>8 � 
����U+#�U5��� .���>01 .$
+#
&���/ *(�O����%��� +#
�����
>�/ .��� � �%���/�/ *+#�@(7& ��$.���U '�� .��� �����65 
���+#"#�A�
���)(��#��J������#�4$*
&��=>���#�4���� *(6 .���#+CB
�/ *
&������$.$*�#� � �%���/�/ *+#� ���DJ������#����
&���Z�������F
>��"#�#�Z?�
��2
�=�O����#�����I *��
��/��
��F�#�X�C8��1�#�IJ������#��+� .��+���$ �� .���#�
��
&���Z��"�=>��$. *O������2��������">�
���/�/ *�#������$*
&�W$*�4�2
��/ K5^(��4$ �2J�=>�����d�P8_- �V��� +#
��������/���1���/X���������$*���I
<TQ$�&'
&�
���>����"#���������%$*�#��(6 7��"����������#�)+#��$.$.��$*�#�)(��U�
�����%���#�/��"#�#�-8���&  '� U ������+#�@(��%$ � ���� .$.$*�%(��%$ �[+#��$.$.��$*�@�����
$*�#�4+#
,�X�%+� *���!���4?�
��2
�=�"���"� *��"#�)�#�/���1�
��$.H6��"#���
���A$�&  '�!�����/�2"#(6 �� .��� (��#���2
,(6��$*�#�4(��%+� *���� .$.$*���2���!�
��$ �1�

µt
����(��D+#
��������#���� .�� .$. .��"'��$ �1���

K
8�� �#�]��"#�/��$.������� 	!�1&  .$���
��������!���<��
&�������>��
��/��"#�]J�=>�����#�`�P8C~

�����C8>}<u60�
<T
m
�#�/� (�"CJ2�� �����$�	!���^$ �Z+#��$.$.��$*��(��<�
�����^+-���/��"#�

V m +#
&�!�/ *�������
m2 J������#�-8 ���2+#
&���/�������

	�����$*�#���/?�"#
��/ *�#�4(��#���2
�(6��$*�#���X�7�#+��/ K5V������(�"C5 
��/�%���/ *
&� ���A����+#
&�!�/���� '�!���%+#
&���/�/ .�/�����!�4(��#�A���6B
����
#T6 .�%���/ *
&���-0F���#�E���#+��/ .X����2���!���
���I�CT�+#O#�Z���'�
���I(�"C5������-0F(��#�I+#
,�X�%+� *���!���Z?�
��2
�=�"���"� *��"#�-8�� $.$*�#�
��� ������X����!�<(�
&��+GY��/����X,���#�7	!���D+#
��U�2�D(��#� ��
��-���#��(��#�G����
����/ *"���"#�<�X�7�#+��/ .X��#�-8!��� ��$.���-0�$�&  '��+#
&�6B
X�"��� *���!��(��I+#�#���2"��/?�
,(��#�\�#���� *+� 
�U *�<���%$.���U *O����
	6��$.$*�#�\���D+#
��U�2����+#����� �4(�
&�������<(��#�\��"#�/��$.�������



Y4� �F�����������	��
��
�������������������������������M� ���������������S�����
����������� �����������! W� " ��#
� " ���%�
�|�&��'�� �(�
�������)�
� " ���

V 1

V 2

V 4

V 6

V 8


=z�£SG ¢ y��C8_-F; � = � %��(� A !$9 � � � � V 1 ��� =RAf?�; ��9 = � A�� V 2 ��� =$A ?�; �,9 = � A 9 � V 4 ����� =$A ?�; ��9 = � A 9 � V 6 �
	��
=$A ?�; ��9 = � A 9v��! V 8 ���
� =$A ?�; �,9 = � A 9

 38

 40

 42

 44

 46

 48

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Déformation homogène
Homogénéisation périodique

Contrainte homogène

1/m

µ
t
(G

P
a
)


`z�£SG ¢ yS�C8C~&; � 8<� = 8 ! = � A 9+�,� µt � A G � Af? ! = � A
�<� ��8��!���<��! 1/m �|� � 8�� �('�9 ��z�{�|qy-x ������� � � �

 101

 101.5

 102

 102.5

 103

 103.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Déformation homogène
Homogénéisation périodique

Contrainte homogène

1/m

K
(G

P
a
)


`z�£SG ¢ y'�C8>}<u�; � 8<� = 8 ! = � A 9:�,� K � A G � A ? ! = � A
�<� ��8��!���<��! 1/m �|� � 8�� �('�9 ��z�{�|qy-x ������� � � �

����
,+�?��#�;(���+#���6T�(���$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&����"��/ *
�(6 �	����>0 	��� �09
&�)$*�]����������$.$*�>0��#�/� �CT���+���� �F
���� $*�#� �%�RB
��"��/ ���6T=��"��/ *
,(6 �	!���#�-0�	�������
��������Q��
��������2(7&  '��+�$.���/ *
&���A��� �2
� '����"�=!��$ �

64
�
1/m = 0.125

�C8
� � �/?�"#
��/ *�Q(��#�@�2
�(6��$*�#�3�X�7�#+��/ K5V�@��� (�"C5 
��/�%���/ *
&� �������@Y��/���>0<��� �
���/�/ *+���$. *���$�F
����@$*�E+-��$*+���$
(��

µt
0������ �/��O#�A�%����X>�� *���U�#�/�/ .�%���/ *
&� (��#�A+#
,�X�%+� *���!���A?�
��2
�=�"���"� *��"#� ��
���������5��� .��$*�7��
��4�����

(7&  '��+�$.���/ *
&���-8 � ��� +#
&�!�/���>0 �[$�&  '��X��������%(��@+#�#�4(����6T �/?�"#
��/ *�#�-0 $ � �/?�"#
��/ *�@(��2$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�
��"��/ *
�(6 �	����U5 
����-�� .�4$*�%�2Y��2�%��"#�/��$.������	�����$ 	����2��
� .�4$*�P��
��4����� (7&  '��+�$.���/ *
&��� (��2$ �E+#��$.$.��$*�@(��
�
�����>8 �I�����1�!����$*
����-0���
����D
��������� .�G$*���2Y��2�4��"#�/��$.�����-0��/���-X��� .$.$*���Z�/����$ �U+#��$.$.��$*�

V 1 0�+#�<	��� �0���
��6B
�/
������G���N�����/�2�A(��A+#
&���� *(�"������/ *
&���"�����2"��/ �	!���#�-0#�F���/�2���/�/���%(��A(6 .�U '�!������+#
&���/ *(�"�������$*���2�����I$*�#�
���������G(��A+-��$*+���$*�98

; ���6J2�10]+#���/���� '���U�/���-X����6T70](�
&���%+#���6T (��v��z�{�|�y-x ��!v8 ; 8 �o}<~�~�~�� ���§Ld�O��z P ��! 8 ; 8 �Y��u�u����C0]
&�!�
�2
&�!�/��" 	!����$ ���2"��/?�
,(��A(���$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&� ��"��/ *
,(6 �	!����"����� .� �
��� 5��� .�����2���!��������$. *+-����$*�4���6T
�U .$. *���6TW��$*"-����
� .���#�-8�� $.$*��������(W��$*
����I$ �A����
����/ *"���" (7&'�CT���+��/ .�/��(�� (��#�I��"#����$.�������-0
�%�� *�D5 
����-�� .�Z+#�CB
������(��1�!�D(7&'�CT�+#��$.$*���!���#����������
#T6 .�%���/ *
&���-8

� 
������#�U+#�#� +#
&���/���������/ *
&���H��
���� �F���/�2���/�������2(�
&��+@(7& ���2�/�2���A	����@$ �N�/?�"#
��/ *� (��@$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�
��"��/ *
,(6 �	!���<�#�/� $ � ��$.��� ��������
����/ *"#� �F
����
��
��/���<"��/��(�� �V��� $*�\���#�/�������� .� �� �$�&'
&� +#
&���/ *(�"����� .� (��#� �%����"��/ ���6T




��u�����F�������)���K���p#�� �����
����������� �����������W������#@�
������'������ �,�

�)�U *+���
>�/�/�/��+��/������(�"#��
���(�
&����"#���C8

( ) � ) | ���F: �m��/r�m�T�%: �1/������f� @14����x�;:�� 4I9 �]��0 � B 2U�72�� 	�/���� �S� � 2U�����	�
�D>A@%:

��� ��"#�/���2�^��������"#+� *���< *+� ,$*�#� ���/ '��+� ��
��$*�#�
��
��/ *
&���;���;" 	��
���/ *
&��� (��\$ �G�/?�"#
��/ *��(��\$�& ?�
��2
�=�"���"� *�����/ *
&�
�F"��/ *
,(6 �	!��� 	!�� 1������
&���G���/ .$. *��"#�#��� �
���/�/ .�D(6�W:\?
���� .�/���i�@�E�P8

����� ��� �g= �K1�3�>�� CE9Dc[= X09Tc�c�A�c[9_C�9 � =�:�9

�1���%����"��/ ���@?�"���"���
�=�O���� ��"��/ *
�(6 �	������#�/�]���!�/ *O������2������(�"CJ2�� ��
���]$ ��(�
&����"#�G(6� �a� � � J�=>�����[�P8>}�}��C0
��$*
����<��������$*"I+#��$.$.��$*�I(��D�
�����>0 	��� 
�#�/�\��$.$*�CB��2Y��2��(�"CJ2�� *�Z+#
��U�2�D"����1���<$ �<�F"��/ *
,(��D(��#�\?�"���"���
�=�"���"� .��"#�-8
� $�5������](�
&��+G$ �A+�?�
� *�/ .�<���A�������
�1�!�<��
� '�&	��1&'��$.$*�G��
� .���/�T�%�P���U�2���!�<���>����"#�����!�����/ .X��Z(���$�&  '��?�
��2
�=�"���"� .��"

MILIEUX HETEROGENE PERIODIQUE

CELLULE DE BASEx1

x2

x3


`z�£SG ¢ y0�C8>}�}�; 7F# � = �4�,� ; 8 ? � ;$; � ; ���,� ��8
9 �

(6�Q�%����"��/ ���W '�� .�/ ��$�8�� $ �#���I+#�>������(��1�!�� .���F
��/���1����(7&'�CT���$*
� .�����Z$*�A5��� .��	����4+#��+�?�
� KT;�1&'�#�����
���I���� �	!���
�h�	z�{�|�y-x ��!W8 ; 8.0O}<~�~�~�� 	 (����6TW+#��$.$.��$*�#�Z(��4�
�����)(6 7��"����������#�-0
�%�� *�Z������(��1����+#
�������� (6�Q�2Y��2�X�� .X��-���
(7& ?�"���"���
�=�"���"� .��"#� �V"������-����$ ����
���$*O��2�4(6�N+�?�
� KTN(���$�&'"#+�?���$.$*���G+#
&��(6�� .��
&�!�Z���[�2Y��2�4+#
����F
��/�����2�����I�C5 B
5V�#+��/ K5/8�� $��#�/� (�
&��+G���/�/��+� *���6TU(���+�?�
� *�� .� ������+#��$.$.��$*��(��^�
������(�
&�!� $ �I5 
��/�2�^��� $*�#� �/H��2"��/�/ *�#���/ .����$. KJ
���!�
$�&'"#+��/ .�/�����4(��#�G+#
&��(6 .�/ *
&���D$. .�U .���#�D(���� H*�����F"��/ *
,(6 *+� .��">8

����� ��� � � 	%2T5V>[3rC�>[X4>@<�2DCE94:MX�1S=x8Wh�:Y8�>[X0573�:�X03�hE>[?BA�94:

� � ��"��/ *
�(6 *+� .��"�=�"#
��2"��/�/ �	����A���^�%����"��/ *��$.$*�A(6� �U .$. *���E"��/��(6 *"����Z��">������+��������/���^$*�#��+�?
�������G$*
,+-���6T
(��E(�"C5 
��/�%���/ *
&���@���%(��Q+#
&�!�/���� '�����#�-0 	��� D��
&���-0�(�� 5��� .�-0�"�=!��$*���2�����"��"��/ *
,(6 �	!���#�@(��
�F"��/ *
,(��

V
8��1�

+�?
�����E$*
,+-��$1(��A(�"C5 
��/�%���/ *
&���D�#�/�G(�
&��+A$ �U��
��U�2�A(���(����6TN+#
&�!�/�/ .�����/ *
&��� 	
; �����<�
���/�/ *�4?�
��2
�=�O����>0����>����"#��������"#� �
���I$*�A+�?
�����Q�2
-H����

ε̄
�
ε̄ = E

�2(�"C5V
��/�%���/ *
&�Q�%��+���
>��+#
�B
�� �	����

E
 .����
>��"#�4���

ε̄ = 〈ε〉V
�2+#
&���/���� '�!���)�%��+���
>��+#
��� �	����

Σ
 .����
>��"#��� 	!�� �������� .�D$*��+�?
�����

(��A(�"C5 
��/�%���/ *
&���G��"�=W�
�1���I(��1���G$ � +#��$.$.��$*�4(����
�������/ 1��$.$*�A"����� .�D?�
��2
�=�O����>0
; �����A+#
��/���#+��/ *
&� U ��+��/�
�1�!���

εp � r (6����� $ � ����"#������+#�A(��#��?�"���"���
�=�"���"� .��"#�-8



Y Y �F�����������	��
��
�������������������������������M� ���������������S�����
����������� �����������! W� " ��#
� " ���%�
�|�&��'�� �(�
�������)�
� " ���

:<���/����(�"#+#
�����
>�/ .�/ *
&� ��
����F�����/�2���[(��Q����X����� .�N�����3$*�#�$�
���/�/ .�/ *
&��� �\�C8C�
Y��@��� �\�P8C� -��@(6� +�?
����� (��
(�">��$ ��+#���2�������)�U *+���
>��+#
��� �	!���#�

u
0+	���� $�&'
&� ����=>��
������2��
�����$ �N������$*�U(�"CJ2�� .�/ *
&���\�C8 Y4u���07(��1���A$ ��	�����$.$*�

$*� +�?
����� (��)(�">��$ ��+#���2�������!��"��/ *
�(6 �	����
up � r �#�/�Z���W5��� .��$*��+�?
����� (��)(�">��$ ��+#���2�������4(�
&����(�"��/ .X�� $ �

U ��+��/�
���/ *
&�
εp � r 8

u = ε̄.x + up � r �\�P8 Y4u��
���Q�X�7���-0

ε
(�"��/ .X��1���Z(��

u
���

ε̄
(��

ε̄.x
0

εp � r ���<�������'	����4(�"��/ .X����I(��
up � r 8M� �U+#
&����" 	�������+#��(6 .���#+����

(��A$ � �F"��/ *
,(6 *+� .��"A(��
up � r �#�/� 	!����$ �UX���$*�������2
9H���������(�� εp � r �#�/�T�!��$.$*�
	

〈
εp � r〉

V
= 0

�\�P8 Y-}��

� �Z+�?
�����[(��D+#
&�!�/���� '�����#���U *+���
>��+#
��� �	����#�
σ
�#�/�<"�=!��$*���2���!� ��"��/ *
�(6 �	����Z(��'��"��/ *
�(��

V
���^�����/ *� 5��� .��$*�#�

" 	��
���/ *
&���)(7&'" 	!�� .$. .����� �\�P8C��u>����
����\�P8C�T}-����(��1���
V
8 �I�
�1��� � $ �N+#
&��(6 .�/ *
&� (7&'" 	��� .$. .�����%���!�/���@+#��$.$.��$*�#�

X�
� *�� '���#�-0���$.$*���-&'�CT����/ .�2�!�
����$�&  '�!�����/�2"#(6 �� .���)(�� �\�C8C�RQ��<
�� �\�P8C��~�� 	
σ.n

�1���/ KB �F"��/ *
,(6 �	����A�/����$*�#����
���(��

∂V
(��

V
	��� 1����+#
��/���#�E��
&��(����!���
��� �F"��/ *
,(6 *+� .��">8

������� � � X 	!573 � c[6T8W94:MX09�c�c[AEc[=x>[579T:dC�9_c@3rX4=xc[>[:�=$<�>[3FM

� 
���� +#���/���E"��������>0�
&� +#
&���/ *(�O���� 	����N$*�#�@��
�$.$. *+� .�����/ *
&���3 .���F
>��"#�#� ��$ � �/�/�/��+��/����� � =>$*
��
��$*���2�����
?�
��2
�=�O����A�%�� *�^�U *+���
>��+#
��� �	!�����2�����G?�"���"���
�=�O������^��
����\5 
��/�2��(��D5 
���+#�#�^
��[(�">��$ ��+#���2���!���-0� '��(6�� *�����!�
+#���/���� '���E+�?
�������[(�� +#
&�!�/���� '�����#�

Σ
��� (��W(�"C5 
��/�%���/ *
&���

E
��� +�?
��	���� �F
� '���[�%��+���
>��+#
��� �	����

X
8

��&'" 	!�� .X>��$*����+#� �
X ↔ :<��$.$.��$*�2(�� �
����� � ������
��/ *���%��$*
������ +#
&���/ *(�"������A+#�#� 	!�
�1���/ .��"#�A�%��+���
>��+#
��� �	����#�

+#
��U�2� (��#����
�$.$. *+� .�����/ *
&�����CT6��"��/ *�������#� �F
����Z$ �%+#��$.$.��$*� (����
�����>8��1�#� ����
���$*O��2�#��(��4$*
,+-��$. *�����/ *
&� �U��"CB
��
���(6�����RJ2� (��A+#
&���
�65*�/���4$*�#�Z+�?
��������(��A(�"C5 
��/�%���/ *
&�������I(���+#
&�!�/���� '�!���#��	��� ��O�=W����������$*
����Z(��1���D$ �
+#��$.$.��$*�)(6 7�7O������!��(�
&��+4����$*
&� 	!���4$�&'
&�E�/���#X>�� .$.$*���U(�"C5V
��/�%���/ *
&��
�� �%+#
&�!�/���� '������ .����
>��"#�>8 ��� ����"#+� *���
 *+� I$*�#�U?!H���
��/?�O#���#�@(��N�/���#X>�� .$I+#
��U�4�����#� ���6T (����6T ��������
�+�?��#��	�$ � +#��$.$.��$*�E(��[�
����� � �t���E+#
&���/ *���!�
=xA�X4A M <�5V3�AW90<(=xA�X4A M�9 ��:�:�A�579��������#�]+#
&�����/ .�/�
�1�!���<��
&�!�]��
������/�����F
>��"#�]
��F"� .� �����%+#
�����
��/�����2���!�
"�$ �����/ �	!����$. '��"-�� .���>8

��� �!� ��� ? # ���,% G �<��)x8 ! = � A� ������
���$*O��2�U(���$*
,+-��$. *�����/ *
&�
P

(e),cl
d � f

�%��"#��
���(6��� ���W+-����(�� (�"C5 
��/�%���/ *
&�W�%��+���
>��+#
��� �	!���  .����
>��"#�
E

�9&'"���
&��+#�4+#
��U�2�A�/�� .��	

P
(e),cl
d � f





CE> �
σ = 0

(��1���
V

σ = d : ε(〈ε〉V .x + up � r)
(��1���

V

up � r ��"��/ *
�(6 �	������/��� ∂V

σ.n
�1���/ KB �F"��/ *
,(6 �	����4�/���

∂V

〈ε〉V = E

�\�P8 Y4���

��p���[����¯���a�������¬�7���+�7�a�V���¯�a�¯�����p�7�®���m�7���@­7�R� ��~_} ��� ��� �
z lg£7����� cl
qf·R�V�¢���¡�V�R���¯�®������£(���h\¥�7���6\����7�¯�����S�@­7�R�������a�����¬�¬�V�¬���

�7�����¯��£������S�¢�6\°��������^����¢�V�7��� ��� ��� Z �����f� ��� � �




��u�����F�������)���K���p#�� �����
����������� �����������W������#@�
������'������ ���

��� �!� ��� ? # � ? � A !
��8 =$A ! �
� ���Z+#
&�!�/���>0��/ 7$ �2+#
&�!�/���� '�!�����%��+���
>��+#
��� �	����

Σ
	��� 1�#�/�� .���F
>��"#�>0� .$�5 �����Z��$*
�������"#��
���(6���

P
(e),cl
cont

	

P
(e),cl
cont





CE> �
σ = 0

(��1���
V

σ = d : ε(〈ε〉V .x + up � r)
(��1���

V

up � r ��"��/ *
�(6 �	����A�/��� ∂V

σ.n
�1���/ KB �F"��/ *
,(6 �	����4�/���

∂V

〈σ〉V = Σ

�\�P8 Y4���

���1���%$*�#�@(����6T +-���-0\(6� 5��� .�@(��[$�& ��(A�/
&��+��/ *
&� (��Q+#
&��(6 .�/ *
&���%$. .�U .���#�3(��N� H*���
��"��/ *
�(6 *+� .��">0<+#�#�A����
�B
��$*O��2�#� �F
>����O#(����!�G�����/����"��2�����G��������
�$.���/ *
&�[���� �	����Z���

up � r �V���G(�
&��+����
u
� �)�����Z�/���1���/$ ���/ *
&�
����O#�-8

�]&  .���F
��/���1��+#�3(��
P

(e),cl
d � f

���
P

(e),cl
cont

�#�/�4+-���� .����$*�>0����� *��	����2+#�%��
&���4+#�#�4(����6TB����
���$*O��2�#� 	��1&  .$ 5 ����(6���
��"#��
���(6���A$*
�����	�����$�&'
&�E�-&  '����"����#��������� �)$�& ��(����������/ *
&�W(7& �����A+#��$.$.��$*��(����
��������
����U *����� ���E+�?
���/=����2���!�
�%��+���
>��+#
��� �	!���>8

( ) � )�, �"/7	 �%: 	 ��� @m� �;@a�;: 	 �J�F:
	N��:x� < �S��2 :
	���	�� 464 ��� � �:2 : 	 �1/��\	=4?:=@a�Q� 46/��

�
� X�����(7& ������$. �	!�����-01��� :\?
���� .�/�����)0 $ �%�2"��/?�
�(��X�!���2"��/ �	����U(�"�X���$*
����F"#� �%���������/�/��+��/�����4J2���>0
�F"��/ *
,(6 �	!�����2�������/��
���"#�@������
����U *��� �[(��#�)��
�$.$. *+� .�����/ *
&������$ �1���#�-0 
&� �CT���
>���U *+� \$ �F�
���/�/ *+���$ ���/ *�����/ *
&�
(��#��(����6T"����
���$*O��2�#�^5 
&��(����2���!�����6T70

P
(e),cl
d � f

���
P

(e),cl
cont

0��)+#�Z� H����Z(��Z�U .$. *���18+� � +#��$.$.��$*��(��Z�
�����0�1&'�#�/�
��$*
�������$.���)+#
&���� *(�"���"#�[(��@� H*��� ?�; 8<9�9 = B ��� 0;�%�� *�U�#�/� (6 .��� � ? 8<� = ! %�9 ��� ���>�F"���"#�$�
��� $�&  '��(6 *+#� cav 8 ���
(6 *�/�/ '��=>���4+#��+-���D(6�Q+-���'��$.���G=�"���"�����$�0
����"#�����!��" �����
������=>������?��)�/�� .X>�1�!�-0 �RJ2�W(��<��
���X�
� .�I+#
����
�������-0
��� +�?
���� .�/��� � 0 $*�#�2��"#�/��$.�������3
��������!��� �#X��#+W+#���6T (��Gtvuxw�N ¢ry yxz ��!�8 ; 8 �o}<~ -RQ��C0 	!�� D"��/��(6 *�����@�����
�/�/�/��+��/������J2���A��
�$.$. *+� .��"#�4���E+#
&�!�/���� '�����#�'��$ �1���#�-8

����� �
	��g= � 2��;ME>@<�>[3 M CE9_c[= h�c@=�?BA�9Dhm945 
�3U5V249D90<YCE9_c[= X09�c[c�AEc[9DCE9 � =�:�9

��� +#
&���/ *(�O���� � J�=>�����Z�C8>}<���I�����2�/�/�/��+��/�����UJ2���%+#
&���/�/ .�/��"#�A�
���A��� ��"#���-��� +-���/��"2(��U�/��
�����+�H�$. '�6B
(6�/ �	!���#�v��
���"#�

H
8K�1�#�<�/��
����^��
&�!���/������
>��"#�\��"�=>��$. *O������2���!�D(6 *�E��
>��"#�^���6T@��
��U�2�����^(��#�^+-���/��"#�-0,���\$*�����

�RT6�A�#���D
��/ *���!��")����$*
&�N$�&'">�
�� *���������I(���$ �%�/�/�/��+��/�����>8M� �U��">�F"��/ .�/ .X, .��"4(6�Q�U .$. *���E '��+� .�����
���/������$.$*���2����� �
+�?�
� *�/ .�D+#
��U�2�4+#��$.$.��$*�A(����
�����

V
���[�2
���+#�-���W(����/�/�/��+��/�����A+#
&�������
�1�!�D���N������$7�/��
��

H
8+� ���F
���([(��

PLAQUE PERIODIQUEMENT TROUEE

CELLULE DE BASE

x1
x1

x2

x2

x3
x3

X1

X2

X3

∂Vlat

∂Vlat∂Vsup

∂Vinf

∂H


=z�£SG ¢ yk�P8>}<� ; � ; 8 B � � !
���<��%(�+��! ? � ;$; � ; ����� �(8
9 ��8
9�9 � ? = %(�

$ �U+#��$.$.��$*�A(����
�����A�#���D��$*
����G(�"#+#
����F"4��� 	!�
���/���<�
���/�/ *�#��	
; $ �����-���E�/����"��/ *�������

∂Vsup
0�	��� �0 � $ �U(6 7�7"�������+#�4(��#�I+#��$.$.��$*�#�D(��4�
������X,���#��� ���I	!�1& ������"#�����!�-0
�#���

$. .�����A(��A+#
&���/���� '�!���#�-0



Y4� �F�����������	��
��
�������������������������������M� ���������������S�����
����������� �����������! W� " ��#
� " ���%�
�|�&��'�� �(�
�������)�
� " ���

; $ � ���-���N '�65V"��/ *�������
∂Vinf

"�=!��$*���2�����D$. .�����A(���+#
&���/���� '�!���#�-0
; $*��+#
&�!��
����G$ ����"�����$

∂Vlat
�����<$*� 	�����$1������
&���G�CT���$. *+� .��"#�#��$*�#�D+#
&��(6 .�/ *
&���G(7&'" 	!�� .$. .�����4���!�/����+#��$.$.��$*�#�

X�
� *�/ '���#�-0
; $*����
���(

∂H
(6�N�/��
��10�	��� 1�#�/��$.�� �������� 7$. .������(�����
������#�D+#
&���/���� '�!���#�-8

:<���/��� =�"#
��2"��/�/ *�B�
���/�/ *+���$. *O���� �#�/�[(�
&��+ � $�&'
��/ .=> '����(��#� �2
�(6 KJ
+-���/ *
&���N(�� $ � (�"CJ2�� .�/ *
&� �2Y��2��(��
$�&'
���"��������������2
-H��������U�����Z$ �@+#��$.$.��$*�U(����
����� ���Z(��#��+#
&��(6 .�/ *
&����$. .�U .���#� �"��������(6��� ����+#
��������)�����Z$*�
��
���(

∂V
��
98

������� 	�� � � ha2T57=$<�9�AS5
8�3���9�M MS9_90<dX03FMSC�>@<�>@3FMS:dc�>�8W>@<�9T:

�
� �X�����-0;$*� +�?
����� (�� (�"C5V
��/�%���/ *
&���U�U *+���
>��+#
��� �	!���#�H�1&'"����1���A�
���U(�"CJ2�� G(��1��� $*� �/��
��10; .$<5 �����
��$*
����;���#(�"CJ2�� .� ��� $�&'
��F"������������ �2
9H����������-& ������$. �	!�
�1�������6T�(�"C5 
��/�%���/ *
&���-8����1��$.���-01���v��
����  '�!��"����#���P�1�!�
	��1& ���6T +#
�����
��/�����2���!��� (��1���4$*�A��$ �1�10 
&� (�"CJ2�� .�

ã
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∀ δu
a R 0,

∫

Ω
σ : ε(δu) dV =

∫

Ω
f .δu dV +

∫

∂ΩF

F .δu dS
�������dh �
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∀ y ∈ Ω, εp = 0
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ρ = 0
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∃ y ∈ Ω, lim
t→∞

ε̇p 6= 0
w�}

lim
t→∞

ρ̇ 6= 0
���8���dc  �
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∀ y ∈ Ω, lim
t→∞

ε̇p → 0
w�}

lim
t→∞

ρ̇ → 0
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@|�w 
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W
� �q�U���&�-��}!y*�&�
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-�¹�GaFw���y�
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y�x 
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�|�w�
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¸
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W (t)
¸lÄ
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4� � 
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P : t 7→ P(t)

�
���(xB��y'�4� y*���&� ~�w

n
���4� �!��w�xTw��h}��

(P1(t),P2(t),...,Pn(t))
� ��� �!y��1��} y'�-~�|�
@w��-~-� x'xTw���} z*w��¦{��-�0~�w��

� {�}!��w��2x�� y*�2~-�1�-�2~�w�� z�y�x'y�}�w�� 
���w������!y�}�w����S� �({��¦~��&���-w��¦{�� w�¶�w�x 
�z*w¿w�}���w 
�z��(��w��¦~-�1�-� z*w �¹�(~���w
~�w/}!�8����� y�zq~�|��2��y � { 
4� �8� ���8��
��-wB�����! � z*w/�8�4� �!��w�xTw���}

P(t)
� �-�(}�|

P
� 
�w�{�}���}!��w
¸

P = (f ,F ,U )
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�
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ρ̄ : y 7→ ρ̄(y)
� }�w�z

�h{-w
¸
F
(
σ(e)(y,t) + ρ̄(y)

)
≤ 0 ∀ y ∈ Ω

w�} ∀ P(t) ∈ D, ∀t

� z*�(���Hz�����}!�!{-��}!{���w�|�z��(�!}�� 
�z��(�!}!y��h{-w 
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ρ
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0~�w/���&�h}!�8� y'��}�w�� 
�{���w�xTw���}P|�z��(�!}!y��h{-w��
σ(e) ��À��W�-w

~-�1�-��z��¦�!}!�!{-��}!{���w ~�w���|���|���w��-��w
Ω(e) }��({�}'w�� |�}8�1��}'w�� | �h{�y�z�y�����w �¹��w���z*w��8�4� �!��w�xTw���}Ty�x 
@����| Ä2z��

�!}!�!{-��}!{���w���|�w�z�z*w
Ω
�2�
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@���8�1��} ��{-wB��w����8�4� �!��w�xTw���}��+���(y*w��h}U~�{0}Y· 
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� z*�(���Hz*w��S��w�z�� }!y*�&�-���!{�y��(�1�h}�w��B���(º
C
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S
� ¸





^�?�J
σ(e) + f = 0

~-�1�-�
Ω(e)

σ(e).n = F
�!{��

∂Ω
(e)
F

u(e) = U
�!{��

∂Ω
(e)
U

σ(e) = C : ε(e) ~-�1�-�
Ω(e)

ε(e) = e 0�-Q^ su
(e) ~-�1�-�

Ω(e)

�������df h �
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^g?�J
ρ̄ = 0

~-�1�-�
Ω
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∂ΩF

˙̄ρ =
∂ρ̄
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= 0 ∀ t ≥ 0
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σs = σ(e) + ρ̄,
�������df ! �
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J(t)
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Ω
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ε̇p(y,t) = 0 ∀ y ∈ Ω
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ε̂p(y) =

∫ T

0

˙̂εp(y,t) dt = e 0�-Q^ s û

=
0 ˙̂εp(y,t) = 0 ∀y ∈ Ω, ∀t,
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0
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Ω
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∫ T

0
ε̇p(y,t) dt = e 0�-Q^ su(y) ∀ y ∈ Ω

=
0
ε̇p(y,t) = 0 ∀ y ∈ Ω, ∀t

u(y) = 0 ∀y ∈ δΩU

∫ T

0

∫

Ω
σ(e)(y,t) : ε̇p(y,t) dΩ dt = 1
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Ω
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MILIEU HETEROGENE PERIODIQUE
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σ = d1 : ε
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�b�����2�3�6�<�9���:�6�B�C���A�b�²� ! ���:³��6�]�:�:�j�:�6�W���
���]�b�²�3�J�#���I���<�9� ! �

�����	��
���
���� ��� �����������"����� � �	�C��!i�"$�� �
ÂA� ! �8� ! ���6� � �9���^�O���2�3�I�<� � �J�O���W� ���9���������W�6�<�<�J���<���6�L� ���6���9�,�9�L�(���6� � �9���^�L�;���6�L�6� ! �6�L�%���`�6�C�#���:�<�6�

���6�L�L�L��� ! � �S�9�L�f�I�3�:�:�9���:�I���<�9� ! �U�I� ! �U�/� ! ���I���9���^� ! �j�:���l�B�6�L�L�f�I�3�J�O�2�È�1�3�<�^�[���^�N�3�6�L�L�f�/�3�:���j� � �J�L� f
�

���U�N�3�6�L�L�]�<���M�b�3��� � �J�L� F
�3�Ù� ! �L�3�6�j���E�������2�3�L���^� ! �6�

U
��Ã����2� ! � �������A�L���l� ! �J� ! �)���:�J�AÇ��<�6�E�9�E� �3�

���L�%�9�3�6� � �J�O�9� ���6� � �9���^�E�L� ! �L��� ! �E� ! �f�6�<�<�J���<���6�f�J���6���6�3�/� ! �j��� � �J�O�2� ! �3�<�9� ! �����L�6�J���:�9�^�#���C���I���9� �
Ò ! � ?l��� �u�<���2�g�<�<�<�J���<���6�n�J���6���6�3�/� ! �È�L�6�E� ?��L���<�:�/���^� ! �µ�6�3���j�9�6�
´g���L�j�6�3�:�:�9���:�I���<�9� ! �����2�3�I�<� � �J�L�����:�
! ��� ! �3� �C�3�A���E�^Ç��^�3�l�3���A�2�n�L���:�:���9�j��� � �3�6�B��Ã��3�j�^�j�?���l�B�6�j��� �C���I���B�I�#���J�^Ô?� Û �l�9� ���<� ! ��� ���^���
� �3�I�[�����b� �J�3�^�3�/� ! ���9�I���<�9� ! �L�<�f���µ�<� � �<�<�:�<�J��� �R´È� ! �����6���<�2��� �6�L�����J���6���6�3�/� ! �B�R� ! �����6���<�2���¤¹C���<�V�
�J�3�^�3�/� ! �B�K�����9�
���m�L�3���l�3�<�6���^� ! �]� � ���:�3���9� ! � �C�<���,�9� � �J�����:���L�<�;���:�J�,�<�:�����9�W���A�^� ! ���%���L�,� ���9�����9� �
É � ! �<�b���I���9� ! �9�L�O���?¹ ! �:�<�9� ! �n½1ÔF� Ú�� Á?���9�j�����6���<�2���#�6�L�������W�9�j�����6���<�2�����Ù¹C���<�V�8�J�3�^�3�/� ! �B���6�3���j�9�U�����
�^Ç��^�L�O�6�3�:�:�9���:�I���<�9� ! �

(f ,F ,U )
�l�6� ! �A�L� ! �6�L�]�6���l� ! ���6�j���f�N�21L� ! �]�9��� ! �<� � �J�L� ���G�C� ! �f´[�2�µ�L���:�:���9�j���

� �3�I�B���6�����6�L�6� ! �I� ! �E� ! � ���3� ��� �l�3� ! �U���3���6�B�6�L�&��� � �J� X
�����:�9���L�6�O�6�3���j�9�6�µ�����#�6�C�����J�

Σ
���,+��3�

E
�8�6�C�����J�g���Ù�L� ! �<�I��� ! �6�L�¶���È���?�1�3�<�����<�9� ! � � ���)���6� !�! � ! � ! ���9�6�F� ! �L�#��� ���3� ! �

X
��� �����6���<�2���

�J�3�^�3�/� ! �U� � ���:�3���9� ! �%���m�N���:�
���L�%�6�3�:�:�9���:�I���<�9� ! �G���3���6�B�6�L�&��� � �J�L� (f ,F ,U )
� :��L�
�I�C���<�/���^� ! �6�A�<���G�2�

�L���:�:���9�%��� � �3�6�
�6� ! ����� ! �
�L� ! �<�9�����6�L�X�L�3�j�^�,�J�3�^�3�/� ! �L� ���B���L�<�M¸°´�¸=���:�6� � ��� �:�9�\�����l� ! ��� ! ��� ! � � �J���^� ! �
���E�l�3� ! �����3���6�B�6�L�&��� � �J� X

�  "! �6�L�6���^�%�L�L�����<�����2�W¹J�B���6�%ÔIÔ6ÔF� Ú �"�&2[�9�L���6���2���<�9� ! �8� ! �<�6�G�9�L���B���<�2� � �9�L�

!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"##"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"##"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"##"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"##"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"##"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"##"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"#"# $"$$"$
$"$$"$
$"$$"$
$"$$"$
$"$

%"%%"%
%"%%"%
%"%%"%
%"%%"%
%"%&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&"&'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"''"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'"'

(f ,F ,U)(f ,F ,U) (Σ,E)

(< ( >V , < ) >V ) (Σ,E)

(σ,ε)

**
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�j�9���6�B�6�L�&��� � �J�L�����j�9�����6�E�J�3�^�3�9�3�B�J�L�^���3���6�B�6�L�&��� � �J�L�^�6� ! �^��� !�! �L�L���C���jÔF� Ú���� �J� ! �E�9�
� �3�j��� � ! �
�L���:�:���9�W��� � �3�6�A�I� ! �,�<�6�3� ! ��¹C�6�<���6�uÅ





Σ =
1

|V |

∫

V
σ dx � 〈σ〉V

E =
1

|V |

∫

V
ε dx � 〈ε〉V

½1Ô6Ô6Ô?� Û Á

:��L�]�6�C���<�/���^� ! �6�
P

���Ù�I�C�#���:�<�6�UÔIÔ8�6� ! �A��� ! �B�/���3��� ! �3�<�6�E���<�J���B���6�3���6�L�G�9�L�]�L�3� � � ! ���9�6� ! �O�3���j�9�M¸
�<� � �9�L�,���L�,�L� ! �<�I��� ! �6�L�]���,���?�1�3�<�����<�9� ! �G���3���6�B�6�L�&��� � �J�L�G���B�9�6�F� ! �
�<���8�2�^�L���:�:���9�W��� � �3�6�uÅ

P = (Σ,E)
½1Ô6Ô6Ô?� � Á

$u�6�L���9�6� ! �
�L� � �J�%�b��� ! � ! �6� ! � �C��� ;6H3T G?05'K-30�+�H3'�+O-/)BTU0�+I+?0KG�7:*F+ � :��L�8�6� ! �6�����6�,���A�L� ! �<�I��� ! �6�L�%���,���?�1�3�M¸
�����<�9� ! �
�L� ! �<�9�����6�L�G���I� ! �G�6³"�^���<�<� � �J�L� ��� ! �9�L�,�6�����6�L�I� ! �6�)�C���,�9�����6�G�<�V�µ�L�3���l�B�I� ! �6�L��Å

{
Σ = ( Σ11, Σ22, Σ33, Σ12, Σ23, Σ13 )

E = ( E11, E22, E33, 2E12, 2E23, 2E13 )

½1Ô6Ô6Ô?� " Á

� ! �%�L�3� � � ! ���9�6� ! �3���j�9�I�<� � �9�]���G�L� ! �<�I��� ! �6�L�
�������?�N�3�<�����<�9� ! �����3���6�B�6�L�&��� � �J�L�8�L�6�����9�3�6��� ! �]�L�3� � �V¸
! ���9�6� ! �b���9�I� ! �,� ! �6���<�/� ! �:�G�<�V�
�L�3���l�B�I� ! �6�L�G���9�<�<� ! ���6�L�
���

Σ
���,���

E
�

���
	���
���	 �����	���
$R���%�?���������9�B���9�A�I�C���<�/���^� ! �

P
1 �����?¹ ! � �C���,�2�^�L�3� � � ! ���9�6� ! ½1Ô6Ô6Ô?� � ÁJÅ

P
1 = ( Σ11 6= 0, E22 6= 0, Σ33 = 0, Σ12 = 0, Σ23 = 0, Σ13 = 0 )

½1ÔIÔ6ÔF� � Á

�L�<�
�3���j�9�6�<� � �9�B�C���9�3�6� � �J�]�9�A�I�C���<�/���^� ! �
P

2 �J���?¹ ! � �C���8�2�^�L�3� � � ! ���9�6� ! ½1Ô6Ô6Ô?� � Á ! �]�b���L�6�(�C�3� �

P
2 = ( Σ11 6= 0, E11 6= 0, Σ33 = 0, Σ12 = 0, Σ23 = 0, Σ13 = 0 )

½1ÔIÔ6ÔF� � Á

✘

�����	��
���
 ��� � � �3� � ������$�� ���"����� � �	�C��!i�"$�� �
Ó
���/� ! � ! �(���L�I�3�<�����9�u�<���S�2� ! �3�<�9� ! �������3����� ! �8���8�I�C���<�/���^� ! �6� ��Ã��3�j�^�Z���6�L���9�6�8�����U�I�C�#���:�<�6�L�\Ô

����Ô6Ô?�B�:� ! �3�J���L�<�\� ! ���<�:�9�%���%�L� !�! ���9�<�6�>�C�3��´'�C�3�X�b� ���9�<�6�3�:�6�]���µ�I�C���<�/���^� ! �
P

��Ô=���<���^� � �l�3���V���3���/�3�:�
�^� ! ��� ! �3�<�6�^���<�J���j���L�W���I���6�A�:�:�j�:�6�L�������j�I�L�/�3�:� � �3� ! ���W�L�j�I�C���<�/���^� ! � �  "! �<�����l�B�6�E��� ! � � �J�E�9�L�
�6�3�:�:�9���:�I���<�9� ! �,�:���l�B�6�L�L�,´U�2�U�L���:�:���9�W��� � �3�6�B���L�3� � � ! ���9�I� ! �G�3���j�9�6�<� � �9�L�
���

n
�I�C���<�/���^� ! �6�G� ! ������� ! ¸

�J� ! �6� ���6� ! �8� ! ���:�J�6�L�,�J� ! ���9�<�l�3�:³/�L���6�A�L� ! �/�?���
D

�����?¹ ! � �C���O½1ÔIÔ6ÔF� � Á(���8�6�����6�L�6� ! �6�A¹J�B���6�AÔ6Ô6Ô?� Û �J� ! �
�9�W� �3�,�&2

n = 2
�

D =

{
P(t) | P(t) =

n∑

i=1

µi(t)P
0
i , µi ∈

[
µ−

i ,µ+
i

]
}

½1Ô6Ô6Ô?� � Á

Â]� ! �[�L���<�6�m���?¹ ! �:�<�9� ! �X�9�L� � �C� ! �<�:�6�L�
P

0
i

�6� ! �[���L�µ�6�C���<�/���^� ! �6�[� ! �:�<�2����� �?� ���<�:�^�L�µ� ! �6���<�^�L�[���
�L� ! �<�I��� ! �6�L�]�3�È���?�N�3�<�����<�9� ! �
���3���6�B�I�L�&��� � �J�L� �
S*��� J2� � % ! # 34� +-! #2#-� LONPL�'�/ #$+*� N � ')3UL /2��3 �&% ��(]M�!�.KT �
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	 ��� ��� � ��� � � �]� ��� 
������ ��	�� ��� ��
�� ��������	

D

P
0
1

P
0
2

P(t)
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� 	��������
	 	 �����	���
:��4�l�3�:³/�L���6�m�L�<�^�I�J�3�9�<�
�6��� � �J�n�b� � ! ���È�6�L�^�6�3�j�^���6�µ�6�3�:���L� ! �N� ! ���±� �/�L�È�b���3�<�:�B� ! �B��Ã��È�6�J�3�V� �L�<�
��� � �:�<�I���:�6�f�����9�,�6���/Ç��G� ! �A�:���l�3�<�I� ! �L�f� �#���:�I���9�B� � �J� ! �3�J�G�?���l�B�6���6� ! �G� ! �����I���:�R���m�I�C�#���:�<�6�OÑ �9�3�6�
���W�b���?�����:�9� ���<�9� ! ���]�2�E�9�L���<���6�W���L�,���3����� ! �L�%���]�6�L�<�9�<�I� ! �L�W� � �6� ! �J�f½1�C���I���B�I�#���J�n½5ÑU�:¾B� Û ����ÁIÁ?�

❏
� �
	 � 
���	 �����	��

É �<�:�<�6�A�����?���������9�B���<�l�b��� ! �6�>���2�3�L�W�J� ! ��� ! �L� �C�3�L�A���A���:�^� ! �<�9� ! �������i½

n = 2
Á?���b� � ! �A���L� � �3�6�L�,���

�I�C���<�/���^� ! �6�>�l�B�6�<� � �9�A�L�<�8�2�j�6���:�3� ! �6�uÅ
{

P
0
1 = ( Σ11 6= 0, Σ22 = 0, Σ33 = 0, Σ12 = 0, Σ23 = 0, Σ13 = 0 )

P
0
2 = ( Σ11 = 0, Σ22 6= 0, Σ33 = 0, Σ12 = 0, Σ23 = 0, Σ13 = 0 )

½1Ô6Ô6Ô?�²¿/Á

ÂA� ! �G�L�A� �3� ���6�3���
�6�C���<�/���^� ! �G�:���l�B�6�W�I���I�E�L�3� � � ! ���9�6� ! �:� ! � ���:�6�O���L�8�/�L���6�����6�G��� � �3�6� (
P

0
1,P

0
2

) � �

✘

�B�B�"� -S�
� �Ù£C��� ¦ ®u�8£C¬ /(£¾f�£C = °�\ =£C¬ /(£��\¡�¬�£

�R� ! ���9���^� ! � ���9�L���6�C���<�/���^� ! �6�
���I� ! ���:���l�B�6�L�8´W�2�f�L���:�:���9�]��� � �3�6�B�"�L���:�9�?¸=�����L�<�8�L� ! �<�9�����6�L�]�L�3�j�^�
� ! �%�j�9���6�B�<�<�<�J���<���6�B���6���X�2� � �J���:�9�
�:�l�L�<�8���9�3�6�V���B�6�6� � �9�G���"���B�I���\�6�3���=���6� � �9���^�]���
�6� ! �J�]�^�L� � ! � � �J�B�
� �J�U�L�U�I�3�:�%��� ���3� ! �A���O���J�f���U�b�����2�3�<�<�9���:�6�B�l���f�b�²�3�J�#���I���<�9� ! �3�Ù���O�b�²� ! ���:³��6�f�:�:�j�:�6�B� $R�B�6���A�L�U�=³����
���'���6� � �9���^�f�6���,�2�j�L���:�:���9�O��� � �3�6�B���6�3���%�L�3�j�^� ! �3�J�G�b�²�L�/� ! �"���B�6�O�<���,� ! �j�:�:�9���`�<�<�9���:�^� ! �<�9� !�! ���
� �J���9�L� ! � �J���\���O�I�C�#���:�<�6�����6�L�L�L��� ! � ���:�����:� � �J�X���9�3�6�����u�L� ! �<�9�����6����� ! �(���������9���^�\�L���:�:���9�X��� � �3�6�B� ���:�6�
���
�6�?�1���6� ! �L�B���6�3���\�L�3�j�^�,�:���A���6�
�L� ! �<�9�����6�,� ! �j�:�:�9��� Û Â ���,�6�?�1���6� ! �L�U½�¹J�B���6�
Ô6Ô?� Ú Á?��Ã����<�6� ! �3���/���:�9�
�L���:�:���9�¶�L�<�n���?¹ ! �9�g���m�2�i�N�21L� ! �<���:�B� ! �6�uÅ����:�9� ���B�6�I�L���È�9�L�µ�^Ç��^�L�n� ���I�3���6���<�9�<�<� � �J�L�n�/�L�3�^���<�<� � �J�L�
� �J�W�2�^�L���:�:���9�O�6�L���:�9�B�C�����9� ��� ! �A�N�3�9�
�I�3���j�9�6�f�����
�^Ç��^�L�%�6�C���<�/���^� ! �6���K�6���l� ! �m���A�N�21L� ! �����6���^� ! �
���2�3�6�<� � �J�B� $S���E� ! ���9�3�B�9�
�L�/�L�µ�9�µ�6�C�#���:�<�6� ���6�L�L�L��� ! � �u� ! �6�����6�L�6� ! �6��¹J�B���6�nÔ6ÔIÔF� � �2�`�L���:�:���9�n��� � �3�6�
�6�L���:�9�f���2�3�<�6�&���2�3�<�<� � �J�)�C���M�b���:�6�B� ! �3�6�L�AÑ]Ò(ÓO�����
�2�j�L���:�:���9�W��� � �3�6�O���]�6�?�1���6� ! �L�'�����6���^� ! �G���2�3�6�<� � �J�B�
! �3�6�L�OÑ%Ò\Ó (e) �
� ��I�!�J-3XM2�OJ2.0+*�,+�T  '�L"� . o .�� 34�PM�! 3  � 3 '�J>N9R '�M#L  34��� �
�	���
% � .  �� m�� +]L"34� .4')#2. #2!  L ! #$+ % T N R-� �"� � �
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(Σ,E) (Σ,E)

σ,ε,εp σ(e),ε(e)

Ñ]Ò(Ó Ñ]Ò(Ó (e)

x1

x2

x3
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	���
 �����U} �����Us w�{K~�{�|6v]qfs �Uq �
�
q��Et6~ �,s suzG{C}�s�� ��� � �,xuzUxu|6wK~�{K|��,z sR{
~ �U~��O{�~�{K|��,z

É ¹ ! ���È�<�I���:�6���µ���È�b�²�3�J�#���I���<�9� ! ���È�����6���<�2����� �J���6���6�3�/� ! �L�
´Ù�j�9���6�B�6�<�<�J���<���6� �l���<�9�"��� � �J�B�\� !
���6�L�6� ! �6�j�J� ! �]� ! ���6���j�9���A�6�����J� ���9�U�L�3�����2���/�B��� ! � ���:�6�E���L�%�<�I�L�B�����¶����Õ�ËlÏ ������×¯½ Ú ÀBÀBÀ/Á?�l� ! �<�6�E�9�
�<�J�L�3�6���^�È�<�I���<� � �J�
���mÊ¤×C¼ ��Ðr���j�2�g�<�J�L�3�<�9�È���n�b� �J�3�^�3�/� ! ���9�I���<�9� ! �l���<�9����� � �J�B��:��g�^���<�J�"���3�9�3�B�9�
�L�<�%�6�:�j�:�2���:�6�E´[�L���:�9�E�������9� ³/�L�3�C���fÕ�Í�ÖRÍ�×�Ø ½M¾ ¿ �BÚ Á;���3���]�L�3�����9���]�b�²�#�����6�"�I�J�j�<�I���<� � �J�U���f�b�²� ! ���:³��6�
�:�:�j�:�6�����S�b� �J�3�^�3�/� ! ���9�I���<�9� ! �l���<�9����� � �J�B�  "! �6� � �3�6�X��� ! ���<���R�9���<�J�L�3�6���^��Ô6ÔF�:¾B�������9�R�b��� ! �^� ! �<�6� � �J�
�L���2�µ�6���"�9� ! �f´[�6�L�6�3�J���6�E� ! ���6� � �9���^�^���E�������:�j�9�I���<�9� ! ! � ! �:� ! � ���:�6�^�6�3�J�A�L� ! �<�I��� ! �6�L� �����W� ! ¹ ! � !
�6��� ! �<�6�������:�
�2� ! �3�<�9� ! ���A�L���������9� ! �
���A�I�L�����<�:�6�B�C��¹ ! ���A��� !�! ���,�9�A���3����� ! �W���]�B���:�9���:�6�W���
�6�L�<���:�I���
¹ ! ���b�

�B�B�����S�°� !u��§�© �\ =¡�¦B«=��¥ /X� f����(�� b¡l¢�£

:(��� ! � ! �L�W���n�<�J�L�3�6���^�A�L�3�����9� ! �]���B?l���6�A���%�b��� ! � ! �L�A���n�<�J�L�3�6���^��½1Ô6Ô?�:¾�Á � �J�>�C�����9�G�N���:� � �J�G�9�L�
�L� ! �<�I��� ! �6�L�G�6� ! � ���L���<�6�G�N�3�9�M¸=���b���?�����<�:�^�L�L�8�6�����2�U�L���:�:���9�]��� � �3�6�uÅ����:�9�L��������� ! ��� ! �
��� ! �%�6�3� · �3���6�8���
�6�����J� �"´W�b���?���L�����<�9� ! ���L�\�L� ! �<�I��� ! �6�L���6�L�<�9���J���:�9�L� �"�����9�\�������9���^� ! �8���,�2�A�B���<�2� � �9�
�����L���C�3�L�,�j�9���6�B�6�L��¸
��� � �J� x

�����L���<�:�B� ! �G�2�E�L���:�:���9�W��� � �3�6�B�

"$#&%�' �)(�� 	 �����	� �
* � �:���?���9�<�6�\� ! �I�C�����U���X�L� ! �<�I��� ! �6�L�R�6�L�<�9���J���:�9�L�R� ! �����l� ! �J� ! �S���O�6�����J�

ρ̄ : x ∈ V 7→ ρ̄(x)
�

�6��� � �J�uÅ
F
(
σ(e)(x,t) + ρ̄(x)

)
≤ 0 ∀ x ∈ V

��� ∀P(t) ∈ D, ∀t

���9�3�6�j�9�n�����6���<�2���ª�J���6���6�3�/� ! �È� �²�3�J�#���6� �l�3���j�6�3�J�j�9�L�j�<�I� · ���6�^���
�I�C���<�/���^� ! �6�
P : t ∈

[0, + ∞] 7→ P(t) ∈ D
��ÂA� ! �,�L�W� �3� ��� ! ���:�I� � ��� �:��³
�j�3�J�#���I���<�9� ! �l�3���8�9�W���3����� ! �

D
�

 "! ���6�L���9�6� � �J� σ(e)(x,t)
�/� ! �L�3�6� ! �3�6�

σ(e) �B�L�<�(�b�����I���X���
�L� ! �<�I��� ! �6�L�V�����6���^� ! �X���2�3�<�<� � �J�L�\� ! �/� ! ���6�
�C���,�9�A�6�C���<�/���^� ! �

P(t)
Å

σ(e)(x,t) ≡ σ(e)(x,P(t))
½1Ô6Ô6Ô?�:¾ À/Á
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Ô°�u³g�n��� ! �^�3�J�#���I���<�9� ! ���E�2�n�L���:�:���9�j��� � �3�6�j�<�u�9�E�6�C����� �6�L�<���:�I� ! �f���E�2�n�6�3�j�^�j���L�W�L� ! �<�I��� ! �6�L�
�����6���^� ! �j���2�3�<�<� � �J�L�f���f���L�f�L� ! �<�I��� ! �6�L�E�6�L�6�9���J���:�9�L�f�L� ! �<�<�:�<�J��� ! ���I���U�����L� ! �<�I��� ! �6�L�E�����6�L�����<�:�6�B�
� �J���9� � �J�j�6�3�:�A�9���l�3� ! �f���j�2�n�L���:�:���9����� � �3�6�����A�9�j�<�I� · ���f���j�6�C���<�/���^� ! �6�E�L� ! �<�9�����6�L�����B���L�<�M¸°´�¸=���:�6�
� �J�uÅ

σ(x,t) = σ(e)(x,t) + ρ̄(x) ∈ F (x) ∀ x ∈ V
��� ∀ P(t) ∈ D, ∀t

½1Ô6Ô6Ô?�:¾B¾�Á

�B�B�"���S� - ��§�� �X 9�C©±£C¬�f�£C = °�\ =¡l«=§/£C¬µ�X�\§/£C©±£C¥�¦��C =¡�¬�¦/« 8R�\£C¬

:��,�I�C�����µ���,�L� ! �<�I��� ! �6�L���j�9���6�B�6�L�&��� � �J�L�+�����6���^� ! �����2�3�<�<� � �J�L� σ(e) �L�6�X���9�3�6�X�I�3�:���<�9� ! ��� � ! ���6��¸
� �9���^�A�������2�3�6�<�9���:�6�<���B�6�]�<�����2�E�L���:�:���9�]��� � �3�6�B�CÃ��>���6� � �9���^�A�L���:�:���2���:�6�A�L�<�8� ��� � �J�]�<�����9�L�=���6� � �9���^�L�
���W�9�"� ���:�9�I���<�9� ! ���6�L�6� ! �6�L� �C�6���9� ! �9�]�=³��l�W���A�L���:�:���9�O��� � �3�6�B�K����� �C���I���B�I�#���J�L�%ÔF� Û � � ��Ô?� Û � " ���,Ô?� Û � � �

�����	��
���
���� � ���1�5�"���	�i!#� �/� �C�L� ��� �B�������
� �3� �R�1!i��$�������$�$��
���5��� �
� � ������
 �����
ÂA� ! �
�9�U� �3�G��� � ! �E�L���:�:���9�U��� � �3�I�O�<�<�9���:�^� ! �<�9� !�! ���:�9� ! � ���6�L�6� ! �I� ! � ! ���<�6�3� ! ��¹C�6�<���6�B���L�L�;���6��¸

� �9���^�L�E�6� ! �U���2�3�I�<� � �J�L�O�"�9�<¸°´�¸b�"�9�f���L�f� � �C���<�9� ! �E����� � ���:�:� � �6�µ���f���[�L�3���C���<� � �:�:�:�6�B�S�����9�O�^���<�6� ! �E� !
�:���j�9���6�O�9�A�L�3�����2���/�O� ! �<�6�A�9�L�
�������n�<�J�L�3�<�9�L�G��� ! �:�/� ���`���L�Z���3� ! �6�
�<���:�B� ! �6��Å

Æ ���>�C�����9��������� ! �������<� � �J�%�b���9�I� ! ��� ! �6���<�/� ! �:�
� ! �������2�3�L���^� ! �(�l���<�9�"��� � �J�B�  "! �I�#���l���:�9�A� ! � ?l���
� ����� ! �<�J�L�3�<�9�^���E�b� �J�3�^�3�/� ! ���9�I���<�9� ! �l���<�9����� � �J�B�l�9�j�������2�3�L���^� ! �f�L�<�W�6��� ! ���j� ! ������� �C���<�<�9�L�
½5�/�3�:�(�C���I���B�I�#���J�fÔF� Û � � � � �J� � �C���<�9� ! ½1Ô?� � À/Á<Á�Å

u = E.x + up � r ´j���?�N�3�<�����<�9� ! �:���l�B�6�L�
u = 〈ε〉V .x + up � r ´j�L� ! �<�I��� ! �6�W�:���l�B�6�L� ½1Ô6Ô6Ô?�:¾ Ú Á

Æ ��� �C���%�9�����6�A�L� ! ���:�<�9� ! �W�����g�:�:�j�:�6�L� �l���L�L�3���2� ! �W���E�L���<�6�E��� ! �������<� � �J�È½5�/�3�:�A� � �C���<�9� ! �^½1ÔF� Û#" Á
���O½1Ô?� Û ¿/Á�� �C���I���B�I�#���J�L�GÔ?� Û � Û � � ���
Ô?� Û � Û ����Á�Å

{
up � r �l���<�9�"��� � �J�A�<���

∂V

σ.n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�O�<���

∂V

´E���?�1�3�<�����<�9� ! �:�����B�6�L�

{
up � r �l���<�9�"��� � �J�A�<���

∂V

σ.n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�O�<���

∂V

´E�L� ! �<�I��� ! �6�f�:���l�B�6�L�
½1Ô6Ô6Ô?�:¾ Û Á

Æ ���"�C�����2� ! ���<���6�]�B�9� � ���9�]���
�6�C���<�/���^� ! � �CÒ ! � ?���� �"�L�3�j�^�<���6�L�6� ! �6�W���E�C���I���B�I�#���J�AÔ6Ô6Ô?� Ú � Û �²���
�9�A�6�C���<�/���^� ! �%�L�6�8�:�����B�6�L�O� ! �^� ³/� !�! �uÅ

{
〈ε〉V = E

´j���?�N�3�<�����<�9� ! �:�����B�I�L�
〈σ〉V = Σ

´j�L� ! �<�I��� ! �6�f�:�����B�6�L� ½1Ô6Ô6Ô?�:¾ � Á
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 "! �j���9�3�6�G´U�6�L�6�3�J���6�uÅ
É �����6�"�I�J�W���?�N�3�<�����<�9� ! Å

P
(e),cl
d � f

É �����6�"�I�J�W�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ
P

(e),cl
cont

E
��� !�! �L�

Σ
��� !�! �L�

*��6�3���/���
up � r,(e),

���
σ(e) � � � �LÅ *��6�3���/���

up � r,(e),
���

σ(e) � � � �LÅ




�S��� σ(e) = 0
�J� ! �

V

σ(e) = d : ε(e)(
〈
ε(e)
〉
V

.x + up � r,(e))

up � r,(e) �l���<�9����� � �J�A�<���
∂V

σ(e).n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�O�<���

∂V〈
ε(e)
〉
V

= E





�S��� σ(e) = 0
�J� ! �

V

σ(e) = d : ε(e)(
〈
ε(e)
〉
V

.x + up � r,(e))

up � r,(e) �l���<�9����� � �J�A�<���
∂V

σ(e).n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�O�<���

∂V〈
σ(e)

〉
V

= Σ

�����	��
���
���� � � �����B�����������u$��"���(����� �K���"���
	S� � ���1� ���������"� � � $�� �5� ����� � � $
* ���b��� ! �L� ! �<�9�����6�µ� ! �n�L���:�:���9�n��� � �3�I�[�6�����6�L�I� ! �I���<�:�/�
��� � ! �n�<�<�<�J���<���6�[¹ ! �
´m� � �"�:�6�L�j�6�3�:�:�9���:�6�L�

�J� ! ���6� ! ���2� ! �u�2�¶��� ! �������<� � �J� ½1ÔIÔ6ÔF�:¾ Ú ÁO�6�L�<�6�n�B���2� � �9�B�u�^��³/� !�! � ! �n�2�g�6�L�<�<�<�9���<�9� ! ½1Ô?� �B� Á��S�����9�^�9�L�
�L� ! ���:�<�9� ! �W�:�:�j�:�6�L�W���/�3�:�J� ! � � �J��� � �J� �l����� :��L�)���6� � �9���^�L�O���E�9��� ���:�9�I���<�9� ! ���6�L�L�L��� ! �6�f�6� �C���<�<�9�����2��¸
�<�9�6� ! �O��� ! ��� ! ½5�/�3�:�W�9���C���I���B�I�#���J�[ÔF� Û � " �l�3���)���:�J�O���j�����I���:�9�f�<���W�9�L�W���?¹ ! �:�<�9� ! �U���E�2�
�L���:�:���9�^���
� �3�6�W���,���A�b���&�l���I���6�����,�^� ³/� !�! �f�<���,�L���<�6�W�L���:�:���9��Á�Å

É �����6�"�I�J�O���?�N�3�<�����<�9� ! Å
P

(e),cav
d � f

É �����6���6�J�W�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ
P

(e),cav
cont

Ẽ
��� !�! �L�

Σ̃
��� !�! �L�

*��6�3���/���
up � r,(e),

���
σ(e) � � � �LÅ *��6�3���/���

up � r,(e),
���

σ(e) � � � �LÅ




�R��� σ(e) = 0
�J� ! �

V ∗

σ(e) = d : ε(e)
(〈

ε̃(e)
〉

V
.x + up � r,(e)

)

up � r,(e) �����<�9����� � �J�O�<���
∂Vlat

σ(e).n
� ! �<�V¸U�l���<�9����� � �J�f�<���

∂Vlat

σ(e).n = 0
�6���

∂H ∪ ∂Vsup ∪ ∂Vinf〈
ε̃(e)
〉

V
= Ẽ

���m�6� ! �,���^½1Ô?� � " Á





�S��� σ(e) = 0
�J� ! �

V ∗

σ(e) = d : ε(e)
(〈

ε̃(e)
〉

V
.x + up � r,(e)

)

up � r,(e) �l���<�9����� � �J�A�<���
∂Vlat

σ(e).n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�O�<���

∂Vlat

σ(e).n = 0
�<���

∂H ∪ ∂Vsup ∪ ∂Vinf〈
σ̃(e)

〉
V

= Σ̃
���`�6� ! �,���^½1Ô?� � � Á

�����	��
���
�� � � ���5�5� � � �R�È��
��\����� � � 
 ���"�������3� ���R��
 �����
Ò ! ¹ ! �R�9�n����� ! �9���U�°³%�l�µ��� ���6� � �9���^�L�^�L���:�:���2���:�6�L�3�����6���^� ! �^���2�3�<�<� � �J�L�U�L� ! �L��� ! �µ�9�L� ���6� � �9���^�L�

�?�����<�:�^�L��� ! �6���<�^�L�X���%���?�1�3�<�����<�9� ! �8�3�µ�L� ! �<�I��� ! �6�L�8�/� ! ���I���:�9�6�L�L� ��:��O�^���<�J�"���3�9�3�B�9�%�6�L�<�6�G�2�W�^Ç��^�B�
�����9�O������� ���3� ! �6�O�L�6�I� ! �<�9���9�O���B?����6� ! �U���#� �3���6�^�/� ! ���I���X���?¹ ! � �C���[½1Ô6ÔIÔF�:¾ Ú ÁG���[½1Ô6ÔIÔF�:¾ Û ÁU½5�/�3�:�'�C���I��¸
�B�I�#���J�WÔF� Û � � � � Á�Å

Æ �9�L�%�6�C���<�/���^� ! �6�]�:���l�B�6�L�%´j�2�^�L���:�:���9�f��� � �3�6�f�6� ! �%���L�G�I�C���<�/���^� ! �6�]�/� ! ���I���:�9�6�L���C�B���L�<�M¸°´�¸=���:�6�
���L�
���?�N�3�<�����<�9� ! �
���W�^��� � �I� ! �O���G���]ÄC�?���9� !

(E,K)
���
���L�,�L� ! �<�I��� ! �6�L�]���]�^��� � �I� ! �U���,���

ÄC�?���9� !
(N ,M )

�
Æ �2�j��� ! �������<� � �J�O�������9� ! �
��� ! �W� ! �W��� ! �������<� � �J�O���)���2� � �J�B�C���?¹ ! �9�)�C���f½1Ô6Ô6Ô?�:¾ " ÁKÅ

ε(u) = E − x3K + ε(up � r)
½1Ô6Ô6Ô?�:¾ " Á



¿ � ��� ���/�U�
���<���������>����� �9���
��
 �$���
	 ��� ��� � ��� � � �]� ��� 
������ ��	�� ��� ��
�� ��������	

:��W�6�C�����
σ(e) �L�<�,��� ! �O�6�3�:���<�9� ! ���]�b� � ! ���L�Z���6� � �9���^�L�%�L���:�:���2���:�6�L�
�6���:�3� ! �6��Å

É �����6���6�J�W���?�N�3�<�����<�9� ! Å
P

(e),plq
d � f

É �����6���6�J�O�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ
P

(e),plq
cont

(E,K)
��� !�! �L�L�

(N ,M )
��� !�! �L�L�

*��6�3���/���
up � r,(e),

���
σ(e) � � � �LÅ *��6�3���/���

up � r,(e),
���

σ(e) � � � �LÅ





�R��� σ(e) = 0
�J� ! �

V

σ(e) = d : (E − x3K + ε(up � r,(e)))

up � r,(e) �����<�9����� � �J�O�<���
∂Vlat

σ(e).n
� ! �<�V¸U�l���<�9����� � �J�f�<���

∂Vlat

σ(e).n = 0
�6���

∂Vinf
���

∂Vsup





�S��� σ(e) = 0
�J� ! �

V

σ(e) = d : (E − x3K + ε(up � r,(e)))

up � r,(e) �l���<�9�"��� � �J�W�<���
∂Vlat

σ(e).n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�O�<���

∂Vlat

σ(e).n = 0
�<���

∂Vinf
���

∂Vsup

〈σαβ〉V̄ = Nαβ

〈−x3σαβ〉V̄ = Mαβ

�F�3�6�C� ! � � �J�W�9�L�8�6���2���<�9� ! �f½1Ô?� "#" Á��6� ! �
�6�3� · �3���6�
�3���2� � �9�L� �

�����	��
���
�� � � ��$��
� ����� �K$��
$��3���\�6�L�<���^��� � ! �3�J�(�6���6� ! �\��� ! �,���^� ! �L�X´%�<�I���:�6���\�<�V�U�=³����L�u���(���6� � �9���^�L�\�L���:�:���2���:�6�L�\���2�3�6�<� � �J�L� �

���B?����6� ! �6�G�9�L�8� ! �G���L�
�����<�6�L� �J�6�3�:�Z�C���
�9�L�,�L� ! ���:�<�9� ! �
�:�:�j�:�6�L���J�6�3�:�(�C���8�9�W�I�C���<�/���^� ! �]���,�2�j��� ! ������¸
�<� � �J���:���l�B�6�L� �BÃ������ ! �J� ! � � � �J��� � �J���6�3�:�S�9�X�°³%�l�����8�L���:�:���9�8��� � �3�6�A½1Ô6Ô6Ô?� Û � Ú �²����Ô6ÔIÔF� Û � Ú � � �3�jÔ6Ô6Ô?� Û � Ú ����Á?�
�b��� ��· �L���<�V���6�L�6�6�G�6�3� · �3���6���9�%�^Ç��^�uÅ�� ���9�����9�����9�L�8�L� ! �<�I��� ! �6�L�Z�����6���^� ! �,���2�3�<�<� � �J�L�8� ! �/� ! ���6�L�L�=�C�����9�L�
�I�C���<�/���^� ! �6�E���3���6�B�6�L�&��� � �J�L�U� ! ���?�N�3�<�����<�9� ! �3�#� ! �L� ! �<�I��� ! �6�B�!$S���O�2�È�<���:�6�B��� ! �3���&���6�µ��� ! �^�2�
�L� ! �/� ! �<�9� ! �<���:�B� ! �6�uÅ

Æ �9�]�6���<�^�A�/� ! ���<� � �J� P
(e)
d � f

���L�6�:� ! ���I�j�6���9� ! �9�A� �3�
P

(e),cl
d � f

�
P

(e),cav
d � f

�3�
P

(e),plq
d � f

�
Æ �9�]�6���<�^�A�/� ! ���<� � �J� P

(e)
cont

���L�<�:� ! ���I�^�6���9� ! �9�A� �3�
P

(e),cl
cont

�
P

(e),cav
cont

�3�
P

(e),plq
cont

�
$(�6�L���9�6� ! � � �J�u���L���L�3���l�B�I� ! �6�L���j�V���6�L�����u�2�����?�N�3�<�����<�9� ! �������u�2���L� ! �<�I��� ! �6�+�������/� ! ��Ç��<�6�u�:���l�B�6�L�L� �
�L�3�j�^�O� ! ��� � �J�'�C���,�b���?���������9�[½1Ô6Ô6Ô?�:¾�ÁF�KÃ����l� ! �J� ! � �K�<�I���:�I� ! �G�I���C���6���^� ! � �l���m�6�C�#���:�<�6�fÑU�J�9�L�
� �3�
� !
���?�N�3�<�����<�9� ! ���È� ! �L� ! �<�I��� ! �6�B�%� ! ! � ���6�L�6� ! �6� �C�3�È�J� ! �
�2�d�<���:�6�i�9�L�E���6� � �9���^�L�g�3�6�I�"���9�L�È´d�L�L�
�I�C���<�/���^� ! �6�%�j�V���6�L� �

�B�B�"���S��� ��§�� �X 9�C©±£C¬n¡���� f���¥�¦B§/¡�«°¥�¦B£C¬È§ �C¬3«	/X�(£C ° b£C¬
Ô=��� ! �B�j���W�^Ç��^� ���3���G�9�L�
�L� ! �<�I��� ! �6�L�]�6�L�<�9���J���:�9�L�

ρ̄ � �����6� ! � � � �C� ! �M¸°´�¸=���:�9�L� � V
¸U�����<�9����� � �J�L�G���

�����6��¸=� � ���:�:� � �6�L�L� �RÒu�:�9�L�W�/���<�V¹C� ! �U��� ! �^�9�����6� � �9���^�`½1Ô6Ô?� Û�� Á?� �l�B�6�j�<���W�2�È�L���:�:���9�^��� � �3�6�^���O�^�"���V¹C�
�C����Å

Æ �9�L�,�L� ! ���:�<�9� ! �%���)�l���<�9�"���9���:�6�uÅC� ! �<�V¸U�����<�9�����9���:�6�U���
ρ̄.n

�<���8�6�3���
�3�4�C���<�<�9�W���
∂V

� ! �N� ! ���<�9� !
���µ�=³����]���"���6� � �9���^�]�<�I���:�6�B��Ã��L���L� ! ���:�<�9� ! �
�3�I�<���6� ! �,���9�3�6���b��� � ���:�:� � �6�A���%�6�C� � �J�]�L���:�:���9�W�L�/�L�
�6�L���/�3�9�<� ! �L���

Æ �9�L�]�L� ! ���:�<�9� ! �A���O�^��³/� !�! �uÅ 〈ρ̄〉V = 0
½1�&2g�b���&�����I���6����� 〈...〉V

�L�<�%���?¹ ! �S� ! �1� ! ���<�9� ! ���¶�=³����
���(���6� � �9���^�%�<�I���:�6��Á?���3�6�<���I� ! � ���9�3�6� � �J�,�b��� ! �<�I�L�B���:�:�9�]´O�L� ! �<�I��� ! �6�%�:�����B�I�L�B� � �J�,�2�W�6�3�I���:�:�6�%���
�6�C���<�/���^� ! �G���3���6�B�I�L�&��� � �J�W�L�6�,�6�L���������6�A�C���8�9�L�
�L� ! �<�I��� ! �6�L�;�����6���^� ! �G���2�3�<�<� � �J�L� �
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��°� �"	 �9���
�������A�C����
�� �/� � ��� ��� �
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�� ��� ��� 	����
��
 � �]� � ����� �9���
��
 � ���

�����	��
���
 � � � ���1�5�"���	�i!#� �/� �C� � �	� �B�������n� �3� �R�1!i��$�������$�$��
���5� � � � � � ����
 �����
* ���:�3� ! � � �J�E�b��� ! �<�I�L�B���:�:�9��´
���?�N�3�<�����<�9� ! �3�#´È�L� ! �<�I��� ! �6�[�:���l�B�6�L�B�l�9�^�6�C�����

ρ̄
�L�<�O��� ! �E�6�L�M¸

���L���<�:�/���^� ! �G�6�3�:���<�9� ! ���
P

(r),cl
d � f

���
P

(r),cl
cont

Å
É �����6�"�I�J�W���?�N�3�<�����<�9� ! Å

P
(r),cl
d � f

É �����6�"�I�J�W�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ
P

(r),cl
cont

E
��� !�! �L�

Σ
��� !�! �L�

*��6�3���/���
ρ̄

� � � �LÅ *��6�3���/���
ρ̄

� � � �LÅ

{ �R��� ρ̄ = 0
�J� ! �

V

ρ̄.n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�W�<���

∂V





�R��� ρ̄ = 0
�J� ! �

V

ρ̄.n
� ! �<�V¸U�����<�9����� � �J�O�<���

∂V

〈ρ̄〉V = 0 "! ���6�L���9�6� � �J�%�2�U������� ! �J� ! �L�O� ! �6�����J�8���
ρ̄

�L�<���:�����:�9���:�6���^� ! �G�/���<�V¹C�L�B���L� � �����?� ���:� � �J�%�2�U���9� �C��¸
�<�:�<�9� ! ���A�b��� � �C���<�9� !�� ˙̄ρ = 0 ∀ t ≥ 0

� �J� ! �,�9�L�(���6� � �9���^�L�
P

(r),cl
d � f

���
P

(r),cl
cont

�

�����	��
���
 ��� � � �����B�����������u$��"���(����� �K���"���
	S� � ���1� ���������"� � � $�� �5� ����� � � $
ÂA� ! �8�9�A� �3�8���A�<�<�<�J���<���6�L��¹ ! �L�
´E� � �"�:�6�L����� ! �6���<�6�3���/�A�9�L���^Ç��^�L�8�^�����V¹C� ���<�9� ! �
���L�8�L� ! ���:�<�9� ! �

�:�:�j�:�6�L� � �J�<���3���,�9�<���6� � �9���^�'�����6���^� ! �%���2�3�<�<� � �J�B�
É �����6�"�I�J�W���?�1�3�<�����<�9� ! Å

P
(r),cav
d � f

É �����6���6�J�O�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ
P

(r),cav
cont

Ẽ
��� !�! �L�

Σ̃
��� !�! �L�

*��6�3���/���
ρ̄

� � � �LÅ *��6�3���/���
ρ̄

� � � �LÅ





�R��� ρ̄ = 0
�J� ! �

V

ρ̄.n
� ! �<�V¸U�����<�9����� � �J�O�<���

∂Vlat

ρ̄.n = 0
�<���

∂H ∪ ∂Vsup ∪ ∂Vinf





�S��� ρ̄ = 0
�J� ! �

V

ρ̄.n
� ! �<�V¸U�����<�9����� � �J�O�<���

∂Vlat

ρ̄.n = 0
�<���

∂H ∪ ∂Vsup ∪ ∂Vinf

〈ρ̃〉V = 0
���È�I� ! �,����½1Ô?� � � Á

�����	��
���
 � � � ���5�5� � � �R�È��
��\� � � � 
 ��� � ���3�����S��
 ���
Ò ! ¹ ! �
�l�3���,���L�8�j�:�:�9�����È���A�°³%�l�<���2� � �J�A�����<�9����� � �J�B�C� ! ��Å

É �����6�"�I�J�W���?�1�3�<�����<�9� ! Å
P

(r),plq
d � f

É �����6�"�I�J�W�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ
P

(r),plq
cont

(E,K)
��� !�! �L�L�

(N ,M )
��� !�! �L�L�

*��6�3���/���
ρ̄

� � � �LÅ *��6�3���/���
ρ̄

� � � �LÅ





�S�2� ρ̄ = 0
�J� ! �

V

ρ̄.n
� ! �<�V¸U�l���<�9�"��� � �J�W�<���

∂Vlat

ρ̄.n = 0
�<���

∂Vinf
���

∂Vsup





�S��� ρ̄ = 0
�J� ! �

V

ρ̄.n
� ! �<�V¸U�����<�9����� � �J�O�<���

∂Vlat

ρ̄.n = 0
�<���

∂Vinf
���

∂Vsup

〈ρ̄αβ〉V = 0

〈−x3 ρ̄αβ〉V = 0
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	 ��� ��� � ��� � � �]� ��� 
������ ��	�� ��� ��
�� ��������	

�����	��
���
�� � � ��$��
� ����� �K$��
Ô=�S�?���9�<�6�E��� ! �j�������9���^� ! �f�6�V�m�=³����L�A��� ���6� � �9���^�L�U�����g�L� ! �<�I��� ! �6�L�W�6�L�<�9���J���:�9�L�����L�3�<�6�L� ��� ! �J� ! �6�

�6�L�����L���<�:�/���^� ! �
�������<�V�j�=³����L�����;���6� � �9���^�L�V�����6���^� ! �����2�3�6�<� � �J�L� � � �J�,�b��� ! �<³ ! �<�J���<�9�6�
�L�3�j�^�]�<���:��Å
Æ �9�]�6���<�^�A�/� ! ���<� � �J� P

(r)
d � f

���L�6�:� ! ���I�j�6���9� ! �9�A� �3�
P

(r),cl
d � f

�
P

(r),cav
d � f

�3�
P

(r),plq
d � f

�

Æ �9�]�6���<�^�A�/� ! ���<� � �J� P
(r)
cont

���L�<�:� ! ���I�^�6���9� ! �9�A� �3�
P

(r),cl
cont

�
P

(r),cav
cont

�3�
P

(r),plq
cont

�

�B�B�"���S�
� ��§�� �X 9�C©±£C¬ /(£¯©±¡/�u«°© «=¬�¡�¦B«=��¥ ¡�¬3¬���f�« �C¬
:��L�G�<�6�3�9�"�C���I���B�I�#���J�L�<���6�L�L�L��� ! �6�W�L� ! �����9�6� ! �]��� ! �E´[�L� ! �<�9�����6���A�������m�B�I� ! ���L�]���2�3�6�6�L�%���'���6��¸

� �9���^�L�G�L�3�����9�L� �CÒ ! � ?l��� �C�6���9� ! �9�A�=³��l�W���)���6� � �9���^�L�
���G�6���9� ! � �J�]�b��� ! �<�I�L�B���:�:�9�f´j���?�N�3�<�����<�9� ! �3�
´^�L� ! �<�I��� ! �6�f�:���l�B�6�L�B���b��� ! �L�<�8�6�L� �l�L���<�:�/���^� ! �%� ! ���6�L�6� ! �L�uÅ

Æ ���L�Z���6� � �9���^�L�G�L�3�����9�L� � �<�J�L�3�6���^�OÔIÔ6ÔF�:¾��
P

(e)
d � f

�
P

(r)
d � f
� � � �J�]�b��� ! ! �3�6�

P stat
d � f

�

Æ ���L�Z���6� � �9���^�L�G�L�3�����9�L� � �<�J�L�3�6���^�OÔIÔ6ÔF�:¾��
P

(e)
cont

�
P

(r)
cont

� � �J�]�b��� !4! �3�6�
P stat

cont
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PROBLEME DIT "CLASSIQUE"

(Cellule de base 3D sans trou ni fissure)

PROBLEME GENERALISE

(Cellule de base 3D, chargement généralisé)

GENERIQUES

NOTATIONS

APPROCHE

DEFORMATION

(Cellule de base 3D trouée, chargement plan)

PROBLEME DE STRUCTURES FINES A CAVITES

APPROCHE

CONTRAINTE

�<����Ô6Ô6Ô?�:¾��
P

(e),cl
d � f

�
P

(r),cl
d � f

�<���CÔ6Ô6Ô?�:¾��
P

(e),cav
d � f

�
P

(r),cav
d � f

�<���JÔ6ÔIÔF�:¾��
P

(e),plq
d � f

�
P

(r),plq
d � f

�<����Ô6Ô6Ô?�:¾��
P

(e),cl
cont

�
P

(r),cl
cont

�<���CÔ6Ô6Ô?�:¾��
P

(e),cav
cont

�
P

(r),cav
cont

�<���JÔ6Ô6Ô?�:¾��
P

(e),plq
cont

�
P

(r),plq
cont

P stat
d � f P stat

cont

½5�<���CÔ6Ô6Ô?�:¾��
P

(e)
d � f

�
P

(r)
d � f

Á ½5�<���JÔ6ÔIÔF�:¾��
P

(e)
cont

�
P

(r)
cont

Á

P stat

½5�<����ÔIÔ6ÔF�:¾��
P (e) � P (r) Á
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�3�m���²� ! ���:³��I�]�:�:�j�:�6�B� :��L�8� ! �B�6�L���9� ! �6�G��� � �3�6�A��� � ! �6����� ���9�������I� ! �,�9�L�,�6���:�3� ! �6��Å

Æ � ! ���L���:�:���9����� � �3�I�
V
�����?¹ ! �9�V�C���u�I�
�/�L�3�^���<�<�9�8���u�6�L��� ���I�3���6���<�9�6�<� � �J�L�u�^�L� � ! � � �J�L� �/Ã�� ! ���6���6�?¸

�^� ! ���9�L��� ���I�3���6���<�9�<�<� � �J�L���/�L�3�^���<�<� � �J�L�8�L�3�<�6�L� �l� ! ��� ! �
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���G�2�U�L���:�:���9�A�����9�L�8� ���I�3���6���<�9�<�<� � �J�L�8�^�L� � ! � � �J�L�
�����[�^�������9�L�8������-RÍ�Ð�ÎX���L���������9� ! �6�
��� �"-�»10]0�-�ÐÈ���\�L� ! �<�I��� ! �6�L�X�6�����:�K�������2�3�<�<�9���:�6�
���8�L�L�\�^Ç��^�L�\�L� ! �<�<�:�<�C� ! �6�\�<�����l�B�6�L�u�9�6�3�<�6�&�l�L���3�

Æ � ! ���3����� ! �n� ! �:�<�2���
���n�6�C���<�/���^� ! �6�
D

��¹����
��� � �:�<�I���:�6���^� ! �[���¯�=³��l�µ��� ���3����� ! �
���n�2�m¹�¸
�B���6�WÔ6ÔIÔF� Û �

:��È�^���<�J�����µ�L� ! �<�9�<�6�µ� ! �<���:�6�µ´È�6�L�6�J���6�I�J���^�J� ! � � �J���:�9�L�f�:�:�j�:�6�L�f�:���L�<� ���B�6�6� � �9�����²�������:�V¹C���^�3� ���
�6�L�����:�6�U�L�U���3����� ! �E���W�b�21L� ! ´^�L� � �J�W�2�[�L���:�:���9�U��� � �3�6�U� �²�3�J�#���6�B��Ã����<�6�U�6�L�6�J���6�6�J�j�L�6�G�����6���<�2���:�V¸
�6�L� �C���%�b� � ! �<�6�"���J���<�9� ! ��� � ! �L�"�������9� ! �A�O���:�<� ���:�9� ���6�����

αAD �<�<�<�9���6���^� ! �)���B�6�:�<�V�M���#���l���9� ;IH�*5c ;�0b*?'C.
)�*n;.-�-34 /�*��g7�� -/)/-�F�.b-/.101H3' � � ���b��� ! �j�N�3�9�U�#�����:� � �J�[���¤���3����� ! �µ� ! �:�<�2���X�����I�C���<�/���^� ! �6� �R�N�3��� ! �:�O� !
���3����� ! �^¹ ! ���X�J�3�^�3�<�J���<� � �J�n��� ���6���j�9���E���U´È�b� � ! �6���<�9�����E��� � �J����� ! �L�<�U�	��� � ��� �:�\³i�m�3�J�#���I���<�9� !
���
�2�Ù�L���:�:���9�m��� � �3�6�B�XÃ����<�6� ! �3�<�9� ! ��� �J�3�^�3�<�J���<�9�g�L� ! �����:�µ���9�3�6� ! ���<���6���:�9���^� ! �È´Ù�L� ! �<�9�����6�����9�L�
���6� � �9���^�L�
�L�3�����9�L�

P stat
d � f

���
P stat

cont

�L�3�j�^�O���L�Z���6� � �9���^�L�,�����&���<�:�j�9�I���<�9� ! � � ! �%�N�3�9�8��� !�! �]� ! �<�I� · ���
�����6�C���<�/���^� ! �6�

P : t ∈ [0;+∞] 7→ P(t)
� ! ���:�J�U�J� ! �

D
���9�*���6� � �9���^�µ�����&���<�:�j�9�I���<�9� ! � ���?� ���<�:�^�

�L�3�j�^�W�<���:��Å

Pmax Å *��6�3���/���
αAD �6��� � �J�uÅ αAD = max

¯
 ,α
(α)

�&2
ρ̄

�I���<�9�M�b���:��Å

F
(
α σ(e)(x,P(t)) + ρ̄(x), σ0(x)

)
≤ 0 ∀ x ∈ V,

��� ∀ t
½1Ô6Ô6Ô?�:¾ � �/Á

P (r) ½1Ô6Ô6Ô?�:¾ � � Á

�&2
σ(e) �L�<�%�6�3�:���<�9� ! ���

P (e) ���%�&2
P (r) �6�����6�L�6� ! �6�U�I�3�:�

P
(r)
d � f

�K�6�3�:�
P

(r)
cont

�  "! �L�6�G��� ! �U� ! ���6�L�6� ! �L�
��� � ! ���6� � �9���^�O��� ! � ���5! �5� � ��� �K$ $��K$ �1�5$ � � �5���m� � ��� � �K$�� � � �5$�� �"� Å

Æ �2�U�N� ! ���<�9� ! � ��· �L���<�V�S���4���6� � �9���^�
Pmax �L�<�8�9�A�L���������9� ! �G���O�6�C���<�/�

α
�

Æ �9�L�8�L� ! �<�I��� ! �6�L�
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Æ �9�L�O�L� ! �<�I��� ! �6�L�E�����������:�:�6�L�
½1Ô6Ô6Ô?�:¾ � � ÁG�6�����6�L�6� ! �6� ! �E�6�3���6�L�W�9�L�O�L� ! ���:�<�9� ! �E�����B� ! �UÇ��<�6�^�/���<�V¹C�L�L�
�C�����9�L�8�6�����9�L�,�L� ! �<�I��� ! �6�L�,�6�L�6�9���J���:�9�L� � $u�6� �/� ! � ! �G���L�8�<³��<�6���^�L�8����� � �C���<�9� ! �8�:� ! � ���:�6�L�

P
(r)
d � f

�3�

P
(r)
cont
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�L� ! ���:�<�9� ! �G�6� ! �
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D
AD ½5�/�3�:�

¹J�B���6�fÔ6Ô6Ô?� � Á?�����?¹ ! ���J� ! �
�b���L� �C�3�L�
(P1,P2)

�C´j�b� � ! �6���<�9�����A��� � �J����� ! �L�<�
� ��� � ��� �:��³
���3�J�#���I���<�9� ! ���
�2�^�L���:�:���9�W��� � �3�6�B� *��3�J�,�9�L�,�I�C���<�/���^� ! �6�]���

D
AD ���]�2�U�N�3�<�^�uÅ

αAD
P(t)

�&2
P(t) ∈ D

½1Ô6Ô6Ô?�:¾ � Á

�I� ! �]��� ! �f���L�%�6�C���<�/���^� ! �6�%¹K� � �9�L� �K�B���L�6�%´^���:�6� � ��� � ! �O�N�3�9�
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Òu�I� ! �^��� !�! �n�9�n�L�3�����9� (
αAD, P(t)

) �6�3�:���<�9� ! ��� ���6� � �9���^�
�����&���<�:�j�9�F���<�9� !
P max �R�:���?���9�<�6�µ�������

�L�"�������9� ! �6�
µ < αAD �

β =
αAD

µ
> 1

���8� ! �I�C�����`���A�L� ! �<�I��� ! �6�L�%�6�L�<�9���J���:�9�L�
ˆ̄ρ =

1

β
ρ̄

�6���9� � �J�uÅ

F
(
β
(
µ σ(e)(x, P(t)) + ˆ̄ρ(x)

))
≤ 0 ∀ x ∈ V

��� ∀ P(t) ∈ D
½1ÔIÔ6ÔF�:¾ � Á

Ã��L���R�<�:� ! �V¹C�E��� ! � � ��� �:�R³`�[�3�J�#���I���<�9� ! ���g�6� ! �%���g�<�J�L�3�6���^�È½1Ô6ÔF� Ú ÁF� � ���R�6�f�<�6�3���/�UÇ��<�6�f�9�U�6� ! �G���
�2�j�6�L�����<�:�6�B���l�3���8�6�3���
�6�C���<�/���^� ! �%���W�=³����uÅ

µP(t)
�L�/�L�

µ < αAD ½1Ô6Ô6Ô?�:¾ ¿/Á

Ò ! ���²�����<�6�L�G�6���<�^�L���K�:�S�L�<�%�:�����B�I�<� � �9�f���²�3�I�<���6��� � ��� �:�R³`�[�3�J�#���I���<�9� ! �6���G�2�^�5�6� ! �<�9���6�E���g���3����� ! �
D

AD ½1�L�A� �3�8�L�3�<�6�L� ��� ! ���I���:�%´O�b���������:�:�6�
µ = αAD Á?� �C���,�L� ! �<�6�A�6�3���,�I�C���<�/���^� ! �G� ! ���:�J�,�J� ! ���b� � ! �6�?¸

�<�9�����
�<�<�<�9���
���
D

AD �L� ! �����:�
�1�3�6�L���^� ! �G´E�b�²�3�J�#���I���<�9� ! �

	
	
	���� �����U} �����Us ��|Izfx �y~�{�|6v]qfs �Uq � �,q��Ut6~ �,s

:��L�(�^Ç��^�L�\�^���<�J�"���L�X� �²�#�����:� � �J� ! � �l�3���\���<�J���9���X�b�²�#�����6�"�I�J�
��� ! �������<� � �J�
�����L�3�����2���/�G� ! �<�6�,�J��¸
�^�3�/� ! ���9�I���<�9� ! ���\�3�J�#���I���<�9� ! ��´A�L�L�������6�L� � �J���9���<�J�L�3�6���^�
���²�3�J�#���I���<�9� ! ���<�:�:�9�6�8�����"�9� ! �\�9���<�J�L�3�6���^�
��� � -R»�Øl×��R�

�B�B���
�(�°� !u��§�© �\ =¡�¦B«=��¥ /X� f����(�� b¡l¢�£
Ã��3�j�^� ���3���g�b�²�#�����6���6�J�¯�<�I���<� � �J�B�]� ! �6� � �3�6�d�<���g�b��� ! � ! �L�d�/� ! ���I���j��� �<�J�L�3�6���^�d��� ! ������¸

�<� � �J�n½1Ô6Ô?� " Á,��¹ ! ���O�9� �C���<�<�9�����2���<�9�6���W���¶� �3�%���f�����6���<�2�����`�J���6���6�3�/� ! �L���  "! � � �<�9� ! �A���9�3�6�%�b��� ! � ! �L�
½1Ô6Ô6Ô?� Ú Á\� ! � ! �<�6�"�����9�F� ! �]�L���<�6�]�1�3�9�<¸=�������:�6�L���6���^� ! �
�9�O�L�"�������9� ! �G���A�6�L�����<�:�6���uÅ

"$#&%�' �)(�� 	 �����	��

* � �:�
�?���9�<�6�

γ > 1
�6��� � �J�4���3���j�6�3���^�I����� ���È���?�N�3�<�����<�9� ! �

ε̇p �������3���^�6�3�����<�I� · �������
�I�C���<�/���^� ! �6�

P : t ∈ [0,T ] 7→ P(t) ∈ D
�/���<�V¹K� ! ��Å





∫ T

0
ε̇p(x,t) dt = �C� � � su(x) ∀ x ∈ V

� � ε̇p(x,t) = 0 ∀ x ∈ V
��� ∀ t

u(x) = E.x + up � r(x)
� �/�L�

up � r(x)
�����<�9����� � �J�A�<���

∂V

∫ T

0

∫

V
σ(e)(x,t) : ε̇p(x,t) dV dt = 1

½1Ô6Ô6Ô?� Ú À/Á

�b��� ! ���:��Å
∫ T

0

∫

V
σ(x,t) : ε̇p(x,t) dV dt ≥ γ

���9�3�6�
�2�E�L���:�:���9�W��� � �3�6�A� �²�3�J�#���6�A���3���,�6�3���6�W���9�<�6�3�:�6�W���A�6�C���<�/���^� ! �6�]�J� ! �
D

�
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 "! ���6�L���9�6� � �J�j�9�j�<�J�L�3�6���^�g½1Ô6Ô6Ô?� Ú Á%�L�<�W� ! � ! �L�*�l�3���W� ! �I�C���<�/���^� ! �E� ! �L� ! �<�I��� ! �6�B�SÔ=�\�L�6�W�L����� ! ¸
�J� ! �f�B���2� � �9�j�9�3�6� � �J�^�9���6�C���<�/���^� ! �j�L�<�f� ! ���?�1�3�<�����<�9� ! ÅR�J� ! �O�L�[� �3� ���9�^�������2�3�L���^� ! �

u(x)
���3�:�

�/���<�V¹C���E½1Ô6Ô6Ô?� Ú À�����Á��L�/�L�
E = 0

�

❏

:��i�6�C����� ���Ù�L� ! �<�I��� ! �6�L� �����6���^� ! �g���2�3�<�<� � �J�L�È�L�<�
�6�3� · �3���6�m�L� ! �6� � �J� ! �L�i���r�6�C���<�/���^� ! �
P(t)�I���9� ! ½1ÔIÔ6ÔF�:¾ À/ÁF�uÃ��[�I�C����� �������E��� ! �nÇ��<�6�[�I�3�:���<�9� ! �R�I���9� ! �9�µ� �3� �R���L�E���B?l���6� ! �6�3���6� � �9���^�L�j���[�9��¸

� ���:�9�F���<�9� ! ���2�3�6�<� � �J�L� �SÃ�� ! ���6���6���^� ! � �u�9�[�6�C�#���:�<�6�n���L�j�#�����:�9� ���<�9� ! �
½bÃX�C�#���:�<�6�[ÑWÁ ! �^�<�I���:�I� ! � � �C���
�b�²�#�����6���6�J�%��� ! �������<� � �J�B� � �J�8�9�8� �3�\��� � ! �����6���<�2���µ�<�<�I���<�V¹C�B� ! �3�J� ! �Z���6�L�6� ! �6� ! �X�9���C�L�,�L�3�����2���/� � �J�
�l�3���%�9�O�°³%�l�f���U�L���:�:���9�U��� � �3�6�U�L�3�<�6�L� �l� ! �J� ! � �l�B���L�<�M¸°´�¸=���:�6�U� ! �U�L���:�:���9�U��� � �3�6�O�<�<�9���:�^� ! �<�9� !�! ���:�9�
���2�3�I�<� � �J� ��� ��:��W�I�C�����

σ(e)(x,t)
�6���I�E��� ! �A� ! � � �J���^� ! �]�6�3�:���<�9� ! ���

P (e) �6�����6�L�6� ! �I� ! �%�6�3�:�
P

(e),cl
d � f

�
�I�3�:�

P
(e),cl
cont

�������9�Z�l�3���<�I���:�
�������9���^� ! �]Ç��<�6�A�6�3�:���<�9� ! ���
P

(e),cav
d � f

�
P

(e),cav
cont

�
P

(e),plq
d � f

�3�
P

(e),plq
cont

�

�R� ! ���9���^� ! � ���b�²�#�����6�"�I�J�Ù��� ! �������<� � �J�¶��� �L�3�����2���/�i�3�6�<���6� � ��� �:�%³ � �3�J�#���I���<�9� ! ���`�2� �L���:�:���9�g���
� �3�I�G� ! � � �J���^� ! �,�6���b��� ! ���<�B�9�]���9�6�6� ���L�>���2�3�<�<� � �J���^� ! �Z�C���8�L���<�6�]�L���:�:���9�A���n�L�3���6�8���
�I�C���<�/���^� ! �
�L�<�
�6�<�<�9���6���^� ! �
�<���l���<�9�����6�W´f�b��� ! ���<�B�9�A�����/���9�&�����L�A�C�����9�]�I�C���<�/���^� ! �

P
� � �����L�<���������9�B� �C���8�9�"���<� ! ��� �l�

���L�W�<�I�L�B�����`���:�<�<�J���9� ��´[�b��� ! ���<�B�9�^���L�A�L� ! �<�I��� ! �6�L�A�����6���^� ! �f���2�3�<�<� � �J�L�O�J� ! �]�9�U�I�C�����#���¶�I�����¶���
���?�N�3�<�����<�9� ! �"���2�3�<�<� � �J�L���

�B�B�"�
�(� - ��§�� �X 9�C©±£ /(£¯© «=¥X«=© «=¬�¡�¦/«b��¥ ¡�¬3¬��
f�« �

*��3���%�L�3�j�^�'�l�3���
�b�²�#�����6���6�J�U�<�I���<� � �J�B�C� ! �L�6�%���9�3�6�]���^� ! �f´^�L� ! �6�9�����6���%�������È�B�I� ! ���L�%���2�3�6�6�L�
���>���6� � �9���^�L�8�L�3�����9�L� ���6���9� ! � �J�
�b��� ! �:�����B�I�
�9�L�����?�N�3�<�����<�9� ! �8�3�[�9�L���L� ! �<�I��� ! �6�L�,���3���6�B�6�L�&��� � �J�L��Å

Æ �9�<���6� � �9���^�O�L�3�����9� � �<�J�L�3�6���^�[½1Ô6Ô6Ô?� Ú Á �
P

(e)
d � f
� � ! �3�6�

P cin
d � f

�

Æ �9�<���6� � �9���^�O�L�3�����9� � �<�J�L�3�6���^�[½1Ô6Ô6Ô?� Ú Á �
P

(e)
cont

� � ! �3�6�
P cin

cont

�
�b� � ! ���9�L� � ;�05' � �N���9�I� ! � ���L���<�6�,�1�3�9�M¸=���b�/�6�?�1���6� ! �L�%´A�b���������9�3�K���[�<�J�L�3�6���^� ;L0�' �������<� � �J�G��� � -�»�Ø�×��R�  "!
�6�L�6���^�O�L�L�����6���
�9�W�6�I�J�����`½1ÔIÔ6ÔF� � ÁI� :��A���<� ! ��� �l�O���m� ���9�����u�����È���I���6�
�:�:�j�:�6�L�%�L�<�
� ! �<���:�6�U� ! ���9�3�B�J�U´
�L���:���+���6�L�6� ! �6�µ��� �C���I���B�I�#���J��ÔIÔ6ÔF� Û � � ��´È�L�L�������6�L� � �J�E�9�����6� � �9���^�������������:�j�9�F���<�9� ! ! � ! �:� ! � ���:�6�
�I�3�J�8�L� ! �<�I��� ! �6�L�G�����"�9� ! �8� ! ���6� � �9���^�A���G�j� ! �:�j�9�F���<�9� ! ! � ! �:� ! � ���:�6�A�6�3�J���L� ! �<�I��� ! �6�L���JÒ ! � ?���� ��� !
�O��� � �J�(�l�3��� � ��� �:��³����:���3�J�#���I���<�9� ! ���:�K�N����� � �J�G�b��� ! ���<�B�9�]���9�6�<� �l�L�(���2�3�<�<� � �J���^� ! �Z�C�����2�f�L���:�:���9�%���
� �3�I�f�6�3�:�]�<���l���<�9�����6�j´

1
(K�����9� �C�6�3���]�<³��<�6���^�U�6�J���6�6�C� ! �A�C��� ! ���<���6�E´[���9�6�<� �l���
�9�f�^�3� ! �]����� ! ���<�B�9�

�l�B�6�<� � �9�B���9�"���6� � �9���^�A�����&���<�:�j�9�I���<�9� ! �B�O��� ! �]�L� ! �<�9�6�6���8´O�6�L�6�J���6�I�J���
�9�G�j� ! �:�O��� ���%�L���<�6�A���9�6�<� �C��¸
�<�9� ! ���2�3�<�<� � �J�B�K�6��� � �J�O�9�L�]�L� ! �<�I��� ! �6�L��½1Ô6ÔIÔF� Ú À/Á,�6�3�9� ! �%�6�L� �l�L���6�L�L� � � ! �O�1�3�9�%�2�[�L���:�:���9�U��� � �3�6�U���G�9�
���3����� ! �U���W�I�C���<�/���^� ! �6�]��� !�! �L� �J�2�j�6�L�6�J���6�6�J�E���m�L���������9� ! �]���W�I�C���<�/�O�������9� ! �]��� ! �A�9�)���6� � �9���^�
���W�j� ! �:�j�9�I���<�9� ! �<���:�B� ! ��Å
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(Cellule de base 3D sans trou ni fissure)

PROBLEME DIT "CLASSIQUE"

APPROCHE

DEFORMATION

APPROCHE

CONTRAINTE

GENERIQUES

NOTATIONS

�<���CÔ6Ô6Ô?� Ú �
P

(e),cl
d � f

�<���JÔ6Ô6Ô?� Ú �
P

(e),cl
d � f

P
(e),cl
cont

P cin
d � f P cin

cont

½5�<���JÔ6ÔIÔF� Ú �
P

(e)
d � f

Á ½5�<���JÔ6ÔIÔF� Ú �
P

(e)
cont

Á

P cin

½5�<����Ô6Ô6Ô?� Ú �
P (e) Á

��»5ÎSÍ���×
ÔIÔ6ÔF� � Æ,+ ;.-�D?T^-µ)"*]+���'K. -��F+L*U)�*?+W)B0 	GD?46*?'C.5+(FK4MH%G?7
��T^*?+f.14M-B05.=DF+VF�HB>"4W7�� -�F FK4<H ;.-�*E;L0�'�D�Tj-/.101@�>J*
)3>`;6H3>]FK7:- /�* -�H3T^H /�D?'�D�02+L-B.101HB'3kl-/)/- F�.b-B.10NH3'

Pmin Å *��6�3���/���
αAD �6��� � �J�uÅ αAD = min

˙) p, � p � r , �

(∫ T

0

∫

V
σ(x,t) : ε̇p(x,t) dV dt

)

�&2 (
ε̇p,up � r,E

) �I���<�9�<�1� ! ��Å

∫ T

0
ε̇p(x,t) dt = �C� � � su(x) ∀ x ∈ V

½1Ô6Ô6Ô?� Ú ¾ �/Á

� � ε̇p(x,t) = 0 ∀ x ∈ V
��� ∀t

½1ÔIÔ6ÔF� Ú ¾ � Á

u(x) = E.x + up � r(x)
� �/�L�

up � r(x)
�����<�9����� � �J�O�<���

∂V
½1Ô6ÔIÔF� Ú ¾L��Á

∫ T

0

∫

V
σ(e)(x,t) : ε̇p(x,t) dV dt = 1

½1Ô6Ô6Ô?� Ú ¾L�CÁ

�&2
σ(e) �L�<�]�6�3�:���<�9� ! ���

P (e) � � ! �W�N�3�9�G� ! �L�3�6�B���<���2�����?�N�3�<�����<�9� ! �L�6�G�:���l�B�6�L�B�J�b��� � �C���<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?� Ú ¾L��Á
�����"�9� ! �

u(x) = up � r(x)
�  "! �L�6�O��� ! � � �9� ! � ! ���6�L�I� ! �L����� � ! ���6� � �9���^�[��� !#�1$��1! ��� � ������$ $ ��$

�5�1$ � � �5���m� � ��� ����$�� � � �1$�� �"� �C�L�/�L�uÅ
Æ �b��� ! ���<�B�9�

W
���9�6�<� �l�L�3���2�3�<�<� � �J���^� ! �'�C���O�2�n�L���:�:���9�^��� � �3�6�j�L�3�j�^�j�N� ! ���<�9� ! � ��· �L���<�V�M��Ò(�I� ! �

�6�3� · �3���6�A� ! ���6�L�I� ! �L�U���U�����6���<�2�����Ù���2�3�<�<� � �J�L�"�C���M�b���:�6���^� ! �'���2�3�<�<� � �J�L�A� � ���9�6�I� ! �W���g���<�:�6���6�
���A,'-RÐ/.IÊd» 0�×
0B�J�L���<�6�O� ! ���<�B�9�W�L�<�
���?¹ ! �9�W�L�3�j�^�O�<���:��Å

W =

∫ T

0

∫

V
σ0(x)

√
2

3
ε̇p(x,t) : ε̇p(x,t) dV dt

½1Ô6Ô6Ô?� ÚBÚ Á

:��U�N� ! ���<�9� ! � ��· �L���<�V�(�L�<�,��� ! �B�J�L���<�6�]�N�3�9�M¸=���b� ! � ! �:� ! � ���:�6�B�
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�� � � ��$�� � 
 ���"$ �/���^����� �5�"�����K$�� � � �1$�� ���[�/��� � � �K��! � ��� �K$�� ����� � ���"�
Ã��3�����6�?¸b�6� ! �g���L�,�6���2���<�9� ! �f½1ÔIÔ6ÔF� Ú�� ÁF���b���?� ���6�L�6�<�9� ! ���A�2�E���?�N�3�<�����<�9� ! �j�9���6�B�I�L�&��� � �J�uÅ

ε = E0
1 + �K� � � s(u

p � r)
½1ÔIÔ6ÔF� Ú�� Á

�������9� ! �"���3���8� ! �O���?�1�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�6�L�&��� � �J� � �J���9�L� ! � �J�uÅ

ε(x3) =
(
E11, E22, E33 + up � r

3,3 (x3), 2E12, 2E23 + up � r
2,3 (x3), 2E13 + up � r

1,3 (x3)
) ½1Ô6Ô6Ô?� ÚB� Á

Â]�µ�^Ç��^�B�R�9�L�E�L� ! �<�I��� ! �6�L�^�j�9���6�B�6�L�&��� � �J�L� ! �����I� ! �E�N� ! ���<�9� ! � �J�µ���
x3

���9�L�E� � �C���<�9� ! �j����� � ���:�:� � �6�
�l���<�^���<�6� ! �%���²� � �3���<�:�]�����n�L� ! ���:�J�6�9� ! �
�<���:�B� ! �6�L��Å

�S�2� σ = 0 ⇒ σi3,3 = 0 ∀ i = 1,2,3

⇒ σi3
�6� ! �G�L� ! �<�I� ! �6�L�;�C���
�L�3�J�6�J� ∀ i = 1,2,3

½1Ô6Ô6Ô?� Ú ¿/Á
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Â%�A���:�J� �
���<�9�6�L�%���m�6� ! �G���L�
���9�<�<�<� � ���<�9� ! � �C�9�L�
� � �C���<�9� ! �G����� � ���:�:� � �6�f�3�I�<���6� ! � � �J�A�9�L�G�L�3�����B�F� ! �6�L�
σi3

�6� ! �,�L� ! �<� ! �J�L�]´U�b� � ! �6���M�b�3�L�W� ! �<�6�W�L�3�J�I�J�L� �JÒu�I� ! �G�L� ! �<�I� ! �6�L�(�C���,�L�3�J�I�J�B�J���:�9�L�,�6� ! ��¹ ! ���9���^� ! �
�L� ! �<�I� ! �6�L���<���(�6�3���6�
�2�A�L���:�:���9�G��� � �3�6�

V
���������9�L� �����Z�C���X�9�L�(�6���2���<�9� ! �����8�^� ³/� !�! �B�������^�L� ! �<�I��� ! �6�L�

���3���6�B�6�L�&��� � �J�L��Å
Σi3 = 〈σi3〉V = σi3 ∀ i = 1,2,3

½1Ô6Ô6Ô?� Û À/Á
$R���^�L� ! �<�6�B�u�<�9� ! ! �²�3�6�<���6� � �J�µ�9�L�^�����<�6�L�j�L�3���l�B�I� ! �6�L�����

σ
�6�3�9� ! �^�L� ! �<� ! �J�L�µ´`�b� � ! �6���M�b�3�L�
� ! �<�6�

�L�3�J�6�J�L� �
Â]���<�:�����9�L�f�L� ! �<�9�����I���<�9� ! �U�����6���<�9���:�9�L�'�l���<�^���<�6� ! �j��� ! ���������:�j� ! �J���E�<�:� ! �V¹C� ���<�:�/���^� ! �j�2�
���V¸

�^� ! �<�9� ! ���L�Z���6� � �9���^�L�]´E�L� ! �<�9�����6���G��� ! �<� � �J�]�9� ! �3� � �6�O��� � ! �L� !�! �J�L�;�C���Z���6� � �9���^�B�

�����	������
�� � � � � � � � �R��� ���K$�� � � �1$�� ��� � � � �L����
 ���"��� � � ��� �������
�G�J���:�9� � �J�E�6�3�:�%�b�²�#�����6�"�I�J�j�6�J�3�9�<�9�B�l�<�I���<� � �J�U�3�¶��� ! �������<� � �J�B� �l�3���%���B���:�J���]�9�L�%���B?����6� ! �6�A�L���?�5¸

¹C���9� ! �6�A���O�I�C���<�/�B���:���b�����G�6�L�I�3�J���6�O�9�'���6� � �9���^�U���f�9��� ���:�9�I���<�9� ! ���2�3�6�<� � �J� P (e) � � ���S�6�O�6�L�����:�%�J� ! �
! �3�<�6�
� �3�^´

P
(e)
d � f

�����9� � �J�n�6�����9�L�E�9�L�j�L�3���l�B�I� ! �6�L�^���n�2�g���?�1�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�I�L�&��� � �J�
�6� ! �j�:������¸
�6�L�L� � :��L�E�<�:�����:�V¹C� ���<�9� ! �����6�L�L�L��� ! �6�L�*�����<�^���<�6� ! �����9�3�6�U�����?� ���<�:�^���^� ! ���:³"�<� � �J���^� ! �j�9�n�I�C�����d���
�L� ! �<�I��� ! �6�L� �����6���^� ! �f���2�3�<�<� � �J�L� σ(e) �  "! ! �j��� !�! �E�9��� � �J�U�2�µ�^���<�J�"���3�l�3���A� ?l�L���<�J���W�L�E� ���9�����b�
�9�������I���:�����I� ! �j��� !�! �[�J� ! �jÊ �lÎ - ����»5×JË­½ Ú ÀBÀBÀ/Á?��Ò(�I� ! �j�J� ! �O�9�[� �3���6�[���[�b�����2�3�<�<�9���:�6�[�:� ! � ���:�6�B��� !
���6�"�L�L���<�C���,�<���l��� �l�B�<�:�<�9� ! ���A�6�3�:���<�9� ! �8���9���^� ! �I���:�6�L��ÅC� ! �:���l�B�6�%� ! �A���?�1�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�I�L�&��� � �J�
��� ! �u� ! ���6�����9�����L�S�L�3�����B�I� ! �6�L� � ! �3�6�L�

Ekl
�3�L�<� ! � !3! ���:�9�8���S�b��� ! �6�J���6�6�J�
�I�
�L� ! �<�<� � ���<�9� ! ���j�6�C�����

�����L� ! �<�I��� ! �6�L�E�j�9���6�B�6�L�&��� � �J�L� �����6���^� ! �U���2�3�6�<� � �J�L� � � �J���b��� !$! �3�6�µ���9�3�6�
σ

(e)
Ekl

�@:�� ���6���L�L�����6�[�L�6�
��� ! �A�2�j�<���:�B� ! �6�uÅ

Æ ���I� � �:�:�
�b���?� ���6�L�6�<�9� ! ���
ε

(e)
Ekl

�B���3�L�O´U�b��� � �C���<�9� ! ½1Ô6ÔIÔF� ÚB� ÁF�
Æ �?� ���<�:�^���

σ
(e)
Ekl

� ! �N� ! ���<�9� ! ���
u

p � r,(e)
Ekl

�B���3�L�O´U�2�E�9�3�����O�L�3�����3�<�6���^� ! �G���2�3�<�<� � �J�uÅ

σ
(e)
Ekl

= d : ε
(e)
Ekl

,

Æ � ���9�����9���W�9�L�A�L�3���l�B�I� ! �6�L�
σ

(e)
i3,Ekl

�B���3�L�^´Ù½1ÔIÔ6ÔF� Ú ¿/Á
���O´[�2� �����<�9�����9���:�6�j���
u

p � r,(e)
Ekl

�<���A�9� � �3�6�
���A�2�E�L���:�:���9�f��� � �3�6� � C �

Æ � ���9�����9���,�9�L�8�L�3���l�B�I� ! �6�L�,��� ! � �C� ! �6�L�,�B���3�L�W�����µ�L�3���l�B�I� ! �6�L�
���
u

p � r,(e)
Ekl

� ���9�����9�L�L�G´f�b�����I�#���
���6�L�L�L��� ! �6�B�

É ���6�L�W� �/�3�:�A�6���:�6���6�j�L���<�6�f�^���<�J�����3�l�3���%�6�3�J�]�9�L�A�L�3�����9�L�
(k,l)

���L���<�:�3� ! �A�b��� ! �6��� � �9�^���L�A�6�V�`�L�3�E¸
���B�I� ! �6�L�
���]�2�j���?�N�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�6�L�&��� � �J�W�:���l�B�6�L�W�I�3�J�8�I�f�1�3�<�^�W�/� ! ���I���9�uÅ

E0
1 = (E11, E22, E33, 2E12, 2E23, 2E13)

½1Ô6Ô6Ô?� Û ¾�Á

� ! �L�<�\���9�3�6�(� ! �^�L�<���6�8���8��� !�! ��� � �C���(�<���l��� ���B�<�:�<�9� ! �3�9�8�I�C�����[���8�L� ! �<�I��� ! �6�L�+�����6���^� ! �X���2�3�6�<� � �J�L�
σ(e) � ! �����:�(�C���G�L���<�6�W���?�1�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�6�L�&��� � �J� E0

1

���I�3�J�8�2�U�N�3�<�^�uÅ

σ(e) = σ
(e)
E11

+ σ
(e)
E22

+ σ
(e)
E33

+ σ
(e)
E12

+ σ
(e)
E23

+ σ
(e)
E13

½1Ô6Ô6Ô?� ÛBÚ Á
��H	� � !�#�N�3 �$ �PY ��#  �o N !�YZM  � �  � # J +*� � '<Q T !�YZT  3UL"� �OL"##T L [\J-� +*� � '<N�� �"� J-�"� +*� 1 ' .�� o N �PNPL .��  3 '�+�J�L  M2')3 ��� p � r

Ekl
(0) =

� p � r
Ekl

(e)
�
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σ
(e)i

11 = a(di
1,d

i
2,e

1,e2) E11 + b(di
1,d

i
2,e

1,e2) E22 + c(di
1,d

i
2,e

1,e2) E33

σ
(e)i

22 = b(di
1,d

i
2,e

1,e2) E11 + a(di
1,d

i
2,e

1,e2) E22 + c(di
1,d

i
2,e

1,e2) E33

σ
(e)i

33 = f(di
1,d

i
2,e

1,e2) (E11 + E22) + g(di
1,d

i
2,e

1,e2) E33

σ
(e)i

12 = di
3 2E12

σ
(e)i

23 = h(di
3,e

1,e2) 2E23

σ
(e)i

13 = h(di
3,e

1,e2) 2E13

½1Ô6Ô6Ô?� ÛBÛ Á

�&2
�b� � ! ���9�L�O�<�������<�9����� i ���6� ! �n�2�f�3���9�����
1
�J� ! ���2�E�L�3�J�6�J�

1
�%�l�3���8�2� � �J���:�9� x3 ∈ [ 0,e1 ]

�����8�2�O�B���9�����
2
�J� ! �\�2�O�L�3�J�6�J�

2
� �l�3���\�2� � �J���:�9� x3 ∈ [ e1,e ]

� :��L���?�����6�L�I�<�9� ! �X�����I���:�:�9�L�L�����L�(�1� ! ���<�9� ! �
a,b,c,f,g

���
h
�6� ! �X��� !�! �L�L��� ! � !�! �?���]Ã%� :��L�X�L�"�������9� ! �6�

di
1

�
di
2

���
di
3

� � ���9�I�6� ! ��´]�2�A�^Ç��^�G�L� ! �/� ! �<�9� ! ��� � ! ���9�L�
���E�6� ! �U�9�L�E���B?����6� ! �6�E�L���������9� ! �6�^���¤�6� ! �6�����E�������2�3�<�<�9���:�6�

d
�J� ! �E�6�C�3��� ! �
���L�E������� �L�3�J�I�J�L� � � ���

�����L���<�:�
�6�3�J�,�I�f�N�3�<�^�A�����<�<�9���9���:�9�uÅ

d =




di
1 di

2 di
2 0 0 0

di
2 di

1 di
2 0 0 0

di
2 di

2 di
1 0 0 0

0 0 0 di
3 0 0

0 0 0 0 di
3 0

0 0 0 0 0 di
3




½1Ô6Ô6Ô?� Û�� Á

� �/�L�uÅ

di
1 =

EY,i(1 − νi)

(1 + νi)(1 − 2νi)
, di

2 =
EY,iνi

(1 + νi)(1 − 2νi)

���
di
3 =

EY,i

2(1 + νi)

½1Ô6Ô6Ô?� Û#" Á

Ã��]� ���9�����l�^���8��� ! �]� ! �:���j�9���6�%�9�
�N���:� � �J�
�9�L���L�3���l�B�I� ! �6�L�8���
σ(e) � ��� ! �G�6� ! �=�C�3���L� ! �6�I� ! �6�L�,�<���

�2���L���:�:���9�O��� � �3�6�B���6�L�<�6� ! �G�6�3���%���A�^Ç��^�B�K���È�N���:�%���A�b� �J�3�^�3�/� ! ���:�6�E���W�6�C� � �J�f�L�3�J�I�J�B�K�L� ! �6�I� ! �6�L�
�C���G�L�3�J�6�J�B�

�����	������
�� � �O� � ���3� �/����� �R��� ���K$�� � � �1$�� ���^������� � ��� �����"�
:��L�<���6�&���<�9���6�L�W���Ù�6�C�����i���E�L� ! �<�I��� ! �6�L�f�6�3�I���

σ
���A���Ù�6�C�����i���j�L� ! �<�I��� ! �6�L�A�����6���^� ! �O���2�3�M¸

�<� � �J�L� σ(e) �6�
�6�������6�����6� ! �
���9�3�6���6���X�9�L���L� ! �<�I��� ! �6�L�8�6�L�<�9���J���:�9�L� ��Ò ! � ?���� ���2�f���L�L�3�����B�6�:�<�9� ! ��� � �3�6�
���W�b�²�3�J�#���I���<�9� ! Å

σ(x3,t) = σ(e)(x3,t) + ρ(x3)
½1ÔIÔ6ÔF� Û�� Á

�3�I�6�"���9�L�A���µ�b���:� � �J�%�9�L���L�3���l�B�I� ! �6�L�
σi3

���
σ

(e)
i3

�I� ! �,�L� ! �<�I� ! �6�L�8�<�����2�f�L���:�:���9�]��� � �3�6�>�l���<�^���<�6� ! �
����� ! � ! �L���U� ! �����6���j�9���6�µ�L� ! ���:�J�<�9� ! Å��9�L�f�L�3�����B�F� ! �6�L�

ρi3
�6� ! �f�L� ! �<�I� ! �6�L�E�<���A�2�
�L���:�:���9�[��� � �3�6�B�

ÂE�²�����<�6� �C���<� �G�L³�� ! �`�^� ! �<�6� � �J�¶�9�L�È�L�3���l�B�I� ! �6�L�
σ

(e)
11

�
σ

(e)
22

���
σ

(e)
12

���L�È�L� ! �<�I��� ! �6�L� �����6���^� ! �
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���2�3�<�<� � �J�L�E�6� ! �U�L� ! �6�I� ! �6�L� �C���U�L�3�J�I�J�B�S� ! �<�����l�B�6� � ��� �:��� ! �L�<�E���^�^Ç��^� �l�3���O�9�L�U�L�3�����B�F� ! �6�L�
� � ���:�B���9� ! �6�L�G���

ρ
Å
ρ11

�
ρ22

���
ρ12

� $R�3���
�6�L�<���^��� �C� ! �E��� ! �uÅ

{
ρi3

�L� ! �<�I� ! �6�L�%�<���
V
���3���

i = 1,2,3

ραβ
�L� ! �<�I� ! �6�L�;�C���
�L�3�J�6�J�'���3���

(α,β) ∈ (1,2)2
½1Ô6Ô6Ô?� Û�� Á
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 "! �#���l�3�<�6�j�9��� � �J��� � �J�L�)���6�L���9�<�9� ! �f��� ! �3�I���<�9� ! � ! �L�L�L�I�I���:�6�L�A�9�3�6�W���L�A�6�L�I�3�:���<�9� ! �f� ! ���:³��<� � �J�L�
���6�L�6� ! �6�L�L�
���
�L�3���6�8���L�8������� �C���I���B�I�#���J�L�,�<���:�B� ! �6� � :��]�6�C���<�/���^� ! �

2E12
�B���<�2� ! �,� ! �<�6�]�9�L� � �3� ! �L�

���6�L�6���<�:�6�L�(�C���f½1ÔIÔ6ÔF� Ú#" ÁI���9�L�8�B���<�2� � �9�L�,���L���<�:�B� ! �G�9�L�Z���6� � �9���^�L�
�<�I���:�6�L��Å
Æ �9�L�,�I�C�����J�

σ
���

σ(e) �l�3���8�b�²�#�����6�"�I�J�O�<�I���<� � �J�B�
Æ �9�L�,�I�C�����J�

σ(e) � ε̇
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u
���3���,�b�²�#�����6���6�J�f��� ! �������<� � �J�B�

������� ! ��� ! �����9�3�6�\�:�����:�9���:�6���^� ! �8���^�6�����J� �"�B���L�<�M¸°´�¸=���:�6�
���L�X���B?l���6� ! �6�L�\�B���9�����6� ���<�9�I�L���C���
2E12

� ! �<�6�
µ− 2E0

12

���
µ+ 2E0

12

��Â%�\�^Ç��^�B���9�L���L�3���l�B�I� ! �6�L�S���L�S�L� ! �<�I��� ! �6�L�u���I� ! �u�6�3�:�R�L� ! �<�I� ! �6�L�u�<�����2�
�L���:�:���9�
��� � �3�6�B�J�6�3�:�,�L� ! �6�I� ! �6�L�"�C���
�L�3�J�6�J�B�K���:�9�L� ! �)���6� !�! � ! �%���È�������:�O��� � �J�W�������
�B���9�����6�,���B?����6� ! �6�L�
�9�3�6� � �J� x3

���L���<�:�
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� É ¹ ! ���f�����6���<�2���:�9�I���O�L�L�]������� ! �J� ! �L�L�A�6�����l�3�6���:�9�j���A� �C���<�2���9�B�l� ! ���<�:�:�9�6�
�6�L� ���L���<�:�/���^� ! � � �J��� � �J�A�6�3�:�8�9�A�=³��l�A���²� ! ���:³��6�[½1���2�3�<�<�9���:�6�W�3�`�3�J�#���I���<�9� ! Á�Å
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�6�����J� �lÃ��L�(�l�3� ! �6�%�6� ! � ! �L�L�L�6�I���:�6�L�G´j�2�j�<�J�L�3�<�9�O���O�b�²�3�J�#���I���<�9� ! � ! �/���<�<�`���m�<�J�L�3�6���^�µ½1ÔF�:¾�Á
��� � -R×JÐ�»5Î ×JØ��^¼�×J»���×��R� � ���\� ! � ! �L� � �J���l�3���U�3�6�<���6���O�b�²�3�J�#���I���<�9� ! ���j�2�È�L���:�:���9����� � �3�6�
Æ � ���b��� ! �9�%�I�#���l���:�9�B���L�<���L� ! �<�9�����6�L�A�L�3�j�^�]� ! �]�j�9���6�B�<�<�<�J���<���6� Æ �J� ! ���6�3�����9�]���3����� ! �

D
���:�

�<���^�8���%�b�²�3�6�<���6���V���3���8���L���<�I� · ���6�8���G�I�C���<�/���^� ! �6�(�C�3�I�I� ! �=�C�����9�L���6�3�j�^���6�8���G�L�]���3����� ! �B�
�B���L�<�M¸°´�¸=���:�6� �l�3���E�9�L�j�<� ! �B�9���6� ! � {µ− 2E0

12}
��� {µ+ 2E0

12}
��:��L�j�L� ! �<�I��� ! �6�L�µ�����&���<�:�j�9�I���<�9� !

���3�:�/� ! �%��� ! �WÇ��<�6�A�/���<�V¹C�L�L�;���3���,�9�L�,� ! �<�I� ! �6�
tj
���6���9� � �J�uÅ

P(tj) = Pj j = 1..2n ½1Ô6Ô6Ô?� ÛB� Á

ÂA� ! � ! �3�<�6�`���<�J���B�
n

�L�<�^¹����m´
1
�����9� � �J�
�9�`���3����� ! �

D
�6�
�<�6�3���/�m�6�L�<�<�6��� ! �
��� �6���B�^� ! �

[ µ− 2E0
12, µ+ 2E0

12 ]
�
:�� ! �3� � �6�O���<�l�3� ! �6�
���A�I�C���<�/�f´E�L� ! �<�9�����6���%�L�<�,��� ! �W���

2
Å

{
P1 = µ− 2E0

12 = 0

P2 = µ+ 2E0
12 = 2E0

12

½1Ô6Ô6Ô?� Û ¿/Á

$S���X� ! ���9�3�B�9�B�3�2�G�<�I� ! � ���B�6�:�<�9� ! �����L���<�J�L�3�6���^�,���j� �3�u�����b�����<�J���8���2�3�<�<� � �J�V�����<�^���(�����L� ! ���:���6�
� �J�3���3���W�3�6�<���6���]�9�j�L�3���l�3�<�6���^� ! �U���2�3�<�<� � �J�E���E�2�µ�L���:�:���9�^��� � �3�6�3�l�3���]�6�3���6�j���?�1�3�<�����<�9� !
���3���6�B�6�L�&��� � �J�f�L�3�����<�9�I�O� ! �<�6�

µ− 2E0
12

���
µ+ 2E0
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Pj , j = 1..2n �
Æ �b� � ! ���9�L�A�<���l���<�9����� i ���6���l���I� ! �,�I�C�3��� ! �W���L�8�������µ�L�3�J�I�J�L�,�6���9� ! �2�U�L� ! �/� ! �<�9� ! �<���:�B� ! �6�uÅ

i = 1�J� ! �,�2�E�L�3�J�I�J�
1
���

i = 2
�J� ! �,�9�A�L�3�J�6�J�
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 "! �I�J�3�9�<�:�,��� ! �A���%�<�I�L�B���:�:�9���G�L�/�L�]�9�L� ! �3�I���<�9� ! �
�<���:�3� ! �6�L��Å �l�3�����6�3���
2E12

�3���<�2� ! �,� ! �<�6�
µ− 2E0

12���
µ+ 2E0

12

���(�l�3���8�6�3���
x3

�B���<�2� ! �
�J� ! �
[ 0; e ]

�J� !4! �3�6�uÅ




σ(x3,tj) ≡ σi(Pj)
���3���

j = 1..2n ���Z�l�3���
i = 1,2

σ(e)(x3,tj) ≡ σ(e)i(Pj)
�l�3���

j = 1..2n ���Z���3���
i = 1,2

ε̇p(x3,tj) ≡ ε̇pi
(Pj)

�l�3���
j = 1..2n ���(�l�3���

i = 1,2

ρ(x3) ≡ ρi �l�3���
i = 1,2
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:��L�(�B���<�2���<�9� ! �\�L� ! �<� ! �J�L�X���I� ! � � �C���\�L�L� ! �3�I���<�9� ! ���B�I���^� ! �L�L�X´A���L�(�3���<�2���<�9� ! �(���9�I���6���6�L� �/� ! �6�L���?¹ ! �:�
�9�L�u�I�3�j�^�L�R�L� ! �<� ! �J�L� �C���S���L�S�6�3�j�^�L�u���9�I���6���6�L� �B��¹ ! ���V�l�3���/�3�:�S�^� ! ���R�9�L�u� ���9�����9�(� ! ���:³��<� � �J���^� ! � �
* �3�9� ! �G��� ! �]�N� ! ���<�9� ! �

f
���

g
�L� ! �<�I� ! �6�L�;�C���
�L�3�J�6�J�W���G���?¹ ! �9�L�(�C����Å

f : t ∈ � 7→ f(t)

g : x3 ∈ [ 0,e ] 7→ g(x3)

½1Ô6Ô6Ô?� � ¾�Á

 "! �j���9�3�6��Å
∫ T

0
f(t) dt =

2n∑

j=1

f(Pj)

∫

V
g(x3) dx3 =

2∑

i=1

eigi

½1Ô6Ô6Ô?� ��Ú Á

ÂA� ! �
�9�A� �3�8�/� ! ���I������� � ! �]�N� ! ���<�9� !
h
���L� ! �6�I� ! �6�A�C���G�L�3�J�6�J�O���,���?¹ ! �9�'�C����Å

h : (x3,t) ∈ [ 0,e ]x � 7→ h(x3,t)
½1Ô6ÔIÔF� ��Û Á

� ���V�������UÇ��<�6�B�X�l�3���f��� !�! ���U� ! �?���������9�µ�6�j�I�#���l�3�<�I� ! �^´ ! �3�<�6�µ���<�J���B�R�2� �����9�6�I� ! �L�µ���9�6�<� �l�L���C���
� ! �:�6�O���A�/�3�:���^�B�J� ! �j���9�3�6��Å

∫ T

0

∫

V
h(x3,t) dx3 dt =

2n∑

j=1

2∑

i=1

eihi(Pj)
½1ÔIÔ6ÔF� �B� Á

�B�B�"���S�
� �¶�\�X§/�
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:(���?� ���9�3�:�I���<�9� ! ���L�n� ! �B���<�2� ! �L�L�È�����6���<�9���:�9�L�`��� ���6� � �9���^� Û Â ! �3�J� �l���<�^���<�6� ! �`��� ���B�6���
���L�

���6� � �9���^�L�f�����&���<�:�j�9�I���<�9� ! �<�:�����:�V¹C�L����� ! �L�j�I� ! � � ��� �:�9�<�l�����/� ! �OÇ��<�6�E�6�L�6�3�:�J�W� ! ���:³��<� � �J���^� ! � ����¹ !
���f�6�L�6�3�J���6�f�9�L�;���6� � �9���^�L�A�����`���I���6�G�:�:�j�:�6�L�]�L�3�<�6�L� �l� ! �J� ! �6� �  "! ���<�:�:�9�I�B�K�J� ! �G� ! ���6���j�9���%�6�����J� �
�b�²�#�����6���6�J�E�<�I���<� � �J� ���3���
�1�3�<�f���9���G�9�L�%�L�3�����2���/�L�W´j�b���3�<�:�B� ! �U���f�L�L�"���6� � �9���^�L�]�����&���<�:�j�9�I���<�9� ! � � ���
�������9� !�! � ! �]���9�3�6�
���L�Z���6� � �9���^�L�%���]�������:�j�9�I���<�9� ! �

�����	������� ��� �W� � � ����!i�"� ���g! � ���1!#�5� � ��� �K$
Ã��3�j�^�>���6�L���9�6�;�C���A½1Ô6Ô6Ô?� ÚBÛ ÁF���9�%�6�C���<�/���^� ! �,�:���l�B�6�G�L�6�X� ! �9���:�^� ! �<�9� !�! ��� �����9� � �J�%�6�����9�G�2�O�L�3�E¸

�l�B�I� ! �6�
2E12

���%�2�E���?�1�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�6�L�&��� � �J�]�:���l�B�6�L�A�L�<� ! � ! ! ���:�9�B��Ò ! � � �6���<�B� ! �8�2�E�<�<�<�J���<���6�
�����2�]�I�3�:���<�9� ! �����6���^� ! �����2�3�<�<� � �J�W½1ÔIÔ6ÔF� ÛBÛ ÁI�B� ! �L� ! �<�I���6� � �J���L���=³����8���8���?�N�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�6�L�&��� � �J�
� ! �����:�G� ! �6�C�����g���A�L� ! �<�I��� ! �6�L�

σ(e) � �����L�6�,�������9���^� ! �
� ! �9���:�^� ! �6�9� !�! ���b�  "! �E� ! � ?�����Å

* ���6�����9�
2E12 6= 0,

���9�3�6�
σ(e)i =

(
0, 0, 0, σ

(e)
12

i
, 0, 0

) �L�/�L�
σ

(e)
12

i
= 2E12d

i
3
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$R���%�L� ! �6� � �J� ! �L�B�J�9�A�6�C�����`���O�L� ! �<�I��� ! �6�L�G�6�L�<�9���J���:�9�L�
ρ

�L�<�,�������9���^� ! �%�6�J���6�6�J�U�6�3�J�8�2�f�N�3�<�^�

ρi =
(
0, 0, 0, ρi

12,0, 0
) ½1Ô6Ô6Ô?� � � Á

* ���%�2� � �3�6�E���L�]� � �C���<�9� ! �^½1Ô6Ô6Ô?� � " Á8���^½1Ô6Ô6Ô?� � � ÁF�C�9�L�<���6� � �9���^�L�A���U�������:�j�9�I���<�9� ! �3�6�6�����9�L�A�����`�������
�=³����L�����²� ! ���:³��6�L�V�������/� ! �,�6�,�^���<�<�6�A�6�3�J�X�2�O�1�3�<�^�G�/� ! ���I���9�

P max �"�&2n�b��� ! ! �3�6�
αc �9�G�L���������9� ! �,���

�6�C���<�/�B� � ��� �l�����
Ç��<�6�]�9�W�L���������9� ! �G�������2�3�6�<�9���:�6�W�3�m���²�3�J�#���I���<�9� ! Å

Pmax Å *��6�3���/���
αc �6��� � �J�uÅ αc = max
 ,α

(α)
�&2

ρ
�F���<�9�M�N���:��Å

F
(

α σ
(e)
12

i
(Pj) + ρi

12, σi
0

)
≤ 0 ∀ i = 1,2

��� ∀j = 1..2n ½1Ô6Ô6Ô?� � � �/Á

P (r) ½1Ô6Ô6Ô?� � � � Á

�I�3�6�C� ! � � �J�]�b��� ! �6��� � �9�f���L�,�L� ! �<�I��� ! �6�L�G�6�L�6�9���J���:�9�L�
ρi �6�3�:���<�9� ! ���

P (r) �I���<�9�M�b���:��Å

• ρi = 0
�l�3���G�6�3���

i = 1,2
���6���b��� ! ���<�J���9�O�2���6�L�<�9�<�I� ! �L�U���9�M¸°´�¸b���9�G���f�b�����2�3�<�<�9���:�6�B�/���3���%�2� � �J���:�9�

���J��� ! �O�L� ! �<�I��� ! �6�f�6�L�<�9���J���:�9� ! �A�6�A�����/���9�&���l�O�J� ! �,�2�j�L���:�:���9�W��� � �3�6�B�

• �9�]�<³��6�6���^�
����� � �C���<�9� ! �W½1Ô6Ô6Ô?� ��� ÁS�9�3�6� � �J�
�b��� ! �<�I� �3���:�:�9�%���9�M¸°´�¸b�"�9�����%�2�W�<�J�L�3�<�9�]���G�b�²�3�J�#���I���<�9� ! Å

ρi
k3,3 = 0 ∀ i = 1,2

��� ∀ k = 1,2,3
½1Ô6Ô6Ô?� ��� �/Á

ρ1
k3(0) = ρ2

k3(e) ∀ k = 1,2,3
½1Ô6Ô6Ô?� ��� � Á

�&2^�b���������:�:�6�U½1Ô6Ô6Ô?� ��� � Á��L�6�u�9�6�<�J�8���8�2�%�b�²� ! �<�V¸U�����<�9�����9���:�6�G���
ρ.n

�<���u�9� � �3�6�j���8�2�]�L���:�:���9�G��� � �3�6�
∂V = {0; e} �(Ã��[�<³��6�6���^� ! ���6���I�m�L����� ! �J� ! � �C�3�O���<�:�9�[�J� ! � ! �3�<�6�[���<�J��� �����9� � �J���6�����9���9�L�
�L�3���l�B�I� ! �6�L�

ρi
12

�I� ! �W�<�����l�B�6�L�L� ! � ! ! ���:�9�L� � � ���L� � ��� ! �f�6���I���:�)�C�3�%�9�E� �3�A�<�R�b��� ! �:�����B�I���:� �
�C���
�?���������9�B���2�j���?�N�3�<�����<�9� ! ���3���6�B�6�L�&��� � �J� E0

1 = (0, 0, 0, 0, 0, 2E13)
�
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 "! ���3���<�I���:�
�6�L�6�J���6�6�J���%�9�A�6�C�����g���A�L� ! �<�I��� ! �6�L�G�6�L�6�9���J���:�9�L�
�6�3�J�8�2�f�N�3�<�^�)���:�J�8�/� ! ���I���9�uÅ

ρi =
(
ρi
11, ρi

22, ρi
33, ρi

12, ρi
23, ρi
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 "! �^� ! �<�6���I���:�S���9�3�6� � �J�S�2���6�3�:���<�9� ! ���A���6� � �9���^�
P max �L� ! �����:�S´ ! �(�L� ! �<�9�����6��� � �J�S�2���N�3�<�^�,½1Ô6Ô6Ô?� � � ÁF�
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F(σ) = σ2
11 + σ2

22 + σ2
33 − σ11σ22 − σ22σ33 − σ11σ33 + 3 σ2

12 + 3 σ2
23 + 3 σ2

13 − σ2
0
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�J� ! � ! �3�<�6�W� �3��Å

F
(

α σ
(e)
12

i
(Pj) + ρi

12, σi
0

)
= 3

(
α σ

(e)
12

i
(Pj) + ρi

12

)2

−
(
σi

0

)2 ½1Ô6Ô6Ô?� " ¾�Á

:��L�
�L� ! �<�I��� ! �6�L�]��� � ! �������:�:�6�L�;�l�B�6�6�L��� ! �
��� ! �A� ! �W�?� ���6�L�6�<�9� ! ���B?����6� ! �6�'�C���
�L�3�J�6�J�f���Z�C���(�l�3� ! �G���
�I�C���<�/�uÅ

− σi
0√
3
≤ α σ

(e)
12

i
(Pj) + ρi

12 ≤ σi
0√
3

∀ i = 1,2
��� ∀ j = 1..2n ½1Ô6Ô6Ô?� "BÚ Á

Ã%���L�6�
� ! �<�I�L�B���:�:�2� ! �%�<���,�L���<�6�W�?� ���6�L�6�<�9� ! � �J�]�9�L�,�L���������9� ! �6�
αE ���
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�����6���<�j� ! �L���
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��T^*E) � D?7:-�+�.101;�01.=D �S)"D�.=*?4?TU05'K-B.10NH3'Ù)�*
αE

Ò(�3���:�J���8�9�%�L�"�������9� ! �,���]�6�C���<�/�
αE ���6��� � �J� αE 2E12

�6�3�:��� ! �6�C���<�/���^� ! �G�<�������3�<�I� � �9�%���9�M¸°´�¸b���9�����
�b�����2�3�6�<�9���:�6�3���3���]�6�3���6�E�B���9�����]���

αE 2E12
�L�3�����<�9�6�E� ! �<�6�

αE µ− 2E0
12

���
αE µ+ 2E0

12

�K�6�����9� ! �O´
�����6���<�j� ! ���8�9�
�������:�f���a���L�X�L���������9� ! �6�=�l�B�<�:�<�V�N�\�6��� � �J�G�9�L�X���<�:�6���6�L�����>,'-�Ð .6Êd»10�×
0E½1ÔIÔ6ÔF� " ¾�Áu�6�3�9� ! �
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�9�L�G�3���9�����6�%���L�G�L� ! �<�I��� ! �6�L�<�����6���^� ! �]���2�3�6�<� � �J�L� σ

(e)
12

i
(Pj)

�J� ! �%�6�C�3��� ! �E���L�
�������È�L�3�J�I�J�L��Å





σ
(e)
12

i
(P1) = 0 ∗ di

3 = 0

σ
(e)
12

i
(P2) = 2E0

12d
i
3
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Pmax,E Å�*��6�3���/���
αe �6��� � �J�uÅ αE = max

α
(α)

�F���<�9�M�N���9�F� ! ��Å

α > 0
½1Ô6ÔIÔF� "�� �/Á

− σi
0√
3
≤ 0 α ≤ σi

0√
3

i = 1,2
½1Ô6Ô6Ô?� "�� � Á

− σi
0√
3
≤ 2E0

12d
i
3 α ≤ σi

0√
3

i = 1,2
½1Ô6Ô6Ô?� "�� ��Á

�&2U�9�L�R� � �C���<�9� ! ��½1Ô6Ô6Ô?� "�� � Áu½5�6�L� �l�L���<�:�/���^� ! �
½1Ô6ÔIÔF� "�� ��ÁZÁ��I� ! ���9�L�R�?� ���6�L�6�<�9� ! �R���U���<�:�6���6����� ,'-RÐ/.IÊd» 0�×
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�J� ! �
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1
���

2
�l�3���,�9�<���3� ! �
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P1
½5�6�L� ���L���<�:�/���^� ! �

P2
Á?�  "! �l�B�6�uÅ

si =
σi

0√
3 2E0

12 di
3
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2
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�:�:�j�:�I� ! �6�O���9�M¸°´�¸b���9�8���A�b�����2�3�<�<�9���:�6�B�  "! �f¹ ! ���9���^� ! ��Å

αE =
σ2

0√
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:������6� � �9���^�����²�3�J�#���I���<�9� ! ���I� ! �U���?¹ ! � �C���W�9�L�W�^Ç��^�L�O�B���<�2���<�9� ! �O���
2E12

� �J�E�9�����6� � �9���^�����2�3�M¸
�<� � �J�B��� ! ���6���L�L���f���O�^Ç��^�'�l�3���
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P1���
P2
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�9�L�,�L� ! �<�I��� ! �6�L�G�6�L�6�9���J���:�9�L�
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���<�:�6���6�L�
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0B�

Pmax,AD Å�*��6�3���/���
αAD �6��� � �J�uÅ αAD = max

ρi
12,α

(α)
�&2 (

ρi
12,α

) �I���<�9�M�N� ! ��Å

α > 0
½1ÔIÔ6ÔF� "�� �/Á

− σi
0√
3
≤ ρi

12 ≤ σi
0√
3

i = 1,2
½1Ô6ÔIÔF� "�� � Á

− σi
0√
3
≤ α 2E0

12d
i
3 + ρi

12 ≤ σi
0√
3

i = 1,2
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α

α
αAD,i

ρi
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σ1
0√
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− σ1
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3 2E0
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= 2 s2 ½1Ô6Ô6Ô?� " ¿/Á

 "! �f¹ ! ���9���^� ! ��Å

αAD = 2 αE =
2σ2
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αAD � � �6� ! ���
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[0,e]
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=
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1
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2

∂x1
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��� ∀ j = 1..2m ½1Ô6Ô6Ô?� �BÚ � Á
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½1Ô6ÔIÔF� �BÚ �CÁ

�&2m�b��� ! ���<�B�9�W���9�6�<� �l�L�<���2�3�<�<� � �J���^� ! �%���È�L�3���6�
���m��³����9�A���A�I�C���<�/���^� ! �6�]�L� ! �<�<�:�<�J�W���L�
2n �l�3� ! �6�
���

�I�C���<�/�O�L�<�,���?¹ ! �9�'�C����Å

W (σi
0, ε̇pi

) =

2n∑

j=1

2∑
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0

√
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�J� ! �f½1ÔIÔ6ÔF� �BÚ �/Á ½1Ô6Ô6Ô?� ��� Á
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1

∂x2
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∂up � r
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∂x1
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2n∑

j=1

ε̇pi

12(Pj) = 0 ∀i = 1,2
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W (σi
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3

2m∑

j=1
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i=1

eiσi
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eiσ
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i
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ε̇pi
=
(
ε̇pi

11, ε̇pi

22, ε̇pi

33, 2ε̇pi
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23, 2ε̇pi
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αAD = min
ε̇pi

12(Pj)

2√
3
σ1

0e
1
[
|ε̇p1

12(P1)| + |ε̇p1

12(P2)|
]

+
2√
3
σ2

0e
2
[
|ε̇p2
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]
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ε̇pi

12(Pj), i = 1,2
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j = 1..2n �I���<�9�M�N� ! ��Å

ε̇pi

12(P1) + ε̇pi

12(P2) = 0 i = 1,2
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[
e1σ

(e)
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1
(P2)ε̇

p1

12(P2) + e2σ
(e)
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2
(P2)ε̇

p2

12(P2)

]
= 1

½1ÔIÔ6ÔF� � À � Á
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�?� ���6�L�6�<�9� ! ���8�2�G�N� ! ���<�9� ! � ��· �L���<�V�<�B�L� � ���
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αAD = min
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2e1σ
(e)
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1
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− e2σ
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2
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e1σ
(e)
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1
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ε̇p2

12(P2)

∣∣∣∣∣∣
+

4e2σ2
0√

3

∣∣∣ε̇p2
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∣∣∣
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ˆ̇εp2

12(P2) =
1

2e2σ
(e)
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0√
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�:���l�B�6�L���6�3�J���2�,�N�3�<�^�\��� � ! � ���K$�� � � �1$�� �U! � �/� �K� ��� �R��
 ��� ��Ã��L��� ! �3�J�X�l���<�^�����������9���^� ! �(���(�^���<�<�6�
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� �3�6���u�<�����9�L�R�6�L�<���:�I���6�S���3�C���I���B�I�#���J�8Ô6Ô6Ô?� " � Ú ���\��¹ ! ����� ! ���L�����:�6���9�L�R�?� ���6�L�6�<�9� ! �u� ! ���:³��<� � �J�L�u��� σ(e)

�J� ! �\�6�C�3��� ! �%���L�\�������^�L�3�J�I�J�L�X����� ! �6�C� � �J�(�l�3� ! �����,�6�C���<�/�B��Ã��,�6�C�����n�6���I�A���,�2�%�1�3�<�^�U½1Ô6Ô6Ô?� �3� ÁF�
�����9� � �J�O�6�����9�]�2�j�L�3���l�B�I� ! �6�

Σ12
���]�2�j�L� ! �<�I��� ! �6�O���3���6�B�6�L�&��� � �J�W�L�<�8�:���l�B�6�L� ! � ! ! ���:�9�B�

σ(e)i =

(
0, 0, 0, σ

(e)
12

i
, 0, 0

) ½1Ô6Ô6Ô?� �3� Á

 "! �I�J���6�6�J�W��� ! �%�2�f�9�3�����%�9�"� ���:�9�I���<�9� ! ½5�/�3�:�=�C���I���B�I�#���J�L�,Ô?� Û � Ú ���A���8ÔF� Û � Û Á?����� !�! � ! �8�b���?�����6�L�6�6�9� ! ���

σ
(e)
12

i � ! �1� ! ���<�9� ! ���
Σ12

� $��3���%�L�%�N���:�6�B�C� ! ���<�:�:�9�6�A�b��� � �C���<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?� ÛBÛ ÁCÅ

σ
(e)
12

i
= di

3 2E12 ∀ i = 1,2
½1Ô6ÔIÔF� � ¿/Á

Ô=���<���^�U��� ! �µ�����F�L�/�3�:�E�?�����<�:�^���
2E12

� ! �N� ! ���<�9� ! ���
Σ12

���B���L�<�M¸°´�¸=���:�6�[���µ�L� !�! ���9�<�6�µ� ! � �C���<�<�9�
���,�2�O�9�3�K���
�L�3���l�3�<�6���^� ! �8���3���6�B�I�L�&��� � �J�G�J�3�^�3�/� ! ���9�6�L�B����¹ ! ����� � �6� ! �:���2�A�6���2���<�9� ! ���G�9�"� ���:�9�I���<�9� !
�6�L�6�J���6�6�J�L�B�JÃ%���L�<�X� ! �8�N�3�9�\���;���:�J�\�2�O� ���L���V¹C���:�6�G��� ���6� � �9���^�B� � ���K�L�<�X���,�I�,�I���^� ! ���8´]� ! ���6� � �9���^�
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¾LÂE� � ��� �����<�^���G���A��� !�! ���8�N�3���:�9���^� ! �
�L�L�8�6���2���<�9� ! � �CÒ ! � ?l��� �����<�C���
�2�E���?¹ ! �:�<�9� ! ���L�8�6���2���<�9� ! �
���
�^��³/� !�! �B�K� ! ��Å

Σ12 =
〈
σ

(e)
12

〉
V

=
1

e1 + e2

2∑

i=1

eiσ
(e)
12

i ½1Ô6Ô6Ô?� � À/Á

Ã�� � ���b�����²�#���6�L�
�b��� � �C���<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?� � ¿/Á6�J�������9� ! ��Å

Σ12 =
e1d1

3 + e2d2
3

e1 + e2
2E12

½1Ô6Ô6Ô?� � ¾�Á

 "! � ! �L� ! ���:���
��� ! �B��� ! �]�N�3�9�8�2�U�6���2���<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?� � ¾�Áu� ! �/���6�6�L�B�J�2�E�9�3�����W�9�"� ���:�9�I���<�9� ! �<���:�3� ! �6�uÅ

σ(e)i = di
3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

Σ12
½1Ô6Ô6Ô?� �BÚ Á

�B�B�"���S��� �¶�\�X§/�
f�¨\£d¬�¦B¡�¦/«98S�(£ �8���(§Ù�\¥\£¯¬��� = =«Zf�«N¦B¡�¦/«b��¥ £C¥ f�«°¬�¡l«° = =£C©±£C¥�¦µ���(§
:��L�]��� !�! �L�L� ! �L�L�L�6�I���:�6�L�W´[�b���?� ���6�L�6�<�9� ! ���L�>���6� � �9���^�L�W���O�������:�j�9�I���<�9� ! ���I� ! �W���9� ��� ! � � �9�L����� !

�?� ���<�:�^�j���L�6�3�<�����9�A�9�L�]�<�6�3�9�W�=³����L�A���j�L�3�����2���/�L� � :��n���B?l���6� ! �L� ! �3�I� � �9�^� ! �<�6�j�L�L�]�<�6�3�9�)���6� � �9���^�L�
�����&���<�:�j�9�F���<�9� ! ���A�L����� ���6�L�6� ! �6�L�W��� �C���I���B�I�#���J�*���6�L�L�L��� ! � � ���6� ���9� ! �f���¶�I�C���<�/���^� ! �W�:���l�B�6�B�lÒ !
� ?���� ���9�A�I�C���<�/���^� ! �W�3���<�J�������I� ! �%´j�L� ! �<�I��� ! �6�O���3���6�B�6�L�&��� � �J�A�:���l�B�6�L�B�J� ! ��Å

Σ12 =
〈
σ

(e)
12

〉
V

½1Ô6Ô6Ô?� �BÛ Á

Ã��L���S�:�����:� � �J�E���²�#���6�L�G�2�[���L�L�3���l�B�<�:�<�9� ! ½1Ô6Ô?�:¾ " ÁI� � �J�O�9�L�]�L� ! �<�I��� ! �6�L�A�6�L�<�9���J���:�9�L�A�6� ! �G�B�9� � ���9���^� ! �
! ���:�9�L�U½1� ! �6�������B�6�]�6�3� · �3���6� � �J� ρ

�L�<�,���A�2�f�N�3�<�^��½1Ô6ÔIÔF� � � ÁZÁ�Å

〈ρ12〉V = 0
½1ÔIÔ6ÔF� ��� Á

Â]�j�L�U�b���:� ���<�S�b��� ! � ! �L�^��� ���6� � �9���^�^���E�������:�j�9�I���<�9� ! ���2�3�<�<� � �J�E�6�L�<�6�E� ! �I�C� ! �/�B���9�L�)���6� � �9���^�L�O���
�������:�j�9�I���<�9� ! ���²� ! ���:³��6�O�:�:�j�:�6�U���]���²�3�J�#���I���<�9� ! ���6�L�I� ! �6� ! � � �C���]�L� ! �<�6�B�K� ! �U� � �C���<�9� ! �<�������9���^� ! ¸
�I���:�6�A�C���8�I�#�����3�<�G�����
� ! � ! �L�L�
���]�b�²�#�����6���6�J�O���?�1�3�<�����<�9� ! ���G�J�3� � ��� �:��� ! �I�3�:� ���L�L�8�<�6�3�9�Z���6� � �9���^�L�
�I� ! �,�6�3� · �3���6�,�6���B�6�3���l�L�
�6�3�J�,�9�]�6���<�^�A�/� ! ���<� � �J�uÅ P max �

�����	������
���� �W� � � ����!i�,� � �
� � �L��� ��������� � �/� ���3!#�1$ � ��� �K$ �R� αE

Ã��3�����6�?¸b�6� ! �¤���¶�N���:� � �J�B� ���3���A�6�L�I�3�J���6�E�9�3���6� � �9���^�^�������2�3�<�<�9���:�6�B��� ! ���<�<�<� � �J�[����� �l�3� ! �6�O���
�I�C���<�/�

P1
���

P2
�9�L�8�3���9�����6�
�<���:�3� ! �6�L��Å

{
P1 = µ− Σ0

12 = 0

P2 = µ+ Σ0
12 = Σ0

12

½1Ô6Ô6Ô?� �#" Á

���8�L�3�����6�?¸b�6� ! �m���%�2�O�9�3�l���%�9�"� ���:�9�F���<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?� �BÚ Á6���9�%�6�C�����È���]�L� ! �<�I��� ! �6�L�(�����6���^� ! �,���2�3�6�<� � �J�L�8�L�<�
���?¹ ! �b�K� ! �6�C�3��� ! �f���L�,�������È�L�3�J�6�J�L�
���O�<�<�I���<�V¹C�B���C����Å





σ
(e)
12

i
(P1) = di

3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

∗ 0 = 0

σ
(e)
12

i
(P2) = di

3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

Σ0
12

½1Ô6Ô6Ô?� ��� Á
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:��)���6� � �9���^�O���]�������:�j�9�I���<�9� ! �����"�9� ! �G���9�3�6��Å

Pmax,E Å *��6�3���/���
αE �6��� � �J�uÅ αE = max

α
(α)

�I���<�9�<�N���9�I� ! ��Å

α > 0
½1ÔIÔ6ÔF� ��� �/Á

− σi
0√
3
≤ 0 α ≤ σi

0√
3

i = 1,2
½1Ô6ÔIÔF� ��� � Á

− σi
0√
3
≤ di

3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

Σ0
12 α ≤ σi

0√
3

i = 1,2
½1Ô6ÔIÔF� ��� ��Á

�&2O�9�L�R� � �C���<�9� ! �8½1Ô6Ô6Ô?� ��� � Áu½5�6�L� �l�L���<�:�/���^� ! �,½1Ô6ÔIÔF� ��� ��ÁMÁ��I� ! �R�9�L���?� ���6�L�6�<�9� ! �R���f���<�:�6���6�����+,'-RÐ/.IÊd» 0�×
0
�J� ! �,�9�L�,�L�3�J�I�J�L�

1
���

2
�l�3���8�9�)�l�3� ! �
���A�I�C���<�/�

P1
½5�6�L� �l�L���<�:�/���^� ! �

P2
Á?�  "! �l�B�6�uÅ

ri =
σi

0

(
d1
3e

1 + d2
3e

2
)

√
3 di

3 (e1 + e2) Σ0
12

½1Ô6Ô6Ô?� �B� Á

Ã��3�j�^� ���3���
�b�²�#�����6���6�J�¤´d���?�1�3�<�����<�9� ! �:�����B�6�L�B���9�L�È�3���9�����6� ! ���^���<� � �J�L�`��� !�! �L�L�m�J� ! �
�9�¶�I��¸
� �9� ��� ½1Ô6Ô6Ô?�:¾�Á��l���<�^���<�6� ! �g���Ù�L� ! ���:���6� � �J�¶�9�i�L�"�������9� ! �

r2 �L�<�
�b� � ! � � �J�#�L�"�������9� ! �m�I���<�9�M�b���9�I� ! �
�6�3���6�L�^�9�L�^�L� ! ���:�<�9� ! � � �G�J�
�b��� ! �<�I�L�B���:�:�9�m´Ù���?�N�3�<�����<�9� !

(2E12)
�3�ª´¶�L� ! �<�I��� ! �6�

(Σ12)
�:���l�B�6�L�B�

�2�[�L�3�J�I�J�
2
�L�<�]��� ! �U�6�3� · �3���6�]�2�[�L�3�J�6�J�E�:�:�j�:�I� ! �6�E�"�9�<¸°´�¸b�"�9�]���f�b�����2�3�<�<�9���:�6�B�  "! �j¹ ! ���9���^� ! �)���3���

�b�²�#�����6�"�I�J�O�L� ! �<�I��� ! �6�uÅ

αE =
σ2

0

(
d1
3e

1 + d2
3e

2
)

√
3 d2

3 (e1 + e2) Σ0
12

½1Ô6Ô6Ô?� � ¿/Á

�����	������
 ��� �O� � � � �"!#�,� �
� $ � � 
�� � �1�1!#��� � � � ��� ���3!#�1$ � ������$ �R� αAL

:��L�W�������Ù���B?l���6� ! �L�L�W��� · �����6�L�W� ! �<�6�j�9� ���6� � �9���^�^���²� ! ���:³��6�E�:�:�j�:�6�^���A�9� ���6� � �9���^�^�������2�3�<�<�9���:�6�
�6� ! �,�6�L�6���^�L�L�,�9���/Å

Æ � ! � ! ���:³��6�E�:�:�j�:�6�B���9�j�6�C���<�/���^� ! � ! �E�B���<�9�3�C�3�W� ! �<�6�����L� � �3� ! �L�W��� !�! �L�L�W�����9�W�L�<�]¹����^´��2�
�B���9�����^�������:�����9� � �J�E�l���������<�6��� ! ���6�

Σ12
� ! �B���<�2� ! ���J� ! �

D
�uÔ°�8�<���^�^��� ! �È���n�/���<�V¹C���^�9�

���<�:�6���6�O���),'-RÐ/.IÊd» 0�×
0B�
���3���
�I�C� � �J�O�L�3�J�6�J�B�K´U�b� � ! � � �J�)�l�3� ! �
���O�6�C���<�/�
P1

�����?¹ ! � �C����Å

P1 = µ+ Σ0
12 = Σ0

12

½1Ô6Ô6Ô?�²¿BÀ/Á

Æ �b�²� ! ���:³��6�u�:�:�j�:�6�u�6���9���B� ! �R���S�2�=���2�3�<�<�9���:�6�B�L�:�/�L�<� ! �L�L�L�I�I���:�6�(�������6� ! ���6�(� ! �L�3�����6�u�9�L���L� ! �<�I��� ! �6�L�
�6�L�<�9���J���:�9�L� �C���
� ! �C���<�<�9�����:�9���
�2�j�L� ! ���:�<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?� ��� Á6�

:�� ���6� � �9���^�n���[�������:�j�9�F���<�9� !
Pmax,AL �����6�¤��� ! �B�@�C���f�I�#���l�3�<�E��� ���6� � �9���^�

P max,E ���9�L�U�������
�L� ! ���:�<�9� ! �u�:�9�L�L�u��� �l�3� ! �u�����6�C���<�/�

µ− Σ0
12

���S� ! ����� ! ��� ! �B���b��� � �C���<�9� ! ½1Ô6Ô6Ô?�²¿�¾L��ÁI���:�9�L�8´,�2�%�L� ! ���:�<�9� !
���A�^� ³/� !�! �f�<���8�9�L�,�L� ! �<�I��� ! �6�L�%�6�L�<�9���J���:�9�L� �

P max,AL � ��� ! � ! �L�O�L�3�j�^�W�<���:��Å
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Pmax,AL Å *��6�3���/���
αAL �6��� � �J�uÅ αAL = max

ρi
12,α

(α)
�&2 (

ρi
12,α

) �I���<�9�M�N� ! ��Å

α > 0
½1Ô6ÔIÔF�²¿�¾ �/Á

− σi
0√
3
≤ di

3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

Σ0
12 α + ρi

12 ≤ σi
0√
3

i = 1,2
½1Ô6Ô6Ô?�²¿�¾ � Á

e1ρ1
12 + e2ρ2

12 = 0
½1ÔIÔ6ÔF�²¿�¾L��Á

�&2¯�9�L��� � �C���<�9� ! �m½1ÔIÔ6ÔF�²¿�¾ � ÁO�L�3�<�6�L� �l� ! ��� ! �n��� ���<�:�6���6�
��� ,'-�Ð/.IÊd»10�×
0È�?�����<�:�^�È�J� ! ���6�C�3��� ! �È���L�
�������
�L�3�J�6�J�L�;���3���8�b� � ! � � �J�)�l�3� ! �,���W�I�C���<�/�

P1
��Ò ! � ! · �L���I� ! �f½1Ô6Ô6Ô?�²¿�¾L��Á\�J� ! �O½1Ô6Ô6Ô?�²¿�¾ � ÁF��� ! � � �<�9� ! �

� ! �<³��<�6���^�U���f�������g���3� � �9�L�]� ! �������:�:�6�L�W´��������m� ! �L� !�! �J�L��Å
ρ2
12

���
α
� :�� ���6� � �9���^�E�6���"�9� ! �]��� ! �j´

�<�6�3���/���G�9�]�������:�f��� ���L�,�L���������9� ! �6�
α
�J�6���9� � �J�uÅ





α > 0

− σ1
0e

1

√
3e2

≤ d1
3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

Σ0
12

e1

e2
α − ρ2

12 ≤ σ1
0e

1

√
3e2

− σ2
0√
3
≤ d2

3

e1 + e2

e1d1
3 + e2d2

3

Σ0
12 α + ρ2

12 ≤ σ2
0√
3

½1Ô6Ô6Ô?�²¿ Ú Á

Ã��¶�<³��<�6���^�g�L�<�n�6�L�6�3�:� �B�I�#����� � �J���^� ! �
¹J�B���6�¶Ô6Ô6Ô?�:¾ Ú Å(�b��� ! �6��� � �9�Ù���L�
�6�3�:���<�9� ! �È�3���j�9�6�<� � �9�L�
�L�<�

α
αAL

ρ2
12

σ2
0√
3

− σ2
0√
3

σ1
0e1

√
3e2

− σ1
0e1

√
3e2
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UWVYXZX\[^]�_�`ba�c
d�`fehgLa�ijeh]�c$kl_�[W]�_�`bab`bm�[�nokp]jeh_=qsrt`bu3gjehklc
VYn,v�w�w�w�xzy�{�|�q
[fm�VYX}ehc$n~[
D
_�[���_�VYg�]%[^qsrt[�n~d�[�X���q
[

m�[bdTa�ijeh_l��[�X\[�n3k�d�|3[�nZk�[�_lX\[bd^m�[Pm�`���VY_lX}ehklc
VYn~dfVYg\abVYnokl_�ehc$n3k�[bd^X}eYa�_�V�d�abVY]�c
u3g~[bd�|3uog�c�d�VYn3k^dlg~d�ab[�]�klc$��q
[bd
m�rzeh��c$_,d�g�_"q�e�ab[�q$q$g�q
[�m�[��jeYd�[�xf�^rtVY���+[ba�klc���[bdlk"c
a�c m�[�m�c
d�a�_�`�klc
d�[�_�ab[�m�VYX}ehc$n~[�[�n�d�[��jeYd�ehn3k�dlg�_"q�e
X\`�kli~V3m�[L]�_�`bd�[�nok�`b[�ehg�]jeh_�eh��_�eh]�i~[�w�w�w�x � xz��x��Jn���[�_lklg�m�g�kli~`bVY_���X\[�m�[I�I�������	[�k �\�o�~�� 0�~¡¢v ��£�¤ y�{�|
c$qJn�rt[bdlk [�¥%[ba�klc$��[�X\[�n3k�]jeYd¦n~`bab[bd�d�ehc$_�[Zm�[�abVYn~dlc
m�`�_�[�_�k�VYg~d¦q
[bd&a�ijeh_l��[�X\[�n3k�d&c$n~a�q$g~d&m~ehn~d&ab[�m�VYX}ehc$n~[
]0VYg�_L_�[ba�i~[�_�a�i~[�_�q
["m�VYX}ehc$n~[}§~njehqWm�rzeYm~eh]�k�ehklc
VYn�xp�Jn¨[�¥�[�k�|=m�g¨�-ehc$kLm�[\q�e©abVYn3��[�ª�c$k�`,m�[

D
[�kIm�[\q�e

dlg�_+�-eYab[Zd�[�g�c$qTm�[�]�q�eYdlklc
a�c$k�`\m�`�§~n�c
[Z]jeh_}v�w�w�w�x � {�|%g�n~[ZabVYn~m�c$klc
VYn�n~`bab[bd�d�ehc$_�[\[�k&dlg�«}d�ehn3k�[Z]0VYg�_&u3g�r c$qJ¬
ehc$k�eYm~eh]�k�ehklc
VYn�]0VYg�_Ik�VYg~dLq
[bdLa�ijeh_l��[�X\[�nok�dZm�g	m�VYX}ehc$n~[

D
|=[bdlkIuog�r c$qW¬�ehc$k�eYm~eh]�k�ehklc
VYn	]%VYg�_�k�VYg�k

kl_�e#�+[�k m�[�a�ijeh_l��[�X\[�n3k�d�]jeYd�d�ehnok¦]jeh_¦q
[bd d�VYXZX\[�k�d m�[�ab[Im�VYX}ehc$n~[�x=��[bd a�ijeh_l��[�X\[�n3k�d�m�c
d�a�_�[�k�d¦c$n~a�q$g~d
m~ehn~dPqsrt[�n~d�[�XL��q
[&­®m�`�§~n�c�]jeh_Lv�w°¯Ix � {0±

­
=

{
Pj | Pj =

n∑

i=1

µiP
0
i , µi = µ−

i

VYg
µ+

i , j = 1..2m

}
v�w°¯�x � {

d�ehklc
d+�-VYnok}ab[�klk�[�abVYn~m�c$klc
VYn²]�g�c
d�u3g~[©ab[©d�VYn3k"[�ª~eYa�k�[�X\[�nok"q
[bd}d�VYXZX\[�k�d"m�g¢]0VYq$¬��bm�_�[
D
x^³@eh_´[�ª�k�[�n�µ

dlc
VYn¨m�g�kli~`bVY_���X\[´m�[´�I�@���¶�K[�kI�\�o�j�¶ 0�~¡·ehg¸a�eYdLm�[\qsrt`�q�eYdlklc
a�c$k�`�|�VYn�abVYn~dlc
m���_�[\q
[}X\¹�X\[}m�VYX}ehc$n~[
m�c
d�a�_�`�klc
d�`,]%VYg�_Iq�e�_�[ba�i~[�_�a�i~[�m�[bdZabV3[�«}a�c
[�n3k�d}m�[,a�ijeh_l��[©`�q�eYd�klc
uog~[bd�x^ºNn	_�eh]�]%[�q$q
[�[�n�§~n¢uog~[,qsrzehnje#µ
q$¬�d�[Lq$c$XZc$k�[�[bdlk¦a�eh_�eYa�k�`�_lc
d�`b[I]jeh_Ng�n»a�ijeh_l��[�X\[�n3k&]�_�VY]%VY_lklc
VYn�n~[�q@_�[�]�_�`bd�[�nok�`�]jeh_¦g�n�g�n�c
u3g~[L]0VYc$n3k¦m�[
a�ijeh_l��[

P1
|3[�kWab[�|3uog~[�q$q
[�u3g~[Ed�VYc$kWq�e&m�c$X\[�n~dlc
VYn

n
m�[Nqsrt[bdl]jeYab[�m�[bdfa�ijeh_l��[bd�abVYn~dlc
m�`�_�`�x�¼3g�c$��ehnokBq
[Ek½¬�]0[

m�rzehnjehq$¬�d�[�|0q
[bd abVYn~m�c$klc
VYn~d m�rtVY]�klc$XZc
d�ehklc
VYn¨m�VYc$��[�nok&m�VYn~a�¹�kl_�[I��`�_lc�§j`b[bd�ehg�ª�]%VYc$nok�d m�[�a�ijeh_l��[Zm�`�§~n�c
d
dlg�_ q�e}§~��g�_�[\w½¯�x � m~ehn~d q
[Za�eYd VY¾»qsrtVYn»c$XZ]%V�d�[Zm�[�g�ª�a�ijeh_l��[�X\[�nok�dLc$n~m�`�]0[�n~m~ehn3k�d�x�ºNn»_�eh]�]%[�q$q
[\u3g~[

ELASTICITE ET ADAPTATION ANALYSE LIMITE

P2

P1

P3

P1P4

P
0
1P

0
1

P
0
2P

0
2

D

δδ

(n = 2)
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q
[bd
n
a�ijeh_l��[�X\[�nok�d

P
0
i

_�[�]�_�`bd�[�nok�[�n3kZd�VYc$kLm�[bd���[ba�k�[�g�_�dIm�["m�`���VY_lX}ehklc
VYn~dIX}eYa�_�V�d�abVY]�c
u3g~[bd�|@d�VYc$kLm�[bd
��[ba�k�[�g�_�d�m�[LabVYnokl_�ehc$n3k�[bd¦X}eYa�_�V�d�abVY]�c
uog~[bd�x0�=[bdE]%VYc$nok�d�m�[�a�ijeh_l��[Id�VYnok¦m�VYn~aLehg�n~VYXL��_�[�m�[

2m |0eb��[ba
m = n

q
VY_�d�u3g~[EqsrtVYn´_�[ba�i~[�_�a�i~[ q
[bdWabV3[�«}a�c
[�n3k�dPm�[Na�ijeh_l��[��3c
d+µ°Ê#µs��c
dBm�[Eqsrt`�q�eYd�klc
a�c$k�`�VYg,m�[NqsrzeYm~eh]�k�ehklc
VYn�|
[�k

m = 0
q
VY_�d�uog~[&qsrtVYn�_�[ba�i~[�_�a�i~[Lq
[bdPabV�[�«}a�c
[�nok�d�m�[ a�ijeh_l��[��3c
d+µ°Ê#µs��c
dPm�[¦qsrzehnjehq$¬�d�[ q$c$XZc$k�[�x

�TrzeYdl]%[ba�k¦�Yeh_lc�eh��q
[�m�[bd¦a�ijeh_l��[�X\[�n3k�d&kl_�eYm�g�c
d�ehn3k q
[�g�_¦m�`�]%[�n~m~ehn~ab[Ik�[�XZ]0VY_�[�q$q
[�|%qsrt[�n~d�[�X���q
[Z­Ë_�[�µ
]�_�`bd�[�nok�[Z[�n�ab[Ld�[�n~dNg�n~[�m�c
d�a�_�`�klc
d�ehklc
VYn�k�[�XZ]%VY_�[�q$q
[�m�g»m�VYX}ehc$n~[

D
x0³@eh_&abVYn~d�`bu3g~[�nok�|0k�VYg�k�[�d�VYXZX\[

abVYnoklc$nog~[,m�[���c
[�nokIg�n~["d�VYXZX\[}m�c
d�a�_���k�[´m�`�§~n�c
[}]jeh_,v�w½¯�x � {¦]%VYg�_�k�VYg�kIk�[�XZ]~d
T > 0

[�k�]%VYg�_�k�VYg�k�[
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�-VYn~a�klc
VYn
f : t ∈ � 7→ f(t)

±
∫ T

0
f(t) dt =

2m∑

j=1

f(Pj)
v�w°¯Ix � {

�=eIm�c
d�a�_�`�klc
d�ehklc
VYn©k�[�XZ]%VY_�[�q$q
[ `�k�ehnokPm�`�§~n�c
[�|~c$nok�`�_�[bd�d�VYn~dPn~VYg~d�m�`bd�VY_lX}ehc
dEÊLq�eIm�c
d�a�_�`�klc
d�ehklc
VYn�dl]je#µ
klc�ehq
["dlg�_ q�e�ab[�q$q$g�q
[\m�[\�jeYd�[�|�[�n�]�_�[�njehn3kL[�n¸abVYXZ]�k�[}q
[I�-ehc$k�u3g~[�q
[bd&��eh_lc�eh��q
[bd&c$n3k�[�_l��[�njehnok�m~ehn~d&q
[bd
]�_�VY��q
��X\[bd�abVYg�]�q
`bdEm�`�]%[�n~m�[�nok¦ÊIq�eL��VYc
dEm�g©k�[�XZ]~dP[�kEm�[¦qsrt[bdl]jeYab[�x
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³�VYg�_Lab[��-ehc$_�[�|=VYn�_�eh]�]0[�q$q
[}m~ehn~d&ab[\m�[�g�ª�c
��X\[\]jeh_�eh��_�eh]�i~[�|=u3g~[�q
u3g~[bd n~VYk�ehklc
VYn~dLm�[�q�e�X\`�kli~V3m�[
m�[bd�`�q
`�X\[�n3k�dB§~n�c
d�[�n,m�`�]�q�eYab[�X\[�nok�dLv
�����T{fm�VYnokPVYn,kl_�VYg���[�g�n~[¦m�[bd�a�_lc$]�klc
VYn©m�`�k�ehc$q$q
`b[ m~ehn~d! �"$#&%$%
[�k('�)�À+*,)+% v ��£ y.-3{�xWU�rt[bdlk}[�n·[�¥%[�k}ab[�klk�[©X\`�kli~V3m�[�uog�cPd�[�_�e»g�klc$q$c
d�`b[©]%VYg�_Zc$XZ]�q
`�X\[�nok�[�_,n~V�d\abVYg�µ
]�q�eh��[bd�|�a�rt[bdlk+µ°Ê#µ½m�c$_�[´]%VYg�_�_�`bd�VYg~m�_�["nog�X\`�_lc
u3g~[�X\[�nokZq
[bdI]�_�VY��q
��X\[bdIq
V�a�ehg�ª�]�g�_�[�X\[�nokZ`�q�eYdlklc
u3g~[bdI[�k
ehg�ªIabVYnokl_�ehc$nok�[bdp_�`bd�c
m�g~[�q$q
[bd�xYUW[bd�n~VYk�ehklc
VYn~dp[�k�m�`�§~n�c$klc
VYn~dJd�VYn3k�ab[�q$q
[bdpm�[Tq�e!���/�©a�q�eYd�dlc
u3g~[�|#[�n�eb¬oehn3kJÊ
qsrt[bd�]�_lc$kBu3g~[Pq
[bdW��eh_lc�eh��q
[bdBm�`�]0[�n~m�[�n3kB`��oehq
[�X\[�n3kPm�g"k�[�XZ]~d�|o]jeh_Wqsr c$nok�[�_lX\`bm�c�ehc$_�[&m�[bdBm�c�¥�`�_�[�nok�dW]%VYc$nok�d
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
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


∂N1( 
 )
∂x1

0 0 ... ∂NNNOE( 
 )
∂x1

0 0

0 ∂N1( 
 )
∂x2

0 ... 0 ∂NNNOE( 
 )
∂x2

0

0 0 ∂N1( 
 )
∂x3

... 0 0 ∂NNNOE( 
 )
∂x2

∂N1( 
 )
∂x2

∂N1( 
 )
∂x1

0 ... ∂NNNOE( 
 )
∂x2

∂NNNOE( 
 )
∂x1

0

0 ∂N1( 
 )
∂x3

∂N1( 
 )
∂x2

... 0 ∂NNNOE( 
 )
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∂NNNOE( 
 )
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 )
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0 ∂N1( 
 )
∂x1

... ∂NNNOE( 
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0 ∂NNNOE( 
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
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


1 0 0 −x3 0 0

0 1 0 0 −x3 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 −x3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


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m�`�]�q�eYab[�X\[�n3k�d�]%`�_lc
V�m�c
uog~[bd n~V�m~ehg�ª�|�[�k&m�VYnok&q
[bd¦�-VY_�ab[bd¦n~V�m~ehq
[bd�eYd�d�V�a�c
`b[bd&d�VYn3k q
[bd&abVYXZ]0V�d�ehnok�[bd�m�[
q�e\abVYnokl_�ehc$nok�[LX}eYa�_�V�d�abVY]�c
u3g~[ X�g�q$klc$]�q$c
`b[bd�]jeh_�q
[ ��VYq$g�X\[�m�[ q�e�ab[�q$q$g�q
[&m�[ �jeYd�[�x
�	��

���������4[]\H^ _
�=[bd©kl_�eb��ehg�ª m�[ � )�À�¡)�p� )�����v ��£�£�¤ {,[�kH �)��N�¶�����������T�~�|)@ 0�o� v ��£�£�£ {´X\VYnokl_�[�n3k�u3g~[�qsrtVYn eh_l_lc$��[
[�ª~eYa�k�[�X\[�nokIÊ}q�e"X\¹�X\[ZabVYn~a�q$g~dlc
VYn�abVYn~ab[�_lnjehn3k&q
[bd�]�_�VY��q
��X\[bd&m�[Ik½¬�]0[I]�q�eYu3g~[�|�[�ª�]�_lc$X\`bd [�n�k�[�_lX\[
m�[�m�`��-VY_lX}ehklc
VYn~d [�k�abVYn3kl_�ehc$nok�[bd ��`�n~`�_�ehq$c
d�`b[bd�x%��[bd¦m�[���_�`bd�m�[Lq$c$�%[�_lk�`L��q
VY�jehg�ª�d�VYnok�|%m~ehn~d¦ab[La�eYd�|jq
[bd
abVYXZ]%V�d�ehn3k�[bdNm�g���[ba�k�[�g�_�dlg�c$�Yehn3k�±

〈E, K〉 = 〈E11, E22, 2E12, K11, K22, 2K12〉
v�w°¯Ix - � {

[�kZq
[bdI�-VY_�ab[bd�n~V�m~ehq
[bd}eYd�d�V�a�c
`b[bd©v�m�c$�3c
d�`b[bd�]jeh_Zqsrzehc$_�[ |V̄ | m�g	�-[�g�c$q$q
[�kZX\V�¬�[�n¢m�[,q�e�ab[�q$q$g�q
[�m�[,�jeYd�[�{m�[���c
[�n�n~[�nok�±

〈N , M〉 = 〈N11, N22, N12, M11, M22, M12〉
v�w°¯Ix - � {

UW[bd´abVYn~a�q$g~dlc
VYn~d´d�VYnok"c
d�dlg~[bd"m�[�q�e��-VY_lX�g�q�ehklc
VYn �Yeh_lc�ehklc
VYn�n~[�q$q
[	v�w°¯Ix -o��{�|^`buog�c$��ehq
[�nok�[�ehg¢]�_�VY��q
��X\[
q
V�a�ehqfv�w�x � -3{�|~d�rt`ba�_lc$��ehnok�|�]%VYg�_Pg�n~[ ab[�q$q$g�q
[Lm�[¦�jeYd�[ d�ehn~d�kl_�VYg©n�c�§jd�dlg�_�[J±

∫

V

(
δE − x3δK + δεp T r,(e)) : d :

(
E − x3K + εp T r,(e)) dV = |V̄ | δE : N + |V̄ | δK : M

v�w°¯Ix -o��{
❏

³T_�ehklc
uog~[�X\[�n3k�|=g�n~[I�-VYc
d q�e,ab[�q$q$g�q
[Zm�[Z�jeYd�[�X}ehc$q$q
`b[�|�g�n»n~V3[�g~m»dlg�]�]�q
`�X\[�n3k�ehc$_�[�|�m�VYn3k&q
[bd m�[���_�`bd�m�[
q$c$�%[�_lk�`&d�VYn3kEq
[bdPabVYXZ]%V�d�ehn3k�[bdEm�[ q�eZm�`��-VY_lX}ehklc
VYn�X}eYa�_�V�d�abVY]�c
uog~[�|)[bdlkEe#�+VYg�k�`LÊ�k�VYg~d�q
[bdE`�q
`�X\[�n3k�dNm�[
q�e�ab[�q$q$g�q
[}m�["�jeYd�[�|�uog�cf]0V�d�d��bm�[�nok&§~njehq
[�X\[�n3k

NNOE+1
n~V�[�g~m�dLa�ijeYa�g�n�xp��[\��[ba�k�[�g�_�m�[bdLm�[���_�`bd�m�[

q$c$�%[�_lk�`&`�q
`�X\[�n3k�ehc$_�[bd�m�[���c
[�nokNm�VYn~aJ±

{ue} =

{
up T r,e

E

}
v�w°¯Ix -B-3{

�0^��v~CcYiWf2pmk�c�hjrWh�k �@o@k{h pmk
q��2qXrQl�f2f*k{egcml�n �Jp"� l�hjca��cmnCr�zCrwp"� rW�<oChjr2egegcal,n�� ]�� ^a`2�! �^



����� �3�	��

����������

������
������M�Z�0�����.����!,�L�b� �c�K�V�¶�#
$����� �¶�h����

�
��� ���~/

UW[ba�c��(g~d�klc�§j[ m�VYn~a�|j[�kEehc
m�[&[�n©g�n©d�[�n~dEÊIXZc
[�g�ª�eh]�]�_�`�i~[�n~m�[�_�|jqsr c$n3kl_�V3m�g~a�klc
VYn�m�[ q�eIX}ehkl_lc
ab[
Bhom,e |

_�[�q$c�ehnokNm�`��-VY_lX}ehklc
VYn~dE[�kNm�[���_�`bdPm�[ q$c$�%[�_lk�`&`�q
`�X\[�nok�ehc$_�[bd�|j]jeh_�±

{εe(x)} =
[
Bhom,e(x)

] { up T r,e
E

}
v�w°¯Ix - � {

� g�X\`�_lc
u3g~[�X\[�nok�|)c$q=m�[���c
[�nok�ehq
VY_�d�ehg~d�dlc=d�c$XZ]�q
[&m�rzeh]�]�q$c
uog~[�_Ng�n~[&m�`��-VY_lX}ehklc
VYn�X}eYa�_�V�d�abVY]�c
u3g~[�[�k��hVYg
g�n~[ZabVYnokl_�ehc$nok�["X}eYa�_�V�d�abVY]�c
u3g~[�|�u3g~[Im�rzeh]�]�q$c
u3g~[�_&g�n�m�`�]�q�eYab[�X\[�n3kLVYg»g�n~[��-VY_�ab[�m~ehn~d g�n�abV3m�[Z`�q
`�µ
X\[�nok�d�§~n�c
dNa�q�eYd�dlc
u3g~[�x

0�143���3 � � >,C��GI��MLON E���>,NMLONMDP@f?MI8Ay;2@,: 
 �/N��G:8;V=�>,?
@,:<; ?
ºNnI[�ª�]�q$c
a�c$k�[Wm�`bd�VY_lX}ehc
d�|habVYXZ]�k�[�µsk�[�nogZm�[bd=_�[�X}eh_�u3g~[bd@]�_�`bab`bm�[�nok�[bd�|hq�eEm�c
d�a�_�`�klc
d�ehklc
VYnZm�g�]�_�VY��q
��X\[

q
V3a�ehq�`�q�eYdlklc
u3g~[�xp³�VYg�_\ab["�sehc$_�[�|@VYn `ba�_lc$k�v�w°¯Ixz� ¤ {�d�VYg~dZd�e©�-VY_lX\[´`�q
`�X\[�n3k�d�§~n�c
d�±@kl_�VYg���[�_Zq
[,a�ijehXZ]
]0`�_lc
V�m�c
uog~[ {

up T r,(e),e} |�k�[�q=u3g~[J±




∀
{
δup T r,(e),e} ]%`�_lc
V�m�c
uog~[ dlg�_

∂V, ∀ {δE} i~VYX\VY����n~[�d�g�_ V

NELT∑

e=1

∫

V e

〈
δεp T r,(e),e + δE

〉
[de]

{
εp T r,(e),e + E

}
dV = |V | 〈δE〉 : {Σ}

v�w°¯Ix - ��{

�Jn�c$n3kl_�V3m�g�c
d�ehn3k�q�ePm�`���VY_lX}ehklc
VYnLk�VYk�ehq
[^`�q
`�X\[�nok�ehc$_�[Wm�`�§~n�c
[T]jeh_Bv�w½¯�x � ��{%[�k=[�nL[�ª�]�q$c
a�c$k�ehn3k�g�n�c
u3g~[�X\[�nok
q�eZm�`�]0[�n~m~ehn~ab[�dl]jehklc�ehq
[�|�q�eI�-VY_lX�g�q�ehklc
VYn�m�[��3c
[�n3k�±

NELT∑

e=1

∫

V e

〈
δε(e),e(x)

〉
[de]

{
ε(e),e(x)

}
dV = |V | 〈δE〉 : {Σ} v�w½¯�x - ¤ {

�=e�_�[�q�ehklc
VYn v�w°¯Ix - � {}eh]�]�q$c
uog~`b[�Ê»g�n~[�m�`���VY_lX}ehklc
VYn���c$_lklg~[�q$q
[�|WeYd�d�V3a�c
`b[�Ê�qsr c$nok�`���_�ehklc
VYnKn3g�X\`�_lc
uog~[
m�`�§~n�c
[ ]jeh_Pq�e�_�[�q�ehklc
VYn¨v�w°¯�x �e� {�|~m�VYn�n~[�nok�±

NELT∑

e=1

〈
δup T r,(e),e,δE

〉[
khom,e

]{ up T r,(e),e
E

}
= |V | 〈δE〉 : {Σ} v�w½¯�x -oy�{

VY¾©q�eIX}ehkl_lc
ab[�m�[¦_lc$��c
m�c$k�`L`�q
`�X\[�nok�ehc$_�[ [
khom,e

] [bdlkPm�`�§~n�c
[&]jeh_�v�w°¯Ix - £ {�±
[
khom,e

]
=

NGE∑

i=1

ωi det
[
Je(ξ

i)
] [

Bhom,e(xi)
]T

[de]
[
Bhom,e(xi)

] v�w°¯Ix - £ {

WE]�_��bd�eYd�d�[�X���q�eh��[Ldlg�_Pqsrt[�n~d�[�XL��q
[Lm�[bd
NELT

`�q
`�X\[�n3k�dNm�[�q�eZab[�q$q$g�q
[�m�[&�jeYd�[
V
|~VYn�[bdlk�ehq
VY_�d�ehX\[�n~`

ÊI_�`bd�VYg~m�_�[&q
[ dl¬�dlk���X\[¦q$c$n~`�ehc$_�[&a�q�eYd�dlc
uog~[	� dlg�c$��ehnok�±

[K]

{
up T r,(e)

E

}
=

{
0

|V |Σ

}
v�w°¯Ix � S�{

UW[,]�_�VY��q
��X\[�`�q�eYdlklc
uog~[�ab[�q$q$g�q�ehc$_�[�|^m�VYnokZq
[bdZc$n~abVYn�n3g~[bd\d�VYnokZq
[bdZm�`�]�q�eYab[�X\[�n3k�d}]%`�_lc
V�m�c
uog~[bdZm�c
d�a�_�`�µ
klc
d�`bd�|^[bd�k\_�`bd�VYq$g�|WabVYXZ]�k�[�µsk�[�nogKm�[©q�e¸m�`�]0[�n~m~ehn~ab[�k�[�XZ]0VY_�[�q$q
[�|f]%VYg�_"a�ijeYu3g~[�]0VYc$n3k"m�[�a�ijeh_l��[

Pj
|

m~ehn~d\q
[�q
VY��c
a�c
[�q�`�q
`�X\[�nok�d}§~n�c
d´¼�wlU v�
&À��$# �^| ��£�£ S�{Zdlg�_\q�e»�jeYd�[©m�[bdZkl_�e��Yehg�ª²m�[
�	���$"��~��|fuog�cEe
c$XZ]�q
`�X\[�nok�`´m~ehn~d�¼�wlU qsr g�klc$q$c
d�ehklc
VYn�m�[Zqsr i~VYX\VY��`�n~`�c
d�ehklc
VYn	]0`�_lc
V�m�c
u3g~[\m~ehn~d&q
[\a�eYm�_�["m�[Zqsrt`�q�eYdlklc
a�c$k�`
kl_lc
m�c$X\[�n~dlc
VYn�n~[�q$q
[�x

�<^��xpmk  h�k{n3e �5l�hjqVk  cal�n�zCrwpmk
qVk  hjcmfWr�zCr2e�z<iWhjc��Zi2r2e zCrWe��5l,nCf  cal,n3e z<r �(l�hjqXrvoCh��2e2^
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: @B? ; �/> I8NM; ��?MEGIKAy=�NMLONMDP@,;
� n~[Wm�[bdpdl]%`ba�c�§ja�c$k�`bdJm�[fab[bdJm�`���[�q
VY]�]%[�X\[�nok�dJ_�[�]%V�d�[=�(g~d�k�[�X\[�nokTdlg�_@q�eN]�_lc
d�[f[�nZabVYXZ]�k�[Wnog�X\`�_lc
u3g~[

m�[bd�abVYn~m�c$klc
VYn~dZm�["]0`�_lc
V�m�c
a�c$k�`,dlg�_�q
[bd�m�`�]�q�eYab[�X\[�n3k�d�xJ³J_�ehklc
u3g~[�X\[�nok�|Jab[bd�abVYn~m�c$klc
VYn~dZd�[\kl_�eYm�g�c
d�[�nok
]jeh_�m�[bdP_�[�q�ehklc
VYn~dNq$c$n~`�ehc$_�[bdE[�n3kl_�[�q
[bdNm�[���_�`bdEm�[ q$c$�%[�_lk�`�m�[bdEn~V3[�g~m�dNuog�c=d�[ abVY_l_�[bdl]0VYn~m�[�n3kN]jeh_E]0`�_lc
Vhµ
m�c
a�c$k�`�x)³@eh_�[�ª�[�XZ]�q
[�|~q�eI§~��g�_�[�w°¯Ix � _�[�]�_�`bd�[�nok�[&g�n~[�ab[�q$q$g�q
[�m�[ �jeYd�[L�VXI|�XLg�n�c
[�m�[ kl_�VYc
dE��[ba�k�[�g�_�dNm�[

A

A′

B B′
C

C ′

x1

x2

x3

V1

V2

V3

¿ ���pÀ�¡���w°¯�x � Á��:AhA KT9 567m1q563 ;>=sRT.:9 7 . AC1e563 ;e=?9`RT.�Ä @I7I3 ;�R 3 / 3^5Y@ 9IK 7|A .:9`R @ Ä Ac1 /:. D .I= 5 9z=4;�R 1 Kel

]%`�_lc
V�m�c
a�c$k�`
V1
|
V2
[�k

V3
x � n~[N�-VYc
d�ab[�klk�[ ab[�q$q$g�q
[¦X}ehc$q$q
`b[�|�VYn©d�[¦m�VYn�n~[ dlc�ª}n~V�[�g~m�d�d�[¦abVY_l_�[bdl]%VYn~m~ehnok

m�[�g�ª�Ê�m�[�g�ª�|~a�rt[bdlk+µ°Ê#µ½m�c$_�[&`�k�ehn3kN[�n���c
d+µ°Ê#µs��c
dPdlg�_�q
[bd�kl_�VYc
dE]jehc$_�[bdPm�[¦�seYab[bd�]jeh_�ehq$q
��q
[bd�±
Á q
[bdPn~V�[�g~m�d

A
[�k

A′ |)m�[�abV�VY_�m�VYn�n~`b[bdN_�[bd�]0[ba�klc$��[bd xA
[�k

xA′
|jd�VYn3kEc$X}eh��[bdNqsr g�n�m�[�qsrzehg�kl_�[&]jeh_

q�eIkl_�ehn~dlq�ehklc
VYn�m�[¦��[ba�k�[�g�_
V1
±
xA′ = xA + V1

|
Á q
[bd�n~V�[�g~m�d

B
[�k

B′ |�m�[&abV3VY_�m�VYn�n~`b[bdN_�[bdl]%[ba�klc$��[bd xB
[�k

xB′
|�d�VYn3kPc$X}eh��[bdNqsr g�n�m�[ qsrzehg�kl_�[ ]jeh_

q�eIkl_�ehn~dlq�ehklc
VYn�m�[¦��[ba�k�[�g�_
V2
±
xB′ = xB + V2

|
Á q
[bdPn~V�[�g~m�d

C
[�k

C ′ |~m�[LabV3VY_�m�VYn�n~`b[bdN_�[bdl]%[ba�klc$��[bd xC
[�k

xC′
|~d�VYnokNc$X}eh��[bdPqsr g�n�m�[ qsrzehg�kl_�[&]jeh_

q�eIkl_�ehn~dlq�ehklc
VYn�m�[¦��[ba�k�[�g�_
V3
±
xC′ = xC + V2

x
w°qB[bdlkIehq
VY_�dIq$c
a�c$k�[,m�rt`ba�_lc$_�[}q
[bdI_�[�q�ehklc
VYn~dIq$c$n~`�ehc$_�[bdZdlg�c$��ehnok�[bd�[�nokl_�[´q
[bdIm�`�]�q�eYab[�X\[�nok�dZn~V�m~ehg�ª v�m�VYn~a
[�n3kl_�[&q
[bdPm�[���_�`bdNm�[¦q$c$�0[�_lk�`�{�uog�c�d�[ abVY_l_�[bd�]0VYn~m�[�n3kN]jeh_�]%`�_lc
V3m�c
a�c$k�`J±





up T r,A − up T r,A′
= 0

up T r,B − up T r,B′
= 0

up T r,C − up T r,C′
= 0

v�w°¯Ix �2� {

��e�X\`�kli~V3m�[Bc$XZ]�q
`�X\[�n3k�`b[Em~ehn~df¼�wlU�|Y[�nZ]jeh_lklc
[�m�`ba�_lc$k�[Pm~ehn~d/ ��~ J)@¡
	=� � . 5}1>A x~v ��£ y � {�|�abVYn~dlc
dlk�[Pehq
VY_�d
Ê,abVYn~m�[�n~d�[�_ q
[bd X}ehkl_lc
ab[bd&m�[�_lc$��c
m�c$k�`Z`�q
`�X\[�nok�ehc$_�[bdI[�n�`�q$c$XZc$njehnok�q
[bd m�[���_�`bd&m�[�q$c$�0[�_lk�`�_�[bm�VYn~m~ehn3k�d�x
X ehn~d^n~VYkl_�[P[�ª�[�XZ]�q
[�|oq
[bdJkl_�VYc
d^m�`�]�q�eYab[�X\[�n3k�d

up T r,A | up T r,B [�k up T r,C d�[�_�ehc
[�n3kf`�q$c$XZc$n~`bdBehgZ]�_�Vh§~kfm�[bd
kl_�VYc
dBehg�kl_�[bd�|3ab[Eu3g�c0ehg�_�ehc$k^]%VYg�_fabVYn~d�`buog~[�n~ab[Nm�[P_�`bm�g�c$_�[Nq�e k�ehc$q$q
[Em�[bd^X}ehkl_lc
ab[bdB`�q
`�X\[�nok�ehc$_�[bdB[�kfm�VYn~a
q�eIk�ehc$q$q
[ m�g�dl¬�dlk���X\[���q
VY�jehqsx)UWVYn~a�_���k�[�X\[�n3k�|jab[�klk�[ `�k�eh]%[N]%[�g�kP¹�kl_�[��-VY_lX}ehq$c
d�`b[¦m�[¦q�e&�se��bVYn©dlg�c$��ehnok�[J±
Á d�VYc$k {

up T r} q
[,��[ba�k�[�g�_\m�[bdZc$n~abVYn�nog~[bd}n~V3m~ehq
[bd}eYd�d�V3a�c
`b[bd\ehg¢a�ijehXZ]²m�[�m�`�]�q�eYab[�X\[�nok�d up T r |
]%`�_lc
V3m�c
u3g~[ dlg�_

∂V
|

Á d�VYc$k {
u

p T r
1

} q
[�d�VYg~d+µ½[�n~d�[�XL��q
[Pm�[bdTabVYXZ]%V�d�ehnok�[bdWm�[ {
up T r} dlg�_Jq
[bd�u3g~[�q$q
[bd^ehg~a�g�n~[PabVYn~m�c$klc
VYn"m�[

]%`�_lc
V3m�c
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POINT DE DEPART 

DE L’ALGORITHME

POINT DE DEPART 

DE L’ALGORITHME

Domaine de variations du chargement

Géométrie et maillage de V
Pour chaque constituant de V : 
Relations de périodicité sur 
Chargement en moyenne :

Coefficient de charge élastique :

LANCELOT

Fonction objectif :

Coeff. de charge plastiques :
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Données identiques

PLAS.SIF : fichier LANCELOT

Contraintes d’inégalités :

Variable d’optimisation :

PLAS.SIF : fichier LANCELOT

Variables d’optimisation :

Contraintes d’inégalités :
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Contraintes d’égalités :
Fonction objectif :

Fonction objectif :

ELAS.SIF : fichier LANCELOT

APPROCHE STATIQUE APPROCHE CINEMATIQUE

ELASTIQUE
PROBLEME D’ADAPTATION

ET D’ANALYSE LIMITE
PROBLEME D’ADAPTATION
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Coefficients de charge plastiques :

Vecteur des contraintes résiduelles :

Contraintes d’égalités :

Variables d’optimisation :
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O�PRQSP ���4aTk�e0iR_6]DaTbc\~Y�\@e0klX2WDaR�^e0Z;Yyf8_6W"i�� _Sf~f~WDb^�`x0Zn�;aT\0X2k|_6]DaR�^e0ZpZ2]�WDX2�0Z2z4aTbc\0Y�PoPnPnPnPpPqQ;�S�
���*���"!$#&%&'�%)(*#&+J'�9;!;3S#&�c!s#J3$'�<�+J'�C='43$��E83$1@'� G9;E�¡I¡I57�¢57!;1@'£'0+>�cE�+�!;3$.85I+�!;'£%&.8+&9¤9;E�+
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O�P u^PTQVU=WDX;Y[Z;\^]`_6]DaTbc\�d4egf4WDbch0iTj;klZ"][WDaRd~aTklZ;\0Y[aTbS\0\0Z2i�PnPpPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQ;�c�
O�P u^P uwvyx0bSa{z�d4Zni*_��;Z;iTiTe0iTZ�d~Znh0_SY[Z/PnPnPnPoPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQ;�¢�
O�P u^P tw§JW`_6�;X�d~Z;Y�d4aT¨�X�WDZ;\^]DY�d4bck|_6aR\~Z;Y�d~Z�WDX;Y[aTY�]`_S\0�2Z�k|_6�2WDbcY[�2bcf0aR�^e0Z2Y©PnPnPoPnPnPnPpPqQ;�cª

���*N��"!$#&%&'�%&'�C&¡7.8HJ#J'49lC=143657EF%G57H&#J'49B«J1@!;1@3$E8¬8­~+J'49
'~+:,£'0,�®&3$.�+F'�'@!¤'~+>¯='@°J57E�+±�~²~³
O�P t@PTQV´=]De8d~ZpdF� e0\~Zpf0iR_c�^e~Znx0bcklbS}cj;\~Z£PnPoPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQs�Sµ
O�P t@P u¶´=]De8d~ZpdF� e0\~Zpf0iR_c�^e~ZpWDZ;\~�7bSWD�;X;Z¤Q2�o��f�X2WDaTb@d~aR�^e0Z·PpPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQs�cu
O�P t@P tw´=]De8d~ZpdF� e0\~Zpf0iR_c�^e~Zp][WDbce0X2Z�u6�o��f�X2WDaTb@d4a*�^e~Z¸PnPpPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQs�St

���T¹¸�"!$#&%&'�%)(*#&+-,/.0!2143657.8#-N0?|ADC=143657EF%G57H&#J'£º»5I+&�¢¡�#&9s5*E�+&9B9sC=«J1@365IH&#F'~9����
�
�����L�~²0M
O�P �4PTQVU=WDX;Y[Z;\^]`_6]DaTbc\�d4egf4WDbch0iTj;klZ"][WDaRd~aTklZ;\0Y[aTbS\0\0Z2i�PnPpPnPnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQs�cr
O�P �4P uwvyx0bSa{zF¼~k|_SaTiTiR_S}SZ�Z�]��`x8_$WD}cZ;klZ2\@]"d4ZpiR_
�;Z;iTiTe0iTZ�d~Zoh8_SY[Z�PpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQs�S�
O�P �4P t¶�pbSk|_SaT\0Z;Y�k|_6�2WDbcY[�;bSf0aR�^e0Z;Y����;bc\^][W`_SaT\^]DZnaTklf�bcY[X;Z½PnPnPpPnPnPpPnPnPnPoPnPnPnPpPqQs�c�
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2 3547698�:�;=<><�69?@6	AB:C2 ��1?E¥6@GOA9<OAC7UGH6VEuM\AC7�S~7�EbKD1?E©2J<O6VEc:}1�:5;=<5>d7BAC4D1�>\GHM=4�4e1n>@4eK?E]156_An154©SY1?E�:5;=<O4Cm31IZ�1I6_ABE
7�Z¦>\GfE]K?E�G3�DKI7zE?Eb156_A�<HMONl:DGH68Pf1I6_AC7CGO6VE�E?M=7�Pf<H6_An1?EED

F 2J<H68E¦Sy1�:D<fE©G�G n = 1 t�Seq GH6|156_An1I6d2¥>\<O4IH�GH6x7BZu>VGfEb1 2E12
Hnt�6@GH6lEb15M=Sy15Z[156_A�abMV1�Sk<[:DGHZ¦>\GfEb<H6_An1

2E12
2`1 E 1?EIA�7BZ¦>\GfE]KD1s6dGH6�6_M`SBSY15t�Z�<H7�EsKUmJ<HSy15Z[156_AuabMV1sSy1?E�<HM=AC4D1?E�:DGHZ¦>\GfEb<H6_An1?E�EIGH6_A�68M=SBSY1?E?t:}1^aIM=7�4D15P]79156_A�r�7�Z¦>\GfE]154ED (E11 = 0, E22 = 0, E33 = 0, 2E12 6= 0, 2E23 = 0, 2E13 = 0),

F 231�Z�J5Z[1?t¦2J<O6VE�SY1¬:D<HE¬G�G n = 2 tcKe:I457B4e1KH�GH6�7BZ¦>\GfE]1�Sy1l:DGHM�>dSy1 (Σ11,Σ22)
HcE57kmH6_7 ��1�aIM81�Seq GH6

7BZu>VGfEb1©Sy1�:I;=<H4Um315Z[156_A�E?M=7BPR<H6_A9D (Σ11 6= 0, Σ22 6= 0, Σ33 = 0, Σ12 = 0, Σ23 = 0, Σ13 = 0).

� <[ZLJIZ�1s:DGO68Pf156_AC7UGH6�PR<HM\A�>\GHM=4�Sy1?E�:5;=<H4Um315Z[156dABE¥m3K56@KI4�<HS~7�EbK?E]g

MON�P QSRBT#UCVWUYXZT#[]\_^5R7`ba"c�^dTfegRhaB^iR7c�jk`lP)mon+p�`ba"c�q'UCc�rsT#V

tvuxw�y ��z%{}|�~�����z�{%z}|�|�z�����z}��~
�}��z��h�/��|�~�zIz%��|�� ux� |��g�-~�z}�>��{%z}|�|�z�� w ~����Z{}~i����� � ��~��9�gz}�Lz}��|>����z����/| � ��~��/�
��|����/|�~�� � ��z%���h�/���/�1���/���gz%�5������� ® z}|����������-�+�/� w ����{>�/��{}��� � �/�h�/�!�	|�~����gz}�Lz}�9|5���g� ��zd��� � ��z}��|�z}�5��~!������z}�Lz}��|
��z%� y ����z%�'��zC����� � |�� w ��zk����� � ��~��9�gzk��� w � w � � z��/�@{��h�/��~!|���z��¢¡C�"£¤�����%�¤��� y ��z������/���Bz}�)��z%�'� w ��� � z%�
�-�¥��� w�y �
�}�Lz1�"z}�¥�h�/��|�~�{}���!~�z}�'��z#���L{}~!� � ���/|�~��9�gz#{�� w ~���~�z#z}|s��z%�¤��� w�y �
�}�Lz%�¦{%z}�!�!�����/~!��z%�'§L� � � w �g�-��z1�h��z
��|����/|�~�� � z%��|¨| w ��|b� u � yBw ��� � |��g�-~ � �h�/�¨� u �/����� w {��gz5��|��/|�~��9�gz1� t z�{��h�/���+z}�Lz}��|�z%��|�z}�#����z}��~�z}���!~�z}�C~!��� w � �
� w �g�v���¦� w ���Lzd� u ���gzd� � � w �����/|�~ w �Y����{}� w ��{ w ��~����gz1������~��>�+�g�/�g��������z%{ w �g�L|�z}���g���+� w �g�)���'� w ���Lzd� u ���gz
{ w ��|����/~!��|�zs����{}� w ��{ w ��~����gz1���)�´�9�gz¦��zP�1�/�!~���z}����z%��� � �����!|��/|��5��z¤� u �/����� w {��gzs��|��/|�~����gz1�9���/~�� � ���/��z}�Lz}��|
��zi{ w ���h�/��z}�v��z%�)|�z}���g�v��zi{>�/��{}�����v��z%�)��z}�-©L�/����� w {��gz%�>�1��zi��|����/|�~�� � z%��|vz}�g����~!|�z � |��g�-~ � �h�/�)� u �/����� w {��gz
{}~!� � ���/|�~����gz1�h� w ���i��������~��9�gz�{>���d��z'{��h�/���+z}�Lz}��|��hª/�

«­¬Z®¯¬Z® °�±+²7³�´7µE¶1·B¶+¸º¹Eµo»�¼¾½�±+¹À¿�ÁºÂhÃÄ´
Å¤�Æ{ w �g��~����}��z�� w �g{L��z����/| � ��~��/�Ç��|����/|�~�� � |���~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}�5��zL���Y�g�1����zIÈ=¡k� ­�É �¯� � ��~ w �-~��9�gzL�g�/�g�

���gzi�-~!��z%{}|�~ w ����z5� u z%���h��{%z)Ê����s�-~!��z%{}|�~ w �
X3

�1z}|b~!�3���/��~��/�9|���z}� w ����z%�)��z}�-©L�/��|���z%�v�-~!��z%{}|�~ w �g�
X1

z}|
X2

�
t z%�i{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�i� �%w � � |���~����gz%��z}|����/| � ��~�z}�!��z%��� w ��|i{%z}�!��z%�i� w ��� � z%�5�h�/�i��z¤|�� y ��z>�/��������� ­ ���9�gz¤� uxw �
��z%� w ���gz��g�1����z#¡C� ­ �"Å¤�I��z���� w � w ��z���z�|�����{%z}�¦��z%��� w ���/~!�gz%�s��z�� � ��~���|��/�g{%zC��z�{%z����/| � ��~��/���	~����¢§��s�9~��

COUCHE 2

COUCHE 1

X1

X2

X3

x1

x2

x3

e1

e2

c1

c2

Ë¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¯Ø>Ð�Ù/Ú�Ð�Ï�Í�ÑÕÔ/Ö/×�Ò
e1 = 0.1 Û)Û e2 = 0.3 Û)ÛË¨Ì>Í�Ì>Î�Ï�Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¨Ú¤Ð�Î�Ì�Ü1ÑÓÔ�Ö/×�Ò

EY,1 = 210000 ÝiÞ�ß EY,2 = 120000 ÝiÞ+ß
ν1 = 0.3 ν2 = 0.27

σ1
0 = 180 ÝiÞ+ß σ2

0 = 80 ÝiÞ+ß

à5á=â�ãEä¯å ¡k� ­¤æ�ç <OAnK5457C<OM¡E5AC4e<OAC7 ��KED�:D<O4�<J:]AnK54?7�E5AC7UaIM81?Ecm`KeGHZ[KIAC457CaIM81?E�1IAiZ[Ke:}<H687UaIMV15E
��zs� ux� ������|�~�{}~!| � ����zs� u ���g�/��|��/|�~ w � � ������| w ��������|�~��9�gz�z}|i��zs� u �/�h�/�!�-��zs�!~!��~!|�z1�hè	z}� w �����C� � |�� w ��z'� � {}��~!|�z��/�
{��h�/��~!|���zd��� � { � ��z}�9|>�9{%z%��� w ���/~!�gz%��� w �9| w�y |�z}���g�5§¦�h�/��|�~!����zi� w ���/~!�gz%��~!��~!|�~��/�-©L��zi{��h�/���+z}�Lz}��|����9� w ~!|
QcP�éJZ2YyWDX;Y[e0i{]`_$]DY�f~WDX;Y[Z;\^]DX;Y�d0_S\~Y��;Zpf0_6W`_6}SW`_Sf~x0Z�bc\^]�d~bS\0\~XoiTaTZ;eg_6e~z|�;bSklk
e~\0aT�s_6]DaTbS\0Y�d4Z)ê�ë1ì9í+ë�î1ïÕð�ñkò¢óBô�õ P+ö�u6µcµ¢u�÷
Z�]bê�ë1ì9í1ë9î1ïÕð�ñLò¢ó"ô�õ P	ö�u6µcµStc_}÷�¼~WDZ;Y[f�Z;�2]Daùø¢Z2klZ;\^]�f�bce~W�i�� _Sf~f~WDb^�`x0ZnY�]`_$]Da*�^e~ZnZ2]"�;aT\0X;k|_$]Da*�^e~ZcP
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�g�/�g�E� u z%���h��{%z���z%�E� � � w �����/|�~ w �g�¨����{}� w ��{ w ��~��9�gz%�>��� w ~!|À�g�/�g�E� u z%���h��{%zv��z%�¨{ w ��|����/~!��|�z%������{}� w ��{ w ��~��9�gz%�>�
{ w ���Lz���zs� w ��|���z����C�g�1����z'¡k���-�

OU P 0
1P 0

1

P 0
2P 0

2 P 0
3P 0

3

P 0
4P 0

4

E0
1

E0
2

e1

Σ0
1

Σ0
2

r δr δ

à�á=âbãÀä¯å ¡k��� æ ��68PH15SkG5>J>V1�2315E�:5;=<H4Um315Z[156_ABE�7�687CAC7U<HMHNl156�23KB�bGH45Z�<JAC7CGH6�GHM�1I6�:DGO6_AC4�<O7�6_An1

«­¬¢®¯¬�� ���v¹E¸�� ´�¶IÃÄ·¯¸ZÁ¢Áº·��À´ »�´�Áº·��-´hÁ¢ÁZ¼�Áº´ »�´ ¿�·¯³�´
 w ���Lz���� � {}~�� � �/�k�h�/���/�1���/���gz5������� ® ���-�ù�-���-�#�º�/~!|���z%����� w ����~ � | � �)��z�� � ��~ w �-~�{}~!| � z}|b� u ~!�"!��/��~��/�g{%z1����z

� w |�~��)� � {}��~#!1�/��|�z}�9|�~%$}��z}�Lz}��|���zs���/| � ��~��/�¥�Bz}��|i��z¦���/�Lz}�gz}�¤§#������z}�1�Lz}�9|>�g{ w ��|�z}�h�/�9|����gz � �h�/~�����z}���
��z5{��h��{}���gzd��z%�)��z}�-©C{ w �g{��gz%�>�& �z}�Bz}�g�g�/�9|>�+���g�L� u z�©	��� w ~!|�z}�)��z%�b{>�/�h��{}~!| � �v��z����¤� � |�� w ��z1�1� � !+z}� w ��� � z
� w ���d��z%�i{%z}�!�!����z%�d��z y ����z%��')(k�	���k{%z}�!�!����z'��z y ����z'{ w �g��~�� � � � z'z%��|5|���~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}�!��z1�h|�z}�!��z¦{%z}�!��z'��zs���
�g�1����z���������*-� t �k{%z}�!�!����z'z%��|d� w �g{s��z}��� � ��z}��| � z��h�/�i�����h�/���/�!� � � � ��~!��$%��z1�g{ w �g��|�~!|�� � ��zs���k�����"z}��� w ��~!|�~ w �
� u ����|¢�9�"z ��z {��h��{}���gz���z%����z}�-© { w �g{��gz%�Lz}|���z �-~!�Lz}�g��~ w �g�L�9�gz}��{ w �g���gz%��	��g�/�g�k��zY�����/�Ç�h�/���/�!�%$}��z
�/�-©S{ w �g{��gz%�>� t z%�¤��� w ����~ � | � ��� u ~!�&!1�/��~��/�g{%z��g�/�g�s��z%�¦�-~!��z%{}|�~ w �g�

X1
z}|

X2
�/��| w ��~���z}�9|���z#�gzC���/~!�!��z}�

��� {%z}�!�!����z���� u �+!+z%{���� � � � �Lz}��|��h�/��{ w �g{��gz
ci, i = 1,2

�¨Å¤�@{�� w ~���~!|�� w �g{���zk���/~!�!��z}��{��h���9�gz�{ w �g{��gz
�+!+z%{���� � � � �Lz}��|k���h���-���/|�~��9�gz�§

20
� w z}�g�����¯|������-~!|�~ w ���gz}�!��z}�Lz}��|�� w | ��,

20
�E{>�/��{}��� � z}� ~!�9| � �1���/|�~ w �

� � �-��~!|�z.-#È��g�1����z¤¡C��' É �&( u �/����$%����z%�����/���Bz}�����-��{��h�/��~!|���z¦���1��z�{��h�/���+z}�Lz}��|5~!��� w � � �
E0 w � Σ0 ������� w {}~ �

CELLULE DE BASE : V MAILLAGE DE V

x1

x2

x3

e1

e2

c1

c2

1
1

à5á=âbãÀä¯å ¡k��' æ	/ 15SBSTM=SY1s231^�e<HEb1p>\<H4e<HSBSYKISYKn>@7 >VKD2H7CabMV1�1IAiZ�<H7BSBSk<]m`1�2`1©:}1bAUAn1�:}15SBSTM=Sy1

§#���#� �%w � � |���~�zs� � �1���!~%$}��z'��z¦���C{%z}�!�!����z'��z y ����z1�	z}��{%zs��z}�g�5�9�gz¦{%z}|�|�zs��z}����~%$}��zs�gz¦��� � ��z}�9|�zs��~B|�� w ����~
�h��������z1��~!�����!~��9�gz}��|¤�9�gz)Ê

æ ���k{}~!� � ���/|�~��9�gz�z%��|d{�� w ~���~�z���z'���#� w ���Lz�È���� �&0+É �
æ ��zs��� w�y �%$}�Lz�{%z}�!�!�����/~!��z � ������|�~��9�gz'��z'� w {>�/�!~����/|�~ w �I§C� � � w �g�-��z�� ux� {}��~!|

P
(e),cl
d 1 f

w �
P

(e),cl
cont

�

u@PSUGbSe~W320z4Z2W�iTZ;Y�aRd~X;Z2Y;¼8�;Z;Y"d4aRklZ2\0Y[aTbc\~Y�d~bc\^]�f4WDaRY[Z2Y"X2}¢_SiTZ;Yo�
i�� e0\0a{]DXcP
t4P�éFZ;Y�WDX;Y[e0i{]`_6]DY"d4Z;Y�Y[aRk�e0iR_6]DaTbS\0Y�Y[bc\^]"aRd~Z;\^]DaR�^e0Z;Y�Z;\ aT\@]DX2}SW`_6]DaTbS\�Z2z~_S�2]DZcP
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æ �g�/�g�i��z'{>���d��zs� u �/����� w {��gz���|��/|�~����gz1�-��zs��� w�y �%$}�Lz�{%z}�!�!�����/~!��z��/�-© { w �9|����/~!��|�z%�¤� � ��~��-�gz}�!��z%�d� ux� {}��~!|
P

(r),cl
d 1 f

w �
P

(r),cl
cont
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tvuxw�y�� z%{}|�~�����z%�¤��~!�������/|�~ w �g�s��� � ��z}�9| � z%�¦�g�/�g�¦{%z#�h�/���/�1���/���gzCz%��|¤� w � y ��z)Ê7��z�����z}��~�z}�'z%��|���z}���/|�~���§
��� !1�/�!~��g�/|�~ w ����z������ � |�� w ��z¦�9��� � ��~����gzs� � !+z}� w ��� � zs�/� w ���5�9�gz���z¦��z%{ w �g�Y{ w �g{%z}���gzs���!�g����� � {}~�� � �Lz}��|
� ux� |��/�Bz#� u z�©	��� w ~!|��/|�~ w �S��z%��� w ���/~!�gz%�s��z'� � ��~���|��/�g{%z�����{}� w ��{ w ��~��9�gz%� w�y |�z}���g�>�
	 w ���s{%z'�º�/~!��z1�gz}|¦���g�
��z��gz �h���L� � � w � y ��z}����z%�L� � �����!|��/|���z}|���z}�����Y�/�h�/�!�	��z%��� w �­{�� w ~���~!| ! w � w �9|��/~!��z}�Lz}��|���z��gz |����+!��/~!�!��z}�
���gz������C�9�gz}���9�gz%�#{>���C��z�{��h�/���+z}�Lz}��|��>�)£W|�~!|���zY� u ~!�!�!�g��|����/|�~ w �À��~!�i��� w �g{ � | � {�� w ~���~i� uxw �����/��~���z}�C{%z
�h�/���/�1���/���gz���z'���#�º��� w �¥����~#!1�/��|�z)Ê

æ � ux� �9��~#!��/��z}�g{%z���z%�s�-~!��z%{}|�~ w �g�
1
z}|

2
!	~����¢§���!	~��¦�-� { w ��� w ��|�z}�Lz}��|��-�S��|����/|�~�� � z%��|¦��~���zkz}� � !9~��

��z}�g{%z'� w ���d����{��h�/���+z}�Lz}�9|'z}��� � � w �����/|�~ w �À�
æ ��z%�¦� w ���/~!�gz%�¤� u ���g�/��|��/|�~ w � w�y |�z}���g�s� w �9| � ���/��z}�Lz}��| !1�/�!~�� � �¤��������� y ����z�� u ��� {��h�/���+z}�Lz}�9|sz}�
� � � w �����/|�~ w �À�g�h�/��{ w ���h�/���/~�� w �S� !+z%{'���gz�� � |�� w ��z��-~!��z%{}|�z���z'���C�!~!|�| � ���/|�����z1�

æ ��z%��� w ���/~!�gz%�#� u �/�h�/�!�	��zL�!~!��~!|�z w�y |�z}���g�#� w ��|>�À�9�h�/��|��¢§��Zz}�-©¯�3!1�/�!~�� � �������'��� y ����z�� u ��� {��h�/���+z��
�Lz}��|�z}�Ç{ w �9|����/~!��|�z1���h�/�k{ w ���h�/���/~�� w �K� !+z%{���z}�-©��/��|���z%��� � |�� w ��z%����z ���I�!~!|�| � ���/|�����z1�)� u ���gz
~!�g{}� � �Lz}��|��/��z1�7� u �/��|���z#�/�h�/�!�	|�~��9�gz1�

æ �9�gz}�����gz%�s{ w ���h�/���/~�� w �g�'��zC{>�/�h��{}~!| � �'��z�� � ��~���|��/�g{%zk� w ��|¦��� � ��z}��| � z%�s� w ���s�-~�
 � ��z}�9|��s�����/�g�¦��z
{��h�/���+z}�Lz}�9|��sz}�¥� � � w �����/|�~ w �Iz}|�z}��{ w ��|����/~!�9|�z1�

æ z}|#z}�-�g�À� w �@��� � ��z}��|�zY������� u z�©�z}������zL� u ��� {��h�/���+z}�Lz}��|�z}� { w �9|����/~!��|�z1����� ���/��~%$}��z�� u �/�h�/�!�	��z}�
��z%�d� w ���/~!�gz%�¤|�����{ � �>�

 w ����|�z��º|�z}�����-�Æ{�� w ~�© ��zL����{%z}�!�!����zY��z y ����z�z}|#��z�����{}~!� � ���/|�~����gz1����z%�#�-~�
 � ��z}�9|��#� � �����!|��/|�����z�{%z
�h�/���/�1���/���gzL� w ��|s~������g�¦��z%�s� � � w �!��|�~ w �g����z%�¦��� w�y �%$}�Lz%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �

P stat
d 1 f

z}|
P stat

cont

�B��z}��� � ��z}�9|��/��|
��z%���Bz%{}|�~#!+z}�Lz}�9|s��z%�¤{ w �������/�+z%����|�� �%w ��$}�Lzk������� ­��

P
(e),cl
d 1 f

�
P

(r),cl
d 1 f

��z}|���|�� �%w ��$}�LzC������� ­��
P

(e),cl
cont

�

P
(r),cl
cont

����£ |�~!|���zs~!�g�-~�{>�/|�~����-��zs��� w�y �%$}�Lz�� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � !	~����/�9|�§#� � |�z}����~!�gz}�¤��zs{ w z���{}~�z}�9|���z'{��h�/���+z
§C� u ���g�/��|��/|�~ w �I� w ����$%��z��/� w ���ÀÊ

æ
97

!��/��~�� y ��z%�'� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�
64

{ w ��|����/~!�9|�z%��� u ~!� � ���/�!~!| � �'z}|
6
{ w �9|����/~!��|�z%�#� ux� ���/�!~!| � ��§�� � � w ���

���/|�~ w �¥~!��� w � � z1�
æ

97
!1�/��~�� y ��z%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�

64
{ w �9|����/~!��|�z%�k� u ~!� � ���/�!~!| � ��z}|

12
{ w ��|����/~!�9|�z%�#� ux� ���/�!~!| � �C§ { w �-�

|����/~!��|�z�~!��� w � � z1�
Å¤�Y��� � {}~���z¤�9�gz���z%���1���/���gz%�5��� � ��z}�9| � �d�/�-©��h�/���/�1���/���gz%�5¡k� ­ ��'-� y z}|�¡k� ­ ��'-�x{ w �9| � | �¤w�y |�z}�9�g��§��h�/��|�~!�
��z'��~!�������/|�~ w �g�¤��|�~!�!~����/��|

101
��z%{}|��/���1��z%�¤�����i��z'��z}��~��Zz%���h��{%z1�g{%z'�9��~À� � �g��~!|d��z%��!1�/��z}�����dz}|�!1�/��~��/|�~ w �g�

��z
δ
z}|d��z

r
{ w ���Lz#����~!|ÀÊ

{
δ = 1.8◦

r ∈ [0,100] ⇒ p = 101

È=¡C� ­�É
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	 �
� ?�� 	 8 	 ;=< � AE< 	 A 	���� :�;����¨6���A��¨?���8�;����E6���� 	 <! #"��¨A$�&% 	 8('769? 69AB:!��A¨;� b;=? 69A¨<�; � A�)
A¨6 �

£ !1�/��|���z |�����{%z}����z%��� w ���/~!�gz%����zY� � ��~���|��/�g{%z�����{}� w ��{ w ��~��9�gz%�Lz}�9|�~�z}���>� w �­� u �/|�|���{��gz¥§ !��/�!~���z}�
����� � |�� w ��z�*�� w �������gz#�-~!��z%{}|�~ w � ��z���z%{��gz}��{��gzk�h�/��|�~�{}���!~%$}��z1�"{ u z%��|��¢§��Z�-~!��z1�h� w ���¦���¥����~��9�gz#� w ���/~!�gz
~!��~!|�~��/�)��zk{��h�/���+z}�Lz}�9|

D
0
r

z}|¦� w �S�h���¤� w ���¦� u z}�&!+z}� w ���"z
H

0 z}��|�~%$}��z1� 	 w ����{%z�� �/~!��z1� w �S��z y ����z#�����
� u z�©�z}������z¥�/�h�/�!�	|�~����gz � |��g�-~ � �/�-©Æ�h�/���/�1���/���gz%�Y������� ® z}|����������-� t z���|����/|�~�� � z%��|��/� w ���L� w ����~���§S��z%�
{��h�/���+z}�Lz}��|��s{}~����/~!�!��z}�Lz}�9|������/������~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}���¦z}�¥� � � w �����/|�~ w �Iz}|dz}�¥{ w �9|����/~!��|�z1�7|�z}���d�9�gz)Ê

{
µ− 2E0

12 ≤ 2E12 ≤ µ+ 2E0
12

µ− Σ0
12 ≤ Σ12 ≤ µ+ Σ0

12

È=¡C��� É

w,+
µ− = 0

�
µ+ = 1

�
2E0

12 = 10−3 z}| Σ0
12 = 105 - 	b�-��£�����$%�kz�©-��� w ~!|��/|�~ w �g����z%�#���	� � |���~�z%�>����z%�

� �9�h�/|�~ w �g��� ux� �9��~!�!~ y ��z1�À��zk� w �+z}���gz�z}|���z#� � ��~ w �-~�{}~!| � �"��z%���-~�
 � ��z}�9|���{ w z���{}~�z}��|�����zk{��h�/���+z w ��| � | �
� � �g��~����h�/�d��z%�5� w ��������z%���!~!|�| � ���/��z%�ÀÊ

æ È�������� ® � É z}|�È���������� 0+É §k� � � w �����/|�~ w �I~!��� w � � z1�
æ È��������/. * É z}|�È���������* � É §k{ w ��|����/~!��|�z#~!��� w � � z1�

t z��10}�Lz���� w�y �%$}�Lz�z%��|��/� w ���¨� � � w �!���h�/�¨���d� � |�� w ��zv�9��� � ��~����gz5� � !+z}� w ��� � z1� t z�|�� y ��z>�/�C¡C� ­ ��� � ��z}��|�z
��z%�s� � �����!|��/|�����z%���/�����!~�{>�/|�~ w �g���9��� � ��~����gz%�'~������gz%�'��z%�¦� w ���#����z%���/�h�/�!�	|�~����gz%���/~!�g��~b�9�gzC��z%�s� � �����!|��/|��
��z}| w ����� � �v�h�/�¨���¤� � |�� w ��z��9��� � ��~����gz1�& �z%��� � �����!|��/|��b�"z}���Lz}|�|�z}��|v� w �g{5��z !1�/�!~���z}������� � |�� w ��z��g�/�g�b��z

3YA 	��2� :�;����¨6 34��?���8�;����E6
£����À��� � ��� £����À�g{ w �9|>� £����À��� � ��� £¤���À�g{ w �9|>�

αE 0 ��*6575 � ® 0 � ®\­ 5)* � 0 ��*6575 � ® 0 � ®\­ 5)* �
αAD ­ ��* ®O® � * 0 � ® 575)' ® ­ ��* ®O® � * 0 � ® 575)' ®
αAL × 0 � ® 575)' ® × 0 � ® 575)' ®

8#9;:=<9å>9¯ã ¡k� ­¦æ	/ GHZ¦>\<H4e<H7�EIGH68E�<O6d<HS~vHAC7UaIM81@?d68M=Z[K5457CaIM81u>\GOM`4�M=6�:5;=<H4Um315Z[156_A�M=687U2H7BZ�1I6VE?7UGH686@1IS
{>���i� u ����{��h�/���+z}�Lz}��|d����~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}�Ez}��� � � w �����/|�~ w ��z}|iz}��{ w ��|����/~!�9|�z1�g�¢�����"z}���Lz}|�|�z}��| � ���/��z}�Lz}��|
� u � �L���Lz}�¦���gz)Ê

æ ���k{%z}�!�!����z���z y ����zs�gz'��������|�~��hz'�h���d��~¯��z'{��h�/���+z}�Lz}��|s�9��~¯�!��~Ez%��|i~!��� w � �'w�y ��z}� !+z'��z%��!1�/��~��/|�~ w �g�
����~#!1�/��|�z%�ÀÊ

{
0 ≤ 2E12 ≤ 9.7765 ∗ 10−4

0 ≤ Σ12 ≤ 54.3816 - 	�� È=¡C��' É

æ ���#{%z}�!�!����z¦��z y ����z¤��z}|�� w � !+z¦���Y{ w ��� w ��|�z}�Lz}��|i������z}�Lz}�9| � ������|�~����gz1���/����$%�A0}|���z¤�h����� � z¤�h�/�����gz
���h����z'��z'��������|�~��h{>�/|�~ w �À�h��~¯��z'{��h�/���+z}�Lz}��| !��/��~�� y ��z'~!��� w � � ! � ��~��hz)Ê

{
0 ≤ 2E12 ≤ 1.95529 ∗ 10−3

0 ≤ Σ12 ≤ 60.6218 - 	�� È=¡C� �9É

�~PCBo\BW`_Sf0f�Z2iRiTZ��^e0Zo�;Z2][]DZnf~WDZ2klaRj�WDZbøc_6iTa*d~_6]DaTbc\g�;bc\~�;Z2WD\0Zni�� _Sf~f~WDb^�`x0ZnY�]`_$]Da*�^e~Z�d~eg�2bce0f~iR_S}cZSP
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	 w ���C��z}����z}�g�-��zL���Y�g�1����z����������-�B��z�� w ���/~!�gz����g�h�/� � ������|�~��9�gzLz%��| w�y |�z}�9�À�E�h�/�#z�©-z}������z��g�/�g����z�{>���
� u ���gz�� � � w �����/|�~ w � ~!��� w � � z1�À�/����$%�s� � �-�g{}|�~ w �@�-�@� w ���/~!�gzk~!��~!|�~��/�)�h�/�s���gzk� w � w |�� � |�~�zL��zC���/��� w ��|
αE < 1

���/� w �������gz ��z�� w ���/~!�gz��g�h�/��� u ���g�/��|��/|�~ w �Kz%��| w�y |�z}��� �/����$%���/���1�Lz}��|��/|�~ w � �-� � w ���/~!�gz
~!��~!|�~��/�¨�h�/�¦���gz�� w � w |�� � |�~�zk��z����/��� w ��|

αAD > 1
�"Å¤�I��z}���/�����gz � ���/��z}�Lz}��|>�¯§�{ w ��|����/~!��|�zk~!��� w � � z1�

���gz¤��z¤{ w z���{}~�z}��|i��zs{��h�/���+z'§�� u ���g�/��|��/|�~ w ��z%��| � ���/�À�/� { w z���{}~�z}�9|d��z¤{��h�/���+z¦�!~!��~!|�z)Ê	{%z%{}~"��z}� y ��z¤���
� �/~!|�{>�/����{}| � ��~���|�~����gz¦��z%��{��h�/���+z}�Lz}��|�������~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}���i�-����|����/|�~�� � ���)�Yz�
"z}|>���g�/�g����zd{>��� w,+

n = 1
�

�h�/�L{ w ���h�/���/~�� w � ��z%��� � � w �!��|�~ w �g�L�1���/����~����gz%� È�������� ­ � É z}|¥È�������� ­ ' É �¨� w ��{%z�z%��|L��zY{ w �g��|��/|�z}�����gz ��z%�
���h�/|���zL�-� w ~!|�z%��� w ��~�� w ��|��/��z%�#��z}��� � ��z}��|��/�9|>�¨�����'�����g�1����zIÈ�������� ­ ' É �"��z%��{ w �g�-~!|�~ w �g�#� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � �/�
� w ~!�9|b��z�{��h�/���+z

P1 = 0
��� u ~!�	�g�gz}�g{%z}��|��/�g{}���gz}�Lz}�9|v����!1�/��z}���b�-�k{ w z���{}~�z}��|)��z5{��h�/���+z��!~!��~!|�z�|�� w � ! � z

z}� ���/~�� w ���h�/��|������'�����g�1����z�È�������� ­ � É �EÅ¤�>�"�h�/��{ w ���h�/���/~�� w � ��z%�'��� w�y �%$}�Lz%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � È���������* � É
z}|kÈ���������* ®+É �7��z%� � �9�h�/|�~ w �g�¦�!~ � z%�'§�{%z#� w ~!�9|'��z#{��h�/���+z�� w ��|¦� u ����~����gzk�-~�
 � ��z}�g{%zkz}��|���zC��z%�s��z}�-©¥|Z�	�Bz%�
� u �/�h�/�!�	��z%�C� w �����9�gz

n = 1
ÊE~!�5z%��|C� w �g{�� w �����/�5��z���z}|�� w � !+z}�>�b�g�/�g�#��z%�k��z}�-© {>���>�À���¥�10}�Lz !1�/��z}���

� w ���d��z%��{ w z���{}~�z}�9|�����z�{��h�/���+z1�

� ����������
 � � ? 	 ;�A¨6�<�? 	 �+8 � < � � ��;����¨6�<�
� ��� � 8�? 	 :�; � AK;=?�� � < ��6
Å¤��� u ~!��| � ��z%����z�� � � w �����/~���§d���gz !1�/�!~��g�/|�~ w �����!�g�b� � � � ���/��zi��z����d� � |�� w ��z5����� � ��~��9�gz5��� w � w � � z1�/z}�

|������>�/��|v��z%�bz}�&!+z}� w ���"z%���i��z%��� w ���/~!�gz%����z�� � ��~���|��/�g{%z5����{}� w ��{ w ��~��9�gz%�>�& �z%�)z}�&!+z}� w ���"z%�v� w �9|>�/�g�/�g�b���
����z}��~�z}�v|�z}���g�>�+{>�/��{}��� � z%��§s� � � w �����/|�~ w �L~!��� w � � z1�����g�L��zi{ w ���h�/��z}����z%�)� � �����!|��/|�� w�y |�z}�9�g���+!+z%{d{%z}�-©
��z%�i|���� !1�/�-© ��z�� 9¯â�� 9�ä¯á�å�� È � 0 0 0+É z}|�� 9����Àå��¤á 1IA�<HS �¯È � 0 0\­�É �g�9��~ w �9|�� � !+z}� w ��� � ��z}|i~!����� � �Lz}��| �
����� � ��~��9�gz}�Lz}��|I�g�/�g�Y��z � w �1~�{}~�z}� t 	 � t 	�! È#" á�åhä¯ä¯å z}|%$ ��& å � ­ *65 ®+É �5���gz � � |�� w ��z �/�h�/�!�	|�~����gz
�Bz}���Lz}|�|��/�9|#� ux� |��g�-~�z}����z�{ w ��� w ��|�z}�Lz}��|C� u ���@��|����/|�~�� � � w ����~���§���� |�z}�v{��h�/���+z}�Lz}��|>� t z%�'� � �����!|��/|��
��� � ��z}��| � �#{}~��¢�/����$%�'� w ��|�� w �g{ w ��{%z���z !��/�!~��g�/|�~ w �g�#��z����Y� � |�� w ��z1�¯���/~�� � ���/��z}�Lz}�9|#� u �/�����!~�{>�/|�~ w �À�
z}� {%z���z}�g���9� u ~!���'�"z}���Lz}|�|�z}��|#��zL�Lz}|�|���zLz}� � !	~���z}�g{%zL{%z}��|��/~!�gz%����� w ����~ � | � ���!~ � z%�#�/�@{ w ��� w ��|�z}�Lz}��|
�-�¥��|����/|�~�� � � w �g��{��h�/���+z}�Lz}��| !1�/��~�� y ��z1�

')( 15Z�<H4eaIMV1¦>d4eKIST7BZ^7�6d<O7�4D1©4e15SY<OAC7BPf1^<HMONl2JGHZ�<H7B6@1?E�1IA�1568Pf15SYG?>J>81?Es2�q K5SY<fE5AC7U:I7CAnK
t z%��z}�"!+z}� w ���Bz%��� ux� ������|�~�{}~!| � |�����{ � z%���gzd� w ~#!+z}��|��h��� 0}|���zi~!��|�z}����� � | � z%�5{ w ���Lzd��z%��� w ���/~!�gz%��� ux� ������|�~��
{}~!| � {}��������~��9�gz%�>��� uxw,+ ������� � � � ��z}�g{%zi� w ���b� u �/���Bz}�!���/|�~ w � 1I68Pf15SYG?>J>V1 ���)�Lz�
¯z}|>�+���g����z5� w � ! w ~!�v{ w ���h�/��z}�
��z%��z}�&!+z}� w ���"z%��� u ���g�/��|��/|�~ w �K�/�-©�z}�&!+z}� w ���"z%�L� ux� ������|�~�{}~!| � �)~!���º�/��|L{ w �g��~�� � ��z}�L��z%��{��h�/���+z}�Lz}�9|�����z
�10}�Lzs�h�/|�����z)Ê���z%�i{��h�/���+z}�Lz}�9|���{�� w ~���~�� w�y ��z}� !+z}��|¤� w �g{1���g�/�g�5��z%�i��z}�-© {>���>�	��z%�5�10}�Lz%��!1�/��~��/|�~ w �g��*1�
t � �g�1����zI¡k� � �v|�����{ � z �g�/�g����zI�����/� (E11

E0
11

,
E22

E0
22

) ���+!+z%{
E0

11 = E0
22 = 10−3 ���Lz}|Yz}�K�!����~%$}��z¥���

�-~���|�~!�g{}|�~ w �Iz}�9|���z'��z%�d��z}�-©�|Z�	�Bz%����zs� � �����!|��/|��ÀÊ
æ ���'{ w ��� y zd� w ��|����s� � �+z}�g��z�z%��| �

E − SIC/LANCELOT − 1PC
���1��z}��� � ��z}��|�zd��z�� w ���/~!�gz���zi� � ��~����

r@P,+o\ Y[Z;}cklZ2\@]�d0_S\~Y�\0bS][WDZn�;_SY"d~Zp�`x8_$WD}cZ;klZ2\@]�e~\0aRd~aTklZ;\~Y[aTbc\0\~Z;i�P
�4PcvyZy]DZ2WDklZ)Z;Y�]G]DbSe.-�bSe~WDY ��f~WDZ;\0d4WDZ�_6e
Y[Z;\~Y�d~Z�/10.2iô,3�4+ò�d~_S\0Y=iTZ��;_SY�d~Zyi � _6\8_Si{�4Y[Z�iTaTkla{]DZc¼6Z2] d0_6\0YGiTZ�Y[Z;\~Y�dF� ò5476�ò�õ80:919�ò
d~_S\~Y"iTZn�s_6Y"d~Zni�� X;iR_SY�]DaT�;a{]DX�Z�]"d~Zni�� _cd0_6f~]`_$]DaRbS\�X;iR_SY�]DbSf0iR_SY�]DaR�^e0ZSP
�@P�é&U�;béJU=<?>)aT\0Z;_6WA@oWDbc}6W`_SklklaT\0}�_6\8dCBgbc\D>)aT\0Zs_$WA@oWDbc}SW`_6klklaT\0},<�Z;Y�]�e0\/iRbS}caT�;aTZ;i�d�� bcf~]DaTklaTYD_6]DaTbS\�\0bS\�iTaT\0Xs_6a{WDZ
�;_Sf8_6h0iTZ�d~Z"][W`_Sa{]DZ2W"d4Zpf~WDbSh0iTj;klZ;Y���f�Z2]Da{]DY�\0bSk
h~WDZod~Z¨øc_$WDa*_6h0iTZ;Y"dF� bSf~]DaTklaTYD_6]DaTbc\F¼~h0_SY[Xc¼4]Dbce4]��;bSklklZbé�EF;nv�´hé>Bp§o¼4Y[e~W
iTZ;Y�klX2]Dx~b@d~Z;Y�d4Zvé&_6}SW`_S\~}caTZ;\�_6e0}cklZ2\@]DX2Y;P
ª4PcvyZ;�;a�Z2z4f~iRaR�^e0Z��^e0Z�i�� bS\�_6a{]���x~bcaTY[a�¼&_6e�f8_6W`_6}SW`_6f0x0ZHGIGIG�P r@¼�iTZ;YnkKJ;klZ2Y¨øS_6WDaR_6]DaTbS\0Ynf�bce4WoWDZ;�`x0Z�WD��x~Z2WniTZ;Yn�;b^ZML¤�;aTZ;\^]DY
d4Zn��x0_6WD}SZnX;iR_SY�]DaR�^e0ZnZ2]��
i�� _cd~_Sf~]`_$]DaTbc\JP
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Ε11/Ε0
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E − SIC/LANCELOT − 4PC
E  − LPNLP − 1PC

E − SIC/LANCELOT − 1PC

à5á=âbãÀä¯å ¡C� �kæ ç <OAnK5457U<HM{EIAC4�<JAC7 ��K^:}<HSk:bM`SyK�2J<O6VE�SY1p>@Sk<H6 (E11,E22)
D �-§���68Pf15SYG?>J>81�2�q K5SY<fE5AC7U:I7CAnK?t����

§���68Pf15SYG?>J>V1^2�q <J23<?>@A9<OAC7UGH6

|��/�g{%z¤����{}� w ��{ w ��~����gz !	~����¢§���!	~�����z¤� ux� ������|�~�{}~!| � ���/� ��z}�g��{}��������~����gz¦�-�Y|�z}���Lz1���v�Y� u �/��|���z%�5� w |��>�
{%z'� w ���/~!�gz�z%��| w�y |�z}���Iz}���gz�{ w �g��~�� � ���/��|¦���gzs��z'� w ~!��|¤��z'{��h�/���+z

P 0
1

��zs���C�g�1����z'¡k�����
æ ���5{ w ��� y z�� w ��|E���5� � �+z}�g��z�z%��| �

E − SIC/LANCELOT − 4PC
�b��z}��� � ��z}�9|�z � ���/��z}�Lz}��|���zv� w ���/~!�gz

��z�� � ��~���|��/�g{%zY����{}� w ��{ w ��~��9�gz�!	~����¢§���!	~��#��zY� ux� ������|�~�{}~!| � �����/~��k� w ~!| 0}|���z�{ w ������~���zY{ w ���LzY���gz
z}�&!+z}� w ���"z���z'� w ���/~!�gz%����z%{}|��/���1�����/~!��z%�

D
0
r , r = 1..p

�g� uxw,+ ���k� � �g��~!|�~ w � È��¢¡k� 5 0+É �
	b�/�)� w �g{}~9��z�{ w ���h�/���/~�� w ��z}��|���z���z%��z}�&!+z}� w ���"z%� � ������|�~����gz%��z}|b� u ���g�/��|��/|�~ w �À����z%��� w ���/~!�gz%�)� ux� ������|�~�{}~!| �
|�����{ � ���g�/�g�5������� � ��z}��|�z � |��g��zs��z}� w �9|i| w � ��w �����d�-����z}�-©-~%$}�Lzs|Z�	�Bz1�-�9�gz¦� uxw ��|���� !1�/~!�!��z�§#� � � w �����/|�~ w �
w �Ç§�{ w �9|����/~!��|�zY~!��� w � � z1�3(sz%��� w ���/~!�gz%�k�-�@����z}��~�z}�C|Z�	�Bz���z}���/~�z}��|k��� � ���h�/|��#����~����gz}�Lz}�9|Cz}� !9�gz
� u ���gzs{ w ���h�/���/~�� w � z}��|���z¦��z%��� w ���/~!�gz%�i� ux� ������|�~�{}~!| � z}|�� u �/�h�/�!�-��z¤�!~!��~!|�z1�9z}|5{%z¤§�{ w ��|����/~!��|�zs~!��� w � � z1�
�¢�¨� �/��|s� � �/��� w ~!�g�s��z}���/���9�gz}�s�9�gzC� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � ��z}����| w � ��w �������h�h�/�'{ w �g��|����g{}|�~ w � �10}�Lz1�
~!�g{}�!�g��z��g�/�g�d��z'� w ���/~!�gz#� ux� ������|�~�{}~!| � �

 w ���Lz���z�� w ��|���z����5�g�1����z�¡C� � ����z%�E� � !+z}� w ���"z}�Lz}��|��b� � �/�!~�� � ���"z}���Lz}|�|�z}��|b��zv|�����{%z}����z%�¨��z}�-©�|¢�9�"z%�¨��z
� � �����!|��/|��>� (sz¤���!�g���	{%z}|�|�z¦�g�1����zs{ w ��� w ��|�z � ���/��z}�Lz}��|d��zs� w ���/~!�gz'� ux� ������|�~�{}~!| � {}��������~��9�gzCÈ��-������z}��~�z}�
|¢�9�"z É w�y |�z}�9� �+!+z%{���z%��� � !+z}� w ���Bz}�Lz}�9|��5� � �/�!~�� � ���g�/�g� t 	 � t 	��  �z%{}~7{ w �g��|�~!|��gz¤���gz���z%{ w �g��z����h����z���z
!1�/�!~��g�/|�~ w �¥��zs� w |���z'� � |�� w ��z)Êgz}��z�
¯z}|>��{%z'��z}����~�z}��� w ���/~!�gz�z}|d{%z}�!��~ w�y |�z}�9� � !+z%{s��z'{ w �������/�+z#z}��|���z
è	�  z}| t £ �  H� t Å�� { w	� �g{}~���z}�9|¤�h�/���º�/~!|�z}�Lz}��|>�

' ç 7zE]1�1I6�K5P�7C231I6d:}1�231©SDq KDaIM`7BPR<HSy156d:?1�231?E�2H7B4D1e:bAC7UGH6VE 1 1bA 2t �¥�g�1����z�¡C� ® ��� � ��z}��|�z ��z%�Cz}�&!+z}� w ���"z%��� ux� ������|�~�{}~!| � z}|k� u ���g�/��|��/|�~ w �­�-�Æ�10}�LzY���/| � ��~��/��� w �!�!~�{}~!| �
�g�/�g����z%����z}�-©L�����/�g�

(E11,E33)
z}|

(E22,E33)
�  �z}|�|�z¤��z}�-©-~%$}�Lz'�/�����!~�{>�/|�~ w �Y~!�!�!�g��|���z�� ux� �9��~#!��/��z}�g{%z¦��z%�

�-~!��z%{}|�~ w �g�
1
z}|

2
!	~����¢§���!9~��¤�-� {��h�/���+z}�Lz}��|>�À�-�I�º�/~!|¤��z#� u ~!�&!1�/��~��/�g{%z#���/| � ��~�z}�!��zk�g�/�g�s{%z%�s�-~!��z%{}|�~ w �g�ÀÊ

��z%�s��z}�-©¥�1���/���gz%�'� w ��|sz�
"z%{}|�~#!+z}�Lz}�9|�~���z}��|�~��9�gz%�>� t ��{ w �-�g�����/|�~ w � �h�/�¦��zC{>�/��{}���)��z#{%z}|�|�z#��� w ����~ � | �
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Ε22/Ε0
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E − SIC/LANCELOT
AD − SIC/LANCELOT

AD − LPNLP
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à�á=âbãÀä¯å ¡C� ®�æÆç <OAnK5457C<OM�E5AC4e<OAC7 ��K¬:D<HSY:IM`SyKx23<H6VE�SY15Ec>dSk<O6VE (E11,E33)
1IA (E22,E33)

D�� §¦��68Pf1ISkG?>3>V1
2�q KISk<fEIAC7C:b7BAnK?t�� � §���68PH15SkG5>J>V1^2�q <J2J<?>jA9<OAC7CGO6�� E0

11 = E0
22 = E0

33 = 10−3 �

� u ~!�&!1�/��~��/�g{%z�{ w �g��|�~!|��gzk� � � §����S�/| w ��|sz}� � �+!+z}���¦��zC��� !��/�!~��g�/|�~ w �À�7����|��º~!�¨����~��9�gz}�Lz}��|'�9�h�/�!~!|��/|�~���� t �
{ w �-�g�����/|�~ w �¥���h�/�9|�~!|��/|�~#!+z'z%��|i���h�/�9|��¢§��Zz}�!��z���������� � zs�-�Y� �/~!|i��z¦��� yBw ���gzs{ w ��� � ���/|�~ w �¥z}�9|���zs� w |���z¦z}�-�
!+z}� w ���Bzk� u ���g�/��|��/|�~ w �@z}|s{%z}�!��z w�y |�z}�9�gzk�h�/�¤��z%�s� � !+z}� w ���"z}�Lz}��|��#�g�/�g� t 	 � t 	¨�  �z}|�|�zk{ w �g��|��/|��/|�~ w �
�Bz}���Lz}|k�/� w ����� ux� |�z}�g�-��z���� !��/�!~��-~!| � ��zL��� � � |�� w ��z��/�-©@{>���C��zL� w ���/~!�gz%�C��z�{��h�/���+z}�Lz}�9|��kz}��|�~�z}���>�
z}|¤� w �S��~!������z}�Lz}��|�§����gz#�-~!��z%{}|�~ w � ��z#{��h�/���+z}�Lz}��|����À{ w ���Lz���z#� w ��|����/~!|s� u �/�����!~�{>�/|�~ w � �9��� � ��~����gz
��� � { � ��z}��|�zSÈ=�h�/���/�1���/���gz�¡k� ­ ��'-�ù� É ��Å¤�@��z}���/���9�gz � ���/��z}�Lz}�9|C�9�gzk� u z}�&!+z}� w ���"zY� u ���g�/��|��/|�~ w � { w ����z%���
� w �g���/�¥� w � y ��z���zs� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � � w ���i| w ��|�z%�i��z%�d�-~!��z%{}|�~ w �g�¤��z�{��h�/���+z��-�����h�/��|���zs�����/�
(E11 ≤ 0,E22 ≥ 0)

�

' / GHZ¦>\<H4e<H7zEbGH6VE�156_AC4D1^:}154IA9<H7B6@1?E�:D<5>\<J:I7CAnK?E^2`1�4DK?E?7�E5A9<O6d:}1
t �Y�g�1����z�¡k���Y�Bz}���Lz}|#��z�� w � !+z>�/� ��z !1�/�!~���z}�����Y� � |�� w ��z1�À{%z}|�|�zk� w ~����Z{}~)� w ���#��z%��{>�/��{}�������g�/�g�'��z
�����/�

(E11,E22)
���v�Iz�
¯z}|>�7z}�!��zCz�©	��~ y z����gz�� w � !+z}�!��z#� w ~������gz y"w ���gz#{ w ��� � ���/|�~ w � z}�9|���z�� w �¤� � �����!|��/|��

z}|�{%z}�-© w�y |�z}�9�g�5�+!+z%{ t 	 � t 	¨�  �z}|�|�z��g�1����z��Lz}| � ���/��z}�Lz}��|iz}�Y�!����~%$}��z1�9z}|��"z}���Lz}|���z¦{ w ���h�/��z}�>�9��z%�
{>�/�h��{}~!| � �)��z�� � ��~���|��/�g{%z��!~ � z%�)§¤{��h��{}���L��z%�������/�g�b��z5{��h�/���+z}�Lz}��|��EÊ1���gz�{%z5� w ~!|�!	~����¢§���!	~��¨��z�� ux� ������|�~�{}~!| �
w � ��z¦� u ���g�/��|��/|�~ w �À����z¦���/| � ��~��/��� � ��~���|�z¤��~�z}�-© �g�/�g�5��z¦�����/� ��zs{��h�/���+z}�Lz}��|��

(E11,E22)
�9�gz¤�g�/�g�5��z

�����/�¥��z�{��h�/���+z}�Lz}�9|��
(E11,E33)

��z}���h�/��|�~�{}���!~�z}�¤� w ���i��z%���-~!��z%{}|�~ w �g�¤����~#!1�/��|�z%�EÊ
{

36◦ ≤ r δ ≤ 172.8◦
� w ���i� ux� ������|�~�{}~!| �

18◦ ≤ r δ ≤ 162◦
� w ���d� u ���g�/��|��/|�~ w � È=¡C� ®+É

�)�-�g�À�"������� w ����~ � | �Lw�y ��z}� ! � zk�����s��z%�s�1���/���gz%����zC�����g�1����zk¡C� ® ��z%��|�z}��| !1�/��� y ��z%�>�À§Y���+! w ~!�s�9�gzC� w ���
��z%�d{��h�/���+z}�Lz}�9|��¤����~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}���

E11
z}|

E33
����z'{ w z���{}~�z}��|¦��z�{��h�/���+z�§�� u ���g�/��|��/|�~ w � ! � ��~��hz)Ê

αSD = 2 αE È=¡C��� É

t �I�g�1����z�����~#!1�/��|�z È��g�1����z ¡k� 5 É { w �-�g���Lz����I��� � � w ��~!�h�/�g{%z¥��z ��� �-~!��z%{}|�~ w �
2
��������� �-~!��z%{}|�~ w �

3
�

z}� |�z}���Lz%����zY{>�/�h��{}~!| � ��z � � ��~���|��/�g{%z1���h�/~!|���z}���/�����h� y ��z1�v��z%�k�����/�g����zY{��h�/���+z}�Lz}��|��
(E11,E12)

z}|
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E − SIC/LANCELOT − (E11,E22) 
E − SIC/LANCELOT − (E11,E33) 

AD − SIC/LANCELOT − (E11,E22) 
AD − LPNLP − (E11,E22) 

AD − SIC/LANCELOT − (E11,E33) 
AD − LPNLP − (E11,E33) 
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AL − SIC/LANCELOT
AL − Analytique − El Omri

AL − Calculs incrémentaux − SIC
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E − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 22) 
E − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 33) 

AD − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 22) 
AD − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 33) 

AL − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 22),(Σ 11,Σ 33) 
AL − Calculs incrémentaux − SIC − (Σ 11,Σ 22), (Σ 11,Σ 33) 
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"z}|>�+{ w ���Lz���zi� w ��|���z¤���¦�g�1����zi¡k� ­+0 ��{%z%�
z}�&!+z}� w ���"z%�¤�g�/�g����z%�i�����/�g��� ux� |��g��z

(Σ11,Σ12)
z}|

(Σ11,Σ13)
È w �Iz}�g{ w ��z��g�/�g�d��z%�i�����/�g�

(Σ11,Σ12)
z}|

(Σ11,Σ23)
É � w �9|¤z�
¯z%{}|�~#!+z}�Lz}��|s�-~���|�~!�g{}|�z%��� w ���¤��z�� w � y ��z}�g��z%�s�-~!��z%{}|�~ w �g�>�"Å¤�¥��z}|�� w � !+z � ���/��z}�Lz}�9|>�
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AD et AL − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 12 )
AD − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 13 ) et (Σ 11,Σ 23 )
AL − SIC/LANCELOT − (Σ 11,Σ 13 ) et (Σ 11,Σ 23 )
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t (Σ11,Σ13)

1IA (Σ11,Σ23)
D��-§

��68Pf15SYG?>J>81^2�q KISk<fEIAC7C:b7BAnK?t�� � §���68PH15SkG5>J>V1^2�q <J2J<?>jA9<OAC7CGO6Vt �u� § �©GOZ�<O7�6@1�2�q <H6d<HS~vfEb1©S~7�Z^7CAn1
�����¦{%z}|�|�z#�g�1����z1�B��z�� �/~!|s���gz���zC���/| � ��~��/�S��z#{ w ��� w ��|�z#��zC�����10}�Lz#� ��� w �S�g�/�g�¦��z%�¤�����/�g�

(Σ11,Σ13)z}|
(Σ11,Σ23)

� ( u �/��|���zs�h�/��|>�	� ux� ���/�!~!| � ��z%�i{ w z���{}~�z}��|��d��zs{��h�/���+z !9~����¢§���!	~��5��z%�5|�� w ~��5|Z�	�Bz%�5� u �/�h�/�!�-��z%�
� w �������gzs��z}���

Σ13
È w �

Σ23
É z%��|5~!��� w � � � w ���9���º��� u z�©-���!~����gz¦�h�/�i��z¤� �/~!|i�9�gz¦��z%�i{ w ��� w ���/�9|�z%�

σi3
� w ��|

{ w �g��|��/��|�z%�'�g�/�g�¦���L{%z}�!�!����zk��z y ����z1�B{ w ���Lz���z#� w ��|���zC������z}���/|�~ w ��È���������' 0+É � �)� z�
¯z}|>�B� $%�¤�9�gz�� u ���gz
��z%��{ w �g{��gz%�5��������|�~��hz1�	��� ��� w {%z%�����g����z¦����~!�gz¦z%��|�z}�g{}��z}�g{�� � �g���/�g� w�y ��z}� !+z}�i� ux� {}� w ��~������/�+zs��|����g{}|�����z}�º�
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Å¤�¥��z !	~�z}��|¤z}�-�g� �����d�����-~�
 � ��z}�g{%z�z}�9|���z���z%�d� w |�~ w �g�¤��z#� w ���/~!�gz�z}|�� u z}�"!+z}� w ���BzC��z�� � ��~���|��/�g{%z1�h�9��~
� w ��|�� u ~!��� w ��|��/�g{%z � w ������z����I��z%{}|�����z���z%�C�1���/���gz%�k��� w � w � � �>� �)��z�
"z}|>����~���z%��� w ���/~!�gz%��� u �/�h�/�!�	��z
�!~!��~!|�z#� u ~!�9|�z}������$}|�z}��|'{}��������~��9�gz}�Lz}��| ª 
+�g~!�¨� u z}� !1���h���¦��z��10}�Lz#� w ���¤��z%��z}�"!+z}� w ���Bz%�s� u ���g�/��|��/|�~ w �À�
Qsµ4P Bo\
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t �L�h�/|�����z�� w �!� $%�-��~��9�gz#��z%�¦� w ���/~!�gz%�¦��z�{��h�/���+z}�Lz}�9|��s~!��~!|�~��/�-©¥~!�����!~��9�gz����gz#��z%{}|�����z#�/|Z�	��~��9�gz#��z%�
� w ���/~!�gz%�Yz}|�z}�"!+z}� w ���Bz%���g�h�/�-©sÊ���z}��������z%��|���� � z}|��L��z¥{��h�/���+z}�Lz}��|�� � w � !1�/��|!0}|���z�~!�g{}�!�g�Y�g�/�g�L���
��z%{}|��/���1��z��-�@|Z�	�"zL��zL{%z}�-©@��z������g�1����zL¡k���-�À{ u z%��|��¢§��Z�-~!��z�� !+z%{L� u ���Æ��zL��z%��� w ���Lz}|��C§ � uxw ��~!�1~!�gz�z}|
��zk� w ���Lz}| w ��� w � � ������� u z}�"!+z}� w ���Bz�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�À{ w �g�-��~���z}��|�§�� u ���g�/��|��/|�~ w �@�-�I���/| � ��~��/�À�¯£¾|�~!|���z
� u z�©�z}������z1� w �C��z}��� � ��z}��|�z5���������i�g�1����z�¡k� ­O­ ����� w � w ���/�9|���z%�bz}�"!+z}� w ���Bz%�)� u ���g�/��|��/|�~ w �L�g�/�g����z������/�k��z
{��h�/���+z}�Lz}��|��

(Σ11,Σ22)
�g��z}�-© |���� � z}|�����z'{��h�/���+z}�Lz}�9|����

1
z}|��

2
�-| w �g����z}�-©�~!�g{}�!�g�d�g�/�g�d���L������� ��{%z

z}���+z}�g�-� � zC�h�/�¤� u z}�&!+z}� w ���"z#� u ���g�/��|��/|�~ w �À� t z%�¦{ w �g{}�!�g��~ w �g�¤��z}���/|�~#!+z%�s§L���k� � � w �g��z#���g�/��| � z1� w �¥� w �À�
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à5á=âbãÀä¯å ¡k� ­O­¤æ ��N?>dSYGH7BA9<JAC7CGH6�231�Seq 1568Pf1ISkG?>3>V1^2�q <J2J<?>@A9<JAC7CGH6�� ��� � 2HM¡Z�<OAnK5457C<OMlE5AC4e<OAC7 ��K�:D<HSY:IM=SYK^23<H6VE
Sy1�>dSY<H6 (Σ11,Σ22)

�-�¥���/| � ��~��/�I� w �g�d{%z%��{��h�/���+z}�Lz}��|����7� w �9|i��z%������~#!1�/��|�z%�EÊ
æ ��z�|���� � z}|��

1
~!�g�-��~!|C��������� � �Lz}��|C� u ���g�/��|��/|�~ w � �-�Æ���/| � ��~��/�À�¨{>�/�#~!���"z}��|
0}|���zL~!�g{}�!�g�C�g�/�g�����

��z%{}|��/���1��z�� w � w |�� � |�~��9�gzC��z%����z%{}|��/���1��z%�¤~!��~!|�~��/�-©"�7{ u z%��|��¢§��Z�-~!��zC� w ��|���z�� w ~!�9|¤��z�{��h�/���+z
P2

z%��|
{ w �-� w �g�-�I� !+z%{'� uxw ��~!�1~!�gz#z}|i��z'� w ~!��|���z'{��h�/���+z

P1
z%��|i����� w ~!��|���zs� u z}�"!+z}� w ���Bz#� u ���g�/��|��/|�~ w �À�

æ �h�/��{ w �9|���z1�+��zi|���� � z}|��
2
� ux� |��/�9|��h����~!�g��{}��~!��|�~ y ��z��g�/�g�����L|�z}�g��z%{}|��/���1��z1�+~!�h� w �g��z%��|v~!��� w ����~ y ��z

��z'{ w �g{}�!����z��9�h�/��|��¢§�� u ���g�/��|��/|�~ w �À� w �����k� w �¥���g�/��|��/|�~ w �À�B�-�����/| � ��~��/�I� w �g�d{%zs|���� � z}|>�
t z%���10}�Lz%��{ w �g{}�!�g��~ w �g� !��/��z}�9|�� w ���'� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � � w�y |�z}���gz�§Y�h�/��|�~!�#��z%�'�10}�Lz%�'� w ~!��|��
��z�{��h�/���+z����gz�� u z}�"!+z}� w ���BzY� u ���g�/��|��/|�~ w �À�  �z}�Bz}�g�g�/�9|>�E��� �!~!� � �/��~!| � ��zL����� w �!��|�~ w � � ������|�~��9�gz�����������z
�9�gzC| w ��|s|���� � z}|s��zk{��h�/���+z}�Lz}��|���~!�g{}�!�g�'�g�/�g�s� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � { w �g�-��~!|�§L��� { w ��� w ��|�z}�Lz}��|
������z}�Lz}�9| � ������|�~����gz1�gz}|d� w �g{'�7� y ��z1�g�-�����/| � ��~��/�À�

«­¬¢®¯¬	� � ¸ZÃ ¼�Áº·B¶+¸º¹¨µ�³ µb¼�ÃÄ²g±�¸���¼�´h³�½�·B± Á���·"½�½�±�¹ �"�v´ ��¸Zµ�²hÃÄ·B¶1¸��b¼v´@´�¶I±+²�
�´ �)¸Z¹Eµ�³

 �z��h�/���/�1���/���gz�� u ~!��| � ��z%����z�� � � w �����/~��v§d� ux� |��g��zi��z�� u ���g�/��|��/|�~ w �L�-�k�10}�Lz5��|����/|�~�� � �/���/~��v� yBw ��� � z
� u ���¥� w ~!�9|���z !	�gz'{}~!� � ���/|�~����gz1�.(¦z}�-© ���/~�� w �g������~!�g{}~!�h�/��z%�d� w |�~#!+z}��|¦{%z�{�� w ~�©'Ê

æ ����z}��~%$}��z}�Lz}��|>�7���¥� w �g{}~À��z�{ w � � ��z}�g{%z��g�/�g�i����� � ���/��{��gz1�h�9��~E{ w �g��~���|�z�§���|�~!�!~���z}�d��zs|�� �%w ��$}�Lz
{}~!� � ���/|�~��9�gz���z'� u ���g�/��|��/|�~ w � ����~����9�gz'���k� � |�� w ��z���z��-~���{}� � |�~����/|�~ w �I{�� w ~���~�z�z%��|d���gz�� � |�� w ��z
z}��� � ������{%z}�Lz}��|����
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æ ��z}�-©-~%$}�Lz}�Lz}��|>�v����� w �g{}~5��z { w ��� w�yBw ���/|�~ w �K��z%�#� � �����!|��/|��Lz}|C��z { w ���h�/���/~�� w �K��z%�#|�z}���g����z
{>�/��{}������z}�9|���z���z%�d��z}�-©��/����� w {��gz%�¦��|��/|�~����gz'z}|¤{}~!� � ���/|�~����gz1�

Å¤�L{�� w ~���~!|���z�� w �!�!~�{}~!|�z}�v��zi��|����/|�~�� � �g�/�g����z5�����/�Lz}��{ w ��|����/~!�9|�z%�
(Σ11,Σ22)

� t z%�v��~!�������/|�~ w �g���1� � �/�!~�� � z%�
z}��~!��| � �1���/|�~ w �k� � �-��~!|�z�z}|¨� w ��|���z%�À� � �����!|��/|��¨� w �9|¨��� � ��z}��| � �E�g�1����zv¡k� ­ �-��� w �9|�� w �g{�{%z}|�|�z)� w ~����Z{}~ y ��� � z%�
����������� � � w �!��|�~ w ���-�Y��� w�y �%$}�Lzs� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �
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à�á=âbãÀä¯å ¡C� ­ � æ hdAC4e<OAC7 ��K�:D<HSY:IM=SYK©2J<H6VE¦SY1i>@Sk<H6 (Σ11,Σ22)
D :DGHZ¦>\<O4�<H7�EIGO6�156_AC4D1cSy1?E¥<?>3>d4�G�:5;\1?EcE5A9<JAC7CaIM81

1IA�:b7�6@KIZ�<JAC7CaIM81

w�y�� z%{}|�~�� �i����z}��~�z}���>�g{%z%�¤��~!�������/|�~ w �g�¤{ w �g�-��~���z}��|s�/�-©���z}�-© { w �g{}�!�g��~ w �g�¤����~#!1�/��|�z%�ÀÊ
æ w �Ç{ w �g��|��/|�zY���gzY������z1� y"w ���gz�{ w ��� � ���/|�~ w ��z}��|���zY��z%�k��z}�-©Æ�/����� w {��gz%�k� w ���C��z%�C� w �!�!~�{}~!|��/|�~ w �g�
�g�/�g�À��z����h�/��|¨��z)�����/�

(Σ11 ≤ 0,Σ22 ≥ 0)
�� �z%{}~9z%��| y z>�/�g{ w ���#���!�g�À��~!|�~!� � �g�/�g�E��z��9�h�/��|E��z)�����/�

(Σ11 ≥ 0,Σ22 ≥ 0)
� w,+ �9�gz}�����gz%�5� w ~!��|��5� w ��z}��|���� w�y �%$}�Lz1� �)��z�
¯z}|>�9���#��� w ����~ � | � ��zs{ w �&!+z�©-~!| �

��zd� u z}�"!+z}� w ���Bz¤�g�h�/��z¦� u ���g�/��|��/|�~ w �Yz}|���zi�º�/~!|��9�gzd| w ��|�� w ~!�9|�~!�g{}�!�g���g�/�g��������z%{}|��/���1��z¤��z�|Z�	�Bz
Dr

�/���h�/��|�~�z}���gzL�/�S� w ���/~!�gzC� u ���g�/��|��/|�~ w �À�¯�9��~b� w ��|s��z}�-©¥��� w ����~ � | � �s~������gz%�¦��z#����{ w �"!+z�©	~!| �
�-�Ç{}��~!|�$}��z���z�� ����� � á ��å � z}|k�-� ����~!�g{}~!�"z��10}�Lz���zY{ w �g��|����g{}|�~ w ����z%�#� w ���/~!�gz%�#�g�h�/�-©¯�E�gz
� w �9|¤�h���¦���/|�~����º�/~!|����h�/�¤��z%��� � �����!|��/|��¤��z#� u �/����� w {��gz#{}~!� � ���/|�~��9�gz1�¯�/� w ���¤�9� u ~!���¦��z !9���/~�z}�9|¦� u 0}|���z
�9�gz}�!��z����gz'� w ~!|d� u �/����� w {��gz���|�~!�!~�� � z��

æ � u �/��|���zk�h�/��|>�B� u ~�� � zk����z}��~%$}��z����gz#��z%�s|�z}���g�'��zk{>�/��{}�����'��z !+z}�����/~�z}��|��-~!��~!�9� � ����z��h�/�'� u ��|�~!�!~��
���/|�~ w ����z¦� u �/����� w {��gz�{}~!� � ���/|�~��9�gz1�-� u z%��|5�h���i{ w �-� w ��| � z1� �v��z�
"z}|>�	��z¦��� w�y �%$}�Lz�� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �
����� w {}~ � §¦� u �/����� w {��gzd{}~!� � ���/|�~��9�gz5�gz5��� � ��z}��|��/�9|����gzi��z%�){ w �9|����/~!��|�z%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w ���!~!� � �/~!��z%�>�
~!�b� w �g�s��z}� y ���/~!|>� <�>d457UGH4?7 �B���gz#��z%�¦|�z}���g�¦��zk{>�/��{}�����s��z}���/~�z}�9|'� w ~!�g�¤��� w ��~ y ~!|�~�� �'�9�gz#{%z}�-©I��z
� u �/����� w {��gzk��|��/|�~��9�gz1�h� w ���¤�����9�gz}�!��z#��z%�¤{ w �g�-~!|�~ w �g�s� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � �!~ � z%�s§L� u z�©-����z%����~ w � �-� {}��~��
|�$}��z¥��z�� ����� � á ��å � z}�K{��h�����gz¥� w ~!�9|���z�{��h�/���+zIz}|Yz}� {��h���9�gz�� w ~!��|Y��z
	 9¯ã � � � w ��|�� w �
�!~!� � �/~!��z%�>�. �z%{}~¯� u �#�h��� � | � ��zs{>��� <�>\GfEIAn154?7UGH457 � t�u �/����� w {��gz�{}~!� � ���/|�~����gz'� �/~����/�9|i~!��|�z}� !+z}��~!�d���
� w � y ��z¥��z�!1�/��~�� y ��z%�L� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � y z>�/�g{ w �������!�g�k~!��� w ��|��/��|L�9�gzY� u �/����� w {��gz���|��/|�~��9�gz1�¨~!�
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��z}� y ��z}���/~!|¤� w �g{'�9�gz1��� w ���i������� w�y �%$}�Lz#� w ��� � � t £ �  H� t Å�� � w ~!|i���!�g�¤�/��|�z�§C� � ��z}�d��z%�i� w �
�!~!� � �/��~!| � ���9�gzs��z%�i�1���/�g����� w � y ��z%�¦��z !��/��~�� y ��z%�¤� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�

 �z}|�|�z���|�~!�!~����/|�~ w �Ç��zL��� � � |�� w ��zY{}~!� � ���/|�~����gz�� u ��� w �g{��h����� � z}�!��z}�Lz}�9|C��z}| w ����� � ��z%��� � �����!|��/|��#z%���
{ w ����| � �5z}|�� � {%z%����~!|�z�z}�g{ w ��z¦�9�gz}�����gz%�5�/� � �!~ w ���/|�~ w �g�>�-z}���h�/��|�~�{}���!~�z}�i�/����~#!+z>�/�Y��z�� u ~!����� � �Lz}�9|��/|�~ w �
��zs���C� � |�� w ��z��g�/�g�i��zs� w �1~�{}~�z}�¨� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À���)��z�
¯z}|>�-���C� w ���-~�
 � ��z}��|�~�� y ~!�!~!| � ��zs���#� w �g{}|�~ w � w�y �
� z%{}|�~���z}�%� � � w z%��|d���gz#��~!���1�����/��~!| � �9��~À� u z%��|¤�h���d|����/~!| � zk�/��| w ���/|�~����gz}�Lz}�9|s�h�/� t £ �  H� t Å�� z}|¦����~
� � {%z%����~!|�z¤� w �g{ æ � |��/��| !	���/~���z}� y ��� y ��z}�Lz}�9|d���#{>�/�g��z���z%����� w�y �%$}�Lz%� � ! w �9� � �5{}~��¢� !1�/��| æ ���gzs�/|�|�z}��|�~ w �
�h�/��|�~�{}���!~%$}��z1�

M N�� QSR7TCUCV UYXZT#[CV_e�Rha"T��ER7T#aBV_jk[CV_p�Vba��%qiaB`)V�� e7q��	��c
�¨c�RB`)VlV)[���qd[¤Rha"^dc�[¤R7V
UC^d[#e ehqd[ p���^d[

t ��� � |�� w ��z#��� w � w � � zC�>���/��| � | � !1�/�!~�� � z1�B���gzC{%z�� w ~!| !	~����¢§���!9~��¦��z�� u ���g�/��|��/|�~ w � w �S��z�� u �/�h�/�!�-��z
�!~!��~!|�z1�/� w ���¨���!�g��~�z}�����¨�����/�g�b��z�{��h�/���+z}�Lz}�9|��>�1��z%�b�/�����!~�{>�/|�~ w �g�)��� � ��z}��| � z%�b�g�/�g�b{%z��h�/���/�1���/���gzi��z}� w ��|
����~��9�gz}�Lz}��|b~������gz%�¨��z�� w �!�!~�{}~!|��/|�~ w �g�)�g�/�g�E��z������/�

(Σ11,Σ22)
�� �z}|�|�z���z}�-©	~%$}�Lz5�/�����!~�{>�/|�~ w � ª�ª { w �g{%z}���gz

� w �g{k��z%�'{%z}�!�!����z%�'��z y ����zk�-� ��z}�-©-~%$}�LzC|Z�	�Bz1�B��z}��� � ��z}�9|��/|�~#!+z%����zk��|����g{}|�����z%�¦�g�gz%�¦� � ��~ w �-~��9�gz}�Lz}��|
�"z}��� w � � z%�'z}|¦� w �!�!~�{}~!| � z%�'�g�/�g�s��z}���s�����/�À�3 w ���Lz � ! w �9� � �/� {��h�/��~!|���z���� w � �-~���|�~!���1�gzk{%zk{>���¦�-� {>���
���!�g��� � � � ���/��|����/~!| � �/�@�h�/���/�1���/���gz�����~#!��/�9|>�E���g�Æ��z�� w � ! w ~!��{ w ���h�/��z}�C��z%�'� � �����!|��/|��k� !+z%{�{%z}�-© ��z

���: ��ä��Eå � 1IA�<HS ��È ­ *7. ®+É �¨�9��~ � |��g�-~�z}�9|>���h�/�#���gzY�/����� w {��gz�~!�g{}� � �Lz}�9|��/��z z}|#� w �g�#� u ���	� w |�� $%��z���z%�
{ w �9|����/~!��|�z%�¦�����/�gz%�>�-��z'{ w ��� w ��|�z}�Lz}��|¦�!~!��~!|�z���zs�������9�gz%�d� u �/�!����~!��~!��� �"z}��� w � � z%����� w �!�!~�{}~!| � z%�d�h�/�d��z%�
{��h�/���+z}�Lz}��|��¦�����/�g� y ~���©-~��/�-©¯�

«­¬ �b¬Z® °�±+²h³/´hµ¨¶1·B¶+¸º¹Eµ¾»�¼¾½�±+¹À¿�ÁºÂhÃÄ´@¶1±�¸¢»�¸¢ÃK´7µ�³�¸º¹Eµ�µv´hÁ
Å¤�@{ w �g��~�� $}��z�� w �g{L���gz����������gz�� u �/�!����~!��~!��� z�©-��~ y �/��|���z%����� w ����~ � | � ����z�� � ��~ w �-~�{}~!| � �g�/�g����z%�

��z}�-© �-~!��z%{}|�~ w �g�'��z#� w � �����/�À�  �z}|�|�z#� � ��~ w �-~�{}~!| � ��� w !9~�z}�9|���z������Bz}��� w ���/|�~ w � � � �1���!~%$}��zC��z#�������������gz1�
��z}� w �L����� � ��z>�/��{>�/��� � �+{ w ���Lzd��zi� w �9|���z����s�g�1����zi¡C� ­ '-� t z%��{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�����/| � ��~�z}�!��z%��� w �9|�{%z}�!��z%�
��zd� u �/�!����~!��~!��� ���/~!�À�+~������gz%�v��zi� u z�©-� � ��~�z}�g{%z#È 
���: �¨ä��¨å � 1IA�<HS �!� ­ *7. ®+É � t �s�������9�gz�z%��|v� w �!�!~�{}~!| � z��g�/�g�

X1

X2

X3

2r d/2

h

Ë¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÕÒ Ï�ÑÓÔ�Ö/×�ÒÀØ>Ð�Ù�Ú¤Ð�Ï�Í�ÑÓÔ�Ö/×�Ò
h = 0.1 Û)Û 2r

d
= 0.3 r + d

2
= 0.5 Û)ÛË¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¨Ú¤Ð�Î�Ì�Ü1ÑÕÔ�Ö/×�Ò

EY = 69550 ÝiÞ+ß ν = 0.337 σ0 = 159 ÝiÞ+ß

à5á=â�ãEä¯å ¡k� ­ ' æ ¢�SY<JaIM81sAC4�GHM8KD1�D�:D<H4e<J:bAnK5457�E5AC7UaIMV15E�m3KDGHZ[KIAC4?7UaIM81?E�1bA�Z[Ke:D<H6_7CaIM81?E
� w �������/���h�/�i���¥{��h�/���+z}�Lz}��|sz}��{ w ��|����/~!��|�z%���h|�z}�E{%z}�!��~¨��zs���C�g�1����z'¡k���-�
QcQcPcvyZ2][]DZ�_6f0f~iRaT�s_$]DaTbc\�Z;Y�]"X;}c_SiTZ;klZ;\^]�f~WDX2Y[Z;\^]DX;Z�d0_6\0YEê�ë1ì	í1ë�î1ï ð�ñLò¢ó¯ô�õ P9ö�uSµSµ¢u�÷�P
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«­¬��b¬�� ���v¹¨¸ � »�´ÇÁZ·��-´hÁ¢ÁZ¼�ÁZ´ »v´ ¿�·¯³/´

t ��� � ��~ w �-~�{}~!| � ��z¤���'�������9�gz¤~!�g{}~!|�z¦§�{�� w ~���~!�i{ w ���Lz¦{%z}�!�!����z¤��z y ����zd��� � {��h�/�9|�~!�!� w ����zd�������9�gz��gz
{ w ��� w ��|��/�9|��9� u ���gzd����~��9�gzd�"z}��� w ���/|�~ w �À�  �z}�Bz}�g�g�/�9|>����z%�����	� � |���~�z%����zd���'���������gz1��|��/��|�� �%w � � |���~��9�gz%�
���gzs���/| � ��~�z}�!��z%�>�B����� w {}~ � z%���/�¥{�� w ~�©��-�¥�����/�¥��z'{��h�/���+z}�Lz}�9|��

(Σ11,Σ22)
�g�/��| w ��~���z}��|s§k�gzs�Lz}�gz}����z%�

{>�/��{}�����C�9�gzL�����#��zL�9��~!|�~%$}�LzY��z�����{%z}�!�!����zY��z y ����z1��{%z��9��~��"z}���Lz}|#��z��-~!��~!���gz}�k��z%�#|�z}���g�  	�� §
��� � {}~���~ w � � ���/��z1� t z'����~!|�~%$}�LzC��z�{%z}�!�!����z1�7� w ��|���z����/~!�!���/�+z�z%��|d��z}��� � ��z}��| � �g�1����z�¡C� ­ � �hz%��|��-~���{}� � |�~�� �
� !+z%{ � . � � � �Lz}�9|����9�h���-���/|�~����gz%�¤z}��~!��| � �1���/|�~ w �I� � �-��~!|�z1�. w ����|�z��º|�z}���S��zs���C� �%w � � |���~�z���zs����{%z}�!�!����z

x1

x1

x2

x2

x3 x3

X1

X2

X3

∂Vlat∂Vsup

∂Vinf

∂H

r
d/2

h/2
h

à�á=âbãÀä¯å ¡k� ­ �kæ	/ 15SBSTM=Sy1�2`1s�D<fEb1�1IAiZ�<H7�SBSY<]m31s2HM¡;3M=7CAC7U�5Z[1�231©Sk<l:}1IS�S~M`Sy1^231^�e<fE]1

��z y ����z#z}|¤��z#�����h�/|�����zC�-�I{��h�/���+z}�Lz}�9|'~!��� w � � �g��z��h�/���/�1���/���gzk����'-� � � w �g�¤~!�g�-~����gz#���gz����L{}~!� � �����
|�~����gz'��z}���C��zs|¢�9�"z�È���� �&0+É z}|d�9�gz¦��z%�i��� w�y �%$}�Lz%�d{%z}�!�!�����/~!��z%� � ������|�~����gz%�iz}|��/�-© { w ��|����/~!��|�z%�¤� � ��~��-�gz}�!��z%�
§�{ w �g��~�� � ��z}�5z}��!9�gz¤��z�� � � w �g�-��z¦��z���� w�y �%$}�Lz¦� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �

P stat
cont

��� w �9|���z%���Bz%{}|�~#!+z}�Lz}�9|
P

(e),cav
cont

z}|
P

(r),cav
cont

��� w ���i��z%���9�gz}���i��z%�dz}�9|�~!| � �
∂Vlat

�
∂Vsup

�
∂Vinf

z}|
∂H

� w �9|�� � �g��~�z%�i�g�1����z'¡k� ­ � �

 �z}�Bz}�g�g�/�9|>�v��z �º�/~!|L��z�|���� !1�/~!�!��z}����������z�����~!|�~%$}�LzI��z����S{%z}�!�!����z���z y ����z�� w �-~��hz��9�gz}���9�gz �Bz}� {%z%�
��� w�y �%$}�Lz%�¦{%z}�!�!�����/~!��z%��� �v�Iz�
¯z}|>��$ � � � È ­ *7. �9É � w �9|���zC�9�gz���z%�¦{ w �g�-~!|�~ w �g�s��z�� � ��~ w �-~�{}~!| � � w �9|¦�/� w ���
��z}��������{ � z%���h�/�C��z%�k{ w �g�-~!|�~ w �g�L��z������!�!~!| � �����#��z%�C��z%��|���~�{}|�~ w �g����z%�#�º��{%z%�

∂Vlat
�
∂Vsup

z}|
∂Vmoy

ª 	
�/�¥����~!|�~%$}�Lzk��z����L{%z}�!�!����zC��z y ����z1�h��z%���Bz%{}|�~#!+z}�Lz}�9|s� w | � z%�

∂V
1/8
lat

�
∂V

1/8
sup

z}|
∂V

1/8
moy

� t z%�¤��� w�y �%$}�Lz%�
P

(e),cav
cont

z}|
P

(r),cav
cont

��z !9~�z}���gz}�9|¤� w �g{1�����gz'� w ~��dz�©-����~!� � �������i��zs����~!|�~%$}�Lz���z����k{%z}�!�!����z���z y ����z)Ê

Q$u@P
∂Vmoy

Z;Y�]�d~X 20\0a��;bcklklZoX2]`_S\^]�iTZnh�bSW`d dF� _Si{]Da{]De8d4Z	�;X2WDblf8_$W`_SiTiTj;iTZ��
∂Vsup
P
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£������ w {��gz�{ w ��|����/~!��|�z)Ê
P

(e),cav
cont

£¤����� w {��gz�{ w ��|����/~!�9|�z)Ê
P

(r),cav
cont

(
Σ̃11,Σ̃22

) � w ��� � z%�
�À� w � !+z}�

up 1 r,(e), z}| σ(e) |>�x�7�%Ê �À� w � !+z}�
ρ
|>�x�B�%Ê





 b;�4 σ(e) = 0
�g�/�g�

V ∗1/8

σ(e) = d : ε(e)
(〈

ε̃(e)
〉

V 1/8
.x + up 1 r,(e))

up 1 r,(e).n = 0
�����

∂V
1/8
lat ∪ ∂V

1/8
moy

〈
ε̃
(e)
12

〉

V 1/8
= 0

σ(e).n −
(
n.σ(e).n

)
.n = 0

�����

∂V
1/8
lat ∪ ∂V

1/8
moy

σ(e).n = 0
�����

∂H1/8 ∪ ∂V
1/8
sup

〈
σ̃

(e)
11

〉
V 1/8

= Σ̃11;
〈
σ̃

(e)
22

〉
V 1/8

= Σ̃22





 b;�4 ρ = 0
�g�/�g�

V ∗1/8

ρ.n − (n.ρ.n) .n = 0
�����

∂V
1/8
lat ∪ ∂V

1/8
moy

ρ.n = 0
�����

∂H1/8 ∪ ∂V
1/8
sup

〈ρ̃11〉V 1/8 = 〈ρ̃22〉V 1/8 = 0

{%z�����~Àz%��|i|���$%�¦� !1�/��|��/�+z}�-©I�/����~#!+z>�/���9��� � ��~����gz1�

t z%� � w � y ��z%�¥��z !1�/��~�� y ��z%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�d��zS{ w ��|����/~!�9|�z%�¥� u ~!� � ���/�!~!| � ��z}|�� ux� ���/�!~!| � ������� w {}~ � ���/�
��� w�y �%$}�Lz'� u ���g�/��|��/|�~ w ��� w � � ��������z��9��~!|�~%$}�Lz'��z¤{%z}�!�!����zs� w �9|���z%���Bz%{}|�~#!+z}�Lz}�9| � ���/�-©Y§

2305
�
1536

z}|
944

���)�-�g�À�g��z%�i��~!�������/|�~ w �g�d� w ��|i� � �/�!~�� � z%�i� w ���i��z%� !��/��z}��������z
p
z}|

δ
��z%���"z%{}|�~#!+z}�Lz}��|i��© � z%�d§

41
z}|

4.5◦
�

«­¬ �b¬ � � ±�·��-²�»�´h³�»�¸��d²g±+´hµ¨¶+³�»�¹EÃÄ·"¸¢µv´h³I»v´ ±+²h³�¸Z³�¶1·¯µ �-´ÇÃÄ·��-±�¹E³)�-¹À½�¸���¼�´h³

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Σ 
22

/ σ
 0

Σ 11/ σ 0

AD − Calculs directs − SIC/LANCELOT
AD − Calculs incrémentaux − ABAQUS

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Σ 
22

/ σ
 0

Σ 11/ σ 0

AL − Calculs directs − SIC/LANCELOT
AL − Calculs incrémentaux − Contraintes planes 

AL − Calculs incrémentaux − SIC
AL −  Calculs incrémentaux − ABAQUS

à5á=âbãÀä¯å ¡C� ­]®dæ ¢�SY<JaIM81�>8154��bGH4DKD1¥:D<HSY:IM=SYKD1�2J<H6VE�SY1�>dSY<H6 (Σ11,Σ22)
Dd23KIA9<O7�S_2315E�PR<OST7U2J<OAC7UGH6VEp2HM�2JGHZ�<H7B6@1

2�q <H6@<HSTvfE]1�S~7BZs7CAn1©1bA�231©SDq 1I68Pf15SYG?>J>V1�2�q <32J<?>@A9<OAC7UGH6
t z { w z���{}~�z}�9| ��z¥� w � w ��~!| �I� |��/�9|���© � §

0.04
�h�/�Y��z%��!��/��z}����� � � �g��~�z%���g�1����z¥¡k� ­ '-� w �Ä� u ~!�9| � �
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��z%����z�§k� � |�z}����~!�gz}����z%��{>�/�h��{}~!| � ����z'� � ��~���|��/�g{%z���zs���C���������gz��g�/�g�i��z'�����/�
(Σ11,Σ22)

��z}|¤§��/�h�/�!�-��z}�>�
�h�/�Y{ w ���h�/���/~�� w � �+!+z%{¥��z%�Y� � �����!|��/|�� ��z 
���: ��ä��Eå � 1IA�<HS �sÈ ­ *7. ®+É ��� u ~!�	�g�gz}�g{%z ��zI� u ���	� w |�� $%��zI��z
{ w ��|����/~!��|�z%�������/�gz%�5�����5��z¤� w ���/~!�gz'� u �/�h�/�!�-��z¤�!~!��~!|�z1� t z%��� � �����!|��/|��>�-� � |��/~!�!� � ���g�1����z¦¡C� ­]® �	� w ��|5� � ���-�
� � �5�g�1����z�¡k� ­ �-�
t zL����z}��~�z}�C�1���/���gz���z���� �g�1����z�¡C� ­]® �Lz}|#z}� � !9~���z}�g{%z����Æ{%z}��|��/~!�Ç� � {>�/���/�+z�z}�9|���z���z�� w ���/~!�gz���z

 ��:���ä��Eå � 1IA�<HS ��z}|À��zv����|���z1���Z�+��z}� y ��z}���/~!|��9�gz)�����-~�
 � ��z}�g{%z�� w ~!| � �g��|�z}�Lz}��|b§d�/|�|���~ y �gz}�b§i� u ���	� w |�� $%��z
��z%�d{ w ��|����/~!�9|�z%�¤�����/�gz%�����)�¥z�
¯z}|>��{%z}|�|�z'���	� w |�� $%��z'~!�����!~��9�gz'���k��z}���/|�~ w �¥����~#!1�/��|�z)Ê

s.n3 = 0 ∀ y ∈ V ∗1/8 È=¡C� ­+0+É
�/� w �����9�gzs� w �g�i~!��� w � w �g�i����~����gz}�Lz}�9|¤���gz'{ w �g�-~!|�~ w � ��z'|�����{}|�~ w ���!~ y ��z������i���C� ��{%z'����� � ��~�z}����z���zs���
{%z}�!�!����z���z y ����z)Ê

s.n3 = 0 ∀ y ∈ ∂V ∗1/8

sup

È=¡C� ­O­�É
	��/��{ w �g� � �9�gz}��|>�b� uxw ��|�~!��~����/|�~ w ��z%��|k�g�/�g�C� w |���z {>���#� � �/�!~�� � z��g�/�g�k���Çz%���h��{%z����!�g�#���/���+z �9�gz�{%z}�!��~
� � �g��~d�h�/�IÈ=¡k� ­+0+É �v� uxw,+ � ux� {>�/��| w�y ��z}� !�� y ��zIz}��|���z���z%����z}�-©Ç� w ���/~!�gz%�Y��������� �g�1����z È=¡C� ­]®+É �  �z}|�|�z
{ w ���h�/���/~�� w �¥�gzs�"z}���Lz}|�|��/��|¦���gz'��z�{ w �g{}�!����z#§C���gz !��/�!~��g�/|�~ w �I���h�/�!~!|��/|�~#!+z#��zs� w �i� � �����!|��/|��#È=��z'� w �
���/~!�gz���z 
���: �¨ä��¨å � 1IAc<HS ��È ­ *7. ®+É z%��| y ~�z}�@~!�g{}�!�g���g�/�g����z�����|���z1�E{ w ���Lz�� u ~!�����!~����gz�� u ���	� w |�� $%��z
��z%�L{ w ��|����/~!�9|�z%�������/�gz%� É � w ��� � �/�!~���z ���gz���z}�-©	~%$}�Lz¥� � ��~�z���z !��/�!~��g�/|�~ w �g��� y ��� � z����������gz��/����� w {��gz
~!�g{}� � �Lz}��|��/��z���|�~!�!~����/�9|>�"� w �g��� á � ����~��s� w �g��� :�9��¨ã � �"��z#|���� � z}|s��zk{��h�/���+z}�Lz}��|

P
′ ��z#�����g�1����zk����'-�

t ��{ w	� �g{}~���z}�g{%z���z%�d� � �����!|��/|��i�g��~!|¤�/� w ������z !��/�!~���z}��� w |���z��/����� w {��gz1�
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Σ 
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/ σ
 0

Σ 11/ σ 0

E − SIC / LANCELOT
AD − SIC / LANCELOT

AD − Calculs incrémentaux
AL − SIC / LANCELOT

AL − Calculs incrémentaux 

à�á=âbãÀä¯å ¡C� ­	�kæ ¢�Sk<JabMV1¥>V154B�IGH4DKD1�:D<HSY:IM=SYKD1�2J<H68E©SY1¦>dSk<O6 (Σ11,Σ22)
D��-§���68Pf15SYG?>J>81�2�q K5SY<fE5AC7U:I7CAnK?t ���

§���68Pf15SYG?>J>81^2�q <32J<?>@A9<OAC7UGH6Vt �¦�£§ ��GHZ�<H7B6@1�2�q <O6d<HS~vRE]1�S~7BZs7CAn1

tvu z}�&!+z}� w ���"z�� u ���g�/��|��/|�~ w �Iz%��|5�9�h�/��|��¢§��Zz}�!��z�{ w ���h�/� � z�� !+z%{s� u z}�"!+z}� w ���Bz w�y |�z}�9�gz�� w �g�
� :�9���ã � ���h�/�
���gzi� � |�� w ��zd~!�g{}� � �Lz}��|��/��z1�9� w ���v�����9�gz}�!��zi��zi{}��~!|�$}��z���|�~!�!~�� � � w ����� � |�z}����~!�gz}��� u ~!�g{}� � �Lz}��|5��z5�h�������/�+z
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§Y� u ���g�/��|��/|�~ w �Æz%��|s���S{}��~!|�$}��z � �gz}��� � |�~��9�gz)Ê w � { w �g��~�� $}��z��9�gzC����{%z}�!�!����z�� u ���g�/��|�zk� $%�'���gzC� ux� �gz}���1~�z
�-~�����~!� � zs��������|�~����gz}�Lz}�9|¤�h�/�i��z'� w � $}��z�{%z%����z'� ux� ! w �!�gz}�>�g{ w ���Lz���zs� w �9|���z����#�g�1����z������ ­	� �
t �Y�g�1����z�¡k� ­	� ��z}�1� w ���Bz�{%z%��{ w �g��|��/|��/|�~ w �g�Cz}�@�-~���|�~!���1�h�/��|#����~����gz}�Lz}�9|���� � � |�� w ��zL�-~!��z%{}|�zL��z����
� � |�� w ��z�~!�g{}� � �Lz}�9|��/��z1�

M N�� QSR7TCUCV UCVlp���^drsTCV)e pY`baBc�q'U#c�rsTCV)e��#`�RB`baBq����)[#V)e V)[ \_Vv\	�CaB^d[CVlV�R
V)[�
kV
��c�qd[

 �z��h�/���/�1���/���gz1�B� w � !��/�9| 0}|���z !9� { w ���Lz����gz#� � � � ���/�!~����/|�~ w � �-�¥�h�/���/�1���/���gzC��� � { � ��z}�9|>�¯� u ~!��| � �
��z%����z��/�-©Y��|����g{}|�����z%����z¤|¢�9�"zs�������9�gz%�5� � ��~ w �-~����gz%��� w �!�!~�{}~!| � z%�dz}� �Lz}� y ���/�gz#z}|�� w ��z}� �hz�©	~ w �À��{ u z%��|��
§��Z�-~!��z¦�/�L|�� w ~���~%$}�Lz�|Z�	�Bzd��z�{%z}�!�!����zd��z y ����z1�9£��!���/�9|��g�/�g�v��zd��z}�g�v{}� w ~������/�9|���z%���-~���{}���!| � ���+��zi����z}��~�z}�
z�©�z}������z�{ w �g{%z}���gz����gzi�������9�gzi� w � w � $}�gz1����z���z%{ w �g�����gzi�������9�gzi� � ��~ w �-~��9�gzd�g�/�g�v���gz���z%���-~!��z%{}|�~ w �g�
��z¦� u z%���h��{%zs�-�Y�º�/~!|���z¤��z}�-� w ��|�� !+z}��|�~�{>�/�-©¯�-z}|5��z¤��z}����~�z}�d{ w �g��~�� $}��z¦���gz¤���������gz¦|�� w � � z'� w ����~���z1�9{%z}|�|�z
� w ~����Z{}~º�1§¦��z%�b� w �!�!~�{}~!|��/|�~ w �g�)� w �k����~����gz}�Lz}�9|v�����/�gz%�>��	 w ���b��©-z}�b��z%�b~�� � z%�>� w ��{�� w ~���~!|)��z5� w ���Lz}|�|���zi{%z%�
�������9�gz%���/��{��h�/���+z}�Lz}��|

(N11,M11)
� (szs���!�g�>�-��z%�5��� w�y �%$}�Lz%� � |��/��|¤� y"w ��� � �5�h�/�i� u �/����� w {��gz���|��/|�~����gz

��z�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�7{��h��{}���I��z#{%z%�i|�� w ~��¤{>���d� $}�gz#§k� � � w �g�-��z���z'��� w�y �%$}�LzC� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �
P stat

cont

�g� w ��|
��z%�5� w ��� � z%�i� w �9|5~������gz%����z������ � � w �!��|�~ w ����z%����� w�y �%$}�Lz%�i{%z}�!�!�����/~!��z%�

P
(e),plq
cont

z}|
P

(r),plq
cont

��� w ������z%�����gz}���
����{}~!� � ���/|�~����gz¦z%��|���z�|Z�	�Bz#È�������� ­]®+É � � w ��|�z%����z%����~!�#�����/|�~ w �g� ª -¤��zd{%zd�h�/���/�1���/���gz¦� w �9|�� � �/�!~�� � z%��� w ���
p = 31

z}|
δ = 6◦

�

«­¬ � ¬Z® �#¶+¼�»v´�» ��¼�µv´Ç½�ÁZ· ��¼�´ �v¹EÃÄ¹3�ÀÂ7µv´
Å¤��{ w �g��~�� $}��z¤z}������z}��~�z}���!~�z}�����gz����������gz�� w � w � $}�gz1�9� ux� �h�/~�����z}����{ w �g��|��/�9|�z

e
��z}� w �����'�-~!��z%{}|�~ w �

3
�¯� w ���������9�gz}�!��z�~!��z%��|'� w ����~ y ��z���z !��/�!~���z}�#�/�h�/�!�	|�~��9�gz}�Lz}��|C� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � z}|���zL� w ���/~!�gz
� u �/�h�/�!�-��zI�!~!��~!|�z1� t�u ~!�&!1�/��~��/�g{%z ��z%����� w ����~ � | � � �g�/�g����z%���-~!��z%{}|�~ w �g�

1
z}|

2
�/��| w ��~���zS§ {�� w ~���~!�Y���gz

{%z}�!�!����z���z y ����zk�h�/���/�!� � � � ��~!� � �-~����gz1�����gzk� uxw � �h�/��|�~�{}�����/��~���z��/� y ~!|����/~!��z}�Lz}�9|Cz}� ���gzL{%z}�!�!����z�{}� y ~����gz1�
t ���g�1����zY¡k� ­ 5 ��� � ��z}�9|�z���z%�C{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%����z����¥{%z}�!�!����z��/~!�g��~��9�gzL��z����/~!�!���/�+z���|�~!�!~�� � �b{ w ��� w � �

Ë¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¯Ø>Ð�Ù/Ú�Ð�Ï�Í�ÑÕÔ/Ö/×�Ò
e = d = 2 Û)ÛË¨Ì>Í�Ì>Î�Ï�Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¨Ú¤Ð�Î�Ì�Ü1ÑÓÔ�Ö/×�Ò

EY = 100000 ÝiÞ+ß ν = 0.3 σ0 = 240 ÝiÞ+ß

X1
X2

X3

d de
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�D<fEb1
Qst4PcvyZ;Y"Y[aTk
e~i*_$]DaTbc\0Y�bS\^]"�I_Sa{]"i�� bSh - Z2]od~ZniR_
�;bSklk
e0\~aT�s_6]DaTbc\ d~Z�ê�ë1ì9í1ë9î1ïÕð�ñLò¢ó"ô�õ P	ö�u6µcµStSh1÷�P
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��zC��~�© � � � �Lz}��|����9�h���-���/|�~��9�gz%� ,
20

z}�S~!��| � �1���/|�~ w �@z�©g��{}|�z1�  w ���Lz#� w ���s��zk��|����/|�~�� �k� |��g�-~ � �/�S�h���
���/�1���/���gz�¡C� ­ ����z%�k��� w ����~ � | � �L� u ~!�"!��/��~��/�g{%z¥�g�/�g����z%�k�-~!��z%{}|�~ w �g�

1
z}|

2
�/��| w ��~���z}��|�§I�gz { w �g��~�� � ��z}�

��� u ������z}��� � � � �Lz}��|¤�g�/�g�i{%z%���-~!��z%{}|�~ w �g��� t zs��� �L�gz}�Lz}��|�!+z}���5��z%�5�"z>�/�-©������ � ��~�z}����z'z}|5~!�-� � ��~�z}����z'z%��|
� |��g�-~ � ���g�S��z���z}�g�-��zC{ w ����z%{}|�z}�Lz}��|�{ w ����|�zC�-� ��� � � w � $}�gzC��z#��������|�~��h{>�/|�~ w �S����z}��~%$}��zC��z%���"z>�/�-©"�
Å¤�C��� � ��z}��|�z��g�1����z�¡C� ­ .¦��z}�-©C|Z�	�Bz%�b��~!�#�����/|�~ w �g�ÀÊ�� u ���gz5� w �������k���/~!�!���/�+z5|�z}��{%z}�!��~-��z������g�1����z�¡C� ­ 5	�
{ w ��� w ��|��/�9|k� w �g{���~�© ,

20
�¨z}|�� u �/��|���z�� w ���#��zL�10}�Lz�|Z�	�Bz���zL���/~!�!���/�+z1�����/~��#�gz�{ w ��� w ��|��/��|����gz

���h�/|���z ,
20
� t z%�s� � �����!|��/|��'� w ��|���z}�9|��9�gz#� u ��|�~!�!~����/|�~ w �@��zC��~�© ,

20
�g�/�g�s� ux� �h�/~�����z}���������L|s� w �����/�-�

��� w {��gz}�d{ w �&!+z}�h� y ��z}�Lz}��|¦� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � ��� w �9|i���gz'z�©	����z%����~ w ���/�h�/�!�9|�~��9�gzs�g�/�g�i��zs���h�/��| ª *
��z'�����/�

(N11 ≥ 0,M11 ≥ 0)
z%��| w�y |�z}���gz��h�/�d{ w � y ~!�h�/~�� w � ��z%�d��z}���/|�~ w �g��� � �g��~������/��|d��z%��{ w ��|����/~!��|�z%�

� � � � ���/�!~�� � z%��z}|���zs���L{}~!� � ���/|�~����gz#{�� w ~���~�z)Ê
M11

M0
− e

6

N11

N0
− e

6
σ0 = 0

È=¡C� ­ � É
w,+ ��z%�i� w �Lz}��|¤�!~!��~!|�z���z �hz�©-~ w �¥z}|�{ w ��|����/~!�9|�z��!~!��~!|�z���zs�Lz}� y ���/�gzC� w ��|�� � �g��~��d�h�/�ÀÊ

M0 =
e2

4
σ0 z}|

N0 = eσ0 È=¡C� ­ ' É
Å¤����� � {}~���z��9�gz��g�/�g����z�{>���L� u �������/~!�!���/�+zI§S��~�© ,

20
�v��z ��� w�y �%$}�Lz�� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � � � � w �!��� w ���
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Μ
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/ Μ
 0

Ν11/ Ν 0

E − SIC/LANCELOT − 4 H20
E − SIC/LANCELOT − 6 H20

E − Analytique 
AD − SIC/LANCELOT − 4 H20
AD − SIC/LANCELOT − 6 H20

AL − SIC/LANCELOT
AL − SIC/LANCELOT

AL − Analytique (Ilyushin)

à�á=âbãÀä¯å ¡C� ­ . æ ¢�Sk<JabMV1l;=GHZ�GDm3�56j1x:D<HSY:IM=SYK}1{2J<O6VE[Sy1�>dSk<O6 (N11,M11)
Di� §¥��68Pf15SYG?>J>V1{2�q K5Sk<HE5AC7U:I7BAnK5t

� � §���68PH15SkG5>J>V1^2�q <J2J<?>jA9<OAC7CGO6Vt �u� § �©GOZ�<O7�6@1s2�q <H6d<OSTvfEb1�S~7�Z^7CAn1
� � |�z}����~!�gz}����zY{ w z���{}~�z}��|L��zY{��h�/���+z�§I� u ���g�/��|��/|�~ w ��� w ���C{��h��{}���gz���z%�

31
�-~!��z%{}|�~ w �g�k� w ����$%��z

973!��/��~�� y ��z%�¤� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�
648

{ w �9|����/~!��|�z%�¦� u ~!� � ���/�!~!| � �¤z}|
87

{ w �9|����/~!��|�z%�s� ux� ���/�!~!| � �>�

���
���������� �����
t z�{>�/��{}���¨�/�h�/�!�	|�~����gz�{ w �g�-��~!|¦§C����� � |�z}����~!�h�/|�~ w � �-�¥� w ���/~!�gz�� ux� ������|�~�{}~!| � {}��������~��9�gz1� t zs�º�/~!|d���gzs��z
� w ���/~!�gz �/�h�/�!�	|�~��9�gz�{ w	� �g{}~���z�� !+z%{�� u z}�&!+z}� w ���"zY����� � ��~��9�gz�~!�����!~��9�gzY� w �g{��9�gz1�E�g�/�g�#��z�{>���C��zL���
Q;�~P�éJZ2YpWDX;Y[e0i{]`_6]DY�d4Z;YnY[aTk
e0iR_$]DaRbS\0Yn\@e0klX�WDa*�^e~Z;Yo\~Z¤Y[bc\^]�d4bc\0\~X;Y��^e0Z
d0_S\~YniTZl�^e8_6W[]�d4Z
f~i*_6\

(N11 ≥ 0,M11 ≥ 0)
d~e

�I_Sa{]
d~Z¤iR_gY��4klX2][WDaTZld4e/�2WDa{]Dj2WDZBd4Z���í����ºêLï���ð��
f8_$WnW`_Sf0f�b6W[]��gi�� b6WDaT}caT\0Z|Z2]�d4Zli*_ Y��~klX�][WDaRZ¤d~Z¤iR_g�;Z2iRiTe~iRZ|d4Zlh8_6Y[Zlf8_6W
W`_6f0f�b6W[]o_6e �7Z;e0aTiTiTZ2]oklbs�^Z2\JP
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�������9�gzi� w � w � $}�gz1����zd� w ���/~!�gz�� ux� ������|�~�{}~!| � {>�/��{}��� � §¦�h�/��|�~!��� u ���L����~��9�gzi� w ~!��|���zi{��h�/���+z�{ w ����z%��� w �g�
§�� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � {>�/��{}��� � zC§C�h�/��|�~!����z��9�h�/|���z'� w ~!��|��d��z�{��h�/���+z1�

❏

�0>d457CGO4?7 �B~!�¨�º�/�g�-���/~!| � ���/��z}�Lz}��|���� �L�gz}�'��z#���/~!�!���/�+z���z#�h�/��|�z}|'� u �/��|���z��-�S� z}��~!�!��z}|s� w �+z}� æ � � �g��~º�
w �¥��z'���/���Bz}�!��z1�h�h�/�

x3 = 0
æ ���g�¥��z'��z}��� � ��z}�9|�z}�¦{ w ����z%{}|�z}�Lz}�9|¤������������|�~��h{>�/|�~ w �¥| w |��/��z#��z'����{%z}�!�!����z1�

 �z}�"z}�g�g�/��|>�+��z%�¨� � �����!|��/|��)��z����d�g�1����z�¡C� ­ .¤� w �9|���z}��| <��IGH4IAC7UGH4?7 �9�gz�{%z%{}~	� u z%��|��h����� � {%z%�����/~!��z��g�/�g�){%z
{>����� �)�Lz�
"z}|>����zi� w ���/~!�gz�� u �/�h�/�!�	��z5�!~!��~!|�z w�y |�z}����{ w	� �g{}~���zi�h�/���º�/~!|�z}�Lz}��|5� !+z%{i��z5� w ���/~!�gzd� u �/�h�/�!�-��z
�!~!��~!|�zL�/�h�/�!�	|�~��9�gz1�"~������S��z%�s|���� !1�/�-© ��z�� <���ã � �Àá � È ­ * ® �+É z}|�� � �Eâbå È ­ * ® * É �¯� w ��|'� u z�©-����z%����~ w � z%��|
� w ��� � z#�g�/�g�i��z��9�h�/��|d��z'�����/�

(N11 ≥ 0,M11 ≥ 0)
�h�/�ÀÊ

M11

M0
+

[
N11

N0

]2

− 1 = 0
È=¡k� ­ �9É

«­¬ � ¬�� �#¶+¼�»v´�» ��¼�µv´Ç½�ÁZ· ��¼�´Ç±+´hµ���¹À±"�-²g´Ä®��	��½i²g±9¸º¹)»�¸���¼�´
Å¤�C� u ~!��| � ��z%����z5� � � w �����/~��v§¤���L�/��|���z�|Z�	�Bz���z����������gz�� � ��~ w �-~��9�gz)Ê/���gz5��|����g{}|�����z�� w ��� � z��h�/�)��z}�-©

�������9�gz%�i�����/�gz%�5� w ��~�� w �9|��/��z%��z}|5���/~��-~�zs�h�/�i��z%�5��z}�-� w ��|�� !+z}��|�~�{>�/�-©¯�g� w ��|i��z%����� w ����~ � | � �¤� w ��|i� w ��� � z%�
�g�1����zd¡C� ­ *-�& �z}|�|�z5�g�1����z5��� w � w ��z � ���/��z}�Lz}�9|���z%�v{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%����z5���s{%z}�!�!����z���z y ����zi����~º����z5�h�/�v���

X1

X2

X3

d

h

Ë¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÕÒ Ï�ÑÓÔ�Ö/×�ÒÀØ>Ð�Ù�Ú¤Ð�Ï�Í�ÑÓÔ�Ö/×�Ò
Þ�
ùß
����� h = 0.1 Û)Û d = 1.5 Û)Û� ��
�
���
��������%ß
��� e = 2 Û)Û a = 0.15 Û)ÛË¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¨Ú¤Ð�Î�Ì�Ü1ÑÕÔ�Ö/×�Ò

EY = 100000 ÝiÞ+ß ν = 0.3 σ0 = 240 ÝiÞ+ß
à5á�âbãÀä¯å ¡k� ­ * æ ¢�SY<JaIM81�� ��§Y>VKI4?7UG]2H7UaIM81�D�:}<H4�<3:bAnK5457zEIAC7CaIM81?E�m3KeGHZ[KIAC457CabMV1?E�1IA�Z�KD:D<H687UaIM81?E

� �%w � � |���~�zd�10}�Lzd��z����s��|����g{}|�����zi��z�� � �-��~!|�§¤���L���  �z}|�|�zi{%z}�!�!����ziz%��|)���/~!�!� � zd�+!+z%{
22
� � � �Lz}��|�� ,

20
z}�

~!�9| � �1���/|�~ w � z�©g��{}|�z1� tvu ~!�"!��/��~��/�g{%z#�g�/�g�i���k�-~!��z%{}|�~ w �
2
�/��| w ��~���z�§C�gz'{ w �g��~�� � ��z}�¤��� u ��� � � � �Lz}�9|¤��z}� w �

x2
� t zi���/~!�!���/�+z�z%��|v���!�g�v��� �L� � �/��| w �����-��� z}��~!�!��z}|�� w �+z}�À�	���g����z y ~�z}����z}��� � ��z}��|�z}�����s��������|�~��h{>�/|�~ w �

| w |��/��z¤��zi���'{%z}�!�!����z�È��g�1����z�¡C��� 0+É � t zd� w ���/~!�gz � ������|�~����gz�§¦����� w ~!�9|���zd{��h�/���+z�{ w ����z%��� w �g��~�{}~hz}�g{ w ��z

x1

x2

x3

d

a

a

a

e

à5á�âbãÀä¯å ¡C��� 0#æ	/ 1IS�S~M`Sy1s231^�e<fE]1�1IA�Z�<H7BS�SY<]m31s231©SY<�:?15S�S~M=SY1�2`1s�D<fEb1
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§�� u z}�"!+z}� w ���Bz���z%�C� w ���/~!�gz%� � ������|�~��9�gz%�k§I�9�h�/|���z�� w ~!��|��k��zY{��h�/���+z1� �)�Çz�
"z}|>� w �Ç{ w �g��|��/|�z �����#��z%�
� � �����!|��/|��'� w ��� � �¦�g�1����zC¡C��� ­ �B���gz#� �/~ y ��zk�-~�
 � ��z}�g{%zkz}��|���zk� u z}�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| ��w�y |�z}�9�gz�z}|s{%z}�!��z
� w ��� � z��/�h�/�!�9|�~��9�gz}�Lz}��|¦�h�/�ÀÊ

M11

M0
+

2

e

g(a,d,e)

f(a,d,e)

N11

N0
− 2

e
g(a,d,e)σ0 = 0

È=¡C� ­]®+É
w,+

g
�
f
�
N0 z}| M0 � w �9|>�gz}�g{ w ��z'���gzs� w ~��>��� � ��~#! � z%�¤��z%�5� w ���#����z%����z'���C|�� �%w ��~�z���z%�d�������9�gz%�ÀÊ





g(a,d,e) = −2

3

a3

b
(a − b) + ae

(
a2

b
− ae

2b
− a − e2

12b
+

e

2

)

f(a,d,e) =
1

b
[2ab + a (e − 2a)]

N0 =
a

d
[e + 2 (d − a)] σ0

M0 =
a

d

[
e2

4
+ (d − a) (e − a)

]
σ0

È=¡C� ­	�+É

Å¤����� � {}~���z��9�gz1��{ w �g{%z}���h�/�9|�� u �/�h�/�!�-��z�§i� u ���g�/��|��/|�~ w �À��{%zv���/~!�!���/�+z5{ w �g�-��~!|)§d{ w �g��~�� � ��z}��������� w�y �%$}�Lz

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Μ
22

/ Μ
 0

Ν11/ Ν 0

E − SIC/LANCELOT 
E − Analytique 

AD − SIC/LANCELOT 
AL − SIC/LANCELOT

à�á=âbãÀä¯å ¡C��� ­dæ ¢�SY<JaIM81¥4D156]�bGH4e:}KD1s:D<HSY:IM=SYKD1�2J<H68EuSY1�>dSk<O6 (N11,M11)
D_��§���68Pf15SYG?>J>81�2�q K5SY<fE5AC7U:I7CAnK?t ���

§���68Pf15SYG?>J>81^2�q <32J<?>@A9<OAC7UGH6Vt �¦�£§ ��GHZ�<H7B6@1�2�q <O6d<HS~vRE]1�S~7BZs7CAn1
� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � §

3565
!1�/��~�� y ��z%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�

2376
{ w �9|����/~!��|�z%�C� u ~!� � ���/�!~!| � ��z}|

453
{ w ��|����/~!�9|�z%�

� ux� ���/�!~!| � �>�

«­¬ � ¬ � �C¶1¼�»v´Ç» ��¼�µv´�½�Áº· �b¼v´Æ¶�±�¹E¼v²g´ ���	�}½i²g±�¸Z¹b»�¸ �b¼v´
�)�-�g�À� w � � |��g�-~�z ��� �10}�Lz �������9�gzS��� u �/� �h�/���/�1���/���gzS¡k���-��§ {%z%{}~s����$%�����gz � w � � �h�/~�����z}���

h!��/��|�� � � w �����/~��
0.2

��� z}|���� u z}�!��z z%��|�� w �!�!~�{}~!| � z@�g�/�g����zS�����/�
(N11,M11)

� t z%��{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�
� �%w � � |���~����gz%�Iz}|����/| � ��~�z}�!��z%�¥� w �9|�� w �g{@{%z}�!��z%��� w ��� � z%���h�/�����Æ�g�1����zS¡k� ­ '-�  w ��|����/~!��z}�Lz}�9|S§ ���
� w �!�!~�{}~!|��/|�~ w � �g�/�g����z������/�

(Σ11,Σ22)
�h��z�{��h�/���+z}�Lz}�9|�z}�%�hz�©-~ w �I�gz��Bz}���Lz}|¦���!�g�¦��z�|���� !1�/~!�!��z}�s��������z

����~!|�~%$}�Lzk��z'���L{%z}�!�!����zC��z y ����z1�"Å¤�I��z�{ w ��|�z}��|�zk� w �g{C��z'|���� !1�/~!�!��z}�s��������z#���h�/��|>�h|�z}�¨�9� u ~!�Ez%��|¤� � �g��~
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x1x1

x2
x2

x3

x3

X1

X2

X3

∂Vlat∂Vsup

∂Vinf

∂H

r
d/2

hh

à�á=âbãÀä¯å ¡k��� � æ / 15SBS~M`Sy1s231^�e<fEb1^1IA�Z�<H7BS�SY<]m31�2HM|aIMV<H4IA�231�SY<l:}15SBSTM=Sy1^231^�e<fEb1

�g�1����z�¡C��� �-� t zi���/~!�!���/�+z1�	{ w �g��|�~!|�� � ��z
216

� � � �Lz}�9|�� ,
20
z}�L~!�9| � �1���/|�~ w ��� � �-��~!|�z1�9z%��|)��� �L� � !+z}������z%�

�"z>�/�-©¯�. w ���Lz � ! w ��� � z}���g�I��zs�h�/���/�1���/���gz�����'-�-��z%�i��� w�y �%$}�Lz%�¤{%z}�!�!�����/~!��z%�
P

(e),plq
cont

z}|
P

(r),plq
cont

� w ��|
~������g�¤� u ��� { w �������/�+zkz}��|���z

P
(e),cav
cont

z}|
P

(e),plq
cont

� w ���¦�����h�/��|�~�z�������z}�Lz}�9| � ������|�~����gz1�Bz}|sz}��|���z
P

(r),cav
contz}|

P
(r),plq
cont

� w ���i�����h�/��|�~�z�� � ��~��-�gz}�!��z1�.(¦zs���!�g���h§k���k�!����~%$}��z#��z%�i|���� !1�/�-©¥��zC$ � � � È ­ *7. �9É �g��z'� �/~!|���z
�gz�|���� !1�/~!�!��z}���9�gzd�����v��z����h�/��|���z����'{%z}�!�!����zd~!�����!~��9�gz � ���/��z}�Lz}�9|���zd� � � $}��z%�v� w �-~��h{>�/|�~ w �g��{ w �g��~���|��/��|>�
{ w ���LzY�/� �h�/���/�1���/���gzL¡k���-�À§Y|����/�g��� w ���Lz}����z%��{ w �g�-~!|�~ w �g�#��zk� � ��~ w �-~�{}~!| � z}� { w �g�-~!|�~ w �g�#��zk�����!�!~!| �
������{%z}��|��/~!�gz%�d�h�/��|�~�z%�¤�-� yBw ���¯� 	b�/��{ w �g� � �9�gz}��|>�7{%z%�i��� w�y �%$}�Lz%����z !	~�z}���gz}��|ÀÊ

£¤����� w {��gz�{ w ��|����/~!�9|�z)Ê
P

(e),cav,plq
cont

£¤����� w {��gz�{ w ��|����/~!�9|�z)Ê
P

(r),cav,plq
cont

(N11,M11)
� w ��� � z%�

�E� w � !+z}�
up 1 r,(e), z}| σ(e) |>�x�B�%Ê �À� w � !+z}�

ρ
|>�x�7�%Ê





 b;�4 σ(e) = 0
�g�/�g�

V ∗1/4

σ(e) = d :
(
E − x3K + ε(e)(up 1 r,(e))

)

up 1 r,(e).n = 0
�����

∂V
1/4
lat

Ei3 = E12 = Ki3 = K12 = 0 i = 1,2,3

σ(e).n −
(
n.σ(e).n

)
.n = 0

�����
∂V

1/4
lat

σ(e).n = 0
�����

∂H1/4 ∪ ∂V
1/4
sup ∪ ∂V

1/4
inf〈

σ
(e)
11

〉

V 1/4
= N11

〈
σ

(e)
22

〉
V 1/4

= N22
〈
−x3σ

(e)
11

〉

V 1/4
= M11

〈
−x3σ

(e)
22

〉
V 1/4

= M22





 �;�4 ρ = 0
�g�/�g�

V ∗1/4

ρ.n − (n.ρ.n) .n = 0
�����

∂V
1/4
lat

ρ.n = 0
�����

∂H1/4 ∪ ∂V
1/4
sup ∪ ∂V

1/4
inf

〈ρ11〉V 1/4 = 〈ρ22〉V 1/4 = 0

〈−x3ρ11〉V 1/4 = 〈−x3ρ22〉V 1/4 = 0
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 �������	���������	��0�$'&!(v������*9�+��,��	
��C�!��
�
º�1����*>�g�¤�Z( � ������,��	
�� �	�}.

w,+
V ∗1/4 �

∂V
1/4
lat

�
∂V

1/4
sup

z}|
∂V

1/4
inf

� � ��~!�1�gz}��|���z%���Bz%{}|�~#!+z}�Lz}�9|i��z%�5��z%��|���~�{}|�~ w �g�i��z
V ∗ � ∂Vlat

�
∂Vsup

z}|
∂Vinf

�/���9�h�/��|���zs����{%z}�!�!����z���z y ����z'z}| w,+ � uxw � � ���/|�z}����� w �+z}���gz�z%��|d� � �g��~E{ w ���Lz�����~!|ÀÊ

〈σ〉V 1/4 =
1

|V̄ 1/4|

∫

V ∗1/4
σ dV

È=¡k� ­ 5 É
� w � ��w �����¤§C|�~!|���zs~!�g�-~�{>�/|�~�������zs��� w�y �%$}�Lz�� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�B����� w {}~ � §C� u �/�h�/�!�-��z'� u ���g�/��|��/|�~ w �I� w � � z'�����
{%z¥�9�h�/��|���z¥{%z}�!�!����z1��{ w ��� w ��|�z
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4π

3

� r
a � 3

= 0.125

Ë¨Ì>Í�Ì>Î�Ï¢Ð�Í�ÑÓÒºÏ�ÑÕÔ/Ö/×�Ò¨Ú¤Ð�Î�Ì�Ü1ÑÕÔ�Ö/×�Ò
EY,M = 210000 ÝiÞ+ß EY,I = 500000 ÝiÞ+ß

νM = 0.3 νI = 0.27

σM
0 = 180 ÝiÞ+ß σI

0 = 3.0 ∗ 1012 ÝiÞ�ß
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(Σ11,Σ22)
� w ��� � z%�

�À� w � !+z}�
up 1 r,(e), z}| σ(e) |>�x�B�%Ê �À� w � !+z}�

ρ
|>�x�7�%Ê





 �;�4 σ(e) = 0
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V 1/8

σ(e) = d : ε(e)(
〈
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〉
V 1/8 .x + up 1 r,(e))
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�����

∂V 1/8

〈
ε
(e)
ij

〉
V 1/8

= 0 i 6= j (i,j) ∈ (1,2,3)2
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〉
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ρ.n − (n.ρ.n) .n = 0
�����

∂V 1/8

〈ρ11〉V 1/8 = 〈ρ22〉V 1/8 = 0

〈ρ33〉V 1/8 = 0
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p = 17
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� w ���)�-~�©9�Z��z}��|b�-~!��z%{}|�~ w �g����z���z%{��gz}��{��gz1�+���/| � ��~��/�!~�� � z%�b�h�/�b�-~�©	�Z��z}��|)� w ���/~!�gz%�)~!��~!|�~��/�-©
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r
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r ∈ [0,16]
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rδ
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z%��|Y� w �g{S���g��{%z}��|�~ y ��zS��zS� � {}��z}�g{��gz}�����Ä��� � � w � $}�gz ��z ����~!�gz ��������|�~����gz ��z ��� {%z}�!�!����z1� t �Æ�10}�Lz
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rδ = 0◦
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§'���s� � {>�/��~��9�gz¤��z%��� w �!~���z%�>�+���'|�� w ~���~%$}�Lz¤��z}�%$ !+z1���9�h�/��|��¢§��Zz}�!��z1�-��zd������� w �1���/�����/|�~ w � ���/|�� � ���/|�~����gz1�
��|�~!�!~�� � z��g�/�g� y ~�z}�¥� u �/��|���z%�¤� w ���/~!�gz%�¤�9�gzs���C� � {>�/��~��9�gz1�

t zv����~!�g{}~!�"zv� � � � ���/�	��z%�E{ w �������/�+z%�b{ w �g��~���|�z�§i��z y ����z}�������À��z%�E|�� �%w ��$}�Lz%�¨��|��/|�~��9�gz�z}|¨{}~!� � ���/|�~����gz1�
��z%���Bz%{}|�~#!+z}�Lz}�9|���z�� å�<69�� z}|�� ��á

¯ågä �"z}|s��z���z%� � |�z}�g�-��z��/� {>���s��z%�¦���/| � ��~��/�-©S§���~�{}� w ��|����g{}|�����z

­ . ­



­ . � � *>��
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� � | � � w � $}�gz1�¯z}�S����z}�h�/�9| y ~�z}� � w ~!� ��zC�-~���|�~!���1�gz}�s� u �/����� w {��gz�� � � w �����/|�~ w �À�"� w ���¦�������gz}�!��zC��zC{��h�/���+z��
�Lz}�9|�!1�/��~�� y ��z�z%��|d��zs|Z�	�"z'� � � w �����/|�~ w ������{}� w ��{ w ��~����gz1�g��zs� u �/����� w {��gz#{ w ��|����/~!�9|�z1�g� w ���i�������gz}�!��z'��z
{��h�/���+z}�Lz}��| !1�/��~�� y ��z�z%��|���z�|Z�	�Bz�{ w ��|����/~!��|�z¦����{}� w ��{ w ��~��9�gz1� ���gz5� w ~��v��z%��|�� �%w ��$}�Lz%��� � � � ���/�!~�� � �>�+��z%�
� w ���/~!�gz%�5��zi� � ��~���|��/�g{%zd����{}� w ��{ w ��~��9�gz%��� w ��| w�y |�z}���g���1����{%z¤§s����� � � w �!��|�~ w ���-����� w�y �%$}�Lz�� u ���g�/��|����
|�~ w �¥� w � � �����i����{%z}�!�!����z���z y ����zs|���~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}�!��z1�h��z}��� � ��z}�9|��/|�~#!+z��-����~!�!~�z}�¥� � | � � w � $}�gz#§ � |��g�-~�z}�>�
t z%�'� � !+z}� w ���Bz}�Lz}�9|����"z}���Lz}|�|�z}��| � ���/��z}�Lz}��|�� u �/�h�/�!�-��z}�s��zk{ w ��� w ��|�z}�Lz}�9|���z%�s��~!�!~�z}�-© !	~����¢§���!	~��¦��z
� ux� ������|�~�{}~!| � z}|¦��z�� u �/�h�/�!�-��z��!~!��~!|�z1�  �z���z}�-©¥��z}����~�z}���¦{>���¦� w ��|¤|����/~!| � �¦z}�I|��/��|s���gz��h�/��|�~�{}�����/��~����/|�~ w �
�-� ��� w�y �%$}�LzC� u ���g�/��|��/|�~ w �À� t z%�¤����~!�g{}~!�h�/��z%�¦�9�9� w |�� $%��z%�>�7� � �g��~������/��|¦��zC� w ���/~!�gz#��z !��/�!~��-~!| � ��z�{%z%�
� � �����!|��/|��>�7� w ��|s��� u ~!���s� w �9| � |�� y �!~��s�g�/�g�¤��z#{>���-��zC��z������!~!� � �/��~!| � � �%w � � |���~����gz1�"�9�gz���z%�¦{��h�/���+z}�Lz}�9|��
� w ��|'������z}�Lz}��|#� � {>�/��~����gz%��z}|����gzC��z%�s���/| � ��~��/�-©@� w ��| � ������|�~����gz%�s�h�/���º�/~!|�z}�Lz}��|#��������|�~����gz%���7� w ��� � �
�g�/�9|�����{ w ��� w ��|�z}�Lz}��|¦� w {>�/�À��z � ��� � � á ��å � �

����� � ��~��9�gz}�Lz}��|>�¨{%z%{}~v��zk|������-��~!|��h�/�'��� { w �������/�+z�z}��|���z���� { w ��z � � � �Lz}��|����g��~���z}|'���@� w �1~�{}~�z}�
� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �¥{>�/�h� y ��zs��z¤|����/~!|�z}�i��z%�5��� w�y �%$}�Lz%�5� w � �!~!� � �/~!��z%�i� w ��� � �g�/�9|����Y� w � y ��zs��z}���/|�~#!+z}�Lz}�9|
~!��� w ��|��/��|v��z !1�/��~�� y ��z%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À� tvuxw�y�� z%{}|�~��h��© � �/�C� �}y ��|b��z�{%z%�¨|����+!��/�-©Cz%��|�� w �g{5�/|�|�z}~!��|ÀÊ w �
�-~���� w ��zs� � � w �����/~���� u ��� w ��|�~!�¯����� � ��~��9�gz'� � � � ���/�À�"z}���Lz}|�|��/��|�� ux� |��g�-~�z}�d���#� � ��~���|��/�g{%z'��zs���/| � ��~��/�-©
� � | � � w � $}�gz%��� w �g�s{��h�/���+z}�Lz}��|�� !��/��~�� y ��z%���7| w ��|'z}� �gzC��z%��� � ���/�9|>�¯��z#�����h�/��|'��zC� u ��|�~!�!~����/|�z}���>�"��� u ���
��~!��~!�#��� � u ~!�-� w �����/|�~ w �À�7§k��� ! w ~!�ÀÊ

æ ��z%�d{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�d� �%w � � |���~��9�gz%�¦z}|i���/| � ��~�z}�!��z%�¤��zs����{%z}�!�!����z���z y ����z1�
æ ���C�h�/|�����z���z%�¤{��h�/���+z}�Lz}��|��s�/�-©����gz}�!��z%�¤z}�!��z�z%��|d� w ����~���z1�
æ ��z'� w ���/~!�gz���z !1�/��~��/|�~ w �g����z%���-~!|��d{��h�/���+z}�Lz}�9|��>�

(sz'���!�g����{%z}| w ��|�~!�¨� � | � � � !+z}� w ��� � ��z'���/��~%$}��z�§10}|���zs��z'���!�g�i� � � � ���/�E� w ����~ y ��z)Ê
æ ~!�g�"z}���Lz}|���zi|����/~!|�z}��| w ��|�z�{%z}�!�!����z¦��z y ����zi|���~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}�!��z1�-�/�g����~h{ w ������z�©�z�� w ~!|�z}�!��z1�9�g�/�g�����
�!~!��~!|�z1� y ~�z}� � !9~���z}���Lz}�9|>�7��z%�¤{>�/�h��{}~!| � �¤��z%��� w �1~�{}~�z}��� � � � �Lz}�9|��¤�g��~���z}|¤� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�h� w ~!��|
�9�gzs� w �g��� yBw ����z}� w �g�¤�g�/�g�d��z%�i�"z}�����"z%{}|�~#!+z%�>�

æ � u ��|�~!�!~����/|�z}���¥�Æ��zS{�� w ~�© ��zI|����+!��/~!�!��z}�>� w � � w �À�5z}� � w � w � � � � ~����/|�~ w �À� w � ����� ���gzS��|����g{}|�����z
{ w �����%$}|�z1�

æ �g�/�g�Y��zI{>��� �9��~¤� w �g�Y~!�9| � ��z%����z1�i§ ��� ! w ~!� ��zS{>��� w,+ � uxw ��|�~ w � ;=GHZ�GDm3KI6@K57�EI<OAC7UGH6 z%��| ��{}|�~#! � z1�
��zL{��h�/���+z}�Lz}��|C~!��� w � � �Bz}��|
0}|���zL���gz�� � � w �����/|�~ w �Æz}|�� w � ���gz�{ w ��|����/~!��|�z�����{}� w ��{ w ��~��9�gzY�/�
��z}�g�k{}��������~��9�gz ��z%�k|�z}���Lz%�>� w � y ~�z}�����gz � � � w �����/|�~ w � z}|�� w �Ç���gz�{ w �9|����/~!��|�z�����{}� w ��{ w ��~��9�gz
� � � � ���/�!~�� � z%�>�7���g�¥��zs|����/~!|�z}�¤��z%�i��� w�y �%$}�Lz%�¤��z'|Z�	�"z%�i���������gz%�d� � ��~ w �-~����gz%���

�v�-�g�À����z%�Y� � !+z}� w ���Bz}�Lz}�9|�� w ��| � | � �"z}�g� � �>���g�/�g�����@�Lz%������z¥�-�K� w ����~ y ��z1����z��º��� w �Ä§ {%z¥�9�gz���z%�
w � � ���/|�~ w �g�L~!�9|�z}���gz%���!~ � z%���/�-©Ç��� w�y �%$}�Lz%�L{%z}�!�!�����/~!��z%��z}|��/�-© ��� w�y �%$}�Lz%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À��� w ~�z}��|��/�
����©-~!����� |����/�g���h�/��z}��|�z%�¤� w ���d� u ��|�~!�!~����/|�z}���>�

t z%� y ~!���/�g��� � �/�!~�� � ��z}�Ç�g� ��z¥{��h���9�gz�{��h�/��~!|���z�� �/~����/�9| w ��{%z¥��z����9�9|�� $%��z%�L~!�9|�z}��� � �-~��/~!��z%��� � �
|��/~!�!� � z%���h��z�� � {>�/��~!|������/|�~�����z%�¦�-~�
 � ��z}�9|�z%� � |��/�"z%�¤�!~ � z%�¦§L���L� � �/�!~����/|�~ w �S��z�{%z�|���� !1�/~!�¨�gzC��z}���L�h�������!�g�
�/����� w � w �g�-~B~�{}~º� 	��/�5{ w ��|���z1�9| w ��|��/����� w � w �g�-~�����z}�Lz}�9|5� u ���gz�|�� � ���/|�~����gz¤��zi��z%{��gz}��{��gz � |��/��|�| w � ��w �����
��z y ~�z}�"!+z}���À��� w �g��~!�g��~���| w �g���g�/�g�L{%z��9��~i����~!|L�����k��z%� � !+z}��|��gz}�!��z%�Y����~!|�z%�L§S� w ���gz}��§S{%z}|�|�z � |��g��z1�
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z}����� w � w ���/��|¤�9�gz}���9�gz%�d� w ����~ y ~!�!~!| � ��� ux� ���/���1~�����z}�Lz}��|>� w �¥z}�g{ w ��z��9�gz}���9�gz%�i��~���|�z%����z���z%{��gz}��{��gz%�s�����-�
��� � �Lz}��|��/~!��z%�>� w ��|���z���z��º�/~!|#� u �/�1~!�k��������z%�C�9�9� w |�� $%��z%�#����z}��~%$}��z%�Cz}� ����z}�h�/��|�z}� { w ����|�z�� u z�
¯z}|#��z
� ux� {}� w ��~������/�+z w �¥z}�g{ w ��z���z'� u z}�g� w �����/�+z}�Lz}��|>�

tvu ������z%���/����� w � w �g�-~�����z}�Lz}�9|��v� w ����~ y ��z%�){ w �g��~���|�zd§'�/��| w ���/|�~���z}��z}��|�~%$}��z}�Lz}�9|���z%�){ w �������/�+z%��� yBw ���
� � ��� u ��� � w ~!��|i��z !9�gz¦{}~!� � ���/|�~����gz1� ,¦w ����~��5������~���z¤z}���s� !9��zs��z%��|�z%{�����~��9�gz%�5�!~ � z%�i§������ � �1�����/��~������
|�~ w ����zi���¦� w �g{}|�~ w ����zd�-~�����~!�h�/|�~ w �À�+{%z}|�|�zi�"z}�����Bz%{}|�~#!+z���z !9���/~!| 0}|���z�� � �/�!~���� y ��zd���/�g�v�1���/�g��z%���-~���{}���!| � �
� |��/��|i� w ��� � ���gz¤| w �g����z%� � � � �Lz}�9|��i� � {%z%�����/~!��z%�i§#{%z}|�|�z¦~!����� � �Lz}��|��/|�~ w �¥� w �9|�� � � §#�-~���� w ��~ y ��z%���  �z%{}~
�gz�� � {%z%����~!|�z5� w �g{��9�gz���z�� � !+z}� w ���"z}�Lz}��|v� u ���gzi{ w �����/�g��zi��������� � �Lz}��|��/~!��zd�g�/�g����z�� w �1~�{}~�z}� � � � �Lz}��|��
�g��~��'è	�  ¦�¯�/�h�/� w �1�gz�§�{%z}�!��zk� � !+z}� w ��� � z��g�/�g�¤��zC{>���s��zC� u �/����� w {��gz���|��/|�~����gz1�"���g� ��z#{}� � z}���/��| w �����
|�~����gz}�Lz}�9|L��z%�C�h{���~�z}������z�� w ��� � z%�L�-�Ç� w �1~�{}~�z}��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � t £ �  H� t Å��'� t zY�º�/~!|L�9�gz�� uxw � �/~!|
��� � � � � � ~!����� � �Lz}��|�z}�>�bz}|#z�©-��� w ~!|�z}�>�Ez}�Æ����z}��~�z}���!~�z}� � u �/����� w {��gzY��|��/|�~��9�gz1�À��� w !9~�z}�9|C��~!������z}�Lz}�9|C�-�
{ w �g��|��/|��9�gzs� u �/����� w {��gz�{}~!� � ���/|�~��9�gz�� w �g������z}� y � � z'���!�g�����/���+z}�Lz}��| � |��g�-~ � z��g�/�g�d���C�!~!|�| � ���/|�����z1�

t �L��z}�-©-~%$}�Lz#��~���|�z�� ux� ���/���1~�����z}�Lz}��|'z%��|d���!�g�¦�-~!��z%{}|�z}�Lz}��|s�!~ � z#�/�-©�� w �1~�{}~�z}���¤��|�~!�!~�� � �>���)�Iz�
¯z}|>�g~!�
��z%��� w ��|>�/����~!|�z�§���z�� w � y ��z}�-©Cz%�����/~��¨��z�{>�/��{}�����>�����/~�� � ���/��z}�Lz}�9|v����~!|�z5§d��z%�b�-~���{}�g����~ w �g�b� !+z%{5� u �/��|���z%�
{��gz}��{��gz}������� w ���¤��zC�-~�
 � ��z}�9|��s{ w ���1��$%�>�7�9�gz���z#� w �1~�{}~�z}� t £ �  H� t Å��¾��z}� y ��zC�Bz}~!�gz}�s§L|����/~!|�z}�sz}� ��z%�
|�z}���g�����/~�� w ���h� y ��z%�i��z%����� w�y �%$}�Lz%�5� w �Y�!~!� � �/~!��z%�d§'|���$%���1���/�g��� w � y ��z'��z�!1�/��~�� y ��z%�5� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�
	)��~����9� u ���gzd�1���/�g��zi�h�/��|�~�z¤��z%�)|�z}���g����zd{>�/��{}������z%��|�{ w �g� w ��� � z��h�/�v���s�h�/��|�~�z w ��|�~!��~����/|�~ w �À�+~!�h��z}���/~!|
�Bz}��| 0}|���zY��� � � � ��� y ��z1�)���g����zY� w � ! w ~!�C|����/~!|�z}�L��z%�k{%z}�!�!����z%�C��z y ����z�|���$%�k{ w ������z�©-z%��z}|k� ux� !	~!|�z}�k��z
��z ! w ~!�d���	��| � ���/|�~����gz}�Lz}�9|d|�� w � !+z}�d����{ w ����� w ��~��dz}�9|���z'��� � {}~���~ w ���-�����/~!�!���/�+z�z}|5|�z}���g�d��z'{>�/��{}�����>�
� u z}�&!	~����/�+z}�L� u ��|�~!�!~����/|�~ w � � u ��� �/��|���z � w �1~�{}~�z}�d� uxw ��|�~!��~����/|�~ w �À�v�gz ��z}���/~!|��Z{%z��9�gz � w ����{ w ���h�/��z}����z%�
�Bz}��� w �����/�g{%z%��z}|�{%z}�!��z%�'��z t £ �  H� t Å��'�À�¢�b��z}� y ��z}���/~!|��9�gzC��zk� w �1~�{}~�z}� - Å'è������E� � !+z}� w ��� � ��z}����~��
1997

�h�/� �)���!~!��� (k� � � �Eågä ��å � �/�g���s�9�g��(k� � � �¨ågä ��å � � � ���/��z}�Lz}��|i� � �-~ � §������ � � w �!��|�~ w �Y��z¤��� w �
y �%$}�Lz%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � �1���/�g��z � {��gz}�!��z1�	� w ����$%��zd��z�|�z}�!��z%��{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�5z}|�� w ~!|5�/��|�z¦§�� � � w �g�-��z�{%z
|Z�	�Bz���zs��� w�y �%$}�Lz%�EÊh{%z}|�|�z'��~���|�zs��z%��|�z�§kz�©	��� w ��z}�>�

�)�-�g�À�b��� ���!�g�k�1���/�g��z �"z}�����Bz%{}|�~#!+z z}�Ç|�z}���Lz���z � � !+z}� w ���Bz}�Lz}�9|��L|�� �%w ��~��9�gz%�L{ w �g{%z}���gz ��z�� w �-�
��z}�Lz}��|��10}�LzL�-� ���/~�� w ���gz}�Lz}��|>�F�v� z�
"z}|>�"��z%�'� w ���/~!�gz%�#��zk� � ��~���|��/�g{%z�� w �9|�� w ��� � ��z}� |�z}���Lz%����z
{��h�/���+z}�Lz}��|��d����{}� w ��{ w ��~����gz%�5����������{%z}�!�!����z¦��z y ����z�z}|�� w ��|i�/|�|���~ y � � �>���h�/�5�/�h�/� w �1~�z'� !+z%{¤��z%�����/~�� w �-�
�gz}�Lz}��|��d��z � ã ��ãÀå 
 { w �g{%z}���h�/��|¤��z¤{ w �������/�+z�z}��|���zs� w � w � � � � ~����/|�~ w ��� � ��~ w �-~����gzsz}|d�/�h�/�!�	��z¤�!~!��~!|�z1�
�/�Y���/| � ��~��/�¥� w � w � $}�gz � ����~#!1�/��z}��|>� t�u �/����� w � w �g�-~�����z}�Lz}��|¤{ w �g��~���|�z}���/~!|d�/� w ����§C� � � w ��|���z}�d��~!� w ����z}�-�
��z}�Lz}��|v�9�gz�� uxw �Lz%��| � ���/��z}�Lz}��|�z}���-� w ~!|>�1�g�/�g�b��z5{>���)�-��{ w �������/�+zdz}��|���z5� w � w � � � � ~����/|�~ w ��� � ��~ w �-~����gz
z}|¤���g�/��|��/|�~ w � � ������| w ��������|�~����gz1�B� u �/|�|���~ y �gz}�¤{%z#� w ���/~!�gz���z�� � ��~���|��/�g{%z1� <©>d457UGH4?7 �/|�|���{�� � §k���L{%z}�!�!����z
��z y ����z1�	�/�����/| � ��~��/� � w � w � $}�gz � �9��~#!1�/��z}��|>���)��� u �/��|���z%��|�z}���Lz%�>�	{%z%{}~7{ w �g��~���|�z¤§'��� w � !+z}�5�9�gz���~º�+z}�
| w ��|�� w ~!��|d� u ��� ��~!�!~�z}� � w � w � $}�gz � �9��~#!��/��z}�9|>�-��z%��� � � w �����/|�~ w �g�dz}|�� w ��{ w ��|����/~!�9|�z%� æ z}���+z}�g�-� � z%�i�h�/�
��� {��h�/���+z}�Lz}��|�{}��������~��9�gzCz}� � � ������{%z}�Lz}�9|�z}|�� w � z}�I� w ��{%z æ � w �9|¤~!�g{}�!�g��z%�s�g�/�g�¦��z�� w ���/~!�gzk� u ���g�/�-�
|��/|�~ w � w�y |�z}���¥z}�����/~�� w ���h�/�9|������5���k{%z}�!�!����z'��z y ����z1�g�/� w ���5��zs��~!�!~�z}��� w � w � $}�gz � �9��~#!1�/��z}��|�� u ���g�/��|�z1�
t �I� � |�� w � w � w �1~�z���� w ��| � z ��z}���/~!|��/� w ���k| w |��/��z}�Lz}��|k� w �g� � z�z}|C� u ~!��|���~!|�~ w �À�b� w �g�����/�9|C��z%�C{��gz}��{��gz}�����
|���� !1�/~!�!���/��|s�����d{%zs|�� $}�Lz���z'��z%{��gz}��{��gzk§���� w ��|�z}�¤{%z}|�|�z'� � |�� w � w � w �1~�z1� <�>\GfEIAn154?7UGH457 � �g��|�~�� � z1�





� � � � � � � � � �
	 � � � �

��� ­  ��h�/���+z}�Lz}�9|����!~!��~!|�z%� �'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� *
�����  ��h�/���+z}�Lz}�9|�� � ������|�~����gz%�dz}|��!~!��~!|�z%� �'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­+0
����' ( w ���/~!�gz�z}|i|���� � z}|���z�{��h�/���+z}�Lz}��|��s�'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­ 5
��� � 	v��~!�g{}~!�h�/��z%�d� � |�� w ��z%��� uxw ��|�~!��~����/|�~ w � z�©	~���|��/�9|�z%��z}|d��|�~!�!~�� � z%� �'���'�����'���'�����'��� ' 0
��� ® 	v��~!�g{}~!�Bz���zs� u � w � w � � � � ~����/|�~ w � �'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ' �
��� � ( � �g��~!|�~ w �¥��z%� � {��gz}�!��z%�¦z}|d�-��¡ � � �'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ' '
��� 5 ¡��/��z}����� w �+z}���gz���z%��!��/��~�� y ��z%�¤� ux� |��/| �'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ' �
���/. (¦~�
 � ��z}��|���¡ � �ÆÊ

V 1 � ­ ~!�g{}�!�g��~ w � � V 2 � � ~!�g{}�!�g��~ w �g� �
V 4 � ­	� ~!�g{}�!�g��~ w �g� � V 6 ��' �

~!�g{}�!�g��~ w �g�dz}|
V 8 � ��� ~!�g{}�!�g��~ w �g� ���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � �

����* ¡��/��~��/|�~ w �g�¤��z
µt
z}��� w �g{}|�~ w �¥�-�����/��� w ��|

1/m
È�� u �/����$%� � á ���Àå�< È � 0 0\­�É�É �'�����'��� � �

��� ­+0 ¡��/��~��/|�~ w �g�¤��z
K
z}��� w �g{}|�~ w �¥�-�¥���/��� w ��|

1/m
È�� u �/����$%� � á ���Àå�< È � 0 0\­�É�É �'�����'��� � �

��� ­O­  �� w ~�©���z'���k{%z}�!�!����z#��z y ����zI�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � '
��� ­ � 	v�������gz'|�� w � � z�z}|d{%z}�!�!����z���z y ����z������ w {}~ � z ���'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� �3®
��� ­ '  �z}�!�!����z���z y ����z�� u ���gz'�������9�gz'� � ��~ w �-~��9�gz ���'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � 5
����� ­ - ~!�!~�z}��{ w ��|�~!�9� ')(¾z}|�� w �!�!~�{}~!|��/|�~ w �g���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ® '
������� - ~!�!~�z}��� � z}� Ω

z}|i��~!�!~�z}� ��zs� � � � ��z}�g{%z
Ω(e) ���'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ® 5

������' � � � w �g��z¤������z}�Lz}�9| � ������|�~����gz ���'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ® .
����� � ����~!�gzs��������|�~��9�gz'~!�g��|��/��|��/� � z ���'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ® *
����� ® 	v� � � w � $}�gz���zs� w {��gz}|ÀÊg����~!�gz���������|�~����gz�~!�g{}� � �Lz}��|��/��z������'���'���'�����'���'�����'��� � 0
����� � 	v������|�~�{}~!| � �/�!|�z}��� � z)Êg����~!�gz��h�/�i� �/|�~!�1�gz �'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � 0
����� 5 	v� � � w � $}�gz�� u ���g�/��|��/|�~ w �K�'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� �\­
�����/. 	 w ��|�~��9�gz�z}�I��{}~�z}��z}|d{}�-{}��z���z�{��h�/���+z}�Lz}��|��kÈ�� u �/����$%� ��
 �Àá=â È ­ *7.65 É�É ���'���'�����'��� � �
������* ( � ������{%z}�Lz}�9|

δ
z}�I� w �g{}|�~ w �S�-� � w � y ��zk��z#{}�	��{%z%�

N
� w ���s�-~�
 � ��z}��|�z%� !1�/��z}�����¦��z

PÈ�� u �/����$%� ��
 �Àá=â È ­ *7.65 É�É �'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � '
����� ­+0 	 w ��|���z�z}�g{>����|�� � z���z'��z%{}|�~ w ����z%{}|��/���1�����/~!��z����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ���
����� ­O­  w �9|����/~!��|�z%� � ������|�~����gz%�sz}�I� w �g{}|�~ w � �-� � w �Lz}��|��/�����!~��9� � z}|s��z#� u �/�!|�~!|��g��zC�g�/�g�s���gz

��z%{}|�~ w �
Sy∗

1

�'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� �O®
����� ­ � 	v������|�~��h{>�/|�~ w �¥��� w �1��z%����~#!+z�� u ���gz���z%{}|�~ w �

Sy∗
1

�'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � 5
����� ­ '  w �9|����/~!��|�z%�¤������z}�Lz}��| � ������|�~��9�gz%�dz}|d{ w ��|����/~!�9|�z%�¤� � ��~��-�gz}�!��z%���g�/�g�i������z%{}|�~ w �

Sy∗
1

��� � 5
����� ­ � 	 w ��|���z � |��g�-~ � z�z}|�� � ������{%z}�Lz}��|¦{}�	{}�!~��9�gz'~!��� w � � ���'�����'���'���'�����'���'�����'��� � .

­ . ®



­ . � � � ��
�
���
��i �h���}
��

����� ­]® � ! w �!��|�~ w � ��z'���C� � ��{}|�~ w �
R3

È������
S0
É z}��� w �g{}|�~ w �¥�-��� � ������{%z}�Lz}�9|¤~!��� w � �

U
���'��� � *

����� ­	� � ! w �!��|�~ w �g� |�z}��� w ��z}�!��z%� ��z����@� � ��{}|�~ w � ���������@��z%{}|�~ w �
S0

z}|Y��z¥� ux� �gz}���1~�z �-~�����~!� � z
��������|�~��9�gz}�Lz}��|Æ�'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� 5 0

����� ­ 5 � ! w �!��|�~ w � ��z'���C� � ��{}|�~ w �
R3

È������
S0
É z}��� w �g{}|�~ w �¥�-��� � ������{%z}�Lz}�9|¤~!��� w � �

U
���'��� 5 0

����� ­ . � ! w �!��|�~ w �g� |�z}��� w ��z}�!��z%� ��z����@� � ��{}|�~ w � ���������@��z%{}|�~ w �
S0

z}|Y��z¥� ux� �gz}���1~�z �-~�����~!� � z
��������|�~��9�gz}�Lz}��|Æ�'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� 5 ­

����� ­ *  w ��� w ��|�z}�Lz}��|¦� w {>�/� � ������| w ��������|�~����gz��h�/��� �/~!| �����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� 5)�
������� ­ 	)� w ����~ � | � �¦��zs����{%z}�!�!����z���z y ����z �����'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� .65
���������Yè w �!�!~�{}~!|��/|�~ w �g�¤� � z}�!��z%��z}|d{��h�/���+z}�Lz}��|��¦����{}� w ��{ w ��~��9�gz%���'�����'���'���'�����'���'���'��� .7.
��������'� �� w ~�©��-��� w ���/~!�gz�~!��~!|��/�¨��z'{��h�/���+z}�Lz}��|��¾���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� * 0
������� �  �z}�!�!����z%�¤��z y ����z'� � z}�!��z�z}|d��z'� � � � ��z}�g{%z����'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� * ­
������� ® è	{�� � ������zk���9�9|�� $%��z���z%�'�-~�
 � ��z}��|������ w�y �%$}�Lz%��|����/~!| � �'� w ���s� u �/����� w {��gzL��|��/|�~����gz��-�

{ w �������/�+z�� w � w � � � � ~����/|�~ w � �����g�/��|��/|�~ w � �'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� * �
������� � £¤����� w {��gz���|��/|�~��9�gz)Ê�����~!�g{}~!�"z���z'���C����©-~!��~����/|�~ w � �'���'�����'���'���'�����'���'���'��� *7.
������� 5�è	{�� � ������z#���9�9|�� $%��z���z%�¤�-~�
 � ��z}�9|��¦��� w�y �%$}�Lz%��|����/~!| � �¤� w ���¤� u �/����� w {��gz#{}~!� � ���/|�~��9�gz

�-�¥{ w �������/�+z�� w � w � � � � ~����/|�~ w � �����g�/��|��/|�~ w �Æ���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� ­+0\­
�������/. - �/| � ��~��/�¥��|����/|�~�� � { w �g��|�~!|�� � ��z���z}�-©�{ w �g{��gz%�¤��z}��� � ��z}��|��/|�~#!+z%� �'���'�����'���'���'��� ­+0 �
��������*� �z}�!�!����z���z y ����zs�h�/���/�!� � � � ��~!��$%�-~��9�gzS���'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� ­+0��
������� ­+0  �z}�!�!����z���z y ����z'�!~!� � ~��9�gz ���'���'�����'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� ­+0��
������� ­O­ è w �!��|�~ w �¥�h�/��{ w �g{��gz#�-����� w�y �%$}�Lz�� u ���g�/��|��/|�~ w � §L� � � w �����/|�~ w ��~!��� w � � z ���'���'��� ­O­O­
������� ­ �kè w �!��|�~ w �I�-����� w�y �%$}�Lz�� u �/�h�/�!�-��z'�!~!��~!|�z�§�{ w �9|����/~!��|�z#~!��� w � � z��'���'�����'���'���'��� ­O­ .
������� ­ 'kè w �!��|�~ w �I�-����� w�y �%$}�Lz�� u ���g�/��|��/|�~ w � §k{ w ��|����/~!��|�z#~!��� w � � z ���'���'�����'���'���'��� ­ � 0
�Z¡k� ­ ( � �g��~!|�~ w �I��z%�d� w ~!�9|��d��z�{��h�/���+z�� w ���i� ux� ������|�~�{}~!| � �g� u ���g�/��|��/|�~ w �Iz}|�� u �/�h�/�!�	��zs�!~!��~!|�z � ­ �65
�Z¡k�����¢�!�!�g��|����/|�~ w �¥��z%�i��z}���/|�~ w �g�¤��z'� � ��~ w �-~�{}~!| � �����i��z%�d� � ������{%z}�Lz}��|��¦� w �g�/�-©Y���'���'���'��� ­ '7.
�Z¡k��'Iè9|����g{}|�����z#��zs���k���/|���~�{%z�� ux� �9��~!�!~ y ��z �'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� ­ � '
�Z¡k� � £¤�����!~��h{>�/|�~ w �I�-��� w ���/~!�gz�~!��~!|�~��/�E��z�{��h�/���+z}�Lz}�9|��¦� w ���i��z%�i|�� w ~���|Z�	�Bz%��� u �/�h�/�!�	��z%� � ­ � �
�Z¡k� ® �)�"!+z}� w ���Bz%�¤~!��~!|�~��/��z�z}|i�g�h�/��z���z%�d� w ���/~!�gz%��� u ���g�/��|��/|�~ w � ���'���'���'�����'���'���'��� ­ � 5
�Z¡k� � è	{�� � ���L��z'���	��|�� $%��z���z'���C� � |�� w ��z������ � ��~��9�gz���� w � w � � z����'���'���'�����'���'���'��� ­ � *
¡C� ­ - �/| � ��~��/�¥��|����/|�~�� � Êg{>�/����{}| � ��~���|�~����gz%�¤� �%w � � |���~����gz%�¤z}|d� � {>�/��~��9�gz%�l�'�����'���'���'��� ­]® '
¡C��� �)�"!+z}� w ���Bz#��z%�d{��h�/���+z}�Lz}�9|��¦~!��~!|�~��/�-©�z}�I� � � w �����/|�~ w � w �Iz}��{ w ��|����/~!��|�z �'���'���'��� ­]®��
¡C��'  �z}�!�!����z���z y ����zs�h�/���/�!� � � � ��~!� � �-~��9�gzCz}|i���/~!�!���/�+z���z'{%z}|�|�z�{%z}�!�!����z ���'�����'���'���'��� ­]®��
¡C� � - �/| � ��~��/� ��|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�¦��z������/� (E11,E22)

Ê��K� �)�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � �"£ (
� �)�"!+z}� w ���Bz#� u ���g�/��|��/|�~ w � �'���'�����'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� ­]® .

¡C� ® - �/| � ��~��/����|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�C��z%�C�����/�g� (E11,E33)
z}|

(E22,E33)
Ê��o� �v�&!+z}� w ���"z

� ux� ������|�~�{}~!| � �7£ ( � �)�"!+z}� w ���Bz#� u ���g�/��|��/|�~ w � È
E0

11 = E0
22 = E0

33 = 10−3 É �'���'���'��� ­]® *
¡C� � - �/| � ��~��/����|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�C��z%�C�����/�g� (E11,E22)

z}|
(E11,E33)

Ê��o� �v�&!+z}� w ���"z
� ux� ������|�~�{}~!| � �7£ ( � �)�"!+z}� w ���Bz#� u ���g�/��|��/|�~ w � �'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'��� ­	� 0



�����

¡C� 5 - �/| � ��~��/����|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�#��z%�C�����/�g� (E11,E12)
�
(E11,E13)

z}|
(E11,E23)

Ê �o�
�v�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � �g£ ( �A�)�"!+z}� w ���Bz#� u ���g�/��|��/|�~ w � ���'���'���'�����'���'�����'��� ­	� 0

¡C�/. - �/| � ��~��/����|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g����z%�������/�g� (Σ11,Σ22)
z}|

(Σ11,Σ33)
Ê�£ t ��£¤�h�/�!�-��zd�!~!��~!|�z ­	�\­

¡C��* - �/| � ��~��/����|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�C��z%�#�����/�g� (Σ11,Σ22)
z}|

(Σ11,Σ33)
Ê �o� �)�&!+z}� w ���"z

� ux� ������|�~�{}~!| � �g£ ( � �)�"!+z}� w ���BzC� u ���g�/��|��/|�~ w �À�h£ t � ( w ���/~!�gz�� u �/�h�/�!�-��z'�!~!��~!|�z ���'��� ­	� �
¡C� ­+0 - �/| � ��~��/����|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�k��z%�k�����/�g� (Σ11,Σ12)

�
(Σ11,Σ13)

z}|
(Σ11,Σ23)

Ê �o�
�v�&!+z}� w ���"z � ux� ������|�~�{}~!| � ��£ (_�D�v�&!+z}� w ���"z � u ���g�/��|��/|�~ w �À�i£ t � ( w ���/~!�gzS� u �/�h�/�!�	��z
�!~!��~!|�z ���'���'���'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­	� '

¡C� ­O­ �)©	��� w ~!|��/|�~ w � ��z'� u z}�&!+z}� w ���"z#� u ���g�/��|��/|�~ w ��È�£ ( É �-�����/| � ��~��/�I��|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�
��zs�����/�

(Σ11,Σ22)
�����'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­	���

¡C� ­ ��è9|����/|�~�� � {>�/��{}��� � �g�/�g�d��z¤�����/�
(Σ11,Σ22)

Ê�{ w ���h�/���/~�� w ��z}��|���z'��z%�d�/����� w {��gz%�d��|��/|�~����gz
z}|d{}~!� � ���/|�~��9�gz �'�����'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­	�O®

¡C� ­ ' 	v�������gz'|�� w � � z)Êh{>�/����{}| � ��~���|�~����gz%��� �%w � � |���~����gz%�¦z}|i� � {>�/��~��9�gz%� ���'�����'���'�����'��� ­	� �
¡C� ­ �  �z}�!�!����z���z y ����z�z}|i���/~!�!���/�+z��-�¥����~!|�~%$}�Lz���zs���L{%z}�!�!����z���z y ����z ���'�����'���'�����'��� ­	� 5
¡C� ­]® 	v�������gz5�"z}��� w � � z�{>�/��{}��� � zd�g�/�g�)��zi�����/�

(Σ11,Σ22)
Ê1� � |��/~!�7��z%� !��/�!~��g�/|�~ w �g���-��� w ���/~!�gz

� u �/�h�/�!�-��zs�!~!��~!|�z#z}|d��z'� u z}�&!+z}� w ���"z�� u ���g�/��|��/|�~ w � ���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­	� .
¡C� ­	� 	v�������gz'�"z}��� w � � z�{>�/��{}��� � z��g�/�g�d��z������/�

(Σ11,Σ22)
Ê ���H�)�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � �7£ ( �

�v�&!+z}� w ���"z�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�h£ t � ( w ���/~!�gz�� u �/�h�/�!�-��z'�!~!��~!|�z ���'���'�����'���'�����'��� ­	� *
¡C� ­ 5 	v�������gz¤� w � w � $}�gz)Ê-{>�/����{}| � ��~���|�~����gz%�5� �%w � � |���~��9�gz%�5z}|�� � {>�/��~��9�gz%�i��zd���#{%z}�!�!����z¦��z y ����z ­ 5 0
¡C� ­ . 	v�������gz�� w � w � $}�gz¤{>�/��{}��� � z¦�g�/�g�v��z������/�

(N11,M11)
Ê�� � �)�"!+z}� w ���Bz¦� ux� ������|�~�{}~!| � �	£ (

� �v�&!+z}� w ���"z�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�B£ t � ( w ���/~!�gz#� u �/�h�/�!�	��zs�!~!��~!|�z �'���'�����'���'�����'��� ­ 5 ­
¡C� ­ * 	v�������gz ­ (¤�º� � ��~ w �-~��9�gz)Êg{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�d� �%w � � |���~��9�gz%��z}|�� � {>�/��~����gz%� �'���'�����'��� ­ 5)�
¡C��� 0  �z}�!�!����z���z y ����z�z}|i���/~!�!���/�+z���zs���L{%z}�!�!����z���z y ����z ���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­ 5)�
¡C��� ­ 	v�������gzs��z}�-� w ��{ � z�{>�/��{}��� � z��g�/�g�i��zs�����/�

(N11,M11)
Ê �Ç� �)�&!+z}� w ���"z�� ux� ������|�~�{}~!| � �g£ (

� �v�&!+z}� w ���"z�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�B£ t � ( w ���/~!�gz#� u �/�h�/�!�	��zs�!~!��~!|�z �'���'�����'���'�����'��� ­ 5)'
¡C��� �  �z}�!�!����z���z y ����z�z}|i���/~!�!���/�+z��-�I���h�/��|d��z'���k{%z}�!�!����z���z y ����z ���'���'�����'���'�����'��� ­ 5 �
¡C��� ' 	v�������gzC|�� w � � z�{>�/��{}��� � z��g�/�g�s��zC�����/�

(N11,M11)
Ê�� � �v�&!+z}� w ���"zL� ux� ������|�~�{}~!| � �¯£ ( �

�v�&!+z}� w ���"z�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�h£ t � ( w ���/~!�gz�� u �/�h�/�!�-��z'�!~!��~!|�z ���'���'�����'���'�����'��� ­ 5 ®
¡C��� � - �/| � ��~��/� � ������| w ��������|�~����gz�§C~!�g{}�!�g��~ w �I����� � ��~��9�gz%�dz}|d{>�/����{}| � ��~���|�~��9�gz%�¦����� w {}~ � z%� �'��� ­ 5 �
¡C��� ® - �/~!�!���/�+z��-���9��~!|�~%$}�Lz���z'���k{%z}�!�!����z#��z y ����z �'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­ 5 �
¡C��� � - �/| � ��~��/� � ������| w ��������|�~����gz § ~!�g{}�!�g��~ w �g������� � ��~��9�gz%� � ������|�~����gz%�L{>�/��{}��� � �g�/�g�L��z �����/�

(Σ11, Σ22)
Ê � � �)�&!+z}� w ���"z � ux� ������|�~�{}~!| � �)£ (O� �)�"!+z}� w ���Bz�� u ���g�/��|��/|�~ w �À�)£ t � ( w �

���/~!�gz�� u �/�h�/�!�	��z��!~!��~!|�z ���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­ 575
� � ­  w ��� w ��|�z}�Lz}��|¤� w {>�/�¨��zs���k� w ��|���z �'���'�����'���'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­O­





� � � � � � � � � � � � � � � �

������� ­  5�/����{}| � ��~���|�~����gz%�¤��z%�d��z}�-©�{ w �g{��gz%����z����/| � ��~��/�¥�'���'�����'���'���'�����'���'�����'��� ­+0 '
¡C� ­  w ���h�/���/~�� w �g�¤�/�h�/�!�	|�~����gz ���9��� � ��~����gz#� w ��������{��h�/���+z}�Lz}��|¦����~��-~!�Lz}�g��~ w ���gz}� ���'��� ­]® �

­ . *





� ��� � ��� � � � 	 
 ���


�� � :�9 �Eá=å å 
�
�� � 9¨ä��gå � 
¯á�ågä � ��>jAC7�Z^7��]<OAC7UGH6 �-{��h�/��|�z}� � Ê ���sz}�gz}���/�!~����/|�~ w � w ��|��gz�� w ����zs��z%�-�g{%z%�
�1�����-~�z}��|¤�Lz}|�� w ��| w |��gz�{>����z w ��� w ���!~!�gz>�/�¦{ w �g��|����/~!��|�� ����£i{>����z}��~�{ 	)��z%���>� ­ * � *-�

� � � ã � 9 � � �¦4e:5;37CAn1e:bACM=4e1s231¥SYGDmH7U:I7915S 231¥Z�G]23KIST7�EI<OAC7UGH6�1bA�AC4�<H7CAn15Z[156_ABE�2H7�E5AC457U�5M8K?E � �5� $%��z���z ( w {}| w ���/|>�
����~#!+z}����~!| � �Ez%{���� w � w �1~��9�gzC��z  w ����~%$}�1�gz1� �����/�g{%z1� ­ * * 0 �

8�� � å�<�� � � ����� � 	)���/�gz���|���z%�������h���+z%� w�� �Ä�/�h�/�!�-��~�� y � �g��~!|�z�z}��z}�Lz}�9|��>� �?6_Ang��=g ç 1D:5;\guh@:I79g � ­ � Ê
�\­ * æ � � ® � ­ *65)�-�

� � � <�ågá ��� �! y z}�d�-~�z � z}�Lz%������������|��/|�~���{������ y z%��|�~!���#|�z}�'è9|��/��� � z}�"�+z����9|�z}����z}� � z}�"#g{$�-��~�{��9|�~!�1�����
��z%�dz}������|�~�{��-�º��������|�~���{��gz}� ¡sz}���h�/�!|�z}�g����z%� � �/�g��| w 
¯z%�>�!% <HM`7B6`m31I687U1IM`4 � ­ '5Ê�� �\­�æ � � 5	� ­ * ' �-�

� � ��ä�����& �&��áiå 
 � � � ågá�:7ågä �iÅ¤�I�L�����Lz}��~�{>�/�)�/����� w ��{�� | w ���h���+z%� w�� � �/�h�/�!�-��~�� w �v��|����g{}|�����z%�>�
/ GHZ¦>�g ç 1IAB;=G�2fE���>J>@SYg ç 1D:5;\g���6`mH6`m3g � � �5Ê ­+0\­�æd­O­ *-� ­ *7. 0 �

� � � ��ä �Àågä 
('�8�� � ä¯å 
��Àå>9¯ã)'7å 
 " � 	 á�<���äF�¤á �Àá �+* GHZ�GDm`K56@K57�EI<OAC7UGH6¡156[Z[Ke:D<O687CabMV1¦231?E�Z�<OAnK5457C<OMHN �
! w �!���Lz ­ � , z}���Lz%�¦è	{}~�z}�g{%z%���v��� w �Bz t |��¯�!� 	��/��~���� � 0 0\­ �

� � � ��ã�< :Bá�:�9��ÀåSå 
 
,�.- ågá ���Àågä 
 �¨£������!~�{>�/|�~ w � w �E���h���+z%� w�� � |��gz w ����| w � w ~!��� � ~!|��Y� w ������� w {}~����
|�z%� � w�� ������z%�>� ç 1e:5;Vg ( 1?E]g / GHZ^Z[g � � � � ­ * *65	� ®\­ '�� ®\­ *-�

� � � ��ãÀähâbå���á�� � ç G]23K5S~7�EI<OAC7UGH6F231p>\<H6_6@1e<HMON�E5AC45M\:]ACM`4e<HMON¡SyKUm3154?E ���5� $%��z���z ( w {}| w ���/|>� �¤��~#!+z}����~!| � ��z
��� - � �-~!|�z}�����/� � z1� ­ * *65	�

� � � �¨ãEähâbå���á��/' �,� 
���: �¨ä��¨å �0'Eå 
 " � " 9 
���ã � ,¦w � w � � � � ~����/|�~ w �Yz}|)��������|�~�{}~!| � ��zi�������9�gz%�v��~!�g{%z%�>�
( 15P]M81���M=4�G5>VKD15686j1�231?EsK5SyK5Z[156_ABE��i687zE ��5-È ­ � ��� ' É Ê�' * æ=®�� � ­ * *7.-�

$ � � ��ã � � �Àá �Eå�' � � � � 9�9;:�91'¦å 
 	 � �Eå � 9�2���� � £ �gz � �/����� w ��{�� | w ���h���+z%� w�� �K�/�h�/�!�-��~��C� w �
� w �-�Z��|��/�g�g�/���Yz}������| w ��������|�~�{¤���/|�z}��~��/� y ��|��gz y ~!� w |�z}��|�~��/�º� �?6dAng3�=gd¢�Sk<HE5AC7U:I7BACv � ­ *�È ®+É Ê ® . ' æ=® *7.-� � 0 0 '-�


4� � 9¨á�< <9ågä¯á=å � �5��~!�¥z}������|�~�{��/�g���Bz}��~ w �-~�{'�����/|�z%�>� ç <JAB;\g ç 1IAB;=G�2fE ��>3>dSYg�hj:I7Ug � � � ­ *7. � � ­]® *�� ­ * ­ �
� � � 9;< �F��ä 9 � � � 
79 � ��>@AC7BZ^7zEb<OAC7UGH6¬231c2O7zEn>\GfE?7CAC7 �}E¦K5Sy1e:bAC4eGHZ�<]mH6@KbAC7CaIM81?E©2J<H68EpM`6x:DGH6dAn1eNOAn1�2�q <H6d<OSTvfEb1
>\<H4xSY<�Z[KIAB;=G]231�2`1?E�K5SyK5Z[156_ABE©��6_7zE � �5� $%��zI��z ( w {}| w ���/|>���¢�g��|�~!|���| �s�/|�~ w �h�/� 	 w �!�	|�z%{�����~��9�gz ��z
�¦��z}� w�y ��z1� � 0 0\­ �

� � � 9¨ä��¨å�< <�á �"è9�h���+z%� w&� � �/�h�/�!�-��~�� w �"�"z}��~ w �-~�{i�gz}|�z}� w �+z}�gz w �g�����/|�z}��~��/��� y �����9~!�gz}���/|�~�{¤�/����� w ��{��À�
hdAC4eG�o?6_7C:65Rv / <fEIG5>d7zEc§ ç 1e:I;=<H687U:D<HS���6`mH7B6@1D15457B6`m�Z�<JAn154?7U<HSTE � ® 0 È �9É Ê�� � * æ � �&0 � ­ * * *-�

� � � 9¨ä��¨å�< <�á7' 	 � � 9�á�ågä8'7å 
 � ��8#9;<9á�ågä��"á � � �s~!�gz}���/|�~�{i�!~!��~!|��/�h�/�!�-��~�� w �B�Bz}��~ w �-~�{5�gz}|�z}� w �+z}�gz w �g�
�Lz%�-~��-� / GHZ¦>dM\An154 ç G]2`15ST7B6`m�7B6¡��6=mH7�6j1D15457�6`ml<H6@2�hj:I7U1I6d:}1 � ­ È � É Ê ­ * æ ' 0 ��� 0 0 0 �

� � $ � � 9¯ã ��� � � - � |�� w ��zY� � � � ���/��zY� w ���C���¥� � � w �!��|�~ w �­��z%�k���-��|�$}�Lz%�k� ux� ���h�/|�~ w �g����~!�����!|��/��� � z%�>�
/ GHZ¦>@An1?E ( 156@2HM3E��u:D<J23g�h@:I79g�¢�<H457zE �ÀÈ:9�9¦¡ É � ­ . � 5	� ® ' � � ® '7.-�

­ * ­



­ * � ���������	��
 � �
��� � �

	 � � ågä 9 �¨á �Àá �¦è9���!� u ���g�/|�|��/�Lz}�9| w ��z}~�{ w ����~�z}������| w ��������|�~�{}~)� w �1�+z}|�|�~)���I�7�%~ w ��~b�-~!�h�/��~�{��gz1��� 7CGO4?6d<OSY1
2315S � 156_7CG / 7�P�7�Sy1 �ÀÈ �8­]®+É � ­ * � *-� � ' *�� � ® .-�

� � � � 9�9 :�91' $ � � ��ã � � �Àá �Àå�'vå 
 	 � �¨å � 9�2���� � �s~!�gz}���/|�~�{#�!~!��~!|s�/�h�/�!�-��~��d� w ��z}�!�!~!��� y ������z}�1�-�
���/��~����/|�~ w � �/����� w ��{�� �/�g���g��~!|�zkz}��z}�Lz}�9|'�Lz}|�� w �¯� �?6_Ang8�\g���M`Z[154]g ç 1IAB;\g���6`mH6`m`g � ® 5�Ê ­ . * * æd­ * � �-�
� 0 0 '-�

� ��� � � ��� �!'�� � � � � � 	 �¨ã < �!'#å 
 " �)� $ � 8 ��á � 
 � � ��� / �������kD � ª GH4IAC4�<O6�¢p<J:65f<]m`1^�bGH4
� <H4Um315§nh@:D<HSy1���GO68ST7B6@1e<O4���>@AC7�Z^7��]<OAC7UGH6 �vè9����~!���+z}���º¡vz}�����/�g� � z}���!~!�À� ­ * * �-�

$ � � �¨ä¯ä 9 �¨ábå 
 	 � � 9�á�ågä ��(¦�	�h�/��~�{d� w �-�Z���h���+z%� w&� �Y|��gz w ��z}� � w ��z}������|�~�{i�"z}����z%{}|��!�9�º��������|�~�{¤{ w ��|�~��
���h�-� �\g ç 1e:5;\g�¢�;3vfEbg�hjGHSYg � � �5Ê �&0\­�æ&�8­ '-� ­ *65 � �

$ � � �¨ä¯ä 9 �Eávå 
 � ��� 9 �¨å�<79��Àá �E£ �!~!�gz>�/�5��� w �1���/����~!�����/����� w {>�/��| w ���h���+z%� w&� �¥�/�h�/�!�	��~�� w �E��|����g{��
|�����z%�>� / GHZ¦>�g ç 1IAB;Vg ��>J>dSyg ç 1e:I;\g���6=mH6`m3g � '5Ê�'65 æ=® '-� ­ *65 � �

� � � � � ��ã�<�� ��: �D�v�����/~v�����s���gzL�/�����!~�{>�/|�~ w �Æ��z%�s��$}�1��z%����zk����©-~!��~��'z}|'��~!��~!��~���§ �9�gz}�����gz%�s��� w �
y �%$}�Lz%�¨��z���|��/|�~����gzv��z}���/|�~����b§i� u �/��{���~!|�z%{}|�����z1� ç KIZ�GO7�4D1�>d4DK?Eb1I6_AnKpr¥SDq �u:D<J23KIZs791 ( GHvJ<HSY1p231?Eihj:I7U1I6d:}1?E?t
¢�<H457zE � ­ 575)'-�

� � � ��ãÀä 9�� 
 �s¡��/��~��/|�~ w �h�/�)�Lz}|�� w ����� w �¦|��gz#� w �!��|�~ w � w �v��� w�y ��z}�L� w ��z%�9��~!�!~ y ��~!��� �/�g� !	~ y ���/|�~ w �g�>�
% M=S�Sy1IAC7B6FG���AB;\1��¦Z�1I4?7U:D<H6 ç <OAB;¬h@G]:b7U1IACv � � *5Ê ­�æ � '-� ­ * � '-�

	 � � � 
 9�� 
��+á=â � 	)� w �1���/����~!����~!�I�C�!~!�gz>�/����|����g{}|�����z1� ��:DGH6dGOZ�1bAC4?7U:D< � ­ 5-È ­�É � ­ * � *-�
	 � � � 
 9�� 
���á�â � �p:]AC7�P]7CACv �¦6@<HSTvfE57zE©G��¥¢�4�G]2OM\:bAC7UGH6�<O6d2 �¦S�SYG]:D<OAC7UGH6 �h{��h�/��|�z}� � ­ Ê � - ��©	~!��~����/|�~ w � w ��L�!~!�gz>�/� �����g{}|�~ w � w ��¡��/��~�� y ��z%��è9� y�� z%{}|¤| wYt ~!�gz>�/�'�¢�gz%���h�/�!~!|�~�z%� �����v��� � w9w �����/�g�>� �'�  ¦�  w�� ��z%�
 w ����~�����~ w � - w � w �1���/��� � w � ­ '-� �K~!��z}�+� ­ * ®\­ �


,� 
 9 �¨á=å �#å 
 - � � � &�9 � � � ��>@AC7BZ^7 ��<OAC7UGH6 ��{��h�/��|�z}� ­ �5Ê � ��z !	~�z � w �3 w �g��|����/~!�gz%��Å¤��|�~!��~����/|�~ w � ���
�v��� ����z}|�{��gz}�>� ���)£i{>����z}��~�{�	v��z%���>� tÀw �g� w �À� ­ * � *-�

� � 
���: ��ä��Eå �/' � � $ á ��� 
8'8
��(
�� � 9¨ä¯á=â�� ' " � � á�9 <�� �)'bå 
 
�� � � � á ���Àå�< �  5�/��{}���¨��z%�¦{��h�/���+z%�
�!~!��~!|�z%����z¤��|����g{}|�����z%��� w ��|�z}�Lz}�9|5� � | � � w � $}�gz%�>� �u:bAn1?E�2HM��84eGH7zE57U�IZ�1 / GHS�SYG]aIM81��@156d23<H6d:}1?E �p:bACM815SBSY15E
156 / <OSk:IM=S�231�hdAC45MV:bACM`4D1?E �g�h�/�+z%� ®O®�æ 5 ­ � ­ *7. ® �

" � 
kå � ã � 9 � � - � {>�/��~����gz���z%��� w �!~���z%���/� � ������|�~����gz%�d�v� w � w � � � � ~����/|�~ w � z}�I{>�/��{}���¨§C���k������|�����z)Êg��z{>���)�-�C���/| � ��~��/�L{ w ��� w ��~!|�z5�#���!|�~�{ w �g{��gz1� / g ( g �p:}<J23gdh@:b7Ug\¢�<H457�E}t Ang �"!$#Rt�hjKI4?791��e� ���h�/�+z%� * ' ' æ * ' � �­ *7. '-�
" � 
kå � ãF� 9�� �� ���~!|�$}��zd��z�� � ��~���|��/�g{%z5����{}� w ��{ w ��~��9�gzi� w ������z%�b���/| � ��~��/�-©L{ w ��� w ��~!|�z%�v§�� y ��z%�>� / g ( g
�p:D<J2`g�h@:I79g�¢�<H457zE?tiAng&%$')(It�h�K54?791c�e� �	�h�/�+z%� � �65 æ � ' �-� ­ *7.7.-�

" � 
kå � ãF� 9�� å 
 � � 8#9;<�á=ågä��"á � �¯£ � w � w �+z}��~����/|�~ w ���/����� w ��{���| w |��gzd�	~�z}������|���z}���1� w �¯{ w ��� w ��~!|�z
���/|�z}��~��/���>� ��M=4bg8�=g ç 1e:I;\g � h@GHS~7U2fE � ­+0 È � É Ê ­ � * æd­]®�� � ­ * * ­ �

� ��
Cå 
�����9 
�� �)è	z%{ w �g� ���h���+z%� w&� ��|��gz w ��z}� �/�!� w�� ~!���k� w ��{}�-{}��z%� w � yBw |�� � w �����i�/�g��|�z}���"z}���/|�����z1�
�}E5Angj� GHZ[�e<O4�2JG�hj:I7U1I6 �]<^��1IAUAn1I4e1 � � � � ­+0�� Ê�� �O®�æ �6575	� ­ *65 0 �

	 � �¨å � 9�2�� ��' 
�� � � 8�ä¯á�
 � ���)'�å 
 � � �+* á29 *�� �?6@15SY<fEIAC7C:�<H6d<HS~vfE?7�E�G��^EIAC4?MV:bACM=4e15E�M`6d2`154�PR<H457U<3�5Sy1?E
SkG]<32fEÀDuAB;\1eGO4?vW<H6@2W156`mH7B6@1D1I4?7B6`mW<5>J>dS~7C:D<JAC7CGH68E �){��h�/��|�z}� �>è9�h���+z%� w&� � w �¦z}������|�~�{��º��������|�~�{���|����g{}|�����z%�
� ~!|���� w �¥�!~!�gz>�/���9~!�gz}���/|�~�{>�/�¨�h�/����z}��~!��� y � |��gz y ~!� w |�z}�9|�~��/���/����� w ��{�� �����v��� - �/~�z}�>�.�k�h�/�g� �@z}~��{��gz}��|>� (k���s�!� � z}�¤£i{>����z}��~�{�	)� y �!~����gz}���>�.� 0 0 0 �



� ��0

�,� 
���: �¨ä��¨å � � (¤�h�/�!~!| � ��z%�'|�� �%w ��$}�Lz%����|��/|�~��9�gz�z}|�{}~!� � ���/|�~����gz��g�/�g�'���Y|�� �%w ��~�z���z�� u ���g�/��|��/|�~ w �
��z%�i��~!�!~�z}�-©�{ w ��|�~!�9�g� � ������| w ��������|�~����gz%�>� / g ( g �u:D<J23g�hj:I7UgYt�Ang���� � �g�h�/�+z%� ® ' ®�æ=® '65	� ­ *65 � �

�,��
���: ��ä��Eå � å 
 � � �
9���ä�� <�å � �_è9��������|�� �%w ��~�z@z}|���z {>�/��{}���#§ � u ���g�/��|��/|�~ w �¾��z%����|����g{}|�����z%�
� ������| w ��������|�~��9�gz%�>� �`GOM`456d<HS�2`1 ç Ke:D<H687UaIM81 � ­]® È ­�É � ­ *65 � �

	 � 
�� 9 
 
Wå 
 	 � 8C�¨ã ��� 
 ��� 6@1�>d4DK?Eb156dA9<OAC7CGO6"231|Sk<�Z[KIAB;=G�231�231?E�KISYK5Z[156dABE©��687�E �  w �!��z%{}|�~ w �
����~#!+z}����~!| � ��z  w ����~%$}�1�gz1� (sz}�-©-~%$}�Lz�z%�-~!|�~ w �À� ­ *7. � �

� � 
�� �¤á �Àá ��� � $ å � � : <�å � ¢�SY<fE5AC7U:I7CAnK©231s:DG�aIMV15E�>VK5457CG�2H7CabMV1?E�156¡mH4�<O6d231?E©AC4e<H6VEB�IGH45Z�<OAC7UGH6VE � �5� $%��z'��z
( w {}| w ���/|>� �¤��~#!+z}����~!| � ��z'��� - � �-~!|�z}�����/� � z1� ­ * * *-�


4� � � 
kähã �3��ågä �v£ � w ��z������g�g�/�Lz}��|��/���/����� w ��{���| w ��������|�~�{'��|���z%�����Z��|����/~!� ��z}���/|�~ w �g�>� �RE5A � gYhjg �©<OAng
/ GH6`m3g ��>J>dSyg ç 1e:5;\g � ­ * ®\­ �

� � 
kähã �>9�� � � å 
 � �&� � � 9�� � �?6@1ISk<fEIAC7C:^<H6@<HSTvfE57zE�G��cE5AC45MV:bACM`4D1?E©M=6d231I4�PR<H457C<`�5SY15E�SkG]<32fEÀD�AB;V1eGH45v¬<H6d2
156`mH7B6@1D1I4?7B6`m©<5>J>dS~7C:D<JAC7CGH68E ��{��h�/��|�z}� �>Å¤�C���h���+z%� w&� � w �hz}������|�~�{���������|�~�{ y"w �-~�z%� � ~!|�� y ��~!|�|���z��g�/���/�+z ���
�v��� - �/~�z}�>� �k�g�/�g� �@z}~�{��gz}��|>� (k� �s�!� � z}�¦£i{>����z}��~�{�	)� y �!~����gz}���>��� 0 0 0 �

	 ��
kã �69¯ã 
 å 
 
�� $ � $ á � � � � ��1?E¦7B6@KeabM\<OAC7UGH6VE�156 ç KD:D<H687UaIM81�1IA�156l¢�;3vfE?7UaIM81 �3(¦��� w �¯� 	��/��~���� ­ *65)�-�
	 � 
���
 ����ä 9 � ' 
,� � � $ 9"â ��ã �=9 �0'så 
 � � � � � ã 9��Eâ � �?6j15Sk<HE5AC7U:x<H6d<HS~vfE?7�E¬G��[E5AC45M\:bACM=4D1?E¡M`6d2`154
PR<H457C<`�5SY1[4D1n>V1e<JAn1e2�SYG]<J2fE �¯{��h�/��|�z}�kè9�h���+z%� w&� �Ç�/�g� �º�/|�~!�1�gzL�g�/���/�+z�~!� �Lz}|��/�)���/|���~�© { w ��� w ��~!|�z%�>�
�h�/�+z%� ­ . ' æd­ * � � �s�!� !+z}�¤£i{>����z}��~�{�	)� y �!~����gz}����� ( w ���-��z%{���|>��� 0 0 0 �

� � � < � �¤ä¯á7' � ��à5å � ��9��)'gà�� � á �F��ä������3'gå 
 � � � á �Àá ���)������|�~�{��º��������|�~�{5� w � w �+z}��~����/|�~ w �k� w �����%�+z}��z%�
{ w ��� w ��~!|�z%�>� ��M=4bg(�\g ç 1e:5;Vg �#?_hjGHST7U2fE � ­ *5Ê ® . ®�æ � 0\­ �.� 0 0 0 �

� � � �Bà�åhá ��:Bågä7â � 	)��~!��|���~!�Y�"z}����z}� u � w � �h�/�������7�%�gz}��� w ��|�~vÈ=|��gzd����~!�g{}~!����z w �¯�!~!��~!|5��|���z%��� É � ¢�457 5RSYg ç <OAng
ç 1?;\g � ­ �5Ê � ' æ 5 0 � ­ * � .-�

�,�	�,��à�å �Àâ å 

� � � � $ á=ã ��Å¤�S���h���+z%� w�� � w ��|�����z%z��Z�-~!�Lz}�g��~ w �h�/�vz}������| w ��������|�~�{k��|����/~!�-�º�h�/����z}��~!���
��|����g{}|�����z%�>� �?6_Ang �\g�¢�SY<fE5AC7U:I7CACv � ­ ��È ­+0+É Ê ­ � �8­�æd­ � ® � � ­ * * � �

�,� ���,�-à5å �Àâ å 
 � � �"- �
�Lã � ('�/���/�+z��/�g�C���h���+z%� w&� ���/�h�/�!�	��~�� w �7��|����g{}|�����z%� � ~!|��k��|����/~!�-�º�h�/����z}��~!���g�
�?6_Ang �=g�¢�SY<fEIAng � '5Ê�� '65 æ � � *-� ­ * * ® �

���ÀàA<�å 
����Àåhä å 
 � � � � $ á�< < � ��GO68ST7B6@1e<O4¦¢�4�G}mH4�<OZsZ^7B6`m ��{��h�/��|�z}���}£  �������� w � - z}|�� w ����� w �K� w ���!~���gz>�/� 	)� w �1���/����~!���g����� �  w ������|��/|�~ w �h�/���)©	�"z}��~�z}�g{%z ���	�v��� � w ��z}�À���g� � �	�/�g� - �/���������/��~��/�À��ÅC� t ��/�g� �d~!|�|�z}�>� ���!�-�h�/�+z%� � 5 æ * �-�v£i{>����z}��~�{�	v��z%���>� ­ *65 ­ �
" �Bà�ä 9 � �"å � �=9 
�� å 
�
�� " 9 � 
��¨ä � tÀw&� z}�i�/�g�L�����"z}�v�����Lz}��~�{>�/� y"w ���g���v| w |��gz w 
7�¢��©-~�����|���z}���1|�� w �
����~��-~!��z%{}|�~ w ���h�/�g� y z}���º��z}~!�-� w ��{%z%��{ w ��� w ��~!|�z%� y �C�!~!��~!|��/�h�/�!�-��~��)�Lz}|�� w ���>� ��M`4]g3�\g ç 1e:5;\g �#?_hjGHST7U2fE �­	� Ê�� ­ ' æ � ' � � ­ * *65	�


��9à5ä�� � �gä¯á � � � � � 9 � �0' 
�� � � 	 á�< :7åhä 
8' $ å�� 9¨ä������ 9;< � � '9å 
 � 9"â;9 � 
"á ���;:�9;< � � � � �cM=Z[15457C:D<OS
��>@AC7�Z^7��]<OAC7UGH6¤D ��;\1DGH4e1bAC7C:D<OS�<H6d2�>d4e<J:bAC7U:D<HS �¥E9>81e:bABE �5è9����~!���+z}�>�.� 0 0 '-�

	 � 	 9 <�á�< �gå � ��7�EI:DGO4"�b7@1�2H7BZ�GHE5AC4e<&�I7UGH687VZ�<OAn15Z�<OAC7U:5;\1�7B6_A9GH456dGc<c2HM81�68MV1IPf1�EI:b7U156 ��1 �)(¦~��/� w � w ��z%{ w �g� w �
t z}�-��z}�À� ­	� '7.-�

à � 	 á�9 ��:�9�� ��� å 
 $ � " 9;<�á � � � <�� �sÅ¤��|�~!���/� y"w ���g��� w � ��������|�~�{C��z�� w �����/|�~ w �g�¦� w � y"w �-~�z%�¤{ w �g��|�~��
|���|�z%� w ��|�z}���"z}���/|�����z��Z��z}�Bz}�g�g�/�9|Cz}������|�~�{k�h�/����z}��~!�������/|�z}��~��/�º� �¥h ç ��t �\g ��>J>dSyg ç 1e:5;Vg � ��� Ê ­�æ *-�­ * *65	�



­ * � ���������	��
 � �
��� � �

� � � � � 	 � �!'���� - � �Cågã)''å 
 
,� $ � � ��
���& å�< < �  ����	��|��/�!� w �1���/����~�{I��������|�~�{}~!|Z�­~!� �=��z}|�|�~!��� w �
�5~�� � £ t � � ¡k� �?6_Ang �\g ¢�SY<fE5AC7U:I7CACv � ­ *�È ­+0+É Ê ­	� �65 æd­	�O® 0 ��� 0 0 '-�


,� � � 	 � ��� �-å�< � � �5�gz#� w ���	�Z{>�/�����	~!���Y{>�/�h��{}~!|¢� w �v���gz !+z}�¥�gz>�/|�z%� ��|����g{}|�����z%�>� �"��23g ç <HE};37B6dGfEIAC4�G�o?t
ç GfE 5RPR< � ­ *65 0 �


,� � � 	 � � � �	å�< � å 
 �,�ià�� � �Àågä �Eá�9 � �&� � � t ~!��~!|L�/�h�/�!�	��~�� w �¤��|����g{}|�����z%���/|C|��gz}�����/�i{}�	{}�!~!���g�
��15vJ23156'D�h_7 o5AB;=G � <H6d2 ��G�GH4�2H;=G �d� ­ *7. 0 �

� �(
�� 	 ä¯ågå � :7ågä7â å 
 - � " ä 9¯âbågä � ��6�ST7BZ^7BA�231?E57kmO6WG��s�D1e<OZ�E�<H6d2¥�54�<OZ�15E � � � w�� � ����~#!"� �¨z%{��À�
��z}�À��£ ­ .-� ­ � �V4e<H6VE]g £C�ÓèB�  ¦� �d� ­O­ 5	� � � 5�� � . � � - w �$�"!1�-� ­ * � *-�
�� 	 ä���� �"- åhågâbå ���7��� z}~!�g����~�z}�#!+z}���h�/�!|�z}� ! w � ����{��gz}�9|����/� � z}�"�+z}�À���Ez%{�����~�{>�/����z}� w ��| ��z}� w ��| � w �
® .-���Z�g��|�~!|���|�z w � - z%{��h�/��~�{%�>� �d������� �¤��~#!+z}����~!|Z� �5w {�������� ­ *7.7.-�


�� 	 ä���� �"- åhågâbå ��£ ����~��hz%��� w ���������/|�~ w � w ����|��/|�~�{>�/�E���h���+z%� w�� �I{}��~!|�z}��~��k� w �i�+z w �Lz}|���~�{>�/�!�!��� w ���!~��
�gz>�/�d��� w�y ��z}�L�>� �?6_Ang �\g ¢�SY<fE5AC7U:I7CACv � � Ê � ' ' æ&� � 5	� ­ * * 0 �


�� 	 ä���� � - ågåhâ�å�å 
 
,�(- ågá � �Eågä 
 �CÅ¤� �����Lz}��~�{>�/��~!�&!+z%��|�~!���/|�~ w � w ��|��gzk���h���+z%� w&� � w ��z}������|�~�{��
��������|�~�{����gz%z}|��¨���g��z}� !1�/��~�� y ��zv�Lz%{��h�/��~�{>�/�g�/�g��|��gz}�����/�	� w ������È=~!�#�+z}�����/� É � �?6`m`gY§ �¦4�:5; � ® 5�Ê�� *65 æ ' 0 � �­ *7.65	�


�� 	 ä���� � - ågåhâ�å å 
 
,�3- ågá � �Eågä 
 � �)������|�~�{��º��������|�~�{'���gz}�!���5���g��z}� !1�/��~�� y ��z¦�Lz%{��h�/��~�{>�/�¨�/�g�Y|��gz}���
���/�À� w �����>� �?6_Ang �\g ç 1e:5;\g�h@:I79g � ' � Ê/. � ' æ .7. 0 � ­ * * �-�

� � 	 ä�	 �Àá �Àâ � ��

����������������
���5���
�� ���
���!
"��#��%$'&)(*�+���!
",-,.��� ��������/0��� 5��1�2$��43��
����5�(*��
�(*��56
7�8(�
��%�'�2$�9��
/:
7��;����<�>=256�?��� % ��5��2���!$'&���@�A�BDC�EGFDHJI�C�K � I�C�LGEGFMK�N�O�P � @

� � � � 	 �RQ&� �TS � @VU I�W*I�C�XYEGF[Z�W�E]\2F^\�_TW�`aIcb�Z�LGdaIe\�_f_
Z�EGLGdDC*IeL]\JZ2gh_7\2C0i�W<Z�W�E]j�Z�LGLGk4EGFagDI�W*I�C�XYEGF[Z�W*Ili*k'i�W*I�X4i
i�dDm>n�Ioj�WpW*\^BDLqZ2i�W�E]j4gDI�_7\2C�X.Z�W�E]\2FM@srut:v�tVwx=�&��ot:yz5������?tu{|���otG}�~�=��o#*=2/u@M�uFDH�L
@MW�C<Z�Fai�@M��F�W�@ � @M��Ioj*`M@
A'j�@fN�KMN�O����>K[��P�P��������>KTN�O����>KTN�O����>@

� � � �|�|�RQ&�J�TSD� @�3��!�+$D#o�!$'����5c�V
�,|
!�l��&��256���+
"��(���~�����&D�%=������>��~������'=�;�=��1�V
�,|
!�l����$'
"56
7(��+
�$�,Y@
A�W�C*\�n�EG��gaZ�W�Ka��\�i � b2Z>KfN�O���O>@

� �:�p R¡R¢MS�£c¤ @.r:=2&[�!��

(�$'�!
7=2&¦¥§5*¨ �2&)�25©�����-;��x5�¨ �J;J��ª)�
���!
7=2&¦;��+�p���!�+$D#o�!$'�����x
�&)«�5G�����!
7��$a�+�-�2¬2��# ª���
"�o�Y��&
#*=2,cª)�?�4;��-5*¨ ��&);J=2,-,4������,.��&[�7@�­z`a®oi*I-gDI|U�\�j�W*\2C<Z�W�KR¯cFDEGbJI�C*i�EGW*°-gDIoilA'j�E]I�FajoIoilI�Wl­�Ioj*`DFa\2L]\2H�E]IoipgDI
± EGLGL]I�KMN�O�O��a@

� �²�p f¡)¢TS�£c¤�³0� �0´µ f¶VQ) �·f¤�Sa¡V³�¸ �u¹-ºa»�Q�·f�TS[¼�³zSD½�¹,�)-¾S[¤"¡R¢MSa·�½ @|¿cBDBDLGE]j�Z�W�E]\2F¦\�_�i*`[Z � IogD\ � F
W�`aIo\2C�kÀW*\hLqZokJI�C*Iog%jo\2XYBR\�i�EGW*Ioi�@p�lr�r�~ÂÁ�ÁpÃ 2nd ��$'��tcr:=�&��ot²=2&Är:=2,cªft:~���#��Dt]KMÅ0C<Z2jo\ � KfÆ�\2LqZ�FagfK
� dDFaIpP�����P�O>K[P����>N�@aÆuC*\�joIoIog>EGFDHJi \2F�Å�g'�
C*\2XÂÇ7O|B[Z�HJIoi+È�K)Å0C<Z2jo\ � ¯cFDEGbJI�C*i�EGW�kÉ\�_:­TIoj<`DFa\2L]\2H�kJ@

Ê �V�p �Ë�Ìa¢TSaÍÄSD½ÄÎ,�:Ï �&�x¶VÐ)Ñ�S[Í @zA�dDCeL]IoiÒX.Z�W*°�C�EqZ�d>ÓÀi�W<Z�FagaZ�C*gDicHJ°�Fa°�C<Z�LGE]i*°oi�@ �'tT~��*#��>tqKTN��ÒÔÕ��O8Ö'���>K
N�OJ×2�>@

´ ��� �'�|Sa¼8½RS[ÍMSa¼ @D��dDLGW�EGBDLGE]I�CuZ�FagpH�C<Z2g>E]I�F�W:X4I�W�`a\�gDi8@ �>t�=��cØ�ª)�!
�,-
 �8���!
!=�& �T�>��=2���p�2&�; �0ªJª�56
7#*���!
7=2&D��K
�ÒÔÕ�����8Ö'��P��>KTN�O���O>@

´ ��� �)�|Sa¼8½RS[ÍMSa¼-SD½µÙ �fÏ�½f¤�SaÚ>SaË @T��I�W�`a\'gDi0\�_�jo\2F2n�dDH�Z�W*IcH�C<Z2g>E]I�F�W*i�_7\2C0i*\2LGb'EGFDH|LGEGFaI�Z�C�i�k>i�W*I�X4i�@8�>t
vÒ�+�ot��p���?t % $���t�3��
�2&);J�2��;���KD��OzÔ ����O8Ö������>K�N�O���P>@

� ���|¤�Ë�Ë @ �T�D��~��J���>��,4���!
7#*�25 �T�D��=2���h=��cy�5G�����!
7#�
!�!��@²ÛeÓ�_7\2C*g1¯cFDEGbJI�C*i�EGW?k^Æ:C*Ioi*i8K ± \2FagD\2FMKTN�O����>@
Ü ���,���|Q���¶�S @0y�5G�����!
7#l��&��256���+
"�l=���3��!�+$D#o�!$'���o@0��j � C<Z � �?ÝcEGLGL
KaÞ I � �7ß�\2C � KMN�O���O>@



�����

� �8
��V�|ÐR �ÍM¶ SD½ÄÙ �uÏ�½fSa¤�Í @l3[�'��52��;�=2/:& =��-�%r � �?ªD��#�
�,.��&a/:
!���13���� �É3��?�<��5VÃ����+ªD���+
�,.��&[�
�25©}���&��2Ã
5©���!
7#*�25T�2&);4&a$',.����
!#*��5T
�&a¬��+���!
��J�J�!
!=2&a��K>bJ\2LGdDX4Ip���>@ � @�A�W�C<Z�EGFÀ¿cF[Z�L
@GKfN�O�O��>@

Ï �	� �R�xÐMÍM½RS[·:³�
 �R´  �·[¶VÐMSa·f·fST³��4�M�,�f�xQ�Ì+��¤"ÍT¼�³3- �
���

|Q�¤"½fSa·:³3- � � �T�Y·fSaSaÍu³MÜ ����¢R ����
� ¤�¡3�0³fÊ � � �fÊ�¤�Ë�»aÑ�³fSD½ � �f´ Ð���¤ @�y���=*�2�*�+�+��
�&É��=�5©
7;-,.��#��'��&a
!#���K'bJ\2LGdDX4I-N�K��ugDiÒA�FaIogDgD\2FMK>�+@'Þ|@
Z�Fag^ÝeEGLGL
K��p@VÞc\2C�W�`>�?Ý \2LGLqZ�FagÀÆudDmDLGE]i�`DEGFDHÉÅ�\2XYB[Z�H�F�kJK[¿cX4i�W*I�C*gaZ�X1KMN�O����>@

���M�4�M�lÑV�TSM³�Ê �MÊ ��Ï[ �¢R �·f¤�³�SD½ 
�� 
���-¾S[»�¼8½RS[· @:­z`aIlI��RIoj�WÒ\�_:Z�Ó'EqZ�LRL]\JZ2g>EGFDHhZ�Fag1Z�Ó>EqZ�LRC*Ioi�W�C<Z�EGF�W
\2F^W�`aIlW�`aI�C�X.Z�LMC<Z�W*j<`aI�W�W�EGFDH§\�_VW�`DEGF1W�dDmRIoi�@²Á+&[�?t �'tT~��*#��>t�3R#�
7tqKDPJ×�ÔÕ�J×2O8Ö'��O�P>K�N�O����>@

� � � ���*Ë<Ñ�ÐM¼�¢M¤"Í @�y�5G�����!
7#�
!�?«�@u�:k'C*\2LGL]Ioi�KMN�O����>@
����
- �ÍT¤q½:³�Ï ���²Q�·fSa¼8½:³������x �Ë�Ë�¤"Sa½V³	� �M´ Q�ÐMÍTQ�ÐM·�Ñ�³VSD½ ¹,��
[SaÐMË�¤�Í @VU�I�W*I�C�XYEGF[Z�W�E]\2FÀ\�_�W�`aI�i�EG��I
\�_�W�`aI�C*I�BDC*Ioi<I�F�W<Z�W�EGbJIÒbJ\2LGdDX4IeI�L]I�X4I�F�Wu_7\2C:C<Z�FagD\2X jo\2XYBR\�i�EGW*IoiMÔJi*W<Z�W�E]j�Z�L�Z�Fag-F�dDX4I�C�E]j�Z�LRZ�BDBDC*\JZ2j*`M@
Á+&[�?t �'tT3)=�5©
7;���3��!��$>#8tqKD���zÔÕ������×�Ö'���J×2O>K)P������>@

Ï ��
- �·) ���SaÍM¤ � SD½ � � ��� Ï �eÜeQ�Íf½fSa· @ ¿ LGEGFaI�Z�CYBDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDH¦dDBDBRI�C|mR\2dDFag Z�BDBDC*\JZ2j*`ÄW*\�W�`aI
i�`[Z � IogD\ � F LGEGXYEGWh\�_lW�`DEGFÄi*`aI�LGL]ihi�dDm>n�Ioj�W*IogsW*\µb2Z�C�EqZ�mDL]IÀW�`aI�C�X.Z�LcL]\JZ2g>EGFDHa@ �'te3)�!���2
�& �c&��25]t]KÒN�OzÔ
P�P>N+Ö'P����>KMN�O����a@

� ��
4¢R �Ë�¤ * ³lÏ �c�p �·f¤�·f¤�³�SD½ ������ RÐM¡R¢MS[· @ A�`[Z � IogD\ � F \�_�W�`DC*IoI��?g>EGX4I�Fai�E]\2F[Z�L�i�W�C�daj�W�dDC*Ioi.dDFagDI�C
j�k'j�LGE]j�L]\JZ2g>EGFDH � EGW�`^W�`aI�i�EGXYBDLGE��[IogÀZ�F[Z�LGk>i�E]i�@xr:=2,cªftM~����?����tT3)#�

t]KaP��[Ç7�JÈ)ÔÕ��O��8Ö������>KRP�����P>@

´ � 
4Ë�Sa¤�»)Sa·ÄSD½ 
�� � ��
"!�ÍM¤�¶ @��?Faj�C*I�X4I�F�W<Z�Lui�`[Z � IogD\ � FµZ�F[Z�LGk>i�E]i EGF�W�`aI-j�Z2i*I-\�_²W�`aI�C�X.Z�L:I��RIoj�W*i�@
Á+&[�?t �'t��l$�,.tT~������DtM��&��2&'��KaP��zÔGN����J×�Ö�N��J×2�>K�N�O����a@

- ������
|Q�¤"½fSa· @ÒA'\2X4I�C*I�X.Z�C � ie\2FÀBDLqZ2i*W�E]jpi�`[Z � IogD\ � F�W�`aIo\2C*I�X4i�@Òy���=�#8t���
G�������§Á+&[�?tzr:=2&'�2�otT�0ªJª�5]t
~���#��Dt[��i�W�F[Z�mDdDL
KaP�P�����P����>K�N�O���P>@

- �#���$
|Q�¤"½fSa· @ ¿ FaI � HJI�FaI�C<Z�LlW�`aIo\2C*I�X \2F i�`[Z � I��?gD\ � F \�_|I�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]j%i�W�C�daj�W�dDC*Ioi�@ yz��=�#�t
w|=2&a
�& 585]t)� 52�J;�t�%Y���?tG} % � !JK>B[Z�HJIoi P���Ö'���aKMN�O����>@

- �&���'
|Q�¤q½fSa· @�yz��=*�����+�+��
�&|��=256
7;e,.��#��'�2&a
7#���K8j*`[Z�BDW*I�C)( � I�FaI�C<Z�LJW�`aIo\2C*I�X4iT_!\2CMI�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i*W�E]j²i*\2LGE]gDi*(2K
B[Z�HJIoi�N����8Ö'P�P>N�@�A�FaIogDgD\2FMK[�+@ Þ|@GKDÝeEGLGL
K��p@GKfN�O����>@


�� � �

+!�ÍT¤"¶ @T­z`aIo\2C�kh\�_Ti�`[Z � IogD\ � F1\�_TI�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i*W�E]j i*W�C�daj�W�dDC*Ioi�@��c��#��>tM~���#��Dtf3)�
=��otqK[N��zÔÕP�PJ×�Ö'P����>K
N�O����>@


�� � ��
+!�ÍM¤"¶ @�3a�>��52��;J=�/:&µ=��c��5G�����!
7#�Ã!yz5������!
!#p3��!��$D#o�!$��*�+��@²�:L]i*I�b'E]I�C�Ka¿cX4i�W*I�C*gaZ�X1KMN�O��J×'@

�� � �,
"!�ÍM¤�¶ Sa½ ´ �,
4Ë�S[¤"»)Sa· @§ÛcF�ZÉFaI � X4I�W�`a\'g¦\�_zi*`[Z � IogD\ � FsZ�F[Z�LGk'i�E]i8@ % $'5�5Gt:�e#*�J;�t0y�=25G=2&)t
3)#�

tM3R����tT3)#�

t ����#��>t]K�P��zÔGN����>KTN�OJ×2�>@


�� � �	
+!�ÍM¤�¶ÄSa½ � ��Ï)¤�S�£Ò �¼ � �fQ @²A�W�C<Z�EGFD`[Z�C*gDI�FDEGFDHhI��fIoj�W*izEGF1i�`[Z � IogD\ � F1BDC*\�joIoi<i�@VÁ+&'��tGÃ7�c��#��>t]Ka���zÔ
���8Ö'���>KMN�O����>@

� �+- �-
4ÐM¢MÍ%Sa½ � � - �.�xÐM¡3��Sa· @)Þ \2FYLGEGFaI�Z�CuBDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHaKJBDBM@2���>N��
��O��>@ � @JÞ I�k�X.Z�FMK�Iog>EGW*\2C�KD3R��Ã
#*=2&�; % �652����5G���.3[�2,cª>=��+
�$', =�&^~������>��,Y�J�!
!#*��5�3)�
���!
q���!
!#����2&�;|y���=�(���(�
�56
��!��@>¯eFDEGbJI�C*i*EGW?kh\�_:ÅzZ�LGE�_!\2C�FDEqZ
Æ:C*Ioi*i�K0/zI � I�C�L]I�kJKMN�O��>N�@

� ���uºaÍMº @xr:=2&[�!��

(�$'�!
7=2&�¥.5*¨ «��!$>;��x;��+��,4���?«���
!�2$1�É#*=2,cª>=���
��?���-���0;���5]��$'�<�|��&�;J=2,-,4������,.��&�����@u­z`a®oi*I
gDIlU�\�j�W*\2C<Z�W�Ka¯cFDEGbJI�C*i�EGW*°�ÆVZ�C�E]i�2���K03DC<Z�FajoI�KTN�O����a@

´ � 
����uQ � S @ ��=�&a5©
�&)����� y���=*�2���2,-,|
�&��54f�c$2��,4��&[�?��;.�T���2���2&��2
7�2& ���*#���&a
7��$a�+�0�o=2�.r:=2&D���!����
"&)�*;4~�
"Ã
&a
������!
7=2&[@V­z`a®oi*IlgDI�U�\'j�W*\2C<Z�W�Ka��\2F�W<Z�F[Z.A�W<Z�W*I�¯cFDEGbJI�C*i�EGW�kJK�/z\2��I�X.Z�FMKMN�OJ×��a@



N�O�� ������������
���� ��� ���

�4��´  R¶VQ) �·f¤�Sa¡ @ �Ò;J�+ªR�
���!
!=�&D} * =2,4=*��«�&)«�
"�����!
7=2& ���p~����?«���
!��$�� r:=2,cª>=���
��?����@ � Z�BDB)\2C�W4gDI�U��u¿xK
�0A'��P-�²¯eFDEGbJI�C*i�EGW*°pg�� ¿eE�Ó'�?��Z�C*i<I�EGLGL]I��*��K>P������>@

�4�D´  R¶VQ) �·f¤�Sa¡V³)Ï �>Ê�Q�ÐM·[¶VSaQ�¤"¼�³[SD½�¸ �D¹|º[»�Q�·f�TSa¼ @[Å�\2dDBDLqZ�HJI�F�dDX4°�C�E
	�daI�I�F�W�C*I�`a\2X4\2HJ°�Fa°�E]i<Z�W�E]\2F
B)°�C�E]\'g>E
	�daI0I�W�Z2gaZ�BDW<Z�W�E]\2F-BR\2dDC�gDIoi�X.Z�W*°�C�EqZ�d>Óx°�LqZ2i�W*\2BDLqZ2i�W�E
	�daIoi�`a°�W*°�C*\2HJ®�FaIoi�@>�e#o�?�+�Ò;�� � 

��&D�
� ' ' %
Ã 6i � me r:=25�5G=���$a� �����!
7=2&���5>��&�r:��5�#�$'5D;��+�²3)�!�+$D#o�!$'���+��K�bJ\2LGdDX4I²�*�*��K�B[Z�HJIoi���O�O8Ö'�����>K�P�����P��eX.Z�E'P�������Z>@

�4�:´  R¶VQ) �·f¤�Sa¡V³�Ï ��Ê�Q�ÐM·[¶VSaQ�¤�¼�³²Sa½ ¸,�:¹-ºa»)Q�·f��Sa¼ @lÞcdDX4I�C�E]j�Z�LVLGEGXYEGW�Z�Fag�i�`[Z � IogD\ � F%Z�F[Z�LGk>i*Ioi
\�_ W�`DEGF `aI�W*I�C*\2HJI�FaIo\2daihBRI�C�E]\�g>E]jÉBDLqZ�W*Ioi�@Äyz5������!
!#o
��!�T¨ � ' ' % Ã �)��&[���¦Á+&[�?����&����!
7=2&��25�3[�2,cª>=���
"$', =2&
y�5��2���!
7#�
��!��}�y�5G�����!
!#�
!�!�h�2&);Y~��o�
�25J�o=2�+,-
�&���K'B[Z�HJIoicO>N+Ö'O��>K � dDLGkÀ×8�<N�N�K[P�������mM@

�4�:´  R¶VQ) �·f¤�Sa¡V³�Ï ��Ê�Q�ÐM·[¶VSaQ�¤�¼�³²Sa½ ¸,�:¹-ºa»)Q�·f��Sa¼ @l�:LqZ2i*W�E]jxBDLqZ2i*W�E]jxi�`[Z � IogD\ � F%\�_��2U BRI�C�E]\�g>E]j
`aI�W*I�C*\2HJI�FaIo\2dai�X4Iog>EqZzÔ)Zhg>EGC*Ioj�WcF�dDX4I�C�E]j�Z�LuZ�BDBDC*\JZ2j*` Ç7P>NpB[Z�HJIoi8K�i*\2daieBDC*Ioi*i*I8È�@�Á+&[�?t(�'t�y�5G�����!
7#�
!�!�2K
Z2jojoI�BDW*°oIlB)\2dDCeBDdDmDLGE]j�Z�W�E]\2FÀL]I�P�� n�dDEGLGL]I�WcP������>@

�4�[´  f¶VQ) �·f¤"S[¡�³TÏ �[Ê Q�ÐM·�¶�S[Q�¤�¼�³T¸,�[¹|º[»�Q�·f�TSa¼�³ � ���� f¡R¢MS�£c¤�³�SD½�¹,� - Sa¤�¡R¢MSa·J½ @R¿�F�dDX4I�C�E]j�Z�L
Z�BDBDC*\JZ2j*` \�_Òi�`[Z � IogD\ � F�Z�F[Z�LGk>i�E]i�jo\2dDBDL]Iog � EGW�`¦B)I�C�E]\'g>E]jY`a\2X4\2HJI�FDE]i<Z�W�E]\2F _7\2Cx�2U I�LqZ2i�W�E]jYBDLqZ2i�W�E]j
X4Iog>EqZ>@ %�r�r�~
� Ã��u
 ����� %1=2��5�;�r:=2&'�2�����<�x=2&sr:=2,cª�$>�
���!
!=�&��25R~���#��'�2&a
7#���K � dDLGkÉ�2�<N�N�K[P�����P>@

¸ �f´µ �¢M·fSaÍM¢MQ�Ë�½��a³	
 �
�uS[Sa·f¼�³MSa½ 
�� � ��
+!�ÍT¤"¶ @V~��o�
�25��o=2��,-
"&��Y��&�;-
�,eªD�J#o�V,.��#��'��&a
!#���K'j*`[Z�BDW*I�C
(�A�`[Z � IogD\ � F^\�_fW�dDm)IoiMÔ�¿ W�`aIo\2C*I�W�E]j�Z�LRZ�F[Z�LGk>i�E]i0Z�FaghI�Ó'BRI�C�EGX4I�F�W<Z�L)EGF�bJIoi*W�EGH�Z�W�E]\2Fai*(2K'B[Z�HJIoieN����8Ö�N8×2P>@
Æ�I�C�H�Z�X4\2F�Æ:C*Ioi*i�K�ÛeÓ'_7\2C*gfKfN�O����>@

� �p´  �¤�Sa· @ A�`[Z � IogD\ � F W�`aIo\2C�k�EGF B)I�C�_7Ioj�W§I�LqZ2i*W*\2BDLqZ2i�W�E]j�EGW?k � EGW�` Z2i*i*\'j�EqZ�W*Iog Z�Fag Fa\2F[Z2i*i<\�j�EqZ�W*Iog
� \ � �
LqZ � iTÔ�Z+�aFDEGW*I�I�L]I�X4I�F�W�KaLGEGFaI�Z�CÒBDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHÉZ�BDBDC*\JZ2j*`M@e~���#*#<�2&a
7#*��K��ÒÔÕP����8Ö'P����>KTN�O���O>@

� �[´  �¤�Sa· @a¿Äi*`[Z � IogD\ � F4X.Z�W�C�E�Ó-W�`aIo\2C�k-Z�LGL]\ � EGFDHl_7\2C � \2C � `[Z�C*gDI�FDFDEGFDH-Z�FagYi*Iojo\2FagY\2C*gDI�C:HJIo\2X4I�W�C�E]j
I��RIoj�W*i�@:¿|@[A>Z � j��od � K�Iog>EGW*\2C�Kf3[�2,cªft��M=�$�&�;����!
!=�&D�p=���ª�5G�����!
7#�
!�!��}����)(oÃ�� % %JKMN�OJ×2P>@

� �c´  �¤�Sa·:³��,�$�c �·���S[Ë�Ë�¤�³ SD½ �,���lQ�¡R¡R¢MSD½R½f¤ @ ÛcF g>EGC*Ioj�W4X4I�W�`a\�gDiY_!\2C4i�`[Z � IogD\ � F Z�Fag LGEGXYEGW
Z�F[Z�LGk'i�E]i8@²��$���=+ªD�*�2& ��=2$'��&��25�=���~���#��'��&a
!#�� ���[3)=�5©
7;���KfN�O^Ç
A�BRIoj�EqZ�LT��i*i�daI8È)Ô AD×2O8Ö>A)N����>K)P������>@


��u´  �ÍM�TS[Ë @l¿�gaZ�BDW<Z�W�E]\2F%g�� dDFaI-i�W�C�daj�W�dDC*I|BDLqZ2i�W�E
	�daI-°oj�C*\2dDE]i*i+Z�mDL]I|I�WlZ�BDBDC*\oÓ>EGX.Z�W�E]\2Fai�@-~%��#��>tVvÒ�+��t
r:=2,.t]KD�zÔ �����8Ö������>KTN�OJ×2�>@


��)´  �ÍT�TSaË�³�
�� �T �·��M �³MSD½¦Ê �R�� �Ë�Ìa¢MSaÍ @T¿�gaZ�BDW<Z�W�E]\2FÉg�� dDFaIci�W�C�daj�W�dDC*I °�LqZ2i�W*\2BDLqZ2i�W�E
	�daI���°oj�C*\2dDE]i��
i<Z�HJIlj�EGFa°�X.Z�W�E
	�daI�@Ò~���#��DtMvÒ�+��t�r:=2,.t]K'�ÒÔÕ����O8Ö'�>N��aK�N�OJ×�×'@


�� 
���´  �·f¤�¶�Q�³eÜ ��´ ¤] �Ë�Q�Í²³ 
�� � ��´ ¤�¡R¢MSaË[³eSD½ Ü �eÏ)Ð���ÐTSD½ @¦Æ:LqZ2i�W�E]j�EGW*°ÉI�W|`a\2X4\2HJ°�Fa°�E]i<Z�W�E]\2F�Ô
dDFµI�Ó>I�XYBDL]IhgDI.j�Z�L]j�dDL�gDIoipj*`[Z�C�HJIoi|LGEGXYEGW*Ioixg�� dDFaIhi�W�C�daj�W�dDC*I.`a°�W*°�C*\2HJ®�FaI�@���=2$'��&��250;��.~%«�#*�2&a
7��$a�
���>«�=2��
!�o$D�Y���z�+ªJª)5©
7��$a«*��KR�DÇ�N8È)Ô ��×�Ö>×2�>KTN�O��J×'@

�l¢)�D´  �¼8¼�Q�ÍMÍTSD½ÀSD½1´ � � �[Ï[ ���S @'yz5������!
!�o$D���c&��256���+
"���2&�;e{|�+��
��2&�@ /�LqZ�E]i*gDI�LGL
K2ÞcI � �7ß²\2C � �?­T\2C�C*\2F�W*\��
± \2FagD\2FMKTN�O����>@

Ù �a´ SaË� �Í @D­z`aIo\2C�E]I�i�W<Z�W�E]i*j<`YdDF�mRIoi�W�EGXYXpW*I�C�A�k>i�W*I�X4I�Z�dai�E]gDI�Z�L��
BDLqZ2i�W�E]i*j<`aI�X /�Z�dai�W*\ �V@)3�
��?(*���otD� 5���;�t
%É
q�+�<} %É
7��&D}��l(��?tfÁ�Á���������KDB[Z�HJIoipN�O��8Ö'P>N��>KTN�O����>@

Ù �f´ SaË� �Í @�U�I�Czi�B[Z�FDF�dDFDHJi*�odai�W<Z�Fag1I�EGFaIoizXYE]i*Ioi��
`aI�Faj � k>i*j<`aI�F � \2F�W�EGF�dDdDX4iÒm)I�ERbJI�C � gDI�C�LGE]j*`aI�Cem)I�LqZ2i��
W�dDFDHa@z3[
!�?(*����tM� 5��J;�t %É
"�<�+} %É
7��&a}��l(��?tfÁ�Á������ (�KDB[Z�HJIoic×2�8Ö'�J×'K�N�O����>@


��
� �)´ ¤"¡R¢MS[Ë @ * =�,Y=<��«�&)«�
"���J�!
!=2&���&^,4«*#*�2&a
7��$a��;��+�c,Y�J�?«��+
7�2$1� � 4�~����?«���
!�2$1�.«�5G�����!
!��$a�+������,|
�56
7��$1�
ªD«���
!=�;�
!��$a�+��KDj*`[Z�BDW*I�CePzÔ�(�­z`a°o\2C�E]I�gDIoi0X4\'g>dDL]Ioi�I��fIoj�W�E�_!i�@'¿cBDBDC*\oÓ>EGX.Z�W�E]\2FaiÒgDI�2u\2EGH�W�I�W�gDI �eI�dai*i*(2K
B[Z�HJIoi��aN+Ö'���>@²Ý I�C�X4IoicA'j�E]I�FajoI�K�P����>N�@



�����


�� � �Ò´ ¤�¡R¢MSaË[³c� �e´�Q�ÐMË�¤"ÍMS[¡�³ SD½ Ü �cÏ)Ð���ÐMSD½ @ � �RIoj�W�EGbJIÉBDC*\2BRI�C�W�E]IoiY\�_ jo\2XYBR\�i�EGW*Ioi-X.Z�W*I�C�EqZ�L]i
� EGW�`¦BRI�C�E]\�g>E]jYXYE]j�C*\�i*W�C�daj�W�dDC*I:Ô�Z^jo\2XYBDdDW<Z�W�E]\2F[Z�L�Z�BDBDC*\JZ2j*`M@sr:=2,cªftu~��o���>t:�0ªJª)5Gt0~%��#��>tu�z&��2&���K
N8×2PzÔGN���O8Ö�N����>KTN�O�O�O>@

´ �[´�¤�ÍMQ�Ð32 @fy���=*�2���2,-,Y�J�!
!=2&É,4�����>«�,Y�J�!
!��$a�+} �T�D«�=2��
7�����V�25 �J=2��
�����,.�+��@[U dDFa\'gfK�­T\2X4IoieN�I�W²P>KDN�O����>@

��!
���´ Q�·fº @§~������>��,4���!
7#*�25Vy���=<�2����,|,-
�&���}c���D�-3��
�J�?�.=��Y���>�-�c���7KRj*`[Z�BDW*I�C ( �cIojoI�F�WpgDI�bJI�L]\2BDX4I�F�W*i
EGFÉZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4icZ�Fag§i<\�_�W � Z�C*I _7\2C0W�C�dai�WzC*I�H�E]\2FÉX4I�W�`a\'gDi*(2K'B[Z�HJIoiÒP����8Ö'P��J×'@:A�BDC�EGFDHJI�C���2uI�C�LqZ�HaK�/�I�C�LGEGFMK
N�O����>@

Ü �M´ Q�·fSaË�Ë�S @uÞcdDX4I�C�E]j�Z�LMi�`[Z � IogD\ � F�Z�F[Z�LGk>i�E]iÒ\�_:Z�Ó'E]i*k�XYX4I�W�C�E]jli<Z�Fag � E]j<`Ài�`aI�LGL]iMÔDZ�F^dDBDBRI�C�m)\2dDFag
_!\2C�XxdDLqZ�W�E]\2FM@�Á+&[�?t �>t���$',4���ot�~%�����>tf��&���t]K[P��zÔÕP��J×'N+Ö'P������>K�N�O����>@

Ü ��´�Q�·fSaË�Ë�SÄSa½ � �
�x¶VÐ)ÑVSaÍ �<¹� �ÍM¶ @^�:W�dagDI.F�dDX4°�C�E
	�daIhgDI4L �ÕZ2gaZ�BDW<Z�W�E]\2F BDLqZ2i�W�E
	�daI4gDIoipBDLqZ 	�daIoi
I�WÒgDIoiejo\ 	�daIoiegDIlC*°�bJ\2LGdDW�E]\2FÀB[Z�CcL]IoiÒ°�L]°�X4I�F�W*i��aFDE]ieg�� °�	�dDEGLGEGmDC*I�@��>tV;���~�«�#8t��T�>«�=2��tM��ªJª�5]t]K[PzÔÕ���J×'K
N�O����>@

� �c´ ·��&�a³l¹,� -¾S[¤"¡R¢MSa·�½:³�SD½ Ï �c¹-Q�·[Q�¼ � @ ��FaI�LqZ2i�W�E]j^mRI�`[Zob'E]\2dDCh\�_li�W�C�daj�W�dDC*Ioi.dDFagDI�C.b2Z�C�EqZ�mDL]Ioi
L]\JZ2gDi�@²wp5©$'/0���l�Ò#*�J;���,-
!#�y�$a(�56
q�+�>���+��4f{x=2��;2�*��#����7K�N�O�O��>@

- ��´ ÐM·f·) �Ñ @u�?LGL��?jo\2Fag>EGW�E]\2FDEGFDH.EGF^m[Z�C�C�E]I�CcZ�FagÉB)I�F[Z�LGW�k._!dDFaj�W�E]\2FaieZ�C�E]i�EGFDHYEGF^jo\2Fai�W�C<Z�EGF�W*Iog1Fa\2FDLGEGFaI�Z�C
BDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHaK�N�����P��>@a3[
 ����� Á+&[�?����&����!
7=2&��25�3[�2,cª>=��+
�$', =2&-~������>��,4���!
7#*�25Jy���=*�2���2,-,|
�&���@�Æ:C�EGFajoI�W*\2F
¯eFDEGbJI�C*i*EGW?kJKMN�O��J×'@

Ê �u�,���|S> �Ë @ÒÆ:LqZ2i�W�E]jxjo\2LGLqZ�Bai*IxZ�Fag�i�`[Z � I��?gD\ � F�W�`aIo\2C*I�X4ic_!\2Cci�W�C�daj�W�dDC*Ioi�\�_:i*W�C<Z�EGFD`[Z�C*gDI�FDFDEGFDH§X.Z��
W*I�C�EqZ�L
@ �'tf�c����
7tT3)#o
7tqKfN8×�ÔÕP�OJ×�Ö'�����>K�N�O����>@

Î,�eÏ � �x¶VÐ)ÑVSaÍ Sa½ �,�c�x �·2Ñ @ 3�LqZ�Xpm[Z�HJI§B[Z�C|gD°�_7\2C�X.Z�W�E]\2Fai-BDLqZ2i�W�E
	�daIoiYZ2joj�dDXpdDL]°oIoiYi*\2dai|j*`[Z�C�HJI
j�k'j�LGE
	�daI�Z2gDg>EGW�E]\2FDFaI�LGL]I�@ �'tV;���~�«�#�t �T�>«�=2��t:���:�0ªJª)5GtqKaPzÔÕ���>N+Ö'�J×2�>KTN�O����>@

� � �x¶VÐ)ÑVSaÍ �<¹� �ÍM¶µSD½ � ��Ü� �Ë�¶VSaÍ @'A�`[Z � IogD\ � F-Z�F[Z�LGk>i�E]iTm�k�g>E]i�BDLqZ2joI�X4I�F�W�X4I�W�`a\'gxZ�FagxI�	�dDEGLGEGmDC�EGdDX
�aFDEGW*I�I�L]I�X4I�F�W*i8@z3a~ÉÁ�v ��Ã �lª>�+ªa��� � %�� %2} % ���+56
�&[KMN�OJ×2O>@

¹4� � �pÜe¤�Sa·f·fS @ Þ \2FDLGEGFaI�Z�C^BDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHÒÔ��eIoi<I�Z�C*j*` HJ\JZ�L]i1Z�Fag BDC*I�LGEGXYEGF[Z�C�k�C*Ioi*dDLGW*i�@ vÒ�+�����2��#��
~���,4=2���2&�;2$', 3�� '�}[�z5G��#��!�+&a
7#��0vÒ�+�����2��#��|�M��(�=2�����
=2���2K2B[Z�HJIoi:��\2F�W<Z�F[Z�A�W<Z�W*Iz¯cFDEGbJI�C*i�EGW?kJK1/z\2��I�X.Z�FMK
��\2F�W<Z�F[Z>KMN�OJ×'N�@

¹4� � Üe¤�Sa·f·fS SD½ ´ � 
����uQ � S @s~��J���>��,4���!
7#*�25²y���=*�2���2,-,|
�&�� �f
7�À�c$��2,.��&[�?��;��M���2���2&���
7��&a}e�c&

"&��!��=�;�$>#o�!
7=2&�/:
����¦r:=2,cª�$>�?��� y���=*�2���2,|��@0¿�gDg>E]i*\2F>� � Ioi�L]I�k^Æ:dDmDLGE]i�`DEGFDH^Å�\2XYB[Z�F�kJK�N�OJ×2�>@

� �MÜeQ�Ë�¤ � �JQ�½R½fQ0³:�,�TÊ�Q�·f¤"ÍTQ0³�SD½ Ü ���zÐM¼8¢T¤ @V¿cFÉI�Ó>W*I�FagDIog^i�`[Z � IogD\ � F1W�`aIo\2C�k._7\2C�I�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]j��
gaZ�X.Z�HJIlX.Z�W*I�C�EqZ�LTX4\'gDI�L]i�@²��$'��t �'t�~��*#��>tM� �[3)=256
!;2��KfN��zÔÕ��P��8Ö'�����>KTN�O�O��>@

� ��� �TÏ �fÜeQ�Íf½fSa· @�¿ HJI�FaI�C<Z�LRi*`[Z � IogD\ � F^W�`aIo\2C*I�X _!\2CzI�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]j�mR\'g>E]Ioi � EGW�` � \2C � `[Z�C*gDI�FDEGFDHa@
3a~ÉÁ�v ��Ã	%�}�ªD�+ªD��� � � � ��KTN�OJ×2�>@

� �&���VÏ �TÜeQ�Íf½fSa·sSD½s�4�	������¢MSaÍ @�A�`[Z � IogD\ � F�Z�Fag1LGEGXYEGWcZ�F[Z�LGk'i<Ioi�_7\2Ce���?U i*W�C�daj�W�dDC*IoiÒdai�EGFDH4W�`aI
LGEGFaI�Z�CÒX.Z�W*j*`DEGFDHhX4I�W�`a\�gf@�Á+&[�?t �'t:=��cyz���+�+�+$'��� �a���<�o��5 �x�2&);|y�
 ª�
�&���K[×2�zÔ �����8Ö����>N�KRP����>N�@

� ��� �TÏ �MÜeQ�Íf½fSa·�SD½�Ï ��
- �·) ��TSaÍM¤ � @V¿cF§I�Ó>W*I�FagDIogÉi�`[Z � IogD\ � F^W�`aIo\2C�k._!\2Czi�W�C�daj�W�dDC*IoizW�`[Z�W�i�d �fI�C
j�k'j�LGE]j²W�`aI�C�X.Z�L�L]\JZ2g>EGFDHa@�B[Z�C�WTEJÔ8W�`aIo\2C�kJ@8B[Z�C�W�EGEJÔ�Z�BDBDLGE]j�Z�W�E]\2Fai�@D� 3[~É�0}.�>t���ªJª�5]t>~��*#��>tqK���PzÔÕ�J×�×�Ö'����O>K
N�O����>@

� � � �:Ï �:ÜcQ�ÍM½RS[·ÄSD½ ��� � ���uSa¡3��¤�S @lÛcF�W�`aIpm)I�`[Z�b�E]\2dDCl\�_uX4I�W<Z�L�X.Z�W�C�E�Ó�jo\2XYBR\�i�EGW*Ioi�i�dDm>n�Ioj�W*Iog
W*\Yj�k'j�LGE]j�W�`aI�C�X.Z�LML]\JZ2g>EGFDHa@ �>tT~���#��>tTy0�����otT3)=�5©
7;���K>���zÔÕP>N����8Ö'P>N�O�O>K�N�O�O��>@



N�O�� ������������
���� ��� ���

Ù �VÜ ��ÜeQ�ÌaQ)� Sa½ ����Ù ��´�¡ �  �·J½f¢)Ñ @eU I � Ioj�W�E]\2F�i�W<Z�mDEGLGEGW�k1\�_�_!C<Z�X4IoicdDFagDI�CcC*I�BRI�Z2g>W*Iog1L]\JZ2gDi�@ �>t
��&���tT~��*#��>tM{�
"¬2t]K[���zÔÕ�>N+Ö>×2�>KTN�O����>@

´ � 
��D¹,�DÜcQ � SaË�Ë @D¿cF|I��.j�E]I�F�W:X4I�W�`a\�gx_7\2C	�aFag>EGFDH�W�`aI0XYEGFDEGXpdDX \�_)ZÒ_!dDFaj�W�E]\2F-\�_)i*I�bJI�C<Z�L�b�Z�C�EqZ�mDL]Ioi
� EGW�`a\2dDWej�Z�L]j�dDLqZ�W�EGFDHhgDI�C�EGb�Z�W�E]\2Fai�@pr:=2,cª�$>�?��� �'=2$'�+&���56K�×�ÔGN����8Ö�N���P>K�N�O����>@

´ � 
��a¹,�[ÜcQ � SaË�Ë @uØ�ª)�!
�,-
 �8���!
7=2&[K2j*`[Z�BDW*I�C (�¿ ��I�W�`a\�g|_7\2C:Þc\2FDLGEGFaI�Z�C�Å�\2Fai*W�C<Z�EGF�W*iuEGF4��EGFDEGXYEG�8Z�W�E]\2F
Æ:C*\2mDL]I�X4i*(2@²�²gf@.�p@ 3�L]I�W*j*`aI�C�@�¿�j�Z2gDI�XYE]jpÆ:C*Ioi*i8KDÞcI � �7ß²\2C � KMN�O���O>@

- �0Üe·) f¶�S[· @xA�`[Z � IogD\ � F¦EGF%I�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i*W�E]j-X4Iog>EqZÉi�dDm>n�Ioj�W*Iog�W*\Éj�k>j�L]Ioi \�_�L]\JZ2g%Z�Fag�W*I�XYBRI�C<Z�W�dDC*I�@
3[�2,eªMt)yz5������!
!#<�.&R��5"5G�.3)#�

��& �8�h;���5"5]�§r:=2&D���!��$ ��
7=2&a
!@ /z\2L]\2H�F[Z>K[P���O���P����aK�N�O����>@

- Üc·) R¶VSa·sSD½ Ü �V�,���xQ��T¶VS @ �T�D��=2���§=���ªD���"����#o�!56�Yyz5������!
!#p3)=�5©
7;���@ � EGL]I�kJKaÞ I � ß²\2C � KMN�O��>N�@
Ï �0ÜzÑ�¡3�fQ SD½ �,�²´  �¤�Sa· @4A�`[Z � IogD\ � F W�`aIo\2C*I�X4il_7\2C�i*\2X4IYj�LqZ2i*i*Ioil\�_�Fa\2F[Z2i*i*\'j�EqZ�W�EGbJIY`[Z�C*gDI�FDFDEGFDH
I�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]jlX.Z�W*I�C�EqZ�L�X4\�gDI�L]i�@²Á+&��?t �'tfy�5G�����?tqKfN�N:ÔÕ���J×�Ö'��O��>KTN�O�O��>@

´ ���l  �fQ�½fQ)��SaË�Q�³ � ���² �Ë�Sa»�³eSD½ ´ � ��Q�ÐM¼8¤�Í @sÛcF W�`aIÉb2Z�LGE]gaZ�W�E]\2F \�_ W�`aIÉX4I�W�`a\�gDi-C*I�LqZ�W*IogsW*\
j�k'j�LGE]j�mRI�`[Zob'E]\2Cc\�_VX4I�W<Z�LGLGE]j�i�W�C�daj�W�dDC*Ioi�@�Á+&[�?t �'tMy�5G�����?t]KfN��zÔ ���J×�Ö���×2�>K�N�O�O�O>@

� ��������Q�¡.�T �Ú>SaË�Ë� �· @:Þ I � Z�BDBDLGE]j�Z�W�E]\2FaiÒ\�_�g>d[Z�LGEGW?khEGF^jo\2F�bJI�ÓDI�BDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHa@ �[����r:=2&������*��&�#<�x=2&
y���=�(���(�
�5©
!�!��K./�C<Z2i*\�bRK.�c\2X.Z�FDEqZ>KMN�OJ×'N�@

� �
������Q�¡3�T �Ú>SaË�ËJ �· @:¿ g>d[Z�LfZ�BDBDC*\JZ2j*`^W*\-i*\2LGb'EGFDHxFa\2FDLGEGFaI�Z�C�BDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHYBDC*\2mDL]I�X4izm�k4dDFajo\2Fai��
W�C<Z�EGFaIog1\2BDW�EGXYEG�8Z�W�E]\2FM@Ò~������>��,4���!
7#*�25)yz��=*�����2,-,-
�&�� ��Ka�zÔÕ������Ö'�J×2�>KTN�OJ×2�>@


��YÊ � ��Q�¼8SaÍ @ ­z`aI¦H�C<Z2g>E]I�F�W�BDC*\�n�Ioj�W�E]\2F X4I�W�`a\�g _!\2C�Fa\2FDLGEGFaI�Z�C�BDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHaK B[Z�C�W�EJÔ ± EGFaI�Z�C
jo\2Fai�W�C<Z�EGF�W*i�@03>Á���~ �'t�=��l���>��3)=�#�

���!���o=2�eÁ+&�;2$����!��
!�25f�2&�;x�0ªJª�56

��;Y~������>��,4���!
7#���KD�zÔGN��>N+Ö'P>N8×'KfN�O����>@


��0Ê �
� Q�¼8S[Í @h­z`aI4H�C<Z2g>E]I�F�W|BDC*\�n�Ioj�W�E]\2F X4I�W�`a\�g�_7\2ClFa\2FDLGEGFaI�Z�C|BDC*\2H�C<Z�XYXYEGFDHaKTB[Z�C�W�EGEJÔTÞc\2FDLGEGFaI�Z�C
jo\2Fai�W�C<Z�EGF�W*i�@03>Á���~ �'t�=��l���>��3)=�#�

���!���o=2�eÁ+&�;2$����!��
!�25f�2&�;x�0ªJª�56

��;Y~������>��,4���!
7#���KDOzÔÕ�>N���Ö'����P>KfN�O��>N�@

� �)��� ��Q���SaÍM»)Ë�Ð�£ @%ÛcF i�`[Z � IogD\ � F \�_�dDFaI�bJI�F�`aI�Z�W*Iog I�LqZ2i*W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]j.mR\'g>E]Ioi�@ÀÁ"��/0tu� 52�J;�t �p�2$05�t
3a3a3>v�t²Ø ��� }V~��65��>t�~��2�<�>tqK[×�ÔGN����8Ö�N����>KTN�O��J×'@

� � ���&� Q&�JSaÍT»�Ë�Ð�£ @�ÛcF�i�`[Z � IogD\ � F%Z�F[Z�LGk'i*E]ie\�_VdDFaI�bJI�FÀ`aI�Z�W*IogÀI�LqZ2i*W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]jpmR\'g>E]Ioi�@0y���
 5�5Gt�~����?t
��5��>t��²
 ��t]KD�zÔÕO��8Ö�N��>N�K�N�O����>@

Ù �)Ï[ �ÍT¡)¢TS � �<Ü� �Ë�SaÍT¡)¤q  @ ��=�&.�'=�,Y=<����&)��=�$�� ,4�*;2
!�-�2&);�¬�

(������!
7=2&^���>��=2��� 4D�T��#��!$��*� &�=��?���z
�&4y0�����+
7#��
& ◦ � � (�@�N�O����>@

� �:Ï[  � ¡ ��Ð�� @0�:b�Z�LGd[Z�W�E]\2F�\�_VdDBDB)I�CÒmR\2dDFagDiÒW*\Yi*`[Z � IogD\ � F�L]\JZ2gDiÒ\�_ui�`aI�LGL]i�@ �'t�~���#��>tTy0�����otT3)=�5©
7;���K
N8×�ÔÕP�O>N+Ö'���>N�KTN�O���O>@


��TÏ)¡)¢TSaSa·:³M�4�3
��MÏ)¡)¢TSa¤"»)SM³MSa½¦¹4��
.ÐM¡R¢ @T¯cF�W*I�C*i�daj<`�dDFDHYbJ\2FÉ­MC � HJI�C*i*j<` � � j*`�dDFDHJI�F�dDF�W*I�C � E]IogDI��
C�`a\2LGW*I�C /zI�LqZ2i�W�dDFDHhmDE]ieEGF�gDI�FÀBDLqZ2i�W�E]i*j<`aI�F /zI�C*I�E]j<`M@Ò­TIoj<`DFDE]j�Z�L �cI�B)\2C�W �eI�BR\2C�WeÞ \D@�����O�O>K)�?Fai�W�EGW�dDW
_ # CcA�W<Z�`DLGm[Z�dMK�­�¯ /�C<Z�dDFai*j<` � I�EGHaK�N�O�O��>@

����Ï)¡)¢ �  �»)S @��z
"&D�?ª�

��5©$'&[�?���+�+$D#���$'&�����&�¬�=�& �a����(�$'&�;2/0���+���
= � ��&�,-
!�0ªD����
!=�;�
q�o#��>���É~À
 58��=����!��$/5��!$���@
­z`a®oi*IlgDI�U�\�j�W*\2C<Z�W�K�� � ­�ÝxKD¿�Z2j*`aI�FMKaU�I�dDW*i*j<`DLqZ�FagfK�P������>@

���:Ï)¤"��Q�·�Q�Ú>Ú @xr:=�$��+���+$'��5G���Ò�����2&);��+�x�!���2&D����=2��,4���!
7=2&D��@ � Z�BDB)\2C�W � C*°ojo\DK[Þ ◦ �>N�KfN�O���P>@
Ù ��Ï�½fSa¤�Íu³��,� ��¢f �ÍM¶z³ � �D´µ �¢MÍ���SaÍu³)SD½ 
�� � �0
+!�ÍM¤�¶ @�vÒ��#+��&[�V;���¬���5G=+ª�,.��&����c=��z,|
7#���=2,.��#��'��&a
!#���K
j*`[Z�BDW*I�C��ÀE]j�C*\2X4Ioj<`[Z�FDE]j�Z�L�X4\'gDI�LGLGEGFDH§Z�Fag�jo\2XYBDdDW<Z�W�E]\2F%\�_:i*`[Z � IogD\ � F � EGW�`ÀFa\2FDLGEGFaI�Z�C � EGFaI�X.Z�W�E]j
`[Z�C*gDI�FDEGFDH.EGFaj�LGdag>EGFDH.I�ÓaZ�XYBDL]Ioi�_7\2Ce���?U BDC*\2mDL]I�X4i�@0A�BDC�EGFDHJI�C���2�I�C�LqZ�HaK-/zI�C�LGEGFMKMN�O�O��>@



���1�

� �²Ï�½fÐ�£cÌaÚ¦Sa½ÄÊ �²Ï)¡)¢T¤"Sa¡3� @�Á+&R��5��2���!
7#4�2&��256���+
"�|=��p���!��$>#o�!$'�*�+�|$'&�;����x¬����+
7��(�5]�+�-5�=���;���4u���>��=2���À�2&�;
��&��2
�&)�*���+
�&����+ªJª�56
!#<���!
!=�&D��KMj<`[Z�BDW*I�C (�A�`[Z � IogD\ � FsZ�W��aFDEGW*I4I�LqZ2i�W*\��
BDLqZ2i*W�E]j4i�W�C<Z�EGFai*(2Kf�ugDip��Z�E]I�C�K � @
Z�Fag � I�E]j*`aI�C�W�K)U-@���LGd � I�C ¿�j�Z2gDI�XYE]jpÆ:dDmDLGE]i*`aI�C*i�K[P������>@

Ü �fÏ)Ð���ÐTSD½ @Ty�5��2���!
7#�
��?«l�o�T�>=2,4=*��«�&)«�
q�o���!
!=�&[@R­z`a®oi*IegDIÒU�\'j�W*\2C<Z�W�K�¯cFDEGbJI�C*i�EGW*°eÆuE]I�C�C*IcI�W²��Z�C�E]I Å0dDC�E]I�K
Æ�Z�C�E]i�2 ��K 3DC<Z�FajoI�KTN�O���P>@

Ü �fÏ)Ð���ÐTSD½ @f��°oj�Z�FDE
	�daIÒgDIoiuXYEGLGE]I�d>Ó.jo\2F�W�EGF�dai�K>Z�F[Z�LGk>i*I�LGEGXYEGW*IeI�W0`a\2X4\2HJ°�Fa°�E]i�W�E]\2FM@Òrutav�t[�Ò#*�J;�t)3)#�

t
y��2��
q��K>W�@aP�O��zÔGN������8Ö�N������>K�N�O����>@

Ü ��Ï �VÏaÑ:£cQ�ÍT�T¼ @zA�`[Z � IogD\ � F�\�_Vjo\2F�W�EGF�da\2dai X4Iog>EqZ>@ �'tf��ªJª�5]tT~���#��Dt]KMN��zÔÕ���8Ö'��O>K�N�O��>N�@
� � �0 �Ë�¤�Sa·�¡)¤�Q @ ± \ � I�C²Z�FagxdDBDBRI�CVm)\2dDFagDi�W*\cW�`aI�X.Z2j�C*\�i*jo\2BDE]j�i�W�C*I�FDH�W�`YgD\2X.Z�EGFY\�_)Z)�amRI�C�C*I�EGF>_!\2C*joIog
jo\2XYB)\�i*EGW*I�X.Z�W*I�C�EqZ�L
@�Á+&[�?t �'tTy�5��2���!
7#�
��!��Ka�zÔ ×��aN+Ö>×2��P>K�N�O�O�P>@


���Î,�
�0 �·fÍu³V�,��
��M¹l�RQ�·)  ��³�Sa½µ´ ��Ï �M´ ���l fQ @uA�`[Z � IogD\ � FÀ\�_TdDFDE]g>EGC*Ioj�W�E]\2F[Z�LTjo\2XYBR\�i�EGW*Ioi�@uÁ+&[�?t
�'tT3)=�5©
7;���3��!��$>#8tqKfN�N:Ô ×2�>N+Ö>×2���aKTN�OJ×2�>@


��:Ê � �p·f¤q½f¼�¡)¢ @��c&���5©���o�-;�¨ �J;��+ª)�
���!
7=2& ;����p���!��$D#o�!$��*�+�.«�5G�����
=2Ã]ª�5G�����!
7��$a�+�Y��¬���#lª��+
"�o�.��&µ#*=2,cª)�?�.;��+�
� � �����Ò��«�=2,.«��!��
7��$D����@�­z`a®oi*IcgDI U�\�j�W*\2C<Z�W�K>¯cFDEGbJI�C*i�EGW*° gDIoi�A'j�E]I�FajoIoizI�Wz­TIoj<`DFa\2L]\2H�E]IoiÒgDI ± EGLGL]I�K)N�O�O��>@

Ï � �pÐM·[¶VS�£Ò �Í SD½ 
��:Ü� �¼�½fQ�· @pÅ�\2XYB[Z�C<Z�E]i*\2F%gDIoi j<`[Z�C�HJIoi�LGEGXYEGW*Ioilg�� dDFaI-i�W�C�daj�W�dDC*I|`a°�W*°�C*\2HJ®�FaI|I�W
`a\2X4\2HJ°�Fa°�E]i*°oI�@ �'=2$'�+&���5�;��l~�«�#*�2&[
!��$a�-���>«*=2�+
7��$a�4�����+ªJª�56
!�o$D«*�oK)�DÇ�N8È)ÔGN�P>N+Ö�N����>K�N�O��J×'@

¹4��
 �-Ð²³ � � �<´ ���Ò �Íu³[Sa½��4���x¶VÐ)Ñ�S[Í �<¹� �ÍM¶ @[¿�g>d[Z�L'_!\2C�X _7\2CVg>E]i<j�C*I�W�EG��Iog � EGFaI�X.Z�W�E]j�_7\2C�XpdDLqZ�W�E]\2F
EGF1i�`[Z � IogD\ � F�Z�F[Z�LGk'i*E]i�@²Á+&[�?t �'t�3R=25©
7;���3��!��$>#�t]K>�aN:ÔÕP��J×�Ö'PJ×�×'K��-B[Z�C<Z��]W�C*I�I�F�P������a@

¹4� - Sa¤�¡)¢TSa·J½ @MÛcFYW�`aI�EGF � daI�FajoIe\�_RHJIo\2X4I�W�C�E]j�Z�L[Fa\2FDLGEGFaI�Z�C�EGW�E]Ioi�\2F4W�`aI�i�`[Z � IogD\ � Fh\�_fI�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]j
i�W�C�daj�W�dDC*Ioi�@²Á+&[�?t �>tfy�5G�����?tqKaPzÔGN����8Ö�N����>KTN�O����>@

¹4� - Sa¤�¡R¢MSa·J½�SD½ 
��u�-·[Q�� � - SaS[¶�S @Ò­z`aI�F�dDX4I�C�E]j�Z�LVZ2i*i<Ioi*i�X4I�F�W \�_uI�LqZ2i�W�E]j��
BDLqZ2i�W�E]j|i�`aIoI�W*iedDFagDI�C
b2Z�C<Z�EGmDL]I|X4Ioj<`[Z�FDE]j�Z�L0Z�Fag�W�`aI�C�X.Z�L:L]\JZ2gDi�dai�EGFDH1Z.i�EGXYBDLGE��[Iog�W � \��?i�dDC�_
Z2joI-k'E]I�L]g�jo\2Fag>EGW�E]\2FM@-Á+&[�?t!�'t
~���#��Dt�3)#�

t]Ka���zÔ ×2�J×�Ö>×2�J×'K�N�O����>@

¹4� -¾S[¤"¡R¢MSa·�½ SD½ � ���p f¡)¢TS�£c¤ @��?F � daI�FajoIÉ\�_ÒHJIo\2X4I�W�C�E]j�Z�L�Fa\2FDLGEGFaI�Z�C�EGW�E]IoiY\2F�W�`aIhi*`[Z � IogD\ � F \�_
gaZ�X.Z�HJIog1i�W�C�daj�W�dDC*Ioi�@�Á+&[�?t �'tMy�5G�����?t]KfN��ÒÔÕ��O>N+Ö'O��J×'K�N�O�O��>@

¹4��- Sa¤"¡R¢MS[·J½:³ � ���� f¡R¢MS�£c¤�³�SD½ � �VÏ)¡R¢ �  �»)S @²A�`[Z � IogD\ � F�Z�F[Z�LGk>i�E]i�\�_�jo\2XYBR\�i�EGW*Ioi�@�~��*#��>tfvÒ�+��t
r:=2,-,.t]KDP��DÇ7�JÈ)ÔÕ����O8Ö'�>N��>KTN�O�O�O>@





� ���������	�

P��>N





� � � ��� � �

� � � ���
	���
�������� � � � ����������� � �������
� � ���

� � � � � �  !

N



P �������������
	��
������������������������� �"! �$#%���&�'�(�)�*�������+�����,��-'."/0�21 3
± IVL]\2H�E]j�E]I�L�g�� \2BDW�EGXYE]i+Z�W�E]\2FpdDW�EGLGE]i*°�K ± ¿cÞlÅ�� ± Û ­ Ç54²Z�C�HJI76.Fag98^\2FDLGEGFaI�Z�C7:p\2Fai�W�C<Z�EGFaIog94²Z�H�C<Z�FDH�EqZ�F

; BDW�EGXYEG�8Z�W�E]\2F'<7=?>A@"BDCFE,GD=IH�È�K�BRI�C�X4I�WTgDI:C*°oi<\2dag>C*IugDIoifBDC*\2mDL]®�X4IoiTg�� \2BDW�EGXYE]i+Z�W�E]\2FpL]\'j�Z�L]Iui*\2daiMjo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi�K
LGEGFa°�Z�EGC*Ioi:\2d-Fa\2FMK�BDC*°oi*I�F�W<Z�F�WuLqZeB[Z�C�W�E]j�dDLqZ�C�EGW*°�gDI0BR\�i*i*°ogDI�C�dDF|H�C<Z�FagxFa\2XxmDC*I�gDI²b�Z�C�EqZ�mDL]Ioi:g�� \2BDW�EGXYE]i<Z��
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LGEGH�FaIoicgDI�joIoiÒgDI�d>Ó1Z�LGHJ\2C�EGW�`DX4Ioi�@

WYX$Z []\_^a`)bdc'e
fhgji�kjlnm�oqpsrutwvyx�z�lj{9pso$two}|~g�p�o}ljf �D|~gjf
|��Dl�f�psm�gjo�f�p�v
|0�

Å�I�WTZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4IuBRI�C�X4I�WTgDI:C*°oi*\2dag>C*IuL]IoifBDC*\2mDL]®�X4IoiTg�� \2BDW�EGXYE]i<Z�W�E]\2FxFaI:BR\�i*i*°ogaZ�F�WTZ�daj�dDFaI0jo\2F�W�C<Z�EGF�W*I
Z�dDW�C*I 	�daI�gDIoiejo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi gDIlmR\2C�FaIoiÒi�dDC x @�ÛcF1°oj�C�EGWejoIoiÒBDC*\2mDL]®�X4IoicgDI�LqZ|_
ZP�o\2F1i�dDEGb�Z�F�W*I:Ô





min� ∈� n
f(x)

xr
min ≤ xr ≤ xr

max

Ç!¿x@GN8È

\P� f Ioi�Wei�dDBDBR\�i*°oI�gDIxj�LqZ2i*i*I C2 KaI�W \P� xr
min I�W xr

max BRI�dDbJI�F�W BDC*I�Fag>C*IxgDIoieb2Z�L]I�dDC*ieEGF �aFDE]Ioi�@[Æ�\2dDC
gD°oj�C�EGC*IeL �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DXYE
	�daIcgDIzLqZ X4°�W�`a\�gDI�K�\2F4i�dDBDB)\�i<I�jo\2FDF�daIÒLqZ b�Z�L]I�dDCugDI x(k) K�Ioi�W�EGX.Z�W�E]\2F.gDIzLqZli*\2LGd>�
W�E]\2F§g>d4BDC*\2mDL]®�X4I-Ç!¿x@GN8È �lL � EGW*°�C<Z�W�E]\2F k @ ± � EGW*°�C<Z�W�E]\2FÉi�dDEGb�Z�F�W*I Z�Z�L]\2C*iuBR\2dDC²\2m>n�Ioj�W�E�_fg��ÕZ�X4°�LGE]\2C*I�CzjoI�W�W*I
Ioi*W�EGX.Z�W�E]\2F§I�F4W�C*\2dDb�Z�F�W�L � EGW*°�C*° k+1 KJbJ°�C�E���Z�F�W0L]Ioi0jo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi�gDIÒmR\2C�FaIoi²I�W²g>EGXYEGF�d[Z�F�W�i*I�Fai�EGmDL]I�X4I�F�W
LqZYb2Z�L]I�dDCegDI f @D�:LGL]Ipi*IlgD°ojo\2XYB)\�i<I�Ioi*i*I�F�W�E]I�LGL]I�X4I�F�WcI�F�joIoi 	�daI�L
	�daIoiÒ°�W<Z�BRIoiMÔ
N�@Ò­TIoi*W1gDI�LqZ jo\2F�bJI�C�HJI�FajoI �µL � EGW*°�C<Z�W�E]\2F k @eÅ�I�W�W*I¦jo\2F�bJI�C�HJI�FajoI Ioi�W1°�b2Z�LGda°oI�B[Z�C^LqZ�b�Z�L]I�dDCÀg>d
H�C<Z2g>E]I�F�W�BDC*\�n�I�W*°lI�F x(k) @aA�ERL � EGFa°�H�Z�LGEGW*°4Ç!¿x@ÕPJÈ0Ioi�W�i<Z�W�E]i�_7Z�EGW*I�K>Z�L]\2C*izL �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4I�i �ÕZ�C�C J W*I�KDi�EGFa\2F
EGLfB[Z2i*i*I �|L � °�W<Z�BRI�i�dDEGb�Z�F�W*I�@

||x(k) − ∇p(x
(k) − ∇x(k),xmin,xmax)||2 ≤ η Ç!¿x@ÕPJÈ

\P� η Ioi�W�dDFaI-BDC*°oj�E]i�E]\2F �§gD°��aFDEGC�KfI�W�\P��LqZ i ���
� jo\2XYBR\�i<Z�F�W*IYgDI-LqZ4_7\2Faj�W�E]\2F%H�C<Z2g>E]I�F�WpBDC*\�n�I�W*°
∇p

Ioi*WÒgD°��aFDE]I�jo\2XYX4I�i�dDEGWMÔ

∇p(x,xmin,xmax)i =





xi
min i*E xi < xr

min

xi
max i*E xi > xr

max

xi
i�E xi

min ≤ xi ≤ xi
max

Ç!¿x@Õ�JÈ

P>@cÅ�\2Fai�W�C�daj�W�E]\2FÀg�� dDFaI�Z�BDBDC*\�Ó'EGX.Z�W�E]\2F 	�d[Z2g>C<Z�W�E
	�daI hk+1 gDI�LqZx_7\2Faj�W�E]\2F f i*I�L]\2F^L]I�BDC�EGFaj�EGBRIlgDIoi
X4°�W�`a\'gDIoi��lC*°�H�E]\2F§gDIejo\2F ��Z�FajoI�K'Z�BDBDC*\oÓ>EGX.Z�W�E]\2FÉjoI�Fai<°oIÒC*I�BDC*°oi*I�F�W*I�C�jo\2C�C*Ioj�W*I�X4I�F�W�L]Iejo\2XYB)\2C��
W*I�X4I�F�W�gDI f gaZ�Fai�dDF%bJ\2E]i�EGF[Z�HJIYgDI xk gD°��aFDE:B[Z�ClL]I|C<Z�kJ\2F¦gDIYjo\2F ��Z�FajoI r(k) Ç��!;��$�)�cW*I�L 	�daI
||x − x(k)||2 ≤ r(k) È)Ô

hk(x) = f(xk) + ∇
T f(xk)(x − xk) +

1

2
(xk − xk)T ∇

2f(xk)(x − xk) Ç!¿x@ ��È
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\P�
∇

2f(xk) Ioi�WVdDF.Z�mDdai:gDIzFa\2W<Z�W�E]\2FMKJj � Ioi�W:I�F-_7Z�EGWVdDFaIÒZ�BDBDC*\�Ó'EGX.Z�W�E]\2F§i�k�X4°�W�C�E
	�daI�g>d-`aIoi*i�E]I�F
gDI f I�F xk @

�>@)�e°oi<\2LGdDW�E]\2F§g>d§i*\2dai��
BDC*\2mDL]®�X4I-Ç!�+@GN��JÈugDIÒXYEGFDEGXYE]i<Z�W�E]\2F^i<Z�Fai0jo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi�gDI h(k) @�Æ�\2dDC�joIÒ_7Z�EGC*I�K
\2F^°�b2Z�LGdaI�g��ÕZ�mR\2C*g§L]IcBR\2EGF�W�gDI �c fÐM¡R¢)Ñ HJ°�Fa°�C<Z�LGE]i<°4Ç�X4°�W�`a\�gDI�g�� °�b�Z�LGd[Z�W�E]\2F^Fa\2FÉgD°�W<Z�EGLGL]°oI�E]j�E"È�@
± � EGXYBR\2C�W<Z�FajoIhgDI.joIYB)\2EGF�W�W�E]I�F�W-Z�d%_
Z�EGW 	�d�� dDFaI.jo\2Fag>EGW�E]\2FµFa°ojoIoi*i<Z�EGC*I4B)\2dDC 	�daIYL �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4I
jo\2F�bJI�C�HJIxbJI�C*i�dDF1BR\2EGF�W \P�1L]I�H�C<Z2g>E]I�F�W BDC*\�n�I�W*°�Ioi�W�F�dDL
K�Ioi�W 	�daIlLqZ-b�Z�L]I�dDCeg>d1X4\'gD®�L]I 	�d[Z2g>C<Z��
W�E
	�daI�I�F1joIlBR\2EGF�WÒFaI�gD°�B[Z2i<i*I�B[Z2iÒi<Z|b�Z�L]I�dDCcZ�d^BR\2EGF�WegDI �  RÐM¡R¢)Ñ @

�a@ ± Z�jo\2F�bJI�C�HJI�FajoI0gDIVL �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4I�°�W<Z�F�W�Z2i*i�dDC*°oIVB[Z�CML � °�W<Z�BRI:BDC*°ojo°ogDI�F�W*I�K8L � °�W<Z�B)I²i�dDEGb2Z�F�W*Iujo\2Fai�E]i�W*I
� C*°og>dDEGC*I�L]IzX4\'gD®�L]I 	�d[Z2g>C<Z�W�E
	�daI�KJZ �aF.g��ÕZ�X4°�LGE]\2C*I�CuLqZ b'EGW*Ioi*i*IzgDI�jo\2F�bJI�C�HJI�FajoI�@�¿ LqZ �aF4gDI�joI�W�W*I
°�W<Z�BRI�Ka\2FÀg>E]i�BR\�i*Ilg�� dDF^BR\2EGF�W z(k) Zok�Z�F�W i*d �.i<Z�XYX4I�F�WÒC*°og>dDEGWcL]I�X4\�gD®�L]I�@

�>@eÅ�\2XYB[Z�C<Z�E]i*\2F^I�F�W�C*I LqZxgD°oj�C*\2E]i*i<Z�FajoI g>dhX4\'gD®�L]I I�W0LqZxgD°oj�C*\2E]i*i<Z�FajoIcC*°oI�LGL]I�gDI f I�F�W�C*IcL]Ioi0BR\2EGF�W*i
x(k) I�W z(k) @aÆ�\2dDCejoI�_
Z�EGC*I�KD\2F1EGF�W�C*\'g>dDEGWeL]I�C<Z�BDBR\2C�W ρ(k) KDgD°��aFDETjo\2XYX4Ipi�dDEGWMÔ

ρ(k) =
f(x(k)) − f(z(k))

h(k)(x(k)) − h(k)(z(k))
Ç!¿x@Õ�JÈ

¿cEGFai�E
K�i�E)joIejo\'I��.j�E]I�F�WzIoi�W²H�C<Z�FagfK'j � Ioi�W 	�daI�L]IeX4\�gD®�L]I�Z�dDC<ZlC*I � °�W*°cdDFaIÒmR\2FDFaIegD°oj�C*\2E]i<i<Z�FajoIcgDI
f @ ± IeX4\2W (�H�C<Z�Fag�( Ioi�W�C*I�LqZ�W�E�_�K>I�FÉI��RI�W�K'i�E)LqZ�b�Z�L]I�dDC�gDI ρ(k) Ioi�W�i�EGH�FDE��[j�Z�W�EGbJI�X4I�F�WÒBDLGdai�H�C<Z�FagDI
	�daI 1 KaZ�L]\2C*iÒLqZ|BDC*°og>E]j�W�E]\2F�i<I�C<Z-X.Z�dDb2Z�E]i<I�@

�>@���E]i*I �ln�\2dDC�gDIxL � EGW*°�C*° k + 1 @RA'\2EGW 0 < µ < 1 K)\2F%Z2j�W�d[Z�LGE]i*IYZ�L]\2C*ieL � EGW*°�C*°-i�dDEGb�Z�F�W LqZ4b�Z�L]I�dDC�g>d
jo\'I��.j�E]I�F�W ρ(k) Ô

x(k + 1) =

{
z(k) i*E ρ(k) > µ

x(k) i�EGFa\2F Ç!¿x@Õ�JÈ

Æ�\2dDClC*°oi�dDX4I�C�K)L]IxX4\'gD®�L]IxC*I � ®�W*I-X.Z�L�LqZ§gD°oj�C*\2E]i*i<Z�FajoI-gDI f i�E ρ(k) ≤ µ \2d�i*E ρ(k) � 1 KRZ�L]\2C*i
	�d�� EGLMLqZ|C*I � ®�W*Ipjo\2C�C*Ioj�W*I�X4I�F�Wci�E ρ(k) Ioi�WÒgDI�L � \2C*g>C*I�gDI 1 @

W X�� �����������_c
e f gji}kjljm�oqp�r
twv x�z�ln{ pso�two}|sg�pso}l�fhg �jv
�y�"ljf p~m�g�o}f psv
|

± �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4I L2M
N7OPL
N BRI�C�X4I�W�K 	�d[Z�F�W������
LGdDE
KugDI§C*°oi*\2dag>C*I^gDIoi|BDC*\2mDL]®�X4Ioi4g�� \2BDW�EGXYE]i<Z�W�E]\2FÄi*\2dai
jo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi8K�gDI�LqZ|_7\2C�X4I:Ô





min� ∈� n
f(x)

xr
min ≤ xr ≤ xr

max

ci(x) = 0 1 ≤ i ≤ p

Ç!¿x@ ×�È

\P�YL]IoiV_!\2Faj�W�E]\2Fai f I�W ci
i*\2F�W²i�dDBDBR\�i*°oIoi C2 I�W:BRI�dDbJI�F�W J W�C*IzFa\2F4LGEGFa°�Z�EGC*Ioi�@�Å�IzBDC*\2mDL]®�X4IÒFaIz_7Z�EGW²Z�BDB[Z��

C<Z��]W�C*IeZ�daj�dDFaIÒjo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ieg�� EGFa°�H�Z�LGEGW*°oi�K�j�Z�C ± ¿ Þ�Å�� ± Û ­ L]Ioi:W�C<Z�EGW*I�jo\2XYX4IÒgDIoi²jo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi�g�� °�H�Z�LGEGW*°oi
I�F�L]I�dDC�Z�n�\2dDW<Z�F�WlgDIoi�b�Z�C�EqZ�mDL]Ioi g�� °oj�Z�C�WlmR\2C�Fa°oIoi4Ç!j�_²B[Z�C<Z�H�C<Z�BD`aIY��@ÕP>@ÕP>@ m�È�@MÅ�IxC*Iojo\2dDC*i�Z�d>Ó�b2Z�C�EqZ�mDL]Ioi
g�� °oj�Z�C�WeIoi�WzEGFai�BDEGC*°lgDIoizW*Ioj*`DFDE
	�daIoiegDI�W�C<Z�EGW*I�X4I�F�WegDIoiÒjo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioieg�� EGFa°�H�Z�LGEGW*°oicgaZ�Fai�L]IoiÒZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4Ioi
g>d1W?k'B)I'�$�"!eª$#&� �?��@ ± I�BDC�EGFaj�EGB)I�gDI�m[Z2i*I�gDI L2M
N7OPL
N Ioi*Weg�� dDW�EGLGE]i*I�CeLqZYX4°�W�`a\�gDI�g>d ± Z�H�C<Z�FDH�E]I�F�Z�dDH2�
X4I�F�W*°�KVZ �aF�gDIhi*IYC<Z�X4I�FaI�C �^dDFaI§i�dDEGW*I.gDI.BDC*\2mDL]®�X4Ioi|g�� \2BDW�EGXYE]i+Z�W�E]\2F�i<Z�Fai|jo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi1Ç!\2dDW�C*I.L]Ioi
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jo\2F�W�C<Z�EGF�W*IoicgDIcmR\2C�FaIoizi�dDC x È�K'Z�L]\2C*izC*°oi*\2LGdaizB[Z�CzL �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4I Q�R0SUT&V�@ ± Zp_7\2Faj�W�E]\2F ± Z�H�C<Z�FDH�E]I�FÀZ�dDH2�
X4I�F�W*°oIpj<`a\2E]i�E]I�E]j�EMIoi�W�LqZ4i�dDEGb2Z�F�W*I:Ô

La(x,λ,S,µ) = f(x) +

p∑

i1

λici(x) +
1

2µ

p∑

i=1

sii[ci(x)]2 Ç!¿x@Õ�JÈ

\P��L]Ioi λi
i*\2F�W L]Ioi XpdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i�gDI ± Z�H�C<Z�FDHJI�K µ dDF�jo\'I��.j�E]I�F�W�gDIxB)°�F[Z�LGEGW*°�KRI�W L]Ioi sii

L]IoicW*I�C�X4Ioi
g>EqZ�HJ\2F[Z�d>Ó�g�� dDFaI�X.Z�W�C�E]joI|gDI�jo\�I��.j�E]I�F�W*i�g�� °oj*`aI�LGL]IxB)\�i�EGW�E�_7i�@a�uFÀi�dDBDBR\�i<Z�F�W jo\2FDF�daIoi L]IoieI�Ó>BDC*Ioi*i�E]\2Fai
gDI x(k) K λ(k) K µ I�W S(k) �-L � EGW*°�C<Z�W�E]\2F k K>L � EGW*°�C<Z�W�E]\2F k + 1 i*IlgD°�C*\2dDL]I�gDI�LqZx_7ZP�o\2FÀi*dDEGb2Z�F�W*I:Ô
N�@Ò­TIoi*WTgDI:LqZ�jo\2F�bJI�C�HJI�FajoI���L � EGW*°�C<Z�W�E]\2F k @�Æ�\2dDC�joIV_
Z�EGC*I�K�L]IoiMjo\2Fag>EGW�E]\2Fai�g>d�BDC*I�XYE]I�C�\2C*g>C*I²gDI 
4ÐT¢MÍ
I�W �xÐM¡���Sa· i*\2F�W²dDW�EGLGE]i*°oIoi�@��:FhI��fI�W�KJBR\2dDC�	�d�� dDF.BR\2EGF�W�bJ°�C�E���Z�F�W�L]Ioi�jo\2F�W�C<Z�EGF�W*Ioi�g�� °�H�Z�LGEGW*°oizi*\2EGW
I��fIoj�W�EGbJI�X4I�F�W^dDF \2BDW�EGXpdDX1KzEGL _7Z�dDW�	�d�� EGL I�Ó>E]i�W*I�gDIoihXxdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i1gDI ± Z�H�C<Z�FDHJI λi

B)\2dDC
L]Ioi 	�daI�L]ilL]I-H�C<Z2g>E]I�F�WxBDC*\�n�I�W*°YI�F x∗ gDI4LqZh_!\2Faj�W�E]\2FµgDI ± Z�H�C<Z�FDHJI.Ioi�WlF�dDL
@�ÛcF¦C<Z�BDBRI�LGL]I 	�daI-LqZ
_7\2Faj�W�E]\2FÀgDI ± Z�H�C<Z�FDHJIpIoi*WÒgD°��aFDE]Ipjo\2XYX4I�i�dDEGWMÔ

L(x,λ) = f(x) +

p∑

i

λici(x) Ç!¿|@ÕOJÈ

Å�\2XYX4IxB)\2dDCÒLqZ4BDC*I�XYE]®�C*Ix°�W<Z�BRIpgDI
Q�R0SUT&V0K[L �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4Ixi �ÕZ�C�C J W*I�C<Z.E]j�E�i*EML]Ioicjo\2Fag>EGW�E]\2Fai�i�dDE��
b�Z�F�W*IoiÒi*\2F�Wei<Z�W�E]i�_
Z�EGW*IoiMÔ

||x(k) − P (x(k) − ∇ � L(x(k),λ(k)),xmin,xmax)||2 ≤ η1

||c(x(k))||2 ≤ η2

Ç!¿x@GN��JÈ

\P� η1
I�W η2

i*\2F�WegDI�d>Ó^B)I�W�EGW*i�B[Z�C<Z�X4®�W�C*IoicgDIlW*\2L]°�C<Z�FajoI�@
P>@Ò��EGFDEGXYE]i<Z�W�E]\2FpgDI:LqZ0_7\2Faj�W�E]\2F ± Z�H�C<Z�FDH�E]I�F-Z�dDH�X4I�F�W*°�@�Å�\2XYX4Iu°�bJ\ 	�da°:gaZ�FaiML]IVB[Z�C<Z�H�C<Z�BD`aI0�+@ÕP>@ÕP>@ mMK
gDIoiÒb�Z�L]I�dDC*iegDI 1

2µ
W�C*\2B�H�C<Z�FagDIoiÒC*I�FagDI�F�WcLqZ-XYEGFDEGXYE]i+Z�W�E]\2F�gDI La

g>E �.j�EGL]I�@�Æ�Z�C jo\2F�W�C*I�K�EGL�ZY°�W*°
X4\2F�W�C*° 	�daI�K[BR\2dDC�gDIoi j<`a\2E�Ó�gDIxXpdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i�gDI ± Z�H�C<Z�FDHJI4Z�BDBDC*\2BDC�E]°oi�K)LqZhjo\2F�bJI�C�HJI�FajoI4gDI
L �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4I|Ioi�WcZ2i*i�dDC*°oI � µ �DÓ>°�K[i�EfW<Z�F�W�Ioi�W 	�daI x i*\2EGWÒBDC*\'j*`aIxgDI x∗ @ ± ZYX4°�W�`a\'gDIpjo\2Fai�E]i�W*I
gD\2Faj �.Z�dDH�X4I�F�W*I�C�BDC*\2H�C*Ioi*i�EGbJI�X4I�F�W 1

2µ
n�dai 	�d�� �-dDFaI�b�Z�L]I�dDCeW*I�LGL]I 	�daI x(k) i*\2EGWeBDC*\�j<`aIxgDI x∗ K

BDdDE]i � �DÓ>I�C joI�W�W*I�b�Z�L]I�dDCcgDI 1
2µ
I�W �hZ�n�dai�W*I�CeL]IoiÒXpdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*ilgDI ± Z�H�C<Z�FDHJIpBR\2dDC Z�mR\2dDW�EGC �

LqZ-jo\2F�bJI�C�HJI�FajoI�@)¿ j<`[Z 	�daIpEGW*°�C<Z�W�E]\2FMKDL �ÕZ�LGHJ\2C�EGW�`DX4Ipi<\2C�WegDI Q�R0SUT&V i�E²Ç!¿|@GN�N8È�Ioi�WÒi<Z�W�E]i�_7Z�EGW*I4Ç!\P�
ζ(k) Ioi�W�dDF�Z�dDW�C*IlBRI�W�EGW�B[Z�C<Z�X4®�W�C*I8È)Ô

||x(k+1) − P (x(k+1) − ∇ � La(x
(k+1),λ(k),S( � ),µ( � )),x

�����
,x
�	� �

)||2 ≤ ζ(k) Ç!¿x@GN�N8È
3�EGF[Z�L]I�X4I�F�W�K�i�EfL � \2F�ZzÔ

||c(x(k+1))||2 ≤ ξ(k) Ç!¿x@GN�PJÈ
\P� ξ(k) Ioi�W�I�Fajo\2C*I�dDF^B)I�W�EGWzB[Z�C<Z�X4®�W�C*I�K[Z�L]\2C*izL]I B[Z�C<Z�X4®�W�C*I�gDI BR°�F[Z�LGE]i<Z�W�E]\2F µ Ioi�WzEGFaj*`[Z�FDHJ°�I�W
L]Ioi0XpdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i�gDI ± Z�H�C<Z�FDHJIci<\2F�W�XYE]i ��n�\2dDC�
�gaZ�Fai0L]Icj�Z2i0jo\2F�W�C<Z�EGC*I�K>\2F§Z�dDH�X4I�F�W*I dDF§B)I�d
1
2µ
i<Z�FaiÒZ�H�EGCei�dDC�L]Ioi�XxdDW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i�gDI ± Z�H�C<Z�FDHJI�@

�>@ Ç7ZJÈÉ��E]i*I �1n�\2dDC�K�i�E�Fa°ojoIoi*i<Z�EGC*I%gDIoi1XpdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i�gDI ± Z�H�C<Z�FDHJI�@ Å�I�W�W*I%°�W<Z�BRI�K�gDI�bJI�F[Z�F�W
W�C*\2BµW*Ioj<`DFDE
	�daI�KVjo\2XYBDLGE
	�daI�C<Z�EGW-L � I�Ó'BR\�i*°.I�WxFaI.i*I�C<ZÀgD\2Faj.B[Z2i|gD°�W<Z�EGLGL]°oIhE]j�E
@VÛcF EGFag>E
	�daI
i�EGXYBDL]I�X4I�F�W 	�daI-L]IoilXpdDLGW�EGBDLGE]j�Z�W*I�dDC*i|i*\2F�WpXYE]i �|n�\2dDC�I�F�_!\2Faj�W�E]\2FµgDIoi�b2Z�L]I�dDC*i�gDI λ K S K
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ÛcF§jo\2Fai*E]gD®�C*IeE]j�ERLqZlBR\2dDW�C*I�g>dhB[Z�C<Z�H�C<Z�BD`aI��*��@Õ�>@ÕP�gDI i*Ioj�W�E]\2F B ∗ 2H I�W�gDIcL]\2FDH�daI�dDC L K�i<\2LGLGE]j�EGW*°oI
I�F � I�Ó'E]\2F BDdDC*I�KMI�WpL � \2F j*`aI�C*j*`aI �^gD°�X4\2F�W�C*I�CxL]IoipC*I�LqZ�W�E]\2Fai§Ç!�<�+@ÕP��JÈ�@�ÛcF i�dDBDB)\�i<I�KfB)\2dDC|°�W<Z�mDLGEGCxjoIoi
C*I�LqZ�W�E]\2Fai8K 	�daI�LqZ|B)\2dDW�C*I�Ioi*WÒi*\2dDXYE]i*I �-i*\2F1I�Ó>W�C*°�XYEGW*°lLGEGmDC*I �YdDF1I��R\2C�W F = Fy3

ZobJIoj F < 0 I�WÒFaI
i*dDmDEGWpZ�daj�dDF�I��f\2C�WlbJ\2LGdDXYE
	�daI�KfjoI 	�dDEVF����2W*I|C�E]I�F �.LqZhHJ°�Fa°�C<Z�LGEGW*°YgDIoilgD°�X4\2Fai�W�C<Z�W�E]\2Fai8@�ÛcF�C<Z�BDB)I�LGL]I
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u(y1,y3) = −y3 w
′
(y1)y1 + w(y1)y3
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ε(y3) = ������� su(y1,y3)
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Å�I 	�dDEMgD\2FDFaI:Ô

ε(y3) =




−y3w
′′

0 0

0 0 0

0 0 0


 Ç /�@Õ�JÈ

ÛcFÀC*I�W�C*\2dDbJI�gD\2FajlmDE]I�F1L]I _
Z�EGW 	�daI�L]IoiÒI��R\2C�W*iei*\2F�WÒBR\2C�W*°oi�B[Z�C�L �ÕZ�ÓDI�gDI�LqZ|BR\2dDW�C*I�KDBDdDE]i 	�daI�i*I�dDL ε11
K

	�daIlL � \2F^Fa\2W*I ε KaIoi�W�Fa\2F1F�dDL
@�ÛcF1BR\�i*I�Z�L]\2C*iMÔ

ε(y3) = y3k
ZobJIoj k = w

′′ Ç /�@ ��È
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τint(δu) + τext(δu) = 0 ∀ δu Å�¿ � 0 Ç /�@Õ�JÈ
A'\2EGW-gD\2Faj δu dDF gD°�BDLqZ2joI�X4I�F�WYb'EGC�W�daI�L�j�EGFaI�X.Z�W�E
	�daI�X4I�F�W.Z2g>XYE]i<i�EGmDL]I�� 0 @ ± IoipW�C<Z�b2Z�d>Ó gDIoi-I��f\2C�W*i
I�Ó>W*°�C�E]I�dDC*iei � I�Ó'BDC�EGX4I�F�WeB[Z�CMÔ

τext(δu) = F (l) δu(l) Ç /�@Õ�JÈ
�uWÒL]Ioi�W�C<Zob�Z�d>Ó^EGF�W*°�C�E]I�dDC*icB[Z�CMÔ

τint(δu) = −
∫
Ω σ : ε(δ(u)) dΩ = −

∫
Ω σ δε dΩ

= −
∫

S

∫ L

0
σ δε dy1 dS

=

∫

S

∫ L

0
y3 σ δk dy1 dS

=

∫ L

0

[∫

S
y3 σ dS

]

︸ ︷︷ ︸
M

δk dy1
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M = −
∫

S
y3 σ dS Ç /�@Õ�JÈ
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σ = EY ε Ç /�@ÕOJÈ

\P� EY Ioi�WuL]IeX4\�g>dDL]I gDI�� Q�ÐMÍM¶ gDIeLqZ��R\2dDW����	����
hW���
[Z

�W�jo\2X��DW��eg��|Ç!�*���ÕPJ×�È���j��oj����GX������
	�d��-Ç /������JÈfÔ

M = −
∫

S
y3 EY ε dS = −

∫

S
y3 EY y3 k dS

= EY k

∫

S
y2
3 dS

Ç /������JÈ
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I =

∫

S
y2
3 dS Ç /"���	�8È
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M = EY I k ⇒ M(y1) = EY I k(y1)
Ç /"����PJÈ
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3
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PARTIE

ELASTIQUE

PARTIE PLASTIQUE

PARTIE PLASTIQUE

y3

σ(y∗1 ,y3)

M e ≤ M ≤ M0

2H

B

Sy∗
1

2η

σ0σ0

yp
3

−yp
3

; v���<�= ��>�<�= �1?�@-ª�A �CB~��# �"!u�F���0?I��ª #�DA�)��� EF<�D ���GA�B

± \��*i 	�d����qZ-jo\�
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��
JH��|Z
H�H�����
JHci<Z|b�Z
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��� � °�	�d[Z
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σ(y3) = −EY y3 k Ç /"�����JÈ
_!\2d���
���HcZ
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��H���H�dag��pg>d:�R\���
IH�����K���H��.��
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��p°��qZ2i�H��
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yp
3 = − σ0

EY k
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Û�
#�oi�H4gD\�
aj5K.Z
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IH���
[Z

JH'��
 K��oi*d����1g��^j*`����*j<`����)�qZ �]\��eg�� °oj��*\2d��]i<i<Z
4$�	���������qZ

IH M ��H k �R\2d��4g��oi
b�Z
����d��*ieg�� M i�d��R°�������d����oieZ�d:K4\�K���
JHc°��qZ2i�H��
	�d�� M e = 2

3σ0 B H2 �[Û�
:�[Z
��HÒg���� � °�	�d[Z
H��]\�
 Ç /"������ÈRÔ

M = −
∫

S
y3 σ dS

= −
∫ B

0

∫ H

−H
y3 σ dy3 dy2

= −B

∫ H

−H
y3 σ dy3

= −B

∫ −yp
3

−H
y3 σ0 dy3 + B

∫ yp
3

−yp
3

y3 (y3 EY k) dy3 + B

∫ H

yp
3

y3 σ0 dy3

= 2B

[∫ yp
3

0
y2
3 EY k dy3 +

∫ H

yp
3

y3 σ0 dy3

]
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Û������qZYjo\2d���mDd�����°�H<Z

IH jo\�
ai�H<Z

IH��xgaZ

ai3� � °��[Z
�]i*i���d����[\�
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M = 2B

[
EY k

∫ yp
3

0
y2
3 dy3 + σ0

∫ H

yp
3

y3 dy3

]
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�]j�d��]i����qZ2�]\���g�� °oj��*\2d��]i*i<Z
4$��i�d��Gb�Z

IH��:Ô

M = σ0 B H2

[
1 − σ2

0

3(E k H)2

]
i�� M >

2

3
σ0 B H2 Ç /"���8×�È
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ag k 7→ ∞ ������K���K���
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�����2���2d�H����:Ô

M0 = σ0 B H2 = 2B

∫ H

0
y3 σ0 dy3
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IH���i�d��3���"��4�d����#/����	���oi�HÒg���
aj���
IH��]®������
K���
JHcgD°�H�����K���
a°.���
�����oiÒg���d>Ó �����]ipÇ /"������È6��HxÇ /"���8×�È��

� X�� � � {
m�v
|s|~o}ljf x v
| x ��� lnm twg�pso�ljf | {ui}gj| pso�� e
v
|

Å ��
�
��
�]i*i��
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���
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ai
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ε = y3 k = y3 k = εe + εp Ç /"����#JÈ
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M

2
3σ0 B H2

σ0 B H2

k

EY I

�z¤"¶VÐM·�� /"��� Ö�r�A
!cª�A�> ��� ! ��B~� # A <�D
#7?I��#�D�ª�A�@ �G>��

Û��������oi�����
��oi3�����2i�H��
	�d��oiei���
IHegD°���
����oi ���
�MÔ




εe =
σ0

EY
��H k =

σ0

EY yp
3

���2d�� − H ≤ y3 ≤ −η H

εe = − σ0

EY
��H k = − σ0

EY yp
3

���2d�� η H ≤ y3 ≤ H

Ç /������JÈ

�P� η =
yp
3

H
� ± �oiÒgD°�������K!�
H�����
ai������2i�H��
	�d��oiÒi �+��Ó�������K���
IH g���
aj�g��"���-K!�

��]®�����i�d��Gb �

IH��:ÔoÔ

εp =





−σ0

E

(
y3

η H
− 1

)
���2d�� − H ≤ y3 ≤ −η H

0 ���2d�� − η H ≤ y3 ≤ η H
σ0

E

(
y3

η H
− 1

)
���2d�� η H ≤ y3 ≤ H

Ç /������8È
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�
a°���g��oi �*°oi�d���H��
H*i�g>d)�����2m��]®�K��lg�������H���K��]i �
H�����
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g>d1�����2m��]®�K��Òg�� �2g"�
��H��
H�����
�Ç!�*�<�&���8È/��Û�
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4i���g���
�
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��4$��K���
IH

P(t) ��
aj��Gdai�g"�

aizd�
Ég���K!�
��
���m�����
a° D
�,��H � ����
^j<`����*j*`��"����j��J���.j�����
JH3K!��Ó,��K!�
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 �*��d�H��
�������
	�d���� ��j��Éj*`��
��4$��K���
JH1��
���H����
� � H���� 	�d��)���^j<`��
��4$��K���
IH ��
��
� αAD P(t) j���
ag>d��]i�� �
� � �2g"�
��H��
H�����
�g��)����j������Gd����^g��hm��2i���� ��¯ 
�� � ���]i-j��hj��,���.j�����
IH αAD H����2dDbJ°	�	� ��
 g��§i/�1�����2j����4g"�

ai
���§j��2g����Ég>d H�`a°����*®�K��^g>d j��,���.j�����
IHYg��hi<°oj�d�����H*°§�<�&����� ��
 K���
JH�����	�d��)���oi|j<`��
��4$��K���
IH*i���
ag>d��]i �

IH
��� �oj�H��Gb$��K���
IH�� � �2g"�
��H��
H�����
�g����Gb$��
JH J H�����g��"��� ������K��:Ô

µP(t) �ob$�oj µ < αAD Ç
Å����8È

; v�� !�D�>���@��Òª >*« # � !u� B DP� >��
Û�
�i�d�������i/� 	�d�� ���Mk ���2g"�
��H��
H�����
 � ��d1i/��
aiÒg>d:H�`a°����*®�K��hÇ!�<�*�&���8È/�����2d������lj*`��
��4$��K���
JH αAD

P(t) �� ����H ε > 0 Ô
F
(
αADσ(e) + ρ̄

)
≤ 0 ⇒ F

(
αAD

(
σ(e) +

ρ̄

αAD

))
≤ 0 Ç
Å����JÈ

���cg��"���
�����oi3�����������]°�H*°oi g�� F �"��
 �zÔ

F
((

αAD − ε
)
(σ(e) +

ρ̄

αAD

)
≤ F

(
αAD

(
σ(e) +

ρ̄

αAD

))
Ç
Å��Õ�JÈ

g���
aj:Ô
F
((

αAD − ε
)(

σ(e) +
ρ̄

αAD

))
≤ 0 Ç
Å�� ��È

� �fk �Yg���
aj ��dai*i�� �2g"�
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