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Chapitre 0Introdu
tionLes objets prin
ipaux 
onsidérés dans 
ette thèse sont d'une part les poly-n�mes irrédu
tibles sur un 
orps �ni - et plus pré
isément l'existen
e de penta-n�miaux irrédu
tibles sur F2 - et d'autre part, les modules de Drinfeld, où nousnous intéressons à l'étude de la torsion.Les polyn�mes irrédu
tibles jouent un r�le tout à fait 
ru
ial en mathéma-tiques. D'un point de vue théorique, ils 
orrespondent aux pla
es �nies de Fq(T ),déterminent l'arithmétique des 
orps de fon
tions (tout 
omme les nombres pre-miers déterminent l'arithmétique des 
orps de nombres) et sont les objets de basede la géométrie algébrique. D'un point de vue pratique, ils permettent de dé-�nir de manière 
on
rète les 
orps �nis, 
e qui est parti
ulièrement intéressanten 
ryptographie. Dans le premier 
hapitre, nous traitons l'aspe
t théorique despolyn�mes irrédu
tibles. Plus pré
isément, nous rappelons les di�érents testsd'irrédu
tibilité ainsi que des méthodes pour 
onstruire de tels polyn�mes, soitpar 
omposition, soit ré
ursivement.D'un 
�té pratique maintenant, 
e sont les appli
ations à la 
ryptologie quisont intéressantes. Pour des raisons pratiques, on est amené à travailler surles 
orps �nis de 
ara
téristique 2. Dans 
e 
adre, on est don
 intéressé par la
onstru
tion de polyn�mes irrédu
tibles sur F2 les plus simples possibles, 
'est-à-dire 
reux (ayant le moins de 
oe�
ients non nuls). Mais travaillant en 
ara
-téristique 2, les meilleurs 
andidats sont don
 les trin�miaux (ayant uniquementtrois 
oe�
ients non nuls) puis les pentan�miaux (ayant 
inq 
oe�
ients nonnuls). Dans le se
ond 
hapitre, nous rappelons les résultats de Swan [40℄ (quimontrent en parti
ulier que lorsque n est divisible par huit, il n'existe pas detrin�mial irrédu
tible sur F2 de degré n), puis nous étudions le 
as des penta-n�miaux et obtenons quelques résultats nouveaux. Pour être plus pré
is, lespropositions 2.3.1 et 2.3.2 donnent des exemples de familles de pentan�miauxirrédu
tibles, la proposition 2.3.3 et son 
orollaire 2.3.4 montrent qu'il existetoujours un pentan�mial de degré n donné ayant un nombre impair de fa
teursirrédu
tibles sur F2 et en�n, nous présentons une liste de pentan�miaux irrédu
-tibles de degré 
ompris entre 4 et 18000, 
e qui 
onstitue le re
ord a
tuel. Pour5



terminer ave
 
et aspe
t pratique, on peut remarquer que les polyn�mes bije
-tifs et irrédu
tibles jouent un r�le 
entral dans les appli
ations algorithmiquesde l'arithmétique des 
orps de fon
tions, et que 
eux qui sont intéressants pro-viennent de la théorie des modules de Drinfeld.Pour leur part, les modules de Drinfeld jouent pour les 
orps globaux de
ara
téristique positive un r�le analogue à 
elui des 
ourbes elliptiques pourla théorie des nombres algébriques. Etudiés pour la première fois par Carlitz,
'est dans les années 1970 que Drinfeld [5℄ a véritablement dé�ni 
e que sontles modules de Drinfeld et qu'il appelait à l'époque, modules elliptiques. C'estgrâ
e à 
ette nouvelle théorie que Drinfeld a réussi à démontrer un analogue duthéorème de Krone
ker-Weber pour les 
orps de fon
tions, ainsi qu'une partiedes 
onje
tures de Langlands pour GL(2). Bien que des dé�nitions plus généralesexistent, nous nous intéressons dans 
ette thèse aux modules de Drinfeld sur
A = Fq[T ], 
'est-à-dire aux morphismes d'anneaux ϕ : A 7→ L{τ} (où L{τ}désigne l'anneau non 
ommutatif des polyn�mes en τ : x 7→ xq) véri�ant deplus que le terme 
onstant de ϕ(a) est a, pour tout a dans A. De plus, onappelle rang du module de Drinfeld l'entier r = degτ (ϕ(T )). Nous présentons,dans le troisième 
hapitre, les résultats généraux sur 
eux-
i, notamment lesanalogies ave
 les 
ourbes elliptiques.Etant donné les fortes similitudes entre 
es deux objets, il est naturel de sedemander si 
ertains résultats 
onnus pour les 
ourbes elliptiques se transposentaux modules de Drinfeld, en parti
ulier le théorème de Mazur [24℄, qui donneles stru
tures possibles pour les points de torsion rationnels, ainsi que l'an
ienne
onje
ture de la borne uniforme, démontrée par Merel [26℄. De façon plus pré
ise,si ϕ est un module de Drinfeld à 
oe�
ients dans un 
orps L, on peut munir Ld'une stru
ture de A-module en posant a.x = ϕ(a)(x), si on identi�e un élémentde L{τ} ave
 la fon
tion polyn�miale. Pour 
ette nouvelle stru
ture, on désignepar Lϕtor le sous-module des points de torsion dans L. Dans 
ertains 
as, onpeut donner une des
ription expli
ite de la torsion des modules de Drinfeld :dans le quatrième 
hapitre, nous déterminons, par des méthodes élémentaires -à savoir en 
al
ulant les valuations possibles pour les points de torsion - toutesles stru
tures possibles pour les points de torsion dans A :Théorème 4.2.1 : Théorème de la borne uniforme dans le 
as rationnel.Pour tout module de Drinfeld A-rationnel de rang r, on a :� (1) Si q = 2, alors | Aϕtor |≤ q2. De plus, Aϕtor est isomorphe (en tant que

A-module) à l'un des modules suivants :
{0} , A/(T ) , A/(T + 1) , A/(T (T + 1))� (2) Si q > 2, alors | Aϕtor |≤ q. De plus, Aϕtor est isomorphe (en tant que

A-module) à l'un des modules suivants :
{0} , A/(T − α) ave
 α ∈ Fq� (3) En�n, si l'on �xe r ≥ 1 (r 6= 2 si q = 2) et B l'un des modules 
y
liquespré
édents, il existe un module de Drinfeld de rang r dont la torsion estisomorphe à B. 6



Nous donnons également une borne uniforme pour la torsion dans les exten-sions �nies entières de A :Théorème 4.3.1 : Théorème de la borne uniforme dans le 
as desextensions entières �nies.Soit n ≥ 1 �xé. Alors pour tout anneau B entier et de type �ni sur A véri�ant
[L : k] ≤ n (où L désigne le 
orps de fra
tions de B) et pour tout module deDrinfeld B-rationnel ϕ, | Bϕtor |≤ q

nq
q−1 .En�n, nous retrouvons dans un 
adre moins général les résultats de Poonen[35℄ sur la 
onje
ture de la borne uniforme pour r = 1 (
orollaire 4.4.3). Mal-heureusement, les te
hniques élémentaires employées ne permettent pas d'éta-blir de véritable analogue du théorème de Merel tout simplement par
e qu'onne peut fa
ilement borner inférieurement la valuation des points de torsion si
eux-si sont dans une extension de 
orps et non plus entiers.Il existe par ailleurs une interprétation géométrique très intéressante desmodules de Drinfeld admettant des points de torsion donné [41℄. Les pointsrationnels qui 
orrespondent à 
es modules sont utilisés pour la 
onstru
tionde 
odes géométriques, fournissant ainsi une appli
ation pratique à 
es objetsthéoriques. Dans le dernier 
hapitre, nous nous intéressons aux appli
ations à la
ryptologie, et plus pré
isément au 
ryptosystème développé dans [13℄. Dans 
e
adre, à savoir 
elui des modules de Drinfeld sur un 
orps �ni, nous rappelonsdans un premier temps la dé�nition de la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré ainsiqu'une méthode pratique de 
al
ul. Dans un se
ond temps, nous étudions endétail le module de Carlitz et obtenons une méthode de 
al
ul très simple pour la
ara
téristique d'Euler-Poin
aré, puis sa généralisation aux modules de Drinfeldde rang 1 :Proposition 5.2.5 : Proposition sur la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aréasso
iée au module de Carlitz.Soit f irrédu
tible unitaire et ϕ le module de Carlitz. Alors fϕ = f − 1.Proposition 5.2.6 : Proposition sur la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aréasso
iée à un module de Drinfeld de rang 1.Soit ϕT = T + gτ un module de Drinfeld de rang 1 ave
 g ∈ A \ {0} et f unpolyn�me irrédu
tible unitaire de degré n. Désignons par α ∈ Fqn une ra
ine de

f . Alors fϕ = f −NFqn/Fq
(g(α)).Nous en déduisons alors une égalité assez surprenante et 
ontraire aux pro-priétés habituelles des déterminants :Théorème 6.2.7 : Théorème sur une propriété d'additivité du déter-minant.Soit α un élément primitif de Fqn/Fq et σ le Frobienus. En désignant par

mα l'endomorphisme de multipli
ation par α, alors :det(mα + σ) = det(mα) + det(σ)7



En�n, pour terminer, après une brève énumération des di�érents proto
olesexistant en 
ryptographie, nous détaillons les appli
ations pratiques des modulesde Drinfeld à la 
ryptologie.A 
e jour, 
ertaines questions que nous avons abordées dans 
ette thèse sonten
ore ouvertes :Conje
ture sur l'existen
e de pentan�miaux irrédu
tibles : Pour toutentier n ≥ 4, il existe au moins un pentan�mial de degré n irrédu
tible sur F2.Ainsi que sa version moins forte mais plus intéressante pour les appli
ationsà la 
ryptologie :Conje
ture sur l'existen
e de trin�miaux ou de pentan�miaux irré-du
tibles : Pour tout entier n ≥ 2, il existe au moins un trin�mial ou unpentan�mial de degré n irrédu
tible sur F2.En 
e qui 
on
erne les modules de Drinfeld, on peut 
iter les deux 
onje
turessuivantes :Conje
ture de la borne uniforme (forme forte) : Soit r ≥ 1 et n ≥ 1 deuxentiers donnés. Alors il existe une 
onstante C(n, r), ne dépendant que de n etde r, telle que pour toute extension �nie de Fq(T ) de degré ≤ n et tout modulede Drinfeld L-rationnel de rang r, | Lϕtor |≤ C(n, r).Conje
ture de la borne uniforme (forme faible) : Soit r ≥ 1 et L uneextension �nie de Fq(T ) donnés. Alors il existe une 
onstante C(L, r) ne dépen-dant que de L et de r, telle que pour tout module de Drinfeld L-rationnel derang r, | Lϕtor |≤ C(L, r).Questions ouvertesEn�n, 
itons quelques problèmes qui méritent une attention parti
ulière :� Essayer d'établir un analogue de l'algorithme de S
ho� pour 
al
uler fϕ.� Donner une interprétation modulaire des points de torsion dans les exten-sions �nies de Fq(T ) pour obtenir un véritable analogue du théorème deMerel.
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Chapitre 1Généralités sur l'arithmétiquedes 
orps de fon
tionsDans tout 
e 
hapitre, p désigne un nombre premier et q une puissan
e de p.1.1 Généralités sur les polyn�mes irrédu
tiblessur Fq1.1.1 Existen
e et dénombrementProposition 1.1.1 Pour tout entier n ≥ 1, il existe au moins un polyn�meirrédu
tible sur Fq de degré n.En e�et, tout sous-groupe �ni de K⋆ où K est un 
orps 
ommutatif est
y
lique. Par suite, F⋆qn est 
y
lique. En prenant alors un générateur x de 
egroupe, le polyn�me minimal de x est irrédu
tible sur Fq de degré n.Ce
i permet d'a�rmer l'existen
e. Mais en fait, on peut dire beau
oup plus.Lemme 1.1.2 Soit n un entier positif et S l'ensemble des polyn�mes à 
oe�-
ients dans Fq, irrédu
tibles unitaires de degré divisant n. Alors
xq

n

− x =
∏

P∈S

PPreuve :Soit P ∈ S. Montrons que P divise xqn

− x.On a De
Fq
(P ) ≃ Fqd où d désigne le degré de P . Comme d | n, Fqd ⊂ Fqn .Soit a une ra
ine de P , alors a ∈ Fqn don
 a est une ra
ine de xqn

− x, 
equi permet de 
on
lure que P divise xqn

− x (puisque P est irrédu
tible, ilest séparable 
ar les 
orps �nis sont parfaits) dans Fqd , soit xqn

− x = AP où
A ∈ Fqd [X ]. Maintenant si σ désigne le Frobienus, on a AσP = AP , 
e qui9



entraîne que Aσ = A, i.e. A ∈ Fq[X ]. Ce qui montre bien que P divise xqn

− xdans Fq[X ].Ré
iproquement, soit P irrédu
tible unitaire divisant xqn

−x et a une ra
inede P . Comme xqn

− x est séparable, il su�t de montrer que P ∈ S. Alors
a ∈ Fqn . Par 
onséquent,

[Fqn : Fq(a)][Fq(a) : Fq] = nMais 
omme P est irrédu
tible, [Fq(a) : Fq] = deg P , d'où le résultat. On endéduit alors :Proposition 1.1.3 Soit I(n, q) le nombre de polyn�mes irrédu
tibles unitairesde degré n sur Fq et µ la fon
tion de Möbius. Alors :
I(n, q) =

1

n

∑

d|n

µ(
n

d
)qdPreuve :D'après le lemme pré
édent, qn =

∑
d|n dI(d, q). On 
on
lut alors en utilisantla première formule d'inversion de Möbius.1.1.2 Tests d'irrédu
tibilitéIl existe en fait très peu de méthodes pour tester la primalité d'un polyn�me.Dans 
e paragraphe, on présente deux te
hniques.Théorème 1.1.4 [25, p.60℄ Soit f ∈ Fq[X ] un polyn�me de degré n. Soit parailleurs, r1, . . . , rt les diviseurs premiers distin
ts de n. Alors f est irrédu
tiblesur Fq si et seulement si :� (i) f(x) | xq

n

− x� (ii) ∀i ∈ {1, . . . , t}, pg
d(xq n
ri − x, f(x)) = 1Preuve :� Supposons que f soit irrédu
tible sur Fq. Quitte à diviser f par son 
o-e�
ient dominant, on peut supposer que f est unitaire. Alors d'après lelemme pré
édent, f divise xqn

− x. Ce qui établit (i).Par ailleurs, soit i ∈ {1, . . . , t}. Toujours d'après le lemme,
xq

n
ri − x =

∏
Ple produit étant pris sur tous les polyn�mes irrédu
tibles unitaires de degrédivisant n

ri
. Mais 
omme f est irrédu
tible de degré n ne divisant pas n

ri
,

f 6| xq
n
ri − x. On en déduit don
 (ii) puisque f est irrédu
tible.� Ré
iproquement, on suppose que f véri�e (i) et (ii). Montrons que f estirrédu
tible. Par l'absurde. E
rivons f =

∏N
i=1 Pi où Pi est irrédu
tibleet supposons que N > 1. Soit i ∈ {1, . . . , N}. Comme f véri�e (i), on endéduit en appliquant de nouveau le lemme que deg Pi = di divise n. Parailleurs, 
omme on a supposé N > 1, di 6= n. Par 
onséquent, il existe10



j ∈ {1, . . . , t} tel que di | nrj
. Mais sous 
es 
onditions, Pi | xq n

rj
− x et

Pi | f . Ce qui 
ontredit (ii). Et don
 f est bien irrédu
tible.Ce qui a
hève la démonstration du théorème.Théorème 1.1.5 [33℄ Soit f ∈ Fq[T ]. On suppose que f n'a pas de fa
teursmultiples. Soit A =
Fq[T ]
(f) et τ l'opérateur Fq-linéaire qui à a ∈ A asso
ie aq.Alors sont équivalents :� (i) f est irrédu
tible sur Fq� (ii) rg(τ − Id) = deg f − 1Preuve :Soit f =

∏s
i=1 hi la dé
omposition de f en fa
teurs irrédu
tibles. Alors,

A ≃

s∏

i=1

Fq[T ]

(hi)Par ailleurs, 
haque Fq[T ]
(hi)


ontient le 
orps des 
onstantes Fq 
ara
térisé par
Fq = {a ∈

Fq[T ]
(hi)

, aq = a}. On en déduit don
 queKer(τ − Id) ≃ FsqOn 
on
lut alors par le théorème du rang.1.2 Constru
tion de polyn�mes irrédu
tibles1.2.1 Exemples de familles de polyn�mes irrédu
tiblesAvant de donner quelques exemples de familles de polyn�mes irrédu
tibles,on s'intéresse à une famille remarquable : les polyn�mes 
y
lotomiques.Dé�nition 1.2.1 [21, p.61℄ Soit Fq un 
orps �ni de 
ara
téristique p, et n unentier non divisible par p. Soit ξ une ra
ine primitive n-ième de l'unité dansune extension de Fq. On appelle n-ième polyn�me 
y
lotomique de Fq, et onnote Qn, le polyn�me dé�ni par :
Qn(x) =

∏pg
d(s,n)=1

(x− ξs)Il est fa
ile de voir que 
ette dé�nition ne dépend pas du 
hoix de ξ. Ene�et, si ξ′ est une autre ra
ine primitive n-ième de l'unité, alors ξ′ = ξt ave
pg
d(n, t) = 1. Mais dans 
e 
as, l'appli
ation de ( Z
nZ

)⋆ dans lui même, qui à
s fait 
orrespondre st est une bije
tion. Ce qui montre bien que Qn ne dépendpas du 
hoix de la ra
ine primitive.Lemme 1.2.2 [21, p.61℄ Soit K = Fq un 
orps de 
ara
téristique p, et n unentier non divisible par p. Alors :� (i) Qn est de degré φ(n) 11



� (ii) xn − 1 =
∏
d|nQd(x)� (iii) Qn(x) ∈ Fp[x]Preuve :� (i) Dé
oule de la dé�nition de la fon
tion φ d'Euler.� (ii) Comme n est premier à p, xn − 1 est séparable, et mieux, ses ra
inessont les ξt, 1 ≤ t ≤ n où ξ est une ra
ine primitive n-ième de l'unité. Ilest alors 
lair que 
haque ra
ine de xn − 1 est ra
ine du polyn�me Qd où

d est l'ordre de 
ette ra
ine. Ce
i montre que xn − 1 divise ∏d|nQd(x)(dans K̄). Par ailleurs, on a l'identité remarquable :∑d|n φ(d) = n, 
e quimontre que 
es deux polyn�mes ont même degré. D'où l'égalité.� (iii) On raisonne par ré
urren
e sur n.� Cas n = 1On a Q1(x) = x− 1. La propriété est vraie au rang 1.� On suppose la propriété vraie pour tout entier 0 ≤ k < n. Montronsqu'elle est vraie au rang nPosons f(x) =
∏
d|n,d<nQd(x). L'hypothèse de ré
urren
e entraîne que

f(x) ∈ Fp[x]. Par ailleurs, d'après (ii), on a Qn(x) = xn−1
f(x) . Il en résulteque Qn(x) ∈ Fp(x)∩Fq′ [x], (où Fq′ = De
Fp

(xn−1)). Par suite Qn(x) ∈
Fp[x]. La propriété est don
 vraie au rang nCe qui a
hève la ré
urren
e ainsi que la démonstration de (iii).Théorème 1.2.3 [21, p.62℄ Soit K = Fq un 
orps de 
ara
téristique p, et n unentier non divisible par p. Pour d premier à p, τ(d) désigne l'ordre de q dans(

Z
dZ

)⋆. Alors :� (i) [De
K(xn − 1) : K] = τ(n)� (ii) Qn(x) a exa
tement φ(n)
τ(n) fa
teurs irrédu
tibles sur KPreuve :� (i) Soit ξ une ra
ine primitive n-ième de l'unité, De
K(xn − 1) = K(ξ).De plus, on a les équivalen
es suivantes pour tout entier k :

ξ ∈ Fqk ⇐⇒ ξq
k

= ξ

⇐⇒ ξq
k−1 = 1

⇐⇒ n | qk − 1 (
ar ξ est une ra
ine primitive)
⇐⇒ τ(n) | kCe
i démontre le point (i)� (ii) Soit g(x) un fa
teur irrédu
tible de Qn(x) et α une ra
ine de g. Alors

α est une ra
ine primitive n-ième de l'unité. Don
 d'après la preuve de
(i), [K(α) : K] = τ(n). Mais 
omme g est irrédu
tible, deg g = τ(n).On 
on
lut en�n en regardant les degrés et en remarquant que Qn estséparable.Maintenant, on a besoin d'un petit résultat d'arithmétique :Lemme 1.2.4 [21, p. 89℄ Soient s, e ≥ 2 deux entiers premiers entre eux etsoit m l'ordre de s modulo e. Soit t ≥ 2. On suppose que t véri�e :12



� (i) pg
d(t, sm−1
e ) = 1� (ii) Chaque fa
teur premier de t divise e� (iii) Si 4 | t, alors 4 | sm − 1Alors l'ordre de s modulo te est égal à mt.Preuve :On va démontrer le lemme par ré
urren
e sur n, le nombre de fa
teurs pre-miers (
omptés ave
 multipli
ités) de t.� Cas n = 1 :On suppose don
 que t est premier. En é
rivant d = sm−1

e , ave
 d premierave
 t, on a sm = 1 + de. Par suite,
smt = (1 + de)t

= 1 +

t−1∑

i=1

Citd
iei + dtetComme t est premier, t divise Cit pour 1 ≤ i ≤ t− 1. De plus, d'après (ii),

t divise e. Par suite, smt ≡ 1 [et]. Il en dé
oule que l'ordre de s modulo
et divise mt. Par ailleurs, si sk est 
ongru à 1 modulo et, a fortiori skest 
ongru à 1 modulo e. Ce qui montre que l'ordre de s modulo et estdivisible parm. Comme t est premier, on en déduit que l'ordre en questionvaut soit m soit mt. Si son ordre vaut m, alors de ≡ 0 [et] et don
 t divise
d, 
e qui est absurde.La propriété est don
 vraie au rang 1.� On suppose la propriété vraie pour tout entier t ayant un nombre de fa
-teurs premiers (ave
 multipli
ités) inférieur ou égal à n. Montrons qu'elleest en
ore vraie au rang n+ 1.Soit don
 t véri�ant (i), (ii), (iii) ayant n+ 1 fa
teurs premiers. On é
ritalors t = rt′, où r est un nombre premier. D'après le 
as n = 1, on sait déjàque l'ordre de s modulo er est égal à mr. On remarque alors que si l'onmontre que t′ véri�ent les hypothèses du lemme ave
 e′ = er, m′ = mr,alors par hypothèse de ré
urren
e, s est d'ordre m′t′ modulo e′t′, i.e sest d'ordre mt modulo et, et la propriété sera vraie au rang n+ 1, 
e quia
hèvera la démonstration.Soit p un nombre premier divisant t′. Comme 
haque fa
teur premier de
t divise e, il est 
lair que p divise e′. On é
rit alors de nouveau d = sm−1

e .On a alors :
smr − 1 = c(sm − 1) où c =

r−1∑

i=0

simPar suite, d′ = smr−1
er = cd

r . De plus, 
omme sm est 
ongru à 1 modulo eet que r divise e, il s'ensuit que sm est 
ongru à 1 modulo r. En reportantdans la dé�nition de c, on en déduit que c ≡ r ≡ 0 [r]. Ce qui montre que
c
r est un entier. Puisque p ne divise pas d, il su�t de montrer que p nedivise pas c

d pour montrer que p ne divise pas d′.13



De même que pré
édemment, on a sm ≡ r [p]. Deux 
as se présententalors : si p 6= r, alors r est inversible modulo p et don
 c
r ≡ 1 [p]. Mainte-nant, si p = r, alors sm = 1 + br [r2] pour un entier b. Par suite :

∀j ≥ 0, smj ≡ (1 + br)j ≡ 1 + jbr [r2]et don
,
c ≡ r + br

r−1∑

j=0

j ≡ r + br
r(r − 1)

2
[r2]On en déduit alors que :

c

r
≡ 1 + b

r(r − 1)

2
[r]Si r est impair, alors c

r ≡ 1 [r], et don
 p = r ne divise pas c
d , 
e qui estla 
on
lusion souhaitée. Maintenant, si p = r = 2, alors 4 divise t et don
d'après (iii), 4 divise sm − 1. Mais dans 
e 
as, 
omme c = sm + 1, on endéduit que c est 
ongru à 2 modulo 4 et don
 que c

r est 
ongru à 1 modulo
2. Ce qui montre que 2 ne divise pas c

d .En vertu de la remarque, on en déduit que la propriété est vraie au rang
n+ 1.Ce qui a
hève la ré
urren
e et la démonstration du lemme.Ce lemme nous permet alors d'énon
er le théorème suivant :Théorème 1.2.5 [25, p.40℄ [21, p.90-91℄ (J.A.Serret) Soit a ∈ F⋆q d'ordre e.Alors le polyn�me xt − a est irrédu
tible dans Fq[X ] si et seulement si l'entier

t ≥ 2 véri�e les 
onditions suivantes :� (i) pg
d(t, (q−1)
e ) = 1� (ii) Pour tout nombre premier p, (p | t⇒ p | e)� (iii) Si 4 | t, alors 4 | (q − 1)Preuve :� Supposons que xt − a est irrédu
tible sur Fq.Déjà, il est 
lair que d = pg
d(t, q−1

e ) = 1. En e�et, dans le 
as 
ontraire,on aurait la fa
torisation non triviale suivante : pour t = dt′, q−1
e = de′,et g un générateur de F⋆q :

xt − a = xdt
′

− gkde
′

= (xt
′

− gke
′

)(

d−1∑

i=0

xit
′

g(d−1−i)ke′ )Ce qui établit le point (i).Soit α une ra
ine de P = xt − a et soit ξ une ra
ine primitive t-ièmede l'unité. Alors les ra
ines de P sont les ξkα, 0 ≤ k ≤ t − 1. Mainte-nant, 
omme P est irrédu
tible, toutes ses ra
ines ont le même ordre. Par
onséquent, t divise l'ordre de α (puisque ξw(α)αw(α) = 1, où w(α) désignel'ordre de α). Posons alors w(α) = tu. On a alors :
1 = αw(α) = (αt)u = au14



Mais 
omme a est d'ordre e, e divise u et don
 et divise l'ordre de α. Deplus, αet = 1, 
e qui montre qu'en fait, α est d'ordre exa
tement et, i.e. que
α est une ra
ine primitive et-ième de l'unité. En 
onservant les notationspré
édentes, α est ra
ine de Qet (et-ième polyn�me 
y
lotomique sur Fq).Par suite, xt − a divise Qet. Le raisonnement fait i
i ne dépend pas del'élément d'ordre e 
hoisi. On en déduit alors que :

∏

a∈F⋆
q d'ordre e(xt − a) | QetMontrons alors que la divisibilité pré
édente est une égalité, i.e qu'on aobtenu la dé
omposition en fa
teurs irrédu
tibles sur Fq de Qet.Soit β une ra
ine de Qet. Comme e divise q − 1, on a q = 1 + λe pour unentier λ. Il s'ensuit que

(βt)q = βqt = βt+λet = βtPar suite, βt ∈ Fq et est d'ordre e. On en déduit alors que le polyn�meminimal de β sur Fq est xt−βt. Par 
onséquent, on a bien 
omme annon
é
Qet =

∏
a(x

t − a) (le produit étant pris sur tous les éléments d'ordre e).En regardant les degrés, on trouve :
φ(et) = tφ(e)
e qui établit le point (ii), à savoir que tout nombre premier divisant tdivise également e.En 
e qui 
on
erne le point (iii), supposons que 4 divise t et que q− 1 nesoit pas divisible par 4. Alors, né
essairement, q ≡ 3 [4] et e ≡ 2 [4]. Deplus, 
omme a est d'ordre e, a e
2 = −1. Il s'ensuit que xt − a = xt + ad où

d = e
2 + 1 est pair. On a alors :

ad = 4(2−1a
d
2 )2

= 4(2−1a
d
2 )q+1

= 4c4 où c = (2−1a
d
2 )

q+1
4(la deuxième égalité provient du fait que si y ∈ Fq, alors yq = y et don


y2 = y.y = y.yq = yq+1)Mais 
e
i 
onduit à la fa
torisation non triviale :
xt − a = x4t′ + 4c4

= (x2t′ + 2cxt
′

+ 2c2)(x2t′ − 2cxt
′

+ 2c2)Ce qui 
ontredit l'irrédu
tibilité de xt − a. D'où le résultat.� Ré
iproquement, on suppose que les entiers e et t véri�ent les 
onditions
(i), (ii) et (iii).Soit θ une ra
ine de xt − a et P son polyn�me minimal sur Fq. Déjà,
P divise xt − a. De plus, le degré de P est le plus petit entier d tel que15



θ ∈ Fqd , soit de manière équivalente, le plus petit entier tel que θqd−1 = 1 ;soit en
ore d est l'ordre de q modulo l'ordre de θ.Soit w(θ) l'ordre de θ. Alors 
lairement, w(θ) divise et. Soit p un nombrepremier divisant t. Supposons que νp(w(θ)) < νp(t). Alors, w(θ) divise et
p .Mais 1 = θ

et
p = (θt)

e
p = a

e
p . Or d'après (ii), p divise e et par hypothèse,

a est d'ordre e, d'où la 
ontradi
tion. Par suite, t divise w(θ). En é
rivantalors w(θ) = tu, on trouve que 1 = θtu = au. Comme a est d'ordre e, ils'ensuit que e divise u. Finalement, on a montré que θ est d'ordre et etpar 
onséquent que d est l'ordre de q modulo et.Mais d'après le lemme pré
édent, ave
 s = q, e = e, m = 1, l'ordre de qmodulo et est t. Par suite, d = t. Ainsi P divise xt − a, P est unitaire dedegré t, don
 P = xt − a et le théorème est entièrement démontré.Corollaire 1.2.6 [25, p.40℄ Soit r un fa
teur premier de q−1 et a ∈ Fq d'ordre
e tel que r ne divise pas q−1

e . Supposons par ailleurs que q ≡ 1 [4] si r = 2 et
k ≥ 2. Alors pour tout entier k, xrk

− a est irrédu
tible sur Fq.Exemple 1 [25, p.41℄ En appliquant 
e 
orollaire, il est fa
ile de 
onstater quepour tout entier k ≥ 0 :� (a) x2k

+ 2 et x2k

− 2 sont irrédu
tibles sur F5� (b) x3k

± 3 et x3k

± 2 sont irrédu
tibles sur F7� (
) x3k

+ a est irredu
tible sur F4 pour a ∈ F4 \ F2� (d) x2·3k

+ x3k

+ 1 est irredu
tible sur F2Le (d) dé
oule du fait que x2·3k

+ x3k

+ 1 = (x3k

+ a)(x3k

+ a2) est ladé
omposition en fa
teurs irrédu
tibles dans F4.Lemme 1.2.7 Soit n et m deux entiers, d = pg
d(n,m) et s = pp
m(n,m).Alors :
Fqn ∩ Fqm = Fqd

Fqn .Fqm = FqsPreuve :(1) Il est 
lair que Fqd ⊂ Fqn ∩ Fqm (puisque d divise n et m). Par ailleurs,si on pose Fqn ∩ Fqm = Fqa , alors a divise n et m (en e�et, par multipli
ativitédu degré, n = [Fqn : Fq] = [Fqn : Fqa ][Fqa : Fq] et idem en rempla
ant n par m).Don
 a divise d et Fqa ⊂ Fqd .(2) On pose de même Fqn .Fqm = Fqa . Il est 
lair que Fqa ⊂ Fqs puisque
Fqn ⊂ Fqs et Fqm ⊂ Fqs . Par ailleurs, 
omme Fqn ⊂ Fqa , n divise a. De même,
m divise a. On 
on
lut alors que s divise a, 
e qui montre l'in
lusion Fqs ⊂ Fqa .Lemme 1.2.8 [21, p.99℄ Soit f ∈ Fq[X ] un polyn�me irrédu
tible de degré n,
k ≥ 1 et d = pg
d(n, k). Alors f est le produit de d polyn�mes irrédu
tibles sur
Fqk , 
ha
un de degré n

d .Preuve : 16



Soit g un fa
teur irrédu
tible de f sur Fqk et soit x une ra
ine de g (a fortiori,
'est une ra
ine de f). Alors Fq(x) ≃ Fqn (puisque f est irrédu
tible sur Fq).Par ailleurs, Fqk(x) = Fqs , où s = pp
m(n, k) d'après le lemme pré
édent. Onen déduit alors que deg g = [Fqs : Fqk ] = s
k = n

d . Ce qui montre que tous lesfa
teurs irrédu
tibles de f sur Fqk sont de degré n
d . On 
on
lut en regardant lesdegrés.Corollaire 1.2.9 [21, p.100℄ Soit f ∈ Fq[X ] un polyn�me irrédu
tible de degré

n, k ≥ 1 et d = pg
d(n, k). Alors f est irrédu
tible sur Fqk si et seulement sipg
d(n, k) = 1Les 
orollaires 1.2.6 et 1.2.9 permettent don
 de 
onstruire des polyn�mes irré-du
tibles de degré r divisant q − 1, sauf si q ≡ 3 [4] et r = 2. Pour 
e 
as, on abesoin du théorème suivant :Théorème 1.2.10 [25, p.41℄ Soit p premier tel que p ≡ 3 [4] et posons p +

1 = 2γs ave
 s impair. Alors, pour tout entier k ≥ 1, x2k

− 2aγx
2k−1

− 1 estirrédu
tible sur Fp, et don
 irrédu
tible sur Fpm pour tout entier impair m, où
aγ est obtenu par ré
urren
e de la manière suivante :� (i) a1 = 0� (ii) ∀j ∈ {2, . . . , γ − 1}, aj =

(
aj−1+1

2

) (p+1)
4� (iii) aγ =

(
aγ−1−1

2

) (p+1)
4Lemme 1.2.11 [25, p.42℄ Soit P un polyn�me Fp-linéaire. On suppose que Pn'admet que 0 
omme ra
ine dans Fq. Alors pour tout b ∈ Fq, P − b admet unfa
teur irrédu
tible de degré 1.Preuve :Tout endomorphisme inje
tif d'un espa
e ve
toriel de dimension �nie estsurje
tif.Théorème 1.2.12 [25, p.42℄ Le polyn�me trin�mial xp − x − b où b ∈ Fq et

q = pm est irrédu
tible sur Fq si et seulement si TrFq/Fp
(b) 6= 0Preuve :On rappelle que la tra
e d'un élément b de Fq sur Fp, notée TrFq/Fp

(b), estla tra
e de l'appli
ation Fp-linéaire de Fq dans lui-même, obtenue par multipli-
ation par b. On montre que 
ette tra
e est égale à la somme des 
onjugués de
b, 
'est-à-dire à la somme des bpi pour 0 ≤ i ≤ m− 1.Soit θ une ra
ine de xp − x− b. Montrons par ré
urren
e sur n que

θp
n

= θ +

n−1∑

i=0

bp
i. 17



� n = 1Dé
oule du fait que θ est une ra
ine de xp − x− b. La propriété est don
vraie au rang 1.� Passage de n à n+ 1Supposons la propriété vraie au rang n, alors
θp

n

= θ +

n−1∑

i=0

bp
iOn obtient alors en élevant 
ette égalité à la puissan
e p :

θp
n+1

=

(
θ +

n−1∑

i=0

bp
i

)p

= θp +

n−1∑

i=0

bp
i+1

= θ + b+

n∑

i=1

bp
i

= θ +
n∑

i=0

bp
iLa propriété est don
 vraie au rang n+ 1. Ce qui a
hève la ré
urren
e.En parti
ulier, θq = θ + TrFq/Fp

(b).On en déduit don
 que TrFq/Fp
(b) = 0 si et seulement si θq = θ, 
'est-à-diresi et seulement si toutes les ra
ines de xp − x − b sont dans Fq. Ce
i démontreque si xp − x− b est irrédu
tible sur Fq alors TrFq/Fp

(b) 6= 0.Ré
iproquement, si τ = TrFq/Fp
(b) 6= 0, alors τ ∈ Fp et on a :

∀i ∈ N, θq
i

= θ + iτEn parti
ulier 
e
i montre que θ a p Fq-
onjugués distin
ts, et don
 que sonpolyn�me minimal sur Fq est de degré p, et don
 est égal à xp − x − b. Ce quidémontre la ré
iproque.Corollaire 1.2.13 [25, p.43] Soient a, b ∈ F⋆q . Alors, les deux propriétés sui-vantes sont équivalentes :� (i) xp − ax− b est irrédu
tible sur Fq� (ii) ∃A ∈ Fq, a = Ap−1 et TrFq/Fp
( b
Ap ) 6= 0Preuve :D'après le lemme 
on
ernant les polyn�mes linéaires, si xp − ax − b estirrédu
tible alors xp−1−a a une ra
ine dans Fq. En e�et, supposons que xp−1−an'ait pas de ra
ine non nulle dans Fq. Alors xp− ax n'a pas de ra
ine non nulle.On 
on
lut alors grâ
e au lemme 1.2.11 que xp − ax − b a une ra
ine dans Fq,et don
 ne peut être irrédu
tible.Soit don
 A une ra
ine de xp−1 − a. Il s'ensuit que18



xp − ax− b = Ap
((

x
A

)p
−
(
x
A

)
− b

Ap

)
(1)On 
on
lut alors grâ
e au théorème.La ré
iproque étant immédiate en partant de (1). Ce
i termine la preuve du
orollaire.1.2.2 CompositionAprès 
ette 
ourte énumération de polyn�mes irrédu
tibles sur un 
orps �ni,il est intéressant de voir 
omment, à partir d'un ou plusieurs polyn�mes irré-du
tibles, on peut en 
onstruire de nouveaux, de degré plus élevé. Une méthode
onsiste à s'intéresser aux 
ompositions, et plus pré
isement aux polyn�mes dela forme :

P ( fg ) = gn(x)P (f(x)
g(x) )où P, f, et g sont des polyn�mes. C'est l'objet de 
e paragraphe.Théorème 1.2.14 [25, p.44℄ Soit f, g, P ∈ Fq[x]. Supposons que P =

∑n
i=0 cix

iest irrédu
tible de degré n. Alors P ( fg ) (dé�ni 
omme 
i-dessus) est irrédu
tiblesur Fq si et seulement si f − λg est irrédu
tible sur Fqn pour au moins unera
ine λ de P dans Fqn .Preuve :Le 
as n = 1 étant trivial, on peut supposer n > 1. Dans 
e 
as, P ( fg ) estde degré hn où h = max(deg f, deg g). Ce
i est 
lair lorsque les degrés de f et
g sont distin
ts et s'ils sont égaux à s, si a désigne le 
oe�
ient dominant de fet b 
elui de g, le 
oe�
ient du terme en xns, c, de P ( fg ) est égal à

n∑

i=0

cia
ibn−i = bnP (

a

b
).Mais 
omme b 6= 0 par dé�nition et que P est irrédu
tible sur Fq (a fortiori n'apas de ra
ines dans Fq), il s'ensuit que c 6= 0.Soit γ une ra
ine de P ( fg ). Alors γ est une ra
ine de f − λg, où λ est unera
ine de P . On a don
 :

P (
f

g
) irrédu
tible sur Fq ⇐⇒ [Fq(γ) : Fq] = hn

⇐⇒ [Fq(γ) : Fq(λ)] = h (
ar [Fq(λ) : Fq] = n)

⇐⇒ f − λg irrédu
tible sur FqnCe qui 
omplète la démonstration du théorème.On peut alors s'intéresser à des formes parti
ulières de f et g :Corollaire 1.2.15 [25, p.44℄ Soit P ∈ Fq[X ] un polyn�me irrédu
tible de degré
n. Alors pour tout a, b, c, d ∈ Fq tels que ad− bc 6= 0,

(cx+ d)nP
(
ax+b
cx+d

) est irrédu
tible sur Fq19



Théorème 1.2.16 [25, p.44℄ Soit t un entier et P ∈ Fq[X ] un polyn�me irré-du
tible de degré n et d'exposant e ( 
'est-à-dire toutes les ra
ines de P sontd'ordre e). Alors P (xt) est irrédu
tible sur Fq si et seulement si les trois 
ondi-tions suivantes sont véri�ées :� (i) pg
d(t, qn−1
e ) = 1� (ii) Pour tout nombre premier p, (p | t⇒ p | e)� (iii) si 4 | t alors 4 | (qn − 1)Preuve :D'après le théorème pré
édent, P (xt) est irrédu
tible sur Fq si et seulementsi xt − λ est irrédu
tible sur Fqn pour une ra
ine λ de P . On applique alors lethéorème 1.2.5.Dé�nition 1.2.17 Si f est un polyn�me de degré n, on appelle polyn�me ré
i-proque de f , et on note f⋆, le polyn�me dé�ni par

f⋆(x) = xnf( 1
x)Remarque 1.2.18 On peut 
onstater d'une part que (f⋆)⋆ = f et d'autre partque f est irrédu
tible sur Fq si et seulement si f⋆ l'est. En e�et, il su�t d'appli-quer le 
orollaire 1.2.15 ave
 i
i a = d = 0 et c = b = 1. Cette petite remarquesera parti
ulièrement intéressante dans le 
hapitre suivant, puisque le nombre defa
teurs irrédu
tibles de T n+T k+1 est le même d'après 
e qui pré
ède que 
eluide T n + T n−k + 1, permettant ainsi de réduire le nombre de 
as à 
onsidérer.En 
ara
téristique 2, on dispose du théorème suivant :Théorème 1.2.19 [25, p.45℄ Soit q = 2m et P =

∑n
i=0 cix

i ∈ Fq[x] irrédu
tiblede degré n. Alors� (i) xnP (x+x−1) est irrédu
tible sur Fq si et seulement si TrFq/F2
( c1c0 ) 6= 0� (ii) xnP ⋆(x + x−1) est irrédu
tible sur Fq ssi TrFq/F2

( cn−1

cn
) 6= 0Preuve :On démontre (i), la démonstration de (ii) étant identique. D'après le théo-rème 1.2.14, xnP (x+ x−1) est irrédu
tible sur Fq si et seulement si x2 − ax− 1est irrédu
tible sur Fqn , pour une ra
ine a de P . Mais en appliquant le 
orollaire1.2.13, x2 − ax+ 1 est irrédu
tible sur Fqn si et seulement si TrFq/F2

(a−2) 6= 0.Or,TrFqn/Fq
(a−2) =

(TrFqn/Fq
(a−1)

)2
=
(TrFq/F2

(TrFqn/Fq
(a−1))

)2
.Mais a est une ra
ine de P (a 6= 0) don
 a−1 est une ra
ine de P ⋆ qui estirrédu
tible sur Fq. On en déduit don
 que TrFqn/Fq

(a−1) = − c1c0 (puisque lepolyn�me minimal de a−1 sur Fq est c−1
0 P ⋆).Ce
i a
hève la démonstration de 
e théorème.Théorème 1.2.20 [25, p.45℄ Soit p premier impair et q = pm. Soit P un po-lyn�me irrédu
tible sur Fq, de degré n. Alors sont équivalents :� (i) xnP (x+ x−1) est irrédu
tible sur Fq� (ii) P (2)P (−2) n'est pas un 
arré dans Fq20



Preuve :En appliquant le théorème 1.2.14, xnP (x+ x−1) est irrédu
tible sur Fq si etseulement si x2 − ax+ 1 est irrédu
tible sur Fqn , où a est une ra
ine de P . Cequi est 
lairement équivalent à la 
ondition a2 − 4 n'est pas un 
arré dans Fqn .
a2 − 4 /∈ F2

qn ⇐⇒ (a2 − 4)
qn

−1
2 = −1

⇐⇒ [(a− 2)(a+ 2)]
qn

−1
2 = −1

⇐⇒ {[(2− a)(−2− a)]
qn

−1
q−1 }

q−1
2 = −1

⇐⇒ {[(2− a)(−2− a)]
Pn−1

i=0 qi

}
q−1
2 = −1

⇐⇒

(
n−1∏

i=0

(2− a)q
i

(−2− a)q
i

) q−1
2

= −1

⇐⇒

(
n−1∏

i=0

(2− aq
i

)(−2− aq
i

)

) q−1
2

= −1

⇐⇒ (P (2)P (−2))
q−1
2 = −1

⇐⇒ P (2)P (−2) n'est pas un 
arré dans Fq,
e qui a
hève la démonstration du théorème.Théorème 1.2.21 [25, p.46℄ Soit P =
∑n−1

i=0 cix
i+xn un polyn�me irrédu
tiblesur Fq et b ∈ Fq. Soit p la 
ara
téristique de Fq. Alors sont équivalents :� (i) P (xp − x− b) est irrédu
tible sur Fq� (ii) TrFq/Fp

(nb− cn−1) 6= 0Preuve :En appliquant le théorème 1.2.14, P (xp − x− b) est irrédu
tible sur Fq si etseulement si xp−x− b−a est irrédu
tible sur Fqn pour une ra
ine a de P . Maisalors, d'après le théorème 1.2.12, 
e
i est équivalent à 
e que la tra
e de a + bsur Fp soit non nulle. On 
on
lut alors par transitivité de la tra
e.Ce
i fournit quelques 
ritères d'irrédu
tibilité.1.2.3 Constru
tion ré
ursiveEn se servant des 
ritères d'irrédu
tibilité établis dans le paragraphe pré
é-dent, il s'agit à présent de donner quelques méthodes pour 
onstruire ré
ursive-ment des polyn�mes irrédu
tibles de degré arbitrairement élevé. Bien entendu,
es méthodes sont assez limitées dans la mesure où elles ne permettent que de
onstruire des familles pré
ises. Elles ne fournissent pas de te
hnique généralepour 
onstruire un polyn�me irrédu
tible de degré donné. Néanmoins, elles sonttout de même intéressantes puisqu'on obtient ainsi fa
ilement des polyn�mesirrédu
tibles de degré arbitrairement élevé.21



Théorème 1.2.22 [25, p.49-50℄ Soit p premier et f(x) = xn +
∑n−1
i=0 cix

iun polyn�me irrédu
tible sur Fp. Supposons qu'il existe a ∈ F⋆p tel que (na +
cn−1)f

′(a) 6= 0. On pose alors :
g(x) = xp − x+ a

f0(x) = f(g(x))

fk(x) = f⋆k−1(g(x)) pour k ≥ 1Alors pour tout k ≥ 0, fk est irrédu
tible sur Fp, de degré npk+1.Preuve :L'idée est de démontrer le résultat par ré
urren
e sur k en utilisant le théo-rème 1.2.21. Par 
onséquent, on démontre par ré
urren
e sur k que le 
oe�
ientdu terme en x dans fk est non nul, que f ′k(a) 6= 0, que fk est irrédu
tible sur
Fp de degré npk+1. On note [x]fk(x) le 
oe�
ient du terme x dans fk.� Cas k = 0D'après le théorème 1.2.21, on sait que f0 est irrédu
tible sur Fp si etseulement si TrFp/Fp

(na+ cn−1) 6= 0. C'est-à-dire si et seulement si na+
cn−1 6= 0 ; 
e qui est le 
as par hypothèse. Ainsi, f0 est irrédu
tible sur
Fp, de degré np. Par ailleurs,

[x]f0(x) = [
d

dx
f0(x)]x=0

= [
d

dx

(
n∑

i=0

cig(x)
i

)
]x=0

=

n∑

i=0

icig
′(0)g(0)i−1

= −

n∑

i=0

icia
i−1

= −f ′(a)Ce qui montre bien que 
e 
oe�
ient est non nul. De manière identique,on trouve f ′0(a) = f ′(a) qui est de nouveau non nul par hypothèse. Ce
imontre que la propriété est vraie au rang 0.� Passage de k à k + 1Supposons à présent que fk est irrédu
tible sur Fp de degré npk+1, queson 
oe�
ient en x, [x]fk(x) 6= 0 et que f ′k(a) 6= 0. Montrons alors que lapropriété est vraie au rang k + 1.
fk est irrédu
tible, en parti
ulier 0 n'est pas une ra
ine de fk. Par suite, lepolyn�me f⋆k est irrédu
tible (d'après le théorème 1.2.14) de degré npk+1.Si on transforme f⋆k en un polyn�me unitaire, alors son 
oe�
ient du termeen xnpk+1−1 vaut [x]fk(x)

fk(0) . Il est don
 non nul par hypothèse de ré
urren
e.On en déduit alors en appliquant de nouveau le théorème 1.2.21 que fk+1est irrédu
tible sur Fp (puisque TrFp/Fp
(npk+1a+ [x]fk(x)

fk(0) ) = [x]fk(x)
fk(0) 6= 0),de degré npk+2. 22



Maintenant, si fk(x) =
∑nk

i=0 uix
i (où nk = npk+1) alors on a :

fk+1 =

nk∑

i=0

uig(x)
nk−iCe qui 
onduit à :

f ′k+1(x) =

nk∑

i=0

(nk − i)uig
′(x)g(x)nk−i−1

= −

nk∑

i=0

(nk − i)uig(x)
nk−i−1Mais 
omme g est 
onstant sur Fp, il en est de même pour fk et f ′k. Par
onséquent,

[x]fk+1(x) = f ′k+1(0) = ank−2f ′k(a
−1) = ank−2f ′k(a)Il est don
 non nul par hypothèse de ré
urren
e. De manière identique,

f ′k+1(a) = ank−2f ′k(a) 6= 0.La propriété est don
 vraie au rang k + 1.On a don
 montré par ré
urren
e que fk est irrédu
tible sur Fp et le théorèmeest entièrement démontré.Dans le 
as parti
ulier où p = 2 et q = 2m (
as parti
ulièrement intéressanten 
ryptographie), on a la 
onstru
tion ré
ursive suivante fondée sur le thèorème1.2.19.Théorème 1.2.23 [25, p.51℄ Soit f(x) =
∑n

i=0 cix
i un polyn�me irrédu
tiblesur Fq de degré n. On suppose que les deux propriétés suivantes sont véri�ées :

TrFq/F2
(
c1
c0

) 6= 0

TrFq/F2
(
cn−1

cn
) 6= 0On dé�nit alors les polyn�mes ak et bk ré
ursivement 
omme suit :

a0(x) = x

b0(x) = 1

ak+1(x) = ak(x)bk(x) pour k ≥ 0

bk+1(x) = a2
k(x) + b2k(x) pour k ≥ 0

fk(x) = (bk(x))
nf(

ak(x)

bk(x)
) pour k ≥ 0Alors pour tout k ≥ 0, fk est irrédu
tible sur Fq de degré 2kn.Preuve : 23



On 
onstate pour 
ommen
er que pour tout k ≥ 0, ak+1(x)
bk+1(x) =

ak(x)

bk(x)

1+
�

ak(x)

bk(x)

�2 .On en déduit alors fa
ilement par ré
urren
e sur k ≥ 0 que :
ak(

x
1+x2 )

bk(
x

1+x2 )
=

ak(x)
bk(x)

1 +
(
ak(x)
bk(x)

)2Posons y = x
1+x2 et ck(x) =

bk+1(x)
bk(y) pour k ≥ 0. Montrons alors que ∀k ≥ 0,

ck+1 = c2k. Soit k ≥ 0. On a alors :
ck+1(x) =

bk+2(x)

bk+1(y)

=
ak+1(x)

2 + bk+1(x)
2

bk+1(y)

=
bk+1(x)

2

bk+1(y)

(
1 +

ak+1(x)

bk+1(x)

)2

=
bk+1(x)

2

bk+1(y)

(
1 +

ak(y)

bk(y)

)2

=
bk+1(x)

2

bk(y)2
(ak(y)

2 + bk(y)
2)

bk+1(y)

=

(
bk+1(x)

bk(y)

)2

= c2k(x)(Ces 
al
uls sont li
ites puisqu'on est en 
ara
téristique 2). Il en dé
oule que
∀k ≥ 0, bk+1(x) = (1 + x2)2

k

bk(
x

1 + x2
)Il est alors aisé de véri�er que les fk satisfont la relation de ré
urren
e sui-vante :

f0(x) = f(x)

fk+1(x) = (1 + x2)2
knfk(

x

1 + x2
) pour k ≥ 0Par ailleurs, pour k ≥ 0 �xé,

f⋆k (x+ x−1) = (x+ x−1)2
knfk((x + x−1)−1)

=

(
1 + x2

x

)2kn

fk(
x

1 + x2
)

= x−2kn(1 + x2)2
knfk(

x

1 + x2
)24



Ce qui 
onduit à l'expression suivante pour fk+1 :
fk+1(x) = x2knf⋆k (x+ x−1)Posons alors nk = 2kn et fk(x) =

∑nk

i=0 c
(k)
i xi pour k ≥ 0. En appliquant lethéorème 1.2.19 (
as (ii)), on en déduit que si fk est irrédu
tible sur Fq alors

fk+1 est irrédu
tible si et seulement si :
TrFq/F2

(
c
(k)
nk−1

c
(k)
nk

) 6= 0Par ailleurs, 
omme c(0)n0−1 = cn−1 et c(0)n0 = cn, on voit que la dernièrerelation est véri�ée pour k = 0, 
e qui montre que f1 est irrédu
tible. Don
pour démontrer que fk est irrédu
tible pour k > 1, il su�t de démontrer que :
∀k ≥ 1, c

(k)
nk = c0 et c(k)nk−1 = c1Mais pour démontrer 
ette dernière relation, il su�t d'observer que siM estun polyn�me arbitraire de Fq[x], M(x) =

∑l
i=0mix

i, alors
(1 + x2)lM(

x

1 + x2
) =

l∑

i=0

mix
i(1 + x2)l−iest auto-ré
iproque de degré 2l, les 
oe�
ients des termes en x et x2l−1 étantégaux à m1 et le 
oe�
ient dominant valant m0. On a
hève alors la preuve ave
une ré
urren
e sur k.Corollaire 1.2.24 [25, p.52℄ Soit a ∈ F2n tel que TrF2n/F2

(a) 6= 0. Alors pourtout entier k ≥ 0, ak + abk est irrédu
tible sur F2 de degré 2k.Preuve :On applique le théorème pré
édent ave
 f(x) = x+ a.Corollaire 1.2.25 [25, p.53℄ Pour tout entier k ≥ 0, ak + bk est irrédu
tiblesur F2 de degré 2k.Corollaire 1.2.26 [25, p.53℄ Soit f(x) =
∑n

i=0 cix
i un polyn�me irrédu
tibleunitaire de degré n à 
oe�
ients dans F2 tel que cn−1c1 6= 0. Alors

n∑

i=0

ciak(x)
ibk(x)

n−iest irrédu
tible sur F2 de degré 2kn pour tout k ≥ 0.Preuve :On applique le théorème pré
édent, sa
hant que dans le 
as où q = 2, latra
e d'un élément de Fq sur F2 n'est rien d'autre que l'élément en question (onsait que c0 est non nul puisque f est irrédu
tible).25
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Chapitre 2Théorème de Swan :appli
ations aux trin�miauxet pentan�miauxDans le paragraphe pré
édent, on a donné des exemples de familles de poly-n�mes irrédu
tibles, des méthodes de 
onstru
tion ré
ursive ainsi que des testsd'irrédu
tibilité. Les polyn�mes irrédu
tibles sont très importants : d'un pointde vue théorique, ils déterminent les pla
es de Fq[T ] et don
 l'arithmétique des
orps de fon
tions ; d'un point de vue pratique, en 
ryptologie, on a besoin d'unedes
ription pré
ise des 
orps �nis (et plus parti
ulièrement de F2). C'est une desraisons pour lesquelles les polyn�mes ayant le moins de mon�mes possible sontintéressants. Mais 
omme on s'intéresse plus parti
ulièrement au 
as q = 2, lespolyn�mes en question sont don
 les trin�miaux ou les pentan�miaux.Dans 
e 
hapitre, on 
ommen
e par présenter les résultats de R. Swan quipermettent de donner une réponse partielle quant à l'existen
e de trin�miauxirrédu
tibles de degré arbitraire donné. En parti
ulier, on montrera que lorsque
n ≡ 0[8], il n'existe pas de trin�mial irrédu
tible. Dans un se
ond temps, onmontrera d'abord qu'il existe une in�nité de pentan�miaux irrédu
tibles sur
F2, puis on appliquera le théorème de Swan aux pentan�miaux pour établirqu'il existe toujours un pentan�mial de degré donné ayant un nombre impair defa
teurs irrédu
tibles. En�n, on présentera les résultats des tests informatiques :une liste de pentan�miaux irrédu
tibles de degré 4 ≤ n ≤ 18000, 
e qui 
onstituele re
ord a
tuel.2.1 Théorème de Swan2.1.1 Propriétés des 
orps de nombres p-adiquesLe théorème de Swan, que l'on verra dans le paragraphe suivant, fait appel àdes objets 
lassiques : les 
orps de nombres p-adique. Sans pour autant exposer27



toute la théorie, on rappelle i
i les propriétés basiques qui seront utilisées dansla suite.Lemme 2.1.1 (Lemme de Hensel) [19, p.50℄ [15, p.169℄Soit K un 
orps 
omplet pour la topologie induite par une valuation dis
rète
ν , O l'anneau de valuation asso
ié, P l'unique idéal maximal de O et k = O/P.Soit de plus f ∈ O[x] un polyn�me unitaire. Supposons qu'il existe G,H ∈ k[x]premiers entre eux, G unitaire, et tels que

f̄(x) = G(x)H(x)où f̄ désigne le polyn�me obtenu à partir de f en réduisant 
haque 
oe�
ientmodulo P. Alors il existe g, h ∈ O[x], g unitaire tels que :
f(x) = g(x)h(x)

ḡ(x) = G(x)

h̄(x) = H(x)deg(g) = deg(G)Preuve :Notons m = deg(f) et r = deg(G). Par dé�nition, il existe g0 et h0 dans
O[x] tels que ḡ0 = G et h̄0 = H. De plus, 
omme G est unitaire, on peut 
hoisir
g0 unitaire de degré r et h0 de degré plus petit ou égal à 
elui de H, 
'est-à-diredeg(h0) ≤ m− r.Soit π une uniformisante de K. Nous allons 
her
her les polyn�mes g et hsous la forme :

g = g0 +

∞∑

i=1

πiyi

h = h0 +

∞∑

i=1

πizioù pour tout entier i ≥ 1, yi, zi ∈ O[x], véri�ant deg(yi) < r et deg(zi) ≤ m− rsont à déterminer.En posant gn = g0+
∑n

i=1 π
iyi et hn = h0+

∑n
i=1 π

izi, nous allons démontrerpar ré
urren
e sur n que l'on peut 
hoisir yi et zi satisfaisant les 
onditionspré
édentes sur le degré, de façon à 
e que :
f ≡ fngn mod Pn+1� Pour n = 0, 
'est vrai d'après 
e qui pré
ède (par 
hoix de g0 et h0).� Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n−1. Comme gn = gn−1+π

nynet hn = hn−1+πnzn, il faut et il su�t de montrer que l'on peut trouver ynet zn de degré inférieur stri
t à r et inférieur ou égal àm−r respe
tivementet tels que :
f ≡ gn−1hn−1 + πn(gn−1zn + hn−1yn) mod Pn+128




e qui s'é
rit également sous la forme gn−1zn + hn−1yn ≡ fn mod P où
fn = f−gn−1hn−1

πn ∈ O[x] par hypothèse de ré
urren
e. En prenant les
lasses modulo P , il s'agit don
 de montrer qu'il existe deux polyn�mes
Yn et Zn dans O/P [x] tels que :

GZn +HYn = Fnoù Fn = f̄n est de degré ≤ m, deg(Yn) < r et deg(Zn) ≤ m− r.Mais 
omme G et H sont premiers entre eux, il existe U ,V tels que UG +
VH = Fn. En e�e
tuant la division eu
lidienne de V par G, on a que V =
QG +R. On obtient ainsi le résultat en posant Yn = R et Zn = U +QH.Ce qui a
hève la démonstration.Corollaire 2.1.2 Sous les hypothèses du lemme de Hensel, supposons que f̄soit séparable et possède une ra
ine α. Alors f a une ra
ine β ∈ O, telle que

β̄ = α.La séparabilité nous assure d'une fa
torisation f̄ = (X −α)g ave
 g premierà (X − α). On peut alors appliquer le lemme de Hensel. Sans 
ette hypothèse,on ne peut pas 
on
lure à l'existen
e d'une ra
ine pour f , 
omme le montrel'exemple suivant : f(x) = x2 + 1 ave
 O = Z2. f n'a pas de ra
ines dans Z2alors que f̄ = (x− 1)2.Pour la démonstration des résultats de Swan, on aura besoin d'une des
rip-tion pré
ise des extensions non rami�ées : 
'est l'objet des résultats qui suivent.Soit K un 
orps 
omplet pour une valuation dis
rète et L une extension �niede K. On note OL (respe
tivement OK) l'anneau de valuation de L (respe
tive-ment K) , PL (respe
tivement PK) son unique idéal maximal, k(L) (respe
tive-ment k(K)) le 
orps résiduel de L (resp. de K) (i.e. k(L) = OL/PL), e l'indi
ede rami�
ation de L/K et f le degré résiduel.Il s'agit à présent de donner une des
ription des extensions non rami�ées enterme de 
orps de ra
ines d'un polyn�me :Proposition 2.1.3 [2, p.25℄� (i) Supposons L/K non rami�ée. Alors il existe un élément x ∈ OL telque k(L) = k(K)(x̄). De plus, si g désigne le polyn�me minimal de x sur
K, alors OL = OK(x), L = K(x), et ḡ est irrédu
tible dans k(K)[X ] etséparable.� (ii) Soit g un polyn�me unitaire à 
oe�
ients dans OK tel que ḡ estirrédu
tible dans k(K)[X ] et séparable. Si x est une ra
ine de g alors
L = K(x) est non rami�ée sur K et k(L) = k(K)(x̄).Preuve :� (i) Par dé�nition de la non rami�
ation, on a don
 e = 1 et k(L)/k(K)séparable. D'après le théorème de l'élément primitif, il existe x ∈ OL telque k(L) = k(K)(x̄). Pour un tel x, le polyn�me minimal G de x̄ est29



irrédu
tible sur k(K) et séparable. De plus,
[L : K] ≥ [K(x) : K]

≥ deg g (
ar g est irrédu
tible)
≥ deg G (
ar G divise ḡ et deg g = deg ḡ)
≥ [k(L) : k(K)] (
ar G est irrédu
tible)
≥ [L : K] (
ar L/K est non rami�ée)On 
on
lut alors que ḡ = G, et don
 que ḡ est irrédu
tible et séparable.� (ii) Déjà, puisque ḡ est irrédu
tible, il s'ensuit que g est irrédu
tible sur

K. Par ailleurs, de la même façon que pour (i), on a :
[L : K] = deg g (
ar g est irrédu
tible)

= deg ḡ (puisque g est unitaire)
= [k(K)(x̄) : k(K)] (puisque ḡ est irrédu
tible)
≤ [k(L) : k(K)]

≤ [L : K]Par 
onséquent, f = [L : K], i.e e = 1 et k(L) = k(K)(x̄), 
'est-à-dire
k(L)/k(K) séparableCe qui a
hève la démonstration de la proposition.Théorème 2.1.4 [2, p.26℄Soit k̄ une extension �nie séparable de k(K). Alors il existe un 
orps L =

L(k̄) tel que :� (i) L/K est �nie séparable� (ii) k̄ ≃ k(L) (k(K)-isomorphisme)� (iii) L/K est non rami�ée� (iv) Les morphismes HomK(L,L′) −→ Homk(K)(k(L), k(L′)) sont bije
-tifs pour tout L′ 
ontenant KDe plus, les propriétés (i) et (ii) déterminent L de manière unique (à K-isomorphisme près).Preuve :D'après le théorème de l'élément primitif, k̄ = k(K)(y) où y ∈ k̄ est séparablesur k(K). Soit G le polyn�me minimal de y sur k(K). Soit g ∈ k(K)[X ], unitairetel que ḡ = G. Posons L = K(x), où x est une ra
ine de g. D'après la propositionpré
édente, L véri�e les propriétés (i), (ii) et (iii). Montrons alors que L véri�ela propriété (iv).Soit w ∈ Homk(K)(k(L), k(L′)). Alors w(x̄) est une ra
ine de ḡ dans L′. Enappliquant le lemme de Hensel, on en déduit que g a une ra
ine y dans L′ telleque ȳ = w(x̄). De plus, 
omme ḡ est séparable, on en déduit que l'élément yest unique. Mais alors il existe un unique morphisme σ ∈ HomK(L,L′) tel que
σ(x) = y. Par 
onstru
tion, σ̄ = w. Ce qui montre la surje
tivité.Maintenant, si τ ∈ HomK(L,L′) véri�e τ̄ = w. Alors τ(x) est une ra
ine de
g véri�ant ¯τ(x) = τ̄ (x̄) = w(x̄). Par uni
ité, τ(x) = y et don
 τ = σ, 
e quimontre l'inje
tivité du morphisme en question.30



Par 
onséquent, L′ véri�e (iv).Maintenant, si L′ est non rami�ée sur K et w est un k(K)-isomorphismede k(L) sur k(L′). Alors, L et L′ ont la même dimension en tant que K-espa
eve
toriel. Ce qui montre en appliquant (iv) que le relèvement σ de w à L est enfait un isomorphisme. Ainsi L ≃ L′. Ce
i montre que les propriétés (i) et (ii)déterminent L de manière unique à K-isomorphisme près, et le théorème estentièrement démontré.Grâ
e à 
e théorème, on peut alors 
ara
tériser les sous-extensions de L nonrami�ées sur K. En e�et,Théorème 2.1.5 [2, p.27℄ Soit L/K une extension �nie. On note k(L)s la
l�ture séparable de k(K) dans k(L) (dans le 
as où L et K sont des extensions�nies de Qp la 
l�ture séparable n'est rien d'autre que k(L)). Alors L a unsous-
orps L0 tel que pour tout K ⊂ F ⊂ L :
F/K est non rami�ée ⇐⇒ F ⊂ L0De plus, k(L0) = k(L)s.Preuve :L'existen
e de L0 dé
oule du théorème pré
édent ave
 k(L0) = k(L)s. Pardé�nition de la rami�
ation, il est alors 
lair que tout sous-
orps de L0 est nonrami�é sur K. Il s'agit don
 de démontrer la ré
iproque.Soit L′ un sous-
orps de L 
ontenantK tel que L′/K soit non rami�ée. Alors,par dé�nition de la non rami�
ation, k(L′)/k(K) et séparable. Par 
onséquent,

k(L′) ⊂ k(L)s = k(L0).En appliquant alors le théorème pré
édent à k̄ = k(L′), on en déduit l'exis-ten
e de σ ∈ HomK(L′, L0) tel que σ̄ soit l'in
lusion. En appliquant alors lethéorème de l'élément primitif à k(L′), on a k(L′) = k(K)(x̄) pour x ∈ L′. Maisdans 
e 
as, x̄ = ¯σ(x). Si g désigne le polyn�me minimal de x sur K, alors xet σ(x) sont des ra
ines de g. Comme ḡ est séparable, on en déduit alors que
x = σ(x). En appliquant alors la proposition 2.1.3 à g, on 
on
lut que L′ = K[x]et don
 L′ ⊂ L0. Ce qui démontre la ré
iproque et a
hève la preuve du théorème.Corollaire 2.1.6 [2, p.28℄ Si L et L′ sont deux extensions �nies de K nonrami�ées, alors L.L′ (
ompositum de L et L′) est non rami�é sur K.Proposition 2.1.7 Supposons que L/K soit galoisienne. Alors on a un mor-phisme de groupes :

φ : Gal(L/K) −→ Gal(k(L)/k(K))
σ 7−→ σ̄où σ̄ : x+ PL 7−→ σ(x) + PL.De plus, φ est surje
tif et si on note I = I(L/K) (groupe d'inertie de L/K) lenoyau de φ, alors I est de 
ardinal e et LI/K est l'extension maximale in
lusedans L non rami�ée.Preuve :Le fait que φ soit bien dé�ni dé
oule du fait qu'il existe une unique valuation

νL sur L prolongeant 
elle de K. Par 
onséquent, si σ ∈ Gal(L/K), νLσ = νL.Montrons que φ est surje
tif. 31



Soit w ∈ Gal(k(L)/k(K)). Il existe x ∈ L, k(L) = k(K)(x̄). Soit g le poly-n�me minimal de x sur K. Par la même argumentation que pré
édemment, ilexiste un unique élément y de L tel que y soit une ra
ine de g et ȳ = w(x̄). Onen déduit alors qu'il existe un unique τ ∈ HomK(K(x), L) tel que τ(x) = y.Maintenant, 
omme L/K(x) est séparable, il existe σ ∈ Hom(L, K̄) tel que
σ|K(x) = τ . Mais 
omme L/K est normale, σ ∈ Gal(L/K) et par 
onstru
tion
φ(σ) = w.Le fait que LI/K soit l'extension maximale in
luse dans L non rami�éedé
oule alors du théorème 2.1.5, de k(LI) = k(L) = k(L)s et de la transitivitéde l'indi
e de rami�
ation.On s'intéresse à présent au 
as où L et K sont des extensions �nies de Qp.On peut alors dé
rire expli
itement les extensions non rami�ées.Théorème 2.1.8 [43, p.323℄ Soient L et K deux extensions �nies de Qp tellesque L/K soit non rami�ée. Alors :� (a) L/K est galoisienne et Gal(L/K) est 
y
lique.� (b) L = K(ξn) pour un entier n ave
 p 6| n.De plus, si K est donné et m ≥ 1 �xé, il existe une unique extension L de Kde degré m, non rami�ée. Cette extension est alors 
y
lique de degré m.Preuve :Supposons pour 
ommen
er que L/K soit galoisienne. Alors d'après la pro-position 2.1.7,

Gal(L/K) ≃ Gal(k(L)/k(K))Mais 
omme le membre de droite est le groupe de Galois d'une extension �niede 
orps �nis, il est 
y
lique.Maintenant, si L/K est quel
onque. Soit M la 
l�ture normale de L. Alors
M/K est galoisienne �nie. Soit M0 l'extension maximale de K, in
luse dans Met non rami�ée. Alors L ⊂M0. D'après les théorèmes pré
édents, si I désigne legroupe d'inertie deM/K, alorsM0 = M I . De plus, 
omme I est un sous-groupedistingué de Gal(M/K) (en tant que noyau d'un morphisme de groupes),M0/Kest galoisienne. D'après le 
as galoisien, on en déduit que M0/K est 
y
lique.Mais 
e
i entraîne que Gal(M0/L) est distingué dans Gal(M0/K) et don
 par lethéorème de 
orrespondan
e de Galois, que L/K est galoisienne. Ce
i démontredon
 le point (a).Pour (b), soit y un élément primitif de k(L)/k(K). Alors y est une ra
ine
n-ième de l'unité, pour un entier n premier à p. Mais alors, le polyn�me Xn− 1a une ra
ine dans k(L). Don
, d'après le lemme de Hensel, il a une ra
ine x dans
L (puisque p ne divise pas n). Cette ra
ine x engendre L sur K (
onséquen
ede l'isomorphisme des groupes de Galois).En�n, soit ξn ave
 p 6| n tel que ξ̄n engendre une extension de degré m de
k(K). Alors K(ξn)/K est non rami�ée (il su�t d'appliquer la proposition 2.1.3à un relèvement du polyn�me minimal de ξn dans OK). L'isomorphisme desgroupes de Galois démontre alors que K(ξn)/K est 
y
lique de degré m. Parailleurs, si L/K et L′/K sont deux extensions de degré m non rami�ées, alorsleur 
ompositum est en
ore non rami�é (
orollaire 2.1.6), don
 
y
lique d'après32



(a). Or Gal(LL′/K) s'inje
te dans Gal(L/K)×Gal(L′/K). Ce qui montre quetout élément de Gal(LL′/K) est d'ordre divisant m. On 
on
lut alors en regar-dant les degrés, que L = L′.Ce
i a
hève la démonstration du théorème.2.1.2 Théorème de SwanThéorème 2.1.9 [40℄ Soit f un polyn�me unitaire de degré n, à 
oe�
ientsentiers dans un 
orps de nombres P-adique F. Supposons que la rédu
tion f̄ de
f modulo P soit séparable. Soit également r le nombre de fa
teurs irrédu
tiblesde f̄ dans le 
orps résiduel. Alors r ≡ n [2] si et seulement si D(f) est un 
arrédans F.Preuve :Soit K le 
orps résiduel de F. Alors on peut é
rire f̄ =

∏r
i=1 gi. Comme f̄est séparable, les gi sont distin
ts. On en déduit don
 par le lemme de Henselqu'il existe f1, . . . , fr ,à 
oe�
ients dans F tels que

∀i ∈ {1, . . . , r}, f̄i = gi
f =

∏r
i=1 fiPar ailleurs, puisque les gi sont irrédu
tibles (et séparables), il en est demême pour les fi. Ainsi, en désignant par Ei le 
orps de rupture de fi, on endéduit que Ei est non rami�é sur F (d'après la proposition 2.1.3). Mais on avu qu'il existe une unique extension non rami�ée de F de degré donné et que
ette extension est 
y
lique et don
 Ei est 
y
lique, a fortiori galoisienne et don
�nalement, Ei est le 
orps de dé
omposition de fi.Maintenant, si E désigne le 
orps de dé
omposition de f sur F , alors E estle 
ompositum des Ei, don
 est non rami�é sur F (puisque 
haque Ei l'est).On 
on
lut alors de même que pré
édemment que E est 
y
lique. Soit don
 σun générateur de Gal(E/F ). Maintenant, pour j ∈ {1, . . . , r} �xé, soit βj unera
ine de fj . Alors les ra
ines de fj sont les σi(βj),0 ≤ i ≤ nj − 1 où nj estle degré de fj . En e�et, 
e sont 
lairement des ra
ines de fj et de plus, on a

Gal(Ej/F ) ≃ Gal(E/F )
Gal(E/Ej)

, par suite si σ̄ désigne la 
lasse de σ modulo Gal(E/Ej),
'est un générateur de Gal(Ej/F ), 
e qui montre que les σi(βj) ,0 ≤ i ≤ nj − 1sont bien distin
ts.Ainsi, les ra
ines de f sont les σi(βj) , 0 ≤ j ≤ r, 0 ≤ i ≤ nj−1. On ordonnealors 
es ra
ines par (i1, j1) < (i2, j2) si j1 < j2 ou j1 = j2 et i1 < i2 (oùpour tout entier i, le symbole (i, j) désigne le 
ouple (i′, j) où i′ ≡ i [nj ] et
0 ≤ i′ < nj). Maintenant, on a D(f) = δ(f)2 où

δ(f) =
∏

(i1,j1)<(i2,j2)

(σi1 (βj1)− σ
i2 (βj2))Si on applique σ a δ(f), on obtient alors :33



σ(δ(f)) =
∏

(i1,j1)<(i2,j2)

(σi1+1(βj1)− σ
i2+1(βj2))On observe alors que les termes qui apparaissent dans 
ette expression sontles mêmes que 
eux qui apparaissent dans δ(f), au signe près. En fait, σi1(βj1)−

σi2(βj2 ) apparait dans δ(f) et σ(δ(f)) ave
 le même signe si et seulement si
(i1 + 1, j1) < (i2 + 1, j2). Ce
i est 
ertainement vrai si j1 < j2 ou si j1 = j2 = jet i2 < nj − 1. En revan
he, si j1 = j2 = j et i2 = nj − 1, alors (i2 + 1, j) =
(0, j) < (i1 + 1, j) , 0 ≤ i1 ≤ nj − 2. Ce
i montre que (i1 + 1, j1) < (i2 + 1, j2) siet seulement si j1 < j2 ou j1 = j2 = j et i2 < nj − 1. Par 
onséquent, le nombrede termes qui apparaissent dans δ(f) et σ(δ(f)) ave
 un signe opposé est égalau nombre de paires ((i1, j), (nj − 1, j)) ave
 0 ≤ i1 ≤ nj − 2. Or a j �xé, il y aexa
tement nj−1 telles paires. Ainsi, le nombre total de termes qui apparaissentdans δ(f) et σ(δ(f)) ave
 un signe opposé est égal à ∑r

j=1(nj − 1) = n − r.Ainsi, on a :
σ(δ(f)) = (−1)n−rδ(f)On en déduit don
 les équivalen
es suivantes :

D(f) est un 
arré dans F ⇐⇒ δ(f) ∈ F

⇐⇒ σ(δ(f)) = δ(f)

⇐⇒ n ≡ r [2]Ce qui a
hève la démonstration du théorème.Corollaire 2.1.10 [40℄ Soient K un 
orps �ni de 
ara
téristique impaire, g ∈
K[X ] séparable de degré n et r le nombre de fa
teurs irrédu
tibles de g dans K.Alors r ≡ n mod 2 si et seulement si D(g) est un 
arré dans K.Preuve :Quitte à diviser g par son 
oe�
ient dominant (
e qui ne modi�e pas lenombre de fa
teurs irrédu
tibles de g dans K[X ]), on peut supposer que g estunitaire. Soit p = Car(K) ≥ 3 et F un 
orps de nombres p-adique, de 
orpsrésiduel K. Soit par ailleurs f ∈ F [X ] unitaire, à 
oe�
ients entiers tels que
f̄ = g (où f̄ désigne la 
lasse de f modulo l'unique idéal maximal P de OF ).Alors D(g) = ¯D(f) mod P .D'après le théorème pré
édent, r ≡ n mod 2 si et seulement si D(f) est un
arré dans F .Maintenant, il est 
lair que si D(f) est un 
arré dans F alors D(g) est un
arré dans K. Ré
iproquement, supposons que D(g) soit un 
arré dans F et
onsidérons le polyn�me P = X2−D(f). Alors la rédu
tion de P modulo P est
P̄ = X2 −D(g). Mais puisque D(g) est un 
arré dans K, P̄ = (X − a)(X − b)ave
 a, b ∈ K. Par ailleurs, puisque p 6= 2, P̄ est séparable, 
'est-à-dire a 6= b.Par suite, X−a et X− b sont premiers entre eux et on peut appliquer le lemme34



de Hensel, 
e qui permet de 
on
lure que P a une ra
ine dans F . Ce qui montreque D(f) est un 
arré dans F si et seulement si D(g) est un 
arré dans K. Cequi 
on
lut la démonstration du 
orollaire.Remarque 2.1.11 Si Car(K) = 2, le dernier 
orollaire n'est plus valable. Ene�et, dans la démonstration du 
orollaire, un argument 
lé est que D(f) est un
arré dans F si et seulement si D(g) est un 
arré dans K. Mais pour appliquerle lemme de Hensel 
omme dans la preuve du 
orollaire, il est né
essaire que
X2 −D(g) soit séparable, 
e qui n'est plus le 
as lorsque p = 2.On 
her
he alors à s'a�ran
hir de la 
ondition car(K) 6= 2. On a alors besoindu lemme suivant :Lemme 2.1.12 [40℄ Soit a un entier P-adique, premier à P. Alors sont équi-valents :� (i) a est un 
arré P-adique� (ii) a est un 
arré mod 4PPreuve :L'impli
ation (i)⇒ (ii) est 
laire. Montrons la ré
iproque.On suppose que a est un 
arré mod 4P . Montrons alors par ré
urren
e sur
n que a est un 
arré mod 4Pn� n = 1C'est l'hypothèse (ii) et don
 la propriété est vraie au rang 1.� Passage de n à n+ 1On suppose la propriété vraie au rang n. Alors il existe un entier P-adique

bn tel que a ≡ b2n mod 4Pn. Il existe alors un entier P-adique cn ave

cn ∈ P

n tel que a = b2n +4cn. Mais puisque a est premier à P , il en est demême pour bn. Par 
onséquent, bn est inversible. Posons alors dn = b−1
n cnet bn+1 = bn + 2dn. On a alors a = b2n + 4bndn = (bn + 2dn)

2 − 4d2
n =

b2n+1−4d2
n. Or, dn ≡ 0 mod Pn (puisque cn ≡ 0 mod Pn et bn est premierà P), don
 a ≡ b2n+1 mod 4Pn+1 (en fait modulo 4P2n ).La propriété est don
 vraie au rang n+ 1Ce qui montre par ré
urren
e que ∀n ≥ 1, ∃bn, a ≡ b

2
n mod 4Pn.Mais alors, pour tout entiers n et p, (bn+p − bn) ∈ P
n, 
e qui montre que

(bn) est une suite de Cau
hy puisque les (Pn) forment une base de voisinage de0, don
 
onvergente. Soit b sa limite.Soit n ≥ 1 alors il existe n0 tel que ∀i ≥ n0, b
2
i − b2 ∈ Pn. On a alors

a− b2 = (a− b2n0
) + (b2n0

− b2) ∈ Pn.Ainsi, (a− b2) ∈ ∩n≥1P
n, d'où a = b2.Ce qui démontre la ré
iproque et don
 le lemme est entièrement démontré.Corollaire 2.1.13 Soit f un polyn�me unitaire de degré n à 
oe�
ients entiersdans un 
orps de nombres P-adique F . Supposons que f̄ soit séparable. Soitalors r le nombre de fa
teurs irrédu
tibles de f̄ dans K[X ], K désignant le
orps résiduel de F . Alors r ≡ n [2] si et seulement si D(f) est un 
arré modulo

4P. 35



Preuve :D'après le théorème, r ≡ n [2] si et seulement si D(f) est un 
arré dans
F . Mais 
omme D(f) est entier, on peut appliquer le lemme pré
édent, 
e quidémontre le 
orollaire.Corollaire 2.1.14 [40℄ Soit g ∈ F2[X ] séparable de degré n et r le nombre defa
teurs irrédu
tibles de g sur F2[X ]. Soit par ailleurs f ∈ Z2[X ] unitaire dedegré n tel que f̄ = g. Alors r ≡ n [2] si et seulement si D(f) ≡ 1 [8].Preuve :Ce
i dé
oule du 
orollaire pré
édent et du fait que 1 est le seul 
arré impairmodulo 8.Exemple 2 [40℄ Soit f ∈ F2n [X ] de degré k et tel que f(0) 6= 0. Soit g lepolyn�me dé�ni par g(x) = f(x)8 + xm , où m est un entier impair. Posons
q = deg g = max(8k,m) (il y a bien égalité puisque m est impair don
 ne peutvaloir 8k). Soit également E un 
orps de nombres p-adique de 
orps résiduel F2net F ∈ E[X ] de degré k tel que F̄ = f . Alors g = Ḡ ou G(x) = F (x)8 + xm.Alors, 
omme G′(x) ≡ mxm−1 [8], on a :

D(G) ≡ (−1)
q(q−1)

2

q∏

i=1

mαm−1
i mod 8Mais ∏αi = (−1)qG(0) ≡ f(0)8 mod P ( où P désigne l'unique idéal maxi-mal de l'anneau des entiers de E). Par suite, D(G) 6≡ 0 mod P et don
 g estséparable. De plus, 
ommem est impair,∏q

i=1 α
m−1
i est un 
arré. Ce qui montreque D(G) est un 
arré modulo 8 si et seulement si D′ = (−1)

q(q−1)
2 mq est un
arré.� 1er 
as : q = 8kDans 
e 
as, D′ est un 
arré, et par 
onséquent, r ≡ q ≡ 0 [2]. Ce quimontre que g a un nombre pair de fa
teurs irrédu
tibles, don
 est rédu
-tible.� 2eme 
as : q = mAlorsD′ = (−1)

m−1
2 m(−1)

(m−1)2

2 mm−1. Or (m−1)2 ≡ 0 [4], 
e qui montreque D′ di�ère d'un 
arré au terme (−1)
m−1

2 m près.Si m ≡ ±3 [8], alors (−1)
m−1

2 m ≡ 5 [8], don
 d'après le 
orollaire pré
é-dent, r 6≡ n ≡ 1 [2]. Don
 g est rédu
tible.En parti
ulier, 
e
i montre que x8k + xm + 1 est rédu
tible sur Fq si m < 8kou si m > 8k et m ≡ ±3 [8].Appli
ation 1 [40℄ Loi de ré
ipro
ité quadratique. Il s'agit i
i de donner unedémonstration de la loi de ré
ipro
ité quadratique, en appliquant le théorèmepré
édent.On rappelle que le dis
riminant du polyn�me xn+a sur un 
orps quel
onque
K est donné par la relation : 36



D(xn + a) = (−1)
n(n−1)

2 nnan−1Considérons alors le polyn�me xp − 1 = (x − 1)Qp(x), où p est un nombrepremier impair. De même que dans l'exemple 
i-dessus, son dis
riminant di�èred'un 
arré au terme (−1)
p−1
2 p près. Mais

(−1)
p−1
2 p ≡ 5 [8] si p ≡ 3, 5 [8]

≡ 1 [8] si p ≡ ±1 [8]On en déduit don
, d'après le dernier 
orollaire, que xp− 1 a un nombre impairde fa
teurs irrédu
tibles sur F2 si et seulement si p ≡ ±1 [8].De la même façon, si q 6= p est un nombre premier impair, alors xp − 1 a unnombre impair de fa
teurs irrédu
tibles sur Fq si et seulement si (−1)
p−1
2 p estun 
arré modulo q.Maintenant, d'après l'étude des polyn�mes 
y
lotomiques, Qp a exa
tement

φ(p)
τ(p) , et don
 xp − 1 a exa
tement 1 + φ(p)

τ(p) fa
teurs irrédu
tibles sur Fq.Par ailleurs, Z
pZ

⋆ est 
y
lique de 
ardinal pair. Par 
onséquent, il possède ununique sous groupe d'indi
e 2, formé par les 
arrés modulo p. En e�et, si g estun générateur de Z
pZ

⋆, alors < g2 > est un sous-groupe d'indi
e 2. Si par ailleursH est un sous-groupe d'indi
e 2, alors g2 ∈ H , 
e qui montre que H =< g2 >.De plus, < g2 > est bien formé des 
arrés modulo p. Alors q est un 
arré modulo
p si et seulement si le sous-groupe engendré par q est d'indi
e pair. Par ailleurs,
et indi
e vaut φ(p)

τ(p) . D'où on déduit que q est un 
arré modulo p si et seulementsi xp − 1 a un nombre impair de fa
teurs irrédu
tibles sur Fq. Ce qui 
onduit à
(
q

p

)
=

(
(−1)

p−1
2 p

q

) si q est impair
(

2

p

)
= 1 si et seulement si p ≡ ±1 [8]Ces équations ave
 la formule (−1

p

)
= (−1)

p−1
2 
onstituent la loi de ré
ipro-
ité quadratique.2.1.3 Cal
ul de dis
riminant d'un trin�mialA�n de pouvoir appliquer les résultats du paragraphe pré
édent, il est né-
éssaire de pouvoir 
al
uler le dis
riminant. Dans 
e paragraphe, on rappelleles propriétés élémentaires du résultant et du dis
riminant puis on donne uneformule exa
te pour le dis
riminant d'un trin�mial.Soit K un 
orps, f et g deux polyn�mes à 
oe�
ients dans K. Soient parailleurs β1, . . . , βm les ra
ines de g (
omptées ave
 multipli
ité) (dans une 
l�turealgébrique �xée de K), b le 
oe�
ient dominant de g et n le degré de f .37



Dé�nition 2.1.15 Le résultant de f et g, noté R(f, g) est l'élément de K dé�nipar :
R(f, g) = bn

m∏

i=1

f(βi)Remarque 2.1.16 Il s'agit bien d'un élément de K puisque 
'est une fon
tionsymétrique des ra
ines de g.Remarque 2.1.17 Le dis
rimant de f , de ra
ines α1, . . . , αn (
omptées ave
multipli
ité) est dé�ni par :
D(f) =

∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)
2Il s'ensuit que si f est unitaire, D(f) = (−1)

n(n−1)
2 R(f ′, f)Lemme 2.1.18 [40℄� (1) R(g, f) = (−1)degf .deggR(f, g)� (2) Si f = qg + r, alors R(f, g) = bdegf−degrR(r, g)� (3) Si a, b sont des 
onstantes non toutes nulles, R(a, b) = 1� (4) R(f1f2, g) = R(f1, g)R(f2, g)Preuve :On 
onserve les notations du début du paragraphe : f et g sont deux po-lyn�mes à 
oe�
ient dans K de degré n et m respe
tivement, de 
oe�
ientdominant a et b respe
tivement, de ra
ines α1, . . . , αn et β1, . . . , βm respe
tive-ment .� (1) Par dé�nition du résultant de deux polyn�mes, on a :

R(g, f) = am
n∏

i=1

g(αi)

= am
n∏

i=1

b

m∏

j=1

(αi − βj)

= bn
m∏

j=1

a

n∏

i=1

(αi − βj)

= bn
m∏

j=1

(−1)na

n∏

i=1

(βj − αi)

= bn
m∏

j=1

(−1)nf(βj)

= (−1)nmR(f, g)
e qui établit le point (1) 38



� (2) On suppose que f = qg + r, on a alors :
R(f, g) = bn

m∏

j=1

f(βj)

= bn
m∏

j=1

(q(βj)g(βj) + r(βj))

= bn
m∏

j=1

r(βj)

= bdegf−degrR(r, g)
e qui établit le point (2)� (3) est 
lair� (4) On a pour f1, f2 et g trois polyn�mes �xés :
R(f1f2, g) = (b)deg(f1f2)

m∏

j=1

f1(βj)f2(βj)

=


bdegf1 m∏

j=1

f1(βj)




bdegf2 m∏

j=1

f2(βj)




= R(f1, g)R(f2, g)Ce qui a
hève la démonstration du lemme.Corollaire 2.1.19 [40℄� (5) R(f, g1g2) = R(f, g1)R(f, g2)� (6) Si a est une 
onstante, R(f, a) = R(a, f) = adegf� (7) R(f, xm) = R(f, x)m = f(0)mPreuve :� (5) Dé
oule de (1) et (4)� (6) Si g est 
onstant, il est 
lair par dé�nition du résultant que R(f, g) =
gdegf . De même, si f est 
onstant non nul, deg f = 0, par suite R(f, g) =
fdegg.� (7) La première égalité dé
oule de (5). Pour la se
onde, R(f, x) = f(0)par dé�nition du résultant.On peut dès à présent 
al
uler le dis
riminant d'un trin�mial :Lemme 2.1.20 [40℄ Soient r, s deux entiers et d = pgcd(r, s). Soient de plus r1et s1 les entiers dé�nis par r = r1d et s = s1d. Soit en
ore α et β deux élémentsd'un 
orps K �xé. Alors on a :

R(xr − α, xs − β) = (−1)s[αs1 − βr1 ]dPreuve : 39



Tout d'abord, on observe que si la propriété est vraie pour un 
ouple (r, s)elle l'est également pour le 
ouple (s, r). En e�et, supposons la propriété vraiepour un 
ouple (r, s). Alors on a :
R(xs − β, xr − α) = (−1)rsR(xr − α, xs − β)

= (−1)rs(−1)s[αs1 − βr1 ]d

= (−1)rs+s+r(−1)r[−(βr1 − αs1)]d

= (−1)rs+s+r+d(−1)r[βr1 − αs1 ]dMais on a rs + s + r + d ≡ 0 [2]. En e�et, il su�t de regarder 
ongruen
esmodulo 2 de r et s, 
e qui donne :� 1er 
as : r ≡ s ≡ 0 [2]Dans 
e 
as d ≡ 0 [2] et don
 rs+ s+ r + d ≡ 0 [2]� 2ème 
as : exa
tement un parmi r et s est pairDans 
e 
as, d est impair et le produit rs est pair.D'où rs+ r + s+ d ≡ 0 + 1 + 0 + 1 ≡ 0 [2] et le résultat� 3ème 
as : r ≡ s ≡ 1 [2]Dans 
e 
as d ≡ 1 [2] et de même que pré
édemment,
rs + r + s+ d ≡ 1 + 1 + 1 + 1 ≡ 0 [2]Montrons alors le résultat par ré
urren
e sur n = r + s ave
 r ≥ s.� La propriété est trivialement vraie pour n = 0� Supposons la propriété vraie pour r + s ≤ n et montrons qu'elle est vraieau rang n+ 1.Soient don
 r et s tels que r ≥ s et r + s = n+ 1. On peut é
rire

xr − α = xr−s(xs − β) + βxr−s − αMais alors on a R(xr − α, xs − β) = R(βxr−s − α, xs − β). Si β = 0, lerésultat est évident. On peut don
 supposer β 6= 0. Dans 
e 
as, on peuten
ore é
rire :
R(βxr−s − α, xs − β) = R(β, xs − β)R(xr−s −

α

β
, xs − β)

= βsR(xr−s −
α

β
, xs − β)On remarque alors que si s 6= 0, on peut appliquer l'hypothèse de ré-
urren
e au 
ouple (r − s, s). Le 
as s = 0 est évident puisqu'alors on a

d = r, s1 = 0, r1 = 1 et d'après les propriétés du résultant rappelées dansla se
tion pré
édente, si f est un polyn�me non nul et a une 
onstante,
R(f, a) = adegf . On suppose don
 s 6= 0. On en déduit que :

R(xr−s − α
β , x

s − β) = (−1)s[(αβ )s
′

1 − βr
′

1 ]d
′

,où d′ = pgcd(r − s, s) , s = s′1d
′, et r − s = r′1d

′.Mais il est 
lair que d′ = pgcd(r − s, s) = pgcd(r, s) = d. On en déduit en
onservant les notations du lemme que s1 = s′1 et r1 = r′1 + s′1. Par suite,40



R(xr − α, xs − β) = βs(−1)s[(
α

β
)s1 − βr1−s1 ]d

= (−1)sβs1d[(
α

β
)s1 − βr1−s1 ]d

= (−1)s[αs1 − βr1 ]dLa propriété est don
 vraie au rang n + 1, 
e qui a
hève la ré
urren
e etla démonstration du lemme.Remarque 2.1.21 Cette formule est assez intuitive. En e�et, si a designe unera
ine de xr − α, b une ra
ine de xs − β, ξ1 une ra
ine primitive r-ième del'unité et ξ2 une ra
ine primitive s-ième de l'unité, alors les ra
ines de xr −
α (respe
tivement, xs − β) sont les {ξn1 a , 0 ≤ n ≤ r − 1} (respe
tivement
{ξm2 b , 0 ≤ m ≤ s− 1}). On a alors,

R(xr − α, xs − β) = 0 ⇐⇒ ∃n,m ∈ N, ξn1 a = ξm2 bEn élevant 
ette dernière égalité à la puissan
e r1s1d, on obtient :
R(xr − α, xs − β) = 0 ⇐⇒ αs1 = βr1Par ailleurs, si αs1 = βr1 , alors xr − α et xs − β ont une ra
ine 
ommune,
e qui se traduit par ξn1 a = ξm2 b. Mais alors, pour toute ra
ine d-ième de l'unité

ξ, ξξn1 a = ξξm2 b. Or, ξξn1 a est en
ore une ra
ine de xr−α et de même, ξξm2 b esten
ore une ra
ine de xs− β. Ce qui montre que 
es deux polyn�mes ont alors dra
ines 
ommunes. Ce qui explique l'origine de la formule pré
édente.Ce lemme permet alors de 
al
uler le dis
riminant d'un trin�me. En e�et,Théorème 2.1.22 [40℄ Soient n > k > 0 deux entiers, a, b deux éléments d'un
orps K, d = pgcd(n, k) et n1, k1 les entiers dé�nis par n = n1d et k = k1d.Alors
D(xn + axk + b) = (−1)

n(n−1)
2 bk−1[nn1bn1−k1 + (−1)n1+1(n− k)n1−k1kk1an1 ]dPreuve :On a par dé�nition, pour tout polyn�me f , D(f) = (−1)

n(n−1)
2 R(f ′, f). Par
onséquent

D(xn + axk + b) = (−1)
n(n−1)

2 R(nxn−1 + kaxk−1, xn + axk + b)

= (−1)
n(n−1)

2 R(nxk−1(xn−k +
ka

n
), xn + axk + b)

= (−1)
n(n−1)

2 R(n, xn + axk + b)R(xk−1, xn + axk + b)

× R(xn−k +
ka

n
, xn + axk + b)

= (−1)
n(n−1)

2 nn(−1)n(k−1)bk−1

× (−1)n(n−k)R(xn + axk + b, xn−k +
ka

n
)41



Or n(k − 1) + n(n− k) = n2 − n ≡ 0 [2] , par 
onséquent on a :
D(xn + axk + b) = (−1)

n(n−1)
2 nnbk−1R(xn + axk + b, xn−k + ka

n )Mais on a xn + axk + b = xk(xn−k + ka
n ) + a(1− k

n )xk + b. Il s'ensuit alors que
R(xn + axk + b, xn−k +

ka

n
) = R(a(1−

k

n
)xk + b, xn−k +

ka

n
)

= (a−
ka

n
)n−kR(xk +

b

a(1− k
n )
, xn−k +

ka

n
)Mais on peut alors appliquer le lemme pré
édent ave
 r = k , α = − b

a− ka
n

,
s = n− k et β = −kan , 
e qui fournit en remarquant 
omme dans la preuve dulemme que pgcd(n− k, k) = pgcd(n, k)

R(xk + b
a(1− k

n
)
, xn−k + ka

n ) = (−1)n−k[( −b
(a− ka

n
)
)n1−k1 − (−kan )k1 ]dD'où en posant R = R(a(1− k

n )xk + b, xn−k + ka
n ) , on obtient su

essivement :

R = (a−
ka

n
)n−k(−1)n−k[(

−b

(a− ka
n )

)n1−k1 − (
−ka

n
)k1 ]d

= [(
ka

n
− a)n1−k1 ]d[(

−b

(a− ka
n )

)n1−k1 − (
−ka

n
)k1 ]d

= [bn1−k1 + (−1)n1+1(a−
ka

n
)n1−k1(

ka

n
)k1 ]dEn notant maintenant D = D(xn + axk + b), on obtient �nalement :

D = (−1)
n(n−1)

2 nn1dbk−1[bn1−k1 + (−1)n1+1(a−
ka

n
)n1−k1(

ka

n
)k1 ]d

= (−1)
n(n−1)

2 bk−1[nn1bn1−k1 + (−1)n1+1(n− k)n1−k1an1kk1 ]dCe qui a
hève la démonstration du théorème.2.2 Appli
ation à la rédu
tibilité des trin�miauxsur F2Le théorème de la se
tion pré
édente permet alors de donner une 
onditionsu�sante (mais non né
éssaire) pour qu'un polyn�me trinomial soit rédu
tiblesur F2.Corollaire 2.2.1 [40℄ Soient n > k > 0. On suppose qu'exa
tement un parmi
n et k est pair. Alors le polyn�me xn + xk + 1 a un nombre pair de fa
teursirrédu
tibles sur F2 (et don
 est rédu
tible) dans les 
as suivants :42



� (a) n est pair, k impair, n 6= 2k et nk
2 ≡ 0 ou 1 [4]� (b) n est impair, k est pair, k 6| 2n et n ≡ ±3 [8]� (
) n est impair, k est pair, k | 2n et n ≡ ±1 [8]Dans tous les autres 
as, xn+xk+1 a un nombre impair de fa
teurs irrédu
tiblessur F2.Remarque 2.2.2 Le 
as où n et k sont impairs se déduit du 
as où n est impairet k pair en 
onsidérant le polyn�me xn + xn−k + 1, qui a le même nombre defa
teurs irrédu
tibles que xn + xk + 1.Démonstration du 
orollaire :Considérons les polyn�mes g = xn + xk + 1 ∈ Fq[X ] et f = xn + xk + 1 ∈

Z2[X ] ⊂ Q2[X ]. Soit f̄ la rédu
tion de f modulo 2Z2. En identi�ant Z2/2Z2 à
F2, on a don
 f̄ = g.De plus, d'après le théorème 2.1.22,D(g) = (nn1+(n−k)n1−k1kk1)d (puisquei
i a = b = 1 et le 
orps de base est F2). Deux 
as se présentent alors :� 1er 
as : n ≡ 0 [2] et k ≡ 1 [2]Alors nn1 ≡ 0 [2] , kk1 ≡ 1 [2] et (n − k)n1−k1 ≡ 1 [2]. Par 
onséquent,

D(g) = 1.� 2ème 
as : n ≡ 1 [2] et k ≡ 0 [2]On trouve de même D(g) = 1Ainsi dans les deux 
asD(g) = 1 et don
 g est séparable. On peut alors appliquerle 
orollaire 2.1.14 ; soit r le nombre de fa
teurs irrédu
tibles de g sur F2 alors
r ≡ n [2] si et seulement si D(f) ≡ 1 [8].� (a) On suppose n pair, k impair, n 6= 2k et nk

2 ≡ 0 ou 1 [4]. Dans 
e 
as,en 
onservant les notations de la se
tion pré
édente, on trouve que :� d = pgcd(n, k) ≡ 1 [2]� k1 ≡ 1 [2]� n1 ≡ 0 [2]Mais on a également :
nk

2
≡ 0, 1 [4] ⇐⇒

n1k1d
2

2
≡ 0, 1 [4]

⇐⇒
n1k1

2
≡ 0, 1 [4] ( 
ar d2 ≡ 1 [4])� 1er sous-
as : n1

2 ≡ 0 [4]Alors 8 | n et D(f) ≡ (−(−k)n1−k1kk1)d [8]

≡ kn(−1)(n1−k1+1)d [8]

≡ kn [8]

≡ 1 [8](En e�et, k étant premier à 8, k ∈ (Z/8Z)⋆. Or 8 | n, a fortiori 4 | n ; etdon
 kn ≡ 1 [8]) Ainsi D(f) ≡ 1 [8].43



Dans 
e 
as, r ≡ n ≡ 0 [2] et g a bien un nombre pair de fa
teursirrédu
tibles sur F2.� 2ème sous-
as : n1

2 ≡ 1 [4]Dans 
e 
as, on a for
ément k1 ≡ 1 [4] (puisqu'il est supposé impair).Maintenant, il faut regarder les 
ongruen
es possibles pour d, sa
hantque sous les hypothèses du 
as (a), d est impair.� Si d ≡ 1 [4]Alors n ≡ 2 [8] , k ≡ 1, 5 [8] et n1 − k1 ≡ 1 [4]. Par 
onséquent,
D(f) ≡ (−1)[2n1 − (2− k)k]d [8]

≡ (−1)(2n1 − (2− k)k) [8]Maintenant si n1 = 2 alors puisque n1 > k1 > 0, k1 = 1. Mais alors
n = n1d = 2d = 2k1d = 2k, 
e qui 
ontredit les hypothèses du 
as (a).Par suite n1 > 2 et 2n1 ≡ 0 [8] 
e qui entraîne queD(f) ≡ (2−k)k [8].Par ailleurs, 
omme k ≡ 1, 5 [8], on a dans les deux 
as de �gures
(2 − k)k ≡ 1 [8] , et �nalement, on trouve don
 que D(f) ≡ 1 [8] ,
equi permet de 
on
lure à nouveau que r ≡ n ≡ 0 [2] et don
 que g aun nombre pair de fa
teurs irrédu
tibles sur F2.� Si d ≡ 3 [4]On a alors n ≡ 6 [8] , k ≡ 3, 7 [8] et n1 − k1 ≡ 1 [4]. Par 
onséquent,

D(f) ≡ (−1)(6n1 − (6− k)k)d [8]

≡ ((6 − k)k)3 [8](puisqu'i
i en
ore le 
as n1 = 2 est impossible et don
 8 | 6n1)Mais dans les deux 
as k ≡ 3 ou 7 [8], ((6 − k)k)3 ≡ 1 [8]. Ce quimontre une fois de plus que r ≡ 0 [2] et don
 que g a un nombre pairde fa
teurs irrédu
tibles sur F2.Ce qui a
hève le 2ème sous-
as.� 3ème sous-
as : n1

2 ≡ 2 [4]Dans 
e 
as, 2k1 ≡ 0, 1 [4] 
e qui n'est pas possible 
ar k1 est impair et
2 n'est pas inversible dans Z/4Z.� 4ème sous-
as : n1

2 ≡ 3 [4]Alors né
essairement, k1 ≡ 3 [4] (puisqu'il est impair et don
 ne peutêtre divisible par 4). Il faut alors de nouveau distinguer les 
as selon lavaleur de d [4]. Mais on voit rapidement que :� Si d ≡ 1 [4]Alors n ≡ 6 [8] et k ≡ 3, 7 [8], et don
 de même que dans l'étude faîtedans le 2ème sous-
as, on a bien D(f) ≡ 1 [8], 
'est-à-dire que g a denouveau un nombre pair de fa
teurs irrédu
tibles sur F2.� De même, si d ≡ 3 [4] alors on trouve de la même façon que n ≡ 2 [8]et k ≡ 1, 5 [8] et on 
on
lut à nouveau que g a un nombre pair defa
teurs irrédu
tibles sur F2.44



Ainsi, on a montré que si n est pair, k impair, n 6= 2k et nk
2 ≡ 0, 1 [4]alors le polyn�me xn + xk + 1 a un nombre pair de fa
teurs irrédu
tiblessur F2.� (b) n impair, k pair, k 6| 2n et n ≡ ±3 [8]Déjà, on peut 
onstater que né
essairement k1 > 2. En e�et, 
omme n estimpair et k pair d est impair, 
e qui montre pour 
ommen
er que k1 > 1(sinon k serait impair). De plus si k1 = 2, alors k = k1d = 2d | 2n1d = n 
equi 
ontredit les hypothèses. Par suite 8 | kk1 . En reprenant l'expressionde D(f), on a don
 :

D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 (nn1 + (3− k)n1−k1kk1)d [8]

≡ (−1)
n(n−1)

2 3n [8]� Si n ≡ 3 [8] alors
D(f) ≡ (−1)33 ≡ 5 [8]Et don
 r 6≡ n [2], 
'est-à-dire que r est pair et g a bien un nombre pairde fa
teurs irrédu
tibles sur F2.� Si n ≡ 5 [8] alors on a de même
D(f) ≡ 5n ≡ 5 [8]On 
on
lut de la même façon que g a un nombre pair de fa
teurs irré-du
tibles sur F2.Ce qui montre que sous les hypothèses du (b), à savoir n impair, k pair

k 6| 2n et n ≡ 3, 5 [8], le polyn�me xn+xk+1 a un nombre pair de fa
teursirrédu
tibles sur F2.� (
) n est impair, k pair, k | 2n et n ≡ ±1 [8]Déjà, on peut remarquer que k
2 ∈ (Z/8Z)⋆. On en déduit don
 que k ≡

2, 6 [8]. Par ailleurs 
omme k | 2n , 2n1 = ak1 où a est un entier. Distin-guons alors les 
as possibles :� 1er 
as : n ≡ 1 [8] et d ≡ 1 [4]Alors on a n1 ≡ 1 [4]. De plus en regardant les égalités pré
édentesmodulo 4, on a : ak1 ≡ 2 [4]. Or k1 est pair, on en déduit don
 que
k1 ≡ 2 [4]. On a alors :

D(f) ≡ (1− (1− k)n1−k1kk1)d [8]

≡ 1− (1− k)3k2 [8]Mais dans les deux 
as k ≡ 2, 6 [8], on trouve D(f) ≡ 5 [8]. Ce quimontre que g a un nombre pair de fa
teurs irrédu
tibles sur F2.� 2ème 
as : n ≡ 1 [8] et d ≡ 3 [4]Le même raisonnement fournit n1 ≡ 3 [4] et k1 ≡ 2 [4]. Par 
onséquent,
D(f) ≡ (1 − (1 − k)k2)3 [8]. Là en
ore, une simple substitution ave

k ≡ 2, 6 [8] 
onduit à D(f) ≡ 5 [8].� 3ème 
as : n ≡ −1 [8] et d ≡ 1 [4]45



Alors n1 ≡ 3 [4] , k1 ≡ 2 [4] et D(f) ≡ 1 − (1 − k)k2 [8]. Mais pour
k ≡ 2, 6 [8] , on a toujours en substituant D(f) ≡ 5 [8] et g a unnombre pair de fa
teurs irrédu
tibles.� 4ème 
as : n ≡ −1 [8] et d ≡ 3 [4]Alors n1 ≡ 1 [4] , k1 ≡ 2 [4] et D(f) ≡ (1− (1 + k)3k2)3 [8]. Mais pour
k ≡ 2, 6 [8] , on a toujours en substituant D(f) ≡ 5 [8] et g a un nombrepair de fa
teurs irrédu
tibles.Ce qui montre que pour n impair, k pair, k | 2n et n ≡ ±1 [8], xn+xk+1a un nombre pair de fa
teurs irrédu
tibles sur F2.Maintenant, il s'agit de démontrer que dans tous les autres 
as, xn + xk + 1a un nombre impair de fa
teurs irrédu
tibles sur F2.� (a) n est pair et k est impair� Si n = 2kDans 
e 
as, d = k , k1 = 1 , et n1 = 2. En revenant à la formuledonnant le dis
riminant d'un trin�me, on trouve :

D(f) = D(x2k + xk + 1) = −(3k2)k� Si k ≡ 1 [4]Alors D(f) ≡ 5k2 [8]. Mais 
omme k ≡ 1 [4], k2 ≡ 1 [8] 
e qui en-traîne que D(f) ≡ 5 [8] et montre don
 que r ≡ 1 [2].� Si k ≡ 3 [4]Alors D(f) ≡ 5k2 [8]. Mais 
omme k ≡ 3 [4], k2 ≡ 1 [8]. Finalement,
D(f) ≡ 5 [8]. Ce qui montre de nouveau que r ≡ 1 [2].� Si n 6= 2k et nk

2 ≡ 3, 4 [4]Déjà, n1 > 2 . En e�et, 
omme n est pair et k impair, n1 est pair don
di�érent de 1. Par ailleurs, si n1 = 2, alors n = 2d. Mais 
omme k < n,on a alors k1 = 1 et don
 n = 2k, 
e qui 
ontredit les hypothèses de 
e
as. Par suite, nn1 ≡ 0 [8].� 1er 
as : k1 ≡ 1 [4]� Si d ≡ 1 [4]

D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 [nn1 + (−1)n1+1(n− k)n1−k1kk1 ]d [8]

≡ (−1)
n(n−1)

2 [−(n− k)n1−1k]d [8]Or, n1 ≡ 4, 6 [8] et d ≡ 1, 5 [8]. On en déduit don
 que :Si n1 ≡ 4 [8] , D(f) ≡ −(4− k)3k [8]Si n1 ≡ 6 [8] , D(f) ≡ (6 − k)k [8]Mais sous les 
onditions k1 ≡ 1 [4] et d ≡ 1 [4], alors né
éssaire-ment, k ≡ 1, 5 [8]. Et, dans tous les 
as, on trouve D(f) ≡ 5 [8], 
equi montre que r est impair.46



� Si d ≡ 3 [4]Alors, D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 [−(n − k)n1−1k]3 . Mais, 
omme dans le
as pré
édent, n1 ≡ 4, 6 [8]. De plus, si n1 ≡ 4 [8], alors né
éssai-rement n ≡ 4 [8] et de même, si n1 ≡ 6 [8] alors n1 ≡ 2 [8]. On endéduit don
 que :Si n1 ≡ 4 [8] , D(f) ≡ −(4− k)k3 [8]Si n1 ≡ 6 [8] , D(f) ≡ (2− k)3k3 [8]Mais une simple substitution en remarquant que sous 
es 
onditions
k ≡ 3, 7 [8], fournit D(f) ≡ 5 [8]. Ce qui démontre que r est impair.� 2ème 
as : k1 ≡ 3 [4]� Si d ≡ 1 [4]Alors D(f) ≡ (−1)

n(n−1)
2 [−(n− k)n1−3k3] [4].si n1 ≡ 2 [8], alors n ≡ 2 [8] et D(f) ≡ (2− k)3k3 [8]si n1 ≡ 4 [8], alors n ≡ 4 [8] et D(f) ≡ −(4− k)k3 [8]Mais une fois de plus, sous les hypothèses de 
e 
as, k ≡ 3, 7 [8], eton trouve de nouveau que D(f) ≡ 5 [8]. Ce qui permet de 
on
lureque r est impair.� Si d ≡ 3 [4]De même que pré
édemment, on trouve que :si n1 ≡ 2 [8], alors n ≡ 6 [8] et D(f) ≡ (6 − k)k [8]si n1 ≡ 4 [8], alors n ≡ 4 [8] et D(f) ≡ −(4− k)3k [8]Mais une fois de plus, sous les hypothèses de 
e 
as, k ≡ 1, 5 [8], eton trouve de nouveau que D(f) ≡ 5 [8]. Ce qui permet de 
on
lureque r est impair.� (b) n est impair, k pair, k 6| 2n et n 6≡ ±3 [8]Sous 
es 
onditions, n ≡ 1, 7 [8]. De plus, si k1 | 2n1 alors k | 2n, 
e qui
ontredit les hypothèses de 
e 
as. Par 
onséquent, k1 6| 2n1. Maintenant,puisque k est pair et n impair, d est impair ; don
 k1 est pair et puisque

k1 6| 2n1, on en déduit que k1 > 2.Dans 
es 
onditions kk1 ≡ 0 [8] et don
 D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 nn [8]. Maispour n ≡ 1, 7 [8], on obtient D(f) ≡ 1 [8].Ce qui permet de 
on
lure que r ≡ n [2], 
'est-à-dire r est impair.� (
) n impair, k pair, k | 2n et n ≡ 3, 5 [8]Commençons par montrer que k1 = 2.47



Déjà, s'il existe p premier distin
t de 2 divisant k1 , alors, 
omme k1 | 2n1et p 6= 2, p | n1 et don
 p | pg
d(n1, k1) = 1, 
e qui est absurde. On endéduit don
 pour 
ommen
er que k1 est une puissan
e de 2.Maintenant 
omme n1 est impair et que k1 | 2n1 né
essairement k1 = 2.Ainsi, k = 2d et n = n1d. On a don
 :
D(f) = (−1)

n(n−1)
2 [nn1 + (−1)n1+1(n− k)n1−k1kk1 ]d

= (−1)
n(n−1)

2 [nn1 + (n− k)n1−2k2]d

= (−1)
n(n−1)

2

d∑

i=0

Cidn
(d−i)n1(n− k)i(n1−2)k2iMais i
i, k est pair, don
 si i ≥ 2, k2i ≡ 0 [8]. On en déduit don
 l'expres-sion suivante :

D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 [nn + dnn1(d−1)(n− k)n1−2k2] [8]� 1er 
as : d ≡ 1 [4]Alors D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 [nn + d(n− k)n1−2k2] [8]� Si n ≡ 3 [8]Dans 
e 
as, n1 ≡ 3 [4] et don
 D(f) ≡ −[3 + d(3 − k)k2] [8]. On aalors,
d ≡ 1 [8], alors k ≡ 2 [8], D(f) ≡ −(3 + (3− k)k2) ≡ 1 [8]

d ≡ 5 [8], alors k ≡ 2 [8], D(f) ≡ −(3 + 5(3− k)k2) ≡ 1 [8]Ce qui montre que r est impair.� Si n ≡ 5 [8]Dans 
e 
as, n1 ≡ 1 [4] et don

D(f) ≡ [5 + d(5− k)3k2] [8]

≡ 5 + 4d2 [8]

≡ 1 [8] (puisque d2 ≡ 1 [8])� 2ème 
as : d ≡ 3 [4]Alors D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 [nn + dn2n1(n− k)n1−2k2] [8]� Si n ≡ 3 [8]Dans 
e 
as, n1 ≡ 1 [4] et don

D(f) ≡ −[3 + 32d(3 − k)3k2] [8]

≡ −(3 + 4d3) [8]

≡ 1 [8] (puisqu'on est dans le 
as d ≡ 3 [4]Ce qui montre que r est impair.48



� Si n ≡ 5 [8]Dans 
e 
as, n1 ≡ 3 [4] et don

D(f) ≡ [5 + d(5 − k)k2] [8]

≡ 5 + 4d3 [8]

≡ 1 [8] (puisque d3 ≡ 3, 7 [8])Ce qui montre de nouveau que r est impair.Ce
i a
hève la démonstration du 
orollaire.Corollaire 2.2.3 [40℄ Il n'existe pas de polyn�me trin�mial irrédu
tible sur F2de degré n ≡ 0 [8].Preuve :En e�et, si n est divisible par huit, d'après le dernier 
orollaire, 
as (a), pourtout entier k impair , on a n 6= 2k (
ar k est impair et n divisible par huit) et nk2est divisible par 4. Ce qui montre que xn + xk + 1 a un nombre pair de fa
teursirrédu
tibles, et don
 est rédu
tible.De même, si k est pair, alors xn + xk + 1 = (x
n
2 + x

k
2 + 1)2 est rédu
tible.2.3 Existen
e de polyn�mes pentan�miaux irré-du
tibles sur F2La se
tion pré
édente a montré qu'il n'était pas toujours possible de trouverun trin�mial irrédu
tible sur F2. On peut alors se demander 
e qu'il en est pourles pentan�miaux. La re
her
he sous Maple de pentan�miaux irrédu
tibles dedegré n pour 4 ≤ n ≤ 10000 semble suggérer qu'il en existe toujours, mais 
ettequestion reste ouverte. De plus, il est surprenant de 
onstater que même pourles valeurs de n relativement élevées, l'expérien
e montre que l'on peut toujourstrouver f = xn + xa + xb + xc + 1 irrédu
tible ave
 a ≤ 60 (pour toutes lesvaleurs 
onsidérées). Dans 
ette partie, on montre dans un premier temps qu'ilexiste une in�nité de pentan�miaux irrédu
tibles en exhibant deux exmples defamilles in�nies. Puis, dans un se
ond temps, on montre que 
ontrairement auxtrin�miaux, on peut toujours trouver un pentan�mial de degré n �xé ayant unnombre impair de fa
teurs irrédu
tibles. En�n, pour terminer, on présente lesrésultats de la re
her
he faîte sous Maple qui nous a permis d'atteindre le re
orda
tuel du pentan�mial de plus haut degré.2.3.1 Famille de pentan�miaux irrédu
tibles sur F2Proposition 2.3.1 Les polyn�mes x4.5k

+x3.5k

+x2.5k

+x5k

+1 sont irrédu
tiblessur F2 pour tout entier k. 49



Preuve :Le polyn�me 
y
lotomique Q5 = x4 + x3 + x2 + x + 1 est irrédu
tible sur
F2 (en appliquant le théorème 1.2.3, 2 est primitif modulo 5). Ses ra
ines sonttoutes d'ordre 5 exa
tement. En appliquant alors le théorème 1.2.16 ave
 q = 2,
P = Q5, n = 4, t = 5k et e = 5, on déduit la proposition.Proposition 2.3.2 Les polyn�mes x5.31k

+ x3.31k

+ x2.31k

+ x31k

+ 1 sont irré-du
tibles sur F2 pour tout entier k.Preuve : Comme dans le 
as pré
édent, on applique le théorème 1.2.16 ave

q = 2, P = x5 + x3 + x2 + x+ 1, n = 5, e = 31, et t = 31k.En utilisant 
e pro
édé, il est aisé de 
onstruire des familles de pentan�miauxirrédu
tibles sur F2. Mais 
ette méthode est très limitée puisqu'elle ne donneque des exemples et ne fournit pas de méthode générale pour 
onstruire unpentan�mial irrédu
tible de degré donné. En revan
he, elle permet tout de mêmed'exhiber des familles in�nies de pentan�miaux irrédu
tibles.2.3.2 Appli
ation du théorème de Swan au 
as des penta-n�miauxLa situation est bien plus 
ompliquée pour les pentan�miaux. En e�et, unedes grandes appli
ations du théorème de Swan est de montrer que lorsque n estdivisible par 8, il n'existe pas de trin�mial irrédu
tible de degré n. Pour 
ela, onmontre en fait que tous les trin�miaux de degré n ont un nombre pair de fa
teursirrédu
tibles. Cette méthode ne mar
he pas pour les pentan�miaux 
omme lemontre la proposition suivante :Proposition 2.3.3 Pour tout entier n supérieur ou égal à 33, il existe au moinsun pentan�mial de degré n ayant un nombre impair de fa
teurs irrédu
tibles.Preuve :Dans 
e qui suit, r désignera toujours le nombre de fa
teurs irrédu
tibles dupolyn�me 
onsidéré sur F2.� Si n ≡ ±1 [8]On 
onsidère f(x) = xn + x32 + x16 + x8 + 1. Alors f ′(x) ≡ nxn−1. Onen déduit don
 que : D(f) ≡ (−1)

n(n−1)
2 nn ≡ 1 [8]. Ce qui entraîne que

r ≡ n ≡ 1 [8]� Si n ≡ ±3 [8]On 
onsidère f(x) = xn + xn−2 + x16 + x8 + 1. On en déduit l'expres-sion suivante, D(f) ≡ (−1)
n(n−1)

2 nnf(
√

2−n
n )f(−

√
2−n
n ). Ce qui 
onduità l'expression suivante :

D(f) ≡ −(2− n)n − 2n(2− n)n−1 − n2(2 − n)n−2

+nn−16(2− n)16 + 2nn−12(2− n)12 + 3nn−8(2 − n)8

+2nn−4(2 − n)4 + nnOn 
on
lut alors que pour n ≡ ±3 [8], D(f) ≡ 1 [8], et le résultat.50



� Si n ≡ 0 [8]On 
onsidère f(x) = xn +xn−1 +xn−3 +x8 +1. On a sous 
es 
onditions,
f ′(x) ≡ xn−4((n− 1)x2 + n− 3). Ce qui 
onduit à l'expression suivante :
D(f) ≡ (n− 1)nf(

√
3−n
n−1 )f(−

√
3−n
n−1 ). Soit en
ore,

D(f) ≡ −(n− 1)(3− n)n−1 − 2(n− 1)2(3− n)n−2

−(n− 1)3(3− n)n−3 + 2(n− 1)n(
3− n

n− 1
)

n+8
2

+2(n− 1)n(
3 − n

n− 1
)

n
2 + 2(n− 1)n(

3− n

n− 1
)4

+(n− 1)n(
3− n

n− 1
)8 + (n− 1)n + (3− n)n(L'expression pré
édente a un sens puisque n− 1 est inversible modulo 8,puisqu'il vaut −1).En substituant, on obtient D(f) ≡ 5 [8]. Ce qui montre que r 6≡ n [2], etdon
 que f a un nombre impair de fa
teurs irrédu
tibles.� Si n ≡ 2 [8]On 
onsidère alors f(x) = xn + xn−1 + xn−2 + x8 + 1. On a alors su
-
essivement f ′(x) ≡ nxn−1 + (n − 1)xn−2 et D(f) ≡ −nnf(1−n

n ). Soiten
ore,
D(f) ≡ −

(
(1 − n)n + n(1− n)n−1 + n2(1 − n)n−2nn−8(1− n)8 + nn

)Ce qui 
onduit en remplaçant par la valeur de n modulo 8 à D(f) ≡ 5 [8].D'où le résultat.� Si n ≡ 4 [8]On pose alors f(x) = xn + xn−1 + xn−4 + x8 + 1. On 
on
lut alors de lamême façon que dans le 
as pré
édent.� Si n ≡ 6 [8]On pose alors f(x) = xn + xn−1 + xn−6 + x8 + 1. On 
on
lut alors de lamême façon que dans le 
as pré
édent.Corollaire 2.3.4 Pour tout entier n ≥ 4, il existe au moins un pentan�mial dedegré n ayant un nombre impair de fa
teur irrédu
tible sur F2.Preuve :Si n ≥ 33, 
'est la proposition pré
édente. Les autres 
as sont traités ex-pli
itement dans la table (qui donne mieux puisqu'elle fournit un pentan�mialirrédu
tible).2.3.3 Conje
ture sur les pentan�miauxLa question de savoir s'il existe toujours un pentan�mial irrédu
tible dedegré donné est en
ore ouverte. Une re
her
he par ordinateur faîte sous Maplepuis NTL fournit une indi
ation quant à la réponse. En e�et, pour 4 ≤ n ≤
18000, 
ette re
her
he a montré que l'on peut toujours en trouver un, ave
 une51



première puissan
e xa relativement faible (moins de 60 pour toutes les valeursde n testées).A titre d'exemple, les 
al
uls ont montré que les polyn�mes suivants sontirrédu
tibles sur F2 : x9694 + x50 + x18 + x17 + 1, x8123 + x47 + x22 + x18 + 1,
x9683 + x46 + x37 + x21 + 1, x9472 + x45 + x40 + x15 + 1 pour 
eux ayant lespuissan
es parmi les plus élevées et x8226+x5 +x2+x+1, x8207+x5+x4 +x+1,
x9992 + x7 + x4 + x2 + 1, x9751 + x9 + x3 + x + 1 sont parmi 
eux qui ont lespuissan
es les moins élevées.En fait, la liste que nous avons 
al
ulé gra
e à l'aide très pré
ieuse de Gé-rard Vinel établit le re
ord a
tuel. Cette liste est disponible à l'adresse internetsuivante : http ://fr.brief
ase.yahoo.
om/a−gewirtz.En 
e qui 
on
erne la re
her
he informatique, pour les degrés n ≤ 5000, les
al
uls ont été faits sous Maple. Le 
al
ul de 50 pentan�miaux prenaient enmoyenne quelques heures pour les petits degrés, 1 à 2 jours pour des degrésmoyens (aux environs de 2000) puis 2 à 4 jours pour les degrés aux environs de4000 (les moyennes i
i ne sont pas pré
ises et ne sont que des estimations).En revan
he, ave
 la programmation en C++ ave
 les bibliothèques GMPet NTL (developpé par Shoup), la re
her
he a été beau
oup plus e�
a
e. A�nde déterminer une moyenne pré
ise, nous avons e�e
tué 50 fois la re
her
he de50 pentan�miaux irrédu
tibles et relevé les temps de 
al
uls à 
haque fois. Voi
iles moyennes observées en fon
tion des degrés n :� pour 5000 ≤ n ≤ 5050, le temps moyen observé est de 112 unités,� pour 10000 ≤ n ≤ 10050, le temps moyen observé est de 3332 unités,� et en�n pour n de l'ordre de 15000, le temps moyen observé est de 6000unités.En 
e qui 
on
erne les ressour
es informatiques, les 
al
uls ont été e�e
tué surplusieurs ordinateurs à la fois, 
ha
un 
her
hant une liste donnée (par exemplede 5000 à 6000). Sous Maple, nous avons utilisé 
inq ordinateurs, qui 
ha
untravaillait par groupe de 50 degrés. Sous NTL, à partir de 10000, nous avonsutilisé un seul ordinateur, une ma
hine bipro
esseur Xeon à 2Ghz ave
 2Go deRam. Les programmes utilisés sont eux aussi disponibles à l'adresse internetpré
édente.Au vu des résultats des 
al
uls informatiques, il est raisonable d'énon
er la
onje
ture suivante :Conje
ture 2.3.5 Pour tout entier n ≥ 4, il existe un pentan�mial irrédu
tiblesur F2 de degré n.Du point de vue de la 
ryptologie, il est plus intéressant d'avoir des trin�-miaux. On peut également 
iter une 
onje
ture plus faible :Conje
ture 2.3.6 Pour tout n ≥ 3, il existe un trin�mial ou un pentan�mialde degré n irrédu
tible sur F2. 52



Chapitre 3Généralités sur les moduleselliptiques de Drinfeld3.1 Analyse non-ar
himédienne et polyn�mes ad-ditifs sur FqIl existe deux des
riptions équivalentes des modules de Drinfeld : une des-
ription algébrique et une dé�nition analytique. Avant de pouvoir donner la des-
ription analytique, il est né
essaire d'introduire un 
ertain nombre de notionsd'analyse non-ar
himédienne. Dans 
e paragraphe, on rappelle d'une part les ré-sultats d'analyse non-ar
himédienne dont on aura besoin au paragraphe suivant,notamment le théorème de fa
torisation des fon
tions entières, et d'autre part,on rappelle également les 
ara
térisations des polyn�mes additifs et Fq-linéaire.3.1.1 Série entière et rayon de 
onvergen
eProposition 3.1.1 [14℄ Soit K un 
orps 
omplet pour une valuation ν. Soit K̄une 
l�ture algébrique �xée de K muni du prolongement 
anonique de ν en
orenoté ν. Soit ˆ̄K le 
omplété de K̄ pour ν. Alors ˆ̄K est algébriquement 
los.Remarque 3.1.2 On rappelle que si (K, ν) est 
omplet pour une valuation ν,alors la série de terme général an 
onverge si et seulement si an 
onverge vers
0.Remarque 3.1.3 Dans tout 
e qui suit, on supposera don
 (K, ν) 
omplet etalgébriquement 
los.Dé�nition 3.1.4 [38, p.283℄ Soit f(x) =

∑
n≥0 anx

n une série formelle sur
K. On dé�nit le rayon de 
onvergen
e de f par :

ρ(f) = − lim inf
ν(an)

n53



Proposition 3.1.5 [38, p.284℄ [14℄ Soit f une série formelle a 
oe�
ient dans
K, de rayon de 
onvergen
e ρ(f). Soit x ∈ K, alors :� (i) Si ν(x) > ρ(f), f 
onverge en x.� (ii) Si ν(x) < ρ(f), alors f diverge en x.Remarque 3.1.6 On dit que f 
onverge en x si la série de terme général anxn
onverge. Sinon on dit que f diverge en x.Preuve :

(i) On suppose ν(x) < ρ(f) (en parti
ulier, on suppose ρ(f) 6= −∞). On aalors :
ν(anx

n) = n(
ν(an)

n
+ ν(x))Mais 
omme ν(x) < ρ(f), il existe une in�nité d'indi
es n pour lesquels ν(an)

n +
ν(x) < 0. En parti
ulier, anxn ne 
onverge pas vers zéro. D'après la remarquequi pré
ède, on en déduit que f ne 
onverge pas au point x.

(ii) Supposons à présent ν(x) > ρ(f) (en parti
ulier, on suppose que ρ(f) 6=

+∞). Posons ǫ = ν(x)−ρ(f)
2 (ǫ > 0). Il existe un entier n0 tel que pour tout

n ≥ n0, −ǫ < infk≥n(ν(ak)
k + ρ(f)) < ǫ. Pour un tel n0, on en déduit que :
∀n ≥ n0, ν(anx

n) ≥ n
ν(x)− ρ(f)

2Par suite, anxn 
onverge vers zéro et f 
onverge en x. Ce qui a
hève la démons-tration de la proposition.3.1.2 Fon
tions entières et théorème de fa
torisationDé�nition 3.1.7 [38, p.291℄ Soit f une série formelle de rayon de 
onvergen
e
ρ(f) < +∞. Pour r ∈]ρ(f),+∞[, on pose Ar(f) = infn∈N(ν(an) + nr).On dit que r est régulier si la borne inférieure dé�nissant Ar(f) est atteintepour un unique entier n.On dit que r est 
ritique si 
ette borne inférieure est atteinte pour au moinsdeux indi
es distin
ts.Remarque 3.1.8 La borne inférieure est bien atteinte. En e�et, 
omme r >
ρ(f), d'après 
e qui pré
ède, ν(an) + nr tend vers +∞. On est don
 ramené àla borne inférieure d'un ensemble �ni.Proposition 3.1.9 [38, p.292℄ Ave
 les notations pré
édentes, on désigne par
A la fon
tion qui à r > ρ(f) asso
ie le réel Ar(f). Alors :� (i) A est une fon
tion 
roissante 
ontinue.� (ii) Pour tout r > ρ(f), f a au plus un nombre �ni de rayons 
ritiquesstri
tement plus grands que r. 54



Preuve :
(i) Le fait que A soit 
roissante est évident. En 
e qui 
on
erne la 
onti-nuité, soit r > ρ(f) �xé et ρ(f) < r′ < r. A partir d'un 
ertain rang, tous lestermes ν(an) + nr′ sont stri
tement plus grands que ν(a0). Par suite, As(f) =

inf0≤n≤N(ν(an) +ns) pour tout s > r′ (N étant un entier ne dépendant pas de
s). Soit ǫ > 0. Par 
ontinuité de 
haque fon
tion fn(s) = ν(an)+ns (0 ≤ n ≤ N),on en déduit l'existen
e d'un réel δ tel que pour tout s ∈]r− δ, r+ δ[, pour toutentier 0 ≤ n, k ≤ N ,

−ǫ ≤ ν(an) + ns− (ν(ak) + kr) ≤ ǫCe qui montre que A est 
ontinue en r.
(ii) Soit r > ρ(f). Alors anrn 
onverge vers zéro. Par suite, il existe n ∈ N

Ar(f) = ν(an) + nr. Soit s > r �xé et N > n, on a alors : ν(aN ) + Nr ≥
ν(an)+nr. On en déduit don
 que ν(aN )−ν(an)+(N−n)r ≥ 0. En parti
ulier,on obtient que :

∀N > n, ν(aN ) +Ns > ν(an) + nsPar suite, à r �xé et s > r �xé, seuls les termes de la forme ν(ak) + ks , k ≤ npeuvent être égaux. Ainsi les rayons 
ritiques s > r sont parmi les solutions deséquations (j − i)s = ν(ai)− ν(aj) pour 0 ≤ i, j ≤ n, i 6= j. Ce qui montre bienque f a au plus un nombre �ni de rayons 
ritiques stri
tement plus grands que
r et a
hève la preuve de la proposition.Proposition 3.1.10 Si ν(x) > ρ(f) et f(x) = 0 pour une série formelle f nonidentiquement nulle, alors r = ν(x) est un rayon 
ritique de f .Preuve :Supposons que r ne soit pas un rayon 
ritique. Alors r est régulier. Par suite,il existe un unique entier n tel que :

inf
k∈N

(ν(ak + kr)) = ν(an) + nrMais alors, 
omme 
haque terme akxk a une valuation stri
tement supérieure à
elle de anxn pour k distin
t de n, il s'ensuit que ν(f(x)) = ν(an + nr). Mais
x étant un zéro de f , on en déduit que ν(an) = +∞, 
'est-à-dire, an = 0. Parsuite, ak = 0 pour tout entier k et f est identiquement nulle.Ce qui a
hève la démonstration de la proposition.Corollaire 3.1.11 [38, p.307℄ [14℄ Considérons f une série formelle de rayonde 
onvergen
e ρ(f) < +∞ et non identiquement nulle. Alors f a un nombre�ni de zéro dans tout disque fermé {ν ≥ r} ave
 r > ρ(f).Preuve :D'après la proposition pré
édente, si x est un zéro de f , alors r = ν(x) est unrayon 
ritique. Mais on a vu que f a un nombre au plus �ni de rayons 
ritiquesstri
tement plus grands que r > ρ(f) �xé.55



Proposition 3.1.12 [38, p.307℄ Soient r3 < r2 < r1 trois rayons 
ritiques
onsé
utifs pour f . Désignons par α le plus petit entier n tel que la borne infé-rieure de Ar2(f) soit atteinte et β le plus grand. Alors :
ν(f(x)) = ν(aα) + αν(x) si r2 < ν(x) < r1

= ν(aβ) + βν(x) si r3 < ν(x) < r2Preuve :Soit x ∈ K tel que r2 < ν(x) < r1. Il existe un entier n0 tel que pour tout
n ≥ n0, ν(an) + ns > ν(a0) pour tout réel s ≥ r2 (si a0 est nul on prend leplus petit entier tel que ai est non nul et le résultat reste vrai). On en déduitque pour s ≥ r2, la borne inférieure de As(f) est atteinte pour un entier n pluspetit que n0.Comme r est régulier, il existe un unique entier k (inférieur ou égal à n0d'après 
e qui pré
ède), tel que la borne inférieure de Ar(f) soit atteinte. Pourun tel k, 
onsidérons l'ensemble suivant :

O =
⋂

0≤n≤n0,n6=k

{s ∈]r2, r1[, fn(s) > fk(s)}où fn désigne la fon
tion qui à s asso
ie ν(an) + ns.Comme 
haque fn est 
ontinue, il s'ensuit queO est ouvert non vide (
ontient
r). De plus, il est 
lairement 
onvexe ; par suite, O =]a, b[ pour r2 ≤ a < b ≤ r1.Montrons alors que a et b sont des rayons 
ritiques.En e�et, 
omme a 6∈ O, il existe un entier n tel que fn(a) ≤ fk(a). Supposonsque fn(a) < fk(a). Par 
ontinuité de 
es deux fon
tions, il existe un réel ǫ > 0tel que pour tout a′ ∈]a, a+ ǫ[, fn(a′) < fk(a

′). Ce qui 
ontredit le fait que a estla borne inférieure de O. Par 
onséquent, fn(a) = fk(a). De plus, pour p 6= k,
p ≤ n0, si fp(a) < fn(a) = fk(a), de la même façon que pré
édemment, on endéduit que a n'est pas la borne inférieure de O. Par suite, fp(a) ≥ fn(a) = fk(a).Ce
i montre que Aa(f) = fn(a) = fk(a) et don
 que a est un rayon 
ritique.Un raisonnement analogue démontre de même que b est un rayon 
ritique.On en déduit alors que a = r2 et b = r1.Mais au voisinage (à droite) de r2, on a fα(r+2 ) < fn(r

+
2 ) pour tout entier

n. Par suite, k = α 
e qui démontre le premier 
as.La démonstration du deuxième 
as est identique. Ce
i a
hève la preuve dela proposition.On est alors en mesure de démontré la ré
iproque de la proposition 3.1.10 :
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Théorème 3.1.13 [38, p.307℄ Si r est un rayon 
ritique pour f alors f a unzéro sur la sphère {ν = r}.Preuve :Tout d'abord, désignons 
omme pré
édemment par α le plus petit entier telque la borne inférieure Ar(f) soit atteinte et par β le plus grand.Comme ν est surje
tive, il existe a ∈ K tel que ν(a) = r. Posons alors
fa(x) = f(ax) pour ν(x) > ρ(f)− r. Alors fa a un rayon 
ritique en s = 0. Onse ramène don
 au 
as où r = 0. On a alors A0(f) = ν(aα) = ν(aβ) (
e quientraîne que aα est non nul). Quitte à diviser f par aα, on peut supposer que
ν(aα) = ν(aβ) = 0. En�n, quitte à multiplier f par un inversible de Oν (anneaude valuation asso
ié à ν), on peut supposer que aα = 1.Ainsi, on se ramène au 
as ou r = 0 est un rayon 
ritique pour f (don

f ∈ Oν [[X ]]), aα = 1, ν(aα) = ν(aβ) = 0. En parti
ulier, ν(1) = 0 > ρ(f), don

f 
onverge en 1, 
e qui implique que an 
onverge vers 0.Etape 1 : tron
aturePour tout entier τ ≥ 0, on pose :

Pτ =
∑

n≤τ

anx
n

gτ =
∑

n>τ

anx
ndon
 f = Pτ + gτEn parti
ulier, si τ ≥ β, A0(gτ ) = infn>τ (ν(an)) > 0 = A0(f) = A0(Pτ ).Par 
ontinuité de A(f), A(gτ ) :

∃ǫ′ > 0, (| r |R< ǫ′ ⇒ Ar(gτ ) > A0(f))De plus, 
omme les rayons 
ritiques de f et gτ sont en nombre �ni dans touteboule de rayon stri
tement plus grand que leur ordre de 
onvergen
e respe
tif,on en déduit l'existen
e de 0 < ǫ′′ < ǫ′ tel que f et gτ n'aient pas de rayons
ritique autre que r = 0 dans l'intervalle I =]− ǫ′′, ǫ′′[. Alors :
∀x ∈ K, ν(x) ∈ I, ν(gτ (x)) > ν(f(x))Par suite, ν(f(x)) = ν(Pτ (x)) pour les x 
onsidérés 
i-dessus.Soit maintenant τ ≥ β tel que aτ 6= 0 (possible 
ar an 
onverge vers zéro).On a alors deg(Pτ ) = τ . Mais K étant supposé algébriquement 
los, on a :

Pτ = aτ
∏

ξ

(X − ξ)Considérons alors les trois ensembles suivants :� Λ = Λτ l'ensemble des ra
ines ξ de Pτ véri�ant ν(ξ) > 0.� Λ′ = Λ′τ l'ensemble des ra
ines ξ de Pτ véri�ant ν(ξ) = 0.� ∆ = ∆τ l'ensemble des ra
ines ξ de Pτ de valuation stri
tement négatives.57



Soit alors ǫ = inf(ǫ′′, ν(xi),−ν(ξ)) (la borne inférieure étant prise pour les ξra
ines de Pτ de valuation non nulle. Désignons par J l'intervalle réel 
entré en
0 de rayon ǫ et dressons le tableau donnant la valuation de x − ξ selon les 
aspossibles :

Λ ∆ Λ′

−ǫ < ν(x) < 0 ν(x) ν(x) ν(ξ)
ν(x) = 0 0 ν(x − ξ) ν(ξ)
0 < ν(x) < ǫ ν(x) 0 ν(ξ)On en déduit alors :

ν(Pτ (x)) = ν(aτ )+ | Λ | ν(x) +
∑

ξ∈Λ′

ν(ξ) pour ν(x) ∈ J+

= ν(aτ )+ | Λ | ν(x) +
∑

ξ∈Λ′

ν(ξ)+ | ∆ | ν(x) pour ν(x) ∈ J−où J+ (respe
tivement J−) désigne l'intervalle J ∩R+⋆ (resp. J ∩ R−⋆).Or, d'après la proposition 3.1.12, on dispose également des relations sui-vantes :
ν(f(x)) = αν(x) pour 0 < ν(x) < ǫ

= βν(x) pour − ǫ < ν(x) < 0En 
omparant les résultats trouvés, sa
hant que Pτ (x) et f(x) ont mêmevaluation pour x ∈ J , on en déduit su

essivement que :
α = | Λ |

ν(aτ ) +
∑

ξ∈Λ′

ν(ξ) = 0

δ =| ∆ | = β − α

ν(Pτ (x)) =
∑

ξ∈∆

ν(x− ξ) pour ν(x) = 0On remarque que le 
ardinal de ∆ ainsi que 
elui de Λ ne dépend pas del'entier τ .Etape 2 : 
onvergen
e de la méthodeSi f est un polyn�me, pour un entier τ , on a f = Pτ . Comme δ > 0, onen déduit que f a une ra
ine dans la sphère de rayon R = 0 et le théorème estdémontré.Si f n'est pas un polyn�me, il existe τ ′ > τ tel que Pτ ′ = Pτ + aτ ′xτ
′ où

aτ ′ 6= 0. On a alors pour tout x ∈ K véri�ant ν(x) = 0 :
ν(Pτ ′(x)) =

∑

ξ′∈∆τ′

ν(x− ξ′)58



En parti
ulier, pour x = ξ une ra
ine de Pτ dans ∆, on obtient :
∑

ξ′∈∆′

ν(ξ − ξ′) = ν(Pτ (ξ) + aτ ′ξτ
′

)

= ν(aτ ′) (
ar ν(ξ) = 0)Par suite, il existe au moins un ξ′ ∈ ∆′ véri�ant :
ν(ξ′ − ξ) >

ν(aτ ′)

δOn 
onstruit ainsi par ré
urren
e une suite 
roissante τn et une suite ∆n ⊂
{x ∈ K, ν(x) = 0} ainsi qu'une suite ξn véri�ant :� ∀n ∈ N, ξn ∈ ∆n� ∀n ∈ N, ν(ξn+1 − ξn) >

ν(aτn+1
)

δMais 
omme an 
onverge vers zéro, il s'ensuit que la suite (ξn+1−ξn) 
onvergeégalement vers zéro. Par suite, (ξn) 
onverge. Soit ξ sa limite. Alors ν(ξ) = 0
ar O⋆ν = {x ∈ K, ν(x) = 0} est fermé.De plus par 
onstru
tion,
f(ξn) =

∑

i>τn

aiξ
i
n

ν(f(ξn)) ≥ inf
i>τn

(ν(ai))Comme an 
onverge vers zéro, il s'ensuit que f(ξn) 
onverge vers zéro. Par
ontinuité de f en ξ, on en déduit alors que :
f(ξ) = f( lim

n→+∞
ξn) = lim

n→+∞
f(ξn) = 0Ce qui démontre que f a un zéro dans la sphère de rayon R = 0 et a
hève ladémonstration du théorème.Dé�nition 3.1.14 [14℄ Une série formelle f(x) =
∑

n≥0 anx
n est dîte entièresur K si ρ(f) = −∞.Proposition 3.1.15 [14℄ Soit f une fon
tion entière sur K n'ayant pas dezéros. Alors f est 
onstante.Preuve :Si f ne s'annule pas sur K, alors a0 = f(0) 6= 0 et f(x) est de valuationégale à ν(a0) jusqu'au premier rayon 
ritique d'après la proposition 3.1.12. Maisd'après le théorème pré
édent, si f a un rayon 
ritique r > ρ(f) alors f aun zéro dans la sphère. Par suite, f n'a pas de rayon 
ritique. Il s'ensuit que

ν(f(x)) = ν(a0) pour tout x ∈ K.Mais alors, pour tout entier n > 0 �xé et tout élément x de K, on a ν(an)+
nν(x) > ν(a0). En faisant tendre ν(x) vers −∞ (
e qui est possible 
ar ρ(f) =
−∞) on en déduit que an est nul. Ce qui montre que f est 
onstante.59



Corollaire 3.1.16 [33, 14℄ Toute fon
tion entière non 
onstante sur K estsurje
tive.Preuve :Soit a ∈ K. On applique le théorème pré
édent à la fon
tion f − a qui resteentière sur K.Théorème 3.1.17 [14℄ Soit f une fon
tion entière sur K et soit (λn)n∈N sesra
ines non nulles dans K. Alors� (1) limn−→∞ν(λn) = −∞� (2) f(x) = cxn
∏
k≥0(1−

x
λk

) où c est une 
onstante non nulle de K et nest l'ordre de f en 0.Ré
iproquement, si (λn) véri�e la 
ondition (1) pré
édente et c ∈ K \ {0},alors le produit in�ni pré
édent est 
onvergent pour tout x ∈ K et dé�nit unefon
tion entière.Corollaire 3.1.18 Deux fon
tions entières ayant les mêmes zéros (ave
 mêmemultipli
ité) sont proportionnelles.3.1.3 Cara
térisation des polyn�mes additifs et linéairesSoit k un 
orps de 
ara
téristique p et k̄ une 
l�ture algébrique �xée de k.Dé�nition 3.1.19 [14℄ Soit P ∈ k[X ]. P est dit :� additif sur k si ∀x, y ∈ k, P (x+ y) = P (x) + P (y)� absolument additif si P est additif sur k̄Remarque 3.1.20 � L'ensemble des polyn�mes additifs est un k espa
eve
toriel stable par 
omposition� Soit τ = xp. Alors τ est absolument additifDé�nition 3.1.21 [14℄ On désigne par k{τ} le sous-espa
e de k[x] engendrépar les (τn, n ∈ N⋆).D'après la remarque pré
édente, k{τ} est un anneau pour la 
ompositionnon 
ommutatif si k 6= Fp puisqu'il véri�e :
∀α ∈ k, τα = αpτOn a vu que tout élément de k{τ} est additif et même absolument additif.La ré
iproque, à savoir qu'un polyn�me additif est un élément de k{τ} n'estpas toujours vraie 
omme le montre l'exemple suivant :

k = F3 et P (x) = x+ (x3 − x)2 = x6 + x4 + x2 + x. P est additif puisque si
a ∈ k, P (a) = a alors que P /∈ k{τ}.En revan
he, si k est in�ni, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.1.22 [12] Soit k un 
orps in�ni de 
ara
térisique p. Alors unpolyn�me P ∈ k[X ] est additif si et seulement si P ∈ k{τ}.Preuve :Il reste uniquement le sens dire
t. Supposons don
 P additif et montronsque P ∈ k{τ}.Tout d'abord, si a ∈ k, alors le polyn�me P (x + a) − P (x) − P (a) a unein�nité de ra
ines (puisque k est in�ni), don
 est nul. En 
al
ulant sa dérivéeen 0, on obtient :
P ′(a) = P ′(0)Ce qui montre que P ′ est 
onstant. Notons P ′ = c. Il s'ensuit que P s'é
rit sousla forme :

P (x) = cx+

s∑

i=1

aix
nioù ni ≡ 0 [p].On é
rit alors P (x) = P0(x) + P1(x) où P0 ∈ k{τ}. P1 est la somme desmon�mes aixni ave
 ni divisible par un nombre premier distin
t de p qui appa-raîssent dans l'é
riture de P . Il s'agit don
 de montrer que P1 = 0. On remarquealors pour 
ommen
er que P1 est également additif. De plus, τ ∈ Aut(k̄). Soit

pe la plus grande puissan
e de p qui divise tous les ni et P2(x) = P1(x)
1

pe .Maintenant, il est 
lair que τ−1 est en
ore additif, 
e qui montre que P2 est luiaussi additif. D'après 
e qui pré
ède, on a don
 P ′2 = 0. Mais par 
onstru
tion,
e
i n'est possible que si P2 est identiquement nul, 
e qui a
hève la preuve.On peut aussi 
ara
tériser les polyn�mes additifs en fon
tion de leur ra
ines :Théorème 3.1.23 [14℄ On suppose k algébriquement 
los. Soit P ∈ k[x] unpolyn�me séparable et soit W = {w1, . . . , wn} ⊂ k ses ra
ines.Alors P est additif si et seulement si W est un sous-groupe de (k,+)Preuve :Il est 
lair que si P est additif, alors W est un sous-groupe. Il s'agit don
de démontrer la ré
iproque. On suppose don
 que W est un sous-groupe etmontrons que P (x) =
∏n
i=1(x− wi) est additif.Pour 
ommen
er, on 
onstate que si w ∈ W , P (x+w) = P (x). Maintenant,soit y ∈ k et H(x) = P (x + y) − P (x) − P (y). Il est alors fa
ile de voir quepour tout w ∈ W,H(w) = 0. Comme deg H < deg P = n, on en déduit que

H(x) = 0.Maintenant, si F (y) = P (x + y) − P (x) − P (y) ∈ k[x][y] = k[x, y] alorsd'après 
e qui pré
ède, tout élément de k est ra
ine de F . Comme k est in�ni,on 
on
lut que F = 0 et le résultat.Corollaire 3.1.24 [14℄ Sous les 
onditions du théorème pré
édent, P est Fq-linéaire si et seulement si W est un Fq-espa
e ve
toriel.61



3.2 Dé�nition algébrique et analytique des mo-dules de DrinfeldDans les paragraphes qui suivent, on adopte les notations suivantes : p estun nombre premier, q une puissan
e de p. On 
onsidère A = Fq[T ], K = Fq(T ),
K∞ = Fq((T

−1)) (la 
omplétion de K à l'in�ni) et Ω = ˆ̄K∞, la 
omplétiond'une 
l�ture algébrique �xée de K∞.3.2.1 Dé�nition algébriqueSoit τ l'endomorphisme de Frobienus dé�ni sur Ω par τ(x) = xq. On 
onsi-dère l'anneau non 
ommutatif Ω{τ} (la règle de 
ommutation étant donnée par
τx = xqτ).Dé�nition 3.2.1 On appelle module de Drinfeld (voir [33℄ ; pour une dé�nitionplus générale, voir [5, 16]) de rang r sur Ω toute appli
ation ϕ de A dans Ω{τ}véri�ant les 
onditions suivantes :� (i) ϕ est un morphisme d'anneaux� (ii) degτϕ(T ) = r� (iii) Dϕ(T )(z) = Tz où Dϕa(z) désigne la partie linéaireRemarque 3.2.2 La dé�nition même de ϕ entraîne d'une part que pour toutélément a de A, degτ (ϕa) = r deg(a) et d'autre part que ϕ est Fq-linéaire.Remarque 3.2.3 Soit f =

∑n
i=0 aiτ

i ∈ Ω{τ}.� Alors f agit Fq-linéairement sur Ω de manière naturelle, i.e. f(z) =∑n
i=0 aiτ

i(z) =
∑n

i=0 aiz
qi . Dans toute la suite, f(z) désignera l'élémentpré
édent.� Le polyn�me ϕa(z) est séparable de degré qrdeg(a) dès que a est non nul.� ϕ est une appli
ation inje
tive.En e�et, on 
onstate que | a |ϕ= degz(ϕa(z)) est une valeur absolue sur Aéquivalente à la pla
e à l'in�ni. On peut d'ailleurs montrer que | a |ϕ=| a |r∞.Dans le 
as plus général, 
onsulter [5, 10, 37].3.2.2 Dé�nition analytiqueDans le 
as des 
ourbes elliptiques, le théorème d'uniformisation de Riemannétablit une 
orrespondan
e entre 
ourbes elliptiques sur C et réseaux de C. Le
as des modules de Drinfeld est tout à fait analogue :Théorème 3.2.4 (Drinfeld) [14, 33℄ Soit ϕ un module de Drinfeld de rang r.Alors :� (1) Il existe une unique fon
tion entière sur Ω e(z) =

∑
n≥0 anz

qn ave

a0 = 1 telle que ∀a ∈ A, ∀z ∈ Ω, e(az) = ϕa(e(z)).� (2) Λ = Ker(e) = {z ∈ Ω, e(z) = 0} est un A-module libre de rang r etdis
ret. 62



Ré
iproquement, à tout A-réseau de Ω on peut asso
ier un module de Drin-feld :Théorème 3.2.5 (Drinfeld) [14, 33℄ Soit Λ un sous-A-module libre de rang rdis
ret de Ω. Alors :� (i) L'appli
ation eΛ de Ω dans Ω dé�nie par eΛ(z) = z
∏
a∈Λ\{0}(1 −

z
a )dé�nit une fon
tion entière Fq-linéaire sur Ω.� (ii) ∀a ∈ A, eΛ(az) = ae(z)

∏
06=α∈a−1Λ/Λ

(
1− eΛ(z)

eΛ(α)

)� (iii) Pour tout a ∈ A, il existe un unique polyn�me Fq-linéaire ϕa tel que
∀z ∈ Ω, eΛ(az) = ϕa(eΛ(z))� (iv) L'appli
ation ϕ qui à un élément a ∈ A asso
ie le polyn�me ϕa estun module de Drinfeld de rang r.La fon
tion eΛ est l'analogue de la fon
tion ℘ de Weierstrass.3.2.3 Torsion des modules de DrinfeldLa des
ription analytique des modules de Drinfeld permet d'établir un 
o-rollaire très important quant à la stru
ture des points de torsion. En e�et, si

a ∈ A non 
onstant est donné, on s'intéresse aux points de a-torsion aϕ, 
'est-à-dire aux éléments z de Ω véri�ant ϕa(z) = 0. Cet ensemble n'est autre que lesra
ines du polyn�me Fq-linéaire et séparable ϕa et est don
 de 
ardinal qrdeg a.En adoptant la des
ription analytique, 
onsidérons le réseau Λ et la fon
tion easso
iée par le théorème 3.2.4. On a e(az) = ϕa(e(z)) et par suite, les points de
a-torsion sont isomorphe au quotient de a−1Λ par Λ ; d'où le 
orollaire :Corollaire 3.2.6 [14℄ Si a ∈ A \ {0}, alors Ea = kerϕa est un A/(a)-modulelibre de rang r .3.3 Analogies ave
 les 
ourbes elliptiquesDans les paragraphes pré
édents, on a rappelé les résultats fondamentaux surles modules de Drinfeld, notant au passage de fortes analogies ave
 les 
ourbeselliptiques. En fait, les modules de Drinfeld jouent le r�le des 
ourbes elliptiquesdans le 
adre des 
orps de fon
tions algébriques. Dans 
ette se
tion, on 
om-men
e par mettre en éviden
e 
es analogies, puis on étudie les propriétés desisogénies pour aboutir aux résultats profonds de Gekeler [10℄, et Potémine [37℄.3.3.1 Stru
ture des points de torsionDans le 
as des 
ourbes elliptiques, la des
ription analytique en terme deréseau permet d'établir que si n ∈ N⋆ est donné, alors le sous-groupe E(C)[n]des points de n-torsion est isomorphe à Z/nZ×Z/nZ, 
'est-à-dire que E(C)[n]est un Z/nZ-module libre de rang 2. Le paragraghe 4.2.3 établit un résultattout à fait analogue, puisque les points de a-torsion forment pour leur part un
A/(a)-module libre de rang r. 63



3.3.2 IsogéniesDans le 
as des 
ourbes elliptiques, l'anneau des endomorphismes d'une
ourbe elliptique 
ontient beau
oup d'informations importantes. Le 
as des mo-dules de Drinfeld est tout à fait analogue. Dans 
e paragraphe, on dé�nit lesisogénies et on établit les propriétés remarquables.Soit k un 
orps surA, 
'est-à-dire un 
orps muni d'un morphisme de stru
ture
γ : A→ k.Dé�nition 3.3.1 Le noyau de γ est appelé la A-
ara
téristique de k et notée
CarA(k). On é
rit CarA(k) =∞ lorsque γ est inje
tif.Dans 
e paragraphe et les suivants, on aura besoin d'une dé�nition un peuplus générale des modules de Drinfeld (voir [5, 10] par exemple) :Dé�nition 3.3.2 Un morphisme d'anneaux A → k{τ} est appelé module deDrinfeld de rang r si pour tout a ∈ A, degτ (ϕa) = r deg(a) et Dϕa = γ(a).Dé�nition 3.3.3 Soit ϕ, ψ deux modules de Drinfeld à 
oe�
ients dans k.� Un morphisme de ϕ dans ψ est un élément u ∈ k{τ} véri�ant pour tout

a ∈ A, uϕa = ψau.� Un endomorphisme de ϕ est un morphisme de ϕ dans ϕ.� Une isogénie est un endomorphisme non nul.� La hauteur d'une isogénie u, notée ht(u), est l'unique entier tel que u =
τht(u)us ave
 us séparable (i.e. Dus 6= 0).Exemple 3 Un 
as typique est lorsque l'on prend γ la rédu
tion modulo f .Alors Φf = τdeg f est une isogénie de hauteur ht(Φf ) = deg f .On peut alors 
ara
tériser les isogénies dans les deux 
as suivants :Théorème 3.3.4 Soit k un 
orps qui est soit de A-
ara
téristique ∞, soit uneextension �nie de Fp et u ∈ k{τ}. Alors u est une isogénie entre deux modulesde Drinfeld ϕ et ϕ′ à 
oe�
ients dans k si et seulement si :� (i) Ker(us) est un sous-A-module �ni de k̄.� (ii) ht(u) = 0 si CarA(k) = ∞, et dp | ht(u) si CarA(k) = p où l'on aposé dp = [Fp : Fq].Preuve :Si ϕ′u = uϕ, alors la 
omparaison des parties linéaires montre que pour tout

a ∈ A , γ(a) = γ(a)q
ht(u) . Ce
i implique que :� (i) ht(u) = 0 si CarA(k) =∞ , 
ar alors γ(A) est in�ni.� (ii) Sinon, γ(A) = A/p ⊂ Fqht(u) (
'est un sous 
orps �xé par τht(u)). On
on
lut en regardant les degrés.Ré
iproquement, on 
onsidère le 
orps de fra
tions k(τ), vu 
omme sous
orps non 
ommutatif de k((τ−1)). On remarque alors que d'une part, si u = ϕbalors ϕbϕaϕ−1

b = ϕa puisque l'image de ϕ est 
ommutative et d'autre part que64



si u = τht(u), τht(u)ϕaτ
−ht(u) = ϕq

ht(u)

a dé�nit un autre module de Drinfeld ϕ′sur k puisque γ(a) = γ(a)q
ht(u) .Pour traiter le 
as général, on utilise le lemme suivant :Lemme 3.3.5 Pour tout polyn�me unitaire séparable u ∈ k{τ} tel que H =Ker(u)(k̄) est un sous-A-module, alors il existe un module de Drinfeld ϕ′ sur kvéri�ant ϕ′u = uϕ.Preuve du lemme :On distingue deux 
as :� Premier 
as : a /∈ pAlors ϕa et u sont tous deux séparables et H ′ = Ker(uϕa) = ϕ−1

a (H) ⊃ Hpuisque H est un sous-A-module. De plus, | H ′ |=| H | ×degz(ϕa). Enposant alors u(H ′) = H ′′ ≃ H ′/H et
ϕ′a(z) = γ(a)z

∏

l∈H′′\{0}

(
1−

z

l

)Ce
i dé�nit un élément ϕ′a ∈ k̄{τ} ∩ k(τ) = k{τ} qui véri�e uϕa = ϕ′au(
es deux polyn�mes ont les mêmes ra
ines et même terme 
onstant). Onremarque alors que 
e
i dé�nit bien un morphisme d'anneaux.� Deuxième 
as : a ∈ pOn é
rit alors a = 1 + (a − 1) ave
 (a − 1) /∈ p et on applique le premier
as.Ce qui a
hève la preuve du lemme.Corollaire 3.3.6 Si ϕ et ψ sont isogènes, alors ils ont le même rang.Preuve :Il su�t de 
omparer les degrés des polyn�mes dans l'égalité uϕT = ψTu.De même que pour les 
ourbes elliptiques, on dispose de résultats sur lastru
ture des endomorphismes d'un module de Drinfeld :Théorème 3.3.7 [10℄ Soit ψ un module de Drinfeld sur un 
orps algébrique-ment 
los k de rang r. Alors� (1) End(ψ) est un A-module libre de rang ≤ r2.� (2) End(ψ) ⊗A K∞ est un 
orps, et il existe une in
lusion de End(ψ)
omme un sous-A-module dis
ret dans 
et espa
e ve
toriel normé sur K∞.3.3.3 Théorème de Potemine : analogue de HasseDans 
e paragraphe, on rappelle le théorème de Potemine qui est l'analoguedu théorème de Hasse pour les 
ourbes elliptiques. Avant de l'énon
er, on rap-pelle le 
adre et les résultats né
éssaires à la preuve.On 
onsidère un module de Drinfeld ϕ : A→ k{τ}, où p = CarA(k) est unidéal maximal de A, k étant une extension �nie du 
orps �ni A/(p). On posealors k(τ) = Fra
(k{τ}) ⊂ k((τ−1)) (
orps gau
he).65



On utilisera les extensions suivantes : Fq ⊂ Fp = A/(p) ⊂ k, [k : Fp] = m,
[Fp : Fq] = d (on a don
 | k |= qn ave
 n = md). On pose alors Φ = τn, et onremarque que Φ 
ommute ave
 k{τ} et que Φ ∈ End(ϕ).Proposition 3.3.8 [10℄ Soit E un 
orps 
ommutatif intermédiaire Fq(Φ) ⊂
E ⊂ k(τ). Alors il existe une seule pla
e de E au dessus des pla
es Φ = 0 et
Φ =∞.Soit q une pla
e de A. On 
onsidère A(q) le lo
alisé de A en q, π une uni-formisante, Aq la 
omplétion de A en q, Kq = Fra
(Aq) et en�n, le A-moduledis
rèt (qui est également un Aq-module) :

K/A(q) = ∪n≥1π
−nA(q)/A(q) ≃ Kq/AqDé�nition 3.3.9 On 
onsidère une pla
e q 6= p = CarA(k). En notant aϕ(L)les points de a-torsion qui sont dans L, on dé�nit :� (a)

q∞ϕ = lim
→n

qnϕ(k) ∼= (lim
→n

A/qn)r ∼= (lim
→n

q−n/A)r = (Kq/Aq)
rC'est un A-module mais aussi un Aq-module.� (b) On dé�nit alors pour tout module de Drinfeld ϕ : A→ Fp{τ}, le modulede Tate en pla
e �nie q, que l'on note T (ϕ)q, 
omme le Aq-module

T (ϕ)q = HomAq
(Kq/Aq,q∞ ϕ) ∼= lim

n←
qnϕ(k̄) ∼= ArqCe
i permet de dé�nir une représentation d'algèbre d'endomorphismes :

ιq : End(ϕ)→ EndAq
(T (ϕ)q) ∼=Mr(Aq)D'autre part, 
omme le noyau d'une isogénie est un ensemble �ni (
e sont lesra
ines d'un polyn�me), l'appli
ation ιq est inje
tive (
ar sinon, tous les pointsde qk-torsion seraient des ra
ines de u, pour tout entier k).Mais 
e
i permet également de dé�nir une représentation galoisienne puisquele groupe de Galois Gal(L̄/L) agit naturellement sur le module de Tate :

ρq : Gal(L̄/L) 7→ GLr(Aq)Nous n'étudierons pas les propriétés de 
es représentations.On dispose alors d'une 
lassi�
ation des algèbres d'endomorphismes d'unmodule de Drinfeld :Théorème 3.3.10 [10℄ Soit ϕ : A → k{τ} un module de Drinfeld de rang r.
ϕ étant inje
tive, on peut 
onsidérer K, 
omme un sous-
orps de k{τ}. Soit
L = K(Φ) ⊂ End(ϕ)⊗A K.Alors :� (a) Il existe une seule pla
e ∞̃ de L au-dessus de ∞, et une seule pla
e Pde L au-dessus de p. 66



� (b) On pose r1 = [L : K]. Alors r = r1r2, End(ϕ)⊗AK est une algèbre dedivision 
entrale sur L de rang r22, ave
 seulement deux invariants lo
auxnon nuls : InvLP
(End(ϕ)⊗L LP) = −

1

r2
en PInvLf∞(End(ϕ) ⊗L Lf∞) =

1

r2
en ∞̃Maintenant on peut 
onstruire le polyn�me 
ara
téristique de Φ asso
ié à
haque représentation q-adique. On peut 
onstater que les résultats qui suivent,dus à Gekeler, sont tout à fait identiques au 
as des 
ourbes elliptiques où l'onpeut montrer que le polyn�me 
ara
téristique du Frobienus p agissant sur lemodule de Tate asso
ié à un nombre premier l /∈ p est en fait indépendant de

l et à 
oe�
ients dans Z. Une étude plus pré
ise permet également d'exprimerla di�éren
e entre le nombre de points Fq-rationnels de la 
ourbe elliptique etle nombre de points de la droite proje
tive sur Fq en fon
tion de valeurs prisespar 
e polyn�me.On 
onsidère l'appli
ation
N : End(ϕ) ⊗A K → Kobtenue 
omme la 
omposée de la norme réduite nred : End(ϕ) ⊗A K → L etde la norme de l'extension de 
orps 
ommutatifs NL

K : L→ K. Alors N est K-homogène de degré r, et on peut véri�er qu'elle 
oïn
ide ave
 la norme algébrique
NH
K : H → K sur tout sous-
orps 
ommutatif maximal H ⊂ End(ϕ)⊗AK, voir[10℄.Lemme 3.3.11 [10℄ Pour u ∈ End(ϕ) on a degτN(u) = r.degτu. En parti
u-lier, degτN(Φ) = r.degτ (τn) = rn .Preuve :Les deux parties dé�nissent les valuations (données par des normes topolo-giques) sur l'algèbre K ⊂ End(ϕ)⊗AK. Les deux parties sont équivalentes à la(seule) valuation ∞-adique. Ce
i implique qu'elles di�èrent par une 
onstante,qui se 
al
ule par l'évaluation en u = ϕa :degτN(ϕa) = degτ (NL

K(ϕr2a )) = degτ (ϕr2r1a ) = r1r2degτ (ϕa) = rdegτ (ϕa)puisque r = r1r2.Pour tout idéal maximal q 6= p de A, et pour tout sous-
orps 
ommutatifmaximal H ⊂ End(ϕ) ⊗A K, on 
onsidère l'anneau 
ommutatif ιq(H) ⊗ Kq,qui est une sous-algèbre maximale 
ommutative de EndKq
(Tq(ϕ) ⊗ Kq). Onutilise ensuite le fait 
i-dessus que l'appli
ation de norme 
oïn
ide sur H ave
le déterminant, voir [44, Proposition 11℄. Ce
i implique que

N = det ◦ ιq67



Soit PΦ(X) le polyn�me 
ara
téristique de ιq(Φ), et soitMΦ(X) le polyn�meminimal de Φ sur K :
PΦ(X) = det(X.IdTq

− ιq(Φ))Lemme 3.3.12 [10℄ On a PΦ(X) = MΦ(X)r2 , où r2 = r/[L : K].Preuve :Il su�t de montrer que PΦ(t) = MΦ(t)r2 pour tous les t ∈ L = K(Φ) (
'estun 
orps in�ni). Mais
PΦ(t) = det(t · IdTq

− ιq(Φ)) = NL
K ◦ nred(t− Φ) = NL

K((t− Φ)r2) = MΦ(t)r2puisque L = K(Φ).Corollaire 3.3.13 [10℄ Les 
oe�
ients du polyn�me 
ara
téristique PΦ(X) =
MΦ(X)r2 dans la représentation ιq sont dans A et ne dépendent pas de q.Théorème 3.3.14 [10℄ Soit PΦ(X) le polyn�me 
ara
téristique de ιq(Φ) et soit
MΦ(X) le polyn�me minimal de Φ sur A. Alors :� (i) L'idéal prin
ipal (PΦ(1)) de A 
oïn
ide ave
 la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré χ(k, ϕ) du A-module �ni kϕ.� (ii) (PΦ(0)) = pm� (iii) Pour tous les zéros σi de PΦ(X) on a | σi |∞= q

n
r .Preuve :

(ii) Nous avons vu que (PΦ(0)) = (N(Φ)) appartient à un seul idéal maximal
p = (f) dans A = ϕ(A) ⊂ k{τ}, puisqu'il existe une seule pla
e P de L = K(Φf )divisant Φ, et elle se trouve au-dessus de p, voir proposition 3.3.8. L'exposant
m vient de la formule du produit dans K, du fait que degΦ = n

r et don

(N(Φ)) = pm. En e�et, degτ (N(Φ)) = rn, puisqu'il existe une seule pla
e ∞̃ de
L = K(Φf) au-dessus de ∞. De plus, degτ (pm) = deg(ϕfm) = rdm = rn. Ce
iimplique (ii).

(iii) On remarque qu'il existe une seule pla
e ∞̃ de K(Φf ) au-dessus de ∞.Ce
i implique que toutes les ra
ines wi du polyn�me minimal de Φ sur K ontla même valeur absolue | wi |f∞ en ∞̃, et don
 | σi |∞= q
n
r .

(i) En�n, on 
al
ule la q-
omposante de l'idéal prin
ipal (PΦ(1)). On 
onsi-dère le A-module �ni M = Ker(Φ− 1) = kϕ, et on pose
Mq = Ker(Φ− 1) ∩ q∞ϕ(k) = q∞ϕ(k)On utilise la notation (PΦ(1))q = (PΦ(1))Aq. Alors Mq

∼= Tq(ϕ)/Im(ιq(Φ − 1))et don
 :
(PΦ(1))q = (det ◦ ιq(Φ− 1))

= Tq(ϕ)/Im(ιq(Φ− 1))

= χ(Ker(Φ− 1)q, ϕ)

= χ(q∞ϕ(k), ϕ)68



De plus, degτ (Φ−1) = degτΦ = rn, don
 (PΦ(1)) et N(Φ−1) ont les mêmesvaluations q-adiques, en pla
es q 6= p et q =∞. Don
 par la formule du produit,leurs valuations p-adiques 
oïn
ident, d'où (i).On peut alors énon
er le théorème de Potemine, qui est l'analogue du théo-rème de Hasse pour les 
ourbes elliptiques. Pour une forme plus générale de 
erésultat, voir le texte original de Potemine [37℄.Théorème 3.3.15 [37℄ Soit f ∈ A, irrédu
tible unitaire et soit ϕ : A→ A{τ}.On suppose que la rédu
tion ϕ̄ : A→ A/(f){τ} est en
ore un module de Drinfeld(pour γ la rédu
tion modulo f et k = A/(f)). Alors :deg(f − fϕ) ≤
r − 1

r
deg(f)où fϕ est la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré de k.Preuve :On applique le théorème 3.3.14 ave
 i
i p = (f), n = d = deg(f) et m = 1 :

(PΦf
(0)) = (f) et (PΦf

(1)) = (fϕ). Mais toujours d'après 
e théorème, toutesles ra
ines wi de PΦ ont la même valuation ∞. On en déduit don
 que :
PΦf

(1)− PΦf
(0) =

r−1∑

i=0

Σi(w1, . . . , wr)où Σi désigne la ième fon
tion symétrqiue élémentaire. Mais 
omme pour tout
1 ≤ i ≤ r, | wi |f∞=| f |

1
r
∞, on en déduit bien que :

| f − fϕ |∞ = | PΦf
(0)− PΦf

(1) |∞

= |
r−1∑

i=0

Σi(w1, . . . , wr) |∞

≤ Max | Σi(w1, . . . , wr) |∞

≤ | f |
r−1

r
∞Ce qui a
hève la preuve du théorème.3.3.4 Tableau d'analogiePour résumer les résultats des derniers paragraphes et les mettre en parallèleave
 leurs analogues dans le 
as des 
ourbes elliptiques, il est pratique de fairele tableau d'analogies qui suit : 69



Z ←→ A = Fq[T ]

Q ←→ k = Fra
(A) = Fq(T )pla
es �nies de Q ←→ pla
es �nies de Kles nombres premiers les polyn�mes irrédu
tiblesune seule pla
e in�nie ←→ une seule pla
e in�nie
| x |=| x |∞ | f/g |∞= qdegf−degg

R ←→ k∞ = Fq((T
−1))

C ←→ Ω = ˆ̄k∞

Z−module ←→ A−module
E (
ourbe elliptique) ←→ ϕ (module de Drinfeld sur A)
K 
orps de nombres ←→ L extension �nie de k

E dé�nie sur K ←→ ϕ dé�ni sur Lgroupe abélien Hom(E,E′) ←→ A−module Hom(ϕ, ψ)anneau EndQ(E) ←→ anneau Endk(ϕ)algèbre EndQ(E)⊗Q ←→ algèbre Endk(ϕ) ⊗A k

Λ réseau de C ←→ A−module libre et dis
ret Λ

E(C)[n] ←→ aϕ(Ω)

Z/nZ−module A/(a)−module de rang rmodule de Tate Tl(E) ←→ module de Tate Tq(ϕ)polyn�me 
ara
téristique du Frobienus ←→ polyn�me 
ara
téristique
Pp,l PΦ,qindépendant de l ←→ indépendant de q

Pp,l(0) = Card(kp) ←→ (PΦ,q(0)) = (p)m

Pp,l(1) = Card(E(kp)) ←→ (PΦ,q(1)) = χ(k, ϕ)théorème de Hasse ←→ théorème de Potemine
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Chapitre 4Etude de la torsion desmodules de DrinfeldSoit A une variété abélienne dé�nie sur un 
orps de nombresK. Le théorèmede Mordell-Weil [7℄ établit que A(K) est un groupe abélien de type �ni, 
'est-à-dire que A(K) ≃ A(K)tor × Zr, où A(K)tor est le groupe �ni des points detorsion K-rationnels et r un entier ≥ 0. De nombreuses questions restent en
oreouvertes. Par exemple, si on �xe la dimension g, et le 
orps de nombres K,existe-t-il des variétés abéliennes A, dé�nies sur K et de dimension g, de rangarbitraire ? Même pour g = 1 et K = Q ou Q(t), on ne dispose pas de réponsedé�nitive. Les résultats dans 
ette dire
tion ont été initiés par Néron [31], maissurtout Mestre [27, 28, 29℄, puis Fermigier [8], Nagao [30] (voir également [18,23℄).En 
e qui 
on
erne la torsion, la 
onje
ture de la borne uniforme a�rme la
hose suivante : soient d, g des entiers ≥ 1, alors il existe un entier B(d, g) ≥ 1tel que pour toute variété abélienne A de dimension g dé�nie sur un 
orps denombres K de degré d, | A(K)tor |≤ B(d, g).Pour g ≥ 2, 
ette 
onje
ture est en
ore ouverte, et l'on ne dispose essen-tiellement que de résultats montrant que 
ertains groupes sont des groupes detorsion de Ja
obiennes de 
ourbes de genre g [9, 20, 32℄.En revan
he, pour g = 1, qui 
orrespond au 
as des 
ourbes elliptiques, 
ette
onje
ture est maintenant un théorème, dû à Merel ([26℄ ; voir également [6, 34℄ainsi que [22℄ pour des résultats sur la p-torsion).Pour d petit, on dispose de résultats pré
is sur le groupe des points rationnelsde torsion d'une 
ourbe elliptique E dé�nie sur un 
orps de nombres de degré d,et qui ont été obtenus historiquement avant 
eux de Merel. En parti
ulier, pour
d = 1 (pour d = 2, voir les résultats de Kamienny [17]), le théorème de Mazur
[24] donne la liste des quinze groupes E(Q)tor possibles.Ce 
hapitre, dont les résultats se trouvent dans [11℄, s'atta
he à 
ertaines de
es questions. Dans un premier temps, nous pré
isons la stru
ture induite parun module de Drinfeld. Dans un se
ond temps, nous étudions la torsion d'un71



module de Drinfeld et obtenons un analogue du théorème de Mazur et don
 dela 
onje
ture de la borne uniforme dans 
e 
as. Plus pré
isement, nous montronsque pour un Fq[T ]-module de Drinfeld rationnel, le module des points de torsionsur Fq[T ] est isomorphe à l'un des modules suivants :� (i) Si q = 2 : {0}, Fq[T ]/(T ), Fq[T ]/(T + 1), Fq[T ]/(T 2 + T ).� (ii) Si q > 2, {0}, Fq[T ]/(T − a), pour a ∈ Fq.En�n, dans la dernière partie, nous obtenons d'une part un analogue du théo-rème de Merel et d'autre part nous retrouvons et pré
isons dans un 
adre plusrestreint un résultat de Poonen [35℄. Plus pré
isement, nous montrons que si
n ≥ 1 est �xé, il existe une 
onstante C(q, n) ne dépendant que de q et n telleque, pour tout anneau B entier et de type �ni sur Fq[T ] véri�ant [L : Fq(T )] ≤ n,où L désigne le 
orps des fra
tions de B, et pour tout Fq[T ]-module de Drin-feld B-rationnel, le module des points de torsion B-rationnels est de 
ardinal
≤ C(q, n). Nous montrons qu'une valeur 
onvenable pour C(q, n) est q nq

q−1 .4.1 Groupe de Mordell-Weil d'un module ellip-tique de DrinfeldOn se pla
e i
i dans le 
as où ϕ : A → A{τ} et on 
onsidère la nouvellestru
ture de A-module sur A induite par ϕ :
A×A → A

(a, x) → a.x = ϕa(x)

Aϕ désignera dans 
e qui suit l'ensemble A muni de 
ette stru
ture de A-module : 
'est l'analogue du groupe de Mordell-Weil pour les variétés abéliennes.
Aϕtor désignera le A-module de torsion.Dans les généralités, on a vu que si l'on 
onsidère un module de Drinfeldà valeurs dans Ω{τ}, alors pour tout a ∈ A non nul, les points de a-torsionforment un A/(a)-module libre de rang r. En parti
ulier, on a une in�nité depoints de torsion. Dans le 
as présent, 
'est-à-dire le 
as où ϕ est à valeurs dans
A{τ} (ϕ est A-rationnel), on peut remarquer les deux 
hoses suivantes :Proposition 4.1.1 Soit ϕ : A→ A{τ} un module de Drinfeld de rang r. Alors :� (1) Aϕtor est �ni.� (2) Aϕ n'est pas de type �ni sur A.Remarque : Nous proposons i
i une démonstration élémentaire et 
onstru
-tive, di�érente de 
elle de [4, 36, 42℄, où 
es résultats sont établis dans un 
adreplus général.Notons ϕT = b0 + b1τ + · · · + brτ

r où b0 = T , bi ∈ A pour i ≥ 1 et
br 6= 0. Lorsque a ∈ A est de degré su�samment élevé, on a deg(ϕT (a)) =deg(br) + qrdeg(a). Ce qui montre que a n'est pas de torsion. Ce
i établit lepremier point : à savoir que Aϕtor est �ni.Montrons à présent que Aϕ n'est pas de type �ni. Pour 
ela, on va exhiberune famille in�nie d'éléments de A qui soit A-libre.72



On note b = deg(br) , b ≥ 0 puisque ϕ est de rang r. Considérons alors lasuite d'entiers in dé�nie par i0 = b − 1 + λq (où λ est un entier tel que T i0 nesoit pas de torsion), et in+1 = in + q.Lemme 4.1.2 La suite (T in)n∈N est une famille A-libre de Aϕ.On raisonne par l'absurde. Supposons que ∑n
m=0Am.T

im = 0 où Ai ∈ A(non tous nuls). Par dé�nition de Aϕ, 
e
i équivaut à : ∑n
m=0 ϕAm

(T im) = 0Mais par 
onstru
tion, T im n'est pas de torsion pour tout entier m. D'après 
equi pré
ède, on a don
 pour tout indi
e m apparaissant dans la somme pourlequel Am 6= 0, en posant am = deg(Am) : deg(ϕAm
(T im)) = qamr−1

qr−1 b+ qamrimMontrons alors que 
es degrés sont deux à deux distin
ts. Ce
i permettra de
on
lure puisque dans 
e 
as le degré de la somme sera non nul (puisque aumoins Am est non nul), 
e qui 
ontredit la nullité de 
ette même somme. Onsuppose don
 que : qamr−1
qr−1 b + qamrim = qalr−1

qr−1 b + qalril. En multipliant 
etteexpression par qr−1 (qui est non nul), on obtient : qamrb−b+(qr−1)qamrim =
qalrb − b+ (qr − 1)qalril. Soit en
ore :

((qr − 1)im + b) qamr = ((qr − 1)il + b) qalrOn distingue alors deux 
as :� am = al : dans 
e 
as, on a im = il, 
e qui n'est pas possible pour deuxindi
es l et m distin
ts.� am 6= al : quitte à é
hanger les indi
es, on peut supposer am < al. Dans
e 
as, l'équation pré
édente peut s'é
rire sous la forme :
(qr − 1)im + b = ((qr − 1)il + b) q(al−am)rMais le membre de gau
he de la dernière égalité est 
ongru à zéro modulo

q (puisque al − am > 0) alors que le membre de droite véri�e :
(qr − 1)im + b ≡ −im + b mod q ≡ 1 mod qCe qui est impossible. Ce
i montre bien que les degrés sont deux à deuxdistin
ts et a
hève la preuve du lemme.4.2 Stru
ture de Fq[T ]ϕtorDans 
e paragraphe, nous étudions le A-module Aϕtor qui est �ni d'après 
equi pré
ède. En appliquant la méthode pré
édente (
onsistant à évaluer le degréde ϕT (a) en fon
tion du degré de a), on peut montrer que pour r = 1, la torsionest majorée par q si q 6= 2 et par 4 si q = 2. En revan
he, il est fa
ile de véri�erque pour r = 2 la torsion est majorée par q. En étudiant de manière pré
ise le
omportement du degré de ϕT (a) en fon
tion du degré de a, on peut montrerque la torsion est majorée par qMax(2,r).Mais la borne pré
édente n'étant pas optimale (pour r = 2 par exemple) on
her
he à l'améliorer. Dans 
e paragraphe, nous montrons d'abord que la borneuniforme est indépendante de r et nous donnons les stru
tures possibles de Aϕtor.Le théorème suivant est une sorte d'analogue (beau
oup plus élémentaire) duthéorème de Mazur évoqué pré
édemment.73



Théorème 4.2.1 Pour tout module de Drinfeld A-rationnel de rang r, on a :� (1) Si q = 2, alors | Aϕtor |≤ q2.De plus Aϕtor est isomorphe (en tant que A-module) à l'un des modulessuivants :
{0} , A/(T ) , A/(T + 1) , A/(T (T + 1))� (2) Si q > 2, alors | Aϕtor |≤ q.De plus Aϕtor est isomorphe (en tant que A-module) à l'un des modulessuivants :

{0} , A/(T − α) ave
 α ∈ FqDe plus, si l'on �xe r ≥ 1 (r 6= 2 si q = 2) et B l'un des modules 
y
liques pré-
édents, il existe un module de Drinfeld de rang r dont la torsion est isomorpheà B.On 
ommen
e par démontrer deux lemmes :Lemme 4.2.2 Soit f un polyn�me non 
onstant et P un point de f -torsionpour ϕ (de rang r quel
onque). Alors :
P 6= 0⇒ P q−1 | fspour un entier s ≥ 1.En e�et, soit n = deg(f) et s ≥ 1. Il existe c1, . . . , cnrs ∈ A tels que :
ϕfs = fs +

nrs∑

i=0

ciτ
iMaintenant, si P est un point de f -torsion non nul, alors il existe un s tel que :

0 = ϕfs(P ) = fsP +
∑nsr

i=0 ciP
qi

= P (fs +
∑nrs

i=0 ciP
qi−1)

P étant non nul et A intègre, on en déduit que :
fs = −

∑nsr
i=0 ciP

qi−1 = P q
i0−1(−

∑nsr
i=i0

ciP
qi−qi0

)où i0 est le plus petit entier tel que ci0 6= 0 (un tel entier existe puisque cnrs estnon nul).Il s'ensuit que P q−1 divise fs (puisque (q − 1) divise (qi0 − 1)) et le lemmeest démontré.Lemme 4.2.3 Soit f ∈ A unitaire irrédu
tible et Aϕ[f ] le A-module des pointsde f -torsion (i.e. annulés par une puissan
e de f). AlorsdimFq
(Aϕ[f ]) ≤ 1Tout d'abord, notons que, ϕa étant Fq-linéaire pour tout a ∈ A, les pointsde f -torsion forment bien un Fq-espa
e ve
toriel.Supposons que dimFq

(Aϕ[f ]) ≥ 2. Soit alors (P1, P2) une famille Fq-libre de
Aϕ[f ]. Quitte à les multiplier par une 
onstante non nulle, on peut les supposer74



unitaires. Pour i ∈ {1, 2}, Pi est un point de f -torsion don
 d'après le lemmepré
édent, on en déduit que P q−1
i divise fαi pour un entier αi ≥ 1. Pi étantunitaire et f unitaire irrédu
tible, il s'ensuit que Pi = fai où ai est un entiervéri�ant (q − 1)ai ≤ αi. On distingue alors deux 
as :� Si a1 = a2 alors P1 = P2 
e qui 
ontredit le fait que (P1, P2) est une famille

Fq-libre.� Sinon, quitte à é
hanger les indi
es a1 < a2. Mais alors
P1 + P2 = fa1(1 + fa2−a1)Or P1 +P2 est également un point de f -torsion don
 divise une puissan
ede f d'après le lemme pré
édent, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 la dernièreégalité.Ce
i a
hève la preuve du lemme. Terminons à présent la preuve du théorème :on désigne par S l'ensemble Aϕtor muni de sa stru
ture de Fq-espa
e ve
toriel.De plus, Aϕtor étant �ni, il est a fortiori de dimension �nie sur Fq : soit n 
ettedimension. Par ailleurs, soit Φ ∈ EndFq

(S) dé�ni par Φ(P ) = ϕT (P ), MΦ sonpolyn�me minimal et MΦ = fα1
1 . . . fαs

s la dé
omposition de MΦ en fa
teursirrédu
tibles. Alors :
S ≃

s⊕

i=1

Aϕ[fi]En e�et, Aϕtor est la somme dire
te des modules de f -torsion (la somme étantprise sur tous les polyn�mes irrédu
tibles unitaires) mais si f est irrédu
tibleet distin
t des fi ,1 ≤ i ≤ s, alors il existe u, v ∈ A tels que uf + vMΦ = 1.En appliquant 
ette égalité à Φ, on en déduit don
 que ϕuϕf = IdS . Par suite,
Aϕ[f ] est réduit à zéro. En regardant alors les dimensions, il vient :

n = dimFq
(S) = dimFq

(

s⊕

i=1

Aϕ[fi]) =

s∑

i=1

dimFq
(Aϕ[fi]) ≤

s∑

i=1

1 ≤ sMais l'inégalité inverse dé
oule du fait que le degré de MΦ est inférieurou égal à n (Cayley-Hamilton). Par suite, s = n, ∀i ∈ {1, . . . , n} , αi = 1,deg(fi) = 1 et dimFq
(Aϕ[fi]) = 1.Ce
i entraîne don
 que

Aϕtor ≃

n⊕

i=1

A/(T − ai)où l'on a posé fi = T − ai pour tout entier 1 ≤ i ≤ n. On distingue maintenantdeux 
as :� Si q > 2Pour 1 ≤ i ≤ n, soit Pi un générateur de Aϕ[fi], alors d'après le lemme,
P q−1
i | (T − ai). Par suite, Pi est 
onstant don
 Aϕtor ⊂ Fq et n ≤ 1. Deplus, si n = 1, alors Aϕtor ≃ A/(T − α) pour α ∈ Fq. Ce qui démontre lepoint (2) du théorème. 75



� Si q = 2Le même raisonnement montre que les générateurs de Aϕ[fi] sont de degréinférieur ou égal à un. Par suite n ≤ 2.De plus, si n = 1, alors d'après la dé
omposition de S trouvée 
i-dessus,les points de torsions sont isomorphes au quotient de A par un polyn�mede degré 1, i.e. par T ou T + 1 (
ar q = 2).En�n, si n = 2, Aϕtor est isomorphe A/(T − a) ⊕ A/(T − b). Mais 
esfa
teurs sont premiers entre eux (
e sont les fa
teurs irrédu
tibles deMΦ).Par suite, Aϕtor ≃ A/((T + 1)T ) (puisque q = 2). Ce qui démontre le point
(1) du théorème.En 
e qui 
on
erne le point (3), il est fa
ile de véri�er que :� Si q > 2 alors pour tout r ≥ 1� pour ϕT = T + (α − T )τr, Aϕtor ≃ A/(T − α).� pour ϕT = T + τr , Aϕtor = {0}.� Si q = 2 et r ≥ 3 :� pour ϕT = T + (T 2r−2 + 1)τ + τr alors Aϕtor ≃ A/(T ).� pour ϕT = T + Tτ + τr alors Aϕtor ≃ A/(T + 1).� pour ϕT = T + grτ + grτ

2 + τr où l'on a posé gr =
∑2r−1−2

i=0 T 2i alors
Aϕtor ≃ A/(T (T + 1)).� pour ϕT = T + τr alors Aϕtor = {0}.� Si q = 2 et r = 1 :� pour ϕT = T + τ alors Aϕtor ≃ A/(T (T + 1)).� pour ϕT = T + Tτ alors Aϕtor ≃ A/(T ).� pour ϕT = T + (T + 1)τ alors Aϕtor ≃ A/(T + 1).� Si q = 2 et r = 2, il est fa
ile de 
onstater que dans 
e 
as parti
ulier, latorsion est majorée par q et :� pour ϕT = T + Tτ2 alors Aϕtor ≃ A/(T ).� pour ϕT = T + (T + 1)τ2 alors Aϕtor ≃ A/(T + 1).� pour ϕT = T + τ2 alors Aϕtor ≃ {0}.Ce qui a
hève la démonstration du théorème.4.3 Borne uniforme pour les extensions entières�nies de Fq[T ]Dans 
e paragraphe, on démontre un analogue beau
oup plus élémentairedu théorème de Merel évoqué plus haut.Théorème 4.3.1 Soit n ≥ 1 �xé. Alors pour tout anneau B entier et de type�ni sur A véri�ant [L : k] ≤ n (où L désigne le 
orps de fra
tions de B) et pourtout module de Drinfeld B-rationnel ϕ,

| Bϕtor |≤ q
nq

q−1Preuve : 76



Soit B 
omme dans l'énon
é du théorème et ϕ un module de Drinfeld B-rationnel de rang r ≥ 1. On a alors par dé�nition, ϕT = b0 + b1τ + · · · + brτ
roù b0 = T , bi ∈ B pour 1 ≤ i ≤ r et br 6= 0. Considérons ω la valuation dis
rètede k asso
iée au polyn�me T et soit ν une valuation dis
rète de L au-dessus de

ω. On note Oω (resp. Oν) l'anneau de valuation de ω (resp. ν) et πω (resp. πν)une uniformisante pour ω (resp. ν). On notera par la suite e = e(ν/ω) l'indi
ede rami�
ation de ν par rapport à ω, et f = f(ν/ω) le degré résiduel.On remarque alors pour 
ommen
er que d'une part, A ⊂ Oω, et d'autre part
B ⊂ Oν (puisque B est entier sur A). On a alors :

ν(b) >
e

q − 1
⇒ ν(ϕT (b)) = ν(b) + eCe
i montre que les points de torsion sont de valuation 
omprise entre 0 et

e
q−1 . Soit N la partie entière de e

q−1 et Bi = Bϕtor ∩ {x ∈ L, ν(x) ≥ i} pour
0 ≤ i ≤ N . On 
onstate alors d'une part que dimFq

(BN ) ≤ f , et d'autre partque pour tout 0 ≤ i ≤ N − 1, dimFq
(Bi/Bi+1) ≤ f . Par suite,dimFq

(Bϕtor) =

N−1∑

i=0

dimFq
(Bi/Bi+1) + dimFq

(BN ) ≤ (N + 1)fOn en déduit don
 que | Bϕtor | ≤ q(N+1)f ≤ q
ef

q−1 +f ≤ q
qn

q−1 , 
e qui a
hèvela preuve du théorème.En revan
he, 
ontrairement au 
as B = A, le module Bϕtor n'est pas né
es-sairement 
y
lique. Il est d'ailleurs assez élémentaire de 
onstruire un anneau
B véri�ant les hypothèses du théorème pré
édent et tel que la torsion 
ontienneun module donné :Proposition 4.3.2 Soient r ≥ 2 et k ≥ 1 deux entiers �xés, fi (1 ≤ i ≤ k)des polyn�mes irrédu
tibles distin
ts, ei ≤ r (1 ≤ i ≤ k) des entiers et ϕ unmodule de Drinfeld unitaire en τ (ou dont le 
oe�
ient dominant est premierave
 
haque fi). Alors il exsite B une extension �nie entière de A telle que
Bϕtor ⊃

⊕
A/(fi)

ei .Preuve :Il su�t de 
onsidérer Bi =fi
ϕ. D'après les hypothèses, 
'est une extension�nie entière de A pour 
haque 1 ≤ i ≤ k, qui 
ontient tous les points de fi-torsions, 
'est-à-dire A/(fi)r et don
 A/(f)ei puisque ei ≤ r. B =

∏r
i=1Bi
onvient.4.4 Conje
ture de la borne uniforme : une preuvepour r = 1Jusqu'i
i nous nous sommes intéréssés aux modules de Drinfeld à 
oe�
ientsentiers. Il est naturel de se demander si 
es résultats s'étendent au 
as des77



extensions �nies de Fq(T ). On ne peut 
ependant pas s'attendre à trouver desbornes identiques. En e�et, nous avons démontré que la torsion des modules deDrinfeld à 
oe�
ients entiers est bornée uniformément, indépendament du rang.Ce
i n'est plus vrai lorsque les 
oe�
ients ne sont plus entiers (ou si l'on ne serestreint plus aux points de torsions qui sont entiers. En e�et, si W est un sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie r de k = Fq(T ), alors P =
∏
w∈W (X − w)est un polyn�me Fq-linéaire, don
 de la forme P0x+ ...+Prx

qr . En 
onsidérant
ϕT = T + ...+ Pr

P0
τr, on 
onstate que la torsion 
ontient W , don
 est de 
ardinalau moins qr.Parmi les questions ouvertes, 
itons les 
onje
tures suivantes [35℄ :Conje
ture 4.4.1 Soit r ≥ 1 et L une extension �nie de k = Fra
(A) �xés.Alors il existe une 
onstante B(r, L) telle que pour tout module de Drinfeld

L-rationnel de rang r, le 
ardinal de Lϕtor soit majoré par B(r, L).Conje
ture 4.4.2 Soit r ≥ 1 et d ≥ 1 �xés. Alors il existe une 
onstante
B(r, d) telle que pour toute extension �nie de k de degré inférieur ou égal à d etpour tout module de Drinfeld rationnel de rang r, le 
ardinal de Lϕtor soit majorépar B(r, d).Poonen [35℄ a démontré que la 
onje
ture 4.4.2 est vraie pour r = 1 dansun 
adre plus général : à savoir lorsque A désigne l'anneau des fon
tions régu-lières d'une 
ourbe a�ne obtenue en retirant un point fermé �∞� d'une 
ourbeproje
tive lisse X dé�nie sur Fq.La méthode pré
édente permet de retrouver et de pré
iser 
e résultat lorsque
A = Fq[T ] :Corollaire 4.4.3 Soit n ≥ 1 alors pour toute extension �nie L de k de degré
≤ n et pour tout module de Drinfeld de rang 1 L-rationnel, le 
ardinal de Lϕtorest majoré par q nq

q−1 .Soit L/k une extension de degré ≤ n et ϕ un A-module de Drinfeld L-rationnel de rang 1. Notons ϕT = T + Bτ où B ∈ L⋆. Soit ω la valuationnormalisée de k asso
iée au polyn�me T et ν un prolongement de ω à L. Onnote e (respe
tivement f) l'indi
e de rami�
ation (resp. le degré résiduel) de νpar rapport à ω. De même que pré
édemment, on remarque que :
ν(x) >

e− ν(B)

q − 1
⇒ ν(ϕT (x)) = ν(x) + e

ν(x) <
−ν(B)

q − 1
⇒ ν(ϕT (x)) < ν(x)On en déduit don
 que les points de torsion L-rationnels sont de valuation
omprise entre −ν(B)

q−1 et e−ν(B)
q−1 . Mais ν est à valeurs entières. Par suite, ily a au plus e

q−1 + 1 valeurs de ν(x) pour lesquelles x peut être un point detorsion. Le même raisonnement que pré
édemment permet alors de 
on
lureque dimFq
(Lϕtor) ≤ f( e

q−1 + 1) ≤ nq
q−1 , 
e qui a
hève la preuve du 
orollaire.78



Chapitre 5Appli
ations des polyn�mesirrédu
tibles et bije
tifs à la
ryptologie5.1 Stru
ture induite par un module de DrinfeldSoit ϕ un module de Drinfeld de rang r, à 
oe�
ients dans A. Soit f ∈ Anon nul �xé, alors ϕ induit une nouvelle stru
ture de A-module sur le quotient
A/(f), notée A/(f)ϕ :

A×A/(f)ϕ → A/(f)ϕ

(a, x̄) 7→ ϕa(x)On peut remarquer que 
ette a
tion est bien dé�nie 
ar si P ∈ (f), alors
ϕa(P ) ∈ (f) pour tout a dans A.On peut remarquer que 
e A-module n'est pas toujours 
y
lique, sauf dansle 
as parti
ulier où r = 1. En e�et,Proposition 5.1.1 Soit ϕ un module de Drinfeld de rang 1, alors A/(f)ϕ est
y
lique.Preuve :En e�et, en 
onsidérant γ : A→ A/(f) la rédu
tion modulo f , on obtient unnouveau module de Drinfeld ψ : A → A/(f){τ}. Maintenant, si g est irrédu
-tible, et si x véri�e ϕg(x) ≡ 0 mod f , alors, 
e
i fournit un point de g-torsionpour ψ. Mais on a vu que les points de g-torsion forment un A/(g)-module librede rang r′ ≤ r, 
e qui montre i
i que dans le 
as r = 1, gψ est monogène. Par
onséquent, A/(f)ϕ est 
ylique.Dans le 
as r ≥ 2, l'exemple suivant montre que 
e module n'est pas toujours
y
lique : il s'agit d'un exemple de la thèse de Potemine [37]. Considérons q =79



p = 3, f = T 2 + 1, et ϕT = T − Tτ2, alors il est fa
ile de véri�er que A/(f)ϕ ∼=
A/(T ) × A/(T ). En e�et, ϕT (1) = 0, ϕT (T ) = T 2 − T 10 = T (T − T 9) ≡
0 mod T 2 + 1, d'où le résultat.5.2 Cal
ul de la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré5.2.1 Dé�nitionDans le 
hapitre 4, nous avons utilisé la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aréd'un A-module �ni. Nous rappelons i
i la dé�nition formelle :Dé�nition 5.2.1 SoitM l'ensemble des A-modules �nis. On dé�nit alors unefon
tion χ, appelée 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré, deM dans l'ensemble desidéaux de A par les deux règles suivantes :� (i) Si p ∈ Spe
(A) et M ∼= A/p, alors χ(M) = p,� (ii) Si 0→M1 →M →M2 → 0, alors χ(M) = χ(M1)χ(M2).On peut 
onstater que 
e
i dé�nit bien χ. En e�et, d'une part, pour toutidéal premier p de A, on a les suites exa
tes suivantes pour tout entier n :

0→ A/p ∼= pn/pn+1 → A/pn+1 → A/pn → 0Ce
i permet d'établir par ré
urren
e que χ(A/pn) = pn. D'autre part, tout A-module �ni se dé
ompose en somme dire
te de module 
y
lique de la forme
A/pn. D'où le résultat en utilisant à nouveau (ii).Mais dans le 
adre de notre étude, l'anneau A = Fq[T ] est prin
ipal. Onpeut don
 identi�er la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré d'un A-module M ave
un générateur unitaire de χ(M). De manière plus pré
ise, soit M un A-module�ni. D'après la stru
ture des modules sur un anneau prin
ipal, on en déduitqu'il existe des éléments f1, . . . , fs ∈ A et des entiers e1, . . . , es tels que :

M ≃
s⊕

i=1

A/(fei

i )Dans 
e 
as, en posant fϕ =
∏s
i=1 f

ei

i , on obtient que (fϕ) = χ(M). En suppo-sant fϕ unitaire, on peut don
 identi�er fϕ et la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aréde M .5.2.2 Cal
ul pratiqueDans le paragraphe pré
édent, on a rappelé la dé�nition formelle de la 
a-ra
téristique d'Euler-Poin
aré d'un A-module. On s'intéresse maintenant au 
al-
ul pratique. L'in
onvéniant de la dé�nition pré
édente est qu'elle né
éssite la
onnaissan
e de la dé
omposition du module en modules 
y
liques, 
e qui d'unpoint de vue pratique est un in
onvéniant majeur. D'autant plus que si le moduleest �grand�, 
es 
al
uls deviennent vite très onéreux en temps et en mémoire, 
equi est génant si l'on souhaite utiliser les modules de Drinfeld en 
ryptographie.80



Le prin
ipe est le suivant : soit f ∈ A, non nul. On a don
 en 
onservant lesnotations du paragraphe pré
édent :
A/(f)ϕ ∼=

s⊕

i=1

A/(fei

i )

fϕ =

s∏

i=1

fei

iMais par dé�nition de l'isomorphisme, il s'ensuit que ϕT agit sur⊕s
i=1 A/(f

ei

i )tout simplement par multipli
ation par T . Il s'ensuit que fϕ ne représente riend'autre que le polyn�me 
ara
téristique de ϕT (
onsidéré 
omme élément de
EndFq

(A/(f))) puisque sur 
haque module 
y
lique A/(fei

i ), la matri
e de mul-tipli
ation par T est la matri
e 
ompagnon du polyn�me fei

i . Ce
i fournit uneméthode élémentaire pour le 
al
ul pratique de fϕ.Exemple 4 Considérons le polyn�me f = T 2 + T + 1 irrédu
tible sur F2, etsoit ϕT = T + Tτ et ψT = T + Tτ2. On a alors :
ϕT (1) = T + T

= 0

ϕT (T ) = T 3 + T 2

≡ T mod f
ψT (1) = 0

ψT (T ) = T 2 + T 5

≡ 0 mod fD'où l'on déduit que les matri
es de ϕT et de ψT 
onsidérés 
omme deséléments de EndFq
(A/(f)) sont respe
tivement : ( 0 0

0 1

) et ( 0 0
0 0

)On 
on
lut alors en prenant les polyn�mes 
ara
téristiques normalisés (
equi est déjà le 
as i
i puisque la dimension est paire) que fϕ = f − 1 = T 2 + Tet fψ = T 2.5.2.3 Cas du module de CarlitzDé�nition 5.2.2 On appelle module de Carlitz le module de Drinfeld sur A,dé�ni par ϕT = T + τ .Dans 
e 
as, on peut 
al
uler expli
itement la fon
tion e asso
ié à 
e modulede Drinfeld : 81



Proposition 5.2.3 Soit ϕ le module de Carlitz. Alors la fon
tion entière asso-
iée e =
∑
anz

qn véri�e : a0 = 1 et ∀n ≥ 1, an =
aq

n−1

T qn−T
. C'est-à-dire,

an =

(
n∏

i=1

(T q
i

− T )q
n−i

)−1

=


 ∏

g∈Sn

g



−1où Sn désigne l'ensemble des polyn�mes unitaires de degré n.Remarque 5.2.4 Dn =

∏
g∈Sn

g peut être interprété 
omme le fa
toriel n!.Preuve :Seule la dernième égalité est à démontrer, les deux premières étant des 
onsé-quen
es immédiates des dé�nitions.Soit f un polyn�me irrédu
tible unitaire de degré d ≤ n. D'après le lemme1.1.2, T qi

− T est égal au produit de tous les polyn�mes irrédu
tibles unitairesde degré j divisant i. En notant a (respe
tivement b) le quotient (resp. le reste)de la division de n par d, et en remarquant que T qi

− T est séparable, on endéduit que :
−νf(an) =

n∑

i=1

qn−iνf (T
qi

− T )

=

a∑

i=1

qn−id

= qb
qad − 1

qd − 1Déterminons à présent la multipli
ité de f dansDn. Pour 
ela, on va détermi-ner le nombre de polyn�mes unitaires de degré n qui sont divisibles exa
tementpar f i pour tout entier i 
ompris entre 1 et a.� Nombre de polyn�mes divisibles par fa exa
tementSi g est unitaire de degré n et divisible par fa exa
tement, alors g s'é
rit
g = fah où h est unitaire de degré b. Comme b < d, tout tel polyn�me hest premier ave
 f . On en déduit don
 qu'il y a exa
tement qb polyn�mesunitaires de degré n ayant une multipli
ité en f égale à a.� Soit 1 ≤ i ≤ a − 1. Déterminons le nombre de polyn�me ayant une mul-tipli
ité en f égale à a − i. Pour un tel g, on a alors g = fa−ih où hest unitaire de degré id + b, et premier à f . Or le nombre de polyn�meunitaire de degré id + b divisible par f est q(i−1)d+b. On en déduit don
que le nombre de polyn�me unitaire de degré n ayant une multipli
ité en
f égale à a− i vaut qid+b − q(i−1)d+b.82



On en déduit alors su

essivement :
νf (Dn) = aqb +

a−1∑

i=1

(a− i)(qid+b − q(i−1)d+b)

= aqb + a(q(a−1)d+b − qb)−
a−1∑

i=1

i(qid+b − q(i−1)d+b)

= aq(a−1)d+b −
a−1∑

i=1

iqid+b +
a−1∑

i=1

iq(i−1)d+b

= aq(a−1)d+b + qb − (a− 1)q(a−1)d+b +
a−2∑

i=1

qid+b

=
qb

qd − 1

(
(qd − 1)q(a−1)d + (qd − 1) + qd(q(a−2)d − 1)

)

=
qb(qad − 1)

qd − 1Ainsi, pour tout polyn�me irrédu
tible unitaire de degré d ≤ n, an et Dnont la même multipli
ité en f . De plus, il est 
lair que si f est irrédu
tible dedegré stri
tement plus grand que n, f ne divise ni an, ni Dn. De plus, an et Dnétant unitaires, on en déduit l'égalité, 
e qui a
hève la preuve de la proposition.La fon
tion e asso
iée au module de Carlitz est appelée exponentielle deCarlitz. Cette appellation provient de l'analogie ave
 la fon
tion exponentielle
lassique. En e�et, les 
oe�
ients de e sont données par l'inverse du produit detous les polyn�mes unitaires de degré n, 
'est-à-dire par l'inverse du fa
toriel.Pour terminer 
e paragraphe, nous allons démontrer que la 
ara
téristiqued'Euler-Poin
aré asso
iée au module de Carlitz se 
al
ule en fait très simple-ment :Proposition 5.2.5 [12℄ Soit f irrédu
tible unitaire et ϕ le module de Carlitz.Alors :
fϕ = f − 1Preuve :D'après le théorème 3.3.15, fϕ = f−a où a ∈ Fq. Mais ϕfϕ

est identiquementnulle sur A/(f) par dé�nition, il s'ensuit don
 que ϕf agit par aId sur A/(f).D'autre part, 
omme ϕT = T + τ , on en déduit que sur A/(f) = Fq(α),
ϕT = mα + σ et que ϕf = f +

∑n−1
k=1 Pkτ

k + τn où les Pk ∈ A, soit en
ore
ϕf =

∑n−1
k=1 Pk(α)σk + σn. Par 
onséquent, Id +

∑n−1
k=1 Pk(α)σk = aId. Maisd'après le lemme d'indépendan
e de Dedekind, on en déduit que a = 1, 
e quia
hève la preuve de la proposition.Cette méthode se généralise très légèrement aux modules de Drinfeld de rang

r = 1 : 83



Proposition 5.2.6 Soit ϕT = T + gτ un module de Drinfeld de rang 1 ave

g ∈ A \ {0} et f un polyn�me irrédu
tible unitaire de degré n. Désignons par
α ∈ Fqn une ra
ine de f . Alors :

fϕ = f −NFqn/Fq
(g(α))Preuve :Toujours d'après le théorème 3.3.15, fϕ = f − a pour un 
ertain a ∈ Fq.D'où en appliquant la même méthode que dans la proposition pré
édente, on endéduit que a est égal au 
oe�
ient en τn de ϕf . Mais 
omme f est de degré net unitaire, 
e 
oe�
ient vaut gPn−1

i=0 qi , il s'ensuit que a = g(α)
Pn−1

i=0 qi , 
e quin'est rien d'autre que la tra
e de g(α) sur Fq.Cette méthode de 
al
ul de la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré n'est pastoujours e�
a
e, dépendant de la "
ompléxité" du polyn�me g. En revan
he,lorsque g est un mon�me, 
ette proposition permet de 
al
uler très fa
ilement fϕpuisque si g = λT k ave
 λ ∈ F⋆q et k ≥ 0, alors NFqn/Fq
(g(α)) = λnNFqn/Fq

(α)k.Mais 
omme la norme de α est égale (à (−1)n près) au terme 
onstant de f ,il n'y a au
un 
al
ul à faire : en notant par a le terme 
onstant de f , il s'ensuitque fϕ = f − (−1)nkλnak.5.2.4 Appli
ation au 
orps �nisThéorème 5.2.7 [12℄ Soit α un élément primitif de Fqn/Fq et σ le Frobienus.En désignant par mα l'endomorphisme de multipli
ation par α, alors :det(mα + σ) = det(mα) + det(σ)Preuve :Soit ϕ le module de Carlitz, α un élément primitif de Fqn/Fq et f le polyn�meminimal de α. D'après la proposition 5.2.5, on a don
 fϕ = f − 1 puisque f estirrédu
tible. En 
onservant les notations pré
édentes, et en évaluant les deuxpolyn�mes pré
édents en zéro, il vient :
fϕ(0) = (−1)ndet (ϕT )

= (−1)ndet (mα + σ)

f(0)− 1 = (−1)nNFqn (α) − 1

= (−1)n
(det (mα) + (−1)n+1

)

= (−1)n (det (mα) + det(σ))D'où le résultat en simpli�ant par (−1)n.Dans le 
as parti
ulier où q = 2, on peut montrer le résultat légèrement plusfort mais plus élémentaire :Proposition 5.2.8 Soit α ∈ F2n (plus né
essairement primitif) et σ le Frobie-nus de F2n/F2. Alors : det(mα + σ) = det(mα) + det(σ)84



Preuve :Si α = 0, il n'y a rien à démontrer. On suppose don
 α 6= 0. Dans 
e 
as,
mα et σ sont inversibles et leur déterminant est non nul. Comme q = 2, 
haquedéterminant vaut 1. La proposition est don
 équivalente à 
e que mα + σ n'estpas inversible, soit en
ore qu'il existe un élément non nul x ∈ F2n , tel que
αx+ σ(x) = 0. Ce qui est trivialement le 
as : x = α 
onvient.5.2.5 Appli
ation à la fa
torisation des polyn�mesA l'aide des modules de Drinfeld, on peut 
onstruire un analogue de l'algo-rithme de Lenstra [33, 37]. En e�et, soit f ∈ A un polyn�me que l'on 
her
he àfa
toriser. Soit g un fa
teur irrédu
tible in
onnu de f . Supposons que la 
ara
-téristique d'Euler-Poin
aré de g soit k-lisse pour un entier k donné, 
'est-à-direque gϕ divise Dk (le fa
toriel k). Alors ϕDk

agit par 0 sur le quotient A/(g). Ils'ensuit que pour tout polyn�me P , ϕDk
(P ) ∧ g = g. Ainsi en 
al
ulant le pg
dde ϕDk

et f , on trouvé un fa
teur non trivial.L'avantage, tout 
omme l'algorithme de Lenstra, est qu'on dispose i
i d'ungrand 
hoix pour le module de Drinfeld. On utilise alors la méthode d'abandonrapide.5.3 Appli
ation à la 
ryptologieLa 
ryptographie théorique est une s
ien
e qui étudie les systèmes d'é
hanged'information protégé. Depuis des siè
les, les hommes n'ont 
essé de 
her
herdes te
hniques pour mieux protéger leurs 
ommuni
ations et é
hanger les 
lésse
rètes. Mais 
e n'est qu'en 1976, que W. Di�e et M. Hellman ont dé
ouvert unnouveau type de 
ryptographie : la 
ryptographie à 
lé se
rète, dont l'exemplele plus 
onnu (et en
ore massivement utilisé aujourd'hui), RSA, date de 1978.La sé
urité des 
ryptosystèmes à 
lé publique est en général fondée sur desproblêmes mathématiques di�
iles à résoudre dans la pratique, 
omme parexemple la fa
torisation des entiers (
omme RSA ou le proto
ole d'é
hangede Di�e-Hellman) ou le problême du logarithme dis
ret dans le groupe mul-tipli
atif d'un 
orps �ni, ou dans le groupe des points rationnels d'une 
ourbeelliptique sur un 
orps �ni.Depuis quelques années maintenant, les modules de Drinfeld ont fait leurapparition en 
ryptographie. Les premières tentatives qui 
onsistaient à prendreles analogues des problêmes déjà existants et de les transposer au 
as des mo-dules de Drinfeld, 
omme le problême du logarithme dis
ret par exemple, ontété des e
he
s (voir [39]). En re
an
he, dans un travail ré
ent, R. Gillard, F.Leprévost, A. Pan
hishkin et X-F. Roblot [13] ont proposé un nouveau mo-dèle de 
ryptosystème à 
lé publique basé sur les modules de Drinfeld. Dans 
edernier paragraphe, on rappelle 
omment fon
tionnent les di�érents proto
olesexistants ainsi que le problême mathématique sur lequel la sé
urité de 
ha
un de
eux-
i dépend, puis on dé
rit 
e nouveau 
ryptosystème. Le 
adre est le même85



que pré
édemment à 
ette nuan
e près : dans le proto
ole pratique, on prendra
q = p est un nombre premier, et non plus une puissan
e d'un nombre premier.5.3.1 Fon
tion sens unique à trappeD'un point de vue théorique, on peut modéliser la 
ryptographie 
ommesuit : on 
onsidère deux ensembles �nis E et F (dans la pratique, il est souventplus fa
ile de prendre E = F =M, oùM désigne l'ensemble des messages). Le
ryptage d'un message est obtenu en prenant l'image par f : E 7→ F du message
x ∈ E , où f est une fon
tion bije
tive. Le dé
ryptage est fait en 
al
ulant l'imageré
iproque du message 
rypté. Dans 
es 
onditions, il est bien évident que lasé
urité des transmissions dépend fortement de la fon
tion f 
hoisie. A�n depouvoir "quanti�er" 
ette sé
urité, on est amené à dé�nir les notions de fon
tionsens unique (FSU) et fon
tion sens unique à trappe (FSUT) 
omme suit :Dé�nition 5.3.1 Soit f une fon
tion de E dans F , bije
tive.� (i) On dit que f est une fon
tion sens unique si la seule donnée de y ∈ Fet de f ne permet pas de 
al
uler x = f−1(y).� (ii) On dit que f est une fon
tion sens unique à trappe si 
'est une FSUtelle qu'il existe une information supplémentaire, la 
lé se
rète K, qui per-met de 
al
uler fa
ilement l'inverse par f de tout élément.Les exemples de FSU et de FSUT sont nombreux et plus ou moins fa
ile à
onstruire, nous en donnerons quelques uns dans les paragraphes suivants.5.3.2 Prin
ipaux proto
olesLe proto
ole RSA (Rivest, Shamir, Adleman [1℄)Soient p et q deux nombres premiers distin
ts (de préféren
e de grandetaille pour améliorer le niveau de sé
urité) et n = pq. On 
onsidère i
i E =
F = {0, . . . , n − 1}. Soit e un entier premier ave
 ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) (ϕdésigne i
i l'indi
atri
e d'Euler). On dé�nit alors une fon
tion f en posant
f(x) = xe mod n. Cette fon
tion est e�e
tivement bije
tive par 
hoix de e (ilest premier ave
 l'ordre du groupe Z/nZ⋆).Considérons à présent l'entier d véri�ant ed ≡ 1 mod ϕ(n). il est alors 
lairque f−1(x) = xd. En e�et, pour x∧ pq = 1, xed ≡ x mod n d'après le théorèmed'Euler-Fermat et si par exemple p divise x, alors d'une part q ne divise pas xsinon x ≥ n ne pourrait appartenir à {0, . . . , n − 1}, et d'autre part, on a enposant ed = 1 + t(p− 1)(q − 1) :

xed = x(x(p−1)t)q−1

xed ≡ x mod q
≡ 0 mod pd'où l'on déduit par le lemme 
hinois que xed ≡ x mod pqSous 
es 
onditions, il est fa
ile de 
onstater que f est une FSUT, la 
lése
rète étant l'entier d. Connaissant n et e, trouver d est équivalent à 
onnaître86



les entiers p et q, 
'est-à-dire la fa
torisation de l'entier n. La sé
urité de 
eproto
ole dépend don
 de la di�
ulté à fa
toriser un nombre.Le grand avantage de RSA par rapport aux 
ryptosystèmes préexistant estqu'il s'agit de 
ryptographie à 
lé publique. Chaque personne A 
hoisit deuxnombres premiers distin
ts pA, qA, un entier eA premier ave
 ϕ(nA) et publie sa
lé publique : (nA, eA). Toute personne peut alors envoyer un message 
rypté à
A, en 
al
ulant xeA . En revan
he, seul l'utilisateur A peut dé
rypter 
e messageen utilisant sa 
lé se
rète (nA, dA).Le proto
ole ElGamalLe proto
ole d'ElGamal s'applique dans n'importe quel groupe 
y
lique �ni.Dans la pratique, le groupe G est soit le groupe multipli
atif F⋆q , soit le groupe
E(Fq) des points d'une 
ourbe elliptique sur un 
orps �ni. Certains ont proposéde prendre pour G la Ja
obienne d'une 
ourbe de genre plus élevé, mais en faitla sé
urité du proto
ole suivant diminue lorsaue le genre est supérieur ou égal à3. C'est pour 
ette raison que dans la pratique, on se limite aux deux exemples
ités 
i-dessus.On �xe g un générateur de G et on note N le 
ardinal de G. On prend E = Get F = G×G. Ali
e 
hoisit aléatoirement un entier a ∈ {0, . . .N − 1} et 
al
ule
ga. Sa 
lé publique est alors (G, g, ga), la 
lé se
rète est K = a. Pour 
rypter unmessage x ∈ G qu'il souhaite envoyer à Ali
e, Bob 
hoisit un entier k au hasarddans {0, . . . , N − 1} et 
al
ule y1 = gk puis y2 = x(ga)k. Le message 
rypté estle 
ouple (y1, y2). En d'autres termes, la fon
tion de 
ryptage FSUT est donnéepar :

f(x) = (gk, xgak)Pour dé
rypter le message, Ali
e 
al
ule f−1(y, z) = y−az, qui n'est 
al
ulablque si l'on 
onnait la 
lé se
rète a.La sé
urité de 
e proto
ole repose sur la di�
ulté de résoudre le problêmedu logarithme dis
ret (DLP), 
'est-à-dire de retrouver l'entier a 
onnaissant get ga. C'est un problême di�
ile dans la plupart des 
as. Pour l'ane
dote, 
'estd'ailleurs sur le DLP sur une 
ourbe elliptique que repose la sé
urité des 
artesban
aires a
tuelles.Le proto
ole d'é
hange de 
lés de Di�e-HellmanDans l'état a
tuel des 
onnaissan
es et des te
hnologies, la 
ryptographie à
lé publique est relativement lente 
omparée aux 
ryptosystèmes à 
lés se
rètes.Il est don
 intéressant de voir 
omment on peut mélanger 
es deux prin
ipes :
'est le 
as du proto
ole d'é
hange de 
lés de Di�e-Hellman. On utilise la 
rypto-graphie à 
lé publique pour partager une 
lé se
rète, puis on 
rypte les messagesen utilisant la 
lé se
rète que l'on partage. Voi
i le proto
ole plus en détail : onsuppose publique un groupe 
y
lique �ni G, ainsi qu'un générateur g. Ali
e 
hoi-sit un entier a au hasard, 
ompris entre 0 et N − 1 (N désigne à nouveau le87




ardinal de G), Bob 
hoisit également un entier b au hasard. Ali
 rend publique
ga, et Bob fait de même ave
 gb. Alors Ali
e et Bob partagent une 
lé se
rète :
gab. La sé
urité de 
e proto
ole d'é
hange de 
lés repose sur l'hypothèse deDi�e-Hellman :Hypothèse de Di�e-Hellman : Connaissant ga et gb, on ne peut 
al
uler gab.Il est bien entendu que si l'on sait résoudre le DLP, alors on sait résoudrel'hypothèse de Di�e-Hellman. En revan
he, la ré
iproque, à savoir que si l'onsait résoudre l'hypothèse de Di�e-Hellamn, on sait résoudre le DLP, reste unequestion ouverte à 
e jour.5.3.3 Signatures éle
troniquesUn des problêmes les plus important qui apparait en 
ryptologie est l'au-thenti
ité : 
omment peut-on s'assurer que le message provient bien de la bonnepersonne ? En 1991, le gouvernement des Etats-Unis d'Amérique a proposé unstandard pour la signature éle
tronique des messages, le DSS ( Digital Signa-ture Standard). Il s'agit d'un proto
ole similaire à 
elui d'ElGamal que nousdé
rivons i
i.On 
onserve les notations pré
édentes. Bob souhaite signer son message a�nqu'Ali
e puisse être sûre de l'authenti
ité du message. Pour 
ela, en utilisant sa
lé se
rète b, Bob 
al
ule z = (x + bgk)k−1. Il signe le message x ave
 (gk, z).Ali
e 
al
ule alors u = xz−1 et v = gkz−1 et n'a plus qu'à véri�er que w = gugbvest bien égal à gk. Ali
e 
onnait bien gb puisqu'il s'agit de la 
lé publique deBob.5.3.4 Utilisation des modules de Drinfeld en 
ryptologieEtant donné les fortes analogies existant entre 
ourbes elliptiques et modulesde Drinfeld, il est logique de se demander si l'on peut transposer aux modules deDrinfeld les 
ryptosystèmes déjà existant. De nombreuses tentatives ont donnélieu à des 
ryptosystèmes utilisant les modules de Drinfeld, mais dont la sé
uritéjusqu'i
i était très insatisfaisante, en parti
ulier pour le DLP dans les modulesde Drinfeld (voir S
anlon [39℄). Dans 
e dernier paragraphe, on présente lestravaux de Gillard, Leprévost, Pant
hi
hkine et Roblot [13℄, qui ont trouvé unmoyen d'utiliser e�
a
ement les modules de Drinfeld en 
ryptologie.Soit f un polyn�me irrédu
tible sur Fq de degré d et 
onsidérons le A-module
A/(f)ϕ, que l'on notera B par la suite. Il s'agit de prendre E = F = B etde trouver de nouvelles FSUT sur B. On peut déjà 
onstater les deux 
hosessuivantes :Proposition 5.3.2 Soit M le polyn�me minimal de ϕT ∈ LFq

(A/(f)). Alors� (i) ϕa = ϕb en tant qu'appli
ations de B dans lui-même si et seulementsi a ≡ b mod M . En parti
ulier, si a ≡ b mod fϕ, alors ϕa = ϕb� (ii) ϕa est bije
tive si et seulement si a est premier ave
 fϕ. De plus, dans
e 
as, l'inverse de ϕa est donné par ϕb, où b ∈ A véri�e ab ≡ 1 mod fϕ.88



Preuve :Pour (i), 
'est 
lair puisque par dé�nition du polyn�me minimal, ϕa = a(ϕT )est identiquement nulle si et seulement si M divise a. De plus, 
omme fϕ ales mêmes fa
teurs irrédu
tibles que M , ave
 des multipli
ités plus grandes, ils'ensuit bien que si fϕ divise a, alors M divise a.Pour (ii), on 
onstate évidement que ϕa = a(ϕT ) est inversible si et seulementsi a∧M = 1. Mais 
omme dans (i), a∧M = 1 si et seulement si a∧fϕ = 1. Puis,dans 
es 
onditions, en utilisant la relation de Bézout, il existe deux polyn�mes
u et v tels que ua+ vfϕ = 1, d'où le résultat en prenant l'image par ϕ.Remarque 5.3.3 Il est en revan
he faux que si ϕa = ϕb sur B alors a ≡
b mod fϕ, 
omme le montre l'exemple suivant : 
omme dans le paragraphe 6.1,on prend q = 3, f = T 2 + 1 et ϕT = T − Tτ2. Alors fϕ = T 2 et B ≃ A/(T )⊕
A/(T ). Par suite ϕT est nulle sur B bien que T 6≡ 0 mod T 2.Remarque 5.3.4 Ce
i fournit don
 une in�nité de polyn�mes bije
tifs. Il su�tde prendre ϕa ave
 a premier ave
 fϕ.La dernière proposition permet de 
onstruire une nouvelle fon
tion sensunique à trappe, en se servant des modules de Drinfeld. En e�et, on 
onsi-dère alors la 
lé se
rète (c1, σ, c2), 
omposée de deux éléments de A, c1 et c2tous deux premiers ave
 fϕ et d'une bije
tion σ de B. On obtient ainsi unefon
tion sens unique à trappe : ψ = ϕc1 ◦ σ ◦ ϕc2 , dont la bije
tion ré
iproqueest donnée par ψ−1 = ϕc′2 ◦ σ

−1 ◦ ϕc′1 , où cic′i ≡ 1 mod fϕ.Pour la fon
tion σ, il faut tout de même 
hoisir une fon
tion simple et rapideà 
al
uler. Dans [13], les auteurs sugèrent de prendre σ(z) = ze + δ, où e estun entier premier ave
 p(pd − 1) et δ un élément de B 
hoisi aléatoirement. Lafon
tion inverse est alors donnée par σ−1(z) = (z−δ)f , ave
 ef ≡ 1 mod (pd−1).Les pro
édés de 
ryptage et de dé
ryptage sont obtenus 
omme suit :� Cryptage :Soit M un message à 
rypter. On 
ommen
e par le transformer en unélément de B : on é
rit M =
∑d−1

k=0mkp
k (é
riture en base p), puis on luiasso
ie de manière unique l'élément µ =
∑d−1

k=0mkT
k mod fϕ ∈ B.Le message 
rypté est alors obtenu en 
al
ulant le polyn�me χ = ψ(µ) =∑d−1

i=0 kiT
i mod fϕ, et en lui asso
iant le nombre C =

∑d−1
i=0 kip

i.� Dé
ryptage :On fait la même 
hose que le 
ryptage, sauf qu'on applique ψ−1.Dans leur arti
le [13], les auteurs proposent des 
hoix des paramètres, no-tamment sur le 
hoix du nombre premier p, de la fon
tion σ et du module deDrinfeld. En parti
ulier, ils suggèrent l'utilisation du module de Carlitz. Maisnous avons démontré que dans 
e 
as, fϕ = f−1 (proposition 5.2.5), 
e qui per-met don
 de réduire les 
al
uls préliminaires. De même, en prenant n'importequel module de Drinfeld de rang r = 1, on peut également utilisé la proposition5.2.6 pour 
al
uler fϕ rapidement. 89
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