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Chapitre 0

Introduction

Les objets principaux considérés dans cette thése sont d’une part les poly-
nomes irréductibles sur un corps fini - et plus précisément I'existence de penta-
nomiaux irréductibles sur 5 - et d’autre part, les modules de Drinfeld, o1 nous
nous intéressons a I’étude de la torsion.

Les polynémes irréductibles jouent un role tout & fait crucial en mathéma-
tiques. D’un point de vue théorique, ils correspondent aux places finies de F,(T'),
déterminent I'arithmétique des corps de fonctions (tout comme les nombres pre-
miers déterminent l'arithmétique des corps de nombres) et sont les objets de base
de la géométrie algébrique. D’un point de vue pratique, ils permettent de dé-
finir de maniére concréte les corps finis, ce qui est particuliérement intéressant
en cryptographie. Dans le premier chapitre, nous traitons ’aspect théorique des
polynoémes irréductibles. Plus précisément, nous rappelons les différents tests
d’irréductibilité ainsi que des méthodes pour construire de tels polynomes, soit
par composition, soit récursivement.

D’un co6té pratique maintenant, ce sont les applications a la cryptologie qui
sont intéressantes. Pour des raisons pratiques, on est amené & travailler sur
les corps finis de caractéristique 2. Dans ce cadre, on est donc intéressé par la
construction de polynoémes irréductibles sur [F5 les plus simples possibles, c’est-
a-dire creux (ayant le moins de coefficients non nuls). Mais travaillant en carac-
téristique 2, les meilleurs candidats sont donc les trindmiaux (ayant uniquement
trois coefficients non nuls) puis les pentandmiaux (ayant cing coefficients non
nuls). Dans le second chapitre, nous rappelons les résultats de Swan [40] (qui
montrent en particulier que lorsque n est divisible par huit, il n’existe pas de
trinémial irréductible sur Fo de degré n), puis nous étudions le cas des penta-
nomiaux et obtenons quelques résultats nouveaux. Pour étre plus précis, les
propositions 2.3.1 et 2.3.2 donnent des exemples de familles de pentanémiaux
irréductibles, la proposition 2.3.3 et son corollaire 2.3.4 montrent qu’il existe
toujours un pentandmial de degré n donné ayant un nombre impair de facteurs
irréductibles sur F5 et enfin, nous présentons une liste de pentanémiaux irréduc-
tibles de degré compris entre 4 et 18000, ce qui constitue le record actuel. Pour



terminer avec cet aspect pratique, on peut remarquer que les polynémes bijec-
tifs et irréductibles jouent un role central dans les applications algorithmiques
de ’arithmétique des corps de fonctions, et que ceux qui sont intéressants pro-
viennent de la théorie des modules de Drinfeld.

Pour leur part, les modules de Drinfeld jouent pour les corps globaux de
caractéristique positive un role analogue a celui des courbes elliptiques pour
la théorie des nombres algébriques. Etudiés pour la premiére fois par Carlitz,
c’est dans les années 1970 que Drinfeld [5] a véritablement défini ce que sont
les modules de Drinfeld et qu’il appelait & ’époque, modules elliptiques. C’est
grace a cette nouvelle théorie que Drinfeld a réussi & démontrer un analogue du
théoréme de Kronecker-Weber pour les corps de fonctions, ainsi qu’une partie
des conjectures de Langlands pour GIL(2). Bien que des définitions plus générales
existent, nous nous intéressons dans cette thése aux modules de Drinfeld sur
A = F,[T], c’est-a-dire aux morphismes d’anneaux ¢ : A — L{r} (ou L{7}
désigne I’anneau non commutatif des polynomes en 7 : x +— x?) vérifiant de
plus que le terme constant de ¢(a) est a, pour tout a dans A. De plus, on
appelle rang du module de Drinfeld l'entier r = deg,(¢(T")). Nous présentons,
dans le troisiéme chapitre, les résultats généraux sur ceux-ci, notamment les
analogies avec les courbes elliptiques.

Etant donné les fortes similitudes entre ces deux objets, il est naturel de se
demander si certains résultats connus pour les courbes elliptiques se transposent
aux modules de Drinfeld, en particulier le théoréme de Mazur [24], qui donne
les structures possibles pour les points de torsion rationnels, ainsi que ’ancienne
conjecture de la borne uniforme, démontrée par Merel [26]. De fagon plus précise,
si ¢ est un module de Drinfeld & coefficients dans un corps L, on peut munir L
d’une structure de A-module en posant a.z = p(a)(x), si on identifie un élément
de L{7} avec la fonction polynomiale. Pour cette nouvelle structure, on désigne
par L} le sous-module des points de torsion dans L. Dans certains cas, on
peut donner une description explicite de la torsion des modules de Drinfeld :
dans le quatriéme chapitre, nous déterminons, par des méthodes élémentaires -
4 savoir en calculant les valuations possibles pour les points de torsion - toutes
les structures possibles pour les points de torsion dans A :

Théoréme 4.2.1 : Théoréme de la borne uniforme dans le cas rationnel.
Pour tout module de Drinfeld A-rationnel de rang r, on a :
(1) Si ¢ = 2, alors | Af, |< ¢°. De plus, Af, . est isomorphe (en tant que
A-module) & I'un des modules suivants :

{0}, A/(T) . A/(T+1), A/(T(T +1))
- (2) Sig > 2, alors | AY. |< q. De plus, Af . est isomorphe (en tant que

tor tor
A-module) & I'un des modules suivants :

{0}, A/(T — @) avec o € F,

— (8) Enfin, si Pon fixe r > 1 (r # 2 si ¢ = 2) et B 'un des modules cycliques
précédents, il existe un module de Drinfeld de rang r dont la torsion est
isomorphe a B.



Nous donnons également une borne uniforme pour la torsion dans les exten-
sions finies entiéres de A :

Théoréme 4.3.1 : Théoréme de la borne uniforme dans le cas des
extensions entiéres finies.

Soit n > 1 fixé. Alors pour tout anneau B entier et de type fini sur A vérifiant
[L: k] <n (ou L désigne le corps de fractions de B) et pour tout module de
Drinfeld B-rationnel ¢, | B, |< g I.

Enfin, nous retrouvons dans un cadre moins général les résultats de Poonen
[35] sur la conjecture de la borne uniforme pour » = 1 (corollaire 4.4.3). Mal-
heureusement, les techniques élémentaires employées ne permettent pas d’éta-
blir de véritable analogue du théoréme de Merel tout simplement parce qu’on
ne peut facilement borner inférieurement la valuation des points de torsion si
ceux-si sont dans une extension de corps et non plus entiers.

Il existe par ailleurs une interprétation géométrique trés intéressante des
modules de Drinfeld admettant des points de torsion donné [41]. Les points
rationnels qui correspondent & ces modules sont utilisés pour la construction
de codes géométriques, fournissant ainsi une application pratique & ces objets
théoriques. Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons aux applications & la
cryptologie, et plus précisément au cryptosystéme développé dans [13]. Dans ce
cadre, & savoir celui des modules de Drinfeld sur un corps fini, nous rappelons
dans un premier temps la définition de la caractéristique d’Euler-Poincaré ainsi
qu’une méthode pratique de calcul. Dans un second temps, nous étudions en
détail le module de Carlitz et obtenons une méthode de calcul trés simple pour la
caractéristique d’Euler-Poincaré, puis sa généralisation aux modules de Drinfeld
de rang 1 :

Proposition 5.2.5 : Proposition sur la caractéristique d’Euler-Poincaré
associée au module de Carlitz.
Soit f irréductible unitaire et ¢ le module de Carlitz. Alors f, = f — 1.

Proposition 5.2.6 : Proposition sur la caractéristique d’Euler-Poincaré
associée a un module de Drinfeld de rang 1.

Soit ¢ = T 4 g7 un module de Drinfeld de rang 1 avec g € A\ {0} et f un
polynome irréductible unitaire de degré n. Désignons par o € Fy» une racine de

f. Alors f, = f — Nr_, r,(9(c)).

Nous en déduisons alors une égalité assez surprenante et contraire aux pro-
priétés habituelles des déterminants :

Théoréme 6.2.7 : Théoréme sur une propriété d’additivité du déter-
minant.

Soit a un élément primitif de Fyn /F, et o le Frobienus. En désignant par
me, ’endomorphisme de multiplication par «, alors :

det(mq + o) = det(my,) + det(o)
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Enfin, pour terminer, aprés une bréve énumération des différents protocoles
existant en cryptographie, nous détaillons les applications pratiques des modules
de Drinfeld a la cryptologie.

A ce jour, certaines questions que nous avons abordées dans cette thése sont
encore ouvertes :

Conjecture sur I’existence de pentanémiaux irréductibles : Pour tout
entier n > 4, il existe au moins un pentanoémial de degré n irréductible sur Fs.

Ainsi que sa version moins forte mais plus intéressante pour les applications
a la cryptologie :

Conjecture sur l’existence de trindmiaux ou de pentanémiaux irré-
ductibles : Pour tout entier n > 2, il existe au moins un trinémial ou un
pentandmial de degré n irréductible sur Fs.

En ce qui concerne les modules de Drinfeld, on peut citer les deux conjectures
suivantes :

Conjecture de la borne uniforme (forme forte) : Soit 7 > 1 et n > 1 deux
entiers donnés. Alors il existe une constante C(n,r), ne dépendant que de n et
de 7, telle que pour toute extension finie de Fy(T") de degré < n et tout module
de Drinfeld L-rationnel de rang r, | LY, |< C(n, 7).

Conjecture de la borne uniforme (forme faible) : Soit » > 1 et L une
extension finie de IF,(T") donnés. Alors il existe une constante C'(L, r) ne dépen-
dant que de L et de r, telle que pour tout module de Drinfeld L-rationnel de
rang 7, | LY |< C(L,r).

tor
Questions ouvertes
Enfin, citons quelques problémes qui méritent une attention particuliére :

— Essayer d’établir un analogue de 'algorithme de Schoff pour calculer f,.

— Donner une interprétation modulaire des points de torsion dans les exten-
sions finies de Fy(T") pour obtenir un véritable analogue du théoréme de
Merel.



Chapitre 1

Généralités sur 'arithmétique
des corps de fonctions

Dans tout ce chapitre, p désigne un nombre premier et ¢ une puissance de p.

1.1 Généralités sur les polynomes irréductibles
sur [F,

1.1.1 Existence et dénombrement

Proposition 1.1.1 Pour tout entier n > 1, il existe au moins un polyndme
irréductible sur F, de degré n.

En effet, tout sous-groupe fini de K* ot K est un corps commutatif est
cyclique. Par suite, Fy. est cyclique. En prenant alors un générateur x de ce
groupe, le polynome minimal de z est irréductible sur IF, de degré n.

Ceci permet d’affirmer existence. Mais en fait, on peut dire beaucoup plus.

Lemme 1.1.2 Soit n un entier positif et S l’ensemble des polynomes a coeffi-
cients dans Fy, irréductibles unitaires de degré divisant n. Alors

21— = HP

Preuve :

Soit P € S. Montrons que P divise 27" — z.

On a Decy, (P) ~ Fa ot d désigne le degré de P. Comme d | n, Fpa C Fyn.
Soit a une racine de P, alors a € Fg» donc a est une racine de 7" — x, ce
qui permet de conclure que P divise z¢" — z (puisque P est irréductible, il
est séparable car les corps finis sont parfaits) dans [F,a, soit 24" — 1z = AP ou
A € F,a[X]. Maintenant si o désigne le Frobienus, on a AP = AP, ce qui
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entraine que A” = A, i.e. A € F,[X]. Ce qui montre bien que P divise 29" — z
dans F,[X].

Réciproquement, soit P irréductible unitaire divisant 29" — z et a une racine
de P. Comme 29" — x est séparable, il suffit de montrer que P € S. Alors
a € Fyn. Par conséquent,

[Fgn : Fg(a)][Fq(a) : Fg] =n

Mais comme P est irréductible, [F,(a) : Fy] = deg P, d’ou le résultat. On en
déduit alors :

Proposition 1.1.3 Soit I(n,q) le nombre de polynomes irréductibles unitaires
de degré n sur Fy et p la fonction de Mébius. Alors :

In,0) = S ()

d|n

Preuve :
D’aprés le lemme précédent, ¢ = Zd‘n dI(d,q). On conclut alors en utilisant
la premiére formule d’inversion de Md&bius.

1.1.2 Tests d’irréductibilité

1l existe en fait trés peu de méthodes pour tester la primalité d’un polynome.
Dans ce paragraphe, on présente deux techniques.

Théoréme 1.1.4 [25, p.60] Soit f € Fy[X] un polynome de degré n. Soit par
ailleurs, r1,...,r les diviseurs premiers distincts de n. Alors f est irréductible
sur F, si et seulement si :

- (i) f() |27 — 2 )

(ii) Vi € {1,...,t}, pged(x?™ —x, f(x)) =1
Preuve :

— Supposons que f soit irréductible sur ;. Quitte & diviser f par son co-
efficient dominant, on peut supposer que f est unitaire. Alors d’aprés le
lemme précédent, f divise 24" — z. Ce qui établit (i).

Par ailleurs, soit i € {1,...,¢}. Toujours d’aprés le lemme,

z?" —mzHP

le produit étant pris sur tous les polynomes irréductibles unitaires de degré
n

divisant % Mais comme f est irréductible de degré n ne divisant pas -
f/z?" — 2. On en déduit donc (ii) puisque f est irréductible.

— Réciproquement, on suppose que f vérifie (i) et (i¢). Montrons que f est
irréductible. Par ’absurde. Ecrivons f = Hfil P; ou P; est irréductible
et supposons que N > 1. Soit ¢ € {1,..., N}. Comme f vérifie (i), on en
déduit en appliquant de nouveau le lemme que deg P; = d; divise n. Par

ailleurs, comme on a supposé N > 1, d; # n. Par conséquent, il existe

10



Jj € {l,...,t} tel que d; | 7-. Mais sous ces conditions, P; | 217 — et
J
P; | f. Ce qui contredit (i7). Et donc f est bien irréductible.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Théoréme 1.1.5 [33] Soit f € F,[T]. On suppose que f n’a pas de facteurs
multiples. Soit A = Fg}?] et T Dopérateur [ -linéaire qui @ a € A associe af.
Alors sont équivalents :

(i) f est irréductible sur F,

- (i) rg(r —Id) = deg f — 1

Preuve :
Soit f =[] _, hi la décomposition de f en facteurs irréductibles. Alors,

17 FalT]
A_};[l (hi)

Par ailleurs, chaque F(z;l[?;]

F,={ac€ F(‘;L[iT)] ,a? = a}. On en déduit donc que

contient le corps des constantes F, caractérisé par

Ker(r — Id) ~ T,

On conclut alors par le théoréme du rang.

1.2 Construction de polyndémes irréductibles

1.2.1 Exemples de familles de polyndémes irréductibles

Avant de donner quelques exemples de familles de polyndmes irréductibles,
on s’intéresse a une famille remarquable : les polyndmes cyclotomiques.

Définition 1.2.1 /21, p.61] Soit F, un corps fini de caractéristique p, et n un
entier non divisible par p. Soit & une racine primitive n-iéme de l'unité dans
une extension de Fy. On appelle n-ieme polynome cyclotomique de Fy, et on
note Qn, le polynome défini par :

Q@)= ] @-¢)

pgcd(s,n)=1

Il est facile de voir que cette définition ne dépend pas du choix de &. En
effet, si & est une autre racine primitive n-iéme de I'unité, alors £ = £ avec
pged(n,t) = 1. Mais dans ce cas, I'application de (%)* dans lui méme, qui &
s fait correspondre st est une bijection. Ce qui montre bien que @, ne dépend

pas du choix de la racine primitive.

Lemme 1.2.2 /21, p.61] Soit K = F, un corps de caractéristique p, et n un
entier non divisible par p. Alors :
(1) Qn est de degré ¢p(n)

11



= (i) " =1 =[]y, Qa(x)

= (iii) Qu(z) € Fpy[2]

Preuve :

— (i) Découle de la définition de la fonction ¢ d’Euler.

— (4i) Comme n est premier & p, ™ — 1 est séparable, et mieux, ses racines
sont les €%, 1 <t < n ou £ est une racine primitive n-ieme de l'unité. 11
est alors clair que chaque racine de ™ — 1 est racine du polynéme Q4 ol
d est l'ordre de cette racine. Ceci montre que 2" — 1 divise [];,, Qa()
(dans K). Par ailleurs, on a l'identité remarquable : 2ajn @(d) = n, ce qui
montre que ces deux polyndmes ont méme degré. D’ou ’égalité.

— (4i7) On raisonne par récurrence sur 7.

Casn=1

On a Q1(z) = x — 1. La propriété est vraie au rang 1.

On suppose la propriété vraie pour tout entier 0 < k < n. Montrons
qu’elle est vraie au rang n

Posons f(z) = [14n,4<n @a(z). L'hypothése de récurrence entraine que

f(z) € Fp[z]. Par ailleurs, d’aprés (i), on a Q,(x) = % Il en résulte
que Qn(x) € Fp(x)NFy [z], (ot Fyr = Decy, (2™ —1)). Par suite Q,(z) €
F,[z]. La propriété est donc vraie au rang n

Ce qui achéve la récurrence ainsi que la démonstration de (974).

Théoréme 1.2.3 [21, p.62] Soit K =F, un corps de caractéristique p, et n un
entier non divisible par p. Pour d premier 4 p, 7(d) désigne 'ordre de q dans
(%)*. Alors :

- (i) [Decg(z™ —1) : K] =7(n)

(17) Qn(z) a exactement % facteurs irréductibles sur K

Preuve :
(7) Soit £ une racine primitive n-iéme de I'unité, Deck (z™ — 1) = K(§).
De plus, on a les équivalences suivantes pour tout entier k :

§eFyp — éqk =¢
= ¢l
< n|q¢"—1 (car € est une racine primitive)

— 7(n)|k

Ceci démontre le point (i)

— (4i) Soit g(z) un facteur irréductible de @, () et o une racine de g. Alors
« est une racine primitive n-iéme de l'unité. Donc d’aprés la preuve de
(1), [K(«) : K] = 7(n). Mais comme g est irréductible, deg g = 7(n).

On conclut enfin en regardant les degrés et en remarquant que @, est
séparable.

Maintenant, on a besoin d’un petit résultat d’arithmétique :

Lemme 1.2.4 [21, p. 89] Soient s,e > 2 deux entiers premiers entre euz et
soit m 'ordre de s modulo e. Soit t > 2. On suppose que t vérifie :
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i) pged(t, ==1) =1

1) Chaque facteur premier de t divise e
— (#i1) Si 4 |t, alors 4| s™ —1

Alors ’ordre de s modulo te est égal a mt.

- (
- (

Preuve :
On va démontrer le lemme par récurrence sur n, le nombre de facteurs pre-
miers (comptés avec multiplicités) de ¢.
Casn=1:

On suppose donc que ¢ est premier. En écrivant d = Sme’l, avec d premier
avec t, on a s =1+ de. Par suite,
™ = (14 de)
t—1
= 1+) Cid'e' +d'e
i=1

Comme t est premier, ¢ divise C} pour 1 <4 <t — 1. De plus, d’aprés (i4),
t divise e. Par suite, s =1 [et]. Il en découle que l'ordre de s modulo
et divise mt. Par ailleurs, si s* est congru a 1 modulo et, a fortiori s*
est congru & 1 modulo e. Ce qui montre que 'ordre de s modulo et est
divisible par m. Comme t est premier, on en déduit que ’ordre en question
vaut soit m soit mt. Si son ordre vaut m, alors de = 0 [et] et donc ¢ divise
d, ce qui est absurde.

La propriété est donc vraie au rang 1.

On suppose la propriété vraie pour tout entier ¢ ayant un nombre de fac-
teurs premiers (avec multiplicités) inférieur ou égal & n. Montrons qu’elle
est encore vraie au rang n + 1.

Soit donc t vérifiant (4), (), (i¢7) ayant n + 1 facteurs premiers. On écrit
alors t = rt’, ol r est un nombre premier. D’aprés le cas n = 1, on sait déja
que l'ordre de s modulo er est égal & mr. On remarque alors que si 'on
montre que t' vérifient les hypothéses du lemme avec ¢’ = er, m’ = mr,
alors par hypothése de récurrence, s est d’ordre m’t’ modulo €'t’, i.e s
est d’ordre mt modulo et, et la propriété sera vraie au rang n + 1, ce qui
achévera la démonstration.

Soit p un nombre premier divisant ¢'. Comme chaque facteur premier de

. . . - - . , . 7717
t divise e, il est clair que p divise e’. On écrit alors de nouveau d = 2——1.
7 €
On a alors :
r—1
s —1=¢(s™—1)onc= E st
i=0
. mr N
Par suite, d’ = £==1 = < Deg plus, comme s™ est congru a 1 modulo e
7 er s 7

et que r divise e, il s’ensuit que s™ est congru & 1 modulo r. En reportant
dans la définition de ¢, on en déduit que ¢ = r =0 [r]. Ce qui montre que
< est un entier. Puisque p ne divise pas d, il suffit de montrer que p ne

divise pas § pour montrer que p ne divise pas d'.
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De méme que précédemment, on a s™ = r [p]. Deux cas se présentent
alors : si p # 7, alors 7 est inversible modulo p et donc ¢ =1 [p]. Mainte-
nant, si p = r, alors s™ = 1+ br [r?] pour un entier b. Par suite :

Vi >0,5™ = (14 br)! =1+ jbr [r?]

et donc,

r—1
-1
czr—!—erj Er—|—br7r(r2 ) [7'2]

J=0

On en déduit alors que :

gzub# 7]

c — C

Si 7 est impair, alors £ =1 [r], et donc p = r ne divise pas g, ce qui est
la conclusion souhaitée. Maintenant, si p = r = 2, alors 4 divise ¢t et donc
d’aprés (iii), 4 divise s™ — 1. Mais dans ce cas, comme ¢ = s" + 1, on en
déduit que c est congru a 2 modulo 4 et donc que T est congru & 1 modulo
2. Ce qui montre que 2 ne divise pas 3.

En vertu de la remarque, on en déduit que la propriété est vraie au rang
n+ 1.

Ce qui achéve la récurrence et la démonstration du lemme.

Ce lemme nous permet alors d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.5 [25, p.40] [21, p.90-91] (J.A.Serret) Soit a € F}; d’ordre e.
Alors le polynéme x* — a est irréductible dans F,[X| si et seulement si Uentier
t > 2 vérifie les conditions suivantes :
: (a=1)y _
(i) pged(t, =) =1
(i4) Pour tout nombre premier p, (p|t=p|e)
— (4i) Si 4 |t, alors4]|(qg—1)
Preuve :
~ Supposons que z' — a est irréductible sur F,,.
Dégja, il est clair que d = pged(t, %) = 1. En effet, dans le cas contraire,

on aurait la factorisation non triviale suivante : pour ¢ = dt’, q;el = de’,
et g un générateur de F} :

mit’g(d— 1—4)ke’ )

Ce qui établit le point (7).

Soit « une racine de P = a' — a et soit ¢ une racine primitive t-iéme
de T'unité. Alors les racines de P sont les fkoz, 0 < k < t— 1. Mainte-
nant, comme P est irréductible, toutes ses racines ont le méme ordre. Par
conséquent, ¢ divise 'ordre de o (puisque £¥(®)a®(®) = 1, ott w(a) désigne
Pordre de «). Posons alors w(a) = tu. On a alors :

1= O[w(oz) — (at)u = a
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Mais comme a est d’ordre e, e divise u et donc et divise I'ordre de a. De
plus, a®® = 1, ce qui montre qu’en fait, o est d’ordre exactement et, i.e. que
« est une racine primitive et-iéme de 'unité. En conservant les notations
précédentes, o est racine de Qs (et-iéme polynéme cyclotomique sur F).
Par suite, ' — a divise Q.. Le raisonnement fait ici ne dépend pas de
I’élément d’ordre e choisi. On en déduit alors que :

H (xt - a’) | Qet

aE]F; d’ordre e

Montrons alors que la divisibilité précédente est une égalité, i.e qu’on a
obtenu la décomposition en facteurs irréductibles sur Fy de Q.

Soit § une racine de Q.. Comme e divise ¢ — 1, on a ¢ = 1 + Ae pour un
entier \. Il s’ensuit que

(ﬂt)q _ ﬁqt _ ﬂt+)\et _ ﬁt

Par suite, 5* € F, et est d’ordre e. On en déduit alors que le polynome
minimal de 3 sur F, est 2 — 3'. Par conséquent, on a bien comme annoncé
Qet = [1,(z" — a) (le produit étant pris sur tous les éléments d’ordre e).
En regardant les degrés, on trouve :

p(et) = to(e)

ce qui établit le point (i7), & savoir que tout nombre premier divisant ¢
divise également e.

En ce qui concerne le point (iii), supposons que 4 divise ¢ et que ¢ — 1 ne
soit pas divisible par 4. Alors, nécessairement, ¢ = 3 [4] et e = 2 [4]. De
plus, comme a est d’ordre e, % = —1. Il s’ensuit que z* — a = z* + a® o
d = 5 + 1 est pair. On a alors :

vl

a? 4(27'a
= 4(27%a
d\atl

= 4t ouc=(271a2)"

)2

)

(M9

(la deuxiéme égalité provient du fait que si y € Fy, alors y? = y et donc
v =yy=yy! =yt
Mais ceci conduit a la factorisation non triviale :

’
—a = 2% +4ct

(x%l +2ca!’ + 202)(;16%, —2cx’ + 2¢2)

Ce qui contredit I'irréductibilité de z* — a. D’oi1 le résultat.
Réciproquement, on suppose que les entiers e et ¢ vérifient les conditions
(1), () et (4i7).

Soit # une racine de z' — a et P son polynéme minimal sur F,. Déja,
P divise 2t — a. De plus, le degré de P est le plus petit entier d tel que
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6 € F,a, soit de maniére équivalente, le plus petit entier tel que g’ -1 =1 ;
soit encore d est 'ordre de ¢ modulo 'ordre de 6.

Soit w(#) 'ordre de 6. Alors clairement, w(f) divise et. Soit p un nombre
premier divisant ¢. Supposons que v,(w(f)) < vp(t). Alors, w(f) divise %.
Mais 1 = 0% = (01)» = a». Or d’aprés (ii), p divise e et par hypothése,
a est d’ordre e, d’oi la contradiction. Par suite, ¢ divise w(#). En écrivant
alors w(f) = tu, on trouve que 1 = ' = g*. Comme a est d’ordre e, il
s’ensuit que e divise u. Finalement, on a montré que 0 est d’ordre et et
par conséquent que d est I’ordre de ¢ modulo et.

Mais d’apreés le lemme précédent, avec s = g, e = e, m = 1, 'ordre de ¢
modulo et est t. Par suite, d = t. Ainsi P divise 2t — a, P est unitaire de

degré t, donc P = 2t — a et le théoréme est entiérement démontré.
Corollaire 1.2.6 [25, p.40] Soit r un facteur premier de g—1 et a € Fy d’ordre
e tel que r ne divise pas q;el. Supposons par ailleurs que g =1 [4] sir =2 et

k > 2. Alors pour tout entier k, «™" — a est irréductible sur IF,.

Exemple 1 [25, p.41] En appliquant ce corollaire, il est facile de constater que
pour tout entier k > 0 :
(a) 22" +2 et 22" — 2 sont irréductibles sur Fs
- (b) 23" +3 et 23" + 2 sont irréductibles sur Fr
(c) 23" + a est irreductible sur Fy pour a € Fy \ Fy
- (d) 223° 4+ 23" + 1 est irreductible sur Fa

Le (d) découle du fait que 223 43 41 = (ka + a)(ka + a?) est la
décomposition en facteurs irréductibles dans Fy.

Lemme 1.2.7 Soit n et m deux entiers, d = pged(n,m) et s = ppem(n,m).
Alors :

Fqn ﬂ qu == qu
Fqn .]qu = Fqs

Preuve :

(1) T est clair que Fya C Fgn NFym (puisque d divise n et m). Par ailleurs,
si on pose Fgn NFym = Fya, alors a divise n et m (en effet, par multiplicativité
du degré, n = [Fgn : Fy] = [Fgn : Fga][Fgo : Fy] et idem en remplacant n par m).
Donc a divise d et Fga C Fga.

(2) On pose de méme Fyn .Fgm = Fga. Il est clair que Fge C Fgs puisque
Fgn CFys et Fgm C Fys. Par ailleurs, comme Fyn C Fga, n divise a. De méme,
m divise a. On conclut alors que s divise a, ce qui montre l'inclusion Fys C Fga.

Lemme 1.2.8 [21, p.99] Soit f € Fy[X] un polynéme irréductible de degré n,
k>1 et d=pgcd(n,k). Alors [ est le produit de d polynomes irréductibles sur
For, chacun de degré % .

Preuve :

16



Soit g un facteur irréductible de f sur g« et soit 2 une racine de g (a fortiori,
c’est une racine de f). Alors Fy(z) ~ Fgn (puisque f est irréductible sur F).
Par ailleurs, F x () = Fys, oit s = ppecm(n, k) d’aprés le lemme précédent. On
en déduit alors que deg g = [Fys : Fx] = £ = %. Ce qui montre que tous les
facteurs irréductibles de f sur IF » sont de degré %. On conclut en regardant les

degrés.

Corollaire 1.2.9 /21, p.100] Soit f € F,[X] un polynéme irréductible de degré
n, k> 1 et d = pged(n, k). Alors f est irréductible sur F . si et seulement si
pged(n, k) = 1

Les corollaires 1.2.6 et 1.2.9 permettent donc de construire des polynémes irré-
ductibles de degré r divisant ¢ — 1, sauf si ¢ = 3 [4] et r = 2. Pour ce cas, on a
besoin du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.10 /25, p.41] Soit p premier tel que p = 3 [4] et posons p +
1 = 27s avec s impair. Alors, pour tout entier k > 1, 22— 2a7x2k71 — 1 est
irréductible sur ¥y, et donc irréductible sur Fpm pour tout entier impair m, ot
a~ est obtenu par récurrence de la maniére suivante :

- (Z) a; = 0
(p+1)

.. . aj_ —+1 4
(i) Vi €{2,...,y—1}, a; = (T)
(p+1)
~ (iii) a, = (_aw—;*l) i

Lemme 1.2.11 /25, p.42] Soit P un polynome Fy-linéaire. On suppose que P
n’admet que 0 comme racine dans Fq. Alors pour tout b € Fq, P — b admet un
facteur irréductible de degré 1.

Preuve :
Tout endomorphisme injectif d’un espace vectoriel de dimension finie est
surjectif.

Théoréme 1.2.12 [25, p.42] Le polynéme trinomial 2P —x —b ou b € Fy et
q=p™ estirréductible sur Fy si et seulement si Trp_/p, (b) £0

Preuve :

On rappelle que la trace d’un élément b de Fy sur ), notée Trp_/r, (), est
la trace de I'application F,-linéaire de F; dans lui-méme, obtenue par multipli-
cation par b. On montre que cette trace est égale a la somme des conjugués de
b, c’est-a-dire & la somme des b?" pour 0 < i < m — 1.

Soit 6 une racine de 2P — x — b. Montrons par récurrence sur n que

n—1
o =0+ > v
=0
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-n=1
Découle du fait que 6 est une racine de 2P — 2 — b. La propriété est donc
vraie au rang 1.
Passage den an+1
Supposons la propriété vraie au rang n, alors

n—1
o =0+ v
=0

On obtient alors en élevant cette égalité a la puissance p :

n—1 P
ot = <9 +> b#)
i=0
n—1 -
= P+ v
=0

= 9+b+ib”’i

i=1
n

La propriété est donc vraie au rang n + 1. Ce qui achéve la récurrence.

En particulier, 07 = 0 + Try_ /g, (b).

On en déduit donc que Trg s, (b) = 0 si et seulement si 67 = ¢, c’est-a-dire
si et seulement si toutes les racines de 2 — x — b sont dans F,. Ceci démontre
que si 2P — x — b est irréductible sur F, alors Trg_r,(b) # 0.

Réciproquement, si 7 = Trg /g, (b) # 0, alors 7 € F}, et on a :

VieN, 09 =0 +ir
En particulier ceci montre que 6 a p I -conjugués distincts, et donc que son

polynéme minimal sur F, est de degré p, et donc est égal & 2P — x — b. Ce qui
démontre la réciproque.

Corollaire 1.2.13 [25,p.43] Soient a,b € Fy. Alors, les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) ¥ — ax — b est irréductible sur F,
- (ii) JA € Fq, a = AP et Trg jp (o) #0

Preuve :

D’aprés le lemme concernant les polynoémes linéaires, si P — ax — b est
irréductible alors zP~! —a a une racine dans F,. En effet, supposons que 2P~ —a
n’ait pas de racine non nulle dans . Alors 2 — az n’a pas de racine non nulle.
On conclut alors grace au lemme 1.2.11 que 2P — ax — b a une racine dans Fg,
et donc ne peut étre irréductible.

Soit donc A une racine de P~! — a. Il s’ensuit que
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=42 (3 ()~ ) @)
On conclut alors grace au théoréme.
La réciproque étant immédiate en partant de (1). Ceci termine la preuve du
corollaire.

1.2.2 Composition

Aprés cette courte énumération de polynomes irréductibles sur un corps fini,
il est intéressant de voir comment, & partir d’un ou plusieurs polynémes irré-
ductibles, on peut en construire de nouveaux, de degré plus élevé. Une méthode
consiste a s’intéresser aux compositions, et plus précisement aux polynémes de
la forme :

P(§) = 9" (@) P(53)

ou P, f, et g sont des polyndmes. C’est 'objet de ce paragraphe.

Théoréme 1.2.14 [25, p.44] Soit f, g, P € Fy[z]. Supposons que P ="', c;a"
est irréductible de degré n. Alors P(L) (défini comme ci-dessus) est irréductible
sur Fy si et seulement si f — Ag est irréductible sur Fen pour au moins une
racine X de P dans Fgn.

Preuve :
Le cas n = 1 étant trivial, on peut supposer n > 1. Dans ce cas, P(g) est

de degré hn ot h = max(deg f,deg g). Ceci est clair lorsque les degrés de f et
g sont distincts et s’ils sont égaux & s, si a désigne le coefficient dominant de f
et b celui de g, le coefficient du terme en z™°, ¢, de P(g) est égal &

Z cia'b" Tt = b"P(%).
=0

Mais comme b # 0 par définition et que P est irréductible sur F, (a fortiori n’a
pas de racines dans F,), il s’ensuit que ¢ # 0.

Soit v une racine de P(g). Alors 7 est une racine de f — Ag, oi A est une
racine de P. On a donc :

P(g) irréductible sur F, < [Fy(v):Fy =hn
= [Fq(7) : Fg(N)] = h (car [Fq(A) : Fq] =n)

< [ — Ag irréductible sur Fy»
Ce qui compléte la démonstration du théoréme.

On peut alors s’intéresser a des formes particuliéres de f et g :

Corollaire 1.2.15 [25, p.44] Soit P € F,[X] un polynéme irréductible de degré
n. Alors pour tout a,b,c,d € F, tels que ad — bc # 0,

(cx +d)"P (“”b) est irréductible sur I,

cx+d
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Théoréme 1.2.16 [25, p.44] Soit t un entier et P € Fy[X]| un polynome irré-
ductible de degré n et d’exposant e ( c’est-a-dire toutes les racines de P sont
d’ordre e). Alors P(z") est irréductible sur F, si et seulement si les trois condi-
tions suivantes sont vérifiées :
(i) pged(t, £-1) = 1
— (i) Pour tout nombre premier p, (p|t=-p|e)
— (iii) si 4|t alors 4| (¢" — 1)

Preuve :

D’aprés le théoréme précédent, P(z!) est irréductible sur Fy si et seulement
si ' — X est irréductible sur Fy» pour une racine A de P. On applique alors le
théoréme 1.2.5.

Définition 1.2.17 Si f est un polynéme de degré n, on appelle polyndome réci-
proque de f, et on note f*, le polynome défini par

fr(@) =a"f(3)

Remarque 1.2.18 On peut constater d’une part que (f*)* = f et d’autre part
que f est irréductible sur Fy si et seulement si f* Uest. En effet, il suffit d’appli-
quer le corollaire 1.2.15 avec ici a =d =0 et ¢ = b = 1. Cette petite remarque
sera particuliérement intéressante dans le chapitre suivant, puisque le nombre de
facteurs irréductibles de T" +T*+1 est le méme d’aprés ce qui précéde que celui
de T™ + T % + 1, permettant ainsi de réduire le nombre de cas a considérer.

En caractéristique 2, on dispose du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.19 [25, p.45] Soitq=2™ et P =Y . ¢z’ € Fy[z] irréductible
de degré n. Alors
(i) x" P(x+x~ ') est irréductible sur F, si et seulement si Tr,/r, () # 0

~ (i) 2" P*(x + 2~ "') est irréductible sur Fq ssi Trg /p,(2=2) #0

Cn

Preuve :

On démontre (7), la démonstration de (i) étant identique. D’aprés le théo-
réme 1.2.14, 2" P(x + 2~ !) est irréductible sur F, si et seulement si 2% — ax — 1
est irréductible sur Fy», pour une racine a de P. Mais en appliquant le corollaire

1.2.13, 22 — ax + 1 est irréductible sur Fyn si et seulement si Trg, /r, (a=2) # 0.
Or,

_ Z1y\ 2 1 2
Tr]Fqn/]Fq (a 2) = (Tr]Fqn/]Fq (a 1)) = (Tr]Fq/]Fz (Tr]Fqn /Fq (CL 1)))
Mais @ est une racine de P (a # 0) donc a~! est une racine de P* qui est
irréductible sur F,. On en déduit donc que Trg_, r, (1) = —i—é (puisque le
polynéome minimal de a~! sur Fy est ¢; ' P*).

Ceci achéve la démonstration de ce théoréme.

Théoréme 1.2.20 [25, p.45] Soit p premier impair et ¢ = p™. Soit P un po-
lynome irréductible sur IFy, de degré n. Alors sont équivalents :

— (i) 2"P(z + 27 1) est irréductible sur F,

— (ii) P(2)P(—2) n’est pas un carré dans F,
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Preuve :

En appliquant le théoréme 1.2.14, 2" P(z +x 1) est irréductible sur F, si et
seulement si 22 — ax + 1 est irréductible sur Fy , oil a est une racine de P. Ce
qui est clairement équivalent a la condition a® — 4 n’est pas un carré dans Fyn.

> —4¢F, = (a®—-4) 7 =-1

= [a-2@+2) 7 =-1

= {le-a(-2-a] 7} =1

= {2-a(2-aw )T =

— <n_ 2-a)(-2— a)f) T
1=0

— ( (2—a?)(—2— aq1)> =1
1=0

— (PEQ)P(-2)"7 =-1

<= P(2)P(—2) n’est pas un carré dans [,

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Théoréme 1.2.21 [25, p.46] Soit P = Z;:ol c; '™ un polynome irréductible
sur Fq et b e Fy. Soit p la caractéristique de F,. Alors sont équivalents :

— (i) P(a® —x —b) est irréductible sur F,

- (i) Trg, /r,(nb—cn_1) #0

Preuve :

En appliquant le théoréme 1.2.14, P(z? — x — b) est irréductible sur [, si et
seulement si 2 —x — b — a est irréductible sur F» pour une racine a de P. Mais
alors, d’apreés le théoréeme 1.2.12, ceci est équivalent & ce que la trace de a + b
sur IF,, soit non nulle. On conclut alors par transitivité de la trace.

Ceci fournit quelques critéres d’irréductibilité.

1.2.3 Construction récursive

En se servant des critéres d’irréductibilité établis dans le paragraphe précé-
dent, il s’agit a présent de donner quelques méthodes pour construire récursive-
ment des polynomes irréductibles de degré arbitrairement élevé. Bien entendu,
ces méthodes sont assez limitées dans la mesure o1l elles ne permettent que de
construire des familles précises. Elles ne fournissent pas de technique générale
pour construire un polynéme irréductible de degré donné. Néanmoins, elles sont
tout de méme intéressantes puisqu’on obtient ainsi facilement des polynomes
irréductibles de degré arbitrairement élevé.
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Théoréme 1.2.22 [25, p.49-50] Soit p premier et f(x) = z™ + 2?2—01 et
un polynome irréductible sur Fy. Supposons qu’il existe a € F) tel que (na +
cn—1)f"(a) #0. On pose alors :

9(x) ¥ —x+a
fo(x) = flg(x))
fe(x) = fi_1(9(x)) pour k> 1

Alors pour tout k > 0, fi. est irréductible sur F,, de degré np*+!.

Preuve :

L’idée est de démontrer le résultat par récurrence sur k en utilisant le théo-
réme 1.2.21. Par conséquent, on démontre par récurrence sur k que le coefficient
du terme en x dans fj est non nul, que f,(a) # 0, que fi est irréductible sur
F, de degré np*T!. On note [z]fx(x) le coefficient du terme x dans fy.

- Cask=0

D’aprés le théoréeme 1.2.21, on sait que fo est irréductible sur [, si et
seulement si 7y, /p, (na + cu—1) # 0. C'est-a-dire si et seulement si na +
¢n—1 # 0; ce qui est le cas par hypothése. Ainsi, fy est irréductible sur
F,, de degré np. Par ailleurs,

o) = L fo(@)amo

=0
= /'

Ce qui montre bien que ce coefficient est non nul. De maniére identique,
on trouve fl(a) = f’(a) qui est de nouveau non nul par hypothése. Ceci
montre que la propriété est vraie au rang 0.

Passage de k a k+ 1

Supposons & présent que fj, est irréductible sur F), de degré np*tt, que
son coefficient en z, [z]fr(x) # 0 et que f;(a) # 0. Montrons alors que la
propriété est vraie au rang k + 1.

fi est irréductible, en particulier 0 n’est pas une racine de fi. Par suite, le
polynéme f; est irréductible (d’aprés le théoréme 1.2.14) de degré np*+1.
Si on transforme f} en un polynéme unitaire, alors son coefficient du terme

11 ]

en z"P" vaut [If{# Il est, donc non nul par hypothése de récurrence.

On en déduit alors en appliquant de nouveau le théoréme 1.2.21 que fi11
{z]fk(r)) _ [z]fr(@) £0)
fx(0) fx(0) ’

est irréductible sur IF;, (puisque Trg, /r, (npF*la+
de degré npk+2.
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Maintenant, si fr(z) = Y. u;z® (ot ny = np**1) alors on a :

ng
frnr =Y wig(z)™
=0

Ce qui conduit & :

ng

frpr(@) = Z(nk—i)uig’(x)g(x)nriq

=0

Nk
= - Z(nk — i)uig(x)"’“ﬂ‘*l
=0

Mais comme ¢ est constant sur F, il en est de méme pour fj et f;. Par
conséquent,

[2)fer1 (@) = f141(0) = a™ 2 fi(a™!) = a™ 2 fi(a)
Il est donc non nul par hypothése de récurrence. De maniére identique,
friala) = a™2fi(a) # 0.
La propriété est donc vraie au rang k + 1.
On a donc montré par récurrence que fj, est irréductible sur I, et le théoréme
est entiérement démontré.
Dans le cas particulier ot p = 2 et ¢ = 2™ (cas particuliérement intéressant

en cryptographie), on a la construction récursive suivante fondée sur le théoréme
1.2.19.

Théoréme 1.2.23 [25, p.51] Soit f(z) = > i, c;z’ un polynéme irréductible
sur Py de degré n. On suppose que les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

c
T’I"]Fq /Fa (i) 7é 0

Ch—
Trs,s(——) # 0

Cn

On définit alors les polynémes ay et by récursivement comme suit :

ap(z) = =
bo(x) =1
ar+1(z) = ag(x)bg(x) pour k>0
brs1(z) = ai(x) +bi(x) pour k>0
fo@) = Ge@) 1D pour k> 0

Alors pour tout k > 0, fi. est irréductible sur F, de degré 2Fn.

Preuve :
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ay (@)

On constate pour commencer que pour tout k > 0, Z:ngi; = (bfj:("i))z
14 (oel2)
k()

On en déduit alors facilement par récurrence sur k > 0 que :

z ) G

() . (akgrgf

Posons y = 1f > et cp(x) = bz*z(f) pour k > 0. Montrons alors que Vk > 0,

Cht1 = ck Soit k£ > 0. On a alors :

corr(z) = b+2(x)
b brt1(y)
- k1 () + by (2)?
brt1(y)
_ohen@? () a@)?
) <1+ ka(x))
by (@)? ar(y)\
= el (” bi(y)
_ bry1(2)? (ak(y)® + bi(y)?)
br(y)? br+1(y
— (bk+1($)>2
br(y)
= c(x)

(Ces calculs sont licites puisqu’on est en caractéristique 2). Il en découle que

X

k>0,b =1+ 222 b (——
Yk 20, bryr(z) = (14 27)7 bl

)

Il est alors aisé de vérifier que les fi satisfont la relation de récurrence sui-
vante :

fo(z) = [f(z)
fena(e) = (407" il =) pour k20
Par ailleurs, pour k& > 0 fixé,
fi+a™) = @+a ) fi(@+a )
14 22 2'n x
- (%55) #e)

k €T

—2kn 2\2Fn
= 1 _—
2N (U 2P fil )
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Ce qui conduit & I'expression suivante pour fii1 :
k —
frpr(x) = " fi(z + a7t

Posons alors nj, = 2Fn et fi(z) = >.0* R i pour k > 0. En appliquant le

i=0Ci
théoréme 1.2.19 (cas (i4)), on en déduit que si fi est irréductible sur [, alors
fr+1 est irréductible si et seulement si :

o)

-1
Tre,m () # O
Cry,
Par ailleurs, comme 07(3))71 = cp_1 et c%%) = ¢p, On voit que la derniére

relation est vérifiee pour k& = 0, ce qui montre que f; est irréductible. Donc
pour démontrer que fi est irréductible pour k£ > 1, il suffit de démontrer que :
Vk > 1, 01(111) =g et cgi)_l =c

Mais pour démontrer cette derniére relation, il suffit d’observer que si M est,
un polynome arbitraire de Fy[z], M(z) = Ei:o m;x?, alors

T

231
1+ M

l
) = Zmixi(l 4 22)i—
i=0

est auto-réciproque de degré 21, les coefficients des termes en z et 22~! étant
égaux a m; et le coefficient dominant valant mg. On achéve alors la preuve avec
une récurrence sur k.

Corollaire 1.2.24 [25, p.52] Soit a € Fon tel que Trp,, r,(a) # 0. Alors pour
tout entier k > 0, ax + aby est irréductible sur Fo de degré 2k,

Preuve :
On applique le théoréme précédent avec f(z) = = + a.

Corollaire 1.2.25 [25, p.53] Pour tout entier k > 0, ay + by est irréductible
sur Fy de degré 2F.

Corollaire 1.2.26 [25, p.53] Soit f(z) = Y., c;z’ un polyndme irréductible
unitaire de degré n a coefficients dans Fo tel que c,—1¢1 # 0. Alors

Z ciap(z) by ()"
i=0

est irréductible sur Fo de degré 2kn pour tout k > 0.

Preuve :

On applique le théoréme précédent, sachant que dans le cas ou ¢ = 2, la
trace d'un élément de F, sur Fy n’est rien d’autre que I’élément en question (on
sait que ¢o est non nul puisque f est irréductible).
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Chapitre 2

Théoréme de Swan :
applications aux trinémiaux
et pentandmiaux

Dans le paragraphe précédent, on a donné des exemples de familles de poly-
nomes irréductibles, des méthodes de construction récursive ainsi que des tests
d’irréductibilité. Les polynémes irréductibles sont trés importants : d'un point
de vue théorique, ils déterminent les places de F,[T] et donc l'arithmétique des
corps de fonctions ; d’un point de vue pratique, en cryptologie, on a besoin d’une
description précise des corps finis (et plus particuliérement de F3). C’est une des
raisons pour lesquelles les polynomes ayant le moins de mondmes possible sont
intéressants. Mais comme on s’intéresse plus particuliérement au cas ¢ = 2, les
polynoémes en question sont donc les trindmiaux ou les pentanémiaux.

Dans ce chapitre, on commence par présenter les résultats de R. Swan qui
permettent de donner une réponse partielle quant & I'existence de trindbmiaux
irréductibles de degré arbitraire donné. En particulier, on montrera que lorsque
n = 0[8], il n’existe pas de trinomial irréductible. Dans un second temps, on
montrera d’abord qu’il existe une infinité de pentandmiaux irréductibles sur
Fs, puis on appliquera le théoréme de Swan aux pentandmiaux pour établir
qu’il existe toujours un pentandémial de degré donné ayant un nombre impair de
facteurs irréductibles. Enfin, on présentera les résultats des tests informatiques :
une liste de pentandémiaux irréductibles de degré 4 < n < 18000, ce qui constitue
le record actuel.

2.1 Théoréme de Swan

2.1.1 Propriétés des corps de nombres p-adiques

Le théoréme de Swan, que I’on verra dans le paragraphe suivant, fait appel a
des objets classiques : les corps de nombres p-adique. Sans pour autant exposer
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toute la théorie, on rappelle ici les propriétés basiques qui seront utilisées dans
la suite.

Lemme 2.1.1 (Lemme de Hensel) [19, p.50] [15, p.169]

Soit K un corps complet pour la topologie induite par une valuation discréte
v, O lanneau de valuation associé, P l'unique idéal mazimal de O et k = O/P.
Soit de plus f € Ox] un polynéme unitaire. Supposons qu’il existe G, H € k[x]
premiers entre eur, G unitaire, et tels que

ot f désigne le polynome obtenu & partir de f en réduisant chaque coefficient
modulo P. Alors il existe g, h € Olzx], g unitaire tels que :

fx) = gla)h(z)
glz) = G(z)
h(z) = H(x)
deglg) = deg(G)

Preuve :

Notons m = deg(f) et r = deg(G). Par définition, il existe gg et hy dans
O[z] tels que gop = G et hg = H. De plus, comme G est unitaire, on peut choisir
go unitaire de degré r et ho de degré plus petit ou égal & celui de H, c’est-a-dire
deg(ho) <m —r.

Soit 7 une uniformisante de K. Nous allons chercher les polynémes g et h
sous la forme :

9 = g+ 7y
i=1

h = ho-l—i’frizi
i1

ou pour tout entier ¢ > 1, y;, z; € Olx], vérifiant deg(y;) < r et deg(z;) <m—r
sont & déterminer.

En posant g, = go+Y_;—; 7'y; et hy, = ho+Y_ i, T'2;, nous allons démontrer
par récurrence sur n que l'on peut choisir y; et z; satisfaisant les conditions
précédentes sur le degré, de fagon a ce que :

f = fngn mod P*HL

— Pour n = 0, c’est vrai d’aprés ce qui précéde (par choix de gg et hg).
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n—1. Comme g, = gn—1+7"Yn
et hy, = hyp—1+7"2y, il faut et il suffit de montrer que 'on peut trouver y,,
et z, de degré inférieur strict a r et inférieur ou égal & m—r respectivement
et tels que :

F=9n1hn1+7"(gn-1%n + hn_1yn) mod P!
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ce qui s’écrit également sous la forme g,_1z, + hp_1Yyn = frn mod P ou
fn = % € O[z] par hypothése de récurrence. En prenant les

classes modulo P, il s’agit donc de montrer qu’il existe deux polynoémes
Yy et Z, dans O/P[z] tels que :

ott F,, = fn, est de degré < m, deg(Y,) < r et deg(Z,) <m —r.

Mais comme G et H sont premiers entre eux, il existe U,V tels que UG +

VH = F,,. En effectuant la division euclidienne de V par G, on a que V =

QG + R. On obtient ainsi le résultat en posant V,, = R et Z,, =U + OH.
Ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.1.2 Sous les hypothéses du lemme de Hensel, supposons que f
soit séparable et posséde une racine a. Alors f a une racine 3 € O, telle que

0 =a.

La séparabilité nous assure d’une factorisation f = (X — a)g avec g premier
a (X — ). On peut alors appliquer le lemme de Hensel. Sans cette hypothése,
on ne peut pas conclure & Iexistence d’une racine pour f, comme le montre
I'exemple suivant : f(z) = 22 + 1 avec O = Zy. f n’a pas de racines dans Zs
alors que f = (z — 1)2.

Pour la démonstration des résultats de Swan, on aura besoin d’une descrip-
tion précise des extensions non ramifiées : c¢’est ’'objet des résultats qui suivent.

Soit K un corps complet pour une valuation discréte et L une extension finie
de K. On note Op, (respectivement Ok ) 'anneau de valuation de L (respective-
ment K) , Pr, (respectivement Pg) son unique idéal maximal, k(L) (respective-
ment k(K)) le corps résiduel de L (resp. de K) (i.e. k(L) = Or/PL), e I'indice
de ramification de L/K et f le degré résiduel.

Il s’agit & présent de donner une description des extensions non ramifiées en
terme de corps de racines d’un polynome :

Proposition 2.1.3 [2, p.25]

— (i) Supposons L/K non ramifiée. Alors il existe un élément v € Oy, tel
que k(L) = k(K)(Z). De plus, si g désigne le polynome minimal de x sur
K, alors Op, = Ok(z), L = K(x), et g est irréductible dans k(K)[X] et
séparable.

— (i1) Soit g un polyndme unitaire a coefficients dans Ok tel que g est
irréductible dans k(K)[X] et séparable. Si x est une racine de g alors
L = K(x) est non ramifiée sur K et k(L) = k(K)(Z).

Preuve :

— (i) Par définition de la non ramification, on a donc e = 1 et k(L)/k(K)
séparable. D’aprés le théoréme de I’élément primitif, il existe z € O, tel
que k(L) = k(K)(z). Pour un tel z, le polynome minimal G de Z est
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irréductible sur k(K) et séparable. De plus,

[L: K] [K(x): K]

deg g (car g est irréductible)

deg G (car G divise g et deg g = deg g)
[k(L) : k(K)] (car G est irréductible)

[L: K] (car L/K est non ramifiée)

IV IV IV IV IV

On conclut alors que g = G, et donc que g est irréductible et séparable.
— (4i) Déja, puisque g est irréductible, il s’ensuit que g est irréductible sur
K. Par ailleurs, de la méme fagon que pour (i), on a :
[L:K] = degg (car g est irréductible)
= deg g (puisque g est unitaire)
[k(K)(Z) : k(K)] (puisque g est irréductible)
< [K(I) : k(K)
< [L:K]

Par conséquent, f = [L : K|, i.e e = 1 et k(L) = k(K)(Z), c’est-a-dire
k(L)/k(K) séparable

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Théoréme 2.1.4 [2, p.26]

Soit k une extension finie séparable de k(K). Alors il existe un corps L =
L(k) tel que :

- (i) L/K est finie séparable

~ (#1) k ~ k(L) (k(K)-isomorphisme)

- (#i1) L/K est non ramifiée

(iv) Les morphismes Homp (L, L") — Homyxy(k(L),k(L")) sont bijec-
tifs pour tout L' contenant K
De plus, les propriétés (i) et (ii) déterminent L de maniére unique (a K-
isomorphisme preés).

Preuve :

D’aprés le théoréme de 'élément primitif, k = k(K)(y) ott y € k est séparable
sur k(K). Soit G le polynéme minimal de y sur k(K). Soit g € k(K)[X], unitaire
tel que g = G. Posons L = K (x), oul = est une racine de g. D’aprés la proposition
précédente, L vérifie les propriétés (i), (i¢) et (i44). Montrons alors que L vérifie
la propriété (iv).

Soit w € Homy(y(k(L), k(L")). Alors w(Z) est une racine de g dans L'. En
appliquant le lemme de Hensel, on en déduit que g a une racine y dans L’ telle
que § = w(Z). De plus, comme g est séparable, on en déduit que I’élément y
est unique. Mais alors il existe un unique morphisme o € Homg (L, L") tel que
o(x) = y. Par construction, & = w. Ce qui montre la surjectivité.

Maintenant, si 7 € Homg (L, L") vérifie 7 = w. Alors 7(x) est une racine de
g vérifiant 7(x) = 7(Z) = w(z). Par unicité, 7(x) = y et donc 7 = o, ce qui
montre 'injectivité du morphisme en question.
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Par conséquent, L’ vérifie (iv).

Maintenant, si L’ est non ramifiée sur K et w est un k(K )-isomorphisme
de k(L) sur k(L'). Alors, L et L' ont la méme dimension en tant que K-espace
vectoriel. Ce qui montre en appliquant (iv) que le relévement o de w & L est en
fait un isomorphisme. Ainsi L ~ L’. Ceci montre que les propriétés (i) et (i7)
déterminent L de maniére unique & K-isomorphisme prés, et le théoréme est
entiérement démontré.

Grace a ce théoréme, on peut alors caractériser les sous-extensions de L non
ramifiées sur K. En effet,

Théoréme 2.1.5 [2, p.27] Soit L/K une extension finie. On note k(L)* la
cloture séparable de k(K) dans k(L) (dans le cas o L et K sont des extensions
finies de Qp la cloture séparable n’est rien d’autre que k(L)). Alors L a un
sous-corps Lqg tel que pour tout K C F C L :

F/K est non ramifiéee < F C Ly
De plus, k(L) = k(L)*.

Preuve :

L’existence de Ly découle du théoréme précédent avec k(Lg) = k(L)®. Par
définition de la ramification, il est alors clair que tout sous-corps de Lg est non
ramifié sur K. Il s’agit donc de démontrer la réciproque.

Soit L' un sous-corps de L contenant K tel que L’/ K soit non ramifiée. Alors,
par définition de la non ramification, k(L’)/k(K) et séparable. Par conséquent,
k(L") C k(L)* = k(Lo).

En appliquant alors le théoréme précédent & k = k(L'), on en déduit l'exis-
tence de ¢ € Hompg (L', Ly) tel que & soit 'inclusion. En appliquant alors le
théoreme de I'élément primitif & k£(L’), on a k(L) = k(K)(Z) pour z € L'. Mais
dans ce cas, T = o(x). Si g désigne le polynéme minimal de = sur K, alors x
et o(z) sont des racines de g. Comme g est séparable, on en déduit alors que
x = o(z). En appliquant alors la proposition 2.1.3 & g, on conclut que L' = K|x]
et donc L' C Lg. Ce qui démontre la réciproque et achéve la preuve du théoréme.

Corollaire 2.1.6 [2, p.28] Si L et L' sont deur extensions finies de K non
ramifiées, alors L.L' (compositum de L et L') est non ramifié sur K.

Proposition 2.1.7 Supposons que L/K soit galoisienne. Alors on a un mor-
phisme de groupes :
¢: Gal(L/K) — Gal(k(L)/k(K))
o — o

0’115 . x+PL I—>U({E)—|—7)L

De plus, ¢ est surjectif et si on note I = I(L/K) (groupe d’inertie de L/K) le
noyau de ¢, alors I est de cardinal e et L' /K est I'extension mazimale incluse
dans L non ramifiée.

Preuve :

Le fait que ¢ soit bien défini découle du fait qu’il existe une unique valuation
vy, sur L prolongeant celle de K. Par conséquent, si 0 € Gal(L/K), v,o = vy,
Montrons que ¢ est surjectif.
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Soit w € Gal(k(L)/k(K)). Il existe x € L, k(L) = k(K)(Z). Soit g le poly-
néme minimal de x sur K. Par la méme argumentation que précédemment, il
existe un unique élément y de L tel que y soit une racine de g et § = w(z). On
en déduit alors qu’il existe un unique 7 € Homg (K (z), L) tel que 7(x) = y.
Maintenant, comme L/K(z) est séparable, il existe 0 € Hom(L, K) tel que
O|K(z) = T- Mais comme L/K est normale, o € Gal(L/K) et par construction
o(o) = w.

Le fait que L!/K soit I'extension maximale incluse dans L non ramifiée
découle alors du théoréme 2.1.5, de k(L!) = k(L) = k(L)* et de la transitivité
de I'indice de ramification.

On s’intéresse & présent au cas ot L et K sont des extensions finies de Q.
On peut alors décrire explicitement les extensions non ramifiées.

Théoréme 2.1.8 [43, p.323] Soient L et K deux extensions finies de Q,, telles
que L/ K soit non ramifiée. Alors :

- (a) L/K est galoisienne et Gal(L/K) est cyclique.

- (b) L = K(&,) pour un entier n avec p |/n.
De plus, si K est donné et m > 1 fixé, il existe une unique extension L de K
de degré m, non ramifiée. Cette extension est alors cyclique de degré m.

Preuve :

Supposons pour commencer que L/K soit galoisienne. Alors d’aprés la pro-
position 2.1.7,

Gal(L/K) ~ Gal(k(L)/k(K))
Mais comme le membre de droite est le groupe de Galois d’une extension finie
de corps finis, il est cyclique.

Maintenant, si L/K est quelconque. Soit M la cloture normale de L. Alors
M/ K est galoisienne finie. Soit My I’extension maximale de K, incluse dans M
et non ramifiée. Alors L C My. D’aprés les théorémes précédents, si I désigne le
groupe d’inertie de M /K, alors My = M. De plus, comme I est un sous-groupe
distingué de Gal(M/K) (en tant que noyau d’un morphisme de groupes), My/K
est galoisienne. D’aprés le cas galoisien, on en déduit que My/K est cyclique.
Mais ceci entraine que Gal(My/L) est distingué dans Gal(My/K) et donc par le
théoréme de correspondance de Galois, que L/K est galoisienne. Ceci démontre
donc le point (a).

Pour (b), soit y un élément primitif de k(L)/k(K). Alors y est une racine
n-iéme de I'unité, pour un entier n premier a p. Mais alors, le polynéme X" — 1
a une racine dans k(L). Donc, d’aprés le lemme de Hensel, il a une racine z dans
L (puisque p ne divise pas n). Cette racine x engendre L sur K (conséquence
de l'isomorphisme des groupes de Galois).

Enfin, soit &, avec p |/n tel que &, engendre une extension de degré m de
E(K). Alors K(&,)/K est non ramifiée (il suffit d’appliquer la proposition 2.1.3
a un relévement du polynéme minimal de &, dans Og). L’isomorphisme des
groupes de Galois démontre alors que K(&,)/K est cyclique de degré m. Par
ailleurs, si L/K et L'/K sont deux extensions de degré m non ramifiées, alors
leur compositum est encore non ramifié (corollaire 2.1.6), donc cyclique d’apreés
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(a). Or Gal(LL'/K) s’'injecte dans Gal(L/K) x Gal(L'/K). Ce qui montre que
tout élément de Gal(LL'/K) est d’ordre divisant m. On conclut alors en regar-
dant les degrés, que L = L.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

2.1.2 Théoréme de Swan

Théoréme 2.1.9 [/0] Soit f un polynéme unitaire de degré n, a coefficients
entiers dans un corps de nombres P-adique F. Supposons que la réduction f de
f modulo P soit séparable. Soit également r le nombre de facteurs irréductibles
de f dans le corps résiduel. Alors r =n [2] si et seulement si D(f) est un carré
dans F.

Preuve :
Soit K le corps résiduel de F. Alors on peut écrire f = [['_, g;. Comme f
est séparable, les g; sont distincts. On en déduit donc par le lemme de Hensel

qu’il existe f1,..., f, ,a coefficients dans F tels que
Vi € {17-”77'}7.]?1' = g
T
f = Hi:l fl

Par ailleurs, puisque les g; sont irréductibles (et séparables), il en est de
méme pour les f;. Ainsi, en désignant par E; le corps de rupture de f;, on en
déduit que E; est non ramifié sur F' (d’aprés la proposition 2.1.3). Mais on a
vu qu’il existe une unique extension non ramifiée de F' de degré donné et que
cette extension est cyclique et donc F; est cyclique, a fortiori galoisienne et donc
finalement, F; est le corps de décomposition de f;.

Maintenant, si E désigne le corps de décomposition de f sur F', alors E est
le compositum des F;, donc est non ramifié sur F (puisque chaque E; lest).
On conclut alors de méme que précédemment que E est cyclique. Soit donc o
un générateur de Gal(E/F). Maintenant, pour j € {1,...,r} fixé, soit §; une
racine de f;. Alors les racines de f; sont les 0(3;),0 < i < n; — 1 o n; est
le degré de f;. En effet, ce sont clairement des racines de f; et de plus, on a

Gal(E;/F) ~ %%7 par suite si & désigne la classe de 0 modulo Gal(E/Ej),

c’est un générateur de Gal(E;/F), ce qui montre que les o?(8;) ,0 <i <mn; —1
sont bien distincts.

Ainsi, les racines de f sont les oi(ﬁj) ,0<7<70<%<n;—1. Onordonne
alors ces racines par (i1,51) < (i2,72) sl j1 < jJ2 ou j1 = jo et i1 < iy (o
pour tout entier ¢, le symbole (i,7) désigne le couple (i, j) ou i’ = i [n;] et
0 <4’ < n;). Maintenant, on a D(f) = §(f)? ou

0= I (") - 8)

(i1,31)<(i2,j2)

Si on applique o a §(f), on obtient alors :
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o6(MN= T ("B~ (Bi)

(i1,51)<(i2,j2)

On observe alors que les termes qui apparaissent dans cette expression sont
les mémes que ceux qui apparaissent dans §(f), au signe prés. En fait, o1 (3;,) —
0'2(B;,) apparait dans 6(f) et o(6(f)) avec le méme signe si et seulement si
(i1 +1,71) < (i2 + 1, j2). Ceci est certainement vrai si j; < jo ou si j; = jo = J
et 4o < n; — 1. En revanche, si j1 = jo = j et 4o = n; — 1, alors (ia + 1,j) =
(0,7) < (i1 +1,5), 0 <4y <nj—2. Ceci montre que (i1 + 1, j1) < (ia+ 1, jo) si
et seulement si j; < j2 ou j; = ja2 = j et i3 < m; — 1. Par conséquent, le nombre
de termes qui apparaissent dans §(f) et o(d(f)) avec un signe opposé est égal
au nombre de paires ((i1,7), (n; —1,7)) avec 0 < iy <m; —2. Or a j fixé, il y a
exactement n; —1 telles paires. Ainsi, le nombre total de termes qui apparaissent
dans 0(f) et o(6(f)) avec un signe opposé est égal a Z;Zl(nj —1)=n-r.
Ainsi, on a:

o(0(f)) = (=1)"7"4(f)

On en déduit donc les équivalences suivantes :

D(f) est un carré dans F <= 46(f) € F

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Corollaire 2.1.10 [/0] Soient K un corps fini de caractéristique impaire, g €
K[X] séparable de degré n et r le nombre de facteurs irréductibles de g dans K.
Alors r =n mod 2 si et seulement si D(g) est un carré dans K.

Preuve :

Quitte & diviser g par son coefficient dominant (ce qui ne modifie pas le
nombre de facteurs irréductibles de g dans K[X]), on peut supposer que g est
unitaire. Soit p = Car(K) > 3 et F un corps de nombres p-adique, de corps
résiduel K. Soit par ailleurs f € F[X] unitaire, & coefficients entiers tels que
f=g(ouf désigne la classe de f modulo 'unique idéal maximal P de Op).
Alors D(g) = D(f) mod P.

D’aprés le théoréme précédent, r = n mod 2 si et seulement si D(f) est un
carré dans F'.

Maintenant, il est clair que si D(f) est un carré dans F' alors D(g) est un
carré dans K. Réciproquement, supposons que D(g) soit un carré dans F et
considérons le polynéme P = X2 — D(f). Alors la réduction de P modulo P est
P = X% — D(g). Mais puisque D(g) est un carré dans K, P = (X —a)(X —b)
avec a,b € K. Par ailleurs, puisque p # 2, P est séparable, c’est-a-dire a # b.
Par suite, X —a et X — b sont premiers entre eux et on peut appliquer le lemme

34



de Hensel, ce qui permet de conclure que P a une racine dans F. Ce qui montre
que D(f) est un carré dans F si et seulement si D(g) est un carré dans K. Ce
qui conclut la démonstration du corollaire.

Remarque 2.1.11 Si Car(K) = 2, le dernier corollaire n’est plus valable. En
effet, dans la démonstration du corollaire, un argument clé est que D(f) est un
carré dans F' si et seulement si D(g) est un carré dans K. Mais pour appliquer
le lemme de Hensel comme dans la preuve du corollaire, il est nécessaire que
X2 — D(g) soit séparable, ce qui n’est plus le cas lorsque p = 2.

On cherche alors & s’affranchir de la condition car(K) # 2. On a alors besoin
du lemme suivant :

Lemme 2.1.12 [/0] Soit a un entier P-adique, premier & P. Alors sont équi-
valents :
— (i) a est un carré P-adique
(ii) a est un carré mod 4P

Preuve :

L’implication (i) = (4¢) est claire. Montrons la réciproque.

On suppose que a est un carré mod 4P. Montrons alors par récurrence sur
n que a est un carré mod 4P"

-n=1

C’est ’hypothése (ii) et donc la propriété est vraie au rang 1.

Passage denan+1

On suppose la propriété vraie au rang n. Alors il existe un entier P-adique
b, tel que a = b2 mod 4P™. 1l existe alors un entier P-adique ¢, avec
¢, € P" tel que a = b2 + 4c,,. Mais puisque a est premier a P, il en est de
méme pour b,,. Par conséquent, b, est inversible. Posons alors d,, = b, 'c,
et byi1 = by + 2d,. On a alors a = b2 + 4b,d,, = (b, + 2d,)? — 4d? =
b2, —4d2. Or, d,, = 0 mod P" (puisque ¢,, = 0 mod P™ et by, est premier
a P), donc a = b2, ; mod 4P"*! (en fait modulo 4P*" ).

La propriété est donc vraie au rang n + 1

Ce qui montre par récurrence que Vn > 1,3b,, a = b2 mod 4P".

Mais alors, pour tout entiers n et p, (b4, — by) € P™, ce qui montre que
(by,) est une suite de Cauchy puisque les (P™) forment une base de voisinage de
0, donc convergente. Soit b sa limite.

Soit n > 1 alors il existe ng tel que Vi > no,b% — b2 € P™. On a alors
a—b*=(a—b2 )+ b2, —b*) P

Ainsi, (a — b?) € Np>1P", d’ott a = b2

Ce qui démontre la réciproque et donc le lemme est entiérement démontré.

Corollaire 2.1.13 Soit f un polynéme unitaire de degré n a coefficients entiers
dans un corps de nombres P-adique F. Supposons que f soit séparable. Soit
alors v le nombre de facteurs irréductibles de f dans K[X], K désignant le
corps résiduel de F. Alors r = n [2] si et seulement si D(f) est un carré modulo
4P.
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Preuve :

D’aprés le théoréme, r = n [2] si et seulement si D(f) est un carré dans
F. Mais comme D(f) est entier, on peut appliquer le lemme précédent, ce qui
démontre le corollaire.

Corollaire 2.1.14 [40] Soit g € Fo[X] séparable de degré n et r le nombre de
facteurs irréductibles de g sur Fo[X]. Soit par ailleurs f € Zy[X] unitaire de
degré n tel que f = g. Alors r = n [2] si et seulement si D(f) =1 [8].

Preuve :
Ceci découle du corollaire précédent et du fait que 1 est le seul carré impair
modulo 8.

Exemple 2 [40] Soit f € Fan[X] de degré k et tel que f(0) # 0. Soit g le
polynéme défini par g(x) = f(x)® + 2™ , ot m est un entier impair. Posons
q = deg g = max(8k, m) (il y a bien égalité puisque m est impair donc ne peut
valoir 8k). Soit également E un corps de nombres p-adique de corps résiduel Fan
et F € E[X] de degré k tel que F = f. Alors g = G ou G(z) = F(z)® + 2™.
Alors, comme G'(z) =ma™ ™! [8], on a :

q
D(G) = (1) [[ma " mod 8
=1

Mais [ a; = (—1)?G(0) = £(0)® mod P ( ot P désigne I'unique idéal maxi-
mal de ’anneau des entiers de F). Par suite, D(G) £ 0 mod P et donc g est

séparable. De plus, comme m est impair, ngl a;”—l est un carré. Ce qui montre
a(g—1)
2

que D(G) est un carré modulo 8 si et seulement si D’ = (—1) m? est un
carré.

ler cas : ¢ = 8k

Dans ce cas, D’ est un carré, et par conséquent, r = ¢ = 0 [2]. Ce qui

montre que g a un nombre pair de facteurs irréductibles, donc est réduc-

tible.
— 2emecas:q=m
— m—1)2
Alors D' = (-1) "z lm(—l)( == mm1, Or (m—1)2 =0 [4], ce qui montre

que D’ differe d’un carré au terme (—1)%71m prés.
Si m = £3 [8], alors (—1)™2 m = 5 [8], donc d’aprés le corollaire précé-

dent, r Zn =1 [2]. Donc g est réductible.
En particulier, ceci montre que 2% 4+ 2™ + 1 est réductible sur F,sim < 8k
ousi m > 8k et m = +3 [8].

Application 1 [40] Loi de réciprocité quadratique. 1l s’agit ici de donner une
démonstration de la loi de réciprocité quadratique, en appliquant le théoréme
précédent.

On rappelle que le discriminant du polynéme z" +a sur un corps quelconque
K est donné par la relation :
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n(n—1)

D(z" +a)=(-1) z n"a"!

Considérons alors le polynéme a2 — 1 = (z — 1)Q,(x), ot p est un nombre

premier impair. De méme que dans ’exemple ci-dessus, son discriminant différe
p p—1 N .

d’un carré au terme (—1)"2z p prés. Mais

(1) zp = 5[8sip=3,5][§
= 1[8sip==+1][§

On en déduit done, d’apreés le dernier corollaire, que P — 1 a un nombre impair
de facteurs irréductibles sur Fa si et seulement si p = +1 [8].

De la méme fagon, si ¢ # p est un nombre premier impair, alors 2P — 1 a un
nombre impair de facteurs irréductibles sur F, si et seulement si (—1)%_119 est
un carré modulo q.

Maintenant, d’aprés I’étude des polynémes cyclotomiques, @, a exactement

¢(p), et donc 2P — 1 a exactement 1 + 22 facteurs irréductibles sur F,.
7(p) 7(p) a

. * . . . 2 . N
Par ailleurs, lz est cyclique de cardinal pair. Par conséquent, il posséde un
p
unique sous groupe d’indice 2, formé par les carrés modulo p. En effet, si g est
A 7 * 2 5. . . .
un générateur de o7 alors < g° > est un sous-groupe d’indice 2. Si par ailleurs

H est un sous-groupe d’indice 2, alors g? € H, ce qui montre que H =< g2 >.
De plus, < g2 > est bien formé des carrés modulo p. Alors ¢ est un carré modulo
p si et seulement si le sous-groupe engendré par g est d’indice pair. Par ailleurs,
cet indice vaut %. D’ou on déduit que g est un carré modulo p si et seulement

si 27 — 1 a un nombre impair de facteurs irréductibles sur F,. Ce qui conduit &

1)
<Q> = w si g est impair
p q

2
<—> = 1 si et seulement si p = +1 [§]
p

Ces équations avec la formule (%1) = (—1)10771 constituent la loi de récipro-

cité quadratique.

2.1.3 Calcul de discriminant d’un trin6mial

Afin de pouvoir appliquer les résultats du paragraphe précédent, il est né-
céssaire de pouvoir calculer le discriminant. Dans ce paragraphe, on rappelle
les propriétés élémentaires du résultant et du discriminant puis on donne une
formule exacte pour le discriminant d’un trinémial.

Soit K un corps, f et g deux polynomes & coefficients dans K. Soient par
ailleurs 1, .. ., B, les racines de g (comptées avec multiplicité) (dans une cloture
algébrique fixée de K), b le coefficient dominant de g et n le degré de f.
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Définition 2.1.15 Le résultant de f et g, noté R(f, g) est l’élément de K défini
par :

R(f,9) =b" T £(8)
i=1

Remarque 2.1.16 1] s’agit bien d’un élément de K puisque c’est une fonction
symétrique des racines de g.

Remarque 2.1.17 Le discrimant de f, de racines aq,..., o, (comptées avec
multiplicité) est défini par :

1<i<j<n

n(n—1)

Il s’ensuit que si f est unitaire, D(f) = (=1)" 2z R(f', f)
Lemme 2.1.18 [/0]
~ (1) R(g, f) = (—1)%s/-de9s R(f, g)
~ (2) Si f =qg +r, alors R(f,g) = b9/ =4 R(r, g)
(8) Si a,b sont des constantes non toutes nulles, R(a,b) =1

(4) R(f1f2,9) = R(f1,9)R(f2, 9)

Preuve :

On conserve les notations du début du paragraphe : f et g sont deux po-
lynoémes & coefficient dans K de degré n et m respectivement, de coefficient
dominant a et b respectivement, de racines as,...,a, et (1,..., By respective-
ment .

— (1) Par définition du résultant de deux polynoémes, on a :

R(g, f)

I
S}
5
=
<
5

~ ~
Il I
= —
<
Il
—_

I
S}
3
=
S
=.
8
iSS

<
Il
-
-
Il
-

I
s
s
Q
=t
B
&

n

(-1)"aT[(5 ~ )
i=1
(=1)"f(5;)
= (=D"R(f,9)
ce qui établit le point (1)

I
R
s

<.
Il
—

I
<
s

<.
=
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— (2) On suppose que f =qg + 7, on a alors :

R(f,9)

o [ £(8)
j=1

o 11 (@(B))9(8;) +(8))

j=1
o [](8)
j=1

b(legf—degrR(,r, g)

ce qui établit le point (2)
— (3) est clair
— (4) On a pour f1, f2 et g trois polyndmes fixés :

R(fifz,9) = )"V T £1(8)f208;)

Jj=1

s T f185) | | s [ f2089)
j=1

j=1
= R(f1,9)R(f2,9)

Ce qui achéve la démonstration du lemme.

Corollaire 2.1.19 [/0]

= () R(f,9192) = R(f,91)R(f, g2)
(6) Si a est une constante, R(f,a) = R(a, f) = a%9f

(7) R(f,2™) = R(f,z)™ = f(0)"

Preuve :
(5) Découle de (1) et (4)
(6) Si g est constant, il est clair par définition du résultant que R(f,g) =

g%/ De méme, si f est constant non nul, deg f = 0, par suite R(f, g) =
fdegg.

— (7) La premiére égalité découle de (5). Pour la seconde, R(f,z) = f(0)
par définition du résultant.

On peut dés a présent calculer le discriminant d’'un trinoémial :

Lemme 2.1.20 [/0] Soient r, s deuz entiers et d = pged(r, s). Soient de plus
et s1 les entiers définis par r = rid et s = s1d. Soit encore o et 3 deux éléments
d’un corps K fizé. Alors on a :

R(a" — a,a* = §) = (~1)*[a*t - "¢

Preuve :
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Tout d’abord, on observe que si la propriété est vraie pour un couple (7, s)
elle l’est également pour le couple (s,r). En effet, supposons la propriété vraie
pour un couple (r,s). Alors on a :

R(z®—p,2" —a) = (-1)"R(z" —a,2° = f3)
( )rs(_l)s[asl _ 5r1]d

= (Y[ (7 — 0t
(-1)

-1 rs+s+r+d(_1)r[ﬂr1 _ Oésl]d

Mais on a rs + s+ r+d = 0 [2]. En effet, il suffit de regarder congruences
modulo 2 de r et s, ce qui donne :

lercas:r=s=0 [2]
Dans ce cas d =0 [2] et donc rs +s+7r+d =0 [2]
2éme cas : exactement un parmi r et s est pair
Dans ce cas, d est impair et le produit rs est pair.
Dours+r+s+d=0+1+0+1=0 [2] et le résultat

- 3mecas:r=s=1[2]
Dans ce cas d = 1 [2] et de méme que précédemment,
rs+r+s+d=1+14+14+1=0 [2]

Montrons alors le résultat par récurrence sur n =1r + s avec r > s.

— La propriété est trivialement vraie pour n =0

— Supposons la propriété vraie pour r + s < n et montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1.
Soient donc r et s tels que 7 > s et 7+ s =n + 1. On peut écrire

2 —a=2""%a*-PB)+ 0" —«

Mais alors on a R(z" — a,2® — §) = R(fz"* —a,2° — 3). Si =0, le
résultat est évident. On peut donc supposer 3 # 0. Dans ce cas, on peut
encore écrire :

R(Bx"° —a,2® — )

R(B,z° = B)R(z"° — —=,2° — B)

I L

— ﬂSR(fos _ %7x8 _ ﬂ)

On remarque alors que si s # 0, on peut appliquer ’hypothése de ré-
currence au couple (r — s,s). Le cas s = 0 est évident puisqu’alors on a
d=r,s1 =0,r, =1 et d’apreés les propriétés du résultant rappelées dans
la section précédente, si f est un polynome non nul et a une constante,
R(f,a) = a®&/. On suppose donc s # 0. On en déduit que :
R(z"=* — 2% — B) = (—1)*[(%)" — "7,

ou d =pged(r —s,s),s=syd, et r—s=rid.

Mais il est clair que d' = pged(r — s, s) = pged(r, s) = d. On en déduit en
conservant les notations du lemme que s; = s} et ry = 7] + s}. Par suite,
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R —aa® =) =BG -
_1)s351d ga_ r1—s11d
(18 () — 6]
= (-’ - g

La propriété est donc vraie au rang n + 1, ce qui achéve la récurrence et
la démonstration du lemme.
Remarque 2.1.21 Cette formule est assez intuitive. En effet, si a designe une
racine de " — «, b une racine de z° — 3, & une racine primitive r-iéme de
lunité et & une racine primitive s-ieme de l’unité, alors les racines de x” —

a (respectivement, x® — (3) sont les {{'a , 0 < n < r — 1} (respectivement
{&8'b , 0<m < s—1}). On a alors,

R(z" —a,2®°—p)=0 <= dInmeN,Ta=&"
En élevant cette derniére égalité a la puissance r1s1d, on obtient :
R(@" —a,2° = 3) =0 < o ="

Par ailleurs, si o = ™, alors " — «a et x° — [ ont une racine commune,
ce qui se traduit par 7a = £3'b. Mais alors, pour toute racine d-iéme de l'unité
£, E&Ta = EETD. Or, E€Ta est encore une racine de x” — o et de méme, EE'D est
encore une racine de x° — 3. Ce qui montre que ces deuz polynomes ont alors d
racines communes. Ce qui explique l'origine de la formule précédente.

Ce lemme permet alors de calculer le discriminant d’un trindéme. En effet,

Théoréme 2.1.22 [/0] Soient n > k > 0 deux entiers, a,b deux éléments d’un
corps K, d = pged(n, k) et ni, ki les entiers définis par n = nid et k = kid.
Alors
D(z" + az® + b) = (= 1) 5 2 bE =1 [nMb,, _p, + (—1)H+ (n — k) —k1 ki gna)d
Preuve :

On a par définition, pour tout polynome f, D(f) = (—1)%}%@”, f). Par
conséquent

n(n—1)

D(x" +az® +b) = (=1)" 2 Rnz" '+ kaz* 1 2" 4 az® +b)
ka

n

n(n—1) k

= (=1)" = Rz 1@ F 4+ =), 2" + az® 4+ b)

n(n—1)

= (=1)" = R(n,z" 4 az® + )R 1, 2" + az® 4+ b)

k
x R(z" 7 + —a,x” + az® 4+ b)
n

n(n—1)

— (_nTnn(_l)n(k—l)bk—l

k
X (—1)"("_k)R(x" +azk + b2k + ?a)
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Or n(k —1)+n(n —k) =n?—n =0 [2] , par conséquent on a :
D(a"™ + ax® +b) = (—l)n(nz_mn”bk*lR(x" + az® + b, 2"k 4 k)
Mais on a 2" + az® + b = 2® (2" F + £2) 4 o(1 — £)z* + b. 11 s’ensuit alors que

k k k
R(x"—i—axk—i—b,x”*k—i—ﬁa) = R(“(l_g) k+b7xn—k+£)

k b k
= (a— ZynkR(gh 4 ok 2

A
n a(l—%) n

Mais on peut alors appliquer le lemme précédent avec r = k , o = — bﬁ ,

-
o
s=n—ket = —% , ce qui fournit en remarquant comme dans la preuve du

lemme que pged(n — k, k) = pged(n, k)
R(mk + b m"_k + %) _ (_1)n—k[( —b )nl—kl _ (7Tka)k1]d

a(l—3)’ (a—52)

D’ott en posant R = R(a(l — £)z* +b,2"~* 4 %2) ' on obtient successivement :

Ro= (o ey - ()
= [ g = (S
= B e e By

En notant maintenant D = D(2™ + az* + b), on obtient finalement :

K sk (K ga

n n
— (_1)%1)]671[”711 bn17k1 + (_1)n1+1(n _ k)nlfkla’nl kkl]d

n(n—1)
2

D = (-1) prrdpk=lpma=h 4 (_1)ymFl(g —

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

2.2 Application a la réductibilité des triné6miaux
sur [y
Le théoréme de la section précédente permet alors de donner une condition

suffisante (mais non nécéssaire) pour qu’un polynoéme trinomial soit réductible
sur [Fs.

Corollaire 2.2.1 [/0] Soient n > k > 0. On suppose qu’exactement un parms
n et k est pair. Alors le polynome z™ + zF + 1 a un nombre pair de facteurs
irréductibles sur Fo (et donc est réductible) dans les cas suivants :
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- (a) n est pair, k impair, n # 2k et "Tk =0 oul [4]

— (b) n est impair, k est pair, k |[/2n et n = £3 [§]

— (¢) n est impair, k est pair, k | 2n et n = +1 [§]
Dans tous les autres cas, 2" +z%+1 a un nombre impair de facteurs irréductibles
sur Fq.

Remarque 2.2.2 Le cas oun et k sont impairs se déduit du cas ou n est impair
et k pair en considérant le polynéme x™ + x"~F + 1, qui a le méme nombre de
facteurs irréductibles que x™ + z* + 1.

Démonstration du corollaire :

Considérons les polynomes g = 2" + 2F +1 € Fy[X] et f =a" +2F +1 €
Zs[X] C Qo[X]. Soit f la réduction de f modulo 2Z,. En identifiant Z, /27 &
Fy, on a donc f = g.

De plus, d’aprés le théoréme 2.1.22, D(g) = (n™ +(n—k)™~F1kF1)? (puisque
ici a = b =1 et le corps de base est F3). Deux cas se présentent alors :

lercas:n=0[2] et k=1 [2]
Alors n™ = 0[2] , k¥ =1 [2] et (n — k)™ % =1 [2]. Par conséquent,
D(g) = 1.
— 2mecas:n=1[2] et k=0 [2]
On trouve de méme D(g) =1
Ainsi dans les deux cas D(g) = 1 et donc g est séparable. On peut alors appliquer
le corollaire 2.1.14 ; soit r le nombre de facteurs irréductibles de g sur Fy alors
r =n [2] si et seulement si D(f) =1 [8].
— (a) On suppose n pair, k impair, n # 2k et "Tk =0 ou 1 [4]. Dans ce cas,
en conservant les notations de la section précédente, on trouve que :
d = pged(n, k) =1 [2]

A — 0 [2]
Mais on a également :
k k1d?
Pop1p — 22T 01
2 2
= n12k1 =0,1[4] (card®> =1 [4])
— ler sous-cas : &+ =0 [4]
Alors 8 | net D(f) = (—(—k)m~Fkk)d [g]
= k,n(_l)(nlfkﬁrl)d [8]
= k" [§]
1[8]

(En effet, k étant premier & 8, k € (Z/8Z)*. Or 8 | n, a fortiori 4 | n; et
donc k™ =1 [8]) Ainsi D(f) =1 [8].
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Dans ce cas, r = n = 0 [2] et g a bien un nombre pair de facteurs
irréductibles sur Fs.
2éme sous-cas : G- =1 [4]
Dans ce cas, on a forcément ky = 1 [4] (puisqu’il est supposé impair).
Maintenant, il faut regarder les congruences possibles pour d, sachant
que sous les hypothéses du cas (a), d est impair.
~Sid=1[4]

Alorsn=2 (8], k=1,5 [8] et n; — k1 = 1 [4]. Par conséquent,

D(f) = (=1)[2™ — (2~ k)" [8]
= (=DE™ - (2-kk) [8]

Maintenant si n; = 2 alors puisque n; > k; > 0, k; = 1. Mais alors
n =ni1d = 2d = 2k;d = 2k, ce qui contredit les hypothéses du cas (a).
Par suite ny > 2 et 2" = 0 [8] ce qui entraine que D(f) = (2—k)k [8].
Par ailleurs, comme k = 1,5 [8], on a dans les deux cas de figures
(2—k)k =1 [8], et finalement, on trouve donc que D(f) =1 [8] ,ce
qui permet de conclure & nouveau que r = n = 0 [2] et donc que g a
un nombre pair de facteurs irréductibles sur F.

Sid=3[4]

Onaalorsn=6 (8], k=3,7[8] et n1 — k1 =1 [4]. Par conséquent,

D(f) = (=1)(6" — (6 —k)k)? [8]
((6 — k)k)* [8]

(puisqu’ici encore le cas n; = 2 est impossible et donc 8 | 6™)
Mais dans les deux cas k = 3 ou 7 [8], ((6 — k)k)® = 1 [8]. Ce qui
montre une fois de plus que 7 = 0 [2] et donc que g a un nombre pair
de facteurs irréductibles sur Fs.

Ce qui achéve le 2éme sous-cas.

3éme sous-cas : - = 2 [4]

Dans ce cas, 2k; = 0,1 [4] ce qui n’est pas possible car k; est impair et

2 n’est pas inversible dans Z/4Z.

4éme sous-cas : g = 3 [4]

Alors nécessairement, k1 = 3 [4] (puisqu'il est impair et donc ne peut

étre divisible par 4). Il faut alors de nouveau distinguer les cas selon la

valeur de d [4]. Mais on voit rapidement que :

- Sid=1[4]
Alors n =6 [8] et k = 3,7 [8], et donc de méme que dans I’étude faite
dans le 2éme sous-cas, on a bien D(f) =1 [8], c’est-a-dire que g a de
nouveau un nombre pair de facteurs irréductibles sur Fs.

— De méme, si d = 3 [4] alors on trouve de la méme fagon que n = 2 [§]
et k = 1,5 [8] et on conclut & nouveau que g a un nombre pair de
facteurs irréductibles sur Fs.
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Ainsi, on a montré que si n est pair, k impair, n # 2k et "Tk =0,1[4]
alors le polynéme 2™ + 2* 4+ 1 a un nombre pair de facteurs irréductibles
sur F.

(b) n impair, k pair, k |[/2n et n = £3 [§]

Déja, on peut constater que nécessairement k1 > 2. En effet, comme n est
impair et k pair d est impair, ce qui montre pour commencer que k; > 1
(sinon k serait impair). De plus si k1 = 2, alors k = kyd = 2d | 2n1d = n ce
qui contredit les hypothéses. Par suite 8 | k1. En reprenant I’expression
de D(f), on a donc :

(1) + B =Ry (g

n(n—1)

(=)= 3" [§]

D(f)

Si n =3 [8] alors
D(f)=(-1)3% =5 [§]

Et donc r # n [2], c’est-a-dire que 7 est pair et g a bien un nombre pair

de facteurs irréductibles sur Fs.

Si n =5 [8] alors on a de méme

D(f)=5"=5[§]

On conclut de la méme facon que g a un nombre pair de facteurs irré-

ductibles sur Fs.
Ce qui montre que sous les hypothéses du (b), & savoir n impair, k pair
k|/2n et n = 3,5 [8], le polynome 2™ +2* 41 a un nombre pair de facteurs
irréductibles sur Fs.
(c) m est impair, k pair, k | 2n et n = £1 [§]
Déja, on peut remarquer que % € (Z/8Z)*. On en déduit donc que k =
2,6 [8]. Par ailleurs comme k | 2n , 2ny = ak; ou a est un entier. Distin-
guons alors les cas possibles :

lercas:n=1[8 et d=1 [4]

Alors on a ny = 1 [4]. De plus en regardant les égalités précédentes

modulo 4, on a : aky = 2 [4]. Or ky est pair, on en déduit donc que

k1 =2 [4]. On a alors :

(1= (L= k)™ MER)d 8]
= 1-(1-k)>**[8

D(f)

Mais dans les deux cas k = 2,6 [8], on trouve D(f) = 5 [8]. Ce qui
montre que g a un nombre pair de facteurs irréductibles sur Fs.
2¢me cas :n=1 [8] et d =3 [4]

Le méme raisonnement fournit n; = 3 [4] et k; = 2 [4]. Par conséquent,
D(f) = (1 — (1 — k)k?)? [8]. La encore, une simple substitution avec
k= 2,6 [8] conduit & D(f) =5 [8].

3éme cas :n=—1[8] et d =1 [4]
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Alors ny =3 [4] , ky =2 [4] et D(f) = 1 — (1 — k)k? [8]. Mais pour
k = 2,6 [8] , on a toujours en substituant D(f) = 5[8] et g a un
nombre pair de facteurs irréductibles.
4éme cas :n = —1[8] et d =3 [4]
Alorsny =1[4], ky =2 [4] et D(f) = (1 — (1 + k)3k?)3 [8]. Mais pour
k =2,6 [8] , on a toujours en substituant D(f) =5 [8] et g a un nombre
pair de facteurs irréductibles.

Ce qui montre que pour n impair, k pair, k | 2n et n = +1 [8], 2" + 2" +1

a un nombre pair de facteurs irréductibles sur F.

Maintenant, il s’agit de démontrer que dans tous les autres cas, 2™ + 2 + 1
a un nombre impair de facteurs irréductibles sur Fs.

(a) n est pair et k est impair
Sin =2k
Dans ce cas, d = k , ky = 1, et ny = 2. En revenant a la formule
donnant le discriminant d’un trindme, on trouve :

D(f) = D(2®* 4+ 2% +1) = —(3k?)*

Sik=1[4]
Alors D(f) = 5k?* [8]. Mais comme k = 1 [4], k? = 1 [8] ce qui en-
traine que D(f) =5 [8] et montre donc que r =1 [2].
- Sik=3[4]
Alors D ( ) = 5k [8]. Mais comme k = 3 [4], k? = 1 [8]. Finalement,
D(f) =5 [8]. Ce qui montre de nouveau que r = 1 [2].

Sin#2ket % =34 [4]

Déja, ny > 2 . En effet, comme n est pair et k impair, n; est pair donc
différent de 1. Par ailleurs, si n; = 2, alors n = 2d. Mais comme k < n,
on a alors k1 = 1 et donc n = 2k, ce qui contredit les hypothéses de ce
cas. Par suite, n"* =0 [8].
ler cas: ki =1 [4]
Sid=1 [4]

[+ (1) (= )RR )
[—(n— )™ [8

D(f)

Il
—
I
—
S~—

[

Il
—
I
—_
S~—
M

Or,ny =4,6 [8] et d =1,5 [8]. On en déduit donc que :

Sini=4[8] , D(f)=-(4—k)3>k 8
Sini=61[8 , D(f)=(6-kk]I§]

Mais sous les conditions k1 = 1 [4] et d = 1 [4], alors nécéssaire-
ment, k = 1,5 [8]. Et, dans tous les cas, on trouve D(f) =5 [§], ce
qui montre que r est impair.
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- Sid=3[4]
Alors, D(f) = (-1) [—(n — k)™ ~1k]® . Mais, comme dans le
cas précedent, n; = 4,6 [8]. De plus, si ny = 4 [8], alors nécéssai-
rement n = 4 [8] et de méme, si n; = 6 [8] alors n; =2 [8]. On en
déduit donc que :

n(n—1)
2

Sing =418 , D(f)=—-(4—k)E®[§
Sini=6[8] , D(f)=(2—k)?>k*[§]

Mais une simple substitution en remarquant que sous ces conditions
k = 3,7 [8], fournit D(f) = 5 [8]. Ce qui démontre que r est impair.
2¢éme cas : kp = 3 [4]
- Sid=1 [4]
Alors D(f) = (=1)" = [~(n— k)™ —3k3] [4].

sing =2 [8], alors n =2 [8] et D(f) = (2 — k)*k® [§]
sing =4 [8], alorsn =4 [8] et D(f) = —(4 — k)k> [§]

Mais une fois de plus, sous les hypothéses de ce cas, k = 3,7 [8], et
on trouve de nouveau que D(f) =5 [8]. Ce qui permet de conclure
que 7 est impair.

- Sid=3[4]

De méme que précédemment, on trouve que :

sing =2 8], alors n =6 [8] et D(f) = (6 — k)k [8]
sing =4 [8], alorsn =4 [8] et D(f) = —(4 — k)°k [§]

Mais une fois de plus, sous les hypothéses de ce cas, k = 1,5 [8], et
on trouve de nouveau que D(f) =5 [8]. Ce qui permet de conclure
que 7 est, impair.

— (b) n est impair, k pair, k |/2n et n £ +3 [§]

Sous ces conditions, n = 1,7 [8]. De plus, si k1 | 2ny alors k | 2n, ce qui
contredit les hypothéses de ce cas. Par conséquent, k; |/2n;. Maintenant,
puisque k est pair et n impair, d est impair; donc k; est pair et puisque
k1 |/2n1, on en déduit que k; > 2.

Dans ces conditions k** = 0 [8] et donc D(f) = (—1)
pour n = 1,7 [8], on obtient D(f) =1 [8].

Ce qui permet de conclure que r = n [2], c’est-a-dire r est impair.

n(n—1)
2

n™ [8]. Mais

— (¢) n impair, k pair, k | 2n et n = 3,5 [§]
Commencons par montrer que k; = 2.
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Déja, s'il existe p premier distinct de 2 divisant k; , alors, comme kq | 214
et p # 2, p | ny et donc p | pged(ny, k1) = 1, ce qui est absurde. On en
déduit donc pour commencer que kq est une puissance de 2.

Maintenant comme n; est impair et que k1 | 2n1 nécessairement k; = 2.
Ainsi, k = 2d et n = n1d. On a donc :

D(f) = (1" [ 4 (=1 (0 — kym kg
n(n—1)

= O Y

— (_1)M ZC'L (d Z)TL1( k)i(nl—Z)in
=0

Mais ici, k est pair, donc si i > 2, k?* = 0 [8]. On en déduit donc Pexpres-
sion suivante :

D(f) = (~1)"5 [ + dn™ =D (n — k) =22 [8]
— lercas : d =1 [4]
Alors D(f) = (=1)*F 2 [n" + d(n — k)™ ~2k?] [8]
Sin=3][§
Dans ce cas, n; = 3 [4] et donc D(f) = —[3 +d(3 — k)k?] [8]. On a
alors,
d=1[8],alors k=2 [8],D(f) = -3+ (3—k)k*) =1 [§]
d=5[8],alors k=2 [8],D(f) = —(3+5(3 - k)k*) =1 [8]

Ce qui montre que r est impair.

Sin=5[§]
Dans ce cas, n; = 1 [4] et donc
D(f) = [5+d(5— k)K" 8]
= 5+44d° [8]

= 1 [8] (puisque =1 [8])

2éme cas : d = 3 [4]
Alors D(f) = (—1)"* 2 [n" + dn®" (n — k)™ ~2k2] [8]
- Sin=3][§

Dans ce cas, n; = 1 [4] et donc

D(f) —[3+3%d(3 — k)°k?] [8]
—(3+4d°) [8]
1 [8] (puisqu’on est dans le cas d = 3 [4]

Ce qui montre que r est impair.
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- Sin=5][g
Dans ce cas, n; = 3 [4] et donc

[5+d(5 — k)k*] [8]

5+ 4d® [8]
1 [8] (puisque d® = 3,7 [8])

D(f)

Ce qui montre de nouveau que r est impair.
Ceci achéve la démonstration du corollaire.

Corollaire 2.2.3 [40] Il n’existe pas de polynéome trindmial irréductible sur Fo
de degré n =0 [8].

Preuve :

En effet, si n est divisible par huit, d’apreés le dernier corollaire, cas (a), pour
tout entier k impair , on a n # 2k (car k est impair et n divisible par huit) et ”7’“
est divisible par 4. Ce qui montre que " 4+ z* + 1 a un nombre pair de facteurs
irréductibles, et donc est réductible.

De méme, si k est pair, alors " + 2% + 1 = (23 + T+ 1)? est réductible.

2.3 Existence de polyndmes pentané6miaux irré-
ductibles sur [y

La section précédente a montré qu’il n’était pas toujours possible de trouver
un trinémial irréductible sur Fy. On peut alors se demander ce qu’il en est pour
les pentanémiaux. La recherche sous Maple de pentanémiaux irréductibles de
degré n pour 4 < n < 10000 semble suggérer qu’il en existe toujours, mais cette
question reste ouverte. De plus, il est surprenant de constater que méme pour
les valeurs de n relativement élevées, I’expérience montre que ’on peut toujours
trouver f = 2" + 2% + 2® + 2¢ + 1 irréductible avec a < 60 (pour toutes les
valeurs considérées). Dans cette partie, on montre dans un premier temps qu’il
existe une infinité de pentanémiaux irréductibles en exhibant deux exmples de
familles infinies. Puis, dans un second temps, on montre que contrairement, aux
trindmiaux, on peut toujours trouver un pentanémial de degré n fixé ayant un
nombre impair de facteurs irréductibles. Enfin, pour terminer, on présente les
résultats de la recherche faite sous Maple qui nous a permis d’atteindre le record
actuel du pentanoémial de plus haut degré.

2.3.1 Famille de pentandémiaux irréductibles sur F,

Proposition 2.3.1 Les polyndmes 245" 435" 4225 125" 11 sont irréductibles
sur Fy pour tout entier k.
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Preuve :

Le polynéme cyclotomique Q5 = z* + 23 + 22 + x + 1 est irréductible sur
Fs (en appliquant le théoréme 1.2.3, 2 est primitif modulo 5). Ses racines sont
toutes d’ordre 5 exactement. En appliquant alors le théoréme 1.2.16 avec ¢ = 2,
P =Qs,n=4,t=5"et e =5, on déduit la proposition.

Proposition 2.3.2 Les polynémes 25-31" 331 4 02318 0318 4 gont irre-
ductibles sur Fo pour tout entier k.

Preuve : Comme dans le cas précédent, on applique le théoréme 1.2.16 avec
g=2,P=2>+23+22+x+1,n=>5,e=31,et t =31"

En utilisant ce procédé, il est aisé de construire des familles de pentanémiaux
irréductibles sur Fo. Mais cette méthode est trés limitée puisqu’elle ne donne
que des exemples et ne fournit pas de méthode générale pour construire un
pentanémial irréductible de degré donné. En revanche, elle permet tout de méme
d’exhiber des familles infinies de pentanémiaux irréductibles.

2.3.2 Application du théoréme de Swan au cas des penta-
némiaux

La situation est bien plus compliquée pour les pentanomiaux. En effet, une
des grandes applications du théoréme de Swan est de montrer que lorsque n est
divisible par 8, il n’existe pas de trindmial irréductible de degré n. Pour cela, on
montre en fait que tous les trindbmiaux de degré n ont un nombre pair de facteurs
irréductibles. Cette méthode ne marche pas pour les pentandémiaux comme le
montre la proposition suivante :

Proposition 2.3.3 Pour tout entier n supérieur ou égal a 33, il existe au moins
un pentandmial de degré n ayant un nombre impair de facteurs irréductibles.

Preuve :
Dans ce qui suit, r désignera toujours le nombre de facteurs irréductibles du
polynoéme considéré sur Fs.

—- Sin=41 8§
On consideére f(z) = 2" + 232 + 216 4+ 28 + 1. Alors f/(z) = nz" 1. On
en déduit donc que : D(f) = (—1)%71" = 1 [8]. Ce qui entraine que
r=n=1][8§]
Sin=43[§

On considére f(z) = 2™ + 2”72 + 216 + 2% + 1. On en déduit 'expres-

sion suivante, D(f) = (—1)%n”f(,/2_7")f(—,/2_7"). Ce qui conduit

a Pexpression suivante :

D(f) = —2-n)"—-2n2-n)""!—n?2—-n)""?
+nn716(2 _ n)lG + 2nn712(2 _ n)12 + 3nn78(2 _ Tl)8
+2n" 42 —n)* + 0"

On conclut alors que pour n = +£3 [8], D(f) =1 [8], et le résultat.
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- Sin=0 g
On considére flx)=a"+2" 1 +2" 2+ 2%+1. On a sous ces conditions,
(

f'(x) = 2" *((n — 1)2% + n — 3). Ce qui conduit & I'expression suivante :
D(f) = ( 1)nf(\/ ) f(—y/2=2). Soit encore,
D(f) = —-(n-1)@B-n)""=2(n-1*B-n)""?
—(n=1)°B —n)"7? +2(n - )n(i:?)%s
20— 120 o -1 20y
Hn =" CZEP g 1) (3

(’expression précédente a un sens puisque n — 1 est inversible modulo 8,
puisqu’il vaut —1).

En substituant, on obtient D(f) =5 [8]. Ce qui montre que r # n [2], et
donc que f a un nombre impair de facteurs irréductibles.

- Sin=2][g
On considére alors f(x) = 2™ + 2" 1 + 2772 4+ 28 + 1. On a alors suc-
cessivement f'(z) = na""' 4+ (n — 1)2""2 et D(f) = —n"f(=2). Soit
encore,

D(f)=- ((1 —n)"+n(l—n)""t 021 —n)" 2" 81 —n)® + n")

Ce qui conduit en remplagant par la valeur de n modulo 8 & D(f) =5 [8].
D’oit le résultat.

Sin=4[§

On pose alors f(z) = 2™ + 2"~ 1 + 2"~* + 28 + 1. On conclut alors de la
méme fagon que dans le cas précédent.

Sin=6 [g

On pose alors f(z) = 2™ + 2"t + 2" % + 28 4+ 1. On conclut alors de la
méme facon que dans le cas précédent.

Corollaire 2.3.4 Pour tout entier n > 4, il existe au moins un pentanémial de
degré n ayant un nombre impair de facteur irréductible sur Fs.

Preuve :

Si n > 33, c’est la proposition précédente. Les autres cas sont traités ex-
plicitement dans la table (qui donne mieux puisqu’elle fournit un pentanémial
irréductible).

2.3.3 Conjecture sur les pentanémiaux

La question de savoir s’il existe toujours un pentandmial irréductible de
degré donné est encore ouverte. Une recherche par ordinateur faite sous Maple
puis NTL fournit une indication quant a la réponse. En effet, pour 4 < n <
18000, cette recherche a montré que ’on peut toujours en trouver un, avec une
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premiére puissance z® relativement faible (moins de 60 pour toutes les valeurs
de n testées).

A titre d’exemple, les calculs ont montré que les polynomes suivants sont
irréductibles sur Fo : 29094 4+ 250 4 218 4 217 4+ 1, 28123 4 247 4 222 4 218 4 1,
29083 | 46 4 03T 4 21 4 g 9472 4 045 4 40 4 05 4 | bhour ceux ayant les
puissances parmi les plus élevées et 28226 425 422 4241, 28207 425 42t 4241,
29992 Lo Lot 4+ 22 + 1, 290 + 2% + 2% + 2 + 1 sont parmi ceux qui ont les
puissances les moins élevées.

En fait, la liste que nous avons calculé grace & 1’aide trés précieuse de Gé-
rard Vinel établit le record actuel. Cette liste est disponible a ’adresse internet
suivante : http ://fr.briefcase.yahoo.com/a_gewirtz.

En ce qui concerne la recherche informatique, pour les degrés n < 5000, les
calculs ont été faits sous Maple. Le calcul de 50 pentanémiaux prenaient en
moyenne quelques heures pour les petits degrés, 1 & 2 jours pour des degrés
moyens (aux environs de 2000) puis 2 a 4 jours pour les degrés aux environs de
4000 (les moyennes ici ne sont pas précises et ne sont que des estimations).

En revanche, avec la programmation en C++ avec les bibliothéques GMP
et NTL (developpé par Shoup), la recherche a été beaucoup plus efficace. Afin
de déterminer une moyenne précise, nous avons effectué 50 fois la recherche de
50 pentanémiaux irréductibles et relevé les temps de calculs a chaque fois. Voici
les moyennes observées en fonction des degrés n :

— pour 5000 < n < 5050, le temps moyen observé est de 112 unités,

pour 10000 < n < 10050, le temps moyen observé est de 3332 unités,
et enfin pour n de l'ordre de 15000, le temps moyen observé est de 6000
unités.

En ce qui concerne les ressources informatiques, les calculs ont été effectué sur
plusieurs ordinateurs & la fois, chacun cherchant une liste donnée (par exemple
de 5000 a 6000). Sous Maple, nous avons utilisé cinq ordinateurs, qui chacun
travaillait par groupe de 50 degrés. Sous NTL, a partir de 10000, nous avons
utilisé un seul ordinateur, une machine biprocesseur Xeon a 2Ghz avec 2Go de
Ram. Les programmes utilisés sont eux aussi disponibles & l'adresse internet
précédente.

Au vu des résultats des calculs informatiques, il est raisonable d’énoncer la
conjecture suivante :

Conjecture 2.3.5 Pour tout entier n > 4, il existe un pentandmial irréductible
sur Fy de degré n.

Du point de vue de la cryptologie, il est plus intéressant d’avoir des trino-
miaux. On peut également citer une conjecture plus faible :

Conjecture 2.3.6 Pour tout n > 3, il existe un trindmial ou un pentandmial
de degré n irréductible sur Fo.
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Chapitre 3

Généralités sur les modules
elliptiques de Drinfeld

3.1 Analyse non-archimédienne et polyndmes ad-
ditifs sur F,

Il existe deux descriptions équivalentes des modules de Drinfeld : une des-
cription algébrique et une définition analytique. Avant de pouvoir donner la des-
cription analytique, il est nécessaire d’introduire un certain nombre de notions
d’analyse non-archimédienne. Dans ce paragraphe, on rappelle d'une part les ré-
sultats d’analyse non-archimédienne dont on aura besoin au paragraphe suivant,
notamment le théoréme de factorisation des fonctions entiéres, et d’autre part,
on rappelle également les caractérisations des polynémes additifs et F,-linéaire.

3.1.1 Série entiére et rayon de convergence

Proposition 3.1.1 [14] Soit K un corps complet pour une valuation v. Soit K
une cloture algébrique fizée de K muni du prolongement canonique de v encore

noté v. Soit K le complété de K pour v. Alors K est algébriquement clos.
Remarque 3.1.2 On rappelle que si (K,v) est complet pour une valuation v,

alors la série de terme général a, converge si et seulement si a, converge vers

0.

Remarque 3.1.3 Dans tout ce qui suit, on supposera donc (K,v) complet et
algébriquement clos.

Définition 3.1.4 /38, p.283] Soit f(x) = >, <, anx™ une série formelle sur
K. On définit le rayon de convergence de f par :

e v(an)
p(f)——hmlnf—n
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Proposition 3.1.5 [38, p.284] [14] Soit f une série formelle a coefficient dans
K, de rayon de convergence p(f). Soit x € K, alors :
- (i) Siv(z) > p(f), f converge en x.
(17) Siv(x) < p(f), alors f diverge en x.

Remarque 3.1.6 On dit que f converge en x si la série de terme général a,x™
converge. Sinon on dit que [ diverge en x.

Preuve :
(z) On suppose v(z) < p(f) (en particulier, on suppose p(f) # —oc). On a
alors :
v(an)
n

v(a,z™) =n( +v(x))

Mais comme v(z) < p(f), il existe une infinité d’indices n pour lesquels @ +
v(z) < 0. En particulier, a, 2" ne converge pas vers zéro. D’aprés la remarque
qui précéde, on en déduit que f ne converge pas au point .

(%) Supposons a présent v(z) > p(f) (en particulier, on suppose que p(f) #

+00). Posons € = M (e > 0). Il existe un entier ng tel que pour tout

n>ng, —€< inkan(@ + p(f)) < €. Pour un tel ng, on en déduit que :

v(z) = p(f)

VY > ng,v(ax™) >n 5

Par suite, a,2™ converge vers zéro et f converge en x. Ce qui achéve la démons-
tration de la proposition.

3.1.2 Fonctions entiéres et théoréme de factorisation

Définition 3.1.7 [38, p.291] Soit f une série formelle de rayon de convergence
p(f) < 4o0. Pour r €]p(f), +oo[, on pose A.(f) = infpen(v(an) + nr).

On dit que r est régulier si la borne inférieure définissant A,.(f) est atteinte
pour un unique entier n.

On dit que r est critique si cette borne inférieure est atteinte pour au moins
deuz indices distincts.

Remarque 3.1.8 La borne inférieure est bien atteinte. En effet, comme r >
p(f), d’aprés ce qui précéde, v(ay,) + nr tend vers +00. On est donc ramené a
la borne inférieure d’un ensemble fini.

Proposition 3.1.9 [38, p.292] Avec les notations précédentes, on désigne par
A la fonction qui a v > p(f) associe le réel A.(f). Alors :
— (i) A est une fonction croissante continue.
— (@) Pour tout v > p(f), f a au plus un nombre fini de rayons critiques
strictement plus grands que r.
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Preuve :

(1) Le fait que A soit croissante est évident. En ce qui concerne la conti-
nuité, soit r > p(f) fixé et p(f) < r’ < r. A partir d’un certain rang, tous les
termes v(ay,) + nr’ sont strictement plus grands que v(ag). Par suite, A;(f) =
info<n<n(v(an)+ns) pour tout s >’ (NN étant un entier ne dépendant pas de
s). Soit € > 0. Par continuité de chaque fonction f,,(s) = v(a,)+ns (0 <n < N),
on en déduit Pexistence d’un réel § tel que pour tout s €|r — 4, + §[, pour tout
entier 0 < n,k <N,

—e <v(ap)+ns— (v(ax) + kr) <e

Ce qui montre que A est continue en 7.

(13) Soit r > p(f). Alors a,r™ converge vers zéro. Par suite, il existe n € N
A.(f) = v(an) + nr. Soit s > r fixé et N > n, on a alors : v(ay) + Nr >
v(an)+nr. On en déduit donc que v(ay)—v(ay)+ (N —n)r > 0. En particulier,
on obtient que :

VN >n, vian) + Ns > v(an) +ns

Par suite, a r fixé et s > r fixé, seuls les termes de la forme v(ay) + ks , k <n
peuvent étre égaux. Ainsi les rayons critiques s > r sont, parmi les solutions des
équations (j —i)s = v(a;) —v(a;) pour 0 <i,j <n, i # j. Ce qui montre bien
que f a au plus un nombre fini de rayons critiques strictement plus grands que
r et achéve la preuve de la proposition.

Proposition 3.1.10 Siv(x) > p(f) et f(x) = 0 pour une série formelle f non
identiquement nulle, alors r = v(x) est un rayon critique de f.

Preuve :
Supposons que r ne soit pas un rayon critique. Alors r est régulier. Par suite,
il existe un unique entier n tel que :

érelg(u(ak +kr)) =v(a,) +nr
Mais alors, comme chaque terme axz® a une valuation strictement supérieure &
celle de a,z™ pour k distinct de n, il s’ensuit que v(f(x)) = v(a, + nr). Mais
x étant un zéro de f, on en déduit que v(a,) = 400, c’est-a-dire, a,, = 0. Par
suite, ap = 0 pour tout entier k et f est identiquement nulle.

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Corollaire 3.1.11 [38, p.307] [14] Considérons [ une série formelle de rayon
de convergence p(f) < 400 et non identiquement nulle. Alors [ a un nombre
fini de zéro dans tout disque fermé {v > r} avec r > p(f).

Preuve :

D’apreés la proposition précédente, si x est un zéro de f, alors r = v(z) est un
rayon critique. Mais on a vu que f a un nombre au plus fini de rayons critiques
strictement plus grands que r > p(f) fixé.
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Proposition 3.1.12 [38, p.807] Soient r5 < ro < ri trois rayons critiques
consécutifs pour f. Désignons par « le plus petit entier n tel que la borne infé-
rieure de A,,(f) soit atteinte et (3 le plus grand. Alors :

v(f(x))

viag) +av(z) sirg <v(r) <r
viag) + Br(z) sirs <v(z) <rg

Preuve :

Soit x € K tel que ry < v(z) < ry. Il existe un entier ng tel que pour tout
n > ng, v(an) +ns > v(ag) pour tout réel s > 7o (si ap est nul on prend le
plus petit entier tel que a; est non nul et le résultat reste vrai). On en déduit
que pour s > 7o, la borne inférieure de As(f) est atteinte pour un entier n plus
petit que nyg.

Comme r est régulier, il existe un unique entier k (inférieur ou égal a ng
d’apreés ce qui précede), tel que la borne inférieure de A,.(f) soit atteinte. Pour
un tel k, considérons I'ensemble suivant :

0= () {s€lanlfuls) > fils)}

0<n<ng,n#k

ou f, désigne la fonction qui a s associe v(a,) + ns.

Comme chaque f,, est continue, il s’ensuit que O est ouvert non vide (contient
7). De plus, il est clairement convexe ; par suite, O =]a, b[ pour ro < a < b < 7rq.
Montrons alors que a et b sont des rayons critiques.

En effet, comme a ¢ O, il existe un entier n tel que f,(a) < fr(a). Supposons
que fp(a) < fr(a). Par continuité de ces deux fonctions, il existe un réel € > 0
tel que pour tout o’ €]a,a+e¢|, fn(a’) < fr(a’). Ce qui contredit le fait que a est
la borne inférieure de O. Par conséquent, f,(a) = fr(a). De plus, pour p # k,
p < ny, si fp(a) < fu(a) = fr(a), de la méme fagon que précédemment, on en
déduit que a n’est pas la borne inférieure de O. Par suite, f,(a) > fn.(a) = fr(a).
Ceci montre que A,(f) = fn(a) = fr(a) et donc que a est un rayon critique.

Un raisonnement, analogue démontre de méme que b est un rayon critique.
On en déduit alors que a = ro et b = ry.

Mais au voisinage (& droite) de ro, on a f,(ry) < fa(ry) pour tout entier
n. Par suite, £k = « ce qui démontre le premier cas.

La démonstration du deuxiéme cas est identique. Ceci achéve la preuve de
la proposition.

On est alors en mesure de démontré la réciproque de la proposition 3.1.10 :
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Théoréme 3.1.13 [38, p.307] Si r est un rayon critique pour f alors f a un
zéro sur la spheére {v =r}.

Preuve :

Tout d’abord, désignons comme précédemment par « le plus petit entier tel
que la borne inférieure A,.(f) soit atteinte et par 3 le plus grand.

Comme v est surjective, il existe a € K tel que v(a) = r. Posons alors
fa(x) = f(ax) pour v(x) > p(f) — r. Alors f, a un rayon critique en s = 0. On
se raméne donc au cas ot r = 0. On a alors Ao(f) = v(as) = v(ag) (ce qui
entraine que a, est non nul). Quitte & diviser f par a,, on peut supposer que
v(aq) = v(ag) = 0. Enfin, quitte & multiplier f par un inversible de O, (anneau
de valuation associé & v), on peut supposer que a, = 1.

Ainsi, on se raméne au cas ou r = 0 est un rayon critique pour f (donc
f€0,[X]]), an =1, v(as) = v(ag) = 0. En particulier, (1) =0 > p(f), donc
f converge en 1, ce qui implique que a,, converge vers 0.

Etape 1 : troncature
Pour tout entier 7 > 0, on pose :

P = Zanx”

n<T
n>t
donc f = Pr+g,

En particulier, si 7 > 8, Ao(g9-) = inf,s-(v(ayn)) > 0 = Ao(f) = Ao(Pr).
Par continuité de A(f), A(g,) :

I >0, (|7 r< € = Ar(gr) > Ao(f))

De plus, comme les rayons critiques de f et g, sont en nombre fini dans toute
boule de rayon strictement plus grand que leur ordre de convergence respectif,
on en déduit I'existence de 0 < ¢ < ¢’ tel que f et g, n’aient pas de rayons
critique autre que r = 0 dans l'intervalle I =| — ¢”, €”[. Alors :

Ve e K,v(x) € I,v(g-(z)) > v(f(z))

Par suite, v(f(z)) = v(P-(x)) pour les  considérés ci-dessus.
Soit maintenant 7 > (3 tel que a, # 0 (possible car a,, converge vers zéro).
On a alors deg(P;) = 7. Mais K étant supposé algébriquement clos, on a :

PT:CLTH(X_O

3

Considérons alors les trois ensembles suivants :
— A = A, l'ensemble des racines £ de P, vérifiant v(£) > 0.
— A" = A’ I'ensemble des racines ¢ de P, vérifiant v(§) = 0.
A = A, 'ensemble des racines £ de P, de valuation strictement négatives.
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Soit alors e = inf(e”, v(xi), —v(£)) (la borne inférieure étant prise pour les £
racines de P, de valuation non nulle. Désignons par J l'intervalle réel centré en
0 de rayon € et dressons le tableau donnant la valuation de x — £ selon les cas
possibles :

A A N
—e<v(z) <0 | v(z) v(z) v(§)
v(z) =0 0 vz —¢§) | v(§)
0<v(z)<e |v(x) 0 v(§)

On en déduit alors :

v(Pr(z)) = via)+ | A|v(z)+ Z v(€) pour v(x) € J*
£en

= via)+ | A v(z)+ Z v(&)+ | A v(z) pour v(z) € J~
gen

ot J* (respectivement J~) désigne l'intervalle J NR™* (resp. JNR™*).
Or, d’apreés la proposition 3.1.12; on dispose également des relations sui-
vantes :

v(f(z)) = av(z) pour 0 <v(z)<e
= fv(z) pour —e<v(z)<0

En comparant les résultats trouvés, sachant que Pr(z) et f(x) ont méme
valuation pour x € J, on en déduit successivement que :

a = |A|
vlaz)+ Dy v(§ = 0
gen’
d=|A| = f—-a
v(P-(x)) = Z v(z — &) pour v(z) =0
£eA

On remarque que le cardinal de A ainsi que celui de A ne dépend pas de
I’entier 7.

Etape 2 : convergence de la méthode

Si f est un polynéme, pour un entier 7, on a f = P,. Comme 6 > 0, on
en déduit que f a une racine dans la sphére de rayon R = 0 et le théoréme est
démontré.

Si f n’est pas un polynome, il existe 7/ > 7 tel que P,r = P, + aT/xT/ ol
ar #0. On a alors pour tout x € K vérifiant v(z) =0 :

v(Po(@) = Y v(z—¢)

geEN,,
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En particulier, pour x = £ une racine de P, dans A, on obtient :

SNue-¢€) = v(Pr()+arg)

gren’

= v(a.) (car v(£) =0)
Par suite, il existe au moins un &’ € A’ vérifiant :

v(ar)

v(E —¢) > 5

On construit ainsi par récurrence une suite croissante 7, et une suite A,, C
{z € K,v(z) = 0} ainsi qu’une suite &, vérifiant :
vneN, g, €A,

Vn €N, v(Enpr — &) > Lommsr)

Mais comme a,, converge vers zéro, il s’ensuit que la suite (£,,+1—&,) converge
également vers zéro. Par suite, (§,,) converge. Soit £ sa limite. Alors v(§) = 0
car Of = {z € K,v(z) = 0} est fermé.

De plus par construction,

&) = Y ag,
i>Tn
v(f(&n)) = inf (v(as))
1>Tn
Comme a,, converge vers zéro, il s’ensuit que f(§,) converge vers zéro. Par
continuité de f en £, on en déduit alors que :
SO =/(1m &)= lim f(§)=0
n—-+4o0o n—-—4o00
Ce qui démontre que f a un zéro dans la sphére de rayon R = 0 et achéve la
démonstration du théoréme.

Définition 3.1.14 [14] Une série formelle f(x) = >, <, anx™ est dite entiére
sur K si p(f) = —oc. -

Proposition 3.1.15 [14] Soit f une fonction entiére sur K n’ayant pas de
zéros. Alors f est constante.

Preuve :

Si f ne s’annule pas sur K, alors ag = f(0) # 0 et f(x) est de valuation
égale & v(ap) jusqu’au premier rayon critique d’aprés la proposition 3.1.12. Mais
d’apres le théoréme précédent, si f a un rayon critique r > p(f) alors f a
un zéro dans la sphére. Par suite, f n’a pas de rayon critique. Il s’ensuit que
v(f(z)) = v(ap) pour tout z € K.

Mais alors, pour tout entier n > 0 fixé et tout élément x de K, on a v(a,,) +
nv(x) > v(ag). En faisant tendre v(x) vers —oo (ce qui est possible car p(f) =
—00) on en déduit que a,, est nul. Ce qui montre que f est constante.
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Corollaire 3.1.16 [33, 14] Toute fonction entiére non constante sur K est
surjective.

Preuve :
Soit @ € K. On applique le théoréme précédent a la fonction f — a qui reste
entiere sur K.

Théoréme 3.1.17 [14] Soit f une fonction entiére sur K et soit (A, )nen ses
racines non nulles dans K. Alors

(1) limy,— oo (Ay) = —00

(2) f(z) = ca" [[50(1 — 5=) ot ¢ est une constante non nulle de K et n

est ordre de f en 0.

Réciproquement, si (\,) vérifie la condition (1) précédente et ¢ € K \ {0},

alors le produit infini précédent est convergent pour tout x € K et définit une
fonction entiére.

Corollaire 3.1.18 Deuz fonctions entiéres ayant les mémes zéros (avec méme
multiplicité) sont proportionnelles.

3.1.3 Caractérisation des polynémes additifs et linéaires

Soit k un corps de caractéristique p et k une cloture algébrique fixée de k.

Définition 3.1.19 [14] Soit P € k[X]. P est dit :
- additif sur k siVa,y € k, P(x +y) = P(z) + P(y)
absolument additif si P est additif sur k

Remarque 3.1.20 — L’ensemble des polyndomes additifs est un k espace
vectoriel stable par composition
Soit T = xP. Alors T est absolument additif

Définition 3.1.21 [14] On désigne par k{r} le sous-espace de k[x] engendré
par les (7", n € N*).

D’aprés la remarque précédente, k{7} est un anneau pour la composition
non commutatif si £ # F,, puisqu'’il vérifie :

Va € k,Ta = oP1

On a vu que tout élément de k{7} est additif et méme absolument additif.

La réciproque, a savoir qu’un polynome additif est un élément de k{7} n’est
pas toujours vraie comme le montre ’exemple suivant :

k=TFset P(x) =2+ (2° —2)? = 25 + 2% + 2% + 2. P est additif puisque si
a € k, P(a) = a alors que P ¢ k{7}.

En revanche, si k est infini, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.1.22 [12] Soit k un corps infini de caractérisique p. Alors un
polynome P € k[X] est additif si et seulement si P € k{7}.

Preuve :

Il reste uniquement le sens direct. Supposons donc P additif et montrons
que P € k{7}.

Tout d’abord, si a € k, alors le polynéme P(x + a) — P(z) — P(a) a une
infinité de racines (puisque & est infini), donc est nul. En calculant sa dérivée
en 0, on obtient :

P'(a) = P'(0)

Ce qui montre que P’ est constant. Notons P’ = c. Il s’ensuit que P s’écrit sous
la forme :

P(z) =cx+ Z a;x™
i=1

oun; =0 [p|.

On écrit alors P(z) = Py(x) + Pi(x) ou Py € k{7}. Pi est la somme des
monoémes a;x™ avec n; divisible par un nombre premier distinct de p qui appa-
raissent dans I’écriture de P. Il s’agit donc de montrer que P, = 0. On remarque
alors pour commencer que P; est également additif. De plus, 7 € Aut(k). Soit
p¢ la plus grande puissance de p qui divise tous les n; et Py(z) = P; (;zc)r'Lc
Maintenant, il est clair que 77! est encore additif, ce qui montre que P est lui
aussi additif. D’aprés ce qui précéde, on a donc Pj = 0. Mais par construction,
ceci n’est, possible que si P est identiquement nul, ce qui achéve la preuve.

On peut aussi caractériser les polynémes additifs en fonction de leur racines :

Théoréme 3.1.23 [1/] On suppose k algébriquement clos. Soit P € k[z] un
polynome séparable et soit W = {wn,...,w,} Ck ses racines.
Alors P est additif si et seulement si W est un sous-groupe de (k,+)

Preuve :

Il est clair que si P est additif, alors W est un sous-groupe. Il s’agit donc
de démontrer la réciproque. On suppose donc que W est un sous-groupe et
montrons que P(z) = [[;_, (z — w;) est additif.

Pour commencer, on constate que si w € W, P(z +w) = P(z). Maintenant,
soit y € k et H(z) = P(x +y) — P(x) — P(y). Il est alors facile de voir que
pour tout w € W, H(w) = 0. Comme deg H < deg P = n, on en déduit que
H(z)=0.

Maintenant, si F(y) = P(x +y) — P(z) — P(y) € klz]ly] = k[z,y] alors
d’aprés ce qui précéde, tout élément de k est racine de F. Comme k est infini,
on conclut que F' = 0 et le résultat.

Corollaire 3.1.24 [1}] Sous les conditions du théoréme précédent, P est F,-
linéaire si et seulement si W est un Fg-espace vectoriel.
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3.2 Définition algébrique et analytique des mo-
dules de Drinfeld

Dans les paragraphes qui suivent, on adopte les notations suivantes : p est
un nombre premier, ¢ une puissance de p. On considére A = F,[T], K = F(T),

Ko = F,((T71)) (la complétion de K & l'infini) et Q = K, la complétion
d’une cloture algébrique fixée de K.

3.2.1 Définition algébrique

Soit 7 I’endomorphisme de Frobienus défini sur Q par 7(x) = z%. On consi-
dére I’anneau non commutatif Q{7} (la régle de commutation étant donnée par
Tr = 2i7).

Définition 3.2.1 On appelle module de Drinfeld (voir [33]; pour une définition
plus générale, voir [5, 16]) de rang v sur ) toute application ¢ de A dans Q{7}
vérifiant les conditions suivantes :
(1) @ est un morphisme d’anneaux
(i) degrp(T) = 7
- (i1i) Dp(T)(z) =Tz ot Dy, (z) désigne la partie linéaire

Remarque 3.2.2 La définition méme de ¢ entraine d’une part que pour tout
élément a de A, deg,(po) =1 deg(a) et d’autre part que ¢ est Fy-linéaire.

Remarque 3.2.3 Soit f =" ja;7" € Q{r}.

— Alors f agit Fq-linéairement sur  de maniére naturelle, i.e. f(z) =
S ait(2) = Y yaiz? . Dans toute la suite, f(2) désignera ’élément
précédent.

— Le polynome o (z) est séparable de degré g 4e9(@) des que a est non nul.
@ est une application injective.

En effet, on constate que | a |,= deg.(pq(z)) est une valeur absolue sur A
équivalente a la place a linfini. On peut d’ailleurs montrer que | a |,=| a |%.
Dans le cas plus général, consulter [5, 10, 37].

3.2.2 Deéfinition analytique

Dans le cas des courbes elliptiques, le théoréme d’uniformisation de Riemann
établit une correspondance entre courbes elliptiques sur C et réseaux de C. Le
cas des modules de Drinfeld est tout & fait analogue :

Théoréme 3.2.4 (Drinfeld) [14, 33] Soit ¢ un module de Drinfeld de rang r.
Alors :
(1) Il eziste une unique fonction entiére sur Q e(z) = Y., soan2? avec
ap =1 telle que Va € A,Vz € Q,e(az) = @q(e(z)).
- (2) A = Ker(e) = {z € Q,e(z) = 0} est un A-module libre de rang r et
discret.
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Réciproquement, & tout A-réseau de € on peut associer un module de Drin-
feld :

Théoréme 3.2.5 (Drinfeld) [14, 33] Soit A un sous-A-module libre de rang r
discret de Q. Alors :
(1) L’application ey de Q@ dans Q définie par ex(2) = 2 [ ep (03 (1 — 2)
définit une fonction entiére Fq-linéaire sur €.

(i1) Va € A, ex(az) = ae(2) [Iozaea-1a/a (1 - :AA—((Z)))
(¢43) Pour tout a € A, il existe un unique polynome Fq-linéaire @, tel que
Vz € Q,en(az) = pa(ea(z))

— (iv) L’application ¢ qui ¢ un élément a € A associe le polynéme @, est
un module de Drinfeld de rang r.

La fonction ep est ’analogue de la fonction p de Weierstrass.

3.2.3 Torsion des modules de Drinfeld

La description analytique des modules de Drinfeld permet d’établir un co-
rollaire trés important quant & la structure des points de torsion. En effet, si
a € A non constant est donné, on s’intéresse aux points de a-torsion 4, c’est-
a-dire aux éléments z de Q vérifiant p,(z) = 0. Cet ensemble n’est autre que les
racines du polynéme F-linéaire et séparable ¢, et est donc de cardinal ¢4 @,
En adoptant la description analytique, considérons le réseau A et la fonction e
associée par le théoréme 3.2.4. On a e(az) = @q(e(z)) et par suite, les points de
a-torsion sont isomorphe au quotient de a~'A par A ; d’oit le corollaire :

Corollaire 3.2.6 [14] Sia € A\ {0}, alors E, = kerp, est un A/(a)-module
libre de rang r .

3.3 Analogies avec les courbes elliptiques

Dans les paragraphes précédents, on a rappelé les résultats fondamentaux sur
les modules de Drinfeld, notant au passage de fortes analogies avec les courbes
elliptiques. En fait, les modules de Drinfeld jouent le role des courbes elliptiques
dans le cadre des corps de fonctions algébriques. Dans cette section, on com-
mence par mettre en évidence ces analogies, puis on étudie les propriétés des
isogénies pour aboutir aux résultats profonds de Gekeler [10], et Potémine [37].

3.3.1 Structure des points de torsion

Dans le cas des courbes elliptiques, la description analytique en terme de
réseau permet d’établir que si n € N* est donné, alors le sous-groupe E(C)[n]
des points de n-torsion est isomorphe & Z/nZ x Z/nZ, c’est-a-dire que E(C)[n]
est un Z/nZ-module libre de rang 2. Le paragraghe 4.2.3 établit un résultat
tout a fait analogue, puisque les points de a-torsion forment pour leur part un
A/(a)-module libre de rang r.
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3.3.2 Isogénies

Dans le cas des courbes elliptiques, I’anneau des endomorphismes d’une
courbe elliptique contient beaucoup d’informations importantes. Le cas des mo-
dules de Drinfeld est tout & fait analogue. Dans ce paragraphe, on définit les
isogénies et on établit les propriétés remarquables.

Soit k un corps sur A, c’est-a-dire un corps muni d’un morphisme de structure
v:A—k.

Définition 3.3.1 Le noyau de v est appelé la A-caractéristique de k et notée
Cara(k). On écrit Car (k) = oo lorsque ~y est injectif.

Dans ce paragraphe et les suivants, on aura besoin d’une définition un peu
plus générale des modules de Drinfeld (voir [5, 10] par exemple) :

Définition 3.3.2 Un morphisme d’anneaur A — k{r} est appelé module de
Drinfeld de rang r si pour tout a € A, deg,(ps) =1 deg(a) et Dpg = v(a).

Définition 3.3.3 Soit @, deux modules de Drinfeld a coefficients dans k.
— Un morphisme de ¢ dans ¢ est un élément u € k{7} vérifiant pour tout
a € A, upg = Pau.
Un endomorphisme de @ est un morphisme de ¢ dans .
Une isogénie est un endomorphisme non nul.
— La hauteur d’une isogénie u, notée ht(u), est l'unique entier tel que u =
MW avec ug séparable (i.e. Dug #0).

Exemple 3 Un cas typique est lorsque l'on prend ~ la réduction modulo f.
Alors @ = 799 1 est une isogénie de hauteur ht(®y) = deg f.

On peut alors caractériser les isogénies dans les deux cas suivants :

Théoréme 3.3.4 Soit k un corps qui est soit de A-caractéristique oo, soit une
extension finie de F, et u € k{r}. Alors u est une isogénie entre deur modules
de Drinfeld ¢ et ¢’ a coefficients dans k si et seulement si :
~ (i) Ker(us) est un sous-A-module fini de k.
— (it) ht(u) = 0 st Cara(k) = oo, et d, | ht(u) si Cara(k) =p ou l'on a
posé d, = [F, : Fy.

Preuve :
Si ¢'u = uyp, alors la comparaison des parties linéaires montre que pour tout
ac€ A, v(a)= ’y(a)qht(u). Ceci implique que :
(2) ht(u) =0 si Cara(k) = oo , car alors y(A) est infini.
(1) Sinon, v(A) = A/p C Fnew (c’est un sous corps fixé par 7"*(W). On
conclut en regardant les degrés.
Réciproquement, on considére le corps de fractions k(7), vu comme sous
corps non commutatif de k((771)). On remarque alors que d’une part, si u =
alors Lpbgpa(p;l = , puisque 'image de ¢ est commutative et d’autre part que

64



—ht(u) _ SOght(u)

si = 7MW phtw g, 7 définit un autre module de Drinfeld ¢’

ht(u)

sur k puisque y(a) = y(a)?
Pour traiter le cas général, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.3.5 Pour tout polynéme unitaire séparable u € k{r} tel que H =
Ker(u)(k) est un sous-A-module, alors il existe un module de Drinfeld ¢’ sur k
vérifiant ©'u = up.

Preuve du lemme :

On distingue deux cas :

— Premier cas : a ¢ p
Alors ¢, et u sont tous deux séparables et H' = Ker(up,) = ¢, '(H) D H
puisque H est un sous-A-module. De plus, | H' |=| H | xdeg.(p,). En
posant alors u(H') = H” ~ H'/H et

A =qt: I (1-7)

leH'"\{0}

Ceci définit un élément ¢/, € k{7} N k(7) = k{r} qui vérifie up, = ¢lu
(ces deux polynomes ont les mémes racines et méme terme constant). On
remarque alors que ceci définit bien un morphisme d’anneaux.

— Deuxiéme cas : a € p
On écrit alors a = 1+ (a — 1) avec (a — 1) ¢ p et on applique le premier
cas.

Ce qui achéve la preuve du lemme.

Corollaire 3.3.6 Si ¢ et ¢ sont isogénes, alors ils ont le méme rang.

Preuve :
11 suffit de comparer les degrés des polyndmes dans 1’égalité upr = ru.

De méme que pour les courbes elliptiques, on dispose de résultats sur la
structure des endomorphismes d’un module de Drinfeld :

Théoréme 3.3.7 [10] Soit b un module de Drinfeld sur un corps algébrique-
ment clos k de rang r. Alors
— (1) End(y) est un A-module libre de rang < r?.
- (2) End(y) ®a Koo est un corps, et il existe une inclusion de End(1)
comme un sous-A-module discret dans cet espace vectoriel normé sur K.

3.3.3 Théoréme de Potemine : analogue de Hasse

Dans ce paragraphe, on rappelle le théoréme de Potemine qui est I’analogue
du théoréme de Hasse pour les courbes elliptiques. Avant de I’énoncer, on rap-
pelle le cadre et les résultats nécéssaires a la preuve.

On considére un module de Drinfeld ¢ : A — k{7}, ot p = Cara(k) est un
idéal maximal de A, k étant une extension finie du corps fini A/(p). On pose
alors k() = Frac(k{r}) C k((r=')) (corps gauche).
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On utilisera les extensions suivantes : F, C F, = A/(p) C k, [k : Fp] = m,
[Fp : Fg] = d (on a donc | k |[= ¢" avec n = md). On pose alors & = 7", et on
remarque que ® commute avec k{7} et que ® € End(p).

Proposition 3.3.8 [10] Soit E un corps commutatif intermédiaire Fo(®) C
E C k(7). Alors il existe une seule place de E au dessus des places ® = 0 et
® = 0.

Soit q une place de A. On considére A, le localisé de A en q, 7 une uni-
formisante, A, la complétion de A en q, Ky = Frac(A4,) et enfin, le A-module
discrét (qui est également un A;-module) :

K/A(q) = Up>1m ™ "Ag) [A(q) = Kq/Aq

Définition 3.3.9 On considére une place q # p = Cara(k). En notant ,o(L)
les points de a-torsion qui sont dans L, on définit :

- (a)
g =lim qnp(k) = (lim A/q")" = (limq =" /A)" = (Kq/Aq)"

C’est un A-module mais aussi un Aq-module.
~ (b) On définit alors pour tout module de Drinfeld ¢ : A — Fp{7}, le module
de Tate en place finie q, que l'on note T(p)q, comme le Aq-module

T(@)q = HomAq (Kq/Aqvq“’ @) = 11%13 q"‘P(k) = AQ

Ceci permet de définir une représentation d’algébre d’endomorphismes :
tq : End(p) — Enda, (T(p)q) = My (4g)

D’autre part, comme le noyau d’une isogénie est un ensemble fini (ce sont les
racines d’un polynome), I'application ¢4 est injective (car sinon, tous les points
de g*-torsion seraient des racines de u, pour tout entier k).

Mais ceci permet également de définir une représentation galoisienne puisque
le groupe de Galois Gal(L/L) agit naturellement sur le module de Tate :

pq: Gal(L/L) — GL,(Aq)

Nous n’étudierons pas les propriétés de ces représentations.

On dispose alors d’une classification des algébres d’endomorphismes d’un
module de Drinfeld :

Théoréme 3.3.10 [10] Soit ¢ : A — k{T} un module de Drinfeld de rang r.
@ étant injective, on peut considérer K, comme un sous-corps de k{r}. Soit
L=K(®)C End(p) ®4 K.Alors :
— (a) Il existe une seule place o0 de L au-dessus de oo, et une seule place
de L au-dessus de p.
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— (b) On pose r1 = [L : K]. Alors r = r1ra, End(¢) ® 4 K est une algébre de
division centrale sur L de rang r3, avec seulement deuz invariants locauz
non nuls :

1
Invp, (End(p) @ Lp) = —— enP
Invp_ (End(p) ® L) = — en oo

Maintenant on peut construire le polynome caractéristique de ® associé a
chaque représentation g-adique. On peut constater que les résultats qui suivent,
dus & Gekeler, sont tout a fait identiques au cas des courbes elliptiques ot 'on
peut montrer que le polynéme caractéristique du Frobienus p agissant sur le
module de Tate associé & un nombre premier [ ¢ p est en fait indépendant de
[ et & coefficients dans Z. Une étude plus précise permet également d’exprimer
la différence entre le nombre de points Fy-rationnels de la courbe elliptique et
le nombre de points de la droite projective sur F, en fonction de valeurs prises
par ce polynome.

On considére application
N :End(p) @4 K - K

obtenue comme la composée de la norme réduite nred : End(¢) @4 K — L et
de la norme de ’extension de corps commutatifs N[L( : L — K. Alors N est K-
homogeéne de degré r, et on peut vérifier qu’elle coincide avec la norme algébrique
N : H — K sur tout sous-corps commutatif maximal H C End(¢)® K, voir
[10].

Lemme 3.3.11 [10] Pour v € End(y) on a deg;N(u) = r.deg-u. En particu-
lier, deg. N (®) = r.deg, (") =rn .

Preuve :

Les deux parties définissent les valuations (données par des normes topolo-
giques) sur 'algébre K C End(yp) ®4 K. Les deux parties sont équivalentes a la
(seule) valuation oo-adique. Ceci implique qu’elles différent par une constante,
qui se calcule par ’évaluation en u = ¢, :

deg, N(pq) = deg, (NIL< (¢a2)) = degr(pg2™) = riradeg, (@) = rdeg, (pa)

puisque r = ri7s.

Pour tout idéal maximal q # p de A, et pour tout sous-corps commutatif
maximal H C End(yp) ®4 K, on considére I'anneau commutatif ¢q(H) ® Kq,
qui est une sous-algeébre maximale commutative de Endg, (Ty(¢) ® Kg). On
utilise ensuite le fait ci-dessus que 'application de norme coincide sur H avec
le déterminant, voir [44, Proposition 11]. Ceci implique que

N =det oy
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Soit Pgp(X) le polyndme caractéristique de ¢q(®), et soit Mg (X) le polynome
minimal de ® sur K :

Pq)(X) = det(X.Iqu — g (‘I)))
Lemme 3.3.12 [10] On a Pp(X) = Mg(X)™, ov o =1r/[L : K].

Preuve :
11 suffit de montrer que Pg(t) = Mg(t)™ pour tous les t € L = K(®) (c’est
un corps infini). Mais

Py(t) = det(t - Idr, — 1q(®)) = N onred(t — ®) = NE((t — ®)™) = Mo (t)™

puisque L = K(P).

Corollaire 3.3.13 [10] Les coefficients du polynéme caractéristique Py (X) =
Mg (X)™ dans la représentation vy sont dans A et ne dépendent pas de q.

Théoréme 3.3.14 [10] Soit Pyp(X) le polynome caractéristique de 1q(P) et soit
Mg (X) le polynéome minimal de ® sur A. Alors :
(¢) L’idéal principal (Pg(1)) de A coincide avec la caractéristique d’Euler-
Poincaré x(k,p) du A-module fini k..
(i) (Pal(0) = p

~ (#4) Pour tous les zéros o; de Pp(X) on a | 0; |o=q™ .

Preuve :

(74) Nous avons vu que (Pp(0)) = (N(®)) appartient & un seul idéal maximal
p = (f) dans A = p(A) C k{7}, puisqu’il existe une seule place P de L = K(Py)
divisant @, et elle se trouve au-dessus de p, voir proposition 3.3.8. L’exposant
m vient de la formule du produit dans K, du fait que degd = = et donc
(N(®)) = p™. En effet, deg,(N(®)) = rn, puisqu’il existe une seule place oo de
L = K(®y) au-dessus de oo. De plus, deg,(p™) = deg(pfm) = rdm = rn. Ceci
implique (ii).

(#43) On remarque qu'’il existe une seule place co de K (®y) au-dessus de co.
Ceci implique que toutes les racines w; du polynéme minimal de ® sur K ont
la méme valeur absolue | w; | en 50, et donc | 0; |so= ¢ -

(7) Enfin, on calcule la g-composante de I'idéal principal (Pg(1)). On consi-
dére le A-module fini M = Ker(® — 1) = k,,, et on pose

My = Ker(® — 1) 1 g (k) = g o(k)

On utilise la notation (Ps(1))q = (Pa(1))Aq. Alors My = T4(v)/Im(1q(® — 1))
et donc :

(Po(1))q = (detorg(P—1))
= T4(p)/Im(tq(® — 1))

x(Ker(® — 1)q, ¢)

= X(g=p(k),9)
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De plus, deg,(®—1) = deg,® = rn, donc (Py(1)) et N(®—1) ont les mémes
valuations g-adiques, en places q # p et g = oo. Donc par la formule du produit,
leurs valuations p-adiques coincident, d’ou (i).

On peut alors énoncer le théoréme de Potemine, qui est ’analogue du théo-
réme de Hasse pour les courbes elliptiques. Pour une forme plus générale de ce
résultat, voir le texte original de Potemine [37].

Théoréme 3.3.15 [37] Soit f € A, irréductible unitaire et soit ¢ : A — A{7}.
On suppose que la réduction ¢ : A — A/(f){7} est encore un module de Drinfeld
(pour v la réduction modulo f et k = A/(f)). Alors :

r—1
r

deg(f — fo) < deg(f)

ot f, est la caractéristiqgue d’Euler-Poincaré de k.

Preuve :

On applique le théoréme 3.3.14 avec ici p = (f), n =d =deg(f) et m=1:
(Ps,;(0)) = (f) et (Ps,(1)) = (f,).- Mais toujours d’aprés ce théoréme, toutes
les racines w; de Pg ont la méme valuation co. On en déduit donc que :

r—1

Pg,(1) = Py, (0) = Si(wr,...,w,)
1=0

ou X; désigne la iéme fonction symétrqiue élémentaire. Mais comme pour tout

1
1<i<r, |w|ss=|f|%, on en déduit bien que :

|f_f<p|oo = |P<Df(0)_P<Df(1)|OO
r—1
= Y S |
1=0
< Max | Z;j(wi, .- wr) oo
r—1
< Sl

Ce qui achéve la preuve du théoréme.

3.3.4 Tableau d’analogie
Pour résumer les résultats des derniers paragraphes et les mettre en paralléle

avec leurs analogues dans le cas des courbes elliptiques, il est pratique de faire
le tableau d’analogies qui suit :
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Z

Q

places finies de Q

les nombres premiers
une seule place infinie
|z |=] 2 |oo

R

C

Z — module

E (courbe elliptique)
K corps de nombres
E définie sur K
groupe abélien Hom(E, E’)
anneau Endg(FE)
algébre Endg(E) ® Q
A réseau de C
E(C)[n]

Z/nZ — module
module de Tate T}(E)
polyndme caractéristique du Frobienus
P,

indépendant de [

P, 1(0) = Card(ky)
Pya(1) = Card(E(k,))

théoréme de Hasse
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A=F,[T]
k =Frac(A) =F,(T)

places finies de K

les polynoémes irréductibles
une seule place infinie

| /9 |oo= o8l ees

koo = Fg((T71))

Q= ko

A — module

¢ (module de Drinfeld sur A)
L extension finie de k

@ défini sur L

A —module Hom(yp, 1)
anneau Endg(p)

algebre Endy () ®4 k

A — module libre et discret A
ap(€2)

A/(a) — module de rang r
module de Tate T(¢)
polyndme caractéristique
Py

indépendant de ¢

(Pa,q(0)) = (p)™

(Po.q(1)) = x(k, ©)

théoréme de Potemine



Chapitre 4

Etude de la torsion des
modules de Drinfeld

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. Le théoréme
de Mordell-Weil [7] établit que A(K') est un groupe abélien de type fini, c’est-
a-dire que A(K) ~ A(K)tor X Z", o A(K)tor est le groupe fini des points de
torsion K-rationnels et r un entier > 0. De nombreuses questions restent encore
ouvertes. Par exemple, si on fixe la dimension g, et le corps de nombres K,
existe-t-il des variétés abéliennes A, définies sur K et de dimension g, de rang
arbitraire ? Méme pour g = 1 et K = Q ou Q(¢), on ne dispose pas de réponse
définitive. Les résultats dans cette direction ont été initiés par Néron [31], mais
surtout Mestre [27, 28, 29|, puis Fermigier [8], Nagao [30] (voir également |18,
23)).

En ce qui concerne la torsion, la conjecture de la borne uniforme affirme la
chose suivante : soient d, g des entiers > 1, alors il existe un entier B(d,g) > 1
tel que pour toute variété abélienne A de dimension g définie sur un corps de
nombres K de degré d, | A(K)wor |< B(d, g).

Pour g > 2, cette conjecture est encore ouverte, et I’on ne dispose essen-
tiellement que de résultats montrant que certains groupes sont des groupes de
torsion de Jacobiennes de courbes de genre g [9, 20, 32].

En revanche, pour g = 1, qui correspond au cas des courbes elliptiques, cette
conjecture est maintenant un théoréme, da & Merel ([26] ; voir également [6, 34]
ainsi que [22] pour des résultats sur la p-torsion).

Pour d petit, on dispose de résultats précis sur le groupe des points rationnels
de torsion d’une courbe elliptique E définie sur un corps de nombres de degré d,
et qui ont été obtenus historiquement avant ceux de Merel. En particulier, pour
d =1 (pour d = 2, voir les résultats de Kamienny [17]), le théoréme de Mazur
[24] donne la liste des quinze groupes E(Q)sor possibles.

Ce chapitre, dont les résultats se trouvent dans [11], s’attache & certaines de
ces questions. Dans un premier temps, nous précisons la structure induite par
un module de Drinfeld. Dans un second temps, nous étudions la torsion d’un
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module de Drinfeld et obtenons un analogue du théoréme de Mazur et donc de
la conjecture de la borne uniforme dans ce cas. Plus précisement, nous montrons
que pour un F,[T]-module de Drinfeld rationnel, le module des points de torsion
sur Fy[T] est isomorphe & I'un des modules suivants :
(1) Si g =2 : {0}, F,[T1/(T), F,[T1/(T + 1), F,[T)/(T* + T).
- (i) Si ¢ > 2, {0}, F,[T]/(T — a), pour a € F,,.

Enfin, dans la derniére partie, nous obtenons d’une part un analogue du théo-
réme de Merel et d’autre part nous retrouvons et précisons dans un cadre plus
restreint un résultat de Poonen [35]. Plus précisement, nous montrons que si
n > 1 est fixé, il existe une constante C(q,n) ne dépendant que de g et n telle
que, pour tout anneau B entier et de type fini sur F,[T] vérifiant [L : F,(T)] < n,
ou L désigne le corps des fractions de B, et pour tout F,[T]-module de Drin-
feld B-rationnel, le module des points de torsion B-rationnels est de cardinal
< C(g,n). Nous montrons qu’une valeur convenable pour C(g,n) est qq[_ql.

4.1 Groupe de Mordell-Weil d’un module ellip-
tique de Drinfeld

On se place ici dans le cas ou ¢ : A — A{7} et on considére la nouvelle
structure de A-module sur A induite par ¢ :

AxA — A

(a,2) — ax=p.(x)

A% désignera dans ce qui suit ’ensemble A muni de cette structure de A-
module : ¢’est 'analogue du groupe de Mordell-Weil pour les variétés abéliennes.
AY . désignera le A-module de torsion.

Dans les généralités, on a vu que si 'on considére un module de Drinfeld
a valeurs dans Q{7}, alors pour tout ¢ € A non nul, les points de a-torsion
forment un A/(a)-module libre de rang r. En particulier, on a une infinité de
points de torsion. Dans le cas présent, c’est-a-dire le cas ol ¢ est & valeurs dans

A{7} (p est A-rationnel), on peut remarquer les deux choses suivantes :

Proposition 4.1.1 Soit p : A — A{7} un module de Drinfeld de rang r. Alors :
(1) AL, est fini.

- (2) A® n’est pas de type fini sur A.

Remarque : Nous proposons ici une démonstration élémentaire et construc-
tive, différente de celle de [4, 36, 42], ou ces résultats sont établis dans un cadre
plus général.

Notons ppr = by +by7+ -+ b.7" o bg = T, b € A pour i > 1 et
b, # 0. Lorsque a € A est de degré suffisamment élevé, on a deg(or(a)) =
deg(b,) + ¢"deg(a). Ce qui montre que a n’est pas de torsion. Ceci établit le

premier point : & savoir que Af . est fini.

Montrons & présent que A¥ n’est pas de type fini. Pour cela, on va exhiber
une famille infinie d’éléments de A qui soit A-libre.
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On note b = deg(b,) , b > 0 puisque ¢ est de rang r. Considérons alors la
suite d’entiers i,, définie par i9 = b — 1 + Ag (ou1 A est un entier tel que 7% ne
soit pas de torsion), et i1 = i, + q.

Lemme 4.1.2 La suite (T ),cn est une famille A-libre de A%.

On raisonne par I'absurde. Supposons que Y " _ A, T = 0 oit 4; € A
(non tous nuls). Par définition de A%, ceci équivaut a : S oA (T™) =0
Mais par construction, T}, n’est pas de torsion pour tout entier m. D’aprés ce
qui précéde, on a donc pour tout indice m apparaissant dans la somme pour
lequel A,, # 0, en posant a,, = deg(A,) : deg(pa,, (T")) = qi;fiflb—i— q iy,
Montrons alors que ces degrés sont deux a deux distincts. Ceci permettra de
conclure puisque dans ce cas le degré de la somme sera non nul (puisque au
moins A, est non nul), ce qui contredit la nullité de cette méme somme. On
q(:::Ilb + ¢y, = q;lrr:lb + ¢*"4;. En multipliant cette
expression par ¢" — 1 (qui est non nul), on obtient : ¢*~"b—b+ (¢" —1)g
q*"b — b+ (¢g" — 1)g*"i;. Soit encore :

((¢" = Vim +b) ¢*" = ((¢" — L)ir + b) ¢™'"
On distingue alors deux cas :
— a, = a; : dans ce cas, on a i, = i;, ce qui n’est pas possible pour deux
indices [ et m distincts.
am 7 a; @ quitte & échanger les indices, on peut supposer a,, < a;. Dans
ce cas, I’équation précédente peut s’écrire sous la forme :

(qf’ _ 1)Zm —+ b e ((qr _ 1)” + b) q(al—am)r

suppose donc que :

amT, j—
mzm_

Mais le membre de gauche de la derniére égalité est congru a zéro modulo
q (puisque a; — a,, > 0) alors que le membre de droite vérifie :

(¢" — Vi + b= —ip, + b mod ¢ = 1 mod ¢
Ce qui est impossible. Ceci montre bien que les degrés sont deux & deux
distincts et achéve la preuve du lemme.

4.2 Structure de F [T}

tor

ns ce paragr 2, nous étudions le A-module ui est fini res ce
Dans ce paragraphe, nous étudions le A-module A7 . qui est fini d’apreés ce

qui précéde. En appliquant la méthode précédente (consistant & évaluer le degré
de 7 (a) en fonction du degré de a), on peut montrer que pour r = 1, la torsion
est majorée par ¢ si ¢ # 2 et par 4 si ¢ = 2. En revanche, il est facile de vérifier
que pour r = 2 la torsion est majorée par q. En étudiant de maniére précise le
comportement du degré de ¢r(a) en fonction du degré de a, on peut montrer
que la torsion est majorée par ¢gMax(27).

Mais la borne précédente n’étant pas optimale (pour r = 2 par exemple) on
cherche & I'améliorer. Dans ce paragraphe, nous montrons d’abord que la borne
uniforme est indépendante de r et nous donnons les structures possibles de A7) .
Le théoréme suivant est une sorte d’analogue (beaucoup plus élémentaire) du
théoréme de Mazur évoqué précédemment.
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Théoréme 4.2.1 Pour tout module de Drinfeld A-rationnel de rang r, on a :
— (1) Siq=2, alors | Af . |< ¢°.

De plus AL, est isomorphe (en tant que A-module) a 'un des modules

suivants :

{0}, A/(T), A/(T+1), A/(T(T + 1))

- (2) Siq>2,alors | AL, |< q.

tor

De plus AL, est isomorphe (en tant que A-module) a 'un des modules

suivants :

{0}, A/(T — o) avec a € F,

De plus, si l’on fiter > 1 (r #£2 siq=2) et B l'un des modules cycliques pré-
cédents, il existe un module de Drinfeld de rang r dont la torsion est isomorphe
a B.

On commence par démontrer deux lemmes :
Lemme 4.2.2 Soit f un polynéme non constant et P un point de f-torsion
pour ¢ (de rang r quelconque). Alors :

P#0= pit|fs

pour un entier s > 1.
En effet, soit n = deg(f) et s > 1. Il existe ¢1,...,cnrs € A tels que :

nrs

pps = f54 chi
i=0

Maintenant, si P est un point de f-torsion non nul, alors il existe un s tel que :
0= (P)=fSP+ "0 PT =P(fs+ 30 e PT7Y)
P étant non nul et A intégre, on en déduit que :
fe=- ZZ‘:SS cipqlfl — Pq”’fl(_ Znsr cipqlfq”’)

i=io

ou g est le plus petit entier tel que ¢;, # 0 (un tel entier existe puisque c¢y,5 est
non nul).

Il s’ensuit que P9~1 divise f* (puisque (¢ — 1) divise (¢® — 1)) et le lemme

est, démontré.

Lemme 4.2.3 Soit f € A unitaire irréductible et A®[f] le A-module des points
de f-torsion (i.e. annulés par une puissance de f). Alors

dimz, (A[f]) < 1
Tout d’abord, notons que, ¢, étant F,-linéaire pour tout a € A, les points
de f-torsion forment bien un F,-espace vectoriel.

Supposons que dimg, (A?[f]) > 2. Soit alors (P, P2) une famille F,-libre de
A?[f]. Quitte a les multiplier par une constante non nulle, on peut les supposer
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unitaires. Pour ¢ € {1,2}, P; est un point de f-torsion donc d’apres le lemme
précédent, on en déduit que P;F1 divise f% pour un entier o; > 1. P; étant
unitaire et f unitaire irréductible, il s’ensuit que P; = f* ou a; est un entier
vérifiant (¢ — 1)a; < ;. On distingue alors deux cas :
Sia; = ag alors P, = P, ce qui contredit le fait que (Py, P) est une famille
F,-libre.
— Sinon, quitte & échanger les indices a1 < as. Mais alors

P+ Py= f(1+ fo™)

Or P, + P» est également un point de f-torsion donc divise une puissance
de f d’aprés le lemme précédent, ce qui est contradictoire avec la derniére
égalité.
Ceci achéve la preuve du lemme. Terminons & présent la preuve du théoréme :
on désigne par S lensemble A7 muni de sa structure de F,-espace vectoriel.
De plus, A} étant fini, il est a fortiori de dimension finie sur Fy : soit n cette

tor
dimension. Par ailleurs, soit ® € Endg,(S) défini par ®(P) = o7 (P), Mg son
polynéme minimal et Mg = f* ... f la décomposition de Mg en facteurs

irréductibles. Alors : .
S~ @ A?[fi]
i=1

En effet, AY . est la somme directe des modules de f-torsion (la somme étant
prise sur tous les polynomes irréductibles unitaires) mais si f est irréductible
et distinct des f; ,1 < i < s, alors il existe u,v € A tels que uf + vMg = 1.
En appliquant cette égalité & ®, on en déduit donc que ¢,y = Ids. Par suite,

A?[f] est réduit a zéro. En regardant alors les dimensions, il vient :

n = dimg, (S) = dimp, (@ A[f;]) = > _ dimp, (A?[fi]) <> 1<
i=1 =1

i=1

Mais l'inégalité inverse découle du fait que le degré de Mg est inférieur
ou égal a n (Cayley-Hamilton). Par suite, s = n, Vi € {1,...,n} , oy = 1,
deg(f;) = 1 et dimp, (A%[f;]) = 1.

Ceci entraine donc que

Afor = @A/(T - a’i)
=1

ou l'on a posé f; =T — a; pour tout entier 1 <4 < n. On distingue maintenant
deux cas :
- Sig>2
Pour 1 < i < m, soit P, un générateur de A®[f;], alors d’aprés le lemme,

P71 | (T — a;). Par suite, P; est constant donc AY, C F, et n < 1. De

tor
plus, si n = 1, alors Af . ~ A/(T — a) pour « € F,. Ce qui démontre le
point (2) du théoréme.
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- Sig=2

Le méme raisonnement montre que les générateurs de A?[f;] sont de degré
inférieur ou égal a un. Par suite n < 2.

De plus, si n = 1, alors d’aprés la décomposition de S trouvée ci-dessus,
les points de torsions sont isomorphes au quotient de A par un polynome
de degré 1, i.e. par T ou T+ 1 (car g = 2).

Enfin, si n = 2, Af . est isomorphe A/(T — a) & A/(T — b). Mais ces
facteurs sont premiers entre eux (ce sont les facteurs irréductibles de Mg).
Par suite, AY  ~ A/((T +1)T) (puisque q = 2). Ce qui démontre le point

tor

(1) du théoréme.

En ce qui concerne le point (3), il est facile de vérifier que :
— Si ¢ > 2 alors pour tout r > 1
pour or =T + (a = T)71", Af  ~ A/(T — ).

pour or =T + 77, Af = {0}.

Sig=2etr>3:

pour @r =T 4 (T?" =2 + 1)7 4 77 alors AL, ~ A/(T).

pour or =T +T1+ 7" alors A}, ~ A/(T + 1).

r—1 i

— pour o =T + g, 7+ gr72 4+ 77 ot I'on a posé g, = Z?:o 272" alors

AL~ A/(T(T +1)).

pour o =T + 7" alors A7 = {0}.
Sig=2etr=1:

pour oy =T + 7 alors A}, ~ A/(T(T +1)).
— pour o =T +TT alors Af . ~ A/(T).

— pour o7 =T + (T + 1)1 alors Af,, ~ A/(T +1).
— Sig=2etr=2,il est facile de constater que dans ce cas particulier, la
torsion est majorée par q et :
pour pp =T + T7? alors Af . ~ A/(T).
— pour pp =T + (T + 1)72 alors AY ~ A/(T +1).
— pour o1 =T + 7% alors Af,  ~ {0}.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

4.3 Borne uniforme pour les extensions entiéres
finies de IF,[T

Dans ce paragraphe, on démontre un analogue beaucoup plus élémentaire
du théoréme de Merel évoqué plus haut.

Théoréme 4.3.1 Soit n > 1 fizé. Alors pour tout anneau B entier et de type
fini sur A vérifiant [L : k] <n (ot L désigne le corps de fractions de B) et pour
tout module de Drinfeld B-rationnel ¢,

| Bf, 1< g7

tor 1=

Preuve :
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Soit B comme dans I’énoncé du théoréme et ¢ un module de Drinfeld B-
rationnel de rang r > 1. On a alors par définition, o = by + by7 + - - + b 7"
ouby=T,b; € Bpour1<i<retb, #0. Considérons w la valuation discréte
de k associée au polynome T et soit v une valuation discréte de L au-dessus de
w. On note O, (resp. O,) 'anneau de valuation de w (resp. v) et m, (resp. m,)
une uniformisante pour w (resp. v). On notera par la suite e = e(v/w) l'indice
de ramification de v par rapport a w, et f = f(v/w) le degré résiduel.

On remarque alors pour commencer que d’une part, A C O, et d’autre part
B C O, (puisque B est entier sur A). On a alors :

= v(pr(b) =v(b) +e

Ceci montre que les points de torsion sont de valuation comprise entre 0 et
-7 Soit N la partie enticre de 4 et B; = Bf,. N{z € L,v(x) > i} pour
0 <4 < N. On constate alors d'une part que dimp, (By) < f, et d’autre part

que pour tout 0 <i < N — 1, dimp, (B;/B;y1) < f. Par suite,

N-1
dimg, (Bf,,) = Y dimg, (B;/Bit1) + dimg, (By) < (N +1)f
=0

qn

On en déduit donc que | BY,. | < ¢t/ < ga—t1H/ < ¢ga=1| ce qui achéve
la preuve du théoréme.

En revanche, contrairement au cas B = A, le module B{,. n’est pas néces-

sairement cyclique. Il est d’ailleurs assez élémentaire de construire un anneau
B vérifiant les hypothéses du théoréme précédent et tel que la torsion contienne
un module donné :

Proposition 4.3.2 Soient r > 2 et k > 1 deux entiers fixés, f; (1 < i < k)
des polynomes irréductibles distincts, e; < r (1 < i < k) des entiers et ¢ un
module de Drinfeld unitaire en 7 (ou dont le coefficient dominant est premier
avec chagque f;). Alors il exsite B une extension finie entiére de A telle que
Bf, > @A/ (fi)*

Preuve :

11 suffit de considérer B; =y, ¢. D’aprés les hypothéses, c’est une extension
finie entiére de A pour chaque 1 < i < k, qui contient tous les points de f;-
torsions, c’est-a-dire A/(f;)" et donc A/(f)* puisque ¢; < r. B = [[/_, B;
convient.

4.4 Conjecture de la borne uniforme : une preuve
pour r =1

Jusqu’ici nous nous sommes intéréssés aux modules de Drinfeld & coefficients
entiers. Il est naturel de se demander si ces résultats s’étendent au cas des
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extensions finies de F4(T"). On ne peut cependant pas s’attendre a trouver des
bornes identiques. En effet, nous avons démontré que la torsion des modules de
Drinfeld a coefficients entiers est bornée uniformément, indépendament du rang.
Ceci n’est plus vrai lorsque les coefficients ne sont plus entiers (ou si l'on ne se
restreint plus aux points de torsions qui sont entiers. En effet, si W est un sous-
espace vectoriel de dimension finie r de k = Fy(T), alors P = ], cy (X — w)
est un polynome [Fy-linéaire, donc de la forme Pyx + ... + P27 . En considérant
por=T+..+ %TT, on constate que la torsion contient W, donc est de cardinal
au moins ¢q".
Parmi les questions ouvertes, citons les conjectures suivantes [35] :

Conjecture 4.4.1 Soit v > 1 et L une extension finie de k = Frac(A) fixés.
Alors il existe une constante B(r,L) telle que pour tout module de Drinfeld

L-rationnel de rang r, le cardinal de LY, . soit majoré par B(r,L).

Conjecture 4.4.2 Soit r > 1 et d > 1 fixés. Alors il existe une constante
B(r,d) telle que pour toute extension finie de k de degré inférieur ou égal a d et
pour tout module de Drinfeld rationnel de rang r, le cardinal de L{,. soit majoré
par B(r,d).

Poonen [35] a démontré que la conjecture 4.4.2 est vraie pour » = 1 dans
un cadre plus général : a savoir lorsque A désigne ’anneau des fonctions régu-
liéres d’une courbe affine obtenue en retirant un point fermé “o0” d’une courbe
projective lisse X définie sur F,.

La méthode précédente permet de retrouver et de préciser ce résultat lorsque
A=TF,[T]:
q

Corollaire 4.4.3 Soit n > 1 alors pour toute extension finie L de k de degré
< n et pour tout module de Drinfeld de rang 1 L-rationnel, le cardinal de L,
est majoré par q%.

Soit L/k une extension de degré < n et ¢ un A-module de Drinfeld L-
rationnel de rang 1. Notons ¢ = T + Bt ou B € L*. Soit w la valuation
normalisée de k associée au polyndéme 7' et v un prolongement de w & L. On
note e (respectivement f) l'indice de ramification (resp. le degré résiduel) de v
par rapport & w. De méme que précédemment, on remarque que :

e—v(B
v(z) > T(l) = v(pr(z) =v(z)+e
—v(B
v(z) < q—( 1) = v(er(z)) <v(z)
On en déduit donc que les points de torsion L-rationnels sont de valuation
comprise entre ﬁ et %(1&. Mais v est & valeurs entiéres. Par suite, il

y a au plus q_% + 1 valeurs de v(z) pour lesquelles © peut étre un point de
torsion. Le méme raisonnement que précédemment permet alors de conclure

que dimg, (Lf,) < f(5%5 +1) < %, ce qui achéve la preuve du corollaire.
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Chapitre 5

Applications des polynémes
irréductibles et bijectifs a la
cryptologie

5.1 Structure induite par un module de Drinfeld

Soit ¢ un module de Drinfeld de rang r, a coefficients dans A. Soit f € A
non nul fixé, alors ¢ induit une nouvelle structure de A-module sur le quotient

A/(f), notee A/(f) :

AxA/(f)e — Alf)e
(@,7) = ¢a(z)

On peut remarquer que cette action est bien définie car si P € (f), alors
©wq(P) € (f) pour tout a dans A.

On peut remarquer que ce A-module n’est pas toujours cyclique, sauf dans
le cas particulier o » = 1. En effet,

Proposition 5.1.1 Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 1, alors A/(f), est
cyclique.

Preuve :

En effet, en considérant v : A — A/(f) la réduction modulo f, on obtient un
nouveau module de Drinfeld ¢ : A — A/(f){7}. Maintenant, si g est irréduc-
tible, et si = vérifie p,(x) = 0 mod f, alors, ceci fournit un point de g-torsion
pour . Mais on a vu que les points de g-torsion forment un A/(g)-module libre
de rang " < r, ce qui montre ici que dans le cas r = 1, 47 est monogéne. Par
conséquent, A/(f), est cylique.

Dans le cas r > 2, ’exemple suivant montre que ce module n’est pas toujours
cyclique : il s’agit d’un exemple de la thése de Potemine [37]. Considérons ¢ =
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p=3,f=T?+1,et or =T —T7?, alors il est facile de vérifier que A/(f),
A/(T) x A/(T). En effet, por(1) = 0, pr(T) = T? - T = T(T — T9)
0 mod T2 + 1, d’oi1 le résultat.

5.2 Calcul de la caractéristique d’Euler-Poincaré

5.2.1 Définition

Dans le chapitre 4, nous avons utilisé la caractéristique d’Euler-Poincaré
d’un A-module fini. Nous rappelons ici la définition formelle :

Définition 5.2.1 Soit M l’ensemble des A-modules finis. On définit alors une
fonction x, appelée caractéristique d’Euler-Poincaré, de M dans ’ensemble des
idéauz de A par les deux régles suivantes :

— (i) Sip e Spec(A) et M = A/p, alors x(M) =p,

- (i) Si0— My — M — My — 0, alors x(M) = x(M;)x(Ms).

On peut constater que ceci définit bien x. En effet, d’'une part, pour tout
idéal premier p de A, on a les suites exactes suivantes pour tout entier n :

Ceci permet d’établir par récurrence que x(A/p™) = p™. D’autre part, tout A-
module fini se décompose en somme directe de module cyclique de la forme
A/p™. D’ou le résultat en utilisant & nouveau (i7).

Mais dans le cadre de notre étude, 'anneau A = F,[T] est principal. On
peut donc identifier la caractéristique d’Euler-Poincaré d’'un A-module M avec
un générateur unitaire de x(M). De maniére plus précise, soit M un A-module
fini. D’aprés la structure des modules sur un anneau principal, on en déduit
qu’il existe des éléments f1,..., fs € A et des entiers eq, ..., e, tels que :

M = @ A/S)

Dans ce cas, en posant f, = [[;_, f{*, on obtient que (f,) = x(M). En suppo-
sant f, unitaire, on peut donc identifier f, et la caractéristique d’Euler-Poincaré
de M.

5.2.2 Calcul pratique

Dans le paragraphe précédent, on a rappelé la définition formelle de la ca-
ractéristique d’Euler-Poincaré d’'un A-module. On s’intéresse maintenant au cal-
cul pratique. L’inconvéniant de la définition précédente est qu’elle nécéssite la
connaissance de la décomposition du module en modules cycliques, ce qui d’'un
point de vue pratique est un inconvéniant majeur. D’autant plus que si le module
est “grand”, ces calculs deviennent vite trés onéreux en temps et en mémoire, ce
qui est génant si ’on souhaite utiliser les modules de Drinfeld en cryptographie.
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Le principe est le suivant : soit f € A, non nul. On a donc en conservant les
notations du paragraphe précédent :

I

Al(fe = @)

fe = Hf’Le
i=1

Mais par définition de I'isomorphisme, il s’ensuit que @7 agit sur @;_, A/(f*)
tout simplement par multiplication par 7'. Il s’ensuit que f, ne représente rien
d’autre que le polynéme caractéristique de ¢ (considéré comme élément de
Endg, (A/(f))) puisque sur chaque module cyclique A/(f;*), la matrice de mul-
tiplication par T est la matrice compagnon du polynéme f;*. Ceci fournit une
méthode élémentaire pour le calcul pratique de f,.

Exemple 4 Considérons le polynome f = T? + T + 1 irréductible sur Fo, et
soit op =T +TT1 et oy =T +T72. On a alors :

er(l) = T+T
= 0
er(T) = T°+T?
= T mod f
Yr(l) = 0
ep(T) = T?+71°
= 0 mod f

D’ou l'on déduit que les matrices de o1 et de 1 considérés comme des

éléments de Endg, (A/(f)) sont respectivement : ( 8 (1) ) et ( 8 8 )

On conclut alors en prenant les polynémes caractéristiques normalisés (ce

qui est déja le cas ici puisque la dimension est paire) que f, = f—1=T%*+T

et fw = T2.

5.2.3 Cas du module de Carlitz

Définition 5.2.2 On appelle module de Carlitz le module de Drinfeld sur A,
défini par pp =T + 7.

Dans ce cas, on peut calculer explicitement la fonction e associé a ce module

de Drinfeld :
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Proposition 5.2.3 Soit ¢ le module de Carlitz. Alors la fonction entiére asso-

q
(ln7

1 7 5 ;
T Cest-a-dire,

" -1

II 9

gESH

ciée e =Y anz9 vérifie :ap=1etVn>1a, =

(425

ot S, désigne l’ensemble des polyndmes unitaires de degré n.
Remarque 5.2.4 D, = ngSn g peut étre interprété comme le factoriel n!.

Preuve :
Seule la derniéme égalité est & démontrer, les deux premiéres étant des consé-
quences immédiates des définitions.

Soit f un polynéme irréductible unitaire de degré d < n. D’apres le lemme
1.1.2, T? — T est égal au produit de tous les polynémes irréductibles unitaires
de degré j divisant ¢. En notant a (respectivement b) le quotient (resp. le reste)
de la division de n par d, et en remarquant que 79 — T est séparable, on en
déduit que :

n
—vilan) = Y q" (T = T)
i=1
a
_ Z qn—id
=1
_ bqad -1
= qd 1

Déterminons a présent la multiplicité de f dans D,,. Pour cela, on va détermi-
ner le nombre de polynémes unitaires de degré n qui sont divisibles exactement
par f* pour tout entier ¢ compris entre 1 et a.

Nombre de polynémes divisibles par f* exactement

Si g est unitaire de degré n et divisible par f¢ exactement, alors g s’écrit
g = f*h ou h est unitaire de degré b. Comme b < d, tout tel polyndéme h
est premier avec f. On en déduit donc qu’il y a exactement ¢” polynomes
unitaires de degré n ayant une multiplicité en f égale a a.

Soit 1 < ¢ < a — 1. Déterminons le nombre de polynéme ayant une mul-
tiplicité en f égale & a — i. Pour un tel g, on a alors g = f* ‘h ot h
est unitaire de degré id + b, et premier & f. Or le nombre de polyndéme
unitaire de degré id 4+ b divisible par f est ¢=D4*0 On en déduit donc
que le nombre de polynéme unitaire de degré n ayant une multiplicité en
f égale & a — i vaut ¢'dtt — g(i—1)d+b,
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On en déduit alors successivement :

a—1
vi(Dy) = ag’+ ) (a—i)(g"T? — =14
i=1
a—1
— aqb + a(q(a—l)d+b _ L]b) _ Z Z-(qid—i-b _ q(i—l)d+b)
i=1
a—1 a—1
_ CLq(afl)der _ Z iqszrb + Z iq(zfl)der
i=1 i=1
a—2
— CLq(a—l)d—i-b + qb _ (CL _ 1)q(a—1)d+b + Z q1d+b
=1
b
q a— a—
= 71 ((qd —1)g“ V4 (¢ = 1) + ¢ (gl - 1))
_ (g -1
gt -1

Ainsi, pour tout polyndéme irréductible unitaire de degré d < n, a, et D,
ont la méme multiplicité en f. De plus, il est clair que si f est irréductible de
degré strictement plus grand que n, f ne divise ni a,, ni D,,. De plus, a,, et D,
étant unitaires, on en déduit 1’égalité, ce qui achéve la preuve de la proposition.

La fonction e associée au module de Carlitz est appelée exponentielle de
Carlitz. Cette appellation provient de ’analogie avec la fonction exponentielle
classique. En effet, les coefficients de e sont données par 'inverse du produit de
tous les polynomes unitaires de degré n, c’est-a-dire par 'inverse du factoriel.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons démontrer que la caractéristique
d’Euler-Poincaré associée au module de Carlitz se calcule en fait trés simple-
ment, :

Proposition 5.2.5 [12] Soit [ irréductible unitaire et ¢ le module de Carlitz.
Alors :

f@ =f-1

Preuve :

D’aprés le théoréme 3.3.15, f, = f—a ot a € Fy. Mais ¢y, est identiquement
nulle sur A/(f) par définition, il s’ensuit donc que ¢y agit par ald sur A/(f).

D’autre part, comme @p = T + 7, on en déduit que sur A/(f) = Fq(a),
T = Ma + 0 et que 5 = f+ Zz;ll P.7% + ™ ot les P, € A, soit encore
of = S721 Pu(@)a® + o™. Par conséquent, Id + S 7—1 Pp(a)o* = ald. Mais
d’aprés le lemme d’indépendance de Dedekind, on en déduit que a = 1, ce qui
achéve la preuve de la proposition.

Cette méthode se généralise trés légérement aux modules de Drinfeld de rang
r=1:
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Proposition 5.2.6 Soit o = T + g7 un module de Drinfeld de rang 1 avec
g € A\ {0} et f un polynéme irréductible unitaire de degré n. Désignons par
o € Fyn une racine de f. Alors :

fo =1 —Npr,(9())

Preuve :

Toujours d’aprés le théoréme 3.3.15, f, = f — a pour un certain a € F,.
D’oil en appliquant la méme méthode que dans la proposition précédente, on en
déduit que a est égal au coeflicient en 7" de ¢;. Mais comme f est de degré n
et unitaire, ce coefficient vaut g=i-o 9", il s’ensuit que a = g(a)>i=0 ¢, ce qui
n’est rien d’autre que la trace de g(a) sur F,.

Cette méthode de calcul de la caractéristique d’Euler-Poincaré n’est pas
toujours efficace, dépendant de la "compléxité" du polynéme g. En revanche,
lorsque g est un monome, cette proposition permet de calculer trés facilement f,
puisque si g = \T* avec \ € Fy et k>0, alors Ny, /r, (9(r)) = A" Np,_.. /F, (a)F.

Mais comme la norme de « est égale (3 (—1)" prés) au terme constant de f,
il n’y a aucun calcul & faire : en notant par a le terme constant de f, il s’ensuit
que f, = f — (—=1)"kA\na*.

5.2.4 Application au corps finis

Théoréme 5.2.7 [12] Soit o un élément primitif de Fyn /F, et o le Frobienus.
En désignant par my, Uendomorphisme de multiplication par «, alors :

det(mg + o) = det(mq) + det(o)

Preuve :

Soit ¢ le module de Carlitz, o un élément primitif de Fyn /Fy et f le polynome
minimal de a. D’aprés la proposition 5.2.5, on a donc f, = f — 1 puisque f est
irréductible. En conservant les notations précédentes, et en évaluant les deux
polynoémes précédents en zéro, il vient, :

fso(o) =

D’ou le résultat en simplifiant par (—1)™.

Dans le cas particulier o1 ¢ = 2, on peut montrer le résultat légérement plus
fort mais plus élémentaire :

Proposition 5.2.8 Soit o € Fan (plus nécessairement primitif) et o le Frobie-
nus de Fan /Fy. Alors :

det(my, + o) = det(mq) + det(o)
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Preuve :

Si @ =0, il n’y a rien & démontrer. On suppose donc « # 0. Dans ce cas,
me, et o sont inversibles et leur déterminant est non nul. Comme g = 2, chaque
déterminant vaut 1. La proposition est donc équivalente & ce que m, + o n’est
pas inversible, soit encore qu’il existe un élément non nul x € Fan, tel que
az + o(x) = 0. Ce qui est trivialement le cas : © = a convient.

5.2.5 Application a la factorisation des polyndémes

A T’aide des modules de Drinfeld, on peut construire un analogue de 'algo-
rithme de Lenstra [33, 37]. En effet, soit f € A un polynéme que Ion cherche &
factoriser. Soit g un facteur irréductible inconnu de f. Supposons que la carac-
téristique d’Euler-Poincaré de g soit k-lisse pour un entier k donné, c’est-a-dire
que g, divise Dy, (le factoriel k). Alors ¢p, agit par 0 sur le quotient A/(g). Il
s’ensuit que pour tout polynome P, ¢p, (P) A g = g. Ainsi en calculant le pged
de ¢p, et f, on trouvé un facteur non trivial.

L’avantage, tout comme ’algorithme de Lenstra, est qu’on dispose ici d’un
grand choix pour le module de Drinfeld. On utilise alors la méthode d’abandon
rapide.

5.3 Application a la cryptologie

La cryptographie théorique est une science qui étudie les systémes d’échange
d’information protégé. Depuis des siécles, les hommes n’ont cessé de chercher
des techniques pour mieux protéger leurs communications et échanger les clés
secrétes. Mais ce n’est qu’en 1976, que W. Diffie et M. Hellman ont découvert un
nouveau type de cryptographie : la cryptographie a clé secréte, dont 'exemple
le plus connu (et encore massivement utilisé aujourd’hui), RSA, date de 1978.

La sécurité des cryptosystémes a clé publique est en général fondée sur des
problémes mathématiques difficiles & résoudre dans la pratique, comme par
exemple la factorisation des entiers (comme RSA ou le protocole d’échange
de Diffie-Hellman) ou le probléme du logarithme discret dans le groupe mul-
tiplicatif d’un corps fini, ou dans le groupe des points rationnels d’une courbe
elliptique sur un corps fini.

Depuis quelques années maintenant, les modules de Drinfeld ont fait leur
apparition en cryptographie. Les premiéres tentatives qui consistaient a prendre
les analogues des problémes déja existants et de les transposer au cas des mo-
dules de Drinfeld, comme le probléme du logarithme discret par exemple, ont
été des echecs (voir [39]). En recanche, dans un travail récent, R. Gillard, F.
Leprévost, A. Panchishkin et X-F. Roblot [13] ont proposé un nouveau mo-
déle de cryptosystéme & clé publique basé sur les modules de Drinfeld. Dans ce
dernier paragraphe, on rappelle comment fonctionnent les différents protocoles
existants ainsi que le probléme mathématique sur lequel la sécurité de chacun de
ceux-ci dépend, puis on décrit ce nouveau cryptosystéme. Le cadre est le méme
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que précédemment & cette nuance prés : dans le protocole pratique, on prendra
q = p est un nombre premier, et non plus une puissance d’un nombre premier.

5.3.1 Fonction sens unique a trappe

D’un point de vue théorique, on peut modéliser la cryptographie comme
suit : on considére deux ensembles finis £ et F (dans la pratique, il est souvent
plus facile de prendre £ = F = M, ou M désigne ’ensemble des messages). Le
cryptage d'un message est obtenu en prenant l'image par f : £ — F du message
x € £, ou f est une fonction bijective. Le décryptage est fait en calculant I'image
réciproque du message crypté. Dans ces conditions, il est bien évident que la
sécurité des transmissions dépend fortement de la fonction f choisie. Afin de
pouvoir "quantifier" cette sécurité, on est amené a définir les notions de fonction
sens unique (FSU) et fonction sens unique a trappe (FSUT) comme suit :

Définition 5.3.1 Soit f une fonction de £ dans F, bijective.
— (i) On dit que f est une fonction sens unique si la seule donnée de y € F
et de f ne permet pas de calculer v = f~1(y).
(i) On dit que f est une fonction sens unique a trappe si ¢’est une FSU
telle qu’il existe une information supplémentaire, la clé secréte KC, qui per-
met de calculer facilement l'inverse par f de tout élément.

Les exemples de FSU et de FSUT sont nombreux et plus ou moins facile &
construire, nous en donnerons quelques uns dans les paragraphes suivants.

5.3.2 Principaux protocoles
Le protocole RSA (Rivest, Shamir, Adleman [1])

Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts (de préférence de grande
taille pour améliorer le niveau de sécurité) et n = pg. On considére ici £ =
F = {0,...,n — 1}. Soit e un entier premier avec p(n) = (p — 1)(¢ — 1) (¢
désigne ici l'indicatrice d’Euler). On définit alors une fonction f en posant
f(z) = 2° mod n. Cette fonction est effectivement bijective par choix de e (il
est premier avec l'ordre du groupe Z/nZ*).

Considérons a présent 'entier d vérifiant ed = 1 mod ¢(n). il est alors clair
que f~(z) = 2¢. En effet, pour x A pg = 1, 2°¢ = 2 mod n d’aprés le théoréme
d’Euler-Fermat et si par exemple p divise x, alors d’une part ¢ ne divise pas x
sinon & > n ne pourrait appartenir & {0,...,n — 1}, et d’autre part, on a en
posant ed=1+1t(p—1)(g—1) :

xed — x(x(pfl)t)qfl
zY = 2z mod g
= 0 modp

ed —

d’ott I'on déduit par le lemme chinois que x x mod pq

Sous ces conditions, il est facile de constater que f est une FSUT, la clé
secréte étant l'entier d. Connaissant n et e, trouver d est équivalent & connaitre
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les entiers p et ¢, c’est-a-dire la factorisation de l’entier n. La sécurité de ce
protocole dépend donc de la difficulté & factoriser un nombre.

Le grand avantage de RSA par rapport aux cryptosystémes préexistant est
qu’il s’agit de cryptographie a clé publique. Chaque personne A choisit deux
nombres premiers distincts p4, ¢4, un entier e4 premier avec ¢(n4) et publie sa
clé publique : (na,ea). Toute personne peut alors envoyer un message crypté a
A, en calculant 4. En revanche, seul 'utilisateur A peut décrypter ce message

en utilisant sa clé secréte (na,da).

Le protocole ElGamal

Le protocole d’ElGamal s’applique dans n’importe quel groupe cyclique fini.
Dans la pratique, le groupe G' est soit le groupe multiplicatif F , soit le groupe
E(F,) des points d’une courbe elliptique sur un corps fini. Certains ont proposé
de prendre pour G la Jacobienne d’une courbe de genre plus élevé, mais en fait
la sécurité du protocole suivant diminue lorsaue le genre est supérieur ou égal &
3. C’est pour cette raison que dans la pratique, on se limite aux deux exemples
cités ci-dessus.

On fixe g un générateur de G et on note N le cardinal de G. On prend € = G
et F = G x G. Alice choisit aléatoirement un entier a € {0,...N — 1} et calcule
g®. Sa clé publique est alors (G, g, g%), la clé secréte est KK = a. Pour crypter un
message ¢ € G qu'il souhaite envoyer & Alice, Bob choisit un entier k£ au hasard
dans {0,..., N — 1} et calcule y; = g* puis yo = (g%)*. Le message crypté est
le couple (y1,y2). En d’autres termes, la fonction de cryptage FSUT est donnée
par :

f(z) = (", 29™)

Pour décrypter le message, Alice calcule f~1(y,z) = y~%z, qui n’est calculabl
que si I'on connait la clé secréte a.

La sécurité de ce protocole repose sur la difficulté de résoudre le probléme
du logarithme discret (DLP), c’est-a-dire de retrouver I’entier a connaissant g
et g*. C’est un probléme difficile dans la plupart des cas. Pour 'anecdote, c’est
d’ailleurs sur le DLP sur une courbe elliptique que repose la sécurité des cartes
bancaires actuelles.

Le protocole d’échange de clés de Diffie-Hellman

Dans I’état actuel des connaissances et des technologies, la cryptographie &
clé publique est relativement lente comparée aux cryptosystémes a clés secrétes.
Il est donc intéressant de voir comment on peut mélanger ces deux principes :
c’est le cas du protocole d’échange de clés de Diffie-Hellman. On utilise la crypto-
graphie & clé publique pour partager une clé secréte, puis on crypte les messages
en utilisant la clé secréte que I'on partage. Voici le protocole plus en détail : on
suppose publique un groupe cyclique fini G, ainsi qu’un générateur g. Alice choi-
sit un entier a¢ au hasard, compris entre 0 et N — 1 (INV désigne & nouveau le
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cardinal de ), Bob choisit également un entier b au hasard. Alic rend publique
g%, et Bob fait de méme avec g°. Alors Alice et Bob partagent une clé secréte :
g®. La sécurité de ce protocole d’échange de clés repose sur 'hypothése de
Diffie-Hellman :

Hypothése de Diffie-Hellman : Connaissant g% et g°, on ne peut calculer g0,

Il est bien entendu que si ’on sait résoudre le DLP, alors on sait résoudre
I’hypothése de Diffie-Hellman. En revanche, la réciproque, & savoir que si l'on
sait résoudre ’hypothése de Diffie-Hellamn, on sait résoudre le DLP, reste une
question ouverte a ce jour.

5.3.3 Signatures électroniques

Un des problémes les plus important qui apparait en cryptologie est 1’au-
thenticité : comment peut-on s’assurer que le message provient bien de la bonne
personne ? En 1991, le gouvernement des Etats-Unis d’Amérique a proposé un
standard pour la signature électronique des messages, le DSS ( Digital Signa-
ture Standard). Il s’agit d’un protocole similaire & celui d’ElGamal que nous
décrivons ici.

On conserve les notations précédentes. Bob souhaite signer son message afin
qu’Alice puisse étre sire de 'authenticité du message. Pour cela, en utilisant sa
clé secréte b, Bob calcule z = (z + bg¥)k~1. 1l signe le message = avec (g*, 2).
Alice calcule alors u = zz7! et v = g*2~! et n’a plus qu’a vérifier que w = g¥g""
est bien égal a g*. Alice connait bien ¢° puisqu’il s’agit de la clé publique de
Bob.

5.3.4 Utilisation des modules de Drinfeld en cryptologie

Etant donné les fortes analogies existant entre courbes elliptiques et modules
de Drinfeld, il est logique de se demander si ’on peut transposer aux modules de
Drinfeld les cryptosystémes déja existant. De nombreuses tentatives ont donné
lieu & des cryptosystémes utilisant les modules de Drinfeld, mais dont la sécurité
jusqu’ici était trés insatisfaisante, en particulier pour le DLP dans les modules
de Drinfeld (voir Scanlon [39]). Dans ce dernier paragraphe, on présente les
travaux de Gillard, Leprévost, Pantchichkine et Roblot [13], qui ont trouvé un
moyen d’utiliser efficacement les modules de Drinfeld en cryptologie.

Soit f un polynéme irréductible sur F, de degré d et considérons le A-module
A/(f)e, que l'on notera B par la suite. Il s’agit de prendre &€ = F = B et
de trouver de nouvelles FSUT sur B. On peut déja constater les deux choses
suivantes :

Proposition 5.3.2 Soit M le polynéme minimal de pr € L, (A/(f)). Alors
(i) o = b en tant qu’applications de B dans lui-méme si et seulement
si.a =b mod M. En particulier, si a =b mod f,, alors ¢, = ¢y

— (i) pq est bijective si et seulement si a est premier avec f,. De plus, dans
ce cas, linverse de @, est donné par vy, ou b € A vérifie ab=1 mod f,.
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Preuve :

Pour (i), c’est clair puisque par définition du polyndéme minimal, ¢, = a(¢r)
est identiquement nulle si et seulement si M divise a. De plus, comme f, a
les mémes facteurs irréductibles que M, avec des multiplicités plus grandes, il
s’ensuit bien que si f, divise a, alors M divise a.

Pour (ii), on constate évidement que ¢, = a(pr) est inversible si et seulement
sia AM = 1. Mais comme dans (i), aAM = 1 si et seulement si a A f, = 1. Puis,
dans ces conditions, en utilisant la relation de Bézout, il existe deux polynémes
u et v tels que ua +vf, =1, d'oit le résultat en prenant 'image par ¢.

Remarque 5.3.3 Il est en revanche fauz que si p, = @p sur B alors a =
b mod f,, comme le montre l'exemple suivant : comme dans le paragraphe 6.1,
onprend =3, f=T?+1 et or =T —T7% Alors f, =T? et B~ A/(T) &
A/(T). Par suite o7 est nulle sur B bien que T % 0 mod T>.

Remarque 5.3.4 Ceci fournit donc une infinité de polynémes bijectifs. Il suffit
de prendre @, avec a premier avec f,.

La derniére proposition permet de construire une nouvelle fonction sens
unique a trappe, en se servant des modules de Drinfeld. En effet, on consi-
dére alors la clé secréte (c1,0,c2), composée de deux éléments de A, ¢1 et co
tous deux premiers avec f, et d’une bijection ¢ de B. On obtient ainsi une
fonction sens unique & trappe : ¥ = @., 00 0 @.,, dont la bijection réciproque
est donnée par ! = @ 007 0y, Ol ¢ic; =1 mod f,.

Pour la fonction o, il faut tout de méme choisir une fonction simple et rapide
a calculer. Dans [13], les auteurs sugérent de prendre o(z) = 2° 4+ §, o e est
un entier premier avec p(p? — 1) et § un élément de B choisi aléatoirement. La
fonction inverse est alors donnée par 0~1(2) = (2—0)/, avecef = 1 mod (p?—1).

Les procédés de cryptage et de décryptage sont obtenus comme suit :

— Cryptage :
Soit M un message & crypter. On commence par le transformer en un
élément de B : on écrit M = Ez;}) myp”® (écriture en base p), puis on lui
associe de maniére unique 1’élément p = Ez;é miT* mod f, € B.
Le message crypté est alors obtenu en calculant le polynome x = 1(u) =
Zf;ol k;T* mod f,, et en lui associant le nombre C = Zf;ol kipt.
Décryptage :
On fait la méme chose que le cryptage, sauf qu’on applique 1.

Dans leur article [13], les auteurs proposent des choix des paramétres, no-
tamment sur le choix du nombre premier p, de la fonction o et du module de
Drinfeld. En particulier, ils suggérent 'utilisation du module de Carlitz. Mais
nous avons démontré que dans ce cas, f, = f —1 (proposition 5.2.5), ce qui per-
met donc de réduire les calculs préliminaires. De méme, en prenant n’importe
quel module de Drinfeld de rang r = 1, on peut également utilisé la proposition
5.2.6 pour calculer f,, rapidement.
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